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Chapitre 1

Eléments de mathématiques

1.1 Les objets

1.1.1 Ensembles et éléments

Définition
On appelle ensemble toute collection d’objets appelés éléments de cet ensemble. Pour signifier
qu’un élément x appartient & un ensemble FE, on écrit 2z € E. Sinon, on écrit x ¢ E.

Exemple N, Z Q, R et C sont les ensembles de nombres usuels.

Exemple {a,b,..., s} désigne I’ensemble constitué des éléments a, b, ..., s et uniquement cela.

Exemple {2k/k € Z} désigne I’ensemble des éléments de la forme 2k avec k décrivant Z, a savoir les
nombres pairs.

Définition
Deux ensembles F et F' sont dits égaux s’ils sont constitués des mémes éléments. On note
alors £ = F.

Exemple {a,b} = {b,a}.

Définition

On appelle ensemble vide I’ensemble constitué d’aucun élément, on le note §.

Remarque La notation {} est caduque. La notation {()} ne désigne par I’ensemble vide mais un
ensemble constitué d’un élément qui est I’ensemble vide.
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1.1. LES OBJETS

Définition
Etant donnés deux ensembles E et F', on appelle intersection de E et F' I’ensemble £ N F
formés des éléments communs a E' et F.

Définition
Etant donnés deux ensembles E' et F', on appelle union de E et F' ’ensemble E U F' formés
des éléments de 1’un et de I’autre ensemble.

1.1.2 Inclusion

FE désigne un ensemble.

Définition

Un ensemble F’ est dit inclus dans £ si tous les éléments de F' sont aussi éléments de £. On
note alors ' C E.

Exemple {a,c} C {a,b,c}.

Définition
On appelle partie (ou sous-ensemble) de F, tout ensemble F' dont les éléments sont tous
éléments de E c’est-a-dire tout ensemble inclus dans F'.

Exemple () et F sont des parties de F.

Définition

] On appelle ensemble des parties de E I’ensemble, noté P(E), formé des sous-ensembles de E.

Exemple Si E = {a,b,c} alors
P(E) = {0.{a},{b} {c},{a,b},{b,c} ,{c,a},{a,b,c}}

1.1.3 Produit cartésien
1.1.3.1 Couple

Définition
A partir de deux éléments a et b, on forme un nouvel élément appelé couple (a, b) défini de

sorte que :
(a,b) = (a V)= a=detb=10

Remarque Lorsque a # b, (a,b) # (b, a).

Définition
On appelle produit cartésien de F par F' I’ensemble formé des couples (a, b) avec a dans F et
bdans F'. On le note E x F.




CHAPITRE 1. ELEMENTS DE MATHEMATIQUES

Exemple Pour F = {a,b,c} et F = {1,2}
E x F ={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2),(c,1),(c,2)}

Remarque Lorsque F et F' sont des ensembles distincts non vides : £ x F'# F x E.

Remarque Lorsque £ = F, il est usuel de noter £ au lieude F x E.

Exemple R? = {(z,y)/x € R,y € R} est usuellement visualisé comme un plan.

A{O}x R
z,
] I— .( &
_ Rx{y)
(0.0) !

1.1.3.2 Multiplet
Définition

A partir d’éléments a1, ..., a, (avec n € N* ), on forme le n uplet (a1, ..., a,,) défini de sorte

que :

(a1,...,a,) = (a},...,a,) & Vie{l,...,n},a; = a,

Définition

On appelle produit cartésien des ensembles F1, ..., F,, (avec n € N* ) I’ensemble formé des n
uplets (ay, ..., a,) avec pour tout i € {1,2,...,n}, a; € E;.
n

On le note F/; X --- x E,, ou encore H FE;.
i=1

Remarque Si £y =--- = FE, = F alorsonnote E™ aulieude F X --- X E (n termes).

Exemple R® = {(z,y,2)/z € R,y € R, z € R} est usuellement visualisé comme un espace de
dimension 3.

Exemple On pressent que R™ permet de visualiser la dimension n. ..



1.1. LES OBJETS

1.1.4 Fonctions et applications

FE et F' désignent des ensembles
Définition
Une application (ou fonction) f de E vers F’ est une « manipulation »qui a chaque élément x
de E associe un et un seul élément y de F'.
L’élément y est alors noté f(z) et est appelé image de x par f.
Onnote f : ' — F pour signifier que f est une application de E vers F.
On note F(E, F') ’ensemble des applications de F vers F'.

Remarque Pour définir une application f : E — F'il suffit de préciser comment a chaque élément = de
E est associé son image f(x) dans F.
C’est le principe des notations :

E—F

)

T ..
- f: E — F définie par f(z) =...;
- f :x — ... définie sur F et a valeurs dans F'.

R—R
Exemple e®  estune application.

Hi
v 2 +1

R—R

Exemple { x siz > 0 estune application.
x>

—x sinon

N—=Z o
Exemple 5 est une application.

n—n"—n+1
E 1 RESR t licati

xemple est une application.
P lay ety P

FR,R) =R o
Exemple est une application.

f = f(0)
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1.2 Notions de logique

1.2.1 Assertion

Définition
On appelle assertion toute phrase mathématique significative susceptible d’étre vraie (V) ou
fausse (F).

Exemple P = « 3 > 2 »est une assertion vraie.
Q =« 2+ 2 =15 »estune assertion fausse.

Remarque Lorsque la valeur de vérité d’une assertion P dépend des valeurs prises par un parametre
(resp. par plusieurs paramétres x, y, . .. ) on note souvent celle-ci P(x) (resp. P(z,y, ...) ) pour le
souligner.

On parle parfois de prédicat plutdt que d’assertion.

Exemple P(x) = « x > 0 »est une assertion dépendant d’un paramétre x réel.
Q(z) = « © +y = z »estune assertion dépendant de x, y, z réels.
P(2) et Q(1,2,3) sont vraies.

Définition
Deux assertions P et Q ayant mémes valeurs de vérité sont dites équivalentes et on note P ~

Q.

Exemple « x>0 »~« —x <0 »

Définition
Soit P(x) une assertion dépendant d’un paramétre x élément de E.
On note {z € Etel que P(z)} ou {z € E/P(x)} la partie de E formée des éléments x
qui rendent I’assertion P(z) vraie. On dit que I’ensemble est défini en compréhension par
opposition avec un ensemble dont on liste les éléments qui est dit défini en extension.

Exemple {z e R/1 <z <2} =[1,2],
{z e R/2® >0} =R*.
{n € Z/n estpair} = {2k/k € Z}.

Remarque Résoudre une équation consiste a décrire un ensemble défini en compréhension (i.e. défini
par I’équation étudiée) en un ensemble défini par la description de ses éléments.



1.2. NOTIONS DE LOGIQUE

1.2.2 Négation

Soit P une assertion.

Définition

On appelle négation de P, I’assertion notée non(P) définie comme étant vraie lorsque P est
fausse et inversement.

On peut aussi dire que ’assertion non(P) est définie par la table de vérité :

non(P)

o<

F
v

Exemple Pour P(z) =« z > 0 »onanon(P(z)) ~« z <0 »

Proposition
| non(non(P)) ~ P.

dém. :
P | non(P) | non(non(P))
|4 F v
F \% F

U

Remarque On note parfois = ou P au lieu de non(7P).

1.2.3 Conjonction et disjonction

Soient P, Q et R des assertions.

Définition

On appelle conjonction (resp. disjonction) de ces deux assertions, 1’assertion notée P et Q
(resp. P ou Q ) définie comme étant vraie si, et seulement si, P et Q le sont toutes les deux
(resp. lorsqu’au moins 1’une des deux 1’est). On a donc :

PlO|PetQ | Pould
VIV 1% 1%
VIF F 1%
F|V F 1%
F | F F F

Exemple « 0<z<1 »~«zx>20etx <1 »
« x 2z 0ouz <0 »estune assertion vraie pour tout x réel.

(!)Le ou francais est souvent exclusif.
Le ou mathématique est inclusif.
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Proposition

non(P et Q) ~ non(P) ou non(Q).
non(P ou Q) ~ non(P) et non(Q).

dém. :

Ces propriétés s’ obtiennent par étude de tables de vérité.

O

Proposition
PetP~P,PouP ~P.
PetO~QetP,Pou@~ QoulP,
(PetQ)etR ~Pet(QetR)(quel’onnotealors Pet QetR ),
(Pou@)ouR ~ P ou(QouR)(quel’on note alors P ou Q ou R ),
Pet(QouR)~ (PetQ)ou(PetR),
Pou(QetR)~ (PouQ)et(PouR).

dém. :

Ces propriétés s’obtiennent par étude de tables de vérité.

O

Attention : Ecrire P ou O et R sans parentheses n’est pas compréhensible !

Remarque On note parfois P A Q (resp. P V Q) au lieu de P et Q (resp. P ou Q).

1.2.4 Implications

Soient P et Q deux assertions.

Définition

On définit I’assertion P = Q comme étant vraie si Q ne peut pas étre fausse quand P est
vraie.

En francais I’implication est traduite pas les expressions : « si... alors », « donc », « par
suite »etc.

Plus précisément, la valeur de vérité de 1’assertion P = Q est donnée par :

P|Q|P=2Q
Viv |4
VIF F
FV Vv
F|F V

Exemple Pourzréel: x> 1= 2% > 1 est une implication vraie.

Attention : Lorsque P = Q est vraie, on ne présume rien sur la valeur de vérité de P.
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1.2. NOTIONS DE LOGIQUE

Remarque Lorsque P = Q est vraie :
- si P est vraie alors Q ’est aussi ;
- si P est fausse alors on ne sait rien sur la valeur de vérité de Q.

Définition
Lorsque P = Q est vraie on dit que :
- P est une condition suffisante (CS) pour Q;
- Q est une condition nécessaire (CN) pour P.

Définition
] Q = P est appelée implication réciproque de P = Q.

Proposition

| (P = Q) ~ non(P) ou Q.

dém. :
Pl OQ|P= Q|non(P) | non(P)ouQ
VIV 1% r %
VI F F F F
FlV \%4 Vv v

]

Proposition

| P = Q ~non(Q) = non(P)

dém. :

non(Q) = non(P) ~ Q ounon(P) ~ P = Q.

O

Définition

] non(Q) = non(P) est appelée contraposée de I'implication P = Q.

Exemple La contraposéede z > 1 = 2> lestz’ < 1=z <1.

Proposition
| non(P = Q) ~ P etnon(Q).

dém. :

Par négation de non(P) ou Q.

O

(!)non(P = Q) n’a pas la sens de P = non(Q)

Par passage a la négation le symbole d’implication disparait.

Exemple © > 0 = 22 >1letz > 0= 22 < 1sontdes implications toutes deux fausses.
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1.2.5 Equivalence

Soient P et Q deux assertions.

Définition

Onnote P < Q l'assertion P = Qet Q = P.

En francais I’équivalence se traduit par les expressions : « si, et seulement si »(ssi), « il faut
et il suffit »,...

La table de vérité de P < Q est donnée par :

P|RIP=Q|Q2=P | P=Q
Viv 14 V |4
VIF F |4 F
v |4 F F
r\F |4 V |4

Exemple Pour z,yréels : 22 = y> &z =youz = —y.

Remarque Lorsque P < Q est vraie, on peut dire que P et Q ont mémes valeurs de vérité et donc
P~Q

Définition
Lorsque P < Q est vraie, on dit que P et Q sont équivalentes et que P est un condition
nécessaire et suffisante (CNS) pour Q.

Proposition
| P& Q ~non(P) < non(Q).

(/)Ne pas écrire d’équivalences abusives !
Chaque équivalence correspond a deux implications et nécessite donc une double réflexion !

Exemple Pour z,yréels : x =y fz? =12,

1.2.6 Quantificateurs

Soit P(x) une assertion dépendant d’un élément « € E.
Définition
On définit I’assertion
Vo € E,P(x)

comme étant vraie lorsque P(z) est vraie pour tout x dans E.
Cette assertion se lit : « Quel que soit z dans E ona P(z) »

Exemple Vzr € R, 2% > 0 est vraie.
Vo € [-1,1],2? < 2 est vraie.
Vr € R, % < 2 est fausse.
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1.2. NOTIONS DE LOGIQUE

Remarque Ecrire Vz, P(z) est insuffisant !

Remarque Dans I’assertion
Vo € E,P(x)

la lettre = & un role muet i.e. qu’elle peut €tre remplacée par n’importe quelle autre lettre.

Définition
On définit 1’assertion
Jx € E,P(x)

comme étant vraie lorsque P(z) est vraie pour au moins un = dans E.
Cette assertion se lit : « Il existe « dans F tel que P(x) ».

Exemple 3z € R, 2% = 1 est vraie.
3z € R, z? < 0 est fausse.

Remarque Les remarques précédentes sont encore valables.

Définition
On définit 1’assertion
dlz € E,P(x)

comme étant vraie lorsque P () est vraie pour un et un seul élément = dans E.
Cette assertion se lit : « Il existe un unique z dans F tel que P(z) ».

Exemple 3!z € R™ In(x) = 1 (c’est le nombre de Neper)

Exemple Vx € R,An € Z,n <z <n+ 1.

Dans cette assertion, I’entier n apparait apres le x et est par suite susceptible de dépendre de x, on le
note parfois n, afin de le souligner.

Cette assertion est vraie et pour chaque z, I’entier n introduit est appelé partie entiere de x.

(/)Il ne faut par intervertir sans justification les V et les 3 :
« Yz e R;dn € Z,x < n »estvraie alors que « dn € Z,Vz € R,z < n »est fausse.

Remarque Abusivement, on écrit :

Yz > 0 au lieu de Va € RT,

V0 < z < 1aulieude Vz € [0, 1],

Vz,y € Eaulieude Vz € E,Vy € EoudeV(z,y) € E>,...
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Proposition
non(Vz € E,P(x)) ~ Iz € E,non(P(x)),
non(Jzx € E,P(x)) ~ Vz € E,non(P(x)).

dém. :

C’est du bon sens !

O

Convention :

Toute assertion commengant par : 3z € () est fausse.

Par négation : toute assertion commengant Vo € () est vraie.

Exemple Soit f : R — R une application.
- la fonction f est la fonction nulle :
Ve eR, f(x) =0;

- la fonction f s’annule :
Jr eR, f(z) =0;

- la fonction f s’annule une seule fois :
Az eR, f(z) =0;

- la fonction f s’annule sur R* :
3z € RT, f(z) =0;

- la fonction f ne s’annule que sur R™ :
VeeR, f(x)=0=xz>0;
- la fonction f ne prend que des valeurs positives :
Vr eR, f(z) 20;
- la fonction f ne prend des valeurs positives que sur R :
Ve eR, f(z) 20=2z>0:

- la fonction f est constante :
Vo,y €R, f(z) = f(y)

ou encore
AC eRVz R, f(z)=C;

- la fonction f est croissante :
Vo,y e Ryo <y = fz) < fy):
- tout réel possede un antécédent par f :
Vy eR, 3z €R, f(z) =y;
- la fonction f prend des valeurs deux a deux distincts :

Vr,y e Rz #y = f(x) # f(y)

Oou encore
Ve,y eR, f(z) = fly) =z =y
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1.3. RAISONNEMENTS

1.3 Raisonnements

Une assertion vraie est appelée énoncé, proposition ou théoréme.
La véracité d’une assertion se justifie par une démonstration.
Certaines assertions sont postulées vraies sans démonstration, ce sont les axiomes.

1.3.1 Démonstration d’une assertion

Pour démontrer la véracité d’une assertion P on peut procéder de trois manieres :
(1) Montrer que P découle de résultats antérieurs i.e. déterminer un énoncé Q tel que Q = P soit vraie.
Exemple Montrons

VeeR,z2+1>0

Soitz € R.
On sait que 2% > O et 1 > 0.
Or

a=>0etb>0=a+b>0

donc z° +1 > 0.

(2) Opérer par disjonction de cas i.e. déterminer un énoncé Q tel que @ = P et non(Q) = P soient
vraies.

Exemple Montrons que
n(n+1)

N
5 €

Vn € N,

Soitn € N.
Si n est pair alors on peut écrire n = 2k avec k € N et alors

1
@ —k(2k+1) €N
Si n est impair alors on peut écrire n = 2k + 1 avec k € N et alors

nn+1)

;— = @k+D(k+1) N

n(n+1)

Dans les deux cas eN.

(3) Raisonner par I’absurde i.e. montrer que non(P) implique un résultat faux.

Exemple Montrons qu’il n’existe pas d’entier naturel supérieur a tout autre.
Par I’absurde : Supposons qu’il existe N € N tel que Vn € N,n < N.
Pourn=N+1€N,ona N +1< N doncl < 0. Absurde.

(/)En aucun cas, on ne commence le raisonnement par « Supposons P ».
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1.3.2 Démonstration d’une implication

Pour démontrer la véracité d’une implication P = Q on peut procéder de deux manieres :
(1) Par déduction : on détermine une assertion R telle que : P = R et R = O.
(avec possibilité d’enchainer plusieurs assertions intermédiaires)

Exemple Soient z,y € R. Montrons

=y’ = |z| =yl
Supposons % = 3.
OnaxQ_y2:(x_y)(gc+y):()doncx—yzOoum—i—y:O.
Par suite 7 = y ou x = —y et donc |z| = |y|.

(2) Par contraposée : on établit non(Q) = non(P).

Exemple Montrons

r¢Q=1+2¢Q

Par contraposée, montrons : 1 +z € Q = z € Q.
Supposons 1 +x € Q. Puisque z = (1 +z) — l,onaz € Q.

1.3.3 Démonstration par récurrence

Théoreme
Soit ng € N et P(n) une assertion dépendant d’un entier n > ny.
Si
1) P(ng) est vraie;
2) Vn = ng, P(n) vraie = P(n + 1) vraie.
alors
Vn = ng, P(n) est vraie

Exemple Montrons

1
VneN"1+2+---+n= %
Procédons par récurrence sur n € N*,
1(1+1
Pournzlzlz%.

Supposons la propriété vraie au rang n > 1.
142+ +(n+1)=1+24-+n)+(n+1)
Par hypothese de récurrence, on obtient

n(n+1)
2

(n+1)(n+2)

1424+ (n+1)= 5

+(n+1)=

Récurrence établie.
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1.3. RAISONNEMENTS

Exemple Montrons
VneN,2" >n

Procédons par récurrence sur n € N.
Pourn=0:2"=1>0.
Pourn=1:2'=2>1.

Supposons la propriété établie au rang n > 1.

ontl — 9 on
Par hypothese de récurrence, 2" > n, donc
Ml s o =n+n>n+1

carn > 1.

Récurrence établie.

Noter qu’ici la récurrence est amorcée a partir du rang ng = 1 et I’étude de P(0) peut étre considérées
comme a part.
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Chapitre 2

Théorie des ensembles

Les ensembles ont déja été brievement présentés, dans ce chapitre on reprend 1’étude de ceux-ci de
maniere plus approfondie.
E, F,G, H désignent des ensembles.

2.1 Ensembles

2.1.1 Inclusion

Définition
On dit que E estinclus dans F', et on note & C F/, si tout élément de E est aussi élément de F'.
Ainsi
FECF&evVreFExeF

Exemple ) C E,ECFE

Remarque
E¢gF&sdxeFEx¢ F
Proposition
EFE=F&sFECFetFCFE
dém. :

Si E¥ = I alors il est immédiat que E est inclus dans F' et F' inclus dans E.
Inversement, si ' C F' et F' C E alors E et F' sont formés des mémes éléments ce qui permet d’affirmer
E=F.
]
Proposition
EcFetFCG=FECQG,
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2.1. ENSEMBLES

2.1.2 Sous ensemble

Définition
On appelle partie (ou sous-ensemble) d’un ensemble £ tout ensemble A inclus dans F.
L’ensemble formé des parties de E est noté P(E).

Remarque P(FE) est un ensemble d’ensembles, A € P(E) < A C E.
Exemple () € P(E),E € P(E), ) C P(E)eten général E ¢ P(E).

Exemple Pour E = {a},P(E) = {0, {a}}.

Pour E = {a,b} ,P(E) = {0,{a}, {b},{a,b}}.

Pour ' = {a,b,c},P(E) = {®7 {a} . {0}, {c} . {a,b}.{b,c} ,{c,a} . {a,b,c}}.
Pour E = 0, P(E) = {0}.

2.1.3 Opérations dans P(F)

Soient A, B, C' trois parties d’un ensemble F.
2.1.3.1 Union et intersection

Définition
On appelle union de A et B I’ensemble noté AU B formé des éléments de £ qui appartiennent
a Aoua B. Ainsi

AUB={x € E/x € Aoux € B}

Définition
On appelle intersection de A et B I’ensemble noté A N B formé des éléments de E qui
appartiennent
a Aeta B. Ainsi
ANB={zx€ E/rc Aetx € B}

Remarque On a toujours les inclusions :

ACAUB,BCAUBetANBCA ANBCB

Proposition

AUA=AANA=A,

AUE=FE,ANE=A,

AUD=AAND =10,

AUB=BUAANB=BNA,
AU(BUC)=(AUB)UCnoté AUBUC,
AN(BNC)=(AnB)NCnoté ANBNC,

AU(BNC) AUB)N(AUC)etAN(BUC)=(ANB)U(ANCOC).

= (
= (
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dém. :

On établit, en raisonnant par équivalence, qu’un élément de £ appartient a la partie du premier membre
si, et seulement si, il appartient a la partie du second membre.

par équivalence.

]

Attention : Ecrire A U B N C n’a pas de sens ; un parenthésage s’impose !

Proposition

SiAcCetBcCcCalors AUBCC.
SiCcAetC Cc BalorsC C AN B.

2.1.3.2 Complémentaire

Définition
On appelle complémentaire d’une partie A de £ ’ensemble noté Cr A formé des éléments de
FE qui ne sont pas dans A. Ainsi

CzA={rec E/z¢A}

Remarque Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur I'ensemble FE a I’intérieur duquel on travaille, il est
fréquent de noter A au lieu de Cg A.

Remarque A et Cp A sont des parties disjointes de F.

Exemple CgE = 0,Cpll = E.

Proposition
Ce(CgA) =A,
CE(AUB) =CgANCgB,
Ce(ANB)=CgAUCEgB,
ACB& CgB CCgA.

dém. :

On établit, en raisonnant par équivalence, qu’un élément de E' appartient a la partie du premier membre
si, et seulement si, il appartient a la partie du second membre.

]
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2.1. ENSEMBLES

2.1.3.3 Différence
Définition
On appelle ensemble A privé de B 1’ensemble noté A\B (ou A — B ') constitué des éléments

de E qui sont dans A sans étre dans B. Ainsi :

AB={ze€E/xeAetx ¢ B}

Remarque En général : A\ B # B\ A.

Proposition
] A\B = ANCg(B).

Définition
On appelle différence symétrique de A et B I’ensemble noté AAB déterminé par AAB =
(A\B) U (B\A).

Proposition
| AAB=(AUB)\(ANB).

dém. :
xe€A|lxzeB|xe AAB |z € (AUB)\(ANB)
Vv v F F
V F Vv V
F v Vv |4
F F F F
O
Proposition
AAA =0, AAD = Aet AAE = CpA.
AAB = BAAet (AAB)AC = AA(BAC).
dém. :

Les premieres propriétés sont immédiates.
La derniere peut s’obtenir par un tableau de vérité comme dans la démonstration précédente.
O

2.1.4 Familles

I désigne un ensemble.
2.1.4.1 Définition

Définition
On appelle famille d’éléments de £ indexée sur I la donnée d’un élément de E pour chaque
indice ¢ € I. Si cet élément de E est noté a;, la famille correspondante est notée (a;);e;-
On note E’ I’ensemble des familles d’éléments de E indexées sur 1.
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Remarque Une famille s’interprete comme étant une liste d’éléments indexés par les éléments d’un
ensemble I.

Remarque L’indice joue un rdle muet : (a;)icr = (a;)jer.

Définition
Soit J une partie de I.
(a;)ies est appelée sous famille de (a;);e;-
(a;)ier est appelée sur famille de (a;);c.-

2.1.4.2 Famille finie

Définition
Lorsque I est un ensemble fini, on dit que la famille est finie.
Lorsque I = {1, ...,n} on note souvent (a;)1<i<n au lieu de (a;)er-
Cette famille est alors usuellement confondue avec le n-uplet : (aq, ..., a,).

Exemple E = {a,b,c,d}, 21 = a,z9 = b,x3 = a, x4 = .
(w1, T2, 23, x4) = (z;)1<i<4 est une famille finie d’éléments de E.

2.1.4.3 Suite

Définition
Lorsque I = N, la famille (ay,),en est appelée suite d’éléments de E.
On note EN I’ensemble de ces suites.

Remarque Ce vocabulaire s’étant au cas ol [ = {n € N/n > ng} (avec ng € Nfixé)oua I =7Z,la
suite correspondante étant alors notée (ay,)n>n, OU (an)nez.

Exemple Posons u,, = 2n + 1 pour tout n € N. (u,),cn est une suite d’entiers.

Exemple Posons I,, = [1/n,n] pour tout n € N*. (I,,),>1 est une suite d’intervalles.

2.1.4.4 Famille de parties d’un ensemble

Définition
On appelle famille de parties d’un ensemble E, toute famille (A;);c; formée d’éléments de
P(E) i.e. telle que
Viel,A;, CE

Exemple Soit E = {a,b, ¢, d}.
Posons A; = {a,b}, Ay = {b,c} et A5 = {b,c,d}.
(Ai)1<i<s = (A1, Az, A3) est une famille de parties de E.
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Définition
Soit (A;);cs une famille de parties de F. On pose :
- U A;={x € E/3i € I,z € A;} appelée union de la famille (A;);cr;
i€l
- ﬂ A;={xz € E/Vie I,z € A;} appelée intersection de la famille (A;);c;.
icl

Exemple Avec I’exemple ci-dessus

3 3
i=1 1=1

Exemple | ] [1/n,n] =R* et {—1,;} _ (o).

n
neN* neN*

Remarque Si / = () alors : U A;=0et ﬂ A, =E.
i€l iel

Définition
Soit (A;);cs une famille de parties de F.

On dit que (4;);cr est un recouvrement de F si U A, =F.
icl

Exemple ([—n,n|),cn est un recouvrement de R.

Définition
On dit que (A;);cs est une partition de E si c’est un recouvrement formé de parties non vides
deux a deux disjointes.

Exemple ([n,n + 1[),ez est une partition de R.

2.2 Applications
2.2.1 Définition

Définition
On appelle graphe de E vers F toute partie I"de F x F.
FE est appelé ensemble de départ et F' ensemble d’arrivée du graphe I.

Exemple E = {a,b,c,d}, F ={1,2,3,4} etI' = {(a, 1), (b,2), (¢, 2), (d,4)}.
I'={(a,1),(b,2),(c,2),(d,4)} est un graphe de F vers F.
I ={(a,1),(b,2),(b,3),(c,3)} est un graphe de F vers F.
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Définition
On dit qu’un graphe I" de F vers F' est une application f de F vers F' si

Vo € E,3ly € Ftel que (z,y) €T

Pour tout z € E, I'unique y € F tel que (x,y) € I est appelé image de « par 1’application f,
on la note f(x).

Pourtout y € F,les x € E, s’il en existe, tels que y = f(x) sont appelés antécédents de y par
I’application f.

Onnote f : E — F pour signifier que f est une application de E vers F'.

On note F(E, F) I'ensemble des applications de F vers F'.

Remarque On parle indifféremment d’application ou de fonction.

Exemple Reprenons I’exemple précédent.

Le graphe I = {(a, 1), (b,2), (¢, 3), (d,2)} est une application f pour laquelle :
fla)=1,f(b) =2, f(c) = 3et f(d) = 2.

Le graphe I = {(a, 1), (b, 2), (b, 3), (¢,3)} n’est pas une application pour deux raisons :
- b a deux images ;

- d n’a pas d’images.

Remarque Si E = () alors tout graphe I" de E vers F est vide.
Puisque la phrase quantifiée Vz € 0, 3ly € F, (z,y) € 0 est vraie, on peut dire que () est une application
de E = () vers F : celle-ci est appelée application vide.

Proposition
| Soient f,g: E— F.Ona f =g & Vo € E, f(z) = g(x).

dém. :
Par égalités des graphes définissant f et g.
]

Remarque Pour définir une application f : £ — F' il suffit de préciser comment a chaque élément = de
E est associé son image f(z) dans F'.
E—F
f:
T ..

C’est le principe de la syntaxe
C’est désormais ainsi que nous définirons et manipulerons les applications.

E—FE - o
Exemple Idg : est une application appelée identité de L.
T
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~ E—=F
Exemple SoitC € F. C': { c est appelée application constante égale a C.
T —

Remarque La problématique de bonne définition d’une fonction f : F — F définie par une association
x +— f(x) est double :

- au départ : tout élément de F doit posséder une image et une seule ;

- a l’arrivée : cette image doit étre dans F'.

Exemple L’application

= Val+r+1

{R%RJF

est bien définie car :
-VreR, 22 + 2+ 1> 0etdonc /22 + z + 1 existe ;

-Vaz24+ax+1eRT.

Exemple Soit A une partie de E.
L application

| P(E) = P(A)
I X—XnA

est bien définie.

Exemple Soit A une partie de E.
Considérons

E — {0,1}
XA {1 size A
T .
0 sinon

X A est appelée application caractéristique de A.

Remarque Les familles d’éléments de E indexée sur I sont en fait des applications de I vers E. En
effet, une famille (a;);c; se comprend comme une application qui a ¢ € I associe a; € E.
En particulier les suites d’éléments de E indexées sur N, correspondent aux fonctions de N vers F.
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2.2.2 Composition d’applications

Définition
Soient f : E — Fetg: F— Q.
On appelle composée de f par g I’application g o f : ' — G définie par :

Vi€ E,(go f)(x) = g(f())

Symboliquement :
Ehr4a

—
gof

Remarque ¢ o f est bien définie car ’ensemble d’arrivée de f coincide avec I’ensemble de départ de g.

Remarque Lorsque G = F, on peut a la fois définir f o g et g o f mais en général: fog # go f.
D’ailleursgo f : E — Eet fog: F — F.

Exemple Soient

R—R R—R
: tg:
! soa? I Nzt

(g0 )(@) =2+ Let (fog)() = (x+ 1) donc go f # fog.

Proposition
Soient f : E — F,g: F - Geth:G— H.
Ona
(hog)of=ho(gof)

Cette application est encore notée h o g o f.

dém. :
Commencons par notons que les composées proposées sont effectivement possibles.
Ensuite, pour tout x € F,

[(hog)e fl(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x)))
et
[ho(gol(x) =h(ge f(z))=h(g(f(z)))
Puisque les applications (h o g) o f et h o (g o f) coincidents pour chaque = € F, elles sont égales.
O
Proposition
Soit f: E — F.
Ona foldg = fetldpo f = f.

dém. :

Les composées proposées ci-dessus sont effectivement possibles.

On vérifie ensuite 1’égalités des applications étudiées en chaque élément de leur ensemble de départ.
|
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2.2.3 Injection et surjection
2.2.3.1 Injection

Définition
Ondit que f : E — F estinjective si f ne prend jamais deux fois la méme valeur i.e. :

Vaz,2' € E,x # 2’ = f(x) # f(2')

Remarque La contraposée de z # 2’ = f(x) # f(a') est f(z) = f(2') = x = 2.
Pour établir I’injectivité de f, on montre I’une ou I’autre de ces deux implications, en pratique, c’est
plut6t la deuxieme.

Exemple Idg est injective.

Exemple L’application

s R—R

2"+ 1

est injective.
Soient z, 2’ € R.
Supposons f(z) = f(z').
Ona2e” + 1 =2¢e" +1donce” =e* puis, en composant avec le logarithme népérien, v = z’.
Ainsi f est injective.

Exemple Soit f : R — R une fonction strictement croissante.

Montrons que f est injective.

Soient z, 2" € R.

Supposons x # 2.

Quitte 2 échanger x et 2/, on peut supposer z < z’.

Par la stricte croissance de f, on a alors f(x) < f(x') etdonc f(x) # f(x).
Ainsi f est injective.

Attention : L’implication d’injectivité n’est pas :

r=a' = f(x) = (&)

Cette derniere implication est d’ailleurs vérifiée par toute application f !

Remarque Par négation

f:+ E — Fnoninjective < Jr,2' € E, f(z) = f(2') etw # 2’
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Exemple L’application
R—R
[ 2
=T
n’est pas injective.

Eneffet f(1) = f(—1) alorsque 1 # —1

Proposition
] Sif:FE— Fetg:F — G sontinjectives alors g o f I’est aussi.

dém. :

Soient x, 2’ € E.

Supposons (g f)(x) = (g f)(x).
Onag(f(z))=g(f(z)).

Par I’injectivité de g, on obtient f(z) = f(z').
Par I’injectivité de f, on obtient x = .
Finalement, g o f est injective.

|

2.2.3.2 Surjection

Définition
Soit f : E — F. On dit que f est surjective si chaque élément de F' posséde au moins un
antécédent par f i.e. :
Yy € F,3x € E,y = f(x)

Remarque Pour justifier la surjectivité de f : £ — F, il suffit, pour chaque y € F', de justifier
I’existence d’une solution a I’équation y = f(x).

Exemple Idg est surjective.

Exemple L’ application

JZ—-N
° nw—|n|+1

est surjective.
En effet pour toutm € N*, f(m—1)=|m—-1|+1=m—-1+1=m.
Ainsi chaque m € N* posséde au moins un antécédent dans Z.

Exemple L’application
C—-C
[ 2
Z>z
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En effet, considérons Z € C.

On peut écrire Z = re'? avec r >0eth €R.

Pour z = /re'?/? € C,ona f(z) = 22 = re'? = Z.

Ainsi, chaque Z € C posseéde au moins un antécédent dans C.

Attention : Ne pas confondre la surjectivité avec :
Ve € E,Jy € Fy = f(x)

assertion qui est vraie pour toute application f.

Remarque Par négation

f: E — Fnonsurjective < Jy € F,Vz € E,y # f(x)

Exemple L’ application
R—+R
[ 2
T
n’est pas surjective. En effet I’élément —1 € R ne possede par d’antécédent par f.

Proposition
] Sif:E— Fetg:F — G sontsurjectives alors g o f I’est aussi.

dém. :

Soit z € G.

Par la surjectivité de g, il existe y € F tel que g(y) = =z
Par la surjectivité de f, il existe x € F tel que f(x) = y.

Onaalors (g o f)(z) = g(f(z)) = g(y) = 2.
Ainsi chaque élément de G posseéde au moins un antécédent par g o f, I’application g o f est surjective.

]

2.2.4 Bijection
2.2.4.1 Définition
Définition

Soit f : E — F. On dit que f est bijective si chaque élément de F' posséde un unique
antécédent par f dans F i.e. :

Vye F,3z e E,y = f(z)

Remarque Pour montrer que f : E — F est bijective il suffit d’établir que, pour chaque y € F,
I’équation y = f(x) posséde une unique solution z € E.
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Exemple L’application

Rt — [1, +o0]
Nz—a2?+1

est bijective.
En effet, soit z € Rt ety € [1,4+o0].

y=flx)ey=2>+1ler’=y—lor=/y—1

(carx>0ety >1).
Par cette chaine d’équivalence, on peut affirmer que 1’équation y = f(z) posséde une solution unique
x € R pour chaque y € [1, +o00]; I’application f est donc bien bijective.

Attention : Ne pas confondre la bijectivité avec
Ve e E, 3y e F,y = f(x)
propriété qui est vérifiée par toute fonction.

Proposition
Soit f : E — F. On a équivalence entre :
(i) f est bijective ;
(ii) f est injective et surjective.

dém. :

(1) = (i)

Si f est bijective alors f est clairement surjective. Etablissons I’injectivité :
Soient z, " € E. Supposons f(z) = f(z').

Poury = f(x) = f(z') € F, z et 2’ sont des antécédents de y.

Or f étant bijective, y ne posseéde qu’un antécédent, donc = = z’.

(i) = (@)

Supposons f injective et surjective.

Soity € F.

Comme f est surjective, il existe x € E tel que y = f(x)

Soitde plus 2’ € E tel que y = f(2').

Onaalors f(z) = f(z'), or f estinjective, donc z = 2.

Par suite il existe un unique « € E' tel que y = f(x). Ainsi f est bijective.
O

Exemple Idg est bijective.

Exemple Soit f : N — Z définie par

[ n/2 si n est pair
f(n) = { —(n+1)/2 sinon

Visualisons les premieres valeurs de f :

fm) [0 -1 1 —2 2 -3




2.2. APPLICATIONS

La fonction f est bien définie.

En effet, quand n est pair et quand n est impair, les formules déterminant f(n) donnent un entier.
De plus, on remarque que pour n pair, f(n) > 0 alors que pour n impair : f(n) < 0..

Etudions la bijectivité de f via injectivité et surjectivité.

Soient n,n’ € N. Supposons f(n) = f(n').

Puisque f(n) et f(n') sont égaux, ils ont le méme signe et donc n et n’ ont la méme parité.

Si n et n’ sont pairs alors 1’égalité f(n) = f(n’) donne n/2 = n'/2 et donc n = n'.

Sin etn’ sont impairs alors I'égalité f(n) = f(n') donne (n+1)/2 = (n’ + 1)/2 et on retrouve encore
n=n'

Ainsi f est injective. Etudions maintenant la surjectivité.

Soitm € Z.

Sim > 0 alors, pourn = 2m € N,on a f(n) = n/2 = m car n est pair.

Sim < 0Oalors, pourn = —(2m + 1) € N,ona f(n) = —(n + 1)/2 = m car n est impair.
Dans tous les cas, on observe que m posséde au moins un antécédent par f.

Ainsi f est surjective et finalement f est bijective.

ont le

Proposition
| Sif:E— Fetg:F — G sontbijectives alors g o f I'est aussi.

dém. :
Via injectivité et surjectivité.
O

2.2.4.2 Application réciproque

Proposition
Soient f : E — Fetg: F — G.
Si g o f est injective alors f est injective.
Si g o f est surjective alors g est surjective.

dém. :

Supposons g o f injective.

Soient z, 2’ € E. Supposons f(x) = f(z').

Onaalors g(f(z)) = g(f(2')) i.e. (g0 f)(x) = (g0 f)(z').

Par I’injectivité de g o f, on obtient = 2. Ainsi f est injective.

Supposons maintenant g o f surjective.

Soit z € G. Par la surjectivité de g o f, il existe € E tel que z = (g o f)(x).
Pour y = f(z) € F, ona g(y) = g(f(x)) = (g0 f)(@) =

Ainsi chaque z € G posséde au moins un antécédent y € F pour 1’application g et on peut affirmer que
g est surjective.

|

Théoreme
Soit f : E — F. On a équivalence entre :
(i) f est bijective ;
(ii) il existe une application g : F' — E'telleque go f =Idg et f o g = Idp.
De plus, si tel est le cas, I’application g ci-dessus est unique.
On I’appelle application réciproque de f et on la note f~*.
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dém. :
Les compositions proposées dans le (ii) sont possibles.
(i1) = (i) Supposons (ii)
L’application g o f = Idg est injective donc f est injective.
L’application f o g = Id est surjective donc f est surjective.
Ainsi f est bijective.
(1) = (i)
Supposons f bijective. On a
Vye F,Jlz € E,y = f(x)

Posons alors g(y) = x, ce qui définit une application g : ' — E.
Ve e E,g(f(x)) ==

carsiy = f(z) alors g(y) = x.
VyeF flgly) =y

car si x = g(y) alors f(x) = y.

Par suite
gof=Idget fog=Idr
De plus :
Soit h : F — E une application telle que ho f =Idg et f o h = Idp.
On a

h=heldp =ho(fog)=(hof)og=Ildgog=g

Ainsi, il y a unicité de 1’application g introduite en (ii).
O

Exemple L’ application réciproque de Idg est Idg.
En effet IdE o IdE = IdE et IdE o IdE = IdE.

Corollaire
Si f : E — F est bijective alors on peut introduire f ™! : F — Fetona: f 'of=1Idget
fof t=1Idp.

Corollaire
Soit f : E — F.Sion détermine g : F' — FEtelleque go f = Idg et f o g = Idp alors on
peut conclure : f bijective et f~! = g.

Exemple Soit

N — N*
S
n—n-+1
Montrons s bijective et déterminons s~ 1.
Considérons
N* - N
p:
n—n-—1

L application p est bien définie.
On vérifie aisément s o p = Idy~ et p o s = Idy ; on peut donc conclure que s est bijective et s~ = p.
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Attention : Il faut observer deux composées égales a I’identité avant de conclure a la bijectivité.

Exemple Soient f : R — RT et g : Rt — R définies par f(z) = 2% et g(x) = /z.
Onago f = Idg+ alors que ni f, ni g, ne sont bijectives !

Proposition
Si f : E — F est bijective alors f~* est bijective et

=

dém. :

Supposons f bijective. On peut introduire f~' : F — E.

Comme fo f~! =Idpet f~! o f = Idg, par le deuxieme corollaire appliqué 2 f ! (en prenant g = f)
on peut conclure f~! bijective et (f~1)~! = f.

O
Proposition
Sif:FE— Fetg:F — G sontbijectives alors g o f aussi
(gof) t=f"tog™t
dém. :

On sait déja que g o f est bijective.

Puisque (go f) ' o (go f) = Idg on a, en composant avec f ', (go f) "' og = f~! puis, en composant
avecg ', (go f) P =flog

O

2.2.4.3 Permutation

Définition
On appelle permutation de E toute application bijective de F dans lui-méme.
On note G(E) I’ensemble des permutations de E.

Exemple Idg est une permutation de E.

Proposition
Vf,g€6(E), foge&(E)etgo fe&(E).
Vf e S(E), f!c&(E).

Définition

] On appelle involution de E toute application f : E — E telleque fo f =1dg.

Proposition
Soit f : E — E. On a équivalence entre :
(1) f est une involution ;
(ii) f est bijective et f~1 = f.
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Exemple Idg est une involution.

Exemple L’application
C—-C
[ _
=z

est une involution.

Exemple L’application
I P(E) = P(E)

est une involution.

2.2.5 Image directe, image réciproque d’une partie.

2.2.5.1 Image directe

Définition
On appelle image directe de A € P(FE) par f : E — F I’ensemble noté f(A) formé des
valeurs prises par f sur A.
Ainsi

J(A) = {f(z) avec a € A} = {f(a)/x € A}

Exemple Pour A = {z}, f(A) = {f(z)}.

Pour A = {z,y}, f(A) = {f(x), f(y)}.
Pour A =0, f(A) = 0.

Exemple Soit f : R — R définie par f(z) = 22, f([-1,2]) = [0,4], f(R) = RT,

Remarque f(A) peut aussi se voir comme étant formé des y € F qui possédent au moins un
antécédent dans A. Ainsi :
yef(A)edreAdy=flz)

Cette équivalence est fondamentale : elle caractérise 1’appartenance a la partie f(A).

Exemple Soient A, B C E. Montrons
f(ANB) C f(A) N f(B)

Soity € f(AN B).
Il existe x € AN Btel que y = f(x).
Puisque z € A,y = f(x) € f(A). Deméme y € f(B)etdoncy € f(A)N f(B).
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Définition
Soit f: E — F.
On appelle image de f I’ensemble noté Im f constitué des valeurs prises par f sur E.
Ainsi

Imf = f(E) ={f(z)/z € E}

Exemple Soit f : R — R définie par f(z) = 22. OnaImf = RT,

Exemple Soit f : C — C définie par f(z) = e*. Déterminons Im .
On a pour tout z € C, e* # 0 donc Imf C C*.
Inversement, soit Z € C*.
On peut écrire Z = pe'? avec p = | Z| et 6 € R.
Pour z = In(p) +i0 € C,onae®* = Z donc Z € Imf. Ainsi C* C Imf.
Finalement
Imf =C~*

Proposition

] f+ E — F estsurjective si, et seulement si, Imf = F'.

dém. :
Les éléments de Im f sont ceux de F' possédant au moins un antécédent par f...
O

2.2.5.2 Image réciproque

Définition
On appelle image réciproque de B € P(F) par f : E — F I’ensemble noté f~'(B) formé
des antécédents des éléments de B.
Ainsi

f7'(B)={z € E/f(x) € B}

Attention : La notation f~!(B) ne signifie pas I’existence de I’application réciproque de f.

Exemple Considérons
R—-R
[ 2
T =T

F7H0,1) = [-1,1], fTHRT) = R....

Exemple Poury € F, f~1({y}) correspond a I’ensemble des antécédents de y.
Ainsi

yelmf & f7 ({y}) #0
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Exemple f~(0) =0, fY(F) = E, f~}(Imf) = E.

Remarque Par définition de f~'(B), on a, pour z € E :

r€ fY(B)s f(x)eB
Cette équivalence est fondamentale : elle caractérise I’appartenance 2 la partie f~*(B).

Exemple Soient A, B C F. Montrons que
fHAUB) = fTH(A) U fH(B)
Soitz € E.
r€ fTYAUB) & f(x) €c AUB & f(z) € Aou f(z) € B
puis
refHAUB)exc fH(Aoure fTH(B)sze fHAUFHB)

On peut alors conclure

fTHAUB) = fTH(A) U FH(B)

2.2.6 Prolongement et restriction d’une application

Définition
Soient F, E, F, F quatre ensembles tels que ' C EetF CF.
Considérons f: E — Fet f: E — F.
On dit que f prolonge f si
Vo € B, f(z) = f(x)

Exemple Le module complexe est un prolongement de la valeur absolue.
L’exponentielle complexe est un prolongement de 1’exponentielle réelle.

Définition
Soient f : E — F, A C Eet B C F vérifiant
Ve e A, f(x)eB

On appelle restriction de f de A vers B I’application

.{A—>B
T 2o g(2) = fla)

Remarque La condition
Ve e A, f(x) €eB

(i.e. f(A) C B) assure la bonne définition de I’application g.
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2.3. LES ENSEMBLES FINIS

Exemple La restriction de la fonction sinus au départ de [—7/2, 7/2] et a valeurs dans [—1, 1] est
bijective.

Exemple La restriction d’une application injective est injective.

Remarque Soient f : & — Fet AC E.
L application restreinte

A= F

x> f(x)
est appelée restriction de f a A (au départ) et est notée f)4.
Soient f : E — F et B C F'telle que Imf C B.

L’ application restreinte
E—B
z = f(z)

est appelée restriction de f a I’arrivée dans B.
Généralement on la note encore f.

Exemple La restriction d’une application a I’arrivée dans Im f est surjective.

Exemple La restriction d’une application injective a ’arrivée dans Imf est bijective.

2.3 Les ensembles finis
2.3.1 Equipotence d’ensembles
Définition

On dit qu’un ensemble E est équipotent a un ensemble ' s’il existe une bijection de E vers F'.
On note alors E/ ~ F'.

Proposition

E~F,
EFx~F=F=~FE,
ExFetF~G=FE~Q(G.

dém. :
Puisque Idg est une bijection de E vers E, E ~ E.
Puisque I’application réciproque d’une bijection de E vers F' est une bijection de F' vers F,

Fx~F=F~F
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Puisque la composée d’une bijection de E' vers F' par une bijection de F' vers G est un bijection de
vers G,
Ex~FetF~=~G=E~G

O

Exemple {a,b,c} et {1,2,3} sont équipotents via la bijection f définie par f(a) =1, f(b) = 2 et
fle) =3.

Exemple N et N* sont équipotents via la bijection s : n +— n + 1.

Exemple N et Z sont équipotents via la bijection

o n/2 si n pair
" —(n+1)/2 sinon

Exemple On peut montrer que N et N? sont équipotents.
On peut montrer que N et Q sont équipotents.
On peut montrer que N et R ne le sont pas.

Définition
Un ensemble est dit dénombrable s’il est équipotent a N.

Exemple N, N*, Z, N2 et Q sont dénombrables, R ne 1’est pas.

2.3.2 Cardinal d’un ensemble

Définition
Pour n € N*, on note
N, =[1,n] ={1,2,...,n} etNg =10

Théoréme

Soient n,p € N.

S’il existe une injection de N, dans N,, alors p < n.
S’il existe une surjection de N, sur N,, alors p > n.
S’il existe une bijection de N, vers N,, alors p = n.

dém. :

La propriété relative a I’existence de bijection de N,, vers N,, découle immédiatement des deux précédentes,
il ne reste qu’a établir celles-ci. ..

Par récurrence sur p € N, montrons que pour tout n € N, s’il existe une injection de N, dans N,,
alors p < n.
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2.3. LES ENSEMBLES FINIS

Pour p = 0, la propriété p < n est vérifiée.
Supposons la propriété établie au rang p > 0.
Supposons qu’il existe une injection f de N4, dans N,, pour un certain n € N.
A partir de celle-ci construisons une injection g de Ny, 41 dans N,, vérifiant g(p + 1) = n.
Si f(p+ 1) = nalors g = f convient.
Si f(p + 1) # n introduisons ’application 7 de N,, dans lui-méme qui a pour seul effet d’échanger les
éléments n et f(p + 1). Lapplication 7 est clairement bijective. Considérons ensuite ¢ = 7 o f. Par
composition d’applications injectives, g est injective et par construction g(p + 1) = 7(f(p + 1)) = n.
Nous sommes donc parvenu a construire une application g comme voulue. Exploitons celle-ci.
Considérons I"application h : N, — N,,_; définie par h(z) = g(x) pour tout z € N,,.
Comme g est injective, n ne peut avoir d’autres antécédents que p + 1 par g et I’application & ci-dessus
est bien définie a valeurs dans N,,_1.
De plus g étant injective, h : N, — N,,_1, qui est une restriction de g, I’est aussi.
On peut alors appliquer I’hypothese de récurrence pour conclure p < n —lie.p+ 1 < n.
Récurrence établie.
Etudions maintenant les surjections de N, sur N,
Supposons qu’il existe une surjection f de N, sur N,,. A partir de celle-ci, nous allons construire une
injection de N,, dans N, ce qui permettra de conclure.
Pour chaque y € N,,, on peut dire que ’ensemble f~*({y}) est non vide car f est surjective.
Considérons alors x,, un élément quelconque de cet ensemble (par exemple z, = min(f~*({y}))).
Considérons ensuite 1’application g : N,, — N,, définie par g(y) = z, pour tout y € N,, et montrons
qu’elle est injective.
Pour touty € N, f(9(y)) = f(z,) = y car z, est un antécédent de y ; ainsi f o g = Idy,, . L’application
f o g étant injective, I’application g I’est aussi. On peut donc conclure a I’existence d’une injection de N,
dans N, et par I’étude qui précede on a n < p.
O
Définition
On dit qu’un ensemble E est fini s’il existe n € Ntel que i £ =~ N,,.
En vertu du théoreme ci-dessus, cet entier n est unique, on 1’appelle cardinal de E et on le note
Card E (ou |E|,#E)
Lorsqu’un ensemble £ n’est pas fini, on dit qu’il est infini et on pose Card £ = +o0.

Exemple CardN,, = n,

CardN = +o00,

Card {0,1,..,n} =n+1,

Poura < b € Z, Card Ja,b] = b —a + 1.

Exemple Card) = 0,
Card{a} =1let
1 sia=5b

Card {a, b} = { 2 sinon

Remarque Soit £/ un ensemble fini.

Si Card E = 0 alors E = .

Si CardE = n € N* alors il existe une bijection ¢ : N,, — FE.
Pour tout 1 < i < n, posons x; = ¢(i).

Comme ¢ est injective, les z1, ..., x,, sont deux a deux distincts.
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Comme ¢ est surjective, £ = {x1, ..., Tn }.
Ainsi, lorsque E est un ensemble fini 2 n € N* éléments, on peut indexer ceux-ci de sorte d’écrire

E={xy,..,z,}

avec des z; deux a deux distincts.

2.3.3 Cardinal d’une réunion

Proposition

Soient A et B deux ensembles disjoints.
Si A et B sont finis alors A U B I’est aussi et

Card(AU B) = CardA + CardB

dém. :

Posons n = CardA et p = CardB.

Sin=0oup=0:o0k

Sinon écrivons A = {z1, ..., 2, } avec des z; deux a deux distincts et B = {1, ..., yp } avec des y; deux
a deux distincts.

Comme A et B sont supposés disjoints, les 2; sont distincts des y;.

Considérons alors ¢ : Ny, — AU B définie par :

11 est immédiate d’observer que ¢ est une bijection de N,,,, vers A U B ce qui permet de conclure.
O
Corollaire

Soit (A;)1<i<n une famille finie d’ensemble deux a deux disjoints.
n

Si tous les A; sont des ensembles finis alors U A; I’est aussi et
i=1

Card o A, = Zn: CardA;
i=1 i=1

Théoreme
Toute partie d’un ensemble fini est elle-méme finie.

dém. :

Par récurrence sur n € N, montrons que toute partie d’un ensemble a n éléments est finie.
Pourn = 0: ok

Supposons la propriété établie au rang n > 0.

Soit F un ensemble fini a n + 1 éléments.

E= {xlv'-'axn7xn+1}
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avec des z; deux a deux distincts.
Posons

E ={z1,...,2,}

OnaCard E' = n.

Soit A une partie de .

Si 2,41 ¢ A alors A est une partie de £’ et elle donc finie par hypothese de récurrence.

Si ;41 € A.Posons A" = A\ {z,,11}. A’ est une partie de E’, donc par hypothése de récurrence A’ est
finie et puisque A = A" U {x,,11}, A I’est aussi car réunion de deux ensembles finis disjoints.
Récurrence établie

O
Corollaire
Soit A une partie d’un ensemble fini F.
CardCgA = CardEl — CardA
CardA < CardF avec égalité si, et seulement si, A = F
dém. :

FE est la réunion des deux parties A et Cg A qui sont disjointes et finies.
On en déduit

CardA + CardCg A = CardE

Puisque CardCg A > 0, on obtient CardA < CardE avec égalité si, et seulement si, CardCp A = 0 i.e.
CrA = 0 ce qui correspond au cas A = E.
O

Remarque 11 est fréquent d’établir I’égalité de deux ensembles pas une inclusion et une égalité de
cardinaux (finis).

Théoréme
Soient A et B deux ensembles.
Si A et B sont finis alors A U B 1’est aussi et

Card(A U B) = CardA + CardB — Card(A N B)

dém. :
On peut écrire AU B = AU (B\A) avec les ensembles A et B\ A finis et disjoints.
On en déduit que A U B est un ensemble fini et

Card(A U B) = CardA + Card(B\ A)

On peut aussi écrire B = (B\A) U (A N B) avec les ensembles B\ A et AN B finis et disjoints.
On en déduit

CardB = Card(B\A) + Card(AN B)

puis la relation proposée.
O
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Corollaire

Soit (A;);cr une famille finie d’ensembles.

Si tous les A; sont des ensembles finis est fini alors U A; Iest aussi et
i=1

Card o A; < i CardA;
i=1

=1

2.3.4 Applications entre ensembles finis

Théoreme
Soient E et F' deux ensembles finis.
S’il existe une injection de E dans F' alors CardE < CardF'.
S’il existe une surjection de E sur F' alors CardE > CardF'.
S’il existe une bijection de £ vers I alors Cardy = CardF'.

dém. :

Posons p = CardFE et n = CardF'.

Il existe ¢ : N, = Eetvy : N, — F bijectives.

S’il existe une injection f de E vers F alors (wfl o fop): N, = N, estinjective et donc p < n.
S’il existe une surjection f de E vers F alors (¢! o f o) : N, — N, est surjective et donc p > n.
S’il existe une bijection f de E vers F alors (¢! o f o) : N, — N,, est bijective et donc p = n.

O
Proposition
Soient E et I’ deux ensembleset f : £ — F.
Si A est une partie finie de E alors f(A) est une partie finie de F' et
Cardf(A) < CardA
De plus Card f(A) = CardA si f est injective.
dém. :

Posons n = Card A.

Sin=0alors A=0et f(A) =0:0k

Sin # 0, écrivons A = {x1, ..., x, } avec des x; deux a deux distincts.

Onaalors f(A) = {f(x1),..., f(zn)} et donc f(A) est un ensemble fini avec Cardf(A) < n.
Si de plus f est injective, les f(x;) sont deux a deux distincts et donc Cardf(A) = n.

g

Théoreme
Soient F et F' deux ensembles finis tels que

CardE = CardF

Toute application injective de I dans F' est bijective.
Toute application surjective de E sur F’ est bijective.

dém. :
Soit f : E— F une application injective.
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Ona f(F) C FetCardf(F) = CardE = CardF donc f(E) = F.

Par suite f est surjective puis bijective.

Soit f : E — F une application surjective.

Par ’absurde, si f n’est pas injective alors il existe z, 2" € E tels que z # 2’ et f(x) = f(z').
Onaalors f(E\ {z}) = f(E) = F car f estsurjective et f(z') = f(z).

Or Cardf(E\ {z}) < CardE d’ou CardF' < CardE. C’est absurde.

O

Corollaire
Soit F un ensemble finiet f : £ — F.
On a équivalence entre :
(1) f est bijective;
(i) f est injective;
(iii) f est surjective.

Attention : Ces résultats ne valent que pour les ensembles finis.

2.4 Dénombrement
2.4.1 Principe des bergers

Théoreme
Soient F/ un ensemble, F' un ensemble finiet p : £ — F.
S’il existe p € N tel que chaque y € F posseéde exactement p antécédents par ¢ alors
I’ensemble FE est fini et
CardF = p.CardF’

dém. :

Si F = (alors il n’y a qu’une seule application a valeurs dans F, ¢’est ’application vide qui est au départ
de E = (). La propriété est vraie.

Si F' # (), posons n = Card F'.

On peut écrire F' = {y1, ..., yn } avec les y; deux a deux distincts.

Posons, pour tout 1 < i < n, A; = o '({y:}).

Par hypothese, chaque partie A; est finie et CardA4; = p.

n
Puisque les parties A; sont deux a deux disjointes et que U A; = E, on peut affirmer que E est finie et
i=1

CardFE = Z CardA; = np
i=1
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2.4.2 Produit cartésien

Théoréme
Si E et F' sont deux ensembles finis alors &2 x F' I’est aussi et

CardE x F' = CardE x CardF’

dém. :

Considérons ¢ : E x F' — F définie par p(z,y) = y.

Tout élément y de I’ posséde exactement Card ' antécédents par ¢ et le principe de bergers appliqué a ¢
permet de conclure.

U
Corollaire
Soient F1, ..., E, une liste d’ensembles finis.
HEi =E X ..xE,
i=1
est fini et . .
Card [ [ E; = ] CardE;
i=1 i=1
dém. :

n+1 n

Par récurrence, en observant que H E; n’est pas tres différent de H E;, xEq ...
i=1 i=1

O

Exemple Si F est un ensemble fini et n € N* alors E" est fini et CardE" = (CardE)".

2.4.3 Dénombrement

Pour dénombrer le nombre d’objets construits par une démarche :
- on multiple lorsque passe d’une étape a 1’étape suivante dans la construction ;
- on somme lorsqu’il y a une alternative strice dans la construction.

Exemple Combien y a-t-il de couples (z,y) € {—2,—1,0,1, 2}2 tels que zy > 0 :
Couples solutions avec z = 0 :

5 choix de y et autant de possibilités.

Couples solusions avec > 0 :

2 choix de x et 3 choix de y, soit 6 possibilités.

Couples solutions avec x < 0 :

2 choix de x et 3 choix de ¥, soit 6 possibilités.

Autotal : 5+ 6 + 6 = 17 possibilités.
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2.4.4 Ensembles d’applications

Théoréme
Si E et F sont deux ensembles finis alors F(E, F') est fini et

CardF(E, F) = (CardF)“¥

dém. :

Si E = () alors il n’y a qu’une seule application au départ de E, I’application vide.

Or (CardF)° = 1 donc la relation proposée est exacte.

Si E # () alors, en posant n = CardE, on peut écrire E = {z1, ..., x,} avec les z; deux a deux distincts.
Considérons I’application ¢ : F(E, F)) — F™ définie par (f) = (f(z1), ..., f(zn)).

On vérifie aisément que I’application ¢ est bijective et on en déduit que F(E, F) est fini et

Card(F(E, F)) = CardF" = (CardF)®d¥

O

Remarque Démonstration plus simple :

Pour construire une application f : F — F avec E = {z1,...,z,} (etles z1, ..., z, deux a deux
distincts) :

- on choisit f(z1) dans F' : CardF’ possibilités ;

- on choisit f(z2) dans F' : CardF possibilités ;

- on choisit f(x,,) dans F': CardF possibilités.
Autotal, il y a (CardF')" possibilités et autant d’applications de E vers F.

2.4.5 Ensemble de parties

Théoreme
Si E est un ensemble fini alors P(E) 1’est aussi et

CardP(E) = 2¢rd¥

dém. :
Soit E un ensemble fini a n éléments.

Pour A partie de E, considérons son application caractéristique

E — {0,1}
XA { 1 size A
T .
0 sinon

L application A — y 4 réalise une bijection de P(E) vers {0,1}".
Il'y a 2" applications de F dans {0, 1} d’ot le résultat.

O
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Remarque Démonstration par dénombrement

Pour construire une partie A d’un ensemble F = {z1,...,2,} avec x1, ..., x, deux a deux distintcs :
- on choisit si 1 € A ou non : 2 possibilités ;

- on choisit si zo € A ou non : 2 possibilités ;

- on choisit si z,, € A ou non : 2 possibilités.
Au total, il y a 2" possibilités de construction et autant parties de E.

2.4.6 Permutation

Théoreme

] Il y a exactement n! bijections entre deux ensembles finis a n éléments.

dém. :

Par récurrence sur n € N.

Pourn=0:0'=1

Il n’existe qu’une application de @ vers (), ¢’est I’application vide, qui est bijective.
Supposons la propriété établie au rang n > 0.

Soit E et F' deux ensembles n + 1 éléments.

Notons Bij(F, F') I’ensemble des bijections de E vers F'.

Soita € Eet ¢ : Bij(E, F) — F définie par o(f) = f(a).

Tout b € F, les antécédents de b par ¢ correspondent aux applications bijectives de F\ {a} vers F'\ {b}.
Par hypothese de récurrence, il y en a n!.

Par le principe des bergers,

Card(Bij(E, F)) = (n+ 1)!

Récurrence établie.
O

Remarque Démonstration plus simple :

Pour construire une permutation de £ = {x1,...,x,} avec x1, ..., x, deux a deux distincts vers F' an
éléments :

- on choisit f(z1) dans F': n possibilités ;

- on choisit f(x5) dans F\ {f(z1)} : n — 1 possibilités ;

- on choisit f(x,) dans F\ {f(z1),..., f(zn—1)} : 1 possibilité.
Au final, il y a n! possibilités de construction et autant de bijection de E vers F'.

Corollaire
| Si E est un ensemble fini alors &(E) est fini et Card&(E) = (CardE)!.

47



2.4. DENOMBREMENT

2.4.7 Coefficients combinatoires

2.4.7.1 Définition

Définition
Soient n € N et p € Z. On appelle coefficient combinatoire p parmi n le nombre
n!
=4 pn—p)
p 0 sinon
n n n nn—1) (n n(n—1)(n—2) n
Exemple =1, =n, =—" =— =1
e () = (1) = (3] = 2o (5) = s
Proposition

n n
Vn e N,Vp € Z, = .
p n—p
dém. :

Les cas p < 0 ou p > n sont immédiats.

Pour0 < p < n,
n n! n! n
<n—p> T -pln-(-p) (n-p)p <p>

O
Théoréme
n n n+1
Vn e N,Vp € Z, + = .
P p+1 p+1
dém. :

CassO0<p<n—1

n n n! n!
(p) i <p+1> ")t Diln—p— 1)

_nllp+1+n—p) (n+1)! :<n+1>

(p+Dln—p!  (p+Dn—p)

O N )

p+1

Casp=n

Casp=—1
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Casp>noup < —1

]

Remarque On peut facilement calculer les premiers coefficients combinatoires grice au triangle de
Pascal :

n\p|[0 1 2 3 4
0 |1 00 0O
1 |1 1.0 0 0
2 /1 2 1 0 O
3 /1 3 3 10
4 |1 4 6 4 1

ou I’on visualise :
n n
_|_
I
n-+1
p+1

Exemple Soient p,n € N, calculons

On a
- +k +1 +2 +n
P 0 n
Or
P p+1 p+1 p+1 p+2
puis
p+2 N p+2 B p+3
1 2 |/ \ 2 )
et enfin
p+n . p+ny) p+n+1
n—1 n N n
Proposition

-1
VYn e N*,Vp € Z,p " =n " .
P p—1
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dém. :
Casl<p<n

Casp=0

Casp<QOoup>n

n n—1
P =px0=nx0=n
D p—1

O

Remarque On retient

2.4.7.2 Nombre de combinaisons

Définition
Soit E/ un ensemble et p € N.
On appelle combinaison de p éléments de FE toute partie de F a p éléments.

Théoreme
Soit £ un ensemble fini a n € N éléments et p € Z.

n
Il y a exactement ( ) combinaisons possibles de p éléments de E.

p

n
Autrement dit : il y a exactement ( ) parties a p éléments dans un ensemble a n éléments.
p

dém. :
Par récurrence sur n € N.
Pour n = 0 : ’ensemble vide ne possede qu’une partie qui est I’ensemble vide.

0 0
Ceci est cohérent avec <0> =1let < ) = 0 pour p # 0.
p

Supposons la propriété établie au rang n > 0.
Soit E un ensemble fini a n + 1 éléments et p € {0,1,...,n+ 1}.

n
Sip < 0oup > n,il n’existe pas de parties de I a p éléments et < > =0.
p
n
Sip =0, il n’existe qu’une partie de E a 0 élément (c’est I’ensemble vide) et <0> =1.
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Sinon, considérons a € F fixé.

n

n
Ilya parties a p éléments de E ne contenant pas a et < 1) parties contenant @ donc il y a
b

parties a p éléments dans FE.
Récurrence établie

n n n+1
+ =
p p—1 p
]
Remarque 11y a dans E de cardinal n, autant de parties a p éléments que de parties a n — p éléments

)-(.")

Cette propriété peut étre jusitifié par la bijectivité du passage au complémentaire qui échange les parties
a p éléments avec celles a n — p éléments.

Proposition

vneN, > <n> —on,
p=0 p

dém. :
Si CardE = n alors
CardP(E) = 2"

n
Or toute partie de F est constituée d’un nombre p d’éléments avec 0 < p < n et il existe ( > parties
p

de E a p éléments.
Par suite

O

" n
Exemple Pour n € N*, calculons Z P < )

p=0 P

)£ 5 ()£

2.4.7.3 Formule du bindome de Newton

Théoréme

Va,b € C,Vn € N, (a + b)" — Z <Z> an—kbk'
k=0
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dém. :

Par récurrence sur n € N.

Pour n = 0, la propriété est immédiate sachant que Va € C,a® = 1 (méme pour a = 0...)
Supposons la propriété établie au rang n > 0.

(a+b)"t" = (a+0b)"(a+Db)

Par hypothese de récurrence

(a+ b)n+1 _ (zn: (Z) an—kbk> (a+ b) = i (Z) Tl kpk + i (Z) " kpktl
k=0

k=0 k=0

Par décalage d’indice, on peut réécrire la deuxieme somme

n n+1
N\ kpktl n ntl—kpk
Z<k>a b Z(k_1>a b

k=0 k=1

En adjoignant un terme nul a chacune des deux sommes

n+1 n n+1 n
(a + b)n,+1 — Z L a7z+1—kbk + Z . . an—i—l—kbk
k=0 B

k=0

En combinant les deux sommes en une seule

n+1 n+1
n n n+1
b n+1 _ n+17kbk — n+17kbk

en vertu de la formule du triangle de Pascal.
Récurrence établie.
(]

Remarque On peut aussi énoncer :

(@b = (b+a) =3 (Z) akpnk

Ainsi réapparait la symétrie entre a et b.

Exemple (a4 b)? = a® + 2ab + b?,
(a+b)* = a® + 3a%b + 3ab® + b°,
(a+b)* = a* +4a®b + 6a2b* + 4ab® + b*.
En changeant ben —b :

(a —b)? =a* —2ab+b?

(a—b)* =a® - 3a%b + 3ab® — V*

Exemple Pour tout z € R,
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Pour x = 1, on obtient

2 )

“~(n k _n_ J 0 sineN~
Z<k>(_1) =0 { 1 sin=0

Pour x = —1, on obtient

Pour x = 2,

En dérivant la relation initiale

Pour x = 1, on obtient

n n " n
>k :Zk( )—nZ”_l
k=0 <k> k=1 k
En dérivant
n n
ne(l+z)" ! = k ¥
near =3 (;)

Exemple Soient n,p,q € N tels que n < p 4+ ¢q. Montrons
P k n—=k n

(1+x)”z<z>xk:

- le coefficient de 2" dans (1 4 z)P*9 est

Exploitons la relation

- le coefficient de =™ dans le développement de (1 + z)P(1 + z)? est

5005

Par identification des coefficients d’une fonction polynomiale, on obtient la relation proposée.
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Chapitre 3

Ensemble ordonné

3.1 Relation d’ordre

FE désigne un ensemble.

3.1.1 Définition

Définition
On appelle relation binaire R sur F toute propriété vraie pour certains couples (x,y)
d’éléments de E et fausse pour les autres.
Lorsqu’un couple (z,y) vérifie la relation R, on écrit zRy. Sinon, on écrit Ry en barrant
le R.

Exemple L’égalité est une relation binaire sur F notée =.

Exemple Sur E' = R, la relation inférieur ou égal est une relation binaire notée <.

Exemple Sur P(E), I'inclusion est une relation binaire notée C.

Exemple Sur £ = R, on définit une relation binaire R par :

TRy < sinxy = yer+y2
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Définition
Soit R une relation binaire sur F.
On dit que R est réflexive si
Ve € E,xRx

On dit que R est symétrique si
Vr,y € E,2Ry < yRz
On dit que R est antisymétrique si
Ve,y € E,zRyetyRex =z =1y
On dit que R est transitive si

Ve,y,z € E, xRy etyRz = 2Rz

Exemple Sur E, I’égalité est a la fois réflexive, symétrique, antisymétrique et transitive.

Exemple Sur F, la relation # est symétrique. Elle n’est ni réflexive ni transitive.

Exemple Sur £ = R,
TRy & sinx = siny

définit une relation réflexive, symétrique et transitive.

Définition
Une relation binaire a la fois réflexive, symétrique et transitive est appelée une relation
d’équivalence.

Exemple L’égalité est une relation d’équivalence sur E.

Exemple Sur £ = R,
TRy < sinx = siny

définit une relation d’équivalence.

Définition
On appelle relation d’ordre sur un ensemble E, toute relation binaire a la fois réflexive,
antisymétrique et transitive.
A défaut d’autres notations, une relation d’ordre est usuellement notée < a défaut d’autres
notations.
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Exemple La relation < est une relation d’ordre sur R.

Exemple L’inclusion est une relation d’ordre P(E).

Exemple On dit que m € N* divise n € N*, et note m | n, s’il existe k € N tel que n = mk.
| est une relation d’ordre sur N*.

Exemple La relation R sur P(E) définie par
ARB < CardA < CardB

n’est pas une relation d’ordre : cette relation n’est pas antisymétrique

3.1.2 Ensemble ordonné

Définition
On appelle ensemble ordonné tout couple (F, < ) formé d’un ensemble E et d’une relation
d’ordre < sur E.

Exemple (R, <), (P(E),C) et (N*,|) sont des ensembles ordonnés.

Définition
Soit (E, <) un ensemble ordonné.
On appelle ordre inverse associé a <, la relation = définie par :

TEYSYIT

Remarque = est aussi une relation d’ordre sur E.

Exemple > et D sont les ordres inverses sur < et C.

Définition
Soit (E, < ) un ensemble ordonné.
On appelle ordre strict associé a < la relation < définie par :

r<y&sryetr #uy.

Remarque < n’est pas une relation d’ordre car non réflexive.

Exemple < et & sont les ordres stricts associés a < et C.
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3.1.3 Ordre total, ordre partiel

Définition
Soit (E, < ) un ensemble ordonné.
Deux éléments x et y de E sont dits comparables six < youy < x.

Exemple Dans (R, <), tous les réels sont deux a deux comparables.

Exemple Dans (N*,|), 2 et 3 ne sont pas comparables.

Définition
Soit (E, <) un ensemble ordonné.
On dit que I’ordre < est total si tous les éléments de 2 sont deux a deux comparables. On dit
alors que (F, <) est un ensemble totalement ordonné.
Sinon, on parle d’ordre partiel et d’ensemble partiellement ordonné.

Exemple (R, <) est un ensemble totalement ordonné.
Exemple (N* |) est un ensemble partiellement ordonné.

Exemple Si E contient au moins deux éléments distincts a et b alors (P(E), C) est un ensemble qui
n’est que partiellement ordonné ; en effet {a} et {b} ne sont pas comparables.

3.1.4 Deux relations d’ordre sur R>

Exemple Sur R?, on définit une relation binaire < par :

/

(ry) g (@y)ez<aety<y

C’est une relation d’ordre sur R?.

En effet :

Puisque x = z ety = y,ona (z,y) < (z,y); la relation est réflexive.

Si (z, y) (', y') et (z/ y) (x, y)alorsx<x y <y etx’ <z y <y. Onendéduitz =z’ et

y =1 donc (x y) (2',1) ; 1a relation est antisymétrique.

Si(z,y) < (2/,y) et (x ,y) (2", y")alorsx < o',y <y'eta’ <a”,y <y’ Onendéduitz < 2"
ety <y donc (:L', y) < (2", 9y"); la relation est transitive.

La relation d’ordre ainsi deﬁme n’est que partielle. En effet les couples (0,1) et (1, 0) ne sont par
comparables.
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Exemple Sur R?, on définit une relation binaire < par :
() g (@, y) e r<a’ou(z=12"ety<y)

Montrons qu’il s’agit d’une relation d’ordre total.
La relation < est évidemment réflexive. Pour obtenir son antisymétrie et sa transitivité, remarquons que :
-si(x,y) < (2, y) alorsz < 2’
—s1( y) < (z,y) etz =2 alorsy < ¥/
i(z,y) < (x y) t(2',y") < (z,y),onax < 2’ et < 2 donc x = 2’ puis sachant
(z, )\(:z:, Net(x',y') < (z,y) avecz = 2/, onay <y ety < ydoncy =1y . Au final
(z,y) = (2',y');1a relatlon est antisymétrique.

/

z ’
Au351 si(z,y) < (2, y) et (2,y) < (2”,y"),onazx <2’ eta’ < 2" doncz < 2.

Siz <", on peut directement conclure (x Y) < ( "y

Sinon, z = 2" puis par encadrement 2 = x’ = z”. Sachant (z,y) < (2/, ') et (z,9') < (2", ") avec
r=1aetx' =2",onay <y ety <y’ doncy < y” et on obtient encore (z,y) < (z”,y”). Ainsi la
relation est transitive.

De plus, cette relation définit un ordre total puisque pour deux couples (z,y), (z',y') :

siz < 2 alors (z,y) < (2/,9);

sia <xalors (2',y) < (a; Y);

siz =2’ alors, selony <y ouy’ < y,ona (z,y) < (z,y") ou (2,9 X (z,y).

Finalement, dans tous les cas, les couples (%), (z’,4’) sont comparables.

Remarque Plus généralement, si (E, %) et (F, <) sont deux ensembles ordonnés, les deux démarches
qui précedent permettent de définir des relations d’ordre sur le produit cartésien £/ x F'. Pour 1’ordre
produit, on obtient a priori un ordre partiel, pour 1’ordre lexicographique, on obtient un ordre total si les
relations d’ordre sur I et I sont totales.

On peut aussi généraliser ce qui précede a un produit cartésien de plusieurs ensembles ordonnés.

3.2 Relation d’ordre et sous ensembles

3.2.1 Partie minorée, partie majorée

Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.

Définition
On appelle majorant de A (resp. minorant), s’il en existe, tout élément M € E tel que Va €
Aja < M (resp. M < a).
On note Majo(A) (resp. Mino(A) ) I’ensemble de ces éléments.

Remarque Un majorant/minorant doit pouvoir étre comparé a tout élément de la partie.

Exemple Dans (R, <).
Pour A =0, 1] U [2, 3], Majo(A) = [3, +oo[ et Mino(A) = ]—o0, 0].
Pour A = N, Majo(A) = et Mino(A) =R™.
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Exemple Dans (N*,|):
Pour A = {4,6}, Majo(A) = {12,24,36, ...} et Mino(4) = {1, 2}.
Pour A = {12,18}, Majo(A) = {36,72,...} et Mino(A) = {1, 2, 3,6}.

Exemple Dans (P(E),C) avec E = {a,b, ¢, d}.
Pour A = {{a,b},{b},{a,c}} : Majo(A) = {{a,b,c}, E} et Mino(A4) = {0}.

Définition
La partie A est dite majorée (resp. minorée) si elle posséde un majorant (resp. minorant). Une
partie est dite bornée si elle est majorée et minorée.

Exemple Les segments de R sont des parties bornées.

Exemple Dans (N*,|), toute partie est minorée par 1.

Exemple Dans (P(E), C), toute partie est majorée par E et minorée par (J.

3.2.2 Extremum d’une partie

Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.
Définition
On appelle plus grand élément de A (resp. plus petit élément), s’il en existe, tout élément

M € Atel que
VYa € A,a < M (respectivement M < a ).

Remarque Un plus grand élément est un majorant qui appartient a la partie.

Proposition
Si A admet un plus grand élément (resp. plus petit élément) celui-ci est unique.
On le note
max(A) (respectivement min(A) )

dém. :

Soient M, M’ deux plus grands éléments de A.

On peut écrire M < M’ car M’ majore A et M € A mais aussi par symétrie M’ < M.
Par I’antisymétrie de la relation <, on obtient M = M.

O

Exemple Dans (R, ).

Pour A = [0, 1], min(A) = 0 et max(A) n’existe pas.
Pour A = {1/n/n € N*} ={1,1/2,1/3,...}, max(A) = 1 et min(A) n’existe pas.
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CHAPITRE 3. ENSEMBLE ORDONNE

3.2.3 Propriétés fondatrices des ensembles de nombres entiers

On considere la relation < sur Nou Z :

- toute partie non vide de N admet un plus petit élément ;

- toute partie non vide et majorée de N admet un plus grand élément.
Par extension :

- toute partie non vide et minorée de Z possede un plus petit élément ;
- toute partie non vide et majorée de Z possede un plus grand élément.

Exemple Soit n € N*. Montrons qu’il existe un plus grand p € N tel que 27 | n.
Considérons

A={peN/2"|n}

A est une partie non vide de N car p = 0 € A puisque 2° = 1 divise n.
Pour tout p € A, 2P < n donc p < log, n. On en déduit que la partie A est majorée par E (log, 1) + 1.
Puisque A est une partie de N non vide et majorée, A posseéde un plus grand élément.

Proposition
Soit £ C N.
Si0e Fetsilonalapropriété Vpe Npe E=p+1c FE
alors £ = N.

dém. :
Soitm € N.
Pour montrer que m € E considérons

A={neN/ne FEetn<m}

A admet un plus grand élément p.

Comme p € Aonap € Eetp < m.
Commep € Fonap+ 1€ FE.

Orp+1¢ Adoncp+1>mdoup<m<p+1.
Ainsip =metpuisquep € Fonam € E.
Finalement N C E puis £ = N.

O
Théoreme
Soient ng € N et P(n) une assertion dépendant d’un entier n > ng.
Si
1) P(ng) est vraie et
2)Vn = ng, P(n) vraie = P(n + 1) vraie
alors
Vn = ng, P(n) est vraie.
dém. :

On applique le principe de récurrence a I’ensemble

E ={p € N/P(no + p) est vraie}
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Théoreme

Soient ng € N et P(n) une assertion dépendant d’un entier n > ng.
Si

1) P(ng) et P(no + 1) sont vraies et

2)Vn = ng, ((P(n) et P(n + 1) vraies) = P(n + 2) vraie

alors

Vn = ng, P(n) est vraie.

dém. :
On applique le principe de récurrence a I’assertion Q(n) = « P(n) et P(n + 1) vraies »
O

Exemple Soit (u,,) une suite réelle telle que

Uy = O,ul =1
Yn € N* upi1 = 2up — up_1

Montrons que Vn € N, u,, = n.

On procede par récurrence double. ..

Pour n = 0 et n = 1 : la propriété u,, = n est vraie.
Supposons u,, = n et u,4y1 =n+ 1 pourunrang n > 0.
Par définition de la suite (u,,), on a

Upto = 2Upt1 —Up =2(n+1)—n=n+2

Récurrence établie.

Remarque La récurrence double peut évidemment étre généraliser aux récurrences triples,
quadruples,. . . On parle ici de récurrence multiple. Pour que celles-ci s’enchainent correctement, il
conviendra de vérifier une initialisation suffisante.

Théoreme
Soient ng € N et P(n) une assertion dépendant d’un entier n > ng.
Si
1) P(ng) est vraie et
2)Vn = ng; (P(ng),...,P(n) vraies) = P(n + 1) vraie.
alors Vn = ng, P(n) est vraie.

dém. :
On applique la récurrence simple a I’assertion Q(n) = « Vng < k < n, P(k) vraie ».
g

Exemple Soit (u,,) € R" telle que
Vn € N,Un+1 = Uy + UL + ... +Up

Montrer que
Vn € N*, u, = 2" 1y,

Procédons par récurrence forte sur n € N*. ..
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Pourn=1,u1 =up = 20u0, la propriété est vraie.
Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n > 1.
On a alors
Upt1 = Ug + 2u0 4+ 2'uy + -+ 27 1,

Par sommation géométrique

n

B = Ug + (2” — 1)U0 = 2nU0

Up41 = Up + Uo 11—

Récurrence établie.

Théoréme
Soient ng,n1 € Ntels que ng < nq et P(n) une assertion dépendant d’un entier ng < n < ny.
Si
1) P(ngp) est vraie et
2) Vng < n < ng onaP(n) vraie = P(n + 1) vraie
alors Vng < n < ny, P(n) est vraie.

dém. :
On applique la récurrence simple & Q(n) = « P(n) vraieoun > ny ».
O

Remarque Dans le cadre de la récurrence finie, on peut aussi envisager des récurrences descendantes.

3.2.4 Borne supérieure, borne inférieure

Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.

Définition
On appelle borne supérieure de A, si elle existe, le plus petit des majorants de A. On la
note sup A.
On appelle borne inférieure de A, si elle existe, le plus grand des minorants de A. On la
note inf A.

Sous réserve d’existence :

sup A = min(Majo(A)) et inf A = max(Mino(A))

Exemple Dans (R, <) :

Pour A = [0,1], ona Majo(A) = [1,+oo] et Mino(A) = ]—o0, 0] donc sup A et inf A existent avec
supA =1letinf A =0.

Pour A = |—00, 1], ona Majo(A) = [1,4o0o[ et Mino(A) = () donc sup A existe et sup A = 1. En
revanche inf A n’existe pas.

Attention : sup A et inf A, lorsqu’ils existent, ne sont pas a priori des éléments de A.
Cependant :
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Proposition
Si A admet un plus grand élément alors A admet une borne supérieure et sup A = max A.
Si A admet un plus petit élément alors A admet une borne inférieure et inf A = min A.

dém. :

Supposons : A admet un plus grand élément M.

M est un majorant de A et pour tout majorant M’ de A, ona M < M’ puisque M € A.
Par suite M est le plus petit des majorants de A, c’est sa borne supérieure.

O

Attention : sup A existe A max A existe.
En revanche : sup A existe et sup A € A = max A = sup A.

3.2.5 Propriétés fondatrices des nombres réels

Par construction de la droite réelle :
- toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure ;
- toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

Remarque L’ensemble QQ ne posséde pas cette propriété.
Par exemple la partie A = {7" €cQ/r? < 2}, qui est non vide et majorée, n’a pas de borne supérieure

dans Q; en effet V2 ¢ Q.

Remarque Pour manipuler correctement sup A on retient :

- si A est une partie non vide et majorée de R alors sup A existe ;
- sup A est caractérisée par :

a) sup A est un majorant de A,

b) tout majorant de A est supérieur a sup A.

Exemple Soit
1 11
A=q—/neN}p=<1,-,- ..
Déterminons sup A et inf A.

La partie A admet un plus grand élément donc sup A = max A = 1.
La partie A est une partie de R non vide et minorée par 0.

On en déduit que inf A existe et inf A > 0.

De plus, puisque inf A minore A , on a la propriété :

VYn € N*;1/n > inf A

En passant a la limite quand n — 400, on obtient 0 > inf A.
On conclut inf A = 0.
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Exemple Soient A et B deux parties non vides et bornées de R telles que A C B.
Montrons

inf BLinfA<supA<supB

Puisque les parties A et B sont des parties de R non vides, minorées et majorées, on est assuré de
I’existence des bornes proposées.

Pour tout x € A,onax € B car A C B. Or la partie B est majorée par sup B donc x < sup B. Ainsi
sup B est un majorant de la partie A. Or par définition sup A est le plus petit des majorants de A donc
sup A < sup B.

Par un raisonnement symétrique, on obtient aussi inf B < inf A.

Enfin, en considérant un élément a € A, on peut affirmer inf A < a et a < sup A donc inf A < sup A.

Définition
Si A est une partie de R non vide et non majorée, on pose sup A = +oo.
Si A est une partie de R non vide et non minorée, on pose inf A = —oo.

Si A =, on pose sup A = —oco etinf A = +oo0.

Exemple Si I est un intervalle non vide, ses extrémités dans R correspondent a inf I et sup I.

Théoréme
Soit A une partie non vide de R.
1l existe une suite (u,) € A" telle que u,, — sup A € R.
1l existe une suite (v,,) € A" telle que v,, — inf A € R.

dém. :

Supposons sup A = +o0.

Pour tout n € N, n n’est pas majorant de A donc il existe a € A tel que a > n.

Posons u,, = a. En faisant varier n, ce qui précéde définit une suite (u,,) € AN qui par comparaison tend
vers 400 puisque u,, > n pour tout n € N.

Supposons M = sup A € R.

Pourtoutn € N, M —1/(n + 1) n’est pas majorant de A donc il existea € Atelque M —1/(n+1) < a,
de plus a < M. Posons u,, = a.

En faisant varier n, ce qui précede définit une suite (u,,) € AY qui par le théoréme des gendarmes tend
vers M.

O

Exemple Soient A et B deux parties non vides de R telles que
Va e AVbe B,a<b

Montrons sup A < inf B.

Soient (a,,)" et (b,) € B telles que a,, — sup A et b,, — inf B.

Pourtoutn € N, a,, < b, cara,, € Aetd, € B.
En passant cette comparaison a la limite, on obtient sup A < inf B.
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3.3 Fonctions et relation d’ordre

Les définitions qui suivent, présentées dans un cadre général, s’appliqueront en particulier aux fonctions
a valeurs réelles et aux suites de nombres réels.

3.3.1 Comparaison de fonction

Soient E un ensemble et (F, <) un ensemble ordonné
Définition
On définit une relation binaire notée < sur F(E, F') par :

f<sgeVzekFE, f(r)<g(z)

Exemple Soient f,g: F — R.
f<ge Vel f(z) <g(z)

Exemple Soient (u,), (v,) € RY.

(un) < (vn) & Vn € Nyu, <o,

Proposition
] < est une relation d’ordre sur F(E, F').

dém. :

Pour tout z € E, f(x) < f(x) donc f < f.

Supposons f < getg < f.Pourtout x € E, f(z) < g(x) et g(z) < f(x) donc f(x) = g(x). Par
suite f = g.

Supposons f < getg < h.Pour tout x € E, f(z) < g(x) et g(x) < h(z) donc f(z) < h(x). Par
suite f < h.

Puisque réflexive, antisymétrique et transitive la relations < sur 7 (E, F') est une relation d’ordre.

O

Remarque Si E et I contiennent tous deux au moins deux éléments, on peut montrer que 1’ordre n’est
que partiel.

3.3.2 Monotonie de fonctions

Soient (E, %), (F, X) et (G, K) trois ensembles ordonnés.
Définition
On dit que f : E — F est croissante (resp. décroissante) si

Vez,yc E,x <y = f(x) < f(y) (tesp. z sy = f(y) < f(x))

On dit que f : E — F est strictement croissante (resp. décroissante) si

Vo,y € B,x <y = f(x) < f(y) (resp.z <y = f(y) < f(z))

On dit que f est monotone ssi f est croissante ou décroissante.

66



CHAPITRE 3. ENSEMBLE ORDONNE

Exemple La fonction f : x — [—z, x] est une application croissante de (R™, <) vers (P(R), C)

Exemple La fonction f : R — R définie par f(z) = 2® est strictement croissante.
f est dérivable, f'(x) > 0 et ne s’annule qu’en z = 0.

Exemple La fonction f : R* — R définie par f(x) = 1/ n’est pas décroissante.
En revanche, ses restrictions a |—oo, 0] et ]0, +o00[ le sont.

Proposition

Soient f : E — Fetg: F —G.
Si f et g ont méme monotonie alors g o f est croissante.
Si f et g sont de monotonies contraires alors g o f est décroissante.

dém. :
C’est immédiat !
O

Exemple f:R — R définie par f(z) = In(e™ ™ + 1) est strictement décroissante par composition de
monotonie.

Remarque Par la définition qui précede, une suite (u,,) € E est dite croissante si
Vn,me En<m= u, < Un

Plus efficacement, la monotonie de (u,,) s’étudie en comparant u,, et u, 41 grace au résultat suivant :

Proposition

Soit (uy, )nen une suite d’éléments de E.
La suite (u,,) est croissante (resp. décroissante) si, et seulement si,

Vn € N, upy1 = Uy (1€Sp. Up41 <X Up )
La suite (u,,) est strictement croissante (resp. décroissante) si, et seulement si,

Vn € N, upy1 < Uy (resp. Upt1 < Up )

dém. :

(=) ok

(<) Supposons Vn € N, w11 = uy,.

Par récurrence sur n € N, on montre que pour tout 0 < m < n, on a Uy, < Up.-
O

Remarque Pour étudier la monotonie d’une suite réelle (u,,), on peut regarder le signe t,, 11 — .
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n

Exemple La suite (u,,) de terme général u,, = Z 1/ est croissante.

k=1
En effet 1
U — Uy = >0
et "on41
Exemple Pour n € N, posons I,, = [—n,n].
La suite (I,,)nen est une suite croissante de segments de R.
En effet

Vne N, I, C It

Remarque Pour étudier la monotonie d’une suite (u,, ) de réels strictement positifs, on peut comparer le
rapport Uy 1 /Uy, a 1.

Exemple La suite de terme général
n
1
wn= ] (1 - %2)
k=1
est décroissante.

En effet, cette suite est formé de termes strictement positifs (par produit de facteurs strictement positifs)

et 1
Un+1
=1—-— <1
Up 2(n+1)2

donc Up41 < Up.

3.3.3 Fonction minorée, majorée

Soient F un ensemble, (F, <) un ensemble ordonné.
Définition
On appelle majorant de f : £ — F, s’il en existe, tout majorant de Imf i.e. tout élément

M € Ftel que
Vee E, f(x)x M

On appelle minorant de f : E — F, s’il en existe, tout minorant de Imf i.e. tout élément
M € F tel que
Vee E, f(x) = M

La fonction f : E — F est dite majorée (resp. minorée) si elle posséde au moins un majorant
(resp. minorant).
Une fonction minorée et majorée est dite bornée.

Exemple f:R — R définie par f(z) = e” est minorée, non majorée.

Exemple u,, = sine” est le terme général d’une suite (u,,) bornée.
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3.3.4 Extremum d’une fonction

Soient F un ensemble et (F, <) un ensemble ordonné.
Définition
On dit que f : F — F admet un maximum en ¢ € F si

Ve € E, f(z) < f(a)

f(a) apparait alors comme étant le plus grand élément de Im f, on 1’appelle valeur au maximum
de f et on la note max f ou max f(x).
TE

On dit que f admet un minimum en a € F si
Vz e E, f(z) = f(a)

f(a) apparait alors comme étant le plus petit élément de Im £, on I’appelle valeurs au minimum
de f et on la note min f ou mig fx).
A

On appelle extremum, un minimum ou un maximum d’une fonction.

Exemple Soient a, b, c € R avec a # 0.
La fonction f : 2 — ax? + bz + ¢ admet un extremum en —b/2a.

3.3.5 Borne supérieure et borne inférieure d’une fonction réelle

Soit E/ un ensemble.
Définition
On appelle borne supérieure de f : £ — R, si elle existe, la borne supérieure de Imf. On la
note

sup f ou sup f(x)

zeE

On appelle borne inférieure de f : E — R, si elle existe, la borne inférieure de Imf. On la
note

inf f ou ;Ielgf(x)

Proposition

Si une fonction réelle présente un maximum (resp. un minimum) alors la valeur en celui-ci est
aussi borne supérieure (resp. inférieure) de cette fonction.

Exemple supe” = oo et inf e* = 0.
z€ER zeR

1 1
Exemple sup — =1let inf — =0.
neNs N neN* n

Remarque 11 est aisé de déterminer les éventuels extrema et les bornes supérieure et inférieure d’une
fonction réelle d’une variable réelle lorsqu’on connait sont tableau de variation.
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Exemple Etudions f : R — R définie par

1
f est dérivable et
20 +1
! —
@) =+
Les variations de f sont données par
xr | —o0 -1/2 +00
f'(@) + 0 -
(x) 0o 2~ 4/3 N, 0

Sur ce tableau, on lit

sup f=maxf=4/3etinf f=0
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Chapitre 4

Structures algébriques

On connait plusieurs additions (sur les nombres, les vecteurs, les suites, les fonctions,. .. ), ces additions
se ressemblent beaucoup bien qu’opérant sur des objets tres différents. . . Dans ce chapitre nous allons voir
en quoi certaines opérations ont des propriétés commune et plus généralement on va isoler les propriétés
calculatoires des opérations sans s’intéresser a la nature des objets qu’elles manipulent ; ¢’est ce qui rend
ce chapitre assez abstrait. . .

4.1 Loi de composition interne

E désigne un ensemble.

4.1.1 Définition

Définition
On appelle loi de composition interne (l.c.i.) ou opération sur E toute application de ' x F
vers F. Lorsque 1’on convient de noter x cette loi de composition interne, on note x xy I’'image
du couple (z,y) par I'application précédente.
L’élément x * y est appelé composé de x par y via *.
Les lois de composition interne sont généralement notées , T, L, 4, X, 0, ...

Exemple L’addition et la multiplication sur C sont des lois de composition interne.
En effet (x,y) — x + y et (x,y) — xy sont des applications (bien définies) de C x C vers C.

Exemple L’union et I’intersection sont des lois de composition interne sur P(E).

Exemple La composition des applications est une loi de composition interne sur 7 (E, E).

Définition
On appelle magma tout couple (E, ) formé d’un ensemble F et d’une loi de composition
interne x sur F.

Exemple (C,+),(C, x),(E?,0), (P(E),U),(P(E),N) sont des magmas usuels.
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4.1.2 Partie stable

Définition
On appelle partie stable d’'un magma (F, %) toute partie A de E vérifiant

Ve,y e A,z xy € A

Exemple FE et () sont des parties stables de (E, *).
Exemple N, Z, Q et R sont des parties stables de (C, +) et (C, x).

Exemple G(F) est une partie stable de (F(E, E), o) car la composée de deux permutations est une
permutation.

Définition
Soit A une partie stable d’'un magma (F, x). L’application restreinte

AxA—=A

(z,y) = wxy
définit une loi de composition interne sur A appelée loi de composition interne induite par x
sur A.
On la note x; 4, ou plus couramment *, et on peut ainsi donner un sens au magma (A, x).

Exemple (N, +), (N, x),(Z,+),(Z, x),(Q,4), (Q, x), (R, +), (R, x) et (6(F), o) sont de nouveaux
magmas usuels.

Exemple On peut aussi donner un sens a (R*, x) mais pas a (R*, +) !

4.1.3 Propriétés d’une loi de composition interne

4.1.3.1 Commutativité

Définition
Soit * une loi de composition interne sur E. On dit que deux éléments a et b de £ commutent
pour la loi * si
axb=bxa

Exemple Dans (C, +) et dans (C, x) tous les éléments commutent deux & deux.
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Exemple Dans (F(E, E),o) ce n’est plus le cas mais néanmoins on peut dire que tout élément de
F(E, E) commute avec Idg.

Définition
Une loi de composition interne * sur F est dite commutative si tous les éléments de E
commutent deux a deux.
Le magma (E, x) est alors dit commutatif.

Exemple (C,+), (C, x), (P(E),U), (P(E),N) sont des magmas commutatifs.

Proposition

| Si A est une partie stable d’un magma commutatif (E, *) alors (A, *) est aussi commutatif.

dém. :
Si on a la propriété
Va,b € E,axb=bxa

on a a fortiori la suivante
Va,be A,axb=bxa

car AC E.
O

4.1.3.2 Associativité

Remarque Si x est une loi de composition interne sur F, considérer 1’élément a x b x ¢ est ambigu car
I’opération * n’engage a priori que deux éléments. Ainsi a x b * ¢ ne peut étre compris qu’avec un
parenthesage (a * b) * coua x (b * ¢) spécifiant comment est organisée I’opération.

Définition
Une loi de composition interne x sur E est dite associative si

VYa,b,c € E,(a xb) x c=a x (b * ¢)

Le magma (E, ) est alors dit associatif.

Remarque Si « est associative, les parenthéses n’étant plus nécessaires a la compréhension de
I’opération, on note a x b x ¢ au lieu de (a * b) x cou a x (b* ¢).
De maniere plus générale, on peut aussi donner un sens a I’opération

L n
ai * as * ...*a, (encore noté 4*1 a; )
i=

sans avoir a préciser le parenthesage

Exemple (C,+),(C, x), (F(FE,E),0),(P(E),U), (P(E),N) sont des magmas associatifs.
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Exemple Le produit vectoriel définit une loi de composition interne ni commutative, ni associative sur
I’ensemble des vecteurs de I’espace.

Proposition
Si A est une partie stable d’'un magma associatif (F, x) alors (A, x) est aussi associatif.

dém. :
Si on a la propriété

Va,b,c € E,(axb)*xc=ax* (bx*c)
on a a fortiori celle-ci

Va,b,c € A, (a*xb)*xc=ax*(bxc)

puisque A C E.
O

Exemple Etudions I’opération * définie sur R par

Txxy =22+ 1y?

Pour tout z,y € R, 2 4+ 3% > 0 et donc \/z2 + 32 est bien définie dans R.
Ainsi x : R x R — R définie une loi de composition interne sur R.
Pour tout z,y € R,

YyxxT = \/y2+z2 = \/x2 +y2=xxy
Laloi « est commutative.
Pour tout x, 4, z € R,

zx (y*2) =x*(\/y2+22) = Va2 + (12 + 2?)

donc

ex(yxz) =/(22+y2) +22 =2+ y?xz = (vxy) %z
La loi % et associative.
Les parties R™ et [1, +-00[ sont des exemples de parties stables de (IR, * ).

4.1.4 Eléments particuliers

Soit (E, *) un magma
4.14.1 Elément régulier

Définition
On appelle élément régulier de (E, ) tout élément x de F vérifiant

Ya,b € E,x*a=x*b= a=> [régularité & gauche]

et
a*x =bxx = a=0>[régularité a droite]

Exemple Dans (C, +) tout élément est régulier,
Dans (C, x) tout élément non nul est régulier alors que O est irrégulier.
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Exemple Dans (F(E, E), o) toute permutation est réguliére.
Plus généralement, une application injective est réguliere a gauche alors qu’une application surjective
est réguliere a droite.

4.1.4.2 FElément neutre

Définition
On appelle élément neutre de (E, *) tout élément e de E vérifiant

ViecE,exz=zxzetzxe=x

Exemple 0 est élément neutre de (C, +).
1 est élément neutre de (C, x).

() est élément neutre de (P(E), U).
E est élément neutre de (P(E),N).
Idg est élément neutre de (F(E, E

);0)-

Proposition

] Si (E, ) posséde un élément neutre celui-ci est unique.

dém. :

Soient e, ¢’ deux éléments neutres pour x.

Onaexec = ecar e estneutre a droite et e x €’ = ¢’ car e est neutre a gauche.

On en déduit que e = ¢€’.

O

Définition
On appelle monoide tout magma (E, ) associatif et possédant un élément neutre.
Si de plus la loi x est commutative, le monoide (E, *) est dit commutatif.

Exemple (C,+) est un monoide commutatif d’élément neutre 0,
(C, x) est un monoide commutatif d’élément neutre 1,
(P(E),U) est un monoide commutatif d’élément neutre 0,
(P(E),N) est un monoide commutatif d’élément neutre F,
(F(E, E), o) est un monoide d’élément neutre Idg.

4.1.4.3 Elément symétrisable

Soit (E, *) un monoide d’élément neutre e.
Définition
On appelle élément symétrisable de (E,*) tout élément = de F tel qu’il existe y € F pour

lequel
rxy=ecetyxr=e
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Proposition
] Si x est symétrisable alors I’élément y € F vérifiant x x y = y * x = e est unique.

dém. :
Soient y et 3y’ solutions.
Ona
y=yrxe=yx(xxy)=(yxz)*xy =exy =y

O
Définition

Si x est symétrisable, I’unique élément y de F tel que x xy = y *x = e est appelé symétrique

de x et on le note

sym(z)

Exemple Dans (C, +), tout x est symétrisable et sym(z) = —x.

Exemple Dans (C, x), tout 2 non nul est symétrisable et sym(z) = 1/z.
En revanche 0 n’est pas symétrisable.

Exemple Dans (F(E, E), o) toute permutation de f est symétrisable et sym(f) = f~'.
Inversement si f : E — F est symétrisable alors il existe g : £ — E'telleque fog=go f =Idg et
par suite f est une permutation de F.

Exemple Dans (E, x), e est symétrisable et sym(e) = e.
Eneffetexe =cetexe =e.

Proposition
Si x est symétrisable alors sym(x) 1’est aussi et

sym(sym(z)) = x

dém. :

Si z est symétrisable on a x xsym(z) = sym(z)*x = e donc sym(x) est symétrisable et sym(sym(z)) =
x.

O

Proposition
Si x et y sont symétrisables alors x x y 1’est aussi et

sym(z x y) = sym(y) x sym(z)
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dém. :
Posons z = sym(y) x sym(x).
On a
(x % y) x 2=z *y*sym(y) xsym(x) = zxsym(z) = ¢

et de méme z x (x xy) = e.
O

Attention : Il faut étre attentif a ’inversion des termes lorsque la loi x n’est pas commutative !

Remarque L’ensemble des éléments symétrisables est une partie stable d’un monoide.

Proposition
Si x est un élément symétrisable de (F, x) alors x est régulier.

dém. :
Soient a,b € E. Supposons x x a = x % b.
En composant a gauche avec le symétrique de x, on obtient

sym(z) x x x a = sym(z) *z * b

et donc
exa=exb

i.e. a = b. Ainsi x est régulier a gauche et de méme on obtient = régulier a droite.
O

4.1.5 Itéré d’un élément

Soit (E, %) un monoide de neutre e.
Soit z € E. Pour n € N*, on note

" =xxx*...xx (ntermes)

Ainsiz* =z, 2% =z *xx,...

De plus on pose z*¥ = e.
Ainsi on donne un sens a z*" pour n € N.
Définition

] ™™ est appelé itéré d’ordre n de 1’élément .

Proposition

| ¥p,q € N,z*P % 01 = o*(PF0) gt (27P)*0 = o*(P9),

dém. :
11 suffit de dénombrer le nombre de terme x composé dans chacun des membres.
|

Attention : En général (x x y)*P # 2P x y*P.
Eneffet: (zxy)? = (z*xy)*x (xxy) *...* (z*xy)
et P xyP = (zxx*...xx)*(Y*xy*...*y).
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Supposons maintenant que x est un élément symétrisable.
Pour n € N*, on note 2*(7™) = sym(z)  sym(z) . ..« sym(z) ( n termes)
Ainsi 2V = sym(z), 272 = sym(z) x sym(z),...
On donne ainsi un sens & z*™ avec n € Z lorsque x est symétrisable.
Proposition
Soit x un élément symétrisable de E.
Vn € Z,x*™ est symétrisable et sym(z*") = z*(~
Vp,q € Z,x*P % 1 = *PHa) ot (x*P)* = z*P9).

dém. :
On discute selon les signes des puissances d’itération et on étudie chaque cas. ..
O

4.1.6 Structures produits
4.1.6.1 structure sur E' x F
Soient (E, T) et (F, L) deux magmas.
Définition
On définit une loi de composition interne notée x sur £/ X I’ par

(z,y) % (@, y") = (T2’ yLy')

Cette loi + est appelé loi produit sur E x F'.

Exemple On peut définit une loi  sur R? par produit des structures (R, +) et (R, x)
La loi % est alors définie par

(J), y) * (xlv yl) = (.13 + JJ/, yy/)

Proposition

Si (E, T)et(F, L) sont des monoides (resp. des monoides commutatifs) de neutre e et f alors
(E x F,*) est un monoide (resp. un monoide commutatif) d’élément neutre ¢ = (e, f).
De plus, un élément (z,y) de E x F est symétrisable si, et seulement si, = et y le sont et alors

sym((z,y)) = (sym(z), sym(y))

dém. :
Par définition de la loi x sur £ X F', on a

((z, ) (a,y") * (2",y") = (aTa") Ta", (yLy') Ly")
Par associativité des lois T et L sur £ et I, on obtient :

((z, ) (2',y") * (2",y") = (aT (@' Ta"),y Ly Ly"))
Par définition de la loi x sur &£ x F', on parvient a

((@,y) * (@) * (2",y") = (2,9) x (", 5) * (2", "))
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Ainsi la loi x est associative sur £ x F'.
Par définition de la loi x sur £ X F, on a

(z,y) (e, f) = (xTe,y Lf) = (,y)
car e et f sont neutres pour les lois T et L sur F et F'.
De méme on a aussi (e, f) x (x,y) = (z,y).
L’élément (e, f) est donc neutre pour la loi  sur £ x F.
Ainsi (E x F,x) est un monoide.
Siles lois T et L sont commutatives sur E et F' alors
(z,y)* (2,y) = (T2, yLy') = (&' T,y Ly) = (@',y) * (z,y)
et la loi * est commutative sur £/ x F'.
Enfin, si (7, y) est symétrisable dans E x F et si (z’,%’) désigne son symétrique alors z Tz’ = 2'Tx = e
etyly’ =y Ly = f donnent z et y symétrisable et sym(x) = 2, sym(y) = y'.
Inversement, si (x, y) est un élément de E x F avec x et y symétrisables alors
(@,y) * (sym(z), sym(y)) = (e, f) et (sym(z), sym(y)) * (x,y) = (e, f)

donc (z,y) est symétrisable dans F x F'.
O

Exemple Pour la loi + définie sur R? dans 1’exemple ci-dessus, on obtient que (R?, ) est un monoide
commutatif de neutre (0, 1) et dont les éléments symétrisables sont les (x, y) avec y # 0, de symétrique

(_xvl/y)'

4.1.6.2 structure sur £

Soient (F, x) un magma et n un naturel non nul.
Définition
On définit une loi de composition interne, encore notée *, sur £ par

($17~~~»$n)*(y17~-~>yn) = (xl*ylw"airn*yn)

Cette loi x est appelé loi produit sur £™.

Exemple On définit une addition sur R? par structure produit de la fagon suivante :

(z,y)+ () =@ +2"y+v)

Exemple On définit une multiplication sur R? par structure produit de la facon suivante :

($7y’ z) + (x/7y/7 Z/) = (aj + xl?y + y/’ z + Z/)

Proposition

Si (E, *) est un monoide (resp. un monoide commutatif) d’élément neutre e alors (E™, x) est
un monoide (resp. un monoide commutatif) d’élément neutre € = (e, ..., e).

De plus, un élément = (x1,...,x,) est symétrisable si, et seulement si, chaque x; I’est, et
alors

sym(z) = (sym(21), ..., sym(zy))
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dém. :
Par définition de la loi % sur E™, on a

(1, xn) * (W1, Un)) * (21, -y 2n) = (1 * Y1) * 21,5« oy (T * Yn) * 21)
Par associativité de la loi x sur E, on obtient :
(1, oy xn) * (W1, oy Un)) * (21, -y 2n) = (@1 % (Y1 % 21)5 -+ oy Ty * (Yn * 20))
Par définition de la loi x sur E™, on parvient a
(@1, zn) * Wty ooy yn)) * (21,05 2n) = (@1, o, ) * (Y1, -+ s Un) * (2155 2n))

Ainsi la loi * est associative sur E™.
Par définition de la loi « sur E™, on a

(X1, yxn)*(ey . e) = (1 %e,...,xpxe) = (21,...,%,)

car e est neutre pour la loi x sur F.

De méme on a aussi (e, ...,e) x (x1,...,2n) = (T1,...,Zn).
L’élément € = (e, ..., e) est donc neutre pour la loi * sur E™.
Ainsi (E™, x) est un monoide.

Si la loi x est commutative sur F alors

(mh cee 7xn)*(yla e 7yn) = (xl*yla v 7$n*yn) = (91*3317 s ayn*mn) = (y17' .. 7yn)*(371, cee 7xn)

et la loi « est commutative sur E™.

Enfin, si = (x1,...,%,) est symétrisable dans E" et siy = (y1,...,y,) désigne son symétrique alors

xxy = y*+x = ¢ donne x; xy; = y; xx; = e pour chaque i € {1,...,n} et donc chaque z; est
symétrisable et y; = sym(z;).

Inversement, si x = (z1,. .., z,) avec chaque x; symétrisable, on peut introduire y = (sym(x1), ..., sym(z,))
et on vérifie x x y = y * x = ¢ ce donne = symétrisable.

O

Exemple (R",+) et (C",+) sont des monoides commutatif de neutres (0, ..., 0).

4.1.6.3 structure sur F (X, E)
Soient (F, x) un magma et X un ensemble non vide.
Définition
On définit une loi de composition interne, encore notée «, sur F (X, E) par

Vo € X, (f*xg)(x) = f(z)xg(x)

Cette loi * est appelé loi produit sur (X, E).

Exemple Pour X =D C Ret (E,x) = (R,+) ou (R, X), ce qui précede définit I’addition et la
multiplication sur les fonctions réelles.
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Exemple Pour X = Net (E,*) = (R, +) ou (R, x), ce qui précede définit ’addition et la
multiplication des suites réelles.

Proposition

Si (E, %) est un monoide (resp. un monoide commutatif) d’élément neutre e alors (F (X, E), )
est un monoide (resp. un monoide commutatif) d’élément neutre € : x > e.

De plus, un élément f € F(X, E) est symétrisable si, et seulement si, f(z) I’est pour chaque
x € X etalors

(symf)(z) = sym(f(z))

dém. :
Pour tout z € X,

[(f *g) xhl (x) = (f > g)(x) x h(z) = (f(2) x g(x)) * h(z)

Par associativité de la loi x sur E, on obtient

[(f % g) xh] (z) = f(z) % (9(z) * h(x)) = [f * (g% h)] (x)

etainsi (fxg)*xh = fx(gxh).
La loi  est donc associative sur (X, F).
Pour tout z € X,

(fre) (@) = flz)xe=flx)et (% f)(x) = ex f(z) = f(x)

Ainsi f xe = e x f = f est donc € est neutre pour la loi x sur F (X, F).
Ainsi (F(X, E), ) est un monoide.
Si la loi * est commutative sur F, pour tout z € X,

(frg)(x) = fz) *g(x) = g(z) x f(x) = (g% f)(x)

etdonc fxg=gxf.
Ainsi la loi x est commutative sur F (X, F).
Enfin, si f est un élément symétrisable de F (X, E) et si g désigne son symétrique alors pour tout x € X,

(fxg)(x) = (g% f)(z) =e(x)

donne f(z) * g(x) = g(z) * f(x) = e et donc f(z) est symétrisable dans F et g(x) est son symétrique.
Inversement, si f est un élément de 7 (X, F) tel que pour chaque x € X, f(x) est symétrisable alors en
introduisant g : x — sym(f(z)) on vérifie aisément f x g = g x f = € ce qui donne | symétrisable.

O

Exemple (F(D,R),+), (F(D,R), x), (RN, +) et (RN, x) sont des monoides commutatifs.

4.1.7 Notation additive et multiplicative

Définition
Un monoide est dit noté additivement (resp. multiplicativement) si sa loi de composition interne
est notée + (resp. X )
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Attention : La notation additive n’est exploitée que pour les monoides commutatifs.
En revanche, la notation multiplicative ne sous entend pas la commutativité du produit : plus tard, on
aura I’occasion dans le cadre matriciel de manipuler un produit non commutatif.

Lorsqu’on adopte la notation additive ou multiplicative d’un monoide, on adopte les conventions de
notations du tableau ci-dessous :

Notation par défaut | Notation additive | Notation multiplicative
* + X ou.
e 0 1
TxyY r+y Ty oux.y
sym(z) -z z!
n n
n
> 1~
i=1 i=1
x" n.x "

Remarque En notation additive :
Le symétrique d’un élément x est appelé opposé de x.
Les itérés additifs d’un élément sont donnés par les relations

VneN" nr=xz+xz+ ---+x(ntermes)et 0.x =0
Les propriétés calculatoires sur les itérés se relisent
Vp,q € Nyp.x + q.x = (p+ q).xetp.(q.x) = (pq).x
Si x est symétrisable, on peut introduire les itérés d’ordre négatif et en particulier

(-1).ax=-=x

Remarque En notation multiplicative :
Le symétrique d’un élément x est appelé inverse de x.
Les itérés multiplicatifs d’un élément sont donnés par les relations

Vn € N*, 2" = z.x...xz (ntermes) et z° = 1
Les propriétés calculatoires sur les itérés se relisent
Vp,q € N, 2P 27 = aP T et (2P)9 = 2P9

Si x est inversible, on peut introduire les itérés d’ordre négatif et en particulier

Attention : L’inverse de x est noté 1/x seulement si X est commutative.
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Attention : Sila x n’est pas commutative, faisons attention a la relation

(zy) =y a7t

Remarque En notation par défaut, il est trés fréquent, si le contexte le permet, de noter " au lieu de
x*™. En particulier le symétrique de  se retrouve noté ' et I’on a la formule

(@xy) =yt

4.2 Groupes
4.2.1 Définition

Définition
On appelle groupe tout magma (G, ) tel que
1) x est associative ;
2) (G, *) posseéde un élément neutre e ;
3) tout élément de (G, ) est symétrisable.
Si de plus x est commutative, le groupe (G, x) est dit commutatif ou plus couramment abélien.

Remarque Un groupe n’est jamais vide, il contient e.

Remarque Dans un groupe tout élément est symétrisable, donc régulier.

Exemple (C,+) est un groupe abélien de neutre 0. En effet I’addition est commutative, associative, 0
en est élément neutre et tout élément est symétrisable dans (C, +).

De méme (R, +), (Q,+) et (Z, +) sont des groupes abéliens.

En revanche (N, +) n’en est pas un, les naturels non nuls ne sont pas symétrisables dans (N, +).

Exemple (C, x) n’est pas un groupe car 0 n’est pas symétrisable.
En revanche (C*, x) est un groupe abélien de neutre 1.
De méme (Q*, x), (R*, x) sont des groupes abéliens.

Exemple (S(E), o) est un groupe.
En effet o est associative, Idg est élément neutre de (S(E), o) et toute permutation de E est
symétrisable dans (&(FE), o).

Proposition
Si (G, T) et (G, L) sont des groupes de neutres e et €’ alors G X G’ muni de la loi produit *
est un groupe de neutre (e, e’).
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dém. :
Grace aux propriétés démontrées sur la loi produit sur G' x G'.
O
Proposition
| Si (G, *) est un groupe de neutre e alors (G", %) est un groupe de neutre (e, . .., e).
dém. :
Grice aux propriétés démontrées sur la loi produit sur G".
O

Exemple (R",+) et (C", +) sont des groupes abéliens de neutre (0, ..., 0).

Proposition

| Si (G, ) est un groupe de neutre e alors (F(X,G), *) est un groupe de neutre = — e.

dém. :
Gréce aux propriétés démontrées sur la loi produit sur 7 (X, G).
O

Exemple (F(D,R),+) et (R, +) sont des groupes abéliens de neutres la fonction nulle 0 : x + 0 et
la suite nulle (0),,en.

Exemple L’addition définit une loi de composition interne sur I’ensemble P des vecteurs du plan.
(P, +) est alors un groupe abélien de neutre le vecteur nul 0.
On a la méme propriété en considérant les vecteurs de 1’espace.

Exemple Soit G =R\ {1}. Pour a,b € G, on pose
axb=a+b—ab

Montrons que (G, x) est un groupe abélien.
* définit bien une loi de composition interne sur G, en effet pour a, b € G, I’élément a * b existe dans R
et puisque

a+b—ab=1<(a—1)(1—-0b)=0

on peut affirmer que poura # letb# lonaa+ b — ab # 1.
Ainsi a x b € (G et donc % associe a deux éléments de G un élément de G.
Soient a,b € G.

bxa=b+a—-ba=a+b—ab=axb

donc la loi x est commutative.
Soient a, b, c € G.

ax(bxc)=a+(b+c—b)—a(b+c—bc)=a+b+c— (ab+ bc+ ac) + abc

et de méme
(axb)xc)=a+b+c— (ab+ bc+ ac) + abe

donc la loi * est associative.
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Soita € G,a+x0=a+0—a x 0 = a donc 0 est neutre pour la loi x
Enfin, considérons a,b € G.
axb=0&a+b—ab=0
Apres résolution de cette équation en I’inconnue b, on peut affirmer que pour tout ¢ € G, en posant
a
b =

1€ G,onaax*b=0. Ainsi tout élément de (G, *) est symétrisable.

4.2.2 Sous-groupe
4.2.2.1 Définition

Soit (G, %) un groupe d’élément neutre e.

Définition
On appelle sous-groupe de (G, * ) toute partie H de G vérifiant :
Hee H;
2)Va € H,sym(z) € H [stabilité par passage au symétrique] ;
3)Va,y € H,x xy € H [stabilité par composition].

Exemple Z, Q, R sont des sous-groupes de (C, +).
N n’est pas un sous-groupe de (C, +).

Exemple Q*, R*, R** sont des sous-groupes de (C*, x).

Exemple G et {e} sont des sous-groupes de (G, *).

Théoréme
Si H est un sous-groupe de (G, %) alors (H, *) est un groupe.
Si de plus si le groupe (G, ) est abélien alors (H, ) ’est aussi.

dém. :

H est stable pour la loi *, cela permet de donner un sens & (H,) en considérant la loi obtenue par
restriction de la loi sur G.

* est associative sur G donc aussi sur H.

e est élément neutre de (G, ) et e € H donc e est aussi neutre de (H, *).

Enfin, pour tout z € H, comme sym(z) € H et puisque 2 x sym(z) = sym(x) x x = e, on peut dire que
x est un élément symétrisable de (H, *).

O

Remarque Pour montrer qu’une structure est un groupe :
- soit on reconnait la loi et alors on montre que la structure est un sous-groupe d’une structure connue ;
- soit on ne reconnait pas la loi et on revient a la définition de groupe.

Proposition
Soit H une partie de G.
On a équivalence entre :
(i) H est un sous-groupe de (G, x) ;
(i) H # QetVe,y € H,xxsym(y) € H.
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dém. :

(i) = (ii) immédiat

(if) = (i) Supposons H # D etVz,y € H,z * sym(y) € H.

Puisque H # (), on peut introduire un élément = dans H et on a alors ¢ = z x sym(z) € H.

Puisque ¢ € H, pour tout x € H, sym(z) = e x sym(x) € H. Enfin, pour tout x,y € H, x xy =
x +sym(sym(y)) € H car sym(y) € H.

O

Exemple Pour a € R, on note aZ = {ak/k € Z}.

Montrons que aZ est un sous-groupe de (R, +).

On a évidemment aZ C R.

0=ax0avec0 € Zdonc 0 € aZ (et par suite aZ # () ).

Pour x,y € aZ, on peut écrire © = ak ety = al avec k, ¥ € Z etalors ¢ — y = ak — al = a(k — {) avec
k—{e€Zdoncx —y € aZ.

Exemple SoitU = {z € C/|z| = 1}.
Montrons que U est un sous-groupe de (C*, x).
On a évidemment U C C*.

leUcar|l| =1.

Pour 2,2’ € U,

donc 22"t e U.

Exemple Soita € Eet H = {f € 6(E)/f(a) = a}.

Montrons que H est un sous-groupe de (&(E), o).

On a évidemment H C S(E).

Idg € H carldg(a) = a.

Pour f,g € H,(fog™")(a) = (fog~")(9(a)) = f(a) = adone fog™" € H.

Proposition
Soient Hy, Hy deux sous-groupes de (G, ).
H, N Hy est un sous-groupe de (G, ).

dém. :

HiNH; CG.

e€ HiNHycare € Hy ete € Hy puisque Hy et Hy sont des sous-groupes.

Pourz,y € Hi N Hy,x+y ' € H N Hycarxz+y ' € Hy puisque H; est un sous-groupe et de méme
-1

rxy € Ho.

O

Remarque Ce résultat est faux pour 1’union :
Pour (G, *) = (C*,x), H =R*, Hy=UetH = HHUHy,ona2,ic Het2i ¢ H.
Ainsi H n’est pas stable pour x et ce n’est donc pas un sous-groupe.
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4.2.2.2 Groupe des racines n-ieme de I’unité

Soitn € N*etU, = {z € C/z" = 1}. _
Rappelons Uy, = {wo, w1, ..., wn—1} avec wy, = e**7/™,
Proposition

| (Un, x) est un groupe abélien.

dém. :
Montrons que U, est un sous-groupe de (C*, x).
U, c C*.
leU,carl™ =1.
1
Pour 2,2’ € Uy, (22'7")" = 2"— = 1 donc 22’ € U,.
z n
O
Exemple Pourn =1, U; = {1}.
Pourn =2,U; = {1,—-1}.

1 -1
1|1 -1
—-1l-1 1

Pourn =3,Us = {1,5,5°}.

x| 1 45 42
11 5 42
AFAEA
Jo130 1 g

Pourn =4, Uy = {1,4, -1, —i}.

4.2.2.3 Groupes géométriques

On note :

- P le plan géométrique de direction P ;

-tz la translation de vecteur i ;

- Ho » 'homothétie de centre O et de rapport A ;
- Rotp ¢ la rotation de centre O et d’angle 6.

Proposition
| T = {ta/i € P} est un sous-groupe de (S(P), o).

dém. :
T C &(P),Idp = tzetpour i, 7 € P,tzo (tz) ' =ta_gy € T.
O
Proposition
| Pour O € P, Ho = {Ho /X € R*} est un sous-groupe de (S(P), o).
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dém. :
Ho C 6(P),Idp = Hp 1 etpour A\, u # 0, Hp » 0 (Ho,u)f1 = Hp n/u avec A/p # 0 donc Hop » o
(HO,M)_I € Ho.
0
Proposition
| Pour O € P, Rp = {Roto,9/6 € R} est un sous-groupe de (S(P), o).

dém. :
Ro C 6(P),Idp = Roto o et pour 6, 9 €R, Rotp g o (R0t079/)_1 = Rotpg—¢ € Ro.
On appelle isométrie du plan toute permutation f € &(P) telle que VA, B € P,d(f(4), f(B)) =
d(AB)
g
Proposition
| L'ensemble 7 des isométries du plan est un sous-groupe de (S(P), o).

dém. :

Z C 6(P), Id73 est évidemment une isométrie et pour f,g € Z, on a pour tout A, B € P d((f o
gAY (F g™ )(B)) = d((f 0 g )g(A)) (7 0.9~ )g(B))) car g est une isométre etainsi d(([ o
g (A, (fog H)(B)) = d(f(A),f(B) = d(A, B) car f est une isométrie.

Ainsi fog~ est une isométrie.

O

4.2.3 Morphisme de groupes

Soit (G, %), (G', T) et (G”, L) trois groupes d’éléments neutres e, ¢’ et ”.

4.2.3.1 Définition

Définition

On appelle morphisme du groupe (G, *) vers (G’, T) toute application ¢ : G — G’ vérifiant :

Vo,y € G, f(xxy) = f(2)T f(y)

Si f est bijective, on dite que f est un isomorphisme.
Si (G', T) = (G, *), on dit que f est un endomorphisme.
Si (G', T) = (G, ) et f est bijective on dit que f est un automorphisme.

Exemple In est un isomorphisme de (R™*, x) vers (R, +).
En effet, pour tout a,b > 0, In(ab) = In(a) + In(b).

Exemple exp est un morphisme de (C, +) vers (C*, x).
En effet, pour tout z, 2’ € C, exp(z + 2’) = exp(2) exp(z’).

Exemple Idg est un automorphisme de (G, x).

Exemple L application constante f : G — G définie par f(x) = e est un endomorphisme de (G, ).
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Proposition
Soit a un élément d’un groupe (G, *).
L’ application ¢ : Z — G définie par ¢(n) = a*™ est un morphisme de groupes.
En effet p(n + p) = a*P) = 0™ % a*? = p(n) x p(p).

4.2.3.2 Propriétés

Proposition
Pour f : G — G’ un morphisme de groupes, on a

fle)=¢
Vaz € G, f(sym(z)) = sym(f(z)),
Vo1,...,Tn € G,f(izlxi) = ‘i f(z;) et

Vo € G,\Vp € Z, f(x*P) = (f(x))'P

dém. :
D’une part f(e x €) = f(e) et d’autre part f(e x ) = f(e) T f(e) donc
fe)Tfle)=fle)=fle) Te
d’ou f(e) = €.
Ona
f@)Tf(sym(z)) = f(z*sym(z)) = f(e) = ¢’
En composant cette relation a droite avec sym( f(x)), on obtient f(sym(z)) = sym(f(z)).
Par récurrence sur n € N*, on montre facilement

f(zz(l xi) - iilkl f(xz)
Pour p = 0, f(2*%) = f(e) = €' = (f(2)) .

Pourp € N', f(@*) = f( % ) = T f(x) = f(@)™".

Pour p € Z*~, on peut écrire p = —n avecn € N* eton a

f(@*?) = f (sym(z™")) = sym (f(2*")) = sym (f(2)"") = f(2)"".
g

Proposition

Sif:G — G etg:G — G sont deux morphismes de groupes alors go f : G — G est
aussi un morphisme de groupes.

dém. :
Pour z,y € G,

(goNwxy) =g (flxxy)) =g (f(@)Tf(y) =9g(f(x)La(f(y) = (g0 f)x)L(go f)(y)

O

Remarque On peut en particulier souligner que la composée de deux endomorphismes de groupe (resp.
isomorphismes, automorphismes) en est un.
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Proposition
| Si f: G — G’ estun isomorphisme de groupes alors f~' : G’ — G I’est aussi.

dém. :
Pour tout 2, 3y’ € G’, il existe z,y € G tel que f(x) = 2’ et f(y) =y
On a alors

FrETY) = (f@)Trw) = (flaxy) =azxy=f1 )~ 1)

Ainsi f~! est un morphisme de groupes et il est de plus bien connu que f ! est bijective.
O

Remarque En particulier ’application réciproque d’un automorphisme en est un.

4.2.3.3 Noyau et image

Proposition
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.
Si H est un sous-groupe de (G, %) alors f(H) est un sous-groupe de (G, T).
Si H' est un sous-groupe de (G’, T) alors f~!(H) est un sous-groupe de (G, *).

dém. :
Soit H un sous-groupe de (G, *).
f(H)={f(z)/z € H} est une partie de G’.
D’une part €’ € f(H) care’ = f(e) avece € H.
D’autre part, pour ',/ € f(H), on peut écrire ' = f(x) ety = f(y) avecx,y € Heta'Ty' ™! =
flxxy ™ e f(H)carzxy ' € H.
Ainsi f(H) est un sous-groupe de (G', T).
Soit H' un sous-groupe de (G', T).
f7YH") ={x € G/f(x) € H'} est une partie de G.
D’une parte € f~!(H') car f(e) =¢' € H'.
D’autre part, pour 2,y € f~'(H'),ona f(xxy ') = f(2)Tf(y)~* € H car f(z), f(«') € H'.
Ainsi f~*(H’) est un sous-groupe de (G, x).
]
Définition
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.
On appelle image de f, ’ensemble Imf = f(G). C’est un sous-groupe de (G’, T).
On appelle noyau de f, I’ensemble ker f = f~*({¢’}). C’est un sous-groupe de (G, %).

Remarque Pour déterminer Imf on étudie les valeurs prises par f.
Pour déterminer ker f, on résout I’équation f(x) = ¢’ d’inconnue x € G.

Exemple Soit f : C* — C* définie par f(z) = |z|.
f est un morphisme de groupes multiplicatifs pour lequel Imf = R™* et ker f = U.

Exemple Soit f : R — C* définie par f(#) = e'.
f est un morphisme du groupe (R, +) vers (C*, x) pour lequel Imf = U et ker f = 277Z.
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Théoreme
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.
f est surjective si, et seulement si, Imf = G’,
f estinjective si, et seulement si, ker f = {e}.

dém. :

La premiere propriété immédiate par définition de la surjectivité.

Pour la deuxieme propriété, étudions les deux implications.

Supposons f injective.

Puisque f(e) = €’ et puisque €’ ne peut avoir d’autres antécédents que e 2 cause de I'injectivité de f, on
peut affirmer ker f = {e}.

Inversement, supposons ker f = {e}.

Soient z,y € G. Si f(z) = f(y) alors f(2)Tf(y)~* = ¢ etdonc f(xxy ') =€ Ainsizxy™ ' €
ker f = {e} etdonc x xy~' = e ce qui entraine z = y.

Ainsi f est injective.

]

4.2.3.4 Quelques morphismes géométriques

P désigne le plan géométrique
Proposition

L’application @ — tz est un morphisme de (P, +) vers (&(P), o) d’image T et de noyau {6}

dém. :

tg oty = titw-

]

Proposition
Pour O € P, I'application A — Hop  est un morphisme de (R*, x) vers (&(P), o) d’image
Ho et de noyau {1}.

dém. :

HoxoHo, = Hoa.

|

Proposition
Pour O € P, I’application § — Rotp ¢ est un morphisme de (R, +) vers (&(P), o) d’image
Ro et de noyau 27Z.

dém. :

ROtOﬂ o ROtO,‘g/ = R0t079+9/.

|

4.3 Etude du groupe symétrique
4.3.1 Permutationde N,, = {1,2,....n}
Définition

Pour n € N*, on note &,, ’ensemble des permutations de N,,.
(&4, o) est un groupe d’élément neutre Idy, = Id appelé groupe symétrique d’ordre n.

Remarque &, est un groupe fini a n! éléments.
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Définition
Pour o0 € G,,, on note

pour visualiser I’action de o.

Exemple Dans (&g, o) considérons la permutation
(1 2 3 4 5 6
7=\ 6 3 241 5
Pour celle-ci 4 est point fixe de o et

. (123456 o (1234
9 “\5 3246 1) 779775 2 3 4

o Ot
=)
N~

Remarque Pourn =1:&; = {Id}. (&1, o) est un groupe abélien.
Pourn =2:6, = {Id, 7} ou
(12
=)

(&3, 0) est groupe abélien.

Proposition

Pour n > 3 le groupe (&,,, o) n’est pas commutatif.

dém. :
Soient

w =
N DN
— o
=
3 3
~—

(1 2 3 4 .. n (ol —
2134 .. n)%77
éléments de G,,.

(co0’)(1)=3et(c'0o)(l) =2doncooc’ # o' oo.
Ainsi le groupe (S,,, 0) n’est pas commutatif.
O

4.3.2 Cycles

Soient p € Ntel que 2 < p < netay,...,ap une liste de p éléments deux a deux distincts de N,,.
Soit ¢ : N,, — N,, définie par :

clar) = ag, c(az) = as, ..., clap—1) = ap, c(ap) = a1

et
Ve e No\{a1,...,ap},c(z) =2

L’application c est une permutation de N,,.
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Définition
La permutation c est appelée cycle de longueur p (ou p-cycle).
Ce cycle est noté
C = ( ay az ... Gp )

L’ensemble S = {a1, ..., a,} est appelé support du cycle c.

Exemple Dans (S¢,0),pourc= (2 4 3 5 ),ona
(12345 6
{1453 26
Remarque Sic=( a; az .. a, Jalorsc™' ' =(a, .. az a ).

Remarque La description d’un cycle n’est pas unique :

Sic= ( ar az ... a )alorsc: ( az az ... ap a ),c: ( az ... ap ap as ),...,
Cc = ( ap, ap az .. 0Gap_1 )
Définition

Les cycles de longueur 2 sont appelés transpositions.
Une transposition 7 = (i j ) a pour effet d’échanger i et j.

Remarque ( i

j )=(j i) donc toute transposition peut étre visualisée sous la forme ( i j )
avecl <1< j<n.

Remarque Si 7 est une transposition alors 7> = Idet 7~ = 7.
Plus généralement

Proposition

] Si c est un cycle de longueur p alors ¢ = Idet ¢! = P71

dém. :

Soitc=( a1 az .. ap )unpcycle (avecdesay, ..., a, deux a deux distincts).

A(ay) = a1, c(ar) = ag,(ar) = az, ..., > ' (a1) = a, donc pour tout 1 < k < p —1,c"(a1) = ap1
et par suite ¢”(a1) = c(ap) = as.

Pour 2 < k < p, P (ax) = (" Lay)) = " ar) = F 7P (ar)) = FHay) = ap

Enfin pour z € N,,\ {a1, ..., ap}, ¢(x) = 2 donc ¢F(z) = x.

Finalement ¢ = Id.

g

Remarque Pour n = 3, on peut décrire les éléments de S
Ss={Id,(1 2),(2 3),(3 1),(1 2 3),(3 2 1)}

Pour n > 4, il existe dans G,, des éléments qui ne sont pas des cycles.
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4.3.3 Décomposition d’une permutation en produit de transpositions

Proposition

] Tout cycle de longueur p peut se décomposer en un produit de p — 1 transpositions.

dém. :

p:2:okp23:(a1 as ag):
(CLl CLQ)O((J,Q ag)o(ag a4)
et plus généralement :

(a1 ag)O(CLQ ag)p:4:(a1 as asg a4):

(]
Théoreme

] Toute permutation de N,, peut se décomposer en un produit d’au plus n — 1 transpositions.
dém. :

Démontrons la propriété par récurrence sur n € N*.

Pourn =1:0k

Supposons la propriété établie au rang n > 1.

Soit o € &,,41 et posons k = o(n + 1).

Sik =mn-+1alors oy, € 6, et peut s’écrire comme produit d’au plus n — 1 transpositions éléments de
S,,. Cette décomposition permet aussi d’écrire ¢ comme produit de n — 1 < n transpositions éléments
de 6n+1.

Si k # n + 1 alors considérons 0’ = (k+1 n+1)oo.Onaoc'(n+ 1) = n+ 1 et comme
ci-dessus, o’ peut s’écrire comme produit d’au plus n — 1 transpositions éléments de &,,1. Puisque
o=(k+1 n+1)o0c’,osécrit comme produit d’au plus n transpositions éléments de &,, 1.

O

Proposition

Toute permutation de N,, peut se décomposer en un produit de transpositions de la forme
(1 k)avec2<k<n.

dém. :

11 suffit de savoir décomposer une transposition ( T g ) pour conclure.
Sit=1ouj=1:0k

Sinon (i j)=(1 i)o(1 j)o(1 i).

O

4.3.4 Signature d’une permutation

Définition
Soient 0 € &,, et un couple (i,j) avec 1 < i < j < n.
On dit o réalise une inversion sur le couple (7, j) si o(i) > o(j).
On note /(o) le nombre de couples (¢, ) (avec 1 < i < j < n ) sur lesquels o réalise une
inversion.

Exemple 7(Id) = 0.
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Exemple Dans (&4, o) pour
(12 3 4
7=\2 4 31
I(o) = 4.

Ici les couples sur lesquels o opére une inversion sont (1,4), (2,3), (2,4) et (3,4).

Exemple Dans (Sg, o) considérons
o — 1 2 3 45 6 7 8
" \3 4 75 2186
Pour déterminer (o) on compte, pour chaque terme de la seconde ligne, le nombre de termes qui le

suivent et qui lui sont inférieurs.
Icil(lo)=24+24+442+1+0+1+0=12.

Définition

’ On appelle signature d’une permutation o de &, le réel e(o’) = (—1)7(7),

Exemple ¢(Id) = 1.

Exemple Dans (G,,,0),

(1 2 3 e n
T\n n-1 n-2 .. 1
— 1 n(n—
I(U)Z(n_1)+(n_2)+...+1:%etg(a)z(—l)%
Proposition
] La signature d’une transposition vaut —1.
dém. :
Soit 7 = ( i j ) avec 1 < ¢ < j < n une transposition.
(12 i o o
T_(l 2 G i n>
I(r)=0++ 0+ -9+ 1 ++ 1 +0+-+0=2(j —i)—1
1 i—1 i i+1 j=1 3 n
Donc e(1) = —1.
O
Théoréme
| Lapplication ¢ : &,, — {—1, 1} est un morphisme du groupe (&, 0) sur ({—1,1}, x).
dém. :

Soient ¢ et ¢’ deux éléments de &,,.
Soit (4, 7) un couple avec 1 < i < j < n.
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o’ o o réalise une inversion sur (i, §) si, et seulement si :

o réalise une inversion sur (i, j) et o’ ne réalise pas d’inversion sur (o (j), o (7))

ou bien

o ne réalise pas d’inversion sur (7, j) mais ¢’ en réalise une sur (o (i), o (j)).

En sommant I (o) et I(¢”) on dénombre les cas précédemment étudiés ainsi que deux fois les cas ou il y
a a la fois inversion sur (2, j) et sur (o(j), o (%)).

Par suite /(0’ o o) & méme parité que I(o) + I(o”), ainsi

5(0/ OU) _ (_1)1(0/00) _ (_1)I(U)+I(U') _ E(O'/)E(U)

On peut donc conclure que ¢ est un morphisme de groupes.

|
Corollaire
g(or0---00y,) =¢e(01) X -+ x e(op).
Vp € Z,e(0?) = £(o)P et en particulier e(0 1) = £(0).
Proposition
’ La signature d’un p-cycle est (—1)P 1.
dém. :

Car un p-cycle s’écrit comme produit de p — 1 transpositions, chacune de signature —1.
O
Définition

Une permutation de signature 1 est dite paire.

Une permutation de signature —1 est dite impaire.

On note 2, ’ensemble des permutations paires de G,,.

Remarque Une permutation paire (resp. impaire) se décompose en un nombre pair (resp. impair) de
transpositions.

Proposition

] 2, est un sous-groupe de (S,,, o).

dém. :
C’est le noyau du morphisme signature, ¢’est donc un sous-groupe.
O

Définition
] (2,,, o) est appelé groupe alterné d’ordre n.

Remarque Pourn =1:2[, = {Id}.
Pourn = 2: 2, = {Id}.
Pourn=3:2%,={Id, (1 2 3),(1 3 2)}.

Proposition

Pourn > 2,
Card2,, = n!/2
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dém. :

G,, est la réunion disjointe des parties 2, et &,,\2,,.

Or ces dernieres sont en bijection via I’application o — 7 o ¢ ot T désigne une certaine transposition.
On en déduit Card2l,, = CardS,,\2,, puis CardS,, = 2Card2,,.

(]

4.3.5 Hors programme : Décomposition d’une permutation en produit de cycles

Lemme
Pour tout o € S, ettouti € {1,2,...,n} il existe p € N* tel que :
i,0(i),...,0?~1 (i) soient deux a deux distincts et 0% () = 1.

dém. :

Lapplication ¢ : N — {1,2,...,n} définie par ¢(k) = o (i) ne peut-étre injective car N est un ensemble
infini.

Par suite, il existe k # ¢ € N tels que o* (i) = o“(4) et on peut, quitte a échanger, supposer k < /.
Onaalors o' %(i) = 0% 0 6°(i) = i avec £ — k € N*.

Considérons maintenant I’ensemble A = {q € N*/o9(i) = i}.

D’apres I’étude précédente on peut affirmer que A est une partie non vide de N* et elle posséde donc un
plus petit élément p.

Pour celui-ci on a 0% (i) = 4. De plus les éléments i, o (i), ..., P! (i) sont nécessairement deux a deux
distincts.

En effet 8il existait 0 < k < £ < p — 1 tels que 0*(i) = o(i) alors on aurait o*~*(i) = i avec
0 < £ — k < p ce qui contredit la minimalité de p.

O

Théoréeme
Toute permutation ¢ de &,, (avec n > 2 ) se décompose en un produit de cycles de supports
disjoints.
De plus cette décomposition est unique a I’ordre pres des facteurs.

dém. :

Existence :

Procédons par récurrence sur n > 2.

Pour n = 2, les permutations éléments de G2 sont Id et (1, 2) ce qui permet de conclure.

Supposons I’existence établie au rang n > 2.

Soito € G yg.

Caso(n+1)=n+1

Considérons la restriction ¢’ de o au départ de {1,2,...,n}.

Cette restriction o’ réalise une permutation de {1,2, ...,n} car o est une permutation de {1,2,....,n + 1}
qui laisse n + 1 fixe. En appliquant I’hypothése de récurrence & o’ on peut décomposer cette derniére en
produit de cycles de &,,. Cette décomposition de ¢’ dans &,, se prolonge en une décomposition de o en
cycles de G,,+1 ce qui résout le probleme posé.

Caso(n+1)#n+1

Considérons p € N* tel que les éléments .+ 1,0(n + 1), ..., 0P~} (n + 1) soient deux a deux distincts et
oP(n 4 1) = n + 1. Formons le cycle ¢ = (n 4 1,0(n 4 1),...,0? " (n + 1)).

Par construction, la permutation ¢~ * o o laisse invariants les éléments n + 1,0 (n + 1),...,a? " *(n + 1).
Comme 7.+ 1 est invariant, on peut, par I’étude précédente, décomposer ¢ L oo en ¢jocgo...0 ¢, produit
de cycles de supports disjoints. De plus les supports de c1, ca, ..., ¢, sont disjoints de
{n+1,0(n+1),...,0° ' (n+1)} car ces éléments sont invariants par ¢~ ' o o. Par suite I’écriture
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0 = €01 0Cy0...0 ¢ apparait alors comme étant une décomposition de ¢ en produit de cycles de
supports disjoints.

Récurrence établie

Unicité a I’ordre pres des facteurs :

Supposons que o présente deux décompositions de la forme voulue :
O0=c10cy0..0¢c.etoc=djodyo...0 d,.

Quitte a échanger, on peut supposer r > s.

Sir = 0alors s = 0.

Sinon, considérons ¢ un élément du support de c,.

Par le lemme, il existe p € N* tel que 4, o'(4), ..., 0P~ ' (i) soient deux & deux distincts et o” (i) = i.

Or o(i) = c.(i),0%(i) = c2(i),...,0P (i) = c27'(i) et 0P(i) = cP(i) = i ceci car les éléments
i,¢,(),c2(4), ..., (i) évoluent dans le support du cycle c,..

Par suite ¢, = (i,0(i), 02 (i), ..., a? (7).

Comme ¢ est modifié par 0 = dj odg 0... 0 dg, il existe ¢ entre 1 et s tel que ¢ appartient au support de d;.
Quitte a réorganiser 1’ordre de la décomposition ¢ = d; o d3 o ... o dg on peut supposer t = s.

En suivant la méme démarche que ci-dessus, on obtient d, = (i, 0'(i), 02 (i), ..., 0P~ *(4)) puis ds = c,..
On peut alors simplifier ce facteur commun afin d’obtenir ¢y ocg 0---0¢,_1 =djodao---odg_1

11 suffit alors de réitérer ce processus pour conclure.

O

4.4 Anneaux

4.4.1 Définition

Définition

Soient T et x deux lois de composition internes sur un ensemble .
On dit que T est distributive sur x si

Va,b,c € E:ax (bTc) = (axb)T(a*c) [distributivité & gauche]

et
(bTe)*xa = (b*a)T(ca) [distributivité & droite]

Exemple Dans C, x est distributive sur +.
Dans P(E), U est distributive sur N et inversement.

Définition

On appelle anneau tout triplet (A4, T, *) formé d’un ensemble A et de deux lois de composition
internes T et % tels que :

1) (A, T) est un groupe abélien ;

2) (A, %) est un monoide ;

3) x est distributive sur T.

Si de plus * est commutative, ’anneau (A, T, *) est dit commutatif.

Remarque Les lois T et x sont généralement notées + et X.
Leurs neutres sont quant a eux notés 04 et 1 4.
De plus pour I’évaluation de a + b x ¢ on donne priorité a la multiplication.
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Exemple (Z,+, x), (Q,+, x), (R, +, x) et (C, +, X) sont des anneaux commutatifs.

Exemple Si A = {0} alors (A, +, x) est un anneau appelé anneau nul.

Proposition

Si (A, +, x) est un anneau et n € N* alors (A", +, X) est un anneau de neutres 04n =
(OA,...70A) et lgn = (1,4,...,1,4).

dém. :

On sait déja que (A", +) est un groupe abélien de neutre 04n = (04,...,04) et (A", x) un monoide
de neutre 1gn = (14,...,14). Il ne reste qu’a vérifier la propriété de distributivité ce qui est assez
immédiat.

O

Exemple (R?, 4, x) est un anneau commutatif.
Dans celui-ci rappelons les opérations :

() + (@ y) = (@ + 2",y +9) et (z,y) x (@',y) = (z2’, yy)

Exemple (Z",+, x), (R",+, x) et (C", 4, x) sont des anneaux commutatifs

Proposition

Si (A, 4, x) est un anneau et X un ensemble alors (F(X, A), +, X ) est un anneau de neutres
la fonction nulle constante égale a 0 4 et la fonction constante égale a 1 4.

dém. :

On sait déja que (F(X, A), +) est un groupe abélien de neutre 0:2~ 04 et (F(X,A),x)un monoide
de neutre 1 : z — 1 4. Il ne reste qu’a vérifier la propriété de distributivité ce qui est assez immédiat.

O

Exemple (F(X,R),+, x) est un anneau commutatif.
En particulier (RY, 4, x) et (F(D,R), +, x).

4.4.2 Sous-anneau

Définition
On appelle sous-anneau d’un anneau (A, +, X ) toute partie B incluse dans A telle que :
)14 € B;
D) Vr,y € Byx —y € B;
3)Vx,y € B,zy € B.

Exemple Z est un sous-anneau de (R, +, x).
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Théoreme
Si B est un sous-anneau de (A, +, x) alors (B, +, X) est un anneau.
Si de plus (4, +, x) est commutatif alors (B, +, x) I’est aussi.

dém. :

Par 1) et 2) on obtient que (B, +) est un groupe abélien.

Par 3) B est stable pour X et on peut donc donner un sens a (B, x).
X est associative sur A donc elle I’est aussi sur B.

14 est neutre pour x et 14 € B donc (B, x) posséde un neutre.

x est distributive sur + sur A donc aussi sur B.

Finalement (B, +, x) est un anneau.

(]

Exemple Considérons

Y/ [\/ﬂ = {a—&—b\@/a,b € Z}

et montrons que (Z [\/ﬂ ,+, x) est un anneau commutatif.

Montrons que Z {\/ﬂ un sous-anneau de I’anneau commutatif (R, +, x).

On a évidemment Z {\/ﬂ CR.

1=1+012€Z V2.

Pour z,y € Z {\@},onpeutécrirea: =a+b/2ety=c+dV2aveca,b,c,d e Z.

Ona
r—y=(a—c)+b-dv2ez[V2]

cara—c,b—deZ
et

zy = (ac + 2bd) + (ad + be)V2 € 7 [\@}

Ainsi Z {\[2} est un sous-anneau de (R, +, x) et donc (Z [\/ﬂ ,+, X) est un anneau commutatif.

Exemple On note C I’ensemble des suites réelles convergentes.

Montrons que C est un sous-anneau de (RN , 7+, X).

On a évidemment C C RY, la suite constante égale a 1 est convergente et la différence et le produit de
deux suites convergentes est convergente.

Exemple Soit D une partie de R.

Montrer que C(D,R) est un sous-anneau de (F(D,R), +, x).

On a évidemment C(D, R) C F(D,R), la fonction constante égale a 1 est convergente et la différence et
le produit de deux fonctions continues est continue.
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4.4.3 Regles de calculs dans un anneau

Soit (4, +, X) un anneau de neutres 04 et 14.

Proposition
’ V(IEA,OAX(I:CLXOA:OA.

dém. :
OAXCLZ(OA—I—OA)XG,:OAXG—I—OAXCL.

En ajoutant de part et d’autre, I’opposé de 1’élément 04 X a, on obtient 04 = 04 X a.

De méme, on démontre a X 04 = 04
O

Remarque Si les neutres additifs et multiplicatifs de I’anneau A sont égaux (i.e. 04 = 14 ) alors la
neutralité de 14 donne Vo € A,z =2 x 14 =2 X 04 = 04. Par suite A = {04} est I'anneau nul.

Proposition
| Va,b e A, (—a)b = —(ab) = a(-b).

dém. :

(—a)b+ab=(—a+a)b=0.b=0.

En ajoutant I’opposé de ab de part et d’autre, on obtient (—a)b = —(ab).

De méme, on obtient a(—b) = —(ab).

O

Proposition
Vay,...,an € AVb € B, (a1 + -+ an)b=a1b+ -+ aub,
Va € A,Vby,...,b, € Aja(by+ -+ by) =aby + -+ + ab,, .

dém. :
Par récurrence sur n € N*. ..
O
Proposition
’ Ya,b € A,Vp € Z, (p.a)b = p.(ab) = a(p.b).

dém. :

Rappelons que p.a désigne I’itéré additif d’ordre p de 1’élément a.
Pour p = 0 : c’est immédiat.

Pourp € N*, (p.a)b=(a+---+a)b=ab+ -+ ab = p.(ab).

Pour p € Z*~, on peut écrire p = —n avec n € N* et (p.a)b = (—n.a)b
p.(ab).

De méme, on obtient a(p.b) = p.(abd).

O

Attention : Dans un anneau A non commutatif, (ab)”™ # a™b" en général.

En effet (ab)" se comprend (ab)(ab) ... (ab).

Proposition

Ya,b € A, (a+b)* = a® + ab + ba + b*
et (a+b)® = a® + a®b + aba + ba® + ab® + bab + ba® + b.

—(n.a)b
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dém. :
11 suffit de développer les produits. ..
0

Remarque Si a et b commutent (i.e. ab = ba ) alors (a + b)? = a® + 2ab + b* et
(a+b)> = a® + 3a®b + 3ab® + b°.

Théoreme
Soient a, b € A tels que a et b commutent.

dém. :

Par récurrence sur n € N.

Pour n = 0, la propriété est immédiate sachant que Va € A, a® = 1, (méme poura = 04 )
Supposons la propriété établie au rang n > 0.

(a+b)""" = (a+b)"(a+b)

Par hypothese de récurrence

(a+b)"tt = (Z <n> a"kbk> (a+b)= (n) RS <n> ankphtl
k k k
k=0 k=0 k=0

Par décalage d’indice, on peut réécrire la deuxieme somme

n n+1
N\ kpktl n ntl—kpk

k=0 k=1

En adjoignant un terme nul a chacune des deux sommes

n+1 n n+1 n
(a + b)n+1 — Z L an+1—kbk + Z By . an—i—l—kbk
k=0 B

k=0

En combinant les deux sommes en une seule

n+1 n+1
n n n+1
(a+b)n+1 _ E << > + ( >> anJrlfkrbk — § ( ) anJrlfkbk:
P k k—1 — k

en vertu de la formule du triangle de Pascal.
Récurrence établie.
O

Exemple Comme 1 et a commutent
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Théoréme
Soient a, b € A tels que a et b commutent.

n—1
Vn € N*,a" —b" = (a —b) Z a" R = (= D) (a" T a2+ a4
k=0

dém. :
En développant

n—1 n—1 n—1
(a _ b) Z an—l—kbk _ Z an—kbk' _ Z a"_l_kbk'H
k=0 k=0 k=0

En procédant a un changement de d’indice sur la deuxieéme somme

n—1 n
2 anflfkbk:Jrl _ E anfkbk
k=0 k=1

On en déduit
n—1 n—1 n
(a _ b) Z anflfkbk: _ Zanfkrbk o Zanfkbk
k=0 k=0 k=1

On simplifie les portions communes des deux sommes
n—1
(a _ b) § :an—l—kbk — " —p"
k=0

|

Exemple Comme 14 et a commutent

lg—a"=1s—a)(la+a+a®+..+a" )

4.4.4 Eléments inversibles

Définition
Un élément a € A est dit inversible s’il est symétrisable pour x i.e. s’il existe b € A tel que
ab =ba = 14.

Cet élément b est alors unique, on 1’appelle inverse de a, on le note a~*.

Exemple Les inversibles de (C, +, x) sont les éléments non nuls.
Les inversibles de (Z, +, x) sont 1 et —1.

Exemple 14 estinversible.
On verra que 04 n’est pas inversible.
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Exemple Si A n’est pas I’anneau nul alors 04 # 14 et puisque pour touta € A, 04 x a =04,
I’élément 0 4 n’est pas inversible.

Exemple Les inversibles de (R?, +, x) sont les a = (, %) avec  # 0 et y # 0.

Proposition

Si z est inversible alors 2! est inversible et (z 1)~ = .

dém. :
C’est une propriété déja connu en terme d’éléments symétrisables.
g
Proposition
Si x et y sont inversibles alors xy est inversible et (:J:y)*1 =yl h
dém. :
C’est une propriété déja connue en terme d’éléments symétrisables.
O

4.4.5 Diviseurs de zéro

Soit (A4, 4, X) un anneau
4.4.5.1 Définition

Attention: Onaa=040ub=04 = ab=104.
En revanche la réciproque n’est pas vraie dans tous les anneaux.

Exemple Dans (R?, +, x), pour a = (1,0) et b = (0, 1), on a ab = Og: alors que a, b # Ogs.

Définition
On appelle diviseurs de zéro dans I’anneau (A, +, x) tous éléments a, b € A vérifiant ab = 04
avec a,b # 04. On dit ici que a est un diviseur de zéro a gauche et b in diviseur de zéro a
droite.

Remarque Par cette définition, on ne considere pas que 0 4 soit un diviseur de zéro.

Exemple Dans (R?, +, x) les diviseurs de zéros sont les (z,0) et (0, ) avec x # 0.

Proposition

] Un diviseur de zéro est non régulier pour X.

dém. :

Si a est diviseur de zéro a gauche alors il existe b € A\ {04} tel que ab = 04.
On a alors ab = a0 4 et b # 04 donc a n’est pas régulier a gauche...

O
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Proposition
] Les éléments inversibles de A ne sont pas diviseurs de zéro.

dém. :
Tout élément inversible est régulier.
O

4.4.5.2 Anneau sans diviseurs de zéro

Exemple (Z,+, x), (Q, +, x), (R, +, x) et (C, +, x) n’ont pas de diviseurs de zéro.

Exemple (R?, +, x) posséde des diviseurs de zéro.

Proposition

Si (A, +, x) ne posséde pas de diviseurs de zéro alors
Ya,be A,ab=04 = a =04 ou b = 04 [implication d’intégrité]

Exemple Dans un anneau (A, +, x) sans diviseurs de zéro, I’équation 2° = 14 posséde uniquement
deux solutions 14 et —1 4.
En effet

x2=1A@(m—lA)(x—l—lA):OA@leAouxz—lA

Dans (R?, +, x) I’équation 2 = 1> posséde quatre solutions :

(1,1),(1,-1),(-1,1) et (—1,-1)

Proposition

] Dans un anneau (A, +, x) sans diviseurs de zéro tout élément non nul est régulier.

dém. :

Soienta #£ 04 et b, c € A.

Siab = acalors ab — ac = 04 puis a(b — ¢) = 04.

Par I’implication d’intégrité, sachant a # 0 4, on obtient b = c.

Ainsi a est régulier a gauche. De mé&me on obtient la régularité a droite.
O

4.4.5.3 Idempotent et nilpotent

Définition
Un élément a € A est dit idempotent si a? = a.

Exemple Dans un anneau sans diviseurs de zéro, seuls 0 et 1 sont idempotents.

Exemple Dans (R?, +, x), (1,0) et (0, 1) sont aussi idempotents.
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Définition

Un élément a € A est dit nilpotent s’il existe n € N* tel que a” =04 .

Exemple Dans un anneau sans diviseurs de zéro, seul 04 est nilpotent.

Exemple Si a est nilpotent alors 1 — a est inversible.
En effet, il existe n € N* tel que a™ = 04 et alors

Iy=1g—a"=0x—a)la+a+a®+---+a"")

Aussi
(lata+a®+-+a""H1la—a)=1a
donc 14 — a est inversible et

(la—a) ' =la+a+ad®> 4+ +a"!

4.5 Corps

4.5.1 Définition

Définition
On appelle corps tout anneau commutatif (X, +, X ) non réduit & {Ox } dont tous les éléments,
sauf O, sont inversibles.

Exemple (C,+, x), (R, +, x) et (Q, +, x) sont des corps (fameux).

Exemple Soit Fy = {0, 1}.
On définit les opérations + et X par :

+10 1 x [0 1
0[0 1letf0][0 O
1110 110 1
(Fq, 4+, x) est un corps.
Exemple Soit F3 = {0, 1,2}.
On définit les opérations + et X par :
+(0 1 2 x |0 1 2
0(0 1 2 ot 0[0 0 0
111 2 0 110 1 2
212 0 1 210 2 1
Proposition
Un corps n’a pas de diviseurs de zéro.
dém. :
Un corps ne possede pas de diviseurs de zéro car tout élément non nul y est inversible donc régulier.
O
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4.5.2 Sous-corps
Soit (K, 4, x) un corps.
Définition
On appelle sous-corps d’un (K, +, x) toute partie L de K telle que :

1) L est un sous-anneau de (K, +, X ) ;
2)Ve € L\ {0k}, 2z ' € L.

Exemple Q est un sous-corps de (R, +, x).

Théoréme
Si L est un sous-corps de (K, +, x) alors (L, +, x) est un corps.

dém. :

Puisque L est un sous-anneau de 1’anneau commutatif (K, +, x), on peut affirmer que (L, +, X) est un
anneau commutatif. Puisque 15 € L, on peut affirmer que I’anneau (L, 4, x) n’est pas réduit a 0. Enfin
puisque I’inverse d’un élément non nul de L est élément de L, on peut affirmer que tout élément non nul
de I’anneau L est inversible dans celui-ci.

d

Exemple Considérons Q[i| = {a + ib/a,b € Q}. Montrons que (Q [¢], +, X ) est un corps.
Pour cela montrons que Q [i] est un sous-corps du corps (C, 4, x).

On a évidemment Q [i] C C.

1=1+ix0eQli.

Pour z,y € Q[i], on peut écrire x = a + ibety = ¢+ id avec a, b, ¢,d € Q.

On a alors
x—y=(a—c)+i(b—d) € Q]
et
wy = (ab — de) +i(ad + be) € Qi)
Enfin, si z # 0,
-1 _ 1 - a—1b . a . b )
a+ib  (a+ib)(a—ib) a2+ b2 la2+b2 cQl
ca ¢ b Q.
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Chapitre 5

Arithmétique dans Z

5.1 Divisibilité
5.1.1 Divisibilité dans Z

Définition
Soient a, b € Z. On dit que a divise b s’il existe k € Z tel que b = ak.
On note alors a | b et on dit que « est un diviseur de b et que b est un multiple de a.

Exemple 2 divise 6 mais 2 ne divise pas 3.

Exemple 1,a,—1, —a divisent a.

Exemple Va € Z,a |0et0]|a=a=0.

Proposition
| Va,beZ,a|b= (~a) | ba|(=b)et(~a) | (~b).

dém. :

Si a divise b alors il existe k € Z tel que b = ak et alors b = (—a) x (—k), =b = a x (—k) et
—b=—-axk.

|

Remarque Par la deuxieme propriété, on voit que le signe des entiers n’influe pas dans la relation de
divisibilité. Cela permet de se ramener systématiquement au cadre des entiers naturels.

Proposition
| Va,b e Zavech#0.a|b=|a| <|b].

dém. :

Sia | balors il existe k € Z tel que b = ak
Puisque b # Oona k # O etdonc |k| > 1 d’ou
|

b = |ak| > |al.
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Définition
Pour a € Z, on note Div(a) I’ensemble des diviseurs de a et Mul(a) I’ensemble des multiples

de a. Ainsi
Div(a) ={k € Z/k | a} etMul(a) = {ak/k € Z} = oZ

Remarque Pour a # 0, Div(a) C [—|al, |a|] et donc Div(a) est un ensemble fini.

Exemple Div(6) = {—6,—3,—-2,-1,1,2,3,6}, Div(1) = {1, —1} et Div(0) = Z.

Proposition
Va,b,c,d € Z.
albetb|c=alcalbetb|a=l|a=1b|
albeta|c=al(b+c),albetc|d= ac|bd,
a|b=VpeNad |b.

Exemple Soient a € Z et d € N. Montrons
d|aetd|(a®>+a+1)=>d=1

Puisque d divise a, d divise aussi a® + a = a(a + 1) donc d divise encore 1 = (a® +a + 1) — (a® + a).
Or le seul naturel divisant 1 est 1 donc d = 1.

Exemple Déterminons les z € Z tels que (z — 2) | (z + 2).

Si x est solution alors x # 2 et

x+2 4
=14+——€Z
r—2 +:1c—2

donc z — 2 € Div(4).
On peut alors décrire I’ensemble solution

S =1{3,4,6,1,0,—2}

Exemple Résolvons dans Z* I’équation xy + 1 = 3z + 3.
zy+1=3z+ye (z—1)(y—3)=2

et Div(2) = {—2,—1,1,2}.
On peut alors décrire I’ensemble des couples (x, y) solutions

S= (17 3) + {(_27 _1)7 (_17 _2)7 (17 2)7 (27 1)}
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5.1.2 Division euclidienne

Théoreme
Pour tout a € Z et b € N* il existe un unique couple (g, r) vérifiant

a=bg+ret0<r<b

q et r sont respectivement appelés quotient et reste de la division euclidienne de a par b.

dém. :

Unicité : Soient (q,7) et (¢', ") deux couples solutions. On a b(¢—¢q') = r’—retdonc —b < b(q'—q) < b
puis —1 < ¢ —g<1dotqg=q puisr =1r'.

Existence : ¢ = FE(a/b) et r = a — bq conviennent

Exemple Poura =16,0=3:¢q=5,r = 1.
Poura =23,b=6:q¢=3,r=5.

Poura =12,b=3:q¢=4,7r=0.

Poura =5,b=9:9q=0,r =5.
Poura=-12,b=5:q=—-3,r=3.
Poura=-7,b=10:q=—1,r = 3.

Exemple Poura =2""' +1,b=2:¢=2"r=1
Poura=2""'4+3b=2:q=2"+1,r=1
Poura=2""'—1,b=2.¢q=2"—-1,r=1.

Attention : Pour identifier ¢ et r il faut observer I’identité a = bg + r mais aussi I’encadrement
0<r<b

Proposition

Soit a € Z et b € N*, on a équivalence entre :
@Db|a;
(ii) le reste de la division euclidienne de a par b est nul.

dém. :

(i) = (ii) : Si b | a alors il existe k € Z tel que a = bk

On peut alors écrire a = bg + ravec 0 <7 < benprenant ¢ = ketr = 0.

(i) = (i) : Si (ii) alors la division euclidienne de a par b s’écrita = bg + 0 d’ou b | a.
a

5.1.3 Calculs en congruence

Soit n € N*.
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Définition
Soient a, b € Z. On dit que a est congru a b modulo n si n divise b — a. On note alors

a=b [n

Ainsi
a=b nle3dkeZa=b+kn

Exemple 7=2 [5],13=3 [5],20=0 [5].

Remarque n |a < a=0 [n]

Proposition

Pour tout @ € Z, il existe un unique € {0,1,...,n — 1} telquea =17 [n].
De plus r correspond au reste de la division euclidienne de a par n.

dém. :

Existence : Réaliser la division euclidienne de a par n.

Unicité : Si r,r’ sont deux solutions alors r = r’  [n] donc il existe k € Z tel que r = 1’ + kn.
Par suite r — v’ = kn, or —n < r — 1’ < n,donc k = 0 puis r = r’.

O
Proposition

Va,b,c € Z

a=b [nleb=a [n]

a=b [nletb=c [n]=a=c [n]
dém. :

a=b [n]eb=a [njcarn|(b—a)<n|(a—D>).
eta=b [nletb=c [n]=a=c [n]jcarn|(b—a)etn|(c—b)=n](c—a)
g
Proposition
Soient a,a’, b, € Z,telsquea =a’ [n]etb=10b [n].
Onaa+b=d +V [n,ab=d'V [n],—a=—-d [n]etVpeN,a? =a? [n].

Exemple Ona 1513° +1514* = 3° + (-1)* =4 [5].

Exemple Montrons
Vn e N, 5 |22t 4 32ntl

Ona
92 tl | 32nHl _ g gn L 34" — 04" =0 [5]
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Exemple Montrons
YneN,9| (4" — 1+ 6n)

(1ere méthode) On peut procéder par récurrence.
La propriété est vrai pourn. = 0 car 9 | 0.
Supposons la propriété vraie au rang n > 0.

47t 14 6(n+1)=44"+6n+5
Par hypothése de récurrence, on peut écrire 4" = (9% + 1 — 6n) avec k € Z, donc
4" —146(n+1)=4.(9k +1—6n) +6n+5 =36k — 18n +9

et finalement 9 | (47! — 1+ 6n).
Récurrence établie
(2eme méthide) On peut factoriser

4" —1=(4-1)1+4+---+4"1

On a alors
4" —1+46n=3(1+4+ --+4"""+2n)

Or

(1+4+-+4""4+2n)=n+2n=0 [3]
donc

31 (L4+4+ - +4""" +2n)
puis
9| (4" —1+6n)
Exemple Considérons n € N* s’écrivant en nombre décimal a 1’aide des chiffres ¢, . . ., co.
Ona
n=c¢y10"™ 4 + col0°

Oor10=1 [9],10°=1 [9],...,10m =1 [9].
Donc

n=cm+---+c1+c [9

Par exemple n = 1234567 =28 =10=1 [9].

Réaliser une preuve par 9 pour vérifier la validité d’un calcul sur les entiers, consiste a exploiter ce qui
précede pour réaliser a nouveau ce calcul modulo 9.

Par exemple, supposons avoir obtenu 123 x 456 = 67158.

On reproduit le calcul modulo 9: 6 x 6 =36 =0 [9] et on vérifie 67158 =0 [9].

Exemple En exploitant I’écriture décimal d’un nombre, on peut énoncer les criteres de divisibilités
suivants :

- un nombre est divisible par 9 si, et seulement si, la somme de ses chiffres I’est ;

- un nombre est divisible par 3 si, et seulement si, la somme de ses chiffres I’est ;

- un nombre est divisible par 10 si, et seulement si, son dernier chiffre est un 0;

- un nombre est divisible par 5 si, et seulement si, son dernier chiffre estun 0 ouun 5;
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- un nombre est divisible par 2 si, et seulement si, son dernier chiffre est divisible par 2 ;

- un nombre est divisible par 4 si, et seulement si, ses deux derniers chiffres donne un nombre divisible
par4;

- un nombre est divisible par 11 si, et seulement si, la somme alternée de ses chiffre est divisible par 11.
Par exemple 6567 est divisible par 11 car 6 — 5 + 6 — 7 = 0 divisible par 11.

5.1.4 Exponentiation rapide

Soient z € R et n € N*. On désire calculer z™.
De fagon élémentaire
"= XT X - XT

ce qui fournit n — 1 multiplications

On peut étre plus efficace de la facon suivante :
On décompose n en somme de puissances de 2.
Pourn =53onan=32+16+4+ 1.

On calcule ensuite

2 4 2.2 .8 4,4 .16 8

r*=zx.x,x" =x"x,x° =z .2, x :x.xspuisx?’Z: 16 16

Tr .z

et enfin

Ainsi 23 est déterminé en 8 multiplications.
Mettons en place 1’algorithme sous-jacent.

Pour décomposer n en somme de puissance de 2 :
- 2 la main : on recherche la plus grand puissance de 2 inférieure an, on la retire de n et on recommence
avec le nombre obtenu ;

- avec I’ordinateur : on procede a I’envers :

si n est pair on écrit n = 2m,

sinon on écritn = 1 + 2m.

Dans les deux cas, on décompose m.

Algorithme :

Argument : n.

Tant que n # 0 faire :

Si n pair alors n < n/2, afficher(0)

Sinon n < (n — 1)/2, afficher(1)

Fin Si

Fin Tant que.

Fin.

n 5312613 |16(3 |1
Affichage | 1 | O 1 (0] 1|1

L’ affichage permet de comprendre :
53 =1.20+0.2" + 1.2 +0.2° + 1.2* +1.2°

En fait, ici on a I’écriture binaire de 53 a I’envers.
Pour I’algorithme d’exponentiation rapide, on calcule les puissances de x parallelement a la décomposition
de n en puissance de deux.
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Arguments : x, n.

p+1

Tant que n # 0 faire :

Si n est pair alors n < n/2
Sinonn < (n—1)/2,p+ pxx

Fin Si.

T4~ X T

Fin Tant que.

Afficher p.

Fin.
n|53]26 |13 |6 3 1 0
p |1 a |a |ad | aad® | aa’a'® | aaal®.a®
o 12 &1 a8 ot o2 o7

|
Remarque En général il faut au plus 2F (11”2L> multiplications.
n

5.2 PGCD et PPCM
5.2.1 PGCD de deux entiers

Définition
Soient a,b € Z.
Toutd € Z tel que d | a et d | b est appelé diviseur commun a a et b.
On note Div(a, b) I’ensemble des diviseurs communs a a et b.
Ainsi
Div(a, b) = Div(a) N Div(b)

Exemple 1, —1 € Div(a,b).

Exemple Div(24,18) = {1,2,3,6,—1, -2, —3, —6} = Div(6).

Proposition
| Soient a,b € Z tels que (a,b) # (0,0) I'ensemble Div(a, b) possede un plus grand élément.

dém. :

Div(a,b) C Z et Div(a,b) # 0 car 1 € Div(a, b).

Vd € Div(a,b)onad |aetd|b.

Sia # 0 alors |d| < |a|. Sib # 0 alors |d| < |b].

Dans les deux cas Div(a, b) est une partie majorée de N, elle posséde donc un plus grand élément.

O

Définition
Soient a, b € Z tels que (a,b) # (0,0). Le plus grand élément de Div(a, b) est appelé pged de
a et b. On le note pged(a, b) ou encore a A b.
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Exemple pgcd(24,18) = 6.

Définition
| On pose pged(0,0) = 0.

Proposition
| Va,b € Z: pged(a, b) € N, pged(a, b) = pged(b, a) et pged(a, b) = pged(|al , [b]).

dém. :
Les diviseurs communs a considérer sont les mémes.
O
Proposition
] Ya,b € Z,a | b = pged(a,b) = |al.
dém. :

Poura=0:a|b= b= 0= pged(a,b) = |al.
Pour a # 0: Sia | balors Div(a) C Div(b) et Div(a, b) = Div(a) de plus grand élément |a.
O

Exemple pgced(1,a) = 1 et pged(a,0) = |al.

5.2.2 Algorithme d’Euclide

Proposition

Soienta € Z et b € N*.
En notant 7 le reste de la division euclidienne de a par b, on a

pged(a,b) = pged(b, )

dém. :

Casa=0b=0:0k

Cas (a,b) # (0,0) : il suffit d’observer par opérations sur la divisibilité que Div(a, b) = Div(b,r).
O

Remarque Sir = 0 alors pged(a, b) = pged(b,0) = b.

Sir # 0 alors pged(a, b) = pged(b, ) = pged(r, s) avec s le reste de la division euclidienne de b
parr...

C’est le principe exploité par I’algorithme suivant :

Soient a, b € Z. On veut calculer § = pged(a, b).

On pose ap = max(|a|, |b|) et a; = min(|al, |b]).

On a d = pged(ap, ar).

Etape 1 :

Sia; = 0 alors 6 = pged(ag, 0) = ag.

Si a; # 0 alors on pose as le reste de la division euclidienne de ag par a;.
On ad = pged(ay, as) etas < aj.
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Etape 2 :

Si ag = 0 alors § = pged(aq,0) = ag.

Si ay # 0 alors on pose ag le reste de la division euclidienne de a; par as.
On a § = pged(ag, as) et ag < as.

et ainsi de suite...

Ce processus s’arréte nécessairement car : ag = a1 > ag > az > ... = 0.
Ainsi il existe m € N tel que a,,+1 = 0 et alors 6 = pged(am, Gmy1) =
Finalement le pgcd cherché est le dernier reste non nul.

pged(apm, 0) = ap,.

Exemple Poura =24etb=9:
24=9%x246,9=6x1+3et6=23x2+0.Lepgcdde24et9 vaut3

Remarque D’un point de vue informatique, 1’algorithme d’Euclide peut étre rédigé ainsi :
Arguments : a et b.

x + max(|a|, |b]),y + min(|al,|b]).

Tant que y # 0 faire :

r < reste de la division euclidienne de x par vy,

T yety<—r

Fin tant que

Afficher x.

Fin.

5.2.3 Egalité de Bézout

Théoreme
Soient a, b € Z, il existe u,v € Z tels que

pged(a,b) = au + b

Une telle relation est appelé égalité de Bézout.

dém. :
Reprenons I’algorithme d’Euclide

ap = max(|al,[b|), a; = min(|a|, |b])

et

ap =q1a1 +a2,...,0m—2 = Qm—-10m—1 + Qm L A1 = @mam + 0
On peut écrire ag = aug + bvg avec ug, vg € Z
On peut écrire a1 = auy + bvy avec uy, vy € Z.

az = ag — a1q1 = a(ug — qru1) + b(vo — viq1)

permet d’écrire ax = aus + bvs avec usq, vo et ainsi de suite...
Ala fin a,, = pgcd(a, b) s’écrit au + bv avec u, v € Z.
O

Remarque La démonstration nous donne ici la démarche a suivre pour obtenir une égalité de Bézout.
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Exemple Pour a = 150,b = 54 :

150 =54 x 2442,54 =42 x 14+ 12,42 =12 x 3+ 6, 12 = 6 x 2 4 0 donc pged(150, 54) = 6.
En reversant les divisions euclidiennes :

42=a-2b12=0—-42=3b—a,6=42—-3 x 12 = (a —2b) — 3(3b— a) = 4a — 11b.

Exemple Poura = —11,b = 25, 0n obtient 1 =4 x 25+ 9 x (—11).

Attention : Les coefficients u et v de I’égalité de Bézout ne sont pas uniques.

5.2.4 Propriété arithmétique du pged

Théoréeme
| Va,be Z,Vd e Z,d| aetd|b< d|pged(a,b).

dém. :

( <) Puisque le pged de a et b divisent a et b, la transitivité de la relation de divisibilité donne que si
d | pged(a,b) alorsd | aetd | b.

(=)Sid|aetd|balors d divise le reste de la division euclidienne de a par b. En suivant 1’algorithme
d’Euclide, on obtient que d divise le pged de a et b car d divise chaque reste apparaissant dans 1’algorithme
d’Euclide calculant ce pged.

d
Corollaire
| Div(a, b) = Div(pged(a, b)).
Proposition
| Va,b € Z,V) € N, pged(Aa, Ab) = Apged(a, b).
dém. :

Posons § = pged(a, b) et d = pged(Aa, Ab).
0| aetd|bdonc A | d.

0 = au + bv, \d = Aau + Abv et donc d | \d.
0

5.2.5 PPCM de deux entiers
Définition
Soient a,b € Z. Tout m € Z tel que a | m et b | m est appelé multiple commun 2 a et b.

L’ensemble des multiples communs 2 a et b est noté Mul(a, b). Ainsi

Mul(a, b) = Mul(a) N Mul(b)

Exemple 0,ab € Mul(a, b)

Exemple Les multiples communs a 6 et 8 sont Mul(6,8) = {0,24,48, ..., —24,—48,...} = Mul(24)
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Proposition
| Soient a,b € Z*, I’ensemble Mul(a, b) N N* possede un plus petit élément.

dém. :
Puisque |ab| € Mul(a, b) N N*, I’ensemble Mul(a, b) N N* est une partie non vide de N, elle admet donc
un plus petit élément.
|
Définition
Soient a,b € Z tels que a # 0 et b # 0, le plus petit élément de Mul(a, b) N N* est appelé
ppem de a et b. On le note ppcm(a, b) ou a V b.

Exemple ppcm(6,8) = 24.

Définition
| Sia=0o0ub=0,on pose ppcm(a,b) = 0.

Proposition
| Va,b € Z, ppem(a, b) € N, ppem(a, b) = ppem(b, a) et ppem(a, b) = ppem(al , [b]).

dém. :
Les multiples communs a considérer sont les mémes. . .
O
Proposition
| Va,b € Z,a| b= ppem(a,b) = |b]
dém. :

Si b = 0 alors ppcm(a, b) = ppcm(a,0) = 0 = |b|.

Sib # Oalors sia | bonaMul(b) C Mul(a) et Mul(a, b) = Mul(b) Mul(a,b) N N* = Mul(b) N N* de
plus petit élément |b|.

U

Exemple ppcm(1,a) = |a| et ppcm(a, 0) = 0.

5.2.6 Propriétés arithmétiques du ppcm

Théoréme
| Va,b € Z,Ym € Z,a| metb | m < ppem(a,b) | m.

dém. :

(«<=) : Immédiat par transitivité de la relation de divisibilité (=) : Sia =0oub=0: ok.
Sinon, posons § = pged(ppem(a, b), m).

a | meta | ppem(a,b) donc a | §. De méme b | 6 donc ppcm(a, b) < 4.

Or ¢ | ppem(a, b) # 0 donc § = ppecm(a, b) puis ppcm(a, b) =6 | m.

O

Corollaire

| Mul(a, b) = Mul(ppcm(a, b)).
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Proposition
| Va,b € Z,¥X € N, ppem(Aa, Ab) = Appem(a, b).

dém. :
Cas A\ =0:0k
Cas A #0:

Posons m = ppcm(Aa, \b) et 4 = ppem(a, b).

a|petb]| pdonc Aa | Apet Ab | A puis m | Ap.

Puisque Aa | m on a A | m et donc on peut écrire m = Am/.

Aa | Am/ et A # 0 donne a | m'. De méme b | m’ d’ov pu | m' puis Ay | m.

O
Théoreme

| Va,b € Z,pged(a, b)ppem(a, b) = |abl.
dém. :

Sia = 0ou b = 0 alors ppcm(a, b) = 0 et la relation proposée est vraie.

Supposons désormais a, b # 0.

Posons § = pged(a, b) et i = ppem(a, b).

Puisque ¢ divise a et b, on peut écrire a = Ja’ et b = b’ avec a’,b’ € Z. Considérons alors I’entier
m = da’b’ = ab/ = a’b. Les entiers a et b divisent m donc  divise m puis d divise dm = ab.
Inversement, puisque ab est multiple de p, on peut écrire ab = pn. Or p est un multiple de a donc on
peut écrire © = ac. La relation ab = acn donne alors b = cn et donc n divise b. De fagcon analogue, on
obtient n divise a et donc n divise §. On en déduit que ab = un divise pd.

Puisque ab et pd se divisent mutuellement, on a |ab| = dp.

Rq :Ce résultat permet de calculer ppcm(a, b) puisqu’on sait déja calculer pged(a, b)

O

5.3 Nombres premiers entre eux

5.3.1 Définition

Définition
Soient a,b € Z. On dit que a et b sont premiers entre eux s’ils n’ont pas d’autres diviseurs
communs que 1 et —1.

Exemple 3 et 4 sont premiers entre eux.
En revanche 6 et 4 ne le sont pas.

Proposition
Soient a, b € Z. On a équivalence entre :
(1) @ et b sont premiers entre eux ;
(i) pged(a, b) = 1;
(iil) ppcm(a, b) = |ab|.

dém. :

(i) < (ii) car Div(a, b) = Div(pged(a, b)
(ii) < (iii) car pged(a, b)ppem(a, b) = |ab|
O

Remarque Désormais, on note a A b = 1 pour signifier que @ et b premiers entre eux.
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Remarque Sia A b =1 alors

Exemple 1 Aa = 1.

Attention : « ne divise pas b et b ne divise pas a n’entraine pas que a et b sont premiers entre eux.

Proposition
Soient a,b,a’, b’ € Z.
Sia' |a,b |betanb=Tlalorsa’ Ab = 1.

dém. :

On introduit § = pged(a’, b').

Par transitivité de la divisibilité, on obtient § | a, § | b donc § | pged(a, b) = 1.
(]

5.3.2 Le théoreme de Bézout

Théoréme
Soient a, b € Z. On a équivalence entre :
(i) a et b sont premiers entre eux ;
(i) Ju,v € Z,au + bv = 1.

dém. :

(i) = (i1) via égalité de Bézout.

(if) = (i) Supposons (ii). Soit § = pged(a, b). Par opérations, ¢ | (au 4 bv) = 1 donc § = 1.
O

Exemple Vn € Z,nA(n+1)=1carlx(n+1)—1xn=1.

Exemple Vn € Z,(2n+ 1) An=1car1 x 2n+1)—2xn=1.

Proposition

Soient a, b, c € Z.
aANb=letaNc=1=aANbc=1

dém. :

Supposons a premier avec b et c.

Il existe des entiers u, v, w, t tel que au + bv = l et aw + ct = 1.

En faisant le produit de ces deux relations, on obtient a(auw + bvw + cut) + be(wt) = 1.
Par le théoreme de Bézout, on peut conclure a A (be) = 1.

([

Exemple On a
Vn€Z,nAn?—1)=1

Eneffetn A(n—1)=1letnA(n+1)=1.
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Proposition
Sianby=...=aAb,=1alorsa A (by...b,) =1.
Sia Ab=1alors
Vn,m e N,a" A" =1

dém. :
11 suffit de raisonner par récurrence.
O

5.3.3 Le théoreme de Gauss

Attention : a | bc et a ne divise pas b n’entrainent pas que a divise c.
Prendre par exemple : a = 6,b =4,c = 9.

Théoreme
Soient a, b, c € Z.
albcetanb=1=alc

dém. :

Puisque a et b sont premiers entre eux, on peut écrire au + bv = 1.
On a alors ¢ = acu + bev et puisque a | be, on obtient a | c.

O

Exemple 4 |3n =4 |ncard A3 =1.
En revanche 6 | 8n n’entraine pas que 6 | n..

Exemple Soient n, p € N* tels que n A p = 1. Montrons que

()

On sait

n\y n n—1

D p\p—1
donc

n n—1

p =n

p p—1

puis

n|p<z>
()
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Exemple Soient a, b, c € Z tels que a A b = 1. Montrons que pged(a, be) = pged(a, ¢).
Posons d = pged(a, be) et & = pged(a, ¢).

Puisque 6 | aetd | be,onad | d.

Inversement d | a et d | be.

Puisque a Ab=1,onad A b =1 car d divise a.

Sachant d | be, par le théoréme de Gauss, on obtient d | ¢, puis finalement d | 6.

Par double divisibilité d = 6.

Attention: a | ¢, b | cet a # bn’entrainent pas que ab | c.
Prendre par exemple : a = 4,b =2etc = 4.

Théoreme
Soient a, b, c € Z.
aleblcetanb=1=ablc

dém. :
a|c=bketaNb=1donca |k ce qui permet d’écrire k = af puis ¢ = abl.
O

Exemple 4 |net3 |n=12|ncard A3 =1.
En revanche 4 | n et 6 | n n’entrainent pas que 24 | n.

Proposition

] Siaj |b,...,a, | betay,...,a, deux a deux premiers entre eux alors a; ... ay, | b.

dém. :

Par récurrence sur n € N*,

Pourn =1: ok.

Supposons la propriété établie au rang n > 1.

Soient ay, ..., an, an4+1 deux a deux premiers entre eux tels que ay | b,...,an | byani1 | b.
Par I’hypothese de récurrence : aj...a, | b.

De plus a,y1 |betay...an Aapy1 = 1donc ay...ananyq | b.

Récurrence établie.

O

5.3.4 Applications
5.3.4.1 Factorisation du pged
Théoreme

Soient a,b € Z, en notant 6 = pged(a, b) on peut écrire :
a=da' etb= &b avec a’,b’ € Z tels que pged(a’,b') = 1.

z

dém. :
Si (a,b) = (0,0) : ok
Si (a,b) # (0,0) alors 6 # 0.
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Comme § | aetd | b, il existe a’, b’ € Z tels que a = da’ et b = §b’.
On a alors § = pged(da’, db') = dpged(a’, ') donc pged(a’,b') = 1.
]

Exemple Montrons
Ya,b € Z,VYn € N, pged(a”,b™) = (pged(a, b))"

Soient a,b € Z etn € N.
Posons § = pged(a, b) et introduisons a’, b’ tels que a = da’ et b = §b'.
pged(a™,b™) = pged(6"a™, §MV") = 6" x Lcara Ab = 1.

Exemple Résolvons dans N? le systéme

pged(z,y) = 10
ppem(z, y) = 120

Soit (z,y) un couple solution.
On peut écrire # = 10z',y = 10y’ avec 2’ Ay’ = 1.
ppem(z,y) = 102"y’ = 120 donc 'y’ = 12.

Div(12) NN = {1,2,3,4,6,12}

Les couples (', y') solutions de 2y’ = 12 sont (1,12), (2,6), (3,4), ...
Parmi ceux-ci, (2,6) et (6,2) sont a exclure car ' Ay’ = 1.
Finalement

(z,y) € {(10,120), (30, 40), (40, 30), (120, 10)}

Vérification : ok

5.3.4.2 Représentant irréductible d’un nombre rationnel

Remarque Pgcd et ppcm sont utiles a la manipulation des nombres rationnels.

- pour réduire au méme dénominateur la somme de deux nombres rationnels, il est intéressant de
considérer le ppcm des dénominateurs pour trouver un dénominateur commun aussi petit que possible ;
- le pged est quand a la suite utile pour réduire le rapport représentant un nombre rationnel. . .

Théoreme

Vre Q,3M(p,q) €Zx N, r=p/getpAhqg=1

Ce rapport p/q est appelé représentant irréductible du nombre rationnel .

dém. :

Existence : Soit r € Q, il existe (a,b) € Z x N* tel que r = a/b.
Posons § = pged(a, b). On peut écrire a = dpet b = dg avec p A g = 1.
On a alors

a_op_p
b 8¢ ¢
de la forme voulue.

Unicité : Soient (p, q) et (p', ¢') deux couples solutions.
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p/q=p'/q donne pq’ = p'q.

Puisque ¢’ | p'getq Ap' =1onaq |q.
De méme q | ¢’ donc ¢ = ¢ puis p = p'.
O

Exemple Vn € N,\/n € Q & v/n € N.

Ainsi la racine carrée d’un entier est soit entiére, soit irrationnelle.
(<)ok

(=) Siv/n = p/qalors ¢’>n = p? et donc ¢* | p* = p* x 1.

Or ¢*> Ap* = 1donc ¢* | 1 puis ¢* = 1.

Remarque Ainsi v/2 ¢ Q car il n’existe pas de m € N tel que 2 = m?.
Eneffet 2 = m? = 1 < m? < 4 puis 1 < m < 2 ce qui est impossible avec m € N.

De méme V'3, V5, V6, V7, \/g,\/ﬁ¢ Q.

5.4 Décomposition primaire d’un entier
5.4.1 Nombres premiers

Définition
Soit p € N tel que p > 2.
On dit que p est premier si ses seuls diviseurs positifs sont 1 et p.
Sinon, I’entier p est dit composé.
On note P I’ensemble des nombres premiers.

Exemple 2,3,5,7,11 sont premiers alors que 4, 6, 8,9, 10, 12 sont composés.
1 n’est pas un nombre premier, ni un nombre composé.

Définition

] On appelle facteur premier d’un entier n tout p € P tel que p | n.

Proposition
] Tout n > 2 possede au moins un facteur premier.

dém. :

Par récurrence forte sur n > 2.

Pourn = 2: ok

Supposons la propriété établie jusqu’au rang n > 2.

Sin + 1 est premier, le résultat est établie au rang n + 1.

Sin + 1 est composé alors n + 1 est divisible par un certain d tel que 2 < d < n.

Par hypothese de récurrence forte, d est divisible par un nombre premier et donc n + 1 est divisible par
ce méme nombre premier.

Récurrence établie.

O

Remarque Si n est composé alors il posséde un facteur premier p < v/n.
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Proposition
] P est infini.

dém. :

Par I’absurde, supposons que P soit un ensemble fini.

En notant N sont cardinal, on peut indexer les éléments de P pour écrire : P = {p1,...,pn}-
Considérons alors n =p;1...pxy +1 > 2.

Par la proposition précédente, n est divisible par un certain nombre premier p.

Puisque p € P, ilexistei € {1,...,N}telquep; | n.Orp; | p1...pydoncp; | n—p1...pn = 1.
C’est absurde.

O
Proposition

Soit n > 2, si m est composé alors n posseéde un diviseur d avec 2 < d < v/n.
dém. :

Si n = ab alors, quitte a permuter, on peut supposer a < b et alors a est un diviseur de n vérifiant
a® < ab< n.
O

Remarque Si n est composé alors il posseéde un facteur premier p < /1.

Le crible d’Eratosthene permet de déterminer les premiers nombres premiers par élimination des nombres
composés. On figure dans un tableau, les entiers allant par exemple de 1 a 100.

- on élimine 1 qui est a part;

- 2 est un nombre premier et on élimine tous les multiples de 2 qui sont, de fait, des nombres composés ;
- le premier entier restant, ici 3, est alors un nombre premier et on élimine tous ses multiples ;

- le premier entier restant, maintenant 5, est un nombre premier, on élimine tous ses multiples ;

- le premier entier restant, désormais 7, est un nombre premier, on élimine tous ses multiples ;

- enfin puisque I’entier qui suit est 11 > 10 = /100, on est assuré que tous les entiers restant sont
premiers !

En effet les entiers composé inférieur a 100 posséde un facteur premier inférieur a /100 et on donc été
éliminés.

5.4.2 Propriétés arithmétiques des nombres premiers

Proposition

] Soit a € Z et p un nombre premier. Si p ne divise pas a alors p A a = 1.

dém. :

Par contraposée :

Sip A a # 1 alors introduisons 6 = pged(a, p) # 1.

Puisque 6 € Netd | ponad = p car les seuls diviseurs positifs de p sont 1 lui-méme.
Par suite p | a car ¢ est diviseur de a.

0

Attention : Ce résultat ne vaut que pour p nombre premier !

Théoréme
Soient a, b € Z et p un nombre premier.
Sip|abalorsp |aoup|b.

126



CHAPITRE 5. ARITHMETIQUE DANS Z

dém. :

Supposons p | ab.

Sip|a:ok

Sinonp Aa = 1orp | abdonc p | b en vertu du théoreme de Gauss.
([

Exemple 2 |ab=2|aou2|b.

Attention : Ce résultat ne vaut que pour p nombre premier !

Corollaire
Soient ay, . ..,a, € Z et p un nombre premier.
Sip|aj...a,alorsilexiste 1 <i < ntelquep | a;.

dém. :
Par récurrence sur n € N*.
O

5.4.3 Décomposition primaire

Théoréme
Pour tout n € N tel que n > 2, il existe N € N*, p1, ..., py nombres premiers deux a deux
distincts et aq, . .., a, € N* tels que

J— (e5pNe?)) N
n=py Py ---Pn

De plus cette décomposition est unique a 1’ordre pres des facteurs.

dém. :

Existence :

Par récurrence forte sur n > 2, montrons que n peut s’écrire comme produit de nombres premiers. 11
suffira ensuite de regrouper entre eux les nombres premiers égaux pour obtenir la formule proposée.

La propriété est vraie pour n = 2.

Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n > 2.

Sin 4+ 1 est un nombre premier alors la propriété est vraie.

Sin + 1 est un nombre composé alors on peut écriren + 1 = abavec 2 < a,b < n.

Par hypothése de récurrence forte, on peut écrire a et b comme produit de nombres premiers et 1’on obtient
donc n 4+ 1 = ab produit de nombres premiers.

Récurrence établie.

Unicité (a I’ordre pres des facteurs) :

Supposons deux écritures n = pi"'p5? ... pAN etn =¢ gy ... qﬁ}” de la forme annoncée.

Pour tout 1 < ¢ < nonap; | ndonc p; divise nécessairement 1’un des ¢; et des lors, lui est égal car ce

2

sont des nombres premier. Ainsi {p1,...,pn} C{q1,---,qum}-
Par un raisonnement symétrique, on obtient 1’autre inclusion et donc I’égalité. En particulier M = N.
Quitte 2 permuter les couples (g;, ;) on peut supposer ¢ = p1,...,qN = PN-

(e S e%:]

Onaalors n = p{'pg? ... pRY zpflpgz ...p?VN.Pourtoutl <i<npt|n :pflpg2 ...p?VN :pfik
avec pi* Ak =1 donc p;* pf’i puis a; < 5.

De maniere symétrique 3; < «; et finalement I’égalité o; = ;.

O
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Définition
Cette écriture est appelée décomposition primaire de 1’entier n > 2.
Les p1, ..., pn correspondent aux facteurs premiers de n.

Exemple 12 =22 x 3,50 =2 x 52,84 =22 x 3 x T.

5.4.4 Diviseurs d’un entier

Théoreme
Soit n € N* s’écrivant
. (e (o3 N
n=p'py’...py
avec pi,...,pn nombres premiers deux a deux distincts et oy, e, ..., any € N.
Les diviseurs positifs de n sont les entiers d pouvant s’écrire

d=pi'ps" ..oy

avec 0 < B; < o pourtout 1 <7 < N.

Exemple Les diviseurs positifs de 12 = 2% x 3! sont :

20 % 39 21 % 30,22 % 30 29 x 3% 2! x 3t et 22 x 3!

dém. :

Les nombres considérés sont bien diviseurs de n.

Inversement, soit d un diviseur positif de n.

Puisque n # Oonad # 0.

Si d = 1 alors on peut écrire d = pflpgz ...pﬁ,” avecVl < i < N,5; =0.

Si d > 2 alors soit p un facteur premier de d. Puisque p | d on a p | n donc p est un facteur premier de n.
Ainsi il existe 1 < 7 < ntel que p = p;.

Puisque tous les facteurs premiers de d sont aussi facteurs premiers de n, la décomposition primaire de d
permet d’écrire d = pflpgz ...pj’i,N avecVl < i< N,pB; € N.

Deplus V1 < ¢ < N,p;* | ddonc pj* | n=p{*p3?...pR" puispfi' | pi* d’ou B; < .

Finalement d est bien de la forme voulue.

(]

5.4.5 Pgcd, ppcm et décomposition primaire

Soient a, b € N tels que a, b > 2.
A partir des décompositions primaires de a et b on peut écrire simultanément :

@ BN

a:p?l...pNNetb:pfl...pN

avec p1, . .., pny nombre premiers deux a deux distincts et a1, ..., an, B1,-.., 088 € N.

Exemple a = 308 =22 x 7 x 11 = 22 x 3% x 5% x 7! x 11! x 13°.
b=12340=22x 32 x5x13=22x32 x5 x 7" x11° x 13!,
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Théoréme
Avec les décompositions ci-dessus :

N N
pged(a,b) = sznm(a""ﬂi) et ppcm(a, b) = Hp;“ax(aiﬁi)
i=1

i=1

dém. :
N .
Soit § = pged(a, b) etd = H plin(@if)

=1
Puisque d | aetd | b,onad | d.
N

Inversement, comme § | a et § | b on peut écrire : § = l_Ip;Y avec V1 < i< n,0< v <y, 6;

i=1
Ainsi v; < min(ay, ;) pour touti € {1,..., N} etdonc ¢ | d.
Par double divisibilité § = d
Pour obtenir la formule relative au ppcm, on exploite les propriétés pged(a, b)ppem(a, b) = ab et min(«, 5)+
max(a, f) = a+ S.
]

Exemple Pour a = 308 et b = 2340 : pged(a, b) = 4 et ppcm(a, b) = 180180.
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Chapitre 6

Espaces vectoriels

K désigne le corps R ou C.
6.1 Structure d’espace vectoriel

6.1.1 Loi de composition externe

Définition
On appelle loi de composition externe (ou produit extérieur) opérant de K sur un ensemble E
toute application :

KxE—FE
(AN Z) — AT

Une loi de composition externe est usuellement notée par un point.

Les éléments de K sont appelés scalaires.

Les éléments de E sont appelés vecteurs et seront, dans un premier temps, notés surmontés
d’une fleche.

Exemple Le produit extérieur réel sur la direction du plan ou de I’espace géométrique est une loi de
composition externe qui a A € R et & vecteur associe le vecteur A.Z.

Définition

Soit E/ un ensemble muni d’un produit extérieur (.) de K sur E.

Une partie A de F est dite stable pour ce produit extérieur si
VAeK,VFe A e A

On peut alors considérer I’application restreinte

KxA— A
(\NZ) = AT

qui définit un produit extérieur de K sur A appelé produit extérieur induit.

Exemple () et F sont des parties stables pour n’importe quel produit extérieur sur E.
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Exemple Sur la direction du plan ou de I’espace géométrique, I’ensemble A formé des vecteurs
colinéaires a un vecteur ¥ donné est une partie stable pour le produit extérieur sur F précédemment
introduit.

6.1.2 Définition d’un espace vectoriel

Définition

Soient E un ensemble, + une loi de composition interne sur E et . une loi de composition
externe opérant de K sur F.

On dit que le triplet (E, +, .), ou plus brievement E, est un K-espace vectoriel si :
(1) (E, +) est un groupe abélien ;

Qv peK,Vu,ve B

@ N4 p).d =X+ pa;

b)) A (@4 0) = A\d+ A\.T;

(©) A(p10) = ().

d) 1.4 = u.

L’élément neutre de (E, +) est alors appelé vecteur nul, on le note 0.

Remarque 11 faut faire la distinction entre :

- les scalaires (qui sont des éléments du corps K ) ;

- les vecteurs (éléments de ’espace E ).

En particulier, on distingue le scalaire nul (0 € K ) et le vecteur nul ( 0cE ).

Remarque Dans un K-espace vectoriel on peut :

- sommer deux vecteurs 4 et U i.e. calculer 4 + U;

- faire la différence deux vecteurs « et U'i.e. calculer & — ¥';

- multiplier un vecteur « par un scalaire A i.e. calculer \.« (et on évitera d’écrire 4.\ ) ;

—

.. . . . 1 . : U
- diviser un vecteur @ par un scalaire \ # 0 i.e. calculer N (parfois abusivement noté N ).

Attention : On ne peut pas multiplier deux vecteurs, ni diviser par un vecteur car les lois
correspondantes ne sont pas a priori définie.

6.1.3 Visualisation géométrique d’un espace vectoriel

Notons P la direction du plan géométrique P.

P est un R-espace vectoriel pour les lois usuelles.

Pour visualise P, considérons O un point du plan géométrique P. L’application M W est une
bijection de P vers P. Cette bijection permet de visualiser les vecteurs du plan P en représentant
systématiquement ceux-ci a partir du point O. Ce point O correspond alors au vecteur nul et on peut
visualiser I’addition, la soustraction et le produit extérieur comme dans la figure ci-dessous

132



CHAPITRE 6. ESPACES VECTORIELS

\ 4

SLA

[

Notons E la direction de 1’espace géométrique &.

E est un R-espace vectoriel pour les lois usuelles.

Comme ci-dessus, en choisissant un point central jouant le role du vecteur nul puis en convenant que
tout vecteur de E est représenté en prenant ce point pour origine, on peut visualiser géométriquement le
R-espace vectoriel E.

L

Plus généralement, pour visualiser géométriquement un espace vectoriel, on choisira un élément central
correspondant au vecteur nul et on représente tous les vecteurs en prenant le vecteur nul pour origine ; on
peut alors visualiser les opérations dans 1’espace vectoriel a I’instar des figures précédentes.

6.1.4 Exemples d’espaces vectoriels
6.1.4.1 structure sur K"

Soientn e N* et E=K". Pour A e KetZ = (21,...,2,),9 = (y1,.--,Yn) € K" on pose
AT =(Axy, ..., ) etZ+y=(x1+ Y1, s Tn + Yn)

On définit ainsi un produit extérieur de K sur K" et une loi de composition interne additive sur K.

Théoreme
’ (K™, +,.) est un K-espace vectoriel de vecteur nul 0 = (0, ... ,0).
dém. :
(K, +) est un groupe abélien de neutre 0 donc (K", +) est aussi un groupe abélien de neutre (0, ...,0)
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car ’addition sur K™ est la loi produit définie a partir de 1’addition sur K.
Pour \,p e KetZ = (z1,...,2,), 5= (y1,-..,yn) € K",

A+p)Z=((A+pz1,..., A+ pz,) =A(x1,.. . xp) +p(T1,...,2n) = AT+ p.Z
A

A () = (Mpza), oo Mpan)) = (M) (@1, 2n) = (Ap). @
etl.d=(x1,...,2,) =&

Finalement (K", 4+, .) est bien un K-espace vectoriel.
O

Exemple R" est un R-espace vectoriel, C" est un C-espace vectoriel.

Exemple K est un K-espace vectoriel.

Dans cette situation, scalaires et vecteurs désignent des éléments de K et seul I’interprétation voulue
permet de distinguer scalaires et vecteurs. Notons aussi que le produit extérieur correspond alors a la
multiplication sur K.

6.1.4.2 structure sur £ x F
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Pour A € K, (Z, %), (&',7') € F x F on pose
A(Z3) = (AT AG) et (£,9) + (&, 7) = @+ 2,7 +7)

On définit ainsi un produit extérieur de K sur £ x F' et une loi de composition interne additive sur E x F'.
Théoréme

‘ E x F est un K-espace vectoriel de vecteur nul 0 ExF = (6 B, 0 F).

dém. :
L’addition sur E x F correspond a la loi prodult obtenue a partir des additions sur E et F'. Puisque (E, +)
et (F,+) sont des groupes abéliens de neutres O et 0z, on peut affirmer que (E x F,+) est un groupe

abélien de neutre (O E,0 F).
Pour \, u € Ket (Z,9), (/,7) € EX F,

A+ w).(Z,7) = (A4 p).Z, (A + p).7) = AT+ pd, A7+ p.g) = M(Z,9) + p-(Z, 1)
A7)+ @ 7) = MNE+T)NANG+T)) = AT+ AT NT+AT) = M\(T,9) + (&, 7)
(

A (-7, 9) = A (s ) = (A (pZ), A(-9) = (W) T, (M) 9) = (Ap)-(Z,9) et 1.(Z,7) =
)e

Finalement (E x F, +,
|
6.1.4.3 structure sur 7 (X, K)

est bien un K-espace vectoriel.

Soient X un ensemble et £ = F(X,K). Pour A € Ket f,g : X — K, on définit A.f : X — K et
f+g: X —>Kpar:

Ve e X, (Af)(z) = Af(z) et (f +9)(x) = f(2) + 9().
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On définit ainsi un produit extérieur de K sur F(X,K) et une loi de composition interne additive sur
F(X,K).
Théoréme

] (F(X,K), 4+, .) est un K-espace vectoriel dont le vecteur nul est la fonction nulle.

dém. :

(K, +) est un groupe abélien de neutre 0 donc (F(X,K),+) est aussi un groupe abélien de neutre la
fonction nulle car ’addition sur F (X, K) est la loi produit définie a partir de ’addition sur K.

Soient \, u € Ket f,g € F(X,K).

Pour tout x € X,

[(A+p)-F1(x) = A+ ) f(2) = M (2) + pg(x) = A-F)(@) + (n9)(x) = [Af + ng] (x)
A (f+ 9] (@) = A(f+9)(2) = A(f(2) + 9(2)) = Af(x)+Ag(z) = (A f)(2)+(Ag)(x) = [A.f + A.g](2)

(D] (@) = M) (@) = Mpf (2)) = QM) f(@) = [(A).f] (2) et (1.f)(2) = 1 x f(z) = f(z)

[
Ainsi (A 12).f = Af + pf A (f +9) = Af + Ag A(pf) = Oa).f et 1. = f.
Finalement (F(X,K), +,.) est bien un K-espace vectoriel.

O

Exemple Pour X =D C R, les ensembles F (D, R) et F(D, C) des fonctions réelles ou complexes
d’une variable réelle définies sur D sont des R et C-espaces vectoriels
Pour X = N, les ensembles R et CY des suites réelles et complexes sont des R et C-espaces vectoriels.

6.1.4.4 structure sur 7 (X, F)

Soient X un ensemble et F' un K-espace vectoriel.
Pour A e Ket f,g € F(X,F)ondéfinit \.f : X — Fetf+g:X — Fpar:

Ve e X,(Af)(@) = Af(z) et (f +9)(z) = f(z) + 9(z).

Théoreme
(F(X,F),+,.) est un K-espace vectoriel de vecteur nul égal a la fonction constante égale
aop.

dém. :

11 suffit de reprendre la démonstration qui précede avec ici des fonctions a valeurs dans I’espace vectoriel
F ce qui au final ne change pas grand-chose.

|

6.1.4.5 Les espaces complexes sont aussi réels

Soit £ un C-espace vectoriel. La loi de composition externe opérant de C sur E' définit aussi par restriction,
une loi de composition externe opérant de R sur E. Les propriétés calculatoires étant conservées, on peut
affirmer que E est alors aussi un R-espace vectoriel.

Exemple C" est un R-espace vectoriel.
F(X,C) et C" sont des R-espaces vectoriels.

Exemple Il est fréquent de percevoir C comme un R-espace vectoriel. Dans ce cas les vecteurs sont les
nombres complexes, les scalaires sont les nombres réels et 1a loi de composition externe est le produit
usuel.
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6.1.5 Calculs dans un K-espace vectoriel

Soit (E, +, .) un K-espace vectoriel.

Proposition
VA1, €K VU € F,

> (i) = (Z )\i> R

i=1

dém. :
Par récurrence sur n € N* en exploitant \.@ + p.@ = (A + p).4.
O
Proposition
VA e K, Viy,. .., iy,
> (Ai;) = . <Z m)
i=1 i=1
dém. :
Par récurrence sur n € N* en exploitant A\.@ + A.0 = \.(4 + ¥).
O
Proposition
VA e K,Vu € E,
0.t=0etA.0=0
dém
0.@ = (0+0).@ = 0.« + 0.7 et en ajoutant 1’opposé du vecteur 0.7 de part et d’autre, obtient 0 = 0.4.
A.0 = A. (04 0) = A.0 + \.0 et en ajoutant ’opposé du vecteur \.0 de part et d’autre, obtient 0 = \.0.
O
Proposition
Vi € E,
(-1).d=-u
dém. :
i+ (-)ad=14d+ (-1)d=1+(-1)d=0ua=0.
O
Proposition
vAeK,VieE,
Ad=0=A=00uu=0
dém. :

Supposons .7 = 0 et X # 0.

Dans le corps K, le scalaire \ est inversible et I’on peut donc introduire son inverse A~!. En multipliant
par celui-ci, \™!.(\.i0) = (A'N\).@ = 1. = @or A~ (AiZ) = A~1.0 = 0 donc @ = 0.

O
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Exemple Soient 4 € E\ {6} et A\, u € K. Montrons \.@ = pu.t = A = p.

Supposons A\.@ = p.1.
Ona @ — p.t = 0 puis \.@ + (—p).@ = O etenfin (A — p).@ = 0.
Puisque @ # 0, on obtient A — p = 0i.e. A = p.

6.1.6 Combinaison linéaire

Définition
On dit qu’un vecteur & de E est combinaison linéaire des vecteurs €1, . .., €, de E si on peut
écrire

n
Z=Me1+--+ A6, = g i€
i=1

avec A1, ..., A\, € K.

Exemple Les vecteurs combinaisons linéaires d’un vecteur « sont ceux de la forme A.@ avec A € K.

{A@/XeK)

\ A

v

ol

Exemple Les vecteurs combinaisons linéaires de deux vecteurs « et ¢’ sont ceux de la forme A4 + p.v
avec A\, u € K.

<L

(=)

1

{Xd+ pd 1 2\ p e K}

Exemple Dans E = R3, considérons les vecteurs @ = (1,2,1) et ¥ = (1, —1,0).
Déterminons pour quel(s) a € R, le vecteur @, = (a,a + 1, a + 2) est combinaison linéaire de @ et ¥.
Si W, est solution alors il existe A\, i € R tels que W = A\.@ + p.v ce qui donne le systéme

a=A+p
a+1=2p—p
a+2=2A\
puis
A=a+2
W= -2
a=-95
On en déduit a = —5.
Inversement, pour @ = —5,ona W, = A4+ p.vavec A = —3et u = —2.
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Exemple Dans F = F (R, R), considérons les fonctions f : x — cosz et g : x — sinz.

Pour tout 4, ¢ € R, la fonction h : © — A cos(x — ) est combinaison linéaire des fonctions f et g.
En effet par développement, h(z) = A cospcosx + Asinpsina etdonc h = Af + pg avec

A= Acosypet = Asinp.

En revanche, on peut montrer que la fonction 2 — sin(2z) n’est pas combinaison linéaire des fonctions
fetg.

6.2 Sous espace vectoriel

(E, +,.) désigne un K-espace vectoriel.

6.2.1 Définition

Définition
On appelle sous-espace vectoriel de E toute partie F' de E' vérifiant
HF#0;
2)ViE,y € F, ¥+ ¢ € F [stabilité par addition] ;
3)VZ € F,VA € K/ \.Z € F [stabilité par produit extérieur].

Exemple {6} et I sont des sous-espaces vectoriels de E dits triviaux.

Théoréme

| Si F est un sous-espace vectoriel de (E,+, .) alors (F, +, .) est un K-espace vectoriel.

dém. :
Comme F est stable pour + et ., on peut munir F' des lois induites.
Par les propriétés 1), 2) et 3) avec A = —1, on peut affirmer que F est un sous-groupe de (E, +) et donc

(F,+) est un groupe abélien.
De plus les propriétés calculatoires engageant le produit extérieure étant vraies sur F, elle le sont aussi
sur F'.

O
Proposition

Une partie F' de F est un sous-espace vectoriel si, et seulement si,

HocF,

VI, gy € F,V\, pu € K, A\Z+ p.y € F [stabilité par combinaison linéaire].
dém. :

Si F est un sous-espace vectoriel alors F' est un sous-groupe de (E, +) et donc 0cF.

De plus, F' étant stable par addition et par produit extérieur, il 1’est par combinaison linéaire.
Inversement, si F' contient le vecteur nul et est stable par combinaison linéaire, il est évidemment non
vide et stable par addition et produit extérieur.

O

Remarque Un sous-espace vectoriel contient toujours le vecteur nul.

Proposition
Si ey,...,€e, sont des vecteurs d’un sous-espace vectoriel F' alors tout vecteur combinaison
linéaire des vecteurs €7, . . ., €, est encore élément de F'.
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dém. :
Par récurrence sur n € N*.
Pourn = 1.

Un vecteur combinaison linéaire de €5 € F s’écrit sous la forme A.€; et est donc élément de F' par
stabilité par produit extérieur.

Supposons la propriété établie au rang n > 1.

Soit & un vecteur combinaison linéaire de vecteurs €7, . . ., €y, €11 € F.

On peut écrire

f = )\1.61 + te + Angn + An+1'€n+1

Par hypothese de récurrence A\;.¢; + -+ + \,.€, € F.
De plus A, 41.€5,4+1 € F et par stabilité de F par addition

T = (/\1.€1 + -+ )\n-gn) + ()\n+1~€n+1) cF

Récurrence établie.
O

6.2.2 Exemples

Exemple Géométriquement, les sous-espaces vectoriels non triviaux se visualisent comme étant
des droites ou des plans passant tous par le vecteur 0.

=

plan vectoriel /
droite vectorielle

Exemple Montrons que
D = {(a,2a,3a)/a € R}

est un sous-espace vectoriel de R>.
R? est un R-espace vectoriel de vecteur nul § = (0, 0, 0).
D c R®et0 = (a,2a,3a) € Daveca =0 € R.
Soient \, u € Ret &,y € D.
On peut écrire & = (a, 2a,3a) ety = (b, 2b, 3b) avec a,b € R.
On a alors
AT+ pyg = (Aa+ pb, 2 a + 2ub, 3 a + 3ub) = (¢, 2¢,3¢) € D

avec c = Aa + ub € R.
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Exemple Montrons que
H={(z1,...,zn) ER" /21 + -+ 1z, =0}

est un sous-espace vectoriel de R™.

R™ est un R-espace vectoriel de vecteur nul 0 = (0, ... ,0).
HCR"et0=(0,...,00 € HcarO4---+0 = 0.
Soient \, u € RetZ = (z1,...,2,), 5= (Y1,---,Yn) € H.
OnaAZ+ pug= Az + py1, ..., ATy + pyn)

Or

()\901+Ny1)+"'+(/\$n+/iyn):)\($1+"'+$n)+/~0(3}1+"'+yn):0

carxy+ -+ x, =y + -+ +yp, =0puisque &,y € H
donc \.Z+ p.y € H.

Exemple Soient I un intervalle non singulier de R et n € N U {oo}.

Montrons que C™ (I, R) est un sous-espace vectoriel de F (I, R).

F(I,R) est un R-espace vectoriel de vecteur nul la fonction nulle 0 : 2 € I ~ 0.

C™(I,R) C F(I,R)et0 € C™(I,R) car il est connu que la fonction nulle est de classe C".

Soient A\, u € Ret f,g € C"(I,R).

Par opérations sur les fonctions de classe C", on peut affirmer que la fonction A. f + p.g est de classe C"
etdonc A.f + p.g € C"(I,R).

Exemple Dans E = C°([0, 1], R), montrons que

1
Fe {feE// f(t)dt:O}
0
est un sous-espace vectoriel.

E =C°([0,1],R) est un R-espace vectoriel de vecteur nul la fonction nulle 0 : = € [0, 1] — 0.
F C Eet0 € F car la fonction nulle est d’intégrale nulle sur [0, 1].
Soient A, u € Ret f,g € F.

1

1 1 1
/O()\.f—ku.g)(t)dt:/o )\f(t)—i—ug(t)dt:)\/o f(t)dt+u/0 g(t)dt =0

car f et g sont d’intégrales nulles sur [0, 1].
Ainsi A\.f + p.g € F.

Remarque Les parties suivantes ne sont pas des sous-espaces vectoriels de R? :
-{(z,y) € R?/z +y = 1} car ne contient pas le vecteur nul;

-{(z,y) € R*/zy = 0} car non stable par addition ;

-{(z,y) € R*/z +y € Z} car non stable par produit extérieur.
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6.2.3 Opérations sur les sous-espaces vectoriels

6.2.3.1 Intersection

Proposition
] Si F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E alors F'N G est un sous-espace vectoriel de F.

dém. :

F N G est une partie de E.

0cFet0eGdoncOe FNG.

Soient A\, p € KetZ, 4 € FNG.

AZ + p.yf € F car F est un sous-espace vectoriel et X,y € F'.
Aussi \.Z + p.y € G par des arguments semblables.

Par suite .7+ p.y € FNG.

O
Exemple
G
/ :
F
FnaG
Proposition
Une intersection (finie ou infinie) de sous-espaces vectoriels d’un espace E' est un sous-espace
vectoriel de E.
dém. :
Soient (F});cr une famille de sous-espaces vectoriels de E et F' = ﬂ F;.

iel
F est une partie de .
Pour tout i € I, 0e F;; car F; est un sous-espace vectoriel donc 0€eF.
Soient \, u € KetZ,y € F.
Pour tout ¢ € I, \.Z 4+ u.yy € F; car F; est un sous-espace vectoriel de E et &, ¢ € F;.
Par suite \.7 + p.yj € F.

O

6.2.3.2 Somme de sous-espaces vectoriels

Attention : La réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est généralement pas un sous-espace
vectoriel.
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Définition
On appelle somme de deux sous-espaces vectoriels F' et G de E 1’ensemble

F+G:{d+@@eﬂgea}

G

()

F+G

Proposition

La somme F + G de deux sous-espaces vectoriels F' et G’ de E est un sous-espace vectoriel
de E.
De plus, F' 4 G contient F' et G et est inclus dans tout sous-espace vectoriel contenant F et G.

dém. :

F + G estune partie de E.

0=0+0avecOe Fet(e GdonclOe F+G.

Soient \, u € KetZ,y € F 4+ G.

On peut écrire ¥ = 6+Eet§:E+Javeg6,6e FetE,Je G

Onaalors \.@ + . = (\.@ + 11.¢) + (\.b + p.d) avec \.@ + p.¢ € Fet (\b+ p.d) € G.
Ainsi AT+ p.y € F+G.

De plus, ' C F + G car pour tout Z € F, on peut écrire Z = & + 0 avec 0 € G.

Deméme G C F + G.

Enfin, si un sous-espace vectoriel H de E contient F' et G alors pour tout @ € F' et tout be G, ona
@+be H card, be Hetdonc F+ G C H.

O

Remarque F' + G se comprend comme étant le plus petit sous-espace vectoriel contenant a la fois F’

etG.

Remarque Pour F, G, H trois sous-espaces vectoriels de £, on vérifie aisément les propriétés :
-F+G=G+F,;

-(F+G)+H=F+(G+H);

-F+{0}=F.F+E=EetF+F=F.

6.2.4 Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition
On dit que deux sous-espaces vectoriels I et G de E sont supplémentaires si

FmG:{ﬁ} etF+G=EFE
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Théoréme
Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E alors

-,

VZe B, @b e FxGf=a+b

Lol

dém. :

Soit ¥ € E.

Existence : Puisque E' = F' + G tout vecteur de E peut se voir comme la somme d’un vecteur de F’ et
d’un vecteur de G dont il existe @ € F et beGtel que T =a+ b.

Unicité : Supposons & —G+b= c+daveca ce Fetb deG.

Onad—c=d—bord— e Fetd—Zc GcarF et G sont des sous- -espaces vectoriels.

-

Parsuitec'i—c:d—beFﬂG,orFﬂG:{ }donca:cetb:d.
O

Exemple I et {6 } sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Exemple Soient
H={(z1,...,2n) ER" 21+ -+ 2, =0} et D ={(e,..., )/ € R}

H et D sont des sous-espaces vectoriels de R™, montrons qu’ils sont supplémentaires.
Etudions H N D.

Soit & = (x1,...,2,) € HN D.

Onazi+---+xz,=0carfe Hetxy = ---=xz,card € D.

Par suite 1 + - - - + x,, = nax; = 0 donc 21 = 0 puis £ = 0.

Ainsi H N D C {0}.

L’autre inclusion est toujours vraie (on ne I’évoque pas toujours) donc H N D = {5 }
Montrons que H + D = FE'i.e.:

—

VZeR",3(a,b) e Hx D, =ad+b

Pour justifier I’existence des vecteurs @ et b, on va exhiber ceux-ci en procédant a un raisonnement par

analyse/synthese.

Analyse :

Soit # = (x1,...,z,) € R™.

Supposonsf:&’+gavecd’: (a1,...,ap) € Hethb= (a,...,a) € D.

Déterminons @ et b en fonction de Z.
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Z=d+bdonne (z1,...,2,) = (a1 +«,...,a, + @)
Doncxi+---+x, =nacard € H.
Par suite

1
a=_(z1+-+a)

Ceci détermine a, donc b = (cv, . .., o) puis @ = & — b.
Synthese :
Soit & = (x1,...,xn) € R™.
Posons 1
a==(z1+ - +an),b=(o,...,a)eta=T—b
n

On a immédiatement b € D et & = @ + b.

Deplusd = (z; — o, ...,y — ) € H puisque (1 —a) + -+ + (z, — ) = 0.
AinsiE C H+ Dpuis E=H+ D.

Finalement H et D sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.

Exemple Soient
P={f:R—R/fpaire} etZ = {f : R — R/ f impaire}

Montrons que P et Z sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de I’espace £ = F(R, R).
On montre facilement que P et Z sont des sous-espaces vectoriels de E.

Etudions P N Z.

Soit f €e PNZ.

Pourtoutz € R,ona f(—z) = f(x)car f € Pet f(—z) = —f(x) car f € T.

Par suite f(z) = 0 et puisque ceci vaut pour tout = € R, on obtient f = 0.

AinsiPNZI C {6} puisPNZI = {()}

Montrons P +7 = E.

Analyse :

Soit f € E'telleque f = g+ h avec g € P et h € Z. Déterminons g et i en fonction de f.
Pour tout z € R,on a f(z) = g(z) + h(z) et f(—x) = g(—z) + h(—z) = g(z) — h(x).
Ainsi on a le systeme

f(z) = g(x) — h(z)
On en déduit . )
o(x) = 5 (&) + f(-)) eth(z) = 3 (f(z) ~ f(-a))
ce qui déterminer g et h.
Synthese :
Soient f € F et g,h € E les fonctions définies par
o(x) = 5 (@) + F(~2)) eth(z) = 2 (f(z) ~ f(~x)

On vérifie aisément f(z) = g(x) + h(z), g(—z) = g(z) et h(—z) = —h(x) pour tout z € R.
Ainsi f =g+ havecg e Peth e .

Onadoncétabli E C FF'+Gpuis E = F +G.

Finalement P et Z sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.
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Remarque En conséquence, toute fonction f : R — R s’écrit de maniere unique comme somme d’une
fonction paire et d’une fonction impaire appelées les parties paire et impaire de f.

Par exemple, la fonction x — e” se décompose en la somme de sa partie paire, qui est la fonction

x +— chz, et de sa partie impaire,  — shzx.

6.2.5 Espace vectoriel engendré par une partie

Théoreme

Etant donnée une partie A de F, il existe un unique sous-espace vectoriel de F, noté VectA
vérifiant :

1) A C VectA;

2) VectA est inclus dans tout sous-espace vectoriel contenant A.

Le sous-espace vectoriel VectA se comprend comme étant le plus petit sous-espace vectoriel
contenant A, on I’appelle espace vectoriel engendré par A.

dém. :

Unicité :

Soient G et G’ deux sous-espaces vectoriels de E vérifiant les propriétés 1) et 2)

Puisque A est inclus dans le sous-espace vectoriel G’ et puisque G est inclus dans tout sous-espace
vectoriel contenant A, on a déja G C G'. De fagon symétrique on a aussi G C G’ et donc G = G'.
Existence :

Soient
S = {F sous - espace vectoriel de E/A C F'}
et
VectA = ﬂ F
FeS

Puisque qu’une intersection de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel, I’ensemble VectA est
un sous-espace vectoriel de E. De plus, puisque VectA est une intersection de parties contenant toutes A,
VectA contient aussi A. Enfin, si F' est un sous-espace vectoriel de F contenant A alors ' € S et donc
VectA C F car VectA est I'intersection de toutes les sous-espaces vectoriels éléments de S.

O

Exemple Vect() = 0} car I’espace nul est le plus petit sous-espace vectoriel de E.

VectEl = F car VectFE est un sous-espace vectoriel contenant F.

Exemple Soit A = {@}. Montrons par double inclusion
Vect{i} = {\.i/X e K} =K.4

Puisque & € A C VectA et puisque VectA est un sous-espace vectoriel, on a X\ € VectA pour tout
A € K. Ainsi K.@@ C VectA.
Inversement, on vérifie aisément que K.« est un sous-espace vectoriel de F et puisque « est élément de
K.#,ona A C K.« puis VectA C K.u.
Par double inclusion, on obtient
Vect{u} = K.4

145



6.2. SOUS ESPACE VECTORIEL

Exemple Soient A = {, ¢}. Par double inclusion, on montre comme ci-dessus que

Vect {@, 0} = { i + p0/\, p € K} = Kia + K9

Proposition
Si A et B sont deux parties de F alors

A C B = VectA C VectB

dém. :
Supposons A C B.
On a alors A C VectB or VectB est un sous-espace vectoriel donc VectA C VectB

O
Proposition
Si A et B sont deux parties de F alors
Vect(A U B) = VectA + VectB
dém. :

A C VectA donc A C VectA + VectB. De méme, B C VectA + VectB donc AU B C VectA + VectB.
Or VectA + VectB est un sous-espace vectoriel donc Vect(A U B) C VectA + VectB.

Inversement A C AU B donc VectA C Vect(A U B). Aussi VectB C Vect(A U B). Or Vect(AU B) est
un sous-espace vectoriel donc VectA + VectB C Vect(A U B).

O
Proposition
] Si F’ est un sous-espace vectoriel de I alors VectF' = F'.
dém. :
F' C VectF et puisque F' est un sous-espace vectoriel contenant F', on a aussi VectF' C F'.
O
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Exemple Pour F' et G sous-espaces vectoriels
Vect(FUG)=F + G

Ainsi F' + G apparait comme étant le plus petit sous-espace vectoriel contenant F' et G.

6.3 Applications linéaires

E, F et G désignent des K-espaces vectoriels.

6.3.1 Définition

Définition

On dit qu’une application f : £ — F est linéaire (ou est un morphisme d’espace vectoriel) si :
DVE § € B, f(Z+7) = [(@) + @)

VAN e K, VX € E, f(\Z) = \.f(Z).

On note L(E, F') ’ensemble de ces applications.

Proposition

Soit f : E — F. On a équivalence entre :
(1) f est une application linéaire ;
(i) Y\, € KV, 7 € E, fNE + ) = M\f(Z) + p-f (7).

dém. :

(i) = (i1) Supposons (i)

Soient A\, p € KetZ,y € E.

Par 1) f(A\Z + p.y) = f(NZ) + f(p-y)

puis par 2) f(A\.Z) + f(p.9) = A\ f(Z) + p. f ()

etainsi f(A.Z + p.9) = \.f(Z) + . f ().

(i1) = (i) car (ii) entraine 1) en prenant A = p = 1 et (ii) entraine 2) en prenant p = 0.
]

Exemple Soit f : E — F définie par f : & — Op.

f est une application linéaire.

En effet, pour tout A\, € Ket 7,7 € F, f(\Z + p.§) = 0 = \.f(Z) + . £ (7).
L application f est appelée application linéaire nulle.

Exemple Montrons que f : R? — R3 définie par f(x,y) = (x + y,x — y, 2y) est une application
linéaire.

Soient A, u € Ket@,be R, @ = (z,y), b= (z,y).

fONG+ pb) = fAx + pa’, Ny + py')

donc f(AN.@+ p.b) = Az + pa’ + My + py/, Az + pa’ — Ay — py', 2Ny + 2uy’)

puis f(A\.G + p.b) = Az +y, 2 — y,2y) + (e’ +3/ 2" — v, 2y') = M(@) + puf (b)

Exemple Soient £ = C'(R,R) et ' = C°(R,R).
Montrons que I’application de dérivation D : E — F définie par D : f — f’ est linéaire.
Soient \, u € Ret f,g € E.

DAf +pg) = (A\f + p-g) = A\f' + pg’ = A.D(f) + p.D(g)
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Remarque En cas d’ambiguités, il peut étre nécessaire de préciser le corps de base des espaces
vectoriels E et F entre lesquels opere 1’application, on parle alors d’application K-linéaire et on note
Lk (E, F) I'ensemble de ces applications.

Exemple Soient £ = F' = C vu comme R-espace vectoriel.
Montrons que 1’application conjugaison f : C — C définie par f : z — Z est R-linéaire.
Soient \, u € Ret 2,2’ € C.

FOz+pz) =Xz +puz = A2+ a2 = 2+ pz = \f(2) + uf()

En revanche, on peut observer que f n’est pas C-linéaire.

Proposition
’ Si f: E — F est linéaire alors f(ﬁE) =0p.

dém. :
f(0g) = f(0p +0g) = f(0p) + f(Og). , .
En ajoutant — f(Og) de part et d’autre, on obtient O = f(0g).

O
Proposition
Si f : E — F estune application linéaire et si €7, . . . , €, sont des vecteurs de F alors
YA, ER f(MEL+ -+ Ann) = M f(E1) + -+ M f(En)
Ainsi, I’'image d’un combinaison linéaire est la combinaison linéaire des images.
dém. :

Par récurrence sur n € N*.

Pour n = 1, la propriété est immédiate par définition de la linéarité.
Supposons la propriété vraie au rang n > 1.

Soient €1, . .., €y, €41 des vecteurs de E et Ay, ..., Ay, Apt1 € K
Par image d’une somme

FOue + -+ Xl + Ang1€ng1) = (A€ + -+ Anén) + f(Any1€nt1)
Par hypothese de récurrence et image d’un produit extérieur

fqe + -+ Mén + Apg1€nt1) = fF(Mé1) + -+ fF(Anén) + F(Ant1En41)

Récurrence établie.

O
Proposition

] Sif:FE— Fetg:F — G sontlinéaires alors g o f : E — F est aussi linéaire.
dém. :

Soient \, u € KetZ,y € E.

(g0 IANT + p.§) = g (f(N\T + p.9))

Par linéarité de f
(g0 [IAT + p.) = g (A f(@) + p-f (7))
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Par linéarité de g
(g0 AT+ py) = Ag (f(Z)) + p.g (f (7))
et donc
(90 fYAZ+ p.) = A(g o /)(&) + p-(g° f)(Y)

O

6.3.2 Application linéaires particulieres

6.3.2.1 Formes linéaires

Définition
On appelle forme linéaire sur un K-espace vectoriel E, toute application linéaire de E vers K.
On note E*, au lieu de L(E,K), I’ensemble des formes linéaires sur F.
E™ est appelé dual de F.

Exemple Pour a4, ...,a, € K fixé, ’application f : K™ — K définie par
fo(xy, . o,xn) —» a1z + -+ apay,

est une forme linéaire sur K™.
En effet, c’est une application de K™ vers K et c’est aussi une application linéaire car on vérifie aisément

JONZ + pg) = X f(ZD) + pnf (@)

Exemple Soienta < b€ RetI:C([a,b],C) — C I’application définie par

b
I(f) = / f(tydt

L application I est une forme linéaire sur C([a, b] , C) car c’est une application a valeurs dans C et c’est
une application linéaire car

b b b
IS +ug) = [ MO +uglyde=x [ @)t [ g0at= A1)+ ul(o)

6.3.2.2 Endomorphisme

Définition
On appelle endomorphisme de E, toute application linéaire de ' dans lui-mé&me.
On note L(E), au lieu de , L(E, E) I’ensemble des endomorphismes de E.

Exemple L’application identité Idg : £ — E est un endomorphisme de E.
C’est effectivement une application linéaire de E vers E.
L’endomorphisme identité est souvent noté Id ou encore I.
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Exemple Soient a,b,c,d € R fixés et f : R? — R? I’application définie par
fi(z,y) = (ax + by, cx + dy)

On vérifie aisément que f est une application linéaire et puisque celle-ci est définie de R? vers R?, c’est
un endomorphisme de R?.

Exemple Soit D : C*°(R,R) — C*>°(R, R) définie par D(f) = f'.
L’application D est bien défini car la dérivée d’une fonction de classe C* est C*°.
De plus

DAf +pg) = (A f + pg) = A\f' + pg’ = A.D(f) + p.D(g)

donc D est linéaire et c’est alors un endomorphisme de C*° (R, R).

Proposition
] Si f et g sont des endomorphismes F alors la composée g o f aussi.

dém. :
La composée de deux applications de F vers F est une application de E' vers E et la composée de deux

applications linéaires est linéaire.
]

6.3.2.3 Isomorphisme

Définition
On appelle isomorphisme d’un K-espace vectoriel £ vers un K-espace vectoriel F' toute
application linéaire bijective de E vers F.

Exemple L’application f : R? — C définie par f(a,b) = a + 4.b est un isomorphisme de R-espace
vectoriels.
En effet cette application est R-linéaire et bijective.

Proposition

Sif:FE— Fetg:F — G sontdes isomorphismes alors la composée go f : E — G est un
isomorphisme.

dém. :
La composée d’une bijection de E vers F' et d’une bijection de F' vers G est une bijection de E vers G et
la composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

O

Proposition
Si f : E — F est un isomorphisme alors son application réciproque f~! : F — FE est un
isomorphisme.

dém. :

L application réciproque d’une bijection de E vers F' est une bijection de F' vers E.
Pour conclure il suffit alors de justifier que I’application ' est linéaire.
Soient \, n € Ket ¢,y € F.
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=/

Posons les éléments 7, 7 € E déterminés par £ = f~ (i) et & = f~' (') de sorte que f(Z) = 7 et
f@) =7

Par linéarité de f,
Par bijectivité de f,
et ainsi

Finalement f~! est linéaire.
O

Exemple L application g : C — R? définie par g : z +— (Re(z), Im(2)) est I'isomorphisme réciproque
de I’application f : (a,b) € R? — a 4+ ib € C

Définition

] Deux K-espace vectoriels sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme entre ceux-ci.

Exemple R? et C sont des R-espaces vectoriels isomorphes.

6.3.2.4 Automorphisme

Définition
On appelle automorphisme de FE, toute permutation linéaire de F i.e. toute bijection linéaire
de E vers E. On note GL(E) I’ensemble des automorphismes de F.

Exemple L’identité est un automorphisme de E.

Proposition

] Si f et g sont des automorphismes de F alors la composée f o g est un automorphisme de F.

dém. :
La composée de deux permutations de E' est une permutation de F et la composée de deux applications
linéaires est linéaire.

a

Proposition
Si f est un automorphisme de F alors son application réciproque f ' est un automorphisme
de E.

dém. :

L application f~! est un permutation de F et est linéaire car isomorphisme réciproque de f.
O

Remarque L’ensemble GL(F) apparait donc comme un sous-groupe du groupe (S(E), o) des
permutations de E.
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Définition

| (GL(E), o) est appelé groupe linéaire de E.

6.3.3 Noyau et image d’une application linéaire

Théoréme
Soit f : E — F une application linéaire.
Si V est une sous-espace vectoriel de E alors f(V') est un sous-espace vectoriel de F'.
Si W est un sous-espace vectoriel de F alors f ' (1¥) est un sous-espace vectoriel de E.

dém. :

Soit V' un sous-espace Xectoriel de E.

f(V) C FetOp = f(OE) S f(V)

Soient A, u € K et Z,77 € f(V). On peut écrire & = f(a@) et 7 = f(b) avec @,b € V.

Onaalors \.Z+ .y = f(A.d+ #5) € f(V)avec \.d+ pb € V puisque V est un sous-espace vectoriel.
Ainsi f(V') est un sous-espace vectoriel de F'.

Considérons T/ un sous-espace vectoriel de F et étudions f~* ().

fYW)c EetOg € f~Y(W)car f(0) =0p € W.

Soient A\, € Ket #, 57 € f~H(W). fFINT+ p.9) = A\ f(Z) + p.f(§) € W donc \.Z + p.ij € f~H(W).
Ainsi f~' (W) est un sous-espace vectoriel de E.

O
Définition
Soit f : E — F une application linéaire.
On appelle image de f I'espace Imf = f(E).
On appelle noyau de f I’espace ker f = f~! ({6F})
Proposition
Imf est un sous-espace vectoriel de F'.
ker f est un sous-espace vectoriel de E.
dém. :

E est un sous-espace vectoriel de E et f est linéaire donc f(F) est un sous-espace vectoriel de F'.

{61:} est un sous-espace vectoriel de F et f est linéaire donc f~! {6 F} est un sous-espace vectoriel

de FE.
O

Remarque Pour déterminer I’image d’une application linéaire f, on détermine les valeurs prises par f
i.e.les § € F tels qu’il existe & € E pour lequel § = f(Z).

Remarque Pour déterminer le noyau d’une application linéaire f, on résout I’équation f(Z) = Or
d’inconnue ¥ € E.

Exemple Déterminons noyau et image de I’endomorphisme f : R? — R? définie par
fo(@y) = (z—-yy—a).
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Soit @ = (z,y) € R%

f(&’)=5Rz<:>f(w7y)=(070)<:>{x_y_oﬁfc;y
y—x=20

Par suite
ker f = {(x,z)/x € R}

Soient @ = (z,y) € R%etb = (X,Y) € R2.
N r—y=X r=X+y
a)=b& flz,y) =(X,)Y) &
£(@) =B flay) = (X.Y) {y_xzy {X+Y:O
Ainsi I’équation f(a@) = b posseéde au moins une solution @ si, et seulement si, X =Y.
Par suite

Imf = {(X,-X)/X € R} et ker f = {(z,2)/z € R}

Exemple Soit [ un intervalle non singulier de R.
Déterminons noyau et image de I’application linéaire D : C'(I,R) — F(I,R) définie par D(f) = f'.
Soit f € C'(I,R).

D(f) =0« f' =0 < f estconstante

Par suite
kerD = {z — C/C € R}

Soient f € C*(I,R) et g € F(I,R).

D(f)=geg=1f
Si g appartient & ImD alors g est la dérivée d’une fonction de classe C* et c’est donc une fonction
continue.
Inversement, si g est une fonction continue, on sait que g admet au moins une primitive et celle-ci est de
classe C'.
Ainsi les valeurs prises par D sont exactement les fonctions continues de I vers R.

Par suite
ImD = C°(I,R)

Théoreme
Si f : E — F est une application linéaire alors
1) f est surjective < Imf = F';

2) f estinjective < ker f = {GE}

dém. :
1) est immédiate par définition de la surjectivité.
2) (=) Si f est injective alors O posseéde au plus un antécédent, or f = O donc Of possede

(0r)
exactement un antécédent, a savoir 0 . On peut alors affirmer ker f = {6 E }
(<) Supposons ker f = {6]5} Soient Z, i € E tels que f(Z) = f(¥).

(
Onaalors f(Z —¢) = f(Z) — f(¥) = 0 donc & — ¥ € ker f puis @
Ainsi f est injective.
]

7 = O et finalement Z = §.
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6.3.4 L’espace vectoriel L(E, [)

Théoréme
| (L(E,F),+,.) est un K-espace vectoriel.

dém. :
Montrons que L(E, F') est un sous-espace vectoriel de (F(E, F), +,.).

—

L(E,F)C F(E,F) etapplication nulle 0 : = € E + O est linéaire.
Soient A\, u € Ket f,g € L(E, F). Montrons que I’application \. f + p.g est linéaire.
Soient o, 5 € Ket ¥,y € F.

S + p.g) (@@ + B.G) = \f(a.Z + B.G) + p.glon.Z + B.7))
Par linéarité de f et g
A S+ pg) (. + B.4) = aX.f(Z) + BAS(Y) + ap.g(T) + Bp-g(F)
et en réorganisant ce calcul
(A-f+p.g) (. + BY) = a. (A f + p.g) (@) + B. (A.f + p-9) ()

Ainsi \.f + p.g € L(E, F).
(I

Exemple (L(E),+,.) et (E*,+.) sont des K-espaces vectoriels.

Proposition
YA ueK,Vf,ge L(E,F)etVh € L(F,G),

ho(Af+p.g)=A(hof)+ u.(hog)

dém. :
Soient \, p € K, f,g € L(E,F)eth € L(F,G).
Pour tout ¥ € E,
[ho (A.f+ p.g) (Z) =h(Af(Z) + p.g(2))

Par linéarité de h,

[ho (Af + p-9)] () = Xh(f(Z)) + p-h(g(E)) = [A-(ho f) + p.(hog)] (Z)

Ceci valant pour tout Z € E,onaho (A\.f 4+ p.g) = A.(ho f) + pu.(hog).
]
Proposition

VA ueK,Vhe L(E,F)etVf,g € L(F,G),

ANf+pg)oh=A(foh)+pu(goh)

dém. :
Soient \,u € K, h € L(E,F)et f,g € L(F,G).
Pour tout ¥ € F,

(XS + p-g) 0 B] (Z) = (A-f + p.g) (A(Z)) = A.f (h(T)) + p.g(h(T))

8
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puis

(A + 1.9) 0 B} (7) = \(f 0 )(@) + 1.(g 0 B)(F) = \(F 0 ) + (g 0 )] (7)
Ceci valant pour tout ¥ € E,ona (A.f + p.g)oh=A(foh)+ u.(goh)
O

6.3.5 L’anneau des endomorphismes

Théoréme
(L(E),+,0) est un anneau d’élément nul I’endomorphisme nul (noté 0 ou 0 ) et d’élément
unité I’endomorphisme identité (noté I ou Id ).
De plus, les éléments inversibles de cet anneau sont les automorphismes de F.

dém. :

On sait déja que (L£(E), +) est un groupe abélien de neutre 0 car (£(E), +, .) est un espace vectoriel.
La loi de composition o définit une loi de composition interne sur £(E) car la composée de deux
endomorphismes de E est un endomorphisme de F.

La loi o est associative et possede un neutre Idg qui est un endomorphisme de F.

La loi o est distributive sur + dans £(F). En effet, par linéarité a droite et gauche et du produit de
composition, on a

Vf,g,h€ L(E),fo(g+h)=fog+ fohet(g+h)of=gof+hof

Enfin, un élément inversible de I’anneau (L(E),+,0) est un endomorphisme f pour lequel il existe
g € L(E) vérifiant f o g = g o f = Idg ; un tel endomorphisme est bijectif.

Inversement un automorphisme est un élément inversible de 1’anneau et son inverse est son isomorphisme
réciproque.

O

Remarque L’anneau (L(E),+, o) n’est généralement pas commutatif.

Remarque Puisque (L(E), +, o) est un anneau, on peut exploiter les définitions et les résultats relatifs
a cette structure. En particulier, on peut introduire les itérés de composition d’un endomorphisme.

Définition
Pour f € L(FE), on note

fOo=Ifl=f fP=fof....,f"=fofo...of(nfacteurs)

Exemple Soit f € L(E)etn € N.
Montrons
ker f™ C ker " et Imf™ O Imfm*!

Soit & € ker f™. Ona f™(&) = 0 donc f"*1(&) = f(f™(&)) = f(0) = 0 et ainsi & € ker f"*1.
Par conséquent ker f C ker T

Soit § € Im ™" Tl existe & € F tel que if = f™ (&) etalors § = f"(f(Z)) = (@) avec
d= f(Z) € Eetainsiy € Imf".

Par conséquent Im f" !  Imf™.
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Attention : Puisque I’anneau (L(FE), +, o) n’est pas a priori commutatif
- 1itéré (f o g)" ne correspond pas a f™ o g™, il doit étre compris (f o g) o (fog)o---0o(fog);
- le carré d’une somme se développe ainsi (f + ¢)? = f2+ fog+go f+ ¢°

Proposition
Si f,g € L(F) commutent (i.e. f o g = go f) alors pour tout n € N,

n—1

(fog)"=f"og" (f+9" Z <n> frog'Fetfr—gt=(f—g) Y frg"
=0

k=0

dém. :
Par opérations dans un anneau sachant que les deux éléments f et g commutent.
0

Exemple Puisque les endomorphismes f et I[d commutent

n n—1
(Id+ f)" Z( >fketf"—1d: f—1Id)o (ka>=<2fk>o(f—1d)
k=0

k=0

Attention : L’anneau (L(F), +, o) n’est pas intégre, ainsi si un produit de composition est nul, on ne
pour autant affirmer qu’un des facteur est nul :

f o g = 0n’implique par f = 0 ou g = 0.

Cependant, on peut souvent exploiter a profit le résultat suivant

Proposition
Si f et g sont des endomorphismes de E alors on a équivalence entre :
()gof=0;
(i) Imf C kerg.

dém. :
(i) = (ii) Supposons g o f = 0.
Pour tout § € Imf, il existe & € E tel que § = f(Z).
On aalors g(7) = g(f(Z)) = (g o f)(Z) = 0 donc 7 € ker g et ainsi Imf C ker g.
(i1) = (i) Supposons Imf C ker g.
Pour tout Z € E, (g o f)(Z) = g(f(Z)) = 0 car f(Z) € Imf C kerg. Ainsigo f =0
O
Définition
Un endomorphisme f € £(E) est dit idempotent si 2 = f.
Un endomorphisme f € £(E) est dit nilpotent s’il existe n. € N tel que f™ = 0.

Exemple Soit f € L(E) nilpotent. Montrons que Id — f € GL(E).
Soitn € Ntel que f* =0.0Onald =1d — f".
Puisque Id et f commutent, on peut factoriser et on obtient

d=(d— f)o <Zf’“>—<2f’“> (1d - f)
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Par suit Id — f est inversible et

(1d—f)” ka

Exemple Soit f € L(E) tel que
fA—5f+6ld=0

Montrons que ker(f — 21Id) et ker(f — 3Id) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Puisque f — 2Id et f — 31d sont des endomorphismes de F, leurs noyaux sont des sous-espaces
vectoriels de E et ainsi ker(f — 2Id) et ker(f — 31Id) sont bien des sous-espaces vectoriels de E.
Etudions ker(f — 2Id) Nker(f — 31Id)

Soit & € ker(f — 2Id) Nker(f — 3Id).

Ona (f — 21d)(Z) = Oet (f — 31d)(&) = 0 donc f(Z) = 2Z et f(Z) = 3.

On en déduit Z = 0 et ainsi ker(f — 2Id) N ker(f — 3Id) C {6} puis

ker(f — 21d) N ker(f — 31d) = {6}

Etudions ker(f — 21Id) + ker(f — 3Id).
Analyse : Soit £ € E. Supposons & = @ + b avec @ € ker(f — 2Id) et b € ker(f — 3Id).
Ona f(Z) = f(@) + f(b) avec f(@) = 2d et f(b) = 3b.

On obtient ainsi le systeme

) = (31d — f)(&) et b = f(¥) — 2& = (f — 21d)(&).

8

Aprés résolution on obtient @ = 3% — f(
Synthese :
Soient & € E et les vecteurs

@=(31d — f)(&) eth = (f — 2Id)(Z)

On a immédiatement £ = d + b.

—

(f —21d)(a@) = [(f —21d) o (31d — f)] (&) = [~ f>+5f — 61d] (F) =0

et

—

(f = 31)(B) = [(f — 31d) o (f — 21d)] (&) = [f* = 5f + 61d] (&) = 0

Ainsi @ € ker(f — 21d) et b € ker(f — 31d).
On en déduit E C ker(f — 21d) + ker(f — 3Id) et

E = ker(f — 21d) + ker(f — 3Id)

Finalement ker(f — 21d) et ker(f — 31d) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
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6.4 Transformations vectorielles

FE désigne un K-espace vectoriel.

6.4.1 Homothétie vectorielle

Soit A € K.

Définition
On appelle homothétie (vectorielle) de rapport A € K DI’application h) : F — FE définie par
ha(Z) = A2

ol
8l

Exemple Si A = 1alors iy = Id.
Si A =0alors hy = 0.

Proposition

] Une homothétie vectorielle est un endomorphisme commutant avec tout endomorphisme.

dém. :

Considérons h une homothétie vectorielle de rapport A.

On a h = A.Id, or Id est une endomorphisme donc, par opération, h aussi.
De plus, pour tout endomorphisme f,

hof=AId)of=A(Idof)=Afetfoh=fo(AId)=A(fold)=Afdoncho f=foh

g
Proposition
VA pneK,hyoh, =hy,et
VA € K*, hy € GL(E) avec (hy) ™" = hy)y.
dém. :
h>\ o th = ()\Id) o (/,(,Id) = (A/,L)Id = hAM et h,\ o hl/)\ =1Id= hl/)\ o hA.
0

6.4.2 Projection vectorielle
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.
Pour tout Z € F, il existe un unique couple (@, b) € F' x G vérifiant £ = d + b

Posons p(&) = @ ; on définit ainsi une application p : £ — E.
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Définition
] L’application p est appelée projection (vectorielle) sur F' parallelement a G.

Exemple Si F = FEetG = { } alors p = Id.

SiF:{O}etG:Ealor — 0.

Théoreme
p est un endomorphisme de E vérifiant p* = p.
De plus
Imp =ker(p—1Id) = Fetkerp=G
dém. :

p est une application de E' vers E, vérifions qu’elle est linéaire.

Soient A\, € Ket 7,y € E.

Onpeutecrlrea:—a+bety—c+daveca ceFetb dea.

On a alors p(Z) = d et p(y) = €.

On a aussi \.7 + p.y = ()\Ei—f—,ué')—l— (A5+u.ci) avec (A\.d + p.C) € F et (Ab+ p.d) € G et donc
PO + ) = \@ + p1.b = Ap(Z) + p.p(7)

Finalement p est un endomorphisme de F.

Montrons p2 = p avec p2 =pop.

Soit ¥ € E. On a par construction p(Z ) € F, on peut alors écrire p(%) = p(&) + 0 avec p(%) € F et

0 € G et donc p(p(&)) = p(Z). Ainsi p* = p o p.

Montrons que Imp = ker(p — I) = F

Par construction, les valeurs prlses par p appartlennent a F. Ainsi Imp C F.

Soit # € F.OnaZ = &+ 0avecZ € Fet( € G donc p(#) = & puis (p — Id)(Z) = 0. Ainsi

F C ker(p —1d).

Enfin, si Z € ker(p — Id) alors (p — Id)(Z) donc p(Z) = & puis & € Imp car le vecteur Z est une valeur

prise par p. Ainsi ker(p —Id) C F.

Finalement, par inclusions successives, on a montré Imp = ker(p — I) = F.

Montrons ker p = G.

Soit ¥ € kerp. On a p( ) = 0 donc la décomposition de # en somme d’un vecteur de F’ et d’un vecteur

de Gs'écritZ=a+bavecd=0ethe G. On en déduit 7 = bed.

Inversement, si # € G alors on peut écrire 7 = 0 + # avec 0 € F et Z € G et donc p(Z) = 0.

Par double inclusion ker p = G.

O
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Remarque F' = Imp = ker(p — Id) est I’espace des vecteurs invariants par p.

Définition
La projection vectorielle ¢ sur G et parallelement a F' est appelée projection complémentaire
de p.
F
Proposition
] q=1d—p.
dém. :

Soit & € E. On peut écrire & = d+bavecde FetheG.

On a alors p(%) = @ et ¢(&) = b donc (p + ¢)(%) = p(&) + ¢(&) = d +b = 7.
Ainsip + ¢ = 1d.

O

Remarque On observe po g = gop =0 ce qui peut étre utile.

6.4.3 Projecteur

Définition

] On appelle projecteur de E, tout endomorphisme p de E vérifiant p* = p.

Exemple Les projections vectorielles sont des projecteurs.

Théoreme
Si p est un projecteur de F alors
1) Imp et ker p sont supplémentaires ;
2) p est la projection vectorielle sur F' = Imp, parallelement a G = ker p.

dém. :
Soit p un projecteur de E.
Préalablement a notre étude montrons p(Z) = & pour tout £ € Imp.
Soit & € Imp, il existe @ € E vérifiant Z = p(a) et alors p(%) = p*(@) = p(a@) = 7.
Ainsi on a vérifié
VZ € Imp, p(Z) = &

Montrons que Imp et ker p sont supplémentaires.
Etudions Imp N ker p.
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Soit & € Imp N ker p.

Onap(Z) = Zet p(¥) = 0donc ¥ = 0.

Ainsi Imp Nkerp C {6} puis Imp Nkerp = {6}
Montrons Imp Nkerp = E.

Analyse :

Supposons & = @ + b avec @ eImpetbekerp
Onap(Z) = p(@) + p(b) = @card € Impet b € kerp.
Ainsi @ = p(Z) etb = & — p(7).

Synthese :

—

Posons @ = p(Z) et b = & — p(Z).
On a immédiatement ¥ = @+ bet @ € Imp.

On a aussi p(b) = p(Z) — p?(Z) = 0 car p> = p et donc b € ker p.

Ainsi E C Imp + ker p puis E = Imp + ker p.

Finalement Imp et ker p sont supplémentaires dans F.

Enfin, pour tout & € F, on peut écrire de fagcon unique ¥ = a + bavec @ € Imp et b € ker petona
alors p(Z) = p(@) + p(b) = @. L’action de p se reconnait alors comme étant la projection sur F' = Imp
parallelement a G = ker p.

O

6.4.4 Symétrie vectorielle

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.
Pour tout Z € E, il existe un unique couple (@, b) € F' x G vérifiant ¥ = a +
Posons s(Z) = @ — b; on définit ainsi une application s : E — E.

S

Définition
] s est appelée symétrie (vectorielle) par rapport a F' parallelement a G.

Exemple Si F = FEetG = {6} alors s = Id.
si F = {0} etG = Ealors s = ~1d.

Théoréme
L application s est un endomorphisme de F vérifiant s> = I.
De plus
F =ker(s —Id) et G = ker(s + Id)
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dém. :

Introduisons la projection vectorielle p sur F' parallelement a G et ¢ = Id—p sa projection complémentaire.
Pour tout Z € F, on peut écrire ¥ = d + bavecd € Feth € G.

On a alors p(%) = @ et ¢(7) = b.

Par définition de I’application s, on a aussi s(Z) = @ — b et donc s(%) = p(&) — ¢(&) = (p — q)(Z).

On en déduit que s = p — ¢ = 2p — Id et donc s est un endomorphisme de F par opération sur les
endomorphismes de E.

De plus p et Id commutent, on a s> = (2p — Id)? = 4p* — 4p + Id = Id car p* = p.

Enfin ker(s — Id) = ker(2p — 2Id) = ker(p — Id) = F et ker(s + Id) = ker 2p = kerp = G.

O

Remarque Durant la démonstration, on a vu la relation remarquable et utile s = 2p — Id.

Remarque F' = ker(s — Id) est I’espace des vecteurs invariants par s.
G = ker(s + Id) est I’espace des vecteurs changés en leur opposé par s.

Corollaire

] s est un automorphisme de E et s7! = s.

Définition

] La symétrie s’ par rapport & G et parallelement a F est appelée symétrie complémentaire de s.

Proposition
’ S/ = —S.

dém. :
Soit & € E. On peut écrire & = d+bavecde FetbeG.
Onas(Z) =a—bets' (&) =b— ddonc s (&) = —s(T) et ainsi s’ = —s.
U
Théoreme

Si s est un endomorphisme de E vérifiant s?> = Id alors

1) ker(s — Id) et ker(s + Id) sont supplémentaires dans F ;

2) s est la symétrie vectorielle par rapport a F' = ker(s —1d), parallelement 8 G = ker(s+1d).
dém. :
Posons p = % (s+1d) € L(E).
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1 1
Puisque s et Id commutent, on a p* = 1 (s*+2s+1d) = 3 (s +1d) = p.

L’endomorphisme p est un projecteur de E. On en déduit que F' = Imp = ker(p — Id) et G = ker p sont
des sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.
Or

F = ker(p — Id) = ker [; (s — Id)} = ker(s — Id)

et
G = kerp = ker B (s + Id)} = ker(s 4 1d)

Ainsi ker(s — 1Id) et ker(s + Id) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.

De plus, pour tout £ € F, on peut écrire de facon unique ¥ = a + bavecd € F = ker(s — Id) et
b € G = ker(s + Id). On a alors s(Z) = (@) + s(b). Or s(@) = @ car @ € ker(s — Id) et s(b) = —b
car b = ker(s + Id). Ainsi s(Z) = d@ — b et on reconnait 2 travers I’action de s, la symétrie vectorielle par
rapport a F est parallelement a G.

O

6.4.5 Affinités vectorielles

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.
Pour tout Z € F, il existe un unique couple (@, b) € F' x G vérifiant £ = d + b
Posons f(Z) = d@ + «.b; on définit ainsi une application f : £ — E.

Définition
] f est appelée affinité (vectorielle) par rapport a F' parallelement a G et de rapport «.

Exemple Sia =1 alors f = Id.
Sia = 0alors f = p.
Sia=—1alors f =s.

Proposition
| f est un endomorphisme de E.
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dém. :
Par construction de f, on vérifie f = p 4+ a.q avec p la projection sur F' parallelement 2 G et g sa
projection complémentaire.

O

6.5 Notions affines

FE désigne un K-espace vectoriel.

6.5.1 Translation

Définition
On appelle translation de vecteur @ € E I’application ¢z : £ — E définie par & — a + 2.

—

t.(Z)y=a+1z7

Exemple ¢; = Id.

Attention : En dehors de la translation de vecteur nul, les translations ne sont pas des applications
linéaires.

Proposition
VE,Z;E E,tdotg:ta+5:t50tg
Va € F, t, est une permutation de F et ta_l =t_,.

dém. :
Soient d,b € F.

Pour tout & € E, (t; o t;)(Z) —td(l;—&—f) =G+b+1 =t ;).

Ainsi g oty =t petpuisque ¢, z =5, o, onaaussitzoty =t, p.

Enfin, tzot_gz =t =1Idett_zo t = Id donc tz est une bijection d’application réciproque t;l =t_gz
O

Remarque L’ensemble des translations de E est un sous-groupe de (&(E), o)
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6.5.2 Sous-espace affine

Définition
On appelle sous-espace affine passant par @ € FE et dirigé par un sous-espace vectoriel F’
I’ensemble

a+F={d+Z/Z e F}

Y ;

TN

w\\\
[}

Remarque V = @ + F est I'image du sous-espace vectoriel par la translation de vecteur a.

Remarque ¢ € @+ F cara=a+ 0et0 € F, par suite un sous-espace affine n’est jamais vide.
En revanche, il est incertain que le vecteur nul appartienne a @ + F’, ainsi un sous-espace affine peut ne
pas étre un sous-espace vectoriel.

Exemple {G} =ad+ {6} est un sous-espace affine.

Exemple Pour @ # 0,
{@+ \i/)\ € K} = @ + Vect(@)

est un sous-espace affine, on parle de droite affine passant par a et dirigée par .

Exemple Géométriquement les sous-espaces affines se visualisent comme étant des points, des droites
ou des plans ne passant pas nécessairement par 0.

Proposition

Si V' = d + F est un sous-espace affine alors pour tout be Eona équivalence entre :
beV;

G)b—aGeF

De plus, si tel est le cas,

dém. :
(1) = (i) Sib e V alors onpeutécrireg: i+iavecT € Fdonch—a=7¢€F.
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(i) = (i) Sib—aec Falorsb=a+ (b—a) €a+ F.

De plus, si b € V alors pourtout € F,b+ & =d+ (b—a+ ) € @+ F.

Ainsi b+ F C d + F'. De fagcon semblable on obtient @ + F' C b+ F et on peut conclure V =56+ F
O

Remarque Ainsi, il n’y a pas unicité du vecteur @ définissant un sous-espace affine V' =a + F.
En revanche, en vertu du résultat suivant, il y a unicité du sous-espace vectoriel F' définissant un
sous-espace affine.

Proposition
Si V est un sous-espace affine dirigé par F' alors

F={y-7/Z,5€V}

dém. :
Soit @ € V. On peut écrire V =a + F.
Pour tout Z, i/ € V, on peut écrire £ = d + ety =d+ vVavecu,v € Fetalorsy—Z=v—u € F.
Inversement, soit ¥ € F.Por¥ =d+0€Vety=ad+uecV,u=y—Zavecz,yeV.
O
Définition
] Le sous-espace vectoriel I est alors appelé direction du sous-espace affine V.

Remarque Pour décrire un sous-espace affine V/, il suffit de connaitre sa direction F' et I’'un de ses
points @ car alors V = ad + F.

6.5.3 Incidence de sous-espaces affines

Proposition
Si V et W sont deux sous-espaces affines de directions F' et GG alors V N W est soit vide, soit
égal a un sous-espace affine de direction F'N G.

dém. :
Si VN W n’est pas vide, introduisons @ € V N W.
On peut alors décrire les sous-espaces affines VetW :V =d+ FetW =a+ G.
Pour# € E,ona
reVeireWei-deFetf—-acCG
et donc
reVnNnWei-de FNG.
Par suite VN W = @ + F N G est un sous-espace affine de direction F' N G.
O
Définition
Soient V' et W deux sous-espaces affines de directions F et G.
On dit que V est parallelea W si FF C G
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Proposition

Soient V' et W deux sous-espaces affines de direction F' et G.
SiV estparallelea Walors VNW =QouV C W.

dém. :

Supposons V parallele a Wie. F C G

Si VN W n’est pas vide, introduisons @ € V N W.

On peut alors décrire les sous-espaces affines VetW :V =d+ FetW =d+ G.
Puisque FF C G,onaV C W.

]

6.5.4 Equations linéaires

Définition

On appelle équation linéaire toute équation de la forme f(Z) = ¢ avec f € L(E,F),j€ Fet
d’inconnue 7 € E.

On appelle équation homogene associée I’équation f(Z) = 0.

Théoreme
L’ensemble solution de 1’équation linéaire f (&) = ¥ est soit vide, soit égal a un sous-espace
affine de dirigé par ker f.

dém. :
S’il existe une solution @ a I’équation étudiée alors pour tout & € E,

Or
et puisque f est linéaire

Ainsi
f@ =y r—dckerf

L’ensemble des solutions de 1’équation étudiée est alors @ + ker f, c’est un sous-espace affine dirigé
par ker f.
O

Remarque Il est fréquent, pour résoudre une équation linéaire f (&) = ¢, de procéder ainsi :

- on résout I’équation homogene associée ce qui donne ker f ;

- on cherche un élément solution @, appelé solution particuliere ;

- on exprimer I’ensemble solution @ + ker f.

Ainsi la solution générale est somme d’une solution particuliere est de la solution générale de 1’équation
homogene.

Exemple Soity’ + a(z)y = b(z) équation différentielle linéaire d’ordre 1.
Considérons E = C'(I,R), F = C°(I, R) et I’application linéaire f : E — F déterminée
par

f@y):w =y (@) —alx)y(@)

L équation différentielle étudiée équivaut a 1’équation linéaire f(y) = b d’inconnue y € C*(I,R).
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Pour la résoudre :

- on résout I’équation homogene f(y) = 0 i.e. 'équation différentielle ¥’ + a(z)y = 0;

- on détermine une solution particuliere ;

- on exprime la solution générale comme somme de la solution particuliere et de la solution générale
homogene.

6.5.5 Barycentre
Soientn € N*, @y, ...,u, € EetA1,...,\, € Ktelque A\y +---+ A, # 0.

Définition

On appelle barycentre des vecteurs 1, . . . , i, affectés respectivement des masses A1, ..., A\,

le vecteur

5 ALUL 4+ -+ At
A+ A,

Remarque Si G est le point barycentre de points Ay, ..., A, affectés des masses Ay, ..., A, alors le
vecteur OG est le vecteur barycentre des vecteurs OAy, ..., OA, affectés des mémes masses
Aly ey Ane

Remarque On ne modifie par le barycentre ¥/ lorsque :

- on permute les couples (@;, ;) ;

- on supprime les couples (;, A;) de masse nulle ;

- on multiplie chaque masse par un méme scalaire non nul.

Cette derniere propriété permet notamment de ramener la masse totale a 1.

Définition
Lorsque les Ay, ..., A, sont égaux non nuls, alors le vecteur
I .
fl}:f( 1_|_+un)
n
est appelé isobarycentre des vecteurs 1, . . . , Uy,.
Proposition
Si tous les vecteurs u; appartiennent 2 un méme sous-espace affine V' = @ + F alors le
barycentre v des vecteurs iy, . .., i, affectés des masses Ay, ..., \, appartienta V.
dém. :
Pour tout ¢ € {1,...,n}, on peut écrire 4; = @ + T, avec Z;.
On a alors . . . .
L NMat+A\d MEL o+ AT L
U= + =ad+x
AL+t A ALt + Ay
avec \ oz \ =
. X1+ o+ ApT
r=2t " e F
A+ A,
O
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6.5.6 Convexité

Ici K =R.
Définition
On appelle segment d’extrémités a et b € E I'ensemble :

[a, B] - {(1 —N)@+ b/ e o, 1]}

a

Remarque {d’, 5} = [5, 6}

Définition
Une partie C' de F est dite convexe si

Va,beC, [5,5] cc

Exemple () et F sont des parties convexes.

Exemple

convexe

Exemple Les sous-espaces affines et les segments sont des parties convexes.
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Définition
On appelle combinaison convexe d’une famille de vecteurs de E, tout barycentre obtenu avec
des masses positives.

Exemple Un isobarycentre est une combinaison convexe.

Exemple Pour A € [0,1], (1 — A).@ + A.b est une combinaison convexe de @ et b.

Proposition
] Une partie C' de E est convexe si, et seulement si, elle est stable par combinaison convexe.

dém. :
Si une partie C de E est stable par combinaison convexe alors pour tout @, beC,le segment [(i, 5] est
inclus dans C' car ses éléments sont des combinaisons convexes d’éléments de C.

Inversement, soit C' une partie convexe.

Montrons par récurrence sur n € N* que C est stable par combinaison convexe de n vecteurs.

Pourn =1:0k

Supposons la propriété établie au rang n > 1.

Soient @y, ..., Uy, Upt1 € C et A1,..., Ay, Ant1 = 0 non tous nuls.

Montrons que

ALl + o+ Apy1Ung

T = eC
)\1+...+)\n+1
Sixi=...=)\,=0alors ¥ =1,41 €C
Sinon, on peut écrire
T=(1—p)d+ ping

avec

q ! (ALl + -+ An.ily) et Ant1 € [0,1]

i=— U nlp) ety = ———m 1 ,

Mt A, RS VISP W

Par suite & € @, Wy41]-

Or par hypothese de récurrence @ € C, donc [@, @, 1] C C puis & € C.
Récurrence établie.

O
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Chapitre 7

Dimension d’un espace vectoriel

K désigne R ou C.
7.1 Famille de vecteurs

Soient E' un K-espace vectoriel et 7 = (€;);cs une famille finie de vecteurs de E. Quitte a réindexer
celle-ci, on suppose que les éléments de cette famille sont indexés sur I'ensemble I = {1,...,n}. On
considere donc une famille F = (&;)1<i<n de vecteurs de E qu’on peut encore écrire F = (&1, . .., €y,).
Dans le cas particulier ou n = 0, on dit que la famille F est vide.

7.1.1 Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Définition
On appelle combinaison linéaire des vecteurs de la famille F = (€;)1<;<n tout vecteur ¥ de £

n
ouvant s’écrire ¥ = \;€; avec A1, ..., A\, scalaires bien choisis.
) )
i=1

Exemple Une somme sur le vide étant égale au vecteur nul, le vecteur nul est le seul vecteur
combinaison linéaire de la famille vide.

Définition
On appelle espace vectoriel engendré par la famille 7 = (€;)1<i<n, le sous-espace vectoriel
engendré par la partie {€1, ..., &,}. On le note VectF, Vect(€;)1<i<n ou Vect(é, ..., €y,).

Exemple Le sous-espace vectoriel engendré par la famille vide est I’espace nul {6}

Théoreme
Si (€},...,€,) est une famille de vecteurs de F alors Vect(éy,...,¢€,) est 'ensemble des
combinaisons linéaires des vecteurs €1, ..., €, i.e.:

Vect(éy, ..., en) = {ZA@/M,...,A” € K}
=1
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dém. :
Posons
n
F= {ZA@/M, o An € K}

i=1
On montre facilement que F' est un sous-espace vectoriel de E et puisque les vecteurs €7, . . . , €, sont
tous éléments de F, on a Vect(éy,...,é,) C F.
Inversement, les vecteurs €7, . . ., &, sont tous éléments de Vect(é, ..., &,) et puisque Vect(él, ..., €,)
est un sous-espace vectoriel, Vect(éy,...,¢€,) contient toutes les combinaisons linéaires des vecteurs
€1,...,€En l.e. tous les éléments de F'.
O

Exemple Casn =1
Vect(@) = {\i/A e K} =K.a

Exemple Casn = 2
Vect(i, ¥) = {\d+ p.0/\ p €K} =Ki+ K

Exemple Dans R®, considérons @ = (1,1,1),7 = (0, —1,2).

Vect(#, 8) = {(A A+ 1, 2) /A, 1 € R}

Remarque 11 est efficace d’établir qu’une partie est un sous-espace vectoriel en observant que celle-ci
s’apparente a un espace vectoriel engendré par une famille.

Exemple Dans R3, considérons
P={(a+b,a—0b,2b)/a,becR}

Puisque P = Vect(i, ) avec @ = (1,1,0) et 7 = (1, —1,2), P est un sous-espace vectoriel de R>.

Exemple Dans R3, considérons
P = {(w,y,z)/x—&-y—z = 0}

Puisque
r+y—2=0z2=x+y

on a
P ={(z,y,x+y)/x,y € R} = Vect(&, V)

avec i = (1,0,1) et ¥ = (0,1,1). Ainsi P est un sous-espace vectoriel de R.
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7.1.2 Famille génératrice

Définition

On dit qu’une famille 7 = (&1, ..., €,) = (€;)1<i<n de vecteurs de E est génératrice de E si
tout vecteur de E est combinaison linéaire des vecteurs de la famille F i.e.

Vi€ B3, ) €KY F= N+ 4 Al = D NG
i=1

Remarque La famille F est génératrice de E si, et seulement si, VectF = F.

Exemple Dans £ = K", on pose &; = (0,...,0,1,0,...,0) € K" ou 1 se situe en 7&€me position.
La famille B = (€;)1<i<n est une famille génératrice de K™.
En effet, pour tout ¥ = (x1,...,2,) € K", on peut écrire ¥ = 21¢1 + - - - + £,€p.

Exemple Dans E = K, la famille (1) est génératrice.
En effet, tout x € K peut s’écrire x = x.1

Exemple Dans £ = C vu comme R-espace vectoriel, la famille 7 = (1,4) est génératrice.
En effet, pour tout z € C, on peut écrire z = a.1 + b.i avec a = Rez et b = Imz.

Exemple Dans I’espace £ = F(R, R), il n’existe pas de famille génératrice finie.

Remarque Toute sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.
En revanche, une sous famille d’une famille génératrice peut ne pas étre génératrice.

Proposition

Si (€1,...,€n, Ent1) est une famille génératrice et si €,.1 € Vect(€y,...,€,) alors la sous-
famille (€1, ..., &,) est génératrice.

dém. :

Tout vecteur de E est combinaison linéaire des vecteurs €7, . .. , €,, €41 €t puisque €,41 est combinaison
linéaire des vecteurs €7, ..., €,, tout vecteur de E' est combinaison linéaire des vecteurs €7, . . ., €.

O

7.1.3 Famille libre, famille liée

Définition
Un vecteur 4 est dit colinéaire a un vecteur ¢’ s’il existe o € K tel que 4 = a.
Deux vecteurs 4 et ¥ sont dits colinéaires si I’un des deux est colinéaire a 1’autre.

Attention : 1 colinéaire a ¥ n’équivaut pas a ¥ colinéaire a .
En effet, le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur mais tout vecteur n’est pas colinéaire au vecteur nul !
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Définition
On dit qu’une famille (€}, ..., &,) = (€;)1<ign de vecteurs de E est libre si elle vérifie
VAL oA ERMEL+ 4+ M =0=X1=...= X\, =0
On dit alors que les vecteurs €1, . . ., €, sont linéairement indépendants.
Définition
On dit que la famille (€1, ..., €,) = (€;)1<ign est liée si elle n’est pas libre ce qui signifie
3>\17---7)\n EK,)\1€1+~~+)\”€H:Oet(/\l,...,/\n) 7é (0,70)
Une égalité \1e1 + -+ \,€, = 0 avec A1, - .., Ay non tous nuls est appelée relation linéaire
sur les vecteurs €7, . .., €.

Exemple Soit @ € F , étudions la liberté de la famille ().
Si @ # 0 alors
VAEKAi=0=X=0

Par suite, la famille (&) est libre.
Si 4 = 0 alors on peut écrire A\.4 = 0 avec A = 1 # 0.
Par suite, la famille (0) est liée.

Proposition
Soient n > 2 et (€1,. .., €,) une famille de vecteurs de E.
On a équivalence entre :
@) (é1,...,8,) estliée;
(ii) I'un des vecteurs €7, . . ., €, est combinaison linéaire des autres.

dém. :
(i) = (ii) Supposons la famille (€}, . .., €, ) liée.
Il existe A1, ..., A, non tous nuls vérifiant

A1€1+'~'+An€n:6
Puisqu’il existe ¢ € {1,...,n} tel que A; # 0, on peut écrire

o 1 o o o o
€= (A1€1 + -+ Xic1€im1 + Ni€i + -+ Apél)

i
Ainsi I’un des vecteurs de la famille (€7, . . ., €,) est combinaison linéaire des autres.
(i1) = (i) Supposons I’un des vecteurs €1, . . ., €, combinaison linéaire des autres.
Ilexistei € {1,...,n} tel que

€ =MeE1+ +ANo1€i-1 + Ni€i + -+ Ay

En posant A\; = —1, on peut alors écrire la relation A1€1 +- - -+ A\, €, = 0 avec AL, .-
Ainsi la famille (€1, ..., &,) est liée.
O
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Exemple Soient @, v € F.
(1, V) est liée si, et seulement si, (3o € K, 4 = o.9) ou (36 € K, ¥ = f.4)

Ainsi, la famille (i, ¥) est liée si, et seulement si, @ et ¢ sont colinéaires.

Exemple Dans E = R3, considérons les vecteurs @ = (1,2,1),7 = (1,—1,1),% = (1,1,0) et la
famille 7 = (@, ¥, o).

Etudions la liberté de la famille F.

Soient o, 5,7 € R.

Apres résolution du systeme, on obtient
ad+Bi+yT=0ca==7=0

la famille F est donc libre.

Exemple Dans E = R3, considérons les vecteurs @ = (1, —1,0),7 = (2, —1,1),@ = (0,1,1) etla
famille F = (@, U, o).

Etudions la liberté de la famille F.

Soient o, 5,7 € R.

Apres résolution du systéme, on obtient

a= -2

i+ BT +~y0 =0
v=-8

On en déduit que la famille F est liée car on a notamment la relation linéaire —2@ 4 7 — @ = 0.

Exemple Dans £ = F(R,R), considérons les fonctions f : z — 1,g : & — cosax, h : x — sinx et
montrons que la famille (f, g, h) est libre.

Soient o, 3,7 € R.

Supposons af + Bg + vh = 0.

Pour tout x € R,ona a + Scosz + ysinz = 0.

Pour z = 0, on obtient I’équation o + 8 = 0 (1).

Pour x = /2, on obtient I’équation o + v = 0 (2).

Pour = = 7, on obtient I’équation o« — 5 = 0 (3)

(1) et (3) donnent a« = 8 = 0 et par (2) on obtient v = 0.

Finalement la famille (f, g, h) est effectivement libre.
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Remarque Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
Toute sur-famille d’une famille liée est liée, en particulier toute famille contenant le vecteur nul est liée.

Remarque Une sur-famille d’une famille libre n’est pas nécessairement libre.

Proposition
Si (é1,...,€,) est une famille libre et si &,y; ¢ Vect(éy,...,é,) alors la sur-famille
(€1,...,€En, Ent1) estlibre.
dém. :
Soit A1, ..., A, )\n+1 e K.
Supposons
)\151 + -+ Angn + An+1€n+1 =0 (1)
Si A41 # 0 alors on peut écrire €41 = (161 + « - - + n €y avec f; = —Xi/ Ant1-
Ceci est exclu car €, 1 ¢ Vect(é1,...,€y).

On en déduit A\, 11 = 0.
La relation (1) se réécrit alors

—

)\151 +- /\nen 0

Or la famille (€3, ..., €,) est supposée libre donc A; = ... =\,
Finalement \; = =X, = Apy1 =0.
Ainsi la famille (61, ..., €n, Ent1) estlibre.

O

7.1.4 Base d’un espace vectoriel

Définition
On dit qu’une famille B = (€;)1<i<n = (€1,...,&,) de vecteurs de E est une base de E si
celle-ci est libre et génératrice.

Exemple Dans F = K", on pose &; = (0, ...,0,1,0,...,0) € K" ol 1 se situe en i¢me position.
On a déja vu que la famille B = (€;)1<i<n est génératrice de K™ ; montrons qu’elle est libre
Soient A\1,..., A, €K

Supposons A1€1 + -+ - + A€ = 0.

Ona(A,..., ;) =(0,...,0)etdonc Ay =... =\, =

Finalement, la famille 3 est libre et génératrice de K", c’est une base de K”.

Casn=1:¢; =1, (1) est base de K.
Casn=2:& = (1,0) = i,é = (0, ) 7. (@
Casn=3:& = (1,0,0) =14,& = (0,1,0) =

-,

/) est base de K2.

)]
j,é3=(0,0,1) = k, (7, E) est base de K°.

Exemple Considérons la famille (1,7) d’éléments du R-espace vectoriel C.

On a déja vu que cette famille est génératrice ; montrons qu’elle est libre.

Soient A\, i € R.

Supposons A.1 + p.i = 0.

En identifiant parties réelles et imaginaires, on obtient A = 1 = 0.

Finalement, la famille B3 est libre est génératrice du R-espace vectoriel C, ¢’est une base de C.
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Remarque La famille (1, ) est liée dans le C-espace vectoriel C.
Elle n’est donc pas une base du C-espace vectoriel C.

—

Exemple La famille vide est base de I’espace vectoriel nul {O}

En effet, I’espace engendré par la famille vide est I’espace nul et la famille vide est libre (car toute
assertion commengant par Vz € () est vraie. . .)

Exemple Dans I’espace F = F(R,R); il n’existe pas de bases au sens précédent.

Remarque Un K-espace vectoriel EX peut admettre une infinité de bases. ..

7.1.5 Composantes dans une base

Théoréme
Si B = (€;)1<ign est une base d’un K-espace vectoriel E alors

Ve E,3(A,...,\) €K, &= é1+ -+ \pépn

dém. :
Existence : car la famille 5 est génératrice.
Unicité : Supposons & = A1€1 + -+ + Ap€, et & = p1€1 + « -+ + 1n€y, avec A, i1; € K.
On a
(/\1 - Nl)gl +---+ (>\n - Hn)az = 6

Or la famille B = (&;)1<i<n estlibre donc Ay — 1 = ... = A, — iy, = 0 puis

()‘1;"'3)‘71):(#13-”7,“71)

|

Définition
Avec les notations ci-dessus, les scalaires A1, . .., A, sont appelés le composantes de & dans la
base B (ou encore les coordonnées de & ).

Remarque Les composantes d’un vecteur dépendent de la base dans laquelle on travaille.

Exemple Dans £ = K", considérons la base canonique B = (€;)1<i<n et le vecteur & = (z1, ..., Zy).
Puisque & = x1.€1 + - - - + z,.€,, les composantes du vecteur Z dans la base 3 sont les scalaires
LlyeoeyLp.
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Exemple Dans le R-espace vectoriel C, les composantes de z € C dans la base canonique (1, ¢) sont
Re(z) et Im(z).

Exemple Si B = (€;)1<i<n est une base d’un K-espace vectoriel E alors
- le vecteur nul est le vecteur dont toutes les composantes sont nulles ;

- €; est le vecteur dont les composantes sont 0,...,0,1,0,...0 (ou le 1 situé en i-éme position).
Théoréme
Si B = (€;)1<ign est une base de E alors pour tout vecteur Z et ¢ de composantes 1, . .., Tp
etyi, ...,y dans B, les composantes de & + ¢/ sont x1 + y1, . . ., T, + Yn, et celles de A sont
AL1, ..oy ALy,

Ainsi I'application ¥ € E — z; € K est une forme linéaire sur E.

dém. :

OnaZ =216+ -+ xp€p ety =y1€1 + -+ Ynén

donc 7+ = (21 + y1)€1 + -+ + (Tn + Yn)€n et AT = (Az1)€1 + -+ + (A7) En.
O

Remarque Par calculs sur les composantes, la manipulation des vecteurs d’un K-espace vectoriel
rapporté a une base B formée de n vecteurs devient similaire a la manipulation d’éléments de K".

7.2 Dimension d’un espace vectoriel
7.2.1 Espace vectoriel de dimension finie
Définition

Un K-espace vectoriel E est dit de dimension finie s’il possede une famille génératrice finie.
Sinon, il est dit de dimension infinie.

Exemple Les espaces K" et C sont de dimensions finies.

Exemple L’espace £ = F(R,R) n’est pas de dimension finie.

Exemple Tout K-espace vectoriel possédant une base est de dimension finie.

Théoréme

Tout K-espace vectoriel de dimension finie posséde au moins une base.

dém. :

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et G = (&, ..., U,,) une famille génératrice de
vecteurs de F.

Si la famille G est libre c’est une base de F.

Sinon, la famille G est liée, et alors un des vecteurs de G est combinaison linéaire des autres. Quitte a
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permuter ceux-ci, supposons que le vecteur i, est combinaison linéaire des vecteurs 1, . . . , i,,_1. Par
le principe de réduction des familles génératrices, on peut affirmer que la famille G’ = (&1, ..., @m_1)
est encore génératrice de E. On reprend alors la discussion précédente : si G’ est libre, ¢’est une base de
E, sinon on réduit la famille G’. Nécessairement ce processus s’arréte car la famille initiale est finie et si,
au pire, on retire tous les vecteurs de G, on obtient la famille vide qui est libre.

]

7.2.2 Dimension

Théoreme
Soit F/ un K-espace vectoriel de dimension finie.
Une famille libre de vecteurs de F ne peut avoir strictement plus de vecteurs qu’une famille
génératrice.

dém. :

Par récurrence sur n € N, montrons la propriété :

« Siun K- espace vectoriel E possede une famille génératrice a n vecteurs, alors toute famille constituée
de n + 1 vecteurs est liée ».

Le résultat du théoreme découle de maniere immédiate de cette propriété.

Pourn =0

Si F possede une famille génératrice a 0 vecteurs ¢’est qu’alors F = Vect()) = {6

Par suite toute famille constituée d’un vecteur de E est liée car celle-ci contient le vecteur nul.
Supposons la propriété établie au rang n — 1 € N.

Soit £ un K- espace vectoriel possédant une famille génératrice G = (€3, .. ., &, ) formée de n vecteurs
et = (dy,...,U,+1) une famille formée de n + 1 vecteurs de E.

Nous voulons montrons que U est liée.

Posons F' = Vect(€é1,...,En_1).

G étant une famille génératrice de F, chaque vecteur de la famille I/ peut s’écrire comme combinaison
linéaire des vecteurs de FE, ceci permet d’écrire u; = vU; + «a;€, avec U; € F et a; € K pour tout
1<i<n+1.

Distinguons deux cas :

ler cas : Les «; sont tous nuls.

Les vecteurs 1, . . ., U,+1 sont alors tous éléments de F', or F' est un sous-espace vectoriel engendré par
n — 1 vecteurs et la famille {/ est formée de n + 1 vecteurs de celui-ci, ’hypothése de récurrence permet
alors d’affirmer qu’une sous-famille de n vecteurs de U/ est liée et donc qu’a fortiori la famille ¢/ est liée.
2eme cas : il existe au moins un «; non nul.

Quitte a réindexer les vecteurs de la famille I/ (ce qui ne changera rien a son caractere liée ou non) on
peut supposer o, +1 # 0.

Posons alors
= Q5

xXr; = ’L_L'Z — .ﬁn+1
Qp41
pour tout 1 <7 < n.
Par construction, tous les vecteurs Z1, . . ., &, appartiennent a F’ car
. _, o - = - Q;
Ty = (U; + ;) — (Vny1 + apy16n) = U; — Unt1
Ap41 a71,+1
La famille (Z1, ..., Z,) apparait alors comme étant une famille formée de n vecteurs de I’espace F', or F

est engendré par n — 1 vecteurs, I’hypothese de récurrence permet alors d’affirmer que cette famille est
liée.
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Par suite il existe (A1,...,A\,) # (0, ...,0) vérifiant \; Ty + - - - + A\, @, = 0.
En reprenant I’expression de chaque Z;, la relation ci-dessus donne

A17-_[1 +-- 4+ Anﬁn + )\n—i-lﬁn—o—l = 6

avec
)\1&1 + -+ Anan

[e77ES ]

)\n+1 - —

Cette derniere relation étant écrite avec des scalaires A; non tous nuls, on peut conclure que la famille &/
est liée.
Récurrence établie.

O

Corollaire
Les bases d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie sont toutes constituées du méme
nombre de vecteurs.

dém. :

Soient B = (€1, ..., €,) et B = (&1, ..., &y, ) deux bases de E.

Puisque B est libre et B génératrice on a n < m.

Puisque B est génératrice et B’ libre on a aussi n > m.

On en déduit n = m.

O

Définition
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, on appelle dimension de E le nombre de
vecteurs constituant les bases de E. Elle est notée dim F ou encore dimg F s’il y a ambiguité
sur le corps de base K.
Si I’espace E n’est pas de dimension finie, on pose dim F = +o0.

Remarque Pour déterminer la dimension d’un espace F, il suffit de déterminer une base de F et de
dénombrer le nombre de vecteur la constituant.

Exemple dim K™ = n car la base canonique de K" est formée de n vecteurs.
En particulier dimK = 1.

Exemple dimg C = 2 et dim¢ C = 1.
Exemple dim 7 (R,R) = +oo0.
Exemple dim {6} = 0 car la famille vide est base de I’espace nul.

Exemple Les visualisations géométriques planes correspondent a la dimension 2, les visualisation dans
I’espace correspondent a la dimension 3.

180



CHAPITRE 7. DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL

Remarque dimension = nombre de degré de liberté dans le choix d’un élément.

Définition
Un K-espace vectoriel de dimension 1 est appelé une droite vectorielle.
Un K-espace vectoriel de dimension 2 est appelé un plan vectoriel.

Théoréeme
Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies.
L’espace E x F est de dimension finie et dim £ X F' = dim E + dim F'.

dém. :

Posons p = dim F et ¢ = dim F'.

Soient B = (&;)1<j<p et C = (fx)1<h<q des bases de E et F.

Pouri € {1,...,p}, posons g; = (éi,ﬁp) etpouri € {1,...,q}, posons Gpy; = (6E,ﬁ).

On détermine ainsi une famille D = (§;)1<ig<p+q de vecteur de E x F. Montrons que celle-ci est une
basede I x F.

Soit (&, ) € E x F. Puisque B et C sont des familles génératrices de F et F', on peut écrire

—

T=mer+ - Fapepety=uyifi+- - +y.fq

avec z;, yx € K. On a alors

—

(Z,7) = (&,0F) + (Op,§) = 2151+ + Tpdp + Y1Gp1 + ** + YaFptq

Ainsi la famille D est génératrice de £ x F.
Montrons maintenant la liberté de D.

Supposons
)\1!71 + -+ >\p+q§p+q = OEXF
On a alors . .
()\151 +eee Apgpa /\p+1f1 +eee /\p+qfq) - (0E7 OF)
donc

e+ 4 MG =0 et A1 fi 4+ Mpigfy = O0p

Or les familles B et C sontlibresdonc Ay = ... =X, =0et XAy =... = Xpyg =0.
On peut donc conclure que la famille D est libre et finalement D est une base de &2 x F'.
O

7.2.3 Caractérisation de bases en dimension finie connue

Proposition
Soit F un K-espace vectoriel de dimension n € N.
1) Toute famille libre a au plus n éléments.
2) Toute famille génératrice a au moins n éléments.
3) Toute base a exactement n éléments.

dém. :
Un espace de dimension n possede une base, c’est-a-dire une famille libre et génératrice formée de n

vecteurs et on sait que toute famille libre a au plus autant de vecteurs qu’une famille génératrice.
]
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Théoréme
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € Net B = (€é,...,¢€,) une famille formée
d’exactement n = dim E vecteurs de E. On a équivalence entre :
(i) B est une base ;
(ii) B est une famille libre ;
(iii) B est une famille génératrice.

dém. :
Les implications (i) = (ii) et (i) = (iii) sont immédiates.
(ii) = (i) Supposons la famille B libre et montrons qu’elle est génératrice.
Soit & € E. Si par ’absurde & ¢ Vect(é, . .., €, ) alors par le principe d’extension des familles libres, on
peut affirmer que la famille (€7, ..., €,, &) est libre. Or celle-ci est formée de n + 1 > dim E vecteurs.
C’est absurde et on peut donc conclure & € Vect(€éy, ..., €y,).
Ainsi tout vecteur de £ est combinaison linéaire des vecteurs de la famille B et celle-ci est donc génératrice.
(iii) = (i) Supposons la famille B génératrice et montrons qu’elle est libre.
Par I’absurde, supposons que la famille B est liée.
L’un des vecteurs de B est combinaison linéaire des autres, notons ¢ son indice. Par le principe de
réduction des familles génératrices, la famille (e, ..., esi, ..., @) est génératrice. Or cette famille est
constituée de n — 1 < dim £ vecteurs. C’est absurde et donc on peut affirmer que la famille B est libre.
(]
Exemple Dans R?, considérons la famille B = (t, ¥, W) formée des vecteurs
i=(1,1,1),7=(1,2,1),@ = (0,1,1) et B = (&, ¥, ).
Montrons que la famille B est une base de R?.
Supposons a@ + 37 + @ = 0.
Ona

(a+B,a+28+v,a+B+7v) =(0,0,0)

En résolvant le systeme formé par identification des éléments, on obtient « = 8 = v = 0.
La famille B est libre et formée de 3 = dim R? vecteurs de R3, ¢’est donc une base de R2.
Déterminons les composantes du vecteur & = (1, 2, 3) dans cette base.

11 s’agit de déterminer «, 3,y € R vérifiant ot + SV + vy = Z i.e.

(a+B,a+28+~v,a+B8+7)=(1,2,3)

En résolvant le systeme formé par identification des éléments, on obtient « = 2, f = —1,v7 = 2.

Exemple Soit £ un K-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B = (€1, €, €3).
Considérons B’ = (£1, €5, £3) la famille formée des vecteurs

€1 = €y + €3,E5 :€1+€3,53 =¢€1 + ¢

Montrons que B’ = (£, €5, £3) est une base de E.
Supposons A&7 + Aoés + A3éz = 6E.
On a
A2+ A3)€1 + (A1 + Aa)éa + (A1 + Az)ez = 0

Or la famille B est libre donc Ao + A3 = A1 + A3 = A1 + Ay = 0.

Apres résolution du systeme correspondant, on obtient Ay = Ag = A3 = 0.

La famille B3’ est libre et formée de 3 = dim F vecteurs de E, c’est donc une base de E.

Soit Z un vecteur de composantes A1, A2, A3 dans B, déterminons ses composantes /i1, 2, 13 dans B’
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On veut déterminer les réels p1, pa, pus vérifiant £ = 11 + paés + usés i.e.

Z = (po + p3)er + (1 + pe2)éa + (11 + p3)es

Par unicité des composantes d’un vecteur dans une base, on a

p2 + p3 = A1
p1+ p2 = Ao
M1+ p3 = A3
Apres résolution de ce systeme, on obtient
7)\14‘)\24’)\3 )\1—>\2+/\3 )\1+/\2—)\3
ﬂlzf»,%:f tMSZf

Exemple Considérons le R-espace vectoriel C et la famille B = (1, j).

Montrons que B = (1, j) est une base de C.

Supposons .1 + 5.5 = 0 avec o, B € R.

Par identification de partie imaginaire, on a 5 = 0 et on en déduit o = 0.

Ainsi B est une famille libre formée de 2 = dimp C éléments de C, c’est donc une base de C.

7.2.4 Théoréme de complétion de la base

Théoreme
Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie, £ une famille libre et G une famille
génératrice.
On peut former une base de E en complétant la famille libre £ par des vecteurs bien choisis
dans la famille génératrice G.

dém. :

Notons £ = (€4,...,€p) et G = (U1, ..., Un).

Si la famille £ est génératrice, c’est une base de E et la complétion est inutile.

Sinon, la famille £ n’est pas génératrice de F et par suite il existe s € {1,...,m} tel que

U ¢ VeCt(éi, . é;,)

Posons alors €41 = ;, par le principe d’extension des familles libres, la famille (€1, ..., €, €p+1) est
libre.

On a ainsi complété £ a partir d’un vecteur de G de sorte d’obtenir une famille libre a p 4 1 vecteurs.
On réitere ce processus jusqu’a obtention d’une famille génératrice ; ce processus s’arréte nécessairement
car les il n’y a qu’un nombre fini de vecteurs dans la famille G.

O
Corollaire

Dans un K-espace vectoriel de dimension finie :

1) Toute famille libre peut étre complétée en une base.

2) De toute famille génératrice, on peut extraire une base.
dém. :

1) 11 suffit de former une base en complétant la famille libre considérée a 1’aide de vecteurs bien choisis
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dans une famille génératrice de 1’espace.

2) On peut former une base en complétant la famille vide par des vecteurs bien choisis dans la famille
génératrice considérée. On peut aussi procéder en retirant de la famille génératrice les vecteurs combinaisons
linéaires des autres jusqu’a obtention d’une famille libre.

O

Exemple Dans I’espace E = R, considérons les vecteurs @ = (1,2,1) et ¥ = (1,1,0).

Les vecteurs « et ¢ ne sont pas colinéaires et donc la famille (i, ¥) est libre. Complétons-la en une base
de F ce qui nécessite d’y adjoindre un vecteur puisque dim R® = 3.

Considérons la famille (7, J, k) avec i = (1,0,0), j = (0,1,0) et k = (0,0, 1).

La famille (i, , k) est génératrice de R?, on peut donc compléter (&, 7) en une base de E a I'aide d’un
vecteur bien choisi dans la famille (f, j, E) Dans le cas présent, n’importe lequel convient et on vérifie
en particulier que (, ¥, E) est une base de E car on démontre aisément que c’est une famille libre.

Exemple Soit F un K-espace vectoriel muni d’une base B = (€1, €3, €3).

Considérons le vecteur & = €1 + €.

Puisque o # 0, la famille (@) est libre. Complétons-la en une base de E ce qui nécessite d’y adjoindre
deux vecteurs puisque dim F = 3.

Comme la famille B = (€}, &, €3) est génératrice de E, on peut compléter (%) a I’aide de vecteurs bien
choisi dans cette famille.

Commencons par considérer le vecteur €.

Les vecteurs « et €1 sont clairement non colinéaires et donc la famille (4, € ) est libre.

Pour poursuivre la complétion, le vecteur €5 n’est pas un bon choix car @ = €} + €. Prenons alors le
vecteur €3, on peut affirmer que la famille (i, €1, €3) est base de E' notamment parce que 1’on sait qu’on
peut compléter la famille (i, €1) en une base de E & I’aide d’un vecteur bien choisi dans (€}, €, €3) et
que seul le vecteur €3 est possible.

7.2.5 Applications
7.2.5.1 Equation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants

Soient p, ¢ € K. Onnote E(p, q) I’ensemble des fonctions de R vers K solutions de I’équation différentielle
" /
Y +py +aqy=0
Théoreme
L’ensemble S des fonctions de R vers K solutions de 1’équation différentielle
E:y" +py +qy=0(@avecp,qecK)

est un plan vectoriel

dém. :

Montrons que S est un sous-espace vectoriel de C?(R, K).

Par définition les solutions de 1’équation différentielle sont deux fois dérivables et de plus leur dérivée
seconde est continue car s’exprimant en fonction de y et 3/'. On en déduit que les solutions de I’équation
différentielle sont de classe C? et donc S C C*(R,K). On peut méme, en approfondissant, affirmer que
les solutions sont des fonctions de classe C°.

184



CHAPITRE 7. DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL

La fonction nulle est évidemment solution de I’équation E et donc 0 € S.
Soient A1, A2 € Ketyy,ys € S.
Par linéarité de la dérivation, on a

(Ay1 + A2y2)” + p(A1y1 + Aoy2)’ + g(Mayr + Aaye) = M (v +pyi +qu1) + A2 (s +pys +qy2) =0

et donc \1y; + Aoys € S.

Ainsi S est un sous-espace vectoriel de C(R, K) et c’est donc un K-espace vectoriel.

Pour déterminer sa dimension, rappelons que pour tout o € R et tout a,b € K, il existe une unique
solution a I’équation différentielle E vérifiant les conditions initiales y(zo) = a et y'(zo) = b.
Considérons alors y; et ys les fonctions solutions déterminées par les conditions initiales

yl(O) =1 of yQ(O) =0
=0 s0)=1

Montrons que la famille (y1,y2) est base de S.

Supposons \1y1 + Aoy = 0.

En évaluant en 0, on obtient A\; = 0.

En dérivant et en évaluant en 0, on obtient Ay = 0.

Ainsi la famille (y1,y2) est libre.

Montrons que la famille (y;,y2) est génératrice de S.

Soit y € S. Considérons la fonction § = y(0)y; + 3/ (0)ys.

Les fonctions y et ¢ sont solutions de E et vérifient par construction

y(0) = 5(0)

y'(0) =7'(0)
Puisque des conditions initiales données déterminent une solution unique, on peut affirmer y = .
Ainsi la famille (y1,y2) est génératrice et ¢’est donc une base de S.

Finalement S est un K-espace vectoriel de dimension 2.
|

Remarque Pour décrire complétement les éléments de S, il suffit de connaitre deux solutions
linéairement indépendantes.

<

Exemple Supposons K = C.

Introduisons I’équation caractéristique 7> + pr + ¢ = 0 de discriminant A.

Si A # 0 alors I’équation caractéristique admet deux racines distinctes a et 8 € C.

On vérifie alors aisément que 2 — € et x — ¢ sont solutions de E et puisque celles-ci sont
linéairement indépendante, on peut affirmer que la solution générale de E est

y(x) = Xe®® + el avec \, p € C

Si A = 0 alors I’équation caractéristique admet une racine double o € C.
On vérifie par le calcul des les fonctions = — e®* et x +— x e“® sont solutions de E et puisque celles-ci
sont linéairement indépendante, on peut affirmer que la solution générale de E est

y(x) = (A + px)e’® avec A\, u € C

Remarque On peut transposer ce qui précede au cadre K = R.
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7.2.5.2 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Soient (p,q) € K x K* et u = (u,) € K" vérifiant

V¥n € N, tpss + ptinst + quy = 0.

Définition
] On dit que (uy,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

Notons S I'ensemble des suites de K vérifiant

Vn € N, tpyo + png1 + quy =0

Proposition

Pour tout a,b € K, il existe une unique suite v = (u,,) € S vérifiant les conditions initiales
ug = aetu; = b.

dém. :
Ces conditions initiales déterminent entierement les termes successifs de la suite.
O

Théoreme
| S est un plan vectoriel.

dém. :
Montrons pour commencer que S est un sous-espace vectoriel de K.
Ona S ¢ KY et on vérifie aisément (0),cy € S.

Soient A\, u € Ketu,v € S. Puisque Au + pv = (Auy, + poy,) ona

neN>
(Au~ pv)ppe +p(Au+ pv) na1 + g Au4+ pv)n = AMupto +punt1 +qup) + (Ve +popt1 +qu,) =0

Ainsi Au + pv € S.
S est donc un sous-espace vectoriel de KM et ¢’est donc un K-espace vectoriel.
Pour déterminer sa dimension, formons une base de S. Pour cela considérons les deux suites v, w € S

déterminée par les conditions initiales
Vo = 1 woy = 0
et
v = 0 w1 = 1
Supposons A\v + pw = 0.

Les termes d’indices O et 1 de cette égalité de suites donnent A = O et ;¢ = 0.

La famille (v, w) est donc libre.

Soit u € S. Les suites u et ugv + uyw sont éléments de S et, par construction, elles ont les mémes termes
de rang O et de rang 1. On en déduit qu’elles sont donc égales et donc la famille (v, w) est un génératrice
de S.

Finalement (v, w) est une base de S et donc S est un K-espace vectoriel de dimension 2.

(]

Remarque Il n’est pas aisé d’exprimer les termes généraux des suites v et w. Pour cette raison, nous
allons chercher des suites plus simples éléments de S, & commencer par les suites géométrique.

186



CHAPITRE 7. DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL

Proposition
On a équivalence entre :
(i) 1a suite géométrique (r™) appartienta S ;
(ii) r est solution de 1’équation 1% + pr + ¢ = 0.

dém. :
(i) = (ii) Si la suite (™) vérifie Vn € N, "2 4 pr" ™! 4 g™ = 0 alors pour n = O ona r* +pr+q = 0.
(ii) = (i) Si 7?4 pr+q = 0 alors pour tout . € N, 7" (2 +pr+q) = 0 et donc 72+ pr" 1 4 gr™ = 0.
O
Définition
L équation 7% + pr 4 ¢ = 0 d’inconnue r € C est appelée équation caractéristique associée 2
la relation de récurrence w42 + PUn+1 + quy, = 0.

Exemple On suppose K = C.

Notons A le discriminant de I’équation caractéristique 1> + prr + ¢ = 0.

Si A # 0 alors I’équation caractéristique posséde deux solutions distinctes r et s € C*.
Considérons alors les suites v = (r™) et w = (s™).

Les suites v et w sont éléments de S et on vérifie aisément que la famille (v, w) est libre. La famille
(v, w) est donc une base de S et par suite

Yu € S,3(\, 1) € C% ¥n € N,u, = \r™ + pus™.

Si A = 0 alors ’équation caractéristique posséde une solution double r = —p/2 € C*

Considérons alors les suites v = (r") et w = (nr").

La suite v est élément de S et on vérifie par le calcul que la suite w 1’est aussi. De plus, la famille (v, w)
est libre et c’est donc une base de S :

Yu € 8,3\, 1) € C*,V¥n € N, u, = (A + un)r".
Exemple Déterminons le terme général de la suite (w,,) définie par :

ug =2,u1 =1
Yn € N upto — upy1 + (1 +)u, =0

(u,,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique 72 — 7 + (1 4-4) = 0 de
racines 1 — 7 et s.
Le terme général de la suite (u,,) est donc de la forme

Up = A1 — )" + pi™ avec \, u € C

Les conditions initiales ug = 2 et u; = 1 déterminent \ et .
On obtient
U, = (1 —2)" +4"

Exemple On suppose K = R.
Notons A le discriminant de I’équation caractéristique > + pr + ¢ = 0.
Si A > 0 alors 1’équation caractéristique posséde deux solutions distinctes r et s € R*.
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Comme ci-dessus, on obtient
Yu € 8,3\, 1) € R%, ¥n € Nyu,, = \r™ + pus™.

Si A = 0 alors 1’équation caractéristique posséde une solution double r = —p/2 € R*

Comme ci-dessus

Yu € 8,3\, 1) € C*, ¥n € Nyu,, = (A + pn)r™.
Si A < 0 alors I’équation caractéristique posséde deux racines complexes conjuguées z = peiw (avec
p>0etd#0 [n]).
Puisque 2" 2 4 pz" !
obtient

+ ¢z" = 0 en considérant les parties réelle et imaginaire de cette égalité, on

Unt2 + PUnt1 + qup = 0 et wpgo + pwpt1 + qup, =0

avec v, = Re(z") et w, = Im(z"). Ainsi les suites réelles v = (p" cosnf) et w = (p" sinnbh)
appartiennent & S. De plus, on vérifie que la famille (v, w) est libre et ¢’est donc une base de S. Ainsi

Yu € S,3(\, 1) € R%, Vn € Nyu,, = (Acosnf + usinnd)p".
Exemple Soit (u,,) la suite réelle déterminée par :

Ug = ].,Ul = -2
Vn € N, upyo + 2Upt1 +up =0

(u,,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique r* + 27 + 1 = 0 de racine
double —1.
Le terme général de la suite (u,,) est donc de la forme

Up = (An+p)(—=1)" avec A, p € R

Par les conditions initiales,ona A = l et u = 1.
Finalement
Vn € Nyu, = (—-1)"(n+1)

Exemple Soit (u,,) la suite réelle déterminée par :

Ug = 1, Uy = 1

Vn € Ny upio +Upgr +up, =0
(u,,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique r? + r + 1 = 0 de racines
complexes conjuguées j = exp(2i1/3) et j°.

Le terme général de la suite (u,,) est donc de la forme

2 2
Up, :)\cosﬂ—&—usinﬂavec)\,,uel&

3 3
Par les conditions initiales, on obtient A = 1 et u = V3.
Finalement 5 1
vn € Nyu, = 2COSQ
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7.3 Sous-espace vectoriel de dimension finie
7.3.1 Dimension d’un sous espace vectoriel d’un espace de dimension finie

Théoreme
] Tout sous-espace vectoriel F' d’un K-espace vectoriel est de dimension finie.

dém. :
Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
SiF = {6} alors F' est de dimension finie.

Sinon, il existe un vecteur non nul &; € F et la famille (&) est libre.
Si elle génératrice de F, c’est une base de F'. Sinon, il existe un vecteur €5 € F' qui n’est pas colinéaire a
€7 et alors la famille (€7, €) est libre.
On peut alors reprendre la discussion précédente, si (€1, €>) est génératrice de F', c’est une base de F,
sinon on la compléte en une famille libre a I’aide d’un vecteur bien choisi dans F’ etc.
Le processus s’arréte nécessairement car une famille libre d’éléments de F' est une famille libre de
vecteurs de E et possede donc au plus dim £ vecteurs.
]
Corollaire

Si F est un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel E' de dimension finie alors

dimF <dimFE

avec égalité si, et seulement si, F' = FE.

dém. :

Soit F' un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie.

L’espace F' admet une base B = (e1, ..., ep) avec p = dim F.

Puisque la famille B est une famille libre de p vecteurs de F ona p < dim F.

Ainsi dim F' < dim E.

De plus, il y a égalité si, et seulement si, B est une base de F ce qui revient a dire que les espaces E et F
sont égaux.

O

Exemple Sidim F' = 0 alors F' = {6}, c’est I’espace nul.

Exemple Si dim F' = 1 alors F' est une droite vectorielle.
On a alors F' = Vect(@) pour tout vecteur non nul @ € F.
On dit que « est un vecteur directeur de F'.

Exemple Sidim F' = 2 alors F' est un plan vectoriel.
On a alors F' = Vect(, ¥') pour tous vecteurs @, ¥ € F non colinéaires.
On dit que « et ¥ sont des vecteurs directeurs de F'.

Exemple Sidim F' = dim F — 1 alors on dit que F est un hyperplan vectoriel de E.
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7.3.2 Construction de base d’un sous-espace vectoriel
7.3.2.1 Espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

On désire déterminer une base d’un espace F' = Vect(€é1, ..., €p).

La famille (€1, . .., €,) est génératrice de F', on peut donc en extraire une base de la maniére suivante :
-si (€1, ..., €p) estlibre alors c’est une base de F';

- sinon, ’un des vecteurs de (€1,...,€,) est combinaison linéaire des autres et on peut retirer celui-ci
sans perdre le caractere générateur de la famille ;

- si besoin, on reprend ce processus jusqu’a obtention d’une famille libre donc d’une base.

Exemple Dans I’espace R3, considérons
F={(a+2b+c,b+c,a+b)/a,b,ceR}
On a
F = {aii + bV + cii/a,b,c € R}

avec i = (1,0,1),0 = (2,1,1) et = (1,1,0).

Par suite F' = Vect(d, U, ).

La famille (@, ¥, W) est génératrice de F.

On remarque la relation linéaire @ — @ + & = 0.

Par suite le vecteur w0, par exemple, est combinaison linéaire des vecteurs 4 et ¥ et donc F' = Vect(u, ¥).
Or les vecteurs @ et ¥ ne sont pas colinéaires donc la famille (@, ¥) est une base de F.

7.3.2.2 Espace défini par des équations linéaires

Si un espace est défini par des équations linéaires, on peut, en résolvant celles-ci, déterminer une famille
génératrice puis une base de cet espace.

Exemple Dans I’espace R?, considérons
F={(z,y,2) ER*/z+y+2=0,2z—y+2=0}

Résolvons le systeme

r+y+2=0
2 —y+2=0
On obtient pour solution
T =2y
z= -3y

On en déduit
F ={(2y,y,-3y)/y € R} = Vectu

avec U = (2,1,—3).
Puisque @ # 0, la famille (@) est une base de F'.

Exemple Dans I’espace R4, considérons
F={(z,y,2,t) e RY/z + 2y + 3z + 4t = 0}
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L’équation définissant F’ équivaut a I’équation résolue z = —2y — 3y — 4¢.
On en déduit
F={(—2y — 3z —4t,y,2,t)/y, z,t € R} = Vect(u, 0, W)

avec @ = (—2,1,0,0), ¥ = (—3,0,1,0) et & = (—4,0,0,1).
Il est aisé de vérifier que la famille (@, ¥, @) est libre et donc c’est une base de F'.

7.3.3 Supplémentaire en dimension finie

Théoreme
Si F' et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un K-espace vectoriel E' de
dimension finie alors on peut former une base de E en accolant une base de F' et une base
de G.
En particulier dim F = dim F' + dim G.

dém. :
Soient B = (&1, ...,€p) et C = (fi, ...,f,;) des bases des espaces F et G.
Formons la famille D = (éy, ..., €p, fl, e f;) et montrons que c’est une base de E.
Supposons . L.
MELF -+ Al fi e+ pgfe =0
Ona
AEL 4+ My = — (ulfl+-~-+uqf;) €FNG

Or les espaces F' et GG sont supplémentaires donc FF NG = {6} et par suite

)\151+"‘+Apgpzﬂlﬂ+"'+ﬂqﬁ:6

Puisque les familles B et C sont libresonaalors A\ =... =X, =0etpy; = ... =g =0.
Ainsi la famille D est libre. Montrons maintenant qu elle est génératrice.

Soit # € E. Puisque £ = F' + G, on peut écrire & = a+baveca €Fetbed.
Puisque @ € F et que B est base de F', on peut écrire @ = A€ + - - + A\pép.

De méme, on peut écrire b= mfl 4+ 4 uqﬁ, et ainsi

= M@+ M@y b i Sy g

Par suite D est une famille génératrice et finalement c’est une base de F.

d
Définition
Toute base de E obtenue en accolant une base de F' et une base de G est dite adaptée a la
supplémentarité de I et G.
Théoréme
Soit E/ un K-espace vectoriel de dimension finie.
Tout sous-espace vectoriel F' de E possede au moins un supplémentaire.
dém. :

Soit F' un sous-espace vectoriel de E et B = (€1, ..., €,) une base de F avec p = dim F.
La famille B est une famille libre de vecteurs de E, on peut la compléter en une base de E de la forme
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B = (€1,...,Ep, €pt1,..er En).
Considérons alors I’espace G = Vect(€py1, ..., €,) et montrons que G est un supplémentaire de F.
SoitZ € FNG.

On peut écrire & = A€ + -+ A\p€p et T = Apy1€pp1 + -+ Apéh.

On a alors B
MEL+ -+ Ay — (Apgp1€pr1 + -+ Anépn) =0

Or la famille B’ estlibredonc A\; = ... =X, = —A\p11 =... = =\, =0.

On en déduit 7 = 0 et ainsi F N G = {6}.

Soit ¥ € E.

Puisque B’ est génératrice de F, on peut écrire
r=MNéL+ -+ Apgp + Ap+1€p+1 + o+ Anén

Onaalorsf:d’+5avecd:/\1€1 + o+ A6 6Fet5:AP+1€p+1 4+ -+ e, € G
Ainsi E = F + G et finalement F' et G sont supplémentaires dans E.
O

Attention : Il y a existence d’un supplémentaire mais pas unicité !

G G,

Remarque Pour former un supplémentaire de F, il suffit de compléter une base de F' en une base de
et de considérer I’espace engendré par les vecteurs complétant.

Exemple Dans I’espace R?® considérons F' = Vect (i, ¥) avec @ = (1,1,1) et & = (0,1, 1).
Pour déterminer un supplémentaire de F, il suffit de compléter la famille libre (i, ¥) en une base de R?.
On vérifie aisément que le vecteur ] = (0,1, 0) convient (aussi k mais pas Z)

-,

Par suite G = Vect(j) est un sous-espace vectoriel supplémentaire de F' dans R3.

7.3.4 Théoréme des quatre dimensions

Théoréme
Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un
K-espace vectoriel E alors F' + G et F' N G sont de dimensions finies et

dim(F+ G) =dim F +dimG —dim FNG
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dém. :

La réunion d’une famille génératrice de F' et d’une famille génératrice de G donne une famille génératrice
de F' + G. Par suite I’espace F' + G est de dimension finie.

Puisque F' N G est un sous-espace vectoriel de F', I’espace F' N G possede un supplémentaire H dans F.
Montrons que H et G sont supplémentaires dans F' + G.

Puisque H C F,ona H = H N F et donc

HmG:HmFmG:Hm(FmG):{G}

Puisque F+G=H + (FNG)+ Gavec FNG C G,onaaussi F+ G = H +G.
Ainsi H et G sont supplémentaires dans F' + G.
Par supplémentarité de H et F' N G dans F on a dim F' = dim H + dim(F N G).
Par supplémentarité de H et G dans F' + G on a aussi dim(F + G) = dim H + dim G
On en déduit

dim(F +G) =dim F +dimG —-dim FNG

O
7.3.5 Applications de la dimension

Théoréme

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies d’un K-espace vectoriel E.
Si FFC GetsidimF = dimG alors F' = G.

dém. :

Posons p = dim F' et considérons B = (€, ..., €,) une base de F.
B est une famille libre formée de p = dim G vecteurs de G.
C’est donc une base de G et par suite G = Vect(é1, ..., €,) = F.
(]

Exemple Soient P; et P, deux plans vectoriels distincts d’une K-espace vectoriel F de dimension 3.
Montrons que P; N P, est une droite vectorielle.

Etudions P; + P.

P; + P, est un sous-espace vectoriel de £ donc dim P; + P, < 3.

Py + P; contient Py donc dim(Py + Py) > 2.

Si dim(P; + P») = 2 alors par inclusion et égalité des dimensions, on a Py = P; + P5. Par un argument
identique on a aussi P» = P} + P, etdonc P; = P, ce qui est exclu.

On en déduit dim(P; + P2) = 3 et par la formule de Grassman

dim(P; N Py) = dim Py +dim P, — dim(P; + P;) =1

Théoréeme
Soient I’ et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie
vérifiant

dim F 4+ dimG =dim F

On a équivalence entre :

(i) F' et G sont supplémentaires dans F ;
(i) F+G=FE;

Gii) Fn G = {0},
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dém. :

(i) = (ii) ok

(ii) = (iii) Supposons F'+ G = E.

Par la formule de Grassman dim(F' N G) = dim F' + dimG —dim E =0etdonc F NG = {6}

(iii) = (i) Supposons FN G = {6}
Par la formule de Grassman dim(F + G) = dim F' + dim G — 0 = dim E. Par inclusion et égalité des

dimensions on a F' + G = F et donc F et G sont supplémentaires dans F.
O

Exemple Soit A un hyperplan d’un K-espace vectoriel I/ de dimension finie.
Montrons que si @ € E\H alors H et Vect(@) sont supplémentaires dans E.
Supposons @ € E\H.

Puisque 0 € H, ona d@ # 0 et donc dim Vect(@) = 1.

On en déduit dim H + dim Vect(d@) = dim F car H est un hyperplan.
Etudions alors H N Vect(&).

Soit & € H N Vect(a).

On peut écrire £ = Ad avec A\ € K.

1
SiA#0Oalorsa = Xf € H ce qui est exclu.

Nécessairement A = 0 et donc Z = 0.
Ainsi H N Vect(d) = {O} et par I’hypothese de dimension précédemment soulignée, on peut affirmer

que H et Vect(d) sont supplémentaires dans E.

7.3.6 Rang d’une famille de vecteurs

Soit F = (€;)1<<p une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E.
7.3.6.1 Définition
Définition
On appelle rang de la famille F la dimension, notée rgf, de ’espace vectoriel engendré par

cette famille. Ainsi

rgF =rg(é1,...,€,) = dim Vect(el, .. ., €))

Exemple
@W%={1 §§¢§
0 siu=0
Exemple
2 si i, ¥ non colinéaires
rg(u,v) =< 1 si, T colinéaires, non tous deux nuls
0 sid=0=0
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Théoreme

] Onarg(ey,...,€p) < pavec égalité si, et seulement si, la famille est libre.
dém. :
(€1, ..., €p) est une famille génératrice de I’espace Vect(é7, ..., €,) donc dim Vect(ét, ..., €,) < p.
Silafamille (€1, ..., €,) estlibre, c’est alors une base de Vect(€1, . . ., €,) et donc dim Vect(€é1, . .., €,) =
p.
Inversement si dim Vect(és, . .., €,) = p alors la famille (€1, ..., €,) est génératrice et formée de p =
dim Vect(é7, .. ., €,) vecteurs de Vect(é1, . . ., €,), c’est donc une base de Vect(é7, . . ., €,) et en particulier
cette famille est libre.
O
Théoreme

] Onarg(ey,. .., é'p) < dim E avec égalité si, et seulement si, la famille est génératrice.
dém. :
L’espace Vect(€, ..., €p) est inclus dans E donc dim Vect(é7, ..., €,) < dim E.
De plus, puisqu’il y a inclusion, il y a égalité des dimensions si, et seulement si, les espaces sont égaux
i.e. si, et seulement si, la famille (€7, .. ., €,) est génératrice de E.
O
Corollaire

] (€1,...,€p) estune base de E si, et seulement si, rg(é1,...,€,) =p =dim E.

7.3.6.2 Opérations

Proposition
On ne modifie pas le rang d’une famille de vecteur lorsque :
- on retire le vecteur nul de la famille si celui-ci y apparait ;
- on permute les vecteurs de la famille ;
- on multiple un vecteur par un scalaire A # 0;
- on ajoute a un vecteur une combinaison linéaire des autres.

dém. :

Les différentes manipulations proposées ne modifient pas 1’espace vectoriel engendré par la famille ni
a fortiori son rang. Cela est immédiat pour les trois premieres manipulations, détaillons la quatrieme
manipulation.

Soit (€1, ...,€,) une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E. Quitte & permuter les vecteurs,
supposons qu’on ajoute au vecteur €, une combinaison linéaire £ = A&, + -+ + A\p_1€p—1.
Puisqu’une combinaison linéaire des vecteurs €7, ..., €,_1 et €, + & est aussi une combinaison linéaire
des vecteurs €1, ..., €,_1, €, on a déja

Vect(€4,...,€p—1,€, + &) C Vect(€l,...,€p)
Par le méme argument, on a aussi
Vect(éy, ..., €,) = Vect(él, ..., (€, + T) — &) C Vect(€1,...,Ep_1,€p + T)
et on peut donc conclure a 1’égalité

Vect(€1,...,Ep_1,€, + &) = Vect(é1,...,€p)
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O

Exemple Soit £ un K-espace vectoriel muni d’une base (€7, &, €3).
Déterminons le rang de la famille (7, £, £5) avec

Par permutation des vecteurs
I'g(gl,gz,gg) = rg(€1, 52 + 251, 51 — 52 + 353)
On ajoutant —2¢7 au deuxieme vecteur et —e au troisieme
I'g(gl, &o, 53) = I‘g(é&, €9, —€o + 353)
On ajoutant €5 au troisieéme vecteur
l‘g(zf_'l7 52, &:'3) = rg(é’l, 52, 363)
Enfin, en multipliant par 1/3 le troisieéme vecteur
I'g(gl, 52, 53) = I’g(é&, é'g, 53) =3

car la famille (€7, €, €3) est une base de F.
On en déduit que la famille (&1, £, £3) est aussi une base de F.

Remarque Avec le calcul matriciel, cet outil deviendra tres efficace.

7.4 Applications linéaires en dimension finie
E, F et G désignent des K-espaces vectoriels de dimensions finies.
7.4.1 Image d’une famille de vecteurs

Soient f € L(E,F)etB = (é},...,¢,) une famille de vecteurs de E.
Définition
On appelle image de la famille B par I’application f, la famille de vecteur

Théoreme
| f(Vect(B)) = Vect(f(B)) i.e.: f (Vect(él,...,E)) = Vect (f(€1),--., f(En))

dém. :
VCCt(€17...,€n) = {)\151 =+ +An€n/)\1a-~-7)\n € K}
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donc
f (VCCt(é&, .. 7€n)) = {f()\151 + -t Angn)/Ala R WS K}

Par linéarité de f
f (VeCt(€1> LR gn)) = {)‘lf(éa) + 4+ Anf(gn)/Ala ey )\n € K}
et donc

f(Vect(éy,...,€,)) = Vect(f(e1),..., f(En))

O
Corollaire
] Si V est un sous-espace vectoriel de E alors dim f(V) < dim V/

dém. :
Soit (€1, ...,€,) une base de V.

fF(V) = f(Vect(éy, ..., en)) = Vect (f(€1),..., f(én))
donc dim f(V) < dim V.
]
Théoreme
| Si la famille BB est libre et si f € L(E, F) est injective alors la famille f(B) est libre.

dém. :
Supposons
)\1f(€1) et Anf(én) =0p

Par linéarité de f on a
fveér+--+Aé,) =0g

donc
e+ -+ e, Eker f

Orker f = {613} donc

—

A1é‘1+"'4“>\n6n :OE
Enfin puisque la famille B est libre, on obtient A\; = ... =\, = 0.
U
Corollaire
| Si f € L(E, F) est injective alors dim E < dim F..

dém. :

Une base de E est transformée par I’application f en une famille libre de F. Il y a donc moins de vecteurs
dans une base de ' que la dimension de F'.

0

Remarque SiV est un sous-espace vectoriel de E et si f est injective alors dim f(V) = dim V.

Théoreme
Si la famille B est génératrice de F etsi f € L(E, F) est surjective alors la famille f(B) est
génératrice de F'.
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dém. :

Soity € F.

Puisque f est surjective, il existe & € E vérifiant § = f(Z).

Puisque la famille B est génératrice, il existe A1, ..., A\, € K vérifiant
f:)\l_’l"‘r"'_)\néin

et alors

Ainsi la famille f(B) est génératrice de F'.

|
Corollaire
Si f € L(E, F) est surjective alors dim F' < dim E.
dém. :
Une base de E est transformée par I’application f en une famille génératrice de F'. Il y a donc
plus de vecteurs dans une base de E que la dimension de F'.
Théoréme
Si la famille B est une base de F et si f est un isomorphisme alors f(3) est une base de F'.
dém. :
C’est immédiat par les deux théoremes qui précedent.
O
Corollaire

| Si f € L(E, F) est un isomorphisme alors dim £ = dim F'.

7.4.2 Image d’une base

Théoreme
Soient F et F' deux K-espaces vectoriels.
Etant données B = (€1, ..., &,) une base de E et F = (41, ..., §,) une famille de vecteurs de

F, il existe une unique application linéaire f € L(E, F') vérifiant

V1< j<p, f(€;) =17,

dém. :
Unicité :
Soit f solution. Pour tout & € E, on peut écrire & = \1€1 + - -+ + Ap€) avec A; € K
On a alors
F@) = Acfer) + -+ A fep) = M+ + A\l

ce qui détermine f(Z) de maniére unique.

Existence :

Pour tout Z € E, posons f(Z) = A\#1 + -+ + A\pyp avec A1, ..., A, les composantes de x dans la base
B. On définit ainsi une application f : £ — F.

Puisque les applications composantes dans une base sont linéaires, I’application f est linéaire et on vérifie
aisément que f(€;) = ¢; car les composantes de €; dans 3 sont nulles sauf la j-eme égale a 1.

0
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Corollaire

] Une application linéaire est enticrement déterminée par I’image d’une base.

Exemple On vérifie aisément que les vecteurs (1,1, 1), (0,1,1) et (0,0, 1) forment une base de R?.
Déterminons I"unique f € £(R?, R?) vérifiant

f(1,1,1) = (1,0), f(0,1,1) = (0,1) et f(0,0,1) = (1,1)
Pour (z,v, 2) € R® déterminer o, 3,y € R tel que
(z,y,2) = a.(1,1,1) + 8(0,1,1) +~(0,0,1)

Apres résolution, on obtienta =z, 3=y —zxety=2z —y — .

On a alors
f(xvyaz) :ij(171,1)+(yflt)f(o,l,l)+(ny71‘)f(07071)
donc
f(xayaz) = (nyazf2x)
Théoreme

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, f € L(E, F) et B = (é1,...,¢,) une base de E.
1) f est injective si, et seulement si, la famille (f(€7), ..., f(€,)) est libre.

2) f est surjective si, et seulement si, la famille (f(é4), ..., f(€,)) est génératrice de F.

3) f est un isomorphisme si, et seulement si, la famille f () est une base de F'.

dém. :
1) (=) déja vue
(<) Supposons la famille (f(€7), ..., f(€)) libre
Soit & € ker f. On peut écrire & = A\1€1 + -+ + Ap€p.
On a alors B

f(@) :Alf(€1)+"'+)‘pf(é'p) =0
Or la famille (f(&)),. .., f(&,)) est libre donc \; = ... = \, = 0 puis Z = 0.
Ainsi ker f = {6} est donc f est injective.
2) (=) déja vue
(<) Supposons la famille (f(€1), ..., f(€,)) génératrice de F.
Soit ¢/ € F. On peut écrire

y= /\1f(51) +oot )‘pf(gp)

Posons alors & = A\1€1 + - - - + \,€, € E. Par linéarité de f, on vérifie ¥ = f(Z).
Par suite f est surjective.
3) immédiat par ce qui précede.

(]

Corollaire
Deux K-espaces vectoriels de dimensions finies sont isomorphes si, et seulement si, ils ont
méme dimension

dém. :

Si deux espaces sont isomorphes, un isomorphisme transforme une base de I’'un en une base de 1’autre et
donc les espaces ont méme dimension.

Inversement, s’il y a égalité des dimensions, il existe une application linéaire transformant une base de
I’un en une base de I’autre et celle-ci est un isomorphisme.

O
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7.4.3 Rang d’une application linéaire

Définition
On appelle rang d’une application linéaire f € L(F, F) la dimension de son image.
Onnote rgf = dimImf.

Exemple rg(f) =0 < f=0.

Proposition
SiB = (é1,...,¢&p) estune base de E alors
rgf =rg(f(€1),..., f(&))

dém. :

rgf = dimImf = dim f(FE)
or

f(E) = f(Vect(el, ... &) = Vect(f(€1),..., [(€n))

donc

rgf =rg(f(€1),..., f(&))
]
Proposition

rgf < dim F avec égalité si, et seulement si, f est injective.
rgf < dim F avec égalité si, et seulement si, f est surjective.

dém. :

Introduisons (€%, . .., €p) une base de E avec p = dim F

rgf =r1g(f(€1),...,f(€)) < p avec égalité si, et seulement si, la famille (f(€1), ..., f(€,)) est libre
i.e. f injective.

Aussirgf =rg(f(€1),..., f(€p)) < dim F avec égalité si, et seulement si, la famille (f(€1), ..., f(€},))
est génératrice de F'i.e. f surjective.

O

Théoréme
Soient f € L(E,F)etg € L(F,G).
Ona
rg(g o f) < min(rgf,rgg)

De plus, si f surjective rg(g o f) = rgg et si g injective rg(g o f) = rgf.

dém. :

rg(g o f) = dimIm(go f) = dimg(f(E))
D’une part, g(f(E)) = Img, gy doncrg(go f) = 129, (p) < dim f(E) = rgf avec égalité quand g est
injective.
D’autre part, g(f(E)) C g(F) = Img donc rg(g o f) < rgg avec égalité quand f est surjective.
(I
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Corollaire
On ne modifie pas le rang d’une application linéaire en composant celle-ci avec un
isomorphisme.

7.4.4 Théoreme du rang

Théoreme
Soit une application linéaire f € L(E, F).
1) f réalise un isomorphisme de tout supplémentaire de ker f dans E vers Imf.
2)Onargf + dimker f = dim E [Formule du rang]

dém. :

1) Soit H un supplémentaire de ker f dans E.

Considérons la restriction f : H — Imj définie par () = f(Z).

L application f est bien définie au départ de H et a valeurs dans Imf.

L’ application f est linéaire car restriction d’une application linéaire au départ d’un sous-espace vectoriel.
ker f =ker fNH= {6} donc I’application linéaire f est injective.

Soit 7 € Imf. Il existe & € E vérifiant § = f(Z). Or on peut écrire & = @+ bavec @ € ker f etb € H et

~ =

alors 7 = f(&) = f(@) + f(b) = f(b) € Imf. Par suite I'application f est surjective.
Finalement f est un isomorphisme.

2) Puisque festun isomorphisme on a dim H = dimImf = rgf.

Or dimker f + dim H = dim F car ker f et H sont supplémentaires dans £ donc

dimker f +rgf = dim F

O
Exemple Soit f : R® — R3 définie par

f(l’,y,Z)'—>($+2y+2,y71‘,21‘+y+2)

On vérifie aisément que 1’application f est linéaire. Déterminons une base de Imf et ker f.
Commencons par étudier ker f.

(x,y,z) errf@f(x,%z) =0

Or
r+2y+2z=0
T=Y
y—x =0 =
{z:—Sy
20 +y+2=0
donc

ker f = {(y,y, —3y)/y € R} = Vectd

avec 4 = (1,1,-3).

La famille (@) est base de ker f.

Etudions maintenant Im f.

Par la formule du rang, on argf = dimR?® — dimker f = 2.

Pour former une base de Imf, il suffit de déterminer deux vecteurs indépendants dans I’image de f.
U= f(1,0,0) = (1,-1,2) et = f(0,1,0) = (2,1, 1) conviennent et donc la famille (¥, ) est base
de ’image de f.
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Exemple Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et f, g € L(E) vérifiant f o g = 0.
Montrons
rgf +rgg < dim E

Puisque f o g = 0 ona Img C ker f puis rgg < dim ker f.
Or par la formule du rang dim ker f = dim E — rgf donc rgg < dim F — rgf.

Exemple Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et f € £(E) vérifiant ker f = ker f.
Montrons que Im f et ker f sont supplémentaires dans F.
Par la formule du rang on a déja dim Imf + dim ker f = dim F. Il suffit alors d’observer

Imf Nker f = {6} pour conclure.

Soit Z € Imf Nker f. Il existe @ € E tel que & = f(&). Puisque f(Z) = 0, ona f2(@) = 0 i.e.
@ € ker f2. Or par hypothese ker f = ker f2 donc a € ker f puis & = 0.

Ainsi Imf Nker f = {6} et donc les espaces Imf et ker f sont supplémentaires dans F.

7.4.5 Théoréme d’isomorphisme

Théoréeme
Soient E et I’ deux K-espaces vectoriels de dimensions finies tels que dim £ = dim F' = n.
Pour f € L(E, F), on a équivalence entre :
(i) f est un isomorphisme ;
(i) f est injective ;
(iii) f est surjective ;
(iv)yrgf =n;
(v)dg € L(F,E),go f =1dg;
(vi)Jh € L(EF,E), foh =1dF;
De plus, si tel est le cas,
g=h=f""

dém. :

(1) = (ii) ok

(i1) = (iii) Supposons f injective.

Par la formule du rang rgf = dim F — dimker f = dim F = dim F donc f est surjective.

(iii) = (iv) Supposons f surjective.

Onargf =dim F = n.

(iv) = (i) Supposons rgf = n.On argf = dim E donc f est injective. On a aussi rgf = dim F' donc f
est surjective. Ainsi f est un isomorphisme.

(1) = (v) et (vi) ok

(v) = (ii) Supposons qu’il existe g € L(F, E) vérifiant g o f = Idg.

Puisque I’application g o f injective alors f est injective.

(vi) = (iii) Supposons qu’il existe h € L(F, E) vérifiant f o h = Idp.

Puisque I’application f o h est surjective alors f est surjective.

Enfin si g o f = Idg, sachant f bijective, onag=go (fo f7') = (go f)o f~! = f~! et de méme si
foh=Idpalorsh= f1

O
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Corollaire
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, le théoréme ci-dessus caractérise les
automorphismes de E parmi les endomorphismes de F.

Attention : Ces équivalences ne valent qu’en dimension finie.

Exemple Soit f : R® — R3 définie par
fol@y,z) = (y+z2+z2+y)

Montrons que f € GL(R?).

On vérifie aisément que f est un endomorphisme de R?.

Puisque dim R® < +oo0, il suffit de vérifier I’injectivité pour affirmer que f est un automorphisme.
Soit (z,y, z) € ker f.

y+2=0 Yy=—z z=0
z+r=0¢ z=—2 & y=0
z+y=0 —2z2=0 z=0

Ainsi ker f = {6} donc f est un automorphisme de R>.

7.4.6 Hyperplan
Soit &£ un K-espace vectoriel de dimension finie 7 non nulle.
Définition
] On appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel H de dimension n — 1.

Exemple Dans E = R, considérons P = Vect(il, ¥/) avec i, ¥ non colinéaires.
Onadim P =2 = dim F — 1 donc P est un hyperplan de F.

Proposition
Le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan.

dém. :

Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur F, i.e. une forme linéaire différente de 1”application nulle.
Onalmy C Kdoncrgy =0ourgy = 1.

Or la forme linéaire ¢ est non nulle donc rg = 1 puis par la formule du rang dim ker ¢ = dim F—rgp =
n— 1.

0

Exemple Dans £ = K", considérons
H={(x1,...,2n) e K"/21 4+ -+ + 2, =0}
H est un hyperplan car noyau de la forme linéaire non nulle (x1,...,2,) € K" — x1 + -+ 4+ xp.
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Proposition
] Tout hyperplan peut se voir comme noyau d’une forme linéaire non nulle.

dém. :
Soient H un hyperplan et (€1, ..., ¢&,_1) une base de H que ’on complete en une base de E

B= (513 R é'nflv gn)
Considérons ¢ I’application donnant la n-i¢éme composante d’un vecteur dans 5.
L’application ¢ est une forme linéaire non nulle sur E et par construction H C ker ¢.
Or H est ker ¢ sont des hyperplans donc par inclusion et égalité des dimensions, on a H = ker .
f est une forme linéaire non nulle et H C ker f donc H = ker f.
On suppose E' muni d’une base B = (€7, ..., €,).
Pour tout ¥ € F, notons 1, ..., x,, ses composantes dans B.

O
Théoreme
Les hyperplans de £ sont les ensembles H constitués des vecteurs & € E dont les composantes
z1,...,T, dans une base B de E sont solutions d’une équation de la forme
a121+ -+ apxy, =0
avec ai, . . . , @, scalaires non tous nuls.
dém. :
Notons €7, ..., €, les vecteurs de la base B de E introduite dans 1’énoncé et notons x1,...,x, les
composantes d’un vecteurs & générique de F.
Soient (a1, ...,a,) # (0,...,0) et H I’ensemble des vecteurs Z € E vérifiant I’équation

ax1+ -+ apTy, =0
Considérons alors 1’application
Y= a1+ -+ anty

Par linéarité des fonctions composantes dans une base, on peut affirmer que ¢ est une forme linéaire sur
E et puisque (a1, ...,a,) # (0,...,0), cette forme linéaire est non nulle.

Par définition de H, H = ker ¢ et donc H est un hyperplan.

Inversement, soit H un hyperplan de E. Il existe une forme linéaire non nulle ¢ sur F telle que H =
ker . Or pour & = z1€1 + - -+ + €, 0n a

O(%) = 10(e1) + - + 200(8,) = a121 + -+ + anwy,

avec a; = ¢(€;) € K.

On a alors

ZeHS (@) =0 a1x1+ -+ a2, =0
Enfin, les a4, . .., a, ne sont pas tous nuls car la forme linéaire ¢ est non nulle.
|
Définition

Avec les notations qui précedent, I’équation
a1y + -+ apz, =0

est alors appelée équation de 1’hyperplan H relative a la base B.
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Remarque Siajz; + - - + a,x, = 0 est une équation de H dans B alors pour tout A # 0, I’équation
(Aay)z1 + -+ - + (Aan)x, = 0 définit aussi H dans la base B.

Inversement, on peut montrer qu’une équation définissant H dans B est nécessairement de la forme
précédente.

Exemple Soit F une R-espace vectoriel muni d’une base B = (i, 7, E)

On convient de noter x, y, z les composantes des vecteurs de F.

Soient %(1,0,1) et ¥(1,2,—1) et H = Vect(u, 7).

Puisque les vecteurs @ et ¢’ ne sont pas colinéaires, on a dim H = 2 et donc H est un hyperplan de E.
Déterminons une équation de H.

Celle-ci est de la forme : az + by + cz = 0 avec (a, b, c) # (0,0,0).

Puisque 4, v € H on a
a+c=0
a+2b—c=0

a=—c
b=c

En prenant ¢ = 1, I’équation —z + y + z = 0 est une équation d’un hyperplan contenant les vecteur « et
¥, ¢’est une hyperplan ne peut étre que H.
Finalement —x + y + z = 0 est une équation définissant H.

On en déduit
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Chapitre 8

Polynomes en une indéterminée

Dans ce chapitre on étudie la manipulation des fonctions polynomiales dans un cadre plus abstrait.
Les propriétés obtenues s’appliqueront aux fonctions polynomiales mais plus généralement a tout type
d’expression polynomiale

K désigne R ou C.

8.1 Construction de ’anneau des polynomes
8.1.1 Polynomes

Définition
On appelle polyndme a coefficients dans K en I’indéterminée X tout objet noté

+oo
P = ZanX" =agt+ a1 X +...+a, X"+ ..

n=0

ol (ap)nen est une suite d’éléments de K nulle & partir d’un certain rang, appelée suite des
coefficients de P.
On note K [X] I’ensemble de ces éléments.

Remarque Puisqu’il existe p € N tel que

Vn > p,a, =0

+o00
la somme E a, X" ne contient qu'un nombre fini de termes non nuls. On peut aussi I’écrire

n=0

P:ao—i—alX—i—ang—i—---—i—apo
Exemple 2 + X — X Zestun polynéme de R [X] dont la suite des coefficients est : 2,1, —1,0,0, ...

Exemple X2 + X — 1 estun polyndme de R [X] dont la suite des coefficients est : —1,1,0,1,0,0,...
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Remarque L’indéterminée X n’est pas une variable, c’est une lettre qui permet de désigner les
coefficients respectifs d’un polyndme.

Définition
+oo +oo
Deux polyndmes P = Z a, X" et Q = Z b, X™ € KI[X] sont dits égaux s’ils ont les
n=0 n=0
mémes coefficients.
Ainsi :
P=Q<VneNa, =0,
Définition
On appelle polynéme constant égal a C' € K le polyndome C' +0.X + --- = C.

Exemple On appelle polyndme nul le polyndme constant égal a 0.

Définition
On appelle mondme, tout polyndme de la forme : 040.X +---+0.X" ' +a X" +0. X" 4
ceo=gX"
aveca € K, n € N.

Exemple Les polyndmes constants sont des mondmes.

Définition
+oo
On dit qu’un polynéme P = Z an X" € K[X] est pair (resp. impair) si
n=0

Vp € N, agpy1 = 0 (respectivement ag, = 0)

Exemple Le polyndme nul est le seul polyndme a la fois pair et impair.

8.1.2 L’espace vectoriel des polynomes

Définition
+o00 +oo
Soient P = Y a, X" € K[X]etQ =) b, X" € K[X]

n=0

n=0
On définit le polynéme P + @ € K [X] par

+oo
P+Q=> (an+by)X"

n=0
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Remarque P + () est bien un polynéme car il existe p, ¢ € N tels que
VYn > p,a, =0etVn > q,b, =0

Par suite r = max(p, q) on a
vYn >r,a, +b, =0

Exemple 2+ X — X%+ (X*+X —1)=1+2X — X? 4+ X*.

Définition
+oo
Soient P = Y ~a, X" € K[X] et A € K. On définit le polynome \.P € K [X] par :
n=0

+oo
AP = Z (Aan) X"

n=0

Remarque \.P est bien un polynéme car la suite des ses coefficients est nulle a partir d’un certain rang.

Exemple 2.(X? — 1) =2X? -2,

Théoréme

| (K[X],+,.) est un K -espace vectoriel dont I’élément nul est le polyndme nul.

dém. :
L’addition est une loi de composition interne sur K [X].
On vérifie aisément qu’elle est commutative et qu’elle est associative.

+o0
Pour tout P = Z ap, X" € K[X],ona
n=0
+o00 +oo
P+0=> (an+0)X" =) a,X" =P
n=0 n=0
+o0
et pour ) = Z —ap X" € K[X],ona
n=0

+oo +oo
P+Q=) (tn—a)X" =) 0X"=0
n=0 n=0

Ainsi (K [X],+) est un groupe abélien d’élément neutre le polyndme nul.
On vérifie ensuite aisément les propriétés calculatoires suivantes : VA, p € K, VP, Q € K[X],
A+u).P=AP+puP,A\(P+Q)=)\P+)Q
A(u.P)=(Ap).Petl.P=P
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8.1.3 Degré

Définition
+oo
Soit P =Y a, X" € K[X] tel que P # 0.
n=0

On appelle degré de P le plus grand n € N tel que a,, # 0, on le note n = deg P.

Remarque On peut alors écrire P = ag + a1 X + ... + a, X" avec a,, # 0.

Définition
] Le coefficient a,, est alors appelé coefficient dominant de P.

Convention Si P = 0, on pose deg P = —o0.

Exemple deg(X®+ X +2)=3

1 sia#0
Exemple deg(aX +b)=4¢ 0 sia=0,b#0 .
—00 sinon

Exemple Vn € N, deg(X") = n.

Exemple Les polyndmes de degré 0 sont les polyndmes constants non nuls.

Proposition
VP e K[X],VX €K,
deg PsiA#0

—oc0siA=0

deg(\.P) = {

dém. :

SiA=0ouP =0alors A\.P = 0 et donc deg(A.P) = —oc.

Si A # 0et P # 0 alors en posant n = deg P, on peut écrire P = ag + a1.X + ... + a, X" avec a,, # 0
etalors \.P = Aag + Aa1 X + - - - + Aa, X" avec Aa,, # 0 donc deg(\.P) = n.

]

Proposition

VP, Q € K[X],deg(P + Q) < max(deg P,deg Q)
avec égalité lorsque deg(P) # deg(Q).

dém. :
Si P =0o0u@ = 0: c’est immédiat
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Sinon, posons p = deg P et ¢ = deg Q.
+o00

+o0o
On peut écrire P = Z ap, X" avecVn > p,a, =0etQ = Z b, X" avec Vn > ¢, b, = 0.
n=0 n=0
+oo
Onaalors P+ Q = Z (an + by)X™ et pour tout n > max(p, q), a, + b, = 0 donc deg(P + Q) <
n=0

max(p, q).
De plus, si p # ¢, en notant 7 = max(p, q), a, + b, # 0 par somme d’un terme nul et d’un terme non

nul.
On en déduit qu’alors deg(P + Q) = r.
O

Remarque Si deg P = deg @ et que les coefficients dominants de P et () s’annulent alors

deg(P + Q) < max(deg P, deg Q)

8.1.4 Le sous-espace vectoriel K, [ X]

Définition
Pour n € N, on note K,, [X] I’ensemble des polyndmes de K [X| de degré inférieur a n.
Ainsi
K, [X]={P € K[X]/degP < n}

Exemple K, [X] est1’ensemble des polynémes constants.

Exemple K, [X] = {aX +b/a,b e K}

Théoreme
K,, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X] de dimension n + 1 dont la famille B =
(1, X, ..., X™) est une base, dite base canonique.

dém. :

K, [X] = Vect(1, X, ..., X™) donc K,, [ X] est un sous-espace vectoriel de K [X] et B = (1, X,..., X")
en est une famille génératrice.

Montrons que B est libre.

Supposons Ag.1 + A\ X + -+ A,. X" = 0.

Par unicité des coefficients décrivant un polynéme, A\p = ... = X\, = 0.

Ainsi la famille B est libre et ¢’est donc une base de K,, [X].

O

Corollaire
| dimK [X] = +o0.

dém. :
En effet K [X] contient des sous-espaces vectoriels de dimension arbitrairement grange.
]
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Exemple Soit B = (Pj)o<k<n une famille de polynémes de K [X] telle que VO < k < n, deg P, = k.
Montrons que B est une base de K,, [X] .
La famille B est formée de n 4+ 1 = dim K, [X] vecteurs tous éléments de K,, [X] .
Montrons que la famille B est libre pour conclure.
Supposons
AP+ -+ AP =0

On peut écrire
An}%/: _(AOI%'+"'+'An71f%71)

Ordeg Py, ...,deg P,_1 < n—1doncdeg(APo+ -+ A\p—1Pr1) <n—1.

Cependant, le degré de \,, P,, vaut n ou —oo selon la nullité de \,,, on peut donc conclure que A,, = 0.
La relation initiale se réécrit \o Py + - - - + A\,—1P,—1 = 0 et en reprenant I’idée précédente on obtient
successivement A\,,_1 = 0,..., g = 0.

8.1.5 [I’anneau des polynémes

On définit une multiplication sur K [ X] en imitant le principe de multiplication des expressions polynomiales :

Définition
+o0 too
Pour P = Z an X" e K[X]et@Q = Z b, X™ € K[X], on définit le polyndme P() par :
n=0 n=0

+oo n
PQ = Z cp, X™ avec ¢, = Z arbp_p = Z arby = agb, + a1bp_1 + -+ apbg
n=0 k=0 k+{4=n

Remarque P(Q) est bien un polyndme car il existe p, ¢ € N tels que
Vk > p,ar =0etVk > q,b =0,

et alors pourn >p+qona

n P n
Cp = Zakbn—k = Zakbnfk + Z arbp—r =0
k=0 k=0

k=p+1

Puisque les coefficients c,, sont nuls a partir d’un certain rang, on peut affirmer que PQ est un polyndme.

Exemple (2+ X — X?)(14+ X + X?) =2+ 3X + X* - X°.

Proposition

Vp,q €N,
XP x X9 = Xp+q
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dém. :
Introduisons le symbole de Kronecker :

5 — 1 sie=y
“J 71 0 sinon

+oo too
On peut écrire X? = Z InpXTet X1 = Z On,qX™.
n=0 n=0
+oo
On a alors X? x X9 = Z cp X" avec
n=0
n
1 sin=p+gq
Cn = kz Ok pOn—k,q» Cn = { 0 sinon = 0y ptq donc XP x X9 = XPT9,
=0
(|
Théoréme
(K [X],+, x) est un anneau commutatif d’élément nul le polynéme nul et d’élément unité le
polyndme constant égal a 1.
dém. :
On sait déja que (K [X], +) est un groupe abélien de neutre le polyndéme nul.
+oo —+oo
Soient P = Y " a,X" et @ =Y b, X" des polynomes de K [X].
n=0 n=0
+o00 n +oo n
PQ=> cpX"avecc, =Y apbp et QP =Y dpX"avecd, = Y bean_i.
n=0 k=0 n=0 =0

Par le changement d’indice ¢ = n — k, on obtient ¢,, = d,, et on peut conclure PQ =QP.
Ainsi la loi x est commutative.
Notons que, de plus, on peut écrire le coefficient général de PQ)

Cn = Z ak,bf

k+l=n
ce qui va nous étre utile pour justifier maintenant 1’associativité de la loi x.
+o0 —+o0 —+o0
Soient P = Z an X", Q = Z bp,X" et R = Z cn X™ des polynomes de K [X].
n=0 n=0 n=0
“+oo “+oo
PQ = Z d, X" avecd, = Z aibe et (PQ)R = Z e, X" avec
n=0 k+f=n n=0
en = Z dico = Z Z (aibj)ee = Z a;bjce
k+f4=n k+l=ni+j=k i+j+4=n

Le calcul de P(QR) conduit au méme polynéme et donc (PQ)R = P(QR).
La loi x est donc associative.

+o00 too
Soit P = Z a, X" un polyndme de K [X] et 1 = Z 0n,0X™ le polyndme constant égal a 1.
n=0 n=0
—+oo n
Px1= Z b, X" avec b,, = Z ak0n—k,0 = Gy donc P x 1 = P et on peut conclure que le polynome
n=0 k=0

constant égal a 1 est élément neutre pour la loi x.
Enfin, la distributivité de x sur + ne pose pas de difficultés.
]
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Remarque On peut introduit la notion d’itéré d’un élément et on observe aisément que :
X" =X x X x -+ x X cequi justifie a posteriori la notation X™.

Remarque Puisque K [X] est un anneau commutatif, on peut y exploiter les formules :

k

(P+Q)" =)
k=

0

n—1
<n> Pan—k et P" — Qn _ (P _ Q) ZPan—l—/c
k=0

8.1.6 Degré d’un produit

Théoreme
VP,Q € K[X],
deg PQ) = deg P + deg Q)
dém. :
Si P =0o0u@ = 0: c’est immédiat en convenant que —oco +n = n + (—o0) = —o0.
Sinon, posons p = deg P et ¢ = deg ). On peut écrire
+oo
P = ZanX” avec a, # 0etVn > p,a, =0
n=0
+oo
Q= by X"avechy # 0etVn > q,b, = 0.
n=0
—+o0 n
On alors PQ = Z cp X" avecVn € N, ¢, = Z arbn_ .
n=0 k=0
Pour n > p+g¢, on peut affirmer que ¢,, = 0 en tant que somme de terme nul car pour tout k& € {0,...,p},

arbn—k = ap x 0 =0 (puisquen — k > g )etpourtoutk € {p+1,...,n}, agbp—xr =0x b, =0

(puisque k > p)
ptq

Pourn = p+ g onacyy = Zakbpﬂ_k = apby # O carpour k € {0,...,p— 1}, apbpiqr =
k=0

ar x0=0etpourk € {p+1,....p+q}, abprq—r =0 X bpyq—r = 0.

Par suite le polyndme P(Q est de degré exactement p + q.

O

Remarque Le coefficient dominant de P(Q) est le produit des coefficients dominants de P et ().

Corollaire
Les polyndmes inversibles sont les polyndmes constants non nuls.

dém. :
1
Les polyndmes constants non nuls sont inversibles car si C' € K\ {0} onaC x — = 1.

Inversement, si P est un polyndme est inversible dans K [X] et si () désigne son inverse, I’égalité PQ = 1
donne deg P + deg@Q = 0 d’ou deg P = deg @ = 0.
O
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Corollaire

VP,QeK[X],PQ=0=P=00uQ =0

Ainsi, dans K [X], il n’y a pas de diviseurs de zéro.

dém. :
Si P # 0et @ # 0 alors on a vu dans les calculs précédents que PQ # 0.
|

Remarque Dans K [X], pour P # 0
PQ=PR=Q=R

Autrement dit tout polyndme non nul est régulier.

8.1.7 Composition de polynomes

Définition
+oo
Soient P = ZanX” eK[X]etQ € K[X].
n=0

On définit le polyndme composé P o () (aussi noté P(Q) ) par :

+oo
PoQ=PQ) =) a,Q" € K[X]

n=0

+oo
Exemple Pour Q = X + 1,ona P(X) = Z an (X +1)™

n=0

+oo
Pour Q = X%, ona P(X?) = Z an X",

n=0
+oo
Exemple Pour Q = X,ona P(X) = Z a,X" = P.
n=0

Remarque Un polyndme en ’indéterminé X peut indifféremment étre noté P ou P(X).

Exemple P est pair si, et seulement si, P(—X) = P(X).

Proposition
VP,Q,ReK[X]etVA\,peK

AP+ pQ)oR=AXPoR+pQoRet(PQ)oR=(PoR)x(QoR)
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dém. :

11 suffit d’introduire les coefficients des polyndmes P et () pour décrire les polynomes étudiés et observer
leur égalité.

]

Exemple Soit ¢ : K, [X] — K,, [X] définie par
o(P)=P(X +1)+ P(X)

Montrer que ¢ est un automorphisme.

L application ¢ est bien définie car pour P € K,, [X], le polynéme P(X + 1) + P(X) est bien élément
de K[X].

Pour P,Q € K[X]et A\, u €K,

(AP + Q) = (AP + pQ)(X) + (AP + pQ)(X + 1)
Par les propriétés calculatoires qui précedent
OAP 4 Q) = AP(X) + AP(X + 1) 4+ pQ(X) + pQ(X + 1)

etdonc (AP + pQ) = Ap(P) + p(Q)
Ainsi ¢ est endomorphisme de K,, [X].

Pour P € ker ¢, ona ((X* — 1)”)(n) donc P(X +1) = —P(X).

Si P n’est pas le polyndme nul, le coefficient dominant de P(X + 1) est d’une part égal a celui de P et
d’autre part égal a celui de —P. C’est absurde et donc P = 0.

Ainsi ker ¢ = {0}.

L’endomorphisme ¢ est injectif et puisque

_ n!
(X +1)M)" ™ = (X +1)f

on peut conclure que ¢ est un automorphisme.

8.1.8 Fonctions polynomiales

8.1.8.1 Valeur d’un polyndome en un point

Définition
On appelle valeurde P = ag + a1 X + -+ + a, X" € K[X] en 2 € K le scalaire

Plx)=ay+az+ -+ apa”

Proposition
Soient P,Q €e K[X], \,u € Ketz € K.

(AP +p.Q)(x) = AP(z) + pQ(x), (PQ)(x) = P(x)Q(x) et (P o Q)(x) = P(Q(x))
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dém. :
Les opérations sur K [X] ont été définies de sorte d’obtenir ces propriétés.
|

Définition
| On appelle racine (ou zéro) d’un polyndme P € K [X] tout z € K tel que P(z) = 0.

Exemple a est la seule racine du polynéme X — a.

Exemple Les racines n-ieme de ’unité sont les racines de X" — 1 € C [X].

Définition
On appelle équation algébrique, tout équation de la forme P(z) = 0 d’inconnue = € K et o
P e K[X].
Le degré de P est alors appelé degré de 1’équation P(z) = 0.

8.1.8.2 Fonction polynomiale

Définition
On appelle fonction polynomiale associée a P € K [X] définie sur D C K I’application :

- D—K
P -
{xHP(x)zP(aj)

Lorsque D = K, on parle de fonction polynomiale associée a P.

Exemple La fonction polynomiale associée 8 P = X2 + 1 est
R—-R
r— a2 +1
Exemple Les fonctions polynomiales associée 2 X2 4+ 1 et X* 4 1 sur D = {—1,0, 1} sont égales.

(D11 faut distinguer : R
- la fonction polynomiale P (application) du polyndme sous-jacent P (expression) ;
- ’élément x (de K ) de I'indéterminée X (lettre permettant de décrire le polynome).
Proposition

Soient P,Q € K[X]et A\, u € K.

AP+ Q= AP+u0.PxQ=PxQ

dém. :
Pour tout z € D,

NP+ 1.Q| (@) = (WP + 1Q)(2) = AP(2) + 1Q(x) = [P+ 1.Q] (x)
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Ainsi )\.P/—T—/u.Q =A\P+ ,u.@.

De la méme fagon, on obtient P x Q = P X Q.
O

8.1.8.3 Schéma de Horner

Comment calculer ag + a1z + - - - + a, 2™ en un minimum d’opérations ?
Idée : on réorganise le produit a I’instar du calcul suivant

ap + a1z + apx? + azx® = ag + (a1 + (ag + azx)x)x
Ainsi, on calcule ag + a1x + - - - + a,x™ en évaluant
ao + (a1 + (- (an—1 + apx)x) - )2;

cela génere n additions et n multiplications.
Algorithme de Horner :

Arguments : n, ag, . .., Gy, €t T.

S« ay,

Pour k allant de n — 1 a 0 par pas de —1.
S+—ar+Sxzx

Fin pour.

8.2 Dérivation

8.2.1 Dérivée premiere

Définition
+oo

Soit P = ZanX” —ag+a X+ +a, X"+ e K[X].
n=0

On appelle ;)olynéme dérivé de P, le polyndme noté P’ défini par :

+oo +oo
P'=ay 420X+ +na, X" =D na, XN =D (4 Daga X©
n=1 n=0

Exemple Si P =3X3 +2X + 1alors P/ = 9X? + 2.

Proposition
Si P € K[X] est constant alors P’ = 0.

Si P € K[X] est non constant alors deg P’ = deg P — 1.
Dans les deux cas : deg P’ < deg P — 1.

dém. :

Si P constant : ok

Si P non constant, soit p = deg P.

On peut écrire P = ag + a1 X + -+ + ap, X? avec a, # 0.

Onaalors P’ = a; + 2a:X + -+ + pap_lprl et on peut conclure.
O
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Corollaire
] P’ = 0 < P est un polyndme constant.

Proposition
VA peK VP Q e K[X],

AP+ pQ) = AP + puQ' et (PQ) = P'Q + PQ’

dém. :
+oo +oo
Soient P = Z a, X", Q= Z b, X" polyndme de K [X].
n=0 n=0
—+00
Ona AP+ u@ = Z (Aay, + pby,)X™ donc
n=0
+oo
(AP +4Q) = 3 (1 + 1) (N 1 + 1) X
n=0
+o0 +oo
=\ Z (n+1ap1 X"+ p Z (n+ b1 X™ = AP + uQ’
n=0 n=0
—+o00 n
On a aussi PQ = Z cp, X" avec ¢, = Z arb,_1 donc
n=0 =
+oo
(PQ) = (n+1)enp1 X
n=0
+oo 400 n
D’autre part P’ = Z (n+1)a,+1X™ donc P'Q = Z o, X™ avec o, = Z (k+ 1)agr1bp_g,
n=0 n=0 k=0
00 +oo n
etQ = (n+ )by X" donc PQ' =Y B, X" avec B = > _ar(n+1—k)bni1k,
n=0 n=0 =
“+00
Ainsi P'Q + PQ’ = Z Y X™ avec 7y, = ay, + Bn.
n=0
Or

Z k+1 ak_an k+2 n+lfl€)akbn+1 k
k=0 k=0

En procédant a un changement de d’indice dans la premiere somme

n+1
Tn = Z kagbpy1—k + Z +1—k)arbyyi—k

En combinant les deux sommes en une seule

n+1

Tn = Z (n+ Dagbpyi—r = (n+ 1)cpi1
k=0
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Ainsi les polynomes (PQ)’ et P'Q + PQ’ sont égaux car de mémes coefficients.
g

Corollaire
n

(P1Py..Py) =Y (Pr..Pi..P,) Pl et (P") = nP' P,

i=1
dém. :
Par récurrence sur n € N*, on obtient la premiére relation et la deuxiéme s’obtient en particularisant avec
P=...=P, =P
O
Proposition
VP,Q € K[X],
(PoQ)=Q' xP'oQ
dém. :
—+oo
Ecrivons P = Z a, X".
n=0

+oo
On a alors P(Q) = Z anQ".
n=0

“+o0 +oo
Par ce qui précede P(Q)" = Z na,Q'Q" ! etdonc P(Q) = Q' Z na,Q" ' = Q' P'(Q)
n=1 n=1

(]
Définition
On appelle polyndme primitif de P € K [X] tout polyndome @Q € K[X] tel que Q' = P.

Remarque Tout polyndme P posséde au moins un polynéme primitif () et I’ensemble des polyndmes
primitifs de P est constitué des polyndmes de la forme @) + C avec C € K.

8.2.2 Dérivée d’ordre supérieur

Soit D : K[X] — K [X] défini par D(P) = P'.
D est un endomorphisme de K [X]. On peut introduire ses itérés :
D°=1d,D'=D,D>*=DoD,...,D"=DoDo...oD(ntermes)
Définition
Pour n € Net P € K[X], le polyndme P(™) = D"(P) est appelé polyndme dérivé d’ordre n
de P.

Exemple PO = p, PV = p' P2 — (P') = P" etc.

Proposition
Soit P € K[X]etn € N.
Si deg P < n alors deg P = _ o,
Si deg P > n alors deg P = deg P — n.
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dém. :
Par récurrence sur n € N.
O
Proposition
YA ueK VP Q e K[X],
()\P+,UQ)(H) _ )\P(n) +MQ(n) Ct PQ (n — Z ( > P(k)Q(n—k)
k=0
dém. :

La relation (AP 4 Q)™ = AP™ 4+ ,Q™ s obtient par linéarité de D"

n

n
La relation (PQ)(”) = Z <k P®RIQ=F) ¢ obtient comme pour la démonstration de la formule de
k=0
Leibniz dans le cours de dérivation des fonctions numériques.

O

Exemple Soient n, k € N. Exprimons (X™)*).
Ona (X") =nX" 1 (X")" =n(n-1)X"2,...
Pour0 <k <n

(X = =1 =k + DX = ”!k)!xn—k‘

En particulier (X™)™ = nl.
Pour k > n, (X™)*®) = 0.

Remarque Par ce qui précede et la linéarité de D, on obtient les formules de dérivation a 1’ordre k
d’un polyndme :

+oo
SiP=Y a,X"alors

n=0

+oo | +o00 |
(k) — E ni n—k _ § (n k) n
P = P Qg (n k)'X = Ap+k oy X

n=0

Exemple Montrons

n 2
P k n
en étudiant le coefficient de X™ dans ((X* —1)") ),

Ona (X2 —1)" = X?" 4 ... (ol - - - désigne des puissances inférieures de X )

Par suites
(Qn)

((X2_1)n)(n) M xn gL
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D’autre part
((x2 =)™ = ((x =+ )™

Par la formule de Leibniz

((x2 -1 =y (Z) (X = 1)) (X +1)m)

o f!k)! (X —1)"Fet (X + 1M™™= Z—E(X + 1)

(X =M™ =

Le coefficient de X™ dans ce calcul de ((X? —1)") ) est

On en déduit

8.2.3 Formule de Taylor

Théoreme
VP e K[X],Va € K,

dém. :
Si P = 0, la propriété est immédiate car

Vn e N,P™(a) =0

Si P # 0 alors posons p = deg P.

Puisque la famille (1, X — a, (X — a)?,...,(X — a)P) est une famille de polyndmes de degrés étagés,
c’est une base de K, [X] ce qui permet d’écrire :

P =X+ MX—a)+ ..+ (X —a)P avec Ao, ..., \, les composantes du polynéme P dans cette
base.

Pour tout 0 < n < p, on a alors

P =04+ X\n! 4 ping 1 (X — a) + oo 4 pp(X — a)P™"
avec

n+ k)!
Hntk = )\n+k( I )

On en déduit P(™ (a) = n!\, ce qui déterminer \,,.
De plus, pour tout n > p, on a P (a) = 0 et on obtient donc la formule proposée.
O
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Remarque La formule de Taylor s’écrit encore

+oo
P (a) .,
+oo
En particulier, ona P = Z a, X" avec

n=0

P, (0

vn eN, a, = (' )

n!

8.3 Arithmétique des polynomes
8.3.1 Divisibilité

8.3.1.1 Polynomes associés

Définition

On dit qu’un polyndme P € K[X] est associé a un polyndéme Q € K[X] s’il existe A € K*
tel que P = A\Q.

Proposition

L association de polyndme définit une relation binaire sur K [X] a la fois réflexive, symétrique
et transitive ; ¢’est une relation d’équivalence sur K [X].

dém. :

Pestassociéa Pcar P =1 x P.

Si P est associé a () alors il existe A # 0 tel que P = A\Q et alors Q@ = pP avec p = 1/ # 0 et donc @
est associé a P.

Enfin, si P est associé a ) et () associé a P alors il existe A, u # O tel que P = AQ et @ = pR ce qui
permet d’écrire P = (Ap)R avec Au # 0 et donc P est associé a R.

|
Proposition

] Si P et @ sont associés et ont mé€mes coefficients dominants alors P = Q).
dém. :

Si P = AQ etsi P et @ ont méme coefficients dominants alors A = 1 et donc P = Q.

O

Définition
Un polyndme P € K [X] est dit unitaire (ou normalisé) si son coefficient dominant est égal a
L.

Proposition
] Tout polynéme P € K [X] non nul est associé & unique polyndme unitaire.

dém. :
L’unicité provient de ce que deux polyndmes unitaires associés sont nécessairement égaux car ayant le
méme coefficient dominant.
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L’existence provient du fait que P # 0 est associé au polyndme unitaire AP en prenant pour A I’inverse
du coefficient dominant de P.

O

8.3.1.2 Relation de divisibilité

Définition
Onditque A € K[X] divise B € K[X] s’il existe U € K[X], B = AU.
On note alors A | B.

Définition

Pour A € K[X], on note Div(A) I’ensemble des diviseurs de A et Mul(A) I’ensemble de ses
multiples.

Ainsi

Div(A) = {D € K[X] /D | A} et Mul(A) = {AU/U € K[X]} = AK[X]

Exemple (X +1) | (X3 + X2+ X +1)car (X + X2+ X +1) = (X +1)(X% +1).

Exemple (X —1) | (X" —1)car X" —1=(X -1+ X +---+ X" ).

Exemple Pourtout A € K[X]ona A |Ocar0= A x 0.

Exemple Les polyndmes constants non nuls et les polyndmes associés a A € K [X] divisent A.

Proposition
Soient A et B des polyndmes respectivement associés a C' et D. On a

A|B&C|D

dém. :
On peut écrire A = AC' et B = uD avec A\, u € K*.
SiC' | D alors il existe U € K[X] tel que D = CU etalors B = AV avec V = %U. Ainsi A | B.

De fagon symétrique, A | B entraine C' | D.
O

Remarque Tout probleme de divisibilité peut se ramener a un probleme entre polyndmes unitaires ou
nuls.
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8.3.1.3 Propriétés de la divisibilité

Proposition
VA, B,C € K[X]
A|BetB|C=A|C,
A| Bet B| A= Aet B sont associés.

dém. :

SiA| BetB | Calorsilexiste U,V € K[X]telsque B= AU et C = BV.Onaalors C = A(UV)
donc A | C.

SiA| BetB| Aalorsil existe U,V € K[X] tels que B= AU et A= BV.Onaalors B= B(UV).
Cas B#0:

On obtient UV = 1 et donc les polyndmes U et V' sont constants non nuls. On en déduit que A et B sont
associés.

Cas B=0:
Ona A = BV =0etdonc A et B sont associés.
O
Proposition
VA, B € K[X]

A|BetB#0= degA < degB,
A| Betdeg A =deg B = Aet B sont associés.

dém. :

Si A| BetB # 0alors il existe U € K[X] non nul tel que B = AU. On a alors deg B = deg A +
degU > deg A cardegU € N.

Si A | Betdeg A =deg B alorsil existe U € K[X] tel que B = AU.

Cas B#0:

On adeg B = deg A + deg U avec deg B = deg A € N donc degU = 0.

Ainsi U est un polyndme constant non nul et donc la relation B = AU avec U € K* donne A et B
associés.

Cas B=0:
deg A = deg B entraine A = 0 et donc A et B sont associés.
U

Remarque En arithmétique des polyndmes on montre souvent A = B via :
-A| B,B| Aet Aet B ont le méme coefficient dominant ;
-A| B,deg A = deg B et A et B ont le méme coefficient dominant.

Proposition
VA, B,C,D € K[X]
A|BetA|C= A|(B+0),
A|BetC| D= AC | BD,
A|B=VneN A" | B".

dém. :
11 suffit d’adapter les démonstrations des résultats semblables vu pour I’arithmétique des entiers.

O
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8.3.2 Division euclidienne
8.3.2.1 Enoncé

Théoréme
[Division euclidienne polynomiale]
Pour tout A, B € K [X] avec B # 0 il existe un unique couple (Q, R) € K[X]” vérifiant

A=BQ+ Ret deg R < deg B

Les polynémes () et R sont appelés quotient et reste de la division euclidienne de A par B.

dém. :

Unicité :

Supposons (Q1, R1) et (Q2, R2) solutions.

Ona A = BQ; + Ry = BQs + Ry avec deg Ry, deg Ry < deg B.

Par suite B(Q1 — Q2) = Ra — R; etdonc deg B + deg(Q1 — Q2) = deg(R2 — R1) < deg B.
On en déduit Q1 — Q2 = 0 puis Ry — Ry = 0.

Finalement (Q1, R1) = (Q2, R2).

Existence :

Posons p € N le degré du polynome B et b son coefficient dominant de B.

Montrons, par récurrence sur n > p la propriété.

VA € K,_1[X],3(Q,R) e K[X]*, A= BQ+ Ravec degR < p

Pourn =p: @ = 0et R = A conviennent.

Supposons la propriété établie au rang n > p.

Soit A € K,, [X]. On peut écrire A = aX™ + A avec deg A < n.

Orona a . R
5BX”_” =aX" + Bavec deg B <n

Donc a A .
A= EBX""H—A—B

Puisque deg(A — B) < n, 'hypothése de récurrence donne I’existence de (Q, R) € K [X] tel que
A—B:QB—I-JA%aveC deg]:?<p

On peut alors écrire
A=B (X" Q) + R=BQ+R

avec

Q:%X”"‘l_p—i—QetR:R

de sorte que deg R < p.
Récurrence établie.
O

8.3.2.2 Détermination pratique

Déterminons pratiquement () et R.

Sideg A < deg B alors Q = 0 et R = A comme on I’a vu lors de la démonstration du théoréme de
division euclidienne.

Si deg A > deg B alors on pose une division euclidienne :
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- on cherche par quel mondme multiplier pour égaler la plus grande puissance de A ;

- on retire de A le multiple de B correspondant ;

- on reprend le processus avec le résultat obtenu jusqu’a obtention d’un polynéme de degré strictement
inférieur a celui de B ;

- le reste de la division euclidienne et ce dernier polynome et le quotient la somme des mondmes qui ont
multiplié B.

Exemple Pour A = X% —3X%+2X24+ X —1,B=X?— X +1,onobtient Q = X2 —2X — 1,

R =2X.

Exemple PourA:X5—X4—2X2—3X+1,B:X2+2, on obtient
Q=X>-X?-2X R=X+1.

Arguments : A, B
Q+0
Tant que deg A > deg B faire :

C0eflA) yacga—aess () 04T A A BT
coeff(B)

Fin tant que
R+ A
Fin.

8.3.2.3 Applications

Proposition
Soient A, B € K[X] tels que B # 0. On a

B | A & lereste de la division euclidienne de A par B est nul

dém. :

Si B | Aalors il existe Q € K[X] tel que B = AQ.

On peut alors écrire B = AQ + R avec R = 0 vérifiant deg R < deg B.

Par cette relation, on peut identifier le quotient et le reste de la division euclidienne de A et B, et justement
ce reste est nul.

Inversement, si le reste de la division euclidienne de A par B est nul alors on peut écrire A = B() avec
@ le quotient de la division euclidienne de A par B et donc B divise A.

O
Proposition

] a € Kest racine de P € K [X] si, et seulement si, X — a divise P.
dém. :

La division euclidienne de P par X — a s’écrit :

P=(X—-a)Q+ RavecdegR < 1.

R est donc un polynéme constant égal a A et on peut écrire P = (X — a)Q + A
Evaluons cette relation en a, on obtient P(a) = 0 x Q(a) + Adonc R = A = P(a).
Par suite X — a divise P si, et seulement si, P(a) = 0.

O
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Exemple Considérons P = X3 4+ X2 —3X + 1.
1 est racine de P donc on peut factoriser P par X — 1.
On obtient P = (X — 1)(X? +2X — 1).

Exemple Considérons P = X° + 1
—1 est racine de P donc on peut factoriser P par X + 1.
On obtient P = (X + 1)(X? — X + 1).

Exemple P = X% +3X3 - 3X — 1.
1 et —1 sont racines de P.
On obtient P = (X — 1)(X + 1)(X? +3X +1).

8.3.3 Pgcd et ppcm de deux polynomes
8.3.3.1 Pged

Définition
| On note Div(A, B) = Div(A) N Div(B) I'ensemble des diviseurs communs a A et B.

Exemple Les polyndmes constants non nuls sont diviseurs communs a A et B.

Remarque Si P € Div(A, B) tout polyndme associé a P est aussi dans Div(A, B).

Proposition

Si A = BQ@ + R alors
Div(A, B) = Div(B, R)

Théoréme
Soient A, B € K[X], il existe un unique polyndme D € K [X] unitaire ou nul, tel que

Div(A, B) = Div(D)

dém. :

Unicité : Si Dy, D5 sont solutions alors Div(D;) = Div(Dz) donc Dy | Dy et Dy | Dj et par suite ils
sont associés.

SiI’un est nul alors I’autre aussi et D1 = Ds.

S’ils ne sont pas nuls, ils sont unitaires et associés donc égaux.

Existence :

Si A = B =0alors D = 0 convient

Sinon, quitte & échanger A et B on peut supposer B # 0.

Posons Ag = A et A; = B. On réalise ensuite les divisions euclidiennes suivantes tant que les restes
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obtenus sont non nuls (c’est I’algorithme d’Euclide) :
Ay = A1Q1 + As avec deg Ay < deg A4,

Am72 = Amlemfl + Am avec deg Am < deg Amfl,
Am—l = AmQ’m +0.

Ce processus s’arréte puisque deg A; > deg Az > - - - et ces quantités sont des entiers naturels.
On a alors
Div(A, B) = Div(Ap, A1) = ... = Div(4,,,0) = Div(A,,)
Le polynéme D unitaire associé a A,,, convient.
|
Définition

Ce polyndme D est appelé pged des polynomes A et B.
On note D = pgcd(A, B)ou D = AN B.

Exemple Déterminons D = pged(X> 4+ X2 — 2, X% + X — 2).
Par divisions euclidiennes successives :
X34 X2 2=(X’4+X-2)x14+X?-X,
X34 X -2=(X?-X)(X+1)+2X -2,
1
X2 - X =(2X -2) x 3 X +0.
Donc D est le polyndme unitaire associé au dernier reste non nul, i.e. associé a 2X — 2.
AinsiD = X — 1.

Théoreme
Si D = pged(A4, B) alors il existe U, V € K [X] tels que

D =AU+ BV

dém. :

Si A= B =0alors D = 0et U,V quelconques conviennent.

Sinon, on réalise comme ci-dessus 1’algorithme d’Euclide puis on écrit successivement les A; sous la
forme AU; + BV; avec U;, V; € K[X].

A terme on parvient a écrire D sous la forme AU + BV.

O

(DLes polynomes U et V' ne sont pas uniques.

Exemple Reprenons A = X3 + X2 —2et B = X® + X — 2 pour lesquels D = pged(A, B) = X — 1.
En renversant les divisions euclidiennes précédentes
X?-X=A-B,
2X -2=B—(X+1)(X?-X)=B— (X +1)(A-B),
puis
1 1

D = §(X+2)B— §(X+1)A:AU+BV

avec ) 1
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8.3.3.2 Propriétés du pged

Proposition

pged(A, B) = pged(B, A)

dém. :
Div(A, B) = Div(B, A)
O
Proposition
| Si A | Balors pged(A, B) est associé a A.

dém. :
Si A | B alors Div(A, B) = Div(A)
O
Proposition
P|AetP|B< P|pged(4, B)
dém. :
Par définition, les diviseurs communs & A et B sont les diviseurs de pgcd(A, B).
O
Proposition
Si C est unitaire alors
pgcd(AC, BC) = pged(A, B) x C
dém. :

Posons A = pged(AC, BC) et D = pged(A, B).

DC | AC et DC | BC donc DC | A.

D = AU 4+ BV donc DC = ACU + BCV d’ou A | DC.
0

8.3.3.3 Ppcm

Définition
On note Mul(A, B) = Mul(A) N Mul(B) I’ensemble des multiples communs a A et B €
K [X].

Exemple 0 et AB sont multiples communs a A et B.

Remarque Si P est multiple commun a A et B alors tout polyndme associé a P I’est encore.

Théoreme
Soient A, B € K[X], il existe un unique polyndme unitaire ou nul tel que Mul(A4, B) =
Mul(M).
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dém. :
Unicité : Si M; et My sont solutions alors Mul(A, B) = Mul(M;) = Mul(Ms). Par suite My €
Mul(Ms) et donc My | M;. De méme M; | M, et donc M; et My sont associés. Puisque M; et
M, sont unitaires ou nuls et qu’ils sont associés, ils sont égaux.
Existence : Si A = 0 ou B = 0 alors M = 0 convient.
Sinon, A et B posseéde des multiples communs non nul (par exemple AB ), considérons en un qui soit
unitaire et de degré minimal, notons le M.
On aMul(A, B) D Mul(M) car M € Mul(A4, B).
Considérons N € Mul(A, B) et réalisons la division euclidienne de N par M : N = M@ + R avec
deg R < deg M.
A|N,A| Mdonc A| Retde méme B | R donc R € Mul(4, B).
Or M est un multiple commun non nul de degré minimal donc R = 0.
Par suite M | N etdonc N € Mul(4, B).
Finalement Mul(A, B) = Mul(M).
O
Définition
M est alors appelé ppcm de A et B.
On note M = ppcm(A, B) ou AV B.

8.3.3.4 Propriété du ppcm

Proposition

ppem(A, B) = ppem(B, A)

dém. :
Mul(A, B) = Mul(B, A).
|
Proposition
| Si A| Balors ppem(A, B) est associé a B.

dém. :
Si A | B alors Mul(4, B) = Mul(B).
O

Proposition

A|PetB| P < ppem(A4, B) | P

dém. :
Par définition, les multiples communs & A et B sont les multiples de ppcm(A, B).
O
Proposition
| Si C est unitaire alors ppcm(AC, BC) = ppem(4, B) x C.

dém. :
Posons M = ppcm(A, B) et N = ppcm(AC, BC).
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Comme AC | MC et BC | MConaN | MC.
Comme AC' | N,onaC | N dou N = PC.
Comme AC | PC,BC | PCetC #0onaA | P,B| Pdonc M | Ppuis MC | N.

O
Théoreme

| VA, B € K[X],pged(4, B) x ppem(A, B) est associé 3 AB.
dém. :

Si A =0ou B = 0 alors ppcm(A, B) = 0 et I"affirmation proposée est vraie.

Supposons désormais A, B # 0.

Posons D = pged(A, B) et M = ppcm(A, B).

Puisque D divise A et B, on peut écrire A = DA’ et B = DB’ avec A’, B' € K[X]. Considérons alors
le polyndéme P = DA'B' = A'B = AB’.

Les polynomes A et B divisent P donc M divise P puis DM divise DP = AB.

Inversement, puisque AB est un multiple commun & A et B, on peut écrire AB = M@ avec Q € K[X].
Or M est un multiple de A donc on peut écrire M = AC. Larelation AB = ACQ donne alors B = CQ).
Ainsi () divise B. De facon analogue, on obtient que @ divise A et donc @ divise D.

On en déduit que AB = M@ divise M D.

Puisque AB et M D se divisent mutuellement, ces deux polyndmes sont associés.

O

8.3.4 Polynomes premiers entre eux

8.3.4.1 Définition

Définition
Deux polyndmes A et B sont dits premiers entre eux si leurs seuls diviseurs communs sont les
polyndmes constants non nuls.
Ceci signifie encore pged(A, B) = 1. On note alors A A B = 1.

Exemple Soient a,b € K tels que a # b.
Montrons
(X—a)A(X=-b)=1

Soit D = pged(X —a, X —b).

Puisque D | X —aonadegD < 1etpuisque D # 0,deg D =0 ou 1.

Sideg D = 1 alors D est associé a X — a et X — b par divisibilité et égalité de degré.

On en déduit que X — a et X — b sont associés, or ils sont unitaires, donc X —a = X —b.
Ceci est exclu puisque a # b.

Finalement deg D = 0, puis D = 1.

8.3.4.2 Le théoréme de Bézout

Théoreme
On a équivalence entre :

(i) A et B sont premiers entre eux ;
(i) U,V e K[X], AU + BV = 1.

dém. :
(i) = (i) Par égalité de Bézout.
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(if) = (i) Supposons qu’il existe U, V € K [X] tels que AU + BV = 1.
Sil’on pose D = pged(A, B) alors D | A, D | Bdonc D | 1 = AU + BV. Par suite D = 1.
O
Corollaire
ANB=1etANC =1= AA(BC)=1;
ANBi=1,...,ANB,=1= AA(By...B,) =1;
ANB=1=Vm,ne N, A" ANB" = 1.

dém. :

Si A et B, d’une part, et A et C, d’autre part, sont premiers entre eux alors il existe U, V, W, T tels que
AU + BV =1et AW + CT = 1. En faisant le produit de ces deux relations, on obtient

A(AUW + BVW 4+ CUT) + BC(VT) = 1 et donc A et BC sont premiers entre eux.

La deuxieme implication se démontre par récurrence a partir de la premiere.

En prenant les B; égaux a B, on obtient

ANB=1=AAB"=1
puis par un argument de symétrie
ANB"=1=A"AB" =1

et ainsi on obtient la troisieme implication.
O

Exemple Soienta,b € Ktelsquea #beta,5 € N.Ona

(X —a)AN(X-bFf=1

8.3.4.3 Le théoréme de Gauss
(DA | BCn’entraine pas A | Bou A | C.

Théoréeme
]A|BCetA/\B:1:>A|C’.

dém. :
Supposons A A B = 1. Il existe U, V' € K[X] tels que AU + BV = 1 et par suite C = ACU + BCV.
Si de plus A | BC alors, par opérations, A | C.

(D!)A | Cet B | C n’entrainent pas AB | C.
Théoreme

| A|C,B|CetANB=1= AB|C.
dém. :

Puisque B divise C, il existe U € K[X] tel que C = BU.

Puisque A | C = BU et AAU = 1, le théoreme de Gauss entraine A | U puis AB | BU = C.
|

Corollaire

Si Ay, ..., A, sontdes diviseurs de P deux a deux premiers entre eux
alors Ay ... A, | P.
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dém. :

Par récurrence sur n € N*.

|

Exemple Siayq,...,a, sontdes racines deux a deux distinctes de P alors (X —aq)...(X —ay) | P.

8.3.5 Décomposition en produit de facteurs irréductibles

Définition
On dit qu’un polyndme non constant P € K[X] est irréductible dans K [X] si ses seuls
diviseurs sont ses diviseurs triviaux.
Sinon, le polyndme non constant P est dit composé.

Exemple Si P est irréductible, tout polyndme associé a P I’est encore.

Exemple Va € K, X — a estirréductible.
En effet, soit D un diviseur de X — a.

Puisque X —a #0,degD < letD # 0.
Sideg D = 0 alors D est constant non nul.
Sideg D = 1 alors D est associé¢ a X — a.

Exemple Dans R [X], le polynome X2 4 1 est irréductible.

En effet, si D est une diviseur de X2 + 1 alors degD < 2etD #0.

Si deg D = 0 ou 2 alors D est diviseur trivial de X2 + 1.

Sinon D est degré 1 et donc de la forme a X + b avec a # 0.

Par suite D posséde une racine « = —b/a € R qui sera aussi racine de X 241
C’est impossible

(YL irréductibilité d’un polyndme dépend du corps de base K :
X2 + 1 estirréductible dans R [X] et composé dans C [X] puisque

X2+ 1= (X —i)(X +1)

Proposition

Soient A € K[X] et P un polyndme irréductible de K [X].
Si P ne divise pas A alors P A A = 1.

dém. :

Par contraposée :

Si P A A # 1 alors introduisons D = pged(P, A) # 1.
Puisque D | P et que D n’est pas constant, D est associé a P.
Or D | Adonc P | A.

O
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Proposition
Soient A, B € K [X] et P un polynéme irréductible dans K [X].

P|AB=P|AouP |B

dém. :
Supposons P | AB et P ne divise pas A.
Puisque P est irréductible, ona A A P = 1 et, par le théoréme de Gauss, P | B.

O
Théoreme
Si A est un polyndme non constant de K [X] alors il existe A € K*, N € N*,
Py, ..., Py polyndmes irréductibles de K [X] unitaires deux a deux distincts et il existe
at,...,ay € N* tels que
A= NP P2 PN
De plus cette décomposition est unique a I’ordre pres des facteurs, on 1’appelle décomposition
en facteurs irréductible de A.
dém. :
Unicité a I’ordre pres des facteurs :
Supposons

A= AP . PAN = Q.. Q0

avec les hypotheses décrites dans le théoréme.

Puisque les P; et Q; sont unitaires, les scalaires A et p correspondent tous deux au coefficient dominant
de A. On en déduit A\ = p.

Soit1 <i< N.OnaP;| Adonc P; | Q" ...Q5M.

Puisque P; est irréductible, il existe 1 < j < M tel que P; | Q; et donc P; = @ puisque Q; est

irréductible. De plus I’indice j est unique car les @1, . . . , Qs sont deux a deux distincts.
Ce qui précede permet d’introduire une application i — j de {1,..., N} vers {1,..., M} telles que
P =Q;.
Puisque les P, ..., Py sont deux a deux distincts, cette application est injective et donc N < M.
Par un argument de symétrie M < N etdonc M = N.
L’application injective précédent s’avere donc étre une permutations de {1,..., N}.
Ainsi, a ’ordre pres des termes, Py, ..., Py = Q1,...,QN-
Quitte a réindexer, on peut supposer P; = Q1,...,Py = Qn etonadonc A = APy ... PN =
AP PEN
1 N

Comme les polynémes considérés sont irréductibles, pour ¢ # j, P; A P; = 1.

Puisque P/ | Plﬁ1 . ‘PﬁN et P A Pff = 1 pour tout j # 4, ona P | Pf et donc o; < f3;.

Par un argument de symétrie 3; < «; puis 5; = .

Existence

Montrons par récurrence forte sur n € N* que tout polyndme de degré n est associé a un produit de
polyndmes irréductibles unitaires. Il suffira ensuite de réunir entre eux les éventuels polyndmes irréductibles
égaux pour obtenir la décomposition proposée.

Pour n = 1, tout polyndme de degré est associé a polynéme de la forme X — a avec a € K et un tel
polyndéme est irréductible.

Supposons la propriété établie jusqu’au rang n > 1.

Soit P un polynéme de degré n + 1.

Si P est irréductible alors on peut dire que P est associé a un polynome irréductible unitaire.
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Si P est composé alors on peut écrire P = AB avec A, B polyndmes non constants de degrés inférieurs
an.

Par hypothese de récurrence A et B sont associés a un produit de polyndmes irréductibles unitaires et
donc P = AB est aussi associé a un produit de polynémes irréductibles unitaires.

Récurrence établie.

(]

Remarque On précisera par la suite quels sont exactement les polyndmes irréductibles de R [X]

et C [X].

8.4 Racines d’un polynome

8.4.1 Racines et degré

Soient P € K[X]eta € K. On a vu précédemment que a est racine de P (i.e. P(a) = 0) si, et seulement
si, le polyndme X — a divise P.

Proposition

Siay, ..., a, sont des racines deux a deux distinctes de P € K [X] alors

(X —a1)...(X—an) | P

dém. :
Les polynémes X — ai,..., X — a, sont des diviseurs de P deux a deux premiers entre eux dont leur
produit divise encore P.

O
Théoreme

] Si P est un polyndme non nul alors P ne peut avoir plus de racines que son degré.
dém. :

Soient P € K[X]tel que P # 0 et aq, ..., a,, ses racines distinctes.
Ona (X —ay)..(X —ay,) | Pet P # 0doncn < deg P.

O
Corollaire

Un polyndme de degré n possede au plus n racines.

Une équation algébrique de degré n € N possede au plus n solutions.
Corollaire

Soit P € K,, [X].

Si P posséde au moins n + 1 racines alors P = 0.

Exemple Soient P, Q € K,, [X] prenant la méme valeur en n + 1 points distincts. Montrons P = Q.
Considérons pour cela R = P — Q.

R € K, [X] et R posséde au moins n + 1 racines (correspondant aux points ot P et () prennent la
méme valeur) donc R est le polyndme nul. Par suite P = Q).
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Corollaire
| Si P € K[X] posséde une infinité de racines alors P = 0.

dém. :
Si P posseéde une infinité de racine, il en a plus que son degré. ..
|

1
Exemple Soit P € R [X]. Si / P(t)*dt = 0 alors P = 0.
0
1
La fonction ¢ +— P(t)? est continue et positive sur [0, 1] donc, si / P(t)*dt = 0, c’est la fonction

0
nulle et le polyndme P possede alors une infinité de racines et c’est donc le polyndme nul.

Exemple Soit P € K[X] tel que P(X + 1) = P(X). Montrons que P est constant.

Considérons Q(X) = P(X) — P(0).

Ona@Q(X +1)=Q(X).Or Q(0) = 0 donc par récurrence )(n) = 0 pour tout n € N.

Le polynoéme () posséde une infinité de racine, ¢’est donc le polynéme nul et par suite le polynéme P est
constant (égal 2 P(0) ).

Exemple Montrons qu’il existe un unique P € R [X] tel que
Vz € R, P(sinz) = sin 3z

Existence : on sait sin 3z = 3sinz — 4sin® z.
Par suite le polyndme P = 3X — 4X? convient.
Unicité : Supposons P, () solutions.
Pour tout x € R,
P(sinz) = sin(3z) = Q(sinx)

donc pour tout ¢ € [—1,1], P(t) = Q(t). Le polyndme P — () posséde une infinité de racines donc

P=0Q.

8.4.2 Polynome et fonction polynomiale
Soit D une partie infinie de K.
Définition

] On note P(D, K) I’ensemble des fonctions polynomiales de D vers K.

Théoréme

L’application qui a P associe P est un isomorphisme du K-espace vectoriel K[X] vers
P(D,K).

dém. :
Notons ¢ : K[X] — P(D,K) I'application considérée.
On vérifie aisément la linéarité (AP + uQ) = Ap(P) + pe(Q).
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Déterminons ker (.
Si (P) = 0 alors .
Ve € D,P(z)=0
P possede donc une infinité de racine et donc P = 0.
Enfin, par définition, P(D, K) = Imep.

Ainsi ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
O

Corollaire
Si deux fonctions polynomiales prennent les mémes valeurs une infinité de fois, c’est qu’elles
sont issues du méme polyndme. Ainsi

(Vxe’l),ao+a1x—|—a2x2+~-~:b0+b1m+b2x2+-~-)éVnEN,an:bn

C’est le principe d’identification des coefficients des fonctions polynomiales.

Remarque Suite a ce résultat il est fréquent d’identifier polyndmes et fonctions polynomiales associés
définies sur une partie D infinie.

8.4.3 Multiplicité des racines

Définition

Soient P € K[X] nonnuleta € K.

On appelle ordre de multiplicité de a en tant que racine de P le plus grand o € N tel que
(X —a)*| P.

Si a = 0 alors a n’est pas racine de P.

Si a = 1 on dit que a est une racine simple.

Si a0 > 2 on dit que a est une racine multiple (double, triple,...)

Convention Si P = 0 alors tout a € K est dit racine de multiplicité +oco de P.

Exemple Si (X — a)® | P alors a est racine de multiplicité au moins « de P.

Proposition
Soient P € K[X]nonnul,a € Keta € N.
On a équivalence entre :
(1) @ est racine de multiplicité o de P ;
(i) (X —a)® | Pet(X —a)*"! ne divise pas P;
(iii) il existe Q € K[X] tel que P = (X — a)*Q et Q(a) # 0.

dém. :

(i) = (ii) Si a est racine de multiplicité o de P alors « est le plus grand naturel tel que (X — a)® divise
P. Par suite (X — a)® divise P et (X — a)®"! ne divise pas P.

(i1) = (iii) Supposons (ii).

Puisque (X — a)® divise P, on peut écrire P = (X — a)*Q.

Si Q(a) = 0 alors (X —a) | Q et donc (X — a)*™! divise P, ce qui est exclu. Par suite Q(a) # 0.

(iii) = (i) Supposons P = (X — a)*Q avec Q(a) # 0.
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On a immédiatement (X — a)* | P.

Pour 3 € N*, si (X — a)®*? divise P = (X — a)*Q alors (X — a)” divise Q et donc Q(a) = 0 ce qui
exclu.

Par suite, pour tout 3 € N*, (X — a)*"” ne divise pas P. Ainsi « est le plus grand naturel tel que
(X — a)” divise P.

]

Exemple Soient a,b, c € K deux a deux distincts et P = (X — a)(X — b)*(X — ¢)®.
Par ce qui précede on peut directement affirmer :

- a est racine simple de P ;

- b est racine double de P ;

- c est racine triple de P.

Proposition

Siay, ..., a, sont des racines deux a deux distinctes de P € K [X] de multiplicités respectives
au moins égales a aq, ..., a,, alors

(X —a)* (X —ap)™ | P

dém. :
Les polyndmes (X — a;)** sont des diviseurs de P deux & deux premiers entre eux.
O

Théoréme
Si P est un polyndome non nul alors la somme des multiplicités de ses racines ne peut excéder
son degré.

dém. :

Siay,...,a, sont les deux a deux distinctes de P de multiplicités respectives «, ..., ay, alors (X —

a1)®...(X —ap)* | P et puisque P # 0 on obtient ay + ... + v, < deg P.

O

Corollaire

] Si la somme des multiplicités des racines de P € K,, [X] est au moins égale a n+1 alors P = 0.

Exemple Montrons qu’il existe un unique polynéme P tel que :

1)deg P =4;

2) P est unitaire ;

3) 0 est racine double et 1, —1 racines simples.

Existence : Le polynome P = X?(X — 1)(X + 1) est évidemment solution.

Unicité : Soient P et () deux polyndmes solutions.

Puisque P et ) sont unitaires et de degré 4 on a deg(P — Q) < 3.

0 est racines double de P et de ( donc O est racine au moins double de P — ().

De plus 1 et —1 sont racines au moins simples de P — Q.

La somme des multiplicités des racines de P — () vaut au moins 4 > 3 donc P — @) = 0 puis P = Q.
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Corollaire
Soit P un polynéme de degré n € N.
Si P admet au moins n racines distinctes alors il n’y en n’a pas d’autres et celles-ci sont toutes
simples.

dém. :

Notons ay, ..., a, les n racines distinctes de P.

Ona(X —ay)...(X —ap) | Petdeg(X —ay)...(X —a,) =degPdonc (X —ay)...(X —ay)et
P sont associés.

On en déduit que a1, . .., a, sont racines simples de P.

O

Exemple Les racines n-ieme 1’unité sont des racines simples de X" — 1 € C [X].
En effet, il y a exactement n racines néme de 1’unité.

8.4.4 Multiplicité et dérivation

Théoréme

] Si a est racine de multiplicité o € N* de P alors a est racine de multiplicité o — 1 de P’.

dém. :

On peut écrire P = (X — a)*Q avec Q(a) # 0.

En dérivant P’ = (X — a)*'Qavec Q = aQ + (X —a)Q'.

Puisque Q(a) = aQ(a) # 0, a est racine de multiplicité exactement o — 1 de P’.
O

Corollaire

] Les racines de P sont simples si, et seulement si, P et P’ n’ont pas de racines communes.

dém. :
Les racines communes 2 P et P’ sont exactement les racines multiples de P.
O

Exemple Montrons que les racines de P = X® 43X + 1 € C [X] sont simples.
Pour cela calculons son polyndme dérivé P’ = 3(X? 4 1).
Les racines de P’ sont i et —i. Celles-ci ne sont pas racines de P donc les racines de P sont simples.

Théoréme
Soit P € K[X] nonnul, a € Ket o € N*.
On a équivalence entre :
(i) a est racine d’ordre de multiplicité o de P;
(ii) P(a) = P'(a) = ... = PV (a) = 0 et P(¥)(a) # 0.

dém. :
(i) = (ii) Si a est racine de multiplicité « de P alors par la proposition ci-dessus a est racine de P’, de
P"....,etde P(~Y) mais pas de P(®).

(i1) = (i) Supposons (ii)

Par la formule de Taylor :

+oo +o00

P"(a) n P™(a)
n! (X —a)" = Z

n=0 n=a

P =
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avec .
Q=> (X —a)"* €K[X]
n=ox
P (a) . e
De plus Q(a) = — # 0 donc a est racine de multiplicité exactement « de P.
0 !

Exemple Montrons
Vn e N* (X — 1) [nX" " - (n+2)X" " + (n+2)X —n

Posons P, = nX""? — (n +2) X" + (n +2)X —n.
On a
P,l)=n—n+2)+(n+2)—n=0
P(1)=nn+2)—(n+2)(n+1)+(n+2)=0

et
P/1)=nn+2)n+1)—(n+2)(n+1)n=0

donc 1 est racine au moins triple de P,, d’ou la divisibilité affirmée.

8.5 Polynomes scindés

8.5.1 Définition

Définition
Un polynéme P € K [X] non constant est dit scindé dans K [X] si I’on peut écrire :

P=XX—-21)...(X —a,)avec e K*etzy,...,2, €K

Remarque Si tel est le cas :

- X est le coefficient dominant de P ;
-nestle degré de P ;

- Z1,...,T, SONt ses racines.

Exemple X? 4 1 est scindé dans C [X] puisque X2 + 1 = (X —i)(X +i).
X2 + 1 n’est pas scindé dans R [X] car ce polyndme n’a pas de racines dans R.

Théoréme
Soit P € K[X] un polyndme non constant.
On a équivalence entre :
(i) P est scindé dans K [X];
(i1) la somme des multiplicités des racines de P égale son degré.
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dém. :
(i1) = (i) Supposons (ii)
Notons ay, ..., ap les racines deux a deux distinctes de P et oy, . . ., oy, leurs multiplicités respectives.

Ona (X —a)*...(X —ap)® | Petpar (ii) deg(X — a1)* ... (X — ap)*” = deg P donc P et
(X —a1)® ... (X — ap)® sont associés et par suite P est scindé.

(i) = (ii) Supposons P scindé. On peut écrire P = A(X — 1) ... (X — zp).

En regroupant entre eux les x; non distincts, on peut écrire :

P=XX—-a)"... (X —ap)™

avec ai, ..., a, deux a deux distincts et a1, ..., o, € N* (; correspond au nombre d’occurrence de a;
dans la liste 1, ...,z, ).

Les aq, ..., a, sont alors exactement les racines de P et leurs multiplicités respectives sont les as, ..., ay,.
Légalit¢ P = \(X —a1)* ... (X — a,)® entraine alors a1 + - - - + a, = deg P d’ou (ii).

|

Remarque Si P = A\(X —z1)...(X — x,) alors les racines de P sont les 21, ..., x,, comptées avec
multiplicité (i.e. que chacune apparait dans la liste autant de fois qu’elle est racine multiple de P ).

8.5.2 Polynome complexe

8.5.2.1 Le théoreme de d’Alembert-Gauss

Théoréme
Tout polynome non constant de C [X] admet au moins une racine.
On dit que C algébriquement clos.

dém. :
Soit P € C[X]dedegré p e N*. P =a,X? +--- 4+ a1 X + ag avec a,, # 0.

A = {|P(z)|/z € C} est une partie non vide et minorée (par 0) de R donc o = inf A = irelé |P(z)]

existe.
Nous allons montrer que « est une valeur prise par P puis que o = 0. Ceci permettra alors de conclure.
Pour tout z € C tel que |z| > 1, ona

p—1
apzf = P(z) + Z —ap2"
k=0

donc

p—1
|apz?| <|P(2)| + Y lax| |2¥] < [P(2)| + pM |2]P7
k=0

ennotant M = max |ag|.
0<k<p—1
Par suite

|P(2)] 2 lap| |27 = pM |2]"™" ——— +o0
|z| =400
Il en découle que I’ensemble des z € C tel que |P(z)| < a + 1 est borné.
Considérons maintenant (z,,) suite complexe telle que P(z,) — «a. Soulignons qu’une telle suite existe
par le principe de réalisation d’une borne inférieure et qu’elle est bornée en vertu de 1’étude ci-dessus.
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Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire de (z,,) une suite convergente (2, (y,))-
Posons w la limite de cette derniere.
Par opérations sur les limites

P(zpn)) = apzf;(n) o Az + o = apw® + -+ a1w + ag = P(w)

D’autre part, par extraction, P(z,(,)) — o donc par unicité de la limite P(w) = a.
Ainsi nous venons d’établir que « est une valeur prise par P.
I1 ne reste plus qu’a montrer o = 0 et pour cela nous allons raisonner par 1’absurde en supposant « > 0.

P(X
Quitte a considérer le polyndme w, on peut supposer o« = 1 etw = 0.
Q@
Onaalors P=ag+ a1 X +---+apXPavecag =1 :mié1|P(z)|,p > letay, # 0.
zE

En introduisant ¢ le premier indice tel que a, # 0, on obtient
P=1+a, X"+ a1 X+ +a,X?

Ecrivons ag = pe'? avec p > 0etf € R.

Pour 2 = re!(®t™/% ayec r > 0, on a

p
P(z)=1-prf + Z aprFet0+m/a
k=q+1

et donc
P
IP(2)| < [1=pr|+ Y Jax|r*
k=q+1

Pour r suffisamment petit, on obtient

P
IP(z)| <1—pri+ Y laxlr* =1+ f(r)
k=q+1

avec
P
)= —prt+ 3 lalrt ~ —prt <0
kgt r—

Par suite, il existe des z € C tel que
P 1 =min|P
|P(2)| < 31618| ()]

Absurde !
O

Corollaire

] Les polyndme irréductibles de C [ X] sont ceux de degré 1.

dém. :

Les polyndmes de degré 1 sont irréductibles dans C [X].

Inversement, si P est irréductible dans C [X] alors P est non constant et posséde donc une racine a. On
aalors X — a | P puis P associé 3 X — a.

O
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8.5.2.2 Décomposition en facteurs irréductibles dans C [X]

Théoréme
Soit P € C[X] non constant. Il existe A € K*, N € N*, ay,...,ay € Cdeux a deux distincts
etay,...,any € N* tels que

P = )\(X - al)al...(X - aN)(’N

De plus cette décomposition est unique a 1’ordre pres des facteurs.

dém. :

C’est la décomposition en facteurs irréductibles qui est ici particularisée sachant la forme des polynomes
irréductibles dans C [X].

0

Remarque Avec une telle décomposition :

- X est le coefficient dominant de P ;

-ai,...,an sont les racines deux a deux distinctes de P ;

- ay, ..., ay sont les multiplicités respectives des précédentes racines de P.

Corollaire
Tout polynome non constant de C [X] est scindé.

Corollaire
Tout polyndme de C[X] de degré n € N possede exactement n racines comptées avec
multiplicité.
Toute équation algébrique complexe de degré n € N* posséde n solutions complexes comptées
avec multiplicité.

Exemple Soit a € R. Factorisons dans C [X] le polynéme

X2 -92Xcosa+1

11 suffit de détermines les racines de ce polyndme, ce sont e'® et e %%,
On en déduit

X2 —2Xcosa+1=(X—e)(X —e )

Exemple Factorisons dans C [X] le polyndme
X" -1

Les racines de ce polyndmes sont les racines n-ieme de I’unité, on sait que ce sont des racines simples.

Par suite
n—1

X" 1= H (X _ eQikfr/n)
k=0
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Exemple Factorisons dans C [X] le polyndme
X'+ X?+1
Posons Y = X2,

X'+ X24+1=Y24Y +1=( - —5°) = (X*—j)(X* -

Or
(X2 —j)=(X*—j) = (X - )X +5%)
et
(X2 —j%) = (X = )X +1)
Par suite

X'+ X7 +1=(X - )X +)(X - )X +5%

8.5.2.3 Arithmétique et racines

Proposition

Soient A, B € C[X]. On a équivalence entre :
() A|B;
(ii) les racines de A sont racines de B de multiplicité au moins égale.

dém. :

Si A est constant, I’équivalence est immédiate.

Sinon on peut écrire A = A\(X — a1)* ... (X — a,)®" avec aq,...,a, lesracines de Aet ay,...,q,
leurs multiplicités respectives.

(i) = (i) Si A | Balors (X —a)* ... (X —a,)* | Betdonc les aq,...,a, sont racines de B de
multiplicités respectivement au moins égales a oy, . .., .

(ii) = (i) Si les ay, . .., ay sont racines de B de multiplicité au moins égales a o, ..., a, alors (X —
a1)* ... (X —an)* | Betdonc A | B.

O

Exemple Ona X* + X? 41| X" — 1.
En effet les racines de X* + X2 + 1 sont j, —7, j° et —j2. Ce sont des racines simples, toutes racines de
X 1.

Proposition

Soient A, B € C[X]. On a équivalence entre :
HAANB=1;
(ii) A et B n’ont pas de racines en commun.

dém. :

(i) = (i1) Par contraposée.

Supposons que A et B ont une racine en commun a.

On a alors X — a diviseur commun a A et B et donc A et B ne sont pas premiers entre eux.
(i1) <= (i) Par contraposée.

Supposons que A et B ne sont pas premiers entre eux.

Posons alors D = pged(A, B).
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8.5. POLYNOMES SCINDES

Ce polynéme D est nul ou bien non constant.
Dans les deux cas D posseéde une racine qui sera racine commune a A et B.
]

Exemple Montrons (X? + 1) A (X3 + X +1) = 1.

Les racines de X2 + 1 sont i et —i.

Celles-ci ne sont pas racines de X° + X + 1.

Les polynémes X2 + 1 et X® + X + 1 n’ont pas de racines complexes en commun, ils sont donc
premiers entre eux.

Exemple Les racines de P € C [X] sont simples si, et seulement si, P A P =1.
En effet, les racines de P sont simples si, et seulement si, il n’y a pas de racines communes a P et P

8.5.2.4 Polynome conjugué
Définition
On appelle polyndéme conjugué de P = a, X" + ... + a1 X + ap € C[X] le polynéme

PZﬁan+...+a1X+ELQEC[X]

Proposition

VP,Q € C[X], B

P=P,P+Q=P+Q,PQ=PQ

dém. :
C’est immédiat en décrivant les polyndmes par leurs coefficients.
O
Proposition

VP, Q € C[X],

PlQeP|Q

dém. :

Si P | Q alors on peut écrire Q = PU avec U € C[X].
On alors ) = PU = PU donc P | Q.
Si P | Qalors P = P divise Q= C:Q
O
Proposition
VP e C[X],Va€C,
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dém. :
C’est immédiat en décrivant le polyndme P par ses coefficients.
]
Proposition
Soit P e C[X],a € Ceta € N.
On a équivalence entre :
(1) a est racine de multiplicité o de P ;
(ii) @ est racine de multiplicité o de P.

dém. :
En effet _
VEeN, (X —a)* | Pe (X —a)f| P

Ainsi la multiplicité de a en tant que racine de P égale celle de @ en tant que racine de P.
0

8.5.3 Polynome réel

8.5.3.1 Racine complexe
Remarque Tout polyndme réel peut se voir comme un polyndéme complexe.
Définition

On appelle racine complexe d’un polynéme P € R [X] toute racine de P vu comme polyndme
complexe.

Exemple j est une racine complexe du polynome réel X2 + X + 1.

Proposition

Soit P € R [X] un polynéme de degré n € N.
P admet exactement n racines complexes comptées avec multiplicité.

dém. :
C’est la transposition avec le vocabulaire en cours du résultat assurant que tout polyndme complexe de
degré n admet exactement n racines comptées avec multiplicité.

]

Proposition
Les racines complexes de P € R [X] sont deux a deux conjuguées et deux racines conjuguées
ont méme multiplicité.

dém. :

Si a est racine complexe de multiplicité o de P alors a est aussi racine complexe de multiplicité « de
P=P.
O

8.5.3.2 Décomposition en facteurs irréductibles dans R [X]

Proposition
Les polyndmes irréductibles de R [X] sont :
- les polyndmes de degré 1;
- les polyndmes de degré 2 de discriminant < 0O (i.e. sans racines réelles).
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dém. :

Ce sont des polynomes irréductibles :

En effet, on sait déja que les polyndmes de degré 1 sont irréductibles.

Considérons maintenant un polynéme P de degré 2 sans racines réelles.

Soit D un diviseur de P.Onadeg D < 2et D # 0.

Sideg D = 0 ou 2 alors D est un diviseur trivial de P.

Sideg D = 1 alors D possede une racine réelle qui sera racine de P. C’est exclu.

Ainsi P est irréductible.

Inversement :

Soit P un polynéme irréductible dans R [X].

P est non constant donc P possede une racine complexe a.

Sia € Ralors X —a | Petdonc P est associé a X — a puis c’est un polyndme de degré 1.

Sia € C\R alors a, a sont racines distinctes de P puis A = (X — a)(X — a) divise P dans le cadre des
polyndmes complexes. Ainsi il existe B € C [X] tel que P = AB.

OrPeR[X]et A= X?—2Re(a)X + |a|* € R[X] donc P = AB donne P = AB.

On en déduit B = B d’ot B € R[X]. Ainsi A divise P dans le cadre des polynomes réels.

Or P estirréductible, il est donc associé a A et apparait comme étant un polyndme de degré 2 sans racines
réelles.

O

Exemple Le polyndome X2 + 2X + 2 est irréductible dans R [X].
Les polyndmes X? — 3X 4 2 et X* 4+ X? + 1 sont composés dans R [X].

Théoreme
Soit P € R[X] non constant. Il existe A € R*, NNM € N, ay,...,ay € R deux a deux
distincts,
(p1,q1),-- -, (par,qnr) € R? deux a deux distincts, tels que A = p? —4q; < 0 et il existe
aiy. .., anN, B, ..., Bu € N* tels que :

N M
P=A]T(X —a)® [T (X® +p;X +q)%
j=1

i=1

De plus cette décomposition est unique a 1’ordre pres des facteurs.

dém. :

C’est la décomposition en facteurs irréductibles qui est ici particularisée sachant la forme des polyndmes
irréductibles dans R [X].

O

Remarque Avec une telle décomposition

- ) est le coefficient dominant de P ;

-ay,...,ay sont les racines réelles de multiplicité o, ..., an de P;

- les racines complexes conjuguées de P se retrouvent dans les termes X2 + p; X + q;, leur multiplicité
étant alors f3;.

Corollaire
] Les polynomes de degré impair possedent au moins une racine réelle.
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dém. :
Si N = 0 dans I’écriture qui précede alors P est un polyndme de degré pair.
|

Exemple Factorisons dans R [X] le polynéme
X’ -1

Les racines complexe de X5 — 1 sont wo, W1, ..., Wa aAVEC W = e2ihm/5,
wo = lestréel, wy = Wy et wz = wo.
Par suite
X0 =1=(X=1) (X —w)(X —w1)) (X —w)(X — @)
ce qui donne

2 4
X5 1= (X —1)(X? —2cos§X+ 1)(x2 —2cos§X+1)

Exemple Factorisation dans R [X] le polynéme
X0-1

Comme ci-dessus, en isolant les racines réelles et en regroupant entre elles les racines complexes
conjuguées, on obtient

X0 1l=(X-DX+DX*+X+D)(X*-X+1)

8.5.4 Relations entre racines et coefficients d’un polynéome scindé

Soit P = a, X" 4+ - -+ + a1 X + ap un polynéme scindé de degré n € N* réel ou complexe.

Notons z1, ..., T, ses racines de P comptées avec multiplicité.

OnaP=a, X"+ -+ X+a=a, (X —z1)...(X —z,).

En développant le second membre, on peut exprimer les coefficients de P en fonction de ses racines ;
explicitons ces expressions.

Définition

Pour n € N* et 1,...,2, € K, on appelle expressions symétriques élémentaires en les
x1,..., T les quantités suivantes :

n
o1 = E €T, O9 = E T;Tj, 03 = E LiZjTse - -
i=1

1<i<j<n 1<i<j<k<n

op = E Ty Tiy T, (pourl <p<n),...
1§i1<i2<.4.<ip§n

Op = 2L1X2...Zp.

Remarque Ainsi o, apparait comme étant la somme de tous les produits possibles de p éléments
d’indices distincts choisis dans x1, ..., T, ; on dit que o}, est la somme des p-produits.
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Exemple Pour n = 2

01 =21+ Ty etog = T1T2

Exemple Pourn =3

01 =21+ Xy +x3,00 =T1X2 + T1T3 + T2x3 €L 03 = T1X2X3

Proposition

Soientn € N*, x1,...,z, € Ketoy,...,o, les expressions symétriques élémentaires en les
Llyeeey Ty

On a

(X —z). .. (X —z,)=X"—o X" ... 4 (=D X" F o 4 (=10,

dém. :
Le coefficient de X" " dans le développement de (X — x1)...(X — x,) s’obtient en considérant les
termes obtenus lorsqu’on choisit k facteurs —x; et n — k facteurs X . Ce coefficient vaut donc (—1)*x la
somme des produits de la forme x;, z;, ... x;, avec iy < ig < ... < ipli.e. (—1)kak.
O
Théoreme

Soient P = a, X" + ... + a1 X + ag un polyndme de degré n € N* et x1, ..., z, € K.

On a équivalence entre :

@) x1, ..., T, sont les racines de P comptées avec multiplicité ;

(i) V1 <k <n,op = (=1)*an_1/an.

dém. :
Sachant que le coefficient dominant de P est a,,, on a

() @ P=a,(X —x1)...(X —z,)
En développant ce produit, on obtient
(i) ©an X"+ FaX+a=a,(X" = X" V- (Do X" F 4 (1) 0,)
En identifiant les coefficients de ces polyndmes
() ©V1<k<na,k=an(—1)*oy

et finalement on obtient 1’équivalence de (i) et de (ii).
O

Remarque Le coefficient de X! d’un polyndme scindé donne la somme de ses racines.
Le coefficient constant d’un polyndme scindé donne le produit de ses racines.
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Exemple Le cas n = 2.
Soit P = aX? + bX + cavec a # 0.
x1 et xo sont les racines de P comptées avec multiplicité si, et seulement si,

{Il + a9 =-b/a

T1T9 = c/a

Remarque On peut résoudre un systeme de la forme
X1 + Xro = 01
X1Xg = 02

en déterminant les racines de X2 — o X + 0.
Par exemple, le systéme
r+y=2
xy =17

a pour couples solutions, les couples (z,) formés des deux racines du polyndme X2 — 2X + 7.

Exemple Le casn = 3.
Soit P = aX?® +bX? + cX + d avec a # 0.
1, Z2,x3 sont les racines de P comptées avec multiplicité si, et seulement si,

x1 + a2+ 23 = —b/a
T1Z9 + Taxs + X321 = ¢/a

x12923 = —d/a

Exemple Déterminons les racines de P = X® — 4X? 4+ 6X — 4 € C[X] sachant que la somme de
deux des racines est égale a la troisieme.

Notons z1, z2, x3 les trois racines comptées avec multiplicité du polyndéme P.

Quitte a les réindexer, on peut supposer r1 + o = 3.

Les relations coefficients/racines donnent en particulier

Ty +To+ a3 =4etziro03 =4

1+ 29 =2
T1Xg = 2
Les racines de X2 — 2X + 2 étant 1 4+ i et 1 — 4, on peut dire que, a ’ordre prés, x1, 2, x3 valent
14+4,1—14,2.

Ainsi 2z3 =4 d’ou x3 = 2 et
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Remarque On peut résoudre un systeme de la forme

r1+ X9 +x3 =01
T1T2 + T2T3 + T3T1 = 02

T1T2X3 = 03

en déterminant les racines de X° — 01 X2 + 02X — o3.
Cependant, comme il s’agit ici d’un polyndme de degré 3, une telle résolution n’est pas immédiate ; on
pourra voir a ce sujet la méthode de Cardan a la fin de ce cours.

Exemple Résolvons le systeme
T+y+z=2

Y +yz 4+ zx = —5
ryz = —6

Les triplets (x, y, z) solutions de ce systéme sont ceux formés des racines comptées avec multiplicité du
polyndme X? — 2X? — 5X + 6.
1 est racine apparente de ce polyndme et cela permet la factorisation :

X3 -2X?2 - 5X4+6=X-1)(X?-X-6)=(X - 1)(X+2)(X -3)

Les triplets (x, y, z) solutions sont (1, —2, 3) et ses permutations.

Exemple Résolvons le systeme
T+ T2 +a3=1

2 2 2
i+ x3+x3=9
3 3 3
]+ x5 +a3=1

Introduisons
Sy =1 + w9+ 13,82 =27 + a3 +adet Sz =+ a3+

01 =21 +Tg + 23,09 = T1To + Tox3 + X3X1 €t 03 = T1T2X3

Soit (z1, x2, x3) un triplet solution, exprimons o1, 03, 03.
01 =281 =1.82 =8y + 20y donc 0y = —4. S} = S3 + 3t + 603 et S1.S5 = S5 + t avec

2 2 2 2 2 2
t = x7re + x2w] + 2573 + 2322 + T371 + T]X3

On en déduit o3 = —4.
Par suite le triple (z1, x2, x3) est formé des racines comptées avec multiplicité du polynéme

X% - X?—4X +4
Puisque 1 est racine apparent de ce polyndme, on peut facilement factoriser celui-ci :
(X3 —X? —4X +4) = (X - 1)(X —2)(X +2)

On en déduit que, a I’ordre pres, x1, x2,x3 = 1,2, —2.
Inversement, les triplets correspondants sont bien solutions du systeme posé.
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Exemple Soient z1, zs, 23 les trois racines comptées avec multiplicité de 1’équation 224+ pr+q=0.
Calculons

2., .2 .2 3, .3, .3
Sy = o7 + x5 + x5, S5 = x] + x5 + 5

Introduisons les quantités symétriques élémentaires
01 =21+ g +x3,09 = T1X2 + ToX3 + X321 €t 03 = T1X223.

Onao; =0,00 =petog = —q.
Puisque a 07 = Sy + 202, 0na Sy = —2p.
Puisque :Ef’ = —px; — ¢, en sommant S3 = —po — 3¢ = —3¢

Supposons de plus ¢ # 0 et calculons

1 1 1 1 1 1
11:7+7+7Ct12:72+72+72
I T2 I3 Ty x5 X3
En réduisant au méme dénominateur
02 p
_[1 = — = — =
03 q
De plus
2 2 2 20
112 =1+ + + =1+ =1
T1T2 €T2T3 3T 03

donc I, = p?/q°.

8.5.5 Musculation : Résolution de I’équation du troisieme degré par la méthode
de Cardan

Historiquement, la démarche suivie a été découverte par Tartaglia (1499-1557) mais celui-ci ne voulut
pas la dévoiler afin de rester seul capable de résoudre les équations du troisieme degré (cela constituait
un jeu mathématique de I’époque...) Cardan le persuade de lui révéler sa méthode tout en promettant de
ne pas la divulguer. Néanmoins il le fit, ce qui facha définitivement les deux hommes...

Soient a, b, ¢ € C. On cherche ici a résoudre 1’équation

EtP4at’+bt+c=0

d’inconnue ¢t € C.

lere étape :

On réalise le changement d’inconnue ¢ = = — a/3.
L’équation £ se transforme alors en une équation du type :

3 fpr+q=0

d’inconnue x € C ot p, ¢ € C s’expriment en fonction de a, b, c.

Dans le cas oll p = 0, on sait résoudre 1’équation 2> = —¢ :

-si ¢ € R les solutions sont &/—¢q, &/—q.j et /—q.5%;

-siqg € Conécrit ¢ = pe? avec p > 0 et § € R, les solutions sont alors \S/Eeie/?’, Wew/?’.j et
Weié /3.2,

Supposons désormais p # 0.

2¢eme étape :

Soit « une solution. On écrit z = u + v avec u, v € C* tels que uv = —p/3. Une telle décomposition est

253



8.5. POLYNOMES SCINDES

assurément possible car tout systtme somme-produit complexe possede un couple solution.
L équation x> 4 px 4+ ¢ = 0 devient alors

(u+v)>? +plutov)+q¢=0
puis, apres simplification,
P+ 13 +g=0

3eme étape :

En posant U = u® et V = ¢3

on observe que (U, V') est solution du systeme

U+V=—¢q
UV = —p*/21

On sait résoudre un tel systtme et ceci permet de choisir un couple (U, V).parmi les deux couples
solutions. Ce choix n’a pas d’incidence compte tenu de la symétrie existant entre u et v, symétrie qui
permet d’échanger u et v et donc U et V. Apres résolution des équations u> = U et v> = V/, on obtient
trois valeurs possibles pour u et trois valeurs possibles pour v soit, a priori, neuf couples (u, v) possibles.
Cependant la relation uv = —p/3 permet d’exprimer v en fonction de w et, par suite, seuls trois des neufs

couples (u, v) sont a considérer.

La relation z = u + v permet alors d’exprimer x et ceci conduit alors a trois solutions possibles.
Résumons : Si 2 est solution de 1’équation x> + pa + ¢ = 0 alors z est I'une des 3 solutions précédentes.

4eme étape :

Inversement, si x est I’'une des trois valeurs précédentes, en remontant le raisonnement, on observe bien

que x est solution de 1’équation x2 + px + ¢ = 0. La résolution est achevée.
Exemple Résolvons I’équation t> — 3t* — 3t — 4 = 0 d’inconnue ¢ € C.
On pose = = t — 1 ce qui conduit a I’équation 2> — 6z — 9 = 0.

On écrit x = u + v avec uv = 2.

On obtient alors u® + v = 9.

On résout le systeme

U+V =9
UV =8

en introduisant I’équation 4> — 9y + 8 = 0 de racines 1 et 8.
Onprend alors U = 1,V = 8d’otiu = 1, j, j2 et v = 2,25, 25°.

La relation uv = 2 nous dit que les couples (u, v) a considérer sont (1,2), (4,252) et (52, 25) et les
valeurs correspondantes de x sont 3, (1 4 25), 7(j + 2) puis on obtient t = 4,1 + j(1 4 25) ou
t =1+ j(j + 2). Enfin ses valeurs sont bien solutions puisqu’on peut remonter le raisonnement.

Finalement
S={4,1+7(1+24),1+j(+2)}
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Chapitre 9

Les fractions rationnelles

K désigne R ou C.
9.1 Le corps des fractions rationnelles

9.1.1 Construction

Définition
On appelle fraction rationnelle a coefficients dans K et en I’indéterminée X tout élément
représenté par un rapport A/ B formé par A, B € K [X] avec B # 0.
On note K(X) I’ensemble de ces éléments.

Exemple
X+1
— e R(X
= €R(X)
Définition
On dit deux rapport A/B et C/D (avec B, D # 0 ) représentent la méme fraction rationnelle
si AD = BC.
Ainsi 4 C
— ==& AD =BC
B D
X+1 1
Exemple o car (X —1)(X +1) = (X*-1) x 1.

X2-1 X-1

Définition
Tout polyndme P € K [X] est dit égal a la fraction rationnelle P/1 € K(X).
En ce sens K [X] C K(X).
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Définition
Soient F' = A/B et G = C//D deux éléments de K(X) et A € K.
On définit les fractions rationnelles \.F, F' + G, FG par :

AA AD + BC AC
ANF=—F = " FG="2X
B’ +a BD ¢ BD
Exemple Pour
X+1 X2 -2X -1
F=——¢e¢t¢G=—F—"—"—
X199 X
on a . )
2X° - X 4+2X+1
F+G=
+ X(X2—1)
et )
X —-2X -1
FG=——75-——
X(X -1
Proposition
Les résultats de ces opérations sont indépendant des rapports A/B et C/D choisis pour
représentés F' et G.
dém. :
Supposons
A A C C
F="l=2gg=2t=2
B, By Dy D,
Ona A1By = AsBy et C1 Dy = 0124D1 4
A A
Puisque AA; Bs = AA3 By, 0ona A A2
B By

Ainsi le résultat de 1’opération A.F' ne dépend pas du rapport choisi pour représenter F.

On a (AlDl + BlCl)Bng = AlB2D1D2 + 01D2BlB2

donc (AlDl + BlC’l)Bng = A2B1D1D2 + CQDlBlBQ

puis (AlDl + BlCl)BQ.DQ = (AlDQ + BQCQ)BlDl.

Ainsi le résultat de ’opération ' + G ne dépend pas des rapports choisis pour représenter F' et G.
Enfin (A101)<BQD2) = (AlBQ>(ClD2) = (AQBl)(CQDl) = (AQCQ)(B:LD]_)

Ainsi le résultat de I’opération F'G ne dépend pas des rapports choisis pour représenter F et G.

O

Proposition

| Les opérations sur K(X) prolongent celles connues K [X].

dém. :

Pour P, Q € K[X],
P XP P Q@ P+Q PQ PQ
A—=—,—+ - = et —— = —
1 1 1 1 1 11 1

O

Théoréme

0
(K(X),+, .) estun K-espace vectoriel d’élément nul la fraction nulle 0 = 1
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dém. :

L’addition sur K(X) est évidemment commutative. Etudions son associativité.

D’une part
A+C E_AD+BC+E_(AD+BC’)F+BDE_ADF+BCF+BDE
B D) F  BD F BDF B BDF

D’autre part
A+ C+E A+CF—|—ED_ADF+B(CF+DE)_ADF+BCF+BDE
B DF BDF - BDF

B '\D'F

Ainsi I’addition sur K

—~

X)) est associative.

La fraction nulle 0 =

=1 o

est élément neutre pour 1’addition ; en effet

é+9_Axl+B><0_é
B 1 B " B

Puisque
A —-A AB-AB 0

=0

B * B B? B?
toute fraction de K(X) est symétrisable

Ainsi (K(X), +) est un groupe abélien de neutre la fraction nulle.
Enfin les propriétés calculatoires

0
1

AMF+G)=AF+ANG AN+ p).F=AF+uF,
A(pF)=Mw).Fetl.F=F

sont immédiates a obtenir.
O

Théoréeme

1
(K(X),+, x) est un corps de neutre multiplicatif la fraction 1 = 1

dém. :

On a vu ci-dessus que (K(X), +) est un groupe abélien.

La multiplication sur K(X) est évidemment commutative, associative et la fraction 1 = 1/1 en est
élément neutre.

Etudions la distributivité de la multiplication sur I’addition.

A/C FE ACF+DE A(CF+ DE)

B -~ B DF BDF
_ACF+ADE _AC AE_AC AE
N BDF " BD BF BD BF

Ainsi K(X) est un anneau commutatif.
De plus on peut affirmer que K(X') est non réduit a {0}.

A
Soit F' = 5 € K(X) différent de la fraction nulle.

B
On peut affirmer que A # 0 et introduire G = — € K(X).

A
AB 1 . . 1
(D)n aFG = BA- 1 donc F est inversible et F'~* =

|
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. . : 1
Remarque L’inverse d’une fraction F' non nulle est parfois notée ok

Exemple Soitn € N.
Ona X" —1=(X-1)1+X+---+ X™) dans K[X].

En multipliant par I'inverse de X — 1 dans K(X), on obtient la relation
Xntl 1
14+ X444 X"

X1 + X+ +

dans K(X).

Remarque Ici on peut diviser par X — 1 dans K(X) car X — 1 n’est pas la fraction nulle.

On peut faire cette manipulation sans se soucier de ce qui se passe en 1 car X est une indéterminée et
non une variable. Le probleme en 1 se posera seulement lorsqu’on voudra évaluer I’égalité précédente
en 1.

9.1.2 Représentant irréductible

Théoreme
Pour tout F' € K(X), il existe un unique couple (P, Q) € K [X]? tel que :
(1) @ est unitaire ;
(2 F=P/Q;
(3) P et @ sont premiers entre eux.
La fraction P/() est alors appelée représentant irréductible de F'.

dém. :

Unicité :

Soient (P;, Q1) et (P2, Q2) deux couples solutions.
P P,

Puisque F' = L —2, ona PQs = P2Q.

Ainsi ()7 divise 1Pl @2, or Q1 est premier avec P; donc par le théoreme de Gauss, (1 divise Q5.
De fagon symétrique, Q5 divise (J1. Les polyndmes ()1 et (2 sont donc associés, or ils sont tous deux
unitaires, ils sont donc égaux. L’égalité P; Q2 = P>()1 avec Q1 = Q2 # 0 donne alors P; = Ps.
Finalement (Py, Q1) = (P, Q2).
Existence :
Soit A/ B un rapport représentant la fraction rationnelle F'.
Quitte a multiplier en haut et en bas par un scalaire, on peut supposer que le polyndme B est unitaire.
Considérons ensuite D le pged de A et B.
Puisque D divise A et B, on peut écrire A = DP et B = DQ.
On a alors
A DP P

B DQ Q
De plus D = pged(A, B) = pged(DP, DQ) = Dpgced(P, Q) donc pged(P, Q) = 1.
Enfin puisque B et D sont unitaires, () 1’est aussi.
Finalement le couple (P, Q) ainsi construit est solution.
O

P
Exemple Pour P € K[X], T est le représentant irréductible de P.
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Remarque Pour vérifier qu’un rapport représentant une fraction rationnelle est formé par deux
polyndmes premiers entre eux, il suffit de vérifier que ceux-ci n’ont pas de racines complexe en
commun ; ceci est facile a faire des que 1’on connait les racines de I’un d’entre eux.

X6 -1 tX4+X2+1
es
X4 -1 X241
En effet ces deux fractions rationnelles sont égales (via factorisation pas X2 — 1) et la seconde est
formée par un rapport irréductible car les polyndomes X 4+ X2 4+ 1 et X + 1 sont premiers entre eux

puisque sans racines complexes en commun.

Exemple Le représentant irréductible de

9.1.3 Degré

Définition
Soit F' € K(X) de représentant irréductible P/Q).
On appelle degré de F' le nombre

deg FF=deg P —deg@Q € ZU {—o0}

Exemple Pour P € K[X]

P
deg 1= deg P —deg1l = deg P
Ainsi la notion de degré d’une fraction rationnelle prolonge celle de degré d’un polynéme.
Proposition

Pour F' = A/B € K(X),
deg F = deg A — deg B

dém. :
Soit P/Q) le représentant irréductible de F.

A P
Puisque F' = 5= 0’ ona AQ = BP donc deg A + deg Q = deg B + deg P.
Puisque B, @ sont non nuls, deg B,deg@ € N et la relation qui précéde donne deg A — deg B =
deg P — deg Q.
O

Exemble d X+1 L X34+X+1 X2
X (&) = — e — — — - =
ple e e T x 1o Xz
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Proposition
Soient F,G € K(X) et A € K.

deg F'si A # 0

deg \.F = .
—00siA=0

deg(F + G) < max(deg F, deg G) et
deg F'G = deg F' + deg G

dém. :
Soient A/B et C/ D des rapports représentant F et G.
Si A = 0 alors A\.F' = 0 donc deg(AF) = —o0.

Si A # Oalors \.F = % donc

deg(AF) = deg(AA) — deg B =deg A — deg B = deg F

AD+ BC
Fra=2212%
+G D donc
deg(F + G) = deg(AD + BC) — deg(BD)
Or
deg(AD + BC) < max(deg AD, deg BC')
donc
deg(F + G) < max (deg AD — deg BD,deg BC' — deg BD)
puis

deg(F + G) < max (deg A — deg B,deg C' — deg D) = max(deg F, deg G)

AC
Enfin F'G = 5D donc

deg(FG) = deg AC — deg BD = deg A+ degC — deg B —deg D = deg F' + deg G
O

9.1.4 Dérivation

Définition
Soit F' € K(X) de représentant irréductible P/Q).
On appelle fraction rationnelle dérivée de F' la fraction

_ P'Q - PQ

F’ o2

Exemple Pour P € K[X],
Pl

P\" P x1-Px0 _
1 12 B

Ainsi la notion de dérivation d’une fraction rationnelle prolonge la notion de dérivation d’un polyndme.
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Proposition
Pour = A/B € K(X),ona
, A'B—AB’
F=—p—
dém. :
Soit P/Q le représentant irréductible de F'.
A P
Puisque F' = B = é, ona PB = QA.
En dérivant cette relation on obtient P'B + PB' = Q'A + QA’ (¥).
Ona
[ P'Q—-PQ  PQB*-PQ'B*> PBQB-(PB)Q'B
- Q2 - Q2B2 - QZB2
donc

,_ P'BQB—-(QA)Q'B _ (P'Q-Q'A)QB

F Qsz - Q232

En exploitant la relation (*), on obtient

(PB'— QAYQB _ (PB)QB' — A'BQ* _ (AQ)B'Q — A'BQ?

F' =
- QZB2 QQB2 QzB2

Enfin, en simplifiant par Q2,
B A'B— AB’

F' 5

|

Exemple Pourn € N*eta € K,

Proposition
Soient F,G € K(X) et A € K.

(A\F) =\F',(F+G) =F + G, (FG) =F'G+ FG'
et, lorsque G # 0,

F\'_FG-FG&
¢) @

dém. :
Soient A/ B et C'/ D des rapports représentants F' et G.
Légalité (A\F)" = A\F’ est immédiate.

rygy_ (AD+BC\' _ (A'D+AD'+ B'C +BC')BD + (AD + BC)(B'D + BD)
(F+6)={"5p B B2D?
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et

A'B-AB'  C'D-CD' _ (AB-AB)D’+ B (C'D-CD')

F+6'= B2 D? B2D?

Apres simplification du terme B’C BD dans la premiére, ces deux fractions rationnelles se correspondent
etdonc (F+G) =F' +G'.

, [(AC\' (A'C+ AC")BD + AC(B'D + BD')
(FCY={3p) = B2D?

et

(AB - AB)C | A(C'D-CD') _(A'B— AB)CD + AB(C'D —CD)

/ !/
FG+FG = B2D BD? B2D?2

Ces deux fractions rationnelles se correspondent et donc (FG) = F'G + FG’
1 1 1\’ 1\’ el
Enfin, puisque G x o= 1, on obtient en dérivant, G’ x el + G x (G) = 0 et donc (G) =G

On en déduit
(F)’ < 1 ) F' FG F'G-FG
— = Fx =)= — — =

G G G G? G?
O
Proposition
| Pour F € K(X) tel que F' # 0, on a deg F’ < deg F' — 1.
dém. :

Soit A/ B un rapport représentant F'.
_A'B- AP

/
F 52

donc

deg I/ = deg(A'B — AB’) — 2deg B

deg(A’'B — AB’) < max(deg A'B,deg AB') < deg A +deg B — 1

donc deg F’ < deg F — 1.
U

Attention : deg F’ n’est pas toujours égal a deg F' — 1.

X+1 1
Exemple Pour F' = T+ =1+ f,degF =0etdeg F' = —2!
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9.1.5 Racines et poles d’une fraction rationnelle

Définition
Soit F' € K(X) de représentant irréductible P/Q).
On appelle racine de F' toute racine de P.
On appelle pole de F' toute racine de Q).

Remarque Comme P et () sont premiers entre eux, un méme élément a ne peut pas étre a la fois racine
et pole de F'.

Exemple Pour P € K[X], les racines de P/1 sont les racines de P et P/1 n’a pas de poles.

Remarque Une fraction rationnelle n’a qu’un nombre fini de pdles. En effet son dénominateur est un
polyndme non nul et celui-ci n’a qu’un nombre fini de racines.

Exemple Considérons
X2-1
F=— X

Pour déterminer racines et poles de F', calculons un représentant irréductible.

(X-D(X+1) X+1

F(X) = (X -1)(X2+X+1) X24+X+1

Par suite : —1 est racine, j et j2 sont poles.
1 n’est ni racine ni pdle.

Définition
Soit F' € K(X) de représentant irréductible P/Q et a € K.
Si a est racine de F' (resp. pole de F'), la multiplicité de a en tant que racine de P (resp. racine
de Q) est appelée multiplicité de la racine a dans F’ (resp. du pdle a dans F').

Exemple Considérons
(X —1)(X +2)?
F = R(X
xR
La fraction rationnelles F’ est écrite ici sous forme irréductible.
1 est racine simple et —2 racine double de F'

—1 est pdle simple et 0 est pole double de F'.

Proposition
Soient F = A/B € K(X) — {0} eta € K.
Posons «, 5 € N les multiplicités de a en tant que racine de A et B.
Si « > (3 alors a est racine de F' de multiplicité oo — f.
Si a = [ alors a n’est ni racine, ni pdle de F.
Si e < B alors a est pdle de F' de multiplicité 5 — a.

263



9.1. LE CORPS DES FRACTIONS RATIONNELLES

dém. :

On peut écrire A = (X — a)*A avec A(a) # 0 et B = (X — a)’ B avec B(a) # 0.
Soit P/Q le représentant irréductible de F'.

Ona PB = QA donc

(X —a)’PB = (X —a)*QA (%)

Casa > f:

En simplifiant dans la relation (*), on obtient PB = (X — a)* ?QA

En évaluant en a, P(a)B(a) = 0 donc P(a) = 0 car B(a) # 0.

Ainsi a est racine de P. Cependant a n’est pas racine de (Q car P et () n’ont pas de racines en commun.
Il reste a déterminer la multiplicité de a en tant que racine de P.

Puisque B divise (X — a)* ?QA et que B est premier avec X — a (car B(a) # 0 ), le théoreme de
Gauss donne que B divise QA ce qui permet d’écrire QA = BC.

La relation PB = (X — a)* ?QA donne alors P = (X — a)*~C.

Comme Q(a) # 0 et A(a) # 0, on a nécessairement C'(a) # 0 car QA = BC.

Ainsi P = (X — a)* #C avec C(a) # 0, a est racine de multiplicité exactement o — 3 de P.
Casa=p:

En simplifiant dans la relation (*), on obtient PB = Q/NL

En évaluant en a on obtient P(a)B(a) = Q(a)A(a).

Puisque A(a), B(a) # 0, on peut affirmer P(a) = 0 < Q(a) = 0.

Or P et  n’ont pas de racine commune donc P(a) # 0 et Q(a) # 0.

Ainsi a n’est ni racine, ni ple de F'.

Casa < f:

11 suffit de transposer I’étude menée dans le cadre o > S3.

O

Exemple Soient p,q € N*telsque pAg=1et

XP -1
F =
X1-1

Déterminons les racines et les pdles de F'.

Les racines du numérateur sont les racines p-ieme de I’unité, ce sont des racines simples.
Les racines du dénominateur sont les racines g-ieme de 1’unité, ce sont des racines simples.
Déterminons les racines communes.

Soit w une racine commune.

Puisque p et q sont premiers entre eux, par I’égalité de Bézout, il existe u, v € Z tels que pu + qv = 1.
Onaalors w = w! = WP*T? = (WP)"(w?)" = 1.

Ainsi 1 est la seule racine commune au numérateur et au dénominateur.

On peut conclure :

Les racines de F’ sont les racines peme de I’unité autre que 1, ce sont des racines simples.
Les pdle de F' sont les racines géme de 1’unité autre que 1, ce sont des pdles simples.
Enfin, 1 n’est ni racine, ni pole de F'.
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9.1.6 Evaluation

Définition

Soient F' € K(X) de représentant irréductible P/Q et a € K.

On dit que F est définie en a si a n’est pas pdle de F'i.e. Q(a) # 0.
On pose alors

appelée valeur de F' en a.

Proposition

Soient F' € K(X) de représentant A/B et a € K.
Si B(a) # 0 alors F est définieen a et F'(a) = A(a)/B(a).

dém. :

Soit P/(Q le représentant irréductible de F. Ona PB = QA.

Si B(a) # 0 alors nécessairement Q(a) # 0 car Q(a) = 0 = P(a)B(a) = 0 = P(a) = 0 alors que P
et () n’ont pas de racines communes.

Ainsi F est définie en a et puisque 1’égalité PB = QA entraine P(a)B(a) = Q(a)A(a) on obtient

Pla) _ A(a)
Q(a)  B(a)
sachant B(a),Q(a) # 0.
O
Proposition
Soienta € K, F,G € K(X) et A € K.
Si F' et G sont définies en a alors AF, F' + G et F'G le sont aussi et on a les relations
(AF)(a) = AF(a), (F + G)(a) = F(a) + G(a) et (FG)(a) = F(a)G(a)
dém. :

Soient P/Q et R/S les représentants irréductible de F et G.
a n’est pas racines de () ni de S.
AP PS R PR
Puisque \F' = o F+G= PS+QR et FG = — avec Q(a) # 0 et (QS)(a) = Q(a)S(a) # 0,

QS QS
les fractions AF', F' + GG et F'G sont définies en a et

_AP@) e
(AF)(a) = Q) = AF(a)
_ P(@$(a) + Q(a)R(a) _ Pla)  R(a) _ .\ -~
(F+G)la) = Q(a)S(a) " Q) " S - fl e
et
_ Pla)R(a) _ Pla) R(a) _ 0 v
(FG)(a) = Q(a)S(a)  Q(a) S(a) Flae
D0
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Proposition
Soient a € Ket F' € K(X).
Si F est définie en a alors F’ est définie en a.

dém. :

Soit P/Q le représentant irréductible de F, a n’est pas racine de Q.
P'Q—PQ

Puisque F' = % avec Q%(a) = [Q(a)]® # 0, F” est définie en a.

O

9.1.7 Fonctions rationnelles

Définition
On appelle ensemble de définition de F' € K(X), ’ensemble Dy formé des a € K tels que F
définie en a.

Exemple Pour P € K[X], Dp =K
Pour F =1/X(X —1),Dp = K— {0, 1}.

Remarque Pour F' € K(X) de représentant irréductible P/Q, Dr = K\Q~*({0}).

Définition
Soit F' € K(X) et D une partie de K incluse dans Dp.
On appelle fonction rationnelle associée a F' définie sur D 1’application F:D > K qui a
a € D associe F(a) = F(a).
Quand D = Drp, on parle simplement de fonction rationnelle associée a F'.

Exemple La fonction rationnelle associée a 1/X € C[X] est I’application z — 1/z définie de C*
vers C.

Proposition
Soient F, G € K(X) et D une partie infinie de K.
Si
Vo € DNDrNDg, F(z) = G(x)

alors F' = G.

dém. :

Soient P/Q et R/S les représentants irréductibles de F et G.

P(x) _ R(x)
Q) ~ S etdonc (PS)(z) = (QR)(x).
Les polyndmes PS et QR coincident sur D N Dr N D¢ qui est une partie infinie (car D est infinie et
D NDr N D¢ correspond a D privé des pdles de F' et G qui sont en nombre fini) donc P.S = QR puis
F=aG.

O

Pour tout z € DNDpNDg, I'égalité F(z) = G(z) donne

Remarque Suite a ce résultat, on peut identifier la fraction rationnelle F a la fonction rationnelle F des
que I’ensemble de départ est infini.
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Exemple Montrons que pour tout n € N, il existe un unique fraction rationnelle F;, € R(X) telle que
D]-1,1[{C Dg,;

2)Vz € ]-1,1], (arcsin )Y =
Unicité :

Supposons F;, et G, solutions.
Pour tout z € |—1,1[, on a Fj,(x) = G ().

Puisque les fractions rationnelles F), et GG,, coincident sur une partie infinie, elles sont égales.
Existence :

Raisonnons par récurrence sur n. € N.

Pour n = 1, F}, = 1 convient.

Supposons I’existence établie au rang n > 0.

Par hypothese de récurrence, il existe un fraction rationnelle F,, € R(X) telle que |—1,1] C D, et

V1I—22

(n+1) _ _Fa(2)

Vv1—a22

(arcsin x)

pour tout x € |—1,1].

En dérivant cette derniére relation, on obtient

(m+2) F(z) zFy(z)
Vi—a? T g2

(arcsin x

Posons alors

X
Fopr = F), + 155 Fa € R(X)

Puisque F), est définie sur |—1, 1], par opérations, F,, ;1 est aussi définie sur |—1,1][.
De plus, par construction, on a
(n+2) _ Foii(2)

V1—22

(arcsin x)

Récurrence établie.

9.2 Décomposition en éléments simples

9.2.1 Partie entiere

Théoreme
Pour tout F' € K(X) il existe un unique couple (E, G) € K[X] x K(X) tel que

F=FE+GetdegG<O

E est alors appelé partie entiere de F' et on note £ = Ent(F).

dém. :

Unicité :

Soient (E1, G1) et (E2, G2) deux couples solutions.

OnaF = F,+ Gy = Ey+ Gy etdonc E; — Es = Go — Gy puis deg(El — Eg) = deg(Gg - Gl) < 0.
Or E1 — Eg S K[X] donc E1 = Eg plliS G1 = GQ.

Existence :
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Soit A/ B un rapport représentant de F'.
En réalisant la division euclidienne de A par B, on peut écrire A = BQ + R avec deg R < deg B et

A R
alors F' = B :Q+§ =Q+Gavec Q e K[X]etG € K(X) tel que deg G < 0.
O
Remarque Pour calculer la partie enti¢re de ' = A/ B, il suffit de poser la division euclidienne de A
par B.

Exemple Calculons

X34+ X -1
Ent| —— =
X2-X +1

Par division euclidienne
XP+X-1=(X-X+D)X+1)+(X-2)
donc

X34+X—-1
Ent( *

i Sl B
X2—X+1> *

Remarque Si deg F' < 0 alors Ent(F") = 0.

Remarque Si on retranche a une fraction F' sa partie entiere, la fraction obtenue est de degré < 0.

9.2.2 Partie polaire

Théoreme
Soit a un pdle de multiplicité « € N* de F € K(X).
Il existe un unique couple (R, G) € K[X] x K(X) tel que :
-F=G+ ——;
"X —ap
- a n’est pas pole de G ;
-degR< a—1.
R . .
La fraction ﬁ est alors appelée partie polaire de F' en a.
— )%
dém. :
Unicité :
Soient (R1, G1) et (R, G2) deux couples solutions.
Ona R R
Gl —Gy= 21
1 2 X —a)e

Comme a n’est pas pdle de G; — G, a est racine de multiplicité au moins n de Ry — R;.
Or deg(Rs — Ry) < awdonc Ry — Ry = 0 car la somme des multiplicités de ses racines est strictement
supérieure a son degré. Par suite R; = Ry puis G; = Ga.

268



CHAPITRE 9. LES FRACTIONS RATIONNELLES

Existence :

Soit P/ le représentant irréductible de F.

OnaQ = (X —a)*Q avec Q(a) # 0.

(X —a)®et (@ sont premiers entre eux donc par le théoreme de Bézout, il existe U,V € K [X] tels que
(X —a)*U + AV = 1. On a alors

P  P(X -a)U+PQV PU PV
= = . S T A
Q (X —a)2Q QR X-a)r
Réalisons la division euclidienne de PV par (X — a)® :

PV =(X —a)*T + Ravecdeg R < «.
On peut alors écrire

F

P
Fetliry B gy B
Q a

avec

qui n’a pas de pole en a.
]

Remarque La partie polaire relative a un pdle a est de degré < 0.

Remarque Lorsqu’on retranche a une fraction sa partie polaire relative a un pole a donné, la fraction
obtenue ne présente plus de pdle en a.

Proposition
Soient a € K, v € N*et R € K1 [X].
Il existe un unique (A1,...,Ay) € K* tel que
R __ X . _ 2 A
(X —a)* (X —a) (X—a)? X-a
dém. :

On a I’équivalence

R - A -
(X —a) Z (X —ka)k & R= ZAk(X —a)*
k=1 k=1

Puisque la famille (1, X — a, (X — a)?, ..., (X — a)®~!) est une famille de polyndme de degrés étagés,
elle forme une base de K, [X] et donc tout polynéme R € K,_1 [X] s’écrit de fagon unique sous la

forme Z Me(X —a)> k.
k=1
(]

Remarque Une partie polaire relative a un pole a de multiplicité o peut donc d’écrire sous la forme
d’une combinaison linéaire des fractions
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9.2.3 Décomposition en éléments simples dans C(X)

Lemme
] Dans C(X), une fraction rationnelle qui n’a pas de pdle est un polynome.

dém. :

Soit P/Q) le représentant irréductible d’une fraction rationnelle F' € C(X) qui n’a pas de poles.

Si le polyndme @ n’est pas constant alors il posséde au moins une racine et celle-ci est alors pdle de F';
c’est exclu. Le polyndme () est donc constant et, puisqu’il est unitaire, ) = 1 et finalement F' = P €
C[X].

O

Théoréme
Toute fraction rationnelle de C(X) est égale a la somme de sa partie entiere et de ses différentes
parties polaires.

dém. :

Si on retranche a F' sa partie entiere on obtient une fraction de degré strictement négatif. Si de plus on y
retranche ses parties polaires, la fraction obtenue ne présente plus de pdles et reste de degré strictement
négatif. Cette fraction est donc un polynéme de degré strictement négatif, c’est le polyndome nul.

O
Corollaire

Pour F' € C(X) de représentant irréductible P/Q).

Si la factorisation de @ dans C [X] est

RQ=X-a)*... (X —ap)™
avec aq, . . ., a, deux a deux distincts alors les pdles de F' sont les a; de multiplicité o; et on
peut écrire
no A
_ ij o
F = Ent(F) —&-;; X —a) avec \; j € C

De plus cette écriture est unique.
dém. :
Unicité :

L’écriture proposée permet d’identifier la partie entiere et les différentes parties polaires de F' qui sont
déterminées de facon unique.
Existence :
F est égale a la somme de sa partie entiere et de ses différentes parties polaires qui se décrivent sous la
forme proposée.
O
Exemple Soit P = A(X —a1)** ... (X — a,)“" un polynéme de C [X].
/

P
Réalisons la DES de la fraction I’ = =k

Puisque
Pr=X> (X —a)™ . (X —ap)™] . (X = ap)™
ona

Pr=2) ap(X —a)™ . (X —ap)™ (X = a,)
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puis

P’ - oy o
F kZ:l —ak_ —a1+“.+X—an

Cette relation s’interpréte comme étant la décomposition en éléments simples de F'.

9.2.4 Obtenir une décomposition en éléments simples
9.2.4.1 Démarche

Soit F' € C(X). Pour former la DES de F :

- on exprime F sous forme irréductible P/Q ;

- on détermine Ent(F") en réalisant la division euclidienne de P par Q) ;

- on factorise ) dans C(X) de sorte de déterminer les poles de F' ainsi que leurs multiplicités ;
- on exprime la DES de F' a I’aide de coefficients inconnus : a, b, ¢, d, ... ;

- on détermine ces coefficients par diverses méthodes

Exemple Considérons
X2
F=—F——F—eCX
X2-3X+2 (X)
La fraction F' est écrite sous forme irréductible car numérateur et dénominateur n’ont pas de racine en
commun.
Il est immédiat que le partie entiere de F' vaut 1.
Puisque X2 — 3X +2 = (X — 1)(X — 2), les poles de F' sont 1 et 2; ce sont des pdles simples.
Par le théoréme de décomposition en éléments simples de F', on peut écrire

a b
F:l _— _—
+X_1+X_2aveca,b€(C

En évaluant cette relation en O et en —1, on obtient les équations

b 1 a b
0 T3 23
On a ainsi
2a +b=2
3a+2b=5
d’oul’ontirea = —1letb = 4.
Ainsi
X2 1 4

= 0 - _—
X2 -3X+2 X—1+X—2

Ici, cette démarche est laborieuse et n’est pas a reprendre en pratique. .. Nous allons voir des techniques
beaucoup plus efficace !
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9.2.4.2 Détermination de la partie polaire relative a un pole simple

Soient ' € C(X) de représentant irréductible P/ et a un pdle simple de F'.
On peut écrire @ = (X — a)@ avec Q(a) # 0.
La décomposition en éléments simples de F' permet d’écrire

avec (G n’ayant pas de pdle en a.
En multipliant la relation (1) par X — a on obtient

(X—a)F:g:(X—a)G—I—)\(Z)

En évaluant (2) en a, on parvient a

Remarque Puisque Q = (X —a)Q,ona Q' = (X — a)Q’ + Retdonc Q'(a) = Q(a).

On a donc aussi la formule
P
= (g)w

Cette derniere est trés utile quand on ne souhaite pas réaliser la factorisation du polynéme @, c’est
notamment le cas quand @ = X" — 1...

Exemple Considérons a nouveau

X2

A, S
X?_3X+12

C(X)

Comme on 1I’a vu ci-dessus, la décomposition en éléments simples de F' s’écrit

F= X P
X -1)X-2) 0 X-1 X-2
Par ce qui précede
X2 X2
a= =-1b= =4
X -2y, X—-1|x_,
On retrouve
X2 1 4

- =1 — _—
X2 -3X 42 X—1+X—2

Ici les calculs ont été plus efficace que lors du calcul précédent.
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Exemple Soitn € N* et F =

xn 1€ C(X).

F est exprimée sous forme irréductible et Ent(F") = 0 car deg F' < 0.

Les poles de F' sont les racines n-ieme de I’unité wy, ..., w,_1 avec wy, =€
simples.

La décomposition en éléments simples de ' est de la forme

2ikm/n e sont des poles

1 Co Cn—1
F = = .

Xn -1 X—UJO +X—wn,1
Par ce qui précede

1 1 1 1

cp = = —— = = —w
k (Xn _ 1)/ o1 an—l o1 nw271 n k
Ainsi
n—1
1 1 Wi
Xr"—1 n Z X — wy
k=0
9.2.4.3 Détermination de la partie polaire relative a un pole double
Soient F' € C(X) de représentant irréductible P/Q et a un pdle double de F.
On peut écrire Q = (X — a)?Q avec Q(a) # 0.
La décomposition en éléments simples de F' permet d’écrire :
P A I
F= ~ =G+ e
(X —a)2Q (X—a?  X-a

avec GG n’ayant pas de pole en a.
En multipliant (1) par (X — a)?, on obtient

2 P 2

(X —a)°F = é =X —-a)*G+ A+ u(X —a) @)
En évaluant (2) en a, on parvient a
P
A(a) =0+ Aetdonc

Q(a)

X -2
—— € C(X).
Yx -1z € ¢
F est exprimée sous forme irréductible et Ent(F") = 0 car deg F' < 0.
Les podles de F' sont 0 et 1 avec 0 pdle simple et 1 pdle double.

Exemple Considérons F' =

273



9.2. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES

La décomposition en éléments simples de [ est de la forme

X-2 a n b n c
X(X—-12 X (X—-12 Xx-1
avec
X -2 X -2 X -2\ 2
4= ——0 =-2,b= ——— =—letc= () = ‘ =2
(X =1)? |y X xo X o1 X2 xo
Ainsi
X-2 -2 -1 . 2
X(X-12 X (X-12 X-1
Exemple Considérons
X+1
F=—i7——cCX
x2x — 1)z € ¢
F est exprimée sous forme irréductible et Ent(F') = 0 car deg F' < 0.
Les poles de F' sont 0 et 1 et ce sont des pdles doubles.
La décomposition en éléments simples de F est de la forme
X+l e b c . _d
X2(X—-1)2 X2 X (X-12 X-1
avec
X +1 X+1\ (X —1)2 —2(X +1)(X —1)
a = 72 = 1, b = 72 = 1 = 3
(X -1)2 |, (X -1 o (X -1 X =0
X+1 ‘ (X + 1)’ 1 2
c= —5— =2etd= = —— - — =-3
X2 |, X2 o X2 X3|,_,
Ainsi
X+l 1.3 2 3
X2(X—-1)2 X2 X (X-12 X-1
9.2.44 Démarche générale
Soient ' € C(X) de représentant irréductible P/Q et a un pdle de multiplicité « de F'.
On peut écrire Q) = (X — a)? Q) avec Q(a) # 0.
La décomposition en éléments simples de F' permet d’écrire :
P Ao At
Ff=—=G+-————+-+ D
(X —a)*Q (X —a)* X-a'
avec GG n’ayant pas de pdle en a.
En multipliant (1) par (X — a)®, on obtient
a P a a—1
(X —a)*F = 5 = (X -a)*G+ Ao+ Aa1(X —a)+ -+ (X —a) 2)
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En évaluant (2) en a, on obtient

P P
A(a) =0+ A, +0etdonc A\, = <A> (a)
Q(a) Q
On peut alors calculer G = F — ﬁ et reprendre le processus précédent a partir de G qui présente
en a un pole d’ordre < a.
Exemple Considérons
X2
F=———-€eCX
TSI

F est exprimée sous forme irréductible et Ent(F') = 0 car deg F' < 0.
—1 est le seul pdle de F' et c’est un pole triple.
La décomposition en éléments simples de I est de la forme

Xz a N b N c
(X+1)3 (X+1)3  (X+1)2 X+1
avec a = XQ‘X:71 =1
Considérons alors
X? B 1 _X2—1_X—1_ b . c
(X +1)3 (X+1)3  (X+1)3 (X+1)2 X+1)2 X+1
On a
b=X—-1ly_ ;=-2etc=(X—-1)|4__,=1
Finalement

X2 1 2 1

X419 (X+1P (X112 X+1

Exemple Considérons
X241
F=—F—=eCX
X(X—-1)3 (X)
F est exprimée sous forme irréductible et Ent(F') = 0 car deg F' < 0.
Les pdles de F' sont 0 et 1; 0 est pole simple et 1 est pdle triple.
La décomposition en éléments simples de ' est de la forme

X+l e b ¢ . d
X(X—-13 X (X—-13 (X-12 X-1
avec ,
X 1
b= + =2
X lxo
Considérons alors
X241 2 X272X+17 1 a c d

:—+ 2+

X(X—1P3 (X-183 X(X-1® XX-1) X (xX-12 X-1
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Ona

1
a= —— =—1l,c=0etd= —
X=0 Xy

Finalement
X% +1 1 2 1

X(X-1P X (x—1ptx-1

9.2.4.5 Parties polaires complexes d’une fraction rationnelle réelle

Soit F' € R(X) de représentant irréductible P/Q.
Les poles de F sont les racines du polyndme (), or celui-ci est réel, donc les poles complexes d’une
fraction rationnelles sont deux a deux conjuguées. De plus
Proposition
] Les parties polaires complexes d’une fraction rationnelle réelle sont deux a deux conjuguées.

dém. :
Si F' € R(X) alors par conjugaison complexe, la fraction rationnelle F' est inchangée alors que les parties
polaires relatives aux pdles complexes non réels sont échangées.
Ainsi, si
)\1 >\a

X—aJr.“Jr(X—a)a

est la partie polaire relative a un pdle a € C, par conjugaison,

Mo
X—-a (X —a)~
est la partie polaire relative au pdle a.
O
Exemple Considérons
X2+ X -1
F=—e—— eR(X
X(X2+1) (X)

F est écrite sous forme irréductible et sa partie entiere est nulle car deg F' < 0.
Puisque X (X2 +1) = X (X —i)(X 4 1), les poles de F sont 0,4, —i et ce sont des poles simples.
La décomposition en éléments simples de I est de la forme

X2+X—1_i+ b b
X(X2+1) X X-—i X+i

car les parties polaires complexes de cette fraction réelle sont conjuguées.

Ona
X2+ X -1 X2+ X -1 i—2 i
a="—"- - =—leth= ———— — = =1—=
X2+1 |y, X(X +1) |y, -2 2

puisc =1+41/2.
Finalement
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Exemple Considérons
1

T X2(X2+ X +1
F est écrite sous forme irréductible et sa partie entiere est nulle car deg F' < 0.

Puisque X (X% + X +1) = X?(X — j)(X — j2), les pdles de F sont 0, 5, j* ; 0 est poles double et j, 5
sont des poles simples conjugués.

La décomposition en éléments simples de I est de la forme

F j € R(X)

1 _aer+ c n c
X2(X24+X+1) X2 X X-—j X-—j2

car les parties polaires complexes de cette fraction réelle sont conjuguées.
Ona

1 1 '
aQag= —— :]_’b: _— =
X2+ X +1|x_, X2+ X +1
- X=0

et
1

XX —j%)

_ 1 1 717]'2

CcC =

X:j7j2(j_j2) 1_j 3

Finalement
1 1 1 11—352 1 1—3j

XX+ X+1) X2 X 3X—j 3X_j2

9.2.4.6 Quelques astuces de calculs
On peut parfois obtenir rapidement une décomposition en éléments simples en écrivant astucieusement
le numérateur. ..

Exemple En réécrivant le 1 du numérateur

1 (X+1)-X 1 1

X(X +1) X(X+1) X X+1

Exemple Dans un esprit analogue

X? X +nP-2X-1 1 2X+4+1)-1_ 1 2 N 1
(X +1)3 (X +1)3 X +1 (X+1)2  X+1 (X+1)2 (X+1)3

Quand une fraction est de degré strictement négatif, la limite 2 F'(x) quand x — +oo, permet d’obtenir
une relation sur les coefficients des termes de la forme 1/(X — a) d’une décomposition en éléments
simples ; ¢’est particulierement efficace lorsqu’il y a un pdle double !

Exemple Considérons

P X2+ X+1
COX(X +1)2

F est écrite sous forme irréductible et sa partie entiere est nulle car deg F' < 0.

Les poles de F' sont 0 et —1; 0 est pole simple alors que —1 est pdle double.

e C(X)
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La décomposition en éléments simples de [ est de la forme

X2+X+1_£+ b . _c¢
X(X+1)?2 X (X412 X+1
Ona
X2+ X+1 X2+ X+1
a= ——— =letb= ———— =-1
(X+1)2 |y, X X=—1

xF(x) —— 1 donne la relation a + ¢ = 1, on en déduit ¢ = 0.
T—+00

Finalement
X?+X+1 1 1

X(X+1)2 X (X+1)2

Exemple Considérons
3X+1
F= C(X
® - D < CW
F est écrite sous forme irréductible et sa partie entiere est nulle car deg F' < 0.
Les pdles de F' sont —1 et 1; —1 est pdle simple alors que 1 est pdle double.

La décomposition en éléments simples de F' est de la forme

3X +1 _ e b n c
(X-12(X+1) X+1 X-1 (X-1)2
On a
3X +1 1 cth 3X +1 9
a = —/—0—/—= = —— e —— =
(X =12 ]x_ 2 X+1xo,
1
xzF(x) —— 0 donne la relation a + ¢ = 0, on en déduit ¢ = —.
T—>+00 2

Finalement
3X +1 -1/2 1/2 2

X _12(X+1) X+1 X1 (x_1p

Si la fraction rationnelle décomposée présente une parité, on retrouve celle-ci sur les éléments simples de
sa décomposition. . .

Exemple Considérons
X
F=-——>5ecCX
(X2 -1) (X)
F est écrite sous forme irréductible et sa partie entiere est nulle car deg ' < 0.
(X% —1) = (X —1)%(X +1)?, les poles de F sont —1 et 1 ; ce sont des pdles doubles.
La décomposition en éléments simples de I est de la forme

X _ a . b n c n d
(X+1)2(X-1)2 (X+1)2 (X+1) X-12 X-1
Exploitons I’imparité de F' en remplagant X par —X
-X a b c d
S+ + 4+

(XX 12 7 (X417 (X4 (X2 X1
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On en déduit
X —c d —a b

X+ 1P(X—1? X+ "(x+1) " (x—12 " x =1

Par unicité des coefficients d’une décomposition en éléments simples, on obtient

a=—cetb=d.
X

a@= — = _

1
(X =12l 4
doncc=1/4
xF(x) R 0 donne la relation b+ d = 0 et on en déduitb = d = 0.

Finalement
X 1/4 1/4

XZ-1)2  (X-1)2  (X+1)2
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Chapitre 10

Calcul matriciel

K désigne R ou C et m, n, p, ¢, r désigne des naturels.
E, F, G désignent des K-espace vectoriel de dimensions finies.
On introduit le symbole de Kronecker défini par

Osii##j
05 = L
1sit=j
Dans ce chapitre, on abandonne la notation fléchée des vecteurs.

10.1 Opérations sur les matrices

10.1.1 Matrice

Définition

On appelle matrice de type (n,p) (pour n lignes et p colonnes) a coefficients dans K tout
famille A = (@ j)1<i<n,1<j<p 4’éléments de K.

Une telle matrice est généralement représentée sous la forme d’un tableau a n lignes et p

colonnes :
a1,1 ai 2 ... Q1p
as i a2 2 S G2p
A=
ap,a1 Qap2 ... Gpp

Le terme a; ; est appelé coefficient d’indice (4, j) de la matrice A, il est positionné a la ¢-eéme
ligne et j-eéme colonne dans le tableau représentant A.

Exemple Pour

1 2 3 4
A=15 6 7 8
9 10 11 12

A= (aivj)1<i<371<j<4 avecai i1 = 1, az 3 = 77 as1 = 9et plus généralement Q5 = 4(Z - 1) +_]

Définition
| On note M,, ,,(K) I'ensemble des matrices de type (n, p) a coefficients dans K.
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Remarque Deux matrices de M, ,,(K) sont égales si, et seulement si, elles sont constituées des mémes
coefficients.

Remarque Le ler indice est toujours 1’indice de ligne.

Le 2nd indice est toujours I’indice de colonne.

Quand il n’y a pas d’ambiguités sur les indices, il est fréquent de présenter une matrice en écrivant
seulement A = (a; ;) € M,, ,,. Il est alors entendu que le premier indice, ici 4, varie entre 1 et n et le
second, j, varie entre 1 et p.

S’il y a ambiguité sur le role des indices, on peut écrire A = (a; ;);; € M, ,»(K) pour signifier que
I’indice de ligne est ¢ et celui de colonne est j.

Exemple Pour A = (i5%); ; € M,, ,(K) ona

1 4 9 ... p?
2 8 18 ... 2p?
A—| 3 12 271 ... 3p?
n 4n 9In ... np?

Exemple La matrice O,, , = (0); ; € M,, ,(K) est appelée matrice nulle de type (n,p).

0 ... 0
Onp=

Définition
Pour n = p = 1, les matrices de M ; (K) sont appelées matrices
(uni-) coefficient. Elles sont de la forme ().
I1 est usuel d’identifier cette matrice et son coefficient = élément de K.

10.1.2 Lignes et colonnes

Définition
Pour n quelconque et p = 1, les matrices de M, 1 (K) sont appelées matrices (uni-) colonnes.

Elles sont de la forme
a1

Qn

11 est usuel d’identifier cette matrice colonne avec le n uplet (ay, ..., a,) élément de K™.
Pour n = 1 et p quelconque, les matrices de M; ,(K) sont appelées matrices (uni-) lignes.
Elles sont de la forme

(a - ay)
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Définition
Soit A = (a; ;) € M,, »(K) (présentation de I’abus de notation correspondant).
ai,i 1,2 .. Q1p
az.1 ag 2 e az.p
A=
an,1 Qap2 ... dnp
Pour 1 < j < p, la matrice
ai,j
Cj = .
An,j
est appelée j-eéme colonne de A.
Pour 1 < 7 < n, la matrice
LZZ( ;1 ... Qip )
est appelée i-eme ligne de A.

10.1.3 Matrice carrée

10.1.3.1 Définition

Définition
Les matrices de type (n, n) sont appelées matrices carrées d’ordre n.
On note M,,(K), au lieu de M,, ,,(K), I’ensemble de ces matrices.

Exemple Une matrice carrée d’ordre n est de la forme

a1 0 Qin
A= (aij)igij<n =
an,1 Un,n
Exemple Pour A = (min(i, j)),¢; j<, € Mn(K),
1 1 1 1
1 2 2 2
A= 1 2 3 3
1 2 3 n

10.1.3.2 Matrice diagonale

Définition
Soit A = (ai,j) € Mn(K)
Les coefficients d’indice (i,) de A sont appelées coefficients diagonaux de A.
La famille (a1,1,a2,2, ..., Gn.n) = (a;:)1<i<n €St appelée diagonale de la matrice A.
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Définition
Une matrice A € M,,(K) est dite diagonale si tous ses coefficients hors de la diagonale sont
nuls.
On note D,,(K) I’ensemble de ces matrices.

Exemple Les matrices diagonales de taille sont de la forme

aii 0
_D =

Remarque Pour A = (ai,j) € M, (K),ona
AeD,(K)eVI<i#j<na,;=0

Définition
Pour Ay,..., A\, € K, on note diag(}\1, ..., \,) la matrice diagonale dont la diagonale est la
famille (Aq, ..., Ay,) ¢’est-a-dire la matrice
A1 0
0 An
Exemple On note
1 0

I =1, =diag(1,1,...,1) =

appelée matrice identité.

Remarque Le coefficient d’indice (i, j) de la matrice I,, est d; ;.
Ainsi I,, = (6; j)1<i,j<n

10.1.3.3 Matrice triangulaire

Définition
Une matrice A € M, (K) est dite triangulaire supérieure (resp. inférieure) si tous les
coefficients en dessous (resp. au dessus) de la diagonale sont nuls.
On note 7, (K) (resp. T, (K) ) I’ensemble de ces matrices.

Exemple Les matrices triangulaire supérieures de taille n sont de la forme

a1 *
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Dans cette écriture, 1’étoile signifie « des coefficients quelconques).
Les matrices triangulaires inférieures de taille n sont de la forme

aill 0

* Ann

Remarque Pour A = (a; ;) € M, (K), on a les équivalences

AeTHK) &VI<j<i<na,;=0AcT; (K)&VI<i<j<na,;=0

Proposition
| Du(K) = T (K) N Ty (K).

10.1.4 Espace vectoriel (M,, ,(K),+,.)

10.1.4.1 Opérations

Définition

Soit A = (aj,,j) € M'n,p(K) et B = (b@j) S Mn,p(K)

On définit la matrice A + B € M,, ,(K) par A+ B = (a; ; + bi j)1<i<n,1<j<p-
Ainsi

a1,1 .. Q1p b171 . b17p ai1 + bl,l e ai.p + 617;,,

Qn,1 cee Qpp bn,l e b"J’ an,1 + bn71 cee Qpp + bmp

Attention : On ne somme que des matrices de méme type.

Définition
Soit A = (a;;) € My p(K)et A e K.
On définit la matrice \.A € Mn,p(K) par ANA = ()\ai7j)1§i<n,1<]‘§p.
Ainsi
1.1 .. Q1p )\am . )\al’p
A = :
ni - Qpp Adp1 ... Aapyp
Théoreme

| (M 5(K), +, .) est un K-espace vectoriel d’élément nul O = O, ,,.

dém. :
En identifiant une matrice A = (a; ;)1<i<n,1<i<p € Mn p(K) avec le multi-uplet

s

np
(CL171, sy 1 p, 4215444502, py - -, A 1y - - -,an,p) € K
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correspondant a une lecture continue des lignes, on observe que les opérations précédemment définies
correspondent aux opérations sur K™. Or (K"?, 4, .) est un K-espace vectoriel de vecteur nul le mutli-
uplet nul, donc (M,, ,,(K), +, .) est un K-espace vectoriel d’élément nul O = O,, ).

0

Exemple On a
10 0 -1 1 1\ _ [ ate —b+te
“'(0 1)”'(—1 0)“'(—1 —1)_(—6—0 a—c)

10.1.4.2 Dimension

Définition
Soient 1 < k < netl < £ < p. On appelle matrice élémentaire d’indice (k,¢) de M,, ,,(K),
la matrice E}, ; dont tous les coefficients sont nuls sauf celui d’indice (k, ¢) qui vaut 1. Ainsi

0 0
Ek7¢ = 1 < Mn)p(K)
0 0

Exemple Dans Mj(K), les matrices élémentaires sont
1 0 1 0
E1,1_<0 >,E1,2_(0 0>,E2,1_<1

Exemple Dans M,, 1(K), les colonnes élémentaires sont

o O
o O

0 0
Jam-(2)

1 0
0 .
E1: . s-~-’En: .
: 0
0 1

Remarque Le coefficient d’indice (i, j) de la matrice élémentaire Ej, , € M,, ,(K) est
Oi,5), (ki) = 03 k05,0

Théoreme
La famille B = (Ej ¢)1<k<n,1<0<p €5t une base de M, ,(K).
On I’appelle base canonique de I’espace M,, ,,(K).

dém. :
Pour toute matrice A = (a; ;)1<i<n,1<i<p € Mn,p(K), on peut écrire

X RS

M=

A:
k

ak, e B e

n

1

~
Il

1
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La famille B est donc génératrice.

n p
Supposons Z Z Ak, Er e = Oy p avec Mg o € K.
k=1 /=1
On a alors
M1 o Al o --- 0
Ai o Anp 0O --- 0

et par identification des coefficients d’une matrice, on obtient A5 , = 0 pour tous indices k, £.
Ainsi la famille B est libre.
O
Corollaire
dim M, ,(K) = np.
En particulier dim M,,(K) = n?, dim M,, ; (K) = n et dim M, ,(K) = p.

10.1.4.3 Sous-espaces des matrices diagonales et triangulaires

Proposition

| D, (K) est un sous-espace vectoriel de M,, (K) de dimension n.

dém. :
Par définition
Dn(K) = {diag()\h ) )\n)/)\z € K}

On a donc
D,(K)={MEi1+ -+ MNE,n/N\ € K} =Vect(Er1,...,E, )
D,,(K) est donc un sous-espace vectoriel de M, (K) et la famille (E4 1, ..., By ,) en est une base.
(]
Proposition
+ — . . . n(n + 1)
T.7(K) et T, (K) sont des sous-espaces vectoriels de M, (K) de dimension —
dém. :
On observe

T,F(K) = Vect{E; ;/1 <i<j<n}etT, (K)= Vect{E; /1 <j<i<b}

n

ce qui permet de conclure.
g
10.1.4.4 Quelques exemples de manipulations vectorielles

Exemple Soient

10 1 0 11 0 -1
(o v) (o B (0 ) (00

Montrons que la famille (A4;)1<;<a est une base de I’espace M2 (R).

Les éléments de la famille (A;)1<;<4 sont des matrices éléments de M3 (R) et il y en a exactement
4 = dim M5 (R). Pour conclure il suffit, par exemple, d’étudier la liberté de cette famille.
Supposons >\1A1 + )\2A2 + )\3A3 + >\4A4 = 02_’2.
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Matriciellement
A1+ Ao+ A3 A3 — A4 . 0 0
A3+ M\ A1+ Ao+ A3 - 0 0
En identifiant les coefficients et en résolvant le systeme obtenu par les équations formées, on obtient
A1 = A2 = A3 = Ay = 0 ce qui permet de conclure.

Exemple Montrons que

est un sous-espace vectoriel de My (K).

Ona F:{a(é —11)”(} ;>/a7beK}
reva{(30)(13))

On en déduit que F' est un sous-espace vectoriel de M (KK) et on peut méme préciser qu’il est de
dimension 2.

donc

Exemple Soit
H{( CCL Z > EMQ(]K)/a+b+c+d0}

Montrons que H est un hyperplan de My (K).
Considérons 1I’application ¢ : M3(K) — K définie par

a b
(2 3))-ervrer

On vérifie aisément que ¢ est une forme linéaire sur M5 (K) et que celle-ci est non nulle. On en déduit
que H = ker ¢ est un hyperplan de M (K).

10.1.5 Produit matriciel

Définition
Soient A = (ai ;) € My p(K) et B = (bj ) € Mp,q(K).
On définit la matrice C' = A x B = (¢; 1) € My, 4(K) par

P
V1 < ) < n,Vl < k g q, Ci.k = Zambj,k

Remarque Pour calculer la matrice C' il est usuel de disposer les matrices comme ci-dessous
B
A C
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Pour déterminer le coefficient d’indice (7, k) de la matrice C, on repére la iéme ligne de A et la kéme
colonne de B comme ci-dessous

n ;1 ... Qp Cik

On peut alors évaluer ¢; j, en procédant a la somme des produits des coefficients respectifs.

Attention : Pour que cette multiplication matricielle soit possible, il est nécessaire que le nombre de
colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B.
De plus, on peut retenir

type (n,p) x type (p, q) = type (n, q).

Exemple Pour

on obtient

Exemple Pour

1 1
A:(g 1 21>etB: 2 1
0 1
on obtient
4 2
Ax B= ( 9 3 )
Exemple Pour
a1 ... Glp A
A= : : et X =
Gn,1 - QAnp Tp

on obtient
ai 121 + ...+ a1,pTp

AX =

Ap1T1 + oo + Ap pTp
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10.1.6 Propriétés du produit matriciel

Remarque Si les types de A et B permettent de calculer AB et BA alors, en général, AB # BA.

Par exemple
10 01\ (01
0 0 00/ \o0ooO

alors que

Proposition
Pour tout A € M,, ,(K), B € M,, ((K),C € M, ,(K),ona

(AB)C = A(BC)

dém. :
On introduit les coefficients des matrices A, B, C'
A =(ai;), B = (bjr),C = (cr,)

en convenant de noter les indices en fonction du domaine ou ceux-ci varient de sorte que 1 <

i<p,1<k<qgl<ilLr
Posons D = AB (dig) et E= (AB)C’ DC’z(eM).
q

Onadzk—Za” ketelg—Zd kckngZambjykck’z.

j=1k=1
Posons F' = BC’ (fie)etG= A(BC) AF = (gi ).

q

Ona f;, = Z bjrCreet gip = Z aijfje= Z Zai,jbj,kck,é-

k=1 j=1 j=1k=1
En réorganisant I’ordre des sommes, on obtient g; ¢ = e; ; pour tous indices 7, £.
Prop VA e M,, ,(K), A, = Aet[,A = A.
0
dém. :
Notons a;_ ; le coefficient général de la matrice A.
Le produit AT}, est possible et si I’on note b; ; le coefficient d’indice (4, j) de ce calcul, on a

p
big =Y ixd; = i
k=1

Ainsi AI, = A.

L’étude de I,, A est similaire.
O

Proposition

VA, B € M, ,(K),VC € M, ,(K), (A+ B)C = AC + BC.
VA € M, ,(K),VB,C € M, 4(K), A(B+C) = AB + AC.

1 <n,1 <

dém. :
Soient A = (am-), B = (biyj) S Mnm(K) etC = (Cj_k) € Mp,q(K)
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Les produits (A + B)C, AC et BC sont possibles et

p p b
(A+B)C Z aij+bigein | SACHBCO = | Y aicin+ Y bijcik
J=1 ik J=1 J=1 ik
Par égalité des coefficients respectifs, on obtient (A + B)C' = AC + BC.
L’étude de I’identité A(B + C) = AB + AC est similaire.

]
Proposition

| VA € My p(K), VB € M, 4(K), VA €K, (A\.A)B = A\.(AB) = A(\.B).
dém. :

Soient A = (a;,;) € My, p(K) et B = (b; ) € M, 4(K).
Les coefficients d’indice (i, k) des matrices (A\.A)B, \.(AB) et A(\.B) sont respectivement

p
> (Aaiy) Jk,AZaw o Za” (Abj 1)
=1 Jj=1

Jj=1
Ces coefficients sont égaux et donc (A\.A)B = X\.(AB) = A(\.B)
O
10.1.7 L’anneau (M,,(K), +, x)
10.1.7.1 Présentation

Remarque Le produit matriciel définit une loi de composition interne sur M, (K).

Théoreme
(M, (K), +, x) est un anneau, généralement non commutatif, d’élément nul O = O, et
d’élément unité I = I,,.
De plus, VA € K,VA, B € M,,(K): (\.A)B = A\.(AB) = A(\.B).

dém. :

On sait déja que (M,,(K), +) est un groupe abélien de neutre O,

Par les propriétés du produit matriciel ci-dessus établies, on peut affirmer que la multiplication est associative,
que la matrice I,, est neutre et que la multiplication est distributive sur 1’addition. On en déduit que
(M, (K), +, X) est un anneau.

|

Remarque Pour n = 1, 'anneau (M (K), +, x) s’identifie avec (K, +, x), c’est donc un corps.

Remarque Pour n > 2, I’anneau M, (K) n’est pas commutatif.

Définition
On dit que deux matrices A et B de M,,(K) commutent si AB = BA.

Exemple Les matrices A € M,,(K) et I,, commutent car A x I, = A =1, x A.
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10.1.7.2 Puissances d’une matrice

Définition
Pour A € /\/ln(]K),onnoteAO =L, A=A, A2=AxA .. A" =AxAx---xA(m
termes)

Exemple Calculons les puissance de

Par le calcul, on observer
s (1 2 3 (1
A7 = ( 0 1 AT = 0

Par récurrence, on montre aisément

Attention : (A + B)? = A2 + AB + BA + B2
(A+ B)*> = A®+ A’B+ ABA+ BA?> + AB* + BAB + B*A+ B>

Théoréeme
Si A et B commutent alors pour tout m € N,

(AB)™ = A™B™,

(A+B)" =% (7;) Ak m=h of

k=0
m—1
A" —B™=(A-B)Y AkpmiTk
k=0
dém. :
En vertu des regles de calculs dans un anneau. . .
O

Exemple Puisque les matrices A € M,,(K) et I,, commutent, on a

m m—1
A+L)" =Y <’Z> ARt A™ — I, = (A= 1,) Y A
k=0 k=0

Attention : Ne pas écrire

il n’y a pas de division matricielle !
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Remarque Pour n > 2, I’'anneau M, (K) posséde des diviseurs de zéro.
Ainsi : AB = 0 n’implique pas A = 0 ou B = 0.
En conséquence, 1’équation A2 = I, possede dans My (K) d’autres solutions que les matrices I et — I

comme par exemple :

1 0 -1 0 -1 2

0o -1 )’ o 1)’ o 1 )"
Définition

On dit qu’une matrice A € M,,(K) est idempotente si A% = A.

Exemple La matrice suivante est idempotente
2 -1
(5 3)

] On dit qu’une matrice A € M, (K) est nilpotente s’il existe m € N tel que A™ = O,,.

Définition

Exemple La matrice

01 2
B=|0 0 3
0 0 0
est nilpotente.
En effet
0 0 8 0 00
B*=| 000 [etB°=| 0 0 0
0 0 0 0 00

Plus généralement, on peut montrer qu’une matrice triangulaire supérieure de diagonale nulle est
nilpotente.

Exemple Calculons les puissances de

On peut écrire A = I35 + B avec

0 a b 0 0 bla+c) 0 00
B=|00 ¢ |,B2=[ 0 0 0 ,B3=1 0 0 0
00 0 00 0 00 0

Par la formule du bin6me

A™ = (I + B)™ Em: (T]';) Bt — (1’;) I+ <T> B+ (”;) B
=0

k
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car B*¥ = O3 pour tout k& > 3.

Ainsi
1 ma merm( 5 )b(aJrc)
A™ = 0 1 mce
0 0 1

10.1.7.3 Matrices inversibles

Définition
Une matrice A € M,,(K) est dite inversible s’il existe B € M,,(K) vérifiant AB = BA = I,,.
Cette matrice B est alors unique, c’est I’inverse de A noté AL

Exemple La matrice I,, est inversible et I, L=1,.

Proposition
Soient A, B € M,,(K)
Si A et B sont inversibles alors AB I’est aussi et (AB)~! = B~1A~1.
Si A est inversible alors A~! I’est aussi et (A™)™! = A.

dém. :
Ce sont des propriétés relatives aux éléments inversibles d’un anneau.
O
Définition
| On note GL,, (K) I’ensemble des matrices inversibles de M,, (K).
Proposition
] (GL,,(K), x) est un groupe appelé groupe linéaire d’ordre n.
dém. :
C’est le groupe des éléments inversibles de I’anneau (M, (K), +, x).
O
Théoréme
Pour A € M,,(K), on a équivalence entre
(i) A est inversible ;
(ii) A est inversible a droite i.e. 3B € M, (K), AB = 1I,,;
(iii) A est inversible a gauche i.e. 3C € M,,(K),CA = I,.
De plus sitel estlecas A~ = B = C.
dém. :

(i) = (i) et (iii) immédiat.

(ii) = (i) Supposons qu’il existe B € M,,(K) vérifiant AB = I,,.

Soit ¢ : M,,(K) — M., (K) I’application définie par (M) = M A.

11 est immédiat de vérifier que ¢ est un endomorphisme de M, (K).

Soit M € kerp. Ona M A = O,, donc MAB = O,, x Bpuis M = O,, car AB = I,,.

Par suite ker p = {O,,}.

Ainsi @ est un endomorphisme injectif de M,, (K), or dim M, (K) < 400, donc ¢ est un automorphisme
de M,,(K). Par surjectivité, il existe C' € M,,(K) vérifiant CA = I,, et alors CAB = Bd’ou C = B
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car AB =1,.
Finalement AB = BA = I,, et donc A est inversible d’inverse B.
(iii) = (i) s’obtient de facon semblable en introduisant I’endomorphisme ¢ : M — AM.

m
1 2
4=(53)

A% —5A =21,

1 5

Par le théoreme d’inversibilité, on peut conclure que A est inversible et

Aty
27 2

Exemple Soit

On vérifie par le calcul que

Par suite

10.1.7.4 Détermination pratique de I’inverse d’une matrice carrée inversible

Lemme
Soient A, B € M,, ,(K).
Si AX = BX pour toute colonne X € M, ;(K) alors A =B

dém. :
Supposons AX = BX pour toute colonne X € M,, ; (K).
Pour X = E; colonne élémentaire, le produit AL est égale a la jéme colonne de A. Or AE; = BE;
donc A et B admettent la méme jéme colonne. Ainsi, colonne par colonne, les matrices A et B sont
égales.
Comment établir I’inversibilité et calculer I'inverse de A = (a; ;) € M,,(K)?
On introduit
x1 n

X = : eEMpi1(K)etY = : =AX e M,,1(K)

T Yn

Y1 =0a1,1T1 + -+ A1,nTn

Yn = An, 171 +---+ An,ndn

Si cela est possible, on résout ce systeéme en les inconnues z1, ..., T, et on obtient

T = b171y1 + -+ bLnyn

Tn = bn,lyl +---+ bn,nyn

Soit B la matrice dont les coefficients apparaissent dans ce systeme c’est-a-dire B = (b; ;) € M, (K).
Le systéme précédent donne X = BY et ainsi X = BAX et ce pour tout X € M,, ;(K).
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En vertu du lemme d’identification matricielle, on peut affirmer BA = I,,. Par le théoréme d’inversibilité,
on peut alors affirmer que A est inversible et que B est son inverse.
O

Remarque Si on ne parvient pas a résoudre le systéme, c’est que la matrice A n’est pas inversible. ..

Exemple Etudions I’inversibilité de

0 1 1
A= 1 0 1 | e M35(R)
110
Soient
L1 Y1
X = X9 ety = Y2 =AX
T3 Y3
Ona
Y1 =T+ 13
Y2 =1 + 3
Yz = T1 + T2
En inversant ce systeéme on obtient
z1 = (—y1+y2 +y3)/2
z2 = (Y1 —y2 +¥3)/2
z3 = (y1+y2 —y3)/2
On en déduit que A est inversible et
1 -1 1 1
Al = 1
1 1 -1
Exemple Etudions I’inversibilité de
1 -a (0)
A= e M, (K)
—a
(0) 1
(avec a € K)
Soient
T Y1
X = : etY = : =AX
T Yn
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Ona
Y1 = T1 — axrs

Y2 = T2 —arg3

Yn = Tn
En inversant ce systeme on obtient

n—1

Tr =y +ay2+---+a yn

Tn—1 = Yn—1 1 aYn

LTn = Yn
On en déduit que A est inversible et
1 a d® an!
1
—1
A f— a2
a
(0) 1
10.1.7.5 Anneau des matrices diagonales
Proposition
| Dy, (K) est un sous-anneau commutatif de M,, (K).
dém. :
D,(K) c M,(K)et I, € D,(K).
Soient
A1 M1
A= et B = € D,(K)
An Hn
Ona
A\l — i1 AL
A—-B= €D,(K)et AB = .
/\n — Hn )‘n,un
(]
Exemple Pour
ay
A= € D, (K)
an
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ona
af af at’
A2 = t. A3 = t. . Am =
a, ap, ay’
Proposition
Pour
ai
A= € D,(K)
O
on a équivalence entre :
(i) A est inversible ;
(i) V1 < i< n,a; #0.
De plus si tel est le cas
1/a1
A7l =
1/ay,
dém. :
(i) = (ii) Par contraposée :
Supposons qu’il existe i € {1,...,n} tel que a; = 0.

Pour toute matrice B € M,,(K), la ¢ &éme ligne du produit AB est nulle car la i€me ligne de la matrice
A est nulle. Ainsi, il n’existe pas de matrice B € M,,(K) vérifiant AB = I,,.
(i) = (i) Supposons que pour tout i € {1,...,n}, a; # 0. Posons
1/&1
B =
1/a,

On a AB = I,, donc A est inversible et B est son inverse.
O

10.1.7.6 Anneau des matrices triangulaires

Proposition
| 7.} (K) est un sous-anneau de M,, (K).

dém. :

T,H(K) € Mn(K)et I, € T, (K).

Soient A = (a; ;) et B = (b; ;) € T, (K).

Pour tout s > j, a; j = b; ; = 0 car A et B sont triangulaires supérieures.

Ona A — B = (a;; — b; ) avec a; j — b; j = 0 pour tout i > j donc A — B € T,/ (K).
Etudions maintenant C' = AB = (¢; ;). Ona

n
Cij = E a; bk, j
k=1
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Pour ¢ > j, on peut écrire

j n
Cij = E a; ki, + E ag ki,
k=1

k=j+1
avec pour tout k € {1,...,5}, k < j <ietdonca;r =0
etpourtoutk € {j +1,...,n}, k> jetdonc by ; = 0.
Ainsi ¢; ; = 0 pour tout i > j etdonc AB € Tf (K).
|
Remarque Les coefficients diagonaux du produit de matrices triangulaires supérieures sont
remarquables

aiy * b11 * a11b11 *

Proposition
Soit A € T, (K). On a équivalence entre :
(i) A est inversible ;
(ii) les coefficients diagonaux de A sont tous non nuls.
De plus, si tel est le cas, A~! € T,F (K).

dém. :

(i1) = (i) Supposons les coefficients diagonaux de A non nuls.

Soient X € M,, 1(K)etY = AX € M,,1(K).

On peut facilement inverser le systeéme correspondant a I’équation Y = AX car celui-ci est triangulaire
et car les coefficients diagonaux de A sont non nuls. On en déduit que A est inversible.

(i) = (ii) Supposons A inversible. Commencons par montrer que A~' € 77 (K) en considérant 1’application
¢ : TH(K) — T;F(K) définie par (M) = AM. On vérifie aisément que ¢ est un endomorphisme de
T.F(K).Pour M € kerp,ona M = A~*AM = A~ (M) = O,, donc ker p = {O,,}. L’endomorphisme
¢ estinjectif, or dim 7} (K) < +oo donc ¢ est un automorphisme. Par surjectivité, il existe B € T, (K)
vérifiant ¢(B) = I,, etalors B = (A"'A)B = A~'(AB) = A™'. Ainsi I'inverse de A est une matrice
triangulaire supérieure.

Notons b; ; les coefficients diagonaux de AL

Puisque AA~! = T,,, on a, par étude de la diagonale du produit de matrices triangulaires aibi; =1
pour tout 1 < ¢ < n. On en déduit a; ; 7 0 pour tout 1 < i < n.

O

Remarque Les résultats qui précedent se transposent aux matrices triangulaires inférieures.

10.1.8 Transposition
10.1.8.1 Définition
Définition
On appelle matrice transposée de A = (a; ;) € My, ,(K) la matrice *A = (a};;) € M, n(K)

définie par
VI<i<nV1<j<padj,=ay;

Ainsi le coefficient d’indice (j,7) de “ A est égal au coefficient d’indice (7, j) de A.
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Remarque La transposée d’une matrice de type (n, p) et une matrice de type (p, n).

Remarque Matriciellement, pour

ail -.. Q1p
an1 Gnp
on a
ail QAn1
tA — .
alp anp

Remarque Les colonnes et lignes de " A correspondent respectivement aux lignes et colonnes de A.

Exemple Pour

b

I
Gl =
o N

on a

Exemple Pour
z1

Tn

on a
tX:(l‘l .I'n)

Remarque Pour A = (a; ;)i ; € My ,(K)ona’A = (a;;);i € Mpn(K).
La transposition correspond a I’inversion du rdle joué par les indices de lignes et de colonnes.

Proposition
] VA € M, ,(K),"(*A) = A.

dém. :

Soit A = (a; ;) € My p(K). . ., L
A= (aj,i) € M, ,(K) avec aj; = aj;et (*A) = (ai,j) € M, ,(K) avec a; ;= a;,.
Puisque a;'; = a/;; = a; j pour tous indices i et j, on obtient *(*A) = A.

0
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Proposition
| VA, B € M, ,(K), VA, p € K,"(AA + uB) = XA + 1" B.

dém. :

Soient A\, p € K, A = (a;;), B = (bi,j) € My p(K)etC = XA+ uB = (¢; ;)

'A = (d),;) € Myp(K) avec af; = a;j, "B = (b};) € My ,(K) avec b, = b; j et 'C = (c},) €
M, »(K) avec ¢ ; = ¢; 5.

Puisque ¢ ; = ¢; j = Aa; j + pbij = Aaj; + ub) ; pour tous indices i et j,ona 'C' = AN'A + uB.

Il

Remarque L’application T': M,, ,(K) — M, ,,(K) définie par T(M) = * M est un isomorphisme de
K-espace vectoriel.

Proposition

VA e M, ,(K),¥YB € M, ,(K),"(AB) ="B"A.
On dit que la transposition est inversive pour le produit matriciel.

dém. :
Soient A = (a;,;) € My p(K) et B = (b;) € M, 4(K)
On obverse que les produits matriciels proposés dans la relation *(AB) = * B' A sont possibles.

Posons C = AB = (¢; ) € My, 4(K) avec ¢; 1, = Zai7jbj7k.
k=1
Posons encore ‘A = (a};) € M, ,(K) avec a); = a;j, ‘B = (b}, ;) € Mg,(K) avec by, ; = bj k.
'O = (c),;) € Mgn(K) avec ¢, ; = ik
Considérons D = 'B'A = (dy.;) € My (K).
P

P
Onady; = E by, ;a5 = E ai jbjk = cix = ¢}, ; pour tous indices i et k donc *(AB) = 'B'A
i=1 i=1

O
Proposition

| Si A € M, (K) est inversible alors *A 'est aussi et (*A) ™" =*(A™").
dém. :

Si A est inversible alors on peut introduire son inverse A~

Puisque AA™' = I, ona‘(AA™) =11, c’est-a-dire " (A7) A = I,,.

Par le théoréme d’inversibilité, on peut affirmer que * A est inversible et *(A~') est son inverse.
O

10.1.8.2 Matrices symétriques et antisymétriques

Définition
On dit qu’une matrice A € M., (K) est symétrique si ‘A = A.
On dit que la matrice A est antisymétrique si ‘A = —A.
On note S, (K) et A, (K) les ensembles formés des matrices symétriques et antisymétrique de
M, (K).
Exemple
1 2 3 0 1 2
2 4 5 |eSMRet| -1 0 3 | e A3(R)
3 5 6 -2 -3 0
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Proposition
Les matrices symétriques de M., (K) sont celles de la forme

a1 ai2 e A1n
a12 22
A =
Gn—1,n
A1n Gn—1,n Un,n

1
Par suite S,, (K) est un sous-espace vectoriel de M,,(K) de dimension M

dém. :

Soit A = (am») S Mn(K)

La matrice A est symétrique si, et seulement si, V1 < 4,5 < n,a;; = a;,;.
Les matrices symétriques sont donc celles de la forme proposées.

En introduisant les matrices élémentaires de M, (K), on peut écrire

SH(K) = Vect{Em'/l <1 < n}U{Ei,j —I-Ejﬂ‘/l <i1<j < n}

On en déduit que S,,(K) est un sous-espace vectoriel de M,,(K) et puisqu’il est facile d’établir que la
famille formée des E; ; pour 1 <@ < netdes E; ; + E; ; pour 1 <1 < j < nestlibre, c’est une base de
S (K) ce qui permet d’en calculer la dimension.

O
Proposition

Les matrices antisymétriques de M., (K) sont celles de la forme

0 ai12 N A1n
A= —ai2 0
Ap—1,n
—Aain oo —An—1,n 0
. . . . n(n—1)

Par suite A, (K) est un sous-espace vectoriel de M,,(K) de dimension — 5

dém. :

On adapte la preuve précédente et on obtient

An(K) = Vect {Ei7,j — Ej7i/1 <1<j < n}

g
Théoréeme

| Les espaces S, (K) et A, (K) sont supplémentaires dans M,, (K).
dém. :

Soit A € S, (K) N A, (K).

Ona‘A=Aet'A=—Adonc A = O,. Ainsi S,,(K) N A,(K) = {0, }.
Soit M € M,,(K).

On peut écrire

1 1
M =2 (M +"'M) + 5 (M —"M)
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avec 1 1
5 (M +'M) € Sy(K) et 5 (M = 'M) € A, (K)

donc S, (K) + A, (K) = M, (K).
(]

10.2 Représentations matricielles

10.2.1 Matrice colonne des composantes d’un vecteur

Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B = (e1,...,en).
Pour tout « € F, on peut écrire de fagcon unique © = aje; + - - - + e, avee (aq, ..., a,) € K™

Définition
On appelle matrice des composantes dans 3 du vecteurs x la matrice colonne dont les
coefficients sont les composantes o, . . . , a;, du vecteur x dans la base B. On note
aq
Matg((ﬂ) = € anl(K)

a7l

Remarque Puisque les composantes d’un vecteur dépendent de la base choisie, il est nécessaire de
préciser celle-ci.

Exemple Puisque les composantes du vecteur e; dans la base B = (ey,...,e,) sont0,...,0,1,0,...,0
on a
(0)
MatB(ei) = 1 = Ez
(0)
Théoréme

L application Mp : « — Matgz est un isomorphisme du K-espace vectoriel E vers M,, 1 (K).

dém. :
L’ application My est linéaire car 1’application qui a un vecteur associe 1’une des ses composantes dans 3
est linéaire.

L’ application Mp est bijective car pour toute colonne X de coefficients o, . .., oy, il existe un unique
vecteur dans les composantes dans 3 sont v, . . ., a, 2 savoir le vecteur x = aje; + -+ - + apen.
(]

10.2.2 Matrice des composantes d’une famille de vecteurs

Soit F = (z1,%2,...,xp) une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E muni d’une base B =

(e1,- - en).
Pour tout 1 < 7 < p, notons C; la colonne des composantes dans B du vecteur ;.
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Définition
On appelle matrice des composantes dans la base 53 de la famille F, la matrice de M,, ,,(K)
dont les colonnes sont les colonnes Cy,Cs,...,C, des composantes dans B des vecteurs
Z1,...,Zp. Onnote

A = MatgF = Matg(z1,...,2,) € My ,(K)

Remarque Dans le cas p = 1, on retrouve la notion de matrice des composantes d’un vecteur.

Exemple Connaissant les composantes des vecteurs e, . . ., e, dans la base B = (e1,...,e,), on
observe MatgB = Matg(eq,...,e,) = I,

Exemple Considérons £ = K? muni de sa base canonique B = (e1, ez, €3).
Soient z; = (1,2,3), z2 = (2,0,1), z3 = (1,0, —1) et z4 = (—1,1, 1) vecteurs de E.
Les composantes des vecteurs x; étant faciles a déterminer dans la base canonique 53, on obtient

1 2
Matg (21,22, 23,24) = | 2 0 0 1 € M3 4(R)
3 1

Exemple Considérons E' = Rz [X] muni de sa base canonique B = (1, X, X2, X?).
Formons la matrice des composantes dans B de la famille (Py)o<r<3 avec P, = (X + l)k.
Pour cela, on réécrit les polyndmes de sorte d’en déterminer les composantes dans 5.
Po=1,P=14+X,P,=1+2X+X?etP;=1+3X +3X2+ X3

On en déduit

1111
01 2 3
MatB(P07P11P27P3): 0 O 1 3 €M4(R)
00 01
10.2.3 Matrice d’une application linéaire
Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimensions p et n et munis de bases B = (e1,...,¢ep) et
C= (fl?"'afn>-
Définition
On appelle matrice représentative dans les bases B et C d’une application linéaire u € L(E, F')
la matrice des composantes dans C de la famille image w(B) = (u(e1), ..., u(ep)). On note

Matp cu = Matcu(B) = Matc (u(e1), ..., u(ep)) € My, ,(K)

Remarque La matrice représentative de u dépend du choix des bases 5 et C, il est donc nécessaire de
préciser celles-ci.
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Exemple Soit v : K3 — K? I’application linéaires définie par u(z,y,2) = (z + 2y — 2,z — y).
Formons la matrice de u relative aux bases canoniques B = (e1, 2, €3) et C = (f1, f2) des espaces K>
et K2

Pour cela on calcule les images des vecteurs de la base de départ

u(er) = u(1,0,0) = (1,1),

u(ez) = u(0,1,0) = (2, 1),

u(eg) = u(0,0,1) = (—1,0).

On détermine ensuite les composantes de ces images dans la base d’arrivée ce qui est ici immédiat car la
base d’arrivée est la base canonique de K?2.

On en déduit
1 2 -1
Mat57cu = ( 1 -1 0 )

Exemple Soient a, b, ¢ € K fixés et u : K3 [X] — K> I’application linéaire définie par

u(P) = (P(a), P(b), P(c)).

Formons la matrice de u relative aux bases canoniques B = (1, X, X2, X?) et C = (f1, fo, f3) des
espaces Kz [X] et K>,

On commence par calculer les images des vecteurs de la base de départ

u(1) = (1,1,1), w(X) = (a,b,¢), u(X?) = (a®,b?,*) etu(X3) = (a3, %, c3)

puis on exprime les composantes de ces vecteurs dans la base d’arrivée ce qui est ici immédiat.

On en déduit

1 a & o
Matge=| 1 b b b
1 ¢ & &
10.2.4 Matrice d’un endomorphisme
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base B = (eq, ..., e,).

Définition
On appelle matrice représentative dans la base 3 d’un endomorphisme v € L(F) la matrice
représentative dans la base B au départ et a I’arrivée de I’application linéaire u. Celle matrice
est notée Matp f de préférence a Matp g(f). C’est une matrice carrée d’ordre n.

Exemple La matrice de I’endomorphisme Idg dans la base B est

Matgldg = Matg (IdE(el), S ,IdE(en)) = MatB(el, R en) =1,

Exemple Soit v : K* — K3 I’endomorphisme défini par u(z,y,2) = (y + 2,2 + =,z + y).
Formons la matrice de u relative 2 la base canonique B = (e1, 9, e3) de K.

u(er) = (0,1,1), u(ez) = (1,0,1) et u(es) = (1,1,0).

La matrice de u dans B est

0
1
1

—_ o

1
1
0

Considérons maintenant la famille de vecteurs C = (1, ¢€2,e3) avec g1 = (1,1,1), e = (1,1,0) et
ez = (1,0,0). On vérifie aisément que la famille C est une base de K3,

—~
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Formons la matrice de u relative a la base C.
u(er) = (2,2,2), u(e2) = (1,1,2) et u(es) = (0,1,1)

Pour former la matrice voulue, on détermine les composantes des précédents vecteurs dans la base C (et
non celles dans la base canonique).

u(er) = 2e1 + 0.e9 + 0.3, u(ez) = 261 —egetu(ez) =1 —e3

La matrice de u dans C est

2 2 1
0 -1 0
0 0 -1

10.3 Application du calcul matriciel aux applications linéaires

10.3.1 Image d’un vecteur

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels munis de bases B = (eq,...,ep) et C = (f1,..., fn).
Pour z € Eety € F, on convient de noter X et Y les colonnes des composantes de z et y dans les bases

BetC.

Théoreme
Pour u € L(E, F), la matrice de u dans les bases B3 et C est I’'unique matrice A € M,, ,,(K)
vérifiant
Vee E\Vye F,y=u(z) &Y = AX
dém. :

Unicité : Soient A et A’ deux matrices solutions.

Pour tout vecteur t de E,onay = AX = AX'.

On en déduit que pour toute colonne X, AX = A’X.

On en déduit A = A’ en vertu du lemme d’identification matricielle.

Convenance :
Posons A = (a; ;) = Matg cu.
Notons 21, ..., x;, les composantes de x dans B.
p p
x = E zje; donc u(z) = E zju(e;)
J=1 Jj=1
Puisque les colonnes de A sont formées des composantes des vecteurs u(eq ), ..., u(e,) on a pour tout

n
1<j<pouleg) =) ai;fi
=1

On en déduit
P n

CORED IO BUFERL
j=1i=1
En permutant les deux sommes
n D
u(a) =Y (D aiz; | £
i=1 \j=1
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n
Notons y1, . . ., Y, les composantes de y dans C, y = Z yi fi
i=1
Par identification des composantes, on a

P
y=u(z) eVie{l,...,n},y :Zamxj
j=1

Parallelement

T Y1 a1,1T1 + -+ a1pTp

X = Y = et AX =

Tn Yn Gp,1T1 + -+ QnpTp

donc
P
Y =AX & Viec {1,...,71}73% = Zaivjxj
j=1
Ainsi
y=ulr) Y =AX

O

Exemple Soit £ un R-espace vectoriel muni d’une base B = (eq, €2, e3).
Soit v un endomorphisme de E dont la matrice dans 5 est

1 1 2
Matgu = 1 -1 0 =A
1 0 1

Soit & = z1e1 + x2e2 + x3e3 € E. On peut calculer le vecteur u(x) par produit matriciel.

T + T2 + 2!173
Matgu(z) = AX = T1 — Ta

1+ T3

On peut alors étudier le noyau de u en résolvant I’équation matricielle AX = O3 ;.

To = T1
AX:O371<:> 1 —x2 =0

1+ 29+ 223 =0
ﬁ{
1’1+I3:0

I3 = —I1

Ainsi
keru = {1’1(61 + e9 — 63)/1‘1 S K} = Vect(el + e9 — 63)

On peut aussi facilement déterminer 1’image de w.

En effet par le théoréme du rang, on a déja rgu = dim E' — dim ker v = 2. On peut donc déterminer une
base de I’'image de u en considérant deux vecteurs non colinéaires de I’image de u. Or les colonnes de A
sont formées des composantes de vecteurs images par u et déterminent donc des éléments de 1’image de
u. Il est donc facile de déterminer deux vecteurs non colinéaires dans Imu. Par exemple avec la premiere
et la deuxieme colonne de A, les vecteurs u(e1) = e1 + e2 + e3 et u(ea) = e; — eo forment une base
de Imu.
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Exemple Soit £ un K-espace vectoriel muni d’une base B = (eq,...,ep).

Les formes linéaires sur E sont les applications linéaires a valeurs dans F' = K. Il est usuel de munir K
de sa base canonique (1) ce qui permet d’identifier un scalaire et sa composante dans cette base.

Pour ¢ une forme linéaire sur F, la matrice de o dans B est une matrice ligne

L=(a - ap)€Mi,K)
Pour tout vecteur x € E de composantes x1, ..., z, dans 13, on a

o) =LX =a1x1 + - + apxy

10.3.2 L’isomorphisme de représentation matricielle

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels munis de bases B = (e1,...,ep) et C = (fi,..., fn).

Théoréme
Lapplication Mpc : L(E,F) — M, ,(K) définie par Mpc(u) = Matzc(u) est un
isomorphisme de K-espaces vectoriels.

dém. :
Soient A, p € Ketu,v € L(E, F).
Posons A = Matg cu et B = Matp cv.
Pour z € E, ona (Au + pv)(x) = Au(x) + po(x).
Or les vecteurs u(z) et v(z) ont pour colonnes composantes AX et BX dans C.
On en déduit que le vecteur (Au + pv)(z) a pour colonne composante ANAX + uBX = (M + uB)X.
Or il y a unicité de la matrice permettant de calculer les composantes d’un vecteur image par Au + pov et
celle-ci est Matg ¢ (Au + pv).
On en déduit
Matg c(Au + pv) = AA + pB = AMatp cu + pMatp cv

i.e.
Mp c(Au+ pw) = AMp ¢ (u) + pMp ¢ (v)

Ainsi I’application Mp ¢ est linéaire.

Soit u € ker Mg ¢. On a Matg cu = O,

Pour tout z € E de composantes X dans B, le vecteur u(x) a pour composantes O, X = O, et donc
c’est le vecteur nul. On en déduit u = 0 puis ker Mpc = {ﬁ} Ainsi I’application linéaire Mp ¢ est
injective.

Soit A € M,, ,(K). Considérons ensuite I’application v : E — F' qui envoie un vecteur € E de
composantes X dans B sur le vecteur y de composantes AX dans C. Vérifions que I’application u est
linéaire de matrice A relatives aux bases B et C.

Soient A1, A2 € Ketxy,22 € E. Notons X; et X5 les colonnes des composantes des vecteurs xp et o
dans B. Les vecteurs u(x1) et u(zz) ont pour colonnes composantes AX; et AXo dans B et puisque le
vecteur A\1z1 + Aaxo a pour colonne composante A1 X1 + Ao Xo dans B, le vecteur u(A1z1 + Aoza) a
pour colonne composante A(A; X7 + A2 X5) dans C.

Sachant A(/\le + )\QXQ) = MAX{ + MAX5, 0na u()\lxl + )\2332) = )\1u($1) + )\QU(JJQ). Ainsi
I’application u est linéaire. De plus, par construction, la matrice de u relatives aux bases B et C est la
matrice A.

Ainsi I’application Mp ¢ est surjective et finalement c¢’est un isomorphisme.

|
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Corollaire
Si E et F' sont deux K-espaces vectoriels de dimensions finies alors I’espace £(F, F') est un
K-espace vectoriel de dimension finie et dim £(E, F') = dim F' x dim F'.
En particulier, dim £(E) = (dim E)? et dim E* = dim E.

dém. :
Par isomorphisme, dim £(E, F') = dim M,, ,(K) = np avec p = dim E et n = dim F.
|

Remarque Par I’isomorphisme de représentation matricielle, introduire une application linéaire v de F/
vers F' équivaut a introduire sa représentation matricielle relative a des bases données de E' et F'. C’est
trés souvent ainsi que sont introduit des applications linéaires en dimension finie.

10.3.3 Composition d’applications linéaires

Soient E, F' et G trois K-espaces vectoriels munis de bases B = (e1,...,ep),C = (f1,..., fn), D =
(917 cee 7gm)

Théoreme
Pourtoutu € L(E,F)etv e L(F,G),ona

Matg p(v o u) = Mate pv X Matg cu

(bases organisées en « Chasles inversé »)

dém. :

Soientu € L(E, F)etv € L(F, Q).

Posons A = Matg ¢(u) et B = Mate p(v).

Soit z € E de colonne composante X dans la base B.

La colonne des composantes de y = u(x) dansCestY = AX.

La colonne des composantes de z = v(y) dans D est Z = BY'.

Ainsi la colonne des composantes de z = (v o u)(z) dans Dest Z = (BA)X.

Par unicité de la matrice permettant de calculer les composantes d’un vecteur image, on a Matg p(vou) =
BA.

O

Corollaire
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B = (ey, ..., ey,)
Lapplication Mp : L(E) — M,(K) défini par Mp(u) = Matgu est un isomorphisme
d’anneaux.
En particulier, pour tout u,v € L(E), on a

Matp(u o v) = Matgu x Matgv
et
Matg(u™) = [Matgu]™

pour tout m € N.

dém. :

Mg(ldg) = I,,, M(u — v) = Mp(u) — Mp(v) et par ce qui précede Mpg(uov) = Mg(u)Mp(v).
O

Exemple Si A est la matrice de u € L(E) dans une certaine base de E alors

309



10.3. APPLICATION DU CALCUL MATRICIEL AUX APPLICATIONS LINEAIRES

u est nilpotent < A est nilpotente.
u est un projecteur < A% = A.
u est une symétrie < A% = I,,.

10.3.4 Isomorphisme et matrice inversible

Soient E et I’ deux K-espaces vectoriels de méme dimension n» munis de bases B = (eg,...,e,) et
C = (flv"‘vfn)'
Théoreme

Soient u € L(E, F) et A = Matp ¢(u). On a équivalence entre :
(i) v est un isomorphisme ;

(ii) A est inversible.

De plus, si tel est le cas, Matc,g(ufl) = A1

dém. :

(i) = (ii) Supposons que u est un isomorphisme et introduisons son isomorphisme inverse v~ !. Puisque
u~'ou =1Idg, on aMatg(u~' o u) = Matgldg = I,,. Or Matg(u™" o u) = Matc gu™" x Matg cu.
Ainsi en posant B = Matc, su~l, ona BA = I,,. Par le théoréme d’inversibilité, on peut affirmer que A
est inversible et que B est son inverse.

(ii) = (i) Supposons A inversible et introduisons sa matrice inverse A~'. On peut aussi introduire
I’application linéaire v € L£(F, E) représentée par A~! relativement aux bases C et 3. Puisque A~ 1A =
I,,, on a Matg(v o u) = Matg(Idg) et donc v o u = Idg. Par le théoréme d’isomorphisme, on peut
affirmer que u est un isomorphisme et que v est son isomorphisme inverse.

0

Exemple Soit u : Ry [X] — R I’application linéaire définie par u(P) = (P(0), P(1), P(2)).
Introduisons B = (1, X, X?) la base canonique de Ry [X] et C = (e1, e, e3) celle de R,
La matrice de u relative aux bases B et C est

1
A=11
1

N = O
NG )

On vérifie par le calcul que cette matrice est inversible et

1 0 0
At =1[ -3/2 2 -1)2
/2 -1 1/2

On en déduit que I’application linéaire v est un isomorphisme et 1’on connait son isomorphisme
inversible par le biais d’une représentation matricielle. Cet isomorphisme inverse résout un probleme
d’interpolation, a savoir déterminer un polynéme P € R, [X] prenant des valeurs donnée en 0, 1, 2.
Par exemple le polynéme P € Ry [X] vérifiant P(0) = 1, P(1) = 0 et P(2) = 2 a pour composante
dans B

1 0 0 1 1
-3/2 2 -1/2 0= —-5/2
1/2 -1 1/2 2 3/2
C’est le polyndme
5 3
P(X)=1--X+-X?
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Corollaire
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B = (eq, ..., e,).
Pouru € L(E)ona

u € GL(E) < Matgu € GL,(K)

De plus, si tel est le cas :
Matg(u~') = [Matgu] "

10.3.5 Tableau des correspondances

Vecteur Matrice colonne
rek X € M, (K)
0 Op1
Ar + py AX 4+ pY
Application linéaire Matrice rectangle
ue L(E,F) A e My p(K)
0 Onp
y = u(x) Y =AX
A+ po A +uB
vou BA
u isomorphisme, u~* A inversible, A™!
Endomorphisme Matrice carrée
u € L(E) A e M, (K)
Idg I,
u™ A™
u € GL(E), u™" A€ GL,(K), A™!
Formes linéaires Matrice ligne
p € E* L e My ,(K)
o(x) LX

10.3.6 Différentes représentation d’'un endomorphisme
10.3.6.1 Matrice d’une homothétie vectorielle

Soit EZ un K-espace vectoriel de dimension 7.

Proposition
Dans toute base de F, la matrice de I’homothétie vectorielle de rapport A € K est A\[,,.

dém. :
Notons hy I’homothétie vectorielle de rapport A et considérons 5 = (eq, ..., e, ) une base de E.
Pour tout 1 < i < n, h(e;) = Ae; donc

A (0)
Matghy = .
(0) A
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Remarque On peut montrer que les homothéties vectorielles sont les endomorphismes ayant la méme
matrice dans toute base.

10.3.6.2 Matrice d’une projection, d’une symétrie

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de ' de dimensions r et n — 7.

Théoreme
La matrice de la projection p sur F' parallelement a G dans une base 53 adaptée a la

supplémentarité de F et G est
I, 0
Matgp = < 0 0, >

dém. :
Notons ey, . . ., e, les vecteurs constituant la base B.
Puisque la base B est adaptée a la supplémentarité de F'et G,onaeq,...,e. € Fete,q1,...,e, € G.

On en déduit
Vie{l,...,r},ple;) =e;

et
Vie{r+1,...,n},p(e;) =0

d’ou la représentation matricielle annoncée.

0
Théoreme
La matrice de la symétrie s par rapport a F' et parallelement a2 G dans une base 5 adaptée a la
supplémentarité de F' et G est
I, 0
Matgs = ( 0 —I, . >
dém. :

En reprenant les notations de la preuve précédente, on a
Vie{l,...,r},s(e;) = e
et

Vie{r+1,...,n},s(e;) = —¢;

]

Remarque Ces représentations matricielles sont simples car relatives a une base adaptée au probleme
étudié.
Dans une base quelconque, la matrice d’une projection est plus compliquée. . .
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Exemple Soit £ un R-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B = (e, €2, e3).

Soient P : 1 + x5 + 23 = 0 et D = Vectu avec u = e1 + e — e3.

Les espaces P et D sont supplémentaires dans E car P est un hyperplan de E et w est un vecteur ne lui
appartenant pas.

Formons la matrice A de la projection p sur P parallélement a D.

Soient x = x1e; + x2eo + x3e3 un vecteur de F ety = p(x) = y1e1 + yae2 + yses son image.
Exprimons y1, y2, y3 en fonction de x1, 2, x3.

Par définition de I’action de la projection p, on sait p(z) € P et x — p(z) € D. Ces deux propriétés
caractérisent le vecteur p(x) en fonction du vecteur x et on vont donc permettre d’expliciter y1, Y2, y3 en
fonction de =1, x2, x3.

p(z) € P donne y; +y2 +y3 = 0.

x —p(z) € D assure ’existence d’un scalaire A vérifiant x — p(z) = Au i.e.

T1—Yy1 = A
ZEz—yQ:/\
r3—y3 = —A

On est ainsi amené a résoudre le systeme

y+y2+y3s=0

n+FA=11
Y2 + A=z
Y3 — A =3

en les inconnues ¥1, 42, Y3 €t A.
Au terme de cette résolution, on obtient les expressions de z’,v’, 2’ en fonction de x, y, z

Y1 = —T2 — T3
Y2 = —%1 — X3

Y3 =1 + T2 + 223

Il est alors facile d’exprimer la matrice A de p :
- soit en calculant les images des vecteurs de base e, €2, €3 ;
- soit en déterminant I’'unique matrice A vérifiant Y = AX.
Finalement, on obtient
0o -1 -1
A= -1 0 -1
1 1 2

Remarque On en déduit aisément la matrice de la symétrie s par rapport a P et parallelement a D car
s =2p—1d.

-1 -2 -2
Matgs =24 —IT=| 0 -3 -2
2 2 3
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10.3.6.3 Réduction d’une projection, d’une symétrie

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E connu par sa représentation matricielle A relative a
une certaine base B de E.

Si A% = A alors f? = f et on sait :

- F =Imf et G = ker f sont supplémentaires ;

- f est la projection vectorielle sur F' parallelement a G.

Si A% = J alors f? = Id et on sait :

- F = ker(f —1d) et G = ker(f + Id) sont supplémentaires ;

- f est la symétrie vectorielle par rapport a F' et parallelement a G.

Exemple Soient F un R-espace vectoriel muni d’une base B = (e1, €2, e3) et f I’endomorphisme de E
dont la matrice dans B est

On vérifie par le calcul A% = A et on en déduit que f est une projection, plus précisément, c’est la
projection sur Im f et parallelement a ker f.
Pour déterminer ker f, on résout I’équation matricielle AX = Os ; i.e. le systeme

To+2x3=0
—x14+ 222 +23=0

$17$2:0

On obtient ker f = Vect(e; + ex — e3)

Par la formule du rang, on en déduit que Im f est un hyperplan.

Les vecteurs f(e1) = —eg + ez et f(e2) = e1 + 2e5 — e3 appartiennent a cet hyperplan et donc
—x + y + z = 0 est une équation de 1’image de f.

Finalement f est la projection sur le plan P : —x + y + z = 0 parallelement a la droite

Vect(eg + ez — e3).

Exemple Soient F' un R-espace vectoriel muni d’une base B = (eq, e2, e3) et f I’endomorphisme de E
dont la matrice dans B est

1 2 2
A= 2 1 2
-2 -2 -3

On vérifie par le calcul A% = I3 et on en déduit que f est une symétrie, plus précisément, c’est la
symétrie par rapport a ker(f — Id) et parallelement a ker(f + Id).

Pour déterminer ker(f — Id), on résout 1’équation matricielle (A — I3) X = O3 1, pour déterminer
ker(f + Id), c’est I’équation (A + I3) X = O3 1 que ’on résout.

Au terme des calculs, on obtient que f est la symétrie par rapport a la droite D = Vect(e; + ea — e3) et
parallelement au plan P : z +y + z = 0.
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10.3.6.4 Matrice d’un endomorphisme dans une base bien choisie

Exemple Soient F un R-espace vectoriel muni d’une base B = (ey, €2, e3) et f ’endomorphisme de E
dont la matrice dans B est

-1 3 -3
A= -2 2 -1
-2 0 1

Considérons la famille B’ = (g1, &2, €3) avec

g1 =e€1+ey+e3
g9 = €1 — ey — 2e3

€3 =€zt €3

On vérifie aisément que B’ est une base de E, par exemple en observant que cette une famille libre de
trois vecteurs en dimension 3.
Formons la matrice de f dans cette base 3.
Pour cela nous calculons les composantes dans B’ des vecteurs f(g1), f(g2), f(e3).
1

f(£1) se déduit du calcul matriciel AX; avec X; = | 1 | la colonne des composantes de €1 dans B.

1
On obtient f(e1) = —e1 —eg — e3 = —¢1.
De méme, on obtient

f(f;'g) = 2e1 — 2e5 — 4e3z = 25 et f(Eg) =e9 +e3 =c¢€3
La matrice de f dans B’ est donc la matrice diagonale
-1 0 0
0 20
0 01

Exemple Soit £ un R-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B = (e1, ea,e3) et f
I’endomorphisme £ dont la matrice dans B est

1 -4 -4
A= -2 3 4
2 0 -1

Montrons qu’il existe une base B’ = (¢1, €2, €3) de F telle que la matrice de f dans B’ soit la matrice
diagonale

1 0 0
0 -1 0
0 0 3

Analyse : Supposons qu’une telle base existe.

Ona f(e1) = €1, f(e2) = —e2, f(e3) = 3es.
Cherchons de tels vecteurs. ...
Pour déterminer un vecteur £, convenable, on cherche les vecteurs x = x1e1 + xoes + x3e3 vérifiant

flx) ==
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Matriciellement, ce probléme revient a résoudre 1’équation AX = X i.e. le systéme

Tr1 — 4.232 — 4$3 =T
—2x1 + 3xo + 43 = 9

2:1;‘1 — X3 = T3

r1 = I3
To = —X3
Le vecteur £; = e1 — ey + eg est un donc un vecteur vérifiant f(e1) = ;.
On procédant de méme avec les équations AX = —X et AX = 3X, on obtient que les vecteurs

€9 = ey — e et g3 = 2e1 — 2ey + e3 vérifient f(e2) = —eq et f(e3) = 3es.
Synthese : Considérons la famille B’ = (€1,€2,¢3) formée des vecteurs

Apres résolution, on parvient a

€1 =e€1 —extes
E9 = €2 — €3

£3 = 2e1 — 2e9 + e3

Par I’étude qui précede, on peut déja affirmer que f(e1) = €1, f(€2) = —e2 et f(e3) = 3e3. Vérifions
maintenant que la famille B’ est libre.

Supposons A\1e1 4+ Aoea + Ages = 0.

On a (/\1 + 2)\3)61 + (—)\1 + Ao — 2)\3)62 + (/\1 — Ao+ )\3)63 =0.

Puisque la famille (eq, ez, e3) est libre, on obtient le systéme

/\1 + 2)\3 = 0
A1 +A2—2X3=0
A — XA+ A3=0
Apres résolution, on parvient a Ay = Ay = A3 = 0.

La famille B’ = (e1,€2,€3) est une famille libre formée de 3 = dim E vecteurs de E, ¢’est donc une
base de E. Par construction, la matrice de E est celle voulue

1 0 0
0 -1 0
0 0 3

Remarque La représentation d’un endomorphisme par une matrice diagonale n’est pas toujours
possible et, quand elle a lieu, celle-ci se fait avec des coefficients diagonaux bien précis. Cette
problématique sera soulevée et résolue dans le cours de seconde année.

10.4 Formules de changement de base

10.4.1 Matrice de passage

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n muni de deux bases B = (e1,...,e,) et B = (ef,...,el).

r n
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Définition
On appelle matrice de passage de la base B a la base B’ la matrice
P = MatB(B’) = MatB(e’l, ...,e )

' n

Exemple Soit £ un K-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B = (eq, €2, €3)
Soit B' = (e}, e, e3) la famille de vecteurs de E définie par :

/
e1 =e1 — ezt e€3
ey =ey —e3
e5 = —2e1 + 2e3 — e3

On vérifie aisément que la famille B’ est libre et ¢’est donc une base de E.
La matrice de passage P de B a B’ est
P=1 -1 1 2

Proposition
] Si P est la matrice de passage de la base 15 a la base B alors P = Matg 5(Idg).

dém. :

Par définition

MatB/,B(IdE) = Matp (IdE(B/)) = Matg(e’l, Cey e;) =P
O

Attention : Ici la matrice de ’endomorphisme Id g n’est pas la matrice de 1’identité car la
représentation matricielle de I’identité est formée en choisissant une base a I’arrivée qui n’est pas a
priori la méme que la base au départ.

Proposition
Si P est la matrice de passage de la base B a la base B’ alors P est inversible et son inverse
P! est la matrice de passage de B’ 4 B.

dém. :

Notons () = Matz/ B la matrice de passage de B’ a B.

OnaP = MatBVB/ (IdE) et = MatBVB/ (IdE) donc PQ) = MatB,B(IdE o IdE) = MatB(IdE) =1,
En vertu du théoréeme d’inversibilité, P est inversible et () est son inverse.

O
Exemple Reprenons les notations de I’exemple précédent
ep=e1—extes 1 0 =2
eh =€y —e3 etP=MatgB' = -1 1 2
es = —2e1 + 2e5 — €3 I -1 -1

Pour former la matrice de passage inverse P!, il suffit d’exprimer les vecteurs de la base 3 en fonction
de ceux de la base B’. A I’aide du systeme précédent, et apres calculs, on obtient

er=e1+ e 12 2
eg =2e) +eh+es etdoncPt=] 1 1 0
0 1 1

e3 = 2¢| + e}
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Remarque Cette méthode est la méthode usuelle pour inverser une matrice de passage.

10.4.2 Nouvelles composantes d’un vecteur

Théoreme
Soient B et B’ deux bases d’un K-espace vectoriel E de dimension n.
Si z est un vecteur de £ dont on note X et X' les colonnes des composantes dans B et B alors
ona X = PX’ en notant P la matrice de passage de B a B'.

dém. :
X = Matg(x) = MatB(IdE(l‘)) e Matlg/,B(IdE)MatB/ (.CE) = PX'.
O

Remarque On retient Matg(z) = MatgB'Matg (z).

Corollaire
’ Onaaussi X' = P71X

10.4.3 Nouvelle représentation d’une application linéaire

Théoreme

Soient B et B’ deux bases d’un K-espace vectoriel F et C et C' deux bases d’un K-espace
vectoriel F'.

Si u est une application linéaire de F vers F' dont on note A la matrice relative aux bases 5 et
C, et A’ celle relative aux bases B’ et C’ alors on a

A =Q AP

en notant P la matrice de passage de Ba B’ et Q cellede CaC'.

dém. :

Soit x € E de colonnes composantes X et X’ dans les bases B et B/, et soit y € F de colonnes
composantes Y et Y’ dans les bases CetC'.Ona X = PX'etY = QY.

On a alors la chaine d’équivalences

y=ulr) &Y =AX & QY' = APX' &Y' = Q 'APX’
Or la matrice A’ est I’'unique matrice telle que
y=ulr) &Y =AX
et donc

A =Q AP

O
Remarque On « retient »A’ = Matp: ¢ (u) = MateC.Matg ¢ (u).MatgBB'.
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10.4.4 Nouvelle représentation d’un endomorphisme

Théoreme
Soient BB et B’ deux bases d’un K-espace vectoriel E.
Si f est un endomorphisme de E dont on note A la matrice dans B et A’ celle dans 1’ alors on

a
A =P tAP

avec P la matrice de passage de Ba B'.

dém. :
C’est un cas particulier de la formule de changement de base relative a une application linéaire.
O

Remarque On retient Ainsi Matg/ ( f) = Matg B.Matg(f) MatgB'.

Attention : Erreur courante : n’écrire A = PA’ ce qui correspond 2 une transformation incompléte !

Exemple Soit
2 1 1
A= -3 -2 -1
3 5 4

Nous allons calculer les puissances A™ pour tout 7 € N en procédant a une transformation de la

matrice A.

Soient F un R-espace vectoriel muni d’une base 5 = (eq, e, e3) et f ’'endomorphisme de E déterminé
par

2 1 1
Matg(f)= [ -3 -2 -1 | =4
3 5 4
Considérons la base B’ = (g1, €2, £3) définie par
el = —ex+eg

€y =€e1 — €2+ é€3

€3 = —ej +eg — 2e3

On vérifie aisément que la famille B’ est libre est ¢’est donc une base de E.

On forme la matrice D de f dans la base B’ en calculant f(e}), f(e5) et f(e5).

En procédant au calcul matriciel Y = AX, on obtient f(e}) = —¢i, f(eh) = 2¢ et f(es) = 3es.
On en déduit D = Matp f = diag(—1,2,3)

Par formule de changement de base, on a A = PDP~! avec P la matrice de passage de Ba 3.

0 1 -1
P= -1 -1 1

En exprimant les vecteurs de B en fonction de ceux de B’, on obtient

/ /
er = —ej + €y
ey = —€) —eh—eh
€3 = —eh — €4
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et on en déduit la matrice de passage inverse

-1 -1 0
Pl = 1 -1 -1
0 -1 -1

On peut alors calculer les puissances de A.
Pour tout n € N,

A" = (PDP™ Y = (PDP~')Y(PDPY)...(PDP™') = PD" P!

avec
D" = diag ((—1)",2",3")

Au terme des calculs, on obtient

0 0 0 1 -1 -1 0 1 1
Ar=(C1" 1 1 o0 |+2| -1 1 1 |+3"|l 0 -1 -1
-1 -1 0 1 -1 -1 0 2 2

10.4.5 Application : la trace

10.4.5.1 Trace d’une matrice carrée
Définition

On appelle trace d’une matrice carrée A = (a; ;) € M,,(K) le scalaire tr(A) = Z Q-
i=1

Proposition
| L'application tr : M,,(K) — K est une forme linéaire.

dém. :
On vérifie immédiatement que tr(AA + uB) = AtrA + utrB.
O
Théoreme

| VA € My, (K),VB € M, (K), tr(AB) = tr(BA).
dém. :

Introduisons les coefficients des matrices A et B: A = (a; ;) € M, ,(K) et B = (b;;) € My »(K).
Les matrices AB et BA sont carrées donc on peut calculer leur trace et on a

n

et

O
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10.4.5.2 Trace d’un endomorphisme

Soient f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E' de dimension finie et B, B’ deux bases de E
Notons P = MatgB’, A = Matg(f), A’ = Matg (f).

La relation de changement de base permet d’écrire : A = PA'P~ 1.

On a alors

tr(A) = tr(P(A'P™1)) = tr((A' P~ 1P = tr(A)
Par suite, la trace de la matrice représentative de I’endomorphisme f est indépendante de la base choisie.
Définition

] Cette quantité est appelée trace de I’endomorphisme f et est notée trf.

Exemple tr(Idp) =n

Théoreme
La trace définit une forme linéaire sur £L(E) vérifiant

Vf,g € L(E),tr(fog)=tr(go f)

10.5 Rang d’une matrice

Rappel Si F = (21, ..., z,) est une famille de vecteurs d’'un K-espace vectoriel E alors on appelle
rang de la famille F la dimension de I’espace engendrée par F

rgF = dim Vect(z1, ..., xp).

Si E et F sont deux K-espace vectoriels de dimensions finies et u € L(FE, F') alors on appelle rang de
I’application linéaire w la dimension de ’image de u

rgu = dim Imu.

Ces deux concepts sont liés puisque si B = (eq, ..., €,) est une base de E alors

re(u) = rg(uer), .. u(e,))-

10.5.1 Définition

Soit A = (a;,;) € My, »(K) de colonnes Cy,Cs, ..., Cy.
Les C; sont des vecteurs du K-espace vectoriel M,, 1 (K), on peut donc considérer le rang de la famille
de vecteurs (Cq,Cy, ..., Cp).
Définition
On appelle rang d’une matrice A € M, ,(K) le rang de la famille (C1,Cs,...,C}p) des

colonnes de A. On note
rgA =1g(C1,Co, ..., Cp)
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Théoreme
Si F = (x1,22,...,2p) une famille de vecteurs de d’un K-espace vectoriel E et si A est la
matrice de la famille F dans une certaine base B de FE alors

rgA = rg(21, 23, ..., Tp)

dém. :

Soit p : E — M,, 1(K) définie par ¢(z) = Matp(z).
 est un isomorphisme de K-espace vectoriel.
Puisque les colonnes de A sont les C; = ¢(z;), ona

rgA =r1g(p(x1), - .-, p(xp)) = dim Vect(p(x1), . . ., p(p))
Or puisque ¢ est une application linéaire injective on a

dim Vect(p(z1), ..., ¢(xp)) = dim Vect(z1, ..., z,) =r18(x1,...,2p)

Ainsi
I'g(A) = rg(xla T2yww- 7xp)
O
Théoreme
Si u est une application d’un K-espace vectoriel £ vers un K-espace vectoriel F et si A est la
matrice de u relative a des bases B et C de E et F' alors
rgA = rgu.
dém. :
Sil’onnote ey, ..., e, les vecteurs constituant la base 3 alors A est la matrice de la famille (u(eq), . .., u(ep))
dans la base C et par suite rgA = rg(u(e1), ..., 1g(u(e,)) = rgu.
O

10.5.2 Propriétés du rang d’une matrice

Soient A € M,, ,(K) et u € L(KP,K") ’application linéaire canoniquement associée a la matrice A
c’est-a-dire ’application linéaire représentée par la matrice A relativement aux base canoniques de K”
et K™
Puisque rgA = rgu, les propriétés relatives au rang d’applications linéaires se transposent aux matrices.
Proposition

| VA € My, (K), re(4) < min(n, p).

dém. :
Car rgu < min(dim F,dim F) pour u € L(E, F).
g
Proposition
VA e M, ,(K),VB € M, ,(K),1g(AB) < min(rg(A4),rg(B)).
De plus :
Si A est une matrice carrée inversible alors rg(AB) = rg(B)
Si B est une matrice carrée inversible alors rg(AB) = rg(A).

322



CHAPITRE 10. CALCUL MATRICIEL

dém. :

Car rg(u o v) < min(rgu, rgv).

De plus rg(u o v) = rgu si v surjective et rg(u o v) = rgw si u injective.
O

Remarque On ne modifie par le rang d’une matrice en multipliant celle-ci par une matrice inversible.

Théoréme
Soit A € M,,(K). On a équivalence entre :
(i) A est inversible ;
(i) rg(A) = n.

dém. :
A est inversible si, et seulement si, u est automorphisme de K” i.e. si, et seulement si, rgu = n
O

10.5.3 Caractérisation théorique du rang

Pour 0 < 7 < min(n, p), on note J,. la matrice de M,, ,,(K) définie par

Précisément, les coefficients de J, € M,, ,(K) sont nuls sauf le coefficient d’indice (,%) est égal a 1
pouri € {1,...,r}.

Exemple Sir = 0 alors J,. = O, .

Sir =n < palors

1 0
Jr = 0
0 1
Sir =p < nalors
1 0
Jr =
0 1
0
Sir=p=mnalors J, = I,..
Proposition
] rg(J.) = 7.
dém. :
SiB = (ey,...,e,) désigne la base canonique de K" alors la matrice .J,- peut se voir comme la matrice
dans B de la famille (eq,...,e.,0,...,0) formée de p vecteurs. Cette derniére est de rang r car la sous-
famille (eq, ..., e,) est libre et donc rg.J, = r.
O
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Théoréme
Soient A € M, ,(K) et r € Ntel que 0 < 7 < min(n, p).
On a équivalence entre :
() rg(4) =r;
(i) 3P € GL,(K),3Q € GL,,(K), A = QJ,P.

dém. :

(i1) = (i) : C’est immédiat car rg.J, = r et on sait qu’on ne modifie pas le rang en multipliant par une
matrice inversible.

(i) = (ii) Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions p et n munis de bases Bet C et u €
L(E, F) I'application linéaire déterminée par Matg cu = A. Puisque r = 1gA = rgu, on a dimkeru =
p — r en vertu de la formule du rang.

Soit H un supplémentaire de keru dans E et B' = (€},...,€.,€,,,,...,€,) une base adaptée a la
supplémentarité de H et ker v dans E..

Posons f1 = u(e}), ..., fl =u(e)).

Supposons A f] + -+ A f. = 0.

Onau(Ae] + -+ A\e.) =0donc A\ie] + -+ \pel. € keru.

Or A\ie} + -+ \e. € Hetkerun H = {0} donc A\ie} + -+ + Ael. = 0.

Puisque la famille (€], ..., €} ) est libre, on obtient \; = ... = A, = 0.

Ainsi la famille (f, ..., f) est libre. Complétons-la en une base de F de la forme C' = (fy,..., f}).
Par construction, la matrice de u relative aux bases B’ et C’ est la matrice J,. et par formule de changement
de base, on obtient A = Q.J, P avec P = MatgB’ € GL,(K) et Q = Matc.C € GL,,(K).

O

Corollaire
| VA € My p(K),rg(*A) = rgA.

dém. :

Soit A € M,, ,(K). On peut écrire A = QJ, P avec P, () inversibles et 7 = rgA.

On a alors ‘A = "P'J.'Q avec 'P,'Q inversibles donc rg' A = rg'.J, = r puisque la matrice *.J, est
analogue a la matrice .J, sauf qu’elle est de type (p, n) au lieu d’étre de type (n, p).

O

PropSoit A € M,, ,(K) dont on note C1, . .., C), les colonnes et L1, .. ., L, les lignes.

Onarg(A) =1g(Ci,...,Cp) =18(L1,...,Ly).

dém. :

Par définition, on arg(A) =rg(C1,...,Cp)

Les lignes L1, ..., L, sont des vecteurs de I’espace M ,(K).

Notons B = (E4, ..., E,) la base canonique de ’espace M ,(K).

Si L est une ligne ( ap ... oy ) de M ,,(K) alors la colonne des composantes de L dans B est

o3}
Matg(L)=| : |='L

Qp
Par suite la matrice représentative de la famille de vecteurs (L1, ..., L,) dans la base B est
Mats(Ly,...,L,) ="A

On en déduitrg(Ly, ..., L,) = rg(*A) = rgA.
O
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10.5.4 Opérations élémentaires sur les matrices

10.5.4.1 Préliminaire

Proposition
Les matrices de M, (K) suivantes sont inversibles :
DC=1,+AE;javec A€ Ketl <i#j<n;
D=1I,—FE;;+AE;;avec A€ K etl <i<n;
3)E:In _Ei,i —Ej’j —&-Ei,j—kEj’iavecl <Z7éj S’n

dém. :

1) La matrice C est triangulaire supérieure si ¢ < j et triangulaire inférieure si ¢ > j. Dans les deux cas,
ses coefficients diagonaux sont tous non nuls car égaux a 1, cette matrice est donc inversible.

2) La matrice D est diagonale et ses coefficients diagonaux sont non nuls car valent 1 ou . La matrice D
est donc inversible.

3) La matrice F vérifie E*=1 n» elle est donc inversible et son inverse lui est égale.

O

10.5.4.2 Opérations élémentaires sur les lignes

Soit A = (ai,j) € Mn’p(K)
Pour E; ; la matrice élémentaire d’indice (i, j) de M,,(K), on a

0 0
EijA=1 aj1 - a5y L;
0 0

avec la ligne L; positionnée en 4 eme ligne.

DSoitC' =1,+ AE; javec A € Ket1 <i# j < n.

CA = A+ \E; jA est la matrice obtenue en ajoutant \ fois la jéme colonne de A a sa ieme ligne.

Cette manipulation est notée L; <— L; + A\.L;.

2)SoitD=1,—FE;; + A\E;;avec A e K*et1 <i < n.

DA =A—-E;;A+ \E; ;A est la matrice obtenue en multipliant par A # 0 la ¢€me ligne de A.

Cette manipulation est notée L; < A.L;.

3) Soit £ = In — Ei,i — Ej,j + EiJ‘ + Ej,i avec 1 < ) 7&] <n.

FA=A-F;;A-FE; jA+E; jA+ E; ;A est la matrice obtenue en échangeant les s¢me et jéme lignes

de A.

Cette manipulation est notée L; <+ L.

Définition
Les manipulations L; < L; + A\.L;, L; < X.L; et L; < L; sont appelées opérations
élémentaires sur les lignes de A.

Proposition
] Ces manipulations conservent le rang de A.

dém. :

Ces manipulations correspondent a des multiplications par des matrices inversibles et multiplier par une
matrice inversible conserve le rang.

|

10.5.4.3 Opérations élémentaires sur les colonnes

Soit A = (am-) € anp(K)
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Pour E; ; la matrice élémentaire d’indice (7, j) de M, (K), on a

ABij=|o + o |=(0 G 0)

avec la colonne C); positionnée en jeme colonne.
1)Soit C' =1, + AE; javec A € Ketl <i#j <p.
AC = A+ MAE; ; est la matrice obtenue en ajoutant A fois la eéme colonne de A a sa jéme colonne.
Cette manipulation est notée C; <— C; + A.C;
2)SoitD=1,—FE,; + AE;;avec A € K*et1 <i < p.
AD = A — AE; ; + MAE; ; est la matrice obtenue en multipliant par A # 0 la i¢éme colonne de A.
Cette manipulation est notée C; < \.C;
3) Soit £/ = Ip - Eiﬂ' — Ej,j + E@j + Ej,i avec 1 < ) #] < p.
AE = A - AE;; — AE; ; + AE; ; + AE;; est la matrice obtenue en échangeant les i¢me et jéme
colonnes de A.
Cette manipulation est notée C; <+ C;
Définition
Les manipulations C; + C; + A\.C};, C; < M.C; et C; < C; sont appelées opérations
élémentaires sur les colonnes de A.

Proposition

] Ces manipulation conservent le rang de A.

Remarque On peut observer que lorsqu’on multiplie A
- par la droite, on opére sur les lignes de A ;
- par la gauche, on opére sur les colonnes de A.

Exemple Soient A = (a; ;) € M, (K) et D = diag(A1,...,A,).Ona

>\1a1,1 s )\1a1,n
DA = : : = (Aiai ;)
AnQn1 * ApQpon
et
>\1a1,1 T Anal,n
AD = E : = (Ajaiy)
MG - Aplpn

10.5.5 Méthode du pivot de Gauss

Soit A = (a;,;) € My, »(K). On désire calculer le rang de A de fagon algorithmique.
SiA=0,,alorsrgA = 0.
Sinon A possede un coefficient non nul p; = a; ;.
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Par les opérations L; <+ L, et C; <+ C} on amene le coefficient p; en position (1,1) et on dispose alors
d’une matrice de la matrice de la forme :

p1 ‘ *
(65]

N avec p; # 0 appelé ler pivot
Ay

. L. 1 . 0%
On annule les coefficients en dessous de p; par des opérations élémentaires L; < L; — — L, avec
P1
2 < 7 < n. On parvient alors a une matrice de la forme

avec p; # 0

On recommence ce processus avec la matrice B tant que la matrice obtenue est non nulle. A terme, on
obtient :
b1 *

: avec p1,...,pr #0
0 Pr

‘ On—r,p—r

On peut alors conclure que la matrice A est de rang 7.
En effet, en suivant le principe qui précédent, on peut, en opérant sur les colonnes transformer A en

Dp1 0 1 0

puis en - =J,

0 ‘ Onfr,pfr 0 ‘ Onfr,pfr

qui est de rang r

Remarque En opérant essentiellement sur les lignes, ce processus a transformé la matrice A en

D1 *

0 Dr
0 ‘ On—r,p—r

De maniere symétrique, mais en opérant essentiellement sur les colonnes, on peut aussi transformer la
matrice A en
D1 0

* ‘ Onfr,pfr
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10.5.6 Calculs de rang

10.5.6.1 Rang d’une matrice

Exemple Calculons le rang de la matrice

1 21
1 3 2
1 1 0
Ona
1 21 1 2 1 1 21
rgl 1 3 2 |=rg| 0O 1 1 =rg| 0 1 1 | =2
1 10 0 -1 -1 0 00
Exemple Calculons le rang de
1 1 1
-1 1 -1
2 1 1
1 2 -1
En opérant par les lignes
1 1 1 1 1 1 11 1 11 1
-1 1 -1 0 2 0 _ 0 2 0 _ 0 2 0 _3
Blo2 11 [T%[o0o -1 1 |7% oo -1 |00 -1 |~
1 2 -1 0 1 -2 0 0 -2 0 0 O
En opérant pas les colonnes
1 1 1 1 0 0
-1 1 -1 -1 2 0 _3
Blo2 o1 o1 | T8 2 1 1|7
1 2 -1 1 1 -2

Attention : On prend garde a effectuer les opérations élémentaires successivement et non
simultanément :

Exemple Via
Lo+ Lo+ 14
Ll — Ll + LQ

(o 1)

la matrice

devient
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10.5.6.2 Rang d’une famille de vecteurs

Rappel Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et F une famille de p vecteurs de . On a :
F est libre si, et seulement si, rg(F) = p,

F est génératrice si, et seulement si, rg(F) = n,

F est une base si, et seulement si, rg(F) =n = p.

Exemple Soient B = (ey, e, e3) la base canonique de R® et B’ = (¢}, €}, e}) avec
€] =ea+e3,eh =e1 +ex+ 2e3etes = ep + 2e;3.

01 1
rgB =rg(MatgBB)=1g| 1 1 0
1 2 2
En échangeant les deux premieres lignes
0 1 1 1 10 1 10 1 10
rg{ 1 1 0 |]=rgl 01 1 |=rg|l 011 ]=rg|l 01 1]=3
1 2 2 1 2 2 01 2 0 0 1

Puisque la famille B’ est de rang 3, c’est une base de R3.

10.5.6.3 Rang d’une application linéaire

Rappel Soient E un K-espace vectoriel de dimension p, F' un K-espace vectoriel de dimension n et
u€ L(E,F).Ona:

u injective si, et seulement si, rg(u) = p

u surjective si, et seulement si, rg(u) = n

u isomorphisme si, et seulement si, rg(u) = n = p.

Exemple Soit f I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est

11 2
0 2 1
21 -1
Ona
11 2 1 1 2 11 2
rgf=rg| 0 2 1 =rg| 0 2 1 =rg| 0 2 1 =3
2 1 -1 0 -1 -5 0 0 —9/2

L’endomorphisme f est un automorphisme de R?
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10.5.6.4 Rang dépendant d’un parametre

Pour déterminer le rang d’une matrice dépendant d’un parametre, on cherche a calculer celui-ci de la
facon la plus générale possible avant de traiter les valeurs particulieres des parametres.

Exemple Déterminons le rang de

1 2 1
M = 1 m 2
m 1 2
en fonction de m € R.
1 2 1 1 2 1
rg 1 m 2 | =g 0 m-2 1
m 1 2 0 1-2m 2-—m
En échangeant les deux dernieres colonnes
1 2 1 1 1 2 1 1 2
g 1 m 2 | =rg| O 1 m—2 =rg| 0 1 m-2
m 1 2 0 2—-m 1-2m 0 0 T

avecz = (1 —2m) 4+ (m—2)(m —2) = (m —1)(m —5)

On en déduit
{ 3 sim#1,5

rgM = 2 sim=1oub

Exemple Soient a,b,c € R.
On considere les vecteurs de R® suivant u = (1,a,a?), v = (1,b,0?) etw = (1,¢,c?).
A quelle condition la famille (u, v, w) forme-t-elle une base de R ?

1 1 1 1 1 1 1 1
rg(u,v,w)=1g| a b ¢ =rg| 0 b—a c—a =rg| 0 b—a c—a
a®> b 0 v*—ad® —a 0 0 x

avecz = > —a®> — (a +b)(c —a) = (c —a)(c—b).
On en déduit rg(u, v, w) = 3 < a, b, ¢ deux a deux distincts.
Ainsi la famille (u, v, w) est une base de R3 si, et seulement si, a, b, c sont deux a deux distincts.

Exemple Soit f I’endomorphisme de R® défini par f(z,y, 2) = (y + 2,2 + x, 2 + 7).

Pour quelles valeurs A € R, I’équation vectorielle f(u) = A.u possede-t-elle une solution autre que le
vecteur nul ?

Les solutions de I’équation f(u) = A.u sont les vecteurs u vérifiant (f — Ad)(u) = 0.

Par suite, I’ensemble des solutions de I’équation f(u) = A.u est 'espace ker(f — AId)

Déterminer les A € K tels que I’équation f(u) = A.u posséde d’autres solutions que le vecteur nul
revient a chercher les A € K vérifiant ker(f — Ad) # {0} i.e. f — AId non injectif. Nous déterminons
ceux-ci en recherchant les \ € K tels que rg(f — AId) < 3

-2 1 1
rg(f — Ald) =g 1 = 1
1 1 =X
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En échangeant la premiere et la derniére colonne

1 1 =X 1 1 -2 1 1 -
rg(f—AId) =rg 1 =2 1 =rg| 0 —A—-1 142X =rg| 0 =A—1 14X
-2 1 1 0 1+Xx 1-X 0 0 x

avecr = (1 = A+ (1+A) = (1+N)(2-))
On en déduit rg(f — A\Id) <3< A=1ou2.

10.5.7 Inversion de matrice

On désire calculer I’inverse de A € GL,, (K).
En suivant la méthode du pivot de Gauss, il est possible en opérant uniquement sur les lignes de transformer
la matrice A en une matrice triangulaire supérieure

Y41 *
. aVeCpla-“ypn?éO
0 Pn

En opérant a nouveau sur ces lignes on peut poursuivre la transformation de A en

1 *

0 1
puis en la matrice identité

1 0

0 1

Effectuer les opérations élémentaires sur les lignes transformant la matrice A en I’identité, revient a
multiplier la matrice A a gauche par des matrices 71, . . ., T,,. Ainsi la transformation de la matrice A en
I’identité correspond a écrire T, ... T1.A = I,.

En multipliant a droite par A~%, on en déduit T, ... Ty.1,, = A™!

Ainsi la série d’opérations élémentaires sur les ligne qui transforme la matrice A en I, transforme
parallélement la matrice I,, en A~ L.

Nous pouvons exploiter cette idée pour calculer A~! de fagon algorithmique.

1 -1
0

1
Exemple Etudions I’éventuel inverse de A = 11
2 1 1

—_

o = O N~ g

11 -1
11 0 0
2 1 1 0

331



10.6. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

1 1 -1 1 00
0 -1 3 -2 0 1
0 0 1 -1 1 0

o O =
O = =
_ o O

w

|

—

o
[
I
[\
—

O O =
O = =
—
w
[ o~
—

—_ o O
o'o
=

SN— N~~——— ~———

O O =
o = O
= O
[
— =
— W
=
—

On en déduit que A est inversible et

Remarque On peut aussi transformer A en [,,, en ne manipulant que les colonnes de A, les opérations
correspondantes transforme alors aussi I, en A1,

Attention : On manipule lignes ou colonnes mais jamais les deux !

10.6 Systemes d’équations linéaires

10.6.1 Positionnement du probleme.

Soient a; ; € Ketb; € Kpourtouss € {1,...,n},j€{1,...,p}.
On cherche tous les p uplets (z1,...,z,) € K? solutions du systéme :

aij1xry + -+ A1pTp = bl

ap1T1 + -+ Anplp = by

Définition
Y est appelé systeme d’équations linéaires a n équations et p inconnues.
On note Sy; C K? I’ensemble des solutions du systeme 3.

Posons « = (z1,...,2,) € KP, b= (b1,...,b,) € K" et considérons I’application linéaire
w: (T, ,2p) = (@ az1+ -+ a1 pZp, .y Q1T+ F A pTp)

Le systeme ¥ équivaut a 1’équation u(z) = b.
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Définition

] L’équation u(z) = b est appelée équation vectorielle du systéme 3.
Posons A = (a; ;) € My p(K), B = (b;) € M, 1(K) et X = (z;) € My 1(K).
Le systeme X équivaut a I’équation AX = B.
Définition

] L’équation AX = B est appelée équation matricielle du systéme X..

Définition
] On appelle rang du systeme > le naturel rg> = rgA = rgu.

10.6.2 Compatibilité d’un systeme

Définition
] On dit que le systéme X est compatible si Sy # ().

r+y=0
r+y=1

Exemple Le systeme

est visiblement un systeme incompatible.

Considérons le systeme
a1y + -+ A1pTp = bl

Ap1T1 + -+ anpmp = bn
d’équation matricielle AX = B.
Définition
Onnote ( A ‘ B ) la matrice de M,, 11 (K) constituée des colonnes de la matrice A suivies
de la colonne B.

Théoréme
] Le systeme X est compatible si, et seulement si, rg ( A ‘ B ) =rgA.

dém. :
Notons C1, . .., C, les colonnes de A.

(1,...,2p) €ESs © 1C1+ -+ +2,C, =B

OnargA =1g(Cy,...,Cp)etrg( A| B ) =1g(Cy,...,Cp, B).

Si X est compatible, soit (1, . .., z,) un p uplet solution.

Puisque B = 21C1+ - -+2,Cp,onarg(Cy,...,Cp, B) =1g(Cy,...,Cp)etdoncrg ( A | B ) =rgA
Sirg( A ‘ B ) =r1g(A) alors 1g(C1,...,Cy, B) =1g(C4,...,C,). Or

Vect(C1,...,Cp) C Vect(Cy,...,Cp,B)
donc par inclusion et égalité des dimensions

Vect(Cy,...,Cp) = Vect(Ch,...,C,, B)
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On en déduit B € Vect(Ch,...,C,) et donc il existe z1, ..., x, € K vérifiant B = 21Cy + - - - + 2,C).
O

Corollaire
Tout systeme de rang r = n est compatible.

Exemple Etudions la compatibilité du systeme

72I1+I2+LE3:1
xr1 —2T9 +x3 =2

1+ a9 — 223 =3

En échangeant la premiere et la derniere ligne

-2 1 1 |1 11 =213

el 1 -2 1 |2 |=rg{ 1 -2 1 |2

1 1 =213 -2 1 1 |1
1 1 =213 11 =213 11 =213
rg| 1 -2 1 2 | =rg| 0 =3 3 -1 | =rg| O =3 3 -1
-2 1 1 |1 03 =37 00 0 |6

On en déduitrg (A | B) = 3etrgA = 2.
Le systeme étudié est incompatible.

10.6.3 Description de I’ensemble solution

Considérons le systeme
a1+t apry, =b

an1Z1 + o+ AppTy = by
d’équation vectorielle u(x) = b.
Définition
On appelle systeme homogene (ou sans second membre) associé au systeme X le systeme :
a1171 + -+ apr, =0
Yo :

an1T1 + -+ AnpTp = 0

Proposition

L’ensemble solution du systeéme Y est un sous-espace vectoriel de K? de dimension p — r
avec r = rgd.

dém. :

L’ensemble solution du systeéme X est le noyau de I’application linéaire u et celui-ci est un sous-espace
vectoriel de K? de dimension p — r avec r = rgu = rg3 en vertu de la formule du rang.

O
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Théoréme
Si le systeme X est compatible alors son ensemble solution Sy, est un sous-espace affine de K”
de direction Sy, .

dém. :

dém. :

Soit Z solution particuliere du systeme .

z €Sy e ulx)=u(@) &z —7T € keru.

Par suite Sy, est le sous-espace affine donc z + Sy,
O

Corollaire
] Tout systéme de rang r = p possede au plus une solution.

10.6.4 Résolution pratique

Considérons le systeme

a11Ty + -+ apT, = by

Ap1X1 + -+ AppZp = by,

d’équation matricielle AX = B.
Par la méthode du pivot de Gauss, on peut en opérant sur les lignes et en permutant éventuellement les
colonnes, transformer la matrice A en

b1 *

avec pi, ..., pr # 0.
En suivant ce procédé, mais en opérant sur les équations au lieu des lignes et en permutant les inconnues

au lieu des colonnes, on peut transformer X en le systéme équivalent ¥’ suivant :

plx/l+...+*x;+*x;+1Jr-uJF*l‘;):b/l (1)

Pry Ty g e X, =0 (1)
0=0.., (r+1)

0=t

Définition
Les équations (1)’, ..., (r)" sont appelées équations principales.
Les équations (r + 1)’, ..., (n)’ sont appelées équations de compatibilité.

Si ’une des équations de compatibilité est fausse, le systéme est incompatible.
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Si les équations de compatibilité sont vérifiées, le systeme X est équivalent a :

Py 4 - Foxan = by — (kg e 4 xa,)

prvy = bl — (ky g + oo k)

Ce systeme triangulaire se résout en cascade et permet d’exprimer les inconnues 7, . .., ). en fonction
. ! /
des inconnues . ¢, ..., T,
Définition
Les inconnues z},...,z). sont appelées inconnues principales, c’est en exprimant celles-ci
qu’on acheve la résolution du systeme.
Les inconnues ., ..., x; sont appelée inconnues parametres, ce sont elles qui permettent la

description de I’ensemble solution Ss.

Remarque Cette démarche, appelée méthode du pivot, est une résolution par équivalence du systeme .
La méthode par substitution en est une variante dans la mise en forme.

Exemple Etudions
c+y—z+t=1
T+ 2y+2t=2
—r+2z4+1t=3

On a successivement les systemes équivalents
r+y—z+t=1 (1)

y+z+t=1 (2) — (1)
y+z+2t=4 (3+1)

r+y—z+t=1 (1)
yrzt+t=1 (2

t=3 3)—(2)
r+y+t=14+z2
y+t=1—z2
t=3
T =2z
y=-2—-z
t=3

On peut alors décrire I’ensemble des solutions

S§={(22,-2-2,23)z €K}

336



CHAPITRE 10. CALCUL MATRICIEL

Exemple Etudions
r+y+z=2
T+y+2z=3
204+ 2y+2z=3

On a successivement les systemes équivalents
r+y+z=2 (1)

z=1 2) - (1)
—z=-1  (3)—2x(1)

z=1 (2)
0=0  (3)-(2)
r=1—-y
1
=0

Et I’ensemble solution est donc
S: {(17yay,]—)/y€K}

Exemple Etudions

r+y+z=1
r+2y=a
r+22z=0

On a successivement les systemes équivalents
x+y+z=1 (1)
y—z=a—-1 (2)-(1)
—yrz=-1 (3)-()

z+y+z=1 (1)
y—z=a—-1 (2)
0=a—2  (3)+(2)
Sia# 2alors S = .
Si a = 2 alors on obtient
r=—2z
{y:z+1

puis
S={(-22,1+22)/z e R}
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Exemple Etudions
r+y+mz=m

r+my—z=1

r+y—z=1
On a successivement les systemes équivalents
r+y+mz=m (1)
(m—ly—(m+l)z=1-m (2)-(1)
—(m+1)z=1-m (3)—(1)
Sim # 1letm # —1 alors
2m m—1
S=9(——,0,——
{(m+1 m—|—1)}
Sim = 1 alors on obtient
r+y+z=1
—22=0
—22=0

et on en déduit
S: {(lfy,y,())/y ER}

Si m = —1 alors on obtient
r+y—z=-1
—2y =2
0=2
donc
S=0

10.6.5 Systeme de Cramer

Définition

] On appelle systeme de Cramer d’ordre n tout systeme a n équations, n inconnues et de rang n.

Remarque La matrice associée a un systeme de Cramer est une matrice carrée inversible.

Théoreme

] Un systeme de Cramer possede une et une seule solution.

dém. :

L’équation matricielle associée a un systeme de Cramer d’ordre n est de la forme AX = B avec A €
GL,(R) et B € M, 1(R). Cette équation posséde une unique solution X = A~'B.

]

Remarque La méthode du pivot s’applique aux systeémes de Cramer et permet de déterminer I’unique
solution. Cependant, si on sait préalablement que le systeme étudié est de Cramer, on peut le résoudre
plus efficacement :

- en déterminant une solution évidente ;

- ou en déterminant sa solution par des combinaisons judicieuses d’équations.
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Exemple Si X est un systtme de Cramer homogene alors S = {(0,...,0)}.

Exemple Considérons le systéme
r+y=1
r—2y=2

T 2, ce systeme est de Cramer

(1) — (2) donne y = —1/3
2 x (1) + (2) donne = = 4/3.
L’unique solution de ce systéme est donc (4/3,1/3).

Puisque rg ( b

Exemple Soient 8, ¢ € R. Résolvons le systeme

cosfx + sinfy = cos p
—sinfx 4 cosfy = sin ¢

La matrice
cosf sinf
—sinf cosf
cosf) —sinf
sinf  cosf
cos @ x (1) —sin 6 x (2) donne x = cos @ cos — sinfsin v = cos(f + ).

sinf x (1) + cos 6 x (2) donne y = sin @ cos ¢ + cos O sin ¢ = sin(f + ¢).
L’unique solution de ce systéme est donc (cos(6 + ), sin(6 + ¢)).

est inversible d’inverse

Exemple Résolvons le systeme
r+yt+z=a

v+ gy + 5%z =b
T4yt =c

Ce systeme est de Cramer car

1 1 1 11 1 11 1
gl 1 5 42 |=rg| 0 j—-1 42°-1 |=rg| 0 j—1 j*-1
L 0 j°-1 j-1 0 0 —(-1?

(1) + () (3) donne 3z =a+b+c.
(1) + 4% x (2) + j x (3) donne 3y = a + bj* + ¢j.
(1) + 42 x (2) + j x (3) donne 3z = a + bj + cj>
L’unique solution du systeme est donc

a+b+c a+bj2+cj a+bj+cj?
3 ’ 3 ’ 3
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Chapitre 11

Déterminants

Le déterminant est un outil qui caractérise, par un calcul, I’inversibilité d’une matrice carrée.
K désigne R ou C.
n et p désignent des naturels non nuls.

11.1 Applications multilinéaires

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.

11.1.1 Définition

Définition

On appelle application n-linéaire de F vers F' toute application

E" = F
N (@1, mn) =T, 1)
linéaire par rapport a chacune de ses variables. Ceci signifie que pour toute famille
(x1,..., &4 ...,2,) € E" 1 ily a linéarité de 1’application partielle ; : E — F définie
par
Wi i (X1, Xy Ty)

Quand n = 2, on parle d’application bilinéaire.
Quand F' = K, on parle de forme n linéaire.

Exemple Si E' désigne I’ensemble des vecteurs du plan (ou de I’espace géométrique), I’application
produit scalaire (@, ) — 4 - ¢ est une forme bilinéaire.

En effet pour tout «, U, w € Eettout A\, u € R,ona

(M 4 p?) - W = \i - & 4+ p - 0 (linéarité en la premiére variable) et

@+ (AN + p) = M - U+ pdl - 0 (lindarité en la seconde variable).

Exemple Si E' désigne I’ensemble des vecteurs de 1’espace géométrique, 1’application produit vectoriel
(4, ¥) — @ A U est bilinéaire.

Exemple Si I désigne I’ensemble des vecteurs de 1’espace géométrique, I’application produit mixte
(t, ¥, W) — [i, U, W] est une forme trilinéaire.
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Exemple Soient £ =K, F = Ketn € N*,

L application ¢ : K x - - - x K — K définie par ¢(x1,...,2,) = 1 X - -+ X x;, est une forme n linéaire.
En effet, pour chaque ¢ € {1,...,n}, I'application partielle z; — ¢(z1,...,x;,...,2,) est linéaire car
de la forme z; — ax;.

Remarque Pour n = 1, une application 1-linéaire de F vers F' n’est autre qu’application linéaire de E
vers F'.
Pour n > 2, les applications n-linéaires de E vers F' ne correspondent pas a des applications linéaires.

Proposition
Soit ¢ une application n-linéaire de F vers F et (z1,...,x,) € E".
Sil’undes z1,...,x, estnul alors p(x1,...,2,) = O0p.
dém. :
Soiti € {1,...,n} tel que x; = Op.
Puisque I’application z; — ¢(x1,...,2;,...,x,) est linéaire, elle s’annule sur le vecteur nul et donc
o(z1,...,08,...,2,) =0p
O

11.1.2 Applications multilinéaires symétriques et antisymétriques

Définition
On dit qu’une application n-linéaire ¢ de E vers F' est symétrique si

Yo € 6n7V(Jc17...,xn) S En,(p(l‘g(l),...7xg(n)) = gp(mh...,xn)

On note S, (F, F') I’ensemble de ces applications.

Définition
On dit qu’une application n-linéaire ¢ de F vers F' est antisymétrique si

Vo € &, V(x1,...,2,) € E™, @ (%;(1)» .. .,xa(n)) =ce(o)p(x1,...,2,)

On note A, (E, F') ’ensemble de ces applications.

Exemple Soient F =K, F = Ketn € N*.
L application ¢ : K" — K définie par p(z1,...,z,) = 1 ... Z, est une forme n linéaire symétrique.
En effet par commutativité de la multiplication, on vérifie T (1) ... Ty(n) = T1 ... Ty pour tout o € &,,.

Exemple Le produit scalaire du plan ou de I’espace est une forme bilinéaire symétrique. En effet, pour
tout o € S = {Id, T}aVCC’T: (1 2),ona

Sio=1d,4-7=

Sioc= ( 1 2 )

©1 el
:1 £
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Exemple Le produit vectoriel dans I’espace est une application bilinéaire antisymétrique. En effet, pour
touto € Gy ={Id,7}avect=(1 2 ),ona

Sic=1d, U NV =¢e(o)d AT,

Sic=(1 2),0AG=—-UAT=¢(0)TANT.

Proposition

Soit ¢ une application n-linéaire de £ vers F'.

On a équivalence entre :

(1) o est symétrique (resp. antisymétrique) ;

() Y(z1,...,2,) € E™, VT transposition de {1, ...,n},

O (Tr(1)se s Trm)) = @(T1, ..., Tn)

(respectivement ¢ (Z,(1), - .., Tr(n)) = —@(T1,...,Tn) )

dém. :

(i) = (ii) estimmédiat car une transposition de {1, ..., n} est en particulier une permutationde {1, ... ,n}
(i1) = (i) Supposons ¢ symétrique.

Soit o € G,,. Puisque toute permutation peut s’écrire comme un produit de transpositions, on peut écrire
0 =T10...0Ty, avec Ty transposition de {1,...,n}. On a alors pour (x1,...,z,) € E",

2] (560(1), PN ,J]U(n)) =@ (.’L’,,-lo...o,,-m(1)7 e ,leo...OTm(n)) =@ (SC,,-IO..AO.,-m_l(l), ey leo"'on—l(n)>
Puis en répétant le procédé

© (xg(l), . ,xg(n)) = (SUTIO...OTM(l), R J:Tlo_..OT,m(n)) =(T1,...,Zn)

m

m
L’étude de ¢ est antisymétrique est identique sachant (o) = H e(me) = (—1)

k=1
O

11.1.3 Application multilinéaire alternée

Définition
On dit qu’une application n-linéaire ¢ de E vers F est alternée si celle-ci s’annule sur toute
famille contenant deux fois le méme vecteur i.e.

V(z1,...,2n) € E", A <i# j<n,2 =25 = o(x1,...,2,) = 0F

On note A,,(E, F') 'ensemble de ces applications.
Si F =K, on notera A}, (E) au lieu de A, (E,K).

Exemple Le produit vectoriel est une application bilinéaire alternée.
Eneffet,sit = valors UuAT=uUA©=0.

Exemple Le produit mixte est une forme trilinéaire alternée.
En effet si 4 = ¥, ¥ = @ ou 4 = o alors [&, U, W] = 0.
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Proposition
Soit ¢ une application n-linéaire alternée de E vers F.
Si (z1,...,x,) est une famille liée de vecteurs de FE alors o(x1,...,2,) = 0p.
dém. :
Si la famille (x4, ...,x,) est alternée alors I'un de ses vecteurs est combinaison linéaire des autres. En

notant ¢ I’indice correspondant a celui-ci, on peut écrire x; = E AT
. . . . . . . J?&z .
Puisque I’application ¢ est linéaire en sa ¢¢me variable, on peut écrire

gD(l’l, BRSPS ,IL‘n) = E )\jgﬁ(l’l,. .. ami—hxj;zi—&-l; e ,In)
J#i
Or la famille (z1,...,2%;—1,2;,Zj41,...,%,) comporte deux fois le vecteur ; donc puisque ¢ est
alternée

@(xl,...,xi_l,xj,xj+1,...,J;n) = OF

puisque ¢ est alternée et alors

o(x1, s Tiy ey ) =0p

O
Théoreme

Soit ¢ une application n-linéaire de E vers F'.

On a équivalence entre :

(1) ¢ est antisymétrique ;

(i) ¢ est alternée.
dém. :
(i) = (ii) Supposons ¢ antisymétrique.
Considérons (z1,...,z,) € E"telqu’ilexiste i # j € {1,...,n} vérifiant x; = x;. Pour la permutation
7= (i,7),0na(Tr(1),- s Tr(n)) = (T1,...,Tp) carz; = 2. 0r @ (T7(1), - -, Tr(n)) = —@(T1, ..., Tn)
car ¢ est antisymétrique. On en déduit p(z1,...,2,) = 0p.

Ainsi I’application n-linéaire ¢ est alternée.

(ii) = (i) Supposons ¢ alternée.

Soit 7 = (i, j) (avec i < j ) une transposition de {1,...,n}
Puisque la famille

(@1, i, (T +25), Tigas o5 o1, (T +25), Tjg1, .00, Tn)
comporte deux fois le méme vecteur on a
o (@1, (@i +25), ..., (@i +xj),...,2n) =0p
En développant grice aux linéarités en la ¢eme et en la jéme variable, on obtient

o (@1, (@i + ). (i +x5),...,20)

=@, Tiye e Xy T) F (B, T By, T)
car
O(T1y ey iy Ty, ) =@ (X1, o, Xy Ty Tp) = 0p
(deux fois le méme vecteur).
On obtient ainsi ¢ (z,(1), ..., Tr(n)) = —@(21,...,y,) et donc ¢ est antisymétrique.
U
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Exemple Le produit mixte est une application linéaire antisymétrique car alternée.

11.2 Déterminants

Soit E/ un K-espace vectoriel de dimension n.
11.2.1 Déterminant d’une famille de vecteurs

11.2.1.1 Définition

Définition
Soient B = (ey,...,e,) une base de E, F = (z1,...,x,) une famille de vecteurs de E et

A= (am) = Mat3<x1, ey l‘n) S Mn(K)

On appelle déterminant de la famille F dans la base B le scalaire

dgtf:dgt(l’l,,xn) - Z g(g)gao(i),i

ceG,

Remarque Si la formule est complexe, elle est néanmoins parfois utile et il est recommandé de la
connaitre.

Proposition
’ SiB=(ei,...,en)estune base de E alors dgtB = 1.

dém. :
A = MatgB = I,, = (0; ;) donc

dgt(el,...,en) = Z 5(0)1;[150(i),i

cEG,

ﬁa 1 sic=1d
L o4 =\ 0 sinon

donc dgt(el, cyen)=¢(ld) x 1 =1.
O

11.2.1.2 Propriété fondatrice

Théoréme
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base B = (eq, ..., e,).
L application dgt : B — K est une forme n-linéaire alternée non nulle.

De plus, ’ensemble A (E) des formes n linéaires alternées sur F est une droite vectorielle.

dém. :
Pour alléger ce qui suit nous noterons A = dgt.
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On peut déja affirmer que 1’application A est non nulle puisque A(B) = 1.
Montrons que ’application A : E™ — K est n-linéaire.
Soit 1 < j < n, justifions la linéarité en la jeme variable.

Soient o, B € K, (z1,...,&5,...,25) € Enlet xj,y; € I vecteurs de matrices composantes dans B
—
ai 1 a,j a1, ai,j by ;
, s R , et s :
Qn,1 Qn,j An,n Qnp,j bn7j
On a alors

A1, ...,am; + BYj, ..., Tp) = Z e(0)agy1 - - (Qas(j),; + Bbo(iyi) -+ - Go(n)m
oce6,

En développant

Azq,...,0z; + Byj,...,¢zp) =« Z £(0)agy,1 -+ Uo@),j -+ - Go(n)m
ceS,

—|—B Z E(J)aa(l)’l e ba(]),j e ag(n),n

oe6,

et donc
Az, ... 0z + Byj, ..., xn) = aA(x1,. .., Tj, ..., Zn) + BA(T1, .., Yjs oo, Zn)

Ainsi A est une forme n-linéaire.

Montrons que A est alternée

Soit (z1,...,z,) € E™ tel que z; = x; pour un certain couple (, j) avec i < j.

Notons A = (a; ;) = Matg(z1,...,Zy).

Considérons la transposition 7 = (4, j) et ’application ¢ : 2, — &,,\2,, définie par ¢(c) = o o T.
L application ¢ est bien définie et est bijective.

A(ml, cee ,xn) = Z 8(0’)&0(1)71 e ag(n))n
cc6,

En décomposant la somme

A(xh s ,ﬂfn) = Z 6(0)&0(1)71 - Qo(n)n + Z s(o)aa(l),l <2 Qo(n)n
oeA, 0c€G,—2A,

Par la bijectivité de ¢

A(mla s 7JL'n) = Z s(o)aa(l),l <2 Qo(n)n + Z 5(0 © T)a’(O'OT)(l),l -+ - Q(gor)(n),n
o€, o€y,

Orz; = Zj donc A(gor)(i),k = Qo(i),k L A(sor)(j),k = Qo(4),k donc

A(xla s ;xn) = Z 5(0’)&0(1)71 <o Qg(p)n T Z 5(0— ° 7—)ao(l),l -+ Qg(n)n
o€, o€y

Enfine(o o 1) = e(0)e(r) = —¢(0)
donc
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Axy,...,2,) =0

Ainsi A est alternée.

Montrons enfin que AY (E) = {\.A/X € K}.

Soient ¢ € A} (E) et (x1,...,2,) € E". Notons A = (a; ;) = Matg(z1,...,2n).
Par multilinéarité

n n n n
(1, xn) = cp(z Uiy 1€y - s Z i, n€i,) = Z Z @iy 1 Giy nP(€iyse-sei)

i1=1 in=1 i1=1 in=1
Or ¢ est alternée, donc ¢(e;,, ..., e;, ) est nul des que les 41, . . ., 4, ne sont pas deux a deux distincts.
Apres simplification des termes correspondants, il ne reste plus que les termes pour lesquels {41, ..., i, } =
{1,...,n} c’est-a-dire ceux qui correspondent aux applications o : j > i, bijective. Ainsi

QD(IL’l, s ,.Tn) = Z Ag(1),1 -+ - aa(n),nso(ea(l)a BERE) eo(n))
occG,

Or ¢ est alternée donc antisymétrique et par conséquent

oz, ..., xn) = Z £(0)ag(1),1 -+ o(n)np(€1,- - €n)
oES,,

Finalement ¢ = A\.A avec A = p(e1,...,ep).

Inversement, il est immédiate que pour tout A € K, ona A.A € A} (E).

On peut donc conclure que A (E) est une droite vectorielle dont A est un vecteur directeur.
g

Corollaire
L application dgt est linéaire en chacune de ses variables,

L application dgt s’annule sur les familles liées,
L application dgt est antisymétrique

L’application dgt est vecteur directeur de A (F) i.e. :

Vo € AL(E), 3N € K, p = A det

11.2.1.3 Changement de base

Le déterminant d’une famille de vecteurs dépend de la base choisie pour représenter celle-ci.

Théoréme
Soient B = (e1,...,e,) et B = (e},...,el,) deux bases de E.

V(z1,...,2,) € E",dBe/t(ml, I dBe/t B.dgt(:z:l, cey X)

dém. :
L application dBe/t est une forme n-linéaire alternée sur E, or I’ensemble de ces formes multilinéaires est
une droite vectorielle engendrée par dgt donc il existe A € K vérifiant dBelt = dgt ie.

YV(z1,...,2n) € E",dBe,t(xl, cey X)) = )\.dgt(xl, ey Ty)
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Pour (z1,...,z,) = (€1,...,€,), on obtient A = qut(el, cey€n) = dgthardgtB =1.
O

Corollaire
’ Si B et B sont deux bases de F alors dBelt B x dgt B =1.

dém. :
11 suffit d’appliquer la relation qui précede a (x1,...,x,) = (€},..., e, ) sachant dlgt B =1.
]
11.2.1.4 Déterminant et caractérisation des bases
Théoréme
Soit £ un K-espace vectoriel muni d’une base B = (eq, ..., e,).
Soit B’ = (e}, ..., €,,) une famille de vecteurs de E.

On a équivalence entre :
(i) B’ est une base de E';
(ii) dgt B #0.

dém. :
(i) = (ii) Car si B’ est une base de F alors dBe/t B x dgt B =1.

(ii) = (i) Car si B’ n’est pas une base de £, la famille B’ est liée et donc dgt B’ = 0 car I’application
multilinéaire dgt est alternée.

[l

11.2.2 Déterminant d’un endomorphisme

11.2.2.1 Définition
Soient u un endomorphisme de E et B = (eq, ..., e,) une base de E. Posons

§ = det(u(er), .., ulen))

Théoreme

Vo € AL (E),V(z1,...,2,) € E" o(u(z1), ... ,u(z,)) = do(z1,...,2,)

dém. :
Soit ¢ € A% (FE). Puisque I’espace A (E) est une droite vectorielle dirigée par I’application dgt, il existe

un scalaire a € K tel que ¢ = a. dgt ie.:
Y(x1,...,2n) € E" p(x1,...,2,) = . dgt(xl, coomy) (1)

Soit ¢ : E™ — K définie par ¥ (z1, ..., z,) = @(u(x1), ..., u(zy,)).
On vérifie aisément que 1) € A% (F) et donc il existe un scalaire 5 € K tel que ) = 3. dg,t ie.:

Y(x1,...,xn) € E" Y(x1,...,2,) = B. dgt(xl, e Tn) (2)
Or par (1) on a aussi

V(X1 .. xn) = o(u(zr),. .., u(z,)) = a. dgt(u(xl), coulze)) (3)
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En prenant (x1,...,2,) = (e1,...,e,) dans (2) et (3), on obtient :
o(uler), ..., ule,)) = B. dgt(el, coen)=0

et
o(uler), ... ule,)) = a. dgt(u(el), ooulen)) =ad

On en déduit 5 = a4 puis

Y(z1,...,xn) € E™" p(u(xy),. .., u(zy)) = 5ad§t(m1, cey ) = 0p(x1, ., T)

(]
Corollaire
’ La quantité dgt(u(el), ..., u(ey)) ne dépend pas du choix de la base B.
dém. :
Soit B' = (¢},...,el,) une base de E.
En appliquant le résultat précédent & ¢ = dlgt et (xv1,...,x,) = (€],...,€,), on obtient
dée't(u(e’l), cosu(el)) = 5dBelt(e/1, coeh)=96
(]
Définition
On appelle déterminant de I’endomorphisme u le scalaire det u = dgt(u(el), cooulen))
ou B = (eq,...,e,) désigne une base quelconque de E.

11.2.2.2 Propriétés

Proposition
| det(ldg) = 1.

dém. :
Soit B = (eq,...,e,) une base de E.

det(Idg) = dgt(IdE(el), oo Idg(en)) = dgt(el, coep)=1

O
Proposition

VA e K, Vu € L(E),det(Au) = A" detu

dém. :
Soit B = (ey,...,e,) une base de E. On a

det(A.u) = dgt()\.u(el), oo Aau(en))

Or I’application dgt est n-linéaire alternée donc en exploitant la linéarité en chacune de ses variables
det(Au) = A" dgt(u(el), cooulen))
O
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Attention : En général
det(Au 4 pv) # Adetu + pdetv

L application déterminant n’est pas linéaire. . .

Théoréme

Yu,v € L(E),det(vou) =detv x detu

dém. :
Soit B = (eq, ..., ey) une base de E.
Considérons ¢ : E™ — K I’application définie par
(1, xn) = dgt(v(xl), o v(xn))
L’ application ¢ est une forme n-linéaire alternée sur £ donc on peut écrire
YV(z1,...,2n) € E" p(u(xy),...,u(z,)) = detu x p(x1,...,2,)
En appliquant cette relation a (z1,...,z,) = (e1,...,e,) on obtient

dgt (v(uler)),...,v(ule,))) = detu x dgt(v(el), cov(en))

ce qui signifie det(v o u) = detu x detv
O

Corollaire

Yu € L(E),Ym € N,det(u™) = (det u)™

dém. :
Par simple récurrence.
O

11.2.2.3 Déterminant et automorphisme

Théoréme
Soit u € L(E). On a équivalence entre :
(i) v est un automorphisme de F ;
(ii) det u #£ 0.
De plus, si tel est le cas,
detu™' =1/detu

dém. :

(i) = (ii) Supposons u € GL(F). On peut introduire I’automorphisme inverser uwletonauou™! =Idg.
On a alors det(u o u™*) = det Idg puis det u x det(u™") = 1.

On en déduit det u # O et det u™ = 1/det u
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(ii) = (i) Soit B = (e1,...,e,) une base de E.
Si det w # 0 alors dgt(u(el), ...,u(epn)) # 0 et donc la famille (u(ey), ..., u(ey)) est une base de E.

Puisque I’endomorphisme u transforme une base en une base, ¢’est un automorphisme de F.
|

Corollaire
] L’application det : GL(E) — K* est un morphisme de groupes.

dém. :

(GL(E), o) et (K*, x) sont deux groupes et det(u o v) = det u x det v pour tout u,v € GL(E).

]

Définition
Le noyau du morphisme det : GL(E) — K* est noté SL(E), on I’appelle groupe spécial
linéaire de E.
SL(E) ={u € L(E)/detu = 1}.

11.2.3 Déterminant d’une matrice carrée
11.2.3.1 Définition

Définition
On appelle déterminant d’une matrice carrée A = (a; ;) € M, (K) le scalaire :

det A = Z E(O‘)ﬁaa(i),i
i=1

ceS,
On note encore
a1 . Q1
det A =
ap1 ... Qpn [n]

Attention : On ne calcule le déterminant que de matrices carrées !

Remarque La formule est compliquée mais a connaitre.
Par celle-ci, on montre de facon immédiate :

-det A =det A avec A = (m)lgid‘gn ;

-det A € Z quand a; ; € Z pour tout 3, j € {1,...,n} etc.

Proposition

Soient B = (e, ..., e,) une base de F et (x1, ..., x,) une famille de vecteurs de E.
Si A = Matg(x1,...,z,) alors dgt(xl, ooy &y) = det A.

dém. :

Les formules définissant dgt(xl, ..., Ty) et det A sont identiques.
O

Proposition

Soientu € L(E) et B = (eq,...,e,) une base de E.

Si A = Matgu alors det v = det A.
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dém. :
A = Matgu = Matg (u(ey), ..., u(e,)) donc det A = dgt(u(el), .. ulen)) = detu.

O

Remarque Tout probléme de calcul de déterminant d’un endomorphisme, ou d’une famille de vecteurs
dans une base, se ramene a un probleme de calcul de déterminant d’une matrice carrée.

11.2.3.2 Propriétés

Proposition

] det I,, = 1.
dém. :
detI,, =detldg =1
O
Proposition

VA e K,VA € M, (K),det(X.A) = A" det A

dém. :
Soient B = (ey,...,e,) unebase de E et u € L(F) de matrice A dans B. L’endomorphisme A est alors

représenté par la matrice AA et donc
det(AA) = det(Au) = A" detu = A" det A.
O

Attention : En général
det(A\.A+ u.B) # X.det A+ p.det B

L application déterminant n’est pas linéaire.

Théoreme
VA, B € M, (K),det(AB) = det A x det B
dém. :
Soient B = (ey,...,e,) une base de E et u,v € L(E) de matrices A, B dans 5. Lendomorphisme u o v

est alors représenté par la matrice AB et donc
det(AB) = det(uowv) = detu x detv = det A x det B.
O

Corollaire

VA € M, (K),¥m € N,det(A™) = (det A)™

dém. :
Par récurrence simple.
O
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Théoreme
Soit A € M,,(K).
On a équivalence entre :
(i) A est inversible ;
(i) det A #£ 0.
De plus, si tel est le cas,
det A7 = 1/det A

dém. :

Soient B = (eq,...,ey,) une base de E et u € L(E) de matrice A dans 5. Le résultat énoncé s’obtient
en exploitant le résultat analogue relatif aux endomorphismes sachant que la matrice A est inversible si,
et seulement si, u est un automorphisme de F et qu’alors A~ est la matrice de u .

O
Corollaire
| L'application det : GL,,(K) — K* est un morphisme de groupes.

dém. :
(GL,(K), x) et (K*, x) sont deux groupes et det(AB) = det A x det B pour tout A, B € GL,,(K).
O

Définition
Le noyau de ce morphisme de groupes est noté SL,, (K), on ’appelle groupe spécial linéaire
d’ordre n.
SL,(K) ={A € M, (K)/det A =1}
Théoréme
VA € M, (K),det'A = det A
dém. :

A= (a,;J),tA = (a3~7i) avec a;ﬁ = Qi ;-

Par définition " n
det'A = Z (o) H le,(j)J = Z e(o) H Aj,0(4)
J=1

oEG, 0ES, j=1
En procédant au changement d’indice i = o(j) dans le produit

det’A= " E(U)ﬁaa—l(i),i
i=1

ceG,,

En procédant au changement d’indice o’ = ¢! dans la somme

dettA = Z 6(0’_1)121%/(1),1
i1

o'e6,

Ore(o’™!) = e(0’) donc

dettA = Z e(o’) Haa(i)ﬂ- =det A

c'e6, i=1
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O

Remarque On a donc indifféremment

n n
det A= e0) [Jacwi= Y @) [[aiow
i=1 =1

ceG, oeS,

11.3 Calculs de déterminants

11.3.1 Premiers résultats
Soit A = (a; ;) € My (K). Par définition

n

det A = Z (o) H%(i),z‘

oceS, =1
Pourn =1, A = (a), &; = {Id} et on obtient
det A = a.

a b

Pourn =2, A = ( e d >, Sy = {Id, (1,2)} et on obtient det A = e(Id)ad + £((1,2))cb i.e.

det A = ad — be d.

a b ¢
Pourn=3,A=[ o v ¢ |,63=1{1d,(1,2),(2,3),(3,1),(1,2,3),(1,3,2)} et on obtient
a// b// C//

det A= (ab'c" +ad'b"c+a"bc") — (a"V e+ a'b'c+ ab’c).

Remarque Pour mettre en place ce dernier calcul, on peut exploiter la regle de Sarrus

- on reproduit les deux premicres colonnes de la matrice a sa suite ;

- on somme les produits des coefficients diagonaux obliquant sur la gauche avec un signe moins, sur la
droite avec un signe plus.

Exemple Calculons

1 2 3
D=4 5 6
7T 8 9

Par la regle de Sarrus

D=(1x5x34+2x6x7T+3x4x8)—(3x5x7+1x6x8+2x4x%x9)=0
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11.3.2 Déterminant d’une matrice triangulaire

Proposition
Si A = (a;;) € My(K) est triangulaire supérieure alors

n
det A = H Qi g
i=1

dém. :
Puisque A est triangulaire supérieure on a a; ; = 0 pour tout (4, j) tel que ¢ > j.

Par définition
n

det A = Z (o) H Ao (i).i
0EG, i=1

n
Soito € &,,. S’il existe 1 < @ < ntel que o(¢) > ¢ alors H as(;),; = 0 car le produit contient un facteur

i=1
nul.
Apres simplification des termes correspondants dans la somme définissant det A, il ne reste plus dans
celle-ci que les termes associés aux permutations o vérifiant

Vi<i<n,o(i)<i

Pour une telle permutation, ona o(1) = 1,0(2) = 2,...,0(n) = netdonc o = Id.
Finalement
det A = Z (o) H o), = (Id) H a;; = H Qi
oeG, i=1 i=1 i=1
(]

Remarque Par transposition, on peut aussi énoncer que le déterminant d’une matrice triangulaire
inférieure est le produit de ses coefficients diagonaux.

Remarque En particulier le déterminant d’une matrice diagonale est le produit de ses coefficients
diagonaux.

Exemple Calculons le déterminant de 1’endomorphisme f : R,, [X] — R,, [X] défini par
f(P)=(X+1P)
Formons la matrice de f dans la base canonique B = (1, X,..., X").
fO)=1LfX)=2X+1,.., f(X")=(n+1DX"+nX"!

La matrice de f dans B est triangulaire supérieure de coefficients diagonaux 1,2,...,n + 1.
On en déduit det f = (n + 1)L
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11.3.3 Opérations sur les déterminants

Soit A € M,,(K) de colonnes Cy, ..., C,.

Les colonnes (Y, ..., C, sont des vecteurs de ’espace M,, 1(K). Notons B = (FE4,..., E,) la base
canonique de cet espace. La matrice des composantes de C; dans la base B est C';. On peut donc
interpréter A comme la matrice représentant la famille de vecteurs (C1, ..., C,,) dans la base B.
Puisque A = Matg(Cy,...,Cy),onadet A = dBet(C’l, ..., Cp). On en déduit le résultat suivant

Théoréme

Soit A € M,,(K) de colonnes C1, ..., C,,.

Si I’une des colonnes de A est nulle alors det A = 0.

Si les colonnes de A sont liées alors det A = 0.

Si on permute les colonnes de A selon une permutation o alors det A est multiplié par £(o).
Si on multiplie une colonne de A par un scalaire A alors det A est multiplié par A.

Si on scinde une colonne C; de A en C; 4 C7 alors det A est la somme des deux déterminants
obtenus.

Si on ajoute a une colonne de A une combinaison linéaire des autres colonnes de A, le
déterminant de A est inchangé.

dém. :
Puisque det A = dgt(Cl, .ty Cpn), A — det A est une application n-linéaire alternée en les colonnes

de A.

]

Corollaire
Par transposition, le théoreme ci-dessus se généralise a la manipulation de lignes au lieu de
colonnes.

Attention : La manipulation C; <— C; — Cs ne modifie pas le déterminant (car correspond a I’ajout a
une colonne d’une combinaison linéaire des autres).

En revanche, la manipulation C; < C5 — C; change le déterminant en son opposé car correspond a la
précédent manipulation suivie de C; < —C.

11.3.4 Calculs par triangulation

Par opérations élémentaires, on sait triangulariser une matrice et donc calculer son déterminant.

Exemple Calculons
5 2 1
10 4 3
15 8 1

En factorisant 5 et 2 sur les deux premieres colonnes

5 2 1 1 1 1
10 4 3 |=5x2x|2 2 3
15 8 1 3 4 1
Par les opérations Lo <— Lo —2Lq et Ly < Ls — 3Ly
5 2 1 1 1 1
10 4 3|=10x|0 0 1
15 8 1 0 1 -3
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Par ’opération Lo <> L3

5 2 1 11 1
10 4 3|=—-10x|0 1 -3 |=-10x
15 8 1 0 0 1
Exemple Calculons
1 a+b ab
1 b+c be

1 c+a ca
Par les opérations Lo <— Ly — Ly et Ly < Ls — Ly

1 a+b ab 1 a+b ab
1 b+c be 0 c—a blc—
1 ¢c+a ca 0 c—b a(c—
En factorisant sur les deux premieres lignes
1 a+b ab 1 a+
1 b4+c¢ be|=(c—a)(c=Db)|0 1
1 c+a ca 0 1
Par I'opération L3 <— L3 — Lo
1 a+b ab 1 a+b ab
1 b+c be |=(c—a)(c=Db)|0 1 b
1 c¢c+a ca 0 0 a—b
Exemple Soient (a,b) € K2 et n > 2. Calculons
a b
D,
b @ |y
Par I’opération C; < C; + Cy + ... + Cy,
a+(n—-1b b - b
D, « W
a+(n—10 (b) a i
Par les opérations Lo < Ly — L1, L3 < L3 — Ly,..., L, < L, — Ly
a+(n—1)b b b
0 a—1b (0)
D, = . _
0 (0) a—>b

etdonc D,, = (a + (n — 1)b)(a — b)" L.
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Exemple Calculons

1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 ... n
A chaque ligne, retirons la précédente en commencant par la derniére
111 ... 1
1 2 2 ... 2 1 1
1 2 3 ... 3 |_ . -1
Do ; 0 1
1 2 3 n

Attention : Il faut étre attentif a I’ordre des opérations élémentaires, chacune modifiant la matrice sur
laquelle opeére I’opération élémentaire suivante. Dans 1’exemple précédent, on retirait a chaque ligne la
précédente et ce en commencant de la derniere et absolument dans cet ordre pour obtenir la matrice
proposée..

Exemple Calculons pour n > 2, le déterminant

1 o) 1

( 1 ) 1 [7L]

En écrivant la derniére colonne comme somme de deux colonnes
1 0 1 1 (0) 1 (0) 1
N N 1 :
(1) 1 (1) 1 (1) 0

le dernier déterminant étant nul car ses deux dernieres lignes sont égales.

11.3.5 Développement du déterminant selon une rangée

Commencons par présenter un résultat transformant un déterminant de taille 7 + 1 en un déterminant de
taille n (donc plus petit. . .)

Lemme
(11’1 G,Ln O a1 a1n
) ;
an 1 P a 0
" mn (L2709 B QAp.n
Ant1,1 0 Gngin L g [n]
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dém. :

Posons A = (aivj)lgi,jgnJrl
Par définition du déterminant

eMpri(K)aveca; ; =0pourl <i<n,j=n+1letayiinsr =1

n+1
det A = Z (o) H Ao (i),
€S 41 i=1
Soit o € 6n+1.
n+1
Sio(n+1) #n+1alors H a,(3),; = 0 car le dernier facteur de ce produit est nul.
i=1
n+1 n
Sio(n+1) =n+1alors H Qi) = H s (;),; car le dernier facteur de ce produit vaut 1.
i=1 i=1
Par suite
det A = Z (o) H Ao (i),i
€S 4+1,0(n+1)=n+1 i=1

Or I’application qui prolonge une permutation o € &,, en posant o(n + 1) = n + 1 est une bijection de
S, vers {o € 6, 41/0(n+ 1) = n+ 1}. De plus cette bijection conserve la signature car elle conserve
le nombre d’inversions. On en déduit

n

det A = Z E(O’)Hao(i),i

cEG, i=1

et on obtient ainsi la formule énoncée.

Pour exploiter le résultat précédent, réinterprétons le déterminant d’une matrice comme le déterminant
de la famille de ses colonnes.

Soit A = (a;;) € M, (K) de colonnes C1,...,C,.OnadetA = dgt(Cl, ...,Cy) en notant B =
(En,. .., E,) labase canonique de I’espace M,, 1 (K).

Soit 1 < 7 < n fixé.

On a

n
Cj: E am‘Ei.
1=1

Par linéarité de I’application dgt en sa j-eme variable, on peut écrire

det A = Zaw- dgt(Cl, .. .,Oj_l,Ei,Oj+1, .. ,Cn)

i=1

n

soit encore det A = E a; jA; j avec

i=1
a/l’l DR 0 DR al"n,
A= 1 ol le 1 est en position (4, 5).
an’l DR 0 DR an’n
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En permutant les colonnes selon le cycle o = (4,5 + 1,...,n) :

a171 ... &1,3 e al,n 0
A= (-1 : 1 | care(o) = (—=1)" 7,
a/n)]_ e &n’j .« .. an’n 0
En permutant les lignes selon le cycle o’ = (i,i + 1,...,n):
ai1 o Q1 0
A= ()" T (=) ¢+ Gy | care(o’) = (=1)" L
Gn,1 e Gn,n 0
a1 o Gin 1

a1 Q1in
— (1)t N
AL,] - ( 1) X Cbi,j
Qn,1 Un,n [n—1]
Finalement
n n
_ i+j
det A= aijAi; =Y (~1)" a0,
i=1 i=1
avec
1,1 a1,n
Aij i
an,1 An . n [n—1]
O
Définition

Cette relation est appelée développement de det A selon la jéme colonne.
Le coefficient A; ; est appelé mineur d’indice (i, j) de A.
Le coefficient A; ; = (—1)"T7A; ; est appelé cofacteur d’indice (i, j) de A.

Remarque Cette formule transforme le calcul d’un déterminant d’ordre n a celui de n déterminants
d’ordre n — 1.

Remarque Le signe de (—1)"™7 est donné par le tableau

4 - 4 ... (_1)n+1
— + -
+ - 4+

(=1 +
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Exemple Calculons

>

Il
- e =
o Ot N
© o w

En développant selon la premiere colonne

5 6 2 3
A=1xlg g 8 9

’—4><

‘+7x

2 3
5 6 ’——34—24—21_0

Par transposition, le développement d’un déterminant selon une colonne devient le développement d’un
déterminant selon une ligne. Pour 1 < 7 < n fixé, on obtient la relation :

n

det A= aijAi; =Y (1) a;Ai
j=1

j=1

qui est appelée développement de det A selon la i-eme ligne de A.

Exemple Calculons

>

|
~N b~ =
oo Ut N
O S W

En développant selon la troisieme ligne

2 3 1 3 1 2
A=T7x 5 6’8>< 4 6‘+9>< 4 5’21+48270
11.3.6 Calculs par développements
Exemple Calculons
1 2 -1 1
-1 2 1 3
A= 0o 1 0 -1
2 1 1 1
En développant selon la troisieme ligne
1 -1 1 1 2 -1
A=—-1x|-1 1 3|—-(-1)x| -1 2 1
2 1 1 2 1 1
Par opérations élémentaires, on fait apparaitre des zéros
0 -1 1 1 20
A=—-0 1 3|4+|-1 2 0
3 1 1 2 1 3
Puis en développant
1 1 1 2
A——3’ 1 3‘+3>< 1 2‘_12—#12—24
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Exemple Calculons

2 1 (0)
D, = 1
1
(0) o2 |
En développant selon la premiere ligne
11 0 0

D,=2D, 1—1x|: 1

0 (0) Ty

[n—1]
et en développant le deuxieéme déterminant selon la premiere colonne
Dn = 2Dn—1 - Dn—2

Ainsi (D,,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique > — 2r + 1 = 0 de
racine double 1.
On peut donc écrire

D, =(An+p) x1"

Dy =2et Dy =3 donne A = p = 1 etainsi D,, = n + 1 pour tout n € N*

Exemple Soit 6 € ]0, 7[.

Calculons
2cosf 1 (0)
D, = 1
1
(0) 1 2cosf ]
En développant selon la premicre ligne
11 o --- 0

0 2cosf 1 (0)
D,=2D, 1 —1x|: 1 ‘

0 (0) 1 2coséd 1]
et en développant le deuxieme déterminant selon la premiere colonne

Dn = 2cos H-Dn—l — Dn_g

Ainsi (D,,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique r? —2cosfr+1=0
de racines %’ et e =% (distinctes car 8 € ]0, 7| )
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On peut donc écrire
D,, = (Acosnf + pusinnf) x 1"

D; =2cosfet Dy = 4cos®f — 1 donne X\ = 1 et yu = cos /sin § et ainsi pour tout n € N*

D, — Sin(r.L +1)0
sin @
Exemple Soit (z1,...,x,) € K"
Calculons
1z o} Tt
Vn(xlv"'vxn) =
1z, 22 !
Pourn =1, Vi(z;) = 1.
Pour n = 2,
x
Va(z1,20) = 1 m; =T — I

Pour n = 3. En procédant aux opérations élémentaires C'3 <— C5 — x1C5 et Cy < Cy — x1C on obtient

1z a2 1 0 0
2 2
Va(zy,20,23)=| 1 @ x5 |=|1 za—x1 25— 2122
1 x3 x§ 1 x3—x x% —x1x3

En développant selon la premiere ligne puis en factorisant par ligne

To — X1 CE% — T1X2

vy —x1 22 —mims | (v2 — 1) (23 — m1)Va(22, 73)

Va(21, 72, 73) =
et donc
Va(z1, w2, 73) = (22 — 71) (73 — 1) (23 — 72).
Plus généralement, pour n > 2, en procédant aux opérations élémentaires

Cn < Cn —$1Cn,1,...,C2 — C2 —xlCl

1 o 2?2t

1 xy 2 - 2l
V,L(J?l,...,In) =

1z, 22 ... 2!
1 0 0 0

-1 —2

1 29 —23 x% —T1xTy - Ty — T1TY
1 z,—x xi — 1Ty, - xﬁ_l — mlxﬁ_Q

En développant selon la premiere ligne puis en factorisant par ligne

T2 — 11 x% — 21T - ngl _ xlx’;’z
Vn(x17...7xn) —
2 n—1 n—2
Tp —T1 Tp —T1Tp v xy —zz"
= (332 - 331) . ([En — $1)Vn_1($27 . ,Z‘n)

363



11.4. APPLICATIONS DES DETERMINANTS

Autrement dit

Vn(l'l, sy ilin) = H (ZEZ — xl)Vn_l(xg, . 71‘n)

En répétant le processus

Va(z1,...,2n) = H (i — 1) H (x; — x2)Vo—a(z3, ..., 2n)
et ainsi de suite pour obtenir finalement

Vi@, ooy @p) = H (x; — ;)
Remarque La matrice sous-jacente est inversible si, et seulement si, les z; sont 2 a 2 distincts.

11.4 Applications des déterminants

11.4.1 Formules de Cramer

Théoreme
Soit X un systéme a n équations et n inconnues

a1z + -+ aypty = b1

Gn, 121 +-- Anndn = bn

d’équation matricielle AX = B.
Le systeme X est de Cramer si, et seulement si, det A # 0.
De plus, si tel est le cas, son unique solution est le n uplet (1, ..., ) avec

al,l ... bl DR a/1777,
. a A1 ... b DR a ,

aiil - QAin

Gp,1 Qp.n
dém. :
Le systeme X est de Cramer si, et seulement si, la matrice A inversible i.e. det A # 0.
Supposons que tel est le cas. ¥ admet une unique solution (z1, ..., ).
Sion note C1, ..., C), les colonnes de A, on a

B=zCi+---+2,C, = inCi
i=1
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Notons B = (E4, ..., E,) la base canonique de M,, 1 (K).
det A = dgt(Cl, oo, Cp).

Pour j € {1,...,n}, considérons dgt(Cl, ...,Cj21,B,Cjqq,...,Cy).

Par linéarité du déterminant en chacune de ses variables,

dgt(Cl, . .,Cj_l,B,Cj+1, AN ,Cn) = lel dgt(Cl, .. .,Cj_l,ci,Cj+1, NN

Or
dgt(Cl, N ~7Cj—17Ci7Cj+1a N ,Cn) =0

si @ # j (car deux colonnes égales) et

dBet(C]_,...,ijl,Cj,Cj+l7...,Cn) =det A

donc
dgt(Cl, o, Ci21,B,Cjqq,...,Cp) =xjdet A
d
Exemple Considérons le systeéme
ar+by=c
{ adx+by=<~

Ce systeme est de Cramer si, et seulement si, ab —a'b #0.

Si tel est le cas, sa solution est

b —c'b  ad —dc
ab —ab’? T ab —a'b

xr =

Exemple Considérons le systéme
r+y+z=1
axr+by+cz=d
a’x 4+ b2y + Ptz =d?
avec a, b, c deux a deux distincts.

Le déterminant (de Vandermonde) de ce systeme est (b — a)(c — a)(c — b) # 0.
Ce systeéme est de Cramer et sa solution (z, y, z) est donnée par

(b—d)(c—d) (d—a)(c—d) (d—a)(d—Db)

T—afc—a)! T b—a)c—b)" " (c—a)c—b)

11.4.2 Comatrice
Soit A = (am-) S MW(K)

Pour 1 < ¢,j < n, onnote A, ; le cofacteur d’indice (¢, j) de la matrice A.

aip -0 Qip
Ai,j = (_I)H_]Ai,j = (_I)H_] &ij
Gnl e Ann
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Définition
On appelle comatrice de A la matrice des cofacteurs de A, on la note

comA = (Ai,j)lgi,jgn c Mn(K)

Exemple Pour

on obtient

Exemple Pour

1 2 3
A=| 4 5 6
7 8 9
on obtient
-3 6 -3
comA = 6 -—-12 6
-3 6 -3
Théoréme
VA € M, (K)," (comA) A = A" (comA) = det(A)I,
dém. :

Notons a; ; les coefficients de la matrice A.
comA = (A;;)," (comA) = (A4 ,) avec A}, = A, ;.
" (comA) A = (b; ;) avec

n n
!/
bij = § A pak,j = E g, jAk,i
k=1 k=1

Si i = j alors en développant le déterminant de la matrice A selon la j-éme colonne

alAl ... al,] e al)n n
detA=| : o= E ak,j Ak, = bj,;
=1
an’l .« .. an’.] e a/n)n k

Sii # j alors en développant selon la i-éme colonne le déterminant de la matrice obtenue en remplacant
la i-eéme colonne de A par sa jéme colonne, on obtient

a1 - QA1s—-1 Q1,5 G141 0 Q1n

n
= kA = bi
k=1

an,1 Qni—1 QAnj Qpgi+1 " Qn,n
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Or ce dernier déterminant est nul car la matrice considérée possede deux colonnes identiques.
Finalement b; ; = det(A)d; ; puis * (comA) A = det(A)I,.

L’identité A’ (comA) = det(A)I, s obtient de fagon semblable en considérant les coefficients de la
matrice produit A* (comA) comme des développements de déterminants selon des lignes.

]

Corollaire
Sidet A # 0 alors

_ 1
A7l = detAt(ComA)

Exemple Pour
A= < CCL Z) € Mz (K)

A est inversible si, et seulement si, ad — bc # 0. Si tel est le cas
1 d -b
A"l =
ad — bc ( —c a >

11.4.3 Détermination du rang d’une matrice

Définition
On appelle matrice extraite de A € M, ,(K) toute matrice formée en retirant un certain
nombre de lignes et/ou de colonnes de la matrice A.

1 0 2
> est extraite de -2 0 1
4 1 2

Exemple ( ; g via f,g et 6'2.

e~ =
NN W

Proposition
| Toute matrice extraite de A € M, ,(K) est de rang inférieur a celui de A.

dém.

Notons C4, ..., C) les colonnes de A. On argA =r1g(Ch,...,Cy).

Si on retire des colonnes a la matrice A, la matrice B obtenue est de rang inférieur.

Notons L1, ..., Ly, les colonnes de B. On argB =rg(Lq,...,Ly).

Si on retire des lignes de B, la matrice extraite C' obtenue est de rang inférieur au rang de B et donc de
rang inférieur a celui de A.

Définition

On appelle déterminant extrait de A € M,, ,(K) d’ordre r, tout déterminant d’une matrice
carrée d’ordre r extraite de A.

Exemple

1 2 ) . . 1 1 2 . oA
10 ‘ = —2 est déterminant extrait de ( 01 0 ) via Cy
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Exemple Les mineurs de A € M,,(K) sont exactement ses déterminants extraits d’ordre n — 1.

Théoreme
Le rang d’une matrice non nulle A € M,, ,(K) est I’ordre maximal des déterminants non nuls
extraits de A.

dém. :

Si A posseéde un déterminant extrait d’ordre 7 non nul alors rgA > r car A admet une matrice extraite de
rang 7.

Inversement, posons r > 1 le rang de A € M,, ,(K).

A posseéde 7 colonnes indépendantes.

Notons B la matrice extraite formée par ces colonnes. B € M,, ,.(K) et B est de rang .

B possede r lignes indépendantes.

Notons C' la matrice extraite de B constituée pas ces lignes. C' € M.,.(K) et C est de rang 7.

La matrice C est une matrice carrée inversible donc det C' # 0 et par suite A posseéde un déterminant
extrait d’ordre r non nul.

d

Exemple Calculons le rang de

11 (0)

M= € M, (K)
(0) AR |
1 (0) 1

11 (0) 1 (0)
detM=| - + (-]
11
0 1 [n—1] (0) 1 1

Ainsi det M =1+ (—1)""1,

Si n est impair alors det M = 2 et donc rgM = n.

Si n est pair alors det M = 0 et donc rgM < n.

Or M possede un mineur non nul donc rgM > n — 1 puisrgM =n — 1.

11.4.4 Orientation d’un espace vectoriel réel de dimension finie

E désigne un R-espace vectoriel de dimension n € N*,
Définition
Soient B = (eq, ..., e,) et B = (€], ..., €},) deux bases de F.
On dit que la base B’ a méme orientation que la base B si dgt B > 0.

Sinon, on dit que B’ est d’orientation opposée a celle de B.
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Proposition

Soient B et B’ deux bases de F.
Si B a méme orientation que B’ alors B’ a méme orientation que B.
On dit alors que B et B’ ont méme orientation.

dém. :
dgt B’ x dlgt B=1>0donc dgz/t B et dgt B’ ont méme signe.
0
Proposition
Soient B, B, B” trois bases de E.

B’ et B” ont méme orientation si, et seulement si, elles ont toutes les deux la méme orientation
que B ou sont toutes les deux d’orientation opposée a celle de B.

dém. :
Par formule de changement de base dBe/t B’ = dée/t B x dgt B’.

Par suite dBe/t B’ > 0 si, et seulement si, dBe/t Bet dgt B” ont méme signe.

]

Définition
Orienter le R-espace vectoriel £ a partir du choix d’une base B c’est adopter le vocabulaire
suivant :

Toute base de F' de méme orientation que B est dite directe.
Toute base de F d’orientation opposée a celle de B est dite indirecte.
La base B est dite base orientée de référence.

Remarque Il n’y a que deux orientations possibles sur I’espace E.

En effet I’ensemble des bases de E se scinde en deux sous-ensembles formés de bases qui sont de méme
orientation. Orienter F revient a choisir I’un de ces sous-ensembles et de qualifier de directes les bases
de celui-ci et d’indirectes les bases de I’autre sous-ensemble.

Remarque L’espace E ne possede pas d’orientation privilégiée a priori.

Exemple En général, on oriente R™ par I’intermédiaire de sa base canonique. Si tel est le cas, on dit que
I’espace R™ est canoniquement orienté.

Exemple Pour orienter une droite D, il suffit de choisir un vecteur v # 0 de D.
Tout vecteur non nul de D ayant mé€me sens que u est direct. Les autres sont indirects.

+
—

A 4

Définition

] Une droite vectoriel orientée est appelé un axe vectoriel.
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Exemple Le plan géométrique est usuellement orienté par le sens trigonométrique.
Dans la figure ci-dessous la famille (i, ¥) est directe et la famille (i, @) est indirecte

~

<

ol
L

Exemple L’espace géométrique est usuellement orienté par la regle du tire-bouchon.
Dans la figure ci-dessous, la famille (i, 7, ) est directe et la famille (i, ¥/, £) est indirecte

Exemple Soit £ un R-espace vectoriel orienté par une base B = (eq, ..., €,).
Pour tout 0 € &,,, notons B, = (€41, -+ €x(n))-

Ona dgt B, =¢(0o).

Si la permutation o est paire alors B, est directe.

Si la permutation ¢ est impaire alors B, est indirecte.

En particulier, dans 1’espace géométrique orienté 5 = (Z, 7, E)

- les bases (;, 7 E), (E, i, j), (;, k, Z) sont directes ;

-, = - = - = -
)

- les bases (Z, k,7),(k,7,4),(j,1, k) sont indirectes.
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Chapitre 12

Espaces vectoriels euclidiens

Dans ce chapitre on redéfinit la notion de produit scalaire dans un cadre plus général qui ne sera pas
nécessairement géométrique. A partir de cette notion, on redéfinit les notions de distance, d’orthogonalité,
d’angles,...

FE désigne un R-espace vectoriel.

n et p désignent des entiers naturels.

12.1 Produit scalaire

12.1.1 Définition

Définition
On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ : £ x E — R vérifiant
1) ¢ est bilinéaire ;
2) o est symétrique i.e.
Vr,y € E,o(x,y) = ¢(y, x)

3)  est positive i.e.
Ve e E,p(z,z) 20

4) ¢ est définie i.e.
Ve € E,p(z,2) =0=2=0g

On dit qu’un produit scalaire est un forme bilinéaire symétrique définie positive.

Remarque Dans la pratique pour montrer que ¢ : £ X E — R est bilinéaire symétrique (1. et 2.) on se
contente d’établir la linéarité par rapport a une variable (par exemple, la deuxieme) et la symétrie ce qui
est suffisant pour conclure.

Exemple Le produit scalaire défini sur I’ensemble des vecteurs du plan (resp. de I’espace) est un
produit scalaire au sens précédent.

Exemple Considérons £ = R".
Pour x = (21,...,2,) € R" ety = (y1,...,yn) € R™ on pose

o(@,y) =Ty + -+ TnYn = > Thlk
k=1
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Montrons que  définit un produit scalaire sur R™.
@ : R™ x R™ — R est bien définie
Soient A, u € Retz,y,z € R™.
On écrit
= (1, Tn), Y= W1, Yn)y 2 = (21, -, 2n)

et alors

(@ My +pz) =Y w(ye + pze) =AY zetk + 1> weze = Ap(z,y) + pp(a, 2)
k=1 k=1 k=1

Donc ¢ est linéaire en sa deuxieme variable

n n
Py, 2) = yrze = Y wryp = (. y)
k=1 k=1

Donc ¢ est symétrique puis bilinéaire

o(z, x) :in >0
k=1

n

Donc ¢ est positive

n
Si p(z,x) = 0 alors Z ry = 0.
Or la somme de quan];ite}:s positives n’est nulle que si chacune des quantité est nulle. Par suite
r1=...=x, =0etdonc x = Ogn.
Ainsi ¢ est définie.
Finalement ¢ est un produit scalaire sur R™, on I’appelle produit scalaire canonique de R".
Sauf mention du contraire, R™ sera considéré muni de ce produit scalaire.

n
Remarque o(z,y) = Z kxyyy, définit aussi un produit scalaire sur R"™.
k=1

Exemple Considérons £ = C vu comme R-espace vectoriel.
Pour z, 2’ € C on pose
©(z,2") = Re(z2")

¢ : C x C — R est bien définie.
Soient A\, u € Retz, 2, 2" € C.

o(z, A2 + pz") =Re (Z(\2' + pu2")) = ARe(22') + uRe(22") = Xp(z,2") + pep(z, 2"")

(', 2) = Re(2'z) = Re(Z'z) = Re(2'2) = Re(22') = p(2,72)

2

¢(2,2) = Re(22) = Re(|2]*) = |2 2 0

Si (2, 2) = O alors |z|> = 0 et donc z = 0.
 est un produit scalaire sur le R-espace vectoriel C.
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Remarque En fait, pour z = a +ibet 2’ = a’ + iV’ (avec a,b,a’,b’ € R),ona
©0(2,2') = aa’ + b/

Ce produit scalaire est appelé produit scalaire canonique sur C.

Exemple Considérons E = C°([a,b],R) (avec a < b € R).

Pour f, g € E on pose
b
~ [ (o ar

¢ : B x E— R est bien définie.
Soient A, u € Ret f,g,h € E.

o(f Mg+ ph) = /f (Ag(t) + uh(t)) dt

:A/ F(t)g( dt+u/ f(t) = Xo(f,9) + pe(f, h)

w@ﬂ—/ammw: F()g(t)dt = o(f.9)
o(f,f)=] f(t)ydt=0

b
Sio(f, f) = 0 alors / f2(t)dt = 0.

Or la fonction f? est continue positive sur [a, b] donc f = 0.
Finalement ¢ est un produit scalaire sur £.

Exemple Considérons E = R [X]
Pour P, @ € R[X] on pose

o(P,Q) :/_1P(t)Q(t) dt

¢ : ' x E — R est bien définie.
Soient A\, € Ret P,Q, R € E.
Par linéarité de I’intégrale
o(P, AQ + uR) = Ap(P, Q) + pp(P, R)

P(Q.P) = Q /zwmwﬁzwam
-1
©(P, P) :/ P2(t)dt >0

b
Si (P, P) = 0 alors / P%(t)dt = 0.

-1
Or la fonction ¢ ++ P?(t) est continue positive sur [—1, 1] donc c’est la fonction nulle et puisque le
polyndme P admet alors une infinité de racines, c’est le polyndme nul.
Finalement ¢ est un produit scalaire sur E.

373



12.1. PRODUIT SCALAIRE

Exemple Considérons E = M,, ,(R)
Pour A, B € E on pose

(A, B) =tr(*AB)

¢ E x EE— R est bien définie.
Soient \,u € Ret A,B,C € E.

(A, AB + puC) = tr ("A(AB + uC)) = Atr ("AB) + ptr ("AC) = Xp(4, B) + pp(A, C)
o(B,A) =tr (tBA) =t (tBA) = tr(tAB) = ¢(A, B)
Si les a; ; désignent les coefficients de A,

p(A,A) = [PAA], =" ai; >0

i=1 i=1 j=1

np
Si (A, A) = 0 alors Z Z af,j = 0.

i=1j=1
Or la somme de quantités positives n’est nulle que si chacune des quantité est nulle et donc a; ; = 0
pour tous ¢, j. Ainsi A = O, .
Finalement ¢ est un produit scalaire sur E.
Ce produit scalaire est appelé produit scalaire canonique sur M,, ,(R).

Remarque En fait, pour A = (a; ;) et B = (b; ;),

n P
QO(A7 B) = Z Z ai,jbi,j

i=1 j=1

Remarque Le produit scalaire de deux vecteurs x et y est souvent noté (x | y).
On trouve aussi les notations z.y, (x,y),...

Désormais (. | .) désigne un produit scalaire sur I’espace vectoriel réel E.
Par définition on a les propriétés :

Vr,ye B, (z|y) = (y|x)

Vee E,(x]x)20et(zx|2)=0=>2=0

De plus par linéarité en 1’une des variables, on a (0g | Op) = 0etdonc (z | ) =0 < 2 =0p
Enfin par bilinéarité : Vz, 2, y,y’ € E,Y\, X, u, 1’ € R

e+ Na' | py +p'y') = M [ y) + M (@ [ y') + N [y) + XN/ (@ 1Y)
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12.1.2 Notions métriques
12.1.2.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoreme

Vz,y € B, (x| y)® < (z|x)(y | y)

De plus, il y a égalité si, et seulement si, = et y sont colinéaires.

dém. :

Si x = Og, la propriété est immédiate avec égalité et colinéarité des vecteurs z et y.
Si z # 0, considérons pour A € R, le produit scalaire (A\x + y | Az + y).

D’une part, par positivité, (Az +y | Az +y) > 0.

D’autre part, par bilinéarité et symétrie,

Az +y| Az +y) =Nz |z)+2Xz | y)+ (y|y)

Enposanta = (z | ) (a # Ocarx # 0),b = 2(z | y) etc = (y | y), le trindme a\? + bA + c est de
signe constant donc de discriminant négatif. Ainsi b*> — 4ac < 0 ce qui donne

(@ |y)? < (z]2)(y]y)
De plus, s’il y a égalité dans cette inégalité, le discriminant est nul et donc il existe A € R tel que
A+y|Ax+y)=0

ce qui entraine Az + y = Op. La famille (x, y) est alors liée.
Inversement, supposons la famille (x,y) liée. Sachant z # 0, on peut écrire y = px et vérifier par
bilinéarité du produit scalaire 1’égalité (x | y)? = (z | z)(y | y).

O
Corollaire
Pour zy,...,2n,y1,...,yn € Rona
n 2 n n
(z y> < (z ) (z y>
i=1 i=1 i=1
dém. :

11 suffit d’appliquer I’inégalité de Cauchy-Schwarz au produit scalaire canonique sur

Vr,y € B, (f(z) | f(y) = (z | y)
O
12.1.2.2 Norme euclidienne

Définition
On appelle norme euclidienne (ou longueur) d’un vecteur B le réel

[zl = V(x| )
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Exemple La norme euclidienne associée au produit scalaire du plan ou de I’espace géométrique est la
norme usuelle.
Exemple Sur £ = R" muni du produit scalaire canonique, pour z = (z1,...,2,),0ona
— 2 2
[l = a1 + -+ 2

En particulier, pour n = 1, ||z|| = V2 = |].

Exemple Sur £/ = C muni du produit scalaire canonique, pour z € C on a
2]l = |l

Proposition

Ve,y € E,VA € R,

|z]| =0, ||z] =0 <z =0,

Azl = |Al ||

et
(@ | y)l < ll]l - llyll

avec égalité si, et seulement si, = et y sont colinéaires.

dém. :

z]] = /(2 | ) 2 0.

Iz =0 V(z|2)=0& (v |2) =0 2=0g

Izl = vz [ Az) = V/A2(x [ 2) = []A| /(x| ) = [A] 2]

etenfin |(z | y)| < |lz|| . |yl & (z | ¥)? < |lz||* ||y||* qui est I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
O

Exemple ||—z|| = ||z||. En effet | —z| = [[(=1).z[| = |=1[[[z[| = [l=].

Théoréme

Va,y € B, |z 4yl < =l + vl

De plus, il y a égalité si, et seulement si, z et y colinéaires et (x | y) > 0 (ce qui signifie que x
et y ont méme direction et méme sens)

dém. :
Soient z,y € E.
2
lz+yl"=@+ylz+y)

Par bilinéarité et symétrie du produit scalaire
2 2 2
lz+yll” = (x| 2) +2(x [y) + (y | y) = llz]” +2(z [ y) + |yl
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Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz
2 2 2 2
lz +ylI” <[zl + 2zl lyll + lwlI™ = (Ul + lyl)

et on en déduit I’inégalité triangulaire.
De plus, il y a égalité si, et seulement si, (x | y) = ||z|| ||y|| ce qui signifie

(@ [y) = 0et [(z[y)] =zl vl

c’est-a-dire que les vecteurs x et y sont colinéaire et de méme sens.
O

Corollaire

Yo,y € B |[lzll =yl < llz =yl < [zl + |yl

dém. :
Soient z,y € E.
[zl = [[(z —y) +yll < llz =yl + [yl

donc
2]l = llyll < llz — vl

De facon symétrique, on a aussi

Iyl = llzll < lly — =l = l|l= - yll

0

Proposition
Va,y € B, |z +yl” = |z +2(x | y) + ||yl
Va.y € B, |z —y|* = ||z|* — 2(z | y) + [y
Va,y € B, (e +y|a—y) = [l — [lyl”.

dém. :

Soient z,y € E.
2
lz+yll" = (@ +y|z+y)

Par bilinéarité du produit scalaire.
lz+yl* =@z +y) +ye+y) = (@|2)+ @]y +y|2)+ ]y
Par symétrie du produit scalaire
lz +y)1* = l|z)* + 2(= | y) + ylI”
En changeant y en —y, on obtient
o= yI* = ol + 202 | =) + |=yl* = lol* = 2(x | ) + |1yl
Enfin, on a encore par bilinéarité du produit scalaire
@tyle—y)=@|z)- @y +ylz)—(ly)
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puis par symétrie du produit scalaire

2 2
(@+ylz—y) =z [yl

O
Proposition
2 2 2 2
va,y € B, llz+yl* + llz = ol = 2 (Jlall* + ly)*)
dém. :
11 suffit de sommer les deux premieres identités remarquables précédentes
O

Remarque L’identité du parallélogramme signifie que, dans un parallélogramme donné, la somme des
carrés des longueurs des diagonales est égale a la somme des carrés des longueurs des cotés.

Proposition
2 2
Vo,y € B, lz+yll” — e —yll” = 4(= | y)

dém. :
11 suffit de faire la différence des deux premieres identités remarquables précédentes
O

Remarque Par I’identité de polarisation, on peut calculer un produit scalaire a partir de la norme
euclidienne associée.

12.1.2.3 Distance euclidienne

Définition
On appelle distance euclidienne séparant deux vecteurs et y de E le réel

d(z,y) = |ly — |

Exemple Dans F = R" muni du produit scalaire canonique, on a, pour x = (x1, ..., Z,) et
Yy= (yla"'ayn)s

Proposition
Va,y € E, d(z,y) = 0 & x = y [séparation]
Va,y € E, d(z,y) = d(y, x) [symétrie]
Ve,y,z € E,d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) [inégalité triangulaire]
Va,y,z € E,d(x + z,y + z) = d(x,y) [invariance par translation]
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dém. :

Soient z,y, z € E.

dlz,y)=0&|ly—z| =0 y—az=0g < y=u

d(y,z) = |lz —yll = [y — || = d(=z,y).

d(z,2) = |z =zl = [(z —y) + (y — )| < llz =yl + lly — =ll = d(y, 2) + d(z, y),
Az + 5y +2) = [y +2) — (@ + 2| = g — 2]l = d(z, ).

g

12.1.2.4 Ecart angulaire formé par deux vecteurs non nuls

Soient u et v deux vecteurs non nuls de F.
Par I’inégalité de Cauchy Schwarz,
(u]v)

[l ]l

€ [-1,1]
et donc il existe un unique 0 € [0, 7] vérifiant

(u]v) = l[ull{]v]| cos &

Définition
Le réel 0 ainsi défini est appelé écart angulaire entre les vecteurs u et v.
On note
6 = Ecart(u, v)

Remarque Nous avons ici une définition rigoureuse de la notion d’écart angulaire, définition réalisée a
partir de la notion de produit scalaire. Dans le cas du plan ou de I’espace géométrique, on retrouve la
notion d’écart angulaire usuelle. Cette notion angulaire est définie en dimension quelconque : 2,3 voire
supérieure. . .

Remarque Cette notion n’est a pas confondre avec la notion d’angle orientée qui sera introduite
ultérieurement, dans le cadre des plans euclidiens orientés.

Un écart angulaire entre deux vecteurs est figuré par un arc de cercle (non fléché) d’amplitude inférieure
am.

Proposition
Ecart(u, v) = Ecart(v, u)
Ecart(—u,v) = m — Ecart(u, v)
Ecart(u, v) = 0 si, et seulement si, u et v ont méme direction et méme sens.
Ecart(u,v) = 7 si, et seulement si, u et v ont méme direction et sont de sens opposés.
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dém. :

Ecart(u, v) = Ecart(v, u) car (u | v) = (v | uw).

Ecart(—u,v) = m — Ecart(u, v) car (—u | v) = —(u | v) et arccos(—z) = m — arccos(z).

Ecart(u, v) = 0 si, et seulement si, (u | v) = |Ju|| ||v|| ce qui signifie (v | v) > 0et|(u | v)| = |Ju| [|v]|-

En vertu du cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz, cela revient & u et v colinéaire et de méme
sens.

Ecart(u, v) = 7 si, et seulement si, (v | v) = — ||ul| ||v]| ce qui signifie (u | v) < Oet|(u | v)| = [Ju|l ||v]
et on peut conclure comme ci-dessus.

O

Définition

On dit que les vecteurs u et v forment un angle aigu si Ecart(u, v) € [0, 7/2].
On dit que les vecteurs u et v forment un angle obtus si Ecart(u,v) € [7/2, 7.
On dit que les vecteurs u et v forment un angle droit si Ecart(u, v) = 7 /2.

12.1.3 Vecteurs orthogonaux

12.1.3.1 Famille orthogonale

Définition
Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonaux si

(z]y) =0

Exemple Le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur de 1’espace car
Ve € E,(x|0g) =0

Inversement, puisqu’un vecteur orthogonal a tout vecteur est orthogonal a lui-méme et puisque
(x| ) = 0= z = O, on peut affirmer que le vecteur nul est le seul vecteur orthogonal a tout vecteur.

Définition
On dit qu’une famille 7 = (e, ..., e,) de vecteurs de F est orthogonale si F est constituée
de vecteurs deux a deux orthogonaux i.e.

Vi<i#j<n,(e|e;)=0

Exemple Dans R™ muni du produit scalaire canonique, la base canonique est une famille orthogonale.

Théoréme
Si F = (ey,...,e,) une famille orthogonale alors

lev + -+ enll” = llexl® + - + fleal”
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dém. :

Par récurrence sur n € N*.

Pourn =1: 0k

Supposons la propriété établie au rang n > 1.
Soit (e1, . .., €n, €yy1) une famille orthogonale.
En exploitant

2 2 2
lla+0l" = llal|” + 2(a | b) + [0
aveca =e; + -+ + e, etb = e,41, on obtient
ler 4+ +en+ 6n+1H2 =ler+---+ en||2 + ||en+1H2
car (a | b) = 0.
Par hypothese de récurrence

lex + -+ en + engal® = ller* + - + llenll” + llensa

Récurrence établie.
O

Corollaire

] Toute famille orthogonale ne comportant pas le vecteur nul est libre.

dém. :

Soit (ey, ..., e, ) une famille orthogonale ne comportant pas le vecteur nul.

Supposons Aje; + -+ Ape, = 0g.

Puisque la famille (Aeq, . .., Aqe,) est elle aussi orthogonale, la formule de Pythagore donne

Aser + -+ Aneall” = [Arer]® + - + [ Aneal”
Or [[Arer +---+ )\nenH2 = ( donc, par somme nulle de quantités positives, on a

V1 <k <n, | Aeex]> =0

puis
V1 < k g n,)\kek :OE
Or les vecteurs eq, . . ., e, sont non nuls, donc
Vi<k<n, A =0
U

12.1.3.2 Famille orthonormée

Définition

On dit qu’un vecteur x de E est unitaire (ou normé) si ||| = 1.

Exemple La base canonique de R™ est constituée de vecteurs unitaires.
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Définition
On dit qu’une famille 7 = (ey, ..., e,) de vecteurs de E orthonormée si F est constituée de
vecteurs unitaires deux a deux orthogonaux i.e.

V1 < Z,j < n, (62' ‘ ej) = 5i,j

Exemple La base canonique de R™ est une famille orthonormée.

Définition

| Normer un vecteur non nul z, ¢’est considérer le vecteur unitaire u = z/||z.

Exemple Si F = (eq,...,e,) est une famille orthogonale ne comportant pas le vecteur nul alors, en
normant chacun de ses vecteurs, on forme une famille orthonormée G = (e1/||e1 ||, - - -, en/|lenl|)-
Proposition

Toute famille orthonormée est libre.

dém. :
Car une famille orthonormée et est orthogonale et ne comporte pas le vecteur nul.
O

12.1.3.3 Procédé d’orthonormalisation de Schmidt

Théoreme
Soit F = (ey, - - ., €,) une famille libre de vecteurs de F.
On peut construire une famille orthonormée (v1, . .., v,) de vecteurs de E vérifiant
V1 < k < m, Vect(ey, ..., ex) = Vect(vy, ..., v)
dém. :
Par récurrence sur n € N*,
Pourn = 1.

Soit (e1) une famille libre.
Onae; # 0. Le vecteur v1 = e1/||e1]| convient
Supposons la propriété établie au rang n € N*,
Soit (eq, ..., €, €p+1) une famille libre.
Par hypothese de récurrence, il existe (v1, . .., v,,) famille orthonormée telle que
V1 < k < n, Vect(ey,...,ex) = Vect(vy,...,vx)
Il reste & déterminer un vecteur v, de sorte que la famille (v1, ..., v,1) est orthonormée et

Vect(eq, ..., en,ent1) = Vect(vy, ..., Upn, Unt1)
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Analyse :
Si vy, 41 convient alors v, 11 € Vect(eq, ..., e,11) et on peut donc écrire

Un+1 = Arer + -+ Apen + >\en+1

On peut aussi écrire

Upg1l = H1V1 + -+ + [nVn + Aep
car Vect(eq,...,e,) = Vect(vy, ..., v,).
Puisque la famille (v1, ..., v,t1) est orthonormée, on a

Vi<i<n,(v|vpt1)=0

On en déduit
V1<i<n,pu=-MNv|ent1)
et par suite
n
Upgl = A <en+1 - Z (vs | en—‘—l)”i) = \w
i=1
avec

n

w=eni1 = (i ] ens1)

i=1

Enfin ||v,41] = 1 donne |A|||w]] = 1 d’ot |A] = 1/||w]|.

Synthese :
Posons
n
W= €nt1 — E (Ent1 | vi)v;
i=1
Le vecteur w est non nul car la famille (eq, ..., e, e,11) est supposé libre et donc le vecteur e, 1 n’est
pas combinaison linéaire des vecteurs eq, . .., €,.
Posons v, +1 = w/||w]|.
Par construction, on vérifie aisément que la famille a (vy, ..., v,11) est orthonormée.
De plus, Vect(v1, . .., Upn, Unt1) C Vect(eq, ..., en, ent1) et par égalité des dimensions (les deux familles
considérées étant libres), on a Vect(vy, ..., Un, Unt1) = Vect(er, ..., €n,Eni1)
Récurrence établie.
O
Remarque Dans la pratique pour orthonormaliser une famille libre (eq, ..., e,) :
-onpose Vi =ej;
-pour 1 < p < n—1,lorsque Vi,..., V), sont trouvés, on cherche V), de la forme :

Vo1 = €py1 + MVi + -+ + A, V, de sorte que V1 < k < p, (Vp41 | Vi) = 0 ce qui fournit la valeur
de /\k'

- une fois obtenue la famille (V4, ..., V},), on normalise chaque vecteur en posant vy, = Vi, /||Vi||.
La famille ainsi formée est appelée famille orthonormalisée de F = (e, ..., e,) selon le procédé de
Schmidt.

Exemple Dans R* muni du produit scalaire canonique.
Soient e; = (0,1,1),e2 = (1,0,1),e5 = (1,1,0).
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La famille (e, ea, e3) est libre puisque

=2

)

1
0
1

O ==

Formons son orthonormalisée selon le procédé de Schmidt.
V1 = €1 = (0, 1, 1)

VQ = €2 + /\V1

(Vo | V1) =0donne A = —1/2 puis V5 = (1,—1/2,1/2).
Vs =e3 + AV1 + uVs

(V5] V1) =0donne A = —1/2,

(V5] V2) = 0 donne u = —1/3 puis V3 = (2/3,2/3,-2/3).

Enfin 1 1
U1 = (07725 7)51]2 = (

1 1 1 1
7_777)31]3 = (7a -

6 3 V3 )

\)
[\
S
D
Sl
w

12.1.4 Orthogonal d’une partie

Définition
On appelle orthogonal d’une partiec A de E, I’ensemble noté AL constitué des vecteurs
orthogonaux a tout vecteur de A i.e.

At ={z e E/Nae€ A, (a|z)=0}

Exemple {0z} = Eet B+ = {05}

Exemple

{u}

Proposition
Soit A une partie de F.
A* est un sous-espace vectoriel de F

dém. :
At CE.
0p € AL car 0p est orthogonal 2 tout vecteur de E et en particulier 2 tout vecteur de A.
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Soient A\, u € Retx,y € AL,
Pourtouta € A, (a | Az + py) = AMa | z) + pla|y) =0.
Ainsi Az 4 py € AL

O

Proposition
Soient A et B deux parties de E.
DACAH;
2)AC B= Bt c A*;
3) AL = Vect(A)*.

dém. :

1) Soita € A. Pourtout z € A, ona (x| a) = (a|z) = 0donca € A*+. Ainsi A ¢ A+,

2) Supposons A C B.

Soitz € BL. Pourtouta € A, (a | x) = O cara € Betx € B*. Ainsi B- c A+,

3) Enfin A C Vect(A) donc Vect(A)~ c AL,

Inversement A C A1+ donc VectA ¢ A+ (car A est un sous-espace vectoriel) puis A~ ¢ AT+ ¢
Vect(A)*.

O

12.1.5 Sous-espaces vectoriels orthogonaux

Définition
Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont dits orthogonaux si

V(z,y) € FX G, (x]y) =0

Exemple Si F est un sous-espace vectoriel de E alors F et F- sont des sous-espaces vectoriels
orthogonaux.

Proposition

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
Si F et G sont orthogonaux alors F NG = {0g}.

dém. :
Soitz € FNG.
Puisque F' et G sont orthogonaux, (z | z) = 0 et donc z = 0.
Ainsi F NG C {0g} puis I'égalité car F' et G sont des sous-espaces vectoriels et donc contiennent le
vecteur nul.
]
Proposition
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
On a équivalence entre :
(i) F' et G sont orthogonaux ;
(i) F c G*;
(iii) G ¢ F*+.
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dém. :

(i) = (ii) Supposons F et G orthogonaux.

Soit z € F. Pourtouty € G,ona (y | z) = 0 donc z € G*.
Ainsi F C G*.

(ii) = (iii) Supposons F' C G*.

Onaalors G**+ ¢ FtorG ¢ G* donc G C F*.

(iii) = (i) Supposons G C F*.

Soientz € Fety € G.Ona (z|y) =0carz € Fety € F*.
Ainsi les espaces F' et GG sont orthogonaux.

O

12.2 Espaces vectoriels euclidiens

12.2.1 Définition

Définition
On appelle espace vectoriel euclidien tout R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un
produit scalaire.

Exemple L’ensemble des vecteurs du plan (resp. de 1’espace) géométrique est un espace vectoriel
euclidien.

Exemple R™ muni du produit scalaire canonique est un espace vectoriel euclidien. On dit alors que R™
est muni de sa structure vectorielle euclidienne canonique.

Exemple Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel euclidien E alors F' est un espace
vectoriel euclidien lorsqu’on le munit de la restriction du produit scalaire existant sur E.

Désormais, E désigne un espace vectoriel euclidien.

12.2.2 Base orthonormée

Définition
On appelle base orthonormée d’un espace vectoriel euclidien I toute base de I constituée de
vecteurs unitaires deux a deux orthogonaux.

Exemple La base canonique de R™ est une base orthonormée de R".

Théoréme

] Tout espace vectoriel euclidien E posséde une base orthonormée.

dém. :
Soit B = (eq, ..., ey) une base de E.
La famille B est libre, on peut donc 1’orthonormalisée selon le procédé de Schmidt et la famille obtenue
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est une famille orthonormée, donc aussi libre, formée de n = dim E vecteurs de F, c’est donc une base
orthonormée de E.

|
Corollaire

] Tout sous-espace vectoriel d’un espace euclidien posseéde une base orthonormée.
dém. :

Un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien est un espace euclidien pour le produit scalaire défini par
restriction.
|

12.2.3 Composantes dans une base orthonormée

Soit E un espace vectoriel euclidien muni d’une base orthonormée B = (eq, ..., e,)

Théoréeme

Pour tout x € F,on a
n

x = z:(e;€ | x)ek

k=1

Par suite les composantes de = dans B sont les

(e1 | x),...,(en | x)

dém. :
n

Puisque B est une base de F, on peut écrire x = Z Aie; et par bilinéarité du produit scalaire,

i=1

n

(ex | ) = Z)\i<ek | ei) = Z)\iék,i =\
i=1 i=1
O

Exemple Si A = (a; ;) € M, (R) est la matrice dans la base 5 d’un endomorphisme f de E alors pour

touti,j € {1,...,n},a;; = (e | f(e;)).
En effet a; ; est la -€me composante dans la base B de I'image du j-éme vecteur de base.

Théoreme
Si z et y sont de vecteurs de £ de composantes respectives x1, ..., Z, et yi,...,y, dans la
base orthonormée 5 alors

z

dém. :
On a

n n
xr = Zxkek ety = Zygeg
k=1 =1
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Par bilinéarité du produit scalaire

n n n n n
@ y) =D anyelex L ee) = D> axyedne =Y wayn
k=1

k=1 ¢=1 k=1/¢=1

En particulier

lzl|* = (x| z) Zwk-

O

Z1 Y1

Remarque Si on introduit les matrices composantes X = : Y = : des vecteurs z, y,

Tn Yn
on peut écrire

(x]y) = "XV et [lo® = 'XX

Remarque L application ¢ : E — R"™ définie par ¢(x) = (z1,. .., 2, ) est un isomorphisme de
R-espace vectoriel et
Vo,y € B (x| y)e = (o(2) | o(y))rr

Ainsi EY muni d’une base orthonormée devient semblable & R muni du produit scalaire canonique.

12.2.4 Supplémentaire orthogonal

Théoréme

Si F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel euclidien F alors les espaces F et F'- sont
supplémentaires dans E.

dém. :

Soit (e1, ..., en) une base orthonormée de F.

Analyse :

Soit x € E. Supposons x = a+baveca € Fetbe G.

Onaa = Z (er | a)ey car (eq, ..., en) est une base orthonormée de F.
k=1
Or (er | a) = (ex | z) — (ex | b) = (ex | z) carep € Feth € F*.

On en déduit a = Z (er | x)ex et b = & — a ce qui détermine ces vecteurs de fagon unique.

k=1
Synthese
Soitz € E.
m
Posons a = Z (ex | x)er etb =2z — a.

=1
Ona évidem]}nent acFetx=a+b.
Il reste a vérifier b € F*.
Pourtout 1 < k < m, (ex | b) = (ex | ) — (ex | a).
Or les (e | a) sont les composantes de a dans la base orthonormée (eq,. .., e,,) et, par construction,
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celles-ci valent (e, | x).

Ainsi (e, | b) =0etdonch € {e1,...,em}" = Vect(er, ..., em)" = F*.
F = Vect(eq,...,em) et (ep | b) = (e | ©) — (ex | a) = 0donc b € FL.
O

Définition

] L’espace F'- est appelé supplémentaire orthogonal de F.

Corollaire
Toute famille orthonormée de vecteurs de E peut &tre complétée en une base orthonormée
de E.

dém. :

Soit (eq, . .., em) une famille orthonormée de E.

Posons F' = Vect(ey, ..., e,,) et considérons (€,,11, . .., €,) une base orthonormée de 1’espace Ft
Puisque F' et F* sont supplémentaires, la famille (e1, ..., €m, €m+1,-.-,ey,) est une base de E et on
vérifie aisément qu’elle est orthonormée.

]

Corollaire
dimFt=dimE —dimFet F++ = F.

dém. :
Puisque F et F- sont supplémentaires dans F, on a dim F' + dim F- = dim E.
On en déduit dim F+ = dim E — dim F puis dim F*+ = dim F. Or F ¢ F*+*+ donc F = F++

O
Proposition

Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel euclidien E alors

(F+G)r=FtnGtet(FNG)* =F*+ +G*+

dém. :

Puisque F C F+GetG C F+G,ona(F+G)* C F+,(F+G)* ¢ Gt etdonc (F+G)* ¢ FAnG+*.
Inversement, soit 2 € F- N G Pour tout y € F + G, on peut écrire y = a + baveca € Feth e G et
alors (x | y) = (z | a) + (z | b) = 0. Ainsi F- NG+ € (F+G)* puis I'égalité (F +G)*t = F-nG*.
En appliquant cette relation 2 F- et G au lieu de F et G, on obtient (F+ + G+)t = F N G puis en
passant 2 I’orthogonal on obtient F+ + G+ = (F N G)* .

O
12.2.5 Vecteur normal a un hyperplan

E désigne un espace vectoriel euclidien de dimension n € N*,

Définition
Si H est un hyperplan de F alors H est une droite vectorielle appelée droite normale a H.
Tout vecteur non nul de celle-ci est appelé vecteur normal a H.

Remarque Si a est vecteur normal 3 H alors H = Vect(a) et donc H = Vect(a)" = {a}™".
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Proposition
Soient B = (ey, ..., e,) une base orthonormée de E et H un hyperplan de E.
Un vecteur a de composantes aq, . . . , a, estnormal & H si, et seulement si, a1z1+- - -+a, 2, =
0 est une équation de H dans 5 (en notant x1, ..., z, les composantes dans B d’un vecteur

générique = € E).

dém. :
Si n est un vecteur normal a2 H de composantes a1, . . ., a, dans B alors

reH& (@lz)=0& a1+ 4+ apz, =0

Ainsi a;z1 + - -+ + apx, = 0 est une équation de H dans B.

Inversement
Supposons que a;z1 + - - - + a2, = 0 est une équation de H dans B (avec (a1, ..., a,) # (0,...,0)).
Soit n le vecteur de composantes a1, . . . , @y.

Le vecteur n est non nul et pour tout x € H, (n | ) = a1z1 + - -+ + apx, = 0.
Ainsi n est un vecteur normal a H.
O

Exemple Dans R® muni de sa structure canonique, le plan de vecteur normal n = (1,2,—1) a pour
équation z + 2y — z = 0.

12.2.6 Représentation d’une forme linéaire

Soit ' un espace vectoriel euclidien.
Pour a € E, on note ¢, : ' — R I’application déterminée par

Vo € B, pa(w) = (a| 2)

Proposition

’ ¢, est une forme linéaire sur E de noyau {a}".

dém. :
4 est une forme linéaire sur E car ¢, : E — R et, avec des notations immédiates

oAz +py) = (a | Az + py) = Ma | z) + pla | y) = Apa () + ppa(y)

Aussi
zekerp, & (a|z) =0z {a}*
O
Théoréme
] Vfe E*,Ala € E, f = p,.
dém. :

Considérons I’application ® : £ — E* définie par ®(a) = p,.
Montrons que ® est un isomorphisme de R-espace vectoriel ce qui permettra de conclure.
Pour commencer, notons que E et E* sont des espaces de méme dimension finie.
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Avec des notation immédiates, on a ®(Aa + pb) = A®(a) + pu®(b) puisque pour tout = € E,
Exars(®) = a4 pab | ) = Aa | 2) + (b | ) = (Apa + upy) ().

De plus, I’application ® est injective car si a € ker ® alors ¢, = 0 et en particulier p,(a) = (a | a) =0
ce qui entraine a = 0.

Par le théoréme d’isomorphisme, on peut alors affirmer que ® est un isomorphisme de R-espace vectoriel.
O

12.2.7 Produit mixte

Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension n € N*,

Proposition
SiB=(e1,...,en) et B' = (e),...,¢€)) sont deux bases orthonormées de F alors a dgt B =
+1.

dém. :

Notons P = (p; j) = MatgBB’ = Matg(e}, ..., e),).

rn
Le coefficient d’indice (4, ) de P est la i¢éme composante dans 5 du jéme vecteur de ’. Ainsi p; ; =

(ei | €)).

Puisque P~ = (¢; ;) = Matg/ B = Matg/ (e1, ...,e,), on a aussi ¢; ; = (€ | e;) = (e; | €}) = pj;.
Par suite P~! = 'P et donc 1/det P = det P d’out (det P)? = 1.

]

Remarque Si B et B’ sont deux bases orthonormées directes alors dgt B =1.

Théoreme
Si (z1,...,x,) est une famille de n = dimE vecteurs de E et si B est une base
orthonormée directe de E alors la quantité dgt (z1,...,2,) ne dépend pas du choix de la base

orthonormée .

dém. :
Si B’ désigne une autre base orthonormée directe de E alors la formule de changement de base relative
aux déterminants donne dgt(a:l, ey Tpy) = dgt B’ dBe/t(xl, ey Tp) = dlgt(xl, vy Tyy) CAT dgt B =1.

d

Définition
Cette quantité est appelée produit mixte des vecteurs (z1,..., 2y, ), on la note Det(x1, ..., z,)
ou [T1, ..., Tp)-

Exemple Si E désigne 1’ensemble des vecteurs du plan ou de I’espace géométrique, on retrouve la
notion de produit mixte déja définie.

Proposition
L application produit mixte (21, ...,2,) € E" — [21,...,2,] € R est une forme n linéaire
alternée et antisymétrique.
De plus
[Z1, ..., 2] = 0 & (21, ..., x,) est liée.
[Z1, ..., Zn] > 0 & (21,...,2,) base directe.
[z1,...,2n] <0< (z1,...,2,) base indirecte.
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dém. :
Les propriétés affirmées découlent de ce que le produit mixte est un déterminant dans une base directe.
0

12.2.8 Produit vectoriel en dimension 3

Soit & un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3.
Pour u et v deux vecteurs de E, I’application f : E — R définie par

f() = Det(u, v, )

est une forme linéaire sur E.
Par le théoreme de représentation des formes linéaires, on peut affirmer qu’il existe un unique vecteur
w € E vérifiant

Va € E,Det(u,v,z) = (w | z)

Définition

Ce vecteur w est appelé produit vectoriel de « par v, on le note u A v.

Remarque Par définition u A v est I'unique vecteur vérifiant Va € E, (u Av | z) = Det(u, v, x).

Proposition
L’application produit vectoriel (u,v) € E x E — u A v € F est bilinéaire antisymétrique.

dém. :
Soient u,v,w € Eet A\, u € R.
Pour tout x € F,
(A + pv) Aw | ) = Det(Au + po, w, x)

Par linéarité du produit mixte en la premiere variable
((AZu+ pv) Aw | ) = ADet(u, w, z) + uDet(v, w, x)
et ainsi
(Mm+p)Aw|z)=A(urAw|z)+pwAw|z)=AuAw)+plvAw) | x)
En posant a = (Au + pv) Awetb = Au A w) + pu(v A w), on a obtenu
Vee E, (a|z)=(b]x)

Onendéduita = bcarona (a—b | z) = 0 pour tout x € E et en particulier pour x = a — b cela entraine
a—b=0ie a=0b
Ainsi

Au+ pv) Aw = AuAw) + p(vAw)

Le produit vectoriel est donc linéaire en sa premiere variable.

De plus (v Au | ) = Det(v,u,z) = —Det(u,v,x) = (—(u Av) | z) pour tout z € E et on en déduit
comme ci-dessus que v A u = —(u A v).

Par suite le produit vectoriel est antisymétrique et donc bilinéaire.

0
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Proposition
| Vu,v € E,(uAv|u)=(uAv|v)=0.

dém. :

Det(u, v, u) = Det(u,v,v) = 0 car le produit mixte d’une famille liée est nul.
]

Proposition

Yu,v € E, (u,v) est libre si, et seulement si, u A v # 0.
De plus, si tel est le cas, la famille (u, v, u A v) est une base directe.

dém. :

Si (u,v) liée alors Vo € E, Det(u,v,xz) = 0= (0| x) et donc u A v = 0.

Si (u, v) est libre, complétons cette famille en une base (u, v, w).

(u Av | w) = Det(u, v,w) # 0donc u Av # 0.

De plus [|u A v]|* = Det(u, v, u A v) > 0 donc la famille (u, v, u A v) est une base directe.

U

Proposition
Si (4, 4, k) est une base orthonormée directe de F alors
INj=k,jANk=1etkNi=j.

dém. :

Calculons les composantes de du vecteur ¢ A j dans la base (i, j, k).
(iling)=@@Agli)=0,0Ging)=EAjl7)=0et(k|ing)=(iAj]k)=Det(ijk)=1
Onendéduiti Aj =0.04+0.7 + 1.k =k

Les calculs sont semblables pour j A k et k A i en exploitant Det(j, k, i) = Det(k, 7, j) = 1.

O

Proposition

Soit (4, j, k) une base orthonormée directe de E.
Siu=uxi+yj+zketv=2a"i+y'j+ 'k alors

uhv=(yz' —y'2)i+ (za' —2'2)j + (zy — 2'y)k

dém. :
11 suffit de calculer les composantes du vecteur ¢ A j dans la base (i, j, k).

~

r z 1
(i|unv)=(uAv|i)=Det(u,v,i)=|y vy 0 |=y'—y'2
z 20

Les calculs (j | u A v) etde (k | u A v) sont analogues.
|

Remarque Par coincidence de la formule, on peut affirmer que le produit vectoriel dans 1’espace
géométrique précédemment présenté se confond avec le produit vectoriel en cours d’étude.

Proposition
| Vu,v,w € E,uh (vAw) = (u] w)v— (u]v)w.
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dém. :

Soit (4, j, k) une base orthonormée directe de E.

Soient v = xi + yj + zk et w = 2’i + y'j + 2’k deux vecteurs quelconques de E. Ona v A w =
(y2' —y'2)i+ (22’ — 2'2)j + (xy — 2'y)k.

Pour ©v = 4, on obtient

iN(wAw)=(2"y —ay)j+ (22’ — 2'2)k

et (i |w)v— (i | v)w=2"v—2w=(2"y —2y)j + (22 — 2'2)k.

De méme, on vérifie que la formule du double produit vectoriel est aussi valable pour v = j et pour
u = k, puis par linéarité du produit vectoriel et du produit scalaire en leur premiere variable, on peut
affirmer que la formule énoncée est valable pour tout v € E.

O
Théoreme

| Vu,v0 € B, (u] 0)* + |lu A of|* = [Ju]* flo]*.
dém. :

|u A v||* = Det(u, v, u A v)
Puisque le produit mixte est une application antisymétrique
uAv]|* = Det(v,u Av,u) = (v A (wAv) | )

Par la formule du double produit riel, on obtient

2 2 2 112
lu Aol = (llvll u— (v uw [ap= v u]” = (v] u)?
Corollaire

Soient u, v € E non nuls et § = Ecart(u, v).

Ona

lu Avll = [lull Jv]| sin 6

dém. :
(u | v) = |Jul| ||v|| cos @ donc par I’identité de Lagrange,

2 21,112 2112 2012
lu A vl = [full* lo]|* = [lul [v]|° cos® 8 = [[ul|” [[v]|*sin® 0
puis ||u A v|| = |Jul| ||v||siné car § € [0, 7] et donc sin 6 > 0.
U

Exemple Si (u,v) est une famille orthonormée de vecteurs de F alors (u,v,u A v) est une base
orthonormée directe de E.

Exemple Soit B = (4, j, k) une base orthonormée directe de E.
Soit P = Vect(u,v) avecu =i+ jetv =75 — k.

Formons une équation de P.

11 suffit de déterminer un vecteur normal a P.

n=uAv=—1t+ j+ k convient.

—x 4+ y + z = 0 est une équation de P.

Exemple Soit B = (i, j, k) une base orthonormée directe de E.
Soientlesplans P:z+y—z=0et P : x4+ 2y — 2 = 0.
Les plans P et P’ ne sont pas confondus, déterminons un vecteur directeur de la droite D = P N P,
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n=1+j—ketn =i+ 2j — k sont des vecteurs normaux a P et P’.
u=nAn' =i+ kest orthogonal 2 n et n’ donc appartient aux plans P et P’ et ainsi dirige D.

12.3 Projection et symétries orthogonales

FE désigne un espace vectoriel euclidien.

12.3.1 Projection orthogonale

Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
Les espaces F' et F'- sont supplémentaires dans E.
Définition

On appelle projection orthogonale sur F' la projection vectorielle px sur F parallelement a F-.

Exemple Si F' = {0} alors p = 0.
Si F'= F alors p = Id.

Proposition

pr est un endomorphisme de E vérifiant p% =pp,Impp = Fetkerpp = F+.
De plus Id — py est la projection orthogonale sur F*-.

dém. :

Puisque pp est la projection sur F' parallelement & F1, pp est un projecteur de E, c’est-d-dire un
endomorphisme de E vérifiant p% = pp. Aussi Impp = F (espace sur lequel on projette) et ker pp = F+
(espace parallelement auquel on projette).

Enfin Id — pp est la projection complémentaire de py c’est-a-dire la projection sur F'- parallelement 2
F = F*, autrement dit, ¢’est la projection orthogonale sur F'*.

O
Théoréme
Si B = (e1,...,ep) est une base orthonormée de F alors
p
Vo € E,pp(z) = Z (ej | x)e;
Jj=1
dém. :
Complétons la famille orthonormée B = (eq, . .., e,) en une base orthonormée (eq, ..., e,).
n n

Puisque x = Z (ex | z)ex, on a par linéarité pp(x) = Z (ex | z)pr(eg).
k=1 k=1
Orpr(eg) = eppourk € {1,...,p}care, € Fetpp(ey) = 0pourk > pcare, € FL.
P

On en déduit pr(z) = Z (ex | x)ex

k=1
O

Exemple Soit D = Vect(a) avec a # 0.
La famille formée du seul vecteur a/||a|| est une base orthonormée de D.
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Par la formule précédente, on obtient alors

(a]x)

Vo € E,pp(x) = 5-a.
llall

Exemple Soit H = Vect(a)" avec a # 0.
Puisque Id — pj; est la projection orthogonale sur la droite D = H+ = Vect(a), on obtient

(a]x)

- 2
lall

Ve € E,ppg(z) =z

Exemple Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3 muni d’une base orthonormée
B=(i,j,k).

Soit p la projection orthogonale sur le plan P : —z +y + 2 = 0.

Formons la matrice A de p dans la base B.

a = —i + j + k est vecteur normal a P.

Pourtoutz € F,ona

(a]| )

- 2
llall

p(z) =

On en déduit

PO) =i+ (=i + ) = = 5 (=i 4+ k) etp(k) = k= 5(~i+§+ 1)

Ainsi
1 2 1 1
A= 3 1 2 -1
1 -1 2
Théoreme
Soit p € L(FE). On a équivalence entre :
(i) p est une projection orthogonale ;
(i) p° = petVa,y € B, (p(x) | y) = (z | p(y)).
dém. :

(i) = (ii) Supposons que p est une projection orthogonale.
On sait déja que p? = p.

Soitz,y € B

Ona

(p(x) [ y) = (p(z) |y — p(y) + (p(x) | p(v))
Or (p(z) | y — p(y)) = O car p(z) € Fety —p(y) € F*-

donc
(p(z) | y) = (p(z) [ p(y))

De fagon semblable
(@ | p(y)) = (p(x) | p(y))

et donc
(p(x) | y) = (z [ p(y))

396



CHAPITRE 12. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

(i1) = (i) Supposons (ii)

Puisque p? = p, les espaces F' = Imp et G = ker p sont supplémentaires dans F et p est la projection
vectorielle sur I parallélement a G. Pour conclure, il suffit de montrer G = Ft

Soientxz € Fety € G.Ona (z |y) = (p(z) |y) = (z | p(y)) = (x| 0) = 0.

On en déduit que F' et G sont orthogonaux.

Ainsi G C F*,or dim G = dim E — dim F = dim F'* donc G = F.

O

Corollaire
La matrice représentative d’une projection orthogonale dans une base orthonormée est
symétrique.

dém. :

Notons A = (a;,;) la matrice d’une projection orthogonale p dans une base orthonormée B = (e, ..., €y ).
Le coefficient d’indice (7, j) de A est la i-eme composante dans B de 1’image du j-éme vecteur de base
par p. Ainsi a; ; = (e; | p(e;))-

Or p est une projection orthogonale donc a; ; = (p(e;) | €5) = (e; | p(ei)) = aj;.

Par suite la matrice A est symétrique.

O

12.3.2 Distance a un sous-espace vectoriel
Définition
On appelle distance d’un vecteur = de A a un sous-espace vectoriel F' de E le réel

d(z, F) = in}fv d(z,y)

ye

Théoréme
| Vy € F, ||z — y|| > ||z — pr(z)| avec égalité si, et seulement si, y = p(x).

dém. :
z—y=(z—pr)+ (pr(z) —y) avec z — pp(z) € Fretpp(z) —y € F.
Par Pythagore ||z — y||*> = ||z — pr(2)||* + |pr(z) — y||> > ||z — pr(z)||” avec égalité si, et seulement

si, y = pr ().
O
Corollaire

| d(z, F) = ||z — pr(z)|l.

dém. :
d(w, F) = inf [lz —y|| = min |z -yl = |}z — pr ()]l
O
Exemple Soit D = Vect(a) avec a # 0.
Pour tout x € E, pp(z) = (Cll |||3§)a donc
a
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Exemple Soit // = Vect(a)" avec a # 0.
(a]z)

50 donc
[lall

N TR I
Jal? o]

Pourtoutz € E, py(z) =z —

d(z,H) =

Proposition
Si B = (eq, ..., €,) est une base orthonormée de E et si H est un hyperplan d’équation a;z; +
-+ tapz, =0 (avec (a1, ...,an) # (0,...,0))alors pour tout vecteur z de E de composantes
T1,...,T, dans Bona

ez 4 4 apay|

d(z,H) = -
dém. :
Le vecteur a = ajeq +- - -+aye, est vecteur normal a H et la formule proposée est alors la concrétisation
de la formule d(x, H) = |(0|L| | 2)]
a

O

Exemple Soit F un espace vectoriel euclidien de dimension 3 muni d’une base orthonormée
B = (i,j,k).

Soient P : x + 2y — 3z = 0 et D = Vect(u) avec u = i + k.

Soit x = i + 25 + 3k. Calculons d(x, P) et d(x, D).

" [1+4 -9 4 .
Par les formules précédentes d(x, P) = = etd(z,D) = ||—i+2j+ k| = V6
p (,P) = e = (e, D) = =i+ 2) + K|
Exemple Calculons
1
= inf 2 — (at +b))* dt
" (a})r)leRz 0 ( (at + ))

1
Considérons £ = R [X] muni du produit scalaire : (P, Q) — / P(t)Q(t) dt.
0

Onam = d(X? Ry [X])2

En introduisant la projection orthogonale p = pg,[x], onam = ||X z_ p(X 2) ||2
Il reste a déterminer p(X?).

Pour cela exploitons p(X?) € Ry [X] (1) et X% — p(X?) € Ry [X]" (2)

Par (1), on peut écrire p(X?) = aX + b.

Par (2),ona (X% —p(X?) | 1) = (X% —p(X?) | X) =0.

On en déduit (aX +b|1) = (X?|1) et (aX +b| X) = (X?| X).

Cela fournit le systeme

a 1
Z4+p==
;P35
a b _1
32 4

Apres résolution, on obtient p(X?) = X — 1/6 et on en déduit aprés calculs m = 1/180.
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12.3.3 Symétrie orthogonale

Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel euclidien E.

Les espaces F' et F- sont supplémentaires dans F.

Définition
On appelle symétrie orthogonale par rapport a F' la symétrie vectorielle sy par rapport a F
parallelement a la direction F'*.
Si F' est un hyperplan de F, on dit que sy est la réflexion par rapport a F'.

Exemple Si F' = {0} alors s = —Id.
Si F' = E alors s = Id.

Proposition
s est un endomorphisme vérifiant s% = Id, ker(sp — I) = F etker(sp + I) = Ft.
De plus —sp = spo et sp = 2pp — 1d.

dém. :

Puisque sz est la symétrie par rapport a F' et parallélement 2 -, s est un endomorphisme de FE vérifiant
5% =1d. Aussi ker(sp — Id) = F (espace par rapport auquel a lieu la symétrie) et ker(sp + Id) = F*-
(espace parallelement auquel a lieu la symétrie).

De plus —s est la symétrie complémentaire de s ¢’est-a-dire la symétrie par rapport 2 F'- parallelement
a F = F++, autrement dit la symétrie par rapport a F'-.

Enfin sy = 2pp — Id car pr est la projection sur F parallélement 2 F.

O
Théoreme
SiB = (e1,...,ep) est une base orthonormée de F' alors
P
Ve € E,sp(x) =2 Z ej | z)
i=1
dém. :

Mﬁ

sp=2pp —Idetpp(x (ej | x)e;

j=1
O

Exemple Soit D = Vect(a) avec a # 0.

Jal2)

Ve e E,sp(x) = Tal
a

a—x

Exemple Soit H = Vect(a)" avec a # 0.
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Exemple Considérons R muni de sa base orthonormée canonique B = (i, 4, k).
Soit s la réflexion par rapport au plan P : x +y — 2z = 0.

Formons la matrice A de s dans la base 5.

a =1+ j — k est vecteur normal a P.

Pourtoutz € E,onas(z) =z — 2(a | z)a.
) ol ) )
On en déduit s(7) = ¢ — g(H—j —k),s(j)=7— g(i—i—j—k) ets(k) =k+ g(i+j —k)
Ainsi
1 1 -2 2
A=<= -2 1
S\ 2 2 1
Théoreme
Soit s € L(E). On a équivalence entre :
(i) s est un symétrie orthogonale ;
(i) s> = et Va,y € B, (s(x) | y) = (x| s(y)).
dém. :

(i) = (ii) Supposons que s est une symétrie orthogonale.

On sait déja s* = Id.

Soitp = %(s + I) 1a projection associée a la symétrie s.

Pour tout z,y € £.Ona

(s@) | y) = (2p(2) = | y) = 2(p(@) | y) — (& | ).

Or (p(z) | y) = (x| p(y)) car la projection p est orthogonale

donc

(s(@) [ y) =2 (| p(y)) — (@ | 9) = (x| 2p(y) — ) = (= | (1))

(i1) = (i) Supposons (ii)

Puisque s* = Id, les espaces I = ker(s — Id) et G = ker(s + Id) sont supplémentaires dans E et g est
la symétrie par rapport 2 F et parallélement 2 G. Pour conclure, il suffit de montrer que G = F*.
Soientz € Fety € G.

(@] y) = (s(2) | y) = (x| s(y)) = (@] =y) = — (& | y) done (x| y) = 0.

On en déduit que les espaces F' et G sont orthogonaux.

Ainsi G C F*, or dim G = dim E — dim F = dim F' donc G = F*.

O
Corollaire

] La matrice d’une symétrie orthogonale dans une base orthonormée est symétrique.
dém. :

Notons A = (a; ;) la matrice d’une symétrie orthogonale s dans une base orthonormée B = (e1, ..., e,).
Le coefficient d’indice (¢, j) de A est la iéme composante dans 3 de I’image du jéme vecteur de base par
s. Ainsi a; j = (e; | s(e;)).

Or s est une symétrie orthogonale donc a; ; = (s(e;) | e;) = (e; | s(e;)) = aj.

Par suite la matrice A est symétrique.

O
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Corollaire
Les symétries orthogonales conservent le produit scalaire

Yo,y € B, (s(x) | s(y)) = (¢ | y)
En particulier, les symétries orthogonales conservent la norme

Ve € B, [[s(x)|| = [l

dém. :
Soient z,y € E.
(Ds(x) |s(y)) = (2| s*(y)) = (x| y) car s> = Id.

Exemple Soient a,b € E tels que ||la|| = ||b]| eta # b.

Montrons qu’il existe une unique réflexion qui échange a et b.

Analyse :

Soit s une réflexion d’hyperplan H solution.

Onas(a) =bets(b) =adoncs(b—a)=a—b=—(b—a).

Par suite b —a € H. Orb — a # 0 donc H = Vect(b — a)*.

Ceci déterminer H, et donc s, de fagon unique.

Synthese :

Soit s la réflexion d’hyperplan H = Vect(b — a)*

Puisque ||a]| = ||b]l,ona (a+b|a—b) = |al|* — [|b]|* = 0 donca + b € H.

1 1 1 1
Ora= §(a+b)+§(afb)d0ncs(a) = §(a+b)f§(afb) =bets(b) = s*(a) = a.
Ainsi s est solution.

12.4 Automorphismes orthogonaux

E désigne un espace vectoriel euclidien de dimension n € N*,

12.4.1 Matrices orthogonales

Définition
Une matrice A € M,,(R) est dite orthogonale si A est inversible et A~! =" A.
On note O, (R) I’ensemble de ces matrices.

Exemple I, € O, (R) et —I,, € O,(R)

Remarque Par le théoreme d’inversibilité il y a équivalence entre
i AeO0,(R);
(i) TAA=1,;
(iii) A'A = I,,.

Proposition
| O, (R) est un sous-groupe de GL,, (R).
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dém. :

On(R) C GL,(R), I,, € O,(R).

Soient A, B € O, (R).

AB estinversible et (AB)™' = B~'A™! ='B'A = Y(AB) donc AB € O, (R).
Soit A € O, (R).

A~ lestinversible et (A71)7! = (fA)"! =1(A71) donc A™! € O, (R).

O
Définition
| (On(R), x) est appelé groupe orthogonal d’ordre n.
Proposition
| VA € On(R), det A = +1.
dém. :

tA = A" donc det(*A) = det(A~") i.e. det A = (det A)~" d’out (det A)? = 1.
O

Attention : La réciproque est fausse, det A = +1 n’implique pas A € O, (R).

Définition
Les matrices orthogonales de déterminant 1 (resp. —1) sont qualifiées de positives (resp.
négatives).

Exemple I,, est une matrice orthogonale positive.
—1I,, est une matrice orthogonale positive si n est pair et négative sinon.

Proposition
| SO, (R) = {A € O,(R)/det A = 1} est un sous-groupe de (GL,, (R), x).

dém. :
SO, (R) = O, (R) N SL,(R) est I'intersection de deux sous-groupes de (GL,, (R), x)
O

Définition
| (8O,,(R), x) est appelé groupe spécial orthogonal d’ordre n.

12.4.2 Caractérisation des matrices orthogonales

Considérons ’espace vectoriel réel M, 1 (R).
L1 n
Pour X = : ety = : € M, 1(R), on pose

x'"/ yn
(X|Y)="XY =z1y1 + 4+ Tnyn

On vérifie aisément qu’on définit ainsi un produit scalaire sur 1’espace M, 1 (R) des matrices colonnes.
Considérons aussi I’espace vectoriel réel My ,, (R).
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Pour X = (z1 ... z,) etY = (y1 ... yp ) € Mi,(R)onpose (X | V) = XY =
Ty + -+ TpYn.
On vérifie aisément qu’on définit ainsi un produit scalaire sur ’espace M ,,(R) des matrices lignes.

Théoreme
Soit A € M,,(R) de colonnes C1, ..., C, etdelignes Ly, ..., L,.
On a équivalence entre :
(1) la matrice A est orthogonale ;

(ii) 1a famille (C4, ..., C,,) est orthonormale ;
(iii) la famille (L4, ..., L,) est orthonormale.
dém. :
Calculons PAA.

n
A= (a;;),"A= (af;) avec af;; = a; ; et PAA = (b;)avech; ; = Zak’iak’j
k=1

Or (C; | Cj) = agjar; donc"AA = I,, & V1 < i,j < n, (C; | Cj) = b; ; etainsi (i) < ().
k=1

De méme, en calculant A* A, on obtient (i) < (iii)

a

Exemple Soit
V3 1/vV2  1/V6
A= 1/vV3 —-1/vV2 1/V6 | € M3(R)
1/V3 0 —2/V6

En notant C', Co, C3 les colonnes de Aona (C; | Cy) = (Co | C3) = (C3 | C1) =0et
ICil = 1Cel = IC5] = 1.

On en déduit A € O3(R).

De plus det A = 1 donc A € SO3(R).

Exemple Pour 6 € R,

1 0 0
) € SOz(R)et [ O cosf —sinf | € SO3(R)
0 siné cos@

( cosf) —sind

sinf  cosf

12.4.3 Matrice de passage entre deux bases orthonormée

Théoréme

Soient B = (ey,...,e,) une base orthonormée de E, B = (€},..., e} ) une famille de
vecteurs de F et P la matrice représentative de B’ dans B. On a équivalence entre :

(i) B’ est une base orthonormée de E ;

(i) P € O,(R).

De plus, si tel est le cas, P apparait comme étant la matrice de passage de B a B’ tandis que
tP = P~ est la matrice de passage de B a B.

dém. :

Notons p; ; le coefficient général de la matrice P = Matg(el, ..., e,).
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p;,; est la i€éme composante dans la base B du vecteur e
Notons p;, ; le coefficient général de la matrice tp.
/
On ap;; =pji
Enfin, notons a; ; le coefficient général de la matrice tpp.

On a
n n
/
Qi,j = Zpi,kpk,j = Zpk,ipk,j
k=1 k=1

Or par calcul du produit scalaire de deux vecteurs par ses composantes dans une base orthonormée, on a
aussi

/,
e

n
(€ [ €)= pripr;
k=1

Ainsi a; j = (€] | 69) etdonc ' PP = I, si, et seulement si, la famille B’ est orthonormée et cette derniére
est alors une base orthonormée de E.
O

Remarque Si les bases B et B ont méme orientation alors P € SO,,(R) et donc det P = 1. C’est cet
argument qui a précédemment été utilisé pour définir le produit mixte d’une famille de vecteurs d’un
espace euclidien orienté.

12.4.4 Automorphismes orthogonaux

Définition
On appelle endomorphisme orthogonal de E tout endomorphisme f de E conservant le produit
scalaire i.e. vérifiant :

Vo,y € B, (f(z) | f(y) = (z | y)

On note O(F) I’ensemble de ces applications.

Exemple Id et —Id sont des endomorphismes orthogonaux.

Exemple Les symétries orthogonales, et en particulier les réflexions, sont des endomorphismes
orthogonaux.

Attention : Les projections orthogonales ne sont pas des endomorphismes orthogonaux.

Théoréeme
Soit f un endomorphisme de F.
On a équivalence entre :
(i) f est orthogonal ;
(ii) f conserve lanorme i.e. Vo € E, || f(x)]| = ||z||-

dém. :
(i) = (i) Immédiat car la conservation du produit scalaire entraine la conservation de la norme.
(ii) = (i) Supposons que f conserve la norme.
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Soient z,y € E.
Par polarisation

(7@ + FIF = 1£@) = FWIP)

|

(f(2) [ f(y) =
par linéarité de f

(1 @+l = 1@ = v)I?)

| =

(f(x) [ f(y) =
et puisque f conserve la norme

(f(@) | f(y) =

Ainsi f conserve le produit scalaire.
O

(lz+ 9l =l = o) = @ | v)

N

Remarque Un endomorphisme orthogonal f conserve aussi :
- ’orthogonalité :

Yo,y € B, (z]y) =0= (f(2) [ f(y)) =0;
- les écarts angulaires :

Vx,y € E non nuls, Ecart(f(z), f(y)) = Ecart(z,y)

Corollaire
Un endomorphisme orthogonal de E est un automorphisme de F.
On parle indifféremment d’endomorphisme ou d’automorphisme orthogonal voire d’isométrie.

dém. :
Si f € O(E) alors par conservation de la norme f(z) = 0 = z = 0 et donc ker f = {0}.
(|

Proposition
| O(E) est un sous-groupe de (GL(E), o).

dém. :

O(FE) CGL(E)etld € O(E).

Soient f,g € O(E).

Pourtout z € E, [[(g o /)(@)]| = lg(F@)]|

Or g conserve lanorme donc ||(g o f)(z)|| = || f(x)]| et puisque f converse lanorme ||(g o f)(z)|| = ||z]|.
Par suite g o f € O(E).

Soit f € O(E).

Pourtoutz € E, || f(f ' (x))|| = ||/~ "(2)| car f conserve la norme et donc ||z|| = || f~*(2)]|.
Par suite f~! € O(E).
0
Définition
| (O(E), x) est appelé groupe orthogonal de E.
Théoreme

Soient f € L(FE) et B = (ey,...,e,) une base orthonormée de E.
On a équivalence entre :

(i) f € O(E);

(ii) f(B) est une base orthonormée ;

(iii) Matg f € O, (R).
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dém. :

(i) = (ii) Supposons f orthogonal.

Par conservation du produit scalaire (f(e;) | f(e;)) = (e; | e;) = d;; et donc (f(e1),..., f(en))
est une famille orthonormée. Puisque celle-ci est formée de n = dim E vecteurs de F, c’est une base
orthonormée de F.

(ii) = (iii) Si f(B) est une base orthonormée alors Matg f = Maty f () est orthogonal car cette matrice
s’interpréte comme la matrice de passage entre deux bases orthonormées de E.

(iii) = (i) Supposons A = Matg f € O, (R).

Soient z,y € F et notons X et Y leurs matrices composantes dans 5.

Les vecteurs f(x) et f(y) ont pour matrices composantes AX et AY dans B.

On aalors (f(z) | f(y)) = "(AX)AY = 'X"AAY ='XY = (z | y) et donc f conserve le produit
scalaire.

O

Corollaire
Etant donné deux bases orthonormées B et I3, il existe un unique automorphisme orthogonal
transformant B et B’.

dém. :

L existence et I’unicité d’un endomorphisme transformant 3 en B’ est assurée par le fait que le choix de
I’image d’une base détermine entierement un endomorphisme. Celui-ci est nécessairement orthogonal en
vertu de (ii) = (i).

d
Corollaire
| Si f € O(F) alors det f = +1.
dém. :
Le déterminant de f est celui d’une matrice orthogonale.
O
Définition
Les automorphismes orthogonaux de déterminant 1 (resp. —1) sont qualifiés de positifs (resp.
négatifs).

Exemple Id est un automorphisme orthogonal positif.
—Id est un automorphisme orthogonal positif en dimension paire et négatif en dimension impaire.

Exemple Les réflexions sont des automorphismes orthogonaux négatifs.
En effet, soit s une réflexion d’hyperplan H et 5B une base adaptée  la supplémentarité de H et H. La
matrice de s dans la base B est diag(1,...1,—1) et donc det s = —1.

Proposition
| SO(E) = {f € O(E)/ det f = 1} est un sous-groupe de (GL(E), ).

dém. :

SO(FE) = O(E) N SL(E) est I'intersection de deux sous-groupes de (GL(E), o).
U

Définition

] (SO(E), x) est appelé groupe des isométries positives de F.
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12.5 Automorphismes orthogonaux du plan euclidien

E désigne un plan euclidien orienté, par exemple E peut étre I’ensemble des vecteurs du plan géométrique
2
ou R*.

12.5.1 Matrice de rotation

Définition
Pour 6 € R, on appelle matrice de rotation d’angle 6 la matrice

cosf) —sinf

sinf cos6 > € SO2(R)

R(0) = (

Exemple R(0) = ( (1) (1) ) = I, R(7) = ( *01 _01 ) = et R(r/2) = ( (1) 51 )

Proposition
| V6,6’ e R, R(9) = R(0") =6 =0" [27]

dém. :
Car
cosf = cos @’ ,
) o 0=0" [2n]
sinf = sinf
O
Proposition
V0,0 e R, R(0) R(0") = R(0+0") = R(0')R(0)
En particulier, les matrices de rotation commutent entre elles.
dém. :

Par le calculs et en exploitant les formules de développement de cos(f + ') et sin(0 + ¢’).
|

Proposition
| V0 e RR(0)"" ="R(0) = R(—9).

dém. :
R(#)™* se détermine aisément sachant R(6) € O5(R)
O
Théoreme
Pour toute matrice M € SO3(R), il existe un réel 6 unique a 27 pres vérifiant
cosf —sinf
M= < sinf  cosf )
dém. :
Unicité a 2m pres car R(0) = R(0') < 0 =60 [27].
Existence :
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Soit
M= < ¢ Z) € SO,(R)

Puisque a + ¢2 = 1, il existe § € R tel que a = cosf et b = sin 6.
Ona(a—d)?+ (b+c)?=a®+d® —2ad+b* + * — 2be.
Ora’+c®*=b*4+d*> =1letdet M = ad — bc = 1 donc (a — d)* + (b+¢)* =0
On en déduit a = d, ¢ = —b puis M = R(9).

O
Corollaire
| SO2(R) = {R(9)/6 € R} est un groupe commutatif.
dém. :
Car les matrices de rotation commutent entre elles.
O

12.5.2 Rotation du plan euclidien orienté

Théoreme
La matrice d’un endomorphisme r € SO(E) est la méme dans toute base orthonormée directe
du plan F.
Plus précisément, il existe § € R, unique a 27 pres, tel que matrice de r dans toute base
orthonormée directe du plan E est

R(0) = < cosf) —sinf )

sinf  cos6

dém. :

Soient B et B’ deux bases orthonormées directes de F et P la matrice de passage de B a B'.

Puisque B et B’ sont orthonormée directe P € SO5(R).

Notons A et A" les matrices de I’endomorphisme 7 dans les bases B et 3.

Ces matrices appartiennent a SOz (R).

Par la formule de changement de base, A’ = P~1AP.

Or A, P € SO5(R) et le groupe (SO, (R), x) est commutatif donc A’ = P~'PA = A.

Ainsi, la représentation de 1’endomorphisme r est la méme dans toute base orthonormée directe choisie

et puisque celle-ci est une matrice de SOz (IR), ¢’est une matrice R(6) avec ¢ déterminé de fagon unique

a 2 pres.

d

Définition
L’automorphisme orthogonale positif représenté par la matrice R(6) dans les bases
orthonormées directes du plan E est appelée rotation d’angle € et est noté Roty.

Exemple Idp = Roty, —Idg = Rot,.

Proposition
Vo, s R, Roty = Roty: < 0 = 0 [271’]
v0,0" € R, Roty o Rotgr = Rotg, ¢ = Roty o Roty
V0 € R, Rot, ' = Rot_j.
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dém. :

11 suffit de transposer matriciellement les énoncés.
]

Corollaire

| SO(E) = {Roty/# € R} est un groupe abélien.

12.5.3 Angle orienté dans le plan
12.5.3.1 Angle de deux vecteurs

Soient u et v deux vecteurs non nuls du plan euclidien orienté E.
Posons U = u/||ul| et V = v/||v|| les vecteurs unitaires de méme direction et de méme sens que u et v.
Montrons qu’il existe # € R unique a 27 prés vérifiant

V= ROtg(U)

Soit BB une base orthonormée directe du plan de la forme B = (U, U").
Puisque les vecteur V' est unitaire, les composantes x,y de V' dans B vérifie

2?4yt =1

et donc il existe « € R tel que
V = cos(a)U + sin(a)U’

Puisque la matrice dans la base orthonormée directe 3 de la rotation d’angle € est
cosf —sind
sinf  cosf

Roty(U) = cos(8)U + sin(6)U’

on a

On en déduit
ROtg(U)ZV@@ZOA [27T]

Ce qui détermine 6 et ce de maniere unique a 27 pres.

Définition
Le réel 0, ainsi défini a 27 pres, est appelé mesure de 1’angle orienté de u a v.
Onnote § = (u,v) [27] et on le visualise de la fagon suivante

Remarque Nous avons ici une définition rigoureuse de la notion d’angle orienté formé par deux
vecteurs non nuls d’un plan. Cette définition a été possible grace a I’introduction d’un produit scalaire et
d’une orientation du plan.
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Attention : La notion d’angle orienté ne peut étre introduite que dans un plan euclidien et celui-ci doit
étre préalablement orienté.

Remarque Sil’on inverse I’orientation du plan, les bases directes deviennent indirectes et on peut
montrer que 1’angle d’une rotation est transformée en son opposé. En conséquence, les angles orientés
sont eux aussi transformés en leur opposé.

Exemple Pour tout vecteur non nul u du plan E, on a (u,Rotg(u)) =6  [27].
En particulier (u,u) =0 [27]et (u,—u) =7 [27].

12.5.3.2 Propriétés

Proposition
| Vu,v € B\ {0}, VA, € R™™, (\u, ) = (u,v)  [2n].

dém. :

Les vecteurs U et V sont les mémes dans le cas ol I’on étudie 1’angle (u,v) ou dans le cas ol on étudie
I’angle (A\u, Av).

O

Remarque La notion d’angle orientée est liée a la direction et au sens des vecteurs en jeux et non a leur
longueur.

Théoreme
| Vu,v,w € E\ {0}, (u,v) = (u,w) + (w,v) [2n]

dém. :

Posons U = u/||ul|,V =v/|jv||, W = w/||w]||.

Notons a = (u,w) [27] et = (w,v) [27].

OnaW =Rot,(U) et V = Rotg(W) donc V = (Rotg o Rot, ) (U) = Rotg4(U).
On en déduit (u,v) =a+ 8 [27].

O
Corollaire
| Vu,v € E\ {0}, (v,u) = —(u,v) [27].
dém. :
(u,v) + (v,u) = (u,u) =0 [27]
O
Proposition
Soient u,v € E\ {0} et = (u,v) [27]
Ona (u|v) = |lul| ||v] cos 8 et Det(u,v) = ||u|| ||v] sin 6.
De plus ces deux relations déterminent 6 a 27 pres.
dém. :

Posons U = u/||ul|, V = v/||v]|.
Notons § = (u,v) [27] de sorte que V = Roty(U).
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Soit B une base orthonormée directe de E de la forme B = (U, U’).

Onau = ||ul|Uetv = |v|]|Rotg(U) = ||v]|| (cos(8)U + sin(6)U").

Connaissant les composantes de u et v dans une base orthonormée directe, on peut alors calculer (u | v)
et Det(u, b) et on obtient (u | v) = |Ju|| ||v|| cos 6 et Det(u, v) = ||u|| ||v|| sin 6.

De plus ces deux relations déterminent cos 6 et sin 8 et permettent donc d’obtenir 6 a 27 pres.

O

Remarque Dans le cadre du plan géométrique, la notion d’angle orienté ci-dessus se confond avec la
notion usuelle précédemment présentées.

Exemple Pour u, v vecteurs non nuls du plan E,
u et v sont orthogonaux si, et seulement si, (u,v) = 7/2 [7]
u et v sont colinéaires si, et seulement si, (u,v) =0 [x].

Exemple Soient B = (i, j) une base orthonormée directe de E' et u = i + 25, v = 3i — 4j.
Déterminons une mesure 6 de 1’angle orienté de u a v.

Ona ||ul = V5, ||v]| = 5, (u | v) = —5 et Det(u, v) = —10.

On en déduit cos§ = —1/v/5 et sinf < 0

Par suite § = — arccos(—1/v/5)  [2n].

12.5.3.3 Lien entre angle orienté et écart angulaire

Soient u, v € E\ {0}.
Notons o = Ecart(u, v).
« est déterminé par

(u]v) = [ull[v]] cos et o € [0, ]

Notons 6§ = (u,v) [27].
0 est déterminé a 27 pres par

{ (u [ v) = [ o] cos

Det(u,v) = ||ul| ||v]| sin 8
Onadonc cosd =cosapuis =a [2r]oud =—a [27].

Si (u, v) est une famille liée alors § = o [27]
Si (u,v) est une base directe alors Det(u,v) > Oetalors § =«  [27].

v v

£ 4,

Si (u,v) est une base indirecte alors 0 = —«  [27].
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Au final un écart angulaire, ou son opposé, est une mesure de 1’angle orienté de deux vecteurs.

12.5.3.4 Angle orienté de deux droites

Soient D et D' deux droites vectorielles
Montrons qu’il existe # € R, unique a 7 pres vérifiant

D' = Roty (D)

Soient u et v deux vecteurs unitaires de D et D’.
On a
D' =Roty(D) < Roty(u) = v ouRoty(u) = —v

On en déduit
D' =Roty(D) < 0 = (u,v) oul = (u,v) + 7 [27]

et finalement
D' =Roty(D) & 0 = (u,v) |[r]

Définition
Ce réel 0, défini a 7 pres, est appelé mesure de I’angle orienté de D a D’.
Onnote § = (D, D") [x] et on visualise cet angle de droite comme dans 1’une des quatre
figures suivantes

D/

Remarque Pour déterminer 6, on mesure a 7 prés 1’angle orienté entre deux vecteurs directeurs de D
et D'.
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Proposition
Soient D, D', D" des droites vectorielles de E.
(D,D")+ (D', D") = (D,D") [r],
(D/7D):_(D7D/) [77]’

DID' & (D,D)=n/2 |[n],
D=D'&(D,D)=0 I[a].

dém. :

Soient u, v, w des vecteurs directeurs des droites D, D', D" respectivement. On a
(D,D/) + (D/vDH) = (u,v) + (v,w) = (uvw) = (DvDH) [ﬂ—]

(D', D) = (v,u) = —(u,v) = (D,D") [n]

D1D' & (u|v)=0¢% (u,v)=7/2 [r]< (D,D)=7/2 [n]

et

D =D & (u,v)liée & (u,v) =0 [r] < (D,D)=0 [n]

O

12.5.4 Automorphismes orthogonaux négatifs du plan

Théoreme
Soit B = (i, j) une base orthonormée de F.
Pour tout automorphisme orthogonal négatif s de F, il existe ¢ € R tel que

[ cosp  singp
Mats(s) = ( sinp —cosgp )

De plus s correspond alors a la réflexion par rapport a la droite vectorielle dirigée par le vecteur
u = cos(p/2)i + sin(p/2)].

dém. :
Soit
M = Matg(s) = ( ‘CL Z ) € 05(R)\SO5(R)

Comme a” 4 b* = 1, il existe p € R tel que a = cos p et b = sin .
Or (a+d)?+(b—c)?=a®+b*+c* + d* + 2(ad — be)
aveca’+ 02 =1,>+d?> =1etad — bc = det M = —1 donc
(a+d)?*+(b—c)*=0.

On en déduit ¢ = sin ¢, d = — cos ¢ puis

M= < cos sin ¢ >
sing —cosp
De plus

Considérons o la réflexion par rapport a la droite vectorielle engendrée par le vecteur unitaire v =
cos(ip/2)i+sin(yp/2);. Pour tout vecteur z de F, onao(z) = 2(z | u)u—z donc o(i) = (2cos® (p/2) — 1) i+
2 cos (ip/2) sin(p/2)] = cos(p)i + sin(i)j

eto(j) = 2cos (¢/2) sin(p/2)i + (2sin® (p/2) — 1) j = sin(ip)i — cos(i)j.

On en déduit que les applications linéaires o et s prennent les mémes valeurs sur ¢ et j et sont donc égales.

]

12.5.5 Classification des automorphismes orthogonaux du plan

Les résultats qui précedent se synthétisent de la fagon suivante
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Théoréme

Les automorphismes orthogonaux positifs du plan sont les rotations vectorielles, celles-ci
commutent entres elles et ont méme représentation dans toute base orthonormée directe.

Les automorphismes orthogonaux négatifs du plan sont les réflexions.

Corollaire

La composée de deux rotations est une rotation.

La composée de deux réflexions est une rotation.

La composée d’une rotation et d’une réflexion est une réflexion.

dém. :

La composée de deux automorphismes orthogonaux et un automorphisme orthogonal et le signe de
son déterminant s’obtient par le produit des signes des déterminants des automorphismes orthogonaux
composés.

O

Corollaire
Toute rotation du plan peut s’écrire comme produit de deux réflexions, I’une d’elle étant choisie
de maniere quelconque.

dém. :
Soient r une rotation et o une réflexion quelconque.
Posons ¢’ =rooeto”’ =cor.

o’ et o'’ sont des réflexions etonar =o' oo !

/ — " "
=0 oocetr=o 100 =000 ..

O

Corollaire
Tout automorphisme orthogonal du plan peut s’écrire comme un produit d’au plus deux
réflexions.

dém. :

Un automorphisme orthogonal du plan est :

- soit une réflexion ;

- soit une rotation, et cette derniére peut s’écrire comme produit de deux réflexions.
O

12.5.6 Composition d’automorphismes orthogonaux.

Théoréme
Les rotations du plan conservent les angles orientés tandis que les réflexions du plan les
changent en leur opposé.

dém. :

Soient u, v deux vecteur unitaires de E' et = (u,v) [27]. On a v = Rotg(u).
Soit r une rotation du plan.

r(v) = (r oRoty)(u) = (Rotg o r)(u) donc (r(u),r(v)) =6 [27].

Soit o une réflexion du plan.

Posons ¢’ = o o Roty. ¢’ est une réflexion et Roty = o o o’.

o(v) = g oRoty(u) = o’ (u) = (¢/ o o) (o (u)).

Orc’ oo =(c""1oo™')=(co00’) ! =Rot,' =Rot_yg.

donc (o(v),o(u)) = -6 [27].

(]
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Proposition

Soient ¢ et o’ deux réflexions par rapport a deux droites D et D’.
Onao’ oo =Roty avec § = (D, D’) [nx].

dém. :

o’ o o est une rotation, reste A déterminer son angle.
Soient u et v des vecteurs directeurs de D et D’.
Ona (u,v) =6 [r].

Calculons I’angle de la rotation o’ o o en évaluant
(u,0" 0 o(w)) = (u,0 (u) [27]

Par la relation de Chasles

(u,0" 0 0 () = (u,v) + (v,0'(v))  [2]

Or

(v,0'(w)) = (0'(v), 0" (u)) = —(v,u)  [27]
donc

(u,0’ oo(u)) = 2(u,v) =260 [27].

D
D/

]
Proposition

Soient 7 une rotation d’angle # et o une réflexion par rapport a D.

7 o o est la réflexion par rapport & D" = Rotg /(D)

o o r est la réflexion par rapport 8 D" = Rot_g/5(D).
dém. :

Posons ¢’ et o' les réflexions par rapport aux droites D’ et D" respectivement.
Puisque (D, D') =6/2 [r],0’ oo = Roty = retdonc o’ =roo.

Puisque (D", D) =0/2 [r],0 00" =Roty =retdonco”’ =cor.

([l

12.6 Automorphismes orthogonaux de I’espace de dimension 3

E désigne un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, par exemple E peut étre I’ensemble des
vecteurs de 1’espace géométrique ou R?.

12.6.1 Orientation induite

Soient P un plan de I’espace orienté F et D = P~ sa droite normale.

Il n’existe pas a priori d’orientation préférentielle ni sur P, ni sur D.

Choisissons une orientation sur D et soit % un vecteur unitaire direct de D.

Complétons u en une base orthonormée directe B = (u, v, w) de E.

La famille (v, w) est une base orthonormée de P. En choisissant celle-ci pour base orientée de référence,
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on dit qu’on a muni le plan P de I’orientation induite de celle de D. En effet on peut montrer que cette
orientation est indépendante de la maniere dont on a complété u en une base orthonormée directe.

+T +\L

A A
| 7 |7
/5‘/ —7 /“/ <«

P P

N
Tl

Remarque SiI’on inverse 1’orientation sur D, I’orientation induite sur P est-elle aussi inversée.

12.6.2 Rotation de I’espace de dimension 3
12.6.2.1 Définition

Soient # € R et D une droite vectorielle orientée par un vecteur unitaire .
Notons P = D muni de I’orientation induite.

Soit p la projection orthogonale sur D et celle sur P.

Pour tout x € E, on pose

f(x) = p(x) + Roty(q(x))
ou Roty est la rotation d’angle 6 du plan euclidien orienté P.
p(x)

Rot, (¢(2))

+& q(x)

Définition
L application f ainsi définie est appelée rotation d’axe dirigé et orienté par u et d’angle 6.
On note f = Rot, 4.

Proposition
] f estun endomorphisme vérifiant f;p = Idp et f;p = Roty.
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dém. :
f est linéaire par opération sur les applications linéaires.
Les restrictions affirmées sont immédiates sachant p;p = Idp, p;p = 0, 9D = 0 et qip = Idp.
O
Proposition
Si@ =0 [27]alors f =1d.
Sif #£0 [2] alors les vecteurs invariants par f sont ceux de D.

dém. :

Sif =0 [2x] alors Roty = Idp donc f(z) = p(z) + g(x) = = pour tout z € E.
Sif#0 [2n]alors pourz € E,

f(x) =z < Roty(q(x)) = q(x).

Or le vecteur nul est le seul vecteur invariant par Roty donc

flz) =z qx)=0<zeD

O
Théoreme
La matrice de I’endomorphisme f dans une base orthonormée directe de F de la forme 5B =
(u, v, w) est
1 0 0
0 cosf —sinf
0 sinf cosf
dém. :

f(u) =u, f(v) = Roty(v) et f(w) = Rotg(w).

Or (v, w) est une base orthonormée directe du plan P donc la matrice de Roty dans la base (v, w) est
cosf —sinf
sinf  cosf

donc f(v) = cos(0)v + sin(f)w et f(w) = — sin(f)v + cos(f)w.

O
Corollaire
] Les rotations sont des automorphismes orthogonaux positifs de F.
dém. :
Car
1 0 0
0 cosf® —sinf | € SO3(R)
0 sinf cosf
|
Proposition
Vo, 0 e R, ROtuﬂ = ROtuﬁ/ sS0=0 [271’]
Vo, 0 e R, ROtuﬂ o ROtuvgl = ROtu,g_Hg/ = ROtu,g/ o ROtuﬂ.
V0,0 € R, Rot;}lg = Rot,, _g.
dém. :
Immédiat par calcul matriciel.
|
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Remarque Si on inverse I’ orientation de D, I’orientation induite sur P 1’est aussi et les mesures
angulaires dans P sont alors changées en leur opposée. Par suite Rot,, ¢ = Rot_,, _g.

12.6.2.2 Représentation matricielle dans une base orthonormée quelconque

La représentation matricielle précédente de I’endomorphisme f = Rot, ¢ a été obtenue dans une base
adaptée a f, plus précisément une base orthonormée directe dont le premier vecteur est u. Voyons un
résultat permettant d’obtenir la matrice de f dans une base orthonormée différente.

Proposition

Soit f la rotation d’axe D dirigé et orienté par un vecteur unitaire u et d’angle 6. Vx €
DL, f(x) = cos(8)z + sin(O)u A z.

dém. :
Cas x = 0: ok.
Casz #0:
. x . . uNxT
Posons i = —etj=uNi=——r.
[ [z

La famille B = (i, j) est une base orthonormée directe du plan P = D+,
Pour z € P, f(x) = Roty(z) = ||z||Roty(i) = ||z|| (cos 0.7 +sinf.j) = cos .z + sinf.(u A x).
O

Exemple Soient B = (i, j, k) une base orthonormée directe de F et f la rotation d’axe D dirigé et
1
orienté par u = —= (i + j — k) et d’angle 6 = /3.
p \/g( j—k) g /
Formons la matrice de f dans la base 5.
Notons p la projection orthogonale sur D et ¢ celle sur D,

Ve e Ep(z) = (z |uwuetq(z) =2z — (x| w)u

Puisque
f(@) = f(p(x)) + fq(x)) = p(x) + f(q(z))
avec q(z) € D*, la formule précédente donne
f(@) = p(x) + cos(0)q(x) + sin(@)u A q(z)
puis
f(x) =cos(8)x + (1 — cos0)(x | w)u + sin(f)u A x

et au final

11 1
f@)=gz+g@litith)+i+h)+50+7—k) Az

On en déduit

2 2 1
A=-[ -1 2 =2
-2 1 2
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12.6.2.3 Retournement

Définition
On appelle retournement (ou demi-tour) autour d’une droite vectorielle D la rotation d’axe D
et d’angle 7. On la note Retp.

Remarque L’orientation de D n’a ici aucune incidence car Rot,, » = Rot_,, .

Proposition
] Retp est aussi la symétrie orthogonale par rapport a la droite D.

dém. :
Soit BB une base orthonormée directe adaptée 2 la supplémentarité de D et D,
Le retournement autour de la droite D et la symétrie considérée ont tous deux la méme matrice dans B

1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

O

Exemple Montrons que Toute rotation f d’axe D et d’angle € peut s’écrire comme un produit de deux
retournements autour de droites orthogonales a D.

Considérons P = D muni de I’orientation induite.

Dans le plan P, la rotation d’angle 8 peut s’écrire Roty = o5 0 01 oll 01 et o9 sont des réflexions du plan
P par rapport a des droites D1 et Dy de ce plan.

Notons s et sq les retournements de I’espaces autour de ces deux droites.

Pour tout z € D, f(x) = z et (sg 0 s1)(z) = s2(—x) = =.

Pour tout zz € P, f(x) = Roty(z) et (s2 0 51)(x) = s2(01(x)) = 02(01(x)) = Roty(z).

Puisque tout vecteur = de F peut s’écrire a + baveca € Detb € P,ona

f(@) = fla) + f(b) = (s2051)(a) + (s2051)(b) = (s2 0 81)().

12.6.3 Classification des automorphismes orthogonaux de 1’espace

12.6.3.1 Préliminaires

Lemme
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un K-espace vectoriel E et
f.g9 € L(E).
SivVx € F, f(x) = g(z) etVa € G, f(x) = g(z) alors f = g.

dém. :

Pour tout x € F, on peut écrire t = a+ baveca € Fetb € G.
Onaalors f(z) = f(a) + f(b) = g(a) + g(b) = g(z).

Ainsi f = g.

O
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Lemme
Soient f un automorphisme orthogonal d’un espace euclidien E et F' = ker(f — Id) le sous-
espace vectoriel formé des vecteurs invariants par f.
L’espace F'* est stable par f et fipL : F* — F* est un automorphisme orthogonal de F'+
dont le vecteur nul est le seul vecteur invariant.

dém. :

Affirmer que F est stable par f signifie f(F*) c F*.

Soity € f(F*). llexiste x € F* tel que y = f(x).

Pour tout a € F,onaalors (y | a) = (f(z) | f(a)) = (v |a) =0carz € Fretac F.

Ainsi f(F*) ¢ F* et donc F* est stable par f.

L’application restreinte fp1 : F+ — F* est alors un endomorphisme de F'* qui conserve le produit
scalaire donc fip1 € O(F™).

Enfin, si z € F= est un vecteur invariant par fipe alors x = fipi(x) = f(x) donc x € F puis
x e FnFt={0}.

U

Lemme

Tout automorphisme orthogonal positif d’un espace vectoriel euclidien de dimension 3 admet
au moins un vecteur unitaire invariant.

dém. :

Soit f € SO(E). Il suffit de montrer ker(f —Id) # {0} pour conclure & I’existence d’au moins un vecteur
unitaire invariant. Pour montrer ker(f —Id) # {0}, il suffit de vérifier det(f —Id) = 0 ce que nous allons
justifier matriciellement.

Soient 53 une base orthonormée de E et A la matrice de f dans B, A € SO3(R).

La matrice de f —Idest M = A — I3.

Ona’AM ="AA—-"A=1-"A= —"M donc det(* AM) = det(—"M).

Or det(*AM) = det Adet M = det M et det(—'M) = (—1)>det M = — det M

donc det M = 0.

Par suite M n’est pas inversible et donc ker(f — Id) # {0}.

O

12.6.3.2 Classification des automorphismes orthogonaux de I’espace

Théoreme

Soit f € O(F) et F = ker(f — Id) le sous-espace vectoriel formé des vecteurs invariants
par f.

Sidim F' = 3 alors f = Id.

Si dim F' = 2 alors f est la réflexion de plan P = F.

Sidim F' = 1 alors f est une rotation vectorielle autour de D = F.

Sidim F = 0 alors f est la composée commutative d’une réflexion par rapport a un plan P et
d’une rotation autour de sa droite normale D = P+

dém. :

Puisque F’ est formé des vecteurs invariants par f,ona fir = Idp.

D’autre part fypr € O(F ) dont le seul vecteur invariant est le vecteur nul.

Cas dim F' = 3.

Ona F = Eetdonc f =1d.

Cas dim F' = 2.

P = Festunplanet D = F* est une droite vectorielle.

Pour tout € D, f(z) appartient a la droite D et || f(z)|| = ||z||. On en déduit f(z) = z ou f(x) = —=.
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Or, dans D = F*, seul le vecteur nul est invariant. On en déduit que f(z) = —z pour tout 2 € D.
Puisque de plus, f(x) = z pour tout € P, on peut affirmer que f est la réflexion de plan P.
Casdim F' = 1.

D = F est une droite et P = F" est un plan vectoriel.

Puisque f|p est un automorphisme orthogonal du plan P qui ne posse¢de pas de vecteur invariant autre
que le vecteur nul, on peut affirmer que f}p est une rotation du plan P (rappelons que les automorphismes
orthogonaux d’un plan euclidien sont les réflexions et les rotations)

Puisque de plus, f(z) = x pour tout € D, on peut affirmer que f est une rotation autour de la droite D.
Cas dim F' = 0.

L’automorphisme orthogonal f ne peut étre positif car un automorphisme orthogonal positif possede
au moins un vecteur invariant unitaire. Puisque det(—f) = (—1)3det f = — det f, I’endomorphisme
orthogonal — f est quant a lui positif et donc il existe un vecteur 2z € E unitaire tel que f(z) = —z.
Considérons alors o la réflexion par rapport au plan P = Vect(x)L.

OnacofeSO(E)et (oo f)(z) ==

De par I’étude ci-dessus, on peut affirmer :

-oo f=1dg (exclucaralors f =cet F # {0});

- 0 o f est une réflexion (exclu car alors f € SO(E));

-ou o o f est une rotation autour de la droite D = Vect(x).

Les deux premiers cas étant exclus, on obtient f = ¢ o r avec r une rotation autour de D.

Enfin, puisque pour tout x € D, (o or)(z) = o(x) = (r o o)(x) et, pour tout © € P, (g or)(z) =
r(x) = (roo)(x), on peut affirmer o or = r o o et donc f est la composée commutative d’une réflexion
par rapport & P et d’une rotation autour de D = P+,

O

Corollaire
Les automorphismes orthogonaux positifs de I’espace E sont les rotations.
Les automorphismes orthogonaux négatifs possédant d’autres vecteurs invariants que le
vecteur nul sont les réflexions.

Corollaire
La composée de deux rotations de 1’espace est une rotation.
La composée de deux réflexions distinctes de 1’espace est une rotation autour de la droite
intersection des plans de réflexion.

dém. :

La composée de deux automorphismes orthogonaux positifs est positive donc la composée de deux
rotations est une rotation.

La composée de deux automorphisme orthogonaux négatifs est positive donc la composée de deux
réflexions distinctes est une rotation. Puisque la droite intersection des deux plans de réflexion est invariante,
cette rotation opere autour de cette droite.

]

Corollaire
Toute rotation f d’axe D peut s’écrire comme produit de deux réflexions par rapport a des
plans contenant D 1’une d’elles pouvant étre choisie de maniere quelconque.

dém. :

Soit o une réflexion par rapport a un plan contenant 1’axe D.

Posons 0’ = oo fetd” = foo.

o’ et o sont des automorphismes orthogonaux négatifs vérifiant Vo € D, o' (z) = z = o' ().

o' et 0" sont donc des réflexions par rapport a des plans contenant D.

Puisque f = 0 oo’ et f = 0" o o, f apparait comme la composée de deux réflexions par rapport a des
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plans contenant D, I'une d’elles étant choisie de fagcon quelconque.

0

Corollaire
Tout automorphisme orthogonal de 1’espace peut s’écrire comme un produit d’au plus trois
réflexions.

dém. :

Car une rotation s’écrit comme produit de deux réflexions et qu’un automorphisme orthogonal autre
qu’une rotation est une réflexion ou une composée commutative d’une réflexion et d’une rotation.
O

12.6.4 Réduction d’automorphismes orthogonaux
12.6.4.1 Principe

Soit f un endomorphisme de F connu par sa matrice A dans une base orthonormée directe B = (i, j, k).
Si A € O3(R) alors f € O(E).

Pour préciser ’automorphisme orthogonal f, on détermine 1’espace F' = ker(f — Id) des vecteurs
invariants par f.

Casdim F' =3

Ona f =1d.

Casdim F' = 2

f est la réflexion par rapport au plan F'.

CasdimF =1

f est une rotation autour de la droite D = F.

Précisons celle-ci. On choisit un vecteur unitaire v de D et on oriente D par celui-ci. Déterminons 1’angle
0 de la rotation f autour de I’axe D.

Dans une base orthonormée directe de la forme B’ = (u, v, w), la matrice de f est de la forme

1 0 0
0 cosf@ —sinf
0 sinf cosd

On en déduit trf = 2cosf+ 1. Oron a aussi trf = trA et donc 2cosf + 1 = trA ce qui détermine cos 6.
Pour conclure, il suffit de connaitre le signe de sin 6.
Soitz = au+ fv+~yw ¢ D.Ona

1 o o
Det(u,z, f(z)) =] 0 B Bcosh —ysinf | = (8% +~?)sinh
0 v [Bsinf+ ycosb

Ainsi le signe de sin 6 est celui de Det(u, z, f(x)).

En pratique, on déterminer le signe de sin € en étudiant celui de Det(u, 4, f(7))

Cas dim F' = 0 (hors-programme)

L’endomorphisme — f est une rotation dont on peut préciser I’axe D et 1’angle 6. f est alors la composée
commutative de la réflexion de plan P = D et de la rotation d’axe D et d’angle 7 + 6.

12.6.4.2 Exemples

Soit f I’endomorphisme de F dont la matrice dans une base orthonormée directe B = (4, j, k) est la
matrice A suivante :

Exemple Soit
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Les colonnes de A sont unitaires et deux & deux orthogonales donc A € O3(R) puis f € O(E).

Soit u = xt + yj + zk € E. Apres résolution

flu=uvezrt+y—2=0.

L’ensemble des vecteurs invariants par f est un plan, on en déduit que f est la réflexion par rapport au
plan d’équation z +y — z = 0.

Exemple Soit
0 01
1 00
010
Les colonnes de A sont unitaires et deux a deux orthogonales donc A € O3(R) puis f € O(E).
Soitu = xt + yj + zk € E. Apres résolution

A:

fluw=ver=y=2

L’ensemble des vecteurs invariants par f est la droite D dirigé par le vecteur unitaire

1
u=—=>(C+75+k
\/3( J+k)
f est une rotation autour de la droite D.
Orientons la droite D par le vecteur u et déterminons I’angle 6 de cette rotation.
Puisque trA = 2cosf + 1 ettrA = 0, on obtient cos§ = —1/2.
Déterminons le signe de Det(u, 4, f(7)).

1 1 1 0 1
Det(u,i, f(i)) = —=| 1 0 1 |=—
31 00| V3
On en déduit sinf > 0 puis § = —27/3  [27].
1
Finalement f est la rotation d’axe dirigé et orienté par u = ﬁ(z +j + k) et d’angle 27/3.
Exemple Soit
1 -2 2 1
A= 3 2 1 2
1 2 =2

Les colonnes de A sont unitaires et deux a deux orthogonales donc A € O3(R) puis f € O(E).
Soit u = xt + yj + zk € E. Apres résolution
flu)=uer=zety=2z
L’ensemble des vecteurs invariants par f est la droite D dirigé par le vecteur unitaire
1

u=—=(4+25+k).

\/6( j+ k)
f est une rotation autour de la droite D.
Orientons la droite D par le vecteur u et déterminons 1’angle 6 de cette rotation.
Puisque trA = 2cosf + 1 ettrA = —1, on obtient cos§ = —1.

Il est alors inutile de déterminer le signe de sin 6, on peut directement affirmer § = 7 [27] et conclure
que f est le retournement autour de la droite D = Vect(i 4 2j + k).
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Chapitre 13

Nombres réels et complexes

13.1 Nombres réels

Weierstrass (1863) et Dedekind (1872) furent les premiers a proposer une construction satisfaisante de
R... que nous ne présenterons pas.

Parmi les nombres réels, ceux qui s’écrivent comme rapport de deux entiers sont dits rationnels, ils
forment I’ensemble Q. Les autres sont dits irrationnels.

13.1.1 Opérations dans R

R est muni de deux opérations + et x c’est-a-dire de deux applications :

RxR—R tRxR—n&
(s}
(r,y) »x+y (v,y)—x XYy

Ces opérations présentent des propriétés calculatoires qu’il est important de souligner.

Propriétés de 1’addition :

Pour tout a, b, c € R,

-a+ b= b+ a (commutativité) ;

-(a+b)+c=a+ (b+ c)noté a+ b+ c (associativité) ;

-a+0 =0+ a = a(0estélément neutre) ;

- Pour tout @ € R il existe un unique d € R tel que a + d = d + a = 0 (tout élément est symétrisable).
Cet élément d est noté —a et cela permet de définir 1’opération de soustraction.

Propriétés de la multiplication :

Pour tout a, b, c € R,

- ab = ba (commutativité) ;

- (ab)c = a(bc) noté abe (associativité) ;

-ax1=1xa=a(lestélément neutre) ;

- a(b+ ¢) = ab + ac (la multiplication est distributive sur I’addition) ;

- Pour tout a # 0 il existe un unique d € R tel que ad = da = 1 (tout élément non nul est inversible).
Cet élément d est noté 1/a et cela permet de définir ’opération de division.

Attention : Il faut acquérir le réflexe : étudier la non nullité de ce par quoi on divise.

Remarque Les propriétés élémentaires précédentes permettent de retrouver les propriétés calculatoires
usuelles connues. Par exemple :
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VaeR,ax0=0carax0=ax(0+0)=ax0+ax0donca x0=0.
Va,b € R, (—a)b = —(ab) car (—a)b+ (ab) = (—a + a)b = 0b = 0.

13.1.2 Relation d’ordre

R est ordonné par une relation <.
Celle-ci permet de visualiser R comme une droite

-2 -1 0 1 2 3

La relation < est compatible avec les opérations + et x dans le sens ol pour tout a, b, ¢ € R,

a<bsa+tc<b+cet (a<betec>0)= ac<bec

Remarque Les propriétés élémentaires précédentes permettent de retrouver les propriétés calculatoires
usuelles connues. Par exemple :

Sia < balors —b < —a.

Eneffet —a=a— (a+b) <b—(a+b) = —a.

Sia > 0Oalors 1/a > 0.

Eneffeta > 0 et 1/a < 0 donne 1 < 0 qui est absurde.

Sic < 0alors —¢ > 0 donc —ac < —bc puis be < ac.

Attention : Il faut acquérir le réflexe : étudier le signe de la quantité par laquelle on multiplie une
inégalité.

Proposition
1 1
Pourtouta,beR,siO<a§b0usia<b<0alorsg < -
a
dém. :
Si0<a<boua<b<0alorsab > 0etdonc 1/ab > 0.
Par suite
1 a b 1
b ab “ab o«
O

Attention : Le passage a I’inverse de quantité de méme signe, renverse les inégalités : c’est la
décroissance de la fonction inverse.

Proposition
Va € R, a® > 0.

dém. :
Sia > 0alors a® > a x 0 = 0 via multiplication d’une inégalité par un facteur positif.
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Sia < 0alors a? > a x 0 = 0 via multiplication d’une inégalité par un facteur négatif.
Dans les deux cas a? > 0.

O
Proposition
1
Ya,b € R,ab < §(a2 +v?).
dém. :
(a —b)? = a® — 2ab + b* > 0 donne 2ab < a® + b°.
O

Remarque En mathématique, il est usuel de manipuler des inégalités larges (car plus siires) et de
réserver la manipulation d’inégalités strictes au cas ou celles-ci sont significatives.

Proposition
| Poura e R*, (Ve > 0,a<e)=a=0

dém. :

Par contraposée.

Supposons a # 0. Ona a > 0.
Poure =a/2,onaec >0eta > e.
Ainsi, il existe e > 0 tel que a > .
O

13.1.3 Valeur absolue
Définition
On appelle valeur absolue d’un réel z , le réel positif

T sizx >0
|lz| =

—x sinon

Proposition
Pour x,y € R,
|z >0, [—=] = [z], v < 2],

|z] =0 2 =0,
|zy| = |zl [yl etsiz #0,[1/x| =1/|z|.

dém. :
Les propriétés énoncés sont vraies que x soit positif ou non.
|

Proposition

Va,y € R, [z 4+ y| < |z| + |y]

De plus, il y a égalité si, et seulement si, = et y ont méme signe.

dém. :
lz+y> = (z+y)? =22 + 22y +y° = [z + 22y + |y|°
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Or
2zy < 2|zy| = 2|z [y]
donc
&+ y[* <o) + 22| ly| + |yl
Ainsi

2 2
[z +y[” < (J=[ + [y])

Cette comparaison de carrés engageant des quantités positives, on en déduit |z + y| < |z| + |y|-
De plus il y a égalité si, et seulement si, zy = |zy| i.e. zy > 0.

O
Corollaire
| Y2,y €R Jlz] — yl| < |z — yl.
dém. :
|z = [z —y +y| < [o —y[+[y| donc [z] —y| < [ —yl.
Un raisonnement symétrique donne |y| — |z| < |y — x| = |z — y|.
On en déduit que ||z] — |y|| < |z — y|.
O

Attention : |z — y| n’est pas inférieur a |z| — |y|.
Enrevanche |z — y| = |z + (—y)| < || + |=y| < [=] +[yl.
Cette majoration a transformé le signe — en le signe +.

Définition
On appelle distance de = a y le réel d(z,y) = |y — z| € RT.

Proposition
Pour tout x, y, z € R,
d(z,y) = 0 & x = y [séparation]
d(y,x) = d(z,y) [symétrie]
d(z,y) < d(z, z) + d(z,y) [inégalité triangulaire]

dém. :

dlz,y) =0 |lz—y|=0cr—-—y=0c2=y,

d(y,z) = & —y| = |y — x| = d(z,y),

dlz,y) =y -zl =ly—z+z -z <|y - 2[+ |z — 2] = d(z,y) + d(z, 2).

Définition
On appelle valeur approchée de a € R a e € R prés tout réel z vérifiant |z — a| < e.
On note @ = x a € pres.
Si x < a on dit que x est une valeur approchée par défaut.
Six > a on dit que x est une valeur approchée par exces.

Exemple 7 = 3,14 2 1072 prés par défaut.

Remarque On notera que ce qui vient d’étre écris est plus pertinent qu’écrire m ~ 3, 14.
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13.1.4 Partie entiére d’un réel

Définition
Pour z € R, le plus grand entier n vérifiant n < z est appelé partie entiere de x.
On le note E(z), [x] ou |z].

Exemple E(7) =3et E(—m) = —4.

Proposition
| La fonction x — E(x) est croissante.

dém. :

Supposons x < y.

Puisque E(x) < z on E(z) < y.

Ainsi E(x) est un entier inférieur a y.

Or E(y) est le plus grand entier inférieur & y donc F(z) < E(y).

O

Proposition
Soientz € Retn € Z.
On a équivalence entre :
)n=E(x);
Mn<zr<n+1;
(fi)x—1<n<ax

dém. :

(i) = (ii) Supposons n = E(x).

Puisque n est le plus grand entier inférieur a x, on a d’une part n < z et d’autre part n + 1 qui n’est pas
inférieur a z doncn + 1 > .

(i1) = (iii) Supposons n < z < n + 1.

Onan<zetzx—1<(n+1)—1=ndoncx—1<n<ux

(iii)) = (i) Supposons z — 1 < n < =x.

L’entier n est inférieur & x et pour tout m € Z,sim >nalorsm>n+1> (z—1)+1==.

Ainsi 7 est le plus grand entier inférieur a = et donc n = E(x).

O

Remarque Le positionnement des inégalités larges et strictes nécessite réflexion !

Proposition
Pour toutn € Z ettout x € R,

1 1 1
—FE(10"z) < 2 < — FE(10"x) + —

107 10m 10m
dém. :
11 suffit d’appliquer la propriété E(y) < y < E(y) + 1 avec y = 10™z.
O
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1 1 1
Remarque Les réels lo—nE(lonx) et WE(IO”m) + — sont appelés des nombres décimaux car ils

correspondent au rapport d’un entier par une puissance de 10 ; les nombres décimaux correspondent aux
rationnels dont 1’écriture décimale est finie.

Définition
1 1 1
Les nombres décimaux lo—nE(IO"a:) et m—ﬂE(lO"m) + I sont appelés parties décimales

1
par défaut et par exces du réel x a la précision = 107",

13.1.5 Intervalles de R

Définition

Soient a,b € R tels que a < b.

On appelle intervalles de R les ensembles suivants :

[a,b] = {z € R/a <z < b}, ]a,b] ={z € R/a <z < b},

[a,b] = {x e R/a <z < b}, ]a,b[={z € R/a < x < b},

]—oo,a] ={z eR/z <a},]-00,a] = {zx € R/z < a},

[a,+oo[ = {z € R/z > a}, |a,+oo[ = {z € R/z > a},

R et (.

Les intervalles du type [a, b] , [a, +00[,]—00,a] , R et () sont dits des intervalles fermés.
Les intervalles du type ]a, b[,]—00, a[, Ja, +00[, R et () sont dits des intervalles ouverts.
Les intervalles du type [a, b[ et ]a b] sont dits semi-ouverts.

Les intervalles du type [a, b] sont appelés segments.

Théoreme

Soit I C R. On a équivalence entre :

(i) I est un intervalle de R ;

(i) Va,b € T tels que a < b,on a [a,b] C I.

dém. :

(1) = (i1) C’est immédiat

(i) = (i) Supposons (ii)

Si I = ( alors I est un intervalle.

Supposons désormais I # () et considérons un élément = € I.

Posons ensuite IT = I N [z, +oo[et [~ = I N]—oco,z| desorteque I = ITUT".
Etudions la partie ™.

Cas I'" n’est pas majoré :

Nous allons montrer que I = [z, +o0l.

Onadéjal™ C [z,+ool.

Inversement, soit ¢ € [z, +00].

Comme It n’est pas majoré par ¢, il existe y € I tel que t < .

Maisonaalors x € I,y € I avec z < y donc [z, y] C 1.

Ort € [x,y],donct € [ puist € IT.

Ainsi [z, +00[ C I'" ce qui permet, par double inclusion de conclure I = [z, +00].
Cas I'" est majoré :

Posons b = sup I'" et montrons que I = [z,b[ou I'" = [z, b].

Puisque I est majoré par b, on a déja I C [z, b].

Montrons maintenant que [z,b[ C IT.
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Soit t € [z, b[. Comme ¢ < b, t n’est pas un majorant de I et donc il existe y € I tel que ¢ < y.
Maisonaalors x € I,y € I avec z < y donc [z,y] C 1.

Ort € [z,y],donct € I puist € I, Ainsi [x,b] C I C [x,)].

Selon que b appartient ounona I ona: I" = [x,b[ou It = [z, b].

Finalement on a montré que I est de I’'une des trois formes suivantes : [z, +oc[, [z, b] ou [z, b] (avec
beR).

En procédant de maniere symétrique, on montre que I est de I’'une des trois formes suivantes :
|—00, 2] ,]a,x] ou [a,x] (avec a € R).

Dans chacun des neuf cas alors possibles, I = I T U T~ estun intervalle.

O

Remarque Les intervalles correspondent aux parties de R « sans trous » ; on dit que les intervalles de
R sont ses parties convexes.

Définition
Un intervalle [ est dit non singulier s’il contient au moins deux points, i.e. qu’il n’est ni vide,
ni réduit a un point.

Proposition

] Tout intervalle non singulier contient des nombres rationnels et irrationnels.

dém. :

Soit I un intervalle non singulier et a < b deux points de I.

Déterminer r = p/q € Q tel que a < r < b revient a déterminer q tel que I’intervalle ]qa, gb[ contient un
entier.

Soit ¢ € N* tel que ¢(b — a) > letp = E(qa) + 1.

Onaga <p<gbdoncr =p/q € Ja,b[ C I.

Ainsi, I’intervalle I contient un nombre rationnel.

Pour montrer I’existence d’irrationnels dans I, exploitons I’irrationalité connue de V2.

Par le méme raisonnement qu’au dessus, on peut affirmer qu’il existe ' € Q tel que a + V2 <7 <
b+ V2.

En considérant s = 7’ —v2onaa < s < bdonc s € I avec s € R\Q.

O

13.1.6 Congruence dans R

Soit o > 0.
Définition
On dit qu’un réel x est congru a un réel y modulo « s’il existe k € Z tel que x = y + ka.
On note alors
r=y [a]

Exemple 7=1 [3],-3=2 [Slet—m=m [27].

Exemple Les mesures d’angles orientés sont des réel égaux modulo 27.
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Proposition
Soient x, ¥y, z € R.
Onaz=z [q
Siz=y J[a]alorsy=212 [a].
Siz=y [alety=2z J[a]alorsz=2z [a].

dém. :

x=z+0.adoncx =z [a]

Siz =y [«] alors on peut écrire x = y + ko avec k € Z et alors y = x — ka avec —k € Z donc
y=z [a.

Sizx =y J[ajety =2 [a] alors on peut écrire © = y + ka ety = z + fa avec k, £ € Z et alors
x=z+ (k+{laaveck+/{€Zdoncx =2 [a

|
Proposition
Soient z,y, 2",y € R.
Siz=12" [a]ety=1vy" [a]alors
r+y=a2+vy |of, —z=—-2" [o] etVA >0, z = " [Aa]
dém. :

On peut écrite z = 2’ + ka ety =y’ + Lo avec k, £ € Z.
Onaalorsz+y=a"+vy + (k+/)aaveck+/{ € Zdoncx+y=2"+y |[a].

Aussi —x = —2’ 4+ (—k)a avec —k € Z donc —z = -z’  [al].
Enfin Az = A2’ + k(A\a) avec k € Z donc Az = Az’ [\a].
U

Attention : On ne peut pas multiplier entre elles les relations de congruences réelles.

Exemple Résolvons I’équation
be=x—-2 [4]

En ajoutant —x de part et d’autre,
br=x—2 [4ede=-2 [4

En multipliant par 1/4,
Sr=x—-2 [4lerz=-1/2 []]

. . . 1
La solution générale de I’équation étudiée est donc © = —— + k avec k € Z.

13.1.7 Droite numérique achevée
On forme un nouvel ensemble R en adjoignant 2 R deux nouveaux éléments notés +oo et —oo.
Définition

] R est appelé droite numérique achevée.
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On prolonge partiellement I’opération d’addition 2 R en posant :
Ve e R,z + (+00) = 400, 2 + (—00) = —00

(+00) + (+00) = o0 et (—00) + (—00) = —00

Remarque L’opération (+00) + (—o0) n’est pas définie.

On prolonge partiellement I’opération de multiplication a4 R en posant :

+oosiz >0 {—oosix>0

T X (—o0) =
( ) +oosiz <0

VxeR*,xx(—i—oo):{ Gz <0’
—ocosix

(+00) X (+00) = (—00) X (—00) = +o0 et (+00) X (—00) = —00

Remarque Les opérations 0 X (+00) et 0 X (—o0) ne sont pas définies.

Enfin on prolonge 4 R la relation d’ordre < en posant :

VreR,—oco<z,x < +ooet —oo < 400

13.2 Nombres complexes

13.2.1 Présentation de C

C est un ensemble contenant R dont les éléments sont appelés nombres complexes.
C est muni de deux opérations + et x prolongeant les opérations existant sur R et conservant leurs

propriétés.
C ne peut pas étre muni d’une relation d’ordre « intéressante »mais en revanche, sur C I’équation
x? = —1 possede deux solutions opposées notées i et —i.

Par construction de C, on a
Vze C,Ma,b) eR*: z=a+ib

Définition
L’écriture z = a + i.b est appelée forme algébrique du complexe z.
Les réels a et b sont respectivement appelés parties réelle et imaginaire de z.
On note a = Re(z) et b = Im(z).

Remarque La partie imaginaire d’un complexe est un nombre réel !

Proposition
Vz,2' € C,Re(z + 2') = Re(z) + Re(2') et Im(z + 2') = Im(2) + Im(2’).
Vz,2' € C,Re(z22') = Re(z)Re(z") —Im(2)Im(2’) et Im(22") = Re(z)Im(z") + Re(2)Im(z).
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dém. :

On peut écrire z = a + ibet 2’ = o’ + b’ avec a,b,a’, b’ € R.

Onaalors z+ 2" = (a+a')+i(b+b)aveca+a', b+ b €R.

On en déduit Re(z + 2’) = Re(z) + Re(2') et Im(z + 2') = Im(2) + Im(2’).

On a aussi 22" = (aa’ — bb') + i(ab’ + a'b) avec aa’ — bb',ab’ + a'b € R.

On en déduit Re(z2") = Re(2)Re(z") — Im(2)Im(2’) et Im(z2") = Re(z)Im(z") + Re(2’)Im(z).
U

13.2.2 Le plan complexe

-,

Soit P un plan géométrique rapporté a un repére orthonormé direct R = (O; i, 7)-
Définition
On appelle point d’affixe z € Cle point M de coordonnées (a, b) avec a = Re(z) et b = Im(z).
On note M (z) pour signifier que M est le point d’affixe z.

Remarque Par la notion d’affixe, a tout nombre complexe correspond un point du plan et a tout point
correspond un nombre complexe. Cela permet de visualiser C tel un plan :

b z=a+1ib

v

Définition
On appelle vecteur d’affixe z le vecteur @ de composantes (a, b) avec a = Re(z) et b = Im(z).
On note (z) pour signifier que @ est le vecteur d’affixe z.

A
P
/2 u(2)
J
A
ol 7 a -
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Proposition
Si 4 est d’affixe z et ¥ d’affixe 2’ alors @ + U est d’affixe z + 2.
Si i est d’affixe z et X un réel alors .1 est d’affixe \z.
Si M est d’affixe est z alors O—M> est d’affixe z et inversement.

—=
Si M est d’affixe z et M’ d’affixe 2" alors M M’ est d’affixe 2z’ — 2.

dém. :
C’est immédiat en raisonnant via les composantes.
|
Proposition
] Si M est d’affixe z alors le point M’ d’affixe —z est le symétrique de M par rapport a O.
dém. :
— —

Par les affixes, OM = —OM’.
]
Proposition

Si M est d’affixe z et a € C alors le point M’ est I'image de M par la translation de vecteur

d’affixe a.
dém. :

—_—

Par les affixes, OM’ = OM + 4.
|
Proposition

Si M est d’affixe z et A € R alors le point M’ d’affixe Az est I'image de M par I’homothétie

de centre O et de rapport \.
dém. :
Par les affixes, OM' = \OM.
]

13.2.3 Conjugaison

Définition
] On appelle conjugué de z = a + ib € C (avec a,b € R ) le complexe Z = a — i.b.

Proposition
] Si M est d’affixe z alors le point M’ daffixe Z est le symétrique de M par rapport a I’axe (Oz).

dém. :
Le point M a pour coordonnées (a, b) et le point M” a pour coordonnées (a, —b).
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P A
b M(2)
jA
ol 7 a -
b M'Z)

O
Proposition

] VzeC,z=z
dém. :

On peut écrire z = a + ib avec a, b € R.
Onaalors Z =a —ib=a+i(—b) aveca, —b € Retdonc z = a + ib = z.

O
Proposition
/ — = = T _ —=t . 1 1
Ve, 20 €Coz+ 2 =z+ 7,22/ =z et,siz#£0,[ - | = =.
z z
dém. :

On peut écrire z = a + ibet 2’ = a’ + b’ avec a,b,a’,b’ € R.
Onaz+2 =(a+d)+i(b+b)avecata cRetb+1 €R,
doncz+z2 =(a+a)—ilb+b)=2z+2.

Onazz' = (ad’ —bb') +i(a’b+ ab’) avec aa’ — bb' € Retab' +a'b € R,
donc zz’ = (aa’ — bb') —i(a’b+ ab’) = (a —ib)(a’ —ib’) = z7'.
. 1 _ 1 - 1 1
Enfin, puisque z x — =1,onazx (- | =1=1donc | — | = —.
z z z z
O
Proposition
Vz e C, ) .
Re(z) = §(z +Z)etlm(z) = Z(Z —Z)
dém. :

Siz=a+ibaveca,b e Ralorsz=a—ibetdonc z 4+ z = 2a et z — zZ = 2ib.
d

Remarque Pour montrer qu’un complexe z est réel, on peut montrer que z = z.
Pour montrer qu’un complexe z est imaginaire pur, on peut montrer que z = —z.
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13.2.4 Module

Définition
On appelle module d’un complexe z = a + ib (avec a, b € R ) le réel positif

|z| = Va2 + b?

Remarque Si M est d’affixe z alors le module de z correspond a la longueur O M.

Yl =0T,
b L M(2)

\ 4
v

Remarque La notion de module d’un complexe prolonge celle de valeur absolue d’un réel, il n’y a donc
pas de conflit dans les notations.

Proposition
| VzeC,

zZ|=0& 2z=0.

dém. :
On peut écrire z = a + b avec a,b € R et on a alors

zl =0 Va2 +2=0cd+b*=0a=b=0&2=0

U
Proposition
1 1
Vz,2' € C, |2)° = 22 = 2], |22/| = || 2| et, si z # 0, ’ =00
z z
dém. :

On peut écrire z = a + b avec a,b € R.

On aalors 2z = (a + ib)(a — ib) = a® + b*> = |z|* et aussi 2z = z K

z=|z|".
Ainsi |2)? = 2z = |2
Par suite |22/ = 22/2% = 2227 = |2]*|7)°.
Cette égalité de carrés engageant des quantités positives, on en déduit |z2| = |2] |2/|.
1
De plus, si z # 0, z x — = 1 donne |z| X |=| = 1etdonc |-| = ER
z z z

O
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Remarque Par une récurrence immédiate,
Vz € C,Vn €N, |2"] = |z|"
Par passage a I’inverse,

Vz € C*\Vn € Z, |2"| = |2|"

Proposition

Vz,2' € C, |2+ 2| < |z| + ||

De plus, il y a égalité si, et seulement si, les points d’affixe z et 2z’ figurent sur une méme
demi-droite d’origine O.

dém. :
Commencons par établir la propriété particuliere :
Vu € C, |1+ u| < 1+ |u| avec égalité si, et seulement si, u € R
Soit u € C.
On peut écrire u = a + ib avec a,b € R.
On a alors
Ntuf=0+a)?+>=14+2a+a>+b*+2a+1=1+2a+ |u]?

Puisque @ = Reu < |[Re(u)| < |u|, on obtient |1 + u|> < 1+ 2u| + |ul* = (1 + |u])?

Cette comparaison de carrés engageant des quantités positives, on en déduit |1 4+ u| < 1 + |u].
De plus il y a égalité si, et seulement si, Re(u) = |[Re(u)| et [Re(u)| = |u| c’est-a-dire u € R*.
Démontrons maintenant la propriété de facon générale.

Soient z, 2’ € C.

Casz=0:

Onalz+ 2| = || = |z| + |¢].

L’inégalité est donc vraie.

De plus c’est une égalité et les points d’affixes z et 2’ figurent sur une méme demi-droite d’origine O.
Casz#0:

En introduisant v = 2’ /2, on a

|2+ 2| = |]

Z/
1+Z’ = 2l [14+u] < |2 (1 + |u]) = [2] + |2|

De plus, il y a égalité si, et seulement si, u € RT ie. z’/z cRT.
Ceci signifie que le point d’affixe 2’ figure sur la demi-droite d’origine O passant par le point d’affixe 2.

P M"(z+2")

v
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O
Corollaire

Vz,2 € C,

|2l = 2]l < |2 = 2]

dém. :
Par I’inégalité triangulaire,
el == &' + 2| < |z — 7] + |2/
donc |z| — |2/| < |z — 2|. De fagon symétrique, |2'| — |2] < |2 — 2| = |z = #/|.
(|
Définition

| On appelle distance entre deux complexes z et 2’ le réel positif d(z, 2') = |2’ — z|.

Remarque Si M et M’ sont les points d’affixes z et z’ alors la distance entre z et 2’ est égale 2 la
longueur M M.

P A
M(z)
\M’(/)
O L
Proposition
Soient z, ', 2" € C.
d(z,2') =0 & 2z = 2’ [séparation],
d(Z',z) = d(z, 2") [symétrie],
d(z,2") < d(z,2") + d(Z", ') [inégalité triangulaire].
dém. :
d(z,2)=0&z-2|=0&2-2'=02="2"
d(Z',2) =z = 2| =7 — 2| = d(z, 7).
d(z,2)) =2 —z| = |2/ = 2"+ 2" — 2| < |/ = 2"+ | — 2| =d(Z", ) + d(z,2").
O
Définition
On appelle valeur approchée d’un complexe zy &4 ¢ € R™ pres tout complexe z vérifiant

|z — 20| < e.

Remarque Si z = zj a ¢ pres alors le point d’affixe z appartient au disque de centre le point €2 d’affixe
zp et de rayon €.
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v

13.2.5 Argument

13.2.5.1 Exponentielle imaginaire

Définition
0

] On appelle exponentielle imaginaire d’angle # € R le complexe : e? = cos 6 + i. sin 6.

Remarque Le point M daffixe e’ est le point du cercle trigonométrique déterminé par
(I,OM)=0 [2n].

A
P :
Exemple ¢’ = 1,2 = ™ = —1,e37/2 = _jete® = 1.
Proposition
Vo € R, e’9| =let— =e ¥ =¢if,

ez@

dém. :
02 2 . 2
‘e | =cos“f+sin“f =1

et o

1 eie —F L. .

— = 5 =€ =cosf —isinf =e i0

ezG |€i9|
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g
Proposition
V0,0 eR, e’ = = 0=0 [27]
dém. :
. ) cos = cos 6’
elo—e’9<:>{. e 0=0" [27
sinf = sin 6
(]
Proposition
V0,0 € R, et el = i0+0)
dém. :
e e = (cosf + isinB)(cosd’ + isinf’)
En développant
e ¢ = (cosfcosf’ — sinfsinf’) + i(cosfsin 6 + sinf cos ')
puis
e e = cos(@ +0') +isin(d + 0') = &0+
g
Proposition
Vn € 7,Y0 € R, (em)n =e je.
(cos® +i.sinf)" = cosnb + i.sinnd
dém. :

Par récurrence, montrons que pour n € N, "¢ = (eie)n.
. o\ 0

Pourn=0,e" =1 = (ew) .

Supposons la propriété établie au rang n > 0.

(ez‘e)nﬂ _ (ez‘e)n il — oind i _ Li(n+1)0

Récurrence établie.
Pourn € Z7,n = —pavecp € N.
. O 1 1 ) .
WO\ _ (0P __ _ _ _—ipf __ _inf
(e ) = (e ) T () T eif € =¢

O

Attention : Cette formule n’est valable que pour n entier

1= eiﬂ' — (ein>1/2 — \/I: 1!
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13.2.5.2 Complexe de module 1

Définition
On note U I’ensemble des complexes de module 1. Ainsi

U={ze€C/|z| =1}

Remarque L’ensemble des point d’affixe dans U correspond géométriquement au cercle
trigonométrique du plan.

Exemple V0 € R,e" € U.

Exemple Siz € Ualors 1/z = Z.
En effet 2z = |z|° = 1.

Théoréeme

] Pour tout z € U, il existe un unique réel 6 unique a 27 prés tel que z = .

dém. :

Unicité a 27 pres :

Siz=¢e"etz=c" alorse = etdoncd =0 [27].
Existence :

Soitz € U.

On peut écrire z = a + i.b avec a, b € R.

Puisque |2|> = a® + b*> = 1,onaa® < Letdonc a € [—1,1].
Par suite, il existe a € R tel que a = cos a.

Puisque b*> = 1 — a® = sin® a donc b = sin ou b = —sin av.
Sib = sin« alors z = €' avec 6 = .

Sib= —sina alors z = e avec § = —a..

O

13.2.5.3 Argument d’un nombre complexe non nul

Théoréme
Pour tout z € C*, il existe un réel 6 unique a 27 prés tel que

z = |z|e"

Cette écriture est appelée forme trigonométrique du complexe z.

dém. :

Unicité a 27 pres :

Siz=|z|e" etz =|z|e? alors e’ = e car|z| # Oetdonc§ =6 [2n].
Existence :

Puisque z/|z| € U, il existe 6 € R tel que z/|z| = " et donc z = |z| e®.

0
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Définition
Tout réel 0 tel que z = |z| e’ est appelé argument du complexe z non nul.
Onnote arg(z) =6 [27].

Remarque Si M est le point d’affixe z # 0 alors arg(z) = (i, OM)  [27].

P

4
j
1

v

Exemple _arg(ei_e) =0 [27].
En effet ¥ = |e19| et

Exemple Déterminons un argumentde z = 1 4 <.
|z = V2 donc

1 1 T ™ .
1+i=vV2[ —+i— ) =2 Z 4isint ) = V2eim/4
+1 \[(\/E—H\/i) f(cos4+251n4) V2e

On en déduit .
arg(l+1) = 1 [27]

Exemple Déterminons un argumentde z = 1 — iV/3.
|z| = 2 donc

1—ivV3=2 (; - Z?) =2 (cos (,g) + isin (—g)) = 2¢7/3

On en déduit arg(1 + iv/3) = —g [271].

Exemple Pour z € C*,
zeRM™ sarg(z) =0 [2r] etz € R S arg(z) =7 [27]

Par suite
z € R* ©arg(z) =0 |[n]
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Proposition

Soient z, 2 € C*.

arg(z) = —arg(s)  [2r],

arg(z2') = arg(z) + arg(z’) [27],
arg(—z) = arg(z) + 7 [27],
arg(l/z) = —arg(z) [27]et

Vn € Z, arg(z") = narg(z) [27].

dém. :

Soient 6 = arg(z) et &' = arg(z’)  [27] de sorte que z = |z|e” et 2/ = || e/
Z = |z|e? = |z|]e"" = |z| e donc arg(2) = —0 [2x].

22 = |2 |2 e = |22/| FY) donc arg(z2') =6 + 6 [2n].

—z = —|z] e = |2 ™) = |—z] &'+ donc arg(—z) = 0+ 7 [2n].

% = ﬁe% = % e " donc arg(1/z) = —0  [2n].

2" = [2|" ()" = |2"| ™ donc arg(z") = nf  [2n]

g

Exemple Déterminons module et argument du complexe z = e + 1.
s=el? 41 =(e®/2 4 e—i9/2)ei0/2 — 9cos Qeie/z
2

[Factorisation de 1’exponentielle équilibrée]
On en déduit

|2 =2

]
cos =
2

Sicos@/2 > 0 alors arg(z) = 60/2  [27].
Sicos0/2 < 0alors arg(z) =0/2+x  [27].

13.2.6 Exponentielle complexe

Définition
On appelle exponentielle complexe de z = a + ¢.b € C (avec a, b € R ) le nombre complexe

exp(z) = e.e? = e?(cosb + i.sin b)

Remarque Siz = a € R alors exp(z) = e.e’ = ¢

L’exponentielle complexe prolonge I’exponentielle réelle connue.
Siz =i.b € iRalors exp(z) = e’.e® = e,
L’exponentielle complexe prolonge aussi I’exponentielle imaginaire.

On note souvent ¢” au lieu de exp(z).

Théoreme
Soient z, 2 € C.
exp(z) = exp(2), exp(z + 2’) = exp(z) exp(z’),
exp(z) # 0 et 1/exp(z) = exp(—2z).
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dém. :

On peut écrire z = a + ibet 2’ = o’ +ib" avec a,b,a’, b’ € R.

exp(z) = e®.eib = e%e ™™ = exp(2).

exp(z 4 2') = exp((a+ a') +i(b+ ) = T PHV) = ¢tebe e’ = o%e?,
On en déduit 1 = exp(0) = exp(z) exp(—=z) et donc exp(z) # 0 avec 1/exp(z) = exp(—2).

O
Théoreme
Soient z, 2’ € C.
exp(z) =exp(z') & Jk € Z, 2z = 2" + 2ikm
dém. :

(<) Siz =2+ 2ikr avec k € Z alors exp(z) = exp(z’) exp(2ikn) = exp(z’) car exp(2ikn) = 1.
(=) Supposons exp(z) = exp(z’).
On peut écrire z = a + ibet 2’ = a’ +ib' avec a,b,a’, b’ € R.

. /TN
On a alors e%e™ i

=e%e".

En passant cette relation au module, on obtient e* = e
des valeurs deux a deux distinctes.

Sachant ¢® = ¢ # 0, la relation ¢%e”® = % ¢’ donne ¢ = ™ etdonc b =" [2n].
Ainsi, il existe k € Z tel que b = b’ + 2k et donc z = 2’ + 2ikm.

0

® et donc a = a’ car ’exponentielle réelle prend

13.3 Equations et systémes numériques

13.3.1 Résolution d’une équation
Pour résoudre une équation, on transforme celle-ci par équivalences ou par implications en une ou
plusieurs équations dont les solutions sont immédiates.

Attention : Si on procede par implications, il se peut que des solutions « parasites »apparaissent. Il est
alors indispensable de vérifier I’exactitude des solutions proposées.

Exemple Résolvons 1’équation z = /2 — 22 d’inconnue x € [—\@, \@}

Erreur 2 ne pas commettre, écrire z = \/2 — 22 < 22 = 2 — 22
En effet I’élévation est au carré donne une implication = et non une équivalence.
lere méthode : Démarche par implications.

r=12—-122 =22=2-2?

& 2% =2

s?=1

Sr=1louxr=-1
Vérification : x = 1 est solution mais z = —1 ne I’est pas.

2eme méthode : Démarche par équivalences :

r=v2—-22 =22=2—2%etz >0
& 2% =2etz >0
@xzzletm>0
Sr=1
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Exemple Résolvons I’équation ¢2* — e® — 2 = 0 d’inconnue z € R.
Posons t = e”.
e —e"—2=0&t"—t—2=0

Les solutions de I’équation t> — ¢ — 2 = O sontt = 2ett = —1.
Ainsi
e —e*—2=0 ot=2out=-—1
S e’ =2o0ue” = -1
S r=In2

Jri = ¢ d’inconnue z € C\ {1}.

.z
Exemple Résolvons I’équation

T e ati—iz—i
z—1
o 2(1—i) = —2
—9
ea= g
z 1—7, 1
az+b

La résolution d’une équation de la forme = Z est analogue, une telle équation est appelée
(674

. +d
équation homographique.

Remarque Pour rédiger la résolution d’une équation, il est parfois plus habile de rédiger verbalement
celle-ci plutot que d’enchainer les symboles = et <. Voyons un exemple proposant une telle mise en
forme :

Exemple Résolvons I’équation 2 + y? = 0 d’inconnue (z,y) € R

Soit (x, y) un couple solution.

Puisque:z:2 +y2 = Oavec:z:Q,y2 >0, onaz? :y2 =0etdoncxr =y =0
Inversement, le couple (0, 0) est solution.

13.3.2 Résolution d’un systéeme

Pour résoudre un systeme d’équations, on transforme celui-ci par équivalences ou par implications en un
ou plusieurs systemes permettant d’exprimer I’ensemble solution.

Deux méthodes sont couramment utilisée pour réduire un systeme

- la méthode par substitution : on exploite une équation pour exprimer une inconnue en fonction des autres
et remplacer cette expression dans les autres équations ;

- la méthode par combinaison : en combinant judicieusement plusieurs équations, on en forme de plus
simples.

Attention : Si, on procede par implications, il faut vérifier I’exactitude des solutions obtenues.
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Exemple Résolvons le systeme

d’inconnue (z,7y) € R2.

2?4yt =1
ry+y* =0
&
&
&

Finalement les couples solutions sont

$2+y2:1
zy+y* =0

$2+y2:1
(z+yy=0
> +y? =1 ?+yt=1
ou
rz+y=0
227 =1 =1
ou

y=—x y=0

le/ﬁoux:—l/\/i {leoum:—l
ou
y =

y=-—x

(G o oo

Exemple Résolvons le systeme

[\)

T+Yy+z=
2 —y+2=2
r+y—z2=3
d’inconnue (z,y, z) € R®.
Procédons par substitution.
r+y+z=1 r=1—-y—=z
2 —y+2=2 & By—2z=0
T+y—z=3 —2z2=2
r=1-y—=z
S y=-2/3
z=-1
x=5/3
S qy=1/3
z=—1

Exemple Résolvons le systeme

d’inconnue (z,%) € C?.

1+dzx+iy=1
1-dz—-—y=1
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Procédons par combinaison.

1-d)z—y=1 - 1-dz—-—y=1
(1+i)z+iy=1 21+d)z=1+i (2)+i(1)
y=—(141)/2
x=1/2

13.3.3 Résolution de I’équation 2" = 7

13.3.3.1 Racine n-iéme de I’unité

Dans cette étude, n désigne un naturel non nul.

Définition
On appelle racine n-ieéme de 1’unité tout complexe z vérifiant 2™ = 1.
On note U, I’ensemble des racines n-ieme de I’unité.

Exemple Pourn =1, U; = {1}.
Pour n = 2,
P=1e(z-1Ez+1)=0

donc Uy = {1,—1}.
Pour n = 4,

A=1e @@ -1DEE+1) =0 (-)E+D(z—i)(z+1i) =0
donc Uy = {1,i,—1, —i}.

Proposition
] SizeU,alors |z| =1,Z € Uy, etVk € Z,zF e U,.

dém. :

2™ = 1donne |z|" = 1or|z] € R" donc |2| = 1.
2" = 1donne 2™ = 1 etdonc 2" = 1.

Enfin 2" = 1 donc (z")]C = 1¥ puis (zk)" =1.

O
Définition
247 2ikm
’ Onnotew =en etpourtoutk € Z, w, =w* =e n .
Proposition
] Pour tout k& € Z, les complexes wy, sont des racines n-ieme de I’ unité.
dém. :
w" = €™ donc w € U, puis pour tout k € Z, wy, = w* € U,.
O
_ _ _ ., 2 _ . n—1 :
Rqwo =1, w1 =w,wp = w*, ...;wp—1 =w'" , puis
-1
Wp = Lwpq1 =W, Wpqo =W, ... Wop =W,
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Proposition
Vi€ Lywy, =wp = k=1L |[n]
Par suite {wy/k € Z} = {wo, ..., wn_1} etleswy, ...,w,_1 sont deux a deux distincts.
dém. :
2k 20
wp=w s — =" Prlek=( [
n
(]
Théoreme

Les racines n-ieéme de 1’unité sont exactement les n complexes deux a deux distincts
Wwo, Wi - Wn—1

Ainsi U,, est un ensemble a n éléments que 1’on peut décrire

Uy = {ezi’”/”/k e [0,n— 1]]}

dém. :

Les wp,wsq, . ..,wy,—1 sont des racines de I’unité deux a deux distinctes.
Inversement, soit z € U, et § un argument de z.

Comme |z| = 1,0ona z = e®.

La relation 2™ = 1 donne alors ¢? =1 =e doncnf =0 [27]puisf =0 [27/n].

2k
Ainsi il existe k € Z tel que § = o puis z € {wi/k € Z} = {wo, ..., wn_1}.
n

O

Exemple Pourn =1,w =1letU; = {1}.
Pourn=2,w=¢"=—-1letUs = {1,—1}.
Pourn =3,w =e5" = jetUs = {1,4,5°}.
Pourn=4,w=e% =ietUs = {1,i,—1,—i}.
Pourn =5,w = e%, Us = {1,62?,64?,6%,68?}

im

Pourn =6, w =e3 = —j2 Us = {1, 42,4, -1,j%, —j}.
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Remarque Pour n > 3 les racines n-iéme de ’unité sont les n» sommets d’un polygone régulier inscrit
dans le cercle trigonométrique.

Proposition
] Pour tout n > 2, la somme des racines n-ieme de I’unité est nulle.

dém. :

Posons S =wg + -+ -+ wp_1.

wS =wy + -+ w, =5 carw, = wy donc S = 0 puisque w # 1.
O

2
Exemple Calculons a = cos %

Puisque la somme des racines 5% de 1’unité est nulle, on a
1 4 e2im/5 4 ghin/5 4 (Sim/5 | o8im/5 _ ()

En passant a la partie réelle

14 2m n 4 " 67 " 8T 0
€08 — + €0S — + COS — + cos — =
5 5 5 5
Or par trigonométrie
8T 2m ot 6m 4m 9 cos? 2m 1
€0S — = €c0S — et coS — = c0s — = 2¢0S” — —
5 5 5 5 5

2T .
En posant o = cos - on obtient

202 +2a—1=0
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—1++5
—

On en déduit o =

2T
Sachant cos 5 > 0, on conclut

2r  —1++/5
oS — = ————
5 4
Définition
’ Comme vu précédemment, on note j la racine cubique de I’unité e2im/3,
Proposition
1 3 -
i=—5 +z§,j3 =Lj=j"etl+j+;°=0.
dém. : /3
. 2 2 1 3
j=em/3 = cos?7r +isin§ =-3 —&-i?.

43 =1 car j est racine cubique de I’unité.

Ml 2 .3

- 1

| = Q = M = - = J— = j2 etenfin 1 + 5 + j2 = 0 car la somme des racines cubiques de I’unité est
J J J J

nulle.

O

144
Exemple Simplifions +‘1
14

1+j5 145  —*

I+j5 14452  —j

J.

13.3.3.2 L’équation 2" = Z avec Z € Cetn € N*
Remarque Si Z = 0 alors I’équation z™ = 0 posseéde pour seule solution z = 0.
Théoreme

Soitn € N*et Z € C*.
L’équation 2™ = Z posseéde exactement n solutions distinctes.

dém. :
On peut écrire Z = |Z|e' avec |Z| # 0etf = argZ [27].
Pour zg = V/|Z[e?®/™ #£0,0ona z} = Z.

Soit z € C.
=7 "=z

& (z/20)" =1

< 3Jke{0,1,...n—1},2 = zowy,
Notons zj, = zowy, pour k € {0,1,...,n — 1}
Les solutions de 1’équation z" = Z sont les complexes zg, 21, ..., zn—1 €t ces derniers sont deux a deux
distinctes car zg # 0 et les wy, . . . , wy, 1 sont deux a deux distincts.
O
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Exemple Résolvons dans C I’équation

22 =2+2
Ona2+2i= 2_3/2ei"/4.
Pour 2y = v/2¢™/12, on vérifie 23 = 2 + 2

P =242 (2/2)° =14 2z/2=1,j ou j>

Les solutions de I’équation étudiée sont

V26112 /26137 /4 ot \/26i1TT/12

Exemple Résolvons dans C I’équation
2"4+1=0

On a
=1 z"=-1

im/n

—1=¢""donc zy = e est solution de I’équation étudiée.

=16 (2/20)" =1 2/20 = wo, W1, -+, Wn_1

avec wy, = e2k7/m,

Les solutions de 1’équation étudiée sont les e*2* D™/ ayec k€ {0,1,...,n—1}.

13.3.3.3 Cas particulier : ’équation 2> = Z

Soit Z € C*.

D’apres I’étude ci-dessus I’équation 22 = Z posséde deux solutions opposées.
Cas : Z s’exprime sous forme trigonométrique Z = | Z| e’ avec 6 € R.

Les complexes /| Z[e?/? et —1/| Z]e""/? sont les deux solutions cherchées.
Cas : Z est exprimé sous forme algébrique Z = a + ¢.b avec a,b € R.
Cherchons z solution sous la forme z = x + 7.y avec x,y € R.

L équation 2% = Z donne 2> — y* + 2ixy = a + i.b d’ot

=y =a (1)
2zy =b (2)

Ce systeme est délicat a résoudre sans faire intervenir une troisieéme équation. . .
2 2 g
L’équation z* = Z donne |z|” = | Z| puis 1’équation

22 +y? =a2 +02 (3)

La combinaison (1) + (3) donne 2 puis = au signe pres.

La combinaison (3) — (1) donne y? puis y au signe pres.

Enfin, I’équation (2) donne la compatibilité des signes de z et y.

A la fin, on parvient on obtient deux complexes qui sont les seules solutions possibles, or nous savons
qu’il y a exactement deux solutions a 1’équation étudiée, les complexes déterminés sont donc solutions.

Exemple Résolvons 1’équation 2% = —3 + 4i.
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On écrit z = x + iy avec x,y € R.
z est solution de 1’équation étudiée si, et seulement si,

2 —y?=-3 (1)
2zy =4 (2)
2+ =5 (3)

(1) + (3) donne ? = 1, (3) — (1) donne y* = 4 et (2) donne zy > 0.
On en déduit que les solutions de I’équation sont z = 1 + 2i et z = —(1 + 2i)

Exemple Résolvons I’équation 22 = 5 — 124 (3 — 2i).
On écrit z =z + iy avec =,y € R.
z est solution de I’équation étudiée si, et seulement si,

2’ —y?=5 (1)
20y = —12 (2)
2+ =13 (3)

(1) 4 (3) donne 2 = 9, (3) — (1) donne y? = 4 et (2) donne zy < 0.
On en déduit que les solutions de I’équation sont z = 3 — 2i et z = —3 + 27

13.3.4 Résolution de I’équation du second degré

Soient a, b, ¢ € C avec a # 0.
On veut résoudre I’équation du second degré az* + bz + ¢ = 0 d’inconnue z € C.
Ecrivons le trindéme a2 + bz 4 ¢ sous forme canonique

2 hete=al24 24 C) = LAY
az z c=a\| =z % a =a z % 4a2

b
2a

est la seule solution a 1’équation étudiée, on dit que c’est une solution double.
Si A # 0 alors, en considérant § € C tel que A = 62, I’équation possede deux solutions qui sont

avec A = b? — 4dac.
Si A = 0 alors

b+

; _—b-9
L™ 7o -

2a

et 2o

Exemple Résolvons I’équation

22— (14+4i)2+5@G—1)=0
OnaA=5—12i = (3 — 22
14 4i+ (3 —2i)

5 ie.24+iet—1+4 3i.

On en déduit que les solutions de 1’équation sont
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Proposition
Soient S et P deux nombres complexes.
Les couples (,y) € C? solution du systeme

z+y=2>5
zy =P
sont ceux tels que x et y sont les deux racines de 1I’équation du second degré

22-Sz4P=0

dém. :
)

2

Si z et y sont les deux solutions de I’équation 2*> — Sz 4+ P = 0 alors, a I’ordre prés, z = et

S+6
Y= ;L avec 62 = S2 — 4P. Onen déduit z +y = S et zy = P.

r+y=>95

xy =P
x et y sont les deux solutions de I’équation 2> — Sz + P = 0.

Inversement, si (z, y) est solution du systeme { alors (z —x)(z —y) = 2% — Sz + P et donc

0
Exemple Résolvons dans C? le systéme
r+y=3
Ty =2
On introduit I’équation
22 —32+2=0

Les solutions de cette équation sont 1 et 2.
Les solutions du systeme étudié sont donc les couples (1,2) et (2, 1)

Exemple Résolvons dans C* x C* le systeme

r+y=:1
1 1 .
—+ - =-2
Ty
Ona
Tty =i rty=i rty=i
1 1 S &
% TY_ o 2y = —+
r Yy xy 2
1
On introduit I’équation 22 — iz — 3= 0.
;1
A = —1+ 2 =1, les solutions de cette équation sont !

Les solutions du systeme étudié sont donc les couples
1—4 144 ot 147 1—2
2 72 2 72
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13.4 Sommes et produits numériques

13.4.1 Sommes numériques

Définition
Si I est un ensemble fini non vide et si pour tout ¢ € I, a; désigne un nombre complexe (on dit
que I’objet (a;);cs est une famille de nombres complexes indexée sur I ) alors on note Z a;

i€l
la somme des a; pour I’indice ¢ parcourant I.
Remarque Lorsque I = (), on convient que Z a; = 0.
ich
Remarque Lorsque I = {m,m+ 1,...,n} (avec m < n € Z), cette somme est encore notée
n
Sao Y a
i=m m<isn
" n(n+1)
Exemple =142+ = ——
xemp ; T +24--4n B
Eneffet(1+2+---4+n)+(n+n—-1)+---+1)=n+1)+n+1)+---+(n+1)=n(n+1)
1
donc14+2+4+---+n= n(n2—|— )
Remarque Dans I’écriture Z a;, 'indice 7 joue un rdle muet. Ainsi Z a; = Z aj.
i€l i€l jerI
n n n 1
Exemple Y k=3 i=3 i="""L,
k=0 i=0 i=1
Proposition
Avec des notations immédiates,
Sl = St Sheer Y 0 =AY
iel i€l i€l iel el
dém. :
La relation Z (a; +b;) = Z a; + Z b; s’obtient en réorganisant I’ordre des termes sommés.
i€l i€l i€l
La relation Z (Aa;) = A Z a; se justifie en factorisant par A les termes de la premiere somme.
i€l i€l
]
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Proposition

Si I et J sont des ensembles d’indices disjoints

Z ai:ZaH—Zai

ielfuJ il icJ
dém. :
La relation Z a; = Z a; + Z a; se justifie en regroupant les termes sommés par paquets.
ieluJ icl icJ
O
Attention : En général Z a;b; # (Z ai> <Z bi> .
iel i€l i€l

13.4.2 Somme arithmétique et géométrique

Proposition

La somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique s’obtient par

(1ler teme) + (dernier terme)
2

X (nb de termes)

dém. :
Soit ug, . . ., u, les termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison r.
Pour k € {0,1,...,n}, up = ug + kr donc

- 2 2 n(n+1 Uy + Unp
’;)uk:kz_o(uo—i—kr):(n—i-l)uo—i—rkz_ok:(n—i—l)uo—l—r ( ) ): 02 (n+1)

|
Proposition

La somme des termes consécutifs d’une suite géométrique de raison ¢ € C\ {1} se détermine

par
__ (nb de termes)

q

(ler terme) X
I—¢q

dém. :
Soit ug, . . ., u, les termes consécutifs d’une suite géométrique de raison g.
Pour k € {01,...,n}, up = uoq".

n n n
A=)Y uw =Y uog" =Y uogd" = up — ugg" ™'
k=0 k=0 k=0

donc
1— qn+1

1—g¢q
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O
Exemple Pour g € C,
n 1 _ qn+1 ) )
— si
S gk = 4 q#
k=0 n+1 sig=1
Exemple Pour z € R,
n n & 1+ (—1)n$2(n+1)
(DR =) (=a?) = 2
k=0 k=0 1+
car —z2 # 1.
Exemple Pour 6 € |0, 27|,
n wo n NI 1— ei(n+1)9
Z € - Z (e ) - 1 — eif
k=0 k=0

care? #£ 1.
On peut en déduire les valeurs des sommes

C, = Z cos(kf) et S,, = Z sin(k6)
k=0

k=0
En effet

C,, =Re (i eik9> et S, =Im (i: e”“‘))
k=0

k=0

Or par factorisation d’exponentielle équilibrée,

DL e et ] ei(n10/2 956y (EDE gy (nd D)0
Z e = eif —1 02 2i sin; = sin;
k=0 2 2
donc . )
. 1 . 1
n@ sin % . nfsin ("%)
Oy =cos ————etS, =sin - ———>—
2 sin 5 2 sin 5

13.4.3 Exemples de calculs de sommes

Exemple Montrons par récurrence

pour tout n € N.
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Pour n = 0, la propriété est vérifiée (sachant qu’une somme vide est nulle).
Supposons la propriété vérifiée au rang n > 0.

n+1 n 2
1)(2 1 1)(2 6 6
6 6
k=1 k=1
puis en factorisant
%kQ _ (n+1)(n+2)(2n + 3)
k=1 6
Récurrence établie.
Exemple Calculons 1.2 +2.3+---+n.(n+1)
(n+1) (n +2)

12423+ - +n.(n+1) Zkk+1 Zk2+2kf

1
Exemple Calcu]ons T3 73 +oeet nnt 1)

n

1 1 - 1 "1 1
12 a3t n—l—l Zkk+1 ;(k k+1> Zl ;m

=1

Apres simplification des termes communs aux deux sommes (on parle de télescopage)

1+ R S SN
2.3 nn+1) n+1 n+1

Ly
1.2

13.4.4 Somme double

Définition
Si I et J sont des ensembles finis non vides et si pour tout (i,5) € I x J, a;; désigne un
nombre réel ou complexe, la somme Z a; ; est appelée somme double.

(i,4)EIxJ

Proposition

Avec les notations qui précedent

S 0= (So) -5 ()

(i,5)€IxT iel \jeJ jed \iel

dém. :
Les trois membres de cette identité somment exactement les mémes termes, ils sont donc égaux.
O
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Exemple Pour m,n € N*, calculons Z (1 + 7).
1<i<n, 1< <m

> (¢+j)=zn:i (i 4 4) (iiz) + (2:23)

1<i<n, 1< <m i=1 j=1
m
Or E t=1+1+ -4+ 17 =medonc
n m

—iml mszﬂ

1
=1 j=1 i=1

De méme
Zm . nm(m+1)
j = 72

On en déduit

Exemple Pour n € N*, calculons Z ij.

1<i,j<n
s 0% (%)
1<4,5<n 1=

OrZzy = iZj donc
j=1 j=1
ij = (z Z])
1<i,5<n i=1 j=1
Or
Z(sz)—Z(szte)—< z)Cte
i=1 j=1 i=1 i=1
donc

Exemple Calculons Z 1].
1<i#j<n

2 = QL= >

1<i#j<n 1<i,j<n 1<i=j<n
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Or

Z ij=n2(n4+1)2et Z Z]_ZZ _ n—|—1(2n+1)

1<i,5<n 1<i=j<n
donc .
> o= (= Dn(n+1)(3n +2)

Exemple Calculons Z (14 7).
1<isysn
Les indices (4, ) sur lesquels la sommation est réalisée correspondent au couple suivant

J
doiii
3"“
2 @
l"

Ces couples peuvent étre décrits en faisant varier j de 1 a n puis en faisant varier ¢ de 1 a j.
Ainsi

n J
Z (i+7) Z (i+7)
1<i<jsn j=11i=1
Or ' '
J 7 J 2
N - JUAY o 374
TR EDWELLE B E
i=1 i=1 i=1
donc .
37247 3= 4, I & n(n + 1)
IIGRES S IND SPIES SRR
1<i<jsn Jj=1 j=1 j=1
n n
Remarque La somme Z ... aurait aussi pu étre réorganisée enzz...
1<i<j<n i=1 j=i

car les couples (i, j) peuvent étre obtenus en faisant varier 7 de 1 & n puis en faisant varier j de 7 a n.

En revanche, on ne pouvait par réorganiser la somme
n n

-en E E ... car il y a adjonction de nouveaux termes ;
i=1j=1
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J n
- ni en E E ... car celle-ci n’a pas de sens a cause de I’indice j extérieur a la somme en j.
i=1j=1

13.4.5 Produits numériques

Définition
Si I est un ensemble fini non vide et si pour tout ¢ € I, a; désigne un nombre complexe alors
on note H a; le produit des a; pour I’indice ¢ parcourant I.
icl

Remarque Lorsque I = (), on convient que H a; = 1.
i€l

Remarque Lorsque I = {m,m +1,...,n} (avec m < n € Z), ce produit est encore noté

n
Moo 1 o
i=m

m<ikn

Exemple n!:1><2><3><--~><n:Hi.

i=1
En particulier, 1! = 1,2! = 2,3! = 6,4! = 24, 5! = 120, 6! = 720.
Aussi 0! = 1.

Proposition
Avec des notations immédiates,

[T aivi = (Hai> (Hbi) et [Jar = (Haj,)a

i€l iel iel iel iel

ém. :
La relation H a;b; = (H ai> (H bi> s’obtient en réorganisant I’ordre des facteurs multipliés.
iel i€l iel
(e}
La relation H aif = H aZ-) s’obtient en exploitant la propriété a“b* = (ab)®.
icl icl

Attention : En général H (a; +b;) # H a; + H b;.

i€l icl iel

Exemple H (Aa;) = H A

n n n
i=1 =1 i=

n
a; = A" H ;.
i=1

1
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13.4.6 Exemples de calculs de produit numérique

Exemple Calculons

- 1 Sk+1 2 3 n+1
1 — = —_— = — - oo
I] ( * k) ko102 T,
k=1 k=1

Apres simplification (on parle de télescopage)

i 1 n+1

|| 1+=) = = 1
(+k) 1 n -+

k=1

Exemple Calculons P = H (1+ an) pour a € C\ {1}.
k=0

P=(1+a)(1+a®)(1+a")(1+a®)...(1+d*")
En exploitant (1 — a)(1 4+ a) = 1 — a?, on obtient
(1-—a)P=(1-a®)A+d®>)(1+a")...(1+a")

En répétant le procédé
1-—a)P=1-—0a2"

1—a2""
et finalement P = ——, cara # 1.

Exemple Exprimons H (n 4+ k) al’aide de nombres factoriels
k=1

ﬁ n+k)=Mn+1)(n+2)...(2n)

En multipliant et en divisantpar 1 X 2 X ... X n

n

H(n+k): 1 X 2x...x(2n) _ (2n)!

1x2x%x...xn n!
k=1

(2n)!

o] a I’aide de nombres factoriels
n!

Exemple Exprimons H (2k+1) =
k=0

[[@k+1)=1x3x5x...x(2n+1)
k=0
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En multipliant et en divisant par les entiers pairs intermédiaires

n

I1x2x3x4x5x...x(2n)x (2n+1)

2k +1) =
H( +1 2x4x...x(2n)
k=0
Or . .
2X4X... % H2k—2nnk—2”n'
k=1 k=1
et donc

2nn)

L (2n)!
I] 2k +1) (2n)
k=0

13.5 Fonctions numériques

I désigne un intervalle de R non vide et non réduit a un point.
L’ objet de cette partie est de mettre en place brievement des définitions et des résultats qui seront approfondies
dans d’autres chapitre de ce cours

13.5.1 Fonctions réelles

13.5.1.1 Définition

Définition

On appelle fonction réelle définie sur I toute application f : I — K.
On note F (I, R) I’ensemble des applications de I vers K.

Exemple f : 2z — sin(1/z) est une fonction réelle définie sur ]0, +o0[.

Définition
On appelle alors graphe (ou courbe représentative) de f la courbe du plan géométrique
d’équation cartésienne y = f(x).

Définition
Une fonction f : I — R est dite paire (resp. impaire) si

Veel —xelet f(—x)= f(zx) tesp. f(—x) = —f(z)).

Remarque Le graphe d’une fonction paire est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées alors que le
graphe d’une fonction impaire est symétrique par rapport a 1’origine du repere.

Définition
Une fonction f : I — R est dite T" périodique (avec T € R ) si

Veel,x+Teletf(z+T)=f(x)
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Exemple La fonction x — cos g est 47 périodique.
Définition
Une fonction f : I — R est dite croissante si
Ve,yelz <y= f(z) < f(y)
Une fonction f : I — R est dite décroissante si
Ve,ye Lz <y= f(z) > f(y)
Une fonction f : I — R est dite strictement croissante si
Ve,ye lLx<y= f(z) < fly)
Une fonction f : I — R est dite strictement décroissante si

Ve,y e Ix <y= f(z) > f(y)

13.5.1.2 Limite

Soient une fonction f : I — R et a un point de I ou une extrémité, éventuellement infinie, de I.

On définira ultérieurement la notion de limite finie ou infinie de f en a.

Retenons qu’on note indifféremment ¢ = lién fil= il_r)rz f(z) ou f(x) - ¢ pour signifier que £ € R
est la limite de f en a.

Nous admettons, pour le moment, les résultats « intuitifs »d’opérations et de comparaison de limite.
13.5.1.3 Continuité et dérivabilité

Définition
Une fonction f : I — R est dite continue si pour tout a € I, lim f(z) existe et vaut f(a).
r—a

Remarque Le graphe d’une fonction continue sur un intervalle peut étre tracé « sans lever le crayon ».

Théoréme
Soient f : I — R une fonction continueeta < b € I.
Tout réel compris entre f(a) et f(b) possede un antécédent par f.

Définition
Une fonction f : I — R est dite dérivable si pour tout a € I, la limite quand x — a de
f(z) = fla)
T —a

existe dans R. On la note f’(a) ce qui permet de définir la fonction f' : I — R.

Remarque [’(a) apparait comme étant la pente de la tangente a f en a.
Cette dernigre a pour équation y = f'(a)(x — a) + f(a).
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Remarque Toute fonction dérivable est continue ; I’inverse est faux.

Remarque Rappelons les formules de dérivation

12 Iay !/
(u+v) =u +7, (w) =v'v+u, (E) wv—u
v v2
Vn e Z, (u") =nu/u""t, (uov) =v' xu ow

et en particulier

, (cosu)’ = —u'sinwu, (sinu) = v cosu et (Vu) =

==

(eu)/ — u/eu, (ln u)/ —

Proposition
Soit f : I — R une fonction continue.
Si pour tout z € I, f'(z) > 0 (resp. f'(x) < 0) alors f est croissante (resp. décroissante).
Si pour tout z € I, f'(xz) > 0 (resp. f'(x) < 0) sauf pour un nombre fini de valeurs alors f
est strictement monotone.

Exemple La fonction f : 2 — = — In(1 4 2?) est strictement croissante.
En effet f est dérivable et
2z (r—1)2
4 = 1 — = > O
(@) 1+ a2 1422

sauf pour x = 1.

Définition
En itérant le processus de dérivation, on définit la notion de dérivée d’ordre k € N* de f : I —
R par f*) = ((f/)...)" (k fois). On note aussi f(*) = f appelée dérivée d’ordre 0 de f.

Définition
Pour k € N, on dit que f : I — R est de classe C* si %) existe et est continue.
On dit que f est de classe C™ si f est indéfiniment dérivable.

13.5.1.4 Primitives et intégrales

Définition
On appelle primitive d’une fonction f : I — R, s’il en existe, toute fonction F' : I — R
dérivable telle que F’ = f.

Remarque Si F est primitive de f alors les autres primitives de f sont les fonctions de la forme
t — F(t) + C*. On note

/f(t) dt = F(t) + C*™
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Exemple En reconnaissant une forme v’ /u,ona

t
€ — t te

Théoréme
] Toute fonction f : I — R continue, posséde au moins une primitive F.

Définition
Soient f : I — R continue et a, b € I. On appelle intégrale de f de a a b le réel

| fse= (P = P - Fl@)

ou F' désigne une primitive de f.

Exemple On a
1

1
1 1
/ 2"de = " =
0 n+1 o N+l

b
Remarque Le réel / f(t)dt se comprend comme 1’aire algébrique comprise entre la courbe I'y et
a

I’axe des abscisses (Ox).

Théoreme
Soient f, g : I — R continues et a,b € I.

b b b
/ £(8) + glt) dt = / F(tydt + / g(t)dt

/ab/\f(t)dt:)\/abf(t)dt

/abf(t)dt < /abg(t)dt

Si f <geta < balors

13.5.2 Fonctions complexes

13.5.2.1 Définition

Définition
On appelle fonction complexe définie sur I toute application f : I — C.
On note F (I, C) I’ensemble des fonctions complexes définies sur I.

eit
Exemple f:t+—
xemple f t+

est une fonction complexe définie sur R.
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Définition
Pour étudier une fonction f : I — C, on introduit les fonctions réelles Re(f) : I — R et
Im(f) : I — R définie par

vt € IRe(f)(t) = Re(f(¢)) et Im(f)(t) = Im(f ()

Exemple Soienta € Cet f : R — C définie par f(t) = .

f est une fonction complexe pour laquelle Re(f)(t) = coswte™ et Im(f)(t) = sinwt e avec
a = Re(a) et w = Im(a).

Définition B
On appelle conjuguée d’une fonction complexe f : I — C, la fonction f : I — C définie par
f(t) = f(®).

Remarque Pour les fonctions complexes, on peut aussi définir les notions de parité et de périodicité
mais on ne peut parler de monotonie.

13.5.2.2 Limite

Soit f : I — C une fonction complexe et a un point de I, ou une extrémité éventuellement infinie de I.
Définition
On dit que f tend vers £ € Cenasi |f(t) — ¢| 2 0.
—a
On note alors f(t) —— ¢, £ = lim f(¢) ou = lim f.
t—a t—a a

it

Exemple Ona lim - =0
t—+oo t 41
En effet .
! 1
— - 0
t+1 2 +1
Proposition
On a
Re(f(t)) — Re(¥)
t—a
fit) — Lt e
t—a Im(f(t)) — Im(¥)
t—a
it 1
Exemple On a lim ¢ =1q.
t—0
"1 t—1 -1 sin ¢
En effet Re (e > = & (cos)’ (0) = 0 etIm <e ) == (sin)’(0) = 1.
t t t—0 t t—0
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13.5.2.3 Continuité et dérivabilité
A T’aide de ce concept de limite, on peut, tout comme pour les fonctions réelles, définir les notions de
continuité, de dérivabilité et de classe d’une fonction complexe. On obtient alors les résultats suivants :

Proposition

Une fonction complexe f : I — C est continue si, et seulement si, les deux fonctions réelles
Re(f) et Im(f) le sont

Exemple Pour a = a + iw € C (avec o, w € R), la fonction f : t — e’ est continue car
t — e coswt et t — e sin wt le sont.

Proposition
Une fonction complexe f : I — C est dérivable si, et seulement si, les deux fonctions réelles
Re(f) et Im(f) le sont.
De plus, si tel est le cas,

f1(t) = Ref)'(t) +i.(Imf)'(£)

Exemple Pour a = a + iw € C (avec o, w € R), la fonction f : t +— e est dérivable car
t — e coswt et t — e sinwt le sont.
De plus

f(t) = (e* cos wt)/ + i (e“sinwt)’

En développant ce calcul, on obtient f'(t) = ae®.

Remarque Les formules de dérivation
u !
(u+v) =u +7, (w) =u'v+u, (;) =—F

(u™) = nu'u™"" (avec n € Z ) et (e*) = u'e"

restent valables pour les fonctions complexes.
On a aussi la formule
(@) =

Proposition

Une fonction f : I — C est de classe C* (avec k € N U {co} ) si, et seulement si, les deux
fonctions réelles Re(f) et Im(f) le sont.

13.5.2.4 Primitives et intégrales

Définition
On appelle primitive d’une fonction f : I — C, s’il en existe, toute fonction F' : [ — C
dérivable telle que F’' = f.
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Remarque Si F est primitive de f alors les autres primitives de f sont les fonctions de la forme
t + F(t) + C*. On note :

/f(t) dt = F(t) + C*™

Exemple Pour a € C*,
1
/e“t dt = —e* 4+ C**
a

Proposition
] Toute fonction f : I — C continue, posséde au moins une primitive F'.

Définition
Soient f : I — C continue et a, b € I. On appelle intégrale de f de a a b le complexe

b
/f@a:wmﬁ

ou F' désigne une primitive de f.

27 ) 1. 2w
Exemple / eltdt = [.e”} =0.
0 v 0

13.5.3 Fonctions polynomiales et rationnelles

Ici K désigne R ou C.
Définition
Une fonction f : I — K est dite polynomiale s’il existe n € N et ag, ay,...,a, € Ktels que

Ve el, f(x) =apz™ + - +a12+ ag

On note P(I,K) I’ensemble de ces fonctions.
Lorsque K = R, on parle de fonction polynomiale réelle.
Lorsque K = C, on parle de fonction polynomiale complexe.

Exemple f:z — 2° — 2 + 2 est une fonction polynomiale réelle

Exemple f:t— iz’ + (i + 1)z — 1 est une fonction polynomiale complexe.

Exemple Les fonctions constantes sont des fonctions polynomiales.
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Proposition
Soient n € N, ag,as,...,a, € Cetbg,by1,...,b, € C.
Si
Veel,ap+aix+---+a,x™ =by+bix—+---+b,x"
alors

VkE{O,l,...,n},akzbk

Par suite, il n’y a qu’une seule maniere de décrire une fonction polynomiale par ses coefficients.

Définition
On appelle degré d’une fonction polynomiale non nulle, la plus grande puissance de la variable
intervenant dans sont expression. On le note deg f.

Exemple Pour f :  — 2> + 1000z — 1, deg f = 3

Définition
Une fonction f : I — K est dite rationnelle s’il existe deux fonctions polynomiales g, h : [ —
K telles que
Vo € I,h(z) £ 0et f(z) = iiﬁ

3

Exemple x — 2l est une fonction rationnelle réelle définie sur R.
x
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Chapitre 14

Fonctions usuelles

14.1 Bijection

I et J désignent des intervalles non singuliers de R.

14.1.1 Définition

Définition

On dit qu’une fonction f : I — J est une bijection si tout y € J admet un unique antécédent
par f dans . En notant ! (y) cet antécédent, on définit une application f~' : .J — T appelée
bijection réciproque de f.

Proposition
Si f est une bijection de I vers J alors

Veel [N (f(x) =xetVyeJ f(f'(y) =y

dém. :
Pour = € I, x est antécédent de f(x) € J par f etdonc f~!(f(x)) = z.
)

Pour y € J, f~'(y) est antécédent de y par f et donc f(f*(y)) = v.
O
Proposition
Si f est une bijection de I vers .J alors f ' réalise une bijection de .J vers I et
(fHt=f
dém. :

Soit = € I. Montrons que x posséde un unique antécédent par f~*.

Unicité : Siy € J est antécédent de z par f~* alors 2 = f~!(y) et donc y = f(x).

Existence : Poury = f(z) € J, f~!(y) = f (f(x)) = =.

Ainsi f~! réalise une bijection de .J vers I.

De plus, ce qui précéde donne que pour tout = € I, (=)' (z) = f(z) etdonc (f 1)~ = f.
O
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Remarque Une fonction continue strictement monotone réalise une bijection entre deux intervalles que
I’on peut déterminer a 1’aide d’un tableau de variation.

Exemple Soit f : [0, +0o[ — R définie par f(z) = 2 + 1.

La fonction f est continue, dérivable et f'(x) = 22 > 0 sauf pour = 0; la fonction f est donc
strictement croissante.

Son tableau de variation est

T 0 +o0
flx)|1 / +o0

Par suite f est une bijection de [0, +oo[ vers [1, +oo].
On peut exprimer a I’aide des fonctions usuelles son application réciproque.
Pour z € [0,+o0[ ety € [1,+00],

y:f(a:)@y::chrl@x: y—1

Ainsi
Ty Vy—1

14.1.2 Propriétés

Théoréme
Si f est une bijection de I vers .J alors les graphes de f et f~! sont symétriques par rapport a
la droite d’équation y = x.

dém. :

Soientz € ety € J.

Le point M de coordonnées (z,y) appartient au graphe de f si, et seulement si, y = f(x).

Ceci équivaut encore a I’équation x = f~'(y) qui signifie que le point M’ de coordonnées (y,x)
appartient au graphe de f 1.

Puisque I’application qui transforme le point M en le point M’ est la symétrie par rapport a la droite
d’équation iy = x, les graphes de f et f~! sont symétriques par rapport a cette droite.

O

Corollaire

] Si f est impaire alors f ' I’est aussi.

dém. :

« Par symétrie des graphes par rapport a I’origine ».

g

Corollaire
Si f est une bijection continue et strictement monotone alors f ~! est aussi continue et de méme
monotonie que f.

dém. :

« Par symétries des graphes de f et =1 ».

d

Remarque Le tableau de variation d’une bijection réciproque f ' ce déduit de celui de f.
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Exemple Soit f : [0, +00[ — R définie par

flz)=2%+1
On a
T 0 +o00
fe) |1 /A 4o
On en déduit
T 1 +o00

i 2) |0 7 +oo

=—+4+1
fl@) ==+
On a
T 0 400
fl@) | 400 N\ 1
On en déduit
T 1 +00

S@) 400 ¢ O

Proposition

Si f est une bijection de I vers .J dérivable en x € I et si f'(x) # 0 alors f~* est dérivable en
y=f(z)et
1 1

frx) ()

dém. :

La symétrie par rapport a la droite d’équation y = z transforme une droite de pente o en une droite de
pente 1/a.

Par suite la tangente en = au graphe de f qui est de pente f’(z) est transformée en une tangente en f(x)
au graphe de f~! de pente 1/ f'(x).

]

14.1.3 Radicaux

Soitn € Ntel que n > 2.

Posons I = R lorsque n est pair et I = R lorsque n est impair

Considérons la fonction f : I — R définie par f(x) = z".

La fonction f est continue, dérivable et f'(x) > 0 sauf pour z = 0.

Ainsi la fonction f est strictement croissante et on a les tableaux de variations suivants :
Sin est pair

x 0 400
fl@) [0 7 +oo
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Si n est impair

T —00 0 400 ‘

fl@)[-00c A 0 /S 400 |

Dans les deux cas f est une bijection de [ vers [I.
Définition
On note & — {/x I’application réciproque de la bijection  — z™ de I vers I.

Remarque z — /7 est définie sur R™ si n est pair et sur R si n est impair.

Attention : Ne pas simplifier trop rapidement : Va2 € R, Va2 = |x| etnon = z !

Théoréeme
x — /x est définie et continue sur [.

x +— /T est strictement croissante, lim {/x = 400 et pour z # 0,
r—r+0o0

oY 1
(Vo) n(yz)""

De plus, quand n est impair, x — {/x est impaire.

dém. :
Ces propriétés découlent de ce que la fonction 2 — {/x est la bijection réciproque de la fonction z s 2.
En particulier, pour ¢ # 0, (") = nt" ! # 0 donc /- est dérivable en x = V't et

oo [ S 1
) =Gy = ne1 = agr

Y )
A A
1 Cas n impair 1
LT 0 LT
19) 1 g 1 g
Cas n pair
0
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14.2 Puissances et logarithmes

14.2.1 Logarithme népérien

Définition

On appelle logarithme népérien la fonction In : |0, +0o[ — R primitive s’annulant en 1 de la

fonction continue « — 1/x. Ainsi

L’ensemble demeure fragile mais a progressé

Théoreme
La fonction In est définie, continue, strictement croissante sur |0, +-o00[ et

(Inz) =1/x

dém. :
Par définition, la fonction In est dérivable sur |0, +oo[ et (Inz)’ = 1/x > 0.
|
Proposition

Va,y > 0,In(xy) =lnz + Iny,

Ve > 0,In(1/z) = —Inz,

Vo > 0,Yn € Z,In(2") = nlnax.
dém. :

Soient y > 0 et la fonction f : z — In(zy) — Iny définie sur |0, +oo].
La fonction f est dérivable,

et f(1)=lny—Iny=0.

On en déduit que la fonction f est le logarithme népérien.

Ainsi, pour tout z > 0, f(z) = Inz et donc In(xy) = Inz + Iny.

En appliquant cette relation 2 y = 1/x, on obtient In 1 = Inz + In(1/x).
Orlnl =0doncIn(l/z) = —Inz.

Enfin, par récurrence sur n € N, on obtient facilement

In(z") =nlnzx
etpourn € Z ,enécrivantn = —pavecp € N,ona

In(z") =In(1/2P) = —In(2P) = —plnz =nlnzx

O

Exemple Soitn € Ntelquen > 2etz > 0.
Ona

1 1
In {/r==-In({x)" = —Inz
n n
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Proposition
lim Inz = +ooet lim Inx = —c0.
xr——+00 z—0+
dém. :

Puisque la fonction « — In x est croissante, celle-ci admet une limite ¢ € R U {+o0} en +oc.
D’unepart In2" =nln2 - 4oocarln2 > Inl = 0.
D’autre part In 2" — ¢ par composition de limites.

Par unicité de la limite, on obtient £ = 400 et donc on peut affirmer lirf Inz = +o0.
Tr—r+00

Quand z — 07, 1/ — +oc or Inz = — In(1/x) donc par composition de limites In z — —oo.
O

Remarque Ainsi on a le tableau de variation :

x 0 1 400
Inx | —-o0c0c N 0 N +o0

On en déduit que la fonction = — In x réalise une bijection de |0, +oo[ sur R.

14.2.2 Exponentielle népérienne

Définition
On appelle exponentiel népérien la fonction  — exp x application réciproque de la bijection
x +— Inz de J0, +o00] vers R.

Théoréme

La fonction exp est définie, continue, strictement croissante sur R, lim expz = -+oo,
r— 400
lim expz =07 et
r—r—00

(expz) =expx

dém. :

En tant qu’application réciproque de la bijection continue strictement croissante In : |0, +00[ — R, on
peut affirmer que la fonction exponentielle est continue, strictement croissante et ses limites en —oo et
+o00 sont respectivement 0 et 4-co.

De plus, pour tout ¢ > 0, la fonction In est dérivable en ¢ et (In)'(¢) = 1/t # 0 donc la fonction exp est
dérivable en tout = = e’ et

1
(expz) = () =t = exp(z)
O
Proposition
Va,y € R exp(z + y) = exp(x) exp(y),
Vo € R,exp(—x) = ,
exp T
Vz € R,Vn € Z,exp(nx) = exp(x)”.
dém. :

In(exp(x) exp(y)) = In(exp ) + In(exp y) = x + y donc exp(z) exp(y) = exp(x + y).
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In(1/exp(x)) = —In(exp(x)) = —x donc 1/exp(z) = exp(—x).
Enfin, In(exp(z)™) = nln(exp z) = na donc exp(x)” = exp(nz).

O
Définition
On appelle nombre de Neper,
le nombre e = exp(1) = 2, 718282 10~° pres.
4_
2 _
2 e '
-2
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14.2.3 Logarithme en base a

Définition
Soit a € ]0,+oo[\ {1}. On appelle logarithme en base a I’application log, : ]0,+oco[ — R
définie par
Inz
1 = —
0ga(7) = 1 —

En particulier In = log,.

a>1

v

a<l1

Exemple Pour n € N*, E (log;,n) + 1 est le nombre de décimales permettant décrire le nombre 7 en
base 10.

Proposition
| Va,y > 0,log, (zy) = log, () 4 log,(y) etlog,(a) = 1.

dém. :
1 1 1 1
log, (zy) = nly) _Inz+iny log,  + log, y et log, (a) = — =
Ina Ina Ina
O
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14.2.4 Exponentielle en base a

Définition
On appelle exponentielle en base a > 0 I’application exp, : R — R définie par

exp,(z) = exp(zlna)

En particulier exp = exp,.

a<1 A a>1

1

Remarque Pour a # 1,exp, = (log,) " carpourz > Oety € R,

y=log,r & Inzr=ylnas z=exp,y

Remarque Pour n € Z, exp,(n) = exp(nlna) = exp(lna™) = a™.
Cette propriété invite a utiliser une nouvelle notation pour manipuler I’exponentielle en base a.

Définition

| Pour z € Reta > 0, onnote a” = exp, (z) = exp(zIna).

Exemple e = exp,(z) = exp(z).

1
Exemple Pour n € Ntel quen > 2eta > 0, {/a = exp(In ¥/a) = exp(=Ina) = a*/™.
n

Attention : Le nombre a” est défini dans les cas suivants :
-a>0etz € Rviaa” =exp(rlna);

-a € Retz = 0 via la convention a° = 1;
-acRetz €N viaa® =a xax - - xa(xtermes);
-aceRetx € Z” viaa® =1/a"".
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Proposition
Vz,y € R,Va,b > 0,

a=1,1"=1,a"*xa¥=a*"¥, — =aq %, (@®)¥ = o™,

(ab)® = a™b” et (%)m _¢

dém. :
a’ = exp(0lna) = exp(0) = 1.
17 = exp(zlnl) = exp(0) = 1.

a® x a¥ = exp(xIna)exp(ylna) = exp((z + y)Ina) = a®*V.
1

—_

= - — 1 = _x.
pey Py =exp(—zlna) =a

a*) =exp(ylna®) = exp(zylna) = a™
ab)® = exp(zIn(ad)) = exp(zlna + zlnbd) = exp(zlna)exp(zlnbd) = a®b".

%) =exp(zIlna/b) = exp(zlna — 21Ind) = exp(xzIna) exp(—xInd) = a*b™" =

/—\/\@

T

@
b’

14.2.5 Fonctions puissances

Définition
On appelle fonction puissance d’exposant o € R I'application z — % = e*!"% de |0, +o0[
vers R.

Remarque Si o = 0 alors la fonction f est constante égale a 1.
Si o = 1 alors f est la fonction identité.
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Proposition
Sia>0alors lim 2% = 4ooet lim z% = 0.
T—r—+00 x—0
Sia<0alors lim z% =0et lim 2% = +o0.
T—~400 x—0
dém. :
Pour a > 0.

Quand z — 400, 2% = exp(alnz) — 400 par composition de limites sachant «Iln x — +o0.
Quand z — 07, 2* = exp(aInx) — 0 par composition de limites sachant ' ln z — —oo.
Pour o < 0, c’est analogue

O

Remarque 11 est usuel de poser 0% = 0 pour « > 0 afin de prolonger la fonction z +— % par continuité
en 0.

14.2.6 Limites de référence

Proposition
. Inz
lim —= =0t.
r—+o0o0 X

dém. : i
Pourt > 1,0na\/i<tetdoncz <

<

Par suite,

0<1n:c 1 dtgl/dt:%/f—l
T T ) t T Jq

_ ¥ 2

Quand z — +o0,

2y/x —1
T

Inz
— 0 et par encadrement — — 0.
x

g
Proposition
1
Ya >0, lim BT _otet lim 2%lnz=0".
z—4oo % z—0+
dém. :

Quand x — +o00, posons y = % — +o00.
1 Inyt/e 11
ar_ Ay e — 0 par composition de limites.
e Y oy
Quand x — or, posons y = 1/x — +o0.
In(1/y) Iny

x¥Inx = —— = ——= — ( par composition de limites.

U ye
O
Proposition

ea:
Va >0, lim — = +ooet lim z% % =0".
rz—+oo % x—+o00

dém. :

Quand z — +o0,

e’ Inx
o exp(r — alnz) = exp (az (1 —af)) — 400
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et

1
%" = exp(—x + alnx) = exp (—x (1 — anx)) — 0"
T

O

14.3 Fonctions trigonométriques

14.3.1 Fonctions sinus et cosinus

. . . e . . > =
Soit ¢ € R et M, le point du cercle trigonométrique déterminé par (i, OM) =t [27].
Définition
L’abscisse et I’ordonnée du point M, sont notées cost et sin t.

On définit ainsi deux fonctions cos et sin de R vers [—1, 1].

v

OM}? = 1 donne cos®t +sin®t = 1

M2, = My donne cos(t + 27) = cost et sin(t + 27) = sint.

Ainsi les fonctions cos et sin sont 27 périodiques.

M_¢ = s(0q)(M;) donne cos(—t) = cost et sin(—t) = —sint.

Ainsi la fonction cos est paire alors que la fonction sin est impaire.

My = 5(0y)(M;) donne cos(m — t) = —cost et sin(r — t) = sint.

M r = so(My) donne cos(m +t) = — cost et sin(m + ¢) = —sint.

On dit que les fonctions cos et sin sont 7 antipériodiques.

Ennotant A : y = x, My /4 = sa(M;) donne cos(m/2 — t) = sint et sin(7/2 — t) = cost.
On en déduit par les parités des fonctions cos et sin, cos(7/2 +t) = —sint et sin(w/2 + t) = cost.
On admet que les sin et cos sont de classe C* avec (cost)’ = —sint et (sint)’ = cost.

On a le tableau des valeurs

t |0 «/6 w/4 w/3 w/2 7w 3mw/2
cost |1 V3/2 v2/2 1/2 0 -1 0
sint [0 1/2 V2/2 V3/2 1 0 -1
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|3

v

14.3.2 Fonctions tangente et cotangente

Définition
La fonction tan est définie pour tout t # 7/2  [r] par

sint
tant =
cost
A
tant
- M/
t

A
v

Proposition
La fonction tan est impaire, 7 périodique, de classe C™ et

! _ 2
(tant)’ = i 1+ tan“t
dém. : ) )
tan(—z) = sin(—2) =% tana.
cos(—x) cos T
tan(z 4+ ) = sin(z + ) = T tana.
cos(z+m) —cosz

La fonction tan est de classe C* comme rapport de deux fonctions qui le sont
. /! 2 - 2
sint cos“t +sin“ ¢t
et (tant) = < ) = =
]

ou=1+tan?t.

cost cos?t cos?t
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Définition
La fonction cot est définie pour tout ¢ # 0[] par

cost s
cott = — :tan<f—t)
sint 2

A

~Z
y

Proposition
La fonction cot est une fonction impaire, 7 périodique, de classe C*° et
-1

cott) = =—1—cot?t
( ) sin? ¢

dém. :
Analogue a I’étude de la fonction tan.

O

etpourt # w/2 [r], cott = tan(w/2 —t).

1
Remarque Notons que Vt # 0 [7/2],cott = P—
an

On a le tableau de valeurs

t 0 =w/6 w/4 w/3 7)2
tant | 0 1/V3 1 V3 //
cott | /) V3 1 1/V3 0
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donc
puis

Aussi

Exemple Développons cos 3a et sin 3a.

CHAPITRE 14. FONCTIONS USUELLES
A
. I —_ y=tanz
3 % . y=cotx
% %
. * K
“‘ “‘ “‘
"“ o"‘ “\
’0 “
‘0 .‘ 7'['
’.0. "00 —_
3 3
o 0 2D R
- = >
LT, m
3 X
““ ”‘ "‘
'._‘ % %
: 5 K

14.3.3 Formules de trigonométrie
14.3.3.1 Développement

Pour tout a, b € R

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb, cos(a — b) = cosacosb + sinasinb
En prenant a = b, on obtient

sin(a + b) = sinacosb + sinbcos a, sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa

cos2a =2cos’a—1=cos’a—sin?a=1-2sin’a
Aussi, et sous réserve d’existence

sin 2a = 2sina cos a
tana + tanb
tan(a + b) =

tan( ) tana — tanb
, tan(a — b) =
1 —tanatanb

2tana
= et tan2a =
1+ tanatand

1—tan’a
cos 3a = cos(2a + a) = cos2a cosa — sin(2a) sina

cos3a = 2cos®a — cosa — 2sin acosa

cos3a = 4cos®a — 3cosa

sin 3a = sin(2a + a) = sin(2a) cos a + cos(2a) sina
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donc
sin3a = 2sinacos®a + sina — 2sin® a

puis
sin3a = 3sina — 4sin® a

14.3.3.2 Factorisation

Ona
cos(a 4+ b) + cos(a — b) = 2cosacosb
pour a = }% eth=2"90n obtient,
cosp+cosq:2005p+qcosp;q
De méme
. . p+q . p—q
cosp —cosq = —2sin sin
2 2
sinp+sinq:2sinp+qcosp_qet
. . . pP—q p—q
sinp — sing = 2sin cos 5

En particulier, on retient
T Lo
1+ cosz = 2cos? 5 et1 — cosx = 2sin? 3

14.3.3.3 Formules de I’angle moitié

Proposition
Soientz # 7 [27|ett = tanx/2.
Ona
1—t 2t
COST = ——,SIner = ———
1+ ¢2 14 ¢2
etquand z # 7/2 [n]
2t
tanx =
1—1¢2
dém. :
On a
9T 1 1
cos“ — = =
2 l1+tan?Z 1412
donc )
1-—t
cosz = 2cos® r_ 1=
2 1+¢2
Aussi o
sinx = 2sinE cos T 2t cos? T
2 2 2 1+ ¢2
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Enfin
2t

1—¢2

T
tanx = tan (2 X 5) =

pour z # 7w/2 [n].
O
14.3.3.4 Formules d’Euler

Vt € R e = cost +i.sintete ™ =cost —isint

donc

ol e +1
Exemple Simplifions ot 1 Powr t#0 [27].
En factorisant par I’exponentielle équilibrée numérateur et dénominateur

et 41 et/ et/2 feit/2 2c0s(t/2) ot
: = —— = = —icot -
eit —1  eit/2eit/2 —e~it/2  2igin(t/2) 2

14.3.3.5 Formule de Moivre

Vn € Z,Vt € R, ()" =™

donc
Vn € Z,Vt € R, (cost + i.sint)"™ = cos(nt) + i sin(nt)

Exemple Développons cos 3a et sin 3a.
.. o .. 3 3 . 2 . ) . .. 3
cos3a +isin3a = (cosa + isina)® = cos® a + 3icos” asina — 3cosasin®a — isin® a
En identifiant parties réelles et imaginaires
— o3 s2 3
cos3a = cos” a — 3cosasin®a =4cos’a — 3cosa

et

3

sin3a = 3cos?asina — sin® a = 3sina — 4sin® a

14.3.3.6 Linéarisation

Linéariser une expression trigonométrique consiste a faire disparaitre les produits de fonctions cosinus et
sinus. Pour cela :

- on réécrit, a I’aide des formules d’Euler, les cosinus et sinus en exponentielles imaginaires ;

- on développe les produits ;

- on recombine termes obtenus en cosinus et sinus.
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Exemple Linéarisons cos® t.
it —it\ 4
1 . . . .
cost t — (e 4—26 ) - = (64t 4 462t 4 6 4 de~2it 4 i)

car
(a+b)* = a* + 4a®b + 6a%V* + 4ab® + b*
Ainsi ) 1 5
cos*t = = cos(4t) + 3 cos(2t) + 3

8
Exemple Les expressions cos? et sin? ¢ se linéarisent plus rapidement en exploitant les formules
cos2a =2cos’a—1=1-2sin’a

Ainsi on obtient

cos(2t)

N
N

1 1
cos’t = 5 cos(2t) + 3 et sin’t =

Exemple Les expressions cos a cos b et sin a sin b se linéarisent plus rapidement en exploitant les
formules

cos(a + b) + cos(a — b) = 2cosacosb et cos(a — b) — cos(a + b) = 2sinasinb.

Ainsi on obtient

1
cosacosb = 3 (cos(a + b) + cos(a — b))

et

1
sinasinb = 5 (cos(a — b) — cos(a + b))

14.3.4 Equations trigonométriques

Pour z,0 € R,
x=46 [27]
cosT = cosf < ¢ ou
x=—0 [27]
x=0 [27]
sinxz =sinf < ¢ ou
x=m—0 [27]
et

tanx =tanf <z =0 |7

Exemple Résolvons I’équation cos z = sin 3z d’inconnue x € R.

T s T
3w e (-3 3
77 z=5 =3 [27] z= g )

CcosT = sin 3x < cos ¥ = cos (5 — Sx) < < ou & < ou
m:—g—&-i’)x [27] m:% [7]
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Exemple Résolvons 1’équation 2 cos? = + sinz = 1 d’inconnue z € R.
Ensemble honorable mais qui peut néanmoins s’avérer fragile

Posons r = sin .
2c082z4sinz=122—r—1=0

Les racines de ’équation 272 —  — 1 = O sont —1/2 et 1.
On en déduit

2cos’z +sine =1 < sinz = —1/20u sinz = 1
)
@x:—% [%],x:—% [27r]oux:g [27]

Soient a, b, ¢ € R, on veut résoudre I’équation a cos x + bsinx = ¢ d’inconnue = € R...

Proposition
On peut transformer a cosz + bsinz en Acos(z — ) avec A = /a? +b% et ¢ € R bien
choisi.

dém. :

Sia=b=0:0k.

Sinon, on peut écrire a cos x + bsinx = v/a? + b?(acosz + Ssinx) avec

a b
o= ———ctf= —=x
Va? + b2 B Va? + b2
Comme o 4 32 = 1, il existe € R tel que o = cos @ et § = sin p et alors

acosx + bsinz = A(cosx cosp — sinzsin p) = Acos(x — @)

O

Exemple Résolvons I’équation cos z 4 sin z = v/2 /2 d’inconnue = € R.
On peut écrire

1 1
cosz + sinx = \@(cosa:—&— sinx) =2 cos (x— z)

V2T 1
Par suite
T 7
r——=— [27] x="C [2n]
4 12
+sinz = 2@ ( ﬂ)—lﬁ ou &
cosx +sinx = > cos |z 1) =3 _ ou W
__—_7 9 __

Exemple Résolvons I’équation v/3 cos(2z) — 2sinz cos z = 1 d’inconnue = € R.
On peut écrire

V3 cos(2x)—2sinx cos z = V3 cos(2z)—sin(2z) = 2 iﬁcos 2x flsin 2x) | = 2cos 2x+ﬁ
2 2 6
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Par suite
T w T
- _ 2 2 _ _
7T 1 2:c+6 3 [27] x B
V3cos(2z)—2sinzcoszr =1 < cos (22 4+ =) = = < < ou & < ou
(22) ( 6) 2
2+ = =T [27] x:—%

14.4 Fonctions trigonométriques réciproques

14.4.1 Fonction arc sinus

La fonction sinus est continue et strictement croissante de ’intervalle [—7 /2, 7 /2] vers U'intervalle [—1, 1],

elle réalise donc une bijection et par suite

Ve e [-1,1],3% € [-n/2,7/2] ,sint = x.

Définition
Pour tout z € [—1, 1], on note arcsin z I’'unique angle de ’intervalle [—7/2, 7/2] donc le sinus
vaut x.
Ceci définit une application arcsin : [—1,1] — [—7/2, 7/2] qui est la bijection réciproque de

la restriction
sin: [—-7/2,7/2] — [-1,1].

—

arcsin x

\
T

—
v

On a le tableau de valeurs

x -1 —V3/2 —V2/2 —1/2 0 1/2 V2/2 V3/2 1
arcsinz | —v/2 —-7w/3 —w/4 —-w/6 0 «w/6 w/4 7w/3 w2
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Proposition
Pour = € [—1, 1], on a les simplifications

sin(arcsinx) = z, cos(arcsinz) = /1 — 22

et quand x # +1
x

V1— 22

tan(arcsinz) =

dém. :
Soient z € [—1,1] et @ = arcsinz.
Par définition 6 € [—7/2,7/2] etsinf = x
On a déja
sin(arcsinz) = «

Puisque cos?§ = 1 —sin?f = 1 — 2 et cos§ > 0 car € [—7/2,7/2], on obtient

cos(arcsinz) = /1 — 22

Enfin

tan(arcsin z) = sin(arcsin z) _ =z

cos(arcsinz) /1 — 22

pour x # £1 de sorte que arcsinx € |—m/2,7/2].

O
Théoreme
La fonction arcsin est impaire, strictement croissante, continue sur [—1, 1], de classe C*° sur
]-1,1 et
. / 1
(arcsinz)’ = —
V1—z2
dém. :

La bijection sin : [—7/2, 7/2] — [—1, 1] est impaire continue et strictement croissante, il en est donc de
méme de sa bijection réciproque arcsin.

La fonction sin : [—7/2,7/2] — [—1, 1] est dérivable et pour tout ¢ € |—m/2,7/2[, (sint)’ = cost # 0
donc la fonction arcsin est dérivable sur |—1, 1] et

1 1
(arcsinz) = =

cos(arcsinz) /1 — 22

Enfin, la fonction z — étant indéfiniment dérivable sur |—1, 1], la fonction arcsin I’est encore,

1
V1—a?
c¢’est donc une fonction de classe C* sur ]—1, 1[.
O

Attention : La fonction arcsin n’est pas dérivable en 1 et —1, en fait la fonction arcsin présente des
tangentes verticales en ces points.
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4
A
y = arcsin x
/2
1 A y=sing
—7/2 -1 0 R
1 2 T
Ry —1
—7/2
Proposition
| Vt € [-m/2,7/2] , arcsin(sint) = ¢.
dém. :
Pour t € [—7/2, /2], 'unique angle de [—/2, 7/2] dont le sinus vaut sin ¢ est .
O

Attention : Cette formule ne vaut que pour ¢ € [—7/2, 7/2].

Exemple Simplifions
. . 2w
arcsin | sin —
3

2
En effet sin ?ﬂ = sin — et T IS [—— E} donc

Exemple Etudions la fonction f : ¢ — arcsin(sint)

La fonction f est définie et continue sur R, elle est 27 périodique et impaire, il nous suffit de I’étudier
sur I'intervalle [0, 7].

Sur [0, 7/2], f(t) = t car on peut simplifier immédiatement arcsin(sin ¢) sur cet intervalle.

Sur [7/2, 7], on asin(t) = sin(r — ¢) avec m — t € [0,7/2] C [-7/2,7/2] donc f(t) =7 —t.
Finalement, on peut donner I’allure de f.
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A

/2

N e o :
/2 \

v

—7/2

Exemple Résolvons I’équation arcsin x + arcsin 2z = 7/2 d’inconnue = € [—1/2,1/2]
Soit  une solution, s’il y en a.
On a

arcsin 2z = /2 — arcsinx

En appliquant la fonction sinus a chaque membre, on obtient

. ™ .
2r = sin (5 — arcsin :v)

sin (g — arcsin x) = cos(arcsinz) = /1 — 2

Ainsi
20 = /1 — 22

En élevant au carré et sachant 2 > 0, on obtient z = 1/ V5.
Il reste & vérifier si x = 1/ NG est, ou non, solution.
Pour cela considérons la fonction f : [-1/2,1/2] — R définie par f(x) = arcsin x + arcsin 2z.

. . . . ™
La fonction f est continue, strictement croissante et f(—1/2) < 3 < f(1/2).

Par suite ’équation étudiée possede une solution et une seule, a savoir 1/ V5.

14.4.2 Fonction arc cosinus

La fonction cosinus est continue et strictement décroissante de I’intervalle [0, 7] vers U'intervalle [—1, 1],
elle réalise donc une bijection et par suite

Vo € [-1,1],3% € [0, 7], cost = x.
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Définition
Pour tout € [—1,1], on note arccos = I'unique angle de Iintervalle [0, 7] donc le cosinus
vaut .
Ceci définit une application arccos : [—1,1] — [0, 7] qui est la bijection réciproque de la
restriction

cos : [0, 7] — [—1,1].

»
Ll

arccosr

L)

On a le tableau de valeurs

x -1 —V3/2 —V2/2 —1/2 0 1/2 V2/2 V3/2 1
arccosxz | m  5mw/6 /4 27/3 «w/2 w/3 w/4 w/6 O

Proposition
Pour z € [—1, 1], on a les simplifications

cos(arccos z) = z, sin(arccosz) = /1 — a2
et quand x # 0
V1—a?

tan(arccosx) =
x

dém. :
Soient z € [—1, 1] et § = arccos x.
Par définition € [0, 7] et cos§ = x
On a déja
cos(arccos ) = x

Puisque sin? @ = 1 — cos?0 = 1 — 2 et sin@ > 0 car # € [0, 7], on obtient

sin(arccosz) = /1 — 22
sin(arccosz) V1 — 2

tan(arccos z) = cos(arccos x) Tz

Enfin
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pour x # 0 de sorte que arccosz € [0, 7/2[ U |mw/2, 7].

]
Théoreme
La fonction arccos est strictement décroissante, continue sur [—1, 1], de classe C°° sur |—1, 1]
et
, 1
(arccosz) = ———
V1—2a?
dém. :

La bijection cos : [0, 7] — [—1, 1] est continue et strictement décroissante, il en est donc de méme de sa
bijection réciproque arccos.

La fonction cos : [0, 7] — [—1, 1] est dérivable et pour tout ¢ € |0, [, (cost)’ = —sint # 0 donc la
fonction arccos est dérivable sur |—1, 1] et

1 1
(arccosx) = =—

— sin(arccos x) V1— a2

Enfin, la fonction z — — étant indéfiniment dérivable sur |—1,1], la fonction arccos I’est

1
V1—2?
encore, ¢’est donc une fonction de classe C* sur |—1, 1].
O

Attention : La fonction arccos n’est pas dérivable en 1 et —1 mais présente des tangentes verticales en
ces points.

Y = arccos T

v

Proposition
| Vt € [0, 7], arccos(cost) = t.
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dém. :
Pour ¢ € [0, 7], 'unique angle de [0, 7| dont le cosinus vaut cost est t.
O

Attention : Cette formule ne vaut que pour ¢ € [0, 7].

Exemple V¢ € [—m,0],arccos(cost) = —t.
En effet cost = cos(—t) avec —t € [0, 7].

Vt € [m,27],arccost = 27 — ¢.

En effet cost = cos(2m —t) et 2m — t € [0, 7).

Proposition

| Va € [-1,1], arcsin z + arccos # = /2.

dém. :

Posons ¢t = 7/2 — arcsin z.

Onat € [0, 7] et cost = sin(arcsinz) = « donc ¢t = arccos x.
O

Exemple Résolvons I’équation arcsin x — arccos x = 7/6 d’inconnue = € [—1, 1].
Puisque

™ .
arccosxr = 5 — arcsim
on a

arcsinx — arccos ¢ = 7/6 < 2arcsinz = 27/3 < arcsinz =

el

Exemple Simplifions I’expression arccos(2z2 — 1).

Cette expression a un sens pour 222 — 1 € [~1,1]i.e. z € [~1,1]
Posons 6 = arccos z, de sorte que cos§ = x et € [0, 7].

On a2z — 1 = cos 26 et donc

arccos(2z? — 1) = arccos(cos 26)

Siz € [0,1] alors 6 € [0, 7/2] et arccos(cos 26) = 20 car 20 € [0, 7).
Par suite arccos(2z2 — 1) = 2 arccos .
Par parité, on a

arccos(2x? — 1) = 2arccos |z

pour tout x € [—1,1].
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14.4.3 Fonction arc tangente

La fonction tangente est continue et strictement croissante de I'intervalle |—7 /2, 7w/2[ vers R, elle réalise
donc une bijection et par suite

Ve e R, 3l € |—7/2,7/2[,tant = x.

Définition
Pour tout z € R, on note arctan  I’'unique angle de I'intervalle |—7 /2, w/2[ donc la tangente
vaut x.
Ceci définit une application arctan : R — |—7/2, 7/2[ qui est la bijection réciproque de la
restriction

tan : |—7w/2,7/2[ = R.

»
>

arctan x

0/ 1

v

arcsin |

arccos

Remarque La fonction arctan n’a pas de lien avec

On a le tableau de valeurs

z —c0 V3 -1 —1/V3 0 1/V3 1 V3 +oo
arcsinz | —v/2 —n/3 —n/4 —w/6 0 w/6 w/4 w/3 w/2

Proposition
Pour x € R, on a les simplifications

x . T
tan(arctanz) = x, cos(arctanz) = ——— et sin(arctanz) =

14 22 V1+a2?

dém. :
Soient x € Ret § = arctan z.
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Par définition € |—7/2,7/2[ et tanf = x
On a déja

tan(arctanz) = x

1
1+tan20 14z

Puisque cos® f = 5 etcos® > 0 car 6 € |—m/2,7/2], on obtient

1
cos(arctanz) = ———
V14 a?
Enfin
sin(arctan z)
tan(arctanz) = ———— ==
cos(arctan )
donne
. x
sin(arctanr) = ——
V1+ a2
U
Théoréme
La fonction arctan est impaire, strictement croissante, continue et méme C™ sur R et
, 1
(arctanz) = ——
1422
dém. :
La bijection tan : |—7/2,7/2[ — R est impaire continue et strictement croissante, il en est donc de

méme de sa bijection réciproque arctan.
La fonction tan : |—7/2, 7/2[ — R est dérivable et pour tout t € |—7/2, 7/2[, (tant)’ = 1 +tan®t # 0
donc la fonction arctan est dérivable sur R et

1 1
! = =
1+ tan?(arctanz) 1+ 22

(arctan x)

Enfin, la fonction z — 1+72 étant indéfiniment dérivable sur R, la fonction arctan 1’est encore, ¢’est
T

donc une fonction de classe C™ sur R.
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Y
A
y=tanzx
B
!
'
II
/2 - y = arctan ¢
/’,I /-
0 >
—m/2 /2 T
S =2
’I
!
4
1

]
Proposition

| Vt € ]-7/2,7/2[, arctan(tant) = t.
dém. :

Pour t € |—7/2, /2], 'unique angle de |—/2, 7 /2[ dont la tangente vaut tant est .
O

Attention : Cette formule ne vaut que pour ¢t € |—7/2, 7/2].

Exemple V¢ € |7/2,37/2[,arctan(tant) = ¢ — 7.
En effet tan(t) = tan(t — m) ett — 7 € |—7/2,7/2[.

Proposition

1 1
Vx> 0,arctanz + arctan — = w/2 et Vo < 0,arctanz + arctan — = —7/2.
x x

dém. :
Considérons la fonction f : R* — R définie par f(z) = arctan x + arctan 1/z.
La fonction f est dérivable et

1 1/a?

1422 141/22

La fonction f est donc constante sur chaque intervalle formant R*.

Puisque f(1) = 2arctan1 = 7/2, on obtient Vz > 0, arctan z + arctan(1/z) = 7 /2.
Par imparité, on obtient Va < 0, arctan z + arctan(l/x) = —7/2

U

f'(x)

Exemple Calculons

0 t ! + t L
= arctan - + arctan -
2 3
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Sous réserve que 6 # w/2  [r], la formule

tan(a + b) tana + tanb
n(a =
1 —tanatanb

donne tan § = 1.
Pour déterminer 6, il n’y plus qu’a localiser cet angle dans un intervalle de longueur inférieure a 7.

1
Puisque 0 < arctani < % et < arctang < % onal <6 <m/2.
Par suite 0 = /4.

14.5 Fonctions hyperboliques

14.5.1 Fonction cosinus et sinus hyperboliques

Définition
On définit la fonction cosinus hyperbolique ch : R — R et la fonction sinus hyperbolique
sh: R — R par
t o a—t t_ ot
cht:ietsht:e ¢
2 2
Théoreme
La fonction ch est paire, de classe C* et (cht)’ = sht.
La fonction sh est impaire, de classe C* et (sht)’ = cht.
Les tableaux de variation des fonctions ch et sh sont
t | —o0 0 +00 ot t | —oo 0 +00
cht | +oo N\, 1 /1 4o sht | —,0o A~ 0 7 4o

dém. : , . » .

ch(—t) = % = cht et sh(—t) = % = —sht.

Par opérations sur les fonctions, les fonctions ch et sh sont de classe C* avec
. el—et . ettet

(cht) = ———— =sht et (sht)’ = —y = cht.

La fonction ch étant positive, on en déduit la croissance de la fonction sh. Sachant que celle-ci s’annule
en 0, on obtient le signe de la fonction sh et donc les variations de la fonction ch. Enfin les limites des
fonctions ch et sh en 00 sont immédiates.

O

Remarque La fonction ch présente un minimumen 0 : V¢ € R, cht > 1.

Remarque Pour représenter les fonctions ch et sh, on peut prendre appui sur le graphe de la fonction
[t el/2.
En effet sht < f(t) < cht etcht — f(t) = f(t) — sht —— 0.

t—+4o00
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y=chzx

- efl,’
y 2 ...........

) £ >
y=shz

Exemple Pourn € Nett € R, calculons
S = ch(kt)
k=0

En réorganisant la somme

1

N D L
k:O k—fn

Pourt=0,S =n+ 1.
Pour ¢ # 0, par sommation géométrique et factorisation d’exponentielle équilibrée,

1 et g 1 sh &t
S=1+-e™m =14 _—2
T3¢ T T3 i
On aurait aussi pu mener le calcul en introduisant S’ = Z shkt et en exprimant S + S et S — 5.
k=0

14.5.2 Trigonométrie hyperbolique

Théoreme
| Vt € R,ch®t —sh®t = 1.
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dém. :

ch?t — sh®t = (cht + sht)(cht — sht) = e'e™" = 1.

O

Corollaire

| vt € R, cht = V1 + sh’%.

dém. :

Par ce qui précede ch?t =1+ shzt, orcht > Odonccht = vV1+ sh?t.

O

Proposition

Pour tout a, b € R,
ch(a + b) = chachb + shashb, ch(a — b) = chachb — shashb
sh(a + b) = shachb + shbcha, sh(a — b) = shachb — shbcha
ch2a = ch%a — sh®a = 2ch®a — 1 = 1 + 2sh%a et sh2a = 2shacha.
dém. :

ay e—a eb 4 efb et _ g0 eb _ efb 26a+b + 26—(a+b)

5 5 + 5 5 = 1 = ch(a + b)

chachb + shashb = ¢

Par parité, on en déduit ch(a — b) = chachb — shashb.

La formule sh(a+b) = shachb+ shbcha s’ obtient comme ci-dessus et on en déduit par parité sh(a —b) =
shachb — shbcha.

Enfin, en prenant a = b, ce qui précede donne les développements de ch2a et sh2a.

O

Remarque Ces formules se déduisent de celles connues en trigonométrie circulaires par les
transformations cos — ch et sin — i.sh.

Exemple Calculons P, = H ch(2¥t) pour t € R.
k=1

Pourt:O,Pn:H1:1.

k=1
Pour ¢ # 0, la formule sh2a = 2shacha donne

~ 1sh(2"1)

h(2Ft) = = ——_~
<h(2™) = 5=
On en déduit apres télescopage
P - sh(2"t)
27 sht
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14.5.3 Fonction tangente hyperbolique

Définition
On définit la fonction tangente hyperbolique th : R — R par

sht
tht = —
cht
Proposition
¢ —t 2t
e —e et —1
Vt € R, tht = = )
et + eft e2t + 1
dém. : . . . N . .
— o - t — e
sht = e-e et cht = i donne tht = S u.
2 2 cht et +e? )
e?t —1
En multipliant numérateur et dénominateur par e’, on obtient tht = T
e
O
Théoreme
1
La fonction th est impaire, de classe C* et (tht)’ = 1 — th*t = e
C
Le tableaux de variation de la fonction th est
t | —oo 0 400
tht| -1~ 0 & 1
dém. :
Par opérations sur les fonctions, la fonction th est impaire et de classe C*.
De plus,

h?t — sh?¢ h?t — sh¢ 1
% =1 th’ou (tht) = =~ 7 _
C

tht) = —
(tht) ch?t ch?t

Cette deuxieme formule de dérivation donne la croissance de la fonction th et les limites de cette fonction
en oo s’obtiennent facilement par les écritures

e2t -1 1— ef2t
tht = =
e +1  14e 2
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y=thz

v

O

Remarque V¢ € R, —1 < tht < 1.

14.5.4 Fonctions hyperboliques réciproques
14.5.4.1 Fonction argument sinus hyperbolique

La fonction sh est continue et strictement croissante de R vers R, elle réalise donc une bijection et par
suite
Vo € R,3t € R,sht = z.

Définition
Pour tout € R, on note argshx 1'unique réel ¢ vérifiant sht = x.
Ceci définit une application argsh : R — R qui est la bijection réciproque de sh : R — R.

Proposition
Pour x € R, on a les simplifications

x
sh(argshx) = z, ch(argshz) = /1 + 22 et th(argshz) = ——
V14 ax?

dém. :
Soient x € R et ¢t = argshx.
Par définition, on a sht = x et donc
sh(argshz) = «

Puisque cht = V1 + shzt, on a
ch(argshz) = /1 + 22

Enfin tht = S—ht donne
cht .
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O
Théoreme
La fonction argsh est impaire, strictement croissante, de classe C* sur R et
1
(argshr) = ——
V1422
dém. :

La bijection sh : R — R est impaire et strictement croissante, il en est donc de méme de sa bijection
réciproque argsh.
La fonction sh : R — R est dérivable et (sht)’ = cht # 0 donc la fonction argsh est dérivable sur R et

1 1
hz) = =
(argshz) ch(argshz) /1 + 22

Enfin, la fonction x — étant indéfiniment dérivable sur R, la fonction argsh 1’est encore, c’est

1
V14 22

donc une fonction de classe C™ sur R.

O
Proposition

Vo € R,argsh(z) = In(z + Va2 + 1)
dém. :

Soient x € R et t = argshzx.
On a sht = z donc ef — e™*
Posons r = et.

Les solutions de I’équation du second degré 7> — 2zr — 1 = Osont 2 + /1 + 22 etz — /1 4 22.

Orr>0etz —\1+22<0donce =z ++/1+22puist=In(z+ 1+ 22).
O

= 2z puis *' — 2ze — 1 =0.
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14.5.4.2 Fonction argument cosinus hyperbolique

La fonction ch est continue et strictement croissante de [0, +oo[ vers [1, +oo], elle réalise donc une
bijection et par suite

YV € [1,4o0[,3t € [0, +o0[,cht = z.

Définition

Pour tout Semestre irrégulier mais avec quelques bons résultats., on note argchx 1’unique ¢ €
[0, +o0] vérifiant cht = x.

Ceci définit une application argch : [1,4+oo[ — R bijection réciproque de la restriction
ch: [0, 4+o00[ = [1, 400

Proposition
Pour z € [1, +00[, on a les simplifications

21
ch(argchz) = «, sh(argchz) = /22 — 1 et th(argchz) = i
x
dém. :
Soient z € [1,+oo[ et t = argchz.
Par définition, ¢t > Oetcht = x .
On a déja
ch(argchz) = =
Puisque sh?t = ch’t — 1 = 22 — 1 et sht > 0, on obtient
sh(argchz) = a2 — 1
ht
Enfin tht = > donne
cht
Va? =1
th(argchz) = i
x
O
Théoréme
La fonction argch est strictement croissante, continue sur [1, +-o00[, de classe C* sur |1, +00]
et
(argchz)’ = 1
s 22 —1
dém. :

La bijection ch : [0, 4+00[ — [1, +00[ et continue et strictement croissante, il en est donc de méme de sa
bijection réciproque argch : [1, +oo[ — RT.
La fonction ch : [0, +00[ — [1, +00] est dérivable et V¢ > 0, (cht)” = sht # 0 donc la fonction argch est
dérivable sur |1, +-o00] et

1 1

hz) = =
(argchz) sh(argchz) 2 —1
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Enfin, la fonction = — \/?1 étant indéfiniment dérivable sur |1, +o00[, la fonction argsh 1’est encore,
2 —

c¢’est donc une fonction de classe C* sur |1, +o00].

O

Attention : La fonction argch n’est pas dérivable en 1, en fait la fonction argch présente une tangente
verticale en ce point.

Y
4 y=chx
:
1
,/ y=argchz
1]
ol -

Proposition

’ Vo € [1,+oo[,argch(z) = In(z + V22 — 1)

dém. :
Soient x € [1, +oo[ et t = argchz € [0, +o0].
On acht = 2 donc e’ + e~ = 22 puis e** — 2z e’ 41 = 0.

Posons r = €.

Les solutions de I’équation du second degré r> — 2zr +1 = O sont z + /22 — letx — /22 — 1.
Quand z = 1, on obtient deux fois la méme racine et on peut donc affirmer r = x + /22 — 1.

1
wandz > 1l,onaz — V22 —1= —————— < lalorsquer > ldoncr =z + /a2 — 1.
Q Tz +Vz?—1 q
Dans les deux cas e’ = x + /22 — 1 puis t = In(z + /22 — 1).

O

14.5.4.3 Fonction argument tangente hyperbolique

La fonction th est continue et strictement croissante de R vers |—1, 1], elle réalise donc une bijection et

par suite
Ve e]-1,1[,3% € R tht =z

Définition
Pour tout « € ]—1, 1], on note argthx I’'unique ¢ € R vérifiant tht = z.
Ceci définit une application argth : |—1,1[ — R qui est la bijection réciproque de th : R —
]-1,1[.
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Théoréeme
La fonction argth est impaire, strictement croissante, de classe C*> sur |—1, 1] et

(argthx)/ = m

dém. :
La bijection th : R — |—1, 1] est impaire et strictement croissante, il en est donc de méme de sa bijection
réciproque argth.
La fonction th : R — ]—1, 1] est dérivable et (tht)’ = 1 — th*t # 0 donc la fonction argth est dérivable
sur |—1,1] et

1 1
1— th?(argth) 11— a2

(argthz) =

Enfin, la fonction z — 1T-.2 étant indéfiniment dérivable sur ]—1, 1], la fonction argth I’est encore,

¢’est donc une fonction de classe C* sur |—1, 1[.

4
4 y = argthz
1 "=
foe y=thz
O 4
—1 1 T x
. ‘ o
O
Proposition
1 1+z
v -1,1 th(z) = -1 .
x €]-1,1[,argth(x) 5 n(l—x)
dém. :
Soient x € |—1, 1] et ¢ = argthz.
2 1
On a tht = x donc zﬂﬁ =z puis e?*(1 — ) = 1 + z et enfin e* = 1i_i
On en déduit
1 1+=z
th(z) = =1
argth(x) 5 n(l—x)
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Chapitre 15

Suites numériques

15.1 Suites réelles
15.1.1 Définitions générales

Définition
On appelle suite réelle toute application u : N — R.
Pour tout n € N, u(n), usuellement notée u,,, est appelé terme d’indice n de la suite. Une telle
suite est notée u, (uy,) ou (Up )neN-
On note RY ou F (N, R) I’ensemble de ces suites.

Attention : Il ne faut pas confondre la suite (u,,) avec son terme w,,.

Exemple ((—1)") est une suite réelle bornée.

Exemple (n.(—1)™) est une suite réelle ni minorée, ni majorée.

Définition
On appelle suite réelle définie a partir d’'un rang ng € N toute application u
{neN/n=no} —-R.
Une telle suite est notée u, (U )n>n, OU (Un).

Exemple La suite (1/n) est définie a partir du rang 1.

Remarque Ce qui suit est présenté dans le cadre des suites définies a partir du rang 0 mais peut
aisément se prolonger aux suites définies a partir d’un rang ng, quitte a définir arbitrairement le terme de
la suite pour les rangs 0, ..., ng — 1.
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Définition
Une suite réelle u = (u,,) est dite constante s’il existe C' € R tel que Vn € N, u,, = C.
Cette suite est alors dite constante égale a C' et est souvent notée C.

Exemple La suite nulle est la suite constante égale a 0.

Définition
Une suite réelle u = (u,,) est dite stationnaire s’il existe C' € R et N € N vérifiant Vn >
N,u, =C.

Cette suite est alors dite stationnaire égale a C'.

Définition

On appelle valeur absolue d’une suite réelle u = (u,,) la suite notée |u| de terme général |u,,|.

Proposition
Soit u = (u,,) une suite réelle. On a équivalence entre :
(i) u est bornée ;
(ii)) IM e R,Vn € N, |u,| < M ;
(iii) 1a suite |u| est majorée.

dém. :

(i) = (ii) Supposons la suite réelle © minorée et majorée.

Il existe mq, mo € R tels que pour tout n € N, mq1 < uy,, < mo.

Posons alors M = max(—mj, ms). En discutant selon signe de u,,, on vérifie que pour tout n € N,
|un| < M.

(i) = (i) Supposons qu’il existe M € R tel que pour tout n € N, |u,,| < M.

On a alors —M < u,, < M donc la suite u est minorée et majorée.

(ii) < (iii) Par définition de la majoration d’une suite.

O

Exemple Soit (u,,) la suite réelle définie par

Montrons que (u,,) est bornée.
Ona

Ici, procéder par encadrement n’est pas le plus pratique car le signe de sin(n) changeant les inégalités
multipliées doivent étre renversées quand sin(n) < 0; ’introduction des valeurs absolues évite ce
probleme en rendant positifs les facteurs.
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15.1.2 Opérations sur les suites réelles

Définition
Soient u = (uy,) et v = (v,,) deux suites réelles et A € R.
On note \.u la suite de terme général Au,,.
On note u + v la suite de terme général u,, + v,,.
On note uv la suite de terme général u,, v, .

Exemple —u désigne la suite (—1).u de terme général —u,,.

Proposition

Soient u et v des suites numériques et A € K.
Si u et v sont bornées alors A\.u, v + v et uv le sont aussi.

dém. :
On suppose qu’il existe M, M’ € R tels que pour tout n € N,

lun| < M et |v,| < M’
On a alors
M| < MM, |up + vn| < Jun| + |vn] < M+ M et Juyv,| = |un| o] < MM’

Ainsi les suites \.u, u + v et uv sont bornées.
a

15.1.3 Suite arithmético-géométrique

Définition
On appelle suite arithmético-géométrique de raisons g et r € R toute suite u = (u,,) telle que

Vn e N, upy1 =quy +7

Exprimons le terme général d’une telle suite :

Casr=0:

On parle ici de suite géométrique de raison ¢, on a u,, = q"ug pour tout n € N.
Casg=1:

On parle de suite arithmétique de raison r, on a u,, = ug + nr pour tout n € N.
Casq#1:

Cherchons « € R tel que v,, = u,, — « soit géométrique.

Puisque vp+1 = Upt1 — @ = qu, + (¢ — 1) + 7, pour @« = — la suite (v,,) est géométrique de

raison ¢ et donc v,, = ¢"vg pour tout n € N.

Par suite
q" -1

-1

Up = qnuO + T

Exemple Déterminons le terme général de la suite (u,, ) définie par ug = 1 et u,+1 = 3u, — 1 pour
toutn € N.
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Considérons v,, = u, — a.
Un+1 =3Un+1—a=3(vn+a)—1—a:3vn+2a—1

Pour aw = 1/2, on obtient v,,+1 = 3v,,.
Puisque v = up — 1/2 = 1/2, on a v, = 3" /2 puis

1
n — " 1
u 2(3 +1)

15.2 Limite d’une suite réelle

u = (un), v = (v,) etw = (w,) désignent des suites réelles

15.2.1 Limite finie
15.2.1.1 Définition

Définition
On dit que la suite u tend vers £ € R si I’on a la propriété

Ve>0,ANeN,VvneNn > N = |u, —{| < e

On note alors u — ¢, u,, — ¢ ou u,, —— £.
n—-+oo

Remarque L’inégalité |u,, — ¢| < ¢ équivaut a I’encadrement £ — & < u,, < £+ €.
Ceci signifie que u,, est une valeur approchée de ¢ a € pres.

Remarque Verbalement, dire que la suite u tend vers £ signifie que pour tout € > 0, aussi petit soit-il, il
existe un rang au-dela duquel tous les termes de la suite sont dans I'intervalle [{ — ¢, £ + €].

Remarque L’entier introduit N dépend de ¢ (puisqu’il apparait apres celui-ci dans la définition
quantitfiée).
Pour le souligner, on le note parfois V..

Remarque On obtient une définition équivalente en prenant Ve € ]0, 1] au lieu de Ve > 0.
En effet un rang N convenant pour € = 1, convient aussi pour tout € > 1.

Remarque Si la suite v n’est définie qu’a partir d’un rang ng, on adapte la définition en remplagant
« Vn € N »par « Vn = ng ».

Exemple Considérons u = (u,,) constante égale a C'. Montrons u,, — C.
Soit ¢ > 0. Déterminons un rang N € N au dela duquel |u,, — C| < e.
Ici |u, — C| = |C — C| = 0 donc n’importe quel N convient.
Ainsi pour N =42, 0n a
YneNn>2N=|u,—C|<¢
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Exemple Considérons v = (1/n),>1 définie par u,, = 1/n. Montrons u,, — 0.
Soit € > 0. Déterminons un rang N € N au dela duquel |u,, — 0| < €.
1
Ici |u, — 0| = —. Pour N = E(1/¢) + 1,onapourtoutn > N,n > 1/e donc 1/n < e.
n
Ainsi
YneN" n>N=|u,—0/<e¢

Proposition

Soient u = (uy,) et £ € R. On a équivalence entre :
@) un — £;

(ii) |un — €] = 0.

dém. :
Uy, — £ signifie
Ve >0,INeNVneNn>2N= |u, —{| <e¢

alors que |u,, — ¢| — 0 signifie
Ve>0,IN e NVneNn > N = |ju, — ¢ —0] < ¢

Sachant ||u,, — ¢| — 0] = |u,, — ¢|, ces deux phrases quantifiées sont parfaitement équivalentes.
O

Exemple Si u,, — £ alors —u,, — —/.
En effet
|=tn — (=0)] = [ —un| = |up — €] =0

Remarque Quand on veut montrer que (u,,) tend vers /, il est trés fréquent de se « ramener 2 0 »en
montrant que |u,, — ¢| tend vers 0.

15.2.1.2 Convergence et divergence

Définition
On dit que la suite u converge s’il existe £ € R tel que u,, — £.
Sinon on dit que la suite u diverge.
Déterminer la nature d’une suite, c’est savoir si celle-ci est convergente ou divergente.

Exemple La suite (1/n),>1 converge.

Exemple ((—1)") diverge.

En effet, supposons, par I’absurde que (—1)" — £.

Pour ¢ = 1/2, il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait |(—1)" — ¢| < 1/2.
Pour n > N pair, on obtient |1 — ¢| < 1/2 donc ¢ € [1/2,3/2].

Pour n > N impair on obtient |—1 — ¢| < 1/2 donc £ € [—3/2,—1/2].

C’est absurde car [1/2,3/2] N [-3/2,—1/2] = 0.
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Théoréme
Si la suite u converge alors il existe un unique ¢ € R tel que u,, — /.

Ce réel £ est alors appelé limite de la suite u et on note £ = lim u, £ = lim u,, ou { = lirJrr1 Uy
N—r+00

dém. :

L’existence est acquise par définition de la convergence.
Montrons I’unicité.

Supposons u,, — £ et u, — £

Pour tout € > 0, il existe n assez grand tel que

lup — €] < g/2et |u, — ') <e/2

On a alors
=0 < —up|+ |up — | <e
Ainsi
Ve >0, -0 |<e
1
Si par I’absurde ¢ # ' alors [{ — ¢'| > 0 et en prenant ¢ = 5 |¢ — ¢'|, 1a propriété qui préceéde donc

1 1
[0 -1 < 3 |6 —¢'| puis 1 < 5 car |6 — ¢'| > 0. C’est absurde et donc £ = ¢'.
d

1
Exemple On peut écrire lim C =Cet lim — =0.
n——+o0o n—+oco n

15.2.1.3 Limites finies et relation d’ordre

Théoréme

] Toute suite réelle convergente est bornée.

dém. :

Soit u une suite convergeant vers un réel £ € R.

Pour € = 1, il existe un rang N € N tel que pour toutn > N, |u, — ¢| < 1.
On a alors

pour toutn > N.
Posons alors
M = max {|ugl, |u1], ..., |un—1],1+ ¢}
( M existe en tant que max d’une partie finie de R ).
Pour tout n € N, on vérifie |u,| < M en discutant selonn < N oun > N.

On en déduit que la suite u est bornée.
O

Attention : La réciproque est fausse, la suite ((—1)™) est bornée mais divergente.
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Proposition
Soient u une suite réelle telle que u,, — feta,b € R.
Sia < ¢ alors
dNy € N,Vn > Ny, up, > a

Si /¢ < balors
dN; e N,Vn > Ny,u, <b

Sia < ¢ < balors
ANy, e NyVn > Nj,a < u, <b

dém. :
Supposons a < £ et posons € = (£ —a)/2 > 0.
Puisque u,, — ¢, il existe un rang Ny a partir duquel |u,, — ¢| < e.

Pour n > Ny, on a alors
14
Up 2l —e = ot >a
2
Le cas ¢ < b, se traite de fagon semblable en introduisant e = (b — £)/2 > 0.
Enfin, le cas a < ¢ < b se résout en prenant Ny = max(Ny, Ny).

O

Exemple Si u,, — ¢ avec £ > 0 alors a partir d’un certain rang u,, > 0.

Attention : Ce résultat est faux en terme d’inégalités larges.
Une suite peut tendre vers une limite nulle (donc positive au sens large) sans étre nécessairement a
termes positifs a partir d’un certain rang.

Exemple Siwu, — ¢ # 0 alors la suite (1/u,,) est définie a partir d’un certain rang.
En effet, selon le signe de ¢, u,, > 0 ou u,, < 0 a partir d’un certain rang et donc u,, # 0.

Théoréme
On suppose que u,, — £ et v, — £
Si & partir d’un certain rang w,, < v, alors £ < £'.

dém. :

Par contraposée, supposons ¢ > ¢’ et introduisons le milieu a = (¢ + ¢') /2.
Puisque u,, — £ > a, il existe un rang Ny a partir duquel u,, > a.

Puisque v,, — £’ < a, il existe un rang N 2 partir duquel v,, < a.

Pour tout n au-dela du rang max (N1, Na),ona v, < a < uy,.

Ainsi, il faux qu’a partir d’un certain rang u,, < vy,.

O

Attention : Ce théoréme est faux en terme d’inégalités strictes.
Pour w,, = 1/netwv, = —1/n, on au,, < v, mais a la limite lim u,, = limv,,.
On retient que, par passage a limite, les inégalités strictes deviennent larges.
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Exemple On suppose que u est une suite convergente vérifiant
Vn € N, uy, € [a, ]

Montrons que ¢ € [a, b].
Pour tout n € N, on a u,, > a. Sachant que la suite constante égale a a converge vers a, on obtient par
passage a la limite £ > a. De méme on montre £ < b et on conclut.

Exemple On suppose que u est une suite croissante de réels strictement positifs et on suppose que u
converge. Montrons que sa limite ¢ est strictement positive.

Puisque par passage a la limite, les inégalités strictes deviennent larges, passer a la limite la minoration
u,, > 0 donne seulement £ > 0.

Pour obtenir ¢ > 0, nous allons « prendre un appui »en exploitant la croissance de u.

Puisque u est croissante, on a pour tout n € N, u,, > ug.

A la limite, on obtient £ > ug. Or ug > 0 donc ¢ > 0.

15.2.2 Limites infinies

15.2.2.1 Définition

Définition
On dit que la suite u tend vers +oo si 1’on a la propriété

VAcR,ANeN,VReEN,n> N = u, > A

On note alors © — +o00, u,, — +00 ou u,, ——— +0Q.
n——+oo

Remarque La suite u tend vers oo si pour tout A, aussi grand soit-il, il existe un rang au-dela duquel
tous les termes de la suite sont supérieurs a A.

Remarque On obtient une définition équivalente en remplagant « VA € R »par « VA € RT »,
« VA € [1,400[ »,...
En effet un rang N fonctionnant pour A = 1 conviendra aussi pour tout A < 1.

Exemple Considérons u définie par u,, = n pour tout n € N et montrons que u,, — +0c0.
Soit A € R, Déterminons un rang N a partir duquel u,, > A.
Ici u,, = netdonc pourn > E(A) + 1,onau, > A.

Définition
On dit que la suite u tend vers —oo si ’on a la propriété
VBeR,ANeNVneNn>N=u,<B

On note alors u — —o0, U,, — —0C OU U;, ———F —OQ.
n—-4o0o
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Remarque On obtient une définition équivalente en remplagant « VB € R »par « VB € R™ »,
« VB € ]—00, —1] »,...

Remarque Si la suite u n’est définie qu’a partir d’un rang ng, on adapte les définitions précédentes en
remplacant « ¥n € N »par « Vn > ng ».

Proposition
] Uy — +00 <= —Up — —O0.

dém. :

(=) Supposons u,, — +00.

Soit B € R. Pour A = —B, il existe N € N tel qu’a partir du rang N, u,, > A.

On a alors —u,, < —A = B a partir du méme rang N et donc on peut affirmer que —u,, — +o0.
( <) Méme principe.

O

Exemple —n — —o0

15.2.2.2 Limites infinies et relation d’ordre

Proposition

Si u, — +o0 alors u est minorée, non majorée.
Si u,, — —oc alors u est majorée, non minorée.

dém. :

Supposons u, — +00.

Pour A = 0, il existe un rang N € N a partir duquel u,, > 0.

Pour m = min {ug, u1,...,uy—1,0} (m existe en tant que min d’une partie finie de R ).
Pour tout n € N, on vérifie aisément u,, > m en discutant selonn < N oun > N.

Ainsi la suite u est minorée.

Montrons maintenant qu’elle n’est pas majorée.

Soit M € R. Pour A = M + 1 € R, il existe un rang N a partir duquel u,, > A.

En particulier uy > A > M. Ainsi la suite v n’est pas majorée par M et ce, quel que soit M € R.
Par passage a 1’opposé, on transpose 1’étude aux suites tendant vers —oo.

O

Attention : Les réciproques sont fausses.
La suite de terme général u,, = n(1 + (—1)") est minorée (par 0 ) et non majorée, cependant elle ne
tend pas vers +oo car tous ses termes d’indices impairs sont nuls.

Remarque Si u,, — 400 ou u,, — —oo alors la suite u n’est pas bornée et est donc divergente.

Définition
Si u,, — +o00 (resp. u, — —o0 ) alors on dit que la suite u diverge vers +oo (resp. —o0 ).
On dit alors que 400 (resp. —oo ) est la limite de la suite w et on note limu = +oo (resp.
limu = —00).
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Exemple lim n=4ocoet lim —n = —oco.
n—-+oo n—-+o0o

Remarque Les comportements possibles d’une suite sont :
- converger vers une limite finie ;

- diverger vers une limite infinie ;

- diverger sans limite.

15.2.3 Opération sur les limites
15.2.3.1 Somme

Lemme

| Si u est minorée et v, — +00 alors u, + v, — +00.

dém. :

Supposons u minorée par m et v,, — 4-00.

Onau, + v, > m+ v,.

Soit A € R. Pour A’ = A — M, il existe N € N tel que pour tout n > N, v, > A’ et donc u, + v, >
M+ A=A

AinsiVA e R, AN e NNVn e Nn > N = v, +v, > A

O
Théoréme
DSiu, > €Retv, = ¢ cRalorsu, +v, — £+ 1.
2)Siu,, — ¢ € Retv, — +oo alors u,, + v, — +00.
3)Siu, — ¢ € Retv, — —o0 alors u, + v, = —0o0.
4) Si u,, — +o0 et v, — +oo alors u,, + v, — +0oo.
5) Si u,, —» —oo etwv,, — —oo alors u,, + v, — —00.
dém. :

1) Supposons u,, — £ € Retv, — £ € R.
On remarque que
|(un +vn) — (€+€/)| < Jup =4 + |vn — é/l

11 suffit donc de rendre |u,, — £| et |v, — £'| inférieurs a £ /2 pour conclure. . .
Soite > 0.
Puisque u,, — £ et v, — £, il existe N1, Ny € N tels que

Vn > Ny, |u, — €] < e/2etVn > Na,|v, — '] <g/2
Pour Ny = max(Np, N») on a pour tout n > No,
[(up +vp) — (L+ )] < Jup — L + v, — 0| <e/2+¢e/2=¢

Ainsi

Ve >0,3Np e N,Vn e Nyn > Ny = |(un +v,) — (0 +£)] < e
2) 3) 4) et 5) découlent du résultat précédent apres un éventuel un passage a I’opposé.
O

Remarque Si u,, — 400 et v,, — —o0 on ne peut rien dire a priori ; c’est une forme indéterminée.
Pour lever I’indétermination il convient d’exprimer autrement la somme w,, + v,,, par exemple « en
factorisant le terme qui I’emporte »ou « en simplifiant ce que les termes ont en commun ». ..
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Corollaire
] Par passage a I’opposé, on obtient les regles relatives aux différences de limites.

Exemple On suppose que u et u + v convergent.

Montrons que v converge.

Pour tout n € N, on peut écrire v,, = (u,, + vy,) — u, donc par différence de suites convergentes, la suite
v est convergente.

Attention : L’implication u + v converge = u et v convergent est fausse.
11 suffit de prendre u,, = (—1)" et v,, = —u,, pour obtenit un contre-exemple.

15.2.3.2 Produit

Lemme
Supposons qu’a partir d’un certain rang, (u,, ) est minorée par un réel p > 0.
Siv,, — o0 alors u,v,, — +oo.
Siv,, — —oc alors u,v,, — —o0.

dém. :

Par hypothese, il existe un rang N; € N tel que Vn > Ny, u, > p.
Supposons v, — 00.
On remarque U, vV, = PU;,.
Soit A € RT. Pour A’ = A/p, il existe Ny € N tel que pour tout n > N, v, > A’ et alors pour
n > Ng = max(Ny, Na), on a u,v, > pA = A.
Ainsi
VAeR,dNg e NNVn e Nyn > Ny = u,v, = A
Le cas v,, — —oo0 se déduit du précédent par passage a I’opposé.
O

Théoréme
) Siu, = ¢ecRetv, = ¢ €Ralors u,v,, — /.
2) Si u, = ¢ # 0 etwv, — +o0 alors

+oosil >0
unvn_> .
—o0sil <0

3) Siu, — £ # 0etv, — —oo alors

—oco0sil >0
UpUp — .
+oosil <0

4) Si u,, — 400 et v, — 400 alors u,v, — +00.
5) Si u,, — +o0 et v, — —oo alors u,v,, — —o0.
6) Si u,, > —oc et v,, — —oo alors u,v, — +0oo.

dém. :
1) Supposons u, — £ € Retv, — £ € R.
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On remarque
[unvy — | = |upvn — unl + unl — v, | < |upl v — €+ || |un — £
Puisque la suite (u,,) converge, elle est bornée et donc il existe M € R tel que
Vn eN,|u,| < M

et alors
|unvn - ££,| g M |Un - €/| + |£l‘ |Un - £|

1l suffit alors de rendre |u,, — /] et |v,, — ¢'| assez petit. ...
Soite > 0.
Puisque u,, — £ etv,, — £, il existe N1, No € N tel que

etVn > No, v, — V'] < c

Vn > Ny, Ju, — 4] < <o
n =Ny fun =l < 3 2(M +1)

&
1+ 1)

Il

Pour Ny = max(Ny, N2) on a

Me |¢'| e .
20M + 1) 2(|¢)+1)

Vn = Ny, [upv, — 0] <

Ainsi
Ve > 0,dNg e N,Vn € Nyn > Ng = |u,v, — 0| < ¢
2) 3) 4) 5) et 6) découlent directement du résultat précédent apres un éventuel passage a I’opposé.

Remarque Si u,, — 0 et v,, — +00 (ou —o0 ) on ne peut rien dire a priori sur u, v, ; ¢’est une forme
indéterminée.
Pour résoudre I’indéterminatrion, il convient de réécrire le produit.

Exemple Etudions
lim (n? —n)
n—-+oo

Quand n — 400, n? — 400 et n — 400, c’est une forme indéterminée.

Cependant
1
n? —n=n? <1—>
n

avec n? — +ooet1 —1/n — 1donc n® —n — +oo.

Remarque On notera sur cet exemple la mise en forme de la rédaction. Eviter autant que possible, les
rédactions de la forme lim () = lim () = ... En effet ce type de rédaction présume d’entrée de jeu
I’existence de la limite alors que celle-ci n’est acquise qu’au terme de I’étude. La rédaction précédente
ne pose pas ce probleme et présente encore bien d’autres avantages !
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15.2.3.3 Passage a I’inverse

Définition
Soit u une suite réelle et £ € R.
On note u,, — ¢ pour signifier que u,, — £ et u,, > ¢ & partir d’un certain rang.
On note aussi u,, — ¢~ pour signifier u,, — ¢ et u,, < £ pour n assez grand.

Exemple On peut écrire 11111 1/n=0".
n—-+0oo

Théoreme
1) Siuy, — £ # 0alors 1/u,, — 1/£.
2) Si u,, — 07 alors 1/u,, — +oo.
3) Siw, — 0~ alors 1/u,, — —o0.
4) Si u,, — +oo alors 1/u, — 0%,
5) Siu, — —ooalors 1/u, — 0.

dém. :

1) Supposons u,, — £.

Cas?>0:

Pour n assez grand u,, > 0 et donc la suite (1/u,,) est définie a partir d’un certain rang.
On remarque que

L1 =y
up ] Jual ]
Sachant ¢ > £/2, il existe un rang N7 € N tel que

Vn = Ny, u, > €/2

et alors
o 210 — up|

u, 0| 02

1 1 ’

Soit & > 0, pour &’ = ¢%c/2 > 0, il existe Ny € N tel que
Vn > N, |u, — €] < €

Pour Ny = max(Ny, No) on a

Ainsi

Cas ¢ <0:
11 suffit de transiter par la suite (—uy, ).
2) Supposons u,, — 0.
Il existe un rang N1 € N tel que
Vn = Ny, u, >0

et donc la suite (1/u,,) est définie a partir d’un certain rang.
Soit A € R**. Pour e = 1/A > 0, il existe N € N tel que

Vn = No,|u,| < e
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Pour n > Ny = max(Ny, Ny),onau, > 0et|u,| < e donc

1 1

—>2=A

Uy €
Ainsi .

— — +00

Up,

3) Se déduit de I’étude précédente par passage a 1’opposé.

4) Supposons u,, — +00.

Pour A = 1, il existe un rang N7 € N tel que Vn > Ny, u,, > 1 et donc la suite (1/u,,) est définie a partir
d’un certain rang.

Soite > 0, pour A = 1/e > 0, il existe Ny € N tel que

Vn = No,u, > A>0

On a alors
1 1
0< a < 1
Ainsi u,, — 07
5) Se déduit de 1’étude précédente par passage a 1I’opposé.
O
Corollaire

] On en déduit les regles de calculs relatives aux rapports de limites.

Exemple Etudions
. nd+n+1
lim ——
n—ot+oo n241
Quandn — 400, n® +n+1— +ooetn? +1 — 4o0.
C’est une forme indéterminée.

n*+n+1  n*l+1/n*+1/n?
n24+1  n2 1+1/n?

Or
n? 1+1/n%+1/n3
—=n— t——————— — 1
no tooe 14+ 1/n?
donc
nd+n+1
— =1
nZ+1
Exemple Etudions
. n?—1
lim

n—+oo n2 + 1
Quand n — o0,
n?-1 1-1/n?
= —1
n?+1 141/n?
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15.2.3.4 Composition de limites

Théoréme
Soit f : D C R — Retu = (u,) une suite réelle telle qu’a partir d’un certain rang u,, € D.
Siup, = a€Ret f(x) — £ € Ralors f(u,) — L.
r—a

dém. :

Cette démonstration ne peut étre menée sans avoir préalablement défini f(z) —— ¢ € R. Cela sera
T—ra

fait dans le chapitre « Fonctions Numériques »et I’on y trouvera la démonstration dans une version plus

forte appelée « caractérisation séquentielle des limites ». Dans la suite de ce cours nous anticipons ce

résultat. . .
O

Exemple Etudions de

lim vn+1

n—-+oo

Quand n — 400, n+ 1 — +o00.
Or Vvt —>t " 400 donc par composition de limites Vn+1— +oc.
—+00

Remarque Rappelons quelques limites utiles :

i In(1
i ST _ n(l+ x) _
z—0 X x—0 x
Exemple Etudions de
1
I oo b
i V/nsin 7
Quand n — +00, v/n — +oo donc 1/y/n — 0 puis sachant
sinx
—1
€T x—0
on obtient .
\/ﬁsin % —1
Exemple Etudions
lim (Vn+1—+/n)
n—4oo
Quand n — 400,
1) — 1
ViFl-yn= ithon

Vntl+tyn Vntl+yn

Orvn + 1+ +/n — +oo donc
Vn+1—+yn—0
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Exemple Etudions

lim n'/"
n—-+oo

Quand n — +o00, n — +oo et 1/n — 0, c’est une forme indéterminée.

1
n'/™ = exp < lnn)
n

. Inn "
or par limite de référence — — 0 donc par composition
n

n'/m 1

Exemple Etudions
1 n
lim (1 + )
n—4oo n
1
Quand n — +o00, 1+ — — 1 et n — 400, c’est une forme indéterminée.
n
1\" 1
(1 + ) = exp <nln <1 + >)
n n

nln(1+;>:m(11%1/m

Or

avec 1/n — 0. Sachant
In(1 + z)
T

x€x x—0

1
on a par composition de limites n In <1 + ) — 1 puis
n
1 n
(1 + > —e
n

15.2.4 Etude de limite par comparaison

15.2.4.1 Théoreme d’encadrement

Théoréeme
On suppose qu’a partir d’un certain rang

Up < Up < Wy

Si (vy,) et (wy,) convergent vers £ € R alors u, — .
dém. :
Par hypothese, il existe un rang N; € N tel que

Vn}Nl,vn gun gwn
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Supposons que (v,,) et (w,) convergent vers ¢ € R.
Soite > 0.
Il existe Na, N3 € N tel que

Vn > Na, v, — €] < ecetVn = Ns,|lw, — €| < ¢

Rappelons que |z — ¢] < esignifie{ —e <z < +e.

Pour n > max(Ny, No, N3),onav, < u, < w, avecv, > {—cetw, < l+edoncl—c < u, <Ll+e¢
puis |u, —¢] < e.

Ainsi u,, — /.

Exemple Soit x € R, étudions la limite de

E(nxz+1)

tn = n+1

Pour tout n € N,
nr < E(nz+1)<nz+1
donc
nx <nat+1
Un X
n+1 " n+1

N

— T — x donc par encadrement
n+1 n+1

Up —> T

Attention : Ne pas rédiger :

« Uy € Uy < wy done limov, < limwu, < limw, orlimwv, = limw, = ¢ € Rdonc limu, =/{. »
Ce raisonnement est maladroit car présuppose déja acquise 1’existence de limite étudiée ; par le
théoreme des gendarmes I’argumentation est différente car on y démontrer 1’existence de la limite tout
en donnant sa valeur.

Exemple Etudions la limite de
Uy = (2 + sinn)/™
Pour tout n € N,
1<2+sinn<3
donc
1< u, <3

Or 3%/™ — 1 donc par encadrement
Uy — 1

Exemple Etudions la limite de

1
u":ZnJr\/E

k=1

Pour étudier la limite d’une somme il est fréquent d’encadre le terme sommé par le plus petit et le plus
grand des termes.
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Ici, pour tout 1 < k < n,
1 1 1

< <
n+vn n+vk n+1l

donc . .
1 1
Z +\/><un< 1
=1 " " ="
puis
o
n+yvn " n+l
or— " _ s1et—" 1d drement
r—— et —— onc par encadremen
n—+vn n+1 P
Up — 1

15.2.4.2 Obtention de convergence

Théoréeme
Si a partir d’un certain rang |u,, — £| < vy, et si v, — 0 alors u,, — £.

dém. :
On suppose qu’il existe N; € N tel que

Vn = Ny, |u, — €] < v,

et on suppose v,, — 0.
Soite > 0.
Puisque v,, — 0, il existe N € N tel que

Vn > No,|v, — 0| < e

et donc v,, < e.
Pour Ny = max(Ny, Na), on a
VHZN0,|UTL—€| <e

O

Remarque Lorsque I’on présume u,, — ¢ et qu’on ne peut I’établir par opération, il est fréquent
d’étudier |u,, — /| et de majorer |u,, — ¢| par le terme d’une suite de limite nulle.

Cette démarche est souvent plus efficace que le théoreme des gendarmes car on n’y utilise qu’une
inégalité au lieu de deux, car les valeurs absolues rendent positives les quantités manipulées, ce qui est
pratique pour la multiplication d’inégalités. Cependant cette démarche nécessite de 1’intuition car pour
Iinitier il faut avoir deviner quelle est la limite de (u,).

Exemple Etudions la limite de
n +sinn

tn = n+1

On présume u,, — 1 mais on ne peut le démontrer par opération car la suite (sinn) diverge.
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Etudion alors |u, — 1.

sinn —1 sinn|+1 2
n+1 n-+1 n—+1
donc
Up — 1

Remarque La démarche par comparaison est souvent utilisé pour étudier les limites de sommes ou
d’intégrales.

Exemple Etudions la limite de

donc
Uy — 0

. n .

. 3 sin k sin k . .

Ici la démarche w — 0 donc E ——— — 0 est incorrecte car la somme contient un nombre
n n

n — 400 de termes.

Exemple Etudions la limite de
1
Up = / t" cos(nt) dt
0
On présume que u,, — 0 donc étudions |u,, — 0.

1

—0
n-+1

1 1
|y, — 0] < / [t"| |cos(nt)| dt < / t"dt =
0 0

donc u,, — 0.
1

Ici la démarche V¢ € [0, 1[,t" cos(nt) — 0 donc [ t" cos(nt) dt — 0 est incorrecte, les théorémes qui

0
permettent de passer des limites a I’intégrales nécessitent plus d’hypotheses, ils seront présentés en
seconde année.

Proposition

] Si (uy,) est bornée et v,, — 0 alors w, v, — 0.

dém. :

Soit M € R tel que |u,,| < M pour tout n € N.

On a |uyvy, — 0] = |uy| |vn| < M |v,| — 0 donc u,v, — 0
U

Exemple u,, =

— 0 par produit d’une suite bornée par une suite de limite nulle.

(=D"
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15.2.4.3 Obtention de limite infinie

Théoreme
On suppose qu’a partir d’un certain rang u,, < vy,
Siu,, — oo alors v,, — +o00.
Si v,, — —oo alors u,, — —oo.

dém. :
Par hypothese, il existe N1 € N tel que

vn > Nlaun g Un

Supposons u, — +o0.
Soit A € R.
Il existe N2 € N tel que

VTL}NQ,U” >A
A

Pour n > Ny = max(Ny, Ny), u, < vy €t uy, >
Ainsi v,, — +00.

L’étude quand v,, = —oo se déduit de la précédent par passage a 1I’opposé.
O

Remarque Lorsqu’on présume u,, — +00 et qu’on ne peut 1’établir par un calcul direct, il est fréquent
d’essayer de minorer w,, par le terme d’une suite de limite +oo.

donc v,, > A.

Exemple Etudions la limite de u,, = n!.
Pourn > 1,

Up=1%X2x...x(n—1)xn=2lx...x1xn=mn

or n — 400 donc
Uy — +00

Exemple Etudions la limite de

Pour 1 < k <n, 1< Vk < +/ndonc

Par suite,

or v/n — +oo donc

530



CHAPITRE 15. SUITES NUMERIQUES

15.2.5 Limite des suites monotones

Théoreme
Si u est une suite croissante et majorée alors u converge.
Si u est une suite croissante non majorée alors u diverge vers +o0.
Si u est une suite décroissante et minorée alors u converge.
Si u est une suite décroissante non minorée alors u diverge vers —oo.

dém. :
Considérons une suite u croissante et majorée.

Posons ¢ = sup u,, € R et montrons u,, — £.
neN
On a déja
VneNu, </

car £ = sup u,, majore la suite u.

neN
Soite > 0.
Comme ¢ — ¢ < { = sup u,, £ — € n’est pas majorant de la suite u et donc il existe N € N vérifiant
neN
uy > —e¢.

Par croissance de la suite u, on a alors
Vn>N,u, >2uny >{—¢

Par suite, pour tout n > N, { — & < u, < £ donc |u, — ¢| < e.

Finalement u,, — /.

Soit maintenant une suite v croissante non majorée.

Soit A € R.

La suite v n’est pas majorée par A donc il existe N € N vérifiant uy > A.
Par croissance de la suite « on a alors Vn > N, u,, > uy et donc u,, > A.
Ainsi u,, — 400

Les deux autres implications du théoreme s’obtiennent par passage a I’opposé.

(]
Remarque La monotonie de la suite u assure 1’existence de sa limite.
De plus
Si (uy,) est croissante alors lim w,, = sup uy,.
poes

neN
Si (uy,) est décroissante alors lim u,, = ing Up,.
nee ne

Remarque L’énoncé du théoreme se généralise aux suites monotones & partir d’un certain rang.

Exemple Si (u,,) est croissante, u,, < vy, et (v,,) converge alors (u,,) converge.
En effet, puisque (v,,) converge, la suite (v,,) est majorée et donc puisque u,, < vy, la suite (uy,) est
aussi majorée, or on suppose que (u.,) est croissante donc (u,,) converge.

Exemple Etudions la nature de la suite (u,,) définie par
1
=D ]

k=0
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Ona
n+1 n
1 1 1
“n+1—“n=Zg—ZH: (n+1)! >0
k=0 k=0

donc (uy,) est croissante.
Montrons que (u,,) est majorée.
Pour cela exploitons la propriété

VE>1,kl=1x2x...xk>1x2x...x2=21

On a alors

<
3
Il
(]
[ =
Il
—_
4
| —
N
—_
4
(]
—_
|
—_
4
—_
|
—
~
)
3
N
—_
+
[\
|
W

k=0 k=1 k=1

La suite (u,,) est croissante et majorée donc convergente.
On peut montrer que u,, — € mais c’est une autre histoire. ..

Exemple Soit n € N. Montrons que I’équation nx 4 In x = 0 posséde une unique solution z,, € R™* et
étudions la limite de la suite (x,, ),y ainsi définie.

Considérons la fonction f,, : « — nx + In x définie sur R**.

fn est continue et strictement croissante par opérations.

Sa limite en 0" est —oo et sa limite en 0o est +oo0.

On peut donc affirmer que f,, réalise une bijection de ]0, +oo] vers R.

En particulier 1’équation f,,(z) = 0 admet une unique solution z,, € R™*, a savoir z,, = f,, 1 (0).
Etudions la monotonie de (x,).

Ona

(n+1)zpt1 +Inzyy1 =0

donc
Jn(@ng1) = —Tny1 <0 = fr(zn)

Puisque la fonction f;, est strictement croissante, on a Z,,+1 < Tp,.

La suite (x,,) est donc (x,,) est strictement décroissante.

De plus, cette suite est minorée par 0, elle est donc convergente. Posons ¢ sa limite.

Puisque pour tout n € N, u,, > 0, a la limite on obtient £ > 0.

Si par I’absurde ¢ > 0 alors en passant la relation nx,, + Inxz,, = 0 a la limite, on obtient +-00 = 0.
C’est absurde et donc nécessairement £ = 0.

15.2.6 Suites adjacentes

Définition
Deux suites réelles a et b sont dites adjacentes si a est croissante, b décroissante et si b, —a,, —
0

Exemple Une suite croissante et une suite décroissante de méme limite sont adjacentes.
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Théoréme
Si a et b sont deux suites réelles adjacentes alors elles convergent vers une méme limite ¢ et
encadrent celle-ci
Vn eN,a, <{<b,

dém. :
Montrons
vn € Nya, < b,

Soitm > n.
Par monotonie, on a a,,, > a, etb,, < b,, donc

bn — Qn 2 bm — Qm
A la limite quand m — +oc on obtient b,, — a,, > 0. Ainsi

vn eN,a, < b,

Puisque (b,,) est décroissant, on en déduit que pour tout n € N, a,, < b,, < bo.

La suite (a,,) est donc majorée et puisqu’aussi croissante, elle converge vers une limite ¢ € R

De plus b,, = a,, + (b, — ay,) — et ainsi (a,,) et (b, ) convergent vers une méme limite .

Enfin puisque (a,,) est croissante et a, — ¢, ona Vn € N, a,, < £ et aussi puisque (b,,) est décroissante
eth, > f,onaVn € N, ¢ < b,.

O

Exemple Considérons les suites (a,,) et (b, ) de termes généraux

2n
w3 pan-34
k:n+1
Ona
2n+2
== 31 3
k= n+2 k=n-+1

Apres simplification des termes communs aux deux sommes,

1 N 1 11 1
T om+2 2n4+1 n+l 2m+1 2n+2

anJrl — Qp

1 1

Or >
2n+1 7 2n+2
La suite (a,,) est croissante.

donc ap4+1 — ay, = 0.

2n+42 1 1
b1 — b - ———
1 Z Zk 2n+2+2n+1 n
kn+1
1 1 1
O — et < —d
r2n—|—2 2ne n+1 " 2n one
1 1 1
bn _bn\ ———=0
+ 2 2n n
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La suite (b,,) est décroissante.
Enfin ) )
1 11
bn — ap = - = —=—-=0
w=> 5 2 5Th
k=n k=n-+1
Ainsi les deux suites (a,,) et (b,,) sont adjacentes.

Elles convergent donc vers une limite commune, on peut montrer que celle-ci vaut In(2), mais c’est une
autre histoire. . .

Exemple Soient ( ) ( )
E(10™x E(10™x) +1
S T T
an, et b, sont des nombres décimaux car chacun rapport d’un entier par une puissance de 10
Puisque £(10"z) < 10"z, ona 10E(10"z) < 10"z et donc 10E(10"z) < E(10" ).
On en déduit a,, < a,+1 et donc (a,) croissante.
Puisque 10"z < E(10"z) 4+ 1,0ona 10"z < 10E(10™z) + 10 et donc
E(10"z) + 1 < 10(E(10™z) + 1).
On en déduit b, 1 < b, et donc (b,,) décroissante.
Enfin

Les suites (ay,) et (b,,) sont adjacentes.
Notons ¢ leur limite commune.
Comme
E(10"z) < 10"z < E(10™z) + 1
onaa, <z <b,etdonc alalimite on obtient ¢/ < z < ¢ d’ou ¥l = x.

La suite (a,,) est la suite des valeurs décimales par défaut de z et la suite (b,,) est la suite des valeurs
décimales par exces de x.

Théoréme
Si ([an, by]) est une suite décroissante de segments tels que by, — a,, — 0

alors ﬂ [@n, by] est un singleton.
neN

dém. :
Par décroissance de la suite de segments ([ay,, by]), on a [an11, bpt1] C [an, b
On en déduit a,,+1 = ay, et by41 < by,. Puisque de plus, on suppose b,, — a,, — 0, on peut affirmer que
les suites (a,,) et (b,,) sont adjacentes. Notons ¢ leur limite commune.
Puisque pour toutn € N, a,, < < by, onal € ﬂ [@r, bn].
neN
Inversement, soit z € ﬂ [@n, bn].

neN
On a pour toutn € N, a,, < x < b,, donc alalimite ¢/ < x < £ etdonc x = /.

Finalement
ﬂ [an, bn] = {£}
neN
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Exemple Soit f : [a,b] — R une fonction continue vérifiant f(a) < 0et f(b) > 0.
Posons [ag, by] = [a, b]. On vérifier f(ag) < 0et f(by) > 0.
Considérons ensuite le milieu
ap + bo

2
Si f(c) = 0, on pose [a1,b1] = [ag, ] et sinon, on pose [a1,b1] = [¢, by] de sorte que f(a1) < 0 et
f(b1) = 0.
Et on reprend le processus. ..
Par ce schéma, on construit une suite ([a,, b,]) de segments emboités avec

_b-a

bn*an* on 4)0

L’intersection de ces segments détermine une valeur z limite commune aux suites (a,,) et (by,).
Puisque par construction f(a,) < 0et f(b,) > 0, en passant ces comparaisons a la limite, on obtient
f(x) <O0et f(x) > 0car f est supposée continue.

On en déduit f(z) = 0.

Le procédé dichotomique permet d’accéder par encadrement aux valeurs approchées d’une solution de
I’équation f(z) = 0.

15.2.7 Suites extraites

Définition
On appelle suite extraite (ou sous-suite) d’une suite v = (u,,) toute suite v = (v,,) telle qu’il
existe ¢ : N — N strictement croissante (appelée extractrice) pour laquelle

Vn € N, v, = tUg(n)

Une telle suite est alors notée (U (n))nen OU encore (Uy(n))-

Remarque Une suite extraite se comprend comme une sélection d’une infinité de termes d’une suite.

Exemple vy = ug,v1 = usz, v2 = usgp, V3 = Usgp3 sont les premiers termes d’une suite extraite de (u,,)

Exemple Pour p(n) = 2n, la suite extraite (uq,,) est la suite formée des termes d’indice pair de (u,).
Pour ¢(n) = 2n + 1, la suite extraite (uz,1) est la suite formée des termes d’indice impair de (uy, ).

Proposition

Si w est une suite extraite d’une suite v elle-méme extraite de u alors w est une suite extraite
de u.

dém. :
Par hypothese, il existe ¢, 19 : N — N strictement croissantes telles que

Vn e N,v, = Ugp(n) €L Vn e Nyw, = Uy (n)
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On a alors pour tout n € N, wy, = vy () 7}( )vm = Ug(m) = Up(y(m)) = U(pop)(m)-

L’application ¢ o 1) : N — N étant strictement croissante par composition, on peut dire que w est une

suite extraite de u.
O

Proposition
| Toute suite extraite d’une suite de limite £ € IR tend aussi vers /.

dém. :

CasleR:

Soit (v,,) une suite extraite d’une suite (u,,) convergeant vers /.
Il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que

Vn € N,v, = Up(n)

Par récurrence, on montre facilement
Vn € N,o(n) 2 n

Soite > 0.
Puisque u,, — ¢, il existe N € N tel que

Vn>= N, |u, — ¥ <e
Pour tout n > N,ona p(n) > n > N donc
’u(‘p(n) —ﬂ’ <eie. v, —f <e
Ainsi v,, — /.
Cas ¢/ = +00 ou —00 :

La démarche est semblable, seule la traduction quantifiée de la limite change.
O

Remarque Ce résultat permet de justifier qu’une suite n’a pas de limite.

Exemple Considérons la suite (u,,) de terme général u,, = (—1)".
Onaug, =1— letugpt1 = —1— —1+# 1donc (uy,) n’a pas de limite.

Remarque Nous avons ici que la convergence de (usy,) et (uan,41) ne suffit pas a justifier celle de (uy, ).
Cependant :

Théoréme
| Si (ugn) et (ugn41) tendent vers une méme limite ¢ € R alors u,, — £.

dém. :

Cas/ e R:

Soite > 0.

Puisqu’on suppose uz, — £ et us,+1 — £, il existe N1, Ny € N tels que

Yk = Nl, |’U,2k — £| < cetVk = NQ, |’U,2k+1 - €| <e
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Posons alors Ny = max(2Ny, 2N + 1).

Pour tout n > Nj.

Si n est pair alors n = 2k avec k > Nj etdonc |u,, — €| = |ugr, — €] < e.

Si n est impair alors n = 2k + 1 avec k > Nj etdonc |u, — €] < |ugg41 — €| < e.
Dans les deux cas |u, — ¢| < e.

Ainsi u,, — £.

Cas ¢ = 400 ou —00.

La démarche est semblable, seule la traduction quantifiée de la limite change.

(|

Exemple Etudions la nature de la suite (S,,) de terme général

1 k—1
Sp = Z ( ]3;

k

n

=

Nous allons montrer que les suites (Sa,,) et (S2,,41) sont adjacentes

2n+2 k1 2 o1
S2(n+1) - Sz"l = SZ?H—Q - SQn = Z ( ) ( )
k=1 k=1

En simplifiant les termes communs de ces deux sommes,

1 1

=
2n+1 2n+ 2

52(n+1) - SQn =

Ainsi la suite extraite (Say,) est croissante.

1 1 <0

S _S" :STL _Sn - - S
2(n+1)+1 2n+1 2n+43 2n+1 2n—|—2+ o 1 3

Ainsi la suite extraite (Sa,,+1) est décroissante.

Enfin
1

— =
2n+1
donc les suites extraites (S2,) et (S2,+1) sont adjacentes.

Par suite elles converge vers une limite commune et on en déduit que (.S,,) converge vers cette méme
limite.

On peut montrer que cette limite commune vaut In(2) mais c¢’est une autre histoire.

Sont1 — Son = 0

Remarque Le théoréme qui suit est essentiel pour la construction de la suite du cours d’analyse (il est
notamment a la base du calcul intégral...)

Théoréeme

De toute suite réelle bornée on peut extraire une suite convergente.

dém. :

La démonstration suivante exploite le principe de dichotomie qui consiste a découper un objet en deux
portions, en conserver une et la découper a nouveau de sorte de générer un processus récurrent.

L’idée essentielle ici est la suivante : Lorsqu’on découpe un ensemble infini en deux sous-ensembles,
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nécessairement 1'un d’entre eux (au moins) doit étre infini. Ceci permettra d’exploiter le principe de
dichotomie...

Passons aux faits :

Soit (u, ) une suite réelle bornée par un certain réel M € R*.

Nous allons construire par un procédé dichotomique deux suites adjacentes (a,,) et (b,,) telles que, pour
tout entier naturel n, I’ensemble

An = {k € N/an Sug < bn}

O

soit infini :

Etape initiale :

Pour ag = —M, by = M I’ensemble Ay est infini car égal a N puisque tous les termes de la suite u sont
comprise entre —M et M.

Etape n :

Soient a,, et b, tels que 1’ensemble

A, ={k € N/a, <up <bp}

soit infini.
Construisons a,,+1 €t by 1.
Posons
g Ont bn
2

et considérons :
A- ={keN/a, <up <d} et A ={keN/d<up <b,}

Ona A, = A, U A/ Puisque A,, est infini, au moins I'un des deux ensembles A, ou A I’est.
Si A;[ est infini, on pose a1 = d et b, 1 = by, sinon pose a1 = a, et b,+1 = d.
Dans les deux cas, I’ensemble

An-i—l = {k € N/an+1 S ug < bn+1}

est infini.
De plus, dans les deux cas
by, — an,

2

Par se schéma, nous avons défini deux suites (a,,) et (b,,) et on vérife aisément que (a,,) est croissante,
(by,) décroissante et by, 11 — ant1 = (b, — a,)/2 de sorte que

anrl —Op41 =

bn—an:%(b—a)%o
Ainsi les suites (a,,) et (b, ) sont adjacentes. Notons ¢ leur limite commune.
Nous allons maintenant pouvoir construire une suite extraite de (u,,) qui converge vers ¢ en définissant
par récurrence une extractrice ¢ : N — N.
Pour n = 0, on pose ¢(0) = 0.
Lorsque (n) est défini, on pose

o(n+1) =min (A4,+1\{0,1,2,...,0(n)})
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Ce min existe car 'ensemble A, 11\ {0,1,2,...,0(n)} est une partie de N et cette partie est non vide
puisqu’on a retiré ’ensemble infini A,,; un nombre fini d’éléments.

On définit ainsi une application ¢ : N — N vérifiant po(n + 1) > ¢(n) pour tout n € N; cette application
est strictement croissante.

Considérons maintenant la suite extraite (u,(y,)).

Par construction de , on a pour tout n € N, p(n) € A, et donc

Comme les suites (ay) et (b,,) convergent vers la méme limite £, par encadrement (u,(,,)) converge vers £.
Finalement, nous avons extrait de la suite (u,,) une suite convergente.

15.3 Extension aux suites complexes

Les notions qui vont suivrent prolongent celles vues pour les suites réelles au cadre des suites complexes.

15.3.1 Définition

Définition
On appelle suite complexe toute application z : N — C. Une telle suite est notée z, (z,) ou

(Zn)neN-
L ensemble des suites complexes est noté C¥ ou F(N, C).

n+1t 44 ) :
Exemple z, = est le terme général d’une suite complexe.

n—1

Définition
Soit z = (z,,) une suite complexe.
On appelle partie réelle de z la suite Re(z) de terme général Re(zy,).
On appelle partie imaginaire de z la suite Im(z) de terme général Im(z,,).
On appelle conjuguée de suite 2 la suite z de terme général z,,.
On appelle module de suite z la suite |z| de terme général |z,|.

Remarque Dans le cadre des suites complexes :

- on retrouve les notions de suites constantes, stationnaires et d’opérations sur les suites ;
- on perd les notions de monotonie, de suite majoraée et de suite minorée.

Cependant, on préserve la notion de suite bornée.

Définition
Une suite complexe z = (z,) est dite bornée s’il existe M € R™ vérifiant

Vn e N, |z, < M

Exemple z, = e est le terme général d’une suite complexe bornée.
En effet, pour tout n € N, |z, | < 1.
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Proposition
] Une suite complexe z est bornée si, et seulement si, Re(z) et Im(z) le sont.

dém. :

Puisque [Re(2)|, |Im(z)| < |z|, si la suite z est bornée, les suites Re(z) et Im(z) le sont aussi.
Inversement, puisque |z| < |Re(z)| + |Im(z)], si les suites Re(z) et Im(z) sont bornées, la suite z I’est
encore.

(]

15.3.2 Convergence

Définition
On dit qu’une suite complexe z tend vers £ € C si

l2n — f] —— 0
n—+oo

On note alors z — £, z,, — ¢ ou z,, —— /.
n——+oo

Exemple Si z est une suite stationnaire égale a C alors z,, — C.

Exemple Ona z, = m - —> 0.
n-+1
En effet
| | in . 1 1 50
Zp — 1 = |—— —i| = — =
n+1 [n+1i  VnZ+1
Définition

On dit qu’une suite complexe z converge s’il existe ¢ € C vérifiant z,, — £.
Sinon, on dit que z diverge.

Théoréeme
Si une suite complexe z converge alors il existe un unique ¢ € C tel que z,, — /.
Ce complexe ¢ est alors appelé limite de la suite z et on note ¢ = limz, ¢ = lirf Zp Ou
n—-+0oo
{ =lim z,.
dém. :

Siz, > letz, — (aors 0 < [(—¢| < |€—2,] + |2 — ¢'| donne a la limite [¢ —¢'| = 0 et
donc £ = /'
U

Remarque Pour le suites complexes, il n’y a pas de notion de limite infinie, tout au plus peut-on dire
|2n| = +o0.
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15.3.3 Théoremes liés a la convergence

Proposition
| Si 2, = Calors z, — Cet |2,] — |{].

dém. :
Supposons z,, — £.
On a alors |z, — ¢| — 0.

Or B -

|Zn f€| = |z,, f€| = |z, — ¢
et

|lzn| = 1£]] < [z — €]

donc -

‘Zn —E’ —0et ||zn] — €] = 0
]
Théoréme

] Toute suite complexe convergente est bornée.

dém. :

Soit (z,) une suite convergente de limite £.
Puisque |z,,| — |¢|, 1a suite (|z,|) est bornée, donc majorée, ce qui signifie que z est majorée.
O
Théoreme
Soient z et 2z’ deux suites complexes.
Siz, »0€Cetz, >l €Calors z,, + 2z, > L+ (', z,2), — 00
De plus si z, — £ # O alors 1/z, — 1/¢.

dém. :
Suppsons 2z, — L et zl, — {'.
Puisque
|(zn + 23) = €+ )] < [z — L + |2, = ]
ona
|(zn +2,) —(L+ )| =0

Ainsi z, + 2/, = L+ ',
Puisque
anzy — | <] |25 — €]+ 0] |20 = {]

avec (|z,|) majorée, on a
|znzy, — 00" — 0

Ainsi 2, 2], — 0.
Enfin, si z,, — £ #£ 0, ’égalité

Lol
2 O |zn] |4

entraine




15.3. EXTENSION AUX SUITES COMPLEXES

1 1
etdonc — — —.
Zn ¢
d
Théoreme
Soient z une suite complexe et £ € C.
On a équivalence entre :
@) zn = £
(ii) Re(z,,) — Re({) et Im(z,,) — Im(¥).
dém. :

(i) = (ii) Car |Re(zy,) — Re(f)| < |z, — €] et |[Im(z,,) — Im(€)| < |z, — £).
(ii) = (i) Car 2, = Re(z,) + ilm(2,).
O

Exemple On a

lim e*™/" =1
n—-+oo

En effet

. 2t .. 2w
2™/ = cos Z- 4 isin — — 1
n n

15.3.4 Nature de (¢") avec ¢ complexe

Proposition
Soit ¢ € C.
Si |q] < 1 alors ¢" — 0.
Sig=1alors ¢" — 1.
Si|g| > 1etq # 1 alors (¢") diverge.

dém. :

Si |g| < 1 alors pour toutn € N,
"] = 14" Ilal < lg"|

Ainsi la suite réelle (|¢"|) est décroissante, elle est de plus minorée par 0 et donc elle converge. Posons £

sa limite. Puisque ‘q"+1| = |q| |¢"|, on obtient a la limite £ = |g| £ d’ot £ = O car |q| # 1.

Ainsi |¢"| — 0 et donc ¢" — 0.

Sig=1lalorsq¢" =1—1.

Si |g| > 1 et ¢ # 1, montrons la divergence de la suite (¢") en raisonnant par ’absurde :

Supposons que la suite (¢") converge vers un certain £ € C.

La relation ¢"*! = ¢.¢" donne 2 la limite £ = ¢./ d’ot1 £ = 0 (sachant ¢ # 1).

Or |¢"| = |q|" > 1 etdonc ¢" /0.

C’est absurde et par conséquent la suite (¢™) diverge.

O

Exemple La suite ((—1/2)") converge vers 0.
Pour § # 0  [27], la suite complexe (e""?) diverge.
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15.3.5 Suites extraites

La notion de suite extraite et les propriétés énoncées dans le cadre réel se prolongent immédiatement et
en les mémes termes au cadre complexe y compris le théoreme de Bolzano-Weierstrass :

Théoréeme

] De toutes suites complexes bornées, on peut extraire une suite convergente.

dém. :

Soit (z;,) une suite complexe bornée.

Notons (x,,) et (yy ) les suites réelles égales a la partie réelle et a la partie imaginaire de (z,,).

Puisque la suite (z,,) est bornée, les deux suites () et (y,,) le sont aussi.

Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass relatif aux suites réelles, on peut extraire de la suite bornée (x,,)
une suite convergente (2, (n,) ).

Considérons alors la suite extraite (y,(y,)). Celle-ci est bornée car (y,,) I’est et donc par le théoréme de
Bolzano-Weierstrass relatif aux suites réelles, on peut en extraire une suite convergente (Y, (y(n)))-
Puisque la suite () converge, la suite extraite (4 (,))) converge aussi et finalement la suite extraite
(Zp(p(n))) converge car ses parties réelles et imaginaires convergent.

15.3.6 Suites d’éléments de R

15.3.6.1 Distance euclidienne

Définition
Soient a = (z,y) € R?etb = (2/,y') € R
On appelle distance euclidienne de a a b le réel

d(a,b) = /(2 — 2)2 + (y — y)?

Remarque Sil’on pose z, =z + i.y et z, = 2’ + 4.y alors d(a,b) = |25 — 24|

Proposition
Ya,b,c € R?,
d(a,b) =0< a=b,d(a,b) = d(b,a) etd(a,c) < d(a,b) + d(b,c)
dém. :
En exploitant d(a,b) = |z, — 24|, ces propriétés découlent immédiatement de propriétés connues du
module.
O

15.3.6.2 Suite

Définition
On appelle suite d’éléments de R? toute application u : N — R?.

Exemple u, = (2 + 3n,1+e") est le terme général d’une suite d’éléments de R?.
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Définition
Soit u = (u,,) une suite d’éléments de R?.
Pour tout n € N, on peut écrire t,, = (Z, Yn)-
Ceci introduit deux suites réelles (x,,) et (y,, ) appelées suites coordonnées de (u,,).

15.3.6.3 Convergence

Soit u = (u,,) une suite d’éléments de R?.
Définition
On dit que u tend vers £ € R? si
d(un, ) =0

On note alors u — £, u,, — £ ou u,, —— /.
n—-+oo

Définition

] On dit que la suite u converge s’il existe £ € R? tel que u,, — .

Proposition
Si u converge alors il existe un unique ¢ € R? tel que u,, — .
£ est alors appelé limite de la suite u et on note £ = limu, ¢ = limu,, ou ¢ = lirf Up,
n——+oo

dém. :
Siu, = Letu, — ¢ alors 0 < d(¢,¢') < d(l,u,) + d(un,?") donne a la limite d(¢,¢") = 0 et
donc ¢ = /¢'.

O
Proposition
Soit u une suite d’éléments de R? de suites coordonnées x et y.
On a équivalence entre :
(i) u converge vers £ = (a,b);
(ii) = converge vers a et y converge vers b.
dém. :
Ona

d(un, l) = \/(xn - a)2 + (Yn — b)2

Par suite |z, — al, |yn — b] < d(un, £) et donc (i) = (ii).
Aussi d(up, 0) < |z, — a| + |yn — b| et donc (ii) = ().
O

Exemple Soit

1 1
U, = (=,nsin —) € R?
n n

1 1 in(1
Onau, — (0,1) car — %Othsin—:M

— 1.
n n 1/n

15.4 Comparaisons de suites numériques

Les suites considérées ici sont réelles ou complexes et définies a partir d’un certain rang.
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15.4.1 Négligeabilité

Définition
On dit qu’une suite u est négligeable devant une suite « si pour n assez grand on peut écrire

Up = QpEn

avec (g,,) une suite de limite nulle.

Onnote alors u, = o0 (ay), Uy = o(ay) ou u, << @, quand n — +00.
n—-+oo

Proposition
Si la suite « ne s’annule pas a partir d’un certain rang alors on a équivalence entre :
(i) up, = o(an);
(ii) un /o, — 0.

dém. :
(i) = (ii) Si u,, = o(«,) alors on peut écrire pour 7 assez grand u,, = &, avec £, — 0.
Or pour n assez grand a, # 0 et donc pour n assez grand, u,, /a,, = &, — 0.
(i) = (i) Si up/a, — 0 alors on peut écrire u,, = apey, avec £, = Uy /o, — 0 et donc u, = o(ay,).
O
Exemple Quand n — +o0, Inn = o(n).

Inn ..
En effet — — 0 par limite de référence.

n

De méme, quand n — 00, on peut écrire n = o(nz), 1/n2 =o(1/n),...

Exemple Ecrire u,, = o(1) signifie que u,,/1 — 01i.e. u, — 0.
11 est fréquent d’écrire u,, = o(1) pour signifier que la suite (u,,) est de limite nulle.
Si par exemple u,, — £ € R, on peut aussi écrire u,, = £+ o(1).

Attention : wu,, = o(ay,) et v, = o(w,) n’impliquent pas u,, = v,,.
La relation u,, = o(«,) se comprend :
« la suite u appartient a I’ensemble des suites négligeables devant av ».
En fait, lors de 1a manipulation de of. . .), les égalités ne doivent plus étre considérées comme possédant
la propriété de symétrie:a =b=b=a!

Proposition
Si u, = o(Aay,) alors u, = o(aw,).
Siu, = o(ay,) et v, = o(ay,) alors u, + v, = o(ay).
Si up, = o(ay,) alors upv, = o(apvy,).

dém. :
Supposons u,, = o(Aay,)
A partir d’un certain rang, on peut écrire u,, = Aa,&, avec €, — 0 et donc u, = a,(\e,) avec

Aen — 0. Ainsi u,, = o(aw,).

Supposons u,, = o(ay,) et v, = o(ay).

A partir d’un certain rang, on peut écrire u,, = apey, et v, = andL avec €, 5; — 0 et donc u,, + v, =
an(en + €)) avec g, + &}, — 0. Ainsi u,, + v, = o(ay,).
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Supposons u,, = o(ay,).

A partir d’un certain rang, on peut écrire u,, = o, &, avec £, — 0 et donc u,v, = a,v,e, avec e, — 0.
Ainsi u, v, = o(a,vy)

O

Remarque Dans la pratique, on exploite ces formules en écrivant les égalités :
-o(Aay) = o(aw) ;

-o(ay) + o(a) = o(an) s

- o(ap) vy = o(amvy).

Attention : o(ay,) — o(a,) = o(ay,) et non o(ay,) — o(ay,) =0
On ne peut jamais simplifier les of. . .).

Remarque Systématiquement, on écrit o(«;,) au lieu de o(2ay, ).
Ainsi, on écrit o(1) au lieu de o(2).

Proposition

] Siu, = o(ay) et ay, = o(By,) alors u,, = o(aw,).

dém. :

Supposons u,, = o(ay,) et ay, = o(By).

Pour n assez grand, on peut écrire a la fois u,, = an&, et a,, = B,e), avec e, &), — 0.
On a alors u,, = fB,enel, avec e,eh, — 0 et donc u, = o(f3,).

|

Remarque Dans la pratique on écrit o(cv,) = o(8,)-
Ici, il convient de souligner que 1’égalité n’est pas symétrique mais se comprend comme une
transformation du premier membre en le second.

Exemple Quand n — +o0o0, on peut écrire o(n) — no(n) = o(n) — o(n?) = o(n?) — o(n?) = o(n?).

15.4.2 Prépondérance

Définition
On dit qu’une suite u est dominée par une suite « si pour n assez grand on peut écrire

Uy, = oy M,

avec (M,,) une suite bornée.

Onnote alors u, = O (ay) ouu, = O(ay,) quand n — +00.
n——4o00

Exemple v, = o(ay,) = u, = O(ay).
En effet, si une suite converge vers O elle est bornée
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Exemple u,, = O(1) signifie que la suite (u,,) est bornée.
Ainsi, on peut écrire sinn = O(1), (—=1)" = O(1).

Attention : wu,, = O(ay,) etv, = O(ay,) Sun = vy

La relation u,, = O(«,) se comprend :

« la suite (u,,) appartient a I’ensemble des suites dominées par (cv,) ».
Encore une fois 1’égalité manipulée n’est pas symétrique.

Proposition

Si la suite («v;,) ne s’annule pas a partir d’un certain rang alors on a équivalence entre :
1) up, = O(a);
(ii) (un /o) est bornée.

dém. :
(i) = (ii) Supposons u, = O(ay,).
A partir d’un certain rang, on peut écrire u,, = «,, M,, avec (M,,) bornée et alors puisque pour n assez
grand u,, /o, = M, la suite (u,, /cv,) est bornée a partir d’un certain rang donc bornée.
(ii) = (i) Supposons (u,,/a;,) bornée.
Puisque pour n assez grand u,, = «,, M,, avec M,, = up,/ap, onau, = O(ay,).
|
Proposition
Si uy, = O(Aay,) alors uy, = O(ay,).
Siu, = O(ay,) et v, = O(aw,) alors u, + v, = O(ay,).
Siu, = O(ay,) alors u, B, = O(a,Br).

dém. :

Supposons u, = O(Aay,).

A partir d’un certain rang, on peut écrire u,, = Aa, M,, avec (M,,) bornée et donc u,, = a,, (AM,,) avec
(AM,,) bornée. Ainsi u,, = O(a,).

Supposons u, = O(ay,) et v, = O(ay,).

A partir d’un certain rang, on peut écrire u,, = o, M, et v,, = a,, M}, avec (M,,) et (M],) bornées. On a
donc uy, + v, = a, (M, + M)) avec (M,, + M) bornée. Ainsi u,, + v, = O(a,).

Supposons u,, = O(ay,).

A partir d’un certain rang, on peut écrire u,, = «,, M,, avec (M,,) bornée et donc u,v,, = a,v, M, avec
(M,,) bornée. Ainsi u,v, = O(a,vy,)

]

Remarque Dans la pratique, on exploite ces formules en écrivant :
-O(Aay) = O0(an) s

-O(an) + O(ay) = O(ay) s

- O(an)Bn = O(anBn).

Proposition
Siuy, = o(ay,) et a, = O(fy,) alors uy, = o(By).
Siu, = O(ay,) et ay, = o(fBy) alors u, = o(8,).
Siu, = O(ay,) et o, = O(B,,) alors u,, = O(By).
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15.4. COMPARAISONS DE SUITES NUMERIQUES

dém. :

Supposons u,, = o(ay) et a, = O(By).

A partir d’un certain on peut écrire u,, = a,ey, et o, = B, M, avec £, — 0 et (M,,) bornée.
On a alors u,, = S, (Mpe,) avec Mg, — 0 et donc u,, = o(5).

Les deux autres implications s’obtiennent de facon semblable.

O

15.4.3 Croissance comparée des suites de référence

Proposition
Pour o < 3, n® = o(n?) et (Inn)® = o((Inn)?).
Pour 0 < a <bonaa™ = o(b").

dém. :
n—ﬁ =n*"P = exp((a— B)Inn) = 0 cara — 3 < 0.
n

Inn)*

—~

=exp ((a— f)In(lnn)) - 0cara — B < 0.

(Inn)sB
n
Z—n =exp(n(lna —Inbd)) = Ocarlna —Inbd < 0.
O
Proposition
Pour a, 5 > 0eta > 1ona
(Inn)® = o(n?), n® = o(a") et a™ = o(n!).
dém. :
Jusitifions (Inn)* = o(n?).
1 «
( I;T;) =exp (aln(lnn) — Slon)

Inn

1 In(1
Onsaitque lim ne_ 0 donc par composition de limites M
T4oo T Inn

Blnn — —oo (car § > 0) et enfin

In(1
aln(lnn) — Blnn=1nn <B + n( nn))
— 0 puis par opérations o In(Inn)—

(Inn)«

—0
nB

Jusitifions n®* = o(a™).

,rLOé
—w = exp (elnn —nlna)
or

Inn
alnn—nlna=n (—1na—|—a>
n

. Inn . o .
Puisque — — 0, on obtient par opérations alnn —nlna — —oo (car Ina > 0) puis
n

[e3%

n
— =0
an

Justifions a” = o(n!).

a” a
Posons 4, = —.Onaupy1 = ——un et u, =0
n! n+1
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Pour n assez grand n + 1 > a et donc up41 < Up,.
La suite (u,,) est décroissante et minorée donc convergente. Posons ¢ sa limite.

. a e )
En passant la relation u,,+1 = ——u,, a la limite, on obtient { = 0 x £ et donc ¢ = 0.
n

+1
|
Lemme
Si u et v ne s’annulent pas a partir d’un certain rang alors
1 1
n — n) = — = -
Up, = 0(vy,) - 0 <Un>
dém
1/v,
Un oo M
v, 1/un,
puisque
1/vn  up
u, vp
]
Proposition
Pour o, >0et0<a<lona:
1 ("), q" 1 ) 1 1
— =o(a =o0o|—|et— =0
n! 4 ne ne (Inn)s
dém. :

Ces résultats découlent immédiatement du lemme précédent.
]

Remarque Par I’étude précédente, on peut écrire :
—n 1 1 1 2 n
€' << 5 << - << —<<l<<hhn<<n<<n® <<e" << nl
n n Inn

A titre d’exercice, on peut positionner entre les précédents les termes suivants :

1 1 1 Inn n 1
2, — ' —— —— —— Inl 1 —1
"37" (Inn)2 nlnn’ n? "lnn’ nlon, /o lon, vn n

15.4.4 Equivalence

15.4.4.1 Définition

Définition

Une suite u est dite équivalente a une suite v si a partir d’un certain rang on peut écrire

Up = Un en

avec 6, — 1

On note alors u,, ~ v, ouencore u, ~ v, quand n — +oco.
n——+oo
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Proposition
Si la suite (v, ) ne s’annule pas a partir d’un certain rang alors on a équivalence entre :
(1) Up ~ Un ;
(i) wp /vn — 1.

dém. :
(i) = (i1) Supposons wu,, ~ V.
A partir d’un certain rang, on peut écrire u,, = v,,0,, avec ,, — 1 bornée et alors puisque pour n assez
grand u,, /v, = 0,, la suite (u, /v, ) converge vers 1.
(ii) = (i) Supposons u,, /v,, — 1 bornée.
Puisque pour n assez grand u,, = v,0, avec 0, = u, /v, — 1,0nau, ~ v,.
O
Exemple Quand n — o0,
n+lnn+2~n

vVnZ4+n+1l~n,

1 1 1 n+1

— 4 =~ —et

n n? n n

1

Attention : wu,, ~ 0 signifie u,, = 0 a partir d’un certain rang (c’est assez rare d’étre dans cette
situation...)
Ecrire u,, ~ 400 n’a aucun sens !

Proposition
Si u,, ~ v, alors v, ~ Uy,.
Siu,, ~ v, etv, ~ w, alors u,, ~ w,.

dém. :

Supposons u,, ~ vy,.

On peut écrire a partir d’un certain rang u,, = v,,0,, avec 6,, — 1.

Puisque 6,, — 1, pour n assez grand, on a §,, # 0.

Ainsi 2 partir d’un certain rang, on a v,, = u,0,, avec 0, = 1/6,, — 1 et donc v,, ~ u,.

Supposons u,, ~ v, et v, ~ w,.

A partir d’un certain rang on peut écrire u,, = v,,0,, etv, = 0, w,, avec 6,0, — 1etdonc u, = w,0,0,,
avec 0,0, — 1. Ainsi u,, ~ wy,.

O
Proposition
On a équivalence entre :
(@) un ~ vp;
(il) up, = vy + 0o(vy).
dém. :

(i) = (ii) Supposons u,, ~ v,.

Pour n assez grand, on peut écrire u,, = v, 0, avec 6, — 1.

On a alors u,, = v, + vy, avec &, = 6, — 1 — 0 et donc u,, = v, + o(vy,).
(if) = (i) Supposons u,, = v, + o(vy,).

Pour n assez grand, on peut écrire u,, = vy, + V&, avec €, — 0.

On a alors u,, = v,0, avec 8,, = 1 +¢,, — 1 etdonc u,, ~ v,.

O
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Remarque Ce résultat est essentiel pour obtenit facilement un équivalent & une somme.

Exemple Quand n — +o0,
2" +nl +n'? =nl 4+ o(n!) ~ n!

Inn+2vn+1=2yn+o(v/n) ~2v/n

IR N S BV
2n ' \/n  Inn  Inn °\nn Inn

Exemple Siu,, — ¢ avec ¢ # 0 alors u, = ¢+ o(1) = £+ o({) ~ £.
Cette manipulation ne peut pas se faire dans les cas £ = 0 et £ = +o00.

15.4.4.2 Applications des équivalents

Théoréme
Siu, ~ v, etv, — £ € Roul e C alors u, — /.

dém. :
Pour n assez grand u,, = v, 0, avec 6, — 1 donc u,, — /.
a

Exemple Quand n — +00,n? —n —/n =n?+ o(n?) ~n? = +oc.

Remarque Cette formalisation permet de lever efficacement des indéterminations.

Remarque Inversement :

Supposons u,, — £ et v, — £.

Si ¢ € R* alors u,, ~ v, car u,, ~ £ et v, ~ £.
Sinon, on ne peut rien dire !

Attention : u,, — 0 et v, — 0 n’implique pas u,, ~ v,.
Par exemple u,, = 1/n et v,, = 1/n? définissent des suites de limite nulle non équivalente.

Attention : w,, — +o0 et v, — 400 n’implique pas u,, ~ vy.
Par exemple u,, = n et v, = n? définissent des suites de limite 400 non équivalentes.
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Théoréme
Soient u et v deux suites réelles.
Si u,, ~ v, alors, a partir d’un certain rang, u,, et v,, ont le méme signe.

dém. :
Pour n assez grand u,, = v,,0,, avec 0,, — 1.
Puisque 6,, — 1, pour n assez grand 6,, > 0 et alors u,, et v, ont le méme signe.

O

Exemple Quand n — 400,
1 1 2 1 .
n /n n? /n

donc u,, — 0T.

Proposition

Si u,, ~ v, alors u, = O(vy,) etv, = O(uy,).

dém. :

Supposons u,, ~ vy,.

Pour n assez grand, on peut écrire u,, = v,6,, avec 6, — 1.

Puisque la suite (6,,) est convergente, elle est bornée et donc u,, = O(vy,).
Aussi u,, ~ vy, entraine v,, ~ u, et donc v, = O(uy).

O

Attention : Il n’y a pas de réciproque.
On a par exemple n = O(2n) et 2n = O(n) alors que n et 2n ne sont pas équivalents.

Proposition
Si uy, ~ v, etv, = o(w,) alors u,, = o(wy,).
Si uy, ~ v, et v, = O(wy,) alors u, = O(w,,).
Siu, = o(vy,) et v, ~ w, alors u,, = o(wy,).
Siu, = O(vy,) et v, ~ w, alors u, = O(w,,).

dém. :

Supposons u,, ~ vy, et v, = o(wy,).

On a alors u,, = O(vy,) et v, = o(w,) et donc u, = o(wy,).
Les trois autres implications s’obtiennent de fagcon analogue.
O

Remarque Par les deux dernieres propriétés, il est usuel lors d’expression de négligeabilité ou de
domination de ne comparer qu’a des suites « simples ».
Par exemple, on écrit o(n) au lieu de o(n + 1) carn ~ n + 1.
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15.4.4.3 Obtention d’équivalents

Attention : On ne peut pas sommer avec les équivalents :
Uy, ~ U, D’entralne pas u, + Wy ~ Uy + Wy,
Par exmple n + 1 ~ n — 1 alors que (n + 1) — n n’est pas équivalent a (n — 1) — n.

Remarque Pour déterminer un équivalent a une somme, on écrit celle-ci sous la forme
Up + 0(Up) ~ Up,.

Théoréme
. Un, Un
Siug, ~ v, et w, ~ t, alors u,w, ~ v,t, et — ~ —.
. » v Wn, n
Si uy, ~ vy, alors Vp € Z,ul ~ vb.

dém. :
Suppsons u, ~ v, et wy, ~ t,.
A partir d’un certain rang, on peut écrire u,, = v,0,, et w, = t,0,, avec 0,,,0!, — 1.

0
On a alors alors u,wy, = v,t,(0,0,) et Un _Zn0n ovec 0,0, — let6,/0, — 1.
wy,  ty 0
De plus u? = vP 0P avec 67 — 1.
O

Exemple Déterminons un équivalent simple de

1
u, = (14 E)(n +1nn)?

1 1
D’une part,1 + — ~1lcarl1+ — — 1.
n

n
D’autre part n + lnn = n + o(n) ~ n.
Par opérations multiplicatives
Up ~ N

Exemple Déterminons un équivalent simple de

_Inn+1
n4n
D’une part Inn + 1 ~ Inn car lnn — +oco et 1 est une constante.

D’autre part n + /n ~ ncar n + /n = n + o(n).
Par opérations multiplicatives

Unp,

Inn
Uy ~ ——
n

Théoreme
Soient (u,,) et (v,) deux suites de réels strictement positifs.
Si u,, ~ v, alors
Vo € R, up ~ vy
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dém. :

Pour n assez grand, on peut écrire u,, = v, 0,, avec 6, — 1.
: a _ oo @ o _

Par suite u;, = v, 0y avec 0 — 1¢ = 1.

O

Exemple Déterminons un équivalent simple de

_Vn?+1
= vn3 + 1
n? 41 ~n?donc\/n2+1~Vn2=|n|=nety/n3+1~ndonc
unwﬁzl
n

Attention : Ce résultat ne vaut que pour un exposant « fixe.
En particulier u,, ~ v, n’entraine pas u;, ~ v,,.

Proposition

Si uy, — 0 alors sin uy, ~ uy, et In(1 + uy) ~ Uy,

dém. : ] (1

. . sin n x
On exploite les limites connues let (1+2) 1
0 T z—0 T z—0

Exemple Déterminons un équivalent simple de
tun, =In(n+1) —In(n)

In(n+1) —Inn=In(1+1/n) ~1/ncarl/n — 0.

Exemple Déterminons un équivalent simple de

Up = (n+ 1) sin

n?+1
Pui 1 S0 . 1 1 .
uisque ——— ,on asin ~ uis
d Vvn2+1 Vn2 +1 \/n2+1p
Up ~N X —=1
n

Exemple Déterminons un équivalent de

Up = tan ﬁ — ﬁ
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Ona
1
tan L — sin(1/n) 1
n cos(l/n) n
donc
o)
tan— = —+4+o|( —
n n
puis
1 ( 1 ) 1 1 ( 1 ) 1
Uy = — +0| — - =—to| -] ~=
n n n n n n
Proposition
Soient u et v deux suites de réels strictement positifs.
Si Uy, ~ vy, etv, = Lavecf =0T, ¢ = +ocoul c R™\ {1}
alors Inu,, ~ Inv,,.
dém. :

Pour n assez grand, on peut écrire u,, = v, 0, avec 6, — 1.

On aalors Inu,, = Inv,, +In6,,.OrInf, — Oetlnv, — —oo,In ou +oo.
Dans chaque cas, In6,, = o(Inwv,,) et donc ln u,, ~ lnv,.

O

Exemple Déterminons un équivalent simple de
u, = In(n? + 1)
Puisque n?+1~n?— +oo #1,ona

U, = In(n® 4+ 1) ~Inn? =2Inn

Exemple Déterminons un équivalent simple de u,, = In(sin(1/n)).
Puisque sin(1/n) ~1/n - 0 # 1, u, ~ In(1/n) = —Ilnn.

Attention : u,, ~ v, etv, — 1 n’implique par In u,, ~ Inv,,.

Par exemple 1 + — ~ 1 — — alors que
n n
1 1 1 1
ln<1+> ~ —et ln(1—> ~——
n n n n

Remarque Si u,, — 1, pour déterminer un équivalent simple de ln u,,, il suffit d’écrire u,, = 1 + v,
puis d’exploiter In(1 + v,,) ~ v, car v,, — 0.
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