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Avant-propos

La réussite en prépa nécessite une acquisition solide des connaissances
et une capacité a les mettre en réseau; elle exige par ailleurs d’en avoir une
vision claire et de savoir les mobiliser rapidement. Les ouvrages de la collec-
tion Prépas Sciences Maths, Physique-Chimie et Sciences industrielles de
[’ingénieur (SII), répondent au premier besoin. Ce formulaire vous permettra
de satisfaire a la deuxiéme exigence.

C’est en effet un mémento synthétisant le cours de maniére claire et
concise : définitions, lois, théorémes, propriétés et schémas a connaitre. Les
formules principales sont mises en valeur par un encadrement sur une trame
grisée. L'ouvrage couvre les deux années et permet de les visualiser en un
clin d’ceil.

Aucune démonstration n’est faite, aucun exemple n’est proposé, car I'unique
objectif est de retrouver le plus vite possible la définition ou la propriété
cherchée.

Ce formulaire est structuré en deux grandes parties correspondant aux
programmes respectifs des deux années. Dans chacune d’elles, vous trou-
verez successivement les mathématiques, la physique-chimie, les sciences
industrielles de I'ingénieur (SII). Les notions sont présentées par themes dans
l’ordre approximatif du programme, pour faciliter la recherche.

Un index trés précis en fin d’ouvrage permettent de trouver rapidement
et sans hésitation la notion cherchée. Ainsi, ce formulaire sera le compagnon
idéal pour la préparation des colles, la résolution des exercices et des problémes
mais surtout pour accompagner les révisions avant les concours.

Bertrand Hauchecorne
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Guelques-uns ont donné le nom de mathématiques
a la magie parce que par le moyen des mathématiques,
on fait des choses si surprenantes
que le peuple croit qu'il y a magie.

Antoine Furetiére



Raisonnement

Ra.sahneﬁabﬁta&%ca-

bulaimeasdihidies

Logique

Assertions

Une assertion mathématique est une application d’un ensemble de variables,
a valeurs dans ’ensemble a deux éléments {V,F'}. Une assertion P : E —
{V, F'} est aussi appelée une propriété des éléments de F.

Connecteurs logiques élémentaires

La négation, la disjonction, la conjonction, I’'implication et I’équivalence de
deux assertions sont définies par leurs tables de vérité :

PlQ||nomP|PouQ |PetQ | P=Q|P < Q
V9V F Vv Vv Vv Vv
V| F F |4 F F F
F |V Vv 1% F % F
F | F \%4 F F \%4 %4

Propriétés des connecteurs logiques élémentaires

P, @ et R trois assertions. La
e Pou@) <—= QoulP conjonction et la disjonction
e Pet@ < QetP sont commutatives.

e (PouQ)ouR Pou(QouR) La conjonction et la disjonc-
o (PetQ)etR <« Pet(QetR) tion sont associatives.

La conjonction et la disjonc-
e Pet (QouR) < (PetQ)ou(PetR) tion sont distributives 1'une
e Pou(QetR) <= (PouR)et(PouR) surl autre.

Mathématiques



e P < non(nonP) L .\ .

es deux derniéres assertions
e non(P ou Q) <= (non P et non Q sont les lois de Morgan.
e non(P et Q) <= (non P ounon Q

Quantificateurs

Les propriétés d’un ensemble E sont de I’un des deux types suivants :

o Existentiel : il existe un élément de E vérifiant P. On note 3x € E P(z).
e Universel : tous les éléments de E vérifient P. On noteVx € E P(x).
S’il existe un unique élément de E vérifiant P, on note 3! x € E, P(x).

Reéegles de calcul pour les quantificateurs

o non(Ela: eE; P( )) = (Vm € E, non P(x))
e non (Vac ek, P(ac)) = (EI:U € E; non P(:v))
e Vx € E, Vy€eF, Pla,y) < Vye F,Vx € E,P(x,y)
e dJrecFE, JyeF, Plv,y) <= Jyec F, Ix € £ ,P(z,y)
Stratégies pour une implication

T

ﬂ : fj = 1652) 0 Ces équivalences sont utiles
: n%?an :>mqéon p pour démontrer P = @ par
o non [ D ot non Q} ' contraposée, ou par 1’absurde.

Théoréeme de récurrence simple

Soit P une propriété des éléments de N, et ng € N.

P(ng) est vraie

vn = ng, P(n) < { (Vn = no), (P(n) = P(n+1))

Théoréme de récurrence double

P(ng) et P(np + 1) sont vraies

Vn =2 ng, P(n) < { (Vn = ng), (P(n) et P(n+1) = P(n+2))

Théoreme de récurrence forte

P(no) est vraie

Vn = ng, P(n) < { (Vn > no), ('P(no) et --- et ’P(n)) = P(n+1)

Ensembles
Parties d'un ensemble

E un ensemble, A, B, C des parties de E. On dit que
o A estinclus dans B (A C B) si tout élément de A appartient a B.
e A et Bsont égaux (A = B), lorsque A C Bet B C A.



Opérations élémentaires sur les parties

AUB ={z € E| x € Aou x € B} estlaréunion de A et B.

e ANB={x € E|z € Aetxc B} est!intersection de A et B.
CeA={xzc E|x¢ A}, estle complémentaire de A dans E.
A\B={z € E|z € Aetx ¢ B} estla différence de A et B.
Propriétés des opérations élémentaires
e L’intersection est distributive sur la réunion : AN(BUC') = (ANB)U(ANC).
e Laréunion est distributive sur I’intersection : AU(BNC) = (AUB)N(AUC).

e Cg(AuB)=(CeA)n(CEB) Lois de Morgan
° EE(AﬁB) = (EEA) U (BEB)
Fonction indicatrice d'une partie

Pour tout z € F, on note

_J1size A 14: E — {0,1} est la fonc-
14(@) _{ OSing : tion indicatrice de A
e 1,np=141p e l,up=14+1p—-141p

Produit cartésien de deux ensembles

Soit E, F deux ensembles, le produit cartésien de E et F est [’ensemble défini
par Ex F = {(z,y); «* € E,y € F}. L’égalité de deux couples (x,y) et
/

(z',y') est définie par (z,y) = (2’ ,9/) — { Zi g/
Applications

Application injective, surjective

Une application f : E — F est dite :

e injective si (V(x,x/) e b x E), (f(a:) = f(@') =2 = x/);

e surjective si (Vy € F), (3z € E); y= f(x).

Composée d'applications et injectivité, surjectivité

Soit f : E — F, g : F — G deux applications.
e f et g injectives = g o f injective. e go f injective = f injective.

e f et g surjectives = g o f surjective. e go f surjective = g surjective.

Mathématiques



Application bijective

Une application f : E — F est dite bijective si elle est a la fois injective et
surjective, i.e. Vy € F), (Alz € E); y= f(x).

Application réciproque d'une bijection

Soit f : E — F une bijection. On définit une application = : F — E, appe-
lée application réciproque de f, par

V(x,y)eEva{ ‘Zi?l(y) ‘:*{ Zji?(m)

e . ) fog=1idp Encecas, g = f 'est I’ap-
f bijective Sg e = 18 go f =idgp plication réciproque de f.

Composée de bijections
Soit f : B — F etg : ' — G deux applications.

f et g bijectives = g o f bijective et (gof) t=f"log™?
Image directe et image réciproque d'une partie

Soit f : E — F une application, A C E, B C F.
e L’image directe de A par f est le sous-ensemble de F' défini par
f(A)={f(z); ze A} ={ye F |3z e Ay = f(z)}.
e L’image réciproque de B par f est le sous-ensemble de E défini par
—1
f (B)={z e E|[(z) € B}.

Relations

Une relation binaire R sur un ensemble E est une propriété vraie pour certains
couples (x,y) de E et fausse pour les autres. Lorsque le couple (x,y) vérifie la
relation R, on note x'Ry.

Soit R une relation binaire sur un ensemble FE. On dit que :
e R est réflexive si, pour tout x € E, xRx;
R est symétrique si, pour tous v,y € E, tRy = yRx;

R est transitive si, pour tous x,y,z € F, xRy et YRz = xRz,

R est antisymétrique si, pour tous x,y € E, xRy et yRr = = = y.

On appelle relation d’équivalence sur un ensemble toute relation binaire ré-
flexive, symétrique et transitive.

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E et x un élément de E.
On appelle classe d’équivalence de x pour la relation R et on note Cl(x) le

sous-ensemble de E constitués des éléments en relation avec x. Autrement dit,
Cl(z) ={y € E, yRz}.

On appelle relation d’ordre sur un ensemble toute relation binaire réflexive,
antisymétrique et transitive.
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Compléments de calcul algébrique

Sommes et produits finis

Soit (x ,)ren une suite de nombres réels et n € N un entier naturel. On note

n

Sv = xotzi+oF+xTn= >, xp= >, x la somme des xy
k=0 0<k<n
n

P, = xoxz1X--Xzn= ][] xr= [T xx le produit des xj.
k=0 ke{0,...,n}

Les propriétés d’associativité, commutativité et distributivité de la multiplica-
tion sur 1’addition se généralisent aux sommes et produits finis.

n - .
Somme télescopique

Z [@kt1 —ak | = any1 —ag (ar)gen une suite de réels.
k=0

La somme des n premiers (resp. carrés, cubes d’) entiers est donnée par :

n+1 2 _ n(n+1)2n+1) n“(n +1)
*D k= DL : D
k=1 k=1 k=1
Coefficients binomiaux
Le produit des n premiers entiers est la factorielle de n. On note n! = [] k.

On convient que 0! = 1.



Coefficients du bindme

n! . :
(7;): —— si 0 < p< net0sinon. ot (n,p) € 72.

pl(n —p)!

Les coefficients du bindme sont des entiers naturels qui vérifient les propriétés
suvantes :

B =1 () =n (=05 G =)+ () > @ =2

Formule du binome de Newton

(a+b)" Z (a,b) e C%etn € N.

Identité géométrique

n Avec b = 1, on obtient la
(a — b) x ok ek somme des/premi_ers termes
de la suite géométrique de rai-

k=0 son a.

Systemes d'équations linéaires

an—l—l bn—l—l

L’ensemble S des solutions d’un systeme de n équations linéaires a p inconnues

(S) ne change pas si I’on effectue sur les lignes les opérations élémentaires
suivantes :

e ¢changer I’ordre des lignes L; et L, (L; <+ Lj),
e multiplier la ligne L; par une constante non nulle \; € K*, (L; < \; L;),
e ajouter alaligne I; un multiple d’une autre L; (2 # j), (L <= L; + X\j Lj).

Trigonométrie circulaire

Le cercle trigonométrique

T = ((ﬁ, O—]\>4) [27]
e cos(z) = OH, sin(z) = OK
sin(x)

e tan(z) = T

= AT

Valeurs remarquables
x 0| w/6 /4 w/3 | w/2
sin(z) | 0] 1/2 [v2/2]v3/2] 1
cos(z) | 1| v3/2|V2/2] 1/2 0
tan(z) | 0 | 1//3 1 V3

Formules fondamentales de trigonométrie circulaire

1

cos?(x) +sin?(z) =1 et 1 + tan®(z) = oZ(2)



Propriétés de symétrie

os(2m +x ) = cos(x) @ cos(m+ x) = —cos(z) e cos(m/2 +x (
o s( x) =cos(x) e cos(m—x)= —cos(z) e cos(w/2 —x) = sin(a:)
o n(2 + ) sin(x) e sin(m + x) = —sin(z) e sin(w/2 + ) = cos(z)
in(—z) = —sin(xz) e sin(r —z) =sin(z) e sin( ) )

|

=

&
Mathématiques

Formules d'addition

e cos(a+ b) = cosacosb—sinasinb e cos(a—b) = cosacosb+sinasinb
e sin(a +b) =sinacosb+ cosasinb e sin(a—b) =sinacosb—cosasinb
tana + tanb tana —tanb

t —b) =
1 —tanatanb * tan(a ) 1+ tanatanb

Formules de duplication

e tan(a +b) =

2

e cos(2a) = cos? a —sin® a = 1 — 2sin%a = 2cos?a — 1
2t

e sin(2a) = 2sinacosa e tan(2a) = LC;

1—tan“a

Formules de linéarisation

o cosacosb =3 [cos(a+b) + cos(a — b)] e cos’a = 3[1+ cos(2a)]
e sinasinb = -% [cos(a —b) —cos(a + b)} e sin’ a = —% [1 - cos(2a)}
e sinacosb = —% [ sin(a + b) + sin(a — b)}

Formules de factorisation

_ — + _ . p—q . Dt
e cosp + cosq=2cos P57 cosP5L e cosp — cosq = —2sin P59 sin B

e sinp + sin ¢ = 2 cos 5% sin L;q e sinp —sing = 2cos L+2q-sin o
Nombres complexes
Notation algébrique des nombres complexes

x = Re (z) est la partie réelle
Vz e C I(x,y) € R?, 2=+ 1y y = Jm (z) est la partie ima-
ginaire de z.

/ / -
Rez = NRe 2 z,z sont deux nombres com

/
z2 =2z < = ~
{ TJmz = Jmz’ plexes.

e Le nombre complexe Z = x — iy est le conjugué de -.
o Le nombre réel positif |z| =+/2z2 = /22 + y? est le module de z.



Nombres complexes de module 1

i0 .. 0 € R, ' est 'exponentielle
e’ = cos(f) +isin(0) imaginaire (pure) d’angle 6.

e Pour tout nombre complexe z de module 1, il existe 6 € R tel que z = ¢/

0 6’

e Pour tout couple (6,0 ) € R? deréels, e’ = ¢ «— 0=6 [2n]

Reégle de calcul pour I'exponentielle imaginaire
5 / o N/ 2
Qi(0+0") _ i0 i 0,0") eR

Formules d'Euler et de Moivre

6

e cosf = ‘# e sinf = @E—fe Formules d'Euler
o (¢9)" =em? Formules de Moivre
e (cosf + isinf)™ = cos(nb) + i sinn(0)
Pourtout € R,onal + ¢ — 2cos % eig etl — ef = —2ising eig.
o &P + e = 2cos (%) 3 Egg(t;ggsearfé%qlege somme

; ; .. _ ;Pta
o P — "% = 2isin (27(1) et 2

Notation exponentielle d'un complexe non nul

; Forme exponentielle du
0
vz € CY, 3(p,0) e RT* xR, z = pe’ nombre complexe non nul z.

Si z € C s’écrit z = pe alors p est le module de z et 0 est appelé un
argument de z. On note arg (z) un argument quelconque de z.

! |Z|:|Z/| / * *
z2=2z <+— { 5 (=) = e (2 [ (2,2) e C*xC

Exponentielle d'un complexe quelconque

Soit z = x + 1y un complexe présenté en notation algébrique. On définit
e* =" = "¢V = e (cos(y) + isin(y)).
’ ’ / 2
e x e =T (2,2) €C

Racines n-iemes du nombre complexe 1

wn est I’exponentielle imagi-

. i 2m 2
Soitn € N,n > 2. Onnote w, =¢e' . naire d’angle —7T.
n
Un= {wﬁ; kelZ} = U, estI’ensemble des racines
{1,wn, W?u - ,wﬁ_l} n-iemes de 1’unité.

10



§ : La somme des racines n-

2
1+wn +wy+-- +wy iemes de I’unité est nulle.

k=0

Racines n-iemes d'un complexe

L’ensemble des n racines n-iemes de a € C" est :

Mathématiques

7 = {Cowk: ke Z} {Co, Cown, Coway--ny Qwn '}
argat2n M
= { \/ |a \/ 6 n \/ ’a| = }

N . . [N ﬂg_
ou (g est une solution particuliere de z™ = a, par exemple (g = 1/ |al €’

Equations polynomiales de degré 2

bis (a,b,c) € C*x CxC,§
_ est I’une des racines carrées
2a (complexes) de A = b2 — 4ac.

az2—|-bz—|-c:() < z =

Systéme somme-produit

Soit (0, p) € C2. Alors le couple (21, z2) est solution du systéme { ZleJ;( 2= g

si et seulement si z1 et zo sont les solutions de I’équation 2 —oz+ p=0.
Interprétation géométrique des nombres complexes______

Soit R = (O, ¢, &) un repere orthonormé direct.

e Au point M({j) , , on associe son affixe, le nombre complexe z = x + iy.

o A z = x+ iy, on associe son image dans le plan, le point M @) r

e [ application z — z + u correspond a la translation du vecteur d’affixe w.

e L’application z — Z correspond a la réflexion par rapport a 1’axe des abs-
cisses.
e [ application z — az + b, avec a # 1 correspond a la similitude directe de

centre {2 d’affixe w = %, de rapport |a| et d’angle arg (a).

Généralités sur les fonctions numériques

Symeétries

Soit I un intervalle symétrique par rapporta Oet f : I — R. On dit que f est
e paire lorsque pour tout x € I, f(—x) = f(x);
e impaire lorsque pour tout x € I, f(—x) = —f(x).

SoitT € R™* une fonction f : I — R est dite périodique de période T lorsque
pourtoutr e Rox +T €1l et f(x+T) = f(x).

M



Fonctions majorées, minorées, bornées

Soit f : I — R une fonction a valeurs réelles. On dit que f est
e majorée lorsqu’il existe M € R tel que f < M ;

e minorée lorsqu’il existe m € R tel que f > m;

e bornée lorsque [ est majorée et minorée.

Fonctions monotones

Soit f : I — R une fonction réelle. On dit que f est

m croissante sur I si¥(x1,z2) € I, 21 < 22 = f(z 1) < f(z2);

m décroissante sur I si¥(zy,x2) € I, v1 < @3 = f(x) = f(x2);

m strictement croissante sur I siV(x1,x2) € 12, T <x2= f(zr1) < f(z2);

m strictement décroissante sur I si¥(x1,x2) € 12, 13 >x0 = f(x1)> f(x2).

Une fonction est dite monotone si elle est croissante ou décroissante sur 1. Elle
est dite strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement
décroissante sur 1.

Dérivée d'une fonction a valeurs réelles

La fonction f : I — R estdérivable en a € I si h_I)Il —f(l“zz : g(a)

existe et est
finie. En ce cas, on note f'(a) ce réel.

Soit f : I — R une fonction définie sur un intevalle de R, a valeurs dans R.

e On dit que f est dérivable dans I si elle est dérivable en tout point de I. On
note f' : I — R sa fonction dérivée.

e On dit que f est de classe Cl dans I si de plus ' : I — R est continue.
Fonction a valeurs complexes

Soit f : I — C une fonction définie sur un intervalle / de R a valeurs dans C.
Pour tout réelz € I, f(x) s’écrit de maniere unique sous la forme

f(x) = u(x) + v (x),
ou u et v sont deux fonctions réelles définies sur 1.

Les fonctions u et v sont appelées parties réelle et imaginaire de f. On note
u="%NRe fetv=Tmf.

Dérivée d'une fonction a valeurs complexes
Une fonction f : I — C est dite dérivable au point o € I si ses parties réelles

et imaginaires u et v le sont. En ce cas f'(a) = u'(a) + iV (a) est appelé le
nombre  dérivée de f en a.

1. Complexe.

12



Une fonction f : I — C est dite dérivable dans I (resp. de classe C' sur I) si
ses parties réelles et imaginaires u et v le sont.

Soit aw € CY(I,R), f : I — C est définie par z — e®(®).

Ve el, fl(z) =d (x)ea(f”) f est de classe C! dans 1.

Lien entre intégrales et primitives

Pour la commodité du lecteur, ce chapitre est regroupé avec les autres chapitres
d’intégration, p.63.

Fonctions usuelles : définitions et propriétés

Fonctions logarithmes

In est I'unique primitive de x -;— sur R™ s’annulant en 1.
In est donc dérivable et pour tout z € R"*, on a donc In'(z) = l Pour tout
x
couple (z,y) € RT* x R,
In(z x y) = In(z) + In(y) Régle de calcul

Soit a €]0, 1[U]1,+o0|, on appelle logarithme de base a la fonction log,, :
R** — R définie pour tout = € R™* parlog, (x) = In(x)/In(a).

Fonctions exponentielles

La fonction In est une bijection strictement croissante de R** sur R. Son ap-
plication réciproque, notée exp est appelée fonction exponentielle. 1l s’agit

donc d’une bijection strictement croissante de R sur RT*. Elle vérifie pour
tout couple (x,y) de réels :

zeR ety=exp(z) < ye R et © = In(y)

La fonction exp est dérivable et pour tout = € R, (exp) (z) = exp(z). Pour
tout couple (z,y) € R,

exp(z + y) = exp(z) x exp(y) Régle de calcul

Soit a €]0, 1{U]1, +o0], on appelle exponentielle de base a la fonction exp,, :

R — R"™* réciproque delog, . Pour tout (z,y) € RxR"* onay = exp (v) «==

x = log, (y).
Fonctions puissances

Soit a € R, on appelle puissance d’exposant o la fonction p, : R™* — RT*
définie pour tout x > 0, par po(x) = z° = exp(alnz).

13

Mathématiques



po est dérivable sur R™ et Ve € R, g, (z) = az®~ L. Pour tous (z,y) €
RT* x RT™ et (a, 8) € R?

eln(z®) =aln(z) ez*xa’=2"" Regles de calcul
o1 xy* =(z x y)a o (gco‘)ﬁ:a:ax’g

Pour tout x € R, ona e” = exp(z). De méme, sia €]0, 1[U]1, +oo[, exp,(z) =
exp(zlna) = a”.

Fonctions hyperboliques

Les fonctions cosinus, sinus et tangente hyperboliques sont définies sur R par :
e+e " e’ —e " sh(z) & —e”
¢ ch(@)=——— eshle)=—F— e th(x) =75 = Zc=

On a les relations €* = ch (z) + sh (z), e~ % = ch(z) — sh (z).

e ch : R — R est paire, dérivable et Vz, ch’ (z) = sh ().
e sh : R — R est impaire, dérivable et Vz, sh’ (z) = ch (z).

1
ch? (z)

e th : R — R est impaire, dérivable et Vz, th' (z) = —1—th %().

Trigonométrie hyperbolique
Pour tout réel = € R,

1 Relations fondamentales
ch®(z) —sh*(@) = 1 et 1 — th*(z) = —5— de trigo hyperbolique
ch?(x)
Les formules de trigonométrie hyperbolique se déduisent des formules de tri-
gonométrie circulaire en changeant les signes des produits de deux sinus.

Fonctions circulaires

e cos est 2m-périodique, paire, dérivable sur R etVz € R, cos’(z) = — sin(z).
e sin est 27-périodique, impaire, dérivable sur R et V € R, sin’ (z) = cos(z).
e tan est m-périodique, impaire dérivable sur Dian = R\ {§ + km; k € Z} et

V& € Dian, tan’ (z) = 1 4 tan?(z) =

cos?(z) "

Trigonométrie circulaire

Pour tout réel z € R,

1 Relations . fondamentales
de trigo circulaire

2 s 2 _ 2 _
cos” (z)+sin“(x) =1 et 14+tan” (z) = o ()

Les formules de trigonométrie circulaire sont rappelées a la page 8.
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Fonctions circulaires réciproques

e La fonction restreinte siny : [—m/2;7/2] — [—1;1] est une bijection stric-
tement croissante et continue. Son application réciproque Arcsin : [—1;1] —
[—7/2; 7 /2] vérifie, pour tout couple (z,t) de réels

t€[—m/2;m/2] et x =sin(t) <= x € [-1,1] et t = Arcsin (z)

La fonction Arcsin est strictement croissante et impaire. Elle est continue sur

. : 1
[—1,1] et dérivable dans | — 1,1[, et Vz €] — 1,1[, Arcsin’(z) = ———.
V'1— a2
e La fonction restreinte cos| : [0;7] — [—1;1] est une bijection strictement
décroissante et continue. Son application réciproque Arccos : [—1; 1] — [0; 7]

vérifie pour tout couple (x,t) de réels

t €[0,7] et x = cos(t) <= x € [—1,1] et t = Arccos ()

La fonction Arccos est strictement décroissante. Elle est continue sur [—1, 1],

. 1
dérivable dans] — 1,1[ et Vo €] — 1,1[, Arccos’(z) = — ——.
V1— 2
Vo € [-1,1], Arcsin (z) + Arccos (z) = 721
e La fonction restreinte tan, : | — w/2; m/2[— R est une bijection strictement

croissante et continue. Son application réciproque Arctan : R —] — 7 /2;7 /2|
vérifie pour tout couple (x,t) de réels

t €]l —mn/2,7/2[ et x =tan(t) <= z € R et t = Arctan (z).
La fonction Arctan est strictement croissante et impaire. Elle est dérivable sur

1
/
RetVr € R, Arctan ' (z) = T+

o Vz € R, Arctan(z) + Arctan (1/z) = 7 /2.
e Vz € R™* Arctan(z) + Arctan (1/z) = —7/2.

Nous devons plutét nous fier
au calcul algébrique qua notre jugement.

Leonhard Euler

15
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Fonctions usuelles : graphes

Fonctions In, exp et puissances

Fonctions logarithmes et exponentielles de base a

y=a
a>1

y = log, (x)
0<a<l1 32 -1 o 1 2 3

Fonctions hyperboliques directes

3.
2.
) y = th (z)
1
R |
" -3 -2 -1 1 2 3
-2 -1 /b 1 2 t
y =sh(z)/—1 —2
-9 —34+

16



Fonctions circulaires directes

Mathématiques

4
3
2
y = cos(x) y = sin(x)
0 A
By 0 1 2/ 4
—1
-2
-3
—4
Fonctions Arccos et Arcsin
4 = Arcsinyz
y = Arccos (x Y (=)
1
\% y = sin(z)
1 A 0 A
m 0 m
+ + 0 1 + + + 9 9
5 ~1 0 1 \?\3 ) 2 2
1 y = cos|(x) -1
-2
Fonction Tan et Arctan
3
y = fan| (x)
2
1
. y = Arctan ()
372 1/ 1 2 3
—1
-2
-3
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Primitives et équations différentielles linéaires

Equations différentielles linéaires d'ordre n

Soit ag, aq,...,an,b: I — K des fonctions continues sur un intervalle I de R.
On considére les équations différentielles linéaires (EDL) :
(En) o™ +an_1®)y "D+ ta ()Y +ao(t)y = b(t)
(Hn) y(n) —i—an_l(t)y(”_l) 4ot a ()Y +agt)y = 0

Principe de superposition

Soit f1, fo : I — K. On suppose que :
e /1 estsolution de y(™ + ap_1 )y ™Y + - +ag(t)y = by (),
e f» estsolution de y(™ + ap_1(Oy ™Y + - +ag(t)y = ba (),

alors f +f2 estsolution de y™4a,,_1(£)y ™ V4 dag(t)y = by (£)+ba(t).

Les solutions de (E1,) sont les fonctions de la forme f = fy + h, ou fy est une
solution particuliere de (E,, ) et h est une solution quelconque de (Hy,).

EDL d'ordre 1 coefficient continu
Soit a,b : I — K continues sur /. On note

e A: I — Kune primitive de a.
e c: I — Kune primitive de ¢ — b(t)eA(t) sur I.
Onrésout (E1) of +a(t)y = b(t) et (H1) y' + a(t)y = 0.

Les solutions de (H; ) sont les fonctions défi- Résolution de ['équation

nies sur [ par h(t) = Ce —4® ouCeK. homogene
La fonction fy : I — K définie sur I par Méthode de la variation
fot) = c(t)e_A(t) est solution de (E). de la constante

est l'unique solution du
Si (to,w) € I x K, la fonction définie par probléme de Cauchy

t /
£t) = [yoett + / () A du] A [ +olly = b0

EDL d'ordre 2 a coefficients constants

Soit (a,b) € K etc : I — Kcontinue. On note (EC) r*+ar+b = 01’équation
caractéristique associée a (E2) vy’ +ay’ +by = c(t) et (Ha) v’ +ay’ +by = 0.
On résout (H2) en distinguant deux cas (K = C,ou K =R):

Soit (a,b) € C2. On note A le discriminant de (EC). Les solutions a valeurs
complexes de (H>) sont les fonctions définies sur I par

o si A#£0, h(t) = Cre"t + Cae™2t, o (C1,Ca) € C?;
e siA=0,h(t) = (C1 + Cat)e™, ot (C1,C2) € C?;

18



en notant (71 , ) ou rg, les racines distinctes ou confondues de (EC).

Soit (a,b) € R%. On note A le discriminant de (EC). Les solutions a valeurs
réelles de (F> ) sont les fonctions définies sur I par

e si A>0,h(t) = Cre™t + Cqe™2t ou (C1,C2) € R?;

e si A =0,h(t) = (C + Cat)e™ o1 (C1,Cy) € R?;

e si A<O0, h(t)=¢" [Cl cos(wt) + Ca sin(wt)} oll (C1,Co) € R?;

en notant respectivement(r 1, 72 ) les racines réelles distinctes, rq la racine réelle
double, r + iw les racines complexes et conjuguées de (EC).

En ce qui concerne I’équation compleéte (E» ), elle admet toujours des solutions.
On trouve une solution particuliére en imitant le second membre c :

e sic(t) = Bn(t), (E2) a une solution de la forme @ (t) lorsque b # 0, de la
forme t Qp(t) sia# 0etb =0, de la forme ¢ %Q,, (t) sinon;

o sic(t) = Bn(t)e™, (E3) a une solution de la forme Qum(t) e si o n’est
pas racine de (EC), de la forme t Qm(t) e*! si « est racine simple de (EC) et
de 1a forme 2 Qum (t) €** sinon;

e sic(t) = By (t) cos(wt) ou ¢(t) = Ppy(t) sin(wt), une solution a valeurs
réelles de (F») est obtenue en prenant la partie réelle (ou imaginaire) d’une
solution de (Eg) y” + ay’ + by = Pm(t) et ;

en notant ici P, (t) et Q m(t) désignent des polyndmes de degré m.

Le probleme de Cauchy d'ordre 2 (a,b) € K2, ¢ : I — K une

(S) y' +ay’+ by = c(t) ) fonction continue, t7 € I et
y(to) = yo et ¢ (to) = yg (yo, yh ) € K2
possede une unique solution.

Les mathématiques ne sont pas
une moindre immensité que la mer.

Victor Hugo
4
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Fonction

«@
T

avec o # —1

S R

—

n(z)
cos(x)
sin(x)

tan(x)

Oy

Primitives

xa—i—l

C
a—+1 T

In(|z]) + C
zln(x) —x+C
sin(x) + C
—cos(z) + C
—In(| cosz|) + C
e+ C
sh(z)+C
ch(z)+C
In(chz) 4+ C
Arctan (z) + C

1~|—:1:’_|_C
1—=2

1
5111

Arcsin (z) +C

In(|z + Va2 —-1|) +C

Primitives des fonctions usuelles

In(z ++v1+22) 4+ C
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Intervalle de validité

ICRsiaeN

ICR™oul cR *sia e Z™
ICR™siaeR\Z

ICR™oulcCcR™*
I C R

ICR

ICR

I C Dian

ICR

ICR

ICR

IcR

ICR

I C R\ {£1}
Icl—-1,1]

I C]—o0,—1] ou I C]1,+o0|

ICR



Analysgnliyse 1

Nombres réels et suites numériques

Mathématiques

R est un ensemble totalement ordonné

La relation < vérifie les propriétés suivantes :

e réflexivité : Vz c R, 2 < z

e antisymétrie: V(z,y) € R?, (s <yety<z)=z=1y
Syety<z) = (z<2).

On dit que < est une relation d’ordre dans R. De plus, cet ordre est total car

e transitivité : V(z,y, 2) € R3, (z

e ordre total : V(z,y) € R%, (z < youy < x).
On note x < y la relation x < y et x # y.

Soit (z,y) ERQtelqueac <yalorsVt e R,z +t<y—+tetVte R 2zt <
Yyt

o V(z,y) € Rz, Iz + y| < |z| + |y Inégalités triangulaires
o V(z,y) € R?, |z —y| >|lz| —|yl|

Parties majorées, minorées, bornées

Soit A C Retx € R. On dit que :
e x est un majorant de A siVa € A,a < x;
e 1 est un minorant de A siVa € A,a > x;

e 1z est le plus grand élément de A(max(A)) s’il est élément et majorant de
A;

o 1 est le plus petit élément de A (min(A)) s’il est élément et minorant de A.

e A est majorée si elle a un majorant : AM € R, Va € A,a < M.

o A est minorée si elle a un minorant : I3m € R,;Va € A,a > m.

o A est bornée si elle est minorée et majorée : AM € R, Va € A, |a| < M.
On note Maj (A) et Min (A) les ensembles de majorants et de minorants de A.
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Bornes supérieure, inférieure

o S’il existe, le plus petit majorant de A est appelé la borne supérieure de A.
o S’il existe, le plus grand minorant de A est appelé la borne inférieure de A.
Si ces bornes existent, on note sup A = min Maj (A) et inf A = max Min (A).

Soit A C R une partie non vide. e
. ] L Propriétés des bornes su-

e A a une borne supérieure si A est majorée. périeure et inférieure

e A aune borne inférieure si A est minorée.

Soit A C R une partie non vide et majorée de R, o € R.

VYa € A, a=a Caractérisation de Ia

o =sup A < :
p Ve 0, Jnedl, a—ae oo borne supérieure
Soit A C R une partie non vide et minorée de R, o € R.

Va € A, a<a Caractérisation de |la

a =inf A < Ve>0, Juc A, a<a <ote borne inférieure

Conséquences de la propriété de la borne supérieure

Une partie C de R est dite convexe si ¥(a, b) € R, (a,b) € c? = [a,b] C C.
Les parties convexes de R sont les intervalles.

Ve >0,Va €R,In €N, ne > a Propriété d'Archimede

Soit z € R. Il existe un unique entier relatif  pgetie entiere d'un réel
n € Ztelquen < x <n+1,onlenote |z].

Soit (z,y) € R? tel que = < v.

e IrecQ, z<r<y. cl:i)en$ité des r'is\tionnels et
e I eR\Q, z<&<y. es irrationnels

Suites réelles et ordre

Une suite de réels est une application v : N — R. L’image de n est notée plutot
un, . L’ensemble des suites de réels est noté RY,

e u est croissante si Vn € N, up, < Un41.

e u est strictement croissante si Vn € N up < Up41.

e w est décroissante (resp. strictement décroissante) si —u est croissante (resp.
strictement croissante).

e u est minorée, majorée ou bornée si I’ensemble A = {uy,,, n € N} lest.

e Si u est majorée (resp. minorée), on note sup u, = sup{un, n € N}, resp.
infu,, = inf{u,, n € N}
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Limites de suites de réels

Soit w € RY une suite de nombres réels et ¢ € R. On dit que
e u converge vers { si¥e > 0,3ng € N,Vn e N, (n > ng = |un — <s)

)

o udivergevers +oo siVA €R,3ng e N,Vn €N, (n > ng = (un > A

Mathématiques

)
)

e u diverge vers —oo siVA € R,dng € N,Vn € N, ( > ng = (un A)
On note ces relations lim unp =¥¢ lim w, = +ocoou lim wu, = —oc.
n—-+4oo n—-+oo n—-4oo
En outre, on note lim wun = 0" si lim un, = 0 et un est strictement posi-
n—-+oo n—-+oo

tif & partir d’un certain rang. Onnote R = R U {+o0}. Soit (¢, ¢') € R?.

ou, —— /¢

cu Ty | == 0 Unicité de la limite
" n—oo

Compatibilité limites et inégalités

u € RN est dite convergente si elle converge vers un réel et divergente sinon.
Soit u et v deux suites de réels convergentes.

e Si limuy < limwv, alors il existe ng € N tel que Vn > no, un < vn.

e S’il existe ng € N tel que Vn > ng, up, < vy alors limw, < limwvy,.

En particulier, toute suite convergente est bornée.
Opérations sur les limites

Soitu,v € RN tellesque lim wun=/¢€c Ret lim v, =¢ € RetX e R".

n—-+o0o n—+00
o lim |up| = o lim wupxvn=40x{
n—4oo n—-+oo
° n_l)I_Ii_loo)\ Un = AL o Sil+#0, alorsn_liinool/un 1/¢
o lim wup+uvn=0+70 e Si/=0",alors lim 1/un = +oo
n—+oo n—-+oo

pourvu que les opérations ci-dessus soient bien définies dans RR.

0 oo L indé iné
00 — 00, 0 X oo, 0 = ne sont pas définies. Formes indéterminées
00

Limites des suites extraites

Soit u,v deux suites de réels. On dit que v = (vn)neN €St une suite extraite
de la suite uw = (un)nen §’il existe une application ¢ : N — N strictement
croissante telle queN¥n € N, vy = uy(p).

Siwu a pour limite ¢ € R, alors toute suite extraite de u a pour limite /.
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Existence de limite par comparaison, encadrement

Soit u, v, w des suites de réels, £ un réel.

. lim Un = O .
Si { n—o4c alors v converge et lim wv, = 0.
Vn € N, |Un| < |’Lbn| n—-+oo
Si { n—+oo n——+o00 alors v converge et lim v, = /.
VneN, upn <vnp < wn n——+o0o
) lim wun = 400 ) )
Si ¢ n—+oo alors v diverge et lim v, = 4o0.
Vn € N, vn = up n—+o00

Théoréeme de la limite monotone

Soit (uy, ) € RY une suite monotone. Alors

Lorsque u» n’est pas mono-

u est convergente <> u est bornée. tone, I'implication = sub-
siste.

e Soit u une suite croissante de nombres réels.
» Si u est majorée, alors u est convergente et lim u, = sup,, un.

» Si wun’est pas majorée alors u est divergente vers +oo : limuy, = +00.

e Soit u une suite décroissante de nombres réels.
» Si u est minorée, alors u est convergente et lim w,, = inf,, uy.

» Si un’est pas minorée alors u est divergente vers —oo : lim un = —oo.

Convergence des suites adjacentes

Soit (u,v) € (RVY. Les suites u et v sont dites adjacentes si

o ['une est croissante et ’autre décroissante,
o (un — vn)nen est convergente de limite nulle.

Si(un) et (vn) \ delimite

Deux suites adjacentes u et v sont conver- commune £, alors

gentes et ont méme limite. 9
V(n,p) € N% uy, <L vy,

Théoréeme de Bolzano-\Weierstrass

Soit (un)nen une suite bornée de nombres  pe toute suite bornée, on
réelg. II.CXISte-e € Ret QO N — N, une peut extraire une Ssous-suite
application strictement croissante, telles que  convergente.

k:—1>1—|rfloo u(p(k:) =

Traductions séquentielles

A est dense dans R si et seulement si Caractérisation séquen-

Ve ER, Ian)ney € AY; lim a,=¢  tielle de la densite
n— oo
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Soit x € Runréel. On note pour n € N, p, = Lll%lnmj et gn = %.

Les suites (pn) et (gn ) sont adjacentes de limite commune z. En conséquence,
les ensembles D des nombres décimaux et (Q des nombres rationnels sont denses
dans R.

. _ o Traduction séquentielle de
11 existe une suite (a,) d’éléments de A telle |3 borne supérieure d'une

que lim an = sup(A). partie non vide et majorée
n—-4oo

Suites de référence
Suites géométriques

Soit u la suite géométrique de raison q de premier terme uy : un = uoq'.
(un ) est convergente <= |¢| < 1ou g = 1.

n
La suite des sommes partielles (S, ) est définie par Vn € N, S, = Z U

k=0
UQ

(Sn) est convergente <= |¢| < letdanscecas lim S, = .
n—-4o0o 1-— q

Suites arithmético-géométriques

Soit (a,b) € R? tel que a # 1 et b # 0. La suite u la suite donnée par ug € R
etVn € N, up+1 = aun, + b est une suite arithmético-géométrique.

Soit r tel que » = ar + b. La suite (vn) = (un — r) est géométrique de raison
a.

Suites récurrentes linéaires d'ordre 2

Soit (a,b) € R* x R* Une suite (u ) vérifiantVn € N, uny2 = aupy1 + bup,
est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 (RL2).

Soitu une suite RL2. On note A le discriminant de I’équation caractéristique
(EC): ”? —ar —b=0
e Si A >0, (EC) adeux racines réelles distinctes, notées 1, r2.
I\, p) € R? tel que Vn € N, uy, = Ml + prdt

e Si A =0, (EC) a une racine réelle double, notée 7y .

I\, p) € R? tel que Vn € N, un = Ml + n prd®
e Si A <0, (EC) adeux racines complexes conjuguées, notées r = peti? .

I\, p) € B tel que Vn € N, up = p"(Acosnb + psinnd)

Suites récurrentes u, 1 = f(un)

Etant donné une fonction f : I — I, définie sur un intervalle I & valeurs dans
ce méme intervalle I, et a € I, il existe une suite (un) € RY, unique telle que

up = a
{ Vn €N, upt41 = flun)
De plus, (un) € I" est une suite d’éléments de 1.
e On suppose que f — id : I — R est de signe constant sur I.
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» Si f — id est positive sur I, alors (uy, ) est croissante.

» Si f — id est négative sur I, alors (un) est décroissante.
e On suppose que f est monotone.

» Si f est croissante sur [ alors (un ) est monotone.

» Si f est décroissante sur [ alors (ugy) et (u2n+1) sont monotones et de
monotonies contraires.

e On suppose que f est continue. Si  lim wu, = £ € I U {400}, alors £ est
n——+00

une extrémité ouverte de I ou bien une solution dans I de I’équation : f(x) = =.

e On suppose que f est lipschitzienne de constante k €]0, 1], £ un point fixe de
f. Alors (uy,) est convergente de limite £ et Vn € N, |un — E‘ < k”}uo — é} .

Limites de fonctions
Notions de limites de fonctions

Soit I un intervalle de R. On note :
(o]
e a €], si a est un point de I, mais pas une extrémité de I ;

e a c I, sia estunélément de I ou une extrémité réelle de I ;
e a € IU{+o0} si a est un point ou une extrémité éventuellement infinie de 1.
Soit f: I —-R,acl,{cR.

) h_r)nf(a:):EsiV6>0,3n>O,Vat€I, (|l —a| <n=|f(x) -4 <e).
X a
e lim f(x) =400 siVAER,In >0,V €I, (Jr —a| < n = f(x) = A).

Tr—a

o lim f(z)=(siVe>0,3BeRVzel, (x> B=|f(z)—{ <o)
Tr—400
(

o lim f(z)=+c0siVAeR,IBeR VeI, (x> B= f(z) > A).

x—+00

Sia €1, on note mglclzl* f(x) =1 si l}l_rgl filz) =4£ ou fj = f|Im]—oo,a['

lim f(z) =¢ < lim f(z)= lim f(z)="~".

r—a T—a rz—at

Propriétés des fonctions possédant une limite
Soit f: I — R,a € TU{£oc}, £,¢" € R.

{ flx) —— ¢

L= = (=17 Unicité de la limite

Les assertions suivantes sont équivalentes :

ﬂ ° Q}ig;f(x) =1 Caracteérisation séquen-
oVuc IN limu, = a= lim f(u,) =¢ tielle de la limite
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Compatibilité limite et inégalités
Soit f, g : I — Rtelles que lim f(x) = £et lim g(x) =¢',a € T U {£o0}.
TrT—a Tr—ra

e Si lim f(z) < lim g(x), alors f < g dans un voisinage de a.
Tr—ra Tr—ra

Mathématiques

e Si f < g au voisinage de a, alors lim f(x) < lim g(z).
T—a Tr—a

Si lim f(z) € R, alors f est bornée au voisinage de a.
Tr—a

Opérations sur les limites

o lim /() = |0 o lim f(x) x g(a) = € x ¢
o limAf(z) = A/ o sil#0, lim 1/f(z) =1/t
o lin(f(e)+g(@) =+ e sif=0" lim 1/f(x) = +oo

Pourvu que ces opérations aient un sens dans R.
Encadrement, comparaison

: vz el, |g(z)| < [f(2)] : _
o Si { C}E}}l g(z) =0 alors g}l_)ﬂ; f(x) =
: Ve el f(z) < g(x) : B
e Si %1_% Flz) =400 alors al;lgzg(x) = +00.
: Veel, f(z) <g )Sh() :
* Si lim f(z) =¢ et lim h(z) = alors  lim g(z) = £.
r—a a

Changement de variable

Soit f : I —- Retg:J— Rtelles que f(I) C J

lim f(z)
Si ivimag(y) =/ alors alrgnag o f(ilj‘) = /.
y—b

Cas des fonctions monotones

Soit (a,b) € R? tel que a < b et f :]a, b[— R une application monotone. Alors
e Si f est croissante, alors

» f posséde une limite dans Ren a etlimf(z) = inf f(x),
a z€]a,b]

» f posséde une limite dans R en b et libm f(x) = sup f(x).
x€la,b|

e Si f est décroissante, alors

» f posséde une limite dans Ren a etlimf(z) = sup f(z),
a z€la,b|

» f posséde une limite dans Ren betlimf(x) = inf f(z).
b x€a,b|
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De plus f admet des limites finies a gauche et a droite en tout point ¢ €|a, b :
e Si f est croissante, alors lim f(x) < f(c¢) < lir+n f(z).
c— C

e Si f est décroissante, alors lian f(z) < f(e) < lim f(z).

Limites usuelles

Limites des fonctions usuelles

Soita € R™™
. Il%rglJr In(z) = —00 e mg@oo exp(z) =0 0931_1;f(1)1Jr Pal(r) =0
. m:}lilooln(w) =400 e xll)rfoo exp(x) = +oo .x—lg?oo po (x) = +00

Croissances comparées des fonctions usuelles

Soit (e, 8,7) € R tel que a > 0,3 > 0, v > 0.

[0 (6
e lim (ln—x):O e lim x—ZO e lim |m|ae’m:0
r—doo B z—4o00 7T T——00
o lim #°(|Inz))*=0
z—0+

Autres limites usuelles

i ) . In(1
o lim SB®) _ gy 2@ o lim 2A+2)
x—0 mJZ x—0 x x—0 X

—1 —1 1 —1 1
e lim -1 olimM:—— .hm\/+—x:_
x—0 T x—0 I2 2 x—0 xT 2

Fonctions continues sur un intervalle
Notions de continuité
Soit f : I — Retac I. Ondit que

e f estcontinue au point a silim, f(z) = f(a);

e f estcontinue a gauche en a silim f(x) = f(a);

e f estcontinue sur [ si f est continue en tout point de 1.

Soit f : I\ {a} — R. On dit que f est prolongeable par continuité au point
a si f admet une limite finie £ en a.Le prolongement continu de f en a est la
fonction f : I — R définie par :

vz e, f(:c):{ flx) six#a

Csix=a
— Propriétés des fonctions continues sur un intervalle

Soit f,g: I — R, h : J — R. On suppose que h (resp. f, g) est continue sur
J (resp. I) et que f(I) C J. Alors les fonctions A\f, f + g, f X get h o f sont
continues sur /. Si de plus f ne s’annule pas, alors 1/ f est continue sur /.
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Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I de R. Pour tout couple
(a,b) € I2, f atteint toute valeur ~ intermédiaire entre f (a)et f(b):

(V(a,b) €12 Wy € R), (’y € [f(a), fB)] = Feel, flo)= 7.)

Si de plus f est strictement monotone sur un intervalle I de R, alors pour toute
valeur v, intermédiaire entre f(a) et f(b), il existe un unique élément ¢ € I tel

que f(c) =7.
Théoréeme des bornes atteintes

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] (a < b). Alors f est bornée
et atteint ses bornes. Plus précisément, il existe a, 8 € [a, b] tels que

Vo € a,b],  fla) < f(x) < f(B).

Théoreme de la bijection bicontinue

Soit f : I — R une application continue et strictement monotone sur /. Alors
J = f(I) est un intervalle et f réalise une bijection de I sur J. De plus :

e /1 :J— I est strictement monotone, de méme monotonie que f.

o f~1 :J — Iestcontinue de J sur I.

Soit f : I — R une fonction continue et injective. Alors f est strictement
monotone.

Continuité uniforme

Soit f : I — R une fonction, k € R*. On dit que

e [ estlipschitzienne de constante k, si¥/(z,y) € 12, |f(z)—f(v)| < k|z—y|.

o fest uniformément continue sur I (UCI) si :
Ve > 0,dn > 0,VY(z,y) € 12,|:Jc—y| <n=|f(zx)— fly)| <e.

f lipschitzienne = f UCI = f continue sur I L-€s réciproques sont fausses !

Théoréeme de Heine

Si f :[a,b] — R est continue alors f est uniformément continue sur [a, b].

Dérivation
Dérivabilité

Soit f: I — R, a € I. f estdérivable en a si M a une limite finie en
a. En ce cas, f'(a) = lim f(z) = f(a) est le nombre dérivé de f en a.
T#a r—a

Tr—a
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Si f est dérivable au point a, alors Développement Ilimité a

_ ") ( — _ l'ordre 1 d'une fonction
f@)=f@)+f (@) @@-a)+ o (x—a) lordre 1

Sif : 1 — R estdérivable au point @ € I, 13 réciproque est fausse !
alors f est continue au point a.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b], dérivable dans |a,b]. Si
lim f'(x) =¢ € R, alors f est dérivableen aet f'(a) = lim =/,

z—at rz—at

Soit f, g : I — R dérivables sur /. Alors
o \-f+pu-gestdérivableet A\ f4+pu-g)=A-f +pu-g';
o fxgestdérivableet (f x g) =f xg+ fx¢;

4 /
e si g ne s’annule pas, 5 est dérivable et (5)’ — %_

Si f est dérivable dans I, g est dérivable dans J et f(I) C J, alors g o f est
dérivable et

/7 / Régle de dérivation en
S X
(gof) =g ofxf cheine
Soit f : I — J une bijection continue de I'intervalle I sur I'intervalle J. Si f
est dérivable si f ne s’annule pas dans I, alors f 1. J — I est dérivable et
1/ 1 Dérivée d'une bijection ré-
(f ) frof-t ciproque
Extremums locaux d'une fonction dérivable

Soit f : I — Reta € I. On dit que f présente un

e max local en a s’il existe un voisinageV de a tel queVz € V, f(x) < f(a),
e min local en a s’il existe un voisinage V de a tel que Vx € V, f(x) > f(a),
e extremum local en a si elle possede un maximum ou un minimum local en a.

o
Soit f : I — R une fonction dérivable sur I, et a €].

. Condition nécessaire d'ex-
Si f aun extremum local en a, alors f'(a)=0. trémalité

Lorsque f' (a) = 0, on dit que a est un point critique de f.
Théoréeme de Rolle

Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable dans |a, b].
Si f(a) = f(b), alors il existe ¢ €]a, b] tel que f'(c) = 0.

Théorémes des accroissements finis (TAF)
Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable dans |a, b].

f(b) = f(a) (a) Egalité des AF

dc €]a, b], tel que = f'(¢)

b—
SiVz €la,b,m < f(x ) < M, alors Inégalité des AF
m-(b—a) < f(b) = f(a) < M- (b—a)

30



Si f: I — R est dérivable dans I et s’il existe k € R tel que |f'| < k, alors f
est k-lipschitzienne.

Limite de la dérivée

f I — R continue dans I,

Si lim f'(x)=¢, alors lim [@)=fla) f(a) dérivable dans I \ {a} et £ €
T#a T#a T —a R
r—a r—ra .

En particulier, si/ € R, f est dérivable en a et f'(a) = 11;11 f(z) = ¢.

Tr—a

Fonctions monotones dérivables

Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle non trivial 1.

e f croissante sur I si et seulement si f > 0. Elle est strictement croissante si
de plus f’ ne s’annule sur aucun sous-intervalle non trivial de 1.

e f décroissante sur I si et seulement si f < 0. Elle est strictement décrois-
sante si de plus f’ ne s’annule sur aucun sous-intervalle non trivial de 1.

Fonctions de classe C"

Soit f : I — R, on définit les dérivées d’ordre O,1....,n,... de f lorsqu’elles
existent par f(o) = f et pour tout entier n € N, si f(”) existe et est dérivable
dans I, on pose "1 = (f(”)) "

Si f admet une dérivée n®™ continue dans I, on dit que f est de classe C". On
note C" (I1,R) I’ensemble des fonctions de classe C" sur I.

Soit f,g : I — R, h : J — R. On suppose que h (resp. f,g) est de classe C"
sur J (resp I) et que f(I) C J. Alors les fonctions Af, f + g, f x g, 1/f (si
f ne s’annule pas) et h o f sont de classe C" sur I. Side plus f : T — J est

bijective et ' ne s’annule pas dans I, alors f~! est de classe C™ sur I.

(7 xg)™ =3 (1) £P x g Formule de Leibniz
k=0
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Dérivées des fonctions usuelles
En notant p,, la fonction puissance a-ieme (x — ), nous avons :

Dérivée Intervalle Parametres
exp (z) = €” zeR
hd(:;;):% r e RT*
P (z) = az® ! z €]0,400] aeR
sin’ (x) = cos(x) zeR
cos'(x) = — sin(z) zeR
tan’(z) = 1 + tan®(z) = COS;(:C) re]— EtkmEtkn| keZ
ch’ (z) = sh (z) zeR
sh’ (z) = ch (z) zeR
th(z) =1—th%z) = —— wz€R
- . ch”(x)
Arcsin /(x) = \/?1962 z €] —1,1]
Arccos '(z) = _W x €] —1,1]
Arctan '(z) = 722 x €R

Convexité

Définition et caractérisations
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R.

On dit que f est convexe sur I si :
W(z,y) € I, VA€ [0,1], (1= Nz +y) < (1= N)f(2) + A ()
f est dite concave sur I si — f est convexe.

e Si f est de classe C', f est convexe sur [

ssi f : I — R est croissante sur I. Caractérisations des
i 9 fonctions convexes
e Si f est de classe C*, f est convexe sur [

ssi f" : I — R est positive sur I
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Inégalités de convexité

Soit f : I — R une fonction convexe. Soit (a1,...,a,) € I, (A1,..., ) €
RT)" tels que At + - + An = 1, alors

n n

FOY Ma) < Nif(ay) Inégalité de Jensen

=1 =1

Siplus f: I — Restde classe C. Alors

Inégalité des tangentes
le graphe de f est situé au-

V(a,z) € I?, f(@) > fla) + f'(a)(z — a) dessus de ses tangentes.

Lessence des mathématiques, cest la liberte.

Georg Cantor
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Algéhre 9epéRalale

Entiers relatifs, arithmétique

Division euclidienne dans Z
Soit (a,b) € Z x N*. 1l existe un unique couple (q,r) € Z? tel que

g et r sont le quotient et

C(l) =<bq +r le reste de la division eucli-
X dienne de a par b.

PGCD, PPCM de deux entiers

Soit (a,b) € 72 un couple d’entiers relatifs.

e Si(a,b) # (0,0), on note a A\ b le plus grand diviseur commun a a et b. On
convient que O A 0 = 0.

o Sia # 0etb+# 0, onnote aVble plus petit entier strictement positif, multiple
commundeaetb. Sia =0 oub=0, onconvient que a V b = 0.

Entiers premiers entre eux, théoréme de Bezout

Soit (a,b) € 72. a et b sont dits premiers entre eux si PGC'D(a,b) = 1.

a et b sont premiers entre eux <= I(u,v) € Z2, au + bv = 1.

Soit a1,a2,...,an des entiers non tous nuls. L’ensemble des diviseurs com-
muns a aj, asy ..., an admet un plus grand élément, appelé plus grand com-
mun diviseur et noté PGCD(a1,az2,...,an).

Soit (a1,...,an) € Z", d = PGCD(ay,...,an). Alors il existe des entiers
U, U2, ..., untelsque d = ajuy +agug + -+ - + anun.

Théoreme de Gauss

: a/Cilel) =alec. (a,b,c) € 72

Nombres premiers
On appelle nombre premier tout entier naturel p > 2 dont les seuls diviseurs

dans N sont 1 etp lui-méme. Un entier naturel n > 2 qui n’est pas premier est
dit composé. On note *3 I’ensemble des nombres premiers.
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e Un entier n > 2 admet au moins un diviseur premier.
Z

e Un entier n > 2 composé admet un diviseur premier p vérifiant p < +/n.

L’ensemble 13 des nombres premiers est infini.
Décomposition primaire d'un entier

Soit n € N, n > 2. Il existe des nombres premiers p1,po,...,pn (avec p; <
p2 < -+ < pn), et des entiers naturels non nuls aq, as, ..., an, uniques, tels
que :

O 2

n=p7t xpg?x--- xpV.

__Expressions du PGCD et PPCM en décompaosition primaire __

Soit (a,b) € N2, deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2 donnés par

B1 B2 BN

1
1 Xp2 X"'XpN

a=p]" xpy? X X PR et b=mp
ou pi,po,...,pnN sont des nombres premiers deux a deux distincts, et les ex-
posants, (o), (5;) sont des nombres entiers, positifs ou nuls. Alors :

min (o ,51 ) min(az,5) min(an ,8N)

aNb = p; X Doy - X P
aVvh = prlnax(oél,ﬂl) xpr2nax(o¢2,52) N Xpr]r\lfax(aN’BN)
Congruences

Soit n € N¥, (a,b) € Z2. On dit que a est congru a b modulo n, et on note
a = b [n] si n divise b — a.
a+c=b+d|n il
{ Z gm ) axe=bxd H gsg:g:litggglte avec les
Vk € N, a* = b* [n]

Petit théoreme de Fermat

Soit p € B un nombre premier.
e Pour toutentiern € Z,onan’ = n [p).

e Pour toutentiern € Ztelque pAn = 1,onan?~ ! =1 [p|.

Structures algébriques usuelles

Lois de composition interne

Une loi de composition interne (l.c.i.) x : E x E — FE est dite :
e associative si V(x,y,2) € E3, xx (yxz) = (xxy)x 2,

e commutative si ¥ (x,y) € B2, zxy=yx*uz
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Un élément de (E, x) est dit élément neutre pour x si : Vr € E, xxe = exx =
.

On suppose que (E,*) a un élément neutre e et que  est associative. Un élé-
ment x € E est dit symétrisable s’il existe ¥’ € E, tel que x xx' = 2’ xx = e.
o est alors appelé le symétrique de .

Groupes, sous-groupes

Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne notée -.

On dit que (G, ) est un groupe si

e la loi - est associative Si de plus la loi x est commu-
_ . o tative, on dit que G est groupe
e la loi - possede un élément neutre 1g commutatif.

o tout élément x posséde un symétrique x

Soit (G, -) un groupe, H une partie de G. H est un sous-groupe de G si :
e H est stable pourla loide G : V¥ (z,y) € Hx H, -y € H.
e (H,-) est un groupe.

Caractérisation des sous-groupes

Soit (G, -) un groupe et H une partie de G. Alors

o H+(
H sous-groupe de G <= .v(;’éy) CHxH vy leH

Morphismes de groupes

Soit (G,-) et (G', %) deux groupes. On appelle morphisme de groupes une ap-
plication f : G — G’ telle que :

V(z,y) e Gx G, [f(z-y)=f(z)*f(y)

Lorsque f : G — G est un morphisme bijectif, on dit que f est un isomor-
phisme de groupes.

Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors :

Idrz (f;/: {f(x); = € G} est un sous-groupe gpgggegun morphisme de

Kerf = {x € G| f(x) = 1g/} est un sous- Noyau d'un morphisme de
groupe de G groupes

f est injectif si et seulement si Ker f = {15}.

Anneaux et corps

Soit A un ensemble,+ et X deux L.c.i. (A,+, X) est un anneau si :
o (A,+) est un groupe commutatif. L’élément neutre de + est noté 04

e la loi x est associative
e la loi x est distributive par rapport a la loi +
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e la loi x possede un élément neutre, noté 1,

Si de plus x est commutative, on dit que (A, +, X) est un anneau commutatif.
Un anneau (A, +, x) non réduit a {0 4} est dit intégre lorsqu’il ne posséde pas
de diviseurs stricts de( 4 : V(a,b) € AQ, axb=04 =a=04 oub=204.
Soit (A, +, x) un anneau et B une partie de A. B est un sous-anneau de A si :
e 14 € B;

e B est stable pour les loisde A :V(a,b) € Bx B, a+be& Betaxbec B;

e muni de ces lois de composition interne, (B, +, X) est un anneau.

Mathématiques

Un corps (K, +, x) est un anneau commutatif non réduit a {0}, dans lequel
tout élément non nul est symétrisable pour X.

Polynémes a coefficients dans K=R ou K =C

Anneau des polyndmes a coefficients dans K

n € N, les a, € K sont
les coefficients de P et X est
P(X)= Y apXx* l’indéterminée.

k=0
Le degré d’un polynome non nul P est le plus grand entier k tel que aj, # 0.
On note d°P cet entier. On convient que le polynéme nul a pour degré —oc.
On note K[X] I’ensemble des polynomes d’indéterminée X a coefficients dans
K, et K,[X] le sous-ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

Un polynome est une expression de la forme
n

Opérations algébriques dans K[X]

n m
Soit P = )" aprXF Q = > b X* deux polynomes et X € K, on définit :

k=0 k=0
max{n,m} n n—1
e P+Q = X (ap4br) X*¥ o P =3 kapXF 1t =3 (k+1)apq XF
k=0 k=1 k=0
n n+m k
eX-P=3 Xay XF e PxQ= > ¢ X, oter =Y a;by_;
k=0 k=0 1=0

Opérations algébriques et degré

Soit (P, Q) € K[X]? deux polyndmes a coefficients dans K, A € K*. Alors
o d°(P+Q) < max{d°P,d°Q}, égalité si d°P # d°Qe® d°(PxQ) = d°P+d°Q

e d°P = d°P — 1si P estnon constant e d°(A\P) =d°P
Dérivées successives

n
Soit Pe K[X],P =Y ap X",
k=0
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P(p)—Eja X P sipeo,n () _ (g
Soit (P, Q) € K[X]?, n € N. Alors

(P+Q)™ =P +QM et (Px Q™ = 50 () PH) x Qn=h
k=0

Formule de Taylor polynomiale

oz)k P e Kp[X] et a € Kun sca-
laire

Divisibilité dans K[X]

Soit (A, B) € K[X] x K[X]. On dit que B divise A lorsqu’il existe Q € K[X]
tel que A = BQ. On note B | A. Soit (A, B) € K[X] x (K[X]\ {0}).

Q estle quotient, R est le reste

de la division euclidienne de
A=BxQ+R Apar B
telque{ doR<doB p

1l existe un couple (Q, R) € K[X]?, unique

Racines d'un polynéme

Soit P € K[X] et a € K. On dit que « est racine de P lorsque P(a) = 0. En

ce cas, I'ordre de multiplicité de o est le plus grand entier k tel que (X — a)"
divise P.

Caractérisations des racines

e aestracinede P <= (X — «) divise P

_ _ _ r—1 -
e aestracined’ordre rde P <— Pla) = P’(a) = ... =Pl )(O‘) =0
P (a)

Nombres de racines et degré

Soit P € K,,[X] un polyndme de degré inférieur ou égal a n.
e si d°P = n, alors P admet au plus n racines comptées avec multiplicité.

e si le nombre de racines de P comptées avec multiplicité est supérieur a n+ 1
alors P = 0.

Formule d'interpolation de Lagrange

Soit xy, ..., zn des nombres distincts, y1, . . ., y» quelconques. Il existe un po-
lyndme P € K,,_1 [X], unique tel que Vi € [1,n], P(z;) = y; . P estdonné par

0= 11 577]
1<<n ! J
J#t
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Théoreme fondamental de I'algébre
Tout polyndme P € C[X] non constant admet une racine complexe.
Décompositions primaires d'un polynéme

P e C[X] se factorise de fagcon unique sous la forme :

Mathématiques

p oy, sont les racines complexes
P=a H (X —ay)"" distinctes de P de multiplici-
1 tés respectives 7.

P € R[X] se factorise de fagon unique sous la forme :

» ¢ ay est racine réelle de P de

_ - 2, 0 \ 5 multiplicité r, le polyndme a

2=a H(X —a) H (X thX —mﬂ) coefficients réels X3 i X4;
k=1 j=1 n’a pas de racines réelles.

Polynémes scindés

P € K[X] est scindé s’il peut s’écrire comme produit de polynomes de degré
1.

Un polynome de degré n est scindé sur K si et seulement si il admet n racines
comptées avec multiplicité.

Fonctions symétriques élémentaires

Soit n € N*, (z1,...,2n) € K*. On pose pour k € [1,n]

01,02,...,0n sont les
_ Jonctions symétriques élé-
Ok = Liy Lig * " Ty, .
mentaires de x1,...x n,

1< <tp << <N

Relations entre racines et coefficients

Soit P = 3"7'_, axX" un polynome scindé de degré n € N*. Alors x1,. . ., zn
kan—g

sont les n racines de Psi et seulement siVk € [1,n], o) = (—1)" =~

PGCD et PPCM de deux polynémes

Soit A et B des polyndmes non nuls. Il existe un unique polynome A € K[X],
et un unique polyndome M € K[X]) unitaire et tels que

e Pourtout Pe K[ X|,P|Aet P|B < P |A.
e Pourtout Pe K[ X],A|Pet B|P < M| P.

o A estle plus grand diviseur commun de A et B, on note A = PGCD(A, B).
o M est le plus petit multiple commun de A et B, onnote M = PPCM (A, B).
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Polynémes premiers entre eux

A et B sont dits premiers entre eux lorsque PGCD(A,B) = 1.

A et B sont premiers entre eux
si et seulement si Théoréme de Bezout
3(U,V) e KIXP, AU+ BV =1

Si A| BCet PGCD(A,B)=1alorsA |C Théoréme de Gauss

Fractions rationnelles
Corps des fractions rationnelles

. . : K(X) est le corps des frac-
Une fraction rationnelle est une expression .. .~ 1100 & coe -

de la forme F = P/Q, ot (P,Q) € K[X]* et cjpnis dans K et d’indétermi-
Q n’est pas le polynéme nul. née X

Lorsque P et (Q sont premiers entre eux et () est unitaire, on dit que F est
présentée sous forme irréductible. Soit F' = P/() une fraction rationnelle
présentée sous forme irréductible.

Le nombre d = d°P — d°Q € Z U {—oo} est appelé degré de F. On note
d°F = d°P — d°Q).

e Si a € K est une racine de P d’ordre de multiplicité p, on dit que o est un
zéro de I de multiplicité p.

e Si a € K est une racine de Q) d’ordre de multiplicité p, on dit que « est un
pole de F de multiplicité p.

Partie entiére
Soit F' € K(X) irréductible et « un pole de F de multiplicité p € N*.

I existe un couple (E,G) € K[X]| X K(X), E est appelée la partie en-

unique tel que E' est un polynome, G est une  tigre de F, notée Ent(F), G
fraction rationnelle de degré strictement né- et Ja partie fractionnaire.

gatifet F = E+ G.
Décomposition en éléments simples dans C(X)
Soit F' = P/Q € C[X] une fraction rationnelle irréductible.

n pi—1 ”
— %,k ol Q = X — )P
i=1 k=0 =
Soit P € C[X]. Notons (ay,...,an) les zéros distincts de P, et (a1,...,an)

P(X) o
leurs ordres de multiplicités respectifs. Alors = _—
P P P(X) ; X —a)
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Décomposition en éléments simples dans R(X)
Soit F' = P/@Q € R[X] une fraction rationnelle irréductible.

Mathématiques

n p;—1
a”Lk — Pi
— ’ u = X — « X
F o=Ent(F)+Y. Y e Q 1:[( )
i=1 k=0 ¢ i=1
m q;—1 b, X +c¢; il 2 q
I D) P ik x4+ 8;x +4,)%
= (X2 + B;X + ;)1 j=1

Partie polaire relative a un pole simple

Soit F' € K(X) irréductible et o un pole simple de F' : F'(X) =

ol Q(a) # 0. Alors le coefficient ag relatif a 1’élément simple (X; est

donné par

Ne tenez pour certain que ce qui est démontré.

Isaac Newton
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AlgelinetaciitRire

Systémes d'équations linéaires

Généralités sur les systéemes d'équations linéaires

On appelle systeme d’équations linéaires un systeme du type :

a11x1 + a12x2 + - + a1prp = by (L1)

a21z1 + a22x2 + -+ + azprp = b2 (L2)
(5) : : : :

an,.lxl + an,.2x2 + -+ afn,évxp = b.n (Ln)

e Pouri € [1,n] et j € [1,p], les nombres a; j € K sont appelés les coeffi-
cients du systeme.

e Pour i € [1,n] les nombres b; € K forment ce que I’on appelle le second
membre.

e Pourj € [1,p] les zj sont les inconnues du systeme.

Un systeme (S) de n équations linéaires a p inconnues possede

e ou bien une infinité de solutions —on dit que (S) est indéterminé ;
e ou bien aucune solution —on dit que (S) est incompatible ;
e ou bien une unique solution.

Deux systemes (S1) et (S2) sonts dits équivalents s’ils ont le méme ensemble
de solutions.

On obtient un systeme équivalent a (S) lorsqu’on effectue sur les lignes les
opérations élémentaires sur les lignes suivantes :

e échanger I’ordre des lignes L; et L; (Li <> Lj),
e multiplier la ligne 7, par une constante non nulle (L; < N\ L),
e ajouter alaligne L; un multiple d’une autre (L; <= Li + A\;Lj).
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Systéemes triangulaires

Un systeme (S) de n équations a n inconnues est dit triangulaire supérieur
lorsque

. 2 S
(V(Z,j)e [[17”]] )7 ((Z>j):>ad,j :O)
Soit (S) un systeme triangulaire de n équations a n inconnues. Alors :

(S) aune unique solution ssi tousses coefficients diagonaux sont non nuls.

Systemes échelonnés

Un systéme (S) de n équations a p inconnues est dit échelonné (en lignes) s’il
exister € N, 1 < r < min{n, p}, tel que (S) s’écrive

(la1,1 fr1+ a1+ -+ a1,@rt---taypzp = b1 |
a2 o+ -+ a2, xr+---+a2pxp = b2 |r équations

B | principales
(S) ] r+" '—|—a7"7pxp = br J
0 =bry1] n-—r
: : | équations
L 0 = by |auziliaires.

ot les coefficients a1, . .., ar,r sont non nuls.

Soit (S) un systeme échelonné. Alors
(S) est compatible ssi les n — r équations auxiliaires sont vérifiées.

Dans ce cas, (S) possede :
» une unique solution, si et seulement si r = p
» une infinité de solutions si et seulement si r < p.

Cas général

Un systeme de n équations linéaires a p in- o
connues 2 coefficients non tous nuls est équi- Théoréme de Gauss
valent a un systeme échelonné.

Structure de I'ensemble des solutions

Tout systeme de n équations linéaires a p inconnues possede
» ou bien une infinité de solutions;

» ou bien aucune solution;

» ou bien une unique solution.

Soit (S) un systeme de n équations linéaires a p inconnues. S et S, les en-
sembles des solutions de (S) et de son systeme homogene associé (So).
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e & estun sous-espace vectoriel de K?.

e Sixz® = (x7,...,2p) € K? une solution particuli¢re de (S), alors S est un
sous-espace affine de direction S, :

S=2"+S

Systemes de Cramer

Un systeme de n équations linéaires a n inconnues possédant une unique solu-
tion est appelé un systéme de Cramer.

Soit (S) un systeme de n équations a n inconnues. (S) est de Cramer ssi (S)
est équivalent a un systeme triangulaire a coefficients diagonaux tous non nuls.

Soit (S) un systeme de n équations linéaires & n inconnues. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

S) possede une unique solution, c’est-a-dire (S) est de Cramer.
So) possede une unique solution.
Pour tout second membre b, (S b; posséde une unique solution.
Pour tout second membre b, (S} ) possede au moins une solution.
Pour tout second membre b, (S} ) possede au plus une solution.

U

Calcul matriciel
Opérations algébriques dans M, ;,(K)

Soit (n,p) € (N)2. Une matrice M de n. Mn.p(K) désigne I’ensemble
lignes et p colonnes est une famille d’élé- des matrices de n lignes et p
ments de K : M = (ai j)1<i<n, 1<j<p colonnes.

Soit A € My p(K), B € My,p (K). On définit

o A+B € Mnp(K)parV(i,j) € [L,n] x [1,p], (A+ B)ij = aij+bij;

o M € My p(K) par V(i,5) € [1,n] x [1,p], (AA);; = Aa; ;;

o la transposée AT ¢ M, (K) par (i, j) € [1,p] x [1,n], (AT )ij = Gji-

Soit A € Mn p(K) et B € My ¢(K). On définit v

o AXB € Mng(K)par¥(i,j) € [Ln]x[1,q], (AXB)ij =Y a;k xby;-
k=1

Soit n € N. La matrice nulle, Oy, € My p(K) a tous ses coefficients nuls.
In = (8i,j)1<i<n estla matrice identité.
1<j<n
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__ Ecriture matricielle des systémes d'équations linéaires ___

Soit (S) le systeme de n équations linéaires a p inconnues ci-dessous. On note
A = (a; ;) € My p(K) lamatrice des coefficients du systeme et B = (b;) €

M, 1(K) la matrice colonne second membre.

a1,171+a1 2T 2+ - +a1 pTp = b1
a2,1%1+a2 2T o+ - +ag pTp = by alors

an,1$1+an’2$2—|—- . '+a”n,p1;p _ by, (S) — AX =B

___Propriétés des opérations algébriques sur les matrices ___

Soit A, B,C' des matrices a coefficients dans K. Pourvu que les produits et
sommes ci-dessous soient bien définis, on a :

e AX(BxC)=(AxB)xC AMAXxB)=(A)xB=Ax(\B)
e AX(B+(C)=AxB+AxC o [, xA=Ax1I,=A
e (A+B)xC=AxC+BxC e OXA=0,Ax0=0
o M +uB)T =2AT + BT (Ax B)T =B x AT
Matrices carrées

Mn(K) - MTL,TL(K) l’el’l—

(Mn(K), +, ><) est un anneau. semble des matrices carrées
d’ordre n.

Soit A € Mn(K). On dit que
o A estscalaire, s’il existe A € K tel que A= X\ - I,

A est diagonale, si : V(i,j) € ﬂl,n]]2, (i#J)=a;=0

A est triangulaire inférieure , si : V(i,j) € [1,n]?, (i<j) = a; ;=0

A est triangulaire supérieure , si : V(i,j) € [1,n]?, (i>j) = a; ;=0

o Aest symétrique (resp. antisymétrique) si AT = A (resp. AT = —A).
Soit A € Myp(K) une matrice carrée d’ordre n.

On définit les puissances de A par A° = I, etVk € N, AFt1 = A x AF,

Soit P(X) =apXP+---+a1X +ap P(A) € My(K) est un poly-
on pose P(A) = apAP +--- +a1A+ ag I, nome de la matrice A

— Formule du bindme de Newton et identité géométrique

n

n n\ 1k pn—~k
SR E)T = Z (k)A B A, B € My (K) sont des ma-
=0 n trices carrées qui commutent
.An-l-l_Bn—l—l:(A_B)ZAan—k Ax B=DBxA.
k=0
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Matrices carrées inversibles

) ) . . B est l'inverse de A, et on
A € My (K) est inversible s’il existe une note B = A1 GLn(K)

matrice B € M, (K) telle que A x B =
I, et Bx A=1,

Soit A, B € Mp(K), alors :
e Si A estinversible, alors A~ ! estinversible et (A_l) -1 _ A

e Si Aestinversible alors AT est inversible et (A7)~ = (4~HT.

e Si Aet B sont inversibles, alors AB est inversible et (AB)"! = B~1A™1.
Lien avec les systemes de Cramer

Soit A € Mn(K). B € M, 1(K).On note (S) le systetme d’équations linéaires
Ax X =B.

A €GLyn (K) <= (S)a une unique solution. L'unique solution est A7'B.

est ’ensemble des matrices
inversibles.

Soit T € Mp(K), une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure).

T est inversible si et seulement si

) ; Inversibilité d'une matrice
tous ses coefficients diagonaux sont non nuls triangulaire

En ce cas, T~ ! est triangulaire supérieure (resp. inférieure).

Espaces vectoriels

Espaces vectoriels

On appelle espace vectoriel sur K (K-ev) un ensemble EE muni d’une addition
interne, notée + et d’une multiplication externe notée - telles que :

o (E,+) est un groupe commutatifet - : K x £ — E vérifie :

VO p) eKEVz € B, N (u-x) = (M) - x

VOup) eKEVz € E, A+ p)-z=\-z4p-x
VAeK V(z,y) e B2 N - (z4+y) =X+ Xy
VreFE, 1-z=x

Construction d'espaces vectoriels

e Soit F' un espace vectoriel, X un ensemble quelconque. L’ensemble F (X, F)
des fonctions de X vers F' est un espace vectoriel.

e Soit F et F' deux espaces vectoriels. Le produit E x F' est un espace vectoriel.
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Sous-espaces vectoriels

Soit (F, +, -) un K-espace vectoriel et F' C E une partie non vide de F.

On dit que F est un sous-espace vectoriel de I (sev) si, I est stable pour les
lois+, - et si (F,+,-) est un K-espace vectoriel.
F est un sev de E si et seule-

Mathématiques

Constructions de sous-espaces vectoriels

Soit (F; )i des sev d’un espace vectoriel E. Alors 'intersection (), cr i est
un sous-espace vectoriel de E.

Soit I et Fa des sev de E. Lasomme F = Fy + F est le sous-espace vectoriel
de E défini par F1 + F5 ={z1 +x2; m1 € F1,x2€ Fa}.

Soit A une partie de E. Le sous-espace vectoriel de E engendré par A, est le
plus petit sous-espace vectoriel de E, noté Vect (A) contenant A.

Vect (uy,...,un) est l'en-

n
Vect (u Tyoe ,un) = { Z i Ui ()\z) cK" } fﬁlIgEgLeCS ddegsuz combinaisons
i=1 ’

Sous-espaces supplémentaires

Deux sous-espaces Fy et Fa de E sont dits supplémentaires lorsque tout vec-

teur de E s’écrit de maniére unique comme somme d’un vecteur de Fy et d’un

vecteur de F>. On note E = F & Fbo.

o E=F+F, Caractérisation des sup-

E=heéF < , pap-= {0g}  plémentaires

Soit F1 et I des sev d’un espace vectoriel E. On dit que la somme F' = F1 +F5
est directe si tout vecteur x de F' s’écrit de maniere unique sous la forme x =
x1 +x9 avec x; € F1,x0 € Fo. Onnotealors F = F @ Fo.

Avec ces notations, la somme ] + 5 est directe si et seulement si F; N Fy =
{0g}.

Familles de vecteurs
Soit (E/,+,-) un K-e.v et F = (v; );c 7 une famille de vecteurs de E.

o F est dite génératrice de E si tout vecteur de E s’écrit comme combinaison
linéaire (C-L) desw; : Yz € E, 3N, ..., Ni,) €KY, 2= >0 1 M - wiy, -

e F est dite libre si pour toute sous-famille finie (u; ,...,u; ) de (u;)icr la
seule C-L qui peut les annuler est la C-L triviale :
VAL, An) € K™, Aqug, +A gy ++ - +Ant;, =05 = Ap=---= Ay = 0.

o F est appelée une base de FE si elle est libre et génératrice de E.

F est une base de E si et seulement si L.
tout vecteur de E s’écrit de maniére unique Caracteérisation des bases

comme combinaison linéaire des w; .
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Applications linéaires

___Applications linéaires, endomorphismes, isomorphismes __
Soit E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K.
Une application f : E — F est dite linéaire de E dans F lorsque

Vo,y) € % VO u) €K, fFNwtpey) =X f@) + 0 f(y)

Ensemble £(E, F') des appli-

(L(E, F),+, ) est un K-espace vectoriel. cations linéaires de F dans F'.

e Lorsque f € L(E, F) est bijective, on dit que f est un isomorphisme.
o Lorsque f € L(E, E), on dit que f est un endomorphisme de E.

e Lorsque f est un isomorphisme de E vers E, on dit que c’est un automor-
phisme de E. GL(FE) désigne I’ensemble des automorphismes de E.

Endomorphismes

Ensemble £(FE) des endomor-
(ﬁ(E), +, o) est un anneau. phismes de E.

Soit f € L(FE).Onnote Idg : E — E I’application identité.
On définit les puissances de A par f© = Idg etVk € N, fFtl= fo fk

Soit P(X) =apXP+---4+a1X +ag PA(f) € ’E(E) est un poly-
on pose P(f) = apfP +--- +a1f + ag idg nome de l’endomorphisme f.

Noyau et image d'une application linéaire
Soit f € L(FE, F') une application linéaire.

e L'image de f,Im f = {f(z); x € E} estun sous-espace vectoriel de F'.
e Lenoyaude f,Ker f = {x € E| f(x) = Op} est un sous-espace de E.

o Caractérisation des ap-
o f estsurjective <= Imf=F plications linéaires injec-

e f est injective <= Kerf = {0g} tives/surjectives

Image d'une base par une application linéaire

Soit £ un K-espace vectoriel rapporté a une base B = (eq, ..., en).
L'image de f € L(E,F) est
|mf:VeCt (f(e]_),...,f(en)) €ngendréepa1‘ f(B)
Pour toute famille 7 = (f1,..., fn) de n vecteurs de F, il existe une applica-

tion linéaire f : £ — I, unique telle que Vi € [1,n], f(e;) = f;.

Caractérisation des isomorphismes par les bases
Soit f € L(E, F) une application linéaire.

f bijective —= f(B) est une base de F  f(B) = (f(€1), . -,f(en)>
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Projections, symétries

Soit Fy et F5 deux sous-espaces supplémentaires de F/, de sorte que tout vec-
teur x de F s’écrit de maniére unique : © = 1 +x2, ou (r1,x2) € E1 X Es.

o Laprojectionde E sur Ey parallélement a E5 est I’application notée pg, g, :

E — E définie par Vxr = x1+x2 € F; pg, g,(z) = 1.

e La symétrie par rapport a E1 parallélement a Fo est I’application notée
SE,.E, 1 E — E définie parVr = x1+x2 € E; sg, g,(v) =21 —T2.

Soit p € L(E) un endomorphisme tel que po p = p (p est un projecteur). Alors
e Kerp et Im p sont supplémentaires,

e p est la projection de E sur Imp parallelement a Ker p.

Soit s € L(F) un endomorphisme de F vérifiant s o s = idg. Alors
o Ker(s —idp) et Ker (s + id g) sont supplémentaires,
e s est la symétrie par rapport a Ker (s — idg) parallelement a Ker (s + id g).

Espaces vectoriels de dimension finie

Existence de bases en dimension finie

Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il possede une famille généra-
trice finie.

Tout espace vectoriel £ de dimension finie L’entier n est appelé la di-
possede des bases et toutes les bases de E ont mension de . On note n =
méme cardinal n. im E.

K™ est I’exemple fondamen-
tal d’un K espace vectoriel de
dimension n.

E est isomorphe a F <= dim E = dim F'
E est isomorphe a K" <= dimE =n

Théorémes de la base incompléte, de la base extraite

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie.

e Une famille libre £ de vecteurs de E peut étre complétée en une base de F.
e De toute famille génératrice finie G de E, on peut extraire une base.

Bases canoniques

- —

e K" est de dimension n, sa base canonique est B = (€1,...,€n) oU €1 =
(1,0,...,0),& = (0,1,0,...,0),...&, = (0,...,0,1).

e My p(K) est de dimension np, sa base canonique est B = (Ej, ¢ )1 <kgn, OU
1<e<p
Ej, ¢ est 1a matrice définie par V(4,5) € [1,n] x [1,p], (Ekvf)ij = 8 k0j .0

e KK, [X] est de dimension n + 1, sa base canonique est B = (Py, P,,...,Pn)
oll P,(X) = X",
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Dimension d'un sous-espace

Soit F' et G deux sous-espaces d’un espace de dimension finie F.

e [ est de dimension finie et dim F' < dim F.
e de plus F' = FE si et seulement si dim F' = dim E.

dim (F+G) +dim (F N G) = dim F+dimG  Formule de Grassmann

Sous-espaces supplémentaires

Caractérisation des sup-

E—F e NG = {0} lémentaires en dimen-

En dimension finie, tout sous-espace vectoriel possede des supplémentaires.
Soit F', G des sev de E, respectivement rapportés a des bases F et G.

Caractérisation des sup-

EFE=F®G < FUG est une base de F Elémentair‘es par les
ases

En ce cas, 7 UG est appelée une base adaptée a la décomposition £ = F & G.
Familles de vecteurs en dimension finie
Soit F = (uy,...,up) une famille de p vecteurs d’un K-ev de dimension n.

Si F est libre (resp. génératrice), alors p < n (resp p = n).

e F est dite libre maximale, si F est libre et de cardinal n.
o F est dite génératrice minimale, si F est génératrice et de cardinal n.

Caractérisation des bases

en dimension finie

e F est une base
e F est génératrice minimale

e F est libre maximale
On appelle rang de F, et on note Rg F la dimension de Vect (F).
Formule du rang

Soit f € L(E, F).
dim £ = dimIm f 4+ dim Ker f On suppose que dim E < oo.

On appelle rang de f, et on note Rg f, la dimension de Im f.
Caractérisation des isomorphismes

Soit E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension finie et f € L(FE, F').

f est un isomorphisme <= f est injectif <= f est surjectif

Formes linéaires et hyperplans
Soit £ un espace vectoriel.

On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de ¢ : E — K.
On appelle hyperplan de E le noyau d’une forme linéaire ¢ non nulle sur E.

50



Matrices
Représentation des familles de vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie muni d’une base E.

e La matrice représentative Mg (a) € My, 1(K) d’un vecteur a de E est la
matrice-colonne dont les coefficients sont les coordonnées dea dans la base E.

e La matrice Mg (a1 ,...,a) € Mnp(K) représentative d’une famille de p
vecteurs est obtenue en rangeant leurs coordonnées dans la base £ en colonnes.

Mathématiques

Soit A = (a1, ..., an) une famille de n vecteurs de £/, A = Mg(a1,...,an ).

. . ) Caractérisation matri-
A est une base de £ ssi A est inversible gjglle des bases

Représentation matricielle des applications linéaires

Soit E et F' des espaces vectoriels de dimensions finies munis des bases £ =
(er,...,ep)et F.

On définit la matrice représentative dea € L(E, F), notée Mg r(a) € Mp, p(K)
par MS,]: (a’) = M}—(a(el)a a(62)7 sy a(ep))'

Soit E, F',GG des K-espaces vectoriels de dimensions finies de bases respectives
E, F,G,ae LIE,F),be L(F,G)etx € E. Alors

Mz (a(z)) = Mg r(a) x Mg(z) et Mg g(boa) = Mg g (b) x Mg x(a)
Caractérisation matricielle des isomorphismes

Soit E et F' des espaces vectoriels de méme dimension n, de bases respectives
Eet Feta € L(E, F) de matrice A = Mg _#(a).

En ce cas Mrg(a™') =
AL
Formules de changement de bases

a € GL(E) <— A ecGL,(K)

Soit E, F des espaces vectoriels de dimensions finies. On considere £,€" deux
bases de E et F, F’ deux bases de F.

La matrice de passage de £ vers la base &', est la matrice Pe_, g/ définie par :
Pe_gr = Mg (E') = Mg ¢ (idp)
Onnote P = Fr_,¢ etQ = Pr_, r/. Alors

r € FE, X =Mg(z)et X' =

X'=pP'xx Mg/ (z)

, 1 a € L(E), A = Mg(a) et
A =P xAxP A’:Mg/(a)

, . a € LIE,F), A = Mg _r(a)
A =Q xAxXP etA':Mg/,].—/(a)

Soit (A, B) € My, (K)% A et B sont dites

e semblables s’il existe P inversible tel que B = P~ x A x P.
e équivalentes s’il existe P et Q inversibles telles que B = Q™ x A x P.

51



Rang d'une matrice

Soit A € My, p(K) une matrice a p colonnes notées Aq,..., Ap.
Notons (ai, ..., ap) les vecteurs de K" canoniquement associés aux colonnes
de Aeta € L(KP,K") I’application linéaire canoniquement associée a A. On
pose Rg A = Rga = Rg(a1,a2,...,ap)
Soit P € GLp(K) et @ € GLn(K), alors Deux matrices équivalentes
Rg (Q—l x Ax P)=RgA ont méme rang.

Soit r < min(n,p). Alors
1 00 0

Rt L R U DT

0 00 0

Aet AT ont méme rang.
_Calcul du rang d'une matrice par opérations élémentaires __

On ne change pas le rang d’une matrice lorsqu’on :

e ¢change deux lignes (resp. colonnes);

e remplace une ligne (resp. colonne) par un multiple non nul de celle-ci;
e ajoute a une ligne (resp. colonne) un multiple d’une autre.

Rang et matrices carrées inversibles

Soit A € My p(K). Le rang de A est I’ordre maximal d’une matrice carrée
inversible extraite de A.

Trace et matrices semblables

Soit A € My (K) une matrice carrée d’ordre n. On appelle trace de A la
somme de ses coefficients diagonaux. On note Tr(A) = a1 1+a2 2+ - -+ann.

o Tr(\- A+ p- B) = ATr(A) + u Tr(B). (A, B) € Mp(K)2, (\p) €
e Tr(A x B) = Tr(B x A). K2 Alors

En conséquence, deux matrices semblables ont méme trace.

Trace d'un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, uw € L(FE). On appelle trace
de u, la trace de sa matrice représentative relativement a une base quelconque.
On note Tr(u) ce scalaire.

Soit p € L(E) un projecteur de E. Alors Tr(p) = Rg (p).
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o Tr(A-u+ p-v) =ATr(u) + p Tr(v). (u,0) € L(E)?, (\ u) € K2.
o Tr(uowv)=Tr(vou).

Groupe symétrique et déterminants

Mathématiques

Groupe symeétrique

Soit n € N*, on note &,, I’ensemble des bijections de [1,n] dans lui-méme
(permutations).

(&n,0) est un groupe pour la composition ~L'élément neutre est I"appli-
des applications, appelé groupe symétrique. ~cation identité.
Soitk1, ..., kyp des entiers distincts de [1,n]. Le cycle o = (k1,ka, ..., kp) est
la permutation définie paro (k1) = ko, 0(k2) = k3,...,0(kp—1) = kp,0(kp) =
ki etVk ¢ {k1,...,kp}, o(k) = k. On dit que o est un cycle de longueur p.
Une transposition est un cycle de longueur 2.

Toute permutation de &,, est décomposable Les transpositions engendrent
en un produit d’au plus n — 1 transpositions.  Sn.

Signature d'une permutation

Soit o € G, une permutation.

e Le nombre d’inversions de o est le nombre I(o) de couples (i, j) € [1,n]>?
tels que i < jet o(i) > o(j).

I(0),

e La signature de o est le nombre réel (o) = (—1) o est dite paire (resp.

impaire) si (o) = 1 (resp. e(o) = —1).
Un p-cycle a pour signature (—1)P~ 1. Une transposition a pour signature —1.
Pour toutes permutationso 1 et o2, 0on a:
Lasignature e : G,, — {1}
&(02 001) = e(02) x £(01) est un morphisme de groupes.
Formes n-linéaires alternées
Soit E et F' des K-espaces vectoriels, n > 2.

e Une application ¢ : E" — F est dite n-linéaire si elle est linéaire par
rapport a chacune de ses variables.

e o est dite alternée si pour tout (a1, ...,an) € E™ et pour tout couple (i, j),
1<i<j<ntelquea =aj,onap(a,...,a;...,a;,...,an) =0p.
Lorsque F' = K, on dit que ¢ est une forme n-linéaire alternée sur E. On note
A, (E) I’ensemble des formes n-linéaires alternées sur E.

Soit ¢ € An(E), 0 € Gy Pour tout (z1,...,2,) € E™,0ona:

P(T(1)s- -1 To(n)) =€(0) @(ar,...,xn) estantisymétrique.

53



Formes n-linéaires alternées sur F,,

On considere désormais un espace vectoriel E de dimension n € N* rapporté
aune base B = (e1,...,en). Pourtout p € Ap(F) ettout (x1,...,2,) € E"
de matrice représentative, Mp(z1,...,2n) = (a;,j),ona:

Sp(xla s >$n) = l Z 5(0) Ag(1),1 (2),2 """ Ao(n),n | X 90(61 16250y en)
ceS,

Ay, (E) est un espace vectoriel de dimension 1.

Déterminant d'une famille de » vecteurs de F

Soit (z1,x2,...,2n) € E", on note (a; ;) = Mg(x1,...,zn) la matrice re-
présentative de cette famille de vecteurs dans la base B.

e Le déterminantde (x1, ...,z )dans la base B est le nombre

Det (21, 22,...,2n) = > &(0)Ay(1),1 G(2).2° " Go(n)n
oceG

Detg : E™ — K est une forme n-linéaire alternée.
— Déterminant d'un endomorphisme, d'une matrice carrée___

e Soit f € L(E) un endomorphisme. Le nombre Detg ( f (B)) est indépendant
de la base B. On appelle ce scalaire le déterminant de f. On le note Det(f).

o Soit A € Mn(K). On appelle déterminant de la matrice A = (a; j)1<i j<n
le nombre Det(A) = 2066 . g(o) H?:l Ao (i),i -

Caractérisations a lI'aide du déterminant
SoitU = (uy, ..., un) une famille de n vecteurs de E. Alors

U est une base de E <= Detp(U/) #0 Caractérisation des bases
Soit f € L(F) un endomorphisme de E. Alors

Caractérisation des auto-
f € GL(E) < Det(f) #0 morphismes

En ce cas, Det(f~ 1) = (Det(f))_l
Soit A € My (K). Alors

ACGLuK) < Det(a) 20 Soractérisation des me-

Développement par une ligne ou une colonne
Soit A = (a;,j)1<i,j<n une matrice carrée d’ordre n.
Pour (i, ) € [1,n]?
o A; ; estle déterminant de la matrice extraite de A en supprimant ses jéme
ligne et 5" colonne. Il est appelé mineur d’indice (i, 7).

o le nombre b; ; = (_1)i+in,j, est appelé le cofacteur de a; ;.
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On appelle comatrice de A, la matrice des cofacteurs de A, B = (b;, j)1<¢, j<n.
On note B = Com(A) Soit (i0,jo) € [1,n],

n
e Det(A) = Z a, (—1)feti Ai, Det(A) estla somme des fac-
1 teurs de la io"™ ligne (resp.
n de la jo ™ colonne) multi-
o Det(A) = Z a@,jo(—l)iﬂ‘) By pliés par leurs cofacteurs.

Il
=

(3

Soit A une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) d’ordre n. Alors
Det(A) est égal au produit de ses coefficients diagonaux.

Formule de la comatrice

1 1 T
= Det(4) Com(A) A € GLn(K), Det(A) #0
Espaces préhilbertiens réels

Produit scalaire

Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle produit scalaire sur E, toute
application ® : E? — R qui est :

e symétrique : pour tous x et y dans E, ®(x,y) = ®(y,x);

e bilinéaire : linéaire par rapport a chaque variable ;

e positive : pour tout x dans E, ®(x,z) > 0;

e définie-positive : pour tout x dans E, si ®(x,x) = 0, alors z = 0.

Dans ce cas, on note pour tous vecteurs z ety de E : ®(x,y) = (x | y). Le réel
(z | x) est positif, on note || z|| = \/ (z | @) la norme euclidienne de z.

Un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (- | -) est appelé espace
preéhilbertien réel. Si de plus E est de dimension finie, on dit que c’est un espace
vectoriel euclidien (eve).

Familles orthogonales, orthonormales

Soit E un espace préhilbertien. Soit ¥, y des vecteurs de E, U = (v, ..., up)
une famille de vecteurs de E.

e 1z ety sont dits orthogonaux si (x | y) =0, onnote x1ly;
e U est orthogonale si¥(i, j) € [1,p]°, i # j = (u; | uj) =0;
e U est orthonormale siV(i, j) € [1,p]?, (u; | uj) = dij;

e U est une base orthonormée (BON) de E si c’est une base et une famille
orthonormale.

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre, une famille orthonor-
male est libre.
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Calculs dans un espace préhilbertien

Soit F un espace préhilbertien, (z,y) € FZ.

o lz+yll?=lzll®+2(x|y) + Hyﬂ °  Identités de polarisation
_ 1 2
o (@|y)=z(lz+yl*~llz-yl?)

2 2 2 Théoreme de Pythagore
ely < |lz+yl? =zl + |yl ythag

I(z | )| < || z]||| vl Inégalité de Cauchy-

avec égalité ssi x et y sont colinéaires. Schwarz

[z +yll <=l + 1yl

avec égalité ssi x et y sont colinéaires et de Ineégalite triangulaire

méme sens.
Orthonormalisation de Gram-Schmidt
Soit E un espace préhilbertienréel et (e, - - - , e ) une famille libre de vecteurs.
Alors, il existe une famille orthonormale (eq, - - - , ;) unique telle que

e Vk € [1,p], Vect(ey,...,e) = Vect(ey,...,e)-
o Vk e [1,p], (ex | ex) > 0.

Un espace vectoriel euclidien F possede des BON. Plus précisément, toute
famille orthonormale de E peut étre complétée en une base orthonormée de E.

Calculs en BON
Soit E un eve rapporté a une BON B = (e, ..., ep).

Soitz ="z -e;ety =>." | y; - ¢ des vecteurs de F, alors
n

n n

ex=) (za)-ei o (aly) =) wiy e fal*=) a
=1 =1 =1

____Orthogonal d'une partie, supplémentaire orthogonal

Soit E un espace préhilbertien réel et A une partie de E. On appelle orthogo-
nal de A, et on note AL I’ensemble des vecteurs de F orthogonaux a tous les
vecteurs de A.

L
. . . . F— est le seul sous-espace or-
Soit F un sev de dimension finie de FE. thogonal et supplémentaire de

Alors F et FL sont supplémentaires F. On I"appelle le supplémen-
Fg F- =E. taire orthogonal de F'.
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Projections orthogonales

Soit F' un sev de dimension finie d’un espace préhilbertien réel E.

La projection orthogonale de E sur F est la projection de E sur F parallele-
ment a F. On la note pp : E — E. Soit (z,y) € E?

_ e ycF Caractérisation du pro-
y=rr(z) < , ye Bt jeté orthogonal
Soit (e1,...,ep) une BON de F.
P

Expression du projeté or-
pr(z) =) (z]ei) e thogonal en BON

=1

Distance d'un point a un sous-espace vectoriel

Soit F un sous-espace vectoriel de E, T € E. On appelle distance de x a F le
réeld(z, F) = inf{||x — y||; y € F}.
|z — pp(x)|| est la distance

d(z,F) = ||z — pp(x)]| aniljl%male entre x et un vecteur
el.

Arithmétique! Algebre! Géométrie!
Trinite grandiose! Triangle lumineux!
Celui gqui ne vous a pas connues est un insensée!

Lautréamont

57

Mathématiques



Analysggiyse 2

Analyse asymptotique
Relations de domination et de négligeabilité
Soit f,g: I — R, a € [ U{Zoco}. On dit que

9

o f est dominée par g au voisinage de a, et on note f = 4 (g) §’il existe un

)
. _ Ve €V, f(z) = p(z)g(x
voisinage V de a et ¢ : V — R tels que { @ est bornee dans 'V ’

o f est négligeable devant g au voisinage de a, et onnote f = o4 (g) s’il existe

Ve eV, =
un voisinageV de a et p : V — R tels que { ligr:n SO(CU)fog) o(z)g(x) .

r—ra
o =049 = f(x)bornéauvoisdea . i
— ey g(x) - Caractérisations a l'aide
f(x) du quotient
o f =o04(9) < lim ——= =0.
r—a g(aj)

Relation d'équivalence

On dit que

e f est équivalente a g au voisinage de a, et on note f ~q g s’il existe un

Ve e, —
voisinage V de a et ¢ : V — R tels que { lifn @(a:)f(:m% p(z)g() .
Tr—a

f(x) Caractérisation a l'aide du
o fryg — lim —= =1 quotient
z—a g(x)

Caractérisation a l'aide de
° f~ag = f(z) —g(x) =0a (9(z)). Ia différence

Propriétés des fonctions équivalentes
On suppose que f ~q g. Alors

V¢ eR, lim f(z) =¢ < lim g(z) =¢ Propriété fondamentale
r—a Tr—a

f > 0au vois. dea < g > Signe de fonctions équiva-
0 au vois. dea lentes
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Obtention d'équivalents

Soit fi, f2,91,92 : I — R, a € R”. On suppose que f1 ~q f2et g1 ~a go.
Alors
e équivalent d’un produit fi g ~, fog2;

Mathématiques

Ji fa

e équivalent d’un quotient si g;(z) # 0dans I \ {a}, alors o ~a g
2

e équivalent d’une puissance si f1(z) > 0 dans I \ {a}, alors f* ~q f5"
Soit f,g: I = R,a €U {£o0};

e équivalent d’une somme si g = oq(f), alors f+g ~a f.

Soit f,g: J = R,y: I - R, aclU{*oco}etbec J,tels quey(I) C J;

e équivalent d’une composée si }jgnay(x) =b ) alors foy(z) ~q goy(x).
fy) ~v 9(y)

Soit f : I — R une fonction dérivable en a € I telle que f (a) # 0;

e équivalent d’un accroissement f(z) — f(a) ~ f'(a) - (z — a).

Comparaison de fonctions usuelles

Soit a, B,y > Otels que a < 5, et a > 1, alors

o (Inz)”" =op(1/2%) e (Inz)” = 0400 () oxﬂzoo(xa)

o 7% = o+oo(a:’8) o 1% = 04 00(a")

Equivalents de fonctions usuelles

Au voisinage de 0
2

e sin(z) ~qgx e 1—cos(x)~ T. » tan(z) ~o
e (1+2)*—1~pax e In(l+z)~px D e
Soit P la fonction polynomiale définie sur R par :
P(z) = ag 2% + agi1 2 4. 4 apz™ ol an et ag sont non nuls.
Au voisinage de +oo P(x) ~ ap 2 (mondme dominant)
Au voisinage de 0 P(z) ~ agz® (mondme de plus bas degré)

Développements limités

Soit I un intervalle,a € I, f : I\ {a} — Rern e N,

e On dit que f admet un développement limité a I’ordre n en a s’il existe un
polynéme P € Ry[X] tel que pour tout x € I\ {a},

(DLn(@)  f(x) = Pz —a)+oa ((z — a)")
e On dit que f admet un développement limité a I’ordre n en +oco s’il existe
un polynéme P € R, [X] tel que pour tout x € I N RT*,

(DL (+00)) f(x):P(ng)““’(%)

59



P est appelé partie réguliere du développement limité.

Soita € TU{=£oo}. Si f admet un développement limité d’ordre n au voisinage
de a, alors sa partie réguliere est unique.

Formule de Taylor-Young

On suppose que f est une fonction de classe C" sur I. Alors pour tout z € [

(a (n) (4
1@ =@+ L2 a4+ 22D oo 0@ o)

Régularité d'une fonction admettant un DL

Soit f : I'\ {a} — R une fonction admettant un développement limité a I’ordre
neNenael:

f(x) =ao + a1 (z—a)+ a2 (:zj—a)2—|—~~~—|—an (x—a)n—i—o((a:—a)n).
e Sin>  alors f se prolonge continiiment ena et f(a) = ag.
e Sin > 1,alors f estdérivable au point a et f’ (a) = a1.

Opérations sur les développements limités

Soit f et g admettent des développements limités a I’ordre n a 1’origine :

H f(z) = P(x) 4+ oo(z"), avec P € Rp[X]
g9(z) = Q

(z) + o (2), avec Q € Rp[X] * 11O

o (f+9)(x)=(P+Q)(z)+ ("),
o (fxg)(z) = R(z)+ o (z"), 0o Restle polyndme PQ tronqué a1 ordre n.

e Sideplus lin% f(xz) =0, (gof)(x) = R(x)+o0(z"), ot Restle polynome
xr—>

Q o P tronqué al’ordre n.

e Side pluswli_{% f(x) =0, 1+1W — R(x)_|_q)(mn) ou R estle polyndme
> (=1)* P*(z) tronqué a1’ ordre n.

k=0

44
e Si F est primitive de f sur I, alors F'(z) = F(0) 4+ / P(t)dt + oo (z"T1).
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Développements limités des fonctions usuelles

Au voisinage de I’origine, les fonctions usuelles admettent des développements
limités de tous ordres :

Mathématiques

2 3 4 n
et = 1_|_x+x_+aj_+x_+...+x__|_0(x”)
21~ 31 4l n!
2 4 6 8 2n
cos(gj) = l_x_+x__x_+x__...+(_1)n x -I—O(:I}Qn)
21 4] 6!7 8! (2n)!
3 5 2n+1
: _ l’_ x__$_ . nw— 2n+1
sinz) = @ grr g oyt (DT gy ot
22 A 6 8 2n o
ch(z) = 1+§+Z+E+§-+---+(2n)!+o(x )
3 5 7 2n+1
— Lo o L e T 2n+1
shz) = w+gpt gt ot +(2n+1)!+05 )
(142> = 1+aa:+---+a(a—1)---(a—n+1)m—|—o(mn)
lix = l4+z+2+2° +28+ - +2" +o(2")
3 5 7 2n+1
Arctan (z) = x—%+%3_%+...+(_1)" §n+1+o(az2”+1)
x x x 1 x" n
A1) = e T (D" el
tan(z) = x—i—%—ko(a:?’)

Relations de comparaison : cas des suites

Soit u et v des suites de nombres réels. On suppose qu’a partir d’un certain
rangng, vy 7 0. On dit que

o uy, = O(vn) lorsque (un/vn )n>n0 est bornée ;

e uy, = o(vn) lorsque ngrfooun/v” —0;

o uy, ~ vy lorsque lim wup /v, = 1.
n—-+4oo

Croissances comparées

Soit (a,a',ﬁ,ﬁ’,%v’) e RS telsque0<a<d,0<f<fet0<y<n’

/

o (Inn)* = 0((lnn)a,) o n%= o(na ) o " = O(Gﬂyln)

e (Inn)’ = o(n®) e n%=0(e"") e " =o(n!)

Equivalents usuels

Soitu e BV, € R.Si  lim wn = 0, alors

n—-+oo
Uy,
e Sinu, ~ up e 1 —cosup ~ =¥ e tanun ~ Un
o (1+un)—1~aup ® In(l+un)~un e e — 1~ un.

61



n!  ~ (T—L)n 2nm Formule de Stirling

n—-+oo e

Intégration
Fonctions en escalier et continues par morceaux

Soit o = (ao, . . ., an) une subdivision de [a,b], i.e.a =ag < --- < an = b.

e ¢ : [a,b] — R est une fonction en escalier sur [a,b] s’il existe une subdivi-
sion o de [a,b] telle que pour tout k € [1,n], ¢ est constante égale a \j, sur
Jag—1, agl.

e [ : [a,b] — R est dite continue par morceaux sur [a,b] s’il existe une
subdivision o telle que pour tout k € [1,n] , f est continue sur|a_1, | et
se prolonge continiiment a [aj_1 , ai).

On note E([a, b], R) I’ensemble des fonctions en escalier et Com (|a, b],R) I’en-
semble des fonctions continues par morceaux sur [a, b]. Soit f € Cpm ([a, b], R)

(I
une fonction continue sur [a,b] et € > 0 fixé. Il existe ¢, ¢ € E([a,b],R) des
fonctions en escalier telles que :

Approximation uniforme
SY-¢se d’une fonction continue par
e <KW morceaux par des fonctions

en escalier.
Construction de l'intégrale sur un segment

b n
Pour ¢ € E([a,b],R), on pose/ o(x) dz :/ w0 = Z e la g —ak—1]-
a [a,b]

Pour f € Cpm([a,b],R), on définit I’intégrale de a a b de f par

/ /f Hdt = inf{f;’ o(t)dt; ¢ € E([a,b],R), ¢ f}
[a7b]
= sup{ [/ () dt; ¥ € B([a,b),R), ¢ < f
Intégrale des fonctions continues par morceaux

Soit f, g : [a,b] — R, des fonctions continues par morceaux, A, i des réels,
e linéarité :ffz()\f +pg)(t) dt = A f;f(t) dt + p f; g(t)dt
relation de Chasles : fs f)ydt = [2f(t)dt + fcbf(t) dt

croissance : si f < g, alors f;’f(t dt < fbg(t) dt

positivité : si f > 0, alors [ b f(t)dt >0,

Inégalité triangulaire intégrale : ‘ f f(t) dt‘ </, P1F@)] dt,

2@l <supy 1] [ lg(t)]dt,

inégalité de la moyenne :
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Propriétés de l'intégrale des fonctions continues

Soit f : [a, b] — R continue sur [a, b, avec a < b.

b
1 Valeur moyenne d'une
Je € [a, b], b_ “/a f#)dt = f(e) fonction continue

Si f :[a,b] — R" est continue et positive sur le segment [a, b].

b Définie-positivité de l'inté-
f=0 < / f(t)dt =0 grale

Approximations d'intégrales

Soit f € C([a, b],R) une fonction continue sur le segment |a, b]. Pour tout entier
n, on considere la subdivision réguliere Vi € [0,n], ¢ = a + i - b_Ta de [a,b].
On appelle somme de Riemann de rang n de f toute somme

b—a
Z f(ei), ot ¢ € [ai,a;41]

Rn(f) =

La suite (Rn(f)) _.. estconvergente et hm Rn(f) = f(t) dt
neN n—+oo a

Intégration et dérivation

Liens fondamentaux entre intégrales et primitives

Soit I un intervalle de R, f : I — R une fonction continue sur I.

Soit a € I et on définit Fa : I — R par

Intégrale fonction de sa
Vo €1, Fo(x f(#)dt. borne supérieure

Alors F, est dérivable sur I et F, =

f posseéde des primitives sur . Plus precisé- Primitives d'une fonction
ment, sia € I, F, est’unique primitive de f  ggntinue
sur I qui s’annule au point a.
Les autres primitives de f sur I sont les fonctions de la forme F' = F, + C, ou
CeR

Soit f € Cl(IR a I, alors Représentation intégrale

i 1
Ve el, f(z)= / £ () dt des fonctions de classe C

Calculs d'intégrales

Soit F' : I — R une primitive quelconque de
f sur I, pour tout (a, b) € I?

/a ’ F(&) dt = lF(t)] i: F(b) — F(a)

Théoreme fondamental du
calcul intégral
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. 1 2
Soit u,v € C*(I,R), pour btout (ba,b) el Intégration par parties

b
/ o (t)v(t)dt = lu(t)v(t)] — / w(t)v'(t)dt

Soit f € C(I,R), ¢ € C'(J,R) telle que
@(J) C 1. Alors pour tout (a,b) € I° Changement de variable
b ¢ (b)
[ tevewa= [ jwa
a v(a)
Primitives usuelles
Le tableau des primitives usuelles se trouve page 20.

Formules de Taylor
Soitn € N, f: I — R une fonction de classe C" sur I et a € 1.
Polynémes de Taylor d'une fonction de classe C"

On appelle polynome de Taylor de f en a de degré inférieur ou égal a n, le
polynome Ty, défini pour tout x € R par :

"(a (n) a
fla) + ()<—ar+iil<x—@2+~-+f 9 (¢ a)"

21 n!

Tn()

R (q
g f (x — a)k.
k:

Formule de Taylor avec reste intégrale

On suppose que f est de classe C" ! sur I. Alors pour toutx € 1

n (), o

n!
k=0

Inégalité de Taylor-Lagrange

On suppose que f est de classe C" 1 sur I et qu’il existe M € R™ tel que
vt e I, | F" ()| < M. Alors pour tout z € I

),
.mm—;;i7§l<x—wk

Formule de Taylor-Young

o n+1
oy o=l
(n+1)!

On suppose que f est une fonction de classe C" sur I. Alors pour tout x € T

"(a ") (q
@) = f@) + L2 L

(r—a)+---+ (a:—a)n+oa((x—a)n>
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Procédés sommatoires discrets
Convergence d'une série numérique

Soit (up) € KN, neN. On appelle somme partielle de rang n, et on note Uy,

Mathématiques

n
la somme Uy, = Z uy. La suite des sommes partielles (Uy,) ncn est appelée
k=0
la série de terme généralu.,,. On la note _ up,.

La série )y un est dite convergente si la suite des sommes partielles (Uy) est.
En ce cas, la limite des sommes partielles est appelée la somme de la série.
Lorsque la suite (Uy,) diverge, on dit que la série est divergente.

Lorsque la série > un est

o0 n

Z un = lim U,= lim Z e convergente, la somme de la
n——+o0o n——+o0o série est la limite des sommes

n=0 k=0 partielles.

Restes d'une série convergente

Soit > up une série convergente. Etant donné p € N, la série > wun est

nzp+1
+ oo
convergente. Sa somme est appelée le reste d’indicep, onnote Ry = Y un.
n=p+1
+00 La suite des restes (Rp)pen
Pour tout entier p € N, Z up = Up + Rp. est convergente de limite

=00 nulle.

Lien fondamental entre suite et série

]I o lasérie Y (upt1 —un) converge  Lasérie 3 (unt1 —un)etla
e la suite (uy) converge suite (un) ont méme nature.

Condition nécessaire de convergence

Si la série ) _ un converge alors lasuite (un) La réciproque est fausse !
est convergente de limite nulle.

Lorsque un + 0, on dit que la série | up diverge grossiérement.

Séries a termes positifs

Soit > un une série a termes positifs. On note (Uy) la suite des sommes par-
tielles. Alors (U, ) est croissante. En particulier

. . Condition nécessaire et
> un converge ssi (Uy) est majorée. suffisante de convergence

+0oo
Encecas ) up=sup Up.

n=0 n
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Comparaison séries-intégrales

n+1 n f : RY — R' une fonc-
/ f(t) dt < f(n) < / f(t) dt tion continue par morceaux,
n n—1 décroissante et positive.

Avec les notations ci-dessus, les assertions suivantes sont équivalentes :

e lasérie Y  f(n) converge
n>0 Comparaison série-

n bt
o la suite ( [f(t)dt) oy converge intégrale
0

Séries absolument convergentes

Soit " un une série, a termes réels ou complexes. On dit que » u, est abso-
lument convergente si la série | |un| est convergente.

Si la série S us, est absolument convergente Gondition suffisante de

alors elle est convergente. convergence
+00

400
Sun| <Y Junl
n=0

n=0

En ce cas,

Séries alternées
On suppose que (un) est une suite de nombres réels décroissante.

Si (un) est convergente de limite nulle alors ~ Critére spécial des séries
la série ), - o(—1)"un converge. alternées

Séries de référence

Série géométrique de

> 2" converge si et seulement si |z| < 1. terme général 2"
100 1
Ence cas, ) 2" = :
n=0 ==z
too Convergence des séries
> %7 convergeet y Zp=e?, exponentielles
n=0
Série de1 Riemann de terme
Z ia converge si et seulement si o > 1 général —.
n na

n=1

Comparaison des séries a termes positifs

Soit Y up, Y vy des séries réelles telles que Vn € N, 0 < up, < vy,

+oo +oo
e silasérie) v, converge alors)  uy converge aussiet > un< Y, vnp
n=0 n=0

e silasérie)  un diverge alors > v, diverge aussi.
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Soit u, v des suites de réels positifs.
Si un, Y n alors > un et Y vy sont de Régle des équivalents
méme nature.

Familles sommables
Familles sommables de réels positifs

Mathématiques

Soit I un ensemble et (v; );cy une famille d’éléments de [0, +oco]. On appelle
somme de la famille (v ;);c1 ’élément de [0,+00] noté > u; et défini par :

i€l
>y :sup{Zui, F C IetFﬁni}
el 1EF
e Lorsque Y u; < +oo, on dit que la famille (u;);c est sommable.
1€l
o Sinon » u; = +oo.
i€l

Lorsque I = N, la famille (un)nen est sommable si, et seulement si, la série
> un converge. En ce cas,

Sup= Y un =32 un

1€EN neN

Etant donné une permutation quelconque o de I’ensemble d’indices I, on a

E U = E Ui Invariance de la somme
a (i) :

, , par permutation

el el

Soit I et J deux ensembles tels que I est la réunion disjointe des ensembles I;
pour j € J. Pour toute famille (u;) ;< de réels positifs, on a

Zui = ZZ Ui Sommation par paquets
i€l jEJIEL;
Soit I et J deux ensembles, (u;,;);, j)erxs une famille de réels positifs. Alors
Z Wi g = ZZ Wi = ZZ“ZJ Théoréeme de Fubini positif
(i,9)EIxJ icljed jeJiel

Familles sommables de hombres complexes

Soit I un ensemble et (u;) ;c 1 une famille de nombres complexes. On dit que la
famille (u;);c1 est sommable lorsque la famille de réels positifs (|u;|)icr est
sommable.

Soit (; );c 1 une famille sommable de nombres complexes.

e Si les u; sont réels, on pose u;L = max(u;,0) et u; = max(—u;0). La
somme Y u; de la famille (u;);cr est donnée par " u; = Suf — S u; .
icl icl icl icl
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e Dans le cas général, les familles de réels (JRe (u;));cr et (Jm (u;));cr sont
sommables et lasomme > u; estdonnée par: Y u; = > Re (u;)+i >, Im ()
i€l i€l i€l i€l

Soit (u;);cr une famille sommable de nombres complexes. Pour toute permu-
tationo de I, la famille (uy(;) )icr est sommable et

E u = E U (i) Invariance de la somme
_ , par permutation
el 1€l

Soit I et J deux ensembles tels que I est la réunion disjointe des ensembles I;
pour j € J. Pour toute famille sommable (u;);c; de nombres complexes, on a

Z“i = ZZ Ui Sommation par paquets
il jeJiel;
Soit I et J deux ensembles. La famille de nombres complexes (u; ;) (i jyerxJ
est sommable si, et seulement si, pour tout ¢ € I, la famille (uZ j )je J est som-
mable et > " |u; ;| < 4o00. Onaalors

iclicJ
Z Ui,j = ZZ Wi j = ZZ“U Théoréme de Fubini
(i,5)EIxJ ieljed jeJiel

— Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes _

Soit Y un ety un, deux séries absolument convergentes. Alors, la série dont
n

le terme général est w, = »_ ugv,_k est absolument convergente et on a :
k=0

+o0 +oco +o00
Z Wn = ( Z ’u,n) X (Z vn> Produit de Cauchy

n=0 n=0 n=0

Fonctions de deux variables
Dans ce chapitre, R? est muni de sa structure euclidienne habituelle. Pour tout
u=(z,y) € R, ||ul| = /22 + 42

Ouverts de R?, fonction continue sur un ouvert

e Soit a € R%etr > 0. La boule ouverte de centre a et de rayon r I’ensemble
des points u € R? vérifiant ||u — a|| < .

e Soit A une partie de R*. On dit que A est un ouvert de R? si, pour tout
a € A, A contient une boule ouverte de centre a.

Soit U un ouvert de R?, f une application de U dans R et (x9,y0) € U. On dit
que [ est continue au point (x , 1) Si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que :

V(z,y) € A, [l(z,y) — (zo,p0)ll <1 = [f(z,9) — f(zo,y0)| <€
On dit que f est continue sur U si f est continue en tout point de U.
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Dérivées partielles

Soit U un ouvert de B2, f : U — R et (zo,y0) € U. Lorsqu’elles existent et
sont finies, on appelle dérivées partielles de f en (xo,yo) les limites suivantes :
of f(zo +¢,90) — f(z0,%0)

. %(ﬂio,yo) = lim

t
° g—g(ajo,yo) = %1_1’;[(1) f(xo’yo—'_tl)t _ f(fL’O,yO)

L’existence de dérivées partielles en (a9, yg) n’entraine pas la continuité en ce
point.

Soit U un ouvert de R?. On dit qu’une application f de U dans R est de classe
Cl sur U si f admet des dérivées partielles en tout point a de U et si les appli-
cations a %(a) et a— %yi(a) sont continues sur U.

Soit f : U — R une fonction de classe C' sur I’ouvert U et (zq, 7o) € U. Alors
f admet un développement limité d’ordre 1 en (xo, y0), c’est-a-dire :

f(CCO+h, y0+k) :f(x(b Yo )+h% (xo ) y0)+kg_‘£(l'0, yO)

- (I, B)I)

+ o
| (R, k) || —0

On en déduit que si f est de classe ¢! sur U, alors f est continue sur U.
Soit (xo,y0) € U, on appelle gradient de f en (xo,y0) et onnote V f(xo,w )

le vecteur V f(xo, yo) = (%ﬁ (20, %0), FL (o, yo)) :

En notant (-, -) le produit scalaire usuel de R?, on a

flao +h,yo +k) = f(xo,0) +(VSf(xo,y0), (h,k)) + ||(h,k(§||_>o(”(h’ k)l

Dérivées partielles et composées

Soit I un intervalle de R, U un ouvert de R2, f U — R, ¢ une application de
I dans R? définie par o(t) = (01(t), ¢ 2o(t)) et telle que o(I) C U. On suppose

que f et ¢ sont de classe C*. Alors la fonction F' = f o ¢ est de classe C* sur I
et:

of

Iy Loy 90
Vi e F(t) =¢a(t) 5

(e1(8), 02(t)) + b (1) %—j;(so (®), 2 (1))

Soit U et V deux ouverts de ]RZ, g une fonction de U dans R de classe Cl,
o une application de V dans U définie par p(x,y) = (p1(z,y), p2(z,y)), ou

@1 et ¢y sont deux applications de V' dans R de classe C'. Alors la fonction
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f = gopestdeclasse C! sur V et, pour tout (zg,yo) € V,ona:

af 0y dg Do dg
g—? (z0,y0) = 88_x (zo, yo)—%z (¢(0,y0)) + _a&c (wo,yo)—gy(w(myO))
of _ ¢ 99 92 99
By (z0,y0) = 3 (z o, yo)ax (¢(x0,y0)) + o (wo,yo)ay(w(muyo))

Extremums d'une fonction

Soit U un ouvert de R?, f une application de U dans R et a € U. On dit que f
admet un

e maximum global en a si :~Nu € U, f(u) < f(a)

e maximum local en a s’il existe r > 0 tel que : Yu € UNB(a,r), f(u) < f(a)
e minimum global en a si Vu € U, f(u) > f(a)

e minimum local en a s’il existe r > Otel que : Yu € UNB(a,r), f(u) = f(a)
o extremum global en a si f admet un maximum ou un minimum global en a;
e extremum local en a si f admet un maximum ou un minimum local en a.

Soit f : U — R une fonction de classe C* sur I’ouvert U de R2. Si f admet un
extremum local au pointa € U, alors :

of of Condition _ nécessaire
——(a) = =—=(a) =0 d'extrémalité du premier
2 Oy ordre

Autrement dit, V f(a) = 0. On dit que a est un point critique de f.

Aucune investigation humaine ne doit sappeler
vraie science si elle ne passe pas
par des demonstrations mathématiques.

Léonard de Vinci
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Dérldénbreimenteeit pro-
babiiit§srobabilités

Ensembles finis, dénombrement
Cardinal d'un ensemble

Soit E un ensemble.

) ) . . L’entier n est unique, on l’ap-
On dit que E est ﬁm}lor;qu il est en bijection pelle le cardinal de E et on
avec un intervalle d’entiers [1,n]. note Card E — n.

Cardinal d'une partie

e A estfini et Card A < Card E, E est un ensemble fini et
A C FE estune partie de E.
e A=F < CardA = Card E.

Applications entre ensembles finis
Soit f : E— F une application entre ensembles de méme cardinal fini.
f est injective <= f est surjective <= f est bijective

Dénombrements

Soit E et F' des ensembles finis.
CardFUF =CardE + CardF — Card EN F.
SiENF =0,alors Card EUF = Card E 4+ Card F.

Card (E x F) = Card E x Card F.

Card (FF) = (Card F)©ard &,

e [’ensemble des bijections (permutations) de E vers E est fini et de cardinal
(Card B)!.

Nombre d'arrangements et de combinaisons

. 2
Soit (n,p) € N*. AL (resp (Z)) est le nombre
| 0 . .
o AP = nf—'p)! si0 < p <n, et0sinon. d’arrangements (resp combi-
| naisons) de p éléments parmi
° (;):msmé])gnetﬂsinon. n.
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Analyse combinatoire

Soit E,, un ensemble fini de cardinal n € N.

» listes a répétition de p €léments de F, (ou p-listes
n? est le nombre de d’éléments de E;,)
» applications de [[1, p]| dans E,

» listes de p éléments distincts de F, (ou p-
AP est le nombre de arrangements d’éléments de Fi, )

» applications injectives de [[1, p|] dans E,,

» listes strictement croissantes de p éléments de F,,

(7;) est le nombre de » parties a p éléments de F), (ou p-combinaisons
d’éléments de E;,)

Espaces probabilisés finis

Le langage des probabilités

Une expérience aléatoire (e.a.) est une expérience dont on ne peut prédire avec
certitude le résultat. Un résultat possible est appelé une éventualité, ’ensemble
des éventualités est ['univers des possibles, noté ().

Un événement aléatoire est un événement qui peut se produire ou non, sui-
vant le résultat de I’expérience aléatoire. On le représente par ’ensemble des
éventualités qui le réalisent. Il s’agit donc d’une partie de Q), A € P (2). A la
suite d’une e.a. on dira que I’événement A est réalisé si le résultat w de cette
expérience appartient a A.

Q est I’événement certain, ) est I’événement impossible. 1'identification entre
événements aléatoires et parties de €2 permet d’utiliser les opérations élémen-
taires ensemblistes pour traduire certains événements, ainsi

e I’événement (A ou B), appelé disjonction de A et B, est modélisé par la
réunion AU B;

e I’événement (A et B), appelé conjonction de A et B, est modélisé par
I’intersection AN B;

e I’événement A, appelé contraire de A, est modélisé par le complémentaire
de AQ\ A.

Le fait que la réalisation de A entraine celle de B (A = B) se traduit simple-
ment par A C B.

Deux événements (A, B) € 2(Q)?sont dits incompatibles lorsqu’il est impos-
sible qu’ils soient réalisés simultanément, c’est-a-dire si AN B = ().

Une famille finie (A;);c; d’événements forme un systeme complet d’événe-
ments (SCE) si les A; sont 2 a 2 incompatibles et recouvrent Q : | J;c; Ai = Q
et pour tout couple (i, j) € I? d’éléments distincts A; N Aj=0.
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Espace probabilisé fini

Soit Q) un ensemble fini, non vide. On appelle probabilité sur Q) toute applica-

tion P : 2 () — [0, 1] qui vérifie les deux propriétés suivantes :

(IP’lg P(Q)=1

(B,) si Aet B sont incompatibles, alors P(AU B) = P(A) + P(B)

On dit alors que (2, P) est un espace probabilisé fini, et pour tout événement

A € Z(Q), on appelle probabilité de A le nombre P(A) € [0, 1].

un événement B est dit négligeable pour la probabilité P lorsque P(B) =

0. On considere une ea pour laquelle I’'univers des possibles 2 est fini, non

vide. Soit A € () une partie de 2. La probabilité uniforme pour que

I’événement A soit réalisé a I’issue de I’expérience aléatoire est donnée par :

Le procédé A — P(A) définit

— Card (A) — 7 cas f a’uor'ables unepprobabilité sur(Q ippelée
Card () 7 cas possibles probabilité uniforme.

Propriétés des probabilités

P(A)

Soit (Q, P) un espace probabilisé fini. Soit A et B des événements. Alors
o P(A) =1- P(A) e P(AUB)=P(A)+P(B)— P(ANB)
e P(A\B)=P(A)—P(ANnB)e AC B= P(A) < P(B)

Soit (A;)1<i<n une famille d’événements deux a deux incompatibles, alors

n n
P(lJ4) =) Py Formule d'additivité finie
i=1 i=1
Soit Q@ = {wy,...,wn } un ensemble fini de cardinal n € N* et (p1,...,pn)

un n-uplet de nombres réels positifs. Pour qu’il existe une probabilité P : 2 —
[0, 1] telle que pour tout i € [1,n], P({w;}) = p; il faut et il suffit que p; +
p2 -+ +pn=1

Conditionnement
Soit (2, P) un espace probabilisé et B un événement non négligeable (P (B) >
0).

Pour tout événement A € & (S2), on définit la probabilité conditionnelle de A

sachant B par : P(A|B) = Pg(A) = P(;(—E)B)

L’application A — Pp(A) est une probabilité sur (2.

A et B sont des événements
P(ANB) = P(B) x Pp(A) tels que P(B) > 0.

Formule des probabilités composées

Soit (Q, P) un espace probabilisé et (4;)1<i<n une famille d’événements tels
que P(A1N---NAp—1) > 0. Alors
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P( () Ai) = P(A1) x P(Ag] A1) x -+ x P(Ap| AN+ N Ap_q)

Formule des probabilités totales

Soit (Q, P) un espace probabilisé et (A;)1<i<rn Un systeme complet d’événe-
ments non négligeables. Pour tout événement B € #(2),

P(B):Z (BN A;) ZP ) x P(B|A;)

Formule de Bayes

Soit (Q, P) un espace probabilisé et (A;)1<;<rn Un systeme complet d’événe-
ments non négligeables. Pour tout événement B non négligeable, et pour tout

€ |1, n]|, ) .
jell,n] P(A; | B) = P(A)xP(B|AJ)

3 P(4) x P(B| A)

Indépendance en probabilité

Soit (Q, P) un espace probabilisé. Deux événements A et B sont indépendants
pour la probabilité P lorsque P(A N B) = P(A) x P(B). En particulier, si
P(B) > 0, A et B sont indépendants si et seulement si Pg(A) = P(A).

Soit A, B des événements indépendants pour P, alors

e les événements A et B sont indépendants ;

e les événements A et B sont indépendants ;

e les événements A et B sont indépendants.

Soit (A1,...,An) € P(Q)" une famille d’événements. Ces événements sont

dits indépendants si pour tous ii,...,i € [[1,71]],P(A7;1 N---N Aik) =
P(Azl) X oo X P(Azk)

Toute sous-famille d’une famille d’événements indépendants est formée d’évé-
nements indépendants.

Soit (A1,...,An) € Z2(Q)" une famille d’événements indépendants. Soit
(Bi,...,Bn) € Z()" une famille d’événements telle que : Vi € [1,n],
B; = A; ou B; = A;. Alors les événements B, ..., By sont indépendants.

Variables aléatoires réelles finies
Loi de probabilité d'une variable aléatoire réelle finie

Soit (£2, P) un espace probabilisé fini.
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On appelle variable aléatoire réelle (v.a.r.) sur Q) toute application X : Q —
R. L’ensemble des valeurs possibles pour X est fini et sera noté X () =

{:Cl, T2, ... ,xn}.

Lapplication P¥ : X(Q) — [0, 1] est une probabilité sur X (2),
x; +— P(X=ua)

appelée loi de probabilité de X .

Ici (X = ;) désigne I’événement X 1 ({z;}) = {w € Q | X(w) = z;}. Plus

généralement, si A € Z(R), onnote (X € A) ou encore [X € A] I’événement

X 1A ={weQ | X(w) e A}

La loi de probabilité de X estla donnée d’un n-uplet de couples (i, pi)ic[1,n] :

Mathématiques

L] X(Q):{$1,$2,~~~,xn}
e Vie([l,n], p;=PX =)

Les événements (X = x;);c[q,,) forment un SCE, appelé systeme complet

n
d’événements liés a X. En particulier Vi € [1,n], p; > 0, et Z p = L.
i=1
Transformée d'une variable aléatoire finie

Soit X une v.a.r. sur (Q,P) et f : X(Q) — R une fonction définie sur

X (R2). L’application composée 'Y : Q — R est une variable
w — f (X (w))

aléatoire notéeY = f(X).

Espérance d'une variable aléatoire réelle
Soit X une v.a.r. sur Q. L’espérance de X est le réel, noté E(X), défini par
n
E(X)= Z x;p;. Lorsque E(X) = 0, on dit que X est centrée.

=1

E(X)= ZX(W)P({W})Zi%P(XZM) Espérance d'une v.a.r.
weN i=1

Soit f : X(©2) — R une fonction définie sur X (€2). Alors

E(f(X)) =) fla:) P(X =) Formule de transfert
i=1

Soit X, Y deux v.a.r. définies sur 2. Alors

e linéarité : si (\, ) e R%alors EO\- X +p-Y) =X E(X) + pu-E(Y)

e positivité : si X > 0 (i.e. Vw € ©, X(w) > 0),alors £(X) >0

e croissance: si X <Y (i.e.Vw € Q, X(w) < Y(w)), alors E(X) < E(Y).
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Soit X une v.a.r. positive sur (£, P). Alors

Vz > 0, P(X>z) < 4 E(X) Inégalité de Markov
xXr

Variance, écart-type d'une variable aléatoire

Soit X une v.a.r. sur (Q, P).
e Lavariance de X est le nombre positif V(X) = E((X — E(X)) 2).
e L’écart-type de X est le nombre positif o(X) = \/ V(X)

Lorsque V(X) = 1, on dit que X est réduite. Plus généralement, si o(X) >

0, la var X* = X-_EX)

X) est une variable aléatoire centrée réduite, dite
o

associée a X.
Soit X une v.a.r. sur (2, P). Alors

V(X) = B(X?) — E(X)? Formule de Huygens
Pour tout couple (a,b) € R? de réels, ona V (aX + b) = a? V(X).
1 Inégalité de Bienaymé-

vt >0, P([|X — E(X)| > 1]) < 5 V(X)  Tchebychev

Lois finies usuelles

Loi uniforme X ~» % ([1,n])

Paramétres Loi de probabilité Espérance, Variance
enec o X(Q) = [L,n] « B(X) = 232
'P([X:k])zl/n OV(X): ni;l
Loi de Bernoulli X ~~ %(p)
Paramétres Loi de probabilité Espérance, Variance
e | sp oY . ngg —
eg=1-p OPX—OJ—q o V(X)=pgq
Loi binomiale X ~~ %(n, p)
Paramétres Loi de probabilité Espérance, Variance
on e N¥, e X(Q)=[0,n] e E(X)=n
) =mnp
1 _
:5510’—];7 oP[X:k:]:(Z)pkq” k o V(X) = npq
Soit X1, ..., Xy n variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli

A(p). Alors lasomme S = X + --- + Xy, suit la loi binomiale #(n, p).
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Couples de variables aléatoires
Loi conjointe de deux variables aléatoires X et Y
Soit X, Y deux v.a.r. sur (€, P). On note X(Q) = {z;,7 € I} et Y(Q) =

Lapplication PXY : X(Q)x Y (Q) — [0, 1] est une
(zi,y5) = P(X =2in[Y =)
probabilité sur X (Q2) x Y (QQ), appelée loi conjointe de X et de Y .

Mathématiques

La loi du couple (X,Y") est la donnée d’une famille ((xi,yj), pisj)(z‘ HeIxJ
o X(Q) ={zx;,icI}, Y(Q) ={y;,jcJ} ’
o V(i,j) €IxJ, pij=P([X=az]N[Y =y])

Les ([X =z;|NY = yj]) pour (¢,5) € I x J forment un SCE. En particulier
; I C> R
V(Z,j) €l xJ, bi; = 0 et Z(i,j)e]xJpZ"]

Lois marginales

Soit X etY deux v.a.r. sur (Q, P). Les lois de X et'Y sont appelées les lois
marginales du couple (X,Y). Soit (i,5) € I x J, on note p;q = P(X =
z;) et pej = P(Y = y;).

Soit (X,Y) un couple de v.a.r. sur (Q P) de loi {(x;, yj) i, ;- Alors

o Vicl pie=PX=u)= U [X—xz _y] sz,j
JjedJ jed

o VjEJ poj=PY = P(|Jx==zin] = iy
i€l i€l

Variables aléatoires indépendantes

X etY sont dites indépendantes sur (Q, P) si pour tout (i,j) € I x Jona:
P([X =z)n[Y =y;]) = P(X =2; ) xP(Y =y;) ou encore p; j = Pie XDej
Soit A, B deux parties quelconques de R.

P(XcAetYeB) = P(XeA)P(YeB) siXetY sontindépendantes

Soit X, Y des v.a.r. indépendantes sur (Q, P). Pour toutes fonctions f et g
définies respectivement sur X (2) et Y(Q2), f(X) et g(Y) sont indépendantes.

Des variables aléatoires X1, X5 , ..., Xn, sontindépendantes lorsque pour toutes
valeurs x; ,,;,, . ..,x;, prises par ces variables,

P([Xl :xil]ﬂ---ﬂ [Xn IZBZn]) :P(Xl IZBil) X oo X P(Xn :w,n)
Soit X7, ..., X, des variables indépendantes, soit f : X 1(Q2) x---x Xy, () —

Retg: X;m+1(02) X -+ x X (2) — R deux fonctions. Alors les transformées
f(X1,..., Xm) et g(Xm+1,. .., Xn) sont indépendantes.
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Covariance de variables aléatoires

Soit X,Y des v.a.r. sur (Q, P) .La covariance de X et de Y est le nombre réel
Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))). Etant donné X,V deux v.a.r. sur
@, P),

Cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y) Formule de Huygens

Soit X une v.a.r. sur (Q, P) et (a,b) € R?un couple de réels, on a Cov(aX +
b,cY +d) = ac Cov(X,Y).

Si X et Y sont indépendantes sur (€2, P), alors Cov(X,Y) = 0. En consé-
quence

E(X xY)=E(X)x E(Y) si X et Y sont indépendantes
Lorsque Cov(X,Y) =0, on dit que X etY sont décorrélées.

Cultivons avec ardeur les sciences mathématiques,
sans vouloir les étendre au-dela de leur domaine.

Augustin-Louis Cauchy
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tigue géometrique
ique geometrique

Bases de I'optique géométrique

Modeéles de la lumiére

Modéle ondulatoire : la lumiere est une onde électromagnétique. Une
lumi¢re monochromatique est une onde sinusoidale de fréquence f. Une
lumere quelconque est une superposition de lumieres monochromatiques de
fréquences différentes : elles constituent le spectre de 1’onde.

Modzéle corpusculaire : la lumiére est un flux de particules, les photons.

Longueur d’onde et fréquence dans le vide

Ao longueur d’onde dans le vide

ho= 7 ¢ =299792458 m-s”' célérité dans le vide
f fréquence
Couleur en fonction de la longueur d’onde dans le vide
,violet ~bleu = wvert jaune orang L, TO U g e Ao (nm)
400 450 500 550 600 650 700 750 800

Types de sources de lumiére

— Sources de lumiére blanche : spectre continu (constitué¢ de toutes les
fréquences dans I’intervalle du visible, et méme au-dela).

— Lampes spectrales : spectre discret (quelques fréquences).

— Lasers : lumicre sensiblement monochromatique.

On modélise une source quelconque par un ensemble de sources ponctuelles.

Célérité de la lumiere et indice de réfraction

S v célérité dans le milieu
n n indice de réfraction du milieu (n > 1)
ro Y Ao A longueur d’onde dans le milieu
foon Lo longueur d’onde dans le vide

Approximation de l'optique géométrique
On modé¢lise la lumiére comme un ensemble de rayons lumineux. Dans un
milieu transparent homogene et isotrope, ils sont rectilignes.
Condition pour négliger la diffraction
r<d A longueur d’onde, d taille caractéristique des
systemes rencontrés par la lumicre
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Réflexion et réfraction

rayon rayon
incident réfléchi
Dioptre : interface de deux tplan t milieu
1 b: 1 oo angen Y
milieux d’indices différents. g d’indice n,

Plan d’incidence: plan
contenant le rayon incident et
la normale au dioptre.

milieu
d’indice n,

dioptre

rayon

normale réfracté

Lois de Snell-Descartes

1. Les rayons réfléchi et réfracté sont dans le plan d’incidence.

2. Le rayon réfléchi est symétrique du rayon incident par rapport a la
normale : i =— . (Avec des angles non orientés : i =i .)

3. L angle de réfraction est lié¢ a I’angle d’incidence par : », sinj =n, sini, .

Loi de retour inverse de la lumiére

Le trajet suivi par la lumiére pour aller d’un point 4 & un point B est le méme
que celui suivi pour aller dans 1’autre sens, de B a 4.

Réfraction limite et réflexion totale

— Si n, >ny, 1l y a toujours un rayon réfracté (en plus du rayon réfléchi).

— Si n, <n, le rayon réfracté n’existe que lorsque 1’angle #; est inférieur a

lim = arcsm(—zJ . Lorsque i, > iy, il y a réflexion totale.
n

Fibre optique a saut d’indice

T
gaine d’indice n,

indice n,

ceeur d’indice 7, > n,

0 <0, pour que le rayon soit guidé par réflexion totale : 0, définit le cone
d’acceptance de la fibre.
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Ouverture numeérique d’une fibre optique

0, =nysinb, Définition de I’ouverture numérique
0, =[N —ng Expression en fonction des deux indices

Dispersion intermodale d’une fibre optique

_Ln(n —ny) At différence de temps de parcours entre les

At cn, rayons d’angle 0 et 6, , L longueur de la fibre

Formation d’images par un systéme optique

Systéme optique (SO) : ensemble de dioptres et/ou de miroirs.

Point objet : intersection de rayons incidents ou de leurs prolongements.
Point image : intersection de rayons émergents ou de leurs prolongements.
Un SO est stigmatique si, aprés sa traversée, les rayons issus d’un point 4
convergent vers un point 4" ou semblent provenir d’un point A",

Point objet (ou image) réel : intersection des rayons eux-mémes.

Point objet (ou image) virtuel : intersection des prolongements des rayons.
Point objet (ou image) a I’infini : défini par des rayons paralléles entre eux.

Exemple du miroir plan

Le miroir plan est rigoureusement stigmatique pour tout point de 1’espace. Il
donne d’un objet réel une image virtuelle, et inversement.

Systémes centrés et conditions de Gauss

Systéme centré : invariant par rotation autour d’un axe (axe optique).

Un systeme centré est aplanétique si I’image d’un objet plan perpendiculaire
a I’axe optique est également plane et perpendiculaire a 1’axe.

Conditions de Gauss : rayons paraxiaux (rencontrant le systéme pres de
I’axe optique, et peu inclinés par rapport a celui-ci). Les systémes centrés sont
stigmatiques et aplanétiques dans les conditions de Gauss.

Approximation de Gauss : tous les angles étant petits, sina~a, cosa =1,
tana=a.

Foyers et plans focaux

Foyer principal objet 7 : point dont I’image est a 1’infini sur I’axe.

Foyer principal image F': image d’un point objet situé¢ a I’infini sur 1’axe.

Si ces deux points sont a ’infini, le systeme est dit afocal.

Plan focal objet (resp. image) : plan passant par F' (resp. F') et perpen-
diculaire a I’axe optique. Les points d’un plan focal autres que le foyer
principal sont des foyers secondaires.
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Lentilles sphériques minces

Définitions concernant les lentilles

lentille lentille ménisque
biconvexe plan-convexe convergent
Les lentilles a bords minces
sont convergentes.
F et F'sont réels. 1\
L *—>
F i/O F
lentille lentille ménisque
biconcave plan-concave divergent

Les lentilles a bords épais
sont divergentes.
F et F'sont virtuels. T

t *r—>
F lO F

O centre optique, f = OF distance focale

OF'=-OF
objet, /' =OF" distance focale image
Vergence
i ! V' s’exprime en m™' ou dioptries ().
V=—r =—— Lentille convergente : f'>0, V'>0.
S S Lentille divergente : f" <0, V' <0.

Deux lentilles minces accolées, de vergences V; et V,, sont équivalentes a

une lentille mince de vergence V,+ V.

Constructions graphiques avec une lentille

B - N
Lentille convergente, Fooyq
objet réel (avant F), >
image réelle 4 F 0
1\ B
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A AN B
Lentille convergente, e
objet virtuel, // Ly
image réelle F @) A'F A
YV
B Y
Lentille divergente, .
. R e Yo .. >
objet réel, o3 i
image virtuelle A F A
N\

Formules de Descartes pour une lentille

1 1 1
= == Formule de conjugaison
04 04 OF
= ‘Z_B = O_‘: Formule de grandissement

Formules de Newton pour une lentille

_ — . .
FA-F'A =-OF' Formule de conjugaison

Formule de grandissement

AB FA F'O

Condition de formation d’'une image sur un écran

D >4 f D distance entre I’objet (réel) et I’écran

Champ de vision longitudinal de I'ceil

Punctum proximum (PP) : point de 1’axe optique a la distance minimale de
vision distincte. Pour un ceil emmétrope (normal), le PP est a 25 cm.
Punctum remotum (PR) : point de I’axe optique a la distance maximale de
vision distincte. Pour un ceil emmeétrope, le PR est a I’infini.
L’accommodation est le processus par lequel I’ceil diminue sa distance
focale pour observer des objets plus proches. Lorsqu’un ceil emmétrope est au
repos (c’est-a-dire n’accommode pas), il observe a I’infini.
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Limite de résolution angulaire de I'ceil

, 4 o, ecart angulaire minimal entre deux
o, ~1'=3-10"" rad ) .. _ o
points pour qu’ils soient vus séparément

Modélisation d’'un appareil photographique

Objectif : lentille convergente. Diaphragme : ouverture de diamétre réglable,
contrdlant la luminosité et les conditions de Gauss.

Capteur : plaque de détection numérique (ou anciennement pellicule
photochimique), située a une distance réglable (mise au point) de 1’objectif,
en fonction de la distance de 1’objet a photographier.

Profondeur de champ

La profondeur de champ est la distance entre le plan le plus proche et le
plan le plus lointain donnant des images nettes simultanément.

Elle augmente quand la distance entre I’objet et I’appareil augmente, quand
I’ouverture du diaphragme diminue, et quand la focale diminue.

Modélisation d’un instrument d’observation

Objectif : lentille convergente de grande focale située du coté de 1’objet, et
donnant de celui-ci une image intermédiaire.

Réticule : plaque transparente munie d’une croix ou de graduations, sur
laquelle doit se former I’image intermédiaire.

Oculaire : lentille convergente de courte focale située du coté de I’ceeil, et
donnant de I’image intermédiaire une image finale virtuelle ou a I’infini.

Exemple d’une objectif B, S:\oculaire
lunette astronomique N RSN

N

(afocale) > Bi S \ ceil
K \
AOO . (X/ i : ' 4 >
TR a  F=Fic4; |00 AN

\\/ rétfcule \

T~

Autres instruments d’optique

Un collimateur sert a simuler un objet a I’infini. Il comporte une source de
lumiére, un objet (fente ou réticule) et une lentille convergente. Son réglage
consiste a amener 1’objet au foyer objet de la lentille.

Un goniometre sert a mesurer des angles avec une grande précision, a I’aide
d’un vernier (systéme de double graduation). Il comporte un collimateur, un
plateau circulaire pouvant tourner autour de son axe, et destiné a recevoir le
systeme a étudier (prisme, réseau...), et une lunette de visée a ’infini.
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.. Electrocjnétique
EIe(I:Etmcmelslqué]I
Lois de I'électrocinétique

Définitions relatives aux circuits

Neceud : point commun d’au moins trois dipoles.

Branche : portion de circuit qui relie deux nceuds consécutifs.

Maille : parcours fermé, constitué de branches successives, qui ne passe
qu’une seule fois par les nceuds rencontrés.

Dipoles en série : appartenant a une méme branche.

Dipoles en paralléle (ou en dérivation) : reliés aux deux mémes nceuds.

Intensité du courant

I
.
~

69 dq charge ¢€lectrique traversant la section du

conducteur, dans le sens de la fleche, pendant
la durée infinitésimale dt

Ordres de grandeur d’intensités

Courant dans un | Valeurs usuelles Valeurs en
: : . : Foudre
canal synaptique | au laboratoire ¢lectrotechnique
1 pA ImAalA 10a 1000 A 1a100 kA

Loi des nceuds (premiére loi de Kirchhoff)
i, intensité¢ dans chaque branche entourant le
Zk:‘c’klk = neeud; g, =+1 si i, est orientée vers le

neeud, et —1 dans le cas contraire

Potentiel électrique

A chaque point d’un circuit est associé un potentiel électrique. Il est défini a
une constante additive pres: on peut donc choisir 1’origine des potentiels,
appelée masse, en un point quelconque du circuit.

En pratique, beaucoup d’appareils (générateur de signaux, oscilloscope...) ont
une borne commune, reliée a la terre, que 1’on choisit comme masse.

/7}7 Symbole de la masse
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Tension

Uyp =V4 — V3B

électrique
UA4B
D Sr—
A A B
dipole

v, et vy potentiels des points 4 et B

Ordres de grandeur de tensions

Potentiel d’action
dans un neurone

Valeurs usuelles
au laboratoire

Ligne a haute
tension

Nuages d’orage

0,1V

0,1 ValooVv

1a100kV

jusqu’a 100 MV

Loi des mailles (seconde loi de Kirchhoff)

Zak u, =0
k

u, tension aux bornes de chaque dipole de la

maille ; g =+1 si u; est dans le sens de

parcours de la maille, —1 dans le cas contraire

Conventions d’orientation pour un dipéle

i

u

-«
—>——{dipole

Convention récepteur

p=ui

R=1/G

4:_

ou i=Gu

u=~Ri
u=—Ri

ou i=—Gu

Puissance électrique

u

i

B —

i
-

dipole

Convention générateur

En convention récepteur : puissance regue
En convention générateur : puissance fournie

Loi d’'Ohm pour un dipdle ohmique

R résistance, G conductance

u et i en convention récepteur

u et i en convention générateur

Valeurs usuelles de résistances utilisées au laboratoire : 100 Q a 100 kQ.

Puissance recue par un dipdle ohmique

p=Ri

w
R

’ Cette puissance est dissipée en énergie

86

interne du dipdle et en chaleur fournie a
I’extérieur du circuit (effet Joule).



Association de dipdles ohmiques en série
Req = ;Rk Résistance équivalente

Vs = T Formule du (pont) diviseur de tension
J ensemble .
sz u ; tension aux bornes de R;

Association de dipdles ochmiques en paralléle

1 1 ]
Gey = ZGk ou ——= Z_ Conductance équivalente =
C_ G . Formule du (pont) diviseur de courant Q
lj - lensemble L. ., (1h]
Z Gy i ; intensit€¢ du courant traversant G, g_
k - —
(7]
s >
Sources idéales &
i Source idéale de tension
eT > u u = e quel que soit le courant i
e force électromotrice (FEM)
_ Source idéale de courant
T ! " i =m quelle que soit la tension u
N n courant électromoteur (CEM) ou courant

de court-circuit

Dipole actif linéaire quelconque

I
fo Modéle de Thévenin
u . .
T u=e— Ryi (avec ces conventions)
e

Modele de Norton

. u .
HT Ry u i=n ~RF (avec ces conventions)
0

R résistance interne ou résistance de sortie (pour un générateur), e= Ry
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Circuit linéaire du premier ordre

Condensateur
C ‘s
¥ C capacité
q | = q g et — g charges portées par les armatures
i du ) . ,
i=C 47 u et i en convention récepteur
du : . .
1=— d—t u et i en convention generateur
q=Cu u pointant vers I’armature de charge ¢
q=—Cu

u pointant vers I’armature de charge — ¢
Valeurs usuelles de capacités utilisées au laboratoire : 1 nF a 1 pF.

Propriétés du condensateur

u(07) = u(07) La tension aux bornes d’un condensateur et
g(0*) =¢(0°) sa charge ne peuvent pas étre discontinues.
1 . . :
Ec =5Cu2 Energie électromagnétique stockée
Bobine (idéale)
L .
A L inductance
di : L
U= Ld_t u et i en convention recepteur
di : : .
U =- P u et i en convention générateur

Valeurs usuelles d’inductances utilisées au laboratoire : 1 mH a 1 H.

Bobine réelle

di . u et i en convention récepteur
u=L—+ri L .
dt r résistance des fils de la bobine

Propriétés de la bobine

AN L’intensité du courant dans une bobine ne
i(0")=i(07) . : .
peut pas étre discontinue.
1, L » ,
E; = ELZ Energie électromagnétique stockée
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Régime libre et échelon de tension

Un circuit est en régime libre s’il ne comporte aucun générateur.
Un échelon de tension entre deux points d’un circuit est une tension passant
instantanément d’une valeur constante nulle a une autre valeur constante.

Circuit d’ordre 1 en régime libre

Exemples types : circuits RC, RL

Equation différentielle pour dx N l—x 0
toute grandeur électrique dr 1 o
. . L . . I=
T temps de relaxation : T=RC (circuit RC), 1= — (circuit RL) E
y K
. x(t)=Ae " o)
Solution e e =)
A=x(0%) (condition initiale) o
(7]
XA =
x(07%) (a

Courbe temporelle
(avec x(0*)>0)

0 T t

Circuit d’ordre 1 soumis a un échelon de tension

Exemples types : circuits RC, RL avec source de FEM E en série

Equation différentielle pour dx 1 0o dx 1 x=G=cte
toute grandeur électrique dt 1 dtr 1

. x¢)=Ae ""+Gr
Solution (cas avec G) ) L
A déterminée par la condition initiale x(0%)

XA
Gt 1----- 4m=--m--- oo

Courbe temporelle e
(cas avec second membre G et ," -
x(07)=0) y

: >

0 T t

Cas de la charge d’un duc luc _E e t=RC
condensateur par une FEM E a dt T
travers une résistance R u-(H)=E(1—- et ™) pour u-(07)=0
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Bilan énergétique de la charge d’un condensateur

Energie stockée initialement dans le

1
& (0) = EC“ 0y =0 condensateur

1 1 ,
&0 (o0)= 5Cu(+oo Y = 5 CE? Energie stockée en fin de charge

Travail €lectrique fourni par la FEM E, la

W=CE?=26q(+0 S L .
c(+) moitié étant dissipée dans la résistance

Oscillateur électrique en régime libre

Oscillateur harmonique électrique

Exemple type : circuit LC
Equation différentielle définissant

—+oju =0 ’oscillateur harmonique
di ®, pulsation propre
1
®o :ﬁ Pulsation propre d’un circuit LC

Premieére forme de la solution
A et B deux constantes (de signe quelconque)
Deuxieéme forme de la solution
ut)=X, cos(wy + ¢) Xm (> 0) amplitude des oscillations
¢ phase a ’origine
A et B, ou bien Xm et @, s’obtiennent a I’aide de deux conditions initiales.

u(t) =Acos(wyt) +B sin(®t)

Autres grandeurs caractéristiques

T, = 2n To période propre de ’oscillateur
@y oo pulsation propre
I o ] _
Jo=—=— fofréquence propre de I’oscillateur

T, 2=

Bilan énergétique du circuit LC

1 1 : . .
&= ELZ'Z + 5 Cu? =cte Conservation de 1’énergie totale stockée

1 1 ) .
&c = EC u? et &, = ELi 2 oscillent alternativement entre 0 et &.
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___Circuit d’'ordre 2 en régime libre ou soumis a un échelon ___
Exemple type : circuit RLC série

Equation différentiellg pour d? x +&Q +odx =0
toute grandeur électrique dr?  Q dt
®, pulsation propre d2x @y dx
QO facteur de qualité W Ed_tJr =G =g
L L . .
®y = =L et 0= L i i pour un circuit RLC série
JLC RNC R RCuy 9
=
Régime apériodique )= Ae™ M+ Ae e [“‘ G/ 03%)} =
(&)
1
S 1 1 1
(Q< 2} avec ——:—&imo -1 g
T2 20 40 o
I <
Régime critique | O = — x(f)= (At+ B)e™®'| + G/wj
g q(sz ()= (At+ B) e[+ Gloj | ¥
*

Courbe temporelle 0>0
(cas sans second membre,
avec Q<1/2,

x(0)>0 et x(0)=0)

L A

0

x(t)= e " (Acoswt+ Bsinwt) [+ G/(o(z,]
Régime pseudo-périodique
simep lp a ou x(f)=X,_ e " cos(mt+(p)[+G/m%]
(>3]

avec ®= 6001}1— 41Q2 et 1::2—Q
o

Courbe temporelle
(cas sans second membre,

avec O >1/2 ,
X(0)> 0 et %(0)=0)
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Circuits linéaires en régime sinusoidal forcé

Régime sinusoidal forcé

Lorsqu’un circuit comporte un générateur fournissant un signal sinuoidal, il
fonctionne en régime sinusoidal forcé (ou établi) aprés un bref régime
transitoire. Alors toutes les grandeurs sont sinusoidales de méme période.

Grandeur sinusoidale

()= X o cos(et + ) X, > 0) amplitude, ® pulsation (imposée

par le générateur), ¢ phase a I’origine

pl -
o periode, f fréquence
Valeur efficace
X, = 1 J' Tx ¢ d Défimition pour une grandeur périodique
0 quelconque
X = Xm Cas d’ deur sinusoidal
off = 7 as d’une grandeur sinusoidale
ff \/5 g

Notation complexe

x(t) — Xm ej((DH'(P)

) =X e 0 X = X,, e’ amplitude complexe
ou x(f)=Xe

Propriété des grandeurs complexes

dx(?)

oy = jox(t) et J.lc(t)dt = & (primitive sinusoidale)

Jw

Lien entre grandeurs réelles et complexes
x(t)=Re[X e, X,y =[X], ¢ =arg(X)

Lois de Kirchhoff avec les amplitudes complexes

Zk:‘c’k £,=0 Loi des noeuds
;‘qk U,=0 Loi des mailles
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Impédance et admittance complexes

U=21 Z impédance complexe
[=YU Y admittance complexe
u et i en convention récepteur
1 Um Ueff
2| = === s o= arg(Z)=—argl) = argU )~ arg) = ¢, — ¢
|Z| I m I eff

Impédances et admittances des dipdles simples

Q

Zo=R; Yo=— Dipo6le ohmique (résistance) g

R i e

1 G

Z, =jLo ; Y, =—— Bobine (inductance) g
JjLo o

I . | >

L= JE ; Yo=jCo Condensateur (capacité) &

Comportement asymptotique

Lorsque w— 0 :

|Z . | — 0, |Z L| — 0 bobine équivalente a un fil

’ Z. ‘—) o, Y. ’ —0 condensateur €quiv. a un interrupteur ouvert
Lorsque w— oo :

’Z . ‘ —> 00, ‘ Y, ’ —0 bobine équivalente a un interrupteur ouvert

|ZC |—> 0, ‘ Y. | —> 0 condensateur équivalent a un fil

Association de dipéles passifs en série

Zy = - Zy Impédance équivalente
U = Z; o Formule du (pont) diviseur de tension
Yz, e U ; tension aux bornes de Z

k

Association de dipéles passifs en paralléle

Yoo = - Y, Admittance équivalente
] =——L 7 Formule du (pont) diviseur de courant
—Jj —ensemble . .,
sz I j intensité du courant traversant Xj
k
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Dipole actif quelconque

S

N~ v

@

|
Iz

r

Réponse en intensité du circuit RLC série

E=Z,J

1 .
E 1 0y = pulsation propre
=== JLC
- R A 0 o
1+ jOl=—=s=== 1 L _
@, Q:E C facteur de qualité
I
By Foeeee
R |
b= s
1
R\/I-I-Qz(ﬂ_ (00] :
(V) ® 1
:
1
0 : >

(ON w

Résonance en intensité, quelle que soit la valeur de Q, a la pulsation ®

Réponse en charge ou en tension du condensateur

8

Uc= Y

1+ ] = —2

Oo, g
E,

UCm \/ 5 > B
) 0]
Wp Quy

1 1
Résonance a la pulsation o, = - —— seulementsi O >—
G T Ny

Comment Créer un Compte 1xBet Officiel : https://youtu.be/Eu3flijkkkSU
94



Filtrage linéaire

Principe de l'analyse de Fourier

L’analyse de Fourier consiste a écrire une fonction (en particulier un signal
physique) sous forme d’une somme de fonctions sinusoidales de fréquences
différentes.

Décomposition de Fourier d’un signal périodique

2 e(t) signal quelconque de période T 2

e()=E+ ZE,, cos(n ot+ ¢, ) =
p E, valeur moyenne de e(t) =

. (&)

Avee = 2n E, cos(nwt+ ¢@,) harmonique de rang n 5

T (appel¢ fondamental pour n = 1) g_

K7

>

e

o

1 o0
Eefr =,’E02 +EZE3 E.; valeur efficace de e(t)
n=l
— E, .+ valeur efficace de I’harmonique de
= ,}Eoz + ZEnzeff rang n
n=1

Définition générale d’'une fonction de transfert
_s(9) e(f) = Ee’®" signal d’entrée (ou excitation)

Q) s(t) = Se”! signal de sortie (ou réponse)

Fonction de transfert d’'un quadripdle

Ui: u (1) u ()= U_ e’ tension d’entrée
U w0 u(t)=U_ e”' tension de sortie

La fonction de transfert dépend en général de 1I’impédance branchée aux
bornes de sortie du quadripdle (impédance de charge).

Gain et phase

H=Ge* Forme polaire de la fonction de transfert
Y _ Usm G gain (amplification ou atténuation du
U.| Uen signal)

G4z =20logG =20log |Ii | G4 gain en décibels
¢ =arg(U,) —arg(U,)
=0s — 0,

¢ déphasage de () par rapport a u,(t)
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Diagramme de Bode

. . ® C
Courbe de gain: Gy en fonction de logx , avec x =— (pulsation réduite)

Courbe de phase : ¢ en fonction de logx

Filtres d’ordre 1

1
1+ jx

Filtre passe-bas : H(x)=H,

Jx
+ jx

Filtre passe-haut: H(x)=H, "

Filtres d’ordre 2

Jjo
Filtre passe-bas : H(x)=H, + =H, A
1+ j—=—x? 1+jQ(x——j
—x2 i
Filtre passe-haut : H(x)=H, S H, JOx

Filtre passe-bande : H(x) = Hon = H, ]
1+ j—=—x2 1+ jO| x——
Q X

Pulsation de coupure a -3 dB

C’est une pulsation ®, pour laquelle G = (f/m_za" , 801t Gyp = Gypmax — 3 dB.

Pour un passe-haut ou un passe-bas d’ordre 1, o, = ®.
. 1
Pour un passe-haut ou un passe-bas d’ordre 2, ®,= ®, si Q=—F+.
V2
Pour un passe-bande d’ordre 2, il y a deux pulsations de coupure o, et ®, ;

I’intervalle [®,,®,] estla bande passante, sa largeur Ao = ®, —®, vérifie :

A A 1
Ao _Af _,, -1
o 0
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Utilisation d’un filtre comme intégrateur

H~ A Fonction de transfert dans un certain domaine
= de fréquence, 4 constante réelle

t Relation entrée—sortie
us (1) :AJO”G () dt [+Aue (0)] u, (1) et uy(¢) signaux d’entrée et de sortie

Les filtres passe-bas d’ordre 1 (pulsation de coupure «,) et passe-bande

d’ordre 2 (pulsation centrale ) réalisent une intégration pour ©> «, .

Utilisation d’un filtre comme dérivateur

. Fonction de transfert dans un certain domaine
H~Axjo , .
de fréquence, 4 constante réelle
du. (¢ Relation entrée—sortie
u (1) =4 <0

u, (¢) et uy(¢) signaux d’entrée et de sortie
Les filtres passe-haut d’ordre 1 (pulsation de coupure ®,) et passe-bande

d’ordre 2 (pulsation centrale ) réalisent une dérivation pour ® <K .

Utilisation d’un filktre comme moyenneur

Un filtre passe-bas de fréquence de coupure trés basse, par rapport a celle du
signal d’entrée, ne garde que la valeur moyenne (terme de fréquence nulle).

Allure des diagrammes de Bode usuels

On a représenté les asymptotes des courbes de gain.
GaB p Filtre passe-bas

\ Pente en haute fréquence :
> —20dB/décade pour un filtre d’ordre 1
\log * —40dB/décade pour un filtre d’ordre 2
GaB o Filtre passe-haut
/— Pente en basse fréquence :
> +20dB/décade pour un filtre d’ordre 1
/ log x +40dB/décade pour un filtre d’ordre 2
Gas Filtre passe-bande d’ordre 2
Pente en basse fréquence : +20dB/décade
log x Pente en haute fréquence : —20dB/décade
Comment Créer un Compte 1xBet Officiel : https://youtu.be/Eu3flijkkkSU
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Impédances d’entrée et de sortie

Modélisation d’un quadri-

pole linéaire quelconque

A A (indépendamment de sa
Z structure interne réelle)

" [] 7 H fonction de transfert en

Ze —¢

sortie ouverte
Hu, Z. impédance d’entrée

I,
-~

Yo

Z, impédance de sortie

Quadripodles en cascade

Z Z

=sl —e2

u _
Eel [] _:silez [] k’sz Q . E 1>< E 2
st £, <2

H,

Casideal : Z, =0 (quadripdle 1 idéal en sortie)

Iz

oubien Z_, = (quadripdle 2 idéal en entrée).

Le concret c’est de l'abstrait
rendu familier par I'usage.

Paul Langevin
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PhySig e HEE ondes

Propagation d’un signal

Forme générale d’'une onde quelconque
s(M.1) s grandeur physique dépendant du point M et
’ de la date ¢

Onde progressive unidimensionnelle (sans atténuation)

s(M, )= F(t— x/c) Onde se propageant vers les x croissants

: F ou f fonction quelconque
o sihHl)= e —ed) c célérité (vitesse de propagation)

Physique-Chimie

s(M, )= G(t+ x/c) Onde se propageant vers les x décroissants
ou s(M,t)=g(x+ct) G ou g fonction quelconque

Une onde unidimensionnelle peut étre une onde dans un milieu a une
dimension (onde électrique dans un cable, onde mécanique sur une corde...),
ou une onde plane dans un milieu a deux ou trois dimensions.

Onde progressive sinusoidale

Onde se propageant vers les x croissants
s(M,1)= Acos(@i—kx+9) 4 (> 0) amplitude, o pulsation temporelle

o=kc k pulsation spatiale, ¢ célérité (ou vitesse de
phase)
k =ke_,; k vecteur d’onde
2 1 L.
T= P 7 T période temporelle, f fréquence
2 ¢ . .
A= = = 7 A longueur d’onde (ou période spatiale)
A, déphasage entre un point d’abscisse x
A(Pz;‘l =k(x —x) Py €P 5 P

et un point d’abscisse xi
s(M,t)= Acos(® t+ kx+¢@)  Onde se propageant vers les x décroissants

Onde progressive quelconque

Une onde progressive quelconque est une somme d’ondes progressives
sinusoidales de fréquences différentes : elles constituent le spectre de I’onde.
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Cas des ondes acoustiques

20Hz < f<20kHz Intervalle de fréquences des sons audibles
JS>20kHz Fréquences des ultrasons
S <20Hz Fréquences des infrasons

Une note de musique est généralement une superposition de signaux appelés
harmoniques, dont les fréquences sont multiples de la fréquence
fondamentale définissant cette note (spectre discret).

Cas des ondes électromagnétiques

o= € Ao longueur d’onde dans le vide
0=—
S ¢ célérité dans le vide, f fréquence

4-10"Hz < ' <8-10" Hz Intervalles de fréquences et de longueurs

800 nm >\, > 400 nm d’onde (dans le vide) de la lumiére visible
Spectre électromagnétique global
10" 10" 107 107 10 10 102 | W
rayons y rayons X  ultraviolet visible infrarouge  ondes hertziennes )
f 4 ' t i t t t

(liz) 10 107 10" 10 10% 10" 10° 108
Onde monochromatique : sinusoidale (une seule fréquence). Onde
¢lectromagnétique quelconque : polychromatique (spectre discret ou continu).

Propagation dispersive ou non

Propagation dispersive : la célérité varie en fonction de la fréquence. Cela est
da principalement au milieu de propagation.

Exemples de propagation dispersive : lumic¢re dans la plupart des milieux
transparents (d’ou la séparation des couleurs dans un prisme) ; vagues a la
surface de ’eau.

Exemples de propagation non dispersive (en premiére approximation) :
lumiére dans le vide ou dans I’air ; onde acoustique dans un fluide ; onde de
déformation sur une corde.

Diffraction d’'une onde par une ouverture

0 largeur angulaire de 1’onde diffractée par
sinf ~— une ouverture de largeur a
a ) longueur d’onde
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Interférences entre deux ondes sinusoidales en un point

Construction de Fresnel
Y A

P =0y —Py

Y

¢ déphasage de deux ondes arrivant en M

Aet A amplitudes des deux ondes

Aramplitude résultante

Condition d’interférences constructives

(amplitude résultante Ar maximale)

Condition d’interférences destructives

¢o=7 (+2mm) (amplitude résultante A: minimale, et méme
nulle si A=A4")

A= \/A2+A' 24+ 244 coso

¢ =0 (+2mm)

Formule de Fresnel pour les interférences lumineuses

1,, I, intensités des deux ondes

(M) =1+ DL+2hlpcoso (M) intensité de I’onde résultante en M

¢ déphasage des deux ondes arrivant en M
¢ =ko 0 différence entre les chemins parcourus par
les deux ondes, k pulsation spatiale

Exemple d’interférences lumineuses : trous de Young

YA / plaque percée YA / écran

lumiére de deux trous

incidente / / / /
/ >

o >
— = T
/ S, /
y i y [
/ . | /
ax 0 différence de chemin optique en M
0=SM -SM =— a écart entre les trous, x abscisse de M
D D distance entre les trous et I’écran
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Introduction a la physique quantique

Relations de Planck-Einstein pour la lumiére

E énergie d’un photon, v et A fréquence et

E=hy=— longueur d’onde de la lumicre, ¢ célérité
A h=6,626-107%J.s constante de Planck
v he D quantité de mouvement d’un photon
pP= 78 Y e vecteur unitaire de la direction de

propagation de la lumiere

Relation de Louis de Broglie pour la matiére

h A longueur d’onde pour ’onde de matiére
A=— associée a une particule de quantité de
p mouvement p, & constante de Planck

~ p quantité¢ de mouvement classique

m masse, v vitesse de la particule

___Inégalité de Heisenberg spatiale (en ordre de grandeur) ___

Ax, Ap, incertitudes sur la position et sur

Ap.Axzh la quantité de mouvement d’une particule
h=h/2rn constante de Planck réduite

Fonction d’onde et probabilité

vy fonction d’onde d’une particule,

Y(x,y,2,t) fonction complexe des coordonnées et du
temps
5 d’P probabilit¢ de présence de la
&P =|y|"d* , .
particule dans un volume élémentaire dt
2 3 .. .
| dPr=1 Condition de normalisation

Dans une situation de confinement spatial, les conditions aux limites sur la
. e . 2 . . .
densité¢ de probabilité de présence M entrainent une quantification de

I’énergie de la particule (elle ne peut prendre que certaines valeurs discretes).
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___Niveaux d’énergie électroniques de I'atome d’hydrogéne __
E , énergie du niveau n,
A m.=9,109-1073" kg masse de 1’électron
E, =- %, neN’ e =1,602 1071 C charge élémentaire
£0=8,854-10"12F - m~! permittivit¢ du
vide, /& constante de Planck
E, =-2,18-10"8 J=-13,6 eV  E, énergie du niveau fondamental (n = 1)

Physique-Chimie

On ne peut rien apprendre aux gens.
On peut seulement les aider a découvrir qu'ils
possedent déja en eux tout ce qui est a apprendre.

Galilée
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. __Mécanique
Meécanique d

Cinématique du point

Référentiel et repére

Un référentiel est un solide par rapport auquel on étudie un mouvement. On
lui associe un repére spatial (une origine et trois axes orthogonaux). Le re-
pere temporel est le méme pour tous les référentiels en mécanique classique.

Coordonnées et base cartésiennes

Z A

Abscisse : xe ]—oo ,+oo[
Ordonnée : ye }ro0,+o0]
Cote : ze]—oo ,+oo[
Base cartésienne :

Y (a5

y Distance entre M et 1’axe
(Oz2): re[O,—i—oo[

Angle entre (Ox) et OH :

§ 0e ]—oo,+oo[

mais description compléte de

I’espace avec O e [0,211:[
Cote: ze ]—oo ,+oo[
Base cylindrique (locale) :

(¢.q.¢)

\<V
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Relations entre vecteurs unitaires

Dans le plan (Oxy), (ej, g(;) est appelée base polaire.
La direction de e, est dite radiale, celle de ‘e; est dite orthoradiale.

e, =cosOe, +sinfe, et g =—sinbe, + cosbe,

de, =ey et d_ee:_j
do do
. .. Q
Coordonnées et base sphériques I=
z _ =
A Distance entre O et M: (&)
Pl A re|0,+o0 )
' T [0, 0] L
3% €477 — o
S fid i Angle entre (Oz) et OM 0
,/ M 7 1 . >
VPRI S - (colatitude) : 0 E[O,TE:I &
1 I & 1 .
E 0 1 E : Angle entre (Ox) et OH
: 0 : : (longitude) : o€ ]—oo,+
: : - ’,: > mais description compléte de
E Y E o Y I’espace avec ¢ €[ 0,27
y v ([i ) __\_‘:“:‘2 Bels:e jpEérique (locale) :
H % (¢.9.¢)

Base de Frenet pour un mouvement plan

R rayon de courbure de la
trajectoire au point M (rayon
du cercle osculateur)

M T

Base locale de Frenet (%,2)
dans le plan de la trajectoire :
T vecteur unitaire tangent

n vecteur unitaire normal
(vers la concavité de la
trajectoire)

(Troisiéme vecteur : binormal b , non utilisé dans le cadre du programme.)
Cas d’un cercle : R a la méme valeur en tout point, c’est le rayon du cercle.
Cas d’une trajectoire rectiligne : R est infini en tout point.
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Vecteurs vitesse et accélération d’un point

- dom
V(M )q :( ds j M point mobile
- * o O point fixe quelconque du
c;(M)LR :(dV(M)gK J :(dz OMJ référentiel R
‘ dt )y de* )y

Composantes dans la base cartésienne
OM =xe, +ye, +ze V(M )g =Xe, + ye, +ze,

a(M) g =¥e, +je, +ze,

Composantes dans la base cylindrique

OM =re, +ze, v(M)g =re,+rfey+ze,

a(M)g = (F—r8*)e,+ (rO+ 270) e+ Ze,

Composantes dans la base sphérique

OM =re, ;(M)g{=1?e7+ré%+rsin8cbe?p

___Composantes dans la base de Frenet (mouvement plan) ___

a,(M), accélération tangentielle, lice a la

U M)g =v(M)g T
_ " )iq ( )gl variation de la norme de la vitesse (donc
a(M)q =a,(M)g +a,(M)g  nulle pour un mouvement uniforme)

a—t (M), = dv(M)q : aj(M )q accélération normale, lice a Ia
d variation de la direction de la vitesse (donc
— WM ~ nulle pour un mouvement rectiligne)
ay (M)g = R ” R rayon de courbure de la trajectoire au point
considéré

Accélération et modification de la vitesse
Si ;(M ) * ;(M )¢ >0 : mouvement accéléré (Ia norme v(M)g; augmente).
Si a(M)g-v(M)g <0 : mouvement retardé ou décéléré (v(M ), diminue).
Si Zz(M )a ;(M)(K =0 auninstantz: v(M)g passe par un extremum.

Si ;:(M ) - ;(M )q =0,Vt : mouvement uniforme ( v(M ), reste constante).
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Mouvement de vecteur accélération constant

On suppose que le vecteur accélération du point est une constante, notée a .
Si a = 0 : mouvement rectiligne uniforme.
Si la vitesse initiale v, est colinéaire & a : mouvement rectiligne,

uniformément accéléré ou retardé. Si v, n’est pas colinéaire a a :

mouvement parabolique, dans le plan (M 0s a, vT) ) .

Mouvement circulaire

OM = ng’ , {,( M)y = Ré;(, , Mouvement sur un cercle de centre O, de
rayon R, dans le plan (Oxy)

a(M)q =—R% e, +R0g Vecteurs dans la base polaire (cylindrique)

- V(M — . . :
aM)q =— - e, Cas du mouvement circulaire uniforme
. o =0 =cte (vitesse angulaire constante)
=—-0’OM

Principes de la dynamique

Masse

La masse (inertielle) est une grandeur scalaire positive, extensive et conser—
vative (en mécanique classique), qui décrit 1’ inertie d’un corps (difficulté a
modifier son mouvement).

Point matériel et systéeme

Un point matériel est un corps assimilable a un point mathématique : sa
position est repérée par trois coordonnées ; il est doté¢ d’une masse.
Un systéme mécanique est un ensemble de points matériels.

Actions mécaniques et forces

On appelle action mécanique toute action, exercée par un systéme et pouvant
influencer le mouvement d’un autre systéeme. En mécanique classique, une
action mécanique est modélisée par un vecteur force appliqué en un point.
Les forces ne dépendent pas du référentiel.

Principe des interactions (3° loi de Newton)

F_, =-F_, F_, ; force exercée par le systéme i sur j

Pour deux points matériels M, et M ,, ces forces sont colin€aires a (M M ,) .
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Forces intérieures a un systéme

Z Fine =0 Somme des forces intérieures toujours nulle

Systéme isolé ou pseudo-isolé

Systeéme isolé (mécaniquement) : soumis a aucune force extérieure.
Systéme pseudo-isolé : soumis a des forces extérieures de somme nulle.

Quantité de mouvement d’un point matériel

— —~ ﬁ(M ) quantité de mouvement du point
pM )y =my(M ), P a4 e
matériel M, de masse m, dans le référentiel R

Barycentre d’'un systéme de points matériels

0C 1 imW G barycentre (ou centre de masse ou
o centre d’inertie) du systeme (S) constitué de

N points M; de masses m;

Mot i

m,GM ;=0 O point quelconque, m,,, masse totale

1]

Quantité de mouvement d’'un systéme

> - Pp(S) quantit¢t de mouvement (ou
P(S)a =2 miv(M;)q Ok quant ‘
i=l résultante cinétique) du systeme (S) dans R

;J( S) g = My ;( G 4 Expression utilisant le barycentre G

Principe d’inertie (1" loi de Newton)

I1 existe des référentiels, appelés galiléens ou inertiels, par rapport auxquels
tout point matériel isolé a un mouvement rectiligne et uniforme.

Mouvement relatif de deux référentiels galiléens

Si R est un référentiel galiléen, un autre référentiel R ' est également galiléen
si et seulement s’il est en translation rectiligne uniforme par rapport a K.

Référentiels usuels

Référentiel terrestre (li¢ a la Terre) : peut étre considéré comme galiléen
dans la majorité des expériences usuelles (a I’échelle du laboratoire).
Référentiel géocentrique (centre de la Terre fixe, axes dirigés vers trois
¢toiles lointaines) : pour étudier le mouvement de corps autour de la Terre.
Référentiel héliocentrique (centre du Soleil fixe, axes dirigés vers trois
¢toiles lointaines) : pour étudier le mouvement des astres du systéme solaire.
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__Principe fondamental de la dynamique (PFD, 2° loi de Newton) __

S F= dp(M)q
dt

ou Y F=ma(M)q

R référentiel galiléen, M point matériel de

masse m, ZF somme des forces appliquées

Théoréme du centre de masse pour un systéme

. dfy (S)a Théoréme du centre de masse (TCM) ou
ZF ext = ~ 4 théoréme de la résultante cinétique (TRC) o
. i QR réf. galiléen, (S) systéme de barycentre G E
ou Y Fext=mua(Gy Fex forces extérieures appliquées a (S) =
(&)
1
Interaction gravitationnelle g
A et B points matériels de masses m 4et ms g
= mmg ~ e1->p vecteur unitaire orienté de 4 vers B =
=— e
EA>B g2 F G=6,674-10" m’. kg'!.s2 constante de (a
gravitation universelle
Poids
§ champ de pesanteur
- = mrm  — _
P=mg=— —(R o) % my etR; masse et rayon de la Terre, z alti-
T . . .
tude, G constante de gravitation universelle
Réaction d’un support (force de liaison)
R, réaction normale (orthogonale au sup-
R=R, +R port, norme inconnue a priori), R, réaction
tangentielle ou force de frottement solide
E =0, R= R: Cas particulier du contact sans frottement
Force de frottement fluide
Ff =—h ;(M ) Force linéaire pour une vitesse assez faible
Ff =—hv(M) ;(M ) Force quadratique pour une vitesse ¢levée
Tension d'un ressort (force de rappel élastique)
k constante de raideur, ¢/ longueur du ressort,
T = —k (0 - go)gr_)p (, longueur a vide, e.,, vecteur unitaire
orient¢ du ressort vers le point considéré
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Tension d’un fil inextensible

— = T norme (inconnue a priori), efisp vecteur
T'=-T efi»p

unitaire orienté du fil vers le point considéré
Un fil idéal (sans masse) exerce des tensions opposées a ses deux extrémités.
Si le fil passe sur une poulie idéale (sans masse ni frottements), la tension
change de direction mais sa norme reste la méme aux deux extrémités.

Interaction électrostatique (loi de Coulomb)

A et B points matériels de charges g set g

= 1 -~ - o .
Fa,.,5= ; Zlgf €4-B e4—p vecteur unitaire orienté de 4 vers B
€ e ey .
0 & =8,854-1072 F-m™! permittivité du vide
Force de pression et poussée d’Archiméde
P pression d’un fluide, F, force de pression
=PSn sur une surface plane d’aire S
n vecteur unitaire normal a la surface
A poussée d’Archimede, résultante des
yi — forces de pression sur un corps entierement

“Mraeps entouré de fluide au repos, mgye, masse du

fluide « déplacé », § champ de pesanteur

Oscillateur harmonique a ressort

Equation du mouvement (d’aprés le PFD)
X+ —X=—Xg x(t) abscisse, x¢q position d’équilibre
m.m m masse, k raideur du ressort
.. k u=x—x, ¢carta laposition d’équilibre
u+co02u:0,(00=\/— “ P 4
m

wo pulsation propre

Oscillateur mécanique amorti

d’x & dx 0y =2 Yeq Equation différentielle d’un oscillateur méca-
P O dt 0 0 nique amorti par frottement visqueux
k oo pulsation propre
Wy =4]— .
m m masse, k raideur du ressort
[k Q facteur de qualité
0= h h coefficient de frottement (force F=—hv )
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Oscillateur mécanique en régime sinusoidal forcé

Dans différentes situations (déplacement sinusoidal du point d’attache du
ressort, force supplémentaire sinusoidale...), un oscillateur mécanique amorti
obéit a une équation différentielle avec un second membre sinusoidal, pour la

variable u = x— x¢, (€longation par rapport a I’équilibre).

La réponse en élongation est identique a la réponse en charge du
condensateur du circuit RLC série. La réponse en vitesse est identique a la
réponse en intensité du circuit RLC série.

Energie mécanique

Puissance d’une force quelconque

F force appliquée au point M
;(M ) q Vvitesse de M dans R

Physique-Chimie

9(F), =F-v(M)y

Travail d’'une force quelconque

SW(F ) . F-dOM Travail élémentaire de F dans R
=9 (F )g{df dOM déplacement infinitésimal

R B
W(F ) C = J. F-dOM Travail total entre deux positions 4 et B
4
Travail moteur : W > 0. Travail résistant : /' <0.

Cas particuliers de travaux

— —\R —
P (F ) =0, W(F ) s =0 F force toujours orthogonale au mouvement
—\R — — —
W(F ) Ly —F 4B F force constante (vectoriellement)

Travail d’'une force conservative et énergie potentielle

E, (P) énergie potentielle dont dérive le

dE=—8W(F ) =-F-dOM =
P ( )9‘ champ de force conservative F(P)

—\& Travail total d’une force conservative entre
W(F)A—>B =Ep(AD)=Ep(B)  geux points 4 et B
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Energie potentielle de pesanteur

+ s1 (Oz) est un axe vertical ascendant

=tmgz+cte . .
Epp 4 — si (Oz) est un axe vertical descendant

Energie potentielle élastique

k constante de raideur

1 2
Bpe = Ek(g —t ) =i ¢ longueur du ressort, ¢ longueur a vide

Energie cinétique d’un point matériel

1 .
E.(M)q = Em (M )3, m masse de M, v(M); norme de sa vitesse

Energie mécanique d’un point matériel
E(M)g=E(M)g+E(M) E,(M) énergie potentielle totale

___ Théoréme de I'énergie cinétique pour un point matériel ____
dE(M)s _ N o7 Forme instantanée
dr Z ! (F )91 R référentiel galiléen

AE(M)g = ZW (I_*: ) @ Forme intégrale (entre deux instants)

Théoréme de I’énergie mécanique pour un point matériel

dE, (M)

s Forme instantanée
—n == > 9(F,) el = .
ds Z "Ja R réf. galiléen, F,  forces non conservatives

AE,(M)g = Z W(K )9{ Forme intégrale (entre deux instants)

Point matériel en évolution conservative

Intégrale premiere de 1’énergie mécanique
E (M)g =cte (lorsqu’il n’y a aucun travail de force non
conservative)

Equilibre d’'un point matériel en évolution conservative

Chaque position d’équilibre stable correspond a un minimum de 1’énergie
potentielle totale. Chaque position d’équilibre instable correspond a un
maximum de 1’énergie potentielle totale.
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Point matériel a un degré de liberté

Pour un point M dont seule la coordonnée x varie, la conservation de 1’énergie
mecanique entraine nécessairement : E, (x)< E, (M ); = cte.

Si cette condition limite les valeurs possibles de x, le point matériel M est
dans un état lié. Si cette condition n’empéche pas x de tendre vers I’infini, M
est dans un état libre (ou état de diffusion).

_ Point matériel au voisinage d’'une position d’équilibre stable__
1

Ep(x)= Ek (¥ —xg) +cte E, (x) énergie potentielle totale

2

d-FE
avec k= dxzp (x¢q)>0

Xeq Position d’€équilibre stable

— dE — -~
F (x)=—d—E;’ex= —k (x—x¢q)e, F(x) force conservative totale
x

Physique-Chimie

d2u k Equation du mouvement avec u =x —x¢, :
—— togu=0, 0g=,/— ) ' '
d¢ m oscillateur harmonique, ®, pulsation propre

Energie cinétique d’un systéme de points

Energie cinétique du systéme (S) : somme de

L
E.(S)a = ZEm"v" R celles de tous ses points

Théoréme de I’énergie cinétique pour un systéme

dE(S). Cas général : systeme déformable
( )\R Zg) (}gm ){R g y

dr F,, forces extérieures au systéme

) i . ;. \
+ Z J (Fmt )g{ F,; forces intérieures au systéme
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Mouvement dans un champ électrique ou magnétique

Force de Lorentz

— - - = charge électrique, E champ électrique
FL:q(E+V/\B) 1 ‘g e "p q
v vitesse, B champ magnétique

Ordres de grandeur usuels

E~1a10°V.-m! Ordre de grandeur des champs électriques

B~10°al1T Ordre de grandeur des champs magnétiques

Pour une particule, forces gravitationnelles

F,>mg ,F, >F .
. &0 £ négligeables devant la force de Lorentz

Aspect énergétique

9 ( - f?) 0 Puissance toujours nulle pour le terme
wAP)= magnétique de la force de Lorentz
§re=qV &e €nergie potentielle €lectrique
g charge ¢électrique, V potentiel €électrique
w (qE)A—m: qU,s U 4z tension électrique entre 4 et B

Création d’'un champ électrique uniforme

7 U— 0 — Condensateur plan
=—e, = ———e . .
e’ &S E champ uniforme entre les armatures
. +0 O charge d’une armature, U tension
A =" €o permittivité du vide, S aire des armatures,
lE e |U e écartement entre les armatures
ﬁ — e, vecteur unitaire orthogonal aux armatures

Mouvement dans un champ électrique dans le vide

2qU g et m charge et masse de la particule
v vitesse acquise sous une tension U (qU > 0)

F

Mouvement dans un champ magnétique dans le vide
o pulsation cyclotron

B :
O, = |q|_ g et m charge et masse de la particule
m B norme du champ magnétique
R Yo _ MV R rayon de la trajectoire circulaire pour une
. |q|B vitesse initiale vT)J_E (mouvement uniforme)
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Moment cinétique

_Moment cinétique d’'un point matériel par rapport a un point _

Lo(M)g = OM Amu( Mg W M), vitesse de M (de masse m) dans R

TE(M)Q{

Y Direction de fé (M), : axe de rotation

instantané de M autour de O
OX |

_ Moment cinétique d’un point matériel par rapport a un axe__

Ly(M)g = Ly(M), - e A axe passant par O et orienté par le vecteur
:[W/\m;(M)gJ.g unitaire ¢
L,(M)g ne dépend pas du choix du point O sur I’axe A.

Moments cinétiques d’'un systéme
LoS)a= D LoM,)y
Ly(S)q = ZLA(Mi)QL

M; points du systeme S

Moment d’une force par rapport a un point

% (F) —OMAF F force s’exercant au point M

Moment d’une force par rapport a un axe

19/(ON (F ) = @E (F )2 A axe passant par O et orienté par le vecteur
=[O—M /\77] e unitaire e
@KA(F) ne dépend pas du choix du point O sur I’axe A.
%A(F ) =xd F Cas d’une force F orthogonale a A
d bras de levier (distance entre le support de
‘3@ la force et I’axe A)
A F /(0N (I? ) >0 si F tend a faire tourner M
d dans le sens positif autour de 1’axe (régle du
M tire-bouchon) ; 91, (F )< 0 sinon.
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Théorémes du moment cinétique pour un point matériel

dfé M)y @T(ﬁ) Théoréme du moment cinétique vectoriel
ds - Z 2 O point fixe dans le référentiel R galiléen

dLyM )y Z o (f) Théoréme du moment cinétique scalaire
dt B A A axe fixe dans le référentiel R galiléen

Théorémes du moment cinétique pour un systéme

IAOR

My« Moments des actions extérieures au

=2 :
d¢ Z - systeéme, par rapport au point O
dL, (S)q _ Z o, Mpee mMoments des actions extérieures au
d¢ - systéme, par rapport a I’axe A

Mouvement a force centrale conservative

Force centrale conservative

r= OM avec O centre de force

F =F,(r)e, — . :
e e, vecteur unitaire de la base sphérique
F=—kOM = —krej Exemple : force de rappel élastique isotrope
Force centrale newtonienne
F (K — K constante (force attractive pour K < 0,
= _el’ , .
72 répulsive pour K > 0)
I?g force gravitationnelle d’une masse ponc-
F—_G M Li7 tuelle M (en O) sur une masse ponctuelle m
£ r G=6,674-10"" m3-kg!-s2 constante de
gravitation universelle
1 0 I, force électrostatique d’une charge ponc-
Fg= U—g 2 tuelle Q (en O) sur une charge ponctuelle ¢
ey r

g =8,854-10712F.-m™! permittivité du vide

Energie potentielle newtonienne

E, énergie potentielle avec origine a I’infini
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Définition du mouvement a force centrale conservative
Un point matériel M est en mouvement a force centrale conservative s’il est
soumis uniquement a une force de la forme F =F.(r)e. en coordonnées

sphériques (ou éventuellement a d’autres forces dont la somme est nulle).

Conservation du moment cinétique

Lo(M)., =cte L—O (M), moment cinétique de M par rapport
au centre de force O, dans R galiléen

Le mouvement a lieu dans le plan contenant O et orthogonal a Z (M) , qui

est aussi le plan (O,OMO,\TO ) Si L,(M)g estnul, c’est-a-dire si OM , et ;(;

sont colinéaires, le mouvement a lieu selon la droite (OM,) .

Constante et loi des aires

Intégrale premiere du moment cinétique

L—O(M)g{ = mrzée_; = cte r et 0 coordonnées polaires dans le plan du
mouvement (Oxy)
C=r2=cte C constante des aires
_IC]

L’aire balayée par oM pendant une durée Afest Sy, = TAt :

Conservation de I'’énergie mécanique

. : : .
= = mi* + E . (r) =cte  Intégrale premiére de I’énergie mécanique

C? . . . .
E, o (r)= Em — +E, () E, ¢ (r) énergie potentielle effective

Les valeurs accessibles de r sont celles qui vérifient E, . (r) < E,, . Selon les

conditions initiales (donc selon la valeur de £ ), on distingue des états liés
(r borné) et des états de diffusion (» pouvant tendre vers 1’infini).

Trajectoire pour une force newtonienne répulsive

P Branche d’hyperbole de foyer O (branche la
/' plus ¢loignée de O), correspondant a un état
L @Y. dediffusion, E, >0
\\ Application : expérience de Rutherford
\\ (particule a en M, noyau d’or en O)
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Trajectoire pour une force newtonienne attractive

E, <0 : ellipse de foyer O (état 1i¢)
2 a longueur du grand axe

2 b longueur du petit axe
(a = b =r pour un cercle de rayon r)

E, =0 : parabole de foyer O (état de
diffusion)

E,, >0 : branche d’hyperbole de foyer O, la
plus proche de O (état de diffusion)

Lois de Kepler pour les planétes

1. Les planétes décrivent des ellipses, dont le Soleil est I'un des foyers.

2. Le vecteur Soleil-plané¢te balaie des aires égales pendant des intervalles de
temps égaux.

3. Lapériode de révolution 7 et le demi-grand axe a de ’ellipse sont tels que
T 2

—a la méme valeur pour toutes les planétes.

a

Cas du mouvement circulaire d’'un satellite

GM v norme (constante) de la vitesse du satellite
V= J r rayon de la trajectoire, M masse de 1’astre
r

attracteur, G constante de gravitation

E o—_ GMm _ £ E,, énergie mécanique, E_ énergie cinétique
" 2r : du satellite de masse m
T_2 _4n? Rapport ayant la méme valeur pour tous les
3 GM satellites (analogue de la loi de Kepler)
13 . , o . .
GMT? h altitude d’un satellite géostationnaire
h= ( s j_R =35800km 72 _ 1 période de rotation de la Terre
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Energie mécanique sur une trajectoire elliptique

GMm a demi-grand axe de I’ellipse
E =- G constante de gravitation, M masse de
2a ’astre attracteur, m masse de I’objet

Mouvement d’un solide

Définition d’'un solide

Un solide est un ensemble indéformable de points : la distance entre deux
points quelconques du solide est invariante au cours du temps.

m= | dm m masse du solide (dans le cas fréquent d’une
solide répartition continue de masse)

Mouvement de translation d’un solide

Un solide S est en translation par rapport a un référentiel ® si pour tout

couple de points 4 et B de S, le vecteur AB reste constant au cours du
mouvement. Tous les points de S ont le méme vecteur vitesse, donc aussi le
méme vecteur accélération, a chaque instant.

Les trajectoires de tous les points de S sont superposables. Cas particuliers :
translation rectiligne si ce sont des segments de droites (parall¢les entre
eux), translation circulaire si ce sont des cercles (de méme rayon).

Mouvement de rotation d’un solide autour d’un axe fixe
Un solide S est en rotation autour d’un axe fixe A si tous les points de (S) ont
une trajectoire circulaire centrée sur un point de A.
Tous les points de S ont la méme vitesse angulaire ® =0 , a chaque instant.
Si des points de S appartiennent a I’axe A, alors ils sont immobiles.
;(M) ¢ Vitesse d’un point M de S
r distance entre M et I’axe de rotation A
®=0 ® accélération angulaire du solide

V(Mg =roe

__Moment cinétique d’un solide en rotation autour d’'un axe

Ly@)g =Jp® Ja moment d’inertie du solide par rapport a

5 I’axe de rotation A, r, distance d’un point du
avec J = dm rg

solide solide a I’axe A, o vitesse angulaire
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Exemples de moments d’inertie de solides homogénes

A A Tige de masse m, de longueur L
par rapport a un axe orthogonal

] ]
Ja=—ml?, Jy =—mlL?
AT 3 D)

-

Cerceau de masse m, de rayon R
par rapport a son axe de révolution

..]A:n/lR2

Disque ou cylindre de masse m, de rayon R
par rapport a son axe de révolution
1
']A = EmR 2
Boule (pleine) de masse m, de rayon R
par rapport a I’un de ses axes de révolution

-

2
Jx =—mR?
AT g

Energie cinétique d’un solide

Cas d’un solide en translation

1
E.S)s = Emtow%

m,,, masse totale, vg vitesse du solide

1 5 Cas d’un solide en rotation autour de ’axe A
E (S)q =—J, 0 . . - )
e A o vitesse angulaire, J, moment d’inertie

Moment d’un couple par rapport a un axe
Couple : ensemble de forces de résultante nulle, de moment total non nul.

Meoupte = td F Moment du couple constitué de F et —F ,
4 7 @ appliquées en deux points différents, par
\ rapport a tout axe orthogonal a leur plan
F d distance entre les supports des deux forces

Meouple > O s1 le couple tend a faire tourner le

systetme dans le sens positif autour de I’axe
S (régle du tire-bouchon) ; M couple < 0 sinon.

Couple de torsion

Un fil tordu d’un angle a exerce un couple de rappel, dit couple de torsion.
M. . =—Ca Moment du couple de torsion
torsion C constante de torsion, o angle de torsion
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Liaison pivot

Un seul degré de liberté de rotation autour de
I’axe fixe A

Liaison parfaite : aucun moment selon 1’axe A. Sinon : couple de frottement
solide (moment 91s par rapport a A de signe opposé€ au sens de rotation).

Q

__Théoréme du moment cinétique pour un solide en rotation __ =

o vitesse angulaire, J, moment d’inertie par <

do - ) o

N M Z Mp ext rapport a I’axe de rotation A, 9 ,.,, moments o

des actions extérieures (forces et couples) 3—

0

Théoréme de I’énergie cinétique pour un solide =

dE.(S) Forme instantanée o
?d—gl =Z€Pg1 ext Prext Ppuissances des actions extérieures

p , :

(forces et couples)
Forme intégrale

AE.(S)q = D W, . .
«(S)a Roext W ex travaux des actions extérieures

Les forces intérieures a un solide ont une puissance totale nulle.

Approche énergétique du solide en rotation

@, puissance d’une force ou d’un couple de
P —
\Jg{ — %A @

moment 9,

0; W4 travail d’une force ou d’un couple de
Wy = o, do

o moment 9,
Dans le cas de la rotation, le théoréme de 1’énergie cinétique sous forme
instantanée donne la méme équation que le théoréme du moment cinétique.

1 - , _
EJ A0 —0?) :Z Wit TEC sous forme intégrale
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Pendule pesant

Equation du mouvement
0 angle avec la verticale descendante

woomga .
0+ 289 Ging=0 e
m masse, J, moment d’inertie

Ja

a distance entre le barycentre et I’axe A

Intégrale premiere du mouvement

1 .
E.,= —J ,0°—mga cos0= cte : NI
mT T A g (conservation de 1’énergie mécanique)

0+w50=0 avec Cas des petites oscillations ( 0 < 1) :
mga oscillateur harmonique de pulsation propre
W=, [—— o
J A 0

Rien ne nait ni ne périt mais des choses déja
existantes se combinent puis se séparent de nouveau.

Anaxagore
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Then ?ﬁ'&“oﬁ,%"rﬁfah '

Description et modélisation des systémes

Libre parcours moyen

Libre parcours moyen /7, : distance moyenne parcourue par les molécules

d’un fluide entre deux chocs successifs.
(,~10"" m Ordre de grandeur usuel dans un liquide

¢, ~107" m Ordre de grandeur usuel dans un gaz

Différentes échelles

Echelle microscopique : dimensions de I’ordre de £, (seulement quelques
molécules dans un volume de I’ordre de €3p ).

Echelle macroscopique : dimensions perceptibles (L ~107 a 1 m, nombre
de molécules de I’ordre de 10%).
Echelle mésoscopique : intermédiaire l, < {<L (unvolume de ’ordre de

/3 contient un grand nombre de molécules mais reste infinitésimal).

Systémes thermodynamiques

Systéme : corps ou ensemble de corps séparés du milieu extérieur par une
fronticre (fictive ou matérielle).

Univers : réunion du systéme et de son milieu extérieur.

Systéme thermodynamique : constitu¢ d’un trop grand nombre de particules
pour qu’on puisse les décrire individuellement.

Systeme ouvert : échange maticre et énergie avec le milieu extérieur.
Systeme fermé : échange de I’énergie mais pas de matiére.

Systeme isolé : n’échange ni matiére ni énergie.

Grandeurs et équation d’état

Grandeurs d’état : grandeurs macroscopiques pour décrire un systéme
thermodynamique. Fluide thermoélastique (soumis aux seules forces de
pression) : décrit par pression, volume, température, quantité de matiére.
Variables d’état : grandeurs d’état indépendantes, en nombre suffisant pour
connaitre 1’état macroscopique d’un systéeme. Fonctions d’état: autres
grandeurs exprimées en fonction des variables d’état.

Equation d’état : relation entre les grandeurs d’état, caractéristique d’un type
donné de corps.
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Grandeurs extensives et intensives

Grandeur extensive : relative au systéme entier, additive lors de la réunion de
deux systémes.

Grandeur intensive : définie localement en chaque point du systéme et
indépendante de 1’étendue du systéme.

Le rapport de deux grandeurs extensives est une grandeur intensive.

Systéme homogéne : les grandeurs intensives ont méme valeur en tout point.

Equilibre thermodynamique

Un systéme thermodynamique est dit en équilibre thermodynamique
lorsque ses variables d’état sont définies et constantes au cours du temps et
que tout échange de matiére ou d’énergie avec le milieu extérieur a cessé.

Description microscopique d’un gaz

— La densité volumique des particules n*=N/V (avec N nombre de

particules contenues dans le volume V) est homogéne.
— La distribution des vitesses est homogene et isotrope (et la répartition de
la norme des vitesses suit une statistique de Maxwell-Bolzmann).

Modele microscopique du gaz parfait (GP)

— Les particules n’ont pas de volume propre.
— Les particules n’ont pas d’interaction a distance entre elles.

Vitesse quadratique moyenne

3T RRT m masse d’une molécule, M masse molaire
u=J(?) =\/ — :\/ T température, kg constante de Boltzmann
m M R constante des gaz parfaits

Pression cinétique

n* densité volumique des particules
m masse des particules
u vitesse quadratique moyenne

Equation d’état du gaz parfait

PV =nRT P pression, V volume, Vm volume molaire

R constante des gaz parfaits, n quantité de
PV, =RT o\ .

maticre, 7 température

Gaz réels

144 PS0ounlis0 nRT Gaz parfait : comportement limite du gaz réel
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Phase condensée idéale (liquide ou solide)

V =cte V volume constant
La phase condensée idéale est incompressible (J' ne diminue pas avec la
pression) et indilatable (/' n’augmente pas avec la température).

Transitions de phase

Phase : partie d’'un systéme thermodynamique dans laquelle les parametres
intensifs sont des fonctions continues de I’espace.

Types de phases principaux : solide, liquide, gaz (ou vapeur).

Transition de phase (ou changement de phase, parfois changement d’état) :

passage d’une phase a une autre.

condensation liquéfaction

fusion
2
o
Sy

solidification

sublimation vaporisation

Physique-Chimie

Diagramme d’équilibre (P, T)

Cas général PX
(1) courbe de vaporisation C
(équilibre liquide—gaz) (2) liquid
- quide
(2) courbe de fusion
(équilibre liquide—solide) solide 1)
(3) courbe de sublimation
(équilibre solide—gaz) 3) ' gaz(ou
T point triple vapeur)
C point critique >
P A
. O
Cas de certains corps purs liquide
(notamment 1’eau) : .
pente négative de la courbe solide (1)
de fusion
(3) T gaz (ou
vapeur)
T
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Diagramme (P,v) de I'équilibre liquide-vapeur

P A
courbe de
saturation
isothermes
d’Andrews
liquide vapeur
+
liquide r>Te
P(T)t-------- T
S t( ) L ! !
i ! : T<T.
1 ] |
1 I 1
! ! : >
Ve % Wy v

La courbe de saturation comporte deux parties : courbe d’ébullition (a
gauche du point critique C), ensemble des points L ou le liquide est saturant
(limite d’apparition de la vapeur) ; courbe de rosée (a droite de C), ensemble
des points V" ou la vapeur est saturante (limite d’apparition du liquide).

Pression de vapeur saturante

A une température T, trois cas d’équilibre selon la pression P :
— P <P, (), vapeur seule (équilibre monophasé€) ;

— P =P, (T), vapeur et liquide (équilibre diphas¢) ;
- P>P,(T), liquide seul (équilibre monophasé).

Dans chaque cas, il y a une inconnue a déterminer (la pression dans les cas 1
et 3, la composition dans le cas 2).

Titres en vapeur et en liquide

x, titre (massique ou molaire) en vapeur

o e m, Ry m, , My,. masses de la phase vapeur et de

Miotale  Motale I’ensemble (vapeur et liquide)

Ny, Ngge quantités de matiére
my . .

X, = =l-x, x, titre en liquide

Myotale

v_v, LM v, et v, volumes massiques des phases
v = - liquide et vapeur, v volume massique moyen

vw—v, LV

du systéme total
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Premier principe de la thermodynamique

Transformations d’'un systéme

Transformation quasi-statique : suffisamment lente pour que le systéme
passe par une suite continue d’états d’équilibre thermodynamique infiniment
voisins ; toutes les grandeurs d’état sont définies a chaque instant.
Transformation réversible : transformation idéale telle qu'une modification
progressive des contraintes extérieures permet d’inverser le sens de son
déroulement, en repassant par les mémes états d’équilibre intermédiaires.
Pour cela, elle doit étre quasi-statique et ne comporter aucune des causes
d’irréversibilité suivantes : inhomogénéités (température, densité, pression...)
provoquant des transferts spontanés, phénomenes dissipatifs (frottements,
effet Joule...), hystérésis, réactions chimiques ou nucléaires.

Transformation monotherme : la température extérieure 1., reste constante.
Transformation isotherme : transformation quasi statique au cours de laquelle
la température du systéme reste constante, soit 7 = cte ou d7=0 .
Transformation monobare : la pression extérieure £, reste constante.
Transformation isobare : transformation quasi statique au cours de laquelle la
pression du systéme reste constante, soit P =cte ou dP =0 .

Transformation isochore : transformation au cours de laquelle le volume du
systéme reste constant, soit V' =cte ou dV =0.

Transformation cyclique : I’état initial et 1’état final sont confondus, d’ou
A X =0 pour toute grandeur X.

Premier principe

Pour tout systéme fermé, il existe une fonction d’état extensive E appelée

énergie (totale), qui ne peut étre qu’échangée (pas de création ni de dispari-

tion), soit sous forme de travail W, soit sous forme de transfert thermique Q.
AE=W+Q AE variation de E entre états initial et final

dE =W +30 dE variation infinitésimale de £

Travail ou transfert thermique positif : énergie regue par le systéme. Transfert
négatif : énergie fournie par le systeme a I’extérieur.
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Energie d’un systéme

U énergie interne, E, énergie cinétique mac-
E=U+E, (+E.,) . L, ..
roscopique, E ., énergie ¢lectromagnétique
On peut inclure aussi dans £ 1’énergie potentielle £, (macroscopique), mais
alors W ne contient pas les travaux des forces conservatives.
L’ énergie interne U s’interpréte au niveau microscopique : somme de 1’éner-
gie cinétique d’agitation thermique (liée a la température) et des énergies
potentielles d’interactions des particules (lies a I’état physique et chimique).

Transfert thermique

Transfert thermique O (ou chaleur): énergie échangée par I’interaction
désordonnée des particules, au niveau microscopique.

Paroi diathermane (ou diatherme) : permet les transferts thermiques.

Paroi athermane (ou calorifugée) : empéche les transferts thermiques.
Transformation adiabatique : sans transfert thermique avec I’extérieur. Deux
cas : systeme entouré de parois athermanes ; transformation trop rapide pour
que les transferts thermiques puissent avoir lieu.

Thermostat (ou source de chaleur) : systtme fermé n’échangeant pas de
travail, mais pouvant échanger un transfert thermique sans que sa température
varie ; en pratique, systeme de taille beaucoup plus grande que ceux avec
lesquels il est mis en contact.

Travail des forces de pression

W =—P,, dV oW travail infinitésimal, W travail total
X
. dV volume infinitésimal balayé par la
W = _J. P..dV frontiere du systtme sous la pression
V extérieure R,
Ve . , . , .
W =— J' Pdv Travail lors d’une transformation réversible
V
Définition de I'enthalpie
H-U+PV H enthalpie, U énergie interne

P pression, V volume du systéme

Utilisation de I'enthalpie dans le premier principe

Premier principe pour une transformation
AH=Q+W' isobare, ou monobare avec F= R = R,

W' travail autre que celui de pression
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=U(T)
AUS= G, AT
dU®=G,dT
=k
=k
H S = HO(T)
AH S°=C, AT
dHO =CpdT

Energie interne d’un gaz parfait

Enthalpie d’'un gaz parfait

U fonction seulement de 7 (1™ loi de Joule)
C, capacité thermique a volume constant

Cas du gaz parfait monoatomique, a toute
température, R constante des gaz parfaits

Cas du GP diatomique, dans le domaine des
températures ordinaires

H fonction seulement de 7" (2¢loi de Joule)

Cp capacité thermique a pression constante

Capacités thermiques massiques et molaires

C C
C'V,m: nV CYPm_ nP
Gy Cym
YT M
_G _Crm
Cp= =
m M

Coefficient adiabatique (ou de Laplace)

CP_CP,m _Cp

G Gm o

Capacités thermiques des gaz parfaits

CP_CV =nR
R R
CV: = ’ CP :’YL
y-1 y—1

Crm > Cpm capacités thermiques molaires

n quantité de matiere du systéme

¢, cp capacités thermiques massiques

m masse du systeme, M masse molaire

v rapport des capacités thermiques a pression
constante et a volume constant

Relation de Mayer

n quantité de maticre du systeéme
R constante des gaz parfaits

Cas du gaz parfait monoatomique, a toute
température

Cas du GP diatomique, dans le domaine des
températures ordinaires
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Energie interne d’un gaz réel

U fonction de la température 7 et aussi du

GR _ GR
U™ =UPKTLY) volume V

Cas d’'une phase condensée idéale

Ut =UrN(T) U et H fonctions uniquement de la
H™ =H™\(T) température T
PV« U, H =U™
Cp~ G, (notee C) Approximation dans les conditions usuelles

AHP ~ AUPY ~ CAT C capacité thermique
dH™ =dU™ = CdT

Coqn = 4,18 kJ. K-l kg™! Ceau Capacité thermique massique de I’eau

Enthalpie de changement de phase d’'un corps pur
A,_,h(T) enthalpie (massique) de change-

A_oh(T) =h (T) —h (T) ment de phase (anciennement chal‘eur
latente) : corps pur passant de la phase 1 a la
phase 2 a la température T’

Variation d’enthalpie d’un corps pur diphasé
AH(T) variation d’enthalpie lors d’une

AH(T)=AmyxA_,h(T)  transformation isotherme a T (donc isobare)
ou la masse de la phase 2 augmente de Am,

xv titre en vapeur d’un mélange liquide—
x = h—h, _ h—h vapeur, he¢ et hv enthalpies massiques des
Yohy—h Ayt phases liquide et vapeur, /4 enthalpie

massique moyenne du systéme total

Deuxiéme principe de la thermodynamique

Deuxiéme principe

Pour tout systéme fermé, il existe une fonction d’état extensive, I’entropie S,
dont la variation comporte un terme d’échange S, et un terme de création &, .

AS =5, +5, AS variation de S entre états initial et final

dS =08 +0& dS variation infinitésimale de S
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Entropie échangée

5 = z O, O transfert thermique recu par le systéme au

i Tin, contact d’un thermostat de température Ty,

Entropie créée

& >0 Cas d’une transformation irréversible

& =0 Cas (idéal) d’une transformation réversible

Cas d’un systéme thermiquement isolé

AS=5.>0 Variation d’entropie toujours positive

L’entropie d’un systéme thermiquement isolé ne peut que croitre, jusqu’a la
valeur maximale accessible correspondant a 1’équilibre.

Cas d’un gaz parfait

Physique-Chimie

R
= n—llnT +nRInV +cte
’Y_
ynR S entropie, n quantité de maticre

InT-nRInP+cte P pression, T température, ¥ volume

vl R constante des gaz parfaits
nR ynR
=——InP+-——InV +cte
v-1 y-1
PV Y =cte Loi de Laplace pour une transformation
TV =cte isentropique, notamment adiabatique
TTPY — cte reversible (le coefficient y étant constant)
Cas d’'une phase condensée idéale
S =CIn(T") + cte S entropie, T température

C capacité thermique

Entropie de changement de phase d’un corps pur
A 58(T) =5,(T) —s,(T) A,_,,s(T) entropie (massique) de change-
AL (T) ment de phase a la température 7'
B T A,_,h(T) enthalpie de changement de phase
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Variation d’entropie d'un corps pur diphasé

AS(T) variation d’entropie lors d’une

AS(T) =Am, XM transformation isotherme a 7 (donc isobare)
T ou la masse de la phase 2 augmente de Am,

xv titre en vapeur d’un mélange liquide—

X, = S78% _pSTSe vapeur, st et sv entropies massiques . des

Sy, — 8y Aaph phases liquide et vapeur, s entropie massique

moyenne du systeme total

Interprétation statistique de I'entropie

S entropie, kB constante de Boltzmann

Q nombre de microétats possibles pour le
macroétat considéré (caractérisant le manque
d’information ou le désordre microscopique)

Machines thermiques

Modélisation d’'une machine thermique

Dans une machine thermique, un fluide (agent thermique) subit des cycles
de transformations et échange travail (avec des piéces mécaniques mobiles) et
transfert thermique (avec des sources de chaleur). Cycle moteur : le fluide
fournit globalement du travail a I’extérieur (travail total W < 0).

Cycle récepteur : le fluide recoit globalement du travail (W > 0).

Cycle monotherme : avec une seule source de chaleur ; il est nécessairement
récepteur. Cycle ditherme : avec deux sources de chaleur.

Application des deux principes au fluide sur un cycle

W travail total, Q; transfert thermique
W+ =0 ’
ZQ ¢changé avec chaque source de chaleur a 7'
o
27 <0 Inégalité de Clausius

Cas d’'un cycle ditherme

W; Qe ;Qf =0 Q. et O transferts thermiques échangés avec
= +7f <0 les sources chaude (a T, ) et froide (2 7)
c f
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Coefficient de performance

C’est le rapport du transfert d’énergie que 1’on cherche a obtenir sur celui ou
ceux que I’on dépense pour cela. On I’appelle efficacité s’il peut prendre des
valeurs supérieures a 1, et rendement s’il est par nature compris entre 0 et 1.

Moteur ditherme

;o -w r rendement, W travail total sur le cycle, Q
O, chaleur échangée avec la source chaude
Théoréme de Carnot
r< =] T rc rendement d’un cycle de Carnot moteur
¢ i (réversible, deux isothermes aux tempéra-
tures des deux sources, et deux adiabatiques)
Machine frigorifique
- O e efficacité (frigorifique), W travail total, Q
/4 chaleur échangée avec la source froide
o< e = T; ec efficacité (frigorifique) d’un cycle de
¢ T, -T; Carnot récepteur
Pompe a chaleur
— —0O, e efficacité (thermique), W travail total, Q.
W chaleur échangée avec la source chaude
o< o0 T, ec efficacité (thermique) d’un cycle de
¢ T.-T; Carnot récepteur

Cogénération

La cogénération est la fourniture par une méme installation de travail
mécanique (le plus souvent transformé en travail électrique) et de transfert
thermique. Elle permet notamment d’augmenter la performance globale des
équipements de production.
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. Electromagnétisme
Elecetr'omagﬁgﬁsme

Champ magnétique

Sources du champ magnétique

Un champ magnétique B(M) peut étre créé par un courant électrique

(macroscopique) ou par un aimant permanent (dont le modéle microscopique
fait apparaitre des courants au niveau des atomes).

Lien entre le champ magnétique et le courant

B norme du champ proportionnelle a
B=Ki I’intensité i du courant qui le crée
K constante dépendant de la géométrie

X B Sens du champ et du courant liés par la regle
B du tire-bouchon de Maxwell
i

Ordres de grandeur des champs usuels

B~1uT Champ magnétique créé par une spire simple
B~50uT Champ magnétique terrestre
B~10mT Champ créé par un aimant permanent usuel
B~10mT Champ créé par une bobine utilisée en TP
B~10T Champ magnétique utilis€¢ en imagerie IRM
B~50T Champ des ¢€lectroaimants les plus puissants

(bobinages supraconducteurs)

Lignes de champ magnétique

Ligne de champ magnétique : courbe tangente au champ magnétique en tout
point, et orientée dans le sens du champ. Carte de champ : représente I’allure
de quelques lignes de champ créées par un dispositif donné.

Les lignes de champ sortent du pole nord (N) de ’aimant ou de la face nord
du circuit, et entrent dans le pole ou la face sud (S).

Facenord ~ Facesud
d’un circuit ! d’un circuit

Les lignes de champ tournent autour des courants ¢électriques, et inversement.
La ou elles sont plus resserrées, le champ est plus intense.
Des lignes de champ paralleles correspondent a un champ uniforme.
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Plan de symétrie

IT est un plan de symétrie d’une distribution de courant si tous les couples de
points symétriques par rapport a I1 sont traversés par les mémes courants.
Ce plan est alors un plan d’antisymétrie pour le champ magnétostatique :

pour M et M' symétriques, E(M ") est ’opposé du symétrique de §(M ).
En particulier, si M appartient a un plan de symétrie du courant, le champ
E(M ) est orthogonal a ce plan.

Plan d’antisymétrie

IT" est un plan d’antisymétrie d’une distribution de courant si tous les couples
de points symétriques par rapport a I1” ont des courants opposés.
Ce plan est alors un plan de symétrie pour le champ magnétostatique : pour

M et M' symétriques, E(M ") est le symétrique de E(M ).
En particulier, si M appartient a un plan d’antisymétrie du courant, le champ
B(M) est parallele a ce plan.

Invariances

Si la distribution de courant est invariante par translation selon un axe, le
champ D’est aussi : il ne dépend donc pas de la coordonnée le long de cet axe.
Si la distribution de courant est invariante par rotation autour d’un axe, le
champ I’est aussi: ses composantes dans une base adaptée (locale) ne
dépendent donc pas de 1’angle qui définit la rotation autour de cet axe.

Allure du champ créé par un aimant droit

Champ créé par une spire circulaire ou une bobine plate

A

VAN
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Champ créé par une bobine longue (solénoide)

B norme du champ uniforme a !’intérieur
B , (modg¢le du solénoide infini), i intensité
- Hot Ho=1,257-10° H-m™ perméabilité du vide

n nombre de spires par unité de longueur

Bobines de Helmholtz

Deux bobines plates séparées d’une distance
R égale a leur rayon : champ uniforme, selon
I’axe des spires e, , au voisinage du milieu O

Moment magnétique d’'une boucle de courant plane

m=iSn .. .,
i intensité du courant
S \- S aire délimitée par la boucle de courant
n - . N L
—1T—> " n vecteur unitaire normal a son plan, orienté
m selon la régle du tire-bouchon

Moment magnétique d’'un aimant

Dans un aimant on définit des moments magnétiques pour les courants micro-
scopiques (atomiques) ; leur somme est le moment magnétique de I’aimant.
m~1022a10 A-m? Moment magnétique d’un aimant usuel

Force de Laplace

— S dTTLap force de Laplace subie par un élément

de longueur d/ d’un circuit parcouru par

FLap = J' id(AB une intensité i, dans un champ magnétique B
Fap force de Laplace totale sur le circuit
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Force de Laplace sur une barre rectiligne

¢ longueur de la barre selon e, , rails de

Fryp =4 (Be, Laplace parall¢les a a , champ B :Ba

Moment des forces de Laplace

9t moment du couple de forces de Laplace
M =m AB sur un circuit ou aimant de moment
magnétique m , placé dans un champ B

Orientation m m Orientation
d’équilibre > —_— d"équilibre
stable B B instable

Principe du moteur synchrone

Dans un moteur synchrone, le stator crée un champ magnétique tournant. Le
rotor est un aimant (ou une bobine alimentée en courant continu) qui tourne a
la méme fréquence que le champ magnétique, sous 1’effet du couple de forces
de Laplace qui tend a aligner son moment magnétique avec le champ.

Induction électromagnétique

Flux du champ magnétique

L ® flux du champ magnétique B A travers une
® = v”' B nds surface £, ds ¢élément de surface
s - o \
n vecteur unitaire normal a la surface

D=F-nS Cas d une surface plane d’aire S dans un
champ uniforme

Phénomeéne d’induction électromagnétique

Induction électromagnétique : apparition d’un courant électrique, appelé
courant induit, dans un circuit placé dans un champ magnétique B, lorsque

le flux de B a travers la surface du circuit varie. Deux causes possibles :

— champ magnétique variable au cours du temps ;

— circuit non fixe (se déplace, tourne autour d’un axe, se déforme).

Cas de Neumann : circuit fixe dans un champ magnétique variable.

Cas de Lorentz : circuit mobile dans un champ magnétique stationnaire.

Cas général : variation du champ ef mouvement du circuit. Un méme
phénomene peut étre interprété différemment selon le référentiel utilisé.
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Loi de modération de Lenz

Le sens du courant induit est tel qu’il tend a s’opposer a la cause initiale :

— dans le cas d’un champ magnétique variable, le champ créé par le courant
induit lui-méme s’oppose a la variation du champ initial ;

— dans le cas d’un circuit mobile, les forces de Laplace dues au courant
induit s’opposent au mouvement initial du circuit.

Loi de Faraday

do e,q force électromotrice (FEM) induite (ou

€nd = . . . .
" d¢ d’induction ) dans un circuit
® flux du champ B a travers la surface
délimitée par le circuit, orientée en fonction
du sens positif choisi sur le circuit (pour

® orienter la FEM induite et le courant)

Auto-induction

Lorsque le courant dans une bobine est variable, le flux du champ magnétique
créé par la bobine elle-méme, dit flux propre, est variable, ce qui induit dans
la bobine une FEM d’auto-induction s’opposant a la variation de courant.

O= L ® flux propre, i intensité dans la bobine
L inductance propre de la bobine (positive)
e =L di €,q FEM d’auto-induction, orientée dans le
d¢ méme sens que 1’ intensite i
5 Cas d’un solénoide de longueur ¢ , de section

L=p,—S=u,n*’S S, ayant N spires, po perméabilité du vide

¢ n nombre de spires par unité de longueur

I ~103a10-' H Ordre de grandeur de I’inductance d’une
bobine usuelle (sans noyau de fer)

Bobines en interaction

®,, flux du champ créé par le courant i,

®, =M, (dans la bobine m) a travers la bobine n
et O, =M i, M inductance mutuelle (signe dépendant de
I’ orientation relative des deux circuits)
Inégalité de couplage (égalité dans le cas de
M?*<LL, I’influence totale ou couplage parfait)
L, inductance propre de la bobine n

Cas de deux solénoides de longueur ¢ en
S influence totale, orientés dans le méme sens
¢ N,, nombre de spires du solénoide m

N, N-
M =, 2
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Circuits électriques couplés par inductance mutuelle

Schéma électrique équivalent

| %) 131 12
Lo - =m0 S €—---n
1 1 1 ]
1 1 1 1
: ' <:> ' @lind K) C)l €2ind |
: i : :
| YO —--d Lo _———
L L>
dod, L di, di,  @jq et ejyq FEM d’induction dans les deux
Qind =", —— L4 —M—— .. . . .
dr dr dt  circuits, orientées comme les intensités des

do, I di, M% courants i et &, et dues a la fois aux flux
==L,

€ind =~
" dt ds dt  propres et aux flux mutuels

Appareils avec induction de Neumann

Application principale : transformateur (bobines primaire et secondaire).
Appareils avec bobines émettrice et réceptrice : boucle auditive (émettrice
dans les murs d’une picce, réceptrice dans une prothése), détecteur de métaux,
appareil de controle de pieces métalliques.

Appareil avec bobine émettrice et masse métallique : chauffage par induction.

Physique-Chimie

FEM induite d’un circuit mobile dans un champ fixe

Cas des rails de Laplace

v, [ vitesse et longueur de la barre

Cas d’une spire rectangulaire d’aire S en
€, = BSosin(wt+ @) rotation a la vitesse angulaire ®, autour d’un
axe orthogonal au champ B

€nd = iVBf

Bilan énergétique dans le cas de Lorentz

Faplace PUissance des forces de Laplace
g)Laplace + g)fém =0 . . L .
Fm puissance fournie par la FEM induite

Appareils usuels avec induction de Lorentz

Conversion de puissance mécanique en puissance €lectrique : génératrice de
courant ¢électrique, microphone €électrodynamique.

Conversion de puissance électrique en puissance mécanique : moteur a cou-
rant continu (lecteur de disques, démarreur de voiture, modélisme, outillage,
gros engin de levage ou d’enroulage), haut-parleur électrodynamique.
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Courants de Foucault

Les courants de Foucault sont des courants induits dans tout le volume d’un
conducteur non filiforme :

— carcasse en fer d’un transformateur (d’ou effet Joule génant) ;

— piéce métallique proche d’un détecteur de métaux ou d’un appareil de
controdle de surface (d’ou champ induit dans la boucle détectrice) ;

— piece ou récipient pour chauffage par induction (d’ou effet Joule utile) ;
— rotor d’un frein a induction (ralenti par les forces de Laplace créées).

Dans la vie, rien nest a craindre,
tout est a comprendre.

Marie Curie
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Traﬁ“iafmsmaﬁ ns

matiere
de la ma%ere

Etat et évolution d’un systéme chimique

Systéme physico-chimique

Espéce physico-chimique : caractérisée par sa formule chimique et son état
physico-chimique (solide, liquide, gaz, soluté...). Systeme physico-
chimique : constitué d’une seule espeéce chimique (corps pur) ou plusieurs
(mélange). Un état de ce systéme est décrit par la donnée de certaines
grandeurs physiques, pouvant étre extensives ou intensives.

Grandeur extensive (masse, quantité de matiére, énergie...) : relative a un
systéme entier, constitue un stock contenu dans le systéme ; additive lors de la
réunion de deux systémes.

Grandeur intensive (température, pression, concentrations...): définie en
chaque point du systéme, décrit une propriété locale ; non additive lors de la
réunion de deux systémes.

Le rapport de deux grandeurs extensives est une grandeur intensive.

Composition d’'un mélange

x, fraction molaire du constituant A,

Xa, = 2 n, . quantite de matiere du constituant A;
Ntotal " | \
fotae Nowle quantité de matiere totale du systeme
Composition d’'un mélange gazeux
P, = xP . .
& XA P pression dans le systeme
P= Z Py, P, pression partielle du constituant A;

Mélange gazeux dans le modéle du gaz parfait
P pression, V' volume du mélange, 7y g,
PV =n g0, RT quantit¢ de matiére totale, Py et n, pres-
P,V =n,RT sion partielle et quantité de matiére de A,
R constante des gaz parfaits, 7" température
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Composition d’'une solution

[A;] concentration en quantité de matiere

N
A l= —L . .
A;] Vel de l’espece A;, ¢y concentration en
ma masse, 1, quantit¢ de maticre de A, my
CmA- = - .
Y Ve masse de A;, V,,; volume de la solution

Equation de réaction

v; nombre steechiométrique algébrique du
ZVf A; =0 constituant A,,v,<0 pour un réactif (a
i

gauche), v; <0 pour un produit (a droite)

Quotient de réaction
0O, quotient de réaction, a(A;) activité de

0.=[Ja(A)" _ _
i I’espéce A;, v, nombre stoeechiométrique
Expressions des activités
dA;) =1 Cas d’un constituant solide ou liquide pur
q p
a(H,0) =1 Cas du solvant eau
(A)= [A;] Cas d’un soluté en solution diluée
A= c° c®=1mol-L! concentration standard
(A)= Py Cas d’un gaz parfait dans un mélange gazeux
A2i)="po P°=1bar pression standard

_____ Loi de Guldberg et Waage (loi d’action des masses) ____
K°(T) constante d’équilibre a la tempé-
[Tea)e =K(T) rature T, a(A,)e, activité de A, & I’équilibre

i v; nombre steechiométrique algébrique

Lors de I’évolution spontanée du systéme, le quotient de réaction Q. tend
vers la constante d’équilibre K°(7"), caractéristique de 1’équation de réaction.

Avancement de réaction

v; nombre stoechiométrique algébrique de A ;
na(t)=n,(t=0)+v;-§ ny () quantité de maticre de A; a I’instant ¢

& avancement de la réaction
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Etat final d’un systéme physico-chimique

Transformation totale : consommation totale d’un réactif (le réactif limitant),
I’avancement & augmente jusqu’a la valeur maximale &,,, permise par les

quantités introduites.
Transformation limitée (non totale) : ’avancement final &, n’atteint pas la

valeur maximale &, I’état final est un état d’équilibre chimique ou tous les

réactifs et produits sont présents.

Optimisation d’'un procédé chimique

Pour optimiser une synthése, ou minimiser la formation d’un produit
secondaire indésirable, on peut: modifier la constante d’équilibre en
changeant la température ; modifier la valeur du quotient de réaction en
ajoutant un constituant ou en changeant la pression.

Cinétique chimique

Vitesse de disparition ou de formation

d[A ] Vg A, vitesse (volumique) de disparition d’un
Va,A = . . .
e d¢ réactif A, , [A, ] concentration molaire
, _d[A;] Ve a, Vitesse (volumique) de formation d’un
- dt produit A,
Vitesse (volumique) de réaction
y _1dg v vitesse (volumique) de réaction, & avan-
vV dt cement de la réaction, ¥ volume du systéme
1 1dn, V;, n,, nombre steechiométrique algebrique
V=—— _
v, Vodt et quantité¢ de maticre du constituant A
y _ L d[A]] Cas d’un volume ¥ constant

dt [A;] concentration molaire de A,

i

Loi de vitesse d’'une réaction admettant un ordre

v="Fkx H [A, T v vitesse (volumique) de réaction
i réactifs o, ordre partiel par rapport a A;
o= Zaf k constante de vitesse de la réaction
i

a ordre (global) de la réaction
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Loi de vitesse d’une réaction sans ordre

v vitesse (volumique) de la réaction
i A k constante de vitesse
v=kx fUAD f(A;]) fonction quelconque des concen-

trations (autre qu’un mondme)

Réaction d’ordre simple a un réactif

’VA lA = produits Equation de la réaction

I d[A]_ k Cas d’une réaction d’ordre 0

’VA| dt k constante de vitesse (en mol -L~!-s™)
[A]=[A],- |VA Ik y [A], concentration initiale du réactif A

_ l_dEiﬂ =k[A]
|VA| ! Cas d’une réaction d’ordre 1
In[A]=In[A], - ‘VA ‘kt k constante de vitesse (en s )

ou [A]=[A],x ¢ Pk

_l_d[A] :k[A]Z

h’A| dz Cas d’une réaction d’ordre 2

1 1 | ’ k constante de vitesse (en mol!-L-s™!)
— =|v
[A] [AL 7

Réaction d’'ordre simple a deux réactifs
|Va | A+ |vg |B= produits Equation de la réaction

1 d[A] K[A[B]® Cas d’une réaction avec des ordres partiels a
}v A | (par rapport a A) et  (par rapport a B)

Cas de dégénérescence de l'ordre

Si un réactif est introduit en large exces, sa concentration reste pratiquement
constante ; elle peut alors étre regroupée avec k dans une constante de vitesse
apparente k.pp, ce qui simplifie la loi de vitesse (dégénérescence de I’ordre).

_ Cas de réactifs introduits en proportions steechiométriques _

Les réactifs, initialement en proportions steechiométriques, restent dans les
mémes proportions a tout instant ; la vitesse de réaction peut donc s’exprimer
en fonction d’une seule concentration, avec un exposant qui est 1’ordre global.
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Temps de demi-vie et de demi-réaction

Temps de demi-vie d’un réactif : temps au bout duquel sa concentration est
divisée par deux. Temps de demi-réaction : temps 72 au bout duquel la
moitié¢ de I’avancement final est atteint ; pour une transformation totale, c’est
le temps de demi-vie du réactif limitant.

[Alo
fyy = Cas d’une réaction d’ordre 0 a un réactif
24k
In2 ) ‘
he=1"T. Cas d’une réaction d’ordre 1 a un réactif
valk 2
1 =
t Cas d’une réaction d’ordre 2 a un réactif <
7 valkrA, &)
Q
. ) >
Loi d’Arrhenius o
k constante de vitesse g
k= dexp E, E, énergie (molaire) d’activation &
R constante des gaz parfaits, 7 température
A facteur préexponentiel
Suivi d’'une cinétique par conductimétrie
Loi de Kohlrausch
o= Z A X G c conduct1v1t§ dela sglu‘upn .
iioms ¢; concentration de I’ion i en solution
A; conductivité ionique molaire de I’ion i
G=kyxo G conductance, k. constante de cellule

Suivi d’'une cinétique par spectrophotométrie

Loi de Beer—Lambert

A absorbance de I’échantillon, ¢ et €, con-

A=¢g, xIxc . .. , : )
centration et coefficient d’absorption molaire

de I’espece absorbante, / longueur de la cuve

Méthodes pour obtenir un ordre de réaction

Méthode différentielle pour trouver I’ordre o d’une réaction a un réactif A :
tracer la droite expérimentale Inv= f(In[A]), son coefficient directeur est a.

Méthode intégrale pour confirmer I’ordre o d’une réaction a un réactif A :
tracer [A], In[A] ou I[A] (selon I’ordre supposé 0, 1 ou 2) en fonction du

temps, et vérifier qu’on obtient une droite ; son coefficient directeur donne la
constante de vitesse k.
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Structure
de la matiere
et propriétés

Molécules et ions

Electrons de valence d’'un atome

Dans un atome, les électrons se répartissent en couches (repérées par un entier
n de 1 a 7) et en sous-couches (1s, 2s, 2p...). Les électrons de valence sont
les électrons de la couche de nombre 7 le plus €levé et ceux des sous-couches
en cours de remplissage. Ce sont les ¢€lectrons les plus faiblement liés au
noyau, qui participent aux liaisons et aux réactions chimiques.

Structure du tableau périodique

Les ¢léments sont classés dans 1’ordre croissant de leur numéro atomique Z.
Chaque période (ligne) du tableau correspond au début du remplissage d’une
nouvelle couche électronique (caractérisée par la valeur de n).
La structure en blocs correspond au remplissage des sous-couches.

n
viti2islalsiel7i8toliolfrz|13}14j15}16417}18
! EEEEEEE NN EEEEE
4| bloc bloc
N bloc p
6 d
7

bloc f

_ Nombre d’électrons de valence (éléments des blocs s et p)__

Colonne du tableau périodique | 1 [ 2 |13 | 14 |15 |16 | 17 | 18
Bloc S p
Nombre d’électrons de valence | 1 2 3 4 5 6 7 8
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Liaison covalente localisée

Une liaison covalente résulte de la mise en commun de deux ¢électrons de
valence (un doublet liant) par deux atomes.

Dans le modéle de Lewis, les électrons de valence sont localisés entre les
atomes (liaisons covalentes) ou sur les atomes (doublets non liants).

Longueur et énergie de liaison

La longueur de liaison da s d’une liaison covalente A—B est la distance entre
les noyaux de A et de B. Ordre de grandeur : 100 a 250 pm.

L’énergie de liaison £1(A-B) est I’énergie qu’il faut fournir pour dissocier la
liaison en ses atomes isolés A et B a I’état gazeux a 0 K. Ordre de grandeur :
150 4 800 kJ-mol™!.

Reégle de l'octet

Dans une molécule ou un ion, les atomes de la deuxieme période de la
classification périodique tendent a s’entourer de huit électrons de valence.
L’hydrogene obéit a la regle du duet en s’entourant de deux électrons.

Charge formelle d’un atome

ny et nyedifice Nombre d’électrons de valence
de I’atome isolé et de 1’atome dans I’édifice
La somme des charges formelles des atomes dans un édifice polyatomique
(ion ou molécule) est €gale a la charge globale de 1’édifice.

Cf =Ny — Ny gdifice

Exceptions a la régle de l'octet

Certains composés sont déficients en €lectrons : lorsqu’il manque un doublet
¢lectronique autour d’un atome pour que celui-ci respecte la régle de 1’octet,
on représente ce déficit par une lacune électronique sur I’atome.

Certains composés, appelés radicaux, font apparaitre un électron non apparié,
appelé électron célibataire.

A partir de la troisiéme période, les atomes peuvent s’entourer de plus de huit
¢lectrons : les composés correspondants sont dits hypervalents.

Schéma de Lewis

r,._————7charges formelles r—lacune ¢électronique
—

O— @ N 1Ol — Al — C1
|9—9:()/ |9 'Ail QIH—CECO
k doublets ) électron célibataire )

ICll

non liants
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Electronégativité

Electronégativité y : grandeur sans dimension strictement positive, traduisant
I’aptitude d’un atome a attirer les électrons d’une liaison covalente.

Dans une période, x augmente lorsque Z augmente (de gauche a droite).

Dans une colonne, y diminue lorsque Z augmente (de haut en bas).

Liaison polarisée

Lorsque les deux atomes d’une liaison covalente ont des électronégativités
différentes, la liaison est polarisée : le nuage électronique est légérement
déplace vers I’atome le plus électronégatif, d’ou une charge partielle négative
sur celui-ci, et une charge partielle positive sur 1’autre atome.

Moment dipolaire de liaison

—BAe ;+6Be ;L A_p Moment dipolaire de la liaison A-B
;L AR +de charges partielles sur A et B
Wap=0e-d,p d,_g longueur de liaison

Unité SI de moment dipolaire : le coulomb-métre (C- m). Unité usuelle pour
les liaisons chimiques : le debye (D), 1 D=3,336-103° C-m .

Moment dipolaire d’'une molécule

Moment dipolaire d’une molécule: en premiére approximation, somme
vectorielle des moments dipolaires des liaisons.
S’il est non nul : molécule polaire. S’il est nul : molécule apolaire.

Polarisabilité d’un atome ou d’'une molécule

= _ . F _}:Li moment dipolaire induit par le champ E
Hi o polarisabilité de I’entité

La polarisabilité¢ des atomes diminue de gauche a droite dans une période du
tableau périodique ; elle augmente de haut en bas dans une colonne.

La polarisabilité d’une molécule a tendance a augmenter avec le volume de

ses atomes constitutifs et avec les longueurs de liaison.

Forces de Van der Waals

Ce sont des interactions attractives électrostatiques a courte distance
(quelques centaines de pm) ; énergie de 1’ordre de 0,5 2 25 kJ-mol™! .

— Interaction de Keesom : entre dipoles permanents (molécules polaires).

— Interaction de Debye : entre dipdle permanent et dipdle induit (molécule
polarisable).

— Interaction de London : entre dipdle instantané et dipdle induit.
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Liaison hydrogéne

C’est une interaction attractive (énergie de I’ordre de 10 2 40 kJ- mol™ ) entre
un atome d’hydrogéne li¢é a un atome électronégatif, et un autre atome tres
¢lectronégatif portant un doublet non liant ; les trois atomes s’alignent.

— - /

0 s HinFnznnss 10

Une liaison hydrogene intramoléculaire peut s’établir entre différentes
parties d’une méme molécule si la géométrie le permet.

Conséquences des forces intermoléculaires

Dans un corps pur, plus les forces intermoléculaires sont importantes, plus les
températures de fusion et d’ébullition sont élevées.

La miscibilité partielle, totale ou nulle de deux liquides peut aussi étre
interprétée a partir des interactions entre leurs molécules constitutives.

Soluté et solvant

La mise en solution d’une espece chimique (soluté) dans un solvant met en
jeu des interactions entre soluté et solvant, qui dépendent des caractéristiques
physico-chimiques du soluté (ionique ou moléculaire) et du solvant.

La solvatation correspond a 1’établissement d’interactions attractives entre
soluté et solvant : interactions ion/dipdle, forces de Van der Waals, liaisons
hydrogene.

Caractéristiques physico-chimiques d’'un solvant

Pouvoir ionisant d’un solvant : capacité du solvant a transformer un soluté
ionique, ou un compos¢ moléculaire ionisable, en une paire d’ions ; d’autant
plus élevé que son moment dipolaire est élevé.

Pouvoir dissociant d’un solvant : capacit¢ du solvant a dissocier une paire
d’ions (en affaiblissant 1’interaction électrostatique entre les ions) ; d’autant
plus élevé que sa permittivité diélectrique relative ¢, est élevée.

Solvant protique (ou protogéne) : posséde un atome d’hydrogéne lié¢ a un
atome ¢lectronégatif, donc peut établir des liaisons hydrogene avec un solut¢.
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Solides cristallins

Solide cristallin

L’état solide est un état physique condensé, avec de fortes interactions entre
les entités (atomes, ions, molécules). On distingue en général :

— les solides amorphes (I’arrangement des entités totalement désordonné) ;
— les solides cristallins (arrangement ordonné d’entités dans 1’espace) ;

— les solides semi-cristallins (seules certaines zones sont ordonnées).

La plupart des solides cristallins sont en fait polycristallins : assemblages de
cristaux, de tailles, de formes et d’orientations variées.

Un corps pur peut présenter des structures cristallines différentes, dites
variétés allotropiques.

Modéle du cristal parfait

Cristal parfait : modele idéal constitué d’un arrangement infini, périodique
dans les trois dimensions, donc parfaitement ordonné, d’entités (atomes, ions,
molécules), qui occupent les neeuds d’un réseau cristallin.

Motif : agencement des entités, dont la répétition périodique constitue le
cristal. La structure cristalline peut ainsi étre décrite a 1’aide de la
connaissance du réseau et du motif.

Maille

La maille est une structure parallélépipédique
c de base, permettant de reconstruire le cristal
par translation selon les directions des axes

B [59‘ Lb__ cristallins.

Trois longueurs (a, b, c¢) — les paramétres de
as . .
o maille — et trois angles (a, B, ) permettent de
/ décrire la maille.

Population d’'une maille

La population N d’une maille est le nombre d’entités (atomes, molécules,
motif ionique) présentes dans la maille : on doit compter 1 pour une entité a
I’intérieur de la maille, 1/2 pour une entité sur une face, 1/4 pour une entité
sur une aréte, 1/8 pour une entité sur un sommet.

Masse volumique

M masse molaire des entités, ' volume de la
Myaille N -M . . .
— = maille, N population de la maille
Viaitle: - 9aV 9, = 6,02-10% mol™! nombre d'Avogadro
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Modéles des sphéres dures

Chaque entité constitutive d’un cristal est modélisée par une sphére dure,
indéformable et impénétrable, de rayon 7 :

— rayon métallique de I’atome dans un cristal métallique (demi-distance
entre les noyaux de deux atomes plus proches voisins dans le cristal) ;

— rayon covalent de I’atome dans un cristal covalent (demi-distance entre les
noyaux de deux atomes liés par une liaison covalente) ;

— rayon ionique dans un cristal ionique, la distance entre un anion et un
cation voisins étant la somme de leurs rayons ioniques ;

—rayon de Van der Waals dans un cristal moléculaire, la distance entre deux
molécules voisines étant la somme de leurs rayons de Van der Waals.

Ordre de grandeur de tous ces rayons : 107" m.

Les espaces restants entre les sphéres sont appelés sites interstitiels : des
atomes d’autres ¢léments peuvent venir s’y loger.

Compacité

La coordinence est le nombre de plus proches voisins tangents a une sphere.
La compacité est le rapport du volume occupé par les sphéres sur le volume
total de la maille.

Un empilement compact maximise les contacts entre sphéres et minimise le
volume : alors la coordinence vaut 12 et la compacité 0,74 (ou 74 %). Il y a
deux types d’empilements compacts : hexagonal compact et cubique a faces
centrées. La condition de compacité est la relation entre le rayon r de la
sphére et les parameétres de la maille pour obtenir un assemblage compact.

Modéles d’empilement compact

Dans un plan compact, une sphére est tangente a six spheres voisines. Un
arrangement compact est obtenu en empilant des plans compacts successifs,
un plan se positionnant dans les creux formés par le plan compact précédent.
On distingue deux types d’empilement compact.

AL
KA KL
m\ " (‘.'W"‘-,L,

Empilement ABABAB Empilement ABCABC
(hexagonal compact) (cubique a faces centrées)
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Maille conventionnelle cubique a faces centrées (CFC)

Maille conventionnelle
(particules aux sommets du
cube et aux centres des faces)
Condition de compacité :

4r=ax/§

Population : 4 (6x1/2+8x1/8)

Sites interstitiels
tétraédriques

Frax = (\/g—l}”z 0,225r
2

8 sites par maille

Sites interstitiels
octaédriques

- :(\E—l)r ~0,414r
4 sites par maille (1+12x1/4)

Limites du modeéle du cristal parfait

Un cristal réel comporte des défauts : un défaut ponctuel peut étre di a
I’absence d’une entité¢ (lacune), a I’insertion d’une entit¢ dans le réseau
cristallin (interstitiel), ou a la substitution d’une entité par une autre.

Les défauts modifient les propriétés macroscopiques du solide.

Solides ioniques

Liaison ionique forte (énergie de 100 a 600 kJ- mol~!') et non directionnelle,
a ’origine des propriétés macroscopiques des solides ioniques : température
de fusion ¢€levée ; grande dureté ; solubilité dans un solvant polaire.
Description : réseau hodte d’anions, cations dans les sites interstitiels ;
tangence anion/cation, non-tangence anion/anion.

Coordinence d’un ion: nombre de plus proches voisins de signe opposé
(coordinence de I’anion par rapport aux cations et inversement) ; la structure
est d’autant plus stable que la coordinence est élevée.
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Solides covalents

Liaison covalente forte (200 a 800 kJ -mol™ ) et directionnelle entre atomes,
a Dlorigine des propriétés macroscopiques des solides macrocovalents :
température de fusion ¢élevée ; faible conductivité électrique ; grande dureté.

Solides moléculaires

Interactions faibles : forces de Van der Waals (5 a 10 kJ-mol™), liaison
hydrogéne (10 a 30 kJ-mol™'), a lorigine des propriétés des solides
moléculaires : température de fusion faible ; caractére isolant ; faible dureté.

Meétaux, non-métaux

Les ¢éléments de la partie gauche du tableau périodique (en blanc ci-dessous)
sont des métaux. IlIs possédent une faible électronégativité, associée a un
caractére réducteur. A température ambiante et sous pression atmosphérique,
les corps simples sont stables a I’¢tat solide (sauf le mercure). Les corps
simples issus des non-métaux (2 droite du tableau, en gris foncé ci-dessous)
sont en général de bons isolants et possedent plutdt un caractére oxydant.

Viti2f3tais|el7i8]of1of11}12{13]14{15]16

H H

§17§18§

H {

4
'
g

............. Meétaux

Solides métalliques

Liaison métallique : ¢électrons de valence des atomes délocalisés sur
I’ensemble du cristal (modele du gaz d’électrons), interagissant avec les
cations métalliques situés aux nceuds du réseau.

Liaison métallique forte (énergic de 100 a 800 kJ-mol™") et non direc-
tionnelle, a ’origine des propriétés macroscopiques des métaux : température
de fusion ¢levée ; conductivités électrique et thermique élevées ; dureté,
malléabilité (aptitude a la déformation sans se rompre) et ductilité (aptitude au
laminage et au filage) ; propriétés optiques d’opacité et de pouvoir réflecteur.
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Transformations
en solution agqueuse

Réactions acido-basiques

Couple acido-basique

Acide (selon Brensted) : espéce chimique pouvant céder un ou plusieurs
protons H'. Base : espéce chimique pouvant capter un ou plusieurs protons.
Ampholyte (ou espéce amphotére) : espece pouvant se comporter comme
acide ou comme base.
_ Demi-équation d’échange protonique pour le
HA=A +H" :
couple acide-base HA /A~

Réaction acido-basique

Elle correspond a un transfert de proton entre I’acide d’un couple HA;/ A et
la base d’un autre couple HA, / A5 :
HA, + A; =HA, + A/

Couples acido-basiques de I'eau
L’eau est un ampholyte, associé aux couples H;O* /H,O et H,O/HO .

2H,0=HO +H,O" Réaction d’autoprotolyse de 1’eau
_[H;07]-[HO] Produit ionique de I’eau ( K, =10"'* 4 25 °C)
© (c®)? c¢®=1mol-L! concentration standard

Acides forts et bases fortes

Un acide fort (comme HCl, HNO; ) est un acide totalement dissocié¢ en
solution aqueuse : HA+ H,0—> A~ + H;0"
Une base forte (comme NH;, CH;CH,O7) est une base totalement

protonée en solution aqueuse : A™+H,O—>HA+HO"

On ne peut pas comparer la force relative des acides forts ou des bases fortes
dans I’eau : il y a un effet nivelant du solvant.
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Constante d’acidité d’'un couple acido-basique
Un acide faible ou une base faible a une réaction limitée avec I’eau.
HA+ H,0= A"+ H;0" Réaction entre I’acide d’un couple et I’eau

A-]-[H,O*
a = % Constante d’acidité du couple HA/ A~
e
pK,=-logK, pK, du couple

L’acide est d’autant plus fort que la constante K, est ¢élevée et le pK, faible.
La base est d’autant plus forte que la constante K, est faible et le pK, ¢élevé.
A 25°C : K,(H;0" /H,0)=1 et K, (H,0/HO )=K.=10""*. L’acide le

plus fort pouvant exister dans 1’eau est H;O*, la base la plus forte est HO™ .

Exemples de couples acido-basiques

Acide Base
HCI chlorure d’hydrogéne fort Cl~ chlorure indifférente
HNO ; acide nitrique fort NO3 nitrate indifférente
H,SO, acide sulfurique fort HSO;, indifférente
HSO; faible SO3~ sulfate faible
H;PO, acide phosphorique | faible H,PO; faible
H,PO; faible HPO3%~ faible
HPOj~ faible PO~ phosphate faible
CH;COOH acide éthanoique| faible CH;COO™ éthanoate faible
H O 5 acide carbonique faible HCO3 hydrogénocarbonate | faible
HCO;3 faible COZ~ carbonate faible
NH} ammonium faible NH ; ammoniac faible
NH, indifférent NH; amidure forte
H,0 indifeent | OHHSZ de‘jylgrggieotasse) forte
pH d’une solution aqueuse
pi =-loga(Hh0™) (i R desfons oxonium
[H;0%] Formule pratique en solution diluée
==l T o ¢®=1mol-L"! concentration standard
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Domaines de prédominance des espéces acido-basiques

A-
pH =p K, +log [[H A]] HA acide du couple, A~ base du couple
HA prédomine | A" prédomine

pKa pH
___ Diagramme de distribution des especes acido-basiques

Ce diagramme représente les proportions des deux especes du couple HA/ A
dans une solution de concentration totale ¢, =[HA]+[A ] en fonction du pH.
% 100 -

Réaction prépondérante

Dans un systeme chimique complexe, une réaction est prépondérante si son
avancement est majoritaire devant celui des autres réactions possibles. C’est
en général la réaction dont la constante d’équilibre est la plus élevée.

Titrage acido-basique

Un titrage est une méthode de dosage, permettant de déterminer la
concentration d’une solution ; il nécessite une réaction totale et rapide.

A P’équivalence, les réactifs ont été introduits dans les proportions steechio-
métriques. L’équivalence d’un titrage acido-basique est marquée par un saut
de pH, repéré par pH-métrie ou avec un indicateur coloré.
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Réactions de dissolution ou de précipitation

Précipité

xX—

Précipité : solide ionique C A, en équilibre hétérogene avec C{a;) et Aly) >

ses ions constitutifs en solution. Si cet équilibre existe, la solution est saturée.

C.A, et Al forment un couple donneur/accepteur de C{a;) (et vice versa).

Constante de solubilité

CA 5 =xClg + VA% Equation de dissolution du précipité
_[C (AT K, constante de solubilité (anciennement
S o
()™ produit de solubilite)

Condition de précipitation

On détermine le quotient de réaction associ€ a 1’équation de dissolution, dans
un ¢état donné du systéme chimique.
Si Q < K, le précipité n’existe pas, la solution n’est pas saturée.

Si Q > K, le systéme évolue dans le sens de la formation du précipite.

Si Q = K, I’équilibre hétérogene est réalise, la solution est saturée.

Domaine d’existence d’'un précipité

On peut visualiser le domaine d’existence du précipité sur un axe gradué en
fonction de pC = —log( [C* ]/c°) oude pA= —log([Ax‘ 1/ c°) selon le cas.

La frontiere d’existence du précipité est définie comme la limite de son
apparition : un grain de précipité est présent, en équilibre avec 1’espece
dissoute correspondante (anion ou cation) a une concentration co fixée
arbitrairement. A la frontiére, K, =[C**]* -[A* ] /(c®)* .

Solubilité

La solubilité s d’un solide est la quantité de matiére maximale de solide que
I’on peut dissoudre par unité de volume de solution. Lorsque la limite de
solubilité du solide est atteinte, la solution est saturée.

La solubilit¢ dépend de la température 7. D’apres le principe de Le Chatelier,
a T constante, tout phénomene qui consomme un ion intervenant dans
I’équilibre de précipitation augmente la solubilité.

Titrage par précipitation

On peut utiliser une réaction de précipitation comme réaction support de
titrage si elle est rapide et totale. Le suivi du titrage peut notamment se faire
par colorimétrie, par conductimétrie, par potentiométrie.
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Réactions d’oxydo-réduction

Couple oxydant/réducteur

Oxydant : espece susceptible de capter un ou plusieurs électrons.

Réducteur : espece susceptible de céder un ou plusieurs ¢électrons.

Ampholyte oxydo-réducteur : peut jouer le role d’oxydant ou de réducteur.
Ox+ ne = Red Demi-équation d echange ¢lectronique

pour le couple oxydant/réducteur Ox /Red

Ox+ne +xH"=Red+yH,O  Demi-équation en solution aqueuse

Exemples de couples oxydant/réducteur

Oxydant Réducteur
Cu%;q) ion cuivre(II) Culyg ion cuivre(l)
Cufy) Cuy) cuivre
F e%;q) ion fer(11I) Fe(zé;a) ion fer(1I)
(@) Fe fer
Ag(,q ion argent Ag  argent
MnOj,q ion permanganate Mn %;q ) ion manganese(II)
S, Oé(‘aq) ion tétrathionate S, 032(_{“1) ion thiosulfate
SZO%(_aq) S(s) soufre
ClO(,q) ion hypochlorite Clg
Clag Clig
059 H,0, (g peroxyde d’hydrogéne
H,0; g H,0,
O H,0y,
H,0q) Hy

Demi-équations des couples de I'eau
L’eau est associée aux couples O,/H,0 et H,O/ H, (équivalenta H*/H,).

O,+4e +4H"=2H,0 Demi-équation du couple O,/H,0
2H"+2e =H, Demi-équation de H* /H , (milieu acide)
2H,0+2¢ =H,+ 2HO"- Demi-équation de H,O/H, (mil. basique)
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Nombre d’oxydation (NO)

Le nombre d’oxydation (NO) d’un élément au sein d’un édifice caractérise
son déficit ou exces d’électrons. 1l est généralement noté en chiffres romains.
Dans un couple, ’oxydant est I’espéce contenant 1’élément au NO le plus
¢levé, le réducteur celle contenant 1’élément au NO le plus faible.

Une oxydation correspond & une augmentation du NO, une réduction a une
diminution du NO. Le nombre d’¢électrons échangés par 1’élément dont le NO
varie est égal a la variation de son NO.

Dans un édifice monoatomique, le nombre d’oxydation de 1’¢lément est égal a
la charge algébrique de 1’édifice.

Pour un édifice polyatomique, on représente son schéma de Lewis et on
attribue les deux électrons de chaque liaison covalente a 1’¢lément le plus
¢lectronégatif (entre deux atomes identiques, les €lectrons sont partagés) ; le
NO d’un atome de 1’édifice est sa charge ainsi obtenue.

Réaction d’oxydo-réduction

C’est un transfert d’¢lectron(s) entre 1’oxydant d’un couple Ox; /Red, et le
réducteur d’un autre couple Ox, /Red, : Ox, + Red, = Ox, + Red,

Le réducteur du couple 2 est oxyde, son NO augmente.
L’oxydant du couple 1 est réduit, son NO diminue.

Dismutation et médiamutation

Une dismutation est une réaction d’oxydo-réduction au cours de laquelle une
espece ampholyte redox est a la fois réduite et oxydée. Le NO du méme
¢lément augmente et diminue simultanément.

Une médiamutation est la réaction inverse d’une dismutation.

Pile électrochimique

La pile électrochimique est
I’association de deux demi-
piles, chacune regroupant les
especes d’un couple Ox / Red,
un ¢électrolyte et une électrode
(métallique).

pont salin

Ox1/ Red; Ox2/Red>

Une réaction spontanée d’oxydo-réduction se produit par transfert d’électrons
entre les especes par I’intermédiaire du circuit. L’anode est 1’¢électrode ou se
produit la réaction d’oxydation ; c’est le pole — de la pile. La cathode est celle
ou se produit la réaction de réduction ; c’est le pdle + de la pile.

Le courant circule du pole + de la pile vers le pole — dans le circuit extérieur.
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Capacité électrique d’une pile

O capacité électrique d’une pile
F z nombre d’¢lectrons dans 1’équation de
Q= 2F S réaction, &, avancement maximal

F =96485 C- mol'! constante de Faraday

Potentiel d’électrode et force électromotrice

Un conducteur électrique plongeant dans une solution électrolytique d’un
couple d’oxydo-réduction acquiert un potentiel appelé potentiel d’électrode,
¢gal au potentiel d’oxydo-réduction du couple.
Dans une solution a 1’équilibre, les potentiels de tous les couples d’oxydo-
réduction sont égaux.
On ne peut mesurer que des différences de potentiels (tensions).

e 3 AE force électromotrice d’une pile
AE=E'—E" >0 E" et E potentiels des deux électrodes

Potentiel standard

Le potentiel standard d’oxydoréduction d’un couple Ox/ Red, noté E°, est la
valeur du potentiel d’oxydo-réduction du couple quand les constituants sont
dans leur état standard.

Electrode standard a hydrogéne (EsH)

= Hap

Représentation schématique : Py =1bar
Pt[Hye) [H300q)
Potentiel : .
Eygy = Ef jy, = 0,000V o (__SO;III{UZHO?e
a toute tempér.ature, par © '00 a(H:0") =1
convention. électrode de
platine (Pt)

Electrode au calomel saturée (Ecs)

Représentation schématique : Pt|Hg ) |Hg,Cly) | (KT + CI ) g
Potentiel : E;.=0,244 V par rapport a I’ESH a 25 °C.

Electrode au chlorure d’argent

Representation schématique : Ag,) | AgCl) | (K™ +CI7 )y
Potentiel : £=0,222 V par rapport a I’'EsH a 25 °C.
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Formule de Nernst

Ox+ne +xH"=Red+yH 0O Demi-équation d’un couple en solution
N E potentiel du couple Ox/ Red
E—Fo4 RT 1 _ox " %y E° potentiel standard du couple
nE  age-ay g aiactivités des especes

R constante des gaz parfaits, T température

Fe oy 0,06, o [Ox]-[H']*  Formule pratique en solution & 25 °C, avec
n [Red] E et E° en volts, concentrations en mol-L™

___Domaines de prédominance de 'oxydant et du réducteur ____

Red prédomine =~ Ox prédomine

L] >

E frontiére E
Etrontiere €st déterminé par des conventions selon 1’état physique des especes.

Prévision d’'une réaction d’oxydo-réduction

Physique-Chimie

Un oxydant est d’autant plus fort que le potentiel standard £° du couple est
plus élevé. Un réducteur est d’autant plus fort que E° est plus faible.
La transformation la plus favorisée thermodynamiquement est celle qui a lieu
entre I’oxydant le plus fort et le réducteur le plus fort présents. Elle se déroule
jusqu’a un état final d’équilibre ou les potentiels des deux couples sont égaux,
ou jusqu’a consommation du réactif limitant.
EO
EY  OxitRed .
Réaction spontanée pour E >E7 :

OXI +Red2 :OX2 +R€d1
E?  Ox2+Red

Constante d’équilibre

Ox, +Red, =0x, +Red, Réaction d’oxydo-réduction
K constante d’équilibre a 25 °C
K- lon(E(; 652) E? et ES potentiels standards en volts

n nombre d’¢lectrons échangés

Titrage d’oxydo-réduction

On peut utiliser une réaction d’oxydo-réduction comme support de dosage si
elle est rapide et totale. Le suivi du dosage peut se faire par potentiométrie,
en mesurant la différence de potentiel entre une €lectrode de mesure et une
¢lectrode de référence ; a I’équivalence, on observe un saut de potentiel.
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Diagrammes potentiel-pH

___ Définition et construction d’'un diagramme potentiel-pH

La précipitation ou la complexation, notamment avec les ions hydroxyde HO™
présents dans 1’eau, peuvent influer sur le caractére oxydant ou réducteur
d’une espeéce. Un diagramme potentiel-pH représente les domaines de
stabilit¢ (domaines de prédominance ou d’existence) d’especes chimiques
correspondant aux différents NO d’'un méme élément, en fonction du pH et du
potentiel d’oxydo-réduction de la solution, a 25 °C.

— Une frontiére verticale sépare deux especes associées au méme NO d’un
¢lément, mais liées par un équilibre acido-basique, de précipitation ou de
complexation. La position de cette frontiere est obtenue a partir de constantes
thermodynamiques telles que K,, K, etc.

— Une frontiere oblique ou horizontale sépare deux espéces constituant un
couple Ox/ Red. Son équation est obtenue a 1’aide de la relation de Nernst.
Des conventions de tracé (en fonction de 1’état physique des deux especes
considérées) sont choisies pour établir ces équations.

Diagramme potentiel-pH de I'eau
Couple H (,q)/ H () (équivalent au couple H,O, / H, () en milieu acide) :
E=-0,06pH (en V) pour B; =P°=1bar.

Couple O, /H,O : E=1,23—0,06pH (en V) pour P,, =P°=1bar .

Ces deux frontieres limitent le domaine d’inertie thermodynamique de 1’eau.

1,50 E (V/ENH)
Oz
1,00 7
0504  HO0
0,00
Hag
_0,50 T 1 L I 1 T 1 1 L] 1 ] ] 1 pH
0 2 4 6 8 10 12 14
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Dismutation et médiamutation

Si un diagramme potentiel-pH fait apparaitre un point d’intersection entre
trois fronticres séparant trois especes de nombres d’oxydation différents, tels
que a > b > ¢, le pH correspondant est le pH limite a partir duquel on observe
une réaction de dismutation de I’espéce au NO b, ou une réaction de
médiamutation entre les espeéces aux NO a et ¢ (selon le sens de lecture).

Utilisation des diagrammes potentiel-pH

Par superposition des diagrammes potentiel-pH associés aux especes étudiées,
il est possible de voir si un oxydant et un réducteur ont des domaines de
prédominance (ou d’existence) disjoints au pH considéré. Si c’est le cas, la
transformation chimique entre eux est thermodynamiquement favorisée.
En particulier, on peut prévoir ainsi la stabilité¢ d’une espéce dans 1’eau.

__Confrontation entre prévisions et données expérimentales __

Il arrive que deux especes coexistent expérimentalement, alors que les
diagrammes potentiel-pH indiquent que leurs domaines de stabilité sont
disjoints. Cela est di au fait que la réaction entre ces deux especes est
extrémement lente. Un tel état, théoriquement instable du point de vue
thermodynamique, mais expérimentalement observable pour des raisons
cinétiques, est dit métastable.

La science, cest ce que le pere enseigne a son fils.
La technologie, cest ce que le fils enseigne a son papa.

Michel Serres
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La science est devenue un moyen de la technique.

Jacques Ellul



Ingénierie systeme

Les systémes pluritechniques

Généralités
Systéme technique : ensemble technique congu pour répondre a un besoin.

Fonction : verbe a I’infinitif, action exprimée en termes de finalité.
Matiére d’ceuvre (MO) : élément d’entrée sur lequel s’exercent les activités

du systéme.
Valeur ajoutée (VA) : valeur supplémentaire apportée a la matiére d’ceuvre

par ’activité du systeme.

Cycle de vie

Déchets Spécification | —> | Conception ﬂ[ Fxtraction des]

\ maticres premicres

] Valorisation | = ——
Destruction -— ) s

Fonctions génériques

Informations destinées

Informations issues
a d’autres systemes et

d’autres systemes et

interfaces Homme / Chaine d’information interfaces Homme /
Machine Machine
— TRAITER "
Aggggﬁm —>| MEMORISER [~ COMMUNIQUER >
> RESTITUER

Grandeurs
physiques Ordres Matiéres
. . d’ceuvre
Chaine de puissance
Puissances
entrantes CHARGER Pertes
—>|| sTocker DI\I/[SC%IEIIJBLEER -)ICONVERTIR SITRANSMETTRE | AGIR
ALIMENTER

N
Matiéres d’ceuvre
+

valeur ajoutée
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Le langage SysML (System Modeling Language)

p

Les diagrammes de

~

Les neuf diagrammes

(

Les diagrammes de

N

-

- Y

~

Diagramme de contexte

comportement structure

e \( Le ) Le é Le Y/ Le )
diagramme diagramme de diagramme diagramme de | | diagramme de
des cas séquence des exigences définition de | [ bloc interne
utilisation blocs

\. LB J \. J J

 Le [ Le )  Le  \({ Le )
diagramme diagramme diagramme de diagramme
d’activité d’états package paramétrique|

won traité )

9 Non traité/

Diagramme particulier de définition de blocs, non normalisé.
Il montre acteurs et interactions sans les détailler.

A\

Eloc

o N\
acteur humain 1

xContexiDiagram: J
bdd [Modek] Dala| dizgramme d= corteate |

systeme 2

source d'énergie

<syatems
systéme isolé

\
\
\

N -
N~
AN

P

#~ "\
N\,
acteur humam 2

9

L Jﬂdeur_;]

vie
V. ¥

milieu ambiant

Association

réseau de donnees
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Diagramme des exigences (req)

req [Moclzle] Data | dingramme des exigences ]J

«reguirements
fonction globale

1d="1": Nuréra unigue

Id="1"

«#Le iexde décrit bei;enlc;]

didertificstionde” p — = = = = = T 7 7 Text="le systeme doit
I'sxigerics remplir a fonction globale”
Pl B N
/ \.\_ ———————— Relalicn ¢
/ \ contensnce
sreguirerenty wrequiraments
exigence composite 1 exigence composite 2
Ig="11" Id="1.2"
Tedt="I'=kigentce Text="'exlgence
composita 1 est contenue tomposite 2 est cont2nue
dans I'2zigence de niveau dans 'exigence de niveau
supéraur Idaninée parld supéneur ldentmas par ld
e —vqn
, T T b
— refine cerlveRes
Relsfion d'affinage | — — — — —lone” Lecenvenea™ _ _ |Relationde dérivation
| |
1 1 e
“requirements srequirsments
exigence affince exigence dérivee
ld="1.1.1" ld="2"
Tout="on peut préciser ici Text="cotte oxigence dérive
un critéra et un niveau par de ['a¥igence composite 2
une relation d'sfiinage” bien gu'elle ne soitpas
directement en relation
1, avec exigence ld="1"
wsstistys |
| N
ssalistys —
| N
La zoluton
eblocks zblocks 1echnigque 1
sohstiontechnique 2 solution technique 1~~~ — |Dermel de
B 1 zatizfsire &
fexicence dermse
=t

Cahier des charges fonctionnel (CdCF)

Document par lequel le demandeur exprime son besoin en termes de
fonctions de service ou d’exigences. Pour chacune d’elles sont définis des

criteres d’appréciation, niveaux

et flexibilité.

Exigences Critéres Niveaux Flexibilités
Critere a Niveau 1 nulle
Exigence 1
Critére b Niveau 2 faible
Exigence 2 Critére ¢ Niveau 3 moyenne
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Diagramme des cas d'utilisation (uc)

Cas d’utilisation : service attendu par un acteur

uc [Modkls) Dets | Diagramme des cas d'ilixstion ])

mutiplicite il ¥ a
& rains un
actew hurrain 1 Noas:

o .
’-—/

acteur III\II'T'BII'I 17—

N

\;‘,ﬁ‘e e

systéme isole

¢ service attendud 3

—\ " v AN
. sncusy Nandyges. —

len de 7 N

générslestion / == .Y A

S e da " service attendu 2.1 < service attendu 22 )

—_— ~

e horain 1 l— — —7&
::reh:’.llelrmn acteur humain 1 chef

—

- —

_a—’—‘\

e

o il

b — - —
—_——

Jrakstion dinciuzizn I

ou cluz sciers

hurnsine 2
-~

4 est ue
exiension
optomels du

PEVIRSRSN

N

aceur secondare I

N

mubplcts  irdiqus
aqui pect v evar 0

relstion dsxlersion |

AN

Le seryice stlendu

Diagramme de séquence (sd)

I1 décrit un scénario pour un cas d’utilisation donné.

ad [teracton) daganme ce saquerce | disgrsmme de sequence p'

[":~ acteur humain1 5
~ “==T"—_J
N B

T asystems

: gyetame Isolé

]

A — -
Efeanie ] : ‘1 message eynzhron
™
N
bane - - — 7 Z IMESSENE SEYNCTone de
d'actvation =~ 00000 | - - - - - = =

3 messapgs asynchrore

retor

KExtarns Systete l
|V‘ : eystéme 2 _ﬂ
——

caondtion de koucie |

loop |

[cordilion 1]

4: messsge synchrone

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
L
|
"

condtion de
scénsrio optionrel

L opt )

[condticn 2)

e 1

5. message rEferil

B MEELAlE RSYNCHrOre o8 reow
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Fragments combinés :

— « par » : plusieurs scénarios se déroulent en parall¢le ;

— « loop » : le scénario est a répéter en boucle tant qu’une condition est vraie ;

— « opt » : un scénario optionnel est possible selon une condition ;

— «alt»: plusieurs scénarios différents sont envisageables selon des

conditions ;

—«ref » : un scénario est référencé. Il est décrit séparément.

Diagramme d’états (stm)

etm [Mschie 4 Eist] lagramme déteis | diagramme détsts |

N
ey N\
s':’;;: ranstion rétizxive |

[cordifion 3) /
Y

|

evenenent 1|[condiion 1]

q
condton logque l'=trel 1 est
de changstment effactus au

d'étad azsociée & | |[franchiseamend cie

Iévénement 1 latranztion

|

\
événement 1 [condtion 2] Fetret |

3

‘v_ - - atat 1 T

le&énewm‘ N e a0 | do Jactivie 1 B u

|temparel 2 :

— 2 transkion
cvenzment 2 )

tdlagramme l
d*atate 2 | S

=0

ertry facton 2
oo Jaclidté 2

—. when (campteur = n)
(@) =

|

!

T ™\, T N | 1 N
| \ 1N LN |

Bal cormposite Awcun Evtnerent | étet inal | |Evknerent 1€ 2un | Paction 2 est

Le dsgramme n'est assoné & changement de effectues a

detst 2 ect decri cette transdion. |vsleur (mot cie l'ertrée de I'dat 2

aleurs. |l awat pu Lorsque l'sctivie 2 ["evhan'). ki la ——

oazai ébre specific catiemirée, In veleur et interne N

a lintérieur de ce transition est = systeme larctivité 2 dure

reeud frarchic tart cue I'Sat 2 est

|zctif

Le formalisme SysML admet neuf pseudo-états :

— « shallow history » @ : permet a un état de niveau hiérarchique supérieur
(état composite) de se souvenir du dernier sous-€tat, avant qu’il n’évolue vers
un autre état,

— « deep history » @ : idem que précédemment mais avec la propagation de
« histoire » a tous les sous-Etats composites de niveaux hiérarchiques
inférieurs,

— « fork »» mmmmm et « join » mmmmm : divergence et convergence de séquences
parallgeles,

— « choice » <> : sélection et convergence de séquences exclusives. Il est
nécessaire qu’une condition située en aval soit vraie pour que 1’évolution du
systeme se poursuive. Les conditions de gardes doivent €tre exclusives. Le
mot clé «else » peut-€tre utilis€ pour englober tout ce qui n’est pas décrit
dans les autres expressions booléennes. Les conditions de garde situées en
aval sont toutes évaluées une fois le pseudo-état atteint,
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— « junction » ® : idem au pseudo-état « choice », a la différence que pour
qu’un chemin soit emprunté, toutes les conditions de garde situées en aval et
en amont, doivent étre vraies. L’évaluation des conditions avales est réalisée
avant que le pseudo-état soit atteint,

— « entry point » O et « exit point » & : permet de créer un point d’entrée du
diagramme et un point de sortie vers un autre diagramme,

— «terminate » X : permet de terminer une séquence sans destruction de
I’instance de bloc.

stm [Machine & Etat] pseudo-états [ pseudo-états JJ
point d'entrée du sélection de
diagramme (entry séquences
point) exclusives
- (choice)
état 1 % AN
| LSS J P £ souvenir du
z = dernier sous-état
7 etat composite 2 avec propagation
7/ —dans les niveaux
arrét du o leise] >@. = hiérarchiques
disgramme ~ inférieurs (dezp
(terminate) history)
| état 2 ] état composite 3 . B
4 souvenir du
M dernier sous-ttat
ﬁ — - sans propagstion
dans les niveaux
convergence hiérarchigques
de séquences | — — — —%5\ J inférieurs (shallow
exclusives - - history)
état composite 1
> état 5 N\
e i -
divergence dj _ - = _ - — point. 28 sortle
séquqnces ————— . - E@l:xglzgﬁr;me
paraliéles > etat 4 I
(fork) : - 4
les états 4 et 5 sont disjoirts Nl convergence de
mais traduisent un unique état séguences
du systéme paralléles (join)
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Diagramme d’activité (act)

"act [Activité] diagramme d'activité [ diagramme d'activité 1]
un signal émanant
d'un autre bloc est

noeud initial I
\9 attendu
/
2 signalrecu
@ flux de contréle I

\ L--"
\ entrée 1 sortie 1 N
eﬂtée action 1 F \ sorti
choix de séquence I . action2 ) résuttat de I‘action[}l
[condihon 1, [con(ilon 2]

(Wﬁ )

un signal est

toutes les parties
du systéme
~ >
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Le bloc

Propriétés (properties) structurelles et comportementales d’un bloc :

— valeurs (values) : caractéristiques avec valeur, dimension, etc. ;

— parties (parts) : sous-ensembles inclus obligatoirement ;

— relations (constraints) : lois de comportement du bloc

— fonctions (operations) : fonctionnalités disponibles ;

— ports (ports) : ils permettent de montrer des interactions bidirectionnelles ou
unidirectionnelles, services (interfaces) ou flux (flow) physiques ;

— signaux (signals) : événements que le bloc est susceptible de traiter.

rorl standard

LN (stenddard port) ’ L
[service recs | invocuised un [z2rvice fournl
b - Y zervice — :
a——————— / ———— /
_comates rendus ‘ Cconsenes
{por de flux (low port) \ )
}I,Jﬂl[i irectionnel X I
s _L_ }— “‘
flux prysique sfrant 17— shicchke [=]  flux physique sorart
blo¢
candminds
: cortrsrte 1
: cortrante 2
el pans
} N conslituant 1
|sous-erserbies | consfituant 2
linclus zans détaldes |~ — 7 |[programme

\rel_:dions existanies
|gvec I'2l2m=ni bloe

. mbkes
paramétre 1 Unté &
paramétre 2. ule &
parametre 3 uile b

E'S

_ |caractéristopz
‘&Vt.'b VEEL par
id::fa:ut, plage de

K : unitd &

fonctiont )
fonction2()

|veicLrs, cte.

!

[fonctons
[covpibles avec
}llc blc

Diagramme de définition de blocs (bdd)

Relations entre blocs :

I’association (trait plein simple) : indique une relation d’égal a égal entre
blocs. Leur présence est simultanée ;
la composition (trait plein et losange plein) : représentation graphique
équivalente aux propriétés de type « parts », c¢’est une relation d’inclusion
obligatoire ;
I’agrégation (trait plein et losange €vidé€) : c’est une relation d’inclusion
non obligatoire ;
la généralisation / spécialisation (trait plein et triangle évid¢) : selon le
sens de lecture, un bloc se généralise ou se spécialise en un autre. Dans ce
dernier cas, il hérite alors des propriétés du bloc généralisé ;
la dépendance (trait en pointillés et fleche) : un bloc a un comportement
qui dépend d’un autre.
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bdd Moce] Datal disgamme de defiriticn de blocs l]
<aystems ‘—I\
€ influent
systeme influe oh pelt
\ ey ma‘tlppqer des
relsionde = | T — = — — = - — ~ pIoptes
dependsncz | -
s < relation de
systemc oEnérslication )
paris spéciaization
-~
: ey =
caraziéristiques H - s3ystems
forction) eyetéme epacialicé
ranction_specialel)
j X
‘ : \
N N\ .
relaton de L‘ ——————— — |relation e E e L.
composElon dayegstion R
\ pozzede une
RTINS 4 1 1 Tonctcn
matilicile ¥ : SopETEEiIE
} shlocks <hlocks shlccks
|sous-systeme 1 Sous-systeme 2 sous-systeme 3
‘fonclion 101 wakza
gfonc;ﬁcn 20 caractéviziiques
fonction 3()

Il montre :

Diagramme de bloc interne (ibd)

— la structure interne d’un systéme. Les sous-ensembles li€s au systéme par
une relation de composition sont en trait plein, les autres en pointillés ;
I’utilisation des sous-systeémes dans un contexte donné : on montre leurs
connections par le biais des connecteurs joignant les ports : les flux physiques
pour les ports de flux, et les services fournis ou requis pour les ports

standards.

b [Syztem] avatéme | clsarsre ¢o kios Intana |J

N

fromfisre =n pordiks car
reltion dagregation avec
= systEme de niveau
Hfrarchique supersur

: sous-systéme 3 [1]

tem de cescopton riesfacs 3
y na : sous-systéeme 1 [1] | " riertace 3
i sardce regus 1 ' : sous-systéme 2 [1] |
\ L uxchysawes r ; 1
. | .+,,
consignes  consignes J
fuKphyElus 1 x Eysmc 2
- [ | i
——F T . £
7 AI— AN X
P 2V O SHICRIaiaT) cornEcieur
2 comptes rendus
SEN N
parlis port corfplex rendus —
¢ Jeerveerague l
o D —T T — = .. consikes comptes rendus

s=rvce fourn 2
»

»

1
i
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Algorithmique

Introduction

Typage des variables

Les types simples sont notamment :
— le booléen (bool),
— D’entier (int),
— le réel codé en virgule flottante (f1oat),
— le caractére (chr).
Les types structurés sont par exemple :
— laliste (1ist),
— la chaine de caracteres (str),
— le tableau (array),
— le tuple (tuple),
— le dictionnaire (dict).

Opérateurs
Opérateurs arithmétiques
addition + division entiére //
soustraction - modulo %
produit * exposant *x
division /
Opérateurs relationnels
identique == supérieur >
différent = inférieur ou égal <=
inférieur < supérieur ou égal >=
Opérateurs logiques Opérateurs divers
négation not affectation =
ou or concaténation +
et and répétition *
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Fonctions

def fonction (arguments) :
corps de la fonction
return valeurs

Structure conditionnelle

if condition logique
groupe d’instructions
elif condition logique :

groupe d’instructions
else

groupe d’instructions

Structures itératives
for i in range (0O,n,1):
groupe d’instructions

1=0
while i<n:

groupe d’instructions
i=i+1

Manipulation des listes

L=[] : création d’une liste vide

L=[10,2,45,3] :création d’une liste de quatre entiers
L.append (5) :ajoutde ’entier 5 a la fin de la liste L
len (L) :retourne la taille de la liste L

L[0] :premier élément de la liste L

L[-1] :dernier élément de la liste L

L[:] :liste de toutes les valeurs de la liste L

L[2:4] : liste avec le troisieme et le quatrieme élément de la liste L
L[::2] :liste des valeurs de la liste L d’indice pair
[1,2,3]+[10,12,14] : concaténation de deux listes

3*[0, 1] : trois répétitions de la liste

Manipulation des fichiers texte

f=open ("nom de fichier", "r") : ouverture d’un fichier texte en lecture et
retourne le contenu dans la variable £

f.readline () : retourne la ligne (type str) en cours et avance
f.readlines () : retourne la liste des lignes (type 1ist de str)
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f.read () : retourne tout le contenu du fichier texte en une chaine de
caracteres

for x in f: parcourt toutes les lignes du fichier. x est une chaine de
caracteres (type str)

f=open ("nom de fichier", "w") : ouverture d’un fichier texte en écriture
f.write (ligne) : écriture d’une ligne (type str)
f.close () : ferme le fichier

Tracé d'une courbe

import matplotlib.pyplot as plt: importe et renomme la
bibliothéque

plt.plot(listeX,listeY) : crée une courbe a partir d’une liste de
valeurs en abscisse et une liste de valeurs en ordonnée

plt.title ("titre") : définit un titre

plt.xlabel ("étiquette des abscisses") : définit I’étiquette de I’abscisse
plt.ylabel ("étiquette des ordonnées") : définit I’étiquette de I’ordonnée
plt.show () : affiche le tracé

Exploitation des données

def moyenne (ListeValeurs) :
m=0
for x in ListeValeurs:
m=m+x
return m/len(ListeValeurs)

def ecartType(ListeValeurs) :
v=0
m=moyenne (ListeValeurs)
for x in ListeValeurs:
V=V+x*F*2
return (v/len(ListeValeurs)-m**2)**0.5
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Automatique

Les systemes linéaires continus et invariants asservis

Représentation sous forme de boite noire

Perturbations

. Sorties
Systeme e

A 4

Consignes

.
>

Entrées : consignes et perturbations.
Sorties : elles sont aussi appelées « réponses » du systéme.

Les systémes linéaires continus et invariants (SLCI)

Systémes continus: les grandeurs régissant le fonctionnement sont

analogiques.
Comportement linéaire : posséde les propriétés de proportionnalité et de

superposition.

€ (Z) A iL(t)

— U (O +red) | 4 _Hf(f) + As2(0)

u et A réels

e , |50

Systéme invariant : les caractéristiques de comportement ne se modifient pas
dans le temps.

e(t)A 4 -i(i) e(t+7) 4 _i(f—t)

Modéle mathématique d’'un SLCI monovariable

Zn: b. 4 s(t) = i 7. @ e(f) Equation différentielle
=df = dr b; et a;constantes réelles

Dans le cas des systémes réels, sauf hypotheses simplificatrices, n>m.
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Systéemes électriques et électromécaniques

u
a
u

e

j 1
u=Ri u= d—l u:E idt e=Kgo, ; Cp,=Kd

i intensité, u tension, e FCEM, R résistance, L inductance
Ch, couple moteur, m,, vitesse de rotation moteur
C capacité, Kg constante de FCEM, K ¢ constante de couple

Systemes mécaniques

X . X
K — | —- = | .
é—' e — M :
! 1
F=Kx F=fx F=Mx

F force, M masse, K raideur, f, coefficient de frottement visqueux
x déplacement, x vitesse, x accélération

C,0 Ko C, 0 So C,0
ay ‘§ ay — || ay —, J
4{-% (}) ILK' ||~'§ T It

B0 NN\ NS

C =K, x0 C =fyp x0 C=Jx®

C couple, J moment d’inertie
Ky raideur angulaire, f,q coefficient de frottement visqueux

0 angle, 0 vitesse angulaire, 6 accélération angulaire

Systéemes hydrauliques

qv!' L P, P,

flf l \ qv
h —> — Ry

g, =Sxh AP=R-B =R, xq,

g débit volumique, S surface transversale
R, résistance hydraulique, AP différence de pression
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P=Cx@

P

Systemes thermiques

Ll P

o
0 [ 6,

R,
A0 6, -6,
=

P flux de chaleur, C capacité calorifique
R, résistance thermique, A0 différence de température

Impulsion d’aire 4

Les entrées canoniques

e(t)=Axd(t) avec 6(f)=0 sizn’est pas au

voisinage de 0

b
et J- Axd(f)xdt=A,avec aet b réels au

voisinage de 0.
d(¢) impulsion de Dirac

Echelon d’amplitude E,
0 si <0

e(t)y=E,xY(t) avec Y(t):{1 S 150

Y(¢) fonction de Heaviside

Rampe de pente a
e(t)y=axtxY(t)

Entrée sinusoidale de pulsation o et
d’amplitude 4
e(t) = Axsin(wt)x Y (t)
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Régulateur

Structure d'un systeme asservi

R B .
T Signal retour r(¢

e(t) = e(t) — (1)

Erreur statique ¢;:

caractéristique en régime permanent
de la fonction écart &(¢) lorsque le

systéme est soumis a une entrée de

type échelon, & = lim (&(7))

t—>+©
avec e(t)=E xY(¢) .

Erreur de trainage ¢, :

caractéristique en régime permanent
de la fonction écart €(¢) lorsque le

systéme est soumis a une entrée de

Perturbations
5 Sort
Correcteur (= Processus Q 1e:s(t)
I
Capteur
Précision d’'un systéme asservi
A
e(?) l
___________ —
(1) €
0 t
A
e() :
(1)
t

type rampe, & = lim (&())
t >+
avec e(t)=axtxY(1).

Le temps de réponse

Rapidité d'un
b9,
caractérise le temps que met le
systéme a réagir a une variation
brusque de la grandeur d’entrée.

systéme asservi

s(7)
|/ N _LO05%[s(0)=s(0)] .
UGS e e b
| 0.95[5()-5(0)]
5(0) | b, X
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Stabilité d'un systéme asservi

Un systéme dynamique est stable sia  Comportement stable mais pas
une entrée bornée de type échelon T cuffisamment amorti

correspond une sortie bornée. s(f)

Domaine symbolique et fonction de transfert

Transformée de Laplace

F(p) transformée de -

Laplace de f(¢) F(p) =S f(1)] :Im e xf(ndt?
Propriétés

Linéarité [ ax f() +bxg( ) | =axs f()]+bx [ g0)]

Dérivation Lro]=pxL fO]-£(0)

Théoréme de la valeur finale ,1_1}.20 S ( t) = },iﬂ%[ pxF ( P)]

Théoréme du retard ﬁ[ AGGET )] = e x F(p)

Passage a la fonction de transfert

Dans le cas ou toutes les conditions initiales sont nulles :

Equation différentielle
ﬂ Transformée de Laplace

Equation algébrique
b,p+..+bxp+h)Sp)=(@,p" +..+ap+ay)E(p)
Fonction de transfert (Fr) du

S
ELp)—b H(p) _(pl systéme : H(p):;(—(p;
P
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Forme de la fonction de transfert

m ,, Forme canonique
H(l - plz) K gain du systéme, o classe (a € N)
H(p)=—x ,,’_:(11— n ordre de la fonction de transfert
H(l -p/p j) z; z€ros, racines du numérateur
j=1 p;i poles, racines du dénominateur
H(p)= K Systéme du premier ordre
b 1+ K gain statique, 7 constante de temps
K Systéme du second ordre
H(p)= 2 I K gain statique, & coefficient
LE==pi=—ip® d’amortissement, w, pulsation propre du
systéme non amorti
K Systéme intégrateur
H(p)=— yste g
(P) K gain
H(p)=Kp lS(ygs;éirI?e dérivateur
_ Systeme retardeur
H = TRP
(p)=e 7y . retard

Condition de stabilité nécessaire et suffisante

Tous les poles p de la Im(p)
fonction de transfert H(p) STABLE T INSTABLE
doivent étre a partie réelle 0
strictement négative. ! °
©0,0) s Re(p,)

Comportement temporel des SLCI

Comportement temporel d’'un systeme intégrateur

L(r) = A8(1) o= KAV ()

Réponse a une impulsion

A\ 4
~
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A s(t) = KEyY ()

Réponse a un échelon e(t)=EY({)

> ¢
_ Comportement temporel d’un systéme du premier ordre____

A— . . : :
T Réponse a une impulsion

(1) = A3(1)]

K

A—(1-0,63)|---1—7

T

K
A—(1-0,95)ccccNccccc

T

T 31 t
A Réponse a un échelon
KE,

0,95KE, () =KE(1-e") ¥

0,63KE,

e(f) = E,Y(f)

e s wooeoneon e oo =il

T tS% = 3'[

A . \ =
Réponse a c(r)=at

une rampe

s@)=Ka({t —t+1xe )Y ()
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__ Comportement temporel d’un systéme du second ordre ___

Réponse a un échelon
Régime pseudo-périodique : & <1

\DI/:‘\S(Z‘) = KEOLI— j% sin((not\}l—iz +arcsin /1 — Eﬂ) Y ()
4

i

4 5

-

P

¥

KE,

e(t)= E Y (¢)

>

—Ehen
k e
Dépassements : PR - et D, =—KE,(—1feV'I™®
wy/1-&
Régime apériodique : &> 1

A (1) =KEg+——"—(tie" —1¢ )Y (¢)
-7
KE,
//
e()=KY{)
>
Temps caractéristiques :
1 1
T = > T,;=

m0(§+J§2_—1) ’ mo(i—\]éz_—l)

Temps de réponse minimal :
avec dépassement, £ =0,7 et alors #,0) =3

sans dépassement, =1 et alors #.,0) =3
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Comportement fréquentiel des SLCI

Comportement fréquentiel d’un systéme intégrateur
Gy (0) =20logK —20logw et ¢o(w)=—-90°
GdB (p h

20 dB/déca

!

i

'

!
P
K
__ Comportement fréquentiel d’un systéme du premier ordre

Gys(0) =20log K —20log,f1 + ((D’L')Z et ¢(m)=—arctan(to)

h

Gas

' 5?5?-1!/‘[574:?

__ Comportement fréquentiel d’'un systéme du second ordre __

2)? 2
Ggp(w)=20logK — ZOlog\/(l%J +[@j

®p ®

o(w)=— arctan&

1-(/, )
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Gas (O

: 2 . 2
Pas de résonance si& > - Résonance si & <7
.N\‘_)@mog (2&) Ol E \‘
: : ) V. | —Y20log(2
D r-/ 5 \\_\ 12010g(28)
\\\ : 0’ ,' \\\ : : ® ,'
Sl Na gl a%

Schémas blocs

Eléments en série

S
P S ) =S (1]

-11#,

E() i=l1

Eléments en paralléle

> Hi(p)
H(p)= %2 ;Hi(P)
—» [,(p)
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Déplacement de point de prélévement

S, E(p) Si(p)
]i(p-)> H(p) —(pl —>| H(p) >
S
50 === > 1/ H(p) o)
E@p) Si1(p) S|
—»| H(p) = Ep) H(p) —(>p)
<
S (p) H) S»(p)

Déplacement de sommateur

S |
E (p) HO) _(’p) Efp) | Hop) @ S(p)
EAp) <—
EAP)L_{ 1) J
Si
E\(p) H) S(p) E&P)_,@ H(p) _&p )
EAp) % <> E4dp) | Hp) 4
Systeme bouclé
FT en boucle fermée (FTBF) :
Si
LGN ap) L5, oS 4w)
E(p) 1+ A(p)B(p)
FT en boucle ouverte (FTBO) :
B(p) Hzo (p) = A(p)B(p)

Ecart : e(p)=

187
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1+ A(p)B(p)
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Cas du systéme a retour unitaire

Hyo (p)=A(p)

S
E(p) 2O 4 L) _S(p) __ Huo(p)
Her(p) = E(p) 1+Hgyo(p)
____E(p
e

Marges de stabhilité

Le gain en dB de la fonction de G4
transfert isochrone en boucle

ouverte H,, (v) doit étre

négatif lorsque le déphasage est
inférieur a —180°.

Le déphasage de la fonction de
transfert isochrone en boucle

ouverte H,, (o) doit étre

supérieur a —180° tant que le
gain en dB est positif.
— Marge de gain :

Mg= _2010g(|Hb0 (@50 )|)
avec (p(HbO((D,lg())) =-180°

— Marge de phase :
M, =180°+arg (Hy,(0,))

180 4— -

avec |Hb0 (o, )| =1

Précision
Erreur statique vitesse accélération
Classe €40, €0, € a%
1
0 1+ Ky, ” .
1 0 L

Ko "
0 1
2 0 ..
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Mécanique

Cinématique du solide indéformable

Positionnement d’'un point

Coordonnées cartésiennes : Z
—— : : : A
QO =xx+py+zz)
Coordonnées cylindriques : z
QO =pu + 7z,

Coordonnées sphériques :

@@2 = }"‘7’;

S|

Orientation d’'une base

7 ZiA w vecteur unitaire dirigé par 1’intersection
des plans (OIai‘b.}j'l) et (019227.)7”2)

Angles d’Euler
Précession : rotation d’un angle

y autour de Z , y = (¥, )

A Nutation : rotation d’un angle 6
& s autour de u, 0=(7%,2)

Lo Rotation propre : rotation d’un

angle ¢ autour de z,
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Mouvements de rotation d’'un solide

Trajectoire, vitesse et accélération instantanées

TP/R I_/'(P/R\):dop
dt R
z - v 2N
A(P/R) _dr(P/R)| _ ddtOzP
0 R R
B Si le point P est fixe dans le repére lié au
X y —~ solide indéformable (S) :
FEIR) Y (prry=FAPSIR)
g . dV(P,S/R
_ a(P,S/R)z%
! R
Formule de Bour
(i) . +Q(R/RINU
dr|, ~d¢ R

Torseur distributeur des vitesses

(i1 )- { Qi j) }

LV (Mil )

Relation de Varignon : V (4,81 R‘)= 17"’(B,S ! RY+ ABA ﬁ”(S /R )

Q(3/2)+9(2/1) }

Addition {¥(3/2)}+{r(2/1)}= {V(M,3/2)+V(M,2/1)
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Premier invariant : la résultante € (f L )
Second invariant : I’automoment
Q(if j)V{(Ail j\=i! j)-V(B.i! )
Axe instantané de rotation : ensemble des points pour lesquels la norme de

la vitesse V (M S0 ) est nulle, la résultante ?2(/[ / j) étant non nulle.

Composition de mouvements

(R, /R, ) ZQ (R;/R.,)

i=l1
vV (P.R, IR,) ZV‘(PR IR

n

{V(n / O)} = {V(i /i— l)}, tous les torseurs étant réduits au méme point.

i=1

Ez(’P,R,, IRy)# Zgz(’ P.R;/R;,) saufsiles termes de Coriolis sont nuls.

i=1

Mouvements particuliers

0
Mouvement de translation {V(2 / l)} = {17 (M2 l)}
M 2
Mouvement de rotation {V (2 /1)} _ PaX+ g+ 1z
autour d’un point O 5 0
Mouvement de rotation {V ( 5/ 1)} B {Pzzuu}
autour d’un axe (O,u) M) 0
Mouvement hélicoidal d’axe
(0)
: . A ;
hélice a droite u,, = 2];21 {V(2/1)}: {Pzﬂ}
M Uy u
: A
hélice a gauche u,; =— P2l
2n
A pas du systeme vis/écrou
Mouvement plan sur plan {V (2/1)} = iz
de normale Z oy L1 X vy
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Modeélisation cinématique des liaisons

Les liaisons normalisées

. . <1 <1
Liaison encastrement
0 A
{r(2/1)}= {} 7
A O 2

Liaison pivot d’axe (4,x) I

(v} - {pz.;xl} 2 +_+

Liaison glissiére de direction 1\ 7 A
- e’

vz |7 \22 R

Liaison hélicoidale d’axe

= <—1 }' el
(4.7) 7N
DX N\ { ) —’\/\J—
remi= 1, £ \
U 2m ™, z=2E B
A pas de I’hélice
Liaison pivot glissant d’axe <1 }1' <_1
(4,%) N
: +4
_ [P P ‘ |
V(2/1); = :
tremy A{uz}x} ‘\2 —>1 =,
Liaison sphérique a doigt " %
iaison sphériqu ig 1427 <«1 ‘(1

d’axes (4,¥) et (4,Z)

(r(2)} ZA{pZIEW“Z% /Qr) \

0
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Liaison sphérique de centre
A

{ V(2/l)} _ {Pz}x ‘*“‘];1)’ "H’ZIIZ_}

Liaison appui plan de
normale x

vem- {5 )

VoY tWaZ

Liaison aréte plan d’axe
(4,5) et de normale ¥

(v (@) =A{p2"é +q”/2“y}

Vo Y+ Wz

Liaison sphére cylindre de
centre 4 et de direction x

{V (2/1)} _ {lex +42ny +”th}
A

Uy X

Liaison sphére plan de
normale (A,fc)

{V (2/1)} _ {lex +q2Y +”2112}
4

a1y +wyz
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Cinématique du contact ponctuel

Q(2/1)=0,(2/1)+ Q:(2/1)= poyrr+ @t + it
V(A,Q/l\)z‘@l‘é.+‘mal‘é.

‘ﬁp (/2 / 1)" = p,; vitesse de rotation de pivotement

o, (’ 2:f 1)” = \/(421)2 +(n,)? vitesse de rotation de roulement

|V(A,2/ I)H = \/(vzl)z +(wy;)? vitesse linéaire de glissement
Q@2/n o

iz X Y (4,210)
Condition de non-glissement : '7(4,2/1)=0

Condition de maintien du contact : V(A,2/ 1)n=0

Liaison équivalente — approche cinématique

Association de liaisons en parallele

1
W@

Au méme point de réduction :

{V squivatene @/ 1)} = {V 1, @/1) }={V 1, (271) =. = { ¥, (2/1)}

Association de liaisons en série

Ll mL2 O 1@ : equlvalente

Au méme pomt de réduction :

{V quivateme (171)} ={V 1, (2/0) }+{V 1, (3/2) }+..ct {V o, (n/n-1)}
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Chaine de solides

Analyse géométrique
Pour chaque cycle du graphe des liaisons :

fermeture dimensionnelle Q)0 +..+0,0, =0

fermeture angulaire o +wp...+ @, =0

Analyse cinématique
Pour chaque cycle du graphe des liaisons : fermeture cinématique

(rmyy+{v @/} +.+{v(n/n-1)}+{v(1/n)}={0}

Quelques transmetteurs de puissance simples

Rapport de transmission

Og _ Og
k= ———

= E entrée, S sortie, 0 bati
Og/0  Og/0

Systémes poulies/courroie et pignons/chaine

W0
= a’ Z
®r/0 _ D,
o Dy
1/ 777
V=P 777
Engrenages
D diameétre primitif, Z nombre de dents, m
D = mZ )
module de I’engrenage
Engrenage paralléle pignon/roue
a1
== @y _O20__Di__Z
9 =0 2~ o0 By D, Z,
L"z
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Engrenage paralléle pignon/couronne

.

1

®a0 _ 020 _ D, :é

() -
T 00 Oy Dy 2,

2)'T_

Engrenage conique pignon/roue

~

~

1/‘ +0 - Dy0| _| Ol _ 41
®y/0 010l 2,
2 )
Engrenage roue/vis sans fin
g
W0| _| Bas0f _ M
®y/0 010 2,

n; nombre de filets de la vis

Engrenage pignon/crémaillére

1

“ Yo _ o _p

®0 Oy

A R, rayon primitif
i 4 du pignon
0— 3

Train d’engrenages paralléles simple

Dsi0 _ (1Y’ produit des nombres de dents des roues menantes

OE/ produit des nombres de dents des roues menées
n nombre de contacts extérieurs entre les roues

Train d’engrenages paralléles épicycloidal
Formule de Willis :
Ws/0 ~Dps/o _ (_1)" produit des nombres de dents des roues menantes

Og/p —Ops/o produit des nombres de dents des roues menées

0 bati, E premicre roue, S derniere roue, PS porte-satellite
n nombre de contacts extérieurs
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Transformation rotation / translation

1 2
C(m—)l) /0 \ { -
V\ / X
(RS — NN\}— —
o
O _> [rom—y
m: organe moteur Flc—2 ) Varo
c : charge résistante < ( <
0 : bati
1:vis Va0 F(C_)z)
2 : écrou =>|<—
- xFlc—2
Cas d’un pas p a droite V5,5 = Met C(m —)1): 14 g )
T
—-pxF(c—>?2
Cas d’un pas p a gauche V5, :% et C(m—)l): P 2( )
T T

Modélisation des actions mécaniques

Actions mécaniques a distance : modéle local
Elément de volume infinitésimal (ou volume élémentaire) :
en coordonnées cartésiennes dV =dxdydz

en coordonnées cylindriques dV =pd6dpdz

en coordonnées sphériques  dV =r2sined0dedr

AR

Action de la pesanteur dE = pdV%

p masse volumique

g accélération de la pesanteur

d V élément de volume

x 0 v
Actions mécaniques a distance : modeéle global
R (pesanteur — §) = J“U pdVg
{ F(pesanteur — S)} = 4

A

M(A;pesan‘teur—)‘ S)= J‘”. AM A pdVg
v

197

Sl



Poids du solide S : 172(/ pesanteur — S )\= ﬁ‘ j pdVé
v

Au centre de gravité G : H(G,peszmt‘eur—) S) =0

Actions mécaniques de contact : modeéle local

Elément de surface infinitésimal (ou surface élémentaire) :
en coordonnées cartésiennes dS =dxdy

en coordonnées cylindriques dS =pd6dp (surface plane)
ou dS=RdOdz (surface cylindrique)
en coordonnées sphériques  dS = R%sinpd0d ¢ (surface sphérique)

Contact surfacique, sans frottement

AN
dfy (1 2)=PdsSn

,L dE ( 1> 2) P pression de contact
e d S élément de surface
n normale au contact

@as
1.

Contact linéique, sans frottement

AN

dfiy (1—>2)=qdin

- q charge linéique
49/u (1 - 2) d/ élément de ligne
n normale au contact
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Contact surfacique, avec frottement : lois de Coulomb

n
dr (1 2) 4 (1 2)

N dm, (1> 2) = PdSH
_ / P pression de contact
V(’ M,2 1) e dS élément de surface
D>~ 3 j K n normale au contact

P dty, (1—>2)

=

dfy (1> 2}=dn,, (15 2}+dr,, (15 2)

Facteur de frottement Jf =tang
Adhérence 17(M,2/1):6‘ et 0<o
|dz (15 2)
Limite d’adhérence O=¢, tanp= ”an (1 R 2)”
et V(M,2/1)=0
Do o Hd:M'(l . 2)”
Glissement ’ ”an (1 =¥ 2)”

et V{M,2/1})-df,, (1 >2) <0

Résistance au roulement

Effort normal au contact N (1— 2y= ﬂ‘ d@ (1_> 2)

S
Moment résistant au M.(0,1->2)= J‘ I OM ~dn,, ({1 _)2)
roulement s

O point de I’axe de rotation du roulement
[ 0.1 > 2)| < [Nt 5 2|

(égalité a la limite ou s’il y a roulement effectif o, (/2 ! 1')\;& 0 )

1, coefficient de résistance au roulement
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Résistance au pivotement

Moment résistant au 7 ({ o1 2)\: J‘J‘ o (fI _)2)

. P > M

pivotement s
O point de 1’axe de rotation du pivotement

“ﬂ?p 0,1 - 2')” <p, Hﬁ(l N 2)”

(égalité a la limite ou s’il y a pivotement effectif ﬁp ( 24 1) #* (5‘)

u, coefficient de résistance au pivotement

Actions mécaniques de contact : modéle global
)=
M(A 2 2)

ZFfz —>2)+ deM 22

ZAM /\F 2 —>2 j.J‘AM/\dfM(Z —>2)

A =1

{F(E—)Z)}:

F; (2 - 2) action mécanique modélisée ponctuelle, appliquée au point M;
dE (5 - 2) ¢lément de force surfacique

Au centre de poussée P : A?(/P,I - 2)‘=6‘

Actions transmissibles par les liaisons normalisées _

XipX + Yy + 752
Encastrement {F (=2 )} {lex + My + erz}
X Y Z
Pivot d’axe (4,¥) (F(1>2)}= { 13); Zyrj-);\/ o }
4 1 1%
V4
Glissiére de direction x {F 1—2 )} { Lo iZL;yﬂiZM 22}
S , : XX + X5y + 27152
Hélicoidale d’axe (A,x) {F(l _)2)} _ ) 1122 1]\2/[ 12N )
x XA MpzyH Npz

A pas de I’hélice ) o
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Pivot glissant d’axe (A,J—c)

{F(1>2)}= A{ Hoy+ 2o }

Sphérique a doigt d’axes [ Xx + Yy +Zpz
(4,7 et (4,7) {F(1>2)p= A{ Moy }

XX + Xy + 29,
Sphérique de centre 4 {F (1—> 2)} = { 2 15 : }

A
Yo

Appui plan de normale x {F (1- 2)} = {M 3 f);v Z}}

4 M 12
Aréte plan d’axe (A4,y) et de {F (1 ) )}: {Xlzi}
normale x N1z
Sphere cylindre de centre 4 { r (1 N 2)} _ Yoy+ Zaz|
et de direction » . 0
Sphére plan de normale Xiox
(1.7 Fo-2)- {7}

Liaison équivalente — approche actions mécaniques

Association de » liaisons en parallele
{FLéqu(2—>1)}:{FL1(2—>1)}+{FL2 2o D+t {F, (2-1)]
Association de » —1 liaisons en série

[Fi, (n>)}={F(2>1)} ={FB>2)} =..={ F(n>n-1)]

Modélisation réduite plane

normale z
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Statique du solide indéformable

Principe fondamental de la statique (PFS)

Il existe au moins un repere (R), appelé repere galiléen, tel que pour tout
systeme matériel (S) en équilibre par rapport a ce repére, le torseur associé
aux actions mécaniques extérieures a (S) est égal au torseur nul :

{F(§—> S)}:{o}

Théorémes généraux

Théoréme de la résultante R (§ =) ) —0
Théoréme du moment statique VA, M ( 4,858 ) =0
Théoreme des actions réciproques {F (1 —> 2) } =— {F ( 2> 1) }

Cas d’un systéme soumis a I'action de deux forces

”T;(z N s)” =|y;i(1 -5

La droite d’action des deux forces est (AB)

Cas d’un systéme soumis a deux forces et un couple

B(258)
A(1>9) B2 5)
|B(2>5)|=[401-> 5)
i1 ) €G> 5y =5 )]
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Cas d’'un systéme soumis a l'action de trois forces
Supports identiques

”E(fz S S)\"Jr ”6(3 S S)"= ”2 (1 S)"

Supports paralleles
cB3-S)

|B(2— 5)|+ 41> 5)| = |c(3 > 5)
|B(2> s)|2. =[[461> 5){ 1,

Supports concourants

g =>s) B >S$) v@(sés)
A(l—)S)
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Ce qui est incompréhensible,
cest que le monde soit compréehensible.

Albert Einstein



Deuxieme année



Le dessin est la geométrie des yeux,
la musique, celle des oreilles.

Condorcet



Algebrepgapre

Groupes

Mathématiques

Morphismes de groupes

Soit (G, -) et (G',*) deux groupes. Une application f : G — G’ est appelée
o un morphisme de groupes siV(z,y) € G x G, f(x-y) = f(x)* f(y);
e un isomorphisme de groupes si, de plus, f est bijective.

Soit f: G — G’ un morphisme de groupes. On définit

Imf = {f(z); z € G} Im f est ’image de f
Kerf={z € G| flz) =1x} Ker f est le noyau de f
Im f est un sous-groupe de G’ et Ker f est un sous-groupe de G.
o f estsurjectif <= Imf=0G’ Caractérisation de l'injec-
e f estinjectif <— Kerf = {1g} tivité et de la surjectivité

Sous-groupes, partie génératrice d'un sous-groupe

Soit (G,-) et (G, %) des groupes, f : G — Image d'un sous-groupe
G’ un morphisme de groupes et G; un sous- par un morphisme de
groupe de G. f(Gp) est un sous-groupe de  groupe

G'.

Toute intersection de sous-groupes de G est Intersection de sous-
un sous-groupe de G. groupes

Soit A une partie de G. L’intersection de tous les sous-groupes de G contenant
A est le sous-groupe de G engendré par A.

C’est le plus petit sous-groupe, au sens de I’inclusion, contenant A.

Une partie X du groupe G est une partie génératrice lorsque le sous-groupe
engendré par X estégal a G.
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Sous-groupes de Z

Les sous-groupes de (Z,+) sont les en-

Sous-groupes de Z
sembles nZ = {nz, z € Z} pourn € Z. grotip

Congruence modulo n

Pour n € N fixé et (a,b) € Z2 on dit que a est congru a b modulo n et on note
a =b[n] lorsque b — a € nZ, soit : n | b — a.

La congruence modulo n est une relation d’équivalence sur Z.
k=k+nZ Classe d'équivalence de &

L’ensemble des classes d’équivalence est noté Z/nZ.

Pourn € N*,Z/nZ = {0,1,...,n — 1} Z /nZ est fini de cardinal n.

Groupe (Z/nZ,+)

Z /nZ est un groupe commutatif pour I’addition définie par :
V(z,y) €2, T + =7 +y.
L’application Z — Z/nZ, z — Z est un morphisme de groupes surjectif, appelé
morphisme (ou surjection) canonique.

Tout kde Z/nZ esttel que : k = 1+ 1 + --- + I (k fois). On dit que T est un
générateur de Z/nZ. Plus généralement :

Les générateurs de Z /nZ sont les k avec Générateurs de Z/nZ
kAn=1.

Groupe monogéne, groupe cyclique

Soit (G, x) un groupe, a € G.

Sous-groupe engendré
Ga={a k ke Z} est un sous-groupe de GG par':lag uP J

Un groupe G est dit monogene lorsqu’il est engendré par un seul élément. Tout
élément qui I’engendre s’appelle un générateur.

Un groupe cyclique est un groupe monogene fini.

Z /nZ est donc cyclique.

e Un groupe monogene infini est isomorphe a Z.

e Un groupe cyclique de cardinal n est isomorphe a Z/nZ.

Groupe des racines n-

U, est cyclique, donc isomorphe a Z/nZ. iames de I'unité
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Ordre d'un élément d'un groupe
L’ordre d’un élément x d’un groupe est le cardinal du sous-groupe engendré

par cet élément.

Si z est d’ordre fini et si e désigne le neutre Ordre d'un élément et di
de G, alors, pour toutn € Z, visibilité
' =e<=d|n

L’ordre d’un élément d’un groupe fini divise le cardinal du groupe.

Anneaux. ldéaux d'un anneau
Produit fini d'anneaux

Soit ((As, +, %)) <i<n, Une famille finie de n anneaux.

n
Si on pose : V (a; )1<Z<n€HAZ,V i)i<i<n € HA
=1

1=1
(@) 1<i<n +H(bi)1<i<cn = (ai+bz)1<i<n alors -
(ai)igisn X (bi)1gisn = (@i X bi)igign '
n
(H A+, x) est un anneau. Produit fini d'anneaux
i=1

Morphismes d'anneaux

Une application f de I’anneau (A, +, x) dans ’anneau (B, +, X) est appelée
un morphisme d’anneaux lorsqu’elle vérifie les assertions suivantes :

o V(a,b) € A® f(a+b) = f(a)+ f(b);
o V(a,b) € A% f(axb) = f(a) x f(b);
e f(1a) =15

L’image d’un sous-anneau par un morphisme d’anneau est un sous-anneau.
Idéal d'un anneau commutatif

Une partie I de I’anneau commutatif A est appelée un idéal de A si c’est un
sous-groupe additif I qui vérifie :
VYa € A, Vx €1, ax € L

o [H#£1
Tidéalssi{ e VY(z,y)el?, z+yel Caractérisation d'un idéal
o Via,x) e AxI, arel

Le noyau d’un morphisme f : A — B, Kerf = {a € A| f(a) = 0 g}, est un
idéal de A.
Un idéal qui contient un élément inversible est €gal a I’anneau tout entier.

Toute intersection d’idéaux est un idéal.
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L’idéal engendré par une partie P de A est l’intersection de tous les idéaux
contenant P, c’est donc le plus petit idéal, au sens de l’inclusion, contenant P.

Etant donné deux idéaux I et J, le plus petit idéal contenant I et .J, ¢’est-a-dire
celuiengendré par U J,est I +J ={a+b,acl, be J}.

L’idéal engendré par un €lément a de A est:  Idéal engendré par un élé-
aA ={ax, z € A}. ment

Divisibilité dans un anneau commutatif intégre
Soit A un anneau integre, donc vérifiant :
(V(a,b) €A2) (ab=0=a=0o0ub=0)
Etant donné deux éléments a, b, non nuls de A, on dit que a divise b et on note
a | b lorsqu’il existe c € A tel que b = ac.
La relation « divise » est réflexive et transitive.

¥ (a,b) € (A\ {0})2, (a]b <= bA CaA) Interprétation en terme

d'idéaux
Idéaux de Z

Les idéaux de Z sontles nZ, n € Z. Idéaux de Z

V(a,b) € Z%,Vd € N,

(d=anb<aZ+bZ=d2) PGCD et idéaux

On rappelle qu’on a convenu : 0 A 0 = 0.

V(a,b) € 22, Vd € N,

Relati Bé
(d:a/\b:>E|(u,v)€Z2|au+bv:d) elation de Bezout

Anneau Z/nZ, n > 2

Muni de 1’addition, et de la multiplication : V(a,b) € Z2, @ x b =a x b, Z/nZ
est un anneau commutatif.

L’application oy, : Z — Z/nZ,z — Z est un morphisme d’anneaux surjectif,
appelé surjection canonique.

Soit k € Z.
% est inversible dans Z/nZ ssi k An =1  Inversibles de Z /nZ

Z /pZ est un corps <= p est premier. On note alors Z/pZ = F,.

Théoréme des restes chinois

Soit m et n deux entiers plus grands que 2 premiers entreeuxet f : Z/mnZ —
Z/mZ x Z/nZ associant a tout a € Z/mnZ le couple (1_9, 6) €Z/mZ xZ/nZ

. a=pm]
telque.{ aEq[[n] .

f estunisomorphisme d’anneaux de Z/mnZ Théoréme des restes chi-
surZ/mZ x Z/nZ. nois
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En conséquence, le systeme, d’inconnue z, { fcig [[7;,;]] ,oumAn = 1, admet

une unique solution modulo mn.

Siny,ng, -+ ,np sont p entiers plus grands
que 2 deux a deux premiers entre Généralisation du théo-
eux, Z/n1Z x Z/noZ X --- X Z/npZ et reme chinois

Z /ning - - - npZ sont isomorphes.

Indicatrice et théoreme d'Euler

La fonction indicatrice d’Euler est ’application ¢ : N* — N™ définie par :
w(1) = 1et, pour n = 2, p(n) est le nombre d’entiers compris entre 1 et n
premiers avec n.

o(n)=Card {k€[1,n] | kAn=1})=CardU(Z/nZ)

Si p € P est un nombre premier, alors p(p) = p — 1.

) Indicatrice d'Euler d'un
Sia Ab=1, alors ¢(ab) = ¢(a)p(b) produit

Soit n = p1®'p2®2...pr** un entier naturel décomposé en produit de puis-
sances de nombres premiers (les p; étant premiers et distincts, les a;; non nuls).
Alors

1 gp(n)lz 1 Indicatrice d'Euler de n en
- (1 _ _> (1 _ _) (1 _ _> décomposition primaire
p1 y2) o5

Soit n > 2 un entier naturel. Soit a un entier relatif premier avec n. Alors
a?™ =1[n] Théoréme d'Euler

On retrouve le petit théoreme de Fermat :

Si n est un nombre premier etsia An = 1, alors ™~ = 1 [n].
Anneaux K[X]

Soit K un sous-corps de C.

Pour tout idéal I non nul de K[X], il existe un )
unique polyndme unitaire P tel que Idéaux de K[X]
I = (P) = PK[X] = {PQ, Q € K[X]}.

La somme de n idéaux d’un anneau étant un idéal de cette anneau :

Soit Py, ---, Pn, n polyndmes non nuls de
K[X]. Le PGCD de ces polynomes est PGCD de polynémes et
I’unique polynéme unitaire D tel que : idéaux

PK[X]+ -+ P.K[X] = DK[X].

P et @ étant deux polyndmes non nuls et D
un polyndme unitaire de K[X], si D est le
PGCD de P et , alors :

3(U,V) e KIX]?|PU+QV =D

Relation de Bézout

211

Mathématiques



Polynémes irréductibles

Un polynome P de K[X] est irréductible dans K[X] s’il n’est pas constant et :
V(Q,R) € (K[X])?, (P = QR = deg (Q) =0 ou deg (R) =0)

Soit P un polynéme non constant de K[X], il

existe :

e ccK;

e des polynémes irréductibles unitaires Décomposition en fac-
Py, .-, Py deux a deux distincts de K[X]; Egﬁﬁg irréductibles  uni-
e des entiers aq, - - - , o dans N*

telsque : P = cP™ --- Py,
De plus, cette décomposition est unique.
Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polyndmes de de degré 1. Autre-
ment dit :
Tout polynome de C[X] est scindé, c’est-a-
dire se décompose en un produit de poly-
nomes du premier degré de C[X].

Théoreme de d'Alembert-
Gauss

Les polynomes irréductibles de R[X ] sont les polyndmes de de degré 1 et les
polynomes de degré 2 a discriminant strictement négatif.

Algebres

K désigne un corps commutatif.

K-algébre

On appelle K-algébre tout quadruplet (A, +, X, .) tel que :

o (A, +,.) estun K-espace vectoriel ;

o (A, +, X) est un anneau;

o Ve K, VY(a,b) € A%, (\.a) x b=a x (\.b) = \.(a x b).

Elle est dite commutative (resp. intégre) lorsque ’anneau (A, +, X) est com-
mutatif (resp. integre).

(A, 4+, x,.) est une K-algebre ssi (A, +,.) est un K-espace vectoriel et 1’appli-
cation A2 — A, (z,y) — z x y est K-bilinéaire et est une LCI associative qui
aun neutre 14 # 04.

K[X], L(E), Mn(K), F(X, K) sont des K-algebres.
Sous-algébre

Soit A une K-algebre. On appelle sous-algébre de A toute partie de A qui est
a la fois un sev de A et un sous-anneau de A.

Une partie B de A est une sous-algebre de A si (et seulement si) elle vérifie les
conditions suivantes :
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¥(a, ) € K2,¥(z,y) € B%,ax + By € B gigsbres
V(z,y) € B, 2y € B

Morphisme d'algébres

{ ly € B Caractérisation des sous-

Soit A et B deux K-algébres. On appelle morphisme d’algeébres de A dans B
toute application f : A — B qui est K-linéaire et un morphisme d’anneaux
de A dans B, c’est-a-dire vérifie :

o V(a,B) € K*V(z,y) € A?, flaz + By) = af(z) + Bf(y)

o V(z,y) € A%, f(zy) = f(2)f(y)
e f(1a)=1p

Réduction des endomorphismes

Eléments propres d'un endomorphisme

e Un vecteur x € E est un vecteur propre de u si x # 0 g et s’il existe A € K
tel que u(x) = .

e Le scalaire \ est alors unique, on I’appelle valeur propre (V.P.) de v associée
au vecteur propre .

e Le sous-espace E(u) = Ker(u — \id g) est appelé I’espace propre associé
ala VP \.

e 1 est vecteur propre si et ssi Vect (z) est une droite stable par wu.

e )\ estvaleur propre de u sietssi u — Aidg ¢ GL(E).

e Toute famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres deux a deux
distinctes est libre.

e La somme d’une famille de sous-espaces propres associés a des valeurs
propres deux a deux distinctes est directe.

En dimension finie, I’ensemble des VP de u est le spectre de u, noté Sp (u).

Le spectre d’un endomorphisme d’un espace de dimension n est de cardinal au
plus n.

Si les endomorphismes u et v commutent, alors les espaces propres de u sont
stables par v.

Eléments propres d'une matrice carrée

Les éléments propres (valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres)
d’une matrice M de My, (K) sont ceux de v € L(K™) canoniquement associé
a cette matrice, i.e. de I’endomorphisme de matrice M en base canonique. Le
spectre d’une matrice est [’ensemble de ses valeurs propres.

Deux matrices semblables ont méme spectre.

Si K est un sous-corps de K’ et si M € My, (K), le spectre de M dans K est
contenu dans le spectre de M dans K'.
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Polynéme caractéristique

Soit A € Mn(K). x A(X) = Det (X1, — A) est un polynéme unitaire de K[ X|,
de degré égal a n, appelé polynome caractéristique de A.

Deux matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique.

Si b est une base de FE, Det (X1, — Mat(u, b)) € K[X] est un polyndme de
degré égal a n = dim E. Ce polyndme ne dépend pas de la base b considérée.
On I’appelle le polynéme caractéristique de u, on le note

Polynéme caractéristique

xu (X) = Det (X I, — Mat(u, b)) d'un endomorphisme

xu(X) = X" = Tr(w)X" '+ + (—1)"Det (u)

Les valeurs propres de u sont les racines de Polyndme caractéristique
son polynome caractéristique. et valeurs propres

On appelle ordre de multiplicité d’une valeur propre son ordre de multiplicité
en tant que racine du polynéme caractéristique.

Tout endomorphisme d’un C-ev de dimension finie non réduit a {0} admet au
moins une valeur propre.

SiT = (t; ;) € Mn(K) est triangulaire, alors x 7(X) = H(X — tp.p).
p=1

Soit F'un sev de E stable par u,  I’endomorphisme induit par w sur F'.

Le polyndme caractéristique de @ divise le Polynome caracteristique
polyndme caractéristique de . de I'endomorphisme induit

Soit A une valeur propre de v d’ordre de multiplicité m 5. Alors

Dimension du sous-

1 <dim Ey < m espace propre et ordre
de multiplicité

Endomorphismes et matrices carrées diagonalisables

On dit que u est diagonalisable lorsqu’il existe une base b de E dans laquelle
sa matrice est diagonale, ce qui revient a dire qu’il existe une base b de E
formée de vecteurs propres de w.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

Te u est diagonalisable
_ Caractérisations de la dia-
* E= @ Ex(u) gonalisabilité par les es-
AeSPp (u) paces propres
e dmE= > dimE)
AESP (u)
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Les assertions suivantes sont équivalentes :

e u est diagonalisable Caractérisation de la dia-

e Yy« est scindé et pour tout A € Sp(u) ggnalisabilité‘ par le poly-
: nome car'acter‘lsthue
dimEy =m)

On dit que la matrice carrée M est diagonalisable lorsque I’endomorphisme
de K" canoniquement associé a M est diagonalisable.

Si M est diagonalisable, alors elle s’écrit sous la forme : M = PDP _1, ouD
est diagonale avec les valeurs propres sur la diagonale et ou P est la matrice de
passage de la base canonique vers une base de vecteurs propres de M.

M est diagonalisable si et ssi elle est semblable a une matrice diagonale.

Endomorphismes et matrices carrées trigonalisables

L’endomorphisme u est trigonalisable lorsqu’il existe une base de E dans la-
quelle la matrice de u est triangulaire supérieure.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

. : Caractérisation de la tri-
1[' u est trigonalisable gonalisabilité par le poly-

e le polynome x. est scindé néme caractéristique
Tout endomorphisme d’un C-ev de dimension finie est trigonalisable.
Sixu(X)= [J] (X —X)estscindé alors

AeSp (u)
o Tr(u)= Y X o Det(u)= ] X Trace et déterminant d'un

endomorphisme trigonali-
2eSp (v) xeSp(u) sable P 9

On dit que la matrice carrée M est trigonalisable lorsque I’endomorphisme de
K" canoniquement associé a M est trigonalisable.

M est trigonalisable ssi M est semblable a une matrice triangulaire supérieure.
Toute matrice carrée a coefficients dans C est trigonalisable.

Endomorphismes et matrices nilpotents

u € L(E) (resp. M € My, (K)) est dit nilpotent lorsqu’il existe k € N* tel que
u® = 0 (resp. M* = 0). Le plus petit entier p tel que uP = 0 (resp. MP = 0)
est appelé 'indice de nilpotence de u (resp. M).

Un endomorphisme est nilpotent si et seulement s’il est trigonalisable avec pour
seule valeur propre 0.
L’indice de nilpotence est majoré par la dimension de E.

__ Polynémes d'un endomorphisme, d'une matrice carrée ___

Soit u € L(E). Onpose : u® = idg et Vk € N*, u¥ = uou* 1 = tou.
d
Soit P(X) = > ar X ¥ de K[X], on définit I’endomorphisme
k=0
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d " '
Polyndme de I'endomor-

k
P(u) = Z apu € L(E) phisme v
k=0
L’application ¢, : P +— P(u) est un morphisme d’algebres de K[X]| dans

L(E).

e ’image de ¢ est ’ensemble K|[u] des polyndmes de 1I’endomorphisme w.
C’est la plus petite sous-algebre de £(F) contenant u. Elle est commutative.

e Le noyau de ¢ est un idéal de K[X] appelé idéal annulateur de u. Ses
éléments sont les polynomes annulateurs de u. On sait qu’il est de la forme
7y K[X], oll my est unitaire. 7y, est le polynéme minimal de u.

Si d est le degré de my, alors la famille Polynédme minimal et base
(Uk)ogkzgd—l est une base de Klu]. de Kfu]
Soit P(X) = apXP +---+ a1 X +ag € K[X]. La matrice P(A) € Mn(K) est
définie par : P(A) = apAP +---+a1A+ag In.
L’application ¢p; : P — P(M) est un morphisme d’algebres de K [X] dans

M (K). Son image est la sous-algebre K[M] de M,, (K) engendrée par M.
Son noyau est un idéal de K[X] appelé idéal annulateur de M .

On sait qu’il est de la forme 7, K[X], ou ), est unitaire. 7, est le polynome
minimal de M.

Si d est le degré de mj;, alors la famille Polynédme minimal et base
(M*)o<k<q_1 est une base de K[M]. de Klu]

Si P annule u, alors toute valeur propre de w  Valeurs propres et poly-
est racine de P. néme annulateur

Les racines de 7, sont les valeurs propres de Vrilleur's _propres et poly-
u. néme minimal

Théoréme de décomposition des noyaux

Soit Py, ..., Pr des polyndomes deux a deux premiers entre eux. Alors

™ R
Lemme de décomposition
Ker (P1P2 ... B)(u) = @ Ker P;(u) des noyaux P
i=1

Polynémes annulateurs et réduction

Les assertions suivantes sont équivalentes :

° f‘l‘es? dlagonalisab}e; dé 3 Caractérisation de la dia-
* I boonc sele A ganalisabilke par es paly
; ~
ll e 1y est scindé a racines simples. némes annulateurs
En ce cas, le polyndme minimal de uest my, =  [[ (X — A).
AeSp (u)

216



Un endomorphisme est trigonalisable si et ssi Caractérisation de la tri-
il annule un polyndéme scindé, ou encore si gonalisabilité par les poly-
son polyndme minimal est scindé. ndémes annulateurs

Soit F' un sev de E stable par u, @ I’endomorphisme induit par « sur F.

Le polyndme minimal de @ divise le poly- Polynome minimal de I'en-
ndme minimal de wu. domorphisme induit

En conséquence, si u est diagonalisable (resp. trigonalisable), alors u est dia-
gonalisable (resp. trigonalisable).

Théoreme de Cayley-Hamilton et conséquences

Le polyndme caractéristique de u est un po- Théoréeme de Cayley-

lyndme annulateur dew : xu(u) = Oz(g) Hamilton

Soit « un endomorphisme de F dont le polyndme caractéristique est scindé :
T

Xu = H(X — )\@)m'L
i=1
Le sous-espace caractéristique de u associé a la valeur propre \; est :
Cy, =Ker((\iIdg —u)™).

La dimension du sous-espace caractéristique

de u associé a la valeur propre \; est m,,

ordre de multiplicité de la valeur propre ;.  Dimension d'un _ sous-
De plus, v induit sur C)y, la somme d’'une €Space caracteristique
homothétie de rapport A\; et d’un endomor-

phisme nilpotent.

T .
c E est somme directe des sous-
E= @ i espaces caractéristiques de u
i=1

Toute matrice carrée dont le polyndme ca- . .

P Sy poTynom Traduction matricielle
ractéristique est scindé est semblable & une o |5 décomposition en
matrice diagonale par blocs, chaque blocdia- g myme directe des sous-
gonal étant triangulaire et a terme diagonaux  espaces caractéristiques
égaux.

Il suffit d’écrire la matrice de I’endomorphisme de K™ canoniquement associé

T
a cette matrice dans une base adaptée a la décomposition : K" = EB Cy,-
i=1
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Espaces euclidiens

(E,(])) estun espace euclidien.

Adjoint d'un endomorphisme

Pour tout forme linéaire f de FE, il existe un
unique vecteur a de F tel que :

Vz e E, f(x) = (a|x).

Soit u € L(FE). Il existe une unique application u* de F dans lui-méme telle
que : V(z,y) € EZ, (u(z)ly) = (zu* ().
On I’appelle I’endomorphisme adjoint de .

Représentation des
formes linéaires

L’application u — u ™ a les propriétés suivantes :
1. VO\ p) € B2, Y(u,v) € L(E) x L(E), Au+ uw)* =M™+ po*;
2. Vu € L(E), (u*)" =u;
3. Idp = 1dg;
4. V(u,v) € L(E) x L(E), (uov)* =v* ou”™.
u — u™ est donc un automorphisme involutif de 1’espace vectoriel L(F).

Soit u € L(FE). Si e est une base orthonor-
mée de FE, la matrice associée a v~ dans cette

base est : Mat(u *, €) = Mat(u,e)" .

Matrice de Il'adjoint en
base orthonormée

u™ et u ont la méme trace, le méme déterminant et le méme polyndme caracté-
ristique, donc le méme spectre.

Si le sous-espace vectoriel F' de E est stable par u, alors F est stable par " .
Matrices orthogonales, groupe O (R)

Une matrice A de .4, (R) est orthogonale lorsque A" A = I,,.

Soit A € .#,(R). Les conditions suivantes sont équivalentes :

A est une matrice orthogonale ;

les vecteurs colonnes de A forment une base orthonormée de R™ ;
les vecteurs lignes de M forment une base orthonormée de R"™ ;
AAT = I

5. Aestinversibleet A71= A"

sl e

Une matrice est orthogonale si et ssi elle est Caractérisation comme

la matrice d’un changement de base ortho- Matrice d'un changement
normée. de base orthonormée

Deux matrices carrées A et B sont orthogonalement semblables lorsqu’il existe
une matrice orthogonale P telle que : A = PBP'.

L’ensemble des matrices orthogonales de .#»(R) est un sous-groupe de GL(R),
noté O(n) ou Oy, (R), appelé le groupe orthogonal d’indice n.
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Si M € On(R), alors :
e les valeurs propres réelles de M appartiennenta { —1,1};
o Det M = #£1.

Les matrices orthogonales de déterminant +1 sont dites positives ou directes,
celles de déterminant —1 négatives ou indirectes.

Groupe spécial orthogonal d'indice n

L’ensemble des matrices orthogonales positives est un sous-groupe de O ,(R)
appelé le groupe spécial orthogonal d’indice n. On le note SO (n) ou SOn(R)

ou O7 (R).
Orientation d'un espace euclidien

Dans un espace euclidien F, la matrice de passage d’une base orthonormée
b A une autre base orthonormée b’ de E est une matrice orthogonale. Si cette
matrice est de déterminant +1, on dit que b et b’ ont la méme orientation, sinon
(déterminant égal a —1), on dit qu’elles sont d’orientations contraires.

Orienter un espace euclidien, c’est choisir ['une de ses bases orthonormées
comme base de référence.

Toutes les bases orthonormées de méme orientation que celle-ci sont alors dites
orthonormées directes.

Isométries vectorielles

Un endomorphisme f € L(E) est une isométrie vectorielle (ou automorphisme
orthogonal) lorsqu’il conserve la norme, i.e. Vx € E, || f(Z)|| = ||z||.
Exemples : symétries orthogonales, réflexion

Si F' est un sev d’un espace euclidien F, tout vecteur x de E se décompose de
maniere unique en £ =rp +rpi, 00 ap € Fetzp. € F+.
La symétrie orthogonale d’axe F est I’application S qui, a tout x = xp +x L
de E, associe S(z) =zp —xp.1.

Une symétrie orthogonale est une isométrie I15(=)|* =

vectorielle de E. lzp||? + || — zpe | = ||z
Dans le cas particulier ou F est un hyperplan de E, S est la réflexion d’axe F'.
Soit u € Z(F). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) w est une isométrie vectorielle de F;
(i) V(z,y) € E?, (u(z)|u(y)) = (z]y) («u conserve le produit scalaire »);
(ii1) wu transforme une base ON de FE en base ON;
(vi) v* =u L.

e étant une base orthonormée de F :

Caractérisation matri-
u € O(FE) <= Mat(u,e) € Oy, (R) cielle = des isométries
vectorielles
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Groupe orthogonal

L’ensemble O(F) des isométries vectorielles de E est un sous-groupe de GL(E),
appelé groupe orthogonal de E.

Le déterminant, dans une base orthonormée, Déterminant d'une isomé-
d’une isométrie vectorielle vaut £1. trie vectorielle

Les isométries de déterminant +1 sont dites positives ou directes, celles de
déterminant —1 négatives ou indirectes.

Groupe spécial orthogonal d'un espace euclidien

L’ensemble des isométries vectorielles de déterminant égal a 1 est appelé le

groupe spécial orthogonal de E, on le note SO(E) ou O T(E).
SO(FE) est un sous-groupe de O(E)).

Le groupe O4(R)

Les éléments du groupe SO2 (R) sont les matrices R(0) = ( COS g - sineé’ ) ,

sin CoS
pour 6 € R.
Les éléments de O5 (R)\ SO; (R) sont les matrices S(0) = ( g?rfg _Sic%ge ) ,
pour 6 € R.

- la multiplication est commu-
V(a,B) € R®, R(a) R(8) = R(a+ B) tative sur SO (R).

Isométries vectorielles d'un plan euclidien

Soit P un plan euclidien orienté. Soit f € O(P). Alors :

e ou bien Det f = 1 et alors il existe un réel 6, unique a un multiple entier de
27 pres, tel que, pour toute base b ON directe de P, Mat, (f) = R(#). On dit
alors que f est la rotation d’angle 0

e ou bien Det f = —1 et alors f est une réflexion du plan, c’est-a-dire une
symétrie orthogonale par rapport a une droite.

— Mesures d'un angle orienté de deux vecteurs non nuls

Si z et y sont deux vecteurs unitaires de P, il existe une unique rotation r de
Ptelque : r(z) = y.

L’angle de cette rotationr est une mesure de I’angle orienté (x,y). Si u et v
—_—
sont des vecteurs non nuls, une mesure de I’angle orienté (u,v) est une mesure

de <L L)

ull > ol ) _
e Une mesure est définie modulo 27, la mesure principale étant la seule appar-
tenanta | — m, 7).
e Pour tout triplet (u, v, w) de vecteurs non nuls : (u,v) 4 (v, w) = (u,w)[27].
En effet, u et v étant unitaires, si 79(u) = v et rg,(v) = w, alors

w=reg O’I"g(’u,) == r9+9/(u).
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La relation de Chasles est une égalité a un multiple de 27 prés (modulo 27 ).
Soit FE un espace euclidien, u € .Z(F) et e une base ON de E.

Réduction des isométries

Soit u € O(F). Si F est un sous-espace de £ Stabilité de [|'orthogonal
stable par u, alors F- est stable par w. d'un sous-espace stable

Mathématiques

Soit E un espace euclidien de dimension n > 1. Soit u € O(E). Il existe une
base orthonormée e de E telle que Mat(u;e) soit une matrice diagonale par
blocs de la forme

I, 0 . e 0
0 —I ;

0 - R(6)

s .o rb

ou p, q, s sont trois entiers naturels tels que p + ¢ + 2s = n, et pour chaque
1€ [[1,8]], 0, € R\?TZ.
, . cos(f) —sin(0)
(Rappel : R(6) désigne ( sin(0)  cos(6) ).
Si p, g ou s est nul, le ou les blocs correspondants n’existent pas.
Cas particulier d’une isométrie vectorielle directe en dimension 3 : il existe

1 /10 0 0
une base orthomommée (¢4 1,623 £32) deFHdHH eaad/Midt(16 38 | Ocos Qos Osin &ip § | ,
0 \& sir-Bincbs &ps 6

oud e R
Endomorphismes autoadjoints

Un endomorphisme v € (FE) est dit autoadjoint (ou symétrique) s’il véri-
fie u* = u.

Onadonc: V(z,y) € E, (u(z)ly) = (z[u(y)).
Les endomorphismes autoadjoints forment un sev de L(F), noté S(E).

Si u est autoadjoint, I’orthogonal d’un sous- Stabilité de [|'orthogonal

espace stable par u est aussi stable par u. d'un sev stable

Soitu € L(FE), e une base orthonormée de F.
u est autoadjoint < Mat(u,e) est symé- Er?gg(ﬁt;er‘lsc?glson endomr?)?:
trique. phismes autoadjoint

p € L(E) est un projecteur orthogonal si et Caractérisation des pro-
ssi p? = p et p est autoadjoint. jections orthogonales
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Réduction des endomorphismes autoadjoints

u € & est autoadjoint si et ssi E est somme

orthogonale des sous-espaces propres de v  Thaoréeme spectral
ou, de maniere équivalente, s’il existe une

base orthonormée diagonalisant .

Une matrice de My, (R) est symétrique si et

ssi elle est orthogonalement diagonalisable,

ou de maniere équivalente, s’il existe une ma- Traduction matricielle du
trice orthogonale P € Oy, (R) et une matrice théoréme spectral

D diagonale telles que :

S=PDP'.
Endomorphisme autoadjoint positif, défini positif

Un endomorphisme autoadjoint u de E est positif (respectiv. défini positif)
lorsque :

Vz € E\{0g}, (z|lu(z)) >0 (respectiv. (z|u(z)) > 0).
L’ensemble des endomorphismes autoadjoints positifs (respectiv. définis posi-
tifs) de E est noté '+ (E) (respectiv. . TT(E)).

Un endomorphisme autoadjoint de E est :

e positif si et ssi ses valeurs propres sont po-
sitives;

e défini positif si et ssi ses valeurs propres
sont strictement positives.

Caractérisation spectrale

Un endomorphisme autoadjoint positif est défini positif si et ssi il est bijectif.
Matrice symétrique positive, définie positive

Une matrice symétrique A de .#n(R) est positive (respectivement définie posi-
tive) lorsque :

VX € Mp1(R)\{0n.1}, X TAX > 0 (respectivement X AX > 0).
L’ensemble des matrices symétriques positives (respectivement définies posi-
tives) de My (R) est noté .7;f (R) (respectivement ;i +(R)).

Une matrice symétrique de .#,,(R) est :

e positive si et ssi ses valeurs propres sont
positives;

e définie positive si et ssi ses valeurs propres
sont strictement positives.

Caractérisation spectrale

Une matrice symétrique positive est définie positive si et ssi elle est inversible.
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Topologigsglagie

Espaces vectoriels normés

Mathématiques

Dans tout ce chapitre, E est un K-ev, ot K= Rou C.

Norme, distance associée

On appelle norme sur E une application N de E dans Ry qui vérifie :

o Vr € F, (N(a:) =0=z= OE) (séparation);

e V(\,z) € Kx E, N(A\z) = |A\|N(x) (homogénéité),

o V(z,y) € E%, N(z +y) < N(z) + N(y) (inégalité triangulaire).

On %)pelle espace vectoriel normé (evn) un couple (E, N), ot N est une norme
sur E.

Un vecteur de E de norme 1 est dit unitaire.

L’application d : E*> — R qui a (z,y) associe N (y —z) est appelée la distance
associée sur I,

o V(z,y) €E?, d(z,y) > 0;

o V(z,y) eEQ, dz,y) =0z =y; Propriétés de la distance
9 associée a la norme

o V(z,y)€E", d(y,x) = d(z,y);

Soit A € P(F) une partie non vide de E, x € E. On appelle distance de x a A
le nombre réel positif d(x, A) = inf{d(x,y),y € A}.
Boules, parties, suites et fonctions bornées

Soita € Eetr > 0.
By(a,r) ={x € E| N(x — a) < r} : boule fermée de centre a et de rayonr;

Bo(a,r) ={xz € E| N(x —a) < r} : boule ouverte de centre a et de rayon r;
S(a,r) ={x € E | d(z,a) =1} : sphere de centre a et de rayon .

Une partie A de E est dite convexe lorsque :
vt €[0,1], V(z,y) € A%, (1 —t)z + ty € A.

Toute boule est convexe.
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e Une partie de E est dite bornée lorsqu’elle est incluse dans une boule.

e Une application f de I dans E est bornée lorsque f(I) est une partie bornée
de E, i.e. lorsque : AM € Ry | Vz € I, N(f(z)) < M.

e Une suite (un ), -\ d’éléments de E est bornée lorsque {un, n € N} est une

partie bornée de E, i.e. lorsque : 3M € Ry | Vn € N, N(un) < M.
Exemples de normes

Si (E, (])) est un préhilbertien réel, Norme associée a un pro-
x — ||z|| = \/(z | ) est une norme sur F. duit scalaire

SOith (ml,...,xn)EKn.

Il 2l @ K™ — R définies
ci-dessous sont des normes sur K.

n
o [z|l1= > |=]
i=1 Normes usuelles sur K"

o |z||2= ( ;[ |z ] 2>1/2

1=
o ||zl o = max |z
i€1l,n

o = f = |Iflloc = sup |f(x)| est une
zel Norme de la convergence

norme sur B(I,K), espace vectoriel des ap- uniforme
plications bornées de I dans K.

Notons C(]a, b], K) I’espace vectoriel des applications continues sur le segment
[a, b] & valeurs dans K = Rou C.

b
I = f = |lIflh = [ |f®)|dt est une Norme de la convergence
norme sur C([a, b], K). ¢ en moyenne

: _ b 2 1.\? Norme de la convergence
: = t)|“ dt t g

s = 7l (fa Mol ) e en moyenne quadratique
une norme sur C([a, b], K).

Suite convergente de vecteurs

Soit (un),cN € EN. on git que la suite (un), .\ converge lorsqu’il existe
{ € FE tel que :
Ve>0,AN eNtg.n> N = N(un—¥) < e

¢ est alors unique : on [’appelle la limite de la suite u, on note { = lim  uy.
n——+00

Une suite qui ne converge pas est dite divergente.
Toute suite convergente est bornée.
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__ Opérations algébriques sur les suites convergentes

Si (un),,cN €t (vn), cN convergent respectivement vers b et c, alors :

pour (A, 1) € K2, (Aup + {Un),, c N converge vers Ab + pc.

L’ensemble des suites convergentes de (E, N) estunsev de £°° (E) = B(N, E).
Suites d'un produit d'espaces vectoriels normés

Soit (B4, || | h<ick des Kevn, (zn), ey = (24, 2W) € (Br x

s X Ek)N etb= (b1, -+ ,bg) € E1X -+ X Ey. (Tn), N converge vers b ssi

pour chaque j € [1, k], la suite (wﬁf ) )n N converge vers b (dans (&, I 1)

Suite extraite

Soit (un),cN € EN. on appelle suite extraite (ou sous-suite) de (un),, N
toute suite de la forme (u,(y)),cN Ol ¢ est une application strictement crois-
sante de N dans lui-méme.

On dit que x € E est une valeur d’adhérence de (un ), .\ lorsque x est limite
d’une suite extraite de (un),,cN-

Une suite ayant au moins deux valeurs d’adhérence diverge
Comparaison des normes

Deux normes sur E, N et N', sont équivalentes si et ssi :
3(a,b) € (R)? tel que :Vx € E, aN(z) < N (z) <bN(x).

Si deux normes sont équivalentes, alors :

e toute partie, toute suite, toute application bornée pour I’une I’est pour 1’autre ;
e si une suite converge vers ¢ pour 1’une, elle converge vers £ pour I’autre.
Pour montrer que deux normes de E ne sont pas équivalentes, on peut exhiber
une suite d’éléments de E de limite ¢ pour 1’'une et pas pour I’ autre.

Voisinages

Soita € E. Soit V une partie de E. On dit que V' est un voisinage de a lorsqu’il
existe R > 0 tel que B, (a, R) C V.

On note V(a) I’ensemble des voisinages de a.

e F estun voisinage de chacun de ses éléments.

e Un élément de E appartient a chacun de ses voisinages.

e Une partie de E contenant un voisinage de a est aussi un voisinage de a.
e [’intersection d’un nombre fini de voisinages de a est un voisinage de a.

Deux éléments distincts admettent des voisinages disjoints.
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Ouverts

On dit qu’une partie A de E est un ouvert (ou une partie ouverte) de FE lors-
qu’elle est voisinage de chacun de ses points.

e FE et () sont des ouverts.
e La réunion d’une famille quelconque d’ouverts est un ouvert.

e L’intersection d’une famille finie d’ouverts est un ouvert.

Toute boule ouverte est un ouvert de E. Les ouverts non vides d’un espace
vectoriel normé FE sont les réunions de boules ouvertes.

Fermés

On dit qu’une partie A de E est un fermé de E lorsque son complémentaire est
un ouvert de F.

Toute boule fermée de E est un fermé.

e FE et () sont des fermés.
e La réunion d’une famille finie de fermés est un fermé.
e Lintersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé.

Intérieur d'une partie

Soit A € P(FE). On appelle intérieur de A, et on note ;1, union des ouverts
contenus dans A. ;1 est le plus grand ouvert contenu dans A.

Le point x € E estintérieur a A ssi A € V(z).

Pour toutes parties A, Bde E,ona:

OIZCA; 0131:A<:>Aestouvert; oACB:>/01C§.
Adhérence d'une partie

Soit A € P(E). On appelle adhérence de A, et on note A, 'intersection des

fermés contenant A. A est le plus petit fermé de E, au sens de I’inclusion,
contenant A.

Pour toute A € P(E),ona:

e E\A=(E\ A)° eE\A=TF\A
Pour toutes parties A, Bde F,on a:

e A C A (tout élément de A est adhérent a A);

e A=A & Aestfermé;

e ACB=ACRB.

Un élément de A s’appelle un point adhérent o A.
Soit z € EetAe P(E):

T™ e =z €A ; ] ) . ]
o YW eEV(E),VANA#D; Eglnt adhérent a une par
e Ve>0, Bo(z,e) NA#D.
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z € A sietssi est la limite d’une suite Caractérisation — sequen-
d’éléments de A. tielle de I'adhérence

A est fermée < toute suite convergente d’éléments de A a sa limite dans A.

Partie dense

Mathématiques

On dit que D € P(E) est dense dans E lorsque D = E.

M e A est dense dans F;
ﬂ e tout ouvert non vide de E rencontre A;
e tout élément x € E est la limite d’une suite d’éléments de A.

Point frontiere, frontiere

Soit A € P(E). On appelle frontiére de A et on note Fr(A) ’ensemble A \ A.
Un élément de Fr(A) est appelé un point frontiére de A.

Topologie induite sur une partie

Soit A une partie de I’espace vectoriel normé (E, N).
o U est un voisinage relatif de x € A s’il existe un voisinage V de x dans FE tel

que U =V N A.
o U est un ouvert relatif de A si U est un voisinage relatif de chacun de ses
points.

o W est un fermé relatif de A s’il est le complémentaire dans A d’un ouvert
relatif de A.

U est un ouvert (resp. un fermé) relatif de A Caractérisation comme
si et ssi il existe un ouvert (resp. un fermé) 2 :

intersection
de E telque U = QN A.

U est un fermé relatif de A si et ssi toute suite  Capractérisation séquen-
convergente d’éléments de U a sa limite dans tielle

U.

Limites et continuité

(E, || || g) et (F, || ||r) sont deux evn. Dans ce chapitre, on étudie des applica-
tions f : A — F, ol A partie non vide de F.

Limite en un point

Soita € A, ¢ € F. Ondit que f(x) tend vers £ quand x tend vers a lorsque :
Ve>0,30 >0,V €A, [|[x—al|lg <d=|f(x)—{||r < e

¢ est alors unique et s’appelle la limite de f en a, on note £ = lim f(x).
Tr—a

Les assertions suivantes sont équivalentes :

ﬂ;ﬂ% flz) =4¢ Caractérisation séquen-
%V(acn)eAN, lma,=a = lim f(z,)= ¢ tielle de la limite

227



On définit les extensions suivantes :

e Si A est non bornée :

lim  f(z) =£ < Ve>0,IM>0,Vx € A, ||z||g =M= |f(z)— | F <e.
2] =00
o SiA=/la,+oo[:

lim f(x)=0&Ve>0,IM >0,Ve €A,z >2M = |f(z)—{||r <e.

r——+00
e SiF=R:
li_r)n f(z) =400 <= VM >0,30 >0,V € A, |r—allpg <d= f(z) > M.
X a

— Limite d'une fonction a valeurs dans un produit d'evn

Soit (Fy, || ||;h<ick des K-evn, F' = Fy x ... x Fj,, muni de la norme || ||
(rappel : [|(zi)1<i<klloc = sup [lz;l],).
\2\

Soit f: A= F,xw (fi(x), -, fu(x)),a€ A L= (f, - L) EF.
J admet £ pour limite en a si et ssi V5 € [1, k], f; admet £ pour limite en a.

Opérations sur les limites

Soit E, F,G des evn, (A, B) € P(E) x P(F), (a,b) e Ax B, f: A— Bet
g: B—G.

{ e lim f(x) =b

z—a i — Limite d'une composée
o fim o) = 7 Jmoof@) = P

Soit f,g : A — F qui ont des limites en a € A. Alors, pour tout («, 8) € K2

: _ . - Limite d'une combinaison
:lgna(af—'_ﬂg) (@) = a:llg}zf(x)—w mhgla 9(z) linéaire

Continuité, prolongement par continuité

Soit a € A. On suppose que f a une limite en a : b = lim f(x).
r—a

» Siac A alors b= f(a) et on dit que f est continue en a.
» Sia¢ A, ondit que f est prolongeable par continuité en a.
Lorsque a € A, etb = f(a), on obtient :

1 f est continue en a Caractérisation séquen-
\U/\V’(xn)EAN,hmxn:a, = lim f(zn)= f(a) tielle de la continuité

— Opérations sur les fonctions continues sur une partie

f A — F estdite continue sur A lorsque f est continue en tout point de A.
On note C(A, F) I’ensemble des applications continues de A dans F.

e La composée de deux applications continues est continue.
e Une combinaison linéaire d’applications continues est continue.

e C(A, F)estunsevde F = F(A, F). Stabilités de C(A,F) par

opérations algébriques
e C(A, K) est une sous-algebre de KA . P genrd
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Continuité des applications coordonnées

Soit F un K-evn de dim. finie, e = (e1, -+ ,ep) une base de F.
L’application f: A — F.x — f(z Z fi(x)e; est continue sur A ssi ses
applications coordonnées fi, ..., fp sont toutes continues sur A.

Traduction topologique de la continuité sur une partie

Soit E et F deux evnet f : A — F continue sur A.
e I'image réciproque par f de tout ouvert de F' est un ouvert relatif de A;
e |’image réciproque par f de tout fermé de F' est un fermé relatif de A.

Soit f,g : A — F deux applications conti-
nues qui coincident sur une partie B de A
dense dans A. Alors f et g sont égales.

Principe de prolongement
des identités

Continuité uniforme

Soit E et F deux evn, f : A — F. On dit que f est uniformément continue
(sur A) lorsque :

(Ve > 0)(3n > 0) (V(z,y) € A2), (lz—yle <n=|f() - fW)r<e).
Si f est uniformément continue sur A, elle est continue sur A.
Applications lipschitziennes

Soit f une application d’une partie A non vide de E dans F'.
Pour k € Ry, on dit que f est k-lipschitzienne lorsque :

1f(y) = f@)llF < Elly —zlle (z,y) € A°.

Si f est k-lipschitzienne et k < K/, alors f est k' -lipschitzienne. On dit que f
est lipschitzienne lorsqu’il existe k € Ry tel que f est k-lipschitzienne.
Exemples :

e Les applications 0-lipschitziennes sont les applications constantes.

e 1z — ||x| est 1-lipschitzienne de (F, || ||) dans (R, |.]).

e Une fonction numérique de classe C! sur un intervalle I de R dont la dérivée
est bornée sur [ est lipschitzienne.

e Soit A une partie non vide de E. L’application : £ — R4, x — d(z, A)
est 1-lipschitzienne.

Si f est lipschitzienne sur A, alors f est uniformément continue sur A.
Applications linéaires et multilinéaires continues

Soit u : & — F une application linéaire entre deux evn.

e  est continue ; PP

i e west uniformément continue ; ggggﬁﬁ%sag!ﬂgg a?)?)li c!cf'a_
e yest lipschitzienne ; tion linéaire
e 1C > 0,Vx € E, ||u(:c)|| Cllz| ;

229

Mathématiques



L.(E, F), ensemble des applications K-linéaires continues de E dans F, est
un sous-espace vectoriel de L(FE, F').

Norme subordonnée

Soit u une application linéaire continue de E dans F'. Alors les trois nombres
réels suivants sont bien définis, et sont égaux :

u(x)|| F
sup LOIE g u@)e et s Ju@)le.

vem\{o} ZE  seB |zlm<a 2€E,||z]| m=1
On note |||ul||| leur valeur commune.

L application u > |||ul|| est une norme sur Norme subordonnée (ou
I’espace vectoriel Lo(E, F). norme d'opérateur) de v

Notation : Elle peut aussi se noter ||u|| op.

¢ On sous-entend qu’elle est subordonnée aux normes de travail || || get || || .
e Par définition, ona: Vz € E \ {0}, ||u(z)|| r < |||ulll =] E-

Soit E, F, G trois espaces vectoriels normés sur le méme corps K = R ou C.
Soit f: E — Fetg: F — G deux applications linéaires continues.

g o f est une application linéaire continue de Sous—mu'ltip!icativité de la
Bdans Gyet: llgo fIll < llglll IIfIl.  morme d'opérateur

Adaptation aux matrices

Soit A € My, (K), K" étant muni d’une norme || ||, la norme subordonnée de
A est la norme subordonnée de I’endomorphisme de K™ canoniquement associé
a A pour la norme || ||.

Continuité d'une application multilinéaire

Soit (E4 || ||i)1<i<p un p-uplet de K-evn de dimensions finies, (F,|| ||r) un
K-evn. Soit M : E1 x ... x E, — F une application p-linéaire. Alors, les
propositions suivantes sont équivalentes :
e il existe k € Ry tel que :

V(x1, . yxp) EE1 X ... X Ep, ||[M(x1,...;zp)|lrp < Eklzil1 - llzplp -

e M est continue sur ’evn produit £y X ... X Eyp.
Si E est un K-evn, alors I’application K x E — FE, (), z) — Az, bilinéaire, est
continue (M = 1).

Si E est un espace euclidien, le produit scalaire £ x £ — R, (z,y) — (x|y),
bilinéaire, est continu (M = 1 par I’inégalité de Cauchy-Schwarz).

Soit F un evn de dimension n, e une base fixée de E. Le déterminant en base e,
Det.: E" — K,z = (x1,...,2n) — Detc(x1,...,xy) est continu sur £,

Partie compacte

On dit que A € P(FE) est un compact de E lorsque toute suite d’éléments de A
admet une suite extraite qui converge vers un élément de A.

e Toute partie compacte est fermée et bornée.
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e Un fermé relatif d’une partie compacte est compact.

Une suite d’éléments d’une partie compacte Convergence d'une suite
converge si, et seulement si, elle admet une dans un compact
unique valeur d’adhérence.

Le produit d’une famille finie de compactsde  ppgduits de compacts
E est un compacte de F.

Image continue d'une partie compacte

Soit f € C(A, F'). L'image par f d’un compact de E inclus dans A est une
partie compacte de F'.

Toute application continue sur un compact thaorame de Heine
est uniformément continue sur ce compact.

Soit A une partie compacte de F, si f est une
application continue de A dans R, alors f est
bornée et atteint ses bornes sur A.

Connexité par arcs

Une partie C d’un evn E est dite connexe par arcs lorsque : pour tout (a,b) €
C2, il existe une application continue  de [0, 1] dans E telle que v(0) = a,
v(1) = ber~([0,1]) C C.

Toute partie convexe de FE est connexe par arcs.

Les parties connexes par arcs de R sont les Parties connexes de R
intervalles de R.

Soit E' et F' des evn, A une partie non vide de E, f : A — F' continue.

Soit C' une partie connexe par arcs de F, Image continue d'une par-
contenue dans A. Alors f(C') est connexe par  tje connexe par arcs
arcs.

Lorsque F' = R, nous obtenons :

Soit C' une partie connexe par arcs de I’evn
E, f : C — R une application continue.
Alors f(C') est un intervalle.

Théoréme des valeurs in-
termédiaires

Espaces vectoriels normés de dimension finie
Dans tout ce chapitre, F est un K-ev, avec K= Rou C.

Equivalence des normes en dimension finie

Soit E un K-ev de dimension finie. Equivalence des normes
Toutes les normes sur E sont équivalentes.  en dimension finie
Exemple : Les trois normes classiques ||. || 1, || [|l2 et ||. |Joo sur K™ sont équi-

valentes. Plus précisément :
Vo e K", [[zfloo <lzfl2 < [lzf < Vi llzll2 < nflzfle.
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Conséquence : Les différentes notions topologiques sont invariantes lorsqu’on
change de normes.

Soit E un K-ev de dim. finie p rapporté a une base (e;,- - - ,ep). Soit (urn) une

p
suite de vecteurs de E, (un),cN = ( > U"erk)neN' Alors
k=1

converge dans F.
(Un)neN e Convergence en coordon-

ssi :
Vk € [1,p], (unk),ecN converge dans K. nees

p
En ce cas nl_l)r_lgooun = k; (ngrfoo Up ke -
Soit F'unK-ev de dim. finie, (by,--- ,bp) une base de F'. Soit f : A — F,
P
x> f(x) =Y fi(x)b. festcontinueen a € A [resp. sur A] ssi ses fonctions
=1

1=
cooordonnées f1,--- , fp sont continues en a [resp. sur A].

Parties compactes d'un evn de dimension finie

Dans un evn de dim. finie, les parties com- Paries compactes en di-
pactes sont les parties fermées bornées. mension finie

Une suite bornée d’un espace normé de di-
mension finie converge si et ssi elle a une
unique valeur d’adhérence.

Conséquence : Un sous-espace de dimension finie d’un espace normé est fermé.

Convergence d'une suite
en dimension finie

Application linéaire sur un evn de dim. finie

Si E est de dimension finie, Une application linéaire sur
L(E,F)=L:(E,F). un ev de dim. finie et continue

Application p-linéaire sur des evn. de dim. finies

Soit (E;, || ||g,),% € [1, p], des evn de dimensions finies sur K et (F, ||. ||z ) un
evn sur K. Soit M : By X --- x Ep — F une application p-linéaire.

p p
i E|KER+/V(I1,...,$p)E HE’L'7||M($1"">$P)||F<K H ||xl||Ez’
=1 =1

e M estcontinue sur /1 X -+ - X E)p.

Exemples : le produit matriciel, le déterminant sont continus.
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Analysepnglyse

Séries d'éléments d'un espace vectoriel normé

(E, ] ||) désigne un evn de dimension finie.
Série associée a une suite

Soit (un), cN une suite d’éléments de E. Pour n € N fixé, on appelle somme
n

partielle d’indice n, la somme Sy, = ) . On appelle série de terme général
k=0

Un, et onnote Y unp, la suite (Sp) neN = (kz uk> )
nelN nelN

Lien suite-série : La somme partielle d’indice N de la série de terme général
Tn4+1 — Tn (série télescopique) est: z N1 — Xp-

Série convergente

La série > un est convergente lorsque la suite (S ”)n eN de ses sommes par-
tielles est convergente. La limite S de cette suite est alors appelée somme de la

+ oo
série et notée » un. Sinon, elle est divergente.
n=0
Somme d'une série
S = Z unp = lim Z Un convergente

N—H—oo
Espace vectoriel des séries convergentes

L’ensemble des séries convergentes d’éléments de E est un K-ev L’application
—+ o0

de cetev dans F qui a toute série convergente » _ un, associe » | up est linéaire.
n=0

—_Caracteérisation de la convergence a l'aide d'une base de £ __

Soit E un K-evn de dim. finie, (e1, - ,€,) une base de E. Soit » u, une

p
série d’éléments de E. Notons : Vn € N, up = ) uy geg. Alors Y un est
k=1
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convergente ssi Vk € [1,p], > (u, ) ,,cN converge dans K.
+oo p 400

Onaalors: Y un = > | > Unk| -
n=0 k=1 \n=0

Cas d'une série de nombres complexes

La série ) z, de complexes est convergente ssi les séries réelles > Qe () et

+oo +oo +oo
> Jm (zn) sont convergentes, etalors: Y zp = Y Re(zn)+i > Im(zn).
n=0 n=0 n=0

Reste d'une série convergente

On suppose que > un converge et a pour somme S.
+ o0
Pourn €N, R, =S—Sp = > wuyestappelé reste d’indice n.
k=n+1

La suite (Ry) des restes converge vers 0.

Condition nécessaire de convergence

Si la série ) u;, converge, alors le terme gé- Condition nécessaire de
néral u, converge vers 0. convergence

s o s . . 1 .
La réciproque est fausse. Par exemple, la série harmonique ) - diverge.
n>1

Si son terme général u,, ne tend pas vers 0, on dit que la série ) u,, diverge
grossierement.

Séries absolument convergentes

On dit que la série > uy, d’éléments de E est absolument convergente (ACV)
ne N
lorsque la série (de nombres réels positifs) > ||un| converge.
neN

Soit E un evn de dim. finie. Toute série absolument convergente d’éléments de
E est convergente. En ce cas

R g = La convergence absolue
E :“" = E : [ | entraine la convergence
n=0 n=0

L’ensemble des séries ACV d’éléments de E est un sev de I’espace des séries
convergentes d’éléments de F.

Technique de comparaison série-intégrale

f étant une fonction continue et monotone sur R™, pour déterminer la nature
de la série ) f(n), mais aussi pour encadrer une somme partielle ou un reste
de cette série :
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k

k-+1
e on constate que f(k) = f(k)dtou f(k) = / f(k)dt.

k—1 k
e La monotonie de f et la croissance de 1’intégrale permettent alors d’obtenir

des encadrements de f(n). Par exemple, si f est décroissante :

k+1
V€ b k1], f(k+1) < F() < F(k) = F(R+1) < / F(0) dt < f(k).
k
k+1 k
Puis, si k — 1 >0, / f(t)dt < f(k) </ f(t)dt.
k k—1

e On somme membre a2 membre, sous réserve de convergence, ces encadre-

ments : n
F)dt < Zf / £#)
k=

400 +“3 +o0o
[ rwa< Y swe< [ so
n+l k=n+1 n
e On calcule les intégrales pour obtenir une minoration par une intégrale di-
vergente, une majoration par une intégrale convergente, un encadrement, puis,
éventuellement, un équivalent de la somme partielle ou du reste.

Par ce procédé, on obtient, par exemple :

+1

1

1
> — est convergente si et ssi « > 1.
n>1 ne

Régle de d'Alembert

Soit > unp une série a termes strictement positifs :

Si le rapport “T”:—l a une limite / (finie ou infinie) quand n tend vers +oco, on a:
e Si ¢ < 1,la série Y uy, converge.

e Si ¢ > 1,lasérie Y wup diverge grossicrement.

Sommation des relations de comparaison

Soit (u,) une suite de nombres complexes, (an,) et (b,) deux suites de nombres
réels positifs.
e On suppose que uy, = O (ay), alors :

+o0o +o0o
—Si ) an converge, alors»  unest ACVet > up =0 > oag .
k=n+1 k=n+1

n n
—-Si )" an diverge, alors >~ a, = O <Z Uk)
k=0 k=0
e On suppose que uy, = o(ay), alors :

+o0o +00
—Si ) an converge, alors»  unest ACVet > wug =0 Soa |-

n n
—-Si ) an diverge, alors Y ux = o (Z ak).
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e On suppose que by, ~ ay, alors :
+0o0 +o00
—Si ) a, converge, alors > by, convergeet > b, ~ S ay.
k=n+1 "7T® p=pnit1
n

n
—Si) " ap diverge, alors Y b, divergeet >~ b, ~ > a.
k=0

n—)—i—ookzo

Si la suite complexe (urn) converge vers /,
alors :

n P IS s
S uy, Théoréme de Cesaro
k:]. & e

7
n n—-—+oo

Suites de fonctions
On considere des applications de A dans F' ot A € P(E)\ {0}, E et F evn de
dimensions finies.

Modes de convergence d'une suite de fonctions

On dit que la suite (frn ), -\ converge simplement (CVS) sur A lorsque : pour
tout x de A, (fn(z)),cN converge. Dans ce cas, on appelle limite simple de la
suite (fn),cN sur A Uapplication f : A — F,z — 11111 In ().

n—-+oo

On dit que (fn), cN converge uniformément (CVU) vers f sur A lorsque :
(Ve >0) @GN eN) (VneN) (n >N = Vz € A, ||falz) — f(z)|] <é)
c’est-a-dire lorsque la suite ( sup || fn(x) — f(x)||)n€N converge vers 0 dans

r€A

R_|_ U {+OO}
La convergence uniforme

Si la suite (f,,) CVU vers f sur A4, alors (f,) €ntraine la convergence

CVS vers f sur A. simple
La réciproque est fausse.

La suite (fn), N de fonctions bornées de A
dans F' converge uniformément sur A versla A |'aide de la norme de la
fonction bornée f si et ssi convergence uniforme
lim || fn = flloo = 0.
n——+o0o

Continuité d'une limite uniforme

e Si (fn),en CVU vers f sur A; Continuité d'une limite uni-

e SiVn €N, f, estcontinue ena € A, |f'1c|).1remse de fonctions conti-

Alors f est continue en a.

Toute limite uniforme de fonctions continues sur A est continue sur A.
La continuité étant une propriété locale d’une fonction :

236



Soit (fn) une suite d’applications continues

de Adans Fet f € FA . si (fn) converge La convergence uniforme sur
vers f uniformément sur tout compact inclus ~ tout compact suffit
dans A, alors f est continue sur A.

En pratique, on vérifie donc la convergence uniforme sur tout compact, en par-
ticulier sur tout segment. On peut aussi vérifier la CVU sur d’autres intervalles
adaptés a la situation.

Théoréeme de la double limite

Soit fn, : A— Feta € Aoua = +oo (resp. a = —o0) si A C R est une partie
non majorée (resp. non minorée).

e (fn)CVU vers fsur A, e la suite (¢n), .y aune limite £ ;
Si alors
e Vn e N, fu(z) —— ln, e faune limiteena : /.
Tr—a
Autrement dit,
olm lim fo(z) = lim Um fo(2) Interversion des limites

Intégration d'une limite uniforme sur un segment

Soit (uy,) une suite de fonctions continues définies sur un intervalle I et a va-
leurs dans F', a un point de 7. On suppose que (un ) converge uniformément sur
tout segment de I vers une fonction u. Pour n € N et x € I, soit

X x
Un(z) = / un, U(z) = / u.
a a
Alors U,, converge uniformément vers U sur tout segment de I.

En particulier, si (un) converge uniformé-

ment vers u sur le segment [a, b, alors : .
Avec des bornes fixes

b
/ 'U/n —_— u.
a

n— oo
a

Dérivation de la limite d'une suite de fonctions

Soit (u,) une suite de fonctions de classe C! sur un intervalle I deR et  valeurs
dans F'. On suppose que

e (up)CVSsurlversu: I — F,
e (u},) CVU sur tout segmentde I vers v : [ — F.
Alors (u,) CVU vers v sur tout segment de I, u est de classe C! sur I etu' = v.

En pratique, on vérifie la convergence uniforme de (u;,) sur des intervalles
adaptés a la situation.

Plus généralement, pour & > 2, si (uy) est une suite d’applications de classe
C* sur I qui CVS sur I vers u, telle que pour chaque j € [0,k — 1], la suite

(u,({ )) CVS sur 1, et que (uglk)) CVU sur tout segment de [ vers v. Alors u est
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de classe C* sur I et u®) = v. De plus (un ) CVU sur tout segment de I vers

Uu.
En pratique, on vérifie la convergence uniforme de (u7(1 )) sur des intervalles

adaptés a la situation.

Approximations uniformes

Dans cette section, on considere des applications de I’intervalle réel I dans F,
evn de dim. finie.

Soit 0 = (x0 = a < -+ < xp = b) une subdivision de [a, b).
e ¢ :[a,b] — F estdite en escalier sur [a,b] lorsqu’il existe (Ao, -+ , —1) €
F™ telle que pour tout k € [0, n— 1], ¢ est constante égale a Ay, sur |z, =1 1|.

e f:[a,b] — F est dite continue par morceaux (CPM) sur [a,b] si pour tout
k € [0,n—1], f| est continue sur |z k, v}, 1 [ et est prolongeable par continuité

aux points xj, et T 1.

On dit alors que la subdivision o est adaptée a ¢ ou a f.
Soit f : [a,b] — F une fonction CPM sur [a,b] et ¢ > 0 fixé. Il existe une
fonction en escalier ¢ : [a,b] — F telle que :

Approximation uniforme
sup || f(z) — (@)l F<e d'une fonction CPM par
z€la,b] des fonctions en escalier

Soit f : [a,b] — K une fonction continue sur [a, b] et € > 0 fixé. Il existe une
fonction polynomiale P : [a, b] — K telle que :

Sl[lpb] | f(xz) — P(z)||Fr <€ Théoréme de Weierstrass
re|a,

Séries de fonctions
On considere le méme type d’applications qu’au chapitre précédent.
Modes de convergence d'une série de fonctions

n
Soit fn : A — F une suite de fonctions. On note pourn € N, Sy, = > fi la
k=0
somme partielle d’indice n.

e On dit que la série >, fn converge simplement sur A si la suite (Sy,) neN
converge simplement sur A. En ce cas, la fonction S : A — F définie par :

—+o0
Ve € A, S(z) = ) fn(x) est appelée la fonction somme de la série > f,.
n=0
e On dit que la série ) fn converge uniformément sur A lorsque la suite
(Sn),eN converge uniformément sur A.

e On dit que la série ) frn converge normalement sur A lorsque la série nu-
mérique Y| fn |lo,A = D sup|fn(z)| est convergente.
A

HAS]
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La série ) fn converge uniformément sur A

si et ssi la série > | fn CVS sur A et la suite
Caracteérisation de la CVU

+oo v A :
destestes (Rn) = Y. fr| CVUsurA d'une série de fonctions
k=n-+1
vers 0.

> fn converge normalement sur A si et ssi
il existe une série numérique convergente L.
d £ Caractérisation de la CVN

>_onmajorante, i.e. une série ) an deréels 40 05" el i de fonctions
positifs convergente et telle que :

VneN [|fnlloc,a < an.

Une série ) fn normalement convergente

sur A est absolument et uniformément
convergente sur A. Alors, CVN — CVU

+oo +oo
IE fall < X fnlloc,a-
n=0 00, A n=0

Hiérarchie des modes de convergence

e La convergence normale entraine la convergence uniforme et la convergence
absolue en tout point.

e La convergence normale entraine la convergence normale sur tout compact.

e La convergence normale sur tout compact entraine la convergence uniforme
sur tout compact.

e Laconvergence uniforme entraine la convergence uniforme sur tout compact.

e La convergence uniforme sur tout compact entraine la convergence simple.

Continuité et convergence uniforme sur tout compact

Si, Vn € Nf 5 est continue sur A et si »  fn CVU sur tout compact contenu
+ o0

dans A, alors la somme S = ) fn estcontinue sur A.
n=0

___ Théoréme d'interversion somme-limite (double limite)

Soit I un intervalle de R, a une borne ouverte de ’intervalle I.

e Y fuCVUsur I, e la série )¢5 converge, de somme /¢ ;

Si alors 1o
e Vn €N, fn(z) — 2 n, e la somme Zo fn a £ pour limite en a.
n:
Ainsi,
+oo +oo
lim. X:Ofn(a:) = Z:O (:ltlgafn(x)) Interversion somme-limite
n= n—=
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Intégration terme a terme sur un segment

Soit )" fn une série de fonctions continues sur un intervalle I a valeurs dans F,
a un point de /. On suppose que > f, converge uniformément sur tout segment
de I.Pourn € N etz € I, soit

n x 400
Sn(fﬂ)ZkZ::O ; Tk S("E):/{: (g]%)

Alors (Sp ) converge uniformément vers S sur tout segment de 1.

En particulier, si converge uniformément sur
un segment [a, b] :

([ )= ()

n=0

Intégration terme a terme

Dérivation terme a terme

Soit > fy, une série de fonctions numériques de classe ¢! sur I'intervalle 1.
On suppose que

e > fnCVSsurl,

e la série des dérivées > fy, CVU sur tout segment de I.

+o0 +0o0
Alors la somme S = 3 fy estde classe C'sur Tet S = S f.
n=0

n=0

Plus généralement, pour k > 2, si > f,, est une série de fonctions de classe C*
de I dans F’ telle que

e la série ) f,, converge simplement sur / et a pour somme S’;

e pour toutp € [1,k — 1], > fn(Jp) CVS sur I, de somme Sp;

o > f%k) CVU sur tout segment de I, de somme S

Alors S est de classe CF sur I et, pour tout entier non nul p < &, s — g P
En pratique, on vérifie laCVU de | fﬁp ) sur des intervalles adaptés a la situa-

tion.

Séries entieres

Rayon de convergence

On appelle série entiére (SE) de la variable réelle (resp. complexe) z associée
ala suite (an), cN € cN 1a série de fonctions > anz" de R (resp. C) dans C.

Soit zp € C tel que la suite (anzg),, o\ soit bornée. Alors :

Pour '[OTILJ'[ z € Ctel que |z] < |20/, la série Lemme d'Abel
> anz" est absolument convergente.
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Soit Y ay, 2 une série entiere. Il existe un élément R € R U {+o0} tel que
R =sup{r>0| > anr"ACV}
=sup{t 20| lim ant" =0} Rayon de convergence
n——+00o
= sup{r > 0 | (an7"),cN estbornée}
R, noté aussi R (D anz"™), est le rayon de convergence de la série entiere
S ans”.
» Si|z| < R, > anz" converge absolument.

» Si|z| > R, > apz" diverge grossierement.

C(0,R) ={z € C | |z| = R} s’appelle le cercle d’incertitude de la SE.
Bo(0,R) = {2z € C | |z| < R} (resp. | — R, R]) s’appelle le disque (resp.
intervalle) ouvert de convergence.

Soit Y an 2" et > bpz"™ deux SE de rayons de CV respectifs Rq et Rp,.
e Siay, = ©(by) et donc en particulier si a,, = o(by,), alors R, > R,.
e Siay ~ by, alors Ry = Ry,

Le rayon de convergence de > n® 2 vaut 1. Cas particulier usuel
On suppose que an # 0 a partir d’un certain rang.

oy langal 1 Régle de d'Alembert pour
S nEIEOO lan| =¥ sl = Y, les séries entiéres

o Ly —
avec les conventions L = tooet 7= = 0.

Opérations sur les séries entiéeres

Soit Y an 2" et > bpz" deux SE de rayons de CV respectifs Rq et Rp,.
Alors le rayon de convergence Rs de la série entiere > (an + bn)z"™ vérifie
Rs > min(Rq, Rp) avec égalité si Ry # Ry,. Pour tout z € Bo(0, Rs),

+o0
S (an +by) Z an?® + Z bnz" Somme de deux SE
n=0

Le produit de Cauchy de ces deux SE est la SE } (cn2"),, Ny O, pour tout
n € N:

Cn = Z apby_p = Z ab Produit de Cauchy de deux

SE
1+j=n

Le rayon de convergence R. de la SE produit vérifie : R > min(Ra. , Ry ), et
pour tout z € By(0,min(R,, Ry)),

too +o0 o0 s Somme du produit de Cau-
X_:Ocnz = < X_:Oanz ) ( X_:Obnz ) chy de deux SE
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—_Continuité de la somme d'une SE de la variable complexe __

Soit ) an 2" une SE de rayon de CV R > 0. Alors elle est normalement conver-
gente, a fortiori uniformément convergente, sur tout compact inclus dans le
disque ouvert de convergence Bo(0, R).
+oo
Soit ) anz" une SE derayonde CV R > 0. La fonction somme z — Y anz"
n=0
est continue sur le disque ouvert de convergence B, (0, R).

Régularité de la somme d'une SE de la variable réelle

Si > apz™ a pour rayon de convergence
R € R et si Y anR"™ converge, alors

Tes oo Théoréme d'Abel radial
> apnz” —— > anR".
n=0 z—=R~ n=0

La somme d’une série enticre est de classe C°7 sur I'intervalle ouvert de conver-
gence et ses dérivées s’obtiennent par dérivation terme a terme.

> ana™ et Y na, 2" ont le méme rayon
n=>0 n=0 R(Z anX n) = R(Z nanpx'" )
de convergence.

Soit > aynz" une SE dont le rayon de CV R est > 0. Onnote f :]— R, R[— R
sa somme. f est de classe C* sur | — R, R et

+o0 !
X B (k) (1) — o
Vke N*, vt €] - R, R[, V(1) nZ:Dk =Rl

Expression des coeffi-
cients d'une SE

VEeN,ay= %f%)(()).

+ o0 + o0
Siz — > apz" etz — > bpz™ coin- N o
n=0 n=0 Unicité des coefficients

cident sur un intervalle |0,a] avec @« > 0, d'une série entiére
alors :
Vn € N, an = bn.

Fonctions développables en série entiére

Une application f de D dans C est dite développable en série entiére (en
abrégé : DSE) sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon r (resp. sur l’in-
tervalle | — r,r[), ot v > 0, lorsque Bo(0,7) C D (resp. | — r,r[C D) et
qu’il existe une SE ) an 2" de rayon de convergence R > r et qui vérifie :

+oo
Vz € Bo(0,7)(resp. | —r,7[), f(z) = > anz".
n=0
Dans le cas réel, si f est DSE sur | — r,r[,ona:

f de classe C* sur un intervalle | — r,7[ €t, {Jne fonction DSE est égale 2

+oo £(n) (o la somme de sa série de Tay-
Y x E] — T,T[, f(x) = ZO f n|( ) mn' lor !
n= :
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Développements en série entiére usuels
_I_
o.@] 1 n

VzeC exp(z) = Z —

z
n!
n=0
400

vz € (0, 1) 1:2 = > R=1

Vx € R cos(x) = Z
: _ (D" ont1

Vx € R sin(z) = Z (—at R = 400

Vr € R ch(z) = Z L513271 R = +o0

1 n

n=0

+
< (-1 2n+l

Vo € [-1,1] Arctan(z) = 2n 7

N

+O° (_l)n 1
Ve el-1,1] In(l+z) = » ~—~—a" R=1

n=1

+oo
veel- 1,1 (1+2)* = ) (42" R=1
n=0

3

- (a—n+1) .

ol pour tout réel o € R, et n € N, on a noté (g) _ a(a-1) =

1
La série entiere ) —z a un rayon de CV infini. Sa somme est appelée fonc-

tion exponentielle complexe notée exp. C’est une application C° sur C.

+oo
1 .
exp(z) = » Ez” Exponentielle complexe

n=0
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Dérivation des fonctions a valeurs vectorielles

Dans tout le chapitre, on considere une fonction f : I — Feta € I, ou [ est
un intervalle réel et £ un evn de dimension finie.

Dérivabilité en un point

f est dérivable en a lorsque v, : ia (f(x) - f(a)) admet
une limite en a. Celle-ci est alors appelée la dérivée de f au point a et notée

df
"(a), D , ou = (a).
/'(@), Df(a), ou 5L (a)
On dit que f est dérivable a droite (resp. gauche) en a lorsque la fonction
wa admet une limite a droite (resp. gauche) en a. Cette limite est alors appelée

df , +
Ec(a )

dérivée a droite (resp. gauche) de f en a, et notée fj(a) ou D f(a™) ou
(resp. fy(a) ou Df(a™) ou j—i— (a™)).

o
Soit a € I un point intérieur a I. Alors f est dérivable en a ssi f est dérivable a
droite et dérivable a gauche en a et f}(a) = f;(a).

f est dérivable en a ssi f admet un DL
d’ordre 1 au voisinage de a. En ce cas, dCara(I:Dtlt_élgsatéon 13 I'aide
'un ‘ordre
f(x) = f(a) + (z — a)f(a) + o(z — a).
Si f est dérivable en a, alors f est continue Condition nécessaire de
en a. dérivabilité
Dérivabilité sur un intervalle, fonction dérivée

On dit que f est dérivable sur l’intervalle I lorsqu’elle est dérivable en tout
point de I. La fonction I — E,x — f'(x) est alors appelée la fonction dérivée

de f etnotée f' ouDf ou i—f
T

On dit que f est de classe C* sur I lorsqu’elle est dérivable sur I et f' est
continue sur 1.

Soit e = (ey,---,en) une base de E et ( ;) la famille des fonctions

1€1,n]
coordonnées de f dans cette base de sorte que Vo € I, f(x Z fi(x

Alors f est dérivable en a ssi ses fonctions coordonnées sont derlvables en a.
On a alors :

/ _ / . Dérivabilité des fonctions
fa) = Zfl (a)e; cooordonnées

Opérations sur les fonctions dérivables

Soit f, g : I — E deux fonctions dérivables en un point a € I. Alors, pour tout
couple \, ) € K2 de scalaires, \f + g est dérivable en a et
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(Af + pg) (@) = Af'(a) + pud (a). Linéarité de la dérivation

Soit I, J intervalles réels. Soit p : J — Iet f: I — FE. Soita € J. On suppose
que { e o est dérivable en a

e ' dérivable en o(a) Alors f o ¢ est dérivableen a eton a:

Mathématiques

Dérivabilité d'une fonction

(fow)(a) = ¢ (a) f (¢(a)) composée

Soit E et F' deux K-evn de dimensions finies,uw € L(E, F), f: [ — Eeta € I.
Si f est dérivable en a, alors u o f est dérivable en a et on a

Dérivabilité d'une fonction
(wo f)(a) = (uo f')(a) = u(f’(a)) composée avec une appli-
cation linéaire

Soit £, F' et G trois K-evn de dimensions finies, B : F¥xF — G une application
bilinéaire et f: I — FE, g : I — F deux fonctions dérivables en a € I. Alors
I’application B(f,g) : z — B(f(z),g(x)) est dérivable en a et on a

Dérivabilité d'un « pro-
B(f7 g)l (CL) =B (f,(a)> g(a’) )+B(f(a)7 gl(a)) duit“)l) dlel deux "Flonctioﬁs

Soit Ey,...,Ep et F' des espaces vectoriels normés de dimensions finies, et
soit M : E = E1 X ... x Ep — F une application p-linéaire. Soit, pour
chaque j € [1,p], f; : I — E; une application dérivable en a € I. Alors
M(f1,-.., fp)est dérivable en a, de dérivée :
D Dérivabilité d'une applica-
E M(fila),..., fi(a),..., fp(a)). tion multilinéaire et d'ap-
i=1 plications dérivables

Applications de classe C*

Soit f : I — E et k € N un entier naturel. f est dite de classe :
o CV surl lorsqu’elle est continue sur 1,
o CFlgurr lorsque f est dérivable sur I et f est de classe C * sur 1,

o C° sur I lorsque f est de classe CF sur I pour tout k € N.

On note C k([ , E) I’ensemble des fonctions de classe c* de I vers E.

Si f € CE(I1, E), avec k > 2, on définit les dérivées successives de f par
FO=fetvie Lkl f9 =0y

k

On note aussi D * f, ou i i , au lieu de f(k).
Soit e = (e1,- -, en) une base de E et ( fi)ie[u ]] les fonctions coordonnées
de f relativement a cette base : pour tout x € I, f(z Z fi (x
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f est de classe C k de I dans E ssi chaque fonction coordonnée de f est de
classe C* de I dans K. On a alors pour tout p € [1, k],

n () Caractérisation des fonc-
vz el f® () = Zfz.p (x)e; tions de classe C* par les
= coordonnées

Opérations sur les fonctions de classe C*

Soit E, F et G trois evn de dimensions finies, B : £ x F' — G une application
bilinéaire, f : I — F et g: I — F fonctions de classe C k.
Alors B(f,g) € C*(I,G) et pour tout p € [0, k] :

b
[B(f,9)] ®) _ > E)B(fD, gP7) Formule de Leibniz
i=0

Soit f,g : I — E deux fonctions de classe C k. Alors, pour tout couple A, i) €
K2 de scalaires, Af + ug est de classe C* dans I et

vp € [0,k], (Af + ,ug)(p) _ f(p) _|_lug(p) Is;:,?cecaerétsei!vesdes dérivées

Soit I et J deux intervallesde R, ¢ : J — I et f : I — FE des fonctions de
classe C*, alors

La fonction composée fo ¢ : J — E estde Composée de fonctions de
classe C*¥. classe C*

Intégration sur un segment des fonctions vectorielles
Dans tout ce chapitre F est un evn de dim. finie n.

Intégrale sur un segment d'une fonction CPM

Soit (a,b) un couple de réels tels que a < b, on pose J = la,b]. Soit e =

(e1,...,en) une base de E. Etant donné f : J — E une fonction CPM on note
n

(74 )ie[[l,n]] les coordonnées de f dans cette base de sorte que f = > f; ¢;. On

=1
I’appelle intégrale de f sur J le vecteur :

i Intégrale d'une fonction

/f: / f e1+--~+/ fnen:Z/ fie; continue par morceaux a
J J J i—1vJ valeurs vectorielles

n

On vérifie que le vecteur » f ; Jiei estindépendant de la base e de F choisie.
i=1
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Propriétés de l'intégrale

Soit f et g deux fonctions CPM sur J et (\, p) € K2, alors :

/ (f + 1g) = A / fiu / g Linéarité de lintégrale
J J J
Intégrale de la compo-
Soit L € L(E,F), L (/ f> = / L(f). sée par une application li-
J J néaire
H/ fH g/ £l Inégalité triangulaire
J J

Soit I un intervalle de R, et f CPM de I dans E. Pour (a,b) € 12, on appelle
intégrale entre a et bde f et on note : jj f(t) dt le vecteur de E défini par :

o<t [ 0)d =y f

esia>b [} f(t)dt=— [, . f;

esia =1, fab f(t)dt = 0. Soit f : I — E une fonction continue par morceaux.
Pour tout (a, b, c) € I3,

b @ b
/ f(t) dt:/ f(t) dt+/ f(t)dt Relation de Chasles

Sommes de Riemann

Soit f CPM de J = [a,b] dans E. On appelle somme de Riemann de f sur

n—1
[a, b] un vecteur de la forme : S n(f, ) = b—a Zf(ak),
k=0

n

b— .
o, notantx , = a + k 24 pour tout k € [0,n], o = (o )o<k<n—1 Vérifie :
n <k<
Vk € [[Oan - 1]]7 g € [xkamk:-i-l]'
Si f est continue sur [a, b] alors toute suite de sommes de Riemann (S, (f, «))

associées a f converge vers f quand n — +o0.
[a,b]

Intégrale fonction de sa borne supérieure

Soit f : I — E une application continue et a € I. Alors

o F: x> / f(t) dt est 'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.
a
e Soit G une primitivede f sur I,ona: Vx € I, / f(t)dt = G(z) — G(a).
a

Soit f : [a,b] — E continue et de classe C' sur ]a, b[ (avec a < b).
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Inégalité des accroisse-

Si ||l < M alors [|f(b)~ f(a)| < M(b—a) ents finis

Formules de Taylor

Soit f : I — E declasse C", a € I.On note R, , le reste d’ordre n de la série
de Taylor de f en a.

_ ~ (z—a)f
Vo el, f(w) = =" (a) + Roa (o)
k=0

g n+1
Saee (I,%),alors n Formule de Taylor avec
Ry () :/ %Jc(nﬂ) (t) dt reste intégral.

Sifec™ NI, E)et|f V)| < M, alors
|£L’ . (L|n+1

(n+1)!

Inégalité de Taylor-

pour tout z € I, ||Rn(x)|| < M Lagrange

Si feC™I,E),alors

pourtoutz € I, R, (x) = xgadx —a|™) Formule de Taylor-Young

Intégration sur un intervalle

Dans ce chapitre, les fonctions considérées sont CPM sur un intervalle / de R
et a valeurs dans K = Rou C.

Intégrales généralisées sur [a, +0]

+oo o0
Pour f CPM sur [a, +o0o[, I’intégrale f(t)dt (ou /+ f) est convergente
a

a

X
(CV) lorsque / f(t) dt a une limite quand x tend vers +oo; on a alors :

“+o0 €T
t)dt = lim t) dt.
RECLERITNY R0
+ oo
Dans le cas contraire, ’intégrale généralisée f(t) dt est dite divergente.

a
—+o0
Soit f continue sur [a,+oo[. Si / f converge, alors pour tout x > a,
a

+ oo + oo
/ f converge. De plus, F' : x +— / f est dérivable sur [a, +-o0o[ avec :
Vo > a, F'(z) = —f(x).
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+oo
Si f est CPM et a valeurs positives sur [a, +o0o], f(t) dt converge si et ssi

xX
x / f(t) dt est majorée.
a

+oo
En cas de divergence, on écrit : / f = 4o0.
a
Si f et g sont deux fonctions CPM sur
[a,+00[ t. q. 0 < f < g, la convergence de  Convergence par majora-

—+ o0 oo :
/ g implique celle de / 1. tion

a a

Exemples :

sietssia > 1.

+oo
° / 7 dite de Riemann, est convergente et vaut
1 @ -

400 1
) / e~ %" dt est convergente et vaut — si et ssi,a > 0.
0 o

Intégrabilité sur un intervalle de la forme [a, +oo]

Une fonction f est intégrable sur [a,+oo] si elle est CPM sur [a, 40| et si

“+00
/ | f| converge.
a

On dit indifféremment que « f est intégrable sur [a, 400 » ou que « I'intégrale

+oo
/ f converge absolument » ou méme que « f est intégrable en +o00 ».
a

+oo
Pour f de signe constant, / f convergesi et ssi f estintégrable sur [a, +00].
a

+oo
Un calcul montrant que / | f| < 400 vaut intégrabilité.
a
+oo
Si f est intégrable sur [a, +o0[, alors / f

a

La convergence absolue en-
traine la convergence
converge.

Pour f et g deux fonctions CPM sur [a, +00] :

esi f(t) = O(g(t)), alors I'intégrabilité
At , Intégrabilité et comparai-
de g en +oco implique celle de f; sons
oesi f(t) ~ g(t), alors I'intégrabilité de
t—+00
g en +oo est équivalente a celle de f.
Le premier résultat s’applique évidemment lorsque f(t) i o( g(t)) ou

lorsque [f] < g
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Intégrales généralisées sur un intervalle quelconque

Soit f une fonction CPM sur un intervalle 1.

Silest: 5
e soit non borné (| — 0o, al ou | — oo, al ou

[a, ~|—oo[ ou |a, +ool)
e soit borné ([a,b[ ou ]a,b[ ou [a,b]), sans  Description des intégrales
que f soit continue par morceaux sur le généralisées
segment [q, ],
sup I
alors I'intégrale f(t)dt est une inté-
inf I
grale généralisée.
Si f est une application CPM sur [a,b[ (b réel ou +00), I’intégrale généralisée
b T
/ f(t) dt est convergente lorsque / f(t) dt a une limite finie quand x tend
a

a
vers b, x € [a,b[. Dans ce cas, on pose :

b
/f( dt—hm f t)dt = /f

Dans le cas contraire, I’intégrale généralisée est dite divergente.
La définition s’étend aux intervalles de la forme |a,b] (a réel ou —cc).

Si f est une application CPM sur [a,b[ (b
b

réel ou +00), / f(t) dt converge si et ssi,
a

b
e (t) dt est
il existe ¢ de [a,b[ tel que / f(¢)dt es La nature de f f(t)dt ne

convergente. Alors, f f(t)dt est conver- dépend que du comportement
local de fenb

gente pour tout ¢ 6 [a,b] et on a la relation
de Chasles : V¢ € [a,b],

/f(t )dt = /f(t dt—|—/f
b
Si f est CPM sur intervalle ouvert |a, b|, l'intégrale généralisée / f(t)dt
a

est convergente si et ssi il existe un réel c de |a,b| pour lequel / f(t)dt et
a

/ f(t) dt sont convergentes. Dans ce cas, on a la relation de Chasles :

[wa= [ rwas [ o

Dans le cas contraire, l intégrale generallsee est a’lte divergente.
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L’ensemble des applications f CPM sur un intervalle I telles que I'intégrale

sup I
généralisée f converge est un sev de I’ensemble des applications CPM
inf I

sur I.

Si f et g sont dans cet ensemble et si A est un

scalaire : P

sup [ up [ sup [ Linéarité
/ (Af+g)=2A f
inf I inf inf I

Soit f et g deux applications réelles CPM sur

sup I sup I

un intervalle [ telles que / f et / g
1

inf I inf I
convergent. L ]
sup I Positivité et croissance
e Si f est positive sur I, alors / f=0;
inf I
up I sup I
e Si f < gsurl,alors
1an inf I

Soit f et g deux application de classe € sur
la,b[. Si lim f( )g(z) et lim f(x)g(x)
z—b~

CL'—)CL
existent et sont finies, alors les intégrales gé-

b b

néralisées / fget / fg' sont de méme
a a

nature. En cas de convergence, en notant

hm f(x)g(x) — hm f(x) (z) = [f ]

/fg— fg /fg

La vérification du caractere fini des limites en a et b du produit est plus impor-
tante que la vérification des hypotheses de régularité des fonctions en cause.

Intégration par parties

Dans ce qui suit, «, 3, a et b sont réels ou infinis.
Si ¢ :]a,B[—]a,b] est une bijection

strictement croissante de classe €1 et si
f :la,b[— € est continue, alors

B
/ (f o ¢)(u)g(u)du est convergente Changement de variable

si et ssi f(t) dt est convergente et, si tel

a
est le cas, elles sont égales.

Si ¢ :]a, B]—]a,b| est une bijection strictement décroissante de classe ¢!, et

B
en cas de convergence : / (fo@)(u)p' (u)du :/b f@)dt =— / f(t)dt

(0%
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_Intégrales absolument convergentes et fonctions intégrables _

Une fonction f CPM sur I a une intégrale sur I absolument convergente
lorsque U'intégrale sur I de t — |f(t)| est convergente.

Une intégrale absolument convergente est LaA convergence absolue en-
convergente. traine la convergence

Une fonction f est intégrable sur I si elle est CPM sur I et son intégrale sur I
est absolument convergente.

On dit indifféremment que « f est intégrable sur [a,b[ » ou que « I’intégrale

b
/ f converge absolument » ou méme que « f est intégrable en b ».
a

Espace vectoriel L! (1,K)

L’ensemble des fonctions intégrables sur I et a valeurs dans K est un sev de
I’espace des applications CPM sur 7. On le note L (I,K).

Si f est une fonction continue, intégrable et Intégrale nulle d'une fonc-

positive sur un intervalle I, et si / f = 0, tion continue, intégrable
. . 1 et positive
alors f est identiquement nulle sur 7.

Comparaisons et fonctions de référence

Pour f et g deux fonctions CPM sur ]a, b] :
e si f(t) Mot O(g(t)), alors I'intégrabilitt  Adaptation du théoréme

de g en a implique celle de f; de comparaison en une
osi f(t) ~ g(t), alors I'intégrabilité de f borne quelconque
a

t—
en a est équivalente a celle de g.
e Le premier résultat s’applique évidemment lorsque f(t) = o( g(t)) ou
—a
lorsque | f| < [g];
e Ces résultats s’adaptent naturellement a un intervalle du type | — oo, a] ou
[a, b].

. R b . . ) )
Sia € R, W converge si et ssl  |ntégrale de Riemann en a
0 lz—

a < 1.
e Plus généralement, f est intégrable en ™ (respectivement en b™) si
t — f(a +t) (respectivement t — f(b —t))1’esten 0.

Intégration des relations de comparaison

Soit a et b éléments de R avec —c00 < a < b < +oo. Soit f : [a,b[— K et
g : [a,b][— R des fonctions CPM.
e On suppose que g est intégrable.
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Si f(x) = O (g(x)), alors f est intégrable
z—b Intégration d'une relation

b b p -
et/ f(t) dt = @b (/ g(t) dt) de domination
T T—r T

Si f(x) = (g(w)) alors f est intégrable

Mathématiques

Intégration d'une relation

b P . gy o
et/ f(t) = o, (/ 9(t) dt) de négligeabilité

Si f(a:) ~ g(x) alors f est intégrable et
Intégration d'une relation

/ (/b > d'équivalence
f(t) dt ~ (t) dt

e On suppose que g est non intégrable.

Sif(x (9( (x)), alors
Intégration d'une relation

/ f(t) dt = </$g(t) dt> de domination
m—)b @
0 (g( )), alors . .
Intégration d'une relation

Si f(x
/ f®) =25 (/mg(t) dt) de négligeabilité

Si f(z) ~ g(x),alors f est non intégrable ) ] ]
z—b Intégration d'une relation

et/ f(t) dt :b(/ 9(®) dt> d'équivalence

Intégrales dépendant d'un parametre

Théoréme de convergence dominée

Soit (fn),,cN une suite d’applications de I dans K. On suppose que :

e Pourtoutn € N, f,, : I — K est CPM sur I.
® (fn),cN converge simplement sur I vers une fonction f CPM sur [.

e Il existe une fonction ¢ : I — R™ CPM et intégrable sur I telle que :
Vn € Na |fn| < '4

Alors f est intégrable sur [ et
Théoréme de la conver-
. fn n_>+oo f gence dominée

Soit (fa)reg, ou J est un intervalle de R, une famille de fonctions CPM de
dans K. Soit a un point adhérent a J. Si :
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e Pourtoutt € I, f(t) —— £(t) ;
A—a

e pourtout A € J, t — f\(t) ettt £(t) sont CPM sur [;
e il existe une fonction ¢ intégrable sur [ telle que :

VM) €T x T, [H0)] < ot);
alors ¢ est intégrable sur [ et :
Extension du théoréme de
f>\ t)ydt —— [ £(t)dt la convergence dominée
I

Integratlon terme a terme d'une série de fonctions

Soit (fn),,eN une suite d’applications de I dans R™. On suppose que :

e Pourtoutn € N, fr, : I — K est CPM et intégrable sur I.
e La série > fn converge simplement et a pour somme une fonction CPM sur

I,S.

+ o0
Alors S = ) fn estintégrable sur I, et

n=0

= Intégration terme a terme
/ Z fn) = /fn des fonctions positives
I' \n=0 n= O 1
+o0o

En particulier, I’intégrabilité de Z Jn sur I équivauta > [ fo(t)dt

n=0 n=0 JI
Soit (fn),,eN une suite d’applications de I dans K. On suppose que :
e Pourtoutn € N, f, : I — K est CPM et intégrable sur 1.
e La série > fn converge simplement et a pour somme une fonction CPM, S.
e Lasérie 3 [,|fn| converge.

400
Alors S = ) fn estintégrable sur I, et
n=0

+oo +oo
/Z frn= Z /fn Intégration terme a terme
I n=0 n=0 "1

Continuité sous le signe [

Soit f : A x I — K, ol A estune partie d’un espace normé de dimension finie.
On suppose que :

e Pourtoutz € A, t — f(x,t) (ou f(x,.)) est CPM sur I.
e Pourtoutt € I, z — f(x,t) (ou f(.,t)) est continue sur A.

e Pour tout compact K contenu dans A, il existe une fonction g : I — K
CPM et intégrable sur [ telle que

V(z,t) € K <1, [f(z,1)] < ¢ (t)
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Alors

La fonction g : A — K définie sur A par Continuité d'une intégrale

g(z) = /f(x, t) dt est continue sur A. a parametre
I

Dérivation sous le signe [ : formule de Leibniz

Soit I et A des intervallesde R, f : A x I — K. On suppose que :
e pour toutt € I, f(.,t) estde classe C 'sur A;
e Pour toutz € A, f(x,.) estintégrable sur [ et g—f; (x,.) est CPM sur I.
o Il existe une fonction ¢ intégrable sur I telle que :
of
Ve € A, |£(w,)| < @

Alors g : x +— /f(a;, t) dt est de classe C! sur A et
I

af Dérivabilité d'une inté-
Vz € A, ¢ (z) = /I 5 &t dt grale a paramétre

Le caractere C! étant une propriété locale, il suffit de vérifier les hypotheéses de
domination sur tout segment inclus dans A, ou sur d’autres intervalles adaptés
a la situation.

Caractére C* sous le signe Il

Soit k € N* U {+oc}. Soit I et A des intervallesdeR et f : A x I — K. On
suppose que :

e pour tout t € I, f(.,t) estde classe C *sur A;

e pour tout z € A ettout p € [1,k], f(x,.) et, pour tout p € [0,k — 1],
fracoP foxP (x,.) sont intégrables sur I;

e il existe une fonction positive ¢, intégrable sur I telle que :
oF f
Ve € A, }ﬁ(i,” < g
Alors g : = — fI f(z, t) dt est de classe C* sur A et, Vo € A,Vp €[1, k],

orf Caractére C* d'une inté-
gP(@) = /[%(%t)dt grale a paramétre

Le caractére C* étant une propriété locale, il suffit de vérifier I’hypothese de
domination sur tout segment inclus dans J, ou sur d’autres intervalles adaptés
a la situation.
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Probdhibtaspilites

Espaces probabilisés

Ensembles dénombrables

Un ensemble est dit (au plus) dénombrable s’il est en bijection avec (une partie
de) N.

Un ensemble E est au plus dénombrable s’il peut étre décrit en extension sous
la forme E = {zn, n€ I},oulC N,

e Le produit cartésien d’'un nombre fini d’ensembles dénombrables est dénom-

brable.
e Une union au plus dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

e Une partie d’un ensemble dénombrable est dénombrable.

e NP (p e N*), Zet Qsont dénombrables.

e Le support d’une famille sommable de nombres complexes est dénombrable.
e Rn’est pas dénombrable.

Espace probabilisable

L’ensemble ) des résultats possibles d’une expérience aléatoire est appelé
Punivers associé a celle-ci, les éléments de 2 les éventualités.

Une tribu sur Q) une partie A de I’ensemble & (2) des parties de ) telle que :
e Ne A,

o A est stable par passage au complémentaire, i.e. pour tout A € A, A € A;
o A est stable par réunion dénombrable, i.e.

“+00
pour toute suite (A ), N d’éléments de A, |J Ay appartient a A.
n=0

Les éléments de A s’appellent événements.

L’événement A = Q) \ A est I’événement contraire de I’événement A. ) est
I’événement certain, () I’événement impossible. Deux événements sont incom-
patibles lorsque leur intersection est I’événement impossible.

Si A est une tribu, alors :

e ) e A
e Toute réunion finie ou dénombrable d’éléments de .4 appartient a A.

e Toute intersection finie ou dénombrable d’éléments de A appartient a A.

Un couple (2, A), ot A est une tribu sur (), s’appelle un espace probabilisable.
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Espace probabilisé

On appelle probabilité sur (), A) toute application P : A — Ry telle que :
e P(Q) =1, et
e Pour toute suite (Ap) neN d’événements deux a deux disjoints,

+ oo —+ o0
Additivité dénombrable ou
P (U An) = > P(An) o-additivite
n=0 n=0

Le triplet (2, A, P) est appelé espace probabilisé.
Si P est une probabilité sur (€2, A), alors, pour tout (A, B) € A2,

e P: A—10,1]; e si AC Balors P(A) < P(B);
e P(0)=0; e P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB);
o P(A)=1- P(A); e P(B\A) = P(B)— P(ANDB).

Propriétés élémentaires des probabilités

Si(An) est une suite croissante d’événements, alors :
nGN

+00
lim P(An) =P (U An> Continuité croissante
n—-+oo
n=0
Si (An),,cn estune suite décroissante d’événements, alors :
400
lim P(A,)=P ﬂ An> Continuité décroissante
n—-+4o0o —0

Application : pour une suite (A ), .y d’événements (non nécessairement mo-

n +n
notone), les suites ( U An> et ( ﬂ An> sont respectivement crois-
nEN nEN

k=0 k=0
sante et décroissante. On a donc :
n —+ 00
lim P A = A .. ..
n— 00 <ka n) <nUo ") Applications des continui-

tés. croissantes et dé-

+n —+ oo
X croissantes
S (ﬂ An) =F ( N An)

k=0 n=0

Soit (A p), .y une suite d’événements telle que ) | P(Ay ) converge. Alors :

—+00 —+o00
Sous-additivité dénom-
P U An) S Z P(An) brable
=0 n=0
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e Un événement A tel que P(A) = 0 (resp. P(A) = 1) est un événement
négligeable (resp. presque siir).

e Un systeme complet (resp. quasi complet) dénombrable d’événements est
une famille (Ay),, cN d’événements deux a deux incompatibles et dont I’union

+o00
est égale a Q) (resp. telle que : ) P(An) =1).
n=0

Une réunion (resp. intersection) finie ou dénombrable d’événements négli-
geables (resp. presque sirs) est un événement négligeable (resp. presque sir).

Probabilités conditionnelles

Soit A et B événements avec P(B) > 0. On définit

P(ANB) Probabilité conditionnelle
P(A| B) = Pp(4) = P(B) de A sachant B

e Pp: A — R4 estune probabilité sur (2, .A).
e Si B estnégligeable, on pose par convention P(A | B) = 0.

Soit (A;)1<i<n une famille d’événements tels que P(A;N---NA,—_1) > 0.
Alors

n

P( () 4;) = P(A1) x P(A3]A;) x ---  Formule des probabilités
composées

T X P(Ap | A NN Ap_t)
Soit (An ), N un systeme complet ou quasi complet d’événements. Alors, pour

tout événement B, la série Y P(B N Ap) converge et, avec la convention : si
P(A,) =0, alors P(A,)P(B | A,) =0,0na:

—+ o0
P(B) = Y P(BNAy) -
n—0 Formule des probabilités
totales

+o0o
= ) P(Ax)P(B| An)

n=0
Soit A et B deux événements, tous deux non négligeables. Alors :
P(A)P(B|A)
P(B)

Soit (A;);er un systeme complet ou quasi complet d’événements non négli-
geables, k € I. Alors, pour tout événement non négligeable B

P(A)P(B| A
(AR P(B | Ar) Formule de Bayes généra-
> P(A)P(B| A;) lisée
il

P(A|B) = Formule de Bayes

P(Ay | B) =
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Evénements indépendants

Deux événements sont indépendants lorsque : P(AN B) = P(A) x P(B).
e Si P(B) > 0, alors A et B sont indépendants si et ssi Pp(A) = P(A).

Si A et B sont indépendants, A et B le sont aussi.

Mathématiques

(A;)1<i<n est une famille d’événements in-
dépendants lorsque, pour toute partie J non

vide de [1,n] : Famille finie d'événements
indépendants
P(ﬂ&)ZHP(Ai)
i€ ieJ
Si(Ai1,...,Ayn) est une famille finie d’événements indépendants, les A; sont

deux a deux indépendants ; la réciproque est fausse lorsque n > 3.
Espaces probabilisés discrets

Si Q est un ensemble, une distribution de probabilités discretes sur ) est une
famille d’éléments de R indexée par ) et de somme 1.
Q est alors le support d’une distribution de probabilités discretes.

Dénombrabilité du sup-
Le support d’une distribution de probabilités port d'une distribution dpe

discretes est au plus dénombrable. probabilités discrétes

Si 2 est le support d’une distribution de pro-

babilités discretes (pw)weq, alors 1’applica- _ s

. o Probabilité associée a une
tion P : A = 2(Q) — RT définie par : gigtribution de probabili-
VA € #(Q), P(A) = > pwestune pro- tgs discrétes

w€eA
babilité (€2, 2 ().

Si Q2 est au plus dénombrable, toute probabilité sur €2 est définie par une distri-
bution de probabilités discretes sur cet ensemble.

Variables aléatoires discrétes
(22,47, P) est un espace probabilisé.
___Variable aléatoire discréte et loi de probabilité associée ____

Une variable aléatoire discréte (v.a.d.) sur (Q, /) est une application X dé-
finie sur Q) telle que X (Q2) est au plus dénombrable et, pour tout x € X (),
X _1({:1:}) € .

Si X estune v.a.d. :

e Pour z € X(Q), on note (X = z) ou {X = z}, "événement X ~'({z}).

((X =z),zeX (Q)) est un systeéme complet d’événements ;

o pour A partie de X(Q),(X € A)=X 1A)={weQ/X(w) €A} € #,
car (X € A) est laréunion au plus dénombrable des (X = xz), z € A, qui sont
dans .o/
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e Lorsque X est a valeurs réelles (X est alors dite réelle),
(X}a:):{wEQ/X(w)Za:}.

Soit X une v.a.d. sur (2, <7, P) telle que X (2) = {xn, n € I},ou I C N.

La suite (pn) nel’ ou:

Vnel,pn=P(X =z,) Distribution de _pr'obabili-
est une distribution de probabilités dis- tés d'une v.a.d discrete
cretes sur X (2).

la loi de X est ’application Px qui, a tout A C X (), associe :
Px(A)=P(X € A)= > P(X =ux).
r€eA

Laloi de X peut, au besoin, étre définie sur un ensemble contenant X (£2).

X~Y X etY suivent la méme loi
Si X est une variable aléatoire discréte et si f est une application de X ()
dans un ensemble F, alors Z = f(X) = f o X est une variable aléatoire
discrete.

Images de deux v.a.d. sui-
vant la méme loi

Soit A C X (R2) tel que P(X € A) > 0, la loi conditionnelle de Y sachant que
(X € A) est la probabilité Py ;4 sur'Y (Q) définie par :
P(AN(Y =y,
Vy; € Y(Q), Py alys) = Pa(y =y = HAg0=w)

Si X ~Y, alors f(X) ~ f(Y).

Couples de variables aléatoires discréetes

Si X etY sont deux variables aléatoires discretes sur (2, <7), (X,Y), applica-
tion de Q) dans X (2) x Y (Q2), est un couple de variables aléatoires discreétes
sur (2, .97).

Un couple de variables aléatoires discretes

sur (€2, o7) est une variable aléatoire discrete Un couple de v.a.d. est une
sur (2, o) a valeurs dans I’ensemble dénom-  v.a.d.

brable X (Q2) x Y (£2).

La loi de probabilité de la v.a.d (X,Y) est la loi conjointe de (X,Y).
Sa distribution de probabilités est définie par :

V(zyy;) €X(Q)xY(Q), P(X,)Y)=(z4y)) =P (X =mz,Y =y).
Les lois de X etY sont les lois marginales de (X,Y).

Si la loi conjointe est connue, alors les lois marginales le sont.
Vee X(Q),VyeY(Q):

P(X=2)= )} P(X=2Y=y)

yeEY (Q) La loi conjointe détermine les
PY=y)= > p(X =z,Y = y). lois marginales
z€EX (Q)

La réciproque est fausse.
On étend facilement ce qui précede a un n-uplet de v.a.d. sur (2, .«7).
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Variables aléatoires discrétes indépendantes

Deux v.a.d. X etY définies sur §) sont indé-

pendantes, si, pour tout A C X (Q2) et tout .
B C Y(Q), les événements (X € A) et Notation : X 1LY
(Y € B) sont indépendants.

Mathématiques

Deux v.a.d. X et Y sont indépendantes si et Distributi d babili-
ssi la distribution de probabilités de (X,Y) astribution de prooabil
tés de la loi conjointe de

est donnée par : V (z;,y;) € X(€2) x Y(Q) 2 v.a.d. indépendantes

n va.d. sur (Q, o/, P), X1, Xo,---, Xy, sont indépendantes lorsque, pour
n

tout (Ai)ie1,n] € H ,@(XZ(Q», les événements (X; € Ai)ic1,n] SONt in-
i=1

dépendants.

nv.ad. X1, Xo,---, X, sontindépendantes si et ssi, la distribution de proba-

bilités de (X1, X o, -+, X ) est donnée par :

Distribution de probabili-

7:6[[1’”]] tés de la loi conjointe de
P((X) = (z;) = H P(X; = z). n v.a.d. indépendantes
i=1

(X; )ic1 est une famille quelconque de variables aléatoires indépendantes
si, pour toute partie finie J de I, (X;)jc est une famille finie de variables
aléatoires indépendantes.

Lemme des coalitions

Si1 X 1 Y alors, pour toutes fonctions f et g
définies respectivement sur X (2) et Y(2) :

(X)L g(Y). Fonctions . de variables
Si Xy, Xg,---, Xy, sont indépendantes, aléatoires indépendantes
alors, pour toutes fonctions f1, fo, -, fn,
fi(X1), fa(X2), -+, fn(Xn) sont indépen-

dantes.

St X1, X o, -+, X»n sont indépendantes, si f
et g sont des fonctions définies respectiv. sur
X1(Q)x.. xXp(R2) et Xp 11 () X.. x X (), Lemme des coalitions

alors f(Xq1,---,Xp) et g(Xpt1,---,Xn)

sont indépendantes.
Plus généralement, si X1, Xo,.., X, sont indépendantes et n = n1 + .. + nyp,
alors f1(X1,.., Xny)s f2(X 141, s Xng 405 )s oo Jp (Xn—n 41, .-, Xn) sontin-
dépendantes.
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La suite (Xn), N~ est une suite de variables aléatoires indépendantes et

identiquement distribuées (i.i.d.) lorsque c’est une suite de variables aléatoires
indépendantes telles que les X, suivent toutes la méme loi.

Ainsi, le jeu de pile ou face infini (on jette indéfiniment une piece en I’air et
on note le résultat) est modélisé par une suite 1.i.d. de variables de Bernoulli

% (%) (& sila piece est équilibrée).

Lois discretes usuelles

Soit p €]0, 1|, la variable aléatoire X de 2 dans N suit la loi géométrique de
parameétre p lorsque :
P(X=0)=0et
Vke N P(X =k)=p(1—pk1L

e X s’interprete comme donnant le rang du premier succes lors d’une succes-
sion illimitée d’épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p.

+o0 .
oSiX~Yp)etsike N,P(X >k)= > p(l—p~t=@1-pkt
Jj=k+1

La variable aléatoire X de §2 dans N suit la loi de Poisson de parameétre \ > 0
lorsque :

Loi géométrique X ~ ¥4(p)

VneN, P(X =n) =e 27, Loi de Poisson X ~ Z7())

—A )\n —+o00 6—)\)\71

: e pusSi NG
e Onabien:Vn €N, >0et )
n! n=0

—A
=e " ) — =1
n! n=p n!

e Si on considere une épreuve répétée un tres grand nombre de fois, avec une
probabilité de succes tres faible, A le nombre moyen de succes et X la variable
aléatoire qui compte le nombre de succes, alors X suit approximativement la
loi de Poisson de parametre A : la loi de Poisson est la loi des événements rares.

Espérance d'une variable aléatoire discrete

L’espérance d’une variable aléatoire discréte X a valeurs dans [0, +oco] est :
EX)= > zP(X=ux).
zEX(Q)
On adopte la convention x P(X = z) =0 siz = +oo et P(X = 400) = 0.

X, v.a.d. réelle ou complexe est d’espé-
rance finie lorsque la famille v.a.d. d'espépance finie ou
— 1
(z P(X = 2)) rex () &St sommable. Xel
Dans ce cas, sa somme est I’espérance de X.
Une v.a.d. d’espérance finie est dite centrée lorsque son espérance est nulle.
Pour X v.a.d. a valeurs dans N U {400} :

+00 Espérance d'une v.a.d. a
E(X) = le(X > n). valeurs dans N U {+o0}
n—
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e Pour p €]0,1[,s1 X ~ ¥ (p), E(X) = E ; Espérances des |lois
o Pour A > 0,5i X ~ Z(\), E(X) = \. usuelles
Théoréme de transfert

Si X est une variable aléatoire discreéte et f une application numérique définie
sur 'image X () de X, alors f(X) est d’espérance finie si et ssi la famille
{f(:z:) P(X = x)}xeX(Q) est sommable. Dans ce cas :

E(f(X))= ;ce%(:(sz) f(z) P(X = ). Formule de transfert

Linéarité, positivité et croissance de |I'espérance

Soit X et Y deux v.a.d. réelles d’espérances finies.

eVA e R AX +Y etdespérance finieet EAX +Y) = AE(X)+ E(Y):
I’espérance est linéaire.

e Si X > 0,alors: F(X) > 0: I’espérance est positive.

e En conséquence, si X < Y, alors E(X) < E(Y) : espérance est croissante.
Comparaison et espé-

Si|X|<YetsiY e L alors X € L. rance finie

Si X est positive et d’espérance nulle, alors v.a.d. positive d'espé-
(X = 0) est presque siir. rance nulle

Si X et Y sont dans L' et indépendantes, Espérance du produit de

alors XY est dans L1 et deux v.a.d. indépendantes
E(XY) = E(X)E(Y).

— Variance, écart-type d'une variable aléatoire discréte réelle

Si X2 est d’espérance finie (on dit X € L?), 2 1
o g L CL
alors X est d’espérance finie.

Si X et Y sont dans L2, alors XY est dans

Ltet: Inéaalité
galité de  Cauchy-
. E(XY)Z. S E(‘.XZ) .E(Y2)' Schwarz
[’égalité a lieu si et ss’il existe un réel ¢ tel
que (X + tY = 0) est presque sdr.

Si X € L?, on pose :

V(X) = BE(X?) - (B(X)) Variance de X

5 Formule de Koenig-
V(X) = E((X - E(X))) Huyghens

o(X) = /V(X) est appelé ’écart-type de X.

V(a,b) € R?, V(aX +b) = d®V(X).
Une v.a.d. est réduite lorsque sa variance vaut 1.
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X — B(X)

est centrée réduite.
o(X)

SiV(X) >0,
Si X ~ ¥(p), alors X € L?et V(X) =
1—p

p?
SiX ~ 2(\),alors X € L2 et V(X) = A

Covariance de deux v.a.d. réelles

Variances des loi usuelles

Si X et'Y sont L2, leur covariance est :
Cov(X,Y) = E ((X - E(X))(Y - E(Y))) .

Cov(X,Y) = Cov(Y, X) Symétrie de la covariance

Cov(AX + X', Y) = Bilinéarité de la cova-
ACov(X,Y)+Cov(X’,y) riance

Autre expression de la co-
variance

Si X et Y sont deux v.a.d. indépendantes, alors Cov (X, Y") = 0. Réciproque-
ment, si Cov (X,Y’) = 0, ondit que X etY sontdécorrélées, mais elles ne sont
pas nécessairement indépendantes.

Cov(X,Y) = E(XY) — B(X)E(Y).

Soit (X;)1<i<n une famille finie de variables aléatoires réelles de I?:

V(ZXi>_ZV(Xi)+ > (BXiX) - B(X)E(X)).
=1

=1 (i,5)€[1,n]?
i#£]
Siles X sont, de plus, deux a deux décorrélées :
n n -
)\ , Variance de la somme de
v (z; Xl) B z:zl V(X.). v.a.d. décorrélées

—_Inégalités probabilistes et loi faible des grands nombres ___
Si X v.a.d. positive d’espérance finie :
E(X fralita
Vt>0, P(X > 1) < (t ) Inégalité de Markov
Si X v.a.d. réelle telle que X € L?:

V(X) Inégalité de Bienaymé-
Tchebychev

Ve>0, P(X - E(X)| >¢) < =
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Si (Xn)p>1 est une suite i.i.d. de v.a. de va-

n
riance finie, si S, = Y X, m = E(X)
k=1
eto = o(X), alors, Ve > 0,
1 o2
P(Lsn]>e) < 2
n ne

1
Par suite, P (‘—Sn —m‘ = a) — 0
n n—-+o0o

Si X est une v.a. a valeurs dans N, alors le
rayon de convergence Ry de la série enticre

> P(X = n)t" est au moins égal a 1.

La fonction génératrice d’une v.a. X a va-
leurs dans N est :

+oo
Gx(t)=E(t*) = 2_)0 P(X =n)t"

La série entiere >, P(X = n)t" converge
normalement sur [—1, 1], donc G x est conti-
nue au moins sur [—1, 1].

Fonctions génératrices

Inégalité de concentration

Loi faible
nombres

des grands

t E] — RX,RX[

Continuité d'une fonction
génératrice

+00
Si X est une v.a. a valeurs dans N de fonction génératrice Gx (t) = > ant",
n=0

alors, pour tout n € N, P(X =n) = a,.

Si deux v.a. ont méme fonction génératrice,
alors elles ont méme loi de probabilité.

X admet une espérance si et ssi G x est déri-
vable en 1, et alors : E(X) = Gy (1).

X admet une variance si et ssi GG x est deux
fois dérivable en 1, et alors :

V(X) = G% (1) + Gx(1) - (GxD)°.
Si X et Y sont deux v.a. a valeurs dans N
indépendantes, alors :

Gx+y = Gx X Gy.

Si(X7,Xo, -+, Xn) est une famille de v.a.
indépendantes a valeurs dans N, alors :

n
Gi X :i]‘;[GXi

1=1
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La fonction génératrice carac-
térise la loi de la v.a.d.

Calcul de I'espérance a
I'aide de la fonction géné-
ratrice

Y

Calcul de la variance a
I'aide de la fonction géné-

ratrice

Fonction génératrice de la

somme de 2 v.a.d. indé-
pendantes

Fonction génératrice de la

somme de n v.a.d. indé-
pendantes
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Fonctions génératrices des lois usuelles

Sip€]0,1] et X ~ A(p), alors :
VteR, Gx(t)=1—p+pt.
Sin >2,p€]0,1[et X ~ %(n,p), alors :
VteR, Gx(t) = (1 —p+ pt)™
Si p €]0,1] et X ~ ¥(p), alors

1
Rx = T 1et
_jjo Fonctions  génératrices
Gx(t)= > p(1—p)" 1" des lois usuelles
n=1
_ pt
C1-(1—-p)t’
SiX ~ Z(N),alors : Rx = 400 et
400 e—>\>\'l’b
Gy (t) = =D gn A(t—l)‘
x (t) nZ::O - e

La théorie des probabilités, nest, au fond,
que le bon sens réduit au calcul.

Pierre-Simon Laplace
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Calcaicdifferenéiadiel

Equations différentielles linéaires
I désigne un intervalle de R, F un evn de dim. finie n sur K= Rou C.

Equations différentielles linéaires d'ordre 1

On considere I’équation différentielle linéaire (EDL) d’ordre 1 :

' = a(t).z + b(t) (E1)
ona: Il — L(E)etb: I — E sontdes applications continues. La fonction b
est appelée le second membre de (E1), x : [ — FE est 'inconnue.

On appelle équation homogéne associée a (F) I’équation différentielle :
= a(t).x (E1)
L’équation (E4) s’appelle alors I’équation complete.
Une solution sur I de (E1) est une application x : I — F dérivable et telle
que :Vt €1, 2’ (t) = a(t)(x(t)) + b(t).
Toute solution de (E7) sur I est de classe C sur I.

Si x1 (resp. x2) est une solution sur I de

2’ = a(t).w+ bi (1) (resp. of = a(t).x + b2 (2), Principe de superposition
alors, V (\, 1) € K% A1 + o est une so-
lution de 2’ = a(t).x + A by (t) + pba(t).

Forme matricielle : systéme différentiel linéaire

Soite = (eq,...,en) une base de E.

Notant ¥t € I, A(t) = Mate(a(t)) = (ai7j(t))l<i7j<n’ B(t) = (bi(t))1<i<n
la matrice-colonne de b(t) en base e, et enfin X (t) = (x;(t))1<i<n la matrice-
colonne de xz(t) en base e, (E1) se traduit par : X' = A(t)X + B(t); ou encore

par:

((21(t) =a11(O)z1(t) + - +arj(O)z () + -+ a1 (Oza(t) +01(t)

) = a1 (O () + -+ aiy (D) + - + asn(Oen(t) + b (0)

[ 2(8) = an g (01 (0) &+ + @y (D5 () + - + ann (Ozalt) + ba (1)
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Probléme de Cauchy

a, b, x étant définies comme ci-dessus, un probleme de Cauchy est un systeme
/ E—
So { r = a(t).x+b(t) , ol tg est fixé dans I et xq dans E.

z(lo) = o
x € CY(I, E) est solution sur I de Sj si et ssi
z € CO(I, E) vérifie : Forme intégrale d'un pro-
g bléme de Cauchy

Vtx@)Iwm+t (a(s)(z(s)) + b(s)) ds

EDL scalaires d'ordre n

On appelle équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n une équation du
type :
2™ a1 )2V a1z + a0 )z = b(t) (En)

out (ap,...,an—1) est un n-uplet d’applications continues de I dans K et b une
application de I dans K, fixés.
On appelle solution (sur I) de cette équation différentielle toute application
x : I — K n-fois dérivable dans I et telle que :
vt eI, (1) + an 1Oz @) + -+ ar ()2'(E) + ao (B)a(t) = b(t).
L’équation homogéne associée a SEn) est :
() Fan 1"V 4+ ez +ao)z =0 (Hn)

x est solution de (Ey) [resp. (Hn)] si et ssi la matrice colonne des dérivées

successivesde v : X = ( 5 o/ ... =1 )T est solution de 1’équation
différentielle linaire : X' = A(t)X + B(t), (resp. X' = A(t)X), ou
0 1
0
0 0 1 0
Vtel, At) = : 0 etB(t)= | :
: : : 5
0 e ... 0 1 b(t)
—ao(t) —a1(t) ... ... —ap—1(t)
Soit tp € Tet Xo = (xi)Ogign—l c K™ fixés.
Le systeme
(En) , Pb de Cauchy pour une
Vi € [0,n — 1], 2 (o) = z; EDL scalaire d'ordre n
est un probleme de Cauchy pour (Er, ).
Solutions d'une équation différentielle linéaire
Soita € C(I, £(E)), b € C(I, E). Soit (ty,z o) € I x E.
Le probleme de Cauchy
{ o ' =a(t)(z)+ bt Théoréme de Cauchy li-
° x(to) = o néaire

possede une unique solution sur 1.
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Bien noter les hypotheses de continuité sur les coefficients.
Soit A € C(I, Mn(K)), B € C(I, Mp,1(K)). Soit (o, Xo) € I x K".

Le probleme de Cauchy Adaptation du théoréme
{ o X' =A(t)X + B(t) de Cauchy linéaire aux
o X(t) = Xo systemes différentiels li-

possede une unique solution sur 1. néaires
Soit (ao,...,an—1) un n-uplet d’applications continues de I dans K et b une

application de I dans K. Soit (9, Xo= (z)1<i<n) € I X K™

Le probleme de Cauchy

o (E) Adaptation du théoréme
{ o Viel[0,n—1], z® (%) = z; g%r'grl'_e 2ux ED scalaires

possede une unique solution sur 1.

¢ Solutions de I'équation homogéne

L’ensemble S ;(H;) des solutions sur I de (H1) est un sev de C}(I, E) iso-
morphe a E. Plus précisément, étant donné ¢y € I, I’application de S;(Hy )
dans F, quia x € S7(H) associe z(ty ) est un isomorphisme.

En particulier dim S;(H) = n = dim E. Du fait de son interprétation matri-
cielle, une équation différentielle scalaire homogene d’ordre n admet un espace
de solutions de dimension n.

e Solutions de I'équation compléte

L’ensemble S; (E1) des solutions sur I de1’équation complete (£1) est un sous-
espace affine de I’espace C* (I, E), de direction Sy (H ). Plus précisément, si
est un élément fixé de S7(FE1), (i.e. une solution particuliere de (E1) sur I),
alors S7(F1) est le sous-espace affine : Sy (E1) = xp + S;(Hi).

On appelle systéeme fondamental de solutions de (H 1) (en abrégé SFS) toute
base (p1,...,pn) de 'ev S;(H1), i.e. toute famille libre (p1,...,0n) de n
éléments de Sy (Hy).

Exemple de ’EDL scalaire d’ordre 1 non normalisée :

a(t)z’ +b(t) z = c(t), ol a, b et ¢ sont dans C* (I, K)
On suppose de plus que a ne s’annule pas sur /. L’ensemble des solutions est
la droite affine =, + Vect (¢1), ou xj, est une solution particuliere de I’équation
complete et Vect (1) la droite vectorielle des solutions de 1’équation homo-

gene associée : o1 : t— e —A() ou A est une primitive sur [ de ¢t — C%.
Exemple de ’EDL scalaire d’ordre 2 non normalisée :

a(t) " +b(t) 2’ + c(t) = d(t), ol a, b, ¢ et d sont dans C (I, K)
On suppose de plus que a ne s’annule pas sur I. L’ensemble des solutions est le
plan affine x;, + Vect (1, ¢2), ol zp est une solution particuliere de I’équation
complete et Vect (41, p2) le plan vectoriel des solutions de 1I’équation homo-

gene associée.
__Exponentielle d'un endomorphisme, d'une matrice carrée __

(E, ] ||) étant un evn de dimension finie, £(F), muni de n’importe laquelle de
ses normes (équivalentes), est aussi un evn de dimension finie. On peut utiliser,
par exemple, ||| |||, la norme subordonnée a || || .
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L’exponentielle de o ¢ L(E) est I’endomorphisme de E somme de la série
n

a
absolument convergente | —.
n!

o e ad Exponentielle de I'endo-
exp(a) =e"= >, — morphisme «
n=0 "
M (K), muni de n’importe laquelle de ses normes (équivalentes), est un evn
de dimension finie.

L’exponentielle de A € M, (K) est la matrice de My, (K) somme de la série

n
absolument convergente y | —-.
n:

T A" E ielle de | -
A A" xponentielle de la ma
exp(4) = e” = =l trice carrée A
Si A = diag(ay,az,...,an), alors : Exponentielle d'une ma-

exp(A) = diag (exp(a1),exp(az),..,exp(ay)) trice diagonale

Les exponentielles de ma-

o _ _]_ .
SIBESREa B alors: trices semblables sont sem-

exp(B) = P~ exp(A)P. blables
Spectre de |I'exponentielle
Sp (eXp(A)) = {exp()\), A€ Sp (A)} d'Fl).lne matrice P

L’application exp est continue sur L(FE) (resp. My, (K)).

n An
En effet, la série de fonctions continues a +—> a—' (resp. A — —') définissant
n n

I’exponentielle est normalement convergente sur tout compact de £(E) (resp.
M n(K)).

o t — exp(ta) (resp. 1 : t — exp(tA)) est
dérivable sur R et :

VieR, o'(t) = aoexp(ta) Dérivabilité
(resp. ' (t) = Aexp(tA))
Si a et b sont deux endomorphismes de F tels Exponentielle d'une
que aob = boa,alors : somme ~ d'endomor-
exp(a + b) = exp(a) o exp(b) phismes qui commutent
Si A et B sont deux endomorphismes de £ Exponentielle d'une
telles que AB = BA, alors : somme de matrices qui
exp(A + B) = exp(A)exp(B) commutent
— Systémes différentiels homogéne a coefficients constants __
r_
On cherche a résoudre le probleme de Cauchy Ce { T = aﬁ:c) ,0u0 a €
z(tp) = o

L(E) etxy € E.
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Soite = (e1,...,en) une base de E. Notant A = Mat(a;e) € M, (K), X (¢)
et X les matrices-colonnes de x(t) et zg en base e, la traduction matricielle du
probleéme est :

X' = AX
o { iy,

Solution du probléme de

La solution sur R de C; est : Cauchy a base d'une EDL
t — exp ((t —to)a)(ap) d'ordre 1 a coefficients
constants
La solution sur R de C'; est: Solution du probléme de
t > exp((t — t0)A)Xo Cauchy matriciel
Si on suppose que A est diagonalisable et si (V71,...,Vy) est une base de

M, 1(K) formée de vecteurs propres de A, associés aux valeurs propres A1,.. .,
An . Les solutions de X’ = AX sur R sont les fonctions de la forme :

t 5 C1eMVy + ...+ CrentVy, dC_«':ls oll I_Ia lr)rlusnt:rice A est
iagonalisable
oit (Cy,...,Cn) €K™ g

Variation des constantes

On considere une équation différentielle linéaire scalaire homogene du se-
cond ordre :

a(®)" +b(t)z’ +c(t)x =0 (Hz)
ou a, b et c sont des fonctions continues sur / a valeurs dans K.
Si I est un intervalle sur lequel a ne s’annule pas, I’ensemble S7 (H2 ) des solu-
tions sur I de (Hz2) est un sev de dimension 2 de C?(I, K).

On rappelle qu’un systéeme fondamental de solutions (SFS) de Ho est une base
(p1,p2) de S;(H2) du plan vectoriel des solutions de (Hy) sur I.

Le wronskien de deux solutions sur I, f1 et fa, de I’équation homogene (H2 )
est la fonction définie sur I par :

vee Lu() =| P B0 | = 1o - £o4e.

Si (f1, f2) est un couple de solutions de (Hs) sur I, alors le wronskien w de ce

couple est solution sur I de : a(t)w’ +bw = 0.

Soit (f1, f2) un couple de solutions de (H) sur I, intervalle sur lequel a ne
s’annule pas. Les assertions suivantes sont équivalentes :

T o ©=(p, ) est un SFS de (H2)  gapactérisation d'un SFS
e Jtg €I tel que w(ty) #0 par le wronskien
e Viel, w(t)£0

On considere une équation différentielle linéaire scalaire du second ordre :
at)z” +b(t)x’ + c(t)x = d(t) (Ey)

ou a, b, c et d sont des fonctions continues sur / a valeurs dans K.
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Soit (f1, f2) un SFS de (H2) sur un intervalle I sur lequel a ne s’annule pas.

Soit f une application de classe C? sur I. Alors
f estsolution de (E2) ssi f = Afi+uf2ou et u sont deux fonctions de classe

¢! de I dans K qui vérifient pour tout ¢t € I :

N L)+ i/ (t) f2t) = %(t) Méthode de variation des
NG+ @) f5) = 5 constantes

Calcul différentiel

Dans ce chapitre, on étudie des applications f définies sur un ouvert {2 de E a
valeurs dans F', ou E et F' sont des evn de dimensions finies.

Dérivée suivant un vecteur, dérivées partielles
Soit a € Q et v un vecteur non nul de F. 2 étant un ouvert, il existe § > 0 tel
que:Vte] -6, a+tve .
On pose alors, pour ¢ €] — 6,0[, po(t) = f(a + tv).
Si @4, fonction réelle de la variable réelle t,

est dérivable en 0, on dit que f admet une dé-
rivée suivant le vecteur v en a que [’on note Dérivée en un point sui-

Dy f(a). Onadonc : vant un vecteur
Dy f(a) = lim L0 = f(a)
t—0 t

Si f admet une dérivée suivant le vecteur v en tout point a € €2, I’application
Dy f de Q) dans F qui, a tout a, associe D, f(a), est la dérivée selon le vecteur
vde f.

Soit e = (e1,...,en) une base de F, si (z1,...,xn) est le n-uplet des coor-
données du vecteur = dans cette basse fixée, on identifie usuellement f(x) et

f(:Cl,...,.CCn).

f admet une dérivée partielle en a par rapport a la j-iéeme variable lorsque f
admet une dérivée en a suivant le vecteur e, j-iéme vecteur de la base cano-

nique de RP. Cette dérivée partielle est notée of (a), parfois 0; f(a).

O
—f(a ag) = f(al +t,a2) — fla1,a2)
ox 1, &2 t—>0 t dcas d'u.nebl fonction de
ﬁ(al,GZ) = lim flai,a2+1t) — f(a1,a2) deux variables
dy t—0 t

Différentielle

Soit a € Q. On dit que [ est différentiable en a lorsqu’il existe une application
linéaire df(a) € L(E, F) telle que :

h—>0
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Cette application est alors unique, on ’appelle la différentielle de f en a ou
application linéaire tangente a f en a. Elle vérifie :

_ Développement limité a
fla+h) = fla)+df(a)h) + hio(h)' I'ordre 1 de f en a

Lorsque F=F =Retf:QCR— R,ona:
f est différentiable en a € €2 ssi elle est dérivable en a et dans ce cas, df(a) €
L(R) est I'homothétie de rapport f'(a) :

Vh € R, df(a)(h) = f'(a)h Cas d'une fonction réelle

Soit f1, f2,--- , fp les applications coordonnées relativement a une base de F’
d’une application f de RP dans R".

f est différentiable en a si et ssi toutes les f; le sont.

Si f est différentiable en a, alors, pour tout v non nul de F :

fla+tv) — fla) o(tv)
" _df(a)(v)-i-T E) df(a)(v)

Si f est différentiable en a, alors f est conti- [ .a différentiabilité entraine la
nue en a et dérivable en a selon tout vecteur, continuité et la dérivabilité
avec, de plus, df(a)(v) = Dy f(a) . suivant tout vecteur

f est différentiable sur Uouvert <) lorsqu’elle est différentiable en tout point
de ). L’application qui, a tout a € €}, associe la différentielle en a de f, est la
différentielle de f sur (). Elle est notée df.

e Si f est constante sur 2, alors f est diffé-

e Si f € L(E,F), alors f est différentiable P
surQetdf = f.

Lien entre différentielle et dérivées partielles

p af Expression de la différen-
df(a)(h) = Dpf(a) =) hja—xj(a) ggygesl\l é‘saide des dérivées

Si Q est un ouvert de R™ et si f est a valeurs dans R?, la matrice jacobienne
de f en a est la matrice de df(a) dans les bases canoniques.

Jy(a) =
o) gi@ - gl o
%:%(“) %i_;(a) gxi(“) %agrlce jacobienne de f
e op R
L@ @ o 3@

Cas des fonctions réelles définies sur FE euclidien

On suppose que E est un espace euclidien. Soit f : 2 — R diffférentiable en
a € €. Il existe un unique vecteur de E, noté V f(a), tel que :
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df(a)(h) = (Vf(a)lh) Gradient de f en a
p
Sie = (Q) L<icp EStUNE base orthonormée de E, df(a)(h) = > %‘f_(a)hi.
NI Z:l 7
En ce cas,
_of of Expression du gradient en
Vila) = Oz (a)er +--- + Oy (@)ep base orthonormée

SiVf(a) # 0, Vf(a) est positivement coli- Interprétation géomeé-
néaire au vecteur unitaire selon lequel la dé- trique du gradient
rivée de f en a est maximale.

Opérations sur les applications différentiables

Si fetg:Q — F sont différentiables en a € Q, et (A, n) € R% Af + pg est
différentiable en a et :

Combinaison linéaire d'ap-
d(Af + ug)(a) = Adf(a) + 1 dg(a) plications différentiables

Soit M une application p-linéaire de sur F1 x ... X Fp et f1,fo,...,fp P
applications différentiables sur €2 a valeurs respectivement dans les F'; alors
M(f1,..., fp) est différentiable sur €2 et pour tout a € 2, on a :

d[M(fl77fp)](a) =

P Différentielle de

> M(fi(a),...,dfi(a),...,df ya)) M(fi,-- fp)

=1

Soit f définie sur I’ouvert {2 de E a valeurs dans I’ouvert V' de F', différentiable
en a € Q, et gde V dans G, evn de dim. finie, différentiable en f(a). Alors
g o f est différentiable en a, et :

d(go f)(a) =dg(f(a)) odf(a) Reégle de la chaine

Dérivée le long d'un arc

Si ~ est une application définie sur I'intervalle I de R, dérivable en ¢, si f est
différentiable en «(t), alors f o -y est dérivable sur ¢ et :

(f o) (1) = df(v(£))( (1))
Si~’(t) n’est pas nul, d f((t))(7(t)) dirige la tangente a la courbe paramétrée
par foyen f(v(t)).

Cas particulier :si v(t) =z +tV,ouz € Qett € Itelquez+tV € Q, V
dirige la tangente a la courbe paramétrée par ¢t — f(z + tV).

Régle de la chaine
Soit f définie sur I'ouvert U de F, a valeurs dans 1’ouvert V' de F', différen-

tiable en a € U, et g une application de V dans G, espace normé de dimension
finie sur R, différentiable en f(a). Alors g o f est différentiable en a, et :
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Matrice jacobienne d'une
Tgo) (@) = Jg(f(a)) x J (a) composée

En égalisant les coefficients de cette égalité matricielle, on obtient pour tout
couple (4,7) € [[Lm]] x [1, p],
A(gi o f) 8% 5fk Regle de dérivation en
b @ =2 (M) gE@ S

Lorsque f : t +— (fl(t), . .,fn(t)) € Cl(I, V),ouV estunouvertde R" et g €
Ct(V,R™), alors gof € C1(I,R™)etVt € I, (gof)( z Ro(®) FE(£(1)).

Fonction de classe ¢!

On dit que f est de classe C* sur Q lorsque f est différentiable sur Q et sa
différentielle d f est continue sur Q.

f est de classe C* sur I’ouvert € si et ssi les L
dérivées partielles de f relativement 2 une Garactérisation c{es fonc-
base de E existent en tout point de Q et sont tions de classe C

continues sur §2.

Les fonctions de classe C* de U dans F forment un R-ev, noté C*(U, F).

_____Opérations algébriques sur les fonctions de classe ¢! _____

Soit f,g : U — F deux applications de classe C* sur I’ouvert U. Alors, pour
tout (X, ) € R?, 1a fonction \f 4 pg est de classeC! sur U.

Combinaison linéaire d'ap-
d(Af + pg)(a) = Adf(a) + p dg(a) plications de classe C'

Soit f: U — Fetg:V — G declasse C! telles que f(U) soit contenu dans
’ouvert V. Alors g o f estde classe C! sur U.
_ Composition d'applica-
d(go f)(a) =dg(f(a)) ocdf(a) tions de classe (!
Si f,g: U — R sont deux fonctions de classe C' sur ’ouvert U, alors f g est

de classe C' sur U.

d(fg)la) = f(a)dg(a) +g(a)df(a) rl?gglcli;sitde ggssefg?ctions

Si f est une application de classe C! de U dans F, si ~ est une application de
classe C! de [0, 1] dans U avec v(0) = a et v(1) = b, alors :

Accroissement d'une

1
f) — f(a) = /0 df(v(¥)) (7 (#)) dt fonction de classe C*

Soit f une fonction de classe C ! sur un ouvert U connexe par arcs. Alors f est
constante sur U si, et seulement si: Vx € U, df(z) = 0.

275

Mathématiques



Vecteurs tangents a une partie d'un evn de dim. finie

Soit X une partiede E, x € X. v € E est dit tangent a X en x lorsqu’il existe
e > 0 et un arc «y défini sur | — e, €[ dérivable en 0 a valeurs dans X, tels que

7(0) = z et v'(0) = .
Notation : 7; X désigne I’ensemble des vecteurs tangents a X en x.

Si g est une fonction numérique définie et de classe C L sur ouvert Q de E, si
x € X et dg(zx) # 0, alors T X est égal au noyau de dg(x).

Cas particulier :
Soit E un espace euclidien, U un ouvert de F, f : U — R une fonction diffé-
rentiable, k € f(U), X = {M € U / f(M) = k} laligne de niveau k de f.

Pour chaque point = de X, les vecteurs tangents a X en x sont orthogonaux au
gradient de f en x.

Exemple : Soit U un ouvert de R et f : U — R différentiable. On appelle
surface d’équation > = f(x,y), la partie de R3 :

X ={(=z,y, f(z,y), (z,y) €eU}.

Soit (zg,y0) € U, zo0 = f(zo,y0) et My = (x9,¥y0,20) € X. Les vecteurs

1 0
tangents a X en My sontlesa of 0 +b | af 1 ,(a,b) €
55 (0, 50) a—y(wo,@o)

R2. Le plan tangent 2 X en My est le plan d’équation cartésienne :
7~ 20 = (X —20) 5 (@0,0) + (¥ = ) 520, 0.

Optimisation du premier ordre

e La fonction f admet un maximum local (respectivement un minimum local)
au point a de U lorsque : 3r > 0 tel que : Vx € B(a,7) NU, f(x) < f(a)
(respectivement Ar > 0 tel que : Vx € B(a,r)NU, f(x) = f(a)).

Dans ce cas, le maximum local (respectivement minimum local) est le réel f(a).
e La fonction f admet un extremum local au point a de U si f admet un mini-
mum local ou un maximum local au point a.

Soit f une fonction définie sur un ouvert U, a valeurs réelles.

Si f admet un extremum local en a« € U et Condition nécessaire d'op-
est différentiable en a, alors df(a) = 0 timalité

(df(a) = 0 correspond a 1’annulation de toutes les dérivées partielles.)

Soit f : U — R. Un point a de U tel que f est différentiable en a et df (a) = 0
est un point critique de f.

Si f est une fonction numérique définie sur
I’ouvert €2, si X est une partie de 2, si la res-
triction de f a X admet un extremum local en
x et si f est différentiable en x, alors df(x)
s’annule en tout vecteur tangent a X en .

CN d'optimalité locale sur
une partie
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Si f et g sont des fonctions numériques dé-

finies et de classe C' sur I'ouvert Q2 de E, si

X est ’ensemble des zéros de g, siz € X Théoréme d'optimisation
et dg(x) # 0 etsi la restriction de f a X ad- sous contrainte

met un extremum local en z, alors df(z) est

colinéaire a dg(x).

Remarque : lorsque E est euclidien, sous les mémes hypotheses, si la res-
triction de f & X admet un extremum local en z, alors V f(z) et Vg(z) sont
colinéaires.

Dérivées partielles successives

Soit U un ouvert de R", f : U — F une application. Soit a € U. Soit

(i1,...,i5) € {1,...,pY. On dit que f admet une dérivée partielle k-iéme
en a par rapport aux variables x; , ..., x; successivement lorsque :
of 0 of o 6] af ; ;
L dx;, > Dxqy ( Dz, ) v Bm, (8:6%_2 ( R ( 3$i1) .- )) existent SUr un voi-
sinage de a;
0 0 of .
¢ c’)ka (axik_l ( o (81:i1) o )) (a) existe.
) ) of oFf
Alors e -+ ))(a) est noté (a), et
(9.I'Z'k (633ik_1 ( (6%) )) 8l’ikaxik_1 ---(9.%1
appelé la dérivée partielle k-ieme de f en a, par rapport aux variables z; , ..., x;
successivement.
. orf o
La fonction a +— (a), définie éventuellement sur une par-
Ox;, Oz | --- 0z,
tie de U, est la dérivée partielle de f par rapport aux variables x; ,...,x;,

successivement.
Soit U un ouvert de E. Soit f : U — F une application.

e Soit k > 1. On dit que f est de classe C* sur ’ouvert U lorqu’elle admet des
dérivées partielles successives sur U, jusqu’a I’ordre k inclus, par rapport a
toutes les variables et ces dérivées partielles sont continues sur U.

e On dit que f est de classe C° sur U lorsque f est de classe CF surU pour
tout k € N*.

Soit k£ > 2. L’application f est de classe C* sur U si et ssi elle est de classe C*
sur U et ses fonctions dérivées partielles sont de classe C =1 qurU.

La fonction f : U — F estde classe C ¥ sur U si et ssi chacune de ses applica-
tions coordonnées est de classe C* sur U.

Soit f,g : U — F deux applications de classe c® sur I'ouvert U. Alors, pour
tout (A, 1) € R?, la fonction \f 4 ug est de classe cF sur U.

L’ensemble C*(U) des fonctions de classe C ¥ sur U a valeurs dans R muni de
I’addition, de la multiplication par un réel et de la multiplication des fonctions,
est une R-algebre commutative.
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Soit f: U — Fetg:V — G declasse C* telles que f(U) soit contenu dans
’ouvert V. Alors g o f estde classe C* sur U.

Soit U un ouvertde E, f € C3(U, F) sur U. Alors, en tout point a de U :

9%f  O*f

Théoreme de Schwarz

Optimisation : étude au second ordre

Soit U un ouvert de R™. Soit f : U — R de classe C2. Soit a € U. On appelle

matrice hessienne de f en a la matrice Hy (a) = (%%(a /|

)) 1<i,5<n
découle du théoréme de Schwarz que Hy (a) est une matrice symétrique réelle.

Soit U un ouvert de R™. Soit f : U — R une application de classe C2. Alors :

Vo e U, f(z +h) = f(z) +df().h+ -;<Hf ()., h) + o[ 2)

= f(x)+(Vf(z),h)+ %(Hf(x).h, hy+o(||h]|?), autrement

dit
fw+h) = f(@)+Vf() Th+ ST Hz)h
+o(|hl1?).

Soit f : U — R une fonction de classe C2 sur 'ouvert U de R%2 et a € U. On
0%f f 0% f
W(a), t = W(a) et s = 6w8y
de fenaest Hy(a) = (g 7 ) et la formule de Taylor-Young s’écrit : lorsque
h = (h1, hg) tend vers 0 de sorte que a + h € U, alors

Formule de Taylor-Young

note : r = (a). Alors la matrice hessienne

Sl 18) — @) 0 k-5 ({32 )oY )

Soit f une fonction de classe C % sur un ouvert U de R, z € U.
1) Si f admet un minimum local [resp. maximum local] en z, alors x est point

critique de f et H ¢(x) € SiH(R) [resp. —Hy(x) € ST R)].
2) Si z est point critique de f et si H ¢(z) € ST (R) [resp. —H(z) €

ST Jr(R)] alors f atteint un minimum local strict [resp. maximum local strict]
en .
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. __Mécanique
Meécanique d

Référentiels non galiléens

Axe instantané de viration

C’est un axe A parallele au vecteur rotation instantanée du solide o (par

rapport au référentiel R). En tout point de A la vitesse est colinéaire a o.A
est le lieu des points de vitesse minimum du solide.

Physique-Chimie

Relation de Varignon

C’est la relation de changement de point du torseur cinétique.

. A et M deux points du solide

Vi =Vt oANAM - — .
M4 v, et v,, leurs vitesses

Mouvement instantané

—

v, vitesse de glissement le long de I’axe
Vi =V +to AOM instantané de viration A

o AOM terme de rotation autour de A

Mouvement de rotation pure autour d’un axe fixe
- \A=(Oz)

w=0e =fe, v =0 AOM !
B — H
Accélération : a =a,(M)=-w> HM / C@
A axe fixe passant par une origine O fixe 4 .
d’un référentiel P N Pt
H projeté orthogonal de M sur I’axe A 34’57 : .

X : ¢
&

Mouvement de translation

AM = cte , ®=0 A et M deux points du solide, \a et E leurs

Vig =Vy, Gy =dy vitesses, a, et a,, leurs accélérations
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Loi de composition des vitesses

\Z(M )a/q Vitesse

V(M) g =v(M) g +ve(M)
(M) g =v(M)g +Ve(M) g /a d’entrainement de M

Cas d’une translation de Q' par rapport a R ;;(M)gy q = o 0)q

’ . Ve(M)gr g =Qaa AOM
Cas d’une rotation

autour d’un axe fixe contenant O’ Qz/q vecteur rotation de

R'par rapport a R

Loi de composition des accélérations

a(M)g =a(M)g +aM)g g +a(M)gyq
E (M )35 accélération d’entrainement de M
Cas d’une translation de R’ par rapport a R aj(M Vo' /q = ZI(O')Q{
a,(M)g: /5. =~ HM

o vitesse angulaire
H projeté de M sur I’axe

Cas d’une rotation uniforme
autour d’un axe fixe

Cas général
— -, — — —— dQs/a ——
a,(M)g /g = a(O)g + Qa/a A (ng'/gz A 0M)+ 4 ANO'M
R

ZC(M )q ,q. accélération de Coriolis (ou complémentaire) de M

a. (M) g 15 =2 Qa2 AV(M )y Qa'/q vecteur rotation

Formule de dérivation dans un triedre mobile

K  vecteur quelconque, R référentiel

« absolu » rapporté a (O,ex,ey,ez), R

dK| _dK| & o . D

— =—— +Qava AK référentiel «relatif »  rapporté  a

dt lg  dt g R . _
(0’,ex/,ey',ez/), Qq'/q vecteur rotation

instantanée de R'par rapport a R

Composition des vecteurs rotation

—_—

Q;/; vecteur rotation du référentiel i par

Qan = Q20 + Qon Iy S
rapport au référentiel j
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dv —
m— :Rext+fie+fic
dtlg
dp .
Bl =R+ St L
dz lg

—

dli - - —
=9 Aext +%Aie +%Aic
dt g
dE, -
:@X +EP i
i, =Tt olA)

Eper (M) = = moo? H

PrFD dans un référentiel non galiléen

TMc dans un référentiel non galiléen

TECc dans un référentiel non galiléen

Energie potentielle centrifuge

Cas d’un point matériel de masse m et de

vitesse v dans R'non galiléen

R.. résultante des forces extérieures,
fie =—-ma,, fi.=-ma, forces d’inertie

d’entrainement et de Coriolis
Cas d’un systtme de quantité de

mouvement p, R, résultante des actions
extérieures (forces et couples), fi., f.

forces d’inertie totales

L4 moment cinétique du systeme en A4
(fixe dans R), M 4o Moment résultant en

A des actions extérieures, Muie, Maic
moments en ce méme point des forces
d’inertie d’entrainement et de Coriolis

E. énergie cinétique du systéme
9. puissance des actions extérieures

@(E) puissance des forces d’inertie

d’entrainement (la force d’inertie de
Coriolis ne travaillant pas)

E, énergie potentielle centrifuge dont

dérive la force d’inertie d’entralnement
(centrifuge) pour une rotation uniforme a
la vitesse angulaire ®

H projeté de M sur I’axe de rotation
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TEM et énergie potentielle centrifuge

E. énergie mécanique, £, énergie cinéti-
E(M)z=E (M), +E,(M) que, E, énergie potentielle totale incluant

d £, —gne E,; ¢énergie potentielle centrifuge, 95§

ds puissance des actions non conservatives

__ Variation du champ de pesanteur entre pole et équateur __

§(M ) champ de pesanteur en un point M

de la surface terrestre

G constante de gravitation, Mrtere , Rrere

2 )
Terre masse et rayon de la Terre, ® vitesse

angulaire de la Terre, H projeté¢ de M sur

§(M)z—G%e_;+m2W

I’axe des pdles, e, vecteur unitaire radial

Contact entre deux solides

Actions de contact entre deux solides

R=Ry+R;
R résultante des actions de
contact entre le solide S; et le
solide S> ramenée au point de
contact /

IT plan commun tangent aux

deux solides en contact ;

R, composante normale de R

—_

R; composante tangentielle deR dite de résistance au glissement

Vitesse de glissement une roue et le sol

V—g :;Sl 5, :;11 5, 1,8, et I, €S, points appartenant a S| et

- - $2 coincidant avec le point de contact / a
ZVIIESI/R _VIZESQ/R ljinstant t

—_—

v, €1l Propriété de la vitesse de glissement

282



Condition de roulement sans glissement

v—g =0 Nullité de la vitesse de glissement

Lois de Coulomb sur le frottement sec

Loi du frottement statique

Rl <u [Ry . :
HRT ” = Hs HRN H 1, coefficient de frottement statique

HITT H =Hd "H‘l Lois du frottement dynamique

— — _— = - coefficient de frottement dynamique
RT’Vg<O, RT/\Vg:O ud y qu

En pratique, on peut considérer py ~ p, (coefficient de frottement, noté p).

Cone de frottement

& e gt
W =p =tan(d) = 9
N

—_—

e, vecteur unitaire

=0
normal a II, ¢ angle / /ll / //l
s2

o) p< O

entre la réaction R et
. _ 2
e,, ® demi-angle au

sommet du cone Muglissement  En Pafsenedelgligléssement

Puissance des actions de contact

En I’absence de glissement : @ .c =0

_— —

Rontact = Rr * v, Au glissement: @ .. <0, dissipation
d’énergie mécanique

Donnez-moi un point fixe et un levier
et je souleverai la Terre.

Archiméde
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. El ctromaﬁg%tisme

Electromag

sme

Champ électrostatique

__ Champ électrostatique créé par une distribution discréte__

R ——

47‘580 PM3
— - PM
EM)=——$" 44
4me o~ BM>

dg (P)=p(P)dt(P)

dg(P)= o(P)dS (P)

dg (P)=MP)d((P)

dg=pdt=0cdS=2Ard/

Distributions continues de charges

Plans de symétrie

Champ créé en M par une charge ponctuelle
q placée en P, & permittivité du vide

Champ créé en M par des charges ponctuelles
giplacées aux points P;

Distribution volumique :
dt(P) volume ¢Elémentaire contenant la

charge dg(®P) en P, p(P) densité volu-

mique de charge en Pen C-m™

Distribution surfacique :

dS(P) surface ¢élémentaire de charge
dg(P) en P, o(P) densité surfacique de

chargeen Pen C-m™

Distribution linéique :

d/ ¢élément de longueur de charge d g(P) en
P, M(P) densité linéique de charge en P en
C-m™!

Correspondance entre les distributions

Un plan II est plan de symétrie d’une distribution de charges si tous les
couples de points symétriques par rapport a I1 portent les mémes charges.
Ce plan est alors aussi un plan de symétrie pour le champ électrostatique :

pour M et M’ symétriques, E(M') est le symétrique de E(M) .

En particulier, si M appartient a un plan de symétrie, le champ E(M ) est

parallele a ce plan.
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Plans d’antisymétrie

Un plan IT" est plan d’antisymétrie d’une distribution de charges si tous les
couples de points symétriques par rapport a I1” portent des charges opposées.
Ce plan est alors aussi un plan d’antisymétrie pour le champ électrostatique :

pour M et M’ symétriques, E(M ") est I’opposé du symétrique de E M).
En particulier, si M appartient a un plan d’antisymétrie, le champ E(M ) est

orthogonal a ce plan.

Invariances

Si la distribution de charges est invariante par translation selon un axe, le
champ D’est aussi : il ne dépend donc pas de la coordonnée le long de cet axe.
Si la distribution de charges est invariante par rotation autour d’un axe, les
composantes du champ le sont aussi: elles ne dépendent donc pas de la
coordonnée angulaire qui définit la rotation autour de cet axe.

La symétrie cylindrique d’axe A est I’invariance a la fois par translation
parallelement a A et par rotation autour de A.

La symétrie sphérique de centre O est I’invariance par toute rotation autour
de tout axe passant par le point O.

Lignes et tubes de champ

Ligne de champ : courbe tangente au champ électrique en tout point. Un plan
de symétrie contient entiérement une infinité de lignes de champ. Un plan
d’antisymétrie est orthogonal aux lignes de champ en chacun de ses points.

Equation d’une ligne de champ : E(M ) /\d;(M ) =0 , d;(M ) élément de la

ligne de champ au point M explicité dans le systéme de coordonnées adapté
aux symétries du probléme.

dr(M)
ligne de champ W

EM)

tube de champ

Tube de champ : surface formée par ’ensemble des lignes de champ
s’appuyant sur une courbe fermée.

Théoreme de Gauss

E (M) champ électrostatique, n vecteur uni-

(ﬂS E'( M)-d sn :& taire normal sortant d’une surface fermée X,
z €0 ds élément de surface de X, Qint charge totale
a I’'intérieur de X, g0 permittivité du vide
Conséquence : le champ ¢lectrostatique créé a 1’extérieur d’une distribution a
symétrie sphérique est le méme que si la charge totale était placée au centre.
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Formulation locale du théoreme de Gauss

vV.E=2L ou divE=L Equati_or} de Ma?cwell-Gauss
€ € p densité volumique de charge

Théoréme de Gauss gravitationnel

g (M) champ gravitationnel, n vecteur uni-

(ji S(M)-d sn=-4nGM,, taire normal sortant d’une surface fermée X,
z ds élément de surface de X, Min masse totale
a ’intérieur de Z, G constante de gravitation
Conséquence : le champ gravitationnel créé a 1’extérieur d’une distribution a
symétrie sphérique est le méme que si la masse totale était placée au centre.

Potentiel électrostatique

Relations entre champ et potentiel
Relation locale

E(M ) =—gr71V(M ) E (M) et V(M) champ et potentiel électro-

statiques au point M

B
j EM)-dl =V (4)-V (B) Circulation conservative du champ de 4 a B
4

Topographie

Surface équipotentielle : ensemble des points ou le potentiel a la méme
valeur. En un point ou une ligne de champ et une surface équipotentielle se
coupent, elles sont orthogonales ; en particulier, un plan d’antisymétrie est
toujours une surface équipotentielle.

_ Potentiel électrostatique créé par une distribution discréte__

V(M)= q Potentiel créé en M par une charge ponctuelle
4mey PM g placée en P, g permittivité du vide
V(M) = 1 di Potentiel créé en M par des charges
dne) < PM ponctuelles ¢g; placées aux points P;
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Equations locales de Poisson et de Laplace
Equation de Laplace dans le vide local

V2 =
AV=V¥=0 V potentiel électrostatique
AV+L 0 Equat.iorn de Pqisson
€ p densité volumique de charge

Energie potentiel électrostatique

Q2
=
Energie potentielle d’interaction 5
. . dE, — Forces intérieures conservatives entre M et o
Fioo=—Fy, =— AR >
o2 e dr " M telsque MM, =re, o
0
E —_ Gmym, Cas d’une énergie potentielle d’interaction E‘
1 y gravitationnelle, m1 et m2 masses de M et M (a

g = 9% Cas d’une énergie potentielle d’interaction

4deyr ¢lectrostatique, g1 et g2 charges de M1 et M>

__Energie potentielle d’'une charge dans un champ extérieur __
E, (M) ¢nergie potentielle d’une charge ¢

dans un potentiel V(M). OW  travail

Ep (M) =qV (M) ¢lémentaire de la force de Coulomb lors d’un

SW=-qV(V)-dr=-dE,
Wpe=qWV,~Vg)=qU W, travail sur un trajet fini 4B ou

petit déplacement dr de la charge ¢ en M

U=V,-Vy est la différence de potentiel
entre 4 et B

Condensateur plan idéal

E = _QZ — —g; E champ uniforme entre les armatures
z z r1° 7 . .
e €S (modélisées comme des plans infinis).
z. +0 QO charge d’une armature, U tension,
A L, . .
et €o permittivité du vide, S aire des armatures,
B e |U e écartement entre les armatures
ﬁ — e. vecteur unitaire orthogonal aux armatures
SoS e
C=—— C capacité du condensateur
e
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Dipole électrostatique

Modéle du dipéle électrostatique

Un doublet €lectrostatique est constitué de deux charges —¢q et +g immobiles,
séparées par une distance a. On le qualifie de dipole électrostatique si on
¢tudie ses effets a grande distance (7> a).

Plus généralement, ce mod¢le décrit les propriétés a grande distance de toute
distribution dipolaire, c’est-a-dire dont la charge totale est nulle et dont les
barycentres de charges positives (P) et négatives (N) sont distincts.

Moment dipolaire

o NP P position de la charge positive +¢g
pP=dq N position de la charge positive —¢

___ Potentiel et champ créés par un dipéle électrostatique

cosb  pe
V(M) = 4 = 4 @2
drey - 4meyr

_ p-OM

4ne  OM 3

E(M)= p(2cosbe, +sinfe;) (3(p-e) e ) _ (3( - 01) 0¥ - OM*p)

47[80 7"3 47'[80 l"3 47[80 02\45

Forme des lignes de champ et équipotentielles

. ) Ligne de champ
Equipotentielle
- -~ -""""‘\M
Pt >< E(M)
/
A 3 \\
h { { e 1 }
i

Perpendicularité entre les équipotentielles et les lignes de champ. Tracé
valable a grande distance du point O pour assurer la validit¢ de ’appro-
ximation dipolaire (zone centrale non représentée).
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__Action d’'un champ électrostatique extérieur sur un dipdle __
=== Moment des forces électrostatiques (en O, ou

=pA L= .
. en tout point si £ est uniforme)

La résultante (somme des forces) est nulle si le champ E est uniforme.
Elle est non nulle s’il n’est pas uniforme : apres s’étre orienté selon le champ,
le dipole a alors tendance a dériver vers les régions de champ plus fort.

- = Energie potentielle d’un dipéle rigide dans un

champ E extérieur

Champ magnétostatique

Courant électrique dans un conducteur

Physique-Chimie

J vecteur densité volumique de courant

F=ngv =p 5 n densité¢ volumique de porteurs de charges
- “Fm

mobiles (charge g, vitesse moyenne 17)
pmdensité volumique de charges mobiles
I = II Jj-ds I intensité du courant a travers une surface S
s

Distribution surfacique de courant

Cas limite d’une réalité¢ volumique ou les courants sont répartis sur une petite

¢épaisseur a avec une densité volumique de courant j, la densité surfacique

correspondante est, si la distribution est uniforme, }'S = lirr(l) (}'a) .
a —>

Distribution linéique de courant

C’est la limite d’une réalité volumique « filiforme » lorsque sa section tend
vers z€ro. La densité lin€ique de courant n’est autre que 1’intensité dans le fil.

Equivalence entre les distributions

Les ¢léments de courant dans les descriptions volumiques, surfaciques et

linéiques sont liés par : dc =}'dr = } gdS = Idi .
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Plans de symétrie

IT est un plan de symétrie d’une distribution de courant si tous les couples de
points symétriques par rapport a I1 sont traversés par les mémes courants.
Ce plan est alors un plan d’antisymétrie pour le champ magnétostatique :

pour M et M’ symétriques, B(M") est I’opposé du symétrique de B(M) .
En particulier, si M appartient a un plan de symétrie du courant, le champ

E(M ) est orthogonal a ce plan.

Plans d’antisymétrie

IT" est un plan d’antisymétrie d’une distribution de courant si tous les couples
de points symétriques par rapport a I1* ont des courants opposés.
Ce plan est alors un plan de symétrie pour le champ magnétostatique : pour

M et M’ symétriques, E(M ") est le symétrique de E(M ).
En particulier, si M appartient a un plan d’antisymétrie du courant, le champ

B(M) est paralléle a ce plan.

Invariances

Si la distribution de courant est invariante par translation selon un axe, le
champ D’est aussi : il ne dépend donc pas de la coordonnée le long de cet axe.
Si la distribution de courant est invariante par rotation autour d’un axe, les
composantes du champ le sont aussi: elles ne dépendent donc pas de la
coordonnée angulaire qui définit la rotation autour de cet axe.

Théoréme d’Ampeére

E(M ) champ magnétostatique, d¢ élément
(JS B-di= wol, de longueur du contour fermé C
c

¢ intensité totale des courants enlacés par C
po perméabilité du vide

Formulation locale du théoréme d’Ampére

- - . - Equation de Maxwell-Ampére statique
VAB =) ourotB =1, j / densité volumique de courant

Conservation du flux du champ magnétostatique

unitaire normal sortant d’une surface fermée
2, ds élément de surface de
Conséquence : les lignes de champ magnétostatique sont toujours des courbes
fermées (ou des droites).

_ - E(M ) champ magnétostatique, n vecteur
Cﬁ.) B(M)-dsn=0
b
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Champ d’un fil rectiligne infini

M point de I’espace repéré en cylindriques
(r,0,2) autour d’axe de symétrie (Oz)
confondu avec le fil

B (M) champ magnétostatique en tout point
M de I’espace

[ intensité, % vecteur unitaire orthoradial

Lo perméabilité du vide

Champ d’un fil rectiligne épais

— ol
B(M o) ==,
2ntr

— Wo? j — M., point extérieur au fil de section S
B(Miy)=—""4 N . "
A 2 parcouru par lintensit¢ /= j§, repéré en
(Oz) cylindriques (7,0,z) autour de I’axe de

symétrie (Oz) du fil
M, point intérieur

J densité volumique de courant uniforme et
axiale dans le fil

R
F it e
~.}

\

h)

¢

1

Champ d’un solénoide infini

_ B M, point intérieur d’un solénoide supposé

BMin)=onle infini, n» nombre de spires par unité de

B(M,,) =0 longu’eur‘, .1’ 1nten.31te dans chgque ép.lre, Lo
perméabilité du vide. M ., point extérieur

Dip6le magnétostatique

Modéle du dipdle magnétostatique

Une boucle de courant est un circuit fermé, de taille caractéristique a,
parcouru par un courant constant d’intensité /. Elle est qualifi¢e de dipole
magnétostatique si on étudie ses effets a grande distance (» >> a).
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Moment magnétique

I intensité, S vecteur surface de la boucle de

=1
I
~
tl

courant (pour une boucle plane, S =Sn avec

n vecteur unitaire normal, S aire délimitée)

___Potentiel et champ créés par un dipéle magnétostatique ___

_ m(2cos®gr+sin62r) (3(%-;)5—%) (3(%-O—M)O—M—OM2%)
B(M): = =
Amgy Amg, 1 dne, OM®

Lignes de champ d'un dipéle magnétique

Quelques lignes de champ

_ Action d’'un champ magnétostatique extérieur sur un dipéle _

. Moment des forces magnétostatiques (en O,
I'=mAB - )
ou en tout point si B est uniforme)
La résultante (somme des forces) est nulle si le champ B est uniforme.
Elle est non nulle s’il n’est pas uniforme : apres s’étre orienté selon le champ,
le dipdle a alors tendance a dériver vers les régions de champ plus fort.
B = Energie potentielle d’un dipdle rigide dans un
=—m:-

P champ B extérieur
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Rapport gyromagnétique, magnéton de Bohr

m  moment magnétique dit orbital de

m=v,L I’¢lectron dans un mode¢le semi-classique de
e I’atome, a un électron de charge —e et de
To =7 2m, masse m,, en orbite autour du noyau
eh L moment cinétique orbital de 1’électron
Hp = 2m, Y, rapport gyromagnétique de 1’électron
=9,3-100 %A -m? ug magnéton de Bohr (ordre de grandeur du

moment magnétique atomique)

Equations locales de I'électromagnétisme

E et B champs ¢€lectrique et magnétique dans un référentiel galiléen R
o =1,2566-107¢ H-m™! perméabilité magnétique du vide
gy =8,8542 - 1012 F-m™! permittivité diélectrique du vide

Equation locale de conservation de la charge

) 0j. O : C . . :
A1D: %—k 8_p: 0 J, restriction a une dimension suivant (Ox)

X t -
du vecteur densité volumique de courant j

S .- ap
A3D:divj+ Frl 0 p densité volumique de charge

Equations de Maxwell

Physique-Chimie

v.E-L ,
€0 Equation de Maxwell-Gauss
.= P (forme locale du théoréme de Gauss)
ou divE =—
€
V.-B=0 Equation de Maxwell-flux ou Maxwell-
ou divB =0 Thomson (conservativité du flux de B )
- — OB ,
VAE= “or Equation de Maxwell-Faraday
_ iée au phénomene induction e
(1- r h r \ d, . d . d
L O = 6_B Neumann)
ot
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(donnant en statique la forme locale du
j théoreme d’ Ampere)

—

= - ) ]
VA B= 1y [J + & gj Equation de Maxwell-Ampére
E

P [~. a
ou rot B=py| j+e9g—
ot

Relations de passage pour les champs

—_—

n;, vecteur unitaire normal a la surface de

séparation entre deux milieux, orienté du
o(M) — milieu 1 vers le milieu 2
= LY

—

EZ_

|

€0 E , E, et B, B, champs dans les milieux

— — — — 1 et 2 au voisinage immédiat du point M de
B —B =y j(M)An, 8 P

I’interface
o(M), j(M) densité surfacique de charge
ou de courant en M

Loi d’Ohm locale et résistance
Loi d’Ohm locale

j=cE o conductivité électrique
}' densité de courant due au champ E
R= L _pL R résistance d’un conducteur de section S et
cS S de longueur L, p: résistivité électrique

Conductivité en régime statique

5 n, m densité volumique et masse des porteurs
ne-t ’1z . —14
Gy = de charges, e charge ¢lémentaire, T ~107'*s
m temps de relaxation dans un bon conducteur
Conductivité en régime variable
o= 00 o pulsation du champ ¢électrique variable
l+ioT dans le milieu conducteur

Dans ’ARQS : w1t X1, 0 =0 (réelle, }'et E en phase).

. .0 . C . -, =
Si wt>1: o~-i—> (imaginaire pure, jet E en quadrature).
o1

Conductivité d’'un plasma

n, m densité particulaire et masse des
mo porteurs de charges, e charge ¢lémentaire
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Puissance cédée

o P.sqce puissance algébriquement cédée aux
Pore. = . .
Jecace J:” J-Edt porteurs de charge par le champ électro-
espace L,
magnetique
Effet Joule dans conducteur ohmique
Iz Psqee Puissance cédée a la matiere par effet
Fecdee :jj ?df Joule dans un conducteur ohmique de volume
? 0 et de conductivité électrique
= 2dt 1 . .
_[ _[ _[ . PrJ p, =— résistivité électrique du conducteur
o

Densité volumique d’énergie électromagnétique

Densité volumique d’énergie électromagné-

g E? B? , A =
Uem = s tique en un point ou régnent les champs £ et
2 2p B
Y - goE? En statique: densité volumique d’énergie
© 9 électrostatique
"y = B En statique : densit¢é volumique d’énergie
" 2u, magnétostatique

Vecteur de Poynting et puissance rayonnée

EAB Vecteur de Poynting ou densité volumique de
Lo courant d’énergie ¢électromagnétique

Puissance transportée (rayonnée) par le
P B ds = W champ ¢électromagnétique a travers une
Y T dt surface S fermée
OW ¢ énergie traversant S entre ¢ et t+d¢

Bilan local de puissance

§'E+8uém __GF Bllap en présence de porteurs de charge
ot mobiles
= = Ol : : : :
V-R % =0 Bilan dans le vide (conservation de I’énergie)
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Approximation des régimes quasi stationnaires (ARQS)

Equation de conservation de la charge dans I'ARas

= = 0 : -,
V.j=0 (Ep ~ Oj Conservation du flux de j

L’ARGS magnétique
Effets des courants prédominants sur ceux des charges :

E(M ,t) ales mémes caractéristiques qu’en statique, mais pas l_f(M ,1) .

Equation de Maxwell-Ampére approximée

\% SR E . -
NBE o] (80 68_1;? négligeable devant j j
< — OB S . ,
VAE= ) Equation de Maxwell-Faraday inchangée
t
B’ > & E’ Energie électromagnétique essentiellement

AT 2 magnétique

Conducteur dans I’ARGS
Conductivité : o~ q

Validité : wt<1 (voir conductivité), pour
Loi ’Ohm: j~ 6, E un bon conducteur limite de validité
Electroneutralité : p ~0 Jiim~ 100 GHz
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PhySia e e ondes

Propagation unidimensionnelle non dispersive

Définitions concernant les ondes

Onde : phénomene physique décrit par une grandeur i(;,t) variant dans

I’espace et au cours du temps, r=OM repérant la position d’un point M de
I’espace par rapport une origine O fixe d’un repere d’espace (O, x,y,z) .
Surface d’onde (ou front d’onde) : lieu des points tels que I’argument de la
fonction & est constant a ¢ donné.

Onde plane : a tout instant, les surfaces d’onde sont des plans orthogonaux a

—

Physique-Chimie

une direction fixe, dite direction de propagation, de vecteur unitaire 7 .

Onde plane homogéne : en plus de la condition précédente portant sur la
phase de la fonction &, son amplitude est uniforme sur une surface d’onde.
Onde progressive : couplage spatio-temporel dans le terme de phase.

Onde stationnaire : découplage spatio-temporel dans le terme de phase,
I’onde ne se propage pas.

Equation de D’Alembert unidimensionnelle (1D)

Equation de D’Alembert pour une grandeur

2 2

leed) | N ol =0 physique &(x,t) se propageant a la vitesse ¢
ox? c? 0t?

suivant I’axe (Ox)

Solution de I'équation de D’Alembert en orPP a 1D

_ Solution  générale de 1’équation de
f) = f(x—ct) +g(x+ct
S ) = flx=cl) +g(x+cl) D’Alembert a une dimension
f(x —ct) onde plane progressive (OPP) se propageant suivant le vecteur

unitaire e, (vers les x croissants) a la vitesse ¢

g (x +ct) onde plane progressive (parfois dite régressive) se propageant

suivant le vecteur unitaire —e, (vers les x décroissants) a la vitesse ¢

Solution en oPP a 3D

E,(;,t)zf(; 7 —ct) +g (; 7 —ct)

n=a g +B g +y 5 vecteur unitaire directeur de la propagation
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Solution en ondes stationnaires a 1D

E(x, 1) =F(x)G(?) Forme imposée par les conditions aux limites

Structure de I'onde stationnaire

La solution s’écrit alors sous la forme :  &(x,7) =&, cos(® ¢+ @) cos(k x+ )

L’onde stationnaire vibre « sur place » entre deux enveloppes correspondant

aux valeurs extrémales de son amplitude, 1’énergie ne se propage pas.
T xy abscisses des neeuds de vibration (points
kxy+vy= —[ n] N ‘ P
2 ou & est toujours nulle)
abscisses des ventres de vibration
kxy+y=0 [n] v

(points ou & est d’amplitude maximale &)

. . ) A
Deux nceuds successifs, ou deux ventres successifs, sont distants de — .

OPP monochromatique (OPPM)

bl

E_,(;,t) =4 cos(

ol + (p) A amplitude de 1’onde, ¢ phase a 1’origine

k vecteur d’onde, n vecteur unitaire de la

— 0\) —
k= - direction de propagation
Relation de dispersion de I'oPPMm
HiE o Relation de dispersion caractéristique des
k= |k =— phénoménes de propagation non dispersive
c

régis par une équation de D’ Alembert

L’'oPPM en notation complexe

Pour une onde progressive suivant (Ox)*:
E(e1)= &, exp(ilkx—or)), & =& exp(i 0) , &(x.t)= Re{&(x.0)]

. e : 0 . 0 _
Les opérateurs de dérivation deviennent : ™ —>xik et ” — x(—im)
X t

Avec la convention de phase contraire (of —kx) : Gi —>x(-ik), g X
X t

Vitesse de phase d’'une OPPM sans dispersion

J— 0) — — : I4 b
V,=—n=cn Vo, vitesse de déplacement d’une surface

indépendante de d’onde dans la direction de propagation n
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Double périodicité de I’ oPPM

. 2 1
Période temporelle 7 = i , fréquence temporelle v = 7 -2
®

2n

2n 2 :
Longueur d’onde A= LA LN , fréquence spatiale ¢ = x

w

Paquet d’ondes, vitesse de groupe

o ) ) enve/oppe&
superposition d’OPPM de pulsations ® réparties TN

dans une bande spectrale de largueur Aw. Il (1l
transporte une ¢énergie finie (contrairement a ]
I’0PPM unique). Chaque OPPM dans la bande | { I
spectrale voit son amplitude modulée par

I’enveloppe du paquet d’onde.

Définition: un paquet d’ondes est la i{

_do Vitesse de groupe (vitesse du maximum de
& dk I’enveloppe du paquet d’ondes)

_ Vitesse de I’énergie en  [’absence
V=",

d’absorption

Dans un milieu non dispersif, toutes les ¢
composantes monochromatiques du paquet
d’ondes se propagent avec méme vitesse de phase '

V, =c indépendante de @. L’enveloppe du paquet

d’ondes se propage sans déformation a la méme
vitesse ¢ que la phase de chaque OPPM qui le compose : alors V, =c =V,,.

Ondes électromagnétiques dans le vide

Equations de D'Alembert
e FE .
A(E )—Souo EY? =0 Equation de D'Alembert tridimensionnelle
_ pour les champs ¢lectrique et magnétique
K(E)— m 52326 dans le vide
0 5r2

1 ~3,00-108m.s! ¢ célérité (ou vitesse de propagation) dans le

JEollo vide

C =
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Structure de I'oPP électromagnétique dans le vide

E:};/\E (ﬁ,ﬁ,g) direct, ﬁ‘ E .

¢ E et B transversaux B

”;J— C c célérité dans le vide

Force de Lorentz dans un probléme d’opPP

- Composante magnétique de la force de
F~qE Lorentz négligeable devant la composante
¢lectrique

OPPM dans le vide

—~ kAE .
B= Structure d’une OPPM dans le vide
®
= ”12” _ o Relation de dispersion d’une OPPM dans le
c vide

____ Etat de polarisation d'une oPPM dans un plan d’onde
0

OPPM progressive suivant I’axe (Ox) : {E, =E, cos(kx —ot +0,)
E =E, cos(kx—ot+¢,)

Cas général (¢ ,#¢. ©¢,¢0.€[0,2n], kK, et E, positifs): a x fixé,

I’extrémité de £ décrit une ellipse.
Si kK, = k. : polarisation circulaire gauche ou droite.

Si @= 0 oubien ¢= 7 : polarisation rectiligne.
Ey. B A A

£ .
€0y Eoy (Ox) .>E0y L F)

O<op<m T<Q<2m 0=0
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Etat de polarisation & un instant donné

Polarisation (Oz/)*/ Polarisation circulaire droite
rectiligne o Y Y SR
- [ |50 6,\ & i
E K £ 2] S S
T By -1 \ Lo
figa
Vecteur de Poynting
R= £yC J 2 " cn R vecteur de Poynting instantané porté par
En valeur moyenne pour la direction de propagation n
I’opPM :

<§> valeur moyenne temporelle

— [E AB\ 1 E /\E * - , . =
<R>: =—Re E champ électrique complexe, B * champ
Ho 2 Ho

magnétique complexe conjugué

Vitesse de I’énergie

VoV —en Vitesse de I’énergie égale a la vitesse de
phase pour une propagation non dispersive

Densité d’énergie électromagnétique

_ 80E2 +B_2
ém 2 2 )
50 Equipartition de I’énergie
=gE? = L
’ B
0
gol E? B?
<uem> 0<2 >+ (2 >
Ho Valeur moyenne pour I’OPPM
€= 2 1 =R
=~%E[ +—[B
4 4,

Puissance traversant une surface et éclairement

( ) 80 c S (975) puissance moyenne a travers une sur-
> face S orthogonale a la propagation

_ @ _EoC po E, amplitude de E attaché a ’OPPM

s 2 & éclairement
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OPPM dans un plasma

Dans cette partie on envisage la propagation dans le plasma d’une OPPM de la
forme E =Eo exp(i(ot —k x)).

Plasma sans interaction

Modgele simple : un plasma est un milieu dilué homogene et isotrope, dont les
propriétés thermomécaniques sont assimilables a celles d’un gaz ionisé
globalement neutre. Il est composé de cations supposés fixes et d’électrons
libres. Le poids de 1’¢lectron ainsi que la composante magnétique de la force
de Lorentz sont négligeables devant la composante électrique. Les
interactions ¢€lectrons-¢électrons et électrons-cations sont négligées : le plasma
est dit sans interaction.

Pulsation plasma

o. = 2 ¢ n densité particulaire des électrons, m masse
P g M d’un électron, e charge élémentaire
Conductivité d’'un plasma
O Conductivité imaginaire pure
c=—ig — - .
LN o pulsation, , pulsation plasma
Puissance moyenne cédée
d Rygee ~0 Densité volumique de puissance moyenne
dt cédée par le champ au plasma
Relation de dispersion dans un plasma
2 2
2 _ O b . : :
k*=—1-—" Le plasma est un milieu dispersif.
c ®
Domaine réactif ou de transparence
Pour ® <®, : plasma dans son domaine réactif. kA PO
La propagation d’une OPPM de pulsation c \
n’est possible que dans le cas ou ®>ow, : //
domaine de transparence du plasma. /
o2 >
(Dp 0)

302



Vitesses de phase et de groupe

Q) c
Vo= 2 >C VeV
() o ) eV
_| =2 i Vo
O) 1
ropagation ]
d ® 2 pimf)oi]sib/e /#7 :
()} |
Vg == 1—(—pJ <Lc C---j-?-—-
dk ® / Ve
: =V, = ) v >
Pour o> 0, : V, =V, =c o ps

(32

Relation utile : Vg I{P

Indice d’'un plasma

2 . ;
((o j Pour o>, :n réel
n=,[1-| =+

Pour o< m, :nimaginaire pur

Paquet d’ondes dans un plasma

Chaque composante monochromatique du & 4 ar=4 at=p>4
paquet d’ondes se propage avec sa propre
vitesse de phase, I’enveloppe du paquet
d’onde se déforme en se propageant: il y a
¢talement du paquet d’ondes.

Propagation dans un conducteur dans I’ARGS

Dans cette partie on envisage, dans le cadre de I’ARQS magnétique, la
propagation dans un conducteur ohmique d’une OPPM de pulsation ® de la

forme E =E, exp (z’(oot - kz))ej ou k est a priori complexe. On notera ¢, la

conductivité réelle du conducteur.

ARGS et loi d’'Ohm locale

Pour ot «1, la conductivité est réelle : 6 =g, .

Loi d’Ohm locale dans le conducteur : j=c,E .
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Electroneutralité locale et équation de M.-G.

Dans un bon conducteur, le temps caractéristique d’écoulement d’un excédent
de charge est trés inférieur aux périodes autorisées dans 1’ ARQS.
V.-E =0 Equation de Maxwell-Gauss avec p ~0

Equation de diffusion du champ dans le conducteur

Dans le cadre de I’ARQS magnétique on néglige le courant de déplacement
devant le courant de conduction.

VAB= Lo } Equation de Maxwell-Ampére approximée
Z(E) — Ly O %: 0 Equation de diffusion du champ
t

Relation de dispersion et épaisseur de peau
Relation de dispersion : k2=—p, 6,i®
2

HoGo®

Forme du champ dans le conducteur :

E =E,exp| — |cos| of —— |e
° p( 8) ( 6) !

(atténué sur une distance de quelques 0)

Epaisseur de peau : § =

Réflexion sur un conducteur parfait

Les résultats présentés ci-apres sont relatifs a une OPPM incidente de la forme
— —. _— E —
E.=E, exp(i((nt —kz))ex , B, =70 exp (i((ot —kz))ey se propageant dans

le vide suivant les z positifs, et tombant en incidence normale sur la surface
(Oxy) d’un conducteur parfait occupant le demi espace infini (z > 0).

Conducteur parfait

Ein =0 et Biu=0 : dans un conducteur parfait, 1’épaisseur de peau tend

vers 0, les champs sont nulsa 1’échelle macroscopique. Les charges et
courants ne sont localisés qu’en surface, de densité surfacique respectives o

etﬁ.
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Champs totaux en un point de la surface

H point de la surface, n vecteur unitaire

Ewa(H,f) =—n
ou(H, 1) = s_on normale a la surface pointant vers 1’extérieur
— — - o densité surfacique de charge
Buow (H 1) = Yo js A1 Jj. densité surfacique de courant
Etotal (H,t)= 0 ,0=0 Cas d’une incidence normale

Champs réfléchis

Er = —Eoexp(i((ot+kz)) a , Er :Eexp (i((ot +kz))g
c

Champs réfléchis, de méme pulsation ® que

\

Physique-Chimie

I’onde incidente, E_ en opposition de phase avec B
Ei , Er en phase avec Ei
. . , niz
Directions de propagation opposées : i
L o E,
k r— _k1 = — _eZ i
c Vide Conducteur

Onde stationnaire devant la surface

Eotal (M ,t)= 2E, sin(ot)sin(kz) a M point devant la surface
Etoral €t Biowl €n quadrature

_ 2E, —
Biowl (M, 1) = o cos(w)cos(k2) e, spatiale et temporelle

Absence de propagation de I'énergie

(uém> =g, E{ =cte et <§>: 0
Ventres et nceuds de I'onde stationnaire

= A : :
Neeuds de Etotal : zy, = n7 (n entier négatif)

- A A
Ventres de Eioal : zy, A4
L2 4
Nceuds de Etotal : Zn, :ﬂ +&
2 4

= A

Ventres de Biotal : zj, = X

Les nceuds de Etwral correspondent aux ventres de Biotal €t réciproquement.
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Modes propres d’'une cavité

Une cavité simple est formée de deux plans conducteurs parfaits paralléles en
z=0 et z =—a . Le champ ¢électrique dans la cavité présente un nceud de
vibration sur les surfaces en z =—a et z=0. Seules les fonctions vérifiant
ces conditions aux limites peuvent exister dans la cavité, ce sont les modes
propres de la cavité.

Longueur d’onde du mode propre d’ordre n dans la cavité : A, = ﬁ, neN.
n
s — g s -0 W \z——a z= 0\\ \\z——a z:0§
\ NI SRR X
N - N N\ W NER N\
V0 JL/& VR RA
Mode n =1 Mode n =2 Mode n =3

Rayonnement dipolaire et diffusion

Dans cette partie on désigne par 4 un point
quelconque d’une distribution 9 continue de charges
de volume U, variable temporellement de fagon
harmonique a la pulsation ® et d’extension spatiale
de I’ordre de a autour du point O. M désigne un
point quelconque de 1’espace, repéré en coordonnées
sphériques de centre O par r =0OM .

Approximation dipolaire

C 2me . . .
Elle consiste a poser 7 >a et a <A =——, cette derniére hypothése revient
)

a considérer que la vitesse V des charges en mouvement est faible devant la
vitesse de la lumiére : V < c.

Champs a grande distance

Expressions des champs dans la zone de rayonnement, dans le cadre de
I’approximation a < A< r , en coordonnées sphériques de centre O, avec

— — - sin@ .. — wsin0 —
P =D cos((o(t—r/c)) e.: Ex———pe= S Pocos(of ) eq
4ne, re €9 7rA
0 . 0
B M oSN pe, _w pocos(ot’ )e (onde localement plane).
4nrc r\?
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Puissance rayonnée

_ 5 EAB 2 220
Vecteur de Poynting moyen rayonné : <R> = 22V T M i e,
Lo 2gy 204

Diagramme de rayonnement (Rayonnement anisotrope et assez peu directif) :

Diagramme de rayonnement Vue en 3D coupée
par un plan méridien

Diffusion Rayleigh

Diffusion d’une onde ¢lectromagnétique polarisée rectilignement par une
molécule dans cadre du modele de la charge ¢élastiquement liée.

Physique-Chimie

E,=Eyexp(i(wt —k z))e, champ incident

I<

Puissance moyenne diffusée dans le domaine de Rayleigh (loi de la

q 0) e 1
résonnance) (P) v/—m | — <R,~>en —
) (P) 6me,” > m’ (cooj | A

> vecteur de Poyting moyen de I’onde incidente

Je vais rendre l'électricité si bon marché
que seuls les riches pourront se payer le luxe
d’utiliser des bougies.

Thomas Edison
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OptigaE HRAGEEERE”

Modeéle scalaire de la lumiére

Dans cette partie le champ associé a I’onde lumineuse scalaire (le caractere
vectoriel du champ n’est pas pris en compte) au point M de 1’espace et a

I’instant ¢ est pris de la forme E(M,t)=A(M)cos(wt—kr—o¢g) ou

2
wo=2nv= %est la pulsation, 4(M) est ’amplitude en M, ¢y la phase a
0

I’origine (c’est-a-dire phase au point source en S et a I’instant de I’émission).
Ao est la longueur d’onde dans le vide. Dans un milieu d’indice » on a la

A
méme fréquence et une longueur d’onde A ==2 plus courte.
n

Chemin optique

M Lg,, chemin optique entre S et M
Loy =| nds . o
s s abscisse curviligne entre S et M
M
En milieu homogéne, g, =n‘[ ds =nSM : les rayons lumineux sont des
s

droites de S a M.

Phase initiale et convention d’écriture

¢, phase initiale de I’onde au point M

Notation réelle : E(M,t)y= AM) cos( Oy — (Dt)
Notation complexe : E(M,t)= A(M) exp(i((pM - coz‘)), ou £ :Re{lj}

Retard de phase

2n Ly, (g, retard de phase lors de sa propagation

Osmr =Py — 05 = .
Ao de SaM
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Différence de marche, déphasage

0 différence de marche entre deux points 4

0 =Liypy, — Liup), et B, ou différence de chemin optique entre
o deux trajets possibles (1) et (2) pour la
Ao =k_5 lumiére entre 4 et B

0 A¢ déphasage correspondant

Surface d’onde

C’est I’ensemble des points M tels que Lg,, = cte a ¢ fixé. Entre deux surfaces

d’onde, le chemin optique est donc identique le long de tout rayon lumineux.
Si I’onde est monochromatique, c’est une surface équiphase (ou isophase) : la
phase a I’origine @s est constante sur une surface d’onde.

Théoreme de Malus

Les rayons lumineux issus d’une source ponctuelle, aprés un nombre quel-
conque de réflexions et de réfractions, sont orthogonaux aux surfaces d’onde.

Physique-Chimie

Stigmatisme rigoureux ou approché

Pour deux points 4 et B conjugués par un systéme optique stigmatique,
L4p a la méme valeur le long de tous les rayons issus de 4 et se croisant en B :
« ’image d’un point est un point ».

On se contente du stigmatisme approché dont le caractére est automatique
dans le cadre des conditions de Gauss.

Cohérence temporelle, modeéle des trains d’onde

¢s reste constante pendant une durée moyenne finie . appelée durée de
cohérence (ou temps de cohérence). L, =ct, : longueur moyenne d’un train

d’ondes ou longueur de cohérence temporelle.

“hPoEede fitaRofibchromatique (Te— o)

IR

s Whoakdle des trains d’ondes L o Ee

D A

Cohérence spatiale, source étendue

On modélise une source étendue par 1’association de plusieurs sources ponc-
tuelles distribuées dans I’espace, émettant chacune des ondes incohérentes : la
phase @svarie aléatoirement d’une source ¢lémentaire a I’autre.
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Interférences entre deux ondes isochrones
et cohérentes

Principe de superposition, champ d’interférences
EMt)y=E Mt)+E,Mt): le champ total est la superposition des

champs émis par deux source S1 et S2 isochrones (méme pulsation).
Le lieu de superposition s’appelle le champ d’interférences.

Intensité mesurée par un capteur optique
IM1)=EM t)

5 I(M ,t) intensité instantanée en M a ¢
=|E(M,1)|

Intensité mesurée par un capteur optique :

I(M) :<I(M , t)> valeur moyenne de /(M ;) sur son temps

T4

de réponse 14

Terme d’interférences

[M)=I =1, +1, +1,

21d
L, =2\ I, <COS(XL+(P2 _(P1J>
0

8: LSZM - LSM
I(M) intensité moyenne au point M du champ d’interférences

[,, terme d’interférences en un point M, & différence de marche en M

Condition de cohérence mutuelle

Lorsque les sources sont mutuellement cohérentes @, —@,=0 (ou =cte ) :

21d

IM)=1,+1,+2 Illzcos( Y J,ilyainterférenceenM.

0
Dans le cas contraire (M )=1,+1,.
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Interprétation dans le modéle des trains d’ondes

surface d'onde -

interférencelNdenfenenHas

Tant que 6 <L, =c1,, aupoint M ¢, =@, :ily a interférence.

__ Franges d’interférences : deux situations expérimentales

Equation des franges pour deux sources ponctuelles cohérentes Si et & dans
un milieu homogéne : S,M —S M = cte. Les franges sont des hyperboloides
de révolution autour de I’axe 5152, de foyers S et Sz.

EExarmnataiiéiday lolany s

311

Physique-Chimie



Contraste
1

max

maximum d’intensité (interférences
I =1 +1, +2JI, 1, (

Loin =5 + L, =21, I,

I —1. 2 [ L1 férences destru‘ct.ives, les ondes se super-
= Y = I +7 <1 posent en opposition de phase)
max © Smin 1T 2 C contraste (ou visibilité) des franges

constructives, les ondes se superposent en

phase) ; [, minimum d’intensité¢ (inter-

Intensité en fonction de la différence de marche

Si I, #1, : I varie périodiquement avec ¢ entre un maximum et un minimum
nonnul; C<1.

Si Il = 12 = 1() : 1(6): 210£1+COS[2)\’LSJJ ; Imax: 410

0

etl,,,=0;C=1.

Ordre d’interférences

27md : . .
(I):A(p:ki phase du cosinus interfé-
0
p= L = B rentiel
2 A p ordre d’interférences, varie d’une unité

lorsqu’on passe d’une frange brillante a la
suivante

Ecran orthogonal a I'axe médiateur des deux sources

A
P4 Xp
P ORS!  me RASRRRTEIT b
s s N L
L (91 L e 1 .
Se R TR IS TS PR e L N S
O *. .......... Oy
"(.-------------.D _______________ »

a distance entre S1 et &, D distance entre le plan des sources et I’écran qui
sont tous deux orthogonaux a (Oz) ; indice de I’air assimilé au vide (n = 1)

5=8,P—SP~L2L

O différence de marche au point P pour
D>aetD> xp

i interfrange interférentielle, distance a
I’écran entre deux franges successives de

méme nature : A xp =1 lorsque Ap =1

312



Intensité en fonction de I'abscisse sur I'écran

I
Si I, =1, =1y, I(xp) =$(1+cos(2n—,’cpﬁ

l

1(0) intensité au centre de I’écran, contraste C =1

] A
-2i - Q2 i 20 X
; : s X
i H > p P
: O

Ecran

Interférence a NN ondes

Condition d’interférence constructive entre
A N ondes monochromatiques, cohérentes et
» 2% p entier synchrones, de méme amplitude et
déphasées 1’une par rapport a la suivante de
la méme quantité Ag,,
Superposition de N ondes monochromatiques, cohérentes et synchrones, de
méme amplitude et déphasées 1’une par rapport a la suivante de la méme
quantité¢ Ag,, .

2n . . o . o
A(A(p Iy ) 1 :W mi-largeur des maxima principaux d’intensité

; i

i maxima principaux

ST

= |~
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Systémes interférentiels a division du front d’onde

On fait interférer deux rayons différents issus d’une méme source. La
superposition fait naitre un champ d’interférence étendu dans lequel les
interférences sont partout visibles : interférences non localisées.

Trous de Young

se 2 e e

D a
a distance entre S1 et &, D distance entre le plan des sources et I’écran qui
sont tous deux orthogonaux a (Oz) ; D> aetD>xp

Fentes de Young infiniment fines

y y
A A
/
<l » =
als
onde plane 7 X D ¥ X
> > 7
A U —+ 0
Pl
g| e
Fentes de Young Ecran d’observation

D>a,D>x, ea

Yt , I(x):@{l+ COS(Znaxﬂ
D 2 AD
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___Fentes de Young infiniment fines et lentille convergente ___
A

e l

S 7 iH
s
)

Lentille approximativement stigmatique (dans les conditions de Gauss)

5= I(x):@{Hrcos(Mj} i
S 2 A a

Réseau

Physique-Chimie

Réseau : assemblée de N trous (ou fentes) alignés et séparés d’une distance a
constante, produit des interférences a N ondes. Condition d’interférences
constructive dans la direction 6, en incidence normale :

asin® = p, p entier .
En incidence quelconque d’angle 6, : a(sinf—sin6,)= p A, p entier.
A chaque valeur entiére de p correspond un maxima principal d’intensité.

a
onde incidente plane onde résultante dans
en incidence normale la direction 0

Allure de [’éclairement dans la direction 0
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Systémes interférentiels a division d’amplitude

L’amplitude du faisceau primaire est divisée en deux parties par réflexion et
transmission sur un dioptre (division énergétique). On fait ainsi interférer
chaque rayon émis par une source large avec lui-méme. La superposition a
lieu en un endroit particulier : interférences localisées.

Lame de verre

(1)
ﬁl (2) écralg
, A 7“ o
G
indicen |e é«df—/
%P
¥

Les deux rayons interferent a 1’infini. On visualise ces interférences dans le
plan focal image d’une lentille convergente.

. A .
Ao & différence de marche, — terme supplé-
0 =2 necos, T 2

mentaire pour une seule réflexion air/verre

Interféromeétre de Michelson en lame d’air

ARg-didir e §
équivalente
équivalente :

ﬂzJ_Ml N

églage en lame

7 H . Ve Y . . .
Fair interférences a l'infini :

Un rayon incident est séparé en deux par la séparatrice (SR). Les deux miroirs
M etM> sont orthogonaux. H, =sym(H,), sy 3 M5 =sym(M ,) sy,

Différence de marche : 0=2¢e cos6(+%j

Figure d’interférence: anneaux d’égale inclinaison localisés a I’infini,
visualisés au foyer image d’une lentille convergente de focale f.

Rayon du N-iéme anneau si le centre est brillant : Ry, = f. Nﬁ
e
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Interféromeétre de Michelson en coin d’air

M, et M/, font un petit angle o <1 entre eux. On éclaire le coin d’air en
incidence quasi normale ( 0 = 0).
Surface de localisation des interférences : au voisinage des miroirs.
M,
o

Différence de marche: 0=20X (+%\J

dnoX

1(X)=21, (l + cos( (+n)jj : franges parallele a I’aréte du coin

0
Frange sombre en X = 0 si déphasage supplémentaire de « a la réflexion.

A C e
Interfrange : i :2—0 , augmente si o diminue
o

Longueur de cohérence temporelle

2
L. =ct = ﬁ longueur de cohérence

Condition d’interférence :  temporelle (longueur d’un train d’ondes)
0< L, pour une source de largeur spectrale
A A centrée autour d’une valeur moyenne Am
1. durée de cohérence temporelle

Défaut de cohérence temporelle

Critere pour que les franges

restent visibles :
Ap<1/2 spectral de la source de Av

Ap variation de phase due a 1’¢élargissement

Défaut de cohérence spatiale

Critere pour que les franges

restent visibles :
Ap<1/2 spatial de la source

Apvariation de phase due a I’élargissement
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Then ?ﬁ'&“oﬁ,%"rﬁfah '

Thermodynamique des systémes ouverts

Systéme ouvert ou fermé

Systéme ouvert : systeme délimité par une surface de controle X, pouvant
échanger avec I’extérieur de 1’énergie mais aussi de la maticre.

Les bilans se font sur un systeme fermé S, incluant :

—a l’instant 7, 1a masse a ’intérieur de la surface de controle X et la masse qui
va entrer entre ¢ et ¢ + d¢

—at+dt lamasse a I’intérieur de X et la masse qui est sortie entre ¢ et £ + dz.

om

A

g

omy

Surface de controle

On note A(§) =&, — &, la variation d’une grandeur d’état & entre I’entrée du
systeme ouvert, repérée par I’indice e et la sortie, repérée par I’indice s.

Ecoulement unidimensionnel et permanent

Ecoulement unidimensionnel : les variables caractérisant le fluide sont
uniformes sur une section droite de I’écoulement, et ne dépendent que d’une
unique coordonnée curviligne le long de I’écoulement.

Si de plus I’écoulement est permanent (stationnaire) les grandeurs d’état de
description du systéme sont constantes au cours du temps.

Débits massique et volumique

D - dm. D, débit massique (en kg-s™!)
" de D, débit volumique (en m? -s ™)
D = oF, o m et 8V éléments de masse et de volume

14

d¢ entrant ou sortant entre ret ¢ +d ¢
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Bilan de masse en régime permanent

En régime permanent, la masse du systéme ouvert est constante et tous les
débits massiques D restent constants au cours du temps. De plus :

Deneée — pyortie o] v a une seule entrée et une seule sortie
Y. Dj= > D} silyajentrées et k sorties
J entrées k sorties

Si le fluide est incompressible, ces propriétés sont valables pour les débits
volumiques D,.

____Premier principe pour une transformation infinitésimale ___
Pour un systéme fermé, il existe une fonction d’état extensive U nommée
énergie interne telle que pour une évolution infinitésimale :

d(Ep+U )= W, + 80
oW et dQ travail élémentaire des forces extérieures non conservatives et
transfert thermique élémentaire, algébriquement regus par le systéme
En,=E.+E, ¢nergie mécanique macroscopique, somme des énergies

cinétique et potentielle

__ Deuxieme principe pour une transformation infinitésimale

Pour une évolution infinitésimale monotherme d’un systéme fermé, il existe
une fonction d’état extensive S nommée entropie telle que :

dS :5Séch+6Scréée

d . . .
OS sen = 50 terme d’entropie d’échange, T.,, température commune entre la

ext

frontiere du systéme et le milieu extérieur
B} . rr . e . . , .
0S sse 20 terme d’entropie créée, 0S8, >0 si évolution irréversible,

oS 0 si réversible

créée —

Identités thermodynamiques

dU=TdS-PdV Relations indépendantes de la nature de la
dH=TdS+VdP transformation suivie par le systéme
ou .
T=|— Température thermodynamique
oS ),
ou _ .
P=—fi——: Pression thermodynamique
v )
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Grandeurs thermodynamiques pour un systéme ouvert

50 Transfert thermique algébriquement regu par
le fluide traversant la machine entre ¢ et ¢ + d¢
S Travail indiqué ou utile (re¢u par le fluide de
! la part des parties mobiles de la machine)
= 80 ot W = oW Transfert thermique et travail indiqué
om " om massiques
9 _%90_, Puissance thermique algébriquement regue
gy " par le fluide
9= oW D w Puissapce indiquée (ou méqanique utile)
'de e algébriquement regue par le fluide
A e Enthalpie, ¢énergie potentielle et énergie
> G G cinétique massiques du fluide
S = 0 Sech o 0S.ecc  Entropies massiques échangée et créée par le
ch Sm > Ocréée Sm fluide
3S; : 88, e
Seen = djfh s Sersse = % Taux d’échange et de création d’entropie
Premier principe industriel
A(ec te,t h) =q+w Bilan énergétique par unité de masse

D, A (ec tep+ h) =%, +%  Bilan énergétique par unité de temps

M=q+w Cas ou les variations d’énergie potentielle et
ou D, Ah =%, +9 cinétique sont négligeables devant AZ

Bilan entropique

AS = Seepy + Serece Bilan entropique par unité de masse
D, As = S'éch + Scréée Bilan entropique par unité de temps

Pour un systéme ouvert en contact thermique avec / sources, de températures

respectives T, , et recevant un transfert thermique Q, de chaque source / :

domesi— D, m Sj:ZQl_l+Scréée

ksorties jentrées [ Text
g\/__/
Séch
k i _ Ql C
o X s X Dly Y2
ksorties jentrées I} T ext
\_—.,_—/

S éch

avec Q, la puissance thermique regue de la source / a la température T

ext *
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Diffusion thermique

Phénomeéne de diffusion thermique

C’est le phénomene de transfert d’énergie interne sans travail et sans
déplacement de matiere a I’échelle macroscopique, des zones chaudes vers les
zones froides. La diffusion n’est prépondérante que dans les solides ; dans les
fluides, la convection est plus efficace.

Phénomeéne de convection Q0
C’est le phénomene de transfert thermique avec déplacement macroscopique E
de maticre. La convection concerne les fluides ; elle peut étre forcée. &
Puissance thermique .03:.
®, ou P flux (ou puissance) thermique g
Do(1) = J:LE (M. 1) ds transféré(e) a travers une surface S, E(M 1) &
=9, (t) densité volumique de courant thermique
(en W-m~2)

Transfert thermique

00 = D, (¢)dt 80 transfert thermique a travers S entre les
=9, )dt instants 7 et +d¢

Loi de Fourier

jZ(M ,t) =\ gradT(M 1) E (M,t) densit¢é volumique de courant
thermique, 7" température

ou jo(M,t) ==L VI(M,1) A conductivité thermique (en W -m=-K )

Equation de diffusion thermique unidimensionnelle
0’T oT X x +dx
a ——=0 x '
ox* Ot

: : X
A - ]
a =—  diffusivité thermique (ou Jo(%0) Jo & +dx 1)
pe S p,c, et

coefficient de diffusion thermique)
Hypotheses : surfaces latérales calorifugées, sans terme source algébrique,

Jo =Jogex » capacités massiques cp ~ ¢, notées c, solide homogene de masse

volumique p
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Généralisation a 3D avec ou sans terme source

4 AT — oT _ 0 Sans terme source (terme de « production ou
or absorption » d’énergie thermique)
oT Avec terme source de puissance volumique

pe ot =AAT +py algébriquement produite p, (M, 1)

Longueur et temps caractéristiques

Tt et L temps et longueur caractéristiques du
L =.\lat phénomene de diffusion
a diffusivité thermique

Loi de Newton
8Qcc :hz(Y;urf _Z;)dt

h coefficient de transfert surfacique (ou conducto-convectif)

¥ surface de contact entre le solide et le fluide de température T
00 . transfert thermique surfacique (ou conducto-convectif) algébriquement
recu par le fluide a I’interface solide-fluide entre t et ¢ +d¢

T

S

of température a la surface du solide

Résistance et conductance thermiques

Résistance thermique a 1D en régime permanent sans terme de production :

T, -1, L
Ry=-"—2=—"(en K -W)
D, AS T . \B
Ji
- . 1 N
Résistance conducto-convective : Ry, .. = — S
hX X
0 L

. 1
Conductance thermique : Gy, = . (en W -K1)
th

Analogie avec un conducteur ohmique (R: ok v conductivité electrlquej :

o, I
— R, +——> —_— R —
T 1, " Vs
_ 5-n . W

Les résistances thermiques s’ajoutent si elles sont en série (traversées par le
méme courant thermique) ; si elles sont en parallele (méme différence de
température a leurs « bornes »), on ajoute les conductances.
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Analogie entre électrocinétique et diffusion thermique

Electrocinétique

Diffusion thermique

Différence de potentiel V, -V,

Différence de température 7,— T

Vecteur densité volumique de courant j tel que
tel que j =—y grad ¥ (loi d’Ohm locale).

Intensité du courant

e

Vecteur densité volumique de courant thermique
}'Q tel que }'Q =—Agrad T .

Flux thermique (ou puissance thermique)

By =(DQ ZJ‘J‘ }Q d$

Conductivité vy

Conductivité thermique A

Equation de Laplace A} )= 0

A(T) =0 en régime permanent

. L
Résistance R = — telle que :
vS

V2 _Vl =R1

IL-T,

0

Résistance thermique R, = telle que :

TZ_leRthCDQ

Eléments de thermodynamique statistique

Les différentes échelles

La description d’un systeme peut se faire a différentes échelles associées une

longueur caractéristique ., .

— L’échelle microscopique (/. ~ IA—IOOnm) permet 1’observation du

mouvement des particules individuellement.

— L’échelle macroscopique (/.

d’ensemble du systéme.

~LA

systéme) permet d’avoir une vue

— L’échelle mésoscopique ( /., ~1pm ) permet de considérer que toutes les

particules d’un volume mésoscopique ( N ~ 107 particules ) sont en équilibre.

Atmospheére isotherme

P(z) pression dans 1’atmosphére consi-

dérée de température 7" uniforme, constituée
mgz d'un gaz parfait soumis a l’action de la

P(z)=Pe %

pesanteur, £, pression au sol, m la masse

d’une particule et z son altitude, kg

constante de Boltzmann
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Poids de Boltzmann

E, E, et E, sont deux énergies différentes qui

sont comparees.

Thermostat

Un thermostat (T) est un systéme de taille caractéristique trés grande devant
celle du systeme ¢étudié (S) et échangeant de I’énergie avec (S). Du fait de
cette différence de taille, I’énergie de (T) est constante malgré ces échanges et
impose une température 7 a (S).

Particule a I'équilibre avec un thermostat

E ... énergie d’une particule indépendante a

Ein oge
e_kB_tT I’équilibre avec un thermostat
kT énergie d’agitation thermique
Probabilité d’occupation d’un état
p(n) probabilit¢ d’un systeme (S), a
1 - kZ”T I’équilibre avec un thermostat imposant une
p(n)= Ee température 7, pouvant occuper des états
v K énergétiques bien définis et discrets indicés
7 - ZekBT par n >1 d’occuper un état d’énergie E,
n=l Z facteur de normalisation dit fonction de
partition du systeme
Moyenne et fluctuation de I'énergie
( E) _ dIn(Z) <E ) moyenne de I’énergie
1
= —— température inverse
aEf=(2)-(gf  PTRT
_ 0’In(2) (AE )2 fluctuation de I’énergie
0p’ Z fonction de partition du systéme

Capacité thermique

= C capacité thermique du systeme

oT
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N particules indépendantes discernables

N
Esystéme = Z Ez (kz)
=1

N
Z :HZI'
=1

Egygeme €t Z energie et fonction de partition

d’un systéme de N particules discernables et
indépendantes

E (k;) ¢énergie i-icme particule dans 1’état
ki

z; fonction de partition a une particule

1 .
B = —— température inverse

ks T

N particules indépendantes discernables identiques

C =
k

.A_Eoc.L<<1
E N
_2&
P2 _ kT
P

z=2cosh (B¢)
<E>: —stanh(Bs)

€

B

2

T2

(1 +tanh? ( Be))

Fluctuation et nombre de particules

Systéme a deux niveaux

Z forme que prend la fonction de partition
d’un systeme de N particules indiscernables

p. est la probabilité d’observer la i-ieme

particule dans 1’étatk; d’énergie E;(k;)

1 .
B = —— température inverse

ks T

Si N>1 I’énergie coincide alors avec celle
de 1’¢état le plus probable <E > Il en est de
méme pour les autres grandeurs P, T ... qui

prennent la valeur prédite par la thermo-
dynamique classique.

o2 rapport des probabilités d'étre dans I'un
b

des deux niveaux d’énergic E =+te& non
dégénérés

z fonction de partition associée a un des
systémes a deux niveaux

(E > et C ¢énergie moyenne et capacité

thermique moyenne
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Systéme a deux niveaux : cas limites

Limite basse température

(E > —)0 —g : tous les atomes sont dans 1’état de plus basse énergie.
T—>

Limite haute température
<E> — 0 : lagitation thermique rend équiprobable les deux états

T >+

énergétiques.

Théoréme d’équipartition

Pour un systéme en équilibre a la température 7, chaque degré de liberté

. " . . | 1sx . kg T
énergétique quadratique contribue a I’énergie moyenne pour —

N particules dans un puits infini

Energies des états stationnaires (n entier strictement positif) de N particules

dans un puits de potentiel infini de largeur a macroscopique, a 1’équilibre
2232

n-m-h

thermique avec un thermostat a la température 7' : E, = -

2ma
Continuum d’énergie a haute température et pour une pression pas trop
élevée.
Energie moyenne d’une particule : (a) 1

, . kg T
Energie moyenne du systéme : (E) :N<s> = Nx BZ , conforme au

théoreme de 1’équipartition de 1’énergie.

Gaz parfait monoatomique

Cym capacités thermique molaire du GP

3,

3
CV,m = 2

R, (E> = ENkB T  monoatomique (12,5J-K'-mol!) d’éner-
gie moyenne (E)
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Gaz parfait diatomique

) , 3 .
A basse température, G, , = 5 R , comme pour le gaz monoatomique.

A partir de T~50K (E~1meV), prise en compte du mouvement de

rotation autour de ses deux axes (le troisieme axe étant axe de symeétrie) :
3 5
CV,m :_R +R :_R
2 2
Les vibrations, que 1’on peut modéliser comme un systéme masse-ressort,

interviennent pour 7'~ 5000 K (£~0,1eV ): Cy, :%R .

Modéle d’Einstein classique du solide

Solide vu comme un assemblage de motifs

(atomes, molécules, ions) reliés les uns aux
( E) =3NkT autres par des ressorts indépendants

6 termes quadratiques indépendants par

Physique-Chimie

motif), <E ) énergie moyenne de N motifs

Loi de Dulong et Petit

Cy.m capacite thermique molaire d’un

Cym=3R solide dans le cadre du modéle d’Einstein
classique

Une nouvelle théorie ne triomphe jamais.
Ce sont ses adversaires qui finissent par mourir.

Max Planck
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2 Electronique
Electronique 9

Systémes linéaires et filtrage

Systéme linéaire

On considére un systéme physique fournissant un signal de sortie s(¢), ou
réponse, en fonction d’un signal d’entrée e(¢), ou excitation.

Il est lin€aire si, quels que soient les scalaires réels A et p, a D’entrée
e(t) = A ei(?) + p eAt) correspond la sortie s(f) = A s1(f) + p s2(2).

Systéme stationnaire

Si la réponse s(¢) correspond a I’entrée e(#), alors une entrée e(f — 1) entraine
une sortie s(¢ — 7).

Equation différentielle entrée-sortie

n k m k
bs+> 53D oS 0, LY (squation E)
o df P dk
ar et br coefficients réels
Ordre du systeme : le plus grand des entiers n et m dans 1’équation (£)

Action d'un filtre linéaire sur un signal périodique

Lorsqu'un signal périodique est envoyé a l'entrée d'un filtre linéaire, chaque
composante sinusoidale subit un gain et un déphasage différents en fonction
de sa fréquence. On peut ainsi amplifier certaines composantes et atténuer
fortement les autres.

Pour obtenir le signal de sortie (en représentation complexe), on multiplie
I'amplitude complexe de chaque composante par la valeur de la fonction de
transfert a sa fréquence ; puis on additionne les fonctions ainsi obtenues.

__ Action d'un systéme non linéaire sur un signal périodique

Lorsqu'un signal périodique est envoyé a l'entrée d'un systéme non linéaire
(opérateur présentant une saturation, multiplieur...), de nouvelles fréquences
apparaissent dans le spectre du signal de sortie.
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Electronique numeérique

Echantillonnage

f, fréquence d’échantillonnage du CAN
fo=1/T, (convertisseur analogique/numérique)
T, période d’échantillonnage
N nombre d’échantillons, 1t durée de
T=NT I’acquisition (doit contenir idéalement un
¢ nombre entier de périodes du signal acquis, a
defaut étre assez grande devant la période)

Repliement de spectre

Sp%%fr:%tre du signal
A |du
!

Physique-Chimie

Tout signal de fréquence f, ,_1'7_‘ Reicencant
échantillonné a la fréquence f, fait '

aussi apparaitre une raie a la

fréquence (fe —fo). X , | l"'.. | I ‘ >
14*']; /2 T fe f
I

% £ fo

Théoréme de Nyquist-Shannon

f. fréquence d’échantillonnage

fe22f0

fo plus haute fréquence du signal traité

Critere de Shannon « opérationnel »

/. fréquence d’échantillonnage

Je =101

/o plus haute fréquence du signal traité
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MIEERTIEYE QUAREIGUE

Fonction d’onde d’une particule libre a 1D
¥(x,/) fonction d’onde (éventuellement

complexe) d’une particule libre se propa-
geant suivant 1’axe (Ox)
k norme du vecteur d’onde associé, ®
.px—FEt pulsation

j m masse de la particule d’énergie E et de
quantité¢ de mouvement p

¥ (x,t)=Wyexp (i(kx —or))

¥, amplitude constante

Densité linéique de probabilité

dP(x) probabilité¢ de trouver la particule a
I’instant ¢ entre x et x +dx

dP(x)= |‘P(x )t )‘2 dx p(x,t) densit¢é linéique de probabilité
_dP(x) 2 (réelle)
p(x.0) = dx _"P(x,t)| ¥ (x,t) fonction d’onde & 1D suivant ’axe

(Ox) dite amplitude de densité linéique de
probabilité

Condition de normalisation

2 Probabilité totale de trouver la particule en
|‘I’(x,t)| dx =1 ) : )
; un point quelconque du domaine spatial D
o accessible a la particule
“P (x,z‘ )‘2 dor=1 probabilité ége‘lle al lprsque tout ’axe (Ox)
est accessible a la particule

—00

Densité de courant de probabilité

J (x,#) la densité de courant de probabilité

d’une particule libre, I7g vitesse de groupe
_ p(x)l7g _ p(x)l7 du paquet d’onde associ¢ a la particule
V vitesse de la particule
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‘I’(x,t)z
1 j g(k)e(i(kx—co(k)t))dk
2n J_ .,
Y(x,t)=
1 +00 (ipx;Et)
anl g(pe
7, _o_E_nk
k p 2m
hk
T
0
h—Y(x,t)=
ih— (x.1)
n o
Py,
2mox’ (xt)
+V(x,z‘)‘I’(x,t)

0
h—Y(x,t)=
ih— (x.t)

hZ 62
———Y¥(x,t
2m ox ( )
27,2 2
2m  2m

Vitesse de phase et de groupe

Equation de Schrédinger a 1D

Particule libre, relation de dispersion

Paquet d’'onde libre

‘P(x N3 ) paquet pour une particule libre

g(k) est a priori complexe et représente le

poids de I’onde de vecteur d’onde &k

g(p) représente alors le poids de I’onde
d’impulsion p

V, vitesse de la phase du paquet d’onde
V, vitesse de groupe, c’est la vitesse de

déplacement du maximum de I’enveloppe
du paquet d’onde

Pour une particule soumise a un potentiel
V(x,t), I'évolution spatio-temporelle de la

fonction d’onde se traduit par I’équation de
Schrodinger a une dimension suivant 1’axe
(Ox).

Equation de Schrodinger pour une particule
libre (V' =10)

Relation de dispersion quantique
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Etats stationnaires de I'équation de Schradinger

: Equation de Schrédinger indépendante du

dx? o(x) = temps (ou stationnaire), ou ¥ (x) est I’éner-
m gie potentielle stationnaire a 1D suivant
el [V(x)— E ](P(x) (Ox), o(x) fonction d’onde stationnaire.

Py f) = iEt Evolution dans le temps d’un état station-
(1) =exp| ——— Jo(x) naire d’énergie E = o

Etats liés, états de diffusion

Etats liés : pour un potentiel qui tend vers zéro a I’infini et admet un

minimumV,,, < 0, les états liés sont les situations telles que V,,, < E <0 .
E A
7
V)4 ; états de diffusion

L’¢équation de Schrédinger stationnaire n’a de solutions normalisables que
pour un ensemble discret de valeurs de 1’énergie {E n} qui constituent les
niveaux d’énergie du systéme (quantification de 1’énergie).

Etats de diffusion: I’équation de Schrodinger stationnaire possede des

solutions pour un ensemble continu de valeurs d’énergie £ > 0. Elles
correspondent aux états de diffusion de particules libres a 1’infini.

Equation de Schrodinger dans un potentiel constant
Pour une particule d’énergie E et de fonction d’onde stationnaire ¢(x)
soumise a une énergie potentielle V' constante dans un domaine de 1’axe (Ox) :
d? 2m
—2(p(x) + —2[E— V](p(x) =0.
dx h
Nature des solutions :
Si E >V : les solutions sont de la forme sinusoidale.
Si E<V :les solutions sont de la forme exponentielle.
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Le puits plat infiniment profond

Les régions x <0 et x >a sont interdites a la particule, la fonction d’onde
stationnaire y estnulle : ¢(x <0)=¢(x>a)=0.

Les « parois » en x=0 et x =a sont parfaitement réfléchissantes :
o(x=0)=0(x=a)=0

Pour x e[O,a] la fonction d’onde stationnaire normalisée est :

2 . nm s .
(pn(x) :\/g sin (kn x), avec k, :7 vecteur d’onde quantifié, » un entier

strictement positif.

2,2 2 242

h“k, n'mh
=

L’énergie est quantifice : £, = =
2m 2ma

Marche de potentiel

Particule de masse m et d’énergie E provenant de x — —oo interagit avec une
« marche de potentiel » de hauteur V, .
Si E>V, la particule a une certaine probabilit¢ de rebrousser chemin

(réflexion sur la marche dans le milieu (1) ) ou de franchir la marche
(transmission dans le milieu (2) ). Ces probabilités sont respectivement

k .
données par le coefficient de réflexion R =1 — 4 5 et de transmission
(ky+ky)
J2mE 2m(E -V,
:Lkzz de la marche, avec k, S kY, ky = ( 0) :
(k +ky) h h

On vérifie que R+ T=1 ce qui traduit le fait certain que la particule est soit
réfléchie soit transmise.
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Si 0<E <V,,dans le cadre classique la zone (2) est interdite a la particule.

En mécanique quantique, la particule pénétre dans la zone interdite sous forme

iy]2m(V,~E)

h

d’une onde évanescente ¢,(x) =4,e” ", avec ¢, = , dont la

portée dans le milieu (2) est de 1’ordre de la distance d :i e———— |
¢ \2m(,—E)

Barriére de potentiel, effet tunnel

Pour une particule d’énergie £ , incidente depuis x — —oo sur une barricre de
potentiel de largeur a et de hauteur ¥, > £ la probabilité non nulle de passer

derriére 1’obstacle (zone qui lui est classiquement interdite).
V A
o

E

a X

\\/\(P/(?/\/\J

| | 2
Dans la barricre, I’onde est évanescente avec une profondeur de pénétration
notée d. Lorsque D’épaisseur a de la barriére est trés grande devant d, le

coefficient de transmission T de la barriére est trés faible devant 1’unité et sont

expression approchée est : Tre 299
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Thermodynamique

chimique

Description d’'un systéme physico-chimique

dX

Grandeur molaire

X grandeur extensive d’un systéme
monophasé uniforme
X ., grandeur molaire associée a X

n quantité de matiere du systéme du systéme

Physique-Chimie

Grandeur molaire partielle associée a
X(T,P,ny, ...n;, ..,ny), relative au

oX
X. . =] =
! (81@ JT P constituant A; de quantité de matiére #;

dans un mélange de N constituants

Grandeur de réaction
dn;

. d§ =— avancement ¢élémentaire de la
AX :ZViX i ) v ) .
i réaction, avec v; coefficient steechiomé-
trique algébrique associé au constituant A;
d X7 p=A,XdE A, X grandeur de réaction associée a X

Etat standard d'un constituant

L’état standard se rapporte a la pression standard P° = 1 bar = 10°Pa. Il y a
autant d’états standard que de valeurs de 7.

Etat standard
Gaz parfait pur sous P° eta T
Corps pur dans le méme état physique,

Etat physique a T
Corps pur gazeux
Corps pur condensé (liquide

ou solide) sous P° eta T
Soluté en solution i1déale infiniment
Soluté diluée, sous P° et a la concentration

¢®°=1mol-L!

Ces ¢états standard peuvent étre hypothétiques. Les grandeurs molaires
standard d’un corps pur sont ses grandeurs molaires a la pression P°.
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Etat standard de référence d’un élément chimique

L’¢état standard de référence d’un élément chimique a la température 7 est
I’état standard du corps simple le plus stable dans 1’état physique le plus
stable a cette température.

Cas particuliers :

— pour les éléments H, O, N, F et Cl, I’état standard de référence est le gaz
parfait diatomique quelle que soit T ;

— pour le carbone, 1’état standard de référence est le graphite quelle que soit
la température.

Grandeurs standard de réaction

A X°(T) grandeur standard de réaction
AX(T)=Y v, X°(T) associ¢e a X
Z,-: X° grandeur molaire partielle standard de A,

vicoefficient stoechiométrique algébrique
AH °(T)= ZVf H°(T) En:halple stanQard de. reactlpn
- H;(T) enthalpie molaire partielle standard
o Entropie standard de réaction
AS°(T)= ) v;S°(T
+57(T) ZI: 50T S?(T) entropie molaire partielle standard

Approximation d’Ellingham

L’enthalpie standard de réaction et I’entropie standard de réaction ne
dépendent pas de la température sur des intervalles de 7 en dehors de tout
changement d’¢tat : A /HT)=AH°(T,) et AS°(T)=AS°(Ty) .

Grandeur standard de formation

C’est la valeur A;X° a la température 7 de la grandeur standard de la

réaction de formation d’une mole d’espéce chimique dans son état standard, a
partir des corps simples correspondants aux ¢léments qui la constituent, pris
dans leur état standard de référence a la température 7.

Loi de Hess

AH(T)=Y v; - AH(T)

AH°(T) évaluée sur un cycle fictif passant des réactifs aux produits via les

corps simples correspondants aux éléments qui les constituent, pris dans leur
¢tat standard de référence a la température 7.

336



Effets énergétiques d’une réaction chimique

Capacité thermique molaire a pression constante

0, o
Cpm= Définition pour un corps pur
oT Jp
o _dHj Capacit¢ dans les conditions standard
BT (parfois notée simplement Cjp )

Transformation chimique isobare isotherme

E . \
_ _ . Qvrtransfert thermique a P constante
Op = Al = IO At -dg & avancement, & ravancement final
Cas d’un mélange de gaz parfaits ou d’un
~E-AH°(T )
Op ~&r - AT mélange idéal de phases condensées pures

La réaction est endothermique si A .H°> 0, exothermique si AH°<0,
athermique si A/H°=0.

Transformation chimique isobare adiabatique

— Transformation dans un calorimetre

— Transformation adiabatique isobare, la
température finale étant alors appelée
température de flamme

Op =AH =0

Enthalpie libre et potentiel chimique

Enthalpie libre G

G enthalpie libre, fonction d’état du systeme

G=U-TIS +PV U énergie interne, T température, S entropie,
=H -TS H enthalpie, P pression, V volume du
systeme

Critére d’évolution spontanée pour un
systéme a I’équilibre thermique et mécanique
de pression, dans les états initial et final, avec
I’extérieur a Toet Po constantes
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Différentielle de I'enthalpie libre

dG=VdP-SdT -T0Scrsee Systéme fermé en réaction chimique (source
(avec &S s >0) de création d’entropie)

dG=VdP-SdT Ident’ité thermgdynamique pour un systeme

fermé de constitution constante

4G =VdP —SAT + A GdE Syst,émg ferm.é QG con}position variable car
en réaction chimique, d’avancement &

Potentiel chimique

. _(@_Gj
© Lon T.P.n,, W, =G, , potentiel chimique d’un consti-
dG(T,P,n)=VdP-Sdr  tuant A (enthalpie libre molaire partielle de

ce constituant)
+ i dn
i

Lien avec la création d’entropie

T &S ersie = Z w, dn, <0 Ipégalité. pour une‘ évolution spontanée
i (irréversible) du systéme

8Suasee=0, 2 1 dm =0 fioqtite 3 Pequilibre

Relation d’Euler

G enthalpie libre du systéme
G(T, P,m;) = Zni Hi ni et W quantit¢ de matiere et potentiel
l chimique du constituant A;

Enthalpie libre de réaction

aG . . .
e =AG AG enthalpie libre de réaction
nr vi et Wi coefficient steechiométrique algé-
AG = Zvi Ly brique et potentiel chimique du constituant A ;
AG°= ZVi we A,G° enthalpie libre standard de réaction

A.H° enthalpie standard de réaction
A G(T)=AH(T)~TA:S(T)  A,S° entropie standard de réaction
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Expression du potentiel chimique
W, W (T) potentiel chimique et potentiel

w(T,P)=w (T)+RTIn(a;)  chimique standard du constituant A;
ai activité du constituant A

Expressions des activités

a(A;)=1 Cas d’un solide ou liquide pur
a(A) = x, Cas d’un mélange condensé¢ idéal
A xifraction molaire de Ai K
a(solvant) =1 Cas d’un solvant (eau pour solution aqueuse) g
[A;] Cas d’un soluté en solution diluée idéale 6
a(A;)=—+= o_ (- ;
c c®=1mol- L )
=
a(A) = P Cas d’un gaz parfait pur o
7 po P pression, P°=1 bar o
p Cas d’un gaz parfait dans un mélange idéal &

a(A)= —’o de gaz parfait
P Pipression partielle de A;

Equilibre chimique

Quotient de réaction

0, = Ha(Ai)vi a(Ai) et v; activité et coefficient stcechio-
i métrique algébrique de chaque espece A;

Condition d’évolution spontanée

AG dE<O A,G enthalpie libre de réaction

Si A,G<0, d&>0 et le systtme évolue dans le sens direct de la réaction

(=).

Si A,G>0, d& <0 et le systtme évolue dans le sens indirect de la réaction

().

Condition d’équilibre chimique

AGeq =0 Enthalpie libre de réaction nulle a 1’équilibre
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Rupture d’équilibre

L’¢tat final n’est pas forcément un état d’équilibre chimique (réactifs et
produits présents dans les proportions données par la constante
thermodynamique réactionnelle, a la température considérée). Ce peut étre,
dans le cas de systéme contenant au moins une phase condensée, un état de
rupture d’équilibre (réactif limitant totalement consomm¢).

Loi d’action de masse (loi de Guldberg et Waage)

K° (T): Qr,éq = H (ai,éq )Vi = exp(— %j

K°(T) constante thermodynamique d’équilibre a la température T

a; ¢q activité du constituant A; a I’équilibre

i,eq
v; coefficient steechiométrique algébrique
Si K°(T)>1 (en pratique K°T) >10*) : réaction quantitative ou totale.

Si K°(T) <1 : réaction totalement limitée .

Autre formulation du critéere d’évolution

0 K° constante thermodynamique d’équilibre
A,G =RTIn (K—roj A,G enthalpie libre de réaction, Qr quotient

de réaction
L’évolution spontanée est telle que Or évolue vers K°.

Si AG <0, soit Or < K°: évolution dans le sens direct (—).

Si AG <0, soit Or> K° : évolution dans le sens indirect («—).

Relation de Van 't Hoff

A H°(T) enthalpie standard de la réaction

K° constante thermodynamique d’équilibre
T température

d(In K°)  AHOT)
dT RT?

AH°(T)>0 : réaction endothermique favorisée par une ¢lévation de

température a P° et composition du systeme chimique fixées.
AH°(T) <0: réaction exothermique favorisée par une baisse de température

a P° et composition du systeme chimique fixées.
AH°(T)=0 :réaction athermique, variation de température sans effet.
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Optimisation d’'un procédé chimique

Degrés de liberté d’un systéme

Le nombre de degrés de liberté d’un systeme a 1’équilibre est le nombre de
parametres intensifs indépendants qu’il faut fixer pour déterminer
completement 1’état d’équilibre thermodynamique d’un systeme chimique.

Facteurs d’équilibre

Un facteur d’équilibre est un parametre intensif dont la variation engendre
une modification de 1’état d’équilibre.

Influence de la température : loi de Van 't Hoff

Si T augmente, a P et composition du systeme fixées, le déplacement se fait
dans le sens endothermique.

Influence de la pression : loi de Le Chéatelier

Si P augmente, & T et composition du systeme fixées, le déplacement se fait
dans le sens permettant une diminution de la quantité¢ de maticre totale de gaz.

Ajout d’un constituant gazeux a T et V constants

Constituant inactif Aucune modification
Evolution dans le sens
Constituant actif qui consomme le constituant ajouté

(loi de modération)

Ce gue nous observons, ce n'est pas la Nature
en soi, mais la Nature exposée a notre methode
d’investigation.

Werner Heisenberg
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xydo-réduction
Oxygoyr'é)duc Ion

Thermodynamique des réactions d'oxydo-réduction

Couple oxydant/réducteur

Un oxydant est une espéce susceptible de capter un ou plusieurs électrons.
Un réducteur est une espéce susceptible de céder un ou plusieurs électrons.
Demi-équation ¢lectronique générale pour le couple Ox / Red :

aOx +bB +ne” =PRed +cC

Réaction d’oxydo-réduction
C’est un transfert d’¢lectron(s) entre I’oxydant d’un couple Ox, /Red; et le
réducteur d’un autre couple Ox, / Red, .

n, Ox, +tn Red, = n, Ox, +n, Red,

Potentiel d’électrode

Un conducteur électrique plongeant dans une solution électrolytique d’un
couple d’oxydo-réduction acquiert un potentiel appelé potentiel d’électrode,
ou potentiel d’oxydo-réduction du couple. A 1’équilibre, les potentiels des
couples d’oxydo-réduction en solution sont égaux.

On ne peut mesurer que des différences de potentiels (tensions).

Potentiel standard

Le potentiel standard d’oxydo-réduction d’un couple Ox / Red, noté E°, est
la valeur du potentiel d’oxydo-réduction du couple quand les constituants sont
dans leur état standard.

Pour la demi-équation redox F=N,e=96500C-mol™

Ox+ ne” = Red constante de Faraday

A.GAT) | . u; potentiel chimique stan-
= = (MRed —HOx)
nF nF

EST)=
dard de I’espece
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Formule de Nernst

Formule de Nernst pour la demi-équation redox
aOx + bB + ne” =pRed +cC

ai activités des especes
R constante des gaz parfaits

RT . b T température
E(T,P)= E°(T)+ —In <05 E(T,P) potentiel du couple
nE - dpegad Ox / Red
E°(T) potentiel standard du
couple
EoEoq 0,06 o agap Formule pratique en solution
n s a 25 °C, avec E et E° en volts

Cinétique des réactions d’oxydo-réduction

Courbe intensité-potentiel

Une courbe intensité-potentiel permet d’étudier 1’aspect cinétique de 1’oxydo-
réduction, en particulier d’expliquer pourquoi certaines réactions prévues par
la thermodynamique ne sont pas observées (car infiniment lentes, c’est la
notion de blocage cinétique). Elle représente I’intensité i dans 1’¢lectrode, ou

la densité surfacique de courant j A (avec S surface de 1’¢lectrode), en

fonction du potentiel £ .
Les courbes i = f(E) sont obtenues a partir du montage a trois électrodes : la

différence de potentiel est mesurée entre 1’électrode de travail et 1’électrode
de référence, et le courant circule entre 1’¢lectrode de travail et 1’électrode
auxiliaire.

Cinétique redox

Vitesse surfacique (en mol-cm™-s7!) de la Ox + ne = Red
. , .. , )
réaction  electrochimique  d’avancement y ii0n > 0 vitesse de la
molaire surfacique & : réaction d’oxydation
B ~dg Vrsduction > 0 vitesse de la
V = Vieduction — Yoxydation — dt

réaction de réduction (—)
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Charge ¢lectrique ¢lémentaire
échangée pendant un instant dz : F constante de Faraday, n nombre

dg =n xdExN, x( —e) =-nFdé d’¢électrons échangés

Intensité du courant €lectrique :

d d
= d_(j =—-n d_E; =-—nkFSv= I’ZFS( Voxydation — Yéduction )

Signe : i > 0 S Voxydation > Vreduction donc réaction d’oxydation : i noté i, courant
anodique. i < 0 SI Vréduction > Voxydation donc réaction de réduction : i noté i
courant cathodique. i = 0 Si Voxydation = Vreduction l€ Systéme est a 1’équilibre.

Systéme rapide

A I’équilibre, j = 0 pour E = E¢q parfaitement défini et prévu par la formule de
Nernst. j prend des valeurs notables dés que E # Esq.

A J(A-m™)

Red Ox

Red Ox

Systéme lent

Il existe un domaine de potentiel ou ni I’oxydation, ni la réduction ne peuvent
se produire. Ce décalage par rapport au potentiel d’équilibre est une
surtension a vide (ou surpotentiel a vide), qui peut étre anodique (décalage
positif, noté nso) ou cathodique (décalage négatif, noté 1)

fica-m=)

Red Ox

E, : Ng,

A

.

E(V)

|
Neo |

Red Ox

E¢qest mal défini expérimentalement mais calculable par la formule de Nernst
(J(Eeq)=0).
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Role du solvant eau
(HO —>50,,-+2H*+2¢7) ou

L’eau peut étre oxydée réduite

(Hig+e >3 Hyg).
Lorsque I’oxydation ou la réduction du solvant entre en jeu, le nombre de

moles de solvant disponible au niveau de la surface des électrodes étant plus
¢levé que le nombre de moles de soluté, 1’intensité augmente.

A

i (A) H,0

Physique-Chimie

Influence de la diffusion

Les courants anodique et cathodique sont limités par la diffusion. Les
intensités maximales atteintes (paliers de diffusion) sont proportionnelles aux
concentrations des especes €lectro-actives dissoutes.

A
i(A) palier de diffusion 1
Red Ox b ox
E., .
E(V)
iD ,Red
Red Ox palier de diffusion

Pour la vague d’oxydation :

FD
Jaon =22 [Red] = ko x [Red]
eOX

Pour la vague de réduction :
nkFD, 4 y

€red

jd,red = [OX] = kred X [OX]

Lien avec [D’intensité du courant
limite de diffusion :

Lox oured = Jox oured X S électrode

Ja courant de diffusion, » nombre

d’¢lectrons échangés dans la réaction
¢lectrochimique, [C] concentration et
D coefficient de diffusion de I’espece
¢lectro-active

surface de [’électrode

S ¢lectrode
(anode ou cathode)

345



Potentiel mixte

Potentiel défini par une branche anodique et une branche cathodique
appartenant a deux couples d’oxydoréduction différents qui, mis en présence,
échangent des ¢électrons au travers d’une réaction spontanée avec
compensation des courants anodique et cathodique.

I

I T E(V)

i2: - il

Conversion de I'’énergie chimique en énergie électrique

Constitution d’une pile électrochimique

Une pile électrochimique est [EEASS

I’association de deux demi- Red: Red:
piles, chacune regroupant les pont salin
especes d’un couple Ox /Red,
un électrolyte et une élec- |_| |_|
trode (métallique).

@

Ox1 Ox2

La réaction d’oxydo-réduction se produit par transfert d’électrons entre les
especes par I’intermédiaire du circuit. L’ anode est I’¢électrode ou se produit la
réaction d’oxydation ; c’est le pole — de la pile. La cathode est celle ou se
produit la réaction de réduction ; c’est le pole + de la pile.

Le courant circule du pole + de la pile vers le pdle — dans le circuit extérieur
au générateur, les ¢lectrons dans le sens opposé.

Bilan d’oxydo-réduction d'une pile

Ox,+n,e- =Red, Réduction cathodique
Red, =O0x,+ n,e” Oxydation anodique
n, Ox, + n Red, Bilan pour n; #n,
= n0x, + n,Red, n x n, =n nombre d’électrons échangés

Bilan pour n, =n,
OXI + Redz - OX2 + Redl 5, , ,
n =n, =n nombre d’¢électrons échangés
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Force électromotrice (ou tension a vide) d'une pile
OXI + Red2 = OX2 + Red1 Cas Ol‘l nl — n2 =n
AE = EhodeEanode= E1—E>  AE force électromotrice (FEM) de la pile

AG A,G enthalpie libre de réaction
AE =—— )2 . .
nF n nombre d’¢lectrons échangés
A — AG° AE ° FEM standard de la pile
Y A,G° enthalpie libre standard de réaction

P . . R . Q
___ Constante d’équilibre de la réaction associée a une pile I=
AG"=-RT ln(K ) n nombre d’¢lectrons échangés 6
nF (EY-E?) F constante de Faraday, R constante des gaz o
K°T)=exp ————— fai : S
RT parfaits, 7' température o
n(EC~E3) : 2
K°o=10 006 Formule pratique a 25 °C avec les E en volts &
. o ow1md i o oo 0,25V
Réaction quantitative pour K°>10" soit £’ — Ey> 4
n
Travail électrique
Travail élémentaire recu par AE FEM de la pile
le systéme chimique : dé avancement molaire élémentaire de la
SW*<-nFAEdG réaction
Etude cinétique
anode -
Ti) Red, 0x,
. U+Ri |,
I, o S T NI
Eeq,anode F — -
; R T —————— ng ____________ E;zq cathode E(V)
Red,
cathode +

Le point de fonctionnement du circuit est défini par une circulation de courant
i non nul telle que les courants anodiques (ia) et cathodiques (ic) sont opposés.
La tension (ou différence de potentiel) aux bornes de la pile, qui en général ne
s’identifie pas avec la FEM (définie a vide) est alors :

U= Eeq,cathode "‘Z;:J _< Eeq,anode + na) —Ri.
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R est la résistance interne au systéme propre a sa constitution physique.
Avide : U_o= Ey cathode — Eeq anode = (na 0= Ne 0) ou M. < 0. Cette différence

de potentiel entre les ¢électrodes ne s’identifie avec la FEM
E o cathode™ E eq.anode = E, —E, donnée par I’approche thermodynamique que

pour des systémes rapides pour lesquels 1,0 =1, =0.

Conversion de I'’énergie électrique en énergie chimique

Electrolyseur ou accumulateur en recharge

anode +

eq, cathode eq, anode

Red,

cathode -
Un générateur extérieur permet d’imposer la différence de potentiels
nécessaire a la mise en ceuvre d’une réaction non spontanée (réaction inverse
de celle de la pile) : Ox2+ Redi =Red: + Oxi

On aalors : U =E 050 —E camode +Ri avec Ri la chute ohmique. A la borne

négative, se produit la réduction cathodique de Ox; E 000 = Eoy anode + Na - A

C

la borne positive, on a oxydation anodique de Red; E.ypmode = Eogacathode + Ne -
La tension imposée entre les électrodes est :
U= (Eeq,anode + U ) _[Eeq,cathode + TL} +Ri
<0

L’¢lectrolyse démarre pour une tension imposée supérieure ou ¢égale a la
tension seuil obtenue a la limite du courant nul :

Useuil = Eeq anode ~ Eeq cathode T MNa0 —Nco
Pour des systémes rapides pour lesquels m,,=m.o=0, il faut, pour recharger
un accumulateur, imposer une tension supérieure ou égale a la FEM

E o cathode = E eg anode de I’accumulateur obtenue en decharge.

348



Rendement faradique

C’est le rapport de la masse de molécule réellement oxydée ou réduite sur la

O mexpérimentale
masse théorique : r =————

mthéorique
Loi de Faraday
iStM m masse de substance de masse molaire M
= formée sur une électrode de surface S durant
nkF 5 s , ,
le temps ¢, n nombre d’électrons échangés
J densité volumique de courant a I’¢électrode

mthéorique -

Phénomeénes de corrosion

Potentiel de corrosion, courant de corrosion

Physique-Chimie

Le phénomeéne de corrosion est une oxydation spontanée d’un métal M en ses

ions ou oxydes métalliques associés M"™" . Cette réaction est caractérisée par
un potentiel de corrosion Ecorr €t un courant de corrosion icorr.

i(A) M

corr

VI — E(V)
corr

Corrosion différentielle

Lorsque la surface d’un métal fait état de zones d’oxygénation différentes, il
est soumis a une corrosion par aération différentielle.

M =M"" +ne” : oxydation du métal dans la zone la moins oxygénée
O,+2H,0 +4¢- =4HO™ : réduction du dioxygene dans la zone la plus
oxygeénée
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Immunité, corrosion, passivation

Zone d’immunité : zone de potentiel et de pH ou le métal est thermodyna-
miquement stable.

Zone de corrosion : domaines de prédominance des composés hydrosolubles.
Zones de passivation : domaines ou des composés solides se forment, se
déposent a la surface du métal corrodé et le protégent d’une oxydation
ultérieure (si la couche d’oxyde est imperméable et isolante).

i m?) B
transpagsivation
. H,0 0,
Corrosi
ssivation E(V)
A C i
H, H,0

Avant 4 : domaine d’immunité du métal.

De 4 a B : domaine de corrosion du métal, j augmente.

En B : potentiel de Flade, vitesse de corrosion maximale.

De B a C: domaine de passivation du métal (formation d’un hydroxyde ou
d’un oxyde protecteur), j diminue.

Au-dela de C : domaine de transpassivation, j augmente suite a 1’oxydation de
I’eau, a potentiel €levé le film protecteur devient conducteur électrique.

Anode sacrificielle

Pour protéger un métal (fer) de la corrosion, on constitue un circuit électrique
dans lequel il joue le role de cathode, le dioxygéne est réduit a son contact.
L’anode sacrificielle est constituée d’un métal (zinc) plus réducteur que celui
a protéger, et qui se corrode a sa place.

Galvanisation et électrozingage

Ce sont deux procédés de dépot d’une couche de zinc sur une piece de métal.
Galvanisation a chaud: par immersion dans un bain de zinc fondu
(obtention d’une couche épaisse, mais risque de déformation de la piéce).
Electrozingage : par électrolyse d’une solution contenant des ions Zn?'
(facilité de mise en ceuvre, mais couche plus fine).

Protection par courant imposé

Cette méthode consiste a connecter la structure a la borne — d'un générateur
de courant continu et a relier la borne + a une masse anodique peu soluble. a
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Mécanique

Structure des chaines de solides

Notations

N, c = ]vliaisons - ]vsolides +1 nombre CyClomatique

E,=6-N, nombre d’équations scalaires de la cinématique

r, rang du systeme des E, équations de la cinématique

p nombre de solides de la chaine de solides étudiée
E =6-(p—1) nombre d’équations scalaires de la statique

r, rang du systeme des E équations de la statique

Je sais calculer le mouvement des corps pesants,
mais pas la folie des foules.

Isaac Newton
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Cinétique des solides indéformables

Masse
dm=p(M)d dm masse d’un volume élémentaire dv de
m=p v centre M, p(M) masse volumique en M
mg = j dm mg masse d’un solide S
()]
N my masse d’un ensemble £ de N solides S;
mg = Zmz’
| de masses m;

Centre d’'inertie

@)

Solide S de centre d’inertie Gg
VP, mg PGy :f PM-dm
(8)

N o
Zm,- -GG =0 .
= Ensemble E de N solides S;, de masses m;
— N . etde centres d’inertie G,
VP, my -PGy =Y m - PG

i=1

Moment d’inertie

J(S,A) moment d’inertie par rapport a un
Jsm)= | rapdm  TOA mome par rapp
) axe A, r(M) distance du point M a I’axe A
A= (y2 + 22 ) dm Moment d’inertie par rapport & I’axe (O, x)
Y (5)

B= [ (z2 +x2) dm
Js)

C= [ (x2+y2)dm
Js)

Moment d’inertie par rapport a 1’axe (0, y)

Moment d’inertie par rapport a 1’axe (0, z')

(x, y,z) coordonnées du point M dans le repere (O,x', y',z')
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Produits d’inertie

D= yvzdm _
Js) (O,Z)
E= zxdm _
) (O,Z)
F=| xydm ;
J ) (0.5)

Produit d’inertie par rapport a (0, y) et
Produit d’inertie par rapport a (O, x) et

Produit d’inertie par rapport a (O, x) et

(x, y,z) coordonnées du point M dans le repére (O,x', y',z')

Matrice d’inertie

A -F -E
[1(s.0)]5 +F B -D
_E -D C 50
4 0 0
[7,(.0)]=| 0 B, 0
00 G (X0s70570)
AO’BO’CO
(x.O:'y'OsZ.O)
4 0 0
[1(s,0)]=|0 B 0
0 0 4], .
A— mS RZ " mS H2
4 12
B: mS2R2
2 2 2
A—mS (R +r ) mg H
- 4 12
B:mS (R22+r2)
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Notation usuelle : solide S,
au point O dans la base

vectorielle (x', y',z')

Matrice principale d’inertie
du solide S au point O dans

la base vectorielle
(X'O ay'() aZ.O)

Moments principaux

d’inertie

Base vectorielle principale
d’inertie

Matrice d’inertie du solide de
révolution S, de centre O et

d’axe de révolution (0,y)

<

Cylindre homogéne A
de masse mg de
rayon R et de

@.

hauteur H
Tube homogene de Ay
masse mg, de rayon (&>

extérieur R, de
rayon intérieur » et
de hauteur H
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4 0 0 Matrice d’inertie du solide S,

B présentant un plan de
[I(S ’ O)] I symétrie perpendiculaire a
O -D C (x',y',z') l,axe (O,.X:')

Matrice d’inertie du solide S,

4 0 0 présentant deux plans de

[ [( S, 0)}: 0 B 0O symétrie perpendiculaires et

0 0 ayant en commun [’axe

577) (0,5), (0,5 ou (0,7)
Parallélépipede rectangle
2 2 2 2

A:ms(b +e ) B:mS(C ta ) homogene de masse myg de

12 12 centre Q de dimensions

c mS(a2+ bZ) (a,b,c) selon les directions
- 12 respectives (x,y,z)

Théoréeme de Huygens

Calcul de la matrice d’inertie

[](S ’P)J :[1 (5 Gs )J +EI (s ’PGﬁ)ﬂl du solide S en un point P, a
—— . .

matrice de partir de la connaissance de

Huygens celle au centre d’inertie Gy

Le vecteur ITGS est de coordonnées (a,b,c) dans la base vectoriclle
(%,7.,2), d’ou la matrice de Huygens dans la base vectorielle (x,y,z) :
P+  —ab —ac
[I(S,PGS)}=mS- -ab a*+c*? -bc
-ac ~bc  a*+b?

(%,5.)

Changement de base vectorielle

Matrice d’inertie exprimée dans la base vectorielle B;, a partir de la matrice
d’inertie connue dans la base B, :

[1(5:0)], =[Prss ) [ 1(5:0)],, [ Poros.]

[ P ] Matrice de passage de la
BB, base B, vers la base B,

T Matrice de passage de la
[Peon]= [Bros |

base B, vers la base B,
Moment d’inertie par rapport

J(S.A)= T (ﬁ)»EI(S,O\)}I'(Eﬂ) a un axe A orienté par le
vecteur (O,u)
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Quantités cinétiques

Quantité de mouvement

. T Quantité de mouvement d’un
P (M /R» m-V (M / R) point matériel M de masse m

Quantité de mouvement d’un
ﬁ'(S/R)=mS-V/(GS,S/R) solide S, de masse my et de

centre d’inertie Gg

Moment cinétique

< v = Moment cinétique en P d’un
G( P My R) =PM Am V( M/ R) point matériel M de masse m

Moment cinétique en P d’un solide S de masse my , de centre d’inertie G et

de matrice d’inertie en P [l (S ,P)]
(P.S/R)=[1(S.P)|-Q(S/RY+rms - PGy AV(P,S/R)
Cas ou le champ des vecteurs

6(P,S/R) = [[ (S,P)] -Q(S/R) vitesse de S dans R est nul en

P:V(P,SIR)=0
Moment cinétique en son centre d’inertie G g, d’un solide S de masse myg et
de matrice d’inertie en Gg [[ (S, Gs )]
o(Gs.S/ R)=| I(S.Gs)|-@(S/R)

o(P.S/R)=o{0.5 / R)+ Relation d’antisymétrie du

s . champ des vecteurs moments
PO Ams - V(Gs.S/R) cinétiques

Torseur cinétique

p((S/R) résultante cinétique

{C (S /R )} — » (S/I R)‘ (quantité de mouvement)
P E«P’S /R) (—f((P ,S/ R) moment ciné-
tique en P
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Quantités dynamiques

Résultante dynamique

= g Résultante dynamique d’un

=L point matériel M de masse m
Résultante dynamique d’un

E(S/ R) = m 'EI(GS,S/ R) solide S, de masse mg et de

centre d’inertie Gg

Moment dynamique

- o Moment dynamique en P

§(P,M/R)=PM rm-a(M/R) d’un point matériel M de
masse m

Moment dynamique en P d’un solide S de masse my, de centre d’inertie Gg

(B base vectorielle associée au repere R)

5(P.S IR)= %E(P,S /R)

+mg ¥ (P IRYAF(Gs.S /R)
B
Cas ou P, point ou est
calculé le moment
dynamique, est un point fixe

dans R, V({P /R) =0

5(P,S/R)= %&(P,S/R)

B

Moment dynamique d’un
solide § de masse mg , en

S(GS,S/R)=£5(GS,S/R)

B son centre d’inertie Gy

S(f PS/R}= S(Q,S /R)+ Relation d’antisymétrie du
; = champ des vecteurs moments
PO Amg 'ﬂ(Gs S/ R) dynamiques

Torseur dynamique

R,(S/R) RfSIR) résuliante dyna-
5(P,S/R) mique, §(P,S/R) moment

ots - |

dynamique en P

356



Energie cinétique

Formes générales

1 s 2 Energie cinétique d’un point
E.(M/R)= 9 " [V(M/R)] matériel M de masse m
E, ( S/R ) _ l_j ['V ( M.S/R )T dm Enefgie c,in.étique d’un
2) s systéme matériel S

Cas des saolides indéformables

Energie cinétique d’un solide

1
E,(S/R) :E{C(S /R)} ®© {V(S /R)} S en mouvement dans R

Expression développée

E.(S/R)= %[ﬁ(s IRYVAP.S IR)+S{P.SIR)-US /R)]

Cas particuliers
Energie cinétique d’un solide
S, de moment d’inertie J par
rapport a I’axe de rotation, en
rotation a vitesse ® dans R
Energie cinétique d’un solide
E, (S/R):l—ms 2 S, de masse myg , en trans-
2 D
lation a vitesse v dans R

EC(S/R):%J-Q)Z

Ensemble de solides indéformables

N Energie  cinétique  d’un

E(E/ R)=ZEC(S,-/ R) ensemble £ de solides S, en
=l mouvement dans R

J¢; : moment d’inertie
E(E/ R):l_ J. w2 équivalent de 1’ensemble de
¢ 2 solides E  rapporté au

paramétre du mouvement a
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Dynamique des solides indéformables

Principe fondamental de la dynamique (PFD)

_ = Solide S en mouvement dans
{D(S/R, ) ‘{ s~ S)} le référentiel galiléen R,

Ensemble E de N solides S;

{D (E /R )} - {F (£~ E)} en mouvement dans R,

Théoréme de la résultante dynamique (TRD)

s 1 e\ < Solide § en mouvement dans
ms -a( G, S/ Ry) r(5 > 5) le référentiel galiléen R,

Ensemble £ de N solides S;

en mouvement dans R,

iwa‘(@,&mg): R(E- E)

Théoréme du moment dynamique (TMD)

" = Solide S en mouvement dans
0 (P S/ Ry )_ M(P’S - S) le référentiel galiléen R,

Nyas - ‘ |
23 (P,S,» /R, ) =M({P,E" g E) Ensemble £ de N solides S;
i=l en mouvement dans R,

Principe des actions mutuelles
{F(S,. —)Sj)}:—{F(Sj —)S,-)} Entre deux solides S et S,

Conditions d’équilibrage des rotors

Rotor équilibré statiquement
et dynamiquement

. . cf. figure ci-contre
G centre d’inertie ( & )

XA
\)\Z;, (G. ¥} axe de rotation Equilibrage statique :
Gt 27 (G,E, x) plan de symétrie Le centre d’inertie G du rotor
O A est situé sur ’axe de rotation.

<
>
¢ ~

Y f y S Equilibrage dynamique :
Le rotor présente un plan de
A 0 -E symétrie (G,Z,¥) perpendi-
[1 (S ,G)] =10 B 0 culaire a I’axe de rotation.
—£ 0 (%7,7)
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Puissance et travail développés par les actions
mecaniques

Puissance développée dans un référentiel R

Cas d’une action mécanique
P(X >Y/R) :{F(X - Y)} ®{V(Y/R)} appliquée par un systéme X
au solide Y
Expression développée

P(X >Y/R)=R(X -Y)-V{PY /R)+M{P.X —>Y)-OfY /R)

Puissances d’actions mécaniques simples

B . Cas d’une force appliquée
P(X>Y/R)=R(X > ¥)-W(PY/R) par un systtme X sur le
solide Y en un point P
Cas d’un couple C appliqué
par un systtme X sur le
solide Y et colinéaire a I’axe
de rotation de Y dans R

P(X>Y/R)=C-®

Puissance d’actions mécaniques mutuelles

Puissance développée entre
P (Si Pl ): {F (Si R )}® {V (Sf/ E )} les solides S; et S;

Expression développée (indépendante d’un référentiel R)

P(S; <>S;)=R(S, =»5;)V(P.S; 1S;Y+M{P.S; =S,)-Q(S; /S;)

Cas de:
P(S <> S j) =0 - roulement sans glissement
- liaison parfaite

Travail développé dans un référentiel

Travail développé entre les
i .
WX Y /R =J- P(X >Y/R)de ~ '"stants 4 et b pour une
1 action mécanique appliquée
par un systeme X au solide ¥

41

Travail d’actions mécaniques mutuelles

Travail développé entre les

1 2
W(SH@),IZE A5 §)dt solides S, et S,
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Rendement en régime établi d'un systéme

_ |z Wdonné
ZWregu

|Z Wdissipé

n =1 -
zmegu

Domaine
physique

Electrique
Mécanique
de translation

Mécanique
de rotation

Hydraulique
et pneumatique

Thermique

Grandeurs physiques

Grandeur d’effort

Tension
u[V]

Force
F[N]

Moment d’une force

¢ [N.m]
Pression

p [Pa]

Température
T'[K]
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Rapport calculé sur un cycle
de fonctionnement entre le
travail donné par le systéme
et le travail regu par le
systeme

Autre écriture, ou ZWdiSSipé

représente 1’énergie dissipée
par le systétme sur un cycle
de fonctionnement

Grandeur de flux Puissance
Courant .
i[A] P=uxi
Vltessg PeFxv
v[m.s ]
Taux de rotation

-1 P=cxm
o [rad.s ']
Deb13t \i?lumlque P=pxgq
g[m.s ]
Flux d’entropie B
s[TK's" P=Txs



Approche énergétique du PFD pour les solides
indéformables

Energie cinétique galiléenne

E(S/R)=5{C(S/R ) @{(S/R,)

Solide S en mouvement
dans le référentiel galiléen R,

y Ensemble E de N solides S
E(E/Ry)=) E(S:/R,)
o=l en mouvement dans R,

_ Puissance galiléenne développée par les actions mécaniques _

_ e Actions mécaniques appli-
P(S -8 /Rg) = {F (S — S)}®{V (S /R, )} quées par Dextérieur du
solide S sur S
Actions mécaniques appli-
e . s g
— _ - quées par I’extérieur de £ sur
P( 6= a2y Rg) - ;F( E> 51 Rg) les solides S; de E en
mouvement dans R,

Théoreme de I'énergie cinétique

d _ TEC pour un solide S en
— (S / Rg) = P(S —S /R, ) mouvement dans le
d référentiel galiléen R,
_ TEC pour un ensemble £ de N
C%EC(E /R,) =P(E —>E /Rg) +P.(E) solides S, en mouvement
dans R,
P.(E) somme des puissances développées par les actions mécaniques

mutuelles entre les N solides §; de E

Forme intégrée du théoréeme de I'énergie cinétique

Pour un solide S, entre les instants #; et 7,

Eo(S/R,)(t2)~Ec(S/R)1))=W (S —> 5 /Rg)’

15}

h
Pour un ensemble £ de N solides S, , entre les instants # et ¢,
E(E/R,)(t)~E(E/R,)(t,)=W (E>E /R, )(2 (B[
t i

&) , , . , .
W (E )‘ . somme des travaux développés par les actions mécaniques
1

mutuelles entre les N solides S; de E, entre les instants ¢, et 7,
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Automatique : SLCI

Comportement des systéemes

co (1) Consigne donnée au systéme
ré(r) Réponse du systéme
pe(?) Perturbation
Schema simplifié
Pe ( p )
Co ( P s( p) Ré ( p )
H(p) H, (p) -

Ré(p) __H(p) Hr(p)

H poursuite (p) = s

Co(p) 1+H1(p)H2(p)

Ré(p)  Hy(p)

H régulation (p ):

Fonction de transfert en
poursuite

Fonction de transfert en
régulation

Pe(p) - 1+H1(p)H2(p)

Théoréeme de superposition
Ré (p) = Hpoursuite (p) Co (p)+ Hl‘égulation (p) Pe(p)

Précision des systémes

Fonction erreur

err(t)=co(t)—ré(t)
Err(p)=Co(p)—Ré(p)

El’l’(p) :|:1 _Hpoursuite (p)]CO(p)

{Err( p)=—Ré(p)
Err (p) = _Hrégulation (p) Pe(p)

362

Définition
Transformée de Laplace de
la fonction erreur

Erreur en poursuite

Erreur en régulation



Erreur en régime établi

er,, = lim[err (¢)] Définition
Si elle existe, on peut
er, :lim[ pErr( p)] calcqler I’erreur en régime
p—0 ¢tabli par le théoréme de la

valeur finale

Echelon consigne

er;

Erreur statique ez, :

erreur en régime établi pour
une entrée en échelon.

Rampe consigne
A er;

Erreur de trainage ez, :

erreur en régime établi pour
une entrée de type rampe.

ré(t)
il ., cmn ; GE v E— v —— w— *
t
a Echelon Rampe A;celeratlon B .
rreurs  en  régime
Eyu(t Vitu (t —at’u(t . .
v 0 ( ) ( ) ( ) établi er_, en fonction
E, de la consigne co(t).
0 0 0
I+ Ky, Parametres
1% caractéristiques de la
1 0 K_ o0 fonction de transfert en
bo boucle ouverte :
a )
2 0 0 gain K, , classe a
Kbo

363

Sl



Rapidité des systémes

Temps de réponse a 5 %
Sous conditions initiales

C’est l’instant t5,, a partir duquel la réponse

nulles :
ré(t) d’un systtme a un échelon reste a , ,
) , .. Vit m <0.05
moins de 5 % de la réponse ré, en régime = sy, iy =0,
o0

permanent.

Réponse ré(¢) du systeme a
un échelon sous conditions
initiales nulles

Temps de montée

C’est la durée 7, nécessaire au systéme pour
atteindre une premiere fois la valeur de la
réponse en régime établi ré,, pour une entrée ré(t)=ré,

. plus petit temps ¢ tel que

en échelon.

Dépassement

, . , Sous conditions initiales
C’est la valeur relative de la réponse

. : o ) ) nulles :
maximale 7é.,, rapportée a la réponse ré, , ,
o . . Dy = Lomax "
en régime établi, pour une entrée en échelon. = y
o0
5 Maximum r¢, . , \ \
re}p " max Réponse 7é(f) du systéme a
un échelon

La courbe présente un ex-
tremum €., supcrieur a la

valeur en régime établi 7€, .
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Stabilité des systémes

Stabilité absolue
Un systeme est dit absolument stable si sa réponse a une entrée bornée est
bornée : |co (t)| SCOpax = |ré (t)| < Répax

Condition de stabilité nécessaire et suffisante

Les dénominateurs des fonctions de transfert en poursuite et en régulation
¢tant identiques, on étudie la stabilité du systéme avec 1’une ou I’autre des

fonctions de transfert, que I’on note H ¢(p) dans la suite.
Tous les pdles p; de la fonction de transfert Hg(p) doivent étre a partie

réelle strictement négative : Re(p;)<0

Im(p;)
STABLE ? INSTABLE

' Licu des poles d’Evans

0O e Rew)

Regle du revers

Pour la suite, on note H,,(p) la fonction de transfert en boucle ouverte du

systéme et Hy, (») la fonction de transfert isochrone en boucle ouverte du
systéme (régime sinusoidal forcé).

La premicre condition d’application de la régle du revers est que la fonction
de transfert en boucle ouverte du systeme, H,,(p) , soit stable (ses poles sont

a partie réelle strictement négative).
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Dans le plan de Bode

- Stable
Gyg 1 - - - Instable

Le gain en dB de la fonction
de transfert isochrone en

boucle ouverte H,,(®) doit

étre négatif lorsque le
déphasage est inférieur a

—180°.
_ Le déphasage de la fonction
0 T de transfert isochrone en

boucle ouverte H,,(®) doit

étre supérieur a —180° tant
que le gain en dB est positif.

—180 o

Marges de stabhilité

M ; =-20log (|H bo(©_ 150) |) Marge de gain (cf. tracé ci-
avec @ (Hyo(®_15))=—180° dessus)

M, = 180°+ arg( H o (o2c)) Marge de phase (cf. tracé ci-
avec |Hb0 (o, )| S dessus)

Il est plus facile de désintégrer un atome
gu’un préjugé.

Albert Einstein
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Second ordre de classe 1

Fonction de transfert

_ Comportement sous une entrée sinusoidale en régime établi_

Gus =20log K —20logm — 1010g(l+ v 032)

K

H ——
7 p-(l+tp)

K
jro-(1+j-t0)

W(J‘@Fﬁﬁ

H(j-o)=

Qo= —g— arctan (to)

Gas 1 20 dB/décade _ fge)
RO A A :.2:0.log:L::.—.i.;jf
oy @
0 DTN ¢
oo K i Y40 dB/décade
T T
-90 T
180 |
o=Ilrad/s = Gg=20logK
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1 TS
— opérateur d’intégration
p

Fonction de transfert
1sochrone

Facteur multiplicatif de
I’amplitude

Gain en décibels

Déphasage

Diagramme de Bode

Point particulier :

GdB{ 3 =20log(K t)-3dB

(p(l—jz—l35°
T

Valeurs particulieres du gain
en décibels de la fonction
K

J @
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Correction des systemes

Correcteur proportionnel (P)

C(p)=Kc

K. constante

adimensionnelle
o I S m— Si Re>1:

oo e e P e L e augmente la précision
J20ogK G e augmente en général la
0 e D rapidité ;

' i ik la diminue si le pole
dominant initial est déja
¢° e source d’oscillations
L] HRL o H marquées (second ordre
EHERIL AN de taux d’amortissement
: voisin ou inférieur a

0,69).
e diminue la stabilité

Correcteur intégral (1)
1

Correcteur intégral pur : non
p employé car déstabilisant

Cp)=

T;

1+Ti.p_ + 1

C(p)= 1 Correcteur intégral saturé
1P 1P
N
~0dBieeade | Amule Pemeur suique o
1111 il [T rejette I’échelon de
0 {1 o perturbation.
o4 = 1 . Ny
o — doit étre inférieur a la
] L T
| Ll o
07 e il oo pulsation du mode dominant
o du systéme.
_180 ot e et i e e
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Correcteur a avance de phase (AvPh)

I+a-t constante adimensionnelle
Clp)=——"= ‘
l+t-p a>1
GdB dB T
120.dB/décade .. L
[ \ . 20loga Augmente les marges de
0 | EEEL S R stabilité, par apport d’un
i Hil e déphasage positif ¢, :
A . A 1 41
o4 ' br e tel que SinQ,,, =
L et R e s =
I BRI SR R R B
90 T e 4 la pulsation @, :L\/_
R ) KN Ta
0 >
Correcteurs combinés
Correcteur P-1
1471 - , .
C(p)=Ke- TP Atnnule I’erreur statique et
T -p regle les marges de stabilité
Correcteur P-AvPh
C(p)=K,- l+a-tp Lavec a>1 Regle lres. marges de stabilité
I+t p et la précision

En sciences, ce qui est demontrable
ne doit pas étre admis sans demonstration.

Richard Dedekind
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Algorithmique

Meéthodes numériques

Résolution d’'un probléme stationnaire de type f(x)=0

M¢éthode de dichotomie :
def
dichotomie (a,b,f,e): f(xl\
while (b-a)>e:
m= (b+a) /2
if f£(a)*f (m)>0:
a=m
else: b=m
return a

Méthode de Newton : / (x I
def newton(x,f, fp,e):
while f (x)>eps:
x=x-f (x) /fp (x)

return x

_ Résolution d’'un systéeme d’'équations linéaires de type A.X=B _

numpy.linalg.solve (A, B)
A, B : type numpy array
Retourne le vecteur solution du systtme A4.X =B

Résolution d’équations différentielles

Conditionnement du systeme (S) d’équations différentielles sous la forme du

. _ F(t, X)
probléme de Cauchy : | df
X (1) =X,
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Xk+l :Xk +h XF(tk,Xk)
X, =X (o) '
h : pas d’intégration

Méthode d’Euler explicite :

Dérivation numérique

e . o dx(t) W =g
Dérivée premicre arriere : = X
dt h
o de(r) _x
Dérivée premicre avant : &t
dt h
f e, . . () .2 e 1
Dérivée premicre centrée :
dt 2h
r , Xpy—2X,+x
Dérivée seconde centrée : 2( ) ket E kL

Intégration numérique

Méthode des rectangles a gauche A
X 0 =3
b ) ™ x(1
j x(7)dt :hz X, I /
0 i=0 *; §iliTiE A
Xivl b=l 1= 9
7
i
7'y >
ty 4], 1 !
. i+
Méthode des rectangles a droite A l

t, n
I xX(£)d :th,.l
0 =1

3
Méthode des trapezes
‘ T n—1 *o
I x(f)dt =h| 2=Zn | E X,
0 2 il ol |
B Xi+1
1
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Intelligence artificielle

Apprentissage supervisé

/ Prétraitement \ (Apprentissage\ [Evaluatio\n (Inférence\
( Données ) ( Algorithmes] Nouvelles
d’entrainement 'Ld’apprentissageJ données

, ~ - Modéle
Données brutes final
)
Données ! Labels l
de test
- -Labels
\ j o A S J
Régression
La sortie y est de type continu. 5
y; : valeur labellisée -7 x" o L .
n L S t—0e . ‘
y; - valeur prédite el & 22T . ’ .':'\-':«.,¥ .
) e ot & ) o.. ~.
Erreur quadratique moyenne : wa]—Le k :..‘. '
| & » P
n 2 830 L
MOE :ﬁz(y =) . B TR
i=1 1028 — < e 2000 060
Coefticient de détermination de Pearson :
N
A2
(yi - yi) | N
2 _ i=1 = 2
R =1--% avecy—ﬁ Vi
—-\2 —
E (vi=) ’
i=l
Cla55|ﬁcat|on
La sortie y est de type catégoriel. o] o ctegone0 y Y38 v
v categore 1 '.7" J_'?v‘, '7 "V =
Matrice de confusion : wle W W w4 T T 22
“ev % v vV VE,
2 8 150 4 3 ,vv‘w vo ¥V VP v, Wy 'Jvo
32| N | FP AN o™ e
5 2 “ FN ~ \j_--a?% v

5~ = classificateur 3 o, (FP

en

2 7| FN VP binaire

S 3 %

non (0) oui (1)
Catégorie prédite

VN : vrais négatifs ; FN : faux négatifs ; FP :

faux positifs ; VP : vrais positifs
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VP +VN VP

Accuracy = Precision= ————
VP +VN +FP +FN VP+ FP
VP VN
Sensibilility = —— Specificity = —————
Y= UP N pecificity = —p

Régression linéaire multiple

Donnée d’entrée : x :( X1s X0, -,x;,,) . Modele de 3,
Sortie prédite : > prédiction % 3
J;i(xi,ﬁ/):ﬁ/o +1//1>1x11 + 1/,1\/2)(:12 ++ﬁ/nxm

Sortie labellisée : y;
y, = JA/I( x;, ﬁ;) +¢; ou g est’erreur de prédiction pour la donnée d’entrée x; .

En notation matricielle : y=X-wete=y—y ,

] wo
N Loy xy o w, - Y1 §
i Wi
|2 v Xar X2 7 X [ A s |2 _ &2
avec y=1".", =+ ; " ,w-wz,y—:ets:—.
Ve Loxy xpp o M ~ Vi €k
WI’I

Solution optimale analytique si la matrice X7 - X est inversible :

~ -1 : : . .
w=(X r. X ) - XT -y | vecteur estimateur des moindres carrés ordinaires.

k plus proches voisins

Trouver dans le jeu de données labellisées, k données d’entrée proches de la
nouvelle donnée dont on souhaite prédire la sortie (le label). Il n’y a pas de
phase d’apprentissage.

n
: 1 , 2
Distance euclidienne entre deux données : d = E (x1 i — xzi)
i=l
En classification, on recherche la catégorie d’appartenance la plus représentée

parmi les k plus proches voisins.
En régression, on calcule la valeur moyenne des k plus proches voisins.
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Neurone artificiel

- -

. biais ! . b
p fonction de combinaison linéaire
1
M n
Z= E WX+ W
Xy j=l sortie calculée

vecteur
entrée x < X

fonction

x}’l . .
: d’activation f
\ | vecteur poids
‘(et biais) w f
"""" Neurone artificiel |
1 \
X
X, s =f (wT x)
xn
Fonction f Allure Expression Dérivée Etendue
Linéai
inéaire / 0 ; ]_OO’ OO[
ReLU 7 zsiz>0 Isiz>0 [O [
,+00
0 sinon 0 sinon
Heaviside Isiz>0 O0siz#0 [0 1]
0 sinon ? sinon ’
Tangente [ 2
hyperbolique __J/ tanh( Z) -7 (Z) }1’1[
Sigmoide . 1
(logistique) w4 Iy f(2) (l_f( Z)) ]0’{
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Apprentissage supervisé profond

Les réseaux de neurones MLP (multi-layer perceptron) ont une fonction de
combinaison linéaire et possedent 1’architecture donnée ci-apres.

Couche d’entrée Couches cachées Couche de sortie

Réseau de neurones

La détermination des poids associés a chaque lien se fait par un algorithme de
rétropropagation du gradient.

La science consiste a passer d’'un étonnement a un autre.
Aristote
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Le plus simple écolier sait maintenant des verités
pour lesquelles Archimede eit sacrifie sa vie.

Ernest Renan



Mathématiques

A

accroissements finis
inégalité des, 30, 247
théorémes des, 30
adhérence, 226
adjoint d’'un endomorphisme, 218
affinité vectorielle, 49
affixe (d’un point du plan), 11
algebre, 212
angle de deux vecteurs non nuls, 220
anneau, 36
anneau Z/nZ, 210
annulateur
idéal, 216
polyndme, 216
application
continue, 228
de classe &%, 245
de classe &1, 275
linéaire, 48
linéaire continue, 229
lipschitzienne, 229
automorphisme, 48
orthogonal, 219

B

base
canonique, 49
caractérisations, 50, 51, 54
d’un espace vectoriel, 47
orthonormée, 55
Bézout (théoréeme de), 34, 40
Bienaymé-Tchebychev
(inégalité de), 264
bijection bicontinue
(théoreme de la), 29
bijectivité
d’une application, 6
d’une application linéaire, 48

Index Mathématiques

bindme (formule du), 8, 45
Bolzano-Weierstrass (théoreme de), 24
borne supérieure, 22

propriété de la, 22
bornée

application, 224

partie, 224

suite, 224
boule, 223

c

Cauchy
probléme de, 18, 19, 268
théoreme de Cauchy linéaire, 268
Cauchy-Schwarz (inégalité de), 56
Cayley-Hamilton (théoreéme de), 217
Cesaro (théoreme de), 236
changement de base (formules de), 51
changement de variable
dans une intégrale
sur un segment, 64
dans une intégrale généralisée, 251
Chasles (relation de), 247
classe &1, 275
coalitions (lemme des), 261
coefficients du bindme, 8
compact, 230
image par une application continue
d’un, 231
congruence, 208
connexité par arcs, 231
continuité, 228
caractérisation séquentielle, 228
d’une application linéaire, 229
en dimension finie, 232
d’une application p-linéaire
en dimension finie, 232
de la somme d’une série
de fonctions, 239
sous le signe somme, 254
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sur une partie, 228
uniforme, 229
convergence
normale d’une série de fonctions, 238
normale sur tout compact d’une série
de fonctions, 238
simple d’une série de fonctions, 238
simple d’une suite de fonctions, 236
uniforme d’une série
de fonctions, 238
uniforme d’une suite
de fonctions, 236
uniforme sur tout compact
d’une série de fonctions, 238
convexe (partie), 22, 223
corps, 37
couple
loi conjointe d’un, 260
lois marginales d’un, 260
couple de variables aléatoires
discretes, 260, 261
indépendantes, 261
covariance, 264
Cramer (systéme de), 46
croissances comparées
des fonctions usuelles, 28, 59
des suites usuelles, 61
cycle, 53

D

d’Alembert

regle de, 235

régle pour les séries entieres, 241
d’Alembert-Gauss (théoréme de), 39
décomposition

des noyaux, 216
décomposition

en ¢léments simples, 40, 41

primaire, 35, 39
degré d’un polyndéme, 37
dénombrable, 256

dense, 227

dérivée, 29

d’une fonction, 244

des fonctions usuelles, 32

en un point, 29, 244

n-iéme, 245

partielle, 272

successives d’un polyndéme, 38

successives d’une fonction, 31
suivant un vecteur, 272
sur un intervalle, 244
déterminant
d’un endomorphisme, 54, 215
d’une famille de vecteurs, 54
d’une matrice, 54
développement en série entiere, 242
usuels, 243
développements limités, 59
usuels, 60
diagonalisabilité, 214
différentielle, 272
dimension
d’un espace vectoriel, 49
théoréme de la, 49
discriminant, 11
disque de convergence, 241
distance, 223
d’un point a un sev, 57
division euclidienne, 34, 38

E
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endomorphisme, 48
autoadjoint, 221
équation polynomiale de degré 2, 11
équation caractéristique
d’une EDL2, 18
d’une suite RL2, 25
équation différentielle
linéaire, 18, 267
d’ordre un, 267
scalaire d’ordre n, 268
équivalents usuels, 59, 61
espace probabilisé, 257
espace vectoriel, 46
euclidien, 55
norme, 223
préhilbertien, 55
espérance
d’une combinaison linéaire
de variables aléatoires
réelles discrétes, 263
d’une variable aléatoire réelle
discréte, 262
du produit de deux variables
aléatoires discrétes
indépendantes, 263



Euler

formule d’, 10

théoréme d’, 211
exponentielle

complexe, 243

d’un nombre complexe, 10
extremum local, 30, 276

F

famille de vecteurs
géneératrice, 47
libre, 47
orthogonale, 55
Fermat (petit théoréme de), 35
fermé, 226
fonction
continue, 28
convexe, 32
de classe &, 31, 245
dérivable, 29
lipschitzienne, 29
uniformément continue, 29
fonction
de classe ¢k, 245
de classe &1, 244, 275
en escalier sur un segment, 238
intégrable sur un intervalle, 252
fonctions
circulaires, 14
circulaires réciproques, 15
exponentielles, 13
hyperboliques, 14
logarithmes, 13
puissances, 13
fonctions usuelles, 13
croissances comparées, 28, 59
dérivées, 32
équivalents, 59
graphes, 16
limites, 28
forme linéaire, 50
forme n-linéaire alternée, 53
formes indéterminées, 23
formule
de Bayes, 258
de Koenig-Huyghens, 263
de Leibniz, 246
de Taylor avec reste intégral, 248
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de Taylor-Young, 278
des probabilités composées, 258
des probabilités totales, 258
fraction rationnelle, 40
frontiere, 227

G

Gauss (théoreme de), 34, 40
gradient, 273
Gram-Schmidt (procédé de), 56
Grassmann (formule de), 50
groupe, 36
linéaire, 46, 48
symétrique, 53
groupe
cyclique, 208
monogene, 208
orthogonal d’indice n, 218
orthogonal de E euclidien, 220
quotient Z/nZ, 208
spécial orthogonal d’indice n, 219
spécial orthogonal de £
euclidien, 220
géométrique (identité), 8, 45

Index Mathématiques

H

Heine (théoreme de), 29
hessienne (matrice), 278
hyperplan, 50

idéal

annulateur, 216

d’un anneau, 209

engendré par un élément, 210
image

d’un morphisme de groupes, 36, 207

d’une application linéaire, 48

directe et réciproque d’une partie, 6
indicatrice (fonction), 5
indicatrice d’Euler, 211
indépendance

d’un couple de variables

aléatoires, 261

de deux événements, 259

de n variables aléatoires, 261

des événements d’une famille, 259



inégalité
de Bienaymé-Tchebychev, 264
de Jensen, 33
de Markov, 264
des accroissements finis, 247
des tangentes, 33
triangulaire, 223
injectivité
d’un morphisme de groupes, 207
d’une application, 5
d’une application linéaire, 48
interpolation de Lagrange
(formule d”), 38
intégrale sur un segment, 62
changement de variable, 64
d’une fonction en escalier, 62
et primitives, 63
intégrale généralisée, 248, 250
changement de variable, 251
convergence absolue, 249, 252
convergence d’une, 250
nulle, 252
théorémes de comparaison, 249, 252
intégrale a parametre
continuité sous le signe [, 254
dérivabilité sous le signe [, 255
intégration par parties, 64
dans une intégrale généralisée, 251
intégration terme a terme, 254
intérieur d’une partie, 226
1somorphisme, 48
caractérisations, 50, 51, 54
1sométrie vectorielle, 219

L

Leibniz (formule de), 31, 38, 246
lemme d’Abel, 240
lemme des coalitions, 261
limite
d’une fonction, 26
d’une fonction monotone, 27
d’une fonction vectorielle, 227
d’une suite, 23, 224
d’une suite monotone, 24
limite de la dérivée (théoréme de la), 31
linéarisation (formules de), 9

loi
de composition interne, 35
de Poisson, 262
de probabilité d’une variable
aléatoire discrete, 260
géométrique, 262
loi faible des grands nombres, 264

M

majorant, 21
Markov (inégalité de), 264
matrice, 44
de passage, 51
diagonalisable, 215
hessienne, 278
inverse, 46, 51
caractérisations, 52, 54
expression, 55
jacobienne, 273
orthogonale, 218
représentative
d’une application linéaire, 51
d’une famille de vecteurs, 51
symétrique, 221
transposée, 44
trigonalisable, 215
minorant, 21
Moivre (formule de), 10
Morgan (lois de), 4
morphisme
d’algébres, 213
d’anneaux, 209
de groupes, 207
multiplicité d’une valeur propre, 214

N
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Newton (formule de), 8, 45
nilpotence, 215

nombre(s)
compose, 34
premier, 34

premiers entre eux, 34
nombre complexe
(notation algébrique), 9
norme, 223
équivalence, 225
en dimension finie, 231



euclidienne, 55
subordonnée, 230
noyau
d’un morphisme de groupes, 36, 207
d’une application linéaire, 48

0]

projection

orthogonale, 56

vectorielle, 49
prolongement par continuité, 28
Pythagore (théoréme de), 56

R

orthogonal d’une partie, 56
orthogonaux (vecteurs), 55
ouvert, 226

P

parallélogramme (formule du), 56
partie
compacte, 230
dense, 227
entiére, 22
fermée, 226
majorée, minorée, 21
ouverte, 226
partie compacte en dimension
finie, 232
permutation, 53
PGCD, 34, 39
polarisation (identité de), 56
pdle d’une fraction rationnelle, 40
polynome(s), 37
d’un endomorphisme, 48
d’une matrice carrée, 45, 216
premiers entre eux, 40
scindé, 39
polyndéme caractéristique
d’un endomorphisme, 214
d’un endomorphisme induit, 214
d’une matrice, 214
polyndme minimal, 216
d’un endomorphisme induit, 217
PPCM, 34, 39
primitives d’une fonction continue, 63
usuelles, 20
principe de superposition (EDL), 267
probabilité, 257
conditionnelle, 258
probléme de Cauchy, 268
produit scalaire, 55
projecteur, 49

racines
d’un polynoéme, 38
somme et produit, 11
n-iémes d’un nombre complexe, 11
n-iémes de ’unité, 10
relations avec les coefficients, 11, 39
rang
d’une application linéaire, 50
d’une matrice, 52
formule du, 50
rayon de convergence, 241
récurrence, 4
réflexion, 219
régle de d’Alembert
pour les séries entieres, 241
pour une série positive, 235
relation
d’ordre, 21
de comparaison des fonctions, 28, 58
de comparaison des suites, 61
reste d’une série convergente, 234
Riemann (sommes de), 247
Rolle (théoreme de), 30

Index Mathématiques

S

Schwarz (théoréme de), 278
série
absolument convergente, 234
d’¢léments d’un evn, 233
de fonctions, 238
de Riemann, 235
de Taylor, 243
enticre, 240
exponentielle, 243
série génératrice
d’une somme de deux variables
aléatoires indépendantes, 265
d’une variable aléatoire a valeurs
dans N, 265
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signature d’une permutation, 53
somme
d’une série convergente, 233
de Riemann, 247
partielle d’une série, 233
sous-algebre, 212
sous-espace
propre, 213
vectoriel, 47
sous-groupe(s), 36
engendré par un élément, 208
de Z, 208
spectre
d’un endomorphisme, 213
d’une matrice, 213
sphere, 223
Stirling (formule de), 61
suite(s)
adjacentes, 24
arithmético-géométrique, 25
convergente, 23, 224
de fonctions, 236
divergente, 224
extraite, 23, 225
géométrique, 25
monotone, 22
récurrente, 25
RL2, 25
superposition (EDL, principe de), 18
supplémentaire(s)
orthogonal, 56
sous-espaces, 47, 50
surjectivité
d’une application, 5
d’une application linéaire, 48
surjectivité d’un morphisme
de groupes, 207
symétrie
orthogonale, 56, 219
vectorielle, 49
symétrique (matrice), 221
systeme
d’¢quations linéaires, 45
différentiel linéaire, 267
fondamental de solutions (EDL), 269

T

table de vérité, 3
Taylor (formule de)
pour les polyndmes, 38
avec reste intégral, 248
Taylor-Lagrange (inégalité de), 248
Taylor-Young (formule de), 60, 248,
278
théoréme
d’Euler, 211
de Cauchy liné€aire, 268
de Cayley-Hamilton, 217
de Cesaro, 236
de convergence dominée, 253
de décomposition des noyaux, 216
de Heine, 29
de la bijection bicontinue, 29
de Schwarz, 278
de Taylor-Young, 248
de transfert, 263
de Weierstrass, 238
des normes équivalentes, 231
des valeurs intermédiaires, 29, 231
spectral, 222
théoréme d’interversion
somme-dérivation, 240
somme-intégrale sur un segment,
240
somme-limite, 239
trace d’un endomorphisme, 215
transposition, 53
triangulaire (inégalité), 21, 56
tribu, 256
trigonalisabilité, 215
trigonométrie (formules de), 9, 14

\"
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valeur d’adhérence, 225
valeur propre
d’un endomorphisme, 213
d’une matrice, 213
ordre de multiplicité d’une, 214
valeurs intermédiaires
(théoréme des), 29, 231
variables aléatoires a valeurs dans N
séries génératrices, 265



variable aléatoire discréte (vad), 259  variation de la constante

espérance d’une, 262 (méthode de), 18

espérance du produit de deux vad  vecteur propre
indépendantes, 263 d’un endomorphisme, 213

fonctions de vad indépendantes, 261 d’une matrice, 213

loi conditionnelle d’une, 260 voisinage, 225

loi de probabilité d’une, 260
W

variance d’une, 263

Index Mathématiques

Vafllairrl;el oi de Poisson, 264 Weierstrass (théoréme de), 238
d’une loi géométrique, 264 z
d’une somme finie de variables
aléatoires discrétes, 264 zéro d’une fraction rationnelle, 40

d’une variable aléatoire réelle
discréte, 263

Les mathématiques consistent a trouver
des théorémes, c’est-a-dire a trouver des choses
qui sont vraies et que 'on démontre ensuite.

lvar Ekeland
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Physique-Chimie

A

absorbance, 145
accélération
angulaire, 119
d’entrainement, 280
d’un point, 106
de Coriolis, 280
tangentielle, normale, 106
accommodation, 83
accumulateur, 348
acide, 154
action(s)
mécanique, 107
de contact, 282
activité (chimique), 142, 339
adiabatique, 128
admittance, 93
afocal, 81
agent thermique, 132
aimant, 134
ajout d’un constituant, 341
amorphe, 150
ampholyte (espéce amphotére), 154
amplitude, 90
complexe, 92
analogie entre électrocinétique
et diffusion thermique, 323
analyse de Fourier, 95
anneaux d’égale inclinaison, 316
anode, 159
sacrificielle, 350
apériodique, 91
aplanétique, 81
apolaire, 148
approximation
d’Ellingham, 336
de Gauss, 81
de l'optique géométrique, 79
des régimes quasi stationnaires
(ARQS), 296, 303
dipolaire, 306

athermane, 128
athermique, 337
atmosphére isotherme, 323
atome d’hydrogene, 103
auto-induction, 138
avancement de réaction, 142
axe
instantané de viration, 279
optique, 81

B

bande passante, 96
barriere de potentiel, 334
barycentre, 108
base
(chimie), 154
cartésienne, cylindrique, 104
de Frenet, 105
polaire, 105
sphérique, 105
bilan
de masse, 319
énergétique d’un circuit, 90
énergétique d’un systéme ouvert,
320
entropique, 320
local de puissance, 295
bloc s, p, d, £, 146
bobine(s), 88, 138
plate, 135
de Helmholtz, 136
boucle de courant, 136
branche, 85
bras de levier, 115
calorifugée, 128
capaciteé
(d’un condensateur), 88
¢lectrique d’une pile, 160
thermique, 129, 130, 324, 325
thermique molaire, 326, 327, 337
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c conductance, 86, 145

‘ thermique, 322
capteur optique, 84, 310 conducteur

carte de champ, 134 ohmique, 295
cas de Lorentz, de Neumann, 137, 139 parfait, 304

catl.lo’de, 159 conductimétrie, 145
CE}V,I'[‘C,’3O6 conductivité
celerité, 79, 99, 299 électrique, 294, 296, 302

centre de masse (ou d’inertie), 108

ionique molaire, 145
chaleur latente, 130

thermique, 321

champ(s) cone
d’interférences, 310 d’acceptance, 80
de pesanteur, 109, 282 de frottement, 283
¢lectrique, 114, 293 confinement spatial, 102

¢lectrostatique, 284

- conjugaison, 83
magnétique, 114, 134, 293

1agnet conservation
réfléchis, 305 , de I’énergie mécanique, 112, 117
changement de phase (ou d’état), 125, de la charge, 293

130, 131, 132
charge formelle, 147
chemin optique, 308

du moment cinétique, 117
conservativité du flux, 290

e ) constante
cinétique d’oxydo-réduction, 343 d’acidité, 155
circuit(s) d’équilibre, 142, 340, 347
d’ordre 1, 89 de Boltzmann, 132
d’ordre 2, 90 de cellule, 145
LC, 90 de gravitation, 109, 116
RC, RL, 89 de Planck, 102
RLC, ?1, 94 de raideur, 109
couplés, 139 de solubilité, 157
coefficient de torsion, 120
adiabatique (ou de Laplace), 129 de vitesse, 143

de frottement, 283

de performance, 133
cogénération, 133
cohérence

mutuelle, 310

spatiale, temporelle, 309, 317
coin d’air, 317
collimateur, 84
compacite, 151
concentration, 142

standard, 142
condensateur, 88

plan, 114, 287

de vitesse apparente, 144
des aires, 117
construction graphique, 82
contact entre solides, 282
contraste, 312
convection, 321
convention récepteur, générateur, 86
convergente, 82
conversion de puissance, 139
coordinence, 151
coordonnées
cartésiennes, cylindriques, 104
sphériques, 105

condition(s) N corps pur, 141
de compa({lte,. 151 corrosion, 349, 350
de norma}lsqtlon, 102, 330 couple
de précipitation, 157 (de forces), 120
de Gauss, 81

acido-basique, 154
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d’oxydo-réduction, 158, 342
de frottement solide, 121
de torsion, 120
courant(s)
de corrosion, 349
de court-circuit, 87
électromoteur (CEM), 87
imposé, 350
induit, 137
de Foucault, 140
courbe
de gain, de phase, 96
de saturation, d’ébullition,
de rosée, 126
de vaporisation, de fusion,
de sublimation, 125
intensité-potentiel, 343
cristal, 150
critére
d’évolution spontanée, 337, 339, 340
de Shannon, 329
cubique a faces centrées (CFC), 152
cycle
(thermodynamique), 127, 132
de Carnot, 133

D

débit massique, volumique, 318
décomposition de Fourier, 95
défaut(s)

de cohérence, 317

d’un cristal, 152
dégénérescence de I'ordre, 144
demi-équation, 158
densité

de charges, 284

de courant de probabilité, 330

de courant ¢électrique, 289

de courant thermique, 321

de probabilité, 330

d’équilibre (P, T), 125

de Bode, 96

de distribution, 156

potentiel-pH, 162
diaphragme, 84
diathermane (ou diatherme), 128
différence

de chemin optique, 101

de marche, 309, 316
diffraction, 100
diffusion, 345

Rayleigh, 307

thermique, 321
diffusivité thermique, 321
dioptre, 80
dioptrie, 82
dipole(s)

¢lectrostatique, 288

magnétostatique, 291

ohmique, 86

en série, en parallele, 85
dismutation, 159, 163
dispersion intermodale, 81
distribution

de charges, 284

dipolaire, 288

surfacique, lin¢ique de courant, 289
ditherme, 132
divergente, 82
diviseur

d’amplitude, 316

de tension, de courant, 87, 93

du front d’onde, 314
domaine

d’existence, 157, 162

de prédominance, 156, 161, 162

réactif, de transparence, 302
doublet liant, non liant, 147
durée de cohérence, 309
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volumique d’énergie
¢lectromagnétique, 295, 301

déphasage, 95, 99, 101, 309
dérivateur, 97
dérivation dans un triedre mobile, 280
deuxiéme principe, 130, 319
diagramme

(P, v) liquide—vapeur, 126
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eau, 130, 154, 158, 162, 345

échantillonnage, 329

¢chelle mésoscopique, 123, 323

¢chelon de tension, 89

¢clairement, 301

¢coulement unidimensionnel
et permanent, 318



effet
de peau, 304
Joule, 295
tunnel, 334
efficacité, 133
¢lectrode de référence, 160
¢lectrolyseur, 348
¢lectron
célibataire, 147
de valence, 146
¢lectronégativiteé, 148
¢lectronique numérique, 329
¢lectrozingage, 350
ellipse, 118, 119
emmeétrope, 83
empilement compact, 151
endothermique, 337
énergie
cinétique, 112, 113, 120
d’activation, 145
de liaison, 147
¢lectromagnétique, 88, 295
interne, 128, 129
mécanique, 112, 119
potentielle, 111, 114, 116
potentielle centrifuge, 281
potentielle d’un dipole, 289, 292
potentielle effective, 117
potentielle électrostatique, 287
enthalpie, 128
de changement de phase, 130
libre, 337
libre de réaction, 338
entropie standard de réaction, 336
entropie
créée, échangée, 131
de changement de phase, 131
statistique, 132
¢paisseur de peau, 304
¢quation(s)
d’état, 123, 124
de D’Alembert, 297, 299
de diffusion, 304, 321, 322
de Laplace, 287
de Poisson, 287
de réaction, 142
de Schrodinger, 331, 332
différentielle d’ordre 1, 89
différentielle d’ordre 2, 90, 91, 110

différentielle entrée-sortie, 328
locale de conservation
de la charge, 293
de Maxwell, 293
équilibre
chimique, 143, 339
stable, instable, 112, 137
thermodynamique, 124, 324
équipartition, 326
équivalence (de titrage), 156
espéce physico-chimique, 141
¢tat
1ié, libre (ou de diffusion), 113,
117, 332
standard, 335
standard de référence, 336
stationnaire, 332
exothermique, 337

F

face nord, sud, 134
facteur(s)
de qualite, 91, 110
d’équilibre, 341
fentes de Young, 314, 315
fibre optique, 80
fil rectiligne infini, 291
filtre, 96, 328
fluctuation de I’énergie, 324, 325
flux
du champ magnétique, 137
propre, 138
thermique, 321
fonction
d’état, 123
d’onde, 102, 330
de partition, 324, 325
de transfert, 95
fondamental, 95, 100
force(s), 107
centrale, 116
conservative, 111
d’inertie, 281
de frottement fluide, 109
de frottement solide, 109, 283
de Laplace, 136
de liaison, 109
de Lorentz, 114
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de pression, 110
électromotrice (FEM), 87, 160, 347
¢lectromotrice induite, 138
¢lectrostatique, 110, 116
gravitationnelle, 109, 116
de Van der Waals, 148
intérieures, 108
formation d’image, 81, 83
formule(s)
de Descartes, 83
de Fresnel, 101
de Nernst, 161, 343
de Newton, 83
de Varignon, 279
foyer, 81
fraction molaire, 141
franges d’interférences, 311, 313
fréquence, 79, 92, 99, 100
d’¢chantillonnage, 329
propre, 90
frottement sec (ou solide), 283

G

gain, 95
galvanisation, 350
gaz parfait, 124, 129, 131, 141, 326
glissement, 282, 283
goniometre, 84
grandeur
d’état, 123
de réaction, 335
extensive, intensive, 124
molaire, 335
sinusoidale, 92
standard de réaction,
de formation, 336
grandissement, 83

H

impédance, 93
d’entrée, de sortie, 98
de charge, 95
incompressible, 125
indice
(de réfraction), 79
d’un plasma, 303
indilatable, 125
inductance, 88
mutuelle, 138
propre, 138
induction €lectromagnétique, 137
inégalité
de Clausius, 132
de Heisenberg spatiale, 102
inertie, 107
instrument d’observation, 84
intégrale premiere, 112, 117, 122
intégrateur, 97
intensité
(du courant), 85, 289, 343
(optique), 310, 312, 313
interaction
de Keesom, Debye, London, 148
¢lectrostatique, 110, 116
gravitationnelle, 109, 116
interférences, 101, 310
a plusieurs ondes, 313
interférometre de Michelson, 316
interfrange, 312, 317
Invariance par rotation, par translation,
135, 285, 290
1sochore, 127
1sotherme
d’Andrews, 126
1sobare, 127

L

harmonique, 95, 100
homogéne, 124
hyperbole, 117, 118
hypervalent, 147

identité thermodynamique, 319, 338
immunité, 350

lacune électronique, 147
lame
d’air, 316
de verre, 316
lampe spectrale, 79
laser, 79
lentille, 82
liaison
covalente, 147
hydrogene, 149
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métallique, 153
pivot, 121
polarisée, 148
libre parcours moyen, 123
ligne de champ, 134, 285, 288, 292
loi(s)
d’Arrhenius, 145
d’Ohm, 86
d’Ohm locale, 294, 296
de Beer—Lambert, 145
de composition des vitesses,
des accélérations, 280
de Coulomb (¢électrostatique), 110, 116
de Dulong et Petit, 327
de Faraday (¢lectrolyse), 349
de Faraday (induction), 138
de Fourier, 321
de Guldberg et Waage (ou d’action
des masses), 142, 340
de Hess, 336
de Kohlrausch, 145
de Laplace, 131
de Le Chatelier, 341
de modération de Lenz, 138
de Newton
(du transfert thermique), 322
de retour inverse, 80
de Van ’t Hoff, 341
de vitesse, 143
des aires, 117
des mailles, 86, 92
des nceuds, 85, 92
de Coulomb (du frottement), 283
de Kepler, 118
de Kirchhoff, 85, 86, 92
de Newton (dynamique), 107,
108, 109
de Snell-Descartes, 80
longueur
d’onde, 79, 99, 100
de cohérence temporelle, 309, 317
de liaison, 147
lumiére, 79
lunette, 84

M

machine
frigorifique, 133

392

thermique, 132
magnéton de Bohr, 293
maille

(d’un circuit), 85

(d’un cristal), 150
marche de potentiel, 333
masse

(d’un circuit), 85

(d’un corps), 107

volumique, 150
médiamutation, 159, 163
mélange, 141
métal, 153
meétastable, 163
méthode différentielle, intégrale, 145
milieu dispersif, 100
miroir plan, 81
miscibilité, 149
mise au point, 84
mode propre, 306
modele

d’Einstein, 327

de Lewis, 147

de Thévenin, 87, 94

scalaire de la lumiére, 308
moment

cinétique, 115, 119

d’inertie, 119

d’un couple, 120

d’une force, 115

des forces électrostatiques, 289

des forces magnétostatiques, 292

dipolaire, 148, 288

magnétique, 136, 292
monobare, 127
monochromatique, 79, 100
monotherme, 127, 132
moteur

(thermique), 132

ditherme, 133

synchrone, 137
motif, 150
mouvement

a force centrale, 117

accéléré, retardé, uniforme, 106

circulaire, 107, 118

d’accélération constante, 107
moyenne de I’énergie, 324



moyenneur, 97
mutuelle inductance, 138

N

niveaux d’énergie, 103
noeud
(de circuit), 85
(de vibration), 298, 305
nombre d’oxydation, 159
steechiométrique algébrique, 142
non-métal, 153
normalisation, 102, 330
notation complexe, 92, 298

0]

objectif, 84
oculaire, 84
ceil, 83
onde
acoustique dans un fluide, 100
de maticre, 102
¢lectromagnétique dans le vide,
100, 299
¢lectromagnétique dans
un conducteur ohmique, 303
¢lectromagnétique
dans un plasma, 302
plane, 297
progressive, 99, 297
progressive sinusoidale, 99, 298
stationnaire, 297, 298, 305
optimisation d’un procédé, 143
ordre
d’interférences, 312
partiel, global, 143
orthoradial, 105
oscillateur
amorti, 91, 110
harmonique, 90, 110, 113, 122
ouverture numérique, 81
oxydant, 158, 342
oxydo-réduction, 158, 342

P

paquet d’ondes, 299, 303, 331
parabole, 107, 118
paramétre de maille, 150

3383

paraxial, 81
particule(s)
libre, 331
discernables, 325
passe-bas, passe-bande, passe-haut, 96
passivation, 350
pendule pesant, 122
performance, 133
période
(temporelle), 92, 99
propre, 90
perméabilité du vide, 136
permittivité
du vide, 110, 116
relative, 149
pH, 155
phase
(thermodynamique), 125
a lorigine, 90
condensée idéale, 125, 130, 131
photon, 79, 102
pile électrochimique, 159, 346
plan
d’antisymétrie, 135, 285, 290
d’incidence, 80
de symétrie, 135, 284, 290
focal, 81
plasma, 294, 302
poid(s), 109
de Boltzmann, 324
critique, triple, 125
matériel, 107
objet, image, 81
polaire, 148
polarisabilité, 148
polarisation d’'une OPPM, 300, 301
pole nord, sud, 134
pompe a chaleur, 133
pont diviseur, 87, 93
population d’une maille, 150
potentiel
chimique, 338, 339
d’¢lectrode, 160, 342
de corrosion, 349
¢lectrique, 85
¢lectrostatique, 286
mixte, 346
standard, 160, 342
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potentiométrie, 161
poussée d’Archimede, 110
pouvoir dissociant, ionisant, 149
précipité, 157
premier

principe, 127, 319

principe industriel, 320
pression

cinétique, 124

de vapeur saturante, 126

partielle, 141

standard, 142

thermodynamique, 319
principe

d’inertie, 108

des interactions, 107

fondamental de la dynamique, 109,

281

probabilité

d’occupation, 324, 325

de présence, 102
produit

(de la réaction), 142

de solubilité, 157

ionique de I’eau, 154
profondeur de champ, 84
propagation dispersive, 100
protection par courant imposé¢, 350
protique (ou protogene), 149
pseudo-périodique, 91
puissance

d’une force, 111

des actions de contact, 283

¢lectrique, 86

¢lectromagnétique, 301

rayonnée, 295, 307

thermique, 321
puits plat infini, 333, 326
pulsation

(temporelle), 92, 99

cyclotron, 114

de coupure, 96

plasma, 302

propre, 90, 110

spatiale, 99
punctum proximum, remotum, 83

€]

quadripodle idéal, 98
quadripdles en cascade, 98
quantification de 1’énergie, 102
quantité¢ de mouvement, 108
quasi-statique, 127

quotient de réaction, 142, 339

R

radial, 105
radical, 147
rails de Laplace, 137, 139
rapport gyromagnétique, 293
rayon
covalent, de Van der Waals, 151
de courbure, 105
ionique, métallique, 151
lumineux, 79
rayonnement dipolaire, 306
réactif, 142
limitant, 143
réaction
d’un support, 109
prépondérante, 156
récepteur (thermodynamique), 132
réducteur, 158, 342
référentiel(s), 104
galiléen, 108
non galiléen, 281
usuels, 108
réflexion
sur un conducteur, 304
totale, 80
réfraction limite, 80
régime
apériodique, pseudo-périodique, 91
libre, 89
sinusoidal forcé, 92, 111
régle
de l'octet, 147
du tire-bouchon, 134
relation(s)
d’Euler, 338
de dispersion, 298, 302, 304, 331
de Louis de Broglie, 102
de Mayer, 129
de Van ’t Hoff, 340
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de Varignon, 279

de passage, 294

de Planck—Einstein, 102
rendement, 133

faradique, 349
repere, 104
repliement de spectre, 329
réponse

en ¢longation, en vitesse, 111

en intensité, en tension, 94

représentation de Thévenin, 87, 94

réseau
(de diffraction), 315
cristallin, 150
résistance
(€lectrique), 86
au glissement, 282
¢quivalente, 87
interne, de sortie, 87
thermique, 322
résistiviteé électrique, 294
résolution angulaire, 84
résonance, 94
résultante cinétique, 108
retard de phase, 308
réticule, 84
réversible, 127
rotation, 119, 279
rotor, 137
roulement sans glissement, 282
rupture d’¢quilibre, 340

S

satellite, 118
schéma de Lewis, 147
second principe, 130, 319
semi-cristallin, 150
série de Fourier, 95
site interstitiel, 152
solénoide, 136, 291
solide, 119, 279, 282, 327
covalent, moléculaire, 153
cristallin, 150
ionique, 152
métallique, 153
solubilité, 157
solution saturée, 157
solvant, 142, 149, 339, 345

solvatation, 149
source
de chaleur, 128
1déale, 87
spectre, 79, 99
spectrophotométrie, 145
sphere dure, 151
spire
circulaire, 135
en rotation, 139
stabilité d’un équilibre, 112
standard, 142
stigmatisme, 81, 309
structure de ’OPP ¢€lectromagnétique,
300, 300
surface
d’onde, 309
équipotentielle, 286, 288
symétrie cylindrique, sphérique, 285
systeme
a deux niveaux, 325, 326
1solé, pseudo-isolé, 108
lent, rapide, 344
linéaire, non linéaire, 328
mécanique, 107
optique, 81
ouvert, fermé, 117, 318
physico-chimique, 141
stationnaire, 328
thermodynamique, 123

T

395

tableau périodique, 146
température
de flamme, 337
inverse, 325
thermodynamique, 319
temps
de cohérence, 309
de demi-vie, de demi-réaction, 145
de relaxation, 89
tension
d’un ressort, 109
¢lectrique, 86
terme d’interférences, 310
théoréme
d’Ampere, 290
d’équipartition, 326
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de Carnot, 133
de Gauss, 285, 286
de I’énergie cinétique, 112, 113, 121,
281
de I’énergie mécanique, 112, 281
de la résultante cinétique, 109
de Malus, 309
de Nyquist—Shannon, 329
du centre de masse, 109
du moment cinétique, 116, 121, 281
thermodynamique statistique, 323
thermoélastique, 123
thermostat, 128, 324
titrage, 156, 157, 161
titre en vapeur, 126
train d’ondes, 309, 311
trajectoire
elliptique, 118, 119
hyperbolique, 117, 118
parabolique, 107, 118
transfert thermique, 128, 321
transformation
infinitésimale, 319
totale, 143
transition de phase, 125, 130, 131, 132
translation, 119, 279
travail
d’une force, 111
des forces de pression, 128
¢lectrique, 347
indiqué (ou utile), 320
trous de Young, 101, 314
tube de champ, 285

U

univers, 123

Vv

396

valeur efficace, 92
variable d’état, 123
variance, 341
variété allotropique, 150
vecteur
d’onde, 99, 298
de Poynting, 295, 301, 307
densité de courant
de probabilité, 330
densité de courant électrique, 289
densité de courant thermique, 321
rotation, 280
ventre (de vibration), 298, 305
vergence, 82
vernier, 84
visibilité, 312
vitesse
(volumique) de réaction, 143
angulaire, 119
d’entrainement, 280
d’un point, 106
de disparition, de formation, 143
de glissement, 282
de groupe, 299, 303, 331
de phase, 99, 298, 303, 331
de propagation, 79, 99, 299
quadratique moyenne, 124



A

accélération, 190

act, 171

actions
mécaniques, 197
mutuelles, 358

adhérence, 199

axe instantané de rotation, 191

B

Sl

correction, 368
couche, 375
Coulomb, 199
couronne, 196
courroie, 195
crémaillere, 196

D

base, 189

biais, 374

bdd, 172

bloc, 172

Bode
(plan de), 366
(diagramme de), 367

c

cahier des charges, 167
centre
de gravité, 198
de poussée, 200
d’inertie, 352
chaine de solides, 195
cinématique, 189
cinétique, 352
classe, 182
classification, 372
coefficient d’amortissement, 182
comportement
fréquentiel, 185
temporel, 182
consignes, 177
constante de temps, 182
correcteur
a avance de phase, 369
intégral, 368
proportionnel, 368

dépassements, 184
déphasage, 185
dérivateur, 182
dérivation numérique, 371
diagramme
de contexte, 166
des activités, 171
des exigences, 167
des cas d’utilisation, 168
de séquence, 168
d’états, 169
de définition de blocs, 172
de bloc interne, 188
diameétre primitif, 195
dichotomie, 370
Dirac (impulsion de), 179

E

¢chelon, 179
énergie cinétique, 357
engrenages, 195
équilibrage, 358
erreur
de trainage, 180
statique, 180
Euler explicite (méthode d’), 371

F

facteur de frottement, 199
fermeture
angulaire, 195
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cinématique, 195

dimensionnelle, 195
fonction, 165

d’activation, 374

de combinaison, 374

de transfert, 182

G

0

opérateur, 174
ordre, 182
orientation, 189

P

gain, 182
glissement, 194

H

Heaviside (fonction de), 179
Huygens (théoréme de), 354

ibd, 188

impulsion, 179

inertie équivalente, 357
intégrateur, 182
intégration numérique, 371

L

perceptron, 375
perturbations, 177
pignons, 195

poids, 198

poles, 182
positionnement, 189
poulies, 195
poursuite, 362
précision, 180

premier ordre (systéeme du), 182
principe fondamental de la dynamique,

358
produits d’inertie, 353
puissance, 359
pulsation propre, 182

€]

liaisons
équivalentes, 194
normalisées, 192

lois de Coulomb, 199

M

quantité¢ de mouvement, 355

R

marge

de gain, 366

de phase, 366

de stabilité, 366
masse, 352
matiére d’ceuvre, 165
matrice d’inertie, 353
moment

cinétique, 355

d’inertie, 352

dynamique, 356
mouvements particuliers, 191

N

neurone, 374

rampe, 179
rapidité, 180
rapport de transmission, 195
régime
apériodique, 184
pseudo-périodique, 184
régle du revers, 365
régression, 372
régulation, 362
relation de Varignon, 190
rendement, 360
réponses, 182
req, 167
réseau de neurones, 375
résultante dynamique, 356
retour unitaire, 188
rotation, 191
roue, 195



S

second ordre (systeme du), 182

sd, 168

slci, 191

stabilité, 365

structure
conditionnelle, 190
itérative, 190

stm, 169

systeme
asservi, 194
technique, 183

T

temps
de montée, 364
de réponse, 194
théoréme
de I’énergie cinétique, 361
de la résultante, 202
de la résultante dynamique, 358
des actions réciproques, 202
du moment dynamique, 358
du moment statique, 202

théorémes généraux, 202
torseur
cinétique, 355
dynamique, 356
train
d’engrenages simple, 195
d’engrenages épicycloidal, 195
trajectoire, 190
transformée de Laplace, 181
translation, 191
travail, 359
type, 174

u

uc, 168

Vv

vis sans fin, 196
vitesse, 190

de glissement, 194
valeur ajoutée, 183

Grace a moi, le drapeau francais
est le seul a avoir une hampe de 300 metres
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Gustave Eiffel
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Une vision claire des savoirs, une mobilisation rapide des connais-

sances, une approche croisée des notions a connaitre sont les atouts

indispensables a la réussite en prépas. Ce formulaire est la réponse a
ces exigences.

Il consiste en :

4 un résumé clair et concis du cours : définitions, lois, théoremes,
propriétés et schémas

J une mise en valeur des formules a connaitre
2 un classement thématique des notions indispensables

2 un index tres précis en fin d’ouvrage qui permet de retrouver au plus
vite la notion chercheée.

Concu pour appréhender les 2 années en 1 clin d'ceil, ce formulaire est
le compagnon idéal pour la préparation des colles, la résolution des
exercices et des problemes mais surtout pour accompagner les révi-
sions avant les concours.

Il compléte intelligemment les ouvrages de la collection Prépas Sciences
Maths, Physique-Chimie et Sl qui permettent une acquisition solide des
connaissances.

www.editions-ellipses.fr

N

7823401070356
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