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s salam aleyloum war wah matoul la wa barkatoufiou

Uu nom d&’Allak, Linfiniment Miséricordieurx, Lo Tnes Misénicordieux
Mes chers frenes et sceurs

Louange a Qllah et que la pricre et le salut seient sur le sexviteur et Messager d’Ullak, Mubiammad, le
meilleur que Chumanité est ponté (malheur a ceux qui Cont insultés et mentis suxn lui.), sa famille et ses
Compagnons.

Gloine & Diew, men Maitre Cui m’a teut donné et continue & me donnex. Je n’ai de savoir de ce gu’(Ullak

(scub hana wat tala ), Le Tout Miséticondieux m’avait offent.

Seignewr pardonne nes péchés, fais-nous miséuiconde, accepte nos bonnes cewies et bénit nes actions. Ja
parcle est vénidique.

Louange a Qllahk, Qui de Sa Guace, §avais pu prepaeser cette euwre Qui sans Lui, je ne sexais pas i ce

niveaw. « Gloie et pureté a Joi, & Wllah, et a Joi la bouange. Que ton Nom sait béni et Ta Majesté soit

élevée, et il W'y a pas d’autre divinité [digne d’aderation | en defiors de Toi »

Gloire et pureté a men Seigneur le Tnes Guand, béni seit & mes parents et les nemexciements & mes frenes et
sceurs. Cherg éleves et enseignants, je vous demande de me pardonner pour tous Ceg torts commis.

Confiez-vous a enscignants pour Les réponses et détailles de ces exercices que je vous ai proposés. Si

vous trouverez deg erveurs ; des méthodes concigses ou deg remargues afin d’améliorer notre ceuvre,

svp contacter moi par sms au 90 10 89 59 en précisant C’exercice concerne.

An-nour Mathimatique, 3° édition (Volume 1), est une annale unique cenforme au programme officiel

nigérien, axé sur les chapities suivants : nombines campleaes ; similitudes planes divectes ; probabilités ;
statistiques ; suites numériques ; caleul intégral et fonctions numétiques. J€ en a plus de 350 exercices
types bac caviigés. En effet ces exencices tivent leurs sounces dans les documents des éleves tels que les
collections : IRMU, Delagrave, Ieviacher, Di matheme, Cubie, Radial, Hachette, Durrande, CTAM,

Vuibient, Bordas, les examens, les planches d’exencices.... peur ne citer que ceua-lir. Ces exencices sant tres

pertinents.

Nauws sammes cuvent & tout ce qui désive se bancer dans ce type de prejet, d’éditer un cuvrage de

mathématique au callege ou au lycée. D’ aillewrs, une annale coniigée de Physigue-Chimie est en cours, nous

attendons votre participation a sen élaboration.

Nul w'est parfait, La perfection appartient a Allak et JC €'a donne a celui gu'TC veut, done nous

espérons nos suggestions afin d’aider nos freres et sceurs a réussir Lour examen.
Je vous souhaite 6on usage et sollicite vos invocations.

A ma femme, Maryam Abdou, je taime par AClLak.

Auteur : Mr Moussa Abdoulaye Dislo
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AVANT PROPOS

GCloire et pureté a mon Scigneur e Treg Grand, Géni 8oit a mes parents ot Ceg

remerciements a mesg fréreg et sceurs.

Tous leg remerciements sont a mes freres de La Mosguée de CUAM de Niamey aux deux premier
rang Ce frere Lawali Salifou gui w'a aidé a avoir €' outils informatigue et e tonton Moussa

Makiamadou en plus de € outil informatique il est aussi mon producteur.

Jen suis a Ca troigieme (3¢) édition d’ An-nour MathématiGue.

* ODr Otto Adamou a Cuniversité de Niamey

* Mr Mali Abdoulaye au Lycée municipal de Niamey
* Mr Alako Adji au Lycée de Doutchi
* Mr Sani Mainassara au Lycée Sarawnia de Dosso

* Mr Dingamyo N gonn Dingam au CES sony d Niamey (32 ans
d’expérience d’enseignement)

* Mr Abdoul Latif Waidi au College Mariama a Niamey (26 ans
d’expérience d enseignement),

AUTEUR Mr MOUSSU ABDOULUAYE DIALLO
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HATTRISER TOUS LES COURS AVANTT DE COMMERGER A TRAMER UES EXERCICES

ET CHERCHER AN-NOUR & ddition woewme » POUR
COMPLETER VOTRE FORMATION.

ORUSHGEE SOLLCTEYOSINOGATI
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Louange a Qllak et gue la pricre et le salut scient sur le sewviteur et Messager d’Allak, Mubiammad, le
meilleur que Chumanité est ponté (malheur a ceux qui Cont insultés et mentis sur lui.), sa famille et ses
Compagnons.

Gloine & Diew, men Maitre Cui m’a teut donné et continue & me donnexr. Je n’ai de savoir de ce gu’(Ullak

(scub hana wat tala ), Le Tout Miséticondieux m’avait offent.

Seignewr pardonne nes péchés, fais-nous miséuicorde, accepte nos bonnes cewies et bénit nes actions. Ja
parcle est vénidique.

Louange a Qllahk, Qui de Sa Guace, §avais pu prepaeser cette euwre Qui sans Lui, je ne sexais pas i ce

niveaw. « Gloie et pureté a Joi, & Wllah, et a Joi la bouange. Que ton Nom sait béni et Ta Majesté soit

élevée, et il W'y a pas d’autre divinité [digne d’aderation | en defiors de Toi »

ALLAH MERCI

(S
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Nombres complexes

d'une poursuite d’études.

En classe terminale, les nombres complexes sont vus essentiellement comme constituant un nouvel ensemble de
nombres avec ses opérations propres. Cette introduction s'inscrit dans la perspective d'un approfondissement lors

Contenus

Capacités attenducs

Commentaires

Forme algébrique, conjugue.
Somme, produit, quotient.

e Effectuer des calculs algébriques
avec des nombres complexes.

On introduit dans ce chapitre des éléments
lui donnant une dimension historique.

Equation du second degré a
coefficients réels.

Représentation géométrigue.
un point ou un vecteur.

Affixe d’un point, d'un
vecteur. d’un vecteur.
Forme trigonométrique :
- module et argument,
interprétation
géométrique dans un repére
orthonorme direct ;
- notation exponentielle.

o

"’7:|"

différentes formes.

* Résoudre dans C une équation du
second degré a coefficients réels.

e Représenter un nombre complexe par

e Déterminer | 'affixe d’un point ou

e Passer de la forme algébrique a la
forme trigonométrique et inversement.

e Connaitre et utiliser la relation

o Effectuer des opérations sur les
nombres complexes derits sous

Le plan est muni d’un repere orthonormé
([J LY.

La notation exponentielle est introduite
apres avoir montré que la fonction

G cos@+isin@

vérifie la méme relation foncetionnelle que
la fonction exponentielle.

Les nombres complexes permettent de
memoriser les formules trigonométriques
d’ addition et de duplication vues en
premicre.

5 [SI] Analyse fréquentielle d’un systéme.

Obijectifs :

. Connaitre les notions de base se rapportant
aux nombres complexes : partie réelle et partie
imaginaire, module et argument, forme algébrique
et forme trigopnométrique, opérations, affixe d'un
point M du plan complexe.

. Utiliser les notations algébrique,
trigonométrique et exponentielle d’'un nombre
complexe pour les calculs.

. Résoudre des équations darG.

Cours :

Représentation du chapitre :
Dans IR, I'équation x? + 1 = 0 n'a pas de solution.

deux :iet—i.

La notation i fut introduite par Euler, le grand
mathématicien suisse. Dans ce livre, on noteja la
place dei, notation utilisée pour l'intensité en
électricite.

Les nombres complexes sont aussi trés utilisés en
géomeétrie, en particulier pour caractériser les
transformations ponctuelles.

A. Rappel sur les ensembles :

< N est I'ensemble des entiers naturels. C'est
I'ensemble des entiers positifs ou nuls.

DansN l'équation x + 1 = 0 n'a pas de solution.
Cette équation a une solution notée-1, cette
solution est un élément de I'ensembl&.
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Dans(C, ensemble des nombres complexes, elle en a
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X< Z est I'ensemble des entiers relatifs. C'est
I'ensemble des entiers positifs, négatifs ou nuls.

Z contientN , c'est-a-dire queN est contenu dan&. ,
ce que l'on noteN c Z.

DansZ I'équation 2x = 1 n'a pas de solution. Cette

, . . .1 .
eéquation a une solution noteg, cette solution est un

élément de I'ensembl&.
MM Q est I'ensemble des nombres rationnels. C'est
I'ensemble de tous les nombres de la fornf;eavec

PEZetqeZ.

Q contientZ.OnadoncNc Z c Q

DansQ I'équation x* = 3 n'a pas de solutions. Cette
équation a deux solutions notées+/3 etv/3, ces
solutions sont des éléments de I'ensemltite

> R est I'ensemble des nombres réels. C'est
I'ensemble des abscisses de tous les points d'une
droite. R contientQ. OnadoncNc Z c Q c R.
DansR I'équation x* + 1 = 0 n'a pas de solutions.
Cette équation a deux solutions notéesi et i, ces
solutions sont des éléments de I'ensemtile

< C est I'ensemble des nombres complexes. Clest™
I'ensemble des nombres de la forme + bi ou x +
yi, vérifiant I'égalité i = —1, eta, b, x et y étant
des réels quelconque< contientiR . On a donc
NcZcQcRcC.
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B. Définitions :

X arg(zz') = arg(z) + arg(z') + 2km [k € 7Z]

On appelle corps des nombres complexes, et on note arg (1) = arg(z) — arg(z') + 2k [k € 7]
Z’

C un ensemble contenanR tel que :

D4 Il existe dansC 1 élément noté tel quei? = -1
> Tout élément deC s'écrit sous la formea + bi
ou x + yi, vérifiant I'égalité i = —1, eta,b,x et y
étant des réels quelconques.

< C est muni d'une addition et d'une
multiplication qui prolongent |'addition et la
multiplication de R, et qui suivent les mémes regles
de calcul. Un nombre complexe sera souvent
représenté par la lettrez.

M i%=1;il=i;i?=-1,3=-i;i*=1.
K VvmeIN:;i*" =1

0K VvnmeIN; 4"t =i

B VmEIN; "2 =4 xi2=—-1

DA VmEIN; i3 =i x i2 xi=—i.

Dans tout ce qui suit le plan est muni d'un repére
orthonormé direct (0; u, v).

C. Module et argument d'un nombre complexe.
1. Module d’'un hombre complexe :

a)  Définition :

Le module de z est le nombre réel positif, noté

|z| = r et défini par |z| = r = Vz.Z = /a? + b?

Ou bien si le point M est I'image du complexe
z=a+ib (a€lIR, b€ IR)dans le plan complexeC,
on appelle module de z, not¢z|, la distance OM telle

que :|z| =OM =r = +z.Z =/ a? + b2
b)  Propriétés :
Soientz etz’ deux nombres complexes.

|zZ|=0=2z=0
|z| = |—z| = |z| = |-Z| = |z| quel que soitz.
|z.z'| = |z|.|z'l

Izl = |z'l|| < |z + 2| < |z| + |2'|

|z"| = |z|™ avecn € N*

Zl = % avecz’ # 0

Soient les pointM et M’ d’affixes respectives
z=a+bietz' =a +b'i.

X OM = ||OM|| = r = Va2 + b2

= MM = [MM|| = /(@' = )2 + (" b)?

2. Argument d’'un nombre complexe :
a)  Définition :

XX KKXKKX

!

z

Un argument du nombre complexe z non nul est une

mesure de I'angle polaire du point M dans le plan
complexe muni du repere(0; u, v), c'est a dire une
mesure® de 'angle orienté(, OM).

b)  Propriétés :

X arg(z) = —arg(z) [2r] et|z]| = |z|.

X arg(—z) =arg(z) + m[2n] et|—z| = |z|.

M arg(z™) =nxarg(z) + 2kn [k € Z]

M |zxz'|=|z| X |z'| etarg(z x z') = arg(z) +
arg(z') + 2mk.

X |z"| =|z]"n e Netarg(z") =nx
arg(z)[2m].

M zxz =|z| x|z'|[cos(0 + 8') + isin(0 + 0")]

= Z= % [cos(8 — 8) + isin(6 — 8")].
B l'angle (%, AB) a pour mesure

arg(zg — z,) [2n]

B4 langle (AB,CD) a pour mesure

arg(zp — zc) - arg(zp — 2,) = arg (2=%) [2n]
D. FEormes d'un nombre complexe :

1. Forme algébrigue ;

a)  Définition :

La forme algébrique d’'un nombre complexez est
son écriture de la formez = a + biouz = x + iy
aveda; b) ou (x; y)sont des réels.

R.(z2)=a
R.(z) =x
b ou y est |la partie imaginaire dez, on note
Im(z) = aou
{ Im(z) =x
La partie réelle dez est un nombre réel.
La partie imaginaire de z est un nombre réel.
Ecriture algébrique : z=a + ib = x + iy.
Propriétés :soitz=a+ibetz' = a' + ib’
z=z Sla=a et b=0b]
z=0=[a=0 et b = 0]
z+z =(a+a)+(b+Db)i
z+7Z=2Re(z) =2a
z—7Z = 2ilm(z) = 2ib
|z|?> = zZ = [Re(2)]? + [Im(2)]? = a? + b?
zxz = (aa — bb') + (ab' + a'b)i
1 1 a ., b
T atbi arib? taZip?
at+bi aa'+bb'_ ,a'b—ab’
a'+b'i  ar?+br? ar2+br?
Forme trigonomeétrigue :
a)  Définition :
La forme trigonométrique d’un nombre complexez
est son écriture de la formez = |z|(cos @ + i sin 0)
ouz = |z|(cosx + isinx), avec
. |z| = {/x% + y?% étant son module ;

arg(z) = 0 + 2km ou
* { arg(z) = x + 2km
argument.

a ou x est la partie réelle dez, on note{

z
z_
~=

PR KENIKIKIKKKE

0 ou x étant son
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Exemple 1 :Ensemble des points M d'affixe z tel que [cos 8 — isin 8]" = cos(n@) — i sin(nh)

Arg (2 = H.Cet ensemble est une demi droite
d'origine O ( O non compris dans la demi droite ) &

dont l'angle avec l'axe (O ;i@ ) mesure? radians.

=

//
M/,,/
A

/’
| ] A=m=e
U}ﬁ';

exemple 2 :Ensemble des points M d'affixe z tels

que Arg(z-2,)=8 2 est l'affixe d'un point

A et & est un réel . Cet ensemble est une demi dmit
d'origine A (A non compris dans cette demi-droite )
et dont I'angle avec la parallele a I'axe des réels

passant par A mesuref radians.
7=z, estlatfize du vecteur M

Arglz-z,) estune mesure de l'angle (i, W)
l'ensemble des points M du plan tels que Arglz-z,) =48

est l'ensemble des points M tels que mes(ﬁ;w) =4f

S

[

A5

B

ol

Arg(z -z, ) =8

b)  Propriétés :
X [cos(B) + isin(0)].[cos(8") — isin(0')] =
[cos(@ —0") +isin(6 —0")]
X [cos(B) + isin(0)].[cos(8") + isin(0')] =
[cos(@+ 60" +isin(6 + 6")]
1 _ (= cos(—0) + isin(—0)
cos(0)+isin(8) {ou = cos(0) — isin(0)
% =cos(@—0") +isin(6—0"

Formule de Moivre : Vn € INet 8 € IR

[cos O + isin 8]™ = cos(n@) + isin(nh)

M z"=|z|"(cosO + isinO)" = |z|" cos(nB) +
|z|"i sin(n@) = |z|"[cos(nB) + isin(nh)]

X z" + z" = 2|z|" cos(n0).

XK z" — 2z = 2i|z|" sin(n@).

3.  Forme exponentielle :

a) Définition :

La forme exponentielle d’'un nombre complexe est
son écriture de la formez = |z|e?".

On déduit la forme exponentielle a partir de celle
trigonométrique.

z = |z|(cos O + isin ) = |z|e% = re®’ = [r; 0].
b)  Propriétés :

z = |z|[cos x + isinx] = |z|e* = [|z|; x]
|e%| = 1 et arg(e) = 6 [27]

0i gbri _ o(6+60)i

X KX

X

e’ ".e

0i
z z| e z —9ni
|z| |z]| (CELD]

|2/|

X

z |zr| e8'E
zxz =|z| x|z'| x e(0+0)i,

7 = |z|e® = |z|e™®"

DY
X
X [e"i]n =e" qgvecneZ
X _eei — e(0+1t)i

Formule d’'Euler : vn € IN et x € IR

x —x 1x_e—1x

. e
ousinx =

Cosx =
2i

elnx+e—mx

cos(nx) =

. einx_e—inx
ousin(nx) = —

0i _ ,.1,01i r=r
M re’=r'e (:){ 9=0 [2n]

Relations :vn € INet x € IR

z+Z  e¥4e7ix . z-z eX—e ¥
COS.X':T: OUSIHXZTZ

<

etzz=1

2i

X z" +z" = |z|"(e™ + e7™™) = 2|z|" cos(nx).

X 2" —z" = |z|*(e™ — e~™™*) = 2i|z|" sin(nx).
. a

DK 1+ e'™ = 2e'"2 xeos(%) ;a €IR

_ pla _ _ -iE = Z .
MK 1-—e'*= ZleZXSln(Z),aEIR
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E. Représentation géométrigue ;

aveck € {0,1,..,n —1} et’/p € IR}.

P4 L'axe des abscisses est 'ensemble des points MNB : Tout nombre complexe non nul posséde

d’affixe un réel, on I'appellera aussi « axe des &s »

DK L’axe des ordonnées est I'ensemble des points

M d’affixe un imaginaire pur : on I'appellera aussi «
axe des imaginaires purs ».

< Un point M distinct de O est repéré de deux
facons, soit par ses coordonnées cartésienriasb)
Ou soit par ses coordonnées polair€s; 9).

D4 Soit M I'image du nombre complexez tel que

z = a+ bi. On poseOM = r avecr = 0. Le nombre
positif OM = r est appelé module de et noté|z|.

Le nombre réeld est une mesure de I'anglé, W)
Cette mesure est définie 2k prés aveck € Z et est

appelée argument de et on écrit : arg(z) = 0 [2m].
. M ]
y=rsinfe------- ; (z +y)
27 I
r I
P :
A :
/g o |
Ll O : é Ll T
-2 - Ofo i 2 3
xr = 1 cosf
cercle
trigonométyique

F. Racines n-ieme d’'un nhombre complexe :
a) Définition : Soitz € C etn € IN.

On appelle racine n-ieme du nombre complex#
tout nombre complexez vérifiant z™* = Z.
Rechercher les racines n-ieme d’'un nombre
complexe Z revient a résoudre, dan§
'équation (E) z"=Z, n > 2.

Exemple : Soit & rechercher les racines n-ieme de Z

En générale les racines-iémes d’'un nombre
complexe se déterminent par :
(p;T) € (IR})%; (8; @) € IRZ.

Z = p(cos @ +isin @) = [p; 0]
z=r(cosa +isina) = [r; a]
z" = r*[cos(na) + isin(na)] = [r"; na] (E)
Les solutions de (E) sont :

Z = ’%[cos(g+?)+isin(

9 an an_)]

Zx = \/_e__ _[\/_(

=)

exactement deux racines carrées. De plus, ces deux

racines carrées sont opposees I'une de l'autre.
X Exemple :racines carréesn = 2 ; k = {0; 1}

k=0,20 = [p:3] = p[cos (3) + isin (3)]

o= lo

< Exemple :racines cubiquesn = 3; k =
{0;1;2}

k=12, = [p;§+

k=0.Zo=:3(/—ig] \/Z[cos()+lsm(2)]
k=1,zl=:i/;;g+2?n
k=22, =|{p5+5| = |Vp5 -5

G. Racine n-ieme de l'unité :
On appelleracine n-ieme de I'unitéune racinen-

ieme de 1, c’est-a-dire un nombre complexetel que
z" = 1. On noteraU,, 'ensemble des racines-iemes
de l'unité U,, = {z € C/ z™ = 1}. Les racinesn-iemes

an
de l'unité sont de la formez, = e

aveck € {0,1, ...,
sommet d'un polygone régulier den cbtés.
H.  Résolution d'équation dansC :

= 12

Les méthodes de résolution sont souvent les mémes

que dans IR : il faut d’'abord essayer de factoriser
voir s'il y a une identité remarquable, chercher ur

racine évidente. On désire donc se ramener a des
produits de facteurs du premier degré ou du second

degré.
Remarque il faut penser que—1 = i%et donc que

z% + 1 est factorisable dangC alors qu'il ne I'est pas

dans IR.

1. Résolution d’'une équation du typez™ = a :
Sin>2avecn €1IN, (z;a) € C* x C*, on écritz et
a sous forme exponentielleL’équation admet alors
n solutions en donnant &, n valeurs

consécutives z = re’ eta = pe® ;

r="1p o, 2k
2km ke Z Zk—\/_e(

_9 + 2kem
+ —)] aveck € {0,1, ...,

[% ( 2km

n—1}et
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n — 1}. Ces racines sont situées au
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2. Résolution d’'une équation du ¢ degré :
Toute équation du premier degré d’'inconnuez se
rameéne aaz + b = 0 avec(a; b) € C* x C doit avoir
une solution. Cette équation a pour solutio@ = ——

3. Résolution d’'une équation du ¥ degré :

a) A coefficient réels :

Toute équation du second degré d’inconnug se

raméne aaz? + bz + ¢ = 0 avec(a; b; ¢) € R* x R?
A>0

peut avoir un discriminent A soit{A= 0. Il y aura

A< O
trois possibilités, d’avoir au moins une solution :

5 Si A> 0, alorszy = —= \/—et z, = b;l‘/—

DK Si A< 0, alorsz; = b_i‘/_ etz, = b;l;/_

< Si A= 0, alors I'équation admet une seule

. -b
solutionz = —
2a

b) A coefficient au moins complexes :

Toute équation du second degré d’'inconnue se
raméne aaz? + bz + ¢ = 0 avec(a; b; ¢) € C* x C?
peut avoir son discriminant une partie imaginaire.
on calcule la racine carrée dudiscriminent A et on

choisit I'une des racines trouvée A= §2.

: -b-6 —b+6
K Si A# 0, alorszq = —a etzy =—-

> Si A= 0, alors I'équation admet une seule

. -b
solutionz = —
2a

Les autres propriétés sur les Nombres complexes :

B} le milieu | de [MM'] a pour affixez; = %(z +z')

X le barycentre G de(M; a) et(M’; B) a pour
affixe zg = ﬁﬁ (az + Bz’) aveca + B # 0.

Im(z)=0

X SiZER(:)ZzO@{arg(z):O[n]

Re(z) =0

< siinR@z=0@{arg(z)=12_r[n]

, .= Im(z)=0
X siz#0,zeR @Z_Z@{arg(z)=0[1t]
, N - Im(z)=0
>4 szziO,ze]R{J,@z—z@{arg(z)zo[zn]
X siziO,ze]Ri*_<:2=z<:>{ Im(z) =0
arg(z) = m [2m]
e(z) =
X z#0,zeiRfreoz=-z<
{arg(z)—— [n]
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Y MA = MB < M appartient a la médiatrice
de segment [AB].

B4 (MA;MB) = 0 [2r] < M appartient & la
droite (AB) privée de tous les points de [AB]

K (MA;MB) = 0 [n] < M appartient & la
droite (AB) privée des points de A et B.

K (MA;MB) = wt[27] < M appartient au
segment [AB] privé des points A et B.

54 (MA;MB) =7 [2m] & M appartient & 'un

des demi-cercles de diameétre [AB], privé de A et de
B (on précisera lequel sur la figure) ; méme résudt

avec(MA; MB) = — 7 [21t]
5 (MA;MB) =7 [r] < M appartient au cercle

de diametre [AB], prlve de A et de B.
X A, B etC sontalignés= % eER
B—4A

> C, AetB sont alignés dans cet ordre
X R
Zp—Zy
< ABC est un triangle rectangle en A
& X7 ¢ IR
Zp—Zy
> ABC est un triangle direct rectangle en A

Z zZ
e A e iRk,
ZB—Z4y

> ABC est un triangle isocele en A
© |zp —zy| = |z¢ — 24|

> ABC est triangle rectangle isocéle en A
Zc—Zp _
Zp—Zy -

=14

> ABC est un triangle équilatéral direct
o ZTZA _ i
Zp—Zy

Formule du bindme de Newton n € IN*

u+v)"=CO%u™° + Clu™ vl + ... + C*ulV"
U+ V)" = ¥p_o Chunkpk

< Caractérisation de la médiatrice d’'un segment.
Soit z4 I'affixe du point A et zg I'affixe du point B.
Le point M (z,,) appartient a la médiatrice de [ AB ]
si et seulement si AM = BM soifzy — z4| =

|zy — zpl

< Caractérisation d’'un cercle.

Soit C le cercle de centre A4,) et de rayon R.

I Le point M (zy) appartient a C si et

seulement si AM = R soifzy — z4| =R
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KDL Le point M (zy) appartient & C si et
seulement sizy; — z, = Re®" avec réel quelconque.
X< Equation paramétrique d'un cercle :

z =Re% + z,.

X< Cercle dont on connait un diametre : de
diameétre [AB], A et B étant deux points distincts
d’affixes respectivesz, et zg. Le point M, différent
de A et B, d'affixe zappartient a C si, et seulement si

le complexe_—* est un imaginaire pur. Remarque :
—44

cette caractérisation traduit simplement le fait qe
'angle AMB est droit.

Formules de trigonométrique :

N 2
MM oua€R,a#m, 2] on atana=1_—';2

Méthodes de calcul sur les Nombres complexes.

Comment écrire un nombre complexe sous forme
trigonométriqgue ?En générale, sz = a + ib avec
(a,b) € IR X IR*, on procede a :

X Calculer le module de z |z| = v a? + b?
b
= N

Résoudrecos @ = ——etsin @ = afin

JaZ+b?
de déterminerarg(z) = 0 [2m].
MM Enfinona:z=|z|(cos@ + isin0)

z =+/a? + b%(cos 0 + isin @). On en déduit la

forme exponentiellez = |z|e?" = \/ a2 + b2e?:.

5 3 X X 3t 3 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 2 2 X 5 26 26 2

cos(—x) = cos(x) sin(—x) = —sin(x)
cos(m — x) = —cos(x) sin(m — x) = sin(x) Comment déterminer un ensemble de points (dans le
cos(m + x) = — cos(x) sin(m + x) = —sin(x) plan) tel que ...?

cos (g — x) = sin(x) sin (g — x) = cos(x)

cos (g + x) = —sin(x) sin (g + x) = cos(x)

>4 Soienta € C etr € R}. Soit A le point du
plan d’affixe a. L’'ensemble des points du plan

2,1
1+tan? x

X cos?x+sin?x =1 cos

— 2 (X
MM 14 cosx = cos (2)
_ —sin2 (%
MM 1 —cosx =sin (2)
> cos(a+ b) =cosacosb —sinasinb
> cos(a—b) =cosacosb —sinasinb
> sin(a+ b) = cosasinb + sinacos b
> sin(a— b) = cosasinb —sinacosb
tana+tanb
b tan(a + b) " 1-tanatanb
tana—tanb
™ tan(a N b) " 1+tanatanb
MM cosacosb = %[cos(a + b) + cos(a — b)]
> sinasinb = %[cos(a —b) — cos(a + b)]
X sinacosb = %[sin(a + b) + sin(a — b)]
_ ptq pq
X cosp+cosq—2cos(2)cos(2)
— _2gin (P19 gin (P=4
X cosp+cosq = Zsm(z)sm(z)
: i = 2 cin (PH4 p—q
X smp+smq—251n(2)cos(2)
: i — Pta)\ o (P-4
X smp—smq—Zcos(z)sm(Z)
__ sin(p+q)
X tanp +tanq = cospeosg
_ _ sin(p—q)
X tanp —tangq = cospcosq
X posonst = tang
_42
MM oua # m, [2m] on acosa = —tz
1+t
MK ola € R,|[2m] on asina = 2_:2
1+t
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d’affixe z € C vérifiant :

XD |z — a| = r est le cercle de centre A et
de rayonr

DI |z — a| < r est le disque fermé de centre
A et de rayonr.

DDA |z — a| < r est le disque ouvert de

centre A et de rayorr.

MA _ kK = MA = kMB.
MB

DDA

MK Sik = 1, I'ensemble n'est rien d'autre que
la médiatrice (ou le plan médiateur si on travaille
dans I'espace) du segment [AB].

XIPKPK - Sik est donc un réel positif différent de 1,
alors E est le cercle (ou la sphére) de diametre [GG']
ou G et G' sont les barycentres des systemes A(1) ;
B(k) et A(2) ;B(-k).

M Sion voit des points M de partout, on fait
intervenir les barycentres pour se ramener a
quelque chose de la forme GM = k ou AM = BM et
on discute :

DA si on donne la formeaMA? + BMB? +
yMC? = k aveck € IReta+ B +y # 0, donc G
existe tel queaGA + BGB + yGC =0

aMA? + BMB? + yMC? =k < (a + B + Y)MG? +

2 2 2 _ 2__ 1 _
aGA® + BGB* + yGC* = k & MG* = —— (k
aGA? — BGB? — yGC?). Posonsh = aGA? +

2 2 2 _ _k-h
BGB* +yGC~, donc MG = gty

. Plusieurs cas
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se présentent suivant la valeur du second
membre k — h:

DAL Sik — h < 0 alors aucun point M ne peut
satisfaire cette égalité, donc I'ensemble E est éd
XKD Sik — h est nul alors I'égalité devient
MG?=0.

L'ensembleE se réduit donc au seul point G.
DAL Sik — h > 0 est positif alors Eest le cercle
(ou la sphere dans l'espace) de centre G et de rayo

k—h
a+f+y’
A (aMA + BMB + yMC)u = k aveck € IR et

a+ B +y # 0, donc G existe tel quetGA + BGB +
yGC = 0 etu un vecteur quelconque. D'aprés le
théoreme de réduction nous pouvons écrire que :
aMA + ﬁm + ym =(a+p+ y)m. Devant
faire appel aux propriétés du produit scalaire :

Ty — k N . N .
MG.u = ——. La, plusieurs cas sont a envisager
a+f+y

suivant la nullité du paramétrek.

XIKBK  Sik = 0 alorsMG.4 = 0, 'ensemble Eest
alors la droite ou le plan passant par G et dond est
un vecteur normal.

XA Sik # 0 alorsMG. 4 = ,
a+pB+y

point G et le vecteur directeuru définissent une
droite D. On appelle H le point de cette droit® tel

gue :GH = g & L'ensemble Eest la droite

(ou le plan) dontu est I'un des vecteurs normaux et
passant par le point H qui lui est défini par :

v k —
GH = e &

BA0K  ||eMA + BMB|| = ||yMA + 8MC||, avec
a+ B +0ety+ 3+ 0.0nappelle G le barycentre
des points Ag) et B(B). G' est celui des points A)
et C(6). D'emblée par une simple application du
théoréme de réductionil vient : ||aMA4 + BMB|| =
(a + B)MG et|yMA + 6MC| = (v + MG, on

, MG  a+ \
a:(a+p)MG = (y + 5MG ‘:’W=YT§- Et 13,
nous tombons sur un probléme que nous avoukeja
traité ! Avec ce qui a déja été fait, nous pouvons
conclure directement que :
L'ensembleE est le cercle (ou la sphere dans
I'espace) de diamétre [HH'] ou H et H' sont les
barycentres respectifs des systemes de points

, . AN, +B AN, a+p
pondérés G'(1); G%) et G'(1):G(— %)
DX Pour GM =k, avec k >0 : on a le cercle de

centre G et de rayon k.

alors le

MK on peut remplacer I'affixe du point M, le
plus souvent on prend z = x + iy.

XK Pour arg(z — z,4), on a les demi-droites
d’origine A (A exclu) et d’angle polairek[2m].

MK 0 est un réel dang0; r[. L'ensemble E des
points M tels que(m; F/[Ti) = 0 [rr] est un cercle
passant par A et B privé des points A et B.

P4 L'ensemble des points M d'affixe z tel que z
est réel est I'axe des réels.

P4 L'ensemble des points M d'affixe z tel que z
est un imaginaire pur est I'axe des imaginaires pu.

Comment faire la linéarisation de polyndmes
trigopnomeétrigue ?(cos x)™ ou (sin x)™

<X On peut également utiliser les formules de
trigonométrie sin = 2.

(cos x)? = cos?(x) = %[1 — cos(2x)]
(sinx)? = sin?(x) = %[1 + cos(2x)]

X sil'entier naturel n est teln > 2
(cosx)" = zl" (z+2)" = zl" (e™ + e‘i")n ou

(sinx)® = (2:)'1 (z-2)" = o (e™* — e‘i")n.

Prenez une des valeurs déos x)™ ou (sin x)™ et
développer a I'aide de la formule du binéme de
Newton tout en sachant que™ + z® = e™* +

e "* = 2 cos(nx) ou z" —z" = ™ — "I =
2isin(nx) etzz = 1.

NB La formule du bindme de Newton

u+v)* = CQu™° + clu™ vl + - + CPulvm il
suffit de considérer queu™ descend en puissance
alors v™ monte en puissance jusqu’a. Ici on
considére soitu = zouu = e”* etv =z ouv = e ¥,

Comment déterminer 'opération inverse de la
linéarisation ?1l s’agit a ce niveau de donner_une
expression decos(nx) ou sin(nx) en fonction de
cos x et/ousin x :

< appliquer la formule de Moivre : (cos x +
Sinan=cosny+sinnxy

DK al'aide de la formule du binbmede Newton
développer(cos x + i sinx)"
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D<K en procédant sur I'égalité des deux formules, on chercher une racine évidente. On désire donc se

identifie les parties réelles ou les parties imagaires
de cos(nx) ousin(nx) en fonction decos x et/ou

sinx. En résumé :
cos(nx) = R, [(cosx + isinx)"]

sin(nx) = Im[(cos x + i sinx)"].

Comment déterminer les racines carrées d’'un nombreIZIZ

complexe Z = a + ib ? On posez = x + iy tel que
z2=Zou (x+iy)? =a+iboux®+ 2ixy +
(—y)2 =a+iboux?®+2ixy—y*=a+ibet

|Z] = v/ a? + b2. On résout le systéme d’inconnus

x* +y* = a2 + b2
ety suivant : x2—y2=a I'ensemble des

2xy=Db
solutions de ce systéme est les deux couples de
racines carrées qui dépendent du signe de

ramener a des produits de facteurs du premier
degré ou du second degré.
Remarque il faut penser que—1 = i? et donc que

z% + 1 est factorisable dangC alors qu'il ne I'est pas

dans IR.

On calcule toujours le discriminentA

réels :a + 0
. _ —-b—A —b+VA
X Si A> 0, alorszq = o elzy = ——
59 Si A< 0, alorszy = 22V g4, = _b;';/__A

> Si A= 0, alors I'équation admet une seule
, -b
solutionz = —
2a

XKD les équations du second deqgré a
coefficients complexesa # 0, on calcule la racine

Comment déterminer les racines n-iemes d’'un nombresarrée dudiscriminent A et on choisit 'une des

complexeZ =a+ib?

MK SiZ = 0, alorsz admet une seule racin@-
iemes :0.

MK SiZ # 0, alorsZ admetn racinesn-iémes :
Zy, Z1, Z3, -.-Zn_1- Résoudre dan< I'équation (E)
z"™ = Z: cela revient a recherchen et a.

[r™; na] = [p; 0]. Les solutions de (E) sont :

Z = ’%[cos(%+%t)+isin( +@)]

Zk_\/_ee 21:1 _[\/_( zkn)]
aveck € {0,1, ...

,n—1}et/p €IR;.

Comment déterminer les racines carrées du
discriminant A dans la résolution ?

On posez = x + iy tel quez? = A.

On résout le systéme suivantz? = A

x? +y2 = IR (D)]% + [Im(1)]?
x% —y? = [R,(8)]? '
2xy = Im(A)

Comment résoudre les éguations du second deqgré ?
AR Les methodes de reésolution sont souventles o ; IZ| =

mémes que dans IR : il faut d’abord essayer de
factoriser, voir s'il y a une identité remarquable,

racines trouvée :A= §2.

-b+8
2a
X Si A= 0, alors I'équation admet une seule

M Si A# 0, alorszq = _:—;8 etz, =

. -b
solutionz = —
2a

Comment résoudre les équations du tyle= a ?

Sin>2avecn €1IN, (z;a) € C* x C*, on écritz et
a sous forme exponentiellel’équation admet alors
n solutions en donnant &, n valeurs

consécutives z = re?’ eta = pe® ;

ou
a=2+2% ke

= [ve:

,n—1}et/p € IR}.

92kn
Zk—\/_e__

{0,1,..

+ ﬂt)] aveck €

Comment calculer 'affixe d’'un vecteur ou distance

<4 Soit AB alors son affixe esk,z = zp — z4.

X Soit la distanceAB = |z;5| = |zg — z4l.
. , . ZA_ZC
Comment interpréter le quotierf = — ?
B~ 4C

ZpA— ZC
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les équations du second degré a coefficients

= 1 alors ACB est isocele efi.
C
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D}K  Siarg(Z) = arg (ZA zc) (CB,CA) = g

alors ACB est rectangle en C.

X Si 2A~% — +j alors ACB est rectangle isocéle

Zg—Zc
en C.
- ZpA—Zc _ E
> Si —— *3, alors ACB est équilatéral.
B~ 4C

Comment montrer que deux vecteurs / droites sont
orthogonaux / orthogonales ?

> On calcule leur produit scalaire
< WLWC}Re(ZmXZW)=O

0K AM | BM < 24778 ¢ {IR.

ZM—2Zyp

™

D4 AMJ_BM@arg( zj)=5.

Comment montrer que deux droites sont parallele ?

Deux droites sont paralleles si elles possédent des
vecteurs colinéaires. Il s’agit de montrer d’abord
que le rapport leurs affixes sont est un réel nonui.

Comment montrer gu’ABCD est parallélogramme ?

On montre queAB = DC < zp — 24 = z( — zp PUiS
E:—B_)C@ZD—ZA:ZC_ZB.

Comment montrer qu’ABC est triangle équilatéral ?

<X ABC est un triangle équilatéral,on montre
|zp — z4| = |z¢ — zp| = |z¢ — z4l.

< ABC est un triangle eéquilatéral direct,on

Zc—Zy ]
montre XXM =2 = e3",
ZB—Zy

I arg( P ZA) = etarg (ZC Z) =3

Comment montrer gu’ABC est un triangle rectangle et

isocele directen B ?

On montre que = ez = +i.
Zc—Zp

Comment montrer que le triangle AMB est rectangle

enM?

DK On vérifie queZ = . e ilR.
B™
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B On vérifie que : |zg — z4|? = |zm — Za|? +
|zy — zg|* ou AB? = AM? + BM? d'aprés la
réciproque de Pythagore AMB est rectangle en M.

X On démontrer queAM L BM.

Comment montrer gue trois points sont alignés ?

Soit A, B et C sont des points alignés.

> On montre que les vecteurglB et AC sont
colinéaires en procédant, soit & calculer leur

déterminant : dét(AB; AC) = 0 ou montrer que
AB=KAC = zp—z,=k(z;—2,) 22 ke

Zc—Zy
IR.

X1 On montre quelm(zzz X z5¢) = 0.

X ou encore, on montre quarg (B—z*‘) =0
—44

Comment chercher 'antécédent d’'un nombre a ?

< Chercher un antécédent de, c’est déterminer
z tel quea = f(2)
< Chercher 'image dea, c’est déterminerf(a).

Comment montrer gu’'un point A appartient au cercle
de centre | de rayonr ?

< On calcule le module ddA = .

Comment déterminer I'affixe du point C symétrigue
du point A par rapport au point | ?

X A partir du milieu | du segment [AC], on déduit
I'affixe du point C : z; = 222

@ZC—ZZ]—ZA

X 3 X X 3 b X 3 2 X X 36 3 X 54 36 2 X 5 3 2 X 0 3 2 56 06 5 24 56 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 5 06 26 2 2 5 5 06 26 26

Comment déterminer I'affixe du point G barycentre ?

T

< Si G est le barycentre de (A,a), (B,b) avec a et

réels (et a+b non nul), alorg; = %

< En particulier, I'affixe du milieu | de [AB] est
Zp+1Zg

z1=—

X 3 3 X X X 3 X X 3 3 2 5 36 2 2 56 26 5 24 56 26 2 4 5
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EXercices i s somescompln®

Dans les exercices, on considezeun nombre
complexe et un repére orthonormé direc{0; u, v).

Exercice 1 :
1.  Déterminer la forme algébrique de l'inverse

des complexes suivants :

A=2—2i,B=—2+4—i,C=\/E V2

1.
7+17etD—51.

2. Déterminer la forme algébrique des complexes

3 3i

suivants :A = 1—+' B=,—.

Correction :

1 Forme algébrique de I'inverse des complexes :

%=1+i;%=—1f02i ;% ‘/7—— 2 t———Zi.

2. Forme algébrique des complexes suivants :
3+i 1+i 3i -2i-1 6—3i

A=11 1+l 1+2i; _—11 —2:—1= 51'

Exercice 2 :

1. Déterminer le module des complexes suivants :

1+i

A=(1+3D%B=1-20)@+1),C=",

(2+3i)?2
(1-Ds’
2.  Onposez; =3+ iV/3 etz, = —1 + 2i. Ecrire
sous forme algébrique les nombres complexes :

B=2z1X2Z;;

D= E =cos0 +isin0.

A=Zl—22; C———ZZ

Z2
3. Soit z un nombre complexe de modulp,
d’argument 0, et soitz son conjugué. Calculer

(z + 2)(2% + 22) ... (2" + z™) en fonction dep et 6.
Correction :

1. Module des complexes suivants :
|A| = |(1 +30)?| = 12 + 32 = 10,
IB| = |1 —2i|.|3 +i| = V12 + 22.\/32 +12 = 5V2,

14| _ V12412 V2 _ V10 _
| | |2+ m T—_ 5 alDl 4\/—1 |E| 1.

2. z,=3+iV3=z;=3—-iV3etz,=-1+
2i 27, = —1+2i

A=z,-2,=3+13+1+2i=4+i(2+3);
B=z %7 =3+iV3)(-1-2i)=-3+2V3 -

i(6+v3);c=2~12 3+L‘/—+1+21
2v/3-3+5 | . —6+10— \/__2\/_+2 .4—/3
P +1i P = +1 ra
3. z=pe® =z =pe P ;z+2Z=2pcosh et

z" 4+ z" = 2np" cos 0.

Calculons(z +2)(2% + 22) .. (2" + Z") =
1(2 + zk) [T7-1[2p"(coskB)] =

2".p.p L | (cosk9)—

(z+2)(2% + 22) .. (2" + Z") =

n(n+1)
2" p h=1(coskB).

Exercice 3 :Soit A(-2 +i ), B(2+ 3) etC(4 + 4i).

1.  Calculer les affixes des vecteurAB et AC.
2. En déduire que les points A, B et C sont
alignés.

Correction :

1.  Affixes des vecteurAB et AC :
Zag =z —Zpa =4+2i=2(2+1) et
Zxe = Zc —Zp = 6+ 3i = 3(2 + ).

2. A,BetCsontalignésZ+i=ZA?=zAE<=>

3

3
ZaC = 3%aB

colinéaires, avec le point A en commun, les pointB

et C sont alignés.

Exercice 4:Dans chacun des cas suivants, montrer

que :
!

1. Z= % estunréel siz| = |z'| = 1 et

1+zz' #0.

2. (z—2)(zZ— 2) estréel.

3. Les droites(AP) et (BP') sont paralléles si

A(2) ,B(-2),P(1+i)etP'(—1—1i).

4.  Les droites(AP) et (PP') sont
perpendiculaires siA(2) , B(—2), P(1 + i) et
P'(-1-1).

Correction :
! ——
1 siz=] 42 IR alorsz = 22072
(1+2zz")(1+2z2")
ztzta'ta! ainsiz+z=2x;z'+z =2x"et
|1+2zz'|2

|1+ zz'|?> € IR doncZ est réel.

2. (z — 2)(z — 2) est rée] il faut remarquer qu’on
pourrait écrirdz —2) = z— 2 alors(z — 2)(z — 2) =

(z—=2)(z—-2) = |z — 2|? est bien s{r un réel.
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doncAC = %ﬁ: ces deux vecteurs étant
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3. (AP)//(BP') : Deux droites sont paralléles si
elles possedent des vecteurs colinéaires. Alopeah
calculer les affixes des vecteursz = —1 + i et
zgp; = 1 — 1, ce qui donne;z = —zzp; d'ou
AP = —BP’ ce qui prouve que les droite4P) et (BP")
sont paralleles.
4. (AP) L (PP") : 2 2E = i Calculons
Zp—Zp

’ —)_ Yy _ Zpi—Zp —_ E
I'argument de(AP, PP ) =arg (—ZP_ZA) + 2nk = >+
2mk, alors les droite6AP) et (PP') sont
perpendiculaires.

PR L
E H B =€ 2 L]

_;100n . 1y _ i4n+100 . | _ -1 .

C—l 1D_l ’E_l—i\/g,
F=(1-2i)(3+1i) etG =+/3e®.

Exercice 5 :n € IN SoitA =

Déterminer dans chacune des cas :

1 les formes algébriques et trigonométriques.
2 Les entiersn pour que A™ et B" soient réels.
3. Les entiersn pour que F™ soit un réel négatif.
4 I'entier n pour que A™ soit un imaginaire pur.
Calculer €204 et G2015,

Correction : n € IN:

1. A=i_=@=1+i=\/§[cos(g)+

1-i 1+1

fein (T S T .. (T .
1sm(—)];B=e 2 =COS(—)—151n(—)=—1;

4 2 2
C= i100n — i4n><25 — (i4n)25 — 125 =1= COS(ZT[) +
ISIH(ZT[) ‘D= i4n+100 — i4n X ilOO — i4-X25 =1=

cos(0) + isin(0) ; E = -t = GzDOHVE) _ 2123 |

1-iv3 1+3 4
3TC.
L1-v3 _ (-D(1+iV3) _ V2 er  y2 13
1 = =—X—FF=—€e1z =

4 143 2 7 3

\/’_11_“-_\/7 11w L. (1Im\] | o

Te i = eos (37) ~isin (5)] i F =

(1-20)(3+1i) =51 —1i) =5vV2 [cos (g) —isin (g)]

etG = v/3e'® = /3[cos(8) + isin(0)].

2.  Les entiersn pour que A" et B" soient réels

. Al = (\/E)n [cos (ng) +isin (ng)] €EIR&

sin(ng) =0=sin0 &
nS=0+2nk < n =8k o
o ou encorain (n—) =

nz=n+2nk<:)n=4+8k 4

n%=2ﬂ+2nk®n=8+8k

nS=-non=-4+8k

0=sin2n<:){
4

A" € IR & n € 4{—1 + 2k; 2k; 1 + 2k; 2 + 2k} avec

n € IN etk € Z.
TC - TC
. B“=cos(n;)—1sm(n;)EIR<:)
. ™ o~ .
sm(n;)—O—smO(:
n§=0+2nk®n=4k _ -
- ous1n(n—)=0=
n5=ﬂ+2ﬂk@n=2+4k 2

n§=21't+21'[k<:)n=4+4k

sin2ne 4§ ;
n;=—1‘t+21‘rk(:>n=—2+4k

B" € IR @ n € 2{—1 + 2k; 2k; 1 + 2k; 2 + 2k} avec

n € IN etk € Z.
3. I'entier n pour que F™ soit un réel négatif :

n T .. T
Fo = (5\/§) [cos (nz) —isin (HZ)] €lR_ &
sin(ng) =0=sin0<:)n§=0+2nk(:>n=
8kou & n%=1‘t+21‘tk(:>n=4+8k,donc
_ 8k _ 8k T
n = 4 + 8Kk, carF®k = (5v2) [cos (8k X 4) +
isin8kxm4=528kcos2mnk+isin2mk=528k >0 et
Kk
F4t8k — (5\/5)“8 [cos ((4 + 8k) X E) +
isin4d+8kxm4=—524+8k< 0.

4. A" = (\/f)n [cos (n %) + isin (n %)] €ilR &
cos (ng) =0= cosg S

s

nz=g+2ﬂk<=n=2+8k
- pl .A"€eilRene€
nZ=—E+2nk<=n=—2+8k

2{—1+ 2k; 1+ 2k } avecn € IN etk € Z.
CalculonsC?01% = (1)2014 = 1 et

G2015 — (\/geie)z"ls _ (\/§)20156201591 _

(\/§)2015e201461_e61 _ (@)201%91.
Exercice 6 :
1. Soitz =2+ 2i.

2
a) Déterminer la forme algébrique deZ;.

2
b)  Déterminer la forme exponentielle dezz—.

c)  Trouver le plus petit entier naturel n tel que
z™ soit un réel positif.

2. On considere le nombre complexez = x + iy

ou les réelx ety ne sont pas tous les deux nuls.
a) Déterminer la partie réelle et la partie

2
imaginaire dez; en fonction dex ety.
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b)  Déterminer les nombres complexes tels que
2

~ soit un imaginaire pur.
Correction :

1. Z—2+2i=2\/7(\/2—§

z? (2+zi)2 _ 8i 2+42i
z 2421 2-2i 2+2i 8
2

b) Z=-2+2i=2vZ(-2+i%)=2vZer.
c)  Trouvons le plus petit entier natureln tel que
z" soit un réel positif :z? = 8 ; z3 = 8i(2 + 2i) =
16i — 16 s doncz* = z2 x z2 = 8i x 8i = —64 donc
z8 = z x z* = 4096. L’entier 8 est le plus petit tel
que z® soit un réel positif.

+ 1\/2—5) = 2V/2e%.

8i(2+2i)

a)

2. z=x+iylx ety ne sont pas tous les deux nuls.

z2  (x+iy)? _ x2+2ixy-y?

+
a) =—=-—2 : AL
VA x+ly xX—=ly x+ly
x3-3xy?+i(2x%y+y3 Ly
yx2+(y2 ¥+7°) ous déduisons qua; y) = (0; 0)
z? x3-3xy? z? 2x%y+y3
Re(i) - x2+y2 etlm(i) - x24y2 °

Z2 . . . . .
b) — estunimaginaire pur si et seulement si

x3-3xy?

y? =0 x(x*-3y*)=0ox=00u

x = yv3 oux = —y+/3 avec(x; y) # (0;0). On doit
remplacer chaque valeur delansz = x + iy et en

déduirez :

. x=0z=iy.

« x=yV3ez=yB3+iy=y(3+i).

. x——y\/_<=>z——y\/_+ly y(—V3+1i).

Les nombres complexeg tels que— soit un

imaginaire pur sontiy ; y(v3 + i) ety( -3 +1i).

Exercice 7 :Soitz = x + iy etz* = a + ib oU

x,y,a, b sont des réels.

1. Montrer que, si |z| =
1-a

yi==

2. Onsuppose quaarg(z) = g. Déterminer la

forme algébrique dez?.

3. Déterminer alors les valeurs exactes de

cos(g) etsm( ) NB : cos( )>Oetsm( )>O

Correction : z = x + iy etz? = a + ib ou

x,y,a,b sont des réels.

1. z2=(x+iy)l=x?—y?+2ixy=a+ib

x2—y?2=aqaou2xy=>b,silzl=1ox?+y?>=1.

x2—y*=a (2x*=1+a

En résumé on résokiic? + y2 = 1 < 2y2=1-a
2xy=b 2xy=b

. 1+ 1
pour obtenipc? = Ta ety? Za.

1+
1, on a? =—aet

= = -2+ 2i.

2. zZ = [cos (8) + isin (8)] = ei%, la forme

algébrique de? est :z2
z? = [cos( )+lsm(4)] £+ £.

2=qa+ib
2_ £\ 2
3. 27 =(x +1iy) alorsa=b=‘/§. Or
22 =242
2 2
(x2:1+2 2+2 x=+ ,2+\/§
2 4 4 . .
{ i .Ainsix =
P’Z—l R o
2 4 4

cos (g) \/m_ ety = sm( ) 2_4\/7

Exercice 8 :Soit a un réel différent de + km pour

toutk € Z ett = tana.

1+it
eZwt

1. Montrerque z = —

2. Exprimer la forme algébrique de z en fonction

det. A partir de la forme trigonométrique en

et sin(2a) = 2t

déduire quecos(2a) = 1422

1+ t2
Correction : a # §+ km ,k € Z ett = tana.

ia

1 — 1+it — l+itana — cosatisina — % _ 2ia
’ 1-it 1-itana cosa—isina e~i& )
1+it 1+it) (1+it 1+42it—t2
2. = l.=( l.)( 0 _ 12 , doncforme
1-it  (1- lt)(1+lt) 1+t2
algébrique de z est = =5 4 {2
1+t2 1+t2
z = e?% = cos(2a) + i sin(2a) _
1-t2 . 2t , On en déduit que
- 1+t2 ll+t2
2t
cos(2a) = =T
Exercice 9 :Soitz, = Yo "/_ etz, =1—i.

1. Déterminer une forme trigonométrique dez,
et dez,.

2.  OnposeZ = z—; Déterminer :

a) Laforme algébrique deZ.

b)  La forme trigonométrique de Z.

c) Laforme exponentielle deZ.

3. En déduire la valeur exacte de:os% et de

4
sin—.
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iz i it
—(es) =e"'s =e+,donc
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\/31\/_

Correction : zq =

L = (1) = e (2) ()

oo =2 (2 1) = 2 [eos(3) - isin 3]
2. Déterminons:
Vo-ivZ

etz 2—1—l

a) Z=Z—1= 2 1+ \/_+\/_+l\/_\/_
Zy 1-i 1+i 8 8
4] = 1
—|alzlal 2 1
b) |Z|_ Z, |z, \/7 2"

arg(Z) = arg (2—1) =arg(z;) —arg(z,) = 1—”2, donc

Z = [cos( )+lsm (12)]
7 _ leos@)-isin(F)]

C) Z= Z h \/—[cos( ) lSll’l( )]
7 = \/’+\/'+ i‘/_ V2
3. 8 8 , on en déduit la
Z = [cos( )+Lsm(”)]
valeur exacte deosﬁ = Y62 et desin% = ‘/g:ﬁ.

Exercice 10 :Soitz=1-ietz' =1 +V3.

1.  Déterminer la forme trigonométrique de z ; z’

) Z4.

Donner la forme algébrique dez* et dei

2
3.  Déterminer la forme trigonométrique dei.
4

En déduire la valeur exacte deos (i—'zr)
Correction: z=1-ietz' =1 +V3.

1L z=1-i=v2(2-i2)=vZ[cos(%) -

2 2
sinz4 , 7 =1+4+i3=212+:i32=2cosz3+iinz3
z* = 4[cos(m) — i sin(m)].

2. z*=4[cos(m) —isin(m)] = —4 et

_1-i _1-i/3 _ 1- \/§+ i \/_
Z/ T 1+iV3 T 1-iV3 4 4
T,
z 2 _ed 2 (———E)l Nk
Z = —X 7 = 7@ = —e 12 =

Exercice 11 :Soitz; = —(V3 +i) etz; = 1 +1i.

1. Déterminer une forme trigopnométrique dez,
et dez,.

2. Déterminer dans chacune des cas, les entiats

pour que (z1)" et (z,)™ soient un réel positif.

3. OnposeZ = z—l Déterminer :
2

a) Laforme algébrique deZ.
b)  La forme trigonométrique de Z.

S 11
c) En déduire la valeur exacte da:osl—Z" et de

sin 11
12°

Correction : Soitz; = —(V3 +1i) etz, =1+ .

L = —(V3+ 1) = 2 [cos () — isin ()] et
2 =2 (Z 4 12) =2 [eos (5) i )]
2. () =20 [os (n2) —isin (n )] € IR,
o ' nT=0en=0
mn(n?):o:smo@ r15?ﬂzﬂ(:)n:g,donc

n=0,car(z)?=2° [cos (O X 5?”) —isin (O X
Sm6=1>0et

(zl)g = 22 [cos (g X 5?7[) —isin (g X 5?”)] =
265c0s77— sinr=—265< 0.

T 12
5 n—=2nSn==
. b3 . 5
sm(n—)=0=sm2n=} .

6 51 6
n?=—n<:>n=—§

Car(zl) 5 = 2152 [COS (_2 X 5_7[) —

doncn =
5 6

isin(ls—zx 5:)] = 25 >0 et(zl) 5=2"5 [cos(—gx
5?”) + isin (g X 5?)] =275 [cos(n) + isin(m)] < 0.
Dot (z)" €IR, & n € {o-—}.

(z)" = (\/f)n [cos (n:) + 1sm( 4)] IR, ©

nS=0on=0

sin(ng)=0=sin0=}{ , donc

TC
nz=1'[<:)n=4

n=0,car(z,)’ = (\/E)O [cos (O X E) + isin (0 X
m4d=1>0et z24=24cosdXm4d+isindxXmd=—4<0.

- nS=2nen=8
sin(nz) =0=sin2ne{ ,* 4donC
n-=-men=-—
4

n=38,car(z)® = (\/7)8 [cos (8 X %) + isin (8 X
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3| =16 >0et(z)™* = 27*[cos (—4 x ) -

. _ . -1
isin (4 X %)] = 27*[cos(m) + isin(m)] = = < 0.
Dol (z,)" € IR, & n € {0; 8}.
3. Z= 2_1 Déterminer :
2

a) Z= —(f:ri) _ —(\/5;:‘)1(1—1') _ —\/3—1 4 i\/§2—1.
b) z=2Cx% % — V2" = e =
2! =2 [cos (5) + isin (5]
c) z=#+ % , on en déduit
Z =2 [cos (33) + 1sin (5]

_\/_1

11
la valeur exacte d¢2 cos ( ") o

12
05(111_2n)_ \/_4\/— etde\/ism(lm)zﬁc)
. (1im) _ V62

Sm(lz)_ 4

2

Exercice 12 :

1. Déterminer les nombres complexeg non nuls,
tels quez,% et1 — z aient le méme module.

2. Montrer que si zZ0= 1 etz# 1, alors le
nombre complexeg est imaginaire pur.

Correction :

1L lzd=|]=-zel=]]ellz=1
Posong = x + iy © |z|.|z| = x? + y? = 1 zt d’autre
part|1 —z|? = |1 —x —iy|? = (1 — x)? + y?
1—2x+x? +y2=1<=>x—5. On en déduit

1
ity
complexegz non nuls, tels qui| = |§| = |1 - z| sont

1+l\/_

1ey?= % Sy= i‘/;. Ainsi les nombres

iv3
les nombres— et

2. Onalzl-letz;tl siz=x+iyox?+

d+z  1+x+i 1—x+i 1-x2—y2+2i
y?=1,0ona=— 24 2 = y ) =
11—z 1-x—iy ~ 1-x+iy (1-x)2+y?
1-(x2+y?)+2iy _ 1-1+2iy 2iy ciIR
(1-x)2+y%  (1-x)%+y2  (1-x)2+y? '

Exercice 13 :SoitZ = ':;Z
nombres réels positifs tels que — id + 0.
Trouver une relation entre a, b, c et d pour que :

1.  Z soit un nombre réel.
2. Z soit un nombre imaginaire pur.

3. Interpréter géométriquementarg (':;Z)

ac+bd
c?+d?

a-ib _ (a—ib)(c+id) _
c—id ~ (c—id)(c+id)
avecc —id # 0.

.ad—bc
c2+d?’

Correction :

Trouvons une relation entrea, b, c et d pour que :

1. ZelRem@)=45—"=0oad=bce
bc

a=—.
d

2. ZE€ilR & Re(Z) = “C‘Z’;f =0 ac = —bd.

On remarque que’%c =-bdec?-{di)?*=0e
¢ = —di eta = —bi avecc — id # 0.

2. Interprétons géomeétriguementarg (

a—ib) .
c—id/) '

soit les points A et B d’affixe respectives= c — id et

zg =c—id,ona arg( fZ)—arg(i—ﬁ)=
arg (ﬂ) (04, 0B) [2n].

Exercice 14 :Pour tout nombre complexez différent
de2i, on donneZ =

=x+iyet
Z=X+ 1Youx,y,XetYsont des réels.

Calculer X etY en fonction dex ety.
. Déterminer les ensembles des points M :
a) Tels queZ soit réel

b) Tels queZ ait pour argument g

z+1

Correction : z # 2i, on donneZ = 720"

1. Calculer X etY en fonction dex et y.
z+1 _ x+iy+1 _ x+iy+1 _ x+iy+1 x—i(y—-2)
z-2i x+iy—2i - x+i(y-2) - x+i(y-2) x-i(y-2)
7= X4iY = x%—ix(y—2)+xyi+y(y—2)+x—i(y— 2)
x2+(y—2)2

_ . x24+y(y—2)+x —x(y-2)+xy—(y—2)
Z=X+ir= x24(y—2)2 x2+(y-2)2

_ x%+yi+x-2y _2X42-y o )

T x2+(y-2)2 ety = x2+(y-2)2 ou(x; ) # (0;2)
2. Déterminer les ensembles des points M :
a) Tels queZ soit réel

_ 2x+2-y _ _ _
——x2+(y_2)2—0<=>2x+2 y=0y=2x+2

Orsix=0alorsy=2x0+2 =2 dou cet
ensemble recherché est la droite d’équagien2x + 2
privé du point de coordonnée; 2).

b)  Tels queZ ait pour argument g

240020 0
1% méthode arg (22) =T x = 1210
Z+21 2 x2+(y—2)2

2
0<=>x2+y2+x—2y=0(=>(x+%) +
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y-12="

centrel (—%; 1) et de rayonr = \/; privé des points A
et B (z#2i et de -1).

M est sur le cercle C d({—%; 1)

2°" méthode arg (%) =Iln] o (m, WB)) =

2
B (z#2i et de -1).

Exercice 15 :Soit A et B les points d’affixes
respectives 1 et i dans le plan complexe. Pour tout
nombre complexez différent de 1, on donne

z =290 51 hosez = x + iy etZ = X + i¥ ol

z—1
x;y; X etY sont des réels.

1. Calculer X etY en fonction dex ety.

2. Déterminer les ensembles des points M :

a) Tels queZ soit réel

b) Tels queR.(Z) = X soit négatif ou nul.

3.

a) Démontrer que le nombre complexe Z est un
réel non nul si, et seulement si, il existe un estik
tel que (MA; MB) = 7 + k.

b)  En déduire 'ensemble des points du plan M :
- Tels que(MA; MB) = 7 [

- Tels que(MA; MB) = 7 211']

(1-i)(z— l)

Correction : Soit A(1) etB(i)/ Z = —

1. Calculer X etY en fonction dex ety.

_ (1-i)(z-i) _ (1—i)(x+%'y—i) x—1—%y _ aprés tout
z—1 x—1+iy x—1—iy
_ v (x-1D%4+(y-2)2-1 | . 1-x2-y?
calculZ =X +iY = D7y? D7ey?
(x-1)%4+(y-2)%-1 _ 1-x%-y?
X = (x—-1)2+y? ety = (x-1)2+y?’

2. Déterminer les ensembles des points M :
a) Tels queZ soit réel

w22
¥ = ey
recherché est le cercle trigopnométrique de cente O
de rayonr = 1 d’équationx? + y? = 1 privé du point
A de coordonné€o; 1).

b) Tels queR.(Z) = X soit négatif ou nul.
R(Z)=X<0e (x—1)>+(y—2)? <1cet
ensemble est le disque fermé de celitte2)et de
rayonr = 1.

3.

=0 < x?+y? =1 cetensemble
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Z[x], M est sur le cercle de diamétre [AB] privé detA e,
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a) arg(Z) =arg [%] 2] = arg(1 —1i) +
arg( ) [2m] = —% + arg (:Z) [2m] = —%+
(AM; BM) [27] = - + (MA- MB) [2x]

Z €IR* & arg(Z) = 0 [r] & (MA; MB) ——+kn
b)  En déduire 'ensemble des points du plan M:
Tels que(MA; MB) = 7 [n]

Z # 0 alors cet ensemble recherché est le cercle
trigonométrique de centre O et de rayos= 1
d’équationx? + y2 =1 privé des point A et B.

- Tels que(MA; MB) = 7 [2m].

arg(Z) =0[2m] etZ # 0 alors Z réel non nul et z
positif.

Im(Z)=Y=0=x>+y?>=1et
R(2)=X>0= (x—1)%?+(y—2)2>1cet
ensemble recherché est le cercle trigpnométrique de
centre O et de rayon = 1 d'équationx? + y? = 1
privé de l'arcAB.

Exercice 16 :Soit A le point d’affixe 3 — i dans le

plan complexe. Pour tout nombre complexe
2iz—4+2i

z—-3+
z=x+iyetZ=X+iYon;y;XetYsontdes
réels.

différent de 3 — i, on donneZ = . On pose

1. Calculer X etY en fonction dex ety.

2. Déterminer les ensembles des points M :
a) Tels queZ soit réel

b) Tels queZ soit imaginaire pur

2iz—4+2i

Correction : A(3 — i

)/Z=

1. Calculer X etY en fonction dex ety.

_ 2iz—4+20 _ 2i(x+iy)—4+20 _ 2ix-2y—-4+20 _
T z-34+i  x+iy-3+i  x-3+i(y+1)
_ 2ix-2y—4+2i  x-3-i(y+1) _
- x—-3+i(y+1) x—-3-i(y+1) -
7= X4iY = 8y—2x+14 n 2ix2+y2—2x+4y—1
(x—3)2+(y+1)2 (x=3)2+(y+1)?
4y—x+7 x%+y2-2x+4y-1

(x—3)2+(y+1)? ety =2 (x—-3)2+(y+1)2

2. Déterminer les ensembles des points M :
a) Tels queZ soit réel

o x%+y?-2x+4y-1
y=2 (x—3)2+(y+1)2

(x — 1% + (y + 2)? = /6 cet ensemble recherché es
le cercle de centri€1; —2) et de rayonr = V6.
b)  Tels queZ soit imaginaire pur

=0 x?+y?-2x+4y=1
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X = —(x—gz_+x(+i1)2 =0 y= %x _Z d’'ou cet Exercice 19: Soient A, B et C les points d'affixe

g , _ i 1 , respectivea = —1,b = 2i,c = —i. On considere
ensemble recherche est la droite d'equagion; x — I'application f qui a tout point M d'affixe z€C\ {-1}
—iz-2
z+1 ’

privé du point A3 — ). associe le point M' d'affixez telle que :z' =

Exercice 17 :Soitf(z) = (1+ z)(i + z) une

fonction de la variable complexe. 1. Soit C'l'image du point C par f. Donner

I'affixe c' du point C' sous forme algébrique puis
1.  Déterminer I'ensemble géométrique des points Sous forme trigonométrique.

M d'affixe z tels que f(z) soit réel. 2.  Calculer I'affixe d du point D ayant pour
2.  Deéterminer 'ensemble géométrique des points image parf le point D' d'affixe d' = %
M d'affixe z tels que f(z) soit un imaginaire pur. 3. Pour tout nombre complexez différent de -1

Correction : Posong = x + iy il vient f(z) = on noteple module dez + 1 (c'esta dire|z+ 1| =

1+ x)—y(A— Y]+i[A+ x)A - y) + yx].
[ ¥ =y ( NI+ 2 )+ a) Démontrer que, pour tout nombre complexez

1. f@elReIm[f(2)]=0= 1+ x)(1 - différent de -1, on a :;pp’ = V' 5.
y)+ yx =0 < y =x+ 1. L'ensemble des points M b)  Sile point M appartient au cercle (G) de
d’affixe z est donc la droite D d’équation cartésie centre A de rayon 2, montrer alors que M' (M)
y=x+1. appartient au cercle (G') dont on précisera le cem¢
2. f(@E€EiIR=Re[f()]=0= x(1+ x) — et le rayon.
1 2
y(l—y)=0<=)x2+x+y2—y=(x+5) + Correction :
1\2 1 , : 1 ffi Lo T,
(y - 5) = donc I'ensemble des points M d’affixe z 1 o= —l(—'l)—Z _ 3,3 23 74
1 1 H\/_E '—L+21 . 2 2 2

est un cercle de cenma(z,—z)et de rayor -. 2 4 = _le:l =led=-1+2i
E ice 18 :Soit | ints A et B d’affi 3. lzHdl =petlz il =p.

xerC|c_e :Soi fas points A e _a |x?s . a) pp=lz+1|x|Z +i|=|-2+i|=VE
respectivesz, = 2i etzg = —1 et ?on M d’affixe b) AM=2&|z+1|=2, p=2,0naalors

. . BN _ zZ—

z€C\{1;-2i}. On considereZ = —-. lz+1| x|z +i|=2p' ©p' = \/73 ainsi M’ =f(M)
1. Interpréter géométriquementarg(Z).

appartient au cercle (G') de centre C et ra‘%gon

2. Déterminer 'ensemble des points M(z) tel que . 7 o
Exercice 20: On considéere I'application f du plan

arg(2) = 5[],

3. Déterminer 'ensemble des points M(z) tel que Z+i

le point M’ d’affixe z' =

Z soit réel. z-2i
- ; — i i0
Correction : zeC\ {1;-2i}/ Z = z 1. 1. Pour z # 21, o.n po§a _\2’ + re”, avec
z+21 r > 0 et € IR. Ecrire z' — 1 & 'aide der et#.
1.  Interprétons géométriquement argarg(Z): 2. Soit A le point d'affixe (2i).
arg(Z) = arg(z + 1) — arg(z — 2i) = (m; W) _ a) Déterminer I'ensemblerl’; des points M

d'affixe z du plan tel que|z’' — 1| = 3.
b)  Déterminer I'ensemblerl’, des points M
d'affixe z du plan tel quearg(z’' — 1) == [2mx].

(MA; MB) [27]
2. 'ensemble des points M(z) tel quarg(Z) =

T . z-1\ =@ A T
2 [m] : arg (z+2i) =7 [7] & (MA, MB) =7 [7], M est 4
sur le cercle de diamétre [AB] privé de A et BA#2i et  Correction :
de 1). _
3. ZelRe Im2) =arg(Z) = 0[n] & 1. Pourz # 2i, on pose = 2i + re'®, avecr > 0
— — ' zZ+i 2i+reif+i 1+rei®
(MA; MB) = 0[n], etd€lR.z —1= z—2i  ©  2i+rei®—2i  rei®
M appartient a (AB) privée de A et B. 3t —ig _ 3 (Z-0)i

—e U =-e\2 .

T
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p) etp' le module dez’ + i (c'est a dire|z’ + i| = p’).

qui a tout point M d’affixe z distinctes de2i, associe

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

2. AQ2D).
a) L'ensembler; des points M d'affixe z du plan
telque|z' —1|=3: |z — 1] = |22~ 1| =

z—21

|%e(§_9)i| =3 % =3eor=1, Car|e(§_6)i| =1.
z=2i+re® =z=z,+e% oz-2z,=¢% &

|z — 24| = |ei9| =1 AM =1etarg(z —z,) =

6 [2m], doncrl; est le cercle de centre( ) et de
rayon 1.

b) L'ensemblerl;, des points M d'affixe z du plan
tel quearg(z' — 1) = % [2m]:arg(z — 1) =

arg (%e(E_O)L) = g— 6 = %
doncrT;, est la demi-droite d’origine @i) et
d’équation polair@ = %.

[2n] @ 6 = % [27],

Exercice 21 :

1. Calculeri?; i3;i*; i5 eti®.
2. Endéduire la valeur dei?®1* et celle dei?015.
3.

Pour tout entier naturel k, en déduirei*k ;
jak+1 . jak+10,
4, Déterminer les entiers naturelsn tels quei™
soit imaginaire pur.
5. Déterminer les entiers naturelsn tels que
(1 + )™ soit un réel négatif.

Correction :

1. i?=—-1:=i?xil=—i;i* =i?xi*=1;
P=i?2xi?xil=ieti®=i®2%xi%2xi%=-1.

2. 2014 = X503 2 = _(j4)503 = 1 et celle

dei2015 — i4><503+3 — (i4)503 X l'2 X il = —i.

3. kEIN,i* =¥k = (= D)F =1;

i4k+1 — i4Xk+1 — (i4)k X il — (1)]( X il =i :
(A0 = (MK x 10 = (DF xi* x i* x 2 = —1.

4. m € IN;i" soitimaginaire pur : Notons quey

etr le quotient et le reste de la divisionidpar4. On a
n = 4q + r avec0 < r < 3. Entamons une discussion

de la valeur dé" = {49+ = (§4)9 x i" = (1)9 x

i" =i"enfonctionde :sir=0& i"=i"=1;si
—1et
r=3 e i"=i3 = —i; les entiers naturetstels que
i™ soit imaginaire pur sont donc de la forme- 4q +
loun =4q+3.

5. me€lIN; (1+i)" soit un réel négatif :

r=1lei"=il=i;sir=2si"=i%=
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m,qN nn,
a+dH"= [\/ie?] = 2e+'€IR_ & sin%n =
0=sinn®%n=n+2kn,(k€Z)@n=4+
8km, (k € 7).

Exercice 22 :Linéariser

Correction : Linéariser

1.
32X p=ix | 3pix o—2ix 4 eOix_e—3ix) —
(e3* +3e* +3e ™ + e ‘x)—g[(e X4 eT30)

3(e™* + e~¥)] ore™ + e~™™* = 2 cos(nx) donc

1

8

cos
etsin*x =

6— 4e— 2iv+e— 4ixv=18cos 4r— 4cos2x+3.

2.
10eix+10e- ix+5e— 3iv+e— 5ix

cos®x = %(cos 5x + 5cos3x + 10 cosx). Le méme

raisonnement dein® x = (

sin®x = (21i)5 (z—-2)°= % (sin5x — 5sin3x +

10sinx.

3 2 .3y _ feFte ™ 2 i _g-ixy 3
. (cos?x)(sin x)_( : ) x( . )

(cos? x)(sin® x) = —=sin 5x + —sin 3x + ~sinx
16 16 8

. .4
(cos* x)(sin’x) = (elx+€ lx)

= —(cos 6x + 2 cos4x + cos2x — 2).

4.

1574.22+2023.23+1522.2z4+621.2z5+620.2z6=16426
+26+622.24+24+15222.22+22++20z22 Or
VA n

% (cos6x + 6 cos4x + 15 cos 2x + 10)

1
2
3.
4

cos3 x etsin? x.
cos’ x etsin® x.
(cos? x)(sin3 x) et (cos* x)(sin? x).
6

cos®x ; sin®x et (sin* x)(cos? x).

3
3., — i ix —ix _ 1 3ix ,—0ix
cos’x =~ (e™ +e™™) = (3. e +

3x =i(cos3x+ 3 cosx).

(e — e—ix)4 _ %(ezu'x — 402i% 4

(2i)*

cos’ x = (

. .5
eLx+e—lx 1 . .
. ) 25(651x+5631x+

)5 donne

elX_p—ix

eix_e—ixz
x (=)
21

2
-1
16

1 _ 1 _ _
cos®x = <@+ 7) = a(Z6.ZO +62°.2' +

+ z™ = 2 cos(nx) etzz = 1 donccos® x =

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

sin®x = 6( —_)6——( cos 6X + 6 Cos 4x —

(2i)
15cos2x+10.

(sin*x)(cos?x) =

1 _ _
% )4 2_2(2_2)4X(Z+Z)2 =

E(cos 6x — 2 cos 4x — cos 2x + 2).

Exercice 23 :

1. Exprimer sin 5x en fonction desin x.
2. Exprimer sin(3x) en fonction desin x.

Correction :
1. sin 5x en fonction desin x :

cos5x + isin5x = (cosx + i sinx)°. En développant
par la formule du binbme de Newton, on(ads x +
isinx)5 =

C2cos® x (isinx)® + C2 cos® 1 x (isinx)! +

CZ cos® 2 x (isinx)? 4+ C3 cos® 3 x (isinx)3 +

CZ cos>*x (isinx)* + C2 cos®> S x (isinx)5 =

cos® x + 5icos* x sinx — 10 cos® x (sinx)? —

10i cos? x (sinx)3 + 5 cos! x (sinx)* + i(sinx)® =
cos®x — 10 cos® x (sinx)? + 5cos! x (sinx)* +

i[5 cos* x sinx + (sinx)°], on en déduit qusin 5x =
5cos* x sinx — 10 cos? x sin® x + sin® x ou

sin 5x = 5sinx — 20 sin3 x + 16 sin® x.

2. Exprimer sin(3x) en fonction desinx : avec

le méme raisonnemein(3x) = 3 sinx — sin® x.

Exercice 24 :Dans chacun des cas déterminer
I'ensemble des points M(z) vérifiant les conditions
suivantes :

1. |A+idz-2i|l=2.
2. liz+3|=|z+4—1i.
3 Z = (z —1)(z — i) soit un imaginaire pur non

lz+i] =]z —1].
z+i . . ..
— SOit un imaginaire pur non nul.

lz—1| < |z + 1]
|z —1| = |z|
. z—z=0
10. |z+1+i|<V2
11. zz = az+ az avecA(a)
12. z+z+2zz=0
13. Im(z*) =2

4
5
6. arg(z—i)=—§+2nkonEZ.
7
8
9
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14. Re(z*)=0
15. z+z=|z|* -
16. |z|*?+z+Zz=8

17. eigz eER

18. eigi ER

19. arg(z) =7 +2mk, k€Z

20. arg (e_i%z) = §+ kmw, k€ Z.
21. arg(z) = arg(—z) [2m].

22. arg(iz) = %ﬂ [2m] et|z| =
23. arg (i) =—= [2m@] et|z| =

Z
20, arg (i) =

Correction : I'ensemble des points M(z)

1
2’
[2mr] et]z] =1

1. (1 +i)z—2i]| =2 Onpose =x+ iy et

Z = x — iy, aprés tout calcul, on trouye + i)z —
2i=x+y+i(x—y—2),donc|(1+i)z - 2i| =

2 (x—1)%+ (y—1)? = 2, d’oli 'ensemble des
points M(z) cherché est le cercle de cefifg; 1) et de
rayonR = /2.

2. liz+ 3| = |z + 4 — i|. Vous pourriez soit
utiliser la formulezz = |z|? ou soitz = x + iy. Ainsi
I'ensemble des points M(z) est la droite d’équation
y=—4x — 4.

3. Z = (z—1)(z— i) soit un imaginaire pur non
nul. Il suffit de remplacer z par = x + iy dans
I'expression Z, donZ = x> + y2 —x +y +
i(y—x+1). AinsiZ € iIR* alorsx? + y2 —x +y =

. 1\2 1\2 1
OSOIt(x—E) +(y+5) =Eavecy—x+1¢0.
D’ou I'ensemble des points recherché est le celele
centrel (1, —l) et de rayoR = \/E — 2 privé des
2 2 2 2

pointsA(1,0) etB(0,1).

4, L'ensemble cherché est donc la médiatrice du
segment [AD] ave® (—i) etA(1).

5. E soit un imaginaire pur non nul.

z+i

Soit les pointsl(—1) et B(— ) 5 € iR &
arg (Z“) =2 [n] & (M4, MB) =2 [r] d’'ou on

z+1
obtient le cercle de diamétre [AB], privé de A.
Vous pouvez aussi utiliser la méthode analytique po
résoudre le probléeme poseé.

6. arg(z—i) = —g + 2wk ou k € Z. Soit les
pointsA(i) etB(—i), arg(z — i) = —§+ 21k =

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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arg(zzi) = —§+ 2mk. arg(z — i) nexiste que si n [2n] © arg(z) = —g [27]. L'ensembld des
z # i, doncM # A. On obtient la demi-droite JAB]. ~ points M d'affixe z du plan tel queg(2) = _
7. |z— 1| < |z + 1]. L'ensemble cherché est donc arg(—z) [2m] est le demi-axe de ordonnées constitu

le demi-plan ouvert > 0.

8. |z — 1| = |z|. L’ensemble cherché est donc la

droite d’équatiorx = %
9. z —z = 0 L’ensemble cherché est I'axe réel.

10. L'ensemble cherché est donc le disque fermé de @nsemble cherche est le diamétre [OB], privé delO

centre (—1; —1) et de rayon R= /2.
11. zz = az+ az avecA(a). L'ensemble cherché
est le cercle de centrg(d) passant par I'origine O

12. L’ensemble cherché est donc le cercle de centre
I'ensemble cherché est le diamétre [OB], privé delO

13. xy =1, 'ensemble cherché est donc I'hyperboleque0OB =

[(—1) et de rayon R= 1.

d’équationy = i
14. x?—y? =0, 'ensemble cherché est donc la
réunion des bissectrices d’équations respecjives
ety = —x.
15. z+z=|z|*?-1oux?+y?—-2x—1=0,
donc lI'ensemble des points M d'affixe z qui vérifi
Zz+Z = |z|? — 1 est un cercle de centfe d'affixe1 et
de rayony2.
16. |z|?+z+Z=8oux?+y?+2x—8=0,
donc lI'ensemble des points M d'affixe z qui vérifi
|z|? + z + Z = 8 est un cercle de centfed'affixe —1
et de rayorB.

x V3

17. eigz ERe Im (eigz) =Im [5—73; +

()] —0o2 e Er 0oy - n
'ensemble cherché est donc la droite d’équation

y = —x+/3.
18. eigi ERSIm (eigz) = Im[

i(%—?x)]=0@%—§x=0@y=x\/§,

'ensemble cherché est donc la droite d’équation
y = xV3.

19. arg(z) = % + 2wk, k € Z donc 'ensemble

x V3
2 207

cherché est la demi-droite d’origine(® et d’équation

polaired = =.

20. arg (e_i%z) = g + kn, k€ Zouarg(z) = g+

%+ km = g + km, k € Z donc 'ensemble cherché est

la demi-droite d’origine @) exclu, et d’équation
polaired = g

21. arg(z) = arg(-z) [2m]..arg(z) =
arg(—z) [2m] ouarg(—z) = —arg(z) = arg(z) +
n [2n] ouarg(2) = arg(—z) = —arg(z) =
arg(z) + m [2r], donc—arg(z) = arg(z) +

des points dont I'affixe est un imaginaire pur detie
imaginaire négative.
22. arg(iz) == [2m] etz| = 2.

arg(iz) = %ﬂ s arg(z) =% [27] et]z| = 2, donc

i

queOB = 2 et d’équation polairé =

N= P

23. arg (ﬁ) = —% [27] et|z]| =

1+i 4
1

= et d’équation polair@ = 0.

Z T
24. arg (1+i\/§) =3 [2m] et|z| = 1.
2
arg (ip) =5 @ arg(@ =5 l2netlz] =1,

donc I'ensemble cherché est le diametre [OB], pdieé

O tel queOB = 1 et d’équation polair@ = 2?"

Exercice 25 :soientP = {z € C / Im(z) > 0},

D = {z € C /|z| < 1} et on considére I'applicationf
du plan qui a tout point M d’affixe z distinctes de

—i, associe le point M’ d'affixez’ = E

1.  Montrer que tout élément deP a son image
par f dansD.

2. Montrer que tout élément deD possede un
unigue antécédent parf dansP.

Correction : soientP = {z € C/Im(z) > 0},D =

z—1
{zeC/|z| <1} etf(z) = —
12 2 2
2 _ |zzi]f _ x4+ (-1
1. [f @] = | T x2+(y+1)?’
y—-12<x?+(y+1)? o |Z|<1.Ainsivze
P,z' = f(z) € D.
2. Z’ED,Z’=Q@Z=Z’+1
z+i 1—z/

vzeD,AzeP,z =f(z)=17.

siy>0e x?2+

z+i

i € P. Ainsi

Exercice 26 :

Déterminer les racines carrées dé — 12i.
Trouver les racines cubiques de-4 + 4i+/3.
Déterminer les racines cubiques de.

. Déterminer les racines quatriemes de

bR

16vV2+16i\2

—i+V3
5. Trouver les racines cinquiemes de-1.
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arg (i) = s arg(z) = 0 [2x] et|z| = % donc

XX 3 2 2 2

X 3 3 X X 3 3 X X 36 50 2 34 3 X X 36 2 X 5 36 b X 5 36 2 X 56 3 2 5 06 5 24 3636 X 5 36 2 X 5 36 2 X 06 36 2 X 0 2 24 56 36 0 4 36 26 X 54 36 26 X 0% 26 2 0 2f 26 2
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Correction : Les racines n-iemes sont déduites de

Z, = [’{/Z (g Zk")] aveck € {0,1,...,n — 1}.
1. Posong =x+iy/z? =5—12i alors
x% +y? =+/52 + 122 x2+y?2=13
xZ_y2=5 = xz—y2=5(=>
2xy = —12 xy = —6
2x2 =18 x?2=9 x=7F3
2y2=8 ©1{ y?=4 = {y=72 doncles
xy =—6 xy =—6 xy =—6

racines carrées de— 12i sont3 — 2i et—3 + 2i.

2T,
2. On sait que-4 + 4iv/3 = 8e3 ", alors les racines

2T, 81,
cubiques de-4 + 4iv/3 sontz, = 2e5 "' ;z; = 2e " et

12m,
Z, =2e 9 .

1sontzy =1; Zl—es etzz—ez
16v2+16iV2
4.  Onsait Que— = = 16e12 alors les

. . 6vV2+16 Sm,
racines quatriemes ée‘/_;—\/_; sontz, = 2es" ;
29m,

Z, = 2e 48

5.  Onsait que-1 = ™, alors les racines

53m; 77y
1Z, = 2e 48 etzz = 2e 48,

TT. . 57T,
cinquiémes de-1 sontz, = es' ;z; =e2' ;z, =es ' ;
;

Zz =e6

st
etz, =ez".
Exercice 27 :
P V2 . -2
1. Résoudre dansC I'équation % = z. Donner

les solutions sous la forme algébrique et
trigonométrique.

. o . z-2 .
2. Résoudre dan<C I'équation 2_—1 = i. Donner

les solutions sous la forme algébrique.

3. On considére les pointd\, B et M d’affixes
respectivesz, = 1,z, =2 etz = z.

a) Interpréter géométriguement le module et un
argument deu

b) Montrer a l'aide d'une interprétation
géomeétrique que toute solution de I'équation

z-2\" . N ;. .
(;) = i, oun désigne un entier naturel non nul,

. . 3 -
a une partie réelle égale 3. Résoudre alors dang

=i.

I'éguation (ﬂ)z
q z-1 c
Correction: ze—-3z# 1

1. = i-z@z —2z+2=0,A= —4 < 0, donc

ilya deux solutions complexes :

zl=1+i=\/7[cos(§)+isin(§)].
Zy =1—i=\/§[cos(z)—isin(z)].

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

3. Onsaitqud = eO‘ alors Ies racines cubiques deBM = AM et(AM BM) —%
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2. =iez="=—
3. A(l) B(2) etM(z)

H|N
H|N

a) Interprétons géométriquement le module et un
argument de”==2 : | 22 —B—etar ( 2) =

9 z—ln' z—1| — 9 -

—=2 Tz z—2 .
(AM,BM).(;) =i — |m li| = 1,

SOitBM = AM etarg (E)n =narg (Z_i)
n(AM,BM) = arg(i) = Z, soit(AM,BM) = .
b) PuisqueBM = AM le point M est sur Ia

médiatrice du segment [AB] qui a pour équatios %
N2
Donc toute solution de I'équati@_—i) =iaune

. 7 P 3 P
partie réelle egalega Résoudre alors dan€C

2z . z-2 2 .
I'equation (—1) =i:
-2 1T
). Donc=—= = e's ou
z-1
.TT
2 LA 2-e's 3 1+v2
e, soitz="2n =2 \/_.S(C=
z—1 1—oiF 2 4
{_ _i 1+\/_}

Exercice 28 :Résoudre dan<C :

1. z2=-11
2. z>’=9+45]
3. z2-2z+3=0.

Correction : Résoudre dansC

1. z2 = —11; -11 est un nombre entier négatif. S
racines carrées sont donfl1 et—iv11.

2.  z? =9+ 5i, on pose = x + iy et on cherche
les racines carré®s+ 5i. En résumé on résout

x2—y2=09 xz_\/ﬁw
2 2 — 2 '
x“+y 106 = JTogo On enftire
2xy =5 y =

immédiatement = + <\/V1026+9 + i\]‘/1°26_9>_

3. z2-2z+3=0,A=2iV2, doncil y a deux
solutions complexesz; = 1 +iV2,z, = 1 —iv2.
Sc ={1+iV2;1-1iv2}.

Exercice 29 :Résoudre dan<C: @ € IR

Les nombresa, b et ¢ sont tous des réels.

1. 2z°-6V3z+9=0

2. 4z*+8|2%|-3=0

3. z+32=(2+i\/_)|z|

4. 22> —2(1+ cos0)z + cos @ = —1, avec
Oc€lRet0 <0 <m.

S X X 3 3 3 3 2 36 36 3 0 3 3 3 5 X 5 X X X 2 2 2 3 0 06 0 36 06 3 0 5 0 5 5 X X b 2 2 3 0 3 0 06 0 3 06 3 0 3 % X b X 2 2 2 2 2 3 0 2 0 06 0 X 2 2 2 0 0 2 2 0
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

5. z2—-2cos@z=-1, avecO €IR/0 <0 < .
6. z>—2sin*0z+sin%>60 =0, avech € IR et
—2<6<Z.

7. zZ24+1=0
8. z8+1=0

Correction : Résoudre dansC: @ € IR
Les nombresa, b et ¢ sont tous des réels.

1. 2z2-6V3z+9=0,A=-36 = (6i)?,
3 N 3 .

s=La-0sa+nk
2. 4z2+8|z%|-3=0
3. z+3z=(2+iV3)|z|, Remplacer la forme
trigonomeétrique de z par= p(cos 6 + isin0) dans
I'équation. Ainsi apres tout calcul la solution est
zZ= pe_gi avecp = 0.
4. 2z*—-2(1+cos0)z+cosO+1=0,

A= 4(1 + cos 8)? — 8(cos 6 + 1) = —4sin? @
. Pour@ =0:
z2—-2z+1=(z-1)?=0o2z=1.
. Pour@=m:2z2=0< z=0.

. Pour 6 € ]0; [: A= —45sin? 8 = (2i sin§)?

_ __ (1+cosf)-isind
=TT

5. z2—-2cos0z+1=0,

. Pour@ =0:
z2-2z+1=(z-1)?=02z=1.

. Pour@ =m:
z22+2z+1=(z+1)?=0oz=-1.

. Pour @ € ]0; [, A= —4sin? 0 = (2isin#)?
alors z=2z; =cosf —isinf ouz = z,.

6. z2—-2sin?0z+ sin?0 =0, A= (isin26)>?
. Pourf =0 ouf=m:z2=0sz=0.

T

. Pourf = ——
z2-2z+1=(z-1)?=02z=1.

ouz = Zl'

. PourH=%:zz—22+1=(z—1)2=0<=

z=1.
nom 2sin? 0—isin 26
272 2
Z=Zl.

7. 23+ 1 =0, on cherche les nombres complexes recherchées est:=
z = pe'? vérifiant I'équatiornz® = —1 = e, (On doit

en trouver trois distincts). On a donc le systeme

solutions recherchées est):= [1;%] = %+ i‘/z—§ ,

zy =[Ln] =-1etz, = [1;%”: —E] =%—i\/2—§.

8. z8+1 =0, On cherche les nombres complexe
z = pe'? vérifiant 'équationz® = —1 = e'™. (On doit

en trouver huit distincts). On a donc le systeme
foo = s 2
80 =m + 2km (k €Z)

soitp = 1 et = %ou

Zy =
ailleurs remarquer qué® = —1 = i? © z* =

i ouz* = —i. L’'ensemble des solutions recherchées

T km
1; (E + T)] aveck € {0,1,2,...,7}. On peut par

ro= 2] = 1] 2= 127 =]

Exercice 30 :Résoudre dan<C :

Les nombresa, b et ¢ ne sont pas tous des réels.

z2-3z+3+4+i=0

z2—-(3+3i)z+5i=0

iz2-2z+2—-i=0

z2 - (5-140)z—-24-10i=0

ZZ-2+mi)z+2+mi—-m=0meC.

6. z'—-i=0.

Correction : Résoudre dan<C :

Les nombresa, b et ¢ ne sont pas tous des réels.

1. z2-3z+3+i=0,A=—-3—4i, les deux

racines d&\ sont iz, = 1 — 2i etz; = —1 + 2i donc
S={2-i)A+0}

2. z>—(3+3i)z+5i=0,A= —2i, les deux

racines d&\ sont iz, = 1 —ietz; = —1 +idonc
S={2+);(1+20)}

ok wneE

3. iz2 — 2z + 2 — i = 0, Vous devrez remplacer

I'écriture de z paz = x + iy etz = x — iy afin de
retrouver les solutions de I'équation. Ainsi apiest
calcul les solutions de I'équation sapt=1; z, =
—14+V2+iV2etzy = -1 -2 —ivV2.

4. z>—(5-14i)z—24—-10i =0,

A= 25(—3 — 4i), posong = x + iy/z? = =3 — 4i

x%?—y%2=-3
ye = 21
Enrésumeé on résoltx? + y2 =5 < {xz _ 4 On en
2xy = —4 Y

obtientz = ¥5(1— 2i). L’ensemble des solutions
(5—14)F5(1—2i)
2 1
Sc = {5 — 12i; 2i}.
5. zZ2—-Q2+midz+2+mi-m=0,meCc,

{ P’ = soitp = 1 etf = "2 ou A= —(m —2)? = [i(m — 2)]?. L'ensemble des
30 =m + 2k (k €Z) - - P
Zp = [1; (g + ZkT”)] aveck € {0,1,2}. L’ensemble des solutions recherchées est = w ou
Sc={1+i1+i(m—-1)}.
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3t 5 2 2 2

Dot 3 X 24 34 X 2 2 2

—

X 3 3 X X 3 30 X X 2 5 2 34 36 X 50 36 3 X 5 36 5 X 56 36 2 X 06 3 2 56 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 06 3 2 X 06 26 2 56 06 2 24 5b 26 2 0%



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

z = pe'® vérifiant I'équationz* = i = e'z. (On doit en
trouver quatre distincts). On a donc le systéme

n+4kn

soitp =1 etf = 5

pt=1
{49 =2+ 2kn (k € 7) ou

Zp = [1; (g + kz—")] aveck € {0,1,2,3}. L'ensemble

des solutions recherchées egf = [1;51 12y =
8

57| | _ _971__2 _ _13_n__5_7t
[1;?] 122 = [1'?_ 8] etzy = [1’ s 8l
Exercice 31 :Soit I'application de f dansC définie
par f(z) = z3 + (1 —5i)z%> + 2(5 + i)z + 8i.

1. Démontrer que I'équation f(z) = 0 admet une
solution qui est un nombre imaginaire pur que I'on
déterminera.

2. Endéduire quef(z) peut s’écrire sous la
forme f(z) = (z — 2i)(z> + az + b) ol a etb sont
deux complexes a déterminer.

3. Déterminer la racine carrée de8 — 6i.

4, Résoudre dangC I'équation f(z) = 0.

Correction :
f(2)=22+ (1 -50)z> +2(5+ i)z + 8i

1. f(ai)=—-a3i— ({1 -5)a?+2(5+i)ai+

2 - -0
8'=0<=>{ a*+2a=0 o (@
! —a®+5a>—-10a+8=0 {a=2

I'équationf(z) = 0 admet une solution qui est un
nombre imaginaire pur, = 2i.

2. f@=(z-20)E*+az+b)=2z3+

(a — 20)z? + 2(b — 2ai)z — 2ib, par identification on
aura:a=1-3ieth = —4.

3. racine carrée de8 — 6i :

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

6. z*—i=0,oncherche les nombres complexes Exercice 32 :Pour tout point M (p, q) tels que

Or seula = 2 vérifie la 2° équation du systéme ; donc

12 =8—6i a un méme cercler dont on déterminera le centre et
posongu = x + yi / {pu? =x%—y?+ 2ixy le rayon. | |
lul = V8162 =10 b) Démontrer que le triangleABC est équilatéral.
x2—y?=8 922 = 18 X = T3 c) Déduire le centre de gravité du triangledABC
X24y?=106 2y2_= 2 =ly=F1 et retrouver ainsi que le nombre complexg est une
2xy = —6 xy = —3 xy = —3 solution dansC de I'équationz + z+ 1 = 0.
. . , u=-3+iet .
Les racines carrées 8e- 6i sont{ W=3—i Correction : j = e = _% n ?i.
4. z24+(1-3i)z—4=0,A=8—6ioules ,
, f . (u=-3+iet o 25\ _ T % 1 43,
racines carrées étaight , . 1. 12—(6 13) =e3' =e 3 =—-—"jet
w=3-i 5 2 2
leﬁzl_iet22zwz_2+2i_ j3= 32‘3) =e2m =1
Sc={251-1§ —2+2i}. 2. 1+j+j2=1+—%+‘/2—§i—%—‘/2—§i=0.
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(p, 9) € IR*2, on considére I'équation(E) définie par
z? — 2pz + q = 0. Déterminer les ensembles A, B, C
des points M tels qugE) posséde :

X 3 3 2 2

a) Des racines complexes

b) Des racines réelles et distinctes

c)  Une racine double.

Calculer les racines dans chacun des cas.

Correction : Déterminons les ensembles A, B, C des
points M tels que(E) posséde :

On calculeA’= p% — g

a) Desracines complexeM e A= A'< 0 &

q > p?, d’'oli 'ensemble A est la région de la parabol
d’équationy = x? et sa partie intérieure. Les racines
sont:z; =p —i/q —p?etz, =p+i/q—p?.

b) Des racines réelles et distinctesM € B
MEBs A'> 0 & g < p?, dol 'ensemble B est la
région de la parabole d’équatign= x? et sa partie

p? — q et

B s34 3 2 2 56 34 24 24 2 2 S 2 2 2

extérieure. Les racines som;:=p —
7, =p+p*—q.

¢) Uneracine double M e C

M e Bs A'=0 & g = p?, doli 'ensemble C est la
parabole d’équatiop = x2.

Les racines sontz; = z, = p.

Exercice 33 :0n posej = e*'s.

1.  Calculer j? etj3.

2. Montrer que 1+j +j% =0.

3. OnnoteA, B etC les points du plan complexe
d’affixes respectivey, j? et 3.

a) Démontrer que ces trois points appartiennent

X 3 3 X X 36 3 X X 3 3 X 3 26 X 2 34 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 X 5f 3 2 5 06 0 2 56 06 X 4 36 26 2 4 36 26 2 0% 2 2
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3. A(), B(G?) etC(®).
a)  |zgz| =lza =20l = |ZA|—|—-+— |

|z55| = Iz — 2ol = lzpl = |_E_?i| =1et

V3i] =3 i zge] = lzc —zal = |1+ 2= 2] =

2

)

3 V3, 1 ,
|E_7l| :ﬁetlZﬁl = |ZC—ZB| = |1 +E+7l| =

|§+ﬁi| = /3. On remarque que5| = |z¢| =

V3, donc ABC est un triangle équilatéral.

|ZBC| =

c) Soit Gle centre de gravité du triandlBC, donc
1,V3, 1 V3.
—+—i———i+1 .
7q =M - 22 22— ( =z, Onsaitque

j?+j+1=0, donc le nombre complexeest une
solution dan< de I'équatiorz? + z + 1 = 0.
Exercice 35 :Soit un polynéme défini par

P(z) = z* — 6z3 + 242> — 18z + 63.

1. Calculer P(iv3) etP(-iv3).

2. Montrer qu'il existe un polynéme Q tel que
P(z) = (z2 + 3)Q(z).

3. Résoudre dansC P(z) = 0.

4, Montrer que les images A, B, C et D des
quatre solutions de I'équation précédente
appartiennent a un méme cercle dont on
déterminera le centre et le rayon. Représenter ces
guatre points et le cercle.

Correction : P(z) = z* — 6z3 + 24z% — 18z + 63.

1. P(v3) = (ivV3)' —6(iv3) +24(iV3)" -
18(iv3) + 63 =9 + 18iV3 — 72 — 18iV3 + 63 = 0,
doncP(iv3) = 0 et comme-iv/3 est le conjugué de
iv3, alorsP(—iv3) = P (ﬁ) =P(W3) =0.

2. Montrons qu'il existe un polyndéme Q tel que
P(z) = (z% + 3)Q(2) : On sait qudz — iV3)(z +
iv3) = z2 + 3, ainsi, il existe un polynéme Q tel que
P(z) = (z% + 3)Q(2).

3. Résoudre dansC P(z) = 0 : Ce polynébme Q
est de degré 2, puisque P est de degré 4. Doristiee
des réels, b etc tels queQ(z) = az? + bz + ¢ = 0.

Ainsi aprés tout calcul, on retrouQgz) = z2 — 6z +
21 =0,A= —-48 < 0, donc il y a deux solutions
complexes z; = 3 + 2iV3, z, = 3 — 2iV3.
S¢ = {-1V3;1V3; 3 — 2iV3;3 + 2iV3}.

En placant les images A, B, C et D des quatre
solutions de I'équation précédente, on remarqudieg!’
appartiennent au cercle de centre E d'affixe et d

2%'2%'EQ%E%EQ%E%%;P%EQM%'29%%%EQ%P%E%%EQM%'EH%EH%EQM%'EQM%EQ%P%E%%EQM%'EH%EH%EQM%'EH%%%ﬂ%%E@%%%ﬂ%%ﬂ%%EM%%%%%%%%%%E%%%%%%%%%%%%%%%%

Exercice 36 :0n considére les points A, B et C

|z5¢| = |zc — zol = |1] = 1, donc ces trois points A, B
et C appartiennent a un méme celctie centre O et
de rayorr = |z5z| = 1.

1 V3., 1 43,
b) |Zﬁ|=|ZB—ZA|=|—E—?L+E—7L|=

Correction : A(—1 +iv3), B(—1 — ivV3) etC(2).
1. Placer les points sur un dessin.

zg—z¢ _ -1-iV3-2 _ —3-iV3 _ 1 .v3 _ i
2. Za—zc  —1+iV3-2 -3+iV3 2 +i 2 ¢*
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rayon & déterminerAE = |3 — (3 — 2iv3)| = 2v3.
On calcule BE = CE = DE 2+/3. Donc les points A,
B, C et D appartiennent au cercle de centre Eixkalf
et de rayor2+/3.

d'affixes respectivesz, = —1+iV3,zg = -1 — iV3
et Zc = 2.

Placer les points sur un dessin.

Zp—Zc

T
Montrer que 2—= = e'3.
Zp

1
2
¢
3. En déduire la nature du triangle ABC.
4. Déterminer le centre et le rayon du cercldy
circonscrit au triangle ABC. Tracer le cerclerl}.
5.

a) Etablir que I'ensembleT, des points M d'affixe
z qui vérifient 4(z + z) + zz = 0 est un cercle de
centre Q d'affixe — 2.

b)  Préciser son rayon. Construirel’,.

c) Montrer que A et B appartiennent ar,.

a) Déterminer I'ensemblerl; des points M
d'affixe z du plan tel que|z — 2| = |z + 1 + iV3].
b)  Montrer que le point A appartient a cet
ensemblel;.

3. Déduction de la nature du triangle ABC :

Zp—Zc c\ _
e —AC—1<:>BC ACetarg( ZC)_
(CA,CB) =, donc le triangle ABC a deux cotés de

méme longueur et un angle de 60°, donc ABC est
équilatéral.

4.  Onremarque sur le dessin que O semble étre
centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Or OA=|zy| = |-1+iV3| =2, OB =|zg| =

|-1 —1V3|, et OC = 2. Donc O est le centre du cercle
I; circonscrit au triangle ABC et son rayon est égal
5.

a) Posong =x+iy,ainsi4(z+z)+zz=0
devient(x + 2)? + y? = 4, donc I'ensemblE, des
points M d'affixe z qui vérifiend(z + z) + zz = 0 est
un cercle dél centre d'affixe — 2.

b) R=2

c) Montrons que A et B appartiennent ar; :
0A=|-1+iW3+2|=|1+iV3]| =2
OB=|-1-i/3+2|=|1-iV3|=2,donc AetB
appartiennent B,.

M3 2 2 2 2 2 2 2 2 3 2 3 2 3 2 3 3 3 3 3 3 3 3 0 3 5 ST 3 5 3 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 0 3 0 0 0 30 3 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 36 36 3 0 0 0

a) lz-2/=|z+1+iV3|e|z—-2|=
|z— 1 - iV3) & MC = MB, I'ensembld’ des points
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M d'affixe z du plan tel quiz — 2| = |z + 1 + V3] est
la médiatrice du segment [BC].

b) Comme le triangle ABC est équilatéral, le point

A est équidistant de B et de C, donc appartierta c
ensembldy;.

Exercice 37 :Soit un polynéme défini par

P(z) = z* — 6z3 + 23z% — 34z + 26 et on désigne
par a un hombre complexe non nul.

1.  Montrer que P(&) = P(a). En déduire que si
P(a) = 0 alorsP(a) = 0.

2. Calculer P(1 + i) avec(1 + i)? = 2i. Indiquer
deux solutions complexes de I'équatioR(z) = 0.

3. Montrer qu'il existe un polynéme Q a
déterminer tel queP(z) = (z — a)(z — @)Q(z).

4. Résoudre dansC Q(z) = 0.

5. Résoudre dansC P(z) = 0.

Correction : P(z) = z* — 6z3 + 23z% — 34z + 26 et
on désigne parax un nombre complexe non nul.

1. Montrons queP(a) = P(a):

On remarque que dans ce polynéme, I'inconnu z n’est

pas affecté par un coefficient imaginaire dont son
conjugué change de signe, dB() = P(a)

P(a) =0 P(a) =0 < P(a) =P(@) = 0.

2. PA+D=Q0Q+D*—-6(1+i)3>+23(1+1i)?*-
34(1 +1i) + 26, apres tout calcul, on auPdl + i) =
0, ce qui prouve que 1+i est solutionBigz). On sait

que les nombres eta en sont solutions. Ce qui permets(C _ {1 biplopiolplyl }

de déduireque =1+ieta=1—1.

3. P2)=z-)z—-0)Qz)=0z-1-)(z—-
1+i)(z°+az+b)=(z2-2z+2)z%+az+b) =
z*+ (a—2)z3 + (b — 2a + 2)z? + (2a — 2b)z + 2b,
par identification on auraQ(z) = z% — 4z + 13.

4, Résoudre dansC Q(z) =0:

Q(z) =z —4z+13 =0,A= —36 = (6i)?, doncil y
a deux solutions complexes;:= 2 — 3i,z, = 2 + 3i.
5. Résoudre dansC P(z) = 0:
Sc={1+1;1—-1;2—3i;2 + 3i}.

Exercice 38 :Soit un polynéme défini par

P(z) = z* — 3z3 + z? — 3z + 1 et on désigne pan
un nombre complexe non nul.

1. Montrer que si a est solution de I'équation

P(z) = 0, alors on aP(@) = P(a) = P(i) =0.

2. Calculer P(1 + i) avec(1 +i)? = 2i. Déduisez

en la solution de I'équationP(z) = 0.
3. Montrer gu'il existe un polynéme Q tel que

P(z)=(z-)z-@)(z- i) Q).
4. Résoudre dansC P(z) = 0.
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Correction : P(z) = z* —3z3 +z%2 -3z + 1 eton

Exercice 39 :

Correction :

désigne para un nombre complexe non nul.

1. Montrons que P(a) = P(a) =P (i) =0:

1 1 3 1 3 a*-3ad+a?-3a+1
a at* a3 a? «a at
1 a*—3a3+a?-3a+1

P(E)=—a4 =0 at— 303 +0a?—

3a+ 1 = 0. D’autre part on remarque que dans ce
polynéme, I'inconnu z n'est pas affecté par un
coefficient imaginaire dont son conjugué change de
signe,P(a) = P(a) =P (i) =0.

2. PA+D)=@@Q+D*-301+D)+@+1)?-
3(1 +1i) + 1, apres tout calcul, on auPdl + i) = 0,
ce qui prouve qué + i est solution d®(z). On sait

N | . N
que les nombres ; a et; en sont solutions. D’ou
1

A B T
a=1+i;,a=1 1eta—2 St

3. P@)=@-0E-0(z-1)Q@) =
(z—1—i)(z—1+i)(z—§)(z—b)=(ZZ—22+
2)[22—(b+§)z+g]=z4—(b+§+2)z3+
[§+2(b+§)+2]zz— %+2(b+§)]z+% par

identification on aura% =1<b= % +%i
DoncQ(z) =z — % — %i.

4, Résoudre dansC P(z) =0 :

— o4
2 72 2

1. Résoudre dans I'ensemble des nombres
complexes I'équation z? — 2v/3z + 4 = 0.
On notez, la solution dont la partie imaginaire est
positive, etz, l'autre.
2. Donner les formes exponentielles des solution
Zq etZZ.
3. Montrer que (z1)® est un nombre réel
strictement négatif.
4.  Déterminer un entier n tel que(z;)™ est un
nombre réel strictement positif.
5. Déterminer la solution réelle de I'équation :
z3 =8.
6. Résoudre alors dans I'ensemble des nombres
complexes I'équation z3 = 8. On notez; la solution
dont la partie imaginaire est strictement positiveet
z4 l'autre.

z1+12) _

7. Montrer que —= = —i.
Z3—7Z4y

XS Y X X 2 X 2 X X o X 2 X X 2 M 2 o X O X 2 2 X 2 M 2 2 X 2 2 2 X 2 X O X 2 2 2 2 2 2 2 2 e 2 2

1. z2-2V3z+4=0,A=-4<0,doncilya
deux solutions complexes; = V3 +1i,z, = V3 — .

Sc={V3+i;v3—i}.

X 3 3 X X 3 3 X X 26 5 2 36 26 X 54 36 36 2 54 56 2 0 2 2
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#
2. z;=+3+i=2e"% etz, =V3—i=2e""e. 2 +2(V2-1)z* +4(1-V2)z-8=(z - *
3.  Montrons que (z;)® est un nombre réel 2)(az?+bz+c) = (z—2)(2? + 2v2z+ 4) = 0. i
strictement négatif :
) o ? . 72+ 22z +4=0,A= —8=(2i\/§)2,doncilya i
_ -\ _ it _
(z)” = (Ze 6) =2%el = —64. deux solutions complexeg; = —V2 + iv2, z, = i
4. (z,)"= (Ze_is) — 27¢~"%.. Le nombre —V2 —iv2,doncS¢ = {2; —V2 + iV2; —V2 — iv2}. &
N1 . . ﬁf
complexee s est un réel positif siin?’r estun multiple ©)  Z1+7z=—V2+iVZ-V2-iV2=-2V2. *
de2m; on peut donc prendre= 12 2. A(2),B(-V2+iv2) etC(—V2 - iv2). On note i
(ou 1X aveck € 7). le point | milieu du[AB]. e
5.  Lasolution réelle de I'équatiorz? = 8 est 2, a) Placer ces points sur un dessin.. i
puisque2® = 8. b)  |zgz| =124 — zol = 2 et|zzz| = |25 — 2ol = 2
3_q_ (2 _ 2 _ N 04 A 0 0B B 0 r Y
6. z°-8=(2"—-2)(az" +bz+c) =0. Aprés donc|zg;| = |z55| = 2, alors OAB est un triangle
tout calculz® —8 = (22— 2)(z2 +2z+4) =0; isocele en O. i
z2+2z+4=0,A=-12<0,ilyadeuxsolutions ¢) (0I) estla médiane issue de O et la bissectrice/de
complexes z; = —1 +iV3,z, = -1 — V3. langle AOB, donc la mesure de 'and(g; 01) = % X
7. Montrons que 222 — _j 3m_3m
2374 4 8 .
Zitzy _ _VEHIHVESE _ 2V3 _1_ 3.  Déterminons :
-z, —1+iV3+1+iV3 23 i o4
Z3—74 i i i i a) ZI:zA;szz \/§2+L\/§=1_§+§i'
Exercice 40 :
E— b) |zl = |1——+\/— | V2 =2 etarg(z) =
1.  Soit I'équation : (E) (ﬂ. 01) _3n _|_ 2kt

22+2(V2-1)22+4(1-V2)z—-8=0. — i
a) Veérifier que 2 est solution de(E). ( 2= \/—) [COS( ) +isin (38 )]

b)  Terminer la résolution de cette équation dans [5 _ _q_V2 3m _ V2-
_ c) ( 2 VZ)cos =1-=®coso ="—
C . On appelle z et 2 les autres solutions avec

=

Im(z,)< Im(z2). et de(\/m) sin%ﬂ g =3 sin%ﬂ = ‘/2;—\/5
c)  Montrer que z; +z, = —2V2.

2. On considére les points A, B et C d'affixes ~ EXxercice 41 :Soit dansC I'équation :
respectiveszy = 2,zg = —V2 + ivV2 etzc = —2 —

_ B z3 — (7 +9i)z% + (39i — 14)z + 50 = 0.
iv/2. On note le point | milieu du[AB]. 1.

a) Placer ces points sur un dessin.
b)  Démontrer que le triangle OAB est isocele en

Montrer que cette équation admet une unigue
solution imaginaire purez,. Terminer la résolution
de cette équation dan€ . On appelle z et z les
autres solutions avec Re< Re(z).

2.  On considere les points et leurs affixes Ady;
B(z,) et C(z). Déterminer I'ensemble(E) des points
M tels que :MA? — MB? + MC? = 4.

c)  En déduire la mesure de I'angld(u; OI).
3. Déterminer :

a) Laforme algébrique dez;.

b)  La forme trigonométrique de z;.

c) Endéduire la valeur exacte de:os%" et de Correction :

S“‘g?" z3 — (7 + 9i)z% + (39i — 14)z + 50 = 0.
Correction : 1.z €ilR, zy3 — (7 4 91)zg? + (391 — 14)z, +
1. 22+2(2-1)22+4(1-V2)z—-8=0 50=0¢ {207(2_;{ ;992200; 5104):)0, prenons

a) (@°+2(V2-1)2?+4(1-V2)(2)-8= 7,2 _39; 4+50=0,A=121=(11)? doncilya

0.

. 25
i , i _ deux solutions complexes; = 2, z, = —, seul
b)  résolution de cette équation dan€ : 7

x; = 2 est solution de-zy% + 9z, — 14 = 0 ; donc
zo = 2i. Terminons la résolution de cette équation
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dansC: z3 — (7 +9i)z? + (391 — 14)z + 50 =
(z=2i)(az?+bz+c)=(z—-20)(z*-7(1+ i)z +
25i)=0.z2—-7(1+)z+25i=0,A=-2i=

+(1 —i)?, donc il y a deux solutions complexes :
7z, =3+ 4i,z, =4 + 3,

doncS¢ = {2i; 3 + 4i; —4 + 3i}.

2. l'ensemble(E) des pointsM tels que MA? —
MB? + MC?> = 4: MA? - MB? + M(C? =4 &
MG? =4 —GA> +GB?> —GC?.25 =2y — 2, + Z, =
141, etGA = |zz5| = |-1+1i| = V2; GB = |z53| =
|2 + 3i| = V13; GC = |zz| = |3 + 2i| = V13. Donc

gue ces points soient sur le cercle de centrer@yeh

2.

b) Démontrons queOM;M,M; est losange :
ZZ_Z3 =\/§_i=zl etZZ_Zl =2i=Z3 =
MlMZ = 0M3, donCOM1M2M3 est un

parallélogramme et comme il a deux cotés consécut

€gaux(0OM; = OM3y), c’est un losange.
Exercice 43 :

1. Résoudre dansC I'équation (E) :

(22)% — (z + 1) = 0 et vérifier qu’elle admet une

MG? = 4 & MG = 2, 'ensemble des points M tels queracine réelle.

MA? — MB? + MC? = 4 estle cercle de centre G et
de rayor2.

Exercice 42 :

1.  Soit I'équation définie par

P(z) = z° —2(i+V3)z? + 4(1 +iV3)z — 8i
2. Vérifier que cette I'équation admet une
solution imaginaire pure siP(z) = 0.
Résoudre dansC P(z) = 0.
3. On considére les pointM4, M, et M3 d’affixes
respectivesz; = i++3,z, = V3 —ietz; = 2i.
a) Prouver que les trois points sont sur le cercle
de centre O et rayon 2.
b) Déterminer I'affixe du point A, symétrique du
point M, par rapport a M.
c) Démontrer que OM;M,M; est losange.

Correction :
P@=2%-2(i+V3)z2 +4(1+iV3)z—8i

1. P admet une solution imaginaire pur :
Soit bi cette solution, dor(bi) = 0 alors

P(bi) = (bi)® — 2(i + v3) (bi)? + 4(1 + iv3)(bi) —
8i = 0. Aprés tout calcul et par identification, on
obtient que b=2, d'o?(2i) = 0.

2. Résolution dansCde P(z) = 0 :

P(z) = (z—2i)(z2 —2V3z+4) =0 & 22 — 2V/3z +
4=0o0uz—2iPourz? — 232+ 4=0,A= —4 =
(2)?, douS¢ = {V3 —i;v3 —i; 2i}

3. M (z1), M3 (z2) etMz(z3).

2.  Vérifier que dans le plan complexe, les images

des racines de (E) appartiennent au cercle (C)
d’équation 3(x* + y*) —2x—1=0.

3. Montrer que, pour tout entier strictement
positif n, les images des racines de I'équation

(22)™ — (z+ 1)™ = 0 appartiennent au cercle (C)

d’équation 3(x% + y?) —2x—1 = 0.

Correction :

1. Résoudre dansC (E): (22)° —(z+1)°=0

2km

225 =@GzZ+1)5 (Z—Z

Z+1)5 = 1. Posonsv;, = e(

Il existek € {0,1,2,3,4} tel quez% =w, ©

e L2
z= = = Donc
Z—e(T)"
()
e\ 5
—— telque k €{0,1,2,3,4} ;.
Z—Q(T)L

S(C=

et vérifier gu’elle admet une racine réelle.

w, _ e g 1
—wo  2-e©@i T 217 7

Pourk = 0 alorsz = 5

2. Posonsa = ZkT” etz =x + iy
_cos(a)+isin(a) __ 2cos(a)-1+2isin(a)
- 2—cos(a)—isin(a) - 5—4cos(a) doncles
images des racines de (E) sont de la forme :

__2cos(a)-1
__2cos(a)-1 . 2sin(a) T 5-4 cos(a)
~ 5—4cos(a) 5—4 cos(a) _2sin(a)
T 5-4 cos(a)

2 _ 4cos?(a)-4cos(a)+1l | 5 4sin?(a)
- [5—4 cos(a)]? Y= [5—4 cos(a)]? en

additionnantc? + y? on aurac? + y? = .

" 5-4cos(a)’
a) Prouvons que les trois points sur le cercle de déduit3 (x? + y?) = 3 (1).
centre O et rayon 2 :ll s’agit de calculer pour chaque . Cos(a)é“* cos(@) s
point le module. Ainsi on obtienz,| = 2, |z,| =2et —2x—1= S-4cos@ - 5-acos@) (2).
|z3] = 2; doncOM; = OM, = OM3, ce qui confirme
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3-3
5—4cos(a) -

M+R)e3(x2+yH)—-2x—1=

d’'ou les images des racines de (E) appartiennent au

cercle (C) d'équatioB(x? + y?) —2x — 1 = 0.

_ 2z \™ _ .
3. o)"=z+1)"e (m) = 1. ll existe

2z
ke{1,..,n—1}tel que— = wy &

z =2k — o) Donc
z_wk Z—Q(Zan)i.
(Zkr[l
Sc = e(zk,,) telque k € {0,1,...,n — 1} ;.
2—e\' n

2k .
Posonsa = = etz = x + iy

cos(a)+isin(a) __ 2cos(a)—1+2isin(a)
2—cos(a)-isin(a) 5—4cos(a) doncles
images des racines de (E) sont de la forme :
__2cos(a)-1
__2cos(a)-1 , . 2sin(a) " 5—4cos(a)
T 5-4 cos(a) 5—4cos(a) __ 2sin(a)
5—4cos(a)
2 _ 4cos?®(a)-4cos(a)+l . ,  4sin®(a)
- [5—4 cos(a)]? ! T [5-4cos(a)]?

additionnantc? + y2 on aurac? + y? =

déduit3(x* + y*) = 4cos(a) (1).
—2cos(a)+2 4 ( )
5—4cos(a) T 5- 4cos(a)

3-3
(1)+(2)<=)3(x2+y2)—2x—1 :m:
d’ou les images des racines@z)" — (z+1)" =0
appartiennent au cercle (C) d’équatB@x? + y?) —
2x —1=0.

Exercice 44 :Résoudre dan<C :

1. 3=z

2. (1+iz)®=01-iz)®

3. (-1D°+(z-13+1=0
N\ 2 N3

1+ 25+ () + () =0

Correction : Résoudre dan<t :

1.  z3 = Zon peut directement remarquer duest
solution de cette équatioNB 0 n’est pas solution de

7 =

1
5-4 cos(a)

—2x—1=

»

I'équation § =1.

z3=Zzo z*=2Zzorz.z=1doncz* =1 dont les
racines sont, i, —1 et-i.S¢ = {0,1,i,—1,-i}.

2. (1+iz)®=01-iz)®

(1+i2)°=(1-i2)° & (f_’i)s =1 avecz # —i

2km
Posonsy;, = e( Sk . Il existek € {0, 1, 2,3, 4} tel que

1+iz wpr—1 km
- W © z=—l——=tan(—).
1-iz wi+1 5
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Orpourk =0 @ w,=e@i=1letk=4 = w, =
8T, 2T,

es' =e s'ne sont pas solution de cette équation,
douS; = {tan( ) telquek € {1,2, 3}}
3. (-1D°+@z-1)3+1=0
Posong; = (z—1)* = q¢?+q+1=0,A= (i\/§)2
dotg =1(-1F iV3) = o251
On sait que les racines cubiquesldnt de la forme
qr = e(MTn)iaveck €{0,1,2}.

2 2m

. (Z — 1)3 = q; X e(z?n)i = e(_ _k) =

(Zn 27

—+—k 2w 2T

) (:)Z—e(_ _k) + 1 avec

k € {0,1,2}, il y aura trois solutions suivaht
2T

. (z=13=¢q, x e_(?) = e(_k__) =

7—1= e(z?"k‘z?n)‘ oz = (3% 3 + 1 avec

k € {0,1,2}, il y aura trois solutions suivaht

S = { (59 4 1,53 1/ ke qo, 1,2}}.
z+i z+i 2
4. 1+2y (—)
Z+i +i

z+i\3
=) + () =oou
(20 # (22 () (2" = posonsy = 2%
z—i z—i z—i z—i =0p = z—i
C’est une suite geomeétrique de raigon

4_

q* = 1 dont les racines somt i, —1 et-i car de la

km
formew, = e( ) aveck €{0,1,2,3}.

Z+i
—,—wk(:>z—1
z—1l wr—1

aveca)k #1e wy,=1n'est
pas solution de I'équation, donc

kmy .
LW+l .e(Tn)l+1

wk_l e(%)i—]_

Sc = / k €{1,2,3};.
Exercice 45 :Résoudre dan<C :

1. (z+1D)"=(z—-1)",nelIN".

2. (z+D)"=(z—-D",nelIN".

Observer que celle-ci admet exactememt— 1
solutions, chacune réelle.

{x+y=1+i
3. _ .
xy=2-—1i
n cos(kx)
4.  Yi-o —i, —0.n€IN.

Correction : Résoudre dansC :
1. z+1D)"=(z-1)",nelN".

2km) .
Posonsy;, = e(T)‘, z+D)"=z-1D)"e
zZ+1

n
(—1) =1,n € IN*. ll existek € {0,1, ...,n — 1} tel

Z—

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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quet = o, @z =2 = _icos™ Pourw, =1, Zg=up(2+i)=2+1i
z—1 wg—1 n . V3. 1
n'a pas de solution dam: © a=wuE+)=-1 _7+l( E+\/§)
NE 1
Sc = {—icoskf telquek €{1,..,n— 1}}. 7 =2+ =-1+- +L( 2 \/§)
2. (@+)"=(z-D" nelN". Exercice 47 :
2km . N
— ) A — (, — ) ZH\ T . - o
Posonsu, = 5, Z+)'=@E-D"e (z—i) = 1. Donner les racines quatriémes de I'unité.
1,n€IN". ll existek € {0, 1, ...,n — 1} tel que 2. Calculer (1 — i)*. On donnera le résultat sous
% SWg S zZ= 2’:_’1 = cotk—". Pourw, =i, n'apas saforme algéebrique.

wk+1 3. En déduire les racines quatriemes du-4.

de solution dang = z

, doncS¢ = {cotg } deux

a deux distincts car cotg est strictement décrotessur Correction :

- N km . Ly .
{1,..,n—-1}. =1y, = [1; Ek] aveck € {0;1;2; 3} donc les
— T 2
x+y=1+i=S 2 n
3. xy=2—i=P 2" =Sz+P=2"— racinesquatriémesdesontu0=1;u1=[1; ;]=i;

(1+1i)z+2—i=0 ainsi on obtien¢ = .1 N P
(1 + 20 —0); (=31 + 20)). = [1; ] = ~letus = |[1;- f| = -
. 4_ _ . 2 . 2 — .
4 n_ Ocsosgx) 0.n € IN. x;ﬁ— [7] 2.' (1 —'l) = A-D*A-d*=A-2i—-1(1 -
ik 20i—1=—21—2I=—4.
n cos(kx) _ . . .
k=0 osky [E wskx] = 3. racines quatriemes du nombre2 + 11i sont :
L_Re [Cosnﬂ(x) eL(.nH)x] =0 cos™(x) = * Zo=u(l-i)=1-1
cos™x cosx—e*t . Z, = ul(l _ i) =14+i

° ZZ=U,2(1_I,)=_1+I,

cos[(n + 1)x]. Six # g 7] ©

ikx n+1 _pin+1)x L4 Za = U 1 - l) = —1 —1
n e _ 1 cos"(x)-e 3 3(
k=0 coskx ~ cosmx cos x—eXi , donc
n cos(kx) _ . _ _nl ™ Exercice 48 :
k=0 geky —O@sm[(n+1)x]—0@x—0[ ]
Six=0 [n] & ¥7_ C:;(’,:;‘) =n + 1. Finalement 1.  On considére le nombrez = 1 — iV/3.
ki a) Mettre z sous forme trigonométrique, puis
S¢ = {m/k €Z et(n+ 1)"}- exponentielle.
b)  Calculer z%et z3.
Exercice 46 : c)  Endéduire z2912 et 72013,
1. Donner les racines cubiques de 'unité. a) Résoudre dansC I'équation z3 + 8 = 0 (on
2. Calculer (2 +i)®. On donnera le résultat sous remarquera que cette équation a une racine évidente
sa forme algébrique. réelle) .
3. En déduire les racines cubiques complexes du b)  En déduire les solutions dan£ de I'équation
nombre 2 + 11i. (iz— 1) + 8 = 0. Donner les solutions sous forme
algébrique.
Correction : Correction :
1. lesracines cubiques de l'unité. 1. z=1-i/3.
w=1eouy = [1 k] aveck € {0;1;2}doncles @) z= 1—1\/_—2[———1 —2[cos§+
3 Bsinz3=2en3i.
racines cubiques desontuy =1 ;u; = _E +i-et
TT. 2 TT. 3
41 \/§ 2 = 3t = — —_ [ 3 = 3t =
u2=[1; 3] [1 __]____17_ b) =z (Zes) 2 — 2iV3 etz (263)
. . —8.
2. 2403 =0Q+D2+D)?*=Q+D)A+4i-
2+0)7=@2+0@2+1D"=(2+i) c) Déduction dez?°1% et z2%13 : Comme on tourne
1=2+13+4i=6—4+8+3/=2+11.. . o .
. ~achaque fois de 60°, tous les exposants multgees
3. lesracines cubiques du nombr@ +11isont:  ramaneront sur I'axe réel (un coup positif, un coup
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négatif) ; tous les multiples de 3 +1 (comme 17,4, .)
seront sur la droite issue @eet passant pa; enfin
tous les multiples de 3 + 2 seront sur la drogeésde
O passant par’

2012 est un multiple de 4 (2012=4x503), art¥'? =

.\ 2012
(Ze?l) — 22012,503T _ 92012,7 — _»2012 gt
w2013
72013 _ (Ze?l)

+22013.

2.  Résoudre dan<C I'équation z3 + 8 =

(z+2)(z2-2z+4)=0,2z>-22+4=0,A=
2 .

(2iv3)", les autres solutions sant= 1 — iv3 et

z, = 1+ i+/3. Déduction des solutions dan€ de
I'équation (iz — 1)3 + 8 = 0. Pour résoudréiz —

_ 92013 ,503m 7 _ 22012, _
=2 e e™=2 e™ =

changement d’inconnue= iz -1, ce qui donne les
solutions en Z ; on revient en arriere pour lesitsmhs
en z.

t=iz— 1o z=—it—i,dou les trois solutions :
zo=—i(-2)—i=i,zy=—i(1-iW3)—i=+3-
2ietz; = —i(1+iV3) —i=—V3-2i

Exercice 49 :

1. Calculer pour ¢ € 10;2m[ etn € IN, M =

Yk=o(coske) etN = ¥} _,(sin ke).

2. Calculer pour 8 e IRetn € IN, C =
i=0(3)(cos kB) ets = Y_o(})(sin ko).

Correction :

1.¢ €]0;2n[ etn € IN, M et N sont les parties
respectivement réelles et imaginaireSde, e?* =
. . +1
poki — eV T sin[*> o]
e?i-1 sin%
Par identification on aM = Y7_,(cos k) = cos% X

M +iN. Ainsi Y} -,

sl R e
sz etN =Yy _o(sinke) = sin—= X Sin% .
2.6 €IR etn € IN, C et S sont les parties
respectivement réelles et imaginaireSie, (7 )e?* =
C+iS. Ainsi X o(R)e* = (1 + e"")n =
no.
2"ez 'cos™ 2_ Par identification on aC =
(n)(cos k6) = 2™ cos —

k:(,(Z)(sm k@) = 2" sm?e X cOS g.

>< cos —etS =

Exercice 50 :On pose :

C—cos( )+cos( )+ +cos(3§)et

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 2 X X 36 3 X 5 3 P 36 3 2 X 06 3 2 56 06 X0 36 36 X 5 36 26 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 2 2 56 36 0 24 36 36 2 34 36 2 X 5 36 2 X 5 06 26 26 26 5 5 06 26 2

1)3 4+ 8 = 0 on reprend I'équation précédente avec le
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5= sin(5) +sin (%) -+ sn ().

1. Exprimer le nombre complexeZ = C + iS
sous la forme d’'une somme d’exponentielles.

2. Déterminer une expression simplifier de Z.

3. En déduire une expression simplifiée de C et
de S.

Correction :

1. C et Ssontles parties respectivement réelles e

T, . i
imaginaires d& = C 4 iS = ¥)_, e10"" = e10 +
2ir sir
€10 + -+ e,

X 3 X X 2 575 3 3 X X 36 2 2 2 X 5 36 26 2 2

2.  expression simplifier de Z :on remarque que Z
est la somme d’une suite géométrique de 9 ternees,

im

raisong = et et de premier termero :

im\°

in (e10> -1

=10 X ~——
el0-1

10 _ Lum ; q-q*° _ 1+q

Orqg'®=e10 =e™=-1,doncZ = e — 14

im

0r1+q—1+e10—2cos—ezoet1—q—1—e10—

%

q-q*°

I ki
Z=3hy e Jouz =12

in 2cos£eZO cos=
—2isin—-ez0, doncZ = 20— = |—2 = cot—
20 . LT — Sll’l— 20
—2LSIH%€20 20
3. Zei1R<:>Re(Z)=C=Oet1m(Z)=S=

i cot—.
20

Exercice 51 :Soitx un réel,x # 0 [2m]. On pose :

A(x) =1+ cosx + cos(2x) + -+ + cos(6x)

B(x) = sinx + sin(2x) + -+ + sin(6x)

S(x) =1+ e* + e?* + ... + 6%

1.

a) Exprimer S(x) en fonction ded(x) et B(x).

b)  En déduire une expression dd(x) en fonction
de S(x).

2. Déterminer, uniqguement en fonction des lignes
trigonométriques de% et deg, une expression de

S(x), deA(x) et deB(x).
Correction : x un réelx # 0 [2r]. On pose :

A(x) =1+ cosx + cos(2x) + -+ + cos(b6x) =
Y7 o(cos kx)

B(x) = sinx + sin(2x) + --- + sin(6x) =
Z,Zzo(sin kx)

S(x) =1+ e™ +el2X 4 ... 4 o6X = 37 okix
1.
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a)  On sait que™* = cosnx + i sinnx, donc
S(x) = e!® + e 4 2% 4 ... 4 1% = (cosOx +
i sin0x) + (cosx + i sinx) + --- + (cos 6x +
isin6x) = A(x) + iB(x).

b) S&)=Ax)+iB(x) e A(x) =S(x) —iB(x).

2. S()=jgeri= @I
: k=0 eXi_q eXi_q
7% . x

% xsin(3) = xsin(3) . On déduit que :
elfxsin(g) sm(z)

7X

Im[S(x)] = B(x) = sin3x Sm( )
SlI‘l(2

7%

Re[S(x)] = A(x) = cos3x o 2)

sin(;) '

Exercice 52 :Soit la suite desa complexes,
Uy, U, o, Up, o, Uy définiepar:u; =1—1i et

VpE€|[2,n] u,=ju, , avecj = ez?ni.

1.  Montrer que j? =J. Calculer1 +j + j%2 = 0.
2. Veérifierque uy + uy; +uz3 = 0.

3. Montrer que, pour tout entier p tel que
4<p<nonau,=u,3.

Construire les images des nombres,,.

4. EndéduireS, =u; +u; + -+ u,.

271'
Correction : j = ——+‘/—§l =es'.

—2m;
=e 3 =

1. j?= (ezTni)z = e%ni J-
1+ +j2 —1+cos( )+lsm(2n)+cos( )

Lsm( )_1__+£ _%_\/2_§L=

2. U+ Uy +us =uy Hugj tuyjl=
w(l+j+j2orl+j+j2=0,

doncu; + u, +u3; =0.

3. Montrons que, pour tout entier p tel que

4<psnonau,=u,3:

Initialisation :n =4, u, =u; =1—1i= VZe #
Hérédité :supposons que k € [4,n] uy = uy_3 est
vraie ; démontrons que,,; = uy_, l'est:

U = Ug—1] S Upy1 = UJ = Up—3] OTU_3] = Uy
donCuy,q = Ug_y.

Conclusion ¥ p € [4,n] u, = up_3.

4. uy=j.uyiuz=j%u;u,=j3u; ...

— in—1
Un =J

Sp=ug+uy+tuy =uy +jouy +jRu +
jioug + ---+j"‘1 u; =u(1 +j +j%+- +j”‘1) =

N P

2T 21
Exercice 53 SOItZ—COS(7)+lSln(7)
S=z+27%2+z%etT = 23 + 25 + 2°.

_ u e;(n 1)1 sm

TL’ .
sin—
3

1.  Montrer que S =T et quelm(S) > 0.
2. Calculer S + T et ST. En déduire S et T.

2m 2m m;
Correction: z = cos( ) + 1sm(7) =e7

2T, ATT . —6TT .,

1. S=z+z%+4+z*=e7'4+e7' 47"

6TT. 107T. 127T. 6TT. —47T. —2TT.
T=e7l+eTl+eTl =e7'+e7 '+e7 '
_ =6, am, 2
T=e7'4+e7'4+e7'=S8.

Im(S) =Im(T) sin7 + sin477r — sin677r = sin27” +

. 4T . 6T
sm7—51n7<=)1=1>0.

2, —2m; AT, -4,
2. S+T=(e7 +e7)+(e7 +e7)+
6T . —6TT.
(e7l+e71)=2cosz—n+2cos4—n+2cose—net

471.' —6TT . 61'[ —2T,

ST=(e7 +e7'+e 7 )(e7 +e7 +e7‘)=

8T, —2TT . 1077.' —107,

—1

e7‘+e7‘+1+e7 +1+e7 ‘F1+e 7 T4
—817.' —817.' 2T, —2TT. 107T,
e7 —3+e7 +e7 ' +e7t+e 7 e+
—10TL’ —671' 2T, —2TT. 47T,

e 7 —3+e7 +e7 ' +e7t+e 7 e+
—4—17.'

e7 —3+2cos—+2cos—+2cos—.

Posonsh = 2 cosT + 2 cos7 + 2 cos7,

S+T=h 2 _ —
{ST=3+h<=>X hX +3+h =0,

A= h? —4h —12 = (h + 2)(h — 6) les solutions sont :
X' = 1‘/_etX"=—‘/K

.
. S peut étre ega%liZ aouaYe

. T peut étre égaﬁi aou a“—‘/_

+\/Z_

Exercice 54 :Soit pour tout n € N*, §,, la
somme définie par : S, = sin (n) + sin (2:) +

sm( ) + -+ sin (@)

1. Posonsz = cos( ) +i sm( )

a) Donner une expression simple de :
p=1+4+z+--+2z"1

b)  Calculer la partie réelle et la partie imaginaire

dep.
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_ 1
an(z;)

2. Quelle est la limite de Iasuite(%sn) N ?
neN*

c) Endéduire I'égalité : S,

Correction : n € N*, S, = sin (%) + sin (27") +
sm( ) + -+ sin ((n_nl)n).

iz,

1. Z—COS()+lSIH()—en.
n n

Tl.

a) p=1l+z+- +Z"1—11 orz = en' &

zZP=—-letl—z=1- e? = —21e2n X sm(%) ;
2 i 7
Doncp = T = ezn' ou
—2ieﬁl><sin(%) Sm(m)

= ot fon(2) - s (2]
b) p=@[lcos( )+sm(7;)]

ey () _ 1 et Im(p) = n(:) _

Sm(zn) ;
c) S, =sin (g) + sin (27”) + sin (3”) T+t
. ((n-Dm\ 1
sm( - ) = tan(%)_
2. Posong=_—o@ne toe te 0

. 1 . 2 cos(t) 2
lim (ZS") =lim <; X <in© ) =
t

ne +ow £t 0

Exercice 55 :0On considéere la somme = cos (2?") +

cos (1) +cos(£) +cos (£,

1. Ecrire la formule permettant de mettre

cos p + cos q sous forme de produit et transformer

cos (25 ) + cos (8:)

2. Ecrire la formule exprimant cos 2x en
2

. 3n
fonction decos x ; en remarquant que—=m——.

5
Calculer cos ( - ) en fonction decos (5)

3. Démontrer que :
1+S5= 4cosz(5) 2cos( )

1.
4, SoitS' = sm( ) + sin (M) + sm( )

5
sin (8")
5
a) Démontrer queS + iS' est la somme d’'une

progression géométrique.
b) Endéduire1+S =0.

c) Calculer cos (g)
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p+q 21
1. cosp+cosq=2cosTco etcos(5)+
81 3T 31'[
cos (?) =2 COSTT COS— = -2 cos—-.

2. cos2x =2cos?x — 1 etcos (3?”) =
cos(r[—z?”) = —2coszz+ 1.

3. 1+S—1+[cos( )+cos(8:)]+
[cos(5)+cos(5)] = 1+2cosrrcos?”+
2cosncos§= 4 cos? (g) —ZCOS(E) -1

4. S—sm(zs)+5m(45)+5m( )+S (Ssn)
S—cos(5)+COS(5)+C°S(5)+COS(85H)

4-71' 671'
a) S+lS—e5 +es'test +es =z4+2%+
74 z—25

73 + 74 aveCes , doncS + iS’ —z =

-z 1-z

2l 1, carzs5=1.
1-z
b) S'=25inncos3?”+25inncos§=0, doncS +
iS=-1o1+5=0.

2(TT 3
c) 1+S =4cos (E)—Zcos(g)—1=0, posons
_ 1445

4 ’

x—cos()4x —2x—1=0,A"=5x

1+\/_
4

donccos (75[)
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Louange a Qllak et gue la pricre et le salut scient sux le sewviteur et Messager d’Allak, Mubiammad, le
meilleur que Chumanité est ponté (malheur a ceux qui Cont insultés et mentis suxn lui.), sa famille et ses
Compagnons.

Gloine & Diew, men Maitre Cui m’a teut donné et continue i me donnex. Je n’ai de savoir de ce gu’(Ullak

(scub hana wat tala ), Le Tout Miséricondieux m’avait offent.

Seignewr pardonne nes péchés, fais-nous miséuiconde, accepte nos bonnes cewwies et bénit nes actions. Ja
parcle est vénidique.

Louange a Qllahk, Qui de Sa Guace, §avais pu prepaeser cette euwre Qui sans Lui, je ne sexais pas i ce

niveaw. « Gloie et pureté a Joi, & Wllah, et a Joi la bouange. Que ton Nom sait béni et Ta Majesté soit

élevée, et il W'y a pas d’autre divinité [digne d’aderation | en defiors de Toi »

ALLAH MERCI

3

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2

Auteur

SUSEN RO T0
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e plaesdiret?

< Définition d'une similitude : Dire qu'une
transformation du plan f est une similitude de
rapport k signifie que pour tous points M et N du
plan: f(MN) = k x MN. Autrement écrit, est une
similitude toute application bijective qui multiplie
toutes les distances par un méme rékl

La similitude est composée d'une isométrie et d'une
homothétie.

Globalement, nous savons qu'il se divise en deux :

. D'un co6té, il y a les isométries qui conservent
les angles orientés. On les appelle déplacementg C
sont les translations et les rotations.

. De l'autre co6té, il y a celles qui les changent en

leurs opposés. Elles sont qualifiees
d'antidéplacements. Ce sont les symétries axialets e
les symétries glissées.

X< Une homothétie est une transformation du
plan qui conserve lesangles orientésPar
conséquent, pour une similitude deux situations
peuvent se présenter :

DXPKPK  La similitude est la composée d'un
déplacement et d'une homothétie.

MK La similitude est la composée d'un
antidéplacement et d'une homothétie.

DD 1l existe deux types de similitude : les
directes qui conservent les angles orientés et les
indirectes qui les inversent.

MK Les similitudes planesdirectessont les
transformations du plan d’expression complexe
z' = az+ b, aetb complexesg # 0.

DAL - Les similitudes planes indirectes sont les
transformations du plan d’expression complexe

z' = az + b, a et b complexesg # 0. Une similitude
indirecte peut avoir :

DKPKDK - Aucun point fixe : c'est une symétrie
glissée.

DDA Avoir un unique point fixe. Elle est alors
la composée d'une symétrie (axiale ou glissée) et
d'une homothétie de rapport différent de 1.

XPKPL - Avoir une infinité de points fixes. C'est
alors une réflexion.

(En fait deux points fixes suffisent a faire d'une
similitude indirecte une symétrie axiale).

XD Transformations usuelles
MDD Translation z'=z+b
Eléments caractéristigues Toute translation est
caractérisée par unvecteur ¥ d'affixe b et de
rapport a = 1.
Translation avecM’ = t(M) : MM’ = X.
Ecritures complexes tz:z' =z + b.
X< Homothétie
Une homothétie de rapportk est une similitude de
rapport |k|.z" =kz+zo(1 —k)ouz' =kz+ b.
Eléments caractéristigues Toute homothétie est
caractérisée par uncentre Q d’'affixe (zg) et de
k € IR* — {1}

ou .
a=k=1etb=0
Homothétie avecM’ = h(M) : OM’ = KQM.
Ecritures complexes d’homothétie h(Q; K) :

rapport a = k tel que

z' — 20 =K(z—125) ©z' =Kkz+zq(1 —K) avec
a=keth=2z5(1-k) & zq = —ou bien
z' =kz+b.
XIPAB<  Rotationz’ = ez + zo(1 — e™)
Eléments caractéristigues Toute rotation est
caractérisée par uncentre Q d’'affixe (zg) et

la| = [e*|=1eta#1

d'angle a [2m] avec

ou
a=1letb=0
Définitions de rotation avecM’ = r(M) :
QM = OM’
(W, QM’) -«

Ecritures complexes de rotation r(Q; a) :

7 —zg=e"(z—2q) © 7z =e"z+2zo(1 - e™)
b

1-e%

aveca = e*eth =zg(1—-e*) & zo =

ou bien z’ = e%z + b.

DDA Symétrie d’axe réel
Eléments caractéristiques 1'axe réel.

Définitions de rotation avecM’ = Sy (M) :
OM = OM’
(4, 0M) = — (u,0M')
Ecritures complexes d’homothétie : z' = z.

< Les propriétés des similitudes

X< Toute similitude est la composée d'une
isométrie et d'une homothétie de méme rapport.
Réciproquement, la composée d'une isométrie et
d'une homothétie est une similitude.
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'
MN f MINI h MIINII

simnifitods homothetis
Fe raooort k Je Faooort k T
f=&atf
frorneteie

D44 La similitude conserve l'alignement : I'image
d'une droite est une autre droite, I'image d'un
segment est un autre segment.

XK La similitude conserve les angles
géomeétriques, donc le parallélisme et I'orthogonat.

AP La similitude de rapport k multiplie les
distances park et les aires park?. Elle hérite cette
propriété de I'homothétie.

L'image d'un cercle est un autre cercle de rayon
multiplié par k.

KDL Une similitude de rapport k est la composée
d’'une isométrie et d'une homothétie de rapport k.

4D Toute similitude plane conserve les angles
géométriques. Une similitude plane qui conserve les
angles orientés est dite directe.

X< Une similitude plane qui change les angles
orientés en leur opposé est dite indirecte.

XD 1l est clair que la composée d'une isométrie
et d'une homothétieh de rapport k est une similitude
f de rapport |k|. Ceci car la situation est alors la
suivante :

M N f- M 1 N 1 h‘ M n N n
consere wlkl

f=iok T

distanoes moftinlidées par k

Réciproquement, il est I1égitime de se demander si
toute similitude ne serait pas la composée d'une
isométrie et d'une homothétie.

DXP<  La composeée d’une rotation r et d’'une
homothétie h de rapport k > 0 n'ayant pas

directe de rapport k. Quand r et h n'ont pas mémes
centres, on a en généralh=her.

4D Toute similitude plane directe f qui ni une
translation, ni une homothétie s’écrit de maniere
unique f = heor ou h est une homothétie et r est une
rotation ayant mémes centres. Dans ce cas, on a h
=roh.
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nécessairement les mémes centres est une similitude gytre similitude.
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44 Toute similitude plane directe S qui n’est pas
une translation admet un point fixe et un seul, son
centre.

X< La composée d’'une similitude de rapport k
et d’'une similitude de rapport k' est une similitude
de rapport kk'.

P4 Toute similitude de rapport k > 0 est une
bijection du plan sur lui-méme et sa réciproque est

une similitude de rapport%.

D<K la composée de deux similitudes de rapports
k etk' est une autre similitude de rapportkxk':

MN f MlN 1 g. E M"N n
Wl wlk
gof T

distances multipliées par k= k'

XK la réciproque g de la similitudef de rapport
1

k est une autre similitude de rapportk .
distances multipliées par k

'8
MM MM
g = f 4
distances divisées par k
MK la composée dé o f est la suivante :

MN xi MINI !;- MIINII

frof

distances multipfices par kfk =1

D<K L'identité Id (c'est-a-dire I'élément neutre
pour la composition) est une similitude.
Pour toute similitude f, nous avons ¢ Id =Id= f=*1.

DK La composée de deux similitudes est une

P4 Toute similitude f admet une similitude
inverse g (c'est-a-dire une réciproque).

Pour toute similitude f, il existe une similitudeg
telle que :fog = gof = 1d. Et réciproquement !

AP points invariants : z = az + b ssi (1 —
a)z=0>b
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MDD sia =1etb =0, I'équation est 0z=0 :
tout point est invariant ;en effetz’ = z est I'écriture
complexe de l'identité du plan .

MK sia=1etb # 0, I'équation est 0z=Db :
pas de point invariant; en effetz’ = z + b est
I'écriture complexe d' une translation (de vecteuni
d'affixe b).

DMXDADK  sia # 1, un unique point invariant
d'affixe zq = é: théorémesia # 1, Saun
unique point invariant Q et S est la composée
commutative d'une rotation et d'une homothétie de
méme centre). Remargue :sur le rapport et I'angle
on dit que S est une similitude de centr@, de
rapport k = |a| et d'anglea = arg(a).

> Une classification des similitudes

XK toute similitude directe S peut se ramener
soit & l'identité du plan — id , soit a une translation
— t, soit & une homothétie— h, soit a une rotation
— T, soit a la composée commutative d'une
homothétie et d'une rotation de méme centre> hor

XD toute similitude indirecte peut se ramener a
la composée Sos = la symétrie axiale d'axe (Ox)
suivie d'une similitude directe S voir ci-dessus

X< Une conséquence (parmi d'autres) est qu'une

réflexion (= symeétrie axiale) d'axe quelconque peut
se décomposer en : la symétrie axiale d'axe (Ox)
suivie d'une similitude directe S

par exemple, la réflexion d'axe (Oy) est la composé
de la symétrie axiale d'axe (Ox) suivie d'une
similitude directe S z' = (-1)z voir ci-dessus

<0< Scl:iﬂ':?ixe XK a= arg (%) = mes (QM, QM’) [2m].
o < déterminer son centreQ : zq =i.
Homothéti 1-a
%Oﬁosgggg’ Comment déterminer I'écriture complexe d’'une
Similitud d'une similitude plane directee’ = az + b ?
e directe . rotation et Applicatio ) ) L L
(conserve Translatio T npp > si on connait ces éléments caractéristiques, on
les angles homothétie identique  €n déduitz’ —zq = ke*'(z — zg)
orientés) (défini par ] ]
centre, S:z' = ke%z + zo(1 — ke™)
angle,
rapport) XX on déterminea etb : A’ = S(A),alors z4, =
Composée Symétie ~ 9Zat b et B =S(B), alors zg = azg + b.
Similitud : v Zy=azy+b \
e d'une axiale (un { A A d’ou
o " symétrie axe de zp=azg +b
indirecte ~ Symétrie " :
. A axiale ou points _ _
(inverse  glissée lissée ot fixes clest. @ = A% et b = ZAZB—ZaZp
les angles g' ’ Lo Za~7B Za—2B
orientés) sl ” g-c_jw_e,une
homothétie infinité) Sz =ZATB , | ZAZB'TZAZE
Zp—Zp Zp—Zp
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Ce tableau nous améne a deux conclusions :

D44 Toute similitude f n'ayant aucun point
fixe est une isométrie : c'est soit une translatiqrsoit
une symeétrie glissée.

C'est pour cela que la résolution de I'équatiof(z) =
z estintéressante : pas de solution signifie pde
point fixe...

MK Toute similitude f ayant au moins deux
points fixes est soit l'identité, soit une réflexio.

Méthodes de calcul sur les Similitudes Planes
Directes.

Comment identifier une similitude plane directe ?

< il existe deux nombres complexes etb avec
a # 0, tels que tout pointM d’affixe z ait pour
image le pointM' = S(M) d’affixe : z' = az + b. On
cherche cette formez’ = az + b.

Comment déterminer les éléments géométriques d'u

similitude plane directez’ = az + b ?

< déterminer son rapportk :

MMk =]al.
KK k=2 ouk=AB'/AB
= o ou k = /

< déterminer son anglex :

MM a=arg(a) [2n]

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e
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Comment identifier la translation a partir de
I'écriture z” = az + b ? On commence par identifier
le coefficient dez

MM Sia =1, alors il s’agit d’une translation du
plan complexe de vecteux d’affixe b.

Remarque : sia = 0, la transformation considérée est

simplement I'identité du plan.

Comment identifier 'homothétie a partir de |'édure

)

z' = az + b ? On commence par identifier le
coefficient dez

> On conclura positivement s'il est réel, non nul
et différent de 1 (sia=1, on a affaire a une
translation. Dans le cas de l'identitéa =1 etb =0, on
a affaire a une homothétie ...). Dans le cas (généyal
ou a est réel non nul et différent de 1, I'affixe du

b »
centre sera alorszg, = E)' une homothétie de

rapport différent de 1 ne possédant qu’un seul poin
invariant.

X arg(a) =rwk

Comment identifier la rotation a partir de I'écritie
Z=az+b?

X silal =1, alors il s’agit d’'une rotation du plan
complexe de centrdd (z,) et d'anglea.
Comment déterminer I'affixe du point A’, image du

point AparS?

D4 oncalculezy, =az,+ b

Comment déterminer I'éguation de la droitd'8’ )
image de celle de la droité&B) par S ?

> oncalculezy, = az, + betzg, =azg+b

> soit le point M(z) appartenant a la droite (A'B’)

de fagon que les vecteurA'M et A’B’ soient
colinéaires. On calcule leurs déterminants

dét(A'M; A'B’) = 0 avecz = x + iy

Comment déterminer I'image d’un cercle C de centre

AetrayonrparS?

C(4;r) image par S esC’(A’;r' = kr) aveck le
rapport de S etz,, = az4 + b.

Comment déterminer I'image d’'un polyndme par S ?

On calcule les images de ses points par S.

La similitude conserve les angles géométriques, don

le parallélisme et I'orthogonalité

Exemple ABCD image par S est AB’C'D’.

La similitude conserve l'alignement : I'image d'une
droite est une autre droite, I'image d'un segmentst
un autre segment.

Comment déterminer la composée d’'une similitude ?

> la composée de plusieurs similitudes
identiques : Si S est caractérisée par

S [la] = k;arg(a) = a; Q] alors on obtient les
caractéristiques deS™ :

S = 505050 ...0S [k™; na; Q] afin de déterminer
son écriture complexe.

> la composée de plusieurs similitudes non
identiques : exemplefogoh ou|al = k;arg(a) = a

Soientf, g et h sont caractérisées respectivement
par f[k;a; 1] ; g[k';a’; I' | eth[k";a”; 1"].

Doncfogoh [(k.kK'.k"); (a+a' + a'’); Q] avec
! ! 14

son centreQ est d'affixezg = o2 reab

1-a.a'.a

Comment déterminer I'écriture linéaire de S a part

de son écriturez’ =az+ b ?

xX'=ax+By+y

X +1y=a(x+ly)+b<:>{y,=a,x+ﬁ,y+y,

Comment déterminer I'écriture complexe de S :
z = az + b a partir de son écriture linéaire

{x’ =ax+pBy+vy ,

y=dx+By+y

M x'+iy=ax+By+y+i(ax+py+vy)
afin de trouver I'écriture complexe :z’ = az + b.

Comment montrer gue S est bijectives?
x' =ax+by+c
y =ax+b'y+c’

Si S est bijective, alorglét(® 2 = 0.

a’ br
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s s

Dans tous les exercices, on considéze= x + iy un
nombre complexe et un repere orthonormé direct
(0; ﬁ, V)

On considére I'applicationS de 'ensembleP des
points du plan dans lui-méme qui, a tout poinii
d'affixe z, associe le pointM’ d’affixe z' = x" + y".

Exercice 1 :Déterminer I'écriture complexe de la
similitude S qui transforme le bipoint (4, B) en
bipoint (4’,B’) dans les cas suivants :

1. A1,2) B(@3,-1) A'(0,-3) B'(1,1).
2. A(1,0) B(1,1) A4'(0,-1) B'(3,3)
3. A(-1,-2) B(2,0) A'(1,1) B'(2,1)
4. A(2,2) B(3,-3) A'(2,-3) B'(-1,-1)
5. A(1,0) B(0,1) A'(3,0) B'(0,3).

Correction : S: z' = az + b. |l ressort de celle-ci

qu’on peut écrire A" = S(A) alors z, = az, + b et
Zg=azy+b

dou
Zgr=azg+b

B = S(B) alors zz = azg + b. {

a=24"% ot p=
Zp—Zp Zp—ZB
C’est une routine, il suffit donc de remplacer dans

chacun des cas les affixes de A, B, A’ etBxemple :
. 3+4i T
guetion 5.: on aa = — eth = ula

3+4i —3+i
P )Z + 5
Vous pouvez continuer pour les autres questions !

ZpZp'—Zp'Zp

similitude est définie par’ = (

Exercice 2 :Donner dans chaque cas, I'écriture
complexe de la transformationf du plan complexe
donnée :

1.  f estlatranslation de vecteuw(1; —5).
2.  f estI'homothétie de centreD(0; 0) et de
rapport 3.

3.  f estI'homothétie de centred(1 —
rapport —2.

i) etde

4.  f estI’homothétie de rapport % qui
transforme B(8i) enB’'(—i).

5.  f estlarotation de centre A1;1) et d’anglez?"
6.  f estlarotation d’angleg qui transforme

B(1 —i) enB'(—i).
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Correction :

1

z =z+1-5i.

rapport 3:z2 —0=3(z—0) &z = 3z.
rapport —2:z = —2z+3 — 3i

transforme B(4i) enB'(—i) :
zg = kzg +zq(1 — k) & zg = = = 4i

' 1 .
Doncz = 22 + 3i.

. s 2T
4 =e3z+ZA(1—e 3)
z'=( 1 ﬁ.) +3+\/‘ 3-V3.

B(1—i)enB'(—-i):zg = eiEZB +zq (1 — eif) S

T
o zp—e'2zg  —i—i(1-) _ -1-2i _ 1+i 1 i
Q= T — = P
1-el2 1-i 1-i 14 2

/ i iZ /
z =ezz+zg(1—e2)ouz =1
z =iz—1-2i

Exercice 3 :Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques deS dans les cas suivants :

i W N R

Correction : La nature et les éléments
caractéristiques de Sz ' =az+b

2e o et = —
plane directecaractérisée par :
Sk=2;a=-7%;2=-1)

1+(lz+\/_)<:)z—( —+—= ) +1+
i=er z+1+i,etzQ— - \/— 1+ —Sestune
rotation caractérisée par :
3n 1+i
Sle=1;a=35 20 =V255]

f est la translation de vecteuw(1; —5)
f est I'hnomothétie de centrad(0; 0) et de

f est ’'homothétie de centreA(1 — i) et de

f est 'homothétie de rapport% qui

P
zp—kzg _ —i—3(80)

1-k _1
14-

f est la rotation de centre A1;1) et d’angle

—5+7l Z +—

f est la rotation d’ angIeE qui transforme

i) ou

z’=(\/_ i)z—1+\/§—i
1+l(1z+\/_)
Z+z=i—-1

Z —z=1+iV2
zZ =2iz+i—-1

z'=(\/——i)z—1+\/——i,a=\/§—i:
b _ —(1—V3+i) _

2= 1o/ = L Sestsimilitude
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3. zZ+4+z=i-1oz =-z+i—-1,Sestune
homothétie de rapport-1 et de centré)(%).

4, z —z=1+4+iV2ez =z+1+iV2, Sest
unetranslation de vecteui d’affixe 1 + iv/2.

z'=2iz+i—1,a=2i=2e?’etz)=1f;a= 1

Slk=2;a=%; 20 ==

Exercice 4 :

A. On considere les points A, B, C et D d’affixes

1—i:i++/3etV3—i.

respectives2i ;

Déterminer dans chaque cas, I'écriture complexe de | _

la similitude plane directe f du plan complexe
donnée :

f transformant OenD et Aen C;
f transformant AenBetCenD;

1
2
3. f admet un centre D et transformant Aen B ;
4

f laissant le pointC invariant et transformant
0 enB.

B. On consideére les points A, B et C d’affixes
respectives z, = %(1 +1i),zp = %(1 —1i)et

z¢ = —2iv/3. On noteS le symétrique du point C
par rapport a B. Vérifier que I'affixe zg du point S

est3 +i(2vV3 - 3).
Correction :

A. onsaitqueO(0);A(2i); B(1—i); C(i+
3etD3-Z

L’écriture complexe de la similitude plane directef:

1. ftransformantOenDetAenC;
f(O) =D zp =azg+bet
f(A)=C&e zc=azy+b

ZD"Zc

{ZD=azo+b =2
_ = 074A
Zc=azy+Db b =z — azg
_ Zp=zc _ V3-izi—V3 _ -2i -1

zo—zA 0-2i T 20

b=zp—azg=V3—-i—0=+3—i

f 1z’ =z ++/3 —icestune translation d&(v3 — i).

2. ftransformantAenBetCenD;
f(A)=Be zg=azy, +bet
f(CO)=Dezp=azc+b

ZD—ZB

ZCc—ZA

=Zp — azZp

_zp—zp _ V3—i—1+i _ 3-1 _ V3+i _ 3+i/3—V3-i

T zc—za | i+V3-2i  V3—i 3+ 4
3—V3 |, V3-1.

Donca = —+—
4

{ZB=aZA+b<:{ a=
Zp=azc+b b

b—ZB—aZA—l—l—(ﬂ+ul)(2i):1_

V3-1 3\/_._2\/_+1 32\/—._3—\/5 13,
Tyt st == Tt
f-Z’—(u_+D)Z+3‘/—+i—

3. f admet un centre D et transformant A en B ;

f(A) =B zg=azy,+bet
f(D)=D&ezp=azp+b
Zp—Zp

= a=—
{ZB azy+b - Z0—zn
zZp=azp+Db b =zy —azp
Zp—zp _ V3—i-1+i _ V3-1 _ V3+3i _ 3+3iV3-v3-3i
Zp—za  V3—i-2i  v3-3i  V3+3i 12
Y

b:zD—azD=(1—a)ZD=(\/§_i)(%§+

Donca =

3—14/=33-312+4+3—34i—3—-312/+3—14=33-3+33

—312+9-33-3+3312/=3-12+12/

IS

e 3-V3 \/— 1.
fro= (28451,
4.  f laissant Ie pointC invariant et transformant
OenB.f(C)=C& zc=azc+bet

f(O)=Bezg=azg+b

{zc=azc+b { a=ZC_;ZB
= Zc—Zo
Zg =azg+b b=z5—az
q = 27 _ i+V3-1+i _ V3-1+2i % V34
Zc—2o i+/3-0 V3+i V3-i

3+iV3—V3-i+2iV3-2 _ 1-V3+3iW/3-i _ 1-V3 | 3v3-1.

4 - 4 = Tt
b=zg—azg=zg=1-1i
f:z’=(%§ 3‘/_1) +1—i

B. zy=>(1+10),25 =>(1—10)etze = —2i\/3.
On noteS=sB(C)(:>S_B)=ﬁouz§—B»=zB—c>®zs=
ZZB—ZC=2X%(1—i)+2i\/§=3+i(2\/§—3).

Exercice 5 :

1. Résoudre dan<C: z%2 —2v3z+4 = 0.
On posea =i ++V3eth =+3 —i.

Ecrire a et b sous forme exponentielle et placer les
points A et B d’affixes respectivesa et b dans le plan

complexe. On prendra2 cm pour unité graphique.
2.
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a) Soitr la rotation de centreO et d’angleg.

Calculer I'affixe a’ du point A’ image du pointA par
r. Ecrire a’ sous forme algébrique et placeA’ sur la
figure précédente.

b)  Soit h I'homothétie de centre deD et de

rapport —% . Calculer I'affixe b’ du point B’ image

du point B par h. PlacerB’ sur la figure précédente.

Correction :

1. z2-2V3z+4=0,A=12—-16 = —4 = (2i)?
2€_2i=\/§—ieizz = 2842 _ 34 i alors
Sc={V3—i;V3+i}
)

a=i+\/§=2€%ietb=\/§—i=2€_6.
2.

I 1 3,
a. r(O; g) Z’=€3IZ=(E+\/7—1)Z,OI’1&Z

Al

a' =z, = eEizA = e3.2¢6" = 2¢2’ = 2i.
3\ . ./ _ _3 2. _

b. h(O; —E).Z = 2Z,Ona.b—zB,—

3 3 , 3V3 . 3.
_EZB = _E(\/§— l) = _T+El'
Exercice 6 :
1. Reésoudre dangC I'équation :
4z* — 12z + 153 = 0.
2. On consideére les pointd, B, C, P d’'affixes

respectives z, = % + 6i,zp = % — 6i,
zg=—3i-3,zp=3+2iet

le vecteurw d’affixe : zy = —1 +§i.

3. Faire la figure.

On prendra 1 cm pour unité graphique.

a)  Determiner 'affixe zy du point @, image du
point B par par la translation t de vecteur w.

b) Déterminer I'affixe zgz du point R, image du

point P par I'homothétie h de centreC et de rapport
1

-3
c) Déterminer I'affixe zg du point S, image du
point P par la rotation r de centreA et d’angle—g.

d) Placer les pointsP, Q, R etS.

4.

a) Démontrer que le quadrilatére PQRS est un
parallélogramme.

Zp—Z , . ;.
b) Calculerﬁ et en déduire la nature précise
)

du parallélogramme PQRS.

c) Démontrer que les pointsP, Q, R etS
appartiennent & un meme cercle, not€. On
calculera I'affixe du centreQ et le rayonp deC.
d) Ladroite (AP) est- elle tangente & ?
Correction :

1. 4z*—-12z+153 =0,A= 122 — 44153 =

—2304 = (48i)? doncz, = 228

=3 _siet
2

Z =12;‘*8‘=§+6id’ousc={§—6i; §+6i}
3 . 3 . 1.
2. ZA—E+6l,ZB—E_6l,ZC——Zl_3,

zp = 3 + 2i et le vecteurw d’affixe : z; = -1+ gi.
3. Faire la figure. On prendrd c¢m pour unité
graphique.

a. ty:z=z-1 +%i, on déduit que

Zg = Zp —1+%i =%—%i.

b. h(C;—%)ZZ/=—§Z+(1+§)ZCCIOHC

Zp = _§Zp +§ZC = %(—Zp +4z;) =-5—1.

C. r(A;—g) ZZ/=6_?Z+(1—8_?>ZA donc
zs=—izp +i(3+6i)+2+61=-2+20,

d. Placer les pointsP, Q, R etS.

4,
PO - _5_11, 43R
a) Qe zpg=29—2p=—; -5 leSR=
5 11 .
Zgg = Zgp — 25 = —5 — > L, ON remarques; = zg;
d’'oti PG = SR , PQRS est un parallélogramme.
- —5—i—>+2i .,
by ZEZe-_" 22 - _jo(QR1QPetQR=
Zp—ZqQ ~+—i

QP.DoncPQRSest un carré.
c) LessommetsH, Q, R etS) d'un carré sont
toujours sur un méme cercle... de certel que

7q = X2 — _1 etle rayorp = %PR =/17.
d)  A-t-on PA orthogonale au rayonP( ?
Zp; = —%+ 4i; 255 = —4—2i ?70n calcule le

3
produit scalaire <_45) ((3)=6-8=-2=0,doncla

droite (AP) est- elle tangente@
Exercice 7 :

1. SoitP@E) =23 —32z% +9z - 27.

a) Veérifier que P(3) = 0.

Résoudre dansC P(z) = 0.

b)  Quelle est la nature du triangle formé par les
points images des solutions de cette équation ?

2. On considére les pointd\, B, C etD d’affixes

respectivesa = 3, b = —3i etc = 3i etd = 2 —gi.
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a) Deéterminer I'affixe du point E, image de D par
la rotation de centre O et d’angle’—zt.

b) Déterminer I'affixe du point I, symétrique de
B par rapport & D puis celle du point J, symétrique
de C par rapport a E.

c) Déterminer I'affixe du point F, milieu du
segment{I]].

d) Préciser, en justifiant, la nature du
guadrilatére ODFE.

e) On désigne parzy, z; etz; les affixes des

points A, | et J. On poseZ = % Calculer Z.
1—4A

En interprétant géométriquement le module et un
argument de Z, déterminer la nature du triangle
AlJ.

Correction :

1. P@=2z3-322+9z-27.

a) P(B)=33-3x32+9x3-27=0,
P(z)=(z—-3)z?+az+b)=(z—-3)(=z*+9) =0,
les solutions sory = 3, z; = —3i etz, = 3i.

b)  Soit les pointd\, B, etC d’'affixes respectives

a=3b=-3ietc=3i: 24— etAB =
Zc—Za

|zg — z4| = 3V2, AC = |z, — z4] = 3V/2, donc ABC
est un triangle rectangle et isocéle en A.
2. A@3), B(=3i) etC(3i) etD (2 - gz)

a) 1(03):z=izizz=izp=i(2-3i)=3+
21.
b) I=SD(B)@I—D_)=D—B)@ZI=ZZD_ZB=

2(2—§i)+3i=4—2iet]=5,5((:)=>]75’=15_c’<=

5 . . .
Z]—ZZE—ZC—Z(E+21)—31—5+L

c) ZF ==E£§Ei ==2§i
d) 0D=|ZD_ZO|=€1DF=|ZF_ZD|=€et

va1
2 .
h  z=L2=22 =z =1etarg(2) =7,

Zj-z4  4-2i-3

FE = |zg — zz| = —, alors ODFE est un carré.

donc

(KI; —AT) = g d’otl AlJ est un triangle rectangle en A.

Exercice 8 :On considere les deux rectangles OABC
et DEFG ou les points A, B, C, D, E, F, G ont pour
affixes respectivez, = —2,zg = -2 +1i, z¢ =1,
zp=1,2g = 1+3i,z; =2 +3i,2g ==. On
considére la similitude directe Sransformant O en
DetAenE.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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1. Justifier que I'écriture complexe de la
—Jiz+1.
2. Déterminer I'angle et le rapport de la

similitude S.
3. Quelle est 'image du rectangle OABC par &

similitude Sest:z =

Correction : S est de laformez' = az+ b

1 {D=S(0)@{ 1=ax0+b o

E =S(4) 1+3i=ax(=2)+b
b=1 . ' 3
_ 3. douSestiz =—=iz+1.
a——El 2

_ 3._3 -5 3. 4=_Z
2 a——El—Ee 2,d0nCS[k——E,a— 2].
3 On peut remarquer que S les images des point
Zp=—Zizg+1=1z5=—Zizz +1=1+3i,
ZF=_%lZB+1=§+31etZG=_%I,ZC+1=§

alorsl'image du rectangle OABCpar la similitude S
est le rectangle DEFG.

Exercice 9 :Soit un polynéme défini par
P@ =23 —10iz? + 4(1 + i4)z — 40(4 + 3i).

1.  Veérifier que ce polyndbme admet une solution
imaginaire pur si P(z) = 0.

2. Résoudre dansC P(z) = 0.

3. On considére les pointM,, M; et M, d’affixes
respectiveszg = 10i,z, =4 — 2i etz, = —4 + 2i.

a) Déterminer I'affixe de l'isobarycentre du
triangle MyM; M,.

b)  Déterminer les éléments caractéristiques de la
similitude directe s qui laisseM,, invariant et telle
queM, = S(M,).

Correction :
P@ =z3 — 10iz% + 4(1 + i4)z — 40(4 + 3i)

1. Soit bi cette solution, dorit(bi) = 0 alors
P(bi) = (bi)3 — 10(bi)? + 4(1 + 4i)(bi) —

40(4 + 3i) = 0.

Apres tout calcul et par identification, on obtiete
b = 10, d’ou par vérificatiorP(10i) = 0.

2. Résolution dansCde P(z) =0 :

P(z) = (z—10)[z?+ (1 +2])?] =0 = z%2 +
(1+2i)®2 =00uz—10i. Pourz? + (1 + 2i)?2 = 0,
z, = 4—2ietz, = -4+ 2iouzy = 10i.

3. Mg(zg), M1(z1) etM3(zo) :

3% 3 3 34 36 24 3 3 X X X 04 36 06 36 06 3 2 X 3 3 06 36 06 36 36 3 2 X 0% 36 06 36 06 3 3 X 24 3 04 36 06 36 36 3 2 X % 36 06 36 06 36 36 0 55 50 0 36 06 36 06 3 2 X 0% 3 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2
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a)  Soit ce point A qui est défini paM, + AM,; +

AM, = 0. L'affixe u du point A est donc solution de

y 2 . 10.
'équationzy +z; +z, —3u=0ouu = 51

b)  PuisqueM, est point invariant et qud, =

s(M,) alorsMyM, = s(MyM, ). Il s’agit de rechercher

I'expression trigopnométrique ou exponentiellez—él_eiﬁ.
140

- 7 _m ) o
DoncZ=2e = ‘/2—_e +'. Par conséquent, la similitude

Z1-2Z9

directe s qui laissk|, invariant et qui transformé, en
M,, a pour rappor—\/zZ et pour détermination de son

T
angle— T
Exercice 10 :

1.

a)  Trouver les racines carrées du nombre
complexe5 — 12i.

b) Résoudre dans I'ensembl€ des nombres
complexes I'équation :

(z +2i)[z2 — (1 +i4)z— 5 + 5i] = 0.

2. On considére les pointM,, M; et M, d’affixes
respectives2i, 2 —iet—1 — 3i.

Soit S la similitude plane directe laissant le poinM4
invariant et transformant My enM,.

a)  Trouver la relation liant I'affixe z d’un point
M et I'affixe z' de son image M’ par S.

b) Déterminer les éléments caractéristiques de la

similitude directe S.
c) Déterminer I'affixe de 'isobarycentre G du
triangle MgM; M,.

Correction :

1.
a) racines carrées dus — 12i.
Posong = x + iy tel quez? = 5 — 12i puis on résout

x? +y? =52+ 122 = 13 x?+y? =13
x2_y2=5 = xZ_y2=5
2xy = —12 xy =—6
x* +y? =13 2x2=18 (x=7%3
x2—y2=5 <:2y*=8 = {y=7+2 alors
xy = —6 xy = —6 Xy = —6

les racines carrées du nombre complexel2i sont
-3+ 2i et3 - 2i.
b) Résoudre dansC:

A= (1 + i4)? — 4(=5 + 5i) = 5 — 2i alors les racines

carrées dih= 5 — 12i sont—3 + 2i et3 — 2i.

1+4i—(3-2i) 1+4i—-3+2i —2+6i .
z' = = = =—-143i
2 2 2
1+4i+(3-2i 1+4i+3-2i 4+2i .
7' = 2( ) = > = > =241

Sc=1{-2i; —1+3i;2+ i}

2. Mp(2i), M{(2 — i) etM,(—1 — 3i).

S(M;) = M; etS(My) = M,.

a)  Trouver la relation liant I'affixe z d’un point
M et I'affixe z' de son image M’ par S.

S(My) =M; & zy, =azy, +bet

S(Mp) =M, © zy, =azy, +b

ZM1~ZM
Zm, =azy, +b a=———=%=
! _ ! +b = ZM1~2Mg
M, = aZm, b = zy, —azy,

ZM;—ZM, _ 2—i+1+430 _ 3+2i

2430 _ 6+9i+4i—6 _ i
2—i-2i  2-3i -

2430 13

a=
ZMl_ZMo

b=zy, —azy, =2—-i—-i2-0)=1-3i
S:z'=iz+1-3i
b)  éléments caractéristiques de S.
a=ie|al =1(=)arg(a)=g etzy, = 2 —idonc
S est la rotation de centzg , d’angleg et rapport 1.
c) Iaffixe de l'isobarycentre du triangle

1 1 .
MOM1M2 . Zg = E(ZMO +ZM1 +ZM2) = 5(21, +2 -
[—1-3/=13-237

Exercice 11 :Soit A, B, C etD les points du plan
complexe d’affixes respectivesz, = —1 — 5i,
Zp=4—3i,zc=3+3ietzy;=-2+1i.

1. Placer les point, B, C, et D.

2.  Deéterminer la nature du quadrilatere ABCD.
3. Déterminer I'affixe du point C’, symétrique du
point par rapport a D.

4, Déterminer I'affixe du point A’, vérifiant
DA'=DB + DC.

5. Quelle est la nature du quadrilatéere A'BC'D ?

Correction :
A(—1-5i),B(4-3i);C(3+3i);D(—2+1i).

1. Placer les point, B, C, et D.

2. Nature du quadrilatére ABCD :

Zz5 =2Zp —2Zy =5+ 2i etzpp =z —zp = 5 + 2i,
doncz = zpg, ABCD est un parallélogramme.

(z+2i)[z2—(1+i4)z—5+5i]=0. 3. E”:ﬁ)’ﬁzbﬁ:Zﬁ@zC,—zD:zD—
z+2i=0&z=-2io0u Zc © 7oy =7 — 1.
22— (1+i4)z—5+5i=0
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4, DA'=DB + DC © zpz = zpg + Zpg © Zar —
ZD =ZB_ZD +ZC_ZD C)ZA, =ZB +ZC_ZD =9 —
i

5. Nature du quadrilatere ABC'D :

— 2y =—-5—2ietzy; =2¢ —2p=—5—
A'BC’D est un parallélogramme.

Zm=ZB

2i, donczgz = zpg,

Exercice 12 :L'unité graphique est 2cm. On désigne
par i le nombre complexe de module 1 et
d’argument g On réalisera une figure que 'on

complétera au fur et a mesure des questions.

. -4, = . .
1. Résoudre dansC : ZT = i. Ecrire la solution

sous forme algébrique.

2.  Résoudre dan<C : z% — 2z + 4 = 0. Ecrire les
solutions sous forme exponentielle.

3. Soient A, B, A' et D les points du plan
complexe d’affixes respectivesa=2, b=4a" = 2i
etd =2 + 2i. Quelle est la nature du triangle ODB
Justifier.

4.  Soient E et F les points d’affixes respectives
e=1-iV3etf =1+ iV3. Quelle est la nature du
quadrilatére OEAF ? Justifier.

5.  Soit C le cercle de centre A et de rayon 2. Soit
C' le cercle de centre A' et de rayon 2.Soit r la
rotation de centre O et d’angleg.

a) On désigne par E' I'image par la rotation r du
point E. Calculer I'affixe e' du point E'.

b)  Démontrer que le point E' est un point du
cercle C'.

c)  \Veérifierque: e—d = (V3 +2)(e’ —d). En
déduire que les points E, E' et D sont alignés.

6.  Soit D' I'image du point D par la rotation r.
Démontrer que le triangle EE'D' est rectangle.

.
Correction : i = ez'.

1. Z2=ieoz=2+2i doncSc = {2 + 2i}.

V4

2. 22—22+4=(z—1)2=—3=(i\/§)2@

4. E(1-iV3)etF(1+iv3). On remarque que;
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Zy=1-iV3 =2e"3 ouz, = 1+ i3 = 2¢5". L OA=lzgs| =124 — 2] = |23 - 21] =4

3. Eninterprétant I'égalité de la question 1 obtenue®B= |265] = 125 — 20| = |-23 + 2i] = 4 et

avec I'affixe de D (modulesnet arguments égaux) : AB= |ZE| = |zg —z4| = |_2\/§ +2i+ 23 + 2i| =

Z _ZpTEB _ ZDTEB _ = o3l pt|R7EE| = |j] = 1. 4. OA= OB = AB = 4, OAB est un triangle équilatéral
z Zp Zp—2Zo Zp—Zo

Autrement dit le triangle OBD est isocele, rectengh 2. 7. — 7z, = egi(zA —2zp) ©zp = egizA =c=

D. —4i.

etz sont les solutions de I'éguation de la question 2.
“F g g —4/3 — 4i,
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OE = FA = e © OEAF est un parallélogramme. De
plus on sait quézz| = |z¢|, d'ou OE = OF. Donc
OEAF est un losange.

T ;
5. r(O;E):z’=ezz=lz.

a) e =ie=i(1-iV3)=+V3+i.
b)  Démontrons que le point E' est un point du
cercle C':A'E’ = |e' —a'| = [V3 +i—2i| = 2, donc

E’ appartient bien au cercle C'.

) e—-d=1-iV3-2-2i=-1-i(V3+2)et
(V3+2)(e'—d)=(V3+2)(V3+i—-2-2i) =
(V3+2)(V3-2-i)=1-i(V3+2). Donc

e —d = (V3 +2)(e’ — d). Cette égalité s’écrit
vectoriellement DE = (V3 + 2)DE’, doncDE etDE’
sont colinéaires ou encore E appartient a la d(DIEE)
ou encore E, E’ et D sont alignés.

6. Dans la rotation, la droite (ED) ou encore d’apr
la question précédente la droite (EE’) a pour image
droite perpendiculaire (E’D’) : donc le triangle 'BE
est rectangle en E’'.

Exercice 13 :On considere les points A et B
d’affixes respectivesa = —2+/3 — 2i et

b = —-23 + 2i.

1. Calculer les distances OA, OB et AB. En
déduire la nature du triangle OAB.
2. On désigne par C I'image de A par la rotation

de centre O et d'angleg. Déterminer I'affixe c du

point C.

3. Ondésigne par D I'image de A par
I’'hnomothétie de centre O et de rapport 2.
Déterminer I'affixe d du point D.

4, Placer les points A, B, C, D sur une figure
(unité graphique : 1 cm).

5. Préciser la nature du triangle BCD en la
justifiant.

6.  Soit E le symétrique de D par rapport a |,
milieu de [BC]. Montrer que le point E est I'image

de C dans la rotation de centre B et d’anglg.

Correction : A(—2+/3 — 2i) etB(—2v3 + 2i).

ZD_ZO=2(ZA_ZO)C>ZD=ZZA=d=

¥ 3 X X ¥ 3 3 2 X X 3 2 X X X 3 0 X X X 3 0 3 X X 3 2 0 X 3 3 0 X X 3 2 X X X 3 0 0 X X 3 0 0 2 X 3 2 0 SRS 3 0 0 2 3 2 2 0 X 3 0 0 3 3 0 0 2 0 0 2 2 0
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*
4. Placer les points A, B, C, D sur une figure Le triangle ABE est rectangle isocele en E. i
(unité graphique : 1 cm). b) Le triangle CDF est I'image du triangle ABE pari
5.  Le triangle BCD est équilatéral ; en effet : DC = 12 similitude S, donc CDF est semblable a ABE, donc%'
BD = BC= 4y/3. rectangle isocele en F.

Exercice 16 :D’unité graphique étant 4 cm. On
considere le point A d’affixea = 1 et le point B est
'image du point A par la rotation de centre de O &
d'angle Z.

6. Imiieude[BC]:z = %22 = —\3—i. Le
point E est 'image de D par 'homothétie de cemhiee
de rapport -1, d’ou son affixevérifiee + V3 +i =
—1(d + V3 +i) © e = 2v/3 + 2i. L'image de C dans

la rotation de centre B et d’ang;-[ea une affixee’ 1.  Calculer I'affixe b du point B sous forme

L ) m ) . exponentielle puis sous forme algébrique.

vérifiante’ —b = e3'(e —b) &' =23+ 2i =e. 2. Soit H le milieu du segmen{fAB]. Calculer

Donc E est bien I'image de C dans la rotation ddree |, .. . . .
I'affixe h du point H sous forme exponentielle puis

B et d’anglel. .
£ _ 143 o dére la similitude S d'éerit sous forme algébrique.
ercic :On considére la sim écriture - —
EXercice 22 ! Imilitude tu 3. Justifier que (04,0H) = = [2m].

complexez’ = (1 +iV3)z + 2V3. 12

4, En déduire les valeurs exactesos— et smﬁ.

1. Déterminer les éléments caractéristiques de S. L3
g Correction : A(1) etr (O;E); Z =e6z = (‘/2—§ + %l) Z.

2. Déterminer I'image A' du point A d'affixe 1 + i

par S. 1. b=e%ia=§+%i.
3.  Déterminer I'écriture complexe de la L
. , . +—+- N
similitude réciproque de S. 2. h= aTH’ = szl = 41 2+‘/_ et|h| = 2;"5,
V2+v3
Correction : z' = (1 +ivV3)z + 2V3 . donch = -— [c 0s T+ isinT|.
3. Comme la rotation conserve les distances, le
1. les éléments caractéristiques de S : triangle OAB est isocele, alors la droite (OH) est
a=1+iV3=2eietzg=-2 = 2‘/5\/_ -2 médiane et aussi bissectrice, d¢adl, OH) =
1-a  1-1-iV3 ’ 1 — —— -
doncs [k=2; a =2 ; 0(2i)]. 2(04,0B) = 5 [2n]. .
—_— —_ T
2. z4,=(1+i3)z +2V3=1+iV3 + 4. (0A0H)=arg (i) =7 l2nl,
3.  la similitude réciproque de S :z = Y. » On en deduit que
. ' ;_ (1-iV3 V3 3, = 4
(1+l\/§)z +2V3 ez —(T)Z—?+El. - \/—Jﬂ/— ™ \/—\/—
cos - =—,— et des n-=-—
Exercice 15 :On considére les points A, B, C et D Exercice 17 :Soit S Ia similitude dlrecte d”ecriture
d'affixes respectived; - 1; 5 + iet1 + i. complexe :z' = (\/—— l\/—)z+ [—
1.  Déterminer I'écriture complexe de la 1.  Déterminer les éléments caractéristiques de S.

similitude directe S telle que S(A)=CetS(B)=D 2.  Déterminer le point A I'antécédent de O par S.
2. Déterminer les éléments caractéristiques de S. 3.  Déterminer I'ensemble des points d’affixe z

3. tels que (V2 —ivV2)z +i—1| =2
a)  Soit E le point d'affixe — 1 + i et F = S(E). Correction: S:2z' = (V2 - iV2)z+i— 1.
Placer les points A, B, C, D, E et F. En déduire la 1. Les éléments caractéristiques de S :
nature du triangle ABE. ] ) _m; b
b)  En déduire la nature du triangle CDF. a=vV2-iV2=v2(1-1)=2e"+ etz= —a_
Correction : A(i), B(—1) ; C(5 +1i) etD(1 +i). -1 _ —1+2V2+i
Z az, +b 1-V2+iv2 5-2v2
1. S(A)=CetS(@B)=D {C A - T
(A= Cets®) zp=azg +b " Sk=2;a=-7 %= 15122@“).
; - le etb,|=, 3 _tl -z = (tz - tz'L)Z +d3 _Sll' 2. L'antécédent de O par SS(4) = 0, donc
: escleem(\e/n_s_cz?rac éris |<2ues (:_i : Z=00 (VI-iDuti-1=00z = \/;_—ll .
@a=2-20=2V2e v etzg =10 =155 = 71— 3 ensemble des points d'affixe z tels que
. w .
i, doneS[k=2vZ; a=-5;0(-1-1) |(V2-iV2)z+i-1|=2:|Z|=2 OM' =2, 0r
3. OM’ = 2AM (car S a pour rapport 2 ) on obtient donc
a) zg=2—-2)zg+3—i=3+3i AM =1 .M est sur le cercle de centre A de rayon 1
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Exercice 18 :Soit ABC un triangle isocele rectangle
en A de sens direct. On note D le symétrique de A
par rapport a C.

1. Déterminer le rapport de la similitude directe
qui transforme D en C et C en B.

2. Soit Qle centre de S .Que peut on dire du
triangle QCB ? En déduire une construction de.

Correction : ABC un triangle isocéle rectangle en A deR'0R : z’
c’est une translation de vectaue= —3 + 7i

RoR':z'=—i(iz—5+5i)—2+2i=z—-7 - 3i,
c’est une translation de vectaue —7 — 3i on
remarque qu&’oR # RoR'.

Z[2m], le triangleQCB a donc les propriétés suivantes : , _
4 Exercice 20 :A tout point M du plan complexe,

d’affixe z, etM'(z) et M''(z), on fait correspondre :

sens directD = S;(4).
1. Le rapport de la similitude directe qui

transforme DenCetCenB % % =/2.
2. Langle de Sest(DC;BC) = (CA;CB) =

0B =V20C et(QC; 0B) = 7[2m]. QCB est donc
isocele rectangle en C (de sens dire€PAB est un
rectangle)

Exercice 19 :D’unité graphique : 2 cm. Soit4, B, C
et D les points du plan complexe d’affixes
respectives z, =1+1i,zg =-3+3i;,z, =2+ 2i
etzp = —4 + 4i. E et F les milieux respectifs de
[AC] et [BD].

1. Placer les point#A, B, C, D, E et F.

2. Démontrer qu'il existe une rotation unique, R
qui transforme A en B et C en D. déterminer son
centre, |, et son angle.

3. Démontrer qu'il existe une rotation unique, R’
qui transforme A en D et C en B. déterminer son
centre, J, et son angle.

4, Que peut-on dire du quadrilatére IEJF ?

5. Etudier R'0R et RoR’.

Correction : A(1+ i), B(—=3+ 3i) ; C(2 + 2i) et

__ ZpatZc _ 1+i+2+2i _ 3+31

D(_4+41)ZE - 2 2 > etZF =
Zp+zp _ —3+3i—4+4i _ —7+7i
2 2 -2

1. Placer les point#A, B, C, D, E et F.

2. a = B eth = -2 + 2i,
Zp—Zc 1+i—-2-2i

donc unegotation unique, R qui transforme A en B et

—-2+42i

—%4B7%D _

CenDest'=iz—2+2ietson centre; = —

—2 et son angle = g [27].
3. a:ZD_ZB = 272 = —ieth = -5 + 5i,
Zpo—Zc Zpo—Zc

donc unegotation unique, R’ qui transforme A en D et

CenBest' = —iz—5+ 5i et son centre; =
~5+5i
1-i
4. Nature du quadrilatére IEJF :

3+3i

7,3 _ [29
2 +2|—|z+5‘|-ﬁ

= —5etson angle = —% [27].

|Zﬁ3’| = |zg —z| = |

28| = |26 — 2| = |5~

|Zﬁ| = |ZF_Z]| =| 2

IEJF est un rectangle.

5.

Quelles sont les images pdr de :

M =SM)/z =1 +i)z—2i=+2er'z—2i
M =Sz = (S)z+it1=LeHz 1+

PR

a) ladroite (D) d'équation:x—4y—2=07?
b)  du cercle (C) centrel(0, 1) et de rayonv2 ?
Correction :

1.

a=1+i=\/§e%ietzﬂ=
doncS[k=\/f; a=% ; Q(Z)].

2.  Les éléments caractéristiques de S’ :
11— V2 I _ b 140
a=—=-—e:* etzﬂ—l_a— = = 2,

doncs’ [k =V2; a= —% ; Q(Z)].

3.

P (1-i . 1-i . .
z = (TL)Zs(z)'H"'l: (TL)[(1+1)Z—21]+1+
i = z, doncS’'oS est symétrie centrale d’origine du
repéere.

4.

T[k=(\/f)4=4; a=4x% =m 9(2)],
b=zq(1-a)=2(1-4e™)=10,

DoncT: z = —4z + 10, poson{z =X T oy

T:{x
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3+31

2 2 \/ 2
+ 5| = |E+Zi| = ’2 donc
2 2 2

Etudions R'oR et RoR’ :
—i(iz—24+2))—5+4+5i=2z-3+7i,

—-7+7i

M' =S(M) telle quez = (1 + i)z — 2i

M’ =S'(M) telle quez” = (%)z +i+1

Déterminer les éléments caractéristiques de S.
Déterminer les éléments caractéristiques de S'.
Déterminer la nature deS’oS.
Soit T = SoSoSoS.

Les éléments caractéristiques de S :
b —2i

j— - = 2,

1-1-1i

o=

1——
2

Nature de S'0S : S’05(z) = S'[S(2)]

T = SoSoSoS. A partir de S on déduit

z=x+1iy
x=32-1y
=!—_4f:10@ 2 14,.
y Y y=-3y
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Les images parT de :

a) Limagede (D):x—2y—

©) (G-1x)-4(-1y)-2=0oy'=tr -1
ou donc (D) :—x+4y+2=0.

b)  Limage du cercle (C):[1(0,1); r =v2 |
le cercle (C’) {I'(10,—4); r = 4V2 ] car
=—4z,+10 = 10 — 4i.

2 = 0 est la droite

Zy

Exercice 21 :On désigne par S I'application qui &
tout point M de coordonnéeqx; y) du plan associe
le point M ' de coordonnéegx’; y) tel que :

X' =-x-y+2
{ y=x-y-1
1.  Calculer I'affixe z' de M' en fonction de
I'affixe z de M.
2.
a) Démontrer que S est une similitude plane
directe.
b)
3.  Soit g l'application qui a tout point M du plan
associe l'isobarycentre G des points M, M' et
M" = S(M").

a) Calculer en fonction de z les affixes des points
M" et G.
b)  Démontrer que g est une similitude plane

directe. Quel est son centre ?

4, Déterminer l'affixe du point M, tel que g(My)
(Mp) = O (origine du repére).

5.  Placer les pointsM, , My' = SMy),

M, =SM,’), I.

Correction : S: {x =TxX-y+2
y=x—-y— 1

1.5:z=x'+iy=—x-y+2+ix—y—-1)=

z =(-1+i)z+2—i.

2.

a) L'écriture précédente est celle d'une similitude
plane directe. Donc S est une similitude planectire
b) les éléments caractéristiques de S :

37, s
a=—1+i—\/7eTletz,—L— 271 =1,

1-a 1+1-i
doncs[k V2:ia=Z 1(1)]

3. Soit z" I'affixe de M" et z l'affixe de G.

a) z'=(C1+dz+2-i=(C1+)[(-1+
742 [+2-i=— 2iz+1+27 Et

z+z'+zir z+(—-1+40)z+2-i-2iz+14+2i —iz+3+i
26 =73 ~ 3 =T 3
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Préciser son angle, son rapport et son centre .
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vz e —iz+3+i . *
b)  L'écriture complexe; = est celle d'une

similitude plane directe, dorgrest une similitude planei

. . P b
directe. Son centre a une affixe vérifiagt= T

S

1+

f = 1. Donc le centre dg est le point | centre de S.

4 Pour déterminer l'affixe du pointdMel queg(M,) =
0, onrésout I equatlonﬂ 0o z=1-3i.

C) Mo(l 3[) MO (4+3[) MOH( 5) l.

Exercice 22:0n considére I'applicationS qui a tout
point M de coordonnéegx, y) fait correspondre M’
de coordonnéegx’, y’) telles que :
{x' =x+yV3—2V3

y' =-xV3+y++3

1. La transformation S est-elle bijective et a- t-
elle des points invariants ?

2.  Calculer x" ety'" en fonction dex ety, puis
x'""ety'"" en fonction dex ety.

3. Démontrer que S est une similitude plane
directe et déterminer ses éléments caractéristiques
Déterminer la nature deSoS et celle de SoSoS.
Quelle est I'image par S de la droite (Ou) ?
Quelle est I'image parS de la droite (0v) ?
Quelle est I'image parS de la droite (d)
'‘équation: x —y+2=07?

Quelle est I'image parS du cercle de centre
I1(—2,1) et de rayon2 ?

*

4.
5
6.
7
d
8

x' =x+yJV3-2V3

Correction : §:
- { =-xV3+y++3

1. det( f/—‘/l—)—1+3—4¢0 alors la
transformatiors est bijective et a pour point

L {x’=x {x=x+y\/§—2\/§ {x=1

invariant}”, _ ~ & e L.
y = y=-x3+y+v3 =2

{x”=x’+y’\/§—2\/§

2. . =
=—x'V3+y' +3

{x”=x’+y’\/§—2\/§@

y' = —=xV3+y ++/3

{x"=—2x+2y\/§+3—4\/§

y'=-2xVy3-2y+6+2V3

{x”=—2x+2y\/—+3 4\/_

y'=-2xV3 2y+6+2\/_

x" = =2x' +2y'\/_+3—4\/_@{x”'=_8x+9

y' = -2x\V3-2y'+6+2v3 ' '=-8y+18

3. S:z=x'+iy =x+yJy3-2V3+
i(—xV3+y++3)=(1-iV3)z+V3(i -
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Donc Sz’ = (1 —iv3)z +V3(i — 2)
Les éléments caractéristigues de S :
a=1-iV3=2e3 et
_ b V3(-2) _ V3(i-2) _ :
0T T B wE 1+2i,
Doncs[k =2;a=-%3;001+ 2i)].
2

4.  SoS [k =22=4a=-2;001+ 2i)], donc

SoSest unesimilitude plane directe et

So0SoS [k =23 =8; a=—m; Q(1 + 2i)], donc

SoSoSest unssimilitude plane directe.
5. L'image par S de la droite (0u) est(oa’)) :
ﬂ{x =1 x =1-2V3

y=0 y' =—/3++3
6. I'image par S de la droite (0v) est(og”) :
{x =\/§_2\/§=_\/§0ar*{x20

y =143 =1
7. I'image par S de la droite (d) d’équation :
x—y+2=0:

Soient les pointa(0; 2) etB(—1; 2) appartenant a (d)
leurs images par S e&t(0; 2 + v3) etB’ (2\/%1_1)

AM [y_xz"_o \/g] etA'B’ [ \/;3] Les vecteura'M etA'B’

soient colinéaires. On calcule leurs déterminants
4 M. AR — x -1 | _
det(AM; AB) =0 | _* - t|=0

d) (V3-3)x+y—-2-+v3=0.

8.  lmage par S du cercle[I(—2;1);r =2 | estle

cercle[I'(-2 —V3;1+3V3);r=4],, carz, =
(1-iV3)z, +V3(i—2) =—-2—V3+i+3iV3.

Exercice 23 :0On note S la transformation suivante :

So 1,
2 27 La méme transformations fait
. V31
y=5%-3y

correspondre aM'(x',y") le point M"(x",y'"), puis &
M'" le pointM"'(x"", y'").

1. Calculer x'"" ety'" en fonction dex ety, puis
x'""ety'" en fonction dex ety.

Identifier la transformation T = SoSoS.

2. La transformation § a- t- elle des points
invariants ?

3. Vérifier que ||oM| = ||oM).

4, Calculer sin (WAW) etcos (WAW)

5. En désignant parz et z’ les affixes respectives

de M et deM’, déterminer z’ en fonction dez. En
déduire la nature et les géométriques de S.
6. Identifier la transformation T = SoSoS.

’ X \/§

Correction: S . y

1 {Zx = —x'—~/3y ou {4x = —2x'— 23y o

2y =+/3x"—y' 4y" = 24/3x'— 2y’
V3
2" =—x+\3y _J¥ =73tV
2y”=—\/§x—y yyz—ﬁx—z
2 2

2x" = —x'+ 3y {4x’” = —2x'+ 2V3y'
ou =3
2y = —/3x'—y' 4y" = —2+/3x' = 2y’

{ix =dx {; ~ % Identifions la transformation

T = SoSoS = Idp(involutive).

x 3 V3

) X==7737 r=-7
. _\/§ y (=1 _\/§ , on remarque

y=5%73 y=73%

que S a un point invariant qui est I'origine duéepO.

3. [[oM]| =1zl = Jx2 +y2 et||om|| = |21 =

TG = (5 -) + (Fx-2) -
Jx2 +y2, donclz| = |z'| d’ou ||OM|| = ||oM].
4.  mes (O—ﬁ, W) =aryg (ZM'_ZO) = arg (Zﬂ) =

ZpM—Zo ZMm

—= = —x—\/§y+i(x\/§—y)>
mes (OM, OM) =arg ( 2t iy)

—= =\ —x—iy+iV3(x+iy)] _
mes (OM, OM) =arg [—2(x+iy) ] =

3.1 2
arg [—E-}-?l] = ?n [27]
sin (W, OM’) =-1 etcos (W, OM') = ﬁ
2 2
2T,
5. S:z'= (—% + ?i)z = e3'z. S est une rotation
2T,

caractérisée parz = es ' etz, = :—a =0,

doncs [k =1 a=2; 0(0)].

6. T =S0SoS [k=1;a =2m; 0(0)]
Exercice 24 :0On désigne parm un nombre
complexe non nul. Soit la transformation S
définie par : z' = mz + 2 — 3i.

1. Donner la nature de la transformation S.
2. On considére que le centre e€d(1 + i).

a) Déterminer le nombre complexen pour que S

ait le centreQ(1 + i).

b)  Quel est alors le rapport de cette similitude
directe ?

c)  On appelle@ I'angle de cette similitude.
Calculer tan @ et donner le signesin 8. Donner une
valeur approchée a10~2 prés de@ en radians.
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d) Quelle est 'image par cette similitude du
cercle de centreD et de rayon4 ?

3. Donner la nature de S pourm = 2i.

4.  On posem = ni. Déterminer le nombre
complexen :

a) pour que S ait le centreQ)’(2i) ;

b)  pour que S soit une translation dont on
précisera I'affixe de son vecteuix ;

C) pour que S soit une rotation. Préciser Préciser

dans chaque cas l'affixe de leur centre;

d) pour que S soit une homothétie. Préciser dans

chaque cas I'affixe de leur centre ;

e) pour que S soit une similitude plane directe de

rapport 2.
Correction: me C* /z' = mz + 2 — 3i.

1. Sest de laforme’ = az + b, donc S est une
similitude plane directe avec= m etb = 2 — 3i.

2. Q1+

a) Saitle centreQ(1+1i):
b=2-3i=z5(1—-m)ouzq(l—m) =
A+D(1-m)=2-3i ®m=%+§i.

3 5. V34
b) k=|a|=|m|=|—+—l|=—.
2 2 2
¢) tanf =32 =2etsing = -—. Une valeur
" cos® 3 T V3a

approchée 4072 prés d&d = 1,49.1072 en radians.

d) limage du cercle(0;r = 4) par S est le cercle

[A2 - 30);7 = 2v34] carzy = (3 +2i) zp + 2 -
3i=2-3i.
3. m=2i=2e?" ondéduitz’ = 2e2'z + 2 — 3i,
= i:zi = % S est une similitude plane directe
L 2 b4 ; (8+i
caracterisé pa§ [k =2;a= 2 Q (T)]
4.  Onposem = ni. Déterminern :
z' =niz+2-3i
a) Saitle centreQ’(2i);
b=2-3i=2zq(1—ni)ouzq,(1—ni)=
Ri)A—-ni)=2-3ieon=2-5i.

Zqy

b) S soit une translation dont on précisera I'affixe

desonvecteux:ni=1<n= % = —ietx(2 - 3i)
c) Ssoitunerotation:|nil=1<n=1o0u

n = —1 et son centre est d'affixe :

2-3i 5
. Pourn=1lalorszq =~"—=-—

i
2-3i 5.
. Pourn=—-lalorszqg ==— = —-—2|,

1+i 2
d) S soit une homothétie commeb = 2 —3i = 0

1
2
1
2

alorsni = 1 & n = —i n'existe. Donc pour que S soit b)

une homothétid faut que n = —ik aveck € R —
{0; 1} et 'ensemble du centre est d’affixBour

. 2-3i 2-3i 1-ik 2-3k
n=—ikalorszg = —="— — = -
1+ik 1+ik  1-ik 1+k?2
2k-3 .
ol aveck € R — {0; 1}.

e) S soit une similitude plane directe ni = 2 <

n= % = —2i et son centre est d’affixe :
Pourn = —2i alors z = % = —%—%i.
Exercice 25 :

1.

a) Trouver les racines carrées du nhombre
complexe-8 + 6i.

b) Résoudre dans I'ensembl€ des nombres
complexes I'équation :
(z-D[z22-A-Dz+21-D]=0.

c) Onposem = x + iy. Déterminer un nombre
complexem tel que les trois nombred — m ;
—2i—metl+i—m aient méme module.

2. On considere les pointM,, M; et M, d’affixes
respectivesl, —2i et1 + i.

a) Déterminer I'affixe du barycentre G des
points My, M; et M, affectés des coefficients
respectifs —2, 2 et 1.

b)  Discuter I'ensemble des points Nlz) du plan
tels que—2MM,? + 2MM,% + MM,? = k ou k est
un nombre réel.

c) Soit S la similitude plane directe laissant le
point My invariant et transformant My enM,.
Trouver la relation liant I'affixe z d’'un point M et
I'affixe z' de son image M’ par S.

d) Quelle est 'image parS du cercle (C) de
centre O et de rayor2 ?

Correction :

1.
a) racines carrées du- 8 + 6i.

Posong = x + iy tel quez? = —8 + 6i puis on résout

x?+y? =82+ 6% = 10 x* +y* =10
x2_y2=_8 = xZ_y2=_8
2xy =6 xy =3
x?+y*=10 2x% =2 x=7F1
x2—y2=-8 ©{2y?=18 < {y=7+3 alors
xy =3 xy =3 xy =3

les racines carrées du nombre comple®et 6i sont
—1-—3ietl+ 3i.
Résoudre danscC:

Page 52 sur 229

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

(z-D[z2-(1-Dz+21 -] =0.
z—-1=0sz=10uz?-(1-i)z+2(1-i)=0

A= (1-1i)?—4(1 —1i)2 = —8 + 6i alors les racines

carrées dlh= —8 + 6i sont—1 — 3i et1 + 3i.

1-i—(1+3i 1-i—1-3i —4i .
Z’ = ( ) = =—=-2i
2 2 2
1—i+(1+3i) 1-i+1+3i 2+2i .
7' = 5 = > = > =141

Sc ={-2i; 1,1+ i}.

C) m=x+iy.
|1—m|=|—2i—m|=|1+i—m|
[1-m|=[1-x—iy|=JA—x)2+y?
|-2i—m|=|-x—-i2+y)|=yx?+ 2 +y)?
1+i-m|=1-x+il-y)]|=

JA =07+ (1 +y)?
JA-22+y2=J/0-0*+(1-y)? <
A-y?=y’e2y=ley=;

. 1 1\2 12
S'yZE(:)\/x2+(2+E) =\/(1—x)2+(5)
4x2+25=4(1—x)2+1<=>—8x=20<=>x=—§

Donc m = —§+%i.

2. Mp(1), My (—2i) etM,(1 + i).

a) [Iaffixe du barycentre G des pointsM,, M, et

M, affectés des coefficients respectifs2, 2 et 1.

—2zZvyt22zM, 20,
—2+2+1

zZg=-21)+2(-20)+AQ+i)=-1-3i

b) I'ensemble des points M z) du plan tels que

—2MM,? + 2MM; % + MM,? = k oul k est un

nombre réel. Posong = x + iy

—2MMy? = =2[(1 = x)? + y?] = —2(1 — x)? — 2y?

2MM, 2 = 2[x2 + (2 + y)?] = 2x% + 2(2 + y)?

MM,% = (1 -x)% + (1 + ¥)? en ajoutant membre

Zg = = —2zy, + 2zm, + Zu,

x?+y%+2x+ 10y +8 =k ou 2492 =+32442=5 x2+y?2=5
(x+1)?2+(y+5)?%2=18—k x2—y2=3 o{x2—y2=3

. si18 — k < 0 alors cet ensemble est vide ; 2xy =4 xy =2

. si18 — k = 0 alors cet ensemble estle pointG; ( x2+y2 =5 2x2 =8 x = F2

. si18 — k > 0 alors cet ensemble estle cercle dedx2 —y2 =3 & {2y?=2 {y = +1 alors les
centre G et de rayan= V18 — k. xy =2 xy =2 xy =2

C) S(Ml) = M1 etS(Mo) = MZ .

S(My) =M; & zy, = azy, +b et

S(Mp) =M, © zy, =azy, +b

{ZMl = azy, +b { a= xi:x
b

Zm, = azy, + b

= ZM1 — a.ZM1
_ —2i-1-i _ -1-3i _ —1+2i _ 1-2i+3i+6 _ 7 + 1
T o—2i-1  -1-2i 7 -142i 5 T 5 ' 5

. (7,1, N _ 4., 5
b =2zy, —azu, =—21—(§+§l)(—21)=§l—§
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o (71 45
S:z —( + l)z+51
cercle (C) :[0’ (gi ——); r'=2la| = % ] car
zor=(2+3i)zo+5i-2=2i-2

Exercice 26 :

complexe3 + 4i.

solution imaginaire purezg siP(z) = 0.

Re(zl) < Re(zz)-

d’affixes respectivesz,, z1, z, etm tel quem € C.
Soit S la similitude plane directe transformantM,
en Ml eth enMg.

M et I'affixe z’ de son image M’ par S.

ait le centreQ(i).

que S soit une rotation. Préciser dans chaque cas
I'affixe de leur centre.

soit une translation dont on précisera I'affixe deson
vecteurXx.

Correction :

Posong = x + iy tel quez? = 3 + 4i puis on résout

racines carrées du nombre compl8xe 4i sont—2 — i
etz +1i.

P(bi) = (bi)3 — 4i(bi)? — (6 +i)(bi) +3i—1=0.
P(bi)=b—1+i(=b% +4b%>—-6b+3)=0

—b3+4b%* —6b+3 =0

7 1 5

5 5 5
L'image du cercle (C) :[0(0,0); r =2 ] estle
5
5

5 5

Trouver les racines carrées du nombre
Soit I'équation définie par

P(z)= z2 —4iz? - (6 +i)z+3i—1
Vérifier que cette I'équation admet une

Résoudre dansC P(z) = 0 ou on considere

On considére les pointMy, M, M, etM;

Trouver la relation liant I'affixe z d’'un point
Déterminer le nombre complexan pour que S

Déterminer les nombres complexest pour

Déterminer le nombre complexan pour que S

racines carrées du nombre complexa + 4i.

P(z)= z3—4iz? - (6 +1)z+3i—1
Soitzy = bi cette solution, donB(bi) = 0 alors

b—1=0 {b=1
Z():i.
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b) Résoudre dansC P(z) = 0 ou on considere
Re(z1) <Re(zz).

P(z) = (z—i)(z? +az+b)

P(z) = z2+(a—i)z?+ (b—ai)z—1ib

P(z) = z3 —4iz2 — (6 +i)z+ 3i— 1 par
identification onaa = —3ietb = -3 —1i.

22 -3iz—-3-i=0,
A=-9+4+4(3+4+i)=-9+12+4i=3+4idontles

racines carrées sor2 — i et2 + i.

31 2—i 3i+2+i
! 2 —1+1—ZletZ2—

DoncS¢ = {i; —1+1i;1 + 2i}

3. Mo(i),My(—1+ i), My(1 + 2i) etM3z(m) tel
quem € C. S(My) = M; etS(M;) = M3

a) SMg)=M; ©zy, =azy,+b

S(My) =M; © zy, =azy, +b

=1+2i

ZM3_ZM1
= a=—--:
{ZMl _ Mo : Z & { ZM, ~ZMg
Mz = A2, b = zy, — azy,
_m+1—i_m+1—ix1_—i_m—mi—2i_m_m+2.
Ta42i-i 0 1+i 1-i 2 T2 2 ¢
. .(m  m+2,
b=ZM1—aZM0=—1+l—l(;—Tl)

2-m
b—?+Tl
s:z'=(3-"20)z+ 2+ 20

2 2
b) SaitlecentreQ(i): b = zq(1 —a)

2—-m . m m+2
b—;-}‘Tl—l[l—(;——l)](:)m— —1.
c) S soit une rotation :
k=lal = %—m—ﬁll—lc)m +(m+2)?%2=40u

2 m=20
+2m=0¢& +2)=0&
m m m(m + 2) {m=—2

Z b
Préciser son centreb = zg(1 - a) & zq = —

. Pourm=0:a=—-ieth=—i
- —i —i 1 .
donczg =7 =X =—; (14D
1
. Pourm = —1: a=—5—-letb———+—l
donczg = 2030 _ Z143i _ —uesi aoi 100y
Q _1+%(1+i)_2+1+i_ 3+i 3-i 10

d) S soit une translation :
m m+2

a=?—71—1<=>m(1—1)—2+21
2+42i 2420 1+i 242i42i-2 .

m = - = — X —=——"=12]
1-i 1-i 1+i 2

Affixe de son vecteurx esth = ZZL
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Exercice 27 :

1.  Trouver les racines carrées du nombre
complexe3 + 4i. Résoudre dan<C I'équation définie
par zZ — (4 + 3i)z + 1 + 5i = 0 ol on considére
Re(z1) < Re(z2).
2. SoitI'équation définie par

P(z) = 22— (5+3i)z2+ (5+8i)z—1—5i
a) Vérifier que cette I'équation admet une
solution réellezgy siP(z) = 0.
b)  Montrer que
P(z) = (z—29)[2z® — (4 + 3i)z + 1 + 5i].
Résoudre dansC P(z) = 0.
3. On considére les pointM,, M; etM, d'affixes
respectiveszy, z etz,.
Soit S la similitude plane directe laissant le poinM,
invariant et transformant M; enM,.
a) Donner 'écriture complexe d’une similitude

plane directe tel que”W” = ke®||QM]||. Montrer

“2) [2n].
b) Trouver le rapport k et I'angle 0 de S.

c)  En déduire I'écriture complexe de S.

4. Pour m un nombre complexe non nul, on
définit la transformation par : z' = —2iz + m.
Trouver le rapport k’ et I'angle 6’ de SoT.

quek = | | et 'angle estd = arg(

Correction :

1. De I'exercice précédent les racines carrées du
nombre complex8 + 4i sont—2 — i et2 + i.
Résoudre dansC z? — (4 + 3i)z+ 1+ 5i = 0.

A= (4+31)?—4(1+51)=16+24i—9—4—

20i = 3 + 4i ou les racines carrées seft —i et2 + i

44+3i—-2-i 443i+2+i .
"= > —1+1—ZletZ2— =3+ 2i

DoncS¢ = {1 +i;3 + 2i}.

2. P(@)=2z>-(5+30)z2+(5+8i)z—1-5i

a) Soitzy = a cette solution, donB(a) = 0 alors

P(@)=a® - (5+31)a?+(5+8i)a—1-5i=0

{a3—532+5a—1=O@{a3—532+5a—1=0
—3a2+8a—-5=0 32 —8a+5=0

Pour3a? —8a+5 =0, A= 64 — 60 = 4 alors

8—-2 8+2 5 , ege
a' = - = leta = — =7 On vérifie les valeurs de

a dans I'équation® — 5a® + 5a—1 =10

5 5\3 52 5
. Poura = 3 alors(g) -5 (5) + 5.5 -1=
125 - 1254 25 -5 = 20 # 0 ce qui prouve que
a= g n’est pas solution de(z).
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. Poura =1 alors(1)3 —=5(1)? +51—-1=1—
5+ 5—1 = 0 (vraie) ce qui prouve que =1 = z,
est solution d®(z).

b)  P(z) = (z—2z0)[z* — (4 + 3i)z + 1 + 5i]
P(z)=(z—1[z2— (4 +3D)z+1+5i]=23-
(4+3D)z2+(1+5)z—22+(4+3i)z—1-5i=
z3+(—4-3i—1)z2+ (1 +5i+4+3i)z—1—
5i=23—(5+3i)z?+ (5+8i)z—1—75i
Résoudre dansC P(z) = 0 0UR.(Z1) < Re(Z3).

7z, =1+ietz, =3 +2idoncSc ={1; 1 +i;3 + 2i}
3. My(1),M;(1+1i), My(3 + 2i).

S(My) = My etS(M;) = M,.

a) ”W” = ke%||OM|| & 2’ -z, =

ke®(z — zq) & z’ = ke®z + (1 — ke®)zq

7' —zq =kebl(z—zq) & |72/ — 29| = |ke9i(z - zg)|
|z" — zq| = |ke9i|. |z — zq| or |eei| =1let|k| =k

" _ _ _ |Z,—ZQ| _ Z’—ZQ
|z' — zq| = K|z —zo| & k= il P
”QM’” = ke%||OM|| & 2’ — zg = ke®i(z - zy) &

arg(z' —zq) = arg[keei(z — ZQ)] =arg(z —zq) +
arg(ke®) & arg(z' — zq) —arg(z — zg) = arg(eei)
arg(e®) =0 = arg (ZZ’__ZZ‘?) [27] .

b)  Trouver le rapport k et 'angle 6 de S.

zZg=2my=20=1,2 =2y, =2, =3 +2i et

_ L, ; _ |Z=za| _ |72=20| _
z=1zy, =21 =1+1 alorsk = 0| = |22
|2+.2‘| —2-2i|=2VZ or 22 =2 _2i=34

i Z1— 29
Donc® = arg CZ_E") = arg(2 - 2i) = -7 [27]

140

c)  Déterminer I'écriture complexe de S.
b=(1-ke®)zg = (1-2vZe™+) = 1 +2i
S:zZ=02-2)z+1+2i

4, Tz =-2iz+m.

Trouver le rapport k' et I'angle 8’ de SoT.

SoT(z) =S[T(2)] z' = (2 — 2{)zy(z) + 1 + 2i ou
z' =2 —-2i)[-2iz+m]+1+2iou
z'==2i(2-2)z+1+2i +m(2-2i)
k'=1-2i(2 - 20)| = |-2i].|2 — 2i| = 4V2

0’ = arg[—2i(2 — 2i)] = arg(2 — 2i) + arg(—2i)

0" = arg(2 — 2i) + arg(—1) + arg(i) = —E+ ¥ +§

0 =-T+n+l=T(-1+4+2)=T= -2 oq]
4 2 4 4 4

Exercice 28 :Soitm € C — {1}.

1.  Soit I'équation (E) définie par
21+ D)z> +2(m+ Dz+mi(1—i) = 0.
Résoudre (E) dan<C.

2. On considere les pointM, et M, d’affixes

-1-i
—
Soit le pointM, milieu du segmenf{MyM; |.

respectives’z2 (—1+1i) et

Soit S la similitude plane directe laissant le poinM,

invariant et transformant M; enM,.

a) Trouver la relation liant l'affixe z d’un point

M et I'affixe z’ de son image M’ par S.

b)  Déterminer le nombre complexan pour que S

soit une rotation d'angle de mesure'zf.

Exercice 27 :Soitm € C — {1}

1. (E)21+D22+2(m+Dz+mi(1—i) =0

A= (m+i)?-2im(1+i)(1—1i)
A'= (m+i)? — 4im = m? + 2im + i? — 4im

A'= (m+i)? —4im=m?-2im+i% = (m —i)?

_ —(m+i)—-(m-i) _ m. .
20=" 0 2 (-1+4+1i)et
_ —(m+D+(m-i) _ 1, .
1= 2(1+1) T2 (=1-10

DoncS¢ = {% (—1+10); %(—1 - i)}

2. Mo |3 (-1+D]; My [57] etM, milieu du
m N1 . '
[MOMl] Sz, = 2( 1+l);’2( 1-i) _ —(m+1);-1(m—1).

S(Mo) =M, etS(Ml) = M,.

—(m+1)+i(m—1)_m

Zo—2Z (=1+1)
a) a= Zj—ZZ = —14—i m : . =
> —7(—1+1)
Q= -m-1+2m+i(m-1-2m) _ m-1-i(m+1)

—2+2m+i(-2+2m)  2[m—1+i(m-1)]
_ m—1-i(m+1) E __ 14+mi
T 2m-1)@+) T 1-i 2(m-1)

b = zy, — azm, =%(—1+i)[1+

1+mi
2(m—1)]
m(1+mi)(2m—1+mi)

4(m-1)

b) S soit une rotation d’angle de mesuré—zt :

b =

1+mi 7 . . . .
a=——"_=¢ =i —1—mi=2im—2i
2(m-1)
. i 2i—1 —i 2 1.
3im=2i-lem="—x—=4-i
3i -1 3 3
Exercice 29 :

1. Trouver les racines carrées du nombre
complexe—6i.

2.  SoitI'équation définie par

Q(2) = z3 +3z%2+3z+3—2i.
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a) Veérifier que cette I'équation admet une
solution imaginaire purezg siQ(z) = 0.
b)  Montrer que
Q) = (z—zp)[2z> + B3+ i)z + 2 + 3i].
c) RésoudredansC z>+ (3 +i)z+2+3i=0
OURe(z1) < Re(z2).
3.  Soit I'équation définie par

P(z) = z*+4z3 + 62% + (6 — 2i)z + 3 — 2i
a)  Vérifier que cette I'équation admet une
solution réellezz siP(z) = 0.
b) Montrer que P(z) = (z — z3)Q(2).
Résoudre dansC P(z) = 0
4.  On considére les pointMgy, M4, M, et M3
d’affixes respectiveszg, z1, z, etzs.
a) Montrer que le triangle MyM; M, est un

triangle équilatéral dont le centre de gravité esM;.

b) Calculer mes (M3M1, M3M2).

c)  Montrer que la transformation S laissant le
point M3 invariant et transformant M; enM, est
une rotation dont on déterminera ces éléments

caractéristique. En déduire son écriture complexe.

On rappelle quel — ei* = —2ie'z x sin (g)
Correction :

1. racines carrées du nombre complexe 6i.
Posong = x + iy tel quez? = —6i puis on résout

x2+y2 =62 =6 x2+y2=6

X2 —y2 =0 o{x2_y2=0
2xy = —6 xy = -3
2x2=6 x=FV3

& {2y® =6 < {y = F3 alors les racines carrées

xy=—3 xy=_3

du nombre complexe6i sont—/3 + ivV3 etv3 — i3

2. Q(2)= z3+3z%+3z+3-2i.

a) Soitzy = bi cette solution, donQ(bi) = 0 alors

Q(bi) = (bi)3 + 3(bi)? + 3(bi) + 3 —2i = 0.
P(bi) = —3b%2+ 3 +i(-b*+3b—-2)=0
—3b2+3=0 b=1

{—b3+3b—2=0=’{20=i

b) Q@ =(@z-D[z2+B+Dz+2+3i|

Qz)=2z3+ B +)z?+ (2 +3i)z—iz% -

iB+i)z—2i+3=2z3+B+i—-i)z*+

(2+3i+1-3i)z+3—-2i=2z3+322+3z+3—

= Q(2).
c) zZ2+(B+i)z+2+3i=0.

2

DoncS, = {—3—\/_—21(1—\/—)’ —3+\/_ 21(1+\/_)}

3. P@)=z"+4z3+6z%+ (6 -2i)z+3-2i

a. Soitz; = a cette solution, donB(a) = 0 alors

P(a) = a*+4a3 +6a?+ (6 —2i)a+3—-2i=0

{a4+4a3+6a2+6a+3=0(:){a=—1

—2a-2=0=a=-1 z3 = -1

b. Montrer que P(z) = (z — z3)Q(2).

P(z) = z+1)(z3+322+3z+3-2i) =z*+

323+ 322+ (3—-2i)z+23+322+3z+3-2i=

22+ B+1)z23+B+3)z22+(3—-2i+3)z+3—

2i=z%+4z3 + 622 + (6 — 2i)z+ 3 — 21 = P(2)

Résoudre dansC P(z) = 0.

P(z) = (z—12¢)(z—121)(z—2zy)(z—2z3) = 0 donc
. —3—V3-i(1-v3) —3+V3-i(1+V3)

S¢ = {—1; i; > ; > }

4. My(i), M, [@]

_ T3+/3- i(1+\/§)

M, [M] etMs(~1).

a)  (MgMp)? = (xg —x1)% + (yo — y1)?

(MoM)? = (0 -+ 225) +(1+%§)2 =g
(MoM,)? = (0 + u_) (1 + “‘/_) =2=s
e

On remarque quéMyM,;)? = (MyM;)? = (M;M,)?

donc le triangleM,M; M, est un triangle équilatéral.

Le centre de gravité esM3 a pour affixe :

_ _ zg+zZy+z, _ 1[. | —3—V3-i(1-V3)
z, = 29 = T = 2 i 4 SIS

—34+3—/1+32=2i—3-3—7/1-3-3+3-/1+36=—1
Evidemment le centre de gravité BEi(—1) .
b) Calculer mes (M3M1, M3M2) =arg (Zz 23)

Z1—23
Z;-23 _ —3+V3—i(1+V3)+2 _ —1-iV3+V3-i _ 1+iV3—V3+i
7123 —3—\3-i(1-V3)+2  —1+iV3—V3-i  1-iV3+/3+i
1+iV3 V3-i Ei —Ei
Zy—Z3 __ 2 2 _e3—e6
- ; . T TT. TT.
Z1—2Z3 ﬂ_F@ e‘§l+egl

2 2
Z3 e3l—e %i s -5
arg(—)—arg —7 =arg(e3 —e 6)—
Z1—2Z3 e Tiied
.
o HreH) 242 (-242) -2

Doncmes (M3My, M;M; ) = 2 [2n],

—1+/3-i _ 1=V3+i(14v3))]
-1—V3-i(1—V3)| = [1+V3+i(1-V3)|

Z2—Z3| __

c) k=

Z1—2Z3

A= (3 +1i)? + 4(2 + 3i) = —6i dont les racines carrées

sont—/3 + iv3 etv3 — iV/3.
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(1- \/_) +(1+ﬂ

(V3 (15) \[ = 1 ce qui prouve que S
+ +

est une rotation de rapport 1, d’ang’-feet de centrdl,
d’affixe —1. Ecriture complexe de S.

) 2T 27
2m, 3
b=Z3(1—e3l)—2162Xsm< ) l\/_ez

2T, TT. .
Sz =es'z+iV3es' = (—%+ \/;i)z + iv/3e3".
Exercice 30 :0On désigne parm un nombre
complexe non nul. Soit la transformation S
définie par : z' = (1 — 2i)z + m.

1. Donner la nature de la transformation S.

2.

a) Déterminer le nombre complexem pour que S
ait le centre Q(1 + i).

b)  Quel est alors le rapport de cette similitude
directe ?

c)  On appelle@ I'angle de cette similitude.
Calculer tan 8 et donner le signesin 8. Donner une
valeur approchée a10~2 prés de@ en radians.

d) Quelle est 'image par cette similitude du
cercle de centreD et de rayon4 ?

3. La transformation S a- t- elle des points
invariants pour m = 2i ?

Correction : m e C*/S:z' = (1 -2i)z+m.

1. Sest de la forme' = az + b, donc S est une
similitude plane directe avec=1—2i eth =m

2.

a) Saitle centreQ(1 + i):
b=m=2zq(1—-1+2i)=2i(1+1i)=-2+2i.

b) k=]a|=]|1-2i] =+5.

_sin6 . _ 2
C) tanf = i 2 etsinf = N Une valeur
approchée 4072 prés d&d = —8,94.1071 en radians.
d) limage du cercle(0;r = 4) par S est le cercle

[A(=2 + 20); 7 = 4V5]

carzy = (1 —2i)zp — 2+ 2i =2 - 3i.
3. m= 21—29(1—1+21)<=)ZQ—
son point est invariant.

pri 1 donc

Exercice 31 :On désigne parm un nombre
complexe. Soient les transformations S et T

définies respectivement par z' = —i/3z + 2i et
zZ=(m-iz-i.

1. Déterminer le nombre complexan pour que T
soit une translation dont on précisera son vecteu.

2. Déterminer les nombres complexest pour
gue T soient une rotation. Préciser son centre.

3. Déterminer le nombre complexan pour que T

soit une rotation d’angle de mesure’%.

Donner son centre.

4. Déterminer les nombres complexes pour
que T soit une homothétie de rapport-2.

Donner son centre.

5. Déterminer le nombre complexan pour que
ToS soit une similitude plane directe de rappori/3
etdangle 7.

6. Déterminer le nombre complexan pour que
SoT admette un point A invariant d’affixe 2.

7.  Soit la transformation F définie par :
zZ=z+2+i2m-1).

Déterminer le nombre complexan pour que F soit
une translation de vecteury d’affixe 1 + i.

Correction: m € ¢/ S:z' = —iV3z + 2i et

T:zZ=(m-iz-i.

1. T soitune translation.:m—i=1em=1+
i et son vecteur est d'affixe—i.
2. T soit une rotation :

lIm—il=1© m?+1=1 m=0.0n peut aussi

remarque que si = 2i alors|2i —i| = |i| = 1.
DoncT soit une rotation sim = 0 oum = 2i.

-1 1 1.
Son centre) a pour affixezg = — = > —~1i.

3. T soit une rotation d’angle de mesuré; :

TT.
m—i=e2 =i m=2ietson centr@ a pour

. —i 1 1.
affIXQZQ = : = E_El'
4, T soit une homothétie dek = —2 :
. m—i=-2©m=-2+1ietsoncentr@ a
our affixezg = —= = —%;
p Zoa =715, 3t
. lm—i|=|-2|em=2+ietsoncentr@ a
! —i 1,
pour affixezqg = — = —=1i.

1+2 3
5.  ToS soit une similitude plane directe de

[k =/3; g] 12 = (m—i)zgy — i
ToS(z) = T[S(2)] :z' = (m — i)[—i\/gz + Zi] —1i
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