Terminale D

COTE D’IVOIRE - ECOLE NUMERIQUE

Mathématiques

LECON 08 : NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE DU PLAN
1. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Vous avez vu cette année un nouvel ensemble de nombres qui
vous a permis de résoudre certaines équations qui n’ont pas de
solution dans I'ensemble des nombres réels. C'est 'ensemble des
nombres complexes qu’on a noté C.

Dans cette nouvelle lecon, I'ensemble C va encore nous donner de
puissants outils pour démontrer certaines propriétés

LECON : NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE DU PLAN
Plan du cours

I. Nombres complexes et géométrie

II. Configurations du plan et nombres complexes

I1I. Ecritures complexes et transformations du plan
IV. Similitude directe
V. Reconnaitre une similitude directe définie par son écriture complexe

VI. Détermination de I'écriture complexe d’'une similitude directe donnée par
son centre, son rapport et son angle.

VII. Construction de I'image d'un point par une similitude directe définie par
son centre, son rapport et son angle.

VIIL Similitude directe définie par deux points distincts et leurs images

IX. Similitude directe définie par son centre, un point et son image
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2. RESUME DE COURS

Dans toute cette lecon, le plan complexe est rapporté a un repere
orthonormé direct.

I. Nombres complexes et géométrie

ZATZB
Zc—Zp

1. Interprétation de arg( ) etde

a) Interprétation de arg( - )

Zp

Propriété
Si A, B, CetD sont des points d’affixes respectives z,, z;, zc et Zp tels que

==

A+ B et C# D, alors arg( ) est une mesure de 1'angle orienté (DC BA)

Autrement dit : mes (DC BA) = arg( ) + 2km, keZ

Zc—Zp

Exercice
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct.

On considére les points A, B et C d’affixes respectives —1 + i/3 ; 2 et
—-1-iV3.

Détermine la mesure principale de I'angle orienté (B_(f; Eéf).

——

Solution
z,# ZB et z # Zc. Donc les points A, B et C sont tels que A #B et B #C.

Ona: Mes(BC. B4) = Arg (B=2),

Zc—Zp

VA
Calculons 2428
Zc—Zp

Zy—25 —1+iV3 -2

Zc—2Zp —1-—1i\V/3-2
—3+iV3

-3 —iV3
_(=3+iV3)(-3+iV3)
~ (-3-iV3)(-3+iV3)
_ 9-6iV3 -3
943
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_ 6—6iV3

12
_1-iv3
)
10
=273
PosonsArgG—i\/Z—g)za.
cosa=% -
Onaqy __\/g.Doncaz—?)—
sma—T
D’ou : Mes(B—C;)Eél)) = Arg (%)
C™4B
1—+3i
=Arg<—2 )

T

= 3

—

Par suite la mesure principale de I'angle orienté (B—C;) Eél)) est — g

ZA—ZB

b) Interprétation de

Zc—Zp

Propriété

Si A, B, C et D sont des points d’affixes respectives z,, z;, z; et zj tels que
__AB

=

ZA—ZB

C# D, alors:

Zc—Zp

Exercice
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct.

On considere les points non alignés A, B et C d’affixes respectives —1 + iv3;
2 et —1—iV3

1) Donne une interprétation de % :
C™4B
2) Déduis-en que : AB = BC.
Solution
1) On a: zz #z.; ce qui justifie I'existence du quotient %
C™4B
ZA—ZB| __ A_B
Zc—Zp o BC
2) Calculons |ZA=2E
Zc—Zp
= () = =
Zc—Zp 2 2 2 4 4
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D’ou: % = 1 et par suite AB = BC.

II. Configurations du plan et nombres complexes
1) Droites paralleles

Propriété:
A, B, C et D sont des points d’affixes respectives z,, z;, z; et zp tels que :
A+ BetC#D.

Les droites (AB) et (CD) sont paralleles si et seulement si %ER*.
C™4D

Exercice

On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives 5 +i; —2;1+iet
—4 —2i

1) Trace les droites (AD) et (BC).

2) Démontre que les droites (AD) et (BC) sont paralleles.

Solution

1))

2)Ona: z,# zp et zp # zc. Donc A #B et D #C.
Calculons : 22=%4
Zc—ZB

ZD_ZA__4_2l_(5+l)
Zc—zg  1+i—(=2)

 —9-3
3+
_ _3(34jl)) _ _3
34
-3 eR*. Donc ﬁ eR*. Par suite les droites (AD) et (BC) sont paralléles.
C™4B
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2) Alignements de trois points

Propriété:

A, B et C sont des points tels que A #B et B #C d'affixes respectives z,, zz et
Zo -

Les points distincts A, B, et C sont alignés si et seulement si Z%Z eR*.
Exercice

On considere les points A, B et C d’affixes respectives 2 + iv3:—1et

11+ 4iV3
Démontre que les points A, B et C sont alignés.
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Solution

Ona: z,# zsetzs # zc donc A #B et B #C.
Calculons : 24—E
Zc—ZB
Zy—zg 2+ iV3—(-1)
Zc—2zp 11+ 4iV3 - (-1)
3+iV3

12+ 4iV3
_ 3+iV3

4B +iy/3)
1

4
i eR*. Donc % eR*. Par suite les points A, B et C sont alignés.
C™4B

3) Droites perpendiculaires

Propriété
A, B, C et D sont des points d'affixes respectives z,, zz, Z¢ et z; tels que : A# B et C# D.

Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seulement si % eiR".
C™4D

Exercice
On considere les points A, B, C et H d’affixes respectives —3 -i; =2+ 4i; 3 —iet —2.

1) Trace les droites (AH) et (BC).
2) Démontre que les droites (AH) et (BC) sont perpendiculaires.

Solution

D
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2)Ona: z,# zu et zp # zc donc A# H et C# B.

ZBp—Zc

ZH—Zp

zg—2c —2+4i—3-1)

Zy—24  —2—(=3—1)
_ —545i
o1+
_ (=54+5)A-1i)
)
_ —5+4+5i+5i+5

B 1+1

Calculons

5i €eiR*. Donc les droites (AH) et (BC) sont perpendiculaires.

4) Points cocycliques
(C’est-a-dire des points situés sur un cercle)

Propriété
A, B, C et D sont des points deux a deux distincts et non alignés d'affixes respectives z,,
ZC_ZA: Zc—ZB ER*

A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si
Zp—Zp Zp—Zp

Exercice

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé (0O, [, ]), on consideére les points A,
B, C et D d’affixes respectives —2i; 7 —iet8 + 2i et —1 + 5i.

a) Place les points A, B, C et D dans le repere.

b) Démontre que les points A, B, C et D sont cocycliques.
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Solution

a)

ZD—ZA et Zp—Zc

b)Ona:zg # z4 et zg # z.. Calculons

ZB—ZA Zp—Zc
Zp—2z4 —1+5i—(=2i)
zg—z,  7—1i— (=20
_ =1+71 _ (=1+70)(7-i) _ —7+i+49i+7 _ 5010
o7+ (7+D(7-0)  49+1 50
=i
Zp-zZc _ —1+5i—(8+2i) _ —9+3i _ (-9+3i)(-1+3i) _ 9-27i-3i-9 _ —30i
Zp—2c¢ 7—i—(8+2i) -1-3i  (—-1-3i)(-1+3i) 149 10
= —3i
Zp —Zy Zp — Z¢ i
Zp — 24 Zg —2Zc —3i
1
=—=
Conclusion
Zp—ZA . . 4
——= = idonc A, B et D sont non alignés.
ZB—ZA

De plus 2224, ZD75C ¢ R+,

Zp—ZpA ZB—ZC
Donc les points A, B, C et D sont cocycliques.
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5) Figures géométriques et nombres complexes

Propriétés
A, B et C sont des points non alignés d'affixes respectives Zp, Zg €t Zg.

- Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si 224 El]R*
Zo—2

- Le triangle ABC est isocele en A si et seulement si

Zc—ZA i Zc—ZA

—el®ou L2 e gvec0<a<m
ZB—ZA ZB—ZA

—ZA . ZB—ZA __

- Le triangle ABC est rectangle et isocele en A si et seulement siZZZ4 = jou p—
Zc—zZA C™4A
—z _iF
- Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si 22—4 = ¢'3 5 ouZE=%A = iy
Zc—ZA Zc—ZA

Exercicel

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé (0, I, J), on considere les points

A, B et C d’affixes respectives 1 +i; 3 et 3 + 5i.
a) Place les points A, B et C dans le repere (O, [, ]).
b) Démontre que le triangle ABC est rectangle en A.

Solution
a) b)Ona: z,# z et Zo # za. Donc A# B et
&
1 C# A.
: Calculons ; Z2~24
C—ZA
zg—274  3—(14+10)
; Zc—2z4 3+5i—(1+10)
2—1i
3 =
2+ 4i
] _@-D@2-4)
(24 40)(2 — 4i)
A _4-8i—2i—4
4 +16
—10i
-1 0 1 2 3 4 5 =
20
1
-1 = ——1.
z Z 2
“£-4 ¢iR*. Donc le triangle ABC est rectangle
-2 Zc—zZap
en A.
Exercice 2

On consideére les points A, B et C d’affixes respectives —3 + 2i; =2 — 3iet3 — 2i
Démontre que le triangle ABC est rectangle isocele en B.

Solution
Ona: z,# zz et zo # zs. Donc A+ B et C# B.
i 3

C~ZB

Calculons :

zy—zg  —3+2i+2+3i —1+45i (-1+5)(5—-i) -5+i+25i+5

Zc—zg 3—-2i+2+3i 5+4+i  (G+DG-i) 25+ 1
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ZA—ZB
Zc—-zp

= i, donc le triangle est rectangle isocele en B.

Exercice 3

On consideére les points A, B et C d’affixes respectives —1 + iv3;2et—1—iV3.
Démontre que le triangle ABC est équilatéral.

Solution
Ona: z,# zz et zo # zs. Les points A, B et C sont A+ B et C+ B.
Calculons : 24—E
C—ZB
za—zp _ —1+iV3-2 _ —-3+ivV3 _ (-3+iV3)(-3+iV3) _ 9-6iV3-3 _ 6-6iV3 _ 1-iV3
Zc—zp  —-1-iV3-2 —3-iV3 9+3 T 12 T 12 T 2
1 3
= ——]—
2 % z
= cos(— ;) + isin(— ;)
.
= e—l;}
_ _i® . s
% = e '3, donc ABC est un triangle équilatéral.
C™4B
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Tableau récapitulatif

Configuration Caractérisation géométrique Caractérisation complexe
arg(—ZD_Zc) =km;
Droites paralléles Il existe un nombre réel A non k ZBTZA
B nul tel que: €Z
A c CD = 1 AB. M-z
ou a— ER”
- = = B T 4A
vV A D mes (AB;CD) = kn;keZ
Ol u
. =, Zc—Z %
Points A, B, C mes (AB,AC) = kr, k € Z . ER
alignés. B
A
voA
) i’: \ C
Droites AB -CD=0 g(ZD ZC) =2 +kmkeL
perpendiculaires B ou Zp=7 2
=, ou
A mes(AB;CD)=g+kn Zp — Z¢ ciR*
. ik €Z Zg — Zp
UV A C
olu

Points A, B, C, D non alignés A
cocycliques

<
|-

mes (CA, CTﬁ) = mes (m) +

et mes (ﬁ') # km,
keZ

ZB7ZC ZB7ZD - [
Za—2c  Za—ZDp

D
Triangle ABC
isocele en A. A
¢ N Zc7ZA _ pia
A AB=ACet mesA =a Zp—2z4
R ou
_)V Zc—ZA — p-la
O i B (0 <a< T[) Z—B_ZA e
Triangle ABC
rectangle en A. B A
—~ T Zc—ZA _ .
] \ esd = . L= bi, avec
> b e R*
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Triangle ABC

rectangle et B A ZTEA -
. by ZB—ZA
isocele en A.
-~ ou
v 4 AB =AC et mesA = —.
2
> Zc — 2
> = —i
O ﬁ N ZB - ZA
C
Triangle ABC
équilatéral. zc-za _ iT

v 4 AB = AC et mesA = g

A
> C - .
O|u Zc "2 _ ik
Zp — Z4
B

Exercice de maison

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct.
On donne les points A, B, C, D et K d’affixes respectives 2 +i,2 - i, 5 - 2,
5+ 2iet4.
Justifie que :
1- les droites (AB) et (CD) sont paralleles ;
2- les points I, ] et B sont alignés ;
3- les droites (OK) et (DC) sont perpendiculaires ;
4- le triangle ]BD est rectangle en B ;
5- les points A, B, C et D sont cocycliques.

I11. Ecritures complexes et transformations du plan

1. Définition de transformation du plan et d’écriture complexe

Définition

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé direct (0O, [, ]).

» Une transformation du plan est une application bijective du plan dans le
plan.

» Soit F une transformation du plan qui a tout point M associe le point M’.
L’application bijective fde C dans C qui a I’affixe zde M, associe I'affixe
z’de M’ s’appelle la transformation complexe associée a F.
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L’application F s’appelle la transformation ponctuelle associée a f.
L’expression de z en fonction de zs’appelle I'écriture complexe de F.

2. Ecritures complexes de symétrie centrale de centre O et de symétries
orthogonales d’axes (OI) et (O]) dans le repére (O, I, ]).

Propriété
Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé
. , - at?) L M@
a symétrie orthogonale d'axe (OI) a pour écriture RSN OSSR S .

complexe: z' = Z 14 :

e Lasymétrie centrale de centre O a pour écriture :
complexe: z' = —z.

e La symétrie orthogonale d'axe (O]) a pour écriture ‘ , ;
complexe: z' = —7Z. P(- 2) N(z)

3. Ecriture complexe d’une translation, d'une homothétie et d’'une rotation

a) Translation
tﬁ est la translation de vecteur u d'affixe b, M et M’

sont les points du plan d'affixes respectives z et z'. M'(z)

Ona:M' = tz(M) o MM =1

Sz —z=b

=z =z+b
La translation de vecteur u d’affixe ba pour
écriture complexe : z' = z + b.

Exercice

Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormé.

On donne le vecteur u d’affixe 1 — 2i.

1) Donne I'écriture complexe de la translation ¢ de vecteur u.

2) Détermine les affixes des images respectives A' et B' par ¢£de chacun des points A et B,
d’affixes respectives 3 —i et 5.

Solution

1) L’écriture complexe de la translation ¢de vecteur u d’affixe 1 — 2i est :
z'=z+1-2i

2) Déterminons les affixes des images A’ et B’ respectives de A et de B par t.
Zgy =24 +1—20

Ona:zy, =3—-i+1—-2i=4-3i

Donc zy, = 4 — 3i

ZB,:ZB+1_2i

Ona:zg, =5+1-2i=6-2i
Donc:zg, =6 — 2i
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b) Homothétie de centre () et de rapport k, k € R

h est I'homothétie de centre Q) d’affixe Za et de
rapportk, k € R".
M et M' sont les points du plan d'affixes respectives
zetz'.Ona:
M' = h(M) = QM = kQM

L -La=k(Z-1Za)

7 =k(Z-7a) + Za
L'homothétie de centre Q) d’affixe Zq et de rapport k
a pour écriture complexe : Z' = k(Z - Za) + Za

Exercice
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé.

Détermine 1'écriture complexe associée a I'homothétie h de rapport - 2 et de centre Q

d'affixe 3 — i.

Solution

L’écriture complexe associée a 'homothétie 4 de rapport —2 et de centre () d'affixe

3—iest: Z’=—2(Z—(3—i))+(3—i).
Par suite:z' = -2z + 9 —3i.

¢) Rotation de centre Q et d’angle 6, 6 € |—m, 7]

r est la rotation de centre de centre () d’affixe Zq et
d'angle orienté de mesure principale 6.

e M et M' sont les points du plan d'affixes
respectives z et z' tels que M est distinct de 2. On a:

QOM' = QM
M =rM) < ==
Mes(QM; QM") =6

oer(Q)) =0
Zr—zq =ei0

.Z—ZQ
7' = e'%(z - za) + za

Ona:

La rotation de centre ) d’affixe Zq et d'angle orienté
de mesure principale 8 a pour écriture complexe :
7 = e'%z - za) + 20
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Exercice

Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormé direct.

Trouve I'écriture complexe de la rotation rde centre Q d'affixe iv/3 et d'angle orienté de
mesure g :

Solution

La rotation de centre () d’affixe Za et d'angle orienté de mesure principale 6 a pour
écriture complexe : z’ = e'%(z - za) + za
T

Or zo= i\/§et0=§

Donc z' = eig(z — i\/§) +iV3

X T . . mw 1 .3
Commeel3=COS§+lSlTl§=E+l

2
Ona:z’=(%+i\/2—§)(z—i\/§)+i\/§

7' = (§+i§)z—i\/§(§+i§)+i\/§
Par suite: z’' = G+i§)z—i§+%+i\/§
V3

On en déduit que : z' = G+i 2)z+%+i\/2—§

4) Tableau récapitulatif des écritures complexes des transformations usuelles

Transformation du Image M'(z" ) d’'un point Définition .
L Ecriture complexe
plan M(z) géométrique
M(z2)
. il %
gﬁf:;;r(lggar rapport 51— | La droite (OI) estla 7zl =7
I T médiatrice du
L we segment [MM']
- M'(z")
g};’r:;cr(l((;]};ar rapport | m(2) La droite (OJ]) estla 7' = —7
J1 . médiatrice du
ol segment [MM']
M'(z")
Symétrie centrale de \
Centre () M(2) M = —am 7 -Za=-(Z-79)
\ Q
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Translation de ﬁ/’ M'(z")
vecteur u z —’MM, - 7z'=z+b
d'affixe b M@z "
Homothétie de et
M
Centre Q(w) et de )
rapportk M(2) . 7 -Za=k(Z-7a)
(ke R\{0;1}) 0 QM= lau
M'(z")
Rotation de
QM' = QM

Centre Q(w) et Q<o { 7 o = o 77, = el (Z - Zo)
d’angle 6 mes(QM, QM) = 8= ?

M(z)

IV. Similitude directe
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct.

1. Définition
Une similitude directe est une transformation du plan dont I’écriture complexe est de la
forme:z' = az+ bou aeC” et b eC.

Exemple :
Toute translation, toute homothétie et toute rotation est une similitude directe.

2. Propriété

Soit s une similitude directe d'écriture complexe : z' = az + bouae C*et b € C.

*Si a=1, alors s est la translation de vecteur d'affixe b.

*Si a# 1 alors s est la similitude directe de centre d'affixe %, de rapport |a|, d'angle

Arg(a).
Vocabulaire

Le centre, le rapport et I'angle d’une similitude directe sont appelés ses éléments
caractéristiques.
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Remarque

e Toute rotation d’angle a est une similitude directe de rapport 1 et d’angle o.
eToute homothétie de rapport £ (k > 0) est une similitude directe de rapport ket

d’angle nul.

eToute homothétie de rapport k& (k < 0) est une similitude directe de rapport —k et

d’angle m.

Exercice

Détermine les éléments caractéristiques de la similitude directe S dont I’écriture

complexeest:z' = (1 —i)z+1i

Solution
z' estdelaformez' =az+bova=1-i etb=1

a#1.Soit A le centre de S, kson rapport et 0 son angle.

) g b
e L’affixe du centre A est -
b i i

1-a 1-(1-i) i
e Le rapport k est tel que : k = ||

12 4+ (—1)2
e L'angle 6 est tel que : 6 = Arg(a)
V2 . V2 i3
Ona: cosO == et sind = —7,donc9 =-3

S est la similitude directe de centre A d’affixe 1, de rapport V2 et d’angle — f.

V. Reconnaitre une similitude directe définie par son écriture complexe

Propriétés

Dans le plan complexe P muni d'un repere orthonormé direct, on considere la similitude
directe S d’écriture complexe:z' =az+bouaeC* etb eC.

. (g s Nature et éléments
Conditions vérifiées par a Lo e
caractéristiques de S
a=1 S est la translation de vecteur u
_ . B d’affixe b
i g SiaeR . S est 'homothétie de centre Q
Sm,l{ ltl.l € directe aeR"\ {1} d’affixe —— et de rapport a.
S d’écriture 1-a
complexe al = 1 Sestla ro;ation de centre Q
zZ=az+b B d'affixe — et d'angle Arg(a)
oua€Ceth€C |sjgec \ R S estla similitude directe de
la| # 1 centre Q) d’affixe % de rapport
|a| de d’angle Arg(a)

Exercice de fixation

Détermine dans chaque cas, la nature et les éléments caractéristiques de la similitude

directe S définie par son écriture complexe :
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a) z=5z+ 2i; b)zZ=z+1+3i;

0) Z'=(l+£i)z+l—£i; d)z=(C-1+z+2.
2 2 2 2

Solution

a) a=>5, dans ce cas ae R*\ {1}, S est une homothétie de rapport 5.
Déterminons l'affixe zo de son centre.
2 1.
20= 157 75 1
Donc S est 'homothétie de centre le point d’affixe — Ei et de rapport 5

b) a = 1. Dong, S est la translation de vecteur d'affixe 1+3i

c)a=%+§i,danscecas aeC\R

1, V3, .
|5+ ‘/2——1 | =1, donc S est une rotation
Déterminons son angle
1, V3, 1, .3 .
Arg(= + £l) == car-+ l£ = cos =+ isin=.
2 2 - 3 2 2 3 3
Son angle est 3

Déterminons son centre

b o_ 37

1-a 1—(% + l\/z—g)

Son centre a pour affixe 1.

D'ou, S est la rotation de centre le point d'affixe 1 et d'angle .
d)a=-1+1i,danscecas ae C\ R
|-1+i] =+2, |-1+i|# 1 donc S est une similitude directe

N — 3m o 3w s ian 3T
Arg(-1+i) ==F car —1 + i = cos=* +isin=;t

L’angle de S est %ﬂ

b 2

T—a  1-(-141)
-2
T2
22+0) _ 4+20) L
T (2-i)(2+i)) 4+1 5

l

ulN

D'ou, S est la similitude directe de centre le point d’affixe g + Ei , de rapport V2 et

d'angle .

VI. Détermination de I’écriture complexe d'une similitude directe donnée par

son centre, son rapport et son angle.
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Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct.

Propriété

Soit M' un point du plan d'affixe z' qui est I'image d'un point M d'affixe z par une
similitude directe S de centre Q d’affixe z, , de rapport ket d'angle 6.

Ona:z =ke'%(z-zp) +zg.

Exercice
Détermine I'écriture complexe de la similitude directe de centre le point A d’affixe j de

rapport V2 et d’angle f.

Solution
La forme générale de I’ écriture complexe de Sest: z' = ke'%(z - z,) + z4

7' =2e'(2- 7a) + 7
V2, .2 N L
=\/§(7+l7)(z—1)+L
=(1+)Nz-D+1i
=(1+)z+1.
Donc I'écriture complexe de Sest : z'= (1 + )z + 1.

Exercices de maison

Exercice 1
On donne le point A d'affixe 2421

a) Détermine l'écriture complexe de la translation t de vecteur u d'affixe 1-3i.
b) Détermine I'écriture complexe de I'homothétie h de centre A et de rapport -3.
c) Détermine 1'écriture complexe de la rotation r de centre A et d'angle % .
Exercice 2

Détermine les éléments caractéristiques de la similitude directe S dont I’écriture

complexeest:z’' = (1 + ivV3)z+ 2iV3.

Exercice 3
Détermine dans chaque cas, la nature et les éléments caractéristiques de la similitude
directe s définie par son écriture complexe :

a) z =-3z+1-1; bz =z+1i;
0 7=CZ-Liz+li; d) 7 = (2-2i)z.
e)z =-z+i

Exercice 4

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0 ;e; ,e; ).
a) Détermine I'écriture complexe de la similitude directe de centre le point A d’affixe 1-

de rapport 3 et d’angle %ﬁ.
b) Détermine I'écriture complexe de la similitude directe de centre le point B d’affixe
iv/3, de rapport 4 et d’angle _TZ”
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c) Détermine I’écriture complexe de la similitude directe de centre le point O, de rapport
1 , 5

- et d’angle =

2 6

VII. Construction de I'image d'un point par une similitude directe définie par
son centre, son rapport et son angle.

Propriété

Soit s une similitude directe de centre A, de rapport ket d'angle © (0 € |-n; n]).
_ o AM' = kAM

Pour tout point M du plan distinct de A, s(M) = M' < { Mes (m W) _9

Conséquence
Toute similitude directe s, k,0) de centre A, de rapport ket d'angle de mesure 6, s'écrit

de fagon unique sous la forme :

S(A;k;0) =T@;0) 0h@; v =ha;wora;e.

* he;k est'homothétie de centre A et de rapport k

* T(A;0) estlarotation de centre A et d'angle de mesure 0.

Vocabulaire:
L’écriture: s(a;k;0) =r(a;0) 0 ha;x) = h@;x o r@;e s’appelle la décomposition canonique
de la similitude directe s(;x; o)

Exercice 1
. / oy . 3
Ecris la décomposition canonique de sa; 2;2)

Solution
3 3 3
S(a;2;) =T(A;—) 0 ha;2) =ha;2)o0 r@a;=).

Exercice 2 :
Construis l'image M' d’'un point M par la similitude directe S de centre A, de rapport 3 et
d'angle %.

Solution

3 s 3
S@;3;g) =h@;zora;o=ram;7) oha; W

3)

s T
*S(A;3;) = ha;3 o ra;y).

M
Ml r ‘Mll h Ml 1
T T E
®S@A3) =TM;)0 ha;3) ' 6} |
h r ' A M M
M | > M2 | M 2
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VIIL Similitude directe définie par deux points distincts et leurs images

Propriété
Soit A, B, C et D quatre points du plan tels que : A= B et C#D.
Il existe une unique similitude directe qui transforme A en C et B en D.

Conséquence
Soit A, B et C trois points du plan tels que: A= B et B=C.

Il existe une unique similitude directe qui transforme Aen Bet B en C

Exercice

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé direct.

On donne les points A(2), B(2+2i), C(1-3i) et D(-41i).

a) Trouve |'écriture complexe de la similitude directe s telle que : s(A) = Cet s(B) =D.
b) Détermine les éléments caractéristiques de S.

Solution
a) Soit:z'=az + b ou aeC* et beC, I'écriture complexe de S.
s(A)=C azp +b=zc
{q5y43¢> azg +b=z7p
{ 2a+b=1-3i
U2 +20)a+b=—4i
@{ 2a+b=1-3i
(-2 —2)a—b = 4i

2ia = 1+i
A== T3l

La 1¢ére équation du systeme donne :
b=1-3i-23=1-3i-2(-% + %i)
b=2-4i

L’écriture complexe de sest:z' = (-% + %i)z + 2 -4i

b) Notons kle rapport de S, 0 son angle et Q son centre :

V2
2

x0=Arg(-L + 1= 3n
9—Arg(2+21) 4

2—4i

*k=|-%+%i|=

* 7 =—=
1-(—5+3)
2-2i

1 - 2-2i1
1—(—§+§)

J2

Dong, S est la similitude directe de centre Q(2-2i), de rapport =5 et d'angle

3n
> :

4
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IX. Similitude directe définie par son centre, un point et son image

Propriété
Soit A, B et C trois points du plan tels que : A= B et A = C.
Il existe une unique similitude directe de centre A qui transforme B en C.

EXERCICE

Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct, on donne les points A(-2+i), B(1+2i)
et C(2-i).

On considere la similitude directe S de centre A telle que : S(B) = C.

a) Trouve I'écriture complexe de S.

b) Détermine les éléments caractéristiques de S

SOLUTION
a) L’écriture complexe de s estde la forme:z' =az+ bouae C*etb € C.

s(A)=A <:>{azA+b=zA
s(B)=C azg + b = z¢

{(—2+i)a+b =-2+i (L)
(l2i)a+b=2-i (Lp)

{(—2+i)a+b =—2+i (L)
(-1-2i)a—b=-2+i -L(Ly)

(L) - (L2) & (-3-))a=-4+2i

_ —4+2i
AT 3
a=1-i

(L1) donne:b=-2+1i-(-2+i)a
b=-2+1i-(-2+i))(1-i) =-1-2i
Donc, S:z'=(1-i)z-1-2i

b) S a un centre, donc S n’est pas une translation.
a=1-1i,a€ C\R donc S n’est pas une homothétie.

|1-i] = \/E, |a] #1 donc S n’est pas une rotation.

D’ou S est la similitude directe de centre A de rapport \/E et d'angle Arg(1 - i)
Soit 6 I'argument principal 1-i.

cosf =L
\/E = 0= I
Sinf =———=
J2
Conclusion : S est la similitude directe de centre A, de rapport \/E et d’angle %

X. Images de figures simples par une similitude directe

Propriété 1
Toute similitude directe de rapport ktransforme :
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e une droite en une droite ;

¢ une demi-droite en une demi-droite ;

e un segment de longueur £ en un segment de longueur A? ;

e un cercle de centre A et de rayon r en un cercle de centre A’, image de A par la
similitude directe, et de rayon kr.

Propriété 2

Toute similitude directe de rapport k multiplie :
e lesdistances park;

e lesaires par k2

EXERCICE

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O, I, ]).

On donne la similitude directe S dont I’écriture complexe est:z' = (1 +1i)z-1- 2i
a) Calcule l'aire a1 de I'image du triangle OIJ par S.

b) Trouve I'image (Cz2) par S du cercle (C1) de centre O et de rayon 2.

c) Détermine I'image de la droite (OI) par S.

SOLUTION
a) Le rapport de la similitude S est V2. Le triangle OIJ a pour aire % ua.

) ’ . 2 1 1 .
Donc l'aire a1 de I'image du triangle OI] est : (\/E) Xo= 2 X S ua, soit 1ua.
b) Soit O’ I'image de O par S.Ona: zy, = —1 — 2i.
(C2) estle cercle de O’ et de rayon 2v/2.
c) SoitI''image de I parS.Ona: z;, = —i.
L’image de la droite (OI) par S est la droite (O'T").

Exercices de maison

Exercice 1
Soit A et B deux points distincts du plan.
Construis I'image C du point B par la similitude directe Sca;2; — g).

Exercice 2

Dans le plan muni d'un repere orthonormé direct, on donne les points A(-2), C(-2+41i) et
D(-4+2i).

On consideére la similitude directe S de centre A telle que : S(C) = D.

a) Trouve |'écriture complexe de S.

b) Précise le rapport et I'angle de S.

c) Détermine 'affixe du point B telle que S(B) = C.

d) Détermine I'affixe du point E telle que S(D) = E.

Exercice 3
Le plan est muni d'un repere orthonormé direct.

On donne les points A(2), B(iv3), C(2+v3 —2iv3) et D(3+/3+iV3).
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On consideére la similitude directe S telle que : S(A)= C et S(B) = D.

a) Justifie que 1'écriture complexe de la similitude directe S est : 2’ = (1-iv/3)z + /3
b) Détermine les éléments caractéristiques de S.

Exercice 4
Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé direct (O, I, ]).
On consideére I'application S du plan dans lui-méme d’écriture complexe :
z'= (1 +iV3)z +iV3.
1. Détermine la nature et les éléments caractéristiques de S.
2.a) Détermine I'image de la droite (OI) par S.

b) Soit % le vecteur d’affixe 1+i et A le point d’affixe 2i.

Détermine I'image par S de la droite passant par A et de vecteur directeur .

3) Détermine I'image par S du cercle de centre B d’affixe -1 et de rayon 2.
4) Détermine I'ensemble des points M du plan d’affixe z telle que : |(1 + iv/3)z +iV3|=6.

3. EXERCICES

3-1. Exercices de fixation
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct.

Exercicel
On donne les points A, B et C d’affixes respectives —2 — 2i; 1 —i et 10 + 2i.
Démontre que les points A, B et C sont alignés.

Exercice2

5+7i  —1-i
et .
2

On donne les points A, B et C d’affixes respectives 3 ;
Démontre que le triangle ABC est rectangle isocele en A.

Exercice 3
On considere les points A, B, C d’affixes respectives —4; —1 + iv3et—1—iV3.
Démontre que le triangle ABC est équilatéral.

Exercice 4

Les points A, B, C, D ont pour affixes respectivesa=2 — 2i,b=—-14+7i,c =4+ 2iet
d=—-4-2i

Q est le point d’affixe —1 + 2i

Démontre que A, B, C, D appartiennent au cercle de centre () et de rayon 5.

Exercice 5

On a quatre points A, B, C et D d'affixes respectives 8 ; 8i; 12 - 32i et 12 + 32i.

Démontre que les points A, B, C et D sont sur un méme cercle, dont on précisera le centre
et le rayon.

Exercice 6
Détermine dans chacun des cas suivants, I'écriture complexe de la transformation F

Page 24 sur 29



1) F est la rotation de centre O, et d’angle g
2) Festlarotation de centre O, et d’angle — g.

3) Festl’homothétie de centre O, et de rapport —2
4) F estla similitude de centre O de rapport 2 et d’angle m.

Exercice 7

Détermine I'écriture complexe de F, la rotation de centre (1—2i) et d’angle g .

Exercice 8

Détermine I'écriture complexe de la transformation F, homothétie de centre (3 + 2i) et
de rapport 4.

Exercice 9
Détermine I'écriture complexe de F, similitude directe de centre (1 — i), de rapport 2
et d’angle g
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Exercice 10

Détermine la nature et les éléments caractéristiques de la transformation du plan F dont
I'écriture complexe est donnée dans chacun des cas suivants.

a) z'=—3z+2—i

b)z' = (—gﬂ'g)z—w 1

¢) zZ'=z+2-3i;

d) z'=(—V3—i)z—i

3-2. Exercices de renforcement
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct.

Exercice 11
On donne les points A, B et C d’affixes respectives a, b et c telles que
a=1+2i;b=2-2i;c=3+1i
4 4 4
1) Place les points A, B et C.

2) Détermine la nature du triangle ABC, justifie ta réponse
3) Calcule l'affixe de A’ tel que ABA’C soit un carré.

Exercice 12

On consideére les points A, B et C d’ affixes respectives :—1;3 + 4i et —3 + 4i.
a) Détermine I'affixe du point D tel que ABDC soit un parallélogramme.

b) Démontre que ABDC est un carré.

Exercice 13
Soit A, B et C des points non alignés d’affixes respectives a, b et c.
1. Précise la nature du triangle ABC dans chacun des cas suivants :

a) E = —1
c—a _ i—
)b—a -
c—-a
C) E =1

2) Détermine la position des droites (AC) et (AB) dans chacun des cas suivants :
a) % est un réel

b arg (3) =3

Exercice 14
Détermine dans chacun des cas suivants, I’écriture complexe de la transformation F

1) F est la rotation de centre (2i) et d’angle %.

2) F est'homothétie de centre (1+2i) et de rapport ;

Exercice 15
Détermine dans chacun des cas suivants, I'écriture complexe de la transformation F
1) F est 'homothétie de centre Q(3 — i) et de rapport —2.

2) F est la similitude plane directe de centre (—2i) de rapport% et d’angle % .
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Exercice 16
Détermine la nature et les éléments caractéristiques de la transformation du plan F dont
I'écriture complexe est donnée par: 7 = (1—7/)z—2+1.

Exercice 17

S est la similitude plane directe transformant les points (—1+1i) et (3—2i)

4/3-3  3v3,
-2
4 4
Détermine I'expression complexe et les éléments caractéristiques de S.

respectivement en (i) et B(

Exercice 18
On consideére les points A, I, C et K d’affixe respectives :
. 1 i 1 .
za=0;zc=14+1;z)=—+—- et Zg == +I.
2 2 2
Soit S la similitude plane directe transformant Aen I et C en K
Détermine I'expression complexe et les éléments caractéristiques de S.

Exercice 19

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O; u, Vv ), on considére les
points A, B, A’ et B’ d’affixes respectives: za=2-1, zs=-1+2i, zv=1etzp =1 + 6i.
Détermine le centre, le rapport et I'angle de la similitude directe transformant A en A’ et
BenB’.

3-3. Exercices d’approfondissement

Exercice 20

Soit f I'application de C \ {—3} dans C définie par: f(z) = Z;:

On désigne par A, B et M les points d’affixes respectives —3 ;—1 + i et z.

1. Donne une interprétation géométrique du module et d’'un argument de f(z).
2. Détermine et construis :

a) 'ensemble ( C;) des points M tels que |f(2)| = 1;

b) I'ensemble ( C,) des points M tels que f (z) soit un réel strictement négatif ;
c) 'ensemble ( C3) des points M tels que f(z) soit imaginaire pur.

Exercice 21

Dans le plan complexe, on donne les quatre points A, B, C, D d'affixes respectives :

Zp =-2+06i, Zpg =1-3i, Zc =5+5i, Zp =2+4i.

1. Soit S la similitude qui, a tout point M d'affixe z, fait correspondre le point M' d'affixe z'
déterminée par: z'=3iz+13 - 9.

a. Donne les éléments de cette similitude : point invariant €, rapport, angle.

b. Détermine l'image par S du point C, du point D.

Démontre que les vecteurs CD et S(C) S(D) sont orthogonaux.
2. Soit R la similitude déterminée par R(B)=C et R(D)=A.
a. Trouve la relation liant 'affixe z d'un point M et l'affixe z' de son image R(M).

b. Donne les éléments de cette similitude.
e

c. Démontre que les vecteurs BD et CA sont orthogonaux.
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c. Que représente le point D pour le triangle ABC ?

Exercice 22
On considére dans CI'équation : (E) :z3 + (4 — 20)z> + (8—6i)z+8—4i =0
1.a) Démontre que (E) admet une solution réelle, que 'on déterminera.
b) Résous I'équation (E)
2. On considere dans le plan complexe les points A, B et C d’affixes respectives
=143 ;—-2;—-1—1.
Soit r la rotation d’angle % et de centre () d’affixe i.
a.  Placeles points A, B et C.
b.  Démontre que le point B est 'image du point A par la rotation 7.
c.  Détermine I'antécédent D du point C par r. Place D sur la figure.
3.a. Démontre que les quatre points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on
précisera le centre et le rayon.
b. Démontre que le quadrilatere ADBC est un trapéze isoceéle.

Exercice 23
1- Résous dans C, 'équation 4z%2 — 12z + 153 = 0
2- Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O, I, J) d’'unité graphique 1

cm, On considere les points A, B, C et P d’affixes respectives z, = g + 61,z = % — 60, z; =
. . — oy o 5.
-3 - %l et zp = 3 + 2i et le vecteur w d’affixe —1 + S
a)  Détermine I'affixe z; du point Q, image du point B par la translation de vecteur w.
b) Détermine I'affixe z; du point R, image du point P par 'homothétie h de centre C
et de rapport — %

c¢) Détermine 'affixe zg du point S, image du point P par la rotation r de centre A et
de rapport — g

d) Placeles points P, Q, RetS.
3.a) Démontre que le quadrilatere PQRS est un parallélogramme.

b) Calcule %. Déduis- en la nature du parallélogramme PQRS.
PTZQ

c) Démontre que les points P, Q, R et S appartiennent a un méme cercle dont on
précisera le centre et le rayon.

4, SITUATION D’EVALUATION

Exercice 30
Des éléves d’'un lycée ont décoré par
différentes figures géométriques les murs de la
salle du club Mathématiques.
La figure ci-contre représentant 'une d’elle est
constituée d’'un quadrilatere ABCD de sens
direct et de triangles rectangles isoceles AM; B,
BM,C,CM;D et DM,A de sommets respectifs
My, M,, M3 et M,
Observant attentivement cette figure, 'un des
éleves de la promotion terminale, passionné de
nombres complexes et géométrie, affirme que | ©| ¢
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les segments [M; M;] et [M,M,] ont des
supports perpendiculaires et ont la méme
longueur.

Démontre en utilisant les nombres complexes
que l'affirmation de cet éleve est correcte
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