Fonctions numériques

Fonction numérique
d’une variable réelle

LIMITES - CONTINUITE
OBJECTIFS :
Ce chapitre vise a :
» Compléte I’étude de la limite d’une fonction engagée en classe de premiére par :

- L’introduction de la limite d’une fonction composée ;
- La limite d’une fonction monotone sur un intervalle ouvert.

* Introduire la continuité d’une fonction sur un intervalle et utiliser quelques théorémes usuels
liés a la continuité de cette fonction.

Commentaires

La plupart des propriétés ont été abordées en classe de premiére. Ces propriétés, tout comme
les techniques de calcul pour lever une indétermination, ne doivent pas faire I’objet d’un
traitement théorique. Elles seront mises assez rapidement en ceuvre dans des exercices dont le
niveau de technicité et I’abondance doivent rester tres raisonnable car elles seront réinvesties
tout au long de I’année dans les études de fonctions. La propriété sur la limite d’une fonction
monotone sur un intervalle ouvert sera utilisée dans les suites et les fonctions définies par
intégrales.

Les asymptotes a une courbe (horizontale, verticale et oblique) ont été abordées en Premiére.
L’étude générale des branches infinies est hors programme. Les branches paraboliques selon
les axes de coordonnées sont les seules directions asymptotes a connaitre. Dans le cas d’une
asymptote oblique, une équation est fournie a I’éléve.

On introduira la continuité d’une fonction sur un intervalle. Cette définition permet I’usage de
deux théorémes importants concernant I’existence d’une bijection réciproque et la propriété des
"valeurs intermédiaires ". Notons que la forme générale de cette derniére propriété est hors
programme. On se limitera au cas d’une fonction continue et strictement monotone sur un
intervalle.

Les propriétés concernant les opérations sur les fonctions continues sur un intervalle sont
admises. On n’exigera pas de I’éléve la justification de la continuité sur un intervalle lors d’une
évaluation.

On habituera les éléves a Donne une valeur approchée d’une solution d’une équation.

Volume horaire/semaine : 5 heures
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SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

* Limites
- Limite d’une fonction
composée.

- Limite d’une fonction
monotone sur un
intervalle ouvert

* Branches paraboliques de
direction (Ol) et (OJ) dans un
repére (O, 1, J).

« Continuité sur un intervalle :
- Opérations, composée
(propriétés admises).
- Image d’un intervalle.

» Fonction continue et
strictement monotone sur un
intervalle :

Théorie 1 : si f est une fonction
continue et strictement
monotone sur un intervalle I,
alors f est une bijection de I sur
f(1). sa bijection réciproque

f Lest continue et de méme
sens de variation que la
fonction f

« Détermine la limite d’une fonction :
- enutilisant les limites de référence ou une expression
conjuguée ;
- enayant recours a la définition d’un nombre dérivé.
« Détermine la limite d’une fonction composée.

« interpréte graphiquement :

X X
lim m =0, lim m = 400 (resp. —o)
x>0 X x>0 X

X X
lim g =0et lim g = +oo (resp. —)

« Démontre qu’une courbe admet une branche parabolique de
direction (Ol)(resp. (0J))

 Détermine I’image d’un intervalle par une fonction continue :
- en utilisant le tableau de variations ;

- en utilisant une méthode algébrique.
« Démontre qu’une fonction réalise une bijection d’un intervalle |
sur un intervalle J dans le cas ou f est donnée par une formule
explicite, Détermine £~ ().

Théoreme 2 : si f est une
fonction continue et strictement
monotone sur un intervalle I,
alors pour tout m de f(l),
I’équation f(x) = m admet une
unique solution dans I.

Corollaire : soit f une fonction
continue et strictement
monotone sur [a, b]. Si f(a) et
f(b) sont des signes contraires,
alors I’équation f(x) = 0 admet
une unique solution dans
I’intervalle ouvert ]a, b|.

» Fonctions du type :

« Prouver I’existence d’une unique solution de I’équation :
f(x) = msurunintervalle I.
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—x » Vx, (ne IR *)
X x"(r eQ, x ¢ IR+*).
PP p
Définitions ; notons x /a
Propriétés des puissances
d’exposants rationnels

Remarques et suggestions

Dans la détermination des limites, on veillera a ce que I’éléve sache identifier une forme
indéterminée sans forcement en faire état par écrit.

Pour Détermine la limite d’une fonction composée on peut utiliser un changement de variable.
On n’abusera pas des fonctions définies par raccordement.

Sur des exemples, introduire les branches paraboliques de direction (Ol) et (OJ).

Pour Détermine I’image d’un intervalle par une fonction continue, on privilégiera I’ utilisation
du tableau de variations, I’utilisation d’une méthode algébrique n’étant proposée qu’a travers
des exercices guidés.

On peut avec profit Vérifie les pré requis de la classe de Premiére et les théorémes concernant
la continuité a travers des études de fonctions.

On habituera les éléves a Donne une valeur approchée d’une solution.

DERIVATION
OBJECTIFS :
Ce chapitre vise a :
« consolider les notions abordées en classe de premiere telles que la détermination du sens de
variation d’une fonction et la recherche de tangentes a une courbe en des points donnés ;
« consolider la notion de dérivé et I’étendre a la composée de deux fonctions dérivables ;
» Compléte les théoréemes concernant la dérivabilité par les notions de dérivabilité a gauche et
de dérivabilité a droite ;
« utiliser des propriétés des fonctions dérivables pour Démontre des inégalités ou établir des
encadrements.

Commentaires

La definition d’une fonction dérivable en un point ou sur un intervalle reste la méme que celle
introduite en Premiére. On la compléte par la dérivabilité d’une fonction sur un intervalle
fermé et par la dérivabilité a droite et a gauche. On définira la notion de demi-tangente a une
courbe. Le vocabulaire « point d’inflexion » est hors programme. Cependant on pourra étudier
la position d’une tangente par rapport a une courbe.

La différentiabilité ou toute autre forme s’y rattachant est hors programme, de méme que
I’approximation affine d’une fonction.

La dérivée d’une fonction composée et la dérivée d’une fonction réciprogue sont des
compléments apportés en Terminale. Ces fonctions doivent garder une place raisonnable et étre
considérées comme des outils pour I’étude de fonctions nouvelles : des fonctions avec
radicaux, des fonctions racines n'™®, les fonctions logarithmes et exponentielles.

Dans le cas ou une fonction est définie par raccordement, on se raméne alors a une étude
portant sur chacun des intervalles. 1l est bien entendu que ces cas doivent étre considérés
comme exceptionnels et leur étude doit étre largement guidée.
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Les fonctions qu’on peut étudier dans ce chapitre sont en nombre infini. Il sera bon de bien
sélectionner celles qui seront étudiées pour obtenir un éventail aussi complet que possible de

situations différentes.

Volume horaire : 12 heures

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
« Dérivées successives ; nouvelle notations. « Démontre qu’une fonction composée est
df d*f dérivable en un point et savoir Calcule le
dx ' dx? nombre dérivé en ce point.

« Si une fonction est dérivable sur un intervalle,
alors elle continue sur cet intervalle.

« Dérivée d’une fonction composée (admise) ;
application a la dérivation des fonctions de la
forme: u® (neZ *),+u

« Existence de la dérivée d’une fonction
réciproque (admise), formule de la dérivée de
la fonction réciproque.

« Dérivée des fonctions puissances d’exposants
rationnels.

« Inégalité des accroissements finis (2 formes)
< nombre dérivé a droite (a gauche) d’une
fonction en un point.

» Demi-tangente

* Préciser I’ensemble des éléments ou la
fonction réciproque d’une fonction donnée est
dérivable.

« Détermine le nombre dérivé de la fonction
réciprogque en un point x

Utiliser I’inégalité des accroissements finis
pour :

- Démontre une inégalité ;
- établir un encadrement.

* Etudie la dérivabilité d’une fonction définie
par intervalles en un point de raccordement.
« Interpréte graphiquement la dérivabilité a
droite (resp. a gauche) d’une fonction en un
point x.

Remarques et suggestions

On ne demandera pas de justifier la dérivabilité d’une fonction sur un intervalle lors d’une

évaluation.

La dérivée d’une fonction de la forme u® (n € Z =) doit étre traité comme application de la

dérivée d’une fonction composée.

Les dérivées de la forme u* (ae IR*) seront abordées dans les chapitres sur les fonctions

puissances.

Le programme signale que I’existence de la dérivée d’une fonction réciproque doit étre

admise.

On se limitera a I’ utilisation de la formule donnant la dérivée d’une fonction réciproque
uniquement en un point x, et cela pour des exemples ne présentant pas de difficulté

particuliéere
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I- Généralité sur les fonctions

1) Définition d’une fonction :
On appelle fonction f : A — B, toute relation qui & chaque élément de A on associe au plus un

x = f(x)

élément de B.
NB :

- x est appelé la variable ;
- f(x)est appelé image de x par la fonction f;
- A est appelé ensemble de départ.

- B est appelé ensemble d’arrivé.

2) Ensemble de définition ou domaine de définition d’une fonction numérique £ :

Soit f une fonction de A vers B

On appelle ensemble de définition ou domaine de définition d’une fonction numérique
f, I’ensemble des éléments de A qui ont une image dans B. On le note Df.

Ainsi :

- Si f(x) = u(x) (fonction polynéme), alors Df = R =]—co ; +oo[

- Si f(x) = u(x) (fonction irrationnelle), alors Df = {x/x € R; u(x) = 0}

- Sif(x)= % (fonction rationnelle), alors Df = {x/x € R; v(x) + 0}

3) Opération sur les fonctions :

Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur leur ensemble de définition Df et Dg.
a- Somme:

Vx €eDfetvx €Dg; (f+g)x)=f(x)+ g(x)
b-  Produit :

Vx €DfNDg;(f X g)(x) = f(x) X g(x)
c- Quotient :

Vx €Df NDg etg(x) # 0 ona : (5) (x) = %

———
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- Limites
1) Propriétés sur les limites :

a) Propriété 1

lim x=40 lim x*=+o clim x°=+0 lim+vx = 400
X = —+oo X — +o0o X — oo X = oo
limx=—o ; lim x*=+ o ; lim x® =—

X - — X > —o X = —0

b) Propriété 2

o1_ . 1 _ 1. ko

lim —=0; lzmpzo, llmF—O, lim—= =0(k €R)
X — 400 X — +oo X = +oo X — 400
1 o1 o1k

lim_=0; lim—=0; lim— =0; lim5=0(ke€R)

X > —o X —> —oo X —> —oo X —> — oo

2) Opération sur les limites

a) Somme :
f l l +oo —® +oo
g r +00 0U — +0 — —
f+tayg l+r +00 OU —o0 +o0 —0o0 Forme
indéterminée
b) Produit :
f l l 0 o0
g Ik oo 00 00
feg Lol oo regle des Forme o régle des
signes indéterminée signes

———
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c) Quotient:
f l l 0 l o0 oo
g '+0 I'=0 0 ) l 00
f L +/— o0 a Forme 0 oo regle Forme
g ! gauche/a | indéterminée des signes | indéterminée
droite

On remarque ainsi que I’on a quatre (4) formes indéterminées qui sont :
—©0 + o ; O0Xoo ; — ; 2.
0 o)
3) Limite des fonctions polynémes et rationnelles a I’infini.
a) Limite d’une fonction polynéme a I’infini
La limite d’une fonction polyndme en + o ou en — oo estégale a la limite de son monéme
du plus haut degré.

Exemple: lim 1-2x%?+3x= lim—2x?=-2 (—»)% = — oo,
X = —o0 X > —o00

b) Limite d’une fonction rationnelle_a I’infini :

La limite d’une fonction du rationnelleen +c ouen —oo est égale & la limite du quotient
des mondmes du plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

3 3
e :Zzl_xl_txxz_l = limi{i2 = lim 4x=+4o0
X > + oo X — 4o X > + o0
N.B : La propriété sur la limite des fonctions polyndmes et des fonctions rationnelles ne peut
étre utilisée qu’en + oo ou en — oo,
En aucun cas, elle ne peut étre utilisée lorsque x tend vers un nombre réel.

Exemple : lim

4) Limite de la composée de deux fonctions :

Soient f et g deux fonctions et fog leur composée définie sur un intervalle | contenant « a »
oU a est une borne de I.

Si:limg(x) =1 et silim f(x) =10 alors lim fog(x) =10
xX—a x -1 xX—a

5) Limite des fonctions circulaires :

Si a est un nombre réel non nul, on a:
. Sinx . Sinax
lim —~ - 1 et lim =

x—-0 x—-> 0
|
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tgax _

lim tox _ 1 et lim 1
x ax
x—-0 x—- 0
— 1 — 1
lim 1 c;)sx _1 et lim 1 cos(;x) _1
x 2 (ax) 2
x—-0 x—0

6) Limite a gauche — Limite a droite de x,

a) Limite a gauche de x,

On appelle limite & gauche d’un réel x, d’une fonction f, la limite lors qu’elle existe quand x
tend vers x, par valeurs inferieures on note : lim f(x).
X > X
b) Limite a droite de x,

On appelle limite a droite d’un réel x, en une fonction f, la limite lors qu’elle existe quand x
tend vers x, par valeurs supérieures on note : lim  f(x).

x - xot
NB :
Une fonction admet une limite en un point x, si sa limite a gauche est égale a sa limite a droite.
lim f(x) = lim f(x)
X = Xy x - xg"

7) Théoreme des gendarmes

Soit f une fonction définie sur un intervalle I tel qu’on ait I’encadrement suivant :
A(x) < f(x) < B(x)

limA(x) =1
X — o0 B _
si ot alors l;nloof(x) =1
Llim B(x) =1
X — 00
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6) Interprétation graphigue de la limite d’une fonction :

Soit f une fonction et Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (o ; 7; )
Si limf(x)=1 ou limf(x)=1

X = —oo X — oo

Alors la droite d’équation y = I est asymptote Horizontale a courbe Cf

asymptote horizontale y=1I
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Silim f(x) =4+ oulim f(x) = —o0
X —>a X— a
Alors la droite d’équation x = a est asymptote verticale a la courbe Cf.

y A

4t 4

3t .
asymptote vgrticale x = a

21

14

Silim[f(x)- (ax+b)] =0 o lim[f(x) — (ax+b)] =0
X > +oo x = —®
Alors la droite d’éguation y = a x + b est asymptote oblique & la courbe Cf.

<

asymptote obliquey = ax + b
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I1l1-  Continuité
1) Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle | et soit x, un réel appartenant a I.

On dit que fest continue en x, si et seulement si f est définie en x, et si la limite de f(x)
quand x tend vers x, est égale a f(x,)

Une fonction f est continue en x, si et seulement si :

f(xo) Existe et lim f(x) = f (xo) =1 (I fini).

X— Xo

Remargque : les fonctions non continues en x, sont les fonctions non définies en x, et les
fonctions n’admettant pas de limite en x,

2) Continuité sur un intervalle :

Soit f une fonction définie sur uniintervalle I =[a ; b] ou I = Ja; b[.Onditque f est
continue sur | si et seulement si f est continue en tout point de I.

3) Continuité a gauche — continuité a droite
a- Continuité & gauche :

Une fonction f est continue a gauche de x, si limf (x) = f(xo)-
X = Xy~

b) Continuité a droite :
Une fonction f est continue & droit de x, si lim f(x) = f(xy)
+
X = Xg
NB : Une fonction est continue en un point de x, si elle est gauche et a droite de x,

4) Prolongement par continuité

Soit f une fonction numérique non définie en x, ; mais admettant une limite I en ce point. La
f(x) si x #x,

Isi x= x, est appelée le prolongement de la fonction f

fonction g définie par: g(x)= {

par continuité au point x,

N B : Si f n’est pas définie en x, mais admet une limite en ce point, alors on dit que f est
prolongeable par continuité au point x,.
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IV-  Dérivation :

1) Nombre dérive en un point x, :
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant x,,.
On dit que f est dérivable en x, si et seulement si la quantité w admet une limite
finie quand x tend vers x,. Cette limite est appelée nombre dérivé en (;Co et est noté f ’(xo).

C'est-a-dire : lim M = f'(x,)

x—>x0

f(xo+ ) — f(x0)
h

N.B : f est dérivable en x, est équivalente que la quantité admet une

limite finie quand h tend vers zéro ; il suffit de poser h= x — x,
f est dérivable en x, si elle admet un nombre dérivé f'(x,)

2) Lien_entre continuité et dérivabilité :

Toute fonction dérivable en un point x, est continue en x,, .
N.B : La réciproque est inexacte.

3) Nombre dérivé a gauche — Nombre dérivée a droite

a) Nombre dérivé a gauche :

Si lim existe et est finie, alors on dit que f est dérivable & gauche en x,.

f@) — f(xo)
X — Xo
X = X9

On la note f(xo)
b) Nombre dérivé a droite :

Si limi& (x; — ’;(x") existe et est finie, alors on dit que f est dérivable a droite en x,,.
- [

x - x,t
On la note f;(xo)
Théoréme :

Si f est dérivable & gauche et & droite en x, et si les deux nombres dérivés sont égaux alors

f est dérivable enx,etona: lim f@ = f(%o) _ limf(x) — J(%o) =f'(x,)

X — Xo X — X
x> X, x > x,"
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4) Interprétation graphigue d’un nombre dérivé

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle et (C) sa courbe représentative dans le

plan muni d’un repére orthonormé (; 0;7; )

Soit MO( ) un point fixé de (0). M(;) un point courant de ((); construisons la droite

(MyM) .

Lorsque x tend vers x,, la droite (M, M)vient occuper une position limite (M,T ) appelée

tangente a la courbe (¢) au point M, (;g)

f’(xo) est appelé pente ou coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de
. o

f au point M, (y())

X0
Yo

5) Equation de la tangente au point d’abscisse x :

L’équation de la tangente a la courbe en un point d’abscisse x, est donné par :

(M:y = f'(x0) (x- x0) + f(x0)

NB :

Si le nombre dérivé a gauche et le nombre dérivé a droite existent et sont différents, alors la
courbe admet deux demi — tangentes en M, de coefficients directeur respectifs : les nombres
dérivés a gauche et a droite de x, en faisant un angle en ce point.

- Lacourbe (Cf) passe par le point A (;g) si et seulement f(x) = yo.
- Lacourbe (Cf) admet au point A (;g) une tangente paralléle a I’axe des abscisses c'est-a-
dire I’axe ox si et seulement si f'(xy) = 0.

- Lacourbe (Cf) admet au point A (;g) une tangente paralléle a la droite (D) d’équation :
y = ax + b sietseulementsi f'(xy) = a.

- Lacourbe (Cf) admet au point 4 (;g) une tangente de coefficient directeur k si et
seulement si f'(xy) = k.
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Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. La fonction f’ qui a tout x € I fait
correspondre le nombre dérivé de f en x que I’on note par f'(x) est appelé fonction dérivée

premiére de f. Ainsisi f; u et v sont des fonctions dérivables en un point x € I alorson a le
tableau des dérivées suivants :

a- Dérivées usuelles :

b- Opérations sur les dérivées :

Fonctions Dérivées Domaines au (a € R) au’
a 0 R uxv uv+v'u
ax a R ZaeR) —a
ax™ nax™ ! R U __u?
a T R bt (W)®-0"Hw)
e T (x#0) v (v)?
JVx 1 R, w)" nu'u" !
2vVx a4 (a € R) —nau um~!
Vax +b —c R, u” uZn
2vax+b Vu L
cosx — sinx R 2Vu
sinx cosx R sin(u) u'cos(u)
tanx 1 5 R [*T cos(u) —u'sin(u)
Cos?x 1+tg’x {2 } tan(u) hd
cos(ax + b) —asin(ax + b) R . ,COSZH .
sin(ax + b) acos(ax + b) R u=(gof)(x) | w = f’'(x)og' [f(x)]
7)  Sens de variation d’une fonction.
Théoréme :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1. On retient que les variations d’une fonction
dépendent du signe de sa dérivée. Ainsi :

- Sif’(x)<Opourtoutx € l,alorsV x € I, f est strictement décroissante.
- Sif’(x)>0pourtoutx €l,alorsV x € I, f est strictement croissante.
- Sif’(x)=0pourtoutx €l,alorsV x €1, f estconstante ou stationnaire

N.B :

Les variations d’une fonction peuvent étre résumées dans un tableau appelé tableau de
variation de f. Ainsi un tableau de variation comporte les éléments suivants :

- Le domaine de définition Df.
- Les limites aux bornes du domaine de définition Df
- Les valeurs pour les quelles la dérivée f's’annule

- Des fleches croissantes et décroissantes justifiant les variations de f.
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8) Extremum relatif:

Théoréme 1

Soit f une fonction définie sur un intervalle ]a ; b[ ouvert contenant x,. Si f '(x) s’annule en
X, et en changeant de signe, alors f admet un extremum au point d’abscisse x;.

Théoréme 2

Si f admet un extremum relatif d’abscisse x,, alors f'( x,) = 0 ou encore on dira que f n’est
pas dérivable au point d’abscisse x.

Si f ’(x) passe du signe négatif au signe positif on dit que f présente un minimum

y .
Maximum
f o)==
i Ici : f’(x) passe du signe positif au
| signe négatif.
i On dit que f présente un maximum
0 Xo X
y
Ici : f ’(x) passe du signe négatif au
signe positif.
On dit que f présente un minimum
flxp)t----
Mirdimum
0 X N
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9) Extension du nombre dérivé

a- Point d’inflexion:

Théoréme
Soit f une fonction définie sur un intervalle Ja ; b[ ouvert contenant x,. Si f '(x) s’annule en
X, changeant de signe, alors f admet un point d’inflexion au point d’abscisse x;.

Au point M, (
la tangente.

Par conséquent M, est un point
d’inflexion pour la courbe cf.

;g) la courbe cf coupe

b- Points anguleux:

Soit f une fonction admettant au point d’abscisse x, un nombre dérivé a gauche I(l € R) et un
nombre dérivé a droite I (I' € R). On dit que la courbe (C) de f admet au point d’abscisse x,
un point anguleux si et seulement f n’est pas dérivable en x, et sil # .

y
Ici la courbe (C) admet au point d’abscisse
x, deux demi — tangentes de coefficient
directeurs respectifs [ et
fxo)p------ M (XO) Avecl # I'.
170 \yo
0 X N

e —————
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c- Points de rebroussement:

Soit f une fonction admettant au point d’abscisse x, un nombre dérivé.

Point de remboursement de 1° espéce

. fx) — f(xe)
m—-=

sili )~ fxo) _

—ocoet i
X — X0 X — Xo
X = Xy X = Xy
Alors la courbe (c) de f admet au point d’abscisse x, une
demi- tangente verticale dirigée vers le haut

+0o0

f(x0)

Y Point de remboursement de 2™ espéce

flx)r====- )~ fxe)
m—--=

sili )~ )

+ooet i
X — X0 X — Xo
X = Xy X = Xy
Alors la courbe (c) de f admet au point d’abscisse x, une

demi- tangente verticale dirigée vers le bas

d- Théoréme de I’inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I = Ja ; b[.

Premiére forme :
Soita et b deux réelstelsque a < betmet M sonttelsquesix € [a;bletm < f'(x) <M
alorsona:m(b—a) < f(b) — f(a) <M(b—a)

Deuxiéme forme :
Si k estunréel tel que : Vx € I = [a; b], si |f'(x)| < k alors |[f(b) — f(a)| < k|b —a]
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V- Etude de fonctions :

1) Parité d’une fonction
a- Fonction paire :

Une fonction f est dite paire si et seulementsi vV x € Dfet —x € Df,ona:

f(=x) = f(x)

b- Fonction impaire :

Une fonction f est dite impaire si et seulement si vV x € Dfet —x € Df,ona:

f(=x) = =f(x)

NB :
- Lafonction x — cosx est paire car cos(—x) = cosx

- Lafonction x — sinx est paire car sin(—x) = —sinx

2) Périodicité d’une fonction

Une fonction f est dite périodique et de période T si et seulement si vV x € Df,ona:

fx+T)=fx)

NB :

; T L 2
- Lafonction x = cos(ax + b) est périodique et de période T = ﬁ

: L L. 2
- Lafonction x » sin(ax + b) est périodique et de période T = ﬁ

- Lafonction x = tang(ax + b) est périodique et de période T = IZ_I

- Les fonctions x — cosx et x — sinx sont toutes deux périodiques et de période
T =2m

3) Courbes symétrigues :

a) Axe de symétrie :

La droite d’équation x = a est dite axe de symétrie pour la courbe (Cf) de f si:
f(2a-x)=f(x)ou f(a + x) estpaire ou f(a + x) = f(a- x)

b) Centre de symétrie :
Le point I(l‘:) est dit centre de symétrie pour la courbe (Cf) de f si
f(Ra-x) + f(x) =2b ou f(a + x)- bestpaire ou f(a + x) + f(a-x)= 2b

NB:
- Toute fonction paire admet I’axe (y’ o y) comme axe de symétrie.

- Toute fonction impaire admet le point O (g) (origine du repére) comme centre de symétrie.
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c) Recherche de centre de symétrie et d’axe de symétrie :

Centre de symétrie :

ax?+ bx+c

yx+p
représentative dans le repere orthonormé (O ;7;7)oU:a; b; c; y; B sont tous des réels
avec:a #0 et yx+ f # 0.

Soit f une fonction rationnelle définie par: f(x) = et (C) sa courbe

’

Cc

Si f peux ce mettre sous laforme: f(x) = a'x + b' + "

-B
H hY by z ‘x =
Alors le centre de symétrie a la courbe ( C ) de f a pour coordonnée : I( 0 Y , )
yo=a'xg+ b
- Axe de symétrie :

Soit f une fonction polynéme du second degré définie par : f(x) = ax?> + bx +c
avec(a#0)

. . _ b\?  b°—4ac
Si f peux ce mettre sous laforme: f(x) =a [(x + Z) - T]
Alors I’axe de symétrie & la courbe ( C ) de fa pour équation x = — % .
Représentation
Symétrie de la ¢ J
courbe Cf par Courbe Cf Courbe Cf
laxe (y'oy) :
A}
\
\
\ L 1
\
AY
RS
4 3 2 1 1 2 3 4y 4 3 2 1 1 2 3 4y
1
1
1- ' -1
1
I
K Symeétrie de la*
courbe Cf par
& I’origineO0 =
Ici I’axe (y'oy) est axe de symétrie Ici I’origine O du repere est centre de symétrie
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3) Fonction réciprogue

Bijection :

Une fonction f de E vers F est dite bijective si tout élément de I’ensemble d’arrivé F admet un
et un seul antécédent dans I’ensemble de départ E.

- EnPratique :

Une application f est bijective si et seulementsivy € F 3lx € Eona: f(x) =y

- Graphiquement

Les courbes représentatives d’une fonction et celle de sa fonction réciproque sont symétriques
par rapport a la premiére bissectrice( A ) d’équationy = x.

y +«— A
’/’— T 4!
3+ Pie
R “— C
//
2r
/
’
14/
1
1
R 12 5 4 sy
-1+
20

Théoréme :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors f est une
bijection de I sur £(I). et admet une bijection réciproque f~! de f (I ) sur | ayant méme
sens de variation que f

Les courbes Cf et C f'l sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice A:y = x
SiM(x; y)eCfalorsM(y; x)eCft

Six = a estasymptote a C; alors y = a devient asymptote pour Cf™

4) Théoréme de valeurs intermédiaires :

L’image d’un intervalle par une fonction continue :

Théoréme 1 :

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Soit f une fonction de R — R et soit Df son ensemble de définition. SoitI=[a ; b] ou
I=]a; b[ unintervalle de Df . Si f est continue sur | alors f(I) est aussi un intervalle
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Théoréme 2:
L’image d’un intervalle fermé par une fonction continue est un intervalle fermé.
1% forme :
Soit f une fonction de R— R et soit Ds son ensemble de définition. Soit1=[a ; b] ou

I=]a; b[ unintervalle de . Si f est continue sur I alors f (I) est aussi un intervalle.

2°™ forme :
Si f est continue sur | et que f(a) X f(b) < 0, alors il existe un réel o € | tel que f(a) = 0

fl@r-

5) Théoréme relatif _aux fonctions continues et strictement monotones

1% forme : Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [ a ; b]

etsi f(a) et f(b) sont de signes contraires alors il existe un unique point x, élément de Ja; b[
tel que f(x0) =0

2°™ forme :  Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle[ a ; b ]
etsi: f (a) X f (b) <0 alors I’équation f (x) =0 admet une unique solutiono € [ a ; b]

6) Approximation d’une solution o de I’équation g(x) =0 :

a- Méthode de dichotomie :

Soit g une fonction définie sur un intervalle [ a ; b ] tel que g(a) x g(b) < 0.
Posons ay =b et by = b.
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e Si g eststrictement croissante sur [a ; b]

y
gb) F=- ===
:
T I
I
| | | a | | | \a \I | |
T T T ; T T O T T b T T X
: I
I
I
I
I
1:4 g(a)

Ainsi on a deux suites numériques de termes généraux a,, et b, telquea € [a,; b,].
an+ by
On calcule g (T)

- Si g(%b")<0 anrSae[%b" ; bn].

an + by

- Si g(T)>O alorSae[an; M].

2
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e Si g eststrictement décroissante sur [a ; b]

g(b):frtfff:f:=,_.__l

Ainsi on a deux suites numériques de termes généraux a,, et b, telquea € [a,; b,].

b
On calcule g (%)

an + by

- S g(T) < Oalors o € [an ; it b"].

2

- Si g(%b")>0alorsae [%b" ; bn].

b- Méthode des balayages :

C’est une méthode qui consiste a déterminée une approximation de o a partir d’un tableau de
valeur. Ainsi la valeur de a est obtenue en encadrant la valeur de x a partir du changement de
signe obtenue entre I’antécédent positif et négatif.

Xq Xy X3 Xy X5 Xg X7 | e Xn

X
fCe) | fCa) | fQxz) | fx3) | f(xa) | f(xs) | f(xe) | fQx7) | o fCxn)

Si par exemple f(xs) X f(xs) <0 alors o € [x5; x¢] et par conséquent o=

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 3. Fonctions numériques. Page 150



Fonctions numériques

7) Etude des branches infinies :

Notion d’asymptotes :

Si limf(x)=1 ou limf(x)=1

X = —oo X = oo

Alors la droite d’équation y = I est asymptote horizontale & la courbe Cf.

21
Asymptote horizontale y = [

Silimf(x) =+o0 ou limf(x) = —o
X —a X — a
Alors la droite d’équation x = a est asymptote verticale a la courbe Cf ..

x| A

A

Asymptote verticale x = a
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Silim[f(x)-(ax+b)] =0 ou lim[f(x) — (ax+b)] =0

X — +oo X = —00

Alors la droite d’équation y = a x + b est asymptote oblique a la courbe Cf

Asymptote oblique y = ax + b

Recherche d’asymptote oblique :

Il est évident de dire que si : lim f(x)= % oo, alors on a une possibilité d’asymptote oblique.
X o t+ oo
Ainsi pour chercher I’asymptote oblique, on procéde comme suite :

f&@
X
X > + o x> + o
Alors la droite d’équation y = ax + b est Asymptote oblique & la courbe (C) de f.

=Si lim =aetlimf(x)-ax=»b

fe
x
X > + oo X > + oo

—=Si lim =aet limf(x)-ax = 0ou o

Alors la droite d’équation y = ax est Asymptote oblique a la courbe (C) de f.

f@
x
X > + o

=Si lim =4+
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Alors la courbe (C) de f admet I’axe (y’oy) comme branche parabolique.
f@ _

X
X > + o

=Si lim

Alors la courbe (C) de f admet I’axe (x’0ox) comme branche parabolique.

N.B:
Si f est une fonction rationnelle dont le degré du numérateur est supérieur au degré du
dénominateur d’une seule unité, alors on peut écrire f(x) sous la forme :

este R
= q(0) + 5 —

= ient + ———
f(x) = quotient Diviseur D(x)

Si lim% = 0. Alors la droite d’équation y = q(x)est appelée Asymptote oblique.

X — o0

8) Position relative d’une courbe (Cf) et de son asymptote obligue (A).

Pour Détermine la position relative d’une courbe (Cf) et de son asymptote oblique (A), on
étudie le signe de : f(x) - y. Ainsi :

- Sif(x)- y <0, alors la courbe (Cf) est en dessous de la droite (A).

- Sif(x)- y>0,alors la courbe (Cf) est au dessus de la droite (A).

- Sif(x)-y =0,alors la courbe (Cf) et la droite (A) sont confondues.

9) Intersection de la courbe avec les axes du repére :

a) Intersection de la courbe avec I’axe des abscisses (0x)
Pour Trouve le ou les points d’intersection de la courbe (Cf) avec I’axe des abscisses, on
résous I’équation f(x) = 0. Ainsi la courbe passe par les solutions de I’équation f(x) = 0
sur I’axe (ox).

b) Intersection de la courbe avec I’axe des ordonnées (oy)

Pour Trouve le ou les points d’intersection de la courbe (Cf) avec I’axe des ordonnées, on
calcule I’ordonnée y = f(0). Ainsi la courbe passe pary = f (o) sur I’axe des (oy).

10) Plan d’étude d’une fonction :

Pour étudier une fonction f et représente graphiquement sa courbe (Cf) dans le repére on
adopte le plan suivant :

- Recherche du domaine de définition ou ensemble de définition Df.

- Etude ci-possible de la continuité.

- Etude ci-possible de la parité et de la périodicité afin de réduire le domaine d’étude puis de
Compléte la courbe de la fonction f par symétrie.
Etude des limites aux bornes de I’ensemble de définition Df.
Calcule de la dérivée f'(x) puis étude du signe de f'(x).
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Préciser le sens de variation de la fonction f.
- Consignation des résultats précédents dans un tableau de variation.
- Rechercher ci-possible des points d’intersections éventuels avec les axes du repére.

Exercices

Limites
Limites en un point x,

Calcule les limites suivantes aux points x, donnés :

. x3-8 , -3 . 2x+5 . x2+1-1
a- limZ : b- llm\/} : C-llmzx—; d- lim X -— ~
—x+ 2 x—9 xé—x— 2 x
x - 2% x -9 x > 2° x -0
e-lim X %=6 o oyt oL
Vi—+3 T x2—3x+4
x -3 x - —1%
. Calcule les limites suivantes aux points x, donnés :

. Sin2x | . Cos2x | . Sin5x . . Sinx | . Sindx |

a-lim ;o b- lim ———— ; ¢c- lim = ;oe-lim——= ; f- lim——— ;
3x 1— Sinx Sin3x T—X tangx
x =0 x —>% x =0 X o x =0
Limites a I’infinie
. Calcule les limites suivantes a I’infinie :
. -8 . 2yx—1 .2 2 Vx24+1- 1
a- lim————= ; b-lim VX ; c- llm%, d- lim*= +
x + 1-x X+ 2 S5x“— x x

X — — X — +oo X — —oo X — —

e- lim ——X 13 O lim— - lim 311
x5 (I-wa+w T =
X — +oo X — —0oo X — —oo

h- li > i .. 2 + Sinx s
-lim 1—x +Vx?+ x +1 i- lim ﬁ(theoreme des gendarmes)

X — +oo X — +oo

Limites et asymptotes

. Calcule les limites aux bornes de I’ensemble de définition de chacune des fonctions
ci-dessous (on Donnera ci-possible les éventuelles asymptotes ou possibilité d’asymptotes)

2+ 5 —x>+5 2x° 1 2
a—f(x)z % ; b-f(x): xziﬁ ;C-f(x): % ;d—f(x)= x;:- -
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. Soit la fonction f déniepar: f(x) = Vx2 +x+1— x.
On note ( Cf ) sa courbe dans le repére orthonormé (O ;7; ).
a- Etudie les limites de f en + oo et en — oo. La courbe ( Cf ) admet — elle une asymptote
horizontale ?

b- Démontre que la droite ( A ) d’équation y = —2x — % est asymptote a (Cf ) en —co .

Continuités
Continuité en un point x,

. Etudie la continuité des fonctions suivantes aux points x, donnés :

X — 2 _lx=114+2 _
{f(x) = X(Z + xz_) 6 et Xo = 2 : b) f(x) - L x+3 Xo = 1
@) =0 ra =1

Continuité et condition de faisabilité

Soit la fonction f définie sur R par

{f()— 2” ix € R—{2}
fRQ)=a

Détermine la valeur de a pour que f soit continue en x, = 2

- Soit la fonction f définie sur R par :
f(x)=x* + ax six € |- ; —1]
fx)=2x — 1 si x € ]-1; 1]
fX)=b(x%* — 1) six €]1; +oo[

a) Détermine le réel a pour que f soit continue au point x, = —1
b) Pouvez — vous Détermine la valeur de b pour que f soit continue au point x, =17

Prolongement par continuité

- Dans chacun des cas suivants, préciser I’ensemble de définition de la fonction f et Détermine
(s’il existe) le prolongement par continuité de cette fonction en x,.

3 {f(x)=%§ ; ) {f()—tg"

x0=0 xO—O

- Soient f et g deux fonctions définies respectivements par :
_VJx+ 1-1 _ 1
fo) = T et 9@ = T

a- Détermine les ensembles de définitions Df et Dg respectivement des fonctions f et g.

b- Vérifie que la fonction g est le prolongement par conitinuité de la fonction f en x, = 0.
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V2x =2

x— 2

- On considére la fonction g de la variable réelle x définie par g(x) =
1) Détermine son ensemble de définition Dg.
2) Montre que g admet en 2 un prolongement par continuité que I’on notera par h.
3) Montre que h est dérivable en 2 puis Donne I’équation de la tangente a la courbe( C)
de h au point d’abscisse 2.

Dérivabilité
Dérivabilité en un point x,

-Etudie la dérivabilité des fonctions suivantes aux points x, donnés :

_ (x— 2)2 =w =1
a) {f(x)‘ ey SNEMEPE EA R
f@=0 ray =1

Dérivabilité et condition de faisabilité

- Détermine les réels a et b pour que f soit continue et dérivable aux points x, = 1
{f(x) = 2x>+ ax—3six <1

f(x) _ 2x+ b

six >1

Soit f la fonction de R vers R définie par :
_x(x+ 1) . _
{f(x)— xrze Six >-1

f)=2x +a six <-1

1) Pour quelle valeur de a la fonction f est — elle continue au point —1 ?
2) Pour cette valeur, étudier la dérivabilité de la fonction f au point — 1.

Application de la dérivée

- Détermine une équation de la tangente en M,( xo; f(xo0)) a la courbe (C) de f dans les cas

suivants :
24 2x+ 2
Q) f(x) = X+ 2x°—5x + 3 et xo= —2 ;b)f(x):% et xo= 1
0 f(0) = “EE et x,=0
- Détermine la fonction dérivée f” de la fonction f dans chacun des cas suivants :
24+ 2x+ 2
@) f(x) = x*- 2x*+5x + 3 ; b)f(x)= % DO f() = (—x2+ 2x)°

d) f(x) = V2x3 —4x2 + 1 ; e)f(x)=(1 — 3x¥)(—x%*+ 1) ; Hf(x) = Cos’x

9 f(x) = =D Vx* —x [ h) f(x) = Sin(3x —D* ;i) f(x) =Sin*GBx—1)
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- Soit la fonction numérique f définiepar:  f(x) = |x? — 2x — 3|
1) Ecris de f(x) sans le symbole de la valeur absolue.
2) a— Etudie la continuité et la dérivabilité de f aux points x,=—1 et x,=3.
b— Que dira -t - on quant a la dérivabilité de f aux points x,=—1 et x,=3?
3) Donne une équation de la tangente a gauche et a droite aux points x,=—1 et x,=3.
4) Dresse le tableau de variation de la fonction f.

Etudes de fonctions
Analyse et interprétation d’un tableau de variation.

- Analyse puis interpréte chacun des tableaux de variations suivants afin de préciser :
a- les domaines de définition.
b- les limites aux bornes du domaine de définition tout en mettant en évidence les éventuelles
asymptotes et possibilités d’asymptotes.
c- Donne I’allure de la courbe ( Cf) dans chaque cas.
1) f est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

—00 + ©

X
f0) +

+o0
fo | —

—0o0

De plus :
- La courbe (Cf) admet I’origine du repere comme centre de symétrie.
- La courbe (Cf) admet |’ axe (y’0y) comme branche parabolique.

2) gest la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :
X —o0 -1 2 + o0
g’ () — b+ 0 =
40 ‘ 1
g(x) \ / \
0 —

De plus : La courbe (Cg ) admet I’ axe (y’0Oy) comme branche parabolique.

3) hest la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

X —o0 -2 1 2 + ©

h’(x) + + 0 - -
+o0 1 + oo
h(x) /r / \ \
-1 - — o -1

4) pest la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

X —0 -2 1 2 +
p’(x) - + - +

() 2\ 0/'+Oo+w\1/
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- Dresse le tableau de variation de la fonction numérique donnée, partant de ses renseignements
fournis dans les cas suivants :

1) Pour f:
=  festdérivable sur R telle que I’équation f ’(x) = 0 admet les solutions x = — 1 et
3
X = E X
= f n’est croissante qu’entre les zéros de sa dérivée f ’ et les points E; (E ;4) et

E, (—1; - %) sont ses extremums

= lesdroitesy =—2 et y =3 sont ses asymptotes respectives en — oo et +

2) Pour g :

= gestdéfiniesur |— ; 0]U [5

55t [ et admet des demi tangentes verticales aux

. . 5
points d’abscisses 0 et 7

= g eststrictement décroissante sur son ensemble de dérivabilité.
= ladroitey = — x esta la fois asymptote oblique en — o0 et +

= les points de coordonnées (0 ; —3) et (g ; 1) sont sur la courbe de g.

3) Pour h:

= hestdérivable sur R— {0 ; 2} etcontinue sur R.

* |e point de coordonnées (0,3 ; 0,4) est I’extremum maximum absolue de la courbe (Ch)
et hestcroissantesur [0 ; 0,3]U [2; +oof

= lesdroites d’équationsy = —1lety = —2x + 1 sontasymptotes de (Ch)
respectivement en — o et + o

= les points de coordonnées (0 ; 0);(1; 0);et (2 ; —2 )appartiennenta (Ch)

Analyse et interprétation d’un graphique.

Analyse chacune des courbes représentatives données dans un repére orthonormé du plan afin
d’établir son tableau de variation.

a- Déterminelesréelsa; b; c.....en utilisant le graphique.

1) f est la fonction dont la courbe est donnée ci-dessous par : f(x) = ax® + bx? + cx +d
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De plus : El(%l ; %) et E;(1 ; 0) sontles sommets de la courbe (Cf)
ax + b
cx2+ d

2) La fonction donnée est g telle que : g(x) =
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Fonctions numériques

ax%+ bx +c¢
dx + e

Fonctions d’initialisations.

- Soit la fonction f définie par f(x) =

x2 4+ 2x +2
x+ 1

.

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).

1) Détermine I’ensemble de définition Df.

2) Calcule les limites aux bornes de Df.

3) Déterminelesréelsa; b et ctelque f(x)= ax + b + 1

4) a- Montre que la droite ( D ) d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe Cf .

b- Détermine la position de la courbe Cf et de la droite (D).

5) Montre que le point I(_Ol) est centre de symétrie pour la courbe Cf.

6) Détermine une équation de la tangente a la courbe Cf au point d’abscisse - 2

7) Calcule la dérivée f’ de la fonction f puis Dresse le tableau de variation de f.

8) Construire la courbe Cf et la droite ( D ) dans le méme repére.
-S'tlf tion f défini _ X rarth

oit la fonction f définie par f(x) = e Rr——

-»>

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; 7).
1) Déterminelesréelsa; b ; cetd tel que:
a- Lacourbe Cf admet comme asymptote les droites x =

2 etx=—1.
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b- La courbe Cf passe par le point A(_lz) et admet en ce point une tangente de

coefficient directeur — 5.
2) Etudie la fonction f puis représente sa courbe Cf dans le repeére.

3+ ax?+ bx + ¢

- Soit la fonction f définie par f(x) = S
Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).
Détermine lesréelsa; b ¢ ; m ; n et p tel que:
a- Lacourbe Cf admet comme asymptote les droitesx =2 et x = —1.
b- Lacourbe Cf passe par les points A( ") et B(%) et admet au point B(%) une

tangente de coefficient directeur — 3.

) ] o x3—9x
Soit la fonction f définie par f (x) = 262-1)

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).

1) Etudie les variations de f.

2) Préciser les asymptotes a la courbe Cf.

3) Soit A l'asymptote non paralléle aux axes de coordonnées, Détermine la position de
Cf par rapport a A dans I’intervalle ]— 1;1 [

4) Construire Cf.

. . e 24 2x+4
- Soit la fonction f définie par: f(x) = %
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).
1) Etudie et construire la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O ; 7; j).

2) Montre que le point d'intersection des asymptotes est un centre de symétrie de (Cf)

3) Discute graphiquement suivant les valeurs de m I'existence et le signe des racines de
I'équation : x*+ 2(1- m)x + 4 = 0

4) Montre que la restriction h de f a l'intervalle | = [ 2 ; + oo [ est une bijection de | sur un
intervalle J que I'on précisera.

5) Construire la courbe représentative de la fonction réciproque A~ ! de h dans le méme
repére que (Cf).

Fonctions biologiques.

Une population de bactéries (exprimer en millier) a un rythme de croissance modélisé par la

. 60t + 40 ) .
fonction f(t) = T 10 oute [0 ; + o] estletemps écoulé en jours.

1) Quelle est la population de cette culture au bout de 3 jours ? ; 5 jours ? ; 21 jours ?

2) Détermine lesréels a et btelsque f(t) =a +H_L10 pour t € [0 ; +].
3) a- Calcule ladérivée f’(t) de la fonction f(t).
b- Justifier que la population de bactéries est croissante.

4) a- Résous dans R I’équation : f(t) = 52.
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c- Endéduis a partir de quel jour la population de bactéries sera égal a 52.000 individus.
5) a- Quelle est la limite de f en + o« ?

b- En déduis une interprétation quant a la population de bactéries.
6) Trace lacourbe (Cf) de f dans un repére orthonormé (O ; 7; J).

Echelle : 1 cm — 10 ans sur I’axe (ox) et 1 cm — 10.000 individus sur I’axe (oy).

- Un laboratoire médical désire mesurer le nombre de personne contaminés par jour du a un
virus a partir d’une « fonction de contagion » f, définie sur I’intervalle [ 1 ; 30] par :
f(t) =0,02t3 — 1,4t% + 22t + 640 ou t désigne la durée en jour de propagation.
On appelle £ la dérivée de la fonction f comme la fonction « contagion ».
On dit qu’il y a « contagion » lorsque f’est positive. Sinon on dit qu’il y a « non contagion ».
1) Quelle est le nombre de personne contaminé entre le 1* jour et le 21 jour ?
2) Détermine les intervalles ou il ya contagion et non contagion.

3) On désigne par S = f1105 f(t)dt, I’aire en m?de la zone contaminée par la virus.
Détermine cette aire.

- Une culture de bactéries a un rythme de croissance (exprimé en mm/jour)et modélisé par la

fonction C(x) = 3000

Tto25x 0UX € [0; +oo[ est le temps écoulé en jours.

On admet que ce rythme de croissance est la dérivée de la fonction population p(x)c’est-a-dire
que p'(x) = C(x) et au temps x = 0, la culture compte 1000 bactéries c’est-a-dire :
p(0) = 1000.
1) a- Détermine p(x)désignant la population des bactéries apres x jours.
b- Evaluer le nombre de bactérie ainsi que leur rythme de croissance au bout de 3 jours.
c- Aprés combien de jours le nombre de bactéries atteindra t-il 1500 individus ?
2) a- Etudie les variations de p sur I’intervalle [0 ; +oo[.
b- Calcule la limite de p(x)en +oo.

Un malade contracte une fiévre dont la température en degré est modélisée par la fonction t
définie sur I’intervalle [0 ; +oo[ par t(x) = —x% + 1,5x + 1. OU : x est le temps écoulé
exprimé en seconde et t(x) est la température de la fievre exprimé en degré.

1) Quelle est la température du malade a: 0s?; 1s? et2s?

2) Lafonction t est représentée par la courbe ci-dessous :
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-1+

a. Indiquer a qu’elle instant la fievre atteint sa température maximale.

b. Donne les intervalles respectifs de montée et de descente de la fievre.

3) Ondésigne par T une primitive de la fonction ¢ définie sur I’intervalle [0 ; 2].
a. CalculeT.

b. Calcule la température moyenne du malade pendant I’intervalle de temps [0 ; 2].
(on donnera une valeur décimale arrondie au dixiéme).
Rappel : Soit f une fonction définie et dérivable sur Iintervalle[a ; b].
La valeur moyenne m de fsur I’intervalle[a ; b], est le nombre m tel que :

m = ﬁfab f(x)dx

Fonctions circulaires.

b s Sin3
-Soitf la fonction définie sur ]— 7 E[ par: f(x) = =7

Cos3x
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).
1) Montre que I’ensemble de définition Df peut se réduit
2) Etudie la parité et la périodicité de f puis en déduis un intervalle d'étude Dg.

3Cos2 . L
3) Montreque Vx € Df,f'(x) = C;;; puis Dresse le tableau de variation de f.

4) En déduis le tracé de (Cf) sur]— g ; g[ par symétrie.

. . i 1+ Cos3
- Soit la fonction f définie sur [-m ; ] par f(x) = ﬁ
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).
1) Détermine I'ensemble de définition Df.
2) Etudie la parité et la périodicité de f puis en déduis un intervalle d'étude De.
, _ 3(1— 2Cosx )Sinx
3) MontrequeVx € Df,f'(x) = oty
4) Etudie le signe de (1 — 2cosx) sur Dg puis en déduis les variations de f sur Dg.
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5) Détermine les coordonnées des points d'intersections de la courbe (C) avec lI'axe des
abscisses.

6) Endéduis le tracé de (Cf) sur [—m ; m ] par symétrie.

- On considere la fonction numérique f définie par : f(x) = Sin2xCosx .
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1) a- Prouver que la verticale x = % est un axe de symétrie pour la courbe Cf et étudier la
parité de f.
b- Justifier que I’on peut étudier f sur Dg = [ 0; % ] puis décrire les étapes a suivre pour

avoir la courbe Cf sur R.
2) a- Détermine f”(x) et justifier que f’(x) = 2cosx(3cos?x — 2) pour tout x € Dg

b- Etablis le tableau de variation de f sur Dg
3) Trace (C f) sur [ 0; % ] puis sur [—g ; %] par symétrie.

Fonctions paramétriques.

Soit f,, la fonction définie sur R par: f,,(x) = 2m-1)x"- (m + 4)x*- m + 5.

Ou x est la variable et m est un parametre réel.

Soit (C,,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).

1)  Montre que toutes les courbes (C,,) passent par deux points fixes dont on Déterminera les
coordonnées.

2) Etudie la fonction f; puis représente sa courbe (C,) dans le repere orthonormé.

. . e . x2+ 3x+ 4m
- Soit f,, la fonction définie sur R par : f,,, (x) = 2+ 5mt Dxi 3
Ou x est la variable et m est un parametre réel.

Soit (C,,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).
1) Montre que toutes les courbes (C,,) passent par trois points fixes dont on Déterminera les

coordonnées.

2) Détermine m pour que le point d'intersection | de (C,,) et I'asymptote paralléle a (x'ox) ait
pour abscisse % .
3) Etudie les fonctions fyet f; puis représente leur courbe respectives courbe (C,) et (Cy).

. - T xz— mx
- Soit f;, la fonction définie sur R par : f,,, (x) = Pt
Ou x est la variable et m est un paramétre réel différent de 1.
Soit (C,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).
1) Donne le tableau de variation de la fonction f;, suivant les valeurs de m.
(Ondistingueralescasou m = -2 ; m = 2).

2) Comparer f,,, (x) et f_,,(—x) puis Donne la position relative des courbes (C,,) et (C_,,).
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3) Montre que toutes les courbes (C,,) passent par un méme point fixe dont on Déterminera les
coordonnées..
4) Représente leur courbe respectives (C_,) et (C,).

Fonctions auxiliaires.

- Partie A : On considére le polyndme P définie : P(x) = 2x°- 3x*- 1
1) Donne le tableau de variation de P.
2) Démontre que I'équation P(x) = 0 a une solution unique a dans ’intervalle]1,6 ; 1,7 [.
3) Donne le signe de P(x) dans I’intervalle] -1 ; + oo [.
- X
14 x3

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).
1) a) Justifier la dérivabilité de f sur]—1 ; + oo [.

b) Calcule f '(x) puis établir que f '(x) = )

(1+ x3)2

2) Donne le tableau de variation de f.
3) Détermine les équations des asymptotes a la courbe Cf de f.
4) Place a puis Trace Cf.
5) Soit g la restriction de f a I’intervalle[ 2 ; + oo [.

Montre que g réalise une bijection de [ 2 ; + oo [ sur un intervalle J que I'on précisera.
6) Trace Cg~' ol g~! est la bijection réciproque de la fonction g restriction de f a
I’intervalle [2 ; + oo [.

Partie B : On considere la fonction f :]—1 ; + o[ >R etx »

- Partie A : On donne la fonction g définie par g(x) = x*- 3x - 4
1) Etudie les variations de g et Dresse son tableau de variation.
2) Montre que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a et que 2,19 <a < 2,20
3) En déduis le signe de g(x) sur R
. - . e 34 2x2
Partie B : On considere la fonction f définie sur R—{— 1 ; 1} par f(x) = %
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).
1) Calcule les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df.
2) MontrequeVx eR-{—1; 1}, ona: f'(x) = %
3) Etudie le signe de f '(x) et en déduis les variations de f puis son tableau de variation de la
fonction f.
4) Montre que la droite (D) d'équation y = x + 2 est une asymptote oblique & la courbe Cf
. Etudie la position de Cf et (D).
5) Trace Cf.

- 1) Soit la fonction g définie sur R par: g(x) = 2x —vx? + 1
a) Etudie les variations de la fonction g.
b) Montre que g(x) = 0 admet une solution unique & que I'on Déterminera.
¢) En déduis le signe de g sur R

2) Soit la fonction f définie sur R par f(x) =2vx? + 1 — x.
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).
On note (D) et (D") les droites d'équations respectives: y = —3x et y = x.
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a) Etudie les limites de f en 4o et —co

b) MontrequevVx € R;f'(x) = \/%

c) Endéduis le tableau de variation de f.

3) a- Détermine la limite en —oo de f(x) - (—3x).
b- Quelle conséquence graphique peut — on déduis de ce résultat ?

4) a-Montre la droite (D') est asymptote & la courbe (C) en 4+
b-Etudie la position de (C) par rapport aux deux droites (D) et (D").

5) Trace la courbe (C), les droites (D) et (D").

Fonction irrationnelle —fonction avec valeur absolue.
- Soit la fonction f définie par f(x) = x 11:”;

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).

1) Donne I'ensemble de définition Df de f .

2) Etudie les variations de f, puis Trace avec soins sa courbe représentative dans un repere

1—-+5 -
orthonormé. On donne : 2\/— ~ —0,6 et f (1 2‘/§> = -03

- Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = —x + vx? + 8

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).

1) a)DémontrequeVx € R,ona: x—+vx? + 8<0
b) Etudie les limites de f aux bornes de Df. En déduis que la courbe (C) de f admet une
asymptote horizontale dont on précisera une équation.
c¢) Démontre que la droite (D) d'équation y = —2x est asymptote a (C) en -0

2) a) Calcule f'(x). Puis en déduis de 1) a) le sens et le tableau de variation de f.
b) Trace (C) et (D) dans un repére orthonormé (unité graphique : 2 cm)

24 x|+ 1
- Soit f la fonction définie par : f(x) = w

[x]+ 1
Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).
1) Détermine le domaine de définition de f et écrire f(x) sans les symboles "valeur absolue™
2) Etudie la dérivabilité de f en —1 et en 0, puis interpréte géométriquement les résultats
3) Etudie les variations de f
4) Montre que les droites d'équationsy = —x - 2 et y = x sont asymptotes a la courbe
C)etf
5) Trace (C)

Soit la fonction numérique f définie par f(x) =+/|x? — 2x — 3|

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1) Détermine l'ensemble de définition de f

2) Ecris f(x) sans valeur absolue

3) Etudie la dérivabilité de f en x, = —1eten x, = 3 puis interpréte graphiquement vos
résultats.
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4) Montre que la courbe (C) de f admet une asymptote oblique (A) au voisinage de —oo et
une asymptote oblique (D) au voisinage de +co.

5) Dresse son tableau de variation

6) Trace dans un repére orthonormé la courbe (C) de f.

- Soit la fonction f définie de R vers R par f(x) = |x]| / x’i T

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).
1) Détermine I'ensemble de définition Df de f
2) a) Etudie la dérivabilité de f au point x, = 0, en déduis I'ensemble de dérivabilité de f.
b) Calcule f'(x) pour x élément des intervalles de dérivabilité.
c) Calcule les limites de f(x) aux bornes de Df et préciser les équations des asymptotes a
la courbe (C) de f.
d) Dresse le tableau de variation de f.
3) Trace la courbe (C) de f.

On considere, dans le plan (P) rapporté a un repére orthonormal (O ; 7; J), le cercle (T ) de
centre O et de rayon 1.
Soit A le point de coordonnées (1; 0) et A’ le point de coordonnées (—1; 0) .

1) Pour tout point H du segment[ AA4'], distinct de A et A’, on méne la perpendiculaire

(A)aladroite (AA'). La droite (A ) coupe le cercle (I')en M et M’
On pose OH = x. Calcule en fonction de x I’aire du triangle AMM’.

2) Soit f la fonction définie sur ]—1 ; 1[par f(x) =(1—x)V1— xZ.
a- Etudie les variations de f.
b- Montre que le triangle AMM’ d’aire maximale est équilatéral.

Problemes

- La fonction f de R dans R est donnée par une partie de son tableau de variation.
On sait de plus que la droite d'équation x = 2 est axe de symétrie pour la courbe C de f.

x —o0 2 4 + 0o
£ () | - -

o 1\ NG

—00 3
1) Trace lacourbe C de f
2) Compléte le tableau de variation de f

ax®+ bx + ¢

3) On suppose que f(x) est de la forme f(x) = Yt Pt a

a- Déterminelesréelsa; b ; c; f et a

b- Montre que larestriction g de fal=]2 ; 4] réalise une bijection de I sur un intervalle J

a préciser.
c- Donne I'équation de la tangente & la courbe €’ de g~—'au point d'abscisse 1
d- Trace C’

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 3. Fonctions numériques. Page 167



Fonctions numériques

e- Discute graphiquement suivant les valeurs du paramétre m, du nombre et des signes des
solutions de l'équation (3 — m)x* - (12 - 4m)x + 8 = 0

- On donne la figure ci-dessous qui représente une partie de la courbe d'une fonction g.

A 4

41
1) Complete la courbe de la fonction g sachant que g est impaire.

2) Donne les équations des asymptotes a (Cg)

3) Quel est le domaine de définition de g sous forme de réunion d'intervalles
Donne les limites de g aux bornes de Dg.

4) Dresse le tableau de variation de g.

. . .. ax%+ bx+c . B
- Soit f la fonction numérique définie par f(x) = —a  oua; b; cetd sontdes réels

et (Cf) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé (o;7; )

1) Trouve lesréels a; b; cet d sachant que la droite d'équation x = 3 est asymptote et
(Cf) passe par les points A(2; 3),B(4; 7) etadmet au point d'abscisse 2 une tangente
horizontale.

2) Dans la suite du probleme onprendraa = 1; b = —1;¢c = =5 etd = -3

a- Etudie la fonction f

b- Etudie la position de (Cf) par rapport a son asymptote oblique
c- Montre que la restriction g de f a I'intervalle [ 4 ; +oo[ réalise une bijectionde [ 4; +oo[
sur un intervalle J que I'on précisera.
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3) Montre que (Cf) admet un centre de symétrie que I'on Déterminera
4) Montre que I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions « et

3
5) a- Montre que Vx € [4;5], ona: |f'(x)| < 2

3
b- En déduis que |f(x) —%| <3 |x — 5]
6) Trace (Cf) dans le repére (0;7; j) ainsi que (Cg~1) la courbe de g1

- Partie A : Soit f la fonction numérique définie sur Df =] 1 ; +oo[ par: f(x) = 1 Vx
1) Montre que la dérivée de f garde un signe constant sur Df .

2) Etudie les variations de f (limite et sens de variation)
3) En déduis que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans l'intervalle ] 1 ; 2[

Partie B: On se propose de Résous I'équation f(x) =0dans]1 ; 2[ .

1) Montre que I'équation f(x) = 0, a méme ensemble de solution que I'équation 1 + % =x.

2) Onappelle g la fonction définie sur ] 0 ; +oo[ par:g(x) =1+ L Soit  la solution de

Vx
I'équation f(x) =0 (Onadonc g(a) = aetl <a <2)
a) Montre que si x est élémentde ] 1 ; 2[ alors g(x) est aussi élémentde ] 1 ; 2[.
b) Justifier la dérivabilité de g sur [ 0; +oo[Calcule la dérivée de g puis Montre que

1
pourtoutx [1 ; 2]€ ona:|g'(x)| < 7

. 1
c) Endéduis que pourtoutx de [1 ; 2],ona:|g(x) —a| < > |x — a|
3) Construire la courbe (C) de la fonction f

. . g 1
- Soit la fonction f définie par f(x) = oy et (C) sa courbe.
1) a- Démontre que la courbe représentative de la fonction f sur l'intervalle [0; +oo[est au
dessus de sa tangente en tout point.

1
b- En déduisquevV a € [0; +oof ,ona:m21—a Q).

2) Soit la fonction g définie sur [ 0; 4oo[; par g (x) =vx + 1 etsoitk un réel strictement
positif.
a- Détermine la dérivée premiére et seconde de g sur [ 0; +oo[

_ _ 1
b- Vérifie que:vx € [0; k[ ona: \/T <g )<

c- En utilisant le théoreme de I'inégalité des accrmssements flnis a Ia fonction g sur
<Vi+k< -
iEw 1+k<1 + (2
d- Déduisez des relations (1) et (2) que : V « e [0 ; +oof ,ona:
ko k? k
1+E— TSV1+kSl+E

e- Etablis alors I'inégalité suivante : 1,0475 <+/1,1 < 1,05
f- En déduisez une valeur approchée de +/1,1 tout en précisant la marge d'incertitude.

l'intervalle [0 ; k], Démontre que : 1 + ——
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Solutions

Limites en un point x,

. Calculons les limites suivantes aux points x, donnés :

3_g _25-8_8-8 _0
a- lim < = = = o (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:

—x+2 242 -2+2
x -2t
. x3—-8 _ . (x—2)(x2+2x+4)_ . 2 _
llm_x+2—llmW— lim—(x"+ 2x + 4)=-12
x -2t x -2t x - 2%
- V9-3 3-3 0 s - - A
b- limﬁ 3 = = = — (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
x—9 9—-9 9—-9 0
x =9
2
 VX—3 _ . NE—3 _VE+3 _,. (E—3)WT+3) _, %) —@3)?
im= g S lm e X 3 T M o+ 3) - Ma-owx+ 3
x -9 x =9 x =9 x -9
— i x—9 =i 1 __ 1t _ 1 1
UM T o+ 3) M+ 3 Vo+3 3+3 6
x -9 x =9
o lim2X¥S _ _2@+5 _ 9 __
X—x—2"@2—-2-2"0
x - 27

. Vx2+1-1 _Jo+1—-1 _0 - L —
d- lim . = 5 =E(Forme indéterminée) et levons I’indétermination:

x -0
2
lim¢x2+ -1 VZ+1+ 1 lim (Va2+1- )2+ 1+ 1) lim (Vx2+ 1) —@)?
x Vx2+1+ 1 @(Vx2+ 1+ 1) o(Vx2+1+ 1)
x -0 x -0 x -0
2
P CLCED el RN 0 T WY PN = lim———=%=0
(x)(\/x2+1 + 1) (x)(Jx2+1 + 1) (x)(Jx2+1 + 1) JeZ+1+1 2 '
x -0 x -0 x -0 x -0

e-lim = x—6 _9-3-6 0 (Forme indéterminée) et levons I’indétermination

-lim = =— i i vons I’i ination:
Vi—3  V3-+43 0

x =3

i X6 EHVE (P x—6)VEHVE) (x4 D(x-(E+VE)
R (5~ (/3)
X _)3 X _)3 x_>3
Page 170
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(x+2(x=3)(Vx+ V3)

=lim

= limifx + 2)(Vx +V3) =10vV3

x— 3
x -3 x—3
. x2—5 1-5 -4
- = = —2= (0/e]
frlim— e g = T 13 o T
x - —1%

. Calculons les limites suivantes aux points x, donnés :

. Sin2x _Sin0 0 . L e s L
a- lim 3 - 0 "0 (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
x =0
. Sin2x _ ,. Sin2x _ 2 Sin2x 2 _ . Sinax _
li B li 3 5 lim o <37 (car llm:...!a—— 1)
x =0 x =0 x =0 x =0
R Cos2x Cosm -1
b- limix - =— =00
1-— Sinx 1-— SmE 0
s
X ==
2
. ..Sin5 Sin0 _ 0 s - —
c- llmi{flfsl.n—x = —— = — (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
Sin3x  Sin0 0
x =0
S5x . . .
2-xSin5x 5xxsm5x sin5x X sin5x 5 1 5 5
lim 3% = lim—5 = lim2A X2 = limS X2 = - x> ==
3X, cr 3 sin3x 3 3
3x><51n3x 3xx—52 = x = 1 3
x -0 x =0 x =0 x =0
Sinx __ Sinm _ 0 . L e s L
d- li = = — (Forme indéterminée) et levons I’indétermination;
T—X T—T 0
X —oT

Effectuons un changement de variableenposant X =x—m =>x=X+n
Six -m alors X -0

Donc lim Sinx S lim Sin(X+m) = lim Sin(X+m) = lim —=Sin(X) = lim SinX -1
T—x T — (X+m) m-X—m -X X
X -1 X -0 X -0 X -0 X -0

(car Sin(m+ a) = —Sina )

. Sindx Sindx _ Sin0 0 L L e s L
e- lim——= —— = —— = — (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
tangx tangx  tang 0 0
x =0 x =0
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4x . . .
—~xSindx 4xxsm4—x sindx 4 sin5x
. 4 — . ) — . ) A T _ 1 _
lim fxxtan - = lim xx“mg" = limrge X — = limgiz x4 = 7 x4=4
x g x 3x
x -0 x -0 x -0 x -0
Limites a I’infinie
Calculons les limites suivantes a I’infinie :
. -8 . 8 _,. 8 _ 8 _ 8 _
a- llmm =lim 2 lim 2 - (_00)2 _+oo 0
X — —00 X > —00 X — —00
21 1 1 (2 1-1
be tim2E=L = i () -1 2z —1 i E * X
i x+z ¢ +2 + +2 (1+3)
X
X — +oo X — +oo X — +oo X — +oo
L-1 _av-0_o
= lim———= = =—=0
1+ 2 140 1
X — +oo
o lim 2ot = 2 =2
5x%— x 5x° 5
X — —o0 X — —00
2(1- L) _ _1_ 12X _
N SRR L O ) B S N e S B N I B 2
d- lim =lim =lim = lim———
X X X X
X = —© X — —© X - — X = —
T 1
x(—‘ll——z‘z) ,
, - . 1 1 , , 1
=lim———————=lim—-[1— % —-=—1car lim — =0 etlim = =0
X X X X
X — — X — — X — —0oo X — —
3 3 3
. 4x+3 x(4+ = . x(4+ = . x(4+ =
e- llm\/4 Zx = =lim > ( 1") — = lim ( 1") = = lim ( 1") =
X — +oo X — +oo X — +0oo X — +oo
3 3
x(4+ = = 4
= lim ( 1")5 =lim = =-=2
X X
X — +oo X — +oo
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f- lim L = lim L =lim ! —liml—: 1—=O
(1— ﬁ)(1+ \/}) (1)2_ (\/})2 1-— x - X + oo
X — —o X — —o X - —00 Xx — —00
3x- x| _ 3x-(—x) _ ,. 3x+x _ _ 4x _ 4
glim—— =S lim=S— S limy =5 = limg =5 = limg - =>=2
X — —00 X — —00 X — —00 X — —00 X — —oo

h-lim 1 —x +vVx?+x+1 =lim 1—x + x2(1+%+%)

X — +oo X — +oo
. 1,1 , 1,1
=lim 1—x + |x| /1+—+—2:llm 1—x +xf1+—+—2: —00 + 00
X X X X
x — +oo X =+

(Forme indéterminée)

Levons I’indétermination:

1—x —Vx2+x+1
; _ ) = [ — Vx? X
lim1-x +vx?+x+1 llm(l x +Vx +x+1) T x —Vilioil

X — 400 X — +oo

(1—x+\/x2+x+1 )(l—x—x/x2+x+1 ) _ 1—x)2— (x/x2+x+1 )2

lim lim
1—x —VxZ+x+1 1—x —VxZ+x+1
X — 400 X — +oo
2
i A-x2=(Vx2+x+1) i (2=2x+1)— (2 +x+1)
=ium —im
1—x — Vx2+x+1 1—x — Vx2+x+1
X — +oo X — +oo
= lim x2—2x+1— x2—x—1 _ lim —3x = lim - 3x
1—x —Vx2+x+1 1—x — Vx2+x+1 —x—VxZ
X — +oo X — +oo X — +oo
_ -3 —_ s _ -3x _—3 _3
=lim =lim =lim ==
x—|x| x —2x -2 2
X — +oo X — +oo X — +oo
.. 2+ Si s
i- lim %( théoréme des gendarmes)
X — +oo

Onsaitque:—1 < Sinx < 1
En ajoutons 2 a chaque membre de I’inégalité, on a :
1 <24+Sinx < 3
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. L, 2+Sinx 3
En divisant chaque membre de I’inégalité par x + 1,0na: < <
. L L x+1 x+1 x+1
En appliquant la limite & chaque membre de I’inégalité, on a :
2+Sinx
lim < lim < lim
x+1 x+1
X > +o X = + X > + o
1
llmx_|_—1 =0
X =t ) . N i 24+Sinx
Or et Alors d’aprés le théoréme des Gendarmes, on a : lim P 0
.3
Lllmx-l-_l =0 X = 4o
X — +oo

Limites et asymptotes
Calculons les limites aux bornes de I’ensemble de définition de chacune des fonctions
ci-dessous ( on Donnea ci-possible les éventuelles asymptotes ou possibilité d’asymptotes )

af0)= 55 = D =R-(2) =] 2[U]2; +oof

2 2

x . x .
=lim—= lim —x =+
-X

lim f(x) = lim

f&) -x+ 2

X > —0 X o> —®0 X > —00 X o —©
x“+5 x2

limf(x) = lim——= lim—=lim—x=—o

-x+ 2 -X

X > +o X > + o X > +o x > +©

Apres division euclidienne de x> + 5 par- x + 2, on obtient :

fxX)=—x-2+

-x+ 2
Alors la droite d’équation y = —x — 2 est asymptote oblique car lim 9+ 5= 0
-X
X — o0
2)2+5 9
lim f(x) = (()z)ﬁzo_+:+°°
. Alors la droite d’équation
x = 2 .
x = 2 est asymptote verticale
, _@2%+5_9 _
lim f(x) = Dz 0%
x - 2%
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—x*+ 5

b-f(¥) = 55 =>Dy =R~ {=6;1} = ]=00; =6[ U]=6 ; +oo]

, , -x2+5 . —x?

lim f(x) = lim 7+ or_6 lim oz -1
X = -0 X = —® X 2 - Alors la droite d’équation y = —1

2, . 5 est asymptote horizontale

. 3 —x“ + . - X

lim f(x) = llmm= lim - -1
X > +o X > + o X = +©

, —(-6)2+5 -31

lim f(x) = > = =—oo

- (=6)%+ 5(-6)—6 0¥ Alors la droite d’équation x = —6

x 62+ 5 3 est asymptote verticale
lim f(x) = o T 506" o0 - + o0
x > —6%

li (x) = _(1)2—+5 _4

mf) = sm_e o "

x> 1 W2+ s 4 Alors la droite d’équation x = 1 est
j = — "2 -~ - asymptote verticale

im fO) = ey e or - T AP

x - 17

Soit la fonction f dénie par: f(x) = Vx*?+x+1— x.

On note ( Cf ) sa courbe dans le repére orthonormé (O ;7 ;7).

1) Etudions les limites de f en + oo et en — oo puis en déduisons si la courbe (Cf) admet une
asymptote horizontale

limf(x)=limvx2+x+1— x = lim /x2(1+%+%>— x=lim |x| /1+%+%— X

X > —o0 X > — X > — o X > — o
=lim—x [1+2 45— x =lim—x( [1+1+5+1]= —~(—0)(2) = +oo
=lim —x Tz — x =lim—x <tz = =

X > —oo X > — o

Alors la courbe (Cf) n’admet pas une asymptote horizontale en — oo, mais on a une possibilité
d’asymptote oblique — .

lim f(x) =limVvx?+x+1—x =lim /xz (1+%+xi2)—x=lim x| /1 +%+%—x

X > +o X > + o X > +© X > +o
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=limx /1 +l+l2—x:limx< /1+1+l2—1)=+oo><0=(Formeindéterminée)
X X X X

X = 4o X = +oo

Levons I’indétermination:

li +VZ+x+1 = lim(—x + Va2 ¥ x +1) X — <Chxt]
m — X X X = m\—x X X s
—x —Vx2+x+1
X — 4o X — +oo
2
. (—x+x/x2+x+1 )(—x—\/x2+x+1) . (—x)z—(\/x2+x+1)
lim =lim
—x —Vx24x+1 —x—Vx24x+1
X — 4o X — +oo
2

. (—x)z—(x/x2+x+1) . xA— (x2+x+1)

=lim =lim
—x —VxZ+x+1 —x —VxZ+x+1

x — 4o X — 4+

i BmXxl o mx=l mx— 1
—x —Jx?+x+1 —x —Vxf+x+1 —x—VxZ

x — +o X — +o X — +o

. -x—1 .o-x—1 . =X -1 1
=lim ————=1lim =lim ==

—x—|x| —Xx—Xx — 2x -2 2
X — +oo X — +oo X — +0oo

. . . 1
Alors la courbe (Cf) admet une asymptote horizontale en + o d’équation y = >

2) Démontrons que la droite (A) d’équation y = —2x — 1 et asymptote a (Cf) en —oo .

2
La droite (A) d’équation y = —2x — ;— est asymptote a (Cf) en —co si et seulement si :
limf(x) —y =lim [(\/xz +x+1-—x)- (—Zx—;—)]

X — — X - —o©

=limvVx2+x+1- x+2x+;—=lim\/x2+x+1+x+;—

X — — X - —

x +%—\/x2+x+1
x +%—Vx2+x+1

. 1
=lim (x + 2—+\/x2+x+1)x
X — —o0
(x+ 3 +VaZ+x+1)(x+5—Va+x+1 )
x+%—\/x2+x+1

X — —o X - —

(x + % )2— (x/x2+x+1 )2

=lim
x+ % —Vx2+x+1

lim
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2+x 4L - (Zrar1)

X2+ x +%— (x2+x+1)

=lim =lim
X+ 3 =V tx+1 X+ 3 —Vxtx+1
X = —o0 X — —oo
li x2+x+%—x2—x—1 li —% li —% li —%
= lim = lim =lim =lim
x+ 3 — a2 ta+l x+3 =V +xt1 X+g—1x] x+g+x
X = —o00 X = — X = — X = —
3 3 3
, i _ i — 3 —5.. -3 _ _ —3 _ -3
lim —4— = lim == =lim ;23— =lim = =0
X+ 2x 2x 8x 8(—) —0o0
X > —00 X — —o0 X — —© X — —o0

D’ou la droite (A) d’équation y = —2x —% est asymptote oblique a (Cf) en —oo

Continuités
Continuité en un point x,

. Etudions la continuité des fonctions suivantes aux points x, donnés :

_(x—2)2
a—{f(x)_x2+x—6 et x,=2
f(2)=0

f est continue en x, = 2 si et seulement si :

lim f(x) = f(2) =0

x -2

lim (o) = li (x—2) (x— 2)>2 i x—2 2-2
im fx) = lim e = M- 2x+3 Mx+3 2+3

x -2 x -2 x -2 x — 2

Puis que lim f(x) = f(2) = 0. Alors f est continue en x, = 2

x -2
lx—11+2
b- fx) = x+3 ;x,=1
f)=5

Ecrivons f sans le symbole de la valeur absolue :
Posonsx —1=0=> x=1

Puis étudions le signe de tableau de si x — 1 dans un tableau.
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x —00 1 +
x—1 — 0 +
[x — 1] —x+1 x—1
f(x):% si x € |]—o0; 1]
=> et
f(x)=% six € ]1; 4+
f(x)=_xx_|_—-|—33 si x € |—o; 1]
=> et
f(x)zj;:-gl six € J1; 4]

Ainsi étudions la continuité de f & gauche et & droite de x, =1
f estcontinueen x, =1 sif (1) existe et si limif(x)=lim f(x)= f(1) = %

x - 1° x - 1t
Continuité a gauche :
. _ .. —x+3_1
limf(x)= lim =73 "3
x - 17 x - 1
Continuité a droite :
L _ .o x+1 _ 1
limif(x )= lim XT3 -3
x - 1t x - 1°
Puisque  Lim f(x) = lim f(x) = f(1) =5

x - 1° x - 1t

Alors fest continue en x, = 1.

Continuité et condition de faisabilité

. Soit la fonction f définie sur R par

{f(x) =3 gix e R-(2)
f@)=a

Déterminons la valeur de a pour que f soit continue en x, = 2
f estcontinueenxy, =2 si limif(x)=f(2)=a
x = 2
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L . .3-J2x+5 3-V2x2+5 3-3 0 - .
limif (x) = llmif.’% . _x2+ = — =32%% (Forme indéterminée)

x - 2 x - 2

Levons I’indétermination:

Gl Y 2X 5 $3+V2x+5 _ " A3 —V2x +5)(3+V2x +5) _ i =(3)2 — (V2x ¥+ 5)2
T = T3 ks T x—2(B vk t5) - 2)(3+V2x +5)
x = 2 x - 2 x = 2
2
. ."“‘.(3)2 - (V 2x + 5) IS Py 9— 2x—5 —_ 4 — 2x
= limiy = o] = o]
x—2)(3++2x+5) x—2)(3++2x +5) x—2)(3++2x +5)
x - 2 x = 2 x - 2
= limis —2(x—2) = limin —2 = 2 = —2 = —2 = =2 = -1
T -2)(3+V2x +5) 34V2x+5 3+V2x2+5 3449 3+3 6 3
x - 2 x - 2

Alors  limiF(x) = f(2) = _?1
x - 2

Or limif(x) = f(2) =a @ a== Dol a=>

x = 2

. Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)=x*> + ax six € |- ; —1[

f(x)=2x -1 si x € ]-1; 1]

fx)=b(x%*—1) six € ]1; +oo[
1) Détermine le réel a pour que f soit continue au point x, = —1
f estcontinue en xy =2 si limif(x) = limif(x) & limi%? + ax = limi®@x — 1

x> -1 x - -1t x - -1~ x - —17

Oi-1)2 + a(-1)=2(-1)-1®1—-a=-2-1®1—-—a=-3=>a=4
1) Vérifions si I’on peut Détermine la valeur de b pour que f soit continue au point x, = 1.

festcontinueen x, =1 si limif(x) = Limif(x) & lim@x —1 = limib(x? — 1)
x - 1 x - 17 x > 1 x - 17

Alors impossible de Détermine la valeur de b pour que f soit continue au point x, = 1.
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Prolongement par continuité

Dans chacun des cas suivants, précisons I’ensemble de définition de la fonction f et
déterminons (s’il existe) le prolongement par continuité de cette fonction en x,.

X —x
a){f(x) - T®

X =0
- Ensemble de definition:
Df={x/x€ex=0etx#0}=>Df =]0; +oo[
- Prolongement par continuité:

xo =0¢]0; +oo[ . Alors f peut étre prolongée par continuité au point x, = 0

limif (x) = lzm.ffﬁ\/_T‘/— —(Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
x =0 x >0
imE = i i x —1) = -1€R

x >0 x = 0 x >0

Alors f est peut étre prolongée par continuité au point x, = 0.

Soit g le Prolongement par continuité de f en x, = 0 tel que:

{(x)— SLxE]0;+oo[ ou gl =vx —1
0 =-1 six=0
= tgx
b) {f(x) =
xo - 0
- Ensemble de definition:

Df ={x/ x € cosx # 0 et x # 0}
x¢—721+ 2km
cosx¢0¢>cosx¢cos% & ou et x+0=>
x¢§+ 2km

Df = R—{-3+ 2kn;5 + 2km;0 Javeck € Z

- Prolongement par continuité:
xo=0¢&R— {—% + an;g + 2km;0 } . Alors f peut étre prolongée par continuité au point

x0=0
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tgx _ 0 . . N R
limif (x) = g_:H (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
X
x =0 x > 0

sinx

L wtgX . eoe . esinxe 1 . sinx 1
limiA2E = |j m <X = |ijmid— x = = limi— x — =1

X X cox X X cox
x>0 x-0 x >0 x >0

B B 1
(Car limit™ = 1 et limi— = )
X 0SX

x - 0 x - 0

Alors f est peut étre prolongée par continuité au point x, = 0.

Soit g le Prolongement par continuité de f en x, = 0 tel que:

— tgx . _j_r .E .
{g(x)— po six € R { 2+ 2k7‘[,2+2k7'[,0}
g0 =1 six=0

Soient f et g deux fonctions définies respectivement par :
vx+ 1-1

1
f="—— et g0 = T ——
a- Déterminons les ensembles de définitions Df et Dg respectivement des fonctions f et g.
Df={x/xex+1=0etx+0}=>Df =[-1;0[U]0; +oof
Dg={x/x€x+1>0et 1+Vx+1+#0}=>Df =[-1;+oo[

b- Vérifions que la fonction g est le prolongement par continuité de la fonction f en x, = 0.

G I-1 (EFI-)EFI+1) (EF DI - @ x+1-1
fe)="—F—= x(Vx ¥ 1+1) T ox(Wx+141)  x(Vx+ 1+41)
x 1
T R T A
Alors g est le prolongement par continuité au point x, = 0 de la fonction f.

V2x =2
x— 2

- On considere la fonction g de la variable réelle x définie par g(x) =

1) Déterminons son ensemble de définition Dg.
Dg={x/x€2x=0et x—2+0} =>Dg=[0;2[U]2; +oo[

2) Montrons que g admet en 2 un prolongement par continuité que I’on notera par h.
xo=2¢ [0;2[U]2; +oo[. Alors g peut étre prolongée par continuité au point x, = 2

..... V2x -2 0 L . L L
limigy (x) = lim xx_ > =H(Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
x - 2 x - 2
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,‘/_ =2 _. E;;Q\/Z—Z)(\/Eﬂ) 1 2x—4 . 2(x—2)
s M o awy) e o) MG (e r2)
x = 2 x - 2 x - 2 x - 2
—lim—2—==
T a2 2

x > 2

Alors f est peut étre prolongée par continuité au point x, = 2.

Soit h le Prolongement par continuité de g en x, = 2 tel que:

\/__ 2 six e [0;2][ U]2; 4+oof

h(x) =
h(2) = % six =2
2) Montrons que h est dérivable en 2 puis donnons I’équation de la tangente a la courbe( C )

de h au point d’abscisse 2.
- Dérivabilité au point x, = 2

h est dérivable en 2 si et seulement si : lzm.zM R =1€eR
x - 2
V2x =2 1 2(V2x =2)— (x— 2)
limi ,ﬁ_(x) h@) _ llm,(xx——2> - - lima’;::'-z(x——z)x - limi'??%(\/z_ —2)-(x—2)
_____ — — G
X - 2 x = 2 x = 2 x = 2
sz_—4— x+2 _ . o22x —x—2 _ . ,r--%m-(x+2) _
= limis 2= 22 = limis 2= 7 - limi/& 2= 27
x - 2 x - 2 x = 2
2
_h(0) —h(2) £2\/E —acHD)|[ 22 A 42)] e (2V20) - @ +2)?
lzm.fe:— ..... = limify
2 20x = 2)2[2V2x +(x +2) 20x — 2)2[2V2x +(x +2)]
x = 2 x = 2 x = 2
= limia Bx—(¥*+4x+4) o 8x —x2— 4x—4 il — x4+ 4x— 4
2= 2[2V2x +(x +2)] I — 2222 +(x +2)] '"2'(x— 2222 +(x +2)]
x - 2 x - 2 x - 2
e ( 4x+4) ..... — =22 . -1
= limiy = limiy = limiy
20x — 2)2[22x +(x +2)] 20c — 2)2[2V2x +x +2)] [zme +2)]
x - 2 x - 2 x - 2
limii__— 1 -1 _ -1
""" 2l2xtx+2)]  2[2VA+@®)] 16
x - 2
D’ou h est dérivable en 2 et son nombre dérivé est : k' (2) = %
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- Equation de la tangente au point x, = 2

L’équation de la tangente au point x, = 2 est donnée par la formule :
-1
y=w@xx—zy+h@)mmcﬂ@):TE-ahQ)=%

-1
16

(=24 s =g il 3
x — - = X+ —+-—-= x+— = =
2" 16 6 2 16 8 y

-1 3
6 T %

:>y=

Dérivabilité
Dérivabilité en un point x,

- Etudions la dérivabilité des fonctions suivantes aux points x, donnés :

_ (x—2)?
a){f(x) T x2+x—6 et xg=2
f2)=0
f est dérivable en 2 si et seulement si : limi?ﬁ% =f@)=1l€eR

l(x—Z)Z]_O l (x—2)? ]
llm"-g(x) _f(z) — llmi; ]XZ +x—6 - llmi; i(x+3)(x_ 2 = lm (x— 2 )2
x— 2

"""""" x— 2 Tox—2 : (x+3)(x— 2)2
x - 2 x - 2 x - 2 x - 2
1 _1
_llm(x+3)_5 €ER
x - 2
D’ou f est dérivable en 2 et son nombre dérivé est: f'(2) = %
fay =212 =1
b) 1
f =3

Ecrivons f sans le symbole de la valeur absolue :
Posonsx—1=0=> x=1
Puis étudions le signe de tableau de si x — 1 dans un tableau.

X —00 1 + o0
x—1 - 0 +
|x — 1] —x+1 x—1
floy= DI iy e - 1]
=> et
f(x)=—(x_xi)3+2 six € ]1; 4o
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x + 3

f(X)Z_xT SiXE]—OO; 1]
=> et
fly=250 six e 115 4o

Etude de la dérivabilité de f
f est dérivable en x, = 1 si sa dérivabilité a gauche est égale a sa dérivabilité a droite,

x - 1° x - 1t

Dérivabilité a gauche :

2(=x+ 3)-(x+ 3)

—-x+3 1 e AT B LA
0 —fD) :';&‘: xt3 )_Z IR ¢ 2(x+3) . —2x+ 6-x—3
limis———— = limi% pr) = limi prr =lim X 3D
x = 1° x = 1° x - 17 x - 1°
. —3x+ 3 . -3x— 1)  _,. -3 __ -3 _ 3
_llmZ(x+3)(x— 1) _llmZ(x+3)(x— 1 _llmZ(x+3)_z(1+3) 8 €R

x = 1 x = 1° x = 1
Dérivabilité a droite :

lzow -+ 3)

. :'“g‘.(x)_f(l) s {2:31)_% T v 2(x+3) . 2x+ 2-x—3
limisss - T UmEEE S = limit— =lims 55—
x - 17 x - 17 x - 17 x - 17
s x—1 s 1 _1
_llmZ(x+3)(x— 1) _llmZ(x+3) “gER

x - 17 x = 17
iAW) oy 00 T D

x = 1° x - 17
Alors f n’est pas dérivable a gauche et a droite de x, = 1, mais elle admet deux
demi-tangentes de coefficients directeurs respectives f (1) = % etf (1) = 15

Dérivabilité et condition de faisabilité

- Déterminons les réels a et b pour que f soit continue et dérivable aux points x, = 1
{f(x) =2x’+ ax—3six <1

f(x) _ 2x+ b

six >1
- Continuité :

f est continue en xo = 1 si et seulementsi : lim f(x) = lim f(x) &
x - 1° x - 17
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2x+ b
lim 2x% + ax — 3 = lim — @ a-1=2+b®a—-b=3 (1)
x - 1° x - 1t
- Dérivabilité :
f est dérivable en x, =1 si et seulement si : limi?ff();):f 1(1) = limi??f(’;) __f 1(1)
x - 1° x —» 17
EO0) — ) — {2x2+ ax—3 ) —(a—1) (2 DY _24h)
limi{...'(x) f@ _ limaf..:(x) f (1)® limifﬁ.‘ ) = limafﬁ: X ) &
x—1 x—1 x—1 x—1
x > 1° x - 1% x - 1° x — 1t
(2x24 ax—3 ) —(a—-1) Eias b —(2+b) 2 —3 - b—b
limi.z:g ) = limi.’é X ) & lim 2x"tax—3-atl_ lim a
x—1 x—1 -1 x—1
x - 1° x - 17 x - 1° x - 1%
2x2— - b—>b 2(x2— N +alx -1 _
=2t ax-a g bobe 0 260 Dka 2D g bobx
-1 x—1 x—1 x—1
x > 1° x> 1t x - 1" x - 1t
- — ~h —Db - D2(x+ 1)+ —-b(x—1
limi.z:%(x Dr+Dhtax=1D _ limi.’!ﬁl,? e lim (x JI2G + Dtal = limL
x—1 x—1 x—1 x—1
x - 1° x - 1% x - 1° x - 1t

@ limf2(x + 1)+ a= lim—-b &4+ a=-b © a+b=-4 (2
x - 1° x - 1t

Ainsi, formons le systeme avec les équations (1) et (2)

{a —b=3 | 4 résolution de ce systtmedonne: a=-3 et b=—3

a+b = —4 2)

x(x+ 1) ,
f(x)= m st x =2-—1

- Soit f la fonction de R vers R définie par :
f)=2x +a six <-1

1) Déterminons la valeur de a pour que la fonction f soit continue au point —1

f est continue en xp = —1si etseulementsi:lim f(x) = lim f(x) &
x > -1 x - —1%

+ 1

limM =lim2x +a & 0= -24+aa=2
(x+ 2)2

x - —1° x - —1%
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2) Pour = 2, étudions la dérivabilité de la fonction f au point — 1.

x - —1_ x - —1+
1 1 [X(H 2|~ 2 2+2
llm.f__l(x) f ( ..... 4 f ( & limisxt 2_:_ = limiEX Y x) +(1 2 o
x—>—1_ x—>—1Jr x - —1" x - —1%
llm’%‘% = llm.fM & llm’“-+—2 e -1=2 (absurde)
x - —1" x—>—1Jr x - —1"

Alors f n’est pas dérivable en — 1.
Application de la dérivée

- Déterminons une équation de la tangente en M,( xo; f(xo0)) ala courbe (C) de f dans les cas
suivants :
L’équation de la tangente a la courbe au (C) de f point x, est donnée par la formule suivante :

y = f'(xo)(x — x0) + f(x0)
a) f(x) = X+ 2x*—5x + 3 et xo= =2 =>y=f'(=2)(x +2) + f(=2) =>
y=f D&+ +f(-2)=>y=-1x+2)+13=>y=—x—-11

x2 4+ 2x +2

b) f() = ————— et xo=1=>y=FDx-D+f1)=>y=

x+ 1 x+

»-le
EoN IR

) f() = costx et xo= §=> y=f(§) (x =) 4/ () >y =~ G+ TFT

Déterminons la fonction dérivée f’ de la fonction f dans chacun des cas suivants :
a) f(x) = x*- 2x*+5x+3 =>f'(x) = 3x*- 4x +5

x% 4+ 2x + 2
b) f(x)=——————— . Posonsu=x?+2x+2=>u'=2x+2 et v=x+1=>v' =1
x+ 1
' v'u x% + 2x

! _uv_ -— j—
fO="—"m— =I®=ry
¢)f(x) = (—x%+ 2x)3. Posonsu=—-x2+ 2x=>u'=-2x+2 etn=3

f'e) =n@)H@" ™ => f'(x) = 3(-2x + 2)(—x* + 2x)?

d) f(x) = V2x3 —4x% + 1.Posonsu =2x3—4x?+1=>u'=6x?—8x
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’

f@ =57 =>f()=

6x%—8x _ 3x2—4x
2V2x3—4x2+1  V2x3—4x2+1

e) f(x)=(1—3x2)(—x% + 1).

Posonsu=1-3x>=>u'=—6x et v=-x*+1=>v =-2x

() =uv+vu=>f'(x) = (—6x)(—x? + 1) + (=2x)(1 — 3x?) = 12x% — 8x
f)f (x) = Cos’x.Posonsu = cosx => u’' = —sinx et n=23

() =n@W)@)" ! => f'(x) = 3(—sinx)(cosx)? = —3sinxcos?x

9 f(x) = x—DVxd —x2

— 1 =< = _ 3T o7 —~ . — 3x2— 2x
Posonsu=x—1=>u'=1 et v=+vx x4 =>v =7
ff=uv+vu=>f(x)= DHEx3 —x% )+ o2 (x—1)

B - - 2Vx3 — x2

5x3—7x2%+ 2x
=) =— ==

h) f(x) =Sin(3x — 1)* Posons u=(3x —1*=>u" =43)(3x — 1) =12(3x — 1)?
£(x) = w'cosu => f'(x) = 12(3x — 1)3cos(3x — 1)*

i) f(x) =Sin*(3x — 1) Posonsu = sin(3x —1) => v’ =3cos(3x—1) et n=4
£10) = n@) @) => f'(x) = 4[3cos(3x — D][sin(3x — 1]?

=> f'(x) = 12c0s(3x — 1) x sin®(3x — 1)

-Soit la fonction numérique f définie par:  f(x) = |x?> — 2x — 3|
1) Ecrivons de f(x) sans le symbole de la valeur absolue.

Enposant x?- 2x - 3 = 0 on obtient comme solution x; = —1 et x; = 3
x —00 -1 3 + o
x*—2x -3 + ( - ( +
|x2 —2x — 3| x*—2x -3 —x%4+2x+3 x*—2x-3
_>{f(x)=x2—2x—3 si x €]—0; —1[U]3; +oo]

f(x)= —x?4+2x+3 si x €]-1; 3]

2) Etudions la continuité et la dérivabilité de f aux points x, = —1 et x,=3.
- Etude de la continuité en x,=—1
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f estcontinue en x, = —1 si et seulementsi lim f(x) = lim f(x)
x--1" x - -1t

limf(x)= limx>—-2x—3=0 et limf(x)= lim—x*+2x+3=0
x->—-1" x--1 x-—-1" x--1*

Puisque lim f(x) =limf(x)=0
x—--1" x> —-1"

Alors f est continue en x, = —1

- Etude de la dérivabilité en x,=—-1

f est dérivable en x, = —1 si et seulement si lim [0 —J=D lim fo-f=h

x+1 x+1
x - —1" x - —17
. fO)—f(=1) . x2-2x-3 —0_,. x2-2x=3_ .. (x=3)x+1)
lim e =lim 1 =lim P =lim P
x - —1" x - —1" x - —1" x - —1"
=limx—-3=-1-3= -4
x - —1"
. fo—fD_ ,. —x2+2x+3 —0_,. —x2+2x43 _ ;. —@x—3)x+1)
lim x+1 = lim x+1 = lim x+1 = lim x+1
x - —17 x - —17 x - —-1% x - —17

=lim—-x+3=4
x - —1%

Ainsi on dira que f n’est pas dérivable a gauche et a droite de x, = —1, mais elle admet deux
demi-tangentes respectivement a gauche et a droite de x, = —1 dont les coefficients directeurs
sont: f'(-1) =—4 etf (-1) =4

- Etude de la continuité en x,=3

f estcontinue en x, =3 sietseulementsi lim f(x)= lim f(x)
x -3 x - 3%

limf(x)= lim—x®>+2x+3=0 et limf(x)= limx>—2x—3=0
x—->3" x-3 x - 37" x - 37"

Puisque lim f(x)= limf(x)=0
x—>3" x-37

Alors f est continue en x, =3
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f est dérivable en x, = 3 si et seulement si  lim % =lim %

x - 3" x - 3F

lim fO-fB3 = lim w = lim —x24+2x+3 - lim —(x—=3)(x+1)

x—3 x—3 x—3 x—3
x - 3" x — 3" x = 3~ x =3
=lim—-x—-1=-3-1= —4

x - 37

lim L9183 _ i x?-20-3 -0 _ lim x?-2x -3 _ lim &=3G+D

x—3 x=3 x=3 x=3
x - 3" x - 3% x - 3" x - 3%

limx+1=3+1=4
x - 3%

Fonctions numériques

Ainsi on dira que f n’est pas dérivable & gauche et a droite de x, = 3, mais elle admet deux
demi-tangentes respectivement a gauche et a droite de x, = 3 dont les coefficients directeurs

sont: f/(3)=—4 etf (3) =4

3) Donnons une équation de la tangente a gauche et a droite de x, = —1 et x,=3.

—Agauchede —1,0na: f(x) = x2—2x—-3 => f'(x) = 2x— 2 et

y=f(DE+D+f(-1) => y=—4(x+1)+0 => y=—4x—4

— Adroitede —1,0ona: f(x) = —x>+2x+3 => f (x) = —2x+ 2 et

y=f(Dx+D+f(-1) => y=4x+1)+0=> y=4x+4

—Agauchede3,0na: f(x) = —x?>+2x+3 => f (x) = —2x + 2 et
y=fB)x=3)+f(3) => y=—4(x—-3)+0 => y=—4x+12

— Adroitede 3,0na: f(x) = x2—2x—3=> f (x) = 2x — 2 et
y=f3x—-3)+f3) => y=4(x—-3)+0 => y=4x—12

3) Dressons le tableau de variation de la fonction f.

Pourx € ]—o; —1[U]3; +o[,0na: f(x) = x> —2x —3 etf'(x) = 2x —2

Posons f (x) = 0 < 2x — 2 = 0 < x = 1 et le tableau de variation est le suivant :

—o0 -1 3 + o0

x 1
f’(x) — / +
+m\ /+oo
fx)
0 0

Pourx €]-1;3[ ,ona:f(x)= —x*+2x+3 etf (x)= —2x+2
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Posons f (x) = 0 < —2x 4+ 2 = 0 < x = 1 et le tableau de variation est le suivant :

3

= ~ 1

+ o0

~e

—

Ainsi I’intersection de ces deux tableaux donnent celui de f (x) sur I’intervalle ]—oo ; +-00[

—0 -1 1 3

+ oo

X
f'(x) -

+

() +Oo\ 0)'4_\‘0/

Etudes de fonctions
Analyse et interprétation d’un tableau de variation.

Analysons puis interpréte chacun des tableaux de variations suivants afin de préciser :

1) a- Domaine de définition.
Df = R=]-o0; +oof

b- Limites aux bornes du domaine de définition tout en mettant en évidence les éventuelles

asymptotes ou possibilités d’asymptotes.
lim f(x) = —oo et lim f(x) =4+
X = —0 X = +0©

La courbe (Cf) admet I’axe (y’0y) comme branche parabolique.

2) a- Domaine de définition.
Dg=R=]-w; +owof

b- Limites aux bornes du domaine de définition tout en mettant en évidence les éventuelles

asymptotes ou possibilités d’asymptotes.

limg(x)= 4o et limg(x)=—o
X = —© X — 4o
La courbe (C) admet une branche parabolique de direction (oy)

3) a- Domaine de définition.
Dh=R—{-2; 2}=]—o0; =2[U]-2;2[U]2; +oo

b- Limites aux bornes du domaine de définition tout en mettant en évidence les éventuelles

asymptotes ou possibilités d’asymptotes.

limh(x)= —1 et limh(x)=3

X = —© X — 4+

Alors les droites d’équations y = —1 et y = 3 sont respectivement asymptotes

horizontalesen —oo et +oo

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 3. Fonctions numériques.

Page 190



Fonctions numériques

limh(x) = —oo et lim h(x)= +oo.
x> —2" x - =2*
Alors la droite d’équation x = —2 est asymptote Verticale

limh(x) = 4o et lim h(x)= —oo.
x> 27 x -2t
Alors la droite d’équation x = 2 est asymptote Verticale

4) a- Domaine de définition.

Dp=R—{0} =]—0; 0O[U]O; +oof

b- Limites aux bornes du domaine de définition tout en mettant en évidence les éventuelles
asymptotes ou possibilités d’asymptotes.

limp(x)= 2 et limpx)=2

X = —0 X = 4o
Alors la droite d’équation y = 2 est asymptote horizontale en —o et 4o

limp(x) = —oo et lim p(x)= +oo. Alors la droite d’équation x = 0 est asymptote Verticale
x— 0" x -0t

- Dressons le tableau de variation de la fonction numérique donnée, partant de ses
renseignements fournis dans les cas suivants :

1) Pour f :
= festdérivable sur R telle que I’équation f ’(x) = 0 admet les solutions x = — 1 et
x=3

3

= fn’est croissante qu’entre les zéros de sa dérivée f ’ et les points E; (E ;4) et

5
E, (—1; - 5) sont ses extremums

= lesdroitesy=—2 et y =3 sontsesasymptotes respectivesen — o et +

X —o0 -1 ; +

f(x) - ( + 0 -
-2 4
f& \ /
_5 3
2

2) Pour g :
= gestdéfiniesur ]—o ; 0] U B ; + oo [et admet des demi tangentes verticales aux

. . 5
points d’abscisses 0 et 3

= g eststrictement décroissante sur son ensemble de dérivabilité.
= Jadroitey = —x esta la fois asymptote oblique en — et +

= les points de coordonnées (0 ; —3) et (g ; 1) sont sur la courbe de g.
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X —0 —1 % +
g’ (x) + +
—3 A oo
9t / /'

3) Pour h :

= hestdérivable sur R— {0 ; 2} etcontinue sur R.

= e point de coordonnées (0,3 ; 0,4) est I’extremum maximum absolue de la courbe (Cy,)
et hestcroissantesur [0 ; 0,3]U [2; 4+ oo
Les droites d’équationsy = —1lety = —2x + 1 sont asymptotes de (Cy)
respectivement en — o et + oo

X —o0 0 0,3 2 + o0
JE) - + 0 - +
-1 0,4 40
f(x) \ / \ /

Analyse et interprétation d’un graphique.

- 1) f est la fonction dont la courbe est donnée ci-dessous par : f(x) = ax3 + bx? + cx + d
a- Analysons chacune des courbes représentatives données dans un repére orthonormé du plan
afin d’établir son tableau de variation.
Df = R=]—w0; +o[

limf(x) = —oo et lim f(x) =4o

X — —© X = +oo
X —00 —% 1 + o0
f'() + 0 - ( +
32 + oo
() / 27 /v
—o0 0

b- Déterminons lesréels a; b; cetd en utilisant le graphique.

On sait que la formule explicite de f est le suivant: f(x) =ax3 + bx? +cx+d

>2)et Ex(1; 0)

D’apreés le graphique, la courbe ( € ) passe par les points El(%l P 55

-1\_32
f(?)=ﬁ et £(1)=0
De méme, la courbe ( € ) admet les points El(_?1 ; %) et E»(1 ; 0)comme extremum &

(5 =0et (=0

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 3. Fonctions numériques. Page 192



Fonctions numériques

La réunion de ces deux conditions donne le systéme suivant :

-1 32
(f(?) T 27 (—a+3b—-9c+27d =32 1)
l f()=0 P at+b+c+d=0 (3)
f,(__1>=0 a—2b+3c=0 ()
! f,(f) 3a4+2b+c=0 4)

L’équation (2) donne:a+b+c+d=0=>a=-b—-c—d
En remplacant a par sa valeur dans les équations (1) ; (3) et (4), on obtient le systéme suivant :

—3b+2c—d=0

{b—2C+7d=8
—b—-2c—-3d=0

En utilisant la méthode du Pivot de Gauss, la résolution de ce systéme donne :

b=-1; c=—-1 et d=1.Puisenremplacant les valeurs de b; c et d dans I’équation (2),
On obtienta = 1.

Douf(x)=x3—x?—x+1

_ , + b
2) La fonction donnée est g telle que : g(x) = :;Cz+ d

a- Analysons chacune des courbes représentatives données dans un repére orthonormé du plan
afin d’établir son tableau de variation.

Dg=R—{-1; 1} =]—o0; —1[U]-1;1[U]1; 4oof

limg(x)=0 et limg(x)=0

X > —o© X = +oo
Alors la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale en —o et +ow

limg(x) = 4w et limg(x)=—oo.
x - -1 x - -1t

Alors la droite d’équation x = —1 est asymptote Verticale

limgx)= —wo et limg(x)=+oo.
x- 1 x- 17

Alors la droite d’équation x = 1 est asymptote Verticale
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x —0 -1 0
g’(x) + + 0 — —

400 -1 +
g(x) 0/ _/ \_oo \0

b- Déterminons lesréels a; b; cetd en utilisant le graphique.

. ax + b
So_ltg(x)_cx2+ d ] .
Puis que g admet les droites x = —1 et x = 1 comme asymptote verticale, alorson a :

cx?+d=(x—1(x+1)>cx? +d =x%*—1 etparidentificationona: c =1 etd = —1

ax + b
_>g(x) - x2-1 )
De méme la courbe passe par le point (0; —1) =>g(0) = —1 <:>_—1 =—-1=>b=1
ax + 1
_>g(x) - x2—-1
A . —3a +1 1
De méme la courbe passe par le point (—3; 0) =>g(—3) =0 & =0=>a=3
1
) s _gxt 1 _ x+3
D’ou g(x) = 71 &gx) = —3(x2_ D
) , 24 bx +
3) La fonction donnée est h telle que : h(x) = axdx—+xec

e —————
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a- Analysons chacune des courbes représentatives données dans un repére orthonormé du plan
afin d’établir son tableau de variation.

Dh=R—{-1}=]-o0; —1[U]-1; 4]

limh(x) = —oo et limh(x) =+w
X = —w© X = 4o

Alors la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique & la courbe ( C).
Cherchons ainsi les réels a et b. La droite passe par deux points (—1; 0)et (0; 1).

@{_a tb= 0¢>{a =1 oy y = x + 1 est asymptote oblique a la courbe ( C).
b=1 b=1

limh(x) = —oo et lim h(x)= +oo.

x—- -1 x - -1t

Alors la droite d’équation x = —1 est asymptote Verticale
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X —0o0 -2 -1 0 +
h’(x) + 0 - - ( +

h(o) _Oo/'_z\_w +w\2 /+OO

b- Déterminons lesréelsa; b; c;d ete en utilisant le graphique.

ax?+ bx +c¢
. h(x) = dx +e )
Puis que h admet la droite x = —1comme asymptote verticale, alorsona:dx +e=x+1 et par
; PP ax?+ bx +c¢
identificationona: d =1 et e = 1=>h(x) DA

La courbe ( C) passe par les points (—2; —2) et (0; 2)=>h(—2) = —2 et h(0) =2

4a— 2b +c
“ 1

ax%+ bx +2

c —_— —_—
= —2&4a - 2b+c—2et—1— 2& c=2=>h(x) = ——

. 2+ 2ax +b—2
De méme (—2; —2) est un extremum alors h'(—2) = 0 avec h'(x) = e Ak

(x + 1)2
4a —4a +b—2 ax?®+ 2x +2
"(— =0 &o— = S ph — = = =2 = =—
h'(=2)=0 2112 0®b—2=0 =>b=2=>h(x) P
La droite d’équation y = x + 1 est asymptote oblique a la courbe (C).
- . . . 24 2x 42
Alors a = 1(Coefficient directeur de la droite y = x +1). D’ou h(x) = %

Fonctions d’initialisations.

. . . 24 2x+2
- Soit la fonction f définie par f(x) = %
Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).
1) Déterminons I’ensemble de définition Df.
D =R—{-1} = |- ; —1[U]-1; +c0[

2) Calculons les limites aux bornes de Df.

2 2
. L ooxc+ 2x+2 _ . x5 _ , _
llmf(x)—llm?—llmx = limx = —o©
X - —oo X o —o X > —0 X o> —o

2 2
. , + 2x+2 , ,
lim f(x)=1lim %= llm% =limx =+
X > +o x > +o© X > 4o x = 4+
. . 2+ 2x+2 1
lim f(x)= llm%: = = -
x - —1" x - —1"
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, L oxl+ 2x+2 1
lim f(x)—llm?—0+—+oo

x - -1t x - —1%

3) Déterminons les réelsa; b et ctelque f(x)= ax+ b + 1

En effectuant la division Euclidienne (x? + 2x + 2) par (x + 1), on obtient :

fxX)=x+1+ et par identification avec f(x) = ax+ b + ,ona:

x+ 1 x+ 1
a=1; b=1 et c=1

4) a- Montrons que la droite (D) d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe Cf .
La droite (D) d’équation y = ax + b = x + 1 est asymptote a la courbe Cf si :

lim f(x) —y = 0.

X — o

. , 1 . 1 .1
limf(x)—y= llm(x+ 1 +x+1)—(x+ 1) = llmx+1 = llmx—=0
X — oo X — o0 X — o0 X — o0

D’ou la droite (D) d’équation y = x + 1 est asymptote oblique a la courbe Cf .

b- Déterminons la position de la courbe Cf et de la droite (D).

. . 1
Pour ce la étudions le signe de f(x) —y. Posons f(x) —y =0 & I 0.

Le signe de f(x) —y depend dusignedex + 1,car1>0
Posonsx +1=0=>x = -1

D’ou le tableau de signe est le suivant :

X
f)—y - 9 +

D’apreés le tableau de signe de f(x) —y,ona:
Vx € |—oo; —1[, f(x) —y < 0. Alors Vx € ]—o0; —1[, (C) est en dessous de (D).
Vx € ]-1; +oo[, f(x) —y > 0. AlorsVx € ]—1; +oo[, (C) est au dessus de (D).

4) Montrons que le point I(_Ol) est centre de symétrie pour la courbe Cf.

Le point 7(7,") est dit centre de symétrie si f(2(—1) - x) + f(x) = 2(0)
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Cf(-2-x)+f(x) =0
2y= (—2—x)*+2(—=2-x) +2 4 +4x+ x*-4—-2x + 2 _x’+2x
f-x-2)= (—2—x)+1 - —2—x+1 T _x-1

2 2 2 2
x“+2x+ 2 x4+ 2x -2 _ —x“—2x— 2 x4+ 2x +2
=2f(-x-2) + )= -x-1 x +1 B x +1 x +1 -

Puisque f(- x-2) + f(x) =0 alors | (_01) est un centre de symétrie pour la courbe (C)

5) Déterminons une équation de la tangente a la courbe Cf au point d’abscisse - 2

xZ 4 2x +2 , x% 4 2x
fO=—r7 = /W=y

y=f(D(x+2)+ f(-2) =>y=-2
6) Calculons la dérivée f’ de la fonction f puis dressons le tableau de variation de f.
Posonsu=x2 + 2x + 2=>u'= 2x + 2 et v=x+1=>v' =1

WXV - v'XU (2x +2)(x +1) — (1)(x2+ 2x +2) _ x% +2x

=>f )=y = G+ 1)2 =>f) =7z

Or V x € Df,(x + 1)?>> 0 alors le signe de f'(x) dépend donc du signe du
Numérateur x> + 2x.
Posonsx? + 2x=0=>x=0 ou x= —2

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

—o0 -2 -1 0 + ©

X
£’ (x) + 0 - — ( +

£ _oo/'_z\_w +w\2 /'+0o

7) Construisons la courbe Cfet la droite (D) dans le méme repére.

Ainsi on a la représentation suivante :
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x2+ ax +b

- Soit la fonction f définie par f(x) = —
- 7 - x + Cx :l- d 7 - -
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J).
1) Déterminons lesréels a; b ; c et d tel que :

a- La courbe Cf admet comme asymptote les droitesx = 2 et x = —1.

Alors x2+cx+d= (x—2)(x+1) ®x?+cx+d=x*>—-x-2
o Z4rax+b

Par identification,ona:c=—-1 et d=-2 => f(x) = %

1+a+b _

-2 &
-2

b- La courbe Cf passe par le point A( "), Alors f(1) = =2 &
l+a+b=4=> a+b=3(1)

Cf admet au point A(_lz) une tangente de coefficient directeur - 5 => f'(1) = —5 avec

.« _x%(—a-1) + x(=4-2b) + b—2a , —3a-b-5
f'(x) = I—x_ 2 alors f/(1) = —5 ® ————=-5 &
3a+b=15(2)
Formons ainsi le systéme avec les équations (1) et (2) => { a+tbh =3
3a+b=15
{—a —-b =-3
3a+b =15
e — 19 => g = x%+ 6x —3

2a=12=>a=6 et b=-3.Dolf(x)= =

—-x— 2
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2) Etudions la fonction f puis représente sa courbe Cf dans le repeére.

Df=R—{-1; 2}=]-o0; —1[U]-1;2[U]2; +oo[

limf(x)=1 et limf(x)=1
X > — X — +oo

Alors les droites d’équations y = 1 est asymptotes horizontalesen —co et 4o

lim f(x) = —oo et lim f(x) = +oo. Alors la droite d’équation x = —1 est asymptote
x - —1" x - —1%

Verticale

lim f(x) = —oo et lim f(x) = +oo. Alors la droite d’équation x = 2 est asymptote
x— 2" x - 2% Verticale

2 2
x“+ 6x —3 —7x“ + 2x —15
x)= ——mmm—=> f'(x) = —————
f@) x2—x— 2 F'e) (x2—x— 2)2

Or V x € Df,(x? —x —2)% > 0 alors le signe de f'(x) dépend donc du signe du
numérateur —7x% + 2x — 15. Posons —7x% + 2x —15=0=> A= —416 => A< 0

AlorsV x € Df, f'(x) a méme signe que a = —7.Donc f'(x) <0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X —o0 -1 2 +
f7(x) - - -
f(x) 1\_ +OO\ B +Oo\l

x3+ ax?+4 bx + ¢

-Soit la fonction f définie par f(x) = it et p

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).

Déterminons lesréelsa; b ¢ ; m; n et p telque:

a- La courbe Cf admet comme asymptote les droitesx =2 et x = —1.

Alors mx? + nx +p=(x —2)(x + 1) © mx? + nx + p = x? — x — 2 par identifications, on
x3+ ax? 4+ bx + ¢

a:m=1;n=—1€tp=_2:>f(x): x2-x—2

b- La courbe C passe par les points A(,) et B(3), alors f(0) =3 & —-=3 =>c = -6
x3+ ax?+ bx —6
= f) = x2-x-2
La courbe Cf admet au point A(g) une tangente de coefficient —3 alors f'(0) = —3 avec
, x*—2x3 +x%(—a— b—6)+ x(—4a+ 12b) — 2b — 6
f(x): (XZ—X— 2)2 :
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- 2b-6
AIorsf’(O):—3<:>T: -3 ® —2b—6=—-12=>b=3
N x3+ ax?+3x—6
Dol f(x) =5 ——
. 1+a+3-6
La courbe Cf admet au point A( ")) Alors f'(1) =—1 © 1_(11—_2 =-1®a-2=2
=> a:4

3 2
N x°+ 4x“+ 3x—6
D’ou f(x) = )

-x—=2

. . Zes _X3_9x
Soit la fonction f définie par f(x) = 22— 1

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).
1) Etudions les variations de f puis précisons les asymptotes & la courbe Cf.

Df=R—{-1;1}=]-00; =1[U]-1;1[U]1; +oo[

lim f(x) = —oo et lim f(x) = +o0. Alors on a une possibilité d’asymptote oblique.
X > — X — +oo

. - 1
La recherche de I’asymptote oblique nous conduita y = 7%

lim f(x) = +o0 et lim f(x) = —oo.
x—- -1 x> —17

Alors la droite d’équation x = —1 est asymptote Verticale

lim f(x) = +o et lim f(x) = —oo. Alors la droite d’équation x = 1 est asymptote
x> 17 x -1t Verticale

x3—9x , _ x* +6x2+9
Q)= 5oy ™= Lo e

Or V x € Df,[2(x?> —1)]?> > 0 alors le signe de f'(x) dépend donc du signe du
numérateur x* + 6x2 + 9. Alors effectuons un changement de variable en posant X = x2.
Alors x* + 6x% + 9 dévient: X2 +6X+9=(X+3)> >0

DouV x € Df, f'(x) >0

Conclusion : vV x € Df, la fonction f est strictement croissante.

. . . s 1
2) Soit A l'asymptote non paralléle aux axes de coordonnées, c’est-a-dire = 2%
Déterminons la position de Cf par rapport a A dans I’intervalle ]— 1;1 [

—4Xx

——=0.

. ] x<—1
Etudions le signe de —4x etx? —1.Posons —4x =0 et x> —1=0=>x=0 etx = —1
oux =1

Pour ce la étudions le signe de f(x) —y. Posons f(x) —y = 0 <
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D’ou le tableau de signe est le suivant :

X -1 0 1
f) -y - 0+
D’aprés le tableau de signe de f(x) —y,ona:

vx e€]-1; 0[, f(x) —y <0.Alorsvx € ]-1; 0O[ , (C) est en dessous de (D).

vx €]0; 1[, f(x) —y > 0. Alorsvx € ]0; 1[ , (C) est au dessus de (D).

4) Construisons Cf.

|
L

—a 3 -2 ] i 2 3 a <

. . . 24 2x+4
- Soit la fonction f définie par: f(x) = %
Soit Cf sa courbe représentative dans le repéere orthonormé (O ; 7; j).
1) Etudions et construisons la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O ; 7; j).
Déterminons I’ensemble de définition Df.
Df =R—{0} = ]-0;0[U]0; +x]

2

2

. . + 2x+4 . X .1

lim f(x) = lim %= lim Pl lim 2% = —o
X

X - —oo X > — o X > —0 X > —o®

24 2x+4 x?2 1

lim f(x) = lim %: lim P limzx = 4+
X

X > +o X > + X > +0 Xx > 4+

x>+ 2x+4_ 4

lim f(x)=Ilim o ==~
x = 07 x - 07

2 4
lim f(x) = limw: — = 4w

2x ot
x - 0t x ->0F
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x2 4 2x+4 2x2-8

O S LOEE s

2x
Or V x € Df,(2x)? > 0 alors le signe de f'(x) dépend donc du signe du
Numérateur 2x? — 8. Posons 2x2 — 8=0=> x=—2 ou x = 2

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X
£7(x) + 0 — — [ +

@ | /_1\_ +w\3/+oo

Construisons la courbe ( C).
- x = 0 est asymptote verticale.

1 .
- y=3x + 1 est asymptote oblique.

sl ’ Ch1

at / Cf

2) Montrons que le point d'intersection des asymptotes est un centre de symétrie de (Cf)

Cherchons d’abords le point d’intersection des deux asymptotes. Pour cela formons le systeme
. 1 .
avec les deux asymptotes ( = 0 asymptote verticale ) et (y = Zx+ 1 asymptote oblique)

x=20 —
=> {y _ 1x 1 = {J; _ 01 JAinsi le point (0; 1) est centre de symétrie pour la
=5 =

courbe (C) de f si et seulementsi: f(2(0)- x) + f(x) = 2(1) © f(-x) + f(x) =2
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_ (—x)2+2(—x)+4-_ xZ —2x + 4 _ —xZ42x—4
fl-x)= 2(—x) - —2x B 2x
—x2+2x—4 x2 4+ 2x +4 4x
=>f(- = = — =
f(=x) + f(x) ™ + ™ o = 2

Puisque (— x) + f(x) = 2 alors le point (0 ;1) est un centre de symétrie pour la courbe (C)

3) Discutons graphiquement suivant les valeurs de m l'existence et le signe des racines de
I'équation : x*+ 2(1- m)x + 4 = 0

Pour cela, exprimons m en fonction de x :

xZ2 4+ 2x+4

X*+2(1-m)x + 4 =0=>m= " =f(x)
En faisant glisser une régle du bas vers le haut tout le long du graphique, on remarque que :
- Vme€]—oo; —1[coupe deux fois la courbe et par conséquent I’équation
x*+2(1- m)x + 4 = 0 admet deux solutions distinctes négatives.
- Vme]3; +oo[ , laregle coupe deux fois la courbe et par conséquent I’équation
x*+2(1- m)x + 4 = 0 admet deux solutions distinctes positives.
- vme]-1; 3], larégle ne coupe pas la courbe et par conséquent I’équation
x>+ 2(1- m)x + 4 = 0 n’admet pas de solution.

4) Montrons que la restriction h de f a l'intervalle 1 = [ 2 ; + oo [est une bijection de | sur un
intervalle J que I'on précisera.

En observant le tableau de variation de f, on remarque que V x € ]2 ; +oo[, la restriction h de

f est définie, continue et strictement croissante de l'intervalle | =[ 2 ; + oo [ vers l'intervalle

J=[3; + oo [. Par conséquent h réalise une bijection de l'intervalle

I=[2; +o[verslintervalleJ=[3 ; + o[

5) Construisons la courbe représentative de la fonction réciproque h~ ! de h dans le méme
repére que (C). (voir figure)

NB : N’oublier jamais que la courbe représentative d’une fonction et celle de sa bijection

réciprogue son symeétrique par rapport a la premiére bissectrice d’équation y = x.

Ainsi la construction de la courbe la fonction réciproque h~ ! de h visualisée sur la figure.

Fonctions biologiques.
Une population de bactéries (exprimer en millier) a un rythme de croissance modélisé par la

. 60t + 40
fonction f(t) =————

T 10 out € [0 ; + oo estletemps écoulé en jours.

1) Déterminons la population de cette culture au bout de 3 jours ;5 jours et 21 jours

. . 60X3 + 40 .
- La population au bout de 3 joursest: f(3) = ;—10 = 16,92 =~ 17 jours
. . 60X5 + 40 .
- La population au bout de 5 joursest: f(5) = :+—10 = 22,66 =~ 23 jours
60x21 + 40

- La population au bout de 21 joursest: f(21) = = 41,93 =~ 42 jours

21+ 10
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2) Déterminons les réels a et btelsque f(t) =a +

pourt € [0 ; +].

t+ 10
60t + 40 o - :
f@)= 110 La divisions Euclidienne de (60t + 40) par (t + 10) donne pour quotient
. Reste
q = 60 et pour risétsR = —560. Alors f(t) = quotient + Divisenr
=B =60 + 575

et par comparaisons avec f(t) =a + ona:a=60c¢et b=-560

b
t+ 10’
3) a- Calculons la dérivée f’(t) de la fonction f(t).

60t + 40 . 560
f®) = t+ 10 _>f(t)_(t+10)2'

b- Justifions que la population est croissante.
D’apres la question : a) ,f'(t) > 0. AlorsvVt € [0 ; + o [, f est strictement croissante.
D’ou la population est croissante.

4) a- Résolvons dans R I’équation : f(t) = 52.

60t + 40
F(t) =52 @LT =52 <60t + 40 = 52(¢ + 10)<>8t = 480 => ¢ = 60 et S = {60}

b- En déduisons le nombre de jours a partir du quel la population de cette culture sera égale a
52.000 individus.

D’apres la question : b), la population de cette culture sera égale a 52.000 individus au bout de
60000 jours.

5) a- Déterminons la limite de f en + o«

60t + 40 _ . 60t

lim f(t) = lim T 110 - llmt— =60

t—>+ o t—>+x© t—>+ o

b- En déduisons une interprétation quant a la population de cette culture.
D’apreés la limite ci-dessus, on dira que la population seuil de cette culture est de 60 individus.

6) Trace la courbe ( Cf ) de f dans un repére orthonormé (O ; 7; ).
Echelle : 1 cm — 10 ans sur I’axe (ot) et 1 cm — 10.000 individus sur I’axe (oy).
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- Un laboratoire médical désire mesurer le nombre de personne contaminés par jour du a un
virus a partir d’une « fonction de contagion » f, définie sur I’intervalle [ 1 ; 30] par :
f(t) =0,02t3 — 1,4t% + 22t + 640 ou t désigne la durée en jour de propagation.
On appelle £ la dérivée de la fonction f comme la fonction « contagion ».
On dit qu’il y a « contagion » lorsque f~est positive. Sinon on dit qu’il y a « non contagion ».
1) Déterminons le nombre de personne contaminé entre le 1% jour et le 21 jour
Le nombre de personne contaminé entre le 1 jour et le 21 jour est : £(21) = 669,82~ 670
personnes.
2) Détermine les intervalles de temps ou il ya contagion et non contagion.
La dérivée f'(t) = 0,06t — 2,8t + 22 et I’étude du signe de f'sur [ 1;30] donne le tableau
suivant :

t 1 10 30
JHO) + 0 -
D’apres le tableau :

- Il'yacontagion entre le 1% et 10°™ jour
- 1l'yanon contagion entre le 10°™ et 30"™ jour

3) On désigne par S = fllos f(t)dt, I’aire en m?de la zone contaminée par la virus.
Déterminons cette aire

S= [0 f(©)de =>S= [/7(0,0263 — 1,42 + 22¢ + 640)d¢

0,02
4

_ _ 4 14 3,22 5 15 2 2
=> §= £ =2 + S t2 + 640t ]10= 3685,625m? = 3685,625m
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- Une culture de bactéries a un rythme de croissance (exprimé en mm/jour)modélisé par la
fonction C(x) = % ol x € [0; +oof est le temps écoulé en jours.
On admet que ce rythme de croissance est la dérivée de la fonction population p(x)c’est-a-dire
que p'(x) = C(x) et au temps x = 0, la culture compte 1000 bactéries c’est-a-dire :
p(0) = 1000.
1) a- Déterminons p(x)désignant la population des bactéries apres x jours.
, 3000 0,25 3000 3000 0,25
P00 =C0) = 3502507 =025 X T+ 02507 — 025 X A + 02507

B 0,25
= 12000 x T7025072
D’ou
0,25 B 0,25 1
p(x) = [ C(x)dx = [ 12000 X AT 02502 dx = 12000 [ AT 02507 dx = Trozxt k

Or p(0) = 1000 <> —1+ k =1000 =>k = 1001

. = 250,25 + 1000
Droup(x) = 15575, T 1001 ==——"-=

b- Evaluons le nombre de bactérie ainsi que leur rythme de croissance au bout de 3 jours.

-Le nombre de bactérie au bout de 3 jours est : p(3) = 2501'2_5(3% ~ 1000 individus.
3000

-Leur rythme de croissance au bout de 3 joursest: C(3) = A7 025%3)72

~ 980mm/jrs

c- Déterminons au bout de combien de jours le nombre de bactéries atteindra t-il 1500
individus
Pour cela résolvons I’équation p(x) = 1500

250,25x + 1000
p(x) = 1500 & ===2" " — 1500 ©—124,75x = 500 => x ~ —4
1+0,25x

Alors le nombre de bactéries atteindra t-il 1500 dans moins de 4 jours.
2) a- Etudions les variations de p sur I’intervalle [0 ; +oof.

(o) = 28025041000 _ 0 025
PWX) =""7T025x P = 0302502

Alors Vx € [0; 4oof, p est strictement croissante

b- Calculons la limite de p(x)en +oo.

250,25x + 1000 . 250,25x _ 250,25
=lim =

1+0,25x - 025x ~ 025
X — +oo X — +oo X — +oo

=1001

limp(x) = lim
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Un malade contracte une fiévre dont la température en degré est modélisée par la fonction t
définie sur I’intervalle [0 ; +oo[ par t(x) = —x% + 1,5x + 1. OU : x est le temps écoulé
exprimé en seconde et t(x) est la température de la fievre exprimé en degré.

1) Déterminons la température du maladea:0s ; 1set2s

- A 0s, la température du malade est : t(0) = —(0)? + 1,5(0) + 1 = 1 degré
- A 1s, latempérature du malade est : t(1) = —(1)? + 1,5(1) + 1 = 1,5 degré
- A 2s, latempérature du malade est : t(2) = —(2)? + 1,5(2) + 1 = 0 degré

2) Lafonction t est représentée par la courbe ci-dessous :

—1
a. Indiquons a qu’elle instant la fievre atteint sa température maximale.

D’apres le graphique ci-dessus, la courbe atteint son maximum a 0,75 s. Par
conséquent la fiévre atteint sa température maximale a 0,75 s.

b. Donnons les intervalles respectifs de montée et de descente de la fievre.
D’apreés le graphique ci-dessus, la fievre monte entre Os et 0,75 s et chute entre 0s
et 2s

3) On désigne par T une primitive de la fonction t définie sur I’intervalle [0 ; 2].
a. CalculonsT.

t0) = —x2 4+ 1,5x+1 =>T(x) = —§x3 +%x2 fx

b. Calculons la température moyenne du malade pendant I’intervalle de temps [0 ; 2].

__1 (2 2 _1r_1.5,1, 2 _ ;
m=-—;[(-x +1.5x+1)dx—2[ 3% +35x +x]0—0,66degre.

———
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Fonctions circulaires.

Sin3
- Soit f la fonction définie sur ]—g ; g[ par: f(x) = m3x

Cos>x

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).
1) Déterminons Df

Df={x/x € R; cos3x # 0} cos3x # 0 <cosx # 0 &cosx ¢cos%<:>
T m _ _ _ '_E E .
x¢§+2knoux¢—§+2kn—>Df—] 0 ; 2+2k7T[U]2+2k7T,+oo[

2) Etudions la parité et la périodicité de f puis en déduisons un intervalle d'étude De.

- Parité:
sin(—3x —sin3x in3 . .
f(—x) = Cosg(_xi e i:;i = —f(x) (car cos(—a) = cosa et sin(—a) = —sina)

Alors f est impaire et admet donc I’origine O(0 ; 0) du repére comme centre de symeétrie.
- Périodicité :

NB : Les fonctions Cos (ax + b) et Sin (ax + b) sont périodique et de période T = m

2n 2n
Pour sin3x,ona: le? et pour cos3x,ona:T,=— 1 =2n=>T=T,NT, =2xn

Alors I’étude peut donc se fait sur le domaine [_E ; g =>Dg = [ 22” ; 27”
De plus la fonction est paire alors nous pouvons résumer le domaine d’étudea [0 ; 7]
D'ouDe=[0; m]

3) Montronsque Vx € Df,f'(x) =

=[-m; m]

X . ..
7 Puis dressons le tableau de variation de f.

f(x) = z:;ix (u =sin3x =>u' =3cos3x ; v=Cos’x =>v = —3sinxCos?x)

— f’(x) (3cos3x )(Cos x) ( 3sinx Cos x)(SLnSx) 3cos3xXxCos3x +3sinx Cos2xXsin3x
(Cos3x)? Cos®x

=>f'(x) = 3Cos i (cos 3X.CCO;:6: stn3x+sin3x) Or cos3x » cosx + sin3x e sin3x = cos2x

Car cosa » cosb + sina ¢ sinb = cos(a — b) et en simplifiant la fraction par Cos?x, ona:

') = 3C0 (ce qu’il fallait Démontre)

Vx € Df, Cos?x > 0. Alors le signe de f'(x) dépend de celui du numérateur 3Cos2x

Alors étudions le signe de 3Cos2x. Posons 3Cos2x =0 & Cos2x =0 <

CostzCosg <=> 2x=g+ 2km  ou 2x=—g + 2km =>
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x=%+k7‘r oux = —%+k7‘[
En utilisant le cercle trigonométrique ; Vx € [0 ;% [f'(x) >0 et Vx € E ; %[f'(x) <0

D’autre part limi#f (x) = —oo
-~ (@)
* =z

D’ou le tableau de variation de f sur [ 0 ; = ]Jest le suivant :

X 0 E g T
f'(x) + - -
3 o
e / 4\ \
0 —00 0

4) Tracé de la courbe Cf par symétrie sur [—m; 7 ]

!
31
21
1L

ACHINS CRN (1 : I -
21

. . e 1+ Cos3
Soit la fonction f définie par f(x) = ﬁ

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1) Déterminons I'ensemble de définition Df.

Df={x/x € R; Cos®x # 0}

Cos3x #0 <=> Cosx # 0 <=> Cosx # Cos%<:>x * g + 2km ou

X # — g + 2km

=>Df = ]—oo; — % +2k7r[u ]g + 2km ; + [

2) Etudions la parité et la périodicité de f puis en déduisons un intervalle d'étude Dg.
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- Parité:
_ 1+ Cos(=3x) 1+ Cos3x _ _

f(—x) = Cos3 ()~ Cosdx f(x) (car cos(—a) = cosa )
Alors f est paire et admet donc I’axe y’oy comme axe de symétrie.

- Périodicité :
NB : Les fonctions Cos (ax + b) et Sin (ax + b) sont périodique et de période T = %

2 3 2

Pour cos3x,ona: T1=? et pour cos®x, ona:T2=T =>T=T:NnTy, =2n
Alors I’étude peut donc se fait sur le domaine [—g ; g] =>Dg= [—27” ; 2771 =[-m; m]

Et puisque la fonction est paire alors nous pouvons résumer le domaine d’étude a [0 ; 7]
D'ouDe=[0; 7]

3(1-2C Si
3) Montrons que ¥ x € Df, f'(x) = ( osx )Sinx

Lt Cos3 Cos*x
+ Cos3x
f) = Cos3x
Posons u(x) = 1 + cos3x =>u'(x) = —3sin3x
v(x) = Cos3x =>v'(x) = —3sinxCos*x
, (—3sin3x)(Cos3x) — (—3sinx Cos?x)(1+cos 3x)
=> f/(x) =

(Cos3x)?

—3sin3xCos3x + 3sinx Cos%x(1+cos3x)
Cos®x

_ 3Cos%x(—cosxsin 3x + sinxcos 3x + sinx) _ 3(sinxcos3x —sin3xcosx + sinx)

Cos®x Cos4x

__ 3[sin(x — 3x) + sinx] _ 3[sin( —2x) + sinx] _ 3(—sin2x + sinx)

Cos*x Cos*x Cos*x

_ 3(=2cosxsinx + sinx) _ 3(—2cosx + Dsinx _ 3(1— 2Cosx)Sinx

Cos*x Cos*x Cos*x

3(1— 2Cosx )Sinx
Cos*x

Dol f/(x) =

4) Etudions le signe de (1 — 2cosx) puis en déduis le tableau de variations de f sur De.
D’autrepar Vx € [0; m] ona:Sinx >0etCos*x>0
Donc le signe de f ’'(x) dépend du signe de 1 -2cosx . Posons:1- 2Cosx =0 =>

s
cosxzz®cosx:cosg =>x = —g+2kn oux = §+2kn (ke

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :
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X 0 E g T
f'(x) — D + +

2 +o0 0
fG0 \ / /

5) Détermine les coordonnées des points d'intersections de la courbe (C) avec I'axe des
abscisses.

- (©On(ox) => f(x) = 0 1+ cos3x =0 cos3x=—1 & cos3x =Cos
&3x=m ou 3x=-m => — g ou g Donc (C) coupe I’axe (ox) en — g ou g
- (©)n(oy)=>y =f(0)=2.Donc (C) coupe I’axe oy en 2

5) Tracé de la courbe Cf par symétrie sur [-m; 7]
i

31

- On considere la fonction numérique f définie par : f(x) = sin2xcosx.

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).
1) a- Prouvons que la verticale x = % est un axe de symétrie pour la courbe Cf et étudions la

parité de f.

x= % est un axe de symétrie pour la courbe Cf si et seulement si f (2 X % — x) =f(x) &
fr—x)=f(x)

f(mr —x) =sin2(mw — x)cos(mw — x) = sin(2mw — 2x)cos(mw — x) = [—sin(2x)][—cos(x) ]
Car sin(2m — a) = —sina et cos(m—a) = —cosa

=> f(m — x) = sin2xcosx = f(x).
Alors la verticale x = % est un axe de symétrie pour la courbe Cf
Etude de la parité de f :

NB : Les fonctions Cos (ax + b) et Sin (ax + b) sont périodique et de période T = =

lal
i 2n 2n

Pour sin2x,ona: le?:n et pour cosx, ona:TZ:T =>T=TNnT,=7

Calculons f(x +T)
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fx+T)=f(x+2m) =sin2(x + 2m)cos(x + 2m) = sin(2x + 4m)cos(x + 2m)

=sin(2x)cos(x) = f(x)
D’ou f est périodique et de période T =

b- Justifions que I’on peut étudier f sur De = [0 ; 7 ] puis décrivons les étapes a suivre
. s s

pour avoir la courbe Cf sur [—5 ; E]'

_[_T . T]- [-F .z
DE"[_E '’ 2 ">DE"[ 2’ 2]
D’autre part la fonction est paire alors nous pouvons résumer le domaine d’étude a [ 0; g]
Dol De = | 0; 3]
2) a- Déterminons f’(x) et justifions que f’(x) = 2cosx(3cos?x — 2) pour tout x € Dg

f(x) = sin2xcosx. u = sin2x =>u' = 2cos2x ; v =cosx =>v = —sinx

=> f'(x) = (2cos2x)(cosx) + (—sinx)(sin2x) = 2(cos2x)(cosx) — (sinx)(sin2x)
= 2(cos?*x — sin’x)(cosx) — (sinx) (2sinxcosx)

2 2

(car cos2a = cos“a — sin“a et sin2a = 2sinacosa )
=> f'(x) = 2cos3x — 2cosxsin’?x — 2cosxsin’x = 2cos®x — 4cosxsin’x
Or sin’x = 1 — cos®x
=> f'(x) = 2cos3x — 4cosx(1 — cos?x) = 2cos’x — 4cosx + 4cos’x
= 6cos3x — 4cosx = 2cosx(3cos?*x — 2).
DoV x €Dg, f'(x) = 2cosx(3cos?x — 2)
b- Etablissons le tableau de variation de f sur [0 ; %]

Vx € [0 ; g] 2cosx > 0. Alors le signe de f’(x) dépend du signe de 3cos?x — 2.

2
Posons 3cos?x —2 =0 & cos’x =§ => cosx = \/; =>x =cos™! ( % ) =0,61
D’ou le tableau de variation de f est le suivant :
x o 0,61 >
f'e) + 7 -
0,76
0 0

4) Tragons ( C) sur [— g ; g]
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Fonctions paramétriques.

- Soit f,, la fonction définie sur R par: f,,(x) = 2m-1)x*-(m +4)x*- m +5.
Ou x est la variable et m est un parametre réel.
Soit (C,,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).
1) Montre que toutes les courbes (C,,) passent par deux points fixes dont on Déterminera les
coordonnées.
Toutes les courbes (C,,,) passent par deux points fixes si et seulement si f (x) = f;(x)
Soient A et B ces deux points.
fo) =fi(x) & —x* —4x?+5=x*-5x>+4 & 2x*+x2+1=0
Cette équation étant bicarrée, effectuons un changement de variable en posant X = x? =>

1
2X* +X+1=0=>X =1 et X=—7

—SiX=1®x*=1®x;,=-1 ou x, =1

Par conséquent : pour x; = —1,0ona: y; = f;(—1) =0. Dot A(—1;0)
pour x, =1,0na: y, = fo(1) =0.D’ou B(1;0)

—Si= —% , on a une absurdité car si x> = —1, I’équation n’a pas de solution.

2) Etudie les fonctions f; et f; puis représente leur courbe respectives (Cy) et (Cy).
fox) =—x*—4x>+5 et fi(x)=x*—-5x*+4
Etude de la fonction f; puis représentation de sa courbe (Cy)
Dfp=R=]-00; +oof
lim fy(x) = —o et lim fy(x) = —0
X — —00 X = +oo

fox) = —x*—4x?+5 =>f' (x) =—4x> — 8x = —4x(x* + 2)

VvxDfy; (x?+ 2) > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de —4x. Posons —4x = 0
=>x = 0

D’ou le tableau de variation de f; est le suivant :

X 0
o) + 0 -
fo() / 5\

La courbe représentative de f, est le suivant :
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Dfi= R = ]—co0; +oof
lim fi(x) = +ooet lim fi(x) = +oo
X > — X = +oo

filx) = x* —5x2+4 =>f',(x) = 4x3 — 10x = 2x(2x? — 5). Posons f';(x)=0

2x(2x*—=5)=0 =>x=0 ou 2x2—5:>x=—\/§ ou xz\E
D’ou le tableau de variation de f; est le suivant :

X 5 5
S F : -

f1(x) - 4 ( +

—+o00

+ | -
+o0 4
£ \ / \ /
111 111
16 - 16

_ 16

La courbe représentative de f; est le suivant :

e —————
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—4t

- Soit f;, la fonction définie sur R par : f,,, (x) = xzjjz(;:%

Ou x est la variable et m est un parametre réel.

Soit (C,,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).

1) Montrons que toutes les courbes (C,,,) passent par trois points fixes dont on Déterminera les
coordonnées.

Toutes les courbes (C,,,) passent par trois points fixes si et seulement si f; (x) = f;(x)

Soient 4; B et C ces trois points.

x2 + 3x _x2+3x+4—
fo(x)_fl(x)¢>x2+x+3_x2+6x+3
& (x> +3x) (x> +6x+3) = (x? +x+3)(x? +3x+4)

< 5x3 4+ 11x% —4x — 12 = 0 (1 est une racine de cette équation)
Alors la forme factorisée de 5x3 + 11x2 — 4x — 12 est (x — 1)(x + 2) (x + g)

5x3 + 11x2 —4x— 12 =0 ¢>(x—1)(x+2)(x+§)=o

:>X1:1;xZ:—2;X3:—§
1+3 4 4
—Pourx1=1,ona:y1=f0(1)=1++1+3=g = A(l;;)
4 -6 2 2
—Pourx2=—2,ona:y2=f0(—2)=4_2+3=—§ =>B(—2;—§)

—Pourx3=—§,ona:y3=f0(—§):%21_4i =-Z= 0(1 %)

D’ou toutes les courbes (C,,,) passent par les points A (1 ; %) ; B (—2 ;—ZE); C (1 ; 4;)

2) Déterminons m pour que le point d'intersection | de (C,,,) et I'asymptote parallele a (x'ox)
ait pour abscisse %

Cherchons d’abords I’asymptote parallele a I’axe (x'ox), c’est-a-dire I’asymptote horizontale.
x% + 3x + 4m

x24 (5m+ 1)x+ 3
X — oo X — X —

2
lim f,(x) = lim = lim i—z = 1=>y =1 est asymptote horizontale.

Cherchons de méme les coordonnées du point |
| étant le point d’intersection de la courbe (C,,) avec I’asymptote horizontaley = 1,0na:
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x% + 3x + 4m

— — 2 — 42
fm(@) =1 4 (5mt et 3 1&x“+3x+4m=x*+(5m +1)x+3
3
- R R 2(>)—3
@ m= 23 Orlabscisse en ce pointest x = Posm= (é) = ~Or =0
x4 2 sG)-4 3
Doum =0

3) Etudions la fonction f;, puis représentons sa courbe (C,)
2 2
AW =30 AT
Etude de la fonction f; puis représentation de sa courbe (Cy)
DfOZR:]—OO; +OO[
limfo(x) =1 et limfy(x) =1
X — —00 X = +oo

o) = X3 o5 pri() =

x2+ x+ 3

—2x24+6x—9
(x2+ x + 3)2

Or V x € Dfy, (x> + x +3)% > 0 alors le signe de f,'(x) dépend donc du signe du
Numérateur —2x? + 6x — 9. Posons —2x? + 6x —9=0=> A= 108
3+ 3V3 3- 3V3
=4 et x; = ~ -1

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

:>x1 =

x —0o0 -1 4 +oo
fo' ) - 0 + { -
1 ‘ =
fo(x) \ / ’ \
—= 1
3
Tracons (C)
y
41
3+
241
6 5 4 The~z_ 1 T T R R P
-1
21
31
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2_
- Soit f,, la fonction définie sur R par: f,, (x) = xxz_mlx .

Ou x est la variable et m est un paramétre réel différent de 1 (m # 1).

Soit (C,,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).

1) Donnons le tableau de variation de la fonction f;, suivant les valeurs de m.
(Ondistingueralescasot m=—-2 ; m=2).

242
1 cas:m = —2 . Alors f_,(x) = xx2+_ =

Df,=R—{-1; 1}=]-o00; =1[U]-1;1[U]1; +oo[
imf,(x)=1 et limf,(x)=1.

X — —00 X — +oo

lim f_,(x) = —oc0 et lim f_,(x) = +oo.
x - -1 x - —1%

limf ,(x)= —oco et limf_,(x) =+oo.

x—-1" x -1t
X2+ 2x __ 2(x% + x + 1) 2(x% + x + 1)
f2(x) = 2_ 1 =>fa(x) =— x2— 1)2 <0 car (2= 1)? >0
D’ou le tableau de variation de f_, est le suivant :
X —00 -1 1 +o00
f'o2(x) - - -
f2(x) 1\ +00\ +oo\
—00 — 00 1

. 2_

2% cas:m =2 . Alors fy(x) =22

Di=R—{-1; 1} =]-o0; —1[Ux]2:11;'1[U]1; Foof
limf,(x)=1 et limf,(x)=1.

X — —00 X = +oo

lim f,(x) = +o0 et lim f,(x) = —co.
x—-—1" x - —1*

lim f,(x) = +0 et lim f,(x) = —oo.
x> 1" x -1t

22 , 2(x%—x+1
fal) = 2= ) =220 5
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—Q0

-1

+

+

x
f2(%)

f2(x)

1/+oo _Oo/ +oo B /1

2) Comparons f,, (x) et f_,, (—x) puis donnons la position relative des courbes (C,,) et
(C_m)-
xz— mx —X 2_ —m){—Xx xz—mx
fn () = => L, (—x) = SO0 = T 2 ()
Dou fLpy (=x) = fin ()

4) Montrons que toutes les courbes (C,,) passent par un méme point fixe dont on Déterminera
les coordonnées.

Toutes les courbes (C,,,) passent par un méme point fixe si et seulement si f; (x) = f; (x)

2 2_
fo) = filx) @ 5 =5 @xP=x’—x®-x=0=>x=0cet y=£(0)=>
y = _Ll = 0. Alors toutes les courbes (C,,,) passent par le point A(0 ; 0), origine du repére.

5) Représentons les courbes (C_,) et (C,).

1 y

>

H
A\ 4
v
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NB : la courbe (C_,) est représentée en gras celle de la courbe (C,) est représentée en fin.

Fonctions auxiliaires.

- Partie A : On considére le polyndme P définie : P(x) = 2x°- 3x*- 1
1) Dressons le tableau de variation de P.

DP =R = ]-o ; +oo[
limP(x) = —oo et lim P(x) = +oo.
X — —00 X = +oo
P(x) = 2x°- 3x*- 1 => P'(x) = 6x° —6x. Posons P'(x) = 0 < 6x° —6x = 0 <

6x(x—1)=0=>x=0o0ux=1

D’ou le tableau de variation de P est le suivant :

x —0 0 1 a +o0
P'(x) + ¢ - 9 L+

—1 ! 00
P(x) ) / \ _|2/9/' +

2) Démontrons que I'équation P(x) = 0 a une solution unique « dans I’intervalle]1,6 ; 1,7 [.

- D’aprés le tableau de variationde P,V x € |1 ; +oo[, P est définie, continue et
strictement croissante de ] 1 ; +oo[ vers]—2 ; +oo[ . Alors I'équation P(x) = 0 admet
une solution unique « telle que P(a) = 0

- DeplusP(1,6) =—-0,48 et P(1,7) =0,15 => P(1,6) X P(1,7) < 0. Alors d’aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires, « € 11,6 ; 1,7 [.

Conclusion : I'équation P(x) = 0 admet une solution unique a dans
I’intervalle]1,6 ; 1,7 [.

3) Donnons le signe de P(x) dans I’intervalle ]—1 ; + oo [.
D’apres le tableau de variationde P,V x € ]-1 ; a[, P(x) < 0.

Vx € Ja; +oof, P(x) > 0.

Partie B : On considere la fonction f :]—-1; + oo [— R etx —

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).
1) a) Justifions la dérivabilité de f sur ]—1 ; + oo [.

- 1—x estdéfinie etdérivablesur]—1 ; + oo ].
- 1 +x3 estdéfinie et dérivable sur]—1 ; + oo [.

Alors f(x) = 11+‘xx3 est dérivable sur]—1 ; 4+ oo [.
b) Calculons f”(x) puis établir que f'(x) = 55 1‘; (’23 :
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fx)= 11+_xx3 Posonsu=1-x=>u =-1 etv=1+x> => v = 3x?
o — D) = 3x2)A-x) _ —1-x3 - 3x%2+3x3 _ 2x3-3x2-1 _ P(x)
=>fx= (1+x3 )2 - (1+x3)2 T a3 T (1432

2) Donnons le tableau de variation de f.

Vx€]-1; +o[,(1+x3)%>0.Alors le signe de f'(x) dépend de celui de P(x).
Or d’aprés la partie A) 3),ona:

Vx € ]-1; a[,P(x)<0,alorsVx € ]-1; a[,f'(x) <0

Vx € la; +oo[,P(x)>0,alorsVx € Ja ; +oo[ ,f'(x) >0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

xl
f () - +

-1 a 2 400

+00 . 0
9

f(@)

3) Déterminons les équations des asymptotes a la courbe Cf de f.
lim f(x) = +co0 Alors la droite d’équation x = —1 est asymptote verticale.
x - -1t

lim f(x) = 0 Alors la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale.
X > +oo

4) Plagons a puis tragons Cf.
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1 12 3 4 5 6 7 8 x
-1+
—20
-3L
41

5) Soit g la restriction de f a I’intervalle [ 2 ; + oo [.
Montrons que g réalise une bijection de [ 2 ; + oo [ sur un intervalle J que I'on précisera.
D’apreés le tableau de variation de f, Vx € [ 2 ; + oo [, f est définie, continue et strictement

croissantede [ 2 ; + oo [ vers [—% ; + oo [ D’ou la restriction de g a I’intervalle

[2 ; 4+ oo [ réalise une bijectionde [2 ; + oo [ versJ=[—%; + [

6) Tracons Cg~! ol g~! est la bijection réciproque de la fonction g restriction de f a
’intervalle [ 2 ; + oo [.

NB : la courbe représentative d’une fonction et celle de sa bijection réciproque sont symétrique
par rapport a la premiére bissectrice d’équation y = x.

Pour le tracé de Cg~1, (Voir figure en gras ci-dessus)

- Partie A : On donne la fonction g définie par g(x) = x*- 3x - 4
1) Etudions les variations de g et Dresse son tableau de variation.
Dg=R= ]-o0 ; +o0[
limg(x)= —oo et limg(x) = +oo.

X — —00 X — +oo

g(x) = x*-3x-4=>g'(x) =3x*—3 .Posons g'(x) =0 <3x’—3=0 &
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x’=1=>x=-1oux=1

D’ou le tableau de variation de g est le suivant :

X —00 —1 a +00
g (x) L+
9(x) _oo _2\ ‘/o/'

2) Montrons que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a et que 2,19 < a < 2,20.

- D’apreés le tableau de variationde g, Vx € |1 ; +oo[, g est définie, continue et
strictement croissante de | 1 ; +oo[ vers |—6 ; +oo[ . Alors I'équation g(x) = 0 admet
une solution unique « telle que g(a) = 0

- Deplus g(2,19) = —0,06 et g(2,20) = 0,04 => g(2,19) x g(2,20) < 0. Alors
d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, a € 12,19 ; 2,20 [.

Conclusion : I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans I’intervalle
12,19 ; 2,20

3) En déduisons le signe de g(x) sur R
D’aprés le tableau de variationde g, Vx € ]—o0 ; a[, g(x) <O0.

Vx € la; +oo[, g(x) > 0.
Partie B : On considere la fonction f définie sur R—{—1 ; 1} par flx) =
Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).

x +2x2

1) Calculons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df.

Df=R—{-1; 1}=]-o0; =1[U]-1;1[U]1; 4o
lim f(x) = —oo0 et lim f(x) =+oo.

X = —00 X — +oo

lim f(x) =4+ et limf(x)=—o
x - —1" x - —1*

lim f(x) = —oo et lim f(x) = +oo.
x> 1" x - 17

2) MontronsqueVx e R-{—1; 1}, ona: f’(x) = (Xxg(x)

x2—1)2

x*—3x2—4x _x(x3—3x— 4) _ xxg(x)

x3 + 2x? _
=> f ( ) x2— 12~ (x2- 12  @x2-1)2

fo) =
3) Etudions le signe de f'(x) et en déduisons les variations de f puis son tableau de variation
de la fonction f.

———
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Vx€]-oo ; +oo[,(x%—1)%> 0. Alors le signe de f'(x) dépend de celui de x x g(x).
Or d’apres la partie A) 3),ona:

Vx € ]-0o; a[,g(x) <0 et Vx € Ja ; +oo[, g(x) > 0.

D’autre part, Vx € ]|—o0 ;0[,x <0 et Vx€]0;+o[, x>0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

x —o0 -1 0 1 a +oo
x - - + + 0 +
7[€3) - - - - +
J6)) + + — — +
0 /' v /0 \ +°°\ /+°°
X
—0 — 0 — f(@)

4) Montrons que la droite (D) d'équation y = x + 2 est une asymptote oblique a la courbe
Cf.
La droite (D) d'équation y = x + 2 est asymptote oblique a la courbe Cf si et seulement si

lim [f(x) = y] =0

X > oo
3 2 3 2
lim [f(x) — y] =lim xx;_zf — (x + 2) =lim xx;_zf —x—2
x - too X — too X — too
=lim == lim 5 = lim —=0
X — too X = too X —> t+oo

D’ou la droite (D) d'équation y = x + 2 est asymptote oblique & la courbe Cf

Etudions la position de Cf et (D).

Pour ce la étudions le signe de f(x) — y. Posons f(x) —y = 0 & x"ztzl =0
Posonsx +2=0=>x=-2 et x*—1=0 =>x=-1 ou x=1
x = —1.D’ou le tableau de signe est le suivant :

—00 -2 -1 1 400

O e S I S S N

D’apreés le tableau de signe de f(x) —y,ona:

Vx €]-o; —2[ U]-1; 1], f(x) —y <0.AlorsvVx € |—0; =2[ U]-1; 1], ,(C)est
en dessous de (D).

Vxe]-2; —1[ U]l ; +oof, f(x) —y >0.AlorsVx €]-2; —1[ U]1 ; 4+, , (C) estau
dessus de (D).

5) Tracons Cf.
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- 1) Soit la fonction g définie sur R par : g(x) = 2x —vVx? +1
a- Etudions les variations de la fonction g.
Dg =R =]-o00 ; +oo]

limg(x)= lim2x —vx?2+4+1 =lim2x — x2(1+ xl—z) =lim2x — |x| [1+ xiz

X > — X > — X > —0 X > —0
= lim 2x — (—x) /1+ 12: lim2x+x’1+ 12: limx<2+ /1+ iz)
pa pa X
X = —00 X > — X = —

= (~)(2+1)= (-0)(3) = —o

limg(x)= lim2x —vx?+1 =lim2x — x2(1+ xiz) =

X = +oo X = +oo X — +0o0

, 1 , f 1 . , 1
= lim2x — |x| |1+ x—2:llm2x—(x) 1+ x—2:llm2x—x 1+x—2

x — +oo X — +00 X = +©
] 1 _ — —
llmx(Z— ’1+ x—2>— (+0)(2 = 1) = (+00)(1) = +o0

X — 400

_ _ > = g _ _Z_x: _ x :2 x24+1 —x

g() = 2x —Vx*+1 =>g'(x) = 2 24/x2+1 Vx2+1 Jx2+1

Vx € Dg,vx%2+1 >0, alors le signe de g'(x) dépend du signe du numérateur.
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2
Posons 2vx? +1-x >0 ®2Vx?+1 > x ® (2Vx2+1) > x* &
4(x2+1) > x? © 4x?+4> x? & 3x2+4> 0 Vraie.
D'ouvx € Dg, g'(x) >0

AinsiV x € Dg, g est strictement croissante et le tableau de variation suivant:

x —00 400

i a
g (x) 0 +

: +00
90 /

b- Montrons que g(x) = 0 admet une solution unique ¢ que I'on Déterminera.

D’apreés le tableau de variation de g, Vx € ]—o0 ; +oo[, g est définie, continue et
strictement croissante de |—oo ; +oo[ vers |]—oo ; +oo[. Alors I'équation g(x) = 0 admet une
solution unique « telle que g(a) =0

En utilisant la méthode de dichotomie, on obtient « = 0,57.

c- En déduisons le signe de g sur R
D’apreés le tableau de variationde g, Vx € |- ; a[, g(x) <0.
Vx € la ; +oof, g(x) > 0.
2) Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 2Vx%Z + 1 — x.
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).

On note (D) et (D) les droites d'équations respectives : y = —3x et y = x.
a- Etudions les limites de f en +oo et —co

limf(x)= lim2vx*+1— x = lim 2|x| /1 +xi2 — x=lim—2x /1 +Xi2 - X

X — —00 X — —0o0 X — —00 X — —0o0
, 1
= llm—x(Z ’1 +5 + 1>=—(—00)(2+1)=(+°°)(3) =+
X = —00
limf(x)= lim 2vx? +1— x = lim 2|x| /1 +xi2 — x=1lim2x /1 +xi2 - x
X — 400 X — 400 X = +oo X = +0o
= limx(Z /1 +xi2 - 1):(+oo)(2—1):(+oo)(1) = +oo
X — +oo
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- Cf ) = 4%
b- MontronsqueVx € R; f'(x) = N,
- 2 1+ 1 _ = f — 2x 1= 2x 1= 2x —x2+1
f) =29 + 1 X fix) =2 2Vx2+1 1 Vx2+1 1 Vx2+1
= f! - g(x)
Fe =17y

c- En déduisons le tableau de variation de f.

Vx € Df,Vvx?2+1 >0, alors le signe de f'(x) dépend du signe de g(x)
Ordapresl)c) Vx € |- ; a[,g(x) <0 =>Vx € |—o ; af, f/(x) <0

Vx € la; +o[,g(x) >0 =>Vx € Ja ; +oof,f'(x) >0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

—00 a +o0

X
f q|>

= +
+00 +o00
o | TN f(a)/

d- Déterminons la limite en —oo de f(x) — (—3x).

limfx)-(-3x)=lim2Vvx? + 1 — x +3x =1lim2Vvx* + 1+ 2x

X > —00 X > —o0 X = —o0

(2 xZ+ 1 +2x)(2 2+ 1-2x) (2427 + 1)2—(2x)2

=lim = lim
2Vx2 + 1-2x 2yx2 + 1-2x
X - —© X - —o0
_ e AP 1)—ax? L ax? 4 4—4x? 4
= lim —~———=lim ——— =lim ————
2vx2 + 1-2x 2x2 4+ 1-2x 2vx2% + 1-2x
X = —00 X —> —o0 X > —00
. 4 . 4 , 4
=lim - =lim - =lim -
2|x| |1 +;2— —2x —Zx\/l +;2— —2x —2x<J1 +;2— + 1)
X = —00 X > —0 X —> —o0
. 2 . . 1 1
:llm—1:llm (1+1):llmT:llm—:+—:O
—X —X {oe]
—x( 1+;2‘+1)
X = —00 X = —00 X > —00 X —> —o0
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Conséquence graphique : la droite d’équation y = —3x est asymptote oblique a la courbe
(C)def en—oo car: limf(x)-(—3x)=0
X > —0

e- Montrons que la droite (D") est asymptote & la courbe (C) en 4+

La droite (D") est asymptote a la courbe (C) en +oo si et seulement si :

imfx)-(x)=1lim2vx?2 + 1 — x —x =1lim2vx? + 1— 2x

X — 400 X = +00 X = +oo
2
. (2Vx%+ 1-2x) (Va7 + 142x) . (2 1) - en?
=lim = lim ~——~————
2Vx2 + 1+ 2x 2Vx2 4+ 1+2x
X — 400 X — +o0o
. 4(x% + 1)—4x? , 4x?% + 4 — 4x? , 4
= lim ———=lim —— =lim ————
24x2% + 1+2x 29x2+ 1+2x 29x2+ 1+2x
X > +oo X = +oo X > +oo
. 4 . 4 . 4
=lim —1=llm —1=llm —1
2|x]| 1+x—2- +2x 2x 1+;2- +2x 2x<,1+x7 +1>
X — 400 X — +oo X — +oo
. 2 . 2 . 2 . 1 1
=llm—1=llmm=llm2—=llm—=+:=o
X X X
x< 1+x7+1>
X — 400 X — 400 X — +oo X — +oo

Conséquence graphique : la droite d’équation y = x est asymptote oblique a la courbe
(C)def end+oo car: limf(x)-(x)=10
X — +o0o

f-  Etudions la position de (C) par rapport aux deux droites (D) et (D").
Pour cela, étudions le signe de (—3x) — (x). Posons (—3x) — (x) =0 —3x+x =0
& —2x =0 =>x = 0 et le tableau de signe de (—3x) — (x) est le suivant :

X —00 0 400

fO) —x + ¢ -

D’apreés le tableau de signe de (—3x) — (x),
Vx€ ]-0;0[, (—3x)—(x) >0.AlorsVx € |—o;0[, (D) estau dessusde (D)

Vx€ ]0; +oo[, (—3x) — (x) <0.AlorsVx € ]0; +oo[, (D) esten dessous de (D)

g- Tragons la courbe (C), les droites (D) et (D").
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Fonction irrationnelle —fonction avec valeur absolue.

- Soit la fonction f définie par f(x) = x /ij’;

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).
1) Donnons I'ensemble de définition Df de f .

_ 1+x _
Df ={x/x € R, ;== > 0et 1-x # 0
1) 1f’; > 0 . Résolvons I’inéquation 11_% > 0 en étudiant le signe de ;jx :

Posons 1 +x=0=>x=—-1 e 1—-x=0=>x=1.

D’ou le tableau de signe de 11_% est le suivant :
\ \

Ainsi I’ensemble solution correspondant a I’inéquation 11_% >0 est[-1; 1]
Dautrepart(2) 1—x#0 => x#1

[u—y

X -1
1+x +
1—x +
1tx +

1-—x S\\

—

—

Alors la réunion de ces deux ensembles donne : Df = [- 1 ; 1|

2) Etudions les variations de f, puis tragcons avec soins sa courbe représentative dans un repere

8 06 et f(A20) = 03

orthonormé. On donne :
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f(=1)=0 et limf(x) =+
x—- 17

f(X)Zx ;jz.u:x:>u’=1 et v= 11+x :>v’:; 1—_x

- x (1—x)2 41+ x
= () = WO+ (W = [+ = [

—< £! _ a=—0(-x+x+ 1)
_>f (x) - (1 - x)2yJ1 - x2
vx € Df, (1 —x)?V1 — x% > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de —x% + x + 1

5~ —opet fF(225) = 03

Car 1-x# 0.Posons —x?+ x +1=0=>x =
D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

x - 06 1

-1
f'(x)

2
— (b +
0 ‘ +oo
-0,3

Le graphique de la courbe est le suivant :

8t %t

51

Soit la fonction f définie sur Rpar: f(x) = —x + Vx? + 8
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1) a) Démontronsque ¥V x € R,ona: x —vx2 + 8<0
x—VxZ + 8<0 ©®—VxZ + 8<—x ©VxZ + 8>x ©@x% + 8> «x?

& x2—x2—-8<0 < —8<0 Vraie. Alorsx —VxZ + 8<0

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 3. Fonctions numériques. Page 230



Fonctions numériques

b) Etudions les limites de f aux bornes de Df puis en déduisons que la courbe (C) de f admet
une asymptote horizontale dont on précisera une équation.
Df = R=]-o0 ; +oo

limf(x)= lim—x + Vvx2 + 8 =1lim — x + ’x2(1+x%)

X > —00 X > —00 X — —00
lim — x + |x| /(1+ x%) =lim - x—x ’(1+ x%) = lim—x<1+ (1+ x%))
X > —0o X > —®© X = —

=lim-x(1+1) =lim—2x = —=2(—) = 4+

X = —o0 X > —o0

(—x+ x2+ 8 )(—x—m)
(—x—\/x2+8 )

limf(x)= lim—x + Vx? + 8 =lim

X — 400 X — 400 X = +oo

(-x)% - x2+8 ’ x2— (x2+ 8 , x2— x2-8
—_— ( ) = lim

=i = [i - N - -
' —x—+x2+8 m —x—+x%+ 8 —x—+x%+ 8
X = 400 X > +oo X = 400
. -8 , -8 , -8
= lim 5 = lim N = lim - %
—Xx-Vx“+ 8 —-x— x2(1+;2-) —x = x| 1+
x = +oo X = +oo X = +oo
= lim 8 =lim i lim =2
-—x—-x /1+—Z —x<1+ ,1+x7-> 2x
X = +oo X > +oo X - +oo
. 4 4
=lim—=—=0
+o0
X — +oo
c) Démontrons que la droite (D) d'équation y = —2x est asymptote a (C) en —oo
La droite (D) d'équation y = —2x est asymptote a (C) en —oo si et seulement si
limf(x)—y= lim—x + vx2 + 8—(-2x) =1lim — x + vx? + 8+ 2x
X > —0 X = —00 X — —00

2 2 —
- UmVET T B4x = tm R ey

(\/x2+8—x)
X > —00 X > —00
= tim i) 8ot 8 = lim ————
( x2+8-x )_ x2+ 8—x VxZ+s-x ’x2(1+x_82_) —x
X = —o0 X —> —o0 X — —oo X - —o0
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8 8

= lim ———— = lim ——2—— =lim :
|x| (1+;2—) —x —x (1+;2—) —x —x( /(1+x7)+ 1>
X > —o0 X —> —o0 X > —00
. 8 . 8 . 4 4
=lim — =lim — =lim — =— =0
—x(2) —2x —x +o0
X > —0o0 X > —00 X > —00

D’ou la droite (D) d'équation y = —2x est asymptote a (C) en —oo.

2) a) Calculons f' (x) puis en déduisons de 1) a) le sens et le tableau de variation de f.

fX) = —x + Va2 + 8 =>f'(x) = —1 +2_x§"+8 = =1+

x2+8 + x _x—\/x2+8

\/x2+8 - \/x2+8

=> f'(x) ==
vx € Df, vx2+ 8 >0 . Alors le signe de f'(x) dépend du signe du numérateur

x —Vx?+ 8.0rdaprées1)a)x —vVx? + 8<0.D’ou Vx € Df, f'(x) <O.

X
f ) -
f()

_21

-31
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- Soit f la fonction définie par : £ (x) = & |x+|f|: :

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).
1) Déterminons le domaine de définition de f .

Df={x/x€R, |x|+1=0}

x| +1# 0 =>|x| # —1 Vraie. Alors Df = R=]—o0 ; +0o[
Ecrivons f(x) sans les symboles "valeur absolue™.

Posonsx? +x=0=>x=—-1 ou x=0

X —00 —1 0 +00
x*+ x + - +

|x% + x| x>+ x —x%— x x*+ x

x — - +

[x| —X x x

D’apres le tableau ci-dessus, on a :

_x2+x+1

Vx€E ]—OO ; —1], f(X)—_x—H
_—x*—x+1

Vxe [—1 5 0],f(x)—_x—+1
_x2+x+1
VxE€E [0 ; +00[, f(X)—?

2) Etudions la dérivabilité de f en —1 et en O, puis interprétons géométriquement les résultats.

- Etude de la dérivabilité de f en —1

f est dérivable en x, = —1 si sa dérivabilité a gauche est égale a sa dérivabilité a droite,
c’est-a-dire : lzm.z__‘() f( D = limi (x)+f(11 =leR
x - —1_ x » —1%
Dérivabilité a gauche :
x2+x+1)_l 22+ x+1)—(—x + 1)
llm g(X) f( 1) _ llm’( x + 1 2 - llmi;;[. 2(—x + 1) -
""" x+1 x+1
x—>—1_ x - —17 x - —17
lim 2x% +3x+ 1 = lim 2(x+%)(x+ 1) = lim 2x+41 1
20 —D(x+ 1) 2 -D(x+ 1) —2x+2 4
x - —17 x - —1° x - —17
Dérivabilité a droite :

—xZ-x+1) 1 222 —x+1)-(—x + 1)
llmlg(x) —f(=1) _ llmi;;'( —x + 1 ) 2 - llmi;'. 2(—x + 1) -
+1 x+1 T x4+ 1

x—>—1Jr x - —1% x - —1%
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lim —2x%—x+1 _ lim —2(x —%)(H D _ lim 2L _3
26 -1)(x+ 1) 26 -1(x+ 1) —2x+2 4
x - =17 x - =17 x - =17
Alors f n’est pas dérivable & gauche et a droite de x, = —1, mais elle admet deux
demi-tangentes de coefficients directeurs respectives f (—=1) = —% etf (1) = %

- Etude de la dérivabilité de fen 0

f est dérivable en x0 =0 si sa dérivabilité a gauche est égale a sa dérivabilité a droite,

x - 0 x - 0+
Dérivabilité a gauche :
(_xz_x+1>_1 [(—x—x+1) (—x + 1) 2
limi& "((x) e ACHNS P S = limii4 Cx+ 1) = lim— =lim——=0
x x x(—x +1) —-x+1
x—»O_ x - 07 x - 07 x - 07 x - 07
Dérivabilité a droite
(x2+x+1>_1 (x2+ x+1)—(x+1)
llmmf(x) f(o) l mi’;-“‘. x +1 - llm"; (x +1) = llm - O
""" x x x(x +1) 1
x—»OJr x - 0t x - 0t x - 0t x - 0t

Alors f est dérivable & gauche et & droite de x, = 0, et son nombre dérivée f (0) = 0
3) Etudions les variations de f.

_x2+x+1
VXE]—OO,—l],f(X)—_x—H
. . x4+ x+1 . x? , 1
lim f(x) =lim — =lim — =lim —x = +oo et f(—1)=5
X — —00 X > —00 X —> —00 Xx — —00
x4+ x+1 —x% 4 2x+ 2

fO =T = ™=

Vx € Df, (—x + 1)? > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de —x? + 2x + 2.
Posons —x? +2x+2=0=>x; =1-+3 €]-c0 ; 1] ou x =1++V3€]-00 ; —1] |
D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X —00 —1
f () -
+o0
e \ 1
2
Vi [-150), f@)= okl

fC-D=; et fO)=1

———
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2x

x?—x+ 1 x?2—
— 0T

fO)=—m

vx € Df, (—x + 1)? > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de x? — 2x.
Posons x?2 —2x=0=>x;, =0€[-1;0] ou x;, =2€[-1; 0]
D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

x —0 -1
f ) +
1
f(x) /
1
2
_x2+x+1
Vxé€ [0,+00[,f(x)—?
2 2
lim f(x) = lim “=——— =lim = =lim x = 40 et f(0)=1
X — 400 X = +oo X = +00 Xx — 400
_x2+x+1 = ,( _x2+2x
f(x)_ x +1 B fx)_(x+1)2

Vx € Df, (x + 1) > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de x? + 2x.
Posons x? +2x =0=>x; =0 €[0 ; +oo[ ou x;, =—2€[0; +oo[/
D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X
f () +

+00
f(x) /
1

Ainsi la réunion de ces tableaux de variations donne celui de f sur R

X —00 -1 0 +o0
f ) - +
+oo | +oo
@) \ /
1
2
4) Montrons que les droites d'équations y = —x — 2 et y = x sont asymptotes a la courbe

(C) de f respectivement en —co et +oo .

La droite d'équation y = —x — 2 est asymptote a la courbe (C) de f en —oo si et seulement
si:limf(x)—y=0
X = —00
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2 2
. . x“+x+1 . x“+x+1 . 3
limf(x)—y=lim———(-x—-2) =lim———+4+x+2=1lim ——
f() y —x + 1 ( ) —x +1 tx+ —x +1
X > — X > —o00 X > —00 X > —o00
. 3 3
=lim—=—=0
—x +oo
X > —00

Puisque lim f(x) —y= 0

X — —o00
Alors La droite d'équation y = x — 2 est asymptote a la courbe (C) de f en —

La droite d'équation y = x est asymptote a la courbe (C) de f en +oo si et seulement si :

limf(x)—y=0

X — +00
. . x4+ x+1 . x24+x+1 . 1
llmf(x)—y—llmﬁ—(x) _llm?_x_hmx+1
X > +oo X — +0o X = +oo X > +oo
=lim+="L=0

x +o0

X > +oo

Puisque lim f(x) —y= 0
X = +oo

Alors La droite d'équation y = xest asymptote a la courbe (C) de f en +o

5) Tracons (C)
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Soit la fonction numérique f définie par f(x) =+/|x* —2x — 3|

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).
1) Déterminons I'ensemble de définition de f.

Df =R =]~ ; +oof
2) Ecrivons f(x) sans valeur absolue.

Posonsx?2 —2x—3 => x=—-1 ou x=23

x —00 -1 3 +0o0

Z—2x-3 + - ¢ +

x2 —2x—3| |x* —2x-3 —x%2+4+2x+3 x? —2x—3

D’apreés le tableau ci-dessus, on a :

Vx€ J]-0o; —1] U[3; +o[, f(x) =vVx? —2x—3

vxeE [-1 fx)=v—x?+2x+3
3) Etudions Ia derlvablllte de fenx, = —1etenx, = 3 puis interprétons graphiquement les
résultats.

- Etude de la dérivabilité de f en —1

f est dérivable en x, = —1 si sa dérivabilité a gauche est égale a sa dérivabilité a droite,
c’est-a-dire : lzm.zM lim % leER
x - —1_ x - —1%
Dérivabilité & gauche :
. fGO) —f(-1) . xZ—2x—3-0 _ ,. JxZ-2x-3 _ .. x2 —2x—3
llm%= lim 1 =lim 1 =lim m
x - —1" x - —1" x = —1" x - —1"
=lim (x+1)(x—3) =lim x—3 4 o
[N o L o i
x = =17 x - —1"
Alors f n’est pas dérivable en x, = —1 a gauche
Dérivabilité a droite :
lim LOFCED _ —x242x43 =0 _ limm — lim —x24 2x+3
x+ 1 x+1 x+1 (x+ DV—x2+2x+3
x - —17F x—>—1+ x - —1* x - —17F
=lim (x+1)(x—3) _ —x+3 :i: .
Gt Ivtazets T xtazees 0
x - —1% x - —1%
Alors f n’est pas dérivable en x, = —1 a droite

Conclusion : f n’est pas dérivable a gauche et & droite de —1.
- Etude de la dérivabilité de f en 3

f est dérivable en x, = 3 si sa dérivabilité & gauche est égale a sa dérivabilité a droite,
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crest-a-dire : LimE DL = DT - e g
x - 37 x - 3%

Dérivabilité a gauche :

lim??ﬁ(X) -3 _ lim""‘f' —x242x43 =0 - lim"?"‘f' —x242x43 = lim —(x+1)(x—-3)
L

e A
3 x—3 x—3 (x —3)V—x2+2x+3
x - 37 x - 37 x - 37 x - 37
. —x -1 —4
=lim ———=—=
J=xZf2x+3 O
x - 37

Alors f n’est pas dérivable en x, = 3 & gauche
Dérivabilité a droite :

. () =f(3) . aAlx2 =2x-3 =0 . alx? —2x-3 . (x+1D(x-3)
llmi{_{ = limirs =lim——=|lim ————
x—3 x—3 x—3 (x — 3)Vx2 —2x-3
x - 37 x - 37 x - 37 x - 37
=i x+1 _ 4 _ .
- um Vx2 —2x -3 To
x - 37

Alors f n’est pas dérivable en x, = 3 a droite

Conclusion : f n’est pas dérivable a gauche et a droite de 3.

4) Montrons que la courbe (C) de f admet une asymptote oblique (A) au voisinage de —oo et
une asymptote oblique (D) au voisinage de +co.

NB : Toutes fonctions de la forme : f(x) = \/lax?2 + bx +c| (avec a # 0 et a > 0),
admet deux asymptotes :

-L’uneen — oo d’équation : y = — \/E(x + S)
- L’une en + oo d’équation : y = \/E(x + S)
Alors f(x) =+/|x? — 2x — 3| admet deux asymptotes :

- L’une en — oo d’équation (A): y = —\/T(x + _TZ):—(x_z )= —x+2
-L’une en + oo d’équation (D): y = \/T(x + _Tz)z (x—2)=x-2
6) Dressons son tableau de variation.

Vx€ ]-oo; —=1] U[3; 4+oo[, f(x) =Vvx? —2x—3
limf(x) = lim vx? —2x—3 = lim vx? =lim |x|=1lim —x= 4

X > —00 x> — X > —o0 X > —00 X —o —©

limf(x) = lim vx? —2x—3 = lim Vvx? =lim |x|=1lim x= 4o

X = 400 Xx — 400 X = +0 X = +00 x — 400
fC1)=0 et f3)=0
fOO) =VaZ —2x—3 => fi(x) = et = S

2Wx2 —2x—3  +Jx? —2x-3
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Vx € Df,Vx?2 —2x—3 > 0.

Alors le signe de f'(x) dépend du signe du numérateur x — 1. Posonsx —1=0 =>x =1

D’ou le tableau de variation de f sur ]—oo ; — [3 ; +oo[ estlesuivant:
x — -1 \3 400
f (x) - +
400
£ \ /
N
vxe [-1 , f)=vV—x2+2x+3
fED=0 et f3)=0
f) =V=x*+2x+3 => fi(x) = 2\/—_x22x+;x2+3 - x/—;+zx1+3

Vx € Df,v—x2+2x+3 >0.

Alors le signe de f'(x) dépend du signe du numérateur — x + 1. Posons -x +1 =0
==>x = 1
D’ou le tableau de variation de f sur [—1 ; 3] est le suivant :

x -1 1 3
f () |
2
0 3
La réunion de ces deux tableaux donne le tableau suivant :
—00 —1 1 40

X
f ()

F \0/ \‘/

6) Tragons dans un repére orthonormé la courbe (C) de f.
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X

- Soit la fonction f définie de R vers R par f(x) = |x| /

x—1
Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).
1) Déterminons I'ensemble de définition Df de f

— . X —_—
Df = {x/x € R; x_1>Oetx 1;&0}

@) x’i1 > 0 . Résolvons I’inéquation ﬁ > 0 en étudiant le signe de ﬁ

Posons x =0et x—1=0=>x=1.

D’ou le tableau de signe de ﬁ est le suivant :

(=}
[y
+
8

x —o0

3
x - +
x—1 - +
x + +
x=1

Ainsi I’ensemble solution correspondant a I’inéquation ﬁ >0 est]—o0;0]U[1; 4+oof

Dautrepart(2):x—1+#0 => x # 1
Alors la réunion de ces deux ensembles donne : Df =]—oc0; 0] U]1; +oof

2) a) Etudions la dérivabilité de f au point x, = 0, en déduisons I'ensemble de dérivabilité de f.

. . . - <0
f estdérivable en x, = 0 si et seulement si lim f&x) xf(o) =lim x‘lx

x—0 x—0

———
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X
x—1

1

lim = lim — =lim —=-1
x(x—1) x—1
x—0 x—0 x—-0
Dol f est dérivable en x, = 0 et son nombre dérivé est : f (0) = —1 et I'ensemble de

dérivabilité de f estDf' =]—c0;0[U]1; +oof

b) Calculons f'(x) pour x élément des intervalles de dérivabilité.

x
FG) = Il |
x —1)(—2x + 3)

. (
- Pourxe]—oo;O];f(X)=;(x_1)zm'

x(x —1)(2x— 3)

= Pourx €[1; oo fi(x) = o=

c) Calculons les limites de f(x) aux bornes de Df et précisons les équations des asymptotes a

la courbe (C) de f.

- Pourx €]—o;0]; f(x) = —x

X

x—1
- Pourx€[0; +oo[;f(x)=x —
limf(x) = lim —x [ﬁ = lim —x\/% = lim —xV1 = lim-x =+
X = —00 X —> —o0 X —> —o0 X > —o0 X > —o0

x —

lim f(x) = limx Ll = limx\/% = limxV1 = lim x = +oo

X — 400 X — +oo X — +0o X = +oo X = +oo

limf(x) = limx ﬁ =0i+ =+ et f(0)=0

x -1t x - 17

d) Dressons le tableau de variation de f .

x(x —1)(—2x +3)
- Pourxe]—w;O];f'(x)ZW ok

Vx € Df,2(x — 1)2Vx% —x > 0. Alors le signe de f’(x) dépend du signe du numérateur :
x(x —1)(=2x +3). Posons x(x —1)(=2x +3)=0 =>x=0 ou x=1 ou x =§

D’ou le tableau de variation de f sur ]—oo; 0] est le suivant :
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f -

+00
o | T

x(x —1)(2x— 3)

- Pourx €[0; +oo[;f'(x) = i
Vx € Df,2(x — 1)%2Vx% —x > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe du numérateur :
x(x—1)(2x —3). Posonsx(x —1)2x—3)=0=>x=0 ou x=1 ou x =%

D’ou le tableau de variation de f sur [1 ; +oo[ est le suivant :

X 1 % +oo

7@ - v
+o00 +o0
) \ /

3
V3
2
La réunion de ces deux tableaux donne le tableau suivant :

x’ 1 0\§1 : +o0

f)
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3) Tracons la courbe (C) de f.

On considere, dans le plan ( P) rapporté a un repere orthonormal (O ; 7; J), le cercle (T') de
centre O et de rayon 1.
Soit A le point de coordonnées (1; 0) et A’ le point de coordonnées (—1; 0) .

1) Pour tout point H du segment[ AA'], distinct de A et A’, on méne la perpendiculaire

(A)aladroite (AA'). La droite (A ) coupe le cercle (I"')en M et M’. On pose

OH = x.
n
, J
A
0 X
1)
M

Calculons en fonction de x I’aire du triangle AMM’.

OH = x. Comme H appartient au segment [ AA'], et est distincte de A et A’, x est élément de
I’intervalle ]—1; 1[ alors AH =1 — x.

Le triangle OHM étant rectangle en H,ona: OM? = 1 = OH? + MH?.
D'OUMH?=1—-0H?>=1—-x?> =>MH =V 1— x2.

Soit 5% I'aire du triangle AMM’ tel que : 5 = 22exhautenr _ MMZXAH .Or MM = 2MH
:>%: 2MHxAH

2
=MH X AH.Or MH =V 1 — x?2 et AH=1-x.
Dous#=(1—-x)V1— x?
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2) Soit f la fonction définie sur ][—1 ; 1 [par f(x)=(1—x)VvV 1— x2.
a- Etudions les variations de f.

f)=(1—-x)V1—x2=>f'(x)=(- 1)v1—x+J_(1—x) =>
1 = x(1-x) _ - (1-x2)—x(1—x) _ - (1-0)1 +x) —x(1-x) _
f(x)——V1—x2—\/1 = = NEees = \/1tx2 =>
F1(x) = a- x)[ (1 +2x)—x] (x\/ll)(zxx2+ 1)

Vx € ]-1; 1[ ,V1 —x > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe du numérateur :
(x —1)(2x +1). Posons (x —1)(2x+1) =0 =>x=1 ou x=—3

D’ou le tableau de variation de f sur ]—1 ; 1[ est le suivant :

x -1 _1 1

2
f(x) + -
3V3
fo / 2 \

b- Montrons que le triangle AMM’ d’aire maximale est équilatéral.
Le triangle d’aire maximale est obtenu pour = —=
Maintenant vérifions si le triangle AMM’ est équilatéral pour cette valeur de x obtenue.

MM =2MH =1 x2=2]1- (-} -2/1——-2\/73 =2 =3

AM? = MH? + AH? = (%) +(1—x)2— (73) +(1- )2—(“5) +(1+Y) =
AM? =2+ 2 =3 => AM =V3. OrAM = AM = V3.

Conclusion : MM = AM = AM' = +/3. Alors le triangle AMM’ d’aire maximale est
équilatéral.

Problémes

- La fonction f de R dans R est donnée par une partie de son tableau de variation.
On sait de plus que la droite d'équation x = 2 est axe de symétrie pour la courbe C de f.
—00 2 4 +o0

X
f'(x) ( - -
1

S -\_oo +°°\3

1) Tragons la courbe C de f.

- Ladroite d'équation x = 2 est axe de symétrie.

- Ladroite d'équation x = 4 est asymptote verticale.

- Ladroite d'équation y = 3 est asymptote horizontale.
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De ces renseignements nous obtenons une partie de la courbe qui est le suivant :

A
A

Y
\ 4

7

—— Axe de symétrie

6 -5 -4 -3 -2 -1 Q ) 5 6 7 8
|
-1+ |
|
-2l 1
|
| 1
2) Complétons le tableau de variation de f .
Par symétrie par rapport a la droite d’équation x =2 ,0na:
- Ladroite d'équation x = 0 est aussi asymptote verticale.
- Ladroite d'équation y = 3 est asymptote horizontale.
D’ou le tableau de variation de f sur R—{0 ; 4} est le suivant :
X —00 2 4 +o00
f'(x) + + 0 - -
1

f(x)

/

—Q0

\_Oo

1) Tragons la courbe (C) de f.

En utilisant le tableau de variation ci-dessus, la courbe représentative de fest donc le suivant :

*

L —————————————————————————————————————————————————————————————————————————————
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b
>

w

4—— Axe de symétrie

3) On suppose que f(x) est de la forme f(x) =

P

i
11 \!\ 1
4 -3 -2 -1 0 /1 2 3\ 4 5 6 7 8 x
1
1
1
1
1
1

ax?+ bx + ¢
X2+ Bx + a

a- Déterminons lesréelsa; b ; ¢; P et a
- Df=R-{0;4}=>x*+Px+a=(x—-0)(x—4) @ x*>+fx+a=x>—4x

Par identification, on obtient: = —4 et a =0

—x2(4a + b)—2cx + 4c

24 px + rroN
=> f(x) :% et f (x) - (x2—4x)2
- Ladroite d'équation y = 3 est asymptote horizontale => lim f(x) =3
x = too
. ax?+ bx + ¢ i ax? _
l W=3 <3:(>ll7?’lx—2=3 =>aq=3
X — t+oo X — t+oo
- _3x%+ bx + rpon _ —x2(12 4 b)=2cx + 4
= [ =5 o
D’apres le tableau de variation, le point (2 ; 1) est extremum alors f'(2) = 0 et f(2) =1
f'(@2) =0 12+b=0 b=-12 b=-12
& & g g
{f(2)=1 {2b+c=—16 {—24+c=—16 {c=8
N _3x%—12x+ 8
Doua=3;b=-12; c =8;f=—4et a=0 et f(x)—w

b- Montrons que la restriction gde fal=]2 ; 4] réalise une bijection de I sur un intervalle
J a préciser.

D’aprés le tableau de variation ;vx € 12 ; 4], f estdéfinie, continue et strictement
décroissante ] 2 ; 4] versd=]—o ; 1].
D’ou la restriction g de f réalise une bijectionde ]2 ; 4] surI'intervalle J=]—c0 ; 11].

c- Donnons I'équation de la tangente a la courbe C' de g~ au point d’abscisse 1.

y=[g7" ()] (x =x0) + g7 (xp).- Orxg =1 =>=[g7" (D] (x = 1) + g~" (D).
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-6+ 2x +2yx%2— 4x + 3

(g7 (D] = — S avec gl(x) = pa—

T P01l glg-i]

_ ' 1 1 _
=>[g~1(1)] =T "3 et g7l(1)=2

= = Y = —>y=1 3
—>y—2(x D+2=>y SX +3
d- Tracons C’

NB : La courbe représentative d’une fonction et celle de sa fonction réciproque sont
symeétriques par rapport a la premiére bissectrice d’équation y = x.

Pour le tracé de C’, (Voir figure).

e- Discutons graphiquement suivant les valeurs du parametre m, du nombre et des signes des
solutions de l'équation (3 — m)x* - (12 - 4m)x + 8 = 0

Pour cela, exprimons m en fonction de x :
_3x%—12x+ 8

(B-m)x’- (12-4m)x +8=0=>m="""""=f(x)

x2—4x

En faisant glisser une régle du bas vers le haut tout le long du graphique, on remarque :
- Vme]-ow; 1[U]3 ; +oo[, larégle coupe deux fois la courbe et par conséquent

I’équation x*+ 2(1- m)x + 4 = 0 admet deux solutions distinctes x; et x; .

- vme€e|]1; 3], larégle ne coupe pas la courbe et par conséquent I’équation
x*+2(1- m)x + 4 = 0 n’admet pas de solution.
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- On donne la figure ci-dessous qui représente une partie de la courbe d'une fonction g.

A

y '

3
A

1) Complétons la courbe de la fonction g sachant que g est impaire.

NB : toute fonction paire admet I’axe (y'0Oy) comme axe de symétrie. D’ou le

complément de la courbe est le suivant :

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 3. Fonctions numériques.

Page 248



Fonctions numériques

DN )
Do w

A
A 4

-4t

1) Donnons les équations des asymptotes a (Cg)
D’apres le graphique, les asymptotes a la courbe sont :

- Lesdroitesd’équations: x = —1 et x = 1 sontasymptotes verticales.
- Ladroite d’équation y = 0 est asymptote horizontale.

2) Déterminons le domaine de définition de g sous forme de réunion d'intervalles puis
Donnons les limites de g aux bornes de Dg.
Dg=R—{-1; 1}=]-00; =1[U]-1;1[U]1; +oo[
limg(x)=0 et limg(x)=0

X — —00 X — +oo

limg(x)= —oo et limg(x) = +oo.
x> -1 x> —17

limg(x)= 4o et lim g(x) = —oo.
x—- 1 x -1t
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3) Dressons le tableau de variation de g.

x —0 -2 -1 0 1 2 +00
f) 0/ \_oo \0/ _oo/ \0

ax®+ bx + ¢

- Soit f la fonction numérique définie par f(x) = — oua; b; c etdsontdesréels et

(Cf) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé (o;7; J)
1) Trouvons lesréels a; b; cet d sachant que la droite d'équation x = 3 est asymptote et
(Cf) passe par les points A(2 ; 3) et B(4; 7) puis admet au point d'abscisse 2 une tangente
horizontale.
- Ladroite déquation x = 3 estasymptote =>x +d =x—3 =>d = -3

ax® + bx + ¢

= f(x) ==
- La courbe (Cf) passe par lespoints A(2;3)et B(4;7)=>f(2)=3 et f(4)=7
- {f(Z) =3 {4a+2b+c =-3

f(4) =7 16a+4b+c =7 @
- La courbe (Cf) admet au point d'abscisse 2 une tangente horizontale =>f'(2) = 0

2_ —_3p—
Avec f'(x) = (:_—"3);“’ LAlors f'(2) =0 ©8a+3b+c=0 (3)

Ainsi formons le systéme avec les équations (1) ; (2) et (3). Ce qui donne :
4a+2b+c =-3 (1)
{16a+4b+c =7 (2)

8a+3b+c=0 (3) .
Par la méthode du pivot de Gauss, la résolution de ce systeme donne :
a=1;b=-1;¢c = -5

2_ 4 —

D’oil f(x) =
2) Dans la suite du probleme onprendraa = 1; b = —1; ¢ = =5 etd = -3
a- Etudions la fonction f
Déterminons I’ensemble de définition Df.
Df =R—{3} = ]-0;3[U]3; +x]
2) Calculons les limites aux bornes de Df.

2_ . 2
lim f(x) = lim %= lim x; = limx = —©
X > — 0 X > — 0 X > — 0 X > — 0
. i x%2—x-5 i x2 i
lim f(x)=Ilim = lim - = limx = + o
X > +o X > +o X > +0o Xx > 4+
li f()_ li xz—x—S_ i - — o
im f(x)= lim ———= = =
x - 37 x - 37
lim f(x)= lim Xoxos_ 1 + o
x—3 ot
x - 3% x » 3%
alculons la dérivée f’ de la fonction f puis dressons le tableau de variation de f.
Calculons la d de la fonct d le tableau d tiond
Posonsu=x?—x—-5=>u = 2x—1 et v=x-3=>v =1
’ w'Xv - v'xXu 2x -1)(x-3) — (1)(x2— x—S) , x2—6x +8
= = = => =
>f@® 2 (372 f) ===
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Or V x € Df,(x —3)% > 0 alors le signe de f'(x) dépend donc du signe du
Numérateur x> — 6x + 8.

Posons x2 —6x+8=0=>x=2 ou x= 4

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

- 2 B 3 4 +o

x T T
f(x) + 1 | - - +

f@ | o0 TN 0 \7/

—Q0 —Qq

b- Etudions la position de (Cf) par rapport a son asymptote oblique.
Pour ce la étudions le signe de f(x) — y. Posons f(x) —y = 0. Avec y = x + 2, I’équation de

I’asymptote oblique. Alors f(x) —y = 0 ﬁ = 0. Le signe de f(x) —y depend du
signedex —3,car1>0Posonsx —3=0=>x =3
. D’ou le tableau de signe est le suivant :

—00 3 400

X
fe) —y - 0+

D’apreés le tableau de signe de f(x) —y,ona:
Vx € ]—o; 3[, f(x) —y < 0. Alors Vx € |—o; 3[, (C) est en dessous de la droite (D).
Vx €]3; +oo[, f(x) —y > 0. AlorsVx € ]3; +oo[, (C) est au dessus de la droite (D).

¢- Montrons que la restriction g de f a l'intervalle [4 ; +oo[ réalise une bijection de [4 ; +oo[
sur un intervalle J que I'on précisera.

V x € [4; +oof, f est définie, continue et strictement croissante ; donc la restriction g de f
réalise une bijection de [4; +oo[ vers I’intervalle J =[7 ; +ool.

3) Montrons que (Cf) admet un centre de symétrie que I'on Déterminera.

NB :_le point d’intersection de I’asymptote verticale et oblique représente toujours les
coordonnées du centre de symeétrie.

- Ladroite d’équation x = 3 est asymptote verticale.

- Ladroite d’équation y = x + 2 est asymptote oblique.

. . . . , . . =3
Pour obtenir leur point d’intersection, on résous le systeme suivant {; —x 42
=3 o
{; —c =>1(3;5) est le centre de symétrie.

4) Montrons que l'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions « et

D’apres le tableau de variation, vV x € ]—co ; 2[, f est définie, continue et strictement
croissante de |—oo ; 2[ Vers ]—oo ; 3[.Alors I’équation f(x) = 0 admet une premiére
solution « tel que f(a) = 0.

De méme, D’apres le tableau, vV x € ] 2; 3[, f est définie, continue et strictement décroissante
de]2; 3[ Vers]—oo ; 3[Alors I’équation f(x) = 0 admet une deuxiéme solution g tel

que f(B) = 0.

Conclusion : I'6quation f(x) = 0 admet exactement deux solutions @ € ]—o ; 2[ et B

€ 12; 3[ telque f(a) = f(B) = 0.
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5) a- Montrons que Vx € [4;5], ona: |[f'(x)]| < %

_x%—x-5_ ' _x2—6x+8
fO)=—F——=>f ) =" 57

Orx € [4;5]<=>4< x< 5

En appliquant la fonction dérivée f’a I’inégalité, on a :

Or f4)=0 et f(5)=7

=> 0<f(x)<:

En appliquant la valeur absolue a I’inégalité, on a :

=0l < |f'(x)| < ||

=> 0< |f(x) <2
3

D’ou Vx €[4;5]], f(x)] < 4

b- En déduisons que V¥ x € [4;5],0ona: |f(x) - 12—5| < %Ix—Sl
D’apreés la questiona) ,ona: Vx € [4;5]], f'(x)| < Z3
Orsi |f'(x )| < k,ona:dapres le théoréme de I’inégalité des accroissements finis
lfG) —f(a) < klx—al
Ainsi puisque|f'(x)| < :3 alors d’aprés le théoréeme de I’inégalité des accroissements
finisona: |[f(x) — f(5) |< %Ix—Sl.Avec k = Z3 et a =5
orf(5)== =>|f®) - 2| < 2x -5
Dol Vx €[4;5],0na: |f(x)—12—5|§ %Ix—Sl
6) Tracons (Cf) dans le repére (o;7; ) ainsi que (Cg~') la courbe de g™ 1.

1 %ﬁ 4
11+
10+
ol
8l
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B : La partie de la courbe en gras représente la courbe (Cg~!) de la fonction g~1.

- Partie A : Soit f la fonction numérique définie sur Df =11 ; +oo[ par: f(x) = .

x—1
1) Montrons que la dérivée de f garde un signe constant sur Df.

=l x> f)=-—— - L= (L4 L
)= 5= VE > W= 5 =~ (e 2w) <O
D’ou la dérivée de f garde un signe constant sur Df.

2) Etudions les variations de f (limite et sens de variation).

Df =11 ; +oo
lim f(x) = +o0 et limf(x)=—o
x -1t X = 400
r _ 1 1 . , . _ .
ff(x)=- (m + ﬁ) < 0. Alors f est strictement décroissante sur Df =] 1 ; +ool.
1 a 2 +00

x
J€9) =

fx) LT -

En déduisons que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique « dans l'intervalle ] 1 ; 2[

o
- Drapreés le tableau de variationde f,Vx € |1 ; -%-oo[ , f est définie, continue et
strictement croissante de ] 1 ; +oo[ vers]—oo ; +oo[ . Alors I'6quation f(x) = 0 admet
une solution unique « telle que f(a) =0
- Depluslim f(x) =+oet f(2) =—-041 .
x- 17"
Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, « € ] 1 ; 2]

Conclusion : I'¢quation f(x) = 0 admet une solution unique ¢ € 11 ; 2[.

Partie B: On se propose de Résous I'équation f(x) =0dans]1 ; 2[.
1) Montrons que I'équation f(x) = 0, a méme ensemble de solution que: 1 + ix =x.

=
= L Jx= S —x) = ey =L

f)=0 & — Vx=0 @x_l_\/} SVx(l-x)=1 &1 x=z®

X = % +1. D’ou I'équation f(x) = 0, a méme ensemble de solution que 1 + \/i; = X.

2) On appelle g la fonction définiesur ] 0 ; +oo[ par:g(x) =1+ \/i; et soit a la solution de

I'équation f(x) =0 (Onadonc g(a) =aet 1 <a <2
a- Montrons que si x est élément de ] 1 ; 2[ alors g(x) est aussi élémentde] 1 ; 2[.

xestélémentde]1 ;2] ®1< x<2
g(x) est strictement décroissante sur ] 1 ; 2[, alorsona:

1<x<2 ©g2)< gx)<gl) ©1,7< gx)<2 & gkx)e]1,7;2[.
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Or]1;2[ c]1,7; 2[. D’ousi x est élémentde ] 1 ; 2[ alors g(x) est aussi élément de
115 2]

b- Justifions la dérivabilité de g sur[ 0; +ool.

- x estune fonction définie et dérivable sur [ 0; +ool.

- +/x est une fonction définie et dérivable sur [ 0; 4oo[.

Par conséquent g(x) =1 + % est une fonction définie et dérivable sur [ 0; +ool.

Calculons la dérivée de g
— 1 _ ’ _ 1
g =1+==>g®)=—7 =

Montrons que pour tout x €[1 ;2],ona:|g' (x)| < %

g'(x) = —ﬁ. Donnons un encadrement de g'(x) sur [1 ;2].

Onsaitque:1< x<2 ©1<Vx<v2 (1)
Deméme:1< x<2 &2< 2x<4 2)
En effectuant le produit des équations (1) et (2), on obtient :
1

2 < 2x\x < 42 . Alors I’inverse de cette nouvelle inégalité donne : 5 < 2xVx < %

- C . RO U 1
En multipliant cette |r11egaI|te par le signe(—), on obtient : ;S s < i

—% < gl < i En appliquant la valeur absolue a chaque membre de cette inégalité, on
P . 1 ’ 1 1 ' 1 _ ’ 1
obtient : |- | < lgmI < |-1| ® =< lg@I <] =>1g®I < ;

c- En déduisons que pour tout x de [1 ;2],0ona: |gx) —a| < %Ix —a

Puis que [g'(x)] < % Alors d’apreés le théoréme de I’inégalité des accroissements finis, on a :
9G) —g(@) | < ;lx—alOr (@) =a.Dol |gC) —al<jlx—al.
3) Construction de la courbe (C) de f.

y
3+

A

20
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- Soit la fonction f définie par f(x) = xi—l et (C) sa courbe.
1) a- Démontrons que la courbe représentative de la fonction f sur l'intervalle [ 0; +oo[ est au
dessus de sa tangente en tout point.
Soit xy € [ 0; +oo[ ; I’équation de la tangente en x; est y = f'(xo) (x — x) + f(xy) avec

} 1 (x—x9) 1 2xp—x +1
= — => = - =
f'(x0) (xo + 1)? Y (xo + 1)2 + o+ 1 (xo+ 1?

Ainsi déterminons le signe de f(x) - y =0
- X X0 —X 2
fo)-y= (=) (B )= =22 > 0vx [0; +oo]

x+1 (x0 + 1)2 (x + 1) (xg + 1)2
=> Vx[0; +oof; f(x)-y=0
D’ou Vx [ 0; +oo[ ; la courbe (Cf) est au dessus de sa tangente en tout point.
b- En déduisonsque Va € [0; +oo[ ,ona:ai—lz 1—a (1)

2xomxH1 o fFOO) =y

(xo + 1)2
Enposanxg = 0 et =@ ona: @) > y0) ¢ >

Onsaitque:Vx [0; +oo[; y=

—_— L=
a+ 1

— 2 1—-a (1) (Ce qu’il fallait Démontre)

2) Soit la fonction g définie sur [ 0; +oo[; par g (x) =vx + 1 etsoitk un réel strictement
positif.
a- Déterminons la dérivée premiére et seconde de g sur [ 0; +oo[

n -1
90 =V FT > W= = o 0" W= s

b- Vérifions que:vx €[0; k[ ona: %

2\/— <g (<
Onsaitque Vx € [0; +oo[, g”(x) < 0. Alors g'(x) est strictement décroissante.

D'oux € [0; k] < 0<x<k.Enappliquant g’(x) a cette inégalité, ona:

! ’ ’ 1 4 1 - . ,
gk <gx)<g0) & TE <g < 2 (Ce qu’il fallait Démontre)

c- En utilisant le théoréme de I'inégalité des accroissements finis a la fonction g sur l'intervalle
. . k k

[0 ;k],démontrons que : 1+2msv1+ks 147 (2)

Onsaitque x € [0; k], g estdérivable.

, . : L1 : 1
D’autre part d’apres la question b), ona: T <g@< 5
AIors d aprés le théoréme de I'inégalité des accroissements finis a la fonction g sur[ 0 ; k ], on

k-0 k k
aZW gk) —g(0) < — ®——=<VI+k-1< 7

En ajoutant 1 a chaque membre de I’inégalité, on a bien :

1+ <V1+k<1 + = (2) (Cequ’il fallait Démontre)

2V1+ k

d- Déduisons des relations (1) et (2) que:Va € [0; +o[ ,ona:

2
14+5- S<VT+k<1+3
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D’apreés la relation (1) ,ona: ﬁzl—a @12 (@+DA-a)®1>1—a?

k ) K\2
Enposanta-;,ona.lZl—(;)

k

2

En ajoutant g a chaque membre de cette inégalité, ona: 1 + g >1- (%) +
2

1 +§2 1—%+§.Ord’apréslarelation(Z),ona: l1+——<+V1+k<

) 2V1+ k —
1+5— S <VI+k<1+3 (Cequil fallait Démontre)
e- Etablissons alors I'inégalité suivante : 1,0475 <+/1,1 < 1,05
s . k k2 k .
D’aprésd),ona: 1+E_ TS\/1+kS1+E.Enposantk=0,1 ona:

2
1+2— %s\/1_+o,131+°2;1 & 1+0,05— 0,002 <VI1<1+0,05

1,0475 <+/1,1 < 1,05 (Ce qu’il fallait Démontre)
f- En déduisons une valeur approchée de /1,1 tout en précisant la marge d'incertitude.
- Lavaleur approchée de /1,1 correspond au centre de I’intervalle [1,0475 ; 1,05] =>

c= 1,04752+ 1,05 =1,04875.

- Lamarge d’incertitude de /1,1 correspond au rayon de I’intervalle [1,0475 ; 1,05 ] =>

— 1,05 —21,0475 =0,00125.
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