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Chapitre 1

DEVELOPPEMENTS LIMITES

1.1 Généralités

1.1.1 Définition et propriétés

Définition 1.1. Soit f une fonction définie au voisinage de 0. On dit que f admet un
développement limité d’ordre n (n € N) au voisinage de 0 sl existe des réels aq, ..., a, tels

que
f(z) =ap+ a1z + ... + apx™ + 2"e(x)

ot € est une fonction telle que hII(l)E({B) =0. Py(z) =ag+ a1z + ... + a,x™ s’appelle la partie
d
réquliere du développement limité. Le reste x"c(x) s’écrit aussi 0(z™). Dans un calcul, on

pourra utiliser la méme notation e(x) pour toute fonction telle que lir%&?(x) = 0.
T—

Propriété 1.
a) Si une fonction admet au voisinage de 0 un développement limité d’ordre n, il est
unique.
b) Si une fonction paire admet un développement limité, les coefficients ay,as, ... dont
[indice est impair sont nuls.
¢) Si une fonction impaire admet un développement limité, les coefficients ag, as, ... dont

lindice est pair sont nuls.

Propriété 2. (Propriété de troncature)
St f admet au voisinage de 0 un développement limité d’ordre n dont la partie réguliere
est ap+ arx + ... +a,x”, alors pour tout p < n, f admet au voisinage de 0 un développement

limité d’ordre p dont la partie réguliere est ap + a1z + ... + a,a®.

1.1.2 Théoréme de Taylor-Young

Théoréme 1.1. Si f(0) existe, alors f admet un développement limité d’ordre n au voi-

sinage de 0 sui s’écrit
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" (n)
f(z) = f(0)+ f(0)x + f2( ) s SO f n(o)x + z"e(x).
1.1.3 Développements limités usuels
a) La fonction = — (1 + z)*
(14+x)*=14ar+ MI'Q + ..+ ala=l)(a=n+ 1)95” + 2" (x).

21 n!

Si a € N, alors pour tout p > «a, les coefficients de xP sont nuls.

Cas particuliers.

1
e 1+z)t=1l—-a+22 -2+ . +(=1)"2" + 2"(z)
o\/l—l—x:(l—i-x)%:l—i-lx—lQ ix?’——‘l—l—x‘l&?(az:)
2 8 16 128
o L (1—1—3:)’% =1— -2+ -2° 31:3—1— ot + rte(z)
1+ 2 8 16 128

b) La fonction z — €”

.T2 x3 "
e—l—l—x—l—g—l—y—i— +—+x5()
¢) La fonction z — In(1 + z)
() =r 24 D e
n r)=r— —+—+..+(— — + 2" (x).
2 3 n
d) La fonction x — sinx
JE R 2+ )
- R - n+2
sinx =x T + = + ..+ (=1)" Gn 1) + 2*" e ().
e) La fonction z — cosz
2 4 2n
cosr=1— o +2 4§ (=)™ + ¥ e (x)
20 40 (2n)! '
f) La fonction x — shx
. B L2t ,
_ _ - n+2
she =ad gt gt et gy T @)
g) La fonction = +— chx
chr =1+ i + i +..+ - + 2?2 le(x)
ol 4l (2n)! '
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1.2 Opérations sur les développements limités

1.2.1 Combinaison linéaire

Si f et g admettent au voisinage de 0 des développements limités d’ordre n de parties
régulieres P,(x) et Q,(x), alors Af 4+ pg (ot A et p sont des réels) admet au voisinage de 0
un développement limité d’ordre n dont la partie réguliére est AP, () + uQn(z).

1.2.2 Produit

Si f et g admettent au voisinage de 0 des développements limités d’ordre n de parties
régulieres P, (z) et Q,(z), alors fg admet au voisinage de 0 un développement limité d’ordre

n dont la partie réguliére est formée des termes de degré < n du produit P, (z)Q,(z).

1.2.3 Quotient

Si f et g admettent au voisinage de 0 des développements limités d’ordre n de parties
régulieéres P,(x) et Q,(x), et si g(0) # 0, alors% admet au voisinage de 0 un développe-
ment limité d’ordre n dont la partie réguliére s’obtient par la division suivant les puissances

croissantes de P, (x) par Q,(z) jusqu’a l'ordre n.

1.2.4 Fonction composée

Si f et g admettent au voisinage de 0 des développements limités d’ordre n de parties
régulieres P, (z) et Q,(z), et si g(0) = 0, alors la fonction composée fog admet au voisinage
de 0 un développement limité d’ordre n. La partie réguliére s’obtient en remplacant x dans

P,(x) par Q,(z) (i.e. (Po@Q)(x)) et en ne conservant que les monomes de degré < n.

1.2.5 Intégration

Si f est dérivable sur un intervalle ouvert contenant 0, et si f’ admet au voisinage de 0

un développement limité d’ordre n — 1 :
f'(x) =ap+ a1x + ... + ap_12" ' + 2" Le(2)

alors f admet au voisinage de 0 un développement limité d’ordre n obtenu par intégration
terme a terme :

f(x) = f(0) + apr + %962 4oy Ity z"e(x).

1.2.6 Dérivation

Si f est indéfiniment dérivable au voisinage de 0, on peut appliquer la formule de Taylor-
Young & f et & f’. Les développements limités de f’ s’obtiennent en dérivant les développe-

ments limités de f.
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1.3 Applications des développements limités

1.3.1 Etude d’une fonction au voisinage de x.

Si f est définie au voisinage de z¢ (xg # 0), avec le changement de variable z = x¢ + h,

on se rameéne au voisinage de 0.
f(x) = f(xo + h) = ¢(h).

Attention : Dans un développement limité d’ordre n au voisinage de xg :
f(z) = a0+ a1(z — xo) + as(z — 20)* + ... + an(x — x0)" + (x — x0)"e(x — 20)

a ne pas regrouper suivant les puissances de x. Pour une fonction f indéfiniment dérivable

au voisinage de xg, la tangente a la courbe au point d’abscisse xy a pour équation
Yy = ap+ ai(z — xp)

et le premier terme non nul d’ordre strictement supérieur a 1 donne (localement) la position
de la courbe par rapport a la tangente. En particulier, si son degré est impair, il y a un point

d’inflexion en xg.

1.3.2 Développements limités au voisinage de +o0o0 (ou —0)

Soit f définie sur un intervalle |A; +o0o[ ou |—o0; A[. Quand x tend vers l'infini, X = —
T

1
tend vers zéro. Et en remplacant x par X on est ramené au voisinage de 0.
Lorsque z et f(z) tendent vers l'infini, on obtient une (éventuelle) asymptote oblique en
effectuant le développement limité au voisinage de 'infini :

M:a+é+£+ig(l>

x x xP xP x

o C : b
ou — est le premier terme non nul aprés —. Dans ce cas, la courbe y = f(x) admet une
x

x
asymptote oblique d’équation y = ax-+b. Et la position relative de la courbe et de 'asymptote

est donnée par le signe de f(z) — (ax + b) qui est celui de 1 lorsque x tend vers U'infini.
x
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Chapitre 2

CALCUL INTEGRAL

2.1 Fonctions intégrables sur [a; b]

2.1.1 Intégrale d’une fonction en escalier

Définition 2.1. On appelle subdivision o de [a;b], la donnée d’un nombre fini de points
o, X1, ..., Ty tels que xg = a, x, = b et 19 < 1 < ... < x,. On note § l’ensemble des

subdivisions de [a;b] .

Définition 2.2. Une fonction [ définie sur [a;b] est une fonction en escalier sur [a;b] s’il
existe o € S telle que f soit constante et égale a {; sur chaque intervalle ouvert |x;; x;y1].
n—1

Définition 2.3. On appelle intégrale de la fonction en escalier f, le nombre Y €;(x;11 — ;).
i=0

Ce nombre est noté I(f) ou fab f(t)dt. I(f) ne dépend pas de la valeur de f aux points x; de

la subdivision o.

2.1.2 Fonctions intégrables sur [a; ] (au sens de Riemann)

Définition 2.4. Soit f une fonction bornée sur [a;b]. f est dite intégrable sur [a;b] (au
sens de Riemann) si pour tout € > 0 il existe deuz fonctions u et v en escalier sur [a; b] telles

que
u< f<v et 0<I(v)—1I(u)<e.

Il existe alors un réel unique I tel que pour toutes fonctions u; et v; en escalier sur [a; b]

vérifiant u; < f < wq, on ait
I(U1> S I S ](U1>.

Le nombre [ s’appelle I’intégrale de f sur [a;b] et se note I(f) ou f; f(z)dx. Ce nombre
dépend de f, de a, de b, mais pas de la variable d’intégration, notée ici x, qui est une variable

muette. Pour a < b, on pose [, f(z)de = — fab f(x)dz.
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Interprétation géométrique
Soit f une fonction intégrable sur [a; b].
e Si f est positive sur [a; 0], f; f(z)dx représente I'aire de la partie D du plan limitée par
la courbe représentative de f dans un repére (O, 7}, 7), I’axe des x et les paralléeles a
I’axe des y d’équations x = a et x = b.

e Si f n’est plus supposée positive, fab f(z)dz représente 'aire algébrique de D.

Théoréme 2.1.
- Toute fonction monotone sur [a;b] est intégrable sur |a;b].
- Toute fonction continue sur [a;b] est intégrable sur [a;b].

- Si f est continue sur [a;b], on a

ﬁfff(x)dx: lim Fgf <a+z’b;a>} =, lim Eilf (aﬂb;a)]'

n—4oco | N i n—-+4oo

1
b—a

Le nombre fab f(z)dz s’appelle la valeur moyenne de f sur [a;b].

2.1.3 Propriétés de l’'intégrale

Propriété 3. I(f) = f;f(x)dw ne change pas si on modifie la valeur de f sur |a;b] en un
nombre fini de points.
Propriété 4. (Linéarité)
Si f et g sont intégrables sur |a;b], alors
i) J2 (1) + g(@)) do = [ f@)da + [ g(x)de.
it) Vk e R, [Pkf(x)de =k [° f(z)da.

Propriété 5. (Relation de Chasles)

St f est intégrable sur chaque intervalle, on a :
fabf(x)dx = [ f(z)dz + fcbf(x)dx.

Propriété 6. (Relation d’ordre)
- Si f et g sont intégrables sur [a;b] (a < b) et si pour tout x € [a;b], on a f(z) < g(x),
alors
[} f@)de < [ glx)da.

- Si [ est continue et positive sur [a;b], on a :

I f@)de =0 < Va € [a;b], f(x) = 0.

2.1.4 Majoration de l'intégrale

Propriété 7.  a) Si f est intégrable sur [a;b], alors |f| est intégrable et
! fa)da| < [71f()] e
b) Soit f intégrable sur [a;b] telle que pour tout x € [a;b], on ait m < f(x) < M. Alors
m < ﬁf;f(a:)d:v < M.
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2.1.5 Théoréme de la moyenne

Théoréme 2.2. Si f est continue sur [a;b], alors il existe ¢ € [a;b] tel que :

= f(o).

2.2 Calcul numérique d’une intégrale

Le calcul exact de 'intégrale I = f: f(z)dz est trés souvent difficile, sinon impossible.
On peut cependant obtenir des valeurs approchées de I par diverses méthodes qui consistent

a calculer I'intégrale d’une fonction simple proche de f.

2.2.1 Meéthode des rectangles

Elle consiste a approcher f par une fonction en escalier.
- A l'aide d’un partage de [a;b] en n segments égaux (de longueur h = >-%), on obtient

la valeur approchée R,, de I :
b—a
n
- Lorsque f possede une der1vee bornée sur [a; b], on a la majoration suivante de I'erreur

—hZf( ;) avec z; =a+th=a+1

due a la méthode :

b — 2
I — R,| < M1< @) ou M; = sup |f'(z)].
2n z€[a;b]
- Si f est croissante sur [a;b], R, est une valeur approchée par défaut. Si f est décrois-

sante sur [a;b], R, est une valeur approchée par excés.

2.2.2 Meéthode des trapézes

Elle consiste a approcher la courbe représentant f par une ligne polygonale.
- A l’aide du partage précédent de [a; b], on obtient, en remplacant les rectangles par des

trapézes, la valeur approchée T,, de I :
T,=h M—i— Zf(xl) avec x; = a+ 12
- Lorsque f posséde une derlvee seconde bornee sur [a;b], on a la majoration suivante

de l'erreur due a la méthode :

M
11— 1T, 2(b

< ——a)3 ou My = sup |f"(z)].
o 12n? z€[a;b]

- Si f est convexe sur [a;b], on a T, > I et si f est concave sur [a;b], on a T,, < I.

2.2.3 Meéthode de Simpson

Elle consiste & approcher localement la courbe représentant f par des arcs de paraboles.
- A T'aide d'un partage de [a; b] en 2n segments égaux (de longueur h = °.*), on obtient

la valeur approchée Sy, de I :

Son = % F(a) +4f (1) + 2f (x2) + 4f () + oo + 2f (20-1) + f(D)
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B g {ﬂa) +/0)+ 4nilf($2i+1) + QTLilf(xzi) oux; = a+ih = a+i P) -
=0 i=1

n
- Lorsque f posséde une dérivée quatriéme bornée sur [a; b], on a la majoration suivante

de l'erreur due a la méthode :

My(b—a)®
[T — Say| SM ou M, = sup ‘f(“)(x){.

180(271)4 x€[a;b]
2.3 Fonction z — [ f(t)dt et calcul de primitives

2.3.1 Primitives

Théoréme 2.3.
- Si f est intégrable sur [a;b], la fonction F définie sur [a;b] par F(x) = [ f(t)dt est
continue sur [a;b].

- Si f est continue sur [a;b], la fonction F est dérivable sur [a;b] et F' = f.

Définition 2.5. f étant définie sur un intervalle I, une fonction F définie sur I est une

primitive de [ si elle est dérivable sur I et si
Veel, F'(z)= f(z).

Théoréme 2.4. F' étant une primitive de f sur un intervalle I, toutes les primitives de f

sur I sont de la forme x — F(x) + C ou C est une constante quelconque.

Cas des fonctions continues.

Toute fonction continue sur [a; b] admet sur [a; b] des primitives, en particulier la fonction
x> faz f(t)dt. Onnote [ f(z)dx I'une quelconque des primitives de f. Si F' est une primitive
quelconque de f sur [a;b], alors

[P f(tydt = [F(t)}b — F(b) — F(a).

a

Le calcul d’intégrales de fonctions se raméne donc a la recherche de primitives.

2.3.2 Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions de classe C! sur [a;b]. On a
b

2wt @ = [ute)o(@)]| = [Ju@)e()da

a

qui s’écrit en termes de primitives

Analyse 2A Licence 1



2.3.3 Intégration par changement de variable

Soit u : [a; B] — [a;b] une fonction & dérivée continue et f une fonction continue sur
[a; b]. Alors

J2 1 (ut)) )t = [0 f(x)do
ou, si u est bijective, on a
I f@yde = [58) f () o (1)t
Dans les exercices, le symbole dx se transforme comme une différentielle :

r=u(t) = dx=u(t)dt.

2.4 Primitives se ramenant aux fonctions rationnelles

2.4.1 Primitives de fractions rationnelles

On décompose la fraction rationnelle en éléments simples dans R(z). Toute fraction
rationnelle est la somme de sa partie entiére (polyndéme dont on connait les primitives) et de

fractions de la forme

b
ar avec p* —4q < 0, et ———.
(24 pr +q)» (x —a)”
Par suite, on a :
1 1
dx — 1+C, sin#1
.f—n: n—l(m—a)"‘
(z —a) Injz —a|+C, sin=1
axr +b a 2x +p ap 1
° dr = — dx+< ——> x
f(w2+pw+q)" 2f($2+p$+Q)" 2 f(x2+px+Q)”

La premiére primitive se calcule en utilisant le changement de variable u = 2% +px +q.
En écrivant sous forme canonique le trinéme 2 + pz + ¢, le calcul de la deuxiéme

primitive se raméne aprés changement de variable a

_ 1
Une intégration par parties de I,,_; permet d’établir une relation de récurrence entre

I, et I, 1, puis de calculer I,, & partir de Iy = arctant + C.

2.4.2 Primitives des fonctions rationnelles en sinus et cosinus

On veut déterminer [ f(z)dz ou f est une fraction rationnelle en sinx et cosz.
e Dans le cas ou f(x)dx est invariant :

- lors du changement de x en —x, on peut poser u = cos x.

- lors du changement de x en m — x, on peut poser v = sin x.

- lors du changement de x en ™ + x, on peut poser u = tanx.
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. x
e Sinon on peut poser u = tan —.
Dans tous les cas, on est conduit au calcul de [ g(u)du ou g est une fraction rationnelle en

u.

2.4.3 Primitives de fonctions rationnelles en e, shx, chx

T

Les changements de variables u = €® ou u = e™* et, dans le cas hyperbolique, t = th3

conduisent au calcul de primitives de fractions rationnelles.
Dans certains cas, les changements de variable u = chx, v = shx ou u = thx peuvent

étre envisagés.

2.4.4 Primitives de fonctions contenant des radicaux

. : Jax + b
e Si les radicaux sont de type vax + b ou ¢ Pt on pose u = v/ar + b ou
cr

[ax + b . . .
u={ ot On exprime ensuite x en fonction de u et on calcule dx.
cT

e Si les radicaux sont de type vax? + bx + ¢ , on met le trindme sous forme canonique

et, aprés changement de variable on se raméne a la recherche d’une primitive d’une
fonction contenant :
- soit m, on pose alors :
t = shg < ¢ = arg sht.
- soit v/1 — ¢2, on pose alors :

t=sing ) t = cos ¢
T T <= ¢ = arcsint ou <= ¢ = arccost.
—3 §¢§§ 0<o<m
- soit v/t? — 1, on pose alors :
t =c¢ cho
e=signedet p <= ¢ =argchl|t|.
¢>0
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Chapitre 3

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

3.1 Définitions générales

3.1.1 Equations différentielles

Définition 3.1. On appelle équation différentielle une relation entre la variable t, une fonc-

tion inconnue x(t) et certaines de ses dérivées
F [t,:v(t),x’(t),a:"(t), ™)) =0 (E)

ou F' est une fonction donnée de n + 1 variables.

3.1.2 Ordre d’une équation différentielle

Définition 3.2. On appelle ordre de l’équation différentielle (E) l'ordre de la dérivée de x(t)
le plus élevé dans l’équation (E).

Ici lordre de l’équation (E) est n.

3.1.3 Solution d’une équation différentielle

Définition 3.3. On appelle solution de l’équation différenticlle (E) ou intégrale de (E),
toute fonction définie sur un intervalle I = |a;b[ possédant des dérivées continues jusqu’a

["ordre n telle que

vt € Jasbl, F |t a(t),a!(£), 2" (1), ... 2 ()| = 0.

3.1.4 Courbe intégrale

Définition 3.4. On appelle courbe intégrale de (E) la courbe représentative d’une solution
donnée de (F).
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3.1.5 Probléme de Cauchy

Dans de nombreux cas, on ne s’intéresse pas a toutes les solutions de I’équation différen-
tielle (E), mais a certains d’entre elles vérifiant des conditions propres au probléme étudié.

On s’intéresser souvent a la solution de (E) qui vérifie a instant ¢ = ¢y, les relations
.T(to) = 2o, $/<t0) = T, (L’//<t0) = XTo9, ...,x(”_l)(tg) = Tp_1.

Définition 3.5. On appelle probléme de Cauchy, la recherche des solutions d’une équation

différentielle (E) vérifiant des conditions initiales imposées.

3.2 Equations différentielles du premier ordre

Elles sont de la forme générale F' [t,x(t),x’ (t)] = 0. Nous allons étudier quelques cas

classiques.

3.2.1 Casou F[t,z(t),2'(t)] = 2'(t) —g(t) avec g une fonction continue

donnée sur un intervalle I de R
L’équation (E) prend alors la forme connue
2'(t) = g(t) (Ex).
Soit G une primitive de la fonction g. La solution générale de (E;) s’écrit

Vit € layb|, z(t) = f; g(u)du+ C = G(t) + C.

3.2.2 Cas ou Ft,xz(t),2'(t)] = hlz(t)]2'(t) — g(t) avec h et g deux
fonctions continues dont on connait les primitives respectives

H et G.

L’équation (E) prend la forme connue
o] r@=9) (B,
appelée équation a variables séparables. La primitivation de (E5) donne

H [2(t)] = G() + C.

Si la fonction H posséde une fonction réciproque H ', on trouve x(t) = H ! [G(t) + C] )
En pratique, on ne détermine pas H et H~' mais on procéde comme suit. On pose

d
z(t) = d—f et on écrit 'équation h [x(t)] 2'(t) = g(t) sous la forme différentielle

h(z)dx = g(t) dt (E91) (séparation de variables)

puis on intégre les deux membres de (£;). Enfin on exprime f en fonction de z.
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3.2.3 Cas ou F[t,z(t),2'(t)] = 2'(t) + a(t)z(t) — b(t) avec a et b deux
fonctions données, continues sur un intervalle I de R.

L’équation (E) prend la forme
'(t) + a(t)z(t) = b(t) (E5)

appelée équation différentielle linéaire d’ordre 1.

Théorémes dues a la linéarité

1) Toute solution de I'équation (Ej3) est de la forme z,(t) +x4(t) ot x, est une solution
particuliére de (Ej3) et x;, une solution de 1’équation homogéne associée c’est-a-dire de
I’équation

() +alt)x(t) =0  (Es).

2) L’ensemble des solutions de (F3;) est un R-espace vectoriel de dimension 1.

Détermination de la solution z;, de ’équation homogéne (FEj3).

Il est évident que x = 0 est une solution.
Siz # 0, (E31) est une équation a variables séparables du type (F2). Ses solutions sont

de la forme

xp(t) = K exp (— ftl; a(u)du)

avec K est une constante arbitraire et ¢y, un élément quelconque de l'intervalle I.

Recherche d’une solution particuliére z, de ’équation (E3) : Méthode de varia-

tion de la constante de Lagrange.
x1 étant une solution non nulle de (FEs;), on introduit une fonction auxiliaire K inconnue

b(t)

de telle sorte que z(t) = K(t)z1(t) soit une solution de (£j3). On obtient K'(t) = () ce
1
qui permet de calculer K (t) puis z,(t).
3.2.4 Cas ou F[t,x(t),2'(t)] = 2'(t) + a(t)x(t) — b(t)z*(t) avec a et b
deux fonctions continues données sur un intervalle / C R et «

un réel.

L’équation (£) prend la forme
2'(t) +a(t)x(t) = b(t)z*(t)  (Ea)

appelée équation de Bernoulli
e [l est évident que = 0 est une solution.
e Supposons x # 0.

- Si a = 1, on retrouve une équation linéaire homogéne.
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1

- Sia # 1, on pose h(t) = e

L’équation différentielle vérifiée par la nouvelle fonction A est la suivante
R (t) + (1 — a)a(t)h(t) = (1 — a)b(t).
C’est une équation différentielle de type (F3) que l'on sait résoudre. On détermine

alors h(t) puis la fonction x(t).

3.2.5 Casou F[t,z(t),2'(t)] = 2'(t) — a(t)x*(t) — b(t)x(t) — c(t) avec a, b
et ¢ des fonctions continues données sur un intervalle / de R

L’équation (E) prend ici la forme

appelée équation de Riccati.

Meéthode de résolution :

Si 'on connait une solution particuliére x, de (Es), on recherche la solution générale de
1
(Es5) sous la forme x = x, + 7 ol h est une fonction a déterminer. La nouvelle fonction h

vérifie alors I’équation
W) + (22,(t)a(t) + b(t) ) (1) +a(t) =0,

C’est une équation du type (F3) que l'on sait résoudre. On détermine alors h(t) puis la

fonction recherchée x(t).

3.3 Equations différentielles linéaires du second degré a

coefficients constants

3.3.1 Définition

Une équation différentielle linéaire du second degré a coefficients constants est une équa-

tion de la forme
Flt,x(t),2'(t), 2" (t)| = ax"(t) + ba'(t) + ca(t) — d(t) =0

ol a, b et ¢ sont des constantes données telles que a # 0 et d(t) une fonction continue donnée

sur un intervalle I de R.

Expression courante

On rencontre souvent ces équations sous la forme

ax”(t) + ba'(t) + cx(t) = d(t) (Es).

Analyse 2A Licence 1



15

3.3.2 Théorémes dus a la linéarité

e Toute solution de I'équation (Es) est de la forme x(t) = x4 (t) + x,(t) ou x, est appelée
solution particuliére de (Eg) et xj, est une solution homogéne associée, c’est-a-dire de
I’équation

ax”(t) + ba'(t) + cx(t) =0 (Eg1).
e L’ensemble des solutions de (Eg1) est un R-espace vectoriel de dimension 2.
e Si xy est une solution particuliére de
az”(t) + b2’ (t) + cx(t) = di(t)
et xo une solution particuliére de
az”(t) + ba'(t) + cx(t) = do(t),
alors x1 + x5 est une solution particuliére de
ax” (t) + ba'(t) + cx(t) = di(t) + da(t).

3.3.3 Méthode de résolution de I’équation homogéne (Fjg;)

On pose z(t) = €' et on remplace x(t) par sa valeur dans 'équation (FEg;). On obtient
e"(ar®* +br + ¢) = 0.
Puisque e # 0, on a
ar?+br+c=0  (Eg).

Cette équation est appelée équation caractéristique associée a (Eg ).
On pose A = b? — 4ac.
- Si A > 0, I'équation (Fgg) a deux solutions réelles r; et 5. Par conséquent, la solution
homogéne x;, est donnée par :
xy(t) = Ae™' + Be™" avec A, B € R.
- Si A =0, I’équation (Es2) a une solution double ry = —%. La solution homogéne xy,
est donnée par :
zp(t) = (At + B)e™" avec A, B € R.
- Si A <0, I'équation (FEs2) a deux solutions complexes conjuguées o & i5. La solution

homogéne z;, est donnée par
xp(t) = (Acos 0t + Bsin ft)e™ avec A, B € R.

3.3.4 Détermination d’une solution particuliére z, de I’équation
(Es)

Trois cas sont & considérer selon l'expression du second membre d(t). On rappelle que

a# 0.
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a) Cas ou d(t) = P,(t) avec P,(t) un polyndéme de degré n.
Une solution particuliére sera aussi un polynoéme de degré :

nsic#0, Le. x,(t) = ap + art + aat? + ... + a,t"
n+1lsic=0etb#0, e x,(t) = g+ art + ... + apt™ + a1 t" !

n+2sic=b=0, ie. x,(t) = ag+ art + ... + @1 t" ™+ appat™?

Dans chacun de ces cas, on utilise la méthode des coefficients indéterminés pour déterminer
les a;.
b) Cas ou d(t) = e*P,(t) avec P,(t) un polynéme de degré n et o un réel.

On effectue le changement de variables x,(t) = e*2(t) et on détermine z de telle que

x, soit une solution particuliére de (Eg). On obtient aprés calcul, I'équation
az"(t) + (2aa + b)2'(t) + (ac? + ba + ¢)z(t) = P, (t)
ce qui nous ramene au cas précédent.
c) Cas ou d(t) = e* cos(ft)P,(t) ou bien d(t) = e* sin(5t)P,(t) avec «, 3 € R et P,(t)
un polyndéme de degré n a coefficiets réels.
En remarquant que
et cos(Bt) Pa(t) = R (e<a+iﬁ>tpn(t)) ot e sin(Bt)Pa(t) = T (e<a+iﬁ>tpn(t)) ,

on considére 'équation (FEg) étendue aux fonctions a valeurs complexes de la variable ¢, avec
pour second membre la fonction complexe e+ P, (¢). On la résout comme dans le cas
précédent pour obtenir une solution particuliére complexe z,,.

Une solution particuliére x, de I'équation (Eg) est alors la partie réelle ou la partie

imaginaire suivant le cas, c’est-a-dire

wplt) = R (7,) ow zy(t) == T (7,)

3.4 Meéthode générales de résolution de ’équation com-

plexe (Eg)

3.4.1 Si x; et x9 sont des solutions linéairement indépendantes de
(Es)

On cherche la solution de (Eg) sous la forme
z(t) = u(t)x1(t) + v(t)za(t)

ol u et v sont des fonctions inconnues soumises a la condition
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w'(t)xy(t) + ' (t)za(t) = 0.
Les fonctions u et v sont obtenues en résolvant le systéme
wry +v're =0
{ wa) +v'ah =d
dont le déterminant

x1(t) xo(t)
() wy(t)

appelé wronskien de x; et x5 est non nul sur I lorsque z; et x5 sont linéairement indépen-

w(t) =

dantes.

I'Qd
W =——"—etv =
w

nd

3.4.2 Si x; est une solution de I’équation homogéne ne s’annulant

pas sur [

On cherche les solutions de (Fg) sous la forme
x(t) = u(t)x,(t)
ol u est une fonction inconnue, vérifiant 1’équation différentielle (reporter dans (Es))
(axq)u” + (bxy + 2az))v' =d

qui est une équation linéaire du premier ordre en u/'.
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