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CHAPITRE 1 ENSEMBLES ET APPLICATIONS

A) ENSEMBLES

1. Définitions

un ensemble peut se définir comme un groupement d’objets déterminés et
bien distincts, de notre perception ou de notre entendement, et que ’on appelle
les éléments de 1’ensemble.

Dans la pratique il y a deux fagons de construire ou d’écrire des ensembles :

- en donnant la liste de ses éléments (I’extension) exemple E = {0,1,2,3,5,7,8}

-en décrivant une caractérisation des éléments (la compréhension) exemple :

Q= {§,p€ Z,q € Z*}
Le nombre d’éléments d’un ensemble E est appelé cardinal de E et se note :
card(E)

si card(E)=0, on dit que E est ’ensemble vide noté : {} ou @.
2.0pérations usuelles sur les ensembles

2.1 Inclusion (C)

On dit qu’un ensemble E est inclus dans un autre ensemble F (ce qu’on note
EC F),

si tous les éléments de E sont aussi dans F ; en d’autres termes si x € E =
x € F.

Deux ensembles sont égaux si ils ont les memes éléments ;

en particulier : ECF et FCE <= E=F

Si E est inclu dans F, on dit que E est un sous ensemble (ou une partie)
de F. L’ensemble des sous-ensembles d’un esemble E appelé aussi ensemble des
parties de E se note P (E)={F,F CE }

On montre que card(P (E))=2¢*(E)



exemple écrire P (E) si E={0,1}

2.2 Complémentaire :

+Soit F un sous-ensemble de E ; on définit le complémentaire de F dans E
que I'on note CgF (ou simplement CF si E est sous-entendu) comme 1’ensemble
des éléments de E qui n’appartiennent pas ) & F :

CeF={x € Ex ¢ F} exemple: E={0,1,2,3,4,5,6,7,8} F={0, 1} ,donner CyF={2,3,4,5,6,7,8}
remarque cardCgF +cardF=cardE
Si F n’est plus nécessairement un sous-ensemble de E on emploiera la nota-
tion: E\ F
pour désigner {x € Exx ¢ F}.

2.3 Intersection :

si E et F sont deux ensembles on peut former un ensemble appelé leur
intersection notée E N F et définie par {x,x € E et x € F}

exemple :i) E=N, F=Z alors EN F={n € Z,n > 0}

i) E={A,Q,T,a,b,1,2}, F={A,,T,0,b, 3,2}

ENF={AT,b2} CEet ENFCF

Exercice
determiner E N F dans le cas :
E={x eR,2? > 1} F={z,20 — 4 > 2}

2.4 Union :
si E et F sont deux ensembles on peut former un ensemble appelé leur union
et notée E U F et définie par : {x,x€ Eouxe€F}

Exemple E={A,Q,T,qa,b,1,2}, F={A,,T,0,b,06,2}
EUF={A,Q,T,a,b 1,2 a,0,3}
ECEUF et FCEUF

card(E U F)=cardE+cardF-card(E NF)

2.5 Produit cartésien :

Six € E ety € F on peut fabriquer un nouvel élément appelé couple et note
(x, y), caractérisé par le fait que

(x,¥) = (2, t) si et seulement si x =z ety = t.

L’ensemble de ces couples s’appelle le produit (cartésien) de E et F et se
note :

ExF={(z,y),z € E,y € F}

Exemple : E={qa,b} F={1, 2,3}

ExF={(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2),(b,3)}

card(ExF)=cardE x cardF

exercice



écrire ) x P (@) puis P(P (1)) x P (D)

Propriétés

AB,C, . . . sont des ensembles

1)ANB=BNAet AUB=BUA (commutativité)

DANBNC)=ANB)NCet

AU (B UC) = (A UB) U C (associativité)

3) AN (BUC)=(AnNB)U (AN C) (distributivité de 'intersection par
rapport & la réunion)

AU BNC)=(AUB)N(AUCQC) (distributivité de U sur N)

4) EE(EEA) =A, ACB— [:EB C EEA

5) EE (A U B) = EEA N EEB, [:E (Aﬁ B) = [:EA ] [:EB (101 de Morgan)
B.APPLICATIONS

1.Définition:

Une application (ou fonction) définie sur X et a valeurs dans Y est une loi

qui, a tout élément de X fait correspondre un unique élément de Y . Si on
note f cette

application, I’élément associé a x par f est noté f(x). L’ensemble X s’appelle
I’ensemble

de départ, ’ensemble Y s’appelle 'ensemble d’arrivé de f. On note souvent
une fonction

f: X — Y ou, si les ensembles X et Y sont sous-entendus x —— f(x).
L’élément f(x) =y

s’appelle 'image de x par f et x s’appelle un antécédent de y par f.

Le graphe d’une fonction f est I’ensemble des couples (x, f(x)) pour x € X.

2.Composition des applications :

Sif: X — Yetg: Y — Z sont deux applications, on peut définir la
composée de fet g

par (go f)(x) = g(f(x)). Une propriété importante de la composition des
applications est ’associativité :

C’est-‘a-dire que si

h: X—Y,g:Y—Zetf:Z— W sont trois applications, alors (fo
g)oh = fo (go h)

(que l'on note donc simplement fo go h).

exemple : soit f(x)=x? — 1 g(x)=2x+4 de R — R
determiner fog et gof

fog(x)=f(g(x))=f(2x+4)=(2z 4+ 4)> — 1 = 422 + 16z + 15
gof(x)=g(f(x))=g(x* — 1)=2(2? — 1) + 4 =222 + 2

remarque fog#gof (pas de commutativité)
3.Définition (injection):



Une application f : X — Y est injective si

(pour tout x, x” € X) l'égalité f(x) = f(x')= x = x’. En d’autres termes
tout élément de Y a au plus un antécédent

ou encore est I'image d’au plus un élément de X.

exemple : f(x)=x>

i)f est-elle injective de R — R?
ii)f est-elle injective de [0, +oo[ — R?

4.Définition (surjection):

Une application f : X — Y est surjective si,

pour tout y € Y, il existe x € X tel que y = {(x).

En d’autres termes tout élément de Y a au moins un antécédent.
exemple f(x)=x>

i)f est-elle surjective de R — R?
ii)f est-elle surjective de R — [0, +o00][?

5.Définition (bijection):

Une application f : X — Y est bijective si elle est a la fois injective et
surjective.

En d’autres termes tout élément de Y a exactement un antécédent.

6.Définition (bijection réciproque):

On appelle bijection réciproque d’une bijection

f: X — Y et on note f! : Y — X D’application

caractérisée par : x = fl(y) <= y = f(x). Il est clair que f! est aussi une
bijection.

exemple : f(x):i’éﬁ

i) f est -elle bijective de R — R?

ii) determiner deux parties A et B de telles que f soit bijective de A vers B
et préciser sa bijection réciproque.

7.Définition(image directe-image réciproque)

i: Soit f: E — F une application.

i) Si A est une partie de E on appelle image directe de A par f et on note
f(A)

I’ensemble :

f(A)={ye F.3z e A, f(z) =y} ={f(z),z € A}

ii)Si B est une partie de F on appelle image réciproque de B par f et on note
£1(B)

I'ensemble : f~1(B) = {z € E, f(z) € B}

8.PROPOSITION:
Soit f : E — F une application, on a les formules suivantes



(i) Pour toutes parties A,B de E
f(A UB) =f(A) Uf(B), AC B= f(A)C {(B) et
f(A N B) cf(A) N {(B)

Exemple : f(x)=|z|

A:[_]-? 0[7 B:[07 1]

f(A)=]0,1] {(B)=

1(ii) Pour toutes parties A,B de F, on a f~!(AUB) = f~*(A)uf~*(B) ,

f~1(ANB) =f~1(A) N f71(B) ,
AC B = f71(A)C f71(B) et également ' (Cr A) = Cxf~1(A)

CHAPITREIT: RELATION D’ORDRE ET RELATION D’EQUIVALENCE

I) RELATION D’ORDRE

1.Définitions

i)Une relation(binaire) R sur un ensemble E est un énoncé R(x, y) (ou xRy)
a deux variables x,y : si

si la relation est vraie pour deux éléments x et y on dira que x est relié a y
par la relation R et on note : R(x, y) (ou xRy).

exemples sur Z,on définit une relation R par : xRy <= 22 = ¢

ii)On appelle graghe d’une relation binaire R sur un ensemble E ’ensemble
noté G/R ={(z;y) € E x E,zRy.}

Réciproquement une relation binaire sur un ensemble E, peut etre définie
par la donnée d’une partie G de EXE qui est le grahe de cette relation.

2.Définition:

Une relation R sur un ensemble E est dite :

(i) Reflexive si

Pour tout x €« Eon a x R x.

(ii) Transitive si

Pour tout x,yz€e E:xRyetyRz=—xR 2z
(iil) symétrique Si
Pourtoutx,y e E:x Ry =y Rx

(iv) Antisymétrique Si
Pourtoutx,y e E:xRyetyRx=—z=y

3.Définition:
Une relation d’ordre sur un ensemble E est une relation R qui est :
réflexive , transitive et antisymétrique

Exemples : (R, <), (P(E), Q)
4.Définition



un ordre R sur un ensemble E est dit total (ou encore ’ensemble E est
totalement

ordonné) si deux éléments sont toujours comparables i.e. si :

Vx,y e E,x Ryouy R x

5.Définition :

Soit (E,< ) un ensemble ordonné, un élément y de E est le plus grand
(respect. le plus petit) élément de E si tous les autres éléments sont plus petits
(respect. plus grands), c’est-a-dire

si Vxe E, x< 'y (respect.Vx€ E, y< x)

Exemples :

Le plus petit élément de N est 0 mais N n’a pas de plus grand élément.

Considérons la relation d’inclusion sur P’ensemble P(E) ; ce n’est pas un
ensemble totalement

ordonné mais il a un plus petit élément : ’ensemble vide ; et un plus grand
élément : I’ensemble E.

6.Définition:

Soit FC E un sous-ensemble d’un ensemble ordonné (E,<), un élément
M(respect.m) de E est un majorant(respect. un minorant) de F si pour tout x
dans F on a x< M(respect.m< z) Le plus petit des majorants de F(respec.le
pus grand des minorants) (s’il existe) s’appelle la borne supérieure(repecct.la
borne inférieure) de F (dans E).

Notation : sup(E)=borne supérieure de E, inf(E)= borne inférieure de E

Max(E)=plus grand élément de E, min(E)=plus petit élément de E.

Exemples :

1)Soit N C R, tout nombre réel négatif est un minorant de N et sa borne

inférieure est donc 0 (qui est aussi le plus petit élément de N).

2)Soit E :=[0,1] C R Pintervalle des nombres réels positifs et strictement
plus petits que 1.

Il est clair que 0 est la borne inférieure de E (et son plus petit élément) et
que 1

est sa borne supérieure bien que E n’ait pas de plus grand élément.

7.PROPOSITION :

Un réel M est la borne supérieure d’un ensemble EC R si et seulement si :
(i) vx € E, x< M

(ii)Ve>0,Ix € E,M-e<x

Relation d’équivalence.
1.Définition :

Une relation d’équivalence sur un ensemble E est une relation R qui est :
réflexive , symétrique et transitive.



2.Définition :

i) La classe d’équivalence d’un élément x est ’ensemble des éléments qui lui
sont reliés par R :

C(x) = {y € E, 2Ry}

ii) L’ensemble des classes d’équivalence de E pour la relation R s’appelle
Pensemble quotient de E par R et se note E/R.

3.Théoreme.

Soit E un ensemble non vide.

1) Si R est une relation d’’equivalence sur E, alors les différentes classes
d’équivalence forment une partition de E.

EngEC(X) et C(x)NC(y)=2 si (x,y)¢G/R

2) Toute partition de E peut s’obtenir de fagon unique a partir d’une relation
d’équivalence .

CHAPITRE III GROUPES-ANNEAUX-CORPS

I loi de composition

1.1 Définition:

Une loi de composition interne sur un ensemble E est une application notée
sk, TLA, ..

de E x E vers E (x,y)——x*y

1.2 Définition:

Un groupe est la donnée d’un ensemble G et d’une loi de composition interne
(.3 —xry

telle que :

(i) » admet un élément neutre e dans G tel que pour tout x dans G

ona exX =3Xxe=X.

(ii) * est associative

Pour tout x, y, z dans G on a : (x*x y)x z = xx(y* z).

(iii) tout éléement de G admet un symétrique

Pour tout x dans G il existe x” dans G tel que : xxx’ = x'*x = e.

Si de plus pour tout x, y dans G on a : xx y = y %X, on dit que la loi est
commutative

et que le groupe (G, *) est commutatif.

Exemples
1)Les ensembles Z,Q,R et C, munis de 'addition sont des groupes commu-
tatifs



(noter que (N, +) ne vérifie pas (iii)). Les ensembles Q*,R* et C* munis de
la mutiplication sont des groupes
(noter que (Z*,x) ne vérifie pas (iii)).

2) Soit E un ensemble et soit S(E) I'ensemble des bijections de E vers E
; soit o la loi de composition naturelle de deux bijections, alors (S(E), o) est
un groupe. En particulier ’ensemble des bijections de {1,2,3,...,n} vers lui-
milleme, muni de la composition des applications, forme un groupe qu’on note
S,,. C’est un groupe avec n! éléments, on ’appelle le groupe des permutations
sur n éléments.

IT LE GROUPE Sn.

2.1 Définition

Un élément s de S,, est une permutation de ’ensemble {1,2,3,...,n} et est
donc défini par la suite

s(1), s(2), s(3), . . . , s(n). L’élément neutre sera noté id. On notera en
général une permutation par un

tableau s= ( i(l) 3(2) :(H)>

oefur (1)

g (1 2 3 2

g st =1 o 1 3 )27 2
3= 1
2

Le tableau de la loi de groupe de S3 est (compléter) :
(@] id S1 So S3 S4 S5
id
S1
So
S3
S4
S5

2.2 Définition :

Un m-cycle ou cycle de longueur m dans S, est une permutation s de
lensemble E := {1,...,n} qui laisse fixes n - m éléments et permute circulaire-
ment les autres.

Plus précisément, il existe un sous-ensemble & m éléments I = {iy, . . . |
in} de E

tel que : sii ¢ Ialorss(i) =1imaiss(ix) =ik+1 (pourk =1,. .. m-1)et
S(im) = il.

L’ensemble I s’appelle le support du cycle.

Une transposition est un cycle de longueur 2.



Nous noterons s = (if, . . . , im) le cycle décrit dans la définition.
Une transposition ayant pour support {7, j} sera aussi notée Tij

2.3 THEOREME:
Toute permutation se décompose de maniére unique (a 'ordre prés) en
produit de cycles dont les supports sont deux a deux disjoints.

Démonstration:

On utilise une récurrence sur ’entier n,

Paffirmation étant claire pour n< 3 (puisque toutes les permutations sont
alors des cycles).

Supposons donc ’énoncé démontré pour les permutations de k éléments avec
k<n

et considérons s € S,,.

En regardant la suite 1, s(1), s*(1) . . . on voit qu’il existe un plus petit
entier m >1 tel que s™(1) =1

(on n’exclut pas que m = 1).

Définissons ’ensemble 1 := {1,3(1),32(1)...,s’”’_l(l)} et le m-cycle r :=
(1,s(1),s%(1)...,s™71(1)) ;

alors la permutation t := sr~! laisse fixe les éléments de I et pour i ¢ I on a
t(i) = s(i).

La restriction de t & J := {1, ..., n}\I est donc une permutation des éléments
de J que nous notons s’.

Comme card(J)<n on sait (par I’hypothése de récurrence) que

s’ =s1"...5s avecs; des cycles de J ‘a supports disjoints.
Définissons s; € Sy, par s;(j) = s;’(j) sij€ Jet s;(j)=jsij¢ J;
on voit qu'alorson at =s; . . . s, et par conséquent s = sy . . . S,T.

Ceci prouve 'existence de la décomposition en cycles ;

pour l'unicité on observe que le cycle r est uniquement déterminé par s
et que par hypothese de récurrence s'y, . . ., s’,r (et par cons quent sg, . .
. ,S;) sont uniques.

exemple

(122008 e

On choisit un premier élément disons 1 et on calcule ses images successives
par p: on a p(1) = 3, p*(1) = p(3) =7,

p2(1) =p (7) = 4, p*(1) = p(4) = 5 et p°(1) = p(5) = 1 et on obtient ainsi
un premier cycle s’ qui est le

5-cycle dans l'exemple précédant le théoréme. On prend alors un autre
élment qui n’est pas dans le suppport de s’,

par exemple 2 et on recommence : p(2) = 6, p?(2) = p(6) = 2.

on obtient ainsi la d“ecomposition p= s'72¢.

2.4 PROPOSITION :



Tout cycle peut s’écrire comme produit de transpositions et donc toute per-
mutation peut s’écrire comme produit de transpositions.

2.5 PROPOSITION:
Tout cycle peut s’écrire comme produit de transpositions et donc
toute permutation peut s’ “ecrire comme produit de transpositions.

Démonstration:

Quitte & changer de notation il suffit de montrer que le cycle s = (1, 2, . .
. ,m) s’écrit comme produit de transpositions. Or considérons le produit s’ =
T127T23T34..... Tii+1-Tm—1,m

on vérifie que s’(m) = let que si i< m-1 alors 8’'(i) =i + 1 et finalement on
a bien s = ¢,

ce qui achéve la preuve.

Remarque :

la décomposition en produit de transpositions n’est pas du tout unique

mais la parité du nombre de transposition ne change pas comme on pourra
le vérifier a

I’aide de la notion suivante.

Définition:
Le signe d’une permutation s € S,, est défini par le produit :

— s(j)=s(i)
e(s) II ( = )

1<i<j<n

Il est aisé de vérifier que € (s) € {+1,—1} et que le signe d’une transposition
est -1 ;

la principale propriété est la suivante :

Soient s,0 € S, alors €(so) =€ (s)e (o)

Remarque :

on voit donc €(s) = 41 si € est le produit d’un nombre pair de transpositions

et €(s) = -1 si € est le produit d’'un nombre impair de transpositions. Plus
généralement un cycle de longueur m aura donc un signe (-1)™*1 ce qui
donne une méthode de calcul du signe d’une permutation connaissant sa décom-
position en cycles.

III Sous-Groupes

3.1 Définition:

Un sous-groupe d’un groupe (G,x ) est un sous-ensemble H de G tel que la
loi x restreinte & H x H définisse une loi interne qui donne une loi de groupe
sur H.

Ainsi un sous-groupe est stable pour la loi x (¢’est-a-dire que si x, y € H
alors xx y € H),

I’élément neutre e appartient a H et si x € H alors x~! €H.

3.2 PROPOSITION:

10



Soit H un sous-ensemble d’un groupe G, c’est un sous-groupe si et seulement
si il satisfait :

(i)eeH

(ii))x,y e H= xy ! € H.

Exemples :

1) L’ensemble des racines complexes de I’équation X" = 1, muni de la mul-
tiplication des nombres complexes forme un sous-groupe de C :

en effet si z, 2’ sont des racines de I'unité alors

(z/2’) est une racine de l'unité

2) L’ensemble nZ = {nx/x € Z} muni de laddition est un sous-groupe de

Nous verrons que ce sont les seuls sous-groupes de Z.
3) les inclusions suivantes sont des inclusions de sous-groupes : Z C Q C
R C C (pour la loi d’addition)

3.3 Définition:

Un homomorphisme de groupe est une application f : (G, x)— (H,o ) telle
que :

Vx, v € G, f(x xy) = f(x)o {(y)

Si de plus f est une bijection, on dit que f est un isomorphisme de groupe et
que G et H sont isomorphes.

3.4 Définition:
Le noyau d’'un homomorphisme de groupe f : G —— H est ’ensemble
f='({en}) = {9 € G/f(g) = en}. On le note Ker(f)

Retarque : Le noyau de f est toujours un sous-groupe de G.

3.5 THEOREME:

Un homomorphisme de groupe f: G — H est injectif si et seulement

si Ker(f) = {e¢}. Le noyau de f est toujours un sous-groupe de G.

IV STRUCTURE D’ANNEAU ET STRUCTURE DE CORPS.

4.1 Définition:

Un anneau est la donnée d’un ensemble A et de deux lois de composition
notée : + (addition) et x(Multiplication) telles que :

(i) (A, +) est un groupe commutatif (dont on note 1 élément neutre 0 = 0y ).

(ii) La loi % est associative.

(iii) La loi x poss‘ede un élément neutre (qu’'on notera 1 = 1,)

(iv) La loi x est distributive par rapport a l'addition :
Vx,v,z€ A, x*x(y+2) = (xxy) + (xx2z) et (y +2z)xx=(yxx) + (zx x)

11



Si de plus la loi x est commutative on dit que 'anneau A est commutatif.

4.2 Définition:

Un corps est un anneau tel que :

(v) Tout élément x € A \ {04} posséde un symétrique (inverse) pour la loi
x(noté x~1)

Convention : Un anneau (ou un corps) est donc un triplet (A,+x )

Exemples : anneau des entiers relatifs (Z,+,%) ;

ce n’est pas un corps car les seuls éléments de Z possédant un inverse pour
la multiplication

sont 41 et -1

4.2 Sous-anneau

4.2.1 Définition

Soit (A,+, *) un anneau et B une partie de A. On dit que B est un sous-
anneau de 'anneau (A,+, ) si :

(i) 14 € B

(ii) B est stable pour les les deux lois de composition internes +, . et (B,+,
.) est un anneau.

4.2.2 Proposition
Soit A un anneau et B une partie de A. B est un sous-anneau de A (au sens

des
anneaux unitaires) si, et seulement si :

(i) 1n € B

(ii) Va,be B,a-beB

(iii) Va, b € B, axb € B

4.2.3 Définition

Soit (K,+, .) un corps et L un sous-anneau de (K,+, .). On dit que L est
un sous-corps du corps (K,+, .) si (L,+, .) est un corps.

4.2.4 Proposition

Soit (K,+, .) un corps et L une partie de K. L est un sous-corps du corps
K+, )

si, et seulement si :

(1) L est un sous-anneau de K

12



(ii) Pour tout a € L\ {0}, a=! € L.
4.3 Homomorphismes d’ Anneaux

4.3.1 Définition

Soit (A4, .) et (B,+, .) deux anneaux (unitaires et non triviaux).

On dit qu’'une application f de A dans B est un homomorphisme d’anneaux
(ou morphisme d’anneaux) si :

(i) f(x + y) = f(x) + f(y) pour tout (x, y) élément de A2
(ii) f(x.y) = f(x).f(y) pour tout (x, y) élément de A>

(i) £(1x) = 1

CHAPITRE IV ARITHMETIQUE
I- Divisibilité dans Z

1.1 Définition

Soient a et b deux entiers relatifs quelconques. On dit que a divise b et on
écrit

a/b §’il existe un entier k € Z tel que b = ka.

1.2 Proposition

Pour tous a, b, ¢ éléments non nuls de Z,
(i) a/a

(ii) Si a/b et b/a alors a = b ou a = -b
(iii) Si a/b et b/c alors a/c

(iv) Si a/b et a/c alors a/(b + ¢)

1.3 Théoréme (Théoréme de la Division Euclidienne)

Soit (a, b) M Z x Z*, alors il existe un couple (q, r) unique d’entiers relatifs
vérifiant :

a=bq+ret0<r<|b

PREUVE.

Existence : Si 0< b, on considére Uentier ¢ tel que bq < a< b(q+1)

et I'entier r = a - bq. Si b < 0, alors, d’aprés ce qui précéde, Iq1, r€ Z : a
= q1(-b) 4 r avec

0 <r < |blet ainsi il suffit de prendre le couple (-qi, 1).

Unicité : Soient (q, r) et (¢, r’) deux couples d’entiers tels que a = bq +
et 0 <r < b
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a=bq +1,0<r < |b,alorsb(q-q) =r1"-1rdoulb| |g—q|=|r—1
D’autre part, on a

lr—rt| < |b] car 0 <t < [bl et 0 <1’ < |b|l. Ainsi,|b| |q —q/| = |r —7'| < [b]
et par conséquent

lg—¢q/|=0,ie,qg=q etr =1’

1.4 Corollaire (Division Euclidienne dans N)
Soit (a, b) € N x N*, alors il existe un couple (g, r) unique d’entiers naturels
vérifiant : a = bq + r et 0< r< b.

Preuve. Supposons que a > b (si a< b on poser = a et g = 0), alorsa > r
et ainsi q € N (car
bg=a-reN)

IT Sous-groupes de Z

Notation

Soit n un entier relatif, on note nZ = {nm/m € Z}. On a ainsi {0} = 0Z et
Z = 17.

2.1 Proposition
(i) Pour tout entier relatif n, (nZ,+) est un sous-groupe du groupe (Z,+).
(ii) Soit (a, b) € Z* . a/b si, et seulement si, bZ C aZ.

2.2 Conséquence

Soit (a, b)€ Z? , on a aZ= bZ si, et seulement si, a = b ou a = -b. Ainsi
pour

tout a € Z, il existe un unique entier naturel k tel que aZ = kZ, (k = |al).
On appelle 'entier k le

générateur positif de aZ.

2.3Théoréeme

Si H est un sous-groupe du groupe additif (Z,+), alors il existe un unique
entier

naturel n tel que H = nZ.

Preuve. Supposons que H= # {0} (si H = {0} alors H = 0Z), alors N =
{me Z* / m € H} est non vide.

Soit n le plus petit élément de N et montrons que H = nZ. Puisque n € H,
alors

nZ C H. D’autre part, soit h € H, alors, d’apres le théoréme de la division
euclidienne dans Z,

3 un unique couple (q, r) € ZxZ: h =nq +r avec 0 <1 < n, ainsi r =
h-nqe H et puisque n est le plus petit élément

de N, alors nécéssairement r = 0 et H C nZ.

L’unicité découle de la proposition 1.17 ii)
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ITI. PGCD et PPCM

3.1Théoréme et Définition
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. Alors,

(i) I existe un unique entier naturel non nul d tel que : d/a et d/b et Si d’
€ Z est tel que d’/a et d’/b, alors d’/d ;

d s’appelle le plus grand diviseur commun de a et b et se note d = pged(a,b),
ou simplement d = a A b,

(ii) II existe un unique entier naturel non nul m tel que : a/m et b/m et Si
m’ € Z est tel que a/m’ et b/m’, alors m/m’,

m s’appelle le plus petit multiple commun de a et b et se note m = ppcm(a,b),
ou simplement m = a A b

(iii) Deux entiers a et b sont dits premiers entre eux si pged(a, b) = 1.

Preuve.
d (resp. m) est 'entier naturel tel que aZ + bZ = dZ (resp.aZ N bZ = mZ

)

Exercice

Soient a,b et ¢ des entiers relatifs non nuls. Montrer que
1)aA(bAc)=(aAb)Ac

2) abAac = |a| .(bA ¢)

3av(bVve)=(aVb)Ve

4) ab V ac = |a| .(b V ¢)

3.2 Proposition

Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que a = bg+c, alors aAb =
bAc.

En particulier, si r est le reste de la division euclidienne de a par b,alors a A
b=bAr.

Preuve.
a = bq + c entraine que ¢ € aZ + bZ et que a € bZ + cZ .
Ainsi, bZ + cZ =aZ +bZetaAb=DbAc

3.3. Algorithme (Algorithme d’Euclide)

Soient a, b deux entiers naturels non nuls tels que

b <a et b ne divise pas a. Alors, pged(a, b) est le dernier reste non nul
obtenu en appliquant

lalgorithme d’Euclide. Cet algorithme consiste a :

i) Commencer par effectuer la division euclidienne de a par b : a = bq; +
I
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ii) Effectuer la division euclidienne de b par ry : b = r1qs + 12
iii) Effectuer la division euclidienne de ry par ry : r1 = raqs + 3

La suite (r;) est telle que 0 <r;11 < 1; .
Ainsi il existe nécessairement n tel que r,, # 0 et 1,41 = 0.
D’autre part, d’aprés la proposition 3.2.1,aAb=bAri=...=r1,1 A

Ty = Tp.

Exemple

Considérons les entiers 1876 et 365. Alors,

1876 = 365.5 + 51,

365 = 51.7 4+ 8,

51 = 8.6 + 3,

8§=32+2et3=21+1.

Ainsi, les entiers 1876 et 365 sont premiers entre-eux.

Remarque

1) Si pged(a, b) = d, alors dZ = aZ + bZ et ainsi, Ju, v € Z tels que au +
bv = d.

2) Une méthode pratique pour déterminer u et v consiste a les calculer en
remontant les égalités

de I’algorithme d’Euclide.

3.4 Théoreme (Théoréme de Bezout)

Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Alors, a et b sont premiers
entre eux si, et seulement si, il existe deux entiers relatifs u et v tels que ua+vb
=1

Preuve.

D’apres la remarque 3.2.3 , si pged(a, b) = 1, il existe u, v € Z : ua+vb = 1.

Réciproquement, s’il existe u et v tels que ua + vb = 1, alors aZ + bZ = Z
et ainsia Ab=1

Exercice

Soient a et b deux entiers naturels non nuls et d un diviseur commun de a
et b.

Montrer que a A b = d si et seulement si, § /\g =1.

IV Nombres Premiers

4.1 Définition

Soit p un entier naturel > 2. On dit que p est un nombre premier, si 1 et p
sont

les seuls diviseurs de p dans N, (i.e., Si a € N et a/p alors a = 1 ou a = p).

On désigne par P I'ensemble de tous les nombres premiers.

4.2 Définition

Un entier relatif n est dit premier si |n| est un nombre premier, i.e., si n >
2 et les seuls diviseurs de n sont 1, -1, n et -n.
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Exercice

Montrer que

1) Si a € N et p est un nombre premier, alors p/a ou p A a = 1.

2) Si p et q sont deux entiers naturels premiers et distincts, alors p A q = 1.

3) Montrer que tout entier n > 2, admet un diviseur premier (Ind : considérer
I’ensemble

D={deN, d>2etd/n}, montrer que D posséde un plus petit élément p
et que p est premier).

4.3 Théoreme 1.35 (Premier Théoréme d’Euclide)

Soient p un nombre premier, a et b deux entiers.

Si p divise ab, alors p divise a ou p divise b.

Preuve. Supposons que pt a, alors p A a = 1 ((i) de 'exercice précédent),
d’ott 3 u,v € Z tels que

ua + vp = 1, ainsi b = uab + vpb et puisque p/ab, alors p/b

Une conséquence de ce résultat est 'important théoréme suivant :

4.4 Théoreme (Théoréme fondamental de I’Arithmétique)
Tout entier naturel n >2 admet une factorisation unique en nombres pre-
miers, & Iordre des facteurs preés,

ie,Vn e N*—{1},3lr e N*,3(p1,...,pr) € P",avec p; < . .. < pr,
n= p’lflpé€2 ..... p’j"‘ k; >1
Preuve

Existence : Appelons P(n) la propriété « n est un produit de nombres pre-
miers ». Puisque 2 est un nombre premier, 2 vérifie bien P(n). Supposons P(m)
vraie pour tout entier m < n. Si n est premier, P(n) est évidement vraie.

Sinon, n = ab, avec a <n et b < n.

D’aprés ’hypothése de récurrence, P(a) et P(b) sont vraies, i.e., a et b sont
produits de nombres premiers, il en est de méme de n = ab et P(n) est vraie
Hn > 2.

Unicité : Supposons que n = plflpéc2 ..... pkr =n = qlf ql; ..... ql[,’
avec p1< ... <pretq <...<qpm.

Alors, p; divise qlf qlf ..... ql[,' et en appliquant le théoréme d’Euclide (p/ab .
. t alors p/a ou p/b. . . ou p/t), p1
est égal & 1'un des q;, pour un certain i. Nécessairement p; = q; étant donné
Pordre imposé aux p; et
aux q; respectivement. D’ou, on déduit que r = r’, p; = q; et k; = I; pour
touti=1,...,r

4.5 Lemme (Lemme de Gauss )
Soient a, b et ¢ des éléments de Z. Si a/bc et a A b = 1, alors a/c.

Preuve.

Il suffit pour démontrer ce résultat de considérer la décomposition de chacun
des nombres

a, b et ¢ en nombres premiers et d’appliquer le théoréme d’Euclide
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4.5 Proposition

Soient a,b et ¢ des entiers naturels non nuls. Sid =a A b et m = aV b,

alors pged(a,b)xppme(a,b) = ab. (En particulier, d = 1 si, et seulement si,
m = ab).

V Congruences

5.1 Définition

Si a, b sont deux entiers relatifs, on dit que a est congru a b modulo m et
on note

a = b[m] si et seulement si m divise a - b.

5.2 Proposition
Si a, b, ¢, d,m et n sont des entiers relatifs,

(i) a= a [m],
(ii) si a = b [m], alors b = a [m],
(iii) si a= b [m] et b= ¢ [m], alors a= ¢[m] ,

(iv) si m est non nul et si b est le reste de la division euclidienne de a par
m, alors on a : a = b[m],

(v)sia=Db[m] et sinjm,alorsona: a=hb[n]
(vi) si a =b [m] et ¢ =d [m], alors a + ¢ =b + d[m),
(vii) si a = b [m] et ¢ = d[m], alors ac = bd [m],

(viii) si a = b [m] et si n est un entier positif, alors a™ = b"™ [m)].

CHAPITRE V POLYNOMES FRACTIONS RATIONNELLES
ET DECOMPOSITION 'EN ELEMENTS SIMPLES

I[) Décomposition d'un polyndéme
1.1 Généralités:

Soit K = R ou C. On appelle polynéme une somme de mondémes a; X* ot
X est une indéterminée et a; €K.

L’ensemble des polynémes est noté K[X].
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Exemple :

5X3—2X?2+49 que I'on peut écrire : 9+0X +(—2) X2 +5X3est un polynome
de R[X] de degré 3 et dont les coefficients sont 9, 0, —2 et 5.

Un polynéome P(X) s’écrit :
ap+ a1 X + asX?+ -+ a, X"

Sia, # 0, P(X) est dit de degré n et ses coefficients sont ag, ai, -+ ,a, €K.

On associe a P(X) la fonction polynéme f : x — ag + a1z + - -+ + a,a™,
cette fonction est aussi notée P.

1.2 Opération sur les polyndémes
a) Somme de deux polynomes :

On fait la somme des coefficients des monomes de méme degré.
Sin<mona: (ag+a X +aX?+ - +a, X")+(bg+01 X+ +b, X™) =
ao+bo+(a1+b1) X+ -+ (an+bn) X" +bp 1 X by 2 X2 4 4by X
b) Produit de deux polynoémes :

On utilise la distributivité de la multiplication par rapport a I’addition et a
la soustraction et le fait que X" X™ = X"+m,

Exemple :

(BXZ-5X +1)(X*—X2+1) = (3X2(X*) +3X%(-X?)+3X?%)+
+[(—5X) (X*) = 5X (=X?) = 5X]| + [X* — X2 +1]
= (3X%—-3X1+3X?) 4+ [-5X° +5X% —5X]| + [X* - X2 +1]
= 3X0-5X5—2X*+5X%+2X% - 5X + 1.

Le produit de deux polynomes de degrés m et m est un polynéme de degré
n+m.

On note d° P le degré du polynéome P(X).

Si d° P =0 on dit que P est un polynéme constant.

On dit que a est un zéro (ou une racine) de P si P(a) = 0.

¢) Divisions euclidiennes de deux polynomes

A) Suivant les puissances décroissantes

Si P(X) et Q(X) sont deux polynomes alors P(X) s’écrit de maniére unique
sous la forme

D(X)Q(X)+ R(X) ou D(X) et R(X) sont des polynomes avec R(X) =0
oubien d° R < d° Q.

D(X) est appelé le quotient et R(X) le reste de la division euclidienne de P
par @ (suivant les puissances décroissantes).
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Exemple : P(X) = —X® —5X2 + X — 3 par Q(X) = X2 — X +2

—X*|5x24 X -3
X%+ X% - 2X]
=0-6X>+3X 3

— [-6X2 +6X — 12]
=0-3X+9

—3X+9 d°R=1<d° Q=2

D(X) =X —6 et R(X) =
on écrit: P(X)=Q(X)D(X)+ R(X):
CXP5X2 4 X —3=(X2— X +2)(—X —6) + (—3X +9)

B) Suivant les puissances croissantes a 'ordre n :

Si Q(0) # 0 et pour tout entier naturel n
il existe un polynoéme unique D(X) et un polynome unique S(X) tels que

P(X)=D(X) x Q(X)+ X" x §(X) avec d° D < n

D(X) est appelé le quotient et R(X) = X" x S(X) le reste de la division
euclidienne de P par (Q suivant les puissances croissantes a ’ordre n.

Exemple: P(X)=2X3 — X +1; Q(X)=X2 - X +1
Division euclidienne suivant les puissances croissantes de P(X) par Q(X) a

l'ordre 3 :
P(X):l—X—|—2X3;Q(X):I—X+X2

[1]-X +2Xx3 [1-X + Xx?

-1x (1-X+X?)

= —X242X3 1- X%+ X3 =D(X)
—(—X%+ X% - X*)
= X34 X4

—(X3 _X4 +X5)
=2X4 - X =R(X)=
X4(2-X)=X*S(X)

Division euclidienne suivant les puissances croissantes de P(X) par Q(X) a

l'ordre 4 :
PX)=1-X+4+2X3;Q(X)=1- X + X?
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[1]-X +2Xx3 [1]-X + x?
—1x(1-X+X?)
=-X2+2X3 1- X2+ X% +2X*=D(X)
_(_X2 +X3 —X4)
— X3+ X4
_(XS —X4+X5)
=2X4 X5
— (2X* - 2X° 4 2X9)
=X°-2X6=R(X)=
X5(1-2X)= X3 (X)

223 — 1

Application : Le développement limité de % a l'ordre 4 au voisi-

B ——— 22—z
nage de 0 s’écrit:

2% —x + 1 9 4 4
1—x+ 223 x® — 2b
En effet, ————— — (1 — 22 HN=
n effet, T———73 (1—a?+a?) T—

— ot ({220 ) =t () o lime(a) = 0
=Z 1_x+x2 = elx umli%sx— .

1.3) Décomposition d’un polyndéme

1.3.1 Proposition
Tout polynéme non constant P(X) & coefficients dans R s’écrit comme produit
de polynomes de degrés 1 ou 2 :

P(X) = Ax[(X —a1)™ x (X —a2)® x -+ X (X — ap)* |} [(X2+ 01X 4+ 1) x -+ x (X2 = by X + ¢)"m]

Zi:l a; + 2 X ijlﬁj = degré de P et a; , bj , ¢c;j € R, A € R* et
X2 +b;X + c¢; n'admettant pas de zéro dans R (b? —4c¢; <0).

Les zéros de P sont a1, as , -+ ,ap.

1.3.2 Proposition
Tout polynome non constant P(X) de C[X], de degré m, s’écrit comme produit
de m polynomes de degré 1 :

PX)=AXx (X —a1)® x (X —a2)® X+ x (X —a,)*
ota; €C,a; #a;Vi#£jet AeCy Y o, =d° P=m.
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Conséquence:

Un polynome non nul de C[X] de degré n # 0 admet n zéros (distincts ou non):
on dit que C est algébriqguement clos.

(Toute équation P(X) = 0 admet exactement n solutions (distinctes ou non)
ot n#0 estle degré de P).

1.3.3 Exemple

P(X)=X5—-4X"+6X3—6X%+5X — 2; P est de degré 5.

Dans R [X] : Les zéros de P sont : 1 et 2.

P(X)= (X -1)%(X —2)(X?2+41) ;1 est un zéro d’ordre 2 et 2 est un zéro
d’ordre 1.

Dans C[X] : Les zéros de P sont : 1, 2, i et —i.

P(X)=(X - 1)*(X —2)(X +14)(X —1)

i, —i et 2 sont des zéros d’ordre 1 ; et 1 est un zéro d’ordre 2 dit racine
double.

1.3.4 Définition :
On dit que a est un zéro d’ordre n > 1 de P si P(X) = (X —a)" x Q(X) avec
Qla) #0.

1.3.5 Proposition :

a est un zéro d’ordre n de P(X) si et seulement si P(a) = 0, P'(a) = 0,
P"(a) =0, ---, P Y(a) =0 et P (a)#0.

IT) Fractions rationnelles

2.1 Définitions

On appelle fraction rationnelle a une indéterminée X le rapport d’un polynome
P(X) par un polynome Q(X) # 0 (c’est a dire différent du polyndome nul).

L’ensemble des fractions rationnelles a coefficients dans K est noté K (X).

P P.
Deux fractions rationnelles — et — sont dites égales si Py X Q2 = Py x Q1.

1 2
Exemple :
X3 -3X242X X?-3X+2 (X-1)(X-2)  X-2
X5-X3 T X1-X? T (X—1)(XP+X?)  XPyx?T

2.2 Opération sur les fractions rationnelles
g P BX)
QX) — S(X)

sont deux fractions rationnelles alors :
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PX) _ PX)

Si Q(X) = 1, la fraction rationelle =

P(X).

est identifiée au polynéme

CHAPITRE VI :
DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES

Définition :
P(X)

. . . . . P(X)
Soit F(X) = une fraction rationnelle, on dit que 'écriture
Y= o) Q)
irréductible s'il n’existe pas de polyndomes P;(X) et Q1(X) tels que F(X) =
Pi(X)
Q1(X)

est

avec d° Py < d° P (c’est—a—dire si on ne peut simplifier davantage

Exemple:

2X24+ X 2X+1
X3+ X243X  X2+X+3 \
La deuxiéme écriture est irréductible, la 1°7® ne ’est pas.

I) Décomposition en éléments simples d'une fraction rationnelle dans R(X) :

1.2 Définitions :

Soit F(X) = QE?; une fraction rationelle écrite sous forme irréductible
dans R(X).
Si Q(X) s’écrit

AMX —a1)® (X —a2)® - (X = ap)* |} [(X2 =01 X + 1) x - x (X2 = b X + c) ]

avec a; # ag Vi £ k et b? —4c; < 0 V7, on dit que a; est un pdle d’ordre a; de
la fraction rationnelle F'(X).
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On appelle décomposition en éléments simples de la fraction F'(X) I’écriture de
F(X) en somme :

— d’un polynéme E(X)

— d’éléments de 1°7¢ espéce :
AOC{, Aoei,—l A2 Al
(X —a;)™ + (X —a;)>t T (X — ai)2 * X —aq; -

partie principale relative au pole a; appelée partie polaire relative au pole a;.

— et d’éléments de 2°™° espéce :

BBjX + CB], Bﬁjle + Cﬁjfl B X+ C

(X240, X +¢,)%  (X2+b;X +¢;)%1 " (XZ+b;X +¢))

partie principale relative au trinéme X2 + b; X +cj avec A = b? —4c; < 0 V5.

E(X) est appelé la partie entiére de la décomposition ; c’est le quotient de
la division euclidienne de P(X) par Q(X) suivant les puissances décroissantes.

E(X) =0 si et seulement si d° P < d° @ ;
si B(X)£0;d° E=d° P—d° Q.

La décomposition d’une fraction rationnelle s’obtient de maniére unique.

1.2) Exemples de décomposition en éléments simples d’une
fraction dans R (X) rationnelle

X+4+3X34+X+2

Exemple 1: F(X) = 5o~ 30x + 18

Factorisons @ (X) : Q (X) = 2X? + 14X? + 30X + 18

Q(-1)=0
2X34+14X24+30X+18 = (X +1) (2X2 4+ 12X +18) =2(X +1) (X2 +6X +9)

Q(X)=2(X+1)(X +3)*
X4 4+3X3+X 42

F(X)= 9X% - 1AX2 330X + 18 est écrite sous forme irréductible car —3

et —1 ne sont pas racines de P(X) = X* +3X3 + X +2.

On dit que —3 est un péle d’ordre 2 de la fraction rationnelle FI(X) et —1
est un pdle d’ordre 1 de F(X).

On appelle décomposition en éléments simples de la fraction F(X)

Vécriture de F(X) en somme :
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— d’un polynéme F (X)

— et d’éléments de 1°7¢ espéce:

A 4 Ay n B
(X+3)? (X +3)! X +1
——
partie polaire partie polaire
relative au relative au
pole —3 pole —1

ou A1, As et B sont des constantes.

E(X) est appelé la partie entiére de la décomposition ; c’est le quotient de

la division euclidienne de P(X) par Q(X).

Détermination de la partie entiére E (X)) et des coefficients:
a) Détermination de F (X)) par division euclidienne:

X ]43X3 X 42 2X3]+14X2 430X +18
—(X1+7X3+15X2+9X)
1
= —4X3 —15X? — 8X +2 53X |2
— (—4X3 - 28X?% — 60X — 36)
= 13X2+52X +38

P(X)=D(X)Q(X) +R(X) =
} _ 3 2 2
5 X —2 (2X°+14X%+30X +18) +13X*+52X +38

1 13X2+52X +38
F(X) = ~X-2
(X) 2 X3 14X2 430X 118
— E(X)+F (X)

b) Calcul de B : Multiplions F; (X) par
X +1 et faisons tendre X vers —1 :

F(X) = 13X2+52X +38
2(X+1) (X +3)°

A A, B

T XmeE (X)X
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13X2+52X +38 13 -52+438 1

lim 5 5
X—-1 2 (X +3) 2(2) 8

lim (X ) R(X) = B =

b) Calcul de Aj :

Multiplions par (X +3)? et faisons tendre X vers —3 :
13X2452X +38 13X 9—52x3+38

lim (X +3)° Fy(X)=Ay= i =
Hm (X3 F(X)=Ao= im0 2(—3+1)
1

b) Calcul de A; : Multiplions par X et
faisons tendre X vers oo :
X (13X2+52X +38) . 13X3

lim XFy(X)=A,+B= Ii _
i XAX)=Ai+B= Im o s 30x 718~ X ox9

13 13 1 53
Oou encore
1 1
38 19 A A B 1 A 3 1 7
F = = — = — 1t = =4 7:7A_7
O =g=9 -tz 7 97371 ~3h—m~

19 7 53
A = —_——_t— = —
! 37217 3
1 5 -
F(X) = —tor 848

1 53 1

1 4 8 8
F(X)=~X -2

M) =3 X 2 xaptxm XA

La décomposition d’une fraction rationnelle est unique.

X+ +3X3+X 42
2X4 —12X3+22X2 — 24X +36

Exemple 2 : F(X) =

Q(X) =2X"*—12X3+22X% — 24X +36 = 2 (X* — 6X*+11X? — 12X +18)

Q(3)=0
X*—6X3411X% — 12X +18 = (X — 3) (X® — 3X2+42X —6)
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X3 —3X242X - 6= (X —3) (X?+2)
Q(X) =2(x -3 (x*+2)".

F(X) est écrite sous forme irréductible car la seule racine de @ est 3 qui
n’est pas racine de P.

3 est un pole d’ordre 2 de la fraction rationnelle F(X) et X2+2 est un
polynéme qui ne se décompose pas dans R[X].

On appelle décomposition en éléments simples de la fraction F(X) I’écriture
de F(X) en somme :

— d’un polynéme E(X)
— d’éléements de 1¢7¢ espéce:
Ay N Ay
(X —3)? (X -3)!

partie polaire relative au pole 3

— et d’un élément de 2°*¢ espéce:

BX+C
ﬁ : partie principale relative au trinéme X?2+2
avec A =—-8<0.
Ag Ay BX+C
F(X)=F (X
Exemple 3:
X143X3+X +2
F(X) = +3X3+X +
2X5 — 11X44+28X3 —40X2 432X — 12
X4 3X3+X +2 P(X
FX) = +3X°+X + _ P(X)

(2X —3) (X2 —2X+2)?  Q(X)
elle est écrite sous forme irréductible car 3/2 n’est pas racine de P(X) et

X? — 2X +2 n’a pas de racine dans R.

3/2 est un pole d’ordre 1 de la fraction rationnelle F(X) et X2 — 2X +2 est
un polynéme qui ne se décompose pas dans R[X].

On appelle décomposition en éléments simples de F(X) Décriture de F(X)
en somme :

— d’un polynéme E(X)

— d’un élément de 1¢7¢ espéce: m
N———

partie polaire relative au pole 3/2
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— et de deux éléments de 2°™¢ espéce :
BQX +CQ BlX +Cl

(X2 —-2X+2)?2 (X2 -2X+2)
2X+2avec A =—-4<0.

partie principale relative au trinome X2 —

E(X) est appelé la partie entiére de la décomposition.

2X* —3X2%2 - X+2
4X3+X+5

Exemple 4 : F(X) =

Soit P(X) = 2X* —3X2 — X 42 et Q(X) = AX3+X +5
d° P—d°@Q=1dou E(X) est de d° 1 qui sera déterminé par la division
euclidienne

de P(X) par Q(X) :

2X4|-3X2%2 - X +2
1 5
—(2X4+§X2+§X)

_ -7 2 7

X) Q(X)+R(X)

N~ N~

(
P(X) = (

X) (4X3 +X +5)+ [_27)(2 — gx +2}

-7 7

2
(X) 2 4X34+X +5
1
E(X)=-X.
2
-7 7
— X2 - _X+2
Faisons la décomposition en éléments simples de G(X) = ﬁ
(dont la partie entiére est nulle) .
Q(X)=4X3+X+5= (X +1) (4X? — 4X +5)
4X? — 4X +5 a pour discriminant:
A=16—-4x20=—-64<0
A BX+C

—1 est un pole d’ordre 1 de G (X) dit simple. G(X) = X1 e X5
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a) Détermination de A :

Multiplions par X +let faisons tendre X vers —1 :

(X+1) G(X) = AL LBEFO X+

AX? _4X 15

(X +1) [_27X2—;X+2]
X+1)G(X) =
(X+1) G(X) (X +1) (4X2 —4X #5)

A

— X2 X 42

_ 2 h
4X2 —4X+5

Ty T
4, A (BX1O) -5 X - 5X+2
4X2 —4X+5 4X2—4X+45

7, T
7X2—§X+2 9
Jm (XA GX)=A= lim S e =

b) Multiplions G(X) par X et faisons tendre X vers oo :

-7 7
X|—X2 - _X+2
X - AX X (BX+0) [2 2 *}
X+l 4X2—4X+5 4X3+X +5
T
. ;) GRS
B -7
- A2 -t
+4 8
-7 -8 7 107
4A+B= — =B= — — — = ——,
A R I T
Il reste C.
¢) Donnons & X une valeur qui n’est pas un pole :
0 par exemple
C 2 2 16
G)=A+—=-=C=2-5A=2-5x —=—
O)=A+z=5= BT
2 -1 1
O7X 6

— +7
13 , 26 13

X) =
G = X TIxe —ax 45
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2 107 16
1. 13, %33
F(X)=-X

(X) 2 +X+1+4X2—4X+5

!

Décomposition de F(X) dans R(X)

IT) Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle dans C(X) :

Les mémes définitions de A) sont valables sauf qu’il n’y a plus d’éléments de
26™e egpéce.
Si la fraction rationnelle est & coefficients réels on peut avoir la décomposition

dans R(X) a partir de la décomposition dans C(X) et puis regrouper les parties
polaires relatives & des poles conjugués pour avoir des fractions de R(X).

2X4-3X2 - X +2

4X3+X +5
Soit P(X) =2X%-3X? - X +2et Q(X)=4X3+ X +5.

d° P—d° Q=1dou E(X) est de d° 1. Faisons la division euclidienne de
P(X) par Q(X):

Exemple : F(X) =

2X*-3X2—-X+2 |[4X34+ X +5
1 5 1
2X4 4+ X2+ =-X -X
( + 2 + 2 ) 2
—7 7
= Ix2 fxyo
2 2 +
1 ; T, T
1 _77)(2 - gX +2
F(X)==-X -
) =X+ "5y x 15
-7 7
— X2 - -X+2
On fait la décomposition pour G(X) = 24X3 n )2( 5 (qui n’a pas de partie
entiére) .
Dans C(X) :

4X3+ X +5 admet —1 comme racine; (42 +z + 5)' = 1222+ 1 qui ne n’annule
pas en —1 donc —1 est un zéro d’ordre 1 dit simple de 42% +z +5. On a :
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4 +x+5=(z+1)(42? — 4z +5)

4X3 + X
% =4X? —4X + 5 : n’admet pas de racine dans R.
-7 7
—X?--X+2
1 9 5 +

F(X) ==X+

2 (X +1)(4X2 — 4X +5)

A=(—4)2—4x4x5=—64=8i)>
448 1. 4-8 1

= — 41 a9 = == —1.

8 2 8 2

x

La décomposition dans C(X) est de la forme :

1 A B c 1
F(X)= X+ —+ T+ T = 53X T GX)
x-S0 o x-—Z4i

2 2

1 1
a=—1; =+17et = —isont des pdles simples. On multiplie par (X —a), on

simplifie et on fait tendre X vers a (ou bien on le remplace par a).

P(X)
(X +1)(4X2 —4X +5)
(X + D) = Lx(x 14 4y ZEED XY

X_§_Z X—§+Z

F(X) =

donc

9X1_3X2_X+4+2 1
_lxixs1 44
AXZ _4X 15 p XX+ D+ 4+

B(X+1)  C(X+1)

T T
X—g—i X—5+i

2X4 —3X% —z 42 2
I —Adon A= —.
sot1 AX2 —4X +5 T3

On pouvait écrire :

A B C
(X +DGX) = (X +1) | T+ —— + —
R QR S
2 2
T, T
X+ 1) S5 X gX+2 4. BX+D O+
2 _ - 1 1
(X +1) (4X2 —4X 1 5) Y- Xl

31



-7 7

2
5 XX+ B(X +1) , O(X+1)
2 _ - 1 1
4X2 —4X +5 Xos i X1y
2 2
-7 7
En remplacant X par —1 on a : Iiirs :Ad’ouA:E

2 B C
GX) = oo+ —5—+
Tlox 2 x4
2 2
De méme
L ClX—-—=—1
( L >G<X> R
X —=—j = + B+
2 13 X +1 X_}+Z
2
1
(X_Q_z)(;Xz_;XH) 1
e (x-S (x4
1
I
13 X +1
_ 1 .
“Tx2_Tx 4o g X —=—i C<X——@
2 2 _ 2 2
1 13 X +1 tB+ 1
4(X+1)<X—2+i> X -5 +i

1
En remplacant X par 5—1—2’ on a :
—=4+i) — = z+1
2 \2 2\2
=B

TG 5
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23 23

— =T — =T
dot B=-—S =8 -
.(3 > —8+12i
| =+1
2
—-107 43
B=_— 2,
208 | 416"

Calcul de C :

On peut procéder de la méme maniére que pour B ou considérer que G(X) est
une fraction de R(X) donc en prenant les conjugués,

2
G(X) = C(X) = 3= + ﬁ + ﬁ
thox oS4 x—-
2 2
or,
2
GX) = - + ﬁ - ﬁ :
+ X—g—i X—g+i

la décomposition d'une fraction rationnelle étant unique on a : C' = B (et
B=C)

_ o7 _ 4731
208 416
La décomposition de G(X) dans C(X) s’écrit :
2 —107 n 43 . —107 43 ;
Bl =2 2
G(X) = X13 : 4+ 208 - 416 208 - 416
+ X5 i X+
2 —-107 43 = —-107 43 .
1 1 13, 208 ' 416' , 208 _ 416
F(X):§X+G(X):§X+X Tt T + T .
+ X5 X+

En regroupant les parties principales relatives aux poles complexes non réels

on a :

—107 43 . 1 —107 43 . 1 —107
X-2 i) (x - —i) 227
(s a160) (=3 4)* (G —w?) (2 —1) s

208 ' 416
x- LtV (x-1yy X2 - X+
2 ! g "
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d()u
X

13 104 13
G(X) =
(X) X410

et

2 —107 4

1 13 s T 13
F(X)==-X+ + 3
2 X+1" 4oy, 5

4

!
Décomposition de F'(X) dans R(X)

Pour décomposer F'(X) dans R(X) on peut procéder comme suit

On extrait la partie entiére §X et on écrit:

AX3 4+ X +5=4(X+1) <X2X+i>

1 A E'X+E 1
F(X):§X+X 1+ 5:§X+G(X)
tloxe x4 1
E et E/ étant des réels a déterminer.
. 2
A= lim (X+1)F(X)= G

X—-—1

Pour déterminer FE et E’ on peut:

34



1) procéder par soustraction

4 2
o)Ly A X3 X2 —2Xt 4 X7 - 20X
27 X+l AX3 X 45 TS
—2
§><4(X2—X_|_§
Jr
AX3+ X +5
—107 75 16
1 A — X2 - X4+ —
FX)--X--—*— = 26 26~ 13
2 X+1 4X34+ X +5

—1 annule le numérateur et le dénominateur de cette fraction ; on simplifie
par X +1:

2 —107 16

. 2 10

F(X) - 35X~ Xli - = 26 11
4(X2—X+)

5

d’ou

2 -107 4

] = — Xt —
F(X),§X77X131: 104 153

+ XXt

2) procéder par identification aprés avoir réduit au méme dénominateur :

2
< , .
FX) = %X+X131 EX+E5
Thoxe x4 ?
4
1 2
3 2 »
- 5 5
4(X+1)(X2—X+4> 4(X+1)<X2—X+4>
1 . 1 .
2X4+(+8+4E’>X2+<58+4E'+4E)X+0+4E
FX) = 2 13 2 13 13
4X3+X +5
2X4-3X2 X +2
FX) = 3 +

4X34+ X +5
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D’ou , par identification on a :

1 8

-+ 5 +4E = -3

2 13 , 107
5 8 . 104
—— —+4+4F'+4F =-1 =
2 13 ., 4

E :ﬁ
10 »
t — +4F =2
e 13+

3) procéder par remplacements de X par des valeurs 0, 1, —1, 2, -

- et par
résolutions.
ParOon a: .
2 2 FE
5 0) 13 + §
4
d’ou

5(2 2\ _5(26-10 4
4\5 13) 4\ 5x13 /) 13

4) procéder par multiplication de G(X) par X et faire tendre X vers Uinfini

on a

—7
2 f _ 2
3 tE = Jim XGE) =

. =7 2 —107

8 13 104
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C) Techniques de décomposition en éléments simples

1) Recherche de la partie entiere E(X) :
sid®° P>d° Qalorsd® E=d° P—d° @ eton peut déterminer F(X) par
division euclidienne de P par Q.

2) S'il existe un pdle simple « on multiplie par X — «, on simplifie et on fait
tendre X vers «; alors on trouve le coefficient A tel que la partie polaire relative

& a s’écrit .
-«
P(X)
(X — )k Q1 (X)
(avec Q1(a) # 0), on détermine un coefficient en multipliant par (X — a)* et

3) Si « est un pole multiple d’ordre k > 2, la fraction s’écrit

en faisant tendre X vers a apreés simplifications.
4) On peut parfois simplifier les calculs par des conditions de parité.

X2 -2
(- 1p
X2 -2 _ X% -2
(X-2)(X+2)]" (X —2)*(X+2)°
La partie entiére est nulle car d° P < d° Q.

Exemple: F(X) =

F(X) =

A2 Al 32 B1
F(X)=
X =Ty xs22 "X
car les poles sont 2 et —2 et ils sont
d’ordre 2;
F est paire: F(—X)=F(X) d’ou
A2 A1 B2 Bl
F(-X) =
(=X) (X 22 "X 2 (-Xx+2° X2
= F(X)
d’ou
A2 _Al B2 _Bl
F(-X) = =F(X
(=X) T X o tx—z T
F(X) N 32 B1 A2 Al

(X722 X2 (x—22"X_2

or, la décomposition d’une fraction rationnelle est unique, on a alors (par
identification):
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{ BQZAQ

Détermination de A; et As :

)(2 —2 A2 A1 AQ _Al
'ﬂX%XXQ—QQ_(X—2V+X—2+CKQV+X+2

a) Multiplions par (X — 2)? et faisons tendre X vers 2 :

: 2 , Ay (X —2)° —A;(X —2)°
Jim (X ~2)?F(X) = g$<AﬁAMX—2y+(;+mJ + §+2 ))
(X -2 (X2-2)  X2-2

= 1. :1 B ——
X0 (X —22(X 22 Aok (X42)2

d’ou
2 1
AL=3=%
1/8 A /8 -A
F(X) = B A LY !

(X =22 X -2 (X+2)2 X+2
On peut remplacer X par 0 :

L2218 AU A

FO)= 2 —
(0) 16 4 -2 4 2
3
Al—Tﬁ.
3 3
1/8 16 1/8 16
F(X)=
X = T X T Xp X

5) Pour la détermination des éléments de 2¢¢ espéce dans R(X) on peut
faire tendre X vers l'infini aprés avoir multiplié par des X™ ou remplacer X
par 0, 1, —1, 2, —2,--- ¢’ils ne sont pas poles de la fraction rationnelle et par

résolution.

6) On peut aussi procéder par identification.
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FICHE n°1
Ensembles et Applications

Exercice 1

Donner des exemples d’applications de R dans R (puis de R2 dans R) injec-
tive

et non surjective, puis surjective et non injective.

Exercice 2
Soit f : R R — R R définie par f(x) = x*— x.
f est-elle injective? surjective? Déterminer f~11([—1;1]) et f(Ry).

Exercice 3

Soit f :R — R dé nie par f(x) = 2x/(14+x2).

1. f est-elle injective? surjective?

2. Montrer que f(R) = [-1;1].

3. Montrer que la restriction g :[-1;1] — [=1;1] , g(x) = f(x) est une
bijection.

4. Retrouver ce résultat en étudiant les variations de f.

Exercice 4
Soit f : [0;1] — [0; 1] telle que
f xsixe[0,1]NQ

) { I—zsi ¢[0,1]NQ

Déterminer fof.

EXERCICE 5

Soit A, B étant deux sous-ensembles d'un ensemble E, A désigne le complé-
mentaire de A.

1°) a) Montrer que : ACB=ANB=A

b) Montrer que : ACB=—AUB=B

2°) Simplifier : ; ; (ANB)N(AUB) ; AU(ANB) :(AUB)N(AUB): (ANB)U(ANB).

Exercice 6

Soit E un ensemble et A,B,C trois parties de E.

1. Montrer que (AU B) N (BU C) N (CU A) = (AN B)U (BN C)U (CN A).
2.0n définit sur P(E) 'ensemble des parties de E une opération o par :
AoB=A N B. Exprimer a 'aide de la seule opération o : A, AUB, ANB.

Exercice 7
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. Soient deux ensembles E={1,a}, F={a, b}.Determiner et comparer
P(E xF) avec P(E) xP(F), P(E N F) avec P(E) N P(F) et P(E UF) avec
P(E) U P(F).

Exercice 8(MI)
Soit E un ensemble, et soit A, B €P(E) deux parties de E.
Soit f la fonction :
f: P(E) —P(A) x(A°)
X—(XNA XNA°
Montrer que f est bijective.

Exercice 9(MI) :
Soit X et Y deux ensembles et une application f: X — Y .
Prouver I’'équivalence suivante :

[ est injective <=(VA,BC X, ANB =0 = f(A)N f(B) = 9).

Exercice 10(MI)

Soit f une application d’un ensembie E dans un ensemble F.

Démontrer ’équivalence des propositions suivantes :

1. ( pour toute partie X de E, f~!(f (X)) = X )<= f est injective

2. (pour toute partie Y de B, f (f’1 (Y)) =Y) <= f est est surjective

FICHE n® 2
Relations binaires
Exercice 1.
On définit sur un groupe multiplicatif G une relation R par :
Vx,y €G, xRy «<=xy ! €H ot H est un sous-groupe de G.
La relation R est-elle
1) reflexive ?
2) symétrique ?
3) antisymétique ?
4) transitive ?

Exercice 2

Soit E un ensemble, on note P(FE) 'ensemble des parties de E.

On définit sur P(F) une relation R par :

VA,B €P(E), ARB <= AN B = () ot B désigne le complémentaire de B
dans E.

La relation R est-elle

1) une relation d’équivalence ?

2) une relation d’ordre?

Justifiez vos réponses.

Exercice 3 :
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1)Soit X = {a,b ,c }.
Sur X on considére la relation 3 dont le graphe est ’ensemble G suivant :

G = {(a, a), (a, b),(b,b), (b, a) , (c,c),(b,c) }.

Cette relation est-elle réflexive ? symétrique ? antisymétrique ? transitive ?

Exercice 4
On définit sur R* une relation R par : xRy <= xe¥=ye*.
1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2.Déterminer le cardinal de la classe d’un élément x € R*.

Exercice 5

Soit X = {1, 2, 3, 4}.
Sur X on consid‘ere la relation dont le graphe est I’ensemble G suivant :

G = {(L 1)) (17 2)7 (2’ 1)) (27 2)7 (2v 4)a (37 4)v (4a 2)7 (47 3)7 (4a 4)}
Cette relation est-elle réflexive 7 symétrique 7 antisymétrique ? transitive ?

Exercice 6
On definit une relation R sur Ren posant, pour tous réels x et y :

xRyexl-y2=x-y

1) Montrer que R est une relation d’’equivalence.
2) Quel est le graphe de R?
3) Déterminer les classes d’équivalence des réels 0, 1,2.

Exercice 7
On dit qu’une relation R sur un ensemble X est circulaire lorque pour tous

a,betcdeX:

(aRbetbRc)=cRa.

1) Montrer qu’une relation est une relation d’équivalence si et seulement si

elle est réflexive et circulaire.

2) Donner un exemple de relation circulaire qui ne soit pas une relation

d’équivalence.

Exercice 8
On définit une relation R sur N2 en posant, pour tous entiers naturels a, b,

cetd:

(a, )R (c,d) =a+d=Db+c.
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1) Montrer que R est une relation d’ equivalence.

2) Déterminer les classes d’équivalence respectives de (0, 0), de (3, 1), de (2,
4).

3) Décrire I’ensemble-quotient N2 /R.

Exercice 9

Soit E un ensemble.

Sur l'ensemble P(E) on définit une relation R en posant, pour tous A, B
inclus dans E

ARB < ((A = B) ou (A est le complémentaire de B dans E)).

Montrer que R est une relation d’ equivalence sur P(E).

Exercice 10

On définit dans Q une relation< en posant, pour tous x, y de Ri XKLy &
Jne Q,y=x".

Montrer que < est une relation d’equivalence sur Q .

FICHE n°3 Groupes-Anneaux-Corps
Exercice 1
1) Soit (G,x) un groupe et f une bijection de G dans G. On définit sur G une
loi notée T par :

aTb = (a)t" (b))

(G,T) est-il un goupe?

2) On définit sur I=]—1, 1] une loi x par xxy=-">

1+xy*

(I,x) est-il un goupe?

Exercice 2
1)Soient a e R*,beRet f: R — R,z — ax + b.
Montrer que f est une bijection dont on déterminera la bijection réciproque

2) Montrer que 'ensemble H = {f,, : R — R,z —— az + b,a € R*,b € R}
est un sous groupe du goupe G des applications bijectives de R vers R muni de
la loi de composition des applications.

3) Montrer que l'application ¢ : (H,0) — (H,0), fap — fa,—b €st un
automorphisme du groupe H..

Exercice 3.
Soit E ={—1,1}.
1)Montrer que E est un groupe pour la multipliction usuelle

Exercice 4
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On définit sur R? une loi x par (x1, y1)*(x2 , y2)=(x1, y1)*(X2 , y2)=(X1X2
, Xoy14+X1y2)

Montrer que (R?, +, %) est un anneau commutatif. + étant ’addition usuelle
sur R2.

Exercice 5
On définit sur R les deux lois T et A par xTy=x+y-1 et xAy=x+y-xy.
Montrer que (R, T, A) est un corps.

EX 6

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5
(7612345)(62578134)(34512>
Les décomposer en produit de cycles a supports disjoints, puis en produits

de transpositions.
Calculer la signature des permutations ci-dessus.

FICHE 4 Arithmétique

Exercice 1

Soient m> 1 et n > 2 des entiers; montrer que :
l.n-1|n™-1;

2. (n—1)% | n™ - 1;si et seulement sin -1 | m.

Exercice 2
Soit a un entier relatif quelconque, démontrer que le nombre a(a?- 1) et, plus
généralement, a(a?"- 1) est divisible par 6.

Exercice 3
Démontrer que le nombre 7" + 1 est divisible par 8 si n est impair; dans le
cas n pair, donner le reste de sa division par 8.

Exercice 4
Trouver tous les entiers relatifs n tels que n? + n + 7 soit divisible par 13.

Exercice 5

On considére le nombre m = 2"p, dans lequel n désigne un entier naturel

quelconque et p un nombre premier. Dresser la liste des diviseurs de m, y
compris 1 et m lui-méme, et calculer, en fonction de m et p, la somme S de tous
ces diviseurs.

Exercice 6
Soient a et b deux entiers tels que a > b > 1 et pged(a; b) = 1.

1. Montrer que pged(a + b; a-b) =1 ou 2,
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2. Si pged(a; b) = 1, montrer que pged(a + b; ab) = 1,
3. Si pged(a; b) = 1, montrer que pged(a + b; a2 + b?) = 1 ou 2.

4. Soit m et n deux entiers positifs.
Si pged(m; 4) = 2 et pged(n; 4) = 2, montrer que pged(m + n; 4) = 4.

Exercice 7

Calculer par algorithme d’Euclide :pged (18480, 9828).

En déduire une écriture de 84 comme combinaison linéaire de 18480 et
9828.

FICHE n°5
-Décomposition en éléments simples

Exercice 1
1)Décomposer sur R les fractions rationnelles suivantes :
)2X578X3+8X274X+1 ) 16
a 0
X3 (X —1) (1—x2)°
Décomposer en éléments simple dans R la fraction rationnelle suivante :
X2+ X+1
F(X) = 2 PR
(X-1)"(X+1)" (X241

2)Décomposer sur R et sur C les fractions rationnelles suivantes :

X2-6
(X2 +1)(4+ X2)

Exercice 2
Décomposer en éléments simples sur R et sur C les fractions rationnelles
suivantes:
X54+X+1

X+ (x+3 = Xi-1

Exercice 3
Décomposer les fractions rationnelles suivantes :

X%-I-l sur C puis sur R
X3
X3 -1
X2+ X+1
(X —1)2(X +1)2

sur R

sur R
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1
F(X) = ———— sur C en remarquant que F(jX) = F(X)

(X3 1)2
X"+1
(X2+ 1) (X2+ X +1)

3X° 4+ 2X4 4+ X24+3X+2
X441

1
X1 sur C puis sur R
X3+ X R
—————— sur
(X2+X+1)2

EXERCICE 4

Effectuer la division euclidienne du polynéome (puissances décroissantes) P
X° - X*4+2X3 + X2 44 par Q = X2 — 1. Meéme exercice lorsque P

X4 —2X cos(2¢) +1 et Q= X? —2X cos(p) + 1.

EXERCICE 5

sur R

Calculer le reste de la division euclidienne du polynéme X™ par le polyndome
Q=X?+1et X"+ X +1 par le polynome (X — 1)?(puissances décroissantes)
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