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IRV =Nl Nombres réels

Exercice

!

1.

2.

; Vo . m 2
Résoudre dans R I'inéquation —— > ——.
x—-3 x+1

Résoudre dans R3 le systéme d’inconnue (x, y, z) :

x3y2Z6 =1
x4y5212 =2
x2y2Z5 =3

Exercice

!

Dire en justifiant si les assertions suivantes sont vraies ou fausses :

1.

2.

10.

La somme de deux nombres rationnels est un nombre rationnel.
Le produit de deux nombres rationnels est un nombre rationnel.

Linverse d’'un nombre rationnel non nul est un nombre rationnel.

. La somme de deux nombres irrationnels est un nombre irrationnel.

. Le produit de deux nombres irrationnels est un nombre irrationnel.

. Linverse d’'un nombre irrationnel non nul est un nombre irrationnel.

. La somme d'un nombre rationnel et d'un nombre irrationnel est un nombre irrationnel.
. Le produit d'un nombre rationnel par un nombre irrationnel est un nombre irrationnel.

. Si x estun nombre réel tel que x” et x'? sont des nombres rationnels alors x est un nombre

rationnel.

Si x est un nombre réel tel que x¥ et x'? sont des nombres rationnels alors x est un nombre
rationnel.

Exercice

Brrcie (5

1.

2.

1 nn+1)2n+1
a) - Montrer que pour tout entier n € N*, Z k? = { )6( ) .
k=1
n n+2
b) - En déduire les sommes ) _ k puis Y _ k(k+1).
k=1 k=1

Soient a et b deux réels différents de 1.
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n-1n-i
Calculer pour tout entier naturel non nul 7, Z Z a'b*.
i=0 k=1

n-1n-i n-1n-i .
3. Soit n un entier naturel non nul. Calculer ) ) -1k et > Y (=D
i=0 k=1 i=0 k=1
2x4x---x2n
3x5x%x---x(2n+1)

4. Pour tout entier naturel n non nul, on pose g =

a)- Ecrire g al’aide du symbole []

b)- Ecrire g al’aide des factorielles.

Exercice

!

1. Soient x, y et z des nombres réels. Quel est le coefficient de x?>y*z dans le développement
de (x+y+2)7?

n—1
2. Soit n € N*. Montrer que pour tous réels a et b,ona a” — b" = (a— b) Z akp" 1k,

:E: k=0
S Exercice( : )
o 1. Soient a et b deux nombres réels. Montrer que
o}
® 2
b2
: (@ labl < 2 ; . (b) |lal - 1bl| < la— bl.
N (©) |la|+|b| < |a+b|+|a-b|. () la+bl+|a-b| =|al+|bl+|lal-|bl|.
@, () |VTal - /bl| < VIBI-Tal. () 1+]ab-1]< (1 +]a—) (1 +b—1]).
(7))

2. Démontrer 'extension de I'inégalité de Bernoulli suivante

n nn—1) ,
Vx=0,VneN, (1+x)"=1+nx+ —x“.

Exercice

!

Les parties de R suivantes sont-elles majorées, minorées? si oui, préciser lorsqu’elles existent
leurs bornes supérieures, bornes inférieures, plus grand élément, plus petit élément.

1
1. A:{1+—‘nel\l*} 3. Bz{L‘peN;qu*}
n p+q
1 . 11 ,
) B:{(—l)"+—jne|\|} 4. D:{———(n,peN}
n n - p

Exercice

d

Montrer que I’ensemble &, des nombres dyadiques, défini par 2, = {ZEP ‘ nez, pe I\I} est dense.
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Exercice

1. Soient x et y deux réels. Prouver que

E(x)+E(y) =E(x+y) =E(x)+E(y) +1.

2. Soient x € R et n € N*. Montrer que

E
E( (nx)):E(x).
Exercice( : )
271
Le réel B est égal a
a) arcsin(sin(2m/3)) c) arctan(tan(2m/3)) e) tan(arctan(2m/3))
b) arccos(cos(27/3)) d) sin(arcsin(27/3))

Exercice .

Exercice

En utilisant les formules trigonométriques, simplifier chaque expression en précisant son Z
domaine de validité : O
1. cos(2arccos(x)) 5. cos(arctan(x)) E
-n

2. sin(2arcsin(x)) 6. sin(arctan(x)) 8
3. cos(2arcsin(x)) 7. tan(arcsin(x)) @
-

4. sin(2arccos(x)) 8. tan(2arctan(x)) (g}
®

o

@

!

Montrer que pour tous réels x et y, on a
ch(x + y) = ch(x)ch(y) + sh(x)sh(y) et sh(x + y) = sh(x)ch(y) + ch(x)sh(y).

En déduire th(x + y) en fonction th(x) et th(y).

Exercice

!

1. Rappeler la définition des fonctions argch, argsh et argth.

2. Donner leurs expressions des fonctions argch, argsh et argth en fonction de la fonction In
puis justifier.
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LIV WA Suites de nombres réels

Exercice

!

1. Montrer que si (#,) ,en €St convergente alors sa limite est unique.
- s ) 1 . bn+3 5
2. En utilisant la définition, montrer que lim — =0et lim =—.
n—+oo \/p n—+oo3n+5 3

3. Montrer qu'une suite (u,),en €St convergente si et seulement si les suites extraites
(U21) nen €t (Uzn+1) nen SONt convergentes vers une méme limite.

4. I’assertion ci-dessous est-elle vraie ou fausse ?
” Une suite (u#,) nen converge si et seulement si lirP (Upe1— Uy) =0.
n—+oo

5. Soit (¢;) nen une suite. L'assertion ci-dessous est-elle vraie ou fausse ?
” La suite (|u,|), peut converger alors que la suite (1) ,en est divergente.”

6. Etudier la convergence des suites de termes généraux définis par u, = cos(n) et v, =
sin(n).

7. Soit (un)nen une suite de nombres réels. Montrer que si lirP u, = +oo, alors
n—+oo
lim E(u;) = +oo.
n—+oo

Exercice

!

Soient (1) nen €t (V) nen deux suites réelles telles que :

VneN,0<u,<1,0<v,<1let lim u,v,=1.
n—+oo

S[991 SAIqUIOU JP SIANING

Montrer que que lim u,= lim v,=1.
n—+oo n—+oo

Exercice

d

Etudier les limites des suites dont les termes généraux sont définis par :

a"-b" . " 4. ty=n—V(n+a)(n+Db) €R
1. un=m;a€R+,b€R+. . Ip=n (n+a)(n+b). abeR.
2. vy = n’ +5n 5. sp=Va"+b"aeR:, beR:.

5n3 +cosn+ =

n

2n+(=1)" _1 ¢ _

3. P W 6. r,=— ) E(ka); acR.
Y St (cpn nzkgl
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Exercice

Soit (uy) nen+ 1a suite de nombres réels définies pour tout entier n = 1 par

1. En considérant la différence uy;, — u, pour n € N*, démontrer que la suite (u,) n’est pas
une suite de Cauchy.

2. Montrer que la suite (1) ,en+ €St croissante puis calculer lim  u,,.
n—+oo

Exercice( : )

Soient (1) nen €t (V) nen les suites définies par :

1
Un+1 = g(zun + vp)

u0:6
et VnelN,
l)0=3

1
Un+1 = E(un +5vy)

1
1. On pose a, = —(u, — v,) pour tout entier n € N. Montrer que la suite (a;,),en €st

géométrique. Calculer a;, en fonction de n pour tout entier n € N et donner la limite
de (an)nd\l-

2. Démontrer que (u,),en €st décroissante et que (v,)zen €St croissante. Que peut-on en
déduire a I'aide de la question précédente ?

1
3. On pose b, = —(u, +2v,) pour tout entier n € N. Montrer que la suite (b;),en €st

constante. En déduire la limite des suites (i;,) ,en €t (V1) nen-

Exercice

d

Montrer que les suites (i) nen: €t (V) nen+ Suivantes sont adjacentes, ol pour tout n € N* :

2n 1 2n 1
L up= ), Eetvn:ZE.
k=n+1 k=n
LA | 2
2. unzgﬁet Un:un'l‘m.

Exercice

d

1. Montrer que les suites (i) nen+ €t (V) nen+ définies pour tout n € N* par :

un:é(%)—&/ﬁet vn:él(%)—Z\/m

sont adjacentes.

1 2 1
2. En déduire lim — (—)
n—+oo\/n 1; vk
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Exercice

Donner I'expression du terme général des suites récurrentes réelles suivantes :
1. uyp=wu1=1,VneN, uyo=4uy1 —4u,.
2. uwp=2,u1=1,VneN, uyi2=2uys1 —2uy,.

3. up=lL u;=3,VuneN, uy.2 =3uys1 —2uy

Exercice

!

Trouver un équivalent le plus simple possible aux suites suivantes :

1 1
1. u, = -— 2.v,=vn+l—-vn-1
n-1 n+1
3 n3—v1+n2 4 _ 5 1
Wn T n—on2 zn—sm(\/%l).

Exercice Q

En utilisant les équivalents, déterminer la limite de la suite de terme général

243 (")
1. un:nln( n+1) 2. un—n—(e_””—l) 3. un—(m)

n-1 " 2n+3
Exercice
Soit a € [0, +oo[. On considere la suite (u,,) ,en définie par
1 5

up=a, vneN un+1:1+zun.

1. Montrer que la suite () ,en €St croissante.

2. En déduire que la suite (uy) ,en pour a > 2.

S[991 SAIqUIOU JP SIANING

3. Soit a € [0,2]. Montrer que la suite (u,) ,en €st majorée par 2. En déduire qu’elle converge
puis déterminer lirP Up.
n—+o00

Exercice( : )
Un
1. yg=1letpourtoutneN, ;41 = > .
uy+1

2. uyp=2etpourtout neN, uy+1 =1+ uy,.

2
3. up€ etpourtoutneN, U,y = un—g.

1
—,+00
3

6
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D)
IR Limites et Continuités

Exercice

!

Soit f une fonction de R vers R et xo un point de R.

1. Parmi les propositions suivantes, laquelle traduit que lim f(x) = +oo.
X— X0

O VMEeR,In>0,Vxe Dy, |[x—xol<n= f(x) =M.
O VMEeR,In>0,Vxe Dy, |x—xol =n=1|f(x)| < M.
O IMeR,Vn>0,Vxe Dy, |[x—xol<n= f(x) =M.
0 IMeR,Vn>0,Vxe Dy, lx—Xxol=n=|f(x)| <M.

2. Parmi les propositions suivantes, laquelle traduit que lirP f(x) = —o0.
X—+00

O IMeR,VA>0,Vxe Dy, x< A= |f(x)| <M.
O VMeR,JAER, Vxe Dy, x< A= f(x) <M.
O IMeR,VA>0,Vxe Dy, x< A= f(x) = M.
O VMeR,JA€R, Vxe Dy, x> A= f(x) <M.

3. Parmi les propositions suivantes, laquelle traduit que liI_P f(x) = xo.
X—+00

O V£>O,EIA>0,Vx€Df,st:|f(x)—x0|58.
O EI£>O,VA>O,Vx€Df,st3|f(x)—x0|58.
O Ve>0,3JA€R, Vxe Dy, x= A= |f(x) — xol < €.
O EI€>0,VA€R,Vx€Df,x2A:>If(x)—xol58.

$91INUINUO07) 13 SITWIT]

Exercice

d

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

x— f(x)=v—-x+

1
; x— g(x) =In(1-2cosx); x— h(x) =e"*Y/1—|xlet x— k(x) :ln( +|x|).

1
Vi-x 3—|x|

Exercice

d

En utilisant la définituon de la notion de limite en un point, montrer que

. 1 .
1) lim —=0 ; 2) lim
X—+00 X x—1-1—x2

=400 ; 3) lirr%\/le.
x—>
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Exercice

On considere une fonction f : R — R admettant une limite finie ¢ lorsque x — +co. Montrer
que
Ve>0,3A>0: VY (x, x) €]A, +oo[x]A, +ool, |f(x) - f(x)| <e.

Exercice

d

1
Soit la fonction g définie sur R* par g(x) = sin (;) pour tout x € R*.

1. Montrer que g n'a pas de limite en 0.

2. En déduire que g n’est pas unfiformement continue sur R} .

Exercice

d

Montrer que les fonctions f et g définies par
X f(x)—xsin(l) et x (x)—xE(l)
B X SREIS X
sont prolongeables par continuité en 0.

Exercice

d

Soit f une fonction définie sur R telle f o f soit croissante et f o f o f soit décroissante. Montrer
que f est décroissante.

Exercice

Soient f et g deux fonctions de R vers R définies par

x+3 six=0 2x+1 six=3
f(x)={ etg(x):{x

x2 six<0 six<3

$91INUINUO07) 13 SITWIT]

Calculer pour tout x € R, (go f)(x).

Exercice

d

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [0,1]. Laquelle des trois propositions suivantes
est-elle correcte :

(i) M existe C>0telque|f(x)— f(y)| <C pour tous x et y dans [0, 1];
(ii) Il existe D >0 tel que |f(x)— f(y)| <1 pour tous x et y dans [0, 1] vérifiant |x — y| < D;

(iii) Il existe E>0tel que|f(x)— f(y)| < E|lx— y| pour tous x et y dans [0, 1].
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Exercice

Calculer les limites suivantes :

1
. El—|+
. xe ¥+ x? xsin(2x) ) ( ro 1-x
lim im lim lim

x—+oo Inx—x x—>01—\/cosx’ x—»0+E(1) x, x—1larccos x
X

Exercice

!

1. Montrer que la fonction f: Ry — R estuniformément continue sur R,.

X — Vx

1
2. Montrer que la fonction x — — n’est pas uniformément continue sur |0, 1].
X

2

3. Montrer que la fonction x — x“ n’est pas uniformément continue sur [0, +oo|.

Exercice

!

Soient [ un intervalle de R et f : I — R une fonction continue. Les propositions suivantes sont-
elles vraies ou fausses ?

1. Si I estun intervalle ouvert alors f(I) est un intervalle ouvert.
2. Si I estun intervalle fermé alors f(I) est un intervalle fermé.
3. Si I est un intervalle borné alors f(I) est un intervalle borné.

4. Si I est un intervalle fermé et borné alors f (/) est un intervalle fermé et borné.

Exercice

!

Soient f : R — R et g: R — R deux fonctions continues sur un intervalle I telles que pour tout
xe L |f(x)] =gl
Montrer que f =gou f =—g.

$91INUINUO07) 13 SITWIT]

Exercice

!

Si f est une fonction définie sur ]0,1[U]1,2[U]3, +oo[, en quels points peut-on étudier :
1. l'existence d’une limite,
2. la continuité de f,

3. un prolongement par continuité ?
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)
IRV 'Y Fonctions dérivable et DL

Exercice

!

On consideére la fonction f définie sur R par

Fo = {xzsin(%) six;éo.

0 six=0
a) Montrer que f est dérivable sur R et calculer I'expression de f’(x) pour tout x € R.

b) f est-elle de classe C! sur R.

Exercice

Les énoncés suivants sont ils corrects ? si la réponse est non les corriger.

1. Soit f dérivable sur [a, b], continue sur ]a, b telle que f(a) = f(b). Alors il existe c €]a, b|
tel que f’(c) =0.

2. Soit f continue sur [a, b] déerivable sur ]a, b[. Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) =
fb) - fla)
b-a
3. Interprétation graphique du théoréme des accroissements finis : soit f continue sur [a, b]
dérivable sur ]a, b[. Alors il existe c €]a, b[ tel que le graphe de f admet au point C(c, f(c))
une tangente qui passe par les points A(a, f(a)) et B(b, f (b)).

4. Questions : peut-on appliquer le théoreme de Rolle a la fonction f définie par f(x) = |x]|
sur [—1,1]. Méme avec la fonction g définie par g(x) = 5x% + 3 sur [0,2].

T 19 [qRALI9P SUOTIOUO]

5. Si f admet un déeveloppement limité d’ordre k au voisinage de 0, alors f” admet un
développement limité d’ordre (k — 2) au voisinage de 0.

6. Soit fi, f2, g1 et g» des fonctions définies dans un voisinage de x,. Si fi ~ g1 et f> =8
0

Xo
alors fi— fo ;0 81— 8.

Exercice

!

(QCM une seule réponse exacte par question, justifiez brievement vos réponses).

1. Si f est une fonction dérivable de R dans R avec f'(0) =0, alors :
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a) f admet un minimum local en 0, c) f estpaire,

b) f admet un maximum local en 0, d) onne peutrien dire.

2. Pour tout (x, y) € R?, on peut majorer |sin(x) — sin(y)| par

a) |x—yl c) ylx—-yl
1
b) x|x—yl d Slx—yl
3. Soit f dérivable sur R. Laquelle des conditions suivantes permet de dire que f ne s’annule
passurR?
a) f eststrictement monotone, ¢) f n’apasd’extremum local,
b) f estinjective, d) x— f(x) — x est croissante
p3/2 _ o312
4. Soient a < b deux réels strictement positifs. Le taux de variation T est compris
entre :
a) VaetVb, b) Oet a, ) §\/Eet§\/5 d) oetVD.
2 2
Exercice( : )
) 9 —a b b—a
1. Démontrer que V(a, b) e R“ telsque0<a < bona <In p < .
a

2. En appliquant le théoreme des accroissements finis sur [k, k + 1] a la fonction f définie
n

f(x) =Inx pour tout x €]0, +oo[ (k € N*), montrer que lim ) — = +oo.
I’l—>+00k:1

1 1
3. Calculer, al’'aide du théoréeme des accroissements finis lim xz(ex —ex )
X—+

Exercice

T 19 [QRALI9P SUONIOUO]

!

1. Montrer que toute fonction f de R dans R convexe et majorée est constante.

2. Soit f, g deux fonctions de R dans R telles que f est convexe et g est convexe et croissante.
Montrer que go f est convexe.

Exercice

!

1. Calculer le développement limité en 0 a 'ordre 4 de f(x) = T

2+ arctan(x)

2. Calculer le développement limité en 0 a l’ordre 4 de f(x) = ho)
ch(x

3. Déterminer le développement limité en 0 a 'ordre 4 de la fonction

f:x— cos(e* —cos(x)).
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En déduire f'(0), f”(0), f*(0) et f@(0).

/2
4. Déterminer le développement limié al’ordre 3, en x = a de f(x) = Vtanx.

Inx
5. Déterminer le développement limié al'ordre 4, en x =1 de f(x) = =z
Exercice( : )
Déterminer les limites suivantes :
a) lim(2x?-3x+ 1) tan(mx), ¢ lim Vx3+x+1-Vx2+x,
x—»% X—+00
inx) h2(x) — sh?(a)
. SINX | x S X)—S a
1 , i e
b 1y (225 D o — e

Exercice

d

On considére I'application f;R — R définie par f(x) = 2x+ sinx pour tout x € R.
1. Montrer que f est bijective. On note f~! sa bijection réciproque.
2. Montrer que f~! est de classe €3

3. Déterminer le développement limité 4 'ordre 3 en 0 de £~

Exercice
Montrer qu'il existe (a, b) € R? unique, que ’on calculera, tel que 'application
fix— i(ln(l +x)+ale*-1)+ bsinx)
: o

admette une limite finie en 0, et déterminer alors cette limite.

T 19 [qRALI9P SUOTIOUO]

Exercice

d

Déterminer les asymptotes éventuelles a la courbe au voisinage de l'infini de la fonction f

définie par
1
fx)=exvx(x+2).

On précisera la position de la courbe par rapport aux asymptotes.

Exercice

!

p | x|
Etudier puis tracer le graphe de la fonction donnée par f(x) = (1 + m) .

INYASS COULIBALY ADAMA


HP
Typewriter
INYASS COULIBALY ADAMA

HP
Typewriter
INYASS COULIBALY ADAMA


IR

Il Nombres complexes

Exercice

!

Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes :

Q1.

Q.

Qs.

Q.

Qs.

Q-

Q7.

Qs.

Qo.

Pour tout z € C, on a | z|? = |Z2|.

O vrai. O faux.

Pourtousa,beC,onaa+ib=0—a=0et b=0.

O vrai O faux

Deux nombres complexes de méme module dont les arguments different de 27 sont
égaux.

O vrai O faux

1
Pour tout nombre complexe z non nul, on a ‘—‘ = |4,
#

O vrai O faux

Pour tous nombres complexes z et z/, on a
lz+Z|=|z|+|Z| = (z=00oudkeR, z=kz)

O vrai O faux

Pour tout nombre complexe z, on a |Re(z) < |z|.
O vrai 0O faux
i0

Le nombre complexe z tel que z = re'” avec r et 8 des réels a § pour argument.

O vrai O faux

L'équation z" =1 (n € N*) admet exactement les n solutions : z; = e’ nke{l,2,-,n}

O vrai O faux

Les racine n-iémes (n = 2) d'un nombre complexe Z s’obtiennent en multipliant I'une
d’entre elles par les n racines n-iemes de l'unité.

O vrai O faux

Université Nangui Abrogoua
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Exercice

Cocher la bonne case :

1+1iy\n
Q0. Le plus petit entier positif non nul tel que (1—) est un réel positif

O 16 O 4

O 12 O aucune des réponses proposées.

Q11. Soit z un nombre complexe, alors |z + i| est égal a

O liz+1] O |z|+1 O |z—-1] O |z+i]
9 2rk 2nk
Q12. Lasomme Z (sin— —1icos 7) est égal a
k=1
O -1 O i
O —i O aucune des réponses proposées.

. Si z est un nombre complexe, alors la partie réelle de z + i Z est égale a

o
w

O Re(z)+ Im(z) O Re(z)—1Im(z) O 2Re(z) O Re(z)+ilm(z).
Q4. Soit w # 1 une racine cubique de l'unité vérifiant (1 + w)’ = a+ bw alors (a, b) est égal
O (0,1) O (1,1 O (1,0) O (=1,1).

Exercice

. 1.
Déterminer tous les nombres complexes z pour que z, z— 1 et — aient le méme module.
z

Exercice

saxa[dur0d saIquuIopN

Soit 0 €]0, [. Résoudre dans C I’équation

22%(1 — cos(20)) — 2zsin(20) + 1 = 0.

Exercice

d

Soit n € N*. Résoudre dans C, 'équation

(z+D"=(z-1"

Exercice

d

1. Combien de racines non réelles posséde I'équation z8 =1 ?

2. Combien de racines dans C posséde I'équation z3 = z ?




Exercice

En précisant pour quelles valeurs des réels x et y, elles ont un sens, mettre sous forme
exponentielle les expressions suivantes:

1. 1+sinx—icosx. 1 +cosx+isinx

" l1-cosx—isinx
1 el + etV
2, —. . —.
l1+itanx 1+eixty)

Exercice

!

Cocher la ou les bonnes réponses.
Soient les nombres complexes a=1+iv3etb=1-i

O 1l existe au moins un p de N* tel que a” O 1l existe au moins un n de N* tel que
soit un réel. b" =1.

O Il existe au moins un g de N* tel que a“ O Il existe au moins un m de N* tel que a™
soit un imaginaire pur. et b soient des réels.

Exercice

!

a a?

+ .
1+a?2 1+a*

1. Soit a € C tel que a® = 1. Calculer A=

2. Soit e Ctelque B’ =1et B # 1. Calculer B=(1+ )1+ B> (1 + 4.

3. Soient n € N*, w € C telle que 0" = 1. Montrer que (1 +w)" € R.

Exercice ‘

Cocher la ou les bonnes réponses.
Soit n € N\{0, 1} et z1, 2, -+, 2,, les racines n-iemes de I'unité. Alors

saxa[dur0d saiquuopN

O z2"-1=(z—-21)(z—22) -+ (2 — zp), pour tout z € C.
O z122-+-2, = (-1)* 7L,
O z1+22+:--+2,=0.

O z1+zp+--+z,=1.
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