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Chapitre 1

Espaces vectoriels

Nous allons maintenant aborder une démarche classique chez le mathématicien étant
donné des situations différentes, chercher leurs points communs et en déduire un cadre
général dans lequel elles apparaitront comme des cas particuliers. Ce processus s’appelle
la mise en place d’une structure abstraite.

La notion d’espace vectoriel est une structure fondamentale des mathématiques mo-
dernes.

Il s’agit de dégager les propriétés communes que partagent des ensembles pourtant
tres différents.

Prenons deux exemples : ’ensemble des vecteurs d’origine le point O du plan et
I’ensemble des fonctions continues sur un intervalle I C R; donc les fonctions f telles que

lim f(x)= f(xo) pour tout xy € I.

r—x0

Quels sont les points communs 7

a) On peut ajouter deux éléments,

b) On peut multiplier un élément par un réel quelconque (pour I’agrandir ou le rétré-
cir),...

Méme chose avec I’ensemble des polynémes, I’ensemble des matrices,...

Le but est d’obtenir des théorémes généraux qui s’appliqueront aussi bien aux vecteurs
du plan, de I’espace, aux espaces de fonctions, aux polyndémes, aux matrices,...

La contrepartie de cette grande généralité de situations est que la notion d’espace
vectoriel est difficile & appréhender et vous demandera une quantité conséquente de travail !

Objectif
1. Connaitre les définitions de base de la théorie : K—espace vectoriel, sous-espace

vectoriel, combinaisons linéaires, vecteur nul, famille libre, famille liée, famille génératrice,
base, coordonnées d’un vecteur dans une base, matrice de passage ...

2. Soit E est un K-espace vectoriel muni d’une base, considérons une famille de
vecteurs donnés par leurs coordonnées dans cette base : Savoir décider si cette famille est
libre ou si c’est une base de E.

3. Savoir déterminer une base des solutions d’un systéme d’équations linéaires homo-
geénes en suivant l'algorithme de résolution.



1.1. DEFINITION FORMELLE

4. Soit E est un K-espace vectoriel muni de deux bases B et B’, nous supposons que
les vecteurs de la base B’ sont données par leurs coordonnées dans la base B, le quatriéme
objectif est de savoir déterminer les coordonnées d’un vecteur dans une base a I'aide de ses
coordonnées dans ’autre base.

Dans ce chapitre, K désigne un corps commutatif.

Définition 1.0.1 (Espace vectoriel)

Un espace vectoriel est un ensemble formé de vecteurs, de sorte que l’on puisse
additionner (et soustraire) deux vecteurs u;v pour en former un troisiéme u+v (ouu—v)
et aussi afin que l’on puisse multiplier chaque vecteur v par un facteur X € K pour obtenir
un vecteur \u.

Voici la

1.1 Définition formelle

1.1.1 Définition

Un K-espace vectoriel est un ensemble non vide £ muni d’une loi de composition
interne (notée + appelée addition), c’est-a-dire d une application de E x E dans E :

+: ExXE — E
(u;v) +— u+wv

et d’une loi de composition externe (& gauche appelée multiplication externe notée .)
dont le domaine d’opération est K, c’est-a-dire d’'une application de K x F dans E :

KxFE — FE
(a,v) — aw
qui vérifient les propriétés suivantes :
1. u+v =v+u (pour tous u;v € E),
u+ (v+w) = (u+v)+w (pour tous w; v;w € E),
Il existe un élément neutre O € E tel que u + 0 = u (pour tout u € E),

Ll

Tout v € E admet un symétrique u’ tel que u + v’ = O : cet élément u' est noté

lx.u = u (pour tout u € E),

. a.(f.u) = (af).u (pour tous o, B € K, u € F),

.. (u+v) = au+ a.v (pour tous a € K, u,v € F),
(o + B).u=au+ fu (pour tous o, f € K, u € E).

© N o o

Remarque 1.1.1 Les étudiants connaissant la théorie des groupes reconnaitront, dans les
quatre premiers points ci-dessus, les axiomes caractérisant un groupe commutatif.
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1.1. DEFINITION FORMELLE

1.1.2 Terminologie et notations

Rassemblons les définitions déja vues.

— On appelle les éléments de E des vecteurs.

— Au lieu de K—espace vectoriel, on dit aussi espace vectoriel sur K.
— Les éléments de K seront appelés des scalaires.

— On dit que K est le corps des scalaires ou le corps de base du K—espace
vectoriel F.

— L’élément neutre O s’appelle aussi le vecteur nul. Il ne doit pas étre confondu
avec 'élément Oxg = 0 de K.

Lorsqu’il n’y aura pas de risque de confusion, Og sera aussi noté 0.
— Le symétrique —u d’un vecteur u € E s’appelle aussi 'opposé de u.

— La loi de composition interne sur E (notée usuellement +) est appelée couramment
l’addition et u + v’ est appelée somme des vecteurs u et u'.

— La loi de composition externe sur F est appelée couramment multiplication par un
scalaire.

La multiplication du vecteur u par le scalaire a sera souvent notée simplement au,
au lieu

de a.u.

1.1.3 Reégles de calcul dans un espace vectoriel

Soit ' un K—espace vectoriel.

1) Ok étant I’élément nul de K et Og le vecteur nul de F, on a :

i) Pour tout A € K, A\0g = Op.

i1) Pour tout = € E, Ogx = Op.

i11) Ax = O si et seulement si (A = O0g ou z = Op).

Ainsi :

e Si \ # Ok, alors la relation (Az — Ay = Og) implique (x = y) pour tous =,y € E.
e Si x # Op, alors la relation (Az = px) implique (A = p), pour tous A, u € K.
2) Pour tous z,y € E et pour tous A\, u € K, on a :

i) Az —y) =x— \y.

i) (A —p)x = \x — p.

Ainsi :

e A—y)=(=Ny=-(y) =y

o (—l)z=—(1z)=—x.
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1.1. DEFINITION FORMELLE

1.1.4 Exemples
1. Tout corps commutatif K est un espace vectoriel sur lui-méme.

KxK — K
(a,p) — ap’

2. K étant un corps commutatif, n € N* et £ = K".
Alors F est un K—espace vectoriel pour les lois suivantes :

Pour tous (x1, za, ..., x,) et (2,2, ..., 2] ) éléments de K", et pour tout o € K,

(T4, ey ) + (2, 25, ya) = (w1420, ., + ).

a(ry, e, ...,xy) = (axy, ams, ..., axy,).

R™ est un R—espace vectoriel.
C" est un C—espace vectoriel.
Q" est un Q—espace vectoriel.

3. Les ensembles V;, Vs, V3 des vecteurs de la droite, du plan, de ’espace de la géo-
métrie élémentaires sont des R—espaces vectoriels.

4. K étant un corps commutatif, K [X] est un K—espace vectoriel.

5. Soit EF un K—espace vectoriel et X un ensemble non vide.

Posons ' = F (X, F), alors F' est un K—espace vectoriel pour les lois suivantes :
Pour tous f, g € F, pour tout A € K,

1) f+9g: X — E
r o— (f+9) () =f(2)+g(x)
2) A X — E

ro— (Af) (@) =Af(x)

En particulier, si £ = K, alors F (X, K) est un K—espace vectoriel.

Pour X =N, K =R ou C, on obtient :
—F (N,R) = I'ensemble des suites réelles qui est un R—espace vectoriel.
—F (N, C) = I'ensemble des suites complexes qui est un C—espace vectoriel.
6. Soient K un corps commutatif et £ un sous-corps de K, alors :
— K est un k—espace vectoriel.

— Tout K—espace vectoriel de F est un k—espace vectoriel, et les deux structures de
K—espace vectoriel et de k—espace vectoriel sur E sont distinctes.

En particulier
C est un R—espace vectoriel.
R est un Q—espace vectoriel.

C est un Q—espace vectoriel.
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1.2. SOUS ESPACE VECTORIEL-SOUS ESPACE VECTORIEL ENGENDRE
PAR UNE PARTIE OU UNE FAMILLE D’ELEMENTS

7. Soient K un corps commutatif et n, p € N*, alors I'ensemble M,, ,, (K) des matrices
de tailles (n, p) & ceefficients dans K muni de ’addition des matrices et de la multiplication
externe a opérateurs dans K est un K—espace vectoriel.

8. Soient K un corps commutatif et n € N*, alors I’ensemble M,, (K) des matrices car-
rées de tailles n a ccefficients dans K muni de ’addition des matrices et de la multiplication
externe & opérateurs dans K est un K—espace vectoriel.

Exercice 1.1.1 Justifier que les ensembles suivants ne sont pas des R—espaces vectoriels :

a) BE={(r,y) €eR?* |2y =0};0) F={(z,y) eR* [z =1};0) G ={(r;9) ER* |z >0et y >0
d)L={(r;y) eR?*| —1<x<let —1<y<1}.

Espaces vectoriels produits

Soien Ei, Es, ..., B, des K- espaces vectoriels, et £ = F; x F5 X ... X E,. On considére
sur F les lois suivantes :

Pour tous (x1, za, ..., z,,) €t (Y1, Yo, ..., Yn) dans E pour tout A € K, on a
(33173727 7$n) + (y17y27 73/71) = (371 + Y1y -3 Tn + yn)

A1, Ty ooy ) = (A, ATg, .o, Axy,).
Alors E est encore un K-espace vectoriel appelé ’espace vectoriel produit des K-espaces
vectoriels 1, Fs, ..., E,.
Si By = FEy,=..=FE, =F,alors E se F". En particulier, si ¥ = Fs,... = E, = K,
alors £ = K".

1.2 Sous espace vectoriel-sous espace vectoriel engen-
dré par une partie ou une famille d’éléments

1.2.1 Définition d’un sous-espace vectoriel

Définition 1.2.1 Soient E un K—espace vectoriel et F' une partie non vide de E.

On dit que F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si F' est un sous
groupe de (E,+) et F' est stable pour la loi externe définie sur E.

Autrement dit

Définition 1.2.2 Soit E un K—espace vectoriel, une partie non vide F' de E est appelée
un sous-espace vectoriel si :

- OEEF,
- u+v € F pour tous u;v € F,
— Au € F pour tout A € K et tout u € F'.
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1.2. SOUS ESPACE VECTORIEL-SOUS ESPACE VECTORIEL ENGENDRE
PAR UNE PARTIE OU UNE FAMILLE D’ELEMENTS

Remarque 1.2.1 FEzxpliquons chaque condition.

— La premiére condition signifie que le vecteur nul de E doit aussi étre dans F. En
fait il suffit méme de prouver que F' est non vide.

— La deuxiéme condition, c’est dire que F' est stable pour l’addition : la somme u + v
de deuz vecteurs u,v de F' est bien str un vecteur de E (car E est un espace vectoriel),
mais ici on exige que u + v soit un élément de F.

— La troisiéme condition, c’est dire que F' est stable pour la multiplication par un
scalaire.

1.2.2 Caractérisation d’un sous-espace vectoriel

Théoréme 1.2.1 (Caractérisation d’un sous-espace par la notion de combinai-
son linéaire).
Soient E un K-espace vectoriel et F' une partie non vide de E.

F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si au+ v € F pour tous u,v € F
et tous a, B € K.

Preuve 1.2.1 Supposons que F' soit un sous-espace vectoriel de E.

Alors F' est stable par la loi externe, donc pour tous u,v € F, on a bien pour tous
a,f €K, au, Pv e F et comme F est un sous groupe de F, au + fv € F.

Supposons que au + Bv € F pour tous u,v € F et tous o, 5 € K.

- Par hypothése F # &.

-Poura=1etf =1, onabienu+v € F, ainsi F est un sous groupe de E.
Sotent u € F et a € K, en posant v =0g € F, on a au + fv = au € F.

Donc F est stable par la loi externe définie sur E. Ainsi F' est un sous espace vectoriel

de F.

Remarque 1.2.2 On peut se contenter de vérifier que pour tous x,y € F et tout a € K,
ar+y € F.

1.2.3 Exemples

1. Soit £ un K—espace vectoriel, alors E et {Og} sont des espaces vectoriel de FE
appelés sous espaces vectoriels triviaux de E.

2. L’ensemble F = {(z,y) € R? | z +y = 0} est un sous-espace vectoriel de R

3. Soit n € N, alors K,, [X] = {P € K[X] : deg P < n} est un sous-espace vectoriel
de K[X].

4. Soient a,b € R tels que a < b. Posons I = [a,b] C R. Alors

e L’ensemble C(I,R) des fonctions continues sur I est sous espace vectoriel de
F(I,R).

e L’ensemble 7 (I,R) des fonctions intégrables au sens de Riemman sur I, est sous
espace vectoriel de F (I,R).
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1.2. SOUS ESPACE VECTORIEL-SOUS ESPACE VECTORIEL ENGENDRE
PAR UNE PARTIE OU UNE FAMILLE D’ELEMENTS

e L’ensemble D (I,R) des fonctions dérivables sur I est un sous espace vectoriel de
F(I,R).

e Soit n € N, alors C" (I, R) est sous espace vectoriel de F (I,R).

5. Posons £ =F (R,R),P={f € E: festpaire} et Z={f € F: f est impaire},
alors

‘P et Z sont des sous espaces vectoriels de F.

6. L’ensemble des suites réelles convergentes est un sous-espace vectoriel de 1’espace
vectoriel des suites réelles.

7. L’ensemble {A € M,, (K) : A= AI,, n € N*, X\ € K} des matrices scalaires est un
sous espace vectoriel du K-espace vectoriel M,, (K) .

Nota Bene :
Il est vite fatiguant de vérifier les 8 axiomes qui font d’un ensemble un espace vectoriel.

Heureusement, il existe une maniére rapide et efficace de prouver qu'un ensemble est
un espace vectoriel : grace a la notion de sous-espace vectoriel.

Proposition 1.2.1 Soit £ un K—espace vectoriel.

Toute intersection de sous-espaces vectoriels de E est un sous espace vectoriel de E
(évidemment une telle intersection est non vide puisqu’elle contient le vecteur nul).

Autres exemples

1. L’ensemble F; = {(x,y) € R? |  + y = 2} n’est pas un sous-espace vectoriel de
R2. En effet le vecteur nul (0,0) n’appartient pas a F}.

2. L’ensemble Fy = {(x;y)
de R? :

En effet les vecteurs u = (1;0) et v = (0; 1) appartiennent a Fy, mais pas le vecteur
u+v=(1;1).

3. L’ensemble F3 = {(z;y) € R* | x < 0 et y < 0} n’est pas un sous-espace vectoriel
de R%.

En effet le vecteur uw = (—1; —1) appartient & F3 mais, le vecteur —u = (1;1) n’ap-
partient pas a Fj.

€ R? | z =0 ouy = 0} n'est pas un sous-espace vectoriel

Théoréme 1.2.2 Soient E& un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors
F' est lui-méme un K-espace vectoriel pour les lois induites par E.

Méthodologie.

Pour répondre & une question du type «L’ensemble F' est-il un espace vectoriel 7> |
une facon efficace de procéder est de trouver un espace vectoriel £ qui contient F', puis
prouver que F' est un sous-espace vectoriel de FE.

Il y a seulement trois propriétés a vérifier au lieu de huit !

ETIC University 9 Espaces vectoriels - Calcul vect.



1.2. SOUS ESPACE VECTORIEL-SOUS ESPACE VECTORIEL ENGENDRE
PAR UNE PARTIE OU UNE FAMILLE D’ELEMENTS

1.2.4 Sous-espace vectoriel engendré par une partie ou une fa-
mille d’éléments

Définitions

Définition 1.2.3 Soient E un K-espace vectoriel.

1. X étant une partie de E, ['intersection F de tous les sous espaces vectoriels de
E contenant X est un sous espace vectoriel de E contenant X, appelé le sous espace
vectoriel de E engendré par X et noté F' = vect (X) ou < X > .

C’est le plus petit (pour Uinclusion) sous espace vectoriel contenant X.

X est appelé une partie génératrice ou simplement un systéme génératrateur
de F.

2. 8i (;);c; est une famille d’éléments de E, alors le sous espace vectoriel F en-
gendré par la famille (x;),., est par définition le sous espace vectoriel de E par l'en-
semble {x; |i € I}. La famille (x;),.; est appelée une famille génératrice de F. On
note F = vect ((x;);c;) = vect ({x; | i € I}).

3. On dit que l’espace vectoriel E est de dimension finie si, et seulement si E admet

un systéme génératrateur fini i.e si, et seulement si E peut étre engendré par un mombre
fini de ses éléments.

Définitions

Définition 1.2.4 1. Soit (x1, %2, ...,x,) une famille de p vecteurs de l’espace vectoriel E
(p € N*). On appelle combinaison linéaire (a cefficients dans K) des vecteurs xy, s, ..., x,
tout élément de E de la forme

/\15(71 + /\QIQ + ...+ /\pl’p.

2. Soit A une partie non vide de l’espace vectoriel E. On appelle combinaison li-
néaire (a ceefficients dans K) des éléments de A tout élément de E de la forme

)\1171 + )\ng + ...+ )\n:cn,

oun €N* A, A, .., Ny € Koet xy,29,..., 2, € A.

3. Soit (x;);c; une famille non vide d’éléments de E. On appelle combinaison li-
néaire (o cefficients dans K) de la famille (x;),.; tout élément de E de la forme

)\11’1 -+ )\2513'2 + ...+ )\nl’n,
oun € N*, A\, Ao, ..., Ay € K et (21,29, ..., 7,) est une sous famille finie de (x;),.; -
Théoréme 1.2.3 Soient E un K—espace vectoriel et A un sous ensemble de E.
1. Si A =@, alors vect (A) = {0g}.
2. 51 A# @, alors

vect (A) = { w1 + Aao + ... + A\upny A1, A2, o, Ny €Ky, 29, .., 2, € A}

vect (A) = lensemble des combinaisons linéaires des éléments de A.
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1.2. SOUS ESPACE VECTORIEL-SOUS ESPACE VECTORIEL ENGENDRE
PAR UNE PARTIE OU UNE FAMILLE D’ELEMENTS

Preuve 1.2.2 1. A = @, alors par définition, vect (A) = l’intersection de tous les sous
espaces vectoriels de E contenant & = {0g} .

2. A # @, posons F' = l’ensemble des combinaisons linéaires des éléments de A.
e Montrons que F est un sous espace vectoriel de E contenant A.

- On sait que A C F car pour tout t € A, on alxx =xv € F — F # O.

- Soient u,v € F, et a, A € K|

1l existe m,n € N* et 1, %9, ..o, T, Y1, Y2, oy Yn € A, A1, Aoy ooy A, g, g,y o € K
tels que u = A\x1 + Ao + ... + ATy et v = aqy; + aoys + ... + apy,. On a au+ \v =
a1+ QAT+ ... + QN Ty, + A1 Y1 + Aoy + ... + Aoy, qui est une combinaison linéaire
d’éléments de A donc au+ v € F, donc F est un sous espace vectoriel de E contenant A.

Soit H un sous espace vectoriel de E contenant A.
e Montrons que H contient F.

H un sous espace vectoriel de E contenant A, alors H étant stable pour I’addition et
la multiplication externe définies sur E, H contient toute combinaison linéaire d’éléments
de A, donc F' C H. Il en résulte que F = vect (A).

Corollaire 1.2.1 Tout sous-espace vectoriel de E contenant A contient également vect(A).

1.2.5 Exemples
Le corps C des nombres complexes
eC={a+ib|a,beR},Vz=a+ibeC,ona:
a+ib=ax1lc+bx1i, abelR

donc C = vect (1,7) en tant que R—espace vectoriel.
e C =wvect (1) en tant que C—espace vectoriel.

e C={a+ib|a,beQ} =wvect(l,i) en tant que Q—espace vectoriel.

La droite vectorielle

Soient £ un K—espace vectoriel, x € E, x # O, alors
vect(z) =< x >= {Az: A € K} = Ku.

Pour tout x € E, x # 0, Kx est appelé la droite vectorielle de E engendrée par x.

Le sous espace vectoriel {A € M,, (K) : A = \I,, n € N*, A\ € K} du K-espace vecto-
riel M, (K) est la droites vectorielle engendrée par 1,,.

{AeM,(K)y: A=A,, ne N* N eK} =<1, >.

Le K—espace vectoriel K, [X]

Soit la famille {1, X, X2, ..., X"} C K,n € N*, alors
vect(1, X, X?, ..., X") = K, [X].
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1.3. SOMME ET SOMME DIRECTE DE SOUS ESPACES
VECTORIELS-SOUS ESPACES VECTORIELS SUPPLEMENTAIRES

1.3 Somme et somme directe de sous espaces vectoriels-

sous espaces vectoriels supplémentaires

1.3.1 Théoréme et définition

Définition 1.3.1 (Somme de deur sous-espaces vectoriels)

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels du K-espace vectoriel E. Le sous espace
vectoriel de E engendré par FUG est [’ensemble des éléments x1+ x5 oux1 € F et x5 € G.

Ce sous espace vectoriel est appelé la somme des sous espaces vectoriels F' et G et
noté F'+ G.

Autrement dit

F+G={u+v|ueF, veG}=vect(FUG)C E.

Théoréme—+Définition 1.3.1 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels du K-espace
vectoriel E.

Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. Pour tout x € F + G, il existe un unique (x1, ) € F X G tel que x = x1 + 3.

2. FNG ={0g}.

Nous disons que la somme F' + G est directe lorsque ['une des deux conditions est
satisfaite. Et on note F' & G.

Définition 1.3.2 Soient E et FEy deux sous-espaces vectoriels du K-espace vectoriel E.

On dit que E, et FEy sont supplémentaires si, et seulement si

E:El@EQ et ElﬂEQZ{OE}

Définition 1.3.3 Soit F' un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel E.

Tout sous-espace G de E tel que E = F @& G est appelé un supplémentaire de F dans
E.

1.4 Familles libres-familles liées-bases

1.4.1 Définitions

Définition 1.4.1 Soient x1, 3, ..., x, des vecteurs d’un K—espace vectoriel E.

1. Nous disons que la famille (x1,xs, ..., x,) est libre, ou que les vecteurs xy, xa, ..., T,
sont linéairement indépendants si, et seulement st

Pour tous A1, Ag, ..., Ay € K, la relation (M x1 + Xazo + ... + Az, = Og) implique (A = Ao = ...

2. Soit (x;);c; une famille d’éléments de E.

On dit que cette famille est libre (ou que les vecteurs de cette famille sont linéairement
indépendants si, et seulement si toutes ses sous-familles finies sont libres.
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1.4. FAMILLES LIBRES-FAMILLES LIEES-BASES

3. Une famille d’éléments de E qui n’est pas libre est dite liée.

Ainsi

o Une famille (x1, %o, ...,x,) d’éléments de E est liée si, et seulement si

Il existe A1, Mg, ..., Ay, € K non tous nuls tels que \yzq + Aoxa + ... + Az = Op.

o Une famille (x;),.; d’éléments de E est liée si, et seulement si une de ses sous-
famille finie est liée.

4. Les vecteurs d’une famille liée sont dits linéairement dépendants.

1.4.2 Propriétés

Propriété 1.4.1 Soit E un K-espace vectoriel.
1. Toute sous famille libre est une famille libre.
2. Tous les vecteurs d’une famille libre sont deuxr & deux distincts et non-nuls i.e si
la famille (;),.; est libre, alors pour tout i € I, x; # Op et Vi, j, i # j implique x; # ;.
La reciproque est fausse.
3. Soit x € E, (x) est libre si, et seulement si x # Op.
4. Toute famille contenant le vecteur nul est liée.

5. Toute sous famille d’une famulle liée est une famulle liée.

1.4.3 Définition

Définition 1.4.2 Soit E un K-espace vectoriel non-nul.

Soit (€;);c; une famille d’éléments de E. On dit que (e;),.; est une base du K-espace
vectoriel E' si, et seulement si la famille (x;),., est libre et engendre E.

Théoréme 1.4.1 Soit E un K-espace vectoriel non-nul, n € N*| (eq, ea, ..., €,) une famille
d’éléments de E. Il y a équivalence entre :

1. (eq, e, ...,e,) est une base de E.

2. Tout élément x € E s’écrit de maniére unique sous la forme

T = Aep+ dages + ... + )\nen, A € K.

Preuve 1.4.1 Supposons que (ey, e, ..., e,) soit une base de E. Alors (ey, e, ..., €y)
est une famille libre et E =< ey, €3, ...,e, >, et pour tout v € E =< ey, e, ..., e, >, il existe
Ay Aoy, Ay € K tel que © = Ajeq + Aaes + ... + Aye,.

Montrons l'unicité des \; € K.

Supposons que T = €1 + ges + ... + aye,, o; € K, alors

Arer+Aseo+ ...+ e, = arertanes+...tane, = (A —ag)er+...+ (A —ayp) e, =
Op.

(€1, €2, ...,e,) est une famille libre implique \y — a1 = ... = A\, — ay, e Ay = oy et
Ay =g et ... et A, = .
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1.4. FAMILLES LIBRES-FAMILLES LIEES-BASES

Supposons tout élément x € E s’écrit de maniére unique sous la forme

T = Ae] + Xoea + ... + )\nen, A € K,

alors E =< ey, es,....,e, > .
Montrons que la famille (eq, es, ..., e,) est libre.

Soit A, Ao, ..., Ay € K tels que M\e; + Agea+ ...+ N\e,, = 0p = Ogeq +0ges + ... + Oge,,.
Alors lunicité de Uécriture implique que Ay = Ny = ... = X\, = Og. Donc la famille
(€1, e, ...,6,) est libre.

Ainsi la famille (e, ea, ..., e,) est une base de E.

1.4.4 Exemples
La base canonique de K"

Les vecteurs :

— =

iéme place

de K" forment une base du K—espace vectoriel K" appelée base canonique de K".

Le K-espace vectoriel M, , (K)

Dans le K-espace vectoriel M,, ,, (K), 'ensemble {e;; : 1 <i < n;1 < j < p} des ma-
trices élémentaires de M, ,, (K) appelée base canonique du K-espace vectoriel M,, ,, (K) .

Le K-espace vectoriel K [X]

Dans le K-espace vectoriel K [X], la famille (1, X, X2, ..., X™, ..) = (X"), _ est une
base.

Dans le K-espace vectoriel K, [X], la famille (1, X, X2, ..., X™) est une base.

Exercices

Exercice 1.4.1 Soient dans R? les vecteurs v; = (1,1,0), vo = (4,1,4) et v3 = (2,—1,4).

La famille (vq, vy, v3) est-elle libre ¢

Exercice 1.4.2 Les familles suivantes sont-elles libres ?

1.vy = (1,0,1), va = (0,2,2) et vz = (3,7,1) dans R3.

2. v1 = (1,0,0), vy = (0,1,1) et w3 = (1,1,1) dans R3.

3. v = (1,2,1,2,1), vo = (2,1,2,1,2) ,v3 = (1,0,1,1,0) et vy = (0,1,0,0,1) dans
RS,
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1.4. FAMILLES LIBRES-FAMILLES LIEES-BASES

4. vy =1(2,4,3,-1,-2,1), vo = (1,1,2,1,3,1) et v3 = (0,—1,0,3,6,2) dans RS.

5.0 = (2,1,3,—-1,—4,-1), v, = (—1,1,-2,2,-3,3) et v3 = (1,5,0,4,—1,7) dans
RS.

On considére dans R™, n € N, une famille de 4 vecteurs (e, s, €3, €e4) linéairement
ndépendants.

Les familles suivantes sont-elles libres ?

. (61, 262, 63) .

—

-
(617261 + 64764)

(361 + €3, €3, €2 -+ 63)

. (2e1 + eg,61 — 3ea,e4,60 — €7) .

Ot = W N

Exercice 1.4.3 Soit E un espace vectoriel sur R et (x,y, z,t) une famille libre d’éléments
de F, les familles suivantes sont-elles libres ?

(2,2y,2).
- (z,2).
Nz, x4+ 2,1).
B4y, z,y+2).
(25E+y7 Svtay_x)

1. Est-ce que le sous-ensemble E = {(x,y) € R?, y =22} C R? muni des lois habi-
tuelles de l’espace vectoriel R?, est un R-espace vectoriel ¢

2. Est-ce que le sous-ensemble F = {(z,y,2) € R3, y> =2z, 2 =0} C R?, muni des
lois habituelles de l’espace vectoriel R?, est un sous-espace vectoriel de R3?

S N

Exercice 1.4.4 Soient v; = (2,3,—1), vs = (1,-1,-2), v3 = (3,7,0) et vy = (5,0,—7)
dans R3. Soient E =< vy, vy > et F =< v3,v4 > les sous-espaces vectoriels de R3. Montrer
que E = F.

Exercice 1.4.5 Soient u; = (1,1,1),us = (2,—2,—1),us = (1,1, —1) et les ensembles
E={(z,y,2) ER3:y+2=0} et F =< uy,uy > .

1. Montrer que E est un sous espace vectoriel de R3, puis en déterminer une base.
2. La famille (uq, ug, uz) est-elle libre ?

3. A-t-on uz € F, ug € E?

4. Donner une base de £ N F.

5. Le vecteur v = (—1,7,5) est-il dans E, dans F'?
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