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Chapitre 1

Notations et définitions usuelles

A A B note la conjonction logique ; A A B si et seulement si A et B.
AV B note la disjonction logique ; A VV B si et seulement si A ou B.
A — B signifie que A implique B.
A <= B signifie que A et B sont logiquement équivalents, ¢’est a dire que si on a
A, on a nécessairement B.
Une relation sur E est un sous-ensemble de £ x F.
z € A signifie que z est un élément de I’ensemble A.
A C B signifie que I’ensemble A est inclus dans (éventuellement égal a) B.
Une suite est dite presque nulle si elle est nulle sauf pour un nombre fini de valeurs de
I’index.
Une relation R est dite réflexive si pour tout z zRx.
Une relation R est dite symétrique si pour tout x et tout y xRy si et seulement si yRzx.
Une relation R est dite antisymétrique si pour tout z et tout y 2Ry A yRax — = = y.
Une relation R est dite transitive si pour tout z, tout y et tout z, 2Ry A yRz — zRz.
Une relation R est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et tran-
sitive.
Une relation R(z, y) est une fonction R est telle que pour tout z il existe au plus un y
tel que R(z, y). C’est une application de A dans B si elle est incluse dans A x B et si
pour tout z il existe un et un seul y dans B tel que R(z, y).
Etant donnée une relation d’équivalence R sur F, la classe d’équivalence de = € F
est ’ensemble des y tels que zRy. L'ensemble des classes d’équivalence réalise une
partition de F.
Etant donné un ordre, on appelle segment d’extrémités a et b ’ensemble des « tels que
a<z<bVb<z<a.
On note limin fr—, 4 co®r la valeur supy,_, 4 0N fi>nTn.
On note de méme limsupn . co®y 1a valeur in fr . oo SUDE>n Ty .
Etant donnés deux ensembles F et F' avec £ C F on note xg ou 1g et on appelle
fonction caractéristique de ' la fonction qui & = dans F associe 1 siz € E et 0
sinon.
On définit 6; ; par 6; ; = 1si7 = j et O sinon. Cette notation est appelée fonction delta
de Kronecker.
On appelle support d’une fonction I’adhérence de I’ensemble des z tels que f(z) # 0.
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signifie "Attention !"

signifie "Application" (sert & convaincre du fait (réel!) que les mathématiques
servent a quelque chose !)

signific "Pour y voir plus clair”.
signifie "Remarque”.
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Chapitre 2

Ensembles ordonnés

Définition 1 Soit I un ensemble. Un ordre (partiel) sur E est une relation <
telle que pour tout (z,y,z) € E3 :

ex <x

e(z<yNy<z)—z=y

e(z<yny<z)—z<z

Ces trois propriétés sont respectivement la réflexivité, la symétrie et la
transitivité.

FE équipé d’un tel ordre est appelé «ensemble partiellement ordonné».

Un ordre < donne naissance a une relation d’inégalité stricte < par : z < y <—
(z<yrz#y.

On définit aussi :
s>y — y<z
cxty > —(z<y)
ez ||y < zL£yAy Lz (xetyne sont pas comparables)

Soit F' un sous-ensemble de F, E étant muni d’un ordre partiel <g ; on définit
Pordre partiel <g induitsur Fparxz <py <— z <gy.

Définition 2 Un ensemble F muni d’un ordre partiel I est dit totalement or-
donné si et seulement si¥(z,y) € E*x < yVy < x. Un ensemble totalement
ordonné est aussi appelé une chaine. Un ensemble tel que x < y — x = y est
appelé une antichaine.

Définition 3 Une chaine C est dite maximale si et seulement si quel que soit
I’élément x, I’ensemble C' U {z} n’est pas une chaine.

Une antichaine C' est dite maximale si et seulement si quel que soit I’élément
z, Uensemble C U {x} n’est pas une antichaine.
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On note n la chaine [0, n[.
Dans la suite du texte < désigne une relation d’ordre partiel.

Définition 4 Etant donné <, on définit la relation de couverture < parx < y
(y couvre x ou = est couvert par y) si et seulement six < y ANVz(z < z <
y — z = x). Ceci signifie qu’il n’y a pas de z tel que x < y < z.

Si F est fini, la relation de couverture détermine la relation d’ordre partiel (et réci-
proquement).

Définition 5 On définit maintenant le diagramme de Hasse pour un ensemble
Jini partiellement ordonné. A chaque élément de E on associe un point du plan,
et on trace une ligne de x a y si x < y. On veille a ce que ces lignes n’inter-
sectent pas les autres points, et on veille a ce que x < y implique que ’or-
donnée du point associé a x soit inférieure a I’ordonnée du point associé a
Y.

Définition 6 Une application ¢ : E — F est dite :

e monotone si z < y — ¢(z) < H(y).

e yun morphisme si z <y < ¢(z) < ¢(y).

¢ un isomorphisme d’ordre si ¢’est un morphisme bijectif.

Quand ¢ est un morphisme, on écrit ¢ - E — F.
Quand ¢ est un isomorphisme on écrit E =2 F' ; E et F' sont isomorphes.

Proposition 7 Soit ¢ bijective de E dans F : alors les trois énoncés suivants
sont équivalents :

® ¢ est un isomorphisme d’ordre

e © < ydans E si et seulement si p(x) < ¢(y) dans F

e z < y dans P si et seulement si ¢(z) < ¢(y)

Deux ensembles finis ordonnés sont isomorphes si et seulement si ils ont un dia-
gramme de Hasse commun.

Définition 8 Le dual d’un ensemble ordonné est le méme ensemble mais muni
de Uordre 3‘5 tel que x 3‘5 y si et seulement si y < x. Le dual d’un énoncé
et I’énoncé 1° obtenu en remplacant < par > et réciproquement.

Un énoncé est vrai pour tous les ensembles ordonnés si et seulement si son
dual est vrai pour tous les ensembles ordonées.
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Définition 9 Soir I sous-ensemble de E tel que F' C FE, avec E ordonné. I
est un idéal d’ordre si et seulement siz € F Ay < x — y € F. F est un
filtre d’ordre si et seulement si (x € F Az <y) —y € F.

F est un filtre d’ordre si et seulement si le complémentaire de F' est un idéal
d’ordre.

On définit | F par I’ensemble des x tel que pour un certain y dans F onaz < y.
Par définition | z estégal a | =. | F' se lit «section initiale engendrée par F'».
On définit T F par ’ensemble des x tel que pour un certain y dans F onay < z. Par
définition T xz est égal a T z. T F' se lit «section initiale engendrée par F'».
| F estdonc le plus petitidéal d’ordre contenant /', et T F’ est le plus petit filtre d’ordre
contenant £
On note O(F) I’ensemble des idéaux d’ordre de I’ensemble ordonné E'; il est lui-
méme ordonné.

Les trois énoncés suivants sont équivalents :
ex <y
elzCly
e (VFeOE)yec F—-z€F

Définition 10 z est maximal si et seulement six <y —x =1y

x est le maximum de F si et seulement si pour tout y on a y < x. On écrit
z = maxQ.

Les notions de minimal et d’élément minimum sont définies de maniére
duale, en renversant I’ordre.

L’élément maximum d’un ensemble est généralement noté T, et ’élément mi-
nimum est généralement noté L.

Lorsque I’ensemble est fini, ’ensemble des éléments maximaux et I’ensemble des
éléments minimaux sont des anti-chaines maximales.
Lorsqu’une chaine {z1 < z2 < ... < x, } est maximale, alors Vi z; < ;1.

Définition 11 On appelle généralement :

¢ graphe de la relation le graphe dans lequel on supprime les réflexivités.

¢ graphe de compatibilité ’ensemble des (z,y) avec x comparable a y.

¢ graphe de Hasse (ne pas confondre avec diagramme de Hasse) I’ensemble
des (z,y) tels que © < y.

¢ graphe de couverture [’ensemble des x,y tels que x < youy < x.

On note dans la suite /| 1’ensemble ordonné constitué de I’ensemble F auquel
on ajoute une constante L inférieure a tous les éléments de E. S’il y avait une relation
d’ordre sur 7, larelation sur £/| contient cette relation. S’il n’y en avait pas, on obtient
ce que I’on appelle un ordre plat.
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Définition 12 L’union disjointe EUF de deux ensembles ordonnés disjoints
E et F estUensemble unionde E et F avecx <ppy < (z <pyVz <p
Y)-

La somme linéaire ¥ & F de deux ensembles ordonnés disjoints E et F' est
I’ensemble réunion de E et F muni de la relation z <pgr < (z <pg
yVez<pyV(@e EAyeF)).

On note P & Q la somme séparée de P et Q, égale & (PUQ) .

On note P @y Q la somme coalescente de P et (Q, obtenue en considérant
PUQ et en identifiant les deux éléments L.

Le produit de Pi,..., P, est défini sur ’ensemble produit cartésien par
(@1, ., Zn) SPixPyx..xPn (Y1, -, Yn) = Yiz; <p, ¥i

Soit X = {1,2,...,n}, etsoit ¢ : P(X) — {0,1}" défini par ¢p(A4) = (€1, ..., )
avec ¢; = 1sii € A ete; = 0 sinon. Alors ¢ est un isomorphisme d’ordre.

L’ensemble YX des applications d’un ensemble X vers un ensemble ordonné Y
sont naturellement ordonnées par f < g < Vz f(z) < g(z). Si X est lui-méme
ordonné, on peut considérer simplement I’ensemble des applications monotones, que
’on note Y <X>,

On peut aussi considérer des fonctions au lieu de considérer des applications ; on consi-
deére alors que f < g si et seulement si pour tout élément = du domaine de définition
de fona f(z) < g(=).

Pour ordonner I’ensemble des fonctions de X dans Y on ajoute un élément | dans Y
inférieur a tous les éléments, et en remplacant une fonction par 1’application qui lui est
égale sur son domaine de définition et qui est égale a L en dehors de ce domaine. Cette
fonction qui a une fonction de X dans Y associe une application de X dans Y, est un
isomorphisme d’ordre.
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Chapitre 3

Graphes

On s’intéresse ici au cas le plus général d’un ensemble X muni d’une relation bi-
naire U. (X, U) est un graphe orienté.

On note I'"(x) I'ensemble des y tels que (x,y) € U ; on Iappelle ensemble des
successeurs de .
On note I~ (z) ’ensemble des y tels que (y, z) € U ; on I’appelle ensemble des pré-
décesseurs de .
Onnote d7(x) = [T (z)| le degré sortant ou degré externe de z.
Onnote d (z) = |I'" (z)| le degré entrant ou degré interne de .
Sid~ (z) = 0 z est appelé une source.
SidT(z) = 0 z est appelé un puits.

Théoréme 13 Soit G = (X, U) un graphe orienté fini. G est sans circuit si et
seulement si les deux énoncés suivants sont vérifiés :

edzreXd (z)=0

oz € X d (z) =0= G\ {z} est sans circuit.

Théoréme 14 Soit G = (X, U) un graphe orienté fini. G est sans circuit si
et seulement si il existe une permutation (1,3, ..., T,) des sommets tels que

Ci-dessous un algorithme déterminant si oui ou non un graphe est sans circuit ou
non.
Le codage machine employé consiste en une liste de successeurs pour chaque sommet.

Procédure sans-circuit(G)
Début : Pour tout 2z € X faire
d (z)=0
Pour tout z € X faire
Pour tout y € I'*(z) faire
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d(y) —d (y) +1
Source «— 0
Nbsommets < O
Pour tout z € X faire
Sid ™ (z) = 0 alors Source < Source U{z}.
Tant que Source # () faire
x «+ choix(Source)
Source « Source privé de {z}
Nbsommets <« Nbsommets +1
Pour chaque successeur y de x faire
d(y) —d (y) -1
Sid~(y) = 0 alors
Source « Source U{y}.
Si (Nbsommets= n) alors G est sans circuit sinon G a au moins un circuit.

La complexité de cet algorithme est O(n + m) avec n le nombre de sommets et m
le nombre d’arcs.
Source peut étre implémentée sous forme de liste, avec pour fonction de choix la fonc-
tion simplissime qui choisit le premier élément.

Un tri topologique d’un graphe orienté sans circuit G = (X, U) est une permuta-
tion (1, @2, ..., zn) de X telle que (z;,z;) € U =1 < j.

Notons que la permutation calculée par 1”algorithme précédent (ie. I’ordre de sortie
de Source) est un tri topologique.

L’ algorithme suivant sert a engendrer fous les tris topologiques :

Procédure Tri-topologique(G)
Pour tout z € X calculer d~ (z) (comme dans 1’algorithme précédent)
S0
Pour tout z € X faire :
sid (z) =0alors S — SU {z}
o« 0

Tri-topo(G, S, o)
avec la procédure récursive «Tri-topo» suivante :

Tri-topo(G, S, o)
Si S = 0 alors écrire o sinon
Pour tout z € S faire
S — S —{z}
o « 0.z (concaténation)
Pour tout y € I'"(z) faire
d”(y) —d (y) -1
Sid~(y) = 0 alors
' < §'Ufy}
Tri-topo(G, S’, o)
Pour tout y € ' (z) faire
d(y) —d (y) -1
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0 «— o privé de

La complexité est en O((n + m) x |L(G)|).
1l existe des algorithmes de complexité O(n x |L(G)|) (beaucoup plus compliqués).
L(G) est le nombre de tri topologiques, n le nombre de sommets, m le nombre d’arcs.

On considére maintenant un graphe G = (X, U) orienté et sans circuits. On pose
h(z) =0sid™ (z) = 0 et h(z) = maz{h(y)|(y,z) € U} + 1 sinon ; h(z) est appelé
hauteur de z.

Algorithme de construction des niveaux du graphe ; un niveau est de la forme
X;={z € X|h(z) =1}:
o Calculer les degrés internes.
¢ nb-sommets=0
e Pour tout z € X faire
e ¢ Sid (z) =0 faire
e ¢ ¢ 3jouter(z) au niveau 0.
¢ ¢ ¢ nb-sommets++
o — 0
¢ Tant que niveau(z) est non vide faire
e o Pour tout = dans niveau(z) faire
¢ o o pour tout y successeur de z fairce e 00 d (y) «— d (y) — 1
eeee Sid (y) =0alors
e o ¢ ¢ ¢ niveau(i + 1) < niveau(i + 1) U{y}
® ¢ ¢ ¢ ¢ nb-sommets « nb-sommets +1
eei«—7+1

11y a des circuits si et seulement si a 1a fin de I’algorithme nb-sommets est différent
de n.
La complexité est en O(n + m).

Un chemin sur un graphe G = (X, U) estun n-uplet (z1, ..., zx) tel que Vi(x;, z41) €
U.
Soit G = (X, U) un graphe orienté, la fermeture transitive Gy = (X, Uy) de G est
définie par (x,y) € Uy si et seulement si il existe un chemin (z1, ..., zx) de G avec
r=z1ety = T
Soit G = (X, U) un graphe orienté avec X = {1,...,k} et Xo = 0.
Soit u = (=1, ..., ;) un chemin de G, I'intérieur de p, noté I(p), est {z2,...,z;—1}.
I(u) = 0 sietseulement sil < 2.
On définit une suite de graphes Gy, = (X, Uy) de la maniere suivante : (z,y) € Uy
si et seulement si il existe un chemin c entre z et y avec I(c) C Xy. En particulier
Go = GU{(z,z)|lz € X}, et G, = Gy.

Lemme : (l,j) clU, — ((l,j) ceUp_1V ((’L,k) cUr_1 A (k,j) (S Uk—l))

On déduit de ce lemme un algorithme destiné a déterminer la fermeture transitive
d’un graphe, I’algorithme de Roy-Warshall :
®q — g
(on initialise la matrice avec le graphe)
e Pour ¢ variant de 1 & n faire a; ; « 1
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e Pour k variant de 1 a n faire

e o Pour 7 variant de 1 & n faire

¢ ¢ ¢ Pour j variant de 1 a n faire
e0e0e0q;; —a;;V (a“{ A ak,j)

On peut constater que I’on n’applique pas exactement le lemme, car les a; ; ne sont
pas les bons, mais I’on peut aussi montrer que 1’algorithme fonctionne tout de méme.

La complexité de I’algorithme de Roy-Warshall est O(n3).

Soit G = (X, U) un graphe orienté, G, = (X, U,.) est une réduction transitive
de GsiU, C U, G, n’apas de transitivité et (G,) y = Gy.
La réduction transitive n’est pas toujours unique.
Si G = (X, U) est un graphe orienté sans circuit, il a une unique réduction transitive
appelé graphe de Hasse.

Algorithme général de calcul d’une fermeture transitive (pas seulement dans le cas
d’un graphe sans circuit).
e Pour z € X faire
e ¢ marque(z) <« faux
oo F}L (z) «— 0
e Pour tout z € X faire
oo file — {z}
e o tant que file # ) faire
e ¢ ¢ y «— premier(file)
e o o supprimer (y.file)
e ¢ o Pour tout z € ['"(y) faire
¢ ¢ ¢ ¢ Si marque(y)=faux alors
® e ¢ ¢ @ marque(z) «— vrai
oo 00 o marque(l'; (z) — ['f(z) U{z})
seeeefilc—fileU{z}
e o Pour tout z € Gamma}L (x) faire
e ¢ o marque(x) — faux

Le coiit de cet algorithme est O(n|U| + |Uy|).

On cherche maintenant a déterminer a la fois la fermeture et la réduction transitive
dans un graphe sans circuit.
Lalgorithme employé est I’algorithme de Goralcicova-Koubek.

e Pour tout x € X faire
oo F;f (z) — 0
oo f(z)—10
e ¢ marque(z) < faux
e On classe les points dans I’ordre d’un tri topologique 7 = (21, %2, ..., Tn,)
e Pour 7 variant de n a 1 faire
00 S «— I't(x;)
e e Tant que S # )

e ez — min,.(S)

24



¢ ¢ ¢ Si non(marque(X)) alors

(cas ol (z;, z) n’est pas un arc de transitivité)
eeee (1) — IS (z;)U{z}
XXX F}L(wl) — F}L(wl) U {z}

® ¢ ¢ o marque(x) «— vrai

® o o o Pour tout y € I'/ (x) faire

® ¢ ¢ ¢ ¢ si non(marque(y)) alors

® ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ marque(y) < vrai
XXX F}L(w,) — F}L(wl) u{y}
ee0e S — S\ {z}

* o Pour tout y € I'f (z;) faire

e ¢ e marque(y) < faux

La complexité esten O(n + n|U, | + |Uy|).
Problemes ouverts : peut on réaliser la fermeture transitive de G en O(n + |Uy|) ?

La réduction transitive en O(n + |U]|) ? Comment détecter qu’un graphe est fermé
transitivement ? Réduit transitivement ? (probablement faisable en temps linéaire)
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Chapitre 4

Théorie des ensembles - autres
systemes axiomatiques -
construction des ensembles
usuels

4.1 Les axiomes de la théorie des ensembles de Zermelo-
Fraenkel

Une classe est associée a une propriété d’une seul élément ; ¢’est a dire que ’on
se donne une assertion comportant une et une seule variable libre ; un élément est dans
la classe correspondante s’il vérifie 1’assertion. Les formules comportant plusieurs va-
riables libres sont appelées relations. Eventuellement on peut avoir une distinction
entre des variables et des parametres ; dans ce cas on a une classe pour chaque valeur
possible des parametres.

La théorie des ensembles est basée sur un ensemble d’axiomes. Les objets de cette
théorie sont appelés ensembles, et la classe des ensembles est appelée univers. Les
axiomes de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel sont les suivants :
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Axiome 15 Axiome d’extensionalité :
VaVy(Vz(z €Ex <= z2€y)—ax =y

( deux ensembles sont égaux si et seulement si ils contiennent exactement les
mémes éléments )

Axiome 16 Axiome de union :
Vedyvz(z €y «— (lex Nz EL)

( une union d’ensembles est un ensemble )

Axiome 17 Axiome de I’ensemble des parties :
VodyVz(z €y <= zCx)

( les parties d’un ensembles forment une partie. On note x C y l'assertion
Vz(z€z — z€y))

Axiome 18 Axiome du schéma de remplacement :
Etant donné une formule R(x,y, zo, ..., zn) de paramétres zq, ..., zn, définis-
sant pour toute valeur des z; une fonction, alors :

Vzn...‘v‘zn(V:uVyVy"E(a:, Y, 20y oeny Zn) A E(ﬂ«", y{, 20y ey Zn) == yr)

— YViduwVu(v € w <= Ju(u € t A E(u,v, 30, ..., Tk—1)))

On ajoute usuellement un axiome supplémentaire a ces axiomes :

Axiome 19 axiome de Uinfini, qui affirme qu’il existe un ordinal infini. Nous
verrons plus loin ce qu’est un ordinal, et ce qu’est un ordinal fini.

Théoréme 20 La consistance de ces axiomes n’est pas changée si on remplace
axiome de U'infini par sa négation.

Démonstration : Voir [12]...0
On appelle paire I’ensemble {z, y}. Ne pas confondre avec le couple (z, ), qui dé-

signe en fait I'ensemble {{x}, {z, y}}. On note de méme (x, y, z) I'ensemble (x, (y, 2)),
et ainsi de suite pour les n-uplets ordonnés. La différence entre {xzq, ..., o, } et (zo, ..., T4
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est que dans le premier cas I’ordre des termes n’influe pas, alors que dans le second
elle influe. On démontre I’associativité et la commutativité de I’'union. On notera P(E)
I’ensemble des parties de I’ensemble F.

\

\ —

&\ On notera que toutes les opérations intuitives sur les ensembles sont pos-
sibles, enfin presque. On peut en tout cas utiliser les intersections, définir I’ensemble
des éléments d’un ensemble donné qui vérifient une propriété donnée, on peut travailler
sur I’ensemble des parties d’un ensemble, on peut travailler sur un produit cartésien
d’ensembles, bref toutes ces choses sans lesquelles les maths prendraient vraiment la
téte. On peut aussi montrer I’existence et Iunicité de ’ensemble vide.

4.2 La "taille" des ensembles : ordinaux, cardinaux

4.2.1 Les ordinaux

Définition 21 (Définitions de base pour les ordinaux) On dit qu’'un en-
semble muni d’une relation d’ordre est bien ordonné si et seulement si toute
partie non vide de cet ensemble admet un élément minimum. L’ordre est alors
appelé un bon ordre. On appelle segment initial d’une partie bien ordonnée
un ensemble de cette partie tel que étant donné un élément de cette partie,
tous les éléments qui sont inférieurs a cet élément sont aussi dans la partie.
On appelle segment initial engendré par = [’ensemble des y plus petits que
x ; cette partie est clairement un segment initial.

Un ensemble est dit transitif si tout élément de cet ensemble est inclus dans
cet ensemble. C’est a dire que si S € FE, alors S C FE (non, il n’y a pas de
Jaute de frappe!). Un ensemble est un ordinal s’il est transitif s’il est bien
ordonné par €, cette relation étant une relation d’ordre strict. On note On
I’ensemble des ordinaux.

Par exemple les ensembles suivants sont des ordinaux :

0, {0}, {0,{0}}, {0, {0}, {0, {0}}}.

Proposition 22 e Les segments initiaux d’un ordinal sont soit lui-méme, soit
ses éléments.

o Tout élément d’un ordinal est un ordinal.

e Un ordinal n’appartient pas a lui-méme.

Démonstration :
¢ Soit S un segment initial d’un ordinal O. Alors S est un segment initial engendré par
un certain a (a est I’élément minimum de O \ S) ; ’ensemble des éléments qui sont
plus petits que a étant les éléments qui appartiennent a a (puisque ¢’est ainsi que 1’on
a défini la relation d’ordre), a est donc le segment initial engendré par a.
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¢ Facile...
o 11 suffit de voir que I’on a imposé que € soit un ordre strict.0

Proposition 23 Etant donné deux ordinaux O et P, une et une seule des trois
assertions suivantes est vérifiée : ¢ O € P

e PcO

o P=20.

Démonstration : 11 suffit de considérer I’intersection de O et P et d’examiner ses
propriétés.0

La relation € est donc une relation d’ordre total sur la classe des ordinaux.

Proposition 24 e La relation € est un bon ordre sur la classe des ordinaux.

e Le plus petit élément de la classe des ordinaux plus grands que E est EU{E}.
o L’union d’une classe d’ordinaux est un ordinal ; il est plus grand que tous les
ordinaux de cette classe, et il est plus petit que tous les autres ordinaux plus
grands que tous ces ordinaux.

Démonstration :
o 1l suffit de constater comme on I’a vu plus haut que le segment initial engendré par
OestO.
e Il est clair que £ doit appartenir a un tel élément, ainsi qu’étre inclus dedans ; réci-
proquement I’ensemble £ U {E'}.
e Facile.O

Définition 25 Etant donné E un ordinal, E\U{E} est appelé le successeur de
E. Onlenote £ + 1. E est dit le prédécesseur de F + 1.

Propriété amusante :
La classe des ordinaux n’est pas un ensemble. En effet si un tel ensemble F existe, alors
tout élément de £ est un ordinal, et donc un ensemble d’ordinaux, et donc ¥ € E ; ce
qui n’est pas possible pour un ordinal puisque € est une relation d’ordre strict.

Définition 26 On appelle morphisme d’ordre entre deux ensembles ou
classes ordonnés A et B une application de A vers B telle que f(a) >
f(b) < a > b. Un morphisme d’ordre bijectif est appelé isomorphisme
d’ordre. S’il existe un isomorphisme d’ordre entre deux ensembles ou classes
alors on dit que ces ensembles ou classes sont isomorphes pour I’ordre.

Théoréme 27 S’il existe un isomorphisme d’ordre entre deux ordinaux E et
F, alors E et F sont égaux (alors Uisomorphisme d’ordre est Uidentité).
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Théoréme 28 Pour tout ensemble ordonné E il existe un et un seul isomor-
phisme d’ordre de E vers un ordinal.

Théoréme 29 Toute relation de bon ordre dont le domaine n’est pas un en-
semble est nécessairement isomorphe pour l'ordre a la classe des ordinaux.

11 est ensuite possible de montrer que s’il est vrai pour une certaine propriété P a
une seule variable libre = que P(z) est vrai pour tout ordinal E plus petit que F', alors
P est vraie pour F', alors on peut conclure que la propriété est vraie pour tout ordinal.

11 reste de nombreuses choses a justifier pour expliquer toutes les petites choses que

I’on s’autorise en maths sans se prendre la téte trop ; mais ces considérations dépassent
mon propos...

4.2.2 Les cardinaux

© Le théoréme de Cantor-Bernstein

f

o
o(ffX)")

F1G. 4.1 — Démonstration du théoré¢me de Cantor-Bernstein.
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Théoréme 30 (Théoréeme de Cantor-Bernstein) Soit I et I deux en-
sembles, [ une injection de E dans F, et g une injection de F dans E ; alors
il existe une bijection de I dans F.

Démonstration : e Onconsidere I'ensemble des parties X de F telles que g(f(X))N
X =0
e On montre que cet ensemble admet un élément maximal (car il est stable par réunion)
¢ On montre que le maximum X vérifie g(f(X)*)UX = E
e On montre que la fonction qui & z associe f(z) si z € X et I'unique y tel que
g(y) =z siz &€ X estune bijection O

@ L’axiome du choix et ses dérivés

o Généralités - rappels

Définition 31 (Définitions sur les ordres) Un ordre est une relation ré-
fexive, antisymétrique, transitive.

Une relation d’ordre strict est une relation < telle que < définie par x <
y < (z = yVa < y) soit une relation d’ordre, et telle que pour tout x
ar < T

Un élément x d’une partie F est un minimum de cette partie I+ si et seulement
siz e FetsiVee e > a.

Un élément x d’une partie I est un élément minimal de E si et seulement si
ceEFetsiec Fete<xT— e=u.

Un élément x est dit minorant d’une partie E siVe € E e > x; il n’est pas
nécessaire que x soit dans F.

On définit de méme maximum, élément minimal, majorant.

La figure 4.2 illustre ces notions.

Un bon ordre est un ordre tel que toute partie non vide a un minimum.

¢ Laxiome du choix

Axiome 32 (Axiome du choix, premiére version) Etant donné un ensemble
E, il existe une fonction f qui a une partie non vide de F associe un élément
de cette partie.

Axiome 33 (Axiome du choix, deuxiéme version) Un produit d’ensembles
non vides est non vide.

On montre facilement que ces deux axiomes sont équivalents. Pour des applications
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" (élément maximal
! "\ de X)

1

._ et
Min X \ élément maximum
(éléments de X
minimaux
de X)

F1G. 4.2 — Illustration de quelques notions sur les ordres. X n’a pas de minorant, ni
de plus petit €lément ; par contre il a un maximum, ¢’est le méme élément que 1'é1é-
ment maximal unique. Bien noter toutefois qu’un élément maximal, méme lorsqu’il est
unique, n’est pas nécessairement un maximum.

amusantes de I’axiome du choix on pourra consulter 6.3.

Théoréme 34 (Théoréme de Zermelo) I non vide —il existe une relation de
bon ordre (i.e. telle que toute partie non vide admette un minimum).

Il est difficile de montrer ce théoréme & partir de I’axiome du choix. La réciproque
est par contre facile.

Définition 35 (Ensemble inductif) Deux éléments sont dits comparables si
l’un des deux est inférieur ou égal a I’autre.

On appelle chaine un ensemble totalement ordonné, c’est a dire tel que deux
éléments soient toujours comparables.

Un ensemble ordonné est dit inductif si toute chaine admet un majorant.

Lemme 36 (Lemme de Zorn) Tout ensemble non vide ordonné inductif ad-
met un élément maximal.

Le lemme de Zorn est équivalent au théoréme de Zermelo, lui méme équivalent
aux deux versions de I'axiome du choix. On peut montrer Zermelo a partir de Zorn en
considérant I'ensemble des bons ordres sur des parties de /7, un couple (X, R) étant
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inférieur & un couple (X', R’), avec X et X’ des parties de I et R et R’ des bons
ordres sur respectivement X et X', si X C X', RC R',etsiz € X etz € X’ avec
'Rz, alors o’ € X.

L'axiome du choix permet par exemple de démontrer I'existence d'une base pour
tout espace vectoriel. L’ axiome du choix est équivalent a I’existence d’une injection de
A dans B ou de B dans A pour tous ensembles A et B ; la preuve de ce fait a partir
de Zorn se fait facilement, en considérant les bijections entre des parties de A et des
parties de B, par contre la réciproque est difficile.

L’axiome de fondation est I'assertion selon laquelle dans tout ensemble non vide
il existe un élément d’intersection vide avec cet ensemble ; 'axiome de fondation sera
plus détaillé en 4.5.

Théoréme 37 (Consistance relative de AC et de —AC) (AC désigne
Uaxiome du choix)

Si la théorie axiomatique de Zermelo-Fraenkel avec axiome de fondation est
consistante, alors la théorie de Zermelo-Fraenkel avec axiome de fondation et
axiome du choix est consistante.

Si la théorie axiomatique de Zermelo-Fraenkel est consistante, alors la théorie
de Zermelo-Fraenkel avec axiome du choix est consistante.

D’autre part si la théorie de Zermelo-Fraenkel est consistante, alors la théorie
de Zermelo-Fraenkel avec la négation de I’axiome du choix est consistante.
Enfin, si la théorie de Zermelo-Fraenkel avec axiome de fondation est consis-
tante, alors la théorie de Zermelo-Fraenkel avec axiome de fondation et avec
la négation de I'axiome du choix (i.e. en supposant qu’il exisie un ensemble
sur lequel on ne peut pas construire une relation de bon ordre) est consistante.

Démonstration : Fortement non trivial. Je passe.]

r Il est aussi possible de remplacer la négation de I’axiome du choix par le
fait que P(w) ne puisse pas étre bien ordonné ; une telle théorie est consistante si la
théorie avec axiome de fondation est consistante.

< Quelques exercices
e On peut énoncer sans I’axiome du choix :
- un produit de groupes est non vide
- un produit dénombrable d’espaces métriques compacts est compact

@ Définition des cardinaux. Ordinaux finis et infinis

Définition 38 Deux ensembles sont dits équipotents s'il existe une bijection
de I'un dans I’autre.

11 est évident qu’il s agit 1a d’une relation d’équivalence.
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L’axiome du choix permet de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 39 Tout ensemble est équipotent a un ordinal.

Définition 40 Erant donné un ensemble, on sait qu’il existe au moins un or-
dinal auquel cet ensemble est équipotent. Eventuellement il peut y en avoir
plusieurs ; le plus petit élément de ces ordinaux (au sens défini plus haut sur
les ordinaux, c’est a dire la relation €) est appelé le cardinal de I’ensemble.

On note usuellement F le cardinal de E, ou #E. On note Card la classe des
cardinaux.

Théoréme 41 (Théoréme de Cantor) Pour fout ensemble E, on a #E <

#P(E).

Démonstration : Supposons le contraire ; alors il existe une surjection f de F
dans P(E). Posons F' I’ensemble des = € E tels que = ¢ f(z) ; il suffit alors de consi-
dérer le z € E tel que f(z) = F. On constate que si z € f(z), alors z & f(z); et
vice-versa.0l

On notera que Card n’est pas un ensemble ; sinon on pourrait construire un en-
semble égal a On, ce qui est impossible.

Définition 42 (Somme de cardinaux) On note A + B le cardinal de ’union
disjointe de deux ensembles respectivement équipotents a A et B.

On notera que cette définition pose quelques petits problemes de définition, pas diffi-
ciles a résoudre. L’addition de cardinaux est commutative et associative.

Une propriété importante est le fait que la somme des E; pour ¢ € I est le plus grand
¢élément entre 7 et les E;, sous réserve que 'un au moins de ses ensembles (I ou I’'un
des F;) soit infini.

Définition 43 (Produit de cardinaux) On note A x B le cardinal du produit
cartésien de A et de B.

La aussi il convient de vérifier que le produit de deux couples d’ensembles de mémes
cardinaux respectifs est le méme. On peut en outre vérifier que la multiplication de
cardinaux est associative et commutative, et distributive par rapport a I’addition. On
notera que le produit de deux cardinaux est le plus grand de ces deux cardinaux.

Définition 44 (Exponentiation de cardinaux) Etant donnés des cardinaux A
et B on note AP le cardinal de I’ensemble des applications de B dans A.
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On vérifiera facilement que la définition a bien un sens. On peut aussi montrer que
c
ABPTC = AB x A€ et que AP~ = ABXC,
De nombreuses manipulations plus approfondies sur les cardinaux requiérent I’axiome
du choix.

Définition 45 Un ordinal est dit fini si tout ordinal inclus dans cet ordinal
admet un prédécesseur. On appelle aussi entier naturel un ordinal fini.

Moi ¢a m’amuse beaucoup de définir un entier naturel comme étant un ensemble £
incluant chacun de ses é1éments, tel que pour toute partic F'de F il existe z € EN F
tel que = € G pour tout G € F'\ {z} et pour tout élément F' de F il existe G incluant
chacun de ses éléments, tel que pour toute partie H de G il existe y € G N H tel que
z € Ipourtout I € H\ {y}, ettel que GU {G} = F. Si je me suis pas gouré.

On montre plein de choses bien agréables sur les ordinaux finis ; ils sont stable par
union, produit, exponentiation. On montre aussi que tout ordinal fini est un cardinal.

Définition 46 Un cardinal est dit fini s’il est fini en tant qu’ordinal. Dans le
cas contraire il est dit infini. On note Card' la classe des cardinaux infinis.

Nous supposons maintenant I’axiome de la théorie des ensembles selon lequel il
existe un ordinal infini. Un ordinal infini est, par définition, un ordinal qui n’est pas
fini. Cet axiome de la théorie des ensembles est équivalent a 1’axiome selon lequel la
classe des ordinaux finis est un ensemble ; ainsi, puisque la classe des ordinaux n’est
pas un axiome, il existe un ordinal infini. On peut encore formuler cet axiome en disant
qu’il existe un ordinal limite, au vu de la définition ci-dessous :

Définition 47 Un ordinal différent du vide et sans prédécesseur est appelé un
ordinal limite. C’est donc un ordinal non vide tel que tout élément plus petit
que lui a un successeur aussi plus petit que lui.

Propriété : Un ordinal limite est I'union des ordinaux qui lui sont inférieurs.

Définition 48 On appelle w le minimum des ordinaux infinis. w est donc un
ordinal limite, c’est le plus petit, et c’est I’ensemble des ordinaux finis.

Un ensemble est dit fini si son cardinal est fini.

Un ensemble est dit dénombrable si son cardinal est inférieur ou égal a w.

w est un cardinal; on note g = w et pour tout ordinal E n’étant pas un
ordinal limite, alors avec F' le prédécesseur de E, N est le plus petit ordinal
plus grand que Rp ; et si E est un ordinal limite, alors Ng est l'union des N
pour F' € F.

Propriété :
Un ensemble infini est un ensemble contenant une partie dénombrable infinie.
Un ensemble infini est un ensemble qui est en bijection avec I'une de ses parties
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propres.
Nz est un cardinal.

4.3 L’axiome d’accessibilité

Définition 49 (Cardinal accessible et inaccessible) Un cardinal E est dit in-
accessible s’il est plus grand que w, si pour tout F cardinal < FE ona 2" < E,
et si toute famille de cardinaux < F, indexée par une famille de cardinal < F,
a un sup plus petit que E.

Un cardinal est dit accessible s’il n’est pas inaccessible.

L’axiome d’accessibilité affirme que tout cardinal est accessible.

Théoréme 50 Si Zermelo-Fraenkel avec axiome du choix est consistant, alors
Zermelo-Fraenkel avec axiome du choix et axiome d’accessibilité est consis-
tant.

Démonstration : Difficile...0

4.4 L’hypothese du continu

Le théoréme de Cantor nous ditque Ng 1 < 2RE (il est clair que 285 et le cardinal
de I’ensemble des parties de F).

Définition 51 (Hypothése du continu - hypothése du continu généralisée)
On appelle hypothése du continu Uassertion N1 = 2§).

On appelle hypothése du continu généralisée I’assertion g1 = 2% pour
tout F ordinal.

Propriété :
L’hypothese du continu est équivalente a I’assertion selon laquelle les parties de w

peuvent étre bien ordonnées de manicre a ce que tout segment initial strict soit dénom-
brable.

Théoréme 52 Si la théorie de Zermelo-Fraenkel est consistante, alors la théo-
rie de Zermelo-Fraenkel plus hypothése du continu généralisée est consistante.

Démonstration : Trop dure !0
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4.5 PL’axiome de fondation

Définition 53 (Axiome de fondation) On appelle axiome de fondation
Paxiome selon lequel pour tout ensemble I2 non vide il existe I' tel que F' € I2
et FNE =0.

Cet axiome entraine, par exemple, qu’il n’existe pas d’ensemble z tel que z = {z},
ni d’ensemble z tel que = € .

Théoréme 54 Si la théorie de Zermelo-Fraenkel est consistante, alors la théo-
rie de Zaermelo-Fraenkel plus axiome de fondation est consistante.

Démonstration : Dure 'O

Théoréme 55 11 n’existe pas de suite U,, d’ensembles telle que U, 1 € U,
pour tout n.

Démonstration : La preuve, facile, nécessite I’axiome de fondation.O

Théoréme 56 Si I’on utilise I'axiome de fondation, alors un ensemble E est
un ordinal si et seulement si il est transitif et si deux éléments u et v de I/
vérifient au moins une des assertions suivantes :

euUEcvV

eu =10

evEU

Démonstration : La preuve est plus difficile, et je ne la donne pas ici car elle
dépasse mon propos de simple bréve introduction a la théorie des ensembles.O

Bien siir on peut montrer que si ces hypotheéses sont vérifiées alors pour tout couple
(u,v) c’est I'une et une seule des assertions qui est vérifiée.

Théoréme 57 Si I’on utilise I'axiome de fondation, alors pour tout ensemble
FE il existe un unique ensemble transitif contenant E et inclus dans tout en-
semble transitif incluant .

Démonstration : Non triviale.O

Définition 58 On appelle fermeture transitive de E ’ensemble transitif dont
Uexistence est garantie par le théoréme 57.
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Propriété :
La fermeture transitive de F est la réunion de I et de I'union des fermetures transitives
des éléments de E.

Définition 59 Une relation R est dite extensive si ¥(y, z)[Va(zRy <+
TRz) —y=z|.

Un ensemble est dit extensif si € est une relation extensive sur cet ensemble.
C’est a dire que si deux éléments ont méme intersection avec I’ensemble, alors
ils sont égaux.

Propriétés :
Un ensemble transitive est extensif.
Un ensemble extensif est isomorphe & un ensemble transitif, et I’isomorphisme est
unique (nécessitant I’axiome de fondation).

1l est possible de prouver que I’axiome de fondation est relativement consistant,
¢’est & dire que la théorie basée sur les axiomes de Zermelo-Fraenkel est consistante si

et seulement si la théorie basée sur les mémes axiomes plus 1’axiome de fondation est
consistante.

4.6 Résumé de théorie des ensembles

En résumé on a les implications de consistance du schéma 4.3.
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B i
IF+AF— ZF+n0iAQ)

ZF+AF+0iAC) 7P+ AP+ AC+CH

7F + AF + COH.

ZF + AF + AC + GCH

F1G. 4.3 — ZF désigne la théorie de Zermelo-Fraenkel. ZF' \ in fini désigne la méme
théorie mais privée de I’axiome de I’infini et muni de sa négation. AC désigne I’axiome
du choix. not(AC) désigne la négation de AC. COH désigne I’axiome selon lequel
les parties de w ne peuvent pas étre bien ordonnes. AF désigne 1’axiome de fondation.
ACC désigne ’axiome d’accessibilité. C H désigne 1’hypothese du continu, et GCH
I’hypothése du continu généralisée. Une fleche relie une théorie 7" a une théorie 7" si
T’ est plus forte que 7', ¢’est-a-dire que tous les théorémes de 7" sont des théorémes
de T”. Notez bien que toutes les théories présentes sur la figure sont consistantes si et
seulement si ZF est consistante. Notez bien aussi que si ZF' est consistante, alors il
est impossible de le prouver ; mais que par contre si elle ne 1’est pas, on dispose d’un
algorithme théorique permettant en temps fini de le prouver...
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Chapitre 5

Topologie

5.1 Espaces topologiques

5.1.1 Cas le plus général d’espace topologique

Définition 60 (Topologie) Une topologie T sur 'ensemble X est une partie
T C P(X) vérifiant :

o I’ensemble vide O et X sont dans T

o T est stable par réunions arbitraires

o T est stable par intersections finies

Un tel couple (X, T) est appelé espace topologique. Les éléments de T sont
appelés les ouverts de la topologie.
Une partie de X est dite fermée si son complémentaire est ouverl.

Exemples :
e La topologie discréte sur I’'ensemble X est la topologie 7; = P(X)
e La topologie grossiere sur I’ensemble X est la topologie 7, = {0, X'}
eSurN =NU {+e0}, la topologie usuelle est ’ensemble des U tels que U C N ou
+oo € U AN\ U est cofini.

On verra aussi d’autres exemples en parties 5.1.2 et 5.2,

Proposition 61 Si X est un espace topologique alors
o X et () sont des fermés de X

e Une intersection quelconque de fermés est un fermé
o Une union finie de fermés est un fermé

Démonstration : Immédiat, par passage au complémentaire.0
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Définition 62 (Séparation par des ouverts) On dit que la partie A et la par-
tie B sont séparées par des ouverts s’il existe deux ouverts U et V' tels que
AcUeBcCVielsqueUNV = .

5.1.2 [Espaces métriques et espaces normés

Définition 63 (Métrique) Une métrique ou distance sur ’ensemble X est
une applicationd : X x X — |0, +-oo| vérifiant :

ed(z,y) =0 < z=4y

e d(z,y) = d(y, z)

e d(x,y) < d(z,z)+ d(z,y) (propriété dite inégalité triangulaire)

On dit alors que (X, d) est un espace métrique.

Exemples :
0 dp = (T |z —wil?)'/?

e do = maz|z; — y

Propriéié :
o |d(z,2) —d(y, z)| < d(z,y)

Définition 64 (Boules) Si = est un point de 'espace métrigue X et r €
[0, +o00[, on appelle boule ouverte (resp. fermée) de centre x et de rayon
r, Pensemble des y tels que d(z,y) < r (resp. d(z,y) < 7).

On appelle sphere de I’espace métrique X de centre x et de rayon r I'ensemble
des y tels que d(z,y) = r.

Proposition 65 Si X est un espace méitrique, la famille de parties de X dont
les éléments sont les réunions arbitraires de boules ouvertes est une topologie
sur X. Cette topologie est appelée la topologie associée a la métrique.

Une partie X d’un espace métrique I est dite bornée si étant donné un point
e dans F la distance de x a e pour x dans X est majorée par une certaine
constante “. Cela équivaut aussi au fait que la distance entre deux points quel-
conques de X est bornée. C’est a dire que :

- si pour un point x, y — d(z,y) est bornée, alors pour tout point x, y —
d(z,y) est bornée.

- 8 pour tout point T y — d(z,y) est bornée, alors (z,y) — d(x,y) est aussi
bornée.

“LLa notion est indépendante du point e choisi, grice a I'inégalité triangulaire.

Démonstration : La vérification est fastidieuse et ne présente pas de difficulté.0
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La notion de borné dépend de la métrique et pas de la topologie ! C’est a dire
que méme si deux métriques sont topologiquement équivalentes (voir définition 68)
elles n’ont pas nécessairement les mémes parties bornées. En fait pour toute métrique
d, on peut construire une métrique équivalente d’ par d’(x, y) = In(1 11:&-'3‘?;) ), telle
que toute partie soit bornée.

Propriétés :
e Dans un espace métrique, une partie est fermée si et seulement si elle contient la
limite de toute suite convergente a valeurs dans cette partie.
e Une boule ouverte est ouverte, et donc un espace métrique est séparé
e Une boule fermée est fermée
e Une sphere est fermée
e Dans un espace métrique, une suite (z, )nen tend vers @ si et seulement si d(x,,, z)
tend vers 0.

Exercice 66 o La topologie usuelle sur R ou C est la topologie associée a la distance
d(z,y) = |z —y|.

e La fonction qui & = et y associe 0 si @ = y et 1 sinon est une métrigue. Celte métrigue
est associée a la topologie discréte, pour laquelle toute partie est a la fois un ouvert et
un fermé.

e Si [ est injective de X dans R, alors la fonction qui a z et y associe |f(z) — f(y)]
est une distance sur X.

e La topologie usuelle sur R — R U {—o0, 00} est définie par la distance d(z,y)

|f(z) — F(y)l, avec f(z) = 157, f(+o0) = Let f(—00) = —L.

Définition 67 (Isométrie) Etant donnés deux espaces métrigues E et I, une
application f de F dans I' est une isométrie si Y(z,y) dp(f(x), f(y))
de(,y).

Définition 68 (Métrisable) Une topologie est dite métrisable si et seulement
si il existe une métrique telle que la topologie soit associée a cette métrigue.
Deux métriques dy et do sont dites équivalentes si il existe o et 3 tels que
ady < ds < Bdy “, avec o, 3 > 0.

Deux métriques sont dites topologiquement équivalentes si elles définissent
la méme topologie.

20n dit aussi que d; et dg sont Lipschitz-équivalentes.

t Soient deux distances d; et dy sur un espace F ; alors I'identité de (F, dy)
dans (F, d2) est un homéomorphisme si et seulement si d; et ds sont topologiquement
équivalentes, et elle est lipschitzienne et d’inverse lipschitzien ' si et seulement si d; et

Une application est dite bilipschitzienne si elle est lipschitzienne et d’inverse lipschitzien.

42



ds sont équivalentes.

Proposition 69 (Existence de topologie non métrisables) 1! existe des topo-
logies, méme séparées, non métrisables.

Démonstration : 1l est clair que toute topologie non séparée n’est pas métrisable.

Considérons, pour avoir un contre-exemple plus intéressant, une topologie séparée
non métrisable. Ce contre-exemple fait appel a quelques notions qui seront définies
ultérieurement, et peut donc étre laissé de c¢oté en premiere lecture.

Soit RR, muni de la topologie produit.

Supposons que cet espace topologique soit métrisable.

Alors tout point est a base dénombrable de voisinage.

Soit (U,,) une base de voisinages de 0.

Alors pour tout n, U, contient un voisinage de 0 (la fonction nulle de R dans R) de
la forme

Vo = {f € RE/Vi € [1, N,]|f(2n )| < €n}

On considere alors T'I’ensemble des ., ; pour ¢ < Ny, etn € N.

Cet ensemble est dénombrable comme union dénombrable d’ensemble finis.

Soit maintenant = dans R n’appartenant pas a 7.

Alors {f € RE/|f(z)| < €} est un ouvert, qui n’est manifestement inclus dans
aucun V.

11 est 2 noter que {0, 1}* convient aussi.0l

Proposition 70 Une topologie métrisable est entiérement caractérisée par
les propriétés de convergence de suites.

C’est a dire que si pour deux topologies métrisables, les suites convergentes
sont les mémes et ont mémes limites, alors ces deux topologies sont égales.

Démonstration : 11 suffit de voir que 1’on caractérise un fermé /' d’un métrique
par le fait qu’il contient les limites de toute suite convergente d’éléments de F'. Donc les
fermés sont caractérisés par les propriétés de convergence de suite, et donc les ouverts
aussi par passage au complémentaire.0

Proposition 71 e Si deux distance di et ds sont équivalentes alors dy et ds
définissent la méme topologie.
e on peut avoir la méme topologie sans avoir cette relation.

Démonstration : Le premier e est facile, le second s’obtient en considérant d'(z, y)
min(1,d(z,y)), avec d une distance quelconque non bornée.0)
11 est intéressant de noter que méme en ajoutant une condition a I’équivalence tradui-
sant que I’on peut se limiter aux "petites” distances, on a un contre-exemple avec par
exemple d /o et dy qui définissent la méme topologie sans étre Lipschitz-€quivalentes,
méme sur les petites distances.
On peut aussi noter que les dy, pour p > 1 sont Lipchitz-équivalentes entre elles, cela
se montre par deo < dp < n/Pdy,
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Dans la suite K désigne un des deux corps IR ou € muni de sa topologie usuelle.

Définition 72 (Norme) Soit I un espace vecioriel sur le corps K, avec K = R
ou K = C. Une norme sur I est une application || . || de E dans [0, +oc| vé-
rifiant :

e ||z ||= 0 siet seulement siz =0

evz,ye E,onalz+y|<|z|+ |yl

eVAeKVz e Fonal Nz ||=|A | = |

S'il ne manque que la premiere propriété, on parle de semi-norme.

On appelle vecteur unitaire un vecteur x tel que || = |= 1.

Un espace muni d’une norme est appelé espace normé ou espace vectoriel
normé,

Dans un espace normé une série (> _ x,,) est dite normalement convergente
si i ||lwi|| converge.

Enfin une définition nécessitant la notion de continuité (définie ultérieure-
ment) : on appelle isomorphisme de I’espace vectoriel normé I/ dans I’es-
pace vectoriel normé F' une application linéaire continue bijective de réci-
proque continue (¢’est a dire qu'il s’agit d’un morphisme algébrigue (i.e. au
sens des espaces vectoriels ) et d’un homéomorphisme).

Exemples :
e Sur R™, les applications suivantes sont des normes :
- (@1, 20) = 2]l = mazic s, my |7
-pour préel > 1, @ = ||z, = (Cieqa,..my |2:l7)'/7 @ Un peu plus difficile : sur
[R|X], les applications suivantes sont des normes :
- P = ||Pllg = supzeon)| Pz)]
-P || P, = [ |P(t)dt

Propriétés :
¢ La norme est convexe.

Définition 73 (Distance associée) Etant donnée une nornie on définit une dis-
tance associée par d(z,y) =|| z —y ||

Définition 74 (Normes équivalentes) Deux normes || . ||y et || . ||2 sur un
méme espace vectoriel sont équivalentes si il existe o, 3 > 0 tels que a. ||
z|li<ll z ll2< 8- 2 |1

Théoréme 75 Deux normes sont équivalentes si et seulement si elles défi-
nissent la méme topologie.

Démonstration : L'une des deux implications résulte de 71. L’autre s’ obtient fa-
cilement, I'une des deux inégalités aprés I’autre, en constatant qu’une boule de centre



0 et de rayon 1 pour I'une des normes contient une boule pour 1’autre norme.0

5.1.3 Notion de voisinage

Définition 76 (Voisinage) Soit X un espace topologique. Un voisinage V' de
x € X est un ensemble tel qu’il existe un ouvert U avecx € U C V.
On note par V(x) I’ensemble des voisinages de .

Proposition 77 Un sous-ensemble d’un espace topologique est ouvert si et
seulement si il est un voisinage de chacun de ses points.

Démonstration :
e Soitun ouvert U, et z dans U. Onaz € U C U... Donc U est voisinage de x.
¢ Soit U voisinage de chacun de ses points. A chaque point = associons I’ouvert
U, tel que z € U, € U. Laréunion des U, est un ouvert, contient tous les = de U et
est incluse dans U ; ¢’est donc U. Donc U est un ouvert. O

Proposition 78 e Si z € X, X espace topologique, et V. C V', et V € V(x),
alors V' € V(z).
e pour tout V, V' € V(z), alors VNV’ € V(z)

Démonstration : e V' contient par définition un ouvert contenant z ; V' étant inclus
dans V', V' contient ce méme ouvert. Donc V'’ est un voisinage de z.
o V et V'’ contiennent chacun un ouvert contenant z ; I’intersection de ces deux ou-
verts est un ouvert, contient x et est inclus dans VNV’ ; donc V' N V' est un voisinage
de z. 0

5.1.4 Fermeture, intérieur, extérieur, frontiere

Définition 79 (Fermeture ou adhérence) Si A C X, I’adhérence (dite aussi
fermeture) de A est lintersection de tous les fermés contenant A, c’est donc
le plus petit fermé contenant A. On note A I’adhérence de A.

Propriété : _ o
A, Bpartiesde X ;alors AUB=AUBetANBC ANB.

Définition 80 (Point d’accumulation d’une partie) On appelle point d’ac-
cumulation d’une partie A un point x adhérent ¢ A\ {z}.
On appelle ensemble dérivé de A I’ensemble des points d’accumulation de A.
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Propriété :
Un ensemble dérivé dans un espace séparé est toujours un fermé.

Lemme 81 Si A est une partie de 'espace topologique X, on a lI’équivalence
suivante : .
z€A = YWeV(E),VNA£D

Dérionstration : 1l suffit de constater les points suivants :
e y & A si et seulement si on peut trouver un fermé /' contenant A et ne contenant pas
Y.
e On consideére le complémentaire de F'.0

Définition 82 (Ensemble dense) Un sous-ensemble de X est dense dans X si
son adhérence est X.

) La densité sera utilisée dans les théorémes de prolongement, prolongement
des identités, prolongement de fonctions uniformément continues (capital par exemple
pour le théoréme de Plancherel, cité dans la partie 5.1.8 et démontré dans [ 1 6]). Le pro-
longement de fonctions continues servira aussi a construire des solutions maximales
d’équations différentielles (voir théoréme de Cauchy-Lipschitz 515). On pourra aussi
voir I’exercice ? 7 référence selon lequel tout espace métrique complet connexe locale-
ment connexe est connexe par arcs.

La densité servira aussi pour prouver le théoréme d’ Arzéla-Ascoli 720, le théoréme
de Moore (voir livre 7 ?7), I'inégalité de Hardy (voir livre [7]).

De nombreux résultats de densité dans les Banach auront de vastes applications ;
il y a déja toutes les applications du théoréme de Baire 249 (théoréme de 1'applica-
tion ouverte, théoréme du graphe fermé, théoreme d’isomorphisme de Banach, que
I’on trouvera tous a la suite du théoréme de Baire 249). On pourra enfin consulter le
théoréme de Goldstine, dans le livre ? 7.

Par ailleurs, la séparabilité est par définition liée a la densité, voir la définition 96
et la liste d’applications qui y est donnée.

Enfin, certains résultats de densité seront fondamentaux pour de multiples appli-
cations pratique (approximation) : on pourra consulter le chapitre 9. Cela servira par
exemple pour la transformée de Fourier - en fait les bases hilbertiennes sont basées sur
la densité.

N’oublions pas aussi de petits résultats dus a la densité de @ dans R : le fait que
tout ouvert de IR §’exprime comme union dénombrable d’intervalles ouverts.

Proposition 83 A est dense dans X si et seulement si tout ouvert non vide
intersecte A.
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Démonstration : Cela résulte directement du lemme ci-dessus.0

Définition 84 (Intérieur) L’intérieur du sous-ensemble A de I’espace topo-
logique X, noté Int(A), est la réunion de tous les ouverts inclus dans A, c’est
donc le plus grand ouvert contenu dans A.

Propriétés :
e A, Binclus dans X ; alors Int (AU B) = Int AU Int BetInt (AN B) =
Int ANInt B. e Si deux ouverts sont disjoints, alors les intérieurs de leurs adhérences
sont disjoints. _
e Int(X\A)=X\AGeInt A= X\ (X\ A)).

Proposition 85 Le point x est dans Int(A) si et seulement si A € V(x)
Le point x est dans Int(A) si et seulement s’il existe V € V(z) avec V C A

Démonstration : Je ne vous ferai pas I’injure de le démontrer.0

Définition 86 (Extérieur) L’extérieur de A, noté Ext(A), est Uintérieur du
complémentaire de A.

Proposition 87 Ext(A) = {x|3V € V(x)/V N A = 0}

Démonstration : Evident.O

Définition 88 (Frontiére) La frontiére de A, notée F'r(A) est son adhérence
privée de son intérieur.

Propriéié : Fr(A) = AN X \ A

Proposition 89 Un ensemble est a la fois ouvert et fermé si et seulement si sa
[frontiére est vide.

Démonstration :
¢ Soit A cet ensemble. Comme A est fermé, il est égal a son adhérence, et comme
il est ouvert, il est égal a son intérieur, donc sa frontitre, égale a son adhérence privée
de son intérieur, est vide.
¢ Réciproquement, si la frontiere de A est vide, et s’il est non vide, cela signifie
que son intérieur est au moins égal a A, donc qu’il est ouvert. Et si sa fronti¢re est vide,
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cela signifie que son adhérence ne peut pas étre plus grande que lui, donc il est fermé.O

Théoréeme 90 o Ini(A) ={z € X|FV € V(z),VNX\ A =0}

o Ext(A) = {z € X|AV € V(z),VN A =0}

e Fr(A)={z e X| AV eV(@),VNA=0vVnNn(X\4) =0}={xc
XNV eV(@),VNAALDAVN(X\ A) # 0}

X est réunion disjointe de son intérieur, son extérieur et sa frontiére.

Démonstration : Chacune de ces propriétés se démontre en deux lignes, simple-
ment en écrivant bien formellement ce que I’on cherche a démontrer.0

5.1.5 Base d’ouverts et base de voisinages

Définition 91 (Base d’ouverts) Soit X un espace topologique. Une famille B
d’ouverts de X est une base d’ouverts si tout ouvert est une réunion d’élé-
ments de B.

Proposition 92 Une famille B d’ouverts est une base d’ouverts si et seulement
si quel que soit Uouvert U et x € U il existe V € Btelquex € V C U.

Démonstration : Si B est une base d’ouverts, alors étant donnés x et U, on consi-
dére un élément V' de B qui contient x ; la réciproque se fait en considérant pour un
ouvert donné la réunion des V' obtenus par la propriété en considérant les différents =.0

Proposition 93 e Dans un espace métrique, les boules ouvertes de rayon ra-
tionnel forment une base d’ouverts

e Dans le cas de R™ muni de la métrique usuelle, les boules ouvertes de rayon
rationnel et a coordonnées toutes rationnelles forment une base dénombrable
d’ouverts

o Dans R tout ouvert est en fait une réunion dénombrable d’intervalles ouverts
deux a deux disjoints (et réciproquement).

o Dans R un fermé n’est pas nécessairement une réunion dénombrable d’inter-
valles fermés deux a deux disjoints, et une réunion dénombrable d’intervalles
Sfermés deux a deux disjoints n’est pas nécessairement fermée.

Démonstration :

e Soit U un ouvert d’un espace métrique, et z dans U ; on montre que U contient
une boule de rayon rationnel contenant x. Pour cela on note que U est réunion de
boules ouvertes, donc contient au moins une boule ouverte B de rayon r et de centre
O contenant z ; on note alors v’ la distance de z & O ; toute boule ouverte centrée en
de rayon rationnel inférieur 2 » — v’ convient (on peut aussi choisir de raisonner sur les
boules centrées sur O de rayon adéquat...).

e Soit U un ouvert de R™, et = un point de U. On considere une boule ouverte
contenant z et incluse dans U ; soit O son centre et r son rayon. Alors soit 7’ la distance
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de 2 a4 O, et y un point de coordonnées rationnelles situé¢ & une distance d inférieure a
% de O. Alors toute boule centrée sur y de rayon rationnel compris entre 7 %
etr' 2?'3’"’ convient,

¢ En plusicurs points :

- Soit U un ouvert de R ; alors étant donné un rationnel de U on considére 1'in-
tervalle maximal le contenant. On parcourt ainsi tout U/, et on a bien un ensemble
dénombrable d’intervalles ouverts.

- Une réunion d’ouverts est toujours un ouvert.

e Deux contre-exemples :

- le cantor K* (voir partie 5.6.13) n’est pas une réunion dénombrable d’intervalles
fermés disjoints.

- I’ensemble des 1/n est une réunion dénombrable d’intervalles fermés disjoints,
mais n’est pas fermé. O

Définition 94 (Base dénombrable d’ouverts) X est & base dénombrable
d’ouverts si on peut trouver une base d’ouverts qui soit dénombrable.

Proposition 95 Un espace a base dénombrable d’ouverts contient un en-
semble dénombrable dense

Démonstration : 11 suffit de considérer un point par ouvert non vide d’une base
dénombrable.0

Définition 96 (Espace séparable) Un espace est séparable si il contient un
ensemble dénombrable dense.

) Cela sera notamment utile pour définir une métrique sur la boule unité fermée
du dual d’un espace séparable (pour la topologie faible). Ceux qui veulent en savoir
plus peuvent aller voir la proposition 194.

On note en particulier qu'un ensemble a base dénombrable d’ouverts est séparable
(il suffit de prendre un point dans chaque ouvert) ; il s”agit de la proposition précédente.
La réciproque est vraie dans le cas des espaces métriques :

Théoréme 97 Un espace métrique est séparable si et seulement s’il admet une
base dénombrable d’ouverts.

) Ce résultat permettra de conclure que tout espace métrique compact admet une
base dénombrable d’ouverts (voir résultat 196) et d’en déduire que tout espace mé-
trique compact est de cardinal au plus la puissance du continu (voir résultat 194).

Démonstration : La remarque précédente donne I'un des deux sens. Récipro-
quement supposons que X soit métrique séparable. Soit {z,/n € N} un ensemble
dense dénombrable. Alors I'ensemble des boules de centre z; et de rayon 1/7 avec
(7,7) € N x N* est une base dénombrable d’ouverts.O
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Définition 98 (Base de voisinages) Soit = € X, une famille B(x) de voisi-
nages de x est une base de voisinages de x si pour tout V. € V(x) il existe
V' e B(z) avec V' C V.

Définition 99 Un espace est a base dénombrable de voisinages si chacun de
ses points admet une base dénombrable de voisinages.

Exercice 100 Tout espace métrique est a base dénombrable de voisinages.

Démonstration : 11 suffit de considérer les boules de rayon 1/7 de centre = pour
avoir une base dénombrable de voisinages de x.0

5.1.6 Continuité et limite

Définition 101 (Continuité ponctuelle) Soit f une application entre espaces
topologiques. [ est continue en z si et seulement si quel que soit V€ V(f(x)),
Uimage réciproque f—1(V') est un voisinage de x (ie si 3U € V(X)/f(U) C
U).

f est continue si f est continue en tout point.

Exemples :
¢ La distance est continue (en vertu de la propriété |d(z, z) — d(y, z)| < d(z, y)).
¢ La norme est continue (comme composée d’applications continues, puisque = +—
(x,x) est continue, et (x,y) — d(x,y) est continue, avec d la distance associée a la
norme.
¢ La multiplication par un scalaire et I’addition sont continues pour la topologie asso-
ciée a la norme.

Définition 102 (Semi-continuité) Une application f de X dans R est semi-
continue inférieurement si pour tout c on a f~*(|c, +oo[) ouvert.

Une application f de X dans R est semi-continue supérieurement si pour
tout cona f~1(] — oo, ) ouvert.
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Proposition 103 e Une fonction a valeurs dans R est continue si et seulement
si elle est a la fois semi-continue inférieurement el semi-continue supérieure-
ment.

o La borne sup d’une famille de fonctions semi-continues inférieurement est
semi-continue inférieurement.

e La fonction caractéristique d’un ouvert (resp. fermé) est semi-continue infé-
rieurement (resp. supérieurement).

Théoréme 104 (Stabilité de la continuité par composition) Si f est conti-
nue en x et si g est continue en f(z), alors g o [ est aussi continue en x.

Démonstration : L'image réciproque d’un voisinage de g( f(z)) est un voisinage
de f(z), I'image réciproque d’un voisinage de f(z) par f est un voisinage de =, done
I'image réciproque d’un voisinage de g o f() par g o f est un voisinage de z. D’ou la
continuité de g o f en z.0

Corollaire 105 Si f et g sont continues, alors g o f est continue.

Démonstration : L'image réciproque d'un ouvert par f est un ouvert, 1'image ré-
ciproque d’un ouvert par g est un ouvert, donc I'image réciproque par g o f est un
ouvert.0J
(on peut aussi simplement utiliser le théoréme 107)

Proposition 106 Seit B une base de voisinages de f(x).
[ est continue en x si et seulement si quel que soit V € B, f~1(B) € V(x).

Démonstration :  Soit un voisinage U de f(x), il contient un certain V' apparte-
nant & B. L'image réciproque de V' étant un voisinage de x, I'image réciproque de U/
contient V' et est donc aussi un voisinage de z.0

Théoréme 107 Les assertions suivantes sont équivalentes :

e [ est continue

o Pour tout ouvert U, f~1(U) est un ouvert de X.

o Pour tout fermé F, [~ (F) est un fermé de X.

® Pour tout ouvert V € B, avec B une base d’ouverts, f (V) est ouvert
o Pour tout A, f(A) C f(A)

Démonstration : L'équivalence entre les 4 premiéres assertions est claire. La cin-
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quieme assertion est une conséquence facile de la continuité de F (il suffit de voir
quelle équivaut 2 A C f~(f(A)) et de rappeler que I’adhérence de A est I'inter-
section de tous les fermés contenant A). Réciproquement, en supposant la cinquiéme
assertion vraie, on montre facilement que tout fermé F' de I'image de f vérifie f—1(F)
fermé. 11 suffit de voir alors que f est continue de X vers Y si et seulement si elle est
continue en tant que restriction de X sur f(X).0

) On peut noter alors que si f est une application de X dans Y, alors si X est
muni de la topologie discrete (topologie égale a I’ensemble des parties de X) ousi Y est
muni de la topologie grossire (topologie limitée a {(, Y'}) alors f est nécessairement
continue.

Définition 108 (Limite) Soir f : X \ {zo} — Y, avec o € X. On dit que
y est une limite de f en xq, si pour tout voisinage V de y dans Y, la réunion
FHV) U {z0} est un voisinage de x.

Proposition 109 Les propriétés suivantes sont équivalentes au fait que 1 soit
limite de x., :

e pour tout voisinage V de 1, il existe un nombre fini de x,, en dehors de V.

e Dans le cas o I’espace est métrique : la distance de x,, a c tend vers (.

Lemme 110 f est continue en xo si et seulement si f(xq) est limite de
f\X\{mg} en xo.

Démonstration : Faisable sans trop de difficultés.0

Définition 111 (Point isolé) xq est isolé si et seulement si {zq} est ouvert.
Un espace topologique est dit discret si tous ses éléments sont des points isolés.

Lemme 112 Le point zo n’est pas isolé si et seulement si V \ {zo} # 0, pour
tout V. € V(xo), et encore si et seulement si xo € X \ {zo}.

Démonstration : Clair.0

Un probleéme est la non-unicité de la limite, a priori. Nous avons donc besoin de la
notion d’espace séparé, que 1’on définira un peu plus loin.

Définition 113 (Homéomorphisme) Un homéomorphisme est une applica-
tion bijective continue et de réciproque continue.
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Exercice 114 (Quelques propriétés des homéomorphismes.) e L’identité est un ho-
méomorphisme.

o Une composition d’homéomorphisme est un homéonorphisnie.

e Sur un espace normé, la translation et I’homothétie de rapport non nul sont des ho-
méomorphismes.

o L’ensenible des homéomorphismes de X vers X est un sous-groupe de I’ensemble
des bijections de X vers X.

Démonstration : Rien de difficile dans tout ¢a; notons que la réciproque d’'une
homothétie est une homothétie, et qu’une homothétie est continue parce que les opéra-
tions algébriques sont continues (voir proposition 163). O

5.1.7 Espace séparé

Définition 115 (Espace séparé) Un espace est séparé si pour toute paire de
points (x,y) on peut trouver un voisinage de x et un voisinage de y disjoints.

Exercice 116 e Un espace métrique est séparé.
e Une topologie discréte est séparée.

Exercice 117 Tout ensemble fini d’un espace séparé est fermé.

Démonstration : Dans le cas d’un singleton il est clair que le complémentaire est
voisinage de chacun de ses points, donc ouvert, par 77. Le passage & un ensemble fini
se voit par les propriétés immédiates des fermés données en 61.0

Théoréme 118 Soit f : X — Y,
Si xo n’est pas isolé et si 'Y est séparé, alors Uapplication f a au plus une
limite en xq.

Démonstration : On considére les voisinages respectifs de deux limites, et on
considere I'intersection de leurs images inverses respectives ; cette intersection est ré-
duite & un singleton ; or ¢’est un voisinage de .0

Théoréme 119 Soient f1 et fo deux applications continues avant méme en-
semble de départ et méme ensemble séparé d’arrivée. Alors {x|f1(z) =
Sfa(2)} est fermé.

/=% Lhypothése de séparation est nécéssaire (de méme que dans le théoréme sui-
vant, méme contre-exemple) ; considérer par exemple f; et f» deux applications de
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R (muni de sa topologie usuelle) dans {0, 1} muni de la topologie grossiere. fi est
’application nulle, f> estnulle saufen 0; f2(0) = 1.

Démonstration : On montre que I’ensemble complémentaire est ouvert. Pour cela
on considere = dans ce complémentaire, et deux voisinages disjoints de f1(z) et f2(z) ;
I'intersection des images réciproques de ces voisinages est un voisinage de z qui
montre que notre complémentaire est bien un voisinage de =.0

Corollaire 120 Si f; et fo coincident sur un ensemble dense et ont valeurs
dans un espace séparé, alors elle coincident partout.

Démonstration : 11 suffit de se rappeler qu'un fermé est égal a son adhérence, el
que I’adhérence d’un ensemble dense est I’espace tout entier.0]

Lemme 121 Si f est continue et injective, et si l'espace d’arrivée est séparé,
alors Uespace de départ est aussi séparé.

) Ce lemme servira a montrer le théoréme 160

Démonstration : On considére deux points distincts de 1’espace de départ, leurs
images sont distinctes par I'injectivité, on peut les séparer par deux ouverts, d’images
réciproques ouvertes. La suite est triviale. O

5.1.8 Continuité et limite dans les espaces métriques ou normés

Définition 122 (Continuité séquentielle) f est séquentiellement continue
en x si el seulement si pour toute suite x, convergeant vers x les f(x,)
convergent vers f(x).

Théoréme 123 Soit X a base dénombrable de voisinages, alors toute fonction
séquentiellement continue est continue.

Démonstration : On considere une suite de voisinages décroissants (V,,) de =.
Soit W un voisinage de f(x). Si f!(W) n’est pas un voisinage de z, alors on peut
trouver z, € Vi, \ f (W) @, tend vers z; or f(z,) € W, etdonc f(z,) ne peut
pas tendre vers f(z).0

Corollaire 124 Si f est séquentiellement continue sur un espace métrigue,
alors f est continue.

Démonstration : 1l faut simplement considérer 1’exercice 1000
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) Ce corollaire servira notamment pour le théoréme 369,

Proposition 125 (Définition ¢ — & de la continuité) Soir f application entre
espaces métriques; [ est continue en x si pour toul € il existe 0 tel que
d(z,2") <6 — d(f(2'), f(z)) <e

Démonstration : 1l suffit de remarquer que la famille des boules ouvertes de rayon
e etde centre f(z) est une base de voisinages de f(z), et que la famille des boules ou-
vertes de rayon 4 et de centre z est une base de voisinages de 2.0

Définition 126 (Continuité uniforme) Une application [ d’un espace mé-
trigue dans un autre espace métrique est dite uniformément continue si, pour
tout ¢ > 0 il existe a > 0 tel que, pour tout (z,y) € X2, d(z,y) < o —
d(f(z), f(y)) <e

La continuité uniforme n’est pas une notion topologique mais une notion mé-
trique ; i.¢. deux distances équivalentes ont la méme notion de continuité uniforme (que
I’on change la distance dans I’espace de départ ou dans I'espace d’arrivée), mais le fait
que deux métriques soient associées a la méme topologie ne suffit pas pour qu’elles
aient la méme notion de continuité uniforme.0d

t La continuité uniforme est une notion trés importante ayant de nombreuses
applications.

Pour montrer la continuité uniforme, on dispose des outils suivants :
- une fonction Lipschitzienne entre métriques est uniformément continue
- une fonction bornée de [ dans [R et monotone est uniformément continue
- une fonction continue sur un compact est uniformément continue (théoréme de Heine
198, voir le dit théoréme pour d’innombrables applications)
- si p et g sont conjugués et si f et g appartiennent a L? et 1.7 de R™ respectivement,
alors f * g (convoluée) est uniformément continue.

Une propriété essentielle est le théoréme 246.

Définition 127 On dit qu’une suite f,, d’applications de X dans'Y avec Y un
espace métrigue converge uniformément vers f si pour tout c positif il existe
N tel que pour tout n > N et tout x dans X d(f(zx), fn(z)) < €

}. Les applications et des exemples classiques :

Tout d’abord, quelques résultats célébres de densité pour la topologie de la conver-
gence uniforme : voir le théoréme de Runge 1210, le théoréme de Stone 415 (avec son
corollaire le théoréme de Stone-Weierstrass ; voir en particulier les polyndmes de Bern-
stein B (f)(z) = S5, f(£)Cka*(1 — 2)"* qui convergent uniformément vers f
sur [0, 1], voir théoréme 417).

11 faut absolument se rappeler la convergence uniforme d’une série entiére sur tout
disque de rayon strictement inféricur au rayon de convergence.

55

http://fribok.blogspot.com/



Quelques résultats célebres utilisant la convergence uniforme : 634,637 (intégra-
tion de fonctions réglées), 674 (sur la limite uniforme d’une suite de fonctions ho-
lomorphes). Quelques variantes a notre convergence uniforme ci-dessus définie, et
d’autres résultats (notamment métrisabilit€) : voir définition 710, et les résultats qui
suivent ; voir aussi Ascoli et ses conséquences, 20.2.

11 convient enfin de signaler quelques applications de la convergence uniforme aux
espaces LP et a I'intégration :

- théoréme de Plancherel : il existe un unique isomorphisme de L2 dans L? appelé
transformation de Fourier L2 notée f— f telle que pour tout f dans L' N 1> f est la
transformée de Fourier L' de f, ||_.~°||2 || 1l (voir par exemple le livre [16])

- théoréme de Sard : voir [0].

- Intégration au sens de Riemman : voir partie 15.3.

Définition 128 (Applications lipschitzienne) Une application h est dite lip-
schitzienne s’il existe K € |0, oo tel que

d(h(z), h(z)) < K.d(z,a")

On dit aussi qu’elle est K-lipschitzienne.
On définit la constante de Lipschitz par

d(h(z), h(z'))
d(z, x')

Lip(h) = sup{ |z, 2" € X,z # 2’}

Proposition 129

e Les fonctions lipschitziennes sont continues, el méme uniformément conti-
nues.

e Les fonctions C' d’un compact de R dans un espace vectoriel normé sont
Lipschitziennes, ainsi que les fonctions dérivables de R dans un espace vecto-
riel normé a dérivée bornée (voir le théoréme 458).

Exemple : la distance z — d(z, zo) sur un espace métrique I avec zg appartenant
a F est 1-lipschitzienne de F dans R. La distance de F x F dans R est lipschitzienne,
pour toutes les normes usuelles.

Définition 130 (Norme d’une application linéaire) Si ¢ est une application
linéaire entre espaces normés, on définit sa norme || ¢ || par

| ¢ lI=sup{ll ¢(=) | / || = [I< 1}

Cette norme peut a priori étre infinie - ce qui signifie donc que Uappellation
“norme", bien que classique, est abusive. Il ne s’agit d’une norme qu’en se
restreignant a 'ensemble des applications pour lesquelles cette "norme" est

finie.
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Lemme 131

16 1= suplll @) 11 /112 1= 1} = sup( LD/ 2 0y

Démonstration : 11 suffit d’avoir la patience de le vérifier...0

Théoréme 132 Une application linéaire entre espaces normés est continue i
et seulement si sa norme est < oo. Elle est continue si et seulement si elle est
lipschitzienne et son coefficient de Lipschitz est égal a sa norme.

Démonstration :  Si ¢ est continue en zéro, il est clair que pour r suffisamment
petit, || z || < r implique || ¢(z) ||< 1; on constate alors par linéarité que || ¢ ||< 7 1.

Réciproquement si ¢ a une norme finie, alors ¢ est lipschtzienne || ¢(a) —p(y) ||=||
dle—y) Il e |l . || (@—=w) |, et Lip(¢) <|| ¢ || ; en considérant z de norme 1, on
constate que Lip(¢) =| ¢ || ; d’ou le résultat.0]

Exercice 133 (Critére de continuité pour une forme linéaire sur un espace norm¢)
¢ fonction de IV dans son corps K = R ou K = C est continue si et seulement si son
noyau ¢—(0) est fermé.

Démonstration : Si ¢ est continue, il est clair que 1’image réciproque d’un sin-
gleton est un fermé. Réciproquement, par contraposée, supposons que ¢ n’est pas
continue, alors f n’est pas non plus séquenticllement continue (voir le corollaire 124),
donc il existe une suite z,, tendant vers 0 telle que ¢(x,,) ne tend pas vers (0. La suite
Un = ¢—(“3C“5 (définie pour les n tels que ¢(xy,) soit > € > 0 apres extraction d’une
sous-suite) tend vers 0. On considere alors un certain a tel que ¢(a) = 1 (si ¢ est nulle
elle est continue), et on constate que la suite z,, = y,, —a tend vers —a & ¢ *(0), alors

que z, € ¢ '(0).0

Définition 134 (Borné) Soit I un espace normé. Un sous-ensemble A C E
est dit borné si sup{|| z || |z € A} < +oc.
On dit que U'application | est bornée sur B si et seulement si f(B) est borné.

Exercice 135 Soit ¢ une application linéaire entre espaces normés. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

® ¢ est continue

e ¢ est continue en 0

e ¢ est bornée sur une boule de rayon > (0

® ¢ est bornée sur une sphére de rayon > 0
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Démonstration : Ces preuves sont faciles, je me contente de rappeler quelques
faits qui permettent de les rédiger proprement.

La topologie est invariante par translation (puisque toute translation est un homéo-
morphisme), donc la continuité en 0 équivaut a la continuité en un point quelconque.

Le fait que ¢ soit bornée sur une boule équivaut trivialement au fait que ¢ soit
bornée sur une sphere (par linéarité).

Si ¢ est bornée sur une boule, par linéarité il est clair qu’elle tend vers O en O.

Enfin si ¢ est continue, on a montré un peu plus tot que sa norme est finie, ce qui se
voit facilement au fait que pour z suffisamment petit, on doit avoir ¢(z) petit, et donc
pour ||z]| < 1, [[¢(a)|| < 1/r.D

5.1.9 Valeur d’adhérence

Définition 136 (Valeur d’adhérence) Soit f : X \ {zo} = Y, avec X et Y
des espaces topologiques ; on dit que y € Y est une valeur d’adhérence de
fen xq si et seulement si pour tout Vy, € V(xzo) et tout V; € V(y) on a

Vy 0 f (Vig \ {mo}) # 0.

Lemme 137 L’ensemble des valeurs d’adhérence de f en xq est donné par
Dintersection des f(Vy, \ {zo}), pour Vy, voisinage de xo; en particulier
c’est un fermé.

Démonstration : Soit y une valeur d’adhérence, alors par définition y appartient
a I’adhérence de f(V \ {zo}) pour tout V' voisinage de zq. La réciproque, tout aussi
simple, est laissée de coté.0

Corollaire 138 Si zq n’est pas isolé, alors les limites sont des valeurs d’adhé-
rence.

Démonstration : Clair.0

Proposition 139 (Le cas des suites) Soit x,, une suite dans un espace topolo-
gique X.

o Les limites de suites extraites sont des valeurs d’adhérence

o Si une valeur d’adhérence a une base dénombrable de voisinages, alors c’est
la limite d’une suite extraite.

Démonstration :
¢ I'infini n’est pas isolé pour la topologie usuelle de N. Donc les limites d’une
suite sont des valeurs d’adhérence. Et les valeurs d’adhérence d’une suite extraite sont
clairement des valeurs d’adhérence de la suite.
e Soit (V;,) une suite de voisinages de I, valeur d’adhérence de z,, ; soit ¢(1) tel
que x4(1y soit inclus dans V1, ¢(2) tel que ¢(2) soit inclus dans V> et ¢(1) < ¢(2),

58

http://fribok.blogspot.com/



d(3) tel que ¢(3) soit inclus dans V3 et ¢(2) < ¢(3), et ainsi de suite...00

Corollaire 140 Dans un espace métrique, les valeurs d’adhérence d’une suite
sont exactement les limites des sous-suites extraites.

/=% Attention a I’hypothése métrique ! Dans le cas général, ce n’est pas vrai, voir
5.6.7.

5.2 Construction de topologies

Définition 141 Erant donné A C X, on appelle topologie induite par la to-
pologie de X sur A ’ensemble des intersections d’ouverts de X avec A.

11 est facile de vérifier qu’il s’agit bien d’une topologie.

Exercice 142 o Si X est séparé, alors A est séparé pour la topologie induite.

o A est ouvert (resp. fermé) dans X si et seulement si tout B C A est ouvert (resp.
fermé) pour la topologie induite si et seulement si B est ouvert (resp. fermé) pour la
topologie de X

e Si A est ouvert (resp. fermé) dans X, alors Uintérieur (resp. 'adhérence) de B C A
est le méme dans X et dans A

5.2.1 Topologie quotient

On suppose X muni d’une relation d’équivalence R. On note 7 1a projection cano-
nique de X sur I’ensemble quotient.

Définition 143 (Topologie quotient) La topologie quotient est définie
comme Suit :
U C X/R est ouvert si et seulement si ' (U) est ouvert.

On peut vérifier facilement qu’il s’agit bien d’une topologie.

Proposition 144 Soit X un espace topologique, et R une relation d’équiva-
lence sur X. On note 11 la projection canonique de X sur X/R.

Les propriétés suivantes de la topologie quotient sur X /R sont fondamen-
tales :

- la projection canonique est continue (c’est a dire que I'image réciproque de
tout ouvert est un ouvert)

- la projection canonique est ouverte (c’est a dire que l'image de tout ouvert
est un ouvert) si la relation d’équivalence est associée a un groupe agissant
par homéomorphismes sur X (voir partie 21.3).
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Démonstration : 1l est clair par définition que la projection canonique est conti-
nue. Pour la réciproque il suffit de voir que si U est un ouvert de X, [T~ (IT1(1/)) est la
réunion des g(U) pour g dans le groupe d”homéomorphismes agissant sur X .0

La topologie quotient sert un peu partout, par exemples elle définit une topo-
logie sur un espace projectif et le rend compact pour cette topologie (voir le théoréme
1275).

5.2.2 Topologie sur un espace d’applications linéaires

On note £(F, I') 'espace vectoriel normé des applications linéaires continues de
I’espace normé F dans I’espace normé [/, Cet espace est normé par

16 1= suplll 62 | | | = 1< 1} = sup{ -2 1 oy 03

I |l

On peut vérifier facilement qu’il s’agit bien d’un espace vectoriel normé.

Définition 145 (Dual topologique) L’espace dual topologique du K-espace
vectoriel normé E est 'espace 1’ = L(E,K) des formes linéaires continues.

Définition 146 (topologie forte) On appelle topologie forte la topologie dé-
finie sur le dual par la norme usuelle.

% On va voir un peu plus loin des topologies plus ludiques sur le dual. La topo-
logie usuelle sur le dual est la topologie faible, et pas la topologie forte (voir définition
plus loin...). Notamment la partie 20 est plus fournie en la matiére.

5.2.3 Topologie définie par une famille de parties d’un ensemble

Lemme 147 Une intersection quelconque de topologies est une topologie.

Démonstration : Evident en revenant a la définition d’une topologie.O

Définition 148 Si une topologie T est incluse dans une topologie T, on dit
que T" est plus fine que T, ou que T est moins fine que T'.

Proposition 149 Soit A une famille de parties de X ; Uintersection de toutes
les topologies contenant A est une topologie, ¢’est la plus petite topologie
contenant A. On la note T (A), et on dit que ¢’est la topologie engendrée par
A, T(A) est la famille des réunions arbitraires d’intersections finies de parties
de AU {0, X'}. Les intersections finies de parties de A U {0, X'} forment une
base d’ouverts pour cette topologie.
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Démonstration : 11 suffit de considérer le lemme 147 pour avoir I’existence de la
plus petite topologie contenant A. Le reste est un petit exercie pas trop dur...0

5.2.4 Topologie définie par une famille d’applications

Proposition 150 Etant donné Z un ensemble, et X; une famille d’espaces to-
pologiques, avec f; : Z — X, il existe une plus petite topologie sur Z rendant
toutes les [; continues; c’est la topologie engendrée par les [ a._] (U) avec U
ouvert. Une base de celte topologie est donc ’ensemble des intersections finies
d’images réciproques d’ouveris par des f;.

Démonstration : Facile avec la proposition 1490

Remarquons que pour A C X la topologie engendrée par la fonction (dite injection
canonique) qui & z dans A associe z dans X est la topologie induite sur A4 par celle de
X.

Théoréme 151 Dans la situation ci-dessus, une application [ de Y dans Z
est continue si et seulement si toutes les composées f; o [ sont continues.

) On verra une application pour la continuité lorsque I'espace d’arrivée est un
espace produit ; théoréme 159. Ce théoréme permet aussi de montrer la proposition
155.

Démonstration :  Application immédiate des définitions.0

Définition 152 On dir que la famille d’applications f; est séparante si er
seulement si pour tout (x,y) il existe i tel que [i(x) # [i(y).

Proposition 153 Si les f; sont séparantes et si les topologies sur les X; sont
séparées, alors la topologie engendrée est séparée.

} Ce lemme permettra de montrer qu’un produit d’espaces séparés est séparé,
théoréme 160,

Démonstration : Supposons que x et y soient distincts ; alors puisque la famille
d’applications est séparante il existe f; telle que fi(z) # fi(y); et puisque X; est
séparé, il existe un ouvert U contenant x et un ouvert V' contenant y tels que U et V
sont disjoints. Les ensembles f, '(U) et f; ' (V) sont ouverts, puisque f; est continue
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(par définition de la topologie engendrée !), et disjoints. Le résultat en découle.0

Définition 154 (Topologie faible et topologie faible *) On appelle topologie
faible sur I’espace normé E la topologie engendrée par I’ensemble des formes
linéaires continues de E dans K. On appelle topologie faible * sur le dual de
U’espace normé E la topologie engendré par 'ensemble des applications qui a
¢ associent ¢(x), étant donné x € X.

Proposition 155 La topologie forte définie en 146 est plus fine que la topolo-
gie faible *,

Démonstration : En vertu du théoréme 151, il suffit de voir que pour tout = la
fonction qui & ¢ associe ¢(z) est continue pour la norme, ce qui est facile a prouver
(en se ramenant en z€éro, une application linéaire élant continue si et seulement si elle
est continue en zéro).0

Proposition 156 La topologie forte d’un espace vectoriel normé est plus fine
que la topologie faible.

Démonstration : En vertu du théoréme 151, il suffit de voir que toute ¢ dans £’
est continue pour la norme, ce qui est évident.O

Proposition 157 La topologie forte sur le dual E' est plus fine que la topologie
faible, elle méme plus fine que la topologie faible *.

Démonstration : La premiére partic étant déja montrée, il suffit de voir que la
topologie faible est plus fine que la topologie faible *. Or ceci découle simplement
du fait que si deux familles d’applications sont incluses I'une dans I’autre, alors les
topologies engendrées sont plus fines I’une que I’autre.0

5.2.5 Topologie produit

Définition 158 (Topologie produit) On appelle topologie produit sur le pro-
duit des X; la topologie engendrée par les projections canoniques de X sur
X;.

Théoréme 159 Avec w; les projections canoniques, une application [ de Y
dans X est continue si et seulement si pour tout i w; o [ est continue.

Démonstration : 11 suffit d utiliser le théoréme 151. 0
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Théoréme 160 Un produir d’espaces topologiques non vides est séparé si et
seulement si chacun des facteurs U'est.

Démonstration : Les m; sont séparantes, done si chaque X; est séparé, X est sé-
paré, par la proposition 153.
Réciproquement, il suffit de considérer un élément du produit, griace a 1’axiome du
choix ; grace a cet élément, on peut facilement construire une application de X; dans
X qui soit continue et injective ; donc X; est séparé par le lemme 121.0

Proposition 161 La topologie sur X, x X5 avec X; métrique est la topologie
associée a la métrique d((z1,x2), (y1,y2)) = maz(d(z1,y1), d(2z2,92)) on
pourrait aussi prendre la somme.

Démonstration : On rappelle simplement que les boules constituent une base
d’ouverts dans un espace métriqued

/=% Cette proposition se généralise & un produit fini, et méme a un produit dénom-
brable ; la distance entre (21, @, ...) et (y1, ¥2, ...) estdonnée par 3 mldz"%ﬂﬂ
avec dy, la distance sur X,,.

Exercice 162 Le lemme précédent se généralise a un produit fini quelconque.

Proposition 163 Sur un espace normé la somme (opération entre deux élé-
ment des Uespace) et la multiplication (d’un élément du corps par un élément
de I'espace) sont continues.

Démonstration : L’addition est continue grice a I'inégalité triangulaire. La multi-
plication est continue grice & | Az|| = |A|||z].0

Proposition 164 Soit F, ..., IV, et I'' des espaces vectoriels normés . Soit f
multilinéaire de 1 x ... x I, dans I, alors [ est continue si et seulement si
I ¢ lI= sup{l| #(z1,...zn) [ | | 21 IS L,..., || @ |S 1} < o0

Démonstration : Facile.O
Contrairement au cas des applications linéaires, notons qu’une application multili-
néaire continue n’est pas nécessairement lipschitzienne.

Exercice 165 Une application multilinéaire continue entre un produit d’espaces vec-
toriels normés et un espace vecitoriel normé est lipschitzienne sur chaque sous-ensemble
borné.

Démonstration : Facile.O
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5.3 Compacité - liens entre complétude et compacité

5.3.1 Généralités

Définition 166 (Recouvrement ouvert) Un recouvrement ouvert de [’es-
pace topologique X est une famille d’ouverts U; avec X = UU,.

Définition 167 (Compact) X est compact s’il est séparé et si de tout recou-
vrement ouvert on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Un sous-ensemble K de l'espace X est dit compact s’il est compact pour la
topologie induite.

Une partie A de X est dite relativement compacte si sa fermeture A est com-
pacte.

On verra plus tard (voir lemme 177) que tout compact d’un espace séparé est fermé,
et que tout compact d’un métrique est borné (s’il n’était pas borné on extrairait une
sous-suite convergente d’une suite non bornée, par le théoréme 199),

Un compact, dans le cas général, n’est absolument pas nécessairement fermé !
Considérer par exemple un point, dans un ensemble X contenant au moins deux points
et dont la topologie est réduite a {0, X }.

Définition 168 Un espace vérifie la propriété de Borel-Lebesgue si de rout
recouvrement ouvert on peut extraire un recouvrement fini.

Un espace est donc compact s’il est séparé et s’il vérifie la propriété de Borel-
Lebesgue.

\

N

&‘ ) La compacité : éclaircissements, utilisation.

On verra d’autres caractérisations de la compacité que la définition par "séparé+Borel-
Lebesgue”. Néanmoins cette définition servira par exemple pour le théoréme 381 (ré-
sultats de régularité sous le signe somme). Elle permelttra aussi, en partie 5.6.12, de
montrer que la compactifié d’ Alexandrov est compact. Les deux premiers points de
I’exercice 170, la proposition 171 (I’image continue d’un compact dans un séparé est
compact), le théoréme 176 de séparation des compacts, le théoréme 718 (semblable au
théoréme de Heine dans le cas de familles équicontinues), le résultat selon lequel tout
métrique compact est homéomorphe a une partie du cube de Hilbert en partie 5.6.9, le
théoréme de Stone 415, le corollaire du champ rentrant dans la sphére 313, le théoréme
d’Ascoli 719 utilisent cette méme caractérisation,

Les méthodes usuelles pour montrer la compacité d’un ensemble sont le fait qu’un
sous-ensemble fermé d’un compact est compact, le fait qu’un produit (quelconque)
de compacts est compact (voir le théoréme de Tykhonov 1867, le théoréme d’ Arzéla-

2[e théoréme de Tykhonov, conjoint au fait qu'un fermé d’un compact est compact, implique d’ailleurs
que la sphere unité de B™ est compacte, et donc notamment I’équivalence des normes en dimension finie -
voir théoreme 188
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Ascoli 720 (aux multiples applications), et le fait que I'image continue d’un compact
dans un séparé est compacte (par exemple, dans le cas des espaces projectifs).

Des théorémes incontournables en matiére de compacité sont le théoréme de Banach-
Alaoglu 193 (utilisant Tykhonov), le théoréme de Heine 198 ; le théoréme de Baire
(sous une forme moins connue que la forme classique basée sur la complétude) 249
s’applique aux espaces localement compacts. Citons aussi le théoréme de Riesz 192,
le théoréme de Krein-Milman (soit £ un espace vectoriel normé de dimension finie,
K un compact convexe de £ non vide, alors K est I’enveloppe convexe de ses points
extrémaux : on trouvera une preuve dans [ | 3]), le théoréme de Montel 682.

La compacité dans le cas métrique offre des résultats fondamentaux :

e théoréme de Bolzano-Weierstrass 199

e un espace métrique compact est séparable

e une isométrie d’un espace métrique compact dans lui-méme est une isométrie®

e un espace métrique compact est complet (voir corollaire 235)*

L)

Théoréme 169 Un espace métrique précompact” et complet est compact.

“Un espace métrique F est dit précompact si quel que soit € > 0 il existe un recouvrement fini
de E par des boules de rayon < e.

Démonstration : On a déja vu qu’un espace compact métrique est complet (corol-
laire un peu plus haut). 11 est clair qu’il est aussi précompact. C’est donc la réciproque
qui pose probléme.

Supposons donc £ précompact et complet. Pour montrer sa compacité, nous allons
utiliser le théoréme de Bolzano-Weierstrass 199. Considérons donc une suite (z,,) de
E. Nous allons en chercher une sous-suite convergeante.

11 existe, par définition, pour ¢ entier > 1, ¥;1,¥i2,..., ¥ n, lels que les boules
centrées sur les y; ; et de rayon :}—J recouvrent /. Construisons par récurrence sur %
1 < j; < N;tel quune infinité de points z,, soit dans I'intersection des boule de rayon
or centrée sur z; j, pour I > 4. On choisit alors a; € N, construit aussi par récurrence,
tel que la suite des a; soit croissante, et x,, soit dans I'intersection des boule de rayon
& centrée sur z;;, pour [ > i.

Ceci définit une suite extraite de la suite des x,,, dont on montre facilement qu’elle
est de Cauchy. Elle converge donc, par complétude de £. Donc, £ est compact.

) Une belle application est la proposition 284. O

Un ensemble discret’ dans un compact est fini ; on en déduit en particulier qu’une
fonction holomorphe non nulle a un nombre fini de zéros dans un compact convexe.

Enfin il est capital que I'image d’un compact par une application continue & valeurs
dans un espace séparé est compacte (voir théoreme 171). Cela entraine en particulier
qu’une fonction continue sur un intervalle fermé de R atteint ses bornes (d’oli le théo-
réme de Darboux 577, le théoréme de Rolle 575, et certains critéres de recherche de
minima - voir partie 12.2).

30n en trouvera une preuve en application de Bolzano-Weierstrass.

4On en déduit notamment que le théoréme du point fixe 474 s applique dans un compact métrique et donc
que la boule unité fermée EQ(N) n’est pas compacte ; en cas contraire, I’application (zn)n>0 — (Yn)n>0
avec y; — ;1 sii > 0et yo = 0 serait bijective car une isométrie d’un espace com[;lel compact sur
lui-méme est une bijection comme dit ci-dessus.

SLe. tout point est isolé.
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Dans les ouvrages en anglais, "compact space” est simplement un espace vérifiant
la propriété de Borel-Lebesgue. L'équivalent de notre espace compact est "compact
Hausdorff space".

Exercice 170 e Toute partie finie d’un espace séparé est compaclte.

e Tout intervalle fermé borné a, b] de R est compact.

& Soit (Ty)new une suite d’éléments d'un espace topologique X séparé tendant
vers une limite z. Alors {x, /n € N} U {x} est un compact (preuve facile, en considé-
rant un recouvrement par des ouverts, puis en considérant un des ouverts contenant x,
et en voyant qu’un nombre fini des éléments de la suite est en dehors de cet ouvert.

e O, (R), SO,(R) sont des compacts (en tant que fermés bornés de R, qui est de
dimension finie).

e Les espaces projectifs sont compacts (voir 33.2.4).

e Le cube de Hilbert (voir 5.0.9) est compact.

e Le compactifié d’Alexandrov d’un espace séparé non compact localement com-
pact est compact (voir 5.0.12)

Démonstration : La premiére assertion est triviale. Pour la deuxiéme, on se donne
un recouvrement ouvert U on considére le plus grand z tel que [a, z| peut étre recou-
vert par un recouvrement fini extrait de 4. La suite est facile ou comporte une référence
vers une preuve complete.0

Proposition 171 Si [ est une application continue d’un espace compact K
dans un espace séparé Y, alors f(K) est compact.

Démonstration : f(K) est évidemment séparé. Etant donné un recouvrement ou-
vert de f(K') on peut considérer le recouvrement ouvert de K constitué des images
réciproques de ces ouverts ; on en extrait un recouvrement fini, et il n’y a plus qu’a
repasser dans Y.0

) Cette propriété servira notamment pour le théoréme de Rolle 575, ou pour
montrer qu’un espace projectif est compact (théoréme 1275). Elle permelttra aussi de
montrer que tout compact métrique est isomorphe a un sous-espace topologique du
cube de Hilbert (voir partic 5.6.9). Enfin, elle permet de montrer que toute isométrie
d’un métrique compact sur lui-méme est une bijection (corollaire 260).

11 faut noter qu’une propriété plus fine sera parfois utile :

Proposition 172 Soit f une application semi-continue supérieurement d’un
compact dans R. Alors f est majorée et atteint sa borne sup.

) Cela servira notamment pour le théoréme 682.
Démonstration :
e Soit K’ un compact, et f semi-continue supéricurement de K dans RR. Soit = la
borne sup de f(#) pour ¢ dans K (& priori z peut étre égal & o0).
® Soil (z,)newn croissante tendant vers z avec z,, élément de I'image de f pour tout
7. Supposons que la borne sup ne soit pas atteinte (soit elle est infinie, soit x,, tend vers
x sans jamais 1’ atteindre).
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e Onaalors K = Upenf (] — o0, 2,[). On peut extraire de ce recouvrement
de K un recouvrement fini (en fait, un recouvrement par un seul des f1(—o0, 2,
puisque ces ensembles sont croissants) ; donc [ est bien majorée.

e K estalors égal a f (] — oo, z,[) pour un certain n, ce qui contredit le fait que
Ty, Croisse vers x sans jamais I’atteindre - en effet z,, < x implique qu’il existe £ dans
K telque f(t) > z,.0

Définition 173 (Propriété d’intersection finie non vide) Une famille A de
parties de X a la propriété d’intersection finie non vide si et seulement si
tout sous-ensemble fini de A a une intersection non vide.

Proposition 174 Un espace topologique est compact s’il est séparé et si toute
famille de fermés qui a la propriété d’intersection finie non vide a une inter-
section non vide.

Démonstration : 11 suffit de considérer les complémentaires des fermés, qui ont le
bon goiit d’étre ouverts.O

) Outre les corollaires qui suivent, on pourra voir la proposition 183, ou le lemme
410.

Corollaire 175 Un fermé d’un compact est compact.

) Voir (par exemple...) 410,
Démonstration : Un fermé d un compact est évidemment séparé ; il suffit ensuite
de voir qu'un fermé de notre fermé est un fermé de notre espace et d’utiliser la propo-
sition précédente.0

Théoréme 176 Deux compacts disjoints d'un espace séparé peuvent étre sé-
parés par des ouverts,

Démonstration : On montre tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 177 Si X est séparé, et K compact inclus dans X, alors K est fermé.

) Cela servira a chaque fois qu’on voudra montrer que compact équivaut a fermé
borné dans un espace donné, par exemple 724,

Démonstration : On considére = dans le complémentaire de K ; pour tout y ap-
partenant & K on peut séparer x et y par des ouverts U,, et V,. On peut alors considérer
le recouvrement de K par les ouverts V;, et en extraire un recouvrement fini. En prenant
I'intersection des Uy, correspondants & notre recouvrement fini, on a un ouvert autour de
x, n’intersectant pas K. Donc le complémentaire de K est ouvert, donc K est fermé.0

On peut donc terminer la preuve de notre théoréme, en considérant un deuxieme
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compact K', et pour tout z de K’, on peut trouver un ouvert U, autour de = et un
ouvert V, contenant K ; on applique la compacité de K, et on obtient facilement deux
ouverts disjoints séparant K’ de K.

Corollaire 178 Dans un espace compact, les sous-ensembles fermés sont les
sous-ensenmbles compacts.

Démonstration : 11 suffit de considérer le corollaire 175 et le lemme 177.

Corollaire 179 Tout point d’un compact posséde une base de voisinage com-
pacts.

Démonstration : (voir figure 5.1) Soit W un voisinage ouvert de « dans 1’espace
compact X. Le fermé X \ W est compact. On peut done séparer les compacts {z} et
X \ W pardeux ouverts U et V. Alors X e U C X\ V € W ;etdonc X \ V estun
voisinage compact de x inclus dans W.0O

Frontieres des ouverts
séparant les compacts

-

~ /1 Compact
© /| recherché

F1G. 5.1 — Construction d’une base de voisinages compacts dans un compact.

Corollaire 180 Une fonction continue bijective d’un compact dans un espace
séparé est un homéomorphisme.

} On peut citer en applications les résultats 279 et 267 (propriétés du cube de

Hilbert et du Cantor triadique).
Démonstration : 11 suffit de voir que I'image d’un fermé (donc compact) est com-

pacte dans I'espace image, ¢t donc elle est aussi fermée. Donc I'image réciproque de
tout fermé par la fonction inverse est un fermé.0

} On peut utiliser ce résultat pour montrer que tout compact métrique est homéo-
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morphe a une partic du cube de Hilbert, partie 5.6.9.

Théoréme 181 Les compacts de R sont les fermés bornés.

Démonstration : 1l suffit de considérer un interval fermé borné autour d’une partie
bornée pour montrer facilement ce résultat a partir des résultats précédents et de 170.0

Corollaire 182 Erant donnée une fonction continue d’un compact dans R, ses
bornes supérieures et inférieures sont atteintes.

} Ce résultat sert dans la vie de tous les jours, mais on peut par exemple citer le
joli théoréme 290, le theoréme de Rolle 575, la recherche de points extrémaux sur un
compact (voir 12.2). Citons aussi le résultat 292 sur les billards strictement convexes
du plan. Enfin, il servira pour le théoréme 290 (point fixe commun & un sous-groupe
compact d’automorphismes d’un espace de Hilbert).

Démonstration : Trivial au vu du résultat précédent et de la proposition 171.0

Proposition 183 Toute suite a valeurs dans un compact admet une valeur
d’adhérence.

Démonstration : La suite des {z,, /m > n} ala propriéié d’intersection finie non
vide ; il ne reste plus qu’a appliquer la proposition 174.0

Définition 184 (Localement compact) Un espace topologique est locale-
ment compact $’il est séparé et si tour point posséde un voisinage compact.

Proposition 185 Tout point d’un espace localement compact posséde une base
de voisinages compacis.

Démonstration : Siz € Int(K) avec K compact, alors = posséde une base de
voisinages compacts dans K muni de la topologie induite (par 179). Comme = €
Int(K), cette base de voisinages est aussi une base de voisinages de = dans X.00

5.3.2 Le théoréme de Tykhonov

Théoréme 186 (Théoréme de Tykhonov) Soit X; une famille d’espaces tous
non vides. Le produit est compact si et seulement si chacun des facteurs Uest.

Démonstration : On a déja montré que le produit est séparé si chacun des fac-
teurs I’est (voir 160). La compacité du produit X entraine la compacité de chacun des
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facteurs comme on peut s’en rendre compte en considérant la projection canonique sur
chacun des facteurs. Il reste donc a voir la réciproque, ¢’est a dire que X est compact, si
chacun des facteurs I’est. On trouvera une démonstration dans Bourbaki, ou bien dans
[13]. La démonstration utilise le lemme de Zorn 36.

t 11 est important de noter que 1'on peut prouver Tykhonov dans le cas d’un
produit dénombrable de compacts métriques (X, d;) sans faire appel a I'axiome du
choix. Cela se fait simplement en considérant :

e La métrique d; associée & la métrique d;, avec d} = min(d;, 1).

e La métrique sur le produit des compacts définie par D(z, ) = 3 5-d} (2, ).

¢ La topologie de cette métrique est la topologie produit.

o 1l ne reste plus qu’a utiliser la caractérisation des compacts métriques par les sous-
suites (théoréme de Bolzano-Weierstrass, théoréme 199).0

t Dans le cas d’un produit fini de compacts métriques, la preuve est évi-
dente.

Corollaire 187 Les compacts de R™ sont les fermés bornés.

Démonstration : Etant donnée une partie bornée, on considére un produit d’inter-
valles fermés bornés dans lequel cette partie est incluse, et le résultat vient tout seul.d]

5.3.3 Application aux espaces vectoriels normés

Théoréme 188 Toutes les normes sur un R- ou C- espace vectoriel de dimen-
sion finie sont équivalentes.

Démonstration : On considére une base, et la norme qui a un élément de F as-
socie la somme des valeurs absolue de ses composantes. On montre qu'une norme
quelconque est équivalente a cette norme. 11 suffit pour cela de noter que la sphére
unité (pour notre norme) est compacte, par compacité de la méme sphere dans R™ et
continuité des opérations algébriques, et de vérifier que toute norme est continue et
donc atteint sur cette sphére un minimum et un maximum (NB : toute norme est conti-
nue car K-lipschitzienne pour K le max des normes d’images d’éléments d’une base
orthonormale).0

Corollaire 189 Un sous-espace vectoriel (de dimension finie) d’un espace
normé est fermé.

) Une application se trouve juste apres le théoréme de Baire 249 : un espace de
Banach de dimension infinie ne posséde pas de base dénombrable.
Démonstration : Nous avons tout d’abord besoin d’un lemme :
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Lemme 190 Un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace vecto-
riel de dimension finie est fermé.

Démonstration : On considére la méme norme que dans le théoréme précédent.
Pour cette norme notre espace est clairement fermé (au vu des équations le définis-
sant). Plus précisément, on considére une base de notre espace vectoriel I, telle que I
soit engendré par les k premiers éléments de cette base (¢’est possible grice au théo-
réme de la base incompléte). Alors F' est I'intersection d’hyperplans fermés d’équa-
tions z; = 0.0
On peut maintenant finir notre preuve ; soit € F, avec I de dimension finie ; alors
on se place dans I’espace généré par une base de F plus le vecteur x, et on utilise le
lemme ci-dessus.O

Exercice 191 Toute application linéaire d’un espace normé de dimension finie dans
un espace normé est continue.

Démonstration : 11 suffit de considérer une base et la norme définie plus haut.OJ

Théoréme 192 (Théoréme de Riesz) Un espace normé est de dimension finie
si et seulement si sa boule unité fermée est compacte.

} On verra une application amusante avec le corollaire 725, une autre (utilisant
aussi le théoréeme d’ Arzéla-Ascoli et le théoréme d’isomorphisme de Banach) avec le
théoreme 747.

Démonstration : Supposons E de dimension finie, alors toutes les normes sont
équivalentes, on peut se ramener & £/ = R™ ; comme la boule unité est fermée bornée,
elle est compacte. Réciproquement (voir figure 5.2), supposons la boule unité fermée
compacte, alors on peut la recouvrir par des boules ouvertes de diamétre 0.5 en nombre
fini. On considere alors I’espace F' engendré par les centres de ces boules, et on montre
que I'on peut approcher tout point de la boule arbitrairement bien avee des points de
F'; ensuite on utilise le fait que F' est de dimension finie et donc est fermé.Ol

Théoréme 193 (Théoréme de Banach-Alaoglu) Soit E' le dual d’un espace
normé, alors sa boule unité fermée est compacte pour la topologie faible * (ie
la topologie engendrée par les applications qui a ¢ € E' associent () pour
un certain v € E.

La boule unité fermée est I'ensemble des formes linéaires ¢ telles que ||¢(x)|| <

ll]l.

Démonstration : (voir figure 5.3) On identifie £’ A une partie du produit K, en
identifiant ¢ & (¢()) z¢ 2. La topologie faible * est alors la topologie induite sur £ par
la topologie produit sur K”. La boule unité Bp- est contenue dans I' = I1,c £ B(0, ||
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F1G. 5.2 — Le théoréme de Riesz. On approxime z de la boule par le centre du cercle le
plus proche, et on réitére avec le double de la distance entre = et ce centre.

z ||) € K. Par le théoréme de Tykhonov ce produit est compact. 11 suffit donc main-
tenant de montrer que B+ est fermé comme sous-ensemble de I' muni de la topologic
produit, ce qui se fait aisément en considérant les équations définissant B g (qui sont
simplement les équations définissant les fonctions linéaires).00

) Voir la proposition 742 par exemple.

Proposition 194 La boule unité fermée du dual d’un espace séparable est mé-
trisable pour la topologie faible *,

Démonstration : On considére une suite z,, dense dans F, & valeurs non nulles ;
la topologie faible sur la boule unité fermée peut étre définie par la métrique

d(qﬁ,“!f)) = Z |¢(‘Ln) =F ":b(‘cn)l

2 Taall 20

Cette (courte) vérification étant faite, le résultat est acquis.O

Corollaire 195 On peut en outre extraire de toute suite de la boule unité fer-
mée du dual d’un espace séparable une suite convergeant faiblement.

Démonstration : Laissée au lecteur...0
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Limites

de [
(compact
par Tykhonov)

E
fffff Eléments de E’

B(E’), fermé d’un compact, est compact.

FIG. 5.3 — Schéma explicatif de la preuve du théoréme de Banach-Alaoglu.

5.3.4 Espaces métriques compacts

Théoréme 196 Un espace métrique compact est séparable. 1l posséde donc
une base dénombrable d’ouverts.

Démonstration : Soit X métrique compact. Pour tout n on peut trouver une suite
finie de points telle que les boules centrées sur ces points et de rayon % recouvrent X,
La suite obtenue en mettant bout a bout toutes ces suites finies est dense dans X.0O

Corollaire 197 Un espace métrique compact est de cardinal inférieur ou égal
a celui de R.

Démonstration : Un espace métrique compact est séparable ; donc il admet une
base dénombrable d’ouverts. En prenant un z; dans chaque ouvert, on obtient donc que
tout point est limite d’une suite de z;. 11 suffit alors de voir que I’ensemble des suites
d’un ensemble au plus dénombrable est de cardinal au plus la puissance du continu, ce
qui se voit facilement, en considérant par exemple la fonction qui 2 un réel z € [0, 1]
dont le développement binaire comporte une infinité de 1 associe la suite (uy )nen telle
que u., est égal au nombre de 0 entre le n-iéme 1 et le n + 1-ieme 1.0
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Théoréme 198 (Théoréeme de Heine) Une application continue d’un espace
métrigue compact vers un espace méirique est uniformément continue.

} Ce théoréme servira par exemple pour le théoréme 423. Tl peut aussi servir a
montrer qu'une application continue de [K dans R tendant vers une limite finie en plus
et moins I'infini est uniformément continue.

Démonstration : On consideére, pour € > 0, pour chaque z € X, a, > 0tel que
d(z,y) < e — d(f(x), f(y)) < ¢/2. Par compacité, on peut recouvrir X par un
nombre fini de boules de centre = et de rayon o, /2. On prend alors o = infey, et le
résultat vient tout seul...0

Théoréme 199 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass) Un espace métrique est
compact si et seulement si toute suite a valeurs dans X contient une sous-suite
convergente.

) Voir par exemple le théoréme de Brouwer 311, le théoréme de Tykhonov dans
le cas d’un produit dénombrable d’espaces métriques (voir juste aprés le théoréme 186)
sans utiliser I'axiome du choix. Le théoréme est aussi utilisé dans le lemme 1208, qui
servira a démontrer le théoréme de Runge. Le corollaire 201 est une autre application :
toute isométrie d’un espace métrique compact dans lui-méme est une bijection.

Démonstration :  Si X est métrique compact, alors toute suite (z,,) a une valeur
d’adhérence (considérer la suite décroissante de parties de X constituées des éléments
X, = Ta:k /k > n};lasuite des adhérences de ces parties a la propriété d’intersection
finie), et X étant métrique, une sous-suite converge vers cette valeur d’adhérence.
Réciproquement, considérons tout d’abord les deux lemmes suivants :

Lemme 200 (Lemme de Lebesgue) Soit (X, d) un espace métrique tel que
toute suite contienne une sous-suite convergente. Si V; est un recouvrement
owvert de X, alors il existe ¢ > 0 tel que pour tout © € X, il existe 1 tel que
B(w,e) C V.

Démonstration : Dans le cas contraire, on peut pour tout entier n trouver un .,
tel que la boule de centre z,, et de rayon 1/n ne soit contenue dans aucun V;. Alors on
extrait de cette suite une sous-suite convergente. On obtient que pour n assez grand les
boules en question seront incluses dans le V; qui contient 2.0

Corollaire 201 Une isométrie d’un espace métrique compact sur lui-méme est
une bijection.

Démonstration : Supposons E un tel espace, et f une isométrie de £ dans F.
Supposons que x n’appartienne pas a I'image de f. Alors, x est a distance > ¢ >
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0 de I'image de f (en effet I'image de f est compacte comme image continue d’un
compact, voir proposition 171, or la distance entre un compact et un fermé disjoint de
lui est > 0, voir corollaire 260).

Considérons alors u,, = f™(x), et supposons que uy  converge, pour (k,, ) une cer-
taine suite strictement croissante. Si 1’on aboutit 4 une contradiction, alors le théoréme
de Bolzano Weierstrass permettra de conclure que I’espace ne peut étre compact.

d(uk, vk, ,,) = d(uk, ., —k,,x) puisque f estune isométrie. Ord(ux,, ., —k,, =) >
e par définition de x et puisque les u,, appartiennent a I'image de f pour n > 0. D’ot
la contradiction recherchée.O

Lemme 202 Sous les mémes hypothéses que le lemme 200, pour tout € > 0, il
existe une suite finie x; telle que les boules B(z;, €) recouvrent X.

Démonstration : Si le lemme est faux pour un certain €, alors on peut construire
par récurrence une suite telle que chaque point soit a une distance au moins e des autres
points, ce qui contredit I’hypothése.0
Avec ces deux lemmes on conclut facilement; si toute suite contient une sous-suite
convergente, alors étant donné un recouvrement ouvert (V;), on peut construire par le
premier lemme un ensemble de boules recouvrant X et tel que chaque boule est incluse
dans I'un des V; ; ensuite par le deuxiéme lemme, on se raméne a4 un nombre fini de
points, et il ne reste plus qu’a cueillir le bon sous-ensemble des V.0

5.4 Connexité

Définition 203 Un espace topologique est dit connexe si les seuls sous-
ensembles de X a la fois ouverts et fermés sont ) et X. Une partie d’un espace
topologique est connexe si elle est connexe pour la topologie induite.

} On utilisera la connexité pour montrer ;

— certaines formes du théoréme des valeurs intermédiaires 209.

— le corollaire 470 sur la dérivabilité d’une limite d’une suite de fonctions.

— les lemmes 495 et 496, utile pour une démonstration du théoréme de Jordan

— la proposition 955 utilisera la connexité€ pour définir une distance dans un ouvert
connexe d’un espace vectoriel normé

— théoréme de Runge, 1210.

— Tous les résultats basés sur I'indice, par exemple le théoréme de Cauchy 661, et
beaucoup de résultats sur les fonctions holomorphes.

— L’exercice de la partie 5.6.18, montrant qu’une fonction f C*° de R dans R telle
que Yz 3n () (x) = 0 est polynomiale.
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On trouvera diverses autres applications de la connexité plus loin dans ce chapitre.

Proposition 204 Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) X est connexe

(ii) Une application ¢ de X dans {0,1} continue est constante, avec {0, 1}
muni de la topologie discréte.

(iii) Pour tout couple d’ouverts Aet Bde X, si X = AUBet ANB = 0,
alors A=0ouB =0

(iv) Pareil avec des fermés

(v) Toutes les parties de X non triviales (i.e. autres que X et () ont une frontiére
non vide.

Démonstration : Facile :

(i) — (ii) Si X est connexe, montrons que toute application continue de X dans
{0, 1} est constante.

En effet, si une telle application f n’était pas constante, on partitionnerait X en
deux ouverts non vides (f1(0) = /(] = 4, 1)) et f (1) = f (]2, 2[)); chacun
d’cux serait alors a la fois ouvert, fermé, et non trivial.

La réciproque (ii) — (i) est non moins simple (raisonner par I’absurde : si 4 ouverl
et fermé non vide et différent de X, alors prendre la fonction caractéristique de A dans
X).

(i1) — (ii1) Facile, en voyant que si A et B contredisent I’hypothése, A est ouvert
et fermé et non trivial.

Le reste est du méme niveau de difficulté, je le passe sous silence... O

Proposition 205 e Si A C X est connexe et si A C B C A, alors B est
connexe.
e Siles A; sont des parties connexes de X et NA; # 0, alors UA; est connexe.
e Siles A; sont des parties connexes de X et pour tout couple A;, A; il existe
10, ..., I @vec ig ietix = jtels que A; intersecte A;, ., alors UA; est
connexe.

Démonstration : Pour montrer la premiére assertion on utilise la deuxiéme des
caractérisations des connexes données en 204,
La deuxiéme assertion n’est qu'un cas particulier de la troisieme.
La troisiéme assertion i aussi se montre en utilisant la seconde des caractérisations des
connexes données en 204.0

Théoréme 206 Les connexes de R sont les intervalles.

Démonstration : Facile.O
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Théoréme 207 L'image d’'un connexe par une fonction continue es! un
connexe.

Démonstration : Facile toujours en utilisant la méme caractérisation des connexes.O)

Théoréme 208 Soit f une application continue définie sur un connexe et
valeurs dans R. Alors U'image de f est un intervalle.

Démonstration : Facile au vu des deux théorémes précédents.O

Corollaire 209 Le théoréme des valeurs intermédiaires (dans le cas d’une
fonction continue, pas dans le cas d’une fonction dérivée) découle immédia-
tement du théoréme ci-dessus.

) Théoréme des valeurs intermédiaires pour une fonction dérivée, dit aussi théo-
réme de Darboux, 577.

Théoréme 210 (passage a la douane) Soir X un espace topologique et A C
X connexe. Si A intersecte a la fois B et son complémeniaire, alors A inter-
secte la frontiére de B.

Démonstration : 1l suffit de voir que les deux ouverts Int(B) et Fxt(B) ne
peuvent recouvrir A.0

Théoréme 211 Un produit d’ensenibles non vides est connexe si et seulement
si chacun des facteurs I’est.

Démonstration : 1l est facile de voir, via les projections canoniques, que si le
produit est connexe, chacun des facteurs 1’est. La réciproque est plus difficile. On com-
mence par le cas ol le produit est un produit de deux espaces (voir figure 5.4). Pour
cela on montre que tous les couples (z,y) = (z1,x2), (y1,y2) sont contenus dans un
sous-ensemble connexe de X7 x Xo; on utilisera ensuite la proposition 205. 11 suffit
pour ce résultat intermédiaire de considérer I'union de X; x {y2} etde {z1} x X,. Par
récurrence, on généralise ce résultat a tout produit fini de connexes.

On considére maintenant un produit quelconques X de facteurs X; connexes non
vides. On considére un élément y de X, en utilisant I’axiome du choix. Pour A fini

inclus dans 7 (I est I'index de X;), on définit alors le sous-ensemble X 4 de X défini
par (z;) € X4 si et sculement si &; = y; pour tout i tel que 7 & A. X 4 est connexe
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F1G. 5.4 — Un produit fini d’ensembles est connexe si et seulement si chacun des fac-
teurs I’est. La généralisation 4 un produit infini se fait par un argument de connexité de
I’adhérence d’une partie connexe convenablement choisie (voir le texte).

puisqu’homéomorphe a un produit fini de X;. On peut vérifier que la réunion des X 4
est dense dans X (en se rappelant qu’une base d’ouverts d’une topologie produit est
I’ensemble des intersections finies d’images d’ouverts par les projections inverses) et
connexe (par le deuxieme point de la proposition 205), et on conclut par le premier
point de la proposition 205.0

Théoréme 212 Une fonction localement constante sur un connexe est
constante.,

Démonstration : 11 suffit de voir que I'image réciproque d’un singleton est a la
fois ouverte et fermée.Ol

Définition 213 (Composante connexe) Avec x € X, la composante connexe
de x, notée C(z), est la réunion de tous les connexes contenant .

Proposition 214 e Tout point appartient a sa composante connexe

e La composante connexe d’'un point est le plus grand connexe contenant ce
point

e Les composantes connexes sont fermées

o Deux composantes connexes sont disjointes ou confondues. En particulier, la
famille des composantes connexes forment une partition de I’espace.

Démonstration : Le premier point est trivial, le deuxiéme aussi par 205, le troi-
sieme découle de la connexité de C(z), le quatridme point découle du fait que la
réunion de deux connexes non disjoints est un connexe (deuxiéme point de la pro-
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position 205).0

Définition 215 (Arc ou chemin, ligne brisée) Un arc ou chemin esr une ap-
plication continue de |0, 1| dans X. L’image de 0 et l'image de 1 sont les ex-
trémités de Uarc.

Une ligne brisée entre a et b est une suite finie de segments |v;,v; 1] avec
i€l0,n—1, 20 =aetz, = b

On appelle longueur d’une ligne brisée la somme des longueurs de ses seg-
ments.

Exercice 216 e Dans un espace normé, Iapplication qui a t associe (1 — t).z + t.y
est un arc d’extrémités x et y (on dit aussi un arc entre x et y). L'image de cet arc est
appelée segment, noté |z, y|.

e D’un arc entre T et y et un arc entre y et z on peut déduire un arc entre x et z.

Définition 217 (Connexe par arcs) Un espace topologique est dit connexe
par arcs si il existe un arc entre toute paire de points.

Une partie d’un espace topologique est dite connexe par arcs si elle est connexe
par arcs pour la topologie induite.

Exemples :  Un convexe est connexe par arcs.
Démonstration : Cela découle des exemples ci-dessus.0

Proposition 218 Un connexe par arcs est connexe. La réciproque est fausse.

Démonstration : On fixe = dans un espace connexe par arcs. Chague arc est un
connexe, car image d’un connexe (|0, 1|) par une fonction continue ; la réunion des
arcs partant de z est connexe (par la proposition 205), or par définition cette réunion
est I'espace tout entier. Pour la réciproque, considérer la figure 5.5.0

Exercice 219 Soit I'application f :]0,1] — R, qui & = associe 1/sin(x). Montrer que
la fermeture de son graphe est connexe mais pas connexe par arcs.

Démonstration : On suppose qu’il existe une fonction ¢ continue qui a 0 associe
(0,1) et & 1 associe (1, sin(1)), et telle que pour tout = on ait ¢(z) appartienne au
graphe de f. On considére xg le sup de I’ensemble des x tels que la premiere compo-
sante de ¢(z) soit nulle. 1l suffit ensuite de considérer la limite de la deuxiéme compo-
sante pour z tendant vers zy.0

Proposition 220 Scit C; une famille de parties connexes par arcs. Si pour
toute paire t, j il existe une suite finie Cy, ..., C,, avec C,, N C,, ., # O et
ag =i et a, = j, alors la réunion est connexe par arcs.
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F1G. 5.5 — Un connexe qui n’est pas connexe par arcs. La méme figure fournit un
exemple de connexe qui n’est pas localement connexe. Il s’agit de la courbe des
(z, sin(1/z)) vers O par valeurs inférieures, plus la frontiere {0} x [—1,1]. On voit
que la figure n’est pas localement connexe en considérant ce qu’il se passe au voisi-
nage du point (0, 1).

Démonstration : Facile.O

Définition 221 (Composante connexe par arcs) La composante connexe
par arcs de x est la réunion de tous les connexes par arcs passant par x;
on la note Cy(x).

Proposition 222 e La composante connexe par arcs d’un point est connexe
par arcs.

e Deux composantes connexes par arcs sont soit disjointes soit confondues.

e C,(z) C C(x), car C,(x) est un connexe contenant z, et C(x) est le plus
grand connexe contenant x par définition.

Définition 223 (Localement connexe (par arcs)) Un espace est localement
connexe (resp. par ares) si toul point de ’espace posséde une base de voisi-
nage connexes (resp. par arcs).

/=4 Attention ; un espace peul étre connexe sans étre localement connexe. Voir par
exemple la figure 5.5,
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Notammenlt, alors qu’un espace dont tout point posséde un voisinage compact (par
exemple un espace compact !) est localement compact, un espace dont tout point pos-
s¢de un voisinage connexe n’est pas nécessairement localement connexe.

Théoréme 224 Dans un espace localement connexe (resp. localement

connexe par arcs), les composantes connexes (resp. par arcs) des ouverts sont
ouvertes.

Démonstration : Facile.O

Corollaire 225 Dans un espace localement connexe (resp. localement

connexe par arcs) tout point posséde une base de voisinages ouverls el
connexes (resp. connexes par arcs).

Démonstration : 11 suffit de considérer, étant donné z et un voisinage V' de z, un

ouvert inclus dans V' et contenant x,et une composante connexe (resp. par arcs) de x
dans cet ouvert.0

On peut noter le théoréme suivant :

Théoréme 226 Dans un espace localement connexe par arcs, les ouverts

connexes sont connexes par arcs. Notamment, les ouverts connexes de R™, ou
de tout espace vectoriel normé “ sont connexes par arcs.

“(0u méme de tout espace vectoriel topologique.

5.5 Complétude

5.5.1 Suites de Cauchy. Espace complet

Définition 227 (Suite de Cauchy) Une suite (x,,) dans un espace métrique

est dite suite de Cauchy si pour tout € > 0 il existe un N € N tel que Vn,m >
Nonad(z,,z,) <e

La notion de suite de Cauchy est une notion métrique et non une notion topolo-
gique. Méme si deux distances sont équivalentes, on ne peut étre slir que les suites
de Cauchy soient les mémes pour les deux métriques. Par exemple avec d(z, y)

|arctan(a) —arctan(y)|, la topologie sur IR est la méme que pour la topologie usuelle,

mais la suite u,, = n n’est pas de Cauchy pour la métrique usuelle, alors qu’elle est de
Cauchy pour cette métrique.
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Proposition 228 e Etant donnée une suite T, noions X, = {zx/k > n};
alors la suite x,, est de Cauchy si et seulement si le diamétre de X, tend vers
0.

e Dans un espace métrique toute suite convergente est de Cauchy. o L'image
d’une suite de Cauchy par une application uniforménent continue est une suite
de Cauchy.

Définition 229 (Espace complet) Un espace méirique X est complet, si toute
suite de Cauchy de X a une limite dans X.

Quelques exemples d’espaces complets :
e les exemples de Banach donnés un peu plus loin.
o C*(£2) avec 2 un ouvert de R™, voir partie 20.3.

Une propriété fondamentale des espaces complets est le théoréme du point fixe 474.

Définition 230 (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace vec-
toriel normé complel.

Un isomorphisme entre ’espace de Banach 17 et espace de Banach F' est
un isomorphisme des espaces vectoriels normés sous-jacents.

Quelques exemples d’espaces de Banach :
o R
e R muni d’une des normes suivantes :
(21, .y Tn) — Z?:l 4]
- (mlr“:mﬂ) Lo ¥ Zz 1%y
(21, .y 2n) — mazl |z
e L'ensemble des applications continues bornées d’un espace topologique X dans R
ou C, muni de la norme [ — sup,ex|f(x)]|
e Les espaces LP, comme on le verra en 8
e Si F" est un Banach et E un espace vectoriel normé , alors £(E, F') (ensemble
des fonctions linéaires continues de ¥ dans F') est un Banach (pour la norme [ +—

.‘;u’p“m” 1 ||f(T) ”)

On rappelle que deux normes sont dites équivalentes si elles définissent la méme
topologie.,

Tout d’abord quelques propriétés des Banachs issues directement de la partie 5 :
¢ Un isomorphisme algébrique (i.e. un isomorphisme au sens des espaces vectoriels )
continu entre espaces de Banach est un isomorphisme d’espaces vectoriels normés .
e Toutes les normes sont équivalentes sur des R-espaces vectoriels de dimension finie.
e Deux normes sont équivalentes si et seulement si chacune d’elle est inférieure a une
certaine constante multipliée par I’autre
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¢ Un espace vectoriel normé de dimension finie est complet, et donc est un Banach.
¢ Les compacts d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont les fermés bornés.

Proposition 231 Etant donnés des espaces métriques E; en nombre fini, le
produit Eqg X ... X E,, peut étre équipé d’une métrique définie par d((z;), (y;))
de 'une des formes suivantes (entre autres) :

o /2 d(zi, yi)?

o /> d(mi, yi)?

o max;d(z;, y;)

Ce sont bien des distances et elles sont équivalentes entre elles. La topologie
ainsi définie est la topologie produit, que I’on a définie plus t6t.

Proposition 232 Un espace métrique est complet si et seulement si ’intersec-
tion de toute suite décroissante de fermés non vides de diamétre tendant vers 0
est non vide et donc réduite a un point.

Démonstration : Si ’espace métrique est complet, alors on considére x,, apparte-
nant au n-iéme fermé ; 1a suite est de Cauchy, et converge donc vers un point ; quel que
soit 7, ce point est limite d’une suite de points de X, ; donc il appartient a X, puisque
X, est fermé. En outre, le diametre tendant vers 0, le diamétre de 1’intersection est O ;
donc il s’agit d’un seul point.

Réciproquement, étant donnée une suite de Cauchy z,,, on considere la suite des X,
avec X,, = {z/k > n}; cette suite vérifie les hypothéses, donc I’intersection des X,
est réduite a un point. On montre facilement que ce point est limite des z,,.00

Proposition 233 Un produit fini d’espaces métriques complets, muni d’une
métrique comme défini ci-dessus, est complet.

Réciproquement un produit fini d’espaces métriques, muni d’une métrique
comme défini ci-dessus, est complet si et seulement si chacun des facteurs lest.

Démonstration : La démonstration (pas tres difficile) est laissée au lecteur.0

Proposition 234 Si une suite de Cauchy a une valeur d’adhérence, elle est
convergente.

Démonstration : On considére une suite extraite qui converge, et on montre faci-
lement que la suite tend vers la méme limite.0

Corollaire 235 Un espace métrique compact est complet.

Démonstration : S’il est compact, toute suite a une valeur d’adhérence (par le
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théoréme de Bolzano-Weierstrass 199) ; il suffit alors d’appliquer la proposition précédente.O

Théoréme 236 Le corps R est complet pour sa métrigue ; de méme R™ muni
d’une norme est complet pour cette norme. Plus généralement un espace normé
de dimension finie est complet.

Démonstration : On considere une norme sur /' de dimension finie et une suite
de Cauchy 2,,. On montre que pour un certain /V la suite est & valeurs dans la boule de
centre zy et de rayon 1 a partir du rang N, directement par la définition d’une suite
de Cauchy ; on a donc une suite dans un compact, et donc la suite de Cauchy converge
vers un élément de cette boule.O

) On trouvera par exemple une utilisation de ce théoréme dans 244,

Proposition 237 Un sous-ensemble d’un métrique complet est complet si et
seulement si il est fermé.

Démonstration : Soit A un sous-ensemble fermé de X complet. Si x,, est une
suite de Cauchy dans A, c¢’est aussi une suite de Cauchy dans X, donc elle converge.
Si A est fermé la limite est dans A. Réciproquement, on suppose = dans A, et on choisit
une suite x,, qui tend vers z ; et on remarque que z,, est de Cauchy et done converge
vers une limite dans A puisque A est complet.O

Définition 238 (Série absolument convergente) Soir F un espace vectoriel
normé. (x,,) dans E est appelée une série absolument convergente si > ||
Ty || < +o0.

Théoréme 239 Un espace vectoriel normé E est complet si et seulement si
toute série absolument convergente (x,,) est convergente dans F.

Démonstration : Supposons £ complet.
Soit une série x,, absolument convergente. Pour m > non a

T T

d(zmi.z-’ﬂi) I Z i ||
i—0 =0

i=n+1
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Donc la suite y, = >, ; est de Cauchy, et donc converge.

Réciproquement supposons maintenant que toute série absolument convergente
converge. On se donne z,, une suite de Cauchy. On en extrait une sous-suite, et ||
< 31r pour m > ny, ; la série correspondante est absolument convergente ; il
est facile d’en déduire que la suite a une valeur d’adhérence, et donc qu’elle converge.O

Em — Tny,

Théoréme 240 Si 2 est normé et si I' est de Banach, alors l’espace normé
L(F, ) est aussi de Banach.

Démonstration : Soit f,, une suite de Cauchy dans £(1, I"). Pour toutz € E, on
all ful@) = fu(@) |<|| fn = fm || - || 2 ||, donc la suite f,(x) est de Cauchy dans
F'; elle converge vers un élément que I’on note f(z). Il est clair que f est linéaire.
On fixe alors ¢ > 0. On choisit N el que | fn — fm ||< € pour n,m > N, et on
considére z de norme < 1. En faisant tendre m vers I'infini on obtient que Yn > N
| fulz) — f(z) |< €; donc f est bornée sur la boule unité, et donc f est continue.
On obtient avec la méme formule la convergence de f,, vers f au sens de la norme. En
résumé, la preuve s’obtient en montrant la convergence simple (facile), puis en mon-
trant que la limite est linéaire (trivial), puis qu’elle est continue (y'a qu’a I’écrire et ca
roule). O

Corollaire 241 Le dual E' d’un espace normé E est un espace de Banach.

Démonstration :  Par application immédiate du théoréme précédent.0

) Voir le corollaire 704.

Théoréme 242 Si K est un espace compact et Y un espace complet, alors
Uespace des applications continues de K dansY C°(K,Y) est métrique com-
plet pour la distance d(f, g) = sup.d(f(z), g(x)).

Démonstration : La compacité de K permet de vérifier que la fonction d est bien
définie ; elle est clairement effectivement une métrique. Etant donnée f,, une suite de
Cauchy dans I’espace considéré, on montre facilement que cette suite converge sim-
plement vers une certaine fonction [ ; en utilisant la continuité de f,, et la convergence
uniforme on conclut facilement a la continuité de f. La convergence uniforme des f,,
découle facilement du critére de Cauchy dans I’espace considéré.0)

) Voir par exemple le théoréme 634. On peut citer aussi le fait que I'espace des appli-
cations continues d’un espace K compact dans un espace /¢ de Banach est de Banach
pour la norme || f|] . = supz||f (@) -

Exercice 243 Si E,, ...E, sont des espaces vecioriels normés, avec I’ de Banach,
montrer que I'espace normé L(Fn, ..., E,); F') est aussi de Banach.

85

http://fribok.blogspot.com/



5.5.2 Complété d’un espace métrique

Théoréme 244 Tout espace métrique (X, d) se plonge isométriquement dans
un espace complet (X, d) avec X dense dans X.

Si on se donne deux tels plongements, alors l'identité sur X s’étend de maniére
unique en une isométrie de X 1 el X 2.

Définition 245 Un tel espace mérique complet est appelé complété de X.

Démonstration :
Existence :

e on commence par introduire une relation d’équivalence entre les suites de Cauchy :
on dit de deux suites qu’elles sont équivalentes si la distance entre 1'une et I'autre tend
vers 0 (ie (z,,) est équivalente a (y,,) si lima, — y, — 0).
e On consideére X I'ensemble des classes d’équivalences pour cette relation.
e On note par |z, la classe d’équivalence de la suite .
¢ On remarque que la distance entre z,, et y,, tend vers une limite donnée pour n ten-
dant vers {-oco (noter que pour ce point on utilise la complétude de R montrée un peu
plus tot). ~
¢ On peut donc prendre pour distance sur X la limite de la distance entre deux suites
pour n tendant vers I’infini ; on vérifie facilement qu’il s agit bien d’une distance.
¢ On peut prendre pour plongement la fonction qui & x associe la suite constante égale
azw.
¢ On constate facilement que ce plongement est une isométrie.
e On peut voir facilement que I'image du plongement est dense dans X en considérant
pour une suite donnée z,, 1a suite des suites de Cauchy constante égales a x,,.
e On peut maintenant identifier X' et son image. ~
e On considére maintenant une suite de Cauchy dans X, notée y,,. )
¢ Pour tout n on peut choisir z,,, suite de Cauchy, telle que la distance (dans X) entre
Ty, el Yy, soit inférieure & 1/n. ) )
e La suile =, est de Cauchy dans X, et donc aussi dans X. Par définition de X, la
limite de la suite z,, est la classe des suites dont la distance a x,, est nulle.
o 1l ne reste plus qu’a voir que y,, tend aussi vers cette limite.

L’unicité résulte du corollaire 247.0

Théoréme 246 Soient deux espaces métriques A et B avec B complet. Si D
est une partie dense de A et f : D — B est uniformément continue, alors il
existe un et un seul prolongement continu f : A — B. Cette fonction f est de
plus uniformément continue.

Démonstration : e L'unicité est évidente, par unicité de la limite et par la den-
sité¢ de D dans A.
e ['existence découle immédiatement du critere de Cauchy, grice a la complétude
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de B.
e Il reste 2 montrer 'uniforme continuité : soient x et y distincts dans A. Soit

Tp — T LYy — y, AVEC T, et Yy, dans D. d(f(x), f(y)) < 2d(f(wn), f(yn)) si nest
assez grand. L'uniforme continuité de f en découle immédiatement.

) Cela servira & montrer quelques propriétés simples des espaces de Holder, voir
738, et le théoréme de Plancherel. L'escalier de Cantor utilise aussi ceci (voir partie
5.6.13). Cela permet aussi de voir que si £ est métrique complet connexe localement
connexe, alors F est connexe par arcs

Corollaire 247 Une isométrie i - D — B d’un sous-ensemble dense de 1’es-
pace métriqgue A sur une partie de l'espace méirique compler B s’étend de
maniére unique en une isométrie i - A — B de A sur une partie de B. L’ex-
tension i est une bijection de A sur B si et seulement si i(D) est dense dans B.

Démonstration : Evident, méme preuve que pour le théoréme 246.0

5.6 Zoologie de la topologie

5.6.1 Séparation de fermés par des ouverts dans un métrique

Proposition 248 Soient I} et I's deux fermés disjoints d’un espace métrique
(E, d). Alors il existe deux ouverts Uy et Us tels que Iy C Uy et Iy C Us, U,y
et U, étant disjoints.

En outre il existe une fonction continue de I dans |0, 1| dont la restriction a I
est égale a 0 et dont la restriction @ F» est 1 (¢’est a dire que X, < [ < Xpe)-

Démonstration : Considérer la fonction f définie par

sup(d(z, Fy) — d(z, F5),0)
d($7 I )

f(=z)
siz & Fy et f(a) = 0sinon. puis Uy = f~1([0,0.5]) et Uy = f~1(]0.5,1]).0

5.6.2 Théoréme de Baire

Théoréme 249 (Théoréme de Baire) Soit X un espace topologique. Si X est
localement compact, ou 5’il est métrique complet, alors

e Toute intersection dénombrable d’ouverts denses est dense

o Une réunion dénombrable de fermés recouvrant X comporte un fermé d’in-
térieur non vide

Démonstration : 1 suffit de montrer la premiére assertion, la seconde étant équi-
valente par passage au complémentaire.
On se donne U; une famille dénombrable d’ouverts avec U; = X, Soit V' un ouvert
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non vide. On veut montrer que Iintersection des U; a une intersection non vide avec
V. On pose Vy = Upg NV (ouverl non vide par densité de Uy). Ensuile, par récurrence :
eV, CV, NU,pourn>1

e Cas métrique complet : on impose diam(V,,) < —31;

e Cas localement compact : V,, compact

L'intersection des V;, est non vide, car :

¢ Dans le cas localement compact, il s’agit d’une suite décroissante de compacts non
vides.

e Dans le métrique complet, il s’agit d’une suite décroissante de parties non vides de
diametres tendant vers 0.

11 suffit alors de choisir un élément dans I’intersection des V;.0

) Les lignes qui suivent fournissent de nombreuses applications du théoréme de
Baire. 1l y a aussi par exemple I’application 5.6.18.

Proposition 250 Un espace de Banach de dimension infinie n’a pas de base
algébrique dénombrable.

Démonstration :
Supposons que F, espace de Banach de dimension infinie, ait une base dénom-
brable (e,) pour n € N.
Définissons alors F},, espace vectoriel engendré par les e; pour i < n.
F,, est alors un fermé (car de dimension finie, résultat 189) et d’intérieur vide (fa-
cile). Or I'union des F,, est égale 4 F'; donc F devrait étre d’intérieur vide grace au
théoréme de Baire, ce qui est absurde.O

Corollaire 251 R[X| n’est de Banach pour aucune norme.

Théoréme 252 (Théoréme de Banach-Steinhaus) Soit T, : E — F une fa-
mille d’applications linéaires continues de I’espace de Banach F dans I’espace
normé F. SiVx sup, || Tax ||< o0, alors supy || Ty ||< 0.

} On verra une application a la transformation de Toeplitz (proposition 610), qui
fournit une preuve élégante de la moyenne de Césaro (corollaire 611).
Démonstration : On pose B,, I'ensemble des  tels que Yeeon a || Ty (z) [|[<n
By, est fermé. L'hypothése permet de dire que I'union des B,, est F. Par le théoreme
de Baire, I'un des 13, est d’intérieur non vide. On en déduit facilement le résultat.00

Corollaire 253 Soit T,, : E — F une suite d’applications linéaires continues
de Uespace de Banach E dans ’espace normé F. Si T'.x = limy, oo Th(7)
existe pour tout x, alors T' est une application linéaire continue.

Démonstration : Facile.O
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Définition 254 (Application ouverte) Une application est dite ouverte si
Uimage de tout ouvert est un ouverl.

Théoréme 255 (Théoréme de Iapplication ouverte) Une application
linéaire continue surjective entre espaces de Banach est ouverte.

Démonstration : Donnons nous une telle application f, entre deux espaces de
Banach F et F'. f est donc supposée linéaire, continue, et surjective. On montre qu’elle
est ouverte.

e Soit U un ouvert de E. 11 suffit de montrer que f(U) est ouvert dans F'.

e Soit z dans f(U). 11 suffit de montrer que f(U) est un voisinage de .

e Par translation, on peut supposer z = 0.

e 11 suffit donc de montrer qu’une certaine boule Br(0,7) dans F' centrée en 0 de
rayon un certain r > 0 est incluse dans I"image par f d’une boule arbitraire B (0, ")
dans F, centrée en 0, de rayon 7/, avec 7’ tel que Bg(0,7') C U. Par linéarité de
f. on peut se limiter & ' = 1. 1l convient donc de montrer qu’il existe r tel que
BI"(O! ‘i") c I(BE(U’ 1))

e Définissons, pour n € N, F,, = f(Bg(0,n)).

e D’apres le théoréme de Baire (ci-dessus), I'union des £, étant égale a F, il existe
un F,, d’intérieur non vide. Du coup, £, par linéarité, est lui-méme d’intérieur non
vide.

e 11 existe donc une boule By (y, €) centrée en y de rayon ¢ > 0 incluse dans I;.

e Par symétrie —y € F. Finalement, Bp(y, ¢) —y C I, + I, donc Br(0,¢) C Iy
(Fy + I = I, comme on §’en convaincra aisément).

e Bp(0,5) C Iy, d’ou le résultat. O

Corollaire 256 (Théoréme d’isomorphisme de Banach) Une  application
continue linéaire bijective entre espaces de Banach a un inverse continu (—est
un isomorphisme).

Démonstration : Conséquence immédiate du théoréme de I’application ouverte.OJ

) Voir par exemple le théoréme 747, utilisant aussi le théoréme de Riesz et le
théoréme d’ Arzéla-Ascoli.

Corollaire 257 Si IY muni de la norme Ny est un Banach et si I¥ muni de la
norme N est un Banach, alors si N1 < A.Ns pour un certain A implique
Ny < uNy pour un certain p. Donc si une des deux normes est plus fine que
Uautre, alors elles sont équivalentes.

Démonstration : L'identité de (F, Ns) dans (F, N7) est continue, bijective, li-
néaire ; donc ¢’est un isomorphisme.O
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Corollaire 258 (Théoréme du graphe fermé) Soir T : £ — F, linéaire
enire les Banach E et F'. L'application T' est continue si et seulement si le
graphe de T est fermé dans F x F.

Démonstration : Un sens ne pose pas de probléme ; le graphe d’une application
continue est toujours fermé.
Réciproquement, supposons le graphe fermé, voir figure 5.6.
e L'espace F/ x I est en fait un espace de Banach.
e Lc graphe est en fait un Banach (la linéarité de 7" permet de conclure que le graphe
est en fait un espace vectoriel, qui est fermé par hypothese ).
e La projection du graphe sur £ restreinte au graphe est une application linéaire bijec-
tive du graphe sur I ; par le corollaire 256, son inverse est aussi continue. La projection
du graphe sur F' est aussi continue.,
e La fonction considérée, composition de deux fonctions continues, est donc continue.O

E x F=Banach

Banach\ continue
(par théoréme d’isomorphisme
F de Banach)
lindaire bijective
Tconﬁnue

B

FI1G. 5.6 — Schéma explicatif de la preuve du théoréme du graphe fermé.

5.6.3 Distance d’un point a une partie

Proposition 259 Soit A une partie non vide d’un espace métrique (I, d).
L’application d qui @ x dans F associe d(xz, A) = inf{d(z,a)/a € A} est
continue et 1-lipschitzienne.

) Cette proposition servira un peu partout, par exemple pour le lemme 413 (tres
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utile pour approximer des fonctions par des fonctions C'°°), ou pour le lemme 261, ou
pour voir que les e-voisinages sont ouverts. ~

Démonstration : Soit = dans ¥, montrons que d est continue en x. Considérons ¢
dans F, et donnons nous ¢ > 0 (figure 5.7).

Par définition de d et de I’inf, il existe a € A tel que d(z,a) < d(x, A) + . Alors
d(t,A) < d(t,z) + d(z,a) < d(t,z) + d(z, A) + ¢ donc d(t) < d(z) + d(t,z) + €.
En faisant tendre ¢ vers 0 on obtient d(f) < d(x) + d(x,t). De méme on aurait d(z) <
d(t) + d(z, y). Donc

ld() — d(t)] < d(x,1)

On en déduit Ia continuité et le caractdre 1-lipschitzien de d.00

F16G. 5.7 — Continuité de la distance a une partie : une simple application de I'inégalité
triangulaire.

Corollaire 260 La distance entre un compact et un fermé disjoints est > 0.

t par distance entre un compact et un fermé on entend I'inf de la distance
entre un point du compact et un point du fermé.

Démonstration : La distance 4 un ensemble étant continue, la distance d’ un point
du compact au fermé atteint son minimum sur le compact (voir 182). Si la distance est
nulle, alors elle est nulle en un certain point = du compact. On prend alors une suite
a, du fermé tendant vers x (par exemple d(z,,x) < 1/n); sa limite est nécessaire-
ment dans le fermé, donc x est a I'intersection du fermé et du compact, donc ces deux
ensembles ne sont pas disjoints. D’ot1 la contradiction, et le résultat.00

La distance entre deux fermés disjoints n’est pas nécessairement non nulle !
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Considérer dans R les fermés F et F» définis par
=N

n+1

=1

/neNAn > 2}
n

5.6.4 Approximation d’ouverts par des compacts

Lemme 261 Soit U un ouvert de R™. Pour m > 1, notons K,, Uintersection

de i
’ T - U8 > —
{o € U/d(z,U) > —)
et de -
B(0,m)
Alors :

e Pour tout m > 0 K,,, est compact
o K,y C Int(Kyi1)

o U/ =U; K;

o VK compact de U 3m/K C K,

) Ce résultat servira par exemple pour le corollaire 725, ou pour I'utilisation de
la définition 729, ou pour la proposition 714.

Démonstration : e K, est borné (clairement), K, est une intersection de deux
fermés (rappelons que pour une partiec non vide donnée 1’application qui & un point
associe sa distance a cette partie est continue, voir proposition 259). Un fermé borné
de R™ est compact (corollaire 187).

o 1l suffit de voir que I'intérieur d’une intersection finie est I'intersection des inté-
rieurs.

e La distance d’un point z de U au complémentaire de U/ est > 0 car le complé-
mentaire de U/ est fermée (un point a distance nulle d’un fermé est dans ce fermé).

¢ Soit K un compact inclus dans U.

L’inf de la distance d’un point de K au complémentaire de U est > 0 grice & un
corollaire précédent. Donc cette distance est supérieure & 1/m pour m assez grand. 11
suffit ensuite de prendre m assez grand pour que K soit inclus dans la boule fermé
B(0,m).0

Lemme 262 (Approximation d’ouverts du plan par des compacts pas trop troués)
Soit 2 un ouvert de C (on pourrait dire R2). Alors il existe une suite de com-
pacts K, inclus dans € tels que :

o K, C Int(K,1)

o Tout compact de S est inclus dans un certain K,,

e Toute composante connexe de (C U {oc}) \ K, contient une composante
connexe de (CU {co}) \ Q2

.
“ La derniére condition signifie simplement qu’il n’y a pas de "trous" su-
perflus dans les K,,. La seconde condition implique que la réunion des K, est €2.
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Démonstration : On utilise les mémes K, que dans la partie précédentes.

Le seul probléme est de vérifier que la derniére condition est vérifiée.

On se donne donc C une composante connexe de C \ K.,.°, et z appartenant A cette
composante connexe.

Alors nécessairement |z| > n ou |z — f| < 1/n pour un certain [ dans F', avec F
le complémentaire de 2.

Dans le cas |z| > n, alors les A.x, pour A réels > 1, forment une demi-droite, qui
unie a {oco}, forme un connexe, inclus dans C, et intersectant une composante connexe
de C'\ 2 (puisque co & Q).

Dans le cas [z — f| < 1/n, le segment [z, f| est inclus dans C, donc C contient [,
et donc intersecte C' \ €2, au moins en f.

D’ot le résultat.0

5.6.5 Homéomorphisme entre une boule fermée et un compact convexe
d’intérieur non vide

Proposition 263 Soit K un compact convexe d’intérieur non vide de R™.
Alors K est homéomorphe a la boule uniié fermée.

Démonstration :

¢ On peut supposer que O appartient a I'intérieur de K.

e On peut agrandir K jusqu’a ce qu’il contienne la boule unité fermée.

e On définit la fonction f de la boule dans K qui a = associe T.z avec T' le sup
des t € R tels que t.u appartient & K, avec u le vecteur directeur de @ (z/||x|). On
définit f(0) = 0.

e Montrons tout d’abord que f est bien définie. Si = est non nul, K étant borné, le
sup des ¢ en question est bien défini si z est non nul (le cas f(0) étant séparé).

e {.u appartient & K pour tout t < 7', par convexité de K. Le fait que K est fermé
fait que T'.u appartient & K. Si = est de norme 1, le probléme est donc résolu. Si z est
de norme plus petite que 1, a fortiori, T".z appartient & K par convexité de K.

e 1] faut maintenant montrer que f est continue,

¢ f est continue en 0. En effet il est clair que f(z) tend vers 0 quand z tend vers 0.

e Il convient maintenant de montrer que f est continue en x autre que 0. Pour cela
il suffira de montrer que la fonction qui 2 u associe T' le sup des t € R tels que L.u
appartient & K est continue sur la sphere (ensuite il est clair que la multiplication par
un scalaire est continue, que la fonction qui a un vecteur associe son vecteur directeur
est continue (par quotient z /|| z||).

e La figure 5.8 parle d’elle méme.O

Cela permet d’appliquer des triangulations sur la boule unité fermée (enfin sur
un simplexe homéomorphe & la boule), voir théoréme 312,

5.6.6 Intersection vide d’une suite décroissante de fermés convexes
non vides bornés d’un espace vectoriel normé

Sur R I'intersection d’une suite décroissante de convexes fermés bornés non vides
ne saurait étre vide. Dans le cas général il en est tout autrement.

6 estle compactifié d’ Alexandrov de C (C U {oo})
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B 1

FiG. 5.8 — Par hypothése, la boule B est incluse dans A. On se donne z le point
f(u), c’est a dire le "bord" de K dans la direction u. Alors la zone grisée appartient
nécessairement a K par convexité. f(v) est alors nécessairement au dela de A; par
convexité de K, et en dega de Ao, par définition de z. D’ou la continuité de f.

¢ Soit F I'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R,

e C’est un espace vectoriel normé pour la norme infinie. C’est méme un espace de
Banach.

¢ Soit (xy, )nen une suite de rationnels dense dans [0, 1].

e Soit C,, ’ensemble des applications de ¥ nulles en z; pour tout 7 dans [0, n,
bornées par 2 et d’intégrale 1 sur [0, 1].

e Les C,, sont non vides, convexes, fermés, bornés, décroissants.

e L'intersection des C,, ne peut contenir que des fonctions nulles sur tous les ra-
tionnels, et continues, donc I'intersection des C;, ne peut pas contenir de fonction non
nulle. Or L'intersection des C', ne peut contenir que des fonctions d’intégrale 1.0

5.6.7 Valeurs d’adhérence # limites de suites extraites

Proposition 264 L’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite n’est pas né-
cessairement égal a 'ensemble des limites de sous-suites extraites.

Démonstration : En effet, soit £ I’ensemble des applications continues de [0, 1]
dans [0, 1] ; on le munit de la topologie produit, ¢’est a dire de la topologie de la conver-
gence simple (il est facile de vérifier que ¢’est pareil...).
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¢ Un voisinage de la fonction nulle dans F est de la forme { f/Vi € [1,n]|f(z;:)] <
; } (*), avec les ¢; positifs, et les ; dans [0, 1].

e On consideére les applications en dents de scie, égales 4 0 en 2y, en x1, en s, ...
LN Xy, avee o; < i1, To — 0 et a1 = 1; et affine entre z; et = ':f‘” et & }if‘” et
@i, avee f(ELPEL) = 1, avec les ; rationnels.

¢ On peut clairement les énumérer, et donc il §’agit d’une suite,

e la suite nulle est clairement dans I’adhérence de cette suite (prendre un voisinage
de la fonction nulle écrit sous la forme (x), et regarder ce qu’il se passe.

e aucune suite extraite ne peut tendre simplement vers la fonction nulle, sinon le
théoréme de convergence dominée de Lebesgue permettrait de dire que I'intégrale de
la fonction nulle est la limite de I'intégrale des fonctions de la suite - or toute fonction
de notre suite a une intégrale %.EI

5.6.8 Les espaces projectifs

Proposition 265 Les espaces projectifs sont compacts et connexes par arcs.

On trouvera plus d’informations sur ce sujet dans la partie 33.2.4.

5.6.9 Le cube de Hilbert

Définition 266 On appelle cube de Hilbert ’espace produit [0, 1|¥, muni de
la topologie produit (|0, 1| étant muni de la topologie usuelle sur les segments
de réels).

Propriétés :

e Le cube de Hilbert est connexe par arcs (considérer, étant donnés deux suites de
réels (2, )nen et (Un ) new, 'application qui a ¢ associe (x,, +1.(Yn, — 25 ) Jnen)- Chaque
composante étant continue, cette application est continue.

e L¢ cube de Hilbert est métrisable (considérer 1’application qui & (z,,) et (y,)
associe ¥,y Zontnd
e Le cube de Hilbert est compact ; par application du théoréme de Tykhonov.

Théoréme 267 Tout espace métrique compact K est homéomorphe a un sous-
espace topologique du cube de Hilbert.

Démonstration :

¢ Etant donné n € N, on considére un recouvrement de K par des boules b, ; pour
i € [1,¢(n)], en nombre fini et de rayon 1/n (on peut toujours construire un recouvre-
ment fini, en extrayant un recouvrement fini du recouvrement comportant TOUTES les
boules de rayon 1/n, via la compacité de K).

e On note B, ; la boule de méme centre que by, ;, mais de rayon double (2/n)

¢ On peut, par le lemme d’Urysohn 411, trouver une fonction continue f,, ; égale a
1 sur by, ;, comprise entre 0 et 1, et nulle en dehors de 1a boule B, ;.
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¢ On peut alors construire I’application f qui & un point z de K associe

(fia(@), ..., Frey (@), f21(2), -0 fo,602)(2), ooos S, 1 (®),s ooy fim pm) (2).2),

qui est un élément du cube de Hilbert,

e Celtle application est continue, puisque toules ses composantes sont continues.

e Elle est injective, on I’a d’ailleurs un peu beaucoup construite pour ¢a.

e fde K dans f(K) est alors une application continue bijective d’un espace com-
pact dans un espace séparé ; ceci implique que f est un homéomorphisme, d’apres le
corollaire 180.0

5.6.10 Fonction non continue vérifiant la propriété des valeurs in-
termédiaires
11 suffit de considérer la fonction qui a un réel z associe sin(1/x) si z est non nul
et 0 sinon.

5.6.11 Tous les fermés de R” s’expriment comme zéros de fonctions
indéfiniment dérivables

= Des fermés particuliers, le cas de la dimension 1

Lemme 268 I existe une fonction C°° de R dans R qui s’annule exactement
sur | — o0, 0].

Démonstration :
e On pose f(x) = exzp(—1/z) pour z > 0, f(x) = 0 sinon.
o 1l est clair que f est C°° sur R*.
e En 0 on peut facilement voir que toutes les dérivées sont nulles, car leurs limites
sont nulles, puisqu’elles s’expriment comme produit d’une fraction rationnelle par un
exp(—1/x).0

Lemme 269 Tout intervalle ouvert de R s’ exprime comme complémentaire de
I’ensemble des zéros d’une fonction C,

Démonstration : e |a, +oo| ou | — oo, a| : voir lemme précédent.
e |a, b| est 'ensemble des zéros de @ — f(x — a).f(b—2).0

Lemme 270 Tout fermé de R s’exprime comme ensemble des zéros d’une fonc-
tion C*°,

Démonstration :
e On note U le complémentaire du fermé a étudier.
e [J est ouvert.
e UJ est réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints (preuve en vérifiant
qu’il y a un rationnel dans toute composante connexe d’un ouvert)
e On note ¢, une fonction (voir lemme précédent) C'*° qui s’annule exactement
sur le complémentaire du n-iéme intervalle de la partition ci-dessus.
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e On note ¢ la somme des ¢,,. Celte somme est bien définie car il y a au plus un
des ¢y, qui est non nul en un point donné,

e ¢ est indéfiniment dérivable, comme on s’en rend facilement compte en regardant
ce qu’il se passe au voisinage d’un point donné - qui n’appartient qu’a un seul support
de ¢,.0

= Des fermés particuliers, le cas général : dimension quelconque

Lemme 271 Soit B une boule ouverte de R™ ; il existe une fonction C'°° nulle
partout sauf dans cette boule, oii elle est > (.

Démonstration : On montre le résultat pour la boule unité ouverte, la généralisa-

tion étant évidente.

e Soit f(x) m:p(—ri‘m“;) pour z tel que ||z|| < 1, et f(z) = 0sinon. La norme
ici évoquée est la norme euclidienne.

e la situation étant invariante par rotation, on se contente de montrer que la fonction
est C°° sur le premier axe (i.e. I'ensemble des (z, 0, 0, ...0) pour x dans R).

e Pour cela on montre que chaque dérivée partielle est C°,

¢ Tout d’abord dans le cas d’un point autre que O ou 1 :

- La dérivée particlle suivant un autre axe que le premier est clairement nulle, par
symétrie du probléme.

- La dérivée particlle suivant le premier axe est clairement C°°, comme composée
d’applications C°°, voir le lemme 269,

e Et en zéro, il suffit de voir que le carré de la norme euclidienne est une fonction
polyndmiale, donc C°°,

e Le cas 1 se traite facilement, comme dans le lemme 268.0

Lemme 272 Tout ouvert s’écrit comme réunion dénombrable de boules ou-
vertes.

Démonstration :

e On considere la suite x,, des points 4 coordonnées rationnelles de U, un ouvert.

e Pour tout z,,, on définit r, le sup des r tels que B(z,,r) C U.

e 7, est bien positif strictement, puisque U est ouvert.

e 1l est clair que tout rationnel de U est inclus dans la réunion des B(z,, 7).

¢ Tout point x est inclus dans une boule centrée sur = de rayon ¢ incluse dans U ;
donc une boule centrée sur un rationnel situé a une distance au plus ¢/3 de z et de
rayon maximal va contenir z. En effet

e Des deux e précédents, on déduit donc que notre ouvert §’exprime comme réunion
dénombrable de boules ouvertes.O

Théoréme 273 (Le résultat tant attendu) Tout fermé de R™ s’exprime
comme zéro d’une fonction C°°,

Démonstration : e Soit /' un fermé. On considére U son complémentaire. On
écrit U comme une réunion dénombrable de boules ouverles 13,,.
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¢ On fait alors une somme pondérée de fonctions comme définies dans le lemme
271. Avec ¢ la fonction donnée par le lemme 271 pour la boule unité, on peut écrire
cette somme comme Y .- 1 G ¢(25?$1.

e 1l faut maintenant parvenir a2 sommer la n-i¢éme fonction pondérée par le terme
(strictement positif) nécessaire pour ramener toutes ses dérivées en dessous de 1/27
fois une constante ne dépendant que de I'ordre de la dérivée ; ainsi on aura conver-
gence normale de toutes les dérivées et donc la somme sera C°°. La difficulté est que
contrairement au cas de la dimension 1, les boules ne sont pas disjointes.

o 11 est suffisant pour cela que la somme des ¢; /r¥ soit convergente. En effet, dans
ce cas la dérivée k-itme de c;p(“-= sera majorée par la borne sur la dérivée k-itme
de ¢, divisée par rf.

o 1l suffit de choisir ¢; = ¢ 7 .2~% ; ainsi Seifrk =2t e frk < 271 My,
avec My le sup de z*.e~ 1.0

5.6.12 Le compactifié d’Alexandrov

On se donne X un espace topologique séparé, non compact, localement compact.
L’objectif va étre de construire un espace X a peine plus gros que X, qui lui sera
compact, et qui contient un sous-espace topologique homéomorphe a X.

On pose X = X U {oco}. On définit 7 I’ensemble constitué :

- des ouverts de X

-des X \ K, ot K est un compact de X.

e 1l est facile de vérifier que 7 est une topologie. L'ensemble des ouverts de X est
bien stable par intersection finie et par réunion quelconque ; et I’ensemble des complé-
mentaires de compacts de X dans X est bien lui aussi stable par intersections finies
et réunion quelconques (rappelons qu’une réunion finie de compacts est compacte et
qu’une intersection quelconque de compacts est compact - comme fermé d’un com-
pact) ; il suffit donc de vérifier que la réunion (resp. I’intersection) d’un ouvert de X et
d’un complémentaire de compact de X est bien un ouvert de X ou un complémentaire
de compact de X.

Pour cela soit U un ouvert de X, et K un compact de X, de complémentaire V.
UnNV est'intersection d’un ouvert avec V' \ K qui est un ouvert ; donc ¢’est un ouvert
de X. Et U U V est le complémentaire de K N U’, avec U’ le complémentaire de U/
dans X. )

e Montrons que X est dense dans X. Pour le voir il suffit de voir que tout voisinage
de oo intersecte X ; ce qui est clair car X n’est pas compact’.

e On va maintenant montrer que X est homéomorphe & un sous-espace de X
L'identité de X dans X est injective. Les ouverts de X inclus dans X étant exactement
les ouverts de X, il est clair qu’il s’agit bien d’un homéomorphisme.

e Montrons maintenant que X est séparé (premier pas pour montrer qu’il est com-
pact). On peut séparer deux points de X par des ouverts, puisque X est séparé. Mon-
trons maintenant qu’on peut séparer un point z € X de co. On se donne pour cela
K un voisinage compact de z, ce qui peut se faire puisque X est localement compact.

IntK et X \ K sont des ouverts séparant et co.

e Montrons maintenant que X vérifie la propriété de Borel-Lebesgue, ¢’est a dire
que de tout recouvrement d’ouverts de X on peut extraire un recouvrement fini. Soit
X = U;erU;, avec les U; ouverts. Un certain Uy, contient co. Son complémentaire est

7Je souligne de temps a autre les endroits ol s’appliquent les hypothéses
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compact, et recouvert par les U;, pour j # i ; on peut donc le recouvrir par les Uj,
pour j € J fini. L’ensemble des U; pour i € J U {ig} est un recouvrement fini de X.
Exemple : R est homéomorphe 2 la sphére unité de R™ 1 &,

Théoréme 274 (Compactifié d’Alexandrov) Si X est un espace topologique
non compact et localement compact, il existe un espace topologique X com-
pact appelé compactifié d’Alexandrov de X et tel que :

o X est dense dans X. o X est homéomorphe & un sous espace topologique de
X

5.6.13 Le cantor K

Définition 275 (Cantor K3) On note Cq I’ensemble [0, 1].
On note Cy Uensemble |0, %] U [%, 1].
On note C 'ensemble [0, 5] U [2,2] U [§, Z]U (8,2

On note Cy, 'ensemble +.Cy, 1 U (Cpq + 2).3.

On note K+ Uintersection des C,,, pour n € N. On appelle cet ensemble en-
semble triadique de Cantor.

On le munit d’une topologie en considérant la restriction de la distance usuelle
a Ks.

F1G. 5.9 — Construction de I’ensemble de Cantor. Les lignes successives représentent
Cl., Cg, C:;., 04.

8Cette sphere est de dimension topologique 7.
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Proposition 276 L’ensemble triadique de Cantor K» est aussi l’ensemble des
réels de [0, 1] dont le développement 3-adique ne comporte que des 0 ou des 2.

Démonstration : Cela se prouve facilement en considérant I'intersection des C;
jusqu’a un certain rang, et en prenant la limite en I’infini.0

Proposition 277 L’ensemble triadique de Cantor K3 est compaclt.

Démonstration : K5 est fermé, car ¢’est une intersection de fermés, et borné car
inclus dans [0, 1]. Donc il est compact, comme tout fermé borné de R.00

Proposition 278 L’ensemble triadique de Cantor K3 est de mesure nulle et
d’intérieur vide.

Démonstration : K3 est mesurable, comme intersection dénombrable de fermé.
La mesure de K3 est inféricure & la mesure de Cy,, pour tout n; donc K3 est de mesure
nulle. K3 est d’intérieur vide, sinon il ne serait pas de mesure nulle.0

Proposition 279 L’ensemble rriadique de Cantor K3 est homéomorphe a
{0, 1}, ensemble des suites de {0, 1}, muni de la topologie produit de la to-
pologie discréte sur {0, 1}.

Démonstration :  Soit la fonction f qui & une suite u,, de {0, 1} associe la somme
des 2.u, /3", Cette fonction est injective, clairement. Elle est surjective (proposition
276). Voyons maintenant la continuité de f; en fait on va considérer la continuité de
f~'. Pour cela on considere I’image réciproque d’un ouvert non vide de la base d’ou-
verts de la topologie produit constituée des produits d’ouverts tels qu'un nombre fini
d’ouverts seulement soient différents de {0, 1}. 11 est suffisant pour que I'image réci-
proque de x soit dans cet ouvert que les premiers chiffres soient les mémes, et donc
que la distance soit suffisamment petite.

Enfin toute fonction continue bijective dun compact dans un séparé est un homéomor-
phisme (d’apres le corollaire 180), ce qui permet de conclure.0

Proposition 280 L’ensemble triadique de Cantor K5 est totalement discon-
tinu, ce qui signifie que la composante connexe d’un point est réduite a ce
point.

I1 suffit de montrer qu’étant donnés x el y dans K, il existe deux ouverts fermés
disjoints contenant I’un = et I'autre y. En effet ainsi la composante connexe de o sera
différente de la composante connexe de .

Pour cela on peut considérer indifférement K3 comme le produit {0,1}™ ou comme
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I'intersection des C,, ; dans le premier cas il suffit de considérer le premier rang auquel
les deux suites différent, dans le deuxiéme cas, le premier chiffre dans le développe-
ment triadique pour lequel z et y différent.0

Proposition 281 L’ensemble triadique de Cantor Kz ne comporte pas de
point isolé.

On note qu’un ensemble parfait est un ensemble fermé et dépourvu de point isolé.
K3 sera donc un ensemble parfait.

Démonstration : Facile, soit en considérant un ouvert de la base d’ouverts dans
le cas du produit {0, 1}¥, soit en considérant I’intersection d’une boule ouverte avec
K3 dans le cas de I'intersection des C,, (bien entendu, une seule de ces deux preuves
suffit 1.0

Proposition 282 K3 et () sont les deux seuls compacts K inclus dans [0, 1] qui
vérifient
1 1 2
K-U(K.=+= K
gUK3+3)

Démonstration : 11 est facile de vérifier que () et K3 sont des solutions de 1’équa-
tion donnée.
On consideére maintenant I'ensemble K ([0,1]) des compacts non vides inclus dans
[0, 1], et 'application f qui & un compact K associe K.3 + K. + 2.
Cette application associe bien un compact inclus dans [0, 1] & un compact inclus dans
[0, 1]. On va considérer un compact A donné, non vide, et on va montrer que f™(A4)
tend vers K3 pour la distance de Hausdorf.

Définition 283 (Définition de la distance de Hausdorff) On  définit  rout
d’abord :

Vi(A4) = {ald(z, 4) < ¢}

V.(A) est appelé e-voisinage ouvert de A. Il est ouvert par la proposition 259.
Ensuite on note D(A, B) et on appelle distance de Hausdorff le réel

D(A, B) = inf{z/A C Vo(B) A B C Vi(A)}

défini sur 'ensemble K(F) des compacts non vides d’un espace métrique I2
donné.

11 s’agit bien d’une distance ;

e D(A,B) >=0¢t D(A, B) < oo est clair
e D(A, B) =0—A = B est clair

o I'inégalité triangulaire se vérifie facilement
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Proposition 284 Si F est un espace métrique complet, alors l'ensemble des
compacts non vides de I¥ muni de la distance de Hausdorf{f est complet.

Démonstration : Soit K, une suite de Cauchy dans I’ensemble des compacts non
vides de F.
Alors il existe une suite ey — 0 telle que

Vk,n >N D(Ky, K,) < en

et donc
Vk,n > N Ki C V., (Ky)

On considere alors K 1’ensemble des @ tels qu’il existe une suite x,, telle que z,, € K,
et , admet x pour valeur d’adhérence.
K est fermé. En effet :
- $0it Yoo dans K. Tl existe (y,,) suite dans K tendant vers yoo.
- Ym €St limite d’une certaine suite d’éléments x,, tels que z,, € K,,. On considére une
suite extraite z,, , telle que d(wy,,, , ¥r) — 0 comme m — co. On définit x,, pour n
n’appartenant pas a I’ensemble des n,,, en le choisissant de maniére quelconque dans
Ky.
Alors

X,y s Yoo) < A(Yms Yoo) d(mn,m:ym) -0

Donc ¥+ est valeur d’adhérence des 2, donc ¥ € K. Dot K C K, etdonc K est
fermé. Fermé d’un complet, il est donc aussi complet.

K est aussi précompact. En effet : - Soite > 0.
- 1 existe clairement NV tel que K soit inclus dans V, (K y ).
- pour tout y dans K, il existe z,, dans K tel que d(y, x,) <e.
- On peut construire sur K&, (puisqu’il est compact) un recouvrement fini par des boules
centrés sur les z; de rayon e.
- Les boules centrées sur les z; de rayon 2¢ recouvrent donc K. On peut supprimer les
z; inutiles, ie tels que B(z;, 2¢) N K = (. 1 reste les z;, pour, disons, 7 € |1, M.
- On peut alors déterminer, pour tout 7 € [1, M|, un élément z; de K a distance < 2¢
de z; (puisqu’on a supprimé les z; inutiles).
- Les boules centrées sur les z. et de rayon 4e montrent alors que K est précompact.
Précompact et complet, K est donc compact (voir théoreme 169).

11 convient de montrer que K est non vide, ce qui sera fait en méme temps que la
preuve de la convergence des K, ci-dessous (en effet K, sera inclus dans V. (K)).
K est limite des K, pour la distance de Hausdorff ; pour le montrer il faut voir que
pour tout € il existe un N (el que pour n > N on ait
e K C V.(K,,) (trivial)
e K,, C V.(K) : pour cela on considére z dans K, avec n tel que ¢, < e.
On considére alors
e ng > ntel que ¢, < ¢/2', et z,, dans K,,,, tel que d(x, ) < €¢/2°
eny > ngtelquee,, <e/2% eta,, dans K, , tel que d(,,,,2,,) < ¢/2]
e ny > ny tel que €, < €/2°, et xp, dans Ky, tel que d(zp,, 2n, < €/2°

o ny, >ny, g telque ey, < /2071 etz dans Ky, tel que d(zn, ,,2n,) < €/2F
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La suite des =, est de Cauchy, donc elle converge vers un certain y ; en sommant les
distances ont montre facilement que d(z, y) < 2.c. Pour compléter la suite des z,, pour
np, <N L ngyg, il suffit de prendre un point quelconque dans K,,.00

On peut maintenant terminer notre démonstration sur le fait que K3 est le seul compact
non vide tel que K3 = f(K3).

On montre facilement que f est contractante de rapport % pour la distance de Haus-
dorff. On peut donc conclure par le théoréme du point fixe 474 ; K est le seul compact
non vide satisfaisant a I’équation.0]

Une autre propriété est le fait que pour /£ métrique compact, K () est compact.

On peut utiliser le Cantor triadique K3 pour construire une fonction continue,
croissante, dérivable presque partout, de dérivée nulle presque partout, et poutant non
constante (égaleaOenOeta len 1).

5.6.14 Une distance sur les sous-espaces vectoriels d’un espace vec-
toriel de dimension finie

On se donne F un espace vectoriel de dimension finie . On appelle S I’ensemble
des sous-espaces vectoriels de . Alors on définit la distance d sur S par

d(F,G) = dim(F + G) — dim(F N G)

Définition 285 Cette distance est appelée distance de Grassman.

Proposition 286 La distance de Grassman bien une distance.

Démonstration : En effet :

e d est bien positive (facile)

e d est symétrique (encore plus facile)

e d(F,G) = Oimplique dim FNG =dim F+GorFNGCFCF+Gel
donc F'NG = F etdonc F' C G ; de méme on obtiendrait G C F'; et donc au final
F=aG.

o 1l reste &4 montrer 1’inégalité triangulaire. Pour cela on aura besoin de la définition
suivante :

Définition 287 On appelle chaine entre les sous-espaces vectoriels ' et G
une suite finie de sous-espaces vectoriels , le premier étant I, le dernier étant
G, et chaque élément de la chaine étant un hyperplan du sous-espace vectoriel
suivant, ou au contraire le sous-espace vectoriel suivant étant un hyperplan de
ce sous-espace vectoriel ; formellement cela signifie qu'il existe Iy, ..., Fy, tels
que F = Fy, G = F,, et pour tout i € [1,p — 1|, F; est un hyperplan de F;.
ou F; 1 est un hyperplan de F;.

p est appelé longueur de la chaine.

On procéde par élapes :
-Si F C G,ilyaentre I et G une chaine de longueur dim G — dim F,
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- Dans le cas général il y a entre /" et G une chaine de longueur d(F, G) (facile
en passant par I'espace F' N G - il suffit de se rappeler que dim F' + G = dim I +
dim G — dim F'N G). On va maintenant se préoccuper de montrer que cette chaine est
de longueur minimale.

- Sion aune chaine A, B, C, avec A et C' hyperplans de B (c’est-a-dire que B est
le plus grand de nos 3 éléments A, B et (), alors on a aussi une chaine A, AN C,C, a
moins que A = C.

- Si on a une chaine, on peut la remplacer par une chaine de méme longueur entre les
deux mémes sous-espaces vectoriels et de maniére a avoir des inclusions décroissantes
puis croissantes.

- la longueur d’une chaine entre I et & est au moins d(F, ). On sait donc, avec
le résultat obtenu plus haut, que d(F, G) est la longueur minimale d’une chaine entre
F et G. On peut remarquer qu’on aurait pu raisonner de méme en utilisant une chaine
croissante puis décroissante en passant par /'++G au lieu de décroissante puis croissante
en passant par ' N G.

- I'inégalité triangulaire en résulte aisément.0

Proposition 288 Pour la distance de Grassman, tout isomorphisme algé-
brique est une isoméirie.

Démonstration :  Facile, puisque la distance de Grassman ne dépend que de di-
mension d’espaces, qui est préservé par isomorphisme algébrique.0

5.6.15 Topologie et approximation de fonctions caractéristiques

On consultera la partie 9.1 (et les parties suivantes pour des applications).

5.6.16 Points fixes

= Point fixe d’un endomorphisme dans un compact convexe

Lemme 289 Soit K un compact convexe d’un espace vectoriel normé E, et f
un endomorphisme continu de F tel que f(K) C K ; alors il existe v € K tel

que f(z) = =

Démonstration :

e On se donne o € K, et on définit la suite (z,,) par z,11 = f(z,).

e On définit alors y, = + > [,1 Ty i Yn € K par convexité de K.

¢ Par compacité de K, on peut extraire une suite convergente de la suite des (yy,)
(puisque F est un espace vectoricl normé , donce un espace métrique, le théoréme de
Bolzano-Weierstrass 199 s’ applique).

e Soit y la limite de cette suite.

® [(4n)—yn = =22 ;lasuite (x,) étant bornée (puisque K est compact dans un métrique)
et en passant a la limite puisque [ est continue f(y) = y.0

= Un théoréme de point fixe dans un espace de Hilbert

Ce résultat est directement inspiré de la note "Un théoréme de point fixe en dimen-
sion finie : application aux sous-groupes compacts de [R™", de Richard Antetomaso,
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dans la 104eme intégrale de la Revue de Maths Spé, 1993-1994,

Théoréme 290 On se donne H un espace de Hilbert, et K un compact convexe
non vide de H, et un sous-groupe compact GG de 1'ensemble des automor-
phismes de H (qui sont aussi des homéomorphismes). On suppose que pour
tout g dans G, g(K) C K. Alors il existe a appartenant & H point fixe com-
mun, ie tel que Vg € G, g(a) = a.

\\[

NN
|
~_ 11 faut bien comprendre pour quelle topologie G est compact. 11 s’agit de
la topologie produit de H*.
Démonstration :
e On définit sur H une norme ||.||" définie par

llzll” = sup{llg()l|/g € G}

Cette norme est bien définie et a valeurs finies, car G est compact ; utiliser le corol-
laire 182 avec la fonction qui a g associe ||g(x)]|.

e Montrons qu’il s’ agit bien d’une norme.

- [|Az]|" = sup{llg(Az)[|/g € G}

sup{[[|Alg(Az)||/g € G}
[Alsup{llg(Az)l|/g € G}

IAlllg(e)ll’
- ||lz||" = 0 implique clairement 2 = 0.
- Enfin,
!
&+ vl
=sup{[lg(z +y)l/g € G}
= llgo(z + )l

< llgo (@)l + llgo(w)l
< llzll” + llwll

car par hypothese G est compact et une fonction continue sur un compact atteint ses
bornes (voir corollaire 182).

Le cas d’égalité est atteint si ||go(z)|| + ||go(®)|| = |lgo(z + w)]|, done si go(z) et
go(y) sont positivement liés (car H est un espace de Hilbert), donc si z et y sont positi-
vement liés puisque go est un automorphisme ( les éléments de G sont des automorphismes ).
Cela signifie précisément que notre norme est strictement convexe.

e Supposons maintenant que Vz3g € G/g(z) # =.

e Considérons, pour g € G, I'ensemble €2, des ¢léments de x de K tels que g(x) #

xZ.

e Yg§1, est ouvert, puisque g, I'identité, et I'addition sont continues
(g est continue par hypothese, I'identité est continue’, et voir la proposition 163 pour
vérifier que I’addition est bien continue).

71 image réciproque de tout ouvert est bien un ouvert !
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e Les €, recouvrent K (¢’est ce qu’on a supposé ci-dessus).

¢ Par définition des compacts, et puisque K est compact, on peut extraire un recou-
vrement fini K = U;c (3,824, . On note que n > 1, car A est non vide.

e On applique alors le lemme 289 a I’endomorphisme continu = — ;1t gi{z)+- -+
gn(z) (de K dans K, bien défini par convexité de K), continue par continuité des g;.
On en déduit qu'il existe z tel que nz = >, g;(x).

e Onaalors n||z| < 3, ||lgi(@)|| = nllz|| (car
les g; sont des isométries et car les isomorphismes d’espaces de Hilbert sont des isométries.).

e On a montré plus haut que la norme était strictement convexe ; donc pour avoir
le cas d’égalité ci-dessus il faut que les g;(z) soient positivement liés ; or ils ont lous
méme norme, puisque les g; sont des isométries ; donc tous les g; () sont égaux.

¢ Du coup pour tout i dans |1, n|, ng;(z) = nz; donc g;(z) = =. D’ou la contra-
diction ; z n’appartient pas a 'union des €2, , alors qu’il appartient & X, et que ces £,
recouvrent .00

5.6.17 Cas particulier des espaces vectoriels normés de dimension
finie

Voir 11.5.5.

56.18 [:R — Rest C* etVa3In/f™(x) = 0, alors [ est polyno-
miale

Proposition 291 f : R — R est C* et Ya3n/ f)(z) = 0, alors f est poly-
nomiale.

Cet exercice est extrait du livre [5] ; nous avons tiché de préciser un peu plus les

détails de la preuve.

Démonstration : e On considére €2 I'ensemble des points au voisinage desquels f
est polynomiale
e {2 est ouvert, car si z € §2, alors il existe V' ouvert contenant x dans lequel tout point
y admet un voisinage sur lequel f est polynomiale : il s’agit simplement de I'ouvert V',
e Soit |u, v| inclus dans €, alors il existe un polyndome P tel que [ est égale & P sur
[u, v].
Pour le prouver on considere zo dans |u,v[, un couple (z1,z2) tel que f = P sur
|#1, 22| et &1 < To < T2, et 'ensemble J des z €|xo, v[ tels que [ = P sur |zg, 7| ;
J est non vide car contenant x5 ; il est fermé dans |zg, v| par continuité ; on montre
facilement que si z € J alors |z — €,z + €[C J pour un certain ¢ ; done J est ouvert
dans |zg, v|; done J =|xg, v| par connexité. On a donc f = P sur |zg, v[, et de méme
on aurait f = P sur |u, o]
e Soit I le complémentaire de §2. I est fermé. Montrons qu’il ne comporte pas de point
isolé. S’il comporte un point isolé a, on applique I’hypothese et le développement de
Taylor en a, et on en déduit une contradiction.
e On suppose #' non vide pour arriver 4 une contradiction
e On définit F}, ’ensemble des = € F' tels que [ (z) = 0.
e On montre qu’il existe un intervalle ouvert non vide dont I'intersection avec F' est
incluse dans un certain £, .
Les £, sont fermés. Donc on applique le théoréme de Baire 249 dans F'; il existe £},
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d’intérieur non vide. On peut alors choisir un intervalle I ouvert d’intersection non vide
avec I, el cetle intersection est incluse dans F, .

e INF CF,Vn=ng

En effet soit @ € I N F'; a n’est pas isolé€ et est donc limite d’une suite a, d’éléments
de F différents de a. 11 suffit alors d’écrire la dérivée pour constater que a € £, (1.
Par récurrence I N F° C F}, pour n = ng.

¢ On montre maintenant que f,, est nulle sur toute composante connexe de I N €.
Tout d’abord I N €2 est non vide, sinon I C F, puis I N F = I.

I N €2 est ouvert ; done ¢’est une réunion disjointe d’intervalles ouverts. Soit |u, v| une
telle composante connexe. f = P sur [u,v|. |u,v|# I sinon FN 1T =0

Doncu € fouv € I ;supposonsu € I. Alors u € INF, etu € I, pour tout n > ng.
Le degré de P est donc inférieur & ng. Donc f(™) = 0 sur [u, v]. Ca marche sur toutes
les composantes connexes, done f(*0) = 0 sur 7 N € mais aussi sur I N F. Donc (%)
estnulle sur /, donc [ est un polyndme sur / donc I C €2, ce qui est impossible puisque
INF#00

5.6.19 Les billards strictement convexes

Proposition 292 Soit K un ensemble strictement convexe de R? ; on suppose
que par tout point de la frontiére de K il passe une unique tangente a K.
On définit une trajectoire périodique de période n par la donnée de n points
ag, . .., a1 de la frontiere de K tels que pour tout i € [0,n — 1] 0; = 0;44
(voir figure 5.10) en notant a, = ayg.

Alors pour tout n > 2 il existe des trajectoires périodiques de période n.

F1G. 5.10 — Illustration de la définition d’une trajectoire périodique
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Démonstration :
e On se donne n > 2.
e Notons 6K la frontiére de K.
e On considére I'ensemble

K ={(ao,...,an_1)/Via; € 6K}

Il estégal a (0K)™.
e On définit f : K — R défini par

n—1

fla) = lai—aiy
i-0

(|.] désigne ici la norme euclidienne)

o [est C° (par inégalité triangulaire)

e K est compact (comme produit de compacts - s agissant d’un produit fini d’es-
paces métriques il n’est pas nécessaire d’invoquer Tykhonov, voir le paragraphe qui
suit le théoréme 186). _

e f atteint son maximum sur .

e Toul point oit f atteint son maximum vérifie la propriété énoncée, comme le
lecteur le vérifiera aisément.0

5.6.20 Deux jolies inégalités géométriques

On s’inspire ici de [1].

5.6.21 Inégalité isopérimétrique

Lemme 293 On se donne I une fonction C* de [0,1] dans C. On suppose

.['01 I' = 0. Alors
1 1
4112/ |I—~|'.! S/ |l—ﬂ'|2
4] 4]

et il n’y a égalité que si I est une combinaison linéaire de ¢*1'*

et e 2illx

Démonstration : On procéde comme suit :
e On considere I sur [0, 1], et on considére sa série de Fourier.

11(1_) = Z Cne'_’.innm

nci

e On applique Parseval (théoréme 1108) ;

1
[re-xa

0 n

e On applique Parseval 2 la dérivée de T', IV (z) = 2i[1 Y ne,e?1n®
1
f D[ = 411 Y (ney,)?
0 T
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 On sait que ¢ = 0, car fol r=0.
¢ On a donc I’inégalité souhaitée, ct le cas d’égalité.0

Théoréme 294 (Inégalité isopérimétrique) La courbe C fermée du plan qui
a longueur donnée délimite une aire maximale est le cercle.

Démonstration :
e On se donne une courbe fermée C* T de [0, 1] dans C.
¢ Quitte A reparamétrer, on suppose que I est constant.
¢ Quitte 2 translater I' on suppose que [T = 0.
e On applique alors le théoréme de Green-Riemann, qui affirme que I'aire A est

donnée par la formule
1
A=— / xy — 7'y

2

avec I' = x + iy, et x et y a valeurs réelles.
e Or
/Fﬁ = /(w +3y).(z' — )

= /xw’ +yy +iyr —iyx

or [zz’ = [yy' = 0 par périodicité donc

/Fﬁ:i/yml—y'm
2A§1//|F|21//|F’|2

1
< F/2
<o [

grice au lemme précédent. Or I étant constant, on obtient

et donc

l2
A< —
410
avec [ la longueur de I’arc.

o Il y a égalité si et seulement si I’inégalité de Cauchy-Schwartz est en fait une
égalité, et donc si et seulement si on a non seulement tous les ¢; nuls sauf ¢; et c_q,
mais aussi ' et I liés ; la famille (z — €211% 2 — e~211%) gant libre, on constate
que les solutions se trouvent pour un des deux coefficients ¢; et ¢c_; nul, ¢’est-a-dire
que I est un cercle.0
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5.6.22 Inégalité isodiamétrique

On considere I’espace R™ muni de sa structure usuelle d’espace euclidien, et de la
mesure de Lebesgue.

Théoréme 295 Quel que soit K compact de R™ de mesure finie, p(K) <
w(B(0,6(K)/2)), avec 6(E) pour E une partie de R™ le diamétre de E, c’est
a dire le sup des distances entre deux points de E.

\

&
) Cela revient a dire que le plus grand volume possible 2 diamétre donné est
celui d’une boule.

Démonstration :

Nous aurons besoin de la définition suivante :

Définition 296 Erant donné K un compact de R™, on appelle symétrisé de
Steiner de K par rapport a I’hyperplan P I’ensemble

Sp(K)={z=p+tu/pe PAD(p,u)NK £0A|t| < %,u'(KﬂD(p,u)}

ot u désigne un vecteur directeur unitaire de la droite orthogonale a P, et out
D(p, u) désigne la droite de vecteur unitaire u passant par p.
w' désigne la mesure de Lebesgue sur la droite D(p,u).

Lemme 297 (Premiére propriété fondamentale du symétrisé de Steiner)
Quel que soit K compact et P hyperplan, Sp(K) a méme mesure que K.

Démonstration : 11 suffit de considérer le théoréme de Fubini, appliqué a la fonc-
tion caractéristique de K, pour voir que I'intégrale est I'intégrale sur p € P de la
mesure ¢’ (K N D(p,u)) (cette derniere quantité étant la mesure de {t € R/|t| <
21/ (K N D(p,u))} C RO

Lemme 298 (Deuxieme propriété fondamentale du symétrisé de Steiner)
Quel que soit K compact et P hyperplan, Sp(K) a un diamétre inférieur ou
égal a celui de K.

Démonstration : On considere deux points z et y de Sp(K), a une distance d
I’un de I’autre ; on cherche a montrer qu’il existe deux points z’ et 3’ de K a distance
supérieure ou égale a d.

e On note zp et yp les projetés orthogonaux de z ety sur P.

¢ On note [, et I, les mesures de K N D(zx,u) et K N D(y, u).

e On note d’ la distance entre zp et yp.

e d? est majorée par d”? + (1,/2)% + (I,/2)%.

e On note L, et L, les diametres de Sp(K) N D(z,u) et Sp(K) N D(y, u).
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e 11 est clair que L, > I et que L, > [,. Une étude de cas montre rapide-
ment qu’en considérant les points extrémaux x1, x2, ¥1 et yo de Sp(K) N D(z,u)
et Sp(K) N D(y,u) respectivement, I'une des distances d(z;,y;) est supérieure ou
égale a \/d’g + (L2/2)% + (Ly/2)%2.0

On a encore besoin d’un nouveau lemme :

Lemme 299 (Symétrisation d’un compact de R™) On note (e,....e,) la
base canonique de R™, et Py, ..., P, les hyperplans orthogonaux aux e; passant
par 0. On se donne K un compact de R™,

Alors Sp, 0 Sp, 0 Sp, 0-++08p_(K) est stable par x — —x.

Démonstration :

11 suffit de procéder tranquillement, par récurrence ; Sp, (K) est clairement inva-
riant par symétric par rapport & P,, Sp, , est clairement invariant par symétriec par
rapport 2 P, _1, et par rapport & I°, aussi car la symétrisation de Steiner par rapport 4
un hyperplan P ne perturbe pas les symétries par rapport a des hyperplans orthogonaux
a P (vérification immédiate sur la formule !), et ainsi de suite... L’ invariance par rapport
aux symétries par rapport aux n hyperplans donnent aussi I’invariance par x — —z.0

On peut maintenant finir la preuve du théoréme, en se donnant un compact K quel-
conque, en lui associant un compact K’ égal a Sp, 0 Sp, 0 Sp, 0 --- 0 Sp (K), qui,
par les lemmes précédents, est invariant par symétrie par rapport a I’origine, et donc
estinclus dans la boule B(0, §(K')/2). Il ne reste qu’a appliquer les différents lemmes
pour conclure...00

5.6.23 Triangulations d’un simplexe - Lemme de Sperner - consé-
quences

On s’inspire ici du livre [4], en tAichant de donner une preuve plus détaillée.

Définition 300 On appelle simplexe de dimension n U'enveloppe convexe de
n -+ 1 points formant un repére affine.

On appelle face d’un simplexe ['enveloppe convexe d’un nombre fini (quel-
conque) de ses points. Sa dimension est par définition le nombre de points de
cette face moins 1. On appelle g-face une face de dimension g.

Lemme 301 Tout élément P appartenant a un simplexe A est décrit de ma-
niére unique par ses coordonnées barycentriques dans le repére des sommets
de ce simplexe, si l'on impose que la somme des dites coordonnées est 1.
Chague coordonnée est > 0.

Démonstration : Voir la proposition-définition 1234.0
On se donne pour la suite un simplexe A de R™ de sommets zq, &1, ... , Zn.
Tout point z de A est donc repéré par ses coordonées barycentriques co(z), ... ,
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—

cn(z), avee S0 g ci(z) =1, et > ci(z).72; = 0

Définition 302 Soit 0 € 0,11 une permutation de [0, n).
On note A, Uensemble des points x de A tels que

co(0)(Z) = co)(x) = ... 2 Copn) ()

Proposition 303 e A est 'union des A,.
e Pour tout o € 0,11, A, est un simplexe.
o Les intérieurs des A\, sont disjoints.

Le premier e ne mérite pas notre attention.

Démonstration :
Pour le second e , ¢’est plus difficile, et nous allons donc détailler :
Un point = est dans Aj avec [ la permutation identité, si ses coordonnées cq,

C1,...,Cp, Vérifient cg > ¢1 > ... > ¢,. En écrivant
to — Co
t1 =c1 —cg
t2 — Cy —C1 — (g

ti —C; —Ci_1 —Ci_92—...— (o

tp, =Cp —Cn_1—Cp_9—...—Co
on voit que z est dans Ay si et seulement si il est dans I’enveloppe convexe des points

de coordonnées barycentriques
(1,0,0,0,...,0)

(1,1,0,0, ...,0)
(1,1,1,0, ...,0)

(1,1,1,1,...,1)
Je n’ai pas normalisé pour ne pas alourdir la notation, sinon on obtient
(1,0,0,0,...,0)

1111
(_1 Ty Ty Ty ey _)

n n nn n
Donc il s’agit bien d’un simplexe. Il est non vide car les sommets définis ci-dessus
forment bien un repére affine et donc I’intérieur est un voisinage de leur isobarycentre.
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11 en va de méme pour autre chose que I’identité ; A, est I’enveloppe convexe de n
points comportant respectivement un 1 et seulement des 0 ailleurs, deux 1 et seulement
des 0 ailleurs, trois 1 et seulement des O ailleurs, et ainsi de suite, chaque fois les 1
étant conservés, et un nouveau 1 étant ajouté.

Le troisi¢tme o est démontré dans le lemme qui suit.0

Définition 304 On appelle triangulation d’un simplexe A un ensemble fini
de simplexes A\; tels que :

[ ] UiAi = A

o Sii# 7, Int(A;) N Int(A;) =0

e L’intersection d’une face de A\; et d’une face de A; (pouri = j out # j)
est soit vide soit une face de A\; et une face de A;.

Lemme 305 L’ensemble des A, pour o € 0,11 est une triangulation de A.

Démonstration : e Il est bien clair que la réunion des A, est bien égale a A.
e Lintersection des intérieurs de A, et A, avec (0,7) € o2 1 estincluse dans
I’intérieur des intersections, et donc incluse dans un hyperplan ; donc elle est vide.
e Regardons ce qu’est une face de simplexe, par exemple le simplexe Ay, avec I la
permutation identité.
11 s’agit du barycentre d’un nombre fini de sommets, de la forme

(1/p71/p7"'71/p11/p’0’0’"')0’0)'

C’est a dire d’une somme pondérés de

(1,0,0,...,0)
1 1

= .y =,0,...,0
(7:’ IR R )
1 1
(_-v "v_-vov vO)
? J

On constate donc qu’'une face est enticrement décrite par des équations du type
co(z)rocr (z)rica(z)ra...Tn_10n(x)T,0, avec r; opérateur = ou >.

Une intersection de faces va encore étre du méme type, car au plus elle va remplacer
des > par des =. D’ou le résultat.0

Lemme 306 Dans la triangulation de A en les A, ou o appartient @ opy1,
les A ont un diamétre inférieur a 5 fois le diamétre de A.

Démonstration :

e le centre de gravité  (ou isobarycentre) de A appartient a tout simplexe A, (car
tous les c; () sont égaux, égaux a ).

¢ la distance de = & un point de A est inférieur ou égale aux distances aux sommets
de A, donc la distance d’un point de A, a z est toujours inférieure ou égale a iy fois
la longueur de la médiane.

e le diametre de A,, qui est la longueur maximal d’un de ses c6tés, est donc ma-
joré par la longueur max des cOtés sur la face opposée a x, et par la longueur max

113

http://fribok.blogspot.com/



des arétes débouchant sur z... Dans tous les cas, cette longueur est majorée par celle
d’une médiane de A ou d’une face du simplexe (une face de dimension quelconque,
éventuellement une aréte).0

Lemme 307 Pour tout € on peut obtenir des triangulations de /A en simplexes
de diamétre inférieurs a e.

Démonstration :

On va utiliser par récurrence le lemme précédent. Les deux premiers o de la dé-
finition d’une triangulation sont faciles a obtenir, le probléme est de montrer qu’une
partition de chaque élément d’une partition donne encore une partition vérifiant le troi-
sieme point, ¢’est a dire le fait que I'intersection de deux faces de deux éléments dis-
tincts de la partition est soit vide soit égale a une face de chacun des deux éléments.
Intuitivement, le probléme est de voir que les faces se "recollent” bien.

Pour cela il suffit de voir que la triangulation faite selon le lemme précédent induit
une triangulation de chacune des faces du dit simplexe - triangulation égale a celle
qu’aurait donné le méme lemme sur cette face. Cela se voit facilement en voyant qu’une
face est une partie du simplexe ou I’on annule une des composantes.O

Définition 308 (Numérotation standard d’un simplexe) Etant donnée une
triangulation A; d’un simplexe A\, on note S I’ensemble des sommets des élé-
ments de cette triangulation. On appelle numérotation standard d’une tri-
angulation d’un simplexe de sommets xq, ..., T, une application f de S dans
{0,n} telle que f(x;) = i et si pour tout s dans S f(s) = i pour un certain i
tel que x; est un sommet de la face de A de dimension minimale contenant .

NB : la caractérisation "pour tout s dans S f(s) = ¢ pour un certain z; tel que z;
est un sommet de la face de A de dimension minimale contenant z" inclue la condition
f(z;) = 1, car une face peut trés bien avoir une dimension 0.

On constate donc que dans une triangulation comme celles que 1’on a construites
plus haut, I’isobarycentre est autorisé a prendre n’importe quelle valeur puisque la seule
face qui le contienne est A lui-méme.

Proposition 309 Une numérotation standard f d’une triangulation du sim-
plexe A enveloppe convexe de (zo,...,Ty) induit une numérotation stan-
dard de la triangulation induite sur le simplexe A’ enveloppe convexe de
(20, .., Tn—1).

Démonstration :
e 11 est clair que tout sommet de la triangulation de A’ a bien un numéro < n.

e Soit z sommet de la triangulation de A" appartenant & une face F' minimale de
A.

e I est forcément incluse dans A'.
e I est donc la méme face que la face minimale de = dans A,
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e Donc la numérotation induite est bien standard.O

Lemme 310 (Lemme de Sperner) Toute triangulation d’un simplexe de di-
mension n munie d’une numérotation standard posséde un élément numéroté

(0, ...,n).

Démonstration :

e Soit A notre simplexe, supposé muni d’une numérotation standard f sur une
triangulation 7" de A.

¢ On note P(U) la propriété pour un simplexe U de dimension r d’avoir un sommet
numéroté 7 et un seul pour tout 7 dans [1, r].

¢ Soit F I’ensemble des simplexes de 7" ayant la propriété P.

e Soit F' I’ensemble des simplexes de T qui ne sont pas dans £ mais dont un
numéro et un seul est numéroté 7 pour tout 7 dans [0, — 1] (attention ils ne vérifient
donc pas la propriété P).

¢ Soit G I’ensemble des n — 1-faces de simplexes de T inclus dans A’ et vérifiant
la propriété P (rappelons qu'une face de simplexe est un simplexe).

¢ Soit H I’ensemble des n — 1-faces de simplexes de 7" qui ne sont pas contenues
dans A’ et qui vérifient la propriété P.

¢ Chaque ¢élément de F contient une et une seule n — 1-face ayant la propriété P.

¢ Chaque ¢lément de F' contient exactement deux faces ayant la propriété P (facile,
il y a exactement deux €léments numérotés pareil, donc on batit deux simplexes ayant
la numérotation requise).

e Un élément de G est face d’un et d’un seul simplexe (car il est inclus dans A”).

¢ Un élément de H est face d’exactement deux simplexes, car il n’est pas inclus
dans A’, et car il n’est pas non plus sur une autre face puisqu’il ne contient pas de
sommet numéroté n.

(par simplicité dans la suite et pour alléger les notations je note I le cardinal |7
d’un ensemble 1)

e On en déduit F¥ + 2F = G + 2. H en comptant le nombre de n — 1-faces ayant
la propriété P, avec leurs multiplicités (c’est a dire en comptant deux fois les faces
communes a deux simplexes).0

¢ En comptant modulo 2, on en déduit que £ et G on la méme parité.

e Il est clair que G est "le" F correspondant a A’.

e Par récurrence sur la dimension, on en déduit donc que G a toujours la méme
parité. Or dans le cas de la dimension 1, on constate facilement que ce nombre est
impair ; on a une alternance de 0 et 1, O en premier, 1 a la fin, donc on a changé un
nombre impair de foisde0aloude1a0.

¢ On en déduit donc le résultat tant attendu ; £ ne peut &tre nul puisqu’impair...00

Théoréme 311 (Théoreme de Brouwer) Soit f une application continue
d’un simplexe A dans A. Alors f admet au moins un point fixe.

Démonstration : e On suppose que f n’a pas de point fixe.

e Soit A;, pour ¢ € [0,n], 'ensemble des z € A tels que ¢;(z) > ¢ (f(z))
(intuitivement f "éloigne" = du sommet 7 - attention, pas au sens de la distance, mais
au sens du poids barycentrique du sommet ¢ ; les points les plus "loin" étant les points
de la face opposée, le point le plus proche étant le sommet lui-méme).

o A = U;A;. En effet, soit z € A,
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- Supposons ¢;(z) < ¢;(f(z)) pour tout .

Yeil) = Y elf(@) = 1

- donc ¢;(z) = ¢;(f(x)) pour tout 7

- alors on a f admettant un point fixe en z.

- ¢’est une contradiction, dong il existe 7 tel que ¢;(z) > ¢;( f(x)).

e x; appartient a A; (évident; f ne peut qu’"éloigner" un point de lui-méme,
puisque f n’a pas de point fixe)

e z; n’appartient pas & A; si j 7 ¢ (non moins évident ; = est déja "loin" autant que
possible de x;, puisqu’il appartient a la face opposée)

¢ Si x appartient a la face de A engendrée par les z; pour 2 € I pour un certain
sous-ensemble  de [0, n], alors = n’appartient pas aux A; si 7 ¢ I (toujours évident -
si  appartient & la face engendrée par les x; pour 2 € I, il appartient a la face opposée
4 x; pour tout 5 ¢ I, et ne peut donc en étre éloigné).

e Soit T" une triangulation de A, ayant pour ensemble de sommets I’ensemble S.
Soit g I'application qui 2 s € S associe g(s) avec s € Ay, ; on cherche a montrer
qu’il s’agit d’une numérotation standard.

e g est bien définie, puisque I'on a montré que les A; recouvraient A.

e le fait que g(z;) = 7 a déja été prouvé (z; € A;, x; € Aj quand j # 7).

¢ 50il s € S, et ' une face minimale de A contenant s. 11 faut montrer que g(s) est
le numéro d’un sommet de /.

e si ' = A, le résultat est clair.

e si s appartient & une face stricte de A, alors s n’appartient pas aux A; pour j ne
désignant pas un numéro de sommet de I (prouvé un peu plus haut) ; donc g(s) est
forcément le numéro d’un sommet de I

e g est donc bien une numérotation.

¢ On a montré qu’on pouvait construire des triangulations aussi fines que I’on vou-
lait, au sens ol chaque simplexe de la triangulation pouvait étre imposé de diamétre
inférieur 2 1/n. On se donne T,, une telle triangulation, avec g, la numérotation cor-
respondante, donnée par les questions précédentes.

e D’apres le lemme de Sperner, il existe un élément de la triangulation T' qui a la
propriété P évoquée plus tot, ¢’est a dire qu’il comporte un sommet numéroté i pour
tout z dans [0, n.

e On peut considérer alors la suite de sommets numérotés 0 dans des simplexes
ayant la propriéié P de la triangulation 7,.

e Puisque I'on est dans un compact métrique, on peut en extraire une sous-suite
convergente, par le théoréme de Bolzano-Weierstrass (voir théoréme 199). Soit z la
limite.

e x est aussi la limite des suites de sommets numérotés 7 dans des simplexes ayant
la propriété P, pour i € [1,n], car le diametre des simplexes tend vers 0.

e Par continuité de f, ¢;(f(z)) > ¢;(z) pour tout 7.

e Or ) . ci(x) = >, ci(f(w)) = 1, donc ¢;(f(x)) = c;(x) pour tout 4.

e On en déduit alors que z = f(z). D’oll la contradiction...00

Corollaire 312 (Brouwer) Toute application continue d’une boule unité fer-
mée de R™ dans elle-méme comporte un point fixe.

Démonstration :
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En fait il suffit de montrer que la boule unité fermée est homéomorphe a un sim-
plexe. Cela est fait dans la proposition 263.0

Corollaire 313 (Champ rentrant dans la sphére) Soit V' un champ de vec-
teur continu de la boule unité fermée de R™ dans R™. Si pour tout z, V() =<
V(x),x > est négatif strictement °, alors V s’annule au moins en un point de
la boule unité.

“0n dit que le champ est rentrant.

Démonstration :

e On note S la sphere unité fermée, et C,. la couronne constituée par la boule unité
fermée privée de la boule ouverte de rayon 1 — r.

¢ On considere pour tout e I'application f. de B (la boule unité fermée) dans R™
qui & x associe z c.?(m).

e f estcontinu.

e V étant continue sur un compact B, on peut lui trouver un majorant a ||V/||.
Notons M ce maximum.

e IV étant continue sur un compact S, elle y atteint son maximum, qui est négatif.
Notons m ce maximum ; on a m < 0.

e En tout point z de S, on peut centrer une boule ouverte de rayon r,, sur laquelle
< @, V(x) > estinférieur & m /2. La sphere S est recouverte par les boules centrées en
2 de rayon r; /2 ; on peut donc extraire de ce recouvrement un recouvrement fini, Les
boules de rayon r, recouvrent elle aussi S, et elles recouvrent aussi une couronne C,.
pour un r assez pelit.

e Sur C,, onadonc < x, V(z) > inféricur & m /2.

o | £@I = leI? + E|V@)|* + 26 < V(2), 2 >.

e Donc || fe()|]* < ||2|I* + €. M2 4 2¢ < V(z),z >

e Sur C,, onaalors || fo(z)|1* < |lz||” + . M2 + em

e Pour ¢ suffisamment petit, on a donc || f (z)||* < |z

e Pour ¢ suffisamment petitet ||z]| < 1 —r onaaussi || f(z)] < 1 (puisque V est
borné).

¢ On déduit de tout cela que f. pour e assez petit est une application de la boule
unité fermée dans la boule unité fermée. Par le résultat 312, on en déduit donc que f,
admet un point fixe, et que donc V s’annule quelque part.0

9
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Chapitre 6

Intégration

6.1 o-algebre, mesure

6.1.1 Définitions, généralités
Soit X un ensemble, A € P(z).

Définition 314 (Algebre) A est une algebre (on dit aussi parfois clan) si elle
vérifie :

eXcA

e Stabilité par union finie

e Stabilité par passage au complémentaire

Propriétés :
ec A
¢ Stabilité par intersection finie
¢ Stabilité par différence
¢ Une intersection quelconque d’algebres est une algebre.

En fait une algebre est stable par n’importe quelle suite finie d’opérations sur les
ensembles.

Exemples :
a) {0, X}
b) P(X)
¢) {4 C X|A fini ou cofini }
d) {A C X|A ou A° au plus dénombrable}
) X, FC X, {AJACEVX —FEC A}
DX, ECX;{ECAVANE ={}
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Définition 315 (o-algébre) A est une o-algébre (ou tribu) si elle vérifie :
eXcA

e stabilité par union dénombrable

e stabilité par passage au complémentaire

Propriété :
elec A
o stabilité par intersection dénombrable.
¢ Une o-algebre est une algebre.
o stabilité par différence.
e [’image réciproque d’une tribu par une application est une tribu.
¢ Etant donnée une tribu A sur X, et une application f de X dans Y, alors I’ensemble
des U C Y tels que f~1(U) appartient a A est une tribu sur Y.
¢ Une intersection quelconque de tribus est une tribu.

En fait une o-algébre est stable par n’importe quelle suite dénombrable d’opéra-
tions sur les ensembles.

Notez que I’ensemble des parties mesurables au sens de Riemann d’un segment
[a, b] au sens de Riemann est un clan, mais pas une tribu ; puisque certaines parties
dénombrables ne sont pas mesurables.

Définition 316 (Espace mesurable) (X, .A) est un espace mesurable si A est
une tribu sur X
Une partie de X est dite A-mesurable si elle appartient a A.

Dans les exemples plus haut, tous sont des o-algebres, sauf ¢), 2 moins que X soit
fini.
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6.1.2 o-algebre engendrée

Afin de pouvoir définir la notion de o-alg¢bre engendrée, nous avons besoin d’un
petit lemme (évident !) :

Lemme 317 X ensemble, (A,) famille d’algebres (resp. de o algébres), alors
NA, est une algébre (resp. une o-algébre.

Définition 318 X un ensemble, M C P(X) famille de parties de X,
I’algébre engendrée par M (resp. la o-algébre engendrée par M) est lin-
tersection de toute les algebres (resp. o-algebre ) contenant M.

X un ensemble, la o-algébre engendrée par une famille de fonctions de X
vers des espaces mesurables est la o-algebre engendrée par les images réci-
proques d’ensembles mesurables par ces fonctions.

C’est bien une algebre (resp. o-algébre ) et ¢’est la plus petite qui contienne M.

r la o-algebre engendré par ’image réciproque d’une famille F de sous-
ensembles de F par une application f : £ — F est I'image réciproque de la o-algebre
engendrée par F.

Exemple fondamental :

Définition 319 X muni d’une topologie T ; la o-algébre engendrée par T
s’appelle la o-algébre borélienne. Ses éléments sont appelés les boréliens.

Dans R ou R™, ¢’est la plus petite o-algebre contenant les boules ouvertes. C’est
aussi la plus petite o-algebre contenant les boules fermées.
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Proposition 320 La o-algébre engendrée par une base d’ouverts est la
o-algebre engendrée par la topologie ; donc lorsqu’un ensemble engendre une
topologie, il engendre aussi les boréliens.

Les ensembles suivants engendrent les boréliens de R :

o les ouverts

o les fermés

o les intervalles ouverts

e les intervalles fermés

o les intervalles fermés bornés

o Les intervalles ouverts bornés

e Les [a, b avec (a,b) € R?

e Les |a, +o0|

e Les [a, +00|

Les ensembles suivants engendrent les boréliens de R :
e Les [a, +00]
e Les |a, +00]
o Leg [—o0, af
o Les [—00,al

Les ensembles suivants engendrent les boréliens de R™ :
o Les ouverts

e Les pavés ouverts

o Les boules ouvertes

e Les bandes ouvertes :

{R¥ 1 x]a, | xR™ %}

e Les pavés compacts

e Les bandes fermées :

{R*1 x [a,b] x R ¢}

e Les bandes comme suit :

{R*"1x]a,b] x R* ¢}

® Ou les ensembles de la forme suivante :
{R*" 1 x]a, +oo[xR™*}

Disposer de parties génératrices petites est pratique pour certaines propriétés des
boréliens.

Exemple : on munit R d’une distance comme suit :
d(z,y) = |arctanz — arctany| avec arctan(co) = I1/2 et arctan(—oo0) = —11/2.

Les boréliens pour cette distance sont engendrés par les {]a, +¢], a € R]. Toute suite
monotone dans R admet une limite, et toute suite dans R admet une valeur d’adhérence.
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6.1.3 Mesures

Définition 321 (Mesure) Erant donné (X, A) mesurable, on appelle mesure
une application i : A — [0, +00] telle que :

e u(@® =0

o Siles A; sont disjoints, au plus dénombrables, alors p(UA;) = u(A;) (o
additivité)

(X, A, ) est appelé espace mesuré,

Etant donné (X, A) mesurable, on appelle mesure complexe une application
p: A— Crelle que :

o u(@®) =0

o Siles A; sont disjoints, au plus dénombrables, alors p(UA;) = > u(A;) (o
additivité) quel que soit I’ordre de la sommation - ¢’est a dire que la somme
est absolument convergente.

On notera bien qu’une mesure peut prendre +oo pour valeur, et pas une mesure
complexe. Une mesure complexe n’est pas un cas particulier de mesure, et une mesure
n’est pas un cas particulier de mesure complexe.

On note aussi que dans le cas des mesures complexes, le deuxiéme o de la définition
suffit & imposer le premier (pas dans le cas réel, a cause de la possibilité +00).

Définition 322 (Propriété vraie presque partout) Une propriété P est dite
vraie presque partout si [’ensemble des éléments pour lesquels elle est fausse
est inclus dans un ensemble de mesure nulle. Une partie est dite négligeable
si elle est incluse dans une partie de mesure nulle, c’est a dire si sa fonction
caractéristique est nulle presque partout.

Un espace mesuré est dit complet si tout ensemble négligeable est mesurable
(et donc de mesure 0).

Un ensemble négligeable n’est pas nécéssairement mesurable !

Une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.

Proposition 323 e y est finiment additive (outre qu’elle est o-additive)

o 1 est croissante (R muni de I’ordre usuel, les ensembles mesurables munis
de Uinclusion)

o La mesure d’une union dénombrable est inférieure ou égale a la somme des
mesures.

e Avec A et B A-mesurables, u(AU B) < u(A) + p(B)

o (Uicn Fy) <301 cic 1(F3), avec Fy A-mesurable.

o Si u(X) est finie, alors (AU B) = u(A) + u(B) — u(AN B)

¢ Formule d’inclusion exclusion; avec F; € A on a p(Ui<, F;) =
Dicn BFD) = 2cicien MOV E)) + 3200 icjcnan ME N F; N ).+
(=)™ pu(Mi<i<n i)
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Exemples :

Définition 324 e Considérons 'espace mesurable (X, P(X)).

On considére sur X la mesure de dénombrement définie pourtout A C X par
u(A) = card(A) si A fini

w(A) = +o0 sinon

e (X, P(X)), soit a € X, on appelle mesure de dirac en a la fonction 6, telle
que pour toute partie A inclue dans X, 6,(A) = 1 sia € A et 0 sinon.

Théoreme 325 Toute espace mesuré (X, A, ,ul peut étre remplacé par un es-
pace mesuré (X, A, ;i) complet, avec A C A et Tij 4 = p. On peut méme
garantir que tout ensemble C contenant A et inclus dans B avec (A, B) € A?

et B — A négligeable appartient & A.

Démonstration : On considére I'ensemble des parties C décrites dans le théo-
réme ; on vérifie facilement qu’il s’agit bien d’une o-algébre . Ensuite on montre que
I’on peut définir la mesure de C comme égale A la mesure de A, et que la définition est
bien correcte. O

Définition 326 (Lebesguiens) La tribu obtenue a partir de la tribu des bo-
réliens en appliquant le théoréme 325 s’appelle tribu des lebesguiens. Les
éléments de cetie tribu sont appelés les lebesguiens.

Donc lorsque I’on travaille avec des boréliens, certains ensembles négligeables ne
sont pas mesurables, alors qu’avec les lebesguiens, tous les ensembles négligeables
sont mesurables.

Théoréme 327 (Théoréme fondamental) /! existe une unique mesure sur R
muni des boréliens classique telle que p([a,b]) = b — a pourb > a. p 8’ap-
pelle mesure de Lebesgue sur [R.

Il existe une unique mesure sur R™ muni des boréliens classiques telle que
w(Il;ag, b)) = I1;(b; — a;) pour by > a;. p s’appelle mesure de Lebesgue
sur R™,

La mesure de Lebesgue vérifie en outre les propriélés suivantes :

® q une constante de proportionnalité prés, c’est la seule mesure sur les boré-
liens invariante par translations et finie sur les intervalles bornés.

o Tout ensemble au plus dénombrable est de mesure nulle.

e Erant donnée I une partie mesurable, la mesure de I est égale a l'in [ des
mesures des parties ouvertes contenant F.

e Eiant donnée F une partie mesurable, la mesure de F est égale au sup des
mesures des parties compacis inclues dans E.
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Démonstration : Admise.0

Proposition 328 (X, A, u1) espace mesuré, Vi € N A; € A.
l) Si Az C Ai+1, alors /J/(UieNAj) = lzm,HjLoo,u(A,)
i) Si A1 C A et si p(Ao) < +oo alors p(NA;) = limi 1 copp(A4i)

NB : ne pas oublier la seconde condition pour la deuxieme assertion; contre-
exemple avec A; = [i, +oo].

Démonstration :
1) By = Ao, B; = Az — Aifl, suite facile.
i pu(D—C)=u(D)—p(C)siC C Detpu(D) < +o0
By =Ai_1— A
NA; = Ag — UBy
u(NA;) = p(Ao) — p(UBk) = p(Ao) — 2o [1(Ak—1) — p(Axk)]
O

Définition 329 (mesure finie ou o -finie) (X, A, 1) mesuré, p est finie si
p(X) < o0

(X, A, 1) mesuré, i est o-finie si

H(Xk S .A)/ U X =X /\/L(Xk) < 0

Si u(X) = 1 alors p est appelée une mesure de probabilité,

Donc (R, B(R), 1) avec u 1la mesure de Lebesgue est o-finie car R = Ugen| — k, k|
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6.2 Il-systemes, d-systemes, et théoréme de Carathéo-
dory

Définition 330 ([1-systemes) Un [1-systéme sur X est un sous-ensemble de
P(X) stable par intersections finies.

Définition 331 (d-systéme, alias classe monotone) D est un d-systéme (on
dit aussi une classe monotone si

eSebD

o D est stable par soustraction (A € D, B € D, alors AN B¢ e D).

e Pour toute suite A,, croissante, A, € D, alors UA,, € D

Proposition 332 Une intersection de d-systémes est un d-systéme.

Définition 333 (d-systéme engendré) On appelle d-systeme engendré par
un ensemble de parties de X Uintersection de tous les d-systéemes contenant
X.

Proposition 334 Un ensemble inclus dans P(X) est une o-algébre si et seule-
ment si ¢’est un 11-systeme et un d-systéme.

Lemme 335 (Lemme de Dynkin) Soit I un 11-systéme, alors la o-algébre en-
gendrée par I, notée o (1), est égale au d-systéme engendré par 1.

Démonstration : Pour le prouver il suffit de montrer que d([1) est un II systéme,
vu la proposition 334. Pour cela on montre tout d’abord que le sous-ensemble [, de
d(I) constitué des éléments de d(I) dont Iintersection avec tout élément de I appar-
tient a d([I), est égal a d(I). Le raisonnement est le suivant :

e d(l) C Dj car:
-Icin

- Dy est un Il-systéme

e Dy C d(I) trivialement

On montre ensuite que le sous-ensemble D de d(1') constitué des éléments de d(1)
dont I'intersection avec tout élément de d(I) appartient a d(1), est égal a d([) ; en ef-
fet: e d(I) C Dy car
-1 C Dycar Dy = d(f)

- Dy est un d-systeme
e Dy C d([) trivialement

Or d(I) = D5 est exactement I'énoncé du fait que d(7) est un I1-systeme.O
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Lemme 336 o Soit 1 et po dewx mesures sur (X, A) coincidant sur un 11-
systeme engendrant A et telles que p11(X) < +oo et pa(X) < +oo. Alors p
et s sont égales.

o La méme propriété est vraie si X est de mesure o-finie pour j11 et po.

Démonstration : On considére le d-systeme des I tels que pq(F) = po(F). 1l
contient un I1-systéme, done il ne reste qu’a conclure via le lemme 335.0

Théoréme 337 (Théoréme de Carathéodory) Soit A la o-algébre engen-
drée par B une algébre, et p o-additive de B dans [0, +oc0|. alors il existe
une mesure p' sur A dont la restriction a B est p. Si p(X) < +oco, alors cette
extension est unique.

Démonstration : L’existence est ici admise.
L’unicité résulte simplement de 336.0

Proposition 338 Soir p1 une mesure sur un espace mesurable X, et [ une fonc-
tion mesurable de X dans Y un autre espace mesurable ; alors I'application
qui @ une partie mesurable F de 'Y associe u(f 1 (F)) est une mesure sur'Y.
On note p! cette mesure.

Démonstration : Facile.O
e Si Y = R™ muni des boréliens, alors si p est positive on a

/ fau! / ¢ofdu
R4 JX

e SiY — [R™etsi f est 2 valeurs quelconques, alors ¢ est Ly pour i/ si et seulement
si ¢ o fest L1 pour i, et on a alors I’égalité

/ fau! / ¢ofdu
Rd b's

6.3 Parties non mesurables

Théoréme 339 (Banach et Tarski) e Il existe un ensemble F' inclus dans la
sphére unité S de R® tel que pour tout k > 3 (éventuellement k = o0), Sy est
la réunion disjointe de k images de F par des rotations. Facon amusante de
constater qi’on ne peut pas mesurer n’importe quoi... Celte preuve nécessite
Iaxiome du choix.

o On peut méme aller plus loin et étant donnés A et B d’intérieurs non vides de
R3, on peut décomposer A en une réunion de A; finie, et B en une réunion de
B; de méme cardinal, avec A; et B; égaux via une rotation et une translation.
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¢ Si I’on n’utilise pas I’axiome du choix, alors on peut utiliser a sa place un autre
axiome, qui affirme que toute partie de R est mesurable.

6.4 Exercices sur les o-algebre et les mesures

e Soit A C P(E).
- Supposons £ € A et A stable par soustraction. Montrer que A est une algebre.
Démonstration : 11 suffit de vérifier que F et () sont dans A, que 'on a bien
stabilité par passage au complémentaire, et stabilité par union de deux éléments car
E—-(E—A-B)=AUBDO
- Supposons F € A, A stable par passage au complémentaire, et stable par union dis-
jointe. Montrer que .4 n’est pas nécessairement une o-algebre .
OConsidérer I’ensemble des parties de cardinal pair de {a, b, ¢,d}.0

¢ Montrer que la réunion d’une suite croissante d’algébres est une algébre.

¢ Montrer que la réunion d’une suite croissante de o-algebres n’est pas nécessaire-
ment une o-algébre .
Démonstration : Considérer les o-algeébre sur N engendrées respectivement par
{131} {{1}, {2}}, {{1}, {2}, {3} } ; laréunion n’est pas une o-algebre car par exemple
I’ensemble des entiers pairs n’en fait pas partie.0)

6.5 Fonctions mesurables

Définition 340 (Fonction mesurable) Etant donnés (X, A) et (X, B) des es-
paces mesurables, f : X — Y est dite mesurable siVB € B f1(B) € A
On définit parfois aussi la notion de fonction mesurable d’un espace mesu-
rable vers un espace topologique; la condition est alors le fait que I’image
réciproque d’un ouvert soit une partie mesurable.

Une fonction caractéristique d’un ensemble est mesurable si et seulement si I’en-
semble est mesurable.

SiY est topologique et qu’on n’a rien précisé, la tribu B est celle des boréliens.

Proposition 341 Avec les conditions de la définitions, si B est la o-algébre
engendrée par M, alors f est mesurable si et seulement VB € M f~1(B) €
A

Démonstration : Le sens — est trivial.
Pour le sens «+, considérons I’ensemble des B € B tels que f~1(B) € A, ¢’est une
o-algebre de Y ; d’ou le résultat.0
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Corollaire 342 o Si [ : (X, A) — Y avecY topologique, f mesurable si et
seulement si VU ouvert , f~1(U) € A

o f1: (X, A) — R ou 0, +0co] mesurable

alors la fonction f qui a = associe supy fx(x) est mesurable.

Démonstration : Le premier point est clair.
Pour le second on considere f1(]a, +oo]) = {x/sup{fr(z)} > a}
={z/3k € Nfi(z) > a} = Ugen{z/ fr(z) > a}
=Uf, 1 (Ja, +o0[) qui appartient a A car f mesurable et .4 o-algébre .0

Proposition 343 La composition de deux fonctions mesurables est mesurable.
[ mesurable et g continue alors g o f est mesurable.

Corollaire 344 Si f est mesurable de X dans C ou R, alors Re(f), Im(f),
| f| sont mesurables.

Proposition 345 f mesurable de X dans Y avec Y topologique, g mesurable
de X dans 7 avec Z topologique, Y et Z a bases dénombrables d’ouverts.
alors (f,g) : X =Y X Z est mesurable pour la topologie produit.

Corollaire 346 o [ et g mesurables de (X, A) dans R ouC, alors f+g, f—g,
fg, /9 (g ne s’annulant pas), sont mesurables.

o [ de (X, A) dans C est mesurable si et seulement si sa partie réelle et sa
partie imaginaire sont mesurables.

o [ de (X, A) dans C est mesurable si et seulement si la fonction |f| et la
Jonction z — arg(f(z)) sont mesurables

e fde (X, A) dans R ou R est mesurable si et seulement si f et [~ sont
mesurables.

6.6 Suites de fonctions mesurables

Théoréme 347 (X, A) mesurable, fi de X quelconque dans'Y métrique, telle
que pour tout = fr(xz) — f(x). Alors f est mesurable.

Démonstration : Soit U un ouvert de Y, et U,, I’ensemble des u tels que d(z, Y\
U) > 1/n, et soit F,, I'ensemble des w tels que d(z, Y \ U) > 1/n.
On montre facilement que U, est ouvert et que £, est fermé.
L'union des U, est U car U est ouvert.
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L'union des F), est donc U aussi. (voir figure 6.1)

I7HU)
U f~1U)
Un{u/limi, oo fir(u) € Un}
C Un{u/3K/k > K — fi(u) € U,}

car [/, est un ouvert.

CUn Uk N>k fr H(Un) € A

Considérons maintenant

Un Uk Nis i fr 2 (Un)
C Up Uk Nis e fr H (F)
oru € Ug Nksxe fr H(Fy) si et seulement si
3K /Vk > K, fr(u) € F,
donc
CUnf  (Fo) = [ H(UF) = [ (Fa) = £(U)
donc f~1(U) € A, donc [ est mesurable.O

FIG. 6.1 — Tllustration de la preuve de la mesurabilité de la limite simple d’une suite de
fonctions mesurables.

Corollaire 348 f;. suite de fonctions mesurables de (X, A) dans [0, +o0] ou
R, alors limy, . coSupp>n fr €t limg, i oin fr>n fr existent et sont mesu-
rables.

Démonstration : Rappelons simplement qu’une fonction monotone a nécéssaire-
ment une limite dans k.0
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Proposition 349 Si pour tout n € N f,, est mesurable de X dans R, alors
Suppen fr est mesurable.

Démonstration : 11 suffit de considérer les images réciproques d’ensembles de la
forme |a, +oo] parles f,. Plus précisément, fixons a, et considérons E,, = £, *(]a, +o0]).
Avec f = sup fn, E = f *(]a, oo|) est égal 2 UE,,, et donc est mesurable. Les boré-
liens sont engendrés par les intervalles |a, +oo[; donc f est bien mesurable.0

6.7 Intégration - théoréme de convergence dominée de
Lebesgue

(X, A, ) un espace mesuré,

6.7.1 Fonctions étagées et fonctions simples

[ Définitions et généralités

Définition 350 Une fonction est dite étagée si elle ne prend qu’un nombre fini
de valeurs.

Une fonction simple est une application s de X dans [0, co[ mesurable et
étagée.

Si s est simple, a,...,a, ses valeurs, 4; = {x/s(x) = oz} = s 1({a}), alors
s=2:14,.

Notons que les A; sont des boréliens, en tant qu’image inverse de borélien, pour
peu que la fonction s soit mesurable.

L’écriture de s est unique sion a :
.Oti#aj Sll;é_]
.UiAi:X

Proposition 351 Si f est une fonction mesurable de X dans [0, 400, alors
il existe une suite croissante s,, de fonctions simples qui converge simplement
vers f.

Démonstration :

Etant donné n € N, on considére les segments S; = [55, Z5L[, pour i variant de

02an2" 1l suffitalors de considérer la somme f,, des 5kx 7-1(s,) pour i dans [0, n2"].0
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Pour la suite de notre propos, on devra utiliser une multiplication dans [0, +o0],
prolongeant la multiplication usuelle, et vérifiant 0.co = 0. Attention, ce produit n’est
pas continu.

[ Intégration des fonctions simples

Définition 352 s = > a;li4, avec la condition d’unicité donnée ci-dessus,
alors on appelle intégrale sur £ € A de s pour la mesure

/E s.dp = Z%’N(Az’ NE)

Lemme 353 Supposons s et t deux fonctions simples vérifiant les conditions
d’unicité. Alors :

o Sis <t alors [, sdu < [, tdu

o additivité : [ (s + t)dp = [ sdp+ [ tdp

o [psdp= [, sdu

oc<+oo—[csdu=c|sdu

e La fonction de A dans [0, +o0] qui a E associe Uintégrale de s sur E pour
la mesure . est une mesure.

6.7.2 Fonctions positives

Définition 354 f: (X, A) — [0, +oo] mesurable
On appelle intégrale de f sur E de f pour p

/fd,u:supsgf/ s.du
E E

oit s < f désigne ’ensemble des fonctions simples plus petites ( ou égale ) que

f.

Rmgq : Si f est simple, alors cette définition coincide avec la précédente.
Lanotation [, fdu désigne [ f.xp.dp.
Propriétés, avec f et g positives mesurables :

o [ftg=[T+]g

of<g—[f<[g
o [la|.f =lal [ f
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Théoréme 355 (Théoréme de convergence monotone, dit aussi théoréme de Beppo-Lvi)
Soit [, une suite croissante de fonctions mesurables positives.
Alors [ = supf, est mesurable et [ f = lim [ f,.

Démonstration : On procéde par étapes comme suit ;
e On montre tout d’abord que f est mesurable (considérer £ (]a, +00)).
e On montre que j [ est croisante ; notons F' sa limite (éventuellement infinie).
e ' < [ f par passage a la limite.
L autre inégalité est un peu plus difficile et est illustrée par la figure 6.2.
e On considére une fonction simple < f, notée s, etunréel a < 1.
e On considere F,, 'ensemble des = tels que a.s(z) < fn(x).
o fpaus [p fal [xfa<F.
e La réunion des I, est X, et la réunion est dénombrable ; done [, u — [ u.
e Par passage au sup on a f f<FO

} On trouvera de multiples applications a ce théorémes, citons le lemme de Fatou
357, le théoréme justifiant la définition des mesures images 358, le théoréme importan-
tissime de la convergence dominée de Lebesgue 366, pour le théoréme de Fubini 378,
Cela servira aussi en probabilité, avec la proposition 1326, la proposition 1327, les
resultats sur les variables aléatoires indépendantes 1334 ; on trouvera aussi une appli-
cation au théoréme 1367 sur I’extinction d’un processus de branchement. Par ailleurs,
on utilisera ce résultat aussi pour montrer que les espaces LP sont des Banach, voir
corollaire 404.

On prendra garde A ne pas utiliser des arguments plus lourds (notamment la
convergence dominée de Lebesgue) quand un résultat plus simple comme celui-ci suf-
fit.

Corollaire 356 (Permutation des signes somme - intégrales) Avec f,, pour
n € N mesurable positive, [ 3 fn = [ fn

Lemme 357 (Lemme de Fatou) Avec f,, de X vers [0, +oc| mesurable, on a

Jliminf f, < liminf [ f,

Démonstration : 1l suffit de définir g, = in fn>k fn ) gx €St croissante ; donc par
le théoréme de convergence monotone [ liminf fn = lim [ gn = liminf [ gn <
liminf [ fn.D

Théoréme 358 Pour toute fonction f mesurable de X dans |0, 00|, la fonc-
tion v qui & un borélien E associe |, gf (2).dp est une mesure sur X.
En outre pour toute fonction g mesurable de X dans (0,+oc|, [g.dv =

f J.g.dpu.
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FIG. 6.2 — Les ensembles sur lesquels f,, dépasse la fonction simple multipliée par
a < 1 ont pour réunion X et sont en nombre dénombrable.

Démonstration : Tl est facile de voir que v est une mesure avec les outils que I’on
s’est donnés plus haut. La suite est un peu plus laboricuse, mais se résoud en utilisant
le théoreme de convergence monotone. O

6.7.3 Le cas général

Définition 359 (Fonction intégrable) Une fonction f de X dans C est dite in-
tégrable si elle est mesurable et si [ |f| est finie. On note £ (X, C) I’ensemble
des fonctions intégrables de X dans C, et L1 (X, R) Iensemble des fonctions
intégrables de X dans R. L (X) tout court désigne généralement L'(X,R)
(voir selon le contexte).

L£1(X) est un C-espace vectoriel (on le munit de I’addition et de la multiplication
par un scalaire). L’application qui a une fonction associe son intégrale est une forme
linéaire sur cet espace vectoriel.

L£1(X) est un R-espace vectoriel (on le munit de I’addition et de la multiplication par
un scalaire). L’application qui a une fonction associe son intégrale est une forme li-
néaire sur cet espace vectoriel.

Notez que I’intégrabilité dépend de la mesure, alors que la mesurabilité ne dépend
que de I’espace mesurable.
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Définition 360 (Intégrale (au sens de Lebesgue) d’une fonction intégrable)
Etant donnée f une fonction intégrable de X dans R, on appelle intégrale de
Jetonnote [ fleréel [ f+— [ [f.

Etant donnée f = g + i.h une fonction intégrable de X dans C, on appelle
intégrale de [ et on note [ f le complexe [ g+71. [ h.

On notera bien que cette définition ne permet de définir d’intégrale que lorsque
[ |f| est finie. Ainsi I'intégrale d’une fonction mesurable & valeurs dans [0, +o0] est
toujours définie mais la fonction n’est pas nécéssairement intégrable (lorsque I’inté-
grale est infinie). Et dans le cas d’une fonction Riemann-intégrable on doit résister a la
tentation d’utiliser une intégrale d’une fonction pas intégrable, puisque I’intégrale de
Lebesgue n’est définie que dans le cadre de fonctions intégrables.

Propriétés :
e Si [ est intégrable alors | f| est intégrable et | [ f| < [|f].
¢ Une fonction inféricure en module a une fonction g intégrable, est intégrable.
¢ Si deux fonctions f et g sont intégrables et a valeurs dans R et si f < g alors

Jr<fg

Définition 361 (Intégrale sur une partie mesurable) Soit F une partie me-
surable de X, et  de X dans R ou C, alors [ est dite intégrable sur £ si
f-xg estintégrable, avec x g la fonction caractéristique de E. On définit alors

e f=[Fxe

On peut vérifier que [, f = [ fig.

Exemple important : les sommes de séries.
L’ensemble des parties de N est une o-algebre sur N. On peut munir I’espace mesurable
ainsi défini d’une mesure p telle que p(A4) = card(A) si A est fini et p(A4) = +o0
sinon.

On se donne alors une fonction f de N dans [0, +ool, ¢’est a dire une suite de réels
positifs.
Cette fonction est évidemment mesurable.

On peut alors considérer les fonctions f.x[0, »] ; la suite de ces fonctions converge
vers f, donc par le théoréme de convergence monotone, I’intégrale de f sur N est la
limite pour N tendant vers +oo de I'intégrale de f.x[0, n]. f.x[0,n] étant une fonction
étagée, son intégrale est facile a calculer ; il s”agit de la somme des f; pour z € [0, n].

On peut retrouver ainsi divers résultats classiques du calcul de séries, par exemple
le changement d’ordre des termes dans une série absolument convergente. On peut
aussi considérer le cas des séries complexes.
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Par contre, on ne peut rien faire au niveau des séries non-absolument convergentes.

Proposition 362 e Une fonction mesurable de X dans [0, +o0] est d’intégrale
nulle si et seulement si elle est nulle presque partout.

e Si une fonction mesurable de X dans [0, +o0] est d’intégrale finie alors elle
est finie presque partout.

o [ mesurable de X dans C; alors | [ f| < [|f|, etsi| [ f| = [|f], alorsil
existe a tel que [ = a.|f| presque partout.

Démonstration :
¢ le premier point est facile, il suffit de considérer les ensembles sur lesquels f est
supérieure a 1/n, et leur réunion dénombrable.
¢ Considérer I’ensemble des z tels que f(z) = +oo et sa mesure.
¢ Considérer I’argument de I’intégrale de f, et la fonction a.f avec a un complexe de
module 1 tel que [ a.f € R™. La suite est facile...0

On peut considérer différentes structures a I'intérieur de I’espace vectoriel F des
fonctions de X dans R :
¢ Le sous-espace vectoriel des fonctions mesurables
¢ Le sous-espace vectoriel des fonctions intégrables
¢ Le sous-espace vectoriel des fonctions nulles presque partout

La derniere propriété permet notamment de définir un espace quotient de I’es-
pace des fonctions, par la relation d’équivalence R définie par fRg <— f(z) =
g(z) presque partout . On considere alors I’espace constitué par les classes contenant
au moins une fonction intégrable. La forme linéaire qui & f associe son intégrale induit
une forme linéaire sur cet espace quotient (notez que deux fonctions intégrables appar-
tenant a la méme classe ont méme intégrale). On peut normer cet espace par la norme

suivante :
171h= [ 11

La forme linéaire qui a f associe son intégrale est continue pour cette norme, et de
norme < 1, c’estadire que | [ f| <|| f |1= [ |f|- Dans la plupart des cas, ¢’est a dire
deés qu’il existe une partie de mesure finie non nulle, cette norme est 1 (on pourra s’en
convaincre en considérant la fonction caractéristique d’une telle partie).

Définition 363 On note L' le sous-espace des classes contenant au moins une
fonction intégrable ainsi normé (ne pas confondre avec £*). Cette notation est
dépendante du contexte ; formellement il faudrait préciser I’espace de départ
et Uespace d’arrivée (ce dernier étant généralement C, quelquefois R).

Théoriquement il n’est pas possible d’écrire || f ||1 pour une fonction de X dans
[0, +00], +o0 inclus ; néanmoins on verra souvent cette notation pour [ | f|. On se per-
mettra ainsi de parler de la classe d’une fonction dont I’intégrale est finie, méme s’il
s’ agit par exemple d’une fonction a valeurs dans [0, +o0].
On assimilera souvent une fonction et sa classe, I’intégrale d’une fonction et I'intégrale
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d’une fonction intégrable de sa classe, etc.

6.7.4 Fonctions vectorielles

Une fonction vectorielle est une fonction de X dans R™.

Définition 364 Une fonction vectorielle est dite intégrable si toutes ses com-
posantes sont intégrables. Son intégrale est alors le vecteur dont chaque coor-
donnée est Iintégrale de la coordonnée correspondante de f.

Proposition 365 Une fonction vectorielle est intégrable si et seulement si elle
est intégrable et si sa norme est intégrable (indépendamment du choix de cette
norme).

Démonstration : On majore chaque composante par la norme multipliée par une
certaine constante, et réciproquement ; le résultat est ensuite facile.O

6.7.5 Théoreéme de la convergence dominée de Lebesgue. Corol-
laires

Théoréme 366 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue) Soir
fn de X dans C pour tout n € N.

Hypotheses :

o [, mesurable

e Pour presque tout x, fn(x) converge

e I] existe une fonction g intégrable de X dans [0, +00] majorant toutes les
Jfonctions fy,.

Alors :

e une certaine fonction f est limite simple des f, ; cette fonction est intégrable.
o [|f — fnl =0 (convergence L).

o [ fn— [ fpourn —+oo

Démonstration : On passe par les étapes suivantes :
e Tout d’abord le cas d’une suite de fonctions tendant monotonement vers la fonction
nulle (démonstration en utilisant le théoréme de convergence monotone).
¢ Ensuite suite de fonctions tendant vers la fonction nulle (on se ramene au cas précé-
dent en considérant g, (z) = supr>n fr(z).
¢ Ensuite le cas général se traite en considérant f — f,,, majorée par 2.g.
e Lassertion [ f,, — [ f pour n —+oc0 découle simplement du fait que | [ a— [ b] <
fla—10l.0O
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} On utilisera ce résultat trés souvent, citons par exemple le corollaire ci-dessous,
le théoréme 369 de continuité sous le signe intégral, le théoréme 370 de dérivation sous
le signe intégral, le lemme de Scheffé 371, le résultat de densité 424, le contre-exemple
du paragraphe 5.6.7, le théoréme de Doob 1354.

Corollaire 367 Soit une suite de fonctions f,, intégrables de X dans C, telle
que . || f |1 converge.

o Alors pour presque tout x onay_,, [n(x) convergente vers un certain f(x).
o Enoutre f estintégrableet [ f =3, [ fn.

o La suite Y, fn converge vers f pour L.

Démonstration : On considere g(z) = >, |fn(x)|. Par le théoréme de conver-
gence monotone, [ g = > [ |fx|. On peut donc définir k() comme limite des fonc-
tions h,(z) = sum® ,fn.(z). Ona |[h(z)| < g(z); par le théoréme de convergence
dominée, I'intégrale de f est égale & la limite de I'intégrale des h,,, donc i la limite de
la somme des [ f; pour i € |0, n| et la dernidre assertion découle de la convergence
pour L, dans le théoréme de convergence dominée.O

Corollaire 368 Les espaces vectoriels normés L* et L'(C) sont complets.

Démonstration : Un espace vectoriel normé est complet si et seulement si toute
série normalement convergente est convergente ; donc d’aprés le corollaire précédent,
L' et L}(C) sont complets.0

Corollaire 369 Soit Y un espace métrique et [ : X xY — C une application
telle que :

e pour tout y lapplication qui a x associe f(x,y) est intégrable

® pour tout x appartenant @ X — N avec N négligeable application qui a y
associe f(x,y) est continue

e il existe g intégrale de X dans R telle que pour tous z et y | f(z, y)| < g(z).
Alors Uapplication qui a y associe [ f(x,y).dx est continue.

Démonstration : On considére une suite y,, tendant vers y, la continuité séquen-
tielle impliquant la continuité dans un espace métrique. 11 suffit d’appliquer le théoréme
de convergence dominée a la suite de fonctions de la forme z — f(z,y,).0
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Corollaire 370 Soit Y un intervalle ouvert de R et f : X xY — C une
application telle que :

e pour tout y application qui & x associe f(x,y) est intégrable

e pour z € X — N, avec N négligeable, application qui a y associe f(z,y)
est dérivable de dérivée f5(z,y)

e Pour une certain fonction g positive L, pour tout y, | f5(z,y)| < g(x)
Alors pour tout y x — fi(x,y) est intégrable et Uapplication qui & y associe
[ f(z,y).dz est dérivable, de dérivée [ fi(z,y).dz.

Démonstration : On considere ¥, une suite tendant vers y.
On définit ky, (z) = % Pour tout 7, k., est intégrable.
D’apres I’inégalité des accroissements finis, |k, (z)| est majoré par le sup de | f5(z, .)|
a son tour majoré par g(x). On peut donc appliquer le théoréme de convergence domi-
née, et déduire le résultat.0

Lemme 371 (Lemme de Scheffé) Supposons que f, soit une suite de fonc-
tions L' de (S, 1) dans R, et supposons que pour presque tout x f,(x) — f(x)

quand n — +oco. Alors
1zt~ [ irl.an

/|fn — fl.dp —0

Si et seulement si

Démonstration : La partie "si" est triviale ; voyons maintenant la partie "et seule-
ment si".
On montre d’abord le résultat pour des fonctions positives
On suppose donc que [ fr(z).du(z) — [ f(z ). Notons g, = fn — f,et g, et
g,, les parties positives et négatlves de In. Alors
e g (xz) — Oet [ g, (x) — 0 presque partout
e g, < f,donc par le théoréme de convergence dominée [ g,, (z).du(z) — 0.
e Par ailleurs [ g, (z) = [ fu(z).du(z) — [ f(z).du(z) — [ g (2).du(z) qui tend
donc vers 0.
e On peut donc déduire par les deux points précédents que [ gn.du(z) — 0.
¢ On a donc prouvé le résultat pour des fonctions positives
e On passe au cas général. [ |fn(z)|.du(z) — [ |f(z)|.du(z) signifie que

/fn ) dpu(z /fn ) dpu(z e/ﬁ ) dpu(z ff

e L¢ lemme de Fatou implique que

/liminf frdu < liminf /f,:rd,u
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et [liminf f, .du <liminf [ f,du
et donc pour n assez grand

[ i@ auta) + [ fr@au) > [ 1@ dpte) + [ 1@ duta).

¢ Les résultats des deux points précédents permettent de conclure que

[ @du@) ~ [ 1 (@)duto)
’ [ fe@eaut)~ [ 1 @)dute)

¢ Il ne reste plus qu’a appliquer le résultat dans le cas des fonctions positives.O

6.8 Intégration dans les espaces produits. Changement
de variable

On rappelle qu’une tribu ou o-algebre sur F est un sous-ensemble de P(FE), conte-
nant F, stable par passage au complémentaire et par union dénombrable (et du méme
coup par intersection dénombrable).

On rappelle aussi qu’un clan ou algébre sur F est un sous-ensemble de P(F) stable
par passage au complémentaire et par union finie (et du méme coup par intersection
finie).
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Définition 372 On se donne X et Y deux espaces mesurables, munis respec-
tivement de la tribu X et de la tribu ).

Un ensemble A x B est dit rectangle mesurable de X xY si A€ X et Be ).
On appelle tribu produit ou o-algébre produit de X et Y et on note X @ Y la
tribu engendré par les rectangles mesurables. Ce sera la o-algébre par défaut
par la suite ; un ensemble mesurable de X x Y est en particulier un élément
de cette o-algeébre .

Un sous-ensemble de X X 'Y est dit ensemble élémentaire si il est réunion
finie de rectangles mesurables.

Etant donné E inclus dans X x Y et x € X, on appelle premiere coupe sui-
vant x de E 'ensemble des y dans Y tels que (z,y) € F.

Etant donné E inclus dans X x Y et y € Y, on appelle deuxiéme coupe sui-
vant y de F ’ensemble des x dans X tels que (z,y) € F.

Etant données px et py des mesures sur (X, X) et (Y, ) respectivement on
appelle mesure produit de px et py une mesure sur (X XY, X ® Y) telle que
la mesure d’un rectangle mesurable A x B soit px (A).uy (B).

Proposition 373 e L’ensemble des ensembles élémentaires est un clan.

o Un ensemble élémentaire peut sécrire comme réunion disjointe d’un nombre
Jini de rectangles mesurables.

e La premiére coupe suivant x d’un ensemble mesurable de X ® Y est mesu-
rable.

o La deuxieme coupe suivant y d’un ensemble mesurable de X Q@ Y est mesu-
rable.

o Pour E mesurable de X x Y, si on se donne deux mesures sur X et Y qui
soient o-finies, I’application de X dans R qui a x associe la mesure de la pre-
miéere coupe suivant x de E est mesurable

Démonstration : Les deux premiers e sont faciles.
e Le troisieme est plus délicat :
- Soit £F dans X ® Y et = dans X.
- Si E est un rectangle mesurable le résultat est clair.
- I suffit donc de montrer que I’ensembles des F' dans X ® Y tels que la coupe suivant
z de F' est mesurable est une tribu, ce qui est facile.O
o Ce o est évidemment équivalent au précédent.
¢ Le cinquieme o est admis.O

Théoréme 374 Etant donnés (X, X, ux) et (Y, Y, py) deux espaces mesurés
de mesures o-finies, il existe une et une seule mesure produit de px et py.
Cette mesure produit est en outre o-finie. On la note px Q@ py.

Démonstration : e On définit u(F) = fy w(Ey) avec By la deuxiéme coupe sui-
vant y de F.
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e On montre facilement qu’il §’agit bien d’une mesure, en utilisant le cinquiéme e de
la proposition précédente.
o 11 est clair qu’elle vérifie I'hypothése sur la mesure des rectangles élémentaires.

¢ Si deux mesures vérifient les propriétés demandées, alors elles coincident sur le
I1-systéme des rectangles mesurables, en outre les rectangles mesurables engendrent 1a
tribu produit, et cette tribu produit est de mesure o-finie (facile).
e On peut alors appliquer le lemme 336 (en I'étendant, ce qui est aisé, au cas des me-
sures o-finies).0

Corollaire 375 Soit j1 la mesure produit ainsi définie ; alors

u(B) = [ k) = [ i)

Y Jz

Démonstration : La premigre égalité est directement issue de la preuve ci-dessus ;
la seconde est due a I'unicité de la solution et a la symétrie du probleme.0

Corollaire 376 Pour qu’un ensemble I de (X xY') soit négligeable pour X &
Y, il suffit que presque toutes les coupes premieres de IV soient négligeables
(pareil avec les coupes secondes).

Démonstration : Un tel ensemble est négligeable si et seulement si sa fonction ca-
ractéristique est d’intégrale nulle, ¢’est a dire si sa coupe est d’intégrale nulle presque
partout.dd

Corollaire 377 o La tribu des boréliens sur RP 79 est la tribu produit des deux
tribus de boréliens de RY et de R? (produit au sens des o-algébres et pas pro-
duit cartésien).

o La mesure de Lebesgue sur RP "4 est le produit de la mesure de Lebesgue sur
RP et de la mesure de Lebesgue sur R9,

Démonstration : e On procéde par double inclusion.
- tout d’abord soit un pavé ouvert de [RP7 ; il appartient bien & la tribu produit de R?
par [R? car ¢’est un rectangle mesurable. Or un ouvert de R est une réunion dé-
nombrable de pavés ouverts (par exemple les pavés ouvert de coordonnées rationnelles
inclus dans ce pavé). Donc les ouverts de [RP 77 sont bien des mesurables pour la tribu
produit, et donc les boréliens étant engendrés par les ouverts, ils sont eux-mémes inclus
dans la tribu produit.
- Soit un rectangle mesurable de RP x RY ; il s’écrit X x Y, et donc (X x RT)N(RP xY),
avec X et Y mesurables. X mesurable implique X x R? mesurable, car X appartient
a la o-algebre engendrée par les ouverts, el donc X x R? appartient 2 la o-algébre
engendrée par les ouverts de RP 9,
e 11 suffit de considérer 1'unicité de la mesure sur R™ vérifiant le fait que la mesure
d’un pavé soit bien le produit des longueurs.0
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\ Cette propriété est valable pour les boréliens MAIS pas pour les lebesguiens.

Le théoréme qui suit est un théoreme fondamental en théorie de I'intégration.

Théoréme 378 (Fubini) On suppose (X, X, px) et (Y,Y, py) des espaces
mesurés de mesures o-finies. Soit f mesurable de (X x Y, X @ Y, px & py)
dans R.

Alors :

o pour tout x € X Uapplication fs, : y — f(x,y) est mesurable sur (X, X).
o pour tout y € Y Uapplication [, : x — [(x,y) est mesurable sur (X, X).
e si [ est positive, alors y — [ x J1y (z).dx est mesurable positive, et

/} ( /X f1y(@).dz).dy /X e

e 5i f est positive, alors x — j} fo.2(y).dy est mesurable positive. et

[ ety as— [ g

o si [ est intégrable, alors pour presque toul x, [2 . est intégrable, et ©
[y Jo,e(y).dy est définie presque partout et intégrable, et on a

/X(/‘ f1,2(y).dy).d /Xxy f.dz

e si [ est intégrable, alors pour presque tout y, [y, est intégrable, et y —
[ x J1y (x).dx est définie presque partout et intégrable, et on a

[RC

On remarque bien siir qu’un e sur deux est équivalent au e précédent.

Démonstration : e (pareil pour le second e ) : Soit U/ un ouvert ; fg‘,;(U ) est égal
a la seconde section de f~'(U) en v, qui est mesurable d’aprés I'une des propriéiés
vues ci-dessus.
e (pareil pour le quatrieéme e ) : on le montre tout d’abord pour une fonction caractéris-
tique d’une partie mesurable de (X x Y, X ® V), puis pour une fonction simple, par
combinaison linéaire,puis pour une fonction mesurable positive, en utilisant le théo-
réme de convergence monotone et le fait que toute fonction mesurable positive est
limite de fonctions simples.
e (pareil pour le sixieme o ) : Il suffit d’appliquer le cas positif a la partie positive et la
partie négative d’une fonction donnée.O

} Ce théoréme sert dans beaucoup beaucoup de situations. Citons :

- le lemme 1208, utile pour le théoréme de Runge.

- de nombreuses choses sur le produit de convolution, voir le théoréme 389, dans
la partie 7.

- quelques propriéiés de la transformée de Fourier, voir par exemple la proposition
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440.
- le théoréme 424, d’approximation de fonctions L? par des fonctions C*° a support
compact.

Corollaire 379 Si f de X x Y dans R est intégrable ou mesurable positive,

alors . |
A,Af(m,y).@.dy = /X‘/} f(z,y).dy.dz

\ Bien noter qu’il n’est pas suffisant que I'une de ces deux expressions soit bien
définie pour que le résultat soit vrai, ni méme que les deux expressions soient bien dé-
finies !

Je donne ci-dessous, sans démonstration (voir [3] pour une preuve complete) la
formule du changement de variable dans R™ :

Théoréme 380 (Changement de variable) Si K est un compact inclus dans
U ouvert de R™, si ¢ est un C*-difféomorphisme de U sur U’ ouvert de R™, si

[ est continue, alors . .
[ 1= 10010
J(K) K

avec J¢ le jacobien de ¢.

) Par exemple, cela servira a montrer la commutativité du produit de convolution.

6.9 Mesurabilité et mesurabilité au sens de Lebesgue

On a vu que la tribu des boréliens sur R™ pouvait étre complétée en une autre tribu
telle que toute partie comprise (au sens de I'inclusion) entre deux boréliens de méme
mesure soit mesurable ; cette tribu étant appelée la tribu des lebesguiens. En utilisant
cette nouvelle tribu, on a une nouvelle notion de mesurabilité.

Quelques propriétés :
e Une fonction f est mesurable au sens de Lebesgue si et seulement si il existe une
fonction g mesurable (au sens des Boréliens) égale a f presque partout
¢ Alors que la tribu des boréliens sur R™ P gst égale au produit (au sens des tribus) de
la tribu des boréliens sur R™ par celle des boréliens sur RP, la méme propriété n’est
plus vraie pour les lebesguiens.

6.10 Fonctions définies par des intégrales

) Les fonctions définies par des intégrales seront capitales pour les applications
suivantes :
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- Le produit de convolution (voir la partie 7) (avec pour conséquence de nombreux
résultats de densité)

- L'analyse de Fourier (voir partie 10)

- Les indices de chemins (voir définition 658), et donc toute la construction menant
au théoréme de Cauchy 661

- Le théoréme de Brouwer 311, lorsqu’on le prouve en utilisant la formule de Stokes
(ce qui n’est pas le cas dans cet ouvrage), voir par exemple le livre "Calcul différentiel
et géométrie", de D. Leborgne, Presses universitaires de France, 1982.

- La fonction gamma = — [;° £ le~'dt (permettant d’ailleurs le calcul de I'aire
de la sphére unité en dimension n), que I’on trouvera par exemple dans le livre [27].

On peut citer comme autre résultat que ceux qui suivent sur les fonctions de ce type
le théoréme de Fubini, 378,
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6.10.1 Continuité, dérivabilité sous le signe [

Les résultats ci-dessous sont rappelés ici par souci encyclopédique, afin de regrou-
per les résultats s appliquant aux fonctions définies par une intégrale.

Théoréme 381 Soit X un espace muni d’une mesure p sur une tribu T de X.
Soit (E, d) un espace métrique.
On se donne [ une application de E x X — ©C, et on définit

F(t) = [y [(t,x)dz (intégrale pour la mesure p, notée souvent aussi
Jx J(t, z)dp().
Hypothéses Conclusion
Pour tout t Uapplication x — f(i,x) est me-
surable

Pour presque tout x la fonction t — f(t,x) | F est continue en T
est continue en T’

1l existe g L telle que pour tout t et presque
tour x| f(t,z)| < g(x)

Pour tout t Uapplication x — f(i,x) est me-
surable

Pour presque tout x la fonction t — f(i, )
est continue sur I/

Pour tout compact K de I il existe g L' telle
que pour tout L dans K et presque tout x
L[t 2)| < g(z).

FE est un ouvert de R oude CT7

Pour presque tout t x — [(t,z) est L'

Il existe N négligeable tel que pour tout
x ¢ N lafonctiont — [(1,x) est dérivable
(resp. C* ). o Pour tout t la fonction x —
Pour tout compact K de E il existe une fonc- ﬂ( t,z) est L

tion g L* telle que pour tout t dans K et tout f,f e.;t dérivable (resp. C),

rid -
z & N |3L(t,2)| < g(2). de dérivée [, 5L (t,z)da.

I est continue sur I¢.

“Hypothese facile a retenir ; il sagit de pouvoir défi-
nir une dérivée au sens le plus commun, ie dérivée d'une
fonction d’une variable réelle ou complexe !

b Attention ! Dans Ie cas d’un ouvert de C on parle de
deérivabilité au sens complexe, et pas de différentiabilité
en voyant C comme un [R-espace vectoriel !

Fest un ouvert de R ou un ouvert de C.

Pour presque tout t x — f(t,x) est L' Pour tout t la fonction x —
Il existe N négligeable tel que pour tout v & %{—(t, x) est L]
N la fonction t — [(t,x) est C*. F est C*, et pour j € [0, k]

Pour tout compact K de E ettout j € |1,k | sir FL (. 2)ds
i1 axi ; 1 5o = Ix 5o (4, 2)da
il existe une fonction g L- telle que pour tout

t dans K et tout z ¢ N |%%;L(t, z)| < g(z).

) Le théoréme 382 est un exemple d’application.
Démonstration : Le premier théoréme de continuité a été prouvé plus haut ; voir
théoréme 369.
Le second découle du fait que pour montrer la continuité en un point, il suffit de
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montrer la continuité séquenticlle en ce point; on s¢ donne alors une suite tendant
vers ce point, et on considére 'ensemble K des points de cette suite, plus la limite en
question.

K est séparé parce qu’inclus dans un métrique.

K est compact, car étant donné un recouvrement ouvert de ce compact, on extrait
un ouvert contenant la limite, il y a un nombre fini de points en dehors de cet ouvert, et
ainsi on extrait un recouvrement fini.

On peut donc appliquer le théoréme précédent a K, et on a le résultat souhaité.

Les théorémes sur la dérivabilité découlent du corollaire 370. O

6.10.2 Fonctions holomorphes sous le signe [

Théoréme 382 Soir Q2 un ouvert de C et f de Q2 x X dans C, avec X espace
muni d’une o-algébre T et p une mesure sur (X, 7).

On définit la fonction F(z) = [y [(z,x)dz.

Hypotheéses requises :

o Pour tout z v — f(z,x) est L.

e [l existe N négligeable tel que pour tout x & N la fonction z — f(z,z)
appartient a H(§2).

o Pour tout compact K de S, il existe g L' sur K telle que pour tout z dans K
etpourtoutx € N, |f(z,z))| < g(z).

Alors :

e [*(z) est définie pour tout =z

e [ est holomorphe

e F'(2)= [, %{(z,r)dm

Démonstration :

Montrons tout d’abord que :

pour tout compact K de €, il existe h L' sur K telle que pour tout z dans K et
pour toutz & N, %(z,n:)ﬂ < h(=z).

Pour montrer ce résultat :

e Soit K un compact de 2.

e Soit K5 ’ensemble des z dans C tels que la distance de z 2 K soit < ¢ '

e L’application qui a z associe la distance de z a K est continue.

e /5 est borné, et fermé comme image réciproque d’un fermé par une fonction
continue ; K5 est donc compact.

e Pour tout z dans K le cercle S(z, &) de centre z et de rayon 4 est inclus dans K.

e On choisit 6 suffisamment petit pour que K soit inclus dans €2 ( ¢’est possible
car sinon on construit une suite dans K, ;, N C\ €2, on se plonge dans le compact K,
on considére une limite de suite extraite, elle n’est pas dans €2 mais elle est dans K,
d’ ot contradiction)

e D’aprés le théoréme 662, pour z’ dans le disque de centre z et de rayon 6,

1 [ f(z + 6e®2 )
IE2) = 31 ), ~emme—zr

I ne s’agit pas d’un ¢ voisinage, on a pris < et non <.
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Les hypothéses du théoréme de dérivation sous le signe intégral 381 étant vérifides,
on en déduit : =
of 1 1 f(z + 62T g)

el 4 e L Ty + d
52 %) = 5 J, Teerm — g

Et donc 5f .2)

supi, f(., @
—_-—(2,2) £ —m——m—-—
52( @) < 62

Donc par hypothese
of 1
—(z,7)| < =g(:
15 (2 2)| < 39()

La fonction h égale a Elgg convient donc pour le résultat que 1'on voulait montrer,
a savoir :

pour tout compact K de €, il existe h L' sur K telle que pour tout z dans K et
pour tout z & N, |%£(z,a:))| < h(z).

Alors, on peut conclure en appliquant le théoréme de dérivation sous le signe inté-
gral 381 précédent que :

¢ ['(z) est définie pour tout z

e [ ¢st holomorphe

o ['(2) "X%E(z,m)dmlj

6.10.3 Primitives

On pourra consulter le théoréme 633 pour voir ce qu’il advient de la primitive de

[ lorsque % converge, ¢l le théoréme 593 pour voir ce qu’il advient lorsque %’71
converge.

6.11 Zoologie de la mesure

6.11.1 Approfondissements sur les mesures complexes

Définition 383 Erant donnée j1 une mesure complexe sur X, on appelle va-
riation totale de ;¢ ou mesure de la variation totale de y et on note |p| Uap-
plication de 1’ensemble des parties mesurables de X dans [0, +oc| qui a E
mesurable associe sup Yy, |u(£;)|, le sup érant pris sur I’ensemble des parti-
tions de X.

Proposition 384 |u| est une mesure.

Démonstration :
e 11 est clair que |p|(B) = 0.
e Soit maintenant ( F;);¢ ; avec I dénombrable une partition de £. On va chercher
a montrer que [u|(E) — 5 1 ().
- Montrons tout d’abord que |u|(£) > >, |p|(#;). Pour cela on se donne € >
0, et on considere, pour tout ¢ dans /, une partition F; ; de F; avec >, |pu(Fi ;)| =
(1 — €).|p|(F;) (on peut trouver une telle partition, par définition de |z|). On a alors
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(M=) pl(E:) < 32, [pl(F;) < 32, |p|(E;). En faisant tendre ¢ vers O on obtient
I'inégalité attendue.

- Montrons maintenant que |p|(£) < >, |p|(#;). Considérons une partition F; de
E. Si on réussit 2 montrer que la somme des |(F})| est inférieur ou égal a la somme
des |4|(#;) on aura gagné. On considere alors G; ; = F; N F;. Les G; ; forment une
nouvelle partition de /2. Par définition de |u| on sait que |u|(£;) = 37, [u(Gi ;). En
sommant sur / on obtient

Doll(E) 2 ) (G 2 )Y Im(Gig)l 2 ) |u(F)|
i ij i i

Le résultat est ainsi prouvé.O
Notons que pour prouver ce résultat on utilise allegrement les permutations de
sommes infinies lorsque la convergence est absolue.

6.11.2 Presque recouvrement d’un ouvert de R" par des petites
boules

Proposition 385 Soit (x;,7:)ic Boules, avec les x; dans R™, et les r; tels que
0<r;< A< +oo.
Alors il existe Boules' un sous-ensemble dénombrable de Boules tel que

Uie Boutes B(Zi, i) C Uic Boutes B(w3, 573)
ET
(i,5) € Boules? Ai # j = B(zi, 1) N B(zj,r;) =0

(c’est & dire que les boules de Boules' sont disjointes, et que si on multiplie
leurs rayons par 5 on recouvre tout ce que l’on recouvrait avec Boules.

Par commodité, on identifiera le couple (z, r) et la boule fermée B(z,r).
Démonstration :

e On définit Boules, pour k > 1 I'ensemble des i € Boules lels que r; €

[&, =2+ ]. C’est a dire que I'on regroupe les boules par taille, les plus grosses d”abord.
" e On définit BellesBoules; comme un ensemble maximal de boules disjointes
dans Boules,. Cela peut se faire grice au lemme de Zom (voir lemme 36).

e On définit ensuite BellesBoulesy, et Genantes;. par récurrence.

e Genantesy, est le sous-ensemble de Boulesy des boules qui intersectent la réunion
des boules de la réunion des BellesBoules; pour 1 < i < n.

e BellesBoulesy est la réunion de BellesBoulesy_ 1 et d'un ensemble maximal
de boules disjointes parmi Boulesy. \ Genantesy,.

o 1l est clair que BellesBoulesy est un ensemble de boules de diamétre minoré par
une constante > 0.

e On montre maintenant que BellesBoules, est un ensemble dénombrable de
boules :

- Le nombre de boules de BellesBoulesy, incluses dans [—2, 2]™ est fini, puisque le
volume d'une boule est minoré par une constante > 0 et qu’il y a un volume fini dans
[—2,]™ (rappelons que les boules sont disjointes).

- Donc BellesBoules, est dénombrable.
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o On définit maintenant Belles Boules (tout court, sans indice ') comme la réunion
des BellesBoulesy. 11 s’agit d’une famille de boules disjointes (facile, on prend deux
boules, soit elles appartiennent a2 un méme Belles Boulesy (auquel cas elles sont dis-
jointes), soit I'une appartient & Belles Boulesy et ’autre a ).

e BellesBoules est une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables, et est
donc dénombrable.

o 1l reste maintenant a prouver ce que I’on cherchait a prouver, ¢’est a dire que la
famille BellesBoules convient, ¢’est a dire que si I’on multiplie leurs rayons par 5, les
boules de BellesBoules remplissent au moins tout I’espace rempli par Boules.

¢ Soit z appartenant 2 une boule de Boules.

¢ Soit B une boule de Boules a laquelle appartient x.

e Soit n tel que B € Boulesg.

e Par définition de BellesBoulesy, 1a famille

{B} U BellesBoulesy, U BellesBoulesy_1 U BellesBoulesk_s...U BellesBoules,

n’est pas une famille de boules disjointes.

o 1l existe donc une boule B’ dans un des Belles Boules; pour ¢ < n qui intersecte
B.

¢ En multipliant le rayon de B’ par 5, on recouvre donc B...0

Corollaire 386 Soit U un ouvert de R™, et 6 un réel > 0.

Alors il existe une famille dénombrable de boules fermées disjointes de dia-
metre < 0, toutes incluses dans U, qui recouvrent U a part sur un ensemble de
mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration :

¢ On considere les intersections de U avec les couronnes ouvertes de centre O et
comprises entre les spheres de rayon netn + 1.

o Il est clair que les intersections en question sont ouvertes, bornées.

o 11 est donc clair que si I’on résoud la question dans le cas d’un ouvert borné, par
réunion dénombrable, on aura résolu la question.

e Soit donc un tel U, ouvert borné.

¢ On consideére I’ensemble des boules fermées de diametre < § incluses dans U'.

e On considére maintenant la famille Chouettes Boules; dénombrable construite
suivant la proposition précédente ; ¢’est a dire qu’en multipliant le rayon des boules par
5 on recouvre tout U.

e Le volume de Chouettes Boules; est au moins = fois le volume de U.

e On réitere sur le complémentaire de Chouettes Boules; dans U ; on construit
ainsi ChouettesBouless.

¢ On continue sur le complémentaire de Chouettes Boules;UChouettes BoulesoU
... U Chouettes Boules), pour construire Chouettes Boulesy 1.

¢ On considere maintenant Chouettes Boules la réunions des Chouettes Boulesy, ;
cette famille est dénombrable, et son complémentaire dans U est de volume inférieur a
(1 —1/5™) pour tout 7, et donc de volume nul...0
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Chapitre 7

Produit de convolution

Cette partie sera trés enrichie par la lecture de la partie 36.4, consacrée a la convo-
lution en probabilités, et de la partic 9, consacrée a I'approximation de fonctions, et
faisant un large usage du produit de convolution.

7.1 Définitions et généralités

Définition 387 Soient f et g deux applications de R™ dans R mesurables.
Alors on appelle produit de convolution de f et g et on note f + g la fonction

z = [o. flz —y)g(y)duly).

} La convolution servira beaucoup, beaucoup, beaucoup, pour les résultats d’ap-
proximation de la partie 9 (notamment une version utile du lemme d’Urysohn 413) et
de la partie 36.4, consacrée a la convolution en probabilités.

Proposition 388
Txg=gx[

Démonstration : Résulte simplement du changement de variable v = 2 — y.0

Théoréme 389 (Domaine de définition de f % g)  Si f et g sont L' alors f *
g est L' et défini presque partout, et || fg|l, < |1 fl; llgll;-

o Si fest L™ et g L' alors f x g est L™ et défini presque partout.

o Si f est bornée sur tout compact et si g est L' a support compact alors f x g
est défini partout.

) Ce résultat est utilisé par exemple dans la proposition 412.
Démonstration :
e Simple application de Fubini (théoréme 378).
e Facile, [, |f(z — y)g(y)|du(y) < M [, |g(y)|du(y) avec M un majorant

essentiel de |f].
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e Facile aussi, f(x — .) admet un majorant sur le compact en dehors du quel g(.)
estnul.0

Théoréme 390 Si [ est L' et si g est LP, pour p € [1,00|, alors [ * g est
définie presque partout et appartient a L ; en outre || * gll,, < || /]| |9l oo

Démonstration :
Sip = oo, ¢’est clair, si p = 1, ¢’est le théoréme précédent.
Considérons donc maitenant 1 < p < oc.
ey — g(y)Pest L.
o [|f(z —y)| |g(y)[Pdy est fini, par le cas p = 1.
o Posons ¢ tel que & + - = L.

o [(If(@ = w)|'/7 lg(y)])Pdy est fini
e Puisque [(|f(z — y)|"/9)9dy est fini aussi, et par I'inégalité de Holder 398,

/' (@ — )] l9)] dy

est fini aussi et

<( /’(U(:s — )7 g(w)])Pdy) /7 ( f f@ —y))) /e

<( / (17 = )| lg(w)P)dy)/7( / fl@ -y

parlecasp =1

<1 f @ = )7 lgCP 1N f( - )3

< £l llgll,
Dot le résultat.0

Définition 391 Soit f une application définie sur un espace topologique X et
a valeur dans C. On appelle support de [ ’adhérence de I’ensemble

{z € X; f(z)=0}.

On dit que [ est a support compact si son suppport est compact.

Théoréme 392 (Propriété fondamentale du produit de convolution) e Si f
est C* et si g est L' a support compact, alors [ g est C*. En outre pour tout
vitelque lv| <k DY(fxg) = (D"f)*g.

® On a le méme résultat si f est C* a support compact et g L.

) Ce théoréme a pour conséquence la propositon 393, ou le résultat d’approxima-
tion 412. 1l servira aussi pour le théoréme 423 : la densité de I'ensemble des fonctions
C°° & support compact dans C*(R™).
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Démonstration :

On démontre simplement le premier e , le second étant similaire.

e On montre le résultat sur toute boule B = B(0, R) ; ¢’est clairement suffisant
pour avoir le résultat désiré.

e On se donne R’ tel que le support de G soit inclus dans la boule B(0, R').

e Pour tout x dans B et tout y tel que g(y) est non nul, z+y est dans B(0, R+ R’).

e 1l existe M tel que la somme des |DY f| pour |v| < k soit inférieure 2 M sur
B(O,R+ R).

e On procéde alors par récurrence.

e L’initialisation de la récurrence, le cas &£ = 0, est simplement une continuité sous
le signe intégral (voir théoréme 381).

e Ensuite on suppose le résultat vrai jusqu'au rang k, et on se donne v tel que
|v| = k + 1 alors pour un certain i D¥ = 2~ D" pour un certain 1.

e Les trois points suivants sont clairement vérifiés :

y+— D" f(z —y)g(y)
est intégrable
x = D" f(z —y)g(y)
est O
|D” f(z =) lg(y)| < Mlg(y)|
e Alors :

D¥ / [l —y)g(y)du(y)
Jus

_ 9 pr / (@ — v)9(y)du(y)

T

= % fn; D' (@ —y)g(y)dp(y)

(par hypothese de récurrence)

— / %D”f (@ — y)g(y)du(y)
R!’! e

(grice aux résultats affirmés dans le e précédent et grace au théoréme 381)

- /R ) D* f(z — y)g(y)du(y)

D’ou le résultat.0

7.2 Zoologie de la convolution

7.2.1 Convoluée d’un polynéme

Proposition 393 Si f est un polyndéme et si g est L a support compact, alors
[ * g est un polynéme.

Démonstration : 11 s’agit d’une application directe du théoréme 392... 11 suffit de
se rappeler qu'une application dont une dérivée est nulle est un polyndéme.0
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7.2.2 Une fonction FONDAMENTALE pour la convolution

Proposition 394 1] existe une certaine fonction p C*° de R™ dans R, positive,
d’intégrale 1, de support inclus dans B(0,1).

Démonstration :  On peut par exemple considérer p(z) = K emp(—ﬁllx”g), pour
K convenablement choisi. On trouvera au lemme 271 une preuve du fait que cette
fonction est convenable.0

Voir lemme 271 pour une liste d’applications.

Corollaire 395 Pour tout ¢, il existe une fonction p. C°°, de support inclus
dans B(0,¢€), et d’intégrale 1.

Démonstration : On utilise simplement la fonction p définie en 394, avec p.(z)
Lp(x/¢), avec L convenablement choisi.Cl

On a des applications aux résultats d’approximation suivantes :
- Approximation d’ensembles mesurables par des fonctions C'°°, voir proposition
412,
- Approximations de fonctions C* par des fonctions C'°° a support compact ; voir
le théoreme 423.
- Approximations de fonctions L¥ par des fonctions C°° & support compact : voir
le théoreme 424.
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Chapitre 8

Espaces L” et espaces L

8.1 Quelques résultats utiles

Définition 396 (Nombres conjugués) On dit que deux réels p et q sont conju-
gués si ils sont tous les deux > 0 et si

11
~+-=1
P q

Lemme 397 Pour o €]0,1[et (u,v) € (R)?onau® v < acut(l—a)w

Démonstration : On passe au In et le résultat est évident par concavité de in.0

Théoréme 398 (Inégalités de Holder) Soient f et g deux fonctions mesu-
rables de X dans R, et soient p et q deux réels conjugués, alors

[ra<([ mif i

Démonstration : e Posons F' = ([ fp)Tl* eG=(f gq)ﬁ.
¢ On peut supposer sans perte de généralité £ et G finis et non nuls.
e Posons u = (ﬂﬁl)”, v = (g(f})q, a = %. onal —a= %. et donc en appliquant le
lemme 397 on obtient

[@g(@) _ 1P 1g@)
ré  —p rr qg G1Y

e En intégrant on obtient

1 11
P
M;jfg—p4 p
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Ce qui achéve la preuve.O

Corollaire 399 (Inégalité de Schwartz) Soient [ et g deux fonctions mesu-
rables de X dans R, alors

[1s91< \/F\//—g

Démonstration :  Spécialisation du théoréme 398 dans le cas p = ¢ = 2.0

Théoréme 400 (Inégalité de Minkowski) Soit p €1, ool et soient f et g
des fonctions mesurables de X dans [0, +0o0].

Alors
(/(f + g)?’)ﬁ < (/J-p),—ﬁ T (./g”)%

Démonstration : o Si ([(f+ g)”)% est infinie, alors par convexité de © — 2P, on
peut écrire (Jr—;-'?-)10 < -'W—}'ﬁ et donc déduire que 'inégalité annoncée est vraie.

e On suppose maintenant que ( [(f g)p)'F est finie.
e On considere g conjugué a p.

e Alors par le théoréme 398, on peut écrire les deux inégalités suivantes :

ff‘(f 2 1S(/ff’)#(/(f b g) P 19)5

/Q.U Fg)Pt < (-/.gp)#‘(-/.(f b g)PDa)

e On additionne et on obtient I'inégalité annoncée.0
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8.2 KEspaces L? et [P

On se donne p € [1, +o00]. On note bien que p peut étre +oo.

Définition 401 (Normes N,)) Sip € [1, +-oo| alors on note N,, 'application
qui & une fonction f de X dans R ou de X dans C associe ([ |f|”)%.

On appelle majorant essentiel d’une fonction [ tout M tel que |f(z)| < M
pour presque tout x.

Si p = oo alors on note Noo application qui a une fonction f de X dans R
ou de X dans C associe la borne inf des majorants essentiels de f. Noo(f)
est appelée borne supérieure essentielle de f.

On dit qu’une fonction est essentiellement bornée si N, (f) est fini.

On note LP(X, p) ou LP(X) lorsqu’il n’y a pas ambiguité I’ensemble des
fonctions f mesurables de (X, 1) dans R telles que NP(f) est fini.

Pour la relation R définie par
fRg < f(z) = g(=z) presque partout

on note LP(X, ) ou LP(X) Uensemble des classes d’équivalence de 1’en-
semble des applications de X dans R contenant au moins une fonction de
(X, p).

On définit de méme LL(X,p), LE(X, p), LE(X) et LE(X), en considérant
des fonctions a valeur dans C.

On note NP(X) Uespace Le(X, u) = Lo(X, i) avec p la mesure du dénom-
brement (il y a identité entre L(N) et L(N) car pour tout P partie de N p(P)
est égal au nombre d’éléments de P, éventuellement 4-co, et donc le seul en-
semble négligeable est I’ensemble vide).

On note N l’espace LE(N, ) = LE(N, u) = LE(N) = LE(N), avec p la
mesure du dénombrement.

Une famille (x;);c1 de nombres complexes est sommable de somme z si pour
tout € il existe J C 1 finie telle que pour tout K fini telle que J C K C I on

ait|o — e | < e

On note que la borne supérieure essentielle d’une fonction est le plus petit majorant
essentiel de cette fonction.
N, estune semi-norme sur £7(X) et une norme sur LP(X).
IP(X) est’ensemble des applications des f de X dans C telles que la famille (| f(z)|P)zex
soit sommable.
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8.3 Théoremes sur les P

Théoréme 402 (Convergence dominée de Lebesgue dans LP) On  suppose
ici p # +o0,
Soit une suite (f,) de fonctions mesurables, telle que

Julx) — [f(x) pour presque tout x

3g € LP/¥(x,n)| fu(@)| < 9(2)
alors la classe de [ appartient a L? et [, tend vers [ pour NP,

Démonstration : 11 suffit d"appliquer le théoréme de convergence dominée & f2,
avec gP et .0

Remarque 403 (Contre-exemple avec p — +o00) Il suffit de considérer f,, = xn, +0o0),
pour avoir toutes les hypothéses vérifides, sans que la conclusion soit juste.

Corollaire 404 Les espaces LY sont des espaces de Banach, pour p €
[1, +o0].

Démonstration : e Tout d’abord on considere le cas p = oo.
On se donne une série f,, normalement convergente pour la norme infinie ; on peut
clairement considérer une limite simple f par complétude de IR ou C.
Quitte a remplacer f par une autre fonction de la méme classe que f, on peut consi-
dérer M fini un majorant de [ (et pas seulement un majorant essentiel). On peut alors
simplement considérer le reste > Noo(x) pour avoir la convergence pour la
norme infinie.
¢ On traite maintenant le cas p # oo.
e Supposons donnée une série f,, de fonctions mesurables normalement convergente
(il est nécéssaire et suffisant pour qu’un espace normé soit complet que toute série nor-
malement convergente soil convergente).
® Onnote g(z) = 3| fa(2)|-
e Par le théoréme de convergence monotone [ g = lim [ Zfe[],n] |fi ()] et cette
quantité est finie par hypothése.
e Par le théoréme 402 appliquée a Y, , . f; majorée par g appartenant a L”, f,, tend
vers f pour Np.O

{i=n-+1..4+00

r Bien noter que le résultat de complétude vaut aussi pour L°°,

Proposition 405 Pour p € (1,400, si X est de mesure finie, alors L (X) C
LP(X) pour tout p’ > p (éventuellement p’ infini).
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Démonstration : Pas dur, en séparant X en I’ensemble des points ot | f| > 1 eten
I’ensemble des points ot | f| < 1.0

r Remarque importante ! Comme le signale la remarque qui suit le théoréme
422, I'espace LP(IR™) s’exprime en fait comme le complété pour la distance associée
a la norme ||.[|,,. si p < oco. Ce résultat n’est pas valable pour p = oo ; ici I'adhérence
serait simplement I’ensemble des applications qui, pour tout € > 0, sont inférieures a
¢' en dehors d’un certain compact K.

La démonstration suivante, difficile, est directement extraite (et simplifiée, quitte
a renforcer Iégérement les hypothéses - le résultat général inclut en fait X union dé-
nombrable de parties de mesure finie) du livre de W. Rudin, Analyse réelle et complexe.

Théoréme 406 Soit p € [1, 00|, u mesure positive finie sur X, ¢ forme linéaire
bornée (a valeurs dans C) sur LP(X). Soit q tel que % | %; 1. Alors il existe
un unique g (presque partout) “ L9, tel que

o(f) = /X Sgdp (8.1)

(8.2)
I8l = llgll, {Ulgl”

A unicité presque partout signifie que si deux fonctions vérifient cette propriété, alors elles
sont nécéssairement égales presque partout.

et on a alors

Ce théoréme énonce exactement un isomorphisme entre L9 et LP. 1l faut bien noter
que LP signifie LP(y) et L7 signifie Ly(p).

Démonstration :

L'unicité découle facilement du fait que si g et g’ sont deux fonctions vérifiant la
propriété 8.1, alors pour tout 2 mesurable, I'intégrale sur I de g— ¢’ estnulle ; donc en
particulier pour F égal a I’ensemble des = pour lesquels (respectivement) Re(g(z)) >
Re(g'(x)). Re(g(x)) < Re(q/(2)), Im(g(z)) > Im(g(x)). Im(g(x)) < Im(¢/ ().

L’existence est beaucoup plus laboricuse a prouver :

e Tout d’abord, I'inégalité de Holder 398 et I'équation 8.1 impliquent immédia-
tement ||¢|| < [|g]|,. 11 est donc suffisant de montrer I'existence de g et le fait que
6l > llgl,

e Le cas ¢ = 0 est trivial. Par la suite nous supposerons donc ¢ non nulle.

e Montrons tout d’abord I’existence d’une certaine fonction g telle que ¢(f) =
| fg pour toute f € L>°(u). Cela se fait comme suit :

— Définissons C(F) = ¢(x ) pour x g fonction caractéristique de £ mesurable de

(X, p).
— L est additive, au sens ou si A et B sont disjoints, £(A U B) = L(A) + L(B).

1En module !

158

http://fribok.blogspot.com/



— Elle est dénombrablement additive. Pour le voir considérons les f7; pour ¢ entier
> 0 mesurables, disjoints, A égal a I'union des A; pour égalal,2, ... kel
I'union des F;. p étant supposé inférieur 2 oo, ||x g—x 4, ||P — (u(E\Ap)V/? —
0 comme k — oo. Par continuité de ¢, ceci implique que £(Ax) — L(E).

— L est donc une mesure complexe.

- p(E) = 0 implique que L(E) = 0 car alors || xgl[, = 0.

— Donc, d’aprés le théoréme de Radon-Nikodyn il existe ¢ L' telle que pour tout
FE mesurable inclus dans X,

MXE):/EM“:.L X Egdp

|

Ce résultat se généralise par linéarité aux fonctions étagées mesurables.
On peut ensuite le généraliser aux fonctions dans L°°(u) car toute fonction f
bornée (presque partout) est limite uniforme de fonctions f; étagées mesurables ;
et||fi = fll, — 0; donc ¢(f;) — o(f).

e Il reste donc maintenant & montrer que g est L7 et que ||#]| > ||g]|, ; par densité
de L°° dans L? on pourra alors conclure que I'équation 8.1 est bien vérifiée.

e On traite tout d’abord le cas p = 1. On se donne £ mesurable ; alors

|/ odul < ol

llpllp(E)

Donc par le lemme 407 ci-dessous, ||g||., < ||¢/|. On a donc d’une pierre deux résul-
tats : g est L, et | ] > [lg]-

e Il reste donc a traiter le cas p > 1. Cela se fait en considérant « telle que ag = |g|
et o de module constant égal a 1. Ceci est un exercice classique et peu difficile. Ensuite :

— On définit F,, I'ensemble des z tels que |g(z)| < n.

— On définit f = xp, x |g9 1| x .

— On constate facilement que | f|P = |g|? sur E,,.

— On sait déja que ¢(f) = [ fg:donc

_ fie )
[t = [ra=otn < el x ([ 1o

“rn

donc [, |g|? < [|¢]|". Par le théoreme de convergence monotone 355, on peut
alors dire que ||g||, < [|¢|| ; d’ot le résultat. O

Lemme 407 Supposons X de mesure u(X) fini, g appartenant a L'(p), S
fermé de C. Alors si pour tout I2 mesurable de mesure > 0 la moyenne sur I
de g (ie ﬁ [z 9(x)) appartient & S, alors g appartient a S presque partout.

Démonstration :

¢ Considérons [ un disque fermé dans le complémentaire de A.

e 11 suffit de montrer que () = 0avec E = g 1(ID) : en effet, le complémentaire
de S étant (comme tout ouvert) union dénombrable de disques fermés, on aura alors
g '(D) union dénombrables d’ensembles de mesure nulle, donc g (D) de mesure
nulle.
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¢ Montrons donc p(E) = 0. Pour cela supposons, pour arriver a une contradiction,
#(E) > 0. Alors, en posant « le centre de D et » son rayon,

1 1
@/Eg—aum/];(g—an

1
SE/E(Q—Q)

<r

1 £ N PN c .
Or e f 5 g est censé appartenir & .S, d’ou contradiction.0

8.4 Zoologie des espaces L?
8.4.1 Espace/?

Proposition 408 On note 1P Iespace LE(N,p) = LE(N,p) = LE(N) =
LE(N), avec p la mesure du dénombrement. Il s’agit donc de Uespace des

suites (x;) telles que . |x;|P est fini. La norme Ny, est la norme suivante :

Ny(@) = llzll = (3 |wif?)*/?

Pour cette norme,
IP est complet.

Démonstration :
L’inégalité de Holder se traduit par
N1(z) < Np(x).Nq(y)

si p et g sont conjugués et si z; = x;.y;.0

8.4.2 Espace L
[ Généralités
2 est conjugué a lui-mé&me, d’ou le cas particulier.
Voici une liste de propriétés, découlant immédiatement des propriétés de L? :

e Le produit de deux fonctions de L? est intégrable (par I'inégalité de Holder)
[ ]
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@ Espaces préhilbertiens 12 et L2

Définition 409 Le produit scalaire euclidien usuel sur L2(X) est égal &
(f,9) =< flg >= [ f.gdn.

Ce produit scalaire euclidien fait de L>(X) un espace hilbertien réel. Le pro-
duit scalaire hermitien usuel sur LZ(X) est égal a (f,9) —< flg >
[ [.gdp. ,

Ce produit scalaire hermitien fait de LZ(X) un espace hilbertien complexe.

@ Espace de Hilbert L et L2

L? et LZ sont préhilbertiens et complets, donc ce sont des espaces de Hilbert. Ceci
sera abondamment utilisé dans la partie 10 sur les séries de Fourier.
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Chapitre 9

Approximation de fonctions

9.1 Topologie et approximation de fonctions caractéris-
tiques

On trouvera ici des lemmes qui seront des outils utiles pour les démonstrations
ultéricures. On peut se référer au livre "analyse réelle et complexe” de Rudin.

9.1.1 Intercalation d’ouverts relativement compacts entre un ou-
vert et un compact

Lemme 410 Soit X un espace séparé localement compact, U un ouvert de X,
et K un ensemble compact inclus dans U. Alors il existe un ouvert V de X
relativement compact “ telque K C V. C V C U.

(" est-a-dire d’adhérence dans X compacte.

} Le lemme d’Urysohn 411 se prouve facilement en utilisant ce résultat.
Démonstration : e Construisons tout d’abord V' ouvert contenant K, avec V com-

pact

- Soit K, un voisinage compact de z, pour z € K

- Soit V,, I'intérieur de K,

- Les V;, recouvrent K, on peut donc en extraire un recouvrement fini U, ¢V

- la réunion V des V.., pour x dans [, convient.

e SiU = X, V convient.

¢ Sinon, soit I'' le complémentaire de U/. Bien entendu il est fermé.

e Pour = dans F' définissons 7, ouvert contenant K avec = & T,. Un tel ouvert
existe, par le théoréme 176.

e Définissons alors K, = T, N F NV (voir figure 9.1.

e L'intersection des K, pour = dans I est vide, car chaque = de I n’appartient pas
aT,,donc pas an,T,.

e Les K, sont fermés dans un compact V. Donc par la propriété 174, on peut en
extraire une sous-famille (K ).c s finie telle que I'intersection soit vide.

e Alors Ny 1% NV convient (rappelons qu'un fermé d’un compact est compact,
voir corollaire 175).0
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Kx

F1G. 9.1 — Construction de K, pour z € I,

9.1.2 Séparation d’un compact et d’un fermé

Lemme 411 (Lemme d’Urysohn) Soit X un espace topologique séparé
localement compact, U un ouvert de X, K un compact de X inclus dans U.
Alors il existe une fonction [ continue de X dans [0, 1] telle que

zEK — f(z)=1

zgU— f(z)=0

\ Ne pas utiliser un théoré¢me difficile dans un cas simple : dans le cas d’un
espace métrique, la fonction qui a x associe aﬁ%%ﬁ convient.

\ Dans le cas de R™, on trouvera une preuve plus simple avec le théoréme 413
(utilisant la convolution). En outre, la fonction construite sera C°°,

\

e
|
~_' Cela revient & avoir un compact, un fermé disjoint du compact, et a définir
une fonction continue égale a 1 sur le compact et a 0 sur le fermé.
Démonstration :
e Par le lemme 410 (appliqué deux fois), construisons V; et V5 deux ouverts relati-
vement compacts ' tels que

KcV,cVoCcV,CV,CU

e Soit g, .-, Gn, -.- une bijection de N sur @ N [0, 1], avec gg = O et g; = 1.

e Supposons construits (V) pour ¢ € {0,1,...n} des ouverts relativement com-
pacts tels que g; < g; implique V', C V,, pouri et j dans {0, 1, ...n}.

e Alors le lemme 410 permet de construire V.

e On construit ainsi une famille de fermés indexés par les ¢léments de Ratio
QnJo,1],avec g < p =V, C V.

D’ adhérences compactes.
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e Définissons alors, pour ¢ € Ratio, f;, = (1 — q)xv,, el g, axv, (1-1q)
(voir figure 9.2).

e Puis [ = SUPge Rm‘,io.}rq- etg — i”.)rqe Ratiolq-

e Nous avons dong, par la proposition 103, f semi-continue inféricurement et g
semi-continue supérieurement.

Y Y

F1G. 9.2 — Graphe de f, (a gauche) et g, (2 droite).

e llestclairque xir < getyxy > f.

o 11 suffit de montrer (par la proposition 103) que f = g ainsi f, semi-continue a
la fois supéricurement et inférieurement, sera continue.

e Supposons que f(z) > g(z).

- Alors dp, ¢ € Ratio tels que

fo(@) > gq(2)

-Doncx € V,, z € V,,etdonc g < p

- Par contre (voir figure 9.2) 1 — p > 1 — ¢ ce qui est contradicloire avec g < p.
e Supposons maintenant que f(z) < g(x).

- Alors on peut trouver (p, ¢) € Ratio® tels que

fl@) <1-p<1l-gq<g(a)
- Alors par définition du sup et de I’inf :
fo(2) <1-p<1-g<gy)

- On en déduit alors @ ¢ V, et & € V, ce qui implique p < g, et contredit
l-p<1—gq.0

} On trouvera par exemple une application dans la partie 5.6.9 sur le cube de
Hilbert. Les autres versions de lemmes d’Urysohn (voir lemme 413) auront d’autres
applications.
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9.1.3 Approximation d’un ensemble mesurable par une fonction
CYOO

Proposition 412 Soit F un ensemble mesurable de mesure finie de R™, et soit
e > 0.
Alors il existe une fonction [ C*° telle que

XE < f < Xvau(B)

avec Vi (F) Uensemble des éléments a distance < t de I.

Démonstration :

e Soit £/ un tel ensemble.

e DEfinissons fr, = Xv, . (B) * P1/n, @VEC P1/n la fonction définie par le corollaire
395 (de support inclus dans B(0,1/n) et d’intégrale 1, étant en outre de classe C').

e fn est bien définie et L', car py/, €t Xy, (5) sont L' (voir propriété 389 du
produit de convolution).

e f,, est C°°, par la propriété 392.

e Tout d’abord on remarque que xg < fn

En effet, si x € F, alors f,(x) est I'intégrale de p, /,, sur une boule de rayon e (sur
cette boule en effet Vi (E) Vaut 1 - I'intégrale de f,, y est donc égale a I'intégrale de
P1/n, donc 1).

e Ensuite [, < xy,, (g) pour n assez grand.

- on le montre tout d’abord pour xv,, (g)(z) = 0. Pour cela, si xv,,(z)(x) = 0, on
note que d(x, /) > 3¢/2, alors si 1/n < ¢,

fu(z) = / ' Xy () (@ = y)p(y)dp(y)

[ Xl vem@in)
lyl<1/m

=0

- f est par ailleurs toujours inféricure 4 1. D’ol1 le résultat, en choisissant f = f,
pour n assez grand.O

9.1.4 Lemme d’Urysohn

1l ne s’ agit ici d’une version dans R™ du lemme d’ Urysohn. On trouvera une version
beaucoup plus générale (espace localement compact séparé) avec le lemme 411. Mais
pour des applications de la vie de tous les jours, ce théoréme suffit, et peut méme s’ avé-
rer plus puissant, puisqu’il fournit une fonction C°° ¢t non simplement une fonction
continue.

Théoréme 413 (Lemme d’Urysohn, deuxiéme version) Soir K un compact
de R™, §1 un ouvert de R™ contenant K, alors il existe une fonction f C°° a
support compact telle que xx < [ < xq-
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r 11 est plus élégant de se passer d’invoquer un tel théoréme lorsque 1I'on
peut construire manuellement une solution élégante. Notamment on peut construire
manuellement une fonction C*° de R dans R comprise entre XB(0.n) ®t XB(on+1)-

En effet, définissons

fiBo,)(z) =€ =17

fiB)e(z) =0

Cette fonction est C'*°, comme expliqué en 271, et > 0 sur B(0,1).

On définit alors F,(x) Jb{x?n.) F(t)du(t).

F, est C*°, comme on s’en convainc en dérivant sous le signe [ I’expression sui-
vante (équivalente par un simple changement de variable) F,(z) = fﬂ(ﬂ,nJ Sz +
t)dp(t) (voir théoréme 381). Attention, pour appliquer le théoréme de dérivation sous
le signe somme, il faut bien voir que chaque dérivée DY f est majorée par une fonc-
tion L', ce qui n’est pas difficile en I’occurence, puisque toutes les dérivées DY f sont
continues a support compact.

1l est ensuite évident que F, est strictement > 0 sur B(0, n), nulle sur B(0, n+ 1)<,
et comprise entre 0 et 1 partout.

On construit de méme, pour €2 ouvert contenant la boule unité fermée, en considé-
rant I, (z/n) pour n assez grand, une fonction égale a 1 sur B(0, 1), et nulle en dehors
de 2.

Voir par exemple 9.6.3 ou les théorémes 421, 414 et 422.

e 1] faut tout d’abord se rappeler que la distance entre un compact et un fermé
disjoints est toujours > O (en effet la distance au fermé est continue, par la proposition
259, et donc son minimum ¢st atleint sur le compact).

¢ Ensuite on applique le lemme 412.0

9.1.5 Partition C'* de ’unité

Théoréme 414 (Partition C*° de ’unité) Soit K un compact inclus dans R™,
inclus dans la réunion des QU; pour i € [1,p|, avec Q; ouvert.

Alors il existe f1, ..., fp des applications C telles que le support de f; soit
inclus dans ; pour tout i € [1,p), avec

xxk < Y. fi<1

i€[1,p]

Démonstration :
e On considere la famille (B;);c 7 des boules B telles qu’il existe ¢ € (1, p| tel que
B C Q; *. Etant donné i dans I on note Num(i) un entier tel que B; C Qyymi)-
¢ Puisque K est compact, et puisque K est (clairement !) réunion des (B;);er, on
se restreint a une réunion finie (B;);¢ g, recouvrant K.
¢ Commencgons par prouver le théoréme, sans se préoccuper de la contrainte >, f; <
1.

23i € [1,p] tel que B C Q; etpas B C Ujg[q /2 !
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e Pour cela, définissons Ury;, pour ¢ € .J, une fonction C°° égale a 1 sur B;
et nulle en dehors de € num(s). Cela se fait par le lemme d’Urysohn, version 413,
ou éventuellement par la remarque qui suit le dit lemme, qui montre que dans ce cas
particulier on peut se passer du résultat général.

¢ On définit maintenant MetaUry;, pour i € [1,pl, la somme des Ury;, pour
7 € Jet Num(j) =1i.

e 11 est clair, comme annoncé plus haut, que la famille (Metalry;);, vérifie le
théoreme énoncé, a ceci prés que la somme n’est pas nécéssairement inférieure ou
égale a 1.

¢ On se donne maintenant une fonction f C'°° comprise entre x k €L Xv, (k) i, avece
¢ inférieur au double de la distance du compact au fermé F' défini par son complémen-
taire

Fe = {z/ Z MetaUry;(z) > 0}
i€[1,p]

* On définit alors f; pour i € [1,p] par fi(w) = 55 sia € Po et f; = 0
sinon. ’

¢ On vérifie facilement que la famille ainsi construire convient.0

9.2 Approximation de fonctions continues

Théoréme 415 (Théoréme de Stone) On se donne K un compact, et A une
sous-algébre unitaire de I’algébre C°( K, R) des fonctions continues a valeurs
réelles sur K, munie de la norme [ — || ||, = sup.ck|f(z)|.

On suppose que A sépare les points de K, c’est a dire qu’étant donné x et y
dans K il existe [ dans A tel que f(x) # f(y).

Alors A est dense dans C°(K, R).

Démonstration :

e On montre tout d’abord que = — /z définie sur [0, 1] est dans I’adhérence de
I’ensemble des polynomes, pour la norme |.|| . Pour cela on considere le développe-
ment de z — /1 — x; qui est bien défini sur [0, 1[. Le probléme est le développement
en 1. On observe alors que :

-Onav/1—t=1-Ya;th avec les a; positifs, pour £ € [0, 1]

- Bt Ziclo,ni a;t* est majoré par 1 —+/1 — ¢, donc par 1, pour tout ¢ ; en prolongeant
par continuité, Zie[o‘ni a; est majoré par 1. En passant a la limite pour n — o0,
D ic(0,n) @i est majoré par 1.

Lereste Y-, a;.t" est alors majoré par Y
indépendamment de ¢, donc...

11 ne reste plus qu’a composer par ¢ — 1 — ¢ pour avoir le résultat désiré : z — /T
est approchable uniformément par des polynémes sur [0, 1].

e Montrons maintenant que si f est dans A, alors |f]| est dans A. On se donne
racine,(t) le n-idme polynéme d’une suite de polyndmes tendant vers /% sur [0, 1].
On suppose [ comprise entre —1 et 1 (on peut se ramener a ce cas-1a en divisant f

i>n @i qui tend vers 0 quand n — oo,

VL (K), dit e-voisinage de K, est I'ensemble des points situés a une distance < e de K.
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par une constante suffisamment grande - on utilise ici le fait que A est unitaire (et donc
contient les constantes)). Alors on constate que

racine,(f.f) — | f|uniformément

¢ On montre maintenant que si n fonctions f1, ..., f,, sont dans A, alors
maz{f1, fa, ..., fn} (eSp. min{ f1, fo, ..., fn}) est dans I'adhérence de A ; en effet on
peut toujours exprimer le max (resp. le min) d’un ensemble fini de fonctions f; par des
sommes et différences finies des f; et de | f;| (or | f;| est dans I’adhérence de A par le
point ci-dessus).

¢ On montre maintenant qu’étant donnés deux points z et y distincts de [0, 1] et
deux réels X etY, il existe une application f dans A telle que f(z) = X et f(y) =Y...
Cela est facile en rappelant que A contient les constantes (puisqu’elle est unitaire) et
que A sépare les points.

e On se donne maintenant une fonction f dans C°(K, R), € > 0 et = dans K. On
cherche 2 montrer qu’il existe g dans A telle que g(z) = f(z) et g(t) < f(t) + € pour
tout ¢ dans K.

Pour cela on considere, en utilisant le @ démontré ci-dessus, pour tout ¢ dans K une
fonction f; de A égale a f en z et inférieure & = + ¢/2 en ¢. On considere alors pout
tout ¢ dans K 1’ouvert Uy surlequel f; est inférieure a f + € ; les Uy recouvrent K et on
peut donc en extraire un recouvrement fini U = U gUy, avec E fini. Il ne reste alors
qu’a considérer la fonction min des fonctions f; pour ¢ € E, et on a bien une fonction
comme souhaitée.

e Maintenant on se donne une fonction f dans C°(K, R), et on cherche 2 montrer
que I’on peut approcher f uniformément par des fonctions de A ; on aura ainsi conclu
le théoréme.

Pour cela, on se donne ¢, et on associe a tout ¢ dans K une fonction g; égale a f en
t, inféricure a f + € (grice au e ci-dessus). On peut alors associer a tout ¢ un ouvert V;
tel que g > f — e sur V4. On peut alors prendre pour fonction g le maz des g; pour
t € F, avec F fini tel que 'union des V; pour ¢ € F,etonabien f — g < e.0

Un corollaire important est la densité de I’ensemble des polyndmes trigonomé-
triques dans 1’ensembles des fonctions 211-périodiques continues. Un autre corollaire
est le suivant :

Corollaire 416 (Théoréeme de Weierstrass) L’ensemble des polyndmes sur
un compact K de R et a coefficients dans R est dense dans I’ensemble des
fonctions continues de K dans R, pour la norme uniforme ||.|| .

Démonstration : C’est un corollaire immédiat du théoréme de Stone ci-dessus.O

11 existe une autre preuve du théoreme de Weierstrass, basée sur des arguments
de probabilité. En fait précisément, ce corollaire est aussi un corollaire du théoréme
ci-dessous.

Théoréme 417 Soit f une application continue de [0, 1] dans R.

On définit Bn(z) = > 5_o Ck f(£)2*(1—2)"*, n-iéme polynome de Bern-
stein associé a f.

Alors la suite B, converge uniformément vers f.

Démonstration : On remarque que By, (z) est précisément I’espérance de f (%),
avec X suivant une loi binomiale B(n, z).
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On utilise alors l¢ module de continuité w( f, §) par

w(f,8) = supj;_y <s|f(x) = f(y)]

il est bien & valeurs dans R car f est continue sur un compact.
Notons M = sup|f|.
Alors |f(2) — Ba(z)| <

X X X
w(f,0)P(|——x| <)+ MP(——x=268)+MP(— —z < -9)
n

T T
<w(f,é)+2M 35 Var(X)
(grace a I'inégalité de Tchebytchev 1333)
M
< 8) + —=

— O quand n — oo

D’ou le résultat.0

Attention ! Le théoréme n’est valable que dans le cas des fonctions continues
de K C R dans [R ; par exemple si I’on considére 1’ensemble des fonctions continues
de K C C dans C, on constate que I'on ne peut pas approcher z — Z du disque unité
fermé dans le disque unité fermé, car

211
[ J(€%).edo = 211
]

et donc si on suppose que la suite de polyndémes P, tend uniformément vers z — %, la
suite d’intégrales ci-dessous tend vers 211 :

211 o
f P (€?).e?do
4]

Or toutes les intégrales de cette suite sont nulles (considérer I'intégrale monéme par
mondme pour §’en convaincre !).
Pour que tout s’arrange, il faudrait des polyndémes en z ET Z.

Théoréme 418 (Stone, version complexe) On se donne A une sous-algébre
unitaire de ’ensemble des fonctions continues de K un compact a valeurs
dans C, stable par passage au conjugué et séparant les points de K.

Alors A est dense dans C(K, C) pour la norme ||.|| ..

Démonstration :
e Re f=(f+f)/2etImf = (f—F)/2i;o0r A eststable par passage au conjugué,
donc les parties réelles et imaginaires de fonctions de A sont dans A.
e la sous-algebre des fonctions réelles de A sépare les points. En effet, soit @ et y
distincts, il existe une fonction f qui sépare z et y; soit la partie réelle de f les sépare,
soit la partie imaginaire de f les sépare. Dans le premier cas on a bien ce qu’on veut
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(une fonction réelle de A qui les sépare), dans le deuxiéme cas on multiplie par 7 (on
considere 2 x I'm f) et cette fonction les sépare.

e ¢n appliquant le théoréme dans le cas réel, on peut donc conclure en approchant
séparément la partie réelle et la partie imaginaire.0]

/=% L'hypothése sur la stabilité de A par passage au conjugué est indispensable !

En effet, on considere ’algebre C|z], et I'application du disque unité fermé dans lui-

méme, définie par z — Z n’est pas holomorphe, et donc ne peut étre dans 1'adhérence

de Clz| (rappel : une limite uniforme de fonctions holomorphes est holomorphe).
FLEMMARD Elebeau n’y croit pas moi je crois que ¢’est ok

9.3 Approximation de fonctions mesurables

Théoréme 419 (Lusin) Soir [ une application mesurable de R™ dans C, dont
le support est inclus dans E de mesure finie. Alors pour tout € il existe g conti-
nite de R™ dans C telle que :

o u({z/f(z) # g(x)}) <e

o suplg(z)| < sup|f(2)|

t L’hypothése "support inclus dans F de mesure finie" peut étre oubliée.
En effet, en résumé, on peut considérer les g; = fjy, pour ¢ dans N, avec U; boule
de centre 0 et de rayon 7 ; alors on peut "approcher" g; par h; égale a g; sauf sur un
ensemble de mesure < 5%, et avec sup h; < sup g;. En "recollant” les h; on arrive a
une fonction proche de f.

Démonstration :

¢ On laisse de c6té la fonction nulle.

e Premier cas : 0 < f < 1 et I compact, sup f = 1.

- Donnons nous € > 0

- f est limite croissante d’une série croissante de fonctions simples (s,,), égales a
des fonctions caractéristiques d’ensembles mesurables (F,,), comme expliqué pendant
la preuve de la proposition 351.

- On considere R suffisamment grand pour que £ C B(0, R).

- Pour tout n2 on se donne K, un compact et £2,, un ouvert inclus dans B(0, R) avec
K, C E, C Q, C B(0,R), et u(€,, — K,) < €27 ™ (possible grice au théoréme
327).

- Grace au lemme d’Urysohn 411 ou 413, on se donne une fonction f,, telle que
Xk, < fn < X0,

- Il ne reste plus qu'a sommer g(z) = > -JL

- g est continue, comme somme convergeant normalement d’une série de fonctions
continues (proposition 468).

- Sur le complémentaire de la réunion des €2, \ Ky, f = g. Cette réunion est de
mesure < e

- On abien |g| < sup f, puisque chaque f,, est majorée par 1.

D’ou le résultat dans le cadre qu’on s’était donné, ic 0 < f < 1 et F compact.

e Passons au cas d’une fonction f telle que 0 < f < 1, sans hypothése de compa-
cité sur .
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- Donnons nous € > 0

- Il existe un compact K tel que la mesure de £\ K soit inférieur a e.

- On peut donc travailler sur la restriction de f 4 K pour construire g, et on a encore
le résultat désiré.

e Passons maintenant au cas d’une fonction f bornée.

- En considérant f et f~ “, et en multipliant par une constante pertinente pour se
ramener a des fonctions & valeurs dans [0, 1], on a aussi le résultat désiré.

e On peut maintenant considérer le cas le plus général.

- Considérons A,, = {x € R™/|f(x)| > m}. Ag est de mesure finie ; on peut donc
appliquer la proposition 328 pour conclure que la mesure des A4,, tend vers 0 quand
m — Q.

- On se donne donc m tel que p(A,,) < e.

- On peut donc appliquer le résultat partiel ci-dessus a la fonction f.x 4c (fonction
produit de f par la fonction caractéristique du complémentaire de A,,, c’est a dire
fonction égale a f sur le complémentaire de A,, et a 0 partout ailleurs).

D’ou le résultat.0

9.4 Approximation de fonctions mesurables bornées

Corollaire 420 Soit f une application mesurable bornée de R™ dans C, dont
le support est inclus dans F de mesure finie. Alors f est limite simple presque
partout d’une suite de fonctions g,, continues et bornées (par la méme borne).

FLEMMARD intérét de 1"hypothése f bornée ?

Démonstration : Corollaire immédiat du théoréme 419. Détaillons toutefois un
peu:

¢ On peut se donner une suite (g,,) de fonctions continues telles que g,, soit bor-
nées par la méme borne que f et telles que gy, soit égale & f sauf sur un ensemble 4,
de mesure au plus 2-™, par le théoréme 419.

® N0 Upsm £, est de mesure nulle (résultat facile & prouver directement, ou
découlant facilement du premier lemme de Borel-Cantelli, voir partie 2?).

e On vient précisément d’écrire le résultat (si, si, regardez bien).0

9.5 Dans les espaces C* ou L?

Pour connaitre la topologie usuelle sur C*(IR™), on consultera la partie 20.3.

41 (z) = maz(f(x),0), f~(z) = maz(-f(x),0)
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9.5.1 Densité des fonctions C* a support compact dans C*(R")

Théoréme 421 L’ensemble des fonctions C*(R™, R) a support compact est
dense dans C*(R™, R).

Démonstration : On se donne une fonction bulbe C* telle que X501y < XF(0,2):
grice au lemme 413.

On définit bulbe,, (x) = bulbe(x /n)

11 est clair que quelle que soit la fonction f dans C*(R™), f.bulbey, .1 est égale a f
sur la boule de rayon n et de centre 0. Tout compact étant inclus dans une telle boule, la
convergence est clairement uniforme sur tout compact de f.bulbe,, .1 vers [, et pareil
avec toutes les dérivées.O

9.5.2 Densité de I’ensemble des fonctions continues a support com-
pact dans L”(R")

Théoréme 422 L’ensemble des fonctions continues a support compact de
LP(RR™) est dense dans LP(IR™), pour p # oo.

Démonstration : e Donnons-nous f dans LP(R™).
¢ On va chercher une fonction continue g a support compact telle que || f—g|| p <€
e C’est facile, il suffit d’appliquer le théoreme 419.0

N [
O\~
& D’une part LP est complet, d’autre part I’ensemble des fonctions continues
a support compact est dense dans LP. On en déduit donc que LP(IR™) est le complété de
I’ensemble des fonctions continues a4 support compact pour la norme distance associée
a la distance L7,

9.5.3 Densité de I’ensemble des fonctions C* a support compact
dans C*(R")

Théoréme 423 Pour tout k dans N, C°(R™)? est dense dans C*(R™).

“Ensemble des fonctions C'°° & support compact de ™ dans [,

Démonstration :
o Gréce au théoréme 421, il suffit de montrer que C2°(IR™) est dense dans C*(R™)’,
e Pour celaon fixe n € N, k € N, f dans CF(R™).
e On va utiliser les fonctions p et p,. définies dans le corollaire 395 et la proposition
394.
e On définit alors (f,) I'application f % p;/,. On va montrer que la suite fr,
converge uniformément sur tout compact vers f, et qu’il en est de méme des dérivées”.

SEnsembles des fonctions C'¥ i support compact.
6Ce qui est caractéristique de 1a convergence pour la topologie usuelle de C'*®, voir 20.3.
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e Calculons :
(fm - )(@) f (F@ —) — F(@))or/nly)di)

e [ o)t —v) - sy

/ p(2)(flz — €2) - f(z))dz ©.1)

(avec le changement de variable z = y/¢)

e [ étant continue & support compact, elle est uniformément continue (voir théo-
reme 198).

e Donc la quantité 9.1 tend vers 0, I'intégrale de p étant bornée, uniformément en
xZ.

e On en déduit que f,,, — [ uniformément.

e Pour généraliser au cas des dérivées de f,,, el de f, et pour justifier que f, est
bien C=°, il suffit d’appliquer le théoréme 392.0

9.5.4 Densité de I’ensemble des fonctions C* a support compact
dans L7(R™)

Théoréme 424 L’ensemble des fonctions C°° a support compact de R™ est
dense dans LP(IR™), pour p < cc.

Démonstration :

¢ En vertu du théoreme 422, il suffit de montrer que 1’ensemble des fonctions C*°
a support compact de R™ dans R est dense dans LE(R™)'NC%(R™, R), pour p < oo.

e On se donne donc une fonction f dans LE(IR™), pour p < co.

e On va utiliser les fonctions p et p,. définies dans le corollaire 395 et la proposition
394.

e On définit alors ( f,,) 'application f * pq ..

¢ On pose maintenant g tel que 1/p + 1/q = 1, le conjugué de p.

o Il ne reste plus qu’a calculer :

(fm = @)
< j () (@ — 2/n) — F(@)ldu(z)

< jﬂ(z)”qﬂ(Z)l”’If(ﬂf = z/n) — [f(z)|du(z)

< (/(P(Z)]"’)")dﬁ(Z))]”’(/(p(z)””)lf(m = z/n) = f(=)|)Pdp(z))"/"
par I’inégalité de Holder (théoréme 398)

< / p(=)dpu(2) ]'p(z)mm — 2/n) — [(@)Pdu(z)"/?

"Ensemble des fonctions de LP a support compact.
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e On déduit du calcul précédent, puisque [ p = 1 par la proposition 394 :
N?(fn — )P < f ( / D)= =)= Fl) ) dil)

< [0 [ 11~ 2/m) - f@P du(@)in(z)

(par le théoréme de Fubini 378)

< [ 0(a) 15 = 2/m) = Ol du2)

—0 (justifié ci-dessous)

—0

par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue 402, puisqu’on a convergence
simple vers 0, et convergence dominée par z — p(z)2p||f||p qui est bien une fonction
L#;

e Le fait qu'étant donné z, || f(. — z/n) — f(‘)||p — 0 est clair dans le cas o f est
continue, puisqu’alors f est uniformément continue, et qu’on intégre f(. —z/n)— f(.)
sur un domaine borné (a z donné).

e Sinon f s’exprime de toute fagon comme limite dans LP de fonctions conti-
nues a support compact (par le théoréme 422); donc il suffit d’appliquer 1'inégalité
triangulaire.0]

9.6 Autre approche, dans les espaces L”
On donne ici des résultats de densité dans les espaces LP. Comme signalé dans le

chapitre Fourier, L1 N Lo est dense dans Lo, ce qui a de grandes applications (prolon-
gement de la transformée de Fourier).

9.6.1 Approximation dans ' par des fonctions semi-continues

Théoréme 425 (Vitali-Carathéodory) Soit f appartenant a L' (R™). Alors
pour toul € il existe s semi-continue supérieurement et i semi-continue infé-
rieurement, avec s majorée et i minorée, telles que

s<[f<i
et

/(i —s)dp < ¢

Démonstration : e On se raméne 4 f positive en considérant f = f© — f, avec
f1T et f des applications positives.
e Ensuite on écrit f comme limite d’une suite s,, de fonctions simples
e On écrit alors f comme limite d’une série de fonctions f,, = s, — 81
e f,, élant une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques, on peut écrire f(x)
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2ier Mixe, (2)

e [étantdans L', ona [ fdu = >, ; \ip(E;).

e De par les propriétés de la mesure de Lebesgue, F; est compris entre K; et U;, avec
p‘.(U{ \K@) S (:/2i.

e Il ne reste plus qu’a sommer les A;.xp, pour déterminer ¢, et un nombre fini suffi-
samment grand de ;. x i, pour déterminer s.0

9.6.2 Approximation dans L” pour p < oo par des fonctions en
escalier a support compact

Définition 426 Une application a valeurs dans R est dite en escalier si ¢’est
une combinaison linéaire (finie) de fonctions caractéristiques d’intervalles de
R. Une application a valeurs dans un espace vectoriel F' est dite en escalier
si ¢’est une combinaison linéaire finie d’applications f. T avec f fonction ca-
ractéristique et T un élément de I

Théoréme 427 Les classes des fonctions en escalier a support compact consti-
tuent un sous-espace vectoriel dense de LP(R™) pour p € [1, +o0|.

Démonstration : e Il est clair qu’il s’agit bien d’un sous-espace vectoriel .
e L’adhérence de ce sous-espace vectoriel contient les fonctions caractéristiques d’ou-
verts de mesure finie. En effet soit U un ouvert de mesure finie, U = U;¢ 5 1; avec J au
plus dénombrable (par exemple U = U;exU N B(0, 7)), avec les I; des ouverts bornés,
etdone [ = sup;ey 5 X1, st majorée par xy, converge simplement vers xyr, et done
converge vers x g pour lanorme de L? par le théoréme 402,
¢ [ 'adhérence de ce sous-espace vectoriel contient aussi les fonctions caractéristiques
d’ensembles mesurables de mesure finie, comme on s’en convaincra aisément en consul-
tant le théoréme 327, montrant que la fonction caractéristique d’un ensemble mesurable
est limite de fonctions caractéristiques d’ouverts.
e L'adhérence de ce sous-espace vectoriel contient aussi les fonctions simples. En effet
ces fonctions sont des combinaisons linéaires des fonctions précédentes.
¢ L'adhérence de ce sous-espace vectoriel contient enfin toutes les fonctions intégrables
positives, puisque celles-ci sont limites de suites de fonctions simples (voir la propo-
sition 351) et que le théoréme 402 garantit la convergence dans L?, et donc toutes les
fonctions intégrables négatives, et donc toutes les fonctions intégrables. O
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9.6.3 Approximation dans L” pour p < oc par des fonctions C*° a
support compact

Théoréme 428 Pour 1 < p < +oo (p # +o0), les classes des fonctions
indéfiniment dérivables a support compact constituent un sous-espace vectoriel
dense de LP(RR™).

Démonstration : Par le théoréme précédent, il suffit d’approcher la fonction ca-
ractéristique d’un ouvert borné par des fonctions C'*° 4 support compact.

Pour cela on utilise une propriété fondamentale de la mesure de Lebesgue, qui est
le fait qu un ensemble mesurable est compris, pour tout € > 0, entre un compact K et
un ouvert U tels que p(U \ K) < e.

11 ne reste plus qu’a trouver une fonction & C°, telle que

XKk <0< xu

Construire une telle fonction est précisément I’objet d’une variante du lemme d’Ury-
sohn, voir lemme 413.0

9.6.4 Approximation de fonctions tendant vers 0 en oo dans L*°
par des fonctions C'*° a support compact

Théoréme 429 L’espace vectoriel des fonctions C°° a support compact est
dense dans le sous-espace vectoriel de L°° des fonctions bornées tendant vers
0 en Loc.

Démonstration : Laissée au lecteur.O0
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Chapitre 10

Fourier

11 est nécéssaire pour bien faire d’avoir lu la partie29 et la partieS8.

10.1 Séries trigonométriques

Définition 430 Une fonction f est dite T-périodique si pour tout = f(x
T) = f(=).

Pour p fini on note £ lespace LE(|—m,=]) * pour la mesure de Le-
besgue, mais avec une norme divisée par 2w, c’est a dire que ||f| =
(3= /7 S (@)|P.do)>.

On note £ 'espace L (|—n, w|) pour la mesure de Lebesgue.

On appelle polynéme trigonométrique une application de la forme t —
ag E;—'\il a;.cos(i.t) + by.sin(i.t), pour N € N, a; € C, b; € C.

Le produit scalaire hermitien wusuel sur £2 est Uapplication (f,g) +—
e f_: f(t).g(t).dt. Il s’agit bien d’un produit scalaire hermitien.

On note u,, Uapplication t — ™, pour n € Z. Nous verrons plus loin qu’il
s’agit d’une base hilbertienne de £°.

[ory

“attention, ne pas confondre £F et £P, ce dernier désignant 1'ensemble des fonctions dont la
puissance p-ieme est intégrable, AVANT de quotienter pour la relation d’égalité presque partout
- par passage au quotient on obtient L?, et en spécialisant aux fonctions définies sur |[—, 7| on
obtient £F.

Remarques 431 e On identifiera par la suite (sans préavis !) une fonction définie sur
|—, w] & une fonction périodique de période 27. A part dans les cas oi la continuité
est importante, on se préoccupera peu du probleme de définition en , puisque [’on
travaillera généralement sur des propriétés vraies presque partout pour la mesure de
Lebesgue.

o Il vy a une renormalisation (la division par 2w pour la mesure de Lebesgue) pour
p fini et pas pour p infini; cela ne serait pas le cas si 'on raisonnair sur |0, 1] au lieu
de |[—m, 7).
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e On peut réécrire un polynéne trigonométrique sous la forme t — Zi RGRET
avec N € N et ¢; € C (et réciproquement, une telle fonction est toujours un polynome
trigonométrique).

e Un polynéne trigonométrigque est 2w-périodique.

Théoréme 432 La famille (u,, )nez, est une base hilbertienne de £°.

Démonstration : e Il est clair qu’il s’agit d'une famille orthonormale.

e 11 suffit d’appliquer 9.6.3 et de montrer que I’ensemble des polyndémes trigono-
métriques est dense dans I'ensemble des fonctions continues de [—m, | dans C (on
utilise la densité de C°(|—m, |, C) dans £?). Pour cela, on procéde comme suit :

- on considere f une fonction continue de [—, 7| dans C

1+cos(t)yn
- on définit Po(t) = 7 ety
— 2 a

On constate (grace a la linéarisation) que P, est un polyndéme trigonométrique
positif, d'intégrale 1, convergeant uniformément vers 0 sur [—m, —6] U [4, 7] pour
tout & €)0, 7[. Intuitivement, P, tend vers une fonction comportant une pointe en 0 et
nulle partout ailleurs.

- on définit f(z) = ["_f(t)P(x — t).dz. En remarquant que le translat¢ d’un
polyndme trigonométrique est un polyndme trigonométrique, on montre que f, est un
polyndme trigonométrique.

- on montre alors que la norme infinie de f,, — f tend vers 0, et donc la norme 2 aussi
puisque [—, | est de mesure finie (oui, je passe sous silence le calcul, désolé...).0

10.2 Séries de Fourier d’une fonction périodique

Pour étudier une fonction périodique, on se rameéne au cas d’une période 2, et on
la considere définie sur [—, 7).
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Définition 433 Soit f dans £'. Alors on définit les coefficients de Fourier de
f pourn € Z par

Fn) %/ e int f(1).dt

On appelle noyau de Dirichlet d’ordre n Uapplication x — Y . u;(x).
On le note D,,.
On appelle noyau de Féjer d’ordre n Uapplication

L, xi=0""D;

n

xT

On le note K ..
On note s,(f) et on appelle somme de Fourier d’ordre n la somme

T f(n)un. i

On note a,( f) et on appelle somme de Féjer d’ordre n la somme =+=0— fi.
On appelle série de Fourier associée a [ la série

i f(n).ei"”

r L [T u, = 1sin = 0et0 sinon, ce qui implique que pour tout . > 0

3 .
ona =D, =1letpourtoutn > lonas-K, = 1.

On a s,(f) 5=Dp * f et oy (f) 5=Kn * [ (avec par définition
(g% f)(@) = [T_g(t)f(z — t)dt, produit de convolution) ce qui justific e terme de
noyau.

Bien noter le signe "-" dans I'exponentielle de la formule.
On remarque que si f € £2, alors f € £, et f(n) = (un, f).

Proposition 434 On a isomorphisme isométrique entre C* et 1°(7.), donné par

J= T

Démonstration : C’est simplement une reformulation du théoréme 1110, O

Proposition 435 Toute fonction f dans C* est somme de sa série de Fourier
pour L2 (¢’est a dire que la série de Fourier de f tend vers f pour la norme 2
et pour f dans L),

Démonstration : C’est simplement une reformulation de la relation de Parseval
(théoréme 1108).0
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Il n’y a pas convergence simple de la série de Fourier vers f, méme si f est

continue ! O

Un probléme majeur va étre de montrer des résultats similaires dans £*.

Proposition 436 « 1)
B sin((n+1/2)x
D () = sin(z/2)

Démonstration :
Si z n’est pas multiple de 27, alors

Dn(z) = u_n(z) Y uk(z)
k=0

B (eim)2n+1 -1
= U-n (x) ett _ 1

eim(n+1/2) eim(n+1/2) _ efia:n+1/2

T T /2 cie/2 _ ¢ iw/2

~ sin((n +1/2)x)
sin(z/2)

D’ou le résultat sur D,, (si z est multiple de 27, D, (z) = 2n + 1, qui est "unique
sin(n+1x)

prolongement par continuité de —; - e
Toujours pour z non multiple de 2,

Kola) — L 3 skt 1/2)e) 1122)
n sin(z/2)
1 n—1
_ I i(k+1/2)n
nsin(z/2) i (;e
1 . einx -1
_ I ix/2 i
nsin(z/2) " <e et —1 )
 sin(nz/2)?
 nsin(x/2)2
D’ou le résultat. O
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Deux résultats distincts, prouvés de manigres similaires :

Théoréme 437 (Théoréme de Fejer) e Soit f périodique continue de période
2m. Alors pour tout o |0 (f)|| o < |l €t |lon(f)=Ffllo — Opourn — oo.
e Soit [ € £7, avec p € [1,00[". Alors pour tout n |lo ()|, < || [l et
lon(f) = fll, = 0 pourn — oc.

“Bien noter que oo est exclus !

Démonstration : Cette preuve est détaillée dans le livre [22, p81]. Elle utilise a la
fois I'inégalit€ de Holder et le théoréme de Fubini, et le dernier résultat donné sur le
noyau de Féjer.00

Un autre résultat, de convergence ponctuelle ce coup-ci :

Théoréme 438 (Théoréme de Dirichlet) Si f est L' et si [ admet une
pseudo-dérivée a droite et a gauche en x, alors

on(1)@) = 5 (imta<n (1) i 5 (1)

Il ne s’ agit pas nécéssairement de dérivées a gauche ou a droite, on peut se
contenter d’avoir [ dans L', et admettant en x une limite & gauche et & droite
f—(z) et f+(x); alors les "pseudo-dérivées” a gauche et a droite sont

[o(@) = limy. ,x‘MxW
f{; (T) Iimi_’m,!i}::w

Démonstration : On renvoie a [ 1 5] pour une preuve trés claire.0

10.3 Transformation de Fourier

Définition 439 On se donne f dans L:(R), et on note pour x dans R

ft) = \/%/ f(z).e =t dt

f est appelée transformée de Fourier de f (plus précisément il s’agit de la
transformée de Fourier 1! de f).
On note C I’ensemble des = € C tels que |z| = 1.

181

http://fribok.blogspot.com/



t Si f est dans L', alors f est continue et tend vers 0 en xco.

Proposition 440 (Quelques propriétés de la transformée de Fourier) Soit
f € L}(R).

e Avec g x — f(z)e™®, pour A € R, §(t) = f(t — \).

e Avec g:x— f(z— \), pour A € R, §(t) = f(t)e .

e Sigest L' et sih = f*g, alors h(t) = f(1)j(t).

Démonstration : Les deux premiers e sont clairs. Le troisieme découle immédia-
tement du théoréme de Fubini 378.0
Les deux théorémes suivants, fondamentaux, ne seront pas prouvés ici. Ils sont
ardus, et prouvés rigoureusement dans [ 16].

Théoréme 441 (Théoréme d’inversion) Si f er f appartiennent tous deux a

LY, alors
1 /-O-m % e
g:iT— — flt)e ™ dt
V2T J—co

est continue, tend vers 0 en -+oco ou —oo et est égale a f presque partout

Théoréme 442 (Théoréme de Plancherel) La transformation de Fourier
s'étend en une transformation de Fourier 1°, définie comme l'unique ap-
plication f — f de L? dans L? telle que :

e ¢lle coincide avec la transformée de Fourier L' sur L' N L?

o ¢’est une isométrie de L? dans L

Elle vérifie en outre :

o ¢’est un isomorphisme d’espaces de Hilbert entre 1? et L?

o Théoréme d’inversion L :

limum ool fa — flls =0

avec
1 M s
t [ x)e Fdx
Fu() m[_Mf( )
et X
MﬂlM—am"fM_fHQ 0
avec

2 1 M )
Fu@) = == / e

on peut aussi écrire que Uapplication de L' N L? dans L' N L? qui a f associe

f avec f(z) = },ﬂ_ [, f(x)exp(izt)dt s’étend en une isométrie de L? dans

I[2 et f— f est linverse de f — f au sens ou pour toute f > f f f
presque partout.
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10.4 Applications des séries de Fourier

104.1 Calculde > > -

n=0 n2

Proposition 443

o

Z 1/n% =n%/6

=1

Démonstration :
On applique simplement la formule de Parseval (théoréme 1108) a la transformée
de Fourier de I'application identité de [—, 7| dans lui-méme.
Pour tout k € 7Z, définissons

cx = 2 f(k)
Cp. - [ ze*dg

co = Oc’est A diref(0) = 0

ik w
k#0= ¢ [xzk B —/ e da
T

2m(—1)*
ik
donc pour k £ 0 f(k) = (—1)*/(ik).
Donc par la formule de Parseval :

O IR =>" 17K+ 1/k

kET k<0 k>0
i I O P .
:ZZ/k‘):: / x?dr =n2/3
k=1 27 )=

B 1/k% = 72/6.0

Exemple Maple
> Sum(1/k™ 2,k = 1..infinity)

Sw

k=1

]

s

> value(%)
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10.4.2 Exemple de développement en série de Fourier : fonction
créneau, fonction identité par morceaux

Exemple Maple

> restart; fourierc = (f,n)— > (int(f(t) * cos(n x t),t =
—Pi..Pi)); fouriers .= (f,n)— > (int(f(t) * sin(n x t),t = —Pi..P1));

fourierc .= (f, n) — f(t)cos(nt)dt
fouriers :== (f, n) — i f(t)sin(nt)dt

> serie_fourier = (f,n)— > sum(fouriers(f, k) x sin(k x t),k =
1..n) + sum( fourierc(f, k) * cos(k x t),k = 1..n) + fourierc(f,0)/2;

serie_fourier :=

(f, n) — (O _ fouriers(f, k)sin(kt)) + () _ fourierc(f, k) cos(kt))
k=1 k=1
> p = array(0.5); for i from 1 by 2 to 9 do p[(i — 1)/2] =
serie_fourier(Heaviside, 1)od; p[5] := Heaviside(t);
> plot(p,t = —Pi..Pi,title =
” Approximations d'une fonction creneau par seriesde Fourier”);

> g = array(0.5); for i from 1 by 2 to 9 do q[(i — 1)/2] =
serie_fourier(x— > x,1)od;
> plot(q,t = —Pi.. P, title =

” Approzimations d'une fonction lineaire par morceaux
par series de Fourier”);

11 faut bien noter que les coefficients de Fourier étant calculée simplement en fonc-
tion de la période [—m, 7], on ne se préoccupe que de la valeur de la fonction sur ces
valeurs, d’ou la simple définition z— > z ou Heaviside, ou je ne me préoccupe pas
de périodiciser la fonction.
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Chapitre 11

Calcul différentiel

Il est recommandé de bien maitriser la partieS avant d’étudier cette partie, et no-
tamment les espaces de Banach.
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11.1 Introduction

11.1.1 Généralités

Définition 444 Soient F et F' des espaces vectoriels normés et U un ouvert

de E. Soit une application f : U — F, on dit que f est différentiable (ou

dérivable) en = € U s’il existe une application linéaire continue ¢ de E dans

F telle que

f@+h)— f(z)—¢(h)
IRl

On appelle ¢ la différentielle ou dérivée de f en x, on la note D f(z).
[ est dite différentiable si elle est différentiable en tout point de U.

—0

limhﬁo

Proposition 445 e Si f est dérivable en x, alors f est continue en z.
o La dérivée de f est unique et

f(x+th)— f(x)
t

Df(z)(h) = limio

e La notion de dérivée ne dépend que des topologies et pas des normes (du
moment qu’elles définissent la méme topologie) ; si deux normes sont équi-
valentes, alors une fonction différentiable pour 'une est différentiable pour
Pautre, et la différentielle est la méme.

e DO\ + pg)(z) = ADf(z) + pDg(a)

e Si £ = K corps associé aux espaces vectoriels F et F, alors la différentia-
bilité équivaut a existence de la limite pour t — 0 de w On note
alors cette limite f'(z), et Df(z)(t) = t.f'(z).

o L’application qui a une application différentiable en x associe sa différen-
tielle en X est une application linéaire de ’espace vectoriel des applications
de E dans F différentiables en xq dans I’espace vectoriel des applications li-
néaires de E dans F.

e Une application linéaire continue f est différentiable en tout point xg et

Df(zo)(h) = f(h).

Démonstration : Un peu laborieux mais rien de bien difficile, en notant e(x, h) =

flz+ h) — f(x) — Df(z)(h), pour h suffisamment petit pour que = + h appartienne

aUu.0o
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Définition 446 Soient IV et I des espaces vectoriels normés et U ouvert de E.
[ de U dans F est de classe C? si elle est différentiable et si l’application qui
a x associe la différentielle de f en x est continue (voir 5.2.2 pour un rappel
de la topologie usuelle sur C(I, I')) .

Proposition 447 e Si f est constante sa dérivée est nulle partout, f est C.

o Si ¢ de I dans F est linéaire continue, alors ¢ est C' avec Do(z) = ¢, pour
tout .

e Si [de By x Fy x ... x I, dans I est multilinéaire continue, alors [ est C*,
etona

Df(l‘l (Rt mn)(hlj srey h‘n) Z f(ﬂ';‘] y L2y ey Tj—1, h‘i.r Lit1yeny mn)
i=1

Démonstration : pas dur, tout ¢a !0

Théoréme 448 (Différentielle de fonctions composées) Soit F,F' et G des
espaces vectoriels normés , et U et V' des ouverts de I et I respectivement.
Si fdeU dans V est différentiable en x et g de V dans G est différentiable en
f(z), alors la composée g o f est différentiable en x et a pour différentielle

D(go [)(z) = Dg(f(x)) o Df ()

Siget fsont C'alors go fest C'.

Démonstration : on écrit comme pour d’autres preuves f(z + h) = f(z) +

D f(z)(h) +e(h) || b ||, et de méme g((f(x) + k), et on calcule...
Pour voir que la composée est C?, il suffit de voir que la différentielle est la composée
de 3 fonctions continues.0l

Définition 449 (Isomorphisme d’espaces normés) Un isomorphisme de
I’espace vectoriel normé F sur ’espace vectoriel normé F' est une appli-
cation ¢ : E — F linéaire continue et bijective d’inverse continue. On note
Isom(FE, F) le sous-ensemble de C(FE, F) formé des isomorphismes de F
dans F.

Théoréme 450 Soient E et F' des espaces de Banach. Le sous-ensemble

Isom(E, F) est ouvert dans L(E, F'). L'application inv : Isom(E, F) —

Isom(F, E) qui & u associe u~ ' est C' avec Dinv(u)(v) = —u 'wau .

Démonstration :  Soit ug un isomorphisme de F vers F'; alors ug +v = ug.(Id+
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ug L), Si|| v <] ugt | ona | ug v || v|< 1, et donc la série

—+o0

> (—ug o)

i=0

est convergente dans £(F, F) et donne un inverse 2 (I'd + u, ' v).
Donc pour || v || <|| uo* ||~
On a alors (ug + v) "% = ug
% tend vers O quand v tend vers 0. L’application Dinv est continue comme
composée de fonctions continues, comme on §’en convaincra aisément.(]

1 Pinverse de ug + v est 3,5 (—ug L) .ug .
1 1 +oo

—ug vyt + 3% (—ug tw)iug ;s or la quantité

Proposition 451 (Liens entre différentiabilité Banach sur R et sur C) Un
C-espace vectoriel peut aussi étre considéré comme un R-espace vectoriel ; il
suffit de restreindre le produit par un scalaire a un produit par un scalaire réel.
En remplacant E et F en tant que C-espaces vectoriels par E et F en tant
que R-espaces vectoriels , une fonction différentiable pour C est différentiable
pour R ; par contre la réciproque n’est pas garantie dans le cas général; il
Jaut que la différentielle sur R soit définie et que la différentielle sur R soit
linéaire et continue en tant qu’application entre C-espaces vectoriels (c’est a
dire appartienne & Lc(E, F)).

Démonstration : Sans grande difficulté, et laissée au lecteur.0

11.1.2 Applications a valeurs dans un produit d’espaces vectoriels
normés

Proposition 452 Soit f une application de E dans Fy X Fs, avec E, F et
F5 des espaces vectoriels normés , et soient fy et fo ses composantes. Alors f
est différentiable en x si et seulement si f1 et fo sont différentiables en x, et
D f(z)(h) = (D f1(z)(h), D f2(z)(h)).

En outre, f est C si et seulement si f1 et fo sont C*.

Démonstration : 11 suffit de voir que les projections canoniques de F' sur F et F5
sont C* car linéaires et continues, et que I’injection canonique de F dans F ou de I
dans F' sont linéaires continues, donc elles aussi C1.0

Corollaire 453 (Formule de Leibnitz) Si f1 : U — Fy et fo : U — F5 sont
différentiables en x et B : F1 X Fo — G et B de Fy X F5 dans G est bilinéaire
continue, alors B(f1, f2) : x — B(f1(z), f2(x)) est différentiable en x et

DB(f1, f2)(@)(h) = B(f1(z), D f2(z)(h)) + B(D f1()(R), f2(x))

En outre si f1 et fo sont Cy alors B(f1, f2) est CL.
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11.1.3 Applications de plusieurs variables et dérivées partielles

Proposition 454 (Définition des dérivées partielles) Soit U un ouvert du
produit Fy x Es de deux espaces vectoriels normés , soit f : U — F, avec
F espace vectoriel normé , et [ différentiable en a = (a1, az). Alors les deux
applications partielles ©, — f(x1,as) et x5 — [f(a1,x2) sont différentiables
respectivement en a, et as. On note les deux différentielles obtenues respec-
tivement D1 f(aq1,a2) et Daf(ay,as), ou bien % et 5—‘57%, et on les appelles
respectivement premitre dérivée partielle ¢r deuxiéme dérivée partielle. On
a alors

Df(a1,az2)(h1, ha) = D1f(a1, az)(h1) + D2 f(a1, az)(hz)

On peut généraliser de méme a un produit fini d’espaces vectoriels normés ;
si f est différentiable en (ay, as, ..., ay), alors pour tout i dans [1,n] v —
flay,...,a;_1,2,a:11,...,an) est différentiable en a;, sa différentielle en a;
est noté J—I%(a,), et

Df(ar, san)(hr, o) = 3 S @)(h)
i=1 "

Démonstration :  Facile !0

/ In’y a pas de réciprogque dans le cas général ! M&me si toutes les dérivées par-
ticlles sont définies la différenticlle n’est pas nécéssairement définie. Par contre si les
différentielles partielles sont continues alors on peut conclure que [ est différentiable
et méme C* (voir partie 11.2.3),

Théoréme 455 Soit I un espace de Banach , U un ouvert de E et Iy, ..., I,
des espaces de Banach . Soit f de U dans F x ... x F,,.

On note pi(x1, ..., Tp) = ;.

Alors [ est différentiable en x si et seulement si chacune des application f; de
E dans F; y — pi( f(2)) est différentiable en x et on a alors

Df(‘T)(h‘) (Df] (T)(hl)7 ij(ﬂ")(h_;,), St ] Dfn('r)(h‘ﬂ))

Démonstration : e Le sens "seulement si” est clair ; une composée d’applications
différentiables est différentiable.
e Le sens "si" et I’égalité annoncée §’obtiennent simplement en considérant

f:Zuiofi
i=1
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avec u;(z) = (0,...,0,z,0,,,0).0

Définition 456 Eventuellement on peut avoir U owvert de R™ et F' = R™;
on peut alors noter la différentielle sous forme matricielle ; cette matrice est
appelée matrice jacobienne. Elle est de la forme :

h dh Sh
dxy dxro n L
3 b 513
8z, 8z i 8Fn
s it 5
dx, dxa e ATn

Si n = m, la matrice jacobienne est carrée, on peut donc considérer son dé-
terminant, appelé jacobien de f.

11.2 Le théoréeme des accroissements finis

11.2.1 Résultats principaux

Définition 457 Soient a et b dans R, avec a < b, et I' un espace vectoriel

normé . Une application [ de [a,b] dans F est dite dérivable a droite en x

. U, AR —f(z) .
appartenant a |a,b| si la limite a droite limy_.o,n>0 f(et % @) existe; on

Uappelle alors dérivée a droite de [ en x.

Théoréme 458 (Théoréme des accroissements finis) Soient a et b dans R
avec a < b, et I' un espace vectoriel normé . On suppose que les deux fonc-
tions [ : |a,b] — F et g [a,b] — R sont continues sur |a, b] et dérivables a
droite sur [a,b] \ D avec D au plus dénombrable. Si, pour tout t € [a,b] \ D
onal fa(t) [I< g4(t), alors || f(b) — f(a) ||< g(b) — g(a).

Démonstration : e Onnote D = {d;,ds, ds, ...} avec d; < d; 4
e On se donne € > 0.
¢ On considére F I'ensemble des x tels que

17(2) ~ F(@)l > g(a) (@) + @ —a) +e Y (1L1)
d, <z

e [7 est ouvert

e Soit o la borne inf de I

® 9 > a, car pour x assez petit, I'inégalité 11.1 est fausse
e 19 & I, car I est ouvert; donc

1
I/ (o) = f(a)]l < 9(2) —g(a) + ez —a) +e Y = (11.2)
d, <z
e g £ b, car E est ouvert et n’est donc pas réduit a un singleton
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¢ On va maintenant distinguer deux cas, selon que ¢ appartienne a4 D ou non.
- Sizg € D, alors g = d;, pour un certain zg. Alors par continuité pour > zg
suffisamment proche de xq, on a

1/ (@) = f(@o)ll < g(=) — g(a) +e.(x —c) +e27% (11.3)
(par continuité). Or pour 2 > g on a
€ y—in —i
2 et i 32 (11.4)
d, <® d,<mp

. En sommant 11.2, 11.4 et 11.3, on obtient que x ne vérifie par 11.1 pour x assez
proche de z¢ suffisamment proche de xg ; ce qui est contradictoire avec £ ouvert.

- Sizg & D, par hypothese || f)(xo)|| < g4(x). Donc pour x suffisamment proche de
Tpele > xzgona

L /(@) - flzo)] <

g(z) — gl(@o) + €
€T — Iy € — Ip

et donc
I f(@) = fwo)| < g(x) — g(wo) + €.(z — 20)

en additionnant avec 11.2 on obtient alors que = ¢ F pour z suffisamment proche de
g el > xq; ce qui est contradictoire puisque 7 est ouvert.

e On a alors montré que F est vide, et donc il suffit de faire tendre € vers 0 pour avoir
le résultat désiré.0

Corollaire 459 On a le méme résuliat en remplacant les dérivées a droite par
les dérivées a gauche.

Démonstration :  Facile, en remplagant « par —2 !0

Corollaire 460 Une fonction continue de R dans un espace vectoriel normé
dont la dérivée existe et est nulle sauf sur un ensemble au plus dénombrable
est constante.

Démonstration : Facile !0

) on utilise le théoréme des accroissements finis pour les théorémes 482, 471,
478, 370, 581, 724.

On I'utilise aussi pour montrer qu'une fonction dérivable a dérivée bornée est lip-
schitzienne, ou bien qu’une fonction C! est localement lipschitzienne — applications
aux €quations différentielles.

Proposition 461 Une fonction [ continue de R dans R dont la dérivée existe
et est positive sauf sur un ensemble au plus dénombrable est croissante,

Démonstration : L’astuce réside dans le fait que la fonction f dont il est question
ici doit jouer le role de la fonction g du théoréme des accroissements finis ! On utilise
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pour f une fonction nulle, donc de dérivée nulle ; on considere une fonction g de déri-
vée positive, et le tour est joué !0

Corollaire 462 Inégalité des accroissements finis f définie de I’ouvert U de
I’espace vectoriel normé E et a valeurs dans I’espace vectoriel normé F. Si f
est dérivable et si le segment [x,y] est inclus dans U, alors

I f() = f(@) ISy — 2 | supscoy | DF(Z) |l

Démonstration : Si le sup est infini il n’y a rien a prouver. Sinon on considére la
fonction & qui & un réel £ compris entre O et 1 associe ||y —z||.(sup,e(z 4[| Df(2)|]) 10
est dérivable, en tout point, de dérivée constante égale a ||y — z||.(sup.c(w,y | D f(2)]]),
que I’on va noter C. L’application ¢ qui a ¢ € [0,1] associe f((1 —¢).z + t.y) est
dérivable en tout point de [0, 1], de dérivée Df((1 — t).z + t.y)(y — z). La norme de
cette dérivée est majorée par 6’, donc par C. On peut donc majorer ||¢(1) — ¢(0)|| par
6(1) — 6(0).0

Corollaire 463 Une application définie sur un ouvert U de I’espace vectoriel
normé E a valeurs dans ’espace vectoriel normé F dérivable et de dérivée
nulle est localement constante. Si U est connexe, f est constante.

Trois corollaires (pour le deuxi¢me il faut un peu y réfiéchir, pour le troisi¢me ¢’est
une conséquence du second) :

Corollaire 464 En définissant la distance entre deux points d’un ouvert
connexe comme la longueur inf d’une ligne brisée entre ces deux points (voir
la partie topologie pour vérifier qu’un ouvert connexe d’un espace vectoriel
normé est connexe par arcs et que toute paire de points dans un tel ensemble
peut étre reliée par une ligne brisée), et en supposant que f est une application
de cet ouvert dans un espace vectoriel normé différentiable telle que pour tout
z || f'(z)|| < k, alors || f(b) — f(a)|| est inférieur ou égal a k fois la distance
deaab.

Définition 465 Une application localement lipschitzienne est une applica-
tion entre espaces métriques telle que pour tout x il existe un voisinage de x
sur lequel la restriction de f est lipschitzienne.

Corollaire 466 Une application de classe C' est localement lipschitzienne.
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11.2.2 Applications : interversion de limite et de dérivation

Définition 467 (Convergence uniforme, rappel) Une suite d’applications [,
de X dans Y avec X et Y espaces métriques converge uniformément vers f
application de X dans Y si

Iimn—>+m3?ﬁpm(— Xd(fn(ﬂ:)a f(fﬂ)) 0

Proposition 468 Si les f,, sont continues et convergent uniformément vers f
alors [ est continue.

Démonstration :

d(f(z), [(y)) < d(f(x), [n(2)) + d(fa(2), fu(y) + d(fnly) — f(¥)

Etant donné ¢ 1 suffit alors de prendre 7 assez grand et x et y assez proches pour que
f(@)—fly) <eD
) Ce résultat servira par exemple pour le théoréme 634, ou le théoréme 490.

Théoréme 469 On suppose E et F' des espaces vectoriels normés , U ouvert
de I, f, une suite d’applications de U dans F' différentiables, f,, convergeant
simplement vers f, les D f,, convergeant uniformément vers une ceriaine ap-
plication g de U dans C(I, I),

alors :

o f est différentiable et Df — g

o Pour tout C convexe et borné inclus dans U la convergence de Jnjcvers fie
est uniforme

o Siles [, sont C* alors f est C,

Démonstration : laboricuse, mais pas vraiment difficile ; il suffit d’écrire ¢,
supzev||Pfn(z) — g(z)||, avec €, tendant vers 0 lorsque n tend vers I'infini, et de
montrer que supyec|| f(y) — fu(@)] < | f(z) = fulz)| + €n.D avec D le diamétre de
C pour voir la deuxiéme propriété ; la premiére propriété se montre facilement a partir
de 12, et la troisiéme est un corollaire de la proposition 468.0
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Corollaire 470 On suppose U connexe ouvert de E et f, de U dans F déri-
vable; E et F sont des espaces vectoriels normés , et F' est complet (donc F
est un Banach). On suppose qu’il existe xq tel que fr,(xo) converge, et que pour
tout z il existe V,; voisinage de x tel que la suite des D fy |y, soit de Cauchy
pour la métrique d définie par

d(f,9) = supzev, | f(z) — g(2)]

(c’est a dire que la suite des D f,, converge normalement sur un certain voisi-
nage de tout point)

Alors il existe f de U dans F tel que :

o f est dérivable en tout point

o [a suite des f, converge vers f (simplement)

o fout x posséde un voisinage V, tel que les convergences de f, et Df, res-
treints a V,, soient uniformes.

o Siles f, sont C1, f Uest aussi.

Démonstration : On définit ’ensemble A des z tels que f,,(z) converge. Etant
donné z on considére un voisinage V, de x convexe et vérifiant I’hypothése sur le
critére de Cauchy (on peut toujours imposer V,, convexe en le restreignant a une boule).
On définit alors o, ,, = sup,cv, || D frn(2) — D frn(2)|| ; par hypothese, oy, ,, tend vers
0 quand n et m tendent vers I'infini. Si V, N A # 0, alors soit =’ dans V, N A. Par
convexité de V,, on peut écrire pour tout y dans V,; :

Ifm (W) = fn@)] = [fin (@) = fa(@)]]] < nm Iy — 2

or f,,(z') est une suite de Cauchy (comme toute suite convergente dans un métrique),
donc f,(y) est une suite de Cauchy, et donc converge. Donc si V; N A #£ 0, V, C A.
Donc soit V,, C A, soit V, C A¢, donc A et A€ sont ouverts. A étant non vide et U
étant connexe, A = U. On a donc montré la deuxieéme assertion.

L(E, F) est complet pour la norme uniforme puisque F' I’est; donc la suite des dé-
rivées sur V, converge uniformément. En appliquant le théoréme précédent, on voit
que f est dérivable de dérivée la limite des dérivées ; en supposant V,, borné on a alors
Jn|v, = f)v, uniformément, toujours par le théoréme précédent.00

11.2.3 Applications : dérivées partielles et dérivées

Proposition 471 F1, Fo, ..., E, et F des espaces vectoriels normés; U un
ouvert de E = 11, F;, f une application de U dans F'; alors si les ng existent
sur un voisinage de x et sont continues en x, alors f est différentiable en x.

Démonstration : e 11 est suffisant de montrer que

£ (@1, s n) = fla1, . an) = Y %(a)m —a)| = o(|lz — all)
i=1 t
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pour tout (ay, ..., a,) de U.
o Pour cela on décompose f (21, ..., @n) — f(a1,...,an) — 111 2L (a).(z; — a)
en

i)
F s ) = (01, s ) = L (). (21— 02)

(5’..61
of
+fla1, 22,0, 80) — f(01, a2, 23, ..., 20) — E(@)v(wg — as)
~Fhies
i _f(ﬁ.],ﬂ.z, ceny @y Tigq, “'vmn)_.f(alj ey @i 1, Tjo 2y 0oy ’B‘n.)_(s . ((I.)‘(.'B,“ 1~ Qg4 1)
14
i
of
+I(all a'gs ey a'n 1,.’.{:1;) - f(ﬂ,l, et ﬂrn) - E"—(u’)(‘rn - aﬂ)

e Il suffit ensuite de montrer que pour z; tendant vers a;, f(ay, as, ..., @i—1, Tiy ..oy Tn ) —
flay, ., ai, @i, oy @y) — J%L(a)(rri — a;) estun o(x; — a;). (ensuite il suffira de
sommer)

e Le fait ci-dessus provient des accroissements finis ET de la continuité de la i-iéme
dérivée particlle (en effet une application directe des accroissements finis donnent un
o(z; — a;) pour
of

f(()‘..] g @13 Ty ooy mﬂ)_f(al e gy L1y oy mn)_é-

(@1, @4y Tit1, -y Tn ) -(Ti—a5)
T;

(la différentielle n’est pas prise 1a ou il faudrait qu’elle le soit) O

Théoréme 472 E,, FE,, ..., E,, et F des espaces vectoriels normés; U un
ouvert de £ = 11E;, alors f application de U dans F est C* si et seulement si
les dérivées partielles ‘%CL de [ existent et sont continues sur U.

Démonstration : 11 est clair que si f est C, alors les dérivées partielles existent
et sont continues. La réciproque, utilisant la proposition précédente, ne présente pas de
difficulté majeure.0

) On pourra par exemple trouver une application dans la partie20.3.
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11.3 Théoreme d’inversion locale et fonctions implicites

11.3.1 Théoreme d’inversion globale

Définition 473 On appelle application contractante ou contraction une ap-
plication lipschitzienne dont le coefficient de Lipschitz est < 1.

Théoréme 474 (Théoréme de Banach du point fixe) Soit X un espace mé-
trique complet et h une contraction de X dans X. Alors :

o h admet un unique point fixe xq

o Vx d(z,z0) < #ﬁ”(md(m, h(z))

Démonstration :  Unicilé :
e Supposons z; ¢t 3 deux points fixes.
o d(z1,m5) = d(h(z1), h(z2)) < Lip(h).d(z1,22) ; donc 21 = x4
Existence :
¢ Considérons = quelconque dans X, on va travailler sur la suite des k" ().
e Supposons n < 1, alors

n—1
d(h" (@), k" (@) < ) d(h' (@), " ()

i=1m

L U Lip(h)™
< Y Lip(h)'d(z, h(2)) < 5

i=m

On en déduit facilement les deux résultats annoncés.O

/=4 11 faut que f soit une contraction, ¢’est & dire une application lischitzienne
de constante de Lipschitz < 1; avec un rapport 1 cela ne marche pas, ni méme avec
d(f(zx), f(y)) < d(z,y). Par exemple, z — x + e * définit une application de R"
dans R, RT est bien complet, et on a bien d(f(z), f(y)) < d(=,y), et pourtant f
n’admet pas de point fixe.

théoréme d’inversion locale 478, théoréme de Cauchy-Lipschitz 515, la réso-

lution de I'équation de Volterra (voir [0]).
D’autres théorémes de points fixes existent : par exemple le théoréme du point fixe
de Brouwer 311 (avec pour application le corollaire 313), le théoréeme de Kakutani ,
le théoréme de Schauder , et méme pour ceux qui connaissent un peu la calculabi-
lité un théoréme de point fixe que I’on trouvera dans le livre "Théorie de la récursion
pour la métamathématique”, de R. Smullyan (Masson, 1995), avec pour application le
théoréme de Rice et ses multiples conséquences (attention, il faut connaitre un peu le
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domaine pour pouvoir se lancer dans ce genre d’originalités...).

Lemme 475 Soient U et V' des ouverts des espaces normés E et F. On se
donne h de U dans V, h bijective, dérivable en xq. Alors h=1 est dérivable en
h(zo) si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifies :

e Dh(xo) est un isomorphisme de E sur F

o Il existe K > 0 et un voisinage W de h(zo) dans F tels que

vy € Wb~ (y) — zoll < Klly — h(o)|

Démonstration : Tout d’abord montrons que ces deux conditions sont nécéssaires.
Pour cela on suppose qu’effectivement k1 est dérivable en h(zo), et on procede
comme suit :
¢ On dérive les deux expressions

hloh=1Idg
et
hoh ™! =Idg

et on montre bien que Dh(zo) est un isomorphisme.
e Par définition de la dérivée, la quantité ci-dessous tend vers O pour y — h(z) :

|h~* () — h™ (h(x0)) — D(h™")(h(z0)) (y — h(z0))|
ly — h(zo)|

Donc pour y dans un certain W cette quantité est plus petite que 1, et donc poury € W
on a

1R~ (y) — B (R(@o))|| < Klly — h(zo)|
avec K = 1+ | D(h=")(h(z0)).

11 reste a prouver la réciproque, ¢’est a dire que les conditions sont suffisantes.
e Par définition, on a

h(z) = h(zo) = Dh(zo)(z — z0) + ||z — @ol|¢(2)

avec e(x) tendant vers 0 pour z — zg.
En composant avec Dh(zo) ! (dont les hypotheses garantissent I’existence), on ob-
tient

z — x9 = Dh(x0) ' (h(z) — h(z0)) — |l — mo||.(Dh(z0) " (¢(2)))
avec y = h(z) (tout y de V' peut s’écrire ainsi) et yo = h(zg), on obtient alors
b~ (y)—h " (yo) —Dh(zo) " (y—10) = —Dh(zo) ".e(h (y)).I1h (¥)—h " (o)l

On sait par hypoth&se que pour y assez proche de yo on a ||h~1(y) — h ()| <
K. |ly — yoll, done

Dh(zo) " e(h () Ih""(y) = A~ (o)

v = gl < K[| Dh(zo) (b @)
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or h~1(y) tend vers xo quand y — yo donc cette quantité tend vers 0 ; ce qui permet
de conclure.0

Théoréme 476 (Théoréme d’inversion globale) Soit A une application li-
néaire continue de F dans F, avec E un espace de Banach et F' un espace
normé, telle que A~ existe et est continue (A est un homéomorphisme li-
néaire). Soit ¢ une application lipschitzienne de E dans F telle que Lip(¢) <
A2 Alors :

o h = A+ ¢ estinversible

e h ! est lipschitzienne, avec Lip(h™1) < HJL“I—”TLM

o Si h est C sur U ouvert de E, et siVx € U Dh(x) € Isom(E, F), alors
h™1 est C sur Uouvert h(U), et pour tout x € U la différentielle de h™ est

donnée par
D(h™")(h(z)) = (Dh(z)) ™"

Démonstration : Raisonnement en plusicurs étapes :
¢ Etant donné y dans F', et on considere I’équation

h(z) =y

équivalente a
z=A""y - A" ((2))

L application = — A~1(¢(x)) est Lipschitzienne de rapport < 1, et donc I’application
x— A YY) — A (¢(x)) aussi. Donc par le théoréme du point fixe de Banach, cette
équation a une solution unique x.

h est donc inversible.

e Avecy = h(z) ety’ = h(z’), on peut écrire

z=A"(y) - A (¢(2))
o' = ATHyY) - A7 (o))
et en déduire
lz — 2| < [|A7 L ly = o'l + A7 Lip().[lz — 2|
en utilisant I’hypothese sur Lip(¢), on a alors

A
T4 Line) ¥ Y

lz —2'|| <
1-—

D’oi le résultat sur la constante de Lipschitz de h—1.
e Supposons maintenant k C* sur U ouvert de . h(U) est un ouvert puisque h est un
homéomorphisme. Par le lemme précédent, h~* est dérivable sur U. En dérivant

hloh= Idg
et
hoh™ ' =Idg
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on obtient que D(h~1)(h(zx)) = (Dh(z)) . En écrivant

D(h™")(y) = Dh(h ™" ()

et en rappelant que I'nv : Isom(E, F) — Isom(F,F),h — h~' est continue on
constate qu’en outre D(h 1) est continue.

11.3.2 Théoréeme d’inversion locale

Définition 477 (Difféomorphisme C') Une application h de U dans V avec
U ouvert d’un espace vectoriel normé et V ouvert d’un espace vectoriel normé
est un difféomorphisme C? si h est bijective et de classe C* et de réciproque
de classe C. Plus généralement, avec k > 1, une application h de U dans V
avec U ouvert d’un espace vectoriel normé et V' ouvert d’un espace vectoriel
normé est un difféomorphisme C* si h est bijective et de classe C* et de
réciproque de classe C*.

/2% Une application bijective et C! n’est pas un difféomorphisme C ; il faut aussi
que la réciproque soit C* !

Théoréme 478 (Théoréme d’inversion locale) Soit h de U dans F' une ap-
plication C*, avec U ouvert de E, et F et F des espaces de Banach. Si la
différentielle Dh(xo) est bijective de I dans I’ pour un certain xq de U, alors
il existe Ug voisinage de xq dans E et un voisinage ouvert Vo de f(xo) dans I
tels que h induit un difféomorphisme C de Uy dans Vy. On a alors

D(h")(h(x)) = (Dh(z)) "

pour tout x dans Ul.

) Voir le théoréme 480 et le corollaire 479. Le théoréme d’inversion locale per-
mettra aussi de montrer I’équivalence des différentes définitions des variétés de R™,
voir définition 493,

Démonstration : On pourra se référer par exemple a [13].

. Dans le cas de la dimension finie, le fait que la différentielle soit bijective
implique que les dimensions des espaces soient les mémes, et que le jacobien (défini
puisque les dimensions sont les mémes) est non nul.

Corollaire 479 Soit f une application C' d’un ouvert U d’un espace de Ba-
nach E dans un espace de Banach I ; si f injective et si sa différentielle f'(x)
est un isomorphisme en tout x € U, alors f est un C'-difféomorphisme de U
sur f(U), qui est alors un ouvert de I.

Modulo le résultat selon lequel I'application qui & f dans Isom(F, F') associe
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1 est C*° (que 'on trouvera par exemple dans [ 1]), on montre que si f est un C'-
difféomorphisme de classe C™, alors f est un C™ difféomorphisme.

11.3.3 Théoreme des fonctions implicites

Théoréme 480 [ application C* de U un ouvert de I2y x E, dans F, avec
FE4, E3 et F' des Banach. Si [ est différentiable par rapport a la deuxieme
variable en (a, b) et si cette différentielle est un isomorphisme alors il existe ¢
C? définie sur un ouvert Uy de F, contenant aq et a valeurs dans un ouvert Us
de E5 contenant as telle que pour tout (y1, y») dans Uy x Us on ait

fly1,92) = fla,b) <= ya2 = ¢(n1)

et pour tout x dans U, on a

D¢(z) = —|Daf(z, ¢(z))] 1o Dif(z, ¢(x))

} FLEMMARD
Démonstration : e On va chercher a utiliser le théoréme d’inversion locale. Pour
cela il faut construire une application différentiable C, de différenticlle bijective.
e On définit I'application p de U dans Ey x Fs dans E; x G, définie par u(y1,y2) =
(v1, f(y1,92)).
® Dpfa,b)(h, k) = (h, D1 f(a,b).h + D2f(a,b).k)
e Dy(a,b) est bijective (facile), p est C*
¢ On applique le théoréme d’inversion locale & g en (a, b).

e La fonction réciproque associe clairement a un couple (g, 7) un couple (g, ¢(q, 7)),
et en fixant r on en déduit ce que ’on veut...0

La figure 11.1 illustre ce théoréme.
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X X

FIG. 11.1 —TIllustration du théoréme des fonctions implicites dans le cas d’une fonction
de R? dans R. La courbe est une courbe de niveau. A gauche la différentielle par rapport
a y n’est pas un isomorphisme ; on comprend intuitivement qu’on ne peut pas donner
y en fonction de z sur un voisinage. A droite ¢’est un isomorphisme ; donc on peut.

11.4 Dérivées d’ordre supérieur

11.4.1 Généralités

Définition 481 Etant donnée une application f d’un ouvert U d’un espace de
Banach E dans un espace de Banach F, on dit que f est de classe C™ (on dit
aussi n fois continiiment différentiable) si f est différentiable et si sa diffé-
rentielle est de classe C™ . L’application est dite C° si elle est C™ pour tout
n ; on dit alors qu’elle est indéfiniment différentiable.

On note alors ) (a) Uapplication D f(a)(x), et par récurrence ™ (a) ap-
plication D f*~1) (a).

Etant donnée une application f d’un ouvert U d’un espace de Banach E dans
un espace de Banach F, on dit que f est n fois différentiable en x appartenant
a U si et seulement si f est de classe C™ 1 sur un voisinage de x et si la n-iéme
différentielle de f sur ce voisinage est différentiable en a.

Etant donnée f application d’un ouvert U d’un espace de Banach E dans un
5

6mj
Sz, °

82f oo .8
espace de Banach F', on note mJ;—J Uapplication
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11.4.2 Dérivées secondes

Théoréme 482 Soit [ une application de U, ouvert d’un espace de Banach
, dans F, espace de Banach . Si [ est deux fois différentiable en wo, alors
S"(a)(h)(k) = f"(a)(k)(h). Via Uidentification du théoréme 1014 f"(a) est
une forme bilinéaire syméirique.

Démonstration : e 11 s’agit donc de montrer que f”(a)(h)(k) = f"(a)(k)(h).

e On introduit la fonction p(h, k) = fa+h+ k) — f(a+ h) — fla+ k) + f(a)

e iu(h, k) = p(k, h) clairement

e On montre maintenant que p(h, k) approxime f”(a)(h)(k) (on pourra plus loin
en déduire le résultat souhaité, car f”(a)(h)(k) approximera alors [”(a)(k)(h))

o [|u(h, k) = f"(a)(R)(K)|| < [|p(h, k) = f'(a+ K)(R) + f(a)(R)]| + ||/ (a +
K)(h) — F/(a)(h) = (£"(a).k).h]

e Le second terme est petit par la définition de la différenticlle f(a), le premier
est petit par définition de la différentielle de f/(a), et par utilisation des accroissements
finis.

e On arrive ainsi 2 montrer que (k. k) — f(a)(k)(R) estun o(||k||* + ||k|”) ; par
symétrie on a aussi le fait que (k. k) — f”(a)(k)(h) est un o(||||* + ||k||%) ; on en
déduit || £ (a) (k) () — F"(a) (W) ()| = o[BIl + [IKII%).

o || f"(a)(A\k)NR) — f"(a)(Ah)(AK)|| < e.(||\R]* + || \-K|*) pour tout ¢, pour
A suffisamment petit

o N[I"(a)(k)(h) — f"(@)(R)(K)|| < eA*(|[Rl|* + [|k]|*) pour tout et pour
assez petit ,

o | 7(@)(K) (B) — /" (a)(R)(R)| < e(lB]1® + [|K]1®) pour tout !

e ["(a)(k)(h) = f"(a)(h)(k) = 0 d’ou le résultat.0

Théoréme 483 Soit f deux fois différentiables en a € U, avec f définie de U
owvert de IV = Iy x Fa... x I2, (des espaces de Banach ) dans I (un espace
de Banach ). Alors

(f.!r(a.)(h] g ) ) (K1, o k) = Z(%(a)'h{).%

.7

Démonstration : On utilise simplement deux fois la proposition 454, a f et f/.0

Corollaire 484 Soit [ deux fois différentiables en a € U, avec [ définie de U
owvert de ! = Fq x Fs... x E, (des espaces de Banach ) dans F' (un espace
de Banach ). Alors

O (aym)k) = 2L

0x;0x; bxj0w;

(a)(k)(R)

Démonstration : 1l s’agit simplement du théoréme 482 aprés quelques manipulations...00
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Corollaire 485 (Théoréme de Schwartz) Soit f application de R™ dans I’

(I’ espace de Banach ) deux fois différentiables en x, alors %% () F“;}JL

Démonstration : 11 s’agit d’une reformulation dans le cas de £; = R du corollaire
précédent !0

Proposition 486 (Existence de la dérivée seconde) Soi f une application de
U ouvertde EE = Fy x Es... x F, (des espaces de Banach ) dans F' (un espace
de Banach ). Alors si les g— existent et sonl continues sur un voisinage de z,

; 52 ; e .
et si les ==L~ existent sur un voisinage de = et sont continues en x, alors f
7,08,
est deux fois différentiable en x.

Démonstration : 11 suffit d’appliquer deux fois la proposition 471.0

11.4.3 Généralisations a la dérivée n-ieme

On pourra réviser la partie 28.

Théoréme 487 (Généralisation du théoréme 482) Si f est une application
de F dans F avec E et I des espaces de Banach n fois différentiable en x,
alors ™) (z) appartient a L,,(F; F) et est une application n-linéaire symé-
trigue.

Démonstration : On procéde par récurrence. Pour n = 1, ¢’est clair. Pour n = 2,
¢’est le théoréme 482, Supposons maintenant le résultat prouvé jusqu’au rang n — 1, et
montrons le pour le rang n, avec n > 3.

e 11 suffit de montrer que si I’on permute deux variables consécutives parmi les h; on
ne change pas la valeur f()(z)(hy, ..., hy).

o (7 ~1) est symétrique, donc on peut permuter sans rien changer h; et by 1 pourd > 1
e Pour i — 1 il suffit de rappeler que (™) = (f("2))" et d’utiliser 482.0
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11.5 Zoologie du calcul différentiel

11.5.1 Fonctions convexes

Définition 488 Une fonction f définie sur un convexe U d’un espace vectoriel
a valeurs dans R est dite convexe (resp. strictement convexe) si

V(u,v,t) € U? x [0,1]f(tu+ (1 — t)o) < tf(u) + (1 —t)f(v)

(resp ¥ (u,v,t) € U?x]0,1[u # v = f(tu+(1—t)v) < tf(u)+(1—1)f(v)

Dans la suite de cette section, on suppose que U est un convexe d’un espace vec-
toricl , et que f est une application de €2 dans IR, avec €2 ouvert contenant UJ. Les liens
entre dérivabilité et convexité sont les suivants :

Théoréme 489 f C' est convexe (resp. strictement convexe) sur U si et seule-
ment si

V(u,v) € U?f(v) > flu) + f'(u)(v — u)
(resp )¥(u,v) € Uu £ v = f(v) > f(u) + f'(u)(v—u)
[ C? est convexe si et seulement si

Y(u,v) € U f'(u)(v —u,v —u) >0

Si
V(u,v) € Uu#v = f'(u)(v —u,v—u) >0

) On pourra voir 12.4 pour les applications de la convexité a la recherche d’ex-
tréma, 1325 pour les applications de 1'inégalité de Jensen, le lemme 397 (et par suite
I'inégalité de Holder), I'inégalité de Minkovski.

11.5.2 Fonction continue partout dérivable nulle part

Cet exemple, élaboré par Van der Waerden, est extrait du livre [20].

Théoréme 490 Soit T' la fonction définie sur R par T(x) min(z —
E(z), E(z) + 1 — x) (c’est a dire que T'(x) est la distance de © a entier
le plus proche de x). _

La fonction f définie sur R par f(z) = >0, ﬂ]](‘]‘%l est continue partout
dérivable nulle part.

Démonstration :
e Bonne définition, continuité de [ : facile, f est limite uniforme d’une suite de
fonctions continues (voir proposition 468).
¢ La non dérivabilité, ¢’est plus dur.
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- T, etdonc f, est périodique, de période 1.
- On se limite donc a4 montrer la non-dérivabilité

sur [0, 1]

- On note les développements décimaux en excluant les développements illimités

ne comportant que des 9 !

- Soit done x € [0, 1], on montre la non-dérivabilité de f en .

- Soit x,, 1a n-itme décimale de .
- définissons h,, = —10"™ si z,, = 4 Ou T, =
- Calculons maintenant

9, hy, = 107 ™ sinon.

_f(ﬂ‘,‘ | h“m) - f(T)

him

_1qm i en(T(10™ (2 + €,107™)) — T(10"z))

10m

=1

- Raisonnons un petit peu maintenant, sur un cas particulier pour mieux visualiser

(z = 0.33333333...) :

n 107z 107°(2 + hm) | T(10%(z + hm)) — T(1072) | X107 ©
0 0,333333... |0,33...333433... 0,000 ..001 1
1 393383, [9,8%...834388... 0,000...01 1
2 9339998,  |199.9.,.949833. . 0,000...1 1
#he | 58990885 | 898048880 1 1
m+1|8333...8.83... | 333...43,333... 0 0

11 faut bien noter que dans le cas général le chiffre de la derniere colonne peut étre
1 ou —1; quoi qu’il en soit ﬂL’:”'Mﬂ est un entier de parité variant avec m et ne

peut donc pas converger.0]

On en profite pour montrer ce dont est capable Maple. Le dessin se trouve en figure

11.2.

Exemple Maple

>g:=z— > sum(T(2" x ) /2" ,n = 0..17);

17

=)

> T := z — min(z — floor(z), floor(z) + 1 — x)

T := x — min(z — floor(z), floor(z) + 1 — x)

g=z— Z T

21’1

! Au profit de I'équivalent obtenu en remplagant ...243999999999... par ...2449999999999....
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08

05

04

103

0.1

F1G. 11.2 — Tracé d’une courbe continue dérivable nulle part, établie par Van der Waer-
den

11.5.3 Fonction dérivable dans toutes les directions mais non conti-
nue

Définition 491 Soit f une application d’un ouvert U d’un espace vectoriel
normé I dans un espace vectoriel normé I, alors f est dite différentiable
en v € U suivant la direction e € F si 'application g : R — Ft —
[z + tu) est différentiable en 0. La différentielle de g en 0 est alors appelée
différentielle de f en x suivant .

Proposition 492 11 existe une application f différentiable dans toutes les di-
rections en x et qui n’est pas continue en x.

Démonstration : Le livre [ 2] propose la fonction f : R? — R, (x,y) — TR
avec f(0,0) = 0. On constate la non continuité de f en regardant la limite de z —
f(x,2%) en 0. La différentiabilité suivant toutes les directions est vite vue (distinguer
différents cas, suivant v = (a, b), cas a et b non nuls, cas a nul, ou cas b nul).

On peut aussi regarder la fonction définie par ses coordonnées polaires par

Flrcos(0) rsn(@) = ¢

Avec f(0,0) = 0, on a bien une fonction différentiable dans toutes les directions (avec
des différentielles nulles !), et on constate sans le moindre calcul que f(xcos(z), zsin(x))
est constant égal a 1 pour = # 0.0
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11.5.4 Variétés de R", théoreme de Jordan

Définition 493 - Proposition/ Variété de R™] Soit M une partie de R™, = un
point de M. Soit p un entier > 0 et k un entier > 0.
M est par définition une variété de dimension p et de classe C'* au voisinage
de x si l'une des conditions équivalentes suivantes est vérifide :
(i) Il existe V voisinage ouvert de x tel qu’il existe un C* difféomorphisme de
V sur W C R™ tel que g(z) = 0et g(M NV) =W NP, avec P I’ensemble
des (Y1, Yn) tels que yp i1 = 0, Ypyo =0, .., Yy = 0.
(ii) Aprés une permutation pertinente des coordonnées (z1, ..., T), il existe V
voisinage ouvert de x et ¢ application C* de RP dans R™ P tel que pour tout
ydans V

YEM = ¢y, ..., yp) ? (yp-!—lv oy Yn)

(iii) Il existe un voisinage V ouvert de z, ) un voisinage ouvert de 0 dans R,
f une application C* de 2 dans R™, tels que f induise un homéomorphisme
de Qsur M NV, f(0) =z e f'(0) derang p°.

(iv) Il existe un voisinage V ouvert de z, Q2 un voisinage ouvert de 0 dans RF,
f une application C* de 2 dans R™, tels que f induise un homéomorphisme
de QUsur M NV, f(0) = x et f'(y) de rang p pour tout y dans 2 °.

911 §’agit d'un élément de L(RP, R™).
b1 5 agit d"un élément de L(RP, R™).

Démonstration :

On notera pendant cette preuve @y, avee 1 = {i1,...,9m} eli; < ia < -+ < iy
un sous-ensemble de [1, n] et z un élément de R™, (z;,,...,@;, ).

e L’équivalence entre (iii) et (iv) est claire ; bien stir (iv) implique (iii), et récipro-
quement en supposant (iii) par continuité de la différentielle et continuité du détermi-
nant d'une matrice extraite, on peut trouver un voisinage de 0 dans lequel la différen-
ticlle a le méme rang. 11 suffit alors de se restreindre a ce voisinage.

¢ Voyons maintenant que (iii) implique (ii).

Supposons (iii). La matrice de la différenticlle de f en 0 est de rang p; modulo
une bonne permutation des coordonnées, on peul donc supposer que la matrice extraite
de la différentielle pour les indices en ligne et en colonne inféricurs ou égaux a p est
inversible,

En se restreignant aux p premiere coordonnées, f est alors C'*, de différentielle en
0 de rang plein. On peut donc appliquer le théoréme d’inversion locale 478, et f ainsi
restreint est donc un C* difféomorphisme au voisinage de 0. En prenant ¢ la composée
de f et de I'inverse de la restriction de f aux p-premiéres coordonnées, on obtient une
fonction satisfaisant (ii).

e Voyons maintenant (ii) implique (iii).

Supposons (i) vérifiée. Définissons alors f(y) = (y + @1, (W + 2 pp)° f
convient...

¢ Montrons maintenant que (iii) implique (i).

Supposons (iii) vérifiée.

Définissons alors g(y) = (¥[1,p — Z|(1,p)> ¥[p+1,n] — P(Y[1,p))-.- g CONVient pour
().

2Je "recolle” ainsi un élément de RP et un élément de ™ P pour obtenir un élément de R™
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o 11 ne reste plus qu’a vérifier que (i) implique (iii).

Supposons donc (i) vérifiée.

Alors soit f(y) = g (1,5, 0,---,0).

La différentielle de g est injective, donc la restriction & R? est injective aussi. Don¢
[ vérifie bien (iii).0

Théoréme 494 (Théoréme de Jordan) Toute hypersurface M (i.e. variéié de
dimensionn — 1) de R™ C*°

e ¢st le noyau d’une application C* dont la différentielle ne s’annule pas sur
M.

e est orientable (c’est a dire qu’il existe un champ de vecteur ne s’annulant
pas, continu, défini sur M, a valeurs dans R™)

e partage le plan en deux domaines® (I'un borné I’autre non) dont elle est la
[frontiére commune.

“Rappelons qu'un domaine est un ouvert connexe.

Démonstration :

Ce théoréme, long et loin d’€tre trivial, nécéssitera différents lemmes. Cette preuve
est largement inspiré de la note "Le théoréme de Jordan pour les hypersurfaces C'°°",
de D. Leborgne, paru dans la Revue de Maths Spé numéro 104, 1993-1994, lui-méme
inspiré de I’article "Orientability of smooth hypersurfaces and the Jordan Brouwer se-
paration theorem”, Expo. Math. 5 (1987), p 283-286.

Lemme 495 Soit X un espace topologique connexe, et [ et g continues de
X dans R. Si f et g sont localement égales ou opposées, et si Uintérieur de
£ 1(0) est réduit a I’ensemble vide, alors f et g sont égales ou opposées.

Démonstration :
e Définissons :

Egales = {z/f(z) = g(x)}
Oppos = {z/f(z) = —g(z)}

Et notons 2 I'intérieur de Fgales.

e Supposons tout d’abord €2 non vide, et montrons que §2 = X. Si on a un tel résul-
tat, alors on saura que soit Fgales est d’intérieur vide, soit il est égal a tout I'espace.
Si Fgales est égal a tout I’espace, alors on a bien le résultat souhaité. Si Fgales est
d’intéricur vide, alors I'ensemble des = tels que f(z) = g(x) # O (inclus dans I'inté-
ricur d’ Fgales) est vide, et donc Oppos = X, d’ou le résultat souhaité. Donc montrer
que si 2 £ 0 alors 2 = X est suffisant pour le résultat souhaité.

e Donc, on suppose £2 vide.

e Soit = appartenant a la frontiére de €.

e Par hypothése, il existe U/ ouvert contenant x sur lequel [ et g sont égales ou
opposées, puisque [ et g sont localement égales ou opposées.

e Lintersection de U et 2 est non vide (puisque x est sur la fronticre de €2), et
contient un point sur lequel f et g sont non nulles, puisque f ! (z) est d’intérieur vide.
Donc f et g sont égales sur U (rappelons que 2 est inclus dans [ gales).

e On en déduit que x appartient & Fgales.
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¢ On a donc montré que la frontiere de €2 est incluse dans €2,

¢ () est donc fermé et ouvert.

e Q) est donc égal a4 X, puisque _X est connexe. Dot le résultat.0
Nous avons encore besoin d’un lemme de topologie :

Lemme 496 Soit (S2;)ic 1 une famille d’ouverts recouvrant R™, et pour i dans
I, f; application C™ de Q; dans R, telle que intérieur de f; ' (0) soit d’inté-
rieur vide.

Supposons que lorsque $; et §2; s’intersectent, alors f; et [; soient égales ou
opposées localement sur £3; M 1.

Alors il existe une unique fonction f, au signe prés, dont la restriction pour
tout i a 2; soit f;.

t Bien voir que I’on n’a pas supposé que les €2; soient connexes.
Démonstration :

e On considere la famille (B;);c.s des boules B telles qu’il existe un certain i tel
que B C ;. On définit f7 la restriction de §2; & Bj, lorsque B; est inclus dans ;.

e Supposons qu’on ait construit une fonction f localement égale ou opposé a f; sur
B; pour tout 5 dans J.

e Alors f, pour tout j dans J, est égale & ¢ f7 sur By, avec ¢; € {—1,1}, par
connexité de B; et application du lemme précédent 495.

e Alors f, pour tout 7 dans 1, est égale A €, f; sur €);, avec ¢; € {—1,1}. En effet,
donnons-nous z et y dans €, avec fi(z) et fi(y) tous deux non nuls, et montrons
que nécéssairement f et f; égales (resp. opposées) en z implique f et f; égales (resp.
opposées) en .

- le segment [z, y| est recouvert par un nombre fini de boules B;

- chacune des intersections de ces boules est connexe, et chaque boule est connexe.,

- on peut donc appliquer sur chacun de ces connexes le lemme 495, d’oti le résultat.

e Il reste donc simplement & construire une fonction f convenable sur les B;.

¢ On montre tout d’abord le résultat en dimension 1, sur un segment fermé. Cela
se fait en recouvrant le segment en question par un nombre fini de boules ouvertes B.;,
en définissant f sur cette réunion finie de proche en proche. Le fait que I’on soit en
dimension 1 rend cela facile ; il suffit de choisir des ouverts consécutifs, non inclus les
uns dans les autres. Par le lemme 495, on a une solution et une seule, au signe pres.

e On procéde maintenant par récurrence sur la dimension i, pour montrer I’exis-
tence et I"unicité au signe prés d’une telle fonction sur un pavé [—m,m|".

e Pour cela on considere ce pavé comme le produit [—m, m| x [—m,m|* L.

e On définit une fonction f; pour ¢ dans [—m,m/|, définie sur [—m, m|* 1, en uti-
lisant I’hypothése de récurrence, f; égale A FLEMMARD ¢a marche pas parce qu’on
n’est pas sur que I'intersection d’un ensemble d’intéricur vide avec un ensemble de
dimension inférieure est d’intersection vide.

L]

11.5.5 Espaces vectoriels normés de dimension finie
@ Propriétés topologiques

La boule unité fermée d’un espace vectoriel normé est compacte si et seulement si
I’espace est de dimension finie (théoréme de Riesz 5.2).
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Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet. Dans un espace vec-
toriel normé de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes (voir théoréme
188). En particulier, les espaces vectoriels normés réels de dimension finie sont tous
isomorphes a R™ pour un certain 7, tous les espaces vectoriels normés complexes de
dimension finie sont isomorphes & C™ pour un certain n. Les compacts d’un espace
vectoriel de dimension finie sont donc exactement les fermés bornés. Cela implique no-
tamment que tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel normé
est fermé (qu’il s’agisse d un espace vectoriel normé de dimension finie ou non).

E Propriétés géométriques

Définition 497 Une partie A d’un espace vectoriel normé est dite équilibrée
si elle contient ax pour tout a de module 1 et tout x de A.

Théoréme 498 Soir E un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors,
soit B C E, B est la boule unité pour une certaine norme si et seulement
si B est convexe équilibré compact ayant O comme point intérieur. La norme
correspondante est alors unique.

Démonstration : Cette preuve, utilisant la notion de jauge, est détaillée dans [22,
p2361.0

Définition 499 On définit ici la notion de séparation au sens large (resp.
strict) : On dit qu’un hyperplan H sépare au sens large deux parties A et B
(resp. sépare au sens strict) si A et B sont inclus dans I'un et autre des demi-
espaces fermés (resp. ouverts) délimités par H.

Théoréme 500 (Forme géométrique de Hahn-Banach en dim. finie) Soir
I2 un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors :

e Soit A ouvert convexe non vide, L sous-espace vectoriel de F de dimension
finie n’intersectant pas A. Alors il existe un hyperplan H tel que L C H et
ANH =0

e Soient A et B des convexes non vides et disjoints de I5. Alors

- Si A est ouvert, il existe un hyperplan séparant A et B au sens large.

- Si A et B sont ouverts, il existe un hyperplan séparant A et B au sens strict.
- Si A est compact et B fermé, il existe un hyperplan séparant A et B au sens
strict.

- 8i A et B sont fermés, alors il existe un hyperplan séparant A et B.

Démonstration :  Voir [ 19, p347] pour une preuve compléte ; les points sont a dé-
montrer dans cet ordre pour simplifier la preuve.d
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Chapitre 12

Extrema

Une référence claire et compléte est [7]. En outre on y trouve des algorithmes jus-
tifiés rigourcusement.

12.1 Cadre et définitions

Pour ce chapitre, on travaillera sur une application f continue d’un ouvert U/ d’un
espace de Banach F dans R.

Définition 501 On dit que [ admet un minimum relatif o minimum local en
x € U siil existe un voisinage V de x tel que pour tout vdans V f(z) < f(v).
On dit que [ admet un minimum relatif strict o minimum local strict en
x € U si il existe un voisinage V' de x tel que pour tout v # = dans V
f(@) < f(v).

On dit que [ admet un minimum global en x € U si pour tout v dans U
f(@) < f(v)

On dit que f admet un minimum global strict en @ € U si pour tout v # x
dans U f(z) < f(v).

On définit de méme les notions de maximum relatif, maximum relatif strict,
maximum global, maximum global strict, en remplacant les < par des > et
les < par des >.

12.2 Résultats liés a la compacité

Proposition 502 Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et f C°
de F dans R telle que
.‘ET'TJIHI”_,DQI(I) = o0

Alors [ est minorée et atieini son minimum.

Démonstration : On se donne A > 0 tel que ||z|| > A implique f(z) > f(0). On
considere alors K = B(0, A). K est fermé car on est en dimension finie (les compacts
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d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont les fermés bornés). f atteint donc
sa borne inf (voir corollaire 182).00

Corollaire 503 (Quelques applications) e La distance d’un point a un fermé
non vide est minorée et le minimum est atteint.

o Aussi les trois applications suivantes, empruntées a [ /5] :

- étant donnée une application f C° de (0,1] dans R, il existe un polynéme P
minimisant || f — P|| ., parmi les polynémes de degré < n.

- le théoréme de D’Alembert-Gauss, stipulant que tout polyndéme i coeffi-
cients complexes et de degré > 1 admet une racine, en considérant z — |P(z)|
(corollaire : tout polynéme a coefficients dans C est scindé dans C|X|).

} Voir le corollaire 1225 sur la trigonalisation de matrices complexes, ou la partie
31.3.2 sur les suites récurrentes linéaires.

12.3 Résultats de calcul différentiel

12.3.1 Résultats au premier ordre

Théoréme 504 (Condition néeéssaire du premier ordre) Si © est un mini-
mum relatif de [ et si f est différentiable en x, alors la différentielle de f
en x est nulle.

Démonstration :
df (z)(h) > 0 car LEERTE > 0554 >

df (x)(h) < 0 car LEHTE < o654 < 00

/2% Pas de réciproque ; par exemple = — 2° de R dans R a une différentielle nulle
en 0 et n’a ni maximum ni minimum en zéro.

Définition 505 Si df (z) = 0, on dit que x est un point critique.

Pour aller plus loin on peut s’intéresser aux extréma liés ; voir pour cela [7].

12.3.2 Résultats du second ordre

Théoréme 506 (Condition nécéssaire du second ordre) Soit [ dewx fois dif-
férentiable en x.
Alors si [ admet un minimum local en x, ["(x) est positive.

Démonstration :
Supposons f”(x) non positive ; alors il existe v tel que f”(z)(v,v) soit < 0. On
se donne un voisinage V de z sur lequel f < f(z) et sur lequel la formule de Taylor-
Young 583 donne
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[l + ) < f(a) + 1" (@) (0w, )

(rappelons que par le résultat précédent f'(z) est nul)
on peut toujours choisir un tel voisinage V' car

fl@ + 1) = () + 5" (@) (1w, 1) + oft?)

pour ¢ assez petit
etdone f(z+tv)— f(x) estalors négatif pour ces valeurs de ¢ (A part pour £ = 0).0

Théoréme 507 (Condition suffisante du second ordre) Supposons I de di-
mension finie. Soit f deux fois différentiables en z, f'(z) = 0, et f"(x) définie
positive. Alors [ admet un minimum relatif strict en x.

Démonstration : On considere simplement un minimum de " (z)(u, u) pour ||u|| =
1 et la conclusion vient rapidement.O

t On peut se passer d’hypothése de gﬁmcnsion finic & condition d’imposer
que f"(x) vérifie Jo > 0/ f"(z)(u, u) > aflu|”.

12.4 La convexité
Pour une introduction & la convexité, voir la partie 11.5.1.

Les résultats liés a la convexité sont treés intuitifs, et se justifient rigoureusement
sans trop de difficulté : on pourra consulter [ 7] pour moultes développements.

Théoréme 508 Un minimum local d’une fonction convexe définie sur une par-
tie convexe est en fait un minimum global.

Une fonction strictement convexe définie sur une partie convexe admet au plus
un minimum et si un tel minimum existe il est strict.

12.5 Pour aller plus loin

On trouvera dans [ 7] des études des cas particuliers des formes quadratiques, et une
Jjustification rigoureuse de la méthode de Newton.
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Chapitre 13

Equations différentielles

Une référence appréciable pour sa clarté et son souci d’illustration et d'utilisation
pratique des résultats (notamment informatique) est le livre "Analyse numérique et
équations différenticlles” de J.-P. Demailly ([9]). Je traite ici exclusivement le cas de la
dimension finie, largement suffisant pour la plupart des problémes ; pour une analyse
plus générale, on pourra consulter [*].

13.1 Lemmes préliminaires

Lemme 509 (Lemme de Gronwall) Soit ¢ une fonction C° de intervalle
[a, b] dans R™. Soit ¢ € [a,b], soient A, B des réels positifs.
Supposons que pour tout t dans |a, b, on ait

/C " b(u).du

¢(£) S A(:'B“'_cl

$(t) <A+ B

Alors pour tout t dans |a, b]

Démonstration :
Pour £ > ¢, on définit F'(t) = A + B];L ¢(s).ds. F est C'. Calculons la dérivée
de t — e Bt F(t); cette dérivée est

e BY =B F(t) + Bo(t))
donc est < 0 sur |e, b]. Le résultat en découle immédiatement pour ¢ > c.
Pour le cas restant, ¢ < ¢, on définit F'(t) = A+ B [ ¢(u)du; F'est C. Calculons
la dérivée de ¢ — eP' F(1) ; cette dérivée est
ePY(B F(t) — Bg(t))

donc est > 0 sur [a, ¢]. Le résultat en découle immédiatement pour ¢ < ¢.0
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13.2 Equations différentielles d’ordre 1

Définition 510 On appelle équation différentielle du premier ordre une

équation de la forme
dx
= — f(t
= I()

avec E un R-espace vectoriel de dimension finie m, U une partie (non néces-
sairement ouverte! ) de R x F, et f une application de U dans E, avec f
continue.

On appelle solution de cette équation une application ¢ dérivable de I dans
E avec I un connexe de R (i.e. un intervalle) telle que {(t,(¢))/t € I} C U
et ¢'(t) = f(t, p(t)) pour tout t dans I.

Proposition 511 Une solution d’une équation différentielle est nécessairement
c

Démonstration : L’équation exprime notamment le fait que la dérivée de sa solu-
tion est C°.0

Remarque (forme intégrale) : ¢ : I — E est une solution de ‘f;—f = f(t,z) de
donnée initiale ¢(c) = =z si et seulement si pour tout ¢ dans I, ¢(f) = &(c) +

I J(u, $(w))du.

13.2.1 Avec des hypotheses sympathiques sur f

Définition 512 Une fonction de deux variables (z,y) € X xY — f(z,y)
est dite localement lipschitzienne en y si pour tout (x,y) il existe un scalaire
k et V un voisinage de (z,y) dans X X Y tel que pour tous =’ ,y1, y= tel que
(z',y1) € Vet (2',y2) € V on ait

(2" 1) = F(&' p2)ll < K flyr — 2|

Lemme 513 (Unicité) Si f est localement lipschitzienne en x, alors si ¢, et
2 sont deux solutions sur un méme intervalle ayant méme valeur en un certain

t, alors 1 = ¢pa.

Démonstration : Donnons nous ¢; et ¢ deux solutions, égales en ¢.

Pour simplifier le raisonnement on va supposer qu’il existe ¢ > ¢ tel que ¢4 (") #
¢2(t""). En cas contraire, on raisonnerait de méme en considérant t” < ¢ vérifiant cette
propriété.

Soit ¢ I'inf de ces ¢”. Par continuité, ¢2(t') = ¢1(¢').

Soit V' Pintersection de [¢', co[ et d’un voisinage de ¢ tel que {(¢, ¢1(¢))/t € V}
et {(¢, ¢=2(t))/t € V restent dans un voisinage de (¥, ¢'(¢')) sur lequel f est C-
lipschitzienne en y.
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Pour v dans V', on a ¢ (v) = f(v, ¢;(v)), et donc
i
$1(0) = 02(0) = [ 1u,61(w)) — F(u,62(0))d
0

(61(v) — da(v)| < € / " i — e

Donc par le lemme de Gronwall on conclut que ¢, et ¢ sont égales sur V, ce qui
est contradictoire avec la définition de ¢'. O

Lemme 514 (Existence) On se donne une fonction f C° de |to — a, tg 1 al x
B(z0,b) x B(\o, c) dans R™, la boule B(wo,b) étant une boule de R™, et la
boule B(\o,c) étant une boule compacte ou un seul point d'un espace mé-
trique.

On suppose qu'il existe C tel que || f(t,z1,\) — f(t, 22, N)|| < Cllz1 — 22|,
et on se donne M tel que |f(1,x)| est borné par M sur [l — a,lq + a] x
B(wg, b) x B(\o,¢) (un tel M existe nécessairement par continuité de f sur
[to — a,to + a] x B(wo,b) x B(\o,c) qui est compact).

Alors il existe une fonction ¢{., \) telle que W f(t, o(t, N), N), définie
sur [to — T, to + T) x B(Xo,¢), avec T le min de a et b/M, el telle que pour
tout A ¢(to, \) = xq; en outre cetle fonction est continue par rappport a t el
A

|

&“ Le paramétre ¢ de la fonction f(¢,z, ) peut étre vu comme le paramétre
temporel ; ¢’est une fonction de £ que I'on cherche comme solution. ¢ est la fonction so-
lution, dépendant de £. Quant a A, ¢’est un parameétre désignant les conditions initiales.
Le lemme est directement donné sous-une forme trés générale ; mais le cas d’une boule
B(Ao, ¢) compacte réduite a un point n’est pas a négliger ; il s agit en fait du cas le plus
courant, I'intérét d’introduire une boule étant simplement de montrer la continuité par
rapport aux conditions initiales.

S

s
& L’hypothése de I’existence de C' sera notamment vérifiée si les dérivées
partielles de f par rapport aux n composantes de ¢ existent et sont continues.

Démonstration :
e On pose xo(t, \) = zo
e On définit par récurrence zy11 (¢, \) = xo J:u flu, zp(u, A))du
e Il est clair par récurrence que |@ (£, \) —zo| < b
o ;. est C en ¢ clairement
e 2 est C¥ en \ par continuité sous le signe intégral (théoréme 381)
¢ On montre maintenant par récurrence que pour tout k

Mcklt _ to|ki 1

o () =2k (b ) < —7=;
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-Lecask = Oest immédia}
= |(‘{‘T"-f€+'l - mk)(ta ’\)| | ft; f(u? mk(“’: ’\): /\) a f(u? .'Bk_](‘b'., ’\)a‘\)‘dﬂ'l < plf' -

ot —tg|* M |t—tg|*H?
tol Jy, MCk1E k!nl du < i|c+1)n!|

- t — to étant borné sur I’ensemble qu’on s’est donné, la suite des z, converge
uniformément. Du coup la limite est continue par rapport a (£, d). Le fait que la limite

vérifie I'équation est conséquence du passage a la limite.O

Théoréme 515 (Cauchy-Lipschitz) Si [ est localement lipschitzienne en z,
étant donné (to, o), il existe une et une seule solution maximale (i.e. sur un
intervalle maximal) de I’équation différentielle.

En outre, cette fonction maximale n’admet pas de limite au bord de Uintervalle
ou elle est définie, si ce bord est fini et n’est pas le bord de Uintervalle de
définition de f.

Démonstration : L'existence et I'unicité découlent des lemmes ci-dessus. Lorsque
la solution ne tend pas vers I'infini au bord du domaine (+# oo et # du bord de I'inter-
valle de définition de f), on peut prolonger par le lemme d’existence.d)

Théoréme 516 (Existence de solutions globales) On suppose désormais U
de la forme I x E, avec I intervalle ouvert de R. On suppose en outre qu’il
existe une fonction k continue de I dans R telle que f(t, .) est k-lipschitzienne
de rapport de Lipschitz < k(t) sur I£. Alors, toute solution maximale est une
solution globale (sur I).

Démonstration : Donnons-nous un intervalle compact K inclus dans J. 11 est suf-
fisant de montrer qu’il existe une solution définie sur K. Il suffit donc d’appliquer le
lemme 514, k étant majorée sur K par une certaine constante C.00

Théoréme 517 (Equadif dépendante d’un paramétre) On remplace f(t, z)
par f(t,x, \) ; on suppose que f est continue lipschitzienne en z, de constante
de Lipschitz indépendante de t et \, avec \ appartenant a un espace topolo-
gique L, 1 dans un intervalle compact de R et © € B(zg,r) C F avec F un
Banach. En outre, [ est bornée par M.

Alors étant donné to € R on peut a A\ associer une solution ¢ sur J
IN(to—r/M,to+r/M], et (t, ) — ¢x(t) est continue.

Démonstration : La démonstration utilise le théoréme du point fixe de Banach ;
pour plus de précisions, on consultera [V].0
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13.2.2 Sans hypothese sympathique sur f

f sera ici simplement supposée C°.

Définition 518 On dira que ¢ est une solution c-approchée de ['équation dif-
[férentielle % f(t,z) si ¢ est définie continue C' par morceaux sur un
intervalle J, si ¢(to) = xq et si pour tout t dans J (&, ¢(t)) est bien dans U,
avec ||¢'(t) — f(t, @(t))|| < ¢, a part aux points de discontinuité, auxquels on

doit avoir || ¢)y(t) — F(t, @(t)) || et [|@5(t) — f(t,d(t))]| tous deux < ¢, avec ¢);
et ¢>; les dérivées a droites et a gauche.

Théoréme 519 Supposons f C°, définie sur 1 x B(zq, 1), avec I intervalle de
R, a valeurs dans . Supposons |f| < M. Alorsavec J = I N[tg —r /M, to +
r/M], Ye > 0, I’équation ‘;—: = [f(=z,t) a une solution e-approchée affine par
morceaux telle que ¢(to) = xo.

Démonstration :
e On montre qu’on peut construire une telle solution sur J© = J N [tg, ocl, le
résultat s’obtenant de méme sur J— = JN| — oo, tg).

e Définissons tout d’abord ¢q affine, définie par ¢o(to) = o, et ¢4(to) = f(to, za)-

e On note que ¢yp est bien telle que (¢, ¢(£)) soit dans le domaine de définition de
S pour ¢ dans J .

¢ Par continuité de f, ¢ est une solution e-approchée sur (o, |, pour ¢ suffisam-
ment petit. En considérant ¢, le sup de ces ¢, on obtient £; ', et par continuité ¢q est
une solution e-approchée sur [tq, £1].

e Si ¢y estdifférent de sup J, alors on recommence le méme processus, en rempla-
cant zg par 7 = f(fy), et tg par Ly, etr par r — ||z1 — xo|| (> 0 par définition de J) ;
on nomme ¢; la nouvelle application obtenue. Puis ¢, puis {3, et ainsi de suite, jusqu’a
ce que t; soit le sup de J, auquel cas la preuve est terminée.

¢ Supposons maintenant que la suite des £; croit sans jamais atteindre la borne sup
de J ; notons T le sup des ;.

e Remarquons que ||z, 1 — p|| < M|tyi1 — tn] et que done || 77 2, —
z,|| < M(T —t,) ; donc par le critere de Cauchy (rappelons que I est un Banach), la
suite (x,,) tend vers une certaine limite z.

¢ Considérons maintenant

"f(tna Typ) — f(tv ¢7L(t))||

pour T' > t > t,,, ¢l examinons ce qu’il se passe pour n — oo.
Cette quantité est inférieure ou égale a

"J{-QT}J! Ly —f(:l", :17)” + ”f(ip! "L') _'_Jr(\_‘i_,? ¢7L(£) )”
ST e T zcar ||gn(t) — @al < (E— ta)M

1Je passe sous silence le cas £; = oo, qui termine la preuve immédiatement.
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et donc tend vers O en I’infini, et donc finit par &tre inféricure a € a un certain rang
n; donc t,4+1 > T, d’ou la contradiction.O

Corollaire 520 Supposons E de dimension finie. f étant toujours bornée dans
un voisinage de (to, xo), on peut toujours trouver un voisinage de to sur lequel
I’équation admet des solutions e-approchées pour tout e.

On utilise le fait que dans le théoréeme précédent, le voisinage obtenu est
indépendant de e.

13.3 Equation différentielle d’ordre n
Etant donnée une équation de la forme

d"x e dx N A
ar TP g e

)

. . . n—1
ol f est supposée localement lipschitzienne en z, 22, .., £—% avec U C R x E™, f

de U dans F continue a valeurs dans R™, on se ram¢ne a

dx
=
!
dml
b
a7
d.’l:i
g
dx —1
# = f(tv Ty L1y eny iEn,l)
Ces équations différentielles correspondent donc a une équation d’ordre 1 dans

I’espace E™.

11 reste a reformuler les différents résultats sur les équations différentielles d’ordre
laucasde'ordre n :

Etant donnés tg et zg, x1, ... , Tn_1, 1l existe (au moins) une solution maximale
z définie sur un intervalle ouvert contenant ¢g telle que z(tg) = zo, 2'(to) = =1,
. "D (t0) = x,,_; (rappelons que 1’on a supposé f continue). f étant localement
lipschitzienne en z, %, vy %’ alors il y a unicité. Pour I’existence sans I’unicité, le
théoréme de Cauchy-Péano permet de se passer du caractére localement lipschitzien.

Si U est de la forme I x E™, et s’il existe une fonction continue dépendant seule-
ment de ¢ majorant le coefficient de lipschitz, alors les solutions maximales sont défi-
nies sur I tout entier.

Ces résultats découlent immédiatement des résultats a I’ordre 1, grace a la transfor-

mation décrite ci-dessus.
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13.4 Zoologie des équations différentielles

13.4.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre

Définition 521 Une équation différentielle linéaire du premier ordre est
une équation différentielle du premier ordre avec

dx
— = A(t).x+ B(t
L~ AW+ B()
avec A(t) une application linéaire continue de I dans F et B(t) € I, pour
tout t dans I intervalle de R.
E est toujours un R-espace vectoriel , A est continue, B est continue.
L’équation différentielle homogéne associée est

dx

Théoréme 522 (Théoréme de Cauchy) Si A est continue de 1 dans L(F)",
alors I’équation différentielle linéaire du premier ordre admet une solution ¢
telle que ¢(to) = xo définie sur tout I.

Il existe une unique solution définie sur tout 1.

“Ensemble des applications linéaires continues de F dans .

Démonstration : 1l s’agit directement d’une application du théoréme 516. O

Théoréme 523 En notant cette solution ¢, (a lo fixé) la solution
de I'équation linéaire homogeéne associée, I'application qui a xq associe ¢,
est linéaire bijective de F dans I'ensemble des solutions de I’équation homo-
géne.

Démonstration :
e L'injectivité est claire, si deux fonctions sont différentes en ¢y alors elles sont
différentes tout court.
e La surjectivité est non moins claire, par définition de ¢, .
e La linéarité, enfin est immédiate ; il suffit de voir que si z et i sont solutions, alors
A.x + pe.y est aussi solution.0

Corollaire 524 (Cas de la dimension finie) On en déduit au passage que la
dimension de U'espace des solutions d’une équation diférentielle est finie et
égale a la dimension de I, lorsque la dimension de IV est finie.
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@ Cas général, dimension non nécessairement finie

Dans cette partie, et seulement celle-ci, on traitera un cadre plus général. L'intérét
est seulement de donner un exemple d’utilisation en dimension non finie. On admettra
le fait que le théoréme de Cauchy-Lipschitz est aussi valable dans le cas d’un espace
de Banach, méme s’il n’est pas de dimension finie (la démonstration est d’ailleurs la
méme).

¢ A non constant

Définition 525 On appelle équation résolvante de I’équation différentielle li-
néaire de la définition 521 I’équation a paramétre dans I’ensemble des appli-
cations C* de I dans L(E) :

U'(t) = A(t) o U(t)

Afin de pouvoir travailler sur cette équation, nous aurons besoin du théoreme de
Cauchy ; aussi devons nous bien voir :

- que L£(F) est un Banach (de manidre générale I'ensemble des applications li-
néaires continues d’un espace vectoriel normé dans un Banach est un Banach)

- que 'application ¢ — (¢ — A(t)og) est continue de I (pour la topologie usuelle)
dans £(F)**) (pour la topologie produit)

Le deuxiéme point découle facilement de la continuité de A.

On peut donc appliquer le théoréme de Cauchy, et exhiber pour tout ¢ dans I une
solution unique Resolvant, sur tout I de I'équation résolvante vérifiant

Resolvanty, (o) = ldg.

Définition 526 La solution Resolvanty, (Lo) est appelée résolvante d’origine
to.

Voyons maintenant les propriéiés sympathiques de la résolvante, qui découlent des
résultats ci-dessus.

Proposition 527 e Pour tous a, b et ¢ dans I
Resolvant,(b). Resolvanty(c) = Resolvant,(c).
e Pour tout a et tout b Resolvant,(b) est dans GL(E).

Démonstration :
o Il suffit de dériver tout ¢a, et d’utiliser I'unicité donnée par le théoréme de Cauchy.
e C’est une conséquence évidente du fait que Resolvant,(b). Resolvanty(a) =
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Resolvanty(a). Resolvant,(b) = Resolvant,(a) = Resolvanty(b) = Idg.0

Théoréme 528 e La solution = de I’équation homogéne associée vérifiant
x(to) = xq est application t — Resolvanty, (t).zq.

o Une solution particuliere z de I’équation générale de la définition 521 véri-
Siant z(tg) = xq est donnée par

t
z(t) = Resolvaniy,(zq) —1—/ Resolvant, () B(u)du
ty

Démonstration :
e La résolvante est construite pour ¢a. Il suffit d’écrire la dérivée de

t — Resolvanty, (t).yo

pour avoir la résultat souhaité.

e 11 suffit d’écrire que z peut s’ exprimer sous la forme x(t) = Resolvant,, (t)(C(t)) ;
ensuite, par une méthode bien similaire & la méthode de variation des constantes, on
écrit
(8((2,y) — Resolvanty, (x)(y)) o (t = (1,C(1)))

ot

2/(1)

= ( ((Wﬂy]dx + (Resolvant,, (x)dy)) o (t, C(t))).(1,C"(t))
= A(t) Resolvanty, (t)C(t) + Resolvant,, (t)C'(t)

Donc z sera solution si B(t) = Resolvant,,(t)C’(1), ¢’est & dire si C(t) =
Resoivanttnft(azo) + J:ﬂ Resolvant,, (u) B(u)du, donc si z(t) = Resolvanty, (zo)+
Resolvanty, (t). J:D Resolvant, (1o) B(u)du.

Donc on a bien

¢
z(t) Resolﬂantln(t)m@-lf Resolvant,(t) B(u)du

to

D’ou le résultat. O

< A constant

Théoreme 529 Si A(t) A est constant, alors I'équation différentielle li-
néaire définie en 521 admet pour unique solution x vérifiant x(ty) = xo l'ap-
plication

x it exp((t — to)A)(zo)

\ |

N

(Y
& Pour se rappeler de ce qu’est I’exponentielle d’un endormophisme continu
d’un Banach on pourra consulter 15.12.4.
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Démonstration : Le théoréme de Cauchy nous donne I'unicité, et il est immédiat
que cette fonction convient, par le théoréme donnant la dérivée de I'application ¢ —
exp(t f) (voir partie 15.12.4).0

On note que ¢ — exp((t — to)A)(zo) est le résolvant de I’équation différentielle.

Théoréme 530 Une solution particuliére x de I’équation différentielle géné-
rale définie en 521 dans le cas oit A(t) = A est constant et vérifiant x(to) = xg
est donnée par

z(t) = exp((t — to)A).zg 1 / exp((t —u)A)B(u)du

Ly

Démonstration : On peut simplement argumenter en utilisant le fait signalé ci-
dessus, ie que ¢ — exp((t — tg)A) est le résolvant (d’origine o) de I’équation diffé-
rentielle, mais on peut aussi faire le calcul directement en cherchant des solutions de la
forme ¢t — exp(tA)C(t).0

Remarque : tout comme lorsque A est constant on a Resolvanty, (t) = exp((t —
to)A), on a Resolvanty, (1) = (:'.'IJp(J:,i A(u)du LORSQUE pour tous ¢ et s dans [
A(t) et A(s) commutent (A()A(s) = A(s)A(L).

@ Cas de la dimension finie

< A(t) non constant

Si E est de dimension finie n, alors I’espace des solutions de I’équation homogéne
associée est de dimension finie n, comme on le souligne dans le corollaire 524. Pour
simplifier les notations, on identifie £ et R™, sans perte de généralité.

Proposition 531 On se donne une famille x1, ..., &, de solutions de I’équa-
tion différentielle homogéne. Alors ces solutions sont libres si et seulement si
U’ensemble des x;(t) est libre pour un certain t, si et seulement si I’ensemble
des x;(1) est libre pour tout t.

Démonstration :
11 est clair que si les z;(t) forment une famille libre pour un certain £, alors les z;
forment une famille libre.
11 est clair que si pour tout ¢, les x;(t) forment une famille libre, il en est de méme.
1l reste donc juste a voir que si les z; forment une famille libre, alors les x;(#)
forment une famille libre, quel que soit £. Cela découle simplement du théoréme 523.0

Z=W Tl n’est par contre pas vrai que dans le cas général, (x;) famille libre — (z;(%))
famille libre (par exemple n’importe quelle famille libre de fonctions de R dans R).

Ainsi lorsque 1’on aura obtenu une famille libre de n solutions de 1’ équation diffé-
rentielle homogene et une solution de I’équation générale, alors on pourra en déduire
toutes les solutions de I’équation différentielle, en considérant la somme de la solution
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de I'équation générale plus une combinaison linéaire quelconque des n solutions libres
de I’équation homogene associée.

Généralement, le probléme ne sera pas d’obtenir les solutions de I’équation homo-
géne, mais plutdt d’obtenir les solutions de I'équation générale.

Pour cela on utilisera notamment la méthode de la variation des constantes.

On suppose que x1, ..., T, sont des solutions libres de 1’équation homogéne asso-
ciée.

On cherche alors = solution particuliere de I’équation générale, avec x de la forme

2(t) = M(O)z1(t) + Aa()z2(t) + - + M(O)Tn(t)

On note bien que toute fonction peut s’exprimer de la sorte, puisque pour tout ¢ la
famille des x; (1) est libre.
Faisons maintenant « varier les constantes » :

dx dxy dzy,
E(t’)_ :“1?"’"""/\1{?
= MAxz, + M Axs + ...+ A, Az, par définition des x;.
3y S\,
+W(1)£1 ®)+... T(!‘)iﬂn(l)

Donc z vérifie I'équation générale si et seulement si

S N(®)i(t) = Bt)

i

(1)1 (@1)2 ... (z1)n

($2) (ﬂ'!‘ )2 »e (mE)n
Enéerivant A = (A, oo M) et M) = | . 0

(I‘n)l (I‘n)ﬂ . (mn)n
On obtient I’équation A’ = M (t) 1 B(t) (notez que M (t) est inversible, de par la
proposition 531).
On peut donc en déduire les A, & une constante prés. Les constantes en question ne
changent de toute facon rien, puisque cela revient a ajouter une combinaison linéaire
des solutions de I’équation homogeéne.

o Cas A(t) = A constant
Tout d’abord on peut donner la forme générale des solutions, de maniére simple
lorsque I'endomorphisme est diagonalisable en dimension finie.

20n vérifiera facilement qu’il s”agit du résolvant (voir partie 525).
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Théoréme 532 On va supposer ici que A(t) = A est constant, et qu’il s’agit
d’un endomorphisme diagonalisable, en dimension finie n. Alors avec (e;) une
base de F dans laquelle A s’identifie a une matrice diagonale, avec A(e;) =
Ai.ej, les solutions de I’ équation homogéne associée a I'équation différentielle
linéaire définie en 521 sont les combinaisons linéaires de fonctions de la forme

fi it — exp(A;.t)e;

pouri € [1,n]

Démonstration : 11 est facile de voir que ces fonctions sont bien dans 1’ensemble
des solutions de I’équation différenticlle homogene associée. En vertu du corollaire
diffé524 il suffit donc de vérifier que les solutions en question forment bien une famille
libre ; ce fait se déduit immédiatement du fait que la famille des f;(0) est libre.

13.4.2 Equations différentielles autonomes

Définition 533 Une équation différentielle est dite autonome si f ne dépend
pasdet.

On appelle point d’équilibre d’une équation différentielle autonome un point
xo tel que f(xg) = 0.

On appelle point stable d’une équation différentielle autonome un point
d’équilibre xq tel que

Ye > 03n tel que pour tout = solution de I’équation différentielle et tout tq tel
que ||lz(to) — zoll <7

e z est définie sur [tg, 00|

o ||z(t) — mo|| < € pourtout t > g

On appelle point asymptotiquement stable d’une équation différentielle au-
tonome un point d’équilibre x tel que pour un certain n, pour tout x solution
de I’équation différentielle et tout tq tel que ||z(to) — xo| < n,

o x est définie sur [to, oo

o limy_0x(t) = zo

C’est a dire qu’une équation différentielle autonome est de la forme ‘;—f = f(=x).
Les résultats d’unicité permettent de dire que si

2 — f@) etatu) =z
[+ § d
d—f fly) ety(v) = xo

avec [ intervalle maximal de définition de 2 et J intervalle maximal de définition
dey,alors J +u=1I+vety(t+v) =x(t +u) pourtouté tel quet +v € J.

Quelques exemples :

e Equation 2’ = = : 0 est I'unique point d’équilibre ; il n’est ni stable ni asympto-
tiquement stable.
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¢ Equation ' = —z : 0 est I'unique point d’équilibre ; il est stable et asymploti-
quement stable.

e Equation ' = M.z avec M antisymétrique : 0 est point d’équilibre ; il est stable,
mais pas asymptotiquement stable.

e Equation 2’ = u, avec u vecteur non nul : pas de point d’équilibre.

13.4.3 Equation de la chaleur

@ Le probleme

Définition 534 On définit =0, 1[xR** ; Q désigne I'adhérence de ) dans
R?, c’est adire [0,1] x RT.
On cherche u continue de §) dans R, telle que u|q soit C*° et vérifie

du 6

6t ox?

0

(équation de la chaleur)
avec les conditions aux limites (CLs) :

u(0,t) =u(l,t) =0
et les conditions initiales (CIs) :
u(z,0) = h(z)

avec h une certaine fonction continue de [0, 1] dans R, C* sur |0, 1], telle que
h(0) = h(1) = O (indispensable pour que les CLs puissent étre vérifiées).

@ La méthode

Pour attaquer cetle équation, comme d’autres équations vérifiant une équation de
la méme forme (dérivée premiere en fonction du temps égale 4 une dérivée seconde
(un laplacien) en coordonnées d’espace), on cherche en fait une solution u(z,t)
Sf(x)g(t) s’exprimant comme produit d’un terme d’espace par un terme de temps. On
ne se préoccupera pas pour le moment de 1a CI.

Une fois des solutions trouvées, on remarquera que les solutions forment un es-
pace vectoriel. On cherchera alors une solution combinaison linéaire vérifiant la CI.
Pour cela, puisqu’on aura remarqué que nos solutions en x sont des sinusoides (ayant
toutes pour fréquence un multiple d’une certaine fréquence fondamentale) on conside-
rera ’antisymétrisée de la fonction des CI, pour considérer un développement en série
de Fourier qui ne comporte que des sinusoides (il n’y aura pas de cosinusoides puisque
I’on considérera une fonction impaire !).

On obtiendra ainsi une solution. Il existe une preuve d’unicité, qui ne sera pas
exposée ici : on la trouvera par exemple dans [22, pl103].
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@ Les calculs

Ecrivons
u(z,t) = f(2)g(t)

Alors I'équation de la chaleur s’ écrit

f(@)g (t) = ["(2)g(t)
g!(t) _ fﬂ(m) _
gt [(z)
Ce terme est indépendant de 2 (4 cause du terme de gauche) et de ¢ (a cause du terme
de droite). A est donc une constante.

Le cas A > Oetle cas A = 0 nous aménent, via les CLs, au cas u = 0, peu
intéressant. Il reste donc seulement le cas A < 0.

On a une équation de degré 2, qu’on peut réécrire comme une équation de degré 1,

" (01 h
)-(36)(%)

Cette équation est linéaire, et admet donc des solutions sur tout |0, 1[; il s agit d’une
équation homogene (pas de second membre) elle est dans un espace de dimension 2,
donc I’espace des solutions est de dimension 2.

On a deux solutions évidentes : 2 — cos(wz) et & — sin(wz) (avec w? = —\). La
solution cosinusoide ne satisfait pas les CLs, donc on garde les sinusoides. On déduit
des CLs que w doit étre de la forme wy, = nll pourn € N.

Pour g, I’espace des solutions est de dimension 1, il s’agit d’une exponenticlle
décroissante, z — Ce "t (on applique I'équation de la chaleur pour trouver le w?, ot
on remarque et on utilise 1I’'équation % = A de la page précédente).

/\

£

"(x) = Mf(z) équivaut 2 ( fi

On a donc des solutions en u : (z,£) — e “~‘sin(wn,a). On note que les solutions
sont un espace vectoricl. On a donc pour solution de I'équation de la chaleur et des
CLs au moins (on n’a pas prouvé que ¢’étaient 1a les seules solutions) les combinaisons
linéaires de solutions de cette forme. On va en fait considérer aussi les combinaisons
linéaires infinies -, ane “"rzttsin(wn:n). pourvu que la série > a, soit absolument
convergente ; ainsi les théorémes de dérivation sous le signe intégrale s’ appliquent et
la combinaison linéaire obtenue est bien une solution de I'équation.

On se préoccupe maintenant des CIs, en cherchant une solution combinaison li-
néaire des solutions trouvées ci-dessus.

On voudrait donc h(z) = 3", - an sin(nllz). On va donc décomposer h en série
de Fourier. Pour cela on va choisir & impaire, pour n’avoir que des sinusoides.

Donc on définit h sur [—1,0] par h(—z) = —h(z). Ensuite on prolonge h par 2
périodicité. On a alors h(z) = > -, a,sin(nllz), avec convergence normale de la
somme des a,, puisque k est C* (pas de probléme en 0 ou en 1 car 2(0) = h(1) = 0).

L'unicité de la solution ainsi obtenue ne sera pas détaillée ici ; voir [22, p103].
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13.4.4 Equations a variables séparées

Définition 535 On appelle équation a variables séparée une équation diffeé-
rentielle que U'on peut réécrire sous la forme

2 = [(Hg()

e Si g s’annule en une valeur particuliére x,, alors la fonction constante z = x,, est
clairement solution particuliere.

e L’équation peut se rééerire q‘(‘—;J f(t)dt, et donc on obtient en intégrant chaque
membre une expression de [ 1/g en fonctionde [ f. 11 est clair que [ 1/g est continue
strictement monotone sur les intervalles sur lesquels g(z) ne s’annule pas, et que donc
on en déduit z en fonction de ¢ en considérant I'inverse de [ 1/g. Par les résultats
d’unicité si la condition initiale (fg, zo) est telle que g(wg) # 0 alors par le lemme 513
(si les fonctions en jeu vérifient bien les conditions énoncées ') on a Vi, g(z(f)) # 0
si « est une solution maximale (en effet en cas contraire x serait la fonction constante
égale & xp, avee g(z,) = 0), et donc on obtient bien ainsi des solutions maximales.

On trouvera dans [9] un exemple bien détaillé.

13.4.5 Equation de Bernoulli

Définition 536 On appelle équation de Bernoulli une équation de la forme
' = p(t)x + q(t)z™

avec o € R\ {1} et p et q continues.

On se place sur les intervalles ot @ ne s’annule pas. On peut alors diviser par z®,
et poser z = ', on obtient alors

dz

i (1 —a)(p(t)z+ q(t))

équation linéaire en z, que I’on sait donc résoudre.

13.4.6 Equation de Ricatti (polynéme a coefficients dépendant de {
de degré 2 en z)

Définition 537 On appelle équation de Riccati une équation de la forme
2’ = a(t)z® + b(t)x + (1)

avec a, b el c trois fonctions continues.

N’ayant pas de solution magique, on choisit de supposer que I'on est capable d’ex-
hiber une solution particuliére xp,.
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On pose alors z = x — x,, et on obtient miraculeusement
2(t) = [2a(t)ap (1) + b(E)] x 2(t) +a(t)2*(2)

On se rameéne donc a un cas particulier d’équation de Bernoulli, que I’on résoud
comme expliqué en 13.4.5,

13.4.7 Equations homogenes

Définition 538 On appelle équation homogene une équation de la forme ' =
f(z/t), avec [ C° d’un intervalle de R dans RR.

Une telle équation se résoud classiquement en posant ¥y = 2/t ; on se rameéne alors
a I’équation a variables séparées ' = (f(y) — y)/t. qui se résoud elle-méme par la
méthode exposée en partic 13.4.4, On a des solutions constantes de la forme z = a,
soit y = az, pour a vérifiant f(a) = a.

On montre facilement que 1'image d’une solution par une homothétie est encore
une solution (seul comptant le rapport z/1).

13.4.8 Equation de Lagrange

Définition 539 L’équation de Lagrange est z(t) = a(2' (1))t + b(z'(t)), avec
a et b des fonctions C'1.

On la résoud de la maniére suivante :

e chercher les solutions & o’ constant sur un intervalle ; ce sont les ' = ¢, avec
a(c) = c. Les solutions sont alors les z = ¢t + b(c).

e poser y = a’, t = g(x), pour chercher d’autres solutions. On obtient

dt a'(y)t +b'(y)
dy y —a(y)

qui est une équation différentielle linéaire en .
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Chapitre 14

Formes différentielles

Ce chapitre a seulement pour but de fournir un cadre utile dans la vie de tous les
jours, pour maitriser les outils utiles pour s’ attaquer & de nombreux théorémes. L'intérét
n’élant pas d’épuiser les richesses des formes différentielles, de nombreuses définitions
et de nombreux théorémes seront donnés sans justification, notamment dans les fonde-
ments des formes différentielles, au niveau des propriétés d’algébre multilinéaire.

14.1 Généralités, rappels sur les applications multili-
néaires

14.1.1 Définition d’une forme différentielle

Tout de go, définissons tout d’abord ce qu’est une application différentielle :

Définition 540 Soit U un ouvert de I¥ un R-espace de Banach, soit I' un RR-
espace de Banach.

On appelle forme différenticlle de degré p sur U a valeurs dans F' une ap-
plication de U dans A,(E; F) “.

La forme différentielle est dite de classe C™ si application est Cy, (pour n €
NU {cc}).

On note Q,(gn} (U, F') I'ensemble des p formes différentielles de U dans I' de
classe C™,

“Espace des applications p-linéaires alternées continues de I dans f. Cet espace est un Ba-
nach, car ¢’est un sous-espace vectoriel fermé de £,(E, F) (qui est un Banach comme chacun
sait).

Exemples :

- Une application C™ de F dans F' est une O-forme différenticlle de F dans F', de
classe C™.

- Sin > 0, sa différentielle est une forme 1-différentielle de classe C™ 1.

Nous allons définir plus loin de nombreuses opérations sur cet outil, mais tout
d’abord nous devons rappeler certaines propriétés des applications multilinéaires.
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14.1.2 Propriétés des applications multilinéaires

Définition 541 Erant donnée une application ¢ bilinéaire de F' x G dans H,
on définit une multiplication d’applications p-linéaires alternées par :

‘AP(EvF) X Aq(EvG) - P+Q(E7H)

(f,9) = hsg
définie par
(f /\¢ g)($1, cee a$p+q) -
Z E(U)(b(f(ma(l)a xo‘(Z)a SRR xo‘(p))a g(xa(p+1): mo‘(}’}+2)7 R xo(erq)))

La sommation étant étendue a I’ensemble des permutations o de [1,n] telles
quec(l) < o(2) <---<o(p)etolpt+1)<olp+2)<---<o(p+q).

t 11 conviendrait de montrer que f Ay g est bien p + ¢ linéaire, continue et
alternée.

t souvent on s’abstiendra de noter Ay ; on se contentera de A. ¢ sera sou-
vent implicitement I’application la plus intuitive ; par exemple si H et G sont égaux et
si F" est R, on utilisera le produit d’un élément d’un Banach par un réel.

Proposition 542 (Propriété du produit d’applications multilinéaires) A,
est bilinéaire.

Proposition 543 (Propriétés du produit de formes multilinéaires) o Si f
appartient a A,(E, R) et g appartient a Aq(E,R), alors f Ag = (—1)PigA f
o Si f ppartient a A,(E,R), g appartient a Aq(E,R) et h appartient a
A (E,R), alors (f AN\g) Nh = f A (g Ah).

o Si les f; sont des formes linéaires continues sur E (dans R), pour i € [1,n],
alors

AN N @, mn) = Y €0) filmowy) = det (fi(z))i s

gcom
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Proposition 544 (Propriétés des application p-linéaires avec dim £/ = n)
FE est ici supposé isomorphe a R™.
Toute application p-linéaire de E dans F s’écrit de maniére unique

* * *
T — E Ciy ... ip €3, A €5, VAN €,
1<i1<ia < <ip<n

€F

avec la famille des e la base duale de la base des e; (base canonique de R™),
c’est a dire que les e} sont les formes qui donnent les coordonnées d’un point.
En particulier, si p = n, Uapplication s’écrit x — (5 ANe5 A--- AN ep)(z)e,
avec c un élément de F, et si p > n, 'application est nécéssairement nulle.

14.1.3 Application de tout ¢a aux formes différentielles

Définition 545 (Produit extérieur de formes différentielles) U désigne un
ouvert d’un espace de Banach E. F, G et H sont des espaces de Banach .

On se donne ¢ une application bilinéaire de F' X G dans H. On suppose que
fe Q,(g")(U, F)etqueg € Q,g")(U, G).

On définit alors le produit extérieur des formes différentielles f et g fA3g €

Qé@q(U, H) par

freg:ae f(@) A g(z)
La notation est abusive du fait que ’on garde la méme notation que pour le
produit d’applications multilinéaires. La aussi on négligera souvent de préci-
ser Ay, et on gardera A.

Exemple :
SiF =G = H = R, ¢ est alors généralement implicitement le produit usuel.
Alors le produit de formes différentielle est anticommutatif et associatif, et

(Wi Awa A Awp)(z)(ha, ..., hp) =

Z e(o)wr(x)(ho(1))wa(2)(ho(2)) - - - Wn(2)(ho(n)) = det (wilej)is)

oCOn
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Chapitre 15

Quelques rappels et
compléments d’analyse

15.1 Rappels sur le corps des réels

On considere un corps K, commutatif, muni d’une relation d’ordre total <.

Définition 546 (Définitions de base) K est totalement ordonné si V(z,y) €
K20<a2A0<y—0<as+yA0<zy

K est archimédien si V(z,y) € K20 < 2 A0 < y — 3In € N/z <
y+ ... + y(n fois)

K a la propriété de la borne supérieure si toute partie non vide majorée de
K admet une borne supérieure.

On appelle corps réel un corps commutatif totalement ordonné possédant la
propriété de la borne supérieure. On le note R. On admettra ’existence et
Punicité a isomorphisme pres d’un tel corps. 1l posséde en outre la propriété
de la borne inférieure et il est archimédien (comme on peut le prouver facile-
ment).

Propriétés :
o R est de caractéristique nulle; 1 +1 4 ... + 1 4 1 est différent de O.
o R est infini.
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Définition 547 (Quelques définitions supplémentaires) e On appelle valeur
absolue de x € R et on note |z| le réel sup({z, —x}); c’est une norme, dite
norme usuelle, de R en tant que R-espace vectoriel ; la métrique associée est
dite distance usuelle de R.

e On note 7 = maz(x,0), et x~ = max(—=x,0), si x est un réel.

e Onnote [(x) = (f(x))T, si [ est une fonction a valeurs réelles. On définit
de méme [~ (z) = (f(z))".

e On peut définir v a partir de x et |z|, |x| a partir de x* et v, sup(x,y) @
partir de |x — y|, z et y, en utilisant simplement des additions et des soustrac-
tions ; je ne donne pas le détail des formules, que ’on retrouve facilement, et
que personne ne Se fatigue a apprendre par coeur.

e On appelle partie entieére d’un réel x et on note E(x) ou |z| le plus grand
entier qui lui est inférieur ou égal. Il est caractérisé par E(z) € N A E(z) <
z < E(x) + 1. x — E(z) est appelé partie décimale ou partie fractionnaire
de z, et est noté [z].

e On appelle intervalle de R toute partie de R contenant le segment d’extré-
mités x et y pour tous x et y dans cette partie.

e On appelle longueur d’un intervalle I non vide le réel sup, ,\er2 |z — y|.
e Une partie A de R est dite bornée si {|z —y|/(x,y) € A%} est majoré; si A
est non vide le sup de cet ensemble est alors le diamétre de la partie A, noté
5(A).

Propriétés :
¢ L¢ diametre d’une boule ou d’une sphere de rayon r est < 2.7, si cette partie est
non vide (ce qui est toujours le cas si ’espace n’est pas réduit a zE&ro a moins qu’il ne
s’agisse d’une boule ouverte de rayon nul)
e Un intervalle peut-étre de la forme [a, ], |a, b], [a, b], ]a,b], avec éventuellement
a = —oo si intervalle est ouvert a gauche, et/ou b = +oo si 'intervalle est ouvert a
droite.
¢ Un segment est un intervalle fermé, de diametre sa longueur.

Définition 548 On appelle droite numérique achevée et on note R I’en-
semble totalement ordonné R U {—o0, +o0}, avec oo plus grand élément
et —oo plus petit élément (le reste de I’ordre étant I’ordre usuel).

On étend les définitions de segments et d’intervalles a R.

15.2 Les nombres complexes

On suppose le corps des nombres complexes déja connu ; on rappelle i? = (—i)? =
—1.
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Définition 549 Le corps des complexes peut par exemple étre construit comme
le produit de R par R, muni des opérations suivantes :

(a,b) + (c,d) = (a+ ¢, b+ d)

(a,b) x (¢,d) =(axec—bxd,axd+bxc)

On note alors i = (0,1).

On note /'m(z) la partie imaginaire d’'un nombre complexe z = (a, b), ¢’est a dire
Im(a,b) = b, et Re(z) sa partie réelle, ¢’est-a-dire Re(a, b) = a.

15.3 Définition de I’intégration au sens de Riemann
Cette partie est un bref rappel sur I'intégrale de Riemann. Pour une définition com-

pléle, on consultera par exemple [ 11].
L’intégrale de Riemann est tout d’abord définie pour les fonctions en escalier.

Définition 550 Etant donnée f une telle fonction et o une subdivision de
Uintervalle |a,b|, ie une famille (o, ...,0,) vérifiant a o0 < 07 <
o9 < ... < Op b, Uintégrale sur I de f, pour o adaptée a f, c’est
a dire telle que sur chaque |o;,0,.1| f soit constante, est par définition

[i F =00 Mloirs — ), 0 fijono0ea] = N

Quelques propriétés :

e Définition de I'intégrale indépendante de la subdivision adaptée choisie.
o lingarité de I'intégrale (i.e [ Af +pg=A[, f+p [, 9.

e Loide Chasles: [, f + [, f = [laq f-

e Valeur de I'intégrale inchangée si on modifie la valeur de f en un nombre fini de
points.

e [ < gimplique [, f < [, g (en particulier I'intégrale d’une fonction positive est
positive, I’intégrale d’une fonction < M sur un intervalle de longueur [ est inféricure
alm)

Définition 551 Une application de R dans I (K-espace vectoriel normé de
dimension finie, K = R ou C) est dite continue par morceaux sur I = [a, b] 5’il
existe une subdivision o de I telle que sur chaque |o;, 0;11| elle est continue
et admet des limites aux bords.
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Remarque :
Notons Fy([a,b],R) ' I’ensemble des fonctions bornées de [a, b] dans R. 11 s agit
d’un espace vectoriel normé complet pour || ||, = supzeap |f(2)]* Notons € I'en-
semble des fonctions en escalier de |a, b| dans [R. On voit alors que £ est inclus dans
Fy([a,b], R) et que I'application intégration [ ~— ][ a, b f est linéaire, de norme <
|b— a|; I" intégration est ainsi uniforméméent continue. € est appelé I'ensemble des
fonctions réglées sur [a, b] . D’aprés un théoréme de prolongement, et comme (1) £ est
dense dans £ (par définition de 1’adhérence) (2) € est complet puisque fermé de Fj, qui
est lui-méme complet, on peut prolonger ’r a, b] de maniére unique en une application

linéaire continue de £ dans R (encore de norme < |b — al). Cette méthode permet ainsi
de définir I'intégrale sur |a, b| sans avoir a montrer que la limite est indépendante des
subdivisions choisies (il suffit juste de voir que les fonctions continues par morceaux
appartiennent 2 F3).

Toute application f continue par morceaux sur  est limite uniforme d’application
en escalier. Soit (f, )new une telle suite ; f ; fn converge vers une limite, indépendante
du choix de f,,. Par définition, cette limite commune est I”intégrale de f.

Quelques propriétés :

o linéarit¢ de I'intégrale (i.e [, Af +pg=A [, [ +p ;9.

o Loide Chasles: [, f+ [, 0 J = [lo0f

e Valeur de I'intégrale inchangée si on modifie la valeur de f en un nombre fini de
points.

e [ < g implique [ 1 f< i1 ; 9 (en particulier I'intégrale d’une fonction positive est
positive, I'intégrale d’une fonction < M sur un intervalle de longueur [ est inférieure
alM)

e Une fonction continue positive d’intégrale nulle sur I est nulle sur /.

L'inégalité de Schwartz ¢t I'inégalité de Minkowski, données dans la partie 8,
sont valables dansg le cadre de I'intégrale de Riemann,

On note aussi la formule de la moyenne :

'R pouvant d’ailleurs éventuellement étre remplacé par E' Banach, ce qui sera utile pour la résolution
d’équations linéaires a coefficients non constants en dimension infinie.
2| f(x)| remplacé par || f(z)|| si E espace de Banach au lieu de R.
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Proposition 552 Formule de la moyenne : Si [ et g continues par morceaux
sur |a, b, [ avaleurs dans R, g a valeurs dans R™, m = inf,e; [(z), M =

supger f(z), ona
m/gS/fgSM/g
T I I

Si de plus f est continue, alors

3CGx’//ﬁg=f(t':)./fg

Un corollaire important est le cas d’une fonction g constante égale 21 : m|b—a| <
[ f < M]|b—aletsi f estcontinue, [, f = (b— a)f(c) pour un certain c € [a, b].
Maintenant quelques propriétés des sommes de Riemann ;

Définition 553 On appelle subdivision pointée de I = |a, b| un couple (o, &)
avec o une subdivision (oo, ...,0,) et & une famille (o, ...,En—1) avec & €

Iff-i y Tit |

Définition 554 On appelle somme de Riemann associée a la subdivision
pointée (o, &) et on note Riemann(f, o, &) la valeur Zi,:_m‘n_l] J&)|oi —
o;|. On appelle pas d’une subdivision ou d’une subdivision pointée la quan-
tité supicio n—1]|0i+1 — 0il. On le note pas(o).

Alors, si f est continue,
limypas (oo Biemann(f, o, §) :/J’
I

Si f est continue sur [a, ], alors F': & +— [ fest C* et est une primitive de f, i.c.

F=f

Enfin, en intégrale de Riemann I’intégration par parties est valable :

Théoréme 555 (Intégration par parties) Soient f et g des primitives de fonc-
tions réglées sur I = [a, b], a valeurs dans R. Alors

. 7]
]f 7=l - | Fa

avec par définition [fg)%. = f(b)g(b) — f(a)g(a).

) Cette formule sert & peu prés partout, par exemple la proposition 443 (calcul
de la somme des 1/n?), le théoréme 593, pour les intégrales de Wallis (partie 15.10.1).
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On trouvera dans le formulaire (partie 38) une preuve de la formule de Stirling utilisant
I'intégration par partics.
Le changement de variable est aussi valable :

Théoréme 556 (Changement de variable) Si f est continue sur [c, d] et si 0
est C* de |a, b] dans |c, d], alors on a

[ [

15.4 Lien entre intégrale de Riemann et intégrale de
Lebesgue

Théoréme 557 Soit A la mesure de Lebesgue sur R.
(i) Soit I = |a, b] intervalle compact (—oo < a < b < o0), f de I dans R ou
C continue (ou simplement réglée). Alors f est mesurable, L sur |a,b] et

b
/ fdA(au sens de Lebesgue) / Sf(z)dz(au sens de Riemann)
T a

(i) Soit I =|a,b] intervalle de R (00 < a < b < o0), [ continue de |a, b
dans C (ou simplement réglée sur tout intervalle compact de 1). [ est alors
mesurable, et [ est L' si et seulement si son intégrale au sens de Riemann est

. Y
absolument convergente (ie silimy o+ y_p- Jx |f(z)|dz < o0) et alors

fa " Fjie = / JdA

Le terme de gauche désignant l'intégrale généralisée au sens de Riemann (ie
limy o+ y 5 intl|f(z)|dz) et le terme de droite I'intégrale au sens de Le-
besgue.

Démonstration : O
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15.5 Suites et séries

15.5.1 Suites

@ Définitions

Définition 558 La suite (yn)new est une suite extraite de la suite (2, )ner i
il existe ¢ de N dans N strictement croissante telle que Vk yr. = (k).

x est un point d’accumulation ou une valeur d’adhérence de la suite x,, si
x € Npf{ak/k > nh

T, CONVErge vers x Si pour tout voisinage V' de x il existe N tel que pour tout
n>Nax, €V.

La suite x,, est dite convergente si elle converge vers un certain x.

&= Propriétés
e Cas général
Une suite finie admet une suite extraite constante.
Une suite infinie admet une suite extraite monotone,
Une suite bornée admet une suite extraite convergenie,
x est point d’accumulation des x,, si pour tout V' voisinage de x il existe une infinité
de n tels que x,, est dans V.
La notion de convergence d’une suite est équivalente a la notion de limite en I'infini,
avec la topologie que Ion §’est donnée en 5 sur N U {+oc}.
Dans un espace séparé, la limite est unique.
Si une suite converge vers x, alors toute suite extraite de cette suite converge vers .

Une limite de suite extraite est une valeur d’adhérence (pas de réciproque dans le cas
général).

e Cas métrique
Dans le cas d’un espace métrique, 2 est donc point d’accumulation si pour tout ¢ il
existe une infinité de n tels que d(z,, z) < c.
Dans un espace métrique, la limite est unique.
Dans le cas d’un espace métrique, une valeur d’adhérence est une limite de suite ex-
traite.
Dans un espace métrique, une suite de Cauchy a au plus une valeur d’adhérence, et si
elle en a une, elle converge et cette valeur est sa limite.
Dans un espace métrique compact (qui est donc aussi complet), une suite n’admettant
qu’'une seule valeur d’adhérence est une suite convergente.
Dans un espace métrique il sera souvent utile d’introduire la définition X, = {x,/p >
n}; ensemble des valeurs d’adhérence est alors Iintersection des X,,, ¢’est donc un
fermé, et la suite est une suite de Cauchy si le diamétre des X, tend vers 0.

e Cas d’un espace vectoriel normé
L’ensemble des suites d'un espace vectoriel normé est un espace vectoriel , avec les
opérations de multiplication par un scalaire terme a terme, et d’addition terme  terme
(valable méme si I’espace n’est pas normé).
L'ensemble des suites bornées en est un sous-espace vectoriel. On peut le normer par

239

http://fribok.blogspot.com/



la fonction qui a une suite associe le sup des normes de ses éléments. On notera cette
norme || . ||.

L’ensemble des suites de Cauchy est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des
suites bornées.

L’ensemble des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel
des suites de Cauchy. L’application qui a une suite convergente associe sa limite (qui
est unique) est linéaire et continue de norme 1.

Si notre espace vectoriel normé est muni de deux normes différentes || . ||; et || . ||, et
siilexiste artel que || . [|; < | . ||, alors les suites bornées pour || . ||, sont des suites
bornées pour || . ||;, idem pour les suites de Cauchy, et idem pour les suites conver-
gentes. Dans le cas de normes équivalentes, on a donc les mémes suites de Cauchy, les
mémes suites bornées, et les mémes suites convergentes. Ainsi, il est de Banach pour
[|.]l; si et seulement si il est de Banach pour ||.||.

eCasduncorps K =Q,RouC
L’ensemble des suites est une K-algebre commutative et unitaire ; il est muni pour cela
du produit par un scalaire, de I’addition terme a terme, du produit terme a terme (I’unité
étant la suite constante égale a 1).
L’ensemble des suites bornées est une sous-algebre unitaire de cette algebre.
L’ensemble des suites de Cauchy est une sous-algébre unitaire de cette sous-algebre.
L’ensemble des suits convergentes est une sous-algebre unitaire de cette sous-algebre.
L’application qui 2 une suite associe sa limite est un morphisme d’algebres. Ce mor-
phisme est continu. Le noyau de ce morphisme (I’ensemble des suites qui convergent
vers 0) est un idéal de I’ensemble des suites bornées.

e Cas du corps R
Toute suite monotone bornée converge.
Si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent et ont méme limite.

e Cas du corps C
Dans le cas d’une suite complexe on peut se ramener a 1’étude de suites réelles ; la suite
converge si les parties réelles et imaginaires convergent.

15.5.2 Suites réelles
© Généralités

L’ensemble des suites réelles est un anneau commutatif, un espace vectoriel sur R,
ou méme une R-algebre.

Définition 559 Une suite réelle est dite majorée, minorée, bornée, finie, si
son image est majorée, minorée, bornée, finie.

L’ensemble des suites réelles bornées est un sous-anneau, un sous-espace vectoriel,
une sous-algebre de I’ensemble des suites réelles.
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Définition 560 Pour la définition de la limite d’une suite, on pourra consulter
3, et notamment la topologie de N U {+oo}.

Une suite converge vers un réel x si sa limite en +oc est x. Une suite diverge
si et seulement si elle ne converge pas. R étant séparé, la limite d’une suite est
unique.

Une suite tend vers oo (resp. —oo) si sa limite en +00 est +00 (resp. —o0)
dans RR.

L’ensemble des suites réelles convergentes est un sous-anneau, un sous-espace vee-
toriel, une sous-algebre de I'ensemble des suites réelles bornées.

© Suites monotones. Applications

Théoréme 561 Toute suite croissante majorée de R est convergente ; sa limite
est le sup de son image.

Toute suite décroissante minorée de R est convergente ; sa limite est U'inf de
son image.

Si deux suites sont l'une croissante, 'autre décroissante, et si leur diffé-
rence tend vers 0, alors elles sont dites adjacentes ; deux suites adjacentes
convergent vers la méme limite.

Démonstration : Ces résultats, trés simples, constituent un (petit!) entrainement
a I'utilisation des € et des 6.0

Une illustration des suites adjacentes est le résultat 603.

Théoréme 562 R est complet.

Démonstration : Il est évident qu’une suite convergente est de Cauchy ; et réci-
proquement étant donnée une suite de Cauchy x,, on peut considérer les deux suites
N = SUPk>n Tk €LN — iNfr>n Tk ; ces deux suites sont adjacentes.

Théoréme 563 (Théoréme des segments emboités) L’intersection d’une
suite décroissante de segments dont la longueur tend vers O est un singleton.

Démonstration : 11 suffit de considérer la suite des sup et la suite des inf ; ces
suites sont adjacentes.O

241

http://fribok.blogspot.com/



15.5.3 Séries

Dans cette partie on travaillera avec K = Rou K = C.

Définition 564 On se donne une suite (uy)nen, @ valeurs dans K. On définit
U, = ZZZO ug. On se pose la question de la convergence de la suite U,,. Si la
limite existe, on ’appellera somme de la série et on la notera

“+o0

Zuk = limr—yooUs
k=0

On dit que (U,,) est la série de terme général (uy,).

Définition 565 On dit que la série de terme général (u,,) converge absolu-
ment si la série de terme général (|u,|) converge. Une série est dite semi-
convergente si elle converge sans converger absolument.

Définition 566 On dit que deux séries sont de méme nature si et seulement si
elles sont simultanément convergentes ou simultanément divergentes.

Définition 567 On appelle somme partielle d’ordre p de la série de terme
général (uy,)n>o la somme >0 .

On appelle reste d’ordre p de la série de terme général (un)n>o la somme de
la série de terme général (vy,)n>0 définie par v, = Unp, lOTSque cette série
converge. On notera par la suite Ry, le reste a 'ordre p de la série de terme
général (Up). Ona Ry = 3, - Un.

Quelques remarques simples :

e La série de terme générale (u,,) converge si et seulement sila suite n — > | u;
converge.

¢ 5’il y a convergence de la série, alors u,, — 0.

e la série de terme général (™) converge si et seulement si |z| < 1. Elle converge
d’ailleurs si et seulement si elle converge absolument.

e une série converge (resp. converge absolument) si et seulement si son reste a un
certain ordre p converge (resp. converge absolument) ; et en ce cas son reste a tout ordre
converge (resp. converge absolument).

¢ Si une série converge, alors la suite (R,,) tend vers 0 en +o0.

e C et R étant complets, on peut directement appliquer le critére de Cauchy aux
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séries dans ces espaces :

Proposition 568 La série de terme général (uy,) converge (resp. converge ab-
solument) si et seulement si
N+n
VEIN/Yn > 0] Y uy| <e
i=N
resp. si et seulement si
N+n
YedN/¥n >0 Z [us] < €
i=N

) Voir pour application la partie15.12.1.

e si une série est semi-convergente, alors la série de terme général u,, = maz(uy,, 0)
et la série de terme général u,, = maz(—uy,, 0) sont divergentes (tendent vers +oc).

e si une série converge absolument alors elle converge (preuve en considérant les
parties réelles et imaginaires, et en les décomposant en partie positive et en partie né-
gative - preuve possible aussi en utilisant le critére de Cauchy).
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© Séries & termes positifs, absolue convergence

Quelques remarques simples :

Proposition 569 e Une série a termes positifs converge si et seulement si elle
est absolument convergenie.

o Toute série de terme général extrait du terme général d’une série
a termes positifs convergente est convergente, de somme inférieure a la somme
de la série initiale.

o Toute série déduite d’une série convergente a termes positifs par permutation
(éventuellement infinie) des termes est une série convergente de méme somme.

e Si deux séries a termes positifs sont ordonnées par u, < vy, alors si > v,
converge on peut affirmer que > u, converge, et si Y up diverge on peul
affirmer que . uy, diverge.

e s5iu, — O(v,) avec v, terme générale d’une série absolument convergente
(par exemple une série convergente a termes positifs), alors u,, est le terme
général d’une série absolument convergente (nb : il n’est pas requis que U,
soit une suite > 0).

o Siu, =~ v, et sil'une de ces deux séries est a termes positifs (au moins au
voisinage de Uinfini) alors les deux séries sont de méme nature.

On déduit notamment de ceci le fait que si u, est le terme général d’une série
a termes positifs ou nuls, alors les séries de termes généraux In(1 + uy,) etin(l — uy,)
sont de méme nature (et de méme nature que la série de terme général u,,, dans le cas
ot u, — 0).

) Si u,, est une série a terme général positif ou nul, alors I1(1 + u,, ) converge si
et seulement si Y u,, converge.

o Séries de Riemann, séries de Bertrand

Proposition 570 e Série de Riemann : « € R, > 1/n" converge si et seule-
ment si x > 1 (démonstration par la comparaison avec une intégrale, voir plus
loin)

e Série de Bertrand : (z,y) € R?, 3 1/(n®.In(n)¥) converge si et seulement
siz > 1ou(x =1ety > 1) (démonstration par la comparaison avec une
intégrale, voir plus loin)

/=% On trouvera une preuve amusante de ces deux résultats en partie15.12.3 (plus
originale que la preuve par comparaison avec une intégrale).
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o Utilisation de v, 1/uy,

Proposition 571 On se donne (uy,) et (vy,) 2 suites a termes > 0. Alors si
Unt1/Un < Uni1/Vn (au moins a partir d’un certain rang), alors

o la convergence de la série de terme général v, entraine la convergence de la
série de terme général u,,

o la divergence de la série de terme général u., entraine la divergence de la
série de terme général v,

Démonstration : Les deux affirmations étant contraposées, il suffit de prouver la
premiere, et elle n’est pas bien dure en se ramenant a la comparaison de deux séries de
termes généraux équivalents, I’une étant positive...0

Corollaire 572 (Critére de D’Alembert) Si (u,,) est une série a termes posi-
1ifs telle que vy, 1 /uy, tend vers k, alors si k < 1 la série converge, et sik > 1,
alors la série diverge.

Démonstration :

e Cas out k < 1:onsedonne k" avec k < k’ < 1;la proposition ci-dessous, jointe
au fait que la série de terme général k'™ converge, permet de conclure que la série de
terme général u,, converge.

e Cas ot k > 1:en prenant k' tel que 1 < &k’ < k, on constate que la suite u.,
ne tend pas méme vers zéro, ce qui serait la moindre des choses pour le terme général
d’une série convergente.O)

o Régle de Cauchy

Théoréme 573 (Regle de Cauchy) u,, > 0, alors limsup pu, =1<1 —
> uy, converge
limsup fu, =1>1 — > u, diverge

Démonstration : Facile, je ne daigne pas détailler, il suffit dans le premier cas de
choisir  compris entre [ et 1; et dans le deuxieme cas, la suite n’a pas méme le bon
gotit de tendre vers 0.0

¢ Critére de Raabe-Duhamel (alias “—;;‘1‘—1, suite)

Proposition 574 (Régle de Raabe-Duhamel) Soit u,, > 0, avec “T":—‘ =1-
% + 1, avec Ty, terme général d’une série absolument convergente; alors
un =~ K/n® pour un certain K > 0 (et donc la série de terme général u.,
converge <= a > 1).

Démonstration : On définitv,, = In(n®.u,,) ; il est clair que si cette suite converge
on a bien le résultat souhaité.
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Orvgi1 — U = n(Uni ftn) 1 aln("f—'al) —a/n+ 1+ O(—a/n +1,)° 4
O(1/n®). En utilisant le fait que |(a/n).w,| < 3(a?/n® + w2), on en déduit que
Vpt1 — vp = O(1/n?) + O(r2) + rn, = O(rn + Zz). Or 1, et 5 sont tous deux
termes généraux de séries absolument convergentes, donc v, 1 — vy, est terme géné-
ral d’une série absolument convergente, done convergente, et donc (v,,) est une suite
convergente.

15.6 Du théoreme de Rolle aux formules de Taylor

Théoréme 575 (Théoréme de Rolle) Soitr [ une fonction continue définie sur
le segment [a, b), dérivable sur|a,b|, avec f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a, b
tel que ['(c) = 0.

Démonstration :
e Si [ est constante sur [a, b], le résultat est clair.

e Si f n’est pas constante, alors [ atteint soit son maximum soit son minimum dans
Ja, b] (il y a 1a une application de la compacité ; I'image d’un compact par une applica-
tion continue est un compact, théoréme 171); la dérivée de f en ce point (ou I'un de

ces points) est nécessairement nulle.O

NB : comme le signale judicieusement le livre [15], on peut aussi avoir le méme
théoréme sur [a, +ool, avec f(a) = lim,— oo f(2).

) du théoréme de Rolle :

e le polyndme dérivé d’un polynéme scindé de R dans R est scindé.
e l¢ théoréme 579.

e les résultats 589 et 590.

e le théoréme qui suit :

Théoréme 576 (Théorémc des accroissements finis pour une application de & dans % )
On se donne f continue de |a,b] dans R, dérivable sur |a, b|.
Alors il existe ¢ € [a,b] tel que f(b) — f(a) = f'(c).(b—a).

Démonstration : 1l suffit de soustraire © — f(a)+ ﬂ%ﬁ .(z—a) ala fonction
f pour se ramener au théoréme de Rolle.O

. Ne pas confondre avec le théoréme 458,
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) cela sert pour le théoréme 577.

Théoréme 577 (Théoréme des valeurs intermédiaires pour la dérivée) Ce
théoréme est aussi dit théoréme de Darboux.

Soit f dérivable d’un intervalle I dans R ; alors f'(I) est un intervalle.

e On suppose tout d’abord I ouvert ; le cas général s’en déduit clairement.

e On se donne X et Y dans f'(I), puis Z compris entre X et Y.

e On suppose f'(x) = X et f'(y) = Y ; on cherche z tel que f'(z) = Z.

e On se donne h > 0 tel que M;:Jﬁ C5 M (on se rend compte

qu’un tel h existe en considérant les limites des membres de droite et de gauche pour
h—0)

¢ On définit g(u) “‘Lﬁ_”ﬂ ; ¢’est a dire que g(u) est la pente de f "en regar-
dant sur une largeur A" (voir figure 15.1).

e On applique le théoréme des valeurs intermédiaires, en tant que théoréme appli-
qué a une fonction continue, & g (voir 209). On en déduit qu’il existe un certain v tel
que g(u) = Z. On applique alors le théoréme des accroissements finis 576, pour voir
qu’il existe un certain z entre u et u + h tel que f/(z) = Z.0

\ | Lo

oY | v
A -
i Lh
x y

"

F1G. 15.1 — Théoréme de Darboux : on considére les pentes "sur une largeur h"...
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Définition 578 (Polynéme de Taylor) Etant donnée une fonction [ de R dans

un espace vectoriel normé au moins n fois dérivable en a, on définit le déve-

loppement de Taylor de f & PPordre n en a qui est une fonction de R dans
k

notre espace vectoriel normé définie par Py , »(z) = f(a)+>;_, 5 ,:!(“} (z—

a)k.

Théoréme 579 (Formule de Taylor-Lagrange) Soit |a,b| un segment de R,
avec a # b, f de classe C™ de |a,b] dans R n + 1 fois dérivable sur |a,b|;
alors il existe ¢ €|a, b| tel que

")

(n | ])!(b_a)n.ll

f(b) Pj',a,n(b) }

Démonstration :

e On définit
(b _ m)n-!—l

(n+ 1)! )
avec K choisi de maniére & avoir g(a) = 0 (toujours possible car b — a est non nul par
hypothese).

g(df) — f(b) - P ,m,n(b) — K(

e On dérive g, on a pile poil les bonnes hypothéses pour appliquer Rolle 575 a g,
on en déduit qu’il existe ¢ tel que g’(c) = 0 (puisque g(b) = 0 = g(a)). Or le calcul de
g’ permet alors d’écrire que ¢'(c) = 0 implique que f*"(c) = K.

e 11 ne reste plus qu’a écrire que g(a) = 0.0

Corollaire 580 (Formule de Mac Laurin) [l s’agit simplement de la méme
Jormule, dans le cas a — 0 (I'usage veut que ce cas particulier soit nommé
"formule de Mac Laurin").

) aay
f(b) = Pron(b) m(b) !

Démonstration : Conséquence immédiate du résultat précédent.0
Quelques exemples d’applications, extraites de [15] :
e x — exp(x) est limite de la suite des Poypon

e au voisinage de +oco et pour tout polyndéme P, P(x) = o(e”).
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e Si fest C? de R dans R, et avec M; pour i € {0,1,2} défini comme le
sup de ||, on a My < 2/My.Ms (preuve en écrivant (par Taylor-Lagrange) que
fla+t) = fla) + f(a)t + %.,»r’"(c).i2 pour un certain ¢ €|a, a + t[, en divisant par ¢
pour obtenir f(a) ﬂ“—”{_iﬂ — 2f"(c)t? etdonc |f'(a)| < o | %2—‘ minimal
pour t = 2v/MoMs).

e Si fest C™! de R dans R, et si f et f(T1) sont bornées, alors les f; pour
i € {1,2,...,n} sont bornées (la preuve utilise le fait que I'ensemble des polyndmes
de degré < n est de dimension finie, bornée, et le fait que toutes les normes sont équi-
valentes en dimension finie).

Théoréme 581 (Inégalité de Taylor-Lagrange) Soit [a, b] un segment de [,
avec a # b, f de classe C™ sur |a,b| et n + 1 fois dérivable sur |a,b|; on
suppose en outre que ") est bornée par M sur |a, b|.

41l
Alors || f(b) — Pran(b)|| <M. bn? e

Démonstration :
e On définit
g(x) = f(b) — Przn(b)

(b—:::)"+ 1

* On considere I"application qui a x associe —M."==55—.
Pour tout = dans [a, b] on a ||¢’(z)|| < h'(z); le théoréme des accroissements finis 458
permet alors d’écrire que ||g(b) — g(a)|| < h(b) — h(a) - ce qui est précisément ce
qu’on voulait prouver puisque g(b) = 0.0

£=3 11 y a plus simple dans le cas de f application a image dans RR : il s agit alors
d’une conséquence rapide de la formule de Taylor-Lagrange.

Théoréme 582 (Formule de Taylor avec reste intégral) Cerre fois-ci [ est
supposée C™ 1 sur [a, b]. Alors :

b
1) = @)+ Praa®) + = [ 0=ty 0

Démonstration : e Comme d’habitude pour ce genre de formule, on définit g(z) =
f(b) - Pf,x,n(b)'

e gest C1: done g(b) — g(a) est égale a I'intégrale de ¢ entre a et b: il s’agit
précisément de la formule de Taylor avec reste intégral...00

La formule étant passablement infecte & apprendre (je trouve...) le plus simple
est sans doute de faire le calcul soi-méme, il n’est pas difficile, et peut étre retrouvé
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tres rapidement...

) Le théoreme de Bernstein, stipulant que toute fonction f C de [—a, a] dans
R, avec a > 0, et dont toutes les dérivées d’ordre pair f©™ sont > 0 sur [—a, a, est
développable en série entiere sur | — a, al, est démontré dans [15] en application de la
formule de Taylor avec reste intégral.
FLEMMARD applications ¢n analyse numérique

Théoréme 583 (Formule de Taylor-Young) On se donne une fonction f de
R dans un espace vectoriel normé E, n fois dérivable en a. Alors

f(@) = Pran(z) = o(z —a)")

Démonstration : Par récurrence, avec le théoréme des accroissements finis 458.00

) Ceci fournit bien évidemment une méthode de détermination de développe-
ments limités. Mais ¢’est aussi un outil pour calculer des dérivées de fonctions, comme
on va le voir avec les corollaires ci-dessous, permettant de généraliser la formule bien
connue f'(a) Ez‘mh_,ow. 11 faut noter que la formule se généralise a tout
ordre, mais la formule est plus compliquée... Enfin on peut en déduire des résultats sur
I’ensemble des zéros d’une fonction suffisamment dérivable, comme illustré par le co-
rollaire 587 (les informations étant bien faibles par rapport aux informations fournies
dans le cas complexe...).

Exemple Maple

> p o array(1..5); for i from 2 by 2 to 10 do pli/2]
convert(series(sin(z), x,1), polynom) od;

p = array(1..5, [|)

P =
1 3
P : T—ET
. 1 3+1 5
FATRETRY T
o 1
g 5 L 7
Pai=3—g@ + 5a @ — g )
3 1 1 1
el 8l L 9
Ps =2 =@+ 1557 “ 5020 T 362820 °

> plot(p,xz = —5..5);
Le résultat est montré sur la figure 15.2,
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ct

FIG. 15.2 — Approximations successives de sin(z) par la formule de Taylor- Young

Corollaire 584 (Calcul de la dérivée seconde d’une fonction) Soit [ une
fonction 2 fois dérivable en a. Alors

flath)+ fla—h)—2.f(a)

h2

f(a) = limp_0

Démonstration : Par la formule de Taylor-Young, on sait que

flat 8y = 5(@) + F@n+ R g on)

fla=n)= (@) - F@n+ Z 02 4 on)

On en déduit bien I’égalité annoncée...0

Corollaire 585 (Calcul de la dérivée n-iéme d’une fonction) Si [ est n fois
dérivable en 0, alors

JO(0) = limn 0 Y Cr(=1)""* f(kh)

k=0
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Démonstration : Notons A(k) = Y_p_,Ck(=1)""* f(kh), et utilisons la for-
mule de Taylor-Young & I’ordre n pour chaque f(kh), on obtient

()
Ah)= Y CK-1)" kfz,—!(mkih"—i—o(k“h")

(k,i)e[0,n]?

)
Le terme en h? est alors < :)!(O) S o CE(=1)" kP

Il ne reste plus qu'a voirque 3, CE(=1)" Fk" = nletd ), CE(—1)" FkP =
0 pour 0 < p < n; voir proposition 1296. 0

Définition 586 On appelle ordre d’un zéro d’une fonction f C°° Uentier p
minimal tel que [P)(a) # 0. Si un tel entier n’existe pas, le zéro est dit d’ordre
infini.

Corollaire 587 Tout zéro d’ordre fini n d’une fonction dérivable au moins n
Jfois est isolé.

Démonstration : 11 suffit d’écrire Taylor-Young, et de se placer suffisamment pres
du zéro...O0

) Une fonction C°° qui posséde une infinité de zéros sur un compact donné en
compte au moins un qui est d’ordre infini.

15.7 La trigonométrie

Je ne donnerai ici que quelques définitions, les preuves et formules étant données
dans le formulaire (partie 38.9).

Les fonctions trigonométriques se définissent généralement a partir de I’exponen-
ticlle complexe : avec exp(t) lui-méme défini par une somme de série (voir partie
18.9.1).

On définit cos(xz) = Re(e™®) et sin(x) = Im(e™), pour = réel’. On dérive cer-
taines propriétés (voir partie 38.9) de ces fonctions. La périodicité de & — ¢** donne
notamment de nombreux résultats.

Exemple Maple

> combine(cos(z)" 5, trig)

1 5 5
ﬁcos(S:c) A 1—6c03(3$) + %cos(:}:)

el% Lg—1%

2

3Pour z complexe, cos(z) = £ geu et sin(z) =
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15.8 Pratique du calcul de primitives

11 est nécessaire avant tout de bien connaitre les primitives signalées dans le chapitre
38. Dans TOUS les cas, on aura bien soin de regarder sur quels intervalles on peut
définir la primitive. Pour cela on déterminera les intervalles sur lesquels la fonction
est continue, puis on regarde aux bornes de chaque intervalle si la fonction peut-étre
prolongée par continuité.

15.8.1 Primitives de fractions rationnelles

On trouvera en FLEMMARD une méthode de décomposition en éléments simples
d’une fraction rationnelle. Une fois une fraction rationnelle décomposée en éléments
simples, il suffit d’appliquer les recettes de cuisine évoquées a la partie "primitives” du
chapitre 38. Les discontinuités sont les pdles de la fraction rationnelle.

15.8.2 Primitives de P(cos(z), sin(z))

P désigne un polynéme a deux indéterminées.

Cette situation se présente couramment dans la vie de tous les jours et il est indis-
pensable d’étre bien préparé pour y faire face.

11 est évidemment suffisant de savoir intégrer un mondme, ¢’est-a-dire un élément
de la forme f, ,,, = @ — cos(z)" sin(z)™

e Si n est impair, il suffit de remplacer cos(z)™ par (1 — :s'm(:.c)g)lﬁ_1 cos(x), et le
changement de variable u = sin(z) nous raméne au calcul de la primitive d un poly-
nome.

e Si m est impair, il suffit de remplacer sin(z)™ par (1 — cos(z)2) T sin(z), et le
changement de variable u = cos{z) nous raméne au calcul de la primitive d’un poly-
nome.

e Si n et m sont pairs, unc méthode générale est de linéariser. Voir pour cela la
partic15.7. On peut aussi procéder par une intégration par parties, pour s¢ ramener a
J{‘n fm,0 OU Iﬂ.n e

- ¢’est-a-dire que dans 1I’intégration par parties on intégre cos(z)"sin(z) et on dé-
rive sin(z)™ ! sin > m > 0, pour se ramener & une primitive de cos(x)™ 2 sin(z)™ 2

m—1
-etsim > n > 0oningre sin(x)™cos(z) et on dérive cos(z)™ ! pour se rame-

ner 2 une primitive de cos(z)™ %sin(z)™ 2,

15.8.3 Primitives de G(z) — F'(cos(z), sin(z))

F désigne une fraction rationnellle & deux indéterminées.
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Les discontinuités seront généralement en nombre infini, périodiques ; il convient
d’étudier précisément ce qu’il se passe au niveau de chaque discontinuité.

F désigne une fraction rationnelle & deux indéterminées.

On aura alors recours a la regle de Bioche (que I’on peut justifier rigoureusement,
voir par exemple le livre d’analyse de Arnaudies et Fraysse).

Proposition 588 La régle de Bioche nous dit que :

e Si G est paire, ie G(—x) G(zx), on fait le changement de variable
u = sin(x)

e Si G est impaire, ie G(—z) = —G(x), on fait le changement de variable
u = cos(x)

e Si G est w-périodique, c’est a dire si G(x) = G(z + w), on fait le change-
ment de variable u = tan(%F).

o Si G n’est rien de tout ca, on n’aura plus d’autre choix que le changement de

variable u = tan(x/2). Rappelons que dans ce cas, cos(z) = }T—z; sin{z) =

2u 2
Tre?» 47 = Trgzdu

15.8.4 Primitives de I/ (z) — F(ch(z), sh(z))

On pensera bien a vérifier en quels points s’annulent le dénominateur.

I désigne une fraction rationnelle & deux indéterminées.

On considere alors la fonction G(x) = F'(cos(x), sin(x)).

¢ Si G est paire, ic G(—z) = G(zx), on fait le changement de variable u = sh(x)

¢ Si (G est impaire, i¢ G(—x) = —G(x), on fait le changement de variable u
ch(z)

e Si G est w-périodique, ¢’est a dire si G(x) = G(z + 7), on fait le changement de
variable u = th(z) .

¢ Si G n’est rien de tout ca, on peut faire le changement de variable u = th(z/2).
La partic 38.10 fournit les formules nécessaires. Dans beaucoup de cas pratiques, il
sera en fait préférable de faire u — e*.

254

http://fribok.blogspot.com/



15.8.5 Primitives abéliennes

Une étude plus complete (notamment incluant des justifications géométriques) se
trouve dans le livre d’analyse de Arnaudigs et Fraysse.

@ [ R(z,vVaz +b)

R est supposée étre une fraction rationnelle a deux indéterminées, a et b des réels.
11 suffit alors de faire le changement de variable v = v/ax + b pour que magiquement
tout s’arrange et que 1’on n’ait plus qu'une fraction rationnelle a intégrer.

@ [ R(z,Vaz?+ bz +c) aveca >0

R est supposée étre une fraction rationnelle a deux indéterminées.

On fait alors le changement de variable v = v/az? + bz + c—+/az. En fait cela re-
vient simplement a considérer un repere dans lequel 1’équation de I’hyperbole est plus
sympathique, ¢’est-a-dire un repere dont les axes sont les asymptotes de I’hyperbole.

On trouvera dans FLEMMARD d’autres variantes sympathiques.

@ [ R(z,vVaz?+ bz +c)aveca <0

Géométriquement, on constate simplement que la courbe z — (z, vVaz? + bz + ¢)
est dans le cas ¢ < 0 un morceau d’ellipse, et on se donne une paramétrisation
sympathique, qui nous donne = comme un cosinus de u (a divers facteurs prés) et
vaz? + bx + ¢ comme un sinus de » (12 encore a divers facteurs pres).

(z+0b/a). Celanous ramene

——a
4—ac

On fait le changement de variable cos(u) = 4/ 7 :
Avazr?+br+c= —acfjg/zl
une fraction rationnelle.

@ [ R(z, ,"/%)

R est supposée étre une fraction rationnelle a deux indéterminées.

sin(u), et nous simplifie tout ¢a de maniere a en faire

cx+d
cx+d

on constate que la fonction réciproque de cette fonction est rationnelle, et donc on pose

Sin = 2, il suffit de multiplier par pour se ramener au cas précédent ; sinon

simplement u = ¢/ %ﬁ pour se ramener a une fraction rationnelle.
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15.9 Zoologie de la dérivation
15.9.1 Une application du théoréeme de Rolle

Proposition 589 Soient f et g deux applications continues de |a, b| dans [,
dérivables sur |a, b|. Si g(b) # g(a), alors il existe ¢ €|a, b] tel que le détermi-

nant
f(®) = f(a) f(c)
g(b) —g(a) ¢'(c)

s'annule.

Démonstration : 11 suffit d’appliquer le théoréme de Rolle 575 a la fonction h dé-
finie par A(t) = f(t) — f(a) — L9=L2 (£(b) — f(a)).0

\‘ /

“ Alors que le théoréme des accroissements finis exprime le fait qu’une ap-
plication de R dans R a une tangente parallele 4 n’importe laquelle de ses cordes, le
théoréme 589 montre que ¢’est en fait valable pour n’importe quelle courbe dérivable
dans R2.

Corollaire 590 (Régle de I’'Hopital) On se donne deux fonctions f et g de R
dans R continues en a € R, et dérivables sur un voisinage de a privé de a,
avec f(a) = g(a) = 0.

On suppose que g et g’ sont non nulles sur un voisinage de a privé de a.

Alors si f— tend vers l en a, alors *’5 tend versl en a.

Démonstration : 11 s’agit exactement d’une application de la proposition 589.0

15.10 Zoologie de I’intégration
15.10.1 Intégrales de Wallis

Définition 591 (]ntcgralc de Wallis) On définit la niéme intégrale de Wallis
par I, = fn Szn z)".dx.

Suppomm n > 2. On peut écrire I, = IO ? sin®%(2).(1 — cos?(x)).dx car
cos? + sin® = 1.

Ensuite on peut écrire I,, = I,, 5 — Jo“/q n" %(z).cos?(x).dx.

Par une intégration par partie (théoréme 555) (on intégre sin™ *(z).cos(x) et on
dérive cos(x)) on obtient
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I'n. n.,_,_lln—B

Le produit n.1,, .1, 1 est donc constant, égal a I1/2.

1l reste a remarquer que [, < [, 1 < [, 2 = %In pour pouvoir dire que
fn st fn 1-

On peut alors conclure que :0

Proposition 592 1, ~ /5.

15.10.2 Primitives de f, Z- = a/z + o(1/)

Théoréme 593 On se donne f une fonction > 0 et C au voisinage de +oc,
et on suppose que {7’ = afz + o(1/x), avec a # —1.

On définit F(x) = [, f(t)dt.

Si lintégrale [, f converge, on définit Ry(x) = [° f(t)dt.

Alors :

[,7°° [ diverge
a = —1 = { ;u(m) ~ If(-‘i’-')

a+1

a<—1= { J:mf converge Ry(z) ~ —ﬂlfll

a

Démonstration :
e Sia = 0, l'intégrale [, f(t)dt diverge car

f'(@)/f(z) = o(1/2)

—eln(z/b) < In(f(z)/f(b))
[(@)/f(b) = (z/b)"*

Donc si ¢ < 1, on minore bien notre fonction par quelque chose de trop gros pour étre

intégrable.

11 suffit ensuite de faire une intégration par partie (théoréme 555) pour justifier que
F(z) = 2 f(z) = bf(b) — [, tf'(t)dt.

Lintégrale [," tf'(t)dt est un of f; f(t)dt) puisque f'(t) est un o(f(t)), f étant
positive et d’intégrale divergente.

Donc F'(z) =~ = f(z).

e Sia # 0, alors I'intégrale de a/x est de signe constant et est divergente en +oo,
donc on peut écrire In(f(z)) = a In(x).

-Sia > —1,avece = (a+1)/2 et i tel que pour z > n, In(f(z)) = (a —€)ln(z),
onapourz >n f(z) > % € avec a — € > —1, et donc I'intégrale diverge. On peut
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alors écrire, grice a une intégration par parties (théoréme 555) :
F(@) = of(0) ~bf0)~ [ 1) (15.1)
b
Puisque I'intégrale diverge et puisque a f(t) ~ ¢ f'(t)

aF(z) ~ /b ’ tf'(t)dt
En replacant cette expression dans I'équation 15.1, on obtient
F(z) = zf(xz) — aF(z) + o(F(x))
et donc 2f (@)
F(z) ~ s
-Sia < —1,avec € = (a+ 1) /2 et iy tel que pour & > 1 In(f(z)) < (a+ €)in(z),

donc pour z > n f(z) < z%7¢ avec a + € < —1, et donc 'intégrale converge.
Par définition, ’
Ry(z) = limy o0 j S(t)di
s
On peut alors écrire, grice a une intégration par parties (théoréme 555) :

y

R)(a) = limy m(yf(y)—mf(m)—/ LI () dt) (15.2)

T

Or LY tf'(t)dt converge pour Y — oo, et [ tf'(t)dt = aRy(z) + o( Ry ().
donc

Ry(z) = — zf(z) + limy oY F(Y) + o(F(x))

14 a
Par ailleurs Y f(Y') a une limite en oo (au vu de I'équation 15.2) ; cette limite ne
peut étre que 0, vue la convergence de I'intégrale de f.
D’oll
1
1+a
ce qui est bien le résultat souhaité.0)

Ry(z) = —

zf(z) + o( Rp(z))

258

http://fribok.blogspot.com/



15.10.3 Méthode de Laplace

Théoréme 594 (Méthode de Laplace) Soit f une fonction C? sur |a,b|, avec
(a,b) € R’ relle que f admette un maximum unique en c €|a, b, avec f''(c) <
0, f n’ayant pas f(c) pour valeur d’adhérence pour x — a ni pour z — b, et
S0it g une fonction continue sur |a, b[ avec g(c) # 0.

On suppose en outre que pour tout t Uintégrale

b
/ l9(@)|e @ dz

est convergente.
Alors
V2Ig(c)et! @)

V=tf"(c)

b
/ g(z)e ! @ dg ~

Démonstration :
¢ En remplacant f(z) par f(z — ¢) et g(z) par g(z — ¢) on se ramene au cas ol
¢ = 0, quitte a changer a et b (s’ils ne sont pas infinis).

¢ Quitte & remplacer g par —g, on suppose g(0) > 0.
¢ On se donne € > 0.
¢ On se donne § > 0, suffisamment petit pour que |z| < § implique

F10)

10+ L% 4 < @) < 0) + T2 -

et
(1—€)g(0) < g(z) < (1+€)g(0)
e On précise alors 1(6,t) = [y g(z)e!@da;

6 _,, 6 17
/ g(a;)etf(o)+tf {0 (14€)2? Sl(é)g/ g(;g)etf(o)th’T“])(l*e)wz
0 0

o On cherche alors 2 préciser U(8,t,+) = [2 g(x)et! @+t x0z?,

d 1’7" d "
/ 9(0)(1—e)e T @OH=21A* <1754 +) < / g(0)(14¢)et @522 (1) gy
0 0

- On effectue un changement de variable y = z1/—tf”(0)(1 — €) /2.

- En ne traitant que I’inégalité de droite (I’autre étant similaire) :

5/~ (0)(1£e)/2

U@S,t,+) < lo g(0)(1 + €)@ v gy

V=01 £6)/2
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- On a alors

g(o)etf(O) f06 7tf”(0)(175)/2(1 +6)6*y2dy - O ) I
€
VO (1 £ ¢/2) ST O TFEy

e Majorons maintenant U (4, £, —), en prenant garde au fait que 6 dépend de ¢ :

U(é,t, %) <

$7(0)

s
U(é,t, —)g/ g(o)(1+6)etf(0)+t 12 (1-e)z? g,
0

avecy = /—tf"(0)(1 — €)=,
SV OA=Z g (0)(1 4 €)et! O—¥ gy
<
B /0 —tf"(0)(1 — )z
Jo c Vdy

)t/ (©)
<g(0)(1+¢) —tf7(0)(1 — )z

Or [ eV dy = @ donc

< V271g(0)e/O(1 + ¢)

2/ —tf"(0)vT — ¢

De méme on minore U (4, ¢, +) par

6 142
/ g(0)(1 — &) OFtiz2 0+ g,
0
avec y = (/—tf"(0)1L< on arrive a

S V271g(0)et/ (1 —¢)
2/} 1 9

pourt > T¢.
¢ On conclut alors que (9, t), qui vérifie

U(6,t,+) < 1(6,t) <U(6,t,—)

: l1—e¢ l1+te _ \/ﬁg(o)e”(o)
est compris entre 3£ F'(¢) et \/EF(t), avec F(t) ENETTOR
e 1(5,t) est équivalent a et/ g(0) #ﬁ))(l_@
e On considere par ailleurs V (6, t) = | ; g(z)et! @),
-V, 1)| < f;’ |g(z) eI @) el @) gy

- Pour z € [4,b], f(z) < f(6), si dumoins on prend la peine d’imposer § suffisam-
ment petit.

- Donc pour un tel &, |V (8, )| < et D/ f;’ lg(z)|e! @ da
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-0r [} |g()|ef@da < [ |g(a)|e!® < oo (< par hypothese)
e V(4,t) = o(I(4,t) pour t — oo (car f(6) < f(0))

e On en déduit

b v 2T
/ g(x)etf(m) ~ etf(O)g(0)2
0

V=tf"(0)(1 =€)

¢ En effectuant la méme manceuvre sur |a

,c] et en sommant (les équivalents étant
tous deux positifs) on obtient le résultat désiré...00

15.11 Zoologie des suites
15.11.1 Moyenne de Césaro

Théoréme 595 (Moyenne de Césaro) On se donne une suite u,, a valeurs
dans un R-espace vectoriel normé E. Soit A, une suite de réels > 0, telle
que > A, diverge.

. T Ak
Alors si u,, — 1, alors v, — 1, avec v, = %
k=0 "k

Démonstration :
¢ On se ramene tout d’abord au cas ou [ = 0, simplement en considérant la suite de
terme général u,, — I (il est clair que v,, est ainsi diminué lui aussi de ).

¢ On se donne € > 0; il existe un certain NV tel que pour tout n > N, |u,| < €.

e Pour n > N, on a alors

Zivzo /\k.uk
Un = ——n
Zk:o Ak
D ko N1 MUk
==
Zk:o Ak

e Le premier terme de la somme ci-dessus tend clairement vers 0, le second est plus
petit qu’e (en valeur absolue), d’ou le résultat.0

15.11.2 Constante I d’Euler
Définissons u, = > _; 1/k — In(n).

</ —dt < —
n+1 n t n

car t — 1/t est décroissante sur R* .
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En écrivant u,, 11 — 4y, On obtient donc que u,, décroit.
Par ailleurs, v, 1 — u, > n;ﬂ — 1 donc par sommation u, —u; > 1/n—1, donc
u, > 0. Donc u,, décroissante positive, tend vers une limite finie, notée I et appelée
constante d’Euler.

Définition 596 La limite de la suite u,, = > ,_, 1/k — In(n) est appelée
constante d’Euler e¢ est notée L.

On obtient facilement en Maple (par la commande "evalf(gamma,500)") :
I ~ .B7721566490153286060651200008240243104215933593909235988057672348848677267776646709
3694706320174674951463144724980708248006050401448654283622417399764492353625350033374293
7337737673042792595258247094916008735203948165670853233151776611528621199501507984793745
0857057400299213547861466940296043254215190587755352673313992540129674205137541395491116
85102807908423487758720503843100399736137255306088933126760017247953783675927135157722610
2734929139407984301034177717780881549570661075010161916633401522789358679654972520362128
790226555953660628176388790272680132431010476505963703947394957638906572967929601009015125
19590500222435014003498712282479497471956469763185066761290638110518241974448678363808617
49455169890279230187739107294578155431600500218284409605377243420328547836701517739439870
0302370339518328690001558193988042707411542227819716523011073565833967348717650491941812
3000406546931429992977795693031005030863034185698032310836916400258929708909854868257773

64288253954925873629596133298574739302

15.12 Zoologie des séries

15.12.1 Construction de séries divergentes positives toujours plus
petites

Le comportement d’une série étant asymptotique, on pourrait s¢ demander s’il ne
serait pas possible de construire une suite de terme général (u, ) qui soit "a la limite" de
la convergence, fournissant un critére par simple comparaison, permettant de décider
si une série positive diverge ou non.

Il n’en est rien, car étant donnée une suite u, > 0 telle que la série Z:{;"(’, Up,
diverge, on peut construire une suite v,, > 0 telle que v, = o(uy,) et >~ v, diverge.

Pour cela, soit v, = Z—: 1l est clair que v, = o(uy,). Il reste a voir que la série de
terme général (v,,) diverge. Pour cela on utilise le critere de Cauchy ;

N+n
VYN €N,¥n >0, Vyipn —Vy = Z U
i=N41 ¢
UN+1 UN+n
> N 2
UN+n UN+n

UNin —Un—1
UN+n
comme n — o0, donc le critere de Cauchy n’est pas vérifié.0

262

http://fribok.blogspot.com/



15.12.2 Somme des inverses des nombres premiers

On définit p,, comme le n-iéme nombre premier, dans I’ordre croissant. On se pré-
occupe de la nature de la série > 1/p,, de terme général 1/p,,.

Définissons u, = 17, # et considérons in(u,) = Y i, In(l — 1/py), il
apparait que la série est de méme nature que la suite (et non pas série ) (uy,).

On remarque alors que

1 .
1— 1 - Z l/p;
Pn =0

et on peut écrire tout nombre 1/n comme produit d’un certain nombre d’inverses de
nombres premiers ; donc le produit u,, est supéricur a la somme des inverses des en-
tiers plus petits que n (un nombre entier étant produit de nombres premiers inférieurs
ou égaux 2 lui-méme...) ; donc la suite (u,,) diverge, car > 1/n diverge.

D’ou

n>0

15.12.3 Groupement de termes

On a vu que dans le cas de séries a termes positifs, on pouvait permuter les termes
autant qu’on le souhaitait sans changer la convergence de la série ; dans le cas général
ce n’est pas vrai (considérer u,, = (—1)" par exemple, ou bien la série de terme gé-
néral u, = (—1)"/n, que I’on peut faire tendre vers n’importe quelle limite réelle en
changeant I’ordre des termes).

On a toutefois des résultats partiels :

Théoréme 597 On consideére une suite u,, a valeurs dans R ou C.

Soit ¢ une application strictement croissante de N dans N avec ¢(0) = 0.

On définit Tranche, = tgn) + Ugmn)+1 + - + Ugni1)—1 (Ceux qui n’ont
pas compris pourquoi on appelait cette série "Tranche" sont priés de relire
soigneusement cette ligne).

On définit GrosseTranchen, = |tgn)| + [Ugm)+1| + - + [Upmi1)—1l-

On suppose que Grossel'ranche,, tend vers 0.

Alors la série de terme général (u,) converge si et seulement si la série
de terme général Tranche,, converge, et si elles convergent elles ont méme
sommie.

Peu importe le caractere convergent de la série de terme général (GrosseTranche,) !
Démonstration : Pas dur... On associe a tout n la somme partielle d’ordre ¢,,, on
montre que cette suite converge (¢’est en fait I’hypothese), et on montre en utilisant la

seconde hypothese que la différence entre U, (la somme partielle d’ordre n) et Uy,
avec p maximal tel que ¢(p) < n, est petite pour n grand...0
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Dans le cas d’une série a termes positifs, on n’a pas besoin de ’hypothése
"GrosseTranche, tend vers 0",

= Application possible : régle de la loupe.

Proposition 598 (Reégle de la loupe) Soit u,, une suite décroissante de réels
> 0, alors les séries Y uy, et > 2™ .uqgn sont de méme nature.

Démonstration : Facile avec le groupement de termes ;

l2n+1

2
D’oi le résultat, en constatant qu’on peut grouper les termes par ¢(n) = 2%, puisque
I’on est dans le cas d’une série a termes positifs.0
L’hypoth¢se de décroissance est nécéssaire, comme on peut s’en convaincre en
considérant ugn = 3w etu, = 1sip € {2"/n € N}.

Ugn+1 S Ugn+1 + + Uon 1 S 2n.U2n

= Application possible : série de Riemann, série de Bertrand.

Siu, = 1/n%, 2% ugn = 22n—"1 — 27-(1=%) donc > uy, converge si et seulement si
z>1

Siu, = 1/(n®.log(n)?), le résultat ci-dessus donne la convergence de la série

> uy siz > 1, et la divergence si z < 1; il reste le cas limite u, = 1/(n.log(n)?),
dans ce cas 2".uz» = 1/(n.In(2))Y, dont la série converge si et seulement siy > 1.

15.12.4 Exponentielle d’un endomorphisme

Théoréme 599 Etant donné [ € L(E) (ie. f un endomorphisme continu
de E), avec E un espace de Banach, on appelle exponentielle de I’en-
domorphisme f et on note exp(f) l’endomorphisme qui a x associe

S hifoof(m)

n fois

Bien entendu, la convergence est normale sur tout borné de £(E), donc uniforme
sur tout borné.

Théoréme 600 (Dérivation de I’exponentielle) Soit E un Banach et soit f €
L(E), alors Uapplication t — exp(tf) est dérivable, de dérivée exp(tf)o f =
f o cap(tf).
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Démonstration : 1l suffit de voir que I’on a convergence uniforme de la série déri-
vée, et d’appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale 381.0

\ Attention a ne pas généraliser en croyant que d(f — exp(f)) (g —
exp(f)g), ce n’est pas vrai en général, et du ici au fait que I"’homothétie commute
avec tout endomorphisme !

t pour la pratique du calcul de I’exponentielle d’un endomorphisme en di-
mension finie, voir la partie 31.3.3.

15.12.5 Transformation d’Abel

Théoréme 601 (Transformée d’Abel) Soit EX un espace vectoriel normé ,
() une suite de réels, (e,) une suite de E. On note E,, Z:_O ex. Alors
pour tout M < N

N N-1
Z Tn€n |TEI§;! = Z (‘."‘k = rk+'l)Ek
n=M n=M

avec [rE|Y = r(N)E(N)—r(M)E(M —1) par définition (attention au —1!).

Démonstration :

N N
Z Tn€n — Z Tn(E'n I l)
n=M n=M
N N-1
Z Tn.En - Z Tn-i—]En
n=M k=M-1
N—-1
E|Y — = E
[r By (T — Tk+1) B
n=M

D’ou le résultat ; soulignons I’analogie avec 1’intégration par parties (théoréme 555). O

} les théorémes 602 et 603.
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@ Théoréme d’Abel

Théoréme 602 (Théoréme d’Abel) Soit (r,) une suite de réels tendant
en décroissant vers 0 (au moins au voisinage de Uinfini), soit (ey,) le terme
général d’une série dans un Banach dont les sommes partielles sont bornées,
alors la série de terme général (uy,) avec u,, = ry,.e, converge, ie

oo

E Ty .€y CONVETZE

n=0

Démonstration : Application directe de la transformation d’ Abel ! O

Un cas particulier classique est le cas e,, = (—1)":

Corollaire 603 (Série alternée) Siu,, = (—1)"¢,, et si ¢, décroit vers 0, alors
la série de terme général u,, converge.

La preuve utilisant Abel est un peu forte pour ce résultat, qui s’obtient facile-
ment en considérant les suites Ua, et Uan 1 ; €lles sont clairement adjacentes. On voit
alors en outre que la limite U de U, est toujours comprise entre Uay 1 €t Uay,.

© Théoréme de Dirichlet

Définition 604 On dit qu’une suite (x,,) est @ variation bornée si la série de
terme général (yn,) est absolument convergente, avec Yn, = Tp+1 — T,

Gréce au critere de Cauchy, on peut constater qu’une suite a variation bornée est
convergente.

Théoréme 605 (Théoréme de Dirichlet) Soit ¢,, une suite a variation bornée
tendant vers 0, et soit (vy,) une suite telle que la série de terme général (v,,) ait
ses sommes partielles bornées, alors la série de terme général (u.,,) converge,
avec U, = €,.Un,.

Démonstration : Encore grice a la transformation d’ Abel, avec un zeste de critere
de Cauchy. O

L’hypothese €, — 0 est nécéssaire; pour avoir un contre-exemple, considérer
€n =2+ Hetz, = (-1)"
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15.12.6 Produit de convolution de deux séries

= Pour commencer

Définition 606 On se donne deux séries > un, el Y, vy, Par définition, le pro-
duit de convolution de ces deux séries est la série de terme général wy, défini
par

T

Wy, - E Up .V k

k=0

Proposition 607 Si deux séries sont absolument convergentes, alors le produit
de leurs sommes est égal a la somme de leur produit de convolution (qui est
une série absolument convergente).

Démonstration : e On suppose tout d’abord les séries & termes positifs.
En notant U,,, V,, et W,, les sommes partielles des séries de termes généraux u,
U, Wy, ON constate facilement que

Wn S r-fn.-Vn S an

(on peut voir ¢a facilement en cochant sur le plan quadrillé les coordonées (a, b) telles
que u,.vp intervienne dans les différentes sommes ci-dessus, on obtient un carré et
deux triangles imbriqués les uns dans les autres :voir figure 15.3...)

L Wh
F1G. 15.3 — Produit de convolution

e Le cas général est un peu plus prise de téte.

On reprend les mémes notations, et on ajoute les notations |U |, |V |, et |W|,, pour
les sommes particlles des séries de termes généraux |uy, |, |vy,| et |wy].

La convergence absolue du produit de convolution découle trivialement du cas po-
sitif. La convergence de W, vers (lim U, .lim V,,), elle, vient du fait que

|I-)rn-vﬂ. - Wﬂ.l S |I-Jr|nA|V|n il |W|n
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@ Pour les pros : Cauchy-Mertens

On peut en fait affaiblir les hypothéses (le résultat étant & peine affaibli) :

Théoréme 608 (Cauchy-Mertens) On se donne deux séries de termes géné-
raux (uy) et (v,), la série de terme général (u,,) étant supposé absolument
convergente, et la série de terme général v,, étant convergente. Alors le produit
de convolution de ces deux séries est convergent, et la somme du produit de
convolution est égale au produit des sommes de ces deux séries.

Démonstration : On utilise les notations usuelles pour U, V,,, W,, : on introduit
aussi les quantités U, V' et W, égales respectivement a la somme des u,,, 4 la somme
des v, et a la somme des w,.

e On remplace vg par vg — V. En changeant cela on ne change pas la nature de la
série de terme général v,,. La somme U n’est pas changée, et la somme W est diminuée
de V.U, et V est remplacé par 0 ; donc il n’y a pas de perte de généralité.

e On suppose donc que V' = 0. Par un raisonnement analogue a celui illustré sur la
figure 15.3, on constate que

n
W, = Zukvvn k
k=0

On se donne M un majorant de |V, |.

On se donne alors € > 0, et NV tel que la somme des |u;| pour ¢ > N soit inférieure
ae

On décompose alors W,, en deux sommes :

N n
|w"ﬂ| SZ|U'k-Vn k|+ Z |Uk-Vn k|
k=0 k=N+1
or:
N r
- 2k—0 [uk-Vak| < (N +1).(mazyepo,nlukl).(mazyeo,n) | Va-k)
¢t par ailleurs
- Z:—N+1 lurk-Vok| < MZ?_NH [eg| < eM
d’on

< (N + 1).(mazkeo,n|uk]).-(mazkeo, N [Vo-k)| + €M
< .M + € pour n assez grand

D’oii le résultat.0
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Et si ¢’est le produit qui converge ?

On se donne deux série de terme général u,, et v,,, et on définit w;, le terme général
de la série produit de convolution de ces deux séries.

On suppose que Y _ wy, converge. Alors les séries de termes généraux (uy,) et (vy,)
convergent. Ce résultat est cité dans [15], avec un embryon de démonstration (il s’agit
d’utiliser Césaro).

15.12.7 Transformation de Toeplitz

Définition 609 Etant donnée une famille (c; ;)¢ jyene de coefficients com-
plexes, on définit la transformation de Toeplitz associée a cetie famille
comme étant application qui & une suite complexe (un)nen associe la suite
(Tun)nen définie par Tun = > ;oo Cn i Ui

On dit que T est réguliére si et seulement si pour toule suite u, convergente,
Tuy, est définie pour tout n et la suite (T'uy,) converge vers la méme limite que

(tn).

L 11 s’agit de convergence de suites et non de séries ; seuls les termes des T'u,
sont définis par des séries.

Proposition 610 La transformation de Toeplitz T associée a cy m est réguliére
si et seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées :
e Pour tout j, c; j; — 0 comme i tend vers +c0,

oo .
® >0 cij tend vers 1 comme i — 00

. Z?io ;. ;| est défini pour tout i et est borné par une constante M indépen-
dante de i

Démonstration :
e Supposons que la transformation T soit réguli¢re.

- le premier e exprime simplement le fait que 7' est réguliere appliqué a la suite

Uy 511, '

- Le second e exprime simplement le fait que T est réguliere appliqué a la suite
constante égale a 1.

- Le troisiéme e se montre facilement en utilisant le théoréme de Banach-Steinhaus.
On définit :
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oo

Y;(JZ) = Z Ci 454

§=0

définie pour z une suite convergente ; T; est bornée indépendamment de 7.

Chaque T} est une application linéaire continue de I'espace de Banach des suites
convergentes de C (pour la norme ||.|| ) dans C.

Par le théoréme de Banach-Steinhaus (théoréme 252), on peut donc trouver M tel
que pour toute suite x,

Ti(z)| < M ||z

On considere alors, pour i donné et m quelconque, la suite (™) définie par :

T Ei,j/|ci,j| sij<metl Cij f 0
z; = 0 sinon

(™) est convergente, de limite 0, bornée par 1.

En calculant 7;(z(™), on constate que la somme des |c; j(z)| est bornée par M.
D’oui le point e .

o Il reste a voir la réciproque, ¢’est a dire que I’on suppose les trois points réalisés,
¢t on cherche & montrer que T est réguliere.

- On se donne (u,,) une suite convergente.

- Lasuite 3 ¢; ju; est évidemment convergente car ¢; ju; = Ofci ;) avee > ¢
absolument convergente. Donc T'u,, est bien défini pour tout n.

- 1l reste & montrer que pour toute suite (u,,) la suite de terme général Tu,, =
Y s Cn U5 converge vers la méme limite que (u.,)

- dans le cas général, on se raméne facilement au cas d’une limite nulle 0, en rem-
plagant u,, de limite [ par u,, — [ (rappelons que par hypothese 3, ¢;; — 1 quand

i — 00).
- On se donne donc une suite u., de limite nulle.

- On se donne NV tel que |un,| < 7 pourn > N.

N

oo
Iu§| — E Cij-Uj + E Ci 5 -Uj

=0 j=N+1

- Le terme Z;.V_n ¢; 5.u;4 tend vers O pour ¢ tendant vers oo, puisque par hypothese

c;,j — 0 pour tout j quand i — +}co.
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- Le terme Z‘;’; N1 Cij-uj est borné par e, par définition de M et N.

- On a donc bien le résultat souhaité.0]

Corollaire 611 Ce résultat montre facilement que la moyenne de Césaro est
une transformation de Toeplitz réguliere; cpm = 1/(n+1) sim < net0
sinon.

Si uy, suite a valeurs complexes, converge vers I, alors Tu,, = n+r1 Z?:o U;

converge aussi vers l.
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Chapitre 16

Développements limités -
comparaison de fonctions

16.1 Définitions de base

Définition 612 On se donne a un point d’un espace topologique X, et on note
V'(A) Iensemble des voisinages de a privés de a, et U € V'(A).

Etant données deux applications f et g, f de U dans un espace vectoriel normé
et g de U dans R, on dit que f est dominée par g, noté f = O(g), si il existe
une constante M telle que || f|| < M.|g| sur un certain V€ V'(A).

Etant données deux applications f et g, f de U dans un espace vectoriel normé
et gde U dans R, on dit que | est négligeable devant g, noté f = o(g), si pour
tout € il existe V€ V' tel que || f|| < e.|g| sur un certain Ve V'(A).

Etant données deux applications f et g de U dans R, on dit que f est équiva-
lente & g et onnote f ~ g si f — g = o(g).

Ces notions sont locales ; o( f) est lié, implicitement, a a ; la notation, dépour-
vue de la mention de a, est 1égérement abusive car dépendant du contexte.

La notation est doublement abusive ; f = o(g) signifie en fait que f appartient
a ’ensemble des fonctions négligeables devant g — il ne s’ agit pas d’égalité mais d’ap-
partenance.
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Proposition 613 e f = o(1) si et seulement si f tend vers 0 en a.
o [ = O(1) si et seulement si [ est bornée au voisinage de a.
e =~ est une relation d’équivalence.

o [ admet une limite non nulle en a et [ = g impligue que g admet la méme
limite en a.

o [ = o(g) équivaut a Iexistence de V dans V' et d’une fonction ¢ de V dans
R tendant vers 0 en a telle que

Vo € V|| f(z)| < e(z).|g9(z)]|

o [ ~ g équivaut a I'existence de V dans V' et d’une fonction ¢ de V dans R
tendant vers 0 en a telle que

Vo €V f(2) = (11 €()).9(x)

o [ ~ g implique que [ et g ont méme signe au voisinage de a

o [ ~ 0 implique que f est nulle au voisinage de a ( 12N et pas seulement que

ftendversQ!)

e En +oo &+ In(x?) est négligeable devant x +— x° qui est négligeable
devant x — € pour a, b et c > 0.

Ces notations sont appelées notations de Landau.

) Voir par exemple 947.

Définition 614 On dit que f de R dans C admet un développement limité en
a € IR a Uordre n 5’1l existe une fonction polynéme P de R dans C telle que
au voisinage de a f(x) = P(z) + o((z — a)™).

Bien que peu utilisé dans la pratique, il existe une autre définition, plus générale,
utilisant les polyndmes a coefficients dans un espace vectoriel normé :

Définition 615 (Généralisation) On dit que f de R dans un espace vectoriel
normé E admet un développement limité en a € R & "ordre n §'il existe un
polynéme P a coefficients dans E telle que au voisinage de a f(z) = P(x) +

o((z — a)").

Je n’étudierai pas ce cas, pour lequel on se référera au livre [3].
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On définit parfois la notion de développement limité au sens fort :

Définition 616 On dit que f de R dans un espace vectoriel normé I admet
un développement limité au sens fort en a € R a l'ordre n s'il existe un
polynéme P a coefficients dans F telle que au voisinage de a f(z) = P(x)
O((z — a)™*1).

Proposition 617 e S’il existe un polynéme P a coefficients dans F telle que
au voisinage de a, f(z) = P(z) + O((x — a)™"'), on peut toujours imposer
que P soit de degré < n. En effet il suffit de prendre le reste dans la division
euclidienne de P par (x — a)™"' ; le quotient multiplié par (x — a)™ sera
un négligeable devant (z — a)™"'. Ceci a pour conséquence lunicité du
développement limité.

o Si [ est continue en a, alors elle admet un développement limité en a d’ordre
0.

e Si [ est dérivable en a, alors elle admet un développenient limité en a
d’ordre 1.

o Si [ admet un développement limité a I’ordre 0 en a, alors elle est continue
en a ou admet un prolongement par continuité en a.

o Si f admet un développement limité a l’ordre 1 en a, alors elle est dérivable
en a ou est prolongeable en une fonction dérivable en a.

o si [ est n fois dérivable en a, alors elle admet un développement limité en a
d’ordre n (voir le théoréme 553).

A=W Tl n’y a pas de réciproque au dernier @ ! Une fonction peut admettre un déve-
loppement limité d’ordre n sans étre dérivable plus d’une fois ! On donnera un exemple
dans la partie 16.2
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16.2 Opérations sur les équivalents et les développe-
ments limités

Proposition 618 On suppose f, g, h et k > 0 au voisinage de a ; = est un réel.
o f~geth~k= fh~gk

o f=g= fT~g”

Par contre on n’a PAS la possibilité d’additionner des équivalents, mé&me posi-
tifs.

Exemples : (fonction admettant un développement limité a I’ordre 2 sans étre 2
fois dérivable :

Considérons la fonction f :
t— t3.sin(1/t)

prolongée par continuité en 0 (f(0) = 0).
On considere son développement limité en 0.
11 est clair que f(t) = O(3) car sin est bornée.
Pourtant, en faisant le calcul, on constatera que f n’est pas deux fois dérivable en 0.

Proposition 619 (Unicité du développement limité ) Si f admet un dévelop-
pement limité en a a I’ordre n, ce développement limité est unique.

Démonstration : Ecrire la différence entre deux polyndmes de degré n comme un
o((z — a)™) ; puis considérer le premier coefficient sur lequel ils different.0

NB : On peut définir les développements limités sur des intervalles de R ; dans ce
cas on note que le développement limité en a ou en b pour un développement limité sur
]a, b] est unique.

Proposition 620 (Troncature des développements limités ) Si  f(¢) =
P(t) + o((t — a)™) alors a fortiori f(t) = P(t) + o((t — a)?) pour p < n.

Proposition 621 Si f(t) = P(t)(t — a)* + o((t — a)™) avec k < n alors
g définie par g(t) = f(t)/(t — a)* est prolongeable par continuité en a et
g(t) = P(t) + o((t — a)"~
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Proposition 622 (Intégration d’un développement limité) Supposons f dé-
rivable au voisinage de a, et

F'(t) =ao+ai(t—a)+ax(t —a)® + ...+ an(t —a)™ + o((t — a)™)

Alors
f(t) =
a

f(a)+a0(t—a)+%(t—a)2+§(t—a)3+...+na—:1(t—a)"+1+o((t—a)"+1)

Démonstration : On suppose donc

J) = P@) + ()t —a)"

On se ramene par translation a a = 0 et on &crit

¢ ¢
+/ P(u)dqu/ e(u)du
0 0
‘ /P Ydu| = e(u)du
< supyeo,gle |/ |u”|.du

D’ou le résultat.0

On a un résultat similaire avec des développements limités au sens fort.

Proposition 623 (Intégration d’un développement limité au sens fort)
Supposons f dérivable au voisinage de a, et

F' () =ao+ai(t —a) +as(t —a)® + ... + an(t —a)™ + O((t —a)™™)

Alors

J(to) +ao(t—a)+ 5 (t=a) "+ - (t=a) .k = (t=a)" 4+ O((t=a)"?)

5 (

Démonstration : Tout a fait similaire a la preuve précédente.0

On NE PEUT PAS, dans le cas général, dériver terme 2 terme un développe-
ment limité ! Toutefois, ¢’est possible pour une fonction de classe C*° par exemple.
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Par simplicité, on va maintenant supposer que a = 0. On en déduit bien évidem-
ment le cas général.

Définition 624 On définit la relation suivante sur ’ensemble des fonctions
continues en 0 :

f="gsif—g=o(")

On dit que f est tangente a g a [’ordre n.

Proposition 625 e Tout d’abord une évidence :

=n

g

Si et seulement si
lim £ (/(2) — g(t) = 0

o f="geth="Fkimpliquent f + h="g+k

o f =" geth="kimpliquent f.h="g.k

o [ ="get f(0)#0implique 1/f =" 1/g

o f =" g et P polynéme implique Po f =" Pog

o f="geth(z) =O0(zP) impliquent foh ="P goh

Démonstration : Seuls les trois derniers points méritent notre attention, les autres
étant clairs.

¢ Supposons donc f =" get f(0) #£ 0.

g(z) — flz)
" f(x)g(x)

g(x)—f(z)
a™ f(z)g(z)

z "1/ f(z) = 1/g9(z)) =

Or f et g ont une limite non nulle en 0. Donc
résultat.

tend vers O en 0 ; d’ou le

o Il est suffisant de le montrer avec PP un mondme ; et ce résultat découle de

p—1

(@) = gP(2) = (f(z) = 9() Y _ f(2)*gla)r "

k=0

(le terme en >, étant borné)
¢ On procede comme suit :
- Bcrivons f(z) — g(x) = e(x)z™, avec e(z) — 0 quand z — O
- Ecrivons h(z) = M (z)zP, avec M bornée au voisinage de 0

- Alors f o h(z) — go h(x) = e(M(z)x?) M (z)"2™P
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Le résultat est alors acquis ; on note 1’efficacité de la méthode consistant a écrire
explicitement les o(.) avec des ¢(.) et des M(.). O

Ces résultats vont permettre de combiner des développements limités de 1a maniére
expliquée ci-dessous.

Proposition 626 (Somme, produit, quotient, composé) Soient f et g admet-
tant des développements limités en 0 a ’ordre n.
Alors f + g et fg admettent des développements limités en 0 a l’ordre n, et

f/g aussi si g(0) # 0.

e Le développement limité de f + g est la somme des développements limités
de f et g.

o Le développement limité de fg est le produit des développements limités de
f et g (on peut tronquer les termes d’ordre > n).

o Le développement limité du composé g o f, si f(0) = 0, si f =™ P et si
g =" Q, est Q o P, valable a l'ordre n (on peut tronquer les termes d’ordre
supérieur a n).

o Le développement limité de f /g est égal au développement limité du quotient
des développements limités de f et g.

Démonstration : e L¢ cas de I’addition, du produit découlent immédiatement des
résultats précédents.

¢ En reprenant les notations de 1’énoncé, on écrit

go f(z) = QU (@) +e(f (@) f(x)"

On sait ensuite que Q(f(z)) est équivalent 2 Q(P(z)) a 'ordre n (résultat de la pro-
position précédente). Et on sait que f(z)™ est équivalent a Q(z)™ a I’ordre n, toujours
par la proposition précédente. D’ou le résultat.

¢ Pour le quotient, il suffit, en vertu du résultat sur le produit, d’étudier le dévelop-
pement limité de I’inverse d’une fonction g donnée.

Or si P est le développement limité de g a I’ordre n, alors 1/g =" 1/P (résultat
prouvé un peu plus haut).

11 suffit donc de calculer le développement limité de I’inverse. D’ou le résultat (on
verra un peu plus loin comment déterminer le développement limité en question). O

Proposition 627 Les résultats précédents restent vrais si I’on travaille avec
des développements limités au sens fort.

Démonstration : Les preuves sont les mémes a peu de choses pres.O
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\ Dans la pratique du calcul des développements limités , bien penser 4 ne PAS
calculer les termes de degré trop élevés, qui devront de toute fagon &tre oubliés.

Proposition 628 Le développement limité du quotient de P par Q est donné
par la division suivant les puissances croissantes (voir théoréme 943 ).
C’est-a-dire :

Avec Q(0) £ 0, P/Q est équivalent en 0 a T, avec

P=TQ+X""'R

Démonstration : Le résultat découle immédiatement de la formule P = T'Q +
X" R, en calculant X ™ '.(P/Q —T).0

16.3 Développements asymptotiques

La plupart des résultats de cette partie étant relativement faciles & établir a partir des
résultats précédents ou par des méthodes similaires, les théorémes seront généralement
énoncés sans preuve.

Les développements limités sont limités au cas de fonctions admettant une limite
en a ; on aimerait pouvoir manier des fonctions tendant vers I’infini, en les approchant
par des fractions rationnelles au lieu de les approcher par des polyndmes, par exemple.

Pour cela on étend les notations o, O et =~ a des fonctions non nécéssairement défi-
nies continues en a, et a peut désormais étre --co ou —oo.

On dira que f = O(g), si f est inférieure en module & Cg pour C une certaine
constante et sur un certain voisinage de a.

On dira que f = o(g) si pour tout € positif, f est inféricure en module & €.g sur un
certain voisinage V, (dépendant de ¢ bien siir) de a.

Ondiraque f ~gsi f—g=o(f).

De nombreuses propriétés restent valables ou s’étendent :

e [~ geth~ kimpliquent fh ~ gk

e [ ~ get1/f nonnul au voisinage impliquent 1/f ~ 1/g

e 51 h(b) = a et si h est continue en b, alors f ~ ¢ implique fo h =~ go h.
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Définition 629 On appelle échelle de comparaison au voisinage de o une
Sfamille d’applications définies au voisinage de a, non équivalentes a 0, et tota-
lement ordonné par . = o(.).

“Qui peut étre fini ou non !

Exemples : e Les monomes z* pour k € Z constituent une échelle de comparai-
son au voisinage de I’infini.

e Les mondmes o pour k € Z constituent une échelle de comparaison au voisinage
de zéro.
Mais on peut faire plus fin :

e Les mondmes =" pour r € R constituent une échelle de comparaison au voisi-
nage de I’infini.

e Les mondmes 2" pour k € IR constituent une échelle de comparaison au voisi-
nage de zéro.

e Les o — 2%In(x)? constituent une échelle de comparaison (ordonnée par I’ ordre
lexicographique sur (o, 3)) au voisinage de + oo

e Les @ — a%In(x®) ne constituent PAS une échelle de comparaison, car par
exemple In(z?) (= 2ln(z) ) et In(x) ne sont pas ordonnée pour . = of.) !

o Les 2 — x%e*""(®) pour P € R|[X| constituent une échelle de comparaison, or-
donnée par I’ordre lexicographique sur les coefficients de /2 par ordre décroissant puis
le coefficient « (attention, il s’agit d’un ordre lexicographique sur des suites pouvant
avoir un nombre de termes arbitrairement grand...) au voisinage de +co.

e Avec In,(x) = Inolnolno.. oln(x), les x — m“l’[?zllni?‘(:f:)' forment une

n fOis
échelle de comparaison au voisinage de +oo.

¢ Toujours au voisinage de oo, la famille des 7' ]Inf ' (:n):c“vr;.’:le'\: M forme
aussi une échelle de comparaison. L’exponentielle ’emporte sur les puissances qui

I’emportent sur les logarithmes.

! pour e dans [&, 72 dans [¥ et les 3; dans R
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Définition 630 On se donne [ une application d’une partie X de R dans R,
et a appartenant a l'adhérence de X dans R, et on se donne € une échelle de
comparaison au voisinage de a.

On dit que f admet un développement asymptotique pour I’échelle £ a la pré-
cision ¢ avec ¢ un élément de £ s’il existe une famille de réels presque tous
nuls® (A\p)ypee tels que

f@) = Ap(@) + o(¢)

PEE

“("est a dire que seul un nombre fini de ces réels sont non nuls.

16.4 Zoologie des comparaisons de séries, de fonctions

16.4.1 Equivalent de la suite des sommes partielles U/, — > "7 , uy

Citons un résultat facile :

Théoréme 631 Etant donnée une suite réelle (uy)nen, on définit la suite
des sommes partielles associée U, = 3 ) o uk; lorsque (Uy,) est une suite
convergente, on définit aussi la somme U = lim,, ., U,, et le reste R,
Z:‘in {1 Uk U — U,. On définit de méme, avec (v,,) une suite réelle, la
série Vi, = ¢ _oUk, €t 8i V= V, Rl =V — V,,. Alors :

Hypothéses Conclusions
Un > 0 pourn > ng | Vi, converge
Un = Un R, ~ R},

U,, converge
Uy > 0,u, >0

Uy = 0(uyn) U, diverge
V., diverge U, >V,
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16.4.2 Equivalentde F(z) = [ f(t)dt

Théoréme 632 On se donne désormais deux fonctions [ et g définies sur
|a, +ocl intégrables sur |a, x| pour tout x > a.

| ON SUPPOSE QUE [ EST POSITIVE sur |b, co| avec b > a |

On définit F(z) = [ f(t)dt et G(z) = [T g(t)dt. Si F a une limite en
+o0 on définit Ry(x) = [>° f(t)dt, et si G a une limite en +co on définit

Ry(z) = [° f(t)dt.

Alors on a les résultats suivant au voisinage de oo :

( - g=o(f)= G =o(F)
Ja ft)dt = oo g=0(f) = G = O(F)
g=f=F~>~G
e [ g(t)dt < oo
g=o(f)= " By~ ol )
[ g(t)dt < +o0
Ry :O(RI)
[.7 g(t)dt < +oo
g=f= Ry, =~ Ry)
g = 0surlc,00|avecc > a

[Z f(t)dt < +oo S g= Q)=

Démonstration : Certaines preuves se trouvent un peu plus haut; les autres sont
faciles.d

16.4.3 Comparaison séries-intégrales, cas L=

7 convergent

Théoréme 633 On se donne une fonction f strictement positive el de classe
C* au voisinage de +oco.

On considére d’une part la série > f(n), et d’autre part intégrale I:o 2
On définit S, = > 1 f(i), F(=) J:: f(t)dt (avec a suffisamment grand).
Soit K(r) = +—==, prolongé par continuité en 0 par K(0) = 1.

Si la somme converge, on définit R, = > .5, [(i).

i=n+1
Si Uintégrale converge, on définit Ry(z) = [ f(t)dt (pour x assez grand).

On suppose *’% =r+ o(1) alors
Uintégrale converge <= la série converge, on a alors i, ~ K(r)F'(n).
Uintégrale diverge <= la série diverge, on a alors S,, ~ K(r)F'(n).

Voir le théoréme 593 pour plus d’informations sur le cas a = 0.
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Démonstration : On définit g(t) = e 7" f(1).
Alors ona Z- = o(1).
Donc on peut trouver un certain 7 tel que sur |n, co| |90i| < e. Donc pour x appar-
tenant & [n — 1, n] et pour = > 17,

(22 <

g(n)
et donc (@) ()
9@ _ e 90 _
om) =€ Vo) =
(e = 1) f(n) < f(z) — f(n) < (¢ —1) f(n)
Alors " " n
[ rwa= [ et - smyies [ et

Sir = 0 I'intégrale tout a droite est simplement f(n), et le résultat en découle ; si
r # 0, on réécrit cette expression sous la forme

f nl F()dt — K(r) f(n)

<ee —1)g(n) = (" —1)f(n)

Et on a le résultat souhaité.0

16.5 Zoologie des développements limités

C’est en développant qu'on devient un bon développeur... On trouve la liste des
résultats classiques dans le formulaire 38,

Le développement asymptotique de T est:

e b In'(.r) 4 % (I'n(a:))2 A ((M)s)
= lnim) +%(Enim))2+o($)

On trouvera de nombreux exemples (méthode de Laplace, méthode du col...) dans
le livre "Calcul infinitésimal", de Dieudonné.
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Chapitre 17

Interversions

Lahantise classique du mathématicien est de justifier les permutations entre sommes,
intégrales, limites, dérivation. L'objectif de cette partie est de fournir tous les outils
pour affronter cette tiche...

17.1 Interversion de limites et de dérivation

Pour cela, on consultera la partiel1.2.2.

17.2 Interversion de limites et de limites

11 s’agit bien siir d’intervertir une limite au sens d’un espace de fonctions avec une
limite au sens de I’espace sur lequel sont définies ces fonctions... Formellement ¢a
donne ¢a :

Théoréme 634 Soit X un espace topologique, A une partie de X, a un point
de l'adhérence de A.

Soit (I2,d) un espace métrique, et enfin soit [, une suite d’applications de A
dans F, et f une application de A de F.

Supposons que :

e limg .o fn(z) =€n

e [, converge uniformément vers [ sur A
o [V est COMPLET

Alors il existe un certain e limite de e, et lim,_..f(z) = ¢
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Démonstration :

¢ On considere f,i la fonction égale a f,, sur A et prolongée par continuité en a en
posant f,(a) = ey ; fn est donc continue en a.

e On se donne € > 0.

e La convergence des f, étant uniforme, on peut trouver N tel que
n,m > N =V, d( fo(x), fm(z)) <€
e On passe a la limite pour 2 — a ¢t on obtient
n,m > N = d(eg,em) <€

(ceci implique que la suite (e, ) est de Cauchy, donc par complétude de I qu’elle
a une certaine limite €)

e La convergence de f,, est donc uniforme (par le critere de Cauchy pour la norme
uniforme) (voir 242)

e Les fn étant continues en a, leur limite (uniforme) est donc continue en a (voir
proposition 468) ; d’ol le résultat.0]

Corollaire 635 Soit f, des fonctions continues admettant une limite e, en
a € A, avaleurs dans E espace de Banach, telles que la série des f,, converge
normalement (pour la norme infinie ||.|| ) vers f.

Alors la série de terme général e,, converge vers un certain e, et f tend vers e
en a.

Démonstration : C’est exactement la méme propriété, dans le cas des séries...0

17.3 Interversion d’une limite et d’une intégrale

Définition 636 (Application réglée) Une application de R dans un espace to-
pologique est dite réglée si et seulement si elle admet une limite a droite et une
limite a gauche en tout point.

=% On ne demande pas du tout que la limite a droite soit égale a la limite a gauche,
ni qu’aucune de ces deux limites soit égale a la valeur de I’application en ce point.

r Les applications réglées ont été définies en parties15.3 (sur I'intégrale de
Riemann) comme les éléments de ’adhérence de 1’ensemble des fonction en escalier
(adhérence pour la norme |||, ). Ces deux définitions sont équivalentes pour peu que
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X soit métrique.

Théoréme 637 On se donne F un espace de Banach , et [, une suite d’appli-
cations réglées du segment |a,b| de R dans E convergeant uniformément vers

i
Alors [ est réglée et Jla p [ = lim J[a bl Sne

Démonstration : Le fait que [ soit réglée est un corollaire immédiat du théoréme
634 (interversion des limites de suites et de fonctions sous certaines hypotheses).
Pour conclure il suffit d’observer que | [ nd — Is 5 fnl < fa o lf = fal <

(b —a)|lf = fallooO

Corollaire 638 Si )_ f,, converge normalement (pour la norme |.|__ ), de
|a, b] segment de R dans un espace de Banach I, et si les [, sont réglées,
alors la somme des f, est une fonction [ réglée, d’intégrale la somme des
intégrales des fp.

Démonstration : C’est exactement la méme propriété, dans le cas des séries.0
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Chapitre 18

Séries entieres

18.1 Définitions

Définition 639 On appelle série entiere une série de fonctions de terme gé-
néral z — (ay,).2", avec la suite (a,,) une suite de nombres complexes. On la
note’y ., an.2"

La suite (an)nen est appelée suite des coefficients de la série entiére.

On appelle domaine de convergence d’une série entiére I’ensemble des z tels
que la somme > a,,.z™ est bien définie.

18.2 L’indispensable : le lemme d’Abel

Le lemme d’Abel doit &tre présent en mémoire en toute circonstance et doit pou-
voir &tre exhibé sans la moindre hésitation si un jour quelqu’un vous aborde, pointe un
révolver sur vous et vous dit "Le lemme d’Abel ou la vie !".

Lemme 640 (Lemme d’Abel) Soit z un nombre complexe tel que la suite
an.2" soit bornée. Alors pour tout z' tel que |2'| < |z|, la série > an.2'™
est absolument convergente.

Démonstration : [, 2| = [a,.2"[ |2/ /2" < M(EZh)" et ] < 1. Le résultat
en découle.O

Maintenant que me voila rassuré quant a votre avenir au cas o vous fassiez agres-
ser par un mathématicien amateur désireux (a juste titre) d’apprendre ce résultat fon-

damental, le lemme d’ Abel permet d’introduire une notion fondamentale en mati¢re de
séries entieres : le rayon de convergence.
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Définition 641 Le rayon de convergence de la série entiere > a,.z" est le
sup des réels v > 0 tel que a,.2™ soit bornée. Le rayon de convergence peut
éventuellement étre infini.

Théoréme 642 (conséquence du lemme d’Abel) Si la série > a,,.2™ est de
rayon de convergence R, alors :

e pour tout z de module < R la série de terme général > a,,.z" est absolu-
ment convergente.

e pour tout z de module > R la série de terme général . a,,.2" diverge, et en
fait la suite a,,.2™ n’est pas méme bornée.

Démonstration : 11 suffit de regarder le lemme d’ Abel dans le blanc des yeux.O

Le disque ouvert de centre 0 et de rayon R s’appelle le disque de convergence.
Lorsque R = +o0, on appelle C tout entier le disque de convergence.

Le théoréme que I’on vient de voir permet donc de classer les nombres complexes
en deux catégories, I'une ol la somme est convergente, avec plein de belles propriétés
que I’on va voir, et un ensemble ot il n’y a pas convergente ; toutefois, il reste une zone
limite, sur laquelle nous n’avons pas de résultat, et sur laquelle nous en auront bien
peu; le cercle de rayon le rayon de convergence, lorsque celui-ci est fini.

18.3 A Pintérieur du disque de convergence

Ah, joie du matheux : on va avoir des choses faciles et élégantes a dire.

Théoréme 643 (Fondamental) Si > a,,.2™ a pour rayon de convergence R,
la série de terme général Y a,,.2" converge normalement, donc uniformément,
sur tout compact contenu dans le disque de centre O et de rayon R.

Démonstration : Soit K un tel compact, qu’on va supposer non vide. Alors K est
nécéssairement inclus dans un disque fermé de rayon r inférieur 2 R (en cas contraire
considérer une suite z,, dans K tels que R — |z,,| < 1/n, et considérer sa limite, qui
doit appartenir 2 K - tout compact étant fermé).

|an.z™| est donc majoré par a,.r”, lequel est absolument convergent. D’ou la
convergence normale.O]
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Ce théoréme va nous permettre de déduire pas mal de petites choses fondamen-
tales :

e La somme d’une série entiere est continue sur le disque ouvert de convergence
(preuve facile : la limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue, donc
pour prouver la continuité en z on considére un compact contenant x et inclus dans le
disque de convergence ; il y a convergence normale, donc uniforme, sur ce compact)

Méme s’il y a convergence sur un disque FERME on ne peut pas en déduire
que la somme est continue sur le disque FERME !

e la somme f de la série entitre ) a,.z™ admet pour développement limité a
Pordre nen 0 f(z) = Y5, a*.z* + o(z™) (en fait, plus précisément, O(z"*1))
(preuve en écrivant f(z) — 1‘:0 a*.z*, et en factorisant par 2" ; le quotient est

une série entieére convergente, donc continue en 0).

e la somme f de la série entidre Y a,,.z™ peut s’ approximer uniformément par une
suite de polyndéme sur le disque fermé de centre O et de rayon 7 pour tout r STRIC-

TEMENT inférieur au rayon de convergence. /2% ATTENTION il ne s’agit pas d’un
corollaire du théoréme de Weierstrass d’approximation de fonctions continues unifor-
mément par des polyndmes car ici les fonctions vont de C dans C! (la preuve est en
fait claire par les résultats précédents ; un disque fermé est compact, donc on applique
le dernier théoréme).

On a un résultat parfois utile & souligner aussi :

Théoréme 644 Soit f la somme d’une série entiére de rayon de convergence
R. Alors f admet un prolongement continu sur le disque FERME de rayon R
si et seulement si f est limite uniforme de polyndmes sur le disque ouvert.

Démonstration : 1l est clair que si f est limite uniforme d’une suite de polyndmes
sur le disque ouvert, alors
Réciproquement, supposons f prolongée par continuité sur le disque fermé.
e Soite > 0.
e [ est uniformément continue sur ce disque, par le théoréme 198.
e On peut done déterminer o > O tel que |z — 2’| < Ra = |f(2) — f(2')| < e

e On peut développer en série entiére z — [ (1%0) sur le disque ouvert de rayon
R.(1+ ). On peut donc approximer cette fonction sur le disque fermé de rayon R.

¢ Soit donc un polynéme P tel que |P(z) — f(TZ_“)| < ¢ pour tout z de module
<R,
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¢ On constate alors que z et z/(1 + «) sont 2 une distance < R.« ; donc par défi-
nition de « trois lignes plus haut, on peut écrire que | f(2) — f(55)| < e.

¢ On a donc bien approximé f par P a 2¢ prés sur le disque fermé.0l

Bien noter que ’on a écrit que f était limite uniforme d’une suite de poly-
nomes, mais pas que cette suite de polyndmes était la série Y, an.2™ ! 1l se peut
que ce ne soit pas le cas...

18.4 A lalimite du disque de convergence

On va juste présenter quelques cas, pour montrer que tout est possible ; soit conver-
gence sur tout le cercle limite, soit divergence sur tout le cercle limite, soit tantdt
convergence tantdt divergence...

¢ > 2" /n aclairement pour rayon de convergence 1. En 1, il est clair que la série
diverge. Pour z de module 1 et différent de 1, alors 1la somme des 2 entre 0 et n est

. . _ ntl
bornée (¢a fait 15=—).

¢ > 2™ a clairement pour rayon de convergence 1. Et il est non moins clair que sur
tout le cercle de rayon 1 la somme diverge.

e > 2"/n? a toujours aussi clairement un rayon de convergence 1, et il est non
moins clair que sur tout le cercle de rayon 1 la somme converge.

18.5 Comment déterminer un rayon de convergence ?

18.5.1 Formule d’Hadamard

Théoréme 645 (Formule d’Hadamard) On se donne > a,.z" une série en-
tiere. Soit L = limsupla,|'/™, alors R = 1/L (avec 1/0 = oo et
1/ + o0 = 0).

Démonstration :
e Cas 0 < L < 400 : s0it R = 1/L, montrons que R est rayon de convergence.

-si|z] < R, apn.z2™ = O((L.|z])™), or L.|z| est plus petit que 1; donc notre série
estun O() d’une série absolument convergente, donc elle converge absolument.

-si|z| > R, ay,.2" ne tend pas vers 0, car son limsup ne tend pas vers 0.
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e Les autres cas se déduisent facilement de celui-ci.., O

Théoréme 646 (Régle de D’Alembert) On se donne Y a,.2™ une série en-
tiere. On suppose que les a, sont non nuls, au moins a partir d’un certain
rang, et on Suppose que a1 /ay tend vers L. Alors R = 1/L.

Démonstration :
Ce théoréme est une conséquence immédiate du critére de D’ Alembert 572 dans le
détermination de la convergence de séries.00

18.6 Dérivation des séries entieres

Définition 647 On se donne )" -, a,.2" une série entiére ; on appelle série

(n+p)! )

Fot i 5 s
dérivée d’ordre p la série ) ., O ip-2".

On appelle série dérivée (tout court!) d’une série entiére la série dérivée
d’ordre 1.

Théoreme 648 La série dérivée Y, -, i“T’f)—an 1p.2" de la série Y an.2"

une série entiere de rayon de convergence R a le méme rayon de convergence
R.

Démonstration :
e On procede par récurrence, la série dérivée d’ordre p étant la dérivée d’ordre 1 de
la dérivée d’ordre p — 1 ; il suffit de montrer le résultat pour p = 1.
e On suppose donc p = 1.
¢ La série dérivée est donc une série de terme général (n/z).a,.z". Donc en va-
leur absolue pour n > z, le terme général est supérieur en module a celui de la série
> an.z,. Donc le rayon de convergence est inférieur ou égal a 1.

¢ Montrons maintenant qu’il est supéricur ou égal & R. On s¢ donne z de module
< R,etunréel r < Rtelque |z| <r < R.

o (n+1).|ansal 2" < (B)™H.(n + 1)/2).Jansa |.|r[*+
e Le terme ci-dessus est plus petit que |ap1|.|r|* ™! pour n assez grand.O

Un corollaire immédiat :
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Corollaire 649 Si f est une somme de série entiere, alors ) (0) est égal a
nla, avec [ =3 ap.zp.

18.7 Produit de séries entieres

Définition 650 Erant donnée deux séries entiéres ), anz" €l )~ o bn2",
on définit la série entiere produit par >, - cn2", avec cn = Y 1o Qkbn k.
et la séries entiére somme par )", . dn2" avec dy, = ay + by

11 est bien évident que le rayon de convergence de la série entiere somme de deux
séries enti¢res est au moins le min R des deux rayons de convergence, et que la fonc-
tion somme est dans le disque D(0, R) la somme des deux fonctions sommes des deux
autres séries.

En appliquant les résultats de la partie 15.12.6 on montre facilement que deux séries
entigres > anz™ et ¥ b, 2z, de rayon de convergence > R on un produit convergeant
sur le disque D(0, R) (R toujours le min des deux rayons de convergence) et que la
série produit sur D(0, R) a une somme égale au produit des deux fonctions sommes
obtenues pour les deux séries entiéres.

18.8 Développement en série entiere

Définition 651 (Développement en série entiére) On suppose K R ou
K=¢C.

Une application | d'un ouvert U de K dans K est dite développable en série
entiére au voisinage de a € U s'il existe Y | an.2, de rayon de convergence
r > 0 telle que D(a,7) CU etVz € D(a,7)onait f(z) = a,.(z — a)™

[ estdite analytique sur V' C U avec V' un ouvert de K si elle est développable
en série entiere au voisinage de chaque point de V.
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Théoréme 652 Soit > a,.2" une série entiére de rayon de convergence R. La
somme [ de cette série entiére est analytique sur son disque ouvert de conver-

gence.
Le développement en série entiére de f en a est donné sur le disque centré sur

a et de rayon R — |a| par

() (g
fo) =Y L@ gy

n!

7

Démonstration :

n + p ”
JLRIE R PR L

7

et donc
(n + p
ISP )] <> = anspl2"

7

Pour z < r < R, on peut donc écrire
(n +p)!
DIl =l s > Sl Ll [#D)”

n,p>0
Montrons que la série de droite converge ; pour cela on limite la somme a n et p
inférieurs a NV et on fera tendre ensuite IV vers +oo

Y CriplaniplzlP(r —|z])"

0<n,p<N

<D lanl (D CRl=lP(r = =)™ )
n p=0
< Z lan|r™ < oo

La série étant absolument convergente, on peut permuter les termes comme on le

souhaite, et donc
2 f ('Z) (Z, _ Z)'/l
n:
n

f( e,
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Dol le résultat.0

Corollaire 653 L’ensemble des points d’analycité d’une application est ou-
vert,

Démonstration : Evident au vu du résultat ci-dessus.

18.9 Zoologie des séries entieres

18.9.1 L’exponentielle complexe

Définition 654 On appelle exponentielle ’application qui a = € C associe
Y newt Zr- Onla note x +— €* ou x — exp(x).

NB : 11 est a noter que cette série entiere est bien définie partout, par le critére de
D’Alembert. La convergence de la série est donc uniforme sur tout compact, et exp
est donc holomorphe et entidre '. La dérivation terme 2 terme, 1égitimée par la conver-
gence uniforme des dérivées (voir théoréeme 381), montre que la dérivée de exp est exp.

D’autres propriétés de I'exponentielle sont fondamentales ; on les trouvera dans le
formulaire, avec les schémas de preuve, en partie 38.9.

Une fonction entiére est une fonction holomorphe sur tout le plan.
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18.10 Séries formelles et série génératrice

Définition 655 Etant donné A un anneau, on note A|[X|| et on appelle en-
semble des séries formelles sur A ’ensemble des suites a valeurs dans A.
Une telle suite (ap)nen Sera notée

Z U X"

nel
On dit parfois aussi que Y a, X™ est la série génératrice associée i la suite
(a"n)nCN-
On munit A|[X]] d’une structure d’anneau en définissant un produit et une
somme par

oo

(Z anX™) + (Z b X™) = (Z(‘Iﬂ +bn) X™)

n=0 =0 =0

O anX™) x Q0 X™) =D > (axbp_r)X"

n=0 n=0 n=0k=0

Etant donnée V' une variable aléatoire a valeurs dans N, on appelle aussi série
génératrice associde a V la série Y, P(V = n) X™

) On trouvera une application des séries génératrices aux probabilités dans la
partiec 36.12.9. Le livre [10] donne aussi une application aux nombres de Catalan (ie
¢’est un dénombrement basé sur un produit de séries formelles). La proposition 1296
est un autre exemple.
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Chapitre 19

Fonctions holomorphes

Un ouvrage de référence est [ 10], dont nous suivons ici la démarche.

19.1 Cadre

On va ici se préoccuper de fonction de €2 dans C, avec £2 un ouvert de C.

19.2 Généralités

Définition 656 Une fonction est dite dérivable au sens complexe en a € € si
f(m;fi:(“} existe et est finie. On note alors cette limite f'(a).

Une fonction est dite holomorphe sur € si elle est dérivable au sens complexe

en tout point de ). On note H(SY) I’ensemble des fonctions holomorphes sur

€.

On notera D(a,r) (resp. D'(a,r)) avec v > 0 U'ensemble des = de 2 tels que

| —a| <7 (resp.0 < |z —al <)

Un domaine est un ouvert connexe non vide.

iy .q

On remarque immédiatement que :

- H(§2) est un anneau pour I’addition et la multiplication usuelles.

- la composée de deux fonctions holomorphes est holomorphe.

- tout polynéme est holomorphe sur C

- I'inverse d’une fonction holomorphe ne s’annulant pas est holomorphe

- I’exponentielle complexe est holomorphe sur C
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- toute série entire est holomorphe ; si f(2) = Y o cn.(z — a)™, alors f/(z) =
Yool ncp(z—a)* !

19.3 Vers le théoreme de Cauchy

Proposition 657 Soit 1 une mesure complexe sur un espace mesurable X, ¢
une fonction complexe mesurable, 2 un ouvert du plan qui ne rencontre pas

d(X). Alors avec
_ dp(t)
0= [ a0

définie pour = € Q Ona f € H(Q).

Démonstration : e On développe en série entiere 1/(¢p(t) — z) sur un disque suf-
fisamment petit pour &tre inclus dans €2 et pour que la convergence soit uniforme.

¢ On permute alors I’intégrale et la somme (merci la convergence uniforme), et on
obtient bien le résultat désiré.0

Définition 658 On appelle courbe une application continue d’un intervalle
[a,b] de R dans C.

On appelle chemin une application continue C* par morceaux d’un intervalle
[a,b] de R dans C.

Une courbe ou un chemin -y est dit fermé si v(a) = y(b).
Etant donné ~ une courbe, on note v* ’image de [a, b] par 7.

Etant donné v un chemin et f une fonction continue sur v*, on note f,y f(2).dz
Dintégrale f[a,b] f(t).4'(t).dt, on appelle cette intégrale l'intégrale de f le
long de ~.

Deux chemins v et v’ sont dits équivalents, si pour toute fonction f continue
sur v* et v'* intégrale de f le long de v est égale a Uintégrale de f le long
de v

La longueur d’un chemin -y est lintégrale de la fonction constante égale a 1
le long de cet arc.

On appelle indice de z pour z € Q par rapport a vy, avec 2 le complémentaire

de ~*, le complexe
1 dt
Ind = —
ndy(2) = oo L t—z
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r si ¢ est une bijection C* de [a,b] dans [c, d], si v est un chemin d’inter-
valle de définition [a, b] et v" est un chemin d’intervalle de définition [c, d], alors si
v = ~" o ¢ alors I’intégrale le long de v est la méme que I’intégrale le long de v ; ¢’est
a dire qu’un reparamétrage C" transforme un chemin en un chemin équivalent.

Théoréme 659 (Indice) L’indice de z par rapport & -y est entier, constant sur
chaque composante connexe de ) (le complémentaire de v*), et nul sur la seule
composante connexe de S qui ne soit pas bornée.

Démonstration : e Pour voir qu’il y a une seule composante connexe non bornée,
¢’est facile, il suffit de voir que v* est inclus dans un disque ; le complémentaire de ce
disque est connexe et donc inclus dans une composante connexe.

e Pour voir que ’indice est un entier, on suppose I’arc défini sur [0, 1], on considére

la fonction qui 2 ¢ associe exp( f(f vZu()@z .du). En dérivant cette fonction, on obtient

qu’elle est proportionnelle a y(¢) — z.

¢ On déduit de ¢a que notre fonction prend la valeur 1 en 1, ce qui est pile poil ce
qu’il nous fallait pour que notre fonction soit un multiple de 2:11.

¢ L’indice est constant sur chaque composante connexe, puisqu’il est continu et que
chaque composante connexe a donc une image connexe.
o |1 [laLl)ds) oM [ 4/(s).ds|, avec M un majorant de |—=—|. M ten-
2¢01 JO ~(s)—z | — 1211 0.7 AL Y . ) y(s)—=z1"
dant vers 0 pour z tendant vers I’infini, I’indice est de module inférieur a 1 pour z assez
grand, et donc il est nul sur la composante connexe non bornée.O)

Quelques remarques :

- On montre facilement que I’indice d’un point z par rapport au chemin [0, 1] — C,
t — et est1si |z < 1 et 0 sinon.

- On montre facilement que I’intégrale de la dérivée d’une fonction holomorphe le
long d’une chemin fermé est nulle. Par suite, I’intégrale d’un polyndme le long d’un
chemin fermé est nulle.
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Lemme 660 (Théoréme de Cauchy dans le cas d’un triangle dans un cnnvexle)
Soit un triangle de sommets a, b et c. L'intégrale le long de ce triangle est
en fait intégrale suivant |a,b|, plus l'intégrale suivant |b, c|, plus Uintégrale
suivant [c, al.

On suppose ) convexe.

Alors soit f une fonction continue sur S, et holomorphe sur Q0 \ {p}, avec
p € L

Alors lintégrale de [ le long du triangle est nulle.

(On montrerail facilement le méme résultat pour un carré ou n’importe quel
autre polygone, en le triangulant)

Démonstration :
11 faut distinguer trois cas

e p n’est sur aucun des trois ¢otés du triangle. Alors on coupe le triangle en quatre
plus petits triangles, comme sur la figure 19.1 (schéma de gauche), et on constate que
I’intégrale sur au moins 1’un des triangles doit étre de valeur absolue le quart de la va-
leur absolue de I'intégrale le long du gros triangle ; or la longueur du petit triangle est
la moitié€ de la longueur du gros. On construit ainsi par récurrence une suite de triangles
[y, de longueur L.27™, On considere le point z, intersection des triangles.

Soit e unréel > 0. f est dérivable en z. 1l existe donc un triangle [IJ,, tel que pour z
dans D, f(z) — f(z) — f'(z).(z —z) est de module inférieur a .|z — z|. Or I'intégrale
d’une fonction polyndme sur un chemin fermé est nulle, puisqu’un polyndéme est la
dérivée d’un autre polynéme.

On obtient ainsi que 1’intégrale le long du petit triangle est majorée pare.(2- ™. L)% ;
et puisque I'intégrale sur le grand triangle initial est majorée par 4™ fois le module de
I'intégrale sur le triangle D™, on en déduit que cette intégrale est nulle.

e On suppose maintenant que p soit égal 4 a (b ou ¢ se traitent bien siir de méme).
Alors on place = et y comme sur la figure 19.1 (schéma de droite) ; I'intégrale de f sur
les triangles zyb et ybe est nulle ; et celle sur azy peut étre rendue aussi petite qu’on le
souhaite, puisqu’il suffit de faire tendre = et y vers a (rappelons que [ est continue, sur
un compact, donc bornée).

e Supposons maintenant que p soit un point de |a, b| ; il suffit alors de raisonner sur
abp, bep et cap pour conclure.O]

i Ceux qui ont un peu d’avance auront constaté que I’hypotheése implique en fait
que f soit holomorphe sur tout €2 ; mais nous avons besoin de notre lemme avec ces
hypothéses-ci afin d’arriver & prouver les résultats qui impliqueront ces résultats.
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b .

FIG. 19.1 — Découpage en petits triangles ; on utilise les milieux des cotés.

On passe maintenant a une version un peu plus forte :

Théoréme 661 (Théoréeme de Cauchy dans un ensemble convexe) On sup-
pose S ouvert et convexe, p dans Q, [ continue sur Q et f € H(QL\ {p}.
Alors Uintégrale de f le long de ~y est nulle pour tout chemin -y fermé tel que

y* C Q.

Démonstration : On fixe un point a de €2, et on définit F'(z) pour z dans Omega
comme I’intégrale sur [a, z] de f.

On raisonne alors sur des triangles a, z,  pour considérer la limite de w
pour z tendant vers z. On montre facilement que cette limite est f, et donc que f est

une dérivée et est continue, et donc le résultat est clair.0

Théoréme 662 (Formule de Cauchy dans un ensemble convexe) On se
donne ~y un chemin fermé dans un ouvert convexe 2, et f holomorphe sur <.

Siz€Qetzd&~* alors

f(z).Indy(2z) = %/ i(f)zdu
g

Démonstration :
On se donne z vérifiant les hypotheses. On définit alors g par g(u) = i%%ﬁ si
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u€Qelu # z etg(z) = f'(z).

La fonction g est continue, et holomorphe en tout point de 2\ {z}, donc d’aprés le

théoréme 661, 0on a [ g(u).du = 0. En coupant g en ses deux termes %_'—‘21 et %}i— on
obtient le résultat désiré.00

On arrive maintenant & un résultat fondamental d’analyse complexe, facilement dé-
montrable griace aux résultats qui précédent.

Théoréme 663 (Développement en série entiére des fonctions holomorphes)
Toute fonction holomorphe est développable en série entiére.

Démonstration : On se donne a dans €2, et un disque suffisamment réduit D(a, )
centré en a pour €tre inclus dans €2.

Alors on applique la formule de Cauchy (théoréme 662) a f sur le convexe D(a, 1),
avec pour ~ I"application de [0, 1] dans C définie par ¢ +— a + re?t,

On obtient une expression de f(z) qui permet d’appliquer la proposition 657, et on
afini..0

Remarquons qu'une fonction holomorphe est développable en série entiére, donc
sa dérivée est développable en série entiere, donc sa dérivée est holomorphe. La déri-
vée d’une fonction holomorphe est donc une fonction holomorphe. En fait une fonction
C-dérivable (i.e. dérivable au sens complexe) est C°°.

Enfin un théoréme qui peut servir et qui ne coiite pas cher & montrer maintenant
qu'onenest la:

Théoréme 664 (Théoréme de Morera) Soir [ une fonction continue com-
plexe dans un ouvert S0 dont Uintégrale sur tout triangle est nulle. Alors f
est holomorphe sur €.

Démonstration : e On considére un disque ouvert D inclus dans 2 centré sur a.

e On construit une fonction ' sur D dont [ est la dérivée, par F'(z) = 6] S(u).du
(un disque, c¢’est convexe...).

e [ est holomorphe, donc sa dérivée f est holomorphe.

e Puisque tout cela est valable pour n’importe quel disque inclus dans €2, f est ho-
lomorphe sur 2.0

) Voir le théoréme 674.
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Maintenant on va voir plein de conséquences de ces fort jolis théorémes.

Théoréme 665 Soit [ une fonction holomorphe sur 0 un ouvert connexe. Soit
Z Uensemble des z tels que f(z) = 0. Alors soit Z est égal a §, soit Z n’a pas
de point d’accumulation dans C.

Si Z n’est pas C alors peut pour tout a dans 7 trouver un entier positif unique
m tel que f(z) = (z—a)™.g(z), avec g holomorphe non nulle en a. L’ensemble
des zéros de f est dans ce cas au plus dénombrable.

} On verra une jolie application avec le théoréme de Runge 1210.

Démonstration :  Soit Z’ I’ensemble des points d’accumulation de 7. 2’ C Z, car
[ €tant continue, Z est fermé.

On considere le développement en série entiére de f sur un disque D centré sur a
quelconque dans Z(f) ;
Jr(z) - Z en-(2 — u)n

nelN

pour tout z € D,

Si les ¢, ne sont pas tous nuls, on considére le plus petit entier m tel que ¢, # 0.

On sait alors que g, définie par g(z) = Kzﬂgﬁ siz # aetgla) = e, vérifie les
conditions demandées. Par continuité de g, on peut alors déduire que a est un point

isolé de Z, puisque g est non nul sur un voisinage de a.

Le fait que Z ne contienne aucun point d’accumulation implique que Z contient
un nombre fini de points sur toute boule de rayon n, et donc que 7 est au plus dénom-
brable.

De tout ¢a on déduit que si a est dans Z’, alors il y a un disque autour de a qui est
aussi dans Z’. Donc Z’ est ouvert, puisqu’il contient un disque centré sur a pour tout a
dans Z’. Mais il est aussi fermé, puisqu’il est un ensemble de points d’accumulations.
Dong s’il n’est pas vide et que I’on travaille dans un connexe, 2’ est égal 4 2.0

On remarque au passage que deux fonctions holomorphes égales sur un ensemble
ayant un point d’accumulation sont donc nécéssairement égales (leur différence est
holomorphe et nulle sur un ensemble ayant un point d’accumulation). Ce résultat est
connu sous le nom de principe de prolongement analytique.

Proposition 666 (Principe du prolongement analytique) Si deux fonctions
holomorphes sont égales sur un ensemble ayant un point d’accumulation alors
elles sont égales partout ou elles sont définies.

302

http://fribok.blogspot.com/



Définition 667 On appelle m ’ordre du zéro de f en a.

Si f est holomorphe sur un ouvert Q privé d’un point a, et n’est pas holo-
morphe en a, on dit que [ admet une singularité isolée en a.

La singularité est dite artificielle si en changeant f(a) on peut rendre [ holo-
morphe en a.

Théoréme 668 Si f admet une singularité isolée en a et est bornée sur un
voisinage de a, alors la singularité est artificielle.

Démonstration : e On définit k par h = (z — (z — a)?.f(2)), et h(a) = 0.

e h est holomorphe, on la développe en série entitre, h(z) = >, <5 ¢n.(z — a)”
(h estnulle et de dérivée nulle en a, puisque f est bornée sur un certain voisinage de a).

o Il ne reste alors plus qu’a poser f(a) = c2.0

On peut faire encore plus fort :

Théoréme 669 Soit f € H(Q\ {a}), alors 'un des cas suivants se produit :
- [ admet une singularité artificielle en a ou pas de singularité du tout

- il existe des c; en nombre fini tels que z — f(z) — > Tay admette une
singularité artificielle en a.

- L’image de tout voisinage de a par f est dense dans C

Démonstration :
¢ Supposons qu’on ne soit pas dans le troisiéme cas, et choisissons z tel que z n’ap-
partienne pas a I’adhérence de f(D’(a,r)) avec r > 0.

o Définissons g(z) = 77—

e g est holomorphe sur D’(a, ), et est bornée dans un voisinage de a ; donc g est
prolongeable en une fonction holomorphe sur D(a, 7).

e Si g(a) # 0, alors f est prolongeable en une fonction holomorphe, et on n’en
parle plus, ¢’est le premier cas.

¢ Sinon, alors on consideére m ’ordre du zéro de g en a, et on développe en série
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(z—a)™

entiére z — T

e La flemme de finir, mais c¢’est pas trés dur & partir de 1a...0

Définition 670 Dans le deuxiéme cas,y .-, (z—f‘ﬂT est appelé partie princi-

pale du pole de f en a; m est appelé lordre du pdle en a.
c1 est appelé résidu de f en a; on le note Res(f;a).
Dans le troisieme cas, on dit que f a une singularité essentielle en a.

Dans le premier cas, on dit que f a une singularité artificielle en a.

Théoréme 671 On se donne [ une série entiere, f(z) = 3, cyCn(z —a)",
pour |z| < R. Alors pour tout r tel que 0 <r < Rona

> 1 o
Z|cn|‘.r3“ = ﬁfo |f(a+re'0)|‘.d6'

&)

Démonstration : Considérer la formule de Parseval (voir théoréme 1108), avec la
base des 0 — ¢ 0.0

Quelques corollaires pas trop difficiles :

Corollaire 672 (Théoréme de Liouville) Une fonction holomorphe sur C
tout entier (On dit que cette fonction est entiére ) est soit constante soit non
bornée.

- si f holomorphe n’est pas constante sur un domaine (i.e. ouvert connexe) €2, alors
tout voisinage de a contient un point b tel que | f(b)| > | f(a)|.

Autre corollaire :

Théoréme 673 (Estimations de Cauchy) f holomorphe sur un disque ouvert
D de rayon R, |f| bornée par M sur D, alors |f™(a)| < ".'Q—M pour tout
n > 0.

} Ceci servira pour le théoréeme 674 et pour le théoréme 724.

Passons maintenant a des propriétés de passage a la limite :
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Théoréme 674 Soit [, une suite de fonctions holomorphes sur S tendant vers
[ uniformément sur tout compact de ). Alors [ est holomorphe, et les [,
convergent uniformément sur tout compact vers f'.

Démonstration :
e f est continue comme limite uniforme sur tout compact d’une suite de fonctions
continues.

e Pour le caractére holomorphe de f, on regarde ce qu’il se passe sur des diques
ouverts (€2 étant réunion de tels disques) et il suffit ensuite de considérer I'intégrale
de f sur le contour d’un triangle inclus dans un disque (un tel disque étant convexe) ;
I'intégrale d’une limite uniforme étant la limite de I’intégrale, on déduit que I'intégrale
de f sur tout triangle est nulle. Le théoréme de Morera (voir théoréme 664) permet de
conclure.

e On utilise ensuite le théoréme 673 pour voir que | f'(2) — f1(2)| < 2|1 f = full s
avec K un compact; d’ou la convergence uniforme des dérivées, et le résultat désiré.0

Théoréme 675 On suppose §) convexe, ay, ..., a, des points distincts de Q, et
[ holomorphe sur Q\ {a, ..., a, }. On suppose que f admet en pdle en chaque
a;, et on se donne un chemin fermé v ne passant pas par les a;. Alors

l T
ﬂ/;f(z)ﬂz kz_lﬂes(f;ak).fnd.r(ak)

Démonstration : On applique le théoréme de Cauchy a la fonction f moins ses
parties principales en les a; ; 'intégrale de cette fonction est done nulle. II ne reste
alors qu’a considérer I'intégrale des parties principales, ce qui est facile au vu de ré-
sultats antérieurs (voir le théoréme 659, et le fait que 2™ pour n # —1 a une primitive
holomorphe sur C \ {0}).

Théoréme 676 o Si [ est holomorphe et admet un zéro d’ordre m en a, alors
le résidude ['/f en a est m.

o Si f est holomorphe sur Q\ {a}, alors le résidu de f'/ f en a est égal @ —m.

Démonstration : Pas dur... 1l suffit de réécrire la fonction soit en divisant par
(z — a)™ (premier e ), s0it en soustrayant la partie principale du pdle (second e )...0
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Théoréme 677 Soit f une fonction holomorphe, et~y un chemin 0 — a+ re'?,
avec D(a, ) inclus dans QL.

On définit T = f o ~y. Soit w n’appartenant pas a I'*.

Alors le nombre de zéros de f —w dans D(a, ), comptés avec leurs ordres de
multiplicité, est égal a Uindice de w par rapport a .

Démonstration : Le nombre de zéros de f — w dans D(a, r) est égal a la somme
des résidus de f'/(f — w) dans D(a,r), et cette somme est bien I'indice de w par
rapport a ['.0

Théoréme 678 (Théoréme de ’image ouverte) On se donne 0 un ouvert
connexe, i.e. un domaine, et f holomorphe sur 2. Alors si f n’est pas constante,
et pour tout zq dans S, f induit sur un voisinage ouvert V de zo une application
surjective de V' sur un ouvert W, telle que pour tout w dans W\{wo = f(20)},
il y ait exactement m points distincts z € V dont l'image par f est w, avec m
Dordre du zéro de f — wq en zg.

Démonstration :
¢ on considere un cercle orienté suffisamment petit autour de wg pour que le disque
D de méme centre et de méme rayon ne comporte pas de zéro ni de f — wq ni de f”
dedans, a part zg lui-méme.

e on considere le contour de ce cercle suffisamment petit

¢ on considere I’image par f de ce contour, et la composante connexe W de wog
dans le complémentaire de cette image (W est ouvert comme composante connexe d’un
ouvert, le complémentaire de I’'image d’un compact étant évidemment fermé puisque
complémentaire d’un compact (rappelons que ’image d’un compact par une applica-
tion continue est un compact)).

¢ on prend alors pour V I’intersection du disque ouvert D et de I’'image réciproque
de W.

e L’indice de wo par rapport 2 I' = f o v est m, ainsi donc que I’indice de tout w
dans V. D’ou le résultat...0

Remarquons un corollaire intéressant, qui donne son nom 2 ce théoréme ; I’image
de tout ouvert par une fonction holomorphe est un ouvert.

11 est clair au vu du théoréme précédent que si I’on a f’(z) non nul, avec f holo-
morphe, alors on a localement une bijection autour de z. On peut améliorer ce résultat ;
la réciproque locale, est elle aussi holomorphe ; cela fait I’objet du théoréme suivant.
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Théoréme 679 Soit [ holomorphe, [ de dérivée non nulle en a alors on peut
trouver un ouvert V contenant a tel que [ induise une bijectionde V sur f(V');
la réciproque de f est holomorphe sur f(V).

Démonstration : Tout ce qui reste a prouver est le caractére holomorphe de la ré-
ciproque g de f sur f(V).

Pour cela on considére ﬁziﬂ, on utilise la continuité de g (qui découle du fait
que [ estune application ouverte, i.e. que I’image de tout ouvert par une fonction holo-
morphe est une fonction holomorphe), et le fait que f/(a) est non nul, et tout ¢a coule
de source...0

On va maintenant montrer que 1’on a le droit de modifier "un peu” une courbe sans
changer I'indice d’un point par rapport a cette courbe.

Théoréme 680 Si v, et v sont deux chemins d’intervalle de paramétrage
0, 1] (ou autre chose...) et si pour tout t € [0, 1] ona |y, (t) —v(t)]| < |y1(t)],
alors Ind., (0) = Ind.,(0).

e On pose ¥ = y2/71.-

e On a alors L %2.1 - 1%— donc en intégrant sur [0, 1| on déduit que la différence
entre I'indice de 0 par rapport & 2 et I’indice de O par rapport & v, est I'indice de 0 par
rapport a 7.

e |1 —~(t)| < 1;donc I'indice de 0 par rapport 2 v est 0.0

Corollaire 681 (Théoréme de Rouché) [ er g holomorphes sur Q, le disque
fermé de centre a et de rayon r étant inclus dans €, et | f(z) — g(z)| < | f(2)|
sur le cercle de centre a et de rayon . Alors f et g ont le méme nombre de zéros
sur le disque ouvert de centre a et de rayon r (en comptant leurs multiplicités).

Démonstration : On considere v(t) = ¢ ety = foyety = go~. On
applique alors le théoréme précédent...0

) Cela servira notamment pour montrer le théoréme 682 (preuve d’ailleurs fort
sympathique). Ainsi que le rappelle Rudin dans [16], on peut aussi utiliser ce résultat
pour montrer que tout polyndme de degré n a n racines dans € (en montrant que tout
polyndme de degré n a le méme nombre de zéros que =™, dans un disque de rayon
suffisamment grand.
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19.4 Topologie de H(12)

Pour cela on consultera2().2.2.

19.5 Zoologie des applications holomorphes
19.5.1 Théoreme de Montel

Théoréme 682 (Théoréme de Montel) Soit © un ouvert connexe de C, K
compact de @}, M > 0, m > 0, k € K. Alors il existe un certain
NombreMaxDeZeros tels que le nombre de zéros de [ dans K, pour
[ bornée © par M sur K et telle que |f'(k)| > m, est majoré par
NombreMaxzDeZeros.

TEn module.

Démonstration :
¢ On considere ’ensemble U/, des applications f holomorphes sur €2 telles que le
nombre de zéros de f sur K soit < n (n € NU {-+co}; on montre que U, est ouvert.
- Pour cela donnons-nous f dans U/,

- Soit NombreZeros le nombre de zéros de f dans K. NombreZeros, par défi-
nition de U,,, est fini.

- Considérons les disques fermés D(z;, €;) inclus dans €2, et tels que f ne s’annule
pas sur le disque ouvert, sauf peut-étre en z;.

- 1l est clair que les disques ouverts D(z;, ¢;) recouvrent K.

- On en extrait un nombre fini. Les D(z;, ¢;) pour i € I, avec I fini, recouvrent
donc K,

- On considere alors LesCercles le compact constitué des cercles de rayon ; et de
centre les z; pour 7 dans /.

- On considere alors 1 I'inf de f sur LesCercles.
- On considére alors I’ensemble V' des fonctions g telles que suprescercles|g — f]
est inférieur strictement a 7. Par le théoréme de Rouché 681, les fonctions g dans V

ont un nombre de 0 égal au nombre de zéros de f.

- Le résultat est ainsi prouvé.

308

http://fribok.blogspot.com/



e On en déduit donc que I’application qui a f associe son nombre de zéros sur K
est semi-continue supéricurement.

e L'ensemble F des applications f bornées en module par M sur K et telles que
[f/(k)| = m étant compact, le nombre de zéros est borné, le maximum est atteint (car
une application semi-continue supéricurement sur un compact atteint son maximum,
voir proposition 172), et il n’est pas infini par la condition | (k)| > m.O

19.5.2 Fonctions holomorphes majorées par un polynome

Théoréme 683 Soit f une fonction holomorphe sur C, et P un polyndéme, avec
|f] < |P|. Alors f est un polyndme, de degré < au degré de P.

Démonstration :
11 suffit d’utiliser le théoréme 673, qui nous dit que

|F%(0)| < n!M/R"™

avec M un majorant de |f| sur le disque de centre 0 et de rayon R. Puisque M <
L + K x RP (par hypothése), on en déduit :

|f™(0)] < n!(L + K x RP)/R"

etdonc f(") = 0 pour n > p, d’o le résultat.0

19.5.3 Fonctions holomorphes tendant vers I’infini en I’infini

Théoréme 684 Soir [ une fonction holomorphe sur C. On suppose

Alors f est une fonction polynéme.

Démonstration :
e Soit Z I’ensemble des zéros de f.

e Au vu de I’hypothese, pour z assez grand en module, |f(z)| > 1. Donc Z est
inclus dans un compact K.

e Si Z estinfini, alors Z posséde un point d’accumulation dans K, et donc d’aprés
le théoréme 665 f est nulle. Ce cas étant résolu, on peut supposer ~Z fini.

e On considere alors 1/ f. C’est une fonction holomorphe sur le complémentaire de
Z. Sur Z, en utilisant le théoréme 665, on constate que 1/ f admet des pdles, et non pas
des singularités essentielles ; on peut donc lui soustraire une fraction rationnelle P/Q,
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afin que 1/f — P/Q soit holomorphe.

e 1/f — P/Q est majoré par un polyndme, donc d’apres le théoréme 683 ¢’est un
polyndéme.

el/f—P/Q = R,avec Run polyndme, donc f = (Q— R) /P, fraction rationnelle.

e [ étant holomorphe, f n’a pas de pole, et donc se simplifiec en un polynéme.O

19.5.4 Sphere de Riemann C - Fonctions holomorphes sur C

Définition 685 (Sphére de Riemann) Soit C I’espace topologique obtenu en
rajoutant un point, noté co, a C, une base de voisinages de ce point étant
constituée des ensembles U U {oc}, on U parcourt les complémentaires dans
C des parties compactes (en somme, c’est le compactifié d’Alexandrov de C).
On note S? la sphére unité de I’espace R,

La projection stéréographique depuis le pole nord N

S @
v @ut) = @ri)/Q-fsit£,
N — oo

est un homéomorphisme de la sphere S2 sur C.

La droite projective complexe P! (C) est le quotient de C?\ {(0,0} par I'action dia-
gonale par multiplication du groupe multiplicatif des nombres complexes non nuls C*,
munie de la topologie quotient. La classe d’un couple (z;, z5) de nombres complexes
non tous les deux nuls est notée (z; : 23).

L’application
P(C) — C
ri (21522) = 21/z28iza #£0
(1:0) — oo

est un homéomorphisme de la droite projective P'(C) sur C.
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Proposition 686 Soit a, b, ¢, d quatre nombres complexes tels que ad—be # 0.
Alors Uendomorphisme linéaire de C? défini par la matrice

a b
(0 0)
passe au quotient en un homéomorphisme de IP’l(C) qui, lu sur ((AI, est ’homo-
graphie

prolongée par ho(—d/c) = oo et ha(oo) = a/c si c # 0, ces deux conditions
étant remplacées par h4(c0) = oo si ¢ = 0. On a ainsi défini un morphisme
injectif de PSL(2,C) dans Homéo(C).

La droite projective complexe hérite d’une structure de variété complexe de dimen-
sion (complexe) 1. La sphere de Riemann est C munie de la structure complexe héritée
de celle de P! (C) par le biais de r. Celle-ci peut étre décrite par un jeu de deux cartes.
Soit P, I'ouvert de P*(C (C) correspondant aux couples ayant la premigre coordonnée
non nulle et P> I"ouvert correspondant aux couples ayant la deuxieme coordonnée non
nulle. Les ouverts correspondants dans C sont respectivement U; = C et Uy = C\ {0},
dont I’intersection est C*.

La matrice

0 1
(Vo)

qui permute les coordonnées dans P* (C), réalise un homéomorphisme (de changement
de carte) entre P; et P», qui est holomorphe, car il se lit z — 1/z dans U; N Uy = C*,

Une application [ : C — C est alors dite holomorphe (respectivement méro-
morphe, ot f n’est alors supposée définie qu’en dehors de I’ensemble de ses pdles) si
elle est holomorphe (respectivement méromorphe) dans les cartes, ¢’est-a-dire, d’une
part, dans C au sens usuel et, d’autre part, dans Us au sens que z — f(1/z) est holo-
morphe (respectivement méromorphe) dans C au sens usuel.

Une application f : C — C est alors holomorphe si et seulement si elle est méro-
morphe en dehors de I’image réciproque de co.

Proposition 687 Les applications holomorphes de C dans C sont les fonctions
constantes.

Démonstration : Soit f une application holomorphe de C dans C. Par continuité
en oo, la fonction f est bornée sur le complémentaire d’une partie compacte de C.
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Comme f est également bornée sur ce compact, f est bornée donc constante. O

Théoréme 688 Les applications holomorphes de C dans C sont les fractions
rationnelles.

Démonstration : Soit f une telle application. On suppose f non constante. Comme
les fonctions holomorphes non constantes, f a ses zEros isolés, si bien que f n’admet
qu'un nombre fini de pdles et de racines (car C est compact). Soit P une fraction ra-
tionnelle ayant pour racines (comptées avec multiplicité) les poles de f et pour pdles
les racines de f, de sorte que f P n’ait ni pdle, ni racine. La fonction f P définit alors
une application holomorphe de C dans C, qui est constante d’apres la proposition pré-
cédente, si bien que f estune fraction rationnelle. O

Théoréme 689 Les automorphismes de la sphére de Riemann sont les homo-
graphies.

Démonstration : Si P = A/B est une fraction rationnelle et w un élément de (E,
le nombre de solutions dans @, comptées avec multiplicité, de I’équation P(z) = w est
le maximum des degrés de A et de B. Par conséquent P est bijective si et seulement si
A ou B est de degré 1, ’autre étant de degré O ou 1. O

Proposition 690 Les applications holomorphes de C dans C qui sont holo-
morphes dans C au sens usuel sont les polndmes.

Démonstration : Soit f une telle application. Par le méme raisonnement que pré-
cédemment, f est constante sauf si f(co) = oo. Placons-nous donc dans ce dernier
cas de figure. La fonction f admet alors un nombre fini (éventuellement nul) de zéros,
car une infinité de zéros aurait un point d’accumulation dans C, donc dans C puisque
f(o0) = oo et f serait alors nulle.

Soit P un polyndme ayant pour racines (comptées avec multiplicité) les zéros de
f, de sorte que la fonction g = f/P n’ait pas de racine dans C. Si g(oco) = oo, alors la
fonction 1/g définit une application holomorphe de C dans C qui s’annule uniquement
en oo, ce qu’interdit la proposition précédente. On a donc g(oco) = A pour un certain
nombre complexe \. La proposition précdente montre alors que g = A, si bien que
f=AP.O
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Chapitre 20

Analyse fonctionnelle

En analyse fonctionnelle, une référence classique, détaillée et complete, est le livre

[2].

20.1 Résultats fondamentaux

20.1.1 Hahn-Banach

@ Le théoréme

Théoréme 691 (Théoréme de Hahn-Banach des [R-espace vectoriel ) Soit
F un R-espace vectoriel , et p une application de E dans R telle que :
oV(z,y) € E,p(z +y) < pz) +ply)

ez € E,VA € R, p(Az) = Ap(z)

Alors toute forme linéaire 1 sur F' sous-espace vectoriel de E telle que
I(z) < p(z) peut étre prolongée en une forme linéaire L sur E telle que
Vo, L(z) < p(x).

NB : noter que p norme ou semi-norme convient.

} voir la partie "applications" juste un peu plus bas.
Démonstration : Celtte preuve fait intervenir le lemme de Zorn (voir lemme 36).

On consideére I’ensemble I des formes linéaires f prolongeant ! sur un certain sous-
espace vectoriel D( f) de E contenant F, et telle que f < p pour tout 2 de D(f).

On munit / de la relation d’ordre définie par

fi £ f» <= D(f1) C D(f2) AVz € D(f1)f1(z) = f2(z)
I est inductif. En effet, si J est une partie de I totalement ordonnée, alors la fonc-

tion f définie par D(f) = UgesD(g) et f(x) = g(x) sig € J etz € D(g) est un
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majorant de .J.

Par le lemme de Zorn (lemme 36), on en déduit que [ posseéde un élément maximal

f.

On suppose maintenant que D(f) # £ (on va chercher & montrer que cette hypo-
these est contradictoire). Alors on considere y n’appartenant pas a D(f). On définit f’
sur D(f) + Ry par f'(z + t.y) = f(x) + a.t, « étant choisi tel que pour tout = dans
D(f)onaite < p(z+y) — f(z)eta > f(z) — p(z — y); ce qui est possible car
f(z1) + f(z2) < p(z1 + 22) < plos +y) + pl2 — y).

Dot le résultat.0

@ Des applications

< Sur les formes linéaires

Corollaire 692 Soit g une forme linéaire continue sur un sous-espace vectoriel
d’un R-espace vectoriel normé E. Alors il existe une forme linéaire continue
[ sur E prolongeant g et telle que || f|| = ||gl|-

Démonstration : Application directe du théoréme de Hahn-Banach.O

( la norme sur I’espace dual, évoquée ici, est la norme usuelle, ici la norme de f,
forme lindaire continue, est le sup des || f(x)|| pour z de norme 1)

Corollaire 693 Soit x dans un R-espace vectoriel normé F, alors il existe une
2
Jorme linéaire continue f sur E telle que || f|| = ||z|| et f(z) = |||

Démonstration : 1l suffit de prolonger une application linéaire adéquate définie
sur R.z.00

Corollaire 694 Pour tout © d’un R-espace vectoriel normé F, on a ||z||
SUPFeE /| fllo=1 [lf ()l MAT fep /| f|l =1 [|.f()]]-

Démonstration : Linégalit€ ||| = sup;ec g/ 5 <1 1/ (2)] est évidente. Choi-

sissons alors fo donné par le corollaire précédent (|| fol| = ||z|| et fo(z) = ||z||*). On
a
|| foll
I fll oo =
[l
Jolx z|?
x| [l

D’oi le résultat annoncé.O
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) Ce corollaire servira pour la partie 20.8.1.

< En géométrie

Théoréme 695 (>Séparation des convexes 1) Soient A et B des convexes
non vides disjoints d’un R-espace vectoriel normé E ; si A est ouvert, alors
il existe une forme linéaire continue f sur E et un réel « tels que f(z) < «
pourx € Aet f(z) > asiz € B.

On notera que cela signifie précisément qu’il existe un hyperplan affine fermé
(rappelons que 'image inverse d’un singleton par une forme linéaire non nulle
est un hyperplan fermé si et seulement si cette forme linéaire est continue)
séparant (au sens large) A et B.

On peut en fait étendre le résultat & f(x) < « (et non simplement <).

Démonstration : On va avoir besoin de deux lemmes.

Lemme 696 On se donne U un ouvert convexe contenant 0, et on définit i
la jauge associée a U, ¢’est-a-dire que g (x) est Uinf des réels t > 0 tels que
tlael.

Alors il existe un certain réel M tel que

Ve py(z) < M|z
U= {z/pv(z) <1}
Y(z,A) € ExR" py(Az) = Apy(z)
Y(z,y) € E pu(z +y) < po(z) + po(y)

(les deux derniéres conditions permettent d’utiliser le théoréme de Hahn-
Banach)

Démonstration : Pas trés trés dur (en le faisant dans cet ordre)...0

Lemme 697 Soit U un convexe non vide et y n’appartenant pas a U. Alors il
existe une forme linéaire continue f sur E avec f(x) < f(y) pour tout z dans
E,

Démonstration :
e On montre le résultat dans le cas ou 0 appartient & U, et on généralise par une
simple translation

¢ En supposant donc que 0 € U, on considere la jauge pr; (définie comme précé-
demment).
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¢ On définit la forme linéaire g sur R.y par g(t.y) = t.
e 1l est clair que g(z) < py ()

e On peut donc prolonger g & E tout entier ; appelons [ la forme linéaire obtenue
avec [ < pw.

e f ¢st continue de par le lemme 696 (1&re propriété), et f vérifie les hypothéses
demandées (deuxiéme propriété du lemme 696).0

On peut maintenant en revenir a la démonstration du théoréme, toujours non dé-
montré.

eOnnote U = {z —y/(x,y) € A x B}.
e [/ est convexe

e [/ est ouvert (car A I’est)

e [/ ne contient pas 0

e On considere la fonction f donnée par le lemme 697 avec y = 0, ¢’est-a-dire
négative sur tout U,

e Le fait que [ soit négative sur tout U se traduit exactement par le fait que pour
tout (x,y) € A x Bonait f(x) < f(y). On considere alors « le sup des f(z) pour z
dans A, et le résultat est démontré.

L’extension (< au lieu de <) se montre comme suit :

- supposons qu’il existe xg tel que f(zo) = o.

- A ouvert implique qu’il existe ¢ tel que B(zg, €) soit incluse dans A. (1)

- f non nulle implique qu’il existe g dans E de norme 1 tel que f(g) > 0. (2)

- (1) implique que zf = o + 59 € A.

- (2) implique que f(zg) > o ce qui est absurde !0
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Théoréme 698 (Séparation des convexes 2) Soient A et B deux convexes
disjoints de F (toujours un espace vectoriel normé ), non vides. On suppose A
fermé et B compact; alors il existe une forme linéaire continue f # 0 avec
f(A) <ciet f(B) > e avec ey < eo.

Cela signifie exactement que A et B sont séparés par un hyperplan fermé
(puisque image inverse d’un singleton par une forme linéaire continue non
nulle) au sens strict.

) On montrera en utilisant ce théoréme que la topologie faible est séparée ; voir
le corollaire 732.

Démonstration : e On se donne ¢ positif.

e On note A, le e-voisinage de A (ie la réunion des boules ouvertes de rayon ¢ de
centre dans A), et B, le e-voisinage de B.

e On remarque que A, et B, sont ouverts (comme tous les € voisinages)
e Pour e assez petit, A, et B, sont disjoints

e D’aprés le théoréme précédent, on peut séparer A, el B, au sens large par un
hyperplan fermé.

eOnaf<asurdetf>asurBcompactdonc f > 3> asur B.O

M

I~
& On retiendra donc que I’on peut séparer dans un espace vectoriel normé
par un hyperplan fermé :

e au sens large, deux convexes disjoints dont 1'un (au moins) est ouvert

e au sens strict, deux convexes disjoints dont 1'un est fermé et 1’autre compact.

< En topologie

Corollaire 699 Soit F' un sous-espace vectoriel de E (qui est toujours un es-
pace vecloriel normé ), qui n’est pas dense dans E. Alors il existe une forme
linéaire continue sur F, non nulle, qui est nulle sur F.

Démonstration : e On se donne = qui n’est pas dans 1’adhérence de £
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o {x} est compact.

e On peut séparer F' et {z} au sens strict; soit f la forme linéaire correspondante.
On suppose que f(F) < K < f(x)

e [(F) < K implique f(F') = 0, puisque F' est un espace vectoriel .0

Corollaire 700 Si I' est un sous-espace vectoriel de I et si toute forme li-
néaire continue sur I est nulle sur F, alors F' est dense dans F.

) Le théoréme de Runge 1210 sera démontré grace a ce corollaire.

Démonstration : C’est une reformulation du corollaire précédent.O

20.1.2 Le théoreme de Baire et ses conséquences

Théoréme 701 (Théoréme de Baire) Soit X un espace topologique. Si X est
localement compact, ou §’il est métrique complet, alors

o Toute intersection dénombrable d’ouverts denses est dense

o Une réunion dénombrable de fermés recouvrant X comporte un fermé d’in-
térieur non vide

Comme le signale le livre [2], on peut en fait énoncer plus précisément que I’inté-
ricur de la réunion d’une suite de fermés d’intérieurs vides est vide.

Démonstration : Ce théoréme ayant été prouvé (voir théoréme 249) je ne fais que
le rappeler ici. Rappelons juste que les deux e sont équivalents (considérer les complé-
mentaires des fermés du deuxieme o )0

Notons que le théoréme de Baire est en particulier valable pour les espaces de
Banach.

Théoréme 702 (Théoréme de Banach-Steinhaus) Ce théoréme est dit aussi
théoréme de la borne uniforme.

On se donne F et F des espaces de Banach, et (T})icr une famille d’applica-
tions linéaires continues de E dans F'.

Si pour tout x, IM Vi € 1/||Ti(x)| < M||z|.

Alors AIM i € 1/|T]| < M.
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Ce théoréme est plus intuitif sous son petit nom de "théoréme de la borne uni-
forme". L”hypothése est que I’on a une famille d’applications bornées sur chaque point ;
la conclusion est que 1’on peut les borner uniformément (bien vérifier que 1’on a des
Banach).

\ Notez bien que la famille des 7; n’est pas nécessairement dénombrable !

Démonstration : La aussi je ne donne pas de preuve, puisqu’elle se trouve au théo-
réeme 252.0

) On verra une application a la transformation de Toeplitz (proposition 610), qui
fournit une preuve élégante de la moyenne de Césaro (corollaire 611).

Corollaire 703 Soient E et I' deux Banach, et T,, une suite d’applications
linéaires continues de E dans I, avec T,,(x) convergeant pour tout © - on
note par la suite T'(x) sa limite.

Alors |

T

est borné, T est linéaire continue, et || T

| <liminf

m
NN

Démonstration :  Application directe du théoréme de Banach-Steinhaus.Ol

Corollaire 704 Soit I un espace vectoriel normé et X un sous-ensemble de F.
On suppose que pour tout [ appartenant @ E' 'ensemble f(X) est borné.

Alors X est borné.

Démonstration : On applique Banach-Steinhaus dans E’, avec pour famille d’ap-
plications linéaires les applications qui & f € E’ associe f(z), pourz € X.

11 faut bien noter que le dual d’un espace vectoriel normé est un Banach, et que ce
résultat est nécessaire & cette preuve (voir corollaire 241),

Noter aussi que ce résultat exprime que "faiblement borné” implique "fortement
borné".

Cette facon de voir est d’ailleurs une belle illustration de la notion de "borne uni-
forme". Si une partie est bornée suivant "toutes les directions” (traduire : suivant toute
forme linéaire), alors elle est bornée " tout court "...0

Théoréme 705 (Théoréme de application ouverte) Soient F et F des es-
paces de Banach, et T une application linéaire continue surjective de E dans
F. Alors T' est ouverte (c’est a dire que l'image de tout ouvert par T est un
ouvert.
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Démonstration :  voir le théoréme 255.0

Bien entendu, dans le cas ou T est bijective, on en déduit le théoréme d’isomor-
phisme de Banach 256, qui stipule qu’une bijection linéaire continue est de réciproque
continue (et donc est un homéomorphisme).

11 faut noter un corollaire important : si un espace vectoriel £ muni de la norme V4
est un espace de Banach, et si /£ muni de la norme /N5 est aussi un espace de Banach,
alors si N7 est plus fine que N, alors en fait N» est équivalente 2 V5.

Théoréme 706 (Théoréme du graphe fermé) Soir T : £ — F, linéaire
entre les Banach F et I'. L’application T est continue si et seulement si le
graphe de T est fermé dans F < F.

Démonstration :  Voir le théoréme 258.0

) Voir le théoréme 736.

20.1.3 Autres définitions et propriétés indispensables

11 est indispensable de connaitre la topologie faible, la topologie quotient, l1a to-
pologie produit, la topologie forte, pour la suite. On travaillera exclusivement sur un
espace de Banach F, son dual sera un espace de Banach noté £’ (comme tout dual
d’espace vectoriel normé ). On notera S la sphére unité de /7, ¢’est a dire I’ensemble
des vecteurs de norme 1,

En résumé (on se reportera a la partie topologie 5 pour toute les preuves) :

e Dans un espace vectoricl normé les opérations algébriques (multiplications par
un scalaire et somme) sont continues. La norme est continue elle aussi.

e La topologie associée a la norme sur £ est parfois appelée topologie forte.

e La topologie faible sur F est la topologie engendrée par la famille des applica-
tions linéaires continues ; ¢’est a dire que c’est la topologie la moins fine qui rendre
toutes ces applications linéaires continues continues (non ¢’est pas une erreur s'il y a
deux fois le mot continu !), ¢’est a dire qu’une base d’ouverts est constituée par les
intersections FINIES de "bandes" de la forme {z/|fi;(z — xz0)| < €;}, pour cerlains f;
dans F’, certains ¢; > 0, et un certain zq dans £. La boule unité fermée de £’ (déter-
minée par la norme ||.|| ) ci-dessous rappelée) est compacte POUR LA TOPOLOGIE
FAIBLE * (théoréme de Banach Alaoglu).

e la topologie forte sur le dual est la topologie engendrée par la norme ||.|| ., qui &
J € E' associe sup,es|| f(x)]- La topologie forte est plus fine que la topologie faible,
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clle-méme plus fine que la topologie faible *.

e Etant donné X un espace topologique, R une relation d’équivalence sur X, l1a to-
pologie quotient est I’ensemble des parties Y de X /R telles que p~ ' (Y') soit un ouvert
de X, avec p la projection canonique de X sur X /R. 1l faut savoir que p est continue
et ouverte.

e La topologie induite par une famille applications de X dans d’autres espaces to-
pologiques, est la topologie la moins fine qui rende toutes ces applications continues.
Une application f a valeurs dans X muni de la topologie engendrée par la famille des
Jfi est continue si et seulement si sa composée avece chaque f; est continue. 11 faut noter
que la topologie faible est la topologie engendrée par les applications linéaires conti-
nues.

¢ La topologie produit, définie sur un produit d’espaces topologiques, est la topo-
logie engendrée par les projections canoniques sur chacun des espaces topologiques du
produit. Une applications a valeurs dans le produit est alors continue si et seulement si
chacune de ses projections canoniques est continue. Un produit est séparé si et seule-
ment si chacun des facteurs I'est. Le théoréme de Tykhonov affirme qu’un produit de
compacts est compact.

20.1.4 Quelques convergences dans les espaces de fonctions
= Quelques rappels de topologie

Les résultats sont parfois donnés sans preuve ; on se référera a la partie 5.

o Convergence simple

Définition 707 (convergence simple) On dit qu’une suite f,, d’applications
de X dans Y avec Y un espace topologique converge simplement vers f si
pour tout x dans X f,(z) tend vers f(z) pour n tendant vers -oc.

Proposition 708 (La convergence simple correspond-elle a4 une topologie ?)
Soit Uespace Y des applications de Y dans X, avec Y un espace topo-
logique. La topologie produit sur Y a pour suites convergentes les suites
simplement convergentes. C’est pourquoi on appelle cette topologie la
topologie de la convergence simple.

Démonstration :
e Soit f,, une suite d’éléments de VX, convergeant simplement vers une certaine
fonction f. Montrons qu’elle converge aussi vers f pour la topologie produit.

Soit U un ouvert pour la topologie produit, contenant f . Alors (par définition) il
existe 1, ..., o, dans X et V; voisinage de f(z;) tel que {g € Y /Vi € |1, n], g(z;) €
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V;} C U. Tl est alors clair qu’a partir d’un certain rang les f,, sont dans U.

e Supposons maintenant que f,, est une suite d’éléments de Y X, convergeant vers
une certaine fonction f pour la topologie produit. Donnons nous alors  dans X ; et U
un voisinage de f(z). Alors V = {g € YX/g(x) € U} est un voisinage de f dans
Y X, donc f, est dans V' a partir d’un certain rang, donc f,(x) € V a partir de ce
méme rang. Ceci montre que [, (z) tend vers f(z).0

Grace a ce résultat on obtient facilement quelques propriétés, dues a la stabilité de
certaines propriétés topologiques par passage au produit :

Corollaire 709 (Caractéristiques de la topologie de la convergence simple)
On considere la topologie de la convergence simple sur Y X.

o 5i Y est séparé la topologie de la convergence simple est séparée
e 5i Y est compact, alors la topologie de la convergence simple est compacte

e i Y est connexe (resp. par arcs), alors la topologie de la convergence simple
est connexe (resp. par arcs).

Démonstration : Un produit de séparés est séparé, un produit de compacts est
compact, un produit de connexes est connexe, un produit de connexes par arcs est
connexe par arcs.]

<o Convergence uniforme, convergence uniforme sur des parties

Définition 710 On dit qu’une suite f,, d’applications de X dansY avec Y un
espace métrique converge uniformément vers f si pour tout € positif il existe
N tel que pour tout n > N et tout z dans X d(f(z), fn(z)) < e

Etant donnée S une partie de P(X), on dit que la suite ( f,,) de fonctions de X
dans Y (avec 'Y un espace métrique) est uniformément convergente sur les
éléments de S si pour tout L € S la suite (fy, ‘ 1.) est uniformément convergente
sur L.

Souvent, X sera un espace topologique localement compact et S sera I’ensemble
des compacts de X.
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Définition 711 (Topologie de la convergence uniforme) Soir K un compact
et F' un espace métrique. L’ espace des applications continues de K dans F,
noté C°(K, F) est métrigue avec la distance

d(f, g) SUPze ;(d(f(.’]’,‘), g(:;r:))

La topologie associée est dite topologie de la convergence uniforme,

Définition 712 (Topologie de la convergence uniforme sur tout compact)
Dans ce cas on peut définir la famille d’écarts (N ), pour K compact non
vide de X, par :

Ni(f.9) stip d(f(z), g(z)) € |0, o0

Et la topologie engendrée par ces écarts a pour suiles convergentes les suiltes
uniformément convergentes sur les compacts de X. C’est pourquoi on appelle
la topologie engendrée par ces applications topologie de la convergence
uniforme sur tout compact.

Si la famille (K;);er (I non nécessairement dénombrable!) est telle que tout
compact K de X est inclus dans un certain K;, alors la famille des Ny, suffit.

La topologie de la convergence uniforme sur tout compact a donc pour base
d’ouverts les N ;(1( 1,10, ¢|) pour ¢ > 0, K compact non vide et f application
de X dans Y.

Proposition 713 (Métrisabilité : topologie de convergence uniforme ) Si

X est en fait un espace topologique compact, et si on se limite a I’ensemble
C%X,Y) des applications continues de X dans Y alors Iapplication
d(f,g) = supxd(f(z),g(x)) est une distance et définit une topologie (sur
C%X,Y)) pour laquelle les suites convergentes sont les suites uniformément
convergentes au sens de la définition 710.

Pmposil.ion 714 (La topologie de la convergence uniforme sur tout compact est-elle métrisable ?)
On suppose X localement compact, réunion dénombrable de compacts K,
K., C Ky,.1, Y métrique ; alors la topologie engendrée par la distance

o~ 1 Nk (f,9)
kZ "1+ Nk, (£, 9)

admet pour suites convergenles les suiles uniformément convergentes sur toul
compact au sens de la définition 710.
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Exemple : Soit z € K. Montrer que la fonction qui & f € C%(K, F) associe f(z)
est continue pour la topologie de la convergence uniforme (resp. de la convergence
uniforme sur tout compact).

<o Comparatif entre toutes ces notions de convergence

Proposition 715 Supposons que X est un espace topologique localement
compact, et Y un espace méirique.

Convergence pour la topologie de la convergence uniforme

Y

Convergence pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact

I

Convergence pour la topologie de la convergence simple

Topologies dues aux mesures

(X, p) étant un espace mesuré, les espaces de fonctions £7(X) et LP(X) ont été
définis et étudiés en partie 8.

Rappelons juste que LP(X) désigne I’ensemble des classes d’équivalences de I'en-
semble des applications de X dans [ pour la relation d’équivalence "étre égales presque
partout” qui contiennent au moins un élément dans £P(X).

Rappelons aussi que LP(X), si X est réunion d’une suite croissante (pour I'inclu-
sion) de compacts de mesure finie, pour 1 < p < oo, est le complété pour la norme
I, =5+ ¢/ [ [P de I'ensemble des fonctions continues 2 support compact (le
résultat n’est pas valable pour p = oo ; ici I'adhérence serait simplement I’ensemble
des applications continues qui, pour tout ¢ > 0, sont inféricures a ¢ en dehors d’un
certain compact K,).

On définit en outre deux autres notions de convergence, liées a la notion de mesure :
la convergence en mesure et la convergence presque partout.

LEn module !
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Définition 716 Soit f,, une suite de fonctions de X dans'Y, avec X un espace
mesuré, et Y un espace topologique.

On dit que f, converge presque partout vers f s’il existe N négligeable
inclus dans X tel que f, converge simplement vers [ sur le complémentaire
de N.

Soit f,, une suite de fonctions de X dans C avec X un espace mesuré.

On dit que f, converge en mesure vers f si pour tout € la limite pour n — oo
de la mesure de {z/|fn(z) — f(z)| > €} est nulle.

On a alors les résultats suivants entre nos différentes notions de convergence des
fn vers f (lorsque toutes sont définies) :

Notez bien que p < co.

Convergence uniforme

4

Convergence uniforme sur tout compact

3

Convergence simple
3

Convergence presque partout
{ siles f,, sont majorées en module par une fonction g appartenant a L?

Convergence dans LP

3

Conver Zénce €n mesure

!

Convergence presque partout d’une suite extraite
et
Convergence presque partout et X de mesure finie => convergence en mesure

Ci-dessous une liste de contre-exemples, pour bien se mettre en téte qu’il ne faut
pas confondre convergences et convergences :

e convergence uniforme sur tout compact n’implique par convergence uniforme
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En effet, sur [0, +oo[ la suite f,, définie par
falz)=1siz <n
Jn(z) = 0 sinon

converge uniformément sur tout compact vers la fonction constante égale a 1, mais ne
converge pas uniformément vers cette fonction.

¢ converge simple n’implique pas convergence uniforme sur tout compact

11 suffit de prendre f,(x) = maz(1 — nx,0) sur [0, 1]. f,(z) converge clairement
vers O pour z > 0 et vers 1 pour z = 0. La convergence n’est pas uniforme car le sup
de | f,, — f] reste égal a 1; elle n’est pas non plus uniforme sur tout compact car [0, 1]
étant compact on aurait alors convergence uniforme.

e convergence presque partout n’implique pas convergence simple.
Evident: f,,(z) = 1 pourtoutz de [0, 1], f(z) = 1 pourtoutz de [0, 1[et f(1) = 0.

¢ Convergence presque partout et méme convergence simple n’impliquent pas conver-
gence dans LP siles f,, ne sont pas majorées en module par une fonction de LP.

Par exemple, sur R, f,(z) = n si z €]0,1/n[, fn(z) = 0 sinon (on pourrait aussi
avoir ce résultat avec des fonctions continues, en considérant des fonctions affines par
morceaux...).

¢ Convergence dans L? n’implique pas convergence presque partout.
On considere f,(z) = 1siil existe u € N tel que = + u est compris au sens large
entre 37, 1/ket 70 1/k, 0 sinon.

¢ Convergence en mesure n’implique pas convergence dans LP

Méme contre-exemple que pour "convergence presque partout et méme conver-
gence simple n’impliquent pas convergence dans LP si les f,, ne sont pas majorées en
module par une fonction de LP".

¢ Convergence presque partout n’implique pas convergence en mesure si la mesure

de X n’est pas finie
Facile ; sur R, I’application f,, qui a z associe sin(z/n).

20.2 Théoremes d’Ascoli et conséquences

20.2.1 Théorie

Définition 717 (Equicontinuité) Soit F une famille d’applications X — Y
ot X est un espace topologique et Y un espace métrique. On dit que F est
équicontinue si, pour tout € > 0 et tout x € X il existe un voisinage Vy de x
dans X tel que d(f(x), f(y)) < e pour tout f € F et touty € V.

Si X est aussi métrique, F est dite uniformément équicontinue si pour tout
e > 0il existe o > 0 tel que pour tous .,y vérifiant d(z,y) < a et tout f € F,
onait d(f(z), f(y)) < e
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Exemples :  Une famille finie est toujours équicontinue.
On a un équivalent du théoréme de Heine pour les familles équicontinues sur un
espace compact.

Théoréme 718 Si X est métrique compact et si Y est métrique, si F est une
Jfamille d’applications équicontinues de X dans Y, alors la famille F est uni-
Jformément équicontinue.

Démonstration : On considére a,; le rayon d'une boule inclus dans le V,, corres-
pondant & un € donné ; on recouvre 1’espace avec ces boules, on en extrait un recouvre-
ment fini, puis on prend le min des ., et on a le résultat.0

Théoréme 719 (Théoréme d’Ascoli) e Soit F' un espace métrigue®, et E un
espace topologique ; soit F une famille équicontinue en e € I de fonctions de
F dans F.

Alors F" est équicontinue en e.
o Si F est équicontinue en tout point, alors F est équicontinue en tout point.
e Avec £ une partie dense de F, la topologie de la convergence simple, la

topologie de la convergence uniforme sur tout compact, la topologie induite
par la convergence simple sur £, induisent la méme topologie sur F.

“Hypothese facile a retenir ; on ne pourrait pas définir la notion de famille équicontinue si F
n’était pas métrique.

b Adhérence prise pour la topologie de la convergence simple, c’est a dire pour la topologie
produit dans FE .

“C’est-a-dire la topologie induite par les projections canoniques de F' E gur les (F, )i

Démonstration : e e (on prouve les deux premiers  en un seul coup) On se donne
€ > 0. On a donc un certain U voisinage de e tel que pour tout « dans U et tout f € F
d(f(z), f(e)) < ¢. On cherche 2 montrer que cela est en fait vrai pour tout f € F. On
s¢ donne une telle fonction f, et un certain z dans U.
On définit alors V;, I'ensemble des applications g de I~ dans F' telles que

d(g(@), f(@)) < c et d(g(a), [(a)) < c.

V; est un voisinage de f pour la topologie simple, donc il doit intersecter F ; soit g
dans I’intersection obtenue. I1 suffit alors d’écrire

d(g(z),9(a)) < d(g(z), f(2)) + d(f(z), f(a)) +d(f(a),g(a)) < 3¢

o 1l est clair que la topologie de la convergence simple sur £ est moins fine que le
topologie de la convergence simple elle-m&me moins fine que la topologie de la conver-
gence uniforme sur tout compact (rappelons qu’un singleton, comme tout ensemble fini
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séparé, est compact). Le seul probléme est la réciproque. On se donne donc U un ou-
vert pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact, f dans U, ¢t on
cherche a4 montrer que U contient un voisinage pour la topologie de la convergence
simple sur £ de f.

U étant ouvert en f pour la topologie forte, il existe un compact K et unréel > 0 ¢
tels que

{g € F/vy € Kd(f(y),9(y)) < ¢}

soit inclus dans U.

Vz3U, ouverten z Vg € FVy € Uzd(g(z), 9(y)) < ¢/5

Alors par la propriété de Borel-Lebesgue, il existe un sous-ensemble [ fini de K tel
que K C UgerU,. Les U, étant ouverts non vides et £ étant dense dans £, on choisit
pourz € [ unpointy, € £.

Considérons alors W = {g € F/Va € I d(g(y.), [(yz)) < €/5}

Ve Kdzel/zelU,

ct

d(g(2), f(z)) <
d(g(z), g(x)) +d(g(x), g(y=)) +d(9(yz), f(yz)) +d(f(yz), f(2))+d(f(z), f(2)) <€

Donc g € U, donc W C U et donc U est un voisinage de f pour la topologie de la
convergence simple sur £. Do le résultat.0

Théoréme 720 (Théoréme d’Arzéla-Ascoli) Une partie F incluse dans
CO(K, F) est relativement compacte pour la topologie de la convergence uni-
Jforme si et seulement si on a les deux conditions suivanies :

o La famille F est équicontinue

e Pour tout © € K I’ensemble des f(x) pour f € F est relativement compact

) Voir simplement la partie applications, ci-dessous ; mais aussi le théoréme 747.

Démonstration : Tout d’abord supposons que notre famille 7 est relativement
compacte dans C?(K, F'). Pour tout = I'évaluation & : CY(K, F') — F est continue ;
donc I'image #(F) est compacte, or il contient { f(z)|f € F}; donc I'adhérence de
ce dernier ensemble est un fermé d’un compact, et est donc compacte, d’ol le second
point. Par ailleurs, comme JF est relativement compacte, avec € > 0, on peut trou-
ver fi,..., fn € F tels que pour tout f € F, d(f;, f) < e; la famille des f; étant
équicontinue (comme toute famille finie), pour # € K donné, il existe un voisinage
Vi de z tel que d(fi(x), fi(y)) < e pour tout y € V. Comme d(f(z), f(y)) <
d(fi(x), fi(y)) + 2.4(f;, f), on voit que, pour tout y € Vy ona d(f(z), f(y)) < 3.c.
Réciproquement (voir figure 20.1), supposons les deux conditions données remplies, et
montrons que la famille F est relativement compacte. Pour cela on considere Co (K, IF)
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comme un sous-ensemble de X muni de la topologie produit, cette inclusion indui-
sant sur Co (K, F') 1a topologie de la convergence simple. Posons C,, = { f(z)|f € F}.
Par la seconde condition (qui n’intervient qu’ici), C,, est compact. Comme F est inclus
dans le produit des C,,, F est compact dans "% 11 faut alors montrer que F est inclus
dans CO(K, F), et que la topologie produit sur F et la topologie de la distance sont les
mémes, ce qui finira la preuve.

FCTC%

x € K

FIG. 20.1 — Ilustration de la preuve du théoréme d’ Arzéla-Ascoli. L’adhérence de la
famille considérée est un fermé d’un produit de compacts, donc est un compact ; il reste
a vérifier que 1’adhérence est bien incluse dans C°(K, F), et que la topologie produit
induit bien la topologie de la distance uniforme.

Lemme 721 Si F est équicontinue alors F C C°(K, F) (adhérence pour la
topologie produit).

Démonstration : Le théoreme d’Ascoli (2¢me point) implique que la famille '
est équicontinue, ce qui implique clairement le résultat.0

Lemme 722 La topologie induite par la topologie produit sur F et la topolo-
gie de la distance ( = topologie de la convergence uniforme) sont les mémes.

Démonstration : Chaque fonction £ (évaluation en z) étant continue, tout ouvert
de F est un ouvert pour la topologie de la convergence uniforme.
1l reste & voir que tout voisinage de fo appartenant 2 F dans F pour la métrique,
contient un voisinage de fo dans F muni de la topologie produit. Soit ¢ > 0, et consi-
dérons {g € Flmaz d(g(z), fo(z)) < €} (qui décrit une base de voisinages de F
pour la métrique). Pour tout z, on obtient par la condition 1 un voisinage ouvert de
x dans K tel que si y € V, on ait d(h(x),h(y)) < ¢/3 pour tout h € F. Par
compacité de K on peut trouver x1,...z, tels que K = U} ;V,, . Considérons alors
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V = {g € Fld(g(z;), fo(z:)) < ¢/3}: c’est un voisinage de fo pour la topologie
produit. Sig € Vetz € K soit z;, tel que z € V;, , on a alors

d(g(z), fo(x)) < d(g(x), g(wi)) + d(g(2i0), fol@in)) + d(fo(@io), fo(z)) < €

donc d(g(z), fo(z)) < e pour tout z € K. Par conséquent le voisinage

{9 € Flmaxd(g(z), fo(z)) < ¢}

de fo pour la topologie de la convergence uniforme contient V qui est un voisinage de
Jo pour la topologie produit. En résumé pour cette preuve, un sens est trivial, et I’autre
sens se prouve en utilisant une boule pour la distance, et en appliquant i la fois I’équi-
continuité de F et la compacité de K.0O

Ces deux preuves achévent donc le théoréme d’ Arzéla-Ascoli. En résumé il faut donc,
pour le sens difficile :

e Utiliser la condition sur les parties relativement compactes de ' pour conclure a la
relative compacité de F dans I'espace produit

o Utiliser I'équicontinuité pour montrer que F' C C°(K, F)

e Utiliser I'équicontinuité de F et la compacité de K pour montrer que les deux topo-
logies sont égales.O

20.2.2 Applications
@ Topologie de H ()

On travaille sur H (£2), avec €2 un ouvert de C, munie de la topologie de la conver-
gence uniforme sur tout compact.

Définition 723 On dit d’une partie F de H(S)) qu’elle est bornée si pour tout
compact K de ) il existe une certaine constante Cyc telle que pour toute f
dans F et tout k dans K, | f(k)| < Ck.

Théoréme 724 Les parties compactes de l'ensemble des donctions holo-
morphes sur Q2 H (SY) sont les parties fermées et bornées.

Démonstration : e Montrons tout d’abord (partie facile) que les parties compactes
sont fermées et bornées.

- Les parties compactes sont fermées, par le lemme 177 (tout compact d’un espace
séparé est fermé)

- Les parties compactes sont bornées ; ¢’est évident.

e Supposons que K soit une partie fermée bornée de H (£2).
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- Montrons tout d’abord que K est équicontinue en tout point z de €2. Soit donc un
tel z.

- x est centre d'un certain disque compact inclus dans €2
- toute f de K est bornée par un certain M sur ce disque compact de rayon R

- donc la dérivée de f en tout point du disque de centre = et de rayon /2 est ma-
jorée par 2M / R, grice a I’estimateur de Cauchy (théoréme 673).

- donc F est équicontinue en z, par le théoréme des accroissements finis 458,

- Etant donné z dans €2, I'ensemble des f(z) pour f dans F est borné, donc relati-
vement compact.

- Par le théoréme d’ Arzéla-Ascoli 720, K est donc relativement compact, or il est
fermé, donc il est compact.O

Corollaire 725 L’ensemble des fonctions holomorphes sur @ H(Y) muni de
la topologie de la convergence uniforme est métrisable, mais pas normable.

Démonstration : Pour voir que /7(2) est métrisable, il suffit de consulter le lemme
261 et le théoréme 714.

D’aprés le théoréme de Riesz (192), si H(§2) était normable, alors la boule unité

fermé serait compacte si et seulement si ’espace était de dimension finie. Or H ()
n’est pas de dimension finie.0

20.3 La hiérarchie des C*(2), avec 2 ouvert de R"

Définition 726 Etant donné QL un ouvert de R™, on note C* () I'ensemble des
fonctions k fois continument dérivables de 1 dans C.

C*(2) est stable par produit, et si f est dans C*(Q) et ne s’annule pas alors 1/f
est dans C*(Q).

Pour f dans C*(2) et v dans N™ et telle que 37 ; p1; < k, on note

5iv!f

e (bz1)1 ... (bzyp)¥m

L’ordre des dérivations importe peu, comme on I’a vu dans le chapitre de calcul diffé-
rentiel.
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Définition 727 (Opérations dans N™) Etant donnés v et 1 dans N™ :
e on note v = I, (v;)L

eonnoter >nsivi € [l,njy; —n; >0

esiv>nonnote = v —navecVi € [1,nla; = v; — 1

e siv > nonnote C)! = ﬁ = I, Cr
T

esonnote lv| =31 | v

e on note 0 Iélément (0, ...,0) de N™.

Proposition 728 (Formule de Leibnitz)

(f9) - X CES 1o

B<a

1 s*agit d’un produit et pas d’une composition.

Démonstration : Récurrence facile, utilisant le corollaire 453.0

Définition 729 (Distance sur C"(Q)l On définit maintenant K,, comme
étant lintersection de la boule B(0,m) et de {z/d(z,2°) > 7}—(}

On définit ensuite Np,(f), pour f dans C*(Q) par Nn(f)
2ovend/|u|<k SUPK,, 8" f ().

On définit ensuite sur C*(Q) la distance :

1 N’m(f - g)
d(f,9) el D
2 T T NulT - 9

11 est indispensable pour la suite de consulter les propriétés topologiques des K,

ainsi définis ; voir lemme 261.
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Théoréme 730 o N, est une semi-norme

o d est bien définie et est une distance

e La topologie définie pour cette distance a pour suites convergentes les suites
de fonctions (f,) de C*(Q) telles que pour tout v tel que |v| < k 6% f,

converge uniformément sur tout compact K de €.

o Ck(Q) est complet pour cette distance

Démonstration :
e Le fait que N, soit une semi-norme est évident (rappelons qu’un semi-norme a
tout d’une norme a ceci prés qu’une semi-norme n’est pas nécéssairement nulle seule-
ment en 0)

o d est bien définie, car 2%% < 5. M est clair que d(f,g) = 0 <

f=g,etqued(f,g) =d(g, f). I reste a voir I'inégalité triangulaire.
Pour cela soient f g et h dans C*(£2). Alors

Nm(f_g) < Nm(f_h)JFNm(h_g)

Par croissance de x — %
“+x

Nea(f—9) _ _Nwlf =h) + Nulh —g)

1+ Npu(f—9) ~ 14 Np(f —h) + Npu(h — g)
Neo(f—9) _ _Nwlf—h) Nim(h —g)
1+ Np(f —9g) = 1+ Nm(f —h) 1+ Np(h—g)

1l ne reste qu’a sommer en pondérant par 1/2™ pour avoir le résultat désiré.

¢ Commengons par montrer qu’une suite convergente pour cette distance est bien
convergente uniformément sur tout compact, ainsi que toutes ses dérivées. Ce résultat
est en fait clair; il suffit de voir que tout compact de K est inclus dans un K; ; et que
pour que d( f, g) tende vers 0, il faut que N,,,(f, g) tende vers 0.

La réciproque est plus laborieuse.

Réciproquement, supposons que toutes les dérivées < k de f,, convergent unifor-
mément sur tout compact, notons f la fonction limite. Alors donnons nous € > 0.
Soit m tel que >5°, . 1 1/2* < e. Choisissons ensuite N tel que pour n > N et tout
m’ < m Ny (fn — f) < e Alors on abien d(f,, f) < e pour toutn > N.

o Il reste & montrer la propriété de complétude.

Donnons-nous f,, une suite de Cauchy pour la distance ainsi définie sur C*($2).
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Pour tout z dans €2 il existe un certain m tel que z € Int(K,,)

Le fait que ([, )., soitune suite de Cauchy nous permet de déduire que pour v € R™
tel que |v| < k (f%(x))n est une suite de Cauchy. On note foo () la limite.

Pour tout m, on va montrer par récurrence sur |v| que f est C ¥l sur K,,, et que sur
I'intérieur de Ky, foo,r = 0¥ foo 0.

La propriété est claire pour |¢| = 0 ; une limite uniforme de fonctions continues est
continue.

On se donne alors v en supposant la propriété vraie jusqu’a |v| — 1.

On définit ¢/ tel que 6¥ = 5i &,

Ly

Alors sur K, tel que y appartienne a I’intérieur de K,,, intéressons-nous a la dé-
rivée suivant éx, de 6¥ [0 = foo,. (si ON montre son existence et sa continuité, on
aura conclu grace au théoréme 472).

Pour y' suffisamment proche de y pour étre dans K, et pour que le segment [y, /|
soit dans K, avec Vi € [1,n|i # p = y; = y; (c’est & dire que le point 3’ est juste
déplacé suivant la coordonnée p.

4 & v by;‘ v’
6U fl(y)_a fi(y):/ bﬂ" 6 fi(yl""lyp—]!u'lyp-f—l!"')yn)du

Yp p

’ ’ y;
0¥ fi(y’) -8 fily) = / 8" [i(n, e Up—1, U Yp 41, ooy Yn)du

Yp
Et en faisant tendre 7 vers +oo

’
.

fy (y!) - fu (y) fm,v(yl: "‘vyp—lv U, yp-i—] ) "wy‘u)du

Yy

Donc la dérivée particlle % existe et est continue en x (elle vaut f ).
Moralité de tout ¢a :
e Si on se donne un compact K etv < k
e Alors K est inclus dans I'intérieur d’un certain K,

e Sur ce K, il y a convergence uniforme de la dérivée 6” f,, vers 6” foo 0, puisqu’il
y a convergence pour N,.

e La limite est bien dans C*(£2).
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Donc C*(€2) est bien complet pour la métrique que I'on a définie !0

Corollaire 731 (Autre facon de voir la topologie sur C*(Q)) La méme to-
pologie serait définie en définissant les fermés comme étant les sous-ensembles
contenant les limites de toute suite convergente pour la topologie de la conver-
gence uniforme de toutes les dérivées d’ordre total < k sur tout compact.

20.4 La topologie faible

Nous allons montrer ici quelques propriétés de la topologie faible.

Corollaire 732 La ropologie faible est séparée.

Démonstration : C’est une application directe du théoréme 698 ; les singletons
sont compacts, on en prend deux, on les sépare au sens strict par un hyperplan fermé ;
les deux demi-espaces ouverls restant sont des ouverts séparants les deux points...0

Définition 733 On note x,, — « le fait que la suite x, d’élément de F
converge vers x € I pour la topologie faible.

On note x,, — x la convergence de x,, vers x pour la topologie de la norme
(ben oui, on est dans un espace vectoriel normé E), et f, — [ dans I2' pour
la convergence de f,, vers [ pour la topologie forte. On pourra aussi qualifier
de convergence forte la convergence dans E pour la norme.

Exemple :
Dans cette proposition, les V' f désignent Vf € E'.

(zn = 2) = (Vf, f(z0) — f(2))
(vp — z) — (zyy — T)
(@ = 2) = (||| bomé et [|z]| < liminf||zn|)
(2n — Tt fo — f) = (faan) — f(z)(dans B))
(@n — wet fo = [) = (falwn) — f(z)(dans R))
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20.5 Liens entre topologie faible et topologie forte

20.5.1 En dimension finie

Théoréme 734 Si I est de dimension finie, alors la topologie faible sur E et
la topologie forte sur E sont égales.

Démonstration :

e La topologie forte est toujours plus fine que la topologie faible (évident au vu des
définitions ; dans un ouvert (au sens de la topologie faible) , tout point posséde un voisi-
nage de la forme N;ej{z/ fi(z — zq) < €;}, et pour tout point = dans cette intersection
on loge une boule ouverte centrée sur z de rayon in f{(e; — ||z —zol|) /|| fi|l 7 € I} :
il s’agit 1a d’un ouvert pour la topologie forte.

¢ Réciproquement, soit  dans /7, et U un ouvert (pour la topologie forte) contenant
2. On cherche & construire un ouvert pour la topologie faible qui contienne 2 et qui soit
inclus dans U. On peut naturellement se restreindre a U = B(xz, €), boule ouverte de
centre = et de rayon r,

e On fixe (eq, ..., €,) une base de £ de vecteurs de norme 1.

o Onnote (f;)ie[1,») la famille des applications telles que Vi € KL = 37,y 1 fi(t).

e On peut alors écrire ||t — x| < 320y, [filt — o).

e Il suffitalors d’écrire V = {t/|f:(t — z)| < ¢/n} pour avoir un ouvert V' pour la
topologie faible inclus dans U et contenant z.0

On verra en partie 20.7.1 que cette propriété est caractéristique de la dimension
finie.

20.5.2 Dans le cas général

Théoréme 735 Soit E un espace vectoriel normé , et C convexe inclus dans F.
Alors C est faiblement fermé (i.e. fermé pour la topologie faible) si et seulement
si C est fortement fermé (i.e. fermé pour la topologie forte).

) On trouvera une application avec la proposition 742,

Démonstration :
e 1l est clair que si C est faiblement fermé, alors il est fortement fermé. 11 suffit
donc de se préoccuper de la réciproque.
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e Supposons maintenant C fortement fermé.
e On se donne un point = appartenant au complémentaire de C'.

e D apres le théordme 698 il existe un hyperplan fermé qui sépare C et {z} au sens
strict.

¢ L’hyperplan délimites deux demi-espaces faiblement ouverts, dont I'un contient
x el est inclus dans le complémentaire de C.

¢ C' adonc un complémentaire faiblement ouvert, et C' est donc faiblement fermé.0

Théoréme 736 Soient E et I' des espaces de Banach. On se donne T' une
application linéaire de F dans F. Alors T est continue pour E et F munis
chacun de sa topologie faible si et seulement si T' est continue pour I et I
munis de leur topologie d’espaces vectoriels normés (ie la topologie forte).

Démonstration : e Supposons tout d’abord que 1" est continue de ¥ dans F' pour
la topologie forte, et montrons que 7" est continue pour la topologie faible.

- on va procéder en montrant que pour toute forme linéaire continue f sur F, I'ap-
plication f o T est continue ( de /2 muni de la topologie faible dans R).

-soitdonc f € F”.
- f o T est continue pour la topologie forte, et linéaire.

- [ o T est donc continue pour la topologie faible aussi (puisque, par définition, la
topologie faible rend continues toutes les formes linéaires continues).

¢ Supposons maintenant que 7" est continue de £ dans F' pour la topologie faible,
et montrons que 7" est continue pour la topologie forte.

- le graphe de T est alors fermé dans le produit £ x I, muni de la topologie produit
des topologies faibles de ' et F.

- le graphe de T est donc aussi fermé pour le produit des topologies fortes car ce
graphe est un convexe faiblement fermé de £ x F' de £ x F, et donc T est continue
pour la topologie forte (re-utilisation du théoréme du graphe fermé 258). O
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20.6 Espaces de Holder
20.6.1 Espaces Lip,(£2)

Définition 737 On dit qu’une application d’un métrigue E dans C vérifie la
condition de Holder d’ordre o si il existe C dans R" tel que pour tous x et
ydans I | f(z) — f(y)| < Cd(z,y)*.

Etant donné §1 un ouvert de R™ et o un réel appartenant a |0,1|, on note
Lip,(Q2) Uensemble des applications bornées de €1 dans C vérifiant la
condition de Holder d’ordre o sur €.

Etant donné [ dans Lipa(2), on note | f| , le réel || f|| oo +5up, 4, W
Il s’agit d’une norme.

r définir Lip,, pour a > 1 serait peu intéressant, car on travaillerait sur des
fonctions localement constantes sur un ouvert, ¢’est a dire, les composantes connexes
d’un ouvert étant ouvertes et dénombrables, sur R™ ou RY ...

Proposition 738 e Toute fonction dans Lip, (1) est uniformément continue.
o Toute fonction dans Lip,(S2) se prolonge en une fonction continue sur Q.
0 S5i0 < a<p <1, alors Lipg(Q) C Lip,(£2)

o Toute fonction C a dérivée bornée est dans Lip,, pour tout o €]0,1].

Démonstration : La plupart des points sont €vidents; le prolongement en une
fonction continue utilise le fait que C est complet, le fait que € est dense dans €2,
I"uniforme continuité de toute fonction dans Lip, (£2) et le théoréme 246.0

Théoréme 739 Lip,(S2) (muni de la norme ||.|| , Jest un espace de Banach.

Démonstration :
e Donnons-nous ( f,,) une suite de Cauchy dans Lip,, (€2).

o (fm) est aussi de Cauchy pour la norme ||.|| ...
e Soit donc f la limite de la suite (f,,) pour la convergence uniforme.

e f est bien bornée, puisque limite uniforme de fonctions bornées.
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o |fm(2) = fm(W)| < Wfplly Il —9ll*
\—\,—J

bornée.

e On fait alors tendre m vers oo, et on constate que f vérifie la condition de Holder
d’ordre o.

e Vérifier que [, tend vers f pour ||.||, est facile...O0

r 11 existe une fonction qui soit dans Lip,(R) pour tout o dans |0, 1[ mais
pas dans Lip, (IR) ; par exemple la fonction définie au théoréme 490. Montrer ce fait
est toutefois fortement non trivial...

20.6.2 Espaces C**(Q)

Définition 740 (Espaces de Holder) Etant donné S un ouvert de R™, o dans
10,1], k € N, on définit par récurrence sur k les espaces C**(Q) par

CP* () = Lip, ()
k>1=

)
C**(Q) = {f bornée de 2 dans C Vi € |1, n|5—:f_ existe et appartient a C* ()}

Cette définition équivaut a (voir définition 727 pour les opérations sur N") :

C**(Q) = {f € C*(Q)/f bornée NYv/|v| <k = D”f € Lipa(R)

On munit C*2(Q) de la norme f — N0 = 2 1<k 197 Fll o

De  maniere  équivalente, | [l = Yookl P?flls +
3u-p$_/y%?ﬂ) (c’est la méme expression développée!) et la

norme suivante est équivalente a celle-ci :

(v) _ flv)
Felflia= . 11D fllo + Z"‘“Pf (z) — f)(y)

vi<k e

r Bien siir il convient de vérifier I’équivalence des deux définitions.

Quelques résultats sans preuve :
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Théoréme 741 o C**(Q) est un espace de Banach.

o Les fonctions de C**(2) sont prolongeables par continuité sur Q en
fonctions vérifiant la condition de Holder pour toutes les dérivées < k.

ok +a >k + o implique CF* c C*o

¢ fluvlly o < Nk allvllkq

Pour plus d’informations sur les espaces de Holder, on pourra consulter le livre

[22].

20.7 Zoologie de I’analyse fonctionnelle

20.7.1 La topologie faible n’est pas la topologie forte en dimension
infinie

Proposition 742 Soit EY un Banach de dimension infinie. Alors la topologie
faible est différente de la topologie forte.

Démonstration : On a vu au théoréme 734 que si la dimension est finie, alors la
topologie faible et 1a topologie forte sont égales. On a aussi vu que dans le cas général,
la topologie forte est plus fine que la topologie faible. On va montrer ici que la topo-
logie forte est strictement plus fine en dimension infinie, en exhibant un ouvert pour la
topologie forte qui n’est pas ouvert pour la topologie faible, ou, ce qui revient au méme
par passage au complémentaire, un fermé pour la topologie forte qui n’est pas fermé
pour la topologie faible.

e On considere la sphére unité S de F. Elle est fermée, comme image réciproque
d’un singleton (donc un fermé) par une application continue (la norme).

e On va chercher & déterminer 1’adhérence de S pour la topologie faible.
e Soit z de norme < 1.
e On se donne U un voisinage de = pour la topologie faible.

e Alors (propriété de base de la topologie faible), U contient une intersection d’un
nombre fini de {¢/|fi(z — )| < &}.

e Les f; étant en nombre fini, I'intersection de leurs noyaux ne saurait &tre réduite a
0 (en effet sinon I"application qui & ¢ associe (f1(t), ..., f»(t)) serait injective, et done
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la dimension de I serait finie).
¢ On peut donc choisir y non nul tel que f;(y) = 0 pour tout 7.
e x + Ay estdans U pour tout A,

e ||z + A.y| est minoré par | [Al.||ly|l — |||l |, et done en faisant tendre A vers o0
on conclut que U intersecte S.

¢ On en déduit d’un coup que la boule ouverte de rayon 1 n’est pas ouverlte, que la
sphére de rayon 1 n’est pas fermée, et que 1’adhérence de la sphére de rayon 1 contient
au moins la boule fermée de rayon 1. La boule unité fermée du dual d’un espace vec-
toriel normé étant compacte pour la topologie faible (voir théoreme 193), cette boule
est fermée pour la topologie faible” ; et donc I’adhérence de la sphére unité est bien la
boule unité fermée.O

20.8 Les topologies sur £’

Rappelons que ' est le dual de F, c’est a dire ’ensemble des formes linéaires
continues sur /. En tant que dual d’un espace vectoriel normé , 2/ est un Banach,
¢’est a dire qu’il est normé complet.

E' est muni naturellement de deux topologies déja vues ; d’une part la topologie
forte (c’est a dire la topologie de la norme |||, avec || ||, = supzes||f(z)| - S
étant la sphere unité), d’autre part la topologie faible - définie par rapport & son dual
(E'Y, ¢’est a dire le bidual E” de E.

On va introduire une troisi¢me topologie, encore moins fine que la topologie faible ;
la topologie faible-*,

20n peut aussi éviter I"utilisation de 193 en disant que B(0, 1) est un convexe fermé pour la topologie
forte, donc est fermée pour la topologie faible (théoréme 735)
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20.8.1 La topologie faible-*

Pour plus d’informations on consultera le livre [].

Définition 743 On définit une injection canonique de /2 dans son bidual £
parz — (f — f(z)). A tout élement de F on associe donc une forme linéaire
continue sur E' (il s’agit done bien d’un élément de E".

On notera ¢, pour x dans F, I'application qui a [ dans E' associe f(z).

Proposition 744 e [l s’agit bien d’une injection (voir résultat 732).
o [l s’agit d’une isométrie (voir corollaire 694).
o [/l ne s’agit pas nécessairement d’une bijection ; c¢’est toutefois le cas lorsque

FE est de dimension finie ou est un espace de Hilbert. Par définition, I’espace
FE est dit véflexif lorsqu’il s’agit d’une bijection.

Définition 745 La topologie faible étoile, alias topologie faible-* est la
topologie engendrée par la famille des ¢, pour x dans F.

On notera f,, " f la convergence de la suite f, vers [ dans ' pour la topolo-
gie faible *.

Proposition 746 e La topologie faible * est séparée.

o [ = [ si et seulement si pour tout © f,(x) — f(z).

o Convergence forte > convergence faible > convergence faible-*
© Si [ * [ alors || fr| est bornée et || f|| < liminf|| fa|

o Si fu " etz — xalors fn(z,) — f(x)

20.8.2 Un résultat utilisant le théoréme d’isomorphisme de Banach,
le théoréme d’Ascoli et le théoréme de Riesz

Théoréme 747 Soit F espace vectoriel des applications continues de |0, 1]
dans R muni de || f||, = maxy )| f(1)||. Alors tout sous-espace vectoriel de
E formé de fonctions C et fermé (pour la topologie de (E, ||.||,)) est de di-
mension finie.
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Démonstration :  Soit I un tel sous-espace.
e [ est un Banach pour lanorme ||.||,, ot || f[|; = [ fllo + II.//[lo- Prouvons-le :
- S0it ( fn)new une suite de Cauchy dans (F, ||.||;).
- [ est aussi de Cauchy dans (£, ||.|,)-
- fr, aussi.

- fn et f! convergent donc vers deux fonctions, disons f et g respectivement, conti-
nues.

- pour tout ¢ dans [0, 1], fy f5(u)du — [ g(u)du.

- donc fr(t) — fn(0) — [, g, donc f(t) — f(0) = [4 g
-donc g = f'

-donc f,, — f dans (F\||.||,).

e La norme ||.||;, définie par || f||, = [|f]lo + [|f']lo pour f C?, est majorée sur F°
par A.|| foll, pour un certain A > 0. Prouvons-le :

- Considérons I’application J identité de (F, ||.||,) dans (F,].|l,), ou || f]l, =
1fllo + 17 llo-

- F est fermé dans (£, ||.||,), donc (F,]].]|,) est un Banach.
- IV est aussi un Banach dans (7, ||.||;) (voir le e précédent).
- J estlinéaire, continue, bijective entre 2 Banach ; ¢’est donc un homéomorphisme.

- ainsi par le théoréme d’isomorphisme de Banach (256), on a bien le résultat an-
nonce.

e Soit maintenant B = {f € I/| f||, < 1}. Alors B est équicontinue. Prouvons-
le:

-y < Al fllg < A, pour tout f € B, donc par I'inégalité des accroissements
finis, B est équicontinue.,

e Pour lout z dans [0, 1], ensemble des f(z) pour f dans B est inclus dans [—1, 1],
par définition de B ; donc cet ensemble est relativement compact.

e Par le théoréme d’ Arzéla-Ascoli, et grace aux deux points précédents, B est rela-
tivement compacte. B est fermée par définition.
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e Par le théoréme de Riesz 192, F' est donc de dimension finie.0
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Chapitre 21

Théorie des groupes

21.1 Les bases

21.1.1 Définition d’un groupe

Définition 748 Un groupe est un ensemble G, muni d’une loi de composition
interne (Ici), ¢’est a dire une application de G x G — G, généralement notée
par la concaténation ((z,y) — zy), vérifiant :

o (zy)z = 2(yz)

e J1/Vxz.1 = 1.0 =x; 1 est dit I’élément neutre

oVrdx l/zxl=alz =1

Pour vérifier qu’un ensemble muni d’une loi est bien un groupe, il suffit de vérifier
que les deux premiers e sont vérifiés, et que pour tout z il existe z ! tel que zz ! = 1.

Définition 749 Un groupe G est dit commutatif ou abélien si xy = yx. Dans
ce cas on note souvent additivement ; ’élément neutre est alors noté 0, et x =1
est noté —zx.

Définition 750 G est un p-groupe, avec p premier, si G est de cardinal une
puissance de p.
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21.1.2 Sous-groupe

Définition 751 (Sous-groupe) H C G est un sous groupe de G si et seule-
ment si :

elcH

o(z,y) e H? maye H

eVra le H

NB : un sous-groupe est un groupe, et un groupe inclus dans un groupe (pour les
mémes lois bien siir) est un sous-groupe de ce groupe.

On peut noter les conditions dessus plus simplement: 1 € HAHH C HAH ' C
H

Définition 752 Deux sous-groupes A et B sont dits conjugués s’il existe g tel
que A= g.B.g .

Erant donné H sous-groupe de G, le normalisateur de H est No(H) = {g €
G/gHg ' = H}.

Un sous-groupe N est dit distingué (ou normal) si pour tout g gNg ' = N ;
on note N <1 G.

Un sous-groupe N est dit caractéristique si il est stable par tout automor-
phisme intérieur.

Un groupe est dit simple si ses seuls sous-groupes distingués sont {1} et G.
L’ensemble des x tels que x commute avec tout élément est appelé le centre
d’un groupe. Le centre est un sous-groupe. On note Z(G) le centre de G.

t 11 faut bien voir ce que dit la définition du normalisateur - le normalisateur
de H "fait" de H un sous-groupe normal, au sens o /1 est normal dans son normali-
sateur. En fait le normalisateur est le plus grand sous-groupe contenant /1 dans lequel
H est distingué.

Propriétés :

e Un sous-groupe est distingué si et seulement si son normalisateur est le groupe tout
entier.

¢ Un sous-groupe est distingué si et seulement si il n’est conjugué a aucun autre sous-
groupe.

¢ Un sous-groupe caractéristique est distingué (évident).

¢ Tout sous-groupe d’un groupe abélien est distingué ; par contre, en considérant Hg le
groupe des quaternions, on peut constater qu’il n’y a pas de réciproque (voir 21.10).

e {1} et G sont toujours a la fois des sous-groupes distingués et caractéristiques.

e Le centre d’un groupe est caractéristique et distingué,

Exemples :
e 7. /pZ est simple (en effet ses seuls sous-groupes sont ses sous-groupes triviaux, donc

ses seuls sous-groupes distingués sont ses sous-groupes triviaux...)
o U, est simple (voir 21.10.11)
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Définition 753 On appelle commutateur de x et y 'élément x.y.x .y~ .

On appelle groupe dérivé d’un groupe le sous-groupe engendré® parles com-
mutateurs. On note D(G) le groupe dérivé de G.

“Voir paragraphe 21.1.5 pour la définition de sous-groupe engendré par une partie.

11 faut bien noter que I’ensemble des commutateurs n’est pas nécéssairement un
groupe ; le groupe dérivé est le sous-groupe engendré par I’ensemble des commuta-
teurs.

Propriétés :

e D(G) est distingué et méme caractéristique dans G.

21.1.3 Homomorphismes

Définition 754 On appelle homomorphisme du groupe G dans le groupe G’
une fonction ¢ telle que ¢(xy) = ¢(x)p(y). On note Hom(G, G') I’ensemble
des homomorphismes de G dans G'.

On montre que pour tout tel ¢ :
ep(l)=1
o p(z1) = p(x)

La fonction constante égale a 1 est un homomorphisme de G dans G’ ; éventuelle-
ment ce peut étre le seul.

L’inverse d’'un homomorphisme bijectif est un homomorphisme bijectif.

Proposition 755 L’ensemble des automorphismes, i.e. des endomorphismes
bijectifs, i.e. homomorphismes de G dans G bijectifs, noté Aul(G), est un
groupe.

Exemples :
a) G groupe, z € G
¢ € Hom(Z,G), avec ¢(n) = z™ ; le plus petit n tel que ¢(n) = 1, s’il existe est
appelé ordre de x.
b) G groupe, g € G
La fonction ag, & +— gag ' est un automorphisme de G, dit automorphisme intérieur
associé a g, appelée aussi conjugaison par g. En outre la fonction g — a, est un ho-
momorphisme de G dans Aut(G). Son noyau est le centre de G.
L’ensemble des automorphismes intérieurs d’un groupe est un sous-groupe de 1’en-
semble des automorphismes du dit groupe.

Quelques propriétés :
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Proposition 756 (G, G’) groupes, ¢ € Hom(G,G’)
o Ker ¢ :={g € G/¢(g) =1}

est un sous-groupe distingué de G.

o I'm ¢ est un sous-groupe de G'.

e ¢ injectif < Ker¢ = {1}

21.1.4 Extensions

Définition 757 On appelle suite exacte un schéma comme suit :
7 s

1-A—-B—-C—1
Cela signifie que A, B et C sont des groupes, et que
e i est un homomorphisme injectif de A dans B
o s est un homomorphisme surjectif de B dans C
e Kers=1Im:
(on note 0 au lieu de 1 lorsque les groupes sont notés additivement)
Lorsque ¢ et s ne sont pas précisés, cela signifie simplement que ’on peut
trouver de tels i et s.
On dit alors que B est une extension de A par C. Si en outre il existe C
sous-groupe de B tel que la restriction de s a C est un isomorphisme, alors
on dit que C est un reléevement. Cela est équivalent a dire qu’il existe un
homomorphisme t de C dans B tel que s ot = Idc. S’il y a un relévement,
Pextension est dite scindée. t est appelée section de s.

21.1.5 Sous-groupe engendré

Proposition 758 Soit G un groupe, X inclus dans G.

1l existe un plus petit sous-groupe H de G contenant X. On peut le définir de
deux facons :

(i) H est lintersection de tous les sous-groupes contenant X

(ii) H est I’ensemble des produits finis d’éléments de X U X 1.

Démonstration :
(i) est évident car I’intersection de deux sous-groupes est un sous-groupe.
(ii) on procede en trois points :
e K ainsi défini est un sous-groupe
e X C Kdoncpar(i) HC K
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e K C H estclairQ

Définition 759 On note H —< X >, H est appelé groupe engendré par X,
et X est appelée partie génératrice de H. Si X est réduit a un seul élément x
on note souvent H =< z > au lieude H =< {x} >.

Un groupe est dit monogene s'il est engendré par un seul élément. On appelle
groupe cyclique un groupe monogéne fini.

On appelle ordre d’un élément le cardinal du groupe engendré par cet élé-
ment.

r Si deux homomorphismes coincident sur une partic génératrice d’un groupe,
alors ils coincident sur I'ensemble du groupe.

} Cela sera utile pour la proposition 789.

Définition 760 On dit que G est de type fini 5i 3X fini qui engendre G.

Ainsi Z, 7 sont de type fini, et tout groupe fini est de type fini.

r tout groupe de type fini est dénombrable.
Il n’y a pas équivalence, car par exemple (¥, x) n’est pas de type fini (preuve en
considérant des générateurs et leurs décompositions en facteurs premiers)
(Q, +) non plus (considérer I'inf de I'intersection avec R™ d’un groupe de type fini,
en réduisant au méme dénominateur)

Proposition 761 Le groupe engendré par un ensemble réduit a un élément x
est commutatif, et est I'ensemble des x™ avec n € 7. Il est isomorphe a Z. ou a
ZinZ.

Démonstration : {z"} est un groupe et contient z, donc il est inclus dans < 2 > ;
s’il est fini alors il existe n tel que 2P = zP™™, et donc z™ l,etdone < = >
0 n—1
B L B

Proposition 762 Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cycligue.

Démonstration : Un tel sous-groupe H de G est évidemment fini. Notons ensuite
a un générateur du groupe ; le groupe est donc de la forme @, ...,a™ 1. Soit p > 0
minimal tel que a? € H ;
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21.2 Groupe quotient

21.2.1 Rappel : ensemble quotient

Soit X un ensemble, et R une relation d’équivalence sur X ; I’ensemble des classes
pour R est une partition de X. Cet ensemble de classes, noté X/R, est appelé en-
semble quotient de X par R. La classe d’un élément est notée I1(z), = est dit un
représentant de TI(z). IT est appelée surjection canonique.

11 y a en fait ainsi bijection entre I’ensemble des relations d’équivalence et I’en-
semble des partitions en parties non vides. A toute relation d’équivalence = on peut
associer une fonction f telle que z = y < f(z) = f(y) Gl suffit pour le montrer
de considérer la fonction I1).

Etant donnée une fonction définie sur X, on peut définir f fonction quotient si f
est constante sur les classes d’équivalences, f étant alors définie par f(II(z)) = f(x).

21.2.2 Le cas des groupes

Définition 763 H sous-groupe de G

On définit les classes a gauche suivant H comme les tH, x € G, et les classes
a droite suivant H comme les Hz.

On note G/ H I’ensemble des classes a gauche, H \ G I’ensemble des classes
a droite.

On note (G : H) le cardinal de G/ H quand celui-ci est fini.

On travaille généralement sur G/ H plutdt que sur H \ G.

Proposition 764 Les classes a gauche déterminent une partition de G en par-
ties non vides. Pareil pour les classes a droite.

Proposition 765 N sous-groupe de G, il y a équivalence entre les trois asser-
tions suivanites :

o N distingué

o gN = Ng pour tout g

e il existe une structure de groupe sur le quotient G /N telle que 11 soit un ho-
momorphisme.

On voit donc que dans ce cas G/H = H \ G. Cette propriété d’un sous-groupe
distingué est fondamentale : la partition en classes a droite est égale a la partition en
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classes a gauche. Ce fait est caractéristique des sous groupes distingués.

Proposition 766 G et G’ deux groupes, N sous-groupe distingué de G, ¢ €
Hom(G,G"); alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

o Il existe ¢ de G/N dans G' tel que ¢ — oIl

e N C Ker¢

Dans ce cas ¢ est unique, et est un homomorphisme de groupes de G/N dans G”.

En particulier, ¢ est une injection si N = Ker ¢, et induit un isomorphisme de
G/Ker ¢ dans Imdg.

Les preuves de ces faits sont faciles, et sont logiques intuitivement ; si on quotiente
par quelque chose de trop gros par rapport au noyau, alors on n’a plus la précision re-
quise pour reconstruire la fonction...

G/ D(G) est un groupe abélien, ¢’est d’ailleurs son plus grand quotient abélien, et
D(G) est le seul sous-groupe & avoir cette propriété.

Théoréme 767 (Factorisation d’homomorphismes) Soit G un groupe, H un
sous-groupe distingué de G, ¢ un homomorphisme de G vers un groupe G
Alors si H C Ker ¢, alors il existe une application ¢ telle que

¢=dop

avec p la projection canonique de G sur G/H.

9 De G/H dans G'.

) Cela servira par exemple pour le théoréme 795. ~

Démonstration : Si facile que vous le prouver serait une injure... La fonction ¢
est bien définie, car si deux €léments on méme image par p alors ils ont méme image
par ¢, et ’application ¢ est bien un homomorphisme car ¢ en est un (la vérification de
cette implication est facile).O

21.2.3 Le théoréme de Lagrange

Définition 768 On appelle indice de H dans G, avec H un sous-groupe de
G, le cardinal de G /H.

Un théoréme fondamental :
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Théoréme 769 (Théoreme de Lagrange) Soit G un groupe fini, et H un
sous-groupe de G, alors
|G| = |H|.|G/H]|

Démonstration : 11 suffit de montrer que chaque classe d’équivalence est de méme
cardinal, et que ce cardinal est | H| (chose facile a prouver !).0

On remarque qu’il n’est absolument pas nécéssaire que H soit distingué.

21.3 Opération d’un groupe sur un ensemble

Définition 770 Avec G un groupe et X un ensemble, on appelle action a
gauche de G sur X une application o de G x X dans X telle que :
sa(l,z)==x

o a(g,a(h,z)) = (9.h, 2)

On dit aussi que G opere a gauche sur X ou que G est une opération a gauche
sur X. Usuellement on note plus simplement g.x au lieu de (g, x). Les deux
conditions deviennent alors :

o /. x=x

o (g.h).x=g.(h.x)

On définit de maniére symétrique une action a droite. Une action sans plus de
précision désigne une action a gauche. On dit que X est un G-ensemble.

Propriétés :
0 g.Tr =Y gfl.y:a:
¢ Etant donné z et y dans X il n’est pas du tout nécéssaire qu’il existe un g tel que
g.x=1y.
¢ Si GG opere sur X alors tout sous-groupe H de G opere sur X pour la loi restreinte.

L’équivalence suivante est fondamentale : se donner une action de G sur X revient
a se donner un homomorphisme ¢ de G dans le groupe o(X) des bijections de X

(9.2 = ¢(g).2).

Un exemple fondamental est ’action d’un groupe sur lui-méme ; I’action est en fait
simplement la loi du groupe. 11 est clair que les conditions sont vérifiées.

Pour le cas des actions a droite, il faut noter que si on a une action a droite a4 (z, g),
alors as(g, ) — ai(z,g 1) est une action a gauche du groupe opposé (le groupe

opposé a G étant G muni de (z,y) — yz). On travaillera & peu pres toujours avec
des classes a gauche, les résultats étant les mémes, et puisqu’on peut reformuler le
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probléme en terme d’action a gauche.

Définition 771 Etant donnés X et X' deux G-ensembles, on appelle G-
homomorphisme de X vers X' une application ¢ de X dans X' telle que
¢(g, ) = g.¢(x) pourtous x € G et g € G. On note Hom(X, X') 'ensemble
des homomorphismes de X sur X'. Comme d’habitude, un isomorphisme est
un homomorphisme bijectif.

Un exemple facile et classique :
Soit G un groupe et X un G-ensemble. L'application ¢, pour z € G qui & g dans G
associe g.x est un homomorphisme de G (en tant que G-ensemble) sur X (en tant que
G-ensemble).
Démonstration : Soit g dans G et y dans G (y est pris dans G en tant que G-
ensemble) alors ¢, (g.y) = g.y.z et g.¢.(y) = g.y.x.0

Définition 772 On note H, ou G, et on appelle stabilisateur ou fixateur de
x U'ensemble des g tels que g.x = x. C’est un sous-groupe de G, qui n’est pas
nécessairenient distingué.

On appelle G-orbite de = appartenant a X (ou plus simplement orbite s’il n’y
a pas de risque de confusion) et on note w(z) ou G.x la classe d’équivalence
de x pour la relation R définie par aRb <= g € G/g.a = b (il est facile
de vérifier qu’il s’agit bien d’une relation d’équivalence).

Un G-ensemble est dit homogene s’il ne contient qu’une seule orbite.

On dit que x € X est un point fixe, si 'orbite de x est réduite a {x}.

On dit que G opére transitivement si VeVydg/y = g.x.

On dit que G opére k fois transitivement si V(2 )ic {1, x}V(¥i)ic (1, k} (F #
Jo i F oy Ay #y;) — Fgvi € {1, .k} y: = g

On dit que G opére fidélement si Ve g.x =& — g = 1.

Proposition 773 Lorsque G est fini, on a pour tout x dans X, |w(z)|.|Hy|
|G|.

Démonstration : On constatera simplement que ’application qui & § associe g.«
de G/ H, dans w(zx) est une bijection.0

La figure 21.1 tiche de montrer I’allure générale d’un G-ensemble.

Propriétés :
¢ Chaque orbite est un ensemble homogeéne.
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‘V V‘V ‘V ‘V \y \v 7 orbites

Taille des stabilisateurs:
141, 12n, 84n, 42n,
21 n, 84n, 42n pour un

| X certainn.

F1G. 21.1 — Exemple de G-ensemble X . Les séparations verticales sont les séparations
entre les orbites, qui réalisent une partition de X. L’action n’étant pas nécessairement
injective, les orbites ne sont pas nécessairement de méme cardinal que G. A I’inté-
ricur d’'une méme orbite, le stabilisateur est toujours le méme a conjugaison pres, et
en particulier, les stabilisateurs dans une méme orbite sont équipotents. Si le groupe et
I’ensemble sont finis, le cardinal du groupe est le produit du cardinal de I’ orbite par le
cardinal d’un stabilisateur de cette orbite. On notera que le cardinal du groupe agissant
sur cet ensemble est au moins 84 (ppem des cardinaux des orbites).

Proposition 774 G groupe, X et X' des G-ensembles homogénes, alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

o X ~ X'

ed(z,2') e X x X'/Hy, = Hy

e d(z,2') € X x X'/H, est conjugué a H,

oV(z,z') € X x X'/H, est conjugué a H,

Démonstration : laissée en exercice. O

\

\ —
ﬁ\ Exemples classiques :

e Le groupe orthogonal O(3, R) opere sur R> ; les orbites sont les spheres de centre
’origine, le stabilisateur de 0 est O(3, R) tout entier, et le stabilisateur d’un point quel-
conque autre que 0 est I’ensemble des rotations d’axe la droite vectorielle engendrée
par ce point et des symétries par rapport a un sous-espace vectoriel passant par ce point.
0 est un point fixe.

e On peut faire opérer G sur ses sous-groupes par conjugaison, avec g.H = gHg *.
Le stabilisateur d’un point (¢’est a dire d’un sous-groupe) est alors le normalisateur de
ce point (ie de ce sous-groupe).

¢ Si X est un espace topologique et est un G-ensemble tel que pour tout g € G I’ap-
plication y — g.y est un homéomorphisme, alors on dit que G agit sur X par homéo-
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FIG. 21.2 — z estun élément de X . G estd’ordre 2, w(x) estde cardinal 2, donc G/ H,,
est de cardinal 2 (il est en bijection avec w(x)), et [, est de cardinal % 2.

morphismes. La topologie quotient pour la relation d’équivalence "étre dans la méme
orbite" vérifie des propriétés intéressantes (voir proposition 144 et théoréme 1275).

Proposition 775 Un G-ensemble homogéne est isomorphe a un quotient G [ H
de G pour Uaction de G sur G /H par translation a gauche.

Pour bien voir I'intérét de cette remarque, il faut se rappeler que tout G-ensemble
est partitionné naturellement en orbites, qui sont des G-ensembles homogeénes, et que
donc on peut identifier a des actions par translation d’un groupe sur un groupe quotient.

Proposition 776 (Sur I’ensemble des points fixes) Etant donnés G un p-
groupe et X un ensemble sur lequel agit G, le cardinal de ’ensemble des
points fixes de X pour G est congru au cardinal de X modulo p.

Démonstration : Le cardinal des orbites divise le cardinal de G, donc le cardinal
de I'union des orbites est congru au nombre d’orbites de cardinal 1 modulo p. Le car-
dinal de I'union des orbites est le cardinal de X.0

21.4 Produits

11 faut bien noter que méme si de nombreuses applications des résultats ci-dessous
se font avec des groupes finis, ils sont valables pour des groupes quelconques.
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21.4.1 Produit direct

Définition 777 (Produit direct de deux groupes) On appelle produit direct
de deux groupes N et H et on note N x H le produit cartésien des groupes N
et H muni du produit terme a terme

(n,h).(n',h") = (nn', hR')

La fonction ps qui a (n, h) associe h est appelée projection de N x H sur H.
La fonction p1 qui & (n, h) associe n est appelée projection de N x H sur N.
On définit alors la généralisation a un produit d’un nombre quelconque de
groupes par 1;c1G;. La loi

(9:)icr(hi)icr = (gihi)ier

muni le produit d’une structure de groupe; on appelle ce groupe le groupe
produit.

On définit aussi le produit restreint des G; comme étant le sous-groupe du
produit des G; des éléments (g;)ic1 ne comportant qu’un nombre fini de g; dif-
[férents de I’élément neutre. S’il s agit d’un produit d’un nombre fini de groupes
il est clair que le produit restreint est égal au produit.

Propriétés :
¢ p est surjective, ¢’est un morphisme surjectif, son noyau est distingué et isomorphe a
N. On a une suite exacte
i P
1-N—-NxH-—-H-—-1
avec i(n) = (n,1).
e N x {1} estle noyau de p, il est distingué ; et {1} x H est distingué aussi.

21.4.2 Produit semi-direct

Définition 778 (Produit semi-direct) Etant donnés deux groupes N et H, et
un morphisme de groupe ¢ de H dans l’ensemble des automorphismes de
N ; alors on appelle produit semi-direct de N et H relativement a ¢ et
on note N x H le produit cartésien N x H muni de la loi (n,h).(n',h") =

(n.¢(h)(n), hA').
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On notera que formellement il faudrait préciser V x4 H.

Proposition 779 e Le produit semi-direct N x H a une structure de groupe
e On a une suite exacte
) 8
l1==N=NxH-H-—-1
avec i(n) = (n,1) et s(n, h) = h.

e i(N), c’est adire N x {1} est distingué, mais pas {1} x H (contrairement
au cas du produit direct).

Démonstration :  Vérification facile.0

t Remarque importante :

En identifiant N et N x {1} d’une part, H et {1} x H d’autre part, on constate qu’un
produit semi-direct peut toujours §'écrire comme produit semi-direct de deux sous-
groupes lié au morphisme ¢ de G dans Aut(N) défini par (¢(h))(n) = hnh 1.

21.4.3 Identifier un produit direct ou semi-direct

Cette partie est fondamentale pour ramener I'étude d"un groupe a 1’ étude de groupes
plus petits (tache fondamentale en théorie des groupes !).

& Identification d’un produit semi-direct

Proposition 780 (Décomposition en produit semi-direct) Si on a une suite
exacte .
1 8

l = N—-=G—-H-—1
(c’est a dire sii estinjective, si s est surjective, et si Ker s = I'm i) et sion aun
sous-groupe H de G sur lequel la restriction de s est un isomorphisme vers H
“ alors G est isomorphe & i(N) x H relativement a la loi de I'automorphisme
intérieur (voir la remarque de 21.4.2).
On peut donc aussi dire que G est isomorphe a N »x H, 1 étant un isomorphisme
de N sur N, et s étant un isomorphisme de H sur H.

A est-a-dire un relevement, une section, voir la partie 21.4.2

Démonstration :  On considere V I'image de 4, et H le sous-groupe de G sur le-
quel la restriction de s est un isomorphisme vers H.
Puisque N = Ker s, N <1 G (un noyau de morphisme de groupe est toujours distin-
gué).Il est clair que :
e NNH={1}
«G=NH
Le premier point est évident, du fait que s est un isomorphisme depuis H, et a donc un
noyau nul.
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Pour le deuxidme point, soit g € G, alors s(g) = s(h) avec h € H, et s(g.h ™)
s(g).s(h) 1 = 1,donc g.h~! € N. L'écriture d’un élément de G comme produit d’un
&lément de N par un élément de H est unique (facile, au vade NN H = {1});: G
est donc ainsi en bijection avec N x H, par ¢(nh) = (n, h). On cherche maintenant 2
établir une loi sur N x H telle que cette bijection soit un isomorphisme.

Le produit de n.h par n'h’ est n.h.n'h, que I’on doit donc exprimer comme un pro-
duit d’un élément de NV par un élément de H ; on peut réécrire n.h.n' .k’ sous la forme
n.(h.n'.h1).h.K ; puisque N est distingué, il s’agit bien du produit de n.h.n'.h !
(élément de N) par h.h' (élément de H).

On vérifie facilement que la 10i (n, h).(n', k') = (n.(h.n/.h 1), h.k') fait de cette bi-
jection un morphisme.O

t Remarque importante : L' hypothése revient exactement & avoir une exten-
sion scindée, ¢’est a dire une extension munie d’un relévement (voir 21.1.4).

Proposition 781 Si G est un groupe, si N et H sont des sous-groupes de G, si
NG siNNH={1}etsiG=N.H,alors G ~N x H.

Démonstration : 11 suffit de reprendre la preuve ci-dessus.O

& Identification d’un produit direct

En fait un produit direct est un cas particulier de produit semi-direct.
En reprenant les notations de 1a définition du produit semi-direct et des démonstrations
ci-dessus, on a équivalences entre les assertions suivantes :
e ¢(h) = Idy pour tout b
e [ est distingué
e la loi de groupe sur N > H est celle du produit direct

On peut aussi raisonner sur les suites exactes. Lorsque I'on a une suite exacte avec
relevement, i.e. avec une section, i.e. si I’extension est scindée, ET si V(n, h) € N x
H nh = hn.

21.4.4 Quelques remarques pour éviter les gaffes

t La condition de la proposition 780 est suffisante mais non nécéssaire ; on
peut avoir une extension sans relévement, ¢’est a dire non scindée, ¢’est a dire sans
qu’il y ait de section, sans pour autant que le groupe ne soit pas le produit semi-direct
de N par H.

'- On peut trés bien avoir A x B (produit direct) ~ A x4 B, avec ¢ autre
que ¢(h) = Idy pour tout i ; donc il ne suffit pas de décomposer un groupe comme
produit semi-direct non trivial pour conclure qu’il n’est pas un produit direct. [ ! 4] cite
ainsi o x Z/2.7.
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21.5 Théoremes de Sylow. Groupes de Sylow

Les deux théorémes de Sylow sont extraits du classique [14].

Définition 782 On appelle p-sous-groupe de Sylow ou plus simplement p-
Sylow d’un groupe G de cardinal n, un sous-groupe de G d’ordre p" avec p
premier divisantnetn = p".met p fm.

Proposition 783 Un sous-groupe P de G est un p-sous-groupe de Sylow de G
ST

e P est un p-groupe

e (G : P) est premier a p.

Démonstration : Pas difficile, y’'a qu'a 1’écrire.0

Théoréme 784 (Théoréme de Sylow) G étant un groupe fini, et p un nombre
premier divisant ordre de G, alors G admet au moins un p-sous-groupe de
Sylow.

Démonstration : On va procéder par étapes.
e Tout d’abord un cas particulier : Z/pZ est un corps fini puisque p est premier, et
G L(n,Z/p.Z) estd’ordre IT?_ ) (p™ — p*), comme on peut s’en convaincre en comptant
les bases de (7Z/p.Z)". Le cardinal de ce groupe est donc m.p™ ("~ 1/2 avec p fm.
Un p-Sylow de ce groupe est alors I’ensemble des matrices de la forme

i L % % ... % %

0 1 T

0 0 1 P T

n lignes 4 « 5

i .ok %

0 0 0 |

0 0 0 0 1

Tt CO]BI’]TICS

¢ On a maintenant besoin d’un lemme :

Lemme 785 Soit G un groupe d’ordre p™.m, avec p [m et p premier, et soit
H un sous-groupe de G et S un p-Sylow de G. Alors il existe a € G tel que
a.S.a" 1 N H soit un p-sylow de H.

Démonstration : G opere sur G /S par translation 2 gauche (voir 21.9.1); le sta-
bilisateur d'un élément g.S est g.S.g 1.
D’autre part H opére sur /S par translation & gauche aussi ; le stabilisateur d’un élé-
ment g.S est g.S.g ' N H.
11 est clair que tout a.S.a ! est bien un p-groupe, il reste a en trouver un qui soit bien
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un p-Sylow. Il suffit pour cela que le quotient du cardinal de H par le cardinal de
H N a.S.a" ! soit premier avec p; donc il suffit que le cardinal de H/(H Na.S.a™ 1)
SOit premier avec p.

Or ce cardinal est en fait le cardinal de I'orbite de a.S dans G/S sous I’action de H ;
or toutes ces orbites ne peuvent étre de cardinal un multiple de p, sinon le cardinal de
G /S serait un multiple de p, ce qui contredirait le fait que S est un p-Sylow.

Ce lemme est donc prouvé.Ol

e Maintenant on peut s’attaquer au cas général ; soit G un groupe vérifiant les hy-
potheéses ; GG est isomorphe & un sous-groupe de o, par le théoréme de Cayley (voir
21.9.1). A son lour, o, est isomorphe & un sous-groupe de GL(n,Z/p.Z) (on consi-
dere la base canonique (€;);c1,») de (Z/p.Z)", et I'application qui 4 o dans o, associe
I"application linéaire qui & e; associe o(e;).

Par le premier point, ce groupe admet un p-Sylow ; et par le deuxieme point, un sous-
groupe d’un groupe admettant un p-Sylow admet un p-Sylow.O

Corollaire 786 Si G un est groupe de cardinal p".mm avec p fm et p premier,
alors G possede des sous-groupes d’ordre p? pour tout q < r.

Démonstration : G contient un p-Sylow, donc un sous-groupe de cardinal p”. On
peut donc se ramener au cas des p-groupes. Le centre d’un p-groupe est non trivial,
comme on le montre en 21.10.1. On considére donc G un p-groupe, et Z(G') son centre,
de cardinal p”. En appliquant I'hypothése de récurrence a4 Z(G), on a bien des groupes
d’ordre p?, pour ¢ < r. On considere maintenant le groupe-quotient de G par Z(G), il
est de cardinal p" 9, on peut donc lui appliquer I’hypothése de récurrence et y trouver
un groupe de cardinal p* pour ¢ < r — ¢. En considérant I'image inverse par la pro-
jection canonique sur le groupe quotient, on obtient alors un groupe de cardinal p* ™9,
pour t < r — ¢, donc pour tout cardinal p* avec ¢ < u < r.0O

Théoréme 787 (Deuxiéme théoréme de Sylow) Erant donné G un groupe,
de cardinal |G| = p".m, avec p fm.

o Tout p-groupe inclus dans G est inclus dans un p-Sylow de G.

o Les p-Sylow sont tous conjugués

o Les p-Sylow forment une orbite de G sous U'action de G par automorphisme
intérieur

o Un p-Sylow est distingué si et seulement si il est I'unique p-Sylow

e Le nombre de p-Sylow est congru a 1 modulo p et divise |G|

o Le nombre de p-Sylow divise m

Démonstration :

e Démonstration de I’affirmation "Tout p-groupe inclus dans G est inclus dans un p-
Sylow de G":

Supposons H un p-groupe de G. Soit S un p-Sylow de G, dont I’existence est donnée
par le premier théoréme de Sylow. D’apres le lemme 785, il existe a dans &' tel que
a.S.a~ ' N H soit un p-Sylow de H.

H étant un p-groupe, H estnécéssairement égal 2 a.S.a~ ' N H. Donc H est bien inclus
dans un Sylow.
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¢ Pour montrer I'affirmation "Les p-Sylow sont tous conjugués", il suffit de faire le
méme raisonnement avec H un p-Sylow.

¢ Démonstration de I'affirmation "Les p-Sylow forment une orbite de G sous I'action
de G par automorphisme intérieur" :

On a vu que les p-Sylow étaient tous conjugués ; si un autre élément leur est conjugué,
¢’est aussi un p-Sylow ; le résultat est donc en fait complétement évident.

e Démonstration de I'affirmation "Un p-Sylow est distingué si et seulement si il est
I'unique p-Sylow" :

Si un p-Sylow est distingué et s”il n’est pas unique alors il est conjugué a I’autre... donc
il n’est pas distingué.

Réciproquement si il est unique, alors s’il n’est pas distingué, alors il est conjugué a un
autre p-Sylow - donc il n’est pas unique.

e Démonstration de I’affirmation "Le nombre de p-Sylow est congru a 1 modulo p et
divise |G|":

On rappelle que la proposition 776 affirme que le nombre de points fixes d’un ensemble
X sous I’action d’un p-groupe G est congru au cardinal de X modulo p.

1l suffit alors de considérer I’ensemble des p-Sylow ; on peut faire agir dessus un p-
Sylow S quelconque par conjugaison. Le nombre de p-Sylow est donc congru au
nombre de points fixes de I'ensemble des p-Sylow sous I'action de S modulo p. 11
reste donc & montrer qu’il y a un unique point fixe. L'existence d’un point fixe est évi-
dente, il s’agit de S lui-méme. Supposons que 7' soit un autre point fixe, 7" est donc
un p-Sylow tel que pour tout s dans S, sT's ! = T. On considere le groupe engendré
par T" et S, S et T sont des p-Sylow de ce groupe. Dans ce groupe toujours, T est
distingué ; donc il est I'unique p-Sylow, donc il est égal & S. D’oli le résultat.

e Démonstration de I’affirmation "Le nombre de p-Sylow divise m" :

Le nombre de p-Sylow est le cardinal d’une orbite, donc il divise le cardinal de G, or
il est congru a 1 modulo p, dong il divise m.0

21.6 Applications des groupes de Sylow

21.6.1 Démontrer qu’un groupe n’est pas simple juste au vu de son
cardinal

Cet exemple est tiré de I'excellent [ 14].

Proposition 788 Un groupe d’ordre 63 ne peut étre simple.

Démonstration : on considére les 7-Sylow de G d’ordre 63; ce nombre de p-
Sylow divise 52 donc 9, et est congru a 1 modulo p; donc il y a un unique 7-Sylow,
donc il est distingué, done G n’est pas simple.0]
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21.7 Groupes abéliens

On rappelle qu’un groupe abélien est un groupe commutatif,

Proposition 789 Un groupe abélien G est de type fini si et seulement si il existe
un homomorphisme surjectif de Z" sur G pour un certain n, c’est-a-dire s’il
est isomorphe a un quotient de 7™ par un de ses sous-groupes”.

Plus précisément, G est alors engendré par n éléments, si n est minimal.

“Notez qu'il peut s’agir du quotient de Z™ par n’importe quel sous-groupe, puisque Z™ étant
commutatif, tous ses sous-groupes sont distingués

} Cela nous servira pour la proposition 795.

Démonstration : En effet, supposons que G est finiment engendré, par g1, ..., gn.
Considérons alors I’application de Z" dans G définie par (p1,...,pn) — p1.g1 + ... +
Pr.-Gn. Puisque G est engendré par les g; ET _G est commutatif, cette application est
surjective. 11 est clair que ¢’est un morphisme puisque G est commutatif. Donc G est
isomorphe au quotient de Z™ par le noyau de ce morphisme, d’ou le résultat.

Réciproquement, supposons que I’on ait un morphisme surjectif de Z™ sur G'; alors
il est égal & I’homomorphisme (p1, ..., Pn) — P1-g1 + .- + Pn-gn, avec g; I'image de
(0,.-,0;_1foiss 1,0, ---, 0) (voir la remarque de la partie 21.1.5). II est donc clair que
G est engendré par les g;.0

Définition 790 (Somme) Soit (A;)ic; une famille de groupes abéliens. On
note P, ; Ai Uensemble des familles (x;)ic1 avec x; € A; et les x; presque
tous nuls ; ¢’est un groupe abélien pour I’addition terme a terme ; on Uappelle
somme des groupes A;.

Siig € I, onidentifie A;, a l'ensemble des (x;);c; tels que i # ig —x; = 0.
SiVi A; = Aalors on note AY) = @, A

Proposition 791 (Propriété universelle des groupes abéliens) Ewant donnée
une famille (A;)ic1 de groupes abéliens, A" un groupe abélien, ¢; un homo-
morphisme de A; sur A', alors il existe un unique homomorphisme de €P A;
vers A’ tel que la restriction de cet homomorphisme a A; soit ¢;.

Démonstration : Considérer ¢(z) = >, ¢:(x;).0
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Définition 792 (Somme directe) A érant un groupe abélien, les A; érant des
sous-groupes de A, alors :

e les A; sont dits en somme directe si ’application canonique de @ A; dans
A qui a (z;)ic 1 associe ), x; est injective. On identifie alors son image avec
éBa'c.f As

e On dit que A est somme directe des A; sil’application est bijective. On note
alors (abusivement) A = @, ; A..

Proposition 793 A abélien, (A;) famille de sous-groupes, alors les A; sont en
somme directe si y . x; = 0 avec x; € A; (support fini) implique Yixz; = 0.

Définition 794 (Groupe de torsion) Un élément d’un groupe est dit élément
de torsion s’il est d’ordre fini.

Un groupe abélien est dit de torsion si tous ses éléments sont d’ordre fini.
Etant donné p un nombre premier, un groupe abélien est dit de p-torsion si
tous ses éléments sont d’ordre une puissance de p.

Un groupe abélien est dit libre s’il est isomorphe a Z™ pour un certainn € N.
On appelle sous-groupe de torsion d’un groupe abélien G le sous-groupe
constitué par les éléments de torsion”.

“On vérifie facilement qu’il s"agit bien d’un sous-groupe.

Proposition 795 Un groupe de torsion® et de type fini est fini.

“Sous-entendu : abélien (un groupe de torsion est abélien par définition).

Démonstration : En effet, si G est de type fini et abélien, alors ¢’est un quotient
de 7™, par la proposition 789.

On considére alors ppem le ppem des ordres des n générateurs donnés par la pro-
position 789. L’ ordre de tout élément est alors un diviseur de ppem. L' homomorphisme
surjectif de Z™ dans son quotient a pour noyau un ensemble contenant (kZ)™. Dong il
se factorise a travers (Z/kZ)™ (voir le théorgme 767). Donc le groupe G est de cardinal
plus petit que k™.0

Les deux théorémes ci-dessous sont donnés sans démonstration (laissées aux lec-
teurs pour exercice !).

Théoréme 796 o Tout groupe abélien sans torsion de type fini est libre.

o Tout sous-groupe d’un groupe libre est libre.

o Deux groupes libres 7" et ZP sont isomorphes si et seulement sin = p.

o Tout groupe abélien de type fini est produit d’un groupe libre et d’un groupe
de torsion. Cette décomposition est unique a isomorphisme preés.
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Théoréme 797 Tout groupe abélien fini G s’exprime de maniére unique sous
la forme

Z)arZ X LfasZ X -+ X L] anZ

avec Vi € [1,n—1]a;|a;41, et a1 > 1. Les a; sont appelés facteurs invariants
du groupe.
La décomposition ainsi obtenue est appelée décomposition cyclique du
groupe G.

Cette décomposition a de nombreuses conséquences :

Corollaire 798 Soit G un groupe abélien fini ; il existe un élément d’ordre le
ppem des ordres des éléments du groupe.

Démonstration :
¢ Soit G un groupe abélien fini.
¢ La décomposition cyclique nous permet d’écrire G sous la forme

Z)oarZL X L]asZ X --- X L] anZ

¢ On considere un élément z = (z1, .. ., z,) de ce produit.

e Lordre de z est le ppcm des ordres des z; ; or Uordre de z; divise a;, qui lui-
méme divise a,,.

e Le ppcm des ordres est donc en fait un diviseur de a,,, donc c¢’est a,, lui-méme.

e L’élément (0, ...,0,1) convient donc (on peut remplacer 1 par n’importe quel
générateur de 7./ a, 7.).0

Autre conséquence :

Corollaire 799 Soit G un groupe abélien fini. Pour tout diviseur d de
Card(G), il existe un sous-groupe H de G d’ordre d.

Démonstration :
e On écrit G sous forme :

2]l X L]asZ X -+ - X L] anZ
e Décomposons d en facteurs premiers :
d=1Ip;

e Définissons :
dy = pgcd(d, ay)
d
dy = ngd(d_’ az)
1
ds = pged( d as)
3 — Pg didy’ 3
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d
dy...dy

e Puisque d|n etn = 11, a;, on arrive & s¢ "débarasser" de chaque facteur premier
de d dans I'un des d;, etdonc 113, d; = d.

e Pour toult 2, d; divise a;.

e Dans un groupe cyclique, il existe un sous-groupe du cardinal de n’importe quel
diviseur de I’ordre du groupe, donc dans Z/(a;7Z) il existe un sous-groupe H; de car-
dinal d.,'.

e Le produit des H; est un sous-groupe de G de cardinal d.0

Quelques autres corollaires, sans preuve :

dy = pged( , Gn)

Corollaire 800 Soit G un groupe abélien fini. Soit ¢ = pi*py? ... p" la dé-
composition de ¢ = card(G) en facteurs premiers. Alors pour tout i € [1,1]
il existe un et un seul sous-groupe H; de G de cardinal p*. En outre, G est
isomorphe au produit des H;.

Les H;, uniques, sont appelés les composantes primaires du groupe commutatif
G.

21.8 Exercices sur les groupes

21.8.1 Exemples de groupes

Les objets suivants sont-ils des groupes ?
(C*, ), (R*, ), (C, ), (R, +), (R, ), (Q,+), (Q, ), (N, .), (Z, +), I'ensemble des trans-
lations du plan, I’ensemble des homothéties du plan, I’ensemble 2 la fois des transla-
tions et des homothéties (pour la composition) ? Ces groupes sont-ils commutatifs ?

Oui, sauf (R, .), (@, .), (N, .) et ’ensemble des homothélies. Tous ces groupes sont
commutatifs sauf le groupe a la fois des translations et des homothéties.0]
21.8.2 Conditions réduites pour un groupe

Si G aune Ici' associative, un élément 1 tel que Vg ge = g, et un élément g’ pour
tout g tel que gg’ = 1, alors G est un groupe.
Démonstration : On multiplie gg’ par ¢’ 4 gauche, et on montre que g'g = 1 en
utilisant le g” tel que ¢’g” = 1.1l est facile de voir que eg = g en utilisant ceci.O

21.8.3 Conditions suffisantes de commutativité

Si tout élément est son propre inverse, alors G est commutatif.

2184 Z/nZ

Proposition 801 pour d|n, Z/n7Z comporte un seul sous-groupe d’ordre d.

Démonstration : Existence triviale, unicité en considérant I’ensemble des élé-

!1ci=loi de composition interne.
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ments z tels que ¢ = 1.0

Proposition 802 Etant donnés deux entiers n et k, on a équivalence entre les
trois assertions suivantes :

- k (dans 7./nZ.) engendre 7./ nZ.

- n et k sont premiers entre eux.

- k est inversible dans I’anneau 7./n’Z.

21.8.5 Sous-groupes

¢ Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

e GG sous-groupe de (R, +) —G monogeéne ou dense.
Démonstration : Considérer I'inf de R™ N G.O

o 1l existe des sous-groupes denses de R de type fini.
Démonstration : 7 + /270

¢ L'union de deux sous-groupes est un groupe si et seulement si I'un est inclus dans
I’autre.

e Le produit élément par élémentde deux sous-groupes A et B est un sous-groupe

si et seulement si AB = BA.

Démonstration : : Supposons que AB soit un sous-groupe. Alors soit a € A et
be B.a b1 € AB — ba € ABdonc BAC AB
ab admet un inverse dans AB donc a’b’ab = 1, donc ¥’ ab = o', donc ab = b/ 1a' 1,
donc ab € BA, donc AB C BA
Réciproquement, supposons AB = BA, alors I’inverse de ab, b~ 'a !, appartient bien
a AB; en outre il est immédiat que AB est stable par produit.0]

¢ [’image d’un sous-groupe distingué par un homomorphisme est un sous-groupe
distingué de I’'image de I’homomorphisme. L’ image réciproque d’un sous-groupe dis-
tingué par un homomorphisme est un sous-groupe distingué.

¢ ’intersection de deux sous-groupes distingués est un sous-groupe distingué.

¢ Tout sous-groupe d’un groupe abélien est distingué ; mais on peut avoir cette pro-
priété sans que le groupe soit abélien ; considérer par exemple {1, 1, 7, k, —1, —1, —7, =k},

muni des opérations 75 = k, ji = —k, jk = i,kj = —i, ki = j,1k = —j (notons que
ce groupe possede aussi la propriété de n’avoir que des sous-groupes propres abéliens).

21.8.6 Divers

e Dans un groupe, (ab)™ = 1; montrer que (ba)™ = 1.
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¢ Montrer que Q n’est pas de type fini.
Démonstration : Considérer un nombre fini d’éléments de Q, et un dénominateur
commun de ces éléments.0]

e L’ensemble des automorphismes de Z /nZ muni de la composition est isomorphe
A(Z/nZ, x).

¢ Un sous-groupe additif de R est soit dense, soit de la forme a.Z. De méme, R™*
muni de la multiplication n’admet que des sous-groupes denses ou de la forme a”.
Démonstration : Considérer la borne in f de I’intersection du sous-groupe et de
R, Le cas multiplicatif s’obtient en considérant le log, qui est un isomorphisme de
groupe, et qui préserve la densité.0

e 7 + bZ dans (R, +) est de la forme a.Z si b est rationnel, et dense si b est irra-
tionnel.

21.9 Zoologie des opérations d’un groupe sur un en-
semble

21.9.1 Opération d’un groupe G sur lui-méme par translation a
gauche

On associe a tout élément g de G la fonction qui & « € G associe g.z.

Cette opération est transitive (il y a une seule orbite) et fidele.

Théoréme 803 (Théoreme de Cayley) Si G est fini, alors G est isomorphe a
un sous-groupe du groupe des permutations de G.

Démonstration : L’application qui a g associe I’application = +— g.x est un ho-
momorphisme injectif ; donc G est isomorphe a son image par cette application, qui est
donc un sous-groupe du groupe des permutations de G.O

Pour "fixer les idées”, on peut se représenter Z/nZ isomorphe a I’ensemble des
applications qui & T associe T + P.
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21.9.2 Opération d’un groupe G sur le groupe i/ H par transla-
tion a gauche

Définition 804 (Action par translation a gauche) A un élément g et une
classe g'.H on associe la classe g.q'.H. On vérifie facilement que cette opéra-
tion est bien définie et définie bien une opération d’un groupe sur un ensemble.
L’opération est clairement transitive, par contre elle n’est pas fidéle en géné-
ral. Le noyau de I’application ¢ associée (voir définition d’un opération d’un
groupe sur un ensemble) est égal a

Ngecg.H.g™!

(par définition du noyau, il suffit de I’écrire)

21.9.3 Opération d’un groupe sur lui-méme par automorphismes
intérieurs

Définition 805 (Action par automorphismes intérieurs) A g € G on asso-
cie 'automorphisme intérieur x — g.x.g .

Proposition 806 e Les orbites sont exactement les classes d’équivalence pour
la relation de conjugaison. e Le stabilisateur d’un élément x est I'ensemble
des g tels que x = g.x.g™ ', ¢’est a dire x.g = g.x; ¢’est donc Uensemble des
éléments qui commutent avec x, on I'appelle centralisateur de x. On généra-
lise cette définition en I'élargissant aux parties de G ; le centralisateur d’une
partie est l'ensemble des éléments qui commutent avec tous les éléments de
ceile partie.

e Le centralisateur de G tout entier est donc le centre de G, c’est a dire I'en-
semble des éléments qui commutent avec tous les autres.

o Les éléments d’une classe de conjugaison ont méme ordre et méme nombre
de poinis fixes.

On peut par exemple considérer le groupe GL(n,K) les classes de conju-
gaison, c’est a dire les orbites, sont alors les classes d’équivalence pour la
relation "étre semblable a".

21.10 Zoologie des groupes

On trouvera une étude des groupes Z/nZ et (Z/nZ)* dans la partie22.5.
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21.10.1 Les p-groupes

Rappelons qu’un p-groupe est un groupe de cardinal (donc d’ordre) p™ avec p un
nombre premier.

Proposition 807 (Le centre d’un p-groupe non trivial est non trivial) Si G
est un p-groupe de cardinal > 1 alors son centre est de cardinal > 1.

Démonstration : On fait agir G sur lui-méme par automorphismes intérieurs, comme
indiqué en 21.9.3, et on applique la proposition 21.10.1. On en déduit que le centre est
de cardinal congru & p, or il est non réduit 4 0.0

21.10.2 Groupe linéaire et groupe spécial linéaire

Définition 808 Erant donné K un corps commutatif quelconque et I un K-
espace vectoriel de dimension finie, on appelle groupe linéaire GL(FE) le
groupe des automorphismes de F.

GL(E) estisomorphe a G L(n, K), groupe des matrices inversibles de taille n x n,
a coefficients dans K, avec n la dimension de F.

On notera que deux matrices semblables A et B vérifient qu’il existe P tel que
A = P 1.B.P: celarevient donc a dire que A et B sont conjuguées.

Définition 809 Le noyau de I’homomorphisme qui a [ associe son détermi-
nant est par définition I’ensemble des automorphismes de déterminant 1; on
U’appelle groupe spécial linéaire et on le note SL(E).

SL(E) estisomorphe & SL(n, K), groupe des matrices de G L(n, K) de détermi-
nant 1.

Proposition 810 On a une suite exacte :
dét
1 — SL(K) — GL(E) — K* = 1

En outre, le groupe linéaire GL(FE) est isomorphe au produit semi-direct du
groupe spécial linéaire SL(E) par K*.

K* désignant K — {0}.
Démonstration : 11 suffit de prendre pour injection de SL(FE) dans GL(F) la
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simple identité, et de considérer le sous-groupe H de G L(E) des matrices de la forme

AO O ... 00
01 0 ... 00
00 1 ... 00
0 0 0O 1 0
0 0 0 0 1

avec A non nul,

Le déterminant induit bien une bijection de H sur K*, on a bien H N SL(E) réduit
a I'élément neutre, on a bien SL(E).H = GL(E), et SL(E) est clairement distingué.
O

Proposition 811 (Générateurs de GL(E) et SL(E)) e GL(FE) est engendré
par I’ensemble des dilatations de F.
e SL(FE) est engendré par 'ensemble des transvections de F.

Démonstration : Je ne détaillerai pas intégralement la preuve, laborieuse, mais
peu difficile. I suffit de montrer les points suivants, dans cet ordre :

e Toute matrice de la forme I + AE; ; pour z # j, avec A € K et F; ; la matrice
définie par (F; ;)i = 1sii = ket j = I et O sinon, est la matrice d'une transvection.
L'inverse d’une matrice de transvection, est une matrice de transvection.

e Une matrice de déterminant 1 est égale & un produit de matrices de transvections.
Pour le prouver, on considére M une telle matrice, on la multiplie par des matrices de
transvection pour se ramener A une matrice n’ayant qu’un seul élément non nul sur la
premigre ligne, pour que cet élément soit I’élément en haut 2 gauche, et pour qu’il soit
égal a 1. 11 suffit alors de procéder par récurrence en considérant un produit de matrices
par bloc.

(ce point est exactement le deuxiéme point annoncé)

¢ Une matrice appartenant & GL(F) est le produit d’'une matrice appartenant 2
SL(I) et d’une matrice de dilatation (voir proposition 810).0

21.10.3 Groupe orthogonal et groupe spécial orthogonal

= Cas général

Définition 812 On appelle groupe orthogonal d’un espace euclidien F [’en-
semble des automorphismes orthogonaux de I muni de la composition o; on
le note O(I9).

On appelle groupe spécial orthogonal d’un espace euclidien ' 'ensemble
des automorphismes orthogonaux de I de déterminant 1 muni de la composi-
tion o ; on le note SO(E) ou O (E).

On note O~ (F) le complémentaire de SO(F) dans O(E).

On note en outre O, (R) 'ensemble O(IR™).

On note en outre SO, (R) I'ensemble SO(R™).
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Ces espaces sont isomorphes aux espaces déerits en 21.10.4, donc je n’approfondis
pas plus ici pour le moment, 4 part les cas spéciaux des dimensions 1, 2 et 3.

& Dimension 1

Ce cas est de peu d’intérét ; les seules transformations orthogonales sont z — z el

& Dimension 2

Un rapide calcul montre que les matrices des transformations orthogonales en di-
mension 2 sont de I'une des deux formes suivantes :

( cos(0) —sin(0) ) ( cos(0)  sin(0) )

sin(6)  cos(0) sin(f) —cos(0)

La matrice de gauche représente une transformation du groupe spécial orthogonal
(c’est a dire de déterminant 1, et donc dans SO(E) = OT(E)), celle de droite une
transformation qui n’est pas de ce groupe (c’est a dire que celle-ci est de déterminant
—1, et donc dans O~ (E)).

(le calcul est facile, il suffit de se souvenir que 22 +y% = 1 — 30/ = cos(0) ety =
sin(0))

Définition 813 On appelle rotation d’angle 0 un endomorphisme associé a la

matrice :
( cos(0) —sin(0) )
sin(0)  cos(6)

Toujours par des calculs sans grande difficulté on montrerait que SO,(IR) com-
mute, et est en fait isomorphe & R/(2.11.Z) ; les seules transformations orthogonales
de déterminant 1 sont en fait les rotations. On note ry la rotation d’angle 6.

En étudiant la matrice de droite, on constate qu’elle est symétrique, donc diago-
nalisable (voir la partiec 29.5.2) ; son polyndme caractéristiques est X2 — 1; elle est
semblable a ( (]) _0] ) 1l s’agit donc en fait d’une symétrie par rapport a un hy-
perplan (ici hyperplan = droite car on est en dimension 2). Ainsi les transformations
orthogonales de déterminant —1 sont en fait des symétries par rapport a des droites. On
note que les symétrics ne commutent pas, elles. On note sy la symétrie correspondant

(0 est en fait le double de I’angle de I’axe invariant avec le premier axe).

On nolera que sg © sgr = Tg_pr.

"angle n’est défini qu’a 2.11 prés pour les rotations et les symétries.
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e Dimension 3

Proposition 814 En dimension 3, OT (E) comporte :

o les rotations axiales

o identité, qui est un cas particulier de rotation axiale

o la symétrie par rapport a une droite, qui est un cas particulier de rotation
axiale

En dimension 3, O~ (E) comporte :

e les symétries orthogonales par rapport a un plan

o les composées d’une rotation autour d’un axe et d’une symétrie par rapport
au plan orthogonal a cet axe

On se donne f un endomorphisme orthogonal de F euclidien de dimension 3, ¢t on
considere I I’ensemble {z/f(z) = z} (ensemble des invariants par f). On va classer
les f possibles suivant la dimension de 1.

odim I =3
Pas drole : f est I'identité, et donc f € SO(E) = OV (E).

odimI =2

Alors I’orthogonal de I est de dimension 1; la restriction de f a cet espace est un
endomorphisme orthogonal (rappelons que si un espace est stable pour un endomor-
phisme orthogonal, alors son orthogonal aussi). Ce n’est pas I’identité puisque f n’est
pas I’identité, donc il s’agit de z — —xz (si un endormorphisme est orthogonal, ses
seules valeurs propres possibles sont 1 et —1). f est donc une symétrie par rapport 2 un
plan. f € O™ (E).

odimlI=1

La restriction de f a I’orthogonal de I (rappelons que si un espace est stable pour un
endomorphisme orthogonal, alors son orthogonal aussi) est un endomorphisme ortho-
gonal et n’a pas de vecteur invariant ; donc ¢’est une rotation. Donc f est une rotation

autour d’un axe. Sa matrice est semblable a la matrice

cos(0) —sin(0) O

sin(@) cos(@) O

0 0 1

f est de déterminant 1, et donc appartienta SO(E) = OT (E).

odimlI=0

En dimension 3, tout endomorphisme admet au moins une valeur propre (tout poly-
ndme de degré impair admettant au moins une racine sur R).
f admet donc nécéssairement une valeur propre. Or un endomorphisme orthogonal ne
peut avoir pour valeur propre que 1 ou —1; donc —1 est valeur propre.
On va maintenant considérer O, I’ensemble des z tels que f(z) = —=z, et on va raison-
ner sur la dimension de O.
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dim O =3 Onaalors f lasymétrie par rapport 2 0; f est dans O(E) et pas dans
SO(E); f estdans O~ (F).

dim O = 2 : cas impossible Supposons dim O = 2.

Alors I’orthogonal de O est stable par f; donc soit la restriction de f a cet ortho-
gonal est I’identité, soit ¢’est moins I’identité ; puisque dimn I = 0 il s’agit de moins
I’identité. Donc en fait dim O = 3, d’ou contradiction. Donc ce cas ne peut se produire.

dim O =1
On considere alors la restriction de f & I’orthogonal de O. 11 s’agit d’un endomor-
phisme orthogonal en dimension 2, sans valeur propre ; donc une rotation qui n’est pas
une symétrie par rapport 2 un point, ni I’identité. f est de déterminant —1, et donc est
dans O(F) mais pas dans SO(E) ; f € O~ (E).

21.10.4 Groupe orthogonal réel et groupe spécial orthogonal réel

Définition 815 On appelle groupe orthogonal réel d’ordre n [’ensemble des
matrices M réelles de type (n,n) telles que *M.M = I, on le note O, (R) ; il
s’agit d’un sous-groupe du groupe linéaire réel d’ordre n.

On appelle groupe spécial orthogonal réel d’ordre n I’ensemble des matrices
M réelles de type (n,n) telles que *M.M = I et det M = 1, on le note
SO, (R); il s’agit d’un sous-groupe du groupe orthogonal réel d’ordre n et
d’un sous-groupe du groupe spécial linéaire d’ordre n.

On appelle matrice orthogonale une matrice appartenant @ O, (R) pour un
certain n.

Proposition 816 (Propriété des matrices orthogonales réelles) Une  ma-
trice est orthogonale si et seulement si sa transposée lest.

Une matrice est orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes forment
une famille orthonormale de R™.

Une matrice est orthogonale si et seulement si ses vecteurs lignes forment une
Jamille orthonormale de R™.

Une matrice est orthogonale si et seulement si il s’agit d’'une matrice de
changement de bases orthonormales.

Une matrice orthogonale est de déterminant 1 ou —1.

Une valeur propre de matrice orthogonale est soit 1 soit —1.

Une matrice orthogonale M vérifie com(M) = det(M).M.
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21.10.5 Groupe affine d’un espace affine

Définition 817 On appelle groupe affine d’un espace affine X [’ensemble
des applications affines bijectives de X dans lui-méme muni de la composi-
tion ; c’est un groupe. On le note GA(X).

On appelle groupe spécial affine d’un espace affine X I’ensrﬂzbie des appli-
cations affines bijectives [ de X dans lui-méme telles que det [ = 1, muni de
la composition ; ¢’est un groupe. On le note SA(X).

Le fait qu’il s’agisse d"un groupe est facile a voir. La proposition suivante est évi-
dente :

Proposition 818 L’application [ — T est un morphisme de GA(X) dans
GIJX-C

Etudions maintenant la structure du groupe G A(X).

B Générateurs de GA(X) et SA(X)

Proposition 819 e GA(X) est engendré par I’ensemble des dilatations affines
de X
e SA(X) est engendré par I’ensemble des transvections affines de X

Démonstration :  Simple conséquence de la proposition 811.0

& Sous-groupes remarquables de GA(X)

< Le sous-groupe des symétrie
L'ensemble des symétries est un sous-groupe distingué de GA(X). En effet, avec

s 4 g 1a symétrie par rapport a A parallelement T?’, ona

* 1 -]
9oy, z2°9 9(v),9(Z)
o Le sous-groupe des translations
Lensemble T'(X) des translations de I'espace affine X est un groupe pour la com-

position ; ce groupe est distingué. On le voit en constatant que ¢’est le noyau du mor-
phisme qui & f dans GA(X) associe T dans GL(F{’).
—
Le groupe quotient de X par 7°(X) est isomorphe a X .

© Le sous-groupe des homothéties-translations
L’ensemble des homothéties et des translations d’un espace affine X est stable par
composition et contient I'identité ; or il est inclus dans GA(X). Donc ¢’est un sous-
groupe de G A(X). Il est généré par les homothéties (toule translation s’exprime comme
composée de deux homothéties de rapport inverse).
Ce sous-groupe est exactement ’ensemble des bijections de X transformant toute
droite en une droite parallele.
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< Le sous-groupe des applications affines bijectives de X laissant une partie don-
née invariante

On fixe une partie P de X, eton considere G I’ensemble des f appartenanta GA(X)
telles que f(P) C P ; G est stable par composition et contient I’ identité, ¢’est donc un
sous-groupe de GA(X).

< En dimension finie, le sous-groupe des applications affines laissant fixe un repére

On suppose que X est de dimension finie 7. On se donne alors un repere affine
Ag, A1, ..., An.

Nécéssairement, une bijection affine f laissant invariant un repére a pour restriction

a la partie {Ao, ..., A} une permutation o. Une application affine étant entirement

déterminée par I’image d’un repére affine, on en déduit que I’ensemble des applications

affines bijectives laissant invariant le repére Aqg, A1, ..., A, est un groupe isomorphe a

0n+1

= Le groupe affine comme produit semi-direct

On a vu que T'(X), ensemble des translations de X, est distingué dans GA(X),
—
puisque noyau du morphisme f — f.On aune suite exacte

N
f=7
1-T(X)—-GAX) — GL(X)—1

On se donne O appartenant 2 X donné ; I’application f — 7) induit une bijection
de I’ensemble des bijections affines de X laissant O invariant sur 5(); on a donc un
relévement de GL(?).

Donc GA(X) =T(X) % GL()_(>), avec pour action de GL(X) dans T'(X) 7.t =
iy loto lo avec fo I’application affine laissant O invariant et associée a ? (ce qui

revienta f iz =t en notant ¢ la translation de vecteur ).

@y

N

En considérant I’isomorphisme évident entre T'(X) et X (c’est-a-dire en rempla-
cant une translation par le vecteur de cette translation) on peut aussi écrire

GA(X) = X x GL(X)

Et quel que soit O dans X on peut écrire toute application bijective affine f de X
dans X sous la forme f = toug avec ug application affine bijective laissant O invariant.

21.10.6 Groupe projectif d’un espace vectoriel de dimension finie

Définition 820 - Proposition On se donne E un K-espace vectoriel de di-
mension finie. L’ensemble des homographies de P(FE) dans P(E) forme un
groupe pour o, appelé groupe projectif de F, noté PGL(FE). Ce groupe est
isomorphe ¢ GL(E) /(K \ {0}.1), avec I lidentité de F dans E.

On note usuellement PG L,,(K) pour PGL(K™).

Démonstration : Seul I’isomorphisme mérite d’étre détaillé.
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Considérons I’application H, qui a2 un endomorphisme de /2 associe 1I’homographic
associée a cet endomorphisme (on se donne bien entendu pour cela un repere projectif
de ).

Son noyau est I’ensemble des applications linéaires de £ dans F qui laissent toute
droite invariante. 1l faut donc montrer qu un endomorphisme laissant toute droite inva-
riante est une homothétie.

Lemme 821 Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie lais-
sant invariante toute droite est une homothétie.

Démonstration : On procéde par récurrence sur la dimension 7 de I'espace vecto-

riel .

Pour n = 1 le résultat est clair.

Pour nn > 1, on considére f un endomorphisme de 7, tel que pour tout z il existe
un scalaire A, tel que f(z) = A,.z.

1l est clair que si @ et y de £ sont liés, alors A, = A,,.

Considérons maintenant z et y linéairement indépendants.

Alors f(x +y) = Apiy-@ + Aoy = f(2) + f(y) = Az + Ay, donc A\, =
/\1; by — /\y.

On a donc montré le résultat souhaité.0

Du coup, grice a ce lemme, la preuve de la proposition est achevée.O

21.10.7 Groupe unitaire et groupe spécial unitaire d’un espace her-
mitien

Définition 822 On appelle groupe unitaire de I et on note U(FE) avec F un
espace hermitien (voir partie29.6) I’sensemble des automorphismes unitaires
de I, c’est-a-dire des automorphismes [ de E tels que [~ = [*, muni de la
composition.

On appelle groupe spécial unitaire de F, et on note SU(E), avec E un espace
hermitien, le sous-groupe de U (E) constitué des automorphismes unitaires de
FE de déterminant 1.

Ces groupes sont isomorphes aux groupes dont il est question ci-dessous.

On note bien que le déterminant d’un élément de U (F) peut étre n’importe quelle
valeur du cercle unité, et pas sculement 1 et —1 comme dans le cas des endomor-
phismes orthogonaux d’un espace euclidien.
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21.10.8 Groupe unitaire complexe d’ordre 7 et groupe spécial uni-
taire complexe d’ordre n

Définition 823 L’ensemble des matrices M de type (n,n) a coefficients dans
C telles que "M .M = I est un groupe pour o ; on I’appelle groupe unitaire
complexe d’ordre n, et on le note U, (C).

L’ensemble des matrices M de type (n,n) a coefficients dans C telles que
‘M.M = I et det M = 1 est un groupe pour o; on I’appelle groupe spécial
unitaire complexe d’ordre 7. ; on le note SU, (C), c’est un sous-groupe de
U,(C).

21.10.9 Groupe des similitudes d’un espace euclidien

Définition 824 On appelle groupe des similitudes d’un espace euclidien ©/
et on note GO(E) ’ensemble des similitudes d’un espace euclidien E, muni de
la composition o. On appelle groupe des similitudes d’un espace euclidien
E et on note GO(E) Uensemble des similitudes d’un espace euclidien E, muni
de la composition o.

1l s’agit d’un groupe, sous-groupe de GL(E) (groupe linéaire de F, ensemble des
automorphismes de F.

Il est isomorphe & R x O(E), avec O(F) I’ensemble des automorphismes ortho-
gonaux de F.
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21.10.10 Groupe des quaternions

Définition 825 On le note Hg. Ses éléments sont 1, —1,1, 7, k, —i, —j, —k, et
la multiplication est définie par la table suivante :

1 i j k
[T i 4 &
ili -1 k —j
ili -k -1 i
k|k j —i -1

On peut aussi résumer la loi de multiplication par
ij=k,jk=1iki=j
ji=—k,kj = —iik = —j
2= 2 k2= 1

D(Hg) = {1,-1}
Z(Hs) = {1,~1}

Ce groupe n’est pas commutatif. Ses sous-groupes sont {1}, {1, —1},{1, —1,%, —i}
et Hg lui-mé&me ; ils sont tous distingués. Cela montre d’ailleurs que la propriété des
groupes abéliens d’avoir tous leurs sous-groupes distingués n’est pas une condition
suffisante pour que le groupe soit abélien.
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21.10.11 Groupe symétrique

Définition 826 On appelle permutation d’un ensemble une bijection de cet
ensemble sur lui-méme.

On appelle support d’une permutation sur un ensemble tout élément de cet
ensemble qui n’est pas invariant par cette permutation.

On appelle cycle d’un ensemble une bijection f telle qu’il existe aq, ..., a, (en
nombre fini et distincts) tels que f(a;) = a;q pouri < n, fla,) = a; et
f(b) = bsibn’est aucun des a;. n est Uordre du cycle ; il ne s’agit pas d’une
définition, car cet ordre colle a la notion d’ordre sur les éléments d’un groupe.
n est aussi appelé longueur du cycle (cetie fois-ci ¢’est bien une définition!).
On appelle n-cycle un cycle d’ordre n.

On appelle transposition une permutation qui «échange» deux éléments. On
note (a,b) la transposition qui échange a et b. Une transposition est un cycle
est longueur 2.

On appelle groupe symétrique d’un ensemble E I'ensemble des permutations
de cet ensemble.

On note oy, et on appelle n-itme groupe symétrique standard le groupe sy-
métrique de {1,2, ...,n}. Tous les groupes symétriques sur des ensembles de
cardinal n sont isomorphes a o,.

Pour un n donné on appelle signature 'unique homomorphisme € de o,, dans
{1, —1} tel que €(7) = —1 lorsque T est une permutation.

On appelle n-ieme groupe alterné le noyau de € (dans o). On le note U,
On appelle matrice associée la permutation o de o,, la matrice M telle que
Mi 5 = i 0(5)-

Remarques et propriétés :
e On parle aussi, au lieu de n-ieéme groupe symétrique standard, de groupe symétrique
d’ordre n ; il faut bien voir que ce groupe n’est PAS d’ordre n mais d’ordre n!.
e Pour bien faire il faudrait démontrer que I’on caractérise bien ici la signature. Cela
serait fait dans la partie 21.10.11.

Proposition 827 e |0, | = n!

e Z(o,)=1sin>3.

® 0, est engendré par les transpositions

e o, est engendré par les transpositions de la forme (a,a + 1), avec a €
[1,n—1].

e o, est engendré par les transpositions de la forme (1,a), avec a € |1, n|.

e 0, est engendré par la transposition (1, 2) et le cycle (1,2, ..., n).

o U, est engendré par les cycles d’ordre 3.

e Des cycles de supports disjoints commutent.
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Proposition 828 Soit p une permuiation de F fini. L’orbite d’un point x pour
p est 'ensemble des p™ () avec n € N. p est un cycle §’il existe une orbite el
une seule qui soit de cardinal > 1.

Démonstration :  Si on a un cycle, il est clair qu’il existe une seule orbite de car-
dinal > 1; si on a une seule orbite dans ce cas, alors on considére les éléments de
I’orbite, la suite est évidente.O

Théoréme 829 Toute permutation peut s’écrire comme produit de cycles de
supports deux a deux disjoints. La décomposition est unique a l'ordre prés des
facteurs.

Démonstration :

Considérons une permutation o de [1,n]. L'unicité de sa décomposition sous la
forme annoncée découle immédiatement de I'étude des orbites de I'action de {Id, o'}
sur [1, n] (on considere ce qu’il se passe sur chaque orbite).

Pour I’existence, on se restreint aussi a une telle orbite. 1 est clair que o se com-
porte sur cette orbite comme un cycle. D’ot le résultat.0

Proposition 830 Le centre de o, est trivial dés que n > 3.

Démonstration : Soit o élément non neutre de o,. 11 existe alors i tel que o (i) =
j # 1. On prend alors k différent a la fois de @ et de 7, et on constate que o o (7 k) (z) #
(7 k)oo(i)O

&= La conjugaison dans o,

On considere 1’opération de o, sur o, par automorphisme intérieur, comme étudié
en 21.9.3,

Proposition 831 e Ceite opération est transitive, et méme k transitive pour
tout k. Elle est fidéle pour n > 3, puisqu’alors le centre est trivial.
e Si on se limite a U,,, cette opération est n — 2 fois transitive.

Démonstration : Le premier point est évident. Pour le second, on considére k <
n — 2 éléments de {1,...,n}, et on ajoute deux autres points ; on considere la per-
mutation qui affecte nos k points correctements, et qui, si la permutation obtenue est
impaire, permute les deux points supplémentaires.O
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Proposition 832 e Pour tout m, I’ensemble des cycles d’ordre m est une orbite
(c’est a dire une classe de conjugaison).
e Sin > b les cycles d’ordre 3 sont conjugués dans U,

Démonstration : Remarquons tout d’abord que si f = (z1,...,2%) € op et
g € op, alors g.f.g 1 = (g(z1), ..., g(xx)). Pour montrer le premier point, il suffit
alors, étant donnés deux cycles de méme longueur (xg, ..., i) et (Yo, ..., yx) de consi-
dérer la permutation p qui A ; associe y; ; on abien p.x.p ! = y.
Le deuxieme point est plus délicat, et utilise la proposition 831. Etant donnés deux 3-
cycles (zo, x1, 22) et (Yo, ¥1,y2), on considére la permutation p de U,, qui & z; associe

yisonabienx = p.yp 1.0

@ Les matrices de permutations

Définition 833 L’application ¢ qui & une permutation associe la matrice as-
sociée a cette permutation est un morphisme injectif dans G L,,(K) (ensemble
des matrices inversibles de type (n,n)).

On a la propriéié ¢(s) ' = ¢p(o ') =* ¢(o).

Le déterminant de ¢(s) est égal a la signature de s.

@ La signature

Proposition 834 (Différentes caractérisations de la signature) On peut dé-
finir la signature € sur o, de l'une des facons suivantes :

1) On appelle inversion d’une permutation p, une paire (i,7) d’'éléments tels
que (5 —1).(p(4) — p(3)) < 0. On définit €(p) = (—1)7®), avec Inv(p) le
nombre d’inversions.

2) Il existe un unique morphisme € de o, sur {—1,1} tel que e(t) = —1 si t est
une permutation.

3) e(p) est égal a (—1)* avec s le nombre de transpositions dans une décom-
position de p en produit de transpositions.

Démonstration : Pas tres trés dur... Pour voir que 1 entraine 2 il faut voir que ¢(p)
est le produit des I1; ﬂi;.‘:_f(&l le reste est facile.O
Il y a en outre une caractérisation de la signature, donnée en 21.10.11.

&= Simplicité de U,, pour n > 4; conséquences

Cette preuve est tirée de [14, p. 28], fort bon livre en algébre, pour ceux qui
connaissent déja les bases du moins.
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Théoreme 835 U, est simple (i.e. sans sous-groupe distingué non trivial) si
n > 5.

Démonstration : On procéde en deux étapes :
elecasn=>5
- Le groupe Us se décompose en 60 éléments ; I'identité, 15 éléménts d’ordre 2, qui
sont des produits de deux transpositions disjointes, 20 éléments d’ordre 3, qui sont des
3-cycles, et 24 d’ordre 5, qui sont des 5-cycles. On va se préoccuper des classes de
conjugaison de Us.
- les éléments d’ordre 2 sont conjugués (facile).
- les 3-cycles sont conjugués.
Supposons H sous-groupe de Us, et H < Us, et H # {1}.
- §’il contient un élément d’ordre 3 il les contient tous, puisqu’il est distingué et que
les éléments d’ordre 3 sont conjugudés.
- §’il contient un élément d’ordre 2 il les contient tous, puisqu’il est distingué et que
les éléments d’ordre 2 sont conjugués.
- S’il contient un éléments x d’ordre 5, alors il contient aussi le 5-Sylow engendré par
a (voir les théorémes de Sylow, 21.5). Les 5-Sylow étant tous conjugués, il les contient
donc tous ; tout élément d’ordre 5 étant inclus dans un 5-sylow, tout élément d’ordre 5
est alors inclus dans H.
- §’il contient donc un scul type d’éléments parmi les éléments ci-dessus en plus de
I'unité, alors alors son cardinal serait soit 1 - 20, soit 1 + 24, soit 1 + 15; or ces
nombres ne divisent pas 60. Donc il contient au moins deux types de ces éléments.
Donc son cardinal est au moins 1 + 15 + 20, et comme il divise 60, /1 est en fait égal
a Us. Le résultat est donc prouvé dans le cas de Us.
elecasn > 5
- On considere H <11 Uy, H # {1} ; on considére o dans H, o # 1.
- Par hypoth&se on a un certain a tel que b = o(a) # a.
- on peut choisir ¢ différent & la fois de a, de b et de o (b).
- on considere 7 le 3-cycle (ach). 7~ = abe.
- On note p la permutation (1.0.71).0 ! = (acb)(0.a,0.b, 0.c).
- L’ensemble {a, b, c, 0.a,0.b,0.c} ayant au plus 5 élément (car o.a = b), on le com-
plete par des éléments quelconques pour avoir un ensemble F' de 5 éléments contenant
{a,b,c,0.a,0.b,0.c}.
- pest I'identité en dehors de F', et p(F') = F.
- On constate que p est différent de 1’identité car p(b) # b.
- Up, ensemble des permutations paires de F' est isomorphe a Us ; on a un morphisme
injectif ¢ de Up dans U, en considérant pour une permutation £ de Uy la permutation
dont la restriction a F' est £ et la restriction 4 F° est I’identité.
- On considere H' I'intersection de H et de Up.
- H' est distingué dans U}, clairement.
- il est clair que pp appartient a Up, et que pp n’est pas I'élément neutre.,
- Par simplicité de U, on sait alors que [’ est égal a Up.
- On considére alors un 3-cycle c de I, il est dans I1’, donc ¢(c) est dans H.
- H contient donc un 3-cycle, or puisqu’il est distingué il contient aussi sa classe de
conjugaison, donc il contient tous les 3-cycles (les 3-cycles étant tous conjugués). Donc
il contient le groupe engendré par les 3-cycles, ¢’est-a-dire U,,.
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Ceci termine la preuve.O

Corollaire 836 D(U,) = U, pourn > 5 et D(oy,) = Uy pourn > 2.

Démonstration : e Premigre preuve (en utilisant le théoréme) :
D(U,,) est distingué, donc il ne saurait étre plus petit que U, puisque U, est simple,
donc D(U,,) = U,.
D(o,,) est le sous-groupe engendré par les commutateurs de o, or il est clair que ces
commutateurs appartiennent a U,, (considérer leurs signatures). Donc 1D(a,,) est inclus
dans U,,, or puisqu’il est distingué, il ne saurait étre inclus strictement.
e Deuxieme preuve (€lémentaire) :
- on montre facilement que tout commutateur de oy, est dans U,,.
- on en déduit que D(U,) C D(o,) C U,
- on montre alors que tout 3-cycle de U, s’écrit comme commutateur d’éléments de
U, ; en effet avec f un tel 3-cycle, f et f2 sont conjugués dans U,, (vrai pour toute
paire de 3-cycles), donc f2 =+t.ft ' etdonc f =¢.ft~1.f~1.0

Corollaire 837 Les sous-groupes distingués de o, sont {1},U,, oy,

Démonstration : Supposons H sous-groupe distingué de o,.
e HNU,estégalaloul,,
e Si HNU, = Uy, alors si H # U, alors H contient un produit impair de transpo-
sitions ; en multipliant par I'inverse du produit des transpositions sauf une on constate
que H contient une transposition. Etant données deux transpositions, on constate qu’elles
sont conjuguées par les éléments de U, ; donc H contient en fait tout o,.
e Si H N U, = {1}, alors e est un isomorphisme de H sur ¢(H). Donc H contient en
fait un seul autre élément au plus. S’il en contient deux alors soit 7 I'autre élément ; il
doit commuter avec n’importe quel élément puisque H est distingué et puisque 7 n’est
pas conjugué a I'unité ; or le centre de o,, est trivial.O

Corollaire 838 Sois G un sous-groupe de o, d’indice n. Alors G est iso-
morphe a o, 1.

Démonstration : On rappelle que I'indice d’un sous-groupe, on appelle indice le
cardinal du groupe quotient. Un sous-groupe d’indice n de o, est donc en fait un sous-
groupe de cardinal (n — 1)1
Le cas n < 4 s’obtient facilement. Pour n > 5, on constate que o,, ou GG opére 4 gauche
sur I’ensemble quotient (par translation & gauche, voir 21.9.2). On a donc un homomor-
phisme ¢ de o, dans I’ensemble des permutations de o,,/H, qui est isomorphe & o,,.11
reste maintenant a voir que cet homomorphisme est injectif (le caractére surjectif se
déduisant alors des cardinaux). Son noyau est I’intersection des a.G.a~' pour a dans
0. et dong il est de cardinal au plus le cardinal de G, donc (n—1)!; or il est distingué,
et on a montré que les seuls sous-groupes distingués de o, étaient {1}, U, et o, ; done
il s’agit de 1, d’ob le résultat. O
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Admettons enfin sans preuve la proposition ci-dessous :

Proposition 839 Sin # 4 et n £ 6 tous les G vérifiant ces hypothéses sont
conjugués. En fait, avec les mémes hypotheses que ci-dessus, il existe i tel que
G soit ensemble des permutations laissant © invariant.

= Décomposition de o,

On a une suite exacte

€
1-U,—0o,—{-1,1} =1

avec e la signature. Avec 7 une transposition (c¢’est a dire une permutation de deux
éléments) alors {Id, 7} est un groupe qui est une section pour ¢, donc on a

On = Uy x {7, 1d} ~ U, x {=1,1} ~ U, x Z/27.

En outre, 0, est isomorphe a I’ensemble des automorphismes intérieurs lorsque n > 3 ;
en effet le centre est alors trivial. On verra plus bas que I’ensemble des automorphismes
intérieurs est lui-méme égal a I’ensemble des automorphismes lorsque n # 6.

[ Automorphismes de o,

© Les automorphismes intérieurs sont des automorphismes

Les automorphismes intérieurs sont les automorphismes de la forme t — w.r.u™ !,
avec w une permutation quelconque. Les automorphismes intérieurs forment un sous-
groupe du groupe des automorphismes, de maniere évidente.

© Les automorphismes sont des automorphismes intérieurs lorsque n 6

Proposition 840 Un automorphisme de o, transformant toute transposition
en transposition est un automorphisme intérieur.

Démonstration : On considere les transpositions ¢; = (1,4) pour ¢ > 1. Ces
transpositions engendrent toutes les transpositions. Il suffit donc de montrer que ¢,
qui transforme toutes ces transpositions en transpositions, coincident avec un automor-
phisme intérieur.

Pour cela on constate que :

e les ¢(t;) ne sont pas disjointes deux a deux.

o o(t;) et $(t;) ont méme élément commun que ¢(t;) et (tx).

e on peut donc noter ¢(¢;) sous la forme (z1, 2;).

¢ 2z est la permutation recherchée, tel que I’automorphisme intérieur correspondant cor-
responde a ¢.0
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Proposition 841 On suppose n = 1.ky + 2.ks + ... + n.k, et que o est une
permutation produit de Y . k; cycles disjoints, ky d’ordre 1, ky d’ordre 2, k
d’ordre 3, ...k, d’ordre k. Alors le cardinal du centralisateur de o est égal a

le(s)] = I k;!.i*:

Démonstration : e Tout d’abord on montre le résultat pour un seul cycle, d’ordre
Ti.
Le centralisateur est alors tout simplement de cardinal n ; il $’agit du sous-groupe en-
gendré par ce cycle. Pour le voir on se raméne 2 un cycle (1,2, ..., n) ; pour que 7 com-
mute avec ce cycle, il faut que 7(n+1) = 7(n)+1, ¢’est-a-dire que 7(n+1)—7(n) = 1,
donc que 7(n) = 7(0) + n (on compte modulo n) ; on a donc un élément dans le cen-
tralisateur pour tout élément de [1, n).
¢ On le généralise ensuite a k cycles de méme ordre 7.
Alors en se restreignant aux permutations laissant invariants chacun des supports, on a
i possibilités, on obtient donc 7. Mais il reste la possibilité d’intervertir les supports,
il faut donc multiplier par k!. 1l est clair que toutes les permutations ainsi construites
sont bien dans le centralisateur ; pour la réciproque, il suffit de supposer que a et a+ 1
appartenant au support du méme cycle (supposés de la forme (7,7 +1,..,7+1—1), et
qu’ils ne sont pas envoyés dans un méme support ; on constate alors que notre permu-
tation ne saurait commuter avec notre produit de cycles.
e On le généralise enfin au cas le plus général.
Facile ! I1 suffit de faire comme ci-dessus et de constater que quand deux supports ont
pas la méme taille il est impossible de mettre tous les éléments de 1'un dans I’autre...00

Théoréme 842 Si n # 6 alors tout automorphisme de o, est un automor-
phisme intérieur.

Démonstration : L’image d’une transposition par un automorphisme ¢ est d’ordre
2, et donc est un produit de k cycles disjoints. Par la proposition 841 le cardinal de son
centralisateur est alors 2% .k!.(n — 2.k)! ; ce cardinal est aussi le cardinal du centralisa-
teur de notre transposition initiale, done 2.(n — 2)!. Si n = 6, on a une solution avec
n =6e¢etk = 3,sin # 6, on a une seule solution pour & = 1. Donc I'image d’une
transposition par ¢ est une transposition ; donc par la proposition 840 ¢ est un auto-
morphisme intérieur.C]
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21.10.12 Groupes en géométrie
© Groupe diédral D,

Définition 843 (Groupe diédral) On appelle groupe diédral d’ordre n et on
note Dy, le groupe des isométries du plan conservant un polygone régulier a
n cotés. Il contient 2.n éléments, comme on pourra s’en convaincre en distin-
guant le cas n pair et le cas n impair ; n rotations et n syméiries.

On note R,, 'ensemble des n rotations de D,,.

Proposition 844 On a R,, <u D, et done

p
1—- R, —D,—Z/2Z — 1

en effet D,, érant d’ordre 2.n, le quotient de D,, par R,, est d’ordre 2, et ne
peut done étre qu’isomorphe a 7./2.7.

Etant donnée v € Dy, \ R,, {r,1d} fournit une section; donc on a D,, =
Ry, x {r, Id}, donc D,, ~ Z/nZ x 7./ 27.

On pourra consulter la partie 34.3.1 pour plus d’informations sur le groupe diédral.

21.11 Application des groupes a la géométrie

Ci-dessous une liste non exaustive d’applications des groupes en géométrie :

— cercle unité complexe (U, x), groupe des nombres complexes de module 1,
permettant de définir les angles. Isomorphe 2 O (R).

— groupe linéaire G L( F) des applications linéaire d’un espace vectoriel dans lui-
méme. Voir 21.10.2.

— groupe affine GA(E) des bijections affines d’un espace cuclidien & dans lui-
méme. Le centre de GA(E) est réduit a I'identité. On remarquera notamment
que si le groupe additif d’un espace vectoriel agit librement et transitivement
sur un ensemble &, celui-ci est muni par cette opération d’une structure d’espace
affine. Voir 21.10.5.

— groupe des isométries d’un ensemble (voir partie34.3)

— groupe des similitudes d’un espace euclidien (voir partie 21.10.9)

— groupe orthogonal d’un espace euclidien, O(E), voir 21.10.3.

— groupe projectif d’un espace vectoriel de dimension finie. Voir 21.10.6.
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Chapitre 22

Anneaux

22.1 Définitions

Définition 845 (Anneau) Un anneau est un triplet (A, +, x) tel que

o A est un ensemble non vide

o + est une loi de composition interne (c’est a dire une application de A x A
dans A), telle que (A, +) est un groupe commutatif.

e x est une loi de composition interne associative, ayant un élément neutre,
distributive par rapport a

On appelle unité de (A, -+, x) tout élément inversible pour x.

Si en outre x est commutative, I’anneau est dit commutatif.

On note 0 1'élément neutre pour laddition, 1 U'élément neutre pour la
multiplication, le symétrique de a € A pour + est noté —a, et le symétrique,
lorsque a. est une unité, de a pour x est noté a .

a x b sera souvent abrégé a.b ou méme ab.

a et b appartenant @ A sont dits associés si a = b.x pour un certain x unité.
La relation d’association est une relation d’équivalence.

On dit que a divise b, ou que a est un diviseur de b, ou que b est un multiple
de a, pour a et b dans A, s’il existe x tel que b = a.x.

On dit que a est un plus grand commun diviseur ou pged des éléments
ai, ..., Qn, Si pour tout i, dla; et si pour tout d’ Vi d'|a; implique d'|d. On
dit que a est un plus petit commun multiple ou ppem des éléments aq, ..., ay,
si pour tout i, a;|d et si pour tout d’, ¥i a;|d’ implique d|d’. a € A est dit
irréductible si a n’est pas une unité et si bla implique que b est une unité ou
que b est associé a a.

\,j-\—-'lf.,l,,
|
‘ Les notions de ppem et pged seront surtout utilisées dans le cadre d’an-
neaux principaux (voir partie 22.2), bien que leur définition puisse étre utilisée dans un
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cadre plus général.

Proposition 846 e a € A est irréductible si et seulement si a n’est pas une
unité et si b.c = a implique b ou c est une unité.
o Dans 7 les éléments irréductibles sont les nombres premiers.

Jaiici imposé I’existence d’un élément neutre pour la multiplication ; selon les ter-
minologies ce n’est pas toujours le cas. Si I’on ne suppose pas I’existence d’un élément
neutre pour la définition d’un anneau, alors un anneau vérifiant en outre cette propriété
sera appelé anneau unitaire. Dans la vie de tous les jours, les anneaux sont toujours
unitaires. L hypothese de commutativité est trés classique, mais ici cette hypothése sera
précisée quand elle est nécessaire.

Exemples :
e (7,4, x) est un anneau.
¢ (P(E), A,N) est un anneau commutatif, avec A la différence symétrique, ¢’est a dire
AAB=AUB—-ANB.

Propriétés :(notez que na, pourn € Neta € A, désignea+a+a-+---+a(an
fois), et a™ désigne a X a X a X - -- X a (a n fois).
¢ 1 # 0, A moins que le cardinal de A soit 1.
e a.0=0.a =0pourtouta € A.
e —(a.b) = (—a).b = a.(=b) pour tous (a,b) € A?
e (na).b = n.(ab) = a.(nb) pour tous (a,b) € A% etn € N.
¢ ’ensemble des unités forme un groupe pour x.

Proposition 847 (Formule du binéme de Newton) Soit a et b dans un an-
neaun A. Si a et b commutent, alors

(a+b)"= Y  Ckakor*
ke0,n]

Démonstration : Par une récurrence sans difficulté, en se rappelant que CZ =
c? - cPTio
n—1 n—1

Exemple Maple

> (x+y)3

(z+y)°
> expand(%);

z + 32y + 3zy® + o°
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Définition 848 (Diviseurs de 0, anneaux integres, éléments nilpotents) /.

. Un anneau est dit intégre si :

. Un élément a est dit nilpotent s’il existe n € N tel que a™ = 0. On

Un élément a est dit diviseur a gauche de 0 s’il existe b £ 0 tel que
b.a=0.

Un élément a est dit diviseur a droite de O s’il existe b % 0 tel que
a.b=0.

Un élément est dit diviseur de 0 s’il est a la fois diviseur a gauche de 0
et diviseur a droite de 0.

Un anneau est dit sans diviseur de 0 s’il n’admet pas de diviseur a
gauche de 0 ou de diviseur a droite de 0 autre que 0 lui-méme.

o il est de cardinal > 1
e il est commutatif
o il est sans diviseur de O

appelle alors indice de nilpotence de a le plus petit n convenable non
nul.

Remarques :
e (Z,+, x) estun anneau intégre.
¢ Tout anneau comporte un diviseur de 0 a gauche, un diviseur de 0 a droite, et un di-
viseur de 0 tout court ; il s’agit de 0 Iui-mé&me. Un anneau sans diviseur de 0 ne signifie
donc pas que I’anneau ne comporte pas de diviseur de 0.
¢ Un anneau est sans diviseur de 0 s’il n’admet pas de diviseur a gauche de 0 autre que
0. En effet, si A n’admettant pas de diviseur a gauche de 0 admet un diviseur a droite
de 0 autre que 0, alors 0 = ab pour a et b non nul, ce qui contredit le fait que 0 n’ait
pas de diviseur a gauche.
¢ De méme, un anneau est sans diviseur de 0 s’il n’admet pas de diviseur a droite de O
autre que 0.
e Un anneau est sans diviseur de O0siab=0=a =00ub=0.

Définition 849 (Morphisme d’anneaux) Une application [ d’un anneau
(A, +, x) vers un anneau (B, +, X) est un morphisme d’anneaux (ou ho-
momorphisme) si :

o [ est un morphisme du groupe (A, +) vers le groupe (B, +)

o f(z.y) = f(2).f(y) pour tout (z,y) € A

o f(1a) =15

On appelle alors noyau de f I’ensemble ker f des x € A tels que f(z) = 0.

Remarques :
e Le noyau d’un morphisme d’anneaux est le noyau du morphisme de groupes sous-

jacent.
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¢ 0 appartient au noyau de tout morphisme d’anncaux.
¢ L’image de I’inverse est I’inverse de I’image, pour chacune des deux lois.

Définition 850 (Produit d’anneaux) On appelle produit de deux anneaux
leur produit cartésien muni de ’addition terme a terme et de la multiplication
terme a terme.

On vérifie facilement qu’un produit d’anneaux est un anneau.

Définition 851 (Sous-anneau) Erant donné (A, +, X) un anneau, une partie
B de A est un sous-anneau de A si

elchB

o (B, +) est un sous-groupe de (A, +)

e B est stable par multiplication

Propriétés :
¢ Un sous-anneau est un anneau, mais un anneau inclus dans un anneau n’en est pas
nécessairement un sous-anneau ; en effet il faut considérer la condition 1 € B.
Par exemple I’ensemble des matrices de la forme

z 0

0 0
estun anneau inclus dans I’anneau des matrices 2 x 2, mais n’en est pas un sous-anneau.
e ’image réciproque d’un sous-anneau par un morphisme d’anneaux est un sous-

anneau.
¢ [’image d’un sous-anneau par un morphisme d’anneaux est un sous-anneau.

Théoréme 852 Pour tout anneau (A, +, x), il existe un unique morphisme
d’anneaux de (Z,+, x) dans (A, +, x). Il est défini par ¢(n) = 14 + ... +
1a nfois et p(—n) = —1q4 — 14 - — 14 n fois pour n > 0.

Démonstration : On vérifie aisément que ¢ ainsi définit est bien un morphisme
d’anneau. ¢(1) est nécessairement égal a 1 et ¢(0) a 0. Par récurrence, les propriétés
des anneaux permettent de vérifier que les autres éléments sont aussi définis de maniere
unique.0

Remarque : ceci montre que tout anneau contient un sous-anneau minimal qui est

$(7Z).
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22.2 Idéaux, anneaux quotients

Définition 853 (Idéal a gauche, idéal a droite) On se donne (A,+, x) un
anneau et I une partie non vide de A.

T est un idéal a gauche (resp. a droite) de (A, +, x) si

o [ est stable pour I’addition

o A.T estinclus dans I (resp. I.A est inclus dans I)

1 est unidéal (parfois on dit idéal bilatere) si I est a la fois un idéal a gauche
et un idéal a droite. A et {0} sont toujours des idéaux de A; on les appelle
idéaux triviaux de A. Les autres idéaux sont appelés idéaux non triviaux (on
dit parfois aussi idéaux propres) de A.

Exemples : Dans M, (R), 'ensemble des matrices a premiére colonne nulle est
un idéal a gauche, I’ensemble des matrices a premi¢re ligne nulle est un idéal a droite.
Propriétés :
¢ Un idéal contenant 1 ou toute autre unité de 1’anneau est 1’anneau tout entier.
¢ La réunion d’une suite croissante d’idéaux est un idéal.
o [ idéal de A et J idéal de B ; alors I x J estunidéal de A x B.
¢ L’intersection d’une famille d’idéaux est un idéal.

Proposition 854 e Le noyau d’un morphisme est un idéal.

o L’image réciproque d’un idéal par un morphisme est un idéal.

o L’image d’un idéal par un morphisme est un idéal de I’image de I’anneau (et
pas nécessairement de I’anneau dans lequel I’image est incluse...).

Définition 855 Une intersection d’idéaux étant un idéal, on peut définir
I’idéal engendré par une partie de A comme Uintersection de tous les idéaux
contenant cette partie. C’est donc aussi le plus petit idéal contenant cette par-
tie. On note (E) U'idéal engendré par E.

Définition 856 On appelle idéal principal un idéal I d’un anneau commutatif
engendré un singleton {x}. On note abusivement (z) pour ({z}).

On appelle anneau principal un anneau intégre tel que tout idéal est princi-
pal.

Un idéal I d’un anneau commutatif est dit idéal maximal s’il est différent de
I’anneau tout entier et si tout idéal incluant I est égal a I ou a I’anneau lui-
méme.

On appelle somme d’une famille d’idéaux (I )rcx 'ensemble des ) ;. ; x;
avec J fini inclus dans K et x; € I.

Un idéal est dit de type fini s’il est somme d’un nombre fini d’idéaux princi-
paux.

Remarques :
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¢ Un anneau principal est donc commutatif, non réduit & {0}, sans diviseur de 0; et
tout idéal de cet anneau est principal.

¢ On notera bien qu’un idéal maximal n’est pas un idéal qui est maximal... Il est en fait
maximal parmi les idéaux propres.

e Dans un anneau commutatif A4, (z) = {z.a/a € A}.

¢ Une somme d’idéaux est un idéal.

e La somme des idéaux I avec I, = (zy) est I'idéal engendré par la famille des z.

Nb : Unidéal de type fini est donc un idéal engendré par un nombre fini d’éléments.

Proposition 857 Si a et b sont associés alors (a) = (b).
Dans un anneau intégre il y a réciproque.

Démonstration : Facile au vu de la derniére remarque.0I

11 n’y a pas de réciproque dans le cas général !

Théoréme 858 (Théoreme de Bezout) A est supposé principal.

o un générateur de I = (a1) + (a2) + ... + (an) est un pged des a;.

o d, diviseur commun des a;, est pgcd des a; si et seulement s’il existe une
Jamille (\;);c[1,n) tels que d = 3 \;ja; (relation de Bezout).

o un générateur de I = (a1) N (a2) N ...N (ay) est un ppcm des a;.

Démonstration :

Le premier o est simple : un tel générateur d doit nécessairement diviser tous les
a;, et il doit nécessairement &tre dans 1’idéal 7, et donc tout élément qui divise tous les
a;, étant lui méme un générateur de I, doit diviser d.

Le second e est une simple traduction du fait que d soit bien dans I et soit un
générateur de 1.

Pour le troisieme o , donnons-nous p un tel générateur ; il appartient a 7, et donc est
un multiple de chaque a; ; et si p” est un autre multiple des a;, alors il est dans tous les
(a;), et donc appartient a I, et donc est un multiple de p.0

Dans A = Z ou A = K[X] avec K un corps, il est utile de disposer d’un algorithme
pratique permettant de découvrir une relation de Bezout entre a et b si une telle relation
existe. Pour cela, il suffit de constater que a et b ont méme pged que a et a — gb, pour
tout ¢ dans A, par exemple avec g le quotient dans la division euclidienne de a par b. Si
a est divisible par b, le pged de a et b est simplement b ; sinon, on effectue une division
euclidienne. Considérons un exemple pratique, cherchons le pged de 42 et 30.

30 J42

42=1x30+12
12 /30

30=2x12+6

12/6et12=2x6
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Donc
6=30-2x12=30—-2x(42—-30) =3 x30—-2x 42

ce qui est bien la relation de Bezout attendue. Cet algorithme est appelé algorithme
d’Euclide.

Définition 859 Un idéal I est dit premier si et seulement si A/I est intégre.
Un élément d’un anneau est dit premier si et seulement I’idéal engendré par
cet élément est premier.

Proposition 860 e Un idéal I de A est premier si et seulement $’il est différent
de Aetsiabe Iimpliguea € Toub € I.

e L’image réciproque d’un idéal premier par un homomorphisme d’anneaux
est un idéal premier.

La premiére de ces deux propriétés est fondamentale car ¢’est généralement celle
que I’on utilise pour montrer qu’un idéal est premier.

Proposition 861 Un anneau commutatif est intégre si et seulement si (0) est
un idéal premier.

Démonstration :

(0) idéal premier
si et seulement si
abe (0) —a€(0)oube (0)
si et seulement si
ab=0—=a=00ub=0
si et seulement si
A integreO

Lemme 862 Soit A un anneau. A est un corps si et seulement si A est non
réduit a {0} et ses seuls idéaux sont {0} et A.

Démonstration : e Supposons que les seuls idéaux de A soient {0} et A.
Soit = dans A, z # 0, z.A est un idéal, autre que {0}, donc il contient tout A, donc en
particulier il contient 1, donc il est inversible.
e Réciproquement si A est un corps, alors soit 2 non nul appartenant a un idéal 7, alors
I contient z. A, donc z.z— 1.4, donc A.O

Proposition 863 Dans un anneau principal, les idéaux premiers sont (0) et
(p), avec p irréductible.

Démonstration : e Soit / un idéal premier et p # 0 un élément de A tel que
I = (p). Supposons que p = a.b. Alors a.b € (p), et donc puisque I est premier,
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a € (p)oubd € (p);on suppose a € (p). Alors a = p.a’. On a alors p.a’.b = p, donc
p(1 — a’b) = 0, or A est integre, donc a’.b = 1, donc b est une unité.0

Proposition 864 Dans un anneau principal, pour tout p irréductible, (p) est
un idéal maximal.

Démonstration : Soit I = (p), avec p irréductible. Supposons I C J, avec J in-
clus dans A. Alors J = (g), et p = g.a. Mais p étant irréductible, soit ¢ = p.z avec =
unité, soit ¢ est une unité. Dans le premier cas, J = I, et dans le deuxi¢me cas, J = A.
O

On va maintenant étudier la notion d’anneau quotient.
Cette notion n’est étudiée que dans le cas d’anneaux commutatifs.

Définition 865 Erant donné I un idéal de A, on définit une relation d’équiva-
lence Ry par
aRb <— a—-bel

Alors I’ensemble quotient pour cette relation, muni des opérations induites par
les opérations sur I, est un anneau; on l’appelle anneau quotient de A par
lidéal I, et on le note A/I.

11 convient de vérifier que la relation est bien compatible avec les opérations défi-
nies sur I’anneau (vérification aisée).

22.3 Décomposition d’un homomorphisme d’anneaux
et utilisation des idéaux

Définition 866 (Factorisation d’un homomorphisme) On dit que f homo-
morphisme d’un anneau A vers un anneau B se factorise par A/I avec I
idéal de A si et seulement s’il existe g homomorphisme de A/I dans B tel que

f(z) = g(@).

Théoréme 867 Soit f un homomorphisme d’anneaux de A vers B. Alors pour
tout I idéal inclus dans Ker f, on définit x — T la projection canonique de
A sur A/, et on a les propriétés suivantes :

o 1l existe un unique homomorphisme g de A/IdansB tel que Vz f(z) = g(T)
eImf~A/Kerf

® g est injectif si et seulement si [ = Ker f

® g est surjectif si et seulement si f est surjectif
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Proposition 868 (Image et image réciproque d’un idéal par un homomorphisme)
e [’image réciproque d’un idéal par un homomorphisme est un idéal

o Si [ est un homomorphisme surjectif, alors l'image d'un idéal par [ est un
idéal.

Proposition 869 Soit I idéal de A. Alors application ¢ qui a un idéal J
avec I C J C A associe la projection J de J sur A/1 est une bijection de
U’ensemble des idéaux de A contenant I vers I’ensemble des idéaux de A/ 1.

Démonstration : e x — T élant surjectif, il est clair que ¢ associe bien un idéal a
un idéal.
e Pour montrer que ¢ est bijective, on considére I"application 1) qui & un idéal K de
A/ associe {afa € K}.0O

Proposition 870 Un idéal I d’un anneau A est maximal si et seulement si A/ 1
est un corps.

Démonstration : On utilise le lemme 862 et la propriété ci-dessus.O

Corollaire 871 Tout idéal maximal est premier.

Démonstration : Supposons que /, idéal maximal, contient a.b, avec a & [ et
b I
Alors la classe de a et la classe de b dans A/ sont non nulles, et leur produit est nul,
d’ot contradiction.O

Théoréme 872 (Krull) Pour tout idéal I de A, I différent de A, il existe un
idéal maximal de A contenant 1.

Démonstration : Cette preuve néeéssite 1'axiome du choix, via le théoréme de
Zorn (voir le lemme 36).
¢ On considére I’ensemble des idéaux différents de A contenant 7 idéal de A, ordonné
par I'inclusion,
¢ Cet ensemble est inductif. En effet étant donnée une chaine, on considére la réunion,
c’est un idéal différent de A (en effet il ne contient pas 1 par exemple).
¢ On peut donc considérer un élément maximal pour I’inclusion, et conclure que cet
idéal est maximal.O
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22.4 Anneaux commutatifs

Dans la vie de tous les jours, comme je I’écrivais un peu plus haut, les anneaux
sont généralement supposés commutatifs. On va maintenant étudier des cas particuliers
d’anneaux commutatifs, avec des cas de plus en plus riches. Tout d’abord les anneaux
cuclidiens, puis les anneaux noethériens, puis les anneaux intégres, puis les anneaux
factoriels, puis les anneaux principaux. On a les implications (principal = factoriel) et
(factoriel = intégre).

22.4.1 Anneaux euclidiens

Cette notion n’est étudiée que dans le cas d’anneaux commutatifs.

Définition 873 Un anneau A commutatif est dit euclidien pour une applica-
tion [ de A\ {0} dans N, si pour tout a dans A et tout b dans A\ {0} il existe
(g,7) € A% telsque a =b.g+retr=0o0u f(r) < f(b).

Un anneau A commutatif est dit enclidien s’il existe une application pour la-
quelle il est euclidien.

Proposition 874 e 7 est euclidien.
o K|X| est euclidien.

Démonstration : Considérer respectivement :
* /(2) = ||

e [(P) = deg(P) (voir la démonstration de la division euclidienneen 25.2)0

Proposition 875 Etant donnée [ une application multiplicative (i.e. f(a.b) =
f(a).f(b))de A\{0} dans N\{0}, avec A anneauintégre, on prolonge f multi-
plicativement sur le corps des fractions de A en posant f(a/b) = f(a)/f(b) (f
est maintenant a valeurs dans Q). Alors A est euclidien pour f si et seulement
si pour tout x dans le corps des fractions il existe a dans A tel que f(zx—a) < 1.

Démonstration : Facile...O

Proposition 876 Tout anneau euclidien est principal.

Démonstration :  Soit A un tel anneau (commutatif, euclidien). On se donne Py
dans I\ {0} tel que f(F,) soit minimal. On note I’ I'idéal engendré par P, ¢’est a
dire I’ensemble des Py. P pour P € K[X].

Pour tout P dans [, on utilise la définition P = Fy.Q + R alors P € I, Py € I, done
Po.Q € I (par définition d’un idéal), et donc R € I;or f(R) < f(Fo) si R estnon
nul, ce qui contredit la définition de Py, donc R est nul, donc P € I’, donc I = I’ et
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donc I'anneau est principal.0

Proposition 877 Z[i| et 7[v/2| sont euclidiens.

Démonstration : Dans les deux cas on utilise la caractérisation de la proposition
875.
Dans le premier cas on choisit f(a +i.b) = |a + i.b| pour a et b dans Q.
Dans le second cas on utilise f(a + b.v/2) = |a® — 2.b%| si a et b dans Z.
Ce second choix est particuligrement instructif ; f(a+b.v/d) = |a® —d.b?| sera souvent
utile.O

22.4.2 Anneaux noethériens

Définition 878 (Anneau noethérien) Un anneau commutatif dont tout idéal
est de type fini est dit noethérien.

Proposition 879 Un anneau commutatif est noethérien si et seulement si toute
suite croissante d’idéaux est stationnaire a partir d’un certain rang.

Démonstration : Trop facile pour que nous le prouvions ! Exercice pour le lecteur.0

Proposition 880 Un anneau commutatif A est noethérien si et seulement si
tout ensemble non vide d’idéaux de A admet un élément maximal pour 'inclu-
sion.

Démonstration : Rappelons juste qu'un élément maximal n’est pas nécessaire-
ment le plus grand élément, I’existence d’un élément maximal n’entraine pas méme
celle d’un plus grand élément (voir les définitions en partie2).0

Proposition 881 e Tout anneau quotient d’un anneau noethérien est noethé-
rien.

e Un anneau principal est noethérien.

Démonstration : e La proposition 869 montre qu’un idéal du quotient est la pro-
jection d’un idéal, ce dernier étant de type fini, le projeté est de type fini.

e Facile, tout idéal d’un anneau principal est engendré par un seul élément, donc par
un nombre fini d’éléments.0

/=% La propriété annoncée pour les anneaux quotients n’est pas vraie pour les sous-
anncaux.
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Théoréme 882 (Théoréme de Hilbert) Si A est un anneau noethérien, alors
pour tout n A[ X1, ..., X,,] est aussi un anneau noethérien.

Démonstration : Admis (preuve difficile).0

_

¢ Tout corps est un anneau noethérien, donc tout K [z1, . . ., z,,] aussi.
e Z[x1, ..., %] est noethérien.

22.4.3 Anneaux intégres

On a déja vu les définitions, mais voici un rappel : Un anneau est dit intégre si :

e il est de cardinal > 1
¢ il est commutatif
e il est sans diviseur de O

Définition 883 (Définitions dans les anneaux intégres) a et b dans A an-
neau inteégre sont dits premiers entre eux si

Vz € a z|a et x|b — x est une unité

De méme les éléments d’une famille (a;);c[1 ) sont dits premiers entre eux si
un élément divisant tous les a; est nécessairement une unité.

Corollaire 884 (Théoréme de Bezout) Dans un anneau principal des élé-
ments a; sont premiers entre eux i et seulement §’il existe une famille \; d’élé-
ments de A telle que ), \;a; soit une unité.

Proposition 885 Soit A un anneau intégre, et ¢ Uapplication qui a = dans A
quotienté par la relation d’association R associe l'idéal engendré par x. ¢ est
un isomorphisme d’ordre entre A/R muni de la divisibilité et I’ensemble des
idéaux principaux de A muni de linverse de ’inclusion.

Démonstration : e Tout d’abord il est clair que ¢ est bien définie, car deux élé-

ments associés engendrent évidemment le méme idéal.
o L’application est surjective, par définition, puisqu’on considere I’ensemble des idéaux
principaux.
e Montrons que I’application est injective : si deux éléments a et b engendrent le méme
idéal alors b = b'.a eta = a’.betdonc b = b'.a’.b et donc b’ et o’ sont des unités (car
A est integre), et donc b = @.

e Montrons qu’il s’agit d’un morphisme d’ordres :

- Sialbalors b = a.cdonc b.A = a.c.A C a.Aet (b) C (a) clairement.
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- Si (b) C (a) alors b = a.c pour un certain ¢ et done a|b.0

22.4.4 Anneaux factoriels

Cette notion n’est étudiée que dans le cadre d’anneaux commutatifs.

Définition 886 (Anneau factoriel) Un anneau A est dit factoriel si :

e il est intégre

e fout a dans A s’écrit de maniére unique a association prés et a permutation
présa = a'.p1.pa.....pn avec a’ unité et p; irréductible pour tout i.

Etant donné un élément p irréductible de A un anneau factoriel, on appelle
valuation p-adique de A pour a dans A le nombre d’occurences d’un élément
associé & p dans la décomposition de a sous forme a = a’.p;.....pn. On note
généralement vy,(A) la valuation p-adique de a.

Proposition 887 Etant donné A un anneau factoriel, on peut choisir un élé-
ment dans chaque classe d’équivalence de A pour la relation d’association R.
L’ensemble de ces éléments permet de simplifier la décomposition de a € A en

ip, (@) . Z :
a a’.l'lieA/Rp:.’“(a', le support de i — v, (a) étant fini.

Démonstration : Evident.O

Voyons maintenant quelques propriétés intéressantes des anneaux factoriels.

Proposition 888 Dans un anneau factoriel un élément est irréductible si et
seulement s’il est premier.

Le lemme et le théoréme qui suivent se démontrent trés facilement, simplement en
considérant les décompositions de x, y et éventuellement z pour conclure.

Lemme 889 (lemme d’Euclide) Si A est un anneau factoriel, alors si p est
irréductible et divise x.y, alors p divise x ou p divise y.

Théoréme 890 (Théoréme de Gauss) Si z divise x.y et si z est premier avec
x alors z divise .

) Un exemple d’application (parmi beaucoup d’autres) est le théoréme 942.

Proposition 891 Un anneau intégre noethérien vérifiant le lemme d’Euclide
ou le théoréme de Gauss est factoriel.

Démonstration : Admis.O
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Dans I’exemple ci-dessous on utilise le fait que 7Z est factoriel.

Exemple Maple

> ifactor(200!);

(2)'7(3)7(5)(7)*(11)"°(13)"(17) " (19)°(23)*(29)°(31)°(37)° (41)*

(43)*(47)*(53)%(59)*(61)° (67)%(71)*(73)%(79)*(83)(89)%(97)%(101)(103)

(107)(109)(113)(127)(131)(137)(139)(149)(151)(157) (163)(167) (173)(179)
(181)(191)(193)(197)(199)

22.4.5 Anneaux principaux

On rappelle tout d’abord la définition d’un anneau principal : il s’agit d’un anneau
intégre dont tout idéal est principal.

Je donne sans démonstration (voir [ 19, p156]) le résultat important suivant :

Proposition 892 Tout anneau principal est factoriel.

On peut préciser aussi que sur le corps des fractions rationnelles a coefficients dans
un anneau principal, on dispose de la décomposition en éléments simples.

22.5 Zoologie des anneaux

22.5.1 Nilpotence (d’une somme de deux éléments nilpotents qui
commutent)

Proposition 893 La somme de deux éléments nilpotents qui commutent est nil-
potente.

Démonstration : Considérer deux tels éléments a et b, et développer par le binome
de Newton 847 la puissance (a + b)™ avec n la somme de leurs indices de nilpotence
respectifs.0

2252 Z / n
@ Généralités

Etant donné m € N on note 77 la classe de m dans Z/nZ (la relation d’équivalence
considérée étant la congruence modulo n - x et ¢ sont équivalents si n divise z — y).
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Proposition 894 On a équivalence entre les propriétés suivantes :
® M, eSt premier avec n

o T est générateur du groupe (Z/n7,+)

o 1 est inversible dans 'anneau (Z./n7Z, +, x)

Démonstration : Facile, en application du théoréme de Bezout.O

Définition 895 (Fonction d’Euler) On appelle fonction d’Euler la fonction
¢ telle que ¢(n) soit le nombre d’entiers v telsque 1 <z <netx An= 1.

Proposition 896 e Si n est premier p(n) =n —1et p(n”) =n"1.(n—1) si
r>0
o ¢(n) est le nombre d’éléments inversibles de (Z/nZ,+, X)

Démonstration : le premier point est clair; il suffit de voir qu’un élément est pre-
mier avec p™ si et seulement s’il n’est pas divisible par p.
Le second point est un corollaire de la proposition précédente.0

© Lemme chinois

Lemme 897 (Lemme Chinois) Si p et q sont premiers entre eux alors

(Z./pqZ, +) ~ (Z/pZ,+) x (Z]/qZ,+)

Démonstration : 11 s’agit des groupes additifs usuels. L’égalité des cardinaux
montre qu’il suffit de trouver un morphisme de groupes injectif. Pour cela on asso-
cie a la classe de n dans Z/pgZ la classe de n dans Z /pZ et la classe de n dans Z/qZ.
11 est clair que si deux entiers ont la méme classe modulo pq alors ils ont la méme
classe modulo p et modulo ¢, donc I’application est bien définie.

Le fait que cette application soit un morphisme est clair.
Lapplication est injective, car si deux entiers ont la méme classe modulo p et g, alors
ils ont la méme classe modulo pq.0
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Corollaire 898 Si n — IL;p", avec les p; premiers distincis et les a; > 0,
alors
(Z/nZ,+, x) =~ T(Z/p}* Z, +, x)

(8" = V(2o 2)*
¢(n) = L;p(p") = ndly(1 - 1/F)

Démonstration : Le premier point découle de I'utilisation récurrente du lemme
chinois, le deuxiéme ¢l le troisieme sont des conséquences immédiates du premier.0)

& Automorphismes de Z/nZ

Proposition 899 L’ensemble des automorphismes de Z./nZ est isomorphe a
(Z/nZ)*.

Démonstration : 11 suffit de considérer I’application ¢ qui & un élément inversible
m associe I’automorphisme x — m.z
¢ il est clair que ¢’est un morphisme injectif de (Z/nZ)* dans Aut(7Z/nZ)
e étant donné un automorphisme f de Z/nZ on montre facilement qu’il est égal 4

P(f(1)).0

Corollaire 900 Aut(Z/nZ) est un groupe abélien d’ordre ¢(n).

© Forme des groupes (Z/p“7Z)*

p désigne un nombre premier.

Lemme 901 (Z/pZ)* ~ (Z/(p — 1)Z,+)

Démonstration : (Z/pZ) est un corps fini (voir le chapitre sur la théorie des
groupes).

On sait (voir proposition 921) que le groupe multiplicatif d’un corps fini est cy-
clique, donc isomorphe a un certain (Z/n7Z.).

11 suffit donc de se rappeler que le cardinal de (Z/pZ)* est p — 1 pour conclure.O)

Lemme 902 Si k > 0, alors (1 —|—p)”k =1+ Ap* ! avec A > 0et AAp = 1.

Démonstration :  Par récurrence sur k ;
ek =1
(1+p)?P 0 Cp
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donc (1 +p)? =1+ p*> +m.p® =1+ p%(1 + m.p)

e k quelconque

On écrit (1 + p) =((1+ p)?’k)?’ = (1 -+ A.pFT1)P ; il suffit alors de développer en
utilisant le binéme de Newton la puissance k-iéme en isolant le premier et le dernier
terme.O]

pkfrl

Corollaire 903 1+ p est d’ordre p™ ' dans 7./ p* 7.

Démonstration : il est d’ordre au plus p® ! au vu du lemme précédent.
Enoutre (1 + p)?" ~ =1+ Ap® !, et done ne saurait &tre congru 2 1 modulo p®.00

Lemme 904 Si m et i sont premiers entre eux, et si a et b commutent, et si a
est d’ordre m et b est d’ordre t, alors a.b est d’ordre m.t.

Démonstration : e 1l est facile de voir que ab est d’ordre au plus m.1, puisque a
¢t b commutent.
e Réciproquement, si (ab)™ = 1, alors a™*.b™" = 1, donc a™* = 1, puisque b™* = 1.
Dongc ¢ divise ’ordre de ab. De méme m divise I'ordre de ab ; donc m.t divise I’ordre
de ab, puisque m et ¢ sont premiers entre eux.O

Proposition 905 Si p premier > 2, m > 2, alors

(Z./p°Z2)* ~ 7] p(p*)T ~ Z/p*  .(p — 1)Z

Démonstration : On va uliliser les lemmes précédents.
¢ On considére tout d’abord I’ application v définie par

¥ (Z/p*7)" — (Z/pZL)*

1) étant la fonction induite par I'identité (il convient de bien vérifier que 7 est bien
définie et est un morphisme de groupes surjectif)

e par le lemme 901 tout é1ément dont I'image par v est non égal a 1 engendre (Z/pZ)* ;
donc son ordre ¢st un multiple de p — 1 (voir le lemme 901).

e étant donné z un tel élément, il existe y appartenant au groupe engendré par x tel que
yestd’ordre p — 1.

¢ On applique alors le lemme 904, y.(p + 1) est d’ordre le produit des ordres de y et
de p+ 1;0ryest d’ordre p — 1 comme on vient de le voir, et p + 1 est d’ordre p*
par le corollaire 903 ; y.(p + 1) estdonc d’ordre (p + 1).p® ' ; le groupe engendré par
y est donc nécessairement (7 /p®7Z)* tout entier, d’ot le résultat.00

On vient donc par cette proposition de détailler la forme des (Z/p®Z)* dans le cas
ou p > 2. 1l convient de considérer le cas p = 2.

403

http://fribok.blogspot.com/



Lemme 906 .
k>0—5" =14 122

avec A A 2 = 1 (i.e. X impair)

Démonstration : Facile, par récurrence.0

Proposition 907 (Z/2.72)* = {1}, (Z/A.Z)* = {1,—1} = Z/2.7, et ensuite
(pour o < 3) (Z/2°7)* ~ 7./2.7. x 7./2°*Z.

Démonstration :
e On considere le morphisme surjectif v induit par I'identité de (Z/2*Z)* sur (Z/1.2.)* =
{1,-1} ~Z/2.7.
e Le noyau de 7 est d’ordre 2¢—2
e 5 appartient au noyau de 1.
e par le lemme 906, 5 est d’ordre 2% (I’ordre est une puissance de 2, et 52” * ne peut
étre congru a 1)
e le noyau de 1 est donc cyclique (au vu des trois affirmations précédentes)
¢ On a alors la suite exacte (voir chapitre sur la théorie des groupes)

P

227 — 1
1 — Z/20-2 — (Z/2°Z)* — (22—

e Le sous-groupe {—1, 1} de (Z/2*Z)* est une section de 1, et il est distingué puisque
notre groupe (Z/2%7)* est abélien. Donc on a un produit direct

(Z)2°Z)* ~ZJ2.2 x Z[]2°*Z

ce qui conclut la preuve (précisons que le produit direct A x B est isomorphe au produit
direct B x A...).0

22.5.3 Idéaux étrangers

Définition 908 Soir A un anneau et c et d deux idéaux bilatéresde A. Les an-
neaux c et d sont dits étrangers (ou comaximaux) si ¢ + d = A.

Exemples :  deux idéaux maximaux sont toujours étrangers.

Proposition 909 Si ay,...,an, by, ..., b, sont des idéaux bilatéres de A, et
si pour tout (i,7) € {1,...,n} x {1,...,m} a; et b; sont érrangers, alors les
idéaux a; X as X -+ X an et by x by x -+ x by, sont étrangers.

Démonstration : On fait d’abord la preuve pour m = 1 en utilisant des égalités :
x; +y; = 1 avec x; € a; et y; € by. On multiplie terme 2 terme. Puis on fait pareil
avec aq, ..., a, et chaque b;. O
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Remarque : dans Z, a et b sont premiers entre eux si et seulement si (a) et (b) sont
étrangers.
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Chapitre 23

Corps

23.1 Définitions de base

Définition 910 Un anneau (K, +,.) est un corps si et seulement si le groupe
des unités est K — {0}.

Un corps est dit commutatif si [’anneau sous-jacent est commutatif, c’est a
dire si la multiplication est commutative.

Propriétés :
¢ Un anneau commutatif non nul est un corps si et seulement si ses seuls idéaux sont
les idéaux triviaux.
e Un anneau integre fini est un corps.

23.2 [Extensions de corps

Définition 911 Un sous-anneau L de I’anneau sous-jacent a un corps K est
un sous-corps de K si c’est un corps pour les lois induites.

Si L est un sous-corps de K, on dit que K est un sur-corps ou une extension
de L.

Avec L sous-corps de K, et A C K, on dit que A engendre K sur L si K est
le plus petit sous-corps de K contenant A et L. On note alors K = L(A). Si A
est fini onnote K = L(aa, ..., an). L’extension est dite monogéne si A contient
un seul élément.

Théoréme 912 Etant donné un anneau integre A, il existe un unique corps K
(a isomorphisme prés) contenant un anneau intégre B isomorphe a A et tel
que tout sous-corps de K contenant B soit K lui-méme.
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Démonstration : On procéde selon les étapes suivantes pour montrer 1’existence :
e On considere les classes d’équivalences sur A x A pour la relation R définie par
(z,9)R(2',y') <= =y’ = 2’y (intuitivement les classes d’équivalence sont les frac-
tions). Appelons K I’ensemble quotient ainsi obtenu.
e On considere ensuite 1’addition sur ces classes, facile a retrouver au vu de la consi-
dération sur les fractions ; il s’agit de (z,y) + (z',¥') = (v’ + 2'y, yy’). De méme la
multiplication est définie par (a, b).(a’,b") = (aa’, bb"). I est facile de voir que ces lois
vérifient toutes les propriétés souhaitées, et qu’elles sont bien définies dans la structure
quotient. On trouve un élément (0, 1) neutre pour I’addition, et un élément (1, 1) neutre
pour la multiplication.
e L’application qui & = associe (z, 1) est un morphisme injectif de A dans K. C’est
donc un isomorphisme de A sur son image A’.
¢ Etant donné un sous-corps de K contenant A’, il contient nécéssairement les quo-
tients d’éléments de A’, et donc K tout entier.
¢ 11 ne reste plus qu’a vérifier 'unicité de K, a isomorphisme pres. Cette tiche est
laissée au lecteur.0

Applications :
¢ Construction de QQ a partir de Z.
¢ Construction du corps des fractions rationnelles, a partir de I’anneau des polyndmes.

Proposition 913 e Si L est un sous-corps de K, alors K est un L-espace vec-
toriel.

o Si la dimension de K en tant que L-espace vectoriel est finie alors on I’ap-
pelle degré de K pour L et on le note [K : L.

¢ Si K et L sont finis, alors | K| = | L|*<F,

Démonstration : Le premier point est clair.
Le second point est une définition.
Le troisieme point est clair.0

Théoréme 914 (Théoréme des bases téléscopiques) Si M C L C K (tous
trois des corps) alors si e; est une base de K en tant que L-espace vectoriel
et si f; est une base de L en tant que M-espace vectoriel , alors e;. f; est une
base de K en tant que M-espace vectoriel . Donc [K : M| = [K : L].[L : M].

Démonstration : Facile.O
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Définition 915 (Différentes extensions de corps) Si L est une extension du
corps K, alors un élément a de L est dit algébrique sur K s’il existe un po-
lynéme P a coefficients dans K tel que P(a) = 0. Un nombre réel est souvent
dit simplement algébrique s’il est algébrique sur (. L’ensemble des éléments
de L algébriques sur K est appelée extension algébrique de K dans L.

Etant donné K un corps et P € K|X|, on appelle corps de rupture de P un
sur-corps L de K dans lequel P admet une racine a et tel que L. — K (a).
Etant donné K un corps et P € K|X|, on appelle corps de décomposition
de P un sur-corps L de K dans lequel P est scindé et L = K(Z), avec Z
U’ensemble des zéros de P dans L.

Etant donné K un corps, on appelle cloture algébrique de K une extension
de K algébriquement close et dont tous les éléments soient algébriques sur K.

On a existence du corps de décomposition, et existence du corps de rupture lorsque
le polyndme est irréductible. Dans les deux cas, on a unicité & isomorphisme pres. Le
théoréme de Steinitz (difficile) montre que tout corps admet une cloture algébrique,
unique a isomorphisme pres.

Démonstration : (de’existence du corps de rupture) Le corps K (X)/(P) convient
(ie le quotient de K par I'idéal engendré par P). O

23.3 Corps finis

Proposition 916 Un anneau intégre fini est un corps.

Démonstration : Si un anneau est intégre, I'application  — yx est bijective pour
tout y. En particulier, il existe  tel que yx = 1.0

Théoréme 917 Un corps fini n’est jamais algébriquement clos.

Démonstration : Facile ; il suffit de considérer le polynome e (X — k) + 1.0

Théoréme 918 Quel que soit p premier, quel que soit n dans N non nul, il
existe un unique corps, a isomorphisme pres, de cardinal p™. Tout corps fini
est de cette forme.

Théoréme 919 (Wedderburn) Tout corps fini est commutatif.

Démonstration : Ces résultat, non triviaux, ne seront pas prouvés ici. On pourra
consulter [14] pour une preuve compréhensible.O
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Enfin deux résultats (non triviaux) donnés sans preuve :

Proposition 920 Le groupe des automorphismes d’un corps fini de cardinal
p" est cyclique, d’ordre n, engendré par x — x™.

Proposition 921 Le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique.
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Chapitre 24

Quelques résultats
supplémentaires d’arithmétique
et théorie des nombres

24.1 Sous-groupes additifs de R

Proposition 922 Tout sous-groupe G du groupe (R,+) vérifie 'une et une
seule des deux conditions suivantes :

Jz/G = 27

G est dense dans R

Démonstration :
e On considere o = infG N RT*,
¢ On distingue les deux cas o > O et o = 0.0
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24.2 Représentation p-adique des réels

Définition 923 On se donne un entier p > 1. On appelle représentation p-
adique du réel x la suite d’entiers (cp)nen définie par

B E(z)sin=0
G = p%E(p"m) — pE(p™ 1x) sinon

(E(y) désignant la partie entiére de y).

[]

Théoréme 924 (Caractérisation du développement p-adique) Théoréme 925
Le développement p-adique de © € R est périodique a partir d’un certain
rang si et seulement si x est rationnel.

Démonstration :
¢ Supposons tout d’abord le développement périodique.
Alors z est somme des c,p~ ™ pour n € N. Vue la périodicité, cette somme se
réécrit comme somme d’un rationnel et de an N ﬁ, avec a dans N, et donc z est

somme d’un rationnel et de ‘T‘%, et donc x est rationnel.

¢ Réciproquement supposons que x soit rationnel.

- On peut écrire z = a/b avec a et b dans N (on se limite au cas = > 0, les autres
cas étant similaires)

- On définit g = a, et par récurrence z,, 1 = (2, — be,)p, avec ¢, le quotient
dans la division euclidienne de x,, par b.

- On montre facilement par récurrence que 0 < z; < bp pour tout 7 et que les ¢;
sont le développement p-adique de z.

- les x; étant bornés, on passe nécéssairement deux fois par la méme valeur ; a partir
de ce moment, le développement est clairement périodique.0
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24.3 Fractions continues

Définition 926 (Fractions continues) Une fraction continue est un objet de
la forme suivante :

1

1
a + ———
1+ Py ——

[a05a1,...,an,.,,]:a0+

Elle est caractérisée par une suite d’entiers qui est finie ou infinie.

On appelle convergents d’une fraction continue la suite de numérateurs p,, et
de dénominateurs q,, définis par :

- po=ag, g =1

-pp=aa1t+1,q=1

-,

— Pn = @nDPn—1 T Pn—2,9n = Ongn—1 T gn—2

P

ropriétés :

A tout nombre réel on peut associer un et un seul développement en fraction
continue.

Tout nombre rationnel peut étre représenté par une fraction continue finie (ex
3 =0+ 519

Seuls les nombres rationnels peuvent &tre représentés par une fraction continue
finie.

Un nombre est quadratique (ie solution d’une équation du second degré a coef-
ficients dans Z) si et seulement si son développement en fraction continue est

périodique.
— Une fraction continue est liée a ses convergents par les relations [ag, . . ., an] =
DPn/Gn €t lag, ..., an,...] =lim, Z—:. En outre avec
Pn
[ag, ..., an] = —,
an
a0, - .., an] = [ao, ... an,...]| < 1/¢2.
Théoréme 927 (Formule d’Euler) Supposons les a; tous non nuls.
Alors1/ay —1/as+1/as — 1/ag+ ...+ (=1)"/a, =
1
2
a1 + = Py
az—ai+ L—
az—ag+
o4 az
an—l_an—2+an_na_n1_1
Démonstration :
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e Pour n = 1, le résultat est clair.

¢ Au rang 2, un calcul rapide montre que le résultat est encore valable.

¢ On procéde ensuite par récurrence, en supposant 1’égalité vraie pour n — 1 et les
rangs inférieurs.

e Dans I’égalité pour n — 1, on remplace a,, par %

¢ Le résultat en découle tout seul...0

24.4 Cryptographie a clé révélée : RSA

Précisons que I’on parle aussi de clé publique .

L objectif de 1a cryptographie est de permettre de communiquer par des messages
codés, qui ne pourront étre lus que par leur destinataire.

Pour cela, un "superviseur” donne a chaque receveur potentiel un "décodeur” et une
"cl¢". La cl¢, comme son nom ne I’indique peut-&tre pas, est quelque chose qui peut
étre diffusé a tout le monde.

Pour envoyer un message M crypté a un individu 7, il suffit de passer le message
M par la moulinette de la clé correspondante a 7. Cela n’est pas difficile, puisque 1
diffuse abondamment sa clé, a tous ses correspondants éventuels. Lorsque I recoit un
message, il peut alors utiliser son décodeur, qu’il est seul a posséder, pour transformer
le message crypté en le message original.

La difficulté est que, formellement, il est toujours possible de reconstruire le mes-
sage initial a partir du message crypté, pourvu que vous ayez la clé. Pour cela, il suffit
de tester tous les messages possibles, I'un aprés 1’autre (ils sont bien en bijection avec
N, comme on peut s’en convaincre facilement en considérant I’ordre lexicographique
sur les messages possibles), et de les passer par la moulinette de 1a clé jusqu’a ce que
I’on retrouve le message crypté. Mais il reste un espoir de fabriquer une cryptographie
efficace, car bien siir, cette méthode prendrait un temps énorme. La cryptographie est
ainsi basée sur 1’hypothése de base que certaines tiches, faciles a faire dans un sens
(Ie sens du cryptage par une clé), est difficile a faire dans I"autre (décryptage a ’aide
d’une clé).

On note bien que la difficulté réside dans le fait que la fonction "clé" est publique.
Sion cache la clé, il est trés facile de réaliser des cryptographies parfaites. Par exemple,
on peut utiliser le protocole suivant pour que A envoie un message a B :

- A signale a B qu’il veut lui envoyer un message, que 1’on supposera constitué
uniquement de 0 et de 1 (par un codage quelconque on peut facilement se ramener a
cela), et de longueur 1000.

- B fournit a A une liste 1. de 1000 chiffres 0 ou 1, 0 et 1 étant équiprobables.

- le protocole recommence a 1’étape précédente jusqu’a ce que la liste de chiffres
soit passée sans étre interceptée ; on tire au sort une nouvelle liste de 1000 chiffres a
chaque nouvel essai.

- A transforme le message M en un message M, par M’ = M + L dans Z/27.

- A envoit M’ & B si M’ est intercepté, il ne sera pas décodable, puisque L n’est
pas connu.

- B décode M’ par M = M’ + L dans Z/27.

Aucune interception ne permet de décoder le message ; mais les étapes 2 et 3
peuvent prendre du temps ou n’étre pas réalisables. Il est indispensable de changer
de liste L a chaque nouveau message, ou du moins réguli¢rement - sinon, en considé-
rant les fréquences des 0 et des 1, un observateur des différents M’ pourrait finir par
reconstituer L.

413

http://fribok.blogspot.com/



L’algorithme RSA, du nom de ses inventeurs, Rivest, Shamir et Adleman, est basé
sur la difficulté de la factorisation d’un nombre entier en nombres premiers.

Supposons que A souhaite envoyer des messages cryptés RSA a B. Alors B se
donne deux grands nombres premiers p et g. Maple permet aisément de construire de
tels nombres, par exemple ; il suffit par exemple de tirer des nombres au sort et de re-
commencer jusqu’a ce qu'ils soient premiers, grice a un algorithme permettant de dire
si oui ou non un nombre est premier. En fait les algorithmes utilisés pour cela sont géné-
ralement probabilistes, ¢’est-a-dire qu’ils ont une probabilité non nulle de se tromper ;
mais les erreurs sont extrémement rares. La fonction Maple "isprime” permet de tester
la primalit¢ d’un nombre ; par exemple, "isprime(123456789012345678901234567)"
renvoit "false”, donc "123456789012345678901234567" n’est pas premier.
"nextprime(123456789012345678901234567)" renvoit
"123456789012345678901234651", qui est donc le nombre premier le plus petit plus
grand que celui-ci. On constate donc que Maple permet trés rapidement de trouver de
grands nombres premiers ; les exemples ici fournis ne sont pas du tout a la limite du
faisable, on peut aller largement au dela.

Ces deux nombres premiers seront notés p et g. La premiére partie de la clé pu-
blique, notée ¢, sera le produit de p et g. A choisit alors un nombre d, premier avec
¢(c) = (p—1)(g — 1), avec ¢ la fonction d’Euler, ¢’est-a-dire le nombre de nombres
premiers plus petits que ¢, done (p — 1)(g — 1). 11 est facile de choisir un nombre qui
soil premier avec un autre : il suffit d’en piocher un au hasard, et de recommencer jus-
qu’a ce que I’algorithme de Bezout confirme que ces nombres sont premiers entre eux.
On peut aussi déterminer facilement d 1, inverse de d dans (Z/cZ)* ~ Z/$(c)Z (il y
a isomorphisme car (Z/cZ)* ~ (Z/pZ)* x (Z/q7Z)* par le corollaire 898 et isomor-
phisme entre (Z/pZ)* et Z/(p — 1)Z (vesp. (Z/qZ)* et Z/(q — 1)Z) par le lemme
901) : il suffit d’utiliser I'algorithme de Bezout.

Cryptage :

- On suppose le message suffisamment court pour &tre codable par un €lément in-
versible de Z/cZ, ce qui est possible en remplagant le message par des tranches suc-
cessives suffisamment petites (si on a un alphabet de taille o, il suffit de prendre des
tranches de longueur [ avec of < ¢(c)). Cette méthode de codage n’a pas 2 étre com-
pliquée ni a étre cachée. 11 suffit donc d’avoir une injection de |1, o| dans (Z/cZ)*.

- chaque message de A est donc remplacé (par A) par un élément 7 inversible dans
7./ .

- A envoie alors & B le nombre ¢ = n? dans Z/cZ.

Décryptage :

- B, qui dispose de d et de d !, effectue simplement le calcul de e? , qui lui donne
n, ¢t donc le message initial.

D’autres systémes de cryptographie a clé publique font intervenir des structures
plus complexes que Z/nZ, comme par exemple les courbes elliptiques.

414

http://fribok.blogspot.com/



Chapitre 25

Polynomes a une indéterminée

25.1 Généralités

Définition 928 Soir A un anneau commutatif unitaire (resp. K. un corps).
L'ensemble des suites nulles a partir d’un certain rang d’éléments de A, noté A™, est
un A-module (resp. un K-espace vectoriel ) pour I’addition et la multiplication par un
scalaire usuelles. En le munissant en outre du produit suivant :

X : (u,v) — w avec wy, Z UiV
itj=n

On obtient une A-algébre (resp. K-algébre), notée A|X| (resp. K[X]).
Les éléments de K[ X| sont appelés polyndmes.
Deux polynémes P et () non nuls sont dits associés s’il existe A inversible tel que
P=AQ.
On identifie A K et I'ensemble des suites (tn )nen avec u, — 0 pour tout n. > 0, par
lisomorphisme canonique © — (U Ynen avec ug = v etn > 0 — u, = 0.
On note X I'élément (u,)nen avec ug = 0, uy = 1, et u,, = 0 pourn > 1.
La famille des X pour i € N constitue la base canonique du module libre A'N) (resp.
du K-espace vectoriel K™,
Etant donné P un polynéme, on appelle degré de P et on note deg P le plus grand n
tel que Py, est non nul. On appelle coefficient dominant de P le coefficient de X6 ¥
(que I'on peut voir comme X9 P)* (P) si l'on travaille avec un corps, voir la partie
27.7); on le note coe f( P).
Un polyndéme non nul est dit unitaire si son coefficient dominant est 1.
On appelle support d’un polynome P I'ensemble des n € N tels que X™*(P) # 0.
Par définition d’un polynéme, son support est fini.
Le degré d'un polynéme P est donc aussi le sup de son support.
On appelle valuation de P et on note val(P) I'in f du support de P.
On appelle composé de deux polyndmes P et () et on note Po() le polynome >, P,Q™
(que I'on peut aussi voir comme ) X”(P).Q’A si I’on travaille avec un corps).
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Proposition 929 e 1 est élément neutre pour la multiplication, X élément
neutre pour o, 0 élément neutre pour I’addition.

o Les éléments inversibles de K[ X] sont les éléments identifiés aux éléments de
e deg(0) = —o0 et val(0) = +o0

e deg(1) =0

o deg(X?) = ietval(X?) =i

e deg(P.Q) = deg(P) + deg(Q) et val(P.Q) = val(P) + val(Q)

e deg(P + Q) < sup(deg(P),deg(Q)) avec égalité si deg(P) # deg(Q) ou
si les coefficients dominants de P et QQ ne sont pas opposés.

e val(P + Q) < sup(val(P),val(Q)) avec égalité si val(P) # val(Q) ou si
Pyaipy et Qual(q) ne sont pas opposés.

o si A est integre alors A[X| est un anneau intégre ; ¢’est a dire que le produit
de deux polynémes est nul si et seulement si I’un des deux polynémes est nul.
¢ (P+Q)oR= PoR+QoRmaisengénéral Po(Q+R) # PoQ+PoR

25.2 Division euclidienne

Théoréme 930 (Division euclidienne) Soient A et B deux polynémes, avec
coe f(B) inversible. Alors

Q, R) polyndmes /A = B.Q+ R

avec
deg R < deg B

Démonstration : e Unicité :
Supposons B.Q + R = B.Q" + R’ avec les conditions données sur le degré. Alors

B(Q-Q)=R —R
deg(B) + deg(Q — Q') = deg(R’' — R)
donc
deg(Q — Q) = —o0
etQ =Q etR=R.
e Existence :
On distingue deux cas.
- Si le degré de A est inférieur strictement au degré de B, le résultat est clair avec
Q=0ectR=A
- Sinon on procede par récurrence sur le degré de A, en considérant

_ M Xdeg(A)—d89(3>
coef(B)’
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.0

11 est a remarquer que ¢’est par la méthode de la récurrence que 1’on pratique la
division euclidienne.

Définition 931 Q) est appelé quotient de A par B, et R est appelé reste de A
par B.

Un exemple en Maple :

Exemple Maple

> rem(at + 23 + 2% + 2+ 1,23, 2);

1422+
> quo(z* + 22 + 2% + o+ 1,23, 2);

rz+1

Corollaire 932 Soit K un corps. K[ X] est un anneau euclidien, donc un an-
neau principal.

Démonstration : La division euclidienne en est la preuve ; dans un corps, tout po-
Iyndme non nul a son coefficient dominant inversible.0J

25.3 Fonction associée, racines d’un polynome

Définition 933 Etant donnée B une A-algébre associative commutative et uni-
taire, on peut identifier P a une application de A dans A, dite application
polynémiale associée a A, noté P, et définie par

P(z) = Z P, z"

neN

Cela est notamment valable pour B = A ; implicitement P désignera généra-
lement une fonction de A dans A.

Proposition 934 Soit a dans A et P un polynéme appartenant & A[X].
Le reste de la division euclidienne de P par (X — a) est P(a).

En considérant la division euclidienne de P par (z — a)™, on peut énoncer la défi-
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nition suivanie :

Proposition 935 - Définition

Soit P un polynéme, a un élément de A et n un entier naturel.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

-(X—a)*|Pet (X —a)*™ [P )

- Il existe un polynéme Q tel que P = (X — a)™Q et Q(a) non nul.
On dit alors que a est racine de P d’ordre de multiplicité n.

25.4 Casou A = K est un corps

Théoréme 936 Si K est un corps commutatif alors K| X | est un anneau eucli-
dien, donc un anneau principal, donc un anneau factoriel.

Démonstration : Le fait que K[.X| est un anneau euclidien a é1¢é prouvé en propo-
sition 874.0

Proposition 937 - Définition On dit qu’un corps K est algébriquement clos
si et seulement si l'une des trois propositions suivantes est vérifiée :

- tout polynéme de K| X| est scindé, ¢’est-a-dire produit de polynémes de degré
1

- tout polyndome non constant a une racine dans K

- tout polynéme irréductible est de degré 1

\

SN
I
“ Dans K|X | avec K corps algébriquement clos, tout polynéme de degré n
s’écrit de maniére unique a 1’ordre prés des facleurs sous la forme :

(X — k) (X — kg) ... (X —kp)

avec ¢ inversible, et les k; les racines (pas forcément distinctes !) du polyndme.

t C est algébriquement clos, comme énoncé dans la proposition 503.
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Un exemple en Maple :

Exemple Maple

>P=X->2"4-1;

Proe= X2 =1
> factor(P);

(x —1)(z+1)(z*+1)
> factor(P,complex);

(z + 1.)(z + 1.I)(z — 1.I)(z — 1.000000000)

25.5 Zoologie des polynomes

En dehors des paragraphes ci-dessous, on pourra consulter la partie30.8.1 sur I'in-
terpolation par les polyndmes de Lagrange, d’ailleurs généralisable & un cadre plus
vaste que les polyndmes réels, et le théoréme 417, d’approximation par les polyndmes
de Bernstein.

25.5.1 Relations entre les racines et les coefficients d’un polynome
- localisation des racines d’un polynéme

On se donne pour I'ensemble de cette partie un polynéme P € C[X], de degré n,
P non nul. On définit P = 37, pi X"
@ Relations entre les racines et les coefficients d’un polynéme

On utilisera ici les polyndmes symétriques élémentaires 3J; = ¥, ,, définis en partie
26.3.1.

Théoréme 938 (Relations entre racines et coefficients d’un polynéme)
Notons o; = ¥;(r1, ..., ), avec 11,..., Ty, des complexes.
Ona P = MI?_ (X —r;) pour un certain \ si et seulement si oy = (—1 )‘%.

Démonstration : On écrit simplement 1I’égalité
Z;JQ-X" MIE (= 1y)
i=0

On en déduit que A = p,,, et les relations souhaitées en développant d’un c6té et de
I'autre du signe =.00

= Localisation des racines d’un polynéme

< Premiéres informations Le théoréme de Rolle 575 permet de montrer que le po-
lyndéme dérivé d’un polyndme scindé est scindé.
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o Méthode itérative On peut par exemple utiliser la méthode de Newton, trouvable
dans tout bon ouvrage d’analyse numérique. On pourra par exemple consulter [9].
FLEMMARD verifier

© Méthode algébrique La théorie du résultant donne quelques résultats intéressants
sur la localisation de racines ; voir théoréme 942,

25.5.2 Polynémes irréductibles

Définition 939 Un polynéme P appartenant a K[X] est dit polynéme irré-
ductible si il est irréductible en tant qu’élément de 'anneau K[ X |, ¢’est-a-dire
§’il n’est pas inversible et si tout diviseur de P est une unité ou est produit de
P par une unité.

Pour plus d’informations sur la recherche de facteurs irréductibles communs a deux
polyndmes, on consultera le théoréme 942.

Théoréeme 940 o Les polynomes irréductibles de C|X| sont les polynémes de
degré 1.

o Les polynémes irréductibles de R|X| sont les polynémes de degré 1 et les
polynémes aX? +bX + ¢, aveca # 0 et b* — 4ac < 0.

Démonstration : 11 est évident que les polyndémes considérés sont bel et bien
irréductibles, dans les deux cas réel et complexe. Réciproquement, le théoréme de
D’ Alembert-Gauss 503 donne le résultat dans le cas complexe. Dans le cas réel, on
procéde comme suit :

e Supposons P € R[X] irréductible dans R[X].

¢ Par simplicité et sans perte de généralité, on va supposer P unitaire.

e Siz estracine de P dans C, alors Z I’est aussi, avec le méme ordre de multiplicité.

e PP n’a pas de racine réelle r, sinon X — r diviserait P et P ne serait pas irréduc-
tible.

e P peutdonc s’écrire P = 117_, (X —r;)™ (X —7;)™.

e (X —r;)(X —7,;) estalors un polyndme réel (on le voit simplement en le déve-
loppant), donc P est un produit de polyndmes de discriminants négatifs strictement (1
aussi il suffit de développer pour le voir). Il n’est irréductible que s’il contient un et un
seul tel terme.

Do le résultat.0
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25.5.3 Résultant. Discriminant

Définition 941 Erant donnés P et () deux polynémes de K| X |, on appelle
résultant de P et Q) le déterminant de la matrice suivante :

Fa 0 0 1] et ] 2o 0 ] 1] 0 ] ]
Py Py 0 Q iida 0 G1 Qo 0 Q g 0 0 0
P Py 0 0 Qi v G 0sus 0 0 0
Py BooTm W W 0% e W S R 0
Qq
0 Q
0 0 Q
1] 0 Qq
B, P, 0 0 Qq
0 P, 0 0 Qq
0 0 P, 0 0 Qq
0 0 P %o ] Qq P
0 P, 0 0 Qq
avee P=Y7 :BX®et Q=21 QX"

On appelle diseriminant d’un polynéme P le résultant de P et de P’ son
polynéme dérivé.

Théoréme 942 Le résultant de P et Q est nul si et seulement si P et QQ ont au
moins un facteur irréductible en commun.

Le discriminant d’un polynéme P est nul si et seulement si il a au moins un
Sfacteur irréductible en commun avec son polynéme dérivé,

Démonstration :

La deuxiéme affirmation n’est naturellement qu'une spécialisation de la premigre.
On se contentera donc de prouver la premiére.

e Supposons tout d’abord que P et @ aient un facteur irréductible commun 1.

-Alors P = RSet@Q = RT,avec deg T = deg Q) — deg Retdeg S = deg P —
deg R, T et S non nuls.

- PT = Q8S,ou PT' — QS = 0. Ceci exprime (rés exactement I’existence d’un
vecteur X tel que la matrice M donnée dans I'énoncé vérifie M X = 0, avec X non
nul ; donc la matrice n’est pas la matrice d’une bijection, donc son déterminant est nul.

e Supposons maintenant qu’il existe X tel que M X soit nul et X soit # 0. Alors,
il existe P et @ vérifiant PT = QS, avec deg T' = deg Q — deg R et deg S =
deg P — deg R.

- Supposons alors que P et @ n’aient pas de facteur irréductible en commun. Alors,
par le lemme de Gauss 890, P divise S, ce qui est impossible car deg S < deg P.O0

En particulier, si les polyndmes sont scindés, ils ont une racine commune si et seule-
ment si leur résultant est nul. Si P est scindé, son discriminant est nul si et seulement

421

http://fribok.blogspot.com/



s1 1l admet une racine double.

25.5.4 Division suivant les puissances croissantes

Théoréme 943 (Division suivant les puissances croissantes) Soit n € N, C
et D des polynémes a une indéterminée sur un méme anneau A commutatif et
unitaire.

On suppose que D(0) (en tant qu’élément de A), est inversible.

Alors il existe deux polynémes Q) et R vérifiant

C=DQ+X""'R
deg@Q <n

Q) et R sont appelés respectivement quotient et reste de la division suivant
les puissances croissantes de C par D al’ordre n.

Démonstration : La preuve se fait par récurrence inverse sur la valuation de C. Si
cette valuation est supérieure ou égale a n + 1, le résultat est clair. La suite est facile...0

) Cela servira notamment pour les développements limités de quotients (voir pro-
position 628, ou pour la décomposition de fractions rationnelles en éléments simples
(voir proposition ....).

Voyons un exemple concret, la division suivant les puissances croissantes de X
2X%4+2par X +2:

X¥pox2 2 X +2
— X+2 1
X*12XT-X

Donc X2 +2X2 +2 = (X +2)(1) + (X2 + 2X — 1)X, ¢’est la division suivant les
puissances croissantes a I’ordre 0. Continuons :

X3 4+2X242 X +2
- X +2 1

5 SIS,
— LY

X° } 2X<2

2

Donc X® +2X2 +2 = (X +2)(1 — %) + (X + 2) X2 c’est la division suivant les
puissances croissantes a I’ordre 1. Continuons encore :

X34 9X%4.9 X+2
—_ X+2 1—7+%X“
X351 2X2—-X
X'}.
_ =2 ..
Xo+ 2X7
- 2X%4 TXj
—1X
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Donc, division suivant les puissances croissantes a 'ordre 2, X3 4 2X2 + 2 = (X 1
2)(1— %+ 32X?) — 1 X3

25.5.5 Polynomes orthogonaux

=2
Définition 944 On suppose donné (a,b) € R, a < b. On suppose donnée
une fonction w de |a,b| dans R* continue. Enfin on suppose que pour tout n,
f; z™w(z)dz est convergente “. On note alors E I’ensemble des fonctions de
|a, b| dans R telles que

b
1l ‘/ (@) Pw(@)ds < oo

L’ensemble des polynémes est inclus dans I, IV muni du produit scalaire sui-
vant :

b
& F 5= [ (@)g(@)w(z)dz

est un espace de Hilbert.
1l existe alors une suite de polynémes (Py)nen, telle que degPy,, — n, et telle
que les P, forment une famille orthogonale.

= ; -2
aUn cas classique est (a,b) € R2 et w = 1, ou bien a et b quelconques et w(z) = e 2,

Démonstration : Le résultat découle simplement de I’ orthogonalisation de Schmidt
(proposition 1115) appliquée a 1, X, X2, X*, .... Le fait que le degré de P, est < n
provient simplement des propriétés de I'orthogonalisation de Schmidt, ic le fait que P,
appartient a I’espace engendré par 1, X, ..., X™. Le fait que ce degré est > n provient
simplement du fait que s’il existait un P, de degré < n, alors la famille P, ..., P,
serait une famille libre (puisqu’orthogonale) et située dans un espace de dimension n ;
ce qui contredit le lemme de Steinitz 1143,

Les polyndmes orthogonaux ont de multiples applications, que I’on pourra trouver
par exemple dans le livre [9].

On pourra consulter I’exemple Maple qui se trouve suite & I’orthogonalisation de
Schmidt (voir proposition 1115).

25.5.6 Polynomes de Tchebycheff de premieére espece

Théoréme 945
Vn € N3T, € R[X]|/deg Ty, < nAVicos(nt) = Ty(cos(t))

T, est appelé polynome de Tchebychelf de permiére espéce.

Démonstration :
e Soitn € N.Ona
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e = cos(nx) + isin(nx) = (cos(z) + isin(z))" = Z C¥ cos(x)™ sin(x)* (1)*
k=0

¢ En prenant les parties réelles :

k<n/2
cos(nz) = Z C% cos(x)" 2 (—1)*(1 — cos(z)?)*
k=0

D’ou le résultat.0]

Proposition 946

2k+1
T = 2" 17720 (X — cos( +

7))

Démonstration : 11 suffit de vérifier que le coefficient dominant est le bon, que le
degré estle bon, et que les cos(%w) sont bien des racines.O

25.5.7 Tout polyndome positif est somme de deux carrés

Théoréme 947 Soit P un polynéme appartenant a R[X].
On suppose en outre que P est positif sur R.
Alors P est somme de deux carrés.

Démonstration : e Soit Cool I’ensemble des polyndmes qui s’expriment comme

somme de deux carrés.

¢ Alors C'ool contient tous les polyndmes de la forme (z — a)™, pour n pair.

o Tout polyndme irréductible unitaire de degré 2 est dans Cool. En effet, X2 +
b.X +cestégala (X —2)2+ (c— %), qui est bien une somme de deux carrés si c — %

e Du coup, tout polyndme irréductible de degré 2 a coefficient dominant > 0 est
dans Cool.

¢ Si P et @ sont dans Cool, alors PQ est dans Cool (Cool est stable par multipli-
cation). En effet, avec P = A% + B?etQ = C? + D?:

(A? + B?).(C? + D?) = (AD + BC)? + (AC — BD)?

e Cool contient les polyndmes positifs dépourvus de racine. En effet, soit P sans
racine ; il est produit de polyndmes irréductibles. Le coefficient dominant est positif,
au vu de I’équivalent en £oo, donc on peut I’exprimer comme produit de polyndmes
irréductibles de degré 2 a coefficients dominants positifs.

e Soit P un polyndme positif. On a déja vu que s’il n’admet pas de racine il est
dans Cool. On suppose maintenant qu’il admet des racines, par exemple une racine
a. Soit n maximal tel que (X — a)™ divise P. P = (X — a)"Q est équivalent en
a 3 Q(a)(X — a)™; donc n doit &tre pair pour que le signe de P puisse &tre positif.
En supposant par récurrence que pour les degrés inférieurs a celui de P le résultat est
acquis, on conclut que @ et X — a sont dans Cool, et donc que P est dans Cool.O
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Chapitre 26

Polynomes a plusieurs
indéterminées

Cette partic sera délibérément trés peu détaillée ; beaucoup de démonstrations sont
calquées sur le cas des polyndmes a une indéterminée. Ceux qui préférent un cadre
simple et utile peuvent se limiter & la partic25, ou I’on travaillera avec des polyndomes
a une seule indéterminée, et fournissant les méthodes permettant de s’ attaquer a cette
partic plus abstraite.

Cette partie doit étre complétée par la partie25, qui par contre peut &tre lue indé-
pendamment de celle-ci.

425

http://fribok.blogspot.com/



26.1 Généralités

Définition 948 Soit A un anneau commutatif unitaire.
On appelle polynome A n indéterminées a coefficients dans A !’ensemble
des applications presques nulles de N™ dans A. On note A|X,, ..., X,] Uen-
semble des polynémes a n indéterminées a coefficients dans A.
On dit que P € K[X1,...,X,| est de degré d si d est le max des |v| tels que
P, est non nul (voir définition 727 pour les rappels sur les opérations dans
N7),
On dit que P est de degré d en X; si le sup des i tels qu'il existe v tel que v;
est non nul est d.
On note X; 'élément de A|X1, ..., Xy| nul partout sauf en v = (3; ;) je(1,n),
avec X, = 1.
Etant donnés P et (Q deux polynémes, on note R = P x Q) le produit de P et
Q avec

Ry= Y PuQp

a+F=r

(pour les opérations dans N™, voir définition 727).
On appelle mondme un polynéme dont un seul élément est non nul.
On appelle dérivé formel d’un polynéme P par DY pour v € N" le polynéme

|
Z (y I O:) Pﬁ:+u
al

achHn™

On note parfois JLX, DY avec v; = (8;,5) je[1,n)-

Proposition 949 On identifie A|X1,..., X, a AlX1,..., X0 1]|[Xn], ainsi
queA[X], .. .,X?—,][X.p_'_],. ..,Xn] a A[X],. ..,Xn].

Al[Xy, ..., X,] estintegre si et seulement si A est intégre.

Al[Xq, ..., X,] est muni naturellement d’une structure de A-module. Muni de
la multiplication définie plus haut, il s’agit d’une A-algébre.

L’ensemble des mondémes unitaires est une base de A( X1, ..., X,).

Etwant donnée B une A-algébre associative commutative unitaire, P €
AlXq,..., Xy et zq,...,3, n éléments de B, on appelle valeur de P en
(%1, ..., @) Uélément de B ) yn Pyt xs?® ...z, On note cet élément

P (Z1,.-.,Tn). On constalte ainsi qu’'un polynéme P s’identifie naturellement
a une application P de B™ dans B. On note Alxy,...,x,]| Uensemble des
P(z1,...,25) pour P € Az, ..., 25).

Si(x1,...,2n) vérifie P(zy,...,2,) = 0, on dit que (z1, . .., z,) est un zéro
de P.

Etant donné (x1, ..., z,) n éléments de B, 'ensemble des polyndmes P vé-
rifiant P(z1,...,2,) = 0 est un idéal de A|Xq,...,X,|, engendré par les
(X; —a;) pouri € [1,n].
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26.2 Si A est un corps K

Proposition 950 Si K est un corps, K[X1, ..., X, est naturellement muni
d’une structure de [K-espace vectoriel .

Formule de Taylor, si K est un corps de caractéristique nulle : soit P € K[X],
alors

P= > %(D“P)(O)X"

veENT

26.3 Zoologie des polynomes a plusieurs indéterminées

26.3.1 Polyndomes symétriques

. A est supposé ici anneau commutatif et unitaire.

Définition 951 Soit P € A|Xy,...,X,|. P est dit polynéme symétrique
si et seulement si pour toul o permutation de [1,...,n], P(Xy,..., Xy)
P(Xo(1)s Xo(2)s 1 Xa(n))-

On appelle polyndomes symétriques élémentaires les polynémes de la forme

P = E KXoy Xgg ol ayg
1<ar<az<...<ar<n

pour1 < k <n.
On appelle k-ieme polyndme de Newton le polyndme Ny = > | X k

Les polyndmes symétriques élémentaires sont de la forme suivante, dans le cas
n—=3:

Yraz=X1+ Xo+ X3
Yoa=X1Xo+ XoXa+ X1X3
l33,:; = X1 X0X3
Je ne donnerai pas ici de preuve des résultats énoncés ; on pourra se référer a [19].

On a les propriétés suivantes :

e Les polyndmes symétriques élémentaires sont symétriques (évident)

e Les polyndmes de Newton sont symétriques (évident)

e Si Q est un polyndme, alors P = Q(X1 5,32, .., Xnn) est un polyndome sy-
métrique (facile)

e Si P € A[Xq, ..., X,] est symétrique, alors il existe un polyndme Q tel que P =
Q(X1,n, X2.m, - Unn) (pas évident du tout, récurrence sur le nombre d’indéterminées
et sur le degré du polyndme.

e Relations de Newton:Sil <k <nona

k—1
Ni = 3 (=1)iNk—iZipn + (=1)*k5(k, n)

i=1
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Sin<kona
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Chapitre 27

Algebre linéaire

27.1 Généralités

Définition 952 (Espace vectoriel) (E,+,.) est un K-espace vectoriel si

o (E,+) est un groupe abélien

e . est une application de K x E dans

oeV(\ oz, y) Az =Az+pzAr(z+y)=Az+AyA(Ap)x =
AMpz)Alz=x

Les éléments de E sont appelés vecteurs, les éléments de K sont appelés opé-
rateurs ou scalaires. Le neutre pour + est noté 0. « . » est appelé produit
externe.

Des exemples classiques sont : les vecteurs dans le plan ou I’espace usuel, le corps
K lui-mé&me avec pour produit externe le produit usuel, les polyndmes sur K, éven-
tuellement a plusieurs indéterminées ou de degré borné ; comme on le verra un peu
plus loin avec les espaces produits, K™ muni des lois que I’on verra est un K-espace
vectoriel ; I’ensemble RY des suites réelles (resp. complexes) aussi.

Les propriétés suivantes sont importantes :
e 0x=0
e)0=0
o ldz=0—-A=0Vx=0
o (—N.xz=A(—2)=—-(\x)
el(z—y)=Az -y
e(N—pz=>Az—px
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Définition 953 (Différentes notions dans un espace vectoriel) On  appelle
segment d’extrémités x et y dans un R-espace vectoriel ['ensemble des
t.x + (1 — t).y pour t € [0,1|. (la définition s’étend au cas d’un C-espace
vectoriel en utilisant t réel dans [0, 1)).

Une partie A d’un K-espace vectoriel (avec K R ou K C) est dite
convexe si tout segment d’extrémités dans A est inclus dans A.

Etant donnée A une partie convexe d'un K-espace vectoriel une application f
de A dans R est dite convexe si étant donnés x et y dans A et t dans [0,1] on
af(t.a+ (1 —1t)y) <tf(z).(1—1).f(y). —f estalors dite concave.

Propriétés :
¢ L’intersection de deux convexes est un convexe.
¢ Une boule ouverte est convexe.
e Une boule fermée est convexe.
¢ Un segment est convexe.
e Une application f est convexe si I’ensemble des (z, f(z)) est convexe dans le produit
AxR
e Une application convexe sur un intervalle |a, b| est continue
oz — e’ x — x™ sont convexes.
e 2 — In(z) est concave.

} La notion de partie convexe est nécéssaire pour définir les fonctions convexes,
dont on verra une foultitude d’applications en partiel1.5.1. Cela servira aussi par exemple
pour les résultats 661 (théoreme de Cauchy), et surtout pour les théoréme de Hahn-
Banach(20.1.1) (aux multiples applications !). Une utilisation amusante de la convexité
stricte sera donnée avec le résultat 292,

Proposition 954 (Connexité dans un R-espace vectoriel normé ) Une par-
tie ouverte d’un R-espace vectoriel normé est connexe si et seulement si elle
est connexe par arcs si et seulement si entre tout T et tout y de cette partie il
existe une ligne brisée.

Démonstration : 1l est clair que I’existence d’une ligne brisée implique I'existence
d’un chemin (donc la connexité par arcs) qui implique & son tour la connexité. 1l suffit
donc de montrer que la connexité implique 1’existence d’une ligne brisée.

e On se donne U une telle partie, connexe, supposée non vide (sinon le probléme est
trivial)

e On se donne xq dans U

¢ On note V' I'’ensemble des = que I'on peut joindre a xg par une ligne brisée.

e I/ est non vide (il contient zq)

¢ VV estouvert (si z est dans V', alors B(z, €) C U pour ¢ assez petit, et done B(z,€) C
V' - car dans toute boule est convexe).

e V est fermé ; en effet soit = dans U adhérent a V, alors il existe une boule ouverte
centrée sur z intersectant V', donc @ est dans V' - car toute boule est convexe.

e I/, fermé, ouvert, non vide d’un connexe U, est égal a U.0O
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La figure 27.1 illustre cette démonstration,

U

F16G, 27.1 —Illustration de la proposition 954. x est supposé dans V', y dans I'adhérence
de V.

Proposition 955 (Distance dans un connexe ouvert d’un R-espace vectoriel normé|)
Soit U un ouvert connexe d’un R-espace vectoriel normé . Si on note d(x,y)
Uinf des longueurs des lignes brisées joignant x a y, alors d est une distance
et définit la méme topologie que la norme.

Démonstration : pas difficile du tout !0

Définition 956 (Espace vectoriel produit) Le produit de n espaces vec-
toriels, muni de [Daddition terme a terme et avec pour multiplication
A(x1, oy Tp) = (N1, ..., Ay est un espace vectoriel. On Uappelle espace
vectoriel produit.

Théoréme 957 L’ensemble des fonctions de A dans E, noté E4, avec F K-
espace vectoriel, est un [K-espace vectoriel. La somme de deux fonctions est la
Sfonction qui a un élément associe la somme des deux images, et le produit d’un
scalaire par une fonction est la fonction qui a un vecteur associe le produit du
scalaire par Uimage de ce vecteur.

Démonstration : La preuve est pas bien difficile...0
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Définition 958 (Sous-espaces vectoriels) Une partie d’un espace vectoriel
est un sous-espace vectoriel de cet espace lorsqu’elle est non vide, stable par
addition et stable par multiplication par un scalaire.

On note qu’on peut se contenter de vérifier que la partie est non vide et que si A
ety sont des scalaires et si x et y lui appartiennent, alors A\.z + p.y appartient aussi a
I’ensemble.

Proposition 959 Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel, et un es-
pace vectoriel inclus dans un espace vectoriel (et muni des lois induites bien
sir) est un sous-espace vectoriel.

Les polyndmes de degré plus petit que n sont un sous-espace de I’ensemble des
polyndmes. L’espace des fonctions bornées sont un sous-espace vectoriel de I’espace
des fonctions de A dans R. L’ensemble des suites bornées de K est un sous-espace de
I’espace des suites de K. L’ensemble des suites presque nulles de K est aussi un sous-
espace vectoriel de I’espace des suites de K.

Proposition 960 Une intersection quelconque de sous-espaces vectoriels est
un espace vectoriel.

Cela permet d’introduire la définition suivante :

Définition 961 (Sous-espace vectoriel engendré) On appelle sous-espace
vectoriel engendré par une partie A lintersection de tous les sous-espaces
vectoriels contenant A. On la note Vect (A).

432

http://fribok.blogspot.com/



27.2 Applications linéaires

Définition 962 (Application linéaire) Une application f d’un K-espace vec-
toriel vers un autre est une application linéaire si :

o f(z+y)= flz)+ fy)

o f(\z)=A\f(z)

Une application linéaire est aussi appelée morphisme d’espaces vectoriels,
ou morphisme algébrique. C’est en particulier un morphisme de groupes.
Une application linéaire bijective est appelée isomorphisme, une application
linéaire de F dans F est appelée endomorphisme. Un endomorphisme qui
est aussi un isomorphisme est appelé automorphisme. L’inverse d’un isomor-
phisme est un isomorphisme, appelé isomorphisme réciproque.

On note L(E, F) Uensemble des morphismes de E dans F; c¢’est un sous-
espace vectoriel de F'F. On note L(E) ’ensemble des endomorphismes de E.
On note Isom(E, F) Iensemble des isomorphismes de E dans F. On note
Aut(E) Densemble des automorphismes de E; il est noté GL(E) une fois
qu’on Ua muni de la composition. GL(E) est un groupe, appelé groupe li-
néaire.

La notation E ~ F signifie qu’il existe un isomorphisme de E dans F.
L’image réciproque d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire est
un sous-espace vectoriel. On note Ker f et on appelle noyau de f ’image ré-
ciproque de {0}, c’est un sous-espace vectoriel. Une application linéaire est
injective si et seulement si son noyau est {0}. On notera que le noyau d’une
application linéaire est le noyau du morphisme de groupes correspondant.

On note Id la fonction identité de E; c’est une application linéaire et un
isomorphisme. On note Invf I’ ensembles des invariants de f; Invf =
Kerf — Id. On note Oppf I’ensemble des vecteurs changés en leur op-
posé; Oppf = Kerf + Id.

On appelle homothétie de rapport A d’un espace vectoriel 2 ’application
T — Az,

Quelques propriétés :
¢ On peut se contenter pour vérifier 1a linéarité d’une application d’assurer que f(\.z+
py) = A f(@) + p.f(y)
e [’image de 0 par une application linéaire est 0.
¢ [’identité est un automorphisme.
e [’image d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire est un sous-espace
vectoriel. On note I'm f I’image de f, ¢’est un sous-espace vectoriel.
e La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.
e L’application qui & f associe go f (resp. fog) estun morphisme d’espaces vectoriels.
e Ker fC Kergof
e Imgo f=1Img
ego f=0sietseulementsi Im f C Ker g
e [ application qui & un polyndme associe son polyndme dérivé est un endomorphisme.
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Définition 963 On appelle n-iéme itérée de f la fonction f™. f est dit nil-
potent si il existe n tel que f* = 0. Le plus petit n convenable est appelé
indice de nilpotence de f. On convient que ’indice de nilpotence d’une fonc-
tion non nilpotente est 4.

Propriétés :
Si f est un endomorphisme nilpotent, alors f — Id et f + Id sont des automorphismes.

Définition 964 (Définitions dans le cas d’un espace vectoriel produit)

On appelle k-iéme projection canonique d’un espace vectoriel produit
Fq x ... x E, PUapplication qui a = dans le produit associe sa composante
dans E}.

On appelle k-ieme injection canonique d’un espace vectoriel produit
E; x ... X E, Vapplication qui a = dans FEy, associe (0, ...,0,z,0,...0).

Onnotera que si f; estlinéaire de F; dans F;, alors (21, ..., Zn) — (f1(z1), .., fu(zn))
est une application linéaire ; son noyau est le produit des noyaux.

27.3 Somme de sous-espaces vectoriels

27.3.1 Généralités

Définition 965 (Somme de sous-espaces vectoriels) On se donne F1i, ..., F,
des sous-espaces vectoriels de ’espace vectoriel E. L’application ¢ qui a
(1, ..., Tpn) associe (x1 + z2 + ... + x,) est une application linéaire sur les-
pace produit 1 X ... X Fy,. L’image de ¢ est appelée somme des sous-espaces
vectoriels F1, ..., Fy,, et est notée F1 + ... + F,, ou Zie[l’n] F;.

Propriétés :
e La somme des Fj; contient tous les £.
e [’espace vectoriel engendré par I’union des F; est leur somme.

Définition 966 (Somme directe de sous-espaces vectoriels) On dit que la
somme de F1, ..., F,, est une somme directe lorsque la fonction ¢ est injec-
tive. Au lieu de noter Y, F; on peut alors noter @@ F;;

Propriétés :
e Cela revient a dire que tout vecteur de 1’espace vectoriel somme s’écrit comme
somme d’un élément de F3, d’un élément de Fb, ..., d’un élément de F,,, cette dé-
composition étant unique.
e La somme est directe si et seulement si pour tout j F; N 3, F; = {0}.
¢ On peut encore simplifier ce critere ; la somme est directe si et seulement si pour tout
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g0 Zi:l..jfl F; = {0}.

27.3.2 Espaces supplémentaires

© Généralités

Définition 967 Deux sous-espaces vectoriels d’un espace E sont dits supplé-
mentaires lorsque leur somme est directe et égale a E.

Propriétés :
e Deux espaces sont supplémentaires si et seulement si leur intersection est {0} et si
leur somme est F.
¢ Deux espaces sont supplémentaires si I’application ¢ (voir la définition d’une somme
de sous-espaces vectoriels) est bijective.
¢ Deux sous-espaces vectoriels qui sont supplémentaires d’un méme sous-espace vec-
toriel sont isomorphes - preuve en considérant la projection sur le supplémentaire en
question par rapport a I’'un des deux sous-espaces ; un espace supplémentaire du noyau
est isomorphe a I’image, d’ou le résultat - les définitions nécessaires arrivent plus bas).
Exemples :
Dans K", ’espace vectoriel engendré par un vecteur (a1, ..., a,,) est supplémentaire de
I’espace vectoriel des (z1, ..., z,) tels que a1.21 + ... + an.zyn = 0.

@ Applications aux applications linéaires. Projections, symétries.

Théoréme 968 Deux applications linéaires ayant les mémes restrictions a
deux espaces vectoriels supplémentaires sont égales.

Etant données deux applications linéaires définies respectivement de F dans
G et de F5 dans G, avec F) et F5 deux supplémentaires de F, il existe une
et une seule application linéaire dont les restrictions a Fy et Fy soient ces
applications.

Proposition 969 Etant donné un sous-espace vectoriel H, f une application
linéaire, alors Ker fijg = Ker fNH

Théoréme 970 (Théoréme noyau-image) Im f est isomorphe a tout supplé-
mentaire de Ker f.

Démonstration : 11 suffit de considérer la restriction de f a un supplémentaire de
Ker f, et de montrer I'injectivité et la surjectivité.0
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Définition 971 (Projection) On a vu que dans le cas on F' et G étaient des es-
paces supplémentaires de E, pour tout x il existait un unique (f,g) € FxG tel
que x = [+ g. On appelle projection sur I’ parallelement a G !’application
qui a x associe f.

Définition 972 On dit qu’un endomorphisme f estidempotent lorsque fof =
f. Un endomorphisme idempotent est aussi appelé projecteur.

Propriétés :

Etant donné p projecteur, on a :

e KF=Kerp®dImp

elnvp=Imp

On note qu’une projection est un projecteur.

Proposition 973 Un projecteur p est en fait la projection sur Im p paralléle-
ment a Ker p.

Démonstration : 11 suffit de considérer les propriétés ci-dessus, elles-mémes faci-

lement démontrables.00

Proposition 974 1d— f est un projecteur si et seulement si f est un projecteur.

Démonstration : 11 suffit de développer (Id — f)2.0

Définition 975 (Projecteurs associés) Deux projecteurs sont dits projecteurs
associés lorsque leur somme est I’identité.

Proposition 976 Si f et g sont deux projecteurs associés, alors Im f = Ker g
etImg= Ker f.

Définition 977 (Symétrie) A et B étant supplémentaires, on appelle symétrie
par rapport a A parallélement a B 'endomorphisme s tel que s 4 = Id et
S‘B = —Id.

On a vu plus haut qu’un endomorphisme pouvait &tre défini par ses restrictions sur

deux espaces supplémentaires.
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Définition 978 (Involution) Un endomorphisme [ est une involution lorsque
Jof=1d

Définition 979 Une symétrie s et un projecteur p sont dits associés lorsque
s=2p—1Id.

C’est le cas lorsque s et p se font par rapport au méme espace et parallélement au

méme espace.

Propriéiés :
e Une symétrie st une involution

e Etant donnée s symétrie, I2 = Inv s @ Opp s

¢ s ¢st la symétrie par rapport 4 Inv s et parallelement & Opp s.

e Toute symétrie est associée a un projecteur, ¢t tout projecteur est associée a une sy-
mélrie.

@l Dilatations, transvections

Définition 980 Soit H un hyperplan d’un espace vectoriel E, et D une droite
supplémentaire de H. On appelle dilatation d’hyperplan /i, de direction D
et de rapport A Uapplication linéaire dont la restriction a H est 'identité et
dont la restriction a D est I’homothétie de rapport A,

Soit H un hyperplan d’un espace vectoriel E, et h une forme linéaire de noyau
H. On appelle transvection d’hyperplan H une application de F dans F de
la forme

z— z+ hiz).u

pour un certain u dans H.

\ Ne pas se méprendre sur la notion de transvection d’hyperplan H ; il existe

plusieurs transvections différentes d’hyperplan H.

Rappelons que la proposition 811 signale que G L(E) est engendré par les trans-

vections et les dilatations, et que SL( F) est engendré par les transvections.
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27.4 Espace vectoriel quotient

27.4.1 Généralités

Définition 981 Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors la relation définie
par

TRy <—= z—y€F
est une relation d’équivalence compatible avec I’addition et le produit externe.

L’ensemble quotient est un espace vectoriel pour les lois induites ; il est appelé
espace vectoriel quotient ef est noté E;p.

Propriétés :
¢ La surjection canonique qui a « associe T est linéaire. Son noyau est F.
e Si I et G sont supplémentaires, alors G est isomorphe a £/ .

274.2 Application aux applications linéaires

Théoréme 982 Etant donné une application linéaire f de E dans F, alors f
s’écrit de maniére unique f = i o b o s, avec s la surjection canonique de E
dans E /e, 5, 1 Uinjection canonique de Im f dans F, et g un isomorphisme
de E/ker y dans Imf.

Démonstration : Facile ! O
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27.5 Translations - espaces affines

Pour plus d’informations on pourra consulter la partie32.

Définition 983 (Translations) On appelle translation de vecteur a I’applica-
tion d’un espace affine X dans lui-méme qui a z associe x + a. Onnote T (E)
ensemble des translations de I.

On appelle sous-espace affine de IF 'image d’un sous-espace vectoriel de IY
par une translation de F.

On appelle direction d’un sous-espace affine ’ensemble des x — y pour x et
y dans ’espace affine.

On dit qu’un sous-espace affine A est paralléle a un sous-espace affine B si et
seulement si A est vide ou la direction de A est incluse dans la direction de B.
On dit que deux sous-espaces affines sont paralleles s’ils sont non vides et ont
méme direction.

On dir que deux sous-espaces affines sont strictement paralléles s’ils sont non
vides et ont méme direction et sont distincts.

Propriétés :
e (7(F),o) estun groupe commutatif. (7(F), o) =~ (¥, +).
e Un sous-espace affine de £ contient O si et seulement si ¢’est un sous-espace vecto-
riel (en le munissant des lois induites).
¢ Siun espace affine A est de la forme a + F', alors il est aussi de la forme = + F pour
tout x de A.
¢ Le sous-espace affine A est égal a a1 F, avec a quelconque dans A, et £ 1a direction
de A.
¢ Etant donnés A4 et B deux espaces affines, a € A et b € B, de direction respectives
FeGalos ANB#AD < b—acF+G
e Etant donnés deux espaces affines d’intersection non vide, I'intersection est un es-
pace affine de direction I'intersection de leurs directions.
e Si Aestparallglea Balors AN B =0ouAC B.
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27.6 Familles libres. Familles génératrices. Bases

27.6.1 Généralités

Définition 984 Un élément x de 'espace vectoriel E est dit combinaison li-
néaire d’une famille (z;);c1 d’éléments de F si il existe un entier n, un n-uplet
(A1, ..., An) d’éléments de K, et un n-uplet (i1, ..., in) d’éléments de I tels que
T =D 1cjcn AiTi;e

Un élément x est dit combinaison linéaire d’un sous-ensemble A de F si x est
combinaison linéaire d’une famille d’éléments de A.

Une famille d’éléments d’un sous-espace vectoriel F est dite famille généra-
trice de F si I’espace vectoriel engendré par cette famille est F'.

Une famille d’éléments de E est dite tamille libre si une combinaison linéaire
de cette famille est nulle si et seulement si chaque X\; est nul.

Une famille est dite famille liée quand elle n’est pas libre.

Propriétés :
¢ ’image d’une famille génératrice de F' par une application linéaire f est une famille
génératrice de f(F).
e ’ensemble des combinaisons linéaires de A est I’espace vectoriel engendré par A.
¢ Toute famille contenant le vecteur nul est liée.
¢ Les éléments d’une famille libre sont deux a deux distincts.
¢ Une famille est liée si et sculement si un de ses éléments est combinaison linéaire des
autres.
¢ Une famille est liée si et seulement si un de ses ¢léments appartient a I’espace vecto-
riel engendré par les autres.
¢ Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
¢ Toute sur-famille d’une famille liée est liée.

Théoréme 985 o L’image d’une famille liée par une application linéaire est
une famille liée.
o L’image d’une famille libre par une application injective est une famille libre.

Le théoreme suivant, facile & démontrer, est fondamental pour la suite.

Théoréme 986 o Etant donnée une famille libre et un élément appartenant
a Uespace vectoriel engendré par cette famille, alors cet élément s’écrit de
maniere unique comme combinaison linéaire d’éléments de la famille.

440

http://fribok.blogspot.com/



Définition 987 (Base) Une base d’un espace vectoriel E est une famille libre
et génératrice.

Proposition 988 Une famille est une base si et seulement si c’est une famille
libre maximale (au sens de Uinclusion).

Démonstration : Si elle est pas maximale, on peut ajouter un élément tout en la
laissant libre ; on en déduit que ce n’est pas une famille génératrice. Si elle n’est pas
génératrice, alors on peut ajouter un élément n’appartenant pas a I’espace engendré ;
cette nouvelle famille est aussi libre, donc la précédente n’était pas maximale.O

Proposition 989 Une famille est une base si et seulement si c’est une famille
génératrice minimale.

Démonstration : Méme principe que la preuve ci-dessus.O

Définition 990 Erant donnée une base (e;) d’un espace vectoriel F et un
élément x de F, il existe une unique famille (\;) de support fini telle que
x =Y M\e;. Les \; sont appelés coordonnées du vecteur x.

27.6.2 Applications aux applications linéaires

Théoréme 991 Erant donnée (f;)ic1 une base de F et (g;)ic1 une famille de
G, il existe une unique application linéaire f de F dans G telle que f(f;) = g;
pour tout 1 € 1.

e La famille (g;) est libre si et seulement si f est injective.

e La famille (g;) est génératrice si et seulement si f est surjective.

e La famille (g;) est une base de G si et seulement si f est bijective.

27.6.3 Applications aux sous-espaces vectoriels

Proposition 992 L’ensemble L(FE) des endomorphismes de E muni de I’ addi-
tion, de la composition, et de la multiplication par un scalaire, est une algébre.

Attention, cette algeébre n’est pas commutative (en général).
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27.7 Dualité

27.7.1 Définitions et premieres propriétés. Le dual et le bidual

Définition 993 On appelle forme linéaire sur un K-espace vectoriel E une
application linéaire de F dans K.

On appelle dual d’un K-espace vectoriel E Uensemble E* des formes li-
néaires sur cet espace vectoriel.

On appelle hyperplan fout sous-espace vectoriel admettant une droite pour
supplémentaire.

On appelle bidual d’un K-espace vectoriel le dual de son dual. On le note
E**,

On appelle application linéaire canonique de F dans E** I’application qui
a x associe ¢ : u — u(x) (on vérifiera facilement que c’est une application
linéaire).

Propriétés :
¢ Une forme linéaire non nulle est surjective.
¢ Un sous-espace vectoriel est un hyperplan si et seulement si tout droite vectorielle
passant par un vecteur appartenant a2 son complémentaire est un supplémentaire de cette
droite.
¢ Un sous-espace vectoriel est un hyperplan si et seulement si ¢’est le noyau d’une
forme linéaire non nulle.
e Deux formes linéaires non nulles sont liées (dans le dual) si et seulement si elles ont
méme noyau.
¢ Etant données u et v des formes linéaires sur F, il existe A € K tel que v = Av si et
seulement si Ker u C Ker v.

27.7.2 Orthogonalité

Définition 994 Erant donné x dans E et u dans E*, on dit que = et u sont
orthogonaux si e seulement si u(z) = 0

Etant donnée une partie non vide A de F, on appelle orthogonal de A dans
E* et on note A+ I’ensemble des u orthogonaux & tous les éléments de A.
Etant donnée une partie non vide A de E* on appelle orthogonal de A dans
FE et on note A° I’ensemble des x orthogonaux a tous les éléments de A.

Propriétés :
J utilise le terme orthogonal sans plus de précision lorsque la propriété vaut a la fois
dans le cas de I’orthogonal d’une partie de F dans le dual et dans le cas de I’orthogonal
d’une partie du dual £* dans F.
Il n’y a pas ici de bidualité ; 1’orthogonal d’une partie du dual E’ est a considérer dans
E.
e L’orthogonal d’une partie est I’orthogonal de 1’espace engendré par cette partie.
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¢ L’orthogonal d’une partie est un sous-espace vectoriel.

¢ Toute partic est incluse dans I’orthogonal de son orthogonale.

e A C B alors I’orthogonal de B est inclus dans I’orthogonal de A.
¢ L’intersection des orthogonaux est 1’orthogonal de 1’union.

Attention, ne pas confondre I’orthogonal de I’orthogonal de A A et I’ ortho-
gonal de I’orthogonal de A ALt

27.8 Transposition

Définition 995 Erant donnée f une application linéaire de E dans F on ap-
pelle transposée de f ’application de F* dans E* qui a v associe vo f. C’est
une application linéaire, et on la note ' f.

Propriétés :
e L’application qui 2 f associe * f est une application linéaire.
o'(gof)="fo'yg
o'ldp = Idg»
e Si f est un isomorphisme, ® f est un isomorphisme, et (f 1) = (¢ f)~!
e Kertf=(Im f)*
e f est surjective si et seulement si ¢ f est injective.

27.9 K-algebres

27.9.1 Définitions et généralités

Définition 996 (K-algebre) (A, -+, X, .) est une K-algeébre si

o (A, +,.) est un K-espace vectoriel

o (A, +, X) est un anneau

e (Na)xb=ax(\b)=M\(axb)

La K-algébre est en outre commutative lorsque x est commutative.

L’ensembles des suites a valeurs dans K est un K-algebre commutative. L’espace
vectoriel des applications de A dans K est une K algébre commutative.

Définition 997 (Morphisme de K-algébres) Un morphisme d’algebre est
une application qui est a la fois un morphisme d’anneaux sur les anneaux
sous-jacents et un morphisme d’espaces vectoriels sur les espaces vectoriels
sous-jacents.
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27.10 Résultats d’algebre linéaire

¢ L’union de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel si et seule-
ment si ’'un des deux est inclus dans I’autre.

¢ Etant donnés deux projecteurs, la somme est un projecteur si et seulement si les
composés de ces projecteurs (dans les deux sens, la composition n’étant pas commu-
tative) sont nulles. Dans ce cas le noyau de la somme est ’intersection des noyaux, et
I’'image de la somme est la somme directe des images.

¢ Etant donnés F’ et G des espaces vectoriels et f et g des vecteurs alors f + F' C
g+ Gsietseulementsi F CGA f—geQG.

Définition 998 On appelle homothétie vectorielle de rapport k [’application
qui a x associe k.x ; un endomorphisme f est une homothétie vectorielle si et
seulement si pour tout x la famille (z, f(x)) est lice.

Démonstration : On procéde par étapes :
e tout d’abord montrer que pour tout z il existe k, € K tel que f(z) = k;.z.
¢ cnsuite montrer que k, est constant sur toute droite vectorielle.
o développer f(x + y) avec (z, y) une famille libre. On en déduit k, = k,,.O

¢ La famille des fonctions f, de R dans R quia z associec 1 siz > aetOsiz < a
est libre.
Démonstration : On suppose qu’une telle fonction est combinaison linéaire d’un
nombre fini d’autres fonctions, et on constate que la fonction doit étre continue 1a ot
justement elle ne Iest pas...0

27.11 Exercices d’algebre linéaire

Quelques résultats pour s habituer aux manipulations sur les polyndmes d’endo-
morphismes et aux sommes d’espaces :

fP=5.f+6Id=0— FE=Ker(f—2.1d)® Ker(f —3.1d)

(f estun endomorphisme)
Pour s’habituer aux manipulations sur les noyaux et les images :
(f estun endomorphisme)

Ker f = Ker f2 < Im f0 Ker f = {0}
Im f=1Im f?> < Im f+ Ker f = {0}
n+— Ker f™ est croissante
n+— Im f™ est décroissante
n/Ker f* = Ker "' = Vk >n Ker f, = Ker fp,
In/Im f* = Im ' = Vk >nIm fr = Im f,
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Chapitre 28

Algebre multilinéaire

Pour la suite il est utile de connaitre quelques bases sur o, ; que 1’on trouvera a
la partic21.10.11. Les premicres sections, de type fondements théoriques pour la suite,
sont un juste rapidement ébauchées.
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28.1 Généralités

Définition 999 (Application multilinéaire) Soient F., ... , E, et F des
K-espace vectoriel , alors f : Il B — I est n-linaire si pour tout
(x;) dans I1E; et tout j lapplication x — f(z1,..., 21,2, Tjq1, ..., Tn) €St
linéaire.

Si By = Ey = ... E, ont dit que f est une application n-linéaire sur F.

Si F est le corps K, alors f est dite forme n-linéaire.

On note L, (E, F) ’ensemble des applications n-linéaires de E dans F.

On note L,(E) lensemble des formes n-linéaires sur E, c’est a dire
Ln(E, K).

Etnt donné f € L,(E,F) et 0 € o, on note [, Uapplication n-linéaire
(@1, .0y ) = [(To(1), To(2), s Ta(n))-

Une application n-linéaire est dite symétrique si pour tout o f, = f.

Une application n-linéaire est dite antisymétrique si pour tout o f; = €(s).f.
Une application n-linéaire est dite alternée si i # j et x; = x; implique
f(z1,...,zn) =0,

On note S, (E, F) Uensemble des applications n-linéaires symétriques de E
dans F et A, (E, F) ’ensemble des applications n-linéaires alternées de E
dans F.

On note Sy, (E) I’ensemble des formes n-linéaires symétriques sur E et A, (F)
I’ensemble des formes n-linéaires alternées sur F.

Une application p-linéaire n’est pas une application linéaire.

Proposition 1000 [ e L, (E, F) est un K-espace vectoriel , sous-espace vec-
toriel de F*" .

o [ est symétrique si et seulement si pour toute transposition T fr = f.

o [ est antisymétrique si et seulement si pour toute transposition T f, = —f.

Démonstration : Premier point évident, les deux points suivants demandent juste
de se rappeler que les transpositions engendrent o,,. On pourrait en fait utiliser d’autres
familles génératrices.0

Proposition 1001 Une application n-linéaire alternée est antisymétrique ; si
K n’est pas de caractéristique 2, la réciproque est vraie aussi.

Démonstration : Supposons f n-linaire, et z; = x;, avec i # j.

0= flo1,....x; +T4,..., 05 + Ti, ..., Tn)

(car f est alternée)
0= f(Z1,. s Tiy ooy Tiy ooy Ty

Hf (@1, @iy Ty ey Ty)
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FL(Z1, oy @y ey Ty ooy T
+f($]!"'}$j;"-1$4i: ---73:1’!,)

(car ficat n-bnéaire) or i1 ., Biy o iy oy Bn) = F(Biyonig By oy By s, B} =0
puisque f est alternée
AonC Flpy; oy By sy By By) =By Byrosyiyyins; g )

Par la proposition 1000, le résultat alterné — antisymétrique est donc prouvé. La
réciproque est évidente, en utilisant la méme caractérisation de I'antisymétrie par la
proposition 1000.0

On suppose désormais que K est un corps de caractéristique # 2.

Théoréme 1002 Soit ¢ une forme n-linéaire antisymétrigue sur FE K-espace
vectoriel de dimension n, €., ..., €, une base de F, €7, ..., €}, sa base duale et
1, ..., Ty, une famille de n éléments de I.

Alors :

¢($1v "'!a".ﬂ-) = ( Z 6(3)'11?—1E;(i)(v‘i))'¢(ela sy eﬂ)
TETy

el

1, .y n) = ( Z €(s).II 1 €5 (vy(5)))-Ple, ...r €n)

TET

Démonstration : On procéde en quatre étapes :
¢ On remplace z; par 3. e (z;).¢; dans ¢(z1, ..., z,).
¢ On développe en utilisant la linéarité suivant chaque composante, on obtient donc

DA C2) KON €29 WC S CRY I (SN

(814 ,in YE[1m]™

¢ On supprime tous les termes tels que le cardinal de {41, ..., 1, } soit différent de n, ce
qui permet d’introduire les permutations.

e Il ne reste plus qu’'a remplacer ¢(e;, , ..., €, ) par (o ).¢(eq, ..., €n).

La deuxiéme formule s’ obtient simplement en remplagant o par o .0
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Définition 1003 (Symétrisé et antisymétrisé d’une forme n-linéaire) Soir
[ une forme n-linéaire sur un K-espace vectoriel E.

Alors Uapplication S(f) égale a (%1, ...,%0) = D e fol®1,...,20) est ap-
pelée symétrisée de [ ; elle est symétrique.

Alors Uapplication A(f) égale a (z1,...,%0) = >, c, €(0).fo(z1, ..., Tn)
est appelée antisymétrisée de f ; elle est alternée.

L’application f — S(f) est appelée opérateur de symétrisation.
L’application f — A(f) est appelée opérateur d’antisymétrisation.

Définition 1004 (Produit tensoriel, produit symétrique, produit extérieur)
Soient f1, ..., [, des formes linéaires sur le K-espace vectoriel E.

On appelle produit tensoriel de (f1, ..., f) Uapplication qui & (z1, ..., Tn)
associe f1(z1) X fa(x2)... X fu(xn). Onlenote 1 @ fo & ... & fn.
L’aplication symétrisée du produit tensoriel est appelée produit symétrique
de (f1,..., fn); onlanote fi.fo..... fa-

L’application antisymétrisée du produit tensoriel est appelée produit exté-
rieur de (f1, ..., fn); onlenote f1 A fa A ... A fp.

Une application n-linéaire exprimable comme produit tensoriel est dite décom-
posable dans L, (F).

Une application n-linéaire exprimable comme produit symétrique est dite dé-
composable dans Sy, (F).

Une application n-linéaire exprimable comme produit extérieur est dite dé-
composable dans A, (E).

Proposition 1005 e Le produit symétrique de n formes linéaires est symé-
trique.

o Le produit extérieur de n formes linéaires est antisymétriques.

e L’application qui a n formes linéaires associe leur produit tensoriel est n-
linéaire de E*" dans L, (E).

e L’application qui a n formes linéaires associe leur produit symétrique est
n-linéaire symétrique.

e L’application qui a n formes linéaires associe leur produit extérieur est n-
linéaire alternée.

Quelques théoremes donnés sans démonstration :

Théoréme 1006 Soir FE un K-espace vectoriel de dimension finie n,
(e1, ..., en) une base de F, (€%, ..., ek) sa base duale. On note F ’ensemble
des applications de [1,p] dans [1,n|. Pour tout f dans F on note ey =
e?(D ® e“}:@) ® ® e;:(m. Alors la famille des ey pour [ € F est une base de

Lp(
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Définition 1007 La base donnée par le théoréme précédent est appelée base
associée a (e1, ..., en).

Corollaire 1008 La dimension de L,(E) est (dim E)™.

Théoréme 1009 Soir FE un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie n, (e1,...,en) une base de FE, (ef,..,€e.) sa base duale.
K est supposé de caractéristique nulle.

On note A D'ensemble des applications [ de [1,n] dans [0,p] telles que
S L f(i) = p. Alors on note e = ] ] @ eh™.

Alors la famille des ey pour f € A forme une base de S,(F).

Corollaire 1010 La dimension de S,(E) est égale a C%, o1

Théoréme 1011 Soir FE un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie n, (e1,...,en) une base de E, (ef,...e) sa base duale.
K est supposé de caractéristique nulle.

On note A Uensemble des applications [ strictement croissantes de [1,p| dans
[1,n]. Alors on note ey = ey(1y.ep(ay. . . - . €f(n)-

Alors la famille des ey pour f € A forme une base de Sp(E).

Corollaire 1012 Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie n et si K
est de caractéristique nulle, alors dim A,(E) = CE.

28.2 Algebre multilinéaire et topologie

Définition 1013 Erant donnés E, ..., E, et F' des espaces vectoriels normés
, on note L(Fn, ..., Ey; F) Uespace des applications n-linéaires continues de
Ey x ... x By dans F. On le norme par f — supy;|q,|<1||f(x:); on obtient
ainsi un espace vectoriel normé .
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Théoréme 1014 (Quelques théorémes (pas durs!) sans preuve) e  Soient
Fn, ..., E, et F des espaces vectoriels normés , et soit f application n-linéaire
de F, ..., E, dans F. Alors :

- f est continue si et seulement si [ est continue en 0

- [ est bornée sur le produit des boules unités des F;

e Si F est un espace de Banach, alors L(E, ..., E,; F) est un espace de
Banach.

o Erant donnée f application n-linéaire continue de FE1 X .. x E,
dans F la différentielle de f en (z1,z2,..,zy,) est (h1,..,hn) —
f(hl,mz,.“,wn)‘+'f($1,h2,$3,.“,$n)‘+...+*f($1,$2,“.ﬁtn,1,hn).

o L(Ey, Eo; F) = L(Eq; L(Fo; F)).

28.3 Déterminants

28.3.1 Déterminant d’une famille de vecteurs

On suppose F K-espace vectoriel de dimension finie 7.

Définition 1015 On appelle déterminant d’une famille (z1,...,z,) d’élé-
ments de E dans une base (e1, ..., en) de E la somme :

Z e(o)II 1e§(i) (@)

oCOn

Onle note det(e, . c.)(1,..., Tn).

Proposition 1016 Si f est n-linéaire sur E, alors )
linéaire et antisymétrique.

veo, €(0).fo est n-

Démonstration : La somme est trivialement n-linéaire, et I’antisymétrie se montre
facilement (on rappelle juste que la signature du produit de deux permutations est le
produit des signatures de ces deux permutations).0)

On suppose pour la suite que K n’est pas de caractéristique 2.
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Théoréme 1017 e Etant donnée une base B de I, il existe une et une seule
Jorme n-linéaire alternée égale a 1 sur B ; ¢’est detg(.).

e Les formes n-linéaires alternées sur E sont égales a multiplication par un
scalaire preés.

Démonstration : e 1l est clair que detp(B) = 1
e La proposition précédente nous assure que det g(.) est n-linéaire alternée.
e Le théoreme 1002 nous assure le deuxiéme point.0

En conclusion, on a les propriétés élémentaires suivantes du déterminant dans une
base B :

Proposition 1018 e Le¢ déterminant est n-linéaire alterné.

e On ne change pas le déterminant des x; en ajoutant a un des x; une combi-
naison linéaire des autres x ;.

e Le déterminant de (x,...,x,) est égal a e(a) fois le déterminant de
(.’170.(1), Eay xa(n))'

L] dE,’iB — deLB(B’).deLB:

L] dE!’,B(B’).derfo(B) ==]|

o La famille des z; est une base si et seulement si detg(x1,...,2,) # 0

Démonstration : (simplement du dernier point, les autres se montrant facilement
I'un aprés 1’autre)
Si c’est une base, alors on applique la formule juste au dessus pour conclure que le
déterminant est non nul.
Si le déterminant est non nul, alors supposons la famille liée, on peut ajouter & un vec-
teur une combinaison linéaire des autres et on a ainsi une famille dont un vecteur est
nul, et donc le déterminant devrait étre nul.0

28.3.2 Déterminant d’un endomorphisme

FE est toujours un K-espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K de carac-
téristique différente de deux.

Définition 1019 On appelle déterminant de I’endomorphisme f le détermi-
nant de f(B) dans la base B ; on le note det f.

On appelle groupe spécial linéaire de I I'ensemble des endomorphismes de
E de déterminant 1 ; on le note SL(E).

Démonstration : Il convient pour que la définition ait un sens de démontrer que
ce déterminant ne dépend pas de la base B. On suppose donc données deux bases B et
B’, et on montre que detg(f(B)) = detp-(f(B’)).
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¢ La fonction qui 2 un n-uple z € E™ associe det g(f(z)) est n-linéaire alternée, donc
c’est A.detp.
¢ En spécialisant en B cette égalité, on obtient

detp(f(z)) = detp(f(B)).detp(x)
¢ Or par les propriétés du déterminant on a
detB (x) = d@tB (B/) .detB/ (iE)

detp(f(x)) = detg(B’).detp (f(x))
¢ Des deux points précédents on déduit
detB(B’).detB/(f(x)) = detB(f(B)).detB(B’).detB/(:l;)

c’est-a-dire det g/ (f(z)) = detp(f(B)).detp (), etdonc det'’y (f(B')) = detg(f(B))
en spécialisant en B’.00

Proposition 1020 e det fo g = det f.det g

o f est un automorphisme si et seulement si det f # 0

o Sidet f £ 0, alors f est un automorphisme et det f~1 = dei 7

o det est un morphisme de groupe entre GL(E) et K\ {0}.

o SL(E), puisqu’il est le noyau du déterminant, est un sous-groupe de GL(E)

28.3.3 Déterminant d’une matrice

On travaille encore dans un corps K de caractéristique différente de 2.

Définition 1021 On appelle déterminant d’une matrice carrée M le détermi-
nant de I’endomorphisme canonique associé a M dans K™. On le note det M
ou | M|.

On appelle groupe spécial linéaire d’ordre n et on note SL,,(K) I’ ensemble
des matrices de déterminant égal a 1.

Proposition 1022 Le déterminant d’une matrice est aussi le déterminant de
ses vecteurs-colonnes ou de ses vecteurs-lignes dans la base canonique de K.

Les propriétés suivantes se déduisent facilement des propriétés équivalentes chez
les endomorphismes ou les familles de vecteurs :
¢ Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.
¢ Le déterminant du produit est le produit des déterminants.
e SL,(K) est un sous-groupe de GL,(K), noyau du déterminant en tant que mor-
phisme de groupe de GL,,(K) vers K \ {0}.
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e Deux matrices semblables ont méme déterminant.

Proposition 1023 Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au pro-
duit des éléments diagonaux.

Démonstration : 11 suffit de voir que seule la permutation identité est telle que
pour tout i M, ;) ; $oit non nul.00

28.3.4 Pratique du calcul d’un déterminant ; développement sui-
vant une ligne ou une colonne

Le point de vue adopté ici est celui du calcul du déterminant d’une matrice de type
(n,n) sur un corps K ; bien siir il faut bien voir qu’il en va de méme du calcul du
déterminant d’un endomorphisme ou d’une famille de vecteurs dans une base.

Pour la suite il est nécessaire d’avoir lu le début de la partie 30.3.10.

Proposition 1024 (Développement suivant une colonne)

Vi€ nldet M= > ;.M
ic[1,n|

Démonstration : 11 suffit de se rappeler que le déterminant est n-linéaire.0

Proposition 1025 (Développement suivant une ligne)

Vi€ [Lnldet M= Y ;.M
j€lin]

Démonstration : 11 suffit de se rappeler que det M = det *M.0

Proposition 1026

det M = det com(M) = (detM)™

Démonstration : e Si M est inversible et pas M, alors M.M = (det M).I =0
etdonc M = 0, etdonc M = 0, d’ou contradiction.
e Si M et M ne sont pas inversibles ni I'une ni I'autre, alors les déterminants sont
égaux a 0, et I'égalité annoncée est vérifiée.
e Si M est inversible, alors
M.M = (det M).1

det (M.M) = det((det M).I)
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det (M).det M = (det M)
det M = (det M) !

D’ou le résultat annoncé.0

28.4 Algebre bilinéaire

On travaillera avec un corps K sympathique, comme R ou C.

28.4.1 Formes bilinéaires

[ Le cas général

Définition 1027 On appelle forme bilinéaire sur E une forme multilinéaire
de Ez (E)
Etant donnée ¢ une forme bilinéaire on note *¢ Uapplication (z,y) — ¢(y, x).

11 est immédiat que ¢ est symétrique si ¢ =t ¢, et que ¢ est antisymétrique si

‘p=—¢.

Proposition 1028 e L’application qui & ¢ associe ‘¢ est un automorphisme
involutif de Lo(F).

o Lo(E) est somme directe des deux sous-espace vectoriel de Lo(E) respecti-
vement constitués des formes bilinéaires symétriques et des formes bilinéaires
antisymétriques. On a en fait ¢ = a + s avec s = %Tﬂb, a= 4’77%, a antisy-
métrique, et s symétrique.
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[ Le cas de la dimension finie - expression matricielle

On travaille maintenant avec F K-espace vectoriel de dimension finie n. On se
donne une base (ey, ...e,,) une base de F.

Définition 1029 Erant donné ¢ une forme bilinéaire sur E, on appelle matrice
de ¢ dans la base B la matrice M définie par

M;; = ¢(es, €5)

On la note Matg(¢).
Réciproquement, on appelle forme bilinéaire sur F associée a la matrice M
et ala base B ’application ¢ définie par

dlx,y) =" X.M.Y

avec X le vecteur défini par X; = e} (x) et Y le vecteur défini par'Y; = e} (y).
La forme bilinéaire canoniquement associée & une matrice M de type (n,n) est
la forme bilinéaire associée a cette matrice dans K™ pour la base canonique.

Proposition 1030 Avec M la matrice de ¢ dans la base B, avec X le vecteur
défini par X; = e} (x) et Y le vecteur défini par Y; = € (y), ona

d(x,y) =" X.M.Y

Démonstration : Tln’y a qu’a I’écrire.0

Corollaire 1031 La matrice de ' ¢ est la transposée de la matrice de ¢.

Proposition 1032 Etant donnée B une base de E, ’application qui a une ma-
trice associe la forme bilinéaire associée sur F pour B est un isomorphisme.

Corollaire 1033 dim Lo(E) = n?

Proposition 1034 Etant donnée B et B’ deux bases de F, alors

MatBr(¢) =t PB’Br,MatB((]ﬁ).PB,B/

Démonstration : Evident.O
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Au vu de ce résultat, on comprend I'intérét d’introduire la définition suivante :

Définition 1035 Deux matrices P et () sont dites congruentes si il existe M
inversible telle que P =* MQM.

Proposition 1036 e La congruence est une relation d’équivalence

e Deux matrices sont congruentes si et seulement si elles représentent la méme
forme bilinéaire dans deux bases différentes

e Deux matrices congruentes ont méme rang

\ Deux matrices congruentes n’ont pas nécéssairement méme déterminant.

28.4.2 Formes quadratiques

= Le cas général

Définition 1037 On appelle forme quadratique associée a la forme bili-
néaire ¢ l'application x — ¢(z, x).

Une application de F* dans K est une forme quadratique sur F si et seule-
ment si c’est la forme quadratique associée a une certaine forme bilinéaire.

Proposition 1038 Soit ¢ une forme quadratique, alors
g(z +y) + (@ —y) = 2(¢(z) + a(y))

(voir figure 28.1)

Démonstration : 1l suffit de développer la formule en considérant ¢ a laquelle est
associé ¢.0

Proposition 1039 L’application qui a une forme bilinéaire associe la forme
quadratique qui lui est associée est une application linéaire de Lo(F) dans
I’ensemble des fonctions de E dans K. Son noyau est I’ensemble des applica-
tions bilinéaires antisymétriques, et elle induit un isomorphisme de I’ensemble
des applications bilinéaires symétriques sur I sur I’ensemble des formes qua-
dratiques.

Démonstration : e Le fait que cette application soit linéaire est évident.
e Montrons que si sa forme quadratique associée est nulle, alors ¢ est antisymétrique.
Pour tout z et tout y ¢(z + v,z +y) = é(z,2) + ¢(y,y) + ¢(z,y) + ¢y, z) ; done
si pour tout z ¢(z, z) = 0, alors ¢(z, y) + ¢(y, ) = 0. D’ou le résultat.0
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X+y

X-y

X

F1G. 28.1 — Formule du parallélogramme. La somme des carrés des diagonales est
égale a la somme des carrés des cOtés.

Définition 1040 Erant donnée q une forme quadratique q sur E, 'unique
Jforme bilinéaire symétrique ¢ telle que pour tout z q(z) = ¢(x, )i est ap-
pelée forme polaire de q.

Proposition 1041 Les formules suivantes permettent de déterminer la forme
polaire ¢ associée a une forme quadratique q :

o $(z,y) = 3(a(z +y) — q(z) — 4(y))

o ¢(z,y) = 3(a(z +y) — q(z —y))

Définition 1042 (Orthogonalité) Erant données q une forme quadratique et ¢
sa forme polaire :

e z et y appartenant @ E sont orthogonaux si et seulement si ¢(z,y) = 0

o deux parties X et Y de E sont dites orthogonales si et seulement si tout x
dans X et tout y dans Y sont orthogonaux.

e On appelle orthogonal d’une partie X de E et on note X I’ensemble des
éléments orthogonaux a tous les éléments de X.

e On appelle noyau de q l'orthogonal de E (a ne pas confondre avec le cone
isotrope de q) ; on le note N(q).

e On appelle cone isotrope de g et on note C(q) Uensemble des x tels que
g(z) = 0 (a ne pas confondre avec le noyau de q). Un élément du cone isotrope
est appelé vecteur isotrope.

e Un sous-espace vectoriel de E est dit isotrope si la restriction de q a ce
sous-espace vectoriel est dégénérée.

e Un sous-espace vectoriel de F est dit totalement isotrope si la restriction
de q a ce sous-espace vectoriel est nulle.

e Une forme quadratique est dite dégénérée si son noyau n’est pas réduit a
{0}.

e Une forme quadratique est dite définie si son cone isotrope est réduit a {0}.
e Une forme quadratique q sur un R-espace vectoriel F est dite positive (resp.
négative) lorsque pour tout z on a q(z,z) > 0 (resp. q(z,z) < 0).
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Proposition 1043 e Un sous-espace vectoriel est isotrope si et seulement si il

a une intersection non réduite a {0} avec son orthogonal.

o Un sous-espace vectoriel est totalement isotrope si et seulement si il est inclus
dans son orthogonal.

e L’orthogonal d’une partie de E est 'orthogonal du sous-espace vectoriel
engendré par cette partie.

o Avec X etY des partignge/fribdkbiBgspdfomy - C X -




espace vectoriel (il contient le sous-espace vectoriel noyau de ¢).

La restriction d’une forme quadratique non-dégénérée a un sous-espace vectoriel
n’est pas nécéssairement non-dégénérée.

Proposition 1045 Le cone isotrope est un cone, c’est a dire que x isotrope —
.z isotrope pour tout A dans K.

Définition 1046 (Familles orthogonales et orthonormales) Une famille (z;)
de vecteurs de E est dite orthogonale si i # j implique ¢(z;, ;) = 0.

Une famille (x;) de vecteurs de E un C-espace vectoriel est dite réduite si elle
est orthogonale et i ¢(5, T5) = X1,rg(¢)(2)-

Une famille (z;) de vecteurs de E un R-espace vectoriel est dite réduite si
elle est orthogonale et si ¢(xi, ;) = X1,p(1) — Xp+1,rg(q)(2) POUT un certain
pdans [0,79(g)].

Une famille (x;) de vecteurs de E est dite orthonormale si ¢(z;, ;) = 6; ;.
Une matrice réelle ou complexe de type (n,n) est dite orthogonale si la famille
de ses vecteurs colonnes forme une famille orthonormale de K".

Proposition 1047 e Une famille orthogonale sans vecteur isotrope est libre.
En particulier si q est définie une famille orthogonale de vecteurs non nuls est
libre.

e Une famille orthonormale est libre.

Démonstration :  ¢(>", \s.x;, x;) = Ai.d(xs, x;), ete... O

[ Le cas de la dimension finie - expression matricielle

On suppose que B = (e, ..., e,) est une base de E.

Définition 1048 On appelle matrice d’une forme quadratique dans une
base B la matrice de sa forme polaire dans la base B.

On note Matg(q) la matrice de la forme quadratique q dans la base B.

On appelle rang de q la rang de sa matrice dans une base quelconque (le rang
est indépendant de la base).

On appelle discriminant d’une forme quadratique q dans une base B le dé-
terminant de la matrice de q dans la base B.

Le discriminant dépend de la base.
Le troisieéme point appelle une preuve, que voici ci-dessous :
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PmpOSilion 1049 M(Ltsr(q) ¢ PB‘BJ.MatB(q)‘PB‘Bf

Démonstration : 11 suffit d’aller voir la démonstration équivalente pour les formes
bilinéaires, en 28.4.1.0

Deux matrices congruentes ayant méme rang, la définition ci-dessus est donc cohé-
rente.

Proposition 1050 Erant donnés x dans E et X le vecteur défini par X; =
ef(x),onaq(z) =" X.Matp(q).X.

Démonstration : 1l suffit de considérer la forme polaire de ¢ et de consulter la
partic 28.4.1.0

Proposition 1051 Un polynéme de degré < 2 en x1, ..., m,, est une forme qua-
dratique sur K™,

Pour obtenir sa forme polaire, on remplace chaque x;.x; par x;.y;, el chaque
x5 par 3(xi.y;+x;.y:) ; le polyndme en (x;) et (y;) est une forme bilinéaire
symétrigue sur K", et est la forme polaire du polyndme.

Proposition 1052 Le noyau d’une forme quadratique en dimension finie est le
noyau de l'endomorphisme ayant méme matrice (dans la méme base).

La dimension de F est la somme du rang de g et de la dimension du noyau de
q.

Démonstration : Evident, il n’y a qu’a I'écrire.0

Proposition 1053 e Une base est orthogonale si et seulement si la matrice de
q dans cette base est diagonale.

e Une base est orthonormale si et seulement si la matrice de q dans cette base
est Uidentité.

Démonstration : Evident !0

Le théoréme suivant est trés important :

Théoréme 1054 Pour toute forme quadratique sur E de dimension finie, il
existe une base de I orthogonale pour q.
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Démonstration : On montre ce résultat par récurrence :
e Lecas n = 1 est trivial.
e Si g est nulle, le résultat est clair ; sinon on choisit e; non isotrope, ¢t on note H
I’orthogonal de e;. Tout vecteur = s’ écrit

z=€K.e M
N—— Q(el)

¢(617$)

.e1+ € efx - —.€1
S~ Q(el)

donc F¥ = K.eq 6 H. 1l suffit alors d”appliquer I’hypothése de récurrence sur H.0O

Corollaire 1055 Pour tout forme quadratique q sur E K-espace vectoriel de
dimension n, il existe p € [1,n] et A1, ..., A\, dans K\ {0} et fu,..., fp dans E*
tel que

e les f; forment une famille libre

o q(z) =371 Ni-fi(z)?

En outre, p est unique et est égal au rang de q.

Démonstration : 11 s’agit simplement de la traduction du théoréme précédent.0]

On en déduit les deux corollaires suivants, I’un dans le cas K = C, I’autre dans le
cas K=R:

Corollaire 1056 (Cas K = C) Pour tout forme quadratique q sur E K-espace
vectoriel de dimension n, il existe p € [1,n] et fi,..., fp dans E* tel que

o les f; forment une famille libre

o q(z) = 37, fil2)®

En outre, p est unique et est égal au rang de q.

Démonstration : 11 suffit de voir dans le corollaire précédent que I’on peut multi-
plier f; par une racine carrée de .0

Corollaire 1057 (Cas K = R) Pour tout forme quadratique q sur E K-espace
vectoriel de dimension n, il existe r € [1,n| et pdans [1,7] et fi,..., fp dans E*
tel que

o les f; forment une famille libre

o q(z) =327, file)? = X1, 1 fil2)?

En outre, r est unique et est égal au rang de q, et p est unique.

Démonstration : 11 suffit de voir que I’on peut multiplier f; par une racine carrée
de ﬁ ; il ne reste alors plus qu’a montrer I’unicité de p. Pour cela, on considere s le p
maximal possible, et » le p minimal possible ; on note t = ¢ — .

Alors e g est définie positive sur un espace de dimension s
e g est définie négative sur un espace de dimension ¢
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On déduit facilement que :

e ces deux espaces sont en somme directe, donc s +¢ < r

ep <s

oer—p<t

Doncsip < s,p+r—p < r,etsir—p < t, p+r—p < r, donc nécéssairement, p = s. 0

Encore un corollaire dans le cadre d’une forme quadratique définie positive :

Corollaire 1058 (Cas K = R et ¢ définie positive) Pour tout forme quadra-
tique q sur E K-espace vectoriel de dimension n, il existe f,...,fn dans E*
tel que

e les f; forment une famille libre

o q(z) = >0, filz)?

On en déduit aussi existence d’une base orthonormale.

28.4.3 Formes quadratiques réelles

Pour toute la durée de cette section, on se place dans le cadre de F un R-espace
vectoriel .

= Le cas général

Définition 1059 Une forme quadratique q sur un R-espace vectoriel E est
dite positive (resp. négative) lorsque pour tout = on a q(z,z) > 0 (resp.

On rappelle la définition suivante :
q(z,z) <0).

Théoréme 1060 (Inégalité de Schwartz) e Soit q une forme quadratique
positive sur un R-espace vectoriel F, et soit ¢ sa forme polaire. Alors pour
tout x et tout y dans F/

o(z,v)* < q(z).q(y)

o Soit q une forme quadratique définie positive sur un R-espace vectoriel E, et
soit ¢ sa forme polaire. Alors pour tout x et tout y dans E

o(2,y)? < q(x).q(y)

et
(z,y)? = q(x).q(y) == (z,y) est une famille liée.

Démonstration : e 11 suffit de considérer le discriminant du polynéme en ¢ g(z.t+
y) (ce polyndme est toujours positif puisque la forme quadratique est positive).

o L’ égalité implique que ¢(y — ﬂq%l.x) =0.0
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On remarque que I'inégalité de Schwartz implique qu'une forme bilinéaire symé-
trique positive est continue,

Corollaire 1061 (Noyau et cone isotrope d’une forme quadratique positive)
e Si g est positive alors N(q) = C(q).
o Si q est positive alors q est définie si et seulement si elle est non-dégénérée.

Proposition 1062 Une forme quadratique q sur un R-espace vectoriel qui est
définie est nécéssairement soit positive soit négative.

Démonstration : On suppose qu’il existe x et y avec g(x) > 0 et g(y) < 0. Alors
I"application qui a ¢ dans [0, 1] associe g(t.z + (1 —¢).y) est continue (il suffit de déve-
lopper pour l¢ voir), donc par le théoréme des valeurs intermédiaires 209 elle s’annule
en un certain to. Nécéssairement .2+ (1 — t)y = 0 (puisque g est définie), donc x: et y
sont linéairement dépendants (£ 4 0 et £ + 1). Donc g(z) et g(y) sont de méme signe,
d’ol contradiction.O

Une autre formulation des inégalités de Schwartz est donnée dans le corollaire ci-
dessous :

Corollaire 1063 (Inégalités de Minkowski) e Soit ¢ une forme quadratique
positive sur un R-espace vectoriel . Alors pour tout x et tout y dans I

Valz +y) < Valz) + Valy)

e Soit q une forme quadratique définie positive sur un R-espace vectoriel F,
alors pour tout z et tout y dans F

Valz +y) = Val@) + Valy) = (z,y) est une famille positivement liée.

Démonstration : e Par I'inégalité de Schwartz

o(x,y)* < q(z).q(y)

et donc
_alzty) _2{;(:.-:) —q(y) < V@) 4@
— q(z +y) < q(@) + q(y) + 2./q(2).q(y)
TB T < I T

e Méme principe.0
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Proposition 1064 e Une forme quadratique q est positive si et seulement i
—q est négative

o Une forme quadratique sur un R-espace vectoriel est convexe si et seulement
si elle est positive

o Une forme quadratique sur un R-espace vectoriel est concave si et seulement
si elle est négative

& Le cas de la dimension finie - expression matricielle

On suppose maintenant que I’on travaille sur /2 un IR-espace vectoriel de dimension
finie 7. ¢ est une forme quadratique.

Pmposil.ion 1065 (Prupriél.é fondamentale des formes quadratiques définies positives) Si IV est
une forme quadratique définie positive sur un R-espace vectoriel IV de dimen-
sion finie, alors il existe une base de IY orthonormale pour q.

Démonstration : 11 suffit de considérer le corollaire 1058.0

Pmpﬁsiﬁon 1066 (Quclqu propriétés sur I"orthogonalité sur un [E-espace vectoriel de dimension finie)
e Pour I sous-espace vectoriel de 5, on a dim F + dim F*+ > n
o Soit F' sous-espace vectoriel de E, avec q| r définie, alors EE = F @ F*,

Démonstration : e Soit (f;)ic(1,y) une base de I, complétée en (f;)ic z une base
de F.

Soit p I"application de £ dans F définie par p(z) = >, 1,71 9@, fi).fi. Cette appli-
cation est linéaire ; on peut donc écrire o

dim E = rg(p) + dim Ker p

Or
rg(p) < dim F
el
dim Ker p = dim F"
donc

dim E < dim F + dim Ker p

e 'NF* = () car g est définie sur F'. L’ inégalité précédente donne dim I +dim F* >
n, d’olt le résultat.0
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Définition 1067 (Signaturc d’une forme quadratique sur un E-espace vectoriel de dimension finie)
On appelle signature d’une forme quadratique g le couple (s,1) avec s la
dimension maximale d’un sous-espace vectoriel de I sur lequel q est définie
positive et t la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel de IV sur lequel
q est définie négative.

Le théoréme suivant, trés important, permet de cerner I'intérét de la notion.

Théoréme 1068 (Théoréme d’inertie de Sylvester) Pour toute base q-
orthogonale e;, U'ensemble des i tels que q(e;) > 0 a méme cardinal,
Uensemble des i tels que g(e;) — 0 a méme cardinal, I’ensemble des 1 tels que
q(e;) > 0 a méme cardinal.

Le sous-espace vectoriel engendré par I’ensemble des i tels que q(e;) > 0
est un sous-espace vectoriel I' de dimension maximale tel que q > soit définie
positive.

Le sous-espace vectoriel engendré par l'ensemble des i tels que q(e;) < 0
est un sous-espace vectoriel F' de dimension maximale tel que q| soit définie

négative.
L’ensemble des i tels que q(e;) = 0 est égal a la dimension de E moins le
rang de q.

Démonstration : 11 suffit de consulter la preuve du corollaire 1057.0

Corollaire 1069 e Toute matrice symétrique est congruente a une matrice dia-
gonale dont les termes diagonaux sont (1,...,1,—1,... — 1,0, ...0).

o Deux formes quadratiques ont la méme signature si et seulement si on passe
de l'un a l'autre en composant par un automorphisme.

Proposition 1070 Une matrice M de type (n, n) est antisymétrique si et seule-
ment si pour tout vecteur X de K* ona'X.M.X = 0.

Démonstration : La forme polaire de la forme quadratique associée a M est (X, Y) —*
X.(3(M +' M)).Y. Elle est nulle si et seulement si M est antisymétrique (voir pro-
position 1039).0

& Le cas d’un espace euclidien

Pour plus d’informations sur les espaces euclidiens on consultera la partie 29.5.
Un espace cuclidien étant réel et de dimension finie, ce qui vient d’étre dit est encore
valable.
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On va noter Q(F) I'espace des formes quadratiques. Les notations usuelles seront
utilisées :

e (e1,...,e,) estune base de ¥

*q€Q(E)

e ) la matrice (symétrique) associée a g pour la base des e;

e ¢ la forme polaire de ¢ (symétrique, de matrice M dans la base des e;)

e X désigne le vecteur colonne des coordonnées de x dans la base des e;

e Y désigne le vecteur colonne des coordonnées de y dans la base des e;

< Formulaire

q(z1.€1,T3.€0, ..., Ty -€1) Z M; jx;.x;
(4,5)€1,n]2
#((z1.€1,T2.€2, ..., Tn.€n), (Y1.€1,Y2.€2, ..., Yn .€n)) = Z M; jx;.y;

(2.5)€[Ln]?
M; ; = ¢{ei, ;)
qle:) M;;
q(z) ="' X M.X
o(z,y) =t X.M.X

etavec (fi, ..., fn) une autre base,

Mats,y(¢) = Mat(s,)(q) =" Pe,y(7.)-M-Pe) (1)

< Résultats divers

Théoréme 1071 L’application F' de L(E) dans I'ensemble des applications
de E dans R définie par F(f) = (y —< [(y)|ly > induit un isomorphisme de
S(F) (ensemble des endomorphismes symétriques de E) sur Q(FE) (ensemble
des formes quadratiques sur E).

Démonstration :

e I'(f) appartient 2 Q(F) pour tout f dans L(F) se voit en considérant la forme
bilindaire ¢ = (z,y) — (< f(z)|ly > + < z|f(y) >).

e < f(z)|lzr >= 0 pour tout = <= [ antisymétrique (si vous n’en étes pas
convaincu, revoyez la partie 29.5.2).

e Avec n la dimension de F, on sait alors que I'image de /' est de dimension
n? —in.(n—1) = in.(n+1) = dim Q(E), donc F a bien pour image Q(E) ; S(E)
étant un supplémentaire du noyau de I, F' induit bien un isomorphisme de S(F) sur
Q(E).O

Corollaire 1072 e Toute forme quadratique q 8 écrit x —< f(z)|z > pour
un certain endomorphisme symétrique f (on peut d’ailleurs aussi écrire x — <
z|f(x) >, puisque [ est symétrique).

e Dans la méme base, q, ¢ et f ont méme matrice.
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Définition 1073 f (défini comme précédemment) est appelé endomorphisme
symétrique associé¢ a la forme quadratique q.

Ceci nous permet de donner quelques résultats, conséquences immédiates de résul-
tats connus sur les endomorphismes symétriques :

Théoréme 1074 o Soit g une forme quadratique sur E euclidien; alors il
existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de I’endomor-
phisme associée a q est diagonale ; c’est a dire que cette base est orthogonale
pour q aussi.

o Si on a deux formes quadratiques sur un R-espace vectoriel E de dimension
Jinie dont Uune (au moins) est définie, alors il existe une base orthogonale pour
les deux formes quadratiques (il suffit de considérer I’espace euclidien engen-
dré par la forme définie (ou sa négation si elle est négative) pour conclure).

o Une forme quadratique sur F euclidien est positive si et seulement si toutes
les valeurs propres de I’endomorphisme symétrique associé sont positives

o Une forme quadratique sur E euclidien est définie si et seulement si toutes
les valeurs propres de I’endomorphisme symétrique associé sont non nulles et
de méme signe

e Une forme quadratique sur E euclidien est négative si et seulement si toutes
les valeurs propres de I’endomorphisme symétrique associé sont négatives

466

http://fribok.blogspot.com/



28.4.4 Formes quadratiques complexes
© Le cas général

Le cadre le plus général est simplement celui d’un C-espace vectoriel .

Définition 1075 On appelle forme quadratique hermitienne sur un C-
espace vectoriel E une application q de F dans C telle qu’il existe une forme
sesquilinéaire hermitienne ¢ telle que pour tout x on ait g(z) = ¢(z, z). Cette
Jorme sesquilinéaire hermitienne est unique (a vérifier plus bas); on 'appelle
forme polaire de q.

Proposition 1076 Soit q une forme quadratique hermitienne. Alors :

Vzg(z) € R

en effet p(x, x) = ¢(x, x) car ¢ est hermitienne

O il gl +iy))

=1

N

V(z,y) € E? ¢(z,y) =

cela se montre simplement en développant chacun des 4 termes de droite
L’ensemble des formes quadratiques hermitiennes sur E noté QH(E) est un
R-espace vectoriel .

Ce n’est pas un C-espace vectoriel , comme on s’en convainc facilement
en considérant une forme quadratique hermitienne non nulle multipliée par 1...

On note au passage que le deuxieme résultat de cette proposition donne I’unicité
recquise dans la définition de la forme polaire ci-dessus.

[ Le cas de la dimension finie - expression matricielle

Définition 1077 Etant donnée (e1, ..., en) une base de E espace hermitien et
q une forme quadratique hermitienne sur E de forme polaire ¢, on définit la
matrice M associée a g ou matrice associée a ¢ par M; ; = ¢(e;, e;). On
note M = Mat(ez)(¢) ou M = Mat(ez>(q).
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Proposition 1078 La matrice M associée a une forme quadratique hermi-
tienne est hermitienne c’est-a-dire que M = M.

Avec X le vecteur colonne des coordonnées de x dans une base donnée, ¥
le vecteur colonne des coordonnées de y dans la méme base, M la matrice
associée a q ou ¢ dans la méme base, on a

Hlz,y) =" X. MY

g(@) =" X.MX =3 M;; |X;” +2.Re(d M;;X;.X;)
i=1 i<j
Si (ei)icpin) e (fi)icpn) Sont deux bases de E, alors Matg(q) ="
Pl (r)-Matpy(@)-Ple,), 1)

=l Formes quadratiques sur un espace hermitien

Définition 1079 On note QH(E) le R-espace vectoriel des formes quadra-
tiques hermitienne sur F espace hermitien.

On note H(E) le R-espace vectoriel des endomorphismes hermitiens de E,
espace hermitien.

Etant donné f € H(E), la forme quadratique © —< f(z)|x > est appe-
lée forme quadratique hermitienne associée a I’endomorphisme hermitien
f ;s réciproquement f est appelée endomorphisme hermitien associée a cette
forme quadratique (voir unicité ci-dessous).

Théoréme 1080 L’application F de H(E) dans QH(FE) défini par F(f) =
(z —< f(x)|z >) est un isomorphisme.

Démonstration : e Le fait que pour tout f dans H(E) F(f) soit une forme qua-

dratique est clair (considérer la forme sesquilinéaire (z,y) —< f(x)|y >).

¢ Le fait que f est un morphisme est facile a prouver.

e La surjectivité :
11 suffit, étant donné une forme quadratique, de considérer sa matrice dans une base or-
thonormale quelconque, et I’endomorphisme associé a la méme matrice dans 1a méme
base ; I'image de cet endomorphisme par f.

e L’injectivité :
Supposons F'(f) = 0. Lapplication (z, y) —< f(z)|y > est la forme polaire de F(f)
(elle est bien sesquilinéaire et hermitienne) ; donc cette forme sesquilinéaire est nulle
par unicité de la forme polaire. Donc < f(z)|y > est nul pour tout z et tout y, d’ou le
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résultat en spécialisant par y = f(z).0

Théoréme 1081 Pour toute forme quadratique hermitienne il existe une base
orthonormale (pour le produit scalaire hermitien ) qui est orthogonale pour
cette forme quadratique.

Démonstration : 11 suffit de considérer la proposition 1140 appliqué a 1’endomor-
phisme associé a une forme quadratique.0
Quelques liens entre une forme quadratique g et I'endomorphisme hermitien asso-
cié f:
e ¢ est définie si et seulement si toutes les valeurs propres de f sont de méme signe et

non nulles
e g st positive si et seulement si toutes les valeurs propres de f sont positives
e ¢ cst négative si et seulement si toutes les valeurs propres de f sont négatives

28.5 Zoologie des déterminants

28.5.1 Déterminant d’ordre 2
a b

. d| a.d—b.e

28.5.2 Déterminant d’ordre 3

My Myz Mg
Moy Mas Mag
My, Mzs Mz

My 1. Mag. M3+ My o.Mz Mz + Ma 1. Mz o.Ma g
—M31.M32.My 3 — M1 .My 2. M3 3 — M3z 2.M2z3.M 4

Une facon usuelle de retenir ce résultat pas trés élégant vu comme ¢a est le schéma
28.2.

On suit les fleches marquées d’un + pour retrouver les produits 2 compter positive-
ment, et les fleches marquées d’un — pour retruver les produits & compter négativement.
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\ N /S
MMM,
M, M., M.,
M M, M,

FIG. 28.2 — Larégle de Sarrus

28.5.3 Déterminant de Vandermonde

Définition 1082 On appelle déterminant de Vandermonde associé a un n-
uple (z1, ..., z,,) le déterminant

0 1 2 3 n
xy x x% m% x7]
(] 1 7
Ty Tj ac% mg x5
(] 1 7
T3 X3 acg mg x5
(] 1 7
Ty Ty Ty Xy Ty
0 1 2 3 n

Proposition 1083 (Déterminant de Vandermonde) Le déterminant de Van-
dermonde associé a (1, ..., Tn) est

U;cjz; — 2

Démonstration :
On note W, le déterminant

Ty x% ac? 1 z7
:vg x% x% x% xy
0 1 2 3 n
T3 T3 T3 T3 T3
0 1 2 3 n
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On note P, le polyndome Il;¢c(1 n—1)(X — ;). Ona

n—1

P X'n—l } Z?)k-Xk_l
k=1

On ajoute alors a la derniére colonne la somme des py.cx pour k € [1,n — 1] avec ¢
la colonne k. Sur la derniére colonne, on a maintenant seulement des 0, sauf pour la

derniere ligne ot 'on a P(x,,).

Par récurrence, on en déduit le résultat annoncé.lJ

28.5.4 Déterminant d’une matrice de permutation

Définition 1084 (Matrice d’une permutation) On appelle matrice de la
permutation o € o, la matrice M de type (n,n) définie par M; j = 0; 5.

Proposition 1085 Le déterminant de la matrice de la permutation o est égal
a la signature de la permutation ¢(o).

Démonstration : 1l suffit de revenir a la définition du déterminant d'une famille
de vecteurs dans une base, et de voir qu’il n’y a qu’une permutation qui n’annule pas
le produit correspondant dans la formule.O

28.5.5 Déterminant circulant droit

Définition 1086 On appelle matrice circulante associé au n-uple
(21, ....,25) la matrice M définie par M;; = T, i (modulon) Cest a
dire
T Iz XT3 e ITn
Ty €T i) T Typ1
B-f Gy B B
T2 T3 T4 T

On trouvera la définition d’une matrice circulante droite en 30.7.

Proposition 1087 C,, = [1;_; , P(y;) avec P(X) = Zf:o] ;. X" ety =
2.0

€ n
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Démonstration : On note Y; le vecteur (37, ...,y ).
On constate que M.Y; = P(y;).Y:.
On note Y la matrice dont les vecteurs colonnes sont Yg, ..., Y, 1.
Onaalors M.Y = M.diag(P(yo), ...; P(yn_1))-
Donc comme le déterminant de M est non nul (voir 28.5.3), le déterminant de Y est
iy nP(y:).0

Quand méme, il fallait y penser, 2 multiplier par la transposée de la matrice de Van-
dermonde associée aux racines n-iemes de I'unité...

On définit de méme les matrices circulantes gauche, dont on calcule le déterminant
en utilisant une permutation bien choisie sur les lignes...

28.5.6 Déterminantde M, ; — inf{i,j}

Le déterminant est le suivant :

1 1 1 1
1 2 2 D
1 2 3 3
1 2 3 ... n

Puisqu’on peut & volonté sans changer le déterminant ajouter 4 une colonne une
combinaison linéaire des autres colonnes, on peut en particulier soustraire 4 une co-
lonne la colonne précédente ; on obtient alors le déterminant plus facile :

1 0 0 0o ... 0
11 0 0o ... 0
1 1 1 0o ... 0
I waw asw w3y awg 1

Ce déterminant est donc égal a 1.

28.6 Zoologie de I’algebre bilinéaire

28.6.1 Procédé d’orthogonalisation de Gauss

Théoréme 1088 (Orthogonalisation de Gauss) Soit F un K-espace vecto-
riel de dimension finie n, et q une forme quadratique sur E. Alors, avec v
le rang de q, il existe r formes linéaires indépendantes sur E, fi,..., [ tels que

q= Z: 1f1'2-

Démonstration : 1l s’agit simplement d’opérations sur les lignes et les colonnes ;
voir la méthode de Gauss, 1196.0
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Chapitre 29

Espaces préhilbertiens et
espaces de Hilbert

29.1 Espaces préhilbertiens réels

11 est recommandé de lire au préalable la partie 28.4 et la partie 5.1.2.

Définition 1089 Etant donné IX un R-espace vectoriel , on appelle produit
scalaire euclidien sur E une application < .|. > de E* dans R telle que :

o < .|. > est bilinéaire

e < zly >=< y|z > pour towt x et out y

ez # 0 < z|lx >> 0 (i.e. la forme quadratique associée a ¢ est une forme
bilinéaire définie positive)

On appelle espace préhilbertien réel un R-espace vectoriel muni d'un produit
scalaire euclidien.

Un sous-espace vectoriel F' d’un espace préhilbertien réel I2 muni d’un pro-
duit scalaire euclidien, muni de la restriction du produit scalaire euclidien a
F, est appelée sous-espace préhilbertien de I (¢’est un espace préhilbertien).

Etant donné un produit scalaire euclidien < .|. >, on définit une norme eucli-
dienne ; il s’agit de Uapplication x — ||z|| = /< x|z >. On verra plus loin
qu’il s’agit d’une norme (facile au vu des résultats de la partie 28.4).

i On n’a & aucun moment imposé que la dimension soit finie.

Un produit scalaire euclidien sur un R-espace vectoriel est donc une forme bili-
néaire symélrique associée a une forme quadratique définie positive.

Exemples :
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¢ Le produit scalaire euclidien canonique sur R™ est défini par

(=]y) Z Y.

iE[1,n]

e Lc produit scalaire euclidien canonique sur le sous-ensemble de RY des suites
sommables (i.c. des (un)nen telles que - - [un| converge) est défini par

< (un)n(—NKUn)nEN >= Z Uy Un.
nel

11 est important de rappeler le théoréme 1060 et le corollaire 1063. Ils stipulent
que:
o < zly >?<< z|z > . < yly > (inégalité de Schwartz)
o | <zly > | < ||z|.|ly|l (inégalité de Schwartz, en passant a la racine)
e ||z +y| < |lz| + ||yl (inégalité de Minkowski = inégalité triangulaire)
e L¢ produit scalaire est continu (conséquence de Schwartz)

/=) La notation < z|y > peut &tre remplacée par (z|y), < =,y >, (z,y), ou méme
z..
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29.2 Espaces préhilbertiens complexes

Définition 1090 Une application d’un C-espace vectoriel E dans un C-espace
vectoriel I' est dite semi-linéaire si

oV(z,y) € E? f(z+y)= flz) + f(y)

ez, \) € ExC f(\z) = \f(z)

Une application semi-linéaire est un semi-isomorphisme si et seulement si
elle est semi-linéaire et bijective.

Une forme semi-linéaire est une application semi-linéaire d’un C-espace vec-
toriel dans C.

Etant donnés I et I des C-espace vectoriel une application ¢ de I x I est
dite forme sesquilinéaire sur IV x F' si

o Yz Uapplication y — ¢(z,y) est une forme linéaire sur I

o Yy Uapplication x — ¢(z,y) est une forme semi-linéaire sur I¢

Une forme sesquilinéaire sur IV x F est dite hermitienne [orsque en outre
V(z,y) € E? ¢(z,y) = ¢(y, z).

Une forme sesquilinéaire hermitienne ¢ sur I5* est dite produit scalaire her-
mitien sur F 5i Vo € E\ {0} ¢(x,z) € R]. On note généralement alors
<zly >= ¢(z,y)

Etant donné un produit scalaire hermitien < .|. >, on définit une norme her-
mitienne ; il s’agit de application x — ||z|| V< z|z >. On verra plus
loin qu’il s’agit d’une norme.

On appelle espace préhilbertien complexe un C-espace vectoriel muni d’un
produit scalaire hermitien. Un sous-espace vectoriel I' d’un espace préhilber-
tien complexe I muni d’un produit scalaire hermitien, muni de la restriction
du produit scalaire hermitien a I, est appelée sous-espace préhilbertien de
FE (c’est un espace préhilbertien).

\ On n’a & aucun moment imposé que la dimension soit finie.

/24 La notation < x|y > peut étre remplacée par (z|y), < z,y >, (x,y), ou méme
T.Y.

Remarquons que le fait que pour une forme sesquilinéaire hermitienne ¢ on ait
Yz ¢(z, z) € R découle du fait que ¢ est hermitienne ; il suffit de vérifier que ¢(z, ) >

\, Une forme linéaire n’est pas nécéssairement une forme semi-linéaire

/=) Une forme semi-linéaire n’est pas nécéssairement une forme linéaire
Une forme sesquilinéaire est donc semi-linéaire par rapport a la premiére variable
et linéaire par rapport a la seconde.

Exemples : Sur C™ le produit scalaire hermitien canonique est défini par < x|y >=
21':1_” Ty Y.

Les inégalités de Schwartz et de Minkowski montrées dans la partie28.4 sont va-
lables ici aussi; mais la démonstration, basée sur la bilinéarité et utilisant les formes
quadratiques, n’est plus valable.
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Lemme 1091 (Egalité utile)

2 2 2
I+ yll* = [l + lyll® + 2.Re(< aly >)

avec Re(u) la partie réelle de u.

Démonstration : Evidente, en utilisant < z|y >= < ylz >.0

Théoréme 1092 (Inégalité de Cauchy-Schwartz) Dans un espace préhilber-

tien complexe
-2
V(z,y) € E7 | <aly > | < lz[-lly|

Il y a égalité si et seulement si la famille est liée.

Démonstration : Soit ¢ 'argument de < z|y >, alors pour tout ¢ réel, au vu du
lemme 1091 :

6.2+ yll* = . ll|” + [lyl|* + 2.6.] < ylo > |

On en déduit donc que le discriminant de ¢ — 2.||z||* + [jy||> + 2.4.| < ylz > |
est négatif ou nul, ce qui donne I'inégalité annoncée. Le cas d’égalité est le cas ou le
discriminant est nul.0O

Corollaire 1093 (Inégalit¢ de Minkowski) Dans un espace préhilbertien
complexe
V(z,y) € E” |lz +yl| < [l + ||yl

Hyaégalitsiy = ANxoux = Ayavec A > 0.

Démonstration :  Par le lemme 1091, on a
lz+yl* = llz|® + lyll* + 2.Re(< xly >)

2 2
< lell” + lyll” + 2. < zly > |

(par Cauchy-Schwartz ci-dessus)

(!l + llwlD?

D’oi le résultat. Le cas d’égalité se montre facilement... O
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Proposition 1094 Dans le cas euclidien, retrouver le produit scalaire a partir
de la norme était facile ; dans le cas hermitien c’est un peu plus compliqué :

1 . . . .
<aly >=(llz + ol” = llz =yl —illz +igll” + i)z —igll)

3
1 —2.3.Tn i.T.n
= 2 (S erimn g g 2imn/ )

n=0

La derniére ligne est un bon moyen mnémotechnique, mais il faut bien penser
que I’on a un signe moins dans le coefficient de 1’exponentiel en dehors de ||.|| et un
signe plus a I’intérieur.

29.3 Espaces préhilbertiens

On se place ici dans le cadre de E espace préhilbertien, réel ou complexe. On ne
suppose absolument pas F de dimension finie.

Définition 1095 z et y appartenant & E sont dits orthogonaux si < z|y >=<
ylz >=0.

Deux parties X et Y de E sont dites orthogonales si x et y sont orthogonaux
pour tout (x,y) dans X x Y.

On appelle orthogonal d’une partie X et on note X~ I’ensemble des vy tels
que < x|y >= 0 pour tout = dans X.

Une famille (x;);cr est dite orthogonale si i # j —< x;|z; >=0.

Une famille (x;);c1 est dite orthonormale si < z;|z; >= 6; ;.

Remarques :
e<zly>=0 <= <ylz >=0
e toute partie est orthogonale a son orthogonal
e Etant donné F' un sous-espace vectoriel de F, la somme de F et de F'- est toujours
directe, mais non nécéssairement égale a F/
e Pour toute partie X, X est un sous-espace vectoriel fermé de FE (car ¢’est une in-
tersection de fermés, par définition)

Ne pas confondre "&tre orthogonal " et "étre I’orthogonal de".
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Proposition 1096 Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Démonstration : Supposons donnée une combinaison linéaire nulle >, A;z;, et

considérons le produit scalaire avec z;,. On en déduit immédiatement que \;, est nul.
D’ou le résultat.0

Proposition 1097 (Orthogonalité et espaces supplémentaires) e Si F' et G
sont supplémentaires, alors F et G sont orthogonaux si et seulement si G est
I’orthogonal de F'.

) . 1
o Si I et I sont supplémentaires, alors F-— = F.

Démonstration : En exercice !0

On va maintenant considérer quelques résultats de géométrie :

Théoréme 1098 (Théoreme de Pythagore) e Si les x; sont une famille finie
2 2
orthogonale alors || >, z;||” =3, llz||”.

Démonstration : Evident par récurrence.0

On note que dans le cas d’un espace préhilbertien réel, ||z|” + ||y|® = [z + v||
équivaut a x et y orthogonaux.

Pas valable dans le cas complexe !
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Proposition 1099 (Quelques résultats de géométrie) ¢ Formule du iri-
angle :

2 2
ly = 2II% = lly = > + ||z — 2l - 2.Re(< 2 —aly — = >)
o Formule de la médiane :
2 1 2 2 2
ly =2I" + 4llz = 5@ + 2" = 2|z — " + 2.[|= — 2|
e Formule du triangle pour un espace préhilbertien réel :
2 2
ly=zl"=lly—2l"+lz-2l| -2<z-zly -2z >
o Formule du parallélogramme, pour un espace préhilbertien réel :

2 2 _ - 2 2
&+ ylI” + llz — ylI” = 2(l=l" + ll¥])

Démonstration : Facile, facile ; il suffit de développer. Ilustration en figure 29.1.0

Théoréme 1100 e Dans un espace préhilbertien E de dimension finie, tout
sous-espace vectoriel IV est supplémentaire a son orthogonal, ie ' = F'@ F*.
On a alors dim F = dim F + dim F,

o Tout espace préhilbertien de dimension finie admet une base orthonormale.
e Dans un espace préhilbertien de dimension finie, toute famille orthonormale
peut étre complétée en une base orthonormale.

o Si F' est un sous-espace vectoriel de I, avec F espace préhilbertien, et I est
de dimension finie, alorsona FE = F & F*-,

Démonstration : Pour le premier e , on considére 1’application f qui & = dans £
associe (< uilz >, < wgle >,< uglz >, ..., < uplz >). Le noyau est F-, le rang
est < a la dimension de F. Donc dim F- > dim E — dim F,donc E = F @ F*
(rappelons qu’il est toujours vrai que ' N F- = {0}). On a donc bien dim F* 4
dim F = dim F.

Pour le second e , on raisonne par récurrence. Pour /7 préhilbertien de dimension
< 1, le résultat est évident. 11 suffit ensuite de considérer un vecteur quelconque e, de
FE de norme 1, et une base (e, ..., e,_1) de (K.u)*. (e1, ..., €,) convient.

Le troisiéme o est immédiat ; il suffit de considérer /' engendré par la famille ortho-
normale (e1, ..., €,) considérée, et une base (ep11, ..., €,) de F', réunie en (e1, ..., €,),
base orthonormale de F.

Le quatrieme e est un peu plus long :

- on considere une base (e1, ..., €,) orthonormale de £

- on considere I’application f qui a z associe >, ;, < ¢;|lx > e;.

Vo € Bz = f(x)+(z — [(z))

N N— e

eF (oS
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X

Parallélogramme mediane

F1G. 29.1 — Illustrations de la formule de la médiane, du parallélogramme. Les coef-
ficients attribués servent de moyen mnémotechnique ; en sommant les carrés des lon-
gueurs indiquées, pondérées par leur coefficient, on obtient zéro.

D’ou le résultat.0]

29.4 Espaces de Hilbert

Définition 1101 On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien com-
plet.
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29.4.1 Projection dans un espace de Hilbert

Définition 1102 Soit H un espace de Hilbert, et E une partie convexe fermée
non vide de H. Alors étant donné x appartenant & H on appelle projeté de
z sur E un élément y de E tel que ||z — y|| soit minimal, ¢’est-a-dire y =
argmin,cgl|lz — x|

Un isomorphisme d’espaces de Hilbert est un isomorphisme entre les espaces
vectoriels sous-jacents qui préserve la norme et le produit scalaire.

Théoréme 1103 Le projeté de x sur F existe et est unique, et y dans E est le
projeté de x sur E si et seulement si pour tout e dans E Re(< e —y|lz —y >
) <0.

11 est clair que dans le cas d’un espace de Hilbert réel, on pourrait simplement for-
muler < e —ylz —y >< 0.

Démonstration : e Existence d’un projeté de x sur F.
On se donne une suite y,, telle que ||z — y, || tende vers la distance d entre z et E.
Par la formule de la médiane appliquée aux points y,,, ¥, ¢t z, on a alors

2 2 2 1 2
ym = ynll” = 2.0z = yull” + llz = ym ") = 4llz = 5 (yn + ym)||

par convexité de £ on a alors %(yn + ym) € E etdonc

1
|z — §(yn erm)”2 > d’?

et donc
2
”ym - yn” -0

Donc la suite v, est de Cauchy, donc par complétude de H elle converge. Sa limite y
est dans F parce que F est fermé.

¢ Supposons que y est dans E et que pour tout e dans £ Re(< y —e|ly —z >) < 0.
Alors pour tout e dans F on a

2 2 2
lz —ell” = [lz —ylI” +lle —yll” —2.Re(< e —ylz —y >)

On obtient d’un coup d’un seul que y est la borne inf, et que ¥ est unique (car s’ily a
égalité, |le —y|| = 0).
e Supposons maintenant que y soit un projeté de x sur E, et montrons que Re(<
e —ylz —y >) < 0 pour tout e dans F.
Ona:

lz —ell* = lz = yll* + lle —y|* — 2.Re(< e —ylz —y >)

et donc

1
Re(<e—ylo—y>) = 5(llz —ell” = |z — |’ + lle — ul”)
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par définition de , on a ||z — ¢||® — [l — y||*> < 0, et done

| =

(le =yl*)

Re(<e—ylz —y>) <

-

o]

valable pour tout e.
On se donne maintenant z dans F, et on considere e = £.z + (1 — t).y. L'inégalité
précédente s’ écrit alors

1
Re(< t.z —tyle —y >) < 5(lltz ~ ty]’)

et donc

Re(<z—ylt—y>) < sllz -l

bo| =+

En faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit
Re(<z—ylz—-y>) <0

La preuve est ainsi compléte.0

Corollaire 1104 Dans tout ensemble non vide fermé convexe il existe un
unique élément de norme minimale.

Proposition 1105 e Le projeté de x sur un sous-espace vectoriel fermé E (qui
est évidemment convexe) est le point y tel que y — x est orthogonal a e — x
pour tout e dans F.

 S0it (x:)ic[1,n une famille orthonormale ; alors I'espace vectoriel engen-
dré par les x; est fermé (car il y en a un nombre fini, voir le corollaire 189),
convexe. La projection sur ce sous-espace vectoriel de H est Uapplication qui
ax associe Y;cy ) < Tilr > @5

Onaalors ||z||* = ;| < zile > >+ ||z —y|| avecy = 2ieln < Tilz>
L.

o||z|? > 3, < @iz >? (inégalité de Bessel).

Démonstration : Exercice facile, utilisant les résultats que I’on vient de voir dans
le théoréme précédent...00

Définition 1106 Soit I un sous-espace vectoriel fermé de H. On appelle pro-
jection orthogonale sur F 'application qui a « dans H associe son projeté
sur I ; il s’agit d’un projecteur, et la symétrie associée a ce projecteur est ap-
pelée symétrie orthogonale par rapport & F (voir27.3.2).

La projection orthogonale sur F est en fait la projection sur £ suivant £,
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29.4.2 Bases hilbertiennes

Définition 1107 (Base hilbertienne) On appelle base hilbertienne d’un es-
pace de Hilbert H une famille (x;);c telle que :

e la famille des x; est orthonormale

e pourtout xdans Hx =3, < xi|lw > x;

La seconde condition est une somme éventuellement infinie, en fait il s’agit d'une
famille sommable, i.e. pour tout € il existe .J fini inclus dans 7, tel que pour tout K fini
compris entre J et I la somme sur K des < ;| > .z; est a une distance < ¢ de z.

Théoréme 1108 e Une famille orthonormale (z;);c 1 est une base hilbertienne

si et seulement si le sous-espace vectoriel engendré par les x; est dense dans
H.

¢ (Relation de Parseval) Une famille orthonormale (x;);c 1 est une base hil-
bertienne si et seulement si Y, | < @;|lz > | =l

La relation du deuxiéme e est appelée relation de Parseval.

Démonstration : e Supposons le sous-espace vectoriel 2 engendré par les x;
dense dans H. Alors il existe y dans E tel que ||z — y|| < e, ety = > Az On
en déduit que la famille est une base hilbertienne,

o Si la relation de Parseval est vérifiée, alors le sous-espace vectoriel engendré est dense
dans H, comme on le voit en considérant une sous-famille de I suffisamment vaste.

e Si on suppose que la famille est une base hilbertienne, alors la relation de Parseval
est vérifiée, au vu des résultats de la proposition 1105.0

/=% Attention ! Une base hilbertienne n’est pas nécéssairement une base au sens
des espaces vectoriels !

Théoréme 1109 e Une famille orthonormale (x;);c 1 est une base hilbertienne
si et seulement si pour tout x et tout yona < zly >= > . < xlx > . <
Tily >.

o Une famille orthonormale (x;);cy est une base hilbertienne si et seulement
si elle est maximale pour Uinclusion.

Démonstration : Pas trés dur, dans le méme style que le théoréme précédent, j'ai
pas la patience de détailler...0

La proposition suivante permet de se ramener & une forme plus "visuelle” des es-

paces de Hilbert.
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Théoréme 1110 (Riesz-Fischer - Isomorphisme sur un [%) Soit H un es-
pace de Hilbert, et (x;);cr une base hilbertienne de H. Alors application
@ (< z;|lx >)ier est un isomorphisme de H sur 1*(1).

Démonstration : e L'application ¢ = z — (< x|z >);e; est bien a valeurs dans
I(I), vu la relation de Parseval (théoréme 1108).
e ¢ est linéaire, conserve la norme.
e ¢ conservant la norme, ¢ est injective.
e ¢ conservant la norme, ¢ conserve les distances, et donc son image est un sous-espace
vectoriel complet, done fermé de 12(1).
e ¢(x;) est la fonction caractéristique du singleton i ; or les combinaisons linéaires de
ces fonctions sont denses dans 1%(1), donc ¢(H ) est dense.
o (H) est dense et fermé, donc il est égal a I%(1).
e Le produit scalaire est continu, donc le fait qu’il soit conservé sur les z; suffit & mon-
trer qu’il est conservé partout.0

Un résultat utérieur donnera toute sa puissance a ce résultat, en montrant que tout
espace de Hilbert posséde une base hilbertienne.

11 ne s”agit pas d’un isomorphisme ramenant tous les espaces de Hilbert possédant
une base & un seul, car [ peut avoir des cardinaux différents.

Lemme 1111 Soit H un espace de Hilbert . Soit IV un sous-espace vectoriel
fermé de H. Si I n’est pas égal a H, alors il existe x© dans H de norme 1
orthogonal a F.

Démonstration : 11 suffit de considérer x — y, pour x € E*° et y projeté de x sur
EO

Théoréme 1112 Tout espace de Hilbert posséde une base hilbertienne .

Nécéssite 1'usage de I’axiome du choix !

Démonstration : On consideére I'ensemble des familles orthonormales, munies de
I'inclusion. 11 s’agit bien d’un ensemble inductif (si I'on considére une chaine de fa-
milles orthonormales, leur réunion est bien un majorant), et donc par le lemme de Zorn
(voir le lemme 36) il admet un élément maximal. On considére 1’adhérence du sous-
espace vectoriel engendré par cette famille, et si I'on n’obtient par H lui-méme, on
applique le lemme 1111, et on contredit la maximalité de notre famille orthonormale.0

484

http://fribok.blogspot.com/



Corollaire 1113 (Corollaire des deux théorémes précédents) Tour espace
de Hilbert est isomorphe a 1> (1) pour un certain 1.

Rappelons que L(E, F') désigne I'ensemble des applications linéaires continues de
E dans F', avec F et F' des espaces vectoriels , et que pour £ un [K-espace vectoriel on
note £’ le dual topologique de E, ¢’est & dire £(#, K).

Théoréme 1114 Soir H un espace de Hilbert réel (resp. complexe). Alors
Uapplication ¢ : H — H', x — ¢(z) = (y —< x|y >) est une bijection
linéaire (resp. semi-linéaire).

Démonstration : e La linéarité (resp. semi-linéarité) est claire.

e L'injectivité n’est pas bien difficile ; il suffit de voir que si ¢(z) = ¢(y), alors pour
tout z < x|z >=< y|z >, et on conclut en considérant une base hilbertienne, ou bien
en considérant < z —ylz —y >=< zlr —y > — < ylr —y >=0...

e La surjectivité est plus intéressante. Soit f une forme linéaire continue sur H, autre
que la forme linéaire nulle. Son noyau est un sous-espace vectoriel fermé E de H. On
considere £ I’orthogonal de F ; E et F' sont en somme directe, car £ est de codimen-
sion 1 en tant que noyau d’une forme linéaire, et F' est de dimension au moins 1 (voir

lemme 1111), et bien stir £ N F'. On considere alors y dans ', non nul, et = %‘f—f%.y.

On vérifie que ¢(x) = f sur F', sur F, et donc sur H tout entier.

Proposition 1115 (Procédé d’orthonormalisation de Schmidt) Eranr don-
née une famille (z;)icjo,n; avec N € N U {+oo} libre de H (H espace de
Hilbert ), il existe une famille (y;)ic (o, n| orthonormale telle que le sous-espace
vectoriel engendré par (;)ic(1,x Soit égal au sous-espace vectoriel engendré
par (x;)ic(1,k) pour tout k < N.

Démonstration : 11 suffit de procéder comme suit :

Yo = Zo/||zol|
etpourn > 0
Zn Iy — Z < ?}i|-’-'71a > Ui

i=0..1—1
et
Yn = zn/| 20l
Et ¢a marche tout seul.d
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Exemple Maple

Ci-dessous une implémentation dans le cadre des polyndmes orthogonaux (voir
partie 25.5.5).

> scalaire := (f,g)— > int(f* g, t = 0..1);

> norme = f— > sqri(scalaire(f, [));

>

N = 3;2 = array(0..N); fori from 0by 1 to N do x|i] := t%; od; y :=
array(0..N); z := array(0..N);

> yl|0] := =z[0]/norme(x[0]); for i from 1 by 1 to N do z[i] =
xli]; for j from 0 by 1to (i — 1) do z[i] := z[i] — scalaire(z[i], y|j]) *
yl7l; od; yli| := simpli fy(z[i]/norme(z[i])); od;

> A : linalg|matriz|(N A 1,N
1); fori from Oby 1 to N do for j fromOby1toN do Ali 1,5+ 1]:
simpli fy(scalaire(yli], y|j])); od; od; evalm(A);

1 0 0 0
01 00
00 10
0 0 01

(une partie des réponses de Maple est supprimée par économie de place)

Proposition 1116 Si N < oo alors la matrice de passage de la base des y;
a la base des x; est triangulaire de déterminant 11;_1_,, < x;|y; >.

Démonstration : 11 suffit de voir que Py, ) (o,) =< @ily; >.0

29.4.3 Quelques utilisations des espaces de Hilbert

On pourra aller voir par exemple le théoréme 290 (une version de théoréme de point

fixe). La partic 10, au niveau des séries de Fourier, donne une application trés classique
des espaces de Hilbert et des bases hilbertiennes.

486

http://fribok.blogspot.com/



29.5 Espaces euclidiens

29.5.1 Les bases

Définition 1117 (Espace euclidien) On appelle espace euclidien un espace
préhilbertien réel de dimension finie non nulle.

Un endomorphisme d’un espace euclidien est dit orthogonal si I’image d’une
certaine base orthonormale est une base orthonormale.

On appelle similitude d’un espace euclidien un endomorphisme égal a la com-
posée d’une homothétie (i.e. une applicationdu type I!' — E, x — A.x)etd’un
automorphisme orthogonal.

On appelle rapport d’une similitude le rapport d’une homothétie de la décom-
position de cette similitude en une homothétie et un automorphisme (le rapport
est unique).

Un espace euclidien est donc en particulier est espace préhilbertien et un espace de
Hilbert ; on pourra donc consulter la partie 29 et plus spécialement la partie 29.4 pour
avoir les bases.

Proposition 1118 e L'image de toute base orthonormale par un endomor-
phisme orthogonal est une base orthonormale.

o Un endomorphisme est orthogonal si et seulement si sa matrice
dans une base orthonormale est une matrice orthogonale.

o Un espace euclidien est un espace de Hilbert.

e R™ muni du produit scalaire euclidien canonique (ie. < zly >=
2 ic[1,n) Ti-Yi) est un espace euclidien.

e Un espace euclidien est isomorphe a R™ muni du produit scalaire euclidien
canoniqie pour un certain n.

Démonstration : Un espace euclidien est de dimension finie, en dimension finie
toutes les normes sont équivalentes, donc 1’espace est isomorphe au sens des espaces
vectoriels normés a R™ muni d’une norme usuelle et est donc complet. Done ¢’est un
espace de Hilbert. Donc il admet une base orthonormale. Le tour est joué.O

Soit F un espace cuclidien, n sa dimension.
Les résultats suivants sont trop faciles pour valoir une démonstration (notez toutefois
qu’ils n’apparaissent faciles qu’au vu des parties précédentes) :
e L’application z — (y —< x|y >) est un isomorphisme de I sur I*,
¢ Toute forme linéaire sur I2 §’écrit < z|. > pour un certain z de F.
e 11 existe une base orthonormale de £, qui est d’ailleurs une base hilbertienne aussi.
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Définition 1119 1l y a plusieurs notions d’angles a définir :

On définit angle entre deux vecteurs non nuls x et y comme étant le réel 0 de
[0, 11] tel que cos(0) = T

On définit I’angle entre deux droites par I’angle entre un vecteur d’une base
de l'une et un vecteur d’une base de l’autre.

On définit I’angle entre deux hyperplans comme ’angle entre les droites qui
leurs sont orthogonales.

On définit I'angle entre une droite et un hyperplan comme l'angle entre la
droite et la droite orthogonale a I’hyperplan.

On dit que deux sous-espaces vectoriels de I sont perpendiculaires s’ils sont
orthogonaux.

Proposition 1120 Un endomorphisme est une similitude si et seulement si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

o il est bijectif

e il conserve I’écart angulaire

Démonstration : 1l est trés facile de vérifier qu'une similitude vérifie bien les deux
propriété€s annoncées.
Réciproquement, supposons les deux propriétés vérifiées par un endomorphisme f.
Alors : .
e Considérons I'application g : = +— L{‘ﬁxfn)ﬂ pour z non nul.
e Conscrvant I’écart angulaire, I’application f conserve aussi I’ orthogonalité.

e Etant donnés x et y distincts, z = y — ﬂi%‘}—*3: est orthogonal 2 z.

4]
¢ f(z) est donc orthogonal a f(x).
e En développant < f(z)|f(z) > puis en factorisant par < z|y > W=l on

Il=(l
obtient que g(x) = g(y).
e g est donc constante, égale a p.
. i [ conserve donc la norme, et donc est orthogonal d’aprés la proposition 1123.
Par définition, f est donc une similitude. O

r La preuve ci-dessus montre qu’en fait suffisant qu’un endomorphisme bi-
jectif conserve I’ orthogonalité pour qu’on puisse conclure qu’il s’agit d'une similitude.

29.5.2 Endomorphisme adjoint

Théoréme 1121 Pour tout endomorphisme [ d'un espace euclidien F, il
existe un et un seul endomorphisme f* tel que pour tout x et tout y de F,

< J(@)|ly >=<=|f*(y) >.
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Démonstration : e Existence et unicité de f* : pour tout y, I’application z +—<
f(x)|y > est une forme linéaire ; donc par I’isomorphisme décrit plus haut entre E et
son dual il existe un unique f*(y) tel que pour tout z < f(z)|y >=< z|f*(y) >.

e Linéarité de f* : soit
< f($)|/\1y1 + Aoz >=A1. < f(x)|y1 > 4N < f(m)|y2 >
= A <z[f*(y1) > +Hh. < 2| f(y2) >
=<2\ (1) > + <2 Aa. [ (y2) >
=< z|A (1) + A2 [ (y2) >
pour tout = et donc

T Ay + Aay2) = M (y1) + Ao f(2)

ce qui conclut la preuve.O

Définition 1122 e f* est appelé endomorphisme adjoint de f.

o f est dit orthogonal si f*.f = f.f* = Id.

o f est dit symétrique si f* = f.

e On note S(E) ensemble des endomorphismes symétriques de E.

o f est dit antisymétrique si f* = — f.

e On note A(E) Uensemble des endomorphismes antisymétriques de E.

e On appelle groupe orthogonal de E et on note O(E) Uensemble des en-
domorphismes orthogonaux de E ; c’est un sous-groupe de GL(E), ensemble
des automorphismes de E.

e On appelle groupe spécial orthogonal de E et on note SO(E) I’ensemble
des endomorphismes orthogonaux de E de déterminant 1; c’est un sous-
groupe de O(F).

Quelques propriétés faciles de F euclidien :
¢ Un endomorphisme est orthogonal si et seulement si son adjoint I’est.
e L’application f — f* est un endomorphisme de L(FE); ¢’est un endomorphisme
involutif, ¢’est a dire que f** est égal a f.
o Ker f*=(Im f)*
o Im f* = (Ker f)*

e(gof)=1["og

[ ] MatB(f*) =t MatB(f)

e f est diagonalisable < f* est diagonalisable.

e si f estinversible, alors f* aussi et (f*)~* = (f~1H)*.

o I sous-espace vectoriel de F est stable par f si et seulement si /- est stable par f*.
¢ Un endomorphisme et son adjoint ont méme polyndme caractéristique.
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A peine plus dur :

Proposition 1123 e Un endomorphisme est orthogonal si et seulement si il
conserve le produit scalaire.
o Un endomorphisme est orthogonal si et seulement si il conserve la norme.

Démonstration : 11 est vite vu que les conditions en question sont équivalentes
entre elles, car la norme s’exprime en fonction du produit scalaire, et le produit scalaire
en fonction de la norme ; le calcul est facile. On va donc se contenter de montrer les
deux implications suivantes :
¢ Si f est orthogonal, alors f conserve la norme : évident car

l2* =< f(@)|f(z) >=< 2| (f(2)) >=< 2]z >= ||

¢ Si f conserve le produit scalaire, alors f est orthogonal :
- f estinjectif puisqu’il conserve la norme
- on est en dimension finie, donc f est inversible

-< f(@)ly >=< f@)|f(f ' (y)) >=<a|f '(y) >etdonc [ = f*0O

On peut aussi noter le résultat amusant suivant :

Proposition 1124 e Une application de E dans E avec E euclidien conser-
vant le produit scalaire est linéaire.

e Une application de E dans F avec E euclidien conservant la norme est li-
néaire.

Démonstration : e II suffit de développer || f(A.z + p.y) — A f(z) — p.f(y)] et
de calculer un peu.
¢ Un peu de calcul sur les formules liant produit scalaire et norme suffit...00

Corollaire 1125 f est orthogonal si et seulement si I'image d’une base ortho-
normale est une base orthonormale.

L’image d’une base orthonormale par un endomorphisme orthogonal est une
base orthonormale.

Corollaire 1126 Une application de E dans I avec F euclidien est une iso-
métrie si et seulement si ¢’est la composée d’une translation et d’un endomor-
phisme orthogonal.

Démonstration : 11 est évident que la composée d’une translation et d’un endo-
morphisme orthogonal est une isométrie. Réciproquement, on procéde comme suit :
¢ On se donne f une isométric de F dans F

490

http://fribok.blogspot.com/



e On considére g = (z — x — f(0)o f
e On montre que g conserve la norme
¢ On conclut par la proposition 1124.0

Quelques propriétés faciles des endomorphismes orthogonaux, utilisant les résul-

Proposition 1127 Soit f € O(FE) :

e Le spectre de f est inclus dans {—1,1}

e Le déterminant de [ est —1 ou 1

e IV est stable par f <= F'* est stable par F' e Un endomorphisme ortho-
tats ci-dessus ;| gonal a toutes ses valeurs propres égales a 1 ou —1

o Un endomorphisme orthogonal diagonalisable est une symétrie orthogonale
(voir27.3.2

e K=Im(f-1)®& Ker (f—1)

Quelques résultats sur les endomorphismes symétriques et antisymétriques (£ un
espace euclidien) :

Proposition 1128 e Un endomorphisme est symétrique (resp. antisymétrique)
si el seulement si sa matrice dans une base orthonormale est symétrique (resp.
antisymétrique)

e L’ensemble L( ) des endomorphismes de E est somme directe de I’ensemble
S(E) des endomorphismes symétriques et de I'ensemble A(E) des endomor-
phismes antisymétriques ; L(E) = S(F) & A(E).

o dim L(E) = n? avec n = dim E

o dim S(E) = in.(n+ 1) avec n = dim E

e dim A(F) = %n.(n — 1) avecn =dim E

o 5i [ est un endomorphisme antisymétrique de I, alors f o f est un endomor-
phisme symétrique

e Un endomorphisme f de I est antisymétrique si et seulement si Vo <
f@)lz >=0

e La seule valeur propre possible d’un endomorphisme antisymétrique est 0

e L’'image et le noyau de f symétrigue ou antisymétrique sont supplémentaires
orthogonaux

o Le rang d’un endormophisme antisymétrique est pair (en effet sa restriction
a son image est une bijection et est antisymétrique, donc il n’a pas de valeur
propre puisque O n’est pas de valeur propre, donc le polynéme caractéristigue
n’a pas de racine, donc l'image est de dimension paire)

o Les sous-espaces propres d’un endomorphisme symétrique sont supplémen-
taires et orthogonaux.

e Le polynéme caractéristique d’un endomorphisme symétrique est scindé sur
R (c’est a dire que la somme des multiplicités de ses racines sur R est égal a
son degré).

e Un endomorphisme symétrigque est diagonalisable dans une base orthonor-
male
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Démonstration : La seule chose qui justifie que I’on fasse une preuve est I’avant-
dernier point, qui entraine le dernier.
¢ On se¢ donne f un endomorphisme symétrique, et M sa matrice dans une base ortho-
normale.
e Soit A une racine dans C du polyndme caractéristique de M.
e On peut trouver un vecteur colonne C' (a coefficients complexes non nuls) tel que
M.C=\C
oI X MX =\X.X
e en conjuguant et en transposant on obtient *X .(7M). X VX.X cest a dire
X.MX=X'XX
eonadonc \.!X. X = N'X.X
¢ 'X.X estnon nul donc \ € R et ¢’est fini.0

29.5.3 Orientation d’un espace euclidien

On pourra consulter au préalable la partie28.

Définition 1129 On appelle espace euclidien orienté un couple (E,C) o I/
est un espace euclidien et C une classe d’équivalence sur I’ensemble des bases
de I pour la relation d’équivalence R définie par

BRB' < del Pg p > 0

L’orientation de F' sous-espace vectoriel de dimension n — p de (F, C)
espace euclidien orienté de dimension n suivant (e;, ..., ;) une base d’un
supplémentaire de [ est I’espace euclidien orienté

(f“, {(ep}l, ...,en)/(el, ...,(:'n) € (f})

(il s’agit d’un espace euclidien orienié)

On appelle base directe de I’espace euclidien orienté (I, C) une base appar-
tenant a C.

On appelle base indirecte de I’espace euclidien orienté (F, C) une base n’ap-
partenant pas a C.

\ I1n’y a que deux orientations possibles d’un méme espace euclidien.

L’espace euclidien orienté usuel correspondant & R™ est donné par la base (directe
par définition)

((1,0,...,0), (0, 1,0, ...,0), (0,0, 1,0, ..., 0), ..., (0,0, ..., 0, 1,0), (0, ..., 0, 1)).

Propriétés faciles : (I est un espace euclidien donné, de dimension n)
e Si o est une permutation paire (resp. impaire) et si eq, ..., €, est une base de I es-
pace euclidien, alors (€;)ic (1,n] €t (€4(i))ic [1,n) SONtdans la méme classe d’équivalence
(resp. ne sont pas dans la méme classe d’équivalence) (voir 28.5.4 pour en étre com-
plétement convaincu).
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@ Si (€i)ic(1,n] L (fi)ic[1,n) SONt deux bases de 7 avec f; = f(e;) (f est donc un auto-
morphisme), alors les bases (€;)ic(1,n) €t (fi)ic(1,») Sont dans laméme classe d’équiva-
lence si et seulement si det [ > 0 (en effet f est alors I'endomorphisme de la matrice
de passage de la base des e; a la base des f;.

e si B et B’ sont dans la méme classe alors detp(.) = detp:(.).

Ceci permet d’introduire de nouvelles définitions :

Définition 1130 On appelle produit mixte d’un espace euclidien (E,C) de
dimension n Uapplication det g pour une base B € C quelconque ; on le note
(1, .0y @) = |21, .oy 2| = detp(zy, ..., Tp).

Si E est un espace euclidien de dimension 3, alors étant donnés a et b dans F,
Uapplication qui a x dans E associe |a,b, z| est linéaire, donc elle est égale a
x —< c|lz > pour un certain ¢ € E (voir le théoréme 1114); on note a A b
I’élément c de F, et on U'appelle produit vectoriel de a et b.

Le produit vectoriel n’est pas commutatif !
S
"~
& Intuitivement, le produit mixte de (x4, ..., z,) est le volume algébrique

(lié a I'orientation) de {O + t1.@w1 + t2.22 + ... + bp.@n/(t1, ... bn) € [0,1]™} (indé-
pendamment de O).
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Proposition 1131 Propriétés du produit mixte et du produit vectoriel (celles
du produit mixte sont valables en toute dimension ; le produit vectoriel n’est
défini qu’en dimension 3) (dans les deux cas rien n’est possible en dehors d’un
espace euclidien orienté) :

eaAb € Vect(a,b)*

eaNb=—-bAa

eaANb=0 < aethsontliés

o (a,b) — a Abest bilinéaire

e (a,b) libre — (a,b,a A b) est une base directe

o Le produit mixte d’une base est non nul

o Le produit mixte d’une base directe est strictement positif

o Le produit mixte d’une base indirecte est strictement négatif

o Une famille est une base orthonormale directe si et seulement si son produit
mixte est 1

o Une famille est une base orthonormale indirecte si et seulement si son produit
mixte est —1

o [[(@1), oo J(@a)] = (det o1, ... 2]

e Dans R3, le produit vectoriel de (x,y, z) par (z',y', 2') est égal &
(yo! —zy 22’ —2.2 zy — —y.2')

moyen mnémotechnique : ce sont les cofacteurs de la troisiéme colonne dans

la matrice suivante :
/

! ?
/

N @R
N @R

e(aAb)Ac=<al|e>.b—<Dblc>.a
eaAN(bAc)=<ale>.b—<alb>.c

o Si F est euclidien orienté de dimension 3, alors Iapplication ¢ de E dans
L(E) définie par ¢(z) = (y — x A y) est @ valeurs dans I’ensemble des
endomorphismes antisymétriques de E ; en restreignant I’espace d’arrivée a
I’ensemble des endomorphismes antisymétriques de E c’est un isomorphisme
de E.

0 —z y
La matrice de ¢(u) avec u = (z,y, z) est z 0 —z | dansla méme
-y z 0

base.

Toutes ces propriétés s’obtiennent facilement en considérant simplement la défini-
tion du produit mixte ou du produit vectoriel.

494

http://fribok.blogspot.com/



Proposition 1132 (Identité de Lagrange)

2 2 2 ]
lla A" = flall”B]I" - < alb >

Démonstration : On suppose a et b libres, sinon le résultat est clair par Cauchy-
Schwartz (voir la partie 29.1).

<ala> <alb> 0 ,
la,b,anb]> = | <alb> <blb> 0 — lland|.(lall* -6l — < alb >2)
0 0 <aAblanb>

mais on a aussi
la,b,a A =< aAblanb>2=||ab|*

D’ou le résultat désiré.0

Corollaire 1133
la ABll = |lal| x [[b]] x sin(0)

avec 0 I’écart angulaire entre a et b.

Maintenant quelques propriétés un peu plus difficiles.

Proposition 1134

[:{:1, ,..,:L'n]2 = det(< I§|:I:j >(¢,j)g[1‘n]2)

Démonstration : On pose M la matrice M; ; = e} (x;) avec (e;)ic[1,n Une base
orthonormale.
[£1, ..., %] = det M = det *M
[%1, ..., Tp] = det *M.M
M;

J < Eil.']’,‘j =

n
(tM.M){I_I;; = Z < E,’kliU-;' > . < (:'k|:17j >
k=1

d’ot le résultat.0
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Proposition 1135
|21, -y Znl| < T [l

[[Z1, -y @a]| = Ly ||2s]| <= (Fi/zi = OV (2i)ic,n) st orthogonale)

Démonstration :  Si le systeme est li€, le résultat est clair (on rappelle que le dé-
terminant d’une famille liée est nul).
Sinon, on peut construire par la méthode d’orthonormalisation de Schmidt une base
(€1,..,en) avec ¥(i, j) € [1,n]? < xjle; > > 0.
La matrice de passage Fe,) ., .. (z.),c,1., €S triangulaire (voir 1115); son détermi-
nant est le produit des < x;|y; >, donc par 'inégalité de Schwarlz est inférieur ou égal
en valeur absolue au produit des ||z;||, avec égalité si et seulement si pour tout z z; et
1; sont liés, donc si la famille est orthonormale.O

29.5.4 Formes quadratiques sur un espace euclidien

Pour plus d’informations on pourra consulter la partie 28.4.3.

29.6 Espaces hermitiens

Pour introduction on pourra consulter la partie 29.2, sur les espaces préhilbertiens
complexes.

29.6.1 Définition et premiéres propriétés

Définition 1136 On appelle espace hermitien un espace préhilbertien com-
plexe de dimension finie, non réduit a {0}.

On rappelle quelques propriétés, issues plus ou moins directement de la définition
des espaces préhilbertiens complexes (voir la partie 29.2 pour des rappels) :

e Un espace hermitien est un espace de Hilbert ; toutes les propriétés des espaces
de Hilbert sont donc valables ici (voir la partie 29.4)

e < .|. > est sesquilinéaire (i.e. semi-linéaire par rapport a la premicre variable et
linéaire par rapport a la deuxiéme variable)

e si x est non nul alors < z|x > est un réel > 0 (< .|. > est positive car pour tout
z < x|z > est positif et définie car « non nul — < z|x > non nul)

e < .|. > est hermitienne, ¢’est-a-dire < z|y >= < ylz >

e toute famille orthonormale peut étre prolongée en une base orthonormale

e Pour tout sous-cspace I d’un espace hermitien F,ona F = Fo F-et F = F*-

e Etant donnée une base orthonormale (€;);¢[1,») de £ hermitien, tout vecteur z de

FE vérific
= Z < ez > e

i=1l..m
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e Etant donnée une base (x;);c(1,,) d'un espace hermitien, il existe une base or-
thonormale (¥;)ic(1,n telle que pour tout j y; est combinaison linéaire des x; pour
1 <1 < j(voir 1115)

e Etant donné E un espace hermitien 1’application qui a = associe 1’application
y —< x|y > estun semi-isomorphisme de F sur E*.

e En corollaire de la propriété ci-dessus, étant donné £ un espace hermitien de
dimension n, pour toute famille (1, ...,x,) de C™ et toute base (e, ...,e,) de E, il
existe un unique z dans E tel que < z|e; >= x; (on aurait pu, au lieu de < z|e; >= z;,
demander < ¢;|z >= x;, comme on s’en rend facilement compte en considérant le fait
que < .|. > est hermitienne).

e Etant donnée (€;)ic(1,n une base orthonormale de F avec I hermitien, la famille
des (z =< e;|a > est la base duale de la base des (e;)ic1,,) (il $’agit de I'image de la
famille des e; par le semi-isomorphisme ci-dessus).

/=3 La derniére propriété nécéssite que la famille soit orthonormale !
C™ muni de I"application (z,y) — > . | T; X y; est un espace hermitien.
De méme que les espaces euclidiens sont isomorphes & [R™ muni du produit scalaire
euclidien usuel, on retiendra que les espaces hermitiens sont isomorphes a C™ muni du
produit scalaire hermitien usuel (ce qui fait que beaucoup de propriétés intuitives se

retrouvent vraies).

29.6.2 Adjoint d’un endomorphisme d’un espace hermitien

Théoréme 1137 Pour tout endomorphisme [ de I'espace hermitien I il existe
un et un seul endomorphisme f* de E tel que pour tout (x,y) € E? on ait
< fl@)ly >=<a[f*(y) >.

Démonstration :

¢ Existence

L'application f* z — > & | < f(ei)|z > .e;.

o Unicité

< & f*(z) >=< f(ei)|z >, donc f*(x) est entierement déterminé par ses coordonnées.0

Proposition 1138 L’application F qui a [ associe [* est un semi-
endomorphisme de L(E). F' est involutif, c’est a dire que F o F' = I.
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Démonstration : Facile !0

Définition 1139 e f* s’appelle I’adjoint de f.

o [ endomorphisme d’un espace hermitien F est dit unitaire lorsque fo f* =
Fof=1I

o [ endomorphisme d’un espace hermitien I est dit hermitien lorsque f =
F*

o Une matrice carrée M a coefficients dans C est dite unitaire si elle vérifie
tM.M = 1.

e Une matrice carrée M a coefficients dans C est dite hermitienne si elle
vérifie tM = M.

On remarque donc qu’un endomorphisme unitaire est un endomorphisme inversible
ftel que pour tout z ettout y de F < f(z)|y >=< z|f (y) >.

Par ailleurs un endomorphisme f d’un espace hermitien est hermitien lorsque pour
tout zettouty de K ona < f(z)ly >=< z|f(y) >.

Sans surprise suite au cas euclidien, un endomorphisme f d’un espace hermitien
est unitaire si et seulement si il conserve le produit scalaire, i.e.

< f(@)|f(y) >=<zly >

Ou mé&me simplement la norme, i.e.

[f(@)]| = f(=)

De méme que dans le cas des euclidiens, on note que I’adjoint de I'inverse (quand
il existe) est I'inverse de 1’adjoint (qui dans ce cas existe nécessairement), que I’ ortho-
gonal de I’image est le noyau de 1’adjoint, et que I'image de 1’adjoint est I'orthogonal
du noyau ; que (f o g)* = g* o f*.

De méme qu'un endomorphisme d’un espace euclidien est orthogonal si et seule-
ment si I’image d’une base orthonormale est orthonormale, un endomorphisme d’un
espace hermitien est unitaire si et seulement si ’image d’une base orthonormale est
une base orthonormale.

Alors que dans le cas euclidien et dans une base orthonormale la matrice de 1I'ad-
joint est la transposée de la matrice, dans le cas hermitien et dans une base orthonor-
male la matrice de I’adjoint est la conjuguée de la matrice transposée. C’est-a-dire

MGL(E'!)-AG[I,-"‘I (Jr) = tﬂdut(c‘l}tF“.n!(I)

Conséquence logique de ce qui précéde, un endomorphisme est unitaire si et seule-
ment si sa matrice dans une base orthonormale est unitaire.

Etun endomorphisme est hermitien si et seulement si sa matrice _dans une base orthonormale
est hermitienne.

Les valeurs propres d’une matrice hermitienne (ou d’un endomorphisme hermitien)
sont toutes réelles.

. Le polyndme caractéristique de f* est le conjugué du polyndme caractéristique

de f
On pourra consulter la partie21.10.7 pour plus d’informations sur la structure de
I’ensemble des endomorphismes unitaires.
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Le spectre d’une matrice unitaire est inclus dans le cercle unité ; son déterminant
appartient donc aussi a ce cercle unité.

Proposition 1140 (Sur les endomorphismes hermitiens) L'image et le
noyau d’un endomorphisme hermitien sont orthogonaux.

Les sous-espaces propres d’un endomorphisme hermitien soni en somme di-
recte orthogonale.

Si [ est un endomorphisme hermitien et si F' est un sous-espace stable par f
alors F'- est stable par [ qui induit sur cet espace un endomorphisme hermi-
tien.

Si [ est un endomorphisme hermitien, alors f est diagonalisable dans une
certaine base orthonormale.

Démonstration : Méme principe que dans le cas euclidien.0]
De méme, si M est une matrice complexe hermitienne, alors il existe P unitaire
telle que *P. M. P soit diagonale.

29.6.3 Formes quadratiques sur un espace hermitien /2

Voir la partie28.4.4,
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Chapitre 30

Algebre linéaire en dimension
finie

30.1 Généralités

Définition 1141 Un espace vectoriel est dit de dimension finie lorsqu’il ad-
met une base de cardinal finie. Dans le cas contraire il est dit de dimension
infinie,

Dans un espace fini le cardinal d’une base est appelé dimension de [’espace
(il faudra voir plus loin que toutes les bases ont alors méme cardinal). Un
sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E est dit de codimension finie si
la dimension de I’espace quotient est finie. On appelle alors codimension de

cet espace la dimension de ’espace quotient. Sinon il est dit de codimension
infinie,

Dans la suite F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie.

Théoréme 1142 (Théoréme de la base incompleéte) Si [ est une famille libre
et K une famille génératrice finie, avec I C K, alors il existe J avec I C J C
K tel que J soit une base.

Démonstration : On considére J libre maximal au sens du cardinal vérifiant I C
J C K. Sitoute famille plus grande incluse dans K est liée, alors tout élément de K est
combinaison linéaire d’éléments de J ; tout élément de £ s’écrit comme combinaison
d’éléments de K, qui eux-mémes s’ écrivent comme combinaisons linéaires d’éléments
de J. Donc la famille J est génératrice.0
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Lemme 1143 (Lemme de Steinitz) Si I2 est non réduit a {0}, 2 admettant
une famille génératrice I de cardinal n, toute famille de n -+ 1 vecteurs (ou
plus) est lide.

Démonstration : e Le cas n = 1 est trivial. On procéde alors par récurrence.

¢ Supposons la propriété vraic pour n < N et soit n = N ; supposons F admettant
une famille génératrice by, ..., b, de cardinal n. Notons F' le sous-espace vectoriel de
F engendré par by, ..., b, 1.

e Donnons-nous une famille ey, ..., e, de F.

e Soit, pouri € [I,n+ 1|, f; € Fet\; € Ktelquee; = fi + Ai by

e Si tous les \; sont nuls, alors I’hypothese de récurrence appliquée a ' permet de
conclure.

e Supposons alors A, # 0; dans ce cas, by = ;—1(81 - f1)-

e On peut alors exprimer ¢; — f; en fonction de e; — f1 pour tout ¢, puis z; =
€ — ;l e; comme combinaison linéaire des ¥;, donc comme éléments de F' pour tout
i > 1.

e L’hypothése de récurrence permet alors de conclure que les z; pour 2 > 1 sont
liés.

e On écrit alors ) oyz; = 0, avec les o; non tous nuls; en développant z;
€; — %el. on obtient une combinaison linéaire nulle a coefficients non tous nuls des
e;. D’ol le résultat.O

Théoréme 1144 Dans un espace de dimension finie, toutes les bases ont le
méme cardinal.

Démonstration : Conséquence immédiate du lemme 1143.0

Théoréme 1145 Deux espaces vectoriels de dimension finie sur le méme corps
sont isomorphes si et seulement si ils ont méme dimension.

Démonstration : S’ils sont isomorphes, 1'image d’une base de I'un par un isomor-
phisme est base de 1'autre, donc ils ont méme dimension. S’ils ont méme dimension,
alors avec (e, ..., €, ) une base de 1’un, et ( fi, ..., f) une base de Iautre, I’application
S Aie; — > N fi pour (A, ..., A,) € K™ est un isomorphisme, comme on le vérifie
facilement (la fonction est bien définie car (e, ..., €,,) est une base, linéarité évidente,
injectivité immédiate car (fy, ..., f) est libre, surjectivité immédiate car (f1, ..., frn)
est génératrice).0

Théoréme 1146 F, sous-espace vectoriel de F, est égal a F si et seulement
sidim IY = dim F,
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Démonstration : 11 est clair que si F' et F sont égaux, alors ils ont méme dimen-
sion. Réciproquement, s’ils ont méme dimension, alors une base de F' est une famille
libre de méme cardinal qu’une base de E, donc ¢’est une base de F (voir le lemme de
Steinitz ci-dessus).0

Théoreéme 1147 Tout sous-espace vectoriel de E (E est supposé non nul) ad-
met un supplémentaire, et $i E = F & G, alors dim E = dim F + dim G, et
une base de E s’obtient en réunissant une base de F et une base de G.

Démonstration : Conséquence du théoréme de la base incomplete.0

Maintenant quelques théorémes faciles, sans démonstration, mais fort pratiques
néanmoins :

Théoréme 1148 Erant donnés I et G des sous-espaces vectoriels de E, on a
dim (F +G)+ dim (FNG) = dim F + dim G.

Théoréme 1149 F' et G sont supplémentaires dans E si et seulement si leur
intersection est nulle et si la somme de leurs dimensions soit la dimension de
E.

Théoréme 1150 F' et G sont supplémentaires dans E si et seulement si leur
intersection est nulle et si leur somme est égale a F.

Théoréme 1151 F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si leur
somme est égale a E et si la somme de leurs dimensions est égale a la dimen-
sion de E.

Théoréme 1152 Etant donnés F sous-espace vectoriel de E, la dimension de
E/F est égale a la dimension de E moins la dimension de F.
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Théoréme 1153 Si les E; sont de dimension finie, alors dim 11,1 ,F; =
> dim B

Théoréme 1154 Si I et I sont de dimension finie, alors C(F, I'') est de di-
mension finie et dim C(I, F') = dim E.dim I.

Démonstration : On considére une base de F et une base de I, notées respecti-
vement (e;) et (f;) : alors les 6; ; définies par §; ;(e;) = f; et &; ;(e;) = Opourl # @
forment une base de £(F, I).0

Définition 1155 On appelle rang d’une famille finie de vecteurs la dimension
de 'espace vecloriel que cette famille engendre.

On appelle rang d’une application linéaire la dimension de son image lorsque
celle-ci est finie. C’est en fait le rang de 'image d’une base lorsque ’espace
de départ est de dimension finie

Théoréme 1156 (Théoréeme durang) Si [ € L(E,F) et E et F de di-
mension finie, alors Im [ et Ker f sont de dimension finie, et dim F =
dim Im f + dim Ker f.

Démonstration : On considére un supplémentaire du noyau, et on montre qu’il est
isomorphe a I'image de f (voir théoréme 970).0

Corollaire 1157 Soit f une application d’un espace vectoriel I vers un es-
pace vectoriel F, avec IV et F' de dimension finie et de méme dimension, alors
[ est un isomorphisme si et seulement si 'une des propriétés suivantes est vé-
rifiée :

e f a un noyau réduit a un singleton

e [ est injective

e [ est surjective

e [ est bijective

o Le rang de [ est égal a la dimension de

503

http://fribok.blogspot.com/



Proposition 1158 (Quelques propriétés du rang) e Le rang d’une famille fi-
nie de vecteurs est invariant par permutations

o Multiplier un vecteur d’une famille par un scalaire non nul ne change pas le
rang de la famille

e On ne change pas le rang d’une famille de vecteurs en additionnant a un
vecteur une combinaison linéaire des autres vecteurs

o Le rang d’une famille de vecteurs est le méme si I’on suppirme un vecteur
nul

30.2 Dualité en dimension finie

30.2.1 Dualité simple

F estun espace vectoriel normé de dimension finie n.

Définition 1159 Etant donnée une base (e;)ic[1,n) de I, on appelle formes
coordonndes associées les n formes linéaires e; définies par €3 (e;) = 0; ;.

Onnote que z = >, €(x).€;.

Théoréme 1160 o dim E* = dim E.

¢ La famille des € est une base de E* ; on I'appelle 1a base duale de la base
(ei).

o Tout f appartenant a E* s’écrit f =Y, f(e;).ef

e Pour toute base (f;) de E*, il existe une base de E dont la base duale est la
base des ( f;).

Démonstration : La dimension de E* est égale a la dimension de E, car dim L(E, K ) =
dim E.dim K ; 1l suffit donc de montrer que la famille est libre. On se donne une com-
binaison linéaire nulle des €7 ; en considérant I'image de la combinaison linéaire nulle
de e; on voit que le coefficient de e} est nulle pour tout z.

On se donne une application ¢ qui a z associe (f5(z), ..., foi(z)). On montre sans trop
de difficultés que ¢ est un isomorphisme de £ dans K™. Donc il existe une base (e;)
telle que ¢(e;) = (di 4, ..., 054, ...0, ;) ; cette base convient.Od
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Théoréme 1161 Soit E et F des K-espace vectoriel de dimensions finies (non
nécéssairement égales). Alors Uapplication transposition qui @ f € L(E, F)
associe ' f € L(F*, E*) est un isomorphisme. En outre le rang de ® f est égal
aurang de f et

Ker'f = (Im f)*

Démonstration : Facile !0

30.2.2 Bidual

F estun espace vectoriel normé de dimension finie n.

Théoréme 1162 (Bidual) L’application de F dans E** qui a x associe la
Sonction qui & ¢ dans E* associe ¢(z) est un isomorphisme ; on I’appelle iso-
morphisme canonique de F dans E**. On peut donc identifier E et E**.

Démonstration : Les dimensions de /£ et £** étant égales (on est toujours dans
le cadre de la dimension finie) il suffit de voir que cette fonction est un isomorphisme.
Supposons = d’image nulle ; alors quel que soit f, f(z) = 0. Si z est non nul, alors on
peut I’appeler e; et le compléter en une base e; ; alors on constate que e} () = 0 pour
tout 2, ce qui est contradictoire.0

30.2.3 Orthogonalité

FE estun espace vectoriel normé de dimension finie n.

Théoréme 1163 Quel que soit F' sous-espace vectoriel de F, on a :
o dim FE = dim F + dim F*-
e FLl=F

Démonstration : Si F' = {0} alors le résultat est clair. Sinon, on considere une
base (fi)ic[1,s) de I, et on la complete en une base (f;)ic[1,n de E. On considere la
base duale (f;") ; il est clair alors que les (f;);> y forment une famille libre génératrice
de I, d’oi la premigre assertion.

On constate bien que F-° est inclus dans F; la dimension permet de conclure.Od
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Théoréme 1164 Quel que soit F' sous-espace vectoriel de E', on a :
edim E =dim F + dim F°
e ot = F

Démonstration : La méthode est la méme que précédemment ; il faut juste se sou-
venir que toute base du dual est la base duale d’une certaine base.O)

Théoréme 1165 Avec ¢ l'isomorphisme canonique de E dans E**, pour tout
F sous-espace vectoriel de E, ona - = ¢(F1°) = ¢(F).

Démonstration : Tl n’y a qu’a I’écrire et ¢a marche tout seul...0
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30.3 Calcul matriciel

30.3.1 Bases sur les matrices

Définition 1166 (Définitions de base sur les matrices) On appelle matrice
de type (n, p) sur un corps K toute application de [1,n] x [1, p| (intervalles
de N) dans K. On la représente généralement comme suit :

mi mio RN mip
ma1 ma 2 RN mayp
Mn1 Mnp32 RN Man,p

On note M, ,(K) I’ensemble des matrices de type (n, p) sur le corps K.

On appelle matrice ligne une matrice de type (1, p), et bf matrice colonne une
matrice de type (n, 1).

On appelle matrice extraite d’une matrice de type (n, p) la restriction de cette
matricea I x J, avec I C [1,n] et J C [1,p].

On appelle i-itme vecteur-ligne de la matrice M de type (n, p) la restriction
de cette matrice a {i} x [1,p|. On peut identifier un vecteur-ligne a un élément
de KP.

On appelle j-itme vecteur-colonne de la matrice M de type (n, p) la restric-
tion de cette matrice a [1, n] X {j}. On peut identifier un vecteur-colonne a un
élément de K.

On appelle matrice associée a un morphisme f de I’espace vectoriel E de di-
mension p dans Uespace vectoriel F' de dimension n et aux bases B = (e;)
et B = (f;) de E et F respectivement la matrice M de type (n,p) telle que
M; ; = fi(e;). Onlanote Matg g (f).

Inversement, on appelle application linéaire canoniquement associée a la
matrice M le morphisme de K? dans K™ dont la matrice associée est M.

Proposition 1167 Une matrice de type n, p admet C,’j'.CI’," matrices extraites
de type (n’,p’).

Proposition 1168 E et F' étant de dimension respectives p et n sur le corps
K, ona
L(E,F) ~ M, ,(K)

via l'isomorphisme f — Matp p:(f).
Avec E = KP et F' = K", et B et B’ les bases canoniques, on a alors un
isomorphisme canonique entre L(KP, K") et M,, ,(K).
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Démonstration : Evident !0

Proposition 1169 (Matrice canonique d’une application linéaire en dimension ﬁniL)
Soit f une application linéaire entre F, espace vectoriel de dimension p, et F,
espace vectoriel de dimension n; soit r le rang de f. Alors il existe une base
B et E et une base B’ de F telles que

MatB7B/(f) =M

avec
MLJ‘:ISZ'?::_].ST
M; ; = 0 sinon

On appelle cette matrice matrice canonique de f.

Démonstration : Considérer une base B; d’un supplémentaire du noyau de f;
considérer B} = f(B;); considérer B une base du noyau de f, et compléter B en
une base B’. 1l reste & considérer B — B, U B».00

Remarque 1170 La matrice d’une forme linéaire est une matrice-ligne.

Définition 1171 (produit matriciel) On appelle matrice produit des ma-
trices A et B de types respectifs (n, q) et (q,p) la matrice C de type (n,p)

telle que
Cij= Z Ai By j
k€[l,q]

OnnoteC =Ax BouC = A.B.

Proposition 1172 e Le produit matriciel défini ci-dessus est associatif et bili-
néaire.

o Avec A = MatBVB/(f) et B= MatB/VBu(g), B x A= Ml],tB’Bn(gO f)
e Avec x € FE, X le vecteur des coordonnées de x dans la base B, alors les
coordonnées de y = f(x) dans la base B’ sont cellesde Y, avecY = M x X,
et M = MatBVB/ (f)

Démonstration : Facile (et non moins important).0
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30.3.2 Espace vectoriel M,, ,(K)

FE et F K-espace vectoriel de dimensions respectives p et n.

Définition 1173 On appelle matrices élémentaires de type (n,p) les ma-
trices E; ; avec E; j(a,b) = 04;.0p ;5 C’est a dire les matrices de type (n,p)
ne comportant qu’un 1 et des 0 partout ailleurs.

Proposition 1174 M,, ,,(K) est un K-espace vectoriel pour I’addition terme
a terme et pour la multiplication terme a terme par un scalaire.

Lapplication de L(E, F) dans M, ,(K) qui a une application f associe
Matg, g/ (f) est un isomorphisme.

Les matrices élémentaires forment une base de cet espace vectoriel , qui est
donc de dimension n.p.

30.3.3 Transposition de matrices

Définition 1175 (Transposée d’une matrice) Etant donnée une matrice M
on appelle matrice transposée de M la matrice N avec N; ; — M; ;. Si M
est de type (n,p), alors N est de type (p,n).

Onnote N =t M.

Proposition 1176 e L’application M ' M est un isomorphisme entre

My p(K) et My, o (K) en tant que K-espaces vectoriels .
e(AxB)="Bx'A
o Matpm p»("f) =" Matp g (f)
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30.3.4 Le cas des matrices carrées : la K-algebre M,, ,(K)

Définition 1177 On appelle matrice carrée une matrice de type (n,n) pour
un certain n. On note M, (K) = M, (K).

On appelle matrice d’un endormophisme f associée a une base B la matrice
Matg /(f): onla note aussi Matg(f).

On appelle diagonale d’une matrice carrée M de type (n,n) le vecteur
(M171, ceny Miﬂ', ceny an)

On appelle trace d’une mairice carrée M la somme 3 ;¢ ) Miz. Onla note
tr(M). L’application M — tr(M) est une application linéaire.

On appelle matrice unité d’ordre n la matrice M avec M; ; = 0, ;. C’est la
matrice de I’endomorphisme identité.

On appelle matrice scalaire une matrice égale a \.I avec A un scalaire et 1
une matrice unité.

On appelle matrice diagonale associée a un n-uple m la matrice M de type
(n, n) définie par M; ; = m; et M; ; = 0 si i # j. On note M = diag(m).
Une matrice est dite symétrique si elle est égale a sa transposée.

Une matrice M est dite antisymétrique si elle est égale a 'opposée de sa
transposée, c’est a dire si *M = —M.

Une matrice carrée est dite triangulaire supérieure si j < i — M; ; =0

On note 1,7 Uensemble des matrices carrées triangulaires supérieures d’ordre
n.

Une matrice carrée est dite triangulaire inférieure si j > 7 — M; ; =0

On note T I’ensemble des matrices carrées triangulaires inférieures d’ordre
n.

Proposition 1178 e M., (K) est une K-algebre, isomorphe a la K-algébre des
endomorphismes de K™ (ou de E, pour tout E espace vectoriel de dimension
7).

o Si M est inversible, alors sa transposée aussi et (*M)~* =t (M~1).

o tr(AB) = tr(BA) (que A et B soient carrées ou non, pourvu que le produit
Soit carré)

o Une matrice est scalaire si et seulement si c’est la matrice associée a un en-
domorphisme de la forme x — \.x.

e L’ensemble des matrices diagonales de M, (K) est une sous-algébre com-
mutative de M, (K).

e L’ensemble des matrices symétriques de M,,(K) et I’ensemble des matrices
antisymétriques de M., (K) sont des sous-espaces vectoriels de M., (K); si
K n’est pas de caractéristique 2, ils sont supplémentaires; ils sont alors de
dimensions respectives ”'(7;’1) et ”'(g_” , engendrés respectivement par les
E;; + Ej; pour i < j et par les F; j — Ej;; pour i < j. Toute matrice
carrée M s’écrit A + S, avec A antisymétrique et S antisymétriques, avec
A=IM —"MetS=iM+'M

o Le produit de deux matrices symétriques est symétrique si et seulement si les
deux matrices commutent.

o L’ensemble des matrices triangulaires supérieures est une sous-algébre de
M, (K), de dimension n.(n + 1)/2.

o L’ensemble des matrices triangulaires inférieures est une sous-algebre de
M (K), de dimension n.(n +1)/2511

o L’ensemble des matrices triangulaires inférieures est isomorphe a I’ensemble
des matrices triangulaires supérieures

o Les éléments inversibles de I’ensemble des matrices triangulaires supérieures
(resp. inférieures) sont les matrices triangulaires dont tous les coefficients dia-
gonaux sont non nuls ; ils forment un sous-groupe multiplicatif de M,,(K).

e Etant donnée une matrice A de M,,(K), on appelle commutant de A le

sous-ensemble de M., ( RplgiipeKiBte Gepordsiavec A.

a Ftrnt Aannds A 1o wintvies Ao AA (TN An Adbnit A0 — T Avor T 1o vintvics




Démonstration :  Scul le dernier point pose difficulté. Il nécéssitera le théoréme de
Cayley-Hamilton, qui montre que A™ € Vect(A?, ..., A" ). La suite est claire.0

30.3.5 Changement de bases

Soit I espace vectoriel de dimension n, et (e;) et (f;) des bases de F.

Définition 1179 On appelle matrice de passage de la base (e;) a la base (f;)
la matrice P de type (n,n) définie par P; ; = e;(f;); on la note P,y ,)- Il
s’agit en fait de la matrice Mat g,y (e,)(1).

Proposition 1180 e Le produit de la matrice de passage de B a B’ par la ma-
trice de passage de B" a B"' est la matrice de passage de B a B”.

° P‘,; IB,. P,r}f,,r}

e Etant donné X le vecteur des coordonnées de x dans une base B, les coor-
données de x dans la base B’ sont données par X' avec X' = Pp pX.

e Matp o (f) = Poro.Matp o(f).Pp g

® Dans le cas d’un endomorphisme Matp (f) = Pp p.Malp(f).Pp p

La matrice de passage de B a B’ donne les coordonnées dans B en fonction
des coordonnées dans B’ et pas le contraire... La terminologic vaut ce qu’elle vaut ! On
peut le retenir en considérant que la matrice de passage de la base B ala base B’ estla
matrice dans B de I’endomorphisme dont I'image de B est B’.

30.3.6 Groupe linéaire et groupe spécial linéaire
Voir 21.10.2.

30.3.7 Groupe orthogonal réel et groupe spécial orthogonal réel
Voir 21.10.4.
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30.3.8 Rang d’une matrice

Définition 1181 (Matrice associée a une famille finie de vecteurs) Erant
donnée une famille de vecteurs (z1, ..., p) d’un espace vectoriel de dimension
finie n et une base (v1, ..., vy,) de E, on appelle matrice associée a la famille
des z; et a la base des v; la matrice M définie par M; ; = v} (x;).

On appelle rang d’une matrice M le rang de la famille de ses vecteurs
colonnes. On le note rg(M).

Une matrice N extraite de M, avec N carrée inversible d’ordre le rang de M,
est appelée matrice principale de M.

Proposition 1182 e Le rang d’une matrice associée a un systeme de vecteurs
et a une base est indépendant de cette base.
e rg(Matp p (f)) = r9(f)

e rg(*M) = rg(M) < min(n,p), avec M de type (n,p).
erg(M)=n < M surjective

erg(M)=p < M injective

o rg(M.M") < min(rg(M),rg(M"))

Démonstration : Refaire cette preuve facile réveillera les neurones consacrés a
I’algebre linéaire chez ceux pour qui tout cela est un peu oubli€...0

Proposition 1183 Le rang d’une matrice M non nulle est égal a n maximal
tel qu’il existe une matrice extraite inversible de type (n,n) de M.

Démonstration : e 1l est clair que le rang de M est supérieur au rang de toute
matrice extraite inversible (considérer une combinaison linéaire nulle des vecteurs cor-
respondants de M).
¢ Etant donné r le rang de M il existe une famille libre de 7 vecteurs parmi la famille
des vecteurs colonnes de M.

On peut alors considérer la transposée de cette matrice ; son rang est le méme, et donc
on peut se restreindre au méme nombre de colonnes.O
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30.3.9 Matrices équivalentes, matrices semblables

[ Matrices équivalentes

Définition 1184 (Matrices équivalentes) Deux matrices A et B de méme type
(n,p) sont dites équivalentes si il existe P et QQ des matrices inversibles de
types respectifs (p,p) et (n,n) telles que

B=QA.P

Quelques propriétés immédiates :

Proposition 1185 e 1] s’agit d’une relation d’équivalence.
e Deux matrices de méme type sont équivalentes si et seulement si elles repré-
sentent un méme morphisme dans des bases différentes.

o Deux matrices de méme type sont équivalentes si et seulement si elles ont le
méme rang.

Dans la deuxi¢me propriété, il faut bien voir qu’il faut changer éventuellement
a la fois la base de départ et 1a base d’arrivée.

= Matrices semblables

Définition 1186 (Matrices semblables) Deux matrices carrées A et B de
méme type sont dites semblables s’il existe une matrice P telle que

A=PBP!

Proposition 1187 e 1l s’agit d’une relation d’équivalence

o Deux matrices sont semblables si elles représentent un méme endomorphisme
dans deux bases différentes

o Deux matrices semblables ont méme rang

o Deux matrices semblables ont méme trace

Démonstration : Facile pour les trois premiers points ; pour le quatrieme il suffit
de se rappeller que la trace de AB est égale a la trace de BA.O

Cette fois-ci, contrairement au cas des matrices équivalentes, deux matrices de
méme rang ne sont pas nécéssairement semblables.
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La deuxieme caractérisation fait appel 2 un endomorphisme et pas une application
linéaire quelconque ; la base de départ est la méme que celle d’arrivée.

30.3.10 Cofacteurs

Définition 1188 (Mineur et cofacteur) Le déterminant de la matrice M a la-
quelle on éte la j-iéme colonne et la i-ieme ligne est appelé mineur (7, 5) de
M. Onle note généralement A, ;.

Le déterminant de la matrice M a laquelle on 6te la j-iéme colonne pour la
remplacer par le i-iéme vecteur de la base est appelé cofacteur (i,7) de M.
On le note généralement ~y; ;(M). On la note généralement com(M).

La matrice v ainsi définie est appelée comatrice de M.

La matrice t~ est appelée matrice complémentaire de M. On la note généra-
lement M.

Pour y voir plus clair, le mineur (4, 7) de M est:

M171 M172 M173 . Ml,j*l M17j+1 - Ml,n
M271 M272 M273 . M27j,1 M27j+1 - M27n
M371 M372 M373 - M?),jfl Mg’j+1 A M3,n
M471 M472 M473 . M47j,1 M4,j+1 .. M47n
Mi 11 Miqp M3z ... Mia; 1 M0 .0 M,
Mi71 Mi72 Mi73 R Miyjfl M'i,j+1 - Mi,“
M; 17 Mi 1o M; 13 ... Mi1; 1 M 1511 ... Mg
Mp: Mps Mps ... Muj 1 M1 ... Muon

et le cofacteur (7, 7) de M est:

M, M 2 M3 Myj1+ 0 M1 ... My,
Mo, Ms 5 Mo 3 My v O My ... My,
Ms M3 2 M3 3 Ms; 1 0 Msji1 ... Mz,
My, My My 3 Myj 1 0 My - Myn
Mi11 Micip Miiz ... Mi1;1 0 Mi_101 ... My,
M@l Mj’Q ]\4'1‘73 . Mi,j—l 1 Mi,j+1 M. Mz’,n
Mi11 Micip Mii3 ... Mi1;1 0 Mi_101 ... My,
Mp:  Mpz Mz ... Maj1 0 Mpjp1 ... Mo
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qui est d’ailleurs égal a

M My 5 Myz ... My; 2 0 M,y ... M,

My 1 Mys Mzz ... Mz; 1 0 My ... Msy

M3 Mss Mzz ... Mz;1 0 Mz ... My

My 1 My 2 Mys ... My;1 0 Myjqa ... My
Mi1qa Miye Miaas ... Miy;0 0 My 01 ... Mioan

0 0 0 - 0 1 0 . 0

M 17 Mi19 Miaas ... Miy15;1 0 Myq1541 ... M,
M’n,l Mn,2 Mﬂ.,3 v Mn,j 1 0 Mn,j -1 res Mﬂ.,n

Proposition 1189

Tig = (1A

Proposition 1190 La comatrice de la transposée de M est la transposée de la
comatrice de M.

11 est nécéssaire pour la suite d’avoir lu la partie 28.3.

Théoreme 1191 Si M désigne la matrice complémentaire
M.M = det M.Id

et
M.M = det M.1d
-

P : : ; e
en particulier, si M est inversible, M ' = =i M-

Démonstration : Considérons le terme (4,7) de la matrice M. M. 11 s’agit de

2ok=1.n Vhyi-Micj.
Considérons le terme (7, j) de la matrice det M.Id.

11 s’agit de &; ;.det M.
On cherche donc & montrer que 6; ;.det M = 57, | Yk My ;.
On distingue deux cas :
i /7
On considére alors la matrice M, sur laquelle on remplace la colonne 7 par la colonne

7 (on ne les permute pas, on supprime la colonne ¢, et on copie la colonne j a la place).
Le déterminant de la matrice obtenue est nul, puisqu’on a deux fois la méme colonne.
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On développe par rapport a la colonne ¢. On obtient

Z My jvk: =0

k=1.n

et donc le résultat dans ce cas est bien montré.
ei —j
Dans ce cas on considere le développement de M par rapport a la i-itme colonne et on

obtient
det M= Y iMii= > Ti-Mi;
k=1..n k=1..n
d’ou le résultat souhaité.
Le second résultat se déduit du premier en considérant la transposée de chacun des
deux produits.0

30.4 Opérations sur les lignes et les colonnes

On trouvera des manipulations proches de celles décrites ici dans la partie sur les
déterminants28.3. La proposition 811 illustre aussi des opérations sur les lignes et les
colonnes.

FLEMMARD -> determinants -> resol syst. lineaires

Définition 1192 On appelle systeme d’équations linéaires une équation de
la forme MX =Y, ot M (matrice) et Y (vecteur) sont donnés et oit X est
inconnue.

Les opérations sur les lignes et les colonnes d’une matrice ou d’un systéme
linéaire sont par définition :

o 'addition d’une ligne (resp. colonne) i a une ligne (resp. colonne) j # i

o [a multiplication d’une ligne (resp. colonne) i par un scalaire A # 0

e la permutation de deux lignes (resp. colonnes)i et j +# i

Ces opérations seront notées respectivement :

o L — L; + Lj (resp. C; — C; + Cj)

o L, — L;(resp. C; — Cj)

o L« Lj(resp. C; < Cj)

On pourra éventuellement ajouter a une ligne (resp. une colonne) une autre
ligne (resp. colonne) multipliée par un scalaire \; cela se notera L; — L; +
ALj (resp. C; «— C; + ACj).

Exemples :
e Sur un systéme :

Avant :
1 2 -3 T 1
0 1 1 z2 | =1 2

Aprés Li—I11+2Ls:
1 4 -1 T 5
0 1 1 z2 | =1 2
-1 3 -1 T3 3
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e Sur une matrice Avant :

1 2 3

4 5 6

7 8 9
Apres Cp « Cs

2 1 3

5 4 6

& 7 9

Proposition 1193 Les opérations sur les lignes correspondent a des multipli-
cations a droite par des matrices inversibles ; les opérations sur les colonnes
correspondent a des multiplications a gauche par des matrices inversibles.
L’inverse d’une opération sur les lignes (resp. les colonnes) est une opération
sur les lignes (resp. les colonnes).

Démonstration :

Proposition 1194 e Le déterminant d’une matrice n’est pas modifié en ajou-
tant & une ligne une combinaison linéaire des autres lignes.

o Multiplier une ligne par A multiplie le déterminant par .

o Permuter des lignes multiplie le déterminant par —1.

Les mémes résultats sont valables pour les colonnes.

Démonstration : Cela découle immédiatement des propriétés du déterminant, et
du fait que le déterminant d’une matrice est égal au déterminant de sa transposée. Ceux
qui ont besoin de rappels peuvent consulter la partic 28.3.0

Théoréme 1195 (Formules de Cramer) Considérons le sysieme d’équations
linéaire MX =Y, avec M de type (n,n) :
-"14] | M] 2 -ﬂ"fl \n
Mz,l M’_’.,B Mi.’.,n.
M . i
M’n,l Mn,? i -'M[n,n
Y (yla'“lyp)
On suppose en outre que M est inversible.
Alors X est solution, avec
My My ... Mg Y2 Mgy ... Mg
Msy Mzs ... Ma; 1 Yz My ... My
Mn,] Mﬂ.,? ine J’an:ifl };r. Mn,i+1 ) Mn,n
i det M
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Démonstration : La solution X est clairement unique, car par inversibilité de M
X =M.
Onaalors Y =5 » Xk C avec Cy, 1a k-ieme colonne de M.
Donc, quel que soit i, on a alors det MY =" X det Mj;(l)

avec
My, M, My; 1 Y7 My, ... M,
. Mar Mso ... Mz; 1 Y2 Mz ... Ma,
M@ ) . i ) . .
-'?V!n,] Mn,z v Mn‘i—] }/‘n M’n.,‘l'+] vian ﬂ’-’n,n
ct
Mg Mo ... Mg 1 Mip Mgy ... Mg
3 May Mas ... Mpj 1 Mpp Maipy ... Moy
M,(g) ' 3 ' 3 ] '
k ; 2 : : : ;
Mn,l Mn‘z 2pE Mn,i—l Mn,k Mﬂ,‘i-i—l Les Mﬂ,n

On en déduit done, en supprimant de la somme > X C, les termes nuls, X;det M
M{(”, ce qui est précisément le résultat désiré.0

Théoréme 1196 (Méthode du pivot de Gauss) La méthode de Gauss
consiste a :

1) permuter les lignes pour avoir un coefficient non nul en haut a gauche de la
matrice ; ce coefficient est appelé pivit

2) soustraire la premiére ligne multipliée par un coefficient adéquat a chacune
des autres lignes de maniére a avoir des zéros sur toute la premiére colonne
en dehors du premier coefficient

3) Procéder de méme sur la matrice extraite, simplement dépourvue de sa
premiére ligne et sa premiére colonne.

Le point 1) pourra toujours étre réalisé si on trouve toujours un coefficient non
nul a échanger; pour peu que la matrice soit inversible, cette condition sera
toujours vérifiée. Si elle ne I’est pas, on peut travailler sur la matrice extraite
par suppression de la premiére colonne.

En réitérant cette méthode, on arrive a obtenir une matrice triangulaire supé-
rieure. En fait la matrice obtenue est de la forme illustrée sur la figure 30.1, du
moins apres permutation des colonnes.

La matrice ainsi obtenue est donc beaucoup plus maniable : le calcul du détermi-
nant (si la matrice est carré) se résume a la multiplication des éléments diagonaux, la
résolution de systémes linéaires est plus aisée (il convient de noter pour cela que les
opérations sur les colonnes sont de simples permutations sur les inconnues), le cal-
cul du rang est immédiat (nombre d’éléments avant le dernier élément non nul de la
derniére colonne).

r Afin de minimiser les pertes de précision d’un calcul numérique, il est
préférable de choisir un pivot grand en valeur absolue.
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Elements nuls
ou non nuls

—

Elements nuls Ll ] ¢" brisée
d'¢éléments non nuls.

F1G. 30.1 — Matrice obtenue aprés pivot de Gauss. La "ligne brisée” évoquée comporte
soit des sauts a droite, soit des sauts en diagonale en bas a droite. Le premier élément
de la ligne brisée se trouve quelque part sur la premiere ligne (éventuellement en haut
a gauche).

La méthode du pivot total consiste a4 chercher le pivot non pas seulement sur la
colonne en cours, mais d’éventucllement permuter les colonnes pour avoir un pivot
plus grand. Par opposition au pivét total, 1a méthode ci-dessus est dite pivot partiel.

Théoréme 1197 (Décomposition A = LU) Etant donnée une matrice A sup-
posée inversible, on définit ax = |(Ai ;)i j<k|, déterminant de la matrice ob-
tenue en se restreignant aux k premiéres lignes et k premiéres colonnes.

On appelle décomposition A LU un produit du type A LU avec L
matrice triangulaire inférieure ne comportant que des 1 sur la diagonale, U
matrice triangulaire supérieure, Alors il existe une décomposition A = LU si
et seulement si les ay, sont non nuls pour tout k dans |1, n|.

Démonstration : 11 suffit d’utiliser la méthode de Gauss, en considérant les ma-
trices correspondant aux opérations sur les lignes et les colonnes. C’est-a-dire que 1’on
obtient un produit 7* ; M, ;A = U, avec M; la matrice correspondant & I’opération
sur les lignes et les colonnes effectué a la i-iéme étape. Mais I'inverse d’une opération
sur les lignes ou les colonnes est une opération sur les lignes ou les colonnes (facile &
trouver) ; donc on peut aussi écrire 4 = 7> | N;U, avec N; I'inverse de M;. Le produit
des NN; est bien de la forme désirée, triangulaire supéricure a4 diagonale unité, comme
on s’en convaincra en considérant la stabilité de I'ensemble des matrices triangulaires
supérieures a diagonale unité par multiplication par les matrices des opérations sur les
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lignes et les colonnes.,

Proposition 1198 Si A est inversible, il existe une matrice de permutation P
telle que PA — LU.

Démonstration :  Si a; est nul, il existe nécéssairement une permutation de lignes
qui arrange ¢a, sinon A ne pourrait pas étre de rang plein - il suffit donc de multiplier
les différentes permutations de lignes nécéssaires pour obtenir une matrice vérifiant les
conditions demandées.

Théoréme 1199 (Décomposition de Cholesky) On appelle décomposition
de Cholesky ou décomposition A =* RR, un produit de la forme A =* RR,
avec R triangulaire inférieure inversible.

A admet une décomposition de Cholesky si et seulement si A est symétrique
définie positive.

Démonstration : On pourra consulter [ 7] pour cette preuve.]

30.5 Matrices par blocs

Les méthodes expliquées ci-dessous dans le cas de quatre blocs, se généralisent
naturellement au cas d’ un nombre quelconque de blocs.
30.5.1 Produit par blocs

Etant données les matrices A, B, C, D, A', B', C' et I)', avec
largeur(A) = largeur(C) = hauteur(A") = hauteur(B’)
largeur(B) = largeur(D) = hauteur(C') = hauteur(D'")

on considere les matrices M et M’ définies comme suit :

(e p)

A B
M’ = ( c D )

AA +BC AB +BD
CA+DC CB DD

Alors

M.M' (

30.5.2 Inverse par blocs

; A C
SiM = 0 B

Al —-4A1tcB?
0 B! '

), avec A et B inversibles, alors M est inversible et M 1 =
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30.5.3 Déterminant par blocs

SiM = < 61 g ),alors det M = det det A.det B.

30.6 Exercices sur les matrices

Exercice 1200 Une forme linéaire [ sur M, (K) telle que f(XY) = f(YX) est
proportionnelle a Uapplication M — tr(M).

Démonstration : 11 suffit de considérer X et Y des matrices élémentaires.0]

Exercice 1201 Une matrice de M.,,(K) commute avec toutes les matrices de M,,(K)
si et seulement si elle est scalaire.

Démonstration : Simplement vérifier qu'une telle matrice commute avec les ma-
trices élémentaires.0

30.7 Zoologie sur les matrices et leurs déterminants

Définition 1202 (Matrice circulante) On appelle matrice circulante associé
au n-uple (1, ...,z,) la matrice M définie par M; ; =

: Ti—i (modulo n) >
c’est a dire

T Zo T3 RN Ty
Tn 1 T2 v Tp—1
M = .
Tpn—1 Tn L1 . Tn—2
Zo Zr3 T4 RN 7

Proposition 1203 L’ensemble des matrices circulantes de type (n,n) est en-
gendré par la matrice suivante :

01 0 . 0
0 01 0
M 0 00
0 00 0
0 00 1
1 0 0 . 0
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Démonstration : 11 suffit de voir que la matrice circulante associée a (z1, ..

est la matrice
1. MO+ o MY 4 4 2 M

et le résultat est acquis.O

30.8 Zoologie de la dualité en dimension finie

30.8.1 Polynomes de Lagrange

- Tn)

On considere ’espace £ = R, [X] des polyndmes & une indéterminée et de degré
au plus n. Soit ag, ... , a, des réels deux a deux distincts. On définit n + 1 formes

linéaires sur E par f;(P) = P(a;).

Proposition 1204 Les polynémes de Lagrange f; forment une base de E.

Démonstration : Puisque la dimension de F est égale a la dimension de £*, il suf-
fit de voir que la famille est de rang n + 1, ce qui est vérifié si et seulement si I’espace
vectoriel dual est de dimension 0. Supposons qu’un certain polyndme P appartienne a
cet orthogonal, alors il s’annule en ayg, ... ,a, ; donc il est nul, puisqu’il est de degré au

plus n.0

avec X
— a.
Pi(a) = 11 4,3
() j# a; — a

Proposition 1205 Les polyndomes de lagrange (f;) sont la base duale des P,

Démonstration : Facile, il suffit de vérifier que P;(a;) = 6; ;.0

Corollaire 1206 (Interpolation de Lagrange) On en déduit notamment que
tout polyndme de degré n s’ écrit comme combinaison linéaire des P;, les coef-
Jicients étant donnés par les f;. C’est-a-dire que tout P de degré < n §’écrit
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Un exemple d’utilisation Maple :

Exemple Maple
> interp([0, 1,2,3], [ezp(0), czp(1), cap(2), cap(3)], o);

1 L 1 1 3 1 5 1 1
Ze3rd — ZeBr? 4 S — ZePrd 4262052 — ZePr 4 Cead — Zex? 4 3ex— —aP 42 - “x 41
6 2 3 2 2 2 2 6 6

11 est intéressant de tracer ensuite la courbe exponentielle et les graphes des
interpolations a différents ordres superposées.

30.8.2 Définition d’un sous-espace vectoriel par une famille d’équa-
tions

Proposition 1207 Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension p, E
espace vectoriel de dimension finie n. Alors il existe n — p formes linéaires li-
néairement indépendantes f; telles que F = {z/Vi f;(x) = 0} ¢’est a dire que
F s exprime comme intersection de n—p hyperplans. Il est en outre impossible
de définir F' comme intersection de moins de n — p hyperplans.

Démonstration : Pour voir qu’une telle famille existe, il suffit de considérer une
base de F' et sa base duale. Pour vérifier qu’on ne peut faire moins, il suffit de considé-
rer que pour tout G sous-espace vectoriel de F et tout H hyperplan de E on a dim (GN
H) > dim G — 1 (par la formule dimG + dimH = dim(G + H) + dim(G N H))O

30.9 Approximation de fonctions holomorphes par des
fractions rationnelles

Lemme 1208 Soit K un compact de C, inclus dans un ouvert Q. Alors il existe
I'1,To,..., Ty, des segments orientés dans Q \ K tels que pour toute fonction
holomorphe f sur Q et pour tout k dans K

Z:—H Flt—z

Démonstration :

Lemme 1209 (Intuitif pour les topologistes dans ’ame!) 1] existe n > 0 tel
que la distance entre un point k de K a un point du complémentaire de ) soit
toujours > .

Démonstration :
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e En effet sinon on pourrait construire une suite de points (k, )nen de K a distance
<1l/nde X\ K.

e On pourrait alors extraire une suite convergente (par le théoréme 199, puisque C
est muni d’une topologie métrique !), et le point limite serait a une distance 0 du fermé
complémentaire de €2, et serait donc dans K sans &tre dans €2 ; ce qui est contradictoire.0

e On construit alors une grille recouvrant le compact K, avec un maillage inférieur
a n/2, comme indiqué sur la figure 30.2.

| AT

I 1 |
| | |
L L L
| | |
L L I
I I I
I I I
d d d
I I I
I I I
¥ I [}
I 1 I
] ] I}
I I I
| | | |
] I !
I I I
4 d 4
I | |
I I I
I I I
I 1 I
1 1 ]
I 1 ]
] ] ]
| | |
| | I

F1G. 30.2 — Un maillage.

e On considére alors les contours 71, ... , yp, orientés positivement, des carrés
Ci, iy Cp/4 intersectant K.

e On conserve alors seulement les segments des contours qui ne sont parcourus
qu’une fois ; les autres étant parcourus deux fois, une fois dans chaque sens.

¢ On note ces segments orientés I'y, ..., ['y,.

e On se donne alors f holomorphe sur €2, et z 4 I'intérieur de I'un des carrés du
maillage, z € K. La fonction g qui & ¢ appartenant a la réunion des -y; associe w
est continue.

¢ On calcule alors

e Cette somme est égale a

e Par le lemme 660, étendu au cas d’un carré, on en déduit que la somme est nulle.
e Donc

13

N0
2 g ), 1

1=1

T 1
=Y I(2) 4,
s 2ll Jp, t—=
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=1 [ 1
:f(z)gmjn —dt
= f(2)

e 11 ne reste qu’a prolonger par continuité pour avoir le résultat souhaité.O

Théoréme 1210 (Runge, version faible, lemme pour la version forte) Soir
K un compact de C, inclus dans un ouvert 1.

Soit Z une partie de C contenant au moins un point dans chaque composante
connexe de CU {0} \ K.

Alors Uensemble des fractions rationnelles dont les péles sont inclus dans 7
est dense dans I’ensemble des fonctions holomorphes sur U, pour la topologie
de la convergence uniforme sur K.

Démonstration :

e Soit I'R I’ensemble des fractions rationnelles dont les zéros sont inclus dans Z.

e D’apres le corollaire 700, il suffit de montrer que toute forme linéaire continue
nulle sur toutes les fractions rationnelles de F'R est nulle sur toute application holo-
morphe sur £2.

e D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il nous suffit donc de montrer
qu’étant donnée une mesure de Borel complexe p sur K telle que I'intégrale pour p
sur K de tout élément de F'R soit nulle, I'intégrale sur K pour p de f holomorphe est
nulle.

e Soit donc une telle mesure complexe g, et f holomorphe sur £2.

e Définissons, pour t € CU {0} \ K,

dp(k)
K k—t

h(t) (30.1)

e h est holomorphe, au vu de la proposition 657.

e Soit z dans Z et n’appartenant pas a K ; notons V, la composante connexe de
CuU{oo}\ K contenant z. On va montrer que h est nulle sur cette composante connexe ;
pour cela, par le théoréme 665, il sera suffisant de montrer que h est nulle sur un
voisinage de z.

- Supposons tout d'abord z = co. L’objectif est donc de montrer que pour ¢ assez
grand en module, A(t) = 0.

Ecrivons, pour k dans K et ¢ quelconque,

it kn

k—t 1 1
T k1—k/t _*gtﬂﬂ

La convergence étant uniforme en &k pour ¢ suffisamment grand, on peut alors inter-
vertir 'intégrale et la somme dans 1’équation 30.1 et on obtient bien h(t) = 0.

- Supposons maintenant que z # oo

Ecrivons, pour k dans K et ¢t quelconque,

1 1 1 1

k—t (k—2)—(t—2) k—-21-+=
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oo z)
Z 30
0
La convergence étant uniforme en &k pour ¢ suffisamment proche de z, on peut alors
intervertir I’ intégrale et la somme dans 1’équation 30.1 et on obtient bien h(t) = 0.

e On applique alors le lemme 1208, pour pouvoir exprimer f comme une intégrale
sur un contour hors de K :

-1 f(t)
fodu /xﬁ;fl, Tt du(k)

= o Z /1 ; / —d;u(k) dt

f(t h(t

Et par Fubini 378,

Zzl]
=0

D’ou le résultat tant attendu !0

On peut facilement passer a la topologie de la convergence uniforme sur tout com-
pact.

En outre, le cas ol K est simplement connexe (i.e. son complémentaire a une seule
composante connexe) donne lieu 4 un corollaire important.

Corollaire 1211 (Corollaire important) e Si [ est une fonction holomorphe
définie sur un ouvert S), si Z est un ensemble contenant au moins un point
dans chaque composante connexe de & \ @, alors [ est dans I’adhérence de
Pensemble des fractions rationelles a péles dans Z pour la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact.

o Si f est une fonction holomorphe définie sur un ouvert simplement connexe
Q, alors il existe une suite de polynémes convergeant uniformément vers f sur
tout compact.

Démonstration :
e On définit les K,, comme dans le lemme 262, et on définit F,, comme étant une
fraction rationnelle tel que |f(z) — F.(2)| < 1/n pour z dans K,,.
e Dans le deuxidme cas, on peut simplement imposer Z = {oco}, et on obtient bien
une suite de polyndémes.0
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30.10 Endomorphismes semi-simples

Définition 1212 Un endomorphisme f est dit semi-simple si tout sous-espace
vectoriel stable par f a un supplémentaire stable par f.

Théoréme 1213 On se place en dimension finie.

On suppose u semi-simple ; on note p,, le polynéme caractéristique de u.

py, = TE_ P avec les P; irréductibles et premiers 2 & 2.

On va montrer qu’en fait n; = 1.

En outre on montrera que réciproquement si tous les n; sont égaux a 1, alors
u est semi-simple.

Démonstration : F = ®f_ | F; avec E; = Ker P;(u)™

On va montrer que pour toutz n; = 1.
Par I’absurde n; > 2. Ker P (u) admet un supplémentaire u-stable. Donc Ker Py (u)®
F = FE avec F u-stable.

F=0of (E;NF)

donc
E = K@Tpl (U) @ (E1 n F) @ @fzin M F

4

v~

N N

E— E; o  OL,E
Les inclusions sont en fait des égalités puisque la dimension est finie. On considére
F' = E1NF.E = KerPi(u) ® F'; si F/ = {0} alors P.II!_, P** serait dans
I’idéal annulateur. Impossible car n, > 2, donc F’ £ {0}.

Onadonc : P/ (upr) =0
Soitz € Fy \ KerP" ' (u)
T =z +xqavec x1 € KerPy(u) etay € F'.

PP u)(@) = PPN (u)(@n) P (u)(@0)
Ocarni > 2

Donc P~ (u)(x2) # 0 done P~ (u ) # 0.
donc (car Py estirréductible) py, ., = P,

Donc P (u|p-) est nilpotent, donc pas injectif, or KerP;(u) N I’ = {0} d’oli une
contradiction.

Réciproquement :
On suppose ., = IIF_, P;
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Alors E = @®f_, E; avec E; = Ker Pi(u)
Fstable —F = &f_|(F N E;)

il suffit de trouver un supplémentaire stable dans F; de FNE;. Or py, , = P; done
on est ramené au cas ou ., est irréductible.

Soit alors F' non réduit a 0 et différent de F, stable par u.
Soitz € E\ F. {Q € K[X]|Q(u)(z) = 0} est un idéal non nul engendré par P
unitaire différent de 1. P divise p,, donc P = p,, parce que p,, est irréductible.

Soit m le degré de po,. (z,u(x),...,u™ 1(x)) est une base de G = Vect;enu®(z).
z &€ Fdonc FNG # G,donc dim FNG < m.

Si F'N G # {0} alors piy, ., | dONC froy o = fhas-

Or degpin . < (par CH) dimF NG < m = degp, d’ou contradiction, donc
FnG={0}.Onadonc F @ G avec G stable, G # {0}. Si F + G # E on recom-
mence ; en un nombre fini d’étapes on conclut.O

En résumé :
Pour montrer qu’un endomorphisme semi-simple admet pour polyndme simple un pro-
duit de polyndmes irréductibles :
¢ On considere le polyndme minimal, avec ses facteurs P; et leurs exposants n;.
e On suppose n1 > 2.
¢ On considére un supplémentaire F' de Ker P;(u) u-stable.
¢ On considere F; = Ker P]"(u), et on note que F' est la somme directe des intersec-
tions de F' avec les F;.
e On considere F' = F1 N F'; on montre que £ n’est pas réduit a 0.
e On considere = dans F; \ Ker P '(u)
¢ On décompose = sur Ker P;(u) et F'; on en déduit que P{‘“l(u|p) #0
e On sait alors que jy ,, = P/
e Py(u ) estinjectif, mais pourtant nilpotent, d’oli contradiction.

Pour montrer I’existence d’un supplémentaire stable pour tout sous-espace stable a
partir d’un endomorphisme ayant un produit de polyndmes irréductibles distincts pour
polyndme minimal :
¢ On se ramene a un polyndme minimal irréductible en considérant les restrictions aux
E;.
¢ On considere un espace stable F', et un élément x or de cet espace.
¢ On considere le polyndme qui engendre I’ensemble des polynomes Q tels que Q(u)(z) =
0; ce polynome divise le polynome minimal de p et lui est donc égal puisque ce dernier
est irréductible.
¢ On considere alors G 1’espace engendré par les images successives de x par des puis-
sances de u ; cet espace est engendré par les m premiers éléments avec m le degré de
73
¢ On en déduit que F' N G est de dim < m.
¢ On considere alors le polyndme caractéristique de u restreint 2 F' N G ; si ce dernier
espace est non nul, alors ce polyndme est égal a p,,, or son degré est plus petit que m
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par application de Cayley-Hamilton, donc la somme de F' et G est directe. 11 ne reste
qu’a récurer pour avoir un supplémentaire de F'.
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Chapitre 31

Réduction des endomorphismes

Il est nécéssaire avant d’étudier cette partie d’avoir pris connaissance de la partie
27et de la partie 30.

La réduction d’un endomorphisme va constituer dans le cas général en la recherche
des éléments propres de cet endomorphisme (définition & venir) et dans le cas de la
dimension finie en la recherche d’une base dans laquelle cet endomorphisme est repré-
senté par une matrice de forme agréable (voir plus loin).

Dans toute cette partie, K désigne R ou C.
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31.1 Le cas général

Définition 1214 Soit E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E ;
c’est-a-dire f € L(FE). On se donne P un polynéme appartenant a K[X];
Alors :

e On dit que F, sous-espace vectoriel de E, est stable par f si et seulement si
f(FyCF

o Si il existe n tel que Ker f, = Ker fny1, alors le n minimal vérifiant cette
propriété est appelé indice de f.

e On note P(f) I’endomorphisme qui a = associe >, p;.f*(z).

e On note K[ f] ensemble des Q(f) pour Q € K[X]; c’est une algébre com-
mutative (sous-algébre de I’algébre des endomorphismes L(E))

e On appelle idéal annulateur de f I’ensemble des Q € K[X| tels que Q(f) =
0 (c’est un idéal, les matheux sont pas encore assez vicieux pour nous faire
cette mauvaise blague). On le note Z(f). K[X] étant principal, si Z(f) est
non réduit & {0}, il est engendré par un polyndéme unitaire que l’on appellera
polynéme minimal de f et que I’on notera Pry.

e On appelle valeur propre de f un scalaire A tel que f — \.I ne soit pas
injectif; dans ce cas E¢(\) = Ker f — \.I est appelé sous-espace propre
associé a la valeur propre \.

e On appelle spectre de f ’ensemble des valeurs propres de f. On le note
Sp(f).

e On appelle vecteur propre de f associé a la valeur propre A un élément non
nul du sous-espace propre associé a la valeur propre \.

e On appelle valeur propre de M avec M une matrice carrée de type (n,n)
une valeur propre d’endomorphisme de K™ canoniquement associé a M.

e On appelle sous-espace propre de M associé a A avec M une matrice car-
rée de type (n, n) l’espace propre de ’endomorphisme de K™ canoniquement
associé a M pour A valeur propre de M.

e On appelle spectre de M avec M une matrice carrée de type (n,n) Uen-
semble des valeurs propres de M.

En dimension infinie un endomorphisme n’a pas nécéssairement un indice
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Proposition 1215 e Avec P er Q deux polynomes, PQ(u) = P(u) o Q(u)
Q(u) o P(u)

o Si deux endomorphismes commutent, alors le noyau et 'image de l'un sont
stables par autre.

e La suite I, définie par I, = Ker ™ est croissante

e Si [ aun indice fini n, alors pour tout i supérieur an, on a F; .1 = F;

e Soit P et Q deux polynémes, alors Ker P(f) N Ker Q(f) = Ker ((P A
Q)()

e Soit P et Q deux polynémes premiers entre eux (i.e. de pged 1), alors
Ker (PQ)(f) = Ker P(f) @ Ker Q(f).

e Soit Py, ..., P, des polynémes premiers deux a deux tels que 11P;(f) = 0,
alors £ = @® Ker Pi(f).

Les trois derniers o ont valeur de théorémes; on les regroupe souvent sous
’appelation lemme des noyaux.

} Cela sert un peu partout, dans les résultats de réduction ; citons par exemple
la partie sur les suites récurrentes linéaires, 31.3.2, ou le théoréme de diagonalisation
1223.

Démonstration : Les quatre premiers o sont évidents.
Le 5&¢me e se montre grice a la propriété de Bezout.
Pour le 6eme e , la somme est directe en vertu du e précédent ; et les deux inclusions
s’obtiennent par Bezout et par le premier o .
Le dernier o est facile a déduire du 6&me. O

Proposition 1216 (Pratique de la réduction (sans hypothése de dimension liLie))
e une somme finie de sous-espaces propres distincts est directe

e une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est
libre

o si f et g sont deux endomorphismes qui commutent, alors les sous-espaces
propres de [ sont stables par g

o V() P) € Sp(f) x K[X] — P(X) € Sp(P(f))

e Si P(f) =0,alors A\ € Sp(f) — P(\) =0

¢ Si f € GL(E), alors Sp(u™') = {1 /A € Sp(u)}

31.2 Le cas de la dimension finie

Dans le cas de la dimension finie, la réduction d’un endomorphisme va consister
en la recherche d’une base dans laquelle I'endomorphisme est diagonale, ou, a défaut,
triangulaire.

On a vu ci-dessus que pour décomposer un endomorphisme il fallait trouver ses
sous-espaces propres ¢t ses valeurs propres. Cela est trés 1ié au polyndmes annulateurs
de I'endomorphisme ; mais dans le cas général, il y a assez peu de choses a dire. Nous
allons voir que la dimension finie est beaucoup plus pratique.
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Voyons tout d’abord une liste de propriétés élémentaires trés utiles pour la suite :

Proposition 1217 e En dimension finie, tout endomorphisme a un indice, in-
[férieur ou égal a la dimension.

e En dimension finie, ’indice est aussi le plus petit n tel que Im [ =
Im fn+1

e En dimension finie, avec n Uindice de f, E = Ker " & Im f™

e En dimension finie, tout endomorphisme admet un idéal annulateur non ré-
duit a 0, et donc admet un polynéme minimal.

o Si F' est un sous-espace vectoriel de E, si (e1, ..., €p, €pt1, ..., €n) €St une
base de E avec (e1, ..., ep) une base de F, alors F est stable par f si et seule-
ment si la matrice de [ dans la base (e1, ..., e,) est de la forme suivante

A B
(0 5)
avec A une matrice de type (p,p), B une matrice de type (p,n — p), D une
matrice de type (n — p,n — p).
o Si I, Iy, ... et I, sont des sous-espaces vectoriels de F tels que I — @I,
alors les F;; sont stables par f si et seulement si la matrice de f dans une base

constituée d’une base de Fy, suivie d’une base de F», ..., suivie d’une base de
Iy, est de la forme

My 0 0 0 0 0
0 My, 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0
0 0 0 . My, O 0
0O 0 0 0 0 M, O
0O 0 0 0 0 0 M,

avec M; de type (dim F;, dim Fj).

On va maintenant introduire quelques définitions intéressantes dans le cadre de la
dimension finie.

Définition 1218 (Définitions dans le cadre de la réduction en dimension fini¢)
e On appelle polynéme caractéristique d’une matrice carrée M le poly-
néme det(X.I — M).

e Le polynéme caractéristique de la matrice d’un endomorphisme en dimen-
sion finie (le polynome caractéristique n’est défini que dans ce cadre la) est
indépendant de la base choisie; on 'appelle polyndme caractéristique de
cet endomorphisme.

On note xpr le polyndme caractéristique de la matrice M et xy le polyndme
caractéristique de I’endomorphisme f.

Voyons maintenant quelques propriétés fondamentales de ces notions, toujours
dans le cadre de la réduction en dimension finie ; la preuve, trés simple, n’est pas don-
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Proposition 1219 e Le polynéme caractéristique d’une matrice M est un po-
lynéme (preuve en considérant la définition premiére du déterminant).

e Le polyndéme caractéristique d’une matrice M de type (n,n) est de degré
n, de coefficient dominant 1 (preuve la aussi en considérant la définition du
déterminant, et en cherchant I’'unique permutation qui donne le terme de degré
n dans le polynéme caractéristique). Le second coefficient est —tr M.

e Le polyndme caractéristique d’une matrice M est le polyndme caractéris-
tique de toute matrice N semblable a M.

o ’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme en dimension finie est
égal a ’ensemble des 0 de son polyndme caractéristique.

o Le polynéme caractéristique de M est égal au polynéme caractéristique de
tM.

o I K-espace vectoriel de dimension finie, F' sous-espace vectoriel de E, f
endomorphisme de E, F stable par f, alors x Ix ¢

e Dans un C-espace vectoriel de dimension finie > 1, tout endomorphisme
admet au moins une valeur propre.

e Le polyndme caractéristique d’une matrice M de type (2,2) est X — X2 —
tr M.X + det M

e Le polyndéme caractéristique d’une matrice M de type (3,3) est X — X3 —
tr M.X? —tr com(M).X —det M

e Le polynéme caractéristique d’une matrice M triangulaire de type (n, n) est
7 (X — M, ;)

Définition 1220 On appelle ordre d’une valeur propre d’un endomorphisme
en dimension finie le degré de multiplicité de cette valeur propre comme racine
du polyndme caractéristique.

On appelle sous-espace caractéristique associé¢ a la valeur propre \ de ’en-
domorphisme [ d’un K-espace vectoriel E de dimension finie le sous-espace
vectoriel Ker (f — A.I)™ avec m ’ordre de multiplicité de A comme racine
du polyndéme caractéristique de f.

Un endomorphisme en dimension finie est dit diagonalisable si il existe une
base dans laquelle cet endomorphisme se représente par une matrice diago-
nale.

Une matrice en dimension finie est dite diagonalisable si elle est semblable a
une matrice diagonale, c’est-a-dire si elle représente un endomorphisme dia-
gonalisable.

Un endomorphisme en dimension finie est dit trigonalisable si il existe une
base dans laquelle cet endomorphisme se représente par une matrice triangu-
laire.

Une matrice en dimension finie est dite trigonalisable si elle est semblable
a une matrice triangulaire, c’est-a-dire si elle représente un endomorphisme
trigonalisable.

Toute matrice triangulaire supéricure est semblable a une certaine matrice tri-
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angulaire inférieure et toute matrice triangulaire inférieure est semblable & une certaine
malrice triangulaire supéricure, comme on s’en convaincra simplement en changeant
I’ordre des éléments d’une base ; ainsi lorsqu’un endomorphisme est trigonalisable,
on pourra en considérer indifféremment une représentation triangulaire supérieure ou
inférieure.

Notons que tout sous-espace caractéristique de f, endomorphisme en dimension
finie, est stable par f.

Passons maintenant a quelques "gros" résultats de réduction en dimension finie.

Théoréme 1221 Un endomorphisme [ de F K-espace vectoriel de dimension
finie est diagonalisable si et seulement si l'une des conditions suivantes est
vérifiée :

o I est somme directe des sous-espaces propres

o il existe une base de I formée de vecteurs propres de [

® X est scindé dans K[X| _et la dimension de tout sous-espace propre est
égale a l'ordre de multiplicité de la valeur propre associée.

Démonstration : Les deux premiers e sont évident.

Le troisieme est plus intéressant :

- la condition est suffisante, car la somme des sous-espaces propres est toujours
directe, et la somme des dimensions des sous-espaces propres est bien la dimension de
I’espace, donc I’espace est bien somme directe des sous-espaces propres.

- la condition est nécéssaire ; on le voit de maniére évidente en considérant une
matrice diagonale pour laquelle la matrice de f est diagonale.O

Corollaire 1222 Si x ; est scindé a racines simples, alors [ est diagonalisable.

Démonstration :  Si chaque valeur propre est d’ordre 1, forcément I’espace propre
associé est de dimension 1; donc ce corollaire découle immédiatement du théoréme
précédent.00

On va voir un renforcement de ce corollaire ci-dessous.

Théoréme 1223 Un endomorphisme f de E K-espace vectoriel de di-
mension finie est diagonalisable si et seulement si il existe P polyndome
scindé a racines simples tel que P(f) = 0.

Démonstration : e Siil existe un tel P, alors F est la somme directe des Ker f—
AL pour A dans I'ensemble des racines de P (voir le lemme des noyaux, proposition
1215). Donc f est diagonalisable, clairement.

e Si f est diagonalisable, alors le polyndme caractéristique est scindé et la dimen-
sion de chaque espace propre est ’ordre de multiplicité de la valeur propre associée
comme racine de ce polyndme (d’apres le théoréme précédent).
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On peut alors écrire xp = II(X — z;)"™ avec les z; distincts deux a deux ; consi-
dérons P = TI(X — z;). P est scindé a racines simples. Il reste a voir que P(f) = 0.

I est la somme directe des Ker f—x;.I. Soit z appartenant a Ker f —x;,./;0ona
J(@) = i@ P(f)(@) = Wiz (y = [(y)—zsy)o(y — [(y)—zi.9)70 " (f(z) -
z;.2) = 0. Donc P(f) estnul sur des sous-espace vectoriel dont la somme est £ ; donc
P(f) estnul.O

Finalement, voici la méthodologie de 1a diagonalisation :

¢ On se donne f, endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie 7.

¢ On détermine le polyndme caractéristique de f

¢ Si x  n’est pas scindé, alors on ne peut pas diagonaliser

o Si x & est scindé, pour chaque valeur propre A, on cherche si Ef(\) = Ker (f —
A.I) est de dimension I’ordre de A

¢ Si oui, on obtient une base dans laquelle I’endomorphisme est diagonal en réunis-
sant des bases des sous-espaces propres

¢ Dans le cas contraire, I’endomorphisme n’est pas diagonalisable ; on essaic alors
de trigonaliser (voir plus loin).

On peut ajouter quelques remarques permettant de simplifier 1a détermination de la
diagonalisabilité d’une matrice :

¢ une matrice M est diagonalisable si pour tout A € K M + A.1 est diagonalisable ;
siP L. (M +AI).P=D,alorss P M.P=D+\I

e La restriction d’un endomorphisme diagonalisable a un sous-espace stable est
diagonalisable (en effet la diagonalisabilité d’un endomorphisme équivaut a I’existence
d’un polyndme scindé a racines simples annulant cet endomorphisme)

Maintenant le théoréme fondamental de la trigonalisation :

Théoréme 1224 Un endomorphisme en dimension finie est trigonalisable si et
seulement si son polynéme caractéristique est scindé.

Démonstration : 11 est évident que si I’endomorphisme est trigonalisable, alors
son polyndme caractéristique est scindé. La réciproque est donc le probléme intéres-
sant. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie.

On procede par récurrence sur la dimension de 1’espace. En dimension 1 le résultat
est clair ; on suppose maintenant le résultat vrai jusqu’en dimension n—1, et on suppose
F de dimension n.

Le polynome caractéristique de f étant scindé, il posséde une racine, disons A. Soit
e1 un vecteur propre associé a A, et complétons de maniére a avoir (es, ..., €,) une base
de E.

La matrice de f dans cette base est une matrice (n, ) de la forme

A * *

0 M, M
0 M2’1 Mz,n—l
0 : : :

0 Mp_17 ... My 1n

)

La matrice M a un polyndme caractéristique scindé, comme on s’eén convaincra
facilement en considérant la définition du déterminant.
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Par la propriété de récurrence, M est donc trigonalisable ; PM P—1 =T, avec T

matrice triangulaire supérieure.
Alors on considere le produit suivant :

1 0 0
1 0 0 PN * * 0 P71 P71
0 P Prn—1 0 My 1 My n—1 L1 Ln—1
0 Py Py n—1 0 Ma 1 Mo n—1 0 Pa1 Pyn—1
0 . . . 0 - - - 0 . .
0 Pp_11 -+ Pp_i1n-1 0 My 11 ... Mp_1n1 o p-t p— L
n—1,1 """ n—1l,;mn—1
1 * *
0 T1,1 Ti,n—1
0 T2,1 T2,n—1
] : : :
0 Th_1,1 .- Tn—1,n—1

(les * représentant des scalaires quelconques)
Le résultat est ainsi établi.0

Corollaire 1225 Toute matrice a coefficients complexes est trigonalisable
dans M,,(K).

Démonstration : Rappelons juste le théoréme de D’Alembert-Gauss : un poly-
ndme 2 coefficients complexes est scindé sur C.0

Ce dernier théoréme va permettre de démontrer un théoréme important, le théoréme
de Cayley-Hamilton :

Théoréme 1226 (Cayley-Hamilton) Soir f wun endomorphisme d’un K-
espace vectoriel de dimension finie. Alors x ¢(f) = 0.

Démonstration :

¢ On montre tout d’abord le résultat pour K = C. Ensuite, puisque le polyndme ca-
ractéristique d’une matrice a coefficients réels est le méme que I’on la considére comme
matrice réelle ou complexe, et puisqu’un endomorphisme est nul si et seulement si sa
matrice associée est nulle, le résultat sera aussi valable pour K = R.

e x s est un polyndme scindé, puisque I’on travaille dans C ; donc on peut trigona-
liser f.

¢ On se donnne (e, ..., €,,) une base dans laquelle f est représenté par une matrice
triangulaire supéricure.

e Onnote xy = II? (X — x;), avec x; le i-iéme terme sur la diagonale de la
matrice de f dans labase (e1, ..., €n).

e Onnote P; = 117_, (X — ;).

e On considere la propriété P (i) définie par P(i) <= Vj € [1,i]P;(e;) = 0;0n
montre facilement par récurrence qu’elle est vraie pour tout ¢ compris entre 1 et n.0

Proposition 1227 Sile polynéme caractéristique est scindé, la dimension d’un
sous-espace caractéristique est égale a Uordre de multiplicité de la valeur
propre associée.

Démonstration :
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Pendant I'ensemble de la preuve, on note I, la matrice identité a p lignes et p
colonnes.

e Notons [ un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension n, de poly-
ndme caractéristique scindé.

e Soit [ sous-espace caractéristique associé a la valeur propre A de multiplicité m.

e Dans une certaine base, f est représenté par une matrice triangulaire supérieure
(théoreéme 1224). Soit M cette matrice :

[ Adn+N P
M‘( 0 Q)

ol N est triangulaire supérieure & diagonale nulle, P quelconque, @ triangulaire supé-
ricure (n’admettant pas A pour valeur propre).

e Une vérification immédiate révele alors que (f — A d,)™ est représenté par la
matrice suivante (/V est nilpotente d’indice de nilpotence < m) :

0 P
( 0 (@—AIdp )™ )
e On en déduit donc que le rang de (f — Al d,,)™ est n — m (rappelons que A n’est
pas valeur propre de Q).
e On adonc biendim F'=n — (n —m) =m.0O
On peut alors passer au théoréme suivant, fournissant une jolie représentation d’un
endomorphisme trigonalisable :

Théoréme 1228 Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel I de di-
mension finie n. Alors F est la somme directe des sous-espaces caracitéris-
tiques associés a f, et dans une certaine base f a pour matrice

M, 0 0o ... 0
0O M 0 ... 0
0 () : 0
: : : . 0
0o ... 0 0 M

avec M; une matrice triangulaire supérieure de type (m,m) comportant seule-
ment des \; sur la diagonale et avec m 'ordre de \;.

) Le corollaire qui suit, et la partie 31.3.3 de calcul de I’exponentielle d'un en-
domorphisme donnent des applications & ce résultat.

Démonstration : 1l suffit de considérer les espaces caractéristiques ; leur somme
est directe et égal a £ (par le théoréme de Cayley-Hamilton), ils sont stables par f, on
peut donc considérer les restrictions aux différents sous-espaces caractéristiques.
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Dot le résultat.0

Corollaire 1229 Si [ est un endomorphisme de polynéme caractéristique
scindé d’un K-espace vectoriel 2 de dimension finie n, alors f s’écrit de
maniére unique comme somme d’un endomorphisme diagonalisable et d’un
endomorphisme nilpotent, qui _commutent .

Démonstration : L’existence de cette écriture est facile ; il suffit de considérer la
matrice M donnée par le théoréme précédent, et d’écrire M = D + N, avec D une
matrice diagonale, et NV une matrice triangulaire supéricure a diagonale nulle.

L'unicité sera ici admise.Od

Voyons maintenant la méthodologie de la trigonalisation ; elle fait suite 2 celle de
la diagonalisation, dans le cas ol la diagonalisation est impossible. En fait on ne va pas
simplement chercher a trigonaliser ; on va essayer si possible d’obtenir une décompo-
sition comme celle proposée dans le théoréme 1228,

On se donne un endomorphisme f d’un K-espace vectoriel £/ de dimension n.

e On cherche si le polynéme caractéristique est scindé. S’il ne I’est pas, f n’est pas
trigonalisable

e On détermine les sous-espaces caractéristiques

e On détermine une base de chacun de ces sous-espaces, dans laquelle la restriction
de I’endomorphisme est représentée par une matrice triangulaire supéricure ; cela se
fait par récurrence, comme on peut le voir dans la démonstration du théoréme 1224,

¢ On prend la réunion de ces bases, et on a une représentation comme souhaitée,

31.3 Applications de la réduction d’un endomorphisme

31.3.1 Application au calcul d’un polynéme d’endomorphisme

On se donne M la matrice de I’endomorphisme f d’un espace vectoriel de dimen-
sion finie n. Son polyndme caractéristique est appelé P.
Par le théoréme de Cayley-Hamilton

Alors supposons que I'on cherche Q(f), avec @ un polyndme de K[X]. On déter-
mine alors la division euclidienne Q = P.A + B.

Q(f) = P(f)-A(f) + B(f) = B(f) car P(f) =0
11 suffit donc ensuite d’avoir préalablement calculé les M* pour k € [0, — 1].

Par diagonalisation

On suppose ici que M est diagonalisable. Si M L.D.L1, alors Q(M)
L.Q(D).L ' si D est choisie diagonale, Q(D) est donc vite calculée. Cette méthode
est efficace seulement si il s’agit de calculer de nombreuses fois des polyndmes d’un
méme endomorphisme ; lorsque 1’on change d” endomorphisme 4 chaque fois, la dia-
gonalisation est trop laboricuse.
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31.3.2 Application aux suites récurrentes linéaires

Définition 1230 On considére une suite d’éléments d’un corps K de carac-
téristique nulle définie par récurrence par un = GoUn p + Q1 Un_py1 +
A2Un pio + ..+ Gp 1Un1 (u; étant donné pour i < n). On peut en fait
noter Xy, = (Unp—1,Unip, -, Un) s alors Xp 1 = M X, avec

0o 1 0 .. 0

0 0 1 0 0
M — 0 0 1 0

0 e s s 0 1

ag a3 ap-2 Op-1

On suppose ag non nul, cas auquel on peut toujours se ramener.

Une telle suite est dit suite récurrente linéaire.

Le polyndme caractéristique de M est P = XP —ag — a1 X — a X? — ... —
ap- 1 XP~ L. Par définition, ce polyndme est dit polynéme caractéristique de
la relation de récurrence linéaire.

L'espace vectoriel £ des suiles vérifiant la relation de récurrence donnée est le
noyau de P(f), avec f I'application qui & une suite (u,,) associe (u,1) (ceci découle
immédiatement de la définition de P !).

On va faire I’hypothése que P est scindé, ce qui dans le cas de suites réelles ou
complexes est une hypothése qui n’enléve rien a la généralité, puisqu’on peut toujours
supposer la suite complexe. On peut alors appliquer D’ Alembert-Gauss pour conclure
que P est scindé .

Par le lemme des noyaux (proposition 1215), on constate que F est égal a la somme
directe des Ker (f—A;1)" avec les \; les racines de P avec pour ordres de multiplicité
les v;.

On va donc chercher a exprimer les solutions comme combinaisons linéaires d’élé-
ments des Ker (f—A;1)Y. 1l convient donc de déterminer une base de Ker (f —AI)".

Pour cela on considére I’opérateur I de K[ X | dans [K[.X | qui a @ associe Qo (X
1) — Q. On identifie N a N.1g, de maniére évidente. On considere alors (Q appartenant
a K[X], de degré < v ; on définit ensuite u, = u% = A\"Q(n). L'image de la suite u,,
par f — A estn — A"TID(Q): son image par (f — AI)? est n — A"T2D2(Q), et
ainsi de suite jusqu’a son image par (f —AI)” qui estn — A" TYD¥(Q). Or on constate
immédiatement que deg (Q) = deg Q — 1 i Q estde degré > 1, et D(Q) = 0 sinon,
et donc vu la limite sur le degré de Q, (f — A )¥ (uy,) = 0.

Donc on obtient des éléments de 7 en considérant des suites de la forme n —
And, pour 0 < ¢ < ;. Il reste a voir si I’on obtient bien une base de F. Si la famille
est libre, alors son cardinal fait que I’on a bien une base de /7. 1l suffit donc de montrer
que cette famille est libre.

11 suffit donc de montrer que I'application @ — u® est linéaire et injective. La
linéarité est évidente. Supposons maintenant que u~ = 0. Alors Q(n) = 0 pour tout
(en effet \; est non nul, car nous avons imposé ag non nul ; donc @ est nul.

D’oun le résultat désiré. Etant donnés les premiers termes w; pour ¢ < 7, on peut
reconstituer alors la suite en écrivant a priori la suite sous la forme > Q;(n)AP avec
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Q; de degré < v; ; les coefficients se déduisent par une résolution de systéme linéaire.

31.3.3 Calcul d’exponentielle de matrice

On suppose donnée une matrice M, de polyndme caractéristique scindé (hypothése
peu restrictive dans la mesure ol I’on considére éventuellement la clotire algébrique).

On cherche a calculer I’exponentielle de M.

M peut étre trigonalisée, dans une base constituée d’une réunion de bases d’espaces
caractéristiques ; avec P la matrice de passage correspondante, N PMP~1 est
donné par la proposition 1228 ; une matrice diagonale par blocs, chaque bloc étant
somme d’une homothétie et d’un nilpotent.

On a alors exp(M) = P exp(N)P . Le calcul de exp(N) peut s faire par blocs.
1l suffit donc d’étre capable de calculer exp(\ I + Q), avec Q nilpotent.

Pour cela il suffit de constater que ezp(\ I+Q) = e*exp(Q) car I et Q commutent,
et que

1 1. 5 1
exp(Q) ZZEQ'& =I+Q+5Q°+..+ EQP

si QP! = 0 on est ainsi ramené & une somme finie.
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Chapitre 32

Géométrie affine

Dans I'ensemble de ce chapitre, les démonstrations seront succinctes et approxi-
matives ; en effet il est souvent suffisant d’avoir de bonnes connaissances en algébre
linéaire pour comprendre cette partie sans difficulté et pour étre capable de refaire les
démonstrations.

I1 est donc nécessaire et presque suffisant pour maitriser tout cela d’avoir convena-
blement étudié la partie27, la partie30 et la partie 29.
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32.1 Définitions et généralités

Définition 1231 Erant donné E un K-espace vectoriel , on appelle espace af-
fine de direction F un ensemble X muni d’une application (z,y) — Ty de
X x X dans F telle que :

oV(z,y,2) € X3,z + yi =z

eVze X VuecEyecXzy=u

On définit alors une addition de X x FE dans X par x + u = y avec y tel que
Ty = u.

On appelle scalaires les éléments du corps K.

On appelle vecteurs les éléments de ’espace vectoriel E.

On appelle points les éléments de I’espace affine.

On note parfois surmontés d’une fleche les éléments de E, pour les distinguer
des éléments de X ; ainsi au liew de u = Ty ou x + u = y on peut noter
T+ u = Y.

Une convention usuelle est aussi de noter X un espace vectoriel associé a
X ; il faut bien voir toutefois que la direction n’est pas unique et qu’il ne
suffit pas que X soit un espace affine de direction E pour qu’on puisse définir
canoniquement sa direction Y

On appelle dimension d’un espace affine la dimension de sa direction lorsque
celle-ci est finie ; un espace affine est dit de dimension infinie lorsque sa di-
rection est de dimension infinie.

On appelle translation de vecteur a avec a € E 'application qui a x dans X
associe x -+ a.

On appelle variété affine d’un espace affine X de direction F' ou sous-
espace affine de X rout sous-ensemble de X de la forme x+ F avec z € X et
F sous-espace vectoriel de F (droite affine si ce sous-espace vectoriel est une
droite, plan affine si ce sous-espace vectoriel est un plan, hyperplan affine si
ce sous-espace vectoriel est un hyperplan,etc).

On appelle vectorialisé de X en zo € X Uespace vectoriel (X, +) pour I’ad-
dition x +y = z avec z tel que Tox + Toy = Toz. Pour Uapplication qui a
(z,y) associe z tel que x + z = y, X est un espace affine de direction son
vectorialisé.

Bien noter I’unicité (3!) dans le deuxiéme axiome !

On peut lier facilement cette notion a celle d’espace affine définie dans le cadre
des espace vectoriel ; en effet un espace affine (au sens des espaces vectoriels ) est un
espace affine pour I’application (z,y) — zy = y — , et un espace affine A (au sens ici
défini) est un espace affine au sens des espaces vectoriels ; il suffit de choisir un point
x arbitraire dans A et de considérer ’addition dans A définie par b + ¢ = d, avec d tel
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Proposition 1232 Les propriétés suivantes sont des propriétés élémentaires
faczles a démontrer :

. my = 0 <:> rT=y;

° xy + yz =72 (relatzon de Chasles) ;

o Ty = A = 7= yt (propriété du parallélogramme) ;

o [’ensemble des translations de X est un groupe additif isomorphe au groupe
additif de la direction de X ;

o [es vectorialisés d’un espace affine sont tous isomorphes entre eux.

32.2 Barycentre

On se donne X un espace affine.

Définition 1233 - Proposition Etant donnés 1, ..., x.,, des points de ’espace
— —
affine X, des scalaires t1,...,t, de somme 0, le vecteur t1.0x1 + t2.0xs +
—
.. + 1,0z, est indépendant de O € X.
Etant donnés x1, ..., z,, des points de X, des scalaires t1, ..., 1, de somme 1, le
— — —
point O + t1.0x1 + t2.0z2 + ... + t,.0xzy, est indépendant de O € X. On
I’appelle barycentre des (z;,t;) pouri € {1,...,n}.

Un barycentre est ici défini pour une somme de coefficients égale a 1;

mais on peut aussi le définir pour une somme quelconque, en remplacant O +
— — —

t1.0$1 —+ t2.0$2 + ...+ tnOxn par

t ¢ by ——
O+%(ﬂ>+%0_m§+...+70wn

avect => ;.
On appelle isobarycentre de n points le barycentre de ces points pondérés par

n

Démonstration : Facile comme tout en utilisant Chasles !
Quelques remarques :

¢ On ne change pas le barycentre en multipliant tous les ¢; par une méme constante
non nulle.

e Si t; = 0 on peut se passer de (z;, ¢;).
. . —_— -
o z est le barycentre des (w;, t;) si et seulement si ) ;¢ (; ) ti-22; = 0.
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32.3 Coordonnées cartésiennes, coordonnées barycen-
triques

Définition 1234 - Proposition

Etant donné X un espace affine , la famille finie (x;);cp1 p) de points de X est
dite affinement libre si I'une des deux conditions équivalentes suivantes est
vérifiée :

o il existe i tel que (T:;) je|1,p),j24 SOit une famille libre.

e pour tout i dans [1,p| la famille (Z7T;) jc(1,p) jz: est une famille libre.

Une famille infinie de X est dite affinement libre lorsque toute sous-famille
finie de cette famille est affinement libre.

Etant donné X un espace affine de dimension finie et X sa direction, on se
donne ?1, e ¢, une base de ?, et O un point de X. Alors tout point = de
X s’écrit de maniére unique sous la forme

t=0+t1. €1+ ..+t €n (%)

Avec x; défini par x; = O + e;, la famille (O, x4, ...,x,) est appelée repeére
affine de X ; c’est en particulier une famille affinement libre. Il est suffisant
pour qu’une famille affinement libre soit un repére affine que son cardinal soit
(n+1).

(O, €1, ..., €n) est appelé repére cartésien de X.

Les t; sont appelés coordonnées cartésiennes de x.

On note qu’avecty = 1 —t1 —ta — ... —ty, la relation (%) équivaut & la relation

== = — —

Ox = toOO + tl.Oazl -+ tQ.O.’Eg + ...+ tnOCCn
avec Z?:o t; = 1, si bien que pour tout M
— — — — e
Mx = toMO -+ tl.M.’El -+ tQ.MSBg + ...+ tnMCL‘n

_
On a (dans ce cas, ¢’est-a-dire avec les e Sformant une base de X ) existence
et unicité de cette décomposition barycentrique.
— — —

Lestytelsquey . o . ti # 0et (3, o ,ti).Mx = to.MO + t1. Mz, +

Py Vv 2 .
to.Mzo + ... + t,. Mz, sont appelés des coordonées barycentriques de z
dans le repére affine (O, z1, ..., z,).

— — —_— —

Les t; tels que Z t; = let Mz = toMO + tl.MiCl + tz.M(}?z + ...+

P
tn.Mx, sont appelés les coordonées barycentriques normalisées de = dans
le repere affine (O, 1, ..., z,).

1=0..n

La méthode de passage des coordonées cartésiennes aux coordonnées barycen-
triques est a retenir ; si OM = > ti(%;, alors les coordonnées barycentriques nor-
malisées de M dans (O, z1, za, ..., zy) sont (1 — > t;,t1, ta, ...tn).

On remarque (preuves faciles) que :

¢ une famille finie est affinement libre si et seulement si aucun de ses points ne peut
s’exprimer comme barycentre des autres.

¢ deux points distincts forment toujours une famille affinement libre
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e étant donné un repére vectoriel 12, une famille de (n -+ 1) points 21, ..., Tp 1 €N
dimension n est affinement libre si et seulement si le déterminant suivant est non nul,
avec x; de coordonnées cartésiennes (£; 1, ..., t;,) dans R :

t1ig t21 ... th1l tar1

t12 tap tn2 tnii2

t] R t?,n el t'r.-,,n t'ﬂ'r 1,n
1 1 e 1 1

(il suffit pour le voir de soustraire la premiére ligne a toutes les autres puis de revenir
a la définition d’un famille affinement libre (proposition-définition 1234))

e ¢tant donné un repére affine, une famille de n -+ 1 points en dimension n est
affinement libre si et seulement si le produit mixte de leurs vecteurs de coordonées
barycentriques dans ce repére est non nul. Autrement dit les (n -+ 1) points zo, ..., Zn,
avec z; de coordonnées barycentriques (u; g, ..., ;) forment une famille affinement
libre si et seulement si le déterminant suivant est non nul :

U0 Uzo .. Upo Uniio
U1,1 Uz1 ted Un,1 Un+1,1
Uz Uzz ... Up3z Unil2
Ulm U2, ... Upn Unifln

(il suffit pour le comprendre de considérer ce déterminant et de remplacer la pre-
miére ligne par la somme de toutes les lignes - puis de se ramener au point précédent)

Définition 1235 - Proposition On se place dans un espace affine de dimension
finie n.

On a vu qu’une famille de n points est liée si et seulement si le produit mixte de
leurs coordonnées barycentrigues dans un repére affine donné est nul. Donc,
si l’on se donne n points affinement libres, I’ensemble des points appartenant
a hyperplan engendré par ces n points (P@)ie[l,n], avec P; de coordonnées
barycentriques (t; ;) jco,n), €st 'ensemble des points de coordonnées barycen-
trigues xq, ..., T, telles que

lio t20 ... tno @0
t11 ta1 ... th1 =
b1z l22 ... Iln2 @2 | _q
t],n tz,n e tn,n Tn

En développant le déterminant suivant la derniére colonne, on obtient une

équation linéaire en les x;, de la forme ug.zg + uy.21 + - -+ + Up., = 0; le
vecteur (ug, u1, ..., Uy ) est un vecteur de coordonnées tangentielles de I’hy-
perplan.

Les coordonnées tangentielles d’un hyperplan sont uniques a proportionalité
pres. Un n-uplet est un vecteur de coordonnées tangentielles d’un hyperplan
si et seulement si ses coordonnées ne sont pas toutes nulles.
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32.4 Applications affines

Définition 1236 - Proposition

Une application f de X dans X' (deux espaces affines ) ; est dite affine si ’'une
des deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

o il existe x tel que lapplication W — f(x)f(x + u) soit une application
linéaire de X dans X' ;

o pour tout x Uapplication u — f(x)f(x + u) est une application linéaire de
X dans X',

L’application linéaire est alors indépendﬂue du point xg ; on ’appelle appli-
cation linéaire associée a [ ; on la note f.

Si 7 est une forme linéaire, ¢’est-a-dire si X' est de dimension 1 (est une
droite), ont dit que f est une forme affine.

Un isomorphisme d’espaces affines est une bijection linéaire entre deux es-
paces affines .
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Proposition 1237 L’application linéaire T associée a une application affine

[ vérifie
V(z,y) € X* [ (@) = f(=)f(y)

ce que I’on peut aussi écrire

V(z,y) € X2f(y) = f() + [ (@)

Etant donné x appartenant a X, avec X un espace affine , deux applications
affines de méme espace de départ X et de méme espace d’arrivée X' sont
égales si et seulement si leurs applications linéaires associées sont égales et si
elles coincident en x.

Toute application affine [ d’un R™ dans un R™ est différentiable en tout point ;
la différentielle de f (en n'importe quel point) est égale a ?

[ d’un espace affine dans un autre est affine si et seulement si pour toute fa-
mille (xy, ..., x,) d’éléments de X et toute famille (t,, ..., 1,,) de réel de somme

Y. it=lona
FO_tim) = ti.flmi)
i=1 i=1

Une composée d’applications affines est affine.

La réciproque d’une bijection affine est une bijection affine.

L’ensemble des bijections affines d’un espace affine IV sur lui-méme est un
groupe pour la composition. On 'appelle groupe affine de I (noté GA(F)).
On pourra consulter21.10.5 pour plus d’informations.

Une application f d’un espace affine dans un autre est affine si et seulement
si elle conserve le barycentre, c’est-a-dire si l'image du barycentre des (1, 1;)
est le barycentre des ( f(x;), ;) pour toute famille finie (x;) et toute famille de
scalaires (t;).

Proposition 1238 (Sur les points fixes des applications affines) Si f est af-
fine de X dans X (avec X un espace affine ) et a un point fixe x, alors l'ap-
plication f induit une application linéaire du vectorialisé de [ en x dans le
vectorialisé de [ en x.

Si [ affine de X dans X admet un point fixe x alors ’ensemble des points fixes
de [ estx + F avec F' le noyaude (f — I).

Si X est un espace affine de dimension finie, si f est affine de X dans X avec
? ayant un unique point fixe, alors f a un unique point fixe (et l'unique point
fixe de [ est nécéssairement Q).

Définition 1239 Une application affine f est appelée homothétie affine si e
seulement si [ est une homothétie (i.e. de la forme x — \.x avec A £ 1).
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Proposition 1240 Une homothétie affine admet un et un seul point fixe.

Démonstration : Application immédiate du dernier point de la proposition ci-
dessus, une homothétie linéaire de rapport différent de 1 ayant O pour unique point
fixe.O

32.5 Sous-espaces affines d’un espace affine

Définition 1241 On appelle sous-espace affine d’un espace affine X une par-
tie P telle que I'une des deux propriétés équivalentes suivantes soit vérifide
pour un certain sous-espace vectoriel F' de X :

o il existe x dans X tel que P = F +x

o pour tout x dans X P = F 4+ x; F est la direction de X.

Deux sous-espaces affines d’un espace affine sont dits supplémentaires si et
seulement si leurs directions sont supplémentaires.

On appelle hyperplan affine d’un espace affine X un sous-espace affine de X
admettant un sous-espace affine supplémentaire de dimension 1.

Un sous-espace affine est un espace affine .

Définition 1242 - Proposition Etant donné P une partie non vide d’un espace
affine X, ’ensemble des barycentres de parties finies de P est un sous-espace
affine de X ; on Uappelle sous-espace affine engendré par P.
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Proposition 1243 Une partie non vide P d’un espace affine X est un sous-
espace affine de X si et seulement si tout barycentre d’une famille finie de
points de P est dans P.

Une partie non vide P d’un espace affine X est un sous-espace affine de X si
et seulement si P contient toute droite engendrée par deux points de P.

Le sous-espace affine engendré par une partie finie non vide P est de dimension
card(P) — 1 (cardinal de P moins 1) si et seulement si la famille des éléments
de P est affinement libre.

L’image d’un sous-espace affine Y par une application affine f d’un espace
affine X dans un espace affine X' est un sous-espace daffine de ’espace affine
X' de direction f(Y).

L’image réciproque d’un sous-espace affine Y par une application affine f est
soit vide soit un sous-espace affine de direction I’image réciproque par 7) de
Y.

SiY est paralléle a Z, avec Y et Z deux sous-espaces affines de X, si f est
une application affine, alors f(Y) est parallele a f(7).

Un sous-espace affine Y de dimension p d’un espace affine X de dimension n
s’exprime comme intersection de (n — p) images réciproques de singletons par
des formes affines indépendantes ; c’est-a-dire

Y ={z € X/Vie[l,n—p|filz) = b}

pour une certaine famille f; de formes affines indépendantes et des scalaires
b;. La direction de Y est [’espace vectoriel

Y = {ZeX/Miecl,n—p| f(T)=0}

Etant donnés A et B deux sous-espaces affines disjoints d’un espace affine X,
la dimension du sous-espace affine engendré par AU B est égale a la dimension
de A + B plus un.

Etant donnés A et B deux sous-espaces affines de dimension finie et non dis-
joints d’un espace affine X, la dimension du sous-espace affine engendré par
AU B est égale a la dimension de A plus la dimension de B moins la dimension
de AN B (dim A+ dim B —dim AN B =dim Vect(AU B)).
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32.6 Projections dans un espace affine

Définition 1244 On se donne Y et Z deux sous-espaces affines
supplémentaires de X (un espace affine ). Alors (voir plus haut) inter-
section de Y et _Z) est réduite a un singleton ik appelons O ce singleton. On
considére alors X le vectorialisé de X et O, Y le vectorialisé de Y en O, et
é le vectorzalzse de Z en O. Tout point x de X est aussi u@omt de X or
X = Y @ Z donc x = y + z avec y dans Y et z dans Z. On appelle y
le projeté de x sur Y parallélement a 7. L’application qui & = associe son

projeté sur'Y parallélement a 7 est appelée projecteur sur Y parallélement
az.

On remarque que si Z et Z’ sont paralleles alors le projecteur sur Y parallelement
a Z est égal au projecteur sur Y parallelement a 7.
Voyons quelques propriétés des projecteurs :

Proposition 1245 (Propriétés des projecteurs) En notant p le projecteur sur
Y parallélement a 7 :
—_— = —

o pour tout x dans X p(z) est 'unique point de 'Y tel que zp(x) € Z, avec Z
la direction de 7.
e pop = p(p estidempotent)
e p est affine
op(X)=Y
o p induit Uidentité sur' Y

- —
e 7 estlenoyaude p.

Et maintenant des caractérisations :

Proposition 1246 (Caractérisations des projecteurs) e Toute application
affine idempotente est un projecteur.

— = —
o Toute application f affine ayant un point fixe et telle que f o f = f estun
projecteur
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32.7 Symétries dans un espace affine

Définition 1247 Etant donné X un espace affine , le point -+ %m_g} =y+ %y_:)n
est appelé milien de zy. C’est le barycentre de (z, 3) et (y, 3).

On appelle symétrie une application affine f d’un espace affine dans lui-méme
telle que f o f = I (i.e. f est involutive).

Quelques caractérisations :

Proposition 1248 e Une application f d’un espace affine dans lui-méme est
—

une symétrie si et seulement si f est affine, admet un point fixe, et vérifie f o

— —

fF=1r

e Une application f d’un espace affine X dans lui-méme est une symétrie si et

seulement si il existe deux sous-espaces affines Y et Z supplémentaires de X

R

tels que, pour tout x, le milieu de x f(x) appartienne ¢ Y etz f(z) € Z.

e Une application f d’un espace affine X dans lui-méme est une symétrie si et
.. . - — —

seulement si il existe p un projecteur de X tel que zf(x) = 2.zp(x).

o Une application f d’un espace affine X dans lui-méme est une symétrie si et

seulement si il existe p un projecteur de X tel que p(x) soit le milieu de x f ().

Définition 1249 Le projecteur évoqué dans les deux derniers points de la pro-
position ci-dessus est unique ; la symétrie et le projecteur en question sont dits
associés.

Définition 1250 - Proposition Une symétrie [ est entierement caractérisée
par Uensemble Y de ses points fixes et par le sous-espace vectoriel 7 de X
des vecteurs de la forme HT(.’ES ; on Uappelle symétrie par rapport a Y pa-
rallélement a 7 (ou par rapport a Z, avec Z sous-espace affine quelconque
de X de direction 7). N

Le sous-espace vectoriel Z de X est aussi le sous-espace propre associé a la
valeur propre —1 pour I’endomorphisme 7
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32.8 Mesure dans un espace affine

32.8.1 Abscisse le long d’une droite

Définition 1251 On se donne X un espace affine .

Etant donné a et b distincts dans X, ’ensemble des a + t.a_)b est une droite (i.e.
un sous-espace affine if)z dimension 1). Tout point = de cette droite s’écrit de
maniére unique a + t.ab ; t est abscisse de x suivant (a, ab). Etant donnés x
ety sur la méme droite, la différence t, — t, avec t, (resp. t,) | "abscisse de x
(resp. y) est appelée mesure algébrique de I’arc (zy) suivant (a, &))).

32.8.2 Mesure de Lebesgue sur R”

Cette partie ne sera pas détaillée formellement.

La définition du volume par la mesure de Lebesgue coincide avec la définition du
volume donnée par le produit mixte : le volume {O +¢1.21 + ... + L. zn /[ (1, ..., tn) €
[0,1]"} pour la mesure de Lebesgue est égal a la valeur absolue du produit mixte
[[Z1, .y T

Avec P une partie affine de X, espace affine , et f une application affine de X dans
lui-méme, alors Volume(f(P)) = |det 7|.Volume(P).

32.9 Définitions supplémentaires

On donne ici quelques définitions pouvant servir, sans développer intensément...

Définition 1252 Etant donné X un espace affine , H un hyperplan affine, D
une droite affine supplémentaire de H, et A un scalaire non nul, on appelle
dilatation affine d’hyperplan H, de direction D et de rapport \ ’applica-
tion dont la restriction au vectorialisé de H en H N D est Uidentité, et dont la
restriction au vectorialisé de D en H N D est une homothétie de rapport A

Une dilatation est une bijection affine. Sa bijection réciproque s’obtient en rempla-
gant \ par .

L’ application linéaire associée a une dilatation affine est une dilatation (au sens des
espaces vectoriels ).

Définition 1253 Etant donné X un espace affine , on appelle transvection
affine une application f telle qu’il existe H un hyperplan affine, h une forme

affine sur X telle que {x € X/h(x) = 0} = H, un vecteur u dans T tels que
pour tout x dans X, f(z) =z + h(z). 7.

Bien noter que @ € H — ker(% ).

Une transvection est une bijection affine. Sa transvection réciproque s’obtient en
remplagant % par —u .
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L’application linéaire associée a une transvection affine est une transvection (au
sens des espaces vectoriels ).

32.10 Pour se ramener a I’algebre linéaire

11 est bien évident au vu de tout ceci que géométrie affine et algebre linéaire sont
tres fortement liées. On va préciser ces liens dans cette partie.
On se donne X un espace affine .

Théoréme 1254 Etant donné X un espace affine de direc@n )—5, il existe un
espace vectoriel X tel que X est un hyperplan affine de X, X estun hyperplan
(vectoriel) de X ;

en outre : X _

o chaque élément de X qui n’est pas dans X s’écrit sous la forme \.xz avec
z€ XetheK;

e pour tout élément y dans X, X=X Ky, .

o toute famille affinement libre de X est une famille libre de X ;

o [es repéres daffines de X sont les bases de X formées d’éléments de X ;

e les coordonnées barycentrique (normalisées) dans un repere affine de X sont
exactement les coordonnées dans la méme base en tant que base de X.

e Erant donné (R, e, ...,en) un repére cartésien de X, si x € X a pour
coordonnées cartésiennes (z1, ey Zn) dans ce repére, x a pour coordonnées

(1,21, ...,x,) dans la base de X égale a (R, ex, ..., en) (bien voir que R est

5 —
un élément de X, donc un élément de X, et que e; est un élément de X, donc
aussi un élément de X).

I n’y a pas unicité de X, mais on peut le construire explicitement en considérant
I’ensemble réunion de X, de )_(> et de I’ensemble des couples (\, ') appartenant 2
(K\{0,1}) x X. Les lois sont celles que I’on attend en identifiant Xa {0} x X et
Xa{l}x X.

Définition 1255 Cer espace vectoriel est noté par la suite X.

Enfin un petit théoréme immédiat :

Théoreme 1256 Pour toute application dffine f de X dans X', !, il existe une et
une seule application lmeazre f de X dans X' telle que f induise f. En outre

f est la restriction de f a X
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32.11 Formes 2-affines et quadriques affines

Définition 1257 On appelle forme 2-affine une application d’un espace affine
X de dimension finie dans K telle qu’étant donné un certain repére cartésien
R, f(2) = X jenn? Aig-TiTj + 23 e bi-i + ¢ avec a; les coor-
données cartésiennes de x dans R et b un vecteur a n composantes, ¢ un réel,
A une matrice de type (n,n) qui ne soit pas antisymétrique.

On appelle quadrique affine d’un espace affine de dimension finie une équa-
tion du type f(x) = 0 avec [ une forme 2-affine sur cet espace affine .

Proposition 1258 e La définition ci-dessus stipule seulement qu’il existe un
certain repére cartésien dans lequel on peut exprimer ainsi I'application ; en
fait 8’1l en est ainsi, application s’exprime de méme dans tout référentiel car-
1ésien.

e On peut aussi imposer, sans changer la notion de forme 2-affine, que la ma-
trice A soit symétrique non nulle.

Proposition 1259 L’application f — f|x de I'ensemble des formes quadra-

tiques sur X dont la restriction & X n’est pas la forme quadratique nulle dans
ensemble des formes 2-affines sur X est une bijection.

Ce résultat est important ; il permet donc de ramener I’étude d’une forme 2-affine
sur un espace affine de dimension n & I’étude de la restriction & un hyperplan d’une
forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension (n + 1).

32.12 Zoologie de la géométrie affine
32.12.1 Etude de quadriques en dimension 3

Les figures données ici sont obtenues avec Maple. Les commandes ne sont pas
toutes données, car elles sont trés similaires. On se contentera de donner la commande
fournissant la figure 32.3 : il s’agit de

with(plots) ; implicitplod3d(x3-y2=z,x=-3..3,y=-3..3,z=-
3..3,axes=BOXED,style=PATCHCONTOUR ,numpoints=10000) ;

Pour les autres figures, la modification de "numpoints” n’est pas utile.

© Quadriques de rang 3 (alias quadriques a centre)

Ces quadriques sont celles de signature (3,0) (ellipsoide éventuellement réduit a
un point, figure 32.1 a gauche), (2, 1) (hyperboloide & 1 nappe 32.1 adroite, a 2 nappes
figure 32.2 a gauche).
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F1g.322-2? -2 - 22 =122 +y2=1+=2

B Quadriques de rang 2

Ces quadriques sont le paraboloide elliptique (figure 32.2, a droite) et le paraboloide
hyperbolique (figure 32.3).
32.12.2 Exemples tres banals d’espaces affines
= Espace vectoriel

On se donne F un espace vectoriel, par exemple R”™ ; alors X = F muni de I'ap-
plication (z,y) — Zy = y — @ est un espace affine.
& Avec une bijection sur un espace vectoriel

Etant donné X un ensemble et £ un espace vectoriel , avec f une bijection de X
sur £, alors I'application (x,y) — 7y = f(y) — f(z) de X x X dans E définit une
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FI1G.323-22 -9y =1+ 2

structure d’espace affine sur X. En fait, tout espace affine peut se définir de cette facon ;
mais il n’y a pas unicité de la fonction f (unicité & composition par une translation prés
toutefois).

32.12.3 Solutions d’un systéme linéaire

Etant donné un systéme linéaire A.X = b avec A une matrice de type (n,p), X
I’inconnue (vecteur colonne de dimension p), et b un vecteur colonne de taille n, I’en-
semble des solutions est un espace affine, de direction I'espace vectoriel des solutions
de A.X =0.

S’il existe une solution, la dimension de I’espace affine des solutions est égala p—r
avec r le rang de A.

Donc pour trouver toutes les solutions, il suffit de trouver une solution Xy, et I’es-
pace des solutions est alors Xq + Ker(X — A.X).

32.12.4 Solutions d’une équation différentielle

& Du premier ordre

Etant donné I un intervalle de R, u et v des applications continues de I dans IR, les
solutions de I’équation différenticlle du premier ordre

y'(t) = u(t).y(t) +v(t)

forment un espace affine de direction I’ensemble des y(t) tels que y'(t) = u(t).y(t).

Cet espace affine est de dimension 1, sa direction est une droite vectorielle (de
I’espace vectoriel des fonctions continues de 7 dans R) engendrée par 1’application
2 — exp(U(z)) (de I dans R) avee U’ = usur 1.
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& Du second ordre

Etant donné 7 un intervalle de R, u, v et w des applications continues de [ dans R,
les solutions de I’équation différenticlle du deuxieéme ordre

y" (1) = u(t).y' () + o(t) y(t) + w(t)

forment un espace affine de direction I’ensemble des y(¢) tels que v (t) = u(t).y' (1)

v(t)y(t).

Cet espace affine est de dimension 2, sa direction est un plan vectloriel (de I’espace
vectoriel des fonctions continues de I dans R), dont on trouvera une base en utilisant
la transformation donnée en partie 13.3 pour se ramener a une équation d’ordre 1.

32.12.5 Pour les algébristes, action du groupe additif d’un espace
vectoriel sur un ensemble
On se donne X un ensemble quelconque, et 7 un espace vectoriel , et on considére

une action du groupe (7, +) sur X ; on impose que cette action soit fidele et transitive,
¢’est-a-dire que

e.(f.z) = (ef).x et 0.z = x (définition d’une action)

el
Viz,y) e X ue Efuz =y

(existence = transitivité, unicité = fidélité). Alors X estun espace affine de direction
pour I"application qui & (z, y) associe I'élément u tel que vz = y.

La notation multiplicative, usuelle pour les actions de groupe, est peut-&tre ici assez
malvenue, du fait que I’on se retrouve avec 0.z = z... On peut remplacer e.z pour (e, )
dans I¥ x X par T.(z), et employer le vocabulaire plus imagé des translations.
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Chapitre 33

Géométrie projective

33.1 Homographies, birapport et droite projective

33.1.1 Théorie

de P1(K) dans P(K), en posant f(co) = co.
Soit M une matrice de GL2(K), noté < Z Z ) ; alors ’homographie de

socie

a.x+b -
o 2 sica+d#0
ecosicr+d=0
elsiz=00

C

On note cette application H(M).
que sa réciproque est I’homographie associée a l'inverse de la matrice M.

On Uappelle groupe projectif de K ; on le note GP(K).

tout noyau d’un morphisme de groupe, est distingué).
On en déduit donc GP*(K) ~ GLy(K)/K*.I = PGLy(K).

Définition 1260 - Proposition On appelle droite projective associée au
corps K et on note P*(K) I’ensemble KU{co}, sur lequel on prolonge les lois
d’addition et de multiplication en posant x + 0o = oo pour tout x € KU {co}
et {z.00} = oo pour tout x € K*U{oo}, le produit 0.co n’étant pas défini. On
prolonge la division en posant z /oo = 0 et /0 = oo pour tout x € K*U{oo}.
Toute application affine f de K dans K peut étre prolongée en une application

PY(K) associée a M est par définition application qui & x dans P (K) as-

Sic # 0, H(M) induit une bijection de K \ {—2} sur K\ {£}. On en déduit
que H(M) est une bijection de P*(K) sur P*(K). Un calcul simple montre

L’ensemble des homographies de P'(K) est un groupe pour la composition.
L’application qui & M associe H(M) est un morphisme du groupe G L2(K)

dans GPY(K). Son noyau est Uensemble (K*).I, c’est-a-dire le groupe des
matrices non nulles proportionnelles a la matrice identité (ce noyau, comme
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Définition 1261 - Proposition Etant donné une droite affine D (c¢’est-a-dire
un espace affine de dimension 1), on peut considérer sa droite projective com-
plétée D, consistant en D U {co}. Une abscisse m sur D se prolonge en une
bijection de D sur P1(K), par m(co) = oo cette application sera encore
appelée abscisse, sur D. B B

On appelle homographie de D sur D' une application h de D sur D' telle
qu’il existe des abscisses m et m’ respectivement sur D et D' telles que h =
m'~t o H om, avec H une homographie de P*(K).

Un composée d’homographies (quel que soit le contexte) est encore une homo-
graphie.

Une homographie est toujours bijective.

L’ensemble des homographies de D sur lui-méme forme un groupe pour o,
isomorphe a G P1(K) ; on le note GP(D), et on I’appelle groupe projectif de
D.

Etant donnée E une droite affine munie d’un repére affine, donc d’une abscisse,
on se donne 4 points A, B, C et D distincts d’abscisses respectives a, b, c et d.
On appelle birapport de A, B, C et D et on note [A, B,C, D] = 2=< -4,
On a les propriétés suivantes du birapport :

e [e birapport est indépendant de I’abscisse choisie.

e [e birapport n’est pas indépendant de I’ordre.

e [A,B,C,D|=I[C,D, A, B]

*[4,B,C, D] = [A,B,lD,C’] = [B,A,C.D]

o [A,B,C,D|+[A,C,B,D]=1

En constatant que le birapport avec 3 points fixés est une homographie, on va

la prolonger.

Ainsi, on prolonge le birapport au cas o I'un des points est oo, de la maniére
logique intuitivement, c’est-a-dire que les termes incluant oo "se compensent”.
Ainsi on a par exemple

[A, B, C, 0] = ==
b—c
b—d
[A,B,00, D] =
a—d
[4,00,C,D] = 2—°
a—d
b—d
[0, B,C, D] =
b—c

Ensuite, on prolonge le birapport au cas out deux points sont égaux :

[A,A,C, D] = [A,B,C,C) = 1

[A,B,A,D] =[A,B,C,B| =0

[A,B,C, Al = [A,B,B,D] = 0o

Le birapport est invariant par homographie : YA, B,C, D € PY(K),Vf €
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Définition 1262 - Proposition

Toute homographie de D, avec D une droite affine, s’exprime de maniére

unique sous la forme M — [M, A, B, C| pour un certain triplet (A, B, C)

de points distincts de D. On appelle repere projectif de D un triplet A, B, C

de points distincts, et [M, A, B, C| est appelé coordonnée de M dans le re-

pere projectif (A, B, C).

L’application qui a un point associe sa coordonnée dans un repére projectif est

égale a composition par une homographie prés a I’application qui a un point

associe sa coordonnée dans un autre repére projectif.

Etant donnés deux triplets de points distincts (A, B,C) et (A’, B',C") res-

pectivement sur D et D’ (deux droites projectives), il existe une et une seule

homographie h de D sur D' telle que h(A) — A’, h(B) = B’ et h(C) =

Etant donnés deux quadruplets de points distincts (A, B,C, D) et
(A, B',C', D') respectivement sur E et E' (deux droites projectives), il exzste

une homographie b de E sur E' telle que h(A) = A’, h(B) = B, h(C) =

et h(D) = D' si et seulement si [A, B,C, D] = [A’, B, C', D'].

Une bijection entre deux droites projectives est une homographie si et seule-

ment si elle conserve le birapport.

Etant donné D une droite projective, et d € D, D induit sur E = D \ {d} une
structure de droite affine ; GA(E) est Uensemble des applications induites sur

FE par des homographies de D dont d est un point fixe (on en déduit donc que

tous les points de D Jjouent le méme role, méme co).

33.1.2 Visualisation

On considere le plan vectoriel KZ muni de sa base canonique, et I’ensemble D des
droites vectorielles de K2 (donc seulement les droites affines passant par I’origine).

On note D la droite K x {0} et D I’ensemble D \ {D}.

Etant donné d appartenant a D, on considere z(d) I’abscisse de son intersection
avec la droite K x {1}, et on pose z(ID) = oo.

D est une droite affine pour I’application qui a deux droites d et d’ associe cﬁ =
z(d") — z(d). D en est une droite projective complétée. Une abscisse z’ sur D, qui est
affine par rapport  d — z(d), se complate en une abscisse sur D par z/(A) = A.

On peut donc visualiser la droite projective P(IK) comme I’ensemble des droites
vectorielles du plan euclidien K2,

On peut aussi considérer la droite projective complétée comme I’ensemble des
points non nuls du plan K2, en considérant des classes d’équivalence égales aux droites
vectorielles privées de 0. L’image est sans doute d’autant plus visualisable, car I’homo-
graphie h(M) pour M € GLo(K) est alors la multiplication par M dans K2 quotienté
par la relation d’équivalence «étre dans le méme alignement avec 0».

En identifiant un point d’abscisse ¢ dans un repére affine a la classe d’équivalence
K.(t,1) sit # oo et ala classe d’équivalence KK.(1,0) sinon, on peut identifier toute
droite projective complétée a I’ensemble des classes d’équivalence précédemment dé-
finies de K2 \ {0}.
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Ainsi une homographie dans une droite projective complétée est 1’application quo-
tiente d’une transformation linéaire dans K2,
11 reste maintenant a passer aux espaces projectifs de dimension supéricure.

33.2 Espaces projectifs
33.2.1 La théorie

Définition 1263 Etant donné E un espace vectoriel de dimension finie, on ap-
pelle espace projectif associé 4 E ’ensemble P(E) des droites vectorielles de
E. On note P 1(K) pour P(K™).

On appelle dimension de P(E) la dimension de E moins un.

Ne pas confondre avec I’ensemble des parties de E !

On appelle droite de P(E) I’image d’un plan vectoriel de E, plan vectoriel
de P(F) l'image d’un sous-espace vectoriel de E de dimension 3, sous-espace
projectif de P(FE) de dimension g !’image d’un sous-espace vectoriel de E
de dimension (q + 1), hyperplan projectif de P(FE) un hyperplan vectoriel
de E, sous-espace projectif de P(F) engendré par q points de P(E) (i.e. q
droites de F) l'image du sous-espace vectoriel de F engendré par les q droites
correspondantes.

On note < P > le sous-espace projectif de P(F) engendré par une partie P
incluse dans P(E).

On dit de q points de P(E) qu’ils sont projectivement indépendants si les
droites correspondantes sont en somme directe dans F, ¢’est-a-dire s’ils en-
gendrent un sous-espace projectif de P(F) de dimension (¢ — 1).

On dit de n points x1, ..., Tn, de P(E) qu’ils forment un repére projectif de
P(E) sila dimension de P(FE) est n—2 et si toute sous-famille de n — 1 points
des x; est projectivement indépendante.

On dit de © dans P(E) qu’il a pour coordonnées homogeénes (¢4, ...,¢,)
dans un certain repeére projectif (do, d1,...,dy) si un certain y apparte-
nant @ x a pour coordonnées (t1,...,t,) dans une base (eo, ...,en_1) avec
€n =D i_[1n_1] € €l di =< e; > pour tout i € [1,n].

Cette définition des espaces projectives coincide avec celle des droites projectives
donnée plus tot.

Les coordonnées homogenes ne sont pas uniques, méme dans un repére donné !
Par contre elles sont unique & multiplication par un scalaire non nul pres. La preuve en
sera plus facile aprés certaines autres propositions — voir plus loin.

Proposition 1264 Etant donnés F' et G deux sous-espaces projectifs d’un es-
pace projectif P(E), on a

dim F +dim G =dim < FUG > +dim FNG

563

http://fribok.blogspot.com/



Définition 1265 (Sur les reperes projectifs) - Proposition e Si (y1, ..., ¥n 1)
est une base de E, et si les z; pour i € |1, n| sont des éléments de P(I) avec
y; € @y, el Zi_l__n_] Y; € Xy, (intuitivement x,, est au milieu des x; pour
i € [1,n—1] - la division par n est superflue puisque I’on travaille dans P(E)
a une constante multiplicative preés), alors (x4, ..., T, ) est un repére projectif
de P(E).

e Réciproquement, 8i (x1, ..., Ty ) est un repere projectif de P(F), alors il existe
(Y1, ..y Yn—1) une base de E, avecy; € T, ety ;1 1 Yi € Tn.

Pour bien voir ce que signifie ce résultat, il faut comprendre que n’importe quel
repére projectif s’exprime donc comme l'image d’une base par la surjection
canonique de I\ {0} sur son quotient PLUS l'image de la somme des éléments
de cette base; et que n’importe lequel des éléments peut s’exprimer comme
étant l'image de I’élément somme.

Une famille (y;)ic|1,n-1) e une famille (2;);c(1 | élant définies comme dans
le deuxiéme point, la base (Yi)ici1,n-1) et le repére projectif (x;)ic(1,n] sONt
dits associés.

Démonstration :

Remarquons tout d’abord que pour que des droites x; soient en somme directe, il
faut et il suffit qu’une famille quelconque de y; avec y; engendrant x; soit libre ; dans
ce cas, toute famille de y; avec y; engendrant x; est libre.

Dans la suite j’assimile « y engendre = » & « y engendre la droite vectorielle en-
gendrée par x », lorsque y est un point de £ et z une droite vectorielle privée de 0.

e La famille z1, ..., x, 1 est clairement projectivement indépendante. 1l reste a
voir que n’importe quelle autre famille de (n — 1) éléments est projectivement indé-
pendante. Pour cela, on peut se contenter de la famille @, ..., z,, puisque la situation
est invariante par permutation des termes du vecteur'. On se donne alors ¥, ..., Un
dans F engendrant respectivement zq, ..., Zp. Si (y1, ..., Yn—1) €st une base de I et
Yn = Y1 + ... + Yn_1, alors la famille obtenue a partir de (1, ..., ¥»—1) en remplagant
n’importe quel vecteur par y, est de nouveau une base de F, si bien que n’importe
quelle famille de (n — 1) éléments parmi 1, ..., z,, est projectivement indépendante :
(21, ...,2) est un rep‘ere projectif de P(F).

e On se donne ! engendrant z; dans . Par définition, les y} pour i € [1,n — 1]
forment une famille libre de F, donc une base de £. Donc y/, est combinaison linéaire
des y! pour i € [1,n — 1]. On écrit alors

Y= Y. N
i€[1,n—1]

puis y, =y, ety; = Ayl pouri € [1,n — 1], et on a le résultat souhaité sous réserve
que les \; soient non nuls.
e Les \; sont tous non nuls ; en effet, dans le cas contraire, une sous-famille d’au

Loy, agit transitivement sur les paires de {1,...,n}, donc, par passage au complémentaire, sur les paires
de (n — 1)-uplets de {1, ..., 2}
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plus n — 1 vecteurs parmi /), ..., y,. O

Proposition 1266 (Coordonnées homogénes) Les coordonnées homogénes
dans un repére donné sont uniques a multiplication par un scalaire non nul
pres.

Démonstration : e Les y; donnés par le deuxiéme point de la proposition ci-dessus
sont uniques a multiplication par un scalaire non nul prés (comme on s’en convaincra
en consultant la preuve ci-dessus).

e Les coordonnées homogeénes sont donc uniques a4 multiplication par un scalaire
non nul prés.0]

Proposition 1267 (Propriétés des espaces projectifs) e Dans un espace pro-
Jectif, par deux points distincts passe une droite et une seule.

e Dans un espace projectif, Uintersection d’une droite et d’un hyperplan qui
ne la contient pas est constituée d’un poini et d’un seul.

Proposition 1268 (Propriétés des plans projectifs) Dans un plan projectif :
o Deux droites distinctes se coupent en un point et un seul — pas de droite sans
point commun!

On a défini laboricusement les homographies dans une droite projective; on va
maintenant les définir dans un espace projectif de dimension quelconque.

Définition 1269 (Homographies) Soit I et ' des espaces vectoriels de méme
dimension finie, et [ € Isom(F, F). Alors [ conservant Ualignement, on peut
restreindre f a F privé de 0 et F' privé de 0, on a encore une bijection; on peut
alors considérer Uapplication quotient de [ ; on obtient une bijection de P(FE)
sur P(F). Cette application est appelée homographie de P(E) sur P(F).

Une matrice associée 4 une homographie de P(F) dans P(F’) dans des re-
péres projectifs R et R’ (de P(E) et P(F) respectivement) est la matrice dans
des bases associées a R et R' d’un certain isomorphisme de E dans IY' engen-
drant cette homographie. Un endomorphisme ayant pour matrice cette méme
matrice dans les mémes bases est dit lui aussi associé a cette homographie.

Il n’y a pas unicité des matrices associées & une homographie ! Ni des endo-
morphismes ! Il y a par contre unicité & multiplication par un scalaire prés, comme on
le vérifie dans la partie 21.10.6.

Proposition 1270 Soit R un repére projectif de P(E) et R’ un repére projectif
de P(E). Avec x € P(E) et X un vecteur de coordonnées homogenes de x
dans R et M une matrice associée a I’homographie H de P(E) dans P(F)
pour les repéres R et R/, M.X est un vecteur de coordonnées homogénes de
H(x) dans R'.
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Proposition 1271 La restriction d’une homographie a un sous-espace projec-
1if est une homographie.

Etant donnés P(E) et P(F') deux espaces projectifs de méme dimension et Ry
et Ry des repéres projectifs de P(FE) et P(F) respectivement ; alors il existe
une unique homographie de P(F) sur P(F') par laquelle Ry soit 'image de
Rg.

Définition 1272 L’ensemble des homographies d’un espace projectif P(E)
sur lui-méme forme un groupe pour o; on l'appelle groupe projectif de I,
et on le note PGL(E).

D’aprés la proposition précédente, PG L(F) agit simplement transitivement sur
I’ensemble des repéres projectifs de P(F). On trouvera plus d’informationsa 21.10.6.

33.2.2 La visualisation

On a introduit les espaces projectifs en considérant les classes d’équivalence d’un
espace vectoriel de dimension finie privé de 0 pour la relation d’équivalence "appartenir
a la méme droite vectorielle". Certes cette représentation est elle-méme bien imagée et
intuitive. Toutefois il reste a fournir une représentation rappelant plus la géométrie
affine.

J”assimile abusivement une droite vectorielle et la méme droite privée de 0 dans la
suite de ce paragraphe.

On se donne [ une forme linéaire non nulle sur un espace vectoriel £ de dimen-
sion finie. On considére I'hyperplan affine F' = {z/f(z) = 1}, de direction F avec
F {z/ f(x) = 0}. On considere alors I'ensemble X des éléments de P(F) qui inter-
sectent F'; il est clair qu’il s’agit du complémentaire dans P(F) de P(TF)). On peul en
outre I'identifier & I, par I’application qui & un élément de X associe son intersection
avec . —

L’ensemble des droites vectorielles contenues dans I est un hyperplan projectif de
P(FE). Lapplication qui 4 une homographie h de P(F) laissant /' invariant associe
I’application g de F' dans I définie par g(x) = h(z) (rappelons que I’on a identifié X
et F) est un morphisme injectif de PG L(F) dans GA(F').

En outre pour toute droite affine I de F, il existe un unique point D de F tel que
DU{ D} soitune droite projective. Ona D, = DL, si et seulement si D est paralléle a D'.
Enfin I’application qui a une droite de P(F) non contenue dans F associe son inter-
section avec F' est une bijection de I'ensemble des droites projectives de P() non
contenues dans F' dans I'ensemble des droites affines de F.

On peut donc voir P(F) comme un hyperplan de 2, muni en outre de points 4 I’in-
fini complétant les droites, correspondant a la direction d’une droite (i.e. deux droites
paralléles ont méme direction) ; les droites contenues dans ? sont en fait les droites
constituées uniquement de points a I'infini.

Enfin il faut bien noter que la notion de point & I'infini est relative ; n’importe quel
point de P(F) pourrait étre un point a I’infini en choisissant /' convenablement.
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Pour le redire autrement, un espace projectif est un espace vectoriel, muni de points
a I’infini pour compléter les droites ; deux droites paralleles ont alors un point d’inter-
section a I’infini.

Définition 1273 Un hyperplan affine H de E ne passant pas par 0, identifié
a Densemble des éléments de P(FE) qui ne sont pas inclus dans ﬁ, comme
précédemment, et complété par les points a I'infini correspondant a ses droites,
est appelé complété projectif de H.

Etant donné H un hyperplan affine de E ne passant pas par 0, H est appelé
’hyperplan a Vinfini du complété projectif de E.

Pour y voir clair, une visualisation en petite dimension sera pratique.

© En dimension 1

Un espace projectif de dimension 1 est une droite projective, ¢’est-a-dire une droite
affine, avec en outre un point 2 I’infini. On peut aussi la voir comme un cercle ou les
points diamétralement opposés sont identifiés.

© En dimension 2

Un espace projectif de dimension 2 est un plan projectif, ¢’est-a-dire un plan affine,
avec en outre des points a I’infini. On peut se représenter cela par un plan, avec un
cercle a I’infini ; une droite peut &tre soit une droite du plan, avec en bonus les deux
points du cercle correspondant a sa direction, soit I'unique droite constituée des points
a l'infini.

On peut aussi le voir comme la sphere unité de R®, en identifiant les points diamé-
tralement opposés.

© En dimension 3

Un espace projectif de dimension 3 peut se représenter comme un espace tridi-
mensionnel classique, muni de points a I’infini (qu’on peut se représenter comme une
sphere loin loin loin). Les droites en sont les droites usuelles (munies des deux points
correspondant sur la sphere), plus les grands cercles (i.e. de diametre maximal) de 1a
loin-loin-lointaine sphére.

= Le cas général

Un espace projectif de dimension n peut se représenter comme un espace affine de
dimension n, muni de points a I’infini correspondant aux directions des droites. C’est
a dire que les points a I’infini sont un espace projectif de dimension (n — 1).

11 est trés important de noter que, comme le laisse comprendre la méthode imagée
de voir tout ¢a, n’importe quel hyperplan peut étre considéré comme 1’hyperplan a
I’infini.
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33.2.3 Liste de résultats de géométrie projective

Pour prouver les résultats qui suivent il suffit généralement de traduire la question
en termes d’espaces vectoriels.

Proposition 1274 e Soit H un hyperplan projectif de I espace projectif. Soit
x un point de I2 \ H ; alors toute droite projective passant par x intersecte H.
e Si IV et G sont deux sous-espaces projectifs de E de dimensions f et g de
somme > n, alors F' et G ont une intersection non vide.

o Deux droites d’un plan projectif se coupent toujours.

33.2.4 Topologie des espaces projectifs réels ou complexes

Théoréme 1275 (Compacité des espaces projectifs) Soit ¥ un espace vecto-
riel normé, muni de la topologie liée a sa norme (toutes les normes étant de
toute facon équivalentes en dimension finie) ; alors l'espace projectif P(E) est
compact pour la topologie quotient.

Démonstration :

e On considere la sphere unité de F. Cette sphére contient exactement deux points
de chaque droite vectorielle de F ; I'image de la sphére unité par la projection est donc
exactement P(F). P(F) est donc I'image d’un compact par une application continue,
et donc est compact sous réserve que P(I2) soit séparé (voir théoréme 171). 11 suffit
donc pour conclure de vérifier que P(I7) est séparé.

¢ On se donne deux droites vectorielles D et D' distinctes de F ; on considére deux
couples de points z, y et 2’y de E, avec {z,y} = DN Set{z',y} = D'NS (S
désigne la sphére unité).

e 11 existe quatre ouverts X, X', Y et Y’ de S disjoints, avec z € X,y € Y,
e X'ety €Y.

e On considere alors I’intersection des projections de X et Y d’une part, et I’inter-
section des projections de X’ et Y’ d’autre part (rappelons que la projection canonique
sur un ensemble quotient est ouverte lorsque les classes d’équivalence sont les orbites
pour une action d’un groupe sur un espace topologique par homéomorphismes, voir
proposition 144 ; on obtient ainsi deux ouverts distincts séparant nos deux droites.0

Théoréme 1276 (Connexité par arcs des espaces projectifs de dimension > |)
Un espace projectif de dimension > 1 est connexe par arcs.

Démonstration : Rappelons juste que 'image d’un espace connexe par arcs par
une application continue est connexe par arcs...00

On peut noter que le résultat est vrai aussi pour I’espace projectif de dimension 0
(réduit a un singleton) bien que R \ {0} ne soit pas connexe.
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Chapitre 34

Zoologie de la géométrie

Cette partie concerne tant la géométrie affineque la géométrie projective. En fait
souvent la géométrie projective et la géométrie affine sont liées ; et certains théorémes
de géométrie affine seront prouvés par la géométrie projective (et réciproquement).

34.1 La dualité

= Quelques rappels, pour ceux qui ont oublié¢ I’algébre linéaire

On considere un espace vectoriel £ de dimension finie. On note, classiquement,
FE* son dual (i.e. ’espace vectoriel des formes linéaires continues sur F, ¢’est-a-dire,
puisque F est de dimension finie, I’espace vectoriel des formes linéaires sur F).

Etant donné F' un sous-espace vectoriel de E, on note F” I’ensemble des formes
linéaires nulles sur tout F. 11 est clair que F un sous-espace vectoriel de E* (voir la
partie sur I’algebre linéaire). On a dim F + dim F' = dim F, et dim E* = dim E.

11 est fondamental de rappeler que F' C G dans E équivaut a G’ C F'/ dans E*.

@ Le rapport avec la géométrie projective

Notons maintenant bien ce qu’il se passe, lorsque I’on identifie £ a E* :

On suppose que F est de dimension 7, et on note p la surjection canonique de £
dans P(E).

L’important dans le tableau ci-dessous est la seconde et la quatriéme colonne ; les
autres colonnes sont 1a pour la compréhension.

dans dans P(E) dans E* dans P(E*)
dimE=n | dimP(E)=n-1 dim E* =n dim P(E*) =n—1
F p(F) I p(+")
dimF=f | dimp(F)=f—1 ||dmF =n—f | dmp(F)=n—f—-1
droite point hyperplan hyperplan
(vectoriel) (projectif)
hyperplan hyperplan droite point
(vectoriel) (projectif)

On peut aller plus loin, en traduisant cette fois-ci les relations d’inclusion et d’in-
tersection. Je note par la suite par des lettres les éléments de P(F), et par les mémes
lettres munies d’un ’ leurs images dans P(E*).
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dans P(F) | dans P(E*)
ACB B'C A
AeB B' e A

On peut ensuite spécialiser a la dimension 2 : les lettres majuscules désignent des
droites, les lettres minuscules des points ; la méme lettre désigne un élément et son
dual ; on ne fait que passer de minuscule & majuscule, et réciproquement.

dans P(F) dans P(F*)
a (un point) A une droite
a=BnC A = (be)
A, B, C concourantes a, b, c alignés
Triangle de cOtés Triangle de sommets
A BetC a,bete

\ Pourquoi utiliser cela en géométrie projective au lieu de I'utiliser simplement

en géométrie affine ?
— par deux points passe toujours une droite... il est donc souhaitable que deux
droites se croisent toujours en un point pour avoir une analogie compléte !

) On verra une application fort sympathique avec le théoréme de Desargues 1279,

34.2 Géométrie dans le plan et dans le plan projectif

34.2.1 Théoréme de Pappus

= En géométrie affine

Théoréme 1277 (Pappus) Soient D et D' deux droites du plan, distinctes.
Soient A, B et C trois points de D, et A', B' et C' trois points de I)'.

Si AB’ est paralléle & BA',

et si CB' est parallele & BC',

alors AC' est paralléle a CA’,

Démonstration :
e Supposons que D et D' ne soient PAS parallgles. Alors on considére O leur point

d’intersection.
e On oriente les deux droites D et D', et on constate que

g‘; = % (par la réciproque du théoréme de Thalgs).

e On en déduit que 2 — £5. ce qui par Thalés nous donne bien le résultat
souhaité.

NB : il est possible de raisonner sur des homothéties pour se débarasser des cas par-

ticuliers OC=0, etc. 11 suffit de remplacer « 52 8’;;» par «il existe une homothétie

h centrée sur O telle que h(A4) = Beth(B') = A'».
e Le cas D et D' paralleles n’est pas plus difficile, on utilise des translations pour
exprimer les parallélismes...00

A
B

Q
o
|

O

et que

O
N
O
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= En géométrie projective
34.2.2 Théoréme de Desargues

© En géométrie affine

Théoréme 1278 (Théoréme de Desargues) On se donne ABC et A'B'C’
deux triangles sans sommet commun et a coOlés respectivement paralléles °.
Alors AA', BB’ et CC' sont concourantes ou paralléles.

“Ces deux triangles sont translatés 1'un de 1'autre ou homothétiques car directement semblables.

e Premier cas : AA’ et BB’ ne sont pas parallgles.
Alors elles se coupent en un point, disons O.

04" OB
OA OB
On considere alors le point M de OC tel que
OA" OM
OA OC

Par la réciproque du théoréme de Thales, AC et A’M sont paralléles, et BC et B'M
sont paralleles.

M est donc 2 la fois sur B'C” et sur A’C”, etdonc M = C’. On en déduit le résultat
demandé.

NB : 12 aussi on peut raisonner via des homothéties.

e Second cas : i\ﬁl’ et BB’ sont parallgles.

Alors AA” = BB’, eton construit M tel que CM = AA’; on a alors magiquement
p—r P —
CM BB', et donc A’M est parallele & AC et B'M est parallele & BC ; donc
M =cC'0

I1 y a une réciproque au théoréme de Desargues ; voir paragraphe suivant...

= En géométrie projective

Théoréme 1279 (Théoréme de Desargues) On se donne ABC et A'B'C’
deux triangles d’un plan projectif. On note a, b et c les points d’intersection
respectifs de BC et B'C’, AC et A'/C’, AB et A'B’. Alors a, b et ¢ sont ali-
gnés si et seulement si AA', BB' et CC' sont concourantes.

NB : Notez bien qu’il s’agit d’une généralisation du théoréme précédent! Deux
droites paralléles en géométrie affine se croisent a I’infini dans leur complété projectif.

Démonstration :
¢ Supposons tout d’abord a, b et ¢ alignés. Ils déterminent donc une droite. On
peut supposer que cette droite est la droite a I’infini, puisque, comme on I’a déja dit,
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n’importe quelle droite (ou hyperplan dans le cas général) peut étre considérée comme
droite (ou, donc, hyperplan dans le cas général) a I’infini.

On peut alors appliquer le théoréme 1278.

11 nous reste maintenant & montrer la réciproque.

Pour cela on va utiliser la dualité... En fait, il n’y a tout simplement rien a faire, car
I’énoncé dual du théoreme de Desargues, dans le sens ol on I’a montré est précisément
sa réciproque.0

34.3 03(R), O3(R), les polygones réguliers, les polyedres
réguliers

34.3.1 Dimension 2

© Définition de 1a notion d’angle

Définition 1280 (Angle) 1’angle orienté entre deux vecteurs unitaires u et v
de R? (pris dans cet ordre) est par définition I'unique rotation de R> dont
image de u est v.

L’angle orienté entre deux vecteurs non nuls quelconques u et v de R? (pris
dans cet ordre) est par définition I’angle orienté entre 1I%ITU et TI%”-’U

On appelle angle nul ’angle entre u et u pour u vecteur non nul quelconque.
On appelle angle plat ’angle entre u. et —u pour u vecteur non nul quelcongue.
On appelle angle orienté de deux demi-droites R v et R v l’angle orienté
entre u et v.

Pour tous ces angles, I’angle non orienté correspondant est la paire {r,v '}
avec r l'angle orienté correspondant.

L’angle orienté de deux droites Ru et Ruv est la paire des angles entre R u et
RYwvetentre R'uet R v.

L’angle non-orienté correspondant est ’ensemble a 4 éléments constitué des
angles entre R v et R v, entre R u et R v, et leurs inverses.

Etant donnée une base orthonormée directe de R? et un angle orienté r, on
appelle mesure de cet angle 'unique 6 € R /2n7Z tel que la matrice de v dans

celte base soil
cos()  sin(8)
( —sin(f) cos(6) )
Notons que la valeur de 0 est indépendante du choix de la base orthonormée
directe.
On appelle mesure principale d’un angle la mesure de cet angle comprise

dans | — 7, w|. On notera ﬂ angle orienté entre X et Y, quelle que soit la
nature de X et Y.
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Proposition 1281
a,b—c,d=a,c—bd

1

—
—

a,bt+bec=a,c

[ Sous-groupes finis de O2(RR)

Proposition 1282 Tour sous-groupe fini de O, (R) s’identifie a@ un sous-
groupe fini de (U, x) “

Un tel sous-groupe est donc de la forme {e*%= [k € [0,n — 1]}, et est iso-
morphe & Z./nZ, avec n l'ordre du groupe. Il est ainsi monogéne et cyclique.
Tout sous-groupe fini de O (R) s identifie & Z./nZ ou & Dy, ~ L /nZ x L[ 27,
groupe diédral d’ordre 2n.

“Ensemble des nombres complexes de module 1

Démonstration :

Soit G un sous-groupe fini de O (R). 11 est engendré par un nombre fini de ro-
tations (puisqu’il n’y a que des rotations dans O, (R). Donc il est engendré par des
rotations d’ordre fini, d’angle e .En posant mn le ppem des n en question, on constate
que G est engendré par la rotation d’angle e .0

Considérons maintenant G un sous-groupe fini de O2(R) et montrons qu’il est
de I'une des deux formes annoncées. S'il est inclus dans O, (IR) ¢’est terminé. En
cas contraire, soil s appartenant 2 G N O; (IR). s est une symétrie. L'intersection 7
de G et de O3 (R) est un sous-groupe fini de O (IR); il est donc engendré par la
rotation r d’angle 27 /n pour un certain n. Le groupe G est alors engendré parr et s ;
G = HUsH = {Id, s} x H (au sens du produit ensembliste et non du produit direct).
H est distingué, {Id, s} N H = {Id} :donc G = Z/27 x Z/nZ = D,,.0

@ Polygones réguliers

Définition 1283 On appelle polygone régulier de R* I’orbite d’un vecteur non
nul sous I'action d’un sous-groupe fini de O (R).

On consultera la partie21.10.12 pour constater que I, est le groupe des isométries
d’un polygone régulier.

On pourra consulter le livre [ 1] pour la constructibilité des polygones réguliers ; la
caractérisation des n tels que le polygone régulier & n ¢O1és est trés surprenante, faisant
intervenir les nombres de Fermat : un tel polygone est constructible si n s’exprime
comme le produit d’une puissance de 2 par un produit de nombres premiers de Fermat
distinets'.

1 Un nombre premier de Fermat est un nombre premier de la forme 22" 4 1. Les seuls nombres premiers
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34.3.2 Dimension 3 : Sous-groupes finis de O (R)

Théoréme 1284 (Sous-groupes finis de O, (R)) Les sous-groupes finis de
Oy (R) sont de l'une des 5 formes suivantes :

e Groupes constitués exclusivement de rotations, isomorphes a 7./nZ.

e Groupes isomorphes aux groupes diédraux (ordre pair)

e Groupe des isométries positives laissant invariant un tétraédre régulier
(ordre 12)

e Groupe des isométries positives du cube = groupe des isométries positives
de octaédre (ordre 24)

e Groupe des isométries positives de 'icosaédre (ordre 60)

Il existe des exemples pour chacun de ces cas.

Démonstration : Donner une preuve compléte est trés laboricux, et &tre vraiment
rigoureux est tres difficile... On pourra voir le livre [ 10].0

= Polyédres réguliers

On n’étudiera pas ici I’existence des 5 polyedres réguliers et les relations de dua-
lité. Le lecteur intéressé pourra se référer a [5] ; la preuve qui y est donnée n’est pas
complétement rigoureuse, car le formalisme nécéssaire pour manier de tels objets est
difficile, et il est sans doute préférable de se limiter & des notions intuitives.

Les 5 polyédres réguliers sont le tétraédre (4 faces triangulaires), le cube (6 faces
carrées), I’octaédre (8 faces triangulaires), 1’icosaédre (20 faces triangulaires), le dodé-
cagdre (12 faces pentagonales).

34.4 La droite de Simson et quelques suites

Ce théoréme, a quelques modifications mineures pres, est extrait du livre de Hahn,
"Complex numbers and geometry".

Théoréme 1285 Soit A, B, C un triangle, D un point.

Soient P, Q et R les projections orthogonales de D sur (BC'), (CA) et (AB).
Alors P,Q et R sont colinéaires <= D appartient au cercle circonscrit a
ABC.

Démonstration : On considere le triangle ABC inscrit dans un cercle de centre 0
et de rayon 1 (sans perte de généralité).
Onnote a, 3, 7, d, A, p et v les abscisses respectives de A,B,C,D.P,Q,R.
Une équation de (BC') est donnée par le calcul suivant :

-8B
_ﬁe

z € (BC) «— £
~

de Fermat connus sont 3, 5, 17, 257, 65537.
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|
|

VAR ™
. ; /{;;Q(p)

o ﬂ/ﬁﬁg)

F1G. 34.1 — Figure préparatoire a I’étude de la droite de Simson

wl

z—0B zZ-
=8 F-

=]

cest-a-dire’ z + 7.2 = B+ 75

Une équation de (PD) est :

z € (BC) — 77 iR
Y-8

z—0 z-96

-8 F-8
Donc I'intersection de ces deux droites doit vérifier :

z2—yBZ=6—-7.86

On en déduit que
]. - -

de méme :

1 ! -
H 5(0: by + 6 — ay.d)

v %(a FB+4 6 —a.B.6)

2En constatant que %—_% = —fyet ‘%‘%1 =G+
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P, Q, R colinéaires <> % eR

v

é
— [VaWaﬁaa] eR

= o, 5,7, # cocycliques ou alignés

— |§|=1

Ce qui est précisément le résultat souhaité.0
On suppose maintenant |§| = 1.

A vérifie z = 2B+ v + 6 — &)

Soito; =a+ B+
oe=a.f+av+ By
o3 =a.B.y

11 s’ agit des trois polyndmes symétriques élémentaires en «, 3, y. Notons que 71 =

atBtY=2t5+2=2
z=2(c1+6—a—F)etz= %(02/03+1/5—1/a—‘f;—?
En éliminant « :

6.2 —03.Z — %(501 + 62 — 09 — 03/8)

Cette expression, étant symétrique en «, (3, 7, est vérifiée aussi pour petv. Cest
l’équation d’un sous €space affine, qui est:

¢ non vide
¢ non réduit a un point car P, ), R ne sont jamais confondus.

¢ non égal au plan car o3 est non nul

Définition 1286 Certe équation est donc 1’équation d’une droite, appelée
droite de Simson.

Théoréme 1287 Soient L, M, N trois points sur le cercle circonscrit a ABC.
Alors les trois droites de Simson correspondantes sont concourantes Si et seule-

ment si AL + BM + CN est nul modulo 2.

Démonstration :
Soit I, m, n les abscisses respectives de L, M, N.

1
l.z—03.Z = 5(12 +01.l —o3 —03/1)
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1

m.z — 03.2 = E(m2 +o01.m — 03 — 03/m)

1
n.z —03.Z2 = §(n2 +o01.n — 03 —03/n)

Les deux premidres se coupenten z = 3 (1 +m + o1 + o3/(l.m)).
Les deux dernieres se coupent en z = 2(m + n + o1 + o3/(m.n)).

La condition nécéssaire et suffisante est donc I — n + o3.(n — 1) /(I.m.n) = 0,
c’est-a-dire o3 = m.l.n ou encore ...y = l.m.n
D’ou le résultat par passage aux arguments.[]

34.5 Le cercle des neuf points, et une suite par Co-
olidge

Cette partie est, elle aussi, fortement inspirée du livre de Hahn "Complex Numbers
and Geometry".
Le cercle des neuf points

F1G. 34.2 — Schéma préparatoire au cercle des neuf points
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Théoréme 1288 Soir (ABC) un triangle, O le centre du cercle circonscrit, G
le barycentre de A, B et C, et H Uintersection des hauteurs.

Alors :

¢ (O, G, H) sont alignés.

o Les pieds des hauteurs, les milieux des cotés et les milieux des segments
joignant Uorthocentre aux sommets A, B et C sont tous sur un méme cercle.

Démonstration : On choisit O pour origine du plan complexe.
On note «, 3, v les affixes respectives de A, B, C. On note C le cercle circonscrit.

Soit H le point d’affixe 0 = o + 8 + 7. Comme 5= = ﬁ;”, ona AH — 2(7),
ou D est le milieu de BC. En particulier, comme O A’ est la médiatrice de [BC], on a
(AH) et (BC) orthogonales.

On peut raisonner de méme pour obtenir BH L AC et CH L AB ; on retrouve ainsi
le fait que les hauteurs sont concourantes en H. Comme G a pour affixe %(a +B8+7),

les points O, G et H sont alignés.

Soit W d’affixe 0 /2 ; W est le milieu de [OH]|.
WD = |82 g —|a|/2= 1
De méme WE = WF = 1 avec E et F les milieux respectifs de [CA] et [AB].
La distance de W au milieu de AH est elle aussi % et de méme pour les autres.
On note A I’affixe du pied de la hauteur issue de A.
Pour situer A on va d’abord s’intéresser a o/, I’intersection de aA avec C. On va mon-
trer que Ba'o est isocele.
_— — ’
Ad’ 1L BC donne 0;:5‘ € 1.R.

Lemme:Onaco’ = —%.

Démonstration : Comme le quotient fg, est invariant par rotation, on peut sup-

poser que ATJ/ est vertical et BC horizontal, de sorte que aa’ = 1 et By = —1, si bien
que ce quotient vaut —1 et o/ = — % dans tous les cas. O

On obtient donc par le lemme ci-dessus o/ = —%l, On montre ensuite facilement
que |B — o'| = |B — g, donc le triangle Bo/o est isocele. Le pied A de la hauteur
issue de A est en fait aussi le milieu de [/ o].

On en déduit alors que |A — /2| = 1/2. On ferait de méme pour les pieds des
autres hauteurs. Finalement o /2 est le centre d’un cercle de rayon 1/2 comportant
les pieds des trois hauteurs, les milieux des trois cOtés, et les milieux des segments
joignants I’orthocentre aux sommets A,B et C sont tous sur un méme cercle.0

Enfin, voici un résultat dii a Coolidge :

e Soit 21,...,z4 sur le cercle unité. Le centre du cercle d’Euler de 29, 23, 24 est
1 = 2(22 + 23 + 24); T2, T3, 74 sont définis de maniere analogue. On définit en

outre T = i(h + 2z + 23 + 24) ; alors pour tout 7, 7; est sur le cercle de centre 7 et de
rayon % ; ce cercle est appelé cercle d’Euler du quadrilatere z1,22,23,24.
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¢ On peut faire la méme chose avec 5 points ; on définit 5 cercles d’Euler de 5 quadri-
lateres, et un cercle d’Euler pour le pentagone.
¢ On peut procéder de méme avec un polygone quelconque.

Pour plus de précisions, on pourra consulter le livre de Hahn cité ci-dessus.
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Chapitre 35

Combinatoire et
dénombrements

On consultera avec grand profit le chapitre 1 de [10], trés bien fait et fournissant
une bonne quantité de résultats originaux, complétant utilement les résultats trés clas-
siques suivants. On pourra aussi aller consulter le paragraphe4.2 pour les cardinaux
d’ensembles infinis.

35.1 Cardinaux d’ensembles finis

Proposition 1289 Avec A un ensemble fini, on a la Formule d’inclusion ex-
clusion ; avec F; € A= P(A),0na|Ui<nFi| = ¥icn [l =Sycicjn [FiN
Fil + Yi<icjchen F NV Fj 0 el + (1) Micica Fi

Le nombre de parties 4 p éléments d’un ensemble a . éléments est CF ; voir 4 35.4.

35.2 Dénombrement de fonctions

On considére F et F' deux ensembles finis, de cardinaux e et f.

35.2.1 Ensemble des applications de /~ dans /'

Proposition 1290 L’ensemble des applications de F dans F, noté F'*, a pour
cardinal f°.
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35.2.2 Ensemble des injections de /~ dans /’

Proposition 1291 L’ensemble des injections de F dans F' a pour cardinal
A5 = Loy si f 2 e 0.sinon.

La preuve se fait facilement par récurrence. Voir 35.3 pour les premigres valeurs.

35.2.3 Ensemble des surjections (et bijections) de /~ dans /'

Proposition 1292 En notant S! le cardinal de Iensemble des surjections de
I dans I (dans le cas e > f) divisé par f! (c’est-a-dire, dans le cas de F et I!
totalement ordonnés, le nombre de surjections croissantes), on a les formules :
Sl=9g2=1
Ye, )92, = 81+ £.8]

e+l

On obtient ainsi les valeurs suivantes de S/ :

=1 f=2 =3 =4 f=5
e=1 1 0 0 0 0
e=2 1 1 0 0 0
e=3 1 3 1 0 0
e=14 1 7 6 1 0
e =29 1 15 25 10 1

Le nombre de bijections de K vers F vaut e! si e = f, 0 sinon.

35.2.4 Ensemble des applications croissantes de ' vers [

FE et F' sont maintenant munis d’un ordre total.

L’ensemble des applications croissantes de £ dans F* a méme cardinal que I'en-
semble des applications strictement croissantes de £ dans [1, f + e — 1] ; une fois que
I’on s’est convaincu de cela (en voyantque 1] siude {1,2,3, ..., e} dans {1,2,3, ..., [}
est croissante alors © — v, (z) = u(z) + v de {1,2,3,...,e} dans {1,2,3,....,e + [}
est strictement croissante 2] u — v, est bijective de I’ensemble des applications crois-
santes de /7 dans F' vers ’ensemble des applications strictement croissantes de /7 dans
[1, f + e — 1]) il est facile de montrer que cet ensemble a pour cardinal Cf ey (es
coefficients binomiaux CE sont présentés plus bas).
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35.3 Arrangements

Définition 1293 On appelle p-arrangement de F une application injective de
N, dans E.

On note AP le cardinal de ’ensemble des p-arrangements d’un ensemble a n |Au
éléments.

i3

vu des résultats précédents, on peut dire que AP = (nTIp)'

Les premieres valeurs sont :
p=1 p=2 p=3 p=4 p=>5
n=1 1 0 0 0 0
n=2 2 2 0 0 0
n=3 3 6 6 0 0
n=4 4 12 24 24 0
n=>5 5 20 60 120 120

35.4 Combinaisons

Définition 1294 On appelle p-combinaison de F rout sous-ensemble de E
de cardinal p. On note CT ou < Z ) le cardinal de ’ensemble des p- On

combinaisons de E.

. z ]
montre facilement, par récurrence, que CZ = m.

Cette formule peut aussi se déduire sans récurrence en voyant que p! p-arrangements
donnent la méme p-combinaison donc CY = %Aﬁ = #im,.
Elle peut aussi se déduire du fait que le groupe o (E) des permutations de £ = {1, 2, ..., e}
agit transitivement sur I’ensemble des p-combinaisons de F, que le stabilisateur S
de FF = {1,2,...,f} C E estle produit A x B avec A et B respectivement les
groupes de permutations de {1, 2, ..., f}et{f+1, f+2, ..., e}; S adonc pour cardinal
S=flle—f),douC! = U\TEP = ﬁlﬁ, Un argument similaire permet d’ailleurs
de montrer la formule A2 = (n[‘—!p)! sans récurrence.

En outre on a les formules suivantes :
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Proposition 1295
cr=cpr
Cr 1 =ChL+CE

Formule de Newton, valable dans un anneau : si a.b = b.aetn > 0, alors :

a+ b= CkoFpF
( n

k=0

k=0
(ces deux formules sont obtenues en spécialisant la formule de Newton)

1<p<n—pC?t :n.C’gii

zn: kCE—=naon!
k=0

> (-1kck=1
k=0
Z(Cﬁ)?‘:(f?n
k=0
p=0 p=1 p=2 p=3 p=4
n=0] 1 0 0 0 0
n=1| 1 1 0 0 0
n=2| 1 2 1 0 0
n=3| 1 3 3 1 0
n=4| 1 4 6 4 1

35.5 Quelques applications

FLEMMARD dim espaces polynomes homogenes, anagrammes, tirages du loto,
dates de naissance
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35.5.1 Une formule utile

Proposition 1296 Soit n un entier naturel. On a alors

T A
Scxcars—{ O 4 <
: _

| _
n! s =1
k=0 P

) Ce résullat sera utile pour la proposition 585.
Démonstration : Comme C* — C7*, la somme présentée est le coefficient ¢,
du produit de Cauchy suivant :

Folz) = Z = (i Cﬁ(—l)kmk) ZF’&:J ,
m>0 k=0 \izo0

v

-

(1-=)" gplz)

ol toutes les séries entieres présentées ont un rayon de convergence d’au moins 1. La
famille de fonctions (g,)p>0 est également définie par récurrence comme suit :

go(x) et gpi1(z) = xgy(x).

i 1

Lemme 1297 Pour tout entier naturel p, il existe un polynéme h,, de degré p
tel que gp(x) = hy(x)/(1 — )P! 1

Démonstration : Récurrence évidente.0

Sip < m,alors f(x) = hy(z)(1 — )™ P~ estun polyndme de degré (n — 1), si
bien que ¢, = 0.

Supposons maintenant que p = n. On a alors :

fn(2) —},’_(“2

Comme h,, est de degré n, le coefficient ¢,, vaut la somme des coefficients de h,,.
Autrement dit, ¢, = h,,(1). On déduit de la relation g, .1 (z) = g, (z) que

hpia(x) _ Th;)(T) n (p + 1)zhy(z)
-2 (d—ap ' (Q—g)p?

o)1+ 2+ 22+ ...).

En multipliant par (1 — z)?*% puis en prenant = = 1, il vient hy (1) = (p
1)h,(1). Comme ho(1) = 1, on obtient h,(1) = p! pour tout p. En particulier, ¢,
hy (1) = n! et la proposition est démontrée.0
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35.5.2 Généralisation du bindme de Newton

Proposition 1298 (Généralisation de la formule de Newton) Dans un an-
neau commutatif, pour n non nul,

!
_ n i1 .02 ip
(14 ... +ap) = g (il!ig!...i !>$1 Ty Ty
i1 +igt ... Fip=n,i; >0 P

Le coefficient 77—

! i . . .
: "'__Z.p! pouvant se noter C}, avec i = (i1, ..., ip).

35.5.3 Familles sommables infinies

Définition 1299 Une famille (z;);c 1 de nombres complexes est sommable de
somme x si pour tout € il existe J C 1 finie telle que, pour tout K fini, J C
K C Iimplique |z — <e

icKx,

Lemme 1300 Si une famille (x;) de nombres réels est sommable, alors la fa-
mille de ses termes positifs est sommable, et la famille de ses termes qui sont
négatifs est sommable.

Démonstration : Supposons que la famille des (x;) soit sommable, et supposons
que la famille des (maz(x;,0)) ne le soit pas. Alors la somme des (maz(z;,0)) pour
i € J avec J fini peut étre arbitrairement grande. Or la somme des (z;) pour 7 dans
J'" = {j € J/x; > 0} est tout aussi grande, et peut donc étre arbitrairement grande
elle aussi. D’ou le résultat pour la famille des réels positifs. Le raisonnement pour la
famille négative est le méme.

Proposition 1301 Toute famille sommable de nombres réels est de support
dénombrable (ie seule une quantité au plus dénombrable de ces réels est non
nulle). Il en va de méme des familles de nombres complexes.

Démonstration :

En vertu du lemme précédent, je me contente de démontrer ce résultat pour une fa-
mille de nombres réels positifs. Le résultat dans le cas général se démontre de maniére
similaire.

11 existe un nombre fini de réels plus grands que 1/n, pour tout n. En notant A,,
la famille des réels > 1/n, on voit que la réunion des A,, est le support de la fa-
mille ; une réunion dénombrable d’ensembles finis étant dénombrable, la famille est
dénombrable.0
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Chapitre 36

Probabilités

36.1 Espaces mesurés

On trouvera en 5.1 les fondements de la topologie, et en 6.1 les fondements de la
théorie de la mesure. Je ne rappelle ci-dessous que quelques définitions qui sont don-
nées dans les paragraphes que je viens de citer.

Une topologie sur X est un sous-ensemble de P(X) contenant ), X, et stable par
réunion quelconque et par intersection finie. Les éléments d’une topologie sont appelés
ouverts, leurs complémentaires sont appelés fermés.

Une algébre sur X est un sous-ensemble de P(X) contenant X, stable par passage au
complémentaire et stable par union finie.

Une tribu sur X est un sous-ensemble de P(X) contenant X, stable par passage au
complémentaire et par union dénombrable. Une tribu est aussi appelée o-algébre .

Un espace mesurable est un couple (X, A) avec A tribu sur X.

Dans R ou dans R™, ou en général dans un espace topologique, la tribu usuelle est la
tribu engendrée par les ouverts. Dans le cas de R™ et R, cette tribu est aussi la tribu en-
gendrée par les boules ouvertes. Une tribu engendrée par une topologie $’appelle tribu
des boréliens ; ses éléments s’appellent les boréliens.

Une mesure positive sur un espace mesurable (X, .A) est une fonction p de A dans R
telle que

epn(d)y=0

o Siles A; sontdeux a deux disjoints et I dénombrable alors p(Use 1 Ai) = > ;cp p(As)
Un espace mesuré est un triplet (X, A, 1) avec A une tribu sur X, 2 une mesure po-
sitive sur (X, A).

Une fonction de (X1, A;) dans (X5, A2) est dite mesurable si et seulement si I’image
réciproque de tout ensemble mesurable est mesurable.

La o-algébre engendrée par une base d’ouverts d’une topologic est égale a la o-algebre
engendrée par cette topologie.

La partie 6.2 est indispensable pour s’attaquer aux probabilités.

Une mesure est dite finie si et seulement si la mesure de I’espace tout entier X est finie
et alors VA mesurable p(A4) < p(X).

586



Définition 1302 Une mesure est une mesure de probabilité si la mesure de
U’espace tout entier est 1.

36.2 Evenements

36.2.1 Définitions de base

Définition 1303 (Définitions de base) On appelle triplet de probabilité un
triplet (2, F, P), avec P une mesure de probabilité sur (S, F).

) est appelé ’univers.

Un élément de 2 est appelé possible.

On appelle événement une partie mesurable de ), ¢’est a dire un élément de
F, c’est a dire une partie F-mesurable.

Proposition 1304 Si chaque (F,)nen est de mesure 1, ¢’est a dire que chaque
évenement I, est réalisé presque sitrement®, alors Nyenl, se réalise avec
une probabilité 1. Si I, est une suite d’événements tels que Y, P(E;) < +oo,
alors P(limsup E,,) = 0. Ce résultat est connu sous le nom de premier lemme
de Borel-Cantelli.

“Notez que presque siirement est I’analogue, pour une mesure de probabilité, de presque
partout, en théorie de la mesure.

On notera une nouvelle fagon de voir limsup des F,,, avec les I, des événements ;
en I’écrivant Ny, Ur<y, 2, 0n voit maintenant cette limite comme I'événement qui ar-
rive "infiniment souvent” ; ¢’est ’ensemble de w qui appartiennent & une infinité de F,,.
De mé&me on peut voir différemment limin f des F,,, avec les F,, des événements ; en
I’écrivant U, N k < nk,, on voit limin [ F, comme I’ensemble des w tels que w est
dans tout £,, pour n assez grand (= N, avec N, dépendant de w).

On peut trouver ici des corollaires du lemme de Fatou ; notamment les deux pro-
priétés suivantes :
e P(liminf E,) < liminf P(E,)
e P(limsup E,) > limsup P(E,)
La premicre propriété est vraie dans le cas d’un espace mesuré quelconque ; la seconde
demande que la mesure soit finie, ce qui est donc le cas dans le cadre d’un espace de
probabilité.
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36.2.2 Quelques mesures de probabilité
= Ensemble fini

Lorsque I'univers est fini, on peut prendre (et on prend usuellement) pour tribu I’en-
sembles de toutes les parties de ’univers. Par exemple, si ’on lance 3 fois une piece,
et que I’on peut obtenir pile ou face, I'univers est :

{PPP,PPF PFP,PFF FPP, FPF,FFP,FFF}

On peut dans ce cas prendre pour mesure 1’application qui a un ensemble F associe
égale a Cg};”;g L'univers contient des éléments correspondant & chaque maniére dont
peut se réaliseer le phénomene aléatoire tudié (dépend de la finesse de la description).
La structure de 2 lui-méme est secondaire, ce sont les variables aléatoires définies des-
sus qui importent (pourvu que €2 soit suffisamment vaste pour les définir suffisamment
fines).

@ Distribution sur [0, 1]”

On peut utiliser comme mesure sur [0, 1]™ la restriction d’une mesure sur les bo-
réliens a [0, 1]™ telle que la mesure de I’espace soit 1; ¢’est en particulier le cas de la
mesure de Lebesgue. On généralise facilement la méthode a une partie mesurable (de
mesure > 0) de R™, en divisant par la mesure de la partie. Dans le cas d’une distribution
uniforme, on choisit bien stir la mesure de Lebesgue.

36.3 Variables aléatoires

36.3.1 Définitions : variable aléatoire, loi, fonction de répartition

Définition 1305 (Variable aléatoire) Une variable aléatoire est simplement
une fonction mesurable d’un univers vers R (muni de sa tribu borélienne pour
la topologie usuelle).

On peut voir alors de nombreux outils qui seront des variables aléatoires ; par dé-
finition il suffit que f~1(B) soit mesurable pour tout B borélien pour que f soit une
variable aléatoire (il faut bien entendu que I’espace de départ soit un univers, donc
que la mesure de ’espace soit 1). Toutes les opérations sur des fonctions a variables
réelles qui conservent la mesurabilité sont alors possibles pour construire des variables
aléatoires ; la somme, le produit, la valeur absolue... Ce qui est cohérent par rapport a
la notion intuitive de variable aléatoire ; si un tirage aléatoire donne un réel et si I’on
répete dix fois ce tirage aléatoire, alors 1a somme des résultats de ces dix tirages est une
variable aléatoire, le produit aussi ; ils ont eux aussi leurs distributions de probabilité
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(notion a définir plus tard).

Définition 1306 Supposons que X soit une variable aléatoire sur un triplet
de probabilité (2, F, P). X est alors une application de ) dans R, et P est
une application de F dans |0, 1].Alors on définit la loi de probabilité L x
de X par Lx = Po (X ') (X! n'est pas Uapplication réciproque - non
nécessairement bien définie - mais I'application qui a une partie associe son
image réciproque) : Cx est ainsi définie sur l’ensemble des boréliens de R.

Lx(A) est la probabilité pour que X soit dans A.

Proposition 1307 Lx est une mesure de probabilité sur (R, B).

Démonstration : Pas dur!0

Définition 1308 Soit 'y (t) = Lx (] — oo, t]) ; alors F'x est appelée fonction
de répartition de X.

Proposition 1309 La donnée de Fx détermine Cx de maniére unique.

Démonstration : {|—occ, ¢/t € R} estun II-systéme qui engendre I’ensemble des
boréliens. Dong par le lemme 336 £x est entierement défini par la fonction Fy () =
Lx(]—oo,t]) = P({we Q/X(w) <t}).0O

Proposition 1310 (Quelques propriétés des distributions) Soir F' est une
fonction de répartition d’une certaine variable aléatoire si et seulement si les
quatre propriétés suivantes sont vérifiées :

o [7 est croissante de R dans [0, 1]

e F'(z) — 1 quand x — +o0

e F'(z) — 0 quand x — —o0

e [ est continue a droite en tout point.

Démonstration : Le sens "seulement si” ne pose pas trop de probléme. Les trois
premiers points sont clairs, le quatrieme utilise le fait que I’ensemble des w inférieurs a
T -l—% tend vers I’ensemble des w inféricurs & x, en décroissant (en effet la mesure d’une
suite décroissante d’ensembles mesurables est égale a la mesure de I'intersection).

Le sens "si" est plus délicat; la loi X correspondant & F' est définie par X(w) =
inf {z/F(z) > w}. 1l convient alors de vérifier que X ainsi défini est FLEMMARD
O
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36.3.2 Variables aléatoires indépendantes

Intuitivement des variables aléatoires sont indépendantes lorsqu’aucune d’elles ne
dépend, d’aucune fagon, des autres. Par exemple dans un sondage en vue d’un référen-
dum, il est souhaitable que la variable "étre sondée” soit indépendente de la variable
"gtre partisan du oui"” (chose tres difficile a réaliser en pratique), sans quoi le sondage
risque d’étre biaisé. La notion d’indépendance est formalisée ci-dessous.

Définition 1311 (o-algebres indépendantes) Soit S un o-algeébre , et (S;)icr
une famille de sous-o-algebres de S ; alors les S; sont dites o-algébres indé-
pendantes si pour toute famille (s;)icy € ;e 5S; avec J partie finie de I, on
a P(ﬂiejsi) - H’iEJP(S’i)'

Soit (X;)ier une famille de variables aléatoires; alors les X; sont dites va-
riables aléatoires indépendantes si les S; sont des o-algébres indépendantes
avec S; = X; (B) (B la o-algébre borélienne de R).

Des évenements E; sont dits évenements indépendants si les o-algébres
{E;, Q\ F;,0,Q} sont indépendantes ; ce qui équivaut au fait que les fonctions
caractéristiques des F;, en tant que variables aléatoires, sont indépendantes.
On appelle suite de variables aléatoires identiquement distribuées une suite
de variables aléatoires indépendantes et ayant la méme fonction de répartition.

Rappel de vocabulaire :
¢ Un triplet de probabilité est un triplet (2, F, P), avec F une tribu sur X, et P une
mesure de probabilité sur (2, F).
o ( est appelé univers.
¢ Un événement est une partie mesurable de €2, ¢’est a dire un élément de F.
¢ Une variable aléatoire sur €2 est une application mesurable de €2 dans R (muni des
boréliens usuels).
¢ Laloi de probabilité d’une variable aléatoire X est 1’application £ x qui a un borélien
B inclus dans R associe P(X ~1(B)).
¢ La fonction de répartition d’une variable aléatoire X est I’application qui 2 un réel ¢
associe P({w € Q/X (w) < t}).

Proposition 1312 Pour que des évéenements E; pour i € I soient indépendants
il suffit de vérifier que P(Nic s E;) = ;e g P(E;) pour tout J fini dans 1.

Démonstration : 11 suffit de considérer les propriétés d’additivité de P, pour voir
que cette formule permet de déduire les cas ou des F; sont remplacés par leurs com-
plémentaires (cas de F; remplacé par I’ensemble vide ou €2 trivial).O
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Définition 1313 Deux Il-systéme Py et Py sur un méme ensemble sont dits
indépendants si pour tout p1 € Py et tout ps € Prona

P(p1 Npz2) = P(p1).P(p2)

Lemme 1314 Supposons S, et So deux o-algébres sur X engendrées respec-
tivement par Py et Py des ll-systémes. Alors S, et Sy sont indépendantes si et
seulement si Py et Py sont des 11-systémes indépendants.

Démonstration : Le sens "seulement si" étant trivial on se préoccupe de 1'autre
sens.
Fixons p; dans Py, et considérons les mesures 711 et ms définies sur So par

Ty (E) = IJ(EH pl)

el
mo(E) = P(E).P(p1)

Ces deux mesures coincident sur P et donnent une mesure finie & X ; donc par le
lemme 336 elles sont égales.

Fixons maintenant po dans Ps.

On définit maintenant les deux mesures g et my sur S; par

mg () = P(F N pa)
et
my(E) = P(E).P(p2)
Elles coincident sur P; et donnent une mesure finie & X ; donc par le lemme 336 elles

sont égales.

On a donc montré le résultat souhaité pour p; et p- dans les cas suivants :
e py € Py et pa € P, clair par hypothése.
e p1 € P et p2 quelconque, par le lemme 336.
e p1 quelconque et p»> quelconque, en fixant po et en utilisant le lemme 336.

Le résultat est done prouvé.0

Lemme 1315 (Second lemme de Borel-Cantelli) Si (Fp)nen est une suite
d’évenements indépendants, alors

> P(En) = +00 — P(limsup Ey) = 1
T
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Intuitivement, cela signifie que si la somme des probabilités pour qu’un événement
arrive a I’instant n pour n € N tend vers +o0, alors 1’événement a une probabilité 1
d’avoir lieu une infinité de fois.

Démonstration : Notons que
(limsup E,)°¢ = (Ny, Up>m, Ey)°
- Um((Unszn)C)
= U Mp>m (Ercl)
= liminf (ES)
Avec p, = P(E,,), pour tout p, par définition de I’indépendance, on a
P(Mpz2n>mEr) = p>n>m(l — pn)
Donc en passant a la limite, par monotonie de I’intersection des ¢, on a
P(Mp>mEy) = Ups>m(l —pp)

1—z < exp(—x),donc > (1—pn) < Hpsmexp(—pn) < exp(—=>°, 5, Pn) <
0, d’ou le résultat.00 -

Le premier lemme de Borel-Cantelli, évoqué en partie ??, fournit un complément
a ce lemme.

Exemple 1316 (Application des deux lemmes de Borel-Cantelli) On définit les (Ey,)n>1
comme des évenements aléatoires, indépendants, par

E, = [a.log(n), +oo[

avec X variable aléatoire définie par sa fonction de répartition Fx = e™*.

P(E,) =n % donc ) ,,~, P(E,) = +oo si et seulement si o < 1, et donc par les

deux lemmes de Borel-Cantelli E,, a lieu infiniment souvent (¢’est & dire que P (limsup E,) =
1) si et seulement si o > 1.

Définition 1317 (o-algebre asymptotique) Etant donnée une suite de va-
riables aléatoires X1, ..., Xn, ... , on appelle o-algeébre asymptotique de
la suite (X, )nen la o-algébre Ny, 1, avec T, la o-algébre engendrée par
(Xnt1, Xnta,y...).

Pour bien comprendre cette définition il faut voir que :
e 7, est la o-algebre qui rendre toutes les variables aléatoires X; mesurables pour
1> n.
o 7 est 'intersection des 7,.
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Intuitivement la o-algébre asymptotique contient les événements qui ne dépendent
que du comportement a la limite.

Proposition 1318 Les événements suivants sont par exemples mesurables
pour la o-algebre asymptotique des X; (on les appelle événements asymp-
totiques) :

o {w/limy, , oo X;(w) converge}

o {w/ >, .o Xi(w) converge}

o {w/limy, , o suM;cjo11Xi(w))/n converge}

Les variables aléatoires suivantes sont dans T (on les appelle variables
asymptotiques) :

e limsup,, ., sum;cpo,11Xs(w)/n)

o liminf, o sum;cpo 11 Xi(w)/n)

Pour contre-exemples on peut citer par exemple X 10 (variable aléatoire non-asymptotique

dans le cas général), ou la somme des X; pour 0 <7 < 10.

Démonstration : pour les trois premiers points il faut donc montrer que I’ensemble
F donné est inclus dans chaque 7,.
e Les X; sont mesurables, donc liminf X; et limsup X; sont mesurables, donc
(liminf X; — limsup X;)"1({0}) est une partic mesurable. Donc £ € 7;; de la
méme maniere F € 1, pour tout n, donc £ € 7.
e Les X; sont mesurables, donc une somme finie de X; est mesurables, donc

limsupy 1 oo E X;
i=1..n
est mesurable, pareil avec lzmin f, d’ou le résultat en considérant

(limsupnﬁJroo Z X; _limsuan+OO Z Xl)il({o})

i=1..n i=1l..n

¢ Par une méthode similaire aux deux cas précédents on montre que F appartient & 74,
il suffit de voir ensuite que limy, —, { oo SUM;¢[,1]X:(w))/n converge si et seulement si
limy, 4 oo SUM;l0,1)Xi(w))/(n — K + 1) converge pour conclure que F appartient
aussi a 7x.

Pour les variables aléatoires qui suivent les facons de raisonner sont les mémes.OI

Théoréme 1319 (Loi 0 — 1 de Kolmogorov) Soit (X, )nen une suite de va-
riables aléatoires indépendantes, et soit T la o-algebre asymptotique des X, ;
alors :

o Tout événement asymptotique a une probabilité 0 ou 1.

e Pour toute variable asymptotique Y, il existe un unique z € [—o0, +o0| tel
que P(Y = z) = 1.

Démonstration : On proceéde par étapes :
¢ On montre tout d’abord que les o-algebres suivantes sont indépendantes pour tout 7
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- la o-algébre engendrée par X1, ..., X,,, notée par la suite Y,.
- la o-algébre engendrée par X, 11, Xn 19, ..., notée comme d’habitude 7.
En effet :
- la premiere de ces deux o-algebres est engendrée par le 11-systeme des ensembles de
la forme {w/Vi € [1,n|X;(w) < @;} avec x; €] — o0, +o0.
- la seconde de ces deux o-algébres est engendrée par le I1-systéme des ensembles de
la forme {w/Vj € [n+1,n+ 1+ K] X;(w) < z;} avec z; €] — 00, +0).
Par le lemme 1314, nos deux o-algébres sont donc indépendantes.
e Y, el 7 sont indépendantes
11 suffit de voir que 7 C 7y,.
e 77 ¢l 7 sont indépendantes.
L'union des Y;, estun [1-systéme (facile), qui engendre 7 (facile aussi). D’ apreés I’ élape
précédente, 'union des Y;, et 7 sont indépendantes au sens des I1-systemes ; donc les
o-algébre engendrées sont indépendantes.
e 7 étant inclus dans 71, 7 est indépendante de 7, et donc pour tout £ € 7, on a
P(E)= P(ENE)=P(E).P(E).

Le premier des deux points est alors prouvé. Pour trouver z du second point il suffit
de considérer le plus grand z tel que P(Y < z) = 0.0

36.3.3 Espérance

@ Définitions

Définition 1320 (Espérance d’une variable aléatoire dans L) Erant don-
née X une variable aléatoire de L' (X, R), on définit son espérance par

E(X) X.dp
0

Certe définition peut éventuellement étre étendue aux variables aléatoires inté-
grables positives.

On définit en outre F(X; F), avec X une variable aléatoire L' ou bien une
variable aléatoire intégrable positive, et I une partie mesurable, par

E(X; F) /X.dp- E(X.xr)
F

avec x i la fonction caractéristique de I
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© Théorémes et inégalités

Théoréme 1321 (Théorémes de passage a la limite en probabilités) Soir
X, une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire telles que

P(X,— X)=1

c’est a dire
P{w/Xn(w) = X(w)}) =1

Alors les résultats de convergence monotone, de Fatou, de convergence domi-
née et de Scheffé, que 'on peut trouver dans la partie0, se reformulent comme
suit

e Convergence monotone :

Si les X, sont > 0 et X, (w) croit vers X(w) pour n — +oo, alors
E(X,) — E(X).

o Lemme de Fatou :

Si X, = 0alors E(X) < liminf E(X,)

o Théoreme de convergence dominée de Lebesgue :

Si pour tout n et tout w on a | X, (w)| < |Y(w)|, avec E(Y) < +oo, alors
E(| X, — X|) — 0, et en particulier £(X,,) — E(X).

o Lemme de Scheffé :

Si BE(|X,|) — E(|X]), alors E(| X, — X|) — 0.

Démonstration : Voir le chapitre6 pour les preuves correspondantes, qui s’ap-
pliquent directement.CI

Théoréme 1322 (Inégalité de Markov) Supposons X variable aléatoire , et
[ mesurable de R dans [0, +oc|, avec f croissante. Alors

E(foX)>2E(foX;X >c)2> f(C)-] X{w/X (w)>c}
que l'on peut aussi noter

E(foX)>2E(foX; X >¢)> f(e)P(X >¢)

Démonstration : 11 n’y a rien & prouver, il suffit de bien voir que f est positive.d
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Corollaire 1323 Avec X une variable aléatoire positive,

E(X)2ceP(X 2¢)

Démonstration : C’est I'inégalité de Markov avec [ la fonction identité.0

Corollaire 1324 Pour X variable aléatoire positive, P(X > z) < E(X)/=.

Démonstration : 11 s agit simplement de I'inégalité ci-dessus, reformulée.O

Théoréme 1325 (Inégalité de Jensen) On se donne f une application de U
dans R, avec U intervalle ouvert de R, et X une variable aléatoire, avec les
hypothéses suivantes :
f convexe
P(XelU)=1
E(]X]) < 400 (c’est a dire que X est intégrable)
E(|f(X)]) < +oo(c’est adire que f o X est intégrable)

Alors :

E(f(X)) =z f(E(X))

) Voir par exemple les propriétés des fonctions caractéristiques en probabilités,

1343.

Démonstration : e Les dérivées a gauche et a droite de f, notée d— et d™, existent
et sont croissantes ; on aen outre d (z) < d¥ (z).
e Considérons maintenant z € U, etz € U.
Soit z < u < z, alors la pente entre = et w est inférieure 4 la pente entre w et z; en
faisant tendre u vers z on constate alors que la pente entre z et z est inférieure a d (z).
Donc :

f(@) = f(z) +d (2)(z - 2)

De méme pour z > 2z on montrerait
flz) > f(2) +d7(2)(2 - 2)
e Comme d ™ (z) < d*(z), on peut résumer ces assertions en
f(@) 2 f(z) +d (2)(z —2)
valable pour tout .

e Il est facile de voir que F(X) € G

596



 On peut donc spécialiser I’ affirmation de I'avant-dernier pointen f(z) > f(F(X))
d~ (E(X))(x — E(X)) e En intégrant I'inégalité ci-dessus il vient

E(f(X)) = f(E(X))

La preuve est ainsi completed

© Espaces L?

MEN =N 2% Dans le contexte des probabilités, LP désignera, étant donné un uni-
vers €2, LP(§2), € étant muni d’une mesure de probabilité (L? est en fait dépendant de
I'univers €2, de la tribu définie sur €, et de la mesure définie sur cette tribu). Ne pas
généraliser les résultats qui suivent au cas général de LP(X) pour X espace mesuré
quelconque !

Proposition 1326 Pour p € (1, +c0|, alors r cLr pour tout p' > p (éven-
tuellement p' infini). En outre pour tout X dans L? , on a N, (X) < Np(X).

Démonstration : Pour I’inclusion, il suffit de voir la proposition 405.
Pour I'inégalité, on peut clairement se ramener au probléme des variables aléatoires
positives.
Etant donné X 2 valeurs positives dans L7 (X), on définit X, (w) — min(X (w), n).
Alors X, est bornée, et donc X}:’ et XT aussi, donc X}f et X? sont dans L' (on
utilise le fait que la mesure est finie). On peut donc appliquer I'inégalité de Jensen
(voir théoréme 1325) avec la variable aléatoire X? et la fonction convexe x — PP,
et écrire ,

E(X2)P'/? < B(XEP/?) = B(XE) < B(X*')

On applique alors le théoréme de convergence monotone a X7 et
E(XP)P’/F < E(Xp’)
En élevant a la puissance 1/p’ on a alors
Np(X) < Np(X)

La preuve est ainsi complete.O

Les résultats usuels dans L? sont valables, notamment I'inégalit¢ de Schwarlz, de
Holder, de Minkowski, pour lesquels on consultera la partie 8.
Pour rappeler I’ essentiel :
e Si X et Y sont des variables aléatoires de L2, alors le produit X.Y appartient 2 L',

et
[B(X.Y)| < B(IX.Y]) < Na(X).Na(Y)

e Si X et Y sont des variables aléatoires de L2, alors la somme X + Y appartient a L2,
et
No(X +Y) < Na(X) + No(Y)
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Une proposition est nécéssaire pour bien comprendre ce qu’il se passe :

Proposition 1327 Soit X une variable aléatoire , et soit [ une fonction me-
surable de R dans R, alors [ o X est une variable aléatoire de L' (au sens
donné ici, ¢’est a dire L'(S2), avec 2 muni d’une mesure de probabilité) si et
seulement si f est dans L' (R, Lx) avec Lx la loi de X.

On a alors

E(f o X) /f(:.r:).d,LX

Voir la proposition 1307 et la définition qui la précéde pour bien cerner ce qu’est
une loi de probabilité.

Démonstration : Si vous n’arrivez pas a le faire vous-mémes, mieux vaut relire
tout le chapitre. La méthode est la suivante :
e Si f est une fonction caractéristique d’un borélien, il s’agit simplement de la défini-
tion de la loi de probabilité.
e Si f est simple, alors par linéarité la propriété est aussi vraie.
o Si f est positive, alors f est limite croissante de fonctions simples, donc on peut ap-
pliquer le théoréme de convergence monotone.
¢ Enfin dans le cas général, f s’écrit comme différence de deux fonctions mesurables
positives.d

Définition 1328 (Mesure image) Etant donnée f une application mesurable
d’un espace ) mesuré par une mesure p dans R muni des boréliens, on note
u! la mesure appelée mesure image de . par f définie sur I’ensemble des
boréliens de R par

w (B) = p(f 1 (E)

11 s’agit bien d’une mesure.

Théoréme 1329 (Théoréme de transport) Pour toute fonction mesurable ¢

de R dans R,
[ o’ = [ 601 du
R Q

On ramene ainsi les intégrales du type f“ dP a des intégrales sur R pour la mesure
de Lebesgue ; on n’a pas besoin de connaitre la structure de §2, mais seulement les lois.
Démonstration : Le chapitre sur I’intégration permet de comprendre clairement
les notions en jeu. 11 s’agit en fait simplement de vérifier la formule dans le cas d’une
fonction caractéristique d’un borélien, puis d’un le cas d’une fonction simple (i.e. éta-
gée! et mesurable) grice 2 la linéarité de I'intégrale, puis pour une fonction positive

!Etagée = ne prenant qu’un nombre fini de valeurs
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par passage au sup, puis dans le cas général en exprimant une fonction comme diffé-
rence de deux fonctions 1'une positive et I'autre négative (utilisation du théoréme de
convergence monotone a la fois pour les fonctions simples tendant vers ¢ et pour les
fonctions simples tendant vers ¢ o f).0

Corollaire 1330 On peut écrire le méme théoréme avec une fonction ¢ de R™
dans R et f de Q dans R

Démonstration : Méme principe que ci-dessus.0

& Densité de probabilité

Définition 1331 Erant donné X une variable aléatoire , une application fx
mesurable est appelée une densité de probabilité de X si et seulement si pour
tout borélien I de R P(X 1(E)) = [, fx.

Notons que bien sir [, fx = 1

@ Variance, covariance, lois jointes, densités jointes, fonctions de répartition jointes

Définition 1332 (Covariance et variance) Erant donnée X une variable
aléatoire , on définit la déviation de X par X = X — E(X )
Etant données X et Y des variables aléatoires dans L2, on définit la cova-
riance de X et Y par o

Cov(X,Y) = E(X.Y)

Etant donnée X une variable aléatoire dans L>, on définit la variance de X
par
Var(X) = Cov(X, X)

Le produit scalaire de deux variables aléatoires X et Y de L est espérance
de X.Y (comme dans le cadre d’un espace L* quelconque), noté < X|Y >.
On appelle corrélation entre deux variables aléatoires X et Y de norme 2

non nulles le réel de [0,1] cor(X,Y) = ﬁ,—) On appelle angle entre

deux variables aléatoires X et Y de norme 2 non nulles le réel 0 appartenant
5 . - <X|Y>

a [{), J.ll tel que LGS(@) = M (X). N2 (7))

Deux variables aléatoires sont dites non corrélées si leur covariance est nulle.
On appelle matrice de covariance d’un suite fini de variables aléatoires
(X1, ..., Xq) la matrice M définie par M; ; = cov(X;, X;).

Corollaire 1333 (Inégalité de Tchébitchev) Pour X variable aléatoire,
P(|X — E(X)| > ¢) < Var(X)/é

} Voir le théoréme 417 sur les polynomes de Bernstein.

599



Démonstration : 1l suffit d’appliquer le corollaire 1324 de I'inégalité de Markov
a(X - E(X))o

La définition de la covariance et de la variance se justifie par le fait que si X est
dans L7, alors X — E(X) aussi, et donc (X — E(X)).(Y — E(Y)) est dans L' par
I’inégalité de Schwartz.
La définition de la corrélation se justifie par I'inégalité de Schwartz.
La corrélation entre deux variables aléatoires est le cosinus de 1’angle entre les dévia-
tions de ces variables aléatoires. o
On a cov(X,Y) = B(X.Y) — E(X).E(Y) =< X|Y > etvar(X) = E(X?) -
E(X)2.
Si X, ..., X, sont des variables aléatoires , alors

var( Z X;) = Z cov(x;, x;)

i€[1,n] (i,7)€[1,n|?
var( Z X:) Z var(x;) 4 Z cov(z;, ;)
i€[1,n] ie[1,m (1,7)E[1,n|2,i#5
var( Z X;) Z var(z;) + 2. Z cov(x;, ;)
i€[ln] i€[l,n] (E.5)€ellin]?,i<y

Pour plus d’informations voir8 et plus spécialement8.4.2.

Théoréme 1334 (Une propriété fondamentale des variables aléatoires indépendantes)
Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes appartenant a L. Alors
X.Y est L' et

E(X.Y)=E(X).E(Y)

Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes appartenant a L>. Alors :
cov(X,Y) =0
var(X +Y) = var(X) + var(y)

Démonstration :  On se préoccupe tout d’abord du premier résultat :
e Si X et Y sont des fonctions caractéristiques, alors X = xp et Y XE, et
E(XY) = P(xgnr) = P(E).P(F) par indépendance.
e Si X et Y sont des fonctions simples alors ce sont des combinaisons linéaires de
fonctions caractéristiques, donc le résultat est aussi valable.
e Si X et Y sont positives, alors ce sont des limites de fonctions simples, donc le ré-
sultat est aussi valable par le théoreme de convergence monotone.
e Dans le cas général, X et Y §’écrivent comme différences de deux fonctions posi-
tives.
La suite se déduit facilement, au vu des définitions de la covariance et de la variance.O

Notez bien qu’il n’y a PAS d’erreur dans I’énoncé, X et Y sont supposées dans
le premier cas appartenant 2 L', et pas nécéssairement a L2,



Pour cerner plus précisément I'intérét de I'indépendance des variables aléatoires ,
on a besoin de définitions supplémentaires utilisant les mesures produits (voir la par-
tie6.8 pour connaitre les bases requises).

Définition 1335 Etant données X, ..., X,, des variables aléatoires , on ap-

pelle
e loi jointe de X4,..., X, ou simplement loi de X1,..., X, application
Lx, . x, qui & un borélien E de R™ associe P(F) avec FF = {w €

Q/(X1(w), ..., Xn(w)) € E}L

o fonction de répartition de X, ..., X,, Uapplication qui a (x1, ..., z,) dans
R™ associe Lx, ... x.(] — 00,Z1],...,] — 00, z,)).

e densité de probabilité ou simplement densité de probabilité de X, ..., X,
une application f de R™ dans R telle que pour tout borélien I de R™ on ait
LX.,...,XH(E) rbf

On note que le théoréme de Fubini permet d’affirmer qu’étant donnée f densité de
probabilité jointe de X, ..., X, I'application

€T = f(a:ls'"aw'l'- 1a$s$'ll-|ls"'la:n)
(F1 400y Bam 1, B0 15000y Ty )ERN—1

est une densité de probabilité de X,.

Théoréme 1336 Soient X1, ..., X, des variables aléatoires . On note Lx, la
loi de probabilité de X;, Fx, la fonction de répartition de X;, Lx, . x, la
loi de probabilité jointe de X1, ..., Xn, Fx, ... x, la fonction de répartition
de X1, ...Xn, fx, une densité de probabilité de X;, fx, .. x, une densité de
probabilité de X, ... X,,.

Alors

Xi,..., Xy sont indépendantes <= Lx, . x, —=Lx &..® Lx,

X1, ..., Xy, sont indépendantes <+

Fx;,... %0 (@1, Z0) = Fx; (21) X .. X Fx, (@n)

X1, ..., X, sont indépendantes <+

Fxixn (@, mn) = fx, (1) % ... X fx, (zn)presque partout

Démonstration : Admise.0
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Proposition 1337 (Egalité de Bienaymé) Si les X; sont deux a deux non cor-
rélées (par exemples indépendantes), alors

Vwr(z X;) = Z Var(X;)

Vwr(z X;)
=E()_Xi-EQ_ X:))%)
= E((Z X; — E(X:))%)
S B((X - B(X).(X; - E(X;))
(i,9) €12

Z Var(X;)

i€[1,n)

La preuve est compléte...0

Corollaire 1338 (Inégalité de Bienaymé-Tchébitchev) Si les  (X;)ici1n)
sont deux a deux indépendantes, pour t > 0,

) i > Var(X;)
I (|§X@ - B(X)| 2t) £ =—p—

) On peut par exemple voir 36.12.5.
Démonstration : 1l suffit de combiner I'inégalité de Tchébitchev et I’égalité de
Bienaymé.O

36.4 Somme de variables aléatoires et transformée de
Fourier

Définition 1339 (Produit de convolution) On appelle produit de convolu-
tion de deux lois de probabilités indépendantes P et PY sur R la loi PX +PY
sur R définie par

X o PYV(E) — = - ) pX
(PX + PY)(E) ./p,(/p,‘“ (z — ))dPX ()
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Proposition 1340 (Propriétés fondamentales du produit de convolution)

Si X et'Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantes de lois PX et
PY .

eLaloide X +Y est PX x PY

o PX 5 PY — pPY 4 pX

e Pour toute fonction mesurable [ de R dans R,

/mf(fv")-d(PX + PY)(z)

N / ( / f(z + y)dPY (y))dPX ()
R JR

Démonstration :
PXY(E) = PXY (som(X,Y) € E)

avec som : (z,y) —x +y

[ XV () + X () i
JE2 S

= //XE(Y(Wl)+X(wg))dPX(U’Y
JREJER

Et le premier point en découle ; le deuxieéme point découle de la commutativité de 1’ad-
dition, et le troisieme point est une application immédiate du théoréme de transport.0

Proposition 1341 (Liste de propriétés du produit de convolution) On  se
donne X, Y et Z des variables aléatoires réelles et PX, PY et PZ leurs lois.
o Le produit de convolution de la loi PX par une masse de Dirac située” en 0
est la loi PX elle-méme.

e Le produit de convolution de PX par une masse de Dirac située en x est la
loide X + x.

o Le produit de convolution est commutatif, associatif.

e Le produit de convolution est distributif, en un sens bien précis ; pour t dans
[0,1], ona:

PXx(@.PY +(1-t).P?)=tPXxP¥+ (1 —t).PXx PY

“Une masse de Dirac en X est une mesure 8, telle que §.(E) = 1siz € Fetd.(E) =0
sinon.

Démonstration :  Les (rois premiers ¢ sont évidents, au vu de la proposition pré-
cédente. Le quatrieme vient simplement du fait que £.PY - (1 — £).PZ est bien une loi
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de probabilité.00

Définition 1342 (Fonction caractéristique) Soir X une variable aléatoire a
valeurs dans R%, On appelle fonction caractéristique de X la fonction

¢% :R* - RY

définie par _
¢X(t) E(e’«‘.(f-,x>)

Les adeptes auront reconnu une transformée de Fourier.

Proposition 1343 e ¢*(t) Jga cos(< t,z >)dPX(z) + i. [, sin(<
t,z >)dP¥ (y)

e X (0) =1

o X est a valeurs dans le disque unité fermé de C

o X = @Y impliqgue PX = PY.

Démonstration :
Point par point :
e Par définition !
e Clair!
e Grice a I'inégalité de Jensen (voir 1325).
e Ce point, délicat, sera ici admis.O
Quelques exemples de fonctions caractéristiques :
- Si PX estun dirac en z, alors ¢* (1) = e?<t-*>,
- Etant donné X une variable aléatoire a valeurs dans R, M une matrice de type
(d,d), et C un vecteur dans R?, avec Y = M.X + C,ona

&Y (t) = E(ei<tY>)

— B(I<tMX>Hi<t,C>)
I<LC> B(ei<tMX>)
ea‘<t,C>_E(ei<X:‘Mt>)
1 Ei{""C}.(bX(r'Mﬂ)

- On trouvera d’autres exemples dans la partie 36.8.

Théoréme 1344 (Formule d’inversion de Fourier) On suppose que ¢,
fonction caractéristique de la variable aléatoire X, est intégrable. Alors X
admet une densité continue bornée f*, et on a

1

_,er (Jf) _ (21_')& /Rd E_i{""m}(bx(t).d{,




Démonstration : On se réfere a la partie consacrée aux séries de Fourier, o1 I’on
trouvera d’ailleurs de nombreux résultats complémentaires...00

Définition 1345 On appelle moment d’ordre k de la variable aléatoire X a
valeurs dans R Uespérance de X*. On appelle moment centré d’ordre k de
la variable aléatoire X a valeurs dans R Uespérance de (X — E(X))E.

Le résultat suivant est donné sans preuve.

Proposition 1346 Deux variables aléatoires bornées ayant les mémes mo-
ments a tous ordres sont égales.

36.5 Probabilités conditionnelles
Cette partie sera indispensable pour bien comprendre la partie sur les martingales

(36.6). Les démonstrations, souvent abstraites et difficiles, seront laissés de coté. FLEM-
MARD

36.6 Martingales

Définition 1347 On appelle espace filtré un guadruplet (2, F, (Fp)nen, P)
avec (U, F, P) triplet de probabilité, et (F,)ncn une filtration, ¢’est a dire
une suite croissantes de o-algébres incluses dans F.

On appelle processus adapté a un espace filtré une suite (X, )nen de va-
riables aléatoires a valeurs dans R telles que

Wn € NX,, est F,.-mesurable

On appelle processus prévisible (relativement a un espace filtré) une suite
(X )n=o de variables aléatoires a valeurs dans R telles que pour tout n > 0
C, est Fy,_1-mesurable.

On appelle temps d’arrét une application de 2 dans N telle que pour tout n
{w/T(w) < n} appartient a F,.

On appelle processus prévisible associé a un temps d’arrét le processus pré-
visible C tel que Cy(w) est égal a1 sin < T'(w) et égal a 0 sinon.

Etant donnés X un processus et T un temps d’arrét, on note X' le processus
X stoppé a Iinstant T défini par X! (w) X min(T(w)m) (@)-

Etant donnés un processus prévisible C et une martingale X, on note (C o
X)n =30 1 Ci(Xi — Xi—1) pourn > 1.

Un processus C est dit borné si il existe K tel que pour tout n et tout w,
|Cr(w)| est majoré par K.
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&‘ En fait I'espace filtré représente les connaissance disponibles a I’instant
n € N, dans un espace a temps discret ; ¢’est-a-dire qu'une fonction est F,,-mesurable
a condition qu’elle puisse &tre connue a I'instant 2. Ensuite le fait qu'un processus soit
adapté, signifie simplement que la valeur de X, (w) est connue a I’instant . Un proces-
sus prévisible est en fait un processus déterminé & I’avance, ie le processus a 1’instant
n est connu dés I'instant n — 1. Un processus prévisible sera notamment usuellement
une stratégie élaborée par un joueur, qui peut donc agir en fonction de ce qui a déja eu
lieu, la stratégie étant supposée déterministe. Un temps d’arrét est en fait une fagon de
décider un instant, sachant que la décision d’un instant ne peut étre faite qu’en fonction
des éveénements antérieurs. (C o X),, représente le total des gains a I'instant n, C,, re-
présentant la mise, et X,, — X, _; le gain avant multiplication par la mise, Le processus
prévisible associé a un temps d’arrét est en fait une facon de jouer ot I'on ne choisit
pas la mise, mais pour laquelle on peut choisir e moment ot le jeu s’arréte.

On verra un temps d’arrét sympathique ¢t un processus stoppé sympathiques
en partic 36.12.10,

Définition 1348 Un processus adapté X est une martingale si pour tout n X,
est L' ET si pour tout n Uespérance conditionnelle (X, |F, 1) est égale a
X

Un processus adapté X est une surmartingale si pour tout n X, est L* ET si
pour tout n lespérance conditionnelle (X, |Fp—1) est <a X™ 1.

Un processus adapté X est une sous-martingale si pour tout n X,, est L' ET
si pour tout n 'espérance conditionnelle E(X,|F,, 1) est <a X" '

b_. On comprend bien ce que signifie le fait que X, soit L' ; la condition sur
I’espérance conditionnelle, signifie, elle, simplement que la moyenne de X,,, toutes les
informations étant connues jusqu’a I'étape n — 1, est égale & X,, ;. C’est a dire que si
I'on fixe les n — 1 premigres étapes, la n-idme est centrée (a sa moyenne) sur 1’étape
n—1.

N

\
|
& En voyant X,, comme le gain a un jeu jusqu’'a I’instant n inclus, une
surmartingale est un jeu ot en moyenne on perd, une sous-martingale un jeu ou en
moyenne on gagne.

Proposition 1349 Si X est une surmartingale, —X est une sous-martingale.
X est une surmartingale si et seulement si X est une surmartingale et une
sous-martingale.

Exemple 1350 On aura souvent comme filtration F,, = o(Wy, ..., W,,) (o-algébre
engendrée par Wy, ... . W), et X, = [fo(Wo,...,W,,) avec [, mesurable de R™
dans R comme processus adapté.

Exemple 1351 Soit (X, )ncx des variables aléatoires indépendantes 1" d’espérance nulle.
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On définit S,, Ziei-[, ] Y;. La filtration choisie est définie par : F,, est la o-algébre
engendrée par (Xo, . .., X,). Alors S,, est une martingale.

Avee X; = %51 + %6 1, variable aléatoire a valeurs dans {—1, 1} (équirépartie
sur ces deux valeurs), on a une marche aléatoire sur Z,

On peut aussi prendre des variables aléatoires X; positives, d’espérance 1, indé-
pendantes, pour X, et définir I1,, le produit des X; pour i < n. La filtration se définit
comme dans le cas ci-dessus.

Théoréme 1352 (On peut pas gagner si on a un porte-monnaie fini) o  Si
C est un processus prévisible et borné et positif et si X est une surmartingale,
une sous-martingale, une martingale (respectivement), alors (C & X) est une
surmartingale, une sous-martingale, une martingale.

o Si C est un processus prévisible et borné et X une martingale, alors C X
est une martingale.

Démonstration : En utilisant les propriétés de I’espérance conditionnelle,
E((C.X)n_(C.X)n 1|Fn 1 CnE(Xn_X'n 1|:Fn 1)

C‘u(E(an-?:n—l) = E(X'n.—] |fn—1)) CR(E(X‘R|F‘R—1) = Xn—]a

d’ot les résultats en appliquant les définitions des martingales, des surmartingales,d es
sousmartingales.]

Corollaire 1353 Si X est une surmartingale, et T' un temps d’arrét, alors le
processus stoppé X1 est une surmartingale et E(Xp») < E(Xo). Si X est
une martingale, et T un temps d’arrét, alors le processus stoppé X est une
martingale et I5(X7-) = E(Xo).

Le résultat suivant provient de [21] :

Théoréme 1354 (Théoréme d’arrét éventuel de Doob) Soit T un temps
d’arrét et X une surmartingale, alors si l'une des conditions suivantes esit
vérifie : @ AN NwT(w) < N

o 3K /V(w,n)| X, (w)| < K et pour presque tout w T est fini.

e F(T) < oo et AK /¥ (n,w)| Xpn(w) — Xp 1 (w)| < K

on peut conclure que E(Xr) < E(Xo)

Démonstration : Application facile des résultats ci-dessus, en utilisant la conver-
gence dominée de Lebesgue 366 dans le troisiéme cas. O
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36.7 Processus stochastique. Processus de Markov

Définition 1355 On dit qu’une suite (X, )nen de variables aléatoires a va-
leurs dans un ensemble E au plus dénombrable muni de la o-algébre P(E)
est une chaine de Markov dans E espace des états si pour tout (ig, ..., i)
suite finie d’élements de F telle que P(Xq = ig A Xy = i1 A+ A Xy
in—1) >0, P(X,, = in|Xo =10 AX1 = 1A AXp1 =in1) = P(X,
?:ann—l ?:n—])-

La chaine de Markov est dite homogéne si pour tout n P(X,, 11 = j| X, = 1)
est indépendant de n tel que P(X,, = i) > 0.

On appelle matrice stochastique une application M de E* dans [0, 1] telle
que pour tout i 3, M; j = 1. La matrice stochastique, dite aussi matrice
de transition, associée a une chaine de Markov homogéne telle que pour tout
i dans E il existe n tel que P(X,, = 1) > 07 est la matrice M définie par
M, ; = P(Xp41 = §| X =1).

“Cas auquel on peut toujours se ramener, en restreignant .

\ |

NN
|

b_ Cela signifie simplement que I’état & I'instant n (ie X,) ne dépend que de
I’état & I'instant z,,_; et pas des élats aux instants antéricurs. La chaine est homogéne
si les changements d’élats ne dépendent que de I'état, et pas de la date. Dans beaucoup
de modélisations, la chaine est homogéne.

Les marches aléatoires, définies dans la partie 36.6, sont des exemples de chaines
de Markov.

Remarquons 1'égalité de Chapman-Kolmogorov : P(X,,1n = j|Xo = 1) =
> ker P(Xm = j| X0 = k)P(Xy = k| Xo = i)

Notons que les produits de matrices stochastiques, définis comme généralisation du
produit usuel de matrice par M N = P avec P j = ),y M x Ny j, sont bien définis
¢t sont encore des matrices stochastiques. On remarque aussi que :

Proposition 1356 Si X est un processus de Markov de matrice de transition
M a

L] P(XO ?:OAXI i]/\Xﬂ_ !.n) P(XO "EO)M':'
o P(X, =1) chb‘(Pn)j,i

0,%1 M‘hﬁh 2 ‘Min 1yin®

“Ceci impliquant que X est une chaine de Markov homogéne et que pour tout  dans ¥ il existe
n tel que P(X, =) > 0.

FLEMMARD

36.8 Zoologie des lois de probabilité

36.8.1 Lois normales
FLEMMARD
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36.8.2 Loi de Bernoulli

Proposition 1357 (Loi de Bernouilli) e Paramétre : B(p) a pour paramétre
p€[0,1]

e A valeurs dans {0, 1}

0Loi:P(X=1)=p&P(X=0)=1—p

e Espérance : p

e Variance : p.(1 — p)

e Fonction caractéristique : ¢(t) =1 —p + p.e®
e Intuition : pile ou face sip = 3

411

, pile ou face "biaisé" sinon

36.8.3 Loi binomiale et multinomiale

@ Loi binomiale

Proposition 1358 (Loi binomiale) e Paramétres : B(n, p) a pour parameétres
ndansNetp € [0,1]

o A valeurs dans {0,1,2,...,n}

e Loi: P(X =k)=Ckp*(1 —p)" *sik € [0,n] et P(X = k) = 0 sinon

e Espérance : n.p

e Variance : n.p.(1 — p)

e Fonction caractéristique : $(t) = (1 — p + p.e®*)"

o Intuition : somme de n lois de Bernoullis de méme parametre p.

o Signe particulier : la somme de deux variables aléatoires lois binomiales
B(na, p) et B(na,p) est une variable aléatoire de loi B(ny + n2, p) (les deux
lois binomiales en question etant supposées indépendantes!). On peut de la
méme maniére sommer un nombre quelconque de lois binomiales (conformé-
ment a Uintuition ci-dessus d’ailleurs).

e Cas particulier : B(1,p) = B(p), loi de Bernoulli.

e Cas limite : Si limp_—con.pn = A, alors B(n,py) converge en loi vers
une variable aléatoire de loi de Poisson P(\). Noter que seul le produit n.p.,
compte pour ce passage a la limite ; d’ou I’additivité des lois de Poisson quel
que soient leurs parameétres.
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[ Loi géométrique

Proposition 1359 (Loi géométrique) e Parametre : G(p) a un paramétre p €
10,1]

o A valeurs dans i

eloi: P(X =k)=p.(1-p)*

e Espérance : —F

. 1—
e Variance : >

H
S s

e Fonction caractéristique : (—E—)" FLEMMARD

e Intuition : on tire au sort jusqu’a ce que l’'on gagne, sachant qu’a chaque
étape on a une probabilité p de gagner. Le nombre d’échecs avant la premiére
victoire suit une loi géométrie G(p).

[ loi binomiale négative

Proposition 1360 (Loi binomiale négative) e Paramétres : B~ (n,p) a deux
paramétres n € N et p €]0, 1]

e A valeurs dans N

eLoi: P(X =k)= C’ﬁ;,iflp".(l — p)* pour toutk € N

e Espérance : n.%

e Variance : n.lf—p

e Fonction caractéristique : $(t) = (—L=)" FLEMMARD

o Intuition : ¢’est un peu comme une série géométrique, a part que l’on attend
d’avoir gagné n fois ; on compte le nombre d’échecs.

e Cas limite : B~ (1,p) = G(p)

© Loi multinomiale

Proposition 1361 (Loi multinomiale) e Paramétre : M(n,p1,p2,...,pq) a
pour parametresn € N et (p1, ..., pa) € [0,1]% avec Y | p; = 1

e Avaleurs (n1, ...,nq) € [0,n]%, avec Zle n; =n

o Loi: P(X = (n1,...,nq)) = m Si Zle n; = n et 0 sinon

e Espérance : (n.p1,n.p2, ..., n.Dd)

e Matrice de covariance : M; j = —n.p;.p; $ii # j, M; ; = n.p;.(1 — p;)

e Fonction caractéristique : ¢(t) = FLEMMARD

o Intuition : on tire au sort n fois un nombre entier entre 1 et d, et la i-iéme
composante représente le nombre de fois que I’on a tiré I’entier i.
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36.8.4 Loi de Poisson

Proposition 1362 (Loi de Poisson) e Paraméire : P(\) a pour paramétre \ €
R

o A valeurs dans N

o Loi: P(X =k)=e
e Espérance : A

o Variance : A

e Fonction caractéristique : ¢(1) = e
e Intuition : cas limite de la loi binomiale (voir partie 36.8.3)

e Signe particulier : la somme de deux variables aléatoires de lois de Poisson
P(A) et P(p) est une variable aléatoire de loi de Poisson P(\ + p).

e Cas limite : Si X suit une loi P(\), alors % converge en loi vers une loi

normale N'(0, 1) quand \ tend vers +co.

A.(a"l—lj

36.8.5 Loi hypergéométrique

Proposition 1363 (Loi hypergéométrique) e Parameétre : H(N,n,p) a pour
parametres N un entier, n un entier < N, et p de la forme q/N avec q €
{05 T N
o A valeurs dans {0, 1, ...,n}

ok on=k
e loi: P(X = k) N”—C:“;”- si k est supérieur ou égal @ 0 et & n —
N.(1 —p) et inférieur ou égal an et a N.p.
e Espérance : n.p (indépendante de N !)
o Variance : =2 n.p.(1 - p)
e Fonction caractéristique : FLEMMARD
o [ntuition : une urne contient N boules, dont une proportion p de boules
noires. On tire n boules ; la loi hypergéométrique H(N,n,p) décrit le com-
portement du nombre de boules noires tirées.
e Cas limite : une suite de variables aléatoires suivant une loi hypergéomé-
trigue H(N,n,p) converge en loi quand N — oo vers une loi binomiale
B(n, p) (logique intuitivement !).

FLEMMARD + illustration en matlab d’une au moins de ces fonctions (toutes les
caracs.)
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36.9 Loi des grands nombres

FLEMMARD

Exemple Matlab : texte du programme Ign.m

function £ = lgn(irj:n:p)
x=rbeta([p,nl,i,3j);

m=cumsum(x’)’ .*(ones ([1,p]) " *(1./(1:n)));

m=[m; ((1/(i+]j)) *ones([1l,nl))];

plot (m’);

xlabel (sprintf (' Convergence de %d moyennes de k vas

beta (%d, ¥d) vers 1’’esperance pour k dans
1,%d’,p,1i,3,n));

Le résultat se trouve en figure 36.1.

07

0.1 b

0 1 1 1 1 1 1 1

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
de 5 moy de k vas beta(1,2) vers l'esg pour kdans 1,500

g

F1G. 36.1 — Loi des grands nombres
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36.10 Théoreme central limite

FLEMMARD citer comme application les grandes déviations et d’autres trucs. On
donne ici deux exemples d’illustration, I’un en matlab, I’autre en Maple.

Exemple Matlab : texte du programme tcl.m

function £ = tcl(i, j,n,p,nb, step,A)

N=n/step;

x=sum(rbeta ([p, N, stepl, i, J),3);

E=step*i/ (i+73);

sigma=(i*j/ ((i+J+1)* (i+]j) "2)) *step;

m=(cumsum(x’ )’ .* (ones ([1l,p]) " *(1./(1:N)))-E) /sqrt (sigma) ;

rf=pnorm(-A:2*A/nb:A,0,1);

index=cumsum(ones([1l,nb])/ (nb+2));

for k=1:N,

vecteur=(m(:,k)) *sqgrt (k) ;

e=quantile (vecteur, index) ;

plot (-A:2*A/nb:A,rf,e, index) ;

xlabel (sprintf (' Fonction de repartition de la moyenne de
%3d vas beta(%d,%d)’,k*step,1i,3));

sprintf (' Appuyez sur une touche pour la
suite’), pause;
end
end;
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L’intérét de cet exemple (notamment par rapport a I'illustration suivante en Maple)
est le fait qu’ici on montre la convergence simple de la fonction de répartition, alors
que la convergence illustrée en examinant des histogrammes est moins directement liée
au théoréme central limite. Je n’ai pas représenté la figure obtenue car il s’agit d’une
séquence, qu’on ne peut rendre sur papier sans occuper une place abusive...

| Exemple Maple |

> restart;with(stats);

|anova, describe, fit, importdata, random, stalevalf, staiplots, transform|

> unif:= i -> random[uniform[0,1]] (i);

unif = randoMayniform, ;

> normale:= i -> random[normald(0,1]] (1);

normale := randompormaid,

> fit[leastsquarel[[x,v,z],z=d*x*y+e*x"2+f*y"2+a*x+b*y+c,
{al’bfcl’dl’elf }]]([[ll’lfll’2l’2f2!3l3l3]f[ll2l’3l’lf2l’3l’11213]f
[24,6,9,12,16,12,13,14]1);

1 28 5 1, 135 5 160
EE TR g E Ty Ty T YT

> with(statplots);histogram([normale(50)], [normale(200)],
[normale (800) ], [normale (6400) ], numbars=40, area=1);
|[bozplot, histogram, scatterplot, zscale, xzshift, xyexchange, xzexchange, yscale, yshift,
yzexchange, zscale, zshift|

36.11 Inégalité de Cramer-Chernoff, grandes déviations

On pourra consulter le livre [ 18], lecture 16, avec profit. Une application possible
des grandes déviations est illustrée en 36.12.5,
FLEMMARD

Le programme suivant illustre le résultat prédit par le résultat FLEMMARD ci-
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F1G. 36.2 — Théoréme central limite : convergence vers la loi normale.

dessus.

Exemple Matlab : texte du programme gd.m

function £ = gd(i, j,n,p,c,astuce)

x=mean (rbeta([p,n,astuce] ,i,3),3);

M= (abs (cumsum (x’ )’ .* (ones ([1,pl) " *(1./(1l:n)))—-1/(i+3J)));
m(l, :)=mean (M>c);

m(2, :)=mean (M>2*c) ;

m(3, :)=mean (M>3*c) ;

m(4, :)=mean (M>4*c) ;

m={(log(m)) /astuce;

plot (m’);

title(sprintf(’1l/k log de la proportion des %d moyennes
" \ \ de k vas beta(%d, %d) a distance > %g x 1:4 de

\ \ \ 1'’esperance pour k dans 1,%d’,p,1i,J,c,n*astuce));
text(n/2,m(1l, floor(n/2)),sprintf (' %g’,c));

text (n/2,m(2, floor (n/2)),sprintf (' %g’,2*%c));

text (n/2,m(3, floor(n/2)),sprintf (' %g’,3*c));
text(n/2,m(4, floor(n/2)),sprintf (' %g’,4*%c));

Le résultat est illustré en figure 36.3; il faut noter le fait que la courbe est bien
linéaire.
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1/k log de la proportion des 2000 moyennes de k vas beta(1,1) a distance > 0.0025 x 1:4 de |'esperance pour k dans 1,90C
0.005 T T T T T

-0.005-
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003

-0.035-

-0.04
0

FI1G. 36.3 — Grandes déviations

36.12 Applications des probabilités
36.12.1 Liste d’exemples simples

[ Les singes tapant Shakespeare

On note SK la concaténation de toutes les ceuvres de Shakespeare. Un singe est
placé devant une machine a écrire ; il tape un caracteére par seconde, chaque caractére
ayant une probabilité > 0 d’étre tapé a la seconde ¢.

— la probabilité pour que le singe tape S K une infinité de fois est 1

Démonstration : Par le deuxieme lemme de Borel-Cantelli.O

Si la suite de caracteéres de SK est désigné par (uy,)ne[1,n alors la probabilité pour
que SK soit tapé au moins k fois en temps P est FLEMMARD.O

Démonstration : FLEMMARDDO

36.12.2 Application des probabilités au calcul d’intégrales

On se donne une fonction f L' de [0, 1] dans R. On va chercher a calculer I’inté-
grale I de f sur [0, 1].
I est’espérance de f, vue comme variable aléatoire. Donc par I’inégalité de Tche-
bitchev, on peut écrire que
1 n
P(|=Y f(X:i) = I| <¢) < FLEMMARD
n i=1
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avec les X; des variables aléatoires identiquement distribuées uniformes sur [0, 1].

36.12.3 ABRACADABRA : application des martingales

Le résultat suivant est extrait de [21] (en tant qu’exercice non corrigé) :

Proposition 1364 Soit T la variable aléatoire égale au temps (en secondes)
pendant lequel un singe tape sur une machine a écrire une lettre au hasard par
seconde jusqu’a obtenir la suite "ABRACADABRA", chaque lettre ayant une
probabilité 1 /26 d’étre tirée au sort a chaque seconde.

Alors E(T) = 261 +26% + 1.

Démonstration : On imagine qu’un nouveau joueur intervient a chaque seconde
n € [0, T], et parie sur la prochaine lettre fournie par le singe. Il mise un franc sur A,
et gagne 26 francs s’il a raison. A la seconde suivante (alors méme qu’un autre joueur
arrive), s’il a perdu il arréte de jouer, et s’il a gagné il remise tout ce qu’il a gagné sur
B, gagnant 262 francs s’il gagne, et perdant 26 francs s’il perd. Il continue ainsi jusqu’a
gagner 26" francs avec le mot complet ABRACADABRA ou jusqu’a perdre.

11 est clair que le gain total de ’ensemble des joueurs est une martingale (par le
théoréme 1352), et que donce par le théoréme d’arrét éventuel de Doob (1354) permet
de conclure que I’espérance est nulle. On en déduit le résultat démandé en constatant
que les pertes sont égales a 7' — 26" — 26* — 26 (examiner les joueurs encore en jeu A
I'instant 7).0

36.12.4 Application au calcul de la longueur d’une courbe
FLEMMARD

36.12.5 Application a I’évaluation de la perte de précision dans un
algorithme

On peut utiliser ici des résultats divers concernant la limite d’une somme de va-
riables aléatoires identiquement distribuées ; grandes déviations, théoréme central li-
mite, inégalité de Bienaymé-Tchébytchev 1338 FLEMMARD...

On suppose qu’'un programme effectue un calcul et qu’a chaque élape on ajoute
un nombre, et que la perte de précision est la valeur absolue de la somme de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées.

A chaque étape, on a un u,, représentant la valeur obtenue aprés le n-iéme calcul,
et X,, la différence entre u,, .1 et f(u,) la valeur que 1’on obtiendrait si I’ordinateur
avait une précision infinie a cette étape.

C’est-a-dire que, S, représentant la somme des X; pour ¢ variant de 1 a n, les X;
étant des variables aléatoires identiquement distribuées , en supposant que 1’espérance
de X; est nulle, on a les résultats suivants :

¢ E(S,)=0
e Par I'inégalité de Bienaymé-Tchébitchey, si la variance est 02 < oo : P(|S,| >
c) < 2%

e Par le théoréme central limite,

P(|Sn| > ev/10) —n 00 2P(N > ¢)
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avec NN variable aléatoire de loi normale N (0, 1) (ceci permet donc la construction
d’intervalles de confiance).
e Par les résultats sur les grandes déviations,

P(|S,| > en)

avec e positif décroit exponentiellement en n.

36.12.6 Application des probabilités a la géométrie euclidienne

Soient ()¢ 1,4 une famille de d vecteurs de R?,

On se donne (p;)ic (1,4 une famille de réels dans [0, 1].

Définissons =, p;.@;.

Montrons qu’il existe (¢;);e 1,4 une famille de d éléments de {0, 1} tels que |jw —

2
Ssamill < \/Sicna luill’/2

On définit (X7, ..., X4) un vecteur aléatoire de loi
P(X = (z1, ..., 2d)) = iepn,qpf* . (L — i)'~

pour (21, ...,xq4) € {0,1}¢
(c’est a dire, intuitivement, que la probabilité pour X; d’étre égal a 1 est p;, et que
les composantes sont indépendantes)
eton définit X = > X;.2; ; X est un vecteur aléatoire.
Calculons I’espérance de || X — w||2.
E(|X —w||)
E( Y (Xi—pi)(Xj —pj)- <uiu; >)

(¢.4)€[1,d]?

d
= Z s i (1 = i)

i=1

d -
= [lwil?/4
i=1

Do le résultat.0

36.12.7 Probabilité pour que le rapport de #piles/(#piles+#faces)
tende vers 3

FLEMMARD

36.12.8 Proportion de diviseurs de » dans |1, 7

Ce résultat est extraitde [ 1].

Définition 1365 On note p(n) le nombre de diviseurs premiers de n.
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Soit u, une suite tendant vers +oo. On définit E2 ’ensemble des i € [1,n] tels
que

|(2) — log(log(n))| est supérieur ou égal a a(n)+/In(in(n)) Alors I’objectif va
&tre de prouver que :

limy, o0 al = 0

L’intérét sera de prendre alors a(n) = +/In(In(n)), et on arrivera a la conclusion
que la proportion d’entiers i tels que p(4)/In(in(i)) soit plus loin de 1 que e tendra
vers 0 pour n — oo.

Montrons donc notre résultat.

¢ Pour cela on considere les lois de probabilités (prob,,) a valeurs dans N* pour
n € N, définie par prob, (i) = 1/nsii < n et 0 sinon.

¢ On définit ensuite div(p, n), application de P xN* dans {0, 1}, avec P I’ensemble
des nombres premiers, avec div(p,n) = 1 si p|n et 0 sinon.

e On constate que p(n) = >, p(div(p, n)).

¢ On constate aussi que % = prob,(|u — In(In(n))| > a(n).In(in(n)))

¢ Déterminons maintenant I’espérance de div(p, .), pour la probabilité prob,,.

E(div(p,.)) = [n/p]/n=1/p+ O(1/n)

¢ On détermine maintenant 1’espérance de p ; elle est somme des espérances des
div(p, .), or le théoréme des nombres premiers FLEMMARD affirme que

5™ 1/p = in(in(n)) + o(1)

pEPAp<n

pour n — co
Donc toujours pour prob,,

E(u) = Y, 1/p+0(1/n)

pEPAP<R
— In(in(n)) + o(1)
¢ Déterminons maintenant la variance de div(p, .).
Var(div(p,.)) = E((div(p,.) — E(div(p,.))?)

— BE((div(p,.) — 1/p + O(1/n))>

¢ Déterminons maintenant la covariance de div(p, .) et div(q, .)
Cov(div(p, .), div(g, .)) = E(div(p,.).div(g,.)) — E(div(p,.))E(div(g,.))
_ In/pa] _ In/p] [n/q]

n n n

si—@—umw—wm
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< %(1/P‘F1/Q)

e On peut donc maintenant calculer la variance de p.

Var(p) = Z Var(div(p,.))

pEPAp<n

192 Z Cov(div(p, .), div(q,.))
(p.g)EP*AP.g<n
< In(in(n)) + O(1)

e On peut alors appliquer I'inégalité de Tchebitchev :

prob, (X — E(x))? > t?) <

done
probu (| X — In(ln(n))| > ty/In(ln(n))) < 1/t*

La preuve est ainsi compléte !0

36.12.9 Processus de branchement

Je suis ici la démarche du chapitre 0 de [7 1], qui m’a semblé la plus intuitive ; on
trouvera des résultats similaires dans [14], et des prolongements et illustrations dans
d’autres livres cités par Williams dans [ 1] ; Feller, Ross.

On se donne une variable aléatoire X a valeurs dans N. Intuitivement, X corres-
pond au nombre d’enfants d’un animal donné,

On suppose que P(X = 0) > 0.

On note [ la fonction génératrice de X, ¢’est-a-dire

£(0) = B(OX) = > P(X = k)o*
k>0

On considére une suite double de variables aléatoires identiquement distribuées
Xn,m toutes distribuées comme X .

On définit Zyp = 1, et Z, .1 = Eie[],zn| Ko

Onnote f, lafonction génératrice de 7Z,,, ¢’est-a-dire f,,(0) = E(0%~) Y k>0 P(Zn
k)oF.

Intuitivement, Z,, est le nombre d’individus d’une espéce a I’instant n, descendant
d’un méme individu, qui est seul a I'instant n = 0 (puisque Zg = 1).

On définit aussi 11 1a probabilité d’extinction, définie par 11 = P(3In/Z, = 0), et
I1,, la probabilité d’extinction avant I’instant n, définie par I1,, = P(Z,, = 0).

Lemme 1366 Pour 0 dans [0, 1]
Sfn(theta) = f(8)
c’est-a-dire, par définition de f™(60),

=fofo-cof
N, e’

n fois
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Démonstration :
Le cas n = 0 est clair, n = 1 aussi, on procéde ensuite par récurrence ; il suffit
donc de montrer que f,,1(0) = [.(f(8)).
Or,

Fuia(0) = B(0%+)
E(E(0%+|Zy))

par les propriétés de I'espérance conditionnelle,
Or
E(0%7+1|Z,, = k) = E(fXnatXnat-+Xnk)

- “f—lﬁ(gé‘:i) = E(ex)k

vu I'indépendance des 6X»m
= (0"

fU0) = B(07|Z,) = > E(0%++1|Zy = k)P(Z = k) = fu(£(6))
k

Do le résultat.0

Théoréme 1367 Si E(X) > 1 alors la probabilité d’extinction 11 est 'unique
racine de I’équation 11 = f(I1) située entre O et 1 strictement, et sinon, 11 = 1.

Démonstration :
m = limsup,, m,, par le théoréme de convergence monotone 355.
Par le lemme 1366, 7, = f(7,1). Par continuité de f, m = f(n).
1l ne reste plus qu’a considérer le graphe de f, convexe, croissante, vérifiant f(0) >
0, pour conclure... JFLEMMARD faire un dessin
FLEMMARD on peut dire plus de choses sur les processus (i 7) de branchement

36.12.10 Calcul de surface minimale

On se donne un compact K de R?, et K son contour. On suppose donnée une
fonction g définie sur 6 K. Soit £ I'ensemble des applications de K dans [R. Chaque
S appartenant 3 F définit une surface, 1’ensemble des {(x,y, f(z,y)/(z,y) € K}.
On cherche parmi F la fonction définissant la surface minimale. On admet le fait que
la fonction vérifiant cette propriété est celle dont le laplacien est nulle, et qu’elle est
unique. On va s’intéresser ici & une méthode probabiliste résolvant le probleme discré-
tisé. On pourrait bien siir §”attaquer a un probléme plus général, mais par simplicité de
notations on considérera que K = [0, n]?, et on s’intéressera seulement aux points de
coordonnées entieres de K. La fonction g peut-étre quelconque ; on s’intéressera pour

621



nos représentations schématiques a la fonction définie ci-dessous, front.m :

Exemple Matlab : front.m

function f=front (x,y)

a=abs (x—round(x));
b=abs (y—-round(y)) ;

if (a<b) f=1; else £=0; end;

Pour résoudre le probléme, on calcule séparément les valeurs de f en les diffé-
rents points de coordonnées entieres de K. Considérons par exemple (7, 7) € [0, n]2.
On considgre alors le processus de Markov (X 7)), ayant K pour espace des états,
partant de (4, 7), et effectuant une marche aléatoire simple sur K (ie les 4 directions
sont équiprobables). On définit un temps d’arrét 7' égal au nombre d’étapes avant que
la marche aléatoire atteigne d K, ic une abscisse ou une ordonnée égale a 0 ou n, ce
qui a une probabilité 1 d’arriver. On considere alors f € E définie par f(i,5) =
B(g((X“) 7).

11 est clair que I’application f ainsi définie vérifie bien A f = 0. Le programme
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matlab correspondant est le suivant :

Exemple Matlab : lapla.m

function v=lapla(n,e)
u=zeros(n+l,n+1);

for i=0:n,

for j=0:n,

disp(sprintf(’%g %%', (1*(n+1)+3) *100/((n+1l)*(n+1))))
nb=0;

t=0;

err=[];

while ((2*t > e )| (nb<30))
a=i;

b=3;
while((a<n) & (a>0)é& (b>0) & (b<n))
switch(floor (rand*4))

case 0

a=a+t+l;

case 1

a=a-1;

case 2

b=b+1;

case 3

b=b-1;

end;

end;

a=a/n; b=b/n; nb=nb+l; err=[err,front(a,b)];
if (nb>1) t=std(err)/sqrt (nb-1); end;
end;

u(i+l, j+1)=mean (err);

end;

end;

surfl (u)

shading interp

colormap autumn

v=u;

On pourra regretter que les pourcentages affichés pendant le calcul ne sont pas les
pourcentages du temps de calcul, mais les pourcentages du nombre de points calculés.
La figure obtenue par "lapla(10,0.05)" est 36.5, a gauche. En remplagant la fonction
"front.m" par "cos(4*atan((x-0.5)/(y-0.5)))", on obtient la figure 36.5, a droite.
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F1G. 36.4 — Approximation de surface minimale obtenue par “lapla.m".
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F1G. 36.5 — Approximation de surface minimale obtenue par "lapla.m".
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Chapitre 37

Statistique

37.1 Quelques notions élémentaires

37.1.1 Définitions

Définition 1368 On appelle moyenne arithmétique de n entiers x1,...,x, la

quantité LT"I On Uappelle aussi moyenne fout court lorsqu’il n’y a pas

de risque de confusion, et on la note .

Définition 1369 On appelle moyenne géométrique de n entiers x1,...,z, la

quantité /11;z;.

Définition 1370 On appelle moyenne harmonique des x; ['inverse de la
moyenne arithmétique des inverses des x;.

Définition 1371 On appelle moyenne quadratique des x; la racine carrée de
la moyenne arithmétique des carrés des x;.

Définition 1372 On appelle médiane d’une mesure finie sur un espace or-
donné un élément x tel que la mesure de {y/y > x} est égale a la mesure de
{y/y < x}. Cette notion est définie lorsque la mesure est finie.
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Définition 1373 On appelle effectif camulé croissant d’une distribution sur
un espace ordonné la fonction qui a = associe la mesure de {y/y < z}, et ef-
fectif camulé décroissant la fonction qui a x associe la mesure de {y/y > x}.
Les effectifs cumulés croissants sont aussi appelés effectifs cumulés tout sim-
plement. Ces notions sont définies lorsque les mesures correspondantes sont
bien finies.

Définition 1374 On appelle k-ieme percentile d’une distribution sur R une
valeur x telle que les effectifs cumulés en x représentent k% de la mesure de
tout I’espace. Bien évidemment il est nécessaire que la mesure soit finie pour
cela. On définit de méme des quartiles, des déciles. On appelle interquartile
la différence entre le troisieme et le premier quartile.

Définition 1375 On appelle mode ou dominante d’une distribution la valeur
x telle que la densité de probabilité en x soit maximale. S’il y a plusieurs modes
la distribution est dite plurimodale.

Définition 1376 On appelle déviation de x; la valeur x; — .

Définition 1377 On appelle écart moyen la moyenne des |x; —T|; ¢’est donc

|$z’ —f|.

Définition 1378 On appelle variance la moyenne des (x; — T)? ; on la note
souvent V.

Définition 1379 On appelle écart type ou écart quadratique moyen la ra-
cine carrée de la variance. On le note souvent o ; o = \/'V.

Définition 1380 On procede a un changement d’origine lorsque ’on rem-
place les données x; par les y; définis par y; = x; — C, avec C une constante.

Définition 1381 On procéde a un changement d’échelle lorsque I’on rem-
place les données x; par les y; définis par y; = C.x;, avec C une constante.
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Définition 1382 On appelle moment d’ordre p des x; par rapport a y la
moyenne des (z; — y)P. Pour p = 1 il s’agit donc de la moyenne (arithmé-
tique), pour p = 2 il s’agit de la variance.

37.1.2 Propriétés

¢ Le logarithme de la moyenne géométrique est la moyenne arithmétique des log(z;).

¢ Moyenne harmonique < moyenne géométrique < moyenne arithmétique < moyenne
quadratique

¢ La moyenne arithmétique est peu sensible aux fluctuations d’échantillonnage.
¢ La médiane est peu sensible aux valeurs aberrantes.
¢ La somme des déviations est nulle.

e La variance V est aussi égale 8 V = 22 — 72, avec o2 la moyenne arithmétique
des 22, et T le carré de la moyenne des z;. On le prouve facilement en développant

Yz —7)%

e Multiplier les données par C' multiplie la moyenne arithmétique par C, la va-
riance par C?, et I’écart-type par C.

¢ Translater les données de C ajoute C a la moyenne arithmétique, et ne change ni
la variance ni I’écart-type.

37.2 Applications des probabilités a I’échantillonnage

Cette partie ne se veut qu’une trés bréve introduction aux statistiques. Il est bien
évident que dans le cadre de I’option probabilités de 1’agrégation, il est indispensable
de se référer a un livre plus complet. Les livres bien faits d’introduction abondent
FLEMMARD.

Nous nous contenterons ici de donner un cas d’applications, et de citer d’autres
cadres d’applications.

Soit X4, ..., X,, indépendantes identiquement distribués. On suppose le théoréme
central limite ?? vérifié. Intuitivement, les X; sont des mesures ; par exemple, on me-
sure la taille de 50 frangais pour évaluer la taille moyenne des frangais. L’intérét des
probabilités va étre de fournir des bornes sur I’erreur commise par une telle évaluation.

On se donne donc m = 1(X; + X3+ ... + X,,). On cherche [a, b] tel que M =
E(X) soit compris dans [a, b]. Il faut alors noter que bien entendu, on ne peut &tre
certain que M soit dans Pintervalle [a, b], quel que soit I’intervalle que I’on donne,
simplement au vu des X;. Il est toujours possible que 1’on ait ét¢ particulierement
malchanceux dans les tirages des X; et que la moyenne soit tres différente de ce que
I’on suppose au vu du tirage. On doit donc plut6t donner o un réel (petit de préférence)
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et z tel que avec probabilité 1 — «, pour toute loi de X1, |m — M| < z soit vrai. a et b
seront alors m — z et m + z respectivement.

Concretement on procéde comme suit :

¢ On évalue (empiriquement) I’écart type o de X;.

e On repere ¢, tel que P(|N| < t,) = 1 — «, avec N loi normale centrée réduite
(espérance nulle et écart-type 1). Les valeurs de ¢, sont tabulées (il s’agit simplement
de la fonction de répartition de la loi normale). Le plus courant est de choisir o = 0.05,
t, étant alors environ égal a 2.

e On détermine a = m — t,0//netb =m+ t,o/\/n.

¢ On peut alors écrire que, au seuil de confiance «, M est compris entre a et b.
Ceci constitue un intervalle de confiance.

On peut citer les développements suivants :

— le cas des petits échantillons (n < 30). 1l faut alors utiliser la loi de Student.

— le cas ot I’'on ne s’intéresse pas a la probabilité pour que la moyenne soit mal

évaluée, mais a la probabilité pour que la moyenne soit sur-évaluée. 11 suffit de
voir pour cela que P(N > t) = 1P(|N| > t) pour toute variable aléatoire N
symétrique, et en particulier donc 1a loi normale.

— le cas de X; a valeur dans {0, 1}.

— le cas ou I’on n’étudie pas la moyenne des X; mais leur max.

— le cas de X; non réellement indépendants.

— le cas de X; non identiquement distribués.

— I’évaluation de la loi de m par la fameuse technique du bootstrap, trés ingénicuse.

— on a fait I’approximation que pour n > 30, la distribution était environ celle de

la loi normale. On peut se passer de cette approximation, et donner une borne
absolue a I’écart a la loi normale.

Ces études et d’autres encore constituent la théorie des tests et font appel a des
variantes difficiles du théoréme central limite. Les trois premiers points sont utiles pour
faire bonne impression a un jury d’agrégation...

629



630



Chapitre 38

Formulaires

38.1 Espaces topologiques

Catégorie Exemples
Ouvert Isom(F, F') avec F et I Banach, dans L(, F')
Fermé compact d'un séparé
Borné compact d’un métrique

Espaces projectifs

Complété d’Alexandrov d’un es-
pace séparé non compact, locale-
ment compact

Espaces compacls Produit de compacts

boule fermée d’un espace vectoriel
normé de dim finie

Cantor

Tapis de Sierpinski

Espaces projectifs

Cube de Hilbert

Ouvert connexe d’un espace vecto-
riel normé

Boule

Espaces connexes par arc Image d’un connexe par arcs par
une application C°

Tapis de Sierpinski, eponge de
Menger

Ensembles de Julia

SO0(n), SU(n)

Produit de connexes
Espaces connexes Image d’un connexe par une appli-
cation C°

Espaces de Montel. (métrisables,
compact équivaut a fermé borné”) R", C"®
H () avec 2 ouvert de C

“Borné au sens des espace vectoriel topo-
logiques.

Espace complet R™, C™, LP(Q)

Boule unité fermée du dual d'un
espace séparable pour la topologie
faible

631 Cube de Hilbert

Espace métrisable

Localement connexe par arcs

Localement compact




38.2 Equivalents en I’'infini

38.2.1 Séries

Uy, et v, suites réelles, U, = > p_ouk, Vi = dop oWk SiU, — U, R, =
U—Un,siVnHV,R;:V—Vn.

Hypothese Conclusion
Uy > 0 V.. converge
Uy, ™ Uy, R, ~ R},

U,, converge
vp > 0,u, >0

Uy, = o(ty,) U,, diverge

V,, diverge U, =2V,

38.2.2 Intégrales

f et g définies sur |a, +oo[ intégrables sur |a, z[ pour tout z > a.

| ON SUPPOSE QUE f EST POSITIVE |

On définit F(z) = [ f(t)dt et G(z) = [ g(t)dt. Si F a une limite en +oco on
définit Ry(x) = [°° f(t)dt, etsi G aune limite en +oo on définit Ry(z) = [~ f(t)dt.
Alors on a les résultats suivant au voisinage de +oc0 :

g=o(f) = G =o(F)
[7 f(t)ydt = +oo g=0(f) = G=0(F)
g~ f=F~G
B [ g(t)dt existe
s=on= | )
© . . 9(t)dt existe
fa, f(t)dt < +o0 g=0(f)= folgg (:)O(Rf)
N . 9(t)dt existe
g=/= R, ~ Ry)

38.3 Dérivation de limites

E et F des espaces vectoriels normés , U ouvert de F, ( f,,) suite d’applications de
U dans F' différentiables.
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Hypothéses

Conclusions

[ convergeant simplement vers [,
les D f,, convergeant uniformément
vers une certaine application g de
U dans C(E, F),

o [ différentiablect Df = g

e Pour tout C convexe borné C U
la convergence de fn o vers fc est
uniforme

e Siles f,, sont C* alors fest C1.

U connexe, I Banach. Jzq / fr,(z0)
converge, Yz 3V, voisinage de x tel
que la suite des D fy, |y, soitde Cau-
chy pour la métrique d définie par

d(f,g) = sup.cv. || f(z) — g9(2)|

(ie la suite des D f,, converge nor-

Alors il existe f de U dans F tel
que :

e f est dérivable en tout point

e la suite des f, converge vers f
(simplement)

e tout 2 posséde un voisinage V, tel
que les convergences de f,, et Df,

malement sur un certain voisinage
de tout point)

restreints & V. soient uniformes.
e Siles f,, sont C, f 1I’est aussi.

38.4 L’indispensable sous le signe intégral

X muni d’'une mesure g, (F,d) un espace métrique. f : E x X — C, F(l) =

Ix [(tz)dp(z)

Hypothéses

Conclusion

Pour tout ¢ I'application = — f(, z) est mesurable

Pour presque tout z la fonction ¢ — f(t, z) est continue en 7'

1l existe g I telle que pour tout ¢ et presque tout = |f (¢, 2)| <
g(z)

F est continueen T,

Pour tout ¢ I'application = — f({, x) est mesurable

Pour presque tout z la fonction ¢ — f(¢, ) est continue sur ¥
Pour tout compact K de [ il existe g L' telle que pour tout ¢
dans K et presque tout z | f (1, z)| < g(x).

F' est continue sur £,

Festunouvertde Roude CF

Pour presque tout ¢ @ ~— f(,z) est L

11 existe NV négligeable tel que pour tout =z € N la fonction
t +— f(t, ) est dérivable (resp. C* ) ?.

Pour tout compact K de F il existe une fonction g L' telle que
pour tout ¢ dans K ettoutz & N |5£(t,2)| < g(a).

“Hypothese facile a retenir ; il s’agit de pouvoir définir une dérivée au sens le
plus commun, ie dérivée d'une fonction d’une variable réelle ou complexe !

b Attention ! Dans le cas d’un ouvert de C on parle de dérivabilité au sens
complexe, et pas de différentiabilité en voyant C comme un R-espace vectoriel !

Pour tout ¢ la fonction z —

8L(t,2) est L}

F est dérivable (resp. C1),
: - 3

de dérivée [, $L(t,z)dz.

£~ est un ouvert de [ ou un ouvert de €.

Pour presque tout £ x ~— f(,x) est L'

1l existe NV négligeable tel que pour tout = ¢ N la fonction
t— f(t,x)est C*.

Pour tout compact K de F ettout j € |1, k| il existe une fonction

g L' telle que pour tout ¢ dans K ettoutz ¢ N |%ﬁ(t,m)| <
g(z).

Pour tout ¢ la fonction z +—

£L(t,z) est L!
F est C*, et pour j € [0, k]
S = [ 5t z)da.

St
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38.5 Convergence d’une série a termes positifs

Hypothese | Conclusion
Critere de D’ Alembert
Upi1/u, — L <1
Upi1/Unp — L>1
Critere de Cauchy
limsup\/u, = L <1 Série converge
limsupy/u, = L > 1 Série diverge
Critere de Raabe-Duhamel
Zoil — 1 —a/n+O(1/n”), a > 1 | Série converge
il —1—a/n+O(1/n”),a <1 | Série diverge

U

Série converge
Série diverge

38.6 Convergence d’une série semi-alternée

N

Uy =N u,, U=1limU,, R, =U - U,

Hypothese | Conclusion
Critere de Leibnitz
(€n) suite décroissante, | > u,, converge
€n — 0, u, = (_l)nen R, < |an+1|
Méthode d’ Abel, dans un Banach
(€y,) suite décroissante, | > u,, converge
(an) | 32N janbomé | R, < |an.
€n — 0, uyp = €nay

38.7 Les séries entieres

Soit ) a, 2™ une série entiere, R son rayon, A sa fonction somme.

Hypothese | Conclusion

Formule d’Hadamard
1

(avec 1/0 = o0

R = limsup|an|1/™

etl/oc0 =0)

Critére de D’ Alembert

an, non nul a partir d’un certain rang R—1/L

ant1/ay tend vers L
Théoréme de Césaro

(b,) suite réelle > 0, (ay,) suite
réelle, > b, divergente, a,
o(by) ou a, =~ by, R rayon de

convergence de > by, 2™

A(z) = Y anx™ sur | — 1, 1] bien
défini, B(z) = > bpa™sur|—1,1]
bien défini, a = o(b) = A = o(B)
enR a~b=A~BenR
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38.8 Densité, approximation

Théoréme de Stone

K compact, A sous-algebre unitaire de I"algebre CY( K, R). Si A sépare
les points, alors A est dense dans C° (K, R) pour la norme infinie.

Théoréme de Stone, version complexe

K compact, A sous-algebre unitaire de I’algébre C°(K, C) stable par
passage au conjugué. Si A sépare les points, alors A est dense dans
C"(K,C) pour la norme infinie.

Théoréme de Weierstrass

K compactde R, I’ensemble des polynémes de K dans [R est dense dans
I’ensemble des fonctions continues de K dans R pour la convergence
uniforme.

. pas valable pour les polyndmes d’un compact de C dans C !

Théoréme de Lusin

JSf mesurable de R™ dans C, dont le support est inclus dans un ensemble
de mesure finie. Alors pour tout ¢ il existe g continue sur R™ égale a f
sauf sur un ensemble de mesure < ¢, bornée en module par sup | f/.

J mesurable bornée de R™ dans C, dont Ie support est inclus dans un
ensemble de mesure finie. Alors f est limite simple presque partout
d’une suite de fonctions continues et bornées (par la méme borne).

CE(R™, R) “ est dense dans C*(R™, R).

aEnsemble des fonctions C'* a support compact de R™ dans K.

Sip # oo, C°(R™, R) est dense dans LP(IR™).

Sip # oo, les classes des fonctions en escalier & support compact sont
denses dans LP(R™).

Les classes des fonctions C° a support compact sont denses dans | en-
semble des fonctions de L°° de IR dans R tendant vers 0 en oo et en
—00.

635



38.9 Trigonométrie

Formule Preuve
cos(x) = Re(e®) = % Définition.
sin(x) = Im(e*®) = 611726711
cos’ = —sin (z — ) = (z — ie*®)
sin’ = cos
cos? + sin? =1 ee ™ =1
I > Ominimal / cos(0) = 1, donc si cos(RT) > 0
cos(n/2) =0 sin 1, sin(z) > sin(a), donc

cos(z) + zsin(a) décroit, or
cos(z) + zsin(a) — oo
Par déf,m = 2in fcos—1(0) N RT*

T>0 continuité de cos
em/2 = el = 1, corollaire de ci-dessus.
e =1,

e 2:m — pério
cos et sin 27 pério
Arccos(z) + Arcsin(z) =11/2

Dérivée nulle + valeur en 0

FormuledeM oivre
(cos(z) + isin(z))™ = cos(nz) + isin(nz) | et — e
Formulesdelinarisation
cos(a)cos(b) = 5(cos(a+ b) + cos(a —b)) | cos(z) = 5(e** + ¢ **)(développer)
sin(a)sin(b) = z(cos(a —b) — cos(a + b)) sin(z) = cos(z + 7/2)
sin(a)cos(b) = g(szn(a + b) + sin(a — b)) | (apprendre la méthode, non le résultat)
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(b) sin(a) combinaison linéaire des
formules de linéarisation
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a) sin(z) = cos(z + 7/2)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a) b devient — b
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
cos(c) + cos(d) = 2 cos(<52) cos(52 Formules ci-dessus, plus
cos(c) — cos(d) = —2sin(<t%) sin(<4) c=a+bd=a-0
sin(c) + sin(d) = 2sin(<5%) cos(52) puis
sin(c) — sin(d) = 2sin(%1%) cos(%5%) sin(z) = cos(z + 7/2)

Retenir cos(a) cos(b), cos(a+b), cos(a)+cos(b) devrait suffire, modulo I’entrainement

pour retrouver le reste.
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38.10 Trigonométrie hyperbolique

cosh(z) = #

sinh(z) = £— S

tanh(z) = %ﬁg;
cotanh(z) = 2:;2%3 = m
cosh(z + y) = cosh(z)cosh(y) + sh(z)sh(y)
sinh(z + y) = sinh(z)sinh(y) + cosh(z)sinh(y)
cosh(z)? — sinh(z)? =1
cosh(2x) = cosh(x)? + sinh(x)’

cosh(2x) = 2cosh(z)? — 1

sinh(2z) = 2sinh(z)cosh(z)

cosh(z) = 1% avec u = tanh(z/2)

1—u?

sinh(z) = %

T

38.11 Les changements de variable magiques dans le
calcul de primitive

f(z) = cos(x)"sin(x)™ 2ln+1=u=sin(x)
2lm+1 = u = cos(x)
Linéarisation.
f(z) = F(cos(z), sin(z)) f paire = u = sin(x)
F e R(X) f impaire = u = cos(x)
f T — périodique = u = tan(llz/T)
sinon u = tan(z/2), cos(z) = 1;:2
sin(z) = %, dox = lﬂ‘ﬂ
F(z,vaz + b) u=+azx+b
F(z,Vax? + bz + c) a>0=>u=+var>2+bxr+c—azx

F(z,vaz? + bz + c) a<0= (z,vVaz?+bx+c)
parcourt un bon d’ellipse
on parametre pour que
2 soit un cos de u et

vax? + bx + cun sin de u
n +b _ n +b
F(a, \/g;cm) u= \/g§+d

38.12 Primitives usuelles

Sauf mention contraire, les primitives sont valables sur I’ensemble de définition.
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f(z) I f(u)du Précisions
z® “f:]l a €] — o0, —1[U|1, 00|
1/x In|z|
2T H:" acC*
cos sin
sin —cos
tan —In|cos(x)|

cotan( Remnarque :cotan(x)=1/tan(x).) In|sin(z)|

1/cos In|tan(z/2 + w/4)|

1/sin In|tan(z/2)|

1/cos? tan

1/sin? —1/tan

1/(sin(z)cos(x)) In|tan(z)|

tan? lanx — x
ch sh
sh ch

th(x) In ch(x)

coth(z) In|sh(z)|
1/sh(z) In|th(z/2)|
1/ch(zx) 2Arctan(e®)
th(z)? x — th(z)
1/(sh(z)ch(zx)) In|th(z)|
1/ch? th
1/sh? —coth
1/(x® + a?) Larctan(z/a) a#0
1/(z? — a?) i) e a#0
1/(a? — 22) Largth(z/a) a#0,xz<a
1/Vz? +a Inlz + Va2 + a
ou argsh(z/+/a) a>0
ouargch(—z/v/—a)siz > v/—a a<0
ou —argch(z/v/—a)siz < /—a a<0
1/va? — a? aresin(z/|al) a#0
T weTTa dg D
@ P i

I, =1/(1 +z*)"
I,=1/1-2%"

2l = iy 1 (2n— D,
2'.’11“;1 = ﬁgF—l—(‘Zn—l)In

Pour une primitive de fraction rationnelle réelle décomposée en €léments simples,
on a besoin d’intégrer des termes en (i) a/(cz + d)™ (facile), des éléments en (ii)

b -
@ rds e el des éléments en (ii1) T

z+b
- drte)™

. Pour (1), ¢’est facile. Pour (i1), il suffit

de penser a reformuler 22 + dx + e en (z + d/2)? + f, et d’appliquer le formulaire

ci-dessus avec un changement de variable u

:z—:;‘:}{zl et par I'une des formules du

tableau ci-dessus. Pour (iii), il suffit de réécrire 2 +ben 3(z -+ b+ (p—b) — (p—1b)),
chacun des deux quotients obtenus s’intégrant sans peine par (ii) ou parce que de la

forme v’ /u™ (cf log ouu ™*1),

L f étant positif du fait que le discréminant du polynéme est négatif.
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38.13 Dérivées

La plupart des dérivées s obtiennent en utilisant le fait que la dérivée de fo f !
est 1.

[ [ [ [ |

In(ax) fraclt
eaﬂ: a (-:.GI
ol ag® >
cos(ax) —a sin(ax)
sin(az) a cos{azx)
ta.n(‘am) m?lT)f
Aresin(z) e
Arccos(x) ; _lr
Arctan(z) T
cosh(z) sinh(z)
sinh(zx) cosh(z)
)
tanh(z) —ftmfgx)
cotanh(x) e
argsinh(z) - Lr
z )
argcosh(x) g
argtanh(x) —

FLEMMARD

38.14 Différentielles

Application Différentielle
E, F' Banach $C= ¢’ (u)(h) = —u Thu~!
I[som(E, ") — Isom(F, E) qb(“)(u)(h], ey )
¢ f= [

(=13 es: loha(])ou lohﬂ(gjo.“hﬂ(mou( 1)

38.15 développements limités

Le développement limité de e, de sin et de cos découlent directement de leur défi-
nition. Pareil pour cosh, sinh.

La plupart des autres développements limités suivant s’obtiennent grace 2 la for-
mule de Taylor-Young 583. Toutefois, le développement limité de Arctan s’ obtient par
intégration, ainsi que ceux de Aresin, Arctanh, Argsinh. Le développement limité
de Arccos s’obtient a partir de celui de Aresin par Arccos(z) + Aresin(z) = 11/2.
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C=1+2+ % %+~~+7;+0( 7t
Ho AT St e T O

o

22T L

21
sinh(z) =+ § + 5 + oy + Oz 2n+3)
sin@) — o~ & + & + .+ (1) Gy + O™
cos(z) =1 — % 4 L — | (=1)"L { O(a2""2)
In(l+z)=2a mz—er% - ””7:+...+( Dtz /n + O(z™1)
ln(l—x):—x—%z—%_zi_ ——+O(m"+1)
2

(1+z)* f1+ax+a(a Dg? 4. 4 lalle 2) {anthgn 4 O(gm )
T
7

Arctan(z) =z — —w + 5 L5 17 %xg + .. + 2n+1 22T 4 O(2?13)
5.

. _ 1.3.2° 135m 1.3.5.7.0° 1.35...(2n—1)z°" 7" 2n+3
Arcsin(x) =z + 23Jr 545 |« 5467 | 246890 | 546 90 OntD + O(z )

Arccos(z) = 11/2 — Arcsin(z)

Argth(z) =2 +23/3 +2°/5+ 27 /T + ... + 271 /(2n + 1) + O(z?3)

%3 .3.2° n1357. .. .(2n—1)z "1 "
Argsh(z) =a — 5 + 55% + ..+ (1) - 32.54.5...gn.(21r)z+1) +O0(2""?)

Attention, le développement limité d’ Arcsin(z) est "irrégulier”, au sens ou le terme
en z ne suit pas la méme formule que les termes en 271 !

38.16 Espaces £7(X) et LP(X), ou LZ(X) et LT.(X)

LP est égal a L quotienté par la relation "étre égales presque partout”. Les LP sont
des espaces de Banach, L%(X) estun espace hilbertien réel pour (f|g) = [ fg, L2(X)
est un espace hilbertien complexe pour (f|g) = [ fg.

Hypothese Conclusion
Jie L ”H 1f2”1 < Hz”fz”
p; € [1,00] (inégalité de Holder)
Zz’eh n 1/pi =1
Vn|fn(z)| < |g(z)| presque partout felrr
gerLr fn — fdans LP
fu(z) — f(z) presque partout (convergence dominée de Lebesgue)
p<pet P C P
X de mesure finie
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38.17

Transformée de Fourier
hypothése conclusion
g9(z) = f(z)e’*? 9t = ft—o)
5@) — /(2 —o) i) — Fe ™
g(z) = —iz f(x) f différentiable
gL 7(5) = a()
5 70— i f@)e “du(a)
fce
1 fllee < A1y
i T o O dalt)
et f Lt est continue et égale a f presque partout
IE IR
pa(f) = [, FB)e=tdu(t)
Théoréme lima o0 ¢a(f) = f (dans L?)
de (f — f isomorphisme de L dans L2,
Plancherel défini sur L' N L2 par la formule ci-dessus et
prolongé sur L? par densité FLEMMARD)
38.18 Série de Fourier - cas f 2r-périodique
hypothése conclusion
ne Fo) = = T fe ™
f(n) =< flup > (un(t) = ™)
neN D, =>"" _, u; (noyau de Dirichlet)
neN K,=1 Z;:Ol D; (noyau de Féjer)
neN sn(f) =1, f(i)u; (somme de Fourier)
sn(f) = fx Dy,
on(f) =21 o 5:(f) (somme de Fejer)
on(f) = fx Kn
FLt Théoréme de Dirichlet
f admet une on(f)(z)
- %(limt—»m,t<mf(t) + limt—»x,t>zf(t))

dérivée a droite

et a gauche en z
feLXT)

fel?=1%7)
(f — f isomorphisme de L2(T') dans 12)
sn(f) — [ dans L*(T)

Y |lon(f)llso < [/l
on(f) — f uniformément

v llon (N, </,

(Th. de Fejer)

on(f) — f dans L? (Th. de Fejer)
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38.19 Les 1001 formules dont vous révez

Formule

Preuve

+ 1 *
D k=1 0% 6

de Fourier de I'identité sur [—IT, IT|

Zz_l ool/py = oo pi k-iéme nombre premier voir partie 15.12.2

(14 £)™ — e® pour z réel.

Formule de Stirling n! ~ (2)"v/2lIn

nT:f e Hmdt
0

tendre x vers +00)
changement de variable u = {/n

oo ) _
n! = nﬂ.+l / en(fﬂ(u}—'ﬂ)du
0

11 suffit alors d’appliquer le théoréme 594.

Ypst E— = in(2)

Up=Yo 70

n=1

puis écrire 1/n jol e

1+t

un ensemble de mesure finie

Formule de Parseval (théoréme TT08) sur la séric

(l | %)n en n(z/n) erlz/nto(l/n)) _, o=

(preuve par récurrence sur n, par une¢ intégration
par parties (théoréme 555) sur [0, z] et en faisant

puis Ef_](—t)"‘l = 10097 huis passer a la
limite, par exemple par convergence uniforme sur

38.20 Espaces préhilbertiens

| Espace préhilbertien réel |

Espace préhilbertien complexe

z 2 <
I+ ylI* = ll=]* + Iyl |

Iz + ylI” = [l=]” + I + 2Re(< x|y >)

Inégalité de Schwartz

| <aly > | < [l llyl |

| <azly > | < =] [yl

Inégalité de Minkowski

lz + yll < ll=|l + [yl
Cas d’égalité : = et y positivement liés

2 +yll < [zl + [l
Cas d’égalilé : x et y positivement liés

Formule de polarisation

<aly >= 3(a(z +y) —a(z) —q(y))
<azly >= 3(q9(z +y) — q(z —y))

i
<zly >= %Ej_l gz + Py)
<zly >
1(g(@ +y) — qlz —y) +ig(z — iy) —ig(x + iy)

En dimension finie, il existe une base orthonormale

38.21 Espaces de Hilbert

On suppose que (z;)ie 7 est une base hilbertienne.
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Relation de Parseval
i
z]|” = >, (x]z:)?
<zly >= >, < x|z >< ylz; >
x = e <xlTp >
Relation de Parseval
7
[=ll” = >, [(=]=a)]?
<zly >=>, < zl|z; > < ylw; >
x = e < xlr >

38.22 Espaces euclidiens

Espace cuclidien Espace hermitien
f* adjointde f f* adjoint de f
< f(@)ly >=<z[f*(y) > < f(@)ly >=<z[f*(y) >
MatB(f*) =t MatB(f) MatB(f*) = tMatB(f)
det f* =det f det f* =det f
f symétrique si f* = f f hermitien si f* = f
f orthogonal (ie € O(E)) f unitaire (ic € U(E))
sif*f=ff*=1d sif*f=ff*=1Id
= < f(z)|f(y) >=<zly > = < f(2)|f(y) >=<zly >
= /(@) ==l = |f(@)] ==l
f orthogonal est direct
(ie € O(E))si
det f >0
<= conserve I’orientation d’une base

38.23 Réduction en dimension finie - propriétés de ma-
trices particulieres

Matrice M de type (n,n), associée a ’endomorphisme f, £ = K", polynéme

caractéristique P, multip(\) ordre de multiplicité de A dans P. Dans beaucoup de cas,

la réduction dans une base orthonormale est basée sur le fait que I’orthogonal d’un
espace stable est stable.
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diagonalisable <= dbase de vecteurs propres
— k= ®>\€SP|K(f) ker(f — /\I)
<= Pscindé et dimker(f — M) = multip(\)
<= 3Q € GL,(K)/QMQ ! diagonale

trigonalisable <= P scindé
<= 3Q € GL,(K) Q' MQ triang. sup.
= 3Q € GL,(K) Q *MQ triang. inf.
< 3Q € GL,(K) Q 'MQ = @M;
Ao 1 0 o ... 0

0 A 1 0

(Jordan) avec M; = : 0 . . .0
0O ... 0 X 1 0
0 ... ... 0 XN 1
0 ... .. ... 0 XN
Ddiagonalisable
= El!(D’N)/{ Nnilpotente
M=D+H,DH=HD
M symétrique réelle diagonalisable dans une base orthonormale

ie. 3Q € O,(R)/QMQ* diagonale

o i QMQ ! diagonale
M, N symétriques réelles 3Q € GL,(R)/ { QNG diagonale
Spr(M) >0
M antisymétrique Spr(M) C {0}, Spc(M) C iR
réeele rang(M) pair, M? symétrique

3Q € Ox(R)/QTMQ = (0) ® My,
(0) matrice nulle de la taille du noyau, M, antisymétrique (2, 2)

M réelle 3Q € 0,(R) QMQ T =@M, ® N;
commutant avec ' M avec M; = (\;) (matrice (1, 1)) et
a; —b,
Ni - b, a;
M orthogonale (réelle) det M = £1, Spr(M) C {-1,1}
M unitaire (complexe) |det M| =1, |Spc(M)|=1
M hermitienne Spc(M) C R, 3Q € U,(C)/Q *MQ diagonale
M, N hermitiennes, 3Q € GL,(C)/QMQ ' diagonale
Spc(M) >0 et QNQ ! diagonale
M complexe M et *M simultanément diagonalisables
commute avec M dans une base orthonormale
M réelle Décomposition ALU
Vr € [1,n] A(L,U)/ L triang. inf., Sp(L) =1
detMi; 2 # 0 U triangulaire supérieure, A = LU
A symétrique réelle A = R'R avec R triangulaire inférieure
Sp(4) >0 inversible, décomposition de Cholesky
M; diagonalisables Les M; sont simultanément diagonalisables.
commutant deux a deux
K alg. clos, Les M; sont simultanément trigonalisables

M; commutant 2 a 2
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38.24 Fonctions holomorphes

courbe=application continue de [a, b] dans C

chemin=application C! pm de [a, b] dans C

Hypotheses

Conclusion

1 mesure complexe (donc finie) sur X, 2
ouvert de C, ¢ : X — C mesurable,
HX)NQ =10

2 [y qu‘;—gf)z est holomorphe

I’ courbe, 2 complémentaire de I'*

I'([a, b])

z € Q — Indr(z) = 2m - Z,Indp
constant sur les composantes connexes de
Q, nul sur la composante connexe non bor-
née (Indr(z) nombre de tours de I" autour
de 2)

I’y et I's courbes,

D2 (£))].

D1(t) — ()] <

I?’Ldrl (O) == I’I’Ldr2 (O)

I' chemin fermé dans Q ouvert, f € H(Q)
z € Q, z ¢ I'*, Indr nulle hors de £

F(2)Indr(z) = 5= [ {94

f € H(Q) D(z,r) disque inclus dans

Théoréme de Cauchy : f développable en
série entiere sur D(z,7) f = Y an(z —
)™ Estimateurs de Cauchy : |f((z)| <

nisup /|
-

J C° de Q ouvert dans C [, f nulle pour
tout P triangle (ou sur tout P carré de cOtés
perpendiculaires aux axes)

f holomorphe sur €2 (théoréme de Morera)

f non constante holomorphe sur un ouvert
connexe §2

Z(f) = f1(0) n’a pas de point d’ac-
cumulation, Vz € 2 on peut écrire Vi €
Qf(t) = (t — z)™g(t) avec g holomorphe
pon nulle en

Q ouvert connexe f € H(Q\ {a})

Trois cas :

- singularité artificielle en a

- pole d’ordre m € Nen a, iec f —
S =24y holomorphe sur €2 par défi-
nition Res(f;a) = c1.

- singularité essenticlle en a

J holomorphe sur 2 ouvert privé des z;
en nombre fini o f admet des podles, f
chemin fermé ne passant pas par les z;,
Indr(z) = 0 pour tout z dans Q¢

217\' fl"

= >_; Res(f; zi)Indr(z;)

f € H(Q),D(a,r) C Q, T cercle orienté
positivement centré sur a de rayon r

Le nombre de zéros de f —w dans D(a, ),
comptés avec multiplicités, est I’indice de
w par rapport a la courbe f oI

Q ouvert connexe f € H(Q) f non
constante x € € m ordre du zéro de

f—f(z)enz

f induit sur un certain ouvert V" contenant
x une application surjective de V' sur un
ouvert W telle que chaque point de W
autre que f(z) ait exactement m antécé-
dents dans V'

fetgdans H(QY) D(a,7) C Q|f(z) —
9(2)| <g(z)| sur 6 D(a, 1)

f et g ont méme nombre de zéros avec mul-
tiplicité dans D(a, ).
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38.25 Propriétés de G groupe fini de cardinal n

Hypotheses Conclusion
G cyclique tout s-g est cyclique
G cyclique, d|n il existe un unique s-g de cardinal d, c’est {z € G /2% = 1} = {29 /x € G}
n premier G =17/nZ
Hs-gde G |G| = |G/H||H|
HaG KaGKCH H/K <1 G/K,G/H ~ (G/K)/(H/K)
p premier, p divise n Th. de Cauchy : p divise n, 3z € G/ o(z) = p

FLEMMARD

38.26 Reconnaitre un groupe G d’ordre n

On notera que les criteres ci-dessous couvrent immédiatement les cas n < 15, sauf

n=12.
Hypotheses Conclusion
n premier G ~7Z/nZ
tout élément G~ (Z/27)?
est d’ordre < 2
n = 2p avec dH C G
p premier G~7/27 x H
ouG ~7Z/27 x H
(groupe diédral D))
Sous-groupe d’indice 2 A, groupe
S alterné
n = pq siq # 1(p)
p et ¢ premiers alors G ~ Z/nZ
p<gq sinon deux cas :
-G ~7Z/nZ
-G~Z[qL gy L/pZ
avec o(¢(1)) = pdans Z/qZ
(un seul produit semi-direct non trivial
possible, a isomorphisme pres)
n—8 (Z]27)% ou Z./R7.
abélien 7/27 x Z/AZ
n = 8 non abélien diédral Dy

ou quaternions

n = p°, p premier

G ~Z/p°Z ou G ~ (Z/pZ)*
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38.27 Etude d’un groupe abélien fini G

T2

Card(G) = Ilp;
H; C G de card p]* garantie,

Existence de

Décomposition primaire : G iso-
morphe au produit des H;

unique
Décomposition cyclique : G 1iso-
morphe au produit des Z/n;Z avec
FLEMMARD 1< 71 |1’L2|1’L3| e |n,g (’I’Lz) suite des
invariants de G (existence et uni-
cité)

38.28 Etude d’un groupe fini G

G simple Existence de N <1 G
G = Z/pZ JH/HNN ={1}AHN =G
avec p pour I’un des (IV, H) possibles avec
premier ? NG
Non Oui
Groupe Etude Peut-on imposer H <11 G ?
alterné du Alias :V(h,n) € H x N hn = nh?
A, avec | quotient Oui Non
n>4? Produit Produit
direct semi-direct
NxH NxH
par conjugaison
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38.29 Anneaux

Type d’anneau

Propriétés

Exemples

Formule de Newton
seulement pour des
éléments qui commutent

L(E, F)

Commutatif

a associé a b implique (a) = (b)

C*(Q, R) avec Q ouvert de R™

Noethérien

Commutatif, tout 1déal est de
type fini, toute suite croissante
d’idéaux est ultimement station-
naire, tout quotient est nocthérien,
A[Xq, ..., Xy] noethérien.

Integre

Commutatif, (0) est un idéal pre-
mier, a associé a b <—
(a) = (b), le quotient par la relation
d’association est isomorphe pour
I'ordre a I’ensemble des idéaux,
A[Xy, ..., X, ] est intégre

H(Q) avec € ouvert connexe, quo-
tient d’un anneau par un idéal pre-
mier

Factoriel

Integre, irréductible <= premier,
lemme d’Euclide, th. de Gauss

Principal

Factoriel, noethérien, les i1déaux
sont (0) et les (p) avec p irréduc-
tible

K[X] avec K corps

Euclidien

Principal

7., K[X], Z[i], Z[/2]

Corps K

Seuls idéaux : {0} et K

7,/ pZ. avec p premier, Q,R,C, Q(z),
K(X) avec K corps, corps des frac-
tions d’un anneau intégre

38.30 Calcul différentiel

Rappelons qu’une dérivée ou une fonction continue (sur un intervalle de R !) satis-
font la propriété des valeurs intermédiaires.
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Hypothese

V=W

V ouvert d’un Banach F
W ouvert d’un Banach F’
Homéomorphisme C!

Conclusion
f C1-difféomorphisme si
et seulement si Vx € V
f'(z) € Isom(E,F) (isomor-

phisme de Banach)

Théoreme d’inversion locale

f C' de U (ouvert d’un Banach

f induit un CT difféomorphisme

E) dans F (Banach), f’(a) € | entre un voisinage ouvert de a etun
Isom(E, F) voisinage ouvert de f(a).
Corollaire

f €1 de U (ouvert d’un Banach F)
dans F' (Banach)

f Cl-difféo de U sur son image
(ouverte) si et seulement si f injec-
tive et Vz f'(x) € Isom(E, F)

la, b] segment de R, b # a, f de [a,

b] dans un espace vectoriel normé .

Polyndme de Taylor a’ordre nde fena :

F* (a)
Ll

Pran(®) = fla) + 375

(z

— )k

Formule de Taylor-Lagrange

de €la,b[/f(b) = Pran(b) +
f C™ n+ 1 fois dérivable sur |a, b[ | f+1(q) il !
iy (0~ a)
Inégalité de Taylor-Lagrange
f C™ n+1 fois dérivable sur [a, ], (b—a)™ !

™! bornée par M sur |a, b

1£(8) = Pran(®)l < M5,

Formule de Taylor

avec reste intégral

f(b) f(a’) + Pf,a,n(b) +

FC™ L sur [a, b]

I L
Formule de Taylor-Young
f n fois dérivable en a | f(z) — Pran(z) =o((z —a)")

La premiére proposition est certes plus faible que le corollaire du théoréme d’in-
version locale, mais elle fait appel a de moins gros résultats, d’ot1 son intérét.

38.31 Equations différentielles

% = f(t,z), f application de I x F dans E, avec E un espace de Banach . CI :
f(to) — Xg.

11 faut savoir ramener 1’étude d’une équadif d’ordre n a I’étude d’une équadif
d’ordre 1.
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fC° I

Existence d’une solution

Th. de Cauchy-Lipschitz

[ localement lipschitzienne en z |

3! solution maximale x;, ¢,

Dépendance aux conditions initiales

f lipschitzienne en |

(t,z0) — T¢, 4, (t) continue

Th. de Cauchy-Lipschitz, ordre n

P = f(t @, M a™)

f C° = Existence d’une solution
maximale

f localement lipschitzienne en
(2);c11.,) = Unicité

S

Dépendance a un paramétre

t A avec L es-
&5t f( axa, ,) v

€L
pace topologique et f C° et k-
lipschitzienne en z, avec k indépen-

dantde tet A

Mz /zA(to) = z0
(t,\) — x5 (t) C°

Equadifs linéaires d’ordre 1

' = a(t)z + b(t)
a C°de I dans L(E, E),
b C%de I dans E

T = eyvp(ftt0 a(u)du)zo + z,(t)
avec x, solution particuliére, cher-
chée sous la forme xz,(t)

Mt)ezp( [, a(u)du),

Divers exemples

Equation a variables séparées

a'(t) = [(t)g(x(t))

(dz/g(x))" = f(t)dt

Equation de Bernouilli
o' (t) + p(t)=(t) + q(t)z* = 0

pour se ramener a du linéaire :
diviser par z*

ae R\ {1} et poser z(z) = z(z)l
Equation homogene poser y(t) = t z(t)
)y =f (@) ou passer en coord. polaires

Equation de Lagrange
z(t) = a(z' ()t + b(z'(2))

Solutions affines : y = cx + b(c),
avec a(c) = c. Autres solutions :

aethC? poser y = 2, t = g(z). On obtient
alors I’équation linéaire
dt _ a (gt (y)
dy —  y—a(y)
Equation de Riccati Trouver une solution particuliere x,,

(1) = a(t)z(t)? + b(t)z(t) + c(t)

puis poser z = x,, + 1/y, I’équation
obtenue est linéaire en y.
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Index

Abscisse, 560

Absolument, 242

Accessible, 36

Accroissements finis, 190
Action, 352

Action a droite, 352

Action a gauche, 352

Adaptée, 235

Adhérence, 45

Adjacentes, 241

Adjoint, 498

Affine, 547

Affinement libre, 545
Algorithme de Bezout, 393
Algorithme de Goralcicova-Koubek, 24
Algorithme de Roy-Warshall, 23
Algebre, 118

Algebre, 118, 585

Algebre engendrée par M, 120
Algébrique, 408

Algébrique sur K, 408
Algébriquement clos, 418
Alternée, 446

Analytique, 292

Angle, 571

Angle, 598

Angle nul, 571

Angle orienté, 571

Angle orienté de deux demi-droites, 571
Angle plat, 571

Angles, 488

Anneau, 387

Anneau, 387

Anneau factoriel, 399

Anneau noethérien, 397
Anneau principal, 391

Anneau quotient, 394
Antichaine, 17

Antisymétrique, 15, 446, 489, 510
Antisymétrisée, 448
Application, 15
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Application n-linéaire, 446

Application contractante, 196

Application linéaire, 433

Application linéaire, 433

Application linéaire associée a f, 547

Application linéaire canonique, 442

Application linéaire canoniquement as-
sociée a la matrice M, 507

Application multilinéaire, 446

Application ouverte, 89, 319

Application polyndmiale associée a A,
417

Application réglée, 236, 285

Approximation d’ouverts du plan par
des compacts pas trop troués,
92

Arc ou chemin, 79

Archimédien, 233

Arrét éventuel de Doob, 606

Artificielle, singularité, 303

Arzéla-Ascoli, 328

Ascoli, 327

Associée (topologie-métrique), 41

Associés (dans un anneau), 387

Associés (endomorphisme-matrice), 564

Associés (symétrie et projecteur), 437,
552

Associés (polyndmes), 415

Automorphisme, 433

Automorphismes, 347

Autonome, 225

Axiome d’accessibilité, 36

Axiome de fondation, 37

Axiome de fondation, 37

Axiome de I’infini, 27

Axiome du choix, deuxieéme version,
31

Axiome du choix, premiere version, 31

Baire, 87, 318
Banach et Tarski, 126



Banach-Alaoglu, 71

Banach-Steinhaus, 88, 318

Barycentre, 544

Base, 441

Base d’ouverts, 48

Base de voisinages, 50

Base directe, 492

Base duale, 504

Base dénombrable d’ouverts, 49

Base dénombrable de voisinages, 50

Base hilbertienne, 483

Base incomplete, 500

Base indirecte, 492

Bases téléscopiques, 407

Bezout, 392, 398

Bidual, 505

Bidual, 442

Bien ordonné, 28

Bilatere, 391

Bilipschitzienne, application, 42

Birapport de 4, B, C et D, 560

Bolzano-Weierstrass, 74

Bon ordre, 28, 31

Borel-Cantelli, 586

Borel-Lebesgue (propriété de), 64

Borne supéricure essenticlle, 156

Borne uniforme, 318

Borné (dans un espace normé), 57

Borné (processus), 604

Bornée (application a valeurs dans un
espace normé), 57

Bornée (dans H(2)), 330

Bornée (dans un métrique), 41

Bornée (partie de R), 234

Bornée (suite réelle), 240

Boréliens, 120, 585

Boule ouverte (resp. fermée), 41

Brouwer, 115,116

Calcul de la dérivée n-ieéme d’une fonc-
tion, 251

Calcul de 1a dérivée seconde d’une fonc-
tion, 251

Cantor, 34

Cantor K3, 99

Cantor-Bernstein, 31

Caractérisation du développement p-adique,

411
Caractérisations des projecteurs, 551
Caractéristique, 346

Caractéristiques de la topologie de la
convergence simple, 322

Carathéodory, 126

Cardinal, 34

Cardinal accessible et inaccessible, 36

Cauchy, 220

Cauchy dans le cas d’un triangle dans
un convexe, 299

Cauchy dans un ensemble convexe, 300

Cauchy-Lipschitz, 217

Cauchy-Mertens, 268

Cayley, 367

Cayley-Hamilton, 537

Centralisateur, 368

Centre, 346

Cercle unité complexe, 386

Chaine, 17, 32

Chaine de Markov, 607

Chaine entre les sous-espaces vectoriels
FetG,103

Champ rentrant dans la sphere, 117

Changement d’origine, 626

Changement d’échelle, 626

Changement de variable, 143, 238

Chemin, 297

Clan, 118

Classe, 26

Classe C*, 187

Classe C™, 201

Classe d’équivalence, 15

Classe monotone, 125

Classes a droite suivant H, 350

Classes a gauche suivant H, 350

Cloture algébrique, 408

CI¢ publique, 413

Clé révélée, 413

Codimension, 500

Coefficient dominant de P, 415

Coefficients de Fourier de f, 179

Cofacteur (z,7), 514

Comatrice, 514

Combinaison linéaire, 440

Commutant de A, 510

Commutateur, 347

Commutatif, 406

Commutatif (anneau), 387

Commutatif ou abélien, 345

Commutative (K-algebre), 443

Compacité des espaces projectifs, 567

Compact, 64



Comparables, 32

Complet, 82, 122

Complété, 86

Complété projectif de H, 566

Composante connexe, 78

Composante connexe par arcs, 80

Composé de deux polyndmes P et Q,
415

Concave, 430

Condition de Holder d’ordre «, 338

Cone isotrope de g, 457

Confiance, 627

Congruentes, 456

Conjugaison, 347

Conjugués, 346

Connexe, 75

Connexe par arcs, 79

Constante d’Euler, 262

Constante de Lipschitz, 56

Conséquence du lemme d’ Abel, 288

Continue, 50

Continue en x, 50

Continuité ponctuelle, 50

Continuité séquentielle, 54

Continuité uniforme, 55

Contraction, 196

Converge, 239, 241

Converge en mesure vers f, 325

Converge presque partout, 325

Converge simplement, 321

Converge vers ¢ € F, 335

Convergence dominée de Lebesgue, 136

Convergence dominée de Lebesgue dans
LP, 157

Convergence monotone, dit aussi théo-
réme de Beppo-Levi, 132

Convergence simple, 321

Convergence uniforme, 55, 322

Convergente (suite), 239

Convergents, 412

Convexe, 204, 430

Coordonnée de M dans le repére pro-
jectif (A, B, C), 561

Coordonnées, 441

Coordonnées cartésiennes, 545

Coordonnées homogenes, 564

Coordonnées homogenes (t1, ..., t,) dans

un certain repere projectif (do, d1, ...

562
Coordonnées tangentielles, 546

Corps, 406

Corps de décomposition de P, 408
Corps de rupture de P, 408
Corps réel, 233
Corrélation, 598

Couple, 27

Courbe, 297

Covariance, 598
Covariance et variance, 598
Critere de D’ Alembert, 245
Cryptographie, 413

Cube de Hilbert, 95

Cycle, 379

Cyclique, 349

Théoréme de D’ Alembert-Gauss, 212

D-systéme, 125

D-systeme engendré, 125

D-systeme engendré, 125

D-systéme, alias classe monotone, 125

De p-torsion, 363

De torsion, 363

De type fini, 349

Déciles, 626

Décomposition A =t RR, 520

Décomposition A = LU, 519

Décomposition cyclique, 364

Décomposition de Cholesky, 520

Définie, 457

Degré, 407

Degré d, 426

Degré de P, 415

Degré entrant, 21

Degré externe, 21

Degré interne, 21

Degré sortant, 21

Dégénérée, 457

Dénombrable, 35

Dense, 46

Densité de probabilité, 600

Densité de probabilité de X, 598

Dérivable, 186, 190

Dérivable au sens complexe en a € €2
si, 296

Dérivé formel, 426

Dérivée, 186

Dérivée a droite, 190

posargues, 570

Déterminant, 450, 452

Déterminant de I’endomorphisme f, 451



Déterminant de Vandermonde associé
aun n-uple (z1, ..., z,), 470

Deuxi¢me dérivée particlle, 189

Deuxieme propriété fondamentale du sy-
métrisé de Steiner, 110

Deuxi¢me théoreme de Sylow, 360

Développable en série entiére au voisi-
nage de a € U, 292

Développement de Taylor de f al’ordre
nen a, 248

Développement en série enticre, 292

Développement en série entiére des fonc-
tions holomorphes, 301

Développements limités, 273

Déviation, 598, 626

Diagonale, 510

Diagonalisable, 534

Diagramme de Hasse, 18

Difféomorphisme C*, 199

Difféomorphisme C*, 199

Différentes caractérisations de la signa-
ture, 381

Différentiable, 186

Différentiable en z € U suivant la di-
rection e € F, 206

Différentielle , 186

Différenticlle de f en x suivant u, 206

Différenticlle de fonctions composées,
187

Dilatation d’hyperplan H, de direction
D et de rapport A, 437

Dimension, 111, 500

Dimension d’un espace affine, 543

Dimension de P(F), 562

Dimension finie, 500

Dimension infinie, 500

Dimension infinie (espace affine), 543

Dirac, 602

Direction d’un sous-espace affine, 439

Dirichlet, 181

Discret, 52

Discriminant, 421, 458

Disque de convergence, 288

Distance, 41

Distance associée, 44

Distance de Grassman, 103

Distance de Hausdorff, 101

Distance usuelle, 234

Distingué, 346

Diverge, 241
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Divise, 387

Diviseur, 387

Diviseur de 0, 389

Diviseur a droite de 0, 389

Diviseur a gauche de 0, 389

Diviseurs de 0, anncaux intégres, ¢1é-
ments nilpotents, 389

Division euclidienne, 416

Division suivant les puissances crois-
santes, 422

Domaine de convergence, 287

Domaine de définition de f * g, 150

Dominante, 626

Dominée, 272

Droite affine, 543

Droite de P(E), 562

Droite de Simson, 575

Droite numérique achevée, 234

Droite projective associée au corps K,
559 _

Droite projective complétée D, 560

Dual, 18, 442

Dual topologique, 60

Décomposition A = LU, 519

Décomposition de Cholesky, 520

Décomposition en produit semi-direct,
357

Dérivation de I’exponentielle, 264

Déterminant de Vandermonde, 470

Développement suivant une colonne, 453

développements limités (cadre généra-
lis¢), 273

Ecart moyen, 626

Ecart quadratique moyen, 626

Ecart type, 626

Echantillonnage, 627

Echelle de comparaison au voisinage
de a, 280

Effectif cumulé croissant, 626

Effectif cumulé décroissant, 626

Effectifs cumulés, 626

Egalité de Bienaymé, 601

Egalité utile, 476

Elément de torsion, 363

Elément minimum, 19

En escalier, 175

Endomorphisme, 433

Endomorphisme adjoint, 489



Endomorphisme hermitien associée a
cette forme quadratique, 468

Endomorphisme symétrique associé a
la forme quadratique g, 466

Endomorphismes, 347

Engendre, 406

Engendré, 349

Ensemble des séries formelles sur A,
295

Ensemble dérivé de A, 45

Ensemble inductif, 32

Ensemble quotient, 350

Ensemble triadique de Cantor, 99

Ensemble élémentaire, 140

Ensembles, 26

Entier naturel, 35

Equadif dépendante d’un parametre, 217

Equation de Bernoulli, 228

Equation de Riccati, 228

Equation différentielle du premier ordre,
215

Equation différentielle homogeéne asso-
ciée, 220

Equation différentielle linéaire du pre-
mier ordre, 220

Equation résolvante, 221

Equation a variables séparée, 228

Equicontinue, 326

Equicontinuité, 326

Equilibrée, 210

Equipotents, 33

Equivalente, 272

Equivalentes, 42, 44, 513

Escalier, 235

Espace complet, 82

Espace de Banach, 82

Espace de Hilbert, 480

Espace des états, 607

Espace euclidien, 487

Espace euclidien, 487

Espace euclidien orienté, 492

Espace filtré, 604

Espace hermitien, 496

Espace mesurable, 119

Espace mesurable, 119, 585

Espace mesuré, 122, 585

Espace métrique, 41

Espace normé, 44

Espace projectif associé a F, 562

Espace préhilbertien complexe, 475
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Espace préhilbertien réel, 473

Espace vectoriel, 429

Espace vectoriel produit, 431

Espace vectoriel produit, 431

Espace vectoriel quotient, 438

Espaces de Holder, 339

Espérance d’une variable aléatoire dans
L', 593

Essentiellement bornée, 156

Estimations de Cauchy, 304

Etagée, 130

Euclidien, 396

Evénement, 586

Evénements asymptotiques, 592

Evénements indépendants, 589

Existence, 216

Existence de la dérivée seconde, 203

Existence de solutions globales, 217

Existence de topologie non métrisables,
43

Exponentiation de cardinaux, 34

Exponentielle, 294

Extensif, 38

Extension, 348, 406

Extensive, 38

Extérieur, 47

Face d’un simplexe, 111

Facteurs invariants, 364

Facteurs irréductibles communs a deux
polyndmes, 421

Factoriel, 399

Factorisation d’homomorphismes, 351

Factorisation d’un homomorphisme, 394

Famille génératrice, 440

Famille libre, 440

Famille liée, 440

Familles orthogonales et orthonormales,
458

Fejer, 181

Fermeture, 45

Fermeture transitive, 23, 37

Fermé (courbe,chemin), 297

Fermée (partie), 40

Fidelement, 353

Filtration, 604

Filtre d’ordre, 19

Fini, 35

Finie, 124, 240, 585

Fixateur, 353



Fonction, 15

Fonction caractéristique, 603

Fonction caractéristique de F, 15

Fonction caractéristique de X, 603

Fonction d’Euler, 401

Fonction d’Euler, 401

Fonction de répartition, 588, 600

Fonction delta de Kronecker, 15

Fonction génératrice, 619

Fonction intégrable, 133

Fonction mesurable, 127

Fonction quotient, 350

Fonction réglée, 236

Fonction simple, 130

Fonction vectorielle, 136

Forme n-linéaire, 446

Forme 2-affine, 555

Forme affine, 547

Forme bilinéaire sur F, 454

Forme différenticlle de degré p sur U a
valeurs dans £, 230

Forme géométrique de Hahn-Banach en
dim. finie, 210

Forme linéaire, 442

Forme polaire (cas complexe), 467

Forme polaire de g, 457

Forme quadratique, 456

Forme quadratique associée a la forme
bilinéaire ¢, 456

Forme quadratique hermitienne, 467

Forme quadratique hermitienne associée
al’endomorphisme hermitien
f,468

Forme semi-linéaire, 475

Forme sesquilinéaire, 475

Formes coordonnées associées, S04

Formule d’Euler, 412

Formule d’Hadamard, 290

Formule d’inclusion exclusion, 122, 579

Formule d’inversion de Fourier, 603

Formule de Cauchy dans un ensemble
convexe, 300

Formule de Leibnitz, 188, 332

Formule de Mac Laurin, 248

Formule de Taylor avec reste intégral,
249

Formule de Taylor-Lagrange, 248

Formule de Taylor-Young, 250

Formule du bindme de Newton, 388

Formules de Cramer, 517
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Fractions continues, 412
Frontiére, 47
Fubini, 142

G-orbite, 353

Gauss, 399

Graphe de compatibilité, 19

Graphe de couverture, 19

Graphe de Hasse, 19, 24

Graphe de 1a relation, 19

Graphe fermé, 90, 320

Groupe, 345

Groupe affine, 386, 548

Groupe affine d’un espace affine X, 374

Groupe de torsion, 363

Groupe des isométries, 386

Groupe des similitudes, 386

Groupe des similitudes d’un espace eu-
clidien £, 377

Groupe diédral, 386

Groupe diédral d’ordre n, 386

Groupe dérivé, 347

Groupe linéaire, 386, 433

Groupe linéaire GL(F), 369

Groupe orthogonal, 386

Groupe orthogonal d’un espace eucli-
dien £, 370

Groupe orthogonal de F, 489

Groupe orthogonal réel d’ordre 2 , 373

Groupe produit, 356

Groupe projectif, 386

Groupe projectif de K, 559

Groupe projectif de D, 560

Groupe projectif de F, 375, 565

Groupe spécial affine d’un espace af-
fine X, 374

Groupe spécial linéaire, 369

Groupe spécial linéaire d’ordre n, 452

Groupe spécial linéaire de F, 451

Groupe spécial orthogonal d’un espace
euclidien £, 370

Groupe spécial orthogonal de F, 489

Groupe spécial orthogonal réel d’ordre
n, 373

Groupe spécial unitaire complexe d’ordre
n, 377

Groupe spécial unitaire de F, 376

Groupe symétrique, 379

Groupe symétrique d’ordre n, 379

Groupe unitaire complexe d’ordre n, 377



Groupe unitaire de F, 376
Générateurs de GL(E) et SL(E), 370

Hauteur, 23

Heine, 74

Hermitien, 498

Hermitienne, 475, 498

Hilbert, 398

Holomorphe sur €2, 296

Homographie de D sur D', 560

Homographie de P(F) sur P(F’), 564

Homographie de P! (K) associée 2 une
matrice, 559

Homographies, 564

Homogene, 353, 607

Homomorphisme, 389

Homomorphisme, 347

Homomorphisme d’anneaux, 394

Homothétie affine, 548

Homothétie de rapport A d’un espace
vectoriel £, 433

Homéomorphisme, 52

Hyperplan, 442

Hyperplan affine, 549

Hyperplan projectif de P(FE), 562

Hyperplan a I’infini, 566

Hypothese du continu - hypothése du
continu généralisée, 36

Idempotent, 436

Identité de Lagrange, 495

Idéal, 391

Idéal annulateur de f, 531

Idéal d’ordre, 19

Idéal engendré par une partie, 391

Idéal maximal, 391

Idéal principal, 391

Idéal a gauche (resp. a droite), 391

Idéaux propres, 391

Idéaux triviaux, 391

Image et image réciproque d’un idéal
par un homomorphisme, 395

Image ouverte, 306

Inaccessible, 36

Indice, 298

Indice, 297

Indice de f, 531

Indice de H dans G, 351

Indice de nilpotence, 434

Indice de nilpotence de a, 389
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Inductif, 32

Induit, 17

Indéfiniment différentiable, 201

Indépendants, 590

Inertic de Sylvester, 464

Infini, 35

Injection canonique, 61

Injection canonique de £ dans son bi-
dual E”, 342

Intégrable, 133

Intégrable (fonction vectorielle), 136

Intégrable sur F, 134

Intégrale, 131

Intégrale sur une partiec mesurable, 134

Intégration d’un développement limité,
276

Intégration par parties, 237

Intéricur (d’une partie), 47

Interpolation, 522

Interquartile, 626

Intervalle, 234

Intervalle de confiance, 627

Integre, 389

Intégrale (au sens de Lebesgue), 134

Intégrale de Wallis, 256

Intérieur, 347

Inversion, 182

Inversion, 381

Inversion globale, 198

Inversion locale, 199

Involution, 437

Involution, 437

Inégalité de Bessel, 482

Inégalité de Bienaymé-Tchébitchev, 601

Inégalité de Cauchy-Schwartz, 476

Inégalité de Jensen, 595

Inégalité de Markov, 594

Inégalité de Minkowski, 155, 476

Inégalité de Minkowski, 236

Inégalité de Schwartz, 155, 461

Inégalité de Schwartz, 236

Inégalité de Taylor-Lagrange, 249

Inégalité de Tchébitchev, 598

Inégalité isopérimétrique, 109

Inégalité triangulaire, 41

Inégalités de Holder, 154

Inégalités de Minkowski, 462

Irréductible, 387

Isobarycentre, 544

Isolé, 52



Isomorphisme, 353, 433

Isomorphisme canonique, 505
Isomorphisme d’espaces affines , 547
Isomorphisme d’espaces de Hilbert, 481
Isomorphisme d’espaces normés, 187
Isomorphisme d’ordre, 18, 29

Isomorphisme de I’espace vectoriel normé
F dans I’espace vectoriel normé

F, 44

Isomorphisme de I’espace vectoriel normé

FE sur I’espace vectoriel normé
F,187

Isomorphisme entre I’espace de Banach
FE et I’espace de Banach F,
82

Isomorphisme réciproque, 433

Isométrie, 42

Isotrope, 457

Jacobien, 190
Jordan, 208

Krull, 395

Lagrange, 352
Le centre d’un p-groupe non trivial est
non trivial, 369
Lebesguiens, 123
Lebesguiens, 123
Lemme Chinois, 401
Lemme d’Abel, 287
Lemme d’Euclide, 399
Lemme d’Urysohn, 163
Lemme d’Urysohn, deuxi¢me version,
165
Lemme de Dynkin, 125
Lemme de Fatou, 132
Lemme de Gronwall, 214
Lemme de Lebesgue, 74
Lemme de Scheffé, 138
Lemme de Sperner, 115
Lemme de Steinitz, 501
Lemme de Zorn, 32
Lemme des noyaux, 532
Libre, 363
Ligne brisée entre a et b, 79
Limite, 52
Lipschitz-équivalentes, 42
Lipschitzienne, 56
Localement compact, 69
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Localement connexe (resp. par arcs),
80

Localement lipschitzienne, 192

Localement lipschitzienne en y, 215

Loi , 600

Loi 0 — 1 de Kolmogorov, 592

Loi de composition interne, 345

Loi de probabilité L£x, 588

Loi jointe, 600

Longueur, 297, 379

Longueur d’un intervalle, 234

Longueur d’une ligne brisée, 79

Longueur de la chaine, 103

Lusin, 170

Majorant essentiel, 156

Majorée, 240

Marche aléatoire sur Z, 606

Martingale, 605

Matrice M associée a g, 467

Matrice associée, 507

Matrice associée la permutation o de
oy, 379

Matrice associée a ¢, 467

Matrice associée a une famille finie de
vecteurs, 512

Matrice associée a une homographie de
P(F)dans P(F) dans des re-
peres projectifs R et R/, 564

Matrice canonique d’une application li-
néaire en dimension finie, 508

Matrice canonique de f, 508

Matrice carrée, 510

Matrice circulante, 521

Matrice circulante associé au n-uple (z1, ...

471, 521

Matrice complémentaire, 514

Matrice d’un endormophisme, 510

Matrice d’une forme quadratique dans
une base B, 458

Matrice d’une permutation, 471

Matrice de covariance, 598

Matrice de la permutation o € o, 471

Matrice de passage, 511

Matrice de transition, 607

Matrice de type (n, p) sur un corps K,
507

Matrice diagonale associée a un n-uple,
510

Matrice extraite, 507

;:E’ﬂ)’



Matrice jacobienne, 190

Matrice ligne, 507

Matrice orthogonale, 373

Matrice principale, 512

Matrice produit, 508

Matrice scalaire, 510

Matrice stochastique, 607

Matrice transposée, S09

Matrice unité d’ordre n, 510

Matrices semblables, 513

Matrices élémentaires de type (n,p),
509

Matrices équivalentes, 513

Maximal, 19

Maximum, 19

Maximum global, 211

Maximum global strict, 211

Maximum relatif, 211

Maximum relatif strict, 211

Maximum, élément minimal, majorant,
31

Médiane, 625

Mesurable, 127, 585

Mesure, 122

Mesure, 122

Mesure complexe, 122

Mesure de cet angle, 571

Mesure de Lebesgue sur R™, 123

Mesure de probabilité, 124, 586

Mesure image, 597

Mesure image de p par f, 597

Mesure principale d’un angle, 571

Méthode de Gauss, 518

Métrique, 41

Métrisabilité de la topologie de la conve-
rence uniforme, 323

Métrisabilité de la topologie de la conver-
gence uniforme sur tout com-
pact, 323

Métrisable, 42

Milieu de zy, 552

Mineur (z,7) de M, 514

Mineur et cofacteur, 514

Minimal, 19, 31

Minimum, 31

Minimum global, 211

Minimum global strict, 211

Minimum local, 211

Minimum local strict, 211

Minimum relatif, 211
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Minimum relatif strict, 211

Minorant, 31

Minorée, 240

Mode, 626

Module de continuité, 169

Moment d’ordre k, 604

Moment d’ordre p, 627

Monogene, 349

Monotone, 18

Montel, 308

Mondme, 426

Morera, 301

Morphisme (d’ordre), 18

Morphisme algébrique, 433

Morphisme d’algebre, 443

Morphisme d’anneaux, 389

Morphisme d’anneaux, 389

Moyenne, 625

Moyenne arithmétique, 625

Moyenne de Césaro, 261

Moyenne géométrique, 625

Moyenne harmonique, 625

Moyenne quadratique, 625

Multiple, 387

Multiplication d’ applications p-linéaires
alternées, 231

Méthode de Laplace, 259

Méthode du pivot de Gauss, 518

Nilpotent, 389, 434

Niveau, 23

Noethérien, 397

Nombres conjugués, 154

Non corrélées, 598

Normal, 346

Normalement convergente, 44

Normalisateur, 346

Norme, 44

Norme d’une application linéaire, 56

Norme euclidienne, 473

Norme hermitienne, 475

Norme usuelle, 234

Normes Np, 156

Noyau, 389, 433, 457

Noyau de Dirichlet d’ordre n, 179

Noyau de Féjer d’ordre n, 179

Noyau et cdne isotrope d’une forme qua-
dratique positive, 462

Noyau-image, 435

Numérotation standard, 114



Numérotation standard d’un simplexe,
114

Négative, 457, 461

Négligeable, 122,272

Opere a gauche , 352

Opérateur d’antisymétrisation, 448

Opérateur de symétrisation, 448

Opérateurs, 429

Opération a gauche, 352

Opérations sur les lignes et les colonnes,
516

Orbite, 353

Ordinal, 28

Ordinal infini, 35

Ordinal limite, 35

Ordre, 17, 31, 252, 303, 534

Ordre d’un élément, 349

Ordre de multiplicité, 418

Ordre infini, 252

Orientation de F’ sous-espace vectoriel
de dimension n—p de (F, C)
espace euclidien orienté de di-
mension n suivant (eq, ..., ep)
une base d’un supplémentaire
de I, 492

Orthogonal, 442, 457, 477, 487, 489

Orthogonale, 458, 477

Orthogonales, 457, 477

Orthogonalisation de Gauss, 472

Orthogonalité, 457

Orthogonalité et espaces supplémentaires,
478

Orthogonaux, 442, 457, 477

Orthonormale, 458, 477

Ouverte (application), 89

Ouverts, 40, 585

Paire, 27

Pappus, 569

Paralltle, 439

Parfait, 101

Partie décimale, 234

Partie enti¢re, 234

Partie fractionnaire, 234

Partie génératrice, 349

Partie principale du pole de f en a, 304

Pas d’une subdivision ou d’une subdi-
vision pointée, 237

Passage a la limite en probabilités, 594
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Permutation, 379

Perpendiculaires, 488

Pgcd, 387

Pivot, 518

Pivot partiel, 519

Pivot total, 519

Plan affine, 543

Plan vectoriel de P(E), 562

Plancherel, 182

Plurimodale, 626

Plus fine, 60

Plus grand commun diviseur, 387

Plus petit commun multiple, 387

Point asymptotiquement stable, 225

Point d’accumulation, 239

Point d’accumulation d’une partie A,
45

Point d’équilibre, 225

Point fixe, 104

Point fixe, 353

Point fixe de Banach, 196

Point stable, 225

Points, 543

Polyndme caractéristique, 540

Polynome caractéristique d’une matrice
carrée M, 533

Polyndme caractéristique de cet endo-
morphisme, 533

Polyndme de Bernstein, 168

Polyndme de Taylor, 248

Polyndme irréductible, 420

Polyndme minimal de f, 531

Polyndme symétrique, 427

Polyndme trigonométrique, 177

Polyndéme 2 n indéterminées a coeffi-
cients dans A, 426

Polyndmes, 415

Polynomes associés, 415

Polynomes symétriques élémentaires, 427

Positive, 457, 461

Possible, 586

Ppcm, 387

Pratique de la réduction (sans hypothese
de dimension finie), 532

précompacité, 65

Premier, 393

Premiers entre eux, 398

Premiére coupe suivant z de F, 140

Premiere dérivée partielle, 189



Premitre propriété fondamentale du sy-
métrisé de Steiner, 110

Presque nulle, 15

Presque partout, 122

Principe de prolongement analytique,
302

Processus X stoppé a I’instant 7", 604

Processus adapté a un espace filtré, 604

Processus prévisible, 604

Procédé d’orthonormalisation de Schmidt,
485

Produit, 20

Produit d’anneaux, 390

Produit de P et 9, 426

Produit de cardinaux, 34

Produit de convolution, 601

Produit de convolution, 267, 601

Produit de convolution de f et g, 150

Produit de convolution, propriétés, 602

Produit de deux anneaux, 390

Produit direct, 356

Produit direct de deux groupes, 356

Produit externe, 429

Produit extérieur, 448

Produit extérieur de formes différenticlles,
232

Produit extéricur des formes différen-
tielles f et g, 232

Produit matriciel, 508

Produit mixte, 493

Produit restreint, 356

Produit scalaire de deux variables aléa-
toires , 598

Produit scalaire euclidien canonique, 474

Produit scalaire euclidien sur F/, 473

Produit scalaire euclidien usuel, 161

Produit scalaire hermitien sur £, 475

Produit scalaire hermitien usuel, 161

Produit semi-direct, 356

Produit symétrique, 448

Produit tensoriel de (f1, ..., fr), 448

Produit tensoriel, produit symétrique,
produit extérieur, 448

Produit vectoriel de a et b, 493

Projecteur, 436

Projecteur sur Y parallelementa 7, 551

Projecteurs associés, 436

Projecteurs associés, 436

Projection, 436

Projection, 356
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Projection orthogonale sur F, 482

Projection sur F parallelement a G, 436

Projectivement indépendants, 562

Projeté de x sur Y parallelement 2 7,
551

Propriété d’intersection finie non vide,
67

Propriété de la borne inféricure, 233

Propriété de la borne supéricure, 233

Propriété des matrices orthogonales réelles,
373

Propriété universelle des groupes abé-
liens, 362

Prédécesseur, 29

Prédécesseurs, 21

Puits, 21

Pythagore, 478

Quadrique affine, 555

Quartiles, 626

Quotient, 417

Quotient et reste de la division suivant
les puissances croissantes de
C par D al’ordre n, 422

Racine, 418

Rang, 503

Rang, 458, 503

Rang d’une matrice, 512

Rapport, 487

Rayon de convergence, 288

Recouvrement ouvert, 64

Rectangle mesurable, 140

Réduction transitive, 24

Réduite (famille de vecteurs), 458

Réflexive, 15

Réflexivité, 17

Réglée, 285

Relation d’ordre strict, 31

Relation d’équivalence, 15

Relation de Bezout, 392

Relation de couverture, 18

Relation de Parseval, 483

Relations, 26

Relations de Newton, 427

Relations entre racines et coefficients
d’un polyndme, 419

Relativement compacte, 64

Relevement, 348

Remarque importante :, 357



Repere affine de X, 545
Repere cartésien de X, 545
Repere projectif de D, 561
Repere projectif de P(E), 562
Résidu, 304

Résolvante d’origine tg, 221
Reste, 417

Reste d’ordre p, 242

Résultant de P et Q, 421

Riesz, 71

Riesz-Fischer - Isomorphisme sur un
12,484

Rolle, 246

Rotation d’angle 6, 371

Rouché, 307

RSA, 414

Runge, version faible, lemme pour la
version forte, 525

Regle de Cauchy, 245

Regle de D’ Alembert, 291

Regle de I’Hopital, 256

Regle de 1a loupe, 264

Regle de Raabe-Duhamel, 245

Réflexif, 342

Réglée, 236

Sans diviseur de 0, 389

Scalaires, 429, 543

Schwartz, 203

Scindé (polyndéme), 212, 418, 540

Scindée, 348

Second lemme de Borel-Cantelli, 590

Section, 348

Segment, 15, 430

Segment initial, 28

Segment initial engendré par z, 28

Segments emboités, 241

Semi-continue inféricurement, 50

Semi-continue supérieurement, 50

Semi-continuité, 50

Semi-convergente, 242

Semi-isomorphisme, 475

Semi-linéaire, 475

Semi-norme, 44

Semi-simple, 527

Séparable, 49

Séparante, 61

Séparation au sens large (resp. strict),
210

Séparé, 53
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Séparées par des ouverts, 41

Séquenticllement continue en z, 54

Série, 242

Série absolument convergente, 84

Série de Fourier, 179

Série dérivée, 291

Série dérivée d’ordre p, 291

Série entire, 287

Série entiére produit, 292

Série génératrice, 295

Séries entiere somme, 292

Signature d’une forme quadratique, 464

Signature d’une permutation, 379

Similitude, 487

Simple, 346

Simplexe, 111

Singularité artificielle, 303

Singularité artificielle, 304

Singularité essentielle, 304

Singularité isolée, 303

Solution e-approchée, 218

Solution (équation différenticlle), 215

Sommable de somme x, 156, 584

Somme, 362

Somme, 242, 362, 391, 434

Somme coalescente, 20

Somme de cardinaux, 34

Somme de Fourier d’ordre n, 179

Somme de Féjer d’ordre n, 179

Somme de Riemann, 237

Somme de sous-espaces vectoriels, 434

Somme directe, 363

Somme directe, 363, 434

Somme directe de sous-espaces vecto-
riels, 434

Somme linéaire, 20

Somme partielle d’ordre p, 242

Somme séparée, 20

Somme, produit, quotient, composé, 278

Source, 21

Sous groupe de G, 346

Sous-anneau, 390

Sous-anneau, 390

Sous-corps, 406

Sous-espace affine, 439

Sous-espace affine de X, 543

Sous-espace caractéristique, 534

Sous-espace projectif de P(E) de di-
mension g, 562

Sous-espace propre, 531



Sous-espace propre de M associé a A\,
531

Sous-espace préhilbertien, 473, 475

Sous-espace vectoriel, 432

Sous-espace vectoriel engendré, 432

Sous-groupe, 346

Sous-groupe de torsion, 363

Sous-martingale, 605

Spectre de f, 531

Spectre de M, 531

Sphere, 41

Sphere de Riemann, 310

Stabilisateur, 353

Stabilité de la continuité par composi-
tion, 51

Stable par f, 531

Statistique, 625

Stone, 167

Stone, version complexe, 169

Strictement convexe, 204

Strictement paralleles, 439

Subdivision, 235

Subdivision pointée, 237

Successeur, 29

Successeurs, 21

Suite de Cauchy, 81

Suite des coefficients de la série entiére,
287

Suite exacte, 348

Suite extraite, 239

Suite récurrente linéaire, 540

Supplémentaires, 435, 549

Support, 15, 379

Support d’un polynéme P, 415

Sur-corps, 406

Surjection canonique, 350

Surmartingale, 605

Sylow, 359

Symétrie, 436

Symétrie, 17, 436, 552

Symétrie par rapport 2 Y parall¢lement
a 7,552

Symétrique, 15, 446, 489, 510

Symétrisé de Steiner, 110

Symétrisé et antisymétrisé d’une forme
n-linéaire, 448

Symétrisée, 448

Systéme d’équations linéaires, 516

Série absolument convergente, 84
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Série alternée, 266
Séries de méme nature, 242

Tangente , 277

Temps d’arrét, 604

Tend vers +-oc0 (resp. —o0), 241

Théoreme d’ Abel, 266

Théoréme de Darboux, 247

Théoreme de Dirichlet, 266

Topologie, 40, 585

Topologie de la convergence simple, 321

Topologie de la convergence uniforme,
323

Topologie de la convergence uniforme,
323

Topologie de la convergence uniforme
sur tout compact, 323

Topologie de la convergence uniforme
sur tout compact, 323

Topologie engendrée par A, 60

Topologie faible, 62

Topologie faible *, 62

Topologie faible étoile, 342

Topologie faible-*, 342

Topologie forte, 60

Topologie induite, 59

Topologie produit, 62

Topologie quotient, 59

Topologiquement équivalentes, 42

Totalement discontinu, 100

Totalement isotrope, 457

Totalement ordonné, 17, 233

Trace, 510

Transformation de Fourier 2, 182

Transformation de Toeplitz, 269

Transformée d’ Abel, 265

Transformée de Fourier L', 181

Transitif, 28

Transitive, 15

Transitivement, 353

Transitivité, 17

Translation, 439

Translations, 439

Transport, 597

Transposition, 379

Transposée d’une matrice, 509

Transposée de f, 443

Transvection affine, 553

Transvection d’hyperplan H, 437

Tri topologique, 22



Triangulaire inféricure, 510
Triangulaire supéricure, 510
Triangulation d’un simplexe A, 113
Tribu, 585

Tribu des boréliens, 585
Tribu des lebesguiens, 123
Tribu produit, 140
Trigonalisable, 534

Triplet de probabilité, 586
Tykhonov, 69

Type fini, 391

Unicité, 215

Uniformément continue, 55

Uniformément convergente sur les é16-
ments de S, 322

Uniformément équicontinue, 326

Union disjointe, 20

Unitaire, 388, 415, 498

Unité, 387

Univers, 26, 586

Valeur absolue, 234

Valeur d’adhérence, 239

Valeur d’adhérence, 58

Valeur de P en (z1,...,%,), 426

Valeur propre, 531

Valeur propre de M, 531

Valeurs intermédiaires, 247

Valuation p-adique de A, 399

Valuation de P, 415

Variable aléatoire, 587

Variable aléatoire, 587

Variables aléatoires indépendantes, 589

Variables asymptotiques, 592

Variance, 598, 626

Variation bornée, 266

Variation des constantes, 224

Variation totale de p, 147

Variété affine d’un espace affine X de
direction F', 543

Variété de dimension p et de classe C*
au voisinage de x, 207

Vecteur isotrope, 457

Vecteur propre de f, 531

Vecteurs, 429, 543

Vectorialisé de X en x( appartenant a
X, 543

Vitali-Carathéodory, 174

Voisinage, 45
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Wedderburn, 408
Weierstrass, 168

Zermelo, 32



Index

Abscisse, 560

Absolument, 242

Accessible, 36

Accroissements finis, 190
Action, 352

Action a droite, 352

Action a gauche, 352

Adaptée, 235

Adhérence, 45

Adjacentes, 241

Adjoint, 498

Affine, 547

Affinement libre, 545
Algorithme de Bezout, 393
Algorithme de Goralcicova-Koubek, 24
Algorithme de Roy-Warshall, 23
Algebre, 118

Algebre, 118, 585

Algebre engendrée par M, 120
Algébrique, 408

Algébrique sur K, 408
Algébriquement clos, 418
Alternée, 446

Analytique, 292

Angle, 571

Angle, 598

Angle nul, 571

Angle orienté, 571

Angle orienté de deux demi-droites, 571
Angle plat, 571

Angles, 488

Anneau, 387

Anneau, 387

Anneau factoriel, 399

Anneau noethérien, 397
Anneau principal, 391

Anneau quotient, 394
Antichaine, 17

Antisymétrique, 15, 446, 489, 510
Antisymétrisée, 448
Application, 15
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Application n-linéaire, 446

Application contractante, 196

Application linéaire, 433

Application linéaire, 433

Application linéaire associée a f, 547

Application linéaire canonique, 442

Application linéaire canoniquement as-
sociée a la matrice M, 507

Application multilinéaire, 446

Application ouverte, 89, 319

Application polyndmiale associée a A,
417

Application réglée, 236, 285

Approximation d’ouverts du plan par
des compacts pas trop troués,
92

Arc ou chemin, 79

Archimédien, 233

Arrét éventuel de Doob, 606

Artificielle, singularité, 303

Arzéla-Ascoli, 328

Ascoli, 327

Associée (topologie-métrique), 41

Associés (dans un anneau), 387

Associés (endomorphisme-matrice), 564

Associés (symétrie et projecteur), 437,
552

Associés (polyndmes), 415

Automorphisme, 433

Automorphismes, 347

Autonome, 225

Axiome d’accessibilité, 36

Axiome de fondation, 37

Axiome de fondation, 37

Axiome de I’infini, 27

Axiome du choix, deuxieéme version,
31

Axiome du choix, premiere version, 31

Baire, 87, 318
Banach et Tarski, 126



Banach-Alaoglu, 71

Banach-Steinhaus, 88, 318

Barycentre, 544

Base, 441

Base d’ouverts, 48

Base de voisinages, 50

Base directe, 492

Base duale, 504

Base dénombrable d’ouverts, 49

Base dénombrable de voisinages, 50

Base hilbertienne, 483

Base incomplete, 500

Base indirecte, 492

Bases téléscopiques, 407

Bezout, 392, 398

Bidual, 505

Bidual, 442

Bien ordonné, 28

Bilatere, 391

Bilipschitzienne, application, 42

Birapport de 4, B, C et D, 560

Bolzano-Weierstrass, 74

Bon ordre, 28, 31

Borel-Cantelli, 586

Borel-Lebesgue (propriété de), 64

Borne supéricure essenticlle, 156

Borne uniforme, 318

Borné (dans un espace normé), 57

Borné (processus), 604

Bornée (application a valeurs dans un
espace normé), 57

Bornée (dans H(2)), 330

Bornée (dans un métrique), 41

Bornée (partie de R), 234

Bornée (suite réelle), 240

Boréliens, 120, 585

Boule ouverte (resp. fermée), 41

Brouwer, 115,116

Calcul de la dérivée n-ieéme d’une fonc-
tion, 251

Calcul de 1a dérivée seconde d’une fonc-
tion, 251

Cantor, 34

Cantor K3, 99

Cantor-Bernstein, 31

Caractérisation du développement p-adique,

411
Caractérisations des projecteurs, 551
Caractéristique, 346

Caractéristiques de la topologie de la
convergence simple, 322

Carathéodory, 126

Cardinal, 34

Cardinal accessible et inaccessible, 36

Cauchy, 220

Cauchy dans le cas d’un triangle dans
un convexe, 299

Cauchy dans un ensemble convexe, 300

Cauchy-Lipschitz, 217

Cauchy-Mertens, 268

Cayley, 367

Cayley-Hamilton, 537

Centralisateur, 368

Centre, 346

Cercle unité complexe, 386

Chaine, 17, 32

Chaine de Markov, 607

Chaine entre les sous-espaces vectoriels
FetG,103

Champ rentrant dans la sphere, 117

Changement d’origine, 626

Changement d’échelle, 626

Changement de variable, 143, 238

Chemin, 297

Clan, 118

Classe, 26

Classe C*, 187

Classe C™, 201

Classe d’équivalence, 15

Classe monotone, 125

Classes a droite suivant H, 350

Classes a gauche suivant H, 350

Cloture algébrique, 408

CI¢ publique, 413

Clé révélée, 413

Codimension, 500

Coefficient dominant de P, 415

Coefficients de Fourier de f, 179

Cofacteur (z,7), 514

Comatrice, 514

Combinaison linéaire, 440

Commutant de A, 510

Commutateur, 347

Commutatif, 406

Commutatif (anneau), 387

Commutatif ou abélien, 345

Commutative (K-algebre), 443

Compacité des espaces projectifs, 567

Compact, 64



Comparables, 32

Complet, 82, 122

Complété, 86

Complété projectif de H, 566

Composante connexe, 78

Composante connexe par arcs, 80

Composé de deux polyndmes P et Q,
415

Concave, 430

Condition de Holder d’ordre «, 338

Cone isotrope de g, 457

Confiance, 627

Congruentes, 456

Conjugaison, 347

Conjugués, 346

Connexe, 75

Connexe par arcs, 79

Constante d’Euler, 262

Constante de Lipschitz, 56

Conséquence du lemme d’ Abel, 288

Continue, 50

Continue en x, 50

Continuité ponctuelle, 50

Continuité séquentielle, 54

Continuité uniforme, 55

Contraction, 196

Converge, 239, 241

Converge en mesure vers f, 325

Converge presque partout, 325

Converge simplement, 321

Converge vers ¢ € F, 335

Convergence dominée de Lebesgue, 136

Convergence dominée de Lebesgue dans
LP, 157

Convergence monotone, dit aussi théo-
réme de Beppo-Levi, 132

Convergence simple, 321

Convergence uniforme, 55, 322

Convergente (suite), 239

Convergents, 412

Convexe, 204, 430

Coordonnée de M dans le repére pro-
jectif (A, B, C), 561

Coordonnées, 441

Coordonnées cartésiennes, 545

Coordonnées homogenes, 564

Coordonnées homogenes (t1, ..., t,) dans

un certain repere projectif (do, d1, ...

562
Coordonnées tangentielles, 546

Corps, 406

Corps de décomposition de P, 408
Corps de rupture de P, 408
Corps réel, 233
Corrélation, 598

Couple, 27

Courbe, 297

Covariance, 598
Covariance et variance, 598
Critere de D’ Alembert, 245
Cryptographie, 413

Cube de Hilbert, 95

Cycle, 379

Cyclique, 349

Théoréme de D’ Alembert-Gauss, 212

D-systéme, 125

D-systeme engendré, 125

D-systeme engendré, 125

D-systéme, alias classe monotone, 125

De p-torsion, 363

De torsion, 363

De type fini, 349

Déciles, 626

Décomposition A =t RR, 520

Décomposition A = LU, 519

Décomposition cyclique, 364

Décomposition de Cholesky, 520

Définie, 457

Degré, 407

Degré d, 426

Degré de P, 415

Degré entrant, 21

Degré externe, 21

Degré interne, 21

Degré sortant, 21

Dégénérée, 457

Dénombrable, 35

Dense, 46

Densité de probabilité, 600

Densité de probabilité de X, 598

Dérivable, 186, 190

Dérivable au sens complexe en a € €2
si, 296

Dérivé formel, 426

Dérivée, 186

Dérivée a droite, 190

posargues, 570

Déterminant, 450, 452

Déterminant de I’endomorphisme f, 451



Déterminant de Vandermonde associé
aun n-uple (z1, ..., z,), 470

Deuxi¢me dérivée particlle, 189

Deuxieme propriété fondamentale du sy-
métrisé de Steiner, 110

Deuxi¢me théoreme de Sylow, 360

Développable en série entiére au voisi-
nage de a € U, 292

Développement de Taylor de f al’ordre
nen a, 248

Développement en série enticre, 292

Développement en série entiére des fonc-
tions holomorphes, 301

Développements limités, 273

Déviation, 598, 626

Diagonale, 510

Diagonalisable, 534

Diagramme de Hasse, 18

Difféomorphisme C*, 199

Difféomorphisme C*, 199

Différentes caractérisations de la signa-
ture, 381

Différentiable, 186

Différentiable en z € U suivant la di-
rection e € F, 206

Différentielle , 186

Différenticlle de f en x suivant u, 206

Différenticlle de fonctions composées,
187

Dilatation d’hyperplan H, de direction
D et de rapport A, 437

Dimension, 111, 500

Dimension d’un espace affine, 543

Dimension de P(F), 562

Dimension finie, 500

Dimension infinie, 500

Dimension infinie (espace affine), 543

Dirac, 602

Direction d’un sous-espace affine, 439

Dirichlet, 181

Discret, 52

Discriminant, 421, 458

Disque de convergence, 288

Distance, 41

Distance associée, 44

Distance de Grassman, 103

Distance de Hausdorff, 101

Distance usuelle, 234

Distingué, 346

Diverge, 241
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Divise, 387

Diviseur, 387

Diviseur de 0, 389

Diviseur a droite de 0, 389

Diviseur a gauche de 0, 389

Diviseurs de 0, anncaux intégres, ¢1é-
ments nilpotents, 389

Division euclidienne, 416

Division suivant les puissances crois-
santes, 422

Domaine de convergence, 287

Domaine de définition de f * g, 150

Dominante, 626

Dominée, 272

Droite affine, 543

Droite de P(E), 562

Droite de Simson, 575

Droite numérique achevée, 234

Droite projective associée au corps K,
559 _

Droite projective complétée D, 560

Dual, 18, 442

Dual topologique, 60

Décomposition A = LU, 519

Décomposition de Cholesky, 520

Décomposition en produit semi-direct,
357

Dérivation de I’exponentielle, 264

Déterminant de Vandermonde, 470

Développement suivant une colonne, 453

développements limités (cadre généra-
lis¢), 273

Ecart moyen, 626

Ecart quadratique moyen, 626

Ecart type, 626

Echantillonnage, 627

Echelle de comparaison au voisinage
de a, 280

Effectif cumulé croissant, 626

Effectif cumulé décroissant, 626

Effectifs cumulés, 626

Egalité de Bienaymé, 601

Egalité utile, 476

Elément de torsion, 363

Elément minimum, 19

En escalier, 175

Endomorphisme, 433

Endomorphisme adjoint, 489



Endomorphisme hermitien associée a
cette forme quadratique, 468

Endomorphisme symétrique associé a
la forme quadratique g, 466

Endomorphismes, 347

Engendre, 406

Engendré, 349

Ensemble des séries formelles sur A,
295

Ensemble dérivé de A, 45

Ensemble inductif, 32

Ensemble quotient, 350

Ensemble triadique de Cantor, 99

Ensemble élémentaire, 140

Ensembles, 26

Entier naturel, 35

Equadif dépendante d’un parametre, 217

Equation de Bernoulli, 228

Equation de Riccati, 228

Equation différentielle du premier ordre,
215

Equation différentielle homogeéne asso-
ciée, 220

Equation différentielle linéaire du pre-
mier ordre, 220

Equation résolvante, 221

Equation a variables séparée, 228

Equicontinue, 326

Equicontinuité, 326

Equilibrée, 210

Equipotents, 33

Equivalente, 272

Equivalentes, 42, 44, 513

Escalier, 235

Espace complet, 82

Espace de Banach, 82

Espace de Hilbert, 480

Espace des états, 607

Espace euclidien, 487

Espace euclidien, 487

Espace euclidien orienté, 492

Espace filtré, 604

Espace hermitien, 496

Espace mesurable, 119

Espace mesurable, 119, 585

Espace mesuré, 122, 585

Espace métrique, 41

Espace normé, 44

Espace projectif associé a F, 562

Espace préhilbertien complexe, 475
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Espace préhilbertien réel, 473

Espace vectoriel, 429

Espace vectoriel produit, 431

Espace vectoriel produit, 431

Espace vectoriel quotient, 438

Espaces de Holder, 339

Espérance d’une variable aléatoire dans
L', 593

Essentiellement bornée, 156

Estimations de Cauchy, 304

Etagée, 130

Euclidien, 396

Evénement, 586

Evénements asymptotiques, 592

Evénements indépendants, 589

Existence, 216

Existence de la dérivée seconde, 203

Existence de solutions globales, 217

Existence de topologie non métrisables,
43

Exponentiation de cardinaux, 34

Exponentielle, 294

Extensif, 38

Extension, 348, 406

Extensive, 38

Extérieur, 47

Face d’un simplexe, 111

Facteurs invariants, 364

Facteurs irréductibles communs a deux
polyndmes, 421

Factoriel, 399

Factorisation d’homomorphismes, 351

Factorisation d’un homomorphisme, 394

Famille génératrice, 440

Famille libre, 440

Famille liée, 440

Familles orthogonales et orthonormales,
458

Fejer, 181

Fermeture, 45

Fermeture transitive, 23, 37

Fermé (courbe,chemin), 297

Fermée (partie), 40

Fidelement, 353

Filtration, 604

Filtre d’ordre, 19

Fini, 35

Finie, 124, 240, 585

Fixateur, 353



Fonction, 15

Fonction caractéristique, 603

Fonction caractéristique de F, 15

Fonction caractéristique de X, 603

Fonction d’Euler, 401

Fonction d’Euler, 401

Fonction de répartition, 588, 600

Fonction delta de Kronecker, 15

Fonction génératrice, 619

Fonction intégrable, 133

Fonction mesurable, 127

Fonction quotient, 350

Fonction réglée, 236

Fonction simple, 130

Fonction vectorielle, 136

Forme n-linéaire, 446

Forme 2-affine, 555

Forme affine, 547

Forme bilinéaire sur F, 454

Forme différenticlle de degré p sur U a
valeurs dans £, 230

Forme géométrique de Hahn-Banach en
dim. finie, 210

Forme linéaire, 442

Forme polaire (cas complexe), 467

Forme polaire de g, 457

Forme quadratique, 456

Forme quadratique associée a la forme
bilinéaire ¢, 456

Forme quadratique hermitienne, 467

Forme quadratique hermitienne associée
al’endomorphisme hermitien
f,468

Forme semi-linéaire, 475

Forme sesquilinéaire, 475

Formes coordonnées associées, S04

Formule d’Euler, 412

Formule d’Hadamard, 290

Formule d’inclusion exclusion, 122, 579

Formule d’inversion de Fourier, 603

Formule de Cauchy dans un ensemble
convexe, 300

Formule de Leibnitz, 188, 332

Formule de Mac Laurin, 248

Formule de Taylor avec reste intégral,
249

Formule de Taylor-Lagrange, 248

Formule de Taylor-Young, 250

Formule du bindme de Newton, 388

Formules de Cramer, 517
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Fractions continues, 412
Frontiére, 47
Fubini, 142

G-orbite, 353

Gauss, 399

Graphe de compatibilité, 19

Graphe de couverture, 19

Graphe de Hasse, 19, 24

Graphe de 1a relation, 19

Graphe fermé, 90, 320

Groupe, 345

Groupe affine, 386, 548

Groupe affine d’un espace affine X, 374

Groupe de torsion, 363

Groupe des isométries, 386

Groupe des similitudes, 386

Groupe des similitudes d’un espace eu-
clidien £, 377

Groupe diédral, 386

Groupe diédral d’ordre n, 386

Groupe dérivé, 347

Groupe linéaire, 386, 433

Groupe linéaire GL(F), 369

Groupe orthogonal, 386

Groupe orthogonal d’un espace eucli-
dien £, 370

Groupe orthogonal de F, 489

Groupe orthogonal réel d’ordre 2 , 373

Groupe produit, 356

Groupe projectif, 386

Groupe projectif de K, 559

Groupe projectif de D, 560

Groupe projectif de F, 375, 565

Groupe spécial affine d’un espace af-
fine X, 374

Groupe spécial linéaire, 369

Groupe spécial linéaire d’ordre n, 452

Groupe spécial linéaire de F, 451

Groupe spécial orthogonal d’un espace
euclidien £, 370

Groupe spécial orthogonal de F, 489

Groupe spécial orthogonal réel d’ordre
n, 373

Groupe spécial unitaire complexe d’ordre
n, 377

Groupe spécial unitaire de F, 376

Groupe symétrique, 379

Groupe symétrique d’ordre n, 379

Groupe unitaire complexe d’ordre n, 377



Groupe unitaire de F, 376
Générateurs de GL(E) et SL(E), 370

Hauteur, 23

Heine, 74

Hermitien, 498

Hermitienne, 475, 498

Hilbert, 398

Holomorphe sur €2, 296

Homographie de D sur D', 560

Homographie de P(F) sur P(F’), 564

Homographie de P! (K) associée 2 une
matrice, 559

Homographies, 564

Homogene, 353, 607

Homomorphisme, 389

Homomorphisme, 347

Homomorphisme d’anneaux, 394

Homothétie affine, 548

Homothétie de rapport A d’un espace
vectoriel £, 433

Homéomorphisme, 52

Hyperplan, 442

Hyperplan affine, 549

Hyperplan projectif de P(FE), 562

Hyperplan a I’infini, 566

Hypothese du continu - hypothése du
continu généralisée, 36

Idempotent, 436

Identité de Lagrange, 495

Idéal, 391

Idéal annulateur de f, 531

Idéal d’ordre, 19

Idéal engendré par une partie, 391

Idéal maximal, 391

Idéal principal, 391

Idéal a gauche (resp. a droite), 391

Idéaux propres, 391

Idéaux triviaux, 391

Image et image réciproque d’un idéal
par un homomorphisme, 395

Image ouverte, 306

Inaccessible, 36

Indice, 298

Indice, 297

Indice de f, 531

Indice de H dans G, 351

Indice de nilpotence, 434

Indice de nilpotence de a, 389
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Inductif, 32

Induit, 17

Indéfiniment différentiable, 201

Indépendants, 590

Inertic de Sylvester, 464

Infini, 35

Injection canonique, 61

Injection canonique de £ dans son bi-
dual E”, 342

Intégrable, 133

Intégrable (fonction vectorielle), 136

Intégrable sur F, 134

Intégrale, 131

Intégrale sur une partiec mesurable, 134

Intégration d’un développement limité,
276

Intégration par parties, 237

Intéricur (d’une partie), 47

Interpolation, 522

Interquartile, 626

Intervalle, 234

Intervalle de confiance, 627

Integre, 389

Intégrale (au sens de Lebesgue), 134

Intégrale de Wallis, 256

Intérieur, 347

Inversion, 182

Inversion, 381

Inversion globale, 198

Inversion locale, 199

Involution, 437

Involution, 437

Inégalité de Bessel, 482

Inégalité de Bienaymé-Tchébitchev, 601

Inégalité de Cauchy-Schwartz, 476

Inégalité de Jensen, 595

Inégalité de Markov, 594

Inégalité de Minkowski, 155, 476

Inégalité de Minkowski, 236

Inégalité de Schwartz, 155, 461

Inégalité de Schwartz, 236

Inégalité de Taylor-Lagrange, 249

Inégalité de Tchébitchev, 598

Inégalité isopérimétrique, 109

Inégalité triangulaire, 41

Inégalités de Holder, 154

Inégalités de Minkowski, 462

Irréductible, 387

Isobarycentre, 544

Isolé, 52



Isomorphisme, 353, 433

Isomorphisme canonique, 505
Isomorphisme d’espaces affines , 547
Isomorphisme d’espaces de Hilbert, 481
Isomorphisme d’espaces normés, 187
Isomorphisme d’ordre, 18, 29

Isomorphisme de I’espace vectoriel normé
F dans I’espace vectoriel normé

F, 44

Isomorphisme de I’espace vectoriel normé

FE sur I’espace vectoriel normé
F,187

Isomorphisme entre I’espace de Banach
FE et I’espace de Banach F,
82

Isomorphisme réciproque, 433

Isométrie, 42

Isotrope, 457

Jacobien, 190
Jordan, 208

Krull, 395

Lagrange, 352
Le centre d’un p-groupe non trivial est
non trivial, 369
Lebesguiens, 123
Lebesguiens, 123
Lemme Chinois, 401
Lemme d’Abel, 287
Lemme d’Euclide, 399
Lemme d’Urysohn, 163
Lemme d’Urysohn, deuxi¢me version,
165
Lemme de Dynkin, 125
Lemme de Fatou, 132
Lemme de Gronwall, 214
Lemme de Lebesgue, 74
Lemme de Scheffé, 138
Lemme de Sperner, 115
Lemme de Steinitz, 501
Lemme de Zorn, 32
Lemme des noyaux, 532
Libre, 363
Ligne brisée entre a et b, 79
Limite, 52
Lipschitz-équivalentes, 42
Lipschitzienne, 56
Localement compact, 69
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Localement connexe (resp. par arcs),
80

Localement lipschitzienne, 192

Localement lipschitzienne en y, 215

Loi , 600

Loi 0 — 1 de Kolmogorov, 592

Loi de composition interne, 345

Loi de probabilité L£x, 588

Loi jointe, 600

Longueur, 297, 379

Longueur d’un intervalle, 234

Longueur d’une ligne brisée, 79

Longueur de la chaine, 103

Lusin, 170

Majorant essentiel, 156

Majorée, 240

Marche aléatoire sur Z, 606

Martingale, 605

Matrice M associée a g, 467

Matrice associée, 507

Matrice associée la permutation o de
oy, 379

Matrice associée a ¢, 467

Matrice associée a une famille finie de
vecteurs, 512

Matrice associée a une homographie de
P(F)dans P(F) dans des re-
peres projectifs R et R/, 564

Matrice canonique d’une application li-
néaire en dimension finie, 508

Matrice canonique de f, 508

Matrice carrée, 510

Matrice circulante, 521

Matrice circulante associé au n-uple (z1, ...

471, 521

Matrice complémentaire, 514

Matrice d’un endormophisme, 510

Matrice d’une forme quadratique dans
une base B, 458

Matrice d’une permutation, 471

Matrice de covariance, 598

Matrice de la permutation o € o, 471

Matrice de passage, 511

Matrice de transition, 607

Matrice de type (n, p) sur un corps K,
507

Matrice diagonale associée a un n-uple,
510

Matrice extraite, 507

;:E’ﬂ)’



Matrice jacobienne, 190

Matrice ligne, 507

Matrice orthogonale, 373

Matrice principale, 512

Matrice produit, 508

Matrice scalaire, 510

Matrice stochastique, 607

Matrice transposée, S09

Matrice unité d’ordre n, 510

Matrices semblables, 513

Matrices élémentaires de type (n,p),
509

Matrices équivalentes, 513

Maximal, 19

Maximum, 19

Maximum global, 211

Maximum global strict, 211

Maximum relatif, 211

Maximum relatif strict, 211

Maximum, élément minimal, majorant,
31

Médiane, 625

Mesurable, 127, 585

Mesure, 122

Mesure, 122

Mesure complexe, 122

Mesure de cet angle, 571

Mesure de Lebesgue sur R™, 123

Mesure de probabilité, 124, 586

Mesure image, 597

Mesure image de p par f, 597

Mesure principale d’un angle, 571

Méthode de Gauss, 518

Métrique, 41

Métrisabilité de la topologie de la conve-
rence uniforme, 323

Métrisabilité de la topologie de la conver-
gence uniforme sur tout com-
pact, 323

Métrisable, 42

Milieu de zy, 552

Mineur (z,7) de M, 514

Mineur et cofacteur, 514

Minimal, 19, 31

Minimum, 31

Minimum global, 211

Minimum global strict, 211

Minimum local, 211

Minimum local strict, 211

Minimum relatif, 211
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Minimum relatif strict, 211

Minorant, 31

Minorée, 240

Mode, 626

Module de continuité, 169

Moment d’ordre k, 604

Moment d’ordre p, 627

Monogene, 349

Monotone, 18

Montel, 308

Mondme, 426

Morera, 301

Morphisme (d’ordre), 18

Morphisme algébrique, 433

Morphisme d’algebre, 443

Morphisme d’anneaux, 389

Morphisme d’anneaux, 389

Moyenne, 625

Moyenne arithmétique, 625

Moyenne de Césaro, 261

Moyenne géométrique, 625

Moyenne harmonique, 625

Moyenne quadratique, 625

Multiple, 387

Multiplication d’ applications p-linéaires
alternées, 231

Méthode de Laplace, 259

Méthode du pivot de Gauss, 518

Nilpotent, 389, 434

Niveau, 23

Noethérien, 397

Nombres conjugués, 154

Non corrélées, 598

Normal, 346

Normalement convergente, 44

Normalisateur, 346

Norme, 44

Norme d’une application linéaire, 56

Norme euclidienne, 473

Norme hermitienne, 475

Norme usuelle, 234

Normes Np, 156

Noyau, 389, 433, 457

Noyau de Dirichlet d’ordre n, 179

Noyau de Féjer d’ordre n, 179

Noyau et cdne isotrope d’une forme qua-
dratique positive, 462

Noyau-image, 435

Numérotation standard, 114



Numérotation standard d’un simplexe,
114

Négative, 457, 461

Négligeable, 122,272

Opere a gauche , 352

Opérateur d’antisymétrisation, 448

Opérateur de symétrisation, 448

Opérateurs, 429

Opération a gauche, 352

Opérations sur les lignes et les colonnes,
516

Orbite, 353

Ordinal, 28

Ordinal infini, 35

Ordinal limite, 35

Ordre, 17, 31, 252, 303, 534

Ordre d’un élément, 349

Ordre de multiplicité, 418

Ordre infini, 252

Orientation de F’ sous-espace vectoriel
de dimension n—p de (F, C)
espace euclidien orienté de di-
mension n suivant (eq, ..., ep)
une base d’un supplémentaire
de I, 492

Orthogonal, 442, 457, 477, 487, 489

Orthogonale, 458, 477

Orthogonales, 457, 477

Orthogonalisation de Gauss, 472

Orthogonalité, 457

Orthogonalité et espaces supplémentaires,
478

Orthogonaux, 442, 457, 477

Orthonormale, 458, 477

Ouverte (application), 89

Ouverts, 40, 585

Paire, 27

Pappus, 569

Paralltle, 439

Parfait, 101

Partie décimale, 234

Partie enti¢re, 234

Partie fractionnaire, 234

Partie génératrice, 349

Partie principale du pole de f en a, 304

Pas d’une subdivision ou d’une subdi-
vision pointée, 237

Passage a la limite en probabilités, 594
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Permutation, 379

Perpendiculaires, 488

Pgcd, 387

Pivot, 518

Pivot partiel, 519

Pivot total, 519

Plan affine, 543

Plan vectoriel de P(E), 562

Plancherel, 182

Plurimodale, 626

Plus fine, 60

Plus grand commun diviseur, 387

Plus petit commun multiple, 387

Point asymptotiquement stable, 225

Point d’accumulation, 239

Point d’accumulation d’une partie A,
45

Point d’équilibre, 225

Point fixe, 104

Point fixe, 353

Point fixe de Banach, 196

Point stable, 225

Points, 543

Polyndme caractéristique, 540

Polynome caractéristique d’une matrice
carrée M, 533

Polyndme caractéristique de cet endo-
morphisme, 533

Polyndme de Bernstein, 168

Polyndme de Taylor, 248

Polyndme irréductible, 420

Polyndme minimal de f, 531

Polyndme symétrique, 427

Polyndme trigonométrique, 177

Polyndéme 2 n indéterminées a coeffi-
cients dans A, 426

Polyndmes, 415

Polynomes associés, 415

Polynomes symétriques élémentaires, 427

Positive, 457, 461

Possible, 586

Ppcm, 387

Pratique de la réduction (sans hypothese
de dimension finie), 532

précompacité, 65

Premier, 393

Premiers entre eux, 398

Premiére coupe suivant z de F, 140

Premiere dérivée partielle, 189



Premitre propriété fondamentale du sy-
métrisé de Steiner, 110

Presque nulle, 15

Presque partout, 122

Principe de prolongement analytique,
302

Processus X stoppé a I’instant 7", 604

Processus adapté a un espace filtré, 604

Processus prévisible, 604

Procédé d’orthonormalisation de Schmidt,
485

Produit, 20

Produit d’anneaux, 390

Produit de P et 9, 426

Produit de cardinaux, 34

Produit de convolution, 601

Produit de convolution, 267, 601

Produit de convolution de f et g, 150

Produit de convolution, propriétés, 602

Produit de deux anneaux, 390

Produit direct, 356

Produit direct de deux groupes, 356

Produit externe, 429

Produit extérieur, 448

Produit extérieur de formes différenticlles,
232

Produit extéricur des formes différen-
tielles f et g, 232

Produit matriciel, 508

Produit mixte, 493

Produit restreint, 356

Produit scalaire de deux variables aléa-
toires , 598

Produit scalaire euclidien canonique, 474

Produit scalaire euclidien sur F/, 473

Produit scalaire euclidien usuel, 161

Produit scalaire hermitien sur £, 475

Produit scalaire hermitien usuel, 161

Produit semi-direct, 356

Produit symétrique, 448

Produit tensoriel de (f1, ..., fr), 448

Produit tensoriel, produit symétrique,
produit extérieur, 448

Produit vectoriel de a et b, 493

Projecteur, 436

Projecteur sur Y parallelementa 7, 551

Projecteurs associés, 436

Projecteurs associés, 436

Projection, 436

Projection, 356
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Projection orthogonale sur F, 482

Projection sur F parallelement a G, 436

Projectivement indépendants, 562

Projeté de x sur Y parallelement 2 7,
551

Propriété d’intersection finie non vide,
67

Propriété de la borne inféricure, 233

Propriété de la borne supéricure, 233

Propriété des matrices orthogonales réelles,
373

Propriété universelle des groupes abé-
liens, 362

Prédécesseur, 29

Prédécesseurs, 21

Puits, 21

Pythagore, 478

Quadrique affine, 555

Quartiles, 626

Quotient, 417

Quotient et reste de la division suivant
les puissances croissantes de
C par D al’ordre n, 422

Racine, 418

Rang, 503

Rang, 458, 503

Rang d’une matrice, 512

Rapport, 487

Rayon de convergence, 288

Recouvrement ouvert, 64

Rectangle mesurable, 140

Réduction transitive, 24

Réduite (famille de vecteurs), 458

Réflexive, 15

Réflexivité, 17

Réglée, 285

Relation d’ordre strict, 31

Relation d’équivalence, 15

Relation de Bezout, 392

Relation de couverture, 18

Relation de Parseval, 483

Relations, 26

Relations de Newton, 427

Relations entre racines et coefficients
d’un polyndme, 419

Relativement compacte, 64

Relevement, 348

Remarque importante :, 357



Repere affine de X, 545
Repere cartésien de X, 545
Repere projectif de D, 561
Repere projectif de P(E), 562
Résidu, 304

Résolvante d’origine tg, 221
Reste, 417

Reste d’ordre p, 242

Résultant de P et Q, 421

Riesz, 71

Riesz-Fischer - Isomorphisme sur un
12,484

Rolle, 246

Rotation d’angle 6, 371

Rouché, 307

RSA, 414

Runge, version faible, lemme pour la
version forte, 525

Regle de Cauchy, 245

Regle de D’ Alembert, 291

Regle de I’Hopital, 256

Regle de 1a loupe, 264

Regle de Raabe-Duhamel, 245

Réflexif, 342

Réglée, 236

Sans diviseur de 0, 389

Scalaires, 429, 543

Schwartz, 203

Scindé (polyndéme), 212, 418, 540

Scindée, 348

Second lemme de Borel-Cantelli, 590

Section, 348

Segment, 15, 430

Segment initial, 28

Segment initial engendré par z, 28

Segments emboités, 241

Semi-continue inféricurement, 50

Semi-continue supérieurement, 50

Semi-continuité, 50

Semi-convergente, 242

Semi-isomorphisme, 475

Semi-linéaire, 475

Semi-norme, 44

Semi-simple, 527

Séparable, 49

Séparante, 61

Séparation au sens large (resp. strict),
210

Séparé, 53
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Séparées par des ouverts, 41

Séquenticllement continue en z, 54

Série, 242

Série absolument convergente, 84

Série de Fourier, 179

Série dérivée, 291

Série dérivée d’ordre p, 291

Série entire, 287

Série entiére produit, 292

Série génératrice, 295

Séries entiere somme, 292

Signature d’une forme quadratique, 464

Signature d’une permutation, 379

Similitude, 487

Simple, 346

Simplexe, 111

Singularité artificielle, 303

Singularité artificielle, 304

Singularité essentielle, 304

Singularité isolée, 303

Solution e-approchée, 218

Solution (équation différenticlle), 215

Sommable de somme x, 156, 584

Somme, 362

Somme, 242, 362, 391, 434

Somme coalescente, 20

Somme de cardinaux, 34

Somme de Fourier d’ordre n, 179

Somme de Féjer d’ordre n, 179

Somme de Riemann, 237

Somme de sous-espaces vectoriels, 434

Somme directe, 363

Somme directe, 363, 434

Somme directe de sous-espaces vecto-
riels, 434

Somme linéaire, 20

Somme partielle d’ordre p, 242

Somme séparée, 20

Somme, produit, quotient, composé, 278

Source, 21

Sous groupe de G, 346

Sous-anneau, 390

Sous-anneau, 390

Sous-corps, 406

Sous-espace affine, 439

Sous-espace affine de X, 543

Sous-espace caractéristique, 534

Sous-espace projectif de P(E) de di-
mension g, 562

Sous-espace propre, 531



Sous-espace propre de M associé a A\,
531

Sous-espace préhilbertien, 473, 475

Sous-espace vectoriel, 432

Sous-espace vectoriel engendré, 432

Sous-groupe, 346

Sous-groupe de torsion, 363

Sous-martingale, 605

Spectre de f, 531

Spectre de M, 531

Sphere, 41

Sphere de Riemann, 310

Stabilisateur, 353

Stabilité de la continuité par composi-
tion, 51

Stable par f, 531

Statistique, 625

Stone, 167

Stone, version complexe, 169

Strictement convexe, 204

Strictement paralleles, 439

Subdivision, 235

Subdivision pointée, 237

Successeur, 29

Successeurs, 21

Suite de Cauchy, 81

Suite des coefficients de la série entiére,
287

Suite exacte, 348

Suite extraite, 239

Suite récurrente linéaire, 540

Supplémentaires, 435, 549

Support, 15, 379

Support d’un polynéme P, 415

Sur-corps, 406

Surjection canonique, 350

Surmartingale, 605

Sylow, 359

Symétrie, 436

Symétrie, 17, 436, 552

Symétrie par rapport 2 Y parall¢lement
a 7,552

Symétrique, 15, 446, 489, 510

Symétrisé de Steiner, 110

Symétrisé et antisymétrisé d’une forme
n-linéaire, 448

Symétrisée, 448

Systéme d’équations linéaires, 516

Série absolument convergente, 84
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Série alternée, 266
Séries de méme nature, 242

Tangente , 277

Temps d’arrét, 604

Tend vers +-oc0 (resp. —o0), 241

Théoreme d’ Abel, 266

Théoréme de Darboux, 247

Théoreme de Dirichlet, 266

Topologie, 40, 585

Topologie de la convergence simple, 321

Topologie de la convergence uniforme,
323

Topologie de la convergence uniforme,
323

Topologie de la convergence uniforme
sur tout compact, 323

Topologie de la convergence uniforme
sur tout compact, 323

Topologie engendrée par A, 60

Topologie faible, 62

Topologie faible *, 62

Topologie faible étoile, 342

Topologie faible-*, 342

Topologie forte, 60

Topologie induite, 59

Topologie produit, 62

Topologie quotient, 59

Topologiquement équivalentes, 42

Totalement discontinu, 100

Totalement isotrope, 457

Totalement ordonné, 17, 233

Trace, 510

Transformation de Fourier 2, 182

Transformation de Toeplitz, 269

Transformée d’ Abel, 265

Transformée de Fourier L', 181

Transitif, 28

Transitive, 15

Transitivement, 353

Transitivité, 17

Translation, 439

Translations, 439

Transport, 597

Transposition, 379

Transposée d’une matrice, 509

Transposée de f, 443

Transvection affine, 553

Transvection d’hyperplan H, 437

Tri topologique, 22



Triangulaire inféricure, 510
Triangulaire supéricure, 510
Triangulation d’un simplexe A, 113
Tribu, 585

Tribu des boréliens, 585
Tribu des lebesguiens, 123
Tribu produit, 140
Trigonalisable, 534

Triplet de probabilité, 586
Tykhonov, 69

Type fini, 391

Unicité, 215

Uniformément continue, 55

Uniformément convergente sur les é16-
ments de S, 322

Uniformément équicontinue, 326

Union disjointe, 20

Unitaire, 388, 415, 498

Unité, 387

Univers, 26, 586

Valeur absolue, 234

Valeur d’adhérence, 239

Valeur d’adhérence, 58

Valeur de P en (z1,...,%,), 426

Valeur propre, 531

Valeur propre de M, 531

Valeurs intermédiaires, 247

Valuation p-adique de A, 399

Valuation de P, 415

Variable aléatoire, 587

Variable aléatoire, 587

Variables aléatoires indépendantes, 589

Variables asymptotiques, 592

Variance, 598, 626

Variation bornée, 266

Variation des constantes, 224

Variation totale de p, 147

Variété affine d’un espace affine X de
direction F', 543

Variété de dimension p et de classe C*
au voisinage de x, 207

Vecteur isotrope, 457

Vecteur propre de f, 531

Vecteurs, 429, 543

Vectorialisé de X en x( appartenant a
X, 543

Vitali-Carathéodory, 174

Voisinage, 45
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Wedderburn, 408
Weierstrass, 168

Zermelo, 32
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