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AVANT-PROPOS

Le présent volume fait partie d’une série de recueils d’exercices a 'usage des
étudiants en Mathématiques et Physique du premier cycle et aussi des éléves des
classes préparatoires aux Grandes Ecoles. 1l s’adresse plus particuliérement aux
étudiants de premiére année et traite des questions d’Analyse généralement
étudiées en M. P. 1. Les exercices ont été regroupés en chapitres dont le sujet
est indiqué en téte et ils sont, dans la mesure du possible, classés par ordre de
difficulté croissante. On trouvera ci-aprés une table qui fournit une classification
des exercices autour des thémes principaux de chaque chapitre. Le dernier
chapitre se compose de problémes de synthése dont certains ont été proposés
a I'examen de M. P. 1 & Paris. Nous avons donné explicitement la solution de
tous les exercices proposés afin, en particulier, de faciliter le travail de I’étu-
diant isolé qui utilise cet ouvrage.

Nous espérons que la pratique de ce livre aidera les étudiants & assimiler
plus rapidement les notions et méthodes nouvelles introduites au début des
études supérieures en Analyse.

L’ordre des chapitres est le méme que celui du Cours d’Analyse de
MM. Raymond Couty et Jacques Ezra (tome 1) paru dans la méme série,
auquel nous nous référons (par exemple ¢f. C. E., Ch. 9, § I, n° 129, renvoie au
numéro 129 du paragraphe I du chapitre 9). Nous avons extrait de cet ouvrage
de nombreux énoncés ; certains autres proviennent de devoirs donnés ces
derniéres années en M. P. 4 la Faculté des Sciences de Paris ; nous tenons
donc & remercier ici MM. Raymond Couty et Jacques Ezra, et tous nos
collégues, pour I’aide qu’ils nous ont ainsi apportée.

Nos remerciements vont aussi 8 MM. André Revuz et Michel Queysanne
qui nous ont proposé la rédaction de ce livre et a la librairie Armand Colin
pour le soin qu’elle a apporté a la présentation matérielle de 'ouvrage.

A. CaLvo, B. CaLvo, F. BoscHer, J. DOYEN
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NOMBRES REELS
SUITES DE NOMBRES REELS

1.1

Soient a et b deux nombres réels tels que pour tout nombre réel x vérifiant
x > b, on ait a < x. Démontrer que a < b.

Solution

Supposons a > b, alors il existe un nombre réel x tel que b < x < a (¢
C. E., Ch. 1, § I, n° 6, b). Cet élément x vérifie 'inégalité x > b et ne vérifie pas
I'inégalité a < x ce qui est impossible. Par suite nous ne pouvons avoir b < a
et comme R est un corps totalement ordonné nous avons a < b.

1.2

On dit qu’une partie non vide 4, de R, est une partie ouverte si pour tout
&lément x de A il existe un nombre réel & > 0 tel que I'intervalle ouvert

]x_s’x+5[ e

soit contenu dans A. Soient a et b deux nombres réels tels que @ < b.
1°c Démontrer que Pintervalle ouvert Ja, b[ est une partie ouverte de R.

20 Démontrer que le complémentaire, dans R, de Pintervalle fermé [a, b]
est une partie ouverte de R.
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Solution
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1° Soit ¢ un élément de Ja, b[. Nous avons alors a < ¢t < b ; posons
e=%Inf(t —a,b—1),

il est clair que ¢ est un nombre réel strictement positif. D’autre part nous avons
a=t—(t—a)donc a<t—(t—a)2 or e<(t—a)2 dot a<t—e
Nous démontrerions de maniére analogue que # + & < b ; par suite I'intervalle
ouvert ]t — &, t + ¢[ est contenu dans I'intervalle ouvert ]a, bl.

20 Soit x un nombre réel n’appartenant pas & [a, b]. Nous avons donc
x > b ou x < a. Supposons x < a, alors x appartient a lintervalle ouvert
]x — 1, a[. Nous avons vu au 1° qu’il existe un nombre réel ¢ > 0 tel que Pin-
tervalle Ix — & x + €[ soit contenu dans Pintervalle ]Jx — 1, a[. Ce dernier
étant inclus dans le complémentaire de [a, b], 'intervalle ]x — &, x + &[ est
contenu dans [g[a, b]. Si nous avions x > b, la démonstration serait analogue.

13

Soit K un corps totalement ordonné (¢f. C. E., Ch. 1, § I, 1 et 2). On suppose
que toute partie non vide et majorée de K admet une borne supérieure (cf.
C. E., Ch. 1, § 11, 13). Soient a et b deux éléments de K tels que a > 0. Soit 4
'ensemble des éléments de K de la forme na = a + a + = + a(n fois) o n
décrit I’ensemble des entiers naturels non nuls.

1o Démontrer que si 4 n’est pas majoré il existe un entier p tel que pa > b.

20 On suppose que A est majoré et on désigne par m la borne supérieure de A4.
Démontrer qu’il existe un entier g tel que m — a/2 < ga < m. En déduire qu’il
est impossible que A soit majoré. Démontrer que K est un corps archimédien
(¢f C.CE.Ch.1,§1,3).

Solution

1o Si 4 n’est pas majoré il existe un élément u de A tel que u > b. Par suite
il existe un entier p tel que pa = u, donc pa > b.

20 La borne supérieure m de A étant le plus petit majorant de A4, comme
a > 0, m — a/2 w’est plus un majorant de 4 donc il existe un élément ga (g élé-
ment de N) de 4 tel que m — a/2 < ga. Puisque m est un majorant de 4 nous
avons ga < msoitm — a/2 < ga < m.

Ajoutons a aux deux membres de la premiére inégalité, nous obtenons
m+ a2 <(qg+ 1)a. Or (g + 1)a est un élément de A4 donc nous avons
(@ + Da<m, dott m+ a2 <m, ce qui est impossible. 4 n’est donc pas
majoré.

Soient @ et b deux éléments de K tels que @ > 0. Puisque I’ensemble A4 n’est
pas majoré, d’aprés 1° il existe un entier p tel que pa > b. K est donc un
corps archimédien.
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Soit I une partie non vide de R telle que pour tout couple (x, y) d’éléments
de I, vérifiant x < y, I'intervalle ouvert ]x, y[ soit contenu dans /.

1° Démontrer que si I n’est ni majoré ni minoré alors I = R.

2° On suppose I bornée. Démontrer que I est soit un intervalle fermé, soit
un intervalle ouvert, soit un semi-segment (¢f. C. E., Ch. 1, § 1, 5).

Solution

1° Nous avons par hypothése 7 = R. Soit f un nombre réel, puisque I n’est
pas minoré (resp. majoré), il existe un élément x (resp. y) de I tel que
x < t (resp. y > t). Par suite I'intervalle ouvert ]x, y[ est contenu dans I.
Comme ¢ appartient & ]x, y[, ¢ est un élément de 1. Ceci démontre que R < [,
d’ou 7=R.

20 Puisque I est bornée et non vide, I admet une borne inférieure a et une
borne supérieure b.

Si a = b, comme I est non vide, a appartient &4 I donc I = [g, ], par suite /
est un intervalle fermé.

Supposons a < b et étudions le cas ol @ et b sont éléments de I. Nous avons
alors Ja, b[ = I'donc [a, b] = I. Réciproquement soit ¢ un élément de /, comme
a (resp. b) est un minorant (resp. un majorant) de 7, nous avons ¢ < t < b
donc t appartient 4 I'intervalle fermé [a, b], d’ot1 I = [a, b] et par suite

I = [a,b].

Etudions maintenant le cas oll ni @ ni b n’appartiennent a I, nous allons
démontrer que I = Ja, b[. Soit 7 un élément de I, alors comme précédemment
nous avons a <t < b et comme  # a et t # b, t appartient & I'intervalle
ouvert ]a, b[, donc I = ]a, b[. Réciproquement soit ¢ un élément de ]a, b[.
Nous avons a < t < b, donc d’aprés les propriétés des bornes supérieures et
inférieures, il existe des €léments x et yde Itelsquea < x <retrt <y <b.
Or a et b n’appartiennent pas a I donc nous avons a < x < fett <y < b.
D’aprés ’hypothése, I'intervalle ouvert ]x, y[ est contenu dans I dont ¢ appar-
tient & I ce qui prouve que la, b[ = I par suite I = ]a, b|.

Etudions le cas o1 @ appartient 4 [ et ot b n’appartient pas & I. Nous allons
démontrer que I est le semi-segment [a, b[. Soit 7 un élément de I, alors nous
avons g < t < b. Comme b n’appartient pas a I, t # b donc a < t < b, par
suite ¢ appartient a [a, b[. Réciproquement soit 7 un élément du semi-segment
[a, b[. Si t = a alors t appartient a I, sinon nous avons a < f < b. Puisque b est
la borne supérieure de /il existe un élément y de I tel que t < y < bet comme b
n’appartient pas a I nous avons ¢ < y < b. D’aprés I’hypothése, 'intervalle
la, y[ est contenu dans I donc ¢ appartient 2 I. Ceci démontre que [a, b[ est
contenu dans /, et comme nous avons vu que I = [a, b[ on a I = [a, bl.

Nous démontrerions de maniére analogue que si @ n’appartient pas a I'et si b
appartient a 7, alors I est égal au semi-segment ]a, b].
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1.5

Soit A une partic non vide de R telle que 4 et (g A soient des parties
ouvertes de R (¢f. exercice 1.2).

lo Démontrer que A4 n’est pas majorée (on pourra raisonner par 'absurde).

20 Supposons que [ 4 soit non vide et soit x un €lément de cet ensemble.
Désignons par B ’ensemble des éléments 7 de A4 tels que x < 7. Démontrer que
B est non vide et admet une borne inférieure m, telle que m > x.

30 Démontrer que m ne peut appartenir ni a (g 4 ni 2 A. En déduire que
A=R

Solution

1o Supposons A majorée ; puisque A est une partie non vide de R, 4 admet
une borne supérieure M.

Supposons que M appartienne A 4, alors par hypothése il existe un nombre
réel ¢ > O tel que l'intervalle ouvert |M — ¢, M + [ soit contenu dans A.
Or le nombre réel M + ¢/2 appartient i cet intervalle donc & A, ce qui est
impossible puisque M est un majorant de 4.

Supposons que M appartienne a B A, alors il existe nombre réel ¢ > 0
tel que lintervalle JM — &, M + &[ soit contenu dans (g A. D’autre part,
puisque M est la borne supérieure de 4 il existe un élément ¢t de A tel que
M — & < t < M, ce qui estimpossible car cette inégalité prouve que ¢ appartient
3 1M — e, M + €[ donc & (g 4. Ces deux cas étant impossibles, 4 n’est pas
majorée.

20 Puisque A n’est pas majorée, il existe un €élément ¢ de 4 tel que x < ¢
donc B est non vide. I est clair que B est minoré par x donc B admet une borne
inférieure m telle que m > x. Puisque [}R A est une partie ouverte de R, il
existe un nombre & > O tel que I’intervalle ouvert Jx — &, x + g[ soit contenu
dans (g 4. Si m = x, il existe un élément ¢ de B tel que m <t < m -+ &, par
suite 7 appartient 4 x — &, x + &[ donc a (g A. Ceci est impossible puisque ¢
appartient & B donc 4 A4, par suite m # x doncm > X.

30 Supposons que m appartienne a (e 4, alors il existe un nombre réel ¢ > 0
tel que 'intervalle ouvert Jm — ¢, m + ¢[ soit contenu dans (g 4. Nous savons
qu’il existe alors un élément z de Btelquem <t <m + &. Par suite 7 devrait
appartenir & [z 4 ce qui est impossible.

Supposons que m appartienne A A, alors il existe un nombre réel ¢ > 0 tel
que Pintervalle ouvert }m — &, m + ¢[ soit contenu dans A. Posons

¢ = Inf(e,m — x),

alors Jm — ¢',m + [ = A et x < m — ¢. Le nombre m — £'[2 appartient
i I’intervalle Jm — &', m + ¢'[ donc a A.

D’autre part x < m — & < m — ¢/2 donc m — &'[2 appartient 4 B ce qui
est impossible puisque m est la borne inférieure de B.

Nous avons démontré que 4 n’était pas majorée et qu’il était impossible de
trouver un nombre réel n’appartenant pas & 4, ceci démontre que A = R.
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. . g Froor 3n
On considére la suite de nombres réels (1,) définie par u, = 2t 3 pour tout
entier positif ».
1o Démontrer que cette suite est croissante et majorée.

20 Démontrer, en utilisant la définition de la limite d’une suite, que

10 La fonction homographique de R, dans R définie par

l_)3:«:—1
* 2x+3

est croissante pour x > 0, donc la suite (u,) est croissante. Démontrons que
la suite (u,) est majorée par 3. Nous avons pour toutn = 0:

4 3 46n—-1_ 3~ —11
"2 2n+43 2 22n+3)’

Cette différence est négative pour tout entier positif n donc la suite (u,) est majo-

rée par 3.

20 Soit £ un nombre réel strictement positif. Nous avons
3

Uy — 5

2

A
T22n +3)°

w —3__ -1 L
" 2= 22n + 3)

Nous avons

——11 < & si > l(ﬂ _ 3)
22n+3) " °F "=2\2e ‘

R étant un corps archimédien, nous savens qu’il existe un entier p tel que

1/11

donc si » = p nous aurons |u, — 3| < &. Par suite pour tout nombre réel
£ > 0 il existe un entier naturel p tel que pour tout entier » = p nous ayons
|u, — 3| < e. Ceci démontre que la suite (u,) admet la limite 3.
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1.7

Etude de la suite (z,) = (x") ou x est un nombre réel.

]le On suppose x > 1 et on pose x = 1 + a. Démontrer par récurrence que
pourn > 2ona(l + a)" > 1 + na. En déduire que la suite (u,) a la limite + o0
lorsque n tend vers + ©0.

20 On suppose 0 < x < 1. Démontrer que lim #, = 0.

n—+w

30 Etudierlescas x = letx < 0.

Solution

lo La formule est vraie pour n = 2. Supposons la vraie pour un entier n;
nous avons alors (1 + a)" > 1 + nad’ot

Q+a*"'>0+na)(d+a)=1+@n+ 1)a 4 na*.

Par suite (1 + a@)"** > 1 + (# + 1) a, la formule est donc vraie pour Pentier
n + 1. Ceci démontre que pour tout entier » > 2 nous avons

Q+a">1+mna.

Soit 4 un nombre réel positif. Puisque R est archimédien, il existe un entier p
tel que pa > A — 1. Par suite pour tout entier n > p nous aurons na + 124
d’ott u, > A. Ainsi pour tout nombre réel positif 4, il existe un entier p tel que
pour tout entier n > p nous ayons u, > A. Ceci démontre que la suite (u,)
a la limite + oo lorsque » tend vers + oo.

20 Puisque 0 < x < 1, en posant ¢ = 1/x nous avons 7 > let

=

Soit & un nombre réel strictement positif, nous aurons 1/¢" < ¢ si " > 1/e. La
suite (¢") ayant la limite + oo lorsque » tend vers + oo, il existe un entier p tel
que pour tout entier n > p nous ayons " > t° > 1/e, soit 1/t” < ¢, d’ot iy, < &.
Ceci démontre que lim 1, = 0.
n—++w

30 Supposons x = 1, alors #, = 1 pour tout entier n et la suite (u,) est conver-
gente et admet la limite 1.

Supposons x = 0, alors nous avons lim u, = 0.

n—+ow
Supposons — 1 < x < 0. Posons ¢ = — 1/x, alors > 1 et |u,|=1"
Nous sommes ramenés au cas étudié au 2, par snite lim |u,| = 0d’ou
n—++ow
lim uw, =0.
n—++
Supposons x = — 1 alors u,, =1 et uz,4q = — 1 pour tout entier .

La suite (u,) n’est pas convergente.
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Supposons x < — 1. Nous avons | %, | = | x"| = | x |" donc la suite (| u, |)
a la limite + oo (voir 1°). Mais u,, > 1 et u,,,; < — 1 pour tout entier n. La
suite () est donc divergente.

CONCLUSION
Pour x > 1 lim x" = + oo.
n—+ew
Pour x=1 Iim x"=1
n—++ @

Pour —1<x<1 lim x"=0

n—++4 @
Pourx < — 1 la suite (u,) n’a pas de limite.
1.8 Soient a et b deux nombres réels strictement positifs. Etudier la suite

() = (Z . ﬁ)

(cet exercice utilise les résultats de I’exercice précédent).

Solution Puisque b est un nombre réel non nul posons k = afb, alors

N et k est un nombre réel strictement positif.

Supposons k = 1, alors u, = 0 pour tout entier n, donc lim u, = 0.

n=+w
Supposons k < 1. L’exercice 1.7 nous a permis de démontrer que
lim k" =0.
n—*+ o

Nous allons démontrer que la suite (u,) a la limite — 1. Nous avons :

kK"—1 2K
,ﬂn_(—1)|= = s =
K+ 1 K"+ 1
Puisque £k > 0
—2k = 2 < 2k
K"+ 1 K+ 1
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Soit & un nombre réel strictement positif, nous savons (cf. exercice 1.7, 1°)
qu’il existe un entier p tel que pour tout entier 7 > p nous ayons k" < gf2;
alors pour de tels entiers n, | u,—(—1) | < 2Kk" < &. La suite (u,) admet donc

la limite — 1. Donnons une autre démonstration de ce résultat. Puisque
lim k" = 0 nous avons
lim (k"—1)= —1 et lim (k" +1=1.
n—+4 n—++t+ @
Par suite
kK" —1 lim (K" — 1) —1
m ——— =% = =-1
ns+o k" 4+ 1 lim k" + 1 1
n—+ 4 oo

Supposons k > 1. Nous allons démontrer que lim u, = 1. Nous avons

n—++e
kK" — 2 2
P L Y T
K+ 1 K'+1 k"

Soit £ un nombre réel strictement positif, 'inégalité 2/k" < & est équivalente a
k" > 2/e. Nous savons (¢f. exercice 1.7, 1°) qu’il existe un entier p tel que
pour tout entier n > p nous ayons k" > 2/e, alors pour de tels entiers n on a

2

)r_l < .
| u | o

< E.

La suite (u,) admet donc la limite 1.

CONCLUSION
— 1.

Pour a<b lim u,

n—+ @«

Pour a=b lim u,=0.

n-+ @

Pour a >b lim u, =L

n—++w

19 ?' Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. Soit x un élément de I'in-

tervalle fermé [a, b].

1o Démontrer que pour tout entier » il existe un entier k, unique vérifiant
0<k, <2et

) -~b—a’ b—a
a+ k,—— <x<a+((k,+1)-
2" | 2 2"

20 En déduire que touf élément x de Iintervalle [a, b] est limite d’une suite

(u,) ot les u, sont de la forme

u“-_-a+k,,!i--_—a avec O0<k,<2".

H
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Solution

1o Soient » un entier positif ou nul et A 'ensemble des entiers p = 0 vérifiant

a+(p+1)f—);‘—]>x.

Cet ensemble est non vide puisque

Comme A est une partic non vide de N, 4 admet un plus petit élément k,,
mais k, — 1 n’appartenant pas a A, nous avons

a+(k,,*l+1)b—;—a-é_x<a+(k,,+l)b—2;2

d’ot
b— b —
a+k,,———q <x<a+(k,+ 1)——a.
2“ 2”
Mais nous avons vu que 2" est un élément de 4 donc k, < 2" et comme k appar-
tient 2 A nous avons k, > 0. Supposons qu’il existe un autre entier k, # k,
tel que 0 < ky, < 2" et vérifiant

a+k;9;3gx4a+(k;+l)b

2”
alors nous avons k, < kj ou k, < k,. Supposons que k, < k. alors k, et kn
étant des entiers nous avons k, + 1 < k, d’olt

a

x<a+(k,,+l)b—;-- =G

<a+k,—— <x

n

d’olt x < x ce qui est impossible donc k, est unique. Nous venons ainsi de
trouver pour tout entier n > 0, un entier unique k,, vérifiant
b—a b—a
0k, <2" el a+k,,-—-2“—-éx~<a+(k,,+l)—2"—
20 Soit x un élément de I'intervalle [a, b]. Nous définissons u,, pour chaque
entier n = 0, par

b —
u, =a -+ k, - T
2"
o k, est 'unique entier vérifiant
b — b —
0<k, <2 et a+k,,-——q$x<a+(kn+1)_."_a.

27 2
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11 est clair que
b —
0<x —u, < — - )
2"

Soit & un nombre réel strictement positif nous savons (cf. exercice 1.7, 2°)
qu’il existe un entier p tel que pour tout entier # > p nous ayons

1 € - .
5;‘45—— d’or 0<x—u,<e soil lu, — x| <&

— a

ceci démontre que la suite (4,) admet x pour limite. Par suite, tout point x de
Pintervalle [a, b] est limite d’une suite (x,) ol les u, sont de la forme
b—a

u, =a + k,—— avec 0<k,<?2".

n

1.10

1o Soit (u,) une suite de nombres réels. On suppose qu’il existe un nombre réel
k > 1 et un entier n, tels que u,, > 0 et u,,, = ku, pour tout entier n = ny.
Démontrer que

lim u,= + .
n—+ 4«

20 Soit (v,) une suite de nombres réels. On suppose qu’il existe un nombre
réel k et un entier ny tels que 0 < k < let| v,y | < k| v, | sin = ny. Démon-
trer que

lim v, =0.

n—++ =

Solution

1o Nous avons
uno-l-l. ; kuﬂn *
Supposons que
q .
Uno+q >k Upg 5
alors
Upo+g+1 = kunn-i—q’
donc
+1
um+q+l 2 kq uno o

Nous venons de démontrer par récurrence que pour tout entier positif ¢, nous

4
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avons U, 4q = Kk thy, Soit A un nombre réel strictement positif, nous savons
(cf. exercice 1.7, 1°) qu’il existe un entier p tel que pour tout entier g = p nous
ayons

A

-

k! >

no
Alors pour de tels entiers g,
Uppig = Kty > A

Ainsi pour tout nombre réel 4 > 0 P'entier p + no est tel que pour tout entier
n > p + ng nous ayons u, > A, ce qui démontre que

lim u, = + 0.

n—++ @
20 Nous avons

|Um+l]$k|vm|

. Un raisonnement analogue au précédent montre que pour tout entier

g = 0 nous avons

|b"“0+q|ékq|l}“0|.

Supposons v,, = 0 alors pour tout entier g nous avons

=0 donc lim v, =0.

n—=+-+co

Uno+q

Supposons | v,,] > 0 et soit & un nombre réel strictement positif. Nous
savons (cf. exercice 1.7, 2°) qu’il existe un entier p tel que pour tout entier
g ="p nous ayons

e :
kK <-—— dou | Opgtg | < K| 0y | <€
| O |

Ainsi pour tout nombre réel £ > 0, 'entier p + no est, tel que pour tout entier

n > p + ny nous ayons | v, | < &. Par suite lim o, = 0.
n—++w

1.11

Soient I un nombre réel et (,) une suite de nombres réels non nuls tels que

.U
lim L=,
I'I—I'-I-Oo un

On se propose d’étudier la convergence de la suite (u,) suivant les valeurs de L.
(On pourra utiliser les résultats de Iexercice 1.10).
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1° On suppose que 0 < [ < 1. Démontrer qu’il existe un nombre réel k
et un entier #n, tels que

Un+1

U

I<k<l et <k

pour tout entier n > n,. Déterminer la limite de la suite (u,) lorsque # tend vers
+ o0. En déduire la limite de la suite (u,) lorsque — 1 < /< 0.

20 On suppose que | 7| > 1, étudier la limite de la suite (14,)-

30 Donner des exemples de suites convergentes ct de suites divergentes
telles que
lim 2l — g,

n—++ @ un

40 Soient k un entier relatif et x un nombre réel non nul. Etudier la suite

w-(2)

Solution

1° Puisque !/ < 1, il existe un nombre réel k tel que I < k < 1. Par hypothése
la suite (v,) = (4,4 1/t,) admet I pour limite, donc il existe un entier ng, tel que
pour tout entier n > n, nous ayons | v, — | < k — I[d’ot

—(k—:)‘:%—hf_k—:

soit

2l—k<®* ok or 21—k>—k

n

donc

u . u
— k<2 <k soit sl < k.

n n

Nous allons démontrer que
lim u,=0.

n—++

1e méthode. Pour tout entier n > np NOUS avons | U4 | < k| u,| alors la
démonstration donnée a exercice 1.10, 2° nous montre que lim u, = 0.

n—++tec
2¢ méthode. Pour tout entier n > ny nous avons | U, | < k|u,| ork <1
donc | 4,41 | < |ty | Par suite & partir de Ventier n, la suite | u, | est décrois-
sante et comme | u, | = 0 la suite | u, | admet une limite. Les inégalités se con-
servent par passage & la limite donc

0< lim fu,pel < lim klu,l.

n-+ 4 @ n—+ 4w
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Or
lim k|u,) =k lim |u,| et lim |ups,l = 1m |u,|.

n—++ @ n—++ @ n-++ 0 n—++ @
Nous avons donc les inégalités

0< lim |u,| <k lim fu,l, mais si lim |u,|#0

—
n—++ o« n—++ n—+ @

nous obtenons

k lim ju,] < lim |u,l puisque k<1

n—++ o« n—++ o

d’ol
lim |u,| < lim Ju,|
n—++ @ n— + @
ce qui est impossible donc
lim ju,| =0 soit lim u,=0.
n—+ o n—++ @

Supposons maintenant que — 1 < 1 < 0 alors

Unt1

Up

lim

n—+ 4 @

:‘.—-I,

donc la suite (| u, |) vérific les hypothéses précédentes, par conséquent

lim |u,| =0 d’our lim u,=0.

n—+ 4+ @ n—+ 4 o

2¢ Supposons [ > 1, alors il existe un nombre réel k et un entier rp tels que
1 < k < [ et pour tout entier n = 1y, NOUS avons

Untr
Uy,

<Il—k.

Nous avons donc

—(-k <™ _J<l-k dou >k,
uﬂ' uﬂ

par suite | thyy | > k|t | et |4, > 03 la suite (| u, |) vérifie les hypothéses

de I'exercice 1.10, 1° donc lim |, | = + oo. D’autre part I'inégalité
n—++tw
iU
Uy

nous montre qu’a partir du rang rng, tous les termes de la suite conservent le
méme signe, par suite

lim u, = + o si u, >0 et lim u,=— si u,, <0.

n—+ @ n—++ <
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Supposons maintenant / < — 1, alors la suite (| u, |) vérifie les hypothéses
précédentes donc lim |u,| = + co. D’autre part il existe un entier p tel que

n—++o

pour tout entier » = p nous ayons

Unt+1
Un

Upia

Bty ]

U

<0,

< —1 d’oli

n

ce qui prouve que les termes de la suite changent alternativement de signe.
Comme lim |u,| = + oo la suite u, est divergente.

n—++ o0

30 La suite (u,) = (1/n) a la limite O et

N U
lim 2L =1,

n—++ oo uﬂ

de méme la suite (u,) = (n) vérifie "hypothése

r
- iU
lim ":’1 =1
n—++ew Uy

et nous avons

lim u, = + .
n—=++ oo

40 Etudions la suite (u,) = (n*/x"). Nous avons

i ea 2 (1
U, X n n/ x

Il est clair que pour tout entier relatif k,

o 1 k e Uyt 1

Iim |1 +—) =1 donc lim /= =—.

n—+ @ n n++o Unp x

Si | 1/x| # 1 la discussion précédente nous donne la nature de la suite (u,).
Supposons que x = 1, alors u, = n*. Si k>0 lim 4, = + o0 ; si k =0

n—+te
u, = 1 pour tout entier n, donc lim u, = 1;enfinsik < 0
n—++w
1 R
Uy = —5> donc lim u,=0.
n n—++ @
Supposons que x = — 1, alors u, = (— 1)"n*, par suite | u, | = n* donc si

k>0

lim |u,|] =+ o

n—+-+w

et comme les termes de la suite changent alternativement de signe, la suite (u,)
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est divergente. Si k =0, u, = (— 1)" et la suite (u,) est divergente, enfin si

k<0
lim |u,|]=0 donc lim u,=0.
n—+-+co n>++w
CONCLUSION
Si x>1 lim u, =0
n—++ @
k>0 lim u, = +
n—+4 @
Si x=1/k=0 lim u, =1
n—+4 o«
k<O lim u,=0
n—+ 4w
Si 0<x<x1 lim u, = + o
n—=+ 4+ w
Si —1<x<0 la suite (u,) est divergente
k=0 la suite (u,) est divergente
S = — IR S0l L =0
n—++ w
Si x< —1 lim u,=0.
n—++ @
1.12 Soit (u,) une suite de nombres réels convergeant vers un nombre réel L

Le but de cet exercice est de démontrer que la suite (v,), définie par
Uy + uy + -+ uy,
n

pour tout entier n > 1, est convergente et admet la limite L
10 Soit £ un nombre réel strictement positif. Démontrer qu’il existe un entier
p tel que pour tout entier n = p on ait

£
Iup—fl+|up+,——1|+"'+Iu,,—1|<n§.

20 L’entier p étant celui trouvé précédemment, démontrer qu’il existe un
entier g tel que pour tout entier » > g on ait

|Gue = D)+ o = D+ + @y = D] < 13

3¢ Déduire de ce qui précéde que lim v, = L

n—* o
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1o La suite (u,) étant convergente il existe un entier p > 1 tel que pour tout
entier n > p nous ayons | u, — /| < /2, alors comme la somme

ltp — 1]+ [tpsy — I+ 4 [y — 1]
comporte n — p + 1 termes nous avons

8
Ly = 1+ Lttpas — 11+ 4 lug— L <@ —p+ D5 <ns.

20 Puisque R est un corps archimédien il existe un entier positif g tel que

_1;4|(u1—l)+(u2—lz+---+(u,,_1—1)[

q

soit
q_)zl(‘ul_0+(“2_Il+"'+(up—1_I)I

d’out I'inégalité¢
e
](ul s D+(u2_ I)+-" +(Hp._1 ""I)l <H§

pour tout entier n = q.

30 Nous avons

(u1—1)+(uz—f)+'"+(u.,—1)_

n

v, — Il =
Soit & un nombre réel strictement positif, nous avons vu au 1° qu’il existe un
entier p tel que pour tout entier » > p nous ayons
£
|up—ll+Iup+1-—l|+---+[u,,—ll<n 5

De méme nous avons vu au 2° qu’il existe un entier g tel que pour tout
entier n > g nous ayons

[y = D+ @y — D + = + @per — D|< 15

Posons v = Sup (p, q) ; alors pour tout entier » = v nous avons

{I(M_I)"F(uz __HI)+“-+(up—l_I)|+

= L Vg = 11t oy = 1
n

'Y

d’oti | v, — I]| < &. Ceci démontre que la suite (v,) est convergente et admet la
limite L
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113

1o Soit g une application strictement croissante de N dans lui-méme.
Démontrer que pour tout entier » = 0 on a g(n) = n.
20 Soient (u,) et (v,) deux suites de nombres réels telles que

Iim v,=+c0 et wu,=uy,
n—++ 0

pour tout entier positif n. Démontrer que toute suite extraite de la suite (u,)
admet pour limite 4 co.

Solution

1° Nous allons démontrer la relation par récurrence. Il est clair que g(0) > 0.
Supposons que g(n) > n alors puisque I"application g est strictement croissante,
gn + 1) > g(n) = n; donc nous avons g(n + 1) > n. Mais g(n + 1) est un
entier d’ott g(n + 1) = n + 1. L’inégalité est donc vraie pour tout entier n.

20 Soit (u,,)) une suite extraite de la suite (1,). La fonction g est donc une
application strictement croissante de N dans N. Soit 4 un nombre réel stricte-
ment positif, puisque lim v, = + oo il existe un entier p tel que pour tout

n—++oo
entier n > p nous ayons v, = A. Mais d’aprés ce que nous avons vu au
12, g(n) = n donc v,y = A d’00 Uy, = Uy, = A. Ainsi pour tout nombre réel
A > 0,1l existe un entier p tel que pour tout entier n > p nous ayons ., = 4,
ceci démontre que la suite (1)) admet la limite + co.

1.14

Soit (u,) une suite de nombres réels telle que les suites extraites (u3,,), (Uz,+1)
et (u3,) soient convergentes. Démontrer que la suite (u,) est convergente,

Solution

Nous savons que si une suite (uv,) de nombres réels est convergente et admet
pour limite un nombre réel v, alors toute suite extraite de la suite (v,) est conver-
gente et admet v comme limite.

La suite (ug,) est extraite des suites (u,,) et (u4a3,), donc cette suite est conver-
gente et admet une limite qui est la méme que celle des suites (u,,) et (#3,) d’olt

lim  u,, = lim u,,.

n—++ n—++ o

La suite (u4,43) est extraite des suites (25,4 ,) et (u3,) donc comme précédem-
ment nous avons

lim Uayy1 = lim U3z, -

n=* 4 o0 n—+ 4 o
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Par suite
Iim w,, = lim wuy,4q -

n—+ 4 oo n—++ o

Notons / la limite commune aux suites (u5,) et (4z,4,). Soit £ un nombre réel
strictement positif alors il existe un entier n; (resp. n,) tel que pour tout entier
n>=n, (resp.n > ny) nous ayons |u,, — 1| <& (resp.|uzeq — I < ).
Posons ny = Sup (2 n,, 2 n, + 1) alors pour tout entier n = ny nous avons
| u, — I| < & ce qui démontre que la suite (1,) admet la limite /. La suite (u,)
est donc une suite convergente.

1.15

Soit (u,) 1a suite de nombres réels, définie pour tout entier » = 1 par

u —1+1+1+“'+]—
. 2 3 n’

En considérant la différence u,, — u, démontrer que la suite (u,) n’est pas
une suite de Cauchy.

Solution

Nous savons qu’une suite (1,) est une suite de Cauchy si et seulement si pour
tout nombre réel ¢ > 0 il existe un entier n tel que, pour tout couple (p, q)
d’entiers vérifiant p > g > n nous ayons | u, — u, | < &. Par conséquent pour
démontrer que la suite (1,) n’est pas une smte de Cauchy il faut et il suffit de
trouver un nombre réel £ > 0 tel que pour tout entier n, il existe un couple
(p, q) d’entiers vérifiant p > g > net|u, — u, | > ¢ Nous avons

1 i

1
i A T A L

. N 1
cette somme comprend » termes qui sont minorés par n donc
n

i oI ST
Uow = Un > 2n  2°
Ainsi pour le nombre réel 4, quel que ‘soit 'entier n > 0 le couple d’entiers

(2 n, n) vérifie 2n > net n > n et, | uy, — u,| =% ce qui démontre que la
suite (u,) n’est pas une suite de Cauchy.

1.16

Soit k un nombre réel tel que 0 < k < 1. Soit (u,,) une suite de nombres réels
telle que pour tout entier 7> 0 on ait |,y — Uyyy | < k| thyy — 1, ]

1° Démontrer que |u,,; — 4, | < k"|u; — uy| pour tout entier n =0.
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20 Démontrer que si p et g sont deux entiers tels que p > g > 0 alors

|y — uo |
lup = ugl < K7

30 Déduire de ce qui précéde que la suite (u,) est une suite de Cauchy.

Solution 1° Démontrons I’inégalité par récurrence sur 'entier n. Pour n = 0 il est clair
que I’inégalité est vraie. Supposons que

|ty — ty | S K"y —ug| alors |ty — thyya| Skl thyey — 14,

donc | #y4o — tyey | < K" | 4y — ug |. Linégalité est donc vraie pour tout
entier n = 0.

20 Nous avons
up - uq & (up - up—l) + (H -1 “p—z) Tl - (uq+1 b uq) L3
d’ots

Iup_“ql S;-lup_'up-—ll + |up—l _up—2!+-"+ |uq+l_uql’

par suite
[, — u,| SE VLR v kY uy —ug .

Or nous savons que

kr1 p—2 q _ 149 1L — kPt
-[—k +‘+k—k'1—_-k— et O<k<i

donc

Juy — ug |
by = ug | S KT =~
30 Si u; = ug alors u, = u, pour tout entier n > 0, par conséquent la suite
(#,) admet la limite #, donc la suite (1,) est une suite de Cauchy. Supposons
U, # ug et soit ¢ un nombre réel strictement positif. Nous savons (¢f. exer-
cice 1.7, 2°) qu’il existe un entier n tel que pour tout entier g > n nous ayons

' 1—k

Par suite, pour tout couple d’entiers (p, ¢) vérifiant p > g > n nous avons
|u, — u, | < e Ceci achéve de démontrer que la suite (u,) est une suite de
Cauchy.
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1.17 Soit (,) une suite décroissante telle que pour tout entier n > O on ait u, > 0;
on suppose de plus que lim u, = 0. On pose
n—++ow

U, =Ug — Uy +uy + -+ (—1)'u,.
1° Soient g et k deux entiers positifs. Démontrer que
Ug = Ugiy + Ugiz + 7+ (= D gy 2 0.

2¢ Démontrer que la suite (v,) est une suite de Cauchy.

Solution 1° Nous allons démontrer P'inégalité par récurrence sur ’entier k. Si k = 0
il est clair que I'inégalité est vraie. Supposons la relation vraie jusqu’a I'entier
k — 1; alors, ou bien k est pair et puisque #,,, = 0 nous avons
uq s E”‘q'+1 + -+ (_ l)k uq+k = (uq - uq+1 i "= (_ 1)k_1 uq-l—k—l) + uq+k
donc

Hq = Hq+1 + -+ (_ l)k uq+k = 0.;

ou bien k est impair et puisque 4 ,—; — U,y = 0 nous avons

Uy — gy + A+ (= Do tgan = (g = tpur + -+ (= D2 w0 5) +

q
+ Ugan—1 — Ugss)
donc

Uy — Ugpy + -+ (— Dfu = 0.

20 Calculons ;45 — v,. Si k > 2 nous avons

k=0 == D" + (= D) P up + o+ (- D u iy, dou
Vgrk — Vg = (= DT ugey — ttgra + -+ (= D ]

Or nous avons vu que [, 4y — Uz + = + (— 1)* 7" 4544] = Odonc

Ugei]

Vg

| Vgt — Uq' . [uq+1 — Ugpp + 0 + (— l)k_l

donc
| 04 — 1| = [uq-i-l — (g2 — Uges + 7+ (— 1)k=2 uq+k)] .
Nous avons vu que #,,, — Uge3 + = + (= D)* 2244 = 0 donc
| vgsr — Uql < Ugyy -

Il est clair que cette derniére inégalité est vraie pour k = 1 et k¥ = 0 donc pour
tout entier k > 0 nous avons | v 44 — v, | < 1,4 Soit £ un nombre réel stric-
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tement positif, puisque la suite (1,) admet la limite O lorsque » tend vers + oo,
il existe un entier » tel que pour tout entier m > n nous ayons | u, | < & soit
u, < &. Par suite pour tout couple d’entiers (p, g), vérifiant p > g =>n — 1
nous avons | v, — v, | < U, < & Nous venons ainsi de démontrer que la
suite (v,) est une suite de Cauchy.

1.18

Soient @ et b deux nombres réels tels que 0 < a < b. On définit les suites
(u,) et (v,) par : uy = a,vy = bet
u, + v,

Uppy = -\/u,, Vs Upr1 = = 5 pour tout entier n=0.

1° Démontrer que pour tout entiern = Oona :
Up S Uy < Uppy < Uyt < Uy S Vg
29 Démontrer que

Vg — u :
v, — Uy < —02"—0 pour tout entier n=0.

En déduire que les suites (1,) et (v,) sont convergentes et ont méme limite.

Solution

1° 1l est clair que tous les termes des deux suites sont des nombres réels stric-
tement positifs. Nous allons démontrer les inégalités proposées par récurrence
sur 'entier 7.

Pour n = 0, il est clair que

g < \/IJQ Ug el ——'—2—'- < Vg -

Démontrons que

En élevant au carré les deux membres de cette inégalité, nous obtenons
4ab < (a + b)?
soit 0 < a® — 2 ab + b? ce qui est vérifié, par suite
Ug S g < Uy <y <V < V-
Supposons les inégalités vraies jusqu’a I'ordre n — 1. Nous avons

Ug S Uy < U, <V, < Vyy < Vg
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Mais comme précédemment nous avons

U, + v, ol U, + v,
U, < AJu, v s < v, ainsi que U, v, < -
Par suite nous avons

Uy S Upeq < Uy < Uppq < Vpypq < Uy < Uy

< g

=

SOit Uy < Uy < Upyq < Upyy1 < U, < Vg, I'inégalité est donc vraie pour Pentier n
d’on la relation u, <

Uy < Uyyy < Uppy < U, < Uy pour tout entier n = 0.
20 Nous allons démontrer cette inégalité par récurrence. Il est clair que

Supposons que nous ayons

Nous avons

v, —u
__.,2_’! — "urs v, é"i"’

car aprés simplification nous obtenons —

Vu, v, <
suite

n ==

— u, ce qui est vérifié. Par

Uy, — U, _ Vg — Up
Uyr1 — Ups < <

=

2" 2t
ce qui démontre que
UO Ug .
v, — U, < T pour tout entier nz0
Nous savons (¢f- exercice 1.7, 2°) que
. 1
lim — = 0.
n=r -+ @ 2"
Or
Ug — Up
0 -.{._ vﬂ Hﬂ ‘“{“ . 21:

d’otl par passage 2 la limite

0<

s = Vg — Ug .
< lim (v, — u,) < lim ( - —) soit
-+ n—+w@ 2

lim (v, —u,) =0.

n—++ @
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D’autre part la suite (u,) est croissante, la suite (v,) est décroissante et ces deux
suites vérifient u, < v, pour tout entier n = 0. Ces suites sont donc des suites
adjacentes, par suite elles sont convergentes et admettent la méme limite
(¢f. C.E., Ch. 1, § 1, 15).

119

Soient (a,) et (b,) deux suites de nombres réels telles que pour tout entier
n>=0onaita, < a,4q < b,y <D,

1° Démontrer que les suites (g,) et (b,) sont convergentes. Soit a (resp. b)
la limite de la suite (a,) (resp. (b,)) ; démontrer que a < b.

2° Démontrer que
nN [am bn] = [ﬂ, b] .

3° On suppose que lim (b, — a,) = 0. Démontrer que ﬂ [a,, b,] est

+
réduite & un seul nombre réel. (Il ne s’agit pas dans cette dernlere question
d’utiliser le théoréme sur les suites adjacentes.)

Solution

10 11 est clair que pour tout entier » > 0 nous avons
Qo € 8, S Qyyy S by < b, < by

La suite (a,) est croissante et majorée par b, donc elle est convergente. La
suite (b,) est décroissante et minorée par a, donc elle est convergente.

Soit p un entiér, alors pour tout entier n > p nous avons @, < a, < b, < b,
donc @, < b, il est d’autre part bien clair que a, < b, pour n < p donc a,
est un mmorant de la suite (b,) d’otr

a, < lim b,.
n—=++w

Ce raisonnement étant vrai pour tout entier p, nous avons a, < b pour tout

entier p d’oti par passage 2 la limite, lim a, < bsoita < b.
p—=+tow

2° Nous savons que @ = Sup { a, } et b = Inf {b,} (¢f. C.E., Ch.1, § I1, 14).
neMN

neN
Par suite pour tout entier n > O nous avons ¢, < a < b < b, d’ou

la, ] < [a,, b,]
ce qui prouve que

[a’ b] « n [am bn] =
neN
Réciproquement nous allons démontrer que si x n’appartient pas a I'intervalle

[a, b] alors x n’appartient pas & () [4,, b,]. Supposons x < a (le raisonnement
neN
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est analogue si x > b), puisque a est la borne supérieure de I'ensemble des a,
pour tous les entiers n > 0, il existe un entier p tel que x < a, < a. Par suite x
n’appartient pas & Pintervalle fermé [a,, b,] donc x n’appartient pas a I'intersec-
tion de tous les intervalles [a,, b,]. Ceci démontre que

N [a, b,] < [a, b]

nelN

donc nous avons

N [a, b, = [a, b].

nelN

30 Nous allons démontrer que @ = b. Nous savons que a < b, supposons que
a < b et posons & = b — a. Puisque lim (b, — a,) = 0, il existe un entier p

n—++e
tel que pour tout entier n > p nous ayons | b, — a,| < & soit b, —a, <¢&
puisque b, > a,. Or nous avons vu au début de la 2° question que pour tout
entier » nous avons a, < a < b < b, par suite b, — a, > b — a. Alors pour
tout entier n > p nous avons b, — a, < g et b, — a, > & ce qui est impossible.

Ceci démontre que a = b, donc [ [a,, b,] est réduite & un seul nombre réel.
neN

1.20

On se propose de démontrer le théoréme suivant : « De toute suite bornée
de nombres réels on peut extraire une suite convergente ».

Soit (u,) une suite de nombres réels ; on suppose que cette suite est bornée.
On note E 'ensemble des éléments de la suite (i. e. I'ensemble des nombres
réels u, pour tous les entiers n = 0).

1° Démontrer le théoréme si E est un ensemble fini.

20 On suppose E infini. Soit # un point d’accumulation de E (¢f. C.E., Ch. 3,
27).

a) Soient n et p deux entiers positifs tels que n # 0. Démontrer qu’il existe
un entier m > p tel que | u,, — u| < 1/n.

b) Construire par récurrence une suite (ty¢ny), €xtraite de la suite (u,), et
convergeant vers le nombre réel u.

Solution

10 Puisque E est un ensemble fini, il existe un élément u de E tel que 4, = u
pour une infinité d’entiers . Nous allons construire la suite extraite (Uy,,) par
récurrence.

Désignons par g(0) le plus petit entier k tel que u, = u.

Supposons défini g(n — 1) alors g(n) sera le plus petit entier /, strictement
plus grand que g(n — 1), tel que u; = w. Il est clair sur cette construction que
I'application g est une fonction strictement croissante de N dans N. Par consé-
quent la suite (i) est extraite de la suite (u,) et converge vers le nombre réel u.
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2° a) Puisque v est un point d’accumulation de E, il existe une infinité d’élé-
ments de la suite, tous disctints de u et appartenant 2 I'intervalle ouvert

Je=ge v
Uu——, u+-—-J.
n n

Par suite il existe un entier m > p tel que | u,, — u| < 1/n.

b) Posons g(0) = 0. Supposons défini g(n — 1). Nous choisirons pour g(#)
le plus petit entier g, strictement plus grand que g(n — 1), tel que

1

U, —uj <-—.
lug—ul<-

Nous avons ainsi défini une suite (u,,,,) extraite de la suite (u,). Soit ¢ un nombre
réel strictement positif, alors il existe un entier p tel que pour tout entier n > p,
nous ayons 1/n < &; par suite pour de tels entiers n, | Uyyy — U] < &. La suite
(t450ny) admet donc la limite u.

1.21

Soit (z,) une suite de Cauchy de nombres réels. On se propose de démontrer
que cette suite est convergente en utilisant le théoréme démontré A I'exercice
1.20.

1° Démontrer que la suite (u,) est bornée.

2° Soit (u,,)) une suite extraite de la suite (1,) et convergeant vers un nombre
réel u. Démontrer que lim u, = u (on pourra utiliser I'exercice 1.13, 19).

n—++e

Solution

1° Puisque la suite (u,) est une suite de Cauchy, il existe un entier 7, tel que
pour tout couple d’entiers (p, g) vérifiant p > g > ny nousayons | u, — u, | < 1
Soit en prenant g = ng, | u, — t,,| <1 ou encore u,, — 1 < u, < u,, + 1.
Soit &’ (resp. b') la borne inférieure (resp. supérieure) de ’ensemble des nombres
réels i, pour k < ny — 1.Posonsa = Inf(a’, u,, — 1)et b = Sup (¥, u,, + 1),
il est alors clair que pour tout entier n > 0 nous avons @ < u, < b ; la suite (u,)
est donc bornée.

20 Soit £ un nombre réel strictement positif. D’une part il existe un entier 7,
tel que pour tout couple d’entiers (p, g) vérifiant p > g > n, nous ayons
| u, — u, | < ¢/2. D’autre part il existe un entier n, tel que pour tout entier
n 2= n; nous ayons | u,,, — u| < £2. Posons v = Sup (ng, n,) ; alors pour tout
entier n > v nous avons g(n) > n (¢f. exercice 1.13, 1°) donc g(n) > n,, par
suite [ u,,,) — u| < &/2. De méme puisque g(n) > n > n, nous avons

ki
3

CaLvo. — Exercices d’analyse 2

| Hg(n) - H"I <
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Nous avons u, — u = (U, = Uyem) + (WUgem) — u) d’otr
g £
iuﬂ_ul “‘{--Ilun_ug{n}l + |ug{n]_ul {EJ‘_EZG
Ainsi pour tout nombre réel £ > 0 il existe un entier v tel que pour tout entier

n > v nous ayons | u, — u| < &; ceci démontre que la suite (u,) est conver-
gente.
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FONCTIONS REI::LLES
D’UNE VARIABLE REELLE

2.1 Soient x un nombre réel et o un nombre réel strictement positif. On considére
une application f définie sur I'intervalle ouvert ]x — o, x + o et 2 valeurs
réelles. Démontrer que si f(x + /4) admet une limite finie / lorsque 4 tend vers 0,
alorslim [ f(x + k) — f(x — h)] = 0. La réciproque est-¢lle vraie ?
h—0

Solution Ire démonstration : Soit & un nombre réel strictement positif. Puisque

limf(x + h) =1,

h—+0

il existe un nombre réel 1 > 0, tel que pour tout nombre réel k vérifiant
0 <|h| <n,nous ayons If(x+h) —-I| < g/2. Mais

f+h —fx-—N=Fc+H-)+(I-f(x-h),
donc
|f(x+h)—f(x—h)[é]f(x+h)—l|+[l—f(x—h)|;

par suite si 0 < | #| < y nous aurons

|f(x+h)—f(x—h)|<§+§
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Pour tout nombre réel ¢ > 0, il existe un nombre réel # > 0 tel que pour tout
nombre réel A vérifiant 0 < | A | < n, nous ayons lf(x +h) —f(x— h}l < &
Ceci démontre que

lim [f(x + h) — f(x — W] = 0.

h—=0
2e démonstration : Nous avons

lim f(x + k) = limf(x — h) = 1.

B0 h

D’autre part
lim[f(x + h) — f(x — hy] = lim f(x + h) - lim f(x — h);
h—=0 h—0 h=0

par suite

lim [f(x + B) — f(x — W] = 0.

h—0

Considérons la fonction f définie sur Pintervalle ]— 1, 1[ par f(x) = 1/x*
si x # 0 et £(0) = 0. Nous avons f (h) — f(— h) = 0donc

lim f(O + h) — f(0 — h) =0.

h=0

D’autre part lim £(0 + k) = + co donc la réciproque est fausse.
h—0

2.2

Calculer les limites suivantes

1° lima,,.wc"+a,,_lx"_l+---+¢::1x+1:z0

x—a
oll @ est un nombre réel et g, un nombre réel pour 0 < i < n.
o (x + B — X"
2 i &=
h—0 h
ol n est un entier naturel et x et h des nombres réels.
3° lim Xt Gnn X4 ayx+do
vt @ by X 4 by g X1 4+ by x 4 bo

oll m et n sont des entiers positifs et g; et b; des nombres réelspour0 < i< nm
et0 <j< m ; on suppose de plus que @, # Oetbh, # 0.

4° lim }—l-z+1+l—./-l+1—l.
0o N x* x x x

. . |
5t lim x sin—.
x—=0 X
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Solution

1° Nous savons (cf. C. E., Ch. 4, § 42, ) que

et

lim (@, x"+@a,-1 X" 14 - 4a,x+a)=4a,d"+a,,a""

x=a

20 Nous avons d’aprés la formule du bindme

lim x* = a*, lim @, x* = a, &*

1

(x+h)"=x"+nx'"1h+h2Q(h)

37

+ = + ala"'ao-

oll Q est un polyndme en h dont les coefficients sont le produit d’un

nombre réel et d’une puissance de x. Par suite

—~ =nx""' + hQ(h).

Lorsque 4 tend vers 0, Q(k) tend vers Q(0) (¢f. question 1°)

donc

l-n(x+h)"—3c

=nx""1.

30 Supposons d’abord m = n; en divisant le numérateur et le dénominateur

de la fraction par x", nous obtenons :

-1
a, X"+ a1 X"+ +ax+a _

b, x" 4+ b,_y x" ' + =+ by x + bo

Mais

a,._ a a
L L T
x x5 5
bn—l bl bi]
P T

pour tous les entiers k tels que 0 < k < n — 1. Par suite le numérateur admet

la limite a, et le dénominateur la limite b, d’ot

Iim

=1
a,x" + a,_ 1 X"+ +ayx+a _an

x—.+wbnx"+bn_1xn_l +"'+b1x+b0 b"
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Supposons maintenant m > n; en divisant le numérateur et le dénominateur
de la fraction par x™ nous obtenons :

—al
GX + 8y Xt GxT A

b, x" + b1 X1 4 -« 4 by x + by

ay Ay—1 e a do
e ¥ et ¥ ot m
- b, _ b by
b, + "t b 2+
x x™"

Lorsque x tend vers + oo le numérateur admet O pour limite et le dénomi-
nateur admet b,, pour limite, par suite :

n n—1
g a,x" + a,-, X - +ax+a
lim —= L _1+ b & 0 =0
ot by X" 4 bp_y X" 1+ o+ byx + bo

Supposons enfin n > m; en effectuant la division euclidienne du numérateur
par le dénominateur nous obtenons :

a, x" + a,- X" 14 +ax+a=
= Q) (by X" + bpoy X"+ + by x + bo) + R(X)
otl R est un polyndme de degré strictement inférieur & m. Par suite

-1
a,x" + a1 X"+ t+ax+a _

b, X™ 4 by X" 1+ + by x + bo

R(x)
by, X" + by X"V 4+ byx + by

= 0(x) +

Lorsque x tend vers + 00, R(x)/(by, X" + bp-—1 X"~ 1 4 -+ 4 by x + bg) tend
vers 0 d’aprés I’étude précédente. Nous savons que le polyndme Q est de la
forme

Q) = 12 ¥ " + Q)

ot O’ est un polyndme de degré inférieur ou égal A n — m — 1, par suite

o).

n—m( dn
0(x) = x (b +

Lorsque x tend vers + 0, Q'(x)/x""™ tend vers 0 donc
im Q0) = lim ~2x"",

x—=++ @ ,,——.+ucb



FONCTIONS REELLES D'UNE VARIABLE REELLE 39

par suite
1 . 4y . .oa,
Iim Ox)=+o si -*>0 et lim Q(x)= — o0 si =0% -0 .
x=+ 4+ oo bm X+ o0 bm
CONCLUSION
lim a, X" + Gy X"__11+ Hax+ay
E5tsheo bm x™ + bm—l x™ o e bl x + bO
[ 0 si n<m
L si n=m
bﬂl -
— ) a"
+ o s1 n>m et b—-; 0.
. an
— o0 S1 n>m et i <0

40 Nous avons
1 1 1 1 2
—2+—+1— —2+-——1=—— = —
x x xt  x R 1 ’\/1 1
1+ &

Si x > O posons X = I/x alors lim X = + co d’ol
x0+

lim i+-1+1= lim X2+X +1=+ o

x=+0+ X X X+

lim -1—2+-1-—1= lim X*+X —1=+ o
x=0+ X X X= 4 oo

d’ott nous déduisons que

lim / 1+ / = + = + 0
x=0+
par suite
. ™ -
lim + +1 —&= — 16=0.
x—+0+ JC X
Si x < 0, posons X = — 1/x alors lim X = + oo et nous démontrerions

x=+0-

comme précédemment que

lim / +1+l—~/—1—2+£—]—0
x=+0- X X X
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50 Nous savons que | sinu | < 1 pour tout nombre réel u. Soit & un nombre
réel strictement positif, alors si 0 < | x| < & nous avons

- |
xsin—| <|x|<e¢
X

ce qui démontre que lim x sin (1/x) = 0.

x—0

2.3 Démontrer que la fonction réelle £, définie sur R par
f(x):coSIE si x#0 e f(O)=0,

n’a pas de limite lorsque x tend vers 0.

Solution Remarquons tout d’abord que si k est un entier naturel non nul

1 1
d (m) sl C I/ (‘(z—kﬁﬁ) S
Nous allons donner deux démonstrations du résultat.

1re démonstration : Nous allons prouver que f ne vérifie pas les hypothéses
du critére de Cauchy. Nous devons trouver un nombre réel ¢ > 0, tel que pour
tout nombre réel o > 0, il existe deux nombres réels x et x' vérifiant0 < | x| <«
et 0 <| x| <o« et pour lesquels nous ayons |f(x) —f(x’)l = ¢. Prenons
. — 1 et soit o un nombre réel strictement positif, nous savons qu’il existe un
entier k tel que

1 1 1
p—— ouk > -——— it —— —_
k th+1 d’ou >2m soit an{a et (2k+1)rt<a
Posons
o . S
T 2kn '_(2k+1)n’

alors l f(x) —f(x) | — 2 > ¢ La fonction f ne vérifie pas les hypothéses du
critére de Cauchy donc cette fonction n’admet pas de limite au point 0.

2e démonstration : Nous allons construire une suite (X,),>, de nombres
réels telle que lim x, = O et que la suite f(x,) mait pas de limite. Posons

n—++ow
x, = 1/nm, il est clair que lim x, = 0, et que £(x) = (= 1", la suite (f(x)

n—=++o

n'est pas convergente ce qui prouve que f n’admet pas de limite au point 0.
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2.4

Soit f une fonction réelle définie sur R. On suppose que f est périodique de
période 7 (¢f. C. E., Ch. 4, § L, 36, g), et que f"admet la limite / lorsque x tend
vers l'infini. Démontrer que fest la fonction constante de valeur L

Solution

Nous allons donner deux démonstrations.

1re démonstration : Supposons f non constante, alors il existe deux nombres
réels x et x’ tels que x # x’ et f(x) # f(x’). Posons

5o MO —T@|,
—

puisque lim f(x) = /il existe un nombre réel A tel que pour tout nombre réel

x—+tow

t > A nous ayons | /(1) — I | < & Nous savons qu'il existe un entier n, tel que
n, T> A — x etunentier n, tel que n, T> 4 — x'. Posons n = Sup (ny, ny);
alors nT + x> A et nT + x' > A donc |f(T + x) — 1| <e et
| f(nT + x) — I| <& soit )f(x)— I|<e et |f&x) = 1| <& Mais
F —f) = (f) = D) + ([ — [x)) dou |f) = fx)| < [fx) 1]
+ |[—f(x')‘ soit ]f(x) —f(x’)| <2e¢.

D’autre part, d’aprés la valeur de & nous avons 2¢& < l_f'(x) —f(xD | d’oll
contradiction ; par suite la fonction f est constante et comme

lim f(x) =1,

x>+

fest la fonction constante de valeur /.
2 démonstration : Considérons un nombre réel x et soit € un nombre réel
strictement positif. Puisque lim f(x) = /, il existe un nombre réel A tel que

x—=++tw
pour tout nombre réel ¢t = A nous ayons [ f@® -1 | < g Drautre part il existe
un entier n tel que nT =2 A — x soit nT + x = A,donclf(nT+ x) — ll <e
soit \f’ (x) — I| < & Ainsi pour tout nombre réel & > 0 nous avons
]f(x) - Ir< e d’ont lf(x) — 1| =0 (¢f. exercice 1.1). Ceci étant vrai pour
tout nombre réel x, f est la fonction constante de valeur /.

2.9

Soient # un nombre réel strictement positif et @ un nombre réel. Soit f une
fonction réelle définie sur 'ensemble I, = Ja — u, @ + u[ — { a }. On suppose
que f vérifie les hypothéses du critére de Cauchy au point a, et on se propose
de démontrer par une méthode différente de celle utilisée dans (C.E., Ch. 4,
§ IT, 42, ¢) que la fonction f admet une limite au point a.

1o Démontrer qu’il existe un nombre réel 4 > 0 tel que I’application f soit
bornée sur 'ensemble Ja — h,a + h[ — {a}.
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20 Construire une suite décroissante (c;,) de nombres réels, telle que
pour tout couple (x,x") d’éléments de I, vérifiant 0 < |[x —a|l <a, et
0<|x" —al<a, onait
116 = 16| < 5 -
2n
En déduire que
1
Sup f(1) — Inf  f() < —.
O<|t—a|<an O<ft—al<an h
32 On pose
VYo = Inf  f(1) et z,= Sup f(D).
O<|t—a|<an O<|t—a|<an
Démontrer que la famille { [},, Z,] }nene est une famille d’intervalles emboités.
En déduire que 'application f admet une limite au point a.
Solution 10 Puisque la fonction £ vérifie les hypothéses du critére de Cauchy au peinta,

il existe un nombre réel # > 0 tel que & < u et pour tout couple (x, x) d’élé-
ments de I, vérifiant 0 < |x —a| <h et 0 <[X — a| < h nous ayons

| /) — fx)| <1, soit f(x) = 1 < f(x) <f() + 1. Soit xp un élément
de I, vérifiant 0 < | xo — a| < h alors pour tout élément x de I’ensemble
la — h,a + h[ — { a} nousavons f(xp) — 1 < f(x) < f(xp) + 1, la fonction
£ est donc bornée sur ’ensemble Ja — h,a + h[ — {a}.

20 Puisque la fonction fvérifie les hypothéses du critére de Cauchy au point 4,
pour tout entier n > 1 il existe un nombre réel o, > O tel que pour tout couple
(x, x') d’éléments de I, vérifiant 0 < |x — a| < o et 0<|x —al<a,
nous ayons

L < <5 + 5

»
n

170) — ) | <5 soit SO =
par suite

f) = 5p< Il fO< S SO I + 5

O<|t—a|<ap O<|t—al|<eay
d’ou
1
Sup f(1) — Inf  f(1) <-—.
O<|t—al<an 0<|t—a|<a, n

Les propriétés précédentes sont encore vraies pour tout nombre o, < ¢y, POSONs
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donc o, = Inf(a}, 03, ..., o) alors pour tout couple (x, x) d’éléments de
vérifiant 0 < | x —a]| < e, et 0 < | x" — a| < e, nous avons

. 1
/() = fx) | < n
et comme précédemment nous en déduisons que

Swp  fO -  Inf ()<

O<|t—a|<an O<|t—a]<an

d’autre part il est bien clair d’aprés la définition de o, que la suite (e,,) est décrois-
sante.

30 Puisque la suite (o) est décroissante on a
]a s D("+1,G+GC"+1[— {a} = ]ﬂ' —ocn,a+oz,,[— {a}

donc pour tout nombre réel x appartenant 3 la — ¢,,q, @+ o[ — {a}
nous avons

fG) <  Sup  f(n);

O<|t—a|<an

Sup  f(t) est donc un majorant de P’ensemble des f(f) pour tous les
O<|t—a|<ay,
nombres réels ¢ appartenant a I'ensemble Ja — o, 1, @ + 0,4 [ — { @ } par suite

Sup f@) < Sup  f(1) soit z41 < z,.

O<|t—al<ans: O<|t—al<zn

Nous démontrerions de méme que y, < y,4, Par suite pour tout entier n = 1
nous avons [¥,+1, Zy+1] < [Vm 2,]- Puisque pour tout entier » > 1 nous avons
z, — ¥, < 1/n la suite (z, — y,) admet la limite O lorsque » tend vers Iinfini,
ainsi la famille {[y,, z,] }.en* €st une famille d’intervalles emboités dont
la longueur tend vers 0, donc [} [y, z,] est réduite & un seul nombre réel

neN*

que nous noterons [.

Nous allons démontrer que [ est la limite de la fonction £ au point a. Soit &
un nombre réel strictement positif, alors il existe un entier » tel que 1/n < &.
Pour tout élément x de I, tel que 0 < | x — a| < «,, nous avons

Yo S f(X) < 2,5

comme y, <[/<z,ona
|[fe-t|<z,—p<=<e.

Par suite pour tout nombre réel £ > 0 il existe un nombre réel e, tel que pour
tout élément x de I, vérifiant 0 < | x — a| < ¢, nous ayons |f(x) - [l <&,
ceci démontre que la fonction fadmet la limite / au point a.
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2.6

1o Soit x un nombre réel, démontrer qu’il existe un entier relatif unique,
noté [x], tel que [x] <'x < [x] + 1.

20 On considére la fonction réelle £, définie sur R* par f'(x) = x[1/x]. Démon-
trer que f peut étre prolongée par continuité au point 0.

Solution

1° Supposons d’abord x > 1; soit 4 I'ensemble des entiers n tels que
n > x — 1, nous savons que 4 n’est pas vide (car R est un corps archimédien)
donc il admet un plus petit élément [x] ; [x] — 1 n’appartient pas & 4 donc
[x] -1 <x—1<[x] dou [x] <x < [x] + 1. Supposons x < 1 et soit B
I’ensemble des entiers # tels que n = — x. Cet ensemble est non vide, donc il
admet un plus petit élément n,. Comme n, — 1 n’appartient pas & B nous avons
ng — 1 < —x < nygdolt —ny < x < — ng + 1. Si nous posons [x] = — n,
alors nous avons [x] < x < [x] + 1.

20 Nous allons d’abord étudier la limite de la fonction f a droite du point 0.

Nous avons
i<l
“l<-<|-|+1
X x X

1 [1] 1
1< <=
X X X

par suite, puisque x > 0,1 — x < x[1/x] < 1,d’000 < 1 — x[l/x] < x. Soit ¢
un nombre réel strictement positif, alors pour tout nombre réel x vérifiant
0 < | x| < & nous avons | 1 — x{1/x] | < g ce qui démontre que

lim x[l] =1.
x—+0+ X,

Nous démontrerions de maniére analogue que

lim x [1] =-1.
x—=+0- X
Considérons la fonction }__déﬁnic sur R par }“(x_) =f(x)six#0et }(0) = i
Nous avons lim f(x) = f(0) donc la fonction f est continue au point 0, ce qui

x—0

démontre que la fonction f'peut se prolonger par continuité au point 0.

d’olt

2.1

Soit fune fonction réelle définie sur I'intervalle ouvert ]— 1, 1[.

1° On suppose qu’il existe un nombre réel k = 0 tel que |f(x)| <k|x|
pour tout élément de ’ensemble ]— 1, 1[ —{ 0 }. Démontrer que fest continue
au point O si et seulement si £(0) = 0.
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20 Plus généralement, on suppose qu’il existe deux fonctions réelles g et h,
définies et continues sur Pintervalle ouvert ]— 1, 1[, et vérifiant g(0) = h(0) et
g(x) < f(x) < h(x) pour tout élément x de Pensemble ]— 1, 1] —{0}. Démon-
trer que f est continue au point 0 si et seulement si f(0) = g(0).

Solution

1° Démontrons que lim f(x) = 0. Le résultat est vrai si k = 0, supposons

x=0
donc k > 0. Soit £ un nombre réel strictement positif, alors pour tout nombre
réel x vérifiant | x| < 1et0 < | x| < ek nousavons|f(x)| <k|x|<ece
qui prouve que lim f(x) = 0. Nous savons que la fonction f est continue au
x—=0
point 0 si et seulement si lim f(x) = f(0). donc f sera continue au point 0 si
x—0

et seulement si /(0) = 0.
20 Démontrons que lim f(x) = g(0).

x—0

1te démonstration - soit & un nombre réel strictement positif ; puisque la
fonction g (resp. k) est continue au point 0, il existe un nombre réel 17, (resp. 17,)
strictement positif tel que pour tout nombre réel x vérifiant

[x] <1 et 0<|x|<n(resp.0<|x]|<n,)
nous ayons

| g(x) — 2(0) | < % (resp. | h(x) — h(O0) | < S)

Posons 1 = Inf (114, #7,) ; alors pour tout nombre réel x vérifiant x| <1et
0 < | x| < # nous aurons

| e(x) — £(0) | <§ el |h(x) — h(O)] <§
soit
g0~ L <g)<g@+5 o g0 =3 <h()<gO +5,
d’oi
g(0) — ; < g(x) < f(x) < h(x) < g(0) + ; donc | f() - g©) ] <e.

La fonction f admet donc la limite g(0) au point 0.

2¢ démonstration : Puisque g et h sont des fonctions continues au point 0

nous avons lim g(x) = lim h(x) = g(0); or pour tout nombre réel x vérifiant
x—0 x—0
0 < | x| < 1 nous avons g(x) < f(x) < h(x) donc

0 < fi(x) — g(x) < h(x) — g(x) .-
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Comme lim (h(x) — g(x)) = 0 nous en déduisons que
x=+0

lim (f(x) — g(x)) =0  d’ou lim f(x) = g(0).

x—0 x=+0

La fonction f sera continue au point O si et seulement si lim f(x) = f(0),
x=0

donc f sera continue au point 0 seulement si f(0) = g(0).

2.8

Soient fet g deux fonctions réelles définies et continues sur R.
1o Démontrer que I’ensemble N des nombres réels x tels que f(x) # O est
une partie ouverte de R (¢f. exercice 1.2).

20 Démontrer que ’ensemble M des nombres réels x tels que f(x) > 2(x)
est une partie ouverte de R.

Solution

Jo Soit x un nombre réel tel que f(x) # 0. Supposons f(x) > 0, la fonction f
étant continue au point x, il existe un nombre réel # > 0 tel que pour tout
nombre réel ¢ vérifiant | — x| <y nous ayons lf(t) —f(x [ < f(x) soit
) = f(x) <f(t) <f(x) + f(x) donc f(t) > 0. Par suite pour tout point ¢
de P’intervalle ouvert ]x — 7, x + 5[ nous avons f(¢) > 0, donc f (1) # 0. Le
raisonnement est analogue si f(x) < 0. Nous venons donc de démontrer que
pour tout élément x de N il existe un nombre réel # > 0 tel que intervalle
ouvert Jx — #, x + 5[ soit contenu dans N, par suite N est une partie ouverte
de R.

20 Soit x un nombre réel tel que f(x) > g(x); alors f(x) —g(x) > 0. La
fonction f — g est continue au point x donc il existe un nombre réel # > 0 tel
que pour tout nombre réel ¢ vérifiant | 1 — x| < # nous ayons

|F-@) - (- @] <) — &)

d’otl 0 < (f — g) (t) soit f(¢) > g(1). Ainsi pour tout élément x de M il existe
un nombre réel n > O tel que Pintervalle ouvert ]x — #, x + n[ soit contenu
dans M, ce qui démontre que M est une partie ouverte de R.

2.9

Soient @ un nombre réel et f une fonction réelle définie et continue sur R,
telle que f(1) = a et telle que pour tout couple (x, x”) de nombres réels on ait

Sx+ X)) =f(x) +f).

1° Démontrer que f(n) = na pour tout entier relatif 7.

20 Démontrer que f(1/g) = a/q pour tout entier ¢ > 0; en déduire que
f(r) = ra pour tout nombre rationnel r.

3o Démontrer que tout nombre réel est limite d’une suite de nombres ration-
nels. En déduire que f(x) = ax pour tout nombre réel x.
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Solution

1° Soit » un entier strictement positif; nous avons n =1+ 1 + - + 1
(n fois) donc f(n) = f(1) + f(1) + - + f(1) (nfois)d’ou f(n) = na. D’autre
part £ (1 + 0) = f(1) + f(0) donc f(0) = 0.

Soit 7 un entier strictement négatif ; nous avons

0=fO)=f(—n+n=f(=n+f("

d’ol f(n) = — f(— n), par suite f(ra) = — (— na) = na ; par conséquent
f(n) = na pour tout entier relatif n.

20 Soit ¢ un nombre entier strictement positif ; nous avons

(g fois)

S [

1 1
l==+=++
q 4q

d’out

-l 1)+ oY) s

1 1 a
a= f(—) d’ou f(—)z —.
B q q q
Soit » un nombre rationnel positif, alors il existe deux entiers positifs p et g
(g # 0) tel que

par suite

4 =ehrssih L (p fois) ,
q
par suite
f =f(%) +f(é) + - +f(‘]}) (p fois) soit f(r) = p'—; = ar.

Si r est un nombre rationnel négatif alors f(—r +r) = f(0) = 0 d’ou
f(#) = — f(— r) parsuite f(r) = ar. Ceci démontre que f(r) = ar pour tout
nombre rationnel r.

30 Soient x un nombre réel et n un entier strictement positif. Nous savons
qu’il existe un nombre rationnel r, appartenant a I’intervalle ]x — 1/n, x + 1/n[.
Nous pouvons ainsi construire une suite (r,) de nombres rationnels, telle que
pour tout entier n > 1 nous ayons | x — r, | < 1/n ; par conséquent

! — - . ; .
lim |x —r,| < lim - dou lim |x—r,|=0 soit lim r,=x.
n—++ o u-’-l'ccn n—++ @ n—++ w
bl

La suite (r,) est donc une suite de nombres rationnels convergeant vers x.
Soit x un nombre réel et (r,) une suite de nombres rationnels convergeant
vers x. Nous avons f(r,) = ar, pour tout entier # > 1, donc par passage 2 la
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limite : lim f(r,) = lim ar, Mais fest continue au point x et lim r, = X
n— -+ n—+aw n—+ow

donc

lim f(ry) =f( lim f.,)=f(x),

n= 4+ o n—*+ o

par suite f(x) = ax. Ceci démontre que f(x) = ax pour tout nombre réel x.

2.10

On considére I'ensemble A4 des fonctions réelles f, définies et continues sur R,
telles que pour tout couple (x, x") de nombres réels on ait

f(f‘- %fi) = JL/G) + 6]

1o Soit £ un élément de A tel qu'il existe un couple (x, x) de nombre réels
pour lequel f(x) = f(x') = O et x < x’. Démontrer que pour tout entiern = 1
et tout entier k vérifiant 0 < k < 2",ona

f(x+k’i;x)=o.

En utilisant 'exercice 1.9 démontrer que pour tout nombre réel ¢ appartenant 2
Pintervalle fermé [x, x'] on a f(¢) = 0. En déduire que f est 'application nulle
de R dans R.

20 Démontrer que la différence de deux fonctions de A est un élément de A.
Soit (a, b) un couple de nombres réels, démontrer que la fonction affine h,
définie par A(x) = ax + b pour tout nombre réel x, est un €lément de A.

3o Démontrer que tout élément de A est une fonction affine de R dans R.

Solution

1o La propriété est vraic pour n = 1 par hypothese; supposons la vraie
jusqu'a 'ordre n — 1. Soit k un entier tel que 0 < k < 2" ; ou bien k est de la
forme k = 2 k' ot k' est un entier tel que 0 < k' < 2"~ ! et alors nous avons

x' —x , X' —x

ou bien k est de la forme k = 2k” + lavec0 < k" < 2" ' — 1, alors

' l B R ! —
ek X (el ) (e =

n—1

f(x %t i‘): ; :f(x + K .x;g‘)”(x + (K +1) i‘;_;lx)]
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donc

f(x+ kX 2_"_")=0.

La propriété est donc vraie pour ’entier n, par suite cette propriété est vraie
pour tout entier n = 1.

Dans I’exercice 1.9 nous avons vu que tout nombre réel ¢ de l'intervalle
[x, x'] est limite d’une suite (x,,) ol

r

x —x
Xg=x+ k,—— avec 0<k, <2

La fonction f étant continue au point x, comme lim x, = x, nous avons

n—++co

lim f(x,) =f( lim x,,)=f(x).
n=+ -+« n—++ oo

Mais f(x,) = 0 pour tout entier » = 1 donc f(x) = 0 par suite la restriction

de la fonction f a I'intervalle [x, x'] est nulle. Soit # un élément de [x, x’], nous

avons f () = 0; supposons que f (1 + k(x' — x)) = 0 pour tout entier k tel que

0 < k < n alors

t+nx —x)=4t+m-DE - +t+ @+ D) — x)]
par suite
f+nx —x))=f3t+@-DE -+ 1+ @+ 1D — X))

dod O0=3ft+(m—DE -+ +n+ D — x))] par consé-
quent f(¢ + (n + 1) (¥’ — x)) = 0. Ceci démontre que f (7 + n(x’ — x)) =0
pour tout entier n > 0. Nous démontrerions de méme que f(¢ + n(x’ —x)) =0
pour tout entier n < 0. La fonction f est une fonction périodique de période
x" — x; comme cette fonction est nulle sur Pintervalle [x, x'] de longueur
x" — x, elle est nulle sur R.

2¢ Soient f et g deux fonctions de 4 et (x, x") un couple de nombres réels.
Nous avons

x4+ x

FE3E)= 3w+ 1] e g (S5E)= Ls+ew]

d’ol

(- 2F)=30 -9+ ¢ - o,

par suite la fonction /' — g est un élément de A4.
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Soit (x, x") un couple de nombres réels, nous avons

a(x-;x')+ b =%[(ax+ b) + (ax’ + b)]

ce qui démontre que la fonction affine 4 est un élément de 4.

30 Soit f un élément de A. Considérons les nombres réels b = f(0) et
a = f(1) — f(0); alors la fonction g, définie par g(x) = f(x) — (ax + b) pour
tout nombre réel x, est un élément de 4 et d’aprés le choix des nombres a et b,
nous avons

g0)=g(1)=0.

D’aprés ce qui précéde nous savons que la fonction g est la fonction nulle
donc f(x) = ax + b pour tout nombre réel x. Ceci démontre que toute fonc-
tion f appartenant 2 A est de la forme f(x) = (f@ = £©)x + f(0), ie.

f est une fonction affine de R dans R.

2.11 Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et f une fonction réelle définie
et bornée sur I'intervalle [a, b]. On définit la fonction M par

M(x) = Sup f(1)
astsx

pour tout élément x de [a, b]. Démontrer que si la fonction f est continue en un
point x, de [a, b] et si f(xo) < M(xo), alors il existe un intervalle ouvert non
vide, contenant le point x, sur lequel Ja fonction M est constante.

Solution Puisque la fonction f est continue au point Xo, il existe un nombre réely > 0,
tel que pour tout élément x de [a, b] vérifiant | x — xo | < 1 nous ayons

M(xo) = f (x0) & M(x,) + f(x0)
2

176 = fx0) | < o f(x) <0

par suite f(x) < M(x,). Nous allons démontrer que pour tout nombre réel x
appartenant a [a, bl et & Jxq — #, Xo + #[ nous avons M(x) = M(x). Soit x un
élément de [a, b] appartenant 2 ]x, — 7, Xo + n[; pour tout nombre réel ¢
appartenant 2 [a, x,] nous avons f (1) < M(x,) et pour tout élément de [a, b]
appartenant 4 ]x, — 1, Xo + #[ nous avons f (1) < M(x,), par suite M(x,) est
un majorant de I'ensemble des f(7) pour tous les éléments ¢ de l'intervalle
fermé [a, x]. Soit £¢ un nombre réel strictement positif ; posons

¢ = Inf (s, M(xo) — / > @) ;
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puisque M(x,) = {Slip Sf(1),1l existe un élément & de Pintervalle [a, x,] tel que
a=r=Xxg

M(xo) — & < f(&) < M(xo) d’olt M(x,) — & < f(£). Mais

E" é ﬂx_o)z;{.(x_o) donc M(xo) — & ; A,_{gg}__;ﬂ
d’olt
10 > MO + 1652

ce qui prouve que le point ¢ ne peut appartenir 4 I'intervalle ouvert
o —n, xo + 4l

donc ¢ appartient 4 [a, x, — n]. Par suite, pour chaque élément x de

Ixo — n, xo + nl, M(x,) est un majorant de I’ensemble des f(f) pour tous

les éléments 7 de 'intervalle [, x] et quel que soit le nombre réel ¢ > 0 il existe

un €lément & de Pintervalle [q, x] tel que M(x,) — & < f(&) < M(x,). Ceci

démontre que M(x,) = Sup f(t) pour tout élément x de Iintervalle ouvert
O=¢=x

Ixo — 1, Xo + y[, par suite la fonction M est constante et égale & M(x,) sur
Pintervalle Jx, — #, xo + #[.

2.12

Soit / une fonction réelle définie sur Pintervalle fermé [0, 1] qui prend ses
valeurs dans cet intervalle. On suppose que pour tout couple (x, x") d’éléments
de [0,1] on a

|70 =) | = 1x = X1

Montrer que f est I'une des fonctions f;, f, définies en posant pour chaque
élément x de [0, 1]

i =x  folx)=1-x.

Solution

Comme f prend ses valeurs dans [0, 1], on a pour chaque couple (x, x")
d’éléments de [0, 1]

lf0 —f)] < 1.
En particulier |f(0) —f(l)f < | et il résulte de I’hypothése que
/@ ~fM]>1  donc [£(O) —f)|=1

et par suite on a soit f(0) = 0 et f(1) = 1, soit £(0) = 1 et £(1) = 0.
Lorsque f(0) =0 et f(1) =1, si xe[0,1] on a

SO =) - fO = 1x—-0] =x
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et
L—f@=|f-r@|z11-x1=1-x

de la seconde inégalité il résulte que f(x) < x donc f(x) = x et = fi.
Lorsque f(0) = 1 et f(1) =0si xe[0, 1] on a

f) =]f-sfmjztx—11=1-x
et

L= f®) = /O —f@]|>10-x]|=x

de la seconde inégalité il résulte que f(x) < 1 — x doncf(x) =1 — xetf = fs

213

Soit fune fonction réelle définie sur R. On suppose qu’il existe un nombre réel
k tel que 0 < k < 1 et tel que pour tout couple (x, x') de nombres réels on ait

/@) - )| <klx—x1
1o Démontrer que la fonction fest continue sur R.

20 Etant donné un nombre réel a, on définit la suite de nombres réels (x,) par
Xo = aet X,,, = f(x,). Démontrer que la suite (x,) est convergente (on pourra
utiliser ’exercice 1.16) et que sa limite / vérifie la relation / = f).

Solution

1o Soit x, un élément quelconque de R ; nous allons démontrer que la
fonction f est continue au point Xx,. Soit £ un nombre réel strictement positif ;
alors pour tout nombre réel x vérifiant | x — xo | < g/k nous avons

|f () —fOo) | < klx—xl<e.

Par suite pour tout nombre réel & > 0, le nombre ¢/k est tel que pour tout
nombre réel x vérifiant | x — x| < g/k nous ayons |j'(x) —-f(xa)l <eg;
ceci démontre que la fonction fest continue au point x,. Ce raisonnement étant
valable pour tout nombre réel x,, la fonction f est continue sur R.

20 Pour tout entier 7 > 0 NOus avons X,z — Xp41 =S (Xns1) — f(x)
donc | Xp42 — Xpa1 | S K| Xpe1 — X |. Nous avons démontré que sous ces
hypothéses la suite (x,) était convergente (¢f. exercice 1. 16). Soit / la limite de
]a suite (x,), démontrons que f(/)=1I. La fonction f est continue au point / et

lim x,=1, par suite
n—++aoo

lim f(x,,):f( lim x,,)=f(l), d’ou lim x,,, = f(D)

B+ o n— + @ n—+ o

soit I = f(I).
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2.14

Soient a un nombre réel positif et (u,) la suite de nombres réels, définie par
uo = aetu,,; = 1 + u, ; démontrer que cette suite est convergente et déter-
miner sa limite.

Solution

Démontrons d’abord qu’il existe un nombre réel / unique telque / = 1 + \/E
Nous devons avoir [ — 1 = \/loc qui est équivalent a (/ — D?>=letl—1>=0
soit/>? —31+1=0etl>1,doul=(3 +/5)2

Etudions le cas 0 < a < 1. Supposons que la relation

O<yy<uy <<y, <!

soit vraie jusqu’a un certain entier », alors u,_, < u, < /d’ou
Nty SJu, <JT et L+ Ju, <1 +Ju, <141,

par suite u, < u,,, < [; la relation est donc vraie pour I’entier n + 1. Comme
cette relation est vraie pour n = 0 elle est vraie pour tout entier n = 0 ce qui
démontre que la suite (u,) est croissante et majorée par /, par conséquent la
suite (u,) est convergente.

Etudions le cas @ > . Supposons que la relation uy, Z uy, =2 - 2 u, = [
soit vraie jusqu’a un certain entier #n. Nous avons alors

Upy = U, = 1 d’onl Ju,,___[ = \fu_,, P \ﬂ

donc
P Vi 2 L4+ Ju, = L+ I,

par suite u, > u,,; = [ ;larelation uy > u; = - > u, > lest donc vraie pour
tout entier n = 0. Ceci démontre que la suite (u,) est décroissante et minorée
par [ ; cette suite est donc convergente.

Nous venons de voir que pour tout nombre réel a la suite (4,) admet une
limite u telle que 0 < w < I'si0 < a < et telle quew > I'sia > I Soit fla fonc-

. , Lo r i
tion réelle définie sur R, par f(x) = 1 + +/x pour tout nombre réel x = 0;
cette fonction est continue au point ». Comme lim u, = u nous avons

n—s+ow

lim f(u,) = f({ lim u,,)= f(w) d’ol Im wpey = f(w)
n—++aw —++om n—++w

d’oli u = f(u). Nous avons vu au début de cet exercice que le scul nombre réel ¢

vérifiant la relation 1 = 1 + \f t était le nombre / = (3 + o 5)/2, par consé-

quent la suite (u,) admet la limite (3 4 \»’{5))’2 et ceci quel que soit le nombre réel
az 0.
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215 Soient @ un nombre réel non nul et (,) la suite de nombres réels, définie par

1
Up = 4a et un+1=uﬂ+__l
U,

pour tout entier n > 0. Etudier la convergence de cette suite et déterminer sa
limite (on étudiera séparément les cas @ > Oeta < 0).

Solution  Etudions le cas @ < 0. Supposons que , < — n alors

1
u,,+1=u,,+;--—1-:§u,,—lg—n—l,

n

par suite #,4; < — (n + 1). Ainsi nous avons u, < 0 et si u, < — n alors
U4, < — (n + 1), par suite 4, < — n pour tout entier n > 0 ce qui démontre
que la suite (,) admet la limite — oco.

Etudions maintenant le cas a > 0. Supposons que nous ayons %, > 1 pour
un certain entier n, alors 1/u, < 1 donc u, + 1/u, — 1 < u, SOIt 41 < Up.
D’autre part u7 — 2u, + 1 >0 d’ol u?> + 1 > 2u, soit u, + 1/u, = 2 car
u, >0 dov u, + (1/u,) — | =1 soit encore #; = 1. En particulier si
4, > 1 tous les termes de la suite sont supérieurs ou égaux a 1. Supposons que
nous ayons 0 < u, < 1 alors

1
uy =+ -~ 1 Fott ugluy — 1) = ud — 2ug + 1 = (uo — 1?
[

donc u; — 1 > 0 soit 4, > 1. Nous avons démontré que si 1 < u, alors
1 < tp,; < 4, donc pour tout entier n > 1 nous avons 1 < u,4; < U, par
conséquent la suite (z,) est décroissante et minorée par 1, elle est donc conver-
gente. Soit / la limite de la suite (u,) ; nous avons ! = 1 donc la fonction f,
définie par f(x) = x + (I/x) — 1 pour tout nombre réel x > 0, est continue
au point /, par suite

im f(u,) =f() dou im uyeq = (D

n—++ @ n—++ @

soit I = f(I). Ceci démontre que pour tout nombre réel a > 0 la suite (u,) est
convergente et admet une limite / vérifiant / = (/) C’est-a-dire

1
I=1+7-1

ce qui est équivalent & / = 1 ; par conséquent la suite (x,) admet la limite 1.
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2.16

Soit (u,) la suite de nombres réels définie par up = 0 et u,;, = costu,
pour tout entier n = 0.

1o Démontrer que les suites extraites (u5,) et (Uzn+1) sONt convergentes.

20 Désignons par I (resp. ') la limite de la suite (uz,) (resp. (tzns+1))-
Démontrer que [ = cos [’ et [' = cos 1. En admettant I’inégalité | sinx | <| x|
si x # 0, démontrer que [ = I'.

Solution

10 Nousavonsu, = 0,u; = letu, = cos1;commel < 72,0 < cosl <1
d’ott u, < u, < u; < nf2. La fonction cosinus est décroissante sur linter-
valle fermé [0, m/2] donc nous avons c€Os gy = COS U, = COS Uy = 0 soit
U, = uy = uy, = 0 dov

Uy < Uy S U3 S Uy -
Supposons que pour un entier # nous ayons
Uy € Uy < Uppiz S Ugpws S Uznsy S Vs

la fonction réelle qui associe & chaque nombre réel ¢ le nombre cos (cos 1), est
croissante sur 'intervalle [0, 7/2]} donc nous avons

€08 (COS 14p) < €08 (COS Uy,) < COS (COS Upp4 ) < €OS (COS Uz y 3)
< €08 (COS Upyy 1) < €OS (COS Uy)
soit

Uy € Uppiz < Upppa < Uzpas S Uzpas < U3,

par suite
Uy € Upgni1) S Uamin+2 S Yot n+3 S Wam+ 1)+1 < U -
Nous venons de démontrer que les inégalités
Uy < Upy S Uppyp S lzppa € Ugpit S Uy

sont vraies pour n = 0 et que si elles sont vraies pour un entier » alors elles sont
vraies pour Pentier # + 1, par suite ces inégalités sont vraies pour tout entier
n = 0. La suite (u,,) est donc croissante et majorée par u; ct la suite (t3,41)
décroissante et minorée par u,, ces deux suites sont donc convergentes.

20 La fonction cosinus est continue au point / et comme lim 1wy, =1,
n— 4w

nous avons

lim cos u,, = cos {
2n
n—++«
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OF COS Uy, = Uz,+, dONC

lim cosu,, = lim wypyy =1 d’ou I'=cosl.

n—++ « n—++«

Une démonstration analogue prouverait que / = cos/’. Nous avons donc
I' — [ =cosl — cosl’ soit

r—1 . I'+1

I' — ] = — 2sin———sin

5 2 d’ou |[F=11<2

’_
sin ——1 -
2

Sil#I' alors I’ — [ # 0donc
sy \Eol
sin —, 3

par suite nous aurions | /' — [| <|I’ — I| ce qui est impossible donc, [ = I'.
Ceci démontre que la suite (u,) définie par uy, = O et 1,44 = cos u, pour tout
entier n > 0, admet une limite / vérifiant la relation = cos I

217

Soit @ un nombre réel strictement positif. Considérons la fonction réelle /
définie sur ’ensemble 10, + oo[ par f(x) = 2 + a/x. Etant donné un nombre
up > 0, on définit la suite de nombres réels (1,) par son premier terme u, et par
u,+, = f(1,) pour tout entier n = 0.

1° Démontrer que I’équation x = f(x) admet une et une seule racine posi-
tive. Soit o cette racine, démontrer que s1 0 < u, < o alors #, < U4, < En
déduire que les suites (u,,) et (1,4 ,) sont convergentes (on pourra étudier
séparément les cas 0 < u, < aetuy = o).

20 Démontrer que la suite (#,) admet toujours une limite et calculer cette
limite.

Solution

1o Résolvons Iéquation x = 2 + afx, nous obtenons x* —2x —a =0
dou x=1+ \/1 4+ g par suite la racine positive est a =1 + \/l + a.
Supposons 0 < u, < o, la fonction f est décroissante sur I’'intervalle 10, + oof
donc f(un) 2Jr(a) d’ota Upi1 = o, par suite f(un+ 1) éf(a) soit Upy2 < o

Démontrons que u, < 4, , ; soit

a 4u, +2a+ au
U, <2+ .————— ouencore U, < — —;
2u, + a

comme u, > O cette derniére inégalité est équivalente &

2u® + au, <4a,+2a+au, soit uh—2u,—a<0.

Mais u, est compris entre les racines 1 — \/1 +aetadutrindmex? —2x —a
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par suite ut — 2u, —a< 0douu, < u,,,. Supposons 0 < 1y < a. Le calcul
précédent nous montre que 0 < up < 1, < o Supposons que nous ayons
Uy, < Uzyi2 < o alOTs NOUS AVONS Uzyin X Uznia < @, par suite pour tout
entier # = 0 nous avons 0 < uy, < Upnyo < 0. La suite (u,,) étant croissante et
majorée par o, admet une limite / telle que 0 < I < o. Puisque la fonction fest
décroissante nous avons f(uz,) = [ (tans2) 2 [(@), AOU Upyyq 2 Uppis 2
la suite (t5,+ () est donc décroissante et minorée par o, par suite elle est conver-
gente et admet une limite /' telle que I’ 2 o

Supposons 4 = o, alors 0 < f(up) < f(e)donc0 < uy < ojun raisonnement
analogue au précédent nous démontre que la suite (15,4 ,) est croissante et
majorée par o et que la suite (u,) est décroissante et minorée par o, par consé-
quent les suites (12,) et (14,4 1) SONt convergentes.

20 Soient / 1a limite de la suite (15,) et I’ la limite de la suite (15,4 ) ; 'étude
précédente nous montre que dans les deux cas les nombres [ et I’ sont strictement
positifs donc la fonction f est continue aux points [ et I, par suite comme

lim u,, = [ nous avons
n—++w

lim f(uy) =f() dob im wuy,q = f()

n—+ @ n—++ @<

soit I’ = f(I). Nous démontrerions de maniére analogue que / = f (). Nous

avons donc 1 (') = f[f (D] d’ou I = f[f (D] soit

a — _4I+2a+aI
l=2+575 do0 l=—73

et puisque / > 0, 2 + a > 0 donc I'égalité précédente est équivalente & I’égalité
21 +al =41+ 2a + al soit > — 21 — a = 0. Nous avons vu au 1° qu’il
existe un nombre réel unique ¢ = 1 + N vérifiant cette égalité. Nous
avonsdoncl =1 + 1 +adoul =7 =1+ J1 +a, par suite pour tout
nombre réel u, les suites (u,,) et (43,4,) sont convergentes ct admettent la
méme limite 1 + +/1 + a. Parconséquent la suite (1,) admetla limite 1 + +/1+a.

2,18

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. Soit fune fonction réelle
définie et uniformément continue sur P'intervalle ouvert Ja, b[.

1° Démontrer que f admet une limite & droite (resp. 2 gauche) au point
a (resp. b).

20 Démontrer que f se prolonge en une fonction f uniformément continue
sur lintervalle fermé [a, b].
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1¢ Nous allons démontrer que la fonction f vérifie les hypothéses du critére
de Cauchy a droite du point a. Soit £ un nombre réel strictement positif; puisque
la fonction f est uniformément continue il existe un nombre réel # > 0 tel que
our tout couple (x, x") de points de Ja, b[ vérifiant | X" — x| < n nous ayons
f(x) — f(x) l < &. Par suite pour tout couple (x, x") de points de la, b[ véri-
fant 0 <lx —a|l<netO0<|x"—a|<nnousavons 0 <x—a<pet
O0<x' —a<ndol —np<x’ —x<nsoit|x" — x| <ndonc

/&) —f | <e.

Ceci prouve que la fonction f vérifie les hypotheses du critére de Cauchy a droite
du point a. Une démonstration analogue prouve que la fonction f vérifie les
hypothéses du critére de Cauchy a gauche du point b, par suite la fonction
admet une limite & droite au point a et une limite & gauche au point b.

20 Définissons la fonction f par if_'(x) = f(x) si x appartient 2 'intervalle
ouvert ]a, b[ et f (@) = lim f(x),f (b) = lim f(x). La fonction f prolonge

x—+a+ x—+bh—

la fonction f, or f est uniformément continue sur Pintervalle ]a, b[ donc f est

continue en tout point de cet intervalle, par suite f est continue sur ]a, b[.
Comme

fl@)= lim f(x) et f(b)= lim f(x),
x—=+0+ x—+bh—
la fonction f est contigue aux points a et b donc sur l'intervalle fermé borné

[a, b] donc la fonction f est uniformément continue sur cet intervalle (¢f. C. E.,
Ch. 4, § IV, 49).

2.19

Soit f une fonction réelle, définie et continue sur un intervalle fermé borné
[a, b]. On se propose de démontrer que la fonction fest uniformément continue
sur cet intervalle en utilisant le théoréme démontré a I’exercice 1.20 : « De toute
suite bornée de nombres réels on peut extraire une suite convergente. » On rai-
sonne par I’absurde ; supposons donc que f ne soit pas uniformément continue
sur Iintervalle [a, b].

1e Démontrer qu’il existe un nombre réel £ > 0 et deux suites (x,) et (x})
de points de [a, b] telles que pour tout entier » = | nous ayons

Ix =Xl <o et |fe) — S| e

20 Soit (x,q,) une suite convergente extraite de la suite (x,). Posons
lim x,q, = /; démontrer que lim X,um = L

n—+w n=+tw

30 Démontrer que la fonction f'n’est pas continue au point /.
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Solution

10 Puisque la fonction /' n’est pas uniformément continue il existe un nombre
réel &€ > O tel que pour tout nombre réel # > 0, il existe un couple (x, x) de
points de [a, b], vérifiant | X" — x| <7 et [ Jxy—=f (x')l = &. Par suite pour
tout entier n = 1 il existe un couple (x, x,) de points de I'intervalle [a, b] tel que

|x,’,—x,.|<-:; et |fO)—fEx)|>e.

Nous venons ainsi de définir deux suites (x,) et (x,) de points de [a, b].

20 La suite (x,) est bornée donc nous pouvons en extraire une suite conver-
gente (). Soit & un nombre réel strictement positif; alors il existe un entier 7,
tel que pour tout entier p = n; nous ayons 1/p < @/2. Nous savons que
(k) = k (¢f. 1.13) donc pour tout entier p = ny nous avons

| . Lol 1 = 1 & o

Xoipy — € —<—-<z.

@(p) @(p) I;D(p) p 3

Puisque lim x,, = [ il existe un entier n, tel que pour tout entier p = n,

n—++co

nous ayons | X,, = /| < @/2. Posons ny = Sup (n,, n,); alors pour tout entier
P = ng nous avons

’ _ !
(Xomy — h= (xqotp) — Xom) + (X — b
donc
| X — 1 < I X — %o | + | X — Il dou |xgp — 1| <o,

ce qui démontre que la suite (Xop(my) @dmet 1a limite /.
30 Supposons que la fonction f soit continue au point .. Nous avons
lim X, =1 donc lim f(x,u) = f()
n=*+co n—++ o
de méme
lim f(xgm) =f0).
n—++ oo

D’autre part, d’aprés la construction des suites (Xpem) €t (Xg(m) nous avons

| £ Gom) = f o) | = & d’0l par passage 2 la limite |7 — £ = & ce qui
est impossible.

Ceci démontre que si la fonction f n’est pas uniformément continue sur
P’intervalle [a, b], alors il existe un point / de cet intervalle ou la fonction f n’est
pas continue. Par hypothése la fonction f est continue en tout point de I'inter-
valle fermé borné [a, b] donc elle est uniformément continue sur cet intervalle.

2.20

Soit f une fonction réelle définie et continue sur I’ensemble [0, + oo et &
valeurs dans [0, + oo[. On suppose que pour tout couple (x, x') de points
de [0, + oof on ait

x 4 1 ,
1(F5%)> 3L + 161
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On se propose de démontrer que la fonction f est uniformément continue.

10 Soit (x, x) un couple de nombres réels tels que 0 < x < x’. Démontrer
que pour tout entier # et tout entier k vérifiant0 < k < 2"ona:

f(x+k—2——) 10 + S - sl

En utilisant I’exercice 1.9 démontrer que pour tout nombre réel f appartenant
a I'intervalle [x, x’] on a

0> —-x) (-"—-—f © 4 ).

20 Soit x un nombre réel positif; démontrer que I’application ¢ définie sur
I’ensemble ]x, + oof par

J@ (t) - ()

— X

o(1) =

est décroissante. Démontrer que la fonction ¢ est & valeurs positives (on pourra
raisonner par I’absurde) et en déduire que la fonction f est croissante.

3o Soient x, y et z trois nombres réels vérifiant 0 < x < y < z. Démontrer
que

JO —fx) 1) — f (y)
y—x > z-y

Soient # et x deux nombres réels strictement positifs. Démontrer que si k < x
alors f(h) —f(O) = f(x+ k) —f(x) = 0.

40 En utilisant le fait que ’application f est continue au point 0, démontrer
que la fonction f est uniformément continue sur ’ensemble [0, + oof.

Solution

10 1l est clair que la relation est vraie pour n = 1. Supposons la vraie peur un
certain entier n — 1; alors pour tout entier k' vérifiant 0 < kK’ < 2"~' nous
avons

x

f(x +E )>f(x) e ") — f]-

Soit k un entier tel que 0 < k < 2"; ou bien k est de la forme k = 2 k" avec
0 < k' € 2" Letalors
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donc

'

f(x + k% -f) > () + i;f%[f(x*) — )] = F() + ;‘ [f64) = O]

ou bien k est de la forme k = 2k” + 1 avec 0 < k" < 271, et alors

e XA 20 [(x+k"x—:—x)+(x + K+ 1) jx)]
2" 2 2"

=
donc
eor 5l o)

d’ot
f (x + k iz: x) =

> ICE s U6 = 1) + /69 + CEE () — 76|
soit

glx+eZ3 %) 5500 + [ - 1]

Ceci démontre que 'inégalité
f(x +k ’-‘1-2}’5) > 1) + L 6) — 1]

est vraie pour I’entier n. Comme cette inégalité est vraie pour l'entier n = 1
nous avons

r

f(x o R 2—") >f )+ z'f [f() = f(]

pour tout entier n > 1 et tout entier k vérifiant 0 < k < 2"

Nous savons d’aprés I’exercice 1.9 que tout nombre réel ¢, de Iintervalle
fermé [x, x'], est limite d’une suite de nombres réels (x,) ol x, est de la forme

x' —x

x, = x + k, o
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avec 0 < k, < 2". La fonction fest continue au point f et comme lim x, = f,
n—+ow

nous avons lim f(x,) = f(t). Or pour tout entier » = 1 nous avons
n—++ oo

Fo) > () + ;f— [/ = F ()]

soit

&) 2 f(x) + (x, — x)

— X

J&N) - f(x)
x!

Les inégalités se conservent par passage a la limite donc

SO =f6) + (¢ - )f(x) i(x)

Nous remarquons que cecti signifie que le graphe de la fonction fest au-dessus
de la corde déterminée par les points de coordonnées (x, f(x)) et (X', f(x")).

20 Soient ¢ et t' deux nombres réels tels que x < f < t’; alors d’aprés la
question précédente nous savons que

SO 10 g IO X ) = )
t —

-
t — x 1" — x

f@O =2 1)+ (- x)

puisque ¢ — x > 0 ; ceci démontre que la fonction ¢ est décroissante. Supposons
qu’il existe un nombre réel f tel que x < tet @(t) < 0. Alors

O~/ _,
t— x

donc la fonction affine g définie par

o) = £() + (@ — 0 ()__Jf(_x)_

pour tout nombre réel u, prend la valeur — 1 pour

(f&x) + 1)t — x)

u=x-—>= soit u=1t-—

(@O + 1)@ —x),

J@®) = f(x) CfO-fx)
mais
e 1N (f®) + 1)t — x)
f020 e iy <0 donc =1 < 0

d’ott ¥ > t. Nous avons d’autre part f(#) = 0 donc

fO—-fx . f@—-fx)_f)—-fx)
x) = e soit > T

u—Xx t—x

JW>f&)+ U -
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ce qui signifie que () > @(t); ceci est impossible puisque la fonction ¢ est
décroissante. Nous venons donc de démontrer que I'application ¢ est une
application décroissante et positive sur I’ensemble [0, + col.

Soient x et X’ deux nombres réels tels que 0 < x < x’; comme la fonction ¢
définie par

() — fx
o(t) = f——-—r )
- X
est positive, nous avons @(x") > 0 d’oti f(x") = f(x) ; ceci démontre donc que
la fonction f est croissante sur I’ensemble J0, + oo[. Soit x un nombre réel tel
que 0 < x. Puisque la fonction fest continue au point 0 nous avons

lim f(1)= f(0).

t=0+

Supposons que f(0) > f(x) et posons & =f(0) —f (x) ; alors il existe un
nombre réel # > 0 tel que pour tout nombre réel ¢ vérifiant 0 < 7 <7 nous
ayons |f(t) —f(0)| < & Soit ¢t un nombre réel tel que 0 < t < Inf (y, x),
alors nous avons |f(t) — (0 | < ¢ d'ou f(0) — & < f(t) <f(0) + & soit
f(x) <f(t) ce qui est impossible puisque la fonction f est croissante sur
I’ensemble 10, + o[, par suite £(0) < f(x) si x > 0, donc la fonction f est
croissante sur ’ensemble [0, + co[.

3¢ Puisque ¢ est une application décroissante nous avons

f(zz) :{c(x) ;f(}g :’;(") dot  f(2) = f(x) + (z — X) f'-———(f,)__i(x)
par suite
1) - 109 > ) + e = =T gy
soit
1@ - 10) > e = p I =L,

et comme z — y > 0 nous avons
i@ = 10)  fO) — @)
z—y = y—-x

Nous avons 0 < & < x < x + h donc en appliquant ce qui précede aux
nombres 0, x, x + h nous obtenons

f(x)—f@}f(x-l‘h) — f(x)
x—0 ° x+4+h-—x
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or

f&) —S©) _ f(h) — 1 (©)
i h

X

car la fonction ¢ est décroissante, donc nous avons

10 O o JEX DI gor sy - 00 > fx + B =19

La fonction f est croissante donc f(x + h) = f(x) et par suite
S —fO=f(x+h—f(x)=0.

40 Soit £ un nombre réel strictement positif; puisque la fonction f'est continue
au point 0, il existe un nombre réel # > 0 tel que pour tout nombre réel x = 0
vérifiant x < 1 nous ayons |f(x) - f(0) | < g/2. Nous allons démontrer que
pour tout couple (x, x") de nombres réels positifs vérifiant | x" — x| < nf2,
nous avons | F(xY —f(x) | < g. L’inégalité est vraie si x = x’, supposons donc
x < x' et posons X’ = x + h o h est un nombre réel strictement positif véri-
fiant I'inégalité h < n/2.

Etudions d’abord le cas x = 5. Nous avons 0 <h <x <x + h d’ol
fx+h—fx)<f(h)—-f0) <¢2<e.

Etudions le cas x < # < x + h. Nousavonsy —2h< x —hdoux > h
parsuite0 <h <x < x+ hdouf(x + h) — f(x) <e

Etudions maintenant le cas 0 < x < x + h < 5. Nous avons

S+ —fO| <5 o [f0-SO] <3
d’ott

|76 =+ B =) =FO) + (fO) —fx + W) | <
/) —F @] + |[fO —f&x+ B <e.

Nous venons donc de démontrer que pour tout nombre réel £ > 0, le nombre
réel 5/2 est tel que pour tout couple (x, x) de points de I'ensemble [0, + oof
vérifiant | X’ — x| < /2 nous ayons |f(x) _f(x’)l < g, ceci achéve de
démentrer que la fonction f est uniformément continue sur I'ensemble [0, + co[.

2.21

Soit £ une fonction définie et continue sur I'intervalle fermé [0, 1] et & valeurs
dans ce méme intervalle. Démontrer qu’il existe un point x de 'intervalle [0, 1]

tel que f(x) = x.
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Solution

Considérons la fonction g: [0, 1] — [0, 1] définie par g(x) = f(x) — x
pour tout élément x de [0, 1]. Cette fonction est continue sur ’intervalle [0, 1]
puisqu’elle est la différence de deux fonctions continues. Nous avons g(0) = f(0)
et g(1) =f(1) — 1. Comme f(1) < | nous avons g(1) < 0, et d’autre part
g(0) = 0. La fonction g étant continue sur I'intervalle fermé [0, 1], d’aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires (cf. C. E., Chap. 4, § 1V, 47) cette fonction g
prend toute valeur comprise entre g(0) et g(1), donc en particulier la valeur 0,
par suite il existe un point x de 'intervalle [0, 1] tel que g(x) = Odonc f(x) = x.

2.22

Soit fune fonction réelle définie et continue sur R. On suppose que

lim f(1) = + o© et lim f(f) = — 0.

=+ o = =—o

1o Démontrer qu’il existe un nombre réel x (resp. ) tel que f(x) < O (resp.
f(¥) = 0). En déduire que I'équation f(¢) = 0 admet au moins une solution.
20 Démontrer que tout polyndme de degré impair 4 coefficients réels admet
au moins une racine réelle (on pourra utiliser les résultats de 'exercice 2.2, 39).

Solution

1o Puisque lim f(¢) = + co il existe un nombre réel y tel que pour tout
t—=++too

nombre réel ¢t = y nous ayons f(¢) = 0, donc f(y) = 0. Nous démontrerions

de méme I'existence d’un nombre réel x tel que /(x) < 0. La fonction f étant

continue sur R, est continue sur I'intervalle d’extrémités x et y ; d’aprés le théo-

réme des valeurs intermédiaires la fonction f prend toute valeur comprise entre

f(x) et f(y) donc en particulier 1a valeur 0. Par suite il existe un nombre réel ¢

tel que f(t) = 0.

20 Soit P(x) = @ppsq X" + a5, X*" + - + a; X + @, un polyndme de
degré impair, a coefficients réels. Nous savons d’aprés I’exercice 2.2, 3¢ que

lim P(t) = + o siaz,y; >0 ct que lim P(f)= — o0 si ay,,,<0.
t—+ oo
De méme lim P(t) = — o0 si@y,+y > 0cet lim P(t) = + o0 siay,e, <O.

t—+—oa0 t+—o
Supposons a,,,,; > 0; alorsla 17 question démontre qu’il existe un nombre réel ¢
tel que P(r) = 0. Si a,,,, < 01l suffit de raisonner sur le polynéme — P. En
conclusion tout polynome de degré impair, & coefficients réels, admet au
moins une racine réelle.

2.23

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. Soient f et g deux fonctions
réelles définies et continues sur I'intervalle fermé [a, b]. On suppose que pour
tout élément x de [a, b] on a f(x) > g(x). Démontrer qu’il existe un nombre
réel 1 > O tel que pour tout élément x de [a, b} on ait f(x) = g(x) + A

CaLvo. — Exercices d’analyse 3
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Considérons la fonction h = f — g définie sur [a, b] par h(x) = f(x) — g(x)
pour tout élément x de [a, b]. Cette fonction est définie et continue sur I'inter-
valle fermé borné [a, b], par suite elle admet un minimum en un point ¢ de

[a, b] et nous avons Inf A(f) = h(c); or h(c) > O donc si nous posons k(c) = 4
t e [a,b]
nous aurons h(x) > A pour tout élément x de [a, b] par suite pour tout point

x de lintervalle fermé [a, b] nous avons f(x) = g(x) + A

Soit f une fonction réelle définie et continue sur R. Démontrer que si f est
périodique de période T alors f est bornée sur R.

La fonction f étant continue sur R, elle est continue sur Iintervalle fermé
borné [0, T], par suite f admet un maximum M et un minimum m. Soit x un
nombre réel alors nous savons qu’il existe un entier relatif » tel que

n<x[T<n+1
(¢f. exercice 2.6, 1°) donc n”T < x< (m+ 1) T d'ott 0. x — nT < #7,

par suite m < f (x — nT) < M donc m < f(x) < M. Ceci démontre que la
fonction f est bornée sur R.

2.25

Soient a et b deux nombres réels tels que @ < b et f une fonction réelle définie
et continue sur I'intervalle [a, b]. On suppose que f admet un maximum local
en un point x, de [a, 4] et un maximum local en un point x, de [g, ] tels que
X; < Xx,. Démontrer que f admet un minimum local en un point ¢ de l'inter-
valle ouvert Jx;, x,[.

Solution

La fonction f, étant continue sur I'intervalle fermé borné [x,, x,], admet un
minimum en un point ¢’ de intervalle [x,, x,]. Nous avons

f@)= TInf f(©) donc f(c') <f(xy) et f(c) <f(xs).

te[x1,%2]

Supposons d’abord que 'une des inégalités soit une égalité et par exemple
() = f(x,). Puisque x, est un maximum relatif il existe un nombre # > 0
tel que pour tout point x vérifiant x; < x < x; + 1 nous ayons f (x) < f(xy).
Mais f(x,) = Inf f(#)donc pour tout nombre réel x vérifiant x; < x < x;+7¢

te[x1,%2]
nous avons f(x) = f(x;), par suite la fonction f est constante sur I'intervalle
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[x,, x; + 1] donc elle admet un minimum relatif au point ¢ = x; + g (comme

d’ailleurs en tout point de I'intervalle ouvert ]xy, x, + r;[). Supposons mainte-
nant £ (c') < Inf (f(x,), f(x,)); alors ¢’ # x, et ¢’ # x, donc ¢’ appartient a
Pintervalle ouvert }xg, x,[. Posons 1 = Inf (¢’ — x;, x; — ¢'); alors en tout
point x de Iintervalle ]¢’ — 1, ¢’ + [ nous avons f(x) = f ('), par suite la
fonction f admet un minimum relatif au point ¢’. Ceci démontre qu’il existe
un point ¢ de Pintervalle ouvert ]x,, x,[ ou la fonction f admet un minimum
relatif.

2.26

Soient a et b deux nombres réels tels que @ < b. On considére une fonction f
définie et croissante sur ’intervalle fermé [a, b] telle que

f(la, b]) = [f (@), £ (®)] -

Démontrer que la fonction £ est continue sur Uintervalle [a, b].

Solution

Soit x, un point du semi-segment [a, b[; nous savons (cf. C.E,Ch.4,§V,51)
que lim f(x) = Inf f(x). Posons i, = Inf f(x), nous avons [ (xg) < Ig.

x-+xg+ :;o-cxﬁ_b N Xp«cxﬁb
Supposons que f ne soit pas continue & droite au point xo ; alors f (x0) < ip.

Soit y un élément de Pintervalle ouvert |/ (xo), io| ; comme

1/ o)y io[ <= [f (@), /()] ,

y appartient 4 I’ensemble f'([a, b]) donc il existe un élément x de P'intervalle
[a, b] tel que f(x) = y. Nous avons alors f(x,) < f(x) donc xo < x et par
définition de iy, £ (x) = iy ce qui est impossible car y appartient & I"intervalle
ouvert ]/ (xo), io] . Nous venons de démontrer que pour tout point x, de [a, b,
f est continue 4 droite au point X,, nous démontrerions de maniére analogue
que f est une fonction continue en tout point x, du semi-segment la, b], par
suite I’application f est continue sur I'intervalle fermé [a, b].

2.21

Soient a et b deux nombres réels ; calculer Arc tg a + Arc tg b.

Solution

Nous savons que pour tout couple (a, B) de nombres réels vérifiant
tgatgf #1ona
tga + tg B

tg(a + p) = I = gladteil
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Par suite si tg (Arc tg o) tg (Arc tg b) # 1 nous aurons

tg (Arc tg a) + tg (Arctg b)

A = )
tg (Arctga + Arctgbh) 1 — tg (Arctg a) tg (Arctg b)

D’autre part tg (Arc tg x) = x pour tout nombre réel x donc nous avons

a+ b

T—2b si ab # 1.

tg (Arctga + Arctgh) =

Nous savons que la relation Arc tg x = y est équivalente a

7 7
i [ t —_— < < —-
gy =x € 2 y 2’

par suite

7

—g-c Arctga{z

s s
et —2—<Arctgb<—i

d’oll — n < Arctga + Arctgb < n. Nous avons donc

b
Arctga+Arctgb=Arctga+ + k=n
1 —ab
ol k est un entier rationnel ; plus précisément
a
Arctga+Arctgb—Arctg]__ab—ﬂ
. m
si —n{Arctga+Arctgb<—E
a+b
t Arct = Arct
Arctga + Arctgb retgr o p
si —7—;4Arctga+Arctgb<g
b
Arctga+Arctgb=Arctga+ + =
1—ab
si %(_ Arctga + Arctgh < m.

Etudions maintenant le cas ab = 1. La relation tga tg = 1 est équivalente
a la relation

tga = soit tga=tg(-§-—ﬁ) et o # kn

i
tgp
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donc
i

u=§—ﬁ+kn et o # km,

soit encore
7

a+ﬁ=§+kﬂ et a # kr.

Par suite si ab = 1, tg (Arc tg a) tg (Arc tg b) = 1 d’ou
Arctga+Arctgb=;+kﬂ et Arctga # kn

ce qui nous donne

Arctga+Arctgb=—g si a<0
et
7 h
Arctga+Arclgb=§ si a>0.
CONCLUSION
b
Arctga+Arctgb=Arctg-a—+—+n
1 —ab
si —n < Arctga + Arctgh < —
Arctga+Arctgb=Arctg1ajab
Siab#lﬁ
. T n
sl — - < Arctga + Arctghb<
2 2
a+ b
Arct A b= Arctg — —
rctga + Arctg L n
si ;4Arctga+Arctgb<n.
1 T ]
Arctga+Arcth=—§ si a<0
Siab=1
1 = .
Arctga+Arcth=§ s a>0.
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2.28 Calculer

1 — x?
+ Arc cos

Arcsin 3 5
1+ x 14+ x

suivant les valeurs de x (on pourra poser x = tg 6/2).

Solution Posons

x =1tg—= ol -—349 n soit —n<l<mn
83 252 b :
Nous avons alors
2 . 1 — x?
xi=sm8 et xi=cosﬂ.
1+ x 1+ x

Nous savons que la relation y = Arcsin x est équivalente a siny = x et
— 7/2 € y < n/2, de méme la relation y = Arc cos x est équivalente & cos y=x
et0 < y < 7. Posons Arc sin (sin f) = « et Arc cos (cos ) = f alors nous avons

sinfl = sina et —=<a<

ol 2
N A

donc @ = o + 2knouf = n — a + 2 kn. Les conditions imposées 2 0 et 4 o
nous donnent

n b
6 —S<0<
si > 0 >
Arcsin(sinf) =<—n—0  si —-Jr<0€—g
n— 6 si ggﬂﬁn

De méme nous avons cos = cosf et 0 < B < n, donc 0 = + B+ 2kn;
les conditions imposées a 8 et  nous donnent

7] si 0<bl<nx

Arccos(cosﬂ)={_9 si  —w<6<0
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Par suite nous avons

—n—-20 si -n<0<—=
2
0 s1 __;_"--..8"‘-\0
Arc sin (sin 6) + Arc cos (cos 0) =
. n
§ <0<
20 si 0<6 >
T si ;Qﬂéﬂ

Comme x = tg0/2 avec — n < 0 < n nous avons § = 2 Arctgx d’ol
en transformant les conditions sur 0 en conditions sur x

—m—4Arctgx si x< —1
. 2x 14+ x? 0 si —1<x<0
Arc — c — = :
sm1+xz+Ar m51_x2 4 Arctg x st 0<x<1
s si o x=1
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D’UNE VARIABLE REELLE

3.1

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et soit f une fonction différen-
tiable en tout point de I'intervalle fermé [a, b]. On suppose que f admet des
maxima locaux aux points x; et x, (x; < x,) de 'intervalle [a, b]. Démontrer
qu’il existe un point x, de I'intervalle ouvert Jx,, x,[ tel que f’(x,) = 0.

Solution

La fonction f est différentiable sur [a, b] donc elle est continue sur [a, b] et 2
fortiori sur 'intervalle fermé borné [x,, x,]. Par suite (¢f. C. E., Ch. 4,§ 1V, n°46)
la fonction f admet un minimum en un point x, de I'intervalle [x,, x,]. Ou bien
Xo appartient a I'intervalle ouvert ]x,, x,[ ou bien x, est I'un des points x,, X,.
Supposons que x, = x,. Puisque la fonction / admet un maximum local au
point x;, il existe un nombre réel strictement positif ' tel que pour tout point x
de [a, b] vérifiant | x — x, | < 5’ nous ayons ' (x) < f(x,). Mais f (xo) = f(x,)
est la borne inférieure de ’ensemble des f(f) pour tout élément ¢ de [x,, x,]
doncf(x;) < f(x) pour tout élément x de [x;, x,]. Posons ’ = Inf (5, x, — x,)
alors pour tout point x du semi-segment [x;, x; + 5[ nousavons f (x,) = f(x) ;
la fonction est donc constante sur cet ensemble par suite elle admet aussi un
minimum au point x, + #/2 appartenant a I'intervalle ouvert Jx;, x,[. Si nous
avions x, = X, un raisonnement analogue prouverait que f admet un minimum
en un point de 'intervalle ouvert ]x;, x,[. Nous venons donc de voir que dans
tous les cas la fonction f admet un minimum en un point x, de intervalle
ouvert ]x;, x,[ ; comme cette fonction est différentiable sur cet intervalle nous
avons f'(xo) = 0. :
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92 Soient f une fonction réelle, définie au voisinage d’un nombre réel Xp, €t o
un nombre réel. On dit que f satisfait & une condition de Lipschitz d’ordre «
au point x, s’il existe des nombres réels strictement positifs M et a tels que pour
tout élément x de 'intervalle ouvert Jx, — a, x, + af on ait

|7 = fxo) | < M x = xo .

e Démontrer qu’une fonction qui vérifie une condition de Lipschitz d’ordre o
en x,, est continue au point x, si o > 0.

2° Démontrer qu’une fonction qui vérifie une condition de Lipschitz d’ordre «
en xo, est diflérentiable et admet une dérivée nulle au point x, si & > 1.

3° Donner un exemple de fonction, vérifiant une condition de Lipschitz
d’ordre o au point x,, qui est continue mais non différentiable au point Xo-

Solution 1° Soit f une fonction réelle, définie au voisinage de Xp, et vérifiant une
condition de Lipschitz d’ordre « > 0 en x,. Nous savons qu’il existe deux
nombres réels M et a, strictement positifs, tels que pour tout nombre réel x
vérifiant | x — xo | < a nous ayons |f(x) — f(xg) | < M|x — x|% Soit ¢
un nombre réel strictement positif; nous cherchons un nombre réel 7 > 0
tel que pour tout nombre réel x vérifiant | x — x, | < 5 nous ayons

[fx) = f(xo)| < &.

Comme pour tout élément x de I'intervalle ouvert Ix, — a, x, + a[ nous avons
Lf(x) —f(x0)| < M| x — x,|% il suffit de trouver un nombre réel 7 tel que

<n < a et que pour tout élément x de Jx, — #, x, + n[ nous ayons
M| x — xo |* < & Lafonction réelle x — | x — x, |* est continue au point Xg Si
a > 0, donc il existe un nombre réel n, > 0 tel que pour tout nombre réel x
vérifiant | x — x, | < #, nous ayons | x — x, |* < &/M. Posons

n = Inf(a, n,)
alors pour tout élément x de ]x, — #, x, + 5[ nous avons
[ 7)) —fx) | < Mix—x1"<e.
Ceci démontre que la fonction fest continue au point x,.

2° Soit f une fonction réelle, définie au voisinage du point x, et vérifiant une
condition de Lipschitz d’ordre a > 1 en x,. Nous savons qu’il existe deux
nombres réels M et a, strictement positifs, tels que pour tout nombre réel x
vérifiant | x — x| < @ nous ayons |f(x) —f(x0)| < M| x — xo|% Soit &
un nombre réel strictement positif;; nous cherchons un nombre réel > 0 tel que
pour tout élément x de I'intervalle ouvert }x, — 5, x, + 5[ nous ayons

lf(x)“f(xo)|<£|X—xo|-
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Comme pour tout élément x de ]x, — a, X + a[ nous avons

|7 = x| < M1x — x|

il suffit de trouver un nombre réel n tel que 0 < n < a et que pour tout
élément x de Jxo — 1, Xo + n[ nous ayons M| x — xo | < &|x — Xo |, soit
| x — xo |*~! < &/M. Puisque o — 1 > 0 la fonction réelle x| x — Xo [==1
est continue au point x, donc il existe un nombre réel 7; > 0 tel que pour tout
nombre réel x vérifiant | x — xo| < n, nous ayons |x — Xp [“! < &/M.
Posons n = Inf (1,, a); alors pour tout nombre réel x vérifiant | x — xo| <7
nous avons |f(x) —-f(xo)] < M|x —x,|* <&|x— xp|]. Ceci démontre
que la fonction f est différentiable au point x,.

30 Considérons la fonction réelle définie au voisinage de 0 par f(x) = e
Cette fonction vérifie une condition de Lipschitz d’ordre 1/3 au point O par
conséquent elle est continue en ce point. Nous avons

sl
%
lim \/— =+
x—0

donc la fonction f n’est pas différentiable au point 0.

3.3

Soit f une fonction définie au voisinage du nombre réel x,. On définit la
dérivée symétrique de fau point x, par

i) — lim TG0+ ) = S0 = )
h—0 2h

quand cette limite existe.

le Démontrer que si la fonction f admet une dérivée & droite faxo) et une
dérivée 2 gauche fi(xo) au point X, elle admet une dérivée symétrique au
point x,. Calculer cette dérivée symétrique en fonction de f, (o) et fa(xo)-

20 Démontrer que la fonction réelle f définie par f(x) = xsin (1/x)six #Oet
f(0) = 0, admet une dérivée symétrique au point 0, mais n’admet pas de dérivée
a gauche ni de dérivée 2 droite au point 0.

30 Démontrer que si une fonction réelle f, définie et croissante sur un inter-
valle ouvert ]a, b (a et b étant des nombres réels tels que a < b) admet en
tout point de cet intervalle unc dérivée symétrique, celleci est positive.

4° Montrer au moyen d’un exemple que la fonction f peut avoir un extre-
mum local au point x, sans que f4(x,) soit nulle.

Solution

1o Nous remarquons que la quantité

f(x0 + h) — f(xo — h)
2h
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ne change pas si nous remplagons h par — h, par suite

f(xu + h) — f(xo — h).

fs(XOJ . p,l-l.l[.:l.p 2 h
La fonction f admet des dérivées a droite et & gauche au point x,, nous avons
donc
fixo) = tim LGt SGD o gy o gim Lot B 2 Sl0),
h=0+ h—=0-—
par suite
=0+ -
d’otl
f;(x(}_) — lim f(x[) + h) . f(x() - h’)
0+ 2h
h Xop — JXp Xo) —J\Xo —
e (o 4 1) = Jx0)) + (J0x0) = S (ko = D)

h—0+ 2h

donc

I ] r r h
Ji(xo) = i(fd(xo) + f3(x0)) -
20 Calculons la dérivée symétrique de f au point 0. Nous avons

f () — f(— k) = 0 pour tout nombre réel h par suite

. fO+h)—f(0O—h)
u 2h e

ce qui démontre que f admet une dérivée symétrique nulle au point 0. D’autre
part nous avons
f(h) — f(0) _ hsin(i/h) — 0
h Sk

d’ol

OO G &
= sin ..

sin
h

Une démonstration analogue  celle donnée dans I'exercice 2.3 nous montre que
la fonction h—sin (1/h) n’a pas de limite lorsque h tend vers 0, par suite la
fonction f n’admet ni dérivée 2 gauche ni dérivée a droite au point 0.
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30 Pour tout nombre réel h > O tel que les points x, — h et x, + h appar-
tiennent a 'intervalle ouvert Ja, b[, nous avons

fGo + h) — f(xo = )

el >
2h =0

puisque la fonction f est croissante. Mais les inégalités se conservent par passage
4 la limite donc

lim .[Lx[) +h) _f(xt) - h)?o
e’ 2h

doit  fi(xg) = 0.

Ceci étant vrai pour tout point x, de I'intervalle ouvert Ja, b[ 1a dérivée symé-
trique de f est positive sur tout 'intervalle ]a, b[.

4o Considérons la fonction réelle f définie par f(x) = x pour x > 0 et
f(x) = — 3 x pour x < 0. La fonction f admet une dérivée a gauche et une
dérivée a droite au point 0 donc elle admet une dérivée symétrique et nous
avons

f10) = f300) + ;) = 41 - 3) = — 1.

D’autre part, comme f (x) > 0 pour tout nombre réel x, nous avons f(x) = f(0)
ce qui prouve que fadmet un minimum au point 0.

34

Soient k un nombre réel et f 1a fonction réelle définie sur R par
g1 .
f(x)=xzsm;+kx sii x#0 et f(0)=0.
1o Démontrer que la fonction £ est différentiable sur R et calculer sa dérivée

en tout point de R.

20 On suppose maintenant 0 < | k | < 1. Démontrer que pour tout nombre
réel o > 0 la fonction dérivée f* change de signe sur P'intervalle ouvert ]— a, a[.
La fonction x — f'(x) est-elle continue sur R ?

Solution

10 Si x # 0 les théorémes sur la somme, le produit et la composée de fonc-
tions différentiables nous permettent d’affirmer que la fonction f est diffé-
rentiable au point x. Etudions la différentiabilité de / au point 0 et pour cela
calculons

i 1) = S0
X

x—=+0
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Nous avons

DO | il v e Mimasin Lasio:
X X x—=+0 X
par suite
7 =i/ 2 =10 _

x=+0 X

La fonction f est donc différentiable en tout point de R. Nous venons de voir
que f'(0) = k et nous avons

f(x)= 2xsin—1—-— v::osl + k
2% X

pour tout nombre réel x non nul.
20 Si o est un nombre réel strictement positif nous savons qu’il existe un entier

n > 0 tel que I/nn < a; alors les nombres réels 1/nm et 1/(n + 1) 7 sont des
éléments de l'intervalle ouvert ]— «, o[. Nous avons

f’(n—it)= (D" ' +k et f’(ﬁ); (- D" + k.

Comme | k| < 1 ces deux nombres sont de signes contraires ce qui démontre

que la fonction dérivée f* change de signe sur ]— o, af.
La fonction x — f’(x) est continue pour tout élément x non nul de R car

alOI‘S

Supposons que f* soit continue au point 0, alors il existe un nombre réel a > 0
tel que pour tout nombre réel x vérifiant | x | < o nous ayons

|f'x) — k| <1k|

soitk — | k| < f'(x) <k + |k|.Sik > OQalorsf'(x) > Oetsik < 0,f'(x) < 0;
par suite pour tout élément x de ]— a, a[, f * garde un signe constant ce qui est
impossible donc la fonction x — f'(x) n’est pas continue au point 0.

3.5

Calculer et comparer les dérivées des fonctions réelles f et g définies pour
x#0etxs# — 1 par
. _ e i
x+1 2

X

f(x) = Arctg —l et g(x) = Arcig
2 x?

Pouvait-on prévoir le résultat ?
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Solution Nous avons

(_1_) _1
, 2 x3 4
f'(x) = s = —— 4"
1 1 4x*+1
1+(— 1+ -—
2x 4 x
de méme
(x )' (x—l)’ x+1—x x—x+1
= x+1 ® (x + 1)° %
il z i T 2 - Y
1+ x) 1+(x 1) 1_|__x_2 1+£x_.2i
x+1 x (x+1) x
d’out
1 1 4x
) = - - - :
. 2x2+2x+1 2x2—-2x+1 4x* +1

Nous avons donc f'(x) = g'(x).
Nous savons (cf. exercice 2.27) que

u—v
Arctgu—Arctgv—Arctgl+uv+k:¢
ol k est un entier. Nous avons donc
X _x—l
x x—1 x+1 X
t — A —= -+ k
.An::ngrl rctg 5 Arctg 1 powr + kn

d’onr
g(x) = Arctg 2—1-2— + k= soit g(x) = f(x) + k=r,
x

par suite pour tout nombre réel x différent de O et de — 1 nous avons

g =r"(x).

3.6 Soient @ et b deux nombres réels tels que a< b et f une fonction réelle définie,
continue et n fois différentiable sur I’intervalle ouvert Ja, b[. On suppose de plus
que la fonction f's’annule en n + 1 points distincts de I'intervalle la, b[. Démon-
trer qu’il existe un point de cet intervalle ot la dérivée d’ordre n de f prend la
valeur 0.
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Solution

Soient ag, ay, ..., a, les n + 1 points distincts ot f s’annule. Nous pouvons
appliquer le théoréme de Rolle 2 la fonction f sur l'intervalle [a,, a,,,] (0 < k
< n — 1). Il existe donc un point a; de Pintervalle ouvert la., a, . 4[ tel que
f"(ay) = 0, par suite la fonction S s’annule en n points distincts de Pinter-
valle ]Ja, b[. Désignons par f® la fonction dérivée p-iéme de f (1 < p < n) et
supposons que f s’annule en n + 1 — p points distincts, a&, a5, ..., ay_,, de
Pintervalle ouvert la, b[. Nous pouvons appliquer le théoréme de Rolle 2 la
fonction £ sur chacun des intervalles [af, af,;] (0 < k < n — p), par suite
il existe n — p points at! (0O < k <£n— p — 1) appartenant chacun 2
Jak, @il tels que £+ V(af™") = 0. Nous venons de démontrer par récurrence
sur p que pour tout entier ¢ vérifiant 0 < ¢ < n, la fonction f@ s’annule au
moins en n + 1 — g points distincts de I'intervalle ouvert la, b[, par suite il
existe un point de cet intervalle ol la fonction ™ s’annule.

3.7

Soient p et ¢ deux nombres réels et n un entier strictement positif. Démontrer
que le polyndme f(x) = x" + px + g nepeut avoir plus de deux racines réelles
st n est pair et plus de trois racines réelles si n est impair.

Solution

Soient a et b deux racines du polyndme x" + px + ¢. Désignons par f la
fonction polynomiale définie pour tout nombre réel x par

) =X"+px+gq

et appliquons le théoréme de Rolle & cette fonction sur I'intervalle fermé
[a, b]. Tl existe donc un point de I'intervalle ouvert la, b[ en lequel la fonction f”
s’annule, par suite si le polyndme f admet k racines f’ en admet au moins
k — 1. Etudions la fonction f” ; nous avons f'(x) = nx""! + p. Si n est pair
Iéquation x"~! = — p/n admet une et une seule racine réelle donc le polyndme
f admet au plus deux racines réelles. Si n est impair 'équation X"~ ! = — pln
admet au plus deux racines réelles donc le polyndéme f admet au plus trois
racines réelles.

3.8

Démontrer les inégalités suivantes :

. x .
1° Arcsin x < —— si O<x<l1.
I — x?

2° Arclg x > si x>0.

1+ x?
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1° Appliquons le théoréme des accroissements finis a la fonction
t+— Arcsint

sur Pintervalle [0, x]. Nous savons qu’il existe un point ¢ de I'intervalle ouvert
10, x[ tel que

Arcsin x — Arcsin0 = (x —0)—___1::v..

\/1—{:2

Comme 0 < ¢ < X, nous avons

1 1
=

l‘_‘cz}l"xz et. —_— ——————
Ji-¢& Ji—-x*
d’oul
Arcsinx < ——> pour O<x<l1.
V1= x?
20 Appliquons le théoréme des accroissements finis & la fonction

t— Arctgt,

sur Pintervalle [0, x]. Nous savons qu’il existe un point ¢ de I'intervalle ouvert
10, x[ tel que

Arctg x — Arctg0 = (x — 0)—]-—2.
1+¢
Comme 0 < ¢ < x nous avons
1
1+ <1 +x* et _"i>"'_!'_z
+c 1+ x
d’ou
Arctg x > = = pour x>0.
I+ x

3.9

Soient a et b deux nombres réels tels que ¢ < b et f une fonction réelle, définie
continue sur I'intervalle fermé [a, b], différentiable en tout point de I'intervalle
ouvert ]a, b[, sauf peut-étre en un point x, de Ja, b[.

1o Démontrer que si la fonction dérivée /' admet une limite au point x,
alors la fonction f est différentiable au point x, et

f'(xo) = lim f'(x).

X+ Xg
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20 En étudiant la fonction réelle g définie par
g(x) = x* sin% si x#0 et g(0) =0,

démontrer que la réciproque de la propriété démontrée au 1° est fausse.

Solution

1o Soit x un point de I’intervalle [a, b], tel que x < x,. Appliquons le théo-
réme des accroissements finis 2 la fonction f sur lintervalle [x, x,]. Nous
savons qU’il existe un point 7, de I'intervalle ouvert ]x, x,[ tel que

16 = f(x0)

X — Xg

=f'(m,) .

Puisque x < 1, < Xp, lim 5, = x, donc

x—Xg

(x) — f(x ' . ’
lim L(w = lim f'(ny) = lim f(x).
X~ 30— X — Xgp x=+x0— x=xpn—
Par suite la fonction f est différentiable & gauche au point x, et sa dérivée 2
gauche f,(x,) en ce point vérifie
Jy(xo) = lim f'(x).
x—*Xg—
Nous démontrerions de maniére analogue que la fonction f est différentiable
a droite au point x, et que sa dérivée a droite f4(x,) en ce point vérifie
fi(xo) = lim f'(x).
x—+xg+
Par suite la fonction f est différentiable au point x, et sa dérivée en ce point
vérifie
J'(xg) = lim f(x).
xX—*Xxg
20 11 est clair que la fonction g est différentiable sur R sauf peut-€tre au
point 0. Nous avons

1im 89 — 20 _ 5 xsin)l? =0 (cf exercice 2.2).

x=0 X x—+0
La fonction g est donc différentiable au point 0 et sa dérivée g’(0) en ce point
est nulle. D’autre part pour tout nombre réel x # 0, nous avons
'(x) = 2xs'n1 - cos]—
g'(x) = in ot

Lorsque x tend vers 0, 2 xsin (1/x) tend vers 0 mais la quantité cos (1/x) n’a
pas de limite (cf. exercice 2.3) par suite la fonction g’ n’a pas de limite lorsque
x tend vers 0.



82

EXERCICES D’ANALYSE

3.10

Soit f une fonction a valeurs réelles définie et continiiment dérivable sur
I'intervalle [0, 1]. On suppose de plus que la fonction £ est strictement positive
sur 'intervalle fermé [0, 1].

1° Démontrer qu’il existe un nombre réel 2 > 0 tel que pour tout élément
de I'intervalle [0, 1] ont ait f'(x) = A.

20 En déduire que si f(0) = 0 alors f(x) > Ax pour tout élément de I'inter-
valle fermé [0, 1].

Solution

10 La fonction f’ étant continue sur I'intervalle fermé borné [0, 1], admet
un minimum en un point ¢ de [0, 1]. Nous avons donc

Inf f'(t) = f'(c) mais  f'(c) > 0;

te[0,1]

par suite si nous posons f’(c) = 2, pour tout élément x de [0, 1] nous aurons
f'x) =

20 Soit x un élément de lintervalle ]0, 1]. Appliquons le théoréme des
accroissements finis 4 la fonction f sur lintervalle [0, x]. Nous savons qu’il
existe un point u de Vintervalle ouvert ]0, x[ tel que f(x) — f(0) = f'(w) x.
Mais f(0) = 0 et f'(4) > A donc f(x) > Ax. D’autre part cette inégalité est
vraie pour x = 0 donc nous avons f(x) = Ax pour tout élément de I'intervalle
fermé [0, 1].

3.11

Soit f une fonction a valeurs réelles définie, continue et différentiable sur le
semi-segment ]0, 1]. On suppose que pour tout élément x de ]0, 1] on a

o] <1.

On considére la suite (u,) définie par u, = f(1/n) pour tout entier n > 1;
démontrer, en utilisant le critére de Cauchy, que cette suite est convergente.

Solution

Soit € un nombre réel strictement positif ; pour démontrer que la suite (u,)
est une suite de Cauchy nous devons trouver un entier N tel que pour tout
couple (p, g) d’entiers, vérifiant p > g > N, nous ayons | u, — u, | < & Nous

avons
{1 1
Up = Uy =J (5) ‘f(‘q')’
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par suite nous pouvons appliquer le théoréme des accroissements finis, a la
fonction £, sur I'intervalle fermé [1/p, 1/g]. Nous savons qu’il existe alors un
point x de I'intervalle ouvert ]1/p, 1/g[ tel que

()-()-G -0

Comme | f'(x) I < 1 nous obtenons

=)

La suite (1/n) est convergente donc c’est une suite de Cauchy, par suite il
existe un entier N tel que pour tout couple (p, g) d’entiers vérifiant p > g = N,
nous ayons

1 _1f. i1
_|5_E||f(x)|“{‘|p Q|'

11 o
E—E <& d’ou lu, —u,| <e.

Ainsi pour tout nombre réel &£ > 0 il existe un entier N tel que pour tout
couple (p, g) d’entiers vérifiant p > g > N, nous ayons | u, — u,| < & Ceci
démontre que la suite (u,) est une suite de Cauchy donc une suite convergente.

3.12

Soit f une fonction définie sur R,, & valeurs dans R, continue et dérivable
sur R,. On suppose de plus que la fonction dérivée /' est strictement décrois-
sante et a valeurs positives.

1c Démontrer que pour tout élément x de I'ensemble [I, + co[ on a :

fE+ D) —f)<f')<fx)—-f(x—-1).

En déduire que si f admet une limite finie 4 lorsque x tend vers + oo, alors f*
admet la limite O lorsque x tend vers + co.

20 On définit la suite (s,) par s, = f'(1) + f'(2) + - + f'(p) pour tout
entier p > 1. Démontrer que la suite (s,) est convergente si et seulement si la
fonction f admet une limite finie A lorsque x tend vers + oo.

Application : Etudier la convergence des suites suivantes :
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30 On définit les suites (,) et () par g, = 5, — f(p + et o, =5,— f(p)
pour tout entier p > 1. Démontrer que les suites (o,) et (¢,) sont des suites
monotones et que’ona o, < o), pour tout entier p > 1. Trouver une condition

nécessaire et suffisante sur la fonction £’ pour que les suites (0,) et (d7,) soient
adjacentes.

Solution

1o Soit x un nombre réel tel que x > 1 ; les hypothéses faites sur la fonction f
nous permettent d’appliquer le théoréme des accroissements finis & f sur Pin-
tervalle [x — 1, x]. Nous savons donc qu’il existe un point ¢, de l'intervalle
ouvert Jx — 1, x[ tel quef(x) — f(x — 1) = f'(cy). La fonction f* est stricte-
ment décroissante donc f'(c,) > f'(x) par suite f(x) —f(x — 1) > f'(x).
En appliquant de nouveau le théoréme des accroissements finis & la fonction f
sur Pintervalle [x, x 4+ 1] nous trouverions un point ¢, de l'intervalle ouvert
Jx, x + 1[ tel que f(x + 1) — f(x) = f'(c,). La fonction f" étant strictement
décroissante nous avons f'(x) > f'(¢c;) dou f'(x) > f(x + 1) — f(x). Ainsi
pour tout élément x de I'ensemble [1, + oo[ nous avons

Fx+D)—f)<f'x)<fx)-fx-1).
Si la fonction fadmet la limite A4 lorsque x tend vers + co alors

lim [f0c+ 1) = f()] = lim [£6) = fCx = n]=0

x—+ 4 @
donc par passage 2 la limite dans I'inégalité ci-dessus nous obtenons

lim f'(x)=0.

x—++w

2¢ Si x prend les valeurs 1, 2, ..., p nous obtenons les p inégalités suivantes :

f@Q -0  <fO<fO-rO
fA-f@ <SS @<f@-SO)
fo+)—f) </ <fP—flp—1.

En effectuant la somme membre 3 membre de ces inégalités nous obtenons
f(p+1) —r1(Q) <s, <f(p)— f(0). Puisque la fonction dérivée f” est stric-
tement positive la fonction f est strictement croissante.

Supposons que f admette la limite 4 lorsque x tend vers + oo alors pour tout
entier p > 1 nous avons s, < f(p) —f(0) < 4 — £(0). La suite (s,) est donc
majorée. D’autre part, puisque /’ est une fonction strictement positive il est clair
que s, < 5,4, pour tout entier p > 1, donc la suite (s,) est croissante ; la
suite (sp) est donc convergente.

Supposons que f n’admette pas de limite finie lorsque x tend vers + co,
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alors comme la fonction f est croissante lim f(x) = + co. Mais nous avons
—++ o
vu que s, > f(p + 1) — f(1) donc ¥
lim s, > lim [f(p + 1) - f(1)] dou lim s, = + o0;

pr+ @ p-n+uo p—++

la suite (s,) n’est donc pas convergente. Ceci démontre que la suite (s,) est
convergente si et seulement si la fonction f admet une limite finie lorsque x tend
vers + o0.

Application :

Considérons la fonction réelle f, définie pour x > 0 par fi(x) = Arctgx.
Cette fonction est continue, différentiable pour tout nombre réel x > 0 et
nous avons fi(x) = 1/(1 + x?) par suite la fonction £ est bien strictement

décroissante et positive. Nous avons a, = fi(1) + fi(2) + - + fi(p) et
comme lim Arctgx = m/2 nous pouvons affirmer que la suite (a,) est

x=—=+eco

convergente.

Considérons la fonction réelle f, définie pour x = 0 par f(x) = 21 + x.
Cette fonction est continue, différentiable pour tout nombre réel x = 0 et nous

avons f5(x) = 1 ,"\/ 1 + x, par suite la fonction f” est bien strictement décrois-
sante et positive. Nous avons b, = f5(1) + f2(2) + = + f2(p) et comme
lim 2+/1 + x = + o nous pouvons affirmer que la suite b, admet la limite

x—=*+aw .
+ oo donc est divergente.
3o La suite (o,,) est croissante car

Gpi1—Tp=5ps1— S —f(@+D+f(@+ D=+ D -fp+2) +/(p+ 1)
et nous savons d’apres P'inégalité démontrée au 1° que
fe+D)>f(p+2)—f(p+1) donc 0,y —0,>0.
De méme nous avons
Ghi1 — O =Spe1 — S —f@+ D+ =+ D—-f+1+f),
or
fe+D<fp+1)—f(p donc Opsy — 0, < 0.

La suite (0,,) est donc croissante et la suite (o) décroissante. D’autre part la
fonction f est croissante donc f(p) < f(p + 1) d’oli 0, < 0}, pour tout entier
p > L. Les suites (c,) et (d;) seront donc adjacentes si et seulement si

lim (o, —0,) =0  soit lim [f(p +1) —f(p)] =0.

p—~++ = p—~++ <
Nous allons démontrer que cette derniére condition est équivalente &

lim f'(x) =0.

xX—+ + @
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D’aprés I'inégalité démontrée au 1° nous avons 0 < f(p + 1) — f(p) < f'(p)
donc si

lim f'(x) =0 alors lim f'(p) =0

X— + oo p—t o

et comme les inégalités se conservent par passage i la limite nous obtenons

]jl:lm [fG+1D—-fp]=0.

Réciproquement d’aprés I'inégalité démontrée au 1° nous avons

O<f'p<fP—fp—-1

donc si
limm [f(e+1)—f(»)]=0 alors llfl [/ -fp—D]=0

et par passage  la limite nous obtenons lim f‘(p) = 0. Soit £ un nombre réel
p—+ -+t
strictement positif, puisque lim f’(p) = O il existe un entier N tel que pour
P+ oo
tout entier p > N nous ayons f'(p) < &, alors pour tout nombre réel x > p
nous avons f'(x) < f'(p) < & ce qui démontre que lim f’(x) = 0. Ceci

x=+o0

achéve de démontrer que les suites (9,) et (0,) sont adjacentes si et seulement si

lim f'(x) =0.

x4+

3.13 Soient a un nombre réel et f/ une fonction réelle définie, continue et différen-
tiable sur ’ensemble [a, + oo[.

1° On suppose que lim f’'(x) = + co. Démontrer que
x—++o0

lim f(x) = + 0.

x4+

2° On suppose que lim f’(x) = 0. Démontrer que
x=++o
lim '[(i) =0.
X=+ 4 OO
3° On suppose que lim f’(x) = / ol /est un nombre réel strictement posi-

x=+ a0

tif. Démontrer que

lim AC) =1 et que lim f(x) =+ oo.

x4 X x4 o
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Solution

1° Puisque lim f’(x) = + oo il existe un nombre réel 4 tel que pour tout
x—++ad
nombre réel x > A nous ayons f'(x) > 1. Nous pouvons appliquer le théo-
réme des accroissements finis 2 la fonction f sur I'intervalle [4, x] donc il existe
un élément c, de I'intervalle ouvert ]4, x[ tel que f(x) = f(4) + (x — A f'(c)-
Comme ¢, > A nous avons f'(c,) > 1 dou f(x) > f(4) + (x — A). Par suite
il est clair que lim f(x) = + co.

x—++a0

20 Soit & un nombre réel strictement positif. Puisque

lim f'(x)=0,
x—++
il existe un nombre réel A > a tel que pour tout nombre réel x > A nous ayons
| ') | < &/2. Nous pouvons appliquer le théoréme des accroissements finis
3 la fonction f sur lintervalle [4, x] donc il existe un élément c, de I'intervalle
ouvert 14, x[ tel que f(x) =f(4) + (x — A)f'(cx)- Nous avons alors pour
tout x > Sup (4, 0)

O] _ | F) + x = Hf(e)

X

f(A) x_A:
~.€| 4 |+ A1),

x—A
x

Puisque ¢, > 4, f(c) 4% donc (e < %

par suite pour tout

D’autre part si X > z—lff:i)l alors lf—(jll <;

2|74 | .
nombre réel x > SuplA4, ——8———,0 nous avons | f(x)/x| <& ce qui

démontre que

lim 'ﬁx—)=0.

x=+ @

30 Soit ¢ un nombre réel strictement positif ; puisque lim ') =1
X+ oD

il existe un nombre réel 4 > a tel que pour tout nombre réel x vérifiant x > 4
nous ayons | f'x =1 | < ¢/3. Nous pouvons appliquer le théoréme des accrois-
sements finis 2 la fonction f sur 'intervalle [4, x], donc il existe un point ¢,
de I'intervalle ouvert 14, x[ tel que f(x) = f(A) + (x — A)f'(c,).- Nous avons
donc

X

[@_;|=|[@;£E
X X

y |f (A) + xf'(c) — Af'(c) — Ix

d’olt

J:%)—I‘sl{-g’i)‘+|f’(cx)—£|+,4‘f—'f—*)
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Puisque ¢, > 4 nous avons

1
<=z.

3|1
x> —— alors
£ 3

14)

|f'(cx)—ll-c§ et si
Nous avons
[f'(x)—l’<§ si  x>4 donc |fc,) - I|«c§

d’on

£

8 r
I—-gcf(c,)<l+3

et par suite

11— <L 1(149)
x (I 5) < x < X L+ 3
pour tout nombre réel x > Sup (4, 0). Par passage a la limite nous obtenons

lim M =0 d’onl lim A

x—++ @ X x=r o

16 _ .

par suite il existe un nombre réel 4’ tel que pour tout nombre réel x > A’
nous ayons

€
bl

f(e)
‘ 4 x 3

Ainsi pour tout nombre réel ¢ > 0 il existe un nombre réel, A savoir
314 s
Sup(A,——,-'{;(—)l,A,O)

tel que pour tout nombre réel x vérifiant

3[f()] A’ 0)

E

x > Sup (A,

nous ayoms

M—-I|4s
X

ce qui achéve de démontrer que

lim @=I.

x—+4 o X



FONCTIONS DIFFERENTIABLES D'UNE VARIABLE REELLE 89

Soit M un nombre réel strictement positif. Puisque / > 0 il existe un nombre
réel ¢ tel que 0 < & < [, et comme lim f(x)/x = /il existe un nombre réel B

x=+ o0
tel que pour tout élément x de I'ensemble 1B, + co[ nous ayons
j—-ﬂ()-cx—)—l <eg soit Ius-if—(:—)<l+a.

Si x > Sup (B, 0) alors x(I — &) < f(x) < x(I + &) d’ou :
f(x)>M si x(l—g>M soil x>[—__ﬁg—é.
.. M
Ainsi pour tout nombre réel x > Sup(B, 0, I—_-_—-E) nous avons f(x) > M
ce qui démontre que

lim f(x) =+ 0.

x—=++o0

3.14 Soient @ un nombre réel et & un nombre réel strictement positif. Soit / une
fonction réelle définie continue sur Pintervalle fermé [a — h, a + h], différen-
tiable sur ’intervalle ouvert Ja — h, a + Al[.

1°© Démontrer qu’il existe un élément p de I'intervalle ouvert 0, 1] tel que

Sfla + h);f(ﬂ = h)zf'(a + ph) + f'(a — ph) .

20 Démontrer qu’il existe un élément 6 de intervalle ouvert ]0, 1] tel que

fla+h) — 2);((1) +fla—h = f'(a + OK) — f'(a — Oh).

30 On définit la fonction réelle ¢ par

¢(u)=f(a+u)—2fga)+f(a—i) pour O<|u|<h.

u

Démontrer que si f”(a) existe alors lim @(u) = f"(a).
u—0

4o Donner un exemple ot lim ¢(u) existe et o1 f "(a) n’existe pas.
u=0

Solution e Considérons la fonction F, définie pour tout nombre réel x del'intervalle
fermé [0, 1] par F(x) = f(a + xh) — f(a — xh). La fonction F est continue
sur Pintervalle [0, 1] et différentiable sur I'intervalle ouvert ]O, 1[, par suite
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nous pouvons appliquer le théoréme des accroissements finis. Nous savons donc
qu’il existe un point p de 'intervalle ouvert J0, 1[ tel que
K1) — F(0) = F'(1)
c’est-a-dire
fla+h —f(a—h) —[fle) - f@] =h'(a+ ph) + hf'(a — ph)

d’ot

fla + h) —hf @ =B _ f1a+ ph) +f(a — ph).

2¢ Considérons la fonction G, définie pour tout nombre réel x de I'intervalle
fermé [0, 1] par G(x) = f(a + xh) + f(a — xh). Une méthode analogue 2 la
précédente nous démontre I'existence d’un élément 6 de I'intervalle ouvert
10, 1] tel que G(1) — G(0) = G'(0) soit

fla+ h) — th(a) +f(a —h) = f'(a + 6h) — f'(a — Oh).

30 Ecrivons la formule de Taylor 2 'ordre 2, pour la fonction f, sur linter-
valle [a, a + u] et sur I'intervalle [a — u, a] ol u est un nombre réel vérifiant
0 < u < h. Nous avons

f@+w - f@ = uf'@) + 5 [f"@) + ex@] oi lime,w) = 0

et
u? ke
fla —u) — f(a) = — uf'(a) + T[f"(a) + &,(w)] ou lng &) =0.
Additionnons membre 3 membre ces deux égalités ; nous obtenons
. () + g,(u
o) = f@) + 220,
mais

lim [&,(u) + &,(u)] =0 donc lim @(u) = f"(a) .

u—+0 u—+0

4 Considérons la fonction f définie par f(x) = x? sin (1/x) si x # O et f(0) = 0.
Posons a = 0; nous avons donc
2 a 2
i UL 0;’ wsin(=14) _ o gonc  lim o) = 0.

u u—+0
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D’autre part nous savons (cf. exercice 3.4, 1°) que
, .1 1 ,
f(u)=2usm;—-cos; pour uz#o0 et f(0)=0,

donc

@=23in1—1msl
u u u u

par conséquent la quantité f’(u)/u n’a pas de limite lorsque u tend vers 0 ce qui
signifie que f' n’admet pas de dérivée au point 0 donc f "(0) n’existe pas.

3.15

Soient @ un nombre réel strictement positif et f une fonction réelle définie et
continue sur Iintervalle fermé [— a, a], deux fois différentiable sur I'intervalle
ouvert ] — 4, a[. On suppose de plus que f(0) = 0 et que lafonction | f” | est
bornée sur l'intervalle ouvert ]— a, a[. Démontrer que la suite (u,), définie par

u,,=f(ni2)+f(fz-)+"-+f(n%) pour n}al,

est convergente et déterminer sa limite.

Solution

Appliquons la formule de Taylor & I'ordre 2 & la fonction f sur Pinter-
valle [0, p/n®] (n > 1/a et 0 < p < n). Nous savons qu’il existe un élément &,
de P'intervalle ouvert ]0, p/n*[ tel que

1(5)=10+ 2ro + 7, @)
n n 2n

Nous obtenons donc
n n n 2
. _p . ' __E p_ "
s zl f(nz) 4 (0)( Z:1 nz) B pg'l 2n* 7@

= p=
Soit M un majorant de | f” | sur Iintervalle ]— a, a[ nous avons
) n 2 n

p M 2
< ) —M=— o

p=1 2 n 20t r=1

n p?. .
) ﬁf &,

nous savons que

Lo, nn+D2n+1)
e

p=1
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donc
n 2
P {Mn(n+l)(2n+1)
,,Z; 2 n“f €o) | < 12 n*
D’autre part
£ _n(n+1)
p'z—':l B 2

donc

—

L, _"(ij_l) " EDC@n+ Y

r = p
u, — 0 R A <
1O 2 2 n 12 n*

p=1 R

Nous avons

lim +_1_)_(34if2 =0 et fi A
B4 © 12 n n—++® n

donc par passage 2 la limite dans I'inégalité précédente nous obtenons

f©) n(n +1_)1&,_\M ponn+ D@0+ 1)
2 n nrtw 12 n*

0< lim

n—+ ©

soit

lim (u,, —f!g}))’ =0 d’otr lim u, ='f—£0—).

n—++ @ n—++ oo

Nous venons donc de démontrer que la suite (u,) est convergente ct admet la
limite f'(0)/2.

3.16

Soient @ un nombre réel et u un nombre réel strictement positif. Soit f une
fonction réelle définie, continue et n + 1 fois continfiment différentiable sur
P'intervalle fermé [a — u, a + u). On suppose de plus que f“'**)(a) # 0. Pour
tout entier p vérifiant 0 < p < n on écrit la formule de Taylor sous la forme

P r p+1
fla+ B =1@ + % 1@ + gy e ha(h)

o 0 < 0,,,(H) < L.
1° On suppose que f®*(a) # 0. Démontrer que

lim 6 (h) = ——.
nl—I-T:) o) p+1
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2° Onsuppose que f®* )(a)=0etsoit r le plus petit entier tel quef**"(a) # 0.
(Un tel entier existe puisque f@*'X(a) # O et on a p + r < n + 1.) Démontrer
que

im0 = [7355]

Solution

1o Ecrivons la formule de Taylor & ’ordre p et & l'ordre p + 1 pour la
fonction f au voisinage du point a. Nous avons

p—1 P
f(a + h) = f(a) + hf’(ﬂ) + -+ hf(p_”(a) + ;%fp(a + hﬂp(h))
_ , e P = sy
f@+ B =@+ W@+ + 7@ +
+ h_Pf(p}(a) + hPH f(p+1)(a + ho (h))
p! (r+ D! gy

En comparant les deux égalités nous obtenons :
hp+ 1

mf"’“’(a + h,+,(h))

;’—! FP(a + hO,(h)) = pf: ™) +

son

1P + H0,B) = £ @) =~ FT(a + hOys(B)

Si nous appliquons le théoréme des accroissements finis a la fonction f“") sur
Pintervalle [a, a + h0,(h)] nous obtenons

f“”(a + hGp(h)) —-f‘-”(a) = hGp(h)f("”’(a + lhﬂp(h)) ol 0<ix<l.
Nous avons donc

Gp(h)f(p+ Ua + Ah6(h)) = })_-lk_lf(p+ Ya + 1O, 1(h)) .

La fonction f®* ) étant continue au voisinage du point a, les deux membres de
cette derniére inégalité admettent une limite lorsque / tend vers 0. Par suite
nous avons

1

= 1f(P+1)(a)

lim [Gp(h)f“’“’(a)] —
k=0
et comme f®*1(g) # 0 nous avons

1
lim O,(h) = —— .
nl-l:r(]) o(h) p+1
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2¢ Ecrivons la formule de Taylor a4 'ordre p et a ’ordre p + r pour la fonc-
tion f au voisinage du point a. Nous avons
rp—1

fla + k) =f(a) + hf'(@) + = + (l_Tﬁf " a) + ill—?f‘”’(ar + hO,(h))

— P
fla+ 1) =@ + B@ + = + @) + 2@ +
+ P e v oh,,m)
(p+n! B
En comparant ces deux égalités nous obtenons :
P ptr
%—!f“”(a + hO,(h)) = f"(a) + (ph+ A/ @+ hOp ). (D)

Appliquons la formule de Taylor a 'ordre r 2 la fonction f® sur Pintervalle
[a, a + hO,(h)] nous obtenons :

FP(a + hO,(h)) = fP(a) + hO,(h) f** '(a) + - +
[hgp(h)] LB f®*(a + Ah0(h)) ou O<Ai<lI.
Mais
f(p-l-l)(a) e =f(p+r—l)(a) =0

donc en comparant avec I’égalité (1) nous obtenons

LY 4y 4 an0,09) = S® 7 a + hO,4 ().

ptr! (p .|_,-)|

La fonction f*" étant continue au voisinage de a les deux membres de cette
égalité ont une limite lorsque % tend vers 0. Nous obtenons donc

1 . r +r +r

et comme f?*")(a) # 0 nous obtenons la relation

1 1jr
lim 0,(h) = [(pp:r!)‘] ,

k=0

3.17

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. Soit f une fonction réelle
définie et convexe sur lintervalle fermé [a, b].

1° Soient A4,, A,, A3 trois nombres réels tels que A; + A, + 43 =1 et
Xy, X5, X3 des éléments de P'intervalle [a, ). Démontrer que

SAyxy + 2%, + A3x3) < A f(xg) + 221 (x2) + 231 (x3) .
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2° Soient Ay, ..., 4, n nombres réels tels que Z Ai=1 el x4 %5,..,X%,,
i=1

n éléments de I'intervalle [a, b]. Démontrer que

f (él A; xi) < 1; A f(x;).

Arxy + 4, x,

Solution 1o Nous avons (43 + 4;) + 43, =1 et est un élément de

111 + A‘Z
[a, b] car
Ay A,
= =1.
A+ 2, + A+ 2,
D’autre part
. A A
Ay Xy + Ay Xy + A3 x5 = (4 + '{z)ljl—_k-2££ + 43 X3
1+ 4y

donc puisque la fonction f est convexe nous avons (¢f. C. E., Ch. 5, § IV, 69)

SArxg + 24, % + 23 x3) < (U + lz)f(&‘m)'l' A3 f(x3)

mais

f(’ll Xy + A, xz){ As f(x1) + A5/ (x5)
M+, /T A+ 2,

donc nous avons
TAyxy + A% + A3 %3) < A f (%)) + A,/ (x) + A3 f(x3) .

2° Nous allons raisonner par récurrence. La propriété est vraie pour
n = 1,2, 3; supposons la vraie pour ’entier » — 1. Nous avons

—1 ;{i
=Zl _._l._ = I
IR

n
i

donc
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donc

(g )< (A 2]

i=1

Mais d’aprés ’hypothése de récurrence nous avons

2: A X; n=1
/ % < Z = T f(x)
;{i i=1 z 11'-

d’ott N s
f(i .J.,x,)e:’-, E:i] A1 (xp) .

La propriété est donc vraie pour » par suite nous avons cette inégalité pour
tout entier n > 1.

3.18 1° Soient x et y deux nombres réels strictement positifs et soient p et g deux
nombres réels strictement supérieurs a 1 vérifiant

_1_+l-_—|_

p 4

Démontrer que
x
Xl ytia < X o Y
p 4

20 Soient ay, @y, ..., @y, by, by, ..., b, des nombres réels strictement positifs.
En appliquant le résultat précédent aux couples de termes

b
==

7
> af 2, b
i=1 i=1

démontrer I'inégalité (de Holder)

a
X =

13

pour i=12,..,n

n 1/gq
b;‘) )
=1
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3° Les notations étant les mémes que ci-dessus démontrer Pinégalité (de
Minkowsky)

i=1

Solution 1o L’inégalité proposée est équivalente 2

1/p
_1_(5)+ L _(E) > 0.
FZAN q y

Etudions la fonction

1 1/p

1
t—f()=—-t+=-—1 our t=>0.
f(® P > p

Nous avons

' 1 1 1/py—1 1/py—1
f(t):——-—(“” — (l—t(”’ ).
T

Ry |-

Comme 1fp — 1 < 0, f'(t) est positif pour ¢ > 1 et négatif pour # < 1. La
fonction f admet donc un minimum pour 7 = 1 et nous avons

1
JW=_+_—1=0.

Par suite la fonction fest toujours positive ce qui démontre I’inégalité
]

X v
xifp yU‘i' <= 4=,

=
)

2° Ecrivons P'inégalité précédente pour les valeurs proposées ; nous obtenons,

P i/p 9 1/q I q
_"a, ﬁ;.b‘_ < L :a;_ + L —“b‘—— pour i=1,2.n.
ya] \X o Pa 23 b

i1 i=1

i=1 i=1

Effectuons la somme membre 2 membre de ces n inégalités ; nous obtenons :
> @' Gt
i=1

£ 1 1
n 1/ps n 1/qg ; n E n

i=1 i=1

Cawvo. — Exercices d’analyse
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d’ot1
Z a; b;
i=1 <

1
n i/p/ n g =
SR
(Z; 122

ic1

ce qui nous donne

30 Remarquons que (a; + b)” = afa; + b)y’™' + ba; + b)*~', d’ol

n

S @+ b = ¥ afa; + b1+ ¥ ba; + byt
i=1 i=1

i=1

Appliquons I'inégalité de Holder & chacun des termes en posant

1_1_1  cestadie g¢=-—2—.
q P
Nous obtenons

" (p—1)/p

n 1/p n
—21 afa; + b)*~! é(_; a{’) [; (a; + b,-)"]

et
n n 1/pf » (r—1)/p
Y. bia; + b)Y s(,; bf’) [z (a; + bl-)"]

En additionnant membre 2 membre ces deux inégalités nous obtenons I'inéga-
lité cherchée :

|5 @+ by | = (3 o) +(3, bf)l

Ip




4
FONCTIONS EXPONENTIELLE ET

LOGARITHME. DEVELOPPEMENTS LIMITES

4.1

Soient u, un nombre réel et (1,) la suite définie par son premier terme u, et par

U =
n+1 n+l

pour tout entier n = 0. Etudier la suite (,).

Solution

Pour tout entier # > 1, nous avons u, > 0 puisque la fonction exponentielle
ne prend que des valeurs strictement positives. Comme %, > 0 pour n > 1
nous avons e " < 1 d’oll 0 < u, < 1/n pour tout entier n > 1. Soit & un
nombre réel strictement positif, nous savons qu’il existe un entier r, tel que
1/n, < & alors pour tout entier # > n, nous avons

0<u"<1£—1—<£ d’ott lu,— 0] <&
n o hg

ce qui démontre que la suite (1,) admet la limite 0.

4.2

Soit o un nombre réel ; calculer la dérivée n-iéme de la fonction réelle définie
pour tout nombre réel x par £ (x) = €*°** cos (X sin a).
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Solution  Nous avons f7(x) = cos a €*°** cos (x sina) — €*°*** sin (x sin &) sin o, d’ott
f'(x) = e*°*%cos (x sin « + ). Supposons que nous ayons

[FO(x) = e"°*** cos (x sin a + 1)
alors nous aurons
FE+D(x) = cos o €¥°°5% cos (x sin o + no) — €*°***sin (x sin o + no)) sin a
d'ott fOF(x) = e*°**“ cos (x sin o + (n + 1) «). Ceci démontre que

F™(x) = e*°***cos (x sina + ne) pour tout entier 7> 0.

4.3 Calculer les dérivées des fonctions réelles suivantes définies par :
1° f(x) = Log (Log x) pour tout nombre réel x > 0.
20 g(x) = Arc tg (Log x) pour tout nombre réel x > 0.

30 h(x) = Log+/1—2sin? x pour tout nombre réel x tel que — Tex<Z.

4 4
Solution 10 Nous trouvons
, 1
J') = x Logx’
20 Nous trouvons
1
g = ————.
x(1 + Log? x)
30 Remarquons que h(x) = } Log (1 — 2sin® x) par suite
4 "
K(x) = sm.v«:‘cgs.)c= _sm2x e
2(1 — 2sin”x) 2sin”x —1
44 Soit f'1a fonction réelle définie par f(x) = — Log (Log x) pour tout nombre

réel x > 1.
1o Démontrer que f'est une fonction convexe.
20 En déduire I'inégalité

Loga ; b = ./Logaloghb

oll a et b sont deux nombres réels supérieurs a 1.
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Solution

1° 11 est clair que la fonction fest deux fois dérivable pour tout nombre réel
x > 1, par suite pour démontrer que I’application f est une fonction convexe il
suffit de démontrer que la dérivée seconde de f est positive. Nous avons

f@=-—— dob fw=_BX1:

X Log_x

puisque x > 1 nous avons Log x > 0, donc f”(x) > 0 pour tout nombre réel
Sa e

2¢ Puisque I’application fest une fonction convexe nous avons

b
1(%30)< 3@ + 7]

soit
- Log(Log ‘L;—ZE—)) < %[— Log (Log a) — Log (Log b)]

d’otr

- Log(Log a—;—b) < - Log \ﬁg aloghb.

La fonction logarithme étant croissante cette derniére inégalité nous donne

Log —q—;—b P \/iog alogh.

4.5

Pour tout nombre réel x > 0 démontrer les inégalités

X
x+1

< Log(l +x)<x.

Solution

La fonction réelle f définie sur P'intervalle [0, x] par f(t) = Log (1 + ), est
continue sur cet intervalle et différentiable sur lintervalle ouvert ]0, x[, par
suite nous pouvons appliquer le théoréme des accroissements finis. 1l existe donc
un nombre réel ¢ appartenant a 'intervalle ouvert ]0, x[ tel que

S =f0) =x() dot Log(l+x)=y7"-

Comme ¢ > 0 nous avons

1+c¢
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et comme ¢ < X nous avons

I14+ece<1+x donc Ttz ~1T%c

Par suite nous obtenons les inégalités

L .
S og(l +x)<x

4.6

Soient a et b deux nombres réels tels que @ < b et f'une fonction réelle définie
et continue sur Pintervalle fermé [a, b]. On suppose que f ne s’annule pas
sur lintervalle [a, b] et qu’elle est différentiable sur Iintervalle ouvert ]a, b[.
Démontrer qu’il existe un élément ¢ de ]a, [ tel que

Nom

f@ _ @-wreire

Solution

La fonction g = Log | f| est continue sur I'intervalle fermé [a, b] et diffé-
rentiable sur Iintervalle ouvert Ja, b[, par suite nous pouvons appliquer le
théoréme des accroissements finis. 11 existe donc un élément ¢ de l'intervalle
ouvert la, b[ tel que

lf@| _, . f©
O )

Puisque la fonction f est continue et ne s’annule pas sur [a, b] cette application
conserve un signe constant donc

|[f@]| 1@ Tou 1@ _ e-vromse

ga) —gb) =(a—b)g'(c) dou Log

76|~ 78 R0

4,1

Exprimer 2 I’aide de la fonction logarithme les applications suivantes définies
par

1° f(x) = Arg sh (1/x) pour tout nombre réel x # 0.
20 g(x) = Argth[(x* — 1)/(x* + 1)] pour tout nombre réel x.
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Solution lo La fonction f étant impaire il suffit de I'écrire pour x > 0. Nous trouvons

f(x) = Log(lg-k X i";li—k 1)

1 1+ x°
f(x) = Log (; +\/1—:3C-—) =Log(1 + 1 + x?) — Log x.
Pour x < 0, nous avons

f(x)= —f(—x)=—Log(l + 1 + x%) + Log(— x).

20 Nous avons

d’oll

x‘ -1
1. YYET 1 28 1
X x
x) = - Log — =~ Log="- =-Logx*=Log|x]|.
&( ) Ok - Z_1 2 5% g
x? +1
4.8 Démontrer que la fonction réelle f, définie par f(x) = e-1/x* pour tout

nombre réel x # 0 et par f(0) = 0, est indéfiniment différentiable au point 0
et que les dérivées de tous les ordres sont nulles au point 0.

Solution  Etudions d’abord la dérivée premiére. Pour x # 0 nous avons

') = 33 o et ;= lim‘i(—x) = lim E e~ 1A
x

x=0 X x=0 X

Si x tend vers 0 par valeurs positives alors 1/x tend vers + <0 donc

D Rpryme
lim —e ™ =0
x=0+

en vertu des théorémes de croissance comparée des fonctions exponentielle et
puissance (¢f. C. E., Ch. 6, § VIII, 93) ; de méme nous avons

lim Le7' =0

x—=0-

par suite f est dérivable au point 0 donc continue en ce point. Ceci démontre
que la fonction f est continue et dérivable en tout point de R.
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Faisons I’hypothése de récurrence suivante : pour tout entier positif p infé-
rieur 2 un entier », la fonction f est définie, continue et de plus

fP0)=0 et fPx)= Pp(});) e ' pour x#0

ol P, est un polynome.

Montrons que £+ existe et vérifie toutes ces conditions. Pour x # 0 nous
avons

f(ﬂ-l—l)(x) . _l P:,(—l-) e—lhr2 + Z,Pn(l_) C—sz
x2 x x? X
d’ot
1 '
fOrOx) = P, (;C.) e-1x2 ol P, , () = — u? Pi(u) + 2u* P,(u) .

Nous avons
(n) _ fln)
F£e*0) = lim f7x) — 77O - 70 = lim lP,.(%)e_”“z =0

x—0 x—+0 ¥

toujours en vertu des théorémes de croissance comparée des fonctions expo-
nentielle et puissance. La fonction f"*!) est continue en tout point de R* et
comme

lim f@*D(x) = lim P,,n(%)"'_”’" =0=/""0)

x=+0 x=0

la fonction £+ est continue au point 0. Nous venons ainsi de démontrer que
la fonction f@*1) vérifie encore ’hypothése de récurrence par conséquent f
est indéfiniment différentiable et £(0) = 0 pour tout entier n > 0.

4.9

Déterminer toutes les applications continues f de R dans R qui vérifient la

relation
1(*52) = @7

pour tout couple (x,y) de nombres réels (cet exercice utilise le résultat de
I’exercice 2. 10).

Solution

L’application f ne prenant que des valeurs strictement positives Iégalité

1(52) = @703
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est équivalente a I’égalité

Log/ (232} = L (Logseo) + Logs()).
2 2

Nous voyons donc que la fonction g = Log o f vérifie la relation

g(x ; y) = %[g(x) +g0],

par suite d’aprés I’exercice 2.10 nous savons qu’il existe deux nombres réels
a, b tels que g(x) = ax + b pour tout nombre réel x. Nous avons donc

Logf(x) = ax + b d’ou f(x) = e**?,

ceci démontre que toutes les fonctions réelles continues f vérifiant la relation

1(532) = viwro

pour tout couple (x, y) de nombres réels, sont de la forme f'(x) = e**Pouaet b
sont des nombres réels.

4.10

Soit n un entier naturel.

1° Déterminer toutes les applications continues de R, dans R, qui vérifient,
pour tout couple (x, y) d’éléments de R, la relation

f) +f0) =1 + )]

20 Déterminer toutes les applications continues de R, dans R’ qui vérifient,
pour tout couple (x, y) d’éléments de R, la relation

Ff0) =116 + )17

Cet exercice utilise le résultat de I’exercice 2.9.

Solution

1° Puisque x et y sont des nombres réels positifs la relation

F) +70) =" + y)'"]

est équivalente 4 la relation

S+ oM = 1l + 9.
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Si on appelle g la fonction réelle définie par g(x) = x'/* pour tout élément
x de R, la relation précédente s’écrit

fog(x) + fog(y) = fogx + ).

Nous savons (¢f. exercice 2.9) que les seules applications continues # de R
dans R vérifiant la relation A(x + y) = h(x) + h(y), pour tout couple (x, y)
de nombres réels, sont de la forme A(x) = ax oil a est un nombre réel, par suite

Jfog(x) = ax

pour tout élément x de R, et comme la fonction g est bijective nous avons
f(x) = ax" pour tout nombre réel x = 0.

20 L’égalité £ (x) £ (») = f[(x" + y™)*/"] est équivalente & la relation

Log[f(x)f(»)] = Log/[(x" + y)'""]

soit Logf(x) + Logf(y) = Logf[(x* + y)'/"]. Nous voyons donc que la
fonction Log o f doit satisfaire 2 la condition étudiée dans la premiére question,
par suite Log f(x) = ax" ol a est un nombre réel donc, f(x) = " pour tout
nombre réel x = 0.

41

Calculer les limites suivantes :

T SX; lim lim 4 = SPlsinkbo)

(1 — cos x) Arctg x
x+0 tg°x x=+0 x sin? x T xe0 X2 4 x°

Solution

Nous savons que 1 — cos x ~ x%[2 et tg x ~ x au voisinage de 0, par suite

. 1 —cosx .ox2 1
Iim———=1lim——=-.
x—0 tg°x x=0 X 2

Nous avons Arc tg x ~ x et sin x ~ x au voisinage de 0 donc

2 -
lim (1 — cos x) Arctg x - lim (x ,-*2)_x u 1

x—+0 x sin? x x-0  xx2 2

Nous savons que 1 — e* ~ — x au voisinage de 0 donc

(—x)x

3

lim (1 —Ze)sgnx=
x=+0 X 4+ X

it P
=0l + x

lim
X0 X" 4 x




FONCTIONS EXPONENTIELLE ET LOGARITHME 107

4.12 Calculer les limites suivantes :

x—
lim —I-Loge 1;
x x

x—++ o0

lim (cos x)'*"
x—0+

ol m est un élément de R,.

Solution  Nous avons

1 ef—-1 1 1
ol - * _ 1y ——L ,
xLog . X Log (e 1) . 0g x
mais
. E
lim —2X_0 (. C.E.,Ch.6,§ VIII, %)
x—++oo
donc
1 e* —1 1
im — = lim —Log(e* — 1).
Nous avons
lim e-1_ 1 donc lim (Log(e* — 1) — Loge™) = Logl=0
x=++w € x—++oo

d’oli

Log (e —1)_1=0
X

lim (Log(e* —1) — x)=0 soit lim

x—+ 4o x=++an
donc

lim glc—Log(e"— H=1.

x=++ow
Nous avons (cos x)'/*"=e!/*™Les(cesx) Ay vyoisinage du point 0 nous

savons que

2
X

cosx~1——2— et Log(l +u)~u
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comme limcosx —1=0,
x—+0
2
Log (1 + (cosx — 1)) ~cosx — 1 ~ —%

donc Log cos x ~ — x%/2 au voisinage de 0. Par suite : sim > 2

. . 1 .
lim i Logcosx = lim — ——— = — dou  lim (cos x)!*™ =0
X204+ X7 x»0+ 2x™ x=0+
sim=2
. 1 . 1 1
lim —Logcosx = lim — -= — -
x=»0+ x™ x=0+ 2
d’on
. - 1
lim (cos x)'*" =e V2 =
x—+0+ [+
sim<?2
- 1 . -
lim — Logcosx = lim — x>™ =0
x=04+ X" x=0+
d’ou
lim (cos x)'*™ =1.
x=+0+
CONCLUSION
Si m>2, lim (cos x)'*" =0.
x—=+0+
. " 1/xm 1
Si m=2, lim (cos x) =—.
x—0+ \/e
Si 0sm<2, lim (cos x)'/*™ =1.
x=0+
4.1 3 Trouver les développements limités a4 I’ordre 4, au voisinage de 0, des fonc-
tions suivantes définies par :
x
L1 [
1 fix) = sin x °
1
2° f2(0) =

cos x
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1e Nous avons
3 5
T . 5
sinx = X 3!+5!+o(x)

d’ott
X _ X L 1
sin x x* = . = 1 "
~Ermt o) 1-Frimtox)

Nous avons d’autre part

1

i o= . 2 2
= 1 —u+u” + o(u)

pour u au voisinage de 0, donc
x —1—(—x—2+—x4—+o(x4))+(—x—z+£—+ (4))2+ %)
sinx 6 ' 120 6 T120 " O o

d’ou
2 4
x x” 7x 4
sinx_1+ 3 +___360 + o(x") .

Nous pourrions obtenir ce résultat en effectuant la division suivant les puis-
sances croissantes, de 1 par 1 — (x2/6) + (x*/120).

20 Nous avons

2 4
- XN X 4
cosx =1 _f—!+4,!+ o(x") .
Effectuons la division suivant les puissantes croissantes, de 1 par
2 4
x x
1 sty il i
7 t 233
" nous obtenons
x:  x*
] -~ 2=
1 2t
2 4
x X x 5x
=182 & I+5+721
% _{‘
2 2
x2 fc_4 X6
2 4 48
5x*  x°
24 48
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Par suite
1 il "
cosx_1 t2t g LAl G
Nous pouvions aussi obtenir ce résultat en utilisant la méthode indiquée dans
le 10,
4.14 Trouver les développements limités & ’ordre 4, au voisinage de 0, des fonc-
tions suivantes définies par :
Log(1 + x)
0 — L
1 f 1(x) — 1 + x o
2° f(x) =~ .
e —1

Solution 1o Nous avons

1 _ 2 s i3 4 4
1+x_1 X+ x x* 4+ x° + o(x)
et
2 3 4
o ANEE puiEn XN 4
Log(l + x) = x 7 +3 4+o(x)

d’ou en effectuant le produit de ces deux développements limités

Log (1 +x)_x_ 3x2+ 1x*  25x*

4
1+x 2 6 -+ o).

20 Nous avons

4
x2 x3 X xs

+—+——'+o(x5).

|

Effectuons la division par puissance croissante de x par

XX X
*+t5+E+utng



FONCTIONS EXPONENTIELLE ET LOGARITHME

nous obtenons

5

g £+i_
x XT3 Tee T AT 12
xl x3 x4 xi x xz x4
_—x— = - 28 Bl - S o
2 6 24 120 2 12 720
ESRE AU A
2 6 24 120
x? x xt X
2747127
3 4 5
X X x
2rutw
e _x_ x
12 24 72
x
720
D’ol
2 4
X 1 -E4E % hoxh
e —1 2% 12

1

4,15 Donner les développements limités & I'ordre 4, au voisinage de 0, des fonc-
tions suivantes définies par :
1 fu(x) = J1 +sinx
2° fal) ==
3° fa(x) = ¥,
2° fu¥) = (1 + 0",
Solution 10 En posant u = sin x nous avons

i) =@ +w% =1+

LOED,, BCHCD,

LA

DD 0
1

41

31

+ o(u®).
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Mais
3
sin x = x — ;—' + o(x*)
d’on
x4
u? =x*— 3 +0o(x%; u? =x>+o(x*; u*=x*+ o(x*
donc

1 X\ 1{, x*\, 1 35 5 4 4
fl(x)—l+§(x— ?)—g(x ——3—)+1—6x —mx +O(X)

d’ot
2 3 4
- T _x. X 4
[ =1+5 -5 — 7+ 35 + o)
20 Nous savons que
2 4

= x X 4

msx—1—2!+4!+o(x)
donc

f,(x) = el D2 _ o o= (FDHE2) Hol)

Si nous posons

xz x4
u=— "%+

2
5 +55+ o(x*) alors e =1+u+ L 4o

2
d’ou
2

: x2  x*
°=1+(_*+*)+ 4 27 %

B
2 7 2) 72

Nous avons donc

fi(x) =e — = x? + S x* + o(x*).

2 6
3o Nous avons
1 _ 1
cosx _gc_z+£+ ox%)

2 24
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En posant
2 4
=X 4
u 2+24+o(x)

nous trouvons

1 1

2 4 4
=1—u+u2+0(uz)=1—(—%+x)+—-—+o(x4)

cosx 14 u 24 4
soit

1 x?  5x p x % b,
oosx_1+2+24 HO®) AR oo S ol )

Si nous posons
3
v=1x+ % + o(x*)

nous avons

2
U3 4

fi(x) =¢€° —-1+v+—+—+

31t 71 + o(@%).

Mais v = x* + x* + o(x4) ; v =x+ o(x*) ;v* = x* + o(x*) par suite

1 1
f—_‘(x)—l+x+?+ (x + 5% + - x +§ZX + o(x*)

d’ol

2
x 2 x° 13
A@=1ax s R ea=% x*

+ o(x*).

A T
40 Nous avons f4(x) = (1 + x)/* = e(t/PLoe(1+x) Najg
2 3 5 .
Log(1+x)—x—f~+%—%+%+o(x5)
donc nous avons
1 X @ e =
- =1l-Z 4= -4 = 4.
xLog(1+x) 2+ 3 4+5+O(x)

Si nous posons

2 3 4
N ) 4 —e.e
u= 2+3 4+5+1.'J(.7c) alors  fy(x) = e.€
d’oul
u2 3 u4
f4(x)=e(1+u+—2—,+3+4,+0(u))
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D’autre part
2 3 4 4 2 3
T SN SONE MNP SPNE. SO 2. NS
= + +4+o(x)—4 7+ 36 + o(x")
3 4
3 _x . x 4
u’ = 3 + 7 + o(x")
4 4 4
u' =1+ o(x")
Nous avons donc
2 3 4 2 3 4
x X x b 1(x x 13 x
M’““‘*[“f?‘?*?ﬁ(z‘a* 36 )+
1/ x* x*\ 1 4]
+3(“§+7)+ﬁirs+"<”
Donc
x 11x* 1x> 2447 , 4]
f4(x)—e[l _‘2"1‘—'—24 _F+.—-—5760x +0(JC) .
4,16 Donner le développement limité jusqu'a I'ordre 3 de la fonction f définie

par f(x) = \/; au voisinage de 1.

Solution 1Te méthode : Nous pouvons appliquer directement la formule de Taylor
au voisinage de 1 ; nous obtenons ainsi

1) 3
o =10+ ET 2w + 55, Y+ 50

") +o[(x— 1]

Nous avons

=L don ) =1;
fW=1; f&) = dol =z

)= ———  don  fr1)=— lz;

4 \/xa
3
fﬂ’l‘( ) R — d! S fn(l) -
X " \/ ou g

5
X
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Par suite nous trouvons

2 3
x—1_ G- -1 + o[t — 1]

& =1+—5 g 16

2¢ méthode : Posons u = x — 1. Quand x se trouve au voisinage de 1, u est
au voisinage de 0 et on peut appliquer les formules habituelles

Jr=iTw = ]+2+(%)( B, u? _(%)(%_%')(%) u® + o(u®)
d’ou

— -1 (x-1? -1)? "
Jx=1+x2 M 8)+( - )+o[( 1°].

417 1° Donner le développement limité 4 I’ordre 3, au voisinage d’un pomt Xo»
de l’intervalle ouvert 10, n[, de la fonction f deﬁnle par f(x) = Logsin x.

2° En déduire le développement limité 2 I'ordre 3 de f au voisinage du
point 7/2.

Solution 1° Nous allons utiliser la formule de Taylor :

(x — xo) (x 0)

JG) = fxo) + 7 f (x0) + ——7—f"(xo) +

+ (x ) L

Xo) + 0[(35 — Xq) ]
Nous avons

o PO

sm X

f'(x) =cotgx, f'(x)=~—

pour tout élément x de 10, n[, d’oti le développement cherché

_ &
Log sin x = Log sin xo + (x — x,) cotg xo — (x : :9)_
' 2 sin” x,

cos xo

(x = x0)* + of(x — x0)*]-

3sin® x,

2° Si nous appliquons le résultat ci-dessus pour x, = /2 nous obtenons :

togsinz = =3 (x=3) +o[(x - 3
ogsinx = — | x 5] *tollx 3) |-
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Faisons le calcul directement : posons u = x — 7/2 alors nous avons
. ) n ] u® s
sin x = sinfu + )= cosu mais cosu=1—?+o(u)

2
donc
u? u?
Logcosu = Log[l — 5 4 o(u3)] =-7 + o(u®)
d’ou
Logsinx = — }( - E)z + o[(x — E)3]
gsinx = —5|x—3 3) |-
4.18 Donner le développement limité jusqu’a I’ordre 3 de la fonction f définie par
x+1

au voisinage de + 0.

Solution  Comme

im 2 FL_q,
x=+t+w x+2

cherchons d’abord le développement limité de la fonction Arc tg au voisinage
de 1. En appliquant la formule de Taylor nous trouvons :

(v—1) v—-1)

Arctgv = Arctgl + i1 (Arctg) (1) + BCIE (Arctg)” (1) +

_ 3
+ @D (A @) + o[~ 1°] -

Nous avons :

Arctgl = :{; (Arctg)’ (x) = I3 dou  (Arctg) (1) = %
(Arctg)’ (x) = =28 don  (Arctg)" (1) = — !
(1 + xZ)Z 2
g 23x* - 1) - % 1
(Arc tg)” (x) = _(mZ)T dou (Arctg)” (1) = 3"
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Par suite nous obtenons

v_—_l_(1;—1)2+(1'.:—I)3

> 7 B T o[(v — 1)*].

Arctgov = — +

]

Posons X = 1/x, nous avons alors u(x) = V(1 + X)/(1 +2X) & développer
par rapport & X au voisinage de 0 or :

1 2 3 3
------- =22 - 8X X
i T2% 1 +4X 8 + o(X7)
d’out
1+4X _ 2 3 3y
'1+2T_(1+X)(1 2X +4X 8X° + ofX?) =
=1 -X4+2X2—-4X%+o(X?).
Si nous posons w = — X + 2 X% — 4 X* + o(X?) nous devons développer
2 3
S T Wty | Wi 3
b-—-\/1+W—1+2 8+16+9(w).
Nous avons w? = X2 — 4 X3 + o(X¥etw®* = — X> + o(X?) d’olt
X 7x2 25X%° ,
b=1-3 45— T+ oX),
par suite
¥ 1x > 3 o T e =
b= =S = T —oX7); 0= D = T = g+ o)
X3
@—1'= =% +oX).

En remplagant dans la formule donnant Arc tg v nous trouvons

1( X 1x° 25X_3)_£(X" 7x3)+

— E + 8_ — ._,._]:6... . 4 —— — —

Arctgv=£+ 4 2

472

1 x3 -
+ ﬁ(_‘ ‘8“)+ O(X )

x+2 4 4x 8x* 9x° 3
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419 Donner le développement limité au voisinage de 0, jusqu’a I'ordre 5,-de la
fonction f définie par
Arc sin x
f(x) = —==—.
\/1 - x*

En déduire le développement limité au voisinage de 0, & I'ordre 6, de la fonction
g définie par g(x) = (Arc sin x)%.

Solution Calculons le développement limité au voisinage de 0 de 1/+/1 — _é, nous
avons
1 2 4
—_— = (1 - xz)_”z = 1 + J‘c—' + §_‘x— + O(x4) .
\/1 — x? 2 8

Nous savons que Arc sin x est la primitive de 1/+/1 — x? qui s’annule pour
x = 0, d’ot le développement de Arc sin x au voisinage de 0 :

3 5
Arc sin x =x+% +—%+o(x5).
Par suite nous avons
A . 2 4 3 5
f(x) = NICEN.X =(1 +X 4 3x + o(x")) (x + X4 3x i o(x’})
J1 — x? 2 8 6 40

d’ol
2x3 st 5
f(x)—x+—3—+—l—5~—+o(x).

Nous remarquons que

par suite g(x) est la primitive de 2 f(x) qui s’annule pour x = 0. Nous avons

donc
g(x)=2x+ 4—;3 + 161_:5 + o(x%)

d’ot
glx) = x> + 5_,; + 334—";—6 + o(x”).
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4,20 Trouver, lorsque x tend vers 0, la partie principale de la fonction f définie

par
f(x)=1—cosx + Logcos x.

Solution  Nous savons que

2 4
-] a2 4
cosx =1 2+24+0(x)
au voisinage de 0. Posons
2 4
- T L 4
u= 3 + 24 + o(x"),
nous trouvons alors
2 2 4 4
u 2 x x x 4
== L 1 — —_—— —_ —_ —_— i —
Logcos x og(l+u)=u 2+0(m) 2+24 3 + o(x")
d’ou
x2 4 h
L =—T - A
Og COoS X 3 2 + o(x")
Par suite nous avons
2 4 2 4 4
Ll B oW OF s B 4
_)"(x)—2 2% 5 12+o(x) 8+0(Jrc).

La fonction f est donc un infiniment petit, d’ordre 4 au voisinage de 0, et de
partié principale — x*/8.

4.21 Trouver la partie principale et ’ordre de la fonction f définie par
f(x) = Argth (Argsh x) — Argsh (Arg th x)

au voisinage de 0.

Solution Calculons d’abord les développements limités au voisinage de 0 des fonctions
qui interviennent. Si g(u) = Argth u nous avons

g =
|l —u
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et au voisinage de 0, g'(x) = 1 + u? + u* + u® + o(u®) d’od
3 5

7
. IR I % 7 =
g(u)—u+3+5+?+o(u) car g0)=0.

Posons h(v) = Argsh v, nous savons que

hr(U)=—i_—_
\"‘1+u2
donc au voisinage de 0 nous avons
1 23yt 50°
h’(v)=(1+v2)’5=1—%+8—U——1%+0(06)
d’on
3 5 7
L & NU© SOREIUE, T -
h(v) = v —6—+—40 7-16+o(v) car h(0) =0.
Nous avons alors :
3 5 7 5 7 7
B x> 3x 5% 1(3 x> 9x’ _Jf_)
Argth (Argshx) = x F+‘40 ?’.1—6+§(x 2+ 40+12
l 5 5)(7) XT 7
+§(x '—'—6— +"‘?—+O(X)
. x J_ci+3x5_:£+)£+3x7#5x7
=x—%t3t "6 T s T a0 716
x? x' X .
+x - tT o)

D’autre part nous avons

= = o {5 e 3% X1
Argsh(Argthx)—x+—3—+-—5—+—?—6(x + x +——+?)

g 78 seeny 5l 2
+“("+—3—)‘m+"("’
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Nous avons donc

B’ %t e s
Arg th (Arg sh x) — Argsh (Argth x) = 20 + 55 G + 0 + T
5 7
~ o + o6
7
oy MR 7
=~ 39 + o(x").

La fonction f est d’ordre 7 au voisinage de 0 et de partie principale — x7/30.

4.22 Déterminer les nombres réels a et b de maniére que la fonction f, définie par
3
) x
f(x) =sinx — —ifxa 5
1 + bx

soit au voisinage de O un infiniment petit d’ordre aussi élevé que possible ;
trouver alors sa partie principale.

Solution  Divisons le polyndme x + ax® par le polyndme 1 + bx* selon les puissances
croissantes. Nous obtenons

x+ax? 1+ bx?
—x—bx3 -
x bx_ x+(a-~b)x3—b(a—b);vc5+l‘.v2(a—b)xrIr
(a—b)x?
—(a—b)x*—b(a—b)x*
—b(a—b)x®
b(a—b)x*+b*(a—b)x’

b*(a—b)x’
Nous avons donc

3
’;“;."5 = x + (@ — b)x* — b(a — b) x* + b*(a — b)x" + o(x")
+ bx

et d’autre part

sinx =x— — +
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par conséquent pour que f soit d’ordre aussi élevé que possible nous devons
avoir :

1 1
a—b=-—-6- et _b(a_b)—ﬁ(j'

Par suite il faut prendre

s 8 _1 1
=20 =20 " 6

b
nous aurons alors
x? 2 7 7 ]- 1 7 7
f(x) = T--?—i—b(a—b)x + o(x") = —ﬂ+2—~—)x + o(x")
soit

J6) = - '50141100

x" + o(x7).

Sia= — 7/60 et b = 1/20, la fonction f sera un infiniment petit d’ordre 7
et de partie principale — 11 x7/50 400.

4.23 Déterminer les nombres réels a et b de maniére que la fonction f, définie par

1 + ax?
f(x) =cosx — ———;,
1 + bx?

soit au voisinage de 0 un infiniment petit d’ordre aussi élevé que possible ;
trouver alors sa partie principale.

Solution Développons d’abord (1 + ax?)/(1 + bx?), nous avons

l—lb_z =1—bx*+ b*x* — b*x° + o(x°)
+ bx
et par suite
2
: IZLZ = + ax®)(1 — bx* + b*x* — b>x° + o(x°))
X

=14 (a — b)x* — bla — b)x* + b*(a — b)x* + o(x%).
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Comme

2 4 6
X X
J%+———+ o(x°),

cosx=-fl— 21761

pour que fsoit d’ordre aussi élevé que possible il faut prendre

1 1
a—b——i et —b(a—b)—ﬂ
ce qui nous donne
b= 1 t = — 1 + _1_ S i
Cip S SRR T
Nous trouvons alors
fO) = — X b - b + o(x) =(— aliy —l-)x6 + o(x°)
720 720 © 288
donc
6
L 6
fG) = ggg + o).
Sia = — 5/12et b = 1/12, 1a fonction f sera un infiniment petit d’ordre 6 et de
partie principale x°/480.
4.24 Trouver la limite lorsque x tend vers + co de la fonction f définie par

f(x) = x — x? Log(l + %)

Solution Quand x tend vers + oo, 1/x se trouve au voisinage de 0 et on peut €crire :

1
oaf1+ -t — Lo Ly o)
X X

x 2x* 3x°

et par suite

1 1 1 1



124 EXERCICES D’ANALYSE

d’on
1 1 1 1 1 1
f(x)=x—x+i—3—x~+ o(;)#i__jf)-c-—k 0(;)-

Nous avons donc

1
lim f(x)==.
x—=++aw 2
4,25 Donner un développement limité généralisé, jusqu’au terme en 1/x?, au

voisinage de + oo, de la fonction f définie par

f@ =2,
Solution Nous remarquons que
_ 2 L+
IO =¥ T"um

Posons X = 1/x. Lorsque x tend vers + oo, 1/x est au voisinage de 0, donc
nous pouvons faire un développement limité 2 I"ordre 4 de la fonction

1+2Xx3
1—-X

au voisinage de 0. Nous avons

1
1—§=1+X+X2+X3+X"+ o(X*)

d’otr
3
%:(1+2X’)(1+X+X2+X3+X4+0(X‘))=

=14+ X+X2+3X*+3X*+ o(X%).
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Par suite

a1, 1 3.8 1

x
soit

1
f(x)=x2+x+1+§+ B, o(—-)
x x* o

4.26 Donner un développement limité généralisé jusqu’a I’ordre 3, au voisinage

de 0, de la fonction f définie par

cos X
I =g + »

Solution  Nous savons que

x2

4
cosx—l——-+$+o(x)

et que
2 3 4 5
Vg Xe 8 B2 5
Log(l + x) = x 2+3 4+5+o(x).

Nous trouvons alors
1 1- + E + o(x®
f@=———— 3

3 4
- 4
1 2+3 4+5+0(x)

s la division selon les puissances croissantes du polyndme

Effectuon
2 4
x x
] — ==
2 v 22
par le polyndme
2 3 4 5°
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nous obtenons

1 _x_z. +£i 1_£+£_£+J_C_4_

2 24 27 3 2 5

27 3 4 5 2712 7 24 T 70
x_5x2 X _19x
276 vt 7 "0
x, 2 _x X
27 2 6 8
_1x e x
2t 12 30

e, 20
24 180

24 48
a1t

720

1 x 1x* 5x% 41x* 4)
f(x)_E(I 3712 " e )
d’olr
1 1 7x 5x* 41x° 5
JO=3+3-m 7 t 7m0 T oK)
421 Déterminer les parties principales au voisinage de 0 des fonctions suivantes
définies par :
i1 fix) =+fsinx —\/shx pour x>0
2° g() = ¥x — ¢gx pour x>0
— x
3° hx) = > N* pour x>0.

sinx — tg° x
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Solution 10 Nous savons que

. x? 5 x3 S
51nx=x—?+o(x) et shx=x+F+0(x).

Nous avons

Jsinx = ,,p‘x-———+o(x4)—- 1~—+c(x ))”2

5/2

fsin x = \/_(1 ~mt o(xz)) = x'? — % + o(x*?).

d’our

D’autre part
Jshx = ,\/x + % + o(x*)

et de maniére analogue nous obtenons
X512
Jshx = x'? + ST o(x*'?)

par suite

5/2

f6) = = + o).

20 Trouvons d’abord le développement de la fonction tangente au voisinage
de 0. Nous avons

2
X 3
1- 5 + o(x”)

d’ou

- x? %
tgx = (x 5t o(x3)) (1 o B o(x;‘)) =x+5+ o(x*),
par suite

2

g x = x4 (1 o o(xz)) 2 (l + 35+ o(xz))
3 12
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Nous obtenons donc

9/4

2
glx) = x'/* — x*/* (1 4 % + o(xz)) S fl_zh + o(x%).

30 Nous avons sin x = x + o(x?) et tg? x = x* + o(x?) d’ont

Ysin x — tg? x = ¥x — x2 + o(x?) = x*(1 = x + o(x))"/?

= x'3 (l - ; + o(x))

et par suite
1

—=x"13 (1 + 54 o(x)).
2

\/smx —tg" x 3

Nous avons alors

X

3+ o(x)) = — x'% 4+ o(x"®)

h(x) = (x — x”z)x_‘”(l +

car x2/3, x5/3 et x7/% sont des infiniment petits par rapport 2 x/,

4,28 Donner un équivalent au voisinage de + co de la fonction f définie par

f(:c)=3c[/\/x2 + Vx* -}_—_i —x\/i] .

Solution Nous trouvons d’abord
T E—— 1\ 1 1
\/x4 + l = x2 (]. + ;Z) = Xz (l + E)Ez + 0(—4))

d’ot

par conséquent

——— 1 1 1/2
'\/xz + 1+ x4 = \/’2:«:2 +5-1—2+o(-2)= ﬁx(l +4—1+0(—14-))
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Nous avons finalement

f(x)=x[\/§x+—\f—23—\f§x+o(13)] soit f(x)=ﬁ+o(i),
8 x x 8 x? b
par suite au voisinage de + oo

x[,\/x_z——:_\?l + x4 —-x ﬁ] ~ -\—/Ez- i
8 x

4.29

Déterminer le nombre réel A tel que la fonction f définie par

f)=Vx? —x + 1 +3Yx® + 2x* + 1

admette 0 pour limite lorsque x tend vers — oo ; trouver alors un équivalent
de f au voisinage de — oo.

Solution

Nous avons

TLI B A 1NES
f(x)=|x|(1——+—2) +X(1+—+—'5)
X X

%X x
d’ou
1 3 1 1 B 1
x) = —x{1— - +—+0(- ))+x(1+--————+0( ))
7 ( 2x  8x? x? 3x 9x? x2/
1 2 | (1)
f(x)—(fs)‘(?w);* >/
Ainsi nous obtenons
. 1 2
xinl, f&)=3+3,
cette limite sera nulle si et seulement si 2 = — 3 et nous aurons alors

fx) = — ;; + oe).

4.30 Soient a et ¢ deux nombres réels. On définit la suite de nombres réels (x,)
en posant x, = Oet x,,, = @ + fsin x, pour tout entier n = 0.

l° Démontrer que quels que soient les nombres réels u et v on a P'inégalité
|sinu —sinv| < |u— v

CALVD. — Exercices d’analyse
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20 Démontrer que pour tout entier n >0 on a | X,4; — x{<lallt"l

30 Démontrerquesi|7| <letm =nona

lall?”]
1— |t

En déduire que si | | < 1 la suite (x,) est convergente ¢t que sa limite x est le
seul nombre réel qui vérifie la relation x = a + #sin x.

40 Si on suppose a fixé, x,(f) = a et x,(¢) = a + tsin a sont des fonctions
continues de ¢. Démontrer par récurrence que les fonctions x, définies par
x,(t) = a + tsin x,_ () sont continues.

50 Ecrire le développement limité a ’ordre 3 de la fonction sinus au voisinage
du point a.

6° Démontrer par récurrence sur 1, que pour tout entier p strictement positif
la fonction x, posséde un développement limité d’ordre p au voisinage de 0,
qu’on écrira

lxm—'xnl“"-(-

x,(f) = co(n) + cy(n) t + = + ¢, (M t© + glx, 1) 1" avec limey(x, 1) =0.
-0

70 Démontrer que sim = n > ronac/(n) = c,(m) (autrcmcnt dit les coeffi-
cients c,(n) de 7" dans les développements limités des x,(1) sont tous égaux dés
quen > r). On notera c, cette valeur commune.

8o Démontrerquesi|7] <k <lona

|0 = %0 | < {2 1ep

En déduire que pour tout entier p strictement positif, la fonction x admet le
développement limité d’ordre p au voisinage de 0

Xx() =co+ 3t + e + =+, 1P +g)F avec limg()=0.
2 P P ‘op

90 Calculer le développement limité d’ordre 3 de la fonction x au voisinage
de 0.

Solution

lo Supposons u# < v ; nous savons que la fonction sinus est continue sur
Pintervalle fermé [u, v] et différentiable sur Pintervalle ouvert Ju, v par suite
nous pouvons appliquer le théoréme des accroissements finis 2 la fonction sinus
sur I'intervalle [z, v]. Il existe donc un point w de P'intervalle ouvert Ju, [ tel que
sin v — sinu = (v — u) cos w, comme | cos w | < 1 nous avons

|sinv —sinu] =|v —u||cosw]| <|v-—ul.

Si » < u nous ferions un raisonnement analogue et enfin si u = v P'inégalité
est vérifiée.
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2° En appliquant I'inégalité précédente nous trouvons
[ Xpws — X, | = | tsinx, —tsinx,_ | <|t]]x, — x,- | .
Par suite nous avons les # inégalités :
| Xper — X | S V2] X, — X4 |

Ixn_xn—ll“g-ltllxn—l'—xn‘-ﬂ.l

lx — x| <[t]lx; —x01.
En multipliant ces # inégalités membre & membre nous obtenons
| Xpi1 = X | SV 2" Xy — X0 | = |a]]|2]".

32 Comme m est supérieur & n nous avons

o — Xn) = (X — Xen—1) + o1 = Xpe2) + = + (X1 — X,)
d’ou

| X = Xp | S 1% = Xt | 4 | X1 = Xz | + =+ | Xpaq — X, |

et par suite

| % = X I < Tallt]™ " + la|[£]" 2+ +|a]|t]"

d’olr

n —_n— n]_ lm—n
e L G T N e BRI I  Te
Comme | 7| < 1nousavons | — | 7| > Oet|7]|™ " > 0donc

A N T e i

Pour démontrer que la suite (x,) est convergente nous allons démontrer que
c’est une suite de Cauchy. Il est clair que si @ = O alors x, = 0 pour tout entier 7
et la suite (x,) est une suite de Cauchy. Supposons donc |a| # 0 et soit &
un nombre réel strictement positif. Comme | 7| < 1 nous savons qu’il existe
un entier n, tel que pour tout entier n > n, nous ayons

w1 —11)

Il
lal

3

par suite pour tout couple (m, n) d’entiers vérifiant m > n > My NOUS avons
| Xm — X, | < & La suite (x,) est donc une suite de Cauchy, par suite elle est
convergente. Posons

x = lim x,;

n-*+w
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comme la fonction réelle u 1+ a + ¢ sin u est continue au point x, nous avons

lim (¢ + tsinx,) =a + tsinx

n—=++w
d’oli

lim x,,, =a + tsinx soitl x=a+tsinx.
n—++ow

Soit x’ un nombre réel différent de x et tel que x' = a + t sin x'. Comme
|#] < 1 nous avons | x — x| = [£]]sinx —sinx'| < |t]lx — x| ce qui
est impossible car | 7] | x — x| <|x — x"|, par suite x est 'unique nombre
réel vérifiant la relation x = a + fsin x.

40 Supposons la fonction x, continue, alors la fonction sin x,, est continue
car composée de deux fonctions continues et par suite x, . (f) = @ + tsin x,(7)
est une fonction continue. Comme x, est une fonction continue toutes les
fonctions x, le sont.

50 Ecrivons la formule de Taylor 4 Pordre 3 au voisinage du point a; nous
obtenons :

. 2
sin x = sina + (x — a) sin’ (@) + (_x_Ta)_ sin” (a) +
& —a)’ sin” (@) + of(x — a)°]
31 00 :
On obtient le développement :
sinx = sina + (x — a)cos a —-—salrzl—a(x— a)? —
cos a

- (x — a)* + o|(x — a)*].

6° La fonction constante x, admet des développements limités de tous ordres.
Supposons que x, admette un développement limité d’ordre p au voisinage de 0.
Comme la fonction sinus admet des développements limités d’ordre quel-
conque au voisinage de tout nombre réel, la fonction sin x, admet un dévelop-
pement limité d’ordre p au voisinage de 0 et par suite la fonction

x,41(1) = a + tsin x,(7)

en admet aussi un.

70 Comme x,(0) = a pour tout entier » nous avons bien cg(r) = co(m). Nous
pouvons faire un raisonnement par récurrence sur r, hypothése de récurrence
étant que ¢;(n) = ¢;(m) pour i < r — 1. Nous avons alors

x,(t) — x.(t) = [‘gi (ci(m) — c(n)) tf] + (e,(m, 1) — g,(n, D) 17 .
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Mais d’apreés le 3° nous savons que

alltl
|50 — 50| < T

donc

Il

i=r

(c,(m) — c,.(n)) +t zp;rl (c‘-(m) . Ci(n)) gor1y

_laller
ST=1¢1°

+ (g,(m, ) — g,(n, D) "7 l]

Comme r < n, en divisant les deux membres de cette inégalité par | ¢ [" nous
obtenons

(e (m) — e(n)) + I[ zp: ' (cim) — cm) 771 +

i=r+
o I
+ (&,(m, 1) — e,(n, D) 177" 1] < L?T”—T]W'
Mais
n—r
Eml2t " o,
-0 1 —|1]

et la limite du premier membre lorsque ¢ tend vers O est ¢,(m) — c/(n). Nous
avons donc c,(m) = c(n), par suite ¢ (m) = ¢,(n) pour tout triplet (m, n, r)
d’entiers vérifiant m = n > r.

80 L’inégalité démontrée au 3° devient pour | 7| < k < 1

|0 — 30| < LA

par suite lorsque m tend vers + oo nous obtenons I'inégalité

|x0) — %) | < -

Choisissons n > p nous avons alors
X)) =c¢co +c 1+ 4 ¢, 1"+ o(th).

D’autre part pour n > p, | t|" = o(t’) donc ]x(t) — x,,(l)l = o(t") et par
suite x(t) — x,(t) = o(t?). Nous trouvons donc x(t) = x,(t) + o(t”) d’ou
x(t) = co + ¢1(t) + = + ¢,(t*) + o(t) ce qui donne le développement limité
a Pordre p de la fonction x.

90 D’apreés ce que ’on a vu il suffit de déterminer le développement limité &
’ordre 3 de x,(t). Nous avons x,(f) = a, x,(t) = a + tsina,

x3(1) =a + tsin(a + tsina).
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Si nous utilisons le développement limité de sin x au voisinage du point g nous
obtenons

sin® a
sin(a + tsinag) = sina + tsinacosa — tz—z—- + o(t?)
et par suite

.3
sin® a
3 + o(t%).

x5(t) = a + tsina + t*sinacosa — t
Comme x, = a + tsin X3(t) nous devons calculer le développement limité 2
I’ordre 2 de sin x5(t), nous avons

sin (@ + tsina + ?sin a cos a + o(t?)) =
= 3
sin® a

= sin a + cos a(t sin a + ¢ sin a cos a) — 2+ o(.

Nous obtenons donc

. . z sin
x4(f) = a + tsina + t*sinacos a +t3(smacosza— > )+ o(f) .

D’oul

3
: . . sin® a
x() =a + tsina + t?sinacos a +t3(smaoosza =% )+o(t3).
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ETUDES DE FONGTIONS

Ce chapitre est entiérement consacré a4 des études de fonctions réelles de
variable réelle. Rappelons que I'étude d’une fonction comporte les étapes
suivantes :

1) Détermination de I'ensemble de définition ; cet ensemble est le plus souvent
une réunion d’intervalles de R.

2) Etude de la continuité et des limites aux bornes de chacun des intervalles
composant ’ensemble de définition. Eventuellement, prolongement par conti-
nuité de la fonction.

3) Détermination, s’il y a lieu, des asymptotes et de la position du graphe
par rapport a ces asymptotes.

4) Etude de la dérivabilité de la fonction prolongée.
Détermination du signe de la dérivée.

5) Etablissement du tableau de variation et tracé du graphe.

51 Etudier 1a fonction réelle f définie par f(x) = x*.

Solution  Nous avons f(x) = x* = e*“*¢*, donc I’ensemble de définition de la fonc-
tion fest 'intervalle D = ]0, + oo[ et f est continue sur cet ensemble. Comme

limxLogx =10
x—+0
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nous avons

lim f(x) =1,
x—=0+
de méme
lim xLogx = + @ donc lim f(x)= + .
x—++ow x=+ -+

Nous voyons que I'on peut prolonger la fonction par continuité en posant

fO)=1.
Pour tout élément x de D nous avons
(%) = e X(Log x + 1);

la fonction dérivée ' est du signe de I'expression Log x + 1 qui s’annule pour
x = l/e. Etudions maintenant si la fonction prolongée par continuité est déri-
vable a droite au point 0. Nous avons :

) (x)—1 . oe¥leex g .oe** _ 1 xLogx
lim ———— = lim - — = lim ——— X .
x=+0+ X x—=0+ X x—=0+

Lorsque x tend vers 0 +, x Log x tend vers 0 donc

exl,ogx . l
lim —— =1
x—0+ xLng

d’autre part
lim Logx = — @ donc limm-_—l-———co.
x—=+0+ x—+0+
Résumons dans un tableau ces résultats
Py
X 0 [3 +oC
g | —oo  — 0
fi(x) Z +
fx) 1 + 0
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Nous obtenons le graphe suivant

S(*)

FIG. 5.1

5.2 Etudier la fonction f définie par

1+ x
1—-x"

J(x) = (x* — 1) Log

Solution  Pour que la fonction £ soit définie il faut et il suffit que

1+x

0
1-x> d

par suite I’ensemble de définition de f est D = ]— 1, 1[. Remarquons que
S, ke 1-x_ _

la fonction f est impaire ; il suffit donc de I’étudier sur ’ensemble D’ = [0, 1[.
Remarquons aussi que pour tout élément x de D', 1 + x et 1 — x sont des
nombres réels positifs, par suite nous pouvons écrire

f()=0G*=1Log(l + x) — (x** = I)Log(l — x).
Comme

Im (x — 1) Log(x —1)=0,

x—+1-—
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nous avons

lim (x> — 1) Log(1 —x) =0

x—+1-
d’ol

lim (x> — 1)Log(1 + x) — (x* — 1) Log (1 — x) =0,

x—1=-
d’autre part il est clair que f(0) = 0.

Pour tout élément x de D' nous avons

Nous sommes donc conduits  étudier la fonction g définie sur ]0, 1[ par

Nous avons

gkx) = 2 + 5= 5
1—x* x* xX*(1—x9)

donc pour tout élément x de Pintervalle 10, 1{ nous avons g'(x) > 0 ce qui
prouve que la fonction g est strictement croissante. Nous avons

Iim g(x)= — o
x=+0+

et

lim g(x) = lim Log(1 + x) — lim Log(1 — x) — lim 1--— + .

x—=+1- x=+1— x—+1— x—=+1-

La fonction g s"annule donc une fois pour une valeur o et comme la fonction
dérivée f' est du signe de g nous avons f'(x) < Opour0 < x <aetf'(x) >0
pour o < x < L. Enfin il est clair que f'(0) = — 2. Calculons maintenant la
pente de la demi-tangente & gauche du point 1. Nous avons

x—=+1- x—=+1-

lim f_gf_)Tz lim [(x + 1) Log (x + 1) — (x + ) Log(1l —x)] = + ©.
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Résumons ces résultats dans le tableau de variations

ot

X -1 — 0 +a

() % +o + 00— —2 — 0 + +w
uon S~ 0
_ 0~ sy

Nous obtenons le graphe suivant :

A
\
g

N

7 A _
_ _
1 _
.

_ 7
== Sl-a)

% a
I -a 0 1 *
_ _%‘ﬁ
_
~ S = o
_
-~
) FIG. 5.2 -
53 Etudier la fonction f définie par f(x) = x'/&~D,

[

-Solution  Nous avons £ (x) = e®#/¢=1 donc Pensemble de définition de -/ est’ensem-
ble D = ]0, 1[U] 1, + cof. Nous avons lim f(x) = + oo et lim f(x) = 1.

x=0+ x—++
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Pour étudier f au voisinage du point 1 posons x = 1 + u :lorsque x tend vers 1.
u tend vers 0 et nous pouvons écrire
— - /
f(x) o e{l-ogx},‘(x 1) _ c[[.og(l Fulie _ ol (u/2)+ otu)

d’oul
f(x) = e.e”W2rto) _ o (] — ; + 0(“))
e _e_x=D _
—e—2+o(u)—c > + olx — 1).

Nous voyons que lim f(x) = e, par suite nous pouvons prolonger par conti-

x—1

nuité la fonction fau point 1 en posant /(1) = e. De plus nous avons

limf—-(%._ SO _ o f0—e_ €

— x—1 2

x-+1 x—1

ce qui démontre que la fonction prolongée est dérivable au point 1 et que
Sy = —ef2
Pour tout élément x de D nous avons
sy = v (U = D - Log]
x -1

donc la fonction f* a le méme signe que la fonction g définie par
1
g(x) =1 —;—Logx.

Nous avons
x—1—xLogx

lim g{x)=— o et lim g(x) = lim ———— = — ©.
x—=++ o x—=+0+ x—+0+ X
Comme
, 1 1
gx) = — -
x x

nous voyons que g'(x) = 0 pour x = 1 par suite la fonction g croit de — oo a
g (1) = 0 lorsque x varie de 0 A 1 et ensuite décroit de 0 &. — oo quand X
varie de 1 & + oo. La fonction g et par conséquent /' est toujours négative.

Nous avons le tableau de variations suivant :

X ] +co

0 - -% -
S (%) %//MHC\
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Nous obtenons le graphe suivant :

i |

FIG. 5.3

54

Etudier la fonction f définie par

X

f(x) = Togx

Solution

La fonction f est définie et continue sur ’ensemble
D=10,1[V]l, + oof.
D’aprés la croissance comparée des fonctions puissance et logarithme nous

avons
lim f(x)= + @ et lim f(x)=0.

x—+ 4 oo x—+0+

Nous pouvons done prolonger par continuité la fonction fau point 0 en posant
f(0) = 0. D’autre part

lim f(x) = + o et lim f(x) = — o0.

x—+1+ x—=1—

Calculons f'(x) pour tout élément x de D. Nous avons
i Logx — 1
fi =282

(Log x)
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par suite f'(x) = 0 pour x = e. Cherchons si la fonction prolongée est déri-
vable 4 droite au point 0. Nous avons

im 9 - tim =1 =0 dux f(0=0.
Résumons ces résultats dans le tableau de variations suivant :
X 0 I e +0
S1x) 0 - — 0 +
f(x) 7 \ +co He_________.__r—koc

/, o0

=

Nous obtenons le graphe suivant :

¥

FIG. 5.4
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5.5

Etudier la fonction f définie par f (x) = e(x—1)/x%,

Solution

La fonction f est définie et continue sur I’ensemble R*, Comme
eastoe)— 11
lim ~—- =0,
x=++oo X
nous avons
lim f(x)=1.
x—++w
D’autre part
. x—1 .
lim=—- = — o0 donc lim f(x) = 0.
x=+0 X x—=0

Nous pouvons donc prolonger la fonction f par continuité au point 0 en posant

7(0) = 0.

Calculons f’(x) pour tout élément x de R* ; nous avons

2
ey X T 2x(x — 1) (x-1ym2 _ 2% e-1ya2
f(x)—"—,;ie —_xj_e .

Comme e(x-1/>?/x% > 0 pour tout élément x de R*, le signe de la fonction f” est
le méme que celui de ’expression x(2 — x). Cherchons si la fonction prolongée
est dérivable au point 0 ; nous avons

. 2
lim L2 — Jim L et _ iy & = Dl :

o - 2 3
x=»0 X x20 X x—=0 € Ce=dz X\ — 1){x2

mais — (x — 1)/x? tend vers + oo lorsque x tend vers 0 donc

lim SO _

-0 -

x-+0 €
d’autre part
1 .
im z = lim =0
x>0 x(x — 1)/x x=0x — 1
par suite
lim)m =0
x=»0 X

ce qui prouve que la fonction prolongée est dérivable au point 0 etque f(0) = 0.
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Résumons ces résultats dans un tableau de variations
X —ce 0 2 +co

f(x) —_ 0 + 0 —
/ 1 4
f(x) \*U / Vel — 1

Nous obtenons le graphe suivant :

7 A
4
Ve' - >
} | o——
7] - 1 2 x
FIG. 5.5
5.6 Etudier la fonction f définie par £(x) = (x — 1) e/~ 1.

Solution L’ensemble de définition de / est I'ensemble D = R — {1 }. Etudions le
comportement de fau voisinage du point 1. Nous pouvons écrire

f(x) = elx = eV,
si x tend vers 1 par valeurs plus petites, 1/(x — 1) tend vers — oo donc

lim (x — e V=0 et lim f(x)=0.

x+1— x—=1-
Si x > 1 nous avons

1/(x—1)

Jim Gy =lm 36 =D
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et comme

" 1
lim —— = + ©,
x-+1+ X

le théoréme sur la croissance comparée d’une exponentielle et d’une puissance
nous montre que

e/~ 1)

lim e—

—— = + 00
x=+1+ 1,‘1(3: a l)

Pour tout élément x de D nous avons

. —1—-x x—2
i X} = cx!(x ‘) (I + (x _— ] )i" EE— ‘) . exf(.‘l:“‘l) T T
f'=) ) (x — l)2 x—1

par suite la fonction [’ s’annule pour x = 2 et est du méme signe que Pexpres-
gne q P

sion (x — 2) (x — 1). Déterminons la pente de la demi-tangente & gauche du
point 1, nous avons :

m 1 lim ¥ =0.

x—=+1- X x—=+1-

Pour faire ’étude des branches infinies remarquons que si x tend vers + co,
1/(x — 1) tend vers 0 ; nous pouvons donc écrire f(x) =e(x — 1) e D dod

f(x)=elx—1) (1 + ;Ei + QE_I;"I)E +o0 (fx_—]_l)i‘))

=(,,(}.;_1+ 1 +2—(x~1_—1)'+"(3£1_1))

d’oti

f(x) =¢ex + j(x—e_T) + o(x i 1) .

Le graphe de fadmet donc pour asymptote la droite y = ex.

Résumons ces résultats dans le tableau de variations :
X —a0 1 2 +w
Sf(x) S off — 0 +

Sfi=) _w/o +0 \ez/i—oo
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Nous obtenons le graphe suivant
by |
&
L]
i
A
Eg /
0
1 2 X
FIG. 5.6
5.7 Etudier la fonction f définie par

fx) = (1 + %)x
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Solution  Nousavons f (x) = e*-#l+ 1/ 5 fonction f est donc définie et continue pour
(x + 1)/x > 0, i.e. pour tout élément x de I’ensemble

Lorsque x tend vers + co ou vers — o0 nNOUS avons

xLog(l +%)=x(;lc—+o()]—c))= 1+ o(1),

par suite
lim f(x) = lim e'*®M =e.
x—++w x—+to
Comme
. 1
lim xLogx_; = 4+ o

x—+(—1)—
nous avons
lim f(x)=+ .

x=+(—=1)—
Lorsque x tend vers 0 par valeurs positives nous savons que x Log x tend vers 0
donc
- x+1 : .
lim x Log = lim xLog(x + 1) — lim xLogx =10
x—+0+ x x—0+ x—0+
d’oll
lim f(x)=1.
x—=0+

Nous pouvons ainsi prolonger la fonction f par continuité au point 0 en posant
fO) =1
Calculons f(x) pour tout élément x de D ; nous avons

f'(x) = gx Los [(x+1)/x] (Logx —; ! + x( 1 — 1))

1 x

X +
= eXlegl(x+1)/x] (Logx +1 1 )
x x+ 1/

Le signe de f'(x) est le méme que celui de

g(x) = Log X x+1°

Etudions sommairement la fonction g. Nous avons

lim g(x) =0,
x—+tec
lim g(x) = + o
ot x=0+
O+ 1) Log [(x + D] — 1 _ ~1

lim g(x) = lim lim =
(= 1)— o x=(=1)- x +1 xa(-1)- X + 1

+ o0,
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Comme

I T R
x(x + 1)?

x+1 x (x + 1)?
la fonction g croit de.0 2 + co lorsque x varie de — co & — 1 et décroit de
+ oo 2 0 lorsque x varie de 0 & + oo ; la fonction g reste donc constamment
positive. Etudions si la fonction f est dérivable a droite au point 0. Nous savons
que

. 1
lim x Log> +1_0 donc eXLeEt+DE _ g xTogZ L

x>0+ x x
par suite nous avons
. x) — 1 o oeXbesle*DA _ g xLog[(x + 1)/x
lim e =1 = lim = lim g [( )/ ]=+oo.
x=0+ x x=0+ X x—=0+ X

Le graphe de la fonction f admet donc une demi-tangente verticale 4 I’origine.
Nous avons le tableau de variations suivant :

X
S
S(x]
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b.8

Ftudier la fonction f définie par f(x) = x + / X2 — 1.

Solution

La fonction f est définie pour x* — 1 > 0 donc sur I'ensemble
D=1]1-o00,—1]UIL + oof.

Etudions f au voisinage de + co, nous avons

f(x)=x+x 1 — =

par suite
lim f(x) = + o0,
x—++ o
le graphe de f admet la droite d’équation y = 2 x comme asymptote et se trouve
au-dessous de cette droite. Au voisinage de — oo nous avons

f(x) =x—x 1y — Lz
X
d’olr
1 1 1 1
sy = x = x{1 = s o)) = 55+ o)
par suite
lim f(x)=0.

Calculons f'(x) pour tout élément x de D, différent de 1 et de — 1, nous
avons

X =\/;_‘cz—l+x
V-1 e

Il est clair que f’ ne s’annule jamais ; comme f’ est continue sur chacun des
intervalles ]— co, — 1[ et ]I, + oof elle y garde un signe constant. Comme

J3-2
s

f' est négative sur I'intervalle ]— co, — 1[ ; de méme

ff=1+

<0,

f(=2)=

donc f' est positive sur I'intervalle ]1, + ool.
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Déterminons la pente de la demi-tangente au graphe a droite du point 1;
nous avons

: x+4x2—1-1 1im(1+"x 1) .
im . - | = o0 .
x=1+ x—1 x—+1+ x =1

De la méme maniére déterminons la pente de la demi-tangente au graphe
4 gauche du point — 1; nous avons

. x+Vx2—1+1 ) x -1
lim = Ilm 1 - x—_i_—lz—co.

x-s(~1)- x+1 X+ (-1

Nous avons le tableau de variations suivant

+
8

X —cC -1

S1x) — —o0 oo +

0 Z oo
s O N

Nous obtenons le graphe suivant

N

3
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5.9

Etudier la fonction f définie par

f(x) =™ /x(x +2).

Solution

La fonction f est définie si x(x + 2) > 0 et x # 0, donc I'ensemble de
définition de f est ’ensemble D = ]— oo, — 2] U 10, + oo[. Etudions la limite
de la fonction f a droite au point 0, nous avons

1/x

. . e
lim e”"ﬁz lim = + o

x40+ x=0+ (1/x)'2
d’aprés la croissance comparée d’une exponentielle et d’une puissance au voisi-
nage de + oo ; par suite lim f(x) = + co. Etudions la fonction f lorsque x

x=+0+
tend vers + co, nous avons

e =1 +1+0(1)
X %

et

= .
b !

1;‘;vc{x+2)=|.lcl,\/l+2=]x| (1+1——l--+0(
X X 2x2

Lorsque x tend vers + o0 nous avons

f(x):(l +)—lc+o(%))(x+1—%+o(%))=x+2+-21—x+o(%),

le graphe de la fonction f admet donc la droite d’équation y = x + 2 comme
asymptote et se trouve au-dessus de cette droite. Lorsque x tend vers — oo
nous avons

f(X)=(l +i+ o(i))(—ux—l+51;+ o(i)): —x—z_;_x+ g(:c)

le graphe de la fonction f admet donc la droite d’équation y = — x — 2
comme asymptote et se trouve au-dessus de cette droite.
Pour tout élément x de D tel que x # — 2 nous avons

£ = e””(— NEEED) . W2 2 )_ e x'-2
x* 2\/x(x +2) x fx(x + Zj’
S est donc du signe de I'expression x(x* — 2) et la fonction f admet un mini-
mum pour x = V2. Tl est aisé de vérifier que f(\/2) > \/5 + 2 donc ce mini-
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mum est situé sur le graphe au-dessus de ’asymptote. Déterminons la pente de
la demi-tangente & gauche du point — 2 ; nous avons

lim f) = lim —e&'*, /—x-—-——- — 0.
=X+ 2 a2 x +2

La demi-tangente 2 gauche du point — 2 est donc parall¢le 2 I'axe Oy.
Nous avons le tableau de variations suivant :

x -0 -9

0
flx) — —o0 / - 0 +
filx) e oo +o0
v

Nous obtenons le graphe suivant.

)

i

.2
ra]
®
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5,10

Etudier la fonction f définie par f(x) = x* Arctg [1/(x + 1)].

Solution

La fonction f est continue pour tout nombre réel x appartenant 4 I'ensemble
D =R — { — 1}. Nous avons

lim f(x) = —-2’5 et lim f(x)=g.

x=+{—-1)— x=+{—1)+

Pour étudier la fonction f au voisinage de Iinfini posons u = 1/(x + 1).
Nous avons

1 5 | o 2 1
Arctg — — = Arctgu = u + o(u”) et x‘=1--1] =1—-+4+—;

x+1 u u u

par suite

le graphe de la fonction fadmet la droite d’équation y = x — 1 pour asymptote
lorsque x tend vers + co ou vers — 0.
Calculons la dérivée de f pour tout élément x de D. Nous avons

, 1 —1(x + 1)
=2xA i 2 _ el i
() x rctgx+1+x 16+ D]

d’ol

1 X
"(x) = x|2 Arctg —— — — ——).
;') ( g:lc+ x24+2x+2

Pour connaitre le signe de £’ nous devons étudier la fonction g définie par

1 X
x)=2Arctg—— — 5—————— -
&( gx +1 x2+2x+2
Nous avons

lim g(x) =0, lim gx)=—-n+1 et lim gx)=n+1.

x=+ta x=+(—1)— x=+(=1)+
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Comme
, —1(x + 1)? 2 +2x4+2—-2x2—2x
goy =2 D . :
1+ [1(x + 1)7] x*+2x+2)
-2 —x242 —x%2—4x-6

T 42x+2 (P4+2x+2° P +2x+ 2]

nous remarquons que g’ est toujours négative donc la fonction g est décrois-
sante et par suijte négative pour x < — 1 et positive pour x > — 1.

Calculons les pentes des demi-tangentes a droite et & gauche du point — 1;
pour cela posons x + 1 = v. Pour » > 0 nous avons

fx) = @2) -1 [Arctg(1/)] — (n/2)
x+1 N v

®* = 2v+ D)[(r/2) — Arcig IJ] — (w/2)
v

=;1;[(1 —2v+o(v))(§"”+"(”))_;]

=:7[—v—ﬂ:v+o(v)-|=—1—7E+0(1)-

Donc

fim (@@ _

_——
-+ X+ 1

Pour v < 0 nous ferions un calcul analogue en utilisant la relation
7 1
Arctgo = — - — Arctg—
g ) £

(cf. exercice 2.27), nous obtenons le résultat

f) + (@)
e

Résumons tous ces résultats dans le tableau de variations suivant :
x —00 -1 0 + oo

S(x) 4+ adll-l-=x — 0 +

—C0
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Nous obtenons le graphe suivant :

71
-1 (0]
_
2
FIG. 5.0

511 Etudier la fonction f définie par f(x) = x> — 3 x + 2.
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La fonction f est définie et continue sur R tout entier. Pour étudier les
branches infinies posons X = 1/x et effectuons un développement limité pour X
au voisinage de 0.

3[TT3 2 1
f(x)=x,\/1*¥2+x—_,,=)-{-(1—3xz+2x3)”3= (1 — X* + o(X?))

M | =

d’ou
Jx) =+ —X+0(X)—x——1—+o(1)

Le graphe de f admet la droite d’équation y = x pour asymptote et se trouve au-
dessus de cette droite quand x tend vers — co et au-dessous lorsque x tend

vers + ©o.

Remarquons que f(x) = if((_x — 1)?(x + 2), la fonction f est donc dérivable
sur R sauf peut-&tre pour x = 1 et x = — 2. Pour x # 1 et x # — 2 nous
avons

3x2-3 x2 -1
R oL
36— 0*x+27 Vi — Dx +2)
la fonction f* est donc du méme signe que I’expression x> — 1. Au voisinage
de 1 nous avons

G =M _ o =D+ + D

l;3_+00

x—~1+ x — 1 x=1+ x—1 =1+ (x — 1)

de méme

S =) 2

x—-x— x—1 x1- (x — D3

Le graphe de f présente donc un point de rebroussement 2 demi-tangente
paralléle 4 ’axe Oy. Au voisinage du point — 2 nous avons
_ 123 1/3 2/3
JO=f(=D _ o =D+ (x= 1)

- bl

x-»—z x +2 x>—2 x+2 x-wz(x-!- 2)2"3

le graphe de f admet une tangente paralléle & I'axe Oy.
Nous avons le tableau de variations suivant

X —c0 -2 —1 1 +00

S =) + +ooltoo 4= 0 — —ocf4o0 +

;] 00
f{X) _w/[]"lﬁ \0/+
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Nous obtenons le graphe suivant :

y
&
N
= Vi
1+
-9 -1 O 1 x
FIG. 5.11
512 Etudier la fonction f définie par
Log|x — 2]

f(x) =

 Log[x|
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La fonction f est définie et continue sur I'ensemble D = R — { — 1,0,1, 2 }.

Nous avons

lim Log|x|=0

x+-1
donc
lim f(x)=+ et lim f(x)=— o0,
x—=(—1)— x=+(—1)+
comme
limLog|x|=—
x=~+0
nous avons
lim f(x) =0,
x—=+0

nous pouvons donc prolonger par continuité la fonction f'en posant £ (0) = 0.

D’autre part, puisque

limxLog|x| =0,

x—0
nous avons

lim@=+oo et Iim{EQ:—oo
x20— X x40+ X

ce qui prouve que le graphe de f admet un point de rebroussement & demi-
tangente paralléle & I’axe Oy. Pour étudier f au voisinage du point 1 posons

x=1+ u oll u est au voisinage de 0. En ce cas | — 1 +u|=1—u et
|1+ u] =1+ u, nous pouvons donc écrire

Log|—1+u Log(1 — w)

f0) = | Foel

Log|1l + u| Log(1 + u)

d’ou
HZ
-—u———i—+o(u2)
fo=———

L 2
u— - + o(u”)
u u
=(— 1—§+o(u))(1 +§+o(u))= —1—u+o(u).
Nous avons donc

limf(x) = — 1,

x—+1
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par suite f peut étre prolongée par continuité au point 1 en posant f (1) = — 1.
Comme

. ) —fQ) . —1—u+o+1

lim = lim =1,

x—+1 x—1 u—+0 u
la fonction f prolongée en posant f(1) = — 1 est dérivable au point 1 et
f'(1) = — 1. Il est clair d’autre part que
. . . Loglx|+ Log|1—(2/x)]

A = =1.

R S

Le graphe de la fonction f admet donc comme asymptotes les droites d’équa-
tionsx = — I, x=2ety =1L

Pour tout élément x de D nous avons

1 1
= —2
J.C_zl-oglxl  Log|x I

, xLog|x|—(x—2)Log|x — 2]
Fe = * - et
(Log | x) x(x — 2) (Log | x|)

Nous sommes donc amenés & étudier la fonction g définie par

g(x)=xLog|x|—(x—2)Log|x— 2].

Cette fonction est définie et continue sur R si nous posons g(0) = g(2) = 2 Log 2.
Nous avons

x—2|'

g(x)=Log|x|+1—Log|x—2] —-1=Log

Il est clair que |x/(x o 2)[ > lpour x > 1, Lx/(x - 2)L= 1 pour x = let
|x,:‘(x — 2)| < 1 pour x < 1; par suite g'(1) =0, g'(x) <0 pour x <1let
g'(x) > O pour x > 1. La fonction g admet donc un minimum pour x = 1 et ce
minimum vaut g(1)=0, ceci prouve donc que la fonction g est toujours positive
et par suite la fonction f a le méme signe que I’expression x(x — 2).

Nous avons le tableau de variations suivant :

X -0 —1 0 1 2 40
S1(x) + + oo —-1  — 0

" /OK_, - >

o

(%)
1/
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Nous obtenons le graphe suivant :

y

" FIG. 5.12

513 Etudier la fonction f définie par f(x) = (1 + tg x)*" *.
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Solution  Comme f(x) = s *Lo#(1+%€X) 3 fonction [ est définie si et seulement si
1+tgx>0 et x# n/2+ kn(k €Z). La fonction f étant périodique de
période 2 m, nous pouvons nous limiter a I’étude sur ensemble

D_]_fr ”.[]_3_3 3_5[
i I S e L R

Etudions le comportement de f aux bornes des intervalles constituant D. Nous

avons
llm esinxLog(1+tgx)= L (D;
x=+(—n/4)+
lim esinx[,og(1+tgx) = + 00} lim esinxl.og(l+|gx) . 0;
x—+(n/2)— x—+(3n/4)+
lim esinxlog(1+uex) _
x—+(3n/2)—

Nous pouvons donc prolonger f par continuité en posant

f(_?’er zkn)=f(§;-+ 2kﬂ)=0

pour tout entier relatif k.

Cherchons la pente de la demi-tangente 2 droite au point 3 n/4. Posons
x = (3 n/4) + u ; lorsque x tend vers 3 n/4, u tend vers O et nous aurons

— t
Log(1 + tgx) = Log (l + tg (3% + u))= Log(] - 11++t,c;gTu)

= Log(2tgu) — Log(1 + tgu) = Log (2tgu) — u + o(u)

. . (3=n . 3n 37 . J2 .
sinx =sin|—— + u =sm-—4—cosu+cosTsmu=——2—(cosu-—smu)

4
=3/-2§(1—u+0(u)).

Nous avons donc

J(x) - fG3 {f@ — 1 em/E,rz)(l—un(u)) (Log (2 tg u) —u+o(u))
x — (3 n/4) u

d’oli
fx) —fQ3 ﬁf‘i‘) - 1[6(1/512){Los(2tgu)—u—ulos (2 lsu)+alu))] :
u

x — (3 n/4)

CaLvo. — Exercices d'analyse
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par suite

L fG) — @7/

x—=(3n/d)+ X 3 ﬂ;"‘f N

o(V/2/2) Log (2184) -
=l 1im & m e(‘\/?.!l](—u-uLug(leﬂ)-Fo(un )
u

u=0+ u —0+
Comme
ulog(2tgu) = ﬁ; 2tgu Log 2tgu),
lim (— u — uLog(2tgu) + o(w)) =0
u—0
d’oul
lim e V2/2) (-u-ulog2gw+o®) _ .
u—+0+

d’autre part
6(1/'2_!2}1.09:{2 €Y — (21tg u)\/i;z

et comme \—2— <1,

V2/2
2t
lim —gwu)— =+

u=0+ u

par suite
. J(x) — 3 n/4)

lim =~ ———— = + 0]
x=(3n/a)+ X — 3 n/4)

le graphe de f admet donc une demi-tangente parallele a I'axe Oy. Pour chercher
la pente de la demi-tangente au point 3 m/2, posons x = (3 7/2) — v. Nous
savons que
sin(§ﬂ—v)— Cos v et C (3?—1— )— sin
5 = 0 os| v)= v
d’otr
E\2 Ttgo’
par suite

tg v

sin x Log (1 + tg x) = — cosv(Log(l + L))
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d’oti sin x Log (I + tg x) = — cos v Log (1 + tgv) + cos v Log sin v —
cos v Log cos v. 1l est clair que

lim (— cosvLog(l + tgv) — cos v Log cos v) = 0

v—+0+
par suite
Log si
- f(X) _f(3 ﬂj'!z)____ = grosP oSN e —cos v Log (1 +tg v)—cos v Logcos p
lim —————= lim e
x@r2y- X — (3 7f2) 0+ -0
d’ot
i J&x) —f@m2) . eesrlossiny
im ———————~“=lim ——.
x—+(3nf2)— X — (3 n/2) -0+
Nous avons
Log si Log si :
ecosv P = [C(WSU_I)LDESin '4‘] [C gs_ln ‘] - [e(msn—l)lbssinv] sin v
-0 -0 -0
d’ou
) ecosol.‘ossinu ) _ A . Sil"l v
lim ——— = | lim efesv~Dlegsine | | |5, X
=0+ - v v 0+ v0+ — U
Mais
. Sinw
Ii = -1
vs0+ — U

il suffit donc de déterminer

lim (cosv — 1) Logsinwv.
v0+

Nous avons :

; cos v . ;
(cosv — l)Logsln:u=—Sinb1 sin v Logsinv.

Lorsque v tend vers 0+, sin v Log sin v tend vers 0+, cos v — 1 ~ v?/2 et
sinv ~ v donc

cosv — 1

im S22 -1_o
om0+ SIND

par suite

i @sv — 1) Loghitio = 0 * faen | il I=IOED 5,

x — (3 nf2)

=0+ x—+(3n/2)—
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Calculons la dérivée de f. Nous avons :

1+ tgz_f]

f'(x) =) [costog(l + tg x) + sin x T tgx

tg x(1 + tg* x)]
= f(x)cos x |Log (1 + tgx —1.
J(x) x[ g(l +1gx) + Pt
La fonction tangente étant strictement croissante, la fonction qui se trouve
entre crochets dans ’égalité ci-dessus aura le méme signe que la fonction g
définie par
u(l + u?)

gu) = Log (1 + u) + 1 tu

lorsque u varie de — 1 a + oo. Il est clair que g(0) = 0. Calculons g’; nous
avons
, 1 1+3u)(L+u)—u—u

14+ u 1+ u)

d’ou
, 208 +3u +u+2
gy=20 t3 LUt 2
a + u)

Nous devons donc trouver le signe de P(u) = 2u® + 3u*> + u + 2 pour
u> — 1. Comme P'(u) = 6u*> + 6 u + 1 admet les racines

-3-43 _—3+4.43
U, = g U, = 6 .

le polynéme P est d’abord croissant ensuite décroissant puis a nouveau
croissant. La valeur du minimum relatif est

216 — 24 /3
P(u,) = 108

qui est strictement positive donc P change une seule fois de signe. Comme
P(— 1) = 2 est strictement positif on a P() > O pour tout u > — 1. La
fonction g est alors strictement croissante et comme elle s’annule pour u = 0
elle est négative pour u < O et positive pour u > 0. Nous pouvons construire
le tableau de variations de f.

[s
©

27T
2

o
A
]

|3

0
— 0 +

NS

Ny
2
4

X
Sflx)
S (x)

+ 0 —

o/l\o

.

M\

b
\

A\

\
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Nous obtenons le graphe suivant :
|y

W

MR

=Y

P77 EIIEEE AT TR R AN

FIG. 5.13

b.14

Etudier la fonction f définie par f(x) = x €'/* pour tout nombre réel

x<0,f(0)=0 et f(x)= x2 Log [(x + 1)/x] pour tout nombre réel x > 0.

Solution

La fonction f est définie sur R et continue partout sauf peut-étre au point 0.

Nous avons
lim f(x) = lim xe'* =0

x=+0- x—=+0—
et
lim f(x) = lim [x2 LOg (x +1) - xz Log x] = 0;
x=+0+ =0+
par suite

lim f(x) =f(0) = lim f(x),
x—=+0+

x—+0-
Ja fonction f est donc continue au point 0.
Etudions la dérivabilité en ce point. Nous avons :

lim f—(x)fi(o) = lim e =0

x—=0- X x-+0—

lim g’¥@= lim [xLog(x + 1) — xLogx] = 0.

x—=+0+ x=+0+
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11 existe donc une dérivée 2 gauche et une dérivée & droite et comme elles sont
égales, la fonction f est dérivable au point 0 et f'(0) = 0.
Lorsque x tend vers — co nous avons :

f(x)=xe”"=x(l +1 + —15 +o(---12-))=x +1 +2i + 0(1-).

x 2x X x X

Le graphe de f admet donc la droite d’équation y = x + 1 comme asymptote
et se trouve au-dessous de cette droite. Lorsque x tend vers + co nous avons :

1 1 1 1 1
x——-szo (1+——)=x2(.___+___+0( ))
769 £ x x 2x* 3x° x3
v—-x.._.l._*..__l__{_ (_1_)
N 2 3x \x)

Le graphe de f admet donc la droite d’équation y = x — } comme asymptote
et se trouve au-dessus de cette droite.
Pour tout nombre réel x < 0 nous avons

1
] - 1/x 1 .
7 = (1~ )
par suite la fonction f* est positive pour x < 0. Comme
Jim f'(x) = lim (e”" . e”") -0,
x—0- x=0— X

la fonction dérivée f ' est continue & gauche du point 0. Pour x > 0 nous avons :

x+1 1 1 x+ 1 1
(x) =2xL a 2(__.____): (L LS )
A ¥LB——+ ¥ \x¥1 x x|2 Log X x+1
Nous devens étudier le signe de
x+1 1
=2Log _— Y
8(x) = 2Log— X+ 1

Nous avons
20x + DLog(x +1) —2xLogx —2Logx —1

lim g(x) = lim + o0
x-‘o+g ) x=0+ X + l
et
lim g(x) =0.
x=++w
Comme
] 2 2 1 —x—=2
gx)=—— —- + — s =
x+1 x (x+1) x(x + 1)

est strictement négatif pour tout nombre réel x > 0 la fonction g décroit de
+ oo 4 0, et reste donc positive. D’autre part nous avons

) s . + 1 x .
lim f'(x) = lim [2x Logx——- - ———] =0 = f'(0)
X

x—0+ x=+0+ x + 1
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ce qui prouve que la fonction f” est continue a droite de 0 donc continue au

point 0.
Les résultats précédents se trouvent résumés dans le tableau de variations
suivant :
x —oC 0 Foc
Jx) + 0 -+

7 (o P

Nous obtenons le graphe suivant :

FIG. 5.14
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515

lo Etudier les variations et construire le graphe I" de la fonction f de R
dans R définie par f(f) = Logch ¢.

20 Former I’équation de la tangente au graphe I" au point d’abscisse t,.
Déterminer ’ordonnée g(f,) du point de cette tangente d’abscisse nulle.

30 Etudier les variations et construire le graphe de la fonction g.

Solution

1o Comme ch f est un nombre réel strictement positif quel que soit f appar-
tenant a R, la fonction f est définie et continue sur R. Comme f est une fonction
paire nous ’étudierons pour ¢ 2 0. Lorsque ¢ tend vers + o0 nous avons

et+e_t 1 —2¢
f@ = Log-—z—— =Loge' + Log(1 + e *) — Log2

=t—Log2+e ¥+ o).

Le graphe de f admet la droite d’équation y = ¢ — Log 2 comme asymptote
et I' se trouve au-dessus de cette droite.

Nous avons

; sht
f(t)—al—‘--tht.

Pour ¢ > 0, th t est positive donc f est croissante.

Nous avons le tableau de variations suivant :

{ -0 0 +oo
St - 0 +

) =
{ \Ao/
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Nous obtenons le graphe suivant :

-Log?2

FIG, 5151

20 La tangente cherchée est la droite de pente f'(t,) = th 7, qui passe parle
point de coordonnées (fo, f (to)) = (2o, Log ch t5). Son équation est

y = Logchity + (t — tp) th ¢,

si t = 0 nous obtenons g(f,) = Logchty — £, tht,.

30 La fonction g est définie et continue sur R et est paire. Lorsque ¢ tend
vers + oo, lim tht=1 e Logcht~1t— Log2; nous avons donc

t—++ o

lim g(f) = — Log2.

t—=+w

Comme g'(t) = tht — tht — #(1 — th® ) est négative pour f > 0, nous
obtenons le tableau de variations suivant :

t —oC 0 +o0

g'(t) - o 0 =

. 0
o s u— Log?2

-Log2 -
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Nous obtenons le graphe suivant :

94

S | e ‘

FIG. 5.15.2

b.16 Pour chaque nombre réel a on considére la fonction f, définie par

fux) = (x — &)™

On désigne par I, le graphe de f,. Etudier les variations de la fonction f, et
construire le graphe I', dans chacun des cas suivants :

a< —1l;a=—-1;—1<a<0;a=0;
1 1 1

O<a<—1a=_-; —<a<l;a>1.
eZ ez cz

Solution La fonction f,(x) = ™ 8>~ est définie et continue pour x € Ja + oof.
Quand x tend vers a par valeurs supérieures nous avons

lim f(x) = lim e DLoe(x=a) ga*Log(x=a) _

x—+a+ x—+a+

Nous pouvons prolonger par continuité la fonction f, en posant f(a) = 0.
Comme
lim xLog(x —a)= + oo,

x— + a0

nous avons
lim f(x)=4+ 00 si a>0, Ilim fy(x)=1

x—++o x—++w
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et
lim f(x) =0 si a<O.
x—++oo
Calculons la pente de la demi-tangente & droite au point a. Nous avons :
g P
a(x—a) Log (x—a) ,a% Log(x—a)
. x) — fla R - e
lim fx) —fda) lim -
x—rat x —=4a x—=a+ X —a
soit
lim fa(x) S fa@ = lim ea(x—a)hog(x-—a)(x ol a)az—l i
x—ra+ x—a x—+a+
Mais

lim (x — @) Log(x — a) =0,

x—+a+

par suite la pente de la demi-tangente est 0 pour a*—1>0,1poura®> —1=0
et + oo pour a> — 1 < 0.

Nous avons
1109 = ot [Logx - + 2.
Si nous posons

£) = Log (x — @) + ;=

le signe de f, sera celui de ag,(x). Nous avons

lim gix) = + o

x=++ w0
(x —a)Log(x —a) + x _

li = lim - = 1l i
im gq(x) - X—a ,,iTJ, x—a

x=ra+ x—at
Cette limite vaut + oo poura > Qet — oo poura < 0.
Nous avons

T O BN, e (ke (|
. x—a (x—-af (x—af
Sia < 0, gi(x) est positive pour x > 0 et comme

lim g(x) = — ® et lim g, x) = + ©
x—ra+ x—++aw
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il existe un nombre réel unique o, tel que o, > a et g () = 0 ; par suite
g, (x) < 0 pour x < a, et g,(x) > 0 pour x > o, Sia >0, g2(x) s’annule pour
x = 2a et le signe de g, dépend de celui de g(a) = Loga + 2. Nous distin-
guerons les trois cas suivants :

(i) 0 < a < 1/e?* ; nous avons le tableau de variations suivant :

X

a 2a 400

g,[x)

— 0 +

g (%)

40 +co
o) —

Comme g,(2 a) < 0 il existe deux nombres réels f, et y, tels que f, éppar—
tienne a Plintervalle ] a, 2a [, y, appartienne 2 Pintervalle }2a, + oo [et

2P = 8{va) = 0.

(if) @ = 1/e? ; nous avons le tableau de variations suivant :

1 2
x e? €2 +00
g/x) — 0 +
g {DC} +00\ /'f‘w
o 0

(iii) a > 1/e*

X

: nous obtenons le tableau de variations suivant

a 2a +oc

g;x)

— 0 ) ..|_

g, x)

+00 +o
\gﬂ{?aj /

Comme g,(2 @) > 0 la fonction g ne s’annule jamais.
Résumons ces divers cas dans des tableaux de variations de f, et contruisons
les graphes correspondants ; nous obtenons :

a< —1
X a “a +
.f;(x) oo + 0 —
Jal) Sl 4)
0 _— \0
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Le graphe de f, est :
| ¥

R

0 " a

N

N .:5\\:

A

=Y

FIG. 5.16.1
X - & _y +oo
L1x) 1 + 0 —
£ (% O/L (o) \0

On remarque que o_; =0 et f_,(e—,) =1, donc le graphe de f_, est:

r}‘

|

FIG. 5.16.2
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ph

Leg

1, la fonction f; est constante et de valeur 1. Le

=x0=

)

=

B T

=]
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8 8
+
+
r..Ja
“ \
uu.ﬂnUHJfMu..
3
+/
l_zea.m: <
\%
S .
Y ®lE | &
© SIS

Le graphe de f, est :

N\

A,w 4&/&?/%&

FIG. 5.16.5

4o

N

-oC

+cc

Ja(x)

el
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Le graphe de f; .z est :

=Y

FIG. 5.16.6
1
—<a<l
ez
x a 40
fc;_fx} 400 =+

J;(x} //+°O
0
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3

Le graphe de f, est :

FIG. 5.16.7

~]

+o0

1

o0

()
7]

Le graphe de f] est :

FIG. 5.16.8
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a>1
X a 4o
fi(x] |0 -+

Tl //'ﬁo
0

% X
FIG. 5.16.9
517 On considére les applications f; de R dans R, dépendant du parameétre réel 4,
définies en posant f3(x) = Ae* + x> + 2x + 2. On désigne par C; le graphe

de f;-

1o Etudier le comportement de f; quand x tend vers + 0. Démontrer qu’il
existe une application g de R dans R telle que lim () — g(x)) = 0 pour

X —+— 00

tout nombre réel A.

20 Calculer f;(x). Démontrer que y = f3(x) et y' = fi(x) vérifient quel que
soit / une relation de la forme F(x, y, y") = 0 que I'on déterminera. En déduire
I’ensemble des points de C; ou la tangente est paralléle a laxe Ox.

30 Calculer y” = f5(x). En déduire I'ensemble des points d’inflexion de C,.
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4o Etudier le signe de f;.
50 Pour 4 # A’ étudier les positions respectives des graphes C; et C,..
6° Etudier les variations de f, et construire sur un méme graphique, les

graphes C,pourl < —2;A=—-2;—-2<1<0;A=0;1>0.
Solution  108i1=0
lim fo(x) = lim (x*4+2x+2) =+ .
x=++ow x4
sid#0
2
lim fi(x) = lim le"(l + w): lim Ae”
x—++ a0 x—++ o Acx x—++ o0

quand A > 0 nous avons
Iim fi(x) =+ o

x=+ 4o
etquand 1 < 0

lim f,(x) = — .
x=++co

Comme lim ¢* =0, en posant g(x) = x> + 2x + 2 = fo(x) nous avons
X—+—
lim (f() — g() = 0.
xX—+—c0

2° Nous avons f ;(x) = Ae* + 2 x + 2. La relation cherchée est

y—y —x*=0.
Nous savons que la tangente au graphe C; au point (x, y) est paralléle 4 I’axe

Ox si et seulement si f;(x) = 0. Par suite les coordonnées de ce point vérifient la
relation y = x2. Ceci signifie que I’ensemble des points de C; ou la tangente est
paralléle & I'axe Ox est I'intersection de C, avec la parabole d’équation y = x2.

30 Nous avons f3(x) = Ae* + 2. L’équation A¢* + 2 = 0 n’a pas de solution
réelle si A = 0 et admet "'unique solution x = Log (— 2/2) si A < 0. Comme

fi(x) > 0si x < Log (— 2/4) et f3(x) < 0si x > Log (— 2/4), le point
x = Log(— 2/4)

correspond & un point d’inflexion du graphe C,. La relation trouvée au 2°
devient par dérivation y' — y” — 2x =0 d’olt y — y" — x> — 2x = 0. Les
points d’inflexion de C,; se trouvent donc sur la parabole d’équation

y=x2+2x.
40 Cherchons le signe de
[iX)=Ae"+2x+2.

A laquestion précédente nous avons étudié le signe de 1a dérivéede f3.SiAd >0,
Jf(x) croitde — o0 & + oo donc s’annule une fois et change de signe. Si 4 < 0,
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f, admet un maximum pour x = Log (— 2/4) et tend vers — oo quand x tend
vers 4+ oo ou vers — o0. Nous devons donc chercher le signe du maximum.
Nous avons :

fA(Log(— %)) = Aelos(—2/0 4 2Log(—- i) + 2= 2L0g(—%),

donc si 4 < — 2 le maximum est négatif et £ est toujours strictement négative.

Sil = — 2, f",sannule pour x = 0 et est strictement négative pour x # 0.
si A > — 2, le maximum est strictement positif et f 2 s'annule deux fois et
change deux fois de signe.

50 Si 1 < A nous avons f(x) — f1(x) = (' — A ¢* ce qui prouve que
f#(x) > f,(x) pour tout nombre réel x donc C;. est au-dessus de C,.

6° Donnons les tableaux de variations de f, pour chacun des cas étudiés
précédemment.

A< -2

A= -2

X —oC 0 4 oo
Jo(x) - 0 —
W e
—2<i<0

X —o0 o p +oo
Sylx) — 0 + 0o —
fi(x) [F A
A \ );(rrj — A \ -
A=0

x —0 -1 +oc
So(x) — 0 +
_);(x) +00 ’/-H‘C‘

\l
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A>0
X —_Gt (43 +oc
Sx(x) — 0 1=

K = -
A \f (”.)/

¥

-2« 2A<0

®Yy

A<—2 A=-2
FIG. 5.17
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518

Soit {f; } une famille de fonctions définies pour tout nombre réel 4 par
(%) = (x — A) e'’*. On appelle I, le graphe de la fonction f;.

1o Etudier f; au voisinage de O pour A <0; 41 =0;41> 0.
20 Etudier les branches infinies de f;.
30 Calculer la dérivée de f, et étudier son signe pour
A<i; A=4%; A>1.
40 Si 1 et A’ sont deux nombres réels tels que 4 < A, que peut-on dire des
graphes I et I, ?

50 Etudier les variations des fonctions f; et dessiner sur un méme graphique
les graphes I pour A <0;1=0;0<iA<};A=13;4<i1<3%};4=%;
}<i<l;i=1;iA>1L

Solution

12 Nous savons que
lim xe'™ = 4 o0 = lim fy(x)
x>0+ x—+0+
et
lim xe'™ = lim fo(x) = 0.
x=+0-— x—+0—
De plus

lim fo®) _ lim e =0

x=0- X x=0-

ce qui prouve que I’y admet ’axe Ox pour demi-tangente 2 gauche au point 0.
Nous avons

lim f(x) = lim (— Ae'™®)

x—=0 x=0
donc pour 4 > 0 nous avons

lim (—Ae™=—0w et  lim (- 1) =0.

x—=+0+ x=0—
Pour A < 0 nous avons

lim (—Ae™) =+ et lim (— 2e'™ =0.

x—=+0+ x=0-
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De plus
- 1/x
i S _ e —Ae’ 0

x—+0— X x=+0—
ce qui prouve que tous les graphes des fonctions f; admettent ’axe Ox comme
demi-tangente & gauche du point 0.

2¢ Lorsque x tend vers I'infini 1/x tend vers O et nous avons

a~=1+?+~l,+{i)

x 2x x?2

et par suite

sw=[t+le LvoL)]e-n=-x+a _p+ 1220 (1),

X po

Le graphe I'; admet donc comme asymptote la droite d’équation
y=x+0-2).

Pour A > 1 ce graphe se trouve en dessous de ’asymptote quand x tend vers
+ oo et au-dessus quand x tend vers — oo. Pour A < %, I'; se trouve au-dessus
de Pasymptote pour x tendant vers + oo et en dessous pour x tendant vers
— o0. Pour connaitre la position de I'y;, par rapport a la droite d’équation
y = x + } nous devons calculer le terme suivant du développement limité de f;.
Nous avons

f(x)—(l+1+-1 +—l-+o(i))(x—1)—-x+1— 1—-—+a(i)
. x 2x2 6x° x3 2 2 12x? x?

par suite le graphe I'y,, se trouve au-dessous de I’asymptote lorsque x tend vers
+ oo ou vers — oo.
3¢ Pour tout nombre réel x # 0 nous avons :
, x.— A el>
fi(x) = e”"(l - —-——2—)2 & —x+ 2.
x x

Le signe de f; est le méme que celui du trindme x*> — x + A. Le discriminant
de ce trindme est 4 = 1 — 4 A, par suite pour 1 > }, 4 est strictement négatif
et x2 — x + A est toujours strictement positif, donc la fonction f; est croissante.
Pour 1 = % le trindbme admet la racine double x = 4 et est positif pour tout
nombre réel x, la fonction f;, est donc croissante. Si 4 < 4, le trindme admet
deux racines distinctes o et f§ et est négatif pour ¢ < x < f et positif pour
x < o ou x = f. Comme off = 4, quand 1 > 0, et § sont de méme signe ct
comme o + f = 1, ils sont tous deux positifs. De plus, de ’égalité o + f = 1
nous déduisons que ¢ < letf < ldoncd=of <aetd<p. Quand 1 <0

o et § sont de signes contraires. Pour 1 = 0, la dérivée ¢ s’annule pour x = 0
etx =1.
40 Si A < A', pour tout élément x de R* nous avons

[ = fi(x) = (x — el — (x — X)e* =@ — De'l,

par suite si A< Ale graphe I'; se trouve au-dessus du graphe I'..
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50 Nous obtenons les tableaux de variations suivants :

A<O0
X —oo A ¥ ﬁ -0
S) + 0 — — 0 +
K Hla) P =
A
- /{]/ \0 \&(M /
Le minimum £;(f) est strictement positif car f, ne s’annule qu’une fois pour
xl= .
A=0
X —c0 0 1 4+
So(%) + 0 — 0 +
AL o [[F =
» / \t/
0<i<}
X — o0 0 \ o b o0
Si(=) + 0 + 0 — o0 +
UEI g I TN
— o —oc/
M)

Comme f; ne s’annule qu’au point x = A nous avons nécessairement

fi@) >0 et f,(B)>0.

A=1
L 0 z o0
fi() + 0 + 0+
4
Si(x) 0 e2 teo
‘Z( —oo/ __oo'/’_z- /
A>%
X —~00 0 1 +co
Silx) =+ +

Pour 1 > } toutes les fonctions f; ont le méme tableau de variations, les courbes
ne différant que par leur position par rapport aux asymptotes
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Nous obtenons les graphes suivants :

L’

FIG. 5.18



b
INTEGRATION

6.1 Soit x un nombre réel strictement positif ; a ’aide des propriétés des progres-
sions géométriques, démontrer que
_— e — 1
lim - ) ePin = =
nsdw b p=0

X

Utiliser ce résultat pour établir pour, tout nombre réel x > 0, la relation

J fdt=¢"—1.
]
Solution  La quantité
p=n—1 y
epxin
p;()

est la somme des n premiers termes de la progression géométrique de raison
e*" et de premier terme 1. Nous avons

p=n—1 oxln 1 — cnx!ﬂ
Z e - :t}r_",
p=0 1—c¢
par suite
p=n—1 x
1 epr" | — I __ _e

n 5=o n(l — e’
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Lorsque # tend vers + co, e”/" — 1 tend vers 0 en étant équivalent a x/n (cf.
C. E.,Ch. 6,§1 n° 76, b) par suite

p=n—1 cx -1
lim n(l —e™ = —x d’ol lim - Y erxim — =~ .

n—++oc n—~+mn p=0

X
Calculons I'intégrale _[ e’ df comme limite des sommes de Darboux infé-
0
rieures, relatives au partage de I'intervalle [a, b] en # parties égales. Nous obte-

nons :

X x p=n—1
J- edt= lim = Y e =¢"—1
]

n—*+ oo h p=0

(¢f. C. E.,Ch. 8,§TI, n° 112).

6.2

Soit & un nombre réel strictement positif.
10 Pour quelles valeurs de « I'intégrale
2zn
I = j Log (1 — 2 & cos x + o?) dx
0

est-elle définie ?

20 Calculer I lorsqu’elle est définie.

Solution

10 L’intégrale I est définie lorsque la quantité 1 — 2 o cos x + o est stric-
tement positive sur I'intervalle fermé [0, 2 n] ; or
1+

20

1 —2acosx +02=0 si cosx=

Comme I'expression (1 + «?)/2 a a toujours une valeur supérieure ou égale 2 1
et ne prend la valeur 1 que pour & = 1, I'intégrale 7 est définie pour tout nombre
réel « strictement positif et différent de 1.

20 Supposons « # 1 et calculons I comme limite des sommes de Darboux
relatives au partage de I'intervalle [0, 2 nr] en n parties égales. Nous obtenons
e, SR 2
I= lim ) —RLog(l —2acos P ¢ ocz)
n—++w p=1 n n

d’oul
p=n
I= lim 2—”Log[ (1 _ el az)].
n 2 n

n—=++coo r
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Le trindme 1 — 2acos (2 np/n) + o> admet pour racines les nombres
complexes e/ et e 2P/ Les nombres e*'" et ¢~ *""P/" sont les n racines
n-iémes de I’unité lorsque p varie de 1 & n, par suite :

T - @ 2| = i __ @linp/n = _ o 2inpin
IT {1 —2acos +o?)= [ @ — ") [[(@—c¢ )
p=1 n p=1 p=1

d’ot

L]
Il

(1 —2acosz-:—p+az)=(oc"— DE" —1)=(@" — 1)?.

1

r

Nous obtenons donc

. . 4
I = lim -z—ﬂLog(a"— 1N? = lim —R—Logll—a”l

n—++ n—+ oo h

d'ot I =0si0 < o < 1. Sia > | nous avons

Log|1 —o"| = Log(a" — 1) = Logof(l o :f): nLoga + Log(l - _1»)
o

d’ot I =4nLoga.

6.3

Soient @ et b deux nombres réels tels que a < b et f une fonction réelle a
valeurs positives définie et intégrable sur I'intervalle fermé borné [a, b] de R.

Démontrer que la fonction \/ 'f est intégrale sur [a, b].

Solution

Soit (x,) (0 < p < n) une suite finie de points de I'intervalle [a, b] telle que
Xo =a,X,—4 < X,pourl < p <netx, = b. Soient M, (resp. m,) le maximum
(resp. minimum) de la fonction fsur intervalle [x,, x4 [ pour0 < p < n — 1.
La fonction f étant intégrable sur [a, b], pour tout nombre réel ¢’ > 0 il existe
un nombre réel ” > O tel que six,,y — x, <y pourp=0,1,....,n—1 alors

p=n—1

ZO (M, — m,) (Xp41 — X,) < &
-

Si M, et m,, ne sont pas tous deux nuls nous avons :

— M, —m
M, — m =-——2 "B
P A = »
JM, + /m,
par suite M, > ¢ implique
— M, —m |
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et d’autre part M, < & entraine \/Mp —Vm, < \/Mp < +/¢'. Dans tous les
cas nous avons

JE—MQ% (M, — m) + e
E

Si M, et m, sont tous deux nuls il est clair que cette derniére inégalité est
encore vérifiée, Nous avons donc

p=n—1

Y WMy = m) Gepes = %) <

\/17 pzi; (M, — mp) (xp41 — Xp) + \/E(b-a)

soit encore si X, — X, <n'pourp =0,1,..,n—1:

<

p=n—

Y /M, — Jm) (pey — x) S VEB —a + 1).

p=0

Soit £ un nombre réel strictement positif, en posant & = /b —a+ 1)
ce qui précéde nous démontre existence d’un nombre réel " > 0 tel que si
Xpse1 — Xp <y pourp =0, 1,...,n — 1 alors

p=n—1

;0 WM, — Jm) (X,41 — x,) <&,

ce qui démontre que la fonction \ff_'est intégrable sur [a, b] (¢f- C. E., Ch. 8,
§ I, n° 114).

6.4

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et fune fonction réelle définie
et continue sur 'intervalle fermé [a, b]. On suppose que

j [f)f dx =0.

Démontrer que la fonction fest nulle sur 'intervalle [a, b].

Solution

Supposons que f ne soit pas nulle alors il existe un point x, de I'intervalle
[a, b] tel que f(xg) # 0. La fonction étant continue au point x,, il existe un
nombre réel 3 > 0 tel que pour tout élément x de [a, b] vérifiant | x — xo | <7
nous ayons

|f(x0)]

[£() = fxo) | <75 soit  |f(x)| = fxo)

2
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Par suite si nous posons o = Sup (a, x, — 1) et f = Inf (b, xo + n) il est clair
que lintervalle [«, 8] est de longueur non nulle d’ot :

’q Xo, i 0 2
a[f(4 1. @ — GE)[f(:: g

J [T dx > | B [T ax > |

b
La derniére quantité étant strictement positive, J. [f2(x)] dx est non nulle
a

ce qui est en contradiction avec I’hypothése, par suite si
b
j. [fG)])dx =0

alors f est la fonction nulle.

6.5

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b, f une fonction continue sur
Pintervalle fermé [a, b] et g une fonction positive et intégrable sur [a, b]. On
désigne par m (resp. M) le minimum (resp. maximum) de f sur [a, b].

1° Démontrer que la fonction F définie sur [a, b] par

FO) =109 | 80)a

est continue et trouver ses extrema en fonction de m et M.
20 En déduire qu’il existe un élément ¢ de [a, b] tel que

[rosma=ro [ swar.

(Cette égalité est appelée premiére formule de la moyenne.)

Etudier le cas ol g est la fonction constante de valeur 1.

Solution

b
1 Posons A = J g(t) dt ; alors F = Af donc F est une fonction continue

sur [a, b] ; comme A > 0le maximum de F est AM ct son minimum Am.

2° Pour tout élément ¢ de [a, b] nous avons :

mg(t) < f(t) g(t) < Mg(t)
d’ou

m j g0 dr < | :f(r) g0 dt < M j g(1) dr
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par suite
b
mA < j S gHdt < MA.

La fonction F étant continue sur lintervalle [a, b], le théoréme des valeurs
intermédiaires appliqué a la fonction F nous montre qu’il existe un ¢lément ¢
de [a, b] tel que

b b b
Fo= [ fosoa  don [ r0s0a =10 | swar.
La fonction constante g de valeur 1 est intégrable sur [a, b] et nous avons
b
j g)dit=b—a,
par suite il existe un nombre ¢ de [a, b] tel que
b
[“r0a =@ -arso:

ceci nest autre que le théoréme des accroissements finis appliqué & la fonction

xl—vj:f(t)dt.

6.6

Soient a et b deux nombres réels tels que @ < b, f une fonction continue et
monotone sur lintervaile fermé [a, b] et g une fonction continue sur [a, b].
On désigne par G la fonction définie par

x

60 = | gydr
pour tout élément x de [a, b] et on considére Pintégrale :
b b
1= [ sos0a= | socoa.

1o Démontrer que pour tout nombre réel ¢ > 0, on peut trouver une famille
finie d*éléments q; (i = 0, 1, ..., #) de [a, b] tels que

<E.

|1 - _Z J f(a;) G'(1) dt
20 Etablir I’égalité :

:Zn J l f@) G'(t)yde = f(b) G(b) — ,iz. Gla;- 1) [ fa) — fla;i-)]-
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3° On pose _
S, = J f(a) G'()dt.

=1 i1

Démontrer que le nombre £, — f(b) G(b) appartient & I'intervalle limité par
les nombres

[f(al)—f(b)][ Inf G(x) et [fla) — f(B)] [Sup G(x)|;

x € [a,b] x e [a,b]

en déduire que le nombre I — f(b) G(b) appartient a P'intervalle limité par les
nombres

[f() —f(b)][ Inf G| et [f(a) — f(b)] LSup G(x)| -

x e [a,b]

40 On considére la fonction continue H définie sur I'intervalle [a, ] par
H(x) = [ f(a) — f(b)] G(x) ; démontrer qu’il existe un nombre ¢ de I'intervalle
la, b] vérifiant H(c) = I — f(b) G(b). En déduire I'égalité suivante :

c b
1=1@ | g0t +1b) j g(t) dr .

(Cette égalité est appelée seconde formule de la moyenne.)

Solution

1° Considérons une famille finie de points 4;(i = 0,1, ...,n) telle que
ay,=a,a,=beta; <a;,,;(i=01,..,n— 1) Nous avons :

aj i=n ag

-y |7 r@ema=3y [ U0 -s@lcoa.

La fonction f étant continue sur I'intervalle fermé borné [a, b], est uniformeé-
ment continue sur cet intervalle, donc pour tout nombre réel £, > 0 il existe un
nombre réel 7, > 0 tel que pour tout couple (x, x') de points de [a, b] vérifiant
| x" — x| < n, nous ayons | f(x) — f(x)| < g,. Supposons que la famille (a;)
vérifie en outre la condition |a;,, —a;| <, (i=0,1,...,n — 1), alors
pour tout €lément ¢ de [a;_, a;] nous avons |f(r) — f(a;) | < g,. Nous dédui-
sons de ceci que :

f flap G'(t) di

JlM II

Z O - f@) | G de

ai— 1

ai

égel |G’(r)]dt=e,J |G| dr.

aj-1

11 est clair que si la fonction g(fr) = G'(t) est partout nulle le probléme est évi-
dent, nous exclurons donc ce cas. Nous supposons donc que

b
j |G'@)]dt>o0,
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si nous choisissons
€

r | G'(0) | dt

& =

nous obtenons

<E.

| I- :i E-; f(a) G'() dt

20 Nous avons :

i=n pra;
;1 j f(a;) G'(H) dt = f(ay) [G(ﬂl) - G(a)] + f(ay) [G(az) - G(al)] o
+ fla,-1) [G(a..—l) - G(a,,_,_)] + f(b) [G(b) = G(a..—ﬂ] .

En regroupant différemment les termes de cette somme nous obtenons

;: J- f(a) G'(t) dt = f(b) G(b) — _:iz G(a;_ ) [f(a) — f(ai-))] -

i= "
30 La fonction G est continue sur P'intervalle fermé borné [a, b] ; elle est donc
bornée sur cet intervalle. Posons

M = Sup G(x) et

x e [a,b]
Supposons la fonction f croissante alors f(a))— f(a;-4) 2 0pouri=1,2, ..., n

et par suite :

m 5, @) — f@-9] < 3, Glar-) [f@) ~(@-0)]

m=TInf G(x).

x € [a,b]

<MY [/ - fa]-
ce qui peut s’écrire :
1)~ f(a)] < 3, Gla-D @) ~ fla-] < MI® — @]
Supposons la fonction f décroissante, nous avons :
ML® — @] < 3, Glar ) [/ ~ JGas-] < mLF®) = fGa)]
Nous avons donc dans tous les cas
5.~ B)GO) = — 3, Glar-) [f@) — f@-]

CaLvo. — Exercices d’analyse
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par suite le nombre Je — f(b) G(b) appartient 2 lintervalle limité par les
nombres m[ f(ay) — f(B)] et M[f(ay) — f (b)]. Nous pouvons choisir la suite
finie (a;) associée 2 ¢ de telle maniére qu’elle vérifie outre la condition

| @41 —a;l <my,

la condition |a;4; —a;| <& pour i=0,1,..,n — L Nous avons alors
11— S <e(d 19

Si la fonction f est croissante nous pouvons écrire :

M[f(@) — F(B)] < F. — [) G®) < m[f(@) — )]

Lorsque & tend vers 0, #, tend vers 7 et a, tend vers a. A la limite nous avons

donc M[f(a) — f(B)] < 1 — f(b) Gb) < m[f(a) — f(B)].
Si f est croissante nous obtenons les inégalités de sens contraire. Dans tous
les cas le nombre 7 — f(b) G(b) appartient a I'intervalle limité par les points

M[f(@) — f®)], mLf (@) — / ®)]

40 La fonction H définie par H(x) = [f(a) — f(b)] G(x) sur Tintervalle
[a, b] est continue sur [a, b]. Ses extrema sont M f(a) — /' )] etml f(@) —f(B)].
Le nombre I — f(b) G(b) appartient a Vintervalle d’extrémités M [£(a) — f(®)]
et m[ f(a) — f(b)] donc le théoréme des valeurs intermédiaires, appliqué 4 la
fonction H, nous montre qu’il existe un point ¢ de I'intervalle [a, b] tel que
H(c) = I — f(b) G(b). Nous avons donc

@ - o1 o =1-5® [ swa,
soit encore
1=1@ [ s @+ o[ goa- [ o a
et par suite

1=1@ | g0 dt + 1) [ syar.

6.7

Les notations sont celles de I'exercice précédent. On suppose que f est une
fonction continue sur U'intervalle fermé [a, b], positive et décroissante et que g
est une fonction continue sur [a, b].

1°e Démontrer les inégalités

f(a)| Inf G(x)]é I éf(a)LSup G(x)|-

x ela,b] €[a,b]
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20 En considérant la fonction K continue, définie sur [a, b] par
K(x) = f(a) G(x), démontrer qu’il existe un nombre réel x, de [a, b] tel que

1=f@ | swar.

Solution

1° Considérons le nombre £, défini & la question 3° de I’exercice précédent.
Nous pouvons écrire

i=n
I, =f(b) G(b) + ‘;2 G(a:-1) [f(a;-1) — f(a)] -

Comme la fonction f est décroissante nous avons f(a;-,)— f(a;) = 0 pour
i=1,2, ..., net d’autre part f(b) > 0. En notant toujours M et m le maximum

et le minimum de la fonction G sur [a, b] nous avons :
m[r® + Y (G - s@)| < 2. <m0 + 3 (e - s@)].
i=2 i=
soit encore mf (a,) < S, < Mf(a,). Lorsque ¢ tend vers 0, a, tend vers a et ¥,
vers I, 4 1a limite nous avons donc
mf(a) <1< Mf(a).

20 La fonction K définie sur [a, b]. par K(x) = f(a) G(x) est continue sur
[a, b], son maximum et son minimum sont respectivement Mf (a) et mf (a),
I'est un nombre compris entre les extrema de K sur [a,b], le théoréme des
valeurs intermédiaires, appliqué 4 la fonction K, nous montre qu’il existe
un nombre x, de I'intervalle [a, b] tel que K(x,) = I, c’est-2-dire que

1-1@ | gwar.

6.8

Soient g et b deux nombres réels tels que a < b, et f et g deux fonctions
bornées et intégrables sur [a, b], vérifiant la relation :

[ reoseras]” = [ roor as] [ [ worr ] .
1o Démontrer qu’il existe un nombre réel k tel que
| jb [/(x) — kegx)]Pdx =0.

20 Que peut-on en conclure si de plus les fonctions fet g sont continues sur
Uintervalle [a, b] ?
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1° Considérons le trinéme du second degréent :
b b b
t* j [g()] dx — 2¢ ! f(x) g(x) dx + [ [FC)) dx.
Le discriminant de ce trindme est
b 2 b b
[ resmex] - [ oo ax | Lo ax:
ce discriminant est nul par hypothése, le trindme admet donc la racine double

[FEESEE
k=t

[ Taor ox
Le nombre réel k ainsi trouvé vérifie donc la relation :
k* J.: [e0)] dx — 2k j:f(x) g(x) dx + j:[f(x)]z dx =0
soit
r [f(x) — kg(x)]*dx = 0.

20 Siles fonctions fet g sont continues alors la fonction f — kg est continue,
d’otf — kg = 0 (cf. exercice 6.4), soit encore f = kg.

6.9

On considére la suite (g,) de fonctions en escalier sur lintervalle [0, 1]
définie par :

g.(x)=0 pour x =

= -

B

g.(x) =n pour x<-—.

1o Existe-t-il une fonction bornée définie sur [0, 1] qui soit limite de cette
suite ?

20 Soit f une fonction continue sur [0, 1] ; démontrer que la suite (u,) définie
par

w= | 109809 ax

a pour limite /'(0) lorsque » tend vers Iinfini.
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Solution

1o Pour tout élément x du semi-segment 0, 1[, g,(x) tend vers O lorsque n
tend vers 'infini. En effet pour tout élément o de O, 1] il existe un entier V tel
que 1/N < o, donc pour tout entier » = N nous avons g,(¢) = 0. D’autre part
g,(0) = n pour tout entier n > 0, donc lorsque » tend vers Pinfini g,(0) tend
vers I’infini ; il n’existe donc pas de fonction bornée sur [0, 1] qui soit limite de
la suite (g,)-

20 Nous avons
1/n

1
= Lf(x) g dx=n | f09ax.

1/
D’aprés la premiére formule de la moyenne appliquée & l’intégralej i f(x)dx,
0
nous savons (¢f. exercice 6.5) qu’il existe un nombre o, de ]0, 1/n[ tel que

1/n ]

J(x)dx = —f(a) .
0 n

Par suite I, = f(¢,).- Lorsque n tend vers + o0, o, tend vers O et comme la
fonction f est continue f(e,) tend vers f(0). La suite (I,) admet doncla limite
f(0) lorsque » tend vers I’infini.

6.10

On considére la suite de nombres réels (I,) définie par
nf2
I, = j sin” x dx
0
pour tout entier n > 0. Démontrer que cette suite admet 0 pour limite lorsque »
tend vers Iinfini.

Solution

Soit ¢ un nombre réel tel que Q < ¢ < /2 ; 1a fonction sinus est une fonction
positive croissante sur I'intervalle [0, /2] par suite pour tout élément x de
[0, /2 — &/2] nous avons

et par suite

S . n_ &\[. (= s)"
OQJD sin’ xdx\{\(i——i)[sm(i-_i] )

Le nombre réel sin (n/2 — g/2) est strictement plus petit que 1, il en résulte que

. .= g\ |"
= [S‘“(‘i‘i)] s
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. .. i . . n/2—ef2 B
En raison de I'inégalité précédente I sin” x dx tend aussi vers O lorsque n
0

tend vers + oo, donc il existe un entier N tel que pour tout entier n > N nous

ayons

n/2—el2
0< j sin” x dx <
0

[ 1]

D’autre part

n/2
0< [ sin” x dx <
nl2—g/2

bl ™

et
n/2—&f2 n/2
I, = j sin” x dx + ! sin” x dx ,
(4] nf2—el2

par suite, si # = N nous aurons 0 < [, <e&. La suite (1) admet donc O pour
limite lorsque » tend vers I'infini.

6.1t

Soit f une fonction réelle définie et continue sur I’intervalle fermé [— 1,1];
démontrer que la fonction réelle F définie par

sin x

F(x) = f(t)dt

pour tout nombre réel x, est dérivable et vérifie la relation F'(x)=cos x.f(sin x).

Solution

La fonction F est la fonction composée de la fonction g définie par
gw) = | f@)a
1]
et de la fonction sinus. Comme ces fonctions sont dérivables, la fonction F est

dérivable et nous avons F'(x) = g’[u(x)] (sin)’ (x). Mais (sin)’ (x) = cos x et
g'(u) = f(u) par suite F'(x) = cos x.f[sin x].

6.12

Soit f une fonction réelle définie et continue sur R. Démontrer que I'existence
d’une période T pour f entraine la propriété suivante : La fonction F définie
pour tout nombre réel x par

x+T
F= | roa

est constante.
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Solution Supposons que la fonction f admette la période 7, nous avons

f)=f(x+T1)

pour tout nombre réel x. Considérons I'intégrale

x+T

F(x) = f@®de,

X

on remarque que
1] T x+T
F(x) = j f)de + j f(Hde + [ f(Hde.
x 0 T
Effectuons le changement de variable t = u + 7 dans I'intégrale
x+T
j f(Hde.
T
Nous obtenons
x+T X x
J f(!)dt=J. f(u+T)du=j f(uw) du
T 0 0
par suite
T
Fo) = | s
1]

et F est une fonction constante.
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6.13 Pour tout nombre réel x strictement positif, établir I’égalité

r_de _____ _j”" dt
x1 41 1 1+

Solution  Premicre méthode.

Considérons l'intégrale

j“ dt
S 2

cette intégrale est toujours définie puisque la quantité 1 + 7? ne s’annule
jamais. Effectuons un changement de variable en prenant comme nouvelle
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variable u = 1/, ceci est possible puisque 7 ne s’annule jamais sur I'intervalle
d’extrémités 1 et x. Nous obtenons
J‘l dt _J" 1 (_du)__-r du __rf* du
=1+ ux 1 + (1/u?) u® 11 + u? 1 14 u?
Nous avons donc
j todr j a4
142 1 1+
Seconde méthode.
On a T = Arctgl — Arct x =1 Arc tg x
<1+ t? = F 4 .
U= dt 1 1 =
t ——=A - —A 1 =Arctg— — —
e L I+ 2 rctgx rc tg tgx 2
or (cf. exercice 2.27) on sait que si x > 0, Arc tg x + Arctg il ; d’ot1
le résultat.
6.14 Soit k un nombre réel strictement positif. On considére la fonction F définie

pour x > 0 par :
1
F(x) = j s* sin (sx) ds .
0
1o Etablir I’égalité suivante :
I * k -
F(x) = T JD t*sintdt.

20 En déduire que la fonction F est dérivable pour x > O et vérifie la relation
xF'(x) + (k + 1) F(x) = sin x pour tout nombre réel x > 0.

Solution 1o Le nombre réel x étant strictement positif nous pouvons effectuer le
changement de variable 7 = sx. Nous obtenons :

. x dt 1 [
s* sin (sx ds=j —--sint—=—J Fsintde.
.[n () o x* x Xt
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20 La fonction 7+ t* sin 7 est une fonction réelle définie et continue sur
I’intervalle fermé [0, x]. Par suite la fonction

x
xn—»[ *sint dt
. 0

est dérivable et sa dérivée au point x est x*sin x (¢f. C.E., Ch. 9, § I, n° 130).
La fonction F est donc dérivable carelle est le produit de deux fonctions déri-
vables ; nous avons :

1 . k 1~ .
F'(x) = —; X'sinx — i j *sint dt
x 0

Tk
xk 2

et par suite
xF'(x) + (k + 1) F(x) = sin x .

6.15

Soient k un nombre réel tel que 0 < k < 1 et x un nombre réel quelconque ;
on considére I'intégrale

y(x) = r :

-_— dt -
01 — K*sin? ¢t
On pose T = y(n/2).

1o Ftudier directement la fonction y ainsi définie sur R. Montrer que y est
une fonction différentiable et calculer sa dérivée y'. En déduire que la fonctionz
définie pour tout nombre réel x par z(x) = y(x + n) — ¥(x) a une valeur
constante que ’on exprimera a 'aide de 7.

20 Démontrer que la fonction G admet une dérivée seconde G” vérifiant
G"(y) + k? sin G(») cos G(y) = 0 pour tout nombre réel y.

30 Pour tout nombre réel v on définit les fonctions Sn, Cn et H par

Sn(v) = sin G(v), Cn(v) = cos G(v) et H(v) = \/1 — k? sin? G(v) .

Etudier la parité de ces fonctions. Calculer les dérivées de ces fonctions.

Solution

1o Le nombre réel k vérifiant 0 < k < 1, k? sin? 7 est toujours strictement
plus petit que 1 donc 1 — k2 sin? 7 ne s’annule jamais et la fonction

1
I — e
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est continue pour tout nombre réel 7, par suite la fonction y est définie pour
tout nombre réel x. Nous avons

o dt
y(— x) = —_—
o /1 — K2sin®t
effectuons le changement de variable t = — u, nous obtenons
o — du
y(— x) = j. ——— = — x) 3
01 — k?sin? u X

La fonction y est donc impaire. La fonction

th—
J1 = K sin? t

étant continue pour tout nombre réel ¢ la fonction y est dérivable et sa dérivée
est définie par
] 1
y(x) =- ————
J1 — K?sin® x
(¢f. C.E., Ch. 9, § 1, n° 130). La fonction y est donc strictement croissante
puisque sa dérivée est toujours strictement positive. La fonction z a pour
dérivée 0, car y'(x + m) = y'(x) pour tout nombre réel x, cette fonction

3

étant continue elle est constante et égale & y(r) — (0) soit aussi

n

1
y(J’E) = j. — dr.
01 — k?sin?

Nous avons :

@ J‘ */2 dt + j " dt
wm = —_— —_—— .

o Ji—Kkisin®t Je2y1— K*sin®t
Effectuons le changement de variable u = 7 — ¢ dans la seconde intégrale,
nous obtenons :

j" o dt ___r o —du _j"“‘_J___
w2l — Ksintt w21 — KEsinfu YO J1 = K?sin® u

Par suite y(n) = 2 Tet z(x) = y(x + 7) — y(x) = 2 T pour tout nombre réel x.
Si n est un entier nous déduisons de ce qui précéde que y(x + nn) — y(x) = 2nT
et donc que y(x) tend vers + oo lorsque x tend vers + oo. Le tableau de varia-.

tion de la fonction y(x) est donc :
x l—oo 0 +oc

y(x) ~ U/-l-m
— oo /
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20 La fonction y étant continue et strictement croissante, elle admet une
fonction réciproque G également continue et strictement croissante sur R
(¢f. C. E., Ch. 4,§ V, n° 52). La fonction G est dérivable et sa dérivée est

r’ 1 _____
G (y) - - . — —
y'(x)

avec x = G(») (¢f. C. E., Ch. 5, § 1, n° 62). Nous avons donc
G = N sinz-E'G)I.

La fonction y — \/ 1 — k% sin? G(») étant dérivable comme fonction composée
de fonctions dérivables, G’ est dérivable et par suite nous avons

G"(y) = 1 — k?sin® G(»)] ™ *[— 2 k* G'(p) cos G(y).sin G»)]

soit G"(y) = — k? cos G(y) sin G(»).
30 La fonction y étant impaire, la fonction G est aussi impaire, nous avons
donc

Sn(— v) = sin G(— v) = sin[— G()] = — sin G(v) = — Sn(v) .
Cn(— v) = cos G(— v) = cos [ — G(v)] = cos G(v)= Cn (v)

La fonction Sn est impaire, les fonctions Cn et H sont paires. Nous avons
H@) = — G'(v) doit H'(v) = G"(v) = — k* Cn(v) Sn(v). Les fonctions Sn
et Cn sont dérivables comme fonctions composées de fonctions dérivables et
nous avons :

Sn'(v) = G'(v) cos G(v) = H(v) Cn(v)
Cn'(v) = — G'(v)sin G(v) = — H(v) Sn(v) .

6.16 10 Ftudier la fonction F définie pour tout nombre réel x = 0 par
F(x) = [ e "dr.
4]

Démontrer que F admet une limite finie K lorsque x tend vers + oco.
20 Etudier la fonction G définie pour tout nombre réel x > 0 par

2

G(x) = j e " dt.

30 Soit k un nombre réel tel que 0 < k < K ; démontrer qu’il est possible
de définir une fonction y vérifiant sur un intervalle que 1’on précisera

»(x) 2
{ e "dt=k.
x

Etudier la fonction y.
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1o La fonction t+> e~ " est continue sur I’intervalle fermé [0, x] donc, la
fonction F est définie et dérivable pour tout x > 0 et sa dérivée au point x est
e~ *". La fonction x +— e~*’ étant positive pour tout x, 1a fonction F est crois-
sante. Pour 1 > 1, e~ * est inférieur 2 ¢™* car la fonction x +— e est croissante.
Nous avons donc pourz > 1,e~* < e~ et par suite pour x > 1,

j e"’dt<j e“dt:l—e"‘.
€

1 1

Lorsque x tend vers + oo, j e~ * tend vers 1/e ; donc quand x tend vers + 0
1
la fonction F est majorée par

1
j e " dt +1
e

0

et comme F est croissante, F admet une limite finie K. Le tableau de variation
de la fonction Fest donc :

xlU +o0

F(x) /K
0

La dérivée de la fonction F vaut 1 pour x = 0 par suite la tangente a I’origine
du graphe de F a pour pente 1. Nous obtenons le graphe suivant :

y

FIG. 6.16.1



INTEGRATION 205
20 La fonction G est définie pour tout x = 0 et nous avons
G(x) = F(x?) — F(x).

La fonction G est dérivable et sa dérivée est

2

G(x)=2xF () —F)=2xe ™ —e™™ =e[2xe ™" _1].

—xi4x2

Etudions la fonction z définie par z(x) = 2 xe — 1. Nous avons

ZG) =21 + x(— 4x* +2x)] =271 + 2x% — 4x%].

Le trindme 1 — 2 X + 4 X% admet la racine positive (1 + \/g)/4. Posons

Xp = \/(l + \/5)/4. On remarque que x, < 1, nous déduisons de ceci le tableau
des variations de la fonction z.

L 0 Xo | oo

2'(x) + O = .

z(x) . /z(x(J)‘"“‘""-l —_— l

Nous déduisons de ceci que la fonction z admet deux racines I'une plus petite
que 1 que nous noterons o et I'autre plus grande que 1 que nous noterons f.
Le signe de z(x) nous donne le signe de G'(x). Le tableau des variations de la
fonction G est donc :

x |0 a 1 B oo
G'(x) = + 0 —

G M
(x} 0““-\._._”3/0/ \0

La fonction G admet donc un minimum négatif m et un maximum positif M.
La tangente au graphe, a ’origine a pour pente — 1. Nous obtenons le graphe
suivant :
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s

\

FIG. 6.16.2

30 La fonction F étant continue, croissante sur Iintervalle [0, + oof, elle
admet une fonction réciproque H, également continue et croissante sur 'inter-
valle [0, K[, telle que H(0) = Oet lim H(y) = + co. La fonction H est égale-

y+K-
ment dérivable sur [0, K[ et sa dérivée au point yo = F(x) est :
1 1 2
H@yo) =——= —g= e dou  H'(yp) = oo,
F'(xo) €™

Soit k un nombre réel fixé tel que 0 < k < K, cherchons il est possible de

y(x)
définir une fonction y vérifiant j e~ dt = k c’est-a-dire telle que

F(y(x) — F(x) = k;

y est définie par F(y(x)) = F(x) + k ; ceci suppose que F(x) + k < K donc
que x < H(K — k). La fonction y ne peut étre définie que sur Pintervalle
[0, H(K — K)[ et sur cet intervalle elle est définie par y(x) = H[F(x) + k].
Les fonctions F et H étant croissantes, la fonction y P'est également. Le tableau
des variations de y est le suivant :

x o H(K-k)
F(x) |0 —_— K=k
F(x)+k| k " K
s \HEp) — e
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La fonction y est dérivable comme fonction composée defonctions dérivables.
Nous avons

Y(x) = H[F(x) + k].F(x) = @ ¢~

Le graphe de la fonction y est le suivant :

¥
H(k)
L U HkH) X
FIG. 6.16.3
6.17 Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et g et & deux fonctions réelles

continues admettant sur I’intervalle [a, b] des dérivées d’ordre n + 1-continues.
On note g™ (resp. K*) la dérivée d’ordre k de g (resp. 4). On pose g© = g et
H©® = h. Pour tout élément x de [a, b] établir I'égalité :

[Ta@H 0 a = Y (- 1 [0 K0 — 6% K] +
a k=0

+ (= ! r g™ V(@) k(1) de.
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Quel résultat obtient-on dans le cas particulier ou

t—»",
n!

h(t) =

Solution Nous allons démontrer cette formule par récurrence. Pour n = 0 nous avons
d’apreés la formule d’intégration par parties :

[ s 1@ at =[50 1) — gt @] | £ @ at;

c’est-a-dire que la formule proposée est vraie pour n = 0.

Supposons que la formule soit vraie jusqu’a Pordre n et appliquons-la au
couple (g, #') ; nous obtenons :

k=n—

[ @a=" % (1[0 @00 @@ 6 @]
A R OLIOL!
Mais

Jx g™(1) B'(1) dt = g™(x) h(x) — g"(a) h(a) — r g™ V() h(r) dt

a

et en remplagant dans I’égalité précédente nous obtenons :

k=n—

[ sonnma="F " (= 0 [009 K1) ~ @ K] +
+ (= P[00 ) — £7@ @] + (- 0 | g0 hy

=Y (— DF[g%00) h"P(x) — (@) K"TN@] +
k=0

+ (= 1t! r g V(@) () dt .

a

La formule est vraie pour I'entier n + 1 donc par récurrence la formuleest vraie
pour tout entier n = 1.
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Dans le cas particulier ot A(t) = (t — x)"/(n ) nous obtenons la relation

k=n

0= (= D[g®0) K" ) — g¥(a) " M(a)] +

+ (= 1yt j. g (g L2 (l x)

k=n

= g(x) — gla) + ;Z‘l( 1)* ¢™(a )(ﬂ x) M
SRTTY FRVNCED )

d’ol

(x a)z ” x—ar

G @) + C S gy + 4+ E=D o)

g + —+—

g(x) = gla) +

+j- (n+1)(t)(x 1) dt .

Ceci est la formule de Taylor avec reste sous la forme d’une intégrale (cf-
C.E,Ch. 9, §1, no 132).

6.1 B 1° Soient ky, k,, A et B des nombres réels et y une fonction réelle admettant
sur un intervalle fermé [a, b] une dérivée p’ et une dérivée seconde p” vérifiant
pour tout élément x de [a, b] les relations :

@) Y'(x) = ki + ky(x — a).
2 y@ = A.

3) y(@ =B

Déterminer la fonction y.

20 Etant donné un nombre réel C trouver une fonction y vérifiant lesrelations
(1) et (2) et 1a relation y(b) = C.

Solution 1° La fonction p’ est la primitive de la fonction y” prenant la valeur B pour
X = @ ; par suite

Y6 = 2(x — a)? + k(x — a) + B.
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y est la primitive de y’ prenant la valeur A pour x = a ; par suite
k2 3 kl 2
y(x)=F(x-—a) +-E(x—a) +B(x—a)+ A.
20 ' est une primitive de y”, donc il existe un nombre réel k, tel que
' s kz 2 —
Yy =5 —a + ky(x — a) + ks .
Comme y est une primitive de ), il existe un nombre réel k, tel que
- ﬂ 3 ky 2
yx) = 6(x—a) +-2—(x—a) 4+ ky(x —a) + ky .
Comme y(a) = 4 nous obtenons k; = A. Comme y(b) = C nous obtenons
kz 3 k’l 2
C=—6w(b—-a) +7(b-—a) + kyb—a)+ A
d’on :

C—'A_.E-z

k
= —— - —_— 2 _ _]' —
ky = ; a 3 (b — a) > (b —a).

La fonction y qui vérifie les trois conditions imposées est donc :

y(x)=56%(x - a)’ +k—2'(x- a’ +

- kZ 2 1
+(%_—:;1 — ?(b —a) — E;—(b — a))(x-a)—hfl,

soit encore

y(x)=%(x—a)(x— BH(x+b—2a)+

b—a

+%L(x—a)(x—b)+ (x—a)+ A.

6.19

Soit 4 un nombre réel strictement positif ; on pose x; = ih pouri = 1,2,3.
Calculer I'intégrale

1 =j | x(x — x) (x — x2) (x — x,) | dx.
-h
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Solution Sur lintervalle fermé [— A, /] les expressions x — x; pour i = 1, 2, 3 sont
négatives, par suite nous avons :

I = j-_hx(x —x)(x — x;) (x — x3)dx —

- j:x(x— x1) (x = x3) (x — x3) dx.

Nous devons calculer la primitive du polynome

P(x) = x(x — x;) (x — x3) (x — x3) = x[x* — (x; + x5+ x3) x* +
+ (xy X3 + X3 X3 + X3 X)X — Xg X3 X3
soit P(x) = x* — 6 hx® + 11 h* x> — 6 h® x. Nous avons donc
h

I = J-:‘ P(x) dx — jo P(x) dx

d’on, si Q désigne une primitive du polyndme P, I = — Q(— k) — Q(h). Nous
pouvons prendre

x> 3mx* 11K X T
Q(x)—?— 3 + 3 -3k x

et par suite [ = 9 h°.

6.20 Soient a, b, ¢ trois nombres réels ; on considére la fraction rationnelle

ax?+ bx + ¢
x—-1)2(x + 12

f(x) =

1o Décomposer cette fraction rationnelle en éléments simples.

20 Soit f~ la fonction rationnelle associée a f. A quelles conditions les primitives
de f sont-elles des fonctions rationnelles ? Donner leurs expressions lorsque
ces conditions sont satisfaites.

Solution 10 La décomposition de la fraction rationnelle f est de la forme
é
T _+ EL g Y %
(x—1) x—1 (x+1 x+1

J&) =

ou o, B, y, & des nombres réels. Nous obtenons o (resp. y) en multipliant f'(x)
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par (x — 1) (resp. (x + 1)?) et en remplagant x par 1 (resp. — 1) dans le
résultat obtenu. Nous trouvons
_a+b+ec _a—b+ec
=3 YT &
En calculant £(0) et la limite lorsque x tend vers + co de x/'(x), nous obtenons
c=a—Bf+y+det0=p+5don
a—c c—a
B= y et o= 7
Nous avons donc
a+b+c — b+ a— 1 1
fo=4t2tec,a=9%°2, CL - ]
4x—1) 4x + 1) 4 -1 x+1
20 Les primitives de la fonction f sont toutes de la forme
a+b+c —1 a—b+c¢ —1 a—c x—1
Fo=——F—5-it——a x+i1t 4 PExxi|tFk
ol k désigne une constante réelle. Les primitives de fseront donc des fonctions
rationnelles si et seulement si a = ¢. Dans cette situation nous obtenons
2a+b 1 2a—b 1
Fey=-—F— -7~ 3 =1tk
ol k désigne une constante réelle.
6.21 Soient a et x deux nombres réels strictement supérieurs a 1 et tels que a < x.

Calculer les intégrales des fonctions rationnelles suivantes.

x 3 2

1° I=j gt +210t - tht.
a ~ (@*—1)
N 1

2° J=j ——dt.
a_t3(1+t3)

Solution 1o Les racines du polyndme (t2 — 1)? étant extérieures a P'intervalle [a, x],
la fonction rationnelle (3 #3 + 1012 — 2¢)/(t> — 1)* est continue sur Pinter-
valle [a, x] donc intégrable.
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Décomposons la fraction rationnelle (3 #3 + 10 — 2£)/(t* — 1)* en élé-
ments simples, cette décomposition sera de la forme :

363+ 10¢% —21¢ A B C D
A . Lo — S+ ——. O
-1 t—-1) t—1 (@+1 t+1
Nous obtenons A (resp. C) en multipliant I’égalité (1) par (¢ — 1)* (resp.
(¢ + 1)?) et en remplagant x par 1 (resp. — 1) dans I’égalité obtenue. Nous
avons 4 = 11/4 et C = 9/4. Pour t = 0 nous obtenons la relation

0=A4A-B+C+D.

En multipliant les deux membres de I’égalité (1) par 7 et en faisant tendre ¢
vers + oo nous obtenons la relation 3 =B+ D dot B=4 et D= — 1.
Nous obtenons donc
3 +102—-2¢ 11 1 9 1 4 1
2 2 & 7 g s ;t+ . i
-1 4 ¢t —1) 4 (t+1) t—1 t+1

L’intégrale est donc égale &

x

—-—————-+4Log!t—l|—Loglt+l[]

1_[ 1 19 1
- 41t—-1 4t+1 a
soit
1 | =1y
I=[_ 106+ 1 ¢ Log ”]
2 -1 [t + 1 e
d’on

Jr=_I[l(_)x+l_l()ﬁ-+—ll Lo (x —1) (c_z__-l-l)

2L x% -1 a® — | (x+(@-1n*
20 Nous avons t3(1 + %) = t3(1 + 1) (1 — ¢ + ?). Les racines réelles du

polyndme 13(1 + ¢3) sont donc 0 et — 1 ; elles sont extérieures a I'intervalle
[a, x] donc I'intégrale J est bien définic. Nous avons

T,
e+ £ 148
Décomposons en éléments simples la fraction rationnelle 1/(1 + t?). Nous
obtenons
1 A Bt + C
' S 2
1+, 1+t I — 1+t

oll A, B, C désignent des nombres réels. En réduisant le second membre au
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méme dénominateur et en identifiant avec le premier membre, nous obtenons
A =% B= — }etC = %, nousavons donc

1____1__1[1 2—t ]
2 +1) £ 3li+t 1 -1+ 20
La fraction rationnelle (2 — £)/(1 — t + t?) peut s’écrire

1 3

2—t 1 2t—-1 3 2
2 2 PR — + - 1\ 2
1 —t+t " —t+1 2t —t+1 2(:F1) +§
2 4
soit encore
2—t____1 2t—1 . 2
1—t+1 282 141 E(‘_l)erl
3 2
Nous obtenons donc :

11 1
J=[—~-- — —Log|1+ 1]+
2 3 o8l l

r?.
3 2 N\
+%Log|t2—t+I|—‘£—_Arctg—--(t—-)] .

N 7] 2/1a
Soit
2

— 1
J = _l[i_l]_lLo 1—+-5-+1L 'sz x+1
2L a*l 3 l+a 6 a®—a+1

2 1

- \/5 [Arc tg-z—; (x - —I) — Arctg— (a - —)]
3 J3 2 V3 2
6.22 Pour chaque entier » > 1 calculer 'intégrale

nx — 1
(xLogn + 1) (1 + nx*Logn)

1, = -[of"(X) dx ou f() =

Lorsque # tend vers I'infini étudier les suites (Z,) et (f,(x)).

Solution La fonction f), est une fonction rationnelle dont le dénominateur a pour seule
racine réelle x = — 1/Log n, nous obtenons donc

. A Cx + D
fn(x) = —_— - ——— + SE T . 5 .
x + (1/Logn) 1+ nx"Logn

)
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Pour calculer 4, multiplions les deux membres de cette égalité par x + (1/Logn)
et remplagons x par — 1/Log n dans I’égalité obtenue. Nous trouvons

A= —1/Logn.

En remplagant x par 0 dans I’égalité (1) nous obtenons D = 0 et en calculant
la limite lorsque x tend vers Pinfini de I’expression xf,(x) nous obtenons

(G
A =0
ta Logn i
d’ott C = n. Par suite nous avons
1 1 nx

ﬂ(‘x = — . +_ N
J) Logn x + (1/Logn) 1+ nx*Logn

Une primitive de f, est donc

) 1 1 2
i 1
F (x) LognLog x+Logn +2LognL0g| + nx“Logn |
Par suite I, = F,(1) — F,(0) soit
I, = 1—L |1+ 1 + ! Log|1+ nLogn| +
" Logn 8 Logn|{ 2Logn g g
1 1
+L0gnL0g|Logn
d’ot
1
I,,——LognLog(l+Logn)+2L0gnLog(l+nLogn).
Nous savons que
L
lim —2= =0,
u—*+oo u
par suite :
. Log(1l + Logn) ) Log(l + Logn) 1+ Logn
lim = lim . =0
n—=++aow ]_.Og.ﬂ n—+ -+ 1 + ]..Ogﬂ Logn

D’autre part

Log(:i— + Log n)
2Loé—n"__ 2 L Logn

Log(1 + nLogn) 1
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Comme
1 1 1
Logr—l+L0gn Log;—kLogn ;+Logn
Lo, -1 T Io
e —+ Logn £
n
nous avons

1
Log(;; + Log n)

lim =0.
n—++ow L‘Ogn

Par suite lorsque n tend vers 'infini 7, tend vers 1. D’autre part

lim f0) = —1

n—+-+ow
et pour tout nombre réel x de ]0, 1], nous avons

lim f(x) = 0;

n—+-+oaoo

nous voyons donc que dans ce cas particulier :

lim I, # 1( lim f,,(x))dx =0.

n—++teoo 0 \n>+o

6.23 Soit m un entier positif, on considére Pintégrale

. 1(1_ r)m
o 1+4+1¢%

I, dt.

Démontrer que I, vérifie une égalité delaforme : I, = A,, + B,,n + C,,Log2
ou A4,,, B, et C,, sont des nombres rationnels. Trouver les entiers positifs m tels
que B,,=00u C,, = 0.

Solution  Décomposons en éléments simples la fraction rationnelle (1 — D" + 13).
Nous obtenons

(-0
1+ £

Ut + B
-

=E. (0 +

oll E (1) représente la partie enti¢re de la fraction rationnelle et «,, et f,, des
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nombres rationnels. Le polyndme E, (t) est a coefficients rationnels si m = 2
sinon E, (1) = 0. Par suite

1
= [Pm(r) + 0—;”- Log(1 + t*) + B, Arctg 1]
o
ou P, (1) désigne une primitive de la fonction polyndme E,,. Nous obtenons donc
Oy n
1, =P,1) - P,0) + b Log2 + ﬁ"‘li'

Comme E,, est un polyndme a coefficients rationnels, il est clair que P,, est aussi
un polynéme a coefficients rationnels, donc I,, est de la forme

I,=A,+ B,n+ C,Log?2
ol 4,,, B,, et C,, sont des rationnels définis par :

3 o,

Am=Pm<1)—Pm<0),Bm=’f a =%

Les expressions de E, (1), f,, et a,, s’obtiennent par division du polynéme
(1 — 7)™ par 1 + 2. Ecrivons I'identité de la division de ces deux polyndmes,
nousavons : (1 — )" = (1 + t?) E,(t) + &, t + fB,. Pour t = i nous obtenons
(—-H"=o,i+ p, dautre part

1—i=.2e™* donc a,i+f,=(/2)"e ™,

Nous avons donc
Bu=(D"cosTE et @, = - (/D"sin .

Les entiers m tels que B,, = 0 sont les entiers tels que f8,, = 0 donc tels que
cos (mnf4) = 0, parsuite B,, = 0 si et seulement si m = 2 + 4k ol kestun
entier naturel. De méme les entiers m tels que C,, = 0 sont les entiers m tels que
sin (mn/4) = Odonc C,, = 0 si et seulementsim = 4 k ou k est un entier naturel.

6.24

Soient @ un nombre réel et F une fonction rationnelle définie sur I'intervalle
x
[a, + oof. La fonction G définie sur [a, + oo par G(x) = j F(1) dr est-elle

bornée ?
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La fonction F est définie pour ¢t = 0, ses pdles réels sont donc tous strictement
plus petits que a. Considérons la décomposition en éléments simples de la
fonction F(1), cette décomposition comporte une partie enti¢re E(7) (éventuelle-
ment nulle), des termes de la forme 4,;/(t — a;)* (a; étant un podle récl de la
fonction et k; un entier strictement positif) et des termes de la forme

Cit+B,
(> + bt + cy™

C., B, b, c; étant des nombres réels et m; un entier strictement positif).
J J 4 J J

x

L’intégrale J- E(t) df est un polyndme en x équivalent pour x tendant vers

- 3 0 ~ LY I -
I’infini & un mondme de la forme a, x” ol p est le degré de ce polyndme. Nous
avons d’autre part

jx ______‘_4‘_ - d - [__..___ l - _]_.__]
et — a) ki —1Lx —a)s' (@a—a)i?!

i

lorsque k; est différent de 1 et

x A,
L t — a)* = Ayt

lorsque k; = 1.
Par suite lorsque x tend vers + oo
x A
[ a
a (f — a)k‘
tend vers O si k; # 1 et vers Pinfini en étant équivalent 4 4; Log x si k; = 1.
Si m; est différent de 1,
J‘ * Cjt+ B;

@ +E+ cj)_’"-’ dt = H(x) + Arctg[L(x)]

ol H(x) est une fonction rationnelle ayant la limite O lorsque x tend vers + oo
et L(x) un polyndme du premier degré en x. Par suite

r _Gt+ B 4
a(t®> + bt + ™

a une limite finie lorsque x tend vers + o (¢f. C.E., Ch. 9, § I, n° 132 et
§ 11, n° 134). D’autre part

i
BJ'

2

Cit+ B; C;, 2t+b
A e - . i
"+ bjt + ¢ 2 ' +bjt+c; t+bit+c
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Par suite
x i B. h 2 ] ]
at” + bt + ¢ 2 a” + b;a + cj

D; et E; étant des constantes et L'(x) un polynome du premier degré en x, donc
lorsque x tend vers + oo,

r Cit+B .
a 12 -+ bj t+ Cj
tend vers I'infini en étant équivalent & C; Log x.

Dans la décomposition de la fraction rationnelle F(¢), considérons la somme
S des coefficients relatifs aux termes qui sont d’ordre 1/¢ lorsque ¢ tend vers
I'infini. Si E(¢) est non nul I'’étude précédente montre que lorsque x tend vers

+ oo, ij(r) dz est équivalent a o, x* + S Log x (avec a, # 0) donc admet
une limite infinie.

Si E(t) est nul, [x F(t) est équivalente a S Log x pour x tendant vers + o0
]

x
doncsi S # 0, J- F(t) admet une limite infinie. La fonction G est donc bornée si
0

et seulement si la partie entiére de la fraction F(#) est nulle ainsi que la somme
des coefficients relatifs aux termes qui sont d’ordre 1/¢ dans la décomposition
en éléments simples de la fraction.

6.25

Calculer les intégrales suivantes :

el

1° , dt ol x est un nombre réel quelconque
Jol 4+t
22 t*(1 + £°)° At on x est un nombre réel quelconque
< 0
(* Log t ; -
3° g dt ol x est un nombre réel strictement positif
<1
X 1 ) . .
4° —— dt ol m est un entier positif et x un nombre réel stricte-
J2 t(Log 1) ment plus grand que 2.
5% cos® tsintdf ot x est un nombre réel quelconque.

<0
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Solution D’aprés les conditions imposées A x toutes les intégrales données ci-dessus
sont définies.

1° Prenons comme nouvelle variable u = t%, nous avons :

x x* x2 ——
-[ _I(EE:j b du =[1-Log|1+u[] :I..og\/1+x2.
ol +1 ol +u 2 0

20 Effectuons le changement de variable # = #°, nous obtenons

¥4 515 _,s 51 _[(1+£ﬁ_l 56 _
L;(1+t)dt_J-D(1+u)5dur % 0—30[(1+x) 1] .
30 Prenons comme nouvelle variable u = Log ¢, nous avons :
x Log x 27 Logx
[ I“&td1=‘f udu=[“—] =1(].0gx)2.
1t 0 210 2

40 Avec la méme méthode qu’au 3° nous obtenons

j" 1 r‘“g" du
e dt = —.
2 t(Log )™ Log2 U™

Si m = 1 nous avons

Logx qy Log x
— L Log x - =)0
-[Logz u [ Og u]Log2 Log Log 2

Sim # 1 nous avons

j'l.ugx du 1 [ 1 ]I.ogx
Lugzﬁm T 1l-—m um L Log 2

d’ol1
J” 1o _ 1 [ 1 _.71_]
2 t(Log )" 1 —m L(Logx)™™*  (Log2)™ 1"
S50 j cos’ tsintdt = — j cos® t d[cos 1]
0 0
6 x
cos’ t 1 _-g
—[— 3 ]0—6[1—ms x] .
5.25 Soit z une fonction définie sur R et 3 valeurs dans C. Pour tout nombre réel x

on note f(x) la partie réelle de z(x) et g(x) sa partie imaginaire. Si f et g sont
deux fonctions intégrables, et a et b deux nombres réels, on pose

b

Ef(X) dx +1i E g(x) dx = _L z(x) dx .



INTEGRATION 221

Soit ¢ un nombre complexe ; on note A sa partie réelle et k sa partieimaginaire.
Pour tout nombre réel x on pose par définition €™ = e"*[cos kx + i sin kx].
Démontrer que I'on peut définir

b b ezx b
j e dx et que j e dx = [—u-—] "

Solution Les fonctions réelles e"* cos kx et e"* sin kx étant continues sur R, pour tout
couple (a, b) de nombres réels on peut définir

b b
_[ e"™ cos kx dx et J. e sin kx dx

a

et pai' suite

b
j €5 dx 2
Soit F(x) (resp. G(x)) la partie réelle (resp. imaginaire) de e*/o. Nous avons
eu ehx
—= PEpT (h — ik) (cos kx + i sin kx)
et par suite
( F ek kx)
F(x) = — cos kx + ksin kx
h? + k*

et
hx

€ .
G(x) = —— — k cos kx + hsin kx) .
&) h2+k2(

Calculons F'(x) et G'(x) nous obtenons :
h ehx eﬁx

o (h cos kx + ksin kx) + h—2+-}61(* kh sin kx + k* cos kx)

F'(x) =

soit encore F'(x) = €" cos kx. Nous démontrerions de méme que
G'(x) = €™ sin kx

nous avons donc :
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6.27 Soient f une fonction réelle continue sur Pintervalle [0, z], et n un entier
strictement positif. On considére I'intégrale

n

fin) = j f(x) cos nx dx .

0
Soit k un entier strictement positif, calculer f;(n7) dans les cas suivants :
1° f(x) = sin kx
20 f(x) = €,
30 f(x) = x* — 2 7x.

Solution 1° Nous avons

fi(n) = _[ sin kx cos nx dx .

o

Supposons k # n alors sin kx cos nx = 3[sin (k + n) x — sin(k — n) x].
Par suite nous avons

: 1 cos (k + n) x cos(k — n)x|™
jl(n)_zlz_-_' k+n k—n ]0
d’on
_1 (__ l)k'|'ﬂ (_ l)k—n 1 1 ]
f‘(")“'z'[_ k+n " k—n k+n k—n)

Comme k + n et k — n ont méme parité nous obtenons :
_ n_[ . l)k'l-n . 1]
fi(n) = K — 2 ( .

Sapposons maintenant que k = #, alors

n

fi(n) = J- sin nx cos nx dx
0

d’on
1 (" 1 cos2mx|™
ft(n)u-2j051n2nxdx—§[ ]
20 Nous avons

filn) = j e cos nx dx .
0
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Posons z,(n) = j e *+imx dx (cf. exercice 6.26), f1(n) est la partie réelle de z,(n).
]
Or nous avons

(k+in)xTn (k-+in)x —1
zy(n) = [e - ] et = — = t mz e“[cos nx + isin nx]
k +indo k+in k*+n
donc
ekx £ 4 k "
fn):[— (kcosnx+nsinnx] = —[(— D)*e™ - 1].
1 k2 + n? )0 kz+nz[ ) ]

30 Nous avons
fi(n) = j (x* — 2 mx) cos nx dx
0

soit
.
x? cos nx dx — 2?rj x cos nx dx .
0

n

S = |

0
Par intégration par parties nous obtenons successivement :

b [ sin nx] ™ ™ sin nx
x cosnxdx =[x — —Fdx

o n 0 0 n

2 o HZ

[cos nx]" (=D -1
[ n

E ] |— . F T N
sin nx 2 x sin nx
j x2 cos nx dx = xz—-—] ——j o T dx

0 n 0 0 n

2 ®
e -—;j x sin nx dx

W cos nx|™ ™ cos nx
xsinpxdx =|—x——| + = dx
0

V]

(-t " [sin nx]" (- )"z

n L] n

Par suite nous obtenons

fimy =02 2n [l .2z
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6.28 Soient 4, B, C, a, x des nombres réels tels que 0 < a < x. On suppose que
A > 0 et que B2 — AC < 0 et on considére la fonction g définie pour tout

nombre réel t par g(t) = \/ At? + 2 Bt + C. Calculer au moyen d’une intégra-

tion par parties I’intégrale J g(®)dt.

Solution Compte tenu des hypothéses faites sur 4, B, C le trindme A + 2Bt + C
est strictement positif sur R et la fonction g est définie, continue et strictement
positive sur tout intervalle fermé [a, x] de R. Par intégration par parties nous
obtenons :

B[540 B

_[xg(t) dt = [t JA? + 2Bt + C] =

Grraver .. o
E NAP + 2Bt + C

Observons que

- - 7 2 B 2
\/At2+ZBt+C=\/A'\/(t+§) LA4C- B

A 2
et posons
AC —B°
_Az

nous obtenons :
* (At + Bytdt JA *HBIA y[u — (BJA)] du
a+(BJA) ‘/”2 +K?
J‘x-r(BfA) u! du B x+(B/A) u du
—_ A —_— T e,
a+(BIA) Vi + K2 VA4 nﬂﬂm)\/“z + K?

JNAP + 2B+ C

Mais

B x+(B/A) T x+(B/A) B . — )%
e — _—_u_('iu——_ — '—BT \/ﬂz + K2 =l ‘\/AI-Z + 2 Btz + C
VA oo V2 + K [VA A

a+{BfA) a

et d’autre part

x+(B[A) 24 x eI 24
\/ZJ- —'-u—_'L.t-_"_—E: = .[ g(t) dt — \/A.[ —IE-__N—: E

2 2
a+(B[A) \/u + K

a+(BfA) a
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Nous avons donc :

* (At + B)dt " au frriRRA du
s =.[g{r)df—K2\A.[ —

. VA? + 2Bt + C il vl + K?

~[Bar s 2mi s

a

mais

"2 4 K2 a+(B/A)
a+(BJA) \/” +K

x+(BJA) . qx+(B/A)
f ). 8 [L0g|u+\/u2+K2]]

donc nous obtenons

A+ Bdt (" a—|BVar v 2B+ | —
Nar y2B+C ), A h

— e x+(BfA)

= [K2 JALog|u + u? +K2]]

a+(BJjA)
et en portant ce résultat dans I’égalité (1) nous obtenons finalement :
x - X A _ Bz
2j gl dt = [(t + E)\/Atz + 2Bt + C] +[( C.___)x
“ A o A /A
. ] x+(B/A)

X ].og]u+\/i:2+K2[

a+(BJA)

d’ott

[“swai=J(x+B)Vac +2mx+ ¢~ 3(a+ 2)Vacts 2B+ C +

AC—B* | Ax+ B+ VAVAX® + 2Bx + C
24J4 Aa + B +VAAa* + 2Ba + C
6.29 Soient @ un nombre réel strictement supérieur 2 2 et x un nombre réel tel que

x = a. Calculer les intégrales

x x 2
I = j _L df; J = I S ! 2...|..dx :
(> =31+ 2" (@ + 917"

Carvo. — Exercices d’analyse g
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Solution  Calculons I. Nous avons

z_3t+2=(z—%)z—z=—[(2t—3) 1].

Prenons comme nouvelle variable u = 2t — 3. Nous avons alors

1 5
2x—3 | — il x—3 2x—-3
_ J' (_23_ Jl)df _ Jq udu SJ _du
a— 1 5 ) a— __—_ a— _2_—_ 1
2a—3 E\/“z 1 2a-3 \/u 1 2a-3 \/u 1

ct par suite

— —— 2x-—3
1=[\/§’ ~ 1+ SLoglu 4+ — 11]
2a—3
nous obtenons donc
1=pJ¥iﬁTIi+su@ur—3+2J?—3:+uﬁ
d’ou
=2 —3x+2-2Va —3a+2+

2x—3 42V —3x+2
5Log |- ==&

2a-3+2Ja*—3a+2

Calculons J. Nous avons
4 + 9:2=4(1 +%tz).

Prenons comme nouvelle variable u = Arg sh (3t/2) et posons

3
o = Arg sh37a et B = Arg sh*j)—c.

Nous obtenons

(—) (Shu) 2 4 (F
—j S du —chudu soit J=—f’§ sh® u du .

Calculons I sh? u du par une intégration par parties ; nous obtenons

I B
J shzudu=[shuchu]£—j ch?udu, or ch’u=1+sh’u

o o
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donc

B
ZJ. sh’udu = [shuchu — u}} et par suite J=2%[shuchu~—u]f.

Nous avons
9.2

3t 3t
=Argsh7=]_og(7+ Zt -+ 1) N

et par suite

_2[. rev Ny i
J—ﬁ[ztw4+9t Log —t +1

S I— 4
J=£.[§(x\/4+9x2—a\/4+962)— 3x+\/9x'"+—]
2714 30+\/_a +4

d’ol

6.30

1o Soit a un nombre réel. Démontrer que toute fonction G, définie sur I’in-
tervalle [— a, a] par
P(sin x, cos x)
Q(sin x, cos x)

G(x) =

ou P(u,v) et Qu, v) sont des polyndmes a deux indéterminées u et v, peut
s’écrire

Ly(cos x) + sin x. M ,(cos x)

L,(cos x) + sin x.M,(cos x)

G(x) =

ou L,(v), My(v), L,(v) , M,(v) sont des polyndmes en v.

2° Démontrer que dans I’hypothése ol pour tout élément x de [— g, a],
G(x) = — G(— x), la fonction G est de la forme G(x) = S(cos x) sin x ou S
est une fonction rationnelle. _

3° En déduire une remarque utile pour reconnaitre que I’intégrale
b
j- G(x) dx

peut €tre calculée 4 I’aide du changement de variable s = cos x.

Quelles sont les remarques analogues pour reconnaitre que cette intégrale
peut étre calculée a I'aide du changement de variable s = sin x ou s = tg x ?
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Solution 1° Le polyndme P(u, v) peut s’écrire sous la forme
Pu,v) = Y ay,ut

0<pEm
! 0<g<n
ou a,, est Ie coefficient du mondme ” v? de ce polyndme. Séparons les mondmes
qui contiennent u & une puissance impaire des mondmes qui contiennent u aune
puissance paire. Nous avons

- 2r g 2r+1 g
Pau,p)= Y G v+ Y Gxi1q¥ .
0=2r=m 1=2r+1<m
O0<g<n 0<g<n

Si u = sin x et v = cos x nous avons u> + v> = 1. Soit Ly(v) le polyndme

2
Y ag (1 — v
0=2Zr=m
0=<g=<n

et M(v) le polyndbme

Z Aopt 1,g (l - UZ)I' Uq ’
1<2r+l1=m
O0=<g=n

alors pour u = sin x et v = COS X nous obtenons P(u, v) = L,(v) + uM(v).
Nous démontrerions de maniére analogue qu’il existe deux polyndmes L,(v)
et M,(v) tels que pour u = sin x et v = COS X nOUS ayons

O(u, v) = Ly(v) + uM,(v)

et par suite

Gx) = Ly(cos x) + sin x.M,(cos x)
= L,(cos x) + sin x.M,(cos x)

20 Supposons que pour tout élément x de [— a, a] nous ayons
G(x) = — G(— x).

La fonction cosinus est une fonction paire et 1a fonction sinus une fonction
impaire. Nous avons donc

L(cos x) + sin x.M(cos Xl L,(cos x) — sin x. M(cos x)
L,(cos x) + sin x.M(cos x) T 7 L,(cos x) — sin x. M(cos x)

pour tout élément x de [— a, a]. Par suite :

L,(cos x) Ly(cos x) + sin x| My(cos x) L(cos x) — Ly(cos x) M,(cos x)] —
— sin? xM,(cos x) M,(cos x) = — L,(cos x) Ly(cos x) +
+ sin X[ M(cos x) Ly(cos x) — Ly(cos x) M(cos x)] +
+ sin? xM,(cos x) M,(cos x)
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pour tout élément x de [— a, a]. Nous avons donc la relation
L,(cos x) L,(cos x) — sin? xM ,(cos x) M,(cos x) = 0
pour tout élément x de [— a, a]. Supposons que le polyndme L, ne soit pas
identiquement nul, alors nous aurons
sin® xM(cos x) M,(cos x)
L,(cos x)

Si le polynéme L, est identiquement nul alors nécessairement le polyndéme M,
est identiquement nul, car M, ne peut étre identiquement nul en méme temps
que L,. Nous avons alors

sin xM ;(cos x)
L,(cos x)

Li(cos x) = et par suite G(x) =

G(x) = Li(cosx) _ oy Lalcosx)
sin xM,(cos x) (1 — cos® x) M,(cos x)
Donc si G(x) = — G(— x) pour tout élément x de [— a, «] il existe une fonc-

tion rationnelle S telle que G(x) = sin x..S(cos x).
b
3o Nous déduisons du 2° que I'intégrale j G(x) dx peut étre calculée en

faisant le changement de variable cos x = s, si G(x) = — G(— x) soit encore si
I'élément différentiel G(x) dx est invariant par la transformation x> — x.
Les notations et les hypothéses étant celles de la question précédente nous
avons alors

b b
J G(x)dx = J sin x.S(cos x) dx;

a

donc si S est une primitive de la fonction rationnelle S, nous avons :
b
J‘ G(x)dx = S(cos b) — S(cos a).
Nous démontrerions de méme que I'intégrale proposée peut étre calculée en

faisant le changement de variable sin x = s (resp. tg x = t) si I'élément diffé-
rentiel G(x) dx est invariant par la transformation

x> — x(resp. x> 1w + Xx).

6.31 Soient b et ¢ deux nombres réels non nuls et a et x deux nombres réels tels que
chacune des intégrales suivantes soit définie :

x I x 3 x t
1° j _ a; 2° j la: P I <28 ay;
a2 4 cost asin” f aCOsS”“ 1

4° j — dr; 5° j S dt;
asin’ f cos? ¢ ' a b®cos?t + ¢Zsin?t

Calculer ces intégrales.
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Solution 1 Prenons comme nouvelle variable u = tg (1/2). Nous obtenons :
x 1 €2y 4 4> 2du ®(x/2) 2 du
———dt=j —_-—_._=j -,
a2 + cost w@2 3+ ut 1+ u? w@2 3 + u’
d’oll
x 1 2 u tg (x/2)
— dt = — [Arcl —] .
a2 + cost NE gﬁ te (a/2)
5 )
= — [Arc tg E_g(L_/Z) — Arctg tﬁ(g@].
NE NE

70 P’élément différentiel cos® #/sin® 7 dt est invariant par la transformation
x> — x, prenons donc u = sin { comme nouvelle variable. Nous obtenons

x 0053 t sinxl .2 1 1 sinx
j - 4—d1‘= j- . 4” du =1 — _3_+__
o SIN 1 sina u 3u Ulsina
par suite
*cos> t 1 1 1 1 1
——dt=—c = |+t =
aSIn” 1 Jlsin" x s a sinx sina

30 L’élément différenticl considéré est invariant par la transformation
x = X + 7 nous pouvons donc prendre u = tg# comme nouvelle variable.

Nous avons
* ot tgx 271gx
J. B! dx=j‘ udus[%] :%[tgzx—tgza].

a I’COS2 4 tga tg a

40 Nous avons comme ci-dessus en posant u = tg

x 1 tgx 2
[l an [Tl

asin®tcos®t iga U

[—l+u]l“-———] ——!—+t —tga
u T tga tgx gx—1tga.

tga

5o Nous avons de méme :
gx

gx
t1ga b +c¢c"u cb b tga

o 1
———— t =
L b? cos®t + ¢’ sin® ¢
1 C C
=i [Arc tg(g tg x) — Arc tg(g tg a)].



INTEGRATION 231

6.32

Soit n un entier positif ; calculer :

J:\(tg H"de.

Solution

Posons
1, = jx (tg )" dt
et effectuons le changement de variable tg ¢ = u. Nous obtenons
g
wal + u?
Nous pouvons écrire que #" = (1 4+ u?) u"~2 — 4"~ 2 et par suite que :

ig x
I = J " rdu —I,_, = ﬁ[(tg ' —@gay '] - I-,-

Ceci nous permet de calculer I, par récurrence pour tout n > 0 si nous connais-
sons [, et I,. Nous avons

Io=j. di=x—a

et

tg x

x g x
11=J. tgtdt=j i = [Log\/l+uz] = Log

tga 1 + ﬂz tga

cosa

Cos X

Supposons n pair. Si nous posons n = 2 p nous obtenons :

I, = [(tg x)?,p—l —(tg a)zp_l] —Ips

1
s 2p—1

1 - -
Ipp-a = 2p = 3[(tgx)2p *—(tga)’* 3] —Izp-4

I?. =%[tgx——tga] —Io

I, =x—a.
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De ces p + 1 égalités nous déduisons :
1 2p— 2p—1
Ly = 55—y LeE 9™ — (g2 '] +
(_ 1) 2p—3 2p—3 -
2pm__,.[(tgx) (tga)* ] +
+ (=) gx—tga) + (- D' (x—a).
Supposons # impair. Si nous posons 7 = 2 p + 1 nous obtenons
1
Iy = 35 [(tg x)** — (tg a)*?] — I,y
p
1 - L
Ly = 3p—2 [(tg )72 — (tg ®**"*] — Lp-3
1
I, =;[tex’ (s a’] - I,
cos a
I = Log| s
Des p + 1 égalités précédentes nous déduisons :
Iyos = - [(tg %)™ — (tg 7] + o [ 0?2 — (tg )]+~ +
2p+1 2 P 2 p _ 2
(G AT by | cosa
+ > [tg® x — tg’ a] + (— 1" Log cosx |
6.33 Soient a et x deux nombres réels et n un entier rationnel. Calculer les inté-
grales suivantes :
N J_J"‘ dt
a3 +cht a(sht +chp)"

Solution Effectuons le changement de variable u = th(#/2) dans I ; nous obtenons

1 1+ u®
du =-(1 — ud)dt = ——>
S —u)di, cht =5
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et par suite en posant a = th(a/2) et f = th(x/2) nous avons :

r dt ;j‘*’ 1 2 du _J" du
u3+Chl a |+H2l"'H2 az—HZ-

SN et

Mais nous avons

1 1 [ 1 1 ]
== ———— = B + = B -
2—uw* 22L2-u S2+u

donc
J'x de 1 [jﬂ du B du ]
 ———— df = - — —_— ——— —
a3+Ch£ 2-\/2 a\/2-—u aﬁ+u
3 B
= [ [Log VZ+u ]
2 \/ \/2 - U 4
soit

1

22

Sin = 0 nous avons

(V2 + th(x/2)) (2 — th(a/2)

(V2 — th(x/2)) (v2 + th(a/2)) |

J0=J‘ dit = x —a;

sin # 0, en observant que sh # + ch r = e’ nous obtenons

J,.Zj e ™dt :[5—1’]
a —nl,

d’ott

6.34 Soient a et x deux nombres réels strictement positifs ; on considére I'intégrale

* t
F(x, n, p) = J — di
o (e’ —

1)?

ol n et p sont des entiers positifs tels que p > 1. En supposantn > letp > 1
exprimer F(x, n, p) a I’aide de F(x, n,p — 1) et de F(x, n — 1, p — 1). Démon-
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trer que le calcul de F(x, n, p) peut se ramener a celui d'intégrales de la forme
F(x,m, 1) avec 1 <m < n (on ne cherchera pas a calculer ces derniéres).
Appliquer cette méthode 2 la réduction de I intégrale
* t
F(x,1,2) = J ——dt.
a(e' — 1)?
Solution  Nous pouvons écrire

X 4n z 8 T 3
R .
a (Et —_ 1)p
et par suite
x t" ct
Fx’n’ =—Fx,n, -1 +_[ ———dt.
( p) ( p—1 e

L’entier p étant strictement supérieur a 1, nous obtenons par intégration par
partics :

x " t n x x n—1
e — 1) A-pE -1y de 1-pla@—-1
Nous avons donc

1 x" a”
FOS D[ a2
(.x n P) 1 — p [(cx_ l)p-l (c.n'_ l)p_ll +

+Ei—]F(x,n— i,p—1)— Fenp—1.

Sin > 2etp — 1 > 1 nous pouvons appliquer & nouveau la formule précédente
a F(x,n,p— 1)eta F(x,n— 1,p— I)ce qui raméne le calcul de F(x, n,p)
au calcul d’intégrales de la forme F(x,r,p — 2) avec n — 2 < r<n Donc
si n > p 4 la suite de p — 1 opérations nous ramenons le calcul de F(x, n, p)
3 celui d’intégrales de la forme F(x, r, 1) avec I < r < n. Sip <m,aprésp — 1
applications de la formule précédente nous nous ramenons au calcul d’intégrales
de la forme F(x, m, 1) avec 1 < m < n et au calcul d’intégrales de la forme
F(x,0,r) avec p — n < r < 1. Démontrons que ces derniéres intégrales se
calculent par récurrence. Nous avons

x df x 1 — cf x e] dt
Fx.0,8)=| ———=| ——d .
! I € — 1y L(e' “y T L(g_ 1

soit

1 1 *
F(x,0,5) = — F(x,0,s — 1) + — | ————==
(x, 0, s) (x,0,s )+1—s[(c‘—l)‘_’]a
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1 1 1
F(x,0,8) = — F(x,0,s — 1) + - - S T | I
0200 O Qs 4 s—1 [(e" =il &= 1)’_']

En ajoutant membre a membre les r égalités obtenues en multipliant la s-iéme
égalité ci-dessus par (— 1)*~! pour s = 1, 2, ..., r, nous obtenons

F(x,0,r) = — [(e i i ]*

r— I a l)r—l (e);_ l)r-_l
1 1 1 =ill] SR gile
_r—Z[ie_“;l)’_i_-(e"—lF]-F. +&D [e"—l e"‘—l]
FEDT g[S - a).

Par suite dans tous les cas le calcul de F(x, n, p) se raméne & celui d’intégrales
de la forme F(x, m, 1).

Etudions F(x, 1, 2). Nous obtenons

F(x’ 13 2) . [ g B x‘"'_] + F(x’ 0’ l) - F(x, 1’ 1) .
e —1 e —1
Mais
e* — 1
F(x'r 09 ]) B — (x — a) + LOg _ﬂ_.___[_'
et —

Nous avons donc :

e* — 1 '

—| = F(x,1,1).
e’ — 1| (

F(x,1,2) = [ - x

— —(x—a)+ Lo
e’ —1 ex—l] ( .

Le calcul de F(x, 1, 2) se raméne donc au calcul de F(x, 1, 1).
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 EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

1.1 Intégrer les équations différentielles suivantes
A+x)Py +2x+2x°=0 )
Ji+x2y —yy2—y—1=0 2
—_Lf—_ —e =0, 3)
\/l + x?

Solution Ces trois équations sont  variables séparables.
le L’équation (1) s’écrit aussi

1+ x)?2y =—2x(1 +y%)

soit encore
y —-2x

1+ (1+x)
En intégrant les deux membres de cette derniére équation on trouve

1
Arctgy = ———; + K
1 +x
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ol K est un nombre réel ; donc les solutions de I’équation (1) sont de la forme

A tg[l—-_-'-_l;i + K]
olt K est un nombre réel.
2¢ L’équation (2) se met sous la forme
P Y Ayl
N -

Le polyndéme r? + r + 1 ne posséde aucune racine réelle donc Péquation (2)
est équivalente & I’équation

’

y 1

Y+Hy+1 X gt
Pour intégrer le premier membre posons u = y + L et 1 =2 ul\ 3, alors

r r

y _ u 4 2 v
2 . TNz = 2,
3
YV +y+1 u2+(\/) 48 7 +1

2

donc une primitive du premier membre est

2
12 Arc tg y__-l-_l__

V3 B

Par ailleurs nous savons (¢f. C. E., Ch. 9, §1, n° 129) que les primitives du
second membre sont de la forme

Argshx + 2

ol A est un nombre réel, donc on a

2 2

NG Arctg 2y ] = Argshx + A

\/3 V3
d’olt

1 yINK
g}’_-_i‘ -Ztg(ﬁArgshx+ o )
J3 2 2

et
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donc les solutions de I'équation (2) sont de la forme

y= %—itg(—\/zE Argsh x + K)—

ST

ou K est un nombre réel.

3o L’équation (3) s’écrit aussi

soit encore
ye=Ax+1.

Une primitive du premier membre est €’ ; pour calculer une primitive du
second membre posons x = shu, alors

j\/;z-i-_l dx = j\fﬁzu + 1chudu = jChzud“

_Sh2u+2u

du

=j'gl_12u+1 + K.

2
ol K est un nombre réel ; or

sh2u+2}_¢_shuchu + u x\/x2+£+Argshx

4 2 2

donc

X \/;:T-k_l + Argshx

N 2

+ K

otl K est un nombre réel. Comme la fonction

x+/x* + 1 + Argshx
2

X =

est strictement croissante de — o0 a4 + oo lorsque x varie de — 0 a + oo,
pour chaque nombre réel K I’ensemble des nombres réels x tels que

x\/;z_+ 1 + Argshx +

5 K>0

est un intervalle ouvert, soit

lag, + oo
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et I’équation (3) admet alors, sur cet intervalle la solution

/2
y=Log(x\x + l;Argshx+K)

1.2

On considére les équations différentielles

P_X+y
y=2rt )
xy' =y + /%% + y*. )

Trouver leurs intégrales générales sur chacun des intervalles ]— oo, O] et
10, + ool

Solution

On constate aisément que les équations (1) et (2) sont inchangées lorsqu’on
remplace x par Ax et y par Ay ot A est un nombre réel. Ces deux équations sont
donc homogénes.

19 Cherchons d’abord si I’équation (1) posséde une solution de la forme
¥y = tx ol ¢ est un nombre réel ; on devrait avoir pour cela # = (x + fx)/x
pour tout nombre réel x non nul, ce qui est impossible.

Posons a présent y = tx, t étant une fonction dérivable de x. Alors on a
Yy =1t"x + t et en portant dans I’équation (1) on trouve

t’x+r=x+lx
=t

Dans chacun des intervalles considérés cette équation équivaut a

soit

et par intégration
t=Log|x|+ K

ou K est un nombre réel.
La solution générale de I’équation (1) est donc de la forme

{y=xLogx + K, x si  xe€]0, + oof
y=xLog(— x) + K; x si xe]— oo, 0[

ol K, K, sont deux nombres réels.
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20 On démontre facilement que la seule solution de I’équation (2) de la forme
y = tx o £ est un nombre réel, est la fonction constante de valeur 0. Cherchons
4 présent les solutions de I'équation (2) sous la forme y = tx ou ¢ est une fone-
tion dérivable de x. On a y = ¢’ x + t d’ol1 en portant dans I'équation (2)

Xt x + 1) = tx + /X2 + 2%
soit encore
£ x? =] x|l + 2.

Dans chacun des intervalles considérés cette équation équivaut &

Dans Pintervalle ]0, + co[ on obtient en intégrant les deux membres
Argsht = Log x + K;

oil K, est un nombre réel ; d’ott t = sh (Log x + K)).
Dans l'intervalle ]— oo, O on obtient

Argshr = — Log(— x) + K;
ou K, est un nombre réel ; d’ott ¢ = sh (K, — Log(— x)).
Par suite la forme générale des solutions de I’équation (2) est

{y:xsh(K1+Logx) si x€]0, + cof
y=xsh(K, — Log(—x)) si xe]- oo, Of
ol K, K, sont deux nombres réels.

On peut transformer I’expression de ces solutions en posant K, = Log C;.
K, = Log C, ou C,, C, sont deux nombres strictement positifs ; on a alors

Cix L
1 X — = 2 2
C;x Cix —1
Sh (Kl + Log x) = Sh (Log Cl x} = 2—1— = .12—Cl__‘;_
Copn =
. i = C, x*-0GC;
sh (K, — Log( x))—sh(Log(— x))—— 3 = 2 Cix
]a forme générale des solutions de I'équation (2) devient alors
2 .2
-1 ;
y= %CT si x€]0, + oof
2 2
y=x—2C2C2 si x€e]— oo, 0[

ot C,, C, sont deux nombres réels strictement positifs.
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13

On considére ’équation différentielle
) —(x+Dy+e&x*+1)=0. 0

10 Trouver son intégrale générale dans chacun des intervalles ]— oo, 0]
et 10, + ool.

30 Montrer qu'il existe des fonctions définies et continues sur R qui sont
solutions de I’équation (1) pour x # 0.

Solution

]o L’équation homogéne associée & I’équation (1) est
xy—(x+1)y=0. 2
Dans chacun des intervalles ]— o, Of et 10, + co[ les solutions de cette équa-

tion qui ne s’annulent pas sont celles de I’équation

r

y x+1 6)

y x
En intégrant chacun des membres de I’équation (3) on obtient
Log|y|l=x+ Log|x| + K
ot K est un nombre réel ; il en résulte que
y=Cxe"
ou C est un nombre réel.

Pour déterminer la solution générale de I’équation (1) sur chacun des inter-
valles ]— oo, O[ et ]JO, + oo, appliquons la méthode de variation des constantes.
Ecrivons y sous la forme

y = C(x) x e~ @
ot C est une fonction dérivable de x. Alors on a en dérivant (4)
y = C'(x)xe* + C(x)e™ + C(x) xe*
et en portant dans I’équation (1) on obtient

C'(x) x* e + C(x) x&* + C(x) x* & — C(x) x* e — C(x) x ™ +
+&*+1)=0

soit
CHxX*eE+e(x*+1)=0
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d’ot1 il vient

x*+1 1
C’(X) - — = =1 ==
x2 x2
d’olt en intégrant
1
C(x)= —x + ~ + k

oll k est un nombre réel.

L’intégrale générale de I'équation (1) est donc de la forme
y=(—x>+1+k x)e* si xeRL
y=(—x*+1+k,x)e* si xeR}

ou k,, k, sont des nombres réels.

2¢ Pour tout nombre réel k on a

lim(— x% + 1 + kx)e* =1

x—=0
donc les fonctions g,,(4 € R, u € R) définies par
g, () =(—x+1+Aix)e" i xeR®
g).p(o) = ]
g =(—x*+ 1+ px)e’ sl xeR¥

satisfont & la question

14 On considére I’équation différentielle
xy' —y=DLog|l + x| @
1° Trouver son intégrale générale dans chacun des intervalles ]— co, — 1[
1- 1,0[ et O, + oof.

20 Montrer qu’il existe des fonctions définies et continues sur R qui sont
solutions de I’équation (1) pour x # 0 et x # — 1 et qui ont des dérivées
infinies pour x = Oet x = — L.

Solution 10 L’équation homogéne associée & 'équation (1) est

xy—y=0 V)]
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Dans chacun des intervalles ]— o0, O[, ]0, + oo les solutions de I’équation (2)
qui ne s’annulent pas sont celles de I’équation

|
Y- 3)

d’olt en intégrant
Log|y|=Log|x| + K
donc y = Cx ou C est un nombre réel.

Comme Log | 1 + x| n’est pas défini pour x = — 1, nous allons déterminer
la forme de I'intégrale générale de I'équation (1) dans chacun des intervalles
]— o, — 1[,]1— 1,0, 10, + co[. Pour cela nous appliquons la méthode de
variation des constantes en posant

y=Cx)x @
ol C est une fonction dérivable de x. En dérivant (4) on obtient
Yy =C(x)x + C(x)
d’ol en portant dans I’équation (1),
C'(x)x* =Log|1 + x|
d’on

Log|1 + x|

2
X

C'(x) =

Une intégration par parties donne alors

—(x+ DLlog|1+ x|
x

C(x) = + Log|x| + k

ot k est un nombre réel.

La forme générale de I'intégrale de I’équation (1) est donc

y=—(x+1)Log(x+1) +xLogx +kx si xe]0,+ oof

y=—(x+1)Log(x+1) +xLog|x|+k,x si xe]-1,0[

y=—(x+1Log|lx+ 1| +xLoglx [+ksx si xe]—oo —1[
ou k;, k,, k5 sont des nombres réels.

20 Observons que pour tout nombre réel k on a

lim [~ (x + 1) Log(x + 1) + xLog | x| + kx] =0

x=0
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donc si k,, k, sont deux nombres réels, on définit une fonction g continue sur
1— 1, + oo[ en posant

gx) = —(x+ )Log(x + 1) + xLogx +kyx si xe€]0, +oof
g0) =0
gx) = —(x+ DLog(x + 1) + xLog| x|+ k,x si xel—1,0[.
A présent observons que
Jim [—(x+ DLog(x + 1) + xLog|x| + kyx] = — k,
x—={—1)+
et |
lim [—(x+ 1Loglx+ 1]+ xLog|x|+ kyx]= —ks.

x=+({—1)—

Il en résulte que pour tout couple (ky, k;) de nombres réels, la fonction g, «,
définie sur R par

(¥ =—(x+1)Log(x+1) + xLogx + kyx si xe]O0, + oo[
8y, (0) =0

Z,(®)  =—(x+1) Log(x+1)+xLog|x[+kyx si xe]—1,0[
gu(— 1= —k;

Ze(®)  =—(x+1) Log|x+1|+xLog|x|+k,x si xel]—oo,—1[

est continue sur R et sa restriction 2 chacun des intervalles |—co, —1[, 1—1, 0[
et 10, + oo[ est évidemment solution de I'équation (1). Soit (k,, k) un couple
de nombres réels ; posons g = g, x, OU &k, estla fonction définie comme
ci-dessus ; alors,

lim 8 — 80 _ lim [—E;—'——l Log(x + 1) + Log| x| + ky| = —c©
x=0+ x x=+0+ x d
et
. — g(0 . 1
lim M)= Him [—x-;iLog(x+ 1) + Logix|+ ky]= —
x—=0-— x=+0~- d

donc la dérivée de g au point 0 est — oo.
D’autre part

lim Mﬂ:
x=+-—1 x+1
— lim —(x+1DLlog|x+ 1|+ xLogl|x|+k,x+k,

=+ ©
x=+—1 (x + l)

donc la dérivée de g au point — 1 est + co.
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1.5

On considére I’équation différentielle
(G2 =1y +2y=x~. (§))]
1° Trouver sa solution générale dans chacun des intervalles |— oo, — 1[,
1— 1,0[ 10, 1{ et ]1, + ool.

20 En déduire qu’il existe une fonction réelle g et une seule, définie, continue
et dérivable sur R qui soit solution de ’équation (1) dans chacun des intervalles
]_ 0, — ][: ]_ 19 O[‘! ]Uv l[et]l, + CO[

Solution

1o L’équation homogéne associée a I'équation (1) est
x(x* =1y +2y=0. V)

Dans chacun des intervalles 1— oo, — 1[, 1— 1,00, 10, 1[, )1, + oo[, les
solutions de cette équation qui ne s’annulent pas sont celles de I'équation
Y _ 2

- . )
y x(x* — 1)

En décomposant la fonction rationnelle — 2/x(x* — 1) en éléments simples
on obtient

et en intégrant les deux membres de ’équation (3) il vient

X
Log|y|=Log ———+K
|x* = 1]

ou K est un nombre réel ; il en résulte que
Cx?

y_xz—l

ol C est un nombre réel

Pour déterminer la solution générale de ’équation (1) sur chacun des inter-
valles ]— o, — 1[, 1— 1,0[, 10, 1[, 11, + co[ appliquons la méthode de varia-
tion des constantes. Posons

Z
x
y = CO)5— @
xz —1

ol C est une fonction dérivable de x. Alors en dérivant (4) on obtient
2
2%

' = C(x)—F— — Cx)—=F
y () 21 (x) o1y
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d’ol1 en portant dans I’équation (1)
x3 C'(x) = x*
soit
. 1

C'(x) = N

et en intégrant
C(x)=Log|x]| + k

ol k est un nombre réel.

EXERCICES D'ANALYSE

Revenant maintenant a la formule (4) on a 'intégrale générale de ’équation

(1) sous la forme
x? .
y=(L0g|x|+k1)—2— 1
x° =1

2z
X .
y = (Loglx| + k;) 5~ si
x* =1

2

y = (Log| x| + k3)

x2—1

x? .
y = (Log| x|+ k) — i
x“=1

ou ky, k,, ki, k4 sont des nombres réels.

xe€]—o0, —1[

xe]—1,0[

xelo, 1[

xe]l, + o[

20 Supposons qu’il existe une fonction g définie et continue sur R dont la
restriction 2 chacun des intervalles ]— oo, — 1[,]1— 1, 0[, 10, 1[, 11, + oo[
soit solution de I’équation (1). Alors on a des nombres réels k,, k,, k3, k, tels

que

g(x) = (Log| x| + ky)

x? —
x? )
g(x) = (Log| x| + ky) ———  si
x* -1
xZ
gx) = (Logx + k3) '~ i
x* =1
x2
g(x) = (Logx + k) - i

xe]—oo, — 1[

xe]—1,0[

xe]Jo, 1[

xe]l, +oof.
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Comme g est continue au point 1, on a
X2 x2
g(l) = lim (Logx + k3) —~—— = lim (Logx + kj)—5——

x-1- x2 —1 x-1+ xz —1

Calculons la limite de x? Log x/(x* — 1) lorsque x tend vers 1;en posant
x=1+hona
_Logx . Pog 1+ h)

x2—1 2h+h

Au voisinage de 0, Log (1 + %) ~ het 2h + h*> ~ 2 h donc

. 1 .. x*Lo
lim _E.qg_x = — = lim x_z 08 X
x=1 X" — 2 x-1x°—1
Mais on a
1 . kw1 . kg x?
(1) =-+ lm 2~ =>4+ lim —~——
&) 2 xo1-x2—1 2 xs1+x2-—1

donc on a nécessairement k3 = k, = 0.

En utilisant la continuité de g au point — 1 on démontre de la méme mani¢re
que k; = k, = 0; par ailleurs on a

x*Log|x| _

lim 0

x—0 xz -1

et g est continue au point 0 donc g(0) = 0. Par suite la fonction g est définie par

_ % Log|x]|

g(x) 1 sii xeR—{—1,0,+1}
x2 —

f-D=gy=, & £O=0.

Comme il est clair que ces formules définissent une fonction continue sur
R, nous venons de démontrer qu’il existe une fonction g définie et continue
sur R, et une seule, dont la restriction & chacun des intervalles

1=, —1[, 1-1, O[, 10, 1] et J1, +oo[ soit solution de I’équation (1).

Montrons que cette fonction g est dérivable en tout point de R. Sur
R-—{-10,1},

g s’exprime sous forme d’un produit de fonctions dérivables donc est dérivable.
D’autre part g est une fonction paire donc il suffira de démontrer que g est
dérivable aux points O et 1. On a
gx) — @) _xLog|x]
x xt -1
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donc

i 80) — 8O _
X

x—0

par suite g est dérivable en 0 et g'(0) = 0.

Faisons un développement limité de g au voisinage de 1;en posant x = 1 + A

on a
hz
- — h
(1 + K2 Log( + k) (1 +2h + o(h))(h 2 + o ))
glx) = = oz " 2
2h+ h 2h+ h
soit
x—1

+ o(x — 1)

1 h 1
g(x)=§+-2-+0(h)=§+ 3

or g(1) = % donc

. glx) —g) _1
,l;l_l.T: x—1 T2

par suite g est dérivable au point 1 et g°(1) = 4.

1.6

On considére I'équation différentielle

2x(1 —x)y'+ (1 —-—x)y=1.

(D

10 Trouver son intégrale générale dans chacun des intervalles ]— oo, O[,

10, 1[ et ]1, + ool. -

20 Montrer qu’il existe une fonction f continue sur }— oo, 1[ et une seule,
qui soit solution de I’équation (1) pour x #* 0. Montrer que f est dérivable sur

]_ 0, l[

30 Montrer qu’il n’existe aucune fonction g définie et continue sur R dont
la restriction 4 chacun des intervalles ]— oo, O, 10, 1[ et ]1, + oo soit solution

de I’équation (1).

Solution

1¢ L’équation homogéne associée a I'équation (1) est

2x(1 —x)y'+(1 —x)y=0.

2
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Dans chacun des intervalles J— oo, O[, ]0, 1[ et ]1, + oo[ les solutions de
cette équation qui ne s’annulent pas sont celles de 1’équation

1 1

En intégrant les deux membres de cette équation il vient
Log|yl=—4Log|lx|+ K

ol K est un nombre réel, d’olt
C

y= 5
Vx|
ou C est un nombre réel.

Pour trouver la solution générale de I'équation (1), appliquons la méthode
de variation des constantes. Nous distinguerons deux cas suivant que x appar-
tient 4 ]— oo, O[ ou a I'un des intervalles 0, 1[ ou ]I, + oof.

Dans lintervalle ]— co, 0] posons

C
y=- @
- X

ou C est une fonction dérivable de x ; en dérivant (4) on obtient

_Cx G
Y= omiow

d’olt en portant dans I’équation (1)
2x(1 — x) C'(x) N 2 x(1 — x) C(x) k. 1 —x)Cx) _

— 1
-X 2x—x \/—x

soit

N 2x(1 — x) B _5\/——.::(1 —_x)

cw=_Y"%_ ! ®)

On intégre (5) en effectuant le changement de variable u = +/ — x et on
trouve

C(x) = Arctg\/— x + K

oll K est un nombre réel. La forme générale de la solution de I’équation (1)
dans }— oo, Of est donc
Arc t.g \J{— X + K

N=x J=x

oll K est un nombre réel.
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Dans chacun des intervalles 10, 1{ et ]1, + oo[ posons

C(x)
=2 ©
Jx
ol C est une fonction dérivable de x ; alors en dérivant (6) il vient
O _ Cx)
\& 2x \/;
et en portant ce résultat dans I’équation (1) on trouve
2x(1 —x)C'(x)  2x(1 — x)C(x) , (- x) C(x) C(x)
i = 4 bl ot 0 SR =1
Jx 2x /% Jx
soit
coy=-—Yr -1 %)

2x(1 — x) 2\/x(1 —x)
On intégre (7) en faisant le changement de variable u = N ;, et il vient

1+ +/x

1—\/x

ot K’ est un nombre réel, donc la forme générale de la solution de I’équation (1)
dans chacun des intervalles ]0, 1[ et ]1, + oo[ est

C(x) = %Log

1
25

o1 K’ est un nombre réel (¢f. C. E. Ch. 9, § I, n° 129).

y =

11 résulte de tout ceci que I'intégrale générale de I'équation (1) se présente
sous la forme

Arc tg ,;’ - X

—x /—x

si xe]—o0,0[

i B
K, _Argthyx Kz o 50 q[

VAN -~

y= ! Log
2 Jx 1—,,/‘

si xe]l,+oof

1
yzxf‘f\/x

ot Ky, K,, K5 sont des nombres réels (¢/. C. E., Ch. 6, § VIIL n°® 91).
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20 Supposons qu’il existe une fonction / continue sur ]— co, 1] dont la
restriction 2 chacun des intervalles ]— oo, 0[ et JO, 1] soit solution de I’équation
(1). Alors il existe des nombres réels K, K, tels que

Sf(x)': Arctg/— x +_I(1_

si xe]—o0,0[

J=x J==x

)f(x = — -—_———--+—l; si xe]o, 1[

de plus on a

: x K, A x A
o iy [ ] [ 5]

Or les développements limités au voisinage de 0 des fonctions Arctg et

Arg th sont
3

Arctgu =u —%-{- o(u?)

u3
Argthu=u+—j—+o(u3)

(¢f. C. E.,Ch. 7, § IL, n°s 102 et 103) ; on a donc au voisinage de 0 les déve-
loppements limités

‘Arctg\f— 5

_—=1+J—C+o(x), pour x<0
- X 3

et
Argthyx 4 iom, pouwr  x>0.
J 3
11 en résulte que
dim ABBVE_ o g AV X
x=+0+ \/x EROS .

Par ailleurs, lim K,// — x est infinie si K; # 0 donc on a nécessairement
x—0-—

K, = 0. De la méme maniére on voit que K, = 0 et f(0) = 1. Or il est clair
que la fonction f définie sur ]— co, 1] en posant

Arc tg ) —x

f(X)=—\/—_-—x si  xe]—oo,0[
f@=1
f(x) = hArthﬁ si xe]o,1[

NES



252

EXERCICES D’ANALYSE

est continue sur ]— oo, 1[ et est solution de I’équation (1) pour x # 0 ; cette
fonction fest la seule fonction définie et continue sur ]— co, 1[ qui soit solution
de I’équation (1) pour x # 0. Montrons que f est dérivable sur ]— oo, 1[; en
tout point de cet intervalle différent de 0, f s’exprime sous forme d’un produit
de fonctions dérivables donc est dérivable, de plus en se servant des développe-
ments limités calculés ci-dessus, on a

tim 10 1O _ 3, 1) — 1O . 1O _ i % + o(1) =%

x=0+ X x—=0- x—=0

donc f est dérivable en 0 et f*(0) = 4, par suite f est dérivable sur I'intervalle
1- o, — 1L

30 Supposons qu'il existe une fonction g définie et continue sur R dont la
restriction a chacun des intervalles ]— oo, O[, 10, 1[ et ]1, + oo[ soit solution
de I'équation (1) ; alors nécessairement la restriction de g a ]— oo, 1[ est f
donc il existe un nombre réel K tel que

_ _Arc tg \/——x

g(x) \/———x si x€e]—o0,0[
g0 =1
gx) = ﬂ\;l_;ﬁ si xe€]0, 1L

1+ /x

g(x) = -2—:/; Log } 1—_—\/_; si  xe]l, +oof.

& o
Jx

Iim _A_l'g_th_\/_; = + o0

x—=1- X
et pour tout nombre réel K, on a
. 1 1
lim (——— Log l +_\f_)_c
2./x

donc la fonction g ne peut étre continue au point 1, par suite il n’existe aucune
fonction g définie et continue sur R qui soit solution de 1’équation (1) pour
x#£ 0etx # 1.

+—:_)=+CD,
1 —x

x—=1+

1.1

On considére I’équation différentielle
r Y 3.4 _
y - +xy =0 ey

Trouver son intégrale générale dans chacun des intervalles ] — oo, 0[ et ]O, + oo[.
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Solution  Cette équation est une équation de Bernoulli (¢f. C.E., Ch. 11, § I, n° 166).
Cherchons donc ses solutions qui ne.s’annulent pas en la divisant par y*eten

posant z = 1/y3.Onaz’ = — 3'[y* et'équation (1) qui s’écrit alors
4 1
——+% =0
y xy
devient
2 @& S
T x + x 0. (2)

Cette équation est linéaire. L’équation homogéne qui lui est associée est

=0 3)

z = (4)

oil C est un nombre réel. Pour obtenir les solutions de I’équation (2) on applique
la méthode de variation des constantes ; on obtient

,_C® _3CH)

z i > i

x? x*

et en portant dans I’équation (2)

ﬂ);—) +x3=0

356
soit

C'(x) = 3 x°
et en intégrant on obtient

3x7

C(x) = = + K

ot K est un nombre réel ; il en résulte que la forme générale des solutions de
Péquation (2) est

I

7
K :
z=3—{c—+3 L si xe]—o0,0[
7 %
3 7
z = -ﬁ—+3K2 si. xe€]0, +oo[
7x

ol K,, K, sont des nombres réels.
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Pour que I’on ait 3 x” + K, # 0 pour tout élément x de }]— o, O[ il faut et
suffit que K, < 0; de méme pour que I'on ait 3x’ + K, # 0 pour tout
¢élément x de 10, + oof, il faut et suffit que K, > 0 donc la forme générale des
solutions de 1’équation (1) est

T .
Sy— 3x + K, si xe]—o0, 0f

3T o3
( V. = s
y'_,\/3xT+KZ S1 xE],-}-CO[

ol K,, K, sont deux nombres réels tels que K; < Oet K; > 0.

1.8

Intégrer les équations différentielles suivantes

Yy =3y +2y=2x*-Tx*+2x—1 4))
y'—4y +4y=2x—2)¢ )
y' -2y +2y=2x*—4x+4 3)

Solution

Jo L’équation caractéristique associée a I’équation (1) est
r?—3r+2=0

elle admet les racines 1 et 2 donc (¢f. C. E., Ch. 11, § 1L, n® 167) I’équation homo-
géne associée a ’équation (1) admet pour solution générale les fonctions de la
forme

y=Ae* + Be**
ou A et B sont des nombres réels.

Comme le second membre de ’équation (1) est une fonction polyndéme du
troisiéme degré en x, cherchons une solution particuli¢re de ’équation (1) sous
la forme

y=ax®+bx* + ex+d

y =3ax* +2bx+c et y"=6ax+2b
d’oll en portant dans I’équation (1)

(6ax +2b) — 33 ax? + 2bx + ¢) + 2ax® + bx* + cx + d) =
=2x*—Tx*+2x—1
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soit

203 +2b—-9a) x> +RQc—6b+6a)x + 2b—3c+ 2d) =
=2x3—-7x*+2x-1

par suite on a

2a =2
2b—-9a=—-17
2c—6b+6a=2
2b—3c+2d= -1

dotta=1,b=1,c=1etd=0.La forme générale des solutions de I'équa-
tion (1) est donc

y=Ae+ Be”* +x* + x* + x
ol A et B sont des nombres réels.
20 L’équation caractéristique associée & I’équation (2) est

r2—4r+4=0.

Elle admet une racine double égale & 2 donc (¢f. C. E., Ch. 11,§ II, n° 167)
la forme générale des solutions de I’équation homogéne associée a I’équation
(2) est

y = (Ax + B)e**
oil 4 et B sont des nombres réels.

Comme le second membre de P'équation (2) se présente sous la forme de
produit par e* d’une fonction polyndme du premier degré, cherchons une solu-
tion particuliére sous la forme

y = (ax + b) e*

On a
y =eax+b+a), y=¢e(ax+b+ 2a)
d’oi1 en portant dans ’équation (2)
elax+b+2a—4ax—4b—4a+4ax+4b)l=e"2x— 4
soit
elax + b — 2a] = e*[2x — 4]

d’ou

e
b—2a=—-4
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soita = 2, b = Oect la forme générale des solutions de I’équation (2) est
y = (Ax + B)e** + 2 x¢”
ol A et B sont des nombres réels.
30 1’équation caractéristique associée 2 I’équation (3) est
r2—2r+2=0.

Elle admet les racines complexes 1 + i et 1 — i donc (¢f2 C.E., Ch. 11, § II,
n° 167) la forme générale des solutions de I'équation homogéne associée a
P’équation (3) est

y = ¢"(4 cos x + Bsinx)
ol A et B sont des nombres réels.

Comme le second membre de ’équation (3) est une fonction polyndme du
second degré en x, cherchons une solution particuliére sous la forme

y =ax* + bx + c.
Onay’ = 2ax + b,y" = 2 ad’ol en portant dans I'équation 3)
2a—4dax —2b+2ax® +2bx +2c=2x"—4x+4

soit
202 +2b—2d)x+2a+c—b)=2x>—-4x+4
on en tire
2a=2
2b —2a)= — 4

2a +c—b)y=4
dotta = 1,b = 0, ¢ = 1 et la forme générale des solutions de P’équation (3) est
y = (4 cos x + Bsinx) + x* + 1

oil A et B sont des nombres réels.

79

Intégrer les équations différentielles suivantes
y' =2y +y=6xc O]
y"+2y —8y=4¢e"3x+5) )
y" —4y + 13y =10cos2x + 25sin 2 x. (3)
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Solution e L’équation caractéristique associée 4 I’équation (1) est
r2—2r+1=0.

Elle admet une racine double égale & 1 donc (¢f. C. E., Ch. 11, § II, n° 167)
la forme générale des solutions de I’équation homogéne associée a I’équation (1)
est

y=(4x + B)e*
ou A et B sont des nombres réels.

Comme le second membre de 1’équation (1) se présente sous forme de produit
par €* d’une fonction polyndéme du premier degré en x et comme 1 est racine
double de P’équation caractéristique, nous devons chercher une solution parti-
culiere de ’équation (1) sous forme de produit par e* d’une fonction polynéme
du troisiéme degré en x. Compte tenu de la forme des solutions de I’équation
homogéne associée a I’équation (1), il nous suffira de chercher cette solution
particuliére sous la forme

y = (ax*® + bx?) ¢
On a
Yy =@Bax* + 2bx + ax® + bx*)e* = (ax® + (b + 3a) x* + 2 bx)e*
et
V'=0Bax*+2(b+3a)x +2b+ ax® + (b + 3a) x* + 2bx)e*
soit
y'=(ax®+ (b +6a)x* +2(2b + 3a)x + 2b)e*.
En portant dans ’équation (1) on trouve

eax®+b+6a)x> +22b+3a)x +2b—2ax® —2b+3a)x?
— 4bx + ax® + bx*) = 6 x¢€*

soit e(6ax + 2b) =6xe* d’oit a=1 et b =0 et la forme générale des
solutions de I’équation (1) est

y=(Ax + B)e* + x*
ol A4 et B sont des nombres réels.
20 L’équation caractéristique associée a ’équation (2) est
r’+2r—-8=0.

Elle admet les racines — 4 et + 2 donc (¢f. C. E., Ch. 11,§1I, n° 161) la forme
générale des solutions de I’équation homogene associée a I’équation (2) est

y=Aer+Be—4x

ol 4 et Bsont des nombres réels.

CaLvo. — Exercices d’analyse 9
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Comme le second membre de 1'équation (2) se présente sous la forme du
produit par e2* d’une fonction polyndme du premier degré, comme 2 est racine
simple du polyndme caractéristique, compte tenu de la forme générale des
solutions de I'’équation homogene associée a I'équation (2), nous chercherons
une solution particuliére de équation (2) sous la forme

y = (ax® + bx)e**.
On a
y =Qax + b+ 2ax* + 2 bx) e** = (2ax* + Aa + b) x + b)e**
et

y" = (4ax + 2a + b) + 4ax® + 4a + b) x + 2b) €™ =
= (4ax* +4Q2a+ b) x + 2(a + 2b)) ™

d’oll en portant dans équation (2)

e[4ax® +4(b +2a)x + 2a + 2b) + 4ax® +4(a + b)x+2b—
—8ax? — 8bx] =4e¥(Bx +5)

soit
e?*(12ax + 2a + 6b) = 4”3 x +5)
d’ol1
{12& = 12
2a+6b=20

soit a = 1, b = 3 et la forme générale des solutions de P’équation (2) est
y=x*+3x+ A) e + Be ™
ol A et B sont des nombres réels.
30 1’équation caractéristique associce a P’équation (3) est

r2 —4r+13=0.

Elle admet les racines complexes 2 + 3 i et 2 — 3idonc (c¢f. C.E., Ch. 11,811,
n° 167) la forme générale des solutions de I'équation homogéne associée a

I’équation (3) est
y = e*(Adcos3 x + Bsin3x)
oll A et B sont des nombres réels.
Cherchons une solution particuliére de I’équation (3) sous la forme

y=acos2x + bsin2x.
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On a
y'=—2asin2x+ 2bcos2x et y"= —4acos2x —4bsin2x

d’oll en portant dans I’équation (3)

(—4a-8b+13a)cos2x+(—4b+8a+ 13b)sin2x =
= 10cos2x + 25sin 2 x

d’ott

{9 a—8b=10

8a+9b=25

donc a = 2, b = 1 et la forme générale des solutions de I'équation (3) est
y=e"(Acos3x + Bsin3x) +2cos2x + sin2x

oll 4 et B sont des nombres réels.

710 Intégrer ’équation différenticlle
V' +4y +3y=2e@x*+6x+5)—6(cos3x + 2sin3x). (1)

Solution  L’équation caractéristique associée & I’équation (1) est
r’+4r+3=0.

Elle admet les racines — 1 et — 3 donc (¢f. C. E., Ch. 11, § IT, n° 167) la forme
générale des solutions de I’équation homogéne associée 2 I'équation (1) est

y=Ae ™+ Be ¥
ol A4 et B sont des nombres réels.

D’aprés le principe de superposition des solutions (loc. cit.) pour trouver une
solution particuliére de I’équation (1) il nous suffira de trouver une solution

particuliére de chacune des équations suivantes
V' +4y +3y=2e"@x*+6x +5) ()]
Y +4y +3y= —6(cos3x + 2sin 3 x) 3)
et de les additionner.
Cherchons une solution particuliére de I’équation (2) sous la forme

y = e*(ax* + bx + ¢
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y' = eX(ax® + (b + 24) x + (c + b))

et
Yy =eax®* + (b +4a)x+(c+2b+ 2 a))

d’oil en portant dans I’équation (2)

e“(axz+(b+4a)x+(c+2b+2a)+4ax2+4(b+2a)x+4(c+b)+
+3ax2 +3bx+3¢c)=2e@4x*+6x+5)

soit
“(8ax®> + (8b + 12a)x + 8c + 6b+2a)=c@x*+12x + 10)

d’ol il vient
8a=28
8b+12a =12
8c+6b+2a=10

donc @ =1,b =0, ¢ = 1 et une solution particuliére de I’équation (2) est
y=e+1).
A présent cherchons une solution particuliére de ’équation (3) sousla forme
y=acos3x + bsin3x.
On a
y' = —3asin3x +3bcos3x et y' = —9acos3x —9bsin3x
d’oll en portant dans I’équation (3)

(—9a+12b +3a)cos3x+ (—9b — 12a + 3b)sin3x =
= — 6cos3x — 12sin3 x

d’ou
{ —6a+12b=— 6
—12a—6b=—12
donc a = 1 et b = 0 et une solution particuliére de I'équation (3) est
y=-cos3x.
On a donc une solution particuliére de 'équation (1) en posant
y=e(x*+1)+cos3x
et la forme générale des solutions de 'équation (1) est

y=Ae * + Be ¥+ (x> + 1) +cos3x

ol A et B sont des nombres réels.
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.11

Intégrer I’équation différentielle suivante
YV'=20' +y=e"(x+1) )]

ol o est un nombre réel.

Solution

L’équation caractéristique associée a I'équation (1) est
r’—2ar+1=0.

Son discriminant est «*> — 1. Nous distinguerons donc quatre cas suivant que
> —1>0,a>?—1<0,a=10ua = — 1.
a) o> — 1 > 0. Alors ’équation caractéristique posséde deux racines réelles

ry=ua+ \,*’{oc_z—_l- etr, = o — \/ocz_-:_l donc (¢f. C.E., Ch. 11, § II, n°167)
la forme générale des solutions de I’équation homogéne associée 2 I’équation (1)
est

y=A e(a+v'.£2—1)x + B e[:z—‘\/az—l_}x
ol 4 et B sont deux nombres réels.

Comme o? — 1 > 0, o n’est pas racine de I’équation caractéristique par suite
nous cherchons une solution particuliére de [’équation (1) sous la forme

y=e%ax + b).
On a
V' =eMaax + ab + a) et )" = e(a’ax + a®> b + 2 aq)
d’oll en portant dans ’équation (1)
e’ ax +a’b + 20a — 2a’ax — 20®b — 20a + ax + b) = e*(x + 1)
soit
e*(a(l — a® x + b(1 — a?)) = e™(x + 1)

d’olt I'on tire @ = b = 1/(1 — &?) et la solution générale de I"équation ()]
dans ce cas est de la forme

e T x+1
y = A e(d+ Vi-a )x + B e(a—’\/l-—a’-}x + em:(i_ 2)
. — o

oll 4 et B sont des nombres réels.
b) «*> — 1 < 0. Dans ce cas I'équation caractéristique admet deux racines
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complexes conjuguées ry =« + i\.fl_—_oci et r, =0 —iy1— o* donc
(¢f. C.E., Ch. 11, § I, n° 167) ]a forme générale des solutions de I’équation
homogene associée a I’équation (1) est

y = (A cos (/1 — &®) x + Bsin (1 = a?) x)
ol A et B sont des nombres réels.

Comme 1 — o« > 0, o n’est pas racine de I’équation caractéristique par
suite nous cherchons une solution particuliére de I'équation (1) sous la forme

y = e*(ax + b).

Les mémes calculs que dans le cas a) fournissent a = b = 1/0 — «®) et la
solution générale de ’équation (1) dans ce cas est

r 1 — ) T % x+1
y = ¢&* (A cos (\afl — ) x + Bsin (\/1 — ) x + I'__;E)

o1 A et B sont des nombres réels.
¢) a = 1. L’équation (1) s’écrit dans ce cas
y' =2y +y=¢€x+1).
Son équation caractéristique est
r2—2r+1=0.

Elle admet une racine double égale 2 1 donc (¢f. C. E., Ch. 11, § II, n°167) la
forme générale des solutions de I'équation homogene associée a Iéquation (1)
est

y = (Ax + B)e*
oll A et B sont des nombres réels.

Comme 1 est racine double de I’équation caractéristique et compte tenu de la
forme des solutions de I’équation homogene, nous devons chercher une solution
particuliére de I’équation (1) sous la forme

y = e*(ax® + bx*).
On a
y = eXax® + bx* + 3ax® + 2bx) = e(ax® + (b +3a)x* +2 bx)
et

y' =eXax® + (b + 3a)x* + 2bx +3ax> +2(b+3a)x +2b) =
—efax®*+ (b +6a)x* +22b +3a)x + 2b)
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d’ol en portant dans I’équation (1)

e(ax* +(b+6a)x” +22b+3a)x+2b—2ax® — 2bx* —
—6ax? —4bx + ax® + bx*) =e(x + 1)

soit
e*6ax +2b)=¢e(x+1)
d’oli’on tire a = % et b = 4 et la forme générale des solutions de I’équation (1)

dans ce cas est

3 2
x 5.2 A
y—(g+7+Ax+B)e

ol A et B sont des nombres réels.
d) a = — 1. L’équation (1) s’écrit dans ce cas

Y+2y +y=e(x+1).
Son équation caractéristique est
rP+2r+1=0

et elle admet une racine double égale 2 — 1 donc (¢f. C. E., Ch. 11, § II, n°® 167) ;
la forme générale des solutions de ’équation homogéne associée 4 I’équation (1)
est

y=(4x + B)e™*
ou A et B sont des nombres réels.

Comme — 1 est racine double de ’équation caractéristique et compte tenu
de la forme générale des solutions de ’équation homogéne associée A I’équation
(1), nous cherchons une solution particuliére de ’équation (1) sous la forme

y = e X(ax* + bx?)
On a
V' =eX(—ax’ —bx* + 3ax® + 2bx) = e *(— ax® + (3a — b) x* + 2 bx)
et
y'=eX(ax® —(3a—b)x* — 2bx — 3ax* + 23a — b) x + 2 b)
soit
' =eXax* —(6a—b)x* +23a — 2b)x + 2b),
d’ol1 en portant dans I’équation (1)

e Max* —(6a—-b)x*+2Ba—-2b)x +2b—2ax® + 23a — b) x*
+4bx + ax® + bx*) =e (x + 1)
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soit
e X6ax +2b)=e(x+ 1)

d’oli 'on tire @ = 4, b = } et la forme générale des solutions de I'équation (1)
est dans ce cas
3 2

X x 4
y—(g+~2—+Ax+B)e

oul A et B sont des nombres réels.

1.12

On désigne par E I’espace vectoriel sur R des fonctions réelles définies et

indéfiniment dérivables sur R . Pour chaque nombre réel non nul @, on définit
une application 7, de E dans lui-méme, en posant pour chaque élément y de E

T() =y +axy".
1° Montrer que pour tout nombre réel non nul g, I'application 7, est un
endomorphisme de E et déterminer son noyau.

20 Soient a et b deux nombres réels non nuls. Déterminer le noyau de
T,o T, et écrire I'équation différenticlle du second ordre que vérifient Jes €lé-
ments de ce noyau.

3¢ Trouver tous les éléments de E qui sont solution de chacune des équations
différentielles suivantes :
a) y+8xy +4x2y" =0
b) y+2xy +1x2y"=0.

Solution

10 Si y est un élément de E il est clair que T,(y) = y + ax)’ est une fonction

indéfiniment dérivable sur R} donc I'application 7, prend bien ses valeurs
dans E. Si y,, y, sont deux éléments de E et o, a, deux nombres réels, on a

Ty y1 + &3 ¥2) = (g ¥1 + oz ¥2) + ax(ey yy + & y2)
=0y y1 + axay Yy + 0 yp + axey y3

ay(yy + axyy) + a(y, + axy3)

soit
Ty yy + 23¥2) = oy T,(01) + a2 To(y3) -

Donc T, est bien un endomorphisme de E.



EQUATIONS DIFFERENTIELLES 265

Pour qu’un élément y de E appartienne & Ker T, il faut et suffit que y soit
solution de I'équation différentielle

y+axy =0. (1)

En intégrant cette équation on voit que le noyau de T, se compose des fonc-
tions de la forme
y = Cx—l{a
ou C est un nombre réel.

2° Pour qu’un €lément y de E appartienne au noyau de 7,0 7, il faut et
suffit que 7(y) appartienne au noyau de 7, donc d’apres la question précédente,
y appartient a Ker 7, 0 T}, si et seulement si il existe un nombre réel C tel que

y+ bxy = Cx~. 2

En vertu de la question 1° les solutions de ’équation homogéne associée a
I’équation (2) sont de la forme
Y=l .

Pour trouver la solution générale de I’équation (2) dans RY appliquons la
méthode de variation des constantes ; posons

y=Cyx)x' 3)
ol C, est une fonction dérivable de x. Alors en dérivant (3) on obtient

Y = iy — S o

et en portant ce résultat dans I’équation (2) il vient
bxCi(x) x~* = Ccx~ Ve
soit

r C —1/a -
C,(x) = Fx( 1/ay+(1/p)~-1 ) (4)

A présent nous distinguerons deux cas suivant que a et b sont égaux ou non.
Sia = b on obtient en intégrant (4)

Cy(x) = %Logx +B

ol B est un nombre réel. Dans ce cas la solution générale de I'équation (2)
dans RY est de la forme

y =(%Logx + B)x_m’
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ol B est un nombre réel, et le ﬁoyau de T, 0 T, se compose des éléments y de E
de la forme
y = (ALogx + B)x '
oll A et B sont deux nombres réels.
Si g # b on obtient en intégrant (4)

Cy(x) = a—cf’ £ XU 4 B

oli B est un nombre réel. Dans ce cas la solution générale de ’équation (2)
dans R} est de la forme

. Ca i —1/b
y—a_bx + Bx

oll B est un nombre réel et le noyau de 7, o 7} se compose des éléments y de E
de la forme

y = Ax"Y 4+ Bx~'*
ol A et B sont des nombres réels.
A présent soit y un élémentde £ ; ona
T,0 Ty(y) = Ty + bxy") = y + bxy" + ax(y' + by' + bxy")
soit
T,oTy(y) =y + (a+b+ab)xy + abx* y" .

Par conséquent les éléments du noyau de T, 0 T, sont les éléments y de E qui
sont solution de ’équation différentielle

y4(@+b+ab)xy + abx’y" =0.

30 Dans chaque cas cherchons des nombres réels a et b tels que les solutions
des équations proposées soient les éléments du noyau de 7,0 T},

a) On doit résoudre le systéme

{a+b+ab=8

ab =4
soit

{a+b=4

ab =4

donc a et b sont les racines de I’équation

X2 -4X+4=0
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d’oll ¢ = b = 2. En se servant du résultat de la question précédente on voit
que les éléments y de E qui sont solution de I'équation différentielle

y+8xy +4x*y" =0
sont les éléments de la forme

y = (4 Logx + B) x~'/?
ol A et B sont des nombres réels.

b) En appliquant la méme méthode que ci-dessus on trouve a = 1,5 = 3
et les éléments y de E qui sont solution de I’équation différentielle

y+2xy +3x*y" =0
sont les éléments de la forme
y=Ax""' + Bx?

ol A et B sont des nombres réels.

.13

On considére P’équation différentielle
X2y +4xy +2—-xH)y=1. )
1° Trouver son intégrale générale dans RY et dans RY en effectuant le chan-

gement de variable u = x? y.

20 Montrer qu’il existe une fonction f définie et continue sur R, et une seule,
qui soit solution de I’équation (1) pour x # 0. Montrer que cette fonction est
dérivable en tout point de R.

30 Quelles sont les solutions de I’équation (1) qui restent bornées lorsque x
tend vers + oo et lorsque x tend vers — oo ?

Solution

1o En posant y = u/x* on a

L’équation (1) devient alors
U —u=1. (#))]

L’équation (2) admet le polyndme caractéristique #? — 1, donc la solution
générale de I’équation homogéne associée a I’équation (2) est de la forme

u=Ae + Be™™

ol A et B sont des nombres réels.
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Comme la fonction constante de valeur — 1 est une solution évidente de
I’équation (2), cette équation admet pour solution générale

u=Ae + Be *—1

ol A et B sont deux nombres réels ; par suite Ia solution générale de I’équation
(1) est de la forme

M BT 1 o

y —— —N —_— .
x?. x?. x?.

A, e Bye ™ 1 . *

y= 22 +iz———2 s1 xeRY
X x x

ou Ay, By, A,, B, sont des nombres réels.

20 Supposons qu’il existe une fonction f définie sur R, continue et dont la

restriction 2 R} et R* soit solution de I’équation (1), alors en vertu de la ques-
tion précédente, il existe des nombres réels 4,, B,, 4,, B, tels que

Aje® Bye™ 1 . *

f(x) = 2 + " — 2 si xeRZ

A, e B,e ™™ 1 . %

f(x) . xz + _;E_ - ? SI IER+

et
. A, e Byje ™ 1 ; A, e B,e™™ 1
f(0)=11m(1 + ——)zllm(2 + 2 -——).

x20- \ x?2 x? x? x0+ \ x2 x2 x?

Or on a au voisinage de 0 les développements limités

2 3
e"=1+x+%+%+o(x3)
. x* X 3
=] -—-I—X+E—F+O(I)

d’ou
A, e Bie ™ 1 1 1 A, +B
=5 =AU+ B - D)+ (A4 - B)-+ T+ o)

X X X X X 2
et
A, &8 By,e ™™ 1 1 1 A,+B
2t ——— =+ B, — 1) + (4, — B) =+ 22+ o(x).

X X x X X
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' . Aye* Bje™™ 1 —
Comme f est continue au point 0, ez - = o posséde une limite
X

finie lorsque x tend vers O par valeurs inférieures, donc on a

{A1 + B, =1
A1 - B| = 0
dout A, = B, = 4.
A, e Bye ™™ 1 .. )
De méme, - ;zi + - zx—i— — = posséde une limite finie lorsque x tend vers

0 par valeurs supérieures, donc on a

!Az + B2 = 1

Az o Bz =

d’ot 4, = B, = Jetona

e +e ™ 1 chx —1
o) = = -

si x e R*

2
2x 2 .2

=5

Nous venons de démontrer que la seule fonction définie et continue sur R
dont la restriction 2 R* est solution de I’équation (1) est la fonction définie
par les formules ci-dessus. Montrons que f est dérivable sur R. En tout point
de R¥, la fonction f s’exprime comme produit de fonctions dérivables donc est
dérivable ; au voisinage de 0 le développement limité de ch est

® Xt g
chx=1+7+ﬂ+0(x)
donc
1 =* 3
fx) =5+t o(x”)
par suite
f—-%_ x , 2
= i —24+0(x)
et
-1 _,

f'(0) = lim————-= =
x=0

X

donc f est dérivable au point 0 et par suite f est dérivable en tout point de R.
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30 Soit y une solution de I’équation (1) ; alors d’aprés la premitre question
il existe des nombres réels 4,, By, 4,, B, tels que 'on ait

e B,e” 1 .
_ 4 286 si. xeR*

y o 2
x> > x?
A, e Bye ™™ 1 =
=_22 +_i.2__—_2 si xeR%.
x x %

Quels que soient les nombres 4, et B, ona
. Ay e 1 . Be™™ 1
lim ~L- -5 = lim 25— —— =0.
x#+—w X X x—++wm X X

D’autre part, si A, # Oon a

. AT
lim “2° = goo
x=+4+w X
ol ¢ est le signe de A, etsi B; # Oona
. Bye™
lim =2 —=¢ o

2
x—=+—m X

ol ¢ est le signe de B,, donc pour que y soit bornée lorsque x tend vers + o
et lorsque x tend vers — oo, il faut que 4, = B, = O et il est clair que cette

condition est suffisante.

7.14

On considére I'équation différentielle
ay” + by" + ¢y +dy =0 ¢))

ol a, b, ¢, d sont des nombres réels avec a # 0.

1o Chercher une solution de I’équation (1) sous la forme y = €™ ol r est
un nombre réel. Montrer qu’il existe toujours une telle solution.

20 Sir, est une racine réelle de I'équation
ar* + br2 + cor +d=0.
Montrer qu’il existe des nombres réels a et f tels que la fonction
z=ay" + oy’ + Py
vérifie I’équation différentielle

Z —rz=0. ")
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Calculer o et § en fonction de a, b, c et r,. Montrer que
(arz+o&r+ﬁ)(r~r1)=ar3+br2+cr+d.
30 Montrer que I’équation (1) est équivalente au systéme

aﬂ+ar+ =z
[y y' + By 3)

z—rz=0

ol o et f§ sont les nombres réels calculés & la question précédente.

40 Donner la forme générale des solutions de I’équation (1)

Solution

1°oSiy=e%onay =re*y" =r2e* y" = r’ e etl’équation (1) s’écrit
e*ar*+br*+er+d)y=0
et ceci n’est possible que si
ar® + br* + er +d=0.

Or nous savons que tout polyndme du troisiéme degré a coefficients réels
posséde au moins une racine réelle, donc il existe toujours une solution de la
forme y = ¢"™.

20 Posons z = ay” + oy’ + Py ol a et f sont deux nombres réels ; alors on a
zl = ayﬂ! + ay" + Byf Ct

Z—nz=a"+@—ria)y" + B —rio0)y —rpy.
Pour que la fonction z’ — r, z soit nulle, il suffit que I'on ait & — r;a = b,
B—rio=cet— Pr, =dsoite=>b+ aretp=c+ory=c+ br + ari;
alors on a bien — fr; = — cry — bri — ar; = dde plus on a

@ +ar+P@r—r)=
=[ar® + (b + ar)r + (¢ + bry + ar)] (r — ry)
=ar +(b+ar)r* +(c+ bry +ard)r—ar’r, — (b +ar)ryr —
— (¢ + bry + ard)ry
=ar*+ bt +cr—ar —bri—cri=ar +br* +er+d.

30 Nous savons déja que si y est solution de I’équation (1) alors y vérifie le
systéme (3). Réciproquement, supposons que y soit solution du systéme (3),
alorson a

z=ay" + oy’ + fy

donc
z! — ayﬂl + ay” + ﬁyf
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et

Z—rz=0=ay" +(@—ar)y" + (B —or)y —priy=
=ayn‘.ﬂ+by"+cyf+d

donc y est solution de I'’équation (1).

40 Les solutions de I’équation (1) sont celles du systéme (3). La forme géné-
rale d’une solution de I’équation z’ — r; z = O est z = K ¢"* oll K est un nombre
réel. On doit donc résoudre I’équation

ay’ + oy + By = Ke"*. ()]
Nous distinguerons plusieurs cas suivant que les racines de I’équation
ar* + br* + er +d=0
sont toutes trois réelles ou pas.

a) Sile polyndme ar® + br? + ¢r + d posséde trois racines réelles distinctes
ry, Fa, F3, alors le polyndme ar? + ar + f posséde deux racines réelles distinctes
r, et r5 et dans ce cas I’équation homogene associée a I'équation (4) admet pour
solution générale les fonctions de la forme

y =K, + K; e

ou K,, K5 sont des nombres réels (¢f. C. E., Ch. 11, § II, n® 167). Cherchons
une solution particuliére de I'’équation (4) sous la forme y = 4, ¢"* ol 4,
est un nombre réel. On a

Y= €, Yy = e
et on doit avoir

Ay € Xar? + ary + f) = Ke"*.
Comme ar; + ar, + f # 0 on doit avoir

B i

B ar? +or, + B
Finalement la forme générale des solutions de I’équation (4) est

K
y=-—3 —— " 4+ K, e + K3 e
ary + ary + B

ol K,, K; sont des nombres réels, et la forme générale des solutions de I’équa-
tion (1) dans ce cas est

y = Kl erlx + K?_ erzx + K3 chx

ou K,, K,, K5 sont des nombres réels.
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b) Si le polynéme ar® + br? + cr + d posseéde une racine réelle r; et deux
racines complexes conjuguées 1 + iw et A — iw, alors les racines complexes
sont celles du polyndme ar? + ar + fdoncla solution de ’équation homogéne
associée a ’équation (4) se présente sous la forme

y = e™(K, sin wx + K3 cos wx)

ol K,, K, sont des nombres réels (¢f. C. E., Ch. 11, § I, n® 167). Comme au cas
a) on vérifie que y = A, € est une solution particuliére de I’équation (4) si

K
Ay =— e
ar; +ary + B
donc la forme générale des solutions de I’équation (4) est
K rix Aix c
=, " ¢ e™(K, sin wx + K5 cos wx)
ary - 0(?‘1 + ﬁ
ou K,, K, sont des nombres réels, et la forme générale des solutions de I’équa-
tion (1) dans ce cas est
y = K, € 4+ e™(K, sin ox + K5 cos wx)

ou K,, K,, K5 sont des nombres réels.

¢) Sile polyndme ar® + br? + cr + d admet la racine simple r; et la racine
double r, avec r, # r,, alors r, est racine double du polyndme ar’* + oar + B
et la solution générale de I’équation homogene associée a I’équation (4) est de
la forme

y = (K, x + K3)

ol K,, K, sont des nombres réels. Comme dans les deux cas précédents, on voit
que

y =- K PR
ari +or, + B

est une solution particuliére de I’équation (4), donc la solution générale de
I’équation (4) est de la forme

_ K
ar; + ary + B

e + (K, x + K3)

ol K,, K, sont des nombres réels, et la solution générale de I’équation (1) est
de la forme

y =K ™ + (K, x +K3)

ou K,, K,, K; sont des nombres réels.
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Le cas ol r, est racine double du polyndme ar® + br? + cr + det r, racine
simple avec r, # r, se traite de maniére analogue.
d) Si le polyndme ar® + br? + cr + d admet la racine triple ry, la méthode

précédente n’est pas valable car arf + or, + p = 0. Cherchons les solutions
sous la forme y = u(x) er> ol u(x) est une fonction deux fois dérivable de x ;
on a

FiXx

y =u'(x) e + ryu(x) e

et .

rix

Yy o= u"(x) € + 2r u'(x) e + riu(x) e
L’équation (4) devient alors
[au” + Qary + o) u' + (arf + ory + ) ule* = Ke'*.

Mais ar? + ary + p = Oet 2ary + a = 0donc P’équation (4) devient

u(x) = EI_
d’on
, K
u'(x) e + K,
et
u(x) = K + K, x + K,
2a

ot K,, K5 sont des nombres réels. La forme générale des solutions de I’équation
(4) est donc

K rix
y =(2—-&x2 + sz + K3)Cl
ot K,, K, sont des nombres réels et la solution générale de I’équation (1) est de
la forme

y = (K; x* + K, x + K;)e™*

ot K,, K,, K3 sont des nombres réels.
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PROBLEMES DE SYNTHESE

8.1

Soit fune fonction a valeurs réelles, continue sur R, dérivable sur R* et dont
la dérivée est strictement négative sur RZ et strictement positive sur R%. On
suppose de plus que

lim f(x) = lm f(x).

x=+teo x=+—w

1o Montrer que pour tout élément x de R* il existe un élément y de R* et
un seul tel que x # y et f(x) = f(»). Dans la suite du probléme on pose
y=0(x) et ¢0)=0.
2° Démontrer que la fonction ¢ admet une fonction réciproque et que
¢ ! = ¢@. Que peut-on dire du graphe de ¢ ?
30 Démontrer que la fonction ¢ est continue sur R.
40 Démontrer que la fonction ¢ est dérivable sur R* et calculer, sa dérivée.

5° Etudier les variations de la fonction ¢. Calculer

Iim ¢(x) et lim ¢(x).

X—+—c0 x-++ o0

6° Montrer que si le graphe de f admet pour asymptote la droite d’équation
Yy =a; x + a, avec a, # 0(resp. y = by x + b, avec b; # 0) lorsque x tend
vers + oo (resp. — o0) alors le graphe de ¢ admet des asymptotes lorsque x
tend vers + oo ou vers — co. Déterminer ces asymptotes.
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1o Supposons x > 0 ; comme f est strictement croissante sur Ry on ne peut
avoir f(x) = f(x’) avec x # X' et X’ > O, et on a

fO) <f(x) < liin f@.

lim (1) = lim f() et lim f(t) = sup f(1)

t—+oo 1=+ — oo t——co teR-
donc il existe un €élément z de R tel que

f) <f@) < lim f(1).
Mais alors f(x) € [/(0),/(2)] ; le théoréme des valeurs intermédiaires nous

permet d’affirmer qu’il existe un €lément y de R tel que f(x) = f(»). Cet
élément est unique car on ne peut avoir f(y) = (') avec y # y ety <O

On fait un raisonnement analogue lorsque x < 0.

20 Par définition de ¢, pour tout nombre réel x non nul on a @(x) # X ; or x
est le seul réel différent de @(x) tel que f(@(x)) = f(x), donc o(e(x) = x.
Comme ¢(¢(0)) = ¢(0) = 0 on a po ¢ = IdR, par suite ¢ est une bijection
et ¢! = @. Dans un repére orthonormé le graphe de ¢ est symétrique par
rapport 2 la droite d’équation y = x.

30 Comme la restriction /] R, de /4 R, estinjective elle établit une bijection
entre R, et Iensemble [/(0), lim f(x)[; /| R, admet donc une fonction
x—+ oo

réciproque g définie sur [ /(0), lim f(x)[ et 2 valeurs dans R,. Nous savons
x—++ o0

(¢f. C.E., Ch. 4, § 5, n° 52) que la fonction g est continue et strictement crois-
sante sur [f(()), lim f(x)[ et que (¢f. C.E., Ch. 5, § 1, n° 62) g est dérivable sur

x—++ o0

f(©), lim f(x) [ De méme, /| R_ admet une fonction réciproque h définie,
x—++oo
continue et strictement croissante sur le méme intervalle que g et dérivable

sur ]f(O), lim f(x) [ Remarquons que pour x = 0 nous avons ¢(x) = h of(x)
x—+ o
et pour x < 0, p(x) = gof(x) ; pour x = Oles deux définitions coincident car

hof(0) = gof(0) = ¢(0) = 0.1l en résulte que la restriction de ¢ a R, ou
R_ est continue comme composée d’applications continues.

40 La dérivabilité de la fonction ¢, résulte comme sa continuité du fait que
¢ |RY = hofeto| R* = gof. Pour le calcul de ¢', rappelons que pour
x > 0 nous avons

1 1
"(f(x)) = — x h' = —
g(f(x) = et pour x < 0,_ (f(x) e
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(¢f.C.E., Ch. 5, § I, n° 62). Nous avons donc pour x > 0
(%) = h(f(x)) = h(f(e(x))) et ox) <0,

r ’ r f‘(x)
=} ) =
9" ()= K[fle(x)]f'(x) o)
et pour x < 0, o(x) = g(f(x)) = g(f (¢(x)) avec ¢(x) > 0, donc
) =& vy =1 .
9'(x) = g[f@GN]Sf (%) 7o)
par suite pour tout élément x de R* nous avons :
e G
e f'(e()

5° Nous savons que f” est strictement positive sur R’ et strictement négative
sur R, donc f'(x) etf’(¢(x)) sont de signes contraires ; par suite ¢'(x) < 0
pour tout x # 0 et ¢ est une fonction strictement décroissante sur R} et R”.
Montrons que lim ¢(x) = — oo. Soit 4 un nombre réel strictement négatif,

x-++ oo
Comme lim f(x) > f(A) il existe un nombre réel strictement positif B tel que
x—++ o0

pour x > B nous ayons f(x) > f(A) ; mais alors f(¢(x)) > f(A) et comme f
est décroissante sur R_, ¢(x) < A. Nous venons donc de démontrer que pour
tout nombre réel négatif A, il existe un nombre réel positif B tel que pour tout

élément x de 1B, + oo, nous ayons ¢@(x) < A, par suite lim ¢@(x) = — 0.
x—++t o0
Nous démontrerions de maniére analogue que lim ¢@(x) = + co.
x—+—c0

6° Comme le graphe de fadmet une asymptote lorsque x tend vers + oo, le
graphe de g en admet aussi une. Cherchons 3 déterminer son équation en
fonction de a, et a,. Posons g(x) = m; x + m, + o (1). Nous savons que
&(f(x)) = x pour tout x > 0 ; calculons Je développement limité de g( /(x)) au
voisinage de + co. Nous avons :

g(f(x) = my(a, x + a, + o(1)) + m, + o(1) =
=mya; x + (mya, + my,) + o(l)

d’oti par identification, m; = 1/a, et m, = — a,/a,, par suite
) = x - %24 o)
=-—x——+4 o(1).
= a; ay
Un calcul analogue donne

h(x) = -bll X — _b%z-i- 0(1) .
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Lorsque x tend vers + oo nous avons

o(x) = h(f(x) = % (ayx + a, + o(1)) — z_f + o(1)
=g—ix+9—-—2;bz+o(l).

Lorsque x tend vers — co nous avons
1 a,
¢(x) = g(f(x)) = D (byx + by + o(1)) — r o(l),

d’olt
b,

by — 43
=25+ 27%2 4 51).
@(x) a) x + By + o(1)

Le graphe de la fonction ¢ admet la droite d’équation

b, — a,

resp. y = E~1--J'c + =
a; a,

—b
by

1

pour asymptote lorsque x tend vers + oo (resp. — c0).

8.2

Soit f une fonction réelle définie, continue, positive, décroissante sur I'en-

semble R* des nombres réels strictement positifs. Pour chaque entier n > 1
on pose :

p=n n
w= Y@ o I=[fod.
p=1 1
1o Démontrer que pour tout entiern > 2ona :
n+1l n
‘[ fMde < f(n) < J- f(ode.
n n—1

20 Démontrer qu’il existe des nombres réels positifs a et b tels que pour tout
entier n > 2 on ait : 1,,, — a < u, — b < I,. En déduire que les suites (u,)
et (I,) convergent ou bien divergent en méme temps.

30 Démontrer que la suite (v,) = (u, — I,) est décroissante et convergente
et que sa limite / vérifie les inégalités 0 < / < f(1). Lorsque la suite (Z,) est
convergente démontrer que I’on a les inégalités :

Iim I, < lim u, <f(1)+ lim I,.

n—++ oo n—+ o n—++ o
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4° Pour chacune des fonctions f}, f5, f3, f4, définies pour tout nombre réel
x > 0 par
filx) = 1/x

S2(x) = 1/x" ol & est un nombre réel strictement plus grand que 1
f3(x) = e #* o1 B est un nombre réel strictement positif
fa = 1/[x + x(Log x)*].

a) Calculer I, pour n > 1.
b) Déterminer si la suite (I,) est divergente ou convergente.

¢) Dans le cas ot la suite (u,) est convergente, trouver un encadrement de sa

limite.

1o Puisque la fonction f est décroissante, nous avons pour tout élément s
de [n — 1, n] et tout élément u de [n,n + 1] :

S <fm<f(s

Solution

donc (c¢f. C. E., Ch. 8, § T1, n® 118)
n+1 n
foa<sms<| soar.
n n—1
2° D’aprés la question précédente nous avons les inégalités

ﬂzf(t) dt

o

Ef(t) dt <f2) <

j:f(f) dr </ < ":f(t) dt

rn

n+1 ’ ) ’
[T roa<im< | soa

Jn-1

d’oli en additionnant membre & membre

" e < uy - 11y < [roa.
1

J:+lf(‘)d‘ =l — 1,

donc a = I, et b = f(1) sont deux nombres réels positifs tels que ’on ait pour

tout entier n = 2
Q)
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_Comme la fonction f est positive, la suite (u,) est positive et pour tout entier

n>1,I,>0(fCE,Ch8§II,n°118,¢); deplusuy,; — u, = f(n+1)
donc u,,; — u, = 0 et la suite (u,) est croissante ;

n+tl
Iy, —1I,= f@dt donc I, —1,>0

n

et la suite (I,) est croissante. La double inégalité (1) ci-dessus nous montre que
si la suite (u,) (resp. (1,)) converge, la suite () (resp. (u,)) est majorée, donc
converge ; par conséquent les suites (I,) et (u,) convergent ou divergent en
méme temps.

3° Pour tout entier n = 1, nous avons
Urs+1 e vn = (H"+1 - un) - (In-l-l - In)
donc

i —n=f+ D= | s@ds

or nous avons démontré a la premiére question que

n+1
fn+ 1)< f(Hde donc Uppg — U, <0

ce qui prouve que la suite (v,) est décroissante. Par ailleurs nous avons pour tout
entier n = 1:

v, = [f(l) - jjf(t) dt] + [f(z) _ Ef(;) dt] R

slro-n-[ s a| + 10

or f(n) > 0 et chacun des (n — 1) premiers termes de cette suite est positif
d’aprés la premiére question, donc v, > 0 ; par conséquent la suite (v,) est
positive et décroissante, donc convergente (¢f. C. E., Ch. 1, § IL, n® 14). Posons
I= lim v,.
n—+co
De I'inégalité obtenue a la question précédente il résulte que pour tout entier

n > 1 nous avons 0 < v, < f(1), donc par passage & la limite nous obtenons
o<I<f().

Si la suite (I,) converge il en est de méme de la suite (u,) et nous avons

lim v,= lim u, — lim I,

n—+ o0 n—++w n—++w
donc

0< lim u, — lim I, <f (1)

n—++ o0 n—+co
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d’oti :
lim I, < lim u, <f(1)+ lim I,.
n—++w n—*+ o n—+oo

4¢ @) Pour tout entier n = 1 nous avons :

dt
— = [Logt]i = Logn

n
1 t

L(fy) = j

(" dt [ — 1 ]" -1 1
I]; = —_ = — C— — — + —
(2) Jir -ty @-Dnt a—1

Y ST it | R S
L.(3) J4 evrd [ﬁ e‘“'] 1 pe" i pef
. dt

WD =, 1+ (og )

d’ot1 en faisant le changement de variable u = Log ¢ ;

Logn 4
L(fa) =j o -, = [Arctg(Log H]i = Arctg (Logn).
o 1+4u

b) Si n tend vers + oo, Log n tend vers + oo donc la suite (1, 1)) est diver-
gente. Lorsque n tend vers + oo nous voyons que la suite (7,(f,)) converge et
admet la limite 1/(a — 1), la suite (I,(f3)) converge et admet comme limite
1/ €* et la suite I,(f,) converge et admet la limite 7/2.

¢) Des résultats de la seconde question nous déduisons que la suite (ul11))
est divergente et que les suites (1,(/2)), (u.(f3)) et (v,(f2)) convergent. En utili-
sant le résultat de la troisiéme question nous obtenons les encadrements suivants:

1
— < 1 < —
o — 1 ":Tw un(fz) 1 + 1
1 1 1
— < lim u(fz) <— + —
Cﬂ n—++w f3 eﬂ e"'
s ] 7
_z-gu—ljljlw u,(fy) < 5+ 14
8.3 Dans tout le probléme, f désigne une fonction réelle, définie et continue sur

I'intervalle [a, b] de R, dérivable sur [a, b] et dont la dérivée f/ est strictement
croissante sur [a, b[.

1° g) Soit x un point de Ja, b] ; démontrer qu’il existe un point unique ¢ de

la, bl tel que f(x) — f(a) = (x — @) f(c)-
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b) Pour tout point ¢ de ]a, b} on pose
_J®) —f@
gO) =——, -
Démontrer que I’application g est continue sur }a, bl. Démontrer qu’elle se
prolonge par continuité au point a.
¢) Démontrer que la fonction g est strictement croissante sur [a, b].
20 Soit ¢ la fonction réelle définie sur [a, b] par ¢(a) = a et pour tout élément
x de Ja, b] par @(x) = ¢ oli ¢ désigne I"'unique point de la, b[ tel que
S —fl@=x-—-af ().
a) Démontrer que ¢ est une application strictement croissante.
b) Soit y un point quelconque de Iintervalle [a, ¢(b)], démontrer qu’il
existe un point unique x de [a, b] tel que g(x) = f'(¥).
€) Démontrer que ¢([a, b]) = [a, ¢(b)]. En déduire que la fonction ¢ est
continue.
30 On suppose de plus dans cette question que I'application /' est continfi-
ment dérivable sur [a, b] et que " ne s’annule pas sur [a, b].
a) Démontrer que /' admet une fonction réciproque continfiment dérivable.
En déduire que I’application ¢ est continfiment dérivable sur [a, b].
b) Calculer I'intégrale
b
J@® —fla ,
L g ¢ (Hdt.
¢) Calculer ¢(t) pour (1) =e' et a =0, b = 1. En déduire la valeur de
Lot
J te—e+ly,
0 t
Solution 1° g) Soit x un point de Ja, b] ; alors la fonction f est continue sur 'inter-

valle fermé [a, x] et dérivable sur I'intervalle ouvert la, x[. Le théoréme des
accroissements finis (¢f. C. E., Ch. 5, § II, n° 65) nous permet d’affirmer qu’il
existe un point ¢ de Ja, x[ tel que nous ayons

f&)—f@=x-af' )

Supposons que ¢’ soit un point de Ja, [ tel que f(x) — f(a) = (x — a) f'(c),
alors nous avons (x — a) f'(¢c) = (x — a)f'(¢) donc f'(c) = f'(c"), or [’ est
une fonction strictement croissante sur Ja, b[ donc ¢ = ¢’ d’olt "unicité du
point c.
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b) La fonction g est le quotient de deux fonctions continues sur la, b], de
plus la fonction qui figure au dénominateur ne s’annule pas sur cet intervalle,
donc (¢f. C. E., Ch. 4, § 111, n° 43, ¢) g est continue sur Ja, b]. Comme la fonction
f est dérivable sur [a, b[, la fonction g posséde une limite & droite au point a
égale 2 f'(a), donc en posant g(a) = f'(a), la fonction g se trouve prolongée
par continuité sur [a, b].

¢) La fonction g est le quotient de deux fonctions dérivables sur ]a, b] et la
fonction qui se trouve au dénominateur ne s’annule pas sur la, b], donc g est
dérivable sur ]a, b] et pour tout point de ce semi-segment nous avons :

_@-af'® - (fO -1@)

g(t) G0

D’aprés (1°, a) il existe un point unique u de ]a, ¢[ tel que I’on ait

f®)—f@=0t—-af'W

donc

g0 =""

A ORR O]
t J—
or u <t et f' est strictement croissante, donc f'(u) < f'(¢); d’autre part,
t —a > 0donc g'(t) > 0. Comme ceci est vrai pour tout point de ]a, b], la
fonction g est strictement croissante sur Ja, b]. De plus si x est un élément de
Ja, b], nous savons d’aprés 1° @) qu’il existe un point unique ¢ de ]a, b[ tel que
g(x) = f'(c) et f' est strictement croissante sur [a, b[ donc f'(a) < f'(c) soit
g(a) < g(x). 1l en résulte que la fonction g est strictement croissante sur [a, b].

20 g) De la définition de ¢ il résulte que ¢ prend ses valeurs dans [a, b[ et que
pour tout point x de [a, b], g(x) =f'(ga(x)). Soient x et x’ deux éléments de
[a, Bb] tels que x < x’ ; alors comme g est strictement croissante, nous avons
g(x) < g(x") soit f'(@(x)) < f'(¢(x")). Or f' est strictement croissante sur
[a, B[ donc ¢(x) < @(x'), ce qui prouve que ¢ est une fonction strictement
croissante.

b) Comme f" est strictement croissante, pour tout élément y de [a, (b)]
nous avons a < y < ¢(b), donc f'(a) < f'(y) < f'(o(b)) ; or

f'@ =g et f'(eb)) = g®)

et la fonction g est continue, donc pour tout élément y de [a, r,o(b)] il existe un
élément x de [a, b] tel que f'(¥) = g(x). Soit x’ un élément de [a, b] tel que
g(x) = g(x"), alors x = x’ car g est strictement croissante, d’ot le résultat.

¢) Comme I’application ¢ est strictement croissante, pour tout élément x de
[a, b] nous avons a < x < b donc ¢(a) < @(x) < @(b) et @(a) = a ; par suite
¢(la, b]) < [a, ¢(b)]. Réciproquement, si y est un élément de [a, p(b)] il
résulte de 29, b) qu’il existe un point x de [a, b] et un seul tel que g(x) = f'(»),
donc f'(y) = f'(¢(x)) et comme [’ est strictement croissante, y = ¢(x), donc
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[a, o(®)] <= o(la, b]) d’ott ¢([a, b]) = [a, ¢(b)]. Comme ¢ est monotone sur
[a, B] et vérifie o([a, b]) = [@(a), p(b)], ¢ est continue (cf. exercice 2.26).

30 g) Comme f' est dérivable sur [a, b] elle est continue sur cet intervalle.
Comme f' est croissante sur [a, b[, nous avons

f(b) = lim f'(x) = Sup f'(x)
x—+h— x € [a,b]

(¢f. C.E., Ch. 4, § V, n° 51,b) donc pour tout élément x de [a, b], f'(b) = f'(x).
Soit x un point de [a, b[ tel que f'(b) = f'(x) alors il existe un élément y de
[a, B[ tel que x < y donc f'(b) < f'(y) et ceci est impossible ; par suite pour
tout élément x de [a, b nous avons f'(x) < f'(b) ; il en résulte bien que /' est
strictement croissante sur I'intervalle [a, b], donc (¢f. C. E., Ch. 4, § 5, n° 52)
/' admet une fonction réciproque h continue et strictement croissante ; de

plus comme f” ne s’annule pas sur [a, b], la fonction réciproque h de f’ est
dérivable (¢f. C. E., Ch. 5, § I, n°® 62) et nous avons

HO) =

pour tout élément y de [ ’(a), f'(b)]. Comme h et f” sont continues et comme
/"o h ne s’annule pas sur [ f’(a),f'(b)] nous voyons que /' est une fonction
continue et donc que /4 est continliment dérivable.

b) Nous avons

j m%{fﬂ)co’(f)dt - j g ¢'() dt = j F(e®) ¢'(t) dt

t

d’ou
[ LOZID 1 a1 = [1t000 = 7o) - 1 (91@)
(f. C. E., Ch. 9, § L, no 131).
¢) Sif(t) =¢€',a=0,b = letsiest un point de ]0, 1] alors

f@) —f©0) =tf'(p(t)) donc €' — 1 =te?®

d’on
e —1

o(t) = Log ”

el @0)=0.

Nous avons alors pour ces fonctions

LELL L_f@® t—f(O) 2

donc :
jlte‘- A |

i dt = f(p(1)) — f(p(0)) = €™V —1=¢—2.
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84 10 Soit f une fonction réelle continiiment dérivable sur un intervalle [a, b],
fermé borné de R. Montrer que :

b
lim | f(x)sinnxdx =0 (n étant entier) .

n=+oo a
2° On considére la fonction

sin f

o) = =3

et on pose
F(x) = j @) dr.
0

a) Montrer, en utilisant une intégration par parties que |F{x) - F(x’)l
tend vers 0 lorsque x et x’ tendent vers + co.
b) En déduire que F admet une limite lorsque x tend vers + oo ; on note ¢
cette limite.
30 Soient b un nombre réel strictement positif et / une fonction réelle deux
fois continiment dérivable sur [0, b].
a) Montrer que la fonction g définie sur [0, b] par
(x) — fQ
{g(x) ) —J©

x#0
X

g0) = f'(0)

est continiment dérivable sur I'intervalle [0, b].
b) En appliquant le résultat démontré a la question 1° démontrer que :

sin nx

lim f()—- ‘dx = c.f(0) (neN).

n—*+ oo a

4° Soit f une fonction réelle deux fois continiment dérivable sur [0, 7].
a) Montrer que

[ reoECrt D= x - [™ () + fiu — ) R ELE D2 g

o sin x

b) Montrer que la fonction A définie sur [0, /2] par

h(x) = (f(x) + f(= — x)) —- si x#0

sin x

h©) = f(0) + f (=)

est deux fois contintiment dérivable.
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¢) Déduire du résultat de la question 3° que
. " sin(2n + 1) x
tim | o0 SR CEEDX 45 = o(0) + £ @)
n—++a V] X
5¢ @) Montrer que
ﬁ-—(Mfc 14+2cos2x+ =+ 2cos2nx.
sin x
b) En déduire la valeur de
J sm(2.n + l)xdx
o sin x
¢) En déduire la valeur de c.
Solution 10 Comme f* est continue sur [a, b] nous pouvons intégrer par parties

b
j f(x) sin nx dx .
Nous obtenons ainsi

jtfu)annxdx={—-5%§ffodt-rj:““"xfmndx.

n
Or
f(a) cos na — f(b) cos nb < |f(a)| -+ |f(b)|
n = n
donc

lim [— @nixf(x)]i =0.

n—++ oo
D’autre part

Jb ‘%’3’—‘ £7(%) dx

<i | lrelex,

a

et en posant

m=[1r@le,
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on trouve
M
"

-..‘

J cosnxf()dx

1l en résulte que

lim j ‘m”xf( Ydx =0,

n—++co

d’ot1 le résultat cherché.

2° g) Nous avons

F(x)—F(x')=J S‘_’”d:=[—_°°5‘] —j oL 4,
t x'

x t x 1
donc
X
| FO) — Fee) | < [ S28% - 28X H leostly <24 ],
X X
j“dt
x 12
d’out
, 1 1 I /840 1 1.1 1«2 2
|F) - FX) |-+ =+ [ —-|<S=+=+5+-<=+
X X X X X p.o X p.o X X

Lorsque x et x" tendent vers + oo, | F(x) — F(x") ] tend vers 0.

b) Compte tenu du résultat précédent, le critére de Cauchy (¢f. C.E. Ch. 4,
§ 11, n° 42, ¢) nous permet d’affirmer que F(x) posséde une limite ¢ lorsque x
tend vers + co.

30 g) Comme f est continfiment dérivable sur 10, b], il est clair que g est
continiment dérivable sur ]0, b] et sa dérivée est égale &

xf'(x) — f(x) + f(0)

g'x) = x#0.

Etudions la dérivabilité au point 0. Il s’agit de voir si le rapport

g() — 80) _ [f() — F©O)/x = 1'©) _ f(x) ~ ©0) — x'©)

x x x?

posséde une limite lorsque x tend vers 0 a droite. Or fest deux fois continiiment
dérivable sur [0, b] donc nous pouvons lui appliquer la formule de Taylor
I’ordre 2 en 0. Nous obtenons ainsi

f_"(ﬂx) 2

avec 0<O<1.

Jx) =10 + x'0) +
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1l en résulte que

£0) — 20) _ 1"0%)
x 2

Lorsque x tend vers 0, 0x tend vers 0 et comme /" est continue, nous avons

i 800 = £0) _ /'O

x=0+ X 2

Il nous reste & prouver la continuité de g’ au point 0 ; or, pour x # 0 nous
avons

gk

_X') - fx) + /0O

et nous avons vu que
1) = £0) = x/(0) + xzf(_z‘}f_) ©<0<1)

donc

. 0%
o SO =57 gy o) 1w
g = . - " F oo

D’aprés le théoréme des accroissements finis appliqué a /', il existe un nombre
réel A tel que

O0<li<l1l et f'(x)—f'(0)=x"(Ax)
d’olt
’ - "(0x
g =1 — 9D
Lorsque x tend vers 0, comme /" est continue nous avons

lim g'(x) =£@

x—=+0+ 2
par suite
g0 = lim g'(x)

x—=0+

ce qui montre que g est continliment dérivable sur [0, b].
Appliquons & g le résultat du 1° nous obtenons
b —
lim J f(x) -—I@ sinnxdx =0,
0 X

n—++w
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d’ot
b -
j S )sm nx dx = f(0) lm SITNY dx =
n-'+no n—++e < 0 X
nb .*
=/ tim | ZXdy =10.c
n—+ oo 1] y
40 g) Nous avons :
sm(2n+l)x J' sm(2n+1)x
j S — sin x J69= sin x Ca

sin(2n + 1) x 4
sin X

+ Eﬂf(x)

Dans la seconde intégrale faisons le changement de variable y = 7 — x;
nous obtenons :

j f()sm(2n+1)x x:J'U — fx sm(2n+1)(7r—y)d

sin x sin (m — y)
sm (2 n+ 1y
j S nt D2 gy

et comme y est une lettre muette dans la derniére intégrale, nous avons en
portant dans I’égalité précédente :

nf2
j f()sm(2n+1)x ZJ‘O (f) + fa — ))sln(2n+!)x

Sin x Sin X

b) Comme lim x/sin x = 1 la fonction h est continue sur [0, 7/2]. D’aprés

les hypotheses, la fonction x [ f(x) + f(z — x)] est une fonction deux fois
contintiment dérivable sur [0, 71/2], par suite pour démontrer que hest deux fois
continfiment dérivable sur [0, 7/2] il suffit de le démontrer pour la fonction
k définie par k(x) = x/sin x. Les fonctions Idg et sinus sont dérivables et ne
s’annulent pas sur J0, 7/2] donc k est dérivable sur ]0, /2] et nous avons

B = BE=ZESE g 5 %0.

Au point 0 nous avons k(0) = 1 donc

k(x) — k(0) _x — sin x
x T xsinx

En faisant un développement limité au voisinage de 0 de ce rapport nous
voyons que

k(x) — k(0)

- + o(x) donc lim =0
6 x>0+

k(x) — k(0)

CaLvo. — Exercices d’analyse 10
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soit k'(0) = 0. A présent observons que sur JO, n/2], kK’ est un produit de
fonctions dérivables donc est dérivable et nous avons

2 -
X + xcos” x —sin2x .
k'(x) = - si x #0.
sin” x

Par ailleurs £'(0) = 0 donc
K'(x) — — K'(©) sinx_— X COS X
x x sin? x ’

En faisant un développement limité au voisinage de 0 de ce rapport nous
trouvons

M=1+o(x) donc k’(0) = lim 1) = 0) 1
b 3 — x 3

Ainsi nous venons de démontrer que k est deux fois dérivable sur [0, 7/2],
donc k' est continue sur [0, 7/2] et nous allons nous assurer de la continuitéde
k" sur cet intervalle. Tout d’abord il est clair que k” est continue sur ]0, m/2].
Calculons la limite de k”(x) lorsque x tend vers 0 par valeurs positives. Enfaisant
un développement limité de k"(x) au voisinage de 0, nous trouvons

K'(x) = ; +o(x) donc  lim K'(x) = K'(0)
x—=+0+

et la dérivée seconde de k est bien continue.
¢) Nous savons d’aprés 49, a) que :

J S )sm(23:11 DX 4y j [f) + f(z — %] 5'“%:){_t}l§
or
e e
donc

sin x i)

jf()31n(2;1+l)x x=j"”2 sin(211+1)xdx

0

Comme / est deux fois continfiment dérivable nous pouvons appliquer le
résultat de 3°, b) et nous obtenons :
n/2 d
] sin(2n + 1) x
lim j‘ Q_
X

n—++ew

h(x) dx = ¢.h(0) = c(f(0) + f())

[¢]
donc

sin(2n + 1) X4
..ET.,, f( ) sin x

= ¢(f(0) + f(m))-
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59 a) La formule est vraie pour n = (. Supposons la vraie pour (n — 1),
alors
sin2Qn + 1)x —sin(2n — 1) x _ 2sin x cos 2 nx
sin x - sin x

= 2cos 2 nx,

donc

sin(2n + l)x__sin(Zn —1)x

- : + 2 cos 2 nx
sin x sin x

=1+2cos2x+ -+ 2cos(@Zn — 1)x + 2cos2nx.

La formule est donc vraie pour tout entier n = 0.
b) Pour tout entier p = | nous avons

L “‘ 2 kS
j cos 2 px dx = [‘s_lr_'l___'_px] =0,
0 2p 0

donc compte tenu de I’égalité trouvée a la question précédente et de la linéarité

de I'intégrale nous avons :

j" sin(2n + 1) x
o sin x

¢) Prenons pour fla fonction constante de valeur 1 et appliquons le résultat
obtenu au 49, ¢). Nous avons pour tout entiern = 0 :

> _(sin@n + 1
J “_’r‘_(_M dx =n donc lim EEM dx =m.
5 sin x notw 40 sin x

Mais f(0) = f(x) = 1 donc

. " sin (2 1 .
e j A n“+—)~£ dx =2¢ d’otr c =
- sin x

ST

n-+ oo

8.5

On désigne par E l'espace vectoriel des fonctions réelles continues sur
I’ensemble R des nombres réels. A tout élément f/ de E, on associe la fonc-
tion ¢ = u(f) définie pour tout nombre réel x par

o= s

1° @) Démontrer que u est une application linéaire de E dans E.

b) Calculer la fonction ¢ associée 4 la fonction f* définie par f (x) = cos ax
(o # 0) ; pour o convenablement choisi, la fonction ¢ peui-elle étre nulle quel
que soit x ?



292 EXERCICES D’ANALYSE

20 g) Démontrer que pour tout nombre réel x, ¢ est dérivable et que

P =1+ 1) —f(x).

b) L’application u est-elle surjective ?

¢) Trouver le noyau w. L’application u est-elle injective ?

39 @) On suppose que f admet une limite finie / lorsque x tend vers + co ;
¢ = u(f) a-t-elle une limite lorsque x tend vers + co ? Si oui, laquelle?

b) La réciproque de la propriété que I’on vient de trouver est-elle exacte ?
Si elle ne I’est pas, donner un exemple qui la met en défaut.

4° La fonction f, élément de E, est choisie de maniére qu’il existe des nombres
réels a, b, c tels que I'on ait :

. ¢ rx) .
f(x) =ax + b + % + —= avec lim r(x) = 0. §))

X X—*o0
Démontrer qu’il existe des nombres réels o, f8, y tels que pour ¢ = u(f) on ait :

ESQ avec lim p(x) = 0. (2)

X0

gp(x):ofx+,8+];-+

5¢ Dans cette question on pose f (x) = 3/ x3—x+ lou 3/ A dés igne I'unique
nombre réel dont le cube soit 4, et naturellement ¢ =u(f). On ne cherchera pas
a calculer une primitive de f.

a) Trouver les racines réelles de I'équation ¢'(x) = 0.

b) Etudier les variations de la fonction ¢.

¢) Indiquer I'allure de la courbe d’équation y = ¢(x). Déterminer en parti-
culier son asymptote.

N. B. Pour trouver des valeurs approchées du maximum et du minimum de ¢,
on pourra utiliser la courbe y = f(x). On donne

= 1 E—" 3 . 13
2.3 J 23 S
J] + - 9 ~ 1,10 et l——g—_0,853-1=00pres.

Solution 1° g) Soient f, g deux éléments de E et 2 un nombre réel ; alors il résulte de
1a linéarité des intégrales que pour tout nombre réel x nous avons :

x+ x+

Wram=| U+0d= [ o+ sy

x x

= Eﬂf(r) dr + EH g(f) dt
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d’olr
u(f + g) () = u(f) () + u(g) (%)
et

+1

u(2f) (x) = r N @dt =2 jx f(®) dt = u(f) (x) .

Nous avons donc u(f + g) = u(f) + u(g) et u(Af) = Au(f), ce qui prouve que
u est une application linéaire

b) Nous avons

g + . .
— sin ar]" L sin(ox + o) — sin ox
o

o(x) = j cos ot dt = [_.-a

x x

par conséquent si o est de 1a forme 2 k= avec k entier rationnel, nous avons
sin (x + o) = sin ax et ¢@(x) = 0 pour tout nombre réel x.

20 g) Posons
F(x) = j:f(r) dt.

Comme f est continue sur R, nous savons (¢f. C.E.,Ch.9,§L,n° 130) que pour
tout nombre réel x, F est dérivable et F'(x) = f(x). Or o(x) = F(x + 1) — F(x)
donc pour tout x de R, ¢ est dérivable et nous avons :

P =Fx+1)—-FE=x+1D-f().

b) Nous venons de démontrer que pour tout élément f de E, u(/f) est une
application dérivable de R dans R ; comme il existe des applications continues
non dérivables, u n’est pas surjective.

¢) Soit f un élément du noyau de u; alors ¢ = u(f) = 0 donc ¢'(0) =0
par suite pour tout nombre réel x nous avons @'(x) = f(x + 1) — f(x) = 0.
Donc f est périodique admettant 1 pour période et nous avons

jz+1f(x)dt = j:f(r) dt=0.

Réciproquement si fest une fonction appartenant a E, admettant 1 pour période,
dont Pintégrale est nulle sur [0, 1] ; alors pour tout élément xde R nous avons :

x+1

uHe = sod= Lf(r) dt =0,

donc u(f) = 0 et f appartient au noyau de u.

Le noyau de u est donc formé des applications continues sur R et a valeurs
dans R, admettant 1 pour période et dont I’intégrale sur [0, 1] est nulle. Il a été
montré au 19, b) que si k est un entier la fonction non nulle cos 2 knx appartient
au noyau de u, donc le noyau de u n’est pas réduit 2 { 0 } et u n’est pas injective.
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39 @) Pour tout nombre réel & > 0, il existe un nombre réel 4 tel que pour
tout nombre réel t > A nous ayons [ —e < f(1) <[+ ¢; alorssi x > 4,
x+1l=>Adoncl —e< op(x) <1+ ¢ dol lim @(x) =1L

x—++w
b) La réciproque de cette propriétéest fausse; ainsi par exemple nousavons vu
que sif(x) = cos 2 7x, (x) = 0 pour tout nombre réel x, donc lim ¢(x) = 0
x—++om

alors que f ne posséde pas de limite lorsque x tend vers + oo.

40 Comme la fonction fest continue, il en est de méme de la fonction
r(x) = xf(x) — ax* — bx — c.
Comme lim r(x) = 0, pour tout nombre réel &£ > 0, il existe un nombre réel
A>0 telxguoz pour tout nombre réel ¢ vérifiant | t | > A, nous ayons
|r(t)| <e&.

Il en résulte que si | x | = A4 + 1, pour tout élément  de [x, x + 1] nous avons
|£] = A donc | r(t) | < g et r(t)/t est continue dans [x, x + 1] donc intégrable.
Six> A+ 1, nous avons :

[ 0al< |

x

x+1
dr:éz donc  lim xj -r—(:—)dt=0.

x—++ oo

Six < — A — 1, nous avons :

x+1 x+1
i t
j "Ml < j Mg e —8
x ¢ x t Ix+ 1]
donc
x+1
lim x [ @dx = 0.
X—*— o0 x t
Posons

x+1

X

p1(x) = xj
alors nous avons

X

j-“*’l L(t_) dt = M
4

x

et nous venons de démontrer que lim p;(x) = 0.
X0
Compte tenu de ce résultat, pour | x| = 4 + 1, nous avons :

x+1
(p(x)=j (ar+b+£)dt+p'l—(x)
. ! x
x_i_l‘J,p_@_
x X

=ax+(;+b)x+cLog
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Or pour | x| = A + 1, nous avons

x + 1 1 1 py(x) i
—— = L — - - ————— — =
Log = ] og(l + x) X + p” avec ll_,r?o pa(x) = 0;
par suite
@(x) = ax + (g + b) + ;cc + p_i_x) avec  p(x) = p(x) + ¢ pa(x)

d’otl lim p(x) = 0. Parsuitea = a,f = (a/2) + bety = c.

50 La fonction réelle f définie par f(x) = \:‘/_’c3 — x + 1, pour tout nombre
réel x, est continue donc appartient & E. D’aprés la question 2°, a) la fonction
¢ = u(f) est dérivable pour tout x de R et nous avons

P =fx+D)—f0)=dx+1)P —(x+D+1—Vx® —x+1.

Si a et b sont deux nombres réels, il est clair que a® — b* et a — b sont de méme
signe donc le signe de ¢’(x) est celui de :

) =+ 1) —x—x*+x—-1=3x2+3x=3x(x+1).

Les racines de I’équation ¢'(x) = Osontdoncx = Oetx = — 1.

b) Du résultat de la question précédente on déduit le tableau de variations
de ¢:

x |- ~1 0 +o0

¢'(x) + tl) - f{l +

+00

¢ (x) o)
/ \w (0) /

— o0

1
o(— 1) = j S (@) dt est un maximum ; ¢(0) = j F(#) dt est un minimum.
-1 0

¢) Pour calculer les valeurs approchées de ¢(— 1) et ¢(0), étudions I'appli-
cation f dans I'intervalle [— 1, 1]. Cette application se comporte comme I’appli-
cation P(x) = x> — x + 1 qui est dérivable de dérivée 3 x2 — 1 donc f est
croissante dans [— 1, — l,f’\/3] décroissante dans [— l/\/3, ]!\/5] et croissante
dans [1,‘\/3, 1]. De plus on a

JD=1f@=/O=1 e f(\/’3) - VL—%l 0,85;
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de méme

(P

le graphe de f dans [— 1, 1] est donc le suivant

yA
— - Ll
— T
0,85—
-1 = 0 4 1 *
Vs Vs
FIG, 8.5.1

Par suite 1 < ¢(— 1) < 1,10et 0,85 < (1) < 1.

¢) En faisant un développement limité de f au voisinage de l'infini nous

trouvons
1 P .
f(x —x(l——2+-—15) =x——]-+r-(x) avec lim r(x)=0.
X x 3x x x—ven
De la question 4° il résulte que
. 11 px) - _
Px) =x +5 =3+~ avec jf:p(x)—o-

Par conséquent le graphe de ¢ admet comme asymptote la droite y = x + 1.
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Il se trouve au-dessus de I’asymptote lorsque x tend vers — oo et au-dessous
lorsque x tend vers + oo. Le graphe de ¢ est donc :

3

FIG. 8.5.2
8.6 Dans tout le probléme on étudie des fonctions d’une variable réelle qui

prennent, selon le cas, des valeurs positives ou strictement positives. On désigne
par a un nombre réel.

1¢ Soit g, la fonction définie en posant pour tout nombre réel x strictement
positif,
g% = x"e V>,
CALvO. — Exercices d’analyse 11
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Démontrer que g,(x) a une limite lorsque x tend vers O par valeurs stricte-
ment positives.

On suppose désormais que g, a été prolongée par conti nuité en O et on définit
la fonction f, en posant pour tout nombre réel x positi f,

fx) = j-:) e e,

20 Démontrer que pour tout entier naturel , la dérivée n-iéme de la fonction
g, est de la forme

g(x) = x" 2" e V¥ P, (%)
ou P, est un polyndme de degré inférieur & n.

Calculer P, (x) pourn =0,1,2 et écrire la relation permettant de calculer

P, , en fonction de P, ,—, et de sa dérivée.

3¢ Démontrer la relation
Jfox) = x*T2e M — (a + 2) fur1(X)

40 Démontrer qu’il existe une suite de nombres (C, )i telle que
k
Jox) = s le) M= Z Cai X'+ Cogit Jarks1(X)
i=0

pour tout entier naturel k, et calculer les nombres C, ; (ieN).
50 Démontrer que pour tout nombre réel positif x, on a
0 < for1(x) < ¥a(x)

6° Les fonctions f, et x > h(x) = x*"?e™!/* sont-elles équivalentes
quand x tend vers O par valeurs strictement positives ?

70 Résoudre ’équation différentielle
y=1-x72y (B)

ol y est une fonction de la variable x, qui ne prend que des valeurs strictement
positives (on utilisera la fonction fo).

Solution

e Sia>0,

Iim x*=0 et lim e * =0 donc lim gyx)=0.
x=0+ . x=0+ x—+0+

Sia<Oenposanty = 1/xona

—a

gn(x) o y_),_ 3
(=
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or
lim 2 =0
yo+o €
(¢f. C. E., Ch. 6, § VIII, n° 93) donc
lim g/(x) =0.

x=0+
Par suite nous voyons que pour tout nombre réel g, on a

lim g,(x) =0

x—=0+
et nous poserons dans la suite g,(0) = 07
2° On a pour tout nombre réel x strictement positif,

a—1 _=—1[x + xn—Z e—l.l’x — xﬁ—Ze—lfx(ax =5 ])

gux) = ax"""e
g/() =ax*2e "™ 4+ (ax + D[(a — 2)x"? e x4 x4 e

soit
g0 = x4 e "™a(a — 1) x* + 2(a — ) x + 1]

La proposition énoncée est donc vraie pourn = 0, 1,2, etona

Pa.()(x) =1
P, i(x) = ax + 1
P (x)=ala—Dx*+2a—Dx+1.

Pour démontrer le résultat général nous allons procéder par récurrence. Suppo-
sons que la dérivée (n — 1)-iéme de g, soit de la forme

g‘(?n—l)(x) =2 xa—2n+2 e—l}x Pn,n—l(x)
ot P, ., est un polyndme de degré (n — 1) au plus. Alors on a
gO(x) = x* 22TV P, (X)) + X" e Py a(X) +
+(@—-2n+2)x"" e p, . (X
soit
g(x) = x* 2" e V[P po1r(x) + X* Popor(®) + (@ + 2 = 21) XPpp_1(0)] -
Posons
P, (x) = xP Pop1(x) +(@+2—-2n) xP,,_1(x) + P,p1(x) -

Alorsona
g8x) = x*"*" e~ P (x)

et comme le degré du polyndme P, ,_, est inférieur a (n — 1), celui du polynéme
P, , est inférieur & n, d’oll le résultat.



300

EXERCICES D'ANALYSE

x
3¢ En intégrant par parties j- te+1 ¢~ d¢ on obtient
0

a+2

Jor1(®) = [t e_”‘]x - j-x—ta——e‘”'dl = 328_”‘—#_{'()0
' a+2 ° od + 2 a+2 a+2’°

d’ou
fu) = x**2 eV — (@ + 2) forr(X) -

4° La relation démontrée 2 la question précédente fournit des nombres

C,

a

0=1C=—(@+2)

tels que I’on ait
fix) = x*2 e Cpo + Copy farr(¥) -

Supposons trouvés des nombres C..00 Ca,1> ---» Cax tels que
k-1
fa(x) = xﬂ+2 e_l!x Z Cn.! xi + Cn,kfn+k(x)
i=0

alors en remplagant f, . (x) par x****2e”Y* — (a + k + 2) forx+1(x) dans
I’égalité précédente, on obtient

k—1
fa(x) = xﬂ+2 e—lfx[z Cn,i xi + Cn,l: xk] - n,k(ﬂ + k + 2)fa+k+l(x)
i=0
doncenposant C, ;41 = — Coula + k+2ona
k
Jdx) = x**? e-—”x(z‘b Cai x’) + Cn,k+lfn+k+l(x) .

Ceci démontre qu'il existe une suite (C, ;);cn de nombres réels telle que, pour
tout entier naturel k, I’égalité ci-dessus soit satisfaite. Cette suite est définie
de maniére récurrente par C, 0 = let Coppqy = — Coula + k + 2) ;onadonc
Coi=—(a+2),C,; =(a+ 2 (a+ 3)etpour tout entier k,

Cax=(=D@+D@+3)..@a+k+1).
50 £, ,,(x) est I'intégrale d’une fonction positive sur [0, x] donc

far1() =0

(¢f. C. E., Ch. 8,§II, n° 118, ¢). Par ailleurs pour tout ‘nombre réel ¢ tel que
0<t<xonat’e V' >0donct**'e V' < xt*e '*et ona (loc. cit))
x # x
[ e dr < xj t“e M dt
0 0
soit

Jar1(¥) < ¥ux) -
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Par suite on a bien pour tout nombre réel x positif
0 < for1(®) < Xx) .
6° On a
| £ — 22 e | = | (@ + 2 for1(¥) | < (@ + 2) Xo(¥)

or xf,(x) = o(f,(x)) donc f,(x) est équivalente & h,(x) lorsque x tend vers O
par valeurs strictement positives.

70 Pour les valeurs strictement positives de x, I’équation différentielle (E)
s’écrit aussi

, 1

e 1.
X

L’équation homogeéne associée a ’équation (E) est

1
Y+ 5y=0. 1)
X

2

Les solutions de I’équation (1) qui ne s’annulent pas sont celles de I’équation

y 1
S= T3

y x
donc en intégrant
y= Celfx

ot C est un nombre réel. Pour trouver les solutions de I'équation (E) appliquons
la méthode de variation des constantes ; posons

y = C(x) e'/* 2
ot C est une fonction dérivable de x ; alors en dérivant (2) on obtient

’ I x C(x) X
Yy = C'(x)e!l* — - 2 el/

et en portant dans I'équation (E) il vient
Cx)el* =1
soit
C'(x) =e 1>, ©))
En intégrant (3) on obtient alors

C(x) = folx) + K
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otl K est un nombre réel, donc la forme générale des solutions de 'équation (E)
est

Yi= (fo(x) + K)ellx

ou K est un nombre réel.

8.7

On désigne par % ’ensemble des fonctions a valeurs réelles, définies et conti-
nues sur Pintervalle [— 3, 4] et on associe & chaque fonction f de € la suite
des nombres

%
C) = [_* frdx (keN).

L. 1° On désigne par f une fonction de % et par F la primitive de f qui s’annule
pour la valeur — }. Calculer les nombres Cy(F) en fonction des nombres

G-

20 Montrer que si P est un polyndme & coefficients réels et / une fonction de
%, I'intégrale

+
j-_* f(x)P(x) dx

s’exprime simplement en fonction des nombres C,(f).
1. Dans cette partie a et & sont deux nombres réels tels que
O<h<jeth<a<l-—h
et on définit la fonction &, sur [— 1, + 1] par
1 - ¢

@h(t) e i__.—hi -

1° Etudier rapidement les variations de &, et tracer son graphe.

20 Déterminer pour tout nombre ¢ de [— 1, + 1] la limite de la suite de
terme général

u,(t) =[] -

30 Montrer sans calculer I'intégrale que la suite de terme général
_ j [8,OT dt
a—1

a pour limite + co (On pourra considérer I'intégrale de la fonction @), dans
lintervalle [— A/2, h/2]).
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40 On désigne par g une fonction a valeurs réelles définie et continue dans
Pintervalle [a — 1, a] et minorée dans [— A, + k] par un nombre m strictement
positif. Montrer que I'intégrale

" sommora

est strictement positive dés que n est assez grand.

Il 1° Montrer que si f est une fonction de ¥ et si f(0) n’est pas nul, les
nombres C,(f) ne sont pas tous nuls. On pourra étudier pour une valeur conve-
nable du paramétre réel ki, I'intégrale

14
|- seotmeor ar.

2¢ Montrer que si la fonction f de € n’est pas nulle pour une valeur x, de
I'intervalle ]— 1, 1[, les nombres C(f) ne sont pas tous nuls.
En déduire que 'application qui & toute fonction f de ¥ associe la suite

(Ci(f)ken est injective.

Solution

I. 1° Soit k un entier naturel. Calculons l’'intégrale
%
C(F) = ‘[ F(x) x* dx
—¥

au moyen d’une intégration par parties ; on obtient

Ck(m - [M] 115‘,& B J‘lj5 f(x) xk+l

k+1 k+1
donc
D (1 N U Ly
G = e k+1j /&) ¥
Or,
%
F3)=|_ swax=cup
et

l‘é
|7 101 ax = Gt
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donc
1 C
C(F) = k—'+—1[ 229? Crt 1(_,0] :
20 Posons
PX) =Y aX*.

Alors on a

% P n
I f(x) P(x)dx = J. Y a4 f(x) x*dx =

-4 ~14 k=0

n ¥ =
=Y af fex% dx=3 aG.
k=0 -1 k=0

I1. 1° @,(t) est un trindme du second degré en t qui atteint son maximum pour
t = 0 et s’annule pour t = — 1 et t = + 1. L’ordonnée de son maximum est
@,(0) = 1/(1 — h?) et son graphe est la parabole suivante

Ay

AN

+h

o~

+1

FIG. 8.7

20 On voit sur le graphe précédent que si t est un élémentde [— 1, + 1], ona

ldi,,(r)l <1
P (1) =1
|ou(0) | > 1

si
si
si

te[—1,— h[ulh, + 1]
t=h ou t=—h
tel—h, + K[



PROBLEMES DE SYNTHESE 305

Par conséquent

si te[—1,— h[ulh, + 1], lim u,() =0

n—+eo
si t=h ou t=—h, lim y,(H=1
n—++w
si te]—h, + k[, m u,(f) = + .
n—++oo

32 On a les inégalités

donc

—~h/2 +h/2 a
v, = _‘. [@.(0] dr + _‘. [®.(0]" dt + j [®O] de.
-1 —hf2 hf2

Comme la fonction [@,(¢)]" ne prend que des valeurs positives dans [— 1, + 1]
les trois intégrales ci-dessus sont positives, donc

hi2
v, > j [@,O] dt .
K2

Or

j'm [¢0]"dt>h Inf [&D]" (¢f.,C.E.,Ch.8,§II,n°119)

—hi2 te[—h/2, h/2]

te ["Ih]g‘, h/2] [éh(l)]u - I:d&k (g) ] " - (g) '

Mais on a vu 2 la question précédente que la suite u,(h/2) tend vers 4 0. Il en
est donc de méme de la suite de terme général w, = hu,(h/2) et la suite (v,)
qui majore la suite (w,) tend aussi vers + co.

4° On ales inégalitésa — 1 < — h< h < adoncona

h g [® O] dt + ,[_;, g [®(D]" dt +

et

—h

r g® [20)]" dt = j
a—1 a—
+ I g®) [, dt .
h
Observons que I’on a aussi

'r_l g@® @] dt | < j__l | g | [@x(0]" dt < L [S_ulp_u [di;.(t)]"] X

X I__l | g@ | ar
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—h
soit en posant M = j. l g(t) | dr et en remarquant que
a—1

Sup 1[45:,(1)]" =[o(—W]"=1

tela—1, —h

on obtient
j:l gD dt| <M.
On démontre de la méme maniére que
I: g [2,O]'dt| <N

a
avec N = j | g(®)|dt.  Parsuite ona
h

] g® [@, O] dt + j: g®[oM]'dt < (M + N).

a—

—wm+m<|

D’autre part compte tenu des hypothéses on a

["eorowrasm | oorasm [ 07 a
-h —h —h/2
+h/2

et on a vu 2 la question précédente que I [2.(O] dt tend vers + oo lorsque
2

—h/
+h

n tend vers + o0, donc I g(®) [@,(O]" dt tend vers + co lorsquern tend vers
—h
+ oo et il existe un entier P tel que pour tout entier n > P on ait

I g [, O] dt > (M + N).

—~h

Alors, pour tout entier n > P I'intégrale
|" solaora

est strictement positive.

IIL. 1° Pour appliquer le résultat précédent, il faut montrer que fest minorée
sur un intervalle de la forme [— A, + A].

Comme f(0) # 0 on peut supposer f(0) > 0. Posons f (0)/2 = m; comme f
est continue en 0 il existe un nombre réel 4 > 0 tel que pour tout élément x de
[— A, + h] on ait f(x) = m.
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D’apres la question I1.4 appliquée avec a = 1, il existe un entier P tel que
pour tout entier » = P on ait

b3

I_% ) [Pux)]"dx > 0.

Or [(ﬁh(x)]" est une fonction polyndme en x de degré 2 n ; soient ay, ay, ..., d,,
ses coefficients ; alors en appliquant le résultat de la question I.2 on obtient

1, 2n
| feommras= 3 a.co

par suite, I’'un au moins des nombres C,(f) (0 < k < 2 n) est non nul.

2° On se raméne au cas précédent au moyen du changement de variable
Yy =X — Xo

¥ 1% —xo
| r@eera=|"" ooy,
—% =Y —x0
On applique le méme résultat avec a = ¥ — x, et la fonction polyndme

P(x) = [@4(x — xo)]"

Soit A4 I'application de I’espace vectoriel réel ¥ dans I’espace vectoriel réel
des suites de nombres réels, définie en posant pour chaque élément f de %,

A(f) = (C)ken -

Cette application est linéaire ; en effet, si f, g sont deux éléments de € et A,
deux nombres réels, alors pour tout entier naturel k on a

Y
GO + )= | O + ) ()

A %
=2 | f@axrn | smax =160 + kG
=15 =14

par suite on a
AQS + pg) = 2A(f) + pA(g) -

Le noyau de A se compose des applications f de % telles que ’on ait pour tout
entier naturel k, C,(f) = 0 ; or on a vu que si f # 0 il existe un entier k tel que
Cu(f) # 0, donc Ker 4 = { 0} et ’application A4 est injective.

8.8

I. a) Si f est une fonction réelle de variable réelle, montrer en utilisant le

critére de Cauchy que si lim I | (@) | dt existe, alors  lim j f(0)dr existe.
1 1

x—++ o x=++4 oo
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b) Démontrer que si  est un nombre réel strictement positif, alors

x
. cost
lim ]‘ ——dt
x=++w 1 fﬂ

existe.

¢) Soit f la fonction définie par f(x) = e” cos x? et f* sadérivée. Les quantités
j et f(r)dt et j e f(1) dt
] 0
admettent-elles des limites quand x tend vers + oo ?
1L a) Soit g une fonction continue de variable réelle, & valeurs réelles et
telle que lim g(x) = L.
x—=+ o
Trouver toutes les solutions de I’équation différentielle
y +y=2g)-. ¢))

b) Montrer que pour tout nombre réel strictement positif £ il existe des
nombres réels X et X; tels que 0 < X < X, et pour tout x > Xy on ait

I g)e " Pdt—L| <e.
X

En déduire que si la fonction y est solution de I'équation (1) alors

lim y(x)=1L.

x—++ oo
I11. a) Soit & une fonction de R dans R admettant une fonction dérivée
continue ; vérifier I'égalité

x

I e h'(f) dt = e~ h(x) — h(0) + j e ‘h(f)dt.
0 0

b) On suppose que I e *K(f)dt tend vers une limite finie L, lorsque x

0
tend vers + co. Déterminer une fonction réelle de variable réelle g, continue
et ayant une limite finie lorsque x tend vers + co, telle que
]- e ' h(t)dt
0

soit solution de I’équation différentielle (1).
¢) Montrer que I'existence d’une limite L, pour

r e FH(f)dt

0
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lorsque x tend vers + oo, entraine I'existence d’une limite pour

j e "h(f)dt etpour e *h(x).
]
d) Réciproquement, le fait que j e’ h(f) dt posséde une limite lorsque x
0
tend vers + oo entraine-t-il ’existence d’une limite pour
I e "H()dt
0

lorsque x tend vers + oo ?

Solution 1. @) Posons
F(x) = J': |lf@O]dt e G = L f@dt.

Dire que lim F(x) existe est équivalent d’aprés le critére de Cauchy a

(Ve e R*) AX e R) (Vx € 1X, + oo[) (Vx' € 1X, + o) [| F(x) — F(x) | < e] .

Montrons que G satisfait aussi au critére de Cauchy ; on a

< = | Fx) - F(x)|.

L | £ty | de

|66 - 6| = | | rwar

Donc

(Vvee R%) (3X eR) (Vxe1X, + oo[) (Vx'€1X, + oD)[1 6G(x) — G| < €]

d’ot1 on déduit que G(x) posséde une limite lorsque x tend vers + co.
b) Une intégration par parties donne

X t a tx ) X o1
[Feostar =[] 4o [ T ar
1 [ § 1t

sin x . *sint
=——"—sinl +a’j —dt.
x* 1 1*
On a
sin x
1 =0

a
x=+4+w X
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. *sint .
et d’aprés la question précédente pour que I ‘ﬂ—ﬂ- dt ait une limite
1

. *|sint .
lorsque x tend vers + co, il suffit que j l?‘ H—l dt en ait une. Comme
1

|sint|
F+1

=0

*|sint
la fonction H(x) zj % dt est croissante. Montrons qu’elle est
1

*|sin t * dt 1 1 1
I ‘Hil-—ldrﬂ -dﬁ=—(1~--)<~
1 i o X o«
car x > 1 et & > 0. La fonction H est croissante et majorée ; elle posséde une

. ] *sint . )
limite lorsque x tend vers + oo, par suite j i dt en posséde une aussi.
1

majorée. On a

¢) On a
X x
I e 'f()dt = j cos 1% dt.
] o
En faisant le changement de variable u = t? et en posant

1
A= ]- cos 2 dt,
0

on trouve

— _ x 2 _ e
je f(t)dt—A+jlcostdt—-A+j 2\fﬁd"'

0 1

Vxcos u x _—
——du existe donc j e’ f(t) dt possede une limite
o

D’aprés b), lim > o

x—++w 1
lorsque x tend vers + co.

Ona
f(t) = e'(cos t? — 2 tsin t?)
d’on

j e " f'(t)dt = -—2]- tsintzdt—kj. cos 2 dt .
0

0 0
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Nous savons déja que J.x cos 12 dt posséde une limite lorsque x tend vers + oo.
[}

D’autre part on a

x
I — 2tsint?dt = cos x* — 1
1]

donc j — 2 tsint? dt ne posséde pas de limite lorsque x tend vers + o0 ;
. o

par suite
X
I e ' f(r)dt
4]
n’a pas de limite lorsque x tend vers + co.
I1. a) L’équation homogene associée a I’équation (1) est

Y +y=0. @

Les solutions de I’équation (2) qui ne s’annulent pas sont celles de I’équation

Y- 1 ®
y

d’ol en intégrant
y=Ce”

oul C est un nombre réel.

Pour trouver la solution générale de I’équation (1) appliquons la méthode de
variation des constantes ; posons

y=C(x)e™ @
ot C est une fonction dérivable de x ; en dérivant (4) on obtient
y =C(x)e ™ —C(x)e™™
d’ou en portant dans I’équation (1)
C'(x)e™™ = g(x)
soit
C'(x) = g(x) &*

et
x

C(x) = L eeg®)dt + A
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ol A est un nombre réel. La solution générale de I’équation (1) est donc
y= e_‘(j e g()dt + 1)
0

ou J est un nombre réel.

b) Si X et x sont deux nombres réels tels que X < x on a
x

j g)e ¢ Pdt— L= e_xj g(Hhe'dt —e™™ _[ Le'dt +
X X

X

+e”‘j Ledt —L
X
=g % I (e(t) — L)e'dt + Le [eTx — L

X

=e * II (g() — L)e'dt — Le" 7.
x

Comme lim g(¢) = L pour tout nombre réel a strictement positif, il existe un
t—++w

nombre réel X tel que pour tout x > X on ait l g — L| < o. Pour cet X nous
obtenons la majoration

X

I g()e~*dt — L |éae"‘j edt + | L|e¥;
X X

or

ae‘*j edt+ |Lle¥*<al —e¥ )+ |Lle**<a+ (L] —a)e™
X

donc

j g®e *Pdt—L{|<a+ (Ll —o)e* ™.
X

Comme lim e * = 0il existe un nombre réel X, que I’on peut choisir supérieur
x—++ o

a X, tel que pour tout x > X, on ait (| L| — «)e* * < a. On a alors pour

x> X,

j g(e " 0dt — L| <2a
X

ce qui démontre I'inégalité cherchée en prenant pour tout nombre réel ¢ stric-
tement positif, o = &/2.
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Si y est une solution de I’équation (1) nous savons que
x
y(x) =e™* (j. e g(H)dt + l).
0

Soit £ un nombre réel strictement positif. Nous savons qu’il existe deux nombres
réels X et X, tels que 0 < X < X et tels que pour tout x = X, on ait

<
o

J- g)e *Pdt — L
X
On a alors

|y(x)—L|= jxe'g(t)dt+11+

e_’j eg(tydt + e ™ — L| e
0

+ j e * D e()dt — Ll .

X

X
Comme | j e g()dt + A| est une constante et comme lim e™* =0, il
0

x=+w

existe un nombre réel X, tel que pour tout x > X, on ait

-X

5 P
e I e‘g(t)dt+.l\<—.
0 2

Alors pour x = sup (X;, X,) on a

| yx) — L| < %+ .y

£
2
ce qui prouve que

lim y(x)=1L.

x—++eo

III. a) En effectuant une intégration par parties on trouve

r e~ h'@®)dit=[e""h@®]; + r e h(f) dt
0 0

x

= e " h(x) — h(0) + [ e "h(f)dt.

o

b) Pour que r e~ " h(t) dt soit solution de I’équation (1) il faut et suffit que
0
I'on ait

r e "h()dt =¢€” (j: e g(t)dt + ).)

0
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d’ol on tire

e* r e T h(Hdt = E eg)dt + 4.

0

En dérivant par rapport 4 x les deux membres on trouve

x

e* [e_" h(x) + j e ' k() dt] =e"g(x).

0

La fonction g est donc nécessairement définie par
g(x) = e h(x) + j e ' h(pdr.
0

La fonction g ainsi définie est évidemment continue ; il reste & montrer qu’elle
admet une limite lorsque x tend vers + oo. D’aprés 'égalité de III, a,on a

g(x) = I e "h'(t)dt + h(0) d’ou lim g(x) = L; + h0).
] x++c
¢) D’aprés la question III, b, j‘x e~ h(t) dt est solution de I'équation (1)
0

oil figure une fonction g telle que

lim g(x) = Ly + h(0).

x=++om

Mais d’aprés la question IL, b nous savons que

lim e ' h(f)dt = lim g(x) = L, + h(0).
x>+w J 0O x>+
En reportant ce résultat dans ’égalité I1l, a on trouve

lim e *h(x) = lim (jx e "' (f)dt + h(0) — Ix e ' h() dt) =0.
0 o

x—++co x++w
X
d) j € h(f) df peut avoir une limite quand x tend vers -+ 00 sans que
0

r e h(f) dt

0

en ait une. La fonction x = f(x) = e cos x* étudiée dans la question I, ¢
fournit un exemple de cette situation.
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89

1¢ Soit f une fonction & valeurs réelles, définie, continue, deux fois dérivable
sur lintervalle [a, b] et telle que f(a) = f(b) = 0. Soit x, un élément de
Ja, b ; montrer qu’il existe un nombre réel & € Ja, b tel que

160 =T (xg = a) (0 — b).

(On pourra étudier la fonction x > fi(x) = f(x) — (4/2) (x — a) (x — b) ol

2£(xo) )
(xo — a)(xo — b))~

2¢ Soit g une fonction deux fois dérivable sur [a, b] telle qu’il existe deux
nombres réels m et M tels que pour tout élément x de [a, b] on ait

A:

m<gix)s M.

Démontrer que I’on a pour tout élément x de [a, b]

— — b x — b — S - b
MEZDED ) g S~ a) e < T DED)
En déduire les relations
~MOTL < [Teman -2 @ +e®) < —m CH L

3¢ En appliquant la double inégalité (1) & la fonction Log sur I'inter-
valle [n, n + 1] (ot n € N¥), démontrer la relation

<)
————<|n+ - J(Log(n + 1) — Logn) — 1<
12(n + 1)? (Log ( ) gn)

1
Ian.

4° On pose pour tout enfier » non nul,
u, = Log (""" % e™™) — Log(n!)

et pour tout entier n > 2,
1

v, =u, + 20 =1

Démontrer que la suite (u,) est croissante et que la suite (v,) est décroissante.
En déduire que la suite (v,) converge vers une limite C et que I’on a pour tout
entier n > 2

2

& <u,<C

T 12n—1)

5¢ On pose pour tout entier n € N

. nf2
IN= j. sin” x dx .
]
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Démontrer les relations : Iy = nf2, I, = 1,
IO > Il > > In > In+l =
et

n—1 z
] = = I,_, pourtoutentier n>2.

En déduire les valeurs de I,, et I, -
6° Démontrer la relation
24:1 n ' 4
= @
et en déduire que
C=—3Log2nm.

Solution

1o On af(a) = f(a) = 0,1(B) = f(b) = 0, fi(x¢) = 0. D’aprés le théoréme
de Rolle il existe un nombre réel 7 € Ja, Xo[ et un nombre réel 7’ € ]xo, b[
tels que f1(n) = fi(n) = 0. En appliquant & nouveau le théoréme de Rolle on
trouve un nombre réel & € Iy, '[ tel que /1(£) = 0. Mais

fi®) =@ - ax+ 452 e fi0) =6 — 45

donc
fi®=0 dou A=f"Q
et on obtient I’égalité cherchée.

2¢ Considérons la fonction / définie par

a
- .

h) = 800 — 8@ 7 — 8B} —

On a h(a) = h(b) = 0 et h est deux fois dérivable sur [a, b]. En appliquant le
résultat précédent 2 la fonction £ on trouve pour tout élément x de Ja, b[ un
nombre réel & € ]a, bf tel que

h":(f)— (x —a)(x—Db).

h(x) =

Mais #"(&) = g"(£). Tenant compte du fait que (x — @) (x — b) est négatif on
obtient

M(x —a)(x — b)

(x—a)(x—b)
3 .

< hx) < m >
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Comme les inégalités, sont évidemment vraies pour x = a et x = b, on a bien
démontré 'inégalité demandée pour tout élément x de [a, b]. L’intégrale conser-
vant les inégalités, on en déduit

-“;L(x —a)(x — bydx < Lh(x)dx g%ja(x— &) (x — By dx.
Or on a

r(x—a)(x— b)dx =

b x3 xl b
= J- [x*—(a+b) x+ab] dx= [—3— — (a+b)~2— + abx]
3 2 3 2
=%_£ﬁ.2b)—b+abz _33-4_@‘.1_._325
_ 2b*—3ab*~3b*+6ab*—2a*+3a’+3a’b—6 a’h _ (b—a)’
B 6 - 6
D’autre part
b rb b b
_ N 8@_[ X __&j L)
L h(x) dx = | ag(x) dx Y a(x b) dx S a(x a) dx
b 2 2
N _g@@— b g®)(b— ay
R R 2(b — a)

[ e ax = 252 (et@) + 2).

On obtient finalement

— a3 b —a a3
~nCT D [ awan - C 52 @@ + ) < - R @

30 Ona
n+1
j. Logxdx=[x[ngx—x]:+1=(n+l)Log(n+l)—-nLogn—l.

La dérivée seconde de Log x étant — 1/x* on a

1 ; - 1
ol e m=— —.
(n+1) n
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L’inégalité (1) devient

1
12(n + 1)*

<m+1)Log(n+1)—nLogn—1-—

__IDgn_LOg(n%—l){ 1
2 2 S 120

ce qui équivaut 2

1
12 0%

<))
——— <|n +=)[Log(n + 1) — Logn] — 1 <
12(n + 1)? 2[ SCEEL =l

40 Calculons d’abord u,,, — u,. On obtient
Upyy — U, = Log ((" + l)ﬂﬂuz) e-"_l) —Log(n + D! —
— Log(n"* P e + Log(n!)

1
=(n+%)Log(n+1)—n—1—-(n+§)Logn+

(n+1)!
+n—Llog =7
1
={\n+3 [Log(n + 1) — Logn] — 1.
Comme
Upp1 — Up = o
n+1 n = 12(n + 1)2
la suite (u,) est strictement croissante. D’autre part
1 1
Vpig — Uy = Upya 'Hn+m—m
1 1
= Uyyy — Uy — —— < Uy — Uy — —— <0
mr T -1 12 n?

d’aprés I'inégalité (1). Donc (v,) est une suite strictement décroissante, de plus
il est clair que pour tout entier n > 2 on a u, < v, et que

lim (v, —u,) =0
n—*+co

donc les suites (u,) et (1,) sont adjacentes et par suite elles convergent vers une
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limite commune C. La suite (u,) étant croissante on a pour tout entier # > 1,
u, < C et la suite (,) étant décroissante on a pour tout entier n > 2,

o A L
n= 0T m - 1) 20 — 1)’
d’oul inégalité (2).
_ nf2 . E_ _ nf2 . B 2
50 = dx ==; I, = sinxdx =[—cosx]g”  =1.
0 2 ]
On a

w2
I,—1,_,= J. (sinx — 1) sin" ' xdx < 0
]

donc la suite () est strictement décroissante.
Pour tout entiern > 2ona

w2 n/2
= j sin” x dx = j. (1 — cos? x) sin""% x dx
0 0

/2 nf2
= J. sin" %2 x dx — } sin" "2 x.cos? x dx

0 0
=1I,_,— [sin""* x.cos x]§* — !
A n—2 n_l - 0 n—-l n
d’ou
1
In=jn—-2 n 1},,.
On obtient donc bien
I"=n lfn—z-
On a alors
-1 -3 1 21!
Izn=g_n___-2n R (= 2(+1n) — -
2n 2n—2 2 24" % )
I _2n 2n-2_ 2 , _ 2°"(n 1)?
2n+1_2n+1 2?1_1 3 1_(2”,-}-1)!'

6° Nous savons que I,y > I, > I5,+4- On a donc

220D — 1) T @nln - 22"(n 1)
@2n—1n! 222412 T 2n 4+ )Y
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- n(2n)!
En multipliant par 221y !? on trouve
12
1=_?E-2_ﬂ>£(_2n)) ﬂﬂ_} 2n .
2 n? 2%"(n 1)* 2n +1

Comme

fin i

petw2n +1 ’
ona
24ﬂ(n !]4

D’aprés 4° nous savons que

lim (Log(n"*"?e™) — Logn!) = C;

n—++w

donc

+(¥2) o—n
. H" e
lim = e€.
n—++ oo n!

Par suite, lorsque n tend vers + oo on a

nl~ e C  op  2n)! ~ 2n)tEDeC

et par suite

24"(-” !)4 24«!‘! n4r|+2 e—4n-—4C l Y
. o~ — =g
((2 n) 1)2 n (2 n)4r|+1 n e—4n'—2C 7
mais nous savons que
4n, | 4
]m ﬂ-- — »
n—+ oo ((2 n) ') n
donconale *=ndot C= —4Log2m.
8.10 Soient f et g des fonctions continues a valeurs réelles, définies sur I'intervalle

[— 1, + 1]. Soit M la fonction définie pour tout nombre réel u par

M@) = Sup (f+ ug)(x).

—1=x=1
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Pour tout nombre réel u, on désigne par E(u) I’ensemble des points x de

Iintervalle [— 1, + 1] tels que
(f + ug) (x) = M(u) .

I. 10 Déterminer explicitement la fonction M et I’ensemble E(u) pour tout
nombre réel u dans chacun des cas suivants :

A f@)=+1—-x% gx)=x

b) f(x) = x* —2x% g(x) =4x%
On montrera que dans le cas (b) la fonction M n’est pas dérivable au point .

20 On suppose que g(x) = x pour tout élément x de [— 1, + 1]. Démontrer
qu’il existe une fonction f et une seule, dérivable sur J— I, + 1[, telle que
£(0) = 0 et telle que pour tout élément u de Iintervalle ]— n/2, + #/2[, sinu
appartienne 2 E(u). Déterminer la fonction M associée. Déterminer E(u) pour
tout nombre réel u.

II. On revient au cas général.

10 Soient u et v des nombres réels, x un point de E(u), y un point de E(v).
Montrer que 'on a

(v — w) g(x) < M(v) — M) < (v — u) g(») -

20 Montrer que la fonction M est continue.

30 Soit ¢ une fonction définie sur R & valeurs dans [— 1, + 1] telle que
pour tout u de R, (1) appartienne 2 E(u) ; on pose i = g o ¢. Montrer que si
u < v < wet si y est un élément de E(v), alors h(u) < g(») < h(w).

40 Montrer que pour tout nombre réel v, & admet une limite & droite et une
limite a gauche au point v et qu’on a

lim h(u) < Inf g(y) < Sup g(y) < lim h(u).

u—rv— y € E(v) y € E(v) u—rv+

50 Soit v un nombre réel ; montrer qu'on peut extraire de la suite

(+2)
vk =
R/ nz1

une suite (w,) telle que la suite (¢(w;)) admette une limite finie y. Montrer que y
appartient & E(v) et en déduire que

lim h(u) = Sup g(x).

u—p+ x e E(v)
Indiquer comment on démontrerait que

lim h(u) = Inf \g(x).

u—p— x e E(v)
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6° Démontrer I’équivalence des trois conditions suivantes :
(o0) h est continue au point v.
(B) g est constante sur 'ensemble E(v).
(y) M est dérivable au point v,
Solution 10 @) Nous avons (f + ug)(x) = J1 — x% + ux. FEtudions la fonction

f + ug sur lintervalle [— 1, + 1] ;ona

/+ug)(— 1) = —u
(f +ug)(1) = u

etsixel]—1, +1]

, - x —x+u1-x
(f +ugf ()= ———== +u= el
V1 —x V1 —x
La fonction dérivée s’annule si et seulement si x = u / 1 — x2 soit
U

x? = u*(1 — x%) soit encore X=
V1 +u

car x est du méme signe que u. On a
o A2 2 2
u u u 14+ u - o
V1 + u? 1+ Ji+uw Jl+u
Orona(f+ug)()=u,(f+ug)(—1)=—uet 2] < /1 + 2 pour tout
nombre réel t, donc nécessairement M(u) = /1 + u?. L’ensemble E(u) est
’ensemble des points x de [— 1, + 1] tels que (f + ug) (x) = M(u), mais

I’étude de la fonction prouve que f + ug présente un et un seul maximum local
sur [— 1, + 1] donc la valeur M(u) est prise une seule fois d’ot

E(u) = _u__ .
@ [J1+u2]

b) Nous avons (f + ug)(x) = x* + (4u — 2) x*>. Etudions la fonction
f + ugsur lintervalle [— 1, + 1] ;ona

F+u)(=D=F+ug)(D)=4u—1
(F+ug) (x) =4x> —4x(1 —2u) =4x(x> +2u—1).

Nous devons donc distinguer lescas2u — 1 > 0et2u — 1 <0.
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Si2u—~ 1 <0, f+ ug admet un maximum local au point O et des mini-

mums locaux aux points \/1 —2uet — 1 —2u ; nous devons donc compa-
rer (f+ug)(0) =0et(f+ug)(1)=4u— 1

Sidu—1>0, Mu)=4u — 1etsidu—1<0, Mu)= 0. La fonction
M est donc définie par M(u) = 4u — 1 siu>%et M(u) = 0siu <3 Il est
clair que M est continue, qu’elle admet une dérivée a droite et une dérivée a
gauche au point % et que celles-ci sont différentes puisque

M3 =14 et M, 3)=0.
De I’étude déja faite on déduit immédiatement quesiu > §, E(W) = { — 1, + 1};
ED={-1,0,+1}; etsi u<i Ew=1{0}.

20 Nous cherchons une fonction f telle que la fonction F(x) = f(x) + ux
admette un maximum au point sin u. Il faut avoir pour cela F'(sinu) = 0
c’est-a-dire f'(sin u) = — u, ce qui pour — 7/2 < u < 7/2 équivaut &

f(x) = — Arcsinx avec —1<x<1.

Comme f(0) = 0, on a nécessairement
x
f(x)=— J Arc sin z.dt .
0
Cette intégrale se calcule par parties et on trouve

¥ otdt . TR
—_— = —xArCsmx—\/l-—-x +1.
o1 - ¢

11 est clair que pour obtenir une fonction continue sur [— 1, + 1] il faut
définir la fonction f aux points — 1 et + 1 par la méme formule. Nous venons
de démontrer que si le probléme admet une solution, c’est nécessairement la
fonction f définie sur [— 1, + 1] par

f(x) =[— t Arcsin t]g + j

f(x) = — xArcsinx — V1 — x? + 1.

Vérifions maintenant que cette fonction convient ; on a bien f(0) = 0 et f est
dérivable sur ]— 1, + 1[. La dérivée (f + ug)' (x) = — Arcsin x + u s’annule
une seule fois au point sin u si u € ]— n/2, + n/2[. Comme la fonction Arc sin
est croissante, (f +ug)’ (x) = 0si x < sinuet (f+ug) (x) <O0six >siny,
donc la fonction f + ug admet un maximum et un seul au point sinu. On a

(f+ ug)(sinu) = — usinu — J1 —sin?u+ 1+ usinu=1—cosu
car cos u = 0 pour u € |— n/2, + n/2|.

Par suite on a pour — /2 < u < n/2, M(u) = 1 — cosu et sinu € E(u) ;
siu > n/2 ouu < — n/2 la dérivée de f + ug ne s’annule pas donc M(u) est
égal au plus grand des nombres (f + ug) (1) = 1 — 7/2 + uet (f + ug) (— 1)
=1—-(xnf2) —u.
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Finalement on a
Mw)=1—(x/2) —u si u< —nwf2
M@) =1 — cosu si — 72 <u <m2.
Mu)=1— (@) + u si u > mnf2
La fonction M est partout dérivable sauf peut-étre aux points — /2 et 7/2 o
toutefois elle admet des dérivées 2 droite et 2 gauche. Or on a My(n/2) = 1
et M;(n/2) = sin (n/2) = 1, donc M est dérivable au point /2 ; par ailleurs on a

My— 7[2) = — 1et My(— 7/2) = sin(— n/2) = — 1, donc M estdérivable au
point — 7/2, et par suite partout dérivable.
Ona:

Ew)={—-1} si u< — 72
Ew) = {sinu} si —m2<u<m2.
Ew)={+1} si. u>=m?2

II. 1° D’aprés les hypothéses on a
M) = f(x) + ug(x)
et
M) = f(») + vg(y) -

Comme f(x) + vg(x) < M(v) on a

F®) + vg(x) — [/(x) + ug(x)] < M) — M)
donc

(v — w) g(x) < M(v) — M(u).

De méme f(y) + ug(y) < M(u) et par suite

FO) + ug®) — [f ) + 1g()] < M) — M)
donc M(v) — M(u) < (v — u) g(») ce qui démontre la double inégalité

(v — u) g(x) < M(v) — M@) < (v — u) g0 . )

20 La fonction g étant continue sur [— 1, + 1], elle est bornée sur cet inter-
valle. Posons

a= Sup |g(x)|.

xe[—1,+ 11
Si a = 0, la fonction g est la fonction nulle et la double inégalité (1) montre que
M est constante donc continue.
Supposons a # 0 et montrons que M est continue au point u. La double
inégalité (1) entraine
| M@) — M) | < alv—ul;

si € est un nombre réel strictement positif, il suffit de prendre | v — u| < gfa
pour avoir | M(u) — M() | < &ce qui prouve que M est continue.
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30 La double inégalité (1) montre que si # < v, si X est un point de E@w)ety
un point de E(v), alors g(x) < g(y) ; mais par définition @(u) est dans E(u) donc
h(w) = gle@] < g() -

On démontre de la méme maniére que g(y) < h(w) en remarquant que o(w)
est un élément de E(w).

40 Nous venons de démontrer que /4 est une fonction croissante ; or nous
savons (C. E., Ch. 4, § V, n° 51) qu’une fonction croissante admet des limites 2
droite et & gauche en tout point et plus précisément que

lim h(u) = Suph(u) et lim h(w) = Inf h(u) .

u—v— u<v u—~v+ u>w
On vient de voir que si y est dans E(v) alors g(y) < h(w) pour tout w < 7, donc
g(») < Inf h(u);

u=v
comme cette inégalité est vraie pour tout élément y de E(v) on a bien

Sup g(y) < lim h(w).

yve E(v) u=vt
On démontre de maniére analogue que

lim h(w) < Inf g(y)

u=rp— ye E(v)
et on trouve bien
lim h(x) < Inf g(y) < Sup g(y) < lim h@).
u—v— ye E(v) ye E(v) u—vt
. 1 — .
50 La suite (@ (v + - I A est minorée par — 1 et majorée par + 1. On

peut donc (¢f. exercice 1.20) en extraire une suite convergente (go(w,‘)).
Posons

y = lim o(w).

k=t
Nous savons que
Mw) = f (ewd) + wi g(0(w) 5
pour tout élément x de [— 1, + 1]Jona
F @) + we g(x) < M(wy) -
Sachant que

lim w,=v et lim ¢w) =y,
k= +w k= +e

en utilisant la continuité de /et g on obtient par passage a la limite

) + vgx) < fO) + vg0y) -
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Cette inégalité étant vraie pour tout élément x de [— 1, + 1], elle prouve que y
est un élément de E(v). Or

lim h(w) = lim h(w) = lim g(e(w)) = g()-

u—v+ k—=++ o k—++w
Ce résultat joint 2 la formule (2) prouve que

lim h(u) = Sup g(y).

u=v+ ye E(v)
Pour montrer que

lim h(u) = Inf g(y),

u-rv— ye E(v)

il suffit de montrer qu’il existe une suite (wx) extraite de la suite

(=2)
v — —
Afnz1

telle que (@(wi)) converge vers un élément de E(v).
La formule (2) devient

lim h(u) = Inf g(y) < Sup g(y) = lim h(u).

u—ru— ve E(v) yeE(v) u—v+
6° La fonction h est continue au point v si et seulement si

lim h@) = lim h@),

u—p— u—v+
ce qui d’aprés la formule (3) est vrai si et seulement si

Inf g(y) = Sup g(y),

ye E(v) ye E(v)

c’est-a-dire si et seulement si g est constante sur E(v). Nous avons donc démontré
que les conditions () et () sont équivalentes.

Montrons que la condition () implique la condition (7). Si « est un nombre
réel, nous savons que @(u) appartient 2 E(u), et ¢(v) appartient & E(v). La
double inégalité (1) s’écrit alors

(v — ) g(oW) < M) — M@) < (v — u) g(e(v))
etpourv # uona
M(v) — M(u)

h@w) < —— — < h@),

on a donc
MG — ME

u—1v

~ h(@)| < | h@) — h@®)|.
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La fonction h étant continue au point v,

lim | h(w) — k()| =0,
et par suite

li )~ T = h(v)

i M) = M) _
u—1v

u—rv

ce qui prouve que M est dérivable au point v et que
M'(v) = h(v) = g(e()).

Remarquons que ce résultat est indépendant du choix de ¢ ; en effet, sila
condition () est satisfaite, la condition () 'est aussi et g est constante sur E(v).

Montrons maintenant que la condition (y) entraine la condition (). Suppo-
sons M dérivable au point v et posons D = M'(v). Siv > uetsi y est un élément
de E(v), la double inégalité (1) donne

M) = MW < g0
d’ont

D = lim &if%m < z(»).

usv— v

De la méme formule on déduit que si v < u, alors

M(v) — M)
Sy g(y)
donc
D = lim ﬂ(fz:ium“)‘ > 2().

On a donc pour tout élément y de E(v), g(y) = D ce qui prouve que g est
constante sur E(v).

Notons que ces résultats permettent d’affirmer directement que la fonction M
trouvée a la question I(1) (b) n’est pas dérivable au point }, et que les fonctions
M trouvées au I(1) (@) et au /(2) sont partout dérivables.
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