Devoir de mathématiques Taleg

Exercice 1 (Baccalauréat France métropolitaine, juin 2009)

a. Pour n = 10, 10wy = 11wy + 1 = 11 x 19 4+ 1 = 210, d’oit, wyo = 21.

b. D’apres les valeurs de w,, pour les premiers entiers, on peut conjecturer que w, = 2n + 1.
Démonstration de la conjecture : Démonstration par récurrence.
Initialisation : La relation est vraie pour tous les entiers n < 10.
Hérédité : Supposons que pour un certain entier n, w, = 2n + 1 (hypotheése de récurrence),
alors, (n 4+ w41 = (n+2)w, +1 = (n+2)(2n+ 1) + 1 d’apres 'hypothese de récurrence.
On a donc, (n+1) w41 = 2n*+5n+3 = (n+1)(2n+3), soit donc wy, 11 = 2n+3 =2(n+1)+1.
Ainsi, I'expression est encore vraie au rang n + 1.

On a ainsi démontré d’apres le principe de récurrence que, | pour tout entier n, w, = 2n + 1 ‘

On en déduit que wagge9 = 2 x 2009 + 1 = 4019.

Exercice 2
Partie I. g est définie sur R par : g(z) = 2° — 3z — 4.

T —00 —1 +oqg

1
1. g est une fonction polynéome donc dérivable sur IR, et, | ¢'(z) + 0 -0 +
pour tout x réel,

—2
g(x) =322 —3=3(22—1)=3(x—1)(x +1). g SN S
—6

2. g est une fonction polynéme, donc continue sur IR. De plus, sa limite en 400 est la limite

de son terme de plus haut degré : liril g(z) = liril 2% = 400, et comme g(1) = —6 < 0,

on en déduit, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, que il existe un unique réel o €
]1; +00[ tel que g(a) = 0. Comme de plus, g(x) < 0 pour tout = €] — 0o; 1], on en déduit que
a €]1; +o0[ est la seule solution sur IR de I'équation g(z) = 0.

. . . x —00 «Q —+o0
3. On déduit de la question précédente le signe de ¢ :
R S T I
2t 4 227

Partie II. Soit f la fonction définie sur IR \ {—1;1} par : f(x) 1
l’ —

1. Limites en —oo : f est une fonction rationnelle, donc sa limite en —oo est celle du rapport de
3

ses termes de plus haut degré : lim f(z) = lim x_2 = lim z,donc| lim f(z) = —o0|
T——00 T——00 U T——00 T——00
x —00 —1 1 +00

Limites en —1 : Signe de 22 — 1 :

-1 + 0 -0 +

lim (2° 4+22%) = 1let lim (22 —1)=0%, d'ott,| lim f(x) = 4oo|

rz——1 r——1- T——1"

lim (z° +22*) =1let lim (2> —1)=0",dol,| lim f(z)=—o0|

z——1 z——1+ z——1*%
On en déduit que la droite d’équation x = —1 est asymptote verticale a Cy.
r4+2 (z42)(2®—-1)+z+2 23+ 222
2. Pour tout =z d —-1;1 2 = = = .
our tout x de R\ {—1;1}, = + t o] o f(z)
2
Ainsi, |pour tout z € R\ {—1;1}, f(z) =2 +2+ I;_ Il
x j—
SR . 2 T+ 2
3. D’apres le calcul précédent, pour tout z de R\ {—1;1}, f(z) — (z +2) = —; I
x J—
. . T+ 2 ) T .1
Donc, xl_l)r_noo [f(z) = (z+2)] = xErPOO o xEer —~ = xEer —= 0,

et de méme, liril [f(z) = (z+2)] =0.
Ainsi, la droite A : y = x 4 2 est asymptote oblique a C; en —oo et 4-00.
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Exercice 3 (Baccalauréat France métropolitaine, septembre 2007)

a)

U1

U2
us

<.y

Z_" uz Uz Uy up A
) 1 23 ... PN
b) Pour tout entier n, u,y; = §Un + 77 ainsi, si (u,) converge vers [ € IR, alors, d’apres le
23 2 23 23
théoreme d int fixe, | = =l 4+ —, soit =l = —, et donc, [ = —.
éoreme du point fixe, 3 + 577 801t 2 57 €t donc 13
23
¢) On veut démontrer par récurrence que pour tout entier n, u, > 5
23
Initialisation. uy = 2 > 8 donc la propriété est vraie pour n = 0.
ez . 23
Hérédité. Supposons que pour un entier n, u,, > 8
Al 1 >1><23 ¢ d 1 +23>1X23+23 23><3 23a's' >23
ors, —u, > = X —, et donc, —u, + —= > = X — + — = — X — = —, ainsi, U, > —.
"3 3 18 3 27 — 3 18 27 27 2 18 =13
La propriété est donc encore vraie au rang n + 1, et donc, d’apres le principe de récurrence,
23
pour tout entier n, u, > =
1 23 2 23
) Pour tout n Un1 — Un = SU +27 u FUn oo
D’apres 1 ti scédent > t d < 2><23 23
1 nZ 3759 ne, —-uUp =~ —5 TS T T as
apres la question précédente, u 1g’ et done, —u 3 % 13 o

2/3



2 23 23 23
On en déduit finalement que w43 — u, = —= <

3un—|—ﬁ < _ﬁ_l_ﬁ = 0, et ainsi que

la suite (u,,) est décroissante.

23
Comme elle est de plus, d’apres la question précédente minorée par 8 elle est donc convergente

vers une limite [ € IR.

23
D’apres la question b), on en déduit donc que |la suite (u,) converge vers [ = |

Exercice 4 (Baccalauréat France métropolitaine, juin 2005 4 points)

Partie A Soit (u,) et (v,) deux suites adjacentes, avec par exemple (u,,) croissante et (v,,) décroissante.
Alors, d’apres (2), pour tout entier n, u, < v,.
De plus, comme (v,,) est décroissante, pour tout entier n, u, < v, < v,_1 < V9 < -+ < v < V.
Ainsi, la suite (u,) est majorée par vy, et comme elle est de plus croissante, on en déduit d’apres (3)
que (v,,) converge vers une limite [ € IR.

De méme, comme (u,,) est croissante, pour tout entier n, ug < ug < ug < -+ < Up_q < Uy < Uy
Ainsi, la suite (v,) est minorée par ug, et comme elle est de plus décroissante, on en déduit d’apres
(3) que (u,) converge vers une limite I’ € IR.

D’apres (1), lim (u, —v,) =0, et comme d’apres ce qui précede lim (u, —v,) =1 —1', on en
n—-+0o0o n—-+0o0o

déduit que [ — ' =0, soit { =I'. Ainsi (u,) et (v,) convergent vers la méme limite /.

Partie B )
1. Faux Si (u,) converge vers 0, (v,) diverge. Par exemple u,, = -~ alors ngrfm(un) = 0, tandis
que v, = —2n, et nl_lgloo(vn) = —00.
2. Vrai Si pour tout entier n, u,, > 2, alors uin < 5 car la fonction inverse x — % est décroissante,
et donc v,, = —u%b > _72 = —1, c’est-a~dire que (v,) est minorée par —1.

3. Faux Si (u,) est décroissante, alors pour tout entier n, u,+1 < uy,.

On en déduit que

2 2 . o
< ——, clest-a-dire v, 41 < v, donc (v,) est aussi décroissante.
Unp+1 Unp

4. Faux Une suite est divergente si elle ne converge pas, donc si elle tend vers 400 ou —oo, ou
si elle ne tend vers aucune limite.
Par exemple, la suite (u,,) définie par u,, = (—1)", qui vaut alternativement 1 et —1 ne converge

vers aucune limite. (u,) est donc divergente, et il en est de méme de la suite (v,,) définie par
—2 —2
Uy = &iD = — = —2(—1)" qui vaut alternativement —2 et +2.

> —, car la fonction inverse x — — est décroissante, et donc que
Upt1 U, x
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