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‘_1_ - L'ensemble des nombres complexes

Wal Notion de nombres complexe

Théoreme
|| existe un ensemble noté C contenant R .

e Muni d'une addition notée + et d'une multiplication notée x ,
possédant les mémes propriétés comme dans R .

e Possédant un élément noté i dont le carré vaut —1: i = —

e Ou tout élément z , appelé nombre complexe ou complexe , s'écrit
de maniere unique sous la forme z= x+ iy, avec x et y des réels .

o

Exemples des nombres complexes

e z=—1+3i e z— 16

e z=4 — 2 e z= —01
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Remarques
@) C = {xﬂy/(X;y) € Rz}

@ Zedl s [z:eriy; (x; y) ERQ]

.r‘f_ = Y 1 ! - ] -
:@ Contrairement a R , I'ensemble C n'est pas muni d'aucune relation

d'ordre .
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I:I La forme algébrique d'un nombre complexe

Définition
Soit ze C, alors il existe un unique couple (x; y) € R? tel que z= x+ iy .

o |'écriture z= x+ iy s'appelle la forme algébrique du nombre
complexe z

» Le nombre x est la partie réelle de z, notée Re(2z)
» Le nombre y est la partie imaginaire de z, notée Im(z)

e Un nombre complexe est réel lorsque sa partie imaginaire est nulle :
zeR< Inm(2) =0

e Un nombre complexe est dit imaginaire pur si sa partie réelle est
nulle :

ze iR < Re(z) =0

T = — e -
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Exemple J

On considére le nombre complexe : z= 8 + 3i(3 — 2i)

e =) — — —

Ncl| Egalité de deux nombres complexes

Propriété

Soit z et z’ deux nombres complexes .

2= 2" < (Re(2) = Re(z) et In(z) = In(z"))

z—1] < (Re(z) =0 et Im(2) = U)

Exemple

On considére deux nombres complexes : z=2x— 3+ (1 — y)i et
z! = —2xi + 3y avec (x; y) € R?
Déterminons x et y sachant que z= z'

"
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2 - Opérations sur les nombres complexes

Wa) Addition et multiplication dans C

Propriété
Soit z et z’ deux nombres complexes tels que : z= x + iy et
z'=x'+iy’ avec (x,x";y;y")eR% On a:

o z-hz" =(xtxT)Ei(EY)

o zxz'=(o"—yy')+i(x"y+xy’)

e Pourtout Ae R; Az= Ax+i(Ay)

T—— ——

Exemple

On considere les nombres complexes suivants : z; =5 —4i; zo =3 + 61 et
z3 =3+ i\/ﬁ :

Ecrivons les nombres complexes suivants sous forme algébrique : zy + zo;
Z1 X 29, 21 X z3 et —02

T p— . T— T — —

4
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Remarques

* Les identités remarquables vues dans R restent aussi valable dans
C. Ainsi pour tous les nombres complexes z; et z5, on a :

s (zl Jr:fz)2 = 22 + 22120 + 75
8 (21 _22)9 —— zf — 22129 +z%
® (zlJrzz)(zl —22) :zf—zﬁ
En particulier, on a pour tout (a; b) € R? :
» (a—l—ib)2 = a° = b {33h
- (a— ib)‘ = 3" — b~ {93b
- (a+ib)(a—ib) = a2 + b
* Pour tous nombres complexes zet z/, on a :

zxz":{}@(z:[]ﬂuz’:(})
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‘ Applications I

> Pourtout ze C, on pose : z; =5 —izet zp = z+1i (22 - l) Ecrire les
nombres z; et z» sous leur forme algébrique dans chacun des cas
suivants :

a) z=1i | b) z=2+3i | o) z=(1-3i)’

) Ecrire sous forma algébrique le nombre complexe

z=(2+iV3) (3= 4n(r+%gg
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Inverse d'un nombre complexe non nul
Quotient de deux nombres complexes

Propriété

Soit z=x+iyet z' = x" + y' deux complexes ot x, x', yet y' des
réels tels que (x;y) # (0;0) .

: i
e L’inverse du nombre complexe z est le nombre complexe noté — ou

z
z ! tel que :
1 X — 1y X Yy

- = —_— — it |
z iy [(xtiy(x—iy) Xty x+y

/
7
e Le quotient de z’ par z est le nombre complexe noté — tel que
z

z' , 1
— =z7z"X—e¢etona:
Z Z

- x!_l_yf_xx!_l_yyf _xy’—x"y

= x+iy  x24y2 s X2 + y?

- —————— — o
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‘ Applications I

1 Déterminer l'inverse du nombre complexe :
z= (1 <2i)(3 +2i)

(2 ) Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe :

1 1

2= {0 Tw iy,

\/?3+2i+\/§—21
W3 =2i - /34+9i

) Résoudre dans C I'équation suivante : (5 —i)z=4+3i— 2z

(3 ) Calculer le nombre : z=

- .i

(5) Soit ze C, on pose flz) =2 —z+2 .
Déterminer tous les complexes z tels que f{z) e R

{6 ) Soit z un nombre complexe différent de —i .

1
eR < Im(z) = —1

Montrer que :

Z+1
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: Exercice 1 ]—

(1) Résoudre dans C les équations suivantes :

/’“\ ( 14+ 4i)z+ (1 —2i) =iz+3
& 1 +3iz , . z+ 2
@55
3 Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe suivant :

- 2
=08 Gﬂ) L0 48i) G:)Hﬂ

{3 ) Soit z= x+ iy un nombre complexe tel que (x; y) € R?.
Déterminer tous les nombres complexes z dans chacun des cas

suivants :

a) & cR c) lmleiR
1+1-2'

b) Z+z41eR g 2 e g
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Exercice 2 !

1 V3

Soit le nombre complexe : j = =3 - ?i

(1) Calculer j? et j°

'@i’ Soit ke N . Calculer jk selon les valeurs de k
(3) Vérifierque: 1 +j+j2=0

:@: Galculeria somme: T-{Sei2 - glfiiir021
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3 - La représentation géométrique d'un nombre complexe

Wal Affixe d'un point - Affixe d'un vecteur

Définition
= = ] \ # . T
Le plan 22 est muni d'un repére orthonormé direct (O; 1'; )

e Soit z= x+ iy ol (x; y) € R? un nombre complexe.

=

L'unique point M, de coordonnées (x;y) dans (O; i; j ), est appelé
I'image du complexe z et on écrit M(z).

e Soit M un point de coordonnées (x;y) dans (O; T T)
le nombre complexe z = x4+ iy est appelé I'affixe du point M.

On le note Aff(M) ou zy et on écrit Aff(M) = z
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Remarque
Pour tous points M et N du plan £2 on a :

Af£(M) = Af£(N) < M= N

Définition

Le plan 22 est muni d'un repere orthonormé direct (O;T: T)
Soit z= x+ iy ol (x; ¥) € R? un nombre complexe.

Le vecteur 7 = x | + yT est appelé I'image vectorielle du complexe z,
et on écrit T (2).

De méme le nombre z est appelé I'affixe du vecteur 7, et on écrit
Af£(07) = z ou parfois zp =z
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Remarques

e Soit z un nombre complexe. On a :
z= Aff(M) < z = Af£(OM)
e Pour tous vecteurs 7 et V on a:

T =7V < Af£(T) = AL£(7)

V.

Y Sl B

e Si V] et ¥ sont deux vecteurs du plan d’affixes respectives z; et zo,
alors :
Aff(Vvi +w) = Af£(W)) + Aff{w =2z, F 25

e Soit A(a) et B(b) deux points du plan complexe_. alors

Af£f(AB) = Af£(B) — Aff(A) = b— a

— -
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‘ Applications I

) On considere les points A, B et C d’affixes respectives :

a=-—-24+i,b=4—-3Jietc=-5+2i

a) Placer dans le plan complexe les points A, Bet C
b) Déterminer les affixes des vecteurs AB  BC et (ﬂ

> Soit A, B, C et D des points du plan d'affixes respectives a, b, ¢ et d.

Montrer que :
ABCD est un parallélogramme < a+c=b+ d

) Soit A, B et C des points du plan d'affixes respectives : a = 3 — 4i et

b=T7—1iet c=1+1. Et soit M le point du plan défini par :

~AM+BM+CM=T10 .
Déterminer |'affixe du point M. Quelle est |a nature du quadrilatere
ABMC(C?
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Si U est un vecteur d’affixe z et & un nombre réel, alors :

AMff(aT) = aAff(T) = oz

S — —

Remarque .sfﬁg/ah; MAH_-N% \

Si T et V sont deux vecteurs du plan, alors pour tout (a;3) € R? on a :

Aff(aT + BV) = aAff () 4 BALE(V)

m——p—y———— — pe—
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Interprétation complexe de la linéarité, du parallélisme
et du barycentre

Soit A, B et C des points deux a deux distincts d’affixes respectives a , b et

G 5~ aNE \
"'EER

Les points A, B et C sont alignés si et seulement si

€ > d

,_-—_-_—”—gnp

Démonstration

-{E} Soit A, B et C des points deux a deux distincts.d’affixes respec-
tives :a=6—-1,b=1—-1lietc=7+1\
Montrer que les points A, B et C sont alignés

(2 ) Déterminer I'ensemble des points M(z) du plan complexe tels
z+ ol
e R

Les Nombres Complexes Youtube / MIGROUNE Math 18 /82




Soit A, B, C et D quatre points du plan d'affixes respectives a , b, cet d

tels que A # Bet C# D.
1 \ . . d -
Les droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement'si 2 e R
4.3
A e S T TN o’

Démonstration

Soit A et B deux points du plan d'affixes respectives a et b, et soit

(a; B) € R? tel que ae + 3 # 0.

L'affixe du barycentre G du systeme pondéré {(A; f]i); (B; 3)} est le
aa—+ Bb

complexe : g =

a+ 3

-
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Soit A, B, C et D les points du plan d’affixes respectives :
a=2+4+3i,b=-90+4+4i,c=7T—-2iet d= &

'th_LH Déterminer I'affixe du vecteur : @ = 2AB — 5CD

@ Déterminer |'affixe du point G centre de gravité du triangle BCD

é: Déterminer I'affixe du point H barycentre des points-pondéres
(B; —4) , (G;3) et (D; —5)

\_ Application
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4 - Conjugué d'un nombre complexe

Définition et interprétation géométrique

Définition
Soit z= x+ iy un nombre complexe avec (x; y) € R
On appelle conjugué de z le nombre complexe x — iy, noté z, et on écrit :

Z—XT1y—X 1y |
- —— P ———— —— ’
7. i Nl o S W)
/4 S 7 WM
Exemples 'S /Béni Méllal\
Déterminons les conjugués de ces nombres': a = 3 + 5i; b= —pi;

c=3-T7i;d=11+2v3 et z=—6+i(2¢% 0708218
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Interprétation géométrique de la conjugaison

Soit z= x+ iy un nombre complexe avec (x;y) € R
La symétrie par rapport a I'axe des abscisses transforme le point

M(x; y) en N(x; —y), d’affixe Af£(N) = Af£(M)

Yy r-r-—-——-———-—-=-=-=- + ﬂf(:}
l
|
|
N .
I I
. - Tl
i I
I
|
|
|
R S 1 N(z)
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I:I Propriétés du conjugué

Propriété |

Etant donné ze C, on a :

Re(z) = %(z - E') _—

2 ""‘w_"*l_"" N ) e
II[I(Z) === e (Z —_ f)“}“ ' N\ Cr
21 ~ /7 Béni Méllal
2Z = Re’(2) + In*(2)
gL .

i |-. ; 1 D A A
() /[ )~ ) -2 A1 A

On a donc : 0708218434

S
f""__

ZER & Z=2z\0r

zeiRez= -2
T S R

Démonstration
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Soit z et z’ deux nombres complexes. On a alors les propriétés suivantes :

o z+z' =24+z'etzz' =32.2!
e Pour tout /\ER;)&_Z:)\E

1 (O IR
e Siz=+# 0 alors : ()—Et (z)_z
Z 7 Z Z

e Siz£0etneZalors: z" = (E’)n

— —— T T
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=D r Applications l__ o

(1) Pour tout n ¢ Z, on pose :
a=(5+6i)"+(5—6i)" et 8= (V3+i)"— (/3 =1)"

Montrer que « est réel et que [ est imaginaire pur.

Dans le plan complexe muni d'un repere orthonorme direct. Dé-
terminer |'ensemble des points M(z) du plan complexe pour les-
quels 2iz — Z est réel.

iz+1) N -

Soit z€ C*. Simplifier I'expression suivante : (
z

If(.&j'

Résoudre dans C I'équation suivante : z= (1 — i) z+ 3 + 2i

Soit ze C, on pose : f(z) = (z— 2) (z+1). Soit M(z) un point
du plan complexe.
Déterminer les ensembles suivants : E = {M(z)/f(z) = ]E} et

fr {M(z)/f(z) e m}

(o) ()

f
b

y O
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5 - Module d'un nombre complexe

Wa)l Définition et interprétation géométrique

Définition
Soit z= x+ iy un nombre complexe avec (x;y) € R2.
Le module de z est le réel positif noté |z| défini par

A4 =4zz= \/x2+y

On a alors : |z| = \/Re ) + Im?(2)

— e — H q’ : B il i —

| | |

S\ | % |

E}(Eﬁ‘]ples |kj 7( ,U & g | QA2 "1 b | J
Déterminons le module des nombres complexes suivants : a = 5—/3i;

b=2+5i; c=—6;d=3v2; e= -2, f= cos(6) _Jrisill(ﬂ)'-ét
T T _
g=1+itan(0) avecﬁe}—— _[

-— P———— e ey — —

Les Nombres Complexes Youtube / MIGROUNE Math

26 / 82




Remarques

(W) Le module d'un nombre réel est égal a sa valeur absolue.

\}I’ Pourtout ze Cona: |Z? =zZet |Z] = |7

—_— —_— -

Interprétation géométrique du module

Soit M un point du plan complexe d’affixe z= x+iy ou (x; y) € R,
On a M(x; y) alors HWH — OM = /x* + y? = |z|. Donc le module
de z est la distance OM

Y ﬂf(z)
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La distance entre deux points A et B, d'affixes respectwes a et b, est

AB_%EQM4b—4

I !l ' = —— = = = e " L
i ]
| 0 [ ] L

(1) On considére les points A, B et C daffixes respectives :
a=141,.b=2+3ietc=—-1+2i.
Montrer que le triangle ABC est rectangle isocele en A.

2 ) Déterminer I'ensemble des points M(z) du plan dont I'affixe z
vérifie :

a) |z+5—2i| =3 | b) |z—2+3i] = |z+ 1 +4i

O AEBIications T 4
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m Propriétés du module

Propriétés m

—

Soit z et z’ deux nombres complexes. On a Iesupmpnetes suw:antes
[ | > () et |RE(Z)| = |Z| et |II!1( )l = |Z| ) Benit Mellal

szl =0=e=0ct |22 | =0=27"

S

*\n 7029719424 »
o |z z" =2 % |2’ y 0708218434
e |zl =zl =|-2 =|-7Z e
: i |z "l 2 n ATNE
e Siz#0etneZalors: |— et |z”| |z|
z E4
— Les Nombres Complexes Youtube / MIGROUNE Math

29 /82




Applications ‘

1) Déterminer le module de chacun des nombres complexes

4 — 3i
ivants : a=(2—-3i)(—-1+51) , b=
suivants : a = ( 202;‘%1)( + 5i) , 1531
1 16
= (21?) etd:(\/er/iJri\/?"Fx/ﬁ)

(2) Déterminer géométriquement |'ensemble des points M(z) du
plan complexe tels que :

a) |1 +izl = |z= 2 c) dz 6+ 2if = |iz — 27 4i]
1 1
b) E+l—§i R, d) Miiz- 3] = Tz«fli+l‘
i
= 1 2i
(3) Pourtout zé C — {—51}, on pose : Z = ;;:Fi

Montrer I'équivalence suivant : |Z] =1 < |z] =1
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6 - La forme trigonométrique d'un nombre complexe

I:l Argument d'un nombre complexe non nul

Définition

Soit z un nombre complexe non nul, d'image M dans le plan complexe Z2.

— —
1.0

Toute mesure 6 de |I'angle orienté ( M) s'appelle un argument de z.

On le note arg(z) et on écrit : arg(z) = 6 [27]

zZ|=0M _ M(z)

<

Les Nombres Complexes Youtube / MIGROUNE Math 31 /82




Remarques

e Soit z un nombre complexe non nul. Si 6 est un argument de nombre
complexe z, alors tout nombre réel de la forme 0 + 2km avec k € Z est
aussi un argument de z. Dans la pratique, on prend souvent ¢ dans

I'intervalle |—m; 7|, c-a-d la mesure principale de I'angle (T, W)

e Le nombre 0 est |'unique nombre complexe qui n'a pas d'argument.
: = : y

Prof : Youssef MIGROUNE Les Nombres Complexes Youtube / MIGROUNE Math 32 /82



m Forme trigonométrique d'un nombre complexe

Propriété
e Soit z= x+ iy un nombre complexe non nul avec (x;y) € R? et # un
argument de z. Alors x = |z| cos(f) et y = |z| sin(0)
e [oute nombre complexe non nul z s'écrit de maniére unique sous la
forme : z=|Z| (808(9) +isin(9)) avec 6 un _argument de z.

— T — _— - — - ! ~ '.:- . : e .

oy
-

Définition < /Réni Mélla

Soit z un nombre complexe non nul et # un argument de z.
L'écriture z = |z|(cas(9) + isin(t?)) est appelée une écriture
trigonométrique ou forme trigonométrique du nombre compléxe z.

Notation simplifiée : z= [|z| : 9]
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Remarque

Toute nombre complexe non nul admet une infinité des formes
trigonométriques.

SizeC* alors: z= |z|(ms(arg(z)) + isin(arg(z)))

Propriétés /{.\G\"—q—fg_?x
Soit z un nombre complexe non nul. On a les équivalence suivantes :
@) ze R* < arg(z) = 0[]

@) ze R* < arg(2) = 0[27]

(3) ze R* < arg(z) =« [2n7]

@) zeiR* < arg(z) = g 7]

::’;5;: ze iR% & arg(z) = g [27]

'ii;i ze iR* < arg(z) = —g 127]

r

— T —— — —
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| Application 1 1

\ J

Déterminer une forme trigonométrique de chacun des nombres com-

1 3
plexescsuivants : a = V3 + 3i, b =\—-22i , C:—-——i£.

d=+6—iv2ete=1—+/3+5(v/3-1)

2 2
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b B

'f Application 2

~
!

(1) Donner une forme trigonométrique de chacun des nombres com-
plexes suivants

e 3= —3 |cos )+151n( )

(3 _
h="3% cos( )—lSlIl( )Qﬂ
e () -1 (),

o= fon (5) 10 ()

(2 ) Soit & € R. Donner une forme trigonométrique de chacun des
nombres complexes suivants :

1
g

* a = cos(a) — isin(a) * e=sin(a) —icos(a)
*x b= —cos(a) + isin(a) *x f= —sin(a) +icos(a)
* ¢= —cos(a) — isin(a) * g= —sin(a) —icos(a)
*x d=sin(a) + icos(a) * h = cos(a) + isin(a)
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[ Exercice 1 ]

V3 .1

(1) On considere le nombre complexe suivant : z=1+ — +1i-
a) Donner une forme trigonométrique de z

b) En déduire la valeur de cos (%)

g Soit le nombre complexe : A = 2 + /2 + iv/2.
a) Vérifier que le module du nombre complexe A est : 2\/2 + /2
T R o
b) Montrer que : A = 2 (1 + cos (Z)) + 12 sin (1)

c) Montrer que A = 4cos? (%) + 14 cos (g) sin (%) puis

donner une forme trigonométrique de nombre complexe A

Remarques : cos (x) + 1 = 2 cos? (g) et sin (x) = 2 cos (f) sin (J—() pour

2 2
tout xde R

Prof : Youssef MIGROUNI

Les Nombres Complexes Youtube / MIGROUNE Math 37 /82




Exercice 2 J

On rappelle que le plan complexe 27 est rapporté a un repére
orthonormé direct (O; i ,T)
On considére les nombres complexes : a=1+iv3 et b= —v/3+1i.

.-"f_-H“ = ¥ - i "
1) Ecrire les nombres a et b sous forme trigonométrique

'2: Construire dans le plan complexe les points A et B images
respectives des complexes a et b

S, e e e— = - s
3 En utilisant les vecteurs OA et OB, construire le point S image
du complexe a+ b

14: Vérifier que OASB est un carré

1\5\ En déduire un argument du complexe a+ b
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Pour des nombres complexes non nuls a et b, on a:

1) a=be (\a| — |b| et arg(a) = arg(b) [2ﬂ])

o, -

2) a=b< (\a| — |b| et arg(a) = —arg(b) [271'])

|§j 23— —-b<= (‘al = bl et arg(a) =TI Ell‘g(b) [Qﬂ-])

- ™ —* Y

Corollaire \ *\o7ngo18a34/ * )
Soit a un nombre complexe non nul.

e Sia=m;6] alors : 3 = [m; —0| et —a = [m; %+ 0]

e En particulier, on a : arg(a) = —arg(a) [27] et
arg(—a) = m + arg(a) [27] )
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Propriétés
Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls tels que :
z=[m;0] et z' =[m';0’] . On a les propriétés suivantes :

1) zz'=[mm';0+ 0| et arg(z.z’) = arg(z) + arg(z’) [27]

i - - ll; —9] ST (1) — e (o]

z m z
z m z
3) - [E’ 0 — 9’] et arg (;) = arg(z) — arg(z’) [27]

4) Pourtout neZ : z" = |m"; nf| et arg (Z2") = n x arg(z) [2n|

T— — i ———— — E—

Remarque

Si z et z’ sont deux nombres complexes non nuls tels que z+ z "’ # 0,
alors on n'a pas en général : arg(z+ z’) = arg(z) + arg(z’) [27].
Contre exemple : Prenons z=1et z' =1 ...

T — T— — e S L — = ——
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{1) On considére les nombres complexes : a = 24 2j\et'b =1 +1i/3.

Déterminer une forme trigonométrique de-chacun des nombres
1 (3)’
ab, — , —bet ~— .
a b
(2 ) On considere les nombres complexes :

a:ﬁ—i,bzl—ietz:g.

a) Déterminer une forme trigonométrique ~de”chacun des
nombres a, bet z.

b) Ecrire le nombre z sous forme algébrique, puis en déduire
T m

les valeurs de cos (E) et sin (ﬁ)

Applications
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p— g ”

Exercice
On considéere le nombre complexe : z = \/2 — 1\/2 + \/_
(1) Calculer Z* puis déterminer |22| et arg (22) |
'@- En déduire une écriture trigonométrique du nnmbre complexe X
' |
- O 7601 Mella
\:} En déduire les valeurs de cos (12) et qm (1]2) pms celles de
cos | — ) et sin ( — p
12 12
(4) Vérifier que 22016 € R © Math
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Nch Angle de deux vecteurs et argument d’un complexe

On rappelle que le plan complexe & est rapporté a un repére orthonormé
—s —

direct (O; i; j ) .

Propriétés

Soit T et 'V vecteurs non nuls d'affixes respectives z et z’, et soit

A, B, C et D des points du plan complexe d’ aff;xes FESPEEUVES a,b cetd
tels que A # Bet C# D. Alors :

@ (T;7V) =arg (z;)bw] ~ ( Béni Ml

2) (AB; (D) = arg (d - C) [27]
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(=)

) On considéere les points A, B et C d’affixes respectives :

a=i,b=3ietc=—V3+2i.
Montrer que le triangle ABC est équilatéral .

> On considere les points A, B et C d’affixes respectives :

a=-2,b=1+ietc=-1-—31.
Montrer que le triangle ABC est rectangle isocele en A .

. Applications
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Propriétés
Soit & et 'V vecteurs non nuls d'affixes respectives z et z’, et soit

A. B, C et D des points du plan complexe d’affixes respectives a. b. c et d
tels que A# Bet C# D. Alors :

P

I
':::'
£l

Et (AB) || (CD) < arg (:: Z)
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z' 7
(Tf et 'V sont orthogonaux ) < (arg (z) — [ﬂ'])

b—a 2
Q?D Les points A, B, C et D sont cocycliques (Appartient au méme cercle)
c—a b-d
si et seulement si : ( X ) e R

Et (AB) L (CD) < arg (d_ C) = Zia]

b—a c¢c—d
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‘ Applications I

(1) On considére les points A, B et C d'affixes respectives :

a =< IRpb =—f2(1 =k i) et -c =" =p"
3

Montrer que OBCA est un losange et que arg(c) = g (27
5 On considere dans le plan complexe les points suivants :
6 18
M(6+4i); N(—1); P(2—2i) et Q(—g 1)
D

a) Montrer que le triangle MNP est rectangle en P .
b) Montrer que les points M, N, P et Q sont cocycliques .

Prof : Youssef MIGROUNI
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1 - Equations du second degré dans C : Partie 2 du cours

E Equation 22 = a; ae R*

Propriété
Soit a un réel non nul .
Les solutions d'équation : z2 = a dans C est :
e \/aet —y/asile réel aest strictement positif .

e iv/—aet —iy/—a si le réel a est strictement négatif .

—— — — ‘J
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Exemples
@ LES SﬂlutiﬂnS d'équatinn 22 = 5 dans {I: sont - \/g ot “—\/5
(2) Les solutions d’équation 22 = —3 dans C sont : iv/3 et —iy/3

@ Les solutions d'équation z2 = —1 dans C sont : i et —i

T—

Remarque
e L’'équation z2 = 0 admet 0 comme unique solution .

I— -
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m Equation azZ + bz+c=0; a, b et c des réels et a # 0

Soit a, b et ¢ des réels avec a # 0 . On considére |'équation :
az* 4+ bz+c=0, d'inconnue ze C .

2 3
Montrons que az2+bz+c—a{(z+£) b 43:}

23 432
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SRy F’;ﬂ:—:—::—:—i&
Propriété ff;uNE ‘yﬁ_\
On considére dans C I'équation : (E) : az*> +/bz4 ¢= 0 olr-a, b et ¢ sont

des réels et a # 0 .
Soit A = b* — 4ac le discriminant de I'équation (E) et S son ensemble de

solutions , alors on a :

o [ cas: A=
~ L'équation (E) admet deux solutions réelles,distincts zi et z»

données par :
 —b++VA  —b—+A

Z1 et 2y

2a 23
-~ L’ensemble solution est : S = —b+ \/Z —b— VA
_ 2a 2a
o La factorisation est : az% + bz+ c= a(z— z1)(z — z2) J

—

Tg—
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o 28Me rag - A < ()

~ L'équation (E) admet deux solutions complexes conjuguées z; et
Zo données par :

—b+iv-A _ —b—iV/-A

2a 2a
, _ —b1 i/ —b—1y— A
- L'ensemble solution est : S = 94 ; %

- La factorisation est : a2 + bz+ c= a(z— z1)(z— )
e 3FMe cas: A =0
~ L’équation (E) admet une seule solution z (solution double )

données par :
__—b
- 2a

—b
~ L'ensemble solution est : S = {2—}
a

Z

2
. b
s La factorsationest - a= L bzt c=a{z+ —
2a
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‘ Applications I

(1) Résoudre dans C les équations suivantes :

(1) 2416 =0 (B4) 2-32+3=0
(B2) 72— 102+29 =0 (E5) 2 - (1+v2)z+v/2=0
(E3) 32+ 22+ 17 =0 @-s=0

(2) Soit § € |—m; «|.

Résoudre dans C I'équation : 22 — 2zcos(8) +1 =0
i Résoudre dans C les équations suivantes :

(E1) (2iz+3)> +25 =0

(E) (P+2+1) (32 —42+2) =0
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Propriéeté

Soit a, b et ¢ trois nombres complexes avec a # 0 .
&

Les nombres complexes z; et zo vérifient : z; + 2o = —— et z; X zo = — si
a

et seulement si z; et z sont les deux racines de az° + bz + ¢

. Application

Z1 + 20 =2

Résoudre dans C? le systéme suivant :
Zl X 2o = 1'F
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2 - Notation exponentielle d'un complexe non nul

I:I Définition et notation

Définition
Pour tout réel 8 . on note € le nombre complexe de module 1 et
d'argument #. Autrement dit :

0 — cos(6) + isin(6)

Exemples

S 27

S o 1 /3
o e2 =ij R e T

| e ¢ 2+12
Ielﬂ:~ 3?1'

/i -e12 = —1

i— 1 +/3
s o5 —_— i 2{]1711’

— — ,2-._..-2. —
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Propriétés
Soit 0 et 8’ deux nombres réels . Alors :
PoiTe N

|

@) |6 =1 et arg (€) = 0 [2n] N
B & x & — 049) S

-
@j e it = @il — % = cos(#) — isin(0)
— E’iﬂ _pt N
@ o =47
) —él = 0+m
®) &% =¥ < 0=0[2n]

Les Nombres Complexes Youtube / MIGROUNE Math 56 /82




Définition
Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument 6 .

L'écriture z = rei? est appelée la notation exponentielle ou I'écriture
exponentielle du nombre z .

r— ——

Exemples

e La notation exponentielle du nombre z=1 + iv3est: z=...

e La notation exponentielle du nombre z= —2 est : z= ...
T T
e La notation exponentielle du nombre z= —3 cos (g) + 3sin (F)
D
est : z= ...
Remarque

Si z=rée¥ tel que r> 0, alors : |z| = r et arg(z) = 6 [27]

P—— TE—— .
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Propriétés

Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls . Si z=rel? et z’ = r’ée?
tels que r> 0 et / > 0. Alors :

"’T‘I zxz' = rr ’ei(ﬁ”rﬂr) () l _ 1 —i6

b N €

@ < — ' (6-9¢) e

¥ i

[ i rr——p .nH [ -\.\'I et Y _iﬂ

S ' __r”e‘ - 5) z=re . |

Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes suivants :

a=2+2i;b=1—i\/§;ab;geta‘l.

N A_pplicatian /
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Exercice

On considére les nombres complexes suivants :
T T

a=ded et b= 2/3e 6

(1) Montrer que a* est un réel négatif .

J i I . i . a
(2) (a) Déterminer la forme algébrique du nombre v

Z . - i ' a
@ Ecrire sous forme trigonométrique le nombre -

@ En déduire les valeurs de cos (%) et sin (%) :
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Formules de Moivre et Euler

Propriétés

* Pour tout réel 6 et pour tout entier relatif n, on a :
. n :
(915') _ elnﬁ‘

Alors : - élla
(ms () + isin (9)) = cos (nf) + isin (nd)

(Formule de Moivre)

* Pour tout réel 6 :
eiﬂ 3 é~i€
21

y —if = '
cos () = 4_26 et sin(f) =

(Formules d’Euler)

T e —
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‘ Applications I

(1) Déterminer la forme algébrique du nombre complexe :

1+‘\/§ 2018
iy S
2 2

.2 ) Soit « et 5 deux nombres réels . Montrer que :

: [.1.*—}-,3)
ei“+ei‘3—2ms(ﬂ;6) xe( 2

et

a+ 3 :?_T_)

‘ ' & i +
e“*éﬁ—251n<ﬂ25)xe( 2 2
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m Applications trigonométriques des nombres complexes

Développement de cos (nf) et sin (nf) ; n € N*

Exemples

Développer :
@ cos (26) et sin (26) .
@ cos (36) et sin (36) .

r

Linéarisation de cos” (6) ; sin™ (#) et cos” (8) x sin™ () pour (n; m) € N?

Exemples
Linéariser :
@ cos? (6) et sin? ()
@ cos® (6) et sin? (0)
@ cos? (36) x sin (40)

P i e . — Py ——
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E - Transformation remarquables du plan

I:I La translation

Définition

Soit &/ un vecteur du plan .

La translation de vecteur 7 est la transformation du plan qui a tout
point M , associe |'unique point M tel que : MM =T

Déterminons I'écriture complexe de la translation T de vecteur & d’affixe
a.

Soit M(z) un point du plan complexe et M ’(z’) son image par la
translation 7. On a:

TM)=M"&MM'=T" < Aff(MM'") = Aff(T) <z ' =z+a

La relation z” = z+ a s'appelle I’écriture complexe de la translation T
de vecteur U (a) .

S e T— - " Ty —rﬂfﬂ_'_-_“'—"ﬁ'_"'—_._ﬂ"rl'r’*
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Soit T la translation du vecteur o d'affixe 3 — 1.

'i::_tl' Déterminer |'écriture complexe de la translation T .
"f_: Déterminer |'affixe du point B, I'image du point A(1 — 2i) par

la translation T .

y

’;3 Déterminer I'affixe du point E dont I'image par T est le point
F(—3 +1)

(4) Montrer que le point K(5 — 4i) est I'image du point H(—3i+ 2)
par la translation T .

(5) Montrer que (AH) || (BK) .

\_ Application ~
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[ Exercice | .

Dans le plan complexe, on considere les points A, B et C d’affixes
respectives : a=24i; b=—-2+3ietc=1—4i.
Soit T la translation qui transforme le point A au point B .

j' Déterminer |'écriture complexe de la translation T .
é Montrer que |'affixe du point D qui a pour image le point C par
la translation T est: d=5—6i .

(3) Déterminer I'affixe du point / milieu du segment [B(] .

f{f Soit E le symétrique du point D par rapport au point /.
Montrer que le point E est I'image du point B par la translation
T puis déterminer |'affixe du point E .
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I : I L "homothétie

Définition

Soit 2 un point du plan et A € R* .

L’homothétie de centre €2 et de rapport A est la transformation du plan
qui, a tout point M, associe |'unique point M’ tel que : QM ' = \OM .

Déterminons I'écriture complexe de I'homothétie H de centre {2(w) et de
rapport A .

Soit M(z) un point du plan complexe et M ’(z") son image par la
I'homothétie H . On a :

HM) =M’ < QM = \OM < A £(QM7) = A££(OM) < 2’ = w+\(z—d)

La relation z’ = w + A(z— w) s'appelle I'écriture complexe de
I"homothétie H de centre (2(w) et de rapport A .
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‘ Applications I
1

Soit H I'homothétie de centre {2(—2 + i) et de rapport A = -

1) Déterminer I'écriture complexe de I'homothétie H

2) Déterminer I'affixe du point K, I'image du point N (3 — 21) par

I'"homothétie H

3 Déterminer I'affixe du point E dont I'image par I'homothétie H est le
point F(1 — 3i)
4) Montrer que le quadrilatéere EKFN est trapéze
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I:I La rotation

Définition
Soit €2 un point du planet# e R .
La rotation R de centre {) et d'angle € est la transformation du plan qui

transforme €2 en 2, et tout point M # ) en |'unique point M’ tel que :

(OM' = QM
S e
(QM;QM") = 0 [27]

9
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Déterminons |'écriture complexe de la rotation R de centre 2(w) et
d'angle 0 .

Soit M(z) un point du plan complexe et M ’(z’) son image par la rotation
k.. On a:

OM' = QM
RM)=M' =/ [——
(M) = (ﬂM;ﬂM’)zQ[%]
|z —w| = |z— w]|
< 4 z' —w
= (2
arg (22 =olen]
'f— P
@Z w:elﬂ
Z—

- 7' —wtdiz—w)

La relation z’ = w + €?(z — w) s'appelle I'écriture complexe de la
rotation de centre {2(w) et d’angle 6 .

- Ll i Lt d ——r —m

}
o
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‘ Applications I

Dans le plan complexe, on considere les points :
Q(—14+iv3); A(—1—iV3) et B(2+1)
T

et soit R la rotation de centre () et d'angle .

1 = Déterminer |'écriture complexe de la rotation R .

2 | a Déterminer a' I'affixe du point A’ image du point A par la
rotation R .
b Quelle la nature du triangle Q2AA"?

i Déterminer d I'affixe du point D sachant que : R(D) = B
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Exercice 3 (2017 Normale) || Nombres complexes || 3 pts

On considére les nombres complexes a et b tels que : a =+/3 +1i et

b=+v3-1+(V3+1)i.

1 a Vérifierque : b= (1 +1)a (0,25)
I
b En déduire que : |b| = 2/2 et arg(bh) = % 27| (0,5)
57 ) — /2
¢ En déduire de ce qui précéde que : cos (%) = V6 7 V2 (0,5)

2 Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O; W; V) .
On considére les points A et B d'affixes respectives : a et b et le point
C d'affixe c = —1 +i/3 .

a Veérifier que ¢ = ia et en déduire que : OA = OC et

(oﬁ; o&) L g [27] (0, 75)
b Montrer que le point B est |'image du point A par |la translation
de vecteur OC (0,5)
¢ En déduire que le quadrilatere OABC est un carré (0,5)
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Exercice 2 ( 2019 Rattrapage ) || Nombres complexes || 3 pts

& r O

1 a Résoudre dans I'ensemble C I'équation : 2 —3z+3 =0 (0,75)

3 5
b On pose a = 5 + l;:i , €crire a sous forme trigonométrique (0,5)

. 2 :
.2 ) Soit le nombre complexe : b= ?(1 +1) , vérifier que b> =i (0,5)

On pose h = cos (;T_Q) + isin (1—?;) , montrer que : h* +1 = a (0,5)

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct

(O;; V) , on considere le points B d'affixe b et R la rotation de

T
centre O et d'angle —

2
a Soit ¢ |'affixe du point C image du point B par la rotation R .
Montrer que ¢ = ib (0,5)
b En déduire la nature du triangle OBC (0,25)
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Exercice 2 ( 2019 Normale ) || Nombres complexes || 3 pts

B TG

1 ) Résoudre dans I'’ensemble C I'équation : 22 — 2z+4 =0 (0,75)

(2 ) Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (O; @; V) , on
considere les points A, B, C et D d'affixes respectives : a = 1 — iv/3;
b=2+2i;c=+3+ietd=—-2+23

a Vérifier que : a— d = —v/3(c— d) (0,5)
b En déduire que les points A, C et D sont alignés (0, 25)
3 ) On considére z I'affixe d’'un point M et z ' I'affixe de M’ image de M
| . -
par la rotation R de centre O et d'angle N7
1
Vérifier que : z' = 532 (0,5)

4 ) Soient H I'image du point B par la rotation R, h son affixe et P le
point d'affixe p tel que p=a— ¢
a Vérifier que : h=1ip (0,5)

b Montrer que le triangle OHP est rectangle et isocéle en O {0,5)
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‘ Questions indépendantes (2) || Exam Blanc 1 I
®3Partager ®'

(1) a Linéariser : sin*(x)
b Déterminer les primitives de la fonction : x> sin*(x) sur R
/2
c Calculer l'intégral : J sin?(x) dx
0
.2) Soit le nombre complexe : j = —— 4+ —i

| 2 2
a Calculer j? et j?

b Vérifier que : 14+j+j* =0

¢ Calculer la somme -7 + j° + . + 3202
(3) Calculer la limite suivante : 1i111 x(ln (x+2) —In(x+ 1))
X—+00

'-":f Résoudre dans R I'inéquation : In?(x) — In (x’ﬁ) +.0 0
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‘Exercice 2 || Nombres complexes || Exam Blanc 1 I
®3 Partager ©'

i On consideres dans C I'équation (E) : 2 — (\/ﬁ —1)z+2=0
.
a Vérifier que le discriminant de (E) est : A = —(1 + \/g)

b En déduire les solutions de I'équation (E)

3=l 3+ 1
(2) Soient les nombres complexes : a=1—1i; b= \f2 i i\f; et

B+ 1 0 AB-1

TR

i

W L /3

a Mont 3 4 1
ntrer que : = = =4 |—
d a 2 2

b En déduire que : c = /2 [COS (1—?;) + isin (%ﬂ
c Vérifier que : b =1 x ¢, puis en déduire une forme exponentielle

de b
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3 Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (O; 7: V) , on
considere les points A, B, C et D d'affixes respectives : a; b et c. Soit

z |'affixe d’un point M et z’ I'affixe de M’ image de M par la
: : T
rotation R de centre O et d'angle 2

1
a Vérifier que : z/ = (5 +i?) z

b Determiner I'image du point A par la rotation R

¢ Vérifier que : a+ b = c; puis en déduire que le triangle ABC est
isocele en C

d Deéterminer la nature du quadrilatere OACB
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o G e

On considére le nombre complexe suivant : a = \/2 (o \/§+i\/2 =N \/ﬁ
a Montrer que : a° = —24/2 + i24/2
Q Ecrire a2 sous forme trigonométrique

3

3 En déduire que : |a| =2 et arg(a) = g 27

3 En déduire les valeurs de : cos (%—) et sin (%}T)
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On considere le nombre complexe suivant : a = \/2 1 \/_+1\/2 —
a E L

J Ecrire sous forme algebrique le nombre —  ~ Ve Erf’

. 2 «-H;I::: *} ;
@ Wieitrer e g - =gpitmion / /0 viaia
F T
34 En déduire que : arg(a) = — |27 Y
J q g(a) 3 2] * 0708218434
J Soit € un réel . *"f;_ _ %
a En utilisant la formule de Moivre montren que N

cos (20) + isin (20) = 2cos® (8) — 1 + 12 COS (H) sin ()

b En déduire que : cos (%) sin (g = y2
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Exercice 3 || Exam 2021 Normal || 5 points

o T,

1 Résoudre dans I'ensemble C I'équation : 22 — v/3z+1 =0 (0,75)
_— 3 \5

2) Soient les nombres complexes : a = €7/6 et b = 5 Sy |

2
a Ecrire a sous forme algébrique (0, 25)
b Vérifier que : a3 x b= /3 (0,5)

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct
(O; @; V), on considere les points A , B et C d’affixes respectives a ,

beta
3 Montrer que le point B est I'image du point A par une homothétie h
de centre O dont on déterminera le rapport (0,5)
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ﬁr Soient z |'affixe d'un point M et z '’ I'affixe de M’ image de M par la

rotation R de centre A et d'angle g
a Ecrire z’ en fonction de z et a (0,5)
b Soit d I'affixe du point D image de C par la rotation R,
Montrer que : d = a+ 1 ' (0, 25)
c Soit / le point d'affixe le nombre 1,
montrer que ADIO est losange (0,5)
| 31
B) a Vérifierque:d—-b= \fg (1 — i),
en déduire un argument du nombre d — b (0,75)
b Ecrire le nombre 1 — b sous forme trigonométrique (0,5)
¢ Déduire une mesure de |'angle (E?, B_D)) (0,5)
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Exercice 2 (Exam 2021 Rattrapage)|| Nombres complexes || 5 pts

g O

(1) Résoudre dans I'ensemble C I'équation : 22 — 6z + 13 =0 (0,75)

2 Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonorme direct
(O, ; V), on considére les points A , B et C d’affixes respectives
a=3+2i,b=3—-2iet c=—1—2i |

c—b

a—b

b En déduire la nature du triangle ABC

a Ecrire

=

sous forme trigonométrique

—
-
(WS ] ey |
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(3) Soit R la rotation de centre B et d'angle B, Soit M un point du plan

d'affixe z et le point M’ d’affixe z’ I'image de M par R, et soit D le
point d'affixe d = —3 — 4i

a Ecrire z’ en fonction de z | (0,5)
b Vérifier que C est I'image de A par R 0, 25)
3, a Montrer que les points A, C et D sont alignés (0,5)
b Déterminer le rapport de I'"homothétie H de centre C et qui
transforme A en D ((0F}'5)
¢ Deéterminer |'affixe e du point E pour que lequadrilatere BCDE
soit un parallélogramme (0,5)
5) a Montrer que D=, est un nombre réel (0,5)

e—b
b En déduire que le quadrilatere ABED est un trapeze isocele (0, 5)
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