Calcul de I'aire du triangle quelconque

Prérequis: Formule de 1'aire du trisngle rectangle

Enoncé de 1a propriéteé:
Sionappelle H e point d'intersection de la hanteur passant par & d'un triangle £BC et de la droite (BC) alors:
BHx BC

Luirel AR =

[dée: on sait caleuler laire d'an triangle rectangle done on découpe le triangle en sorarne on différence de 2

triargles rectangles.

Démonsiration:
Sur la figure ci-dessous, on a représenté les 2 cas de figure possibles:

B |H c B c lum
L'aire d'un triangle (non rectangle) peut Etre décomposée en la sornre ou la différence d'aires de 2 triangles
rectangles:
= 51 H appartient au segroent [BC] alors: Aire(ABC) = Alre( ABH) + Sirel 8 HC)
Aire(ABC) = 2% AHx BH + 2 x AHx HC

Aivel & B = %x LH=x (BH+HC) === 4H = BC

1
2
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= 51 H n'appartient pas au segmment [BC] et, par exerple, H appartient 4 [BC) alors:

Livel 5B = Sirel S BH) — Sirel AHC)
Barel AR =%>< AH=BH —%x &H = HC

Lire( BT = % = BH= (BH -HC)

Aire( AR = % » 5H % BC

Dione dans tons les cas, on obtient la rwérne forranle de Vairve { base par havfour divisé par 2.

Fin de la démonsfrafion
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Theéoréme des milienx (1 et 2)

Prérequis: propriétés du paralBlogramme

Enoncé de 1a propriéteé:

Siun segraent joint les rilienx de 2 des cétés dun triangle alors il est paralléle an trolsiéme oté de ce triangle
et mesure la moitié du troisiéme cdté de ce triangle.

[dée: on dé rmontre que AI'CT puis IBCT sont des parallélo grararmes.

Démonsiration:

O considére un triangle ABC. Les points I et T sont les milieny respectifs des cotés [AB] et [AC].
On appelle I' le syrétrigue de I par rapport 41
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Hypothdse: I' symétrigque de T par rapport 4 T done T rolien de [TI7.
T rolien de [&C].
Proprigié. 5iles diagonales dan quadrilatére ont 1e mére milien alors ce quadrilatére est
un parallélo grarwene.
Conelusion: LT'CT est un parallélograrme d'od &1 = I'C et (A1) 1 (T'C)
ot [ rilien de |&B] done IB = &1 =T'C et (IR i1(T'C).
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Hypoghése: IB =TC et (IB) #1(T'CY. De plus, Cet I' sont du méme "cdte” de (AB),

Proprigfé: 51un quadrilatére (non croisé) a 2 cotés paralléles et de raérme longueur alors
ce guadrilatére est un parallélograrnmme.

Coneluzion: IBCT est un parallélograrorne d'od (I (BC) et II' = BC or T railien de [II1

done (1T HBC) et IT = EBC'

Fin de la démonstration
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Théoréme des milienx (3)

Prérequis: théoréne des milieux (1)

Enoncé de 1a propriéteé:
Siune droite passe par le milien d'un des cdtés dan triangle et est paralléle & un denxéme cété de ce triangle
alors elle passe par le walien du troisié e cété de ce triangle.

[dée: on utilise Iardeité de la paralléle & une droite donnée passant par un point donné et le théoréme des
milienz 1],

Démonsiration:
On considére un triangle ABC. Les points [ et J sort les milienx respectifs des cotés [AB] et [4C].
La paralléle 4 (BC) passant par I compe (AC) en b

A

/ M N
B/\!' \c

Ehpothése. La paralléle & (BC) passant par [ coupe (&C) en vl
[ ralien de [AR] et J roilien de [&0C].

Proprigfi: 51une droite joint les milien de 2 des cétés d'un triangle alors elle est paralléle an
trolsifrne coté de ce triangle.

Conelusion: (LT 1 (BCY done, par urnicité de la paralléle passant par un point, W et T sort confondus.

Fin da la démonstration
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Concours des médiatrices du triangle

Prévequis: propriétés de la nédiatrice

Enoncé de 1a propriété:
Les médiatrices du triangle sont conconrantes. Lenr point de concours est le centre du cercle circonscrt au

triangle.
[dée: on utilise les propriétés de la meédiatrice dun segraent.

Démonsiration:
On considére le triangle ABC (non rectangle en C).

O appelle O le point d'intersection des mediatrices des segments [£0C] et [BC] (exstence évidente).
O appelle I le railien du se geaent [&AB].

A
B '/ = \‘c

Epothése. O appartient 4 1a médiatrice de [AC] et de [BC].

Proprigfi: 51un point appartient & la médiatrice d'un segment alors 1 est éyqumidistant des extrérmités de ce
segment.

Conclusion: Ob = 0OC et OB =0C d'ol O est le centre du cercle circonscrit an triangle ABC.
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Concours des hauteurs du tnangle

Prérequis: propriétés du paralElogramme, concours des médiatrices

Enoncé de 1a propriéteé:
Les hautenrs du triangle sont conconrantes. Leur point de concours est appeld Torthocentre du triangle.

[dée: on constrmt le triavgle IME de telle fagon que les hauteurs de AR sont les médiatrices de WP,

Démonsiration:

On considére un triangle ABC,

La paralléle 4 (BC) passant par & conpe la paralléle & (AC) passant par B en vl
La paralléle 4 (BC) passant par & compe la paralléle 4 (AB) passant par C en H.
La paralléle 4 (&C) passant par B coupe la paralléle 4 (AB) passant par C en P
La droite (d) est la perpendiculaire & (W) passart par &

(d)

Hypothdse: (Tl ) [ (BCY et (WB) (AT,
Proprigfi: 51un gquadrilatére a ses cdtés opposés paralléles 2 4 2 alors c'est un parallélograratme.
Conelusion: MACE est un parallélo gravarme done WA = BC.
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D fagon analogue, on déraontre que SBCH est un parallélograrane doi AN = BC.
O en déduit que Il = AN; or, les points &, Il et M sont alisnés done & est le mdlien de [WH].

Hipothdse: B rwilien de [IWH] et (d) perpendiculaire 4 (WM.

Proprigié. 5iune droite perpendiculaire 4 un seginent passe par le rilien de ce segment alors elle est la
medistrice de ce segrnent.

Conclusion: (d) est la médiatrice de [IVIF].

Hypothése: (IWIH) JBCY, (d) L DI et & appartient & (d).
Proprigfi: 51 denx droites sont paralléles alors toute perpendiculsive 4 Tune est perpendiculaire & Tantre.
Comelusion: (d) L (BCY done (d) est la hautenr du triangle AP passant par &

De fagon analogie, on dé montre gue:
-La médiatrice de [MWF] est la hauteur du triangle ABC passant par B.
-La médiatrice de [IF] est 1a hautenr du triangle LBC passant par C.

Ehpohése. La médiatrice de [IWIH] est la hautenr du trangle &BC passant par &.
La médiatrice de [WF] est Ia hanteur du triangle ABC passant par B,
La médiatrice de [NF] est la hanteur du triangle ABC passant par C.

Proprigié: T es médiatrices du triangle sont concourantes.

Conelusion: Les hautewrs du triangle ABC sont concourantes.

Fin de la démonstration
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Concours des médianes du triangle

Prérequis: propriétés du paralBlogramme, théoréme des miliewx

Enoncé de 1a propriéteé:
Les médiares du triangle sont concorantes. Lenr point de concoars est appelé le centre de gravité du triangle.

[l est situf an % de chague médiane en partant du sormmet.

[dée: on dé montre gue KRB est un paralléln graweane puis on utilise les proprétés de ses diagomales.

Démonsiration:

On considére le triangle ABC.
&' B' et O sont les mdlienx respectifs des cotés [BC], [AC] et [AB].
Les droites (&A% et (BB se coupert en & (existence évidente).
Le point B est le symétrigue du point C par rapport an point G

. A
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Ehpothése. Dans le triangle ARC, B symétrique de C par rapport 4 G done G rodlien de [RC].
B rodlien de [4C].

Proprigii: 51une droite passe par les walienx de 2 des cdtés d'un triangle alors elle est paralléle an
trolsifrne coté de ce trangle.

Comelusion: (AF) 1 (OB done [(AR) 1 (B,
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Ehpothése. Dans le triangle BRC, B symétrique de © par rapport & G done G milien de [RZ].
&' roilien de [BC].

Proprighi: 51une droite passe par les walienx de 2 des cdtés d'un triangle alors elle est paralléle an
trolsifrne coté de ce trangle.

Comelusion: (BE) 1 (G4 done [(BED i (4]

Hypothése: (AR) /I (BG) et (BR) N {&G)
Proprigfi: 51un quadrilatére a ses cotés paralléles 2 4 2 alors ce quadrilatére est un parallélogramme.
Conclusion: HEBG est un parallélograrmrne.

Hpothdze: BRBG est un parallélo srareene et C' railien de [AB].
FPropridghd: 51un quadrilatére est un parallélo grarare alors ses diagonales ont le rérme milisu.
Conclusion: T est le ralien de [F3] done & appartient 4 la drodte (CC7).

Dione les médianes du triangle sont conconrantes.

D plus, RC' = C'G et RG = GC done C'G=%CG doi &G =%CC'|.

Die fagon analogue, on démontre gque LG = %Pxﬂ' et BG= % ER".

Fin de la démonstration
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Concours des hissectiices du triangle

Prérequis: propriétés de la syméirie axiale, tangenie 4 un cercle

Enoncé de 1a propriéteé:
Les bissectrices du triangle sont conconrantes. Leur point de concours est 1e centre du cercle inscrit dans le

triangle.
[dée: (AT} et (BI) étant 2 bizsectrices de LBC, on dérmontre que (CI) est la 3% en caleulant des angles.

Démonsiration:

On considére le triangle ABC. (AL et (BI) sont 2 bissectrices du triangle SBC.
Le point P appartient au segroent [AB] tel que (IF) L (AR

Le point O appartient an segrnent [AC] tel que 20 = &P,

Le point B appartient au segment [BC] tel que BP = BEL
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Hypothéze: (4]) hizsectrice de Tangle BAC et LP = L) done APT et 501 sont syreétrigques par rapport &
(AT,

FProprigié: La syroétrie aviale conserve les longueurs et la mesure des angles.

Conclusion: [P =100, :"-:-EI = ﬁl =090° et ﬁ?‘ = fﬁ@

T

Die fagon analogue, les triangles BPI et BRI sont syraétricues par rapport & (BI) dod [F = IR, BIP = BIf et

BFl = BRI =90°.

Hypothise: EF1 = Q1= BRI = 00° et [P = I = IR

Proprigié: La tangente & un cercle en un point est la perpendiculaire an rayorn du cercle issu de ce point.

Conclusion: Les points F, ) et B sont sur le cercle tangent anx cétés du triangle ABC ¢'est & dire 1o cercle
inscrit dans le triangle ABC,

Hypothése: Les triangles I00) et ICR sont rectarngles respectivernent en O et B 10 =1R.

Proprighi: 512 triangles rectangles ont 2 cdtés de mérme longuenrs alors ils sont "identiques”.
T T e,

Conelusion: [C00) = ICE done {IC) est labissectnce de ACB.

Fin de la démonstration
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Triangle rectangle et cercle (1)

Prérequis: syméirie cenirale, propriétés du rectangle

Enoncé de 1a propriéteé:
Siun triangle est rectangle alors son cercle circonscrit a pour diaeétre Thypotérnse de ce triangle.
[dée: on dé montre gue BBA'T est un parallélo grarame pois un rectangle.

Démonsiration:

On considére le triangle ABC rectangle en &, Le point [ est le milien du segment [BC].
La point &' est le syraétricue du point & par rapport an point I

Hypothése: T rilien de [BC] et &' svnétricque de & par rapport 41 d'ond [ walien de [AA7.
Proprigii: 5iles diagonales dun gquadrlatére ont rméme rilien alors ce gquadrilatére est un parallélograrmrne.
Conelusion: ABA'C ezt un parallélo graratre.
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Hpothéze: BPA'C est un parallélosrarnme et BAC =000,
Propridgid: 51un parallélograramne a un angle droit alors c'est un rectangle.
Conclusion: ABA'T est un rectangle.

Epothése: BBL'C est un rectangle.
Proprigfi: 51un quadrilatére est un rectangle alors ses diagonales sont de méme longuenr.
Conclusion: &4 =BC or I=14"et BI =IC done I=RBI=CI= % BC

done [BC] est un disreétre du cercle circonscrit au triangle £BC.

Fin de la démonstration
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Trangle rectangle et cercle (1)

Prérequis: propriétés du paralklogramme et du rectangle

Enoncé de 1a propriéteé:
Silan des cotés dan triangle est un diarétre de son cercle circonscrit alors ce triangle est rectangle.

[dée: on démontre gue BBA'T est un parallélogrararne pois un rectangle.

Démonsiration:

On considére le triangle ARC. Le point [ est le milien du segment [BC].
(C) est Ie cercle de centre I, circonscrit au triangle £BC.
Le point &' est I= syrnétrique du point & par rapport au point 1.

Ehpothése: T rilien de [BC] et &' syroétrique de & par rapport 1 d'old [ milien de [A 547,
Proprigii; 5iles diagonales dun quadrilatére ont réme milien alors ce gquadrilatére est un parallélograrroe.
Comelusion: LBA'C est un parallélo srarneme.
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Ehpothése. BBL'T est un parallélograrene et K] =Bl =CI = % BC = %P-J-‘a' doi &8'=BC.
Proprigi: 5iles diagonales dun parallélograrme sont de méme longneur alors ce parallélogramene est un

rectangle.
Conclusion: ABA'C est un rectangle done ABC est rectangle en &,

Fin de la démonstration
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Théoréme de Thales

Préxequis: propriétés du paralklogramme, notion de hawieur, angles opposés par le sommet,
symeéirie centrale, cosinus.

Enoncé du théoréme:
Soit LBC un triangle donmé. T eas de figures
" H I
10 A\ﬁ /\
B i
B c / S
I ) B [

iRy et (MO sont sécantesen b BI'-.-'I AR DI
AE- LT BT

et (WY I (BCY TECC

[dée: on utilise une hautenr puis on exprime des cosinus éganx (distinguer 2 cas de figures).

Démonsiration:
1% cas de fioure: A
1 - (&H) est la hanteur de ABC passant par & et (T 7 (BC)

done AKH est rectangle en K.

. = AH
Dans le triangle ABH, CDSEEH—E - AH AK t‘ﬁ"H_ LB M K
Diansle riangle AWE, cosHAE = AR BECEMAK EM ¢ H :f ™,
&1 E H =
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&H
Dians le triangle ABH, cosTAH = el dﬂmAH K . BH AC
Diansle rangle AWE, cos HAE = % AC AN AR AN

T 1 AR AC (AN AN
Dies 2 égalités précédentes, on déduit que i BN aoit B iC

. [(WIB) et (MC) sont sécantes en & LM A
Done dans Is 197 cas de figure, S alors Propriété 1
one Fas o Hgue, l[et(I'-.-']N}II (BC) B EC Cropmtel)

2 - WINPE est un parallélograreome done (P} I (BL) d'od (PH) X (AB) et BF =IvIN.
Lppliguons la propriété 1 ci-dessus dans le triangle &BC.
(&) et (BP) sont sécantes en C et (P O (AB) d'oi gi g;
Sachant que N appartient 4 [AC] et que P appartient 4 [BC], CA=CHN +HA et CB=CF+FB.

CN _Ch-AN _Ch AN _, AN_ AN

CA CA Ch Ch Ch  AC|g - AN _, BP . AN _ EF

“ Cp CcBZBP CB EF _, BP_ PP ¢ BN IETEe
CE CB (B CB  CB  BC
BN _ N
DIBP_MNdﬂm E—E
21 pas de fimuve:

1 est identique an cas précédent en perrautant le now des points.
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23 pas de fizure:

Par constrction:

I est 1e syroétricue de B par rapport & &,

H' et e symétrigque de I par rappon & &,

done (W'H') est la droite symeétrigue de (WM par rapport 4 &
done (IWI'E) (VNG

O s retronmve done dans les cas de figures 1 oud selon la
postion des points I et .

Fin da la démonsfration
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Réciproque du théoréme de Thalés

Prérequis: propriétés du paralBlogramme, notion de hawieur, aite du iriangle, syméide centrale, cosinus.
Enoncé du theoréme:

Soit ABC un triangle donné.
& B Wlet A C I sont alignés dans le rafrne ondre
o1 LM AN alors (W N(BC
BB AT
A H M
A 3 cas de figure
E C
E [
M H E C

A
Démonsiration: h
1% cas de fioure: ¢-1

rd

Airel & W) = w et Lire( W) = m Vi

//
Dot Livel &N _ ﬂ Vi

Aire(MIC) NG "‘f- M
J."
B C
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m
(w]

&N &M AR AC

O EE AT ' AN T AN
. AM4+MB _AN4NC . MB_ IC ET_EN
dob—mr—=—mw M M m e Y wE we

Lirel ANH)  Airel ATV

do - it Aire(WNB) = Aire(WINC
W o e(VNE) By S AreMINE) = Aie(INC)
od CszM _EH } bR .

De plus, (HB) L (WM et (EC) L (WINY done (HE) JF(EC).

Coreene les pomts & TV, B et & N, C sort alignés dans ke méme ordre, I.-"III
ot en déduit que HECB est un parallélogrararne.

Dong (WIN) f (BC). o NN .
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21 pas de fimuve:
[l est identigque au cas précédent en perrautant le nom des points.

2o pae de fizure:

Par construction:

B est 1e syrnétricue de B par rapport & &

H' est le syroétrigue de M par rappont 4 &

done (WI'H') est la droite symétrigue de (WM par rappont 4 &
done (WI'H VNG,

O se retronmve done dans les cas de figares 1 ou 2 selon la
position des poirts I et H.

Fin de la démonstration
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