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Introduction générale :

La résistance des matériaux, aussi appelée RDM, est une discipline particuliére de
la mécanique des milieux continus permettant le calcul des contraintes et des déformations
dans les structures pour différents matériaux (machines, un systéme en génie

mécanique, un batiment en génie civil).

La RDM permet de calculer et de tracer les diagrammes des sollicitations d'une
structure (détermination des équations des efforts internes de chaque élément de la
structure (M, N et T) et d’en déduire le comportement global de la structure

(déformations).

L'objectif est de concevoir une structure qui répond aux trois exigences suivantes :

sécurité, serviabilité et faisabilité.

La RDM est une partie de la mécanique qui a pour objectif aussi le développement
de modeles permettant de dimensionner les structures. Ces modéles sont élaborés dans le
cadre d’hypothéses simplificatrices. Ils constituent le premier niveau des méthodes de

calcul des structures. On retrouve deux systemes de structures :

— les structures isostatiques dites « statiquement déterminées ».

— les structures hyperstatiques dites « statiquement indéterminées ».

Les structures isostatiques sont celles ou les trois équations de la statique sont
suffisantes a leur analyse. Dans ce cas, les actions (les réactions aux appuis et ou les
moments) peuvent étre calculées en utilisant tout simplement les équations d’équilibre. Par
conséquent, les sollicitations internes, telles que : le moment de flexion, 1’effort tranchant

et I’effort normal peuvent étre deduits en utilisant 1’équilibre interne des sections.

Par contre, pour les structures hyperstatiques les équations d’équilibre ne sont pas
suffisantes pour déterminer les réactions d’appui et les actions internes. Cela veut dire que
le nombre des inconnues (les réactions d’appui) est strictement supérieur au nombre
d’équations d’équilibre. La différence entre le nombre des inconnues du probleme et le
nombre des équations d’équilibre est appelée le degré d’hyperstaticité du systeme ou de la

structure.


https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_des_milieux_continus
https://fr.wikipedia.org/wiki/Contrainte_(m%C3%A9canique)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Machine
https://fr.wikipedia.org/wiki/G%C3%A9nie_m%C3%A9canique
https://fr.wikipedia.org/wiki/G%C3%A9nie_m%C3%A9canique
https://fr.wikipedia.org/wiki/B%C3%A2timent_(construction)
https://fr.wikipedia.org/wiki/G%C3%A9nie_civil

Dans ce polycopié de cours, I’intérét est porté sur les méthodes de calcul de
structures hyperstatiques ; il est nécessaire et obligatoire d’avoir une maitrise et une
connaissance parfaite des systemes isostatiques.

Ce support de cours se décompose en 5 chapitres. Dans le premier chapitre on
retrouve une revue des connaissances préliminaires sur les structures isostatiques et
hyperstatiques. Une introduction des méthodes fondamentales de calcul des structures
hyperstatiques est présentée. Le second chapitre porte sur I’étude des poutres
hyperstatiques par la méthode des trois moments (la méthode de Clapeyron). Au troisieme
chapitre, la méthode des forces est décrite pour le calcul des poutres, des portiques et des
structures réticulées. La méthode des rotations pour le calcul des éléments fléchis, tels que
les poutres et les portiques, a fait I’objet du quatrieme chapitre. Et enfin le dernier chapitre

concernera les treillis hyperstatiques.



CHAPITRE 1

Calcul des structures
hyperstatiques
(statiquement
indéterminées)



1.1. Structures Isostatiques (statiquement  déterminées) et
hyperstatiques (statiquement indéterminées) :

Si nous considérons un corps (structure) arbitraire soumis a I'action d'un systeme de forces
dans I'espace X, y, z (Figure 1.1), son équilibre d'ensemble peut étre défini par les équations

d'équilibre statique :
Les équations algébriques
e YFE,=0 YM,=0

e >E,=0 XM, =0
e XE=0 XM,=0

Les équations vectorielles

e YF=0
e YM=0

Les sommations se rapportent a toutes les composantes de forces et de moments par
rapport aux trois axes de référence x y z. Nous pouvons donc écrire 6 équations d’équilibre
dans le cas général d'un corps tridimensionnel. Lorsque toutes les forces agissent dans le
méme plan, seules trois équations d'équilibre sont exploitables.

M,

Figure 1.1. : Corps tridimensionnel soumis & un ensemble de forces

Dans le cas des systemes isostatiques, les composantes de réaction se calculent au
moyen des équations d’équilibre de la statique seules (équilibre vertical ) F, = 0,
equilibre horizontal }; F; = 0 et équilibre des moments de rotation 3 M, = 0).

Dans le cas contraire ou le nombre d’équations de la statique ne suffit pas pour
déterminer les réactions (les inconnues), on est en présence d’une structure hyperstatique.



1.2. Exemple introductif :

Voici deux poutres (Figure 1.2. et 1.3.) qui ne différent que par leurs appuis. Elles sont de
longueur L et soumises a une charge uniformement répartie sur toute la longueur.

Equilibre vertical : > F, =V, —ql =0

Equilibre horizontal : Y, Fy = Hy =0

M q Equilibre de rotation ¥ M,, = M, + ql*>/2 =0
g YVYVYY i\f YVVYVY VYVYVYY
7Ad 3
Va

Figure 1.2. : Structure isostatique
Equilibre vertical : > F, =V, —ql + Vg =0
Equilibre horizontal : ), F;, = H; =0

Equilibre de rotation Y M,y = M, + ql?/2 =0

W

H
A TR |

Yy YV VYV YO¥ YY YYVYY
A B/\
T, i
Vg

Figure 1.3. : Structure hyperstatique

- Poutre (Figure 1.2.) : 3 équations indépendantes linéaires (3, F, = 0, > Fy = 0 et
XM poine = 0), 3 inconnues (V,, Hy et My) : les réactions d’appui peuvent étre

calculées.
- Poutre (Figure 1.3.) : 3 équations indépendantes linéaires (3. F, =0, Y, Fy = 0 et
XM poine = 0), 4 inconnues (V,, Vg, Hy €t My) @ il manque une équation pour

calculer les réactions d’appuis. On dit que le systeme est une fois hyperstatique.

Ainsi on définit le degré d’hyperstaticité d’un systéme comme une valeur qui donne
le nombre d’inconnus supplémentaires.

1.3. Liaisons surabondantes :

On appelle liaisons surabondantes, les liaisons supplémentaires qu’il faudrait
supprimer du systéeme hyperstatique pour obtenir un systéeme isostatique. On a deux types
de liaisons surabondantes :

- Les liaisons surabondantes extérieures que 1’on retrouve dans les appuis (les
réactions).



ved vl vl

T

Figure 1.4. : Cadre simple

T

Les liaisons surabondantes intérieures sont celles qui proviennent des contours
fermés (on ouvrant le contour les efforts internes deviennent des inconnues

supplémentaires).

vol vyl

T

T

Figure 1.5. : Portique a deux niveaux et une travée

Le nombre de liaisons surabondantes représente le degré d’hyperstaticité du systeme.

hid
AT H,
Vy

B \MB
A,

£

FERFR TR RRRTN
C D

= Hg
Vg

Figure 1.6.a: Portique hyperstatique

(6 liaisons supplémentaires d=6)

FEFERETENENY
C D E

hiZ B
K H,

Figure 1.6.b : Portique isostatique

(6 liaisons supplémentaires supprimées)



1.4.  Méthodes fondamentales de calcul des structures hyperstatiques :

Nous avons vu précédemment qu’un systeme est hyperstatique si le nombre
d'inconnues de liaison est supérieur au nombre d'équations issues de la statique. Cette
différence est appelée le degré d'hyperstaticité du systeme.

Pour étudier et analyser une structure de degré d’hyperstaticité d, il est nécessaire
d’établir d équations supplémentaires (dites equations de compatibilités). Les méthodes
consistent a choisir un systéme de base a partir duquel on détermine le systeme isostatique
(S1) le plus simple (Figure 1.7).

Equivalent
a

<

/

Figure 1.7. : Calcul des systemes hyperstatiques

En raison de I’interdépendance entre les efforts et les déplacements, il en résulte
deux maniéres d’aborder le calcul des structures hyperstatiques, c'est-a-dire :

- soit en s’intéressant aux efforts (dans les liaisons surabondantes) (méthode des
forces, chapitre 3),
- soit en s’intéressant aux déplacements (méthode des déplacements, chapitre 4).

1.5. Calcul du degré d’hyperstaticite :

Généralement, le nombre de liaisons surabondantes représente le degré
d’hyperstaticité. Il existe plusieurs méthodes pour calculer ce degré:

1.5.1. Méthode de la suppression des liaisons surabondantes :

Cette méthode consiste a supprimer des liaisons jusqu’a ce que la structure
devienne isostatique.

10




1.5.2. Méthode des contours fermes :

Le degré d’hyperstaticité est donne par la formule suivante :

d=3c—a—2s

¢ : Le nombre de contours de la structure

a : Le nombre d’appuis doubles

s : Le nombre d’appuis simples

3m

Applications :
‘|'P = 2kN
A B ) c
SRR
Y
TRRERT
«1l5m o, 15m >

d=3c—a—2s=3x1—-1—-2%x1=0

(Systéme est isostatique)

3m

J(PszN
> Y c
N B
—> ————
9
9
9
9
WAV
R
1.5m > < 1.5m >

TR

\ 4

A

3m

d=3%1-1-2%0=2

(Systéme est hyperstatique)

d=3%x1-2-2x0=1

(Systéme est hyperstatique)

~ A
_)C D
—>
g —>
~
—>
E_) l=3m
I >
R .
> A B vy
3 RERERey
l=3m g

d=3%1-0-2%0=3

(Systéme est hyperstatique)
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1.5.3. Cas des poutres en treillis :

La formule ci-dessous permet de déterminer le degré d’hyperstaticité dans le cas des
systemes en treillis :

d=b+r—12n
b : Le nombre de barres ou membrures
n . Le nombre de nceuds
r : Le nombre de réactions verticales et horizontales
r = 2 : Dans le cas d’un appui double

r = 1:Dans le cas d’un appui simple

- d=b+r—2n= 0= systeme est isostatique
- d=b+r—2n>0 = systeme est hyperstatique

Exemples :
,|P 4| P 6 |P g |P
A\ 4 ' 7% A\ 4 A 4

1 10
/\ 3 > 7% 9 /\
oy e i’ T,

Figure 1.8. : Systéeme en treillis

b =20

n=10 =>d=b+1r—2n=20+6—2.10 = 6 (Donc 6 fois hyperstatique)

r=6

12



b=28
n=>5
r=3

=>d=b+r—2n=8+3—2.5=1(Donc 1 fois hyperstatique)

P 2P
2 Y 3
5
1 7

Figure 1.9. : Systeme en treillis

1.5.4. Remarques importantes :

On remarque que le calcul du degré d'hyperstaticité est indépendant des charges

extérieures appliquées au systeme. 1l dépond surtout des conditions d'appuis.

Par ailleurs, il existe deux genres d'hyperstaticité ; une hyperstaticité extérieure
et I’autre intérieure. Cela signifie qu'il y a des inconnues supplémentaires liées
aux appuis (réactions inconnues) et aussi d’autres inconnues liées aux efforts

internes.

13



CHAPITRE 2

Méthode des trois
moments



2.1. Méthode des trois moments :

La méthode des trois moments s’applique aux systemes dits poutres continues. On

suppose que I’effet de 1’effort tranchant est néglige.

2.2. Principe de la méthode des trois moments :

Cette methode consiste a déterminer les moments fléchissant dans le cas des poutres
continues. C'est-a-dire des poutres qui reposent sur plus de deux appuis.

Il existe plusieurs fagons pour déterminer le degré d’hyperstaticité :

Le degré d’hyperstaticité est égal au nombre des appuis intermédiaires.

d=r-3
r . le nombre de liaisons (réactions)
Ou bien :

d=n,—2
n, . le nombre d’appuis

Ou bien :

Le degré d’hyperstaticité est égal au nombre des appuis intermédiaires.

Exemples :

S

YVYVYVY YYYY YVYYY

(2.1)

(2.2)

“A B /A
, ‘ . , s ) —r_3 = —3=
3 réagtions 1 réaction d=r—-3=B3+1)-3=1

Figure 2.1. : Poutre sur 2 appuis (1 Encastrement et 1 simple)

q:Charge répartie

l

<

l‘—»

VYV Y VYV Y Y Yy
A BA C

eaction T Féaction Baction

d=r—-3=6-3=3

D /4
e

Viidiidy

- eaction

Figure 2.2. : Poutre sur 5 appuis (1 double et 4 simples)

E % 2 réactions

15



2.3. Calcul des moments fléchissant dans les appuis :

Considérons I’exemple de la figure 2.3. Le degré d’hyperstaicité de cette poutre est
égal 8 N-2 ou N représente le nombre d’appuis

Prenons pour inconnues hyperstatiques les moments fléchissants agissant au droit
de chaque appui intermédiaire. Pour ce faire, on procede a des coupures de maniére
a supprimer la liaison de moment au niveau de chaque appui.

Dans chaque appui nous avons deux rotations (une a gauche et I’autre a droite).
Pour une poutre de N-1 travées, on numerote les appuis de 1 & N. La travée [; est
comprise entre les appuis (i) et (i+1), avec une rigiditéE1;.

q:Cha ~~répartie (ED);_4 (ED);

Une

SRR R R NN e R
i—1 iA i+1A N

T l T st P
i—-1

& N & N
< > < >

Figure 2.3. : Poutre continue sur N appuis

poutre continue comportant N-1 travées peut étre décomposée en N-1 poutres

isostatiques sur lesquelles s’appliquent les mémes charges que sur la poutre continue avec
en plus les moments aux appuis. Nous obtenons alors pour latravée i — 1 eti :

M;_4 : désigne le moment sur I’appui 4;_4
M; : désigne le moment sur 1’appui 4;
M; ;4 : désigne le moment sur I’appui 4;,4

Z des rotations au niveau du point (i) = 0

On a deux types de rotations :

Rotation due aux charges extérieures ((pig + (pid)
Rotation due aux moments fléchissants ((p_lg + m)

z des rotations au niveau du point (i) = ((pig + @) + ((p—lg +Pq) =0

16



A- Rotations dues aux moments fléchissants (@, + @,q)

Les déformations en général et spécifiquement les rotations dues aux moments fléchissants
peuvent étre évaluée par I’une des méthodes analytiques connues comme par exemple : la
méthode de CASTIGLIANO ou Maxwell-Mohr et aussi la méthode graphique de
VERETCHAGUINE.

Ici le calcul des rotations est effectué par la méthode de Mohr.

M;_7 /@ @ /MD
i— 1A A i A i+%
TR . T TR L

N

Poutre (i — 1) — (i) Poutre (i) — (i + 1)

Al- Poutre (i— 1) — (i)

( M;_4

Par le principe de| |
ar le principe de 1_1& iA

superposition T I e
M; 3 -
f) < Poutre [(i — 1) - (D],
T m A

L, i A

L T I, ngx
- Poutre [(i — 1) - ()] Poutre [(i — 1) — ()],
M;_4
= IA i A
T TR

Diagramme des moments fléchissant
i—-1

Poutre auxiliaire
M;_1/(ED);_1

al gf\@

17



. 1 M4 1
D M=) =0 Riliy = N

2(ED_ 3
R = s Mic1
YT6ED,
- Poutre [(i— 1) - ()]
M;
= 1A i
pr T,

Diagramme des moments fléchissant Wﬂ[ﬂ@ﬂ M.
l

Poutre auxiliaire

. 1 M; 2
ZM/(l —1D)=0=>Rl; 1= E(EI—)-IZH (gli—l)

B = 1M l
i-1 — (plg - 3 (El)i_l i-1

1 M,_, 1 M
T
Y6 (ED 3(EDi—q

A2- Poutre (i) — (i + 1)
De la méme pour la poutre (i) — (i + 1)

1M 1Mi4q
“3(ED; " 6(ED);

Pud i

Z Rotations /point (i) = (‘Pig + @) + (<P_lg +9q) =0

(2.3)

18



( @ )+lhl. +lil. +1£ . 1%[ —
Pig T Pia) T ED L T T3 ED L, 3D, 6 (ED);
1 M;_, 1 M 1M, 1M,

(00 + 0) + g p i * 3@ o Y 3Dt s,

li=0

1M;4q

1 M;_ 1 li— l;
(9ig + 91a) + 5y 45 My (B4 )

6 D, Y 3Mi\@n,, T @,

6 (ED);

li=0

Cette equation est appelée méthode des trois moments (dite aussi méthode des rotations)
ou aussi méthode de Clapeyron. Elle permet de calculer les moments aux appuis

intermédiaires des poutres continues.

Si toutes les travées de la poutre ont la méme rigidité EI, la relation devient :

Mi_qlioq + 2Ly + WM + Myl = —6E1(@ig + ¢1a)

(2.4)

B- Rotations dues aux charges extérieures (@;5 + @iq)

Le tableau suivant resume les valeurs des rotations au niveau des appuis pour différentes

charges exteérieures :

Tableau 2.1 : les valeurs des rotations au niveau des appuis pour différentes charges

extérieures.

Schéma statique
(géométrie et chargement) —6Elp; 4 —6Ely;
Y
AHT 'y A X Pab(a + ) Pab(a + 1)
<T\ ] b & O o
+ T —
« 0 >
Y
P
Aiy ¢ A x 3 3
- —— P12 ——pI2
f—; vz *|_( 12 ;&‘ 8 8
-« . >
i
aallLLLLLLLLLTL L] & x 1 1
& A —5z 4V —52 4V
Y
TR T 1
Ay i X
¥ » - 2 _ 2 — 2 _ 2
#: . T+ A 52794 2l —a) 54119 2l —a)
< >
|

19




2.4. Exercices :
2.4.1 Exercice N° 2.1 :

On considére une poutre continue (ABCD) de trois travees, de rigidité EI constante. Elle
supporte une charge répartie de 5kN/m sur la travée AB et CD et une charge concentrée de
40KkN au milieu de la travée BC.

En utilisant la méthode des trois moments, déterminer :

- Les réactions aux appuis.
- Tracer le diagramme des moments fléchissants et des efforts tranchants.

5kN/m l 40 kN 5kN/m
Av ¢ ¢ ¢‘ \LB C ¢ ¢‘ ¢ ‘l‘ D

Degré d’hyperstaticite :
d = 5 — 3 = 2 fois hyperstatique
Point B :

6M, +2(6 + 10)Mg + 10M; = —6EI(¢pg + ¥pq)

—6EI(¢pg + Ppa) :
13 63
—6ElQg, = —q— = —5— = —270
7 4 4 = —6EI(pgy + @pa) = —1770kN.m?

3 2 3 2
~6Elppg = — 5 PI* = = £40.10% = ~1500

EtM, =0
Donc :

32Mp + 10M, = —1770kN.m?
Point C :

—6EIl(@cg + Pca) :

20



3 3
—6El ¢, = —§Pl2 = —540. 102 = —1500
= —6EI(@cy + ¢ca) = —1770kN.m?

3 63
—6Elpcq = —qz = —SZ =—-270
Et MD = 0
Donc:

10Mg + 32M; = —1770kN.m?

32 10 MB}__ 1770 , o
[10 32 {MC - {1770}"’\’-’” = Mp = M¢ = —42.14kN.m

Calcul des reactions : par le principe de la décomposition (superposition)

42.14
42.14
e 5kN/m

skNim ") l 40 kN )
Ay v Vv Ci Ay v Vv ¥

B ||3 B
W, % 6m %\ %&%l % 5m | 5m g Wffé 6m é %é
[ Tr 0 ) >

Les réactions dues aux charges extérieures :

Ls sl Tu ol s ks

Les réactions dues aux moments appliqués aux niveaux des appuis :

l7.023 7.023T OT 0 T 7.013 7.0123

Les réactions totales :

5kN/m l 40 kN 5kN/m
Avy ¢ ‘L ‘l‘ \LB C ¢ ¢ ‘l‘ ¢ D
/
\ El
EE%E”; 6m A% Bm B 5m %5 6m Kz
| T h 1 -
R, = 7.023kN Rp = 42.023kN Rc = 42.023kN Rp = 7.977kN

21



Diagramme des efforts tranchants
22.023kN
20

7. 977{{ * \
+

_ N

- 7.977kN
22.023kN 20kN
Diagramme des moments fléchissant :
42.15kN.m 42.15kN.m
1.em 4
+ +
6.36kN.m 6.36kN.m
57.86kN.m

22



2.4.2. Exercice N° 2.2 :

On considere une poutre continue (ABC) de deux travées, de rigidité EI constante. Celle-ci
est encastrée en A, repose sur deux appuis simples en B et C. Elle supporte une charge
répartie de 6kN/m sur la travée AB et une charge concentrée de 40kN au milieu de la
travée BC.

En utilisant la méthode des trois moments, déterminer :

- Les réactions d’appuis en A, B et C.
- Le diagramme des moments fléchissants et de 1’effort tranchant.

6kN/m 140 kN
;v v v _|B C
y
s, 4
\ El
| 5m 475 3m | 3m A
) T D |
Degré d’hyperstaticiteé :

d = 5 — 3 = 2 fois hyperstatique

On remplace I’encastrement par une poutre bi articlée (A, — A) de longueur Al

6kN/m l40kN
Av vV v Vv |B

L
\EI
AL #5727 5m 72 3m | 3m Z
of

3
,|‘ ra by

A

— P

B

A
Y

Point A :

AIMAO + Z(Al + S)MA + SMB = _6E1((pAg + (pAd)

—6EI(@aq + @aq) :

—6Elp,, = 0 (Auncune charge n'agit sur la poutre Ay — A)

& 53 = —6EI(@,, +
—6Elgpq = —q = —6-=—1875 (@ag + Paa)
= —187.5kN.m?
Donc : 10M, + 5My = —187.5kN.m?

Point B :

SMA + 2(5 + 6)MB + 6MC = _6E1((/)Bg + (de)

—6EIl(@py + @pa) -
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3 53
~6Elppg = —q = —67 = —187.5

4 = —6EI(@gy + ¢pa) = —727.5kN.m?

—6EI = —EPlz = —540 6% = —540
PBa 3 g

EtMC :0

Donc : S5My + 22Mg = —727.5kN. m?

10 5 MA}__ 187.5 5 _ o
[5 22]{1\43 = {727_5}k1v.m = M, = —2.5kN.m et My = —32.5kN.m

Calcul des réactions

25
25 okNm 5 € l 40 kN
-g; v Vv vV B IB

ZE?%E,& 5m %%ﬂ 3m 3m

&
<

1O

B

R

Y

Y

|‘

A
\ 4

Les réactions dues aux charges extérieures :

ol [ I

— =15 15 — =20 20
2 2

Les réactions dues aux moments appliqués aux niveaux des appuis :
6 l 6 T T5.42 5.42l
Les réactions totales :
OuR, =15—6 =9kN,Rp = 21 4+ 25.42 = 46.42kN et R, = 20 — 5.42 = 14.58kN

Diagramme des efforts tranchants
25.42kN

9 kN +

D

21kN 14.58kN
Diagramme des moments fléchissant :

2.5kN.m

1.gm 4

4.25kN.m
43.76kN.
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2.4.3. Exercice N° 2.3 :

On considere une poutre continue (ABCD) de trois travées, de rigidité EI constante sur
toutes les travées. Celle-ci est encastrée en A, repose sur deux appuis simples en B, C et D.
Elle supporte une charge répartie de 8kN/m sur toute la longueur de la poutre continue
ABCD et une charge concentrée de 20kN au milieu de la travée BC.

En utilisant la méthode des trois moments, déterminer :

- Les réactions d’appuis en A, B, C et D.
- Le diagramme des moments fléchissants et de 1’effort tranchant.

8kN/m 20 kN
B T P 2 ‘T 2 T
Va
A B \EI D
| 3m A 1m im Z

|1
|‘ r|‘ r|‘

Degré d’hyperstaticiteé :

d = 6 — 3 = 3 fois hyperstatique

On peut remplacer I’encastrement A par une poutre bi articlée (A, — A) de longueur Al
Point A :

AIMAO + Z(Al + S)MA + 3MB = _6E1((pAg + (pAd)

—6EI(@ag + @aq) :
—6Elp,, = 0(Auncune charge n'agit sur la poutre Ay — A)

—6Elppy = —qg = 3{= —54 = ~6EI(¢4g+ Pa)

= —54kN.m?

6M, + 3Mp = —54
Point B :
3My +2(3 + 2)Mg + 2M¢ = —6EI(@ggy + ®pa)

—6EIl(@py + ¢pa) -

l3

—6Elpp, = —q—
Ppo = 1% —6EI — —100kN.m?
B3 = (‘PBg + ‘PBd) = .m
—6E1(p3d = —qZ—gplz
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Donc:
3M, + 10Mg + 2M, = —100
Point C :

2Mp + 2(2 + 2)M; + 2Mp = —6EI(¢cg + @ca)

—6EI(@cg + Pca) :

B3,
—6E1(pcg=—qZ—§Pl 5
3 = —6EI(@cy + @ca) = —62kN.m
—6Elpcq = —qg
Et MD = 0
Donc:

2Mg + 8M, = —62kN.m?

6 3 01(M, 54 M, —5.4063
3 10 2|{Mg}= —1100tkN.m? = {Mgzt ={-7.1875

0 2 8lWM; 62 M. —5.9531

kN.

Calcul des réactions

541kNm gin/m  ZL9KNM 401\ 8kN/m  5.95kNm 8kN/m

§ = 3m %é’ %ﬂm | 1m F:-?E\%A %ﬁ 3m é %i
- )

- &
rd < r|‘ rd

Y

|‘

Les réactions dues aux charges extérieures :

12T 12T T18 18T T8 8T

Les réactions dues aux moments appliqués aux niveaux des appuis :

&.5933 0.5933T TO.62 0.62l T2.98 2.98l
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Les réactions totales :
R, = 11.41 kN,Rg = 31.2kN et R, = 5.02kN

Diagramme des efforts tranchants

18.62kN 10.98kN

[ T——40.62kN
11.41 .
+ +
12kN 9, 3§7d\\ > B2kN
17.38kN

Diagramme des moments fléchissant :

7.19kN.m

5.95kN.m
5.41kN.m - \1.37m
N / Aﬁ
\-!-/ + \4/
1.42kN.m
1.59kN.m

7.43kN.m
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2.4.4. Exercice N° 2.4 :

Tracer le diagramme des moments fléchissants et de 1’effort tranchant de la poutre
suivante :

l 12kN/m l 7kN l?kN 22kN (totale) lSkN
A B cy v ¥ ¥ b
ya
\EI
B am | 4m 12m  “774m
N T ’|‘—’{

Degré d’hyperstaticité :
d = 5 — 3 = 2 fois hyperstatique
Les inconnues hyperstatiques sont Mg et M,

Point B :

14M, + 2(14 + 12)Mp + 12M¢ = —6EI(@p, + Ppa)

—6EI(¢pg + Ppa) :

3 2 3 2
—6Elppy = —gPI* = —212.14
) ) = —6EI(pp, + @pa) = —1554kN.m?
—6El@gy = —=PI? = —=7.122

3 3
EtM, =0
Donc :
52Mp + 12M, = —1554kN.m?
Point C :

—6EIl(@cg + Pca) :
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l = —6EI(@c, + @ca) = —1464kN.m?
—6Elpcq = —q = —1.833——

Et Mp = —20kN.m
Donc:

16Mp + 56M, = —1464 — 12(—20)

2 del ) =~ G33a v me = G = =G5

Calcul des réactions

12kNl 25.5kNm 17 l?kN 19.0kKNm  2okN(Total)
A c

WG ST

Les réactions dues aux charges extérieures :
o] % 15 At i 5!

Les réactions dues aux moments appliqués aux niveaux des appuis :

l1.82 1.82T TO.533 0.533l l0.075 0.075 T

Les réactions totales :
R, =4.18kN, Ry = 15.1246kN, R, = 17.39kN et R, = 16.07kN
Diagramme des efforts tranchants

10.93kN

7.53kN KN

4.18kN
+ 0.53kN

6.47kN

7.82kN
11.075kN
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Diagramme des moments fléchissant :

ZN 79.\kN.m

20 k7\

\/ 4.63 M\}/
6.76 KN.m

29.26kN.m

13.
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CHAPITRE 3

Méthode des forces



3.1. Méthode des forces

La méthode des forces s’applique aux structures hyperstatiques lorsque les liaisons
sont rigides et parfaites. Elle est basée sur le choix d’un systéme de base qui permet
d’identifier les réactions surabondantes et aussi le principe de superposition du systéme
isostatique simple avec les charges réelles et des systemes virtuels avec une charge
unitaire.

3.2. Principe de la méthode des forces
Le principe de cette méthode consiste & remplacer la structure hyperstatique en une
structure isostatique équivalente c'est-a-dire que les liaisons surabondantes sont remplacées
par des réactions inconnues qu’il faut calculer.

Pour la méme structure il y a plusieurs choix du systéme de base (Exemple, Figure 3.1).

3 B(— — {_Xz
Hg — TXl
q e q —»
5 >
h oL
_)
— 1'" possibilité
v A Ha[2 A
-
H < > -
(- o T
M, A
B
x ‘ﬁ;
q a@
B
h
2"°™ nossibilité

—~
A 4

Figure 3.1. : La structure initiale est transformée en une structure isostatique équivalente
soumise aux charges extérieures et aux réactions choisies (les inconnues X, et X5).

Le systeme isostatique obtenu par suppression des liaisons surabondantes est désigné par :

- Systéme de base,
- Systéme fondamental,
- Systéme principal.
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La structure isostatique équivalente est soumise a deux catégories de forces :

- Forces extérieures de départ (les charges réparties, concentrées, ...).
- Réactions introduites (les inconnues hyperstatiques).

3.3. Degré d’hyperstaticité :

Le degré d’hyperstaticité d représente le nombre d’équations supplémentaires qu’il faut
pour calculer toutes les réactions du systeme.

On peut calculer d a I’aide de la formule des contours :

d=3c—a-—2s (3.1)
3.4. Systeme de base :

Le systeme de base est le systeme isostatique obtenu par suppression des liaisons
surabondantes dont les actions sont remplacées par des forces inconnues. D'une facon
générale, pour une structure hyperstatique donnée, on peut choisir plusieurs systemes
isostatiques de base.

3.5. Différentes possibilités des systemes de base

Différentes possibilités de systemes de bases d’une méme structure plane hyperstatique
(Figure 3.2.) sont présentees.

d=3c—1a—2s=32-12-20=4

T TR

Figure 3.2. : Exemple de structure hyperstatique
1" possibilité :

- En effet, on peut rendre isostatique la structure de la Figure suivante en libérant
totalement 1’encastrement au pied du poteau gauche et en sectionnant le tirant
(élément entre les 2 rotules) ; les inconnues hyperstatiques sont alors : le
moment d’encastrement X;, les reactions respectivement verticale X, et
horizontale x; au pied du poteau gauche et 1I’effort normal X, dans le tirant.
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TR TR

)
s
%

Xz

Figure 3.2.a : Type poutre sur appuis simple

2™ possibilité :
- Une deuxiéme maniere est de libérer la rotation et la translation horizontale au
niveau de I’encastrement gauche (X; (moment) et X3(réaction)), aussi de libérer

la rotation au niveau de I’encastrement de droite X, (moment) et enfin de
sectionner le tirant pour faire apparaitre I’inconnu X, (1’effort normal).

X3
A Ad &
X1

Figure 3.2.b : Type poutre cantilever
3®*Me possibilité :
- On pourrait aussi choisir les inconnues X;, X, et X5 respectivement le moment

interne, 1’effort normal et 1’effort tranchant de 1’¢élément indiqué sur la figure ci-

dessous et toujours en gardant X, comme inconnu (1’effort normal de tirant) (Figure
3.2.0).
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AN

SRR = T T . T

Figure 3.2.c : Type double poutre cantilever
3.6. Exemples :

Calculer le degré d’hyperstaticité et représenter les différents systemes de base :

a) 4 N\
p P ! P‘
/\ 1% /\
TR orrra
d=1 Possibilité 1 Possibilité 2
TR TR, le
Systémes de base
\ J
b) R
/N g /\
ot jorrraen
T TR
d=3c—a—2s=3+x3-2—-2%2=3
-~
yvyvyy 2TEEER’

f A A q

TETEA A

SN | X3
X3
—A /\
X, AT, T R
o Systémes de base
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3.7. Equations canoniques :

Dans le paragraphe précédent nous avons noté que pour une structure hyperstatique, il faut
utiliser en plus des trois équations d'équilibre, des équations supplémentaires. Dans la
méthode des forces, ces équations sont connues sous le nom des équations “"canoniques” de
la méthode des forces.

Le systeme d'équations canoniques aux inconnues hyperstatiques constitue I'élément de
base de la méthode des forces. 1l permet de calculer les inconnues (X, X5, X3, ..., X, ).

Etant donné une structure n fois hyperstatique, soumis a des forces extérieures. Les
équations canoniques de la méthode des forces s’écrivent sous la forme matricielle :

[6,[€X} + [610] =0 i=1,..,netj=1,..,n (3.2)

Ou sous forme la forme analytique suivante :
(611X1 + 512X2 + -+ 61an + 610 = O
521X1 + 6%2)(2 + -+ 62an + 620 = 0
EEn sEE wEs wEE wEE mEw wmw ommn wmwow (3.3)

\5n1X1 + 6n2X2 + -+ 671an + 6110 = 0
Chacune de ces équations exprime la condition selon laquelle dans un systéme

hyperstatique, le déplacement géneéralisé correspondant a chacune des forces generalisées
superflues inconnues X; (i = 1,2, ...,n) est égal a zéro.

- [8i;] : matrice des coefficients de flexibilité.

- ;- représente le coefficient de flexibilité c’est le deplacement produit dans la

section (i) selon la direction de la force X; causée par une force X; = 1.

- 0 . représente le déplacement produit dans la section (i) du systéme de base sous
I’effet des charges appliquées (charges extérieures).

- Pour la détermination des déplacements généralisés, nous devons utiliser des
intégrales de Mohr (voir § suivant) ou Veretchaguine (méthode graphique).

3.8. Evaluation des intégrales du type folm,-mjdx par |'emploi de
tableaux.

En pratique, lorsqu'on analyse des poutres essentiellement fléchies, on néglige
habituellement les déformations dues a I'effort tranchant et a I'effort normal sauf pour
certaines constructions particuliéres (arcs par exemple). Toutefois, il importera de ne pas
négliger les déformations dues a I'effort normal dans les barres de type treillis (tendeurs,
suspentes, tirants ...) que l'on trouve fréquemment incorporés dans des assemblages de
poutres. Hormis ces quelques cas particuliers, I'évaluation des coefficients §;; reposera sur
les formules :
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(5 k) ! fl d
=8 =— | mym;dx
Y It El 0 7

A

1 l
61'0 = EL Momidx (34‘)

1 l
\ 6 = Ej;mimidx

Notant que les expressions des moments m; et m; sont toujours linaires sauf pour les
expressions de M,. Nous pouvons calculer les coefficients de flexibilité §;; a ’aide des
expressions analytiques données ci-dessous, aussi par la méthode graphique de

veretchaguine.
Les tableaux présentés ci-dessous permettre d’évaluer ces intégrales pour certaines cas de

charges extérieures.
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1/l
Tableau 3.1. : Valeur de ; [ Mym;dx

Remarque : Ne pas oublier de multiplier les résultats paré

Introduire m mg mg mg

M et m ) I\Jsd Nd [ md

avec leur SIGNE mg = —md

v -3

=

1/2 M(mg+md) | 1/2 M(mg+md) 0

H

1/6(2Mgmg+Mgmd i/ﬁ(al.{gmg+}!gmd
(7 | /2 mMerma) +Mdmg+2Mdma)| +Mdmg+Iudma)| /8 DEMe=Md)

|
(3
S

1/6(2Mgmeg+Mgmd|1/6(2Mgmg+Mgmd| |
Md —
I;q 1/2 m(Mg+Md) +Mdmg+2Mdmd)| +Mdmg+2Mdmd) 1/6 mg(Mg-Md)

Mg Md

% 0 1/6 Mg(mg-md) | 1/6 Mg{mg-md) 1/3 Mgmg
Mg = —-Md

Mg

1/2 Mgm  [1/6 Mg(2mg+md)|1/6 Mg(2mg+md) 1/6 Mgmg
LR

1/2 Mdm 1/6 Md(mg+2md){1/6 Md(mg+2md)] -1/6 Mdmg

1/6 Mmg(1—-2«)

&
M
A :
|! | 1/6 M[mg(1+9) | 1/6 M[mg(1+p) |

1/2 Mm

d-t;n?i4-a ngum . +md(1+«)] +md(1+a)]
e 1/2 Mm 1/4 M(mg+md) |1/4 M(mg+md) 0
Mg

— 1/3 Mgm 1/12 Mg(3mg+md)1/12 Mg(3mg+md)] 1/6 Mgmg

> -
i | 1/3 Mdm /12 Md(mg+3md)tL/12 Md(mg+3md)1 1/6 Mdmd

M 2/3 Mm 1/3 M(mg+md) | 1/3 M{mg+md) 0
Mg . . :
B 2/3 Mgm 1/12 Mg(5mg+3md) 1/6 Mgmeg
: |
‘ Md |
— 1| 2/3um 1/12 Md(3mg+5md) ~1/6 Mdme

1




Tableau 3.1. (suite): Valeur de %fol Mym;dx

Remarque : Ne pas oublier de multiplier les résultats paré

Introduire mg . md
avec leur SIGNE ok ot fwont des rapports
M M
] 1/2 Mmg 1/2 Mmd 1/2 Mm 1/2 Mm

Mg

=

d

U

1/6 mg(2Mg+Md)

1/6 md(Mg+2Md)

1/6 m[Mg(1+8)
+Md((1+t)]

1/4 m(Mg+Md)

Mg

1/6 m[Mg(1+¢)

L Md 2Md :
ILTJ 1/6 mg(2Mg+Md)|1/6 md(Mg+2Md) THa((1+<)] ”“1‘/4 m(Mg+Md)
Mg
M‘i 1/6 Mgmg ~1/6 Mgmd | 1/6 Mgm(1-24) 0
| Mg = —Md
Mg
Il 1/3 Mgmg 1/6 Mgmd 1/6 Mgm(1+p) 1/4 Mgm
Md
—_— 1/6 Mdmg 1/3 Mdmd 1/6 Mdm(1+=) 1/4 Mdm
b—
2
AT 1/6 Mmg(1+#) | 1/6 Mmd(1+«) 1/3 Mm 1/12 Mm(3~4% )3
ol st B2ont des rapports valable pourd<§
2
T 1/4 Mmg 1/4 Mma  |/12 Mm(3-4<)/p 1/3 Mm
valable pourol<p
Mg .
D~ 1/4 Mgmg 1/, Mdmd  |1/12 Mam(1+p+p’)| 7/48 Mgm
Md -
—] 1/12 Mdmg 1/4 Mdmd (112 Mdm(1+w+«)| 7/48 Mdm
1/3 Mmeg 1/3 Mmd 1/3 Um(1+«4p) | 5/12° Mm
Mg .
B 5/12 Mgmg 1/4 Mgmd  (1/12 Mgm(5-%-<)| 17/48 Mgm
“Ma
—— T | /4 Mdm 5/12 Mdmd 17/12 Mdm

1/12 Mdm(5-8- {f)
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Tableau 3.1. (suite) : Valeur de %fol Mym;dx

Remarque : Ne pas oublier de multiplier les résultats paré

Introduire

3/10 Mdmd

M ot mg md mg md
et m i | N /J,_I_.
avec leur SIGNE &—q—b ._F.‘:A m [
M M
C 1 15 ume 1/3 Mmd 2/3 Mm 2/3 Mmg 2/3 Mmd
Mg ud
E 1/12 mg(3Mg+Md) | 1/12 md(3Md+Mg) | 1/3 m{Mg+Md) |1/12 mg(5Mg+3Md)|1/12 md(IMg+EMd)
g
N‘i 1/12 mg(aMg+Md) | 1/12 md(3Md+Mg) | 1/3 m{Mg+Md) |1/12 mg(5Mg+3Md)}|1/12 md(3Ug+EMd)
e Md
b&q 1/6 Mgmeg 1/6 Mdmd 0 1/6 Mgmg 1/6 Mdmd
Mg = -Md
Mg -
T~ | 1/4 Mgmg | 1/12 Mgmd 1/3 Mgm 5/12 Mgmg | 1/4 Mgmd
Md .
— || 1/12 Mamg | 1/4 Mdmd 1/3 Mdm 1/4 Mdmg | 5/12 Mdmd
w——
nh 2 2
9q Babjp 1/12 un:¢(1+@+g. )1/12 nmd(uohd') 1/3 Mm(1+ap) |1/12 m;{s—d—d’] 1/12 Mmd(5-F— §
d-\ﬁ-ﬂ doa rapperis -
- b~ | 7/48 Mmg | 7/4B Mmd 5/12 Mm 17/48 Mmg - | 17/48 Mmd
Mg
k_ 1/5 Mgm 1/30 Mgmd 1/5 Mgm 3/10 Mgmg 2/15 Mgmd
Md
11| 1/30 Mdmg | 1/5 Mdmd 1/5 Mdm | 2/15 Mdmg | 3/10 Mdmd
1/5 Mmg 1/5 Mmd 8/15 Mm 7/15 Mmg .7/15 Mmd
Mg . .
T~ | 3/10 Mgm | 2/15 Mgmd | 7/15 Mgm | 8/15 Mgmg | 11/30 Mgmd
ér 2/15 Mdme 7/15 Mdm 11/30 Mdmg

8/15 Mdmd
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Tableau 3.1. (suite) : Valeur de %fol Mym;dx

Remarque : Ne pas oublier de multiplier les résultats paré

Introduire
M et m
avec leur SIGNE

1 2
TfM.dx

ou

/2
Mgz m, + Detmd Me =
u M |
[ | e 1/6 M(mg+4mt+md)
Ug Md 2 2’
1/3(Mg+MgMd+Md) 1/6 (Mgrmg+4Mrnt+Mdmd)
Mg 2 2
b}{;ﬁm 1/3(Mg+Mgha+Md) 1/6 (Mgmg+4Mmt+Mdmd)
/2
M
&Tﬁd 1/3 Mg’ 1/6 Mg(mg-md)
= -ud
Mg 2
T 1/3 Mg 1/6 Mg(mg+2mt)
Md 2 '
] 1/3 Md 1/6 Md(2mt+md)
1/3 M- M[_Qm (1+o<+°(2}+(4-m - J
o9 B by / 3 ° °~Mgtm )(‘l+°()+3m9]
o oifsont das rapporis
T 1/3 M 1/24 M(meg+10mt+md)
Mg 2 :
S~ 1/5 Mg 1/60 Mg[5(3mg+md)+12mo]
Md 2
£| 1/5 Md 1/60 Md[5(mg+3md)+12mo]
2
2N 8/15 M 1/15 M[5(mg+md)+8mo)
._T:“g 8/15 Mg* 1/60 Mg[5(5mg+3md)+28mo)

1/60 Mg(limg+md+28mt)
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3.9. La procédure de la méthode des forces :
Les différentes étapes de calcul par la méthode des forces sont les suivantes :

- Déterminer le degré d’hyperstaticité d = n

- Ecrire les n éguations canoniques.

- Choisir le systéeme de base (systeme isostatique le plus simple)

- Tracer le diagramme des moments fléchissants M, du systéme isostatique due aux
charges extérieures (X; = X, =+ =X, =0)

- Tracer les diagrammes ou épures unitaires m; (i = 1,...,n) correspondant au
systeme isostatique sans charges extérieures et avec X;=1 et les autres inconnus
nuls.

- On calcul tous les coefficients &;; et 6y a I’aide des diagrammes.

- Résolution du systéme d’équations canoniques

f511X1 + 612X2 + -+ 61an + 610 = O
621X1 + 522X2 + -+ 62an + 620 = O

\5n1X1 + 6n2X2 + -+ (S‘nan + 67’10 = O
- Correction des épures unitaires m; = m;X; (i = 1, ...,n).
mi; =mX;; my; =myXy, ;... my =mX,
- On fait la somme des épures unitaires corrigées ), m; = mj + mj + --- + my,
- En dernier, on obtient le diagramme des moments fléchissants final du systeme

hyperstatique réel en faisant la somme des moments suivants
Mfinal =M, + th
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3.10. Exercices
3.10.1. Exercice N°3.1 :

Un portique ACB constitué de poutre et de poteau de rigidité EI en flexion. Tracer les
diagrammes des moments fléchissants M, des efforts tranchants T et des efforts normaux
N.

P = 3kN
x ¢ l O
gi;HB
— 1.5m — b B
3m
L2 A
e,
HA T < 3m >
M, Va
- On détermine le degré d’hyperstaticité d (le nombre d’inconnus)
d=3c—a—2s

e ¢ :le nombre de contours de la structure (¢ = 1)
e a:lenombre d’appuis doubles (a =1) d=2
e s:le nombre d’appuis simples (s = 0)

- On écrit le systéme d’équations canoniques :

{611)(1 + 612X2 + 610 = 0
621X1 + 622X2 + 620 = 0

- Choix du systeme de base (fondamental)
La structure initiale (hyperstatique) est transformée en une structure isostatique
soumise aux charges extérieures de départ (P = 3kN) et aux deux forces inconnues
(X1et X,).

l P=3kN _ X,

Hpg T Tx,
«— 1.5m —>

MA T 3m

A
\4
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- On Trace les diagrammes unitaires (my; m,) et celui des charges extérieures (M)

|

3m

Hy=0|4

M, = 45kN.m

e Etat0: Charges extérieures #0etX; =X, =0

l P =3kN

— 1.5m —>

TR

V4 = 3kN 3m

\ 4

4.,

5kN.m

.

4.5]

7

7,

— 1.5m —

Diagramme M,

e Etat1: Charges extérieures=0,X; =1etX, =0

A 4

e Etat2: Charges extérieures=0,X; =1etX, =0

T X2=1
3m
HA—l A
me"TEE
VA=0
M, =3 < 3m >

3

X1 = 1
Diagramme m4
0
O -
XZ = 1

Diagramme m,
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- Calculer des déplacements &;;.
8ij = %fol m;m;dx (Méthode de VERETCHAGUINE)
0111 +61,X,+8,,=0
0y1X1 + 60,5X, +6,0=0
e Les coefficients §;; et §,; sont obtenus en appliquant au systéme de base
la sollicitation unitaire X; = 1.
e Les coefficients 6, et §,, sont obtenus en appliquant au systeme de base la
sollicitation unitaire X, = 1.
e Les coefficients 8, et §,, se calculent sous I’effet des charges extérieures
(ici la force P=3kN) appliquées au systéme de isostatique de base.
e Lesdiagrammes (m,; m, et M,) servirons au calcul de ces coefficients.

On trouve,
36 13.5 9
611 = E, 612 =621 = W' 8yp = E
_ 48.94 . - 20.25
10 = El e 20 — El

- X
BT R AT Ty
13.5 9 20.25

36 13.5 48.94

— X +—X, —— =
Bl TR T TR
A partir du systéme, on trouve :
{Xl = 1.19kN
X, = 0.48kN

- Correction des épures unitaires
e Lediagramme corrigé m; = mX,
e Lediagramme corrigé m; = m,X,

X, = 1.19kN

Diagramme mj Diagramme m;

.44
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Le diagramme final des moments fléchissants :
0.96

0.96 kN.m
AW 3kN
82 1,18
B <
4l <048 048 48
>
0.9% 0.48 \-\,\.
il ;
1.78kN.m g
Di 84
lagramme Mf #-)0 48
48
‘ i A
~0.48kN.m 048T
048 @ 1.82
Diagramme de I’effort tranchant
1.82 kN.m
1.18kN

77

Diagramme de T

0.48kN

Diagramme de I’effort normal

0.48 kN
DTS 2

Diagramme de N

.
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3.10.2. Exercice N°3.2 :

On étudie la poutre représentée sur la figure suivante. Celle-ci est encastrée en A,
repose sur un appui simple en B et soumise a une charge uniformément répartie sur
toute la longueur de la poutre. La rigidité ET est constante.

On demande de tracer le diagramme des moments fléchissants.

q=1t/m
VYV VY Y Y Y VY VY
A

- On détermine le degré d’hyperstaticité d
d = 4(liaisons) — 3(équations) = 1

- On écrit le systéme d’équations canoniques :
611X1 + 610 = 0

- Choix du systeme de base (fondamental)

q=1t/m
VYV VYV Vv vV vy
El

B B
A X,

<— M —
- On Trace I’épure unitaire (diagramme) (m,) et celui des charges extérieures (M,)

e Etat0: Charges extérieures = 0 et X; = 0

Diagramme M,
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e Etat1: Charges extérieures=0et X; = 1

-3 + B Diagramme m;,
L
—
4 X, =1
M,=3{Va=1
«~— 3m —>
- Calculer les déplacements §;;.
s o0 s __al*_ 10125
YW3ElT Er ™ 8EIT  EI
9, 10125
EI"Y  EI

A partir de cette équation, on tire : X; = 1.125¢
- Correction de I’épure unitaire :
Le diagramme corrigé m; = m{X;

B
114 3.375t.m +
HA:O T
—
A

M, = 3-375t.leA =1.125t

X; = 1.125¢

On Trace le diagramme final des moments fléchissants de 1’état réel par superposition

de I’épure unitaire mj avec le diagramme M,.
1.125t.m

Hy-

E— | B
My=1. 125t.leA = NL25¢

M. = 1.266t.m

N

1.125m
Diagramme My
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3.10.3. Exercice N° 3.3 :

On étudie la poutre représentée sur la figure suivante. Celle-ci est encastrée en A,
repose sur un appui simple en B, est soumise a une charge constante de 1t. ET est
constante.

On demande de tracer le diagramme des moments fléchissants et de 1I’effort tranchant.

P =1t

y

El

\B

H,
—

.

=C
.

Va ;
<&« 15m — <« 1.5m —>I1Vp

- On détermine le degré d’hyperstaticité d (le nombre d’inconnus)
d = 4(liaisons) — 3(équations) = 1

- On écrit le systéme d’équations canoniques :
5;‘1X1 + 610 = 0

- Choix du systéeme de base (fondamental)

P =1t

|
1\ i ;
s X3

<& 1m—><« 15m—>
- On Trace le diagramme unitaire (mm,) et celui des charges extérieures (M)

e Etat0: Charges extérieures = 0 et X; = 0

Pl—15t
7— . .m
Diagramme M,
H. -
= | B
Uy
Va=1t1
MA—1.5t.mT A
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e Etat1: Charges extérieures=0et X; = 1

-3 B Diagramme m;,
L
—
4 X, =1
M, =3 lVA =1
«~— 3m —>
- Calculer les déplacements §;;.
s o0 5 5P _ 2813
YW3ElT Er 7 48EI T EI
9, 2813 _
EI"Y EI

A partir de cette équation, on tire : X; = 0.313t
- Correction de diagramme unitaire :

Le diagramme corrigé my *= m,X;

938 + B

. t.m

HA=0 L/ T
—

4 X; =0.313t

M, = 0.938t.mVa = 0.313¢

On Trace le diagramme final des moments fléchissants :
0.563t.m

oo, |- B
UA \/TVA =0.313t
My = 0.563t.le“‘ =0.687t p; = 0.469t.m

1.5m
Diagramme des My
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Section1-1 0<x<1.5m

T
YF, =0T = 0687t Hao !

ey '

M, =0. 563t.mlvf‘ = 0.687¢
X
Section1-1 1.5<x<3m
SF,=0=T=0.687—1=0.313t
ltl
4!
Hy_o !
!
lVA = 0.687t
1.5m
0.687
A B
+
- 0.313t
1.5m °~

Diagramme de T
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3.10.4. Exercice N°3.4 :

Un portique constitué de deux poteaux et une poutre. Tracer le diagramme des
moments fléchissants.

q =1kN/m
| 2EI
_)
_)

3m >l
—> El
_)

Hy a4 Hp B
w o0 hm
M
MA TVA< 3m B; VB

- On détermine le degré d’hyperstaticité d
d=3c—a—-25s=31-0-20=3

= 3 inconnues hyperstatiques (X4, X, et X3)
- On écrit le systéme d’équations canoniques :
511X1 + 612X2 + 613X3 + 610 == 0

621X1 + 622X2 + 623X3 + 620 = 0
531X1 + 632X2 + 633X3 + 630 == 0

- Choix du systeme de base (fondamental)
Les inconnus X;, X, et X; représente les efforts internes au milieu de la poutre du
cadre.

X
q =1kN/m N[ £ X4
T :)) X3‘/¢X2 I\)X3
ﬁ
3m >
! El
ﬁ
H _)A Hp B
NN bxm
v, 1 1.5m 1.5m MMz 1y,
A VA(—> >

- On Trace les diagrammes unitaires (m,; m,; my) et celui des charges extérieures
(Mo)
e Etat0: Charges extérieures #0etX; =X, =X3=0
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0

3m

4.5kN.m

%

R
T 1.5m
My =45kN.m Vg=0—>

Diagramme M,

O
O
B
—
1.5m
>

A -/
3m
HA = ]
_V.(_m 3
\j T 1.om
M, =3 Vg—=0—>

Ul

i

3m
\
o 1

A

Diagramme m4

Diagramme m,

3

Etat 1 : Charges extérieures=0,X; =1,X, =0etX3 =0

e

1.5m \A

€«

=

Vi)

(S, ]

Etat 2 : Charges extérieures=0,X; =0,X, =1etX3 =0

x,=1 %71 R

1.5

1.5m

1

Etat 3 : Charges extérieures=0,X; =0, X, =0et X3 =1

B

i

. e E&%‘*‘h \‘%
L Xs=1

Xy =1 %

R

3m \ _ §

\ Diagramme m; %

\F \

\—"}—s\%\vﬁ m%
-1 tv, =0 15m 1.5m 1\%_/
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- Calculer les déplacements §;;.
14.63

18
011 = El’ 812 = 831 = 023 = 83, =0, 852 = “El
5.—s 9 75
10.13 6.75 13.5
510=—T, 52():? et 530=W
- Le systéme d’équations canoniques :
(18X +OX. + 9X 10.13_0
EI™Y TP BT EL
Lox + 28y pox, + 22 =0
) B )
2 Xy 0., Xy o =
7 A ) I -7 B
La résolution du systéme donne :
X; = 0.66kN
X, = 0.45kN
X3 = —0.18kN.m
- Correction des épures unitaires
e Lediagramme corrigé m; = m{ X,
e Lediagramme corrigé m; = myX,
e Lediagramme corrigé m; = m3X;
X, =066 X,=0.66
A J > < ()
3m
Diagramme m *
H, = 0.
—‘[414—1@ 98 1.9 x *%‘3{
S 1 1.5m 1.5m
M, = 1.98 Vge=0—— —
[ J
0 62'68 Ml Q§8
™ = 0.68
\ X, = 0.45 Xz—OLS W‘%

Diagramme m, *

R = 0=y 4 B
DT e
N

1.5m 1.5m
—



. 0.18 < > 0.18
A 0.18 R /‘::1) E\i N o 0.18
% X;=0.18 §
3m %
Diagramme ms *
H=0 B
; T
\./ TV =0 1.5m 1.5m
M, =0.18 le——— —

- Donc le diagramme final du systéeme réel :
M, =
f

0.5kN.m

3.84

My +mi +m; + m3

0.5kN.m

Diagramme de My
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CHAPITRE 4

Meéethodes des
déplacements



4.1. Introduction :
La méthode des déplacements ou des déformations est une des méthodes les plus

utilisées pour le calcul des systemes hyperstatiques. Les déformations (rotations et
translations) sont les inconnues.

4.2. Nombre d’inconnues de la méthode :

Le nombre d’inconnues de la méthode des déplacements est égal au nombre de rotations
des nceuds N, et le nombre de translations N, du portique (N = (N, + Ny)).

- Nombre de rotations N,.: le nombre de rotations d’un portique est égal aux
nombre de nceuds intermédiaires rigides (N,= nceuds intermédiaires rigides).

- Nombre de translations N, : le nombre de translations possibles du portique :
N;=2n—(b+1) 4.1)
Avec :
n : Nombre total de nceuds (nceuds et appuis).

b : Nombre de barres.
[ : Nombre de liaisons (réactions) verticales ou horizontales.

4.3. Intérét de la méthode des déplacements :

On réduit considérablement avec cette méthode le nombre des inconnues surabondantes et
elle permet de déterminer la matrice de rigidité unique du systeme.

Exemplel :
3 q
vV oV vV ¥ VYoV vV oV vV ov
3 A\ A\ A\ A\
1 2 3 4 5 6

Figure 4.1. : Poutre hyperstatique

Dans la Figure 4.1, la méthode des trois moments nous donne 6 équations a 6 inconnues ;
alors que la méthode des déplacements nous donne seulement 4 inconnues (car les
rotations aux nceuds 1 et 6 sont nuls)

Exemple 2 :

Dans cet exemple (figure 4.2) nous avons 3 inconnues par liaison encastrée ; ce qui fait en
tout 9 inconnues.
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DENILNN
3

e
T

a

YV ¥ YV ¥ YV ¥ YV ¥
= 4

Figure 4.2. : Systeme hyperstatique

La statigue nous donne trois équations (une équation de moment et 2 équations de
projection de toutes les forces appliquées).

Le degré d’hyperstaticité est (9 — 3 = 6 fois hyperstatique).

Puisque ce systeme est une structure non déplacable (N;=2n—(b+1)=24—
(34 6) = —1 alors nous avons seulement une seule inconnue puisque nous avons un seul
nceud intermédiaire (le noeud 4). Donc I’inconnues Z4 c’est la rotation au nceud 4.

4.4. Principe de la méthode des déplacements

La méthode des déplacements est utilisée pour le calcul des structures constituées de barres
droites encastrées dans les nceuds.

Globalement, le principe de la méthode est décrit par les trois étapes suivantes :

a. On détermine le systéeme de base en bloquant (encastrements spéciaux) tous les
nceuds intermédiaires de la structure réelle dans le cas d’une structure non
déplacable.

Si le systtme est déplacable, on bloque aussi les nceuds intermédiaires
(encastrements spéciaux) et en bloque aussi les translations a 1’aide de butée
(Figure 4.3b).

Chaque élément de la structure travaille seul comme le modele bi-encastré ou
encastré-articulé.

&
§
A) B)
h‘:
<IN
T T T 3
Structure initiale (hyperstatique) Structure de base

Figure 4.3. : Portique hyperstatique
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b. Afin d'obtenir un systéeme équivalent a la structure initiale, on applique des
déplacements (inconnus) correspondant aux liaisons ajoutées (Figure 4.3C).

C)

W M

Figure 4.3. : Portique hyperstatique

Les inconnues du probleme dans le cas considéré (Figure 4.3C) sont :
Z, : Rotation du nceud 1.
Z, : Rotation du nceud 2.
Z5 : Rotation du nceud 3.
Z, : Rotation du nceud 4.

Zs : Translation horizontale des nceuds 1 et 2, la variation de longueur de la barre 1-2
étant négligée.

Z¢ : Translation horizontale des nceuds 3 et 4, la variation de longueur de la barre 3-4
étant négligée.

c. Pour obtenir les déplacements inconnus (Z,,Z,,7Z3,7Z,,7Zs et Z¢) on écrit qu'il y a
équilibre des réactions (moments ou forces) apparaissant dans chaque liaison
ajoutée sous I’effet des forces extérieures et des déplacements imposés. Soit :

Z, = X des moments réactifs dans I'encastrement (1) = 0.
Z, = X: des moments réactifs dans I'encastrement (2) =0
75 = X des moments réactifs dans I'encastrement (3) = 0.

Z, = X des moments réactifs dans I'encastrement (4) = 0.

Zs = X des réactions horizontales dans la liaison (2) = 0.

Ze = X des réactions horizontales dans la liaison (4) = 0.

Exemple : barre 1-2 et barre 1-3 :
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Z .
&
nozud (1) neceu (2)

Figure 4.4. : Portique de la figure 4.3. (Exemple : barre 1-2 et 1-3)

Pour terminer, on retient que la méthode des déplacements est caractérisée par :
- Le blocage des rotations des nceuds intermédiaires et des translations du
portique.

- Donc un seul systeme de base possible, donc une fagcon unique de mettre le
probleme en équations (de ce fait, la méthode est particulierement indiquée pour
le calcul automatique).

4.5. Classification des structures :
On distingue deux types de structures :

A- Portiques ou structures a nceuds fixes (dit structure non déplacable):
Ce sont des structures dont les nceuds ne peuvent subir que des rotations (Figure
4.5). Une structure a nceuds fixes possede autant de nceuds intermédiaires que de
rotations inconnues Z.

N,=2n—(b+1)=23-(24+4)=0
= le nombre de translation est nul

T
Figure 4.5. : Systeme hyperstatique non déplacable
B- Portiques a nceuds déplacables (structures déplacables)

Ce sont des structures dont les nceuds intermédiaires peuvent subir en méme temps
des rotations et des translations (Figure 4.6).
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N, =2n—(b+1)=26—-(6+4)=2
= deux translations

PR R

Figure 4.6. : Systéeme hyperstatique déplacable
4.6. Principe du nceud fixe

Considérons le schéma de la Figure 4.7 dans lequel deux barres AB et AC relient
un nceud A a deux nceuds B et C qui sont fixes en translation dans le plan XY.

Figure 4.7. : Principe du nceud fixe en translation

En toute généralité, le point A ne sera mobile que si les longueurs AB et AC varient. Une
telle variation de longueur ne peut résulter que de I’un et/ou 1’autre des effets suivants :

a. Raccourcissement de la corde due la courbure prise sous 1’effet de la distribution du
moment de flexion;

b. Variation de la longueur de la corde due a la courbure additionnelle prise sous
I’effet de la déformation d’effort tranchant;

C. Variation de la longueur de la corde induite par la déformation d’effort normal.

Conformément a 1’hypothése simplificatrice de la méthode des Rotations, les
déformabilités a la base des effets (b) et (c) sont négligées ; ceux-ci ne sont donc pas a
considérer; en conséquence, seul I’effet (a) reste a examiner. Dans le domaine ¢lastique, il
est aisé de démontrer, que le raccourcissement de la corde d’une barre, engendrée par la
prise de courbure de flexion, est d’un ordre inférieur a la variation de longueur produite par
I’effort normal.

Le principe du nceud fixe en translation s’énonce comme suit :
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Si, dans un plan XY, un nceud A est relié par deux barres AB et AC a deux nceuds B et C,
tous deux fixes en translation dans ce plan, le point A peut a son tour étre considéré comme
fixe en translation.

4.7. Principe du nceud mobile

Lorsque la structure plane est constituée d’un réseau de poutres orthogonal a un
réseau de poteaux, il est assez logique de localiser la structure dans un plan XY tel que
I’axe des X soit paralléle aux poutres (barres horizontales) et I’axe des Y parall¢le aux
poteaux (barres verticales). L’hypothése simplificatrice a la base de la Méthode des
rotations, notamment, la déformabilité aux efforts normaux est négligeable, revient a
supposer I’incompressibilité (éventuellement 1’inextensibilité) des barres.

Les degrés de liberté de la structure a considérer des lors sont :

- Le degré de liberté en rotation des nceuds.

- Le degré de liberté en translation horizontale de toute la file des éléments
horizontaux.

- Le degré de liberté en translation verticale de toute la file des éléments verticaux

Ainsi, il suffit désormais d’un blocage simple en translation selon 1’axe d’une file des
éléments pour que tous les nceuds de cette file ne translatent pas. En conséquence, la
structure cinématiquement déterminée (Figure 4.8a) est obtenue en disposant d’un blocage
simple associé a chacun des degrés de liberté précités. Les blocages simples ainsi requis,
en nombre N (N; et N,.), constituent les inconnues cinématiques. Celles-ci sont donc de
deux natures :

- Les angles de rotation aux nceuds intermeédiaires ;
- Les déplacements horizontaux ou verticaux du systéme.

Pour I’exemple de la Figure suivante, on a:
N,=2n—(b+1)=28-(10+3)=3
N,.=6

- 6 blocages de rotations de nceuds intermédiaires (Figure 4.8b),

- 2 blocages de déplacements horizontaux (Figure 4.8c),

- 1 blocage de déplacements verticaux (Figure 4.8d).
soit au total M = 9.
La structure cinématiquement (Figure 4.8a) déterminée de référence est la structure
d’origine munie de ces 11 blocages simples (Figure 4.8).
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Blocage des noeuds
Y en rotation

s =
I&%& T &@gm

Structure a noeuds mobiles et a
mailles rectangulaires

Blocage des déplacemenﬂ @D Blocage des
C

horizontaux deplacements verticaux

<1l

}
\

3
E

?‘h@ S ?‘i& S

Figure 4.8. : Principe du nceud mobile

4.8. Sollicitations des barres :

Les barres sont sollicitées soient par :

- Les charges extérieures (réparties, ponctuelles, ...) (connues)

- Les rotations des nceuds intermédiaires .............. Ce sont les inconnues
= Lestranslations .......uoeieeeeiiiee e,

4.9. Les moments fléchissants et les réactions des barres soumises a des
déplacements et des charges

Les calculs des moments et les réactions peuvent étre menés par les méthodes
exposées dans les chapitres précédents (chapitre 2: Méthode des trois moments et
chapitre 3 : Méthode des forces).
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Les diagrammes des moments et les réactions des charges extérieures les plus
courantes sont regroupés dans les deux tableaux suivants.

a- Les barres soumises a des déplacements d’appuis (rotations et translations)

|3EI/I3 ]:I:II””HH

3El/I?

= [ 5 I
A — R - 27
\l'\ | N \"\ I \l'\
lGEI/lZ SEI lﬁEI/l2 4EI/
4El 6EI/R I 2E1 6E'”ZT
=1l TTe--s 2 = -
B TTeeeoo 3 | F
o S - I
\.l R“ %l ~~~~~~ - |?‘-
S
N, I N N AY|
T T /i; N
6EI/I2 12EI/I31 6l 12EI/I31
1 soeur -
12EI/1 BEIT2 12E1/1 SEIR
=1 el .
e i 3 - o
[ L T~ AR
Q‘-\.“I:‘-QH | | Ry &1
3] N N
3E L I\SEI/IZ K

3El/I2

”HH:I:I:I] 3EI/I2|
3El

3EIR

3E|/|3l

3E|/|3l

|3EI/I3 D]I[I]”HHH

3EI/?

Figure 4.9. : Les moments fléchissants et les réactions des barres soumises a des
déplacements d’appuis (rotations et translations)

64



.

b- Les barres soumises a des charges extérieures (réparties, ponctuelles, .

q
IR

|
ql¥

N
ql¥/12 ql2/12 I\h}\

sy | e !
ql/i2 ql/2 3ql1/8
51/8 31/8

Py

Y
7‘ B
D

ql2i24 « “ “
e R
g
3
R
Pab(a+2b)/2l2 B
Pazb(2a+3b)/2I°

! !

3 I Y

3 I 3

* 12 « 112 % y 12 \ 12 ﬁ:;xx

6P1/32

PI/8

b >| |

N
- & C
Ca(3a-21)/k2

A

DR

Y

—
w
Q
T
o
NG
=
N

lGabC/I3

Ch(21-3b)/I2 C(12-302)/22 3C(12-b2)/213

N 7 112 N N I 112 N

N N N T T T

o (e i 3 (e

3 ~ [ 2 = O
cla R

13C/2I ch

Figure 4.10. : Les moments fléchissants et les réactions des barres soumises a des
charges extérieures
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4.10. Equations d’équilibre

Chaque équation exprime 1’équilibre des réactions apparaissant dans une liaison
ajoutée. Dans chaque liaison (i) introduite, la résultante des réactions, engendrées par les
forces extérieures (r;,) et par les déplacements appliqués (r;;), doit étre nulle.

- Ty - réaction qui apparait dans la liaison ajoutée i sous 1’action de la sollicitation
globale F (c’est-a-dire les charges appliquées).

- 1y;: réaction dans la liaison i, dont la nature est déterminée par celle de la liaison,
sous I’action du déplacement Z; = 1 (coefficient de rigidite).

En vertu du principe de superposition des effets nous pouvons écrire :
ou :
- Zj est le déplacement inconnu appliqué.

rijest la réaction dans la liaison i sous I’action d’un déplacement unitaire,
rotation ou translation selon la nature de la liaison j, appliqué a la liaison j.

Ainsi, pour une structure a n inconnues (n déplacements inconnus des nceuds), le systéme
d’équations s’écrit :

{ 7'1121+7‘1222 + -+ T'ann + R10 == O

j T2121+T'2222 + -+ anZTl + R20 = O

Lr(n—1)1Z1+7”(n—1)222 + o+ r—ynZn F Rn—1)o =0
T‘anl+TnZZz + -+ TnnZn + RTlO = O

Ou encore sous forme condensée :

n
Zrijzj +Rp=0aveci=1,..,n (4.4)
j=1

Sous forme matricielle le systéme d’équations canoniques s’écrit :

[71[Z] + [Ro] = O (4.5)

[7;;] est appelée matrice de rigidite.
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4.11. Les étapes de calcul par la méthode des déplacements :

L’application de la méthode des deéplacements peut se résumer aux étapes élémentaires
suivantes :

- Déterminer le nombre d’inconnues (N; et N,.).

- Ecrire les n équations canoniques.

- Choisir le systeme de base (systéme isostatique le plus simple)

- Tracer le diagramme des moments fléchissants M, du systéeme isostatique due aux
charges extérieures (Z; = Z, = =Z, = 0)

- Tracer les diagrammes ou épures unitaires m; (i = 1,...,n) correspondant au
systéme isostatique sans charges extéerieures et avec Z;=1 et les autres inconnus
nuls.

- On calcul tous les coefficients de réaction (r;;, R;o) a ’aide des diagrammes.

- Résolution du systéme d’équations canoniques pour obtenir les déplacements des

nceuds.
- Correction des épures unitaires m; = m;X; (i = 1, ..., n).
mi=myZy; m;=myZ,;....; my, =myZ,

- On fait la somme des épures unitaires corrigées ), m; = mj + m; + .-+ my,

- En dernier, on obtient le diagramme des moments fléchissants final du systeme
hyperstatique réel en faisant la somme des moments suivants
Mpina = My + X m;
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4.12. Exercices
4.12.1. Exercice 4.1. :
Calcul des structures a nceuds fixes (ou a nceuds invariables (non déplacables))

On considére le portique suivant, construire le diagramme du moment fléchissant, de
I’effort tranchant et de I’effort normal. El est constante.

lP = 2kN
C

A B
RN
g
32]
v | A
—————
¢ 1.5m > < 1.5m >

- Le nombre d’inconnus hyperstatique :
Le nombre de translationn, =2n—(b+1) =2%*3—-(2+4) =0

= Pas de translation (structure a nceuds fixes (non déplacable)).

Le nombre de rotation n,, = 1 on bloque le nceud intermédiaire (le nceud B)
- Systeme de base :

V2% lp = 2kN
A B c
[
TR
S
o
v 1 4
SSSREE

«15m o, 1.5m >
- Systéme d’équations canonique :

T'1121 + R10 =0

- On Trace le diagramme unitaire (m;) et celui des charges extérieures (M)

e EtatO0: Charges extérieures = 0etZ; =0
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1.125kN.m
oy
\.\\ -
\.\
A
>; B
N e Mo
o™
v 14
———
< 1.5m > < 1.5m >

e Etatl: Charges extérieures=0etZ; =1

N

1.333EI §
¥ ""§ B
- Frr T
: m
k\
0.667EI

\ 4
0. 6667 E[RRmsis
1.5m

- Calculer les déplacements ;.

i
0.333E1

¢ > < 1.5m >

ri1

R10

Le coefficient r;, est calculé de facon a
réaliser I’équilibre au nceud B du digramme
my.

On indique 7y, dans le sens de la rotation
Zqappliquée a I’encastrement élastique
ajouté (voir figure m,)

\
)EI
u1.333E1

ry1 = EI+1.333E1 = 2.333E1

r11

Le coefficient R est calculé de fagon a
réaliser I’équilibre au nceud B du digramme
M,.

rllzl + R10 = O = 2333EIZI - 1125 = O = Zl =

0
RIO =-1.125
0.4821
El
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3m

Correction du diagramme unitaire
e Lediagramme corrigé my *= myZ,

Les diagrammes finaux :

0.64kN.m -

C 0.3214kN

)

3m

\ B

1.21kN

+
B | ¢ A B _

0.79kN 0.32kN
0.32kN g 1.21kN
- E -
T N
A A
—— —————

¢ 1.5m > < 1.5m > ¢ 1.5m > < 1.5m N
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4.12.2. Exercice 4.2. :

Le portique est constitué de barres identiques (I=3m). Tracer le diagramme des moments
flechissants M.

i A
5| C 2E1 b
>
g >
§—> EI l=3m
™ E1
[ N
T >
> 4 B v
P RRaRRay
l=3m ~

- Le nombre d’inconnus hyperstatique :
Le nombre de translationn, =2n—(b+1) =2%x4—-(3+2) =1

= Portique a nceuds déplagables (une translation)

Le nombre de rotation n,, = 2 on bloque deux nceud intermédiaire (le nceud C et D)
- n=n,+n,=1+2=3(une translation (déplacement linaire) Z; et deux
rotations (déplacements angulaires) (Z; et Z,)
- Systéme de base :

\ Z, Nz,
T ":;"q<1 Zs
(B ¢ 201 D ) ’
3 R

E M mr EI
= > h=3m
= o
I >
N

> A B

= R

- [=3m g

- Diagrammes des moments fléchissants :
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Et

Etat 0 : Charges extérieures # 0etZ, =Z, =Z3; =0

Z;=0 Z; =
B Z;=0
0) _)
9, D &
0.375 o)
M,
A B
0.75 1 ﬁ Hﬁ-ﬁ
- l=3m "

at 1 : Charges extérieures = 0 et
Z1=1etZ2=Z3=0

Nz;=1 1.33E Z;=0
1.338 ] Z3=0
—_
C+ D
3
"67EI
(0]
my
+
s a 0.67EI %B
0.67ETF ' T
N 1=3m ~

Etat 2 : Charges extérieures = 0 et
ZZ =1€tZl=Z3 =0

mzlzo

2.67E
i /13 <1 @Zfo
c + 33§H“h
R ]
“33E1

y Nz,=1

(0]
m;
A 0.67EI.l B V.67EI
TR R
- l=3m -

4 ‘ZZZO
3=1
—_—

[

/

ms3
- + |5
(67EI 0.44EI 0 EI 0.44EI
b g R
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-calcul des coefiicients r;;
T11 = 4EI T‘12 = 1.33E1 T‘31 = _0.67EI R10 = 0.75
r 21 R
\, 11 .\ . \, 10
) 31
2.67EI
\ , 1.33EI U 1.33E1 e . 0.75
1 = 1.33E1 oy = 4FE] 3 = —0.67E1 RZO =0
7"12 \!’22 . Vzo
- 32
C} 1.33E1 C} 2.67EI
C}1.33E1 0.67EI
T13 = _067E1 \S13 T23 == _067EI T33 = 089E1 R30 - _15
W‘m — > —
l T33 ‘ R3
0.67EI ( 0.67EI mg 0.445 Eb
\—'}
- Systéme d’équations canoniques :

T11Z1+T‘1222 + T‘13Z3 + RlO = O Zl = 0-032

{7‘2121-{-1'2222 + 7‘23Z3 + R20 = 0 = {ZZ == 0314’

r3121+r3222 + 7‘33Z3 + R30 = 0 Z3 - 195

- Diagramme final : My = My + myZ; + myZ, + m3Z;

281

70 /
+
My i
+
A
hwx 2.34 191 =
l=3m >

122

122

A

Les moments *(0.007)

2.34
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CHAPITRE 5

Treillis hyperstatiques



5.1. Définition d’un treillis :

Un treillis, ou systeme triangulé, est un assemblage d’éléments en forme de barres
verticales, horizontales ou inclinées formant des triangles, de sorte que chaque barre
subisse un effort acceptable, et que la déformation de I'ensemble soit modérée.

Cette structure est devenue courante en construction métallique a partir de la
révolution industrielle, pour des ponts, avions... En effet, un tel assemblage allie
résistance, rigidité et légereté, et permet d'utiliser des éléments normalisés (barres) ; par
ailleurs, le treillis peut éventuellement étre pré-assemble.

Lorsqu'un treillis est soumis a un effort, certaines parties de I'assemblage sont mises
en compression et d'autres parties en traction.

Les axes des barres concourent en nceuds ; ce sont les points dassemblage des
barres. D'un point de vue mécanique, les nceuds sont modélisés par des articulations
parfaites. Initialement, pour simplifier les calculs, les charges n'étaient appliquées qu'aux
seuls nceuds.

5.2. Exemples de structures en treillis :

Pont & quatre travées atreillis traversé du pont du
Général Hertzog sur le fleuve Orange a Aliwal North.

Pont a treillis de type Warren de la ligne Pont Bailey sur la Meurthe, France. Pont “

ferroviaire « Seaboard Air Line Railway », situé provisoire en treillis, permettant une mise en place
pres du village de Willow, Floride. trés rapide

Figure 5.1. : Exemples de structures en treillis
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5.3. Différentes catégories de treillis :

Il existe trois grandes catégories de treillis plans : le treillis simple, le treillis composé et le
treillis formé de barres qui se chevauchent.

- Le treillis simple est formé uniquement de mailles triangulaires :
Si le nombre de réactions d'appui ne dépasse pas trois, ce type de treillis est le plus
souvent isostatique. Il existe toutefois des exceptions comme le montre la figure
5.2: il s'agit d'un treillis simple qui se referme sur lui-méme et dont le degré
d'hyperstaticité interne est égal a 3.

JAVAVAYA

) e

Figure 5.2. : Les Treillis simples

- Le treillis composé résulte de I'assemblage de treillis simples.

.

Figure 5.3. : Les treillis composés
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- Le treillis formé de barres qui se chevauchent sans étre reliées physiquement.

Figure 5.4. : Le treillis formé de barres qui se chevauchent

5.4. Hypotheses de calcul d’un treillis :
Le calcul des treillis ou structures est une application de la mécanique statique.
Pour pouvoir calculer la structure comme un treillis, certaines hypotheses sont posees :

a. lesarticulations entre barres sont considérées comme parfaites ;
b. les charges sont appliquées au nceud ;
C. les axes des barres doivent concourir aux nceuds

5.5. Différents systemes de Treillis :

Un treillis peut étre isostatique ou hyperstatique.

5.5.1. Treillis isostatiques

Un treillis isostatique est a la fois extérieurement et intérieurement isostatique. Il est
extérieurement isostatique si ses liaisons sont telles que 1’ensemble des réactions d’appui
sont déterminables a partir des seules équations d’équilibre global de la structure. Un
treillis est dit intérieurement isostatique si, les réactions étant supposées connues, les
efforts dans toutes les barres du treillis sont déterminables par les méthodes élémentaires
de la statique (méthode des nceuds et des sections).

5.5.2. Treillis hyperstatiques

L’hyperstaticité d’un treillis plan peut étre sous trois formes (a) une hyperstaticité
extérieure, (b) une hyperstaticité intérieure ou (c) une hyperstaticité a la fois extérieure et
intérieure.

5.5.2.1. Efforts intérieurs :

La détermination des efforts intérieurs dans un treillis hyperstatique est illustrée ci-
apreés pou les différentes formes d’hyperstaticité.
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A- Treillis hyperstatique extérieure

Soit le treillis plan de la Figure 5.5. 1l y a deux réactions en chacun des deux appuis alors
qu’'on ne dispose que de 3 équations d’équilibre global (d=4-3=1). Ce degre
d’hyperstaticité est de forme extérieure.

Hp = X,
—
treillis hyperstatique S0: treillis isostatique
s OO0
R

Figure 5.5. : Treillis plan extérieurement une fois hyperstatique

On choisit la poussée Hy (réaction horizontale au point B) a I’appui de droite comme
inconnue hyperstatique Hp = X; ; on obtient un systétme de base a partir duquel on
posant X; = 0, on obtient le systéme isostatique avec les charges réelles appelé état 0.

Puis on crée toujours a partir du systéme de base un autre systéme virtuel on éliminant les
charges extérieures et on prenant uniquement 1’inconnue X; = 1 appelé état 1.

L’équation canonique est réduite a :

611X1 +3810=0 (5.1)
ou:
811 : représente le déplacement horizontale a ’appui B du a la force X; = 1 (état 1)

&40 : Représente le déplacement horizontale a I’appui B dues aux forces extérieures réelles
(état 0)

et 5
z (5.2)

21

l

L.
A

n; 1N
——[; 5.3

n
=),
i=1
n
0=,
i=1
ou:

- n; represente I’effort normal dans chaque barre du systeme dit état 1.
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- N, représente 1’effort normal dans chaque barre du systeme isostatique sous 1’effet
des forces extérieures dit état 0.

A partir de 14, on peut déduire la valeur de I’inconnue hyperstatique Hp :

X1 :HB:__ (54)
Lorsque la valeur de Hy est connue, les efforts dans les barres du treillis hyperstatique réel
seront calculé a 1’aide du principe de superposition, c'est-a-dire :

Ni = Ni,O + HBnijl (55)

B- Treillis hyperstatique intérieure

Soit le treillis plan de la Figure 5.6 ou on change 1’appui B (doubles réactions) par un appui
simple avec une seule réaction et on ajoute une autre barre entre A et B. On recalcul le
degré d’hyperstaticité et il est toujours égal a 1 mais de forme intérieure.

On peut dire qu’il est isostatique extérieurement (3 réactions extérieures — 3 équations
d’équilibre = 0).

Xy

treillis hyperstatique g A S0: treillis isostatique
wm— R OJe!

R e

Figure 5.6. : Treillis hyperstatique intérieure

On choisit I’effort normal du tirant AB comme inconnue hyperstatique égale a X; ; on
obtient un systeme de base a partir duquel en posant X; = 0, on aura le systeme
isostatique avec les charges extérieures réelles appelé état 0.

Puis on crée toujours a partir du systéeme de base un autre systeme virtuel en éliminant les
charges extérieures et on prenant uniquement 1’inconnue X; = 1 appelé état 1.

L’équation canonique et les expressions des coefficients de flexibilité &§,, et &;, sont
identiques a celles écrite en (5.2) et (5.3).

Et on en déduira I’inconnue X; qui est I’effort normal dans la barre AB :

%10

X, =—
1 811

(5.6)
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Lorsque la valeur de X; est connue, les efforts dans le treillis hyperstatique concerné
s’obtiennent par le principe de superposition selon :

Ni = Ni,O + Xlni’l (57)
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5.6. Exercices :
5.6.1. Exercice N°5.1 :
Pour le treillis hyperstatique suivant, on demande :
- de déterminer le degré d'hyperstaticité;
- de déterminer les efforts dans toutes les barres.

2
+* B ¢ P,
1 3
L
5 4
45°
Y
Yy _ A D
6

«— | ——>

- Le degré d’hyperstaticité :

d=b+1—-2n =06+ 3— 2.4 =1 fois hyperstatique intérieurement

- Le systeme de base :

Le degré d'hyperstaticité valant 1, on choisit I’effort normal inconnu de la barre

4 (Ny).

Résolution des systémes isostatiques : Calcul des efforts normaux

Le calcul des efforts internes des barres se fait par 1’une des méthodes ; soit la méthode des
sections ou la méthode des nceuds. Les tableaux ci-dessous reprennent les valeurs de ces

efforts normaux pour les deux états (EtatO et Etat 1).

- Etat0: Charges extérieures= 0 et Ny, = 0

B 2 c >
N4_ = 0
1 3
5 4
45°
A D
6
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N° de la barre Longueur de la barre Effort normal N%F
1 L 0
2 L 0
3 L —F
4 1.41L —F
5 1.41L 1.41F
6 L 0

- Etat1: Charges extérieures=0et Ny, =1

5 2 C_F=0

N4 = 1
1 3

5 4

45°
A D

6
\l

A

’l

N° de la barre Longueur de la barre Effort normal n
1 L -0.71
2 L -0.71
3 L -0.71
4 1.41L 1
5 1.41L 1
6 L -0.71

- Calculer des déplacements §;;.

_ 4.82L

1= et 610 =

- On écrit le systeme d’équation canonique :

— N, +
4 EA

2.71FL

2.71FL
EA
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Les efforts normaux dans les barres des systemes réels (treillis hyperstatique)

N° de la Longueur de | Effort normal | Effort normal N%F + N,n?
barre la barre N3 p n?

1 L 0 -0.71 0.398F
2 L 0 -0.71 0.398F
3 L —F -0.71 —0.602F
4 1.41L 0 1 —0.56F
5 1.41L 1.41F 1 0.85F

6 L 0 -0.71 0.398F
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5.6.2. Exercice N° 5.2 :
Pour le treillis hyperstatique suivant, on demande :

- de déterminer le degré d'hyperstaticité;
- de déterminer les efforts dans toutes les barres.

< L < L > L 5| ForceF
A cC & E 1 G
A
N
9 10
L
B
A\ 4
RN 3 D 9 F
Module d’¢lasticité E et section A identiques pour toutes les barres
- Le degré d’hyperstaticité :
d=b+1—-2n
> le nombre de barres b = 12
> le nombre de nceuds n = 7 d=b+1-2n=12+4-27=2
> le nombre de liaisons [ = 4

- Systeme de base :

On choisit les efforts normaux des barres 2 et 7 (N, et N;) comme inconnus.
- Calcul des efforts normaux pour les états 0, 1 et 2 :

Etat 0 : Charges extérieures# O,N, =0et N, =0

L L L

Y
A

> Force F

> A

6

m

11 G

=
o
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N° de la barre Longueur de la barre Effort normal N%F
1 L 3F
2 V2L 0
3 L —2F
4 V2L —V2F
S L F
6 L 2F
7 V2L 0
8 V2L —V2F
9 L —F
10 L F
11 L F
12 V2L —V2F

Etat 1 : Charges extérieures= 0,N, =1et N, =0

><€ L >
E 11 G
A
10
L
\4
F
N° de la barre Longueur de la barre Effort normal n$
1 L —1/V2
2 \2L 1
3 L —1/V2
4 V2L 1
5 L -1/V2
6 L 0
7 V2L 0
8 V2L 0
9 L 0
10 L 0
11 L 0
12 V2L 0
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Etat 2 : Charges extérieures= 0,N, =0et N, =1

>< L >
E 11 G
10
F
N° de la barre Longueur de la barre Effort normal nd
1 L 0
2 V2L 0
3 L 0
4 V2L 0
5 L —1/V2
6 L —1/V2
7 V21 1
8 V21 1
9 L —1/\2
10 L —1/V2
11 L 0
12 V2L 0
- Calculer des déplacements §;;.
(3/2 +2V2)L 2(1++2)L
1 = EA ) 512=521=m' 522=T
(2 +V2)FL (2+V2+1/V2)FL
=g ¢ Ow=T EA
- On écrit le systeme d’équations canoniques :
(3/2 4+ 2V/2)L L (2++2)FL
N, + 7 — =0

\2E4 2

EA 2 2EAT

EA

L +2(1+\/§)LN7_(2+\/§+1/\/§)FL=0

EA

A partir du systéme, on trouve :

{NZ = 0.699F
N, = 0.781F

EA
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- Valeurs des efforts normaux du treillis hyperstatique réel

N° de la Longueur Effort Effort Effort NYr + Nonj

barre de labarre | normal N3, | normaln} | normalnd | + N,n?
1 L 3F ~1/V2 0 2.506F
2 V2L 0 1 0 0.699F
3 L —2F —1/V2 0 —2.494F
4 V2L —2F 1 0 —0.716F
5 L F —1/V2 —1/V2 —0.047F
6 L 2F 0 12 1.448F
7 V2L 0 0 1 0.781F
8 V2L —2F 0 1 —0.633F
9 L —F 0 _1/¥2 | —1.552F
10 L F 0 12 0.448F
11 L F 0 0 F
12 V2L —\2F 0 0 —1.414F
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5.6.3. Exercice N° 5.3 :

Pour le treillis hyperstatique suivant, on demande :

- de déterminer le degré d'hyperstaticité;
- de déterminer les efforts dans toutes les barres.

Module d’¢lasticité E et section A identiques pour toutes les barres

F=10kN
A 1 B

s,

45°
E D C

S
o
N
oo

SRRRRE
|<— l=1tm ——— 3l I=1m _>|

- Le degré d’hyperstaticité :
d=b+1-2n=7+5-25=2
- Systeme de base :

On choisit comme inconnus la réaction verticale a I’appui C (V) et I’effort normal
(N5) de barre 5.

- Calcul des efforts normaux pour les états 0, 1 et 2 :
Les tableaux ci-dessous reprend la valeur des efforts normaux dans les barres pour
chacune des structures isostatiques (Etat0, Etat 1 et Etat 2).

- Etat0: Charges extérieures# O,Ns = 0et V=0

F=10kN

A

R

NN

ol

° o
IaN

9%)

l=1m




N° de la barre Longueur de la barre Effort normal N%F
1 1 10
2 1.41 0
3 1 0
4 1 0
S 1.41 0
6 1.41 -14.14
7 1 0
Etat 1 : Charges extérieures= O,N; =1etV,.=0
. F=0
ENCA 1 B
-+ &
N \
5
N5 - 1
l=1m
6
-\.\,Q: o
v % 45 4 3
R E D V,=0 T C
€«—— l=1m — 3l  I=1m —)|
N° de la barre Longueur de la barre Effort normal nd
1 1 -0.71
2 1.41 0
3 1 0
4 1 -0.71
5 1.41 1
6 1.41 1
7 1 -0.71
Etat 0 : Charges extérieures= 0,Ng =0etV, =1
F=0
HNA 1 B
—* %
= \
5
N5 =0
l=1m
6
v % 45 4 3
W E D v.=1]C
l=1m >|< l=1m —>
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N° de la barre Longueur de la barre Effort normal n;(V,. = 1)
1 1 -2
2 1.41 -1.41
3 1 1
4 1 1
5 1.41 0
6 1.41 141
7 1 0

Calculer des déplacements §;;.

4.32 2.7 11.62
1= 812 =61 = ZA’ 822 = A
271 48.11
0= " r et 20 = T A
- On écrit le systeme d’équations canoniques :
4.32 2.7 27.1
ANt a7 =0 (N, =428kN
2.7 11.62 48.11 {VC = 3.15kN
ANt g Ve~ ga =0
- Valeurs des efforts normaux du treillis hyperstatique réel
N° de la Longueur Effort . Effort nEOf:?anII N(Z)]F + Nsng
barre de labarre | normal Ny | normal nd n,(V, = 1) t Ven;
1 1 10 -0.71 -2 0.67
2 1.41 0 0 -1.41 -4.45
3 1 0 0 1 3.15
4 1 0 -0.71 1 0.12
5 1.41 0 1 0 4.28
6 1.41 -14.14 1 1.41 -5.4
7 1 0 -0.71 0 -3.03
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6. Conclusion :

L’objet de ce polycopié de cours et d’exercices est de servir de guide aux étudiants
de génie civil de I’Université des sciences et de la technologie d’Oran et aux personnes
souhaitant avoir une vue d’ensemble sur les méthodes de calcul des structures

hyperstatiques.

Des références bibliographiques sont données ci-aprés pour permettre au lecteur

d’approfondir chaque sujet abordé.
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