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LIMITE ET CONTINUITE

EXERCICES DE FIXATION

1. Limite de référence

Exercice 1
1 1
a) im—— =40 ; b)lim——=—w0
x>—>3 x_3 x—>3 X — 3
Exercice 2
a) lim =+00 ; b)lim = +00
x—> 1(x.|_ ) x<—)5 (x_S)
Exercice 3
1- 4 . .
a) lim cosx _ ; b) lim 33&: lim 3x=—o0 ; c)thzl
x>0 X xo-o x7 —4 X>—0 0s1n x

2 Limite d’une restriction

Exercice 4
@) lim> 2 —limx+3=6: bylim Y22 jipy X374 g 1 1
>3 x—3 13 1 x—1 xal(x_l)(‘\/x+3+2) = x+3+2 4
-2 X2 ]
c) lim —— ——

e 22x+4 x—> 22x+4 2

N xX— \/_ x2—x x xx Jx
dyvx IR} x—1 (x D(x+x) x+«/_ XX+ X 1+\/_
x \/_ \/; 1

VerR*\{} m -1 x—>11+\/_ 2
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Legon 1 ¢ Limites et continuité

3. Lien entre limite a gauche, limite a droite et limite d’une fonction en
un point

Exercices de fixation
Exercice5

1. (préciser « égale a f(a) ». V ; 2.F ; 3.F
Exercice 6

lirrll f(x)= lin”lmc2 =1 et linllf(x) = lin}(x +1)=2

< < > >

Ona: linll(x) #* liIrllf(x) donc f n’admet pas de limite en 1
X—> X—>

< >
4. Limites et opération sur les fonctions.

Exercices de fixation
Exercice?
1. V ; 2.F ; 3.F; 4V

Exercice 8

Ona lim f(x)=+0o et lim g(x)=0 donc

X—>+00

lim (f+ g)(x) = lim (x2+2x+5+l) =400
X—>+00 X—>+00 x

Exercice 9
Ona: lim f(x)=lim 2x+3 :é et lim g(x) =lim(x-8) =-11
x—-3 x>-3 x4 2 x—>-3 x—-3
donc
2x+3 3 3 19
lim f(x)=lim == et lim(f+g)(x)=—-11=——
x—>-3 f( ) x—>-3 X+ 1 2 x~>—3(f g)( ) 2 2
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Legon 1  Limites et continuité

b) Limite du produit de deux fonctions
Exercice 10

1v ; 2. F; 3.V ; 4F
Exercice 11

Ona:

lim g(x) = lim (x*+2x+5) =+ et lim g(x) = lim LI
X+ 2

donc
lim (fg)(x) =+
Exercice 12

x+1 3 . .
hmf(x)—lrlrrzlx_4 =—5 et 11_rgg(x)—£1£r21(x—8)——

donc lim(/2)(x) =9

C) Limite du quotient de deux fonctions

Exercice 13
; 2.F ; 3.F ; 4F
Exercice 14
+1 2 ) .
: lim £ (x) =lim YT L ot lime(x) = lim(x—8) = 7

x—1 X — 4 3 x—1 x—1
2

donc hrnf (x)=—

x—1 g 21

Exercice 15

hmf(x)—l 14.—cosx:limcosx—1>< 'x _0

x—0 g x—0 sINx x—0 X Sin x
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Legon 1 ¢ Limites et continuité

. cosx—1 ) X
car Iim—— =0 et lim——=1

x—0 X x—0 Sin x

Exercice 16
) l1-cos?x . sin?xcosx ,. sinx
hrn A (x) = hm / (x) =lim =lim : =lim xcosx =1
x> -0 xtanx =0 xsinx -0 x
car lim——=1 et lim(cosx) =1
x—0 SIn x x—0

5 Limite d’une fonction composée

Exercice 17
. sin5x . sin5x 5x
a) lim =lim x— =15 car
x>0 X x=0  S5x X
. sin5x . sinX
lim = lim =1
x>0  Sx X-0 X
. l—cosdnx .
b) lim————, enposant X =47x on obtient
x—0 xz
. 1—cosdrx 1-cos X
hm— (4 P ——=8x7
x—0
) 3x—1 ) 3x
c) lim :llm"—Z\/?_).
X—>+00 X+ 2 X—>+00 X
Conséquence
Exercice 18

a) hm\/x +x+2 \/_

x——1

b) lim vx>+x+2 =+ car hm(x +Xx+2)=+0.

X—>+00

c) lim+«x*+x+2=+00 car llm(x +x+2)=+c0.

X—>—00
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Legon 1  Limites et continuité

Exercice 19

a) lim|7x—1=22

x—-3
b) lim|7x—1| =+
c) lim |7x—1| =400

6.Limite par comparaison

Exercice 20
a) lim(x+sinx)=+0 car lim(x—1)=+w
X—>+o0 X—>+00
1 sinx 1 sin x
=0

b) Pourx>0, ona ——< <— donc lim
x x x X—>+0 x

c) Ona3x+E(x)<4x et lim 4x=-—o0 donc

lir_n Bx+E(x))=—0

7. Calcul de limite a I'infini d’une fonction contenant des radicaux

Exercice 21

1
X24+x+1-x2 I+— 1
a) lim ¥x?+x+l-x=lim ———" = lim —* ==
X+ X—>+0 /x2+x+1+x X—>+0 1 1 2
l+—+—+1
X X

im —2

2 2
b) lim \/x2+x+1+x=1imm= m =—l
X—>—0 X—>+0 /x2+x+1—x X—>+0 1 1 2
-J1+—+—-1
x  x?

X
c) lim2x++l-x= limeZ— l—sz limx[2— ,l_fj:—oo
X——0 X

X—>—00 X—>—0 _x

8. Calcul de limite en utilisant la définition d’un nombre dérivé

Livre du professeur Maths T"*D 9 I.



Legon 1 ¢ Limites et continuité

Exercice 22
1 3
b) 1 ¥
4 2
9. Limite d’une fonction monotone sur un intervalle ouvert

Exercice 23

a).F; b.V; c.F;d. V.

Il. CONTINUITE
Exercice 24
1) ;2)

Exercice 25

Ona lim f(x) =lim(—x) =0 ; lim /(x)= ling\/; =0 et £(0)=0

< <

On obtient lirréf(x) zlinz)lf(x) = f(0) doncf est continue en 0

Exercice 26
Ona
lirgf(x) = lirg(?.x—S) =-7 ; lin:llf(x) = lir{ll(x+1) =0 et f(-1)=-7

On obtient lim1 f(x)# lim1 f(x) doncfn’est pas continue en -1.

< >
2. Prolongement par continuité
Exercice 27
a) fn’estpas définieen 2 et £1_r)121f(x) = £i_r)r21(x+ 2) =4 donc f admet
un prolongement par continuité en 2
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Legon 1  Limites et continuité

x*-4
g(x)= Si x#2
b) g est définie par: x—2
g(2)=4

Exercice 28

a) fn'est pasdéfinieen0et doncfadmetun prolongement par
continuité en 0

g(x):xsinl si x#0
X

g(0)=0

3. Continuité sur un intervalle

b) g est définie par:

Exercice 29

1. V ; 2. F ; 3.V

4. Image d’un intervalle

Exercice 30

S ([0:11) =[£(0); f (D] =[4:7]

Exercice 31

/£ (1-1:31) =Tlim £(x); /(3)]=15319]

Exercice 32

£([7:13]) =[£(13); f(D]=[~10;0]
Exercice 33

1. Sur [-3;—1] fest continue et décroissante donc

S([=3:-10) =L/ (=D; (3] =[1;9]

Livre du professeur Maths T*D 11



Legon 1 ¢ Limites et continuité

2. Sur [1;4] f est continue et croissante donc
S([S35-1) =1/ M) (@) =[1;16]

Exercice 34

1. festdécroissante sur donc f([2;4]) =[f(4); f(2)]=[0;4]
2. festcroissante sur [4;+400] donc

S ([45+01) =L/ (4); lim ()] =[05+0]
3. festcroissante sur |—o0;2[ donc

£ (1=e0320) =] lim f(x);lim £ (x)[=] —o0;4]

5. Continuité d’une fonction composée
Exercice 35

1. V. 2.V ; 3. F
6. Théoréme des valeurs intermédiaires

Exercice 36
a).Vv ; b)) .F ; .V
Exercice 37

F est continue sur [1;2] et f(1)=-3 et f(2)=1 soit f(1)x f(2)<0

donc I'équation f(x) =0 admet au moins une solution dans[1;2].

7. Fonction continue et strictement monotone.
Exercice 38

a) festcontinue et strictement décroissante sur ]1;+od et
f(]1;+oo[) =] lim f(x);lin}f(x)[=] 0;400[ doncfestune

bijection de ]1;-+o[ dans ]0;-+oo]
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Legon 1  Limites et continuité

b) Soit y€]0;4+0oq , f(x)= y@L—yQ 1ty donc

-1 y
71105+ 0o[—>]1;+ 00
1+x
X
Exercice 39
T
D |-—:;—| > IR
54|
X = tanx

Nlél
Nlh\

f est une fonction continue et strictement croissante sur}—

‘:donc la

T
restriction de la fonction tangente a }—5;5 l: est une bijection de
T T
——,;—| surlR.
22

I1-ETUDE D’UNE BRANCHE INFINIE

1. Asymptotes
a) Asymptotes paralléles a I'un des axes

Exercice 40

D, =]-o0;=1[U]];+oq

lim g(x) = lim 2= = Jim 2% = lim 2% =2
X—>+00 X—>+00 x2_1 X—>+0 |x| x—>+o ¥
lim g(x) = lim “— 27l im 2o im 2o

X—>—0 /x2 _1 X—>—00 |X| x—>+0 —x
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Legon 1 ¢ Limites et continuité

lim g(x) = lim 2ol _ =lim(2x-1)x

x—-1 x—-1 2 x—-1 —
’ ’ Jx2-1 3 x2-1

limg(x)=1lim 2x 1 =lim2x-1) X —— ! =+ .

x;)l x;)l ,x2_1 x;)l .,x _1

Donc les droites d’équations x =—1 et x =1 sont des asymptotes verticales

a ( Cf) et les droites d’équations y =2 et y =—2 sont des asymptotes
horizontales a ( Cf ).

b) Asymptotes non paralléles a I’un des axes

Exercice 41

xl_i)rgo[g(x)—@—x)]: lim l:O ; lim [g(x)—(2—x)]: lim l:O

X—>+00 x X—>—00 X—>—00 x

Donc la droite d’équation y =2 —Xx est asymptote oblique a la courbe de f
en —0 eten 400

Exercice 42

Vx €]—o0;0[, 11m = lim ————=lim ———

Cx /1+— —,/1+—

2x? —2x"1+— )
lim (g(x)+2x) = lim X _ lim =0
X—>—0 X—>—0 1 X—>—0 1 1
-X /1+—2 x(l+\/1+2)(\/1+2)
X X X

donc la droite d’équation y =—2x est asymptote oblique a courbe de fen
_CD .
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Legon 1  Limites et continuité

2. Direction asymptotique
Exercice 43
1. F ; 2.V ; 3.F ; 4.V ; 5.V ; 6.V

Exercice 44

a) lim f(x)= lim (x> +~x>+1) = +o0

b) lim J () = lim (x+ f1+i2j=+oo donc la courbe de f
x>+ X—>+00 X

admet une branche parabolique de direction celle de ( OJ ).

IV- FONCTION PUISSANCE D’EXPOSANT RATIONNEL
Fonction racine niéme

Exercice 45

La fonction f est strictement croissante sur IR+ et |la fonction x — 3/; estla
bijection réciproque de f sur IR+ donc elle est aussi croissante sur IR+.

Exercice 46

1

b=a’; aw=5ph
Exercice 47

2 2 2 2
HRGIREEDR)
a) —_ X| — =| —X = — "
5 21 5 3x7 3

[st 5.6 2
b) 52 =5325 =455

3 3
4 1 23 23 L
C) %:(Zj ; d) 23><25:2(3 5):215
g \F
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Legon 1 ¢ Limites et continuité

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1
1. lim Vx*+x—2 —3x =+ car
lim Vx2+x—2 =40 et lim—3x =+
1 2 1 2
2. a) f(x)=vx>+x-2-3x=|x,[l+——=-3x=x| [l+——=-3
x x? x x?
=X
. ) ) 1 2
b. lim f(x)=- car lim x=+w et lim l+———-3=-2
X—> 400 X—>+00 X—>+00 X X
Exercice 2

a) lim+/x2+3—-== lim x[‘,1+i—ljz+oo
- 1+1+i
\/ 2+x+ Nt L N x ¥ X2 _
2

b) lim

X—>—0 X—>—00 1_7
X
o lim (\/x2—4—5x):
Exercice 3
3
. . 5x-3 . S 5
a) lim Vx2+5x-3 -x= lim =lim —X -~
X—>+0 X—o—0 5 3 o 5 3 2
x l+==—+x l+=——+1
x x? x x?

.II 16  Livre du professeur Maths T'*D



Legon 1  Limites et continuité

E 1
3 Ca dx+—-2——
by lim YA X =2x=l X X _ oo

X—>+00 x—1 X—>+00 1_1
X

c¢) lim \9x2—x+7 +3x = lim X =

X—>—0 x—oo_ 9_l+l_3
\l x X2

Exercice 4

N =

a) lim x+1_2:limf(x)_f(3)=f'(3):lavec

x—3 x—3 x—3 x—3 4
N

f(x)=x+1 etf(x)—zx/)m

o tim YN SOOSCD) Ly 23
=2 x+2 x—3 x+2 3
avec f(x)=vx2—1let f'(x)= ’_xf—l

c) lim =0

=014 cosx
Exercice 5
. 1£x220<5x-1510<5(x-1y<l 3 (x—1*-3<-2
donc f([1;2]) =[-3;-2]
2. x20<=8-x2<0donc f([0;+0)=]—00;8]

| 15
>2+—& f(x)>—
3 - f(x) ;

3. %<x<5<:>3<2x<10©0<2x—3<7c>2+2 !

BB

Livre du professeur Maths T*D =~ 17 I.



Legon 1 ¢ Limites et continuité

Exercice 6
3
. . . T
1. lim f(x)= lim ¥x-3 =400 ; lim = lim _x3:0
X—>+00 X—>+00 X—>+00 x X—>+00 x _—

2 lim f(x)=+o ; lim L)

X+ x40y

=0 donc la courbe de f admet une

branche parabolique de direction celle de ( Ol )

Exercice 7
. ) . xX) o AL+ l
1. lim f(x)=lim yx*+1+x?=+w0, lim &: lim ————=lim ’1+—+x:+oo
X340 X400 0 x X340 X X400 X2

3. ona: lim /(x) =+ et lim <

X—>+00 x>+ x

= +00 donc la courbe de f

admet une branche
parabolique de direction celle de ( OJ)

Exercice 8

1. lim f£(x)= lim v +1 =0
X—>+00 X—>+0

2. limM: lim — ,1+i=—1 et
X—>—0 X X—>—00 x2

lim (f(x)+x)= lim Vx2+1+x= lim ;=0 donc la

oo x24+1—x

droite d’équation ¥ = —X est asymptote oblique a ( Cf ) en —a©
Exercice 9

2 -3

1 5 13 ,

I. f'(x)= = soit Vx €]—5;4+0o , f'(x)>0 doncfest
(x+5) (x+5)

strictement croissante sur |—5;-+od

.I 18  Livre du professeur Maths T"*D



Legon 1  Limites et continuité

2. fest continue et strictement croissante sur |—5;4oc[ donc fest une
bijection de |—5;40q sur |—o0;2[

3. Vye]-0;2, f(x):y<:>2—£:y<:>x:3+5y donc
x+5 2—y
f1=052[=]= 5540
3+5x
2—x

4, lim'5 f(x)=—0 donc la droite d’équation x =—5 est asymptote
xX—>—
>

verticalea (C)

2x-3

5. lim £(x) = lim

X—>+00 x>+ x4 5

asymptote horizontalea (C) en 4+

=2 donc la droite d’équation y =2 est

Exercice 10

1. festdérivable sur et Vxe[-5;5], f'(x)=3(x—3)* ona
f'(x) >0 donc f est strictement croissante sur [—5;5] d’ou f est
une bijection de [—5;5] sur [-517;3]
2. a)fest continue et strictement croissante sur[—5;5] de plus
f(=5)=-517 , f(5)=3 soit f(-5)x f(5) <0 doncI'équation
f(x)=0 admet une unique solution & €[—5;5]
£(4,7)=—0.087

b) F(4,T)x £(4.71) <0 donc
£(4,71) =0,000211

4,7<a<4,71

3. f est continue et strictement croissante sur [—5;5] donc f est une
bijection de [—5;5] sur [-517;3], or —1€[-517;3] donc I’équation
f(x) =—1 admet une unique solution dans [-5;5] .

Livre du professeur Maths T°D 19 I.



Legon 1 ¢ Limites et continuité

Exercice 11

1- .
1. poura=-lona f(x)= X et lm_llf(x):—oo

.
Pour @ =1 ona f(x)zx——i_1 et hrrllf(x):—oo
x— X—>

Ona a ¢ D, et lim f(x) =00 doncon ne peut pas faire un

prolongement par continuité de fen .
2. OnalgD, et yilllf(x) = —00 on ne peut pas faire un prolongement
<
par continuité de fen 1
sin2x 2x

3. Ona0¢D, et hmf(x)—l
x—0 Zx X

prolongement par continuité de f en 2. Soit g ce prolongement.

— =2 on peut faire un

in 2
() =222 i x 20
g est définie par: X
g(0)=2
Exercice 12
2 _ 2 _ 2
limf(x)zlim\/x +3 szlim x2+3—-4x
a) x>l x>l x—1 xol (x—l)(x/x2+3+2x)
lim 3(1-x)d+x) lim =3(1+x) _ 3

o (x=D(x2+3+2x) =12 +3+2x 2

[.3
- 1+—2—2 _3(1+l)
lim f(x)=lim =—%—=-3 ; lim f(x)= lim —=2%==-1

1 X—>+0 X—>+00
== 1+ 3 +2
x \/ 32

2
b) lim /() =lim— iy 2]
oL (x—1(x+1P7  =1(x+1)? 2
3

.I 20 Livre du professeur Maths T'*D



Legon 1  Limites et continuité

Exercice 13

lim £(x)—(2x—3) = lim =2 _ im =5 —
X——0 x—>-0  x24 5§ x—>—0  x

lim £(x)—(2x—3) = lim —2725 _ jim 5 _¢
X+ x40 x24 5§ x>+ X

Donc la droite d’équation y =2x—3 est asymptote oblique a ( Cf) en —00

eten +00

Exercice 14

1.

lirrllf(x) = +00 ;linlif(x) =—o0 donc (D) :

x =1 est asymptotea (C)

lir{l1 f(x)=-o ;lin}1 f(x) =400 donc (D,) :

x =-1 est asymptotea (C)

lim f(x)—(x+2)=0 ; lim f(x)—(x+2)=0 donc (Ds):

y = x+2 est asymptote a (C)

Vxe[-3;—1[, f(x)—(x+2) <0 car (C) estau dessous de (Ds)
Vx €]l;3], f(x)—(x+2)<0 car(C) estaudessous de (Ds)

Vx e]-1;1], f(x)—(x+2)>0 car(C) estau dessus de (Ds)

Livre du professeur Maths T*D 21




Legon 1 ¢ Limites et continuité

SITUATIONS COMPLEXES

Exercice 15

210—¢
t

<0 donc

Hypothése de ABOU : f(t)<ll<:>¥+10<ll<:>
f(t) <11 pour t €]210 ; +oof

Hypothése de KONAN : V¢ >1 , f(¢) >10, il n’existe donc pas de temps
long pendant lequel f(¢) =10. En effet la droite d’équation y = 10 étant une

asymptote a la courbe de la fonction f, aucun temps ne peut corresponde a
une température de 10 degrés.

Le jeudi correspond a ¢ =24 x60=1440mn . Ainsi pour ¢ €]210; 1440[, on
a f(t)<11.Lhypothése de ABOU est donc celle qui est plausible.

Exercice 16

. . . . . o
L’aire d’un secteur en radian : si & est en radian alors 'aire A=

Posons EF = x et h la hauteur du triangle isocele OEF.

L’aire du secteur OEF est : %

On a: OE=0F=1.0na:x=2htan (%) (relation trigonométrique dans un

triangle rectangle). On a aussi :

h =cos (%) . Si 'on désigne par S I'aire du triangle isocéle OEF, ona donc:S =

hx .
P soit

S=h?tan (%) ou encore S = cos (;) sin (;). Onadonc;S= % sin.,

. . , = 1,
Donc I'aire comprise entre [EF] et I'arc EF est : % — sin o«

.II 22  Livre du professeur Maths T"*D



Legon 1  Limites et continuité

. . . . . o« 1. 1,
Le probleme revient donc a résoudre I’équation : 5 = 7 sin &= sinc, Il

s’agit de donner une approximation décimale d’une solution s'il existe de
I’équation : 2sin x - x = 0.

Posons f(x) = 2sin x-x.

La fonction est continue sur ]0; m|.

f (1,85) vaut environ 0,072 et f(1,9) = -0,007. f(1,8) et f(1,9) sont de signe
contraire donc

1,85 <x<1,9

1,9 radian est une bonne approximation de <. En dégré on obtient environs
109 degrés.

Livre du professeur Maths T°D 23 I.



PROBABILITE CONDITIONNELLE ET
VARIABLE ALEATOIRE

EXERCICES DE FIXATION

|- Probabilité conditionnelle

Définition
Exercice 1

On veut calculer Pi(G).

L'événement RN G est "On tire une boule rouge marquée Gagné".
Ona:P(R)=0,4 et P(RNG) = 0,3. Par suite : P(G) = 0,75.
2) Arbre pondéré :

Exercice 2
203
480
S
116
480 F P 280
867
T 161
480
S
140
367 ¢ . 387
387
T
113
387

.II 24  Livre du professeur Maths T'*D



Legon 2 ¢ Probabilité conditionnelle et variable aléatoire

Exercice 3 : Arbre pondéré P;.
1- Complete I'arbre ci-dessous pour qu’il soit un arbre pondéré.

2- Calcule P(DMB).

1- Encomplétant I'arbre, ona: Pp(B)=0,5et: P5(A)=0,1.
2- P(DNB) = P(D)x Pp(B) = 0,7X0,5 = 0,35.

Exercice 4 : Expérience aléatoire X,.
Dans un pays, il y a 2 % de la population contaminée par un virus. On dispose
d’un test de dépistage de ce virus qui a les propriétés suivantes :
0 La probabilité qu’une personne contaminée ait un test positif est
de 0,99(sensibilité du test);
0 La probabilité qu’une personne non contaminée ait un test négatif
est de 0,99 (spécificité du test).
On fait passer un test a une personne choisie au hasard dans cette
population.
On note : V I’événement « la personne est contaminée par le virus »
On note : T I'événement « le test est positif »
1. Construis I'arbre pondéré correspondant a cette situation.
2. Traduis par une probabilité la phrase : « Si le test est positif, il y a 40 %
de chance que la personne soit contaminée.»
3. Détermine cette probabilité.

Livre du professeur Maths T*D 25 II.



Legon 2  Probabilité conditionnelle et variable aléatoire

1- Arbre pondéré

T
0,99
v
01
0,02 T
_ 003
0,98 v
<——— 7T
0,97
T

2-a) Cela se traduit par : « Si la personne n’est pas contaminée, alors il y a 97
% de chance qu’il soit testé négatif ».

b) P5(V) = 0,4.

3_

P(T) = P(VNT) + P(V NT)

P(T) = 0,02x0,99+0,98x0,03

P(T) = 0,0492.

3) Formule des probabilités totales

Exercice 5

En reprenant I'expérience aléatoire X, (page 33 du cahier), Calculons P(G).
P(G) = P(RNG) + P(R NG)

P(G) = 0,4x0,75+0,6x0,3

P(G) =0,48.

Exercice 6

Résolue dans la derniere question de I'exercice 4

4) Evénements indépendants
Exercice 7

1) VRAI 2)FAUX.
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Propriété

Exercice 8

Ona:C=ANB,dou:P(C)=P(A)xP(B), car A et B étant indépendants, A et
B le sont aussi.

Par suite : P(C) =0,72.

Il) Variable aléatoire
1) Définition

Exercice 9

Fonction Vrai/faux
1 | X est la fonction de Q vers R, telle que : X(P) =2 et X(F)=-6. | VRAI
X est la fonction de Q vers R, telle que : X(P) =2 et F n’a pas FAUX
d’image par X.

1 1 VRAI
3 | X est la fonction de Q vers R, telle que : X(P) = et X(F) = 5

2) Notation

Exercice 10
a)(X=1)={2;4;6};b) (X=0)={1;3};c))(X<1) ={1,3;5};d) (X>2)=0.

3) Loi de probabilité d’une variable aléatoire
3-1. Définition

Remarque

Ona:pi+p2+..+pn=1.

Exercice 11

X prend trois valeurs qui sont : —2; 0; 1. La loi de probabilité de X est
donnée par le tableau suivant :

k -2|0|1
o= | 1|11
6 [312
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3-2. Espérance mathématique d’une variable aléatoire
Exercice 12
E(X) = 4,72

3-3 Variance et écart-type d’une variable aléatoire

Définition
Exercice 13
V(X) =31,2416 ; o( X) =+/31,2416 = 5,59.

3-4 Fonction de répartition d’une variable aléatoire
a) Définition

Exercice 14
Six<0,alors:F(x)=0;
Si 0 <x<1,alors:F(x)=

~

Si 1 <x<2,alors:F(x)=
Si 2 <x<3,alors: F(x) =
Six =3, alors: F(x) = 1.

~

QINN|[R©]| -

~

1ll) Loi binomiale B(n, p)
1) Epreuve de Bernoulli
Définition

Exercice 15
X suit une binomiale B(10 ; %). La probabilité cherchée est : P(X=6) =

6 1 9\6,72\4
C10(11) X(11) .
Exercice 16
Le fait que la probabilité d’atteinte de la cible est constante au cours des 3
tirs montre que les trois épreuves sont indépendantes. X suit une loi
binomiale B (3; 0,7).

Exercice 17

1- E(X) = 2,1 ; 2- V(X) = 0,63.
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Exercice 18
A chaque question aléatoirement choisie, I'éléve donne soit une réponse

e 1. , .
correcte avec la probabilité de v soit une réponse incorrecte avec la

probabilité de %. L’éleve répond au hasard a chacune des 10 questions du

QCM. Il'y a répétition de 10 épreuves de Bernoulli identiques et
indépendantes. La variable aléatoire X qui prend pour valeur le nombre de

, . . . 1
réponses correctes suit donc une binomiale B(10; Z)' Ona:

E(X) = 10%=; V(X) = 10x=x2,
4 4 4

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT
Exercice 1

1- Arbre pondéré

D

[SSH )

0,2

0,8 D

2-a) Cette probabilité est : P(D NEN 0)= O,8xo,75><3l =0,2. Car la probabilité

d’un chemin est le produit des probabilités sur ce chemin.

b) Cette probabilité est : P(D NEN 0) = 0,8><0,75><3i =0,4. Car la probabilité

d’un chemin est le produit des probabilités sur ce chemin.

3- Pour étre admis a ce concours, il faut étre admis sur dossier ou bien étre
passé par I'écrit, subir I'oral et étre admis a I'issue de 'oral. La probabilité
cherchée est : P(D) + P(D NEN O) qui vaut 0,6.
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Exercice 2
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12
1
P(A) = >
P(B) = <.
_ _P(ANB) _1
3-P(C)=P(A/B) = PGB P(C) = >
EXERCICE 3
Soit :

U; I’événement : « Tirer une boule de 'urne Uy » ;

U, I'événement : « Tirer une boule de I'urne U; » ;

R I’évenement : « Tirer une boule rouge » ;

N I’événement : « Tirer une boule noire ».

La répartition des boules dans I'urne fournit les probabilités suivantes :
Pu1(R) =§ ; PUl(N) =§ ; Puz(R) = g et Puz(N) = %

Le dé étant parfaitement équilibré, on a: P(U1) = ;; P(U,) = %

Tous ces résultats sont résumés dans I'arbre pondéré ci-dessous :

3 R

N
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P(N) = P(NNU,) + P(NNU,)
= P(Ul)x Pu1(N) + P(Uz)x Puz(N)

11
P(N) = E

2- Cette probabilité est : Py (U,).

Ona: Py(Up)= —P(Ull?:';l(m
6
Py(Uq) = 7
EXERCICE 4

On considére les événements suivants :
H : « la personne choisie est un homme » ;
F : « la personne choisie est une femme » ;
P : « la personne choisie présente le caractere P ».
On a les probabilités suivantes :
p(H) =0,45; p(F)=0,55; p(P/H)=0,04 ;p(P/F)=0,05.
1- Détermination de la proportion de personnes qui présentent le
caractére P.
p(P) = p(H) p(P/H) + p(F) p(P/F)
p(P) = 0,45x0,04 + 0,55x0,05 = 0,0455 ; soit 4,55 % des personnes de cette
population.
2- Il s’agit de déterminer p(H/P).

(H) p(P/H)
H/P) = i) ptr/m) =04.
p(H/P) ") 0,

Exercice 5

On considere les évenements suivants :

M : « la personne choisie est malade » ;

T : « la personne choisie est testée positif » ;
On en déduit les événements suivants :

M : « la personne choisie est saine » ;

T : « la personne choisie est testée négatif ».

On a les probabilités suivantes :
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P(M)=0,03;

Pm(T) est la probabilité qu’une personne soit testée positif : Pu(T) = 0,95 ;
Py; (T) est la probabilité qu’une personne saine soit testée positif :
P4 (T)=0,1.

1- a) Cette probabilité est P(MNT)

P(MNT) = P(M)xPm(T) ; P(MNT) = 0,03x0,95 = 0,0285.
b) Cette probabilité est P(M NT)
P(M NT) = P(M)x P (T) ; P(M NT) = 0,97x0,1 = 0,097.
c) Avec la formule des probabilités totales appliquée a {M ; M}, ona:
P(T) = P(MNT) + P(M NT) ; P(T) = 0,0285 + 0,097 = 0,1255.
2-a) Cette probabilité est Py (M)

_P(MNT) _0,0285 _
Pr (M) = TR Pr (M) = 01255 - 0,2271.
b) Cette probabilité est Py (M)
—. _ P(MNT) —. 0097 _
Pr (M) ==07 5 Pr (M) = 0= 0,7729.

On pourrait remarquer que : Py (M) = 1—Py(M).

c) Cette probabilité est P7(M)
_ _P(MNT)
PT(M) - P(T) . B
Avec la formule des probabilités totales appliquée a{T; T}, ona:
P(M) =P(MNT) +P(MN T) ; d’ou :
P(MN T) = P(M) —P(MNT) = 0,03—0,0285 = 0,0015.

Pr(M) =225~ 0,0017.
1-0,1255

d) Cette probabilité est P7(M)

PT(I\7I) =1—-Pz(M); PT(IVI) =1-0,0017 = 0,9983.
Exercice 6

1)

A chaque régle choisie au hasard, il y a deux issues possibles : la regle
présente un défaut avec une probabilité constante égale a 0,1 ou bien la
regle ne présente aucun défaut une probabilité de 0,9 car le tirage est
supposé fait avec remise. Il y a répétition de 8 épreuves de Bernoulli
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identiques et indépendantes. La variable aléatoire X qui prend pour valeur le
nombre de regles présentant un défaut suit donc une binomiale B(8 ; 0,1).
2) P(A) = P(X=0) = 0,98=0,43.

P(B) = P(X=2) = C£(0,1)%(0,9)°= 0,149.

P(C)= 1—P(A) = 0,57.

3) a) E(X) = 8x0,1=0,8. L’arrondi d’ordre 0 du résultat est 1.

b) En moyenne 1 régle sur 8 Choisies au hasard présente un défaut au
contréle.

Exercice 7

1) Le nombre de cas possibles : C2xCZ = 100.

Pour avoir un cas favorable a E : tirer exactement 1 boule blanche dans chaque
urne ou bien 2 boules blanches dans une seule des deux urnes. Soit au total :

CIxC} X CIxC} + CExCE+CExC=46. D'ol : P(E)=—- = 0,46.

2)a) Les valeurs prises par Xsont:0;1;2;3; 4.
La loi de probabilité est donnée par le tableau ci-dessous :

k 0 1 2 3 4
P(X=k) | 0,03 0,24 0,46 0,24 0,03
b) E(X) =2.

Le nombre moyen de boules blanches tirées est 2. Le gain par boule blanche
tirée étant de 600 F, le gain moyen est de 2x600 —1500 quiest —300. La gain
étant non nul, le jeu n’est pas équitable.

Remarque
On peut considérer la variable aléatoire Y = 600X—1500. Cette variable
aléatoire donne le gain du joueur. E(Y) = 600E(X) —1500 = —300.
Sur un grand nombre de tirages qui donnent lieu au jeu, ce jeu n’est pas
favorable au joueur car le gain obtenu est négatif (perte).
1) On considére les événements suivants :
B : « tirer exactement deux boules blanches »
Ui : « tirer une et une seule boule blanche de Uy »

_P(BNUy) | _3
P(B|U,) = P(Uy) P(B|U4) = 2
2) Soit I'événement succes S : « tirer deux boules blanches ».
2
La probabilité d’un succées est : P(S) = c_32= i.
cZ 10

La variable aléatoire X prenant pour valeurs le nombre de succes au cours des
. . - . . 3
10 tirages suit une loi binomiale de parametres 10 et o

Livre du professeur Maths T°D 33 I.



Legon 2  Probabilité conditionnelle et variable aléatoire

La probabilité cherchée est P(X > 2).
P(X >2)=1—P(X =0) —P(X=1).

7 3 7
P(X22)=1-(;)" —Clo(3) ' (5;)° = 0,851.

Exercice 8

1)

a) Pour réaliser A,, on doit tirer une boule blanche de I'urne U; et la remettre
dans I'urne U; puis tirer une boule blanche de I'urne U; et la remettre dans U;
ou bien tirer une boule noire de I'urne U; et la remettre dans |'urne U; puis
tirer une boule noire de I'urne U, et la remettre dans U;.

n ol : P(A,) = 2 (12
P(A,) = m - + m X = ;dolu:P(An) = (n+3 ).
3
b) Cette limite vaut4— .
2) Pour réaliser B, on doit tirer une boule noire de I'urne U; et la

remettre dans I'urne U; puis tirer une boule blanche de I'urne U, et la
remettre dans U;.
P(Bn) = —— X 2 ; d’ol1 : P(By) = ——.

n+3 4 4(n+3)
3) a) D’apres les trois cas décrits dans I’énoncé, les gains algébriques du joueur
en franc peuvent étre : 2(n — 10) ; n — 20 ; —20. C’est pour n supérieur a 10,
que le joueur peut espérer gagner.
b) Les valeurs prises par X sont : 2(n — 10) ; n — 20 ; —20.
La loi de probabilité est donnée par le tableau ci-dessous :

k —20 n—20 2(n — 10)
P(X=k) n n+2 6
G |1 4(n+3)

3n%-62n-240
€) E(X) == 4(1:3)

d) E(X) est strictement positive si et seulement si n est supérieur ou égal a 25.
Des que I'urne U1 contient au moins 25 boules blanches, le jeu est favorable

au joueur.
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Exercice 9
1) Tous ces résultats sont résumés dans I'arbre pondéré ci-dessous :

%4

2) a)
P(V)=P(VN A) + P(VN B)
= P(A)xPa(V) + P(B)xPg(V)
=0,47x0,9 + 0,53x0,8
P(V) =0,847.

b) Cette probabilité est : Py(A)

P(V , , . .
Pv(A) = 1(0(334) ; Pv(A) = 0:::7)9 = %, soit environ 50 %.

3. La personne choisie vote effectivement le candidat A si elle affirme voter le
candidat A et dit la vérité ou affirme voter le candidat B et ne dit pas la vérité.
Cette probabilité est : P(AN V) + P(BN V)

P(AN V) +P(BN V) = 0,47x0,9 + 0,53%0,2 = 0,529.

4. En une demi-heure, on répéte 10 expériences de Bernoulli indépendantes
dont la probabilité de succés est 0,4. La variable aléatoire X qui compte le
nombre de personnes qui accepte de répondre au cours de la demi-heure
suit une loi binomiale de parametres 10 et 0,4.

On a: E(X) = 10x0,4 = 4. Cela signifie que I'institut de sondage espére en une

demi-heure obtenir 4 personnes qui acceptent de répondre a I’'enquéte. Or :
% = 300, donc l'institut de sondage doit prévoir en moyenne 300 demi-

heures, soit 150 heures pour parvenir a I'atteinte de son objectif.
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Exercice 10

Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre d’ordinateurs tombés en
panne parmi les 100 disponibles.

Les 100 ordinateurs tombant en panne de facon indépendante avec une
probabilité de 0,01 a chaque panne, la variable aléatoire X suit une loi
binomiale de probabilité de paramétres 100 et 0,01.

1. La probabilité qu’aucun ordinateur ne tombe en panne est : P(X = 0).
P(X=0)=(1-10,01)1%; P(X=0)=0,366.

2. La probabilité qu’au moins un ordinateur tombe en panne est : P(X > 1).
P(X21) =1— P(X=0) =0,634.

3. La probabilité qu’exactement trois ordinateurs tombent en panne est : P(X
=3).

P(X =3)=C3,,(0,01)3 x (0,99)°7; P(X = 3) =0,061.

4. La probabilité qu’au plus trois ordinateurs tombent en panne est : P(X < 3).
P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3);
Ona:P(X=1)=C}y(0,01)! x (0,99)°°=0,37;

P(X = 2) = C%,(0,01)? x (0,99)%8 = 0,185.

P(X<3)=0,366+0,37 + 0,185 + 0,061 = 0,982.

5. X suivant une loi binomiale de parametres 100 et 0,01, le nombre moyen
d’ordinateurs qui tombent en panne dans cette entreprise est 100x0,01 = 1.

SITUATIONS COMPLEXES
Exercices 11

Identification du probleme a résoudre

Il s’agit de donner une argumentation au fabricant sur le bénéfice qu’il espére
avoir basée sur ton cours de mathématiques.

Modélisation

Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de consoles conformes parmi
les 400 produits et vendus par mois. Le fabricant faisant réaliser un test de
conformité, dans les mémes conditions, sur chacun de ses objets fabriqués, X
suit une loi binomiale dont le succes est « la console de jeu est conforme » avec
une probabilité de 0,93.

Calcul du bénéfice

L’espérance de la variable aléatoire X est 400x0,93 = 372. Cela signifie que le
fabricant espére produire et vendre mensuellement 372 consoles conformes.
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Le nombre de consoles non conformes que le fabricant espére produire et
vendre est : 400 —372 = 28.

Le montant total des ventes en FCFA est donc :

290 000x372 + 150 000x28 = 112 080 000.

Le co(t total de la production des 400 consoles en FCFA est :

160 000x 400 = 64 000 000.

Le bénéfice en FCFA que le fabricant espere réaliser est : 48 080 000.

Solution a la préoccupation du fabricant

Le bénéfice espéré par le fabricant de 45000000 FCFA est inférieur a
48 080 000 FCFA.

Il n"a donc pas a s’inquiéter. Il lui suffira de suivre ses activités correctement et
il 'y aura pas de probleme.

Exercices 12
Option 1

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de « faces » obtenu a I'issu des
trois lancers.

X suit la loi binomiale de parametres (3 ; %).
1 1
P(X=2)=C3(5)*x ()
3
P(X=2)=>

Option 2

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de « faces » obtenu a I'issu des
quatre lancers.

Y suit la loi binomiale de parametre (4 ; %).
3,143 1vi,(1ya
5
P(Y=3)+P(Y=4)= =
Conclusion

3.5 . e
= > — . Donc je choisis I'option1.
8 7 16
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EXERCICES DE FIXATION

1 DERIVABILITE D’'UNE FONCTION EN a.

1. Définition

Exercice 1
Une équation de la tangente a gauche en A a la courbe de f est :
y= f'g(Z)(x —2)+f(2).0nadonc:y = —4x + 8.

Exercice 2
aest m m la tangente a droite a la courbe de f en a
Pestm le nombre dérivé de f a droite en a
(D) est m le nombre dérivé de f a gaucheena
(A)estm m la tangente a gauche a la courbe de f en a
Exercice 3

fO&) =x|x —1]

Vx € |-y 1, f(x) = x(1 — x)
{Vx € ]1; +oof, f(x) = x(x — 1)

o imIWOTSW _ i XATD _ gy TXEED lim(—x) = —1
x-1 x—1 x-1 x—-1 x-1 x-1 x-1
< < <

<
Donc f’g(l) = -1

o IimIOTD _ 5 XED =g
x-1 x—1 x-1 x-1 x-1
> > >

Doncf', (1) =1

2. Propriété
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Exercice 4
2 .
_(x%,six=0
f@) = {Zx,six <0
2
e lim f(x)f(o)—l —=limx =
x—>0 x—>0 X x-0
> >
Donc f,(0) = 0
° limf(x) f© lmz—x— lim2=2
x—>0 x—>0 x x—0
<

Doncf’g(O) = 2

f’g(O) # f',(0) donc f n’est pas dérivable en 0.

Exercice 5
g(x) = x|x — 2]

Vx € ]—00;2[, g(x) = x(2 — x)
{Vx € ]2; 400, g(x) = x(x — 2)

o 1imIWID _ iy XC0) _ gy, TXX72) lim(—x) = -2
x—2 xX—2 X2 x-2 x—-2 x-2 x—2
< < < <
Donc g’g(Z) = —
. hmwzhmw limx = 2
X2 xX—2 xX-2 Xx—2 xX-2
> > >

Doncg’,(2) = 2

g’g(O) # g’ ;(0) donc g n’est pas dérivable en 2.

Exercice 6
(x—1%six<1
X) =
f@&) {1—¢£gx21
o im0 TD _ llmu = hm(x -1)=0
x—1 x—1 x->1 x-1
< < <

Doncf’g(l) =0
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o fO)-F() . 1-Vx . 1-x RPN S |
y }cl—rg x-1 ;lcl—rH x=1 ;lcl—rH (x-D(A+VE) alcl—rg 1+/x 2
> > > >

Donc f',(1) = —%

f’g(l) # f'4(1), donc f n’est pas dérivable en 1.

3. tangente verticale
Exercice 7

f) =I1—x?|

{Vx € |—o0; —1[ U ]1; +oo[, f(x) = VxZ —1
vx €]-1;1[, f(x) = V1 — x?

. f)-f() Vi-x2 .. 1-x2 . —(x—-1D)(x+1)
o NPT = lim S = lim e = lim T =
< < < <

lim —&D — iy -2

x-1 Vi—x2  x>1V1-x2
< <
mf(x)—f(l) — lim Vx2-1 — lim _ox*-1 21 — i (x=1)(x+1) _

11m
x-1  x-1 x-1 x-1 x—>1 (x— 1)\/x2 x-1 (x—1)V1-x2
> > >

lim (x+1) = lim
x—>1\/1 x2 x—>1\/1—

f(x) f(l) t lim f()f()
X—

(=x—=1) = —o0

(x+1)=+00

sont infinies, donc la représentation

x—>1 x—1 x—-1
< >
graphique de f admet une tangente verticale au point de coordonnées
(1; 0).
Exercice 8
) =V1-4
Dy = [-1;1]
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flx)-f(1) Vi-x? .. 1-x?2 o —(x-D(x+1)
¢ }cl—rH x—1 }cl—>1 x—1 }cl—rg (x—1)V1-x2 - }cl—l;q (x—1)V1-x2 -
< < < <
(x+1) _ _
alc‘lnlm L‘MW( ¥—1)=-e

xm% = —oo donc la représentation graphique de f admet au
<

point d’abscisse 1 une demi-tangente verticale dirigée vers le haut.

3. Dérivabilité sur un intervalle

Exercice 9

f)=vV1i—x2
f est dérivable sur |—1; 1]

. fO-f(A) _ 4, V1-x? . 1-x2 e —(x=D(x+1)
¢ )lcl_r)r} x-1 }cl—rg x—1 )lcl_r)r} (x—1)V1-xZ )lcl_r)r% (x—-1)V1i-x2
< < <
—(x+D _ , -
}Cl_rH Newres x1—>1\/ﬁ( X — 1) = —oo donc f n’est pas dérivable en
1
. fO)-f(-1) . V1-xZ . 1-x2 .
* xll}lll x+1 xll>@1 x+1 xll)rzll (x+1)V1i-xZ
> >
ZCDOAD gy 8 1) llm ( x + 1) = +oodoncf

lim
x—=—1 (x+1)V1-x2 x--1 V1 x—> 1v1
> >

n’est pas dérivable en -1
En conclusion, f est dérivable sur |—1; 1[.

5. Tableau récapitulatif

Exercice 10
1. f'(x) = 3x
2. flx)=—-=
3. f'(x) = 0
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6. dérivées et opérations

Exercice 11
"(x) = 24 —
1. f'(x) =2x nE:
2. f'(x) =12x?
3 ) Cx+1)(x2+x4+1)—(2x+1) (x2+x+4) —6x—3
. X = =
(x2+x+1)2 (x2+x+1)2
_ 2cosxsinx __ 2sinx
4. f'(x) = 7 - 3
cos*x cos>x
7. Sens de variation
Exercice 12
1. f'(x) =2x.
Vx € ]0; +oo[, f'(x) > 0. Donc f est strictement croissante sur
10; +oo[.

2. f'(x) = —3x2

vx € R\ {0}, f'(x) < 0. Donc f est strictement décroissante sur R.
3. f'(x) =10x*+3.

Vx € R, f'(x) > 0. Donc f est strictement croissante sur R.

8. dérivées successives
Exercice 13

f(x) =2x%+3x2-5

Y — 12x5 + 6x
dach
af _ 4
0z =60x*+6
&7 = 240x°

X
aty _ 2
i = /20x
Exercice 14

. _ an
La plus petite valeur de I'entier n pour laquelle ?’; =0est7.

Exercice 15

1) f(x) =x*+3x2+1
U _ 4x3 + 6x

dx

Cf _ 19,2
L =12x>+6
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2) f(x) =x3+4x%+2
Y — 352 4+ 12x

&
asf _

@—6964‘12
aef _
dic3_
ar_

dx*

3) f(x) = sinx
d

f
— = C0SX
B
asf .
— = —SInx
d93c2
af
— = —(CO0SX
dx3

4) f (x) = cosx
d

f .
— = —=SInx
dx
asf
— = —(CO0SX
d93c2
af .
— = Sinx
dic3
d
—f = CO0SX
dx*

9. point d’inflexion
Exercice 16
1) f(x)=2x3-3x%+1

f est deux fois dérivable sur R
Ona:f'(x) =6x?>—6x etf"(x)=12x—6

1
X —o0 > + o

£ - 0 4

1 . .

f'""(x) s’annule en S en changeant de signe donc le point la courbe
. . , .1 b .

représentative de f d’abscisse 5 est un point d’inflexion.
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Exercice 17

fl) =x*
f est deux fois dérivable sur R
Ona:f'(x) =4x3 et f"(x) = 12x?

Vx € R,x% > 0, donc f"'(x) ne change pas de signe sur R, alors la
courbe représentative de f n’admet pas de point invariant.

2 DERIVEE D’UNE FONCTION COMPOSEE
1) Propriété

Exercice 18

1. f'(x)=8(2x-1)3
f ‘(x) = -2sin (2x-3)

Prendre | = ]—2 ; +o00 [; f(x)=( 27

(x+2)%

) (ax-1)?

4. f '(X) = —,J%

Exercice 19

x€-1;1[(F ') :m

Posonsy = £ ~1(x). On a donc (f 1)/ (x) = —

. Or cos?y +sin’y =1 et

cosy
cosy >0
Donc cosy =+/1 — sin2y soit cosy=V1 — x2, d’ot (f 1)’ (x) = L

Vi—x2'

2) Nombre dérivée de la réciproque d’une fonction continue et
strictement monotone

Exercice 20

1. f(x) =x3
fy=1eox3=1
=Sx=1
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Onadoncf~1(1) =1

Vx €R, f'(x) = 3x?

f'Fr)=f =3

f'(f7*(1)) # 0 donc f~'estdérivableenlet (f71)'(1) = g
2. f) =15

1+x

f)=0=-"—=0

1+x
=x=0
Onadoncf~1(0) =0

’ 1
Vx ER, f'(x) = ESE

o) =70 =1
f'(f71(0)) # 0 donc f~!estdérivableenOet (f~1)'(0) =1

3 INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS
Exercice 21
Soit f(x) = cosx

Vx € R, f'(x) = —sinx

Vx € [a; b], |f'(x)| <1, d’aprés le théoréme de I'inégalité des
accroissements finis, on a :

|f(b) — f(a)| < |b —al, donc |cosb — cosa| < |b — a

Exercice 22

Donner un encadrement de v401 (au lieu de 401)

) fW=5= i @<y

F'Gl <5
V401 — V400 < --]101 — 100} ;
|\/m_\/M| <4—10. Donc
— =+ 20 < V40T < -+ 20.
Soit 19,975 < V401 < 20,025
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Un majorant de l'erreur commise en remplacant V401 par 20
est—.
40
4 EXEMPLES D’ETUDE DE FONCTIONS
Exercice 23

1. Fonctions polyndmes
g(x) =x3—4x?-3x+10

D, =R
Lim g(x) = lim (x3 —4x? — 3x + 10)
X——00 X——00
= lim x3 = —o
xX——00

lim g(x) = lim (x3 —4x? — 3x + 10)
X—+00 X—>+
= lim x3 = +o
xX—>+00
g est une fonction polyndéme donc elle est dérivable sur R ;
ona:

Vx ER,g'(x) =3x2 —8x—3 =3(x +§)(x -3)
Le signe de g’(x) donne : Vx € ]—00; —%[ U

13; +o[, g'(x) > 0, donc g est strictement croissante
sur]—OO; —%[ et sur ]3; +oo

Vx € ]—%; 3[,g’(x) < 0, donc g est strictement

. 1
décroissante sur ]—5; 3[

On en déduit le tableau de variation suivant :

x —oo _1! 3

g'(x) + 0 — 0 "

9(x) B /zzﬁ \ 8 /+°°
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Représentation graphique

Fonctions rationnelles
Exercice 24

Voir I'exemple de la page 61 du cahier

Fonctions irrationnelles
Exercice 25

h(x) =+/|x2 +x — 2|
Dh = ]R
e Déterminons les limites de h
lim h(x) = lim /|x?+x—2|=4»
X——00 X——00
lim |x?2+x—2| = o0
car{*7 ™%

lim VX = +oo

X->+0o0

lim h(x) = lim /|x?+x—2| =+
X—+00 X—+00

lim |x?+x—2| = oo
car{*"*%
lim VX = 400
X—>+00
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Vx € |—o0; —2[ U ]1; +oo[,h(x) = Vx2 +x — 2
ona: yvxe]|-2;1[h(x) =vV—-x2—x+2
h(=2)=h(1)=0

e FEtudions la dérivabilité de h en —2

. h(X)-h(=2) _ . VxZ+x-2 _ .. . I
A, A, T T A DX s T

< <

limx—-1=-3
x=—2
<
car§ . 1
lim ————=
x=-2J(x—1)(x+2)
<

. hRG)-h(=2) _ 4. V=xZ-x+2 . . _
xll»rzlz x+2 - xll»ryz x+2 - xll»ryz (r—1x J-G-Dx+2)

> > >

A= =1 =3
>
carq 1
lim ———==
x->=2/—(x=1)(x+2)
>

lim h@)-hz2) et lim wsontinﬁnies, donc la représentation
x—>=2 x+2 x—>=2 x+2

< >

graphique de h admet une tangente verticale au point d’abscisse—2.

e FEtudions la dérivabilité de hen 1

. h(x)-h(1) _ ., V=x?-x+2 _ .. _ 1 _
;lcl—r}} x-1 ;lcl—rH x-1 ;lcl—rg (x+2) x JG-D+2)
< < <
chlz)Tll - (x+2)=-3
<
cari . 1

chl—rfl" (x—1)(x+2)
<
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h(x)-h(1) _ . Vx2+x-2 _ .. 1 _
x—I;q x—1 - chl—rH x-1 - chl—r}}(x + 2) X J(x=1)(x+2) =t
> >

limx+2=3
x-1
>

car{ . 1

leTILZ (x—1)(x+2)
>

. h(x)-h(1 . h(x)-h@1 c e . . .
lim M et lim M sont |nf|n|es, donc la representation graphlque
x-1 x—-1 x-1 x-1

< >

de h admet une tangente verticale au point d’abscisse 1.

e Etudions les variations de h sur ]—oo; —2[ U
11; +oo[

, 2x+1
Vx € |—00; =2[ U ]1; +oo[ h'(x) = zwﬁ

Vx € |—o0; —2[ U ]1; oo, 2vx2% + x — 2 > 0 donc le signe de

R’ (x) est celuide 2x + 1.
On a donc: Vx€]—oo;—-2[h'(x) <0 et Vx €
11; 400[, '™ > 0.
h est strictement décroissante sur |—oo; —2[ et strictement
croissante sur |1; +oo[

e Etudions les variations de h sur |—2; 1[

—9. ) — _—2x-1
VX € =L LAY = s

Vx € 1-2;1[, 2Vx? + x — 2 > 0, donc le signe de h’(x) est celui
de —2x —1.
Onadonc:Vx € ]—2;—%[,h’(x) >0et Vx €
]—l; 1[,h'(x) < 0.
2
h est strictement croissante sur ]—2; — %[ et strictement

; . 1
décroissante sur ]— E; 1[
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e Tableau de variations de h.

+o0

ol
=

- +

f '(:r) \ /

b | Lo ——

+00
\\\‘*0//7

e Détermination d’asymptote
) im Vx24+x-2

Ona
xX—>—0o X X—>—00 X
1 2 1 2
T e e PR U T
X—>—00 X X—>—00 X X—>—00 X x2
Puis, hm [h(x) — (—x)] = hm Vx?4+x—2+x=
2
x—2 ) 1-2 1
lim ———= lim —&—=—=
x>—00 VX2+x—2-X x—>—00 1412 2
B R
. , . 1 .
Donc la droite d’équation y = —x — 5 est une asymptote a la

courbe de h en —©

Puis, lim [A(x) —x] = lim Vx?2+x—2
xX—>+ 0o X—+0o

50

1 x) 1 Vx24x-2
x>+ X X—+ 00 X
x| [142-2 x 1435
x x2
= lim ———— = lim
X X—+00 X X—+ 00
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o s . 1 s
Donc la droite d’équationy = x + 3 est une asymptote a la courbe
de h en oo,

3. fonctions trigonométriques
Exercice 26
1) fx) = cos(g —3x)
Vx € R, cos (g — 3x) = sin3x ; donc f(x) = sin3x
e Périodicité
Vx ER,f (x + 2?”) = f(x), donc f est périodique de période
2?”, on peut donc réduire son étude a l'intervalle [0;2?”] et
compléter sa représentation graphique grace a la translation
de vecteur 2?”5_1) et de la translation de vecteur — 2?”57
o Dérivée
Vx € R, f'(x) = 3cos3x
e Etude du signe de la dérivée
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VxE]R3cos3x>0<:>——+k2—n< +kz—n(kEZ)

Donnons les solutions de f'(x) = 0 sur [0;2?”]
Pour k=0, x € [O-E]

Pourk=1,x € [n 2”]

On en déduit que : Vx € ]O;%[ U E;Z?ﬂ[,f’(x) >0
vre |52 <o

e Variations de f
. . 2
f est strictement croissante sur ]O;%[ et sur]g;?n[ et f est

. . . T T
strictement décroissante sur :Ig, EI:

e Tableau de variations

x 0
f(x) +

e T 7

e Représentation graphique

2
0 +

= lopId
|
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2) f(x) =tan (g— Zx)
D =R\{Z+5} (ke

Périodicité

Vx eER,f (x + g) = f(x), donc f est périodique de période
g, on peut donc réduire son étude a l'intervalle [0;%] et
compléter sa représentation graphique grace a la translation
de vecteur go_i et de la translation de vecteur — gﬁf
Dérivée

Vx ER f'(x) = ——=

cos? (g—Zx)

Etude du signe de la dérivée
VxER, f'(x) <0
Variations de f

. . 5 5
f est strictement décroissante sur ]0;1—:[ et sur ] = ”[

12’2

Tableau de variations

x o = 7
f(x) —~ — | —
3 —00
£ \ \
PN NE]

Représentation graphique
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EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

Dans I'énoncé, considérer 101 au lieu de V1001

Exercice 1
Soit f(x) = Vx
, 1
f (x) =ﬁ ;
' 1
If () < V300 lf'()l < 2><10
[VI01 - VI00| < --|101 - 100|; [VI01 —V100| < 5
—2—10+ 10 < V101 < %+ 10 ; —9,95 < /101 < 10,05
10 < V101 < 10,05.
Exercice 2

Soit g(x) = tanx

5[
© VxE[O ]"g (x)_coszx

e VxEe€ [O;Z]’ \/7_3 cosx < 1,alors Vx € [O;E],

1
~<cos’x<1
4 2

. DoncVx € [O;g], 1 <2

coszx

* OnaalorsVx € [0;%], 1<g'(x) <2
o Ona:VxE€ [0 ;%] , 1< g'(x) <2,daprés le théoréme de

I'inégalité des accroissements finis,ona: Vx € [0 ;%],
o x—0<tanx—tan0 < 2(x—-0)
= Donc Vx € [O;g], x < tanx < 2x

Exercice 3
Soit f(x) =v1+x
VxE[O ] f'(x) = m

Vxe[o,-],f<f(x) :
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D’apres le théoreme de I'inégalité des accroissements finis, on a :
VxEP%L&#x—@SV1+x—1S%@—O)

Donc VxE[O;%], 1+%S\/1+x£1+;—c

Exercice 4

1
1. h(x)=1+ Nre
Dg = [1; +oo[
1) a)Vx € [1;+oo[,h'(x) = —2;/;
Vx € [1; +oo[, h'(x) < 0, donc h est strictement décroissante sur
[1; +ool.
h(1) =2et lirJP h(x) =1
x—>+o0

Tableau de variation

X 1 400
h'(x) -

h(x) 2—
1

b) Posons f(x) = h(x) — x
= 1_
Vx € [1;+oo[, f(x) =1 +\/)7 x
e 1
vx € [11 +Oo[lf (x) - ZX\/} 1
Vx € [1;4oo[, f'(x) < 0, donc f est strictement décroissante sur

[1; +oo[

f@=1et lim f(x) =~

Tableau de variation

X
G -
foo [ ——
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f est continue et strictement décroissante sur [1; +oo[, donc f est une
bijection de [1; +co[ dans | —c0; 1]. Comme 0 € |—o0; 1], alors I'équation
f(x) = 0 admet une unique solution a dans [1; +o[. Par conséquent
I’équation h(x) = x admet une unique solution a dans [1; +oo].

2)a)Vx € [1 +00[ |h'(x)| =

2x\/—
Vx € [1; +oo[, 2xvx > 2, anrs—\/_ S .Donc Vx € [1; 4o, | (x)]| < %
b) Vx € [1; +oo[, |h' (x)| < 1 , d’aprées le théoréeme de I’inégalité des
accroissements finis, on a : Vx € [1;+oo[, |h(x) — h(a)| <= |x —a
comme h(a) = a, alors Vx € [1; +oo[, |h(x) —a| <= |x —af
Exercice 5
1. ’ _ 1 . " _ 1 . £(3) _
1) Vx € ] 1' 1[!f (X) - (1_x)2 ’ f (X) - (1—x)3'f (X) - (1_x)4
11l o' () = — L ey =2 L By =
Vx € ] 1' 1[!9 (X) - (1+x)2 ’ f (X) - (1—x)3’f (.X) - (1_x)4

2) Vx€l-1; 1[f(”)(X)—W

(-1)™n!
(14x)n+1

Vx € |-1; 1[,g(")(x) =

Exercice 6

1) f(x)=x3+ax?+bx+1
Si la tangente a la courbe de f en 0 a pour équation y = —3x + 1,
alors f'(0) = —3etf(0) =1
f'(x) =3x%2+2ax+b
f'(0)=-3<=b=-3
Ona:f'(1)=f'(-1),donc3+2a—3=3—-2a—-3

Onadonc:a = 0.
Ainsi f(x) =x3—-3x+1

2) VXER,f'(x) =3x2-3=3(x—-1)(x+1)

Vx € |[—o0; —1[ U ]1; +oo[, f'(x) > 0
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vxe]-1;1[f'(x) <0
Par conséquent: f est strictcement croissante sur |—oo; —1[et
sur |1; +oo], puis f est strictement décroissante sur |—1; 1[.
lim f(x) =+4oet lim f(x) =—o
xX—+00 X—>—0
Tableau de variation

X —o0 -1 1 + o0
f'(%) + 0 — 0

+
3 +0oo
F) ST~
—00 1

Etude des branches paraboliques

. lirJP % = 400 donc la courbe représentative de f admet
X—>+00
une branche parabolique de direction celle de (OJ) en +oo.
e lim T _ +co donc la courbe représentative de f admet

xX—>—0o X

une branche parabolique de direction celle de (0OJ) en -co.

Représentation graphique
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Exercice 7
ax+2
) f) =513

Si la tangente a la courbe de f en 0 est paralléle a la droite d’équation
y = —5x + 2, alors f'(0) = =5

1 _a(x+1)-2(ax+2) _  a—4
vx € R\{ 2}'f () = (2x+1)?2 T (2x+1)2
f'(0)=-5<a=-1.
—-x+2
2) flx) ==

Vx € ]R\{—%};f’(x) =(2;T51)2

Vx € R\ {— %},f’(x) <0 doncf est striccement décroissante

1 1
sur]—OO, —E[et sur]—;, +00[

Tableau de variations

X —00 — % + oo
@) - =
fa) | 2 -
\ \ 1
' _1
Exercice 8
vx € R\ (1) £(x) = E2

1) Silatangente ala courbe de f au point de coordonnées (—3 ;1) est
horizontale, alors f'(—=3) = 0 et f(—3) = 1.
f(-3) =1 -3a+b=-13.(1)

x%2—2x—a-b

VXER\{l};f’(X) =(x——1)2

f(-3)=0<a+b=15. (2)

(1) et (2) implique {—3a +bh=-13

a+b=15 donca =7etbh = 8.
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2
2) Ona:VxE]R\{l};f(x)=L7x+8:x+8+£

3)

x—-1

2 54 -
Vx € ]R\ {1};f’(x) _Xx 2x—-15 _ (x+3)(x=5)

(x=1)2 (x-1)2

e Vx € ]—00;—3[U]5;+0[, f'(x) > 0, donc f est strictement
croissante sur]—oo; —3[et sur |5; +oo].

e Vx€e]|-3;1[U]1;5[,f (x) <0,donc f est strictement
décroissante sur]—3; 1[ et sur ]1; 5]

o lm fG) = oo lim £) = =0 lim fx) = oot
lim £ () = ~oo
e Tableau de variation
X —oo —3 1 5 4 o
f'(%) + 0 - - 0 +
@) N
—0 —00 \17/
Jim [£G0) = Ge+8)] = lim [f(x) — (x +8)] =

0, donc la droite d’équation y = x + 8 est une

asymptote a (C)en —o et en +co.

Comme )lcl_r)r%f(x) =+ et ylcl_r)r}f(x) = —oo, alors la
> <

droite d’équation x = 1 est une asymptote verticale

a ().

¥
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Exercice 9
x%2-2x+43

f(x) - 2x(x=2)
1)a) Dy = R\ {0;2}

. _1. . R — T = —00 -
b)xgrpmf(x)—z,xllrpmf(x)—z,}cléq)f(x)—+oo,}clgrg,f(x)— 0 ;
>
}Ci_rg f(x) = —oet Jl}_rgf(x) =+
< >

c)

e Comme lim f(x) = Zet lim flx) = l, alors la droite d’équation
x—+00 2 xX——00 2

1 . .
y = 5 est une asymptote horizontale a (C) en 400 et en —oo.

e Comme chi_r%f(x) =+ et )lci_r)r(lJ f(x) = —o0o, alors la droite
< >
d’équation x = 0 est une asymptote verticale a (C)
e Comme }Cl_rg f(x) = —oet )lcl_r)r% f(x) = +o0, alors la droite
< >

d’équation x = 2 est une asymptote verticale a (C)

—12x+12
4x2(x—2)2

2) vx e R\ {0;2}; f'(x) =
3.a) Vx € R\ {0;2},4x%(x — 2)2 > 0, donc le signe de f’(x) est celui de
—12x + 12

Vx € ]—o0; 0[ U ]0; 1[, f'(x) > 0, donc f est strictement croissante sur
]—o0; 0[ et sur ]0; 1]

Vx € ]1;2[ U ]2 + oo, f'(x) < 0, donc f est strictement décroissante sur
11; 2[ et sur |2; +oo[

b)
Tableau de variation
X —00 0 1 2 + oo
f'(x) + + 0 — | -
to -1 &
f(x) /’ . /’
1 /
E —00 —0o0 | Hoo
T
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Legon 3 ¢ Dérivabilité et étude de fonctions

4) Représentation graphique

Exercice 10

FO) =l —31+—

1a) Dy = R\ {2}
0l /) = 420 lim f(2) = +e0; iy ) = <o e
<

lim f(x) = +oo
>

c)
e Vx€]|-;3]f(x)= —x+3+x—i2
lim [f(x) — (—x +3)] = lim x% = 0, donc la droite d’équation
X—>—00 X—>—00 A~

y = —x + 3 est une asymptote a (C)en —oo.

e Vx€|[3;40ff(x)= x—3+ﬁ
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Legon 3 ¢ Dérivabilité et étude de fonctions

lim [f(x) — (x —3)] = lim £ = 0, donc la droite d’équationy = x — 3
X—>+00 x——00 X2

est une asymptote a (C)en +oo.

- —x+3+———1 -

2.a) lim £Z2® _ R I

x—3 x—3 x—3 x-3 x—3 x—2

< < <
Ona: f'y(3) =-2
_ -3+ 1 _

lim L2 G) = gy T = 23 2
x—3 x—3 x-3 x—-3 x—>3x-2

> > <
Ona: f'y(3)=-2

Comme f', # f'4, alors f n’est pas dérivable en 3 ; par contre, elle est
dérivable a gauche en 3 et (C) admet a gauche en 3 une demi-tangente
d’équation y = —2x + 7, puis elle est dérivable a droite en 3 et (C) admet a
droite en 3 une demi-tangente horizontale d’équation y = 1.

1

b) Vx € ]—o0; 3], f'(x) = —1 - =

, -3)(x—1
Vx € ]3; 4o, f'(x) = %

c)Vx € ]—o0; 3[, f'(x) < 0, donc f est strictement décroissante sur |—oo; 2[
etsur]2;3[

Vx € ]3; +oo[, f'(x) > 0, donc f est strictement croissante sur]3; +ool.

d)
X —0o0 2 3 + o
f(x) - I - | +
) + + o0
£G0 \ \ /
—00 1

.I 62  Livre du professeur Maths T'*D



Legon 3 ¢ Dérivabilité et étude de fonctions

Exercice 11

1
[x—2]

f)=x—3+
1.a)Df = R\{Z}
b) Vi € ]-00;2[, f(x) = x =3 —

Vxe]2,+00[,f(x)=x—3+ﬁ

i =y — 1 _
lim f(x) =x 3+x_2—+00

xX—+00

- —p_3__r __
* x1—1>r—noof(x) =X 3 x—2 =
i = 1 _3_1 _
¢ IS =linr-3-G=to
< <
i = 1 _ 1o
° }Cl_r}%f(x)—}cl_rgx 3+x_2—+oo
> >
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Legon 3 ¢ Dérivabilité et étude de fonctions

2.a)Vx € |—oo; 2[,f’(x) =1+—1

(x-2)?

Vx € |—o0; 2[, f'® > 0, donc f est strictement croissante sur |—oo; 2.

(x=3)(x—-1)

vx € ]ZI +Oo[!f,(‘x) = (x_z)z

Vx € ]2; 3[,f’(x) < 0et]3; +0°[.f'(x) > 0, donc f est strictement
décroissante sur |2; 3] et strictement croissante sur |3; +oo.

b)
X —o0 2 3 + oo
f'(x) + | - +
+o0 + o0 + o0
£ / T~ /
—00 1
3.
xl_i)rfoo[f(x) - (x-3)] = xgr_noo[f(x) — (x — 3)] =0, donc la droite

d’équation y = x — 3 est une asymptote a (C)en +oco et en —co.

y

T
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Legon 3 ¢ Dérivabilité et étude de fonctions

SITUATIONS COMPLEXES

Exercice 12.

Pour déterminer la valeur exacte de 8 qui minimise la longueur totale des
tuyaux, je vais étudier les variations d’une fonction.

e jevais déterminer en fonction de 8, une fonction g égale a la longueur
totale des tuyaux.

e jevais déterminer la dérivée de g

e jevais étudier le signe de g’ puis en déduire les variations de g.

e je vais déduire des variations de g, la valeur de 8 pour laquelle g est
minimale.

Déterminer en fonction de 8, la fonction g égale a la longueur totale des
tuyaux.

A AB =10 B

D H C

e Ona:g(®) =AM + BM + MH

MQ
cos@

AM = BM et BM =

5
cosf

M@ = HC =5, donc BM =

MH = CQ = BC — BQ

. 5sinf 5sinf
BC = 6etBQ = BM X sind = ——, alors MH = 6 —
cos6 cos6
L 5 5 5sin6
Ainsi, g(@) " cos® ' cos@ " coso
10-5sin6

Donc g(0) = 6 + 5
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Legon 3 ¢ Dérivabilité et étude de fonctions

—5+10sin6
cos20

o VHE]O; g[,g’(e) =
. vee]o; g[,g'(9)>o<=>1—25in9>0<:»9e]§;g[
e g est strictement décroissante sur ]O; %[ et strictement croissante
J&+31
sur |5 5

On a le tableau de variation suivant :

6 0 T r
6 2
g'(9) - 0 +
9(0) /
\‘ 6 +5v3

e g(6) atteint son minimum eng donc la valeur exacte de 0 qui

.. . s
minimise la longueur des tuyaux est p

Exercice 13
Pour déterminer le nombre de parapluie a fabriquer par I'entreprise
pour réaliser le bénéfice maximal, je vais étudier les variations de la
fonction b(x) qui représente le bénéfice journalier de I'entreprise en
milliers de francs.
- Jevais déterminer la fonction p(x) qui représente le prix de vente du
parapluie en millier de francs.
- Jevais déterminer la fonction b(x)
- jevais déterminer la dérivée de b(x)
- jevais étudier le signe de b(x) puis en déduire les variations de la
fonction b.
- jevais déduire des variations de la fonction b, la valeur de x pour
laquelle b est maximale.

p(x) = 3x, car chaque parapluie est vendu a 3000 f
b(x) = p(x) — f(x) = —x? + 84x
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X

x € [0;60],b"(x) = —2x + 84
€ [0;42],b'(x) >0etx € [42;60],b'(x) <O

b est strictement croissante sur [0; 42] et strictement décroissante sur
[42;60]

On a le tableau de variation suivant :

x |0 42 60
b (x) n 0 -
1764

b(x) \

b atteint le maximum en 42 donc pour que le bénéfice soit maximal,
I’entreprise doit fabriquer quotidiennement 42 parapluie.

Exercice 14

Pour répondre a la préoccupation de ma mere, je vais utiliser le point
d’intersection de la représentation graphique d’une fonction et d’'une droite.

Je vais déterminer la dérivée de f(x)

Je vais étudier les variations de f

Je vais construire (C) la courbe représentative de f dans un repére (O; | ;
J)

Je vais construire la droite (D) d’équationy = 1

Je vais déterminer graphiquement la valeur de x pour laquelle la courbe
(C) est en dessous de la droite (D).

Vx € [0;12], f(x) = 12 x 0,75% = 12¢*"075

Vx € [0;12], f'(x) = 12In(0,75)e*!"075

vx € [0;12],e¥M%75 > 0 et 121n(0,75) < 0, donc Vx € [0;12], f'® < 0

f est strictement décroissante sur [0; 12]
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Représentons f

La courbe (C) est en dessous de la droite (D) pour x = 8,6, donc c’est a partir
de 9 ans que I'on peut dire que la concentration en anticorps maternel du
bébé sera inférieure a un gramme par litre.
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PRIMITIVES D’'UNE FONCTION

EXERCICES DE FIXATION

1) Définition et premiéres propriétés

Exercice 1

g est dérivable sur R comme toute fonction polynéme et polyndme et pour
tout nombre réel x, ona:g’(x)= 3x2 + 2x — 12. Ce qui donne : g’(x) = f(x).
La fonction g est donc une primitive de f sur R.

Exercice 2

G;H;Q.

Propriété 1

Exercice 3

fiv
Exercice 4

1. Toute fonction dérivable sur un intervalle | admet une primitive sur I. VRAI

2. Une fonction qui n’est pas continue sur un intervalle FAUX
n’admet pas de primitive sur cet intervalle.

Propriété 2

Exercice 5

Les fonctions G et H définies sur ]R par :
G(x) = ————6etH(x) ———+2
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Legon 4 ¢ Primitives d’'une fonction

Propriété 3
Exercices 6

Réponds par vrai ou par faux

1- Si deux fonctions continues f et g sur R différent d’'une | FAUX
constante non nulle, alors toute primitive de f est une
primitive de g sur R.

2- Si f est une fonction dérivable sur R, alors il existe une VRAI
primitive F sur R et une seule telle que F(0) =

Exercice 7

1) G(x)=x*—x+5
2) H(x)=x*—x + %

Il) Primitives de fonctions usuelles

Exercices 8

Exercice 1

Dans chacun des cas suivants, détermine les primitives sur ]0; +oo[ de la
fonction f.

a) F(x) = 2%+ ¢ b) Flx) = 3”_ ey

c) F(x) = ——+c d) F(x)——x3 +c.

Exercice 9
a) F(x) = 2vx + ¢ ; b) F(x) = § XX+ ¢ F(x) = —cosx + ¢ ; d) F(x) = —sinx + c.

lll) Propriétés
Propriété 1
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Lecon 4 # Primitives d'une fonction

Exercice 10

a) F(x) = —x — cosx; b) F(x) = —x 34 x\/_
c) F(x) = smx + cosx.

Exercice 11

a) F(x) = —7COSX' b) F(x) = —ix3 ;
18

C) F(x) === d) F(x) =—x *,

Exercice 12

a) F(x) = —x +5x +3x;

_2,3,7,2_9g,. - 3
b) F(x) = 3x* 3x +2x 9x; c) F(x) = 4cosx+x.

Propriété 2.
Exercice 13

a) F(x) = cos2x; b) F(x) = —(2x + 1)2 c) F(x) =

3x+1"

IV) Tableau récapitulatif des primitives

Exercice 14

1

1 1
a) F(x) = Z (x*-x+6)"; b) F(x) = T2 (2 +3x43)2

c)F(x)=2vx®>+x+1;
d)F()— COS.X'

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1

Flx) = {O sli;cif:[O;ll[

Faisons un raisonnement par I'absurde. Supposons que f admette une
primitive F sur [0 ; 1].
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F est dans ce cas dérivable sur [0 ; 1] de dérivée nulle sur [0 ; 1[ et est par
conséquent constante sur l'intervalle [0 ; 1[. Il existe donc une constante C
telle que : Vx € [0; 1],

F(x ) =C. F étant dérivable sur [0 ; 1] est continue sur [0 ; 1] et par suite :
,liLan(x) = F(1).D'ou:

<
F(1) = C. Par suite F est constante sur l'intervalle [0 ; 1]. On en déduit que la
fonction f est nulle sur [0 ; 1]. D’ol contradiction, car f(1) = 1. La fonction f
n’admet donc pas de primitive sur I'intervalle [0 ; 1].

Remarque

On al’exemple d’une fonction f qui n’est pas continue sur I'intervalle [0 ; 1]
et qui n"admet pas de primitive sur cet intervalle. Cependant, il existe des
fonctions qui ne sont pas continues sur un intervalle et qui admettent des
primitives sur cet intervalle.

Exercice 2

On vérifie que F est dérivable sur R.
.Sur]—o0; 0], F(x) = —x% et f(x) = —2x

Vx € |—0o0; 0], F'(x) = f(x), donc F est une primitive de f sur |—oo; 0].
Sur [0; +oo[, F(x) = x% et f(x) = 2x
Vx € [0; +oo[, F'(x) = f(x), donc F est une primitive de f sur [0; +oo].
F est donc une primitive de f sur R.
Exercice 3

a) F(x)=x}*-2x-7x+C;b)F(x)=—x> +xX*+8x+C.

Exercice 4

3(3x-2)2"

F(x):%x12+%x8+ix4+c; b) F(x) =

Exercice 5

b) FX) =7

+C;  b)F(x)=+sinx +C
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Lecon 4 # Primitives d'une fonction

Exercice 6
F(x) = %sin3x — %sinx +c
T \/E . e T
F (—) = 0 & ¢ = —, donc la primitive de f telle que F (—) =0 est
4 12 4
iz — Leing 4+
F(x) = 3sme Ssinx + .
Exercice 7

2
h(x) =2x—-3+ =Y

— 2 _ 2. 2
2)H(x) = x* —3x St

HO0)=0=c=-2

Donc la primitive de h telle que H(0) = 0 est telle que :

2
H(x) =x?-3x———-2

x—1
Exercice 8
1) D=]—o0;3]
2) VxeD,F(x)=(§x2—§x—§)m.
3) Vx€D,G()=(x2—Zx—)V3—x+=
Exercice 9
a(x+3)+b ax+3a+b
f) = ULy i
(x+3) (x+3)
a=2; 6+4+b=3donch=-3.
2 3
fl) = (+3)2 (x+3)%
2 3
2. FO) = -Gt X te
3. F(-2)=0
=0
2 T°7
c==:.
2 3 1
Donc:F(x) = ——=+ ot
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Exercice 10

1) |l faut utiliser la relation : Pour tout nombre réel x, sin3x = sin x(1-

cos?x).

cos3x

2) Les primitives H sur R de h sont définies par : H(x) = —cosx + +

C, ou C est une constante réelle.

3) H(x)=—cosx +

cos3x 2

3 3

SITUATIONS COMPLEXES

Exercices 11
Pertinence
Je vais utiliser la legon sur les primitives et I’étude d’une fonction numérique.
Pour juger de I'efficacité du bactéricide, je vais :
o Déterminer la primitive f de f qui prend la valeur 10®en 0 ;
o Etudier les variations de f ;
o Déterminer le maximum de f;
o Comparer ce maximum a 460000 ;
o Conclure.
Utilisation des outils mathématiques
(corrigé abrégé)
£/ (t) = - 10°2 + 310% + 10° donc f{t) = — "o £% + 1500¢2 + 10000¢ + C
f(0) = 10% donc C = 103. Donc

3
f(t) = —%ti“‘ +1500¢2 + 10000t + 103
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Etudions le signe de f’(t)
Deux zéros pour f'(t) qui sont : 5 et -2

t - oo -2 5 +o0
10 - 0 ; 0o -
f@® \ / \
f(5) = 22259 ¢4t environ 46833

3

Cohérence
Interprétation
Apres l'introduction du bactéricide, le maximum de la population est

d’environ 46 833 bactéries.

46 833 < 460 000. Donc ce bactéricide est efficace
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FONCTIONS LOGARITHMES

EXERCICES DE FIXATION

1 Définition et Propriétés

Exercice 1
1. La fonction In est définie sur ]-oo ; O] faux
2. Lafonction In est dérivable sur ]0 ; +oo], vrai
3. Lafonction In est décroissante sur ]O ; +oo[ faux
Exercice 2
1. (|n)'(§) =3 vrai
2. In6<Inl10 vrai
3. Si0<x<6,alorsIn6 < Inx faux
Exercice 3

1. *Ind +In5=1In(4X5) =1In(20)
* V3 + InV12 = In(+v/3 x V12) = In(+v/36) = In6
*In8 + In; = In(8x 5) = In(2)
2. In(1+V2)+In(v2 = 1) =In(v2-1) +In(~2 = 1)
= In[(vV2 - 1)x(V2 — 1)]
=In(2-1)
=1Inl
=0

Exercice 4
*In(4%9) =In4 + In5

*In(4%x V2) = In4 + InV2

* Vxe]0 ; +o[, In(7x) = In7 + Inx
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Propriétés

Exercice 5
AFFIRMATIONS REPONSES
a In(72) = 3In2 + 2In3 vrai
b In(ﬁ) =4In2 - 3In7 faux
343
C In(0,8) = 2In2 - In5 vrai
d In(625) = 5In4 faux
e In(\/z>:—lln2+ In3 faux
18 2
f In(83%) +In2 =7In2 faux
Exercice 6

e A=In7-In21
-n(2)
=1n(3)

e B=3In2-In4
=3In2 - 2In2

=1n2
e C=2In3-In6+ In%

9x4
6x3

=1n2
Il Etude de la fonction In

Exercice 7
1. 5<7 =In5<In7

2. l<\/_ :>Inl<ln\/_
3. 292 841et(4\/_ 5)2 = 400
(4V/5)2 <292 = 4/5<29 = In4V/5<n29
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Exercice 8
e In(e®)=-5
e In(e?) +[In(e)]®*+2In(e?})=2+1+6=9
e In(e®) +[In(€®]?+2In(et)=-5+9-2=2

Exercice 9
Soit (C) la courbe représentative de la fonction In dans un repere (O; I, J).
. Ll
lim Inx=+0 et lim —==
X—+00 xX—>+40c0 X
D'ou, (C) admet en +oo une branche parabolique dans la direction de la droite
(o1).
Exercice 10
Affirmations Réponses
3 91(1_1}(1) xlnx = +o0 faux
>
. el
b limEE =e vrai
x—1x-1
2
C lim 2% ~¢ faux
x—>+00 Xx+1
. 1 .
d lim xnX2 =1 vrai
X—+00 X
Exercice 11
Inx
a) Vxel0; +oo[, x - Inx = x(1 - ~ )
lim x =+
xote lim (x — Inx) =+
. l = - =
im (1-5) =1 x>+
X—+00 X
lirp Inx = 400 .
X—+00 .
b . 1 = lim (Inx +-—) =+
Iim — =0 xX—+00 Inx
x—+o00 Inx
lim lnx = —o0
x-0
> . 1
c) lim L = = }CILI(I)(ZTLX + ﬂ) = -0
x—0 Inx >
>
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Exercice 12

Soit (C) la courbe représentative de la fonction In et (C') la courbe
représentative de la fonction f.

(C) et (C') sont symétriques par rapport a |I'axe des ordonnées.

X -1 -e -e?
f(x) 0 1 2
(C") admet en -0, une branche parabolique dans la direction de I'axe des
abscisses.

L'axe des ordonnées est une asymptote

Il Equations et inéquations faisant intervenir la fonction In

Exercice 13
a) Contraintes sur l'inconnue
1-x>0
x<1
Va=]-0; 1]
*In(l-x)=-2 =>1-x=e?
= x=1-¢e?
*1-e2 eV,
D'ou, S, ={1- e?}
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b) Contraintes sur l'inconnue
3x-4>0 et x?-4>0
x>§ et (x<-2oux>2)
Vb =]2; +0[
*In(3x-4) = In(x*-4) =3x-4=x*-4=x*-3x=0=x(x-3)=0
=>x=0o0ux=3
*0gVpet3 eV,
D'ou, Sp = {3}
c) *Vc=1]0; +0[
*2eln(x)+1=0 = Inx=—%

d) * Contraintes sur l'inconnue
x+5>0 et x-2>0
Xx>-5et x>2
Vb =12 ; +oo]
*In(x+5) = 2In2 - In(x - 2) = In[(x+5)(x - 2)] = In4 = (x+5)(x-2)=4
=x>+3x-14=0
A=9-4(-14) =65
-3-v65 —-3+v65
X=—— ou x=——
Dol 5= {22V
e) Se={1}

Exercice 14
a) * Contraintes sur l'inconnue
1-x2>0
-1<x<1
Va=1-1;1]
*In(1-x%)>1 = 1-x*>>e (impossible car 1- x> < 1)
Sa=0
b) * Contraintes sur l'inconnue
x*-4e?>0
X<-2e ou x>2e
Vp =]-00; -2e[U]2e ; +oo[
*In(x*-4e?)<1 = x*-4e?<e=>x2<4e’l+e = V4e? +e<x<Vie? t+e
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*Sp=]-00; -V4e? +e[U [V4e? +e; +0]

¢) * Contraintes sur l'inconnue
xte>0etx-e<0
X>-e et x<e
Vo=1]-e; e[
*In(x+e)+In(x-e)<2+In3
In[(x+e)(x-e)]<2+In3
X2 - ez < 62+ln3
x2<e?+3e?
x> < 4e?
-2e<x<2e
Sc=]-e;e[
d) * Contraintes sur l'inconnue
2-x>0
X<2
Vp=]-0;2[
*In(2-x)>2
2-x>e?
X < 2-e2
S¢ = ]-OO ; Z-EZ[
e) * Contraintes sur l'inconnue
l1<x<2etx>0
Vb=11;2[
* In222 < Inx
x_zl—x
T <X
Xz x<0

1-x ©
X—2+x“—Xx
— - <0
1-x
2

>0
x—1

x“=2
Se=]\/§;2[

Exercice 15
1- g)n >0,95
G) <0,05

nInG) <In(0,05)
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1n(0,05)
n(3)
Et, 2295 10,41 (3 102 pres)
n(3)
n=11
Exercice 16

1. Vxe]g; +oo[ ;
f(x) = In(5x - 2)

IV Fonction du type Inou

Exercice 16

f (X) 5x—2
2. Vxel0; 2[;
f(x) = In(2x - x?)

. 2-2
i

3. Vxe]0; E[;
2

f(x) = In(sinx)
f(x) = S

sinx

Exercice 17
1. Vxel-o;0[;f(x) = In|x]| f‘(x):l

2. Vxel2;+oo[; f(x) =In|2x-x3|. f'(x) = 272X

2x—x2

Exercice 18
1. Vxe]E ; +00[ ;
_w (x)
fx) = 2x-3 u(x)
F(x) =In|2x-3| +c(ce R)
2. VxeR;
_ 2x+1 _w(x)
fx) = x24+x+1 u(x)
F(x) =In|x*+x+ 1| + c(cen)

ouu(x)=2x-3

otlu(x)=x>+x+1
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ou u(x) =

Exercice 19
1. Vxe]0; g[ ;
sinx _ —sinx ul(x)
( ) " cosx m - u(x)
F(x) = In|cosx| + c(c € R)
2. Vxelo; E[ ;
1+tan?(x) ul(x)
f(X) - tanx u(x)
F(x) = In|tanx| + c(ce R)

ou u(x) = sinx

tanx

V Fonction logarithme de base a

Exercice 20
22
X log,(321) | log;(321) | logs (=)
Valeur approchée de x| g 35645 | 296503 | -0,85799
par défaut a 10 pres
Exercice 21
Affirmation Réponse
log,(3) = 10g3 (2) faux
log'(5) = o5 vrai
log,(5) <log5(5) faux
Exercice 22
Affirmation Réponse
a | log(10) = vrai
b | L'ensemble de définition de la fonction log est [0 ; +oo[ faux
c lim log@) _ vrai
X—+00 X
d :lci—% log(x)=0 faux
>
e | Lafonction log; est strictement croissante sur ]0 ; +oo[ vrai
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f | La fonction logio est dérivable et croissante sur ]O ; +oo[ vrai
g | Lafonction log: est strictement décroissante sur ]O ; +oo vrai
2
Exercice 23

*log,(4) +10g, (3) = log,(2)
*logs(9) - logs(27) = 2logs(3) - 3logs(3)
= -logs(3)

o log,(5) + 2log,(8) =1og,(360)

Exercice 24

1) A;2)B;3)A;4)B.

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1
Soit f, g, h et k les fonctions numériques définies sur ]0 ; +oo[ par:

f(x) = (Inx)? - 4lnx + 3, g(x) = xSTz' h(x) = xInx, k(x) = @
f s'annule pour X eete [ Joeted let3
f's'annule pour ] 1 X e? [ ] Aucun
4

nombre réel
Une primitivede | [_] X []

gsur[0; 1] estla | G(x)=3In(2-x) G(x) = 3In(x-2) G(x) = -3In(2-x)
fonction G définie
par :
Lalimitedeken |[X]1 []o [[]+o
zéro est :
Pour tout x [ ]Inx [ ]-1+Inx X 1+Inx
élément de ]0;
+oo[, h'(x) =
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Exercice 2
. P ) B 1
f est la fonction définie par : f(x) = In(—(smx)3)
N° Affirmation
1| fx)=—2 faux
tanx
o -1
2 f'(x) = i) faux
3| frx)=— faux
sinx
4 f est définie eng vrai
5 f est dérivable en g vrai
Exercice 3
log,(x)=u

*log, (%) = ziOQZ(X) = 2l11
* logz(\/z) =3 log,(x) = Su

2

*log, (2—4) =2log,(x) + 6log,(2) =2u + 6log,(2)

Exercice 4

a) *V,=]0; +o0[
* 4In3 =In81 - Ing
4In3 = 4In3 - |n§
In=0

3
=1
x=3
S. = {3}

b) *Vp=]0; +oof
*In(x?) + (Inx - 4)(Inx)>= 0
2Inx + (Inx - 4)(Inx)>= 0
[2+ (Inx - 4)Inx]Inx =0
Inx=0ou (Inx)?-4lnx +2=0
x=1ou(Inx)?-4lnx+2=0

Livre du professeur Maths T*D 85 I.



Legon 5 ¢ Fonctions logarithmes

AN'=4-2=0

Inx = 2-/2 ou Inx = 2+/2
x=e2VZoyx=e2tV2
Se={1;e27VZ; e2*V2}

c) *Vc=]0; +0[
*(Inx)2-In(x®) +2=0
(Inx)2-3Inx+2=0
Inx=1oulnx=2
X=e ou x=e?

Sc={e;e?}

d) V5¥+y5%=29
V/52% +1=2,9/5% |on multiplie membre 3 membre par V5%
(V5%)"-2,9V5F +1=0
10(V5%)” - 29V5F +10=0
A =441 =217

\/?=§ ou 5x=§

;—CInS =In5-1n2 ou §In5 =In2 -1In5

n4 n4
X=2-— oux=— -2
ln514 l4ln5
n n
Sa={2-7 55 2

e) * Contraintes sur l'inconnue
3-x>0et-x-6>0
x<3etx<-6
Vp = ]-00; -6]
*log(3 - x) + log(-x-6) = 1
log[(x-3)(x+6)] =1
(x-3)(x+6) = 10

x*+3x-28=0
x=-7oux=4
Se:{'7}
f) Vi=]-o0;-6]
10g4(x) =1 = 2 = 2o g, (x) =

Ina  2in2 2

log,(x)log,(x) = 8
1
log,(x)>loga(x) = 8

.I 86  Livre du professeur Maths T'*D



Legon 5 ¢ Fonctions logarithmes

(log,x)? =16
log,(x) =-4 ou log,(x)=4
x=2*% ou x=2%
x:i ou x=16
16

5= {7 16)

Exercice 5
a) *V.=10;
*Inx - In2 <In(1-3x)
Inx <In(1-3x) + In2
Inx <In[2(1-3x)]
x<2(1-3x)
x<2-6x
7x<2

x<2
7

2
Sa_]ol;]

b) *Vb=1]0;2]
*logi(4 — x?) - logi(x) < logz(x)
3 3

-logs (4 — x?) +log;(x) < logs(x)
logs(4 —x%*)>0

x?<3

/3<x<+3

S2=10; V3l

Exercice 6

a) *Va=]0;+00[ X ]0; +oo
" {ln(xy) =4
(Inx)(Iny) = —12

{lnx + Iny=4
(Inx)(Iny) = —12

Inx et Iny sont les solutions éventuelles de I'équation :

U%-4U-12=0

U=-20ulU=6

(Inx=-2 et Iny = 6) ou (Inx = 6 ou Iny = -2)
(x=e?ety=e®)ou(x=ebety=e?)
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Sa={(e?;e°); (e"; e7)}
b) *Vb=]0; +oo[ X ]O; +oo[

*{x+y=15
Inx + Iny = —12
y=15-x

Inx + In(15-x) = -12
In(15x - x?) =-12
15x - x2 = e1?
x?-15x+e?=0

A=225-4e™
« = 15—v225—4e~12 et y=15- 15—v225—4e~12 _ 15+V225-4e-12
2 2 2

15+V225-4e~-12 15+V225—4e~12 15-V225—4e-12

ou x=fet y=15- > = 2
15-V225—4e-12 15+V225—4e-12, 15+V225-4e~12 15-V225—4e-12

So={( . ; > )i ( . ; . )}

c) * Contraintes sur l'inconnue
xy>0
(x>0ety>0)ou(x<0ety<DO0)
Vc=]-0;0[ X ]-00;0[U]0;+oo[ X ]O; +oo]
« {log(xy) =2

x+y=29
xy =100
{x +y=29

x et y sont les solutions éventuelles de I'équation ;
X2-29X+100=0
X=4o0uX=25
Sc={(4;25);(25;4)}
Exercice 7
log(210) > 2
Supposons log(210) est un nombre rationnel
C'est-a-dire : log(210) = Z ,onpeutprendre:pe N*etge N *
§> 2=>p>2q

P
210=101
2109=10° |on prend la puissance g membre a membre
219=10°1 |on divise par 109 membre a membre
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39 x 79 = 2P9 x 5P |on décompose en produit de facteurs premiers
Le nombre 3% X 7% a deux décompositions distinctes en produits de facteurs

premiers : 39X 79 et 2P9 x 5P

Ce qui est absurde car la décomposition d'un entier en produit de facteurs

premiers est unique.

Donc, log(210) n'est pas un nombre rationnel.

Exercice 8
* Pour tous a et b éléments de ]0 ; +o[ ;
Ina+inb a+b a+b

<Ilh— < lna+Inb<2In—
2 2 2

& In(ab) < |n[(“zi’)2]

a?+2ab+b?
& In(ab) < In(2222)
* Pour tous a et b éléments de ]0 ; +o[ ;
a?+2ab+b? _a?-2ab+b?
4 - 4

(5

2
)
a21%2ab+b2 ~ab >0

4
a’+2ab+b?

ab <

In(ab) <In

Ina+inb a+b
——<In—
2 2

(a2+2ab+b2)
4

Exercice 9
1
s = 10log(~
og(;;)
a) 1= 10
4
S, = 10|og(10 "’) = 10log(10%)
Iy
S, = 40 Db
1
b) 10log(L) = 100
) 10i0g(;;)

Iog(i) =10

L =101
Io
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| =10,
| = 10%°% 102 watt/m?
| =102 watt/m?
| =0,01 watt/m?
) S-S'=1

10Iog(i) ; 10|og(j—(’)) -1

og(5) =35

L_ 101

I

pe L
/10

(I'~0,8 x1)

Exercice 10 :

1) Dy =] —0;—=1]U[-1;+o[=IR
2) xllrlllg(x) = xllrlllg(x) = g(—1) = 0.Donc g est continue en — 1
g < (x+1)2 _

3) a. lim In(=x) _
x+1

=—1 et lim
x--1 x+1 x--1
< >
0 donc g est dérivable a gauche et a droite en — 1

mais g’ (—1) # g’ ,(—1) d'ou g n'est pas dérivable en — 1.
g'4( 9'q g p

b. La courbe de g admet donc un point anguleux au point d'abscisse -1.

Exercice 11 :
1l.a) xl_l)rpoof(x) =0. b) }Cl_r;(l)f(x) = —o00
>
, !
2.a)f'(x)= —%.
b) vx €]0; 1[ f'(x) > 0 etVx €]1; +oo[, f'(x) <
0 donc f est croissante sur ]0; 1] et décroissante sur [1; +oo[

X 0 1 +00
@ + 0 :
1
() / \.
—00 0

.I 90 Livre du professeur Maths TD



Legon 5 ¢ Fonctions logarithmes

3.(M:y=f'eHx—eDH+fle™) or
flle™) =e? etf(e™) =0

y=e?(x—e ) =e?x—e

4,
Exercice 12 :
1. }ci_r)r(l) flx) = chi_r)r(l)mTJrl) =1 = f(0) donc f est continue en 0

> >
2. a) g'(x) = % ; Vx2>0,9'(x) <

0 donc g est décroissante sur [0; +oo].
g(0) = 0. Or g estdécroissante sur [0; +oo[, g est donc majorée par 0.
d'ou g(x) < 0 par conséquent Vx € [0; +oo[,In(1 +x) < x — xZ_Z + %3
b) Etudions le sens de variation de la fonction
m définie sur [0; +oo[ par m(x) = In(1 + x) — (x — x?z)
m'(x) = %zx . Vx=20;m'(x) =
0 donc la fonction m est croissante sur [0; +oo[
m(0) = 0.0r m est croissante sur [0; +oo[ donc m est minorée par 0.

x? x?
Donc Vx = 0,In(1 + x) — (x —7) ouvx >0, In(1+x) > (x —7) .

! \ xz xZ x3
c)D'aprés a)etb) : Vx>0, (x—7)g In(1 + x) <x——+7

2 2 3
Ainsi == <In(1+x)-x<->+> . D'ouvx >0, —%g
ln(1+x)—xs_l_|_x_2
x? 2 3
Onalim—++% = -2 donc limw=—ld0nc lim £01© _
x>0 2 3 2 x—0 X 2 x—0 X
. ln(1+x)—x__l_ '
Im = —==2=/0).
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—-X

3. a) Vx =0, h’(X) = W
Vx >0, h'(x) <0, hestdonc décroissante sur [0; +oo].
Or h(0) =0doncVx =0, h(x)<0.

, ix—ln(1+x) h
b) Vx € [0; +oof, f'(x) = *—73— = ;(cf)

c)Vx € [0; +oo[, h(x) < 0 donc fest décroissante sur [0 ; +oo] .

X 0 +00

f1(x) -

1
£ \
0

4.
a) (Mwy= —%x+ 1
b) lirll f(x) = 0 donc la droited’équation
X—>+00
y = 0 est asymptote horizontale a (C) en + .
c)
2
™~

Exercicel3 :
i = lim(— X+l
1. a) }cl—r}};f(x) = }cl_rg( 2x +5) + 31n(x_4) =+ oo car
>

>
lim 22 = 4o
x—4 x—4
>
] ) x+1 Lo X+l
Am, fO) = lim (~Zx+5)+3In( ) == car lim i =1
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, —2x2+6x-7
b)f(x)=#(xx_4);\7’x>4,—2x2+6x—7<0 et (x+1D(x—4)>0

DoncVx > 4, f'(x) < 0; f est donc strictement décroissante sur ]4; +oo].

X 4 +00
@ -
+ oo
£ \\\\\\\\\\\$

x+1

c) xETm[f(x) —(—-2x+5)] = xl—i>Too 31n(x:) =0

Donc la droite (D) d’équation y = —2x + 5 est asymptote oblique a (C) en
~+00.

d) Signe de 31n(i—i)

1o + = d'ou Vx > 4, **1 <~ 1doncln (x—H) > 0. Par conséquent
x—4 x—4 x—4 x—4

pour tout x élément de ]4; +oo[ (C) est au-dessus de (D).
2. a)Soit E(a,b) cepoint.Ona f'(a) = —; etf(a)=»b

—od? 60—
Ainsi 2410277 _ 2 42 _-3q-10=0 2 a=50ua—2
(a+1)(a-4) 2

ora>4donca=5

D'ol = f(5) = =5+ 3In6.0na E(5; =5 + 3In6)
b) (T):y = —2(x —a) + f(@)

(T):y=-2(x—5)-5+3n6=—2x+>+3In6
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3.

(D)

a)

b)

d)

4.
Soient u(x) = Inx ; u'(x) =% ;vV(x)=1etv(x) =x
Ainsi K(x) = xInx — x.
G'(x)=In(x+1)—-1+ i—: =In(x + 1) = g(x); Donc
G est une primitive de g sur I =]4; +oo|.
H' () =In(x-4)+=—-1=In(x—4) =
h(x).Donc H est une primitive de h sur I =]4; +oo|.
f(x)—(—2x+5)>0doncA = f56(f(x) —(—2x+ 5))dx
A= f56 31n (g) dxu.a =3[ f: In(x + 1)dx — f56 In(x — 4) dx]u.a .
D’aprés b) et c)
A=3[G(x) —H@)]Eu.a=3[(6(6) —H(6))— (6(5)—H())|u.a
A =3(7ln7 — 2In2 — 5In5)u.a = 10,02 u.a

a) f estcontinue et strictement décroissante sur |4; +oo[

[Elle réalise une bijection de ]4; +oo[ dans IR

0 € IR donc1'équation f(x) = 0 admet une solution unique x.
b) 5<x3<5,5
c) 5,08<x,<5,09
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Exercice 14 :
Partie |

. . . 1
L limg(x) =1 et xl_lgloog(x) = xl_l)rzloox(lnx —14-) =+

>
2. a)g'(0)=
Inx donc g est décroissante sur ]0; 1[ et g est croissante sur |1; + oo
b)
X 0 1 4+
g'x) - 0 +
1 +o0
0
Vx> 0,g(x) =0
Partie ll
. _ . _q. Inx—=In1 — ' —
1. xl—lgloof(x) = ?)et Ll_rgf(x) = chl_r)r}—x_l In'(1) =1.
1 _ __9x . _ 2
2. f'(x)= promr i vx>1,g(x) >0,x(x—1)*>
0 donc f est strictement décroissante sur ]1; +oo[
X 1 +0oo
f1(x) -
1
£00 \
0

3.
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Partie lll :
1. f réalise une bijectonde |1;+o[dans ]0;1 [ or % est élément de ] 0;1]

donc 1'équation f(x) = % admet une solution unique
dans |1; +oo[ .
Ona(3,5) =0,501 et f(3,6) = 0,493 donc 3,5 <x<3,6.
2.
a) Vx €]1;+4oo[,h(x) =x & lnx+%x+%= x ©lnx = %(x -1)
Or f(a) :% = ﬁlna =% o lna = %(a — 1) Donc
a est solution de 1'équation h(x) = x. Ainsi h(x) =x.
b) Vx>0, h'(x) =%+%=x2—1;2 .Onah'(x) >
0 donc h est strictement croissante sur ]1; +oo[
c) heststrictement croissante sur ]1; +oo[ donc sur [3; 4].
Ainsi h([3;4]) = [h(3); h(4)] < [3; 4]
Donc h(x) € [3;4] .

<

Ona 3<x<4orh'(x) =%+% .Ainsi
Donc2 < A'(x) <2 doul h'(x)| <=
3.

+ -

N =
L
N | =

<+
3

N | =

1
4

a) D’apres les réponses de la question 2 :
5
onaVnelN, 3<u, <4 et|h'(x)| <z
Ainsi d’apreéste théoréme des accroissements finis appliqué sur l'intervalle
[3;4]
on a pour tout entier naturel n, |h(u,) — h(x)| <
5 I N 5
6 |un_°<| d'ou |un+1_°c| = 6 Iun—ocl .
. 5
b) Pour tout entier naturel n, [u,,;—«| < - |up—o
5
juy—o| < S fup—o]

5
lu,—x| < P lu; —|

5
Ona |uz—| Sg|u2_°<|

5
Iun—ocl < g |un—1_°(|

. . R 5\"
En faisant le produit membre a membreona: |u,—«| < (g) |ug—|
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n
ou Ju,—«| < 2 [3—x]or —0,6 <x<—0,5 dou [3—x]|<0,5<1=
6

5\" 5\"
ONELENE )
Ainsi |u,—«| < (g) .
c) |ug—oc| < .
(g) . Uy valeur approchée de a a 1073 pres signifie que (g) =
1073
P
() =107 & pin(2) =1n(0,001) dotip = 37,89 .Onap = 38.
Une valeur approchée de @ 3 1073 prés est uzg =~

3,513 (par lecture graphique)

SITUATIONS COMPLEXES

Exercice 15

I l'intensité sonore pour une distance d .

Iy = 10~ 2watt/m?

Onal = % ,k € IR . Calculons k

S =110db pourd = 10 m ainsi 10log (m
log(k x 101%) = 11 = log(k) =1 =k = 10

)=110

Calculons I'intensité sonore pour une distance 500 m.
[ =—2 =4105

5002
Calculons le niveau sonore pour une intensité sonore de I = 4.107°
41075
S = 10log (3325 ) = 76,02db.

Le niveau sonore pergu par les riverains n’est malheureusement pas
conforme au veceu des riverains.
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Exercice 16
Soit la suite (u,,) désignant la consommation de charbon 1'année 2019 + n

Avec uy, = 10.000 (année 2019)

Onaainsiu,y 1 = u, — 0,08u, = 0,92u,

La suite

(u,,) est une suite géométrique de raison 0,92 et de premier termes u, =1
0.000

Onadoncu, =u, X (0,92)" = (0,92)" x 10.000

Cherchons I'année a laquelle ce pays consommera moins de 2000 tonnes.

u, <2000= (0,92)" x 10.000 < 2000.
0,92)" <02 = n>202 519,30 . Prenonsn = 20
1n(0,92)
La consommation en charbon sera donc moins de 2000 tonnes a partir de

2039. Ce pays ne gagnera pas la lutte contre le réchauffement climatique.
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NOMBRES COMPLEXES

EXERCICES DE FIXATION

FORME ALGEBRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE

Exercice de fixation
Exercice 1
Les nombres complexes sont :
m;2i;5—1;0;7
Exercice 2
Le nombre complexe V2 — 4i a pour partie imaginaire : c)—4
Exercice 3
Zy=0+1i,doncRe(Z;) =0etim(Z;) =1
Z, =7 —9i, doncRe(Z,) = 7etIm(Z,) = -9
Zy = —§+§i, doncRe(Z3) = —get Im(Z3) =§
Exercice 4
1)2+B3—-x)i eRe3—-—x=0

o x=3
2)2x—1)+4i€eiRe2x—1=0

ox=t

Exercice 5
2+ (x—-1i=2+iex—-1=1

Sx=2

Pourx=2;onaZ=2+Q-1)i=2+i
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Exercice 6
Les opposés des nombres
L'opposé de Z; est —17 + 9i
L'opposé de Z, est V2i
L'opposé de Z; est 5+ 6i
Exercice 7
1) Z1+Z,=2+4+i+3+2i=5+3i
2) Zy+Z,=-4+3i+5-8i=1-5i
3) Z1+Z,=-1-i—-7-17i=-8—-18i
Exercice 8
1) Z1Z,=2+i)3+2i))=6+4i+3i—-2=4+7i
2) Z1Z, = (—4+3i)(5—8i) = —20+32i + 15i + 24 = 4 + 47i
3) Z1Z,=(—1-0)(-7-17)) =7+ 17i+ 7i — 17 = =10 + 24i

Exercice 9
1 1-i 1 1,
1) — ===l
14+ (+H@-i) 2 2
1 —4-3i -4 3,
2) - = - —=———]
—4430  (—4+30)(-4-3i) 25 25
1 -8-8i 1 1.
3) - = - —=————]
-848i  (1+i)(1-0) 16 16
Exercice 10

Ecrivons sous forme algébrique les nombres suivants

2+30)?=4+12i—-9=-5+12i

1 1 5 12
2+3i)2%= = =————I
(2+30) (2+30)2  —5+12i 169 169

(L+D*= (1 +DH* = (20)% = —4
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N—4 _ 1 _ 1
A+0™ = a+d* = 4

Exercice 11

i403 — i4X100+3 = —i

j2030 — ;4X507+2 — _1

j2022 — j4X505+42 — _1

{2001 _ ;4X500+1 — ;

Exercice 12

1)ZxZ' 0 Z+0etZ' 0

2)27'=0Z=00uZ' =0

OrZ'+0doncZ =0

Exercice 13

Résolvons dans C

Bz-2-i)(z+20)=023z—2—-i=00uz+2i=0
©3z=2+iouz=2i
(:)z=§+§i ouz =2i

Sc={3+3i;2i}

Exercice 14
Ona
e 0=0
o 1+1=1-1i
e 1+1=1-1i
[ ] 7:7
e —-19=-19
e 3—41=34+4i
e —38+4+61=-38-—6i

Livre du professeur Maths T'*D




Legon 6 « Nombres complexes

Exercice 15

z € Cdoncz = a + ib avec (a; b) € R?

zZ = (a +ib)(a — ib) = a? + b?

Commea?+b%?>0et Im(z2) =0

Alors zZ € R,

Exercice 16

Calculons dans chacun des cas

1) z4+7=2%x3=6
z—Z=2ixX2=4i
zZ=32+422=9+4=13

) z+z=2%x7=14
z—7Z=2ix1=2i
zZ=7*+12=49+1=50

Exercice 17

z+7Z =2+31—-1+51=1+81=1-8i

722 =(2+3)(—1+5)=—2+101—31—15=—17+ 1 = —-17 - 7i

(z) Z _ 2-3i _ (2-3i)(-1+5{) _ —2+10i+3i+15 _ 13 , 13,
== = =

zr —1-5i 26 26 26 26 2

Exercice 18

Déterminons le module de chacun des nombre complexe

|3 +4i|=vV32+42=/9+16=+25=5
|6 — 8i| = /62 + (—8)2 =36 + 64 = /100 = 10

NZ+V7i| = |(V2)' + (V7)) =vZ+7 =9 =3
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Exercice 19

L’équivalence est incompléte car si z' = Z alors |z| = |Z'| siz' = —Z alors
|z| = |Z'|

Exercice 20
11+il=V12+12 =42
1-il={12+(-D?=v2
Donc 1l +ietl—iontle méme module
Exercice 21
Calculons
1Z] = |z] = 2
|-zl =1z] = |z| = 2

|zZ'| = |z| x |Z'| =2%x3 =6

1l 1 1
zl |z| T2
z| _ |zl _ 2
zrl T |zr]| T3
Exercice 22

1) L'affixe du point A est =7 + 5i

2) L’affixe du point B est 3i

3) L'affixe du vecteur i est —3 + 9i

Exercice 23

1) Le point image de 1 4+ i a pour coordonnées (1;1)
2) Le point image de —3i a pour coordonnées (0; —3)
3) Le vecteur image a pour coordonnées (7; 0)

4) Le vecteur image a pour coordonnées (1 ;1)
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Exercice 24

Uaffixe du vecteur AB est —2 + 3i — 1 — i soit —3 + 2i
Uaffixe du vecteur BC est 4 + 3i + 2 — 3i soit 6

Laffixe du vecteur AC est 4 + 3i — 1 — i soit 3 + 2i
Exercice 25

Soit a + ib I'affixe de B

Ona:a+ib+4-3i=1+i

Soita+4+i(b—3)=1+1i

Doua+4=1lethb—-3=1
a=-3eth=4%4

Donc B(—3;4)

Exercice 26

1.VRAI

2.VRAI

3.FAUX

Exercice 27

—i+4+51

1)L’affixe du point | est le nombre complexe ! soit §+ 2i

2) W + y a pour affixe 1 — 2i + 3 + 4i soit 4 — 2i

3)PQ =14+5i—1+i| =|3+6i| =V32+62=v9+36=45=3V5
Exercice 28
1. Le vecteur 3w a pour affixe 3(2 + 3i) soit 6 + 9i

2. Le vecteur 2w — 3y a pour affixe 2(2 + 3i) — 3(4 — 5i) soit 4 + 6i —
12i + 15i

soit —8 + 21i
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TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE
Exercice 29

ARG(1) = 0

ARG(i) = g

ARG(—i) = —=
ARG(—1) =7

ARGG +§i)

T

3

Exercice 30
a)VRAI
b)FAUX
Exercice 31

. 14+ = 174 (VB = VA =2

Ona cos@ =%etsin9 =\/2—§donc9 =§

e V3-3i|=J(V3) +32=V3+9=2V3

Onacosd =letsin9 = —ﬁdoncﬁ =-I
2 2 3
e |VZ-iVB|=V2ZF6=VE=2V2
OnacosfO = —%etsin@ = —gdoncg = _Z?TE

Exercice 32
Déterminons la forme trigonométrique des nombres complexes

1.]1 — i| = /2 ; soit & =ARG(Z)
cosd =£etsin9 = —Qdonce =-z
2 2 4
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doncl—i= \/f(cos (—%) + isin (—g))
2. |v3 = 3i| = 2¥/3; soit 6 = ARG(Z)
Onacosf =%etsin9 = —?donc@ = —g
doncv3 —3i = 2V3 (cos (—g) + isin (—g))

3. |-V2+iV6| =2v2 ;soit6 = ARG(Z)

1 . 3 2
Onac059=—5etsm9=‘/7_donc 9=?”

—V2 +iv6 =2v2 (cos (2?”) +isin (2?”))
Exercice 33
Déterminons un argument de chacun des nombres complexes suivants
arg(zz') =%—§+2k1‘[ = —1—n2+2k7r;k EZ

arg(é) = —arg(z) + 2kn = —% +2kn;k€EZ

s T

arg(z;') = arg(z") — arg(z) + 2km = —;—Z+2kn= —Z—Z+2kn;k EZ
arg(§)=%+§+2kn=1—:+2kn;kez

arg(z?) = 2arg(z) + 2km = 2X%+2k7‘[=§+2k7‘[;k EZ
arg(zz—f)=2X%+g+2kn=%+§=%ﬂ+2kn;kez

Exercice 34

Ecrivons chacun des nombres sous forme trigonométrique

o @+20)(1—i)| =4etarg((2 +20)(1 — ) =5 — 7+ 2kn = 0+ 2kn
donc (24 2i)(1 —i) = 4(cos0 + isin0)
V3+i

—| =1
20
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Arg(fji) = % T4 2kn=-2 + 2km
donc % = cosS (— g) + isin (— g)
Ve-ivz2| _ 2vZ _ 1
2(1-i) 22
(\f(;\f) = —%+%+ 2km = %+ 2km
donc \f(;f = cos (%) + isin (%)

.« 1a-Df=-it=(V2) =
arg((1— D)%) = 4 x (— g) + 2k =7 + 2kn

donc (1 —i)* = 4(cos(m) + i sin(m))

Exercice 35
. \/E(cos(z?”)+isin(2?n))=\/§(—%+i§)=—£+ ; ¥6
+ 2(cos(9)+esm(D) -2(-2+5) - 24 2
+ 3(cos(Z) iin(3)) =3 (S 30) =2

Exercice 36

Il n"existe pas de nombre réel 8 tel que cos8 +isinf =0
Ou bien 0 n’a pas d’argument

Exercice 37

Les nombres complexes écrits sous forme exponentielle

1.2e%®

3.7¢7%

Exercice 38

Ecrivons sous forme exponentielle
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a) Z(COS( )+ lSll’l(3 )) = Zeiz?n

b) |1+ i| =2 etArg(l+1i) =%donc1+i =2e%

c)|3 + i\/§| =2v/3et Arg(3 + i\/§) = %donc 3+iV3 =2V3e's
Exercice 39

Ecrivons sous forme trigonométrique

T . . T ;T

cos—+i sin— eliz (-3¢ _i’" 7T o 7

1) 211?1: .. %121': .271:=e (12 ) =e 12 =COS(__)+lSln(——)
cos?+lsm? e 12 12

3y L3 _ Zei:_i = Zelts = \/_(cos( ) +isin (12))

1+i ﬁelﬁ

T . T .. 51 .57
sin——lcos— cos(=—)-isin(— vy _;5m
3) —%— = ) (§2)=e,5;2=e Ye =cos(—5—n)+isin(——
SlnE+lCOS cos( )+1 51n( ) elﬁ
4)— Z(COS( )+lsm(3))=2(Cos(—§)+isin(—§))
Exercice 40

Ecrivons sous forme trigonométrique

1)(1 + i\/§)2 = (Zeig)2 = 4ei2?n =4 (cos ( 3 ) + isin (Zn))

2)(\/1§++ii)3 = <\/2;f%)3 = (\/fe_if_z)3 = 2vZe i = 2v2 (cos (_ g) n

i sin (— %))
() (22— (2% <o - an(2) 4 19n()

Exercice 41

a)(cosx + isinx)? = cos 3x + i sin 3x

= cos3 x + 3icos? xsinx — 3 cosx sin? x — i sin3 x
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= cos3x — 3 cosxsin? x + i(3 cos? x sinx — sin3 x)
Par identification on a :

3x —3cosxsin?x

cos 3x = cos
b) On a cos 2x = 1 — sin? x donc

cos2x + cos3x =1 —sin?x + cos®x —3cosxsin?x = 1 + cos3x —
sin? x (2 + 3cos x)

Exercice 42

Ecrivons sous forme algébrique

P
e3+e 3 T 1
1) ————=cos-==
2 3 2

IS 1
e6—e 6 . 1
2) - =sin—-=-
21 6 2

.31 .31
3)e's +e e = 2c05%ﬂ= -2 x%i: -2
Exercice 43

Ecrivons sous forme trigonométrique
: ig ig iQ _iQ ig iQ —ig 0 ig
1)e? +1=c2e2+e2xe™2 =eZ<e2+e 2)=2(cos(5))xe2
0
Comme cos (5) > 0 alors

e® +1=2cos (g) (cosg + ising)
2)el® —1=eb (eig - e‘ig> = 2i(sin(2)) x ¢'% = 2sin ) e'G+5)
Or sin (g) > 0 donc

eif _1 = Zsin(g) [cos (§+§) + isin(§+§)]
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3e™ @ +1= el (eig + e_ig) =2 (cos (g)) X e i =

2con(2) (s () 150 (-2)

Exercice 44
Linéarisons
3 ere\S 1 i2x i ix ,—i2x 4 ,—i3x
1) cos x=( > ) :§(e + 3et“*e”t 4+ 3ete +e )
_ 11 i3x —i3x ix —ix\] 1
—8[e +e +3(e +e )]—8(2cos3x+3cosx)
1 3
=, cos 3x +§cosx
. .2 . 2
. 5 _ elx_e—lX) (etx+e—1x) _ _1 i2x _ _—i2x 2
2) sin“ x cos x—( p > = 8(6 e )
= —1(2cos4x -2)= —lcos4x +1
8 4 4
X4 ,—ix 4 . . . .
3) cos*x = (—e +2e ) = 1—16 e 4 eTUX 4 42X 4 ¢712Y) 4 6]

=1—16(2cos4x+8c052x+6)

i ixs D

. elx_e—lx 1 . s . i

4)Sll’15X — ( - ) — .[eLSx —e i5x _ 5(e13x +e LBx) +
20 321

10(ei2x _ e—in)]
= ﬁ(Zi sin 5x — 10i sin 3x 4 20i sin 2x)

1. 5 5 .
= —sin5x — —sin 3x + =sin 2x
16 16 8

3. RESOLUTION D’EQUATION DANS C
Exercice 45

Déterminons les racines carrées de chacun des nombres suivants
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x> +y% =
INx2—y2=0
2xy =
x%>=: 50|tx=—oux=—\/?7
S __2. —£ t i —_E- —_g
ix="";y="" et six=-"";y=—-=

: . . V2 .2 V2.2
Les racines carrées de i sont S tiset———i—

X24y2=+2
20 x2—y?2 =1
2xy =1
2 _ 1+V2 it _ V12 __Vi+V2
Six=YEV2oy o V2 gpgp= I, o2
V2 Y T e h vz YT T

Les racines carrées de 1 + i sont 1\/?/5+2 fﬁiEt_ ~3 1+\/§i
x2+y?=2
38x%2 —y%2 =43
2xy =
2 2+\/§S tx = 2+3 __V2+v3
= itx = 7 oux = 7
2 N o e I 24v3 2—/3
Six = 7z ;Y = 7z etsix = — 7z ;Y = — 7z
. , , V243 | V2—/3. V2+V3 V23,
Les racines carrées de v/3 + i sont 7 + 7 let—T—Tl

Exercice 46 (le traiter aprés I’étude la racine nieme d’'un nombre complexe)
Exercice 47
Déterminons les racines cubiques de chacun des nombres complexes

suivants
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1)1—el°donczk—e 3 ke{012}

3 1 .43
Les racines cubiques de 1 sont 1; —5+ 17, Ly

| 2km

.TT 1 .
2)1 —i=+2e ‘4 doncz, = ZEel(_E+T) ; k€{0;1;2}

. T 77[ 1 9T

1
Les racines cubiques de 1 — i sont 26e ‘12 ; 266 12 ; 26e ‘12

TIZ
3)— 2—2e‘”donczk—23e( ) ; k €{0;1;2}

.TT

1 . 1 1
. ; = 0= .= i = —i=
Les racines carrées de —2 sont 23e 3 ; 23e'™ et 23e” 3

¥

3

Exercice 48

1 = e donc les racines quatriéme de 1 sont les nombres complexes de la
forme

.2km

zy=e" + ;ke{0;1;2;3}

(&)
Soit z, =e\2/;k €{0;1;2;3}

i im . —ir
Les racines quatriemes de 1 sont:1;ez ;e ;e 2

C'est-a-dire 1;i; —1; —i
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Exercice 49

Les racines n-iéme d’un nombre complexe non nul sont les nombres
complexes

de laforme Z; = Wei(%’zk?n) (ke{0;1;2; ;....;n—1}
Ona Z, = ’Wei(%ﬂx%) 12y = ’Wei(%"LZTn) [ A
n i(g+2(n—1)n)

re'\n’ n

ne il 20 272 2\
Zo+Zy+ ot Zyoy = Nrehn |1+ e + (efn) +o+ ()

2m\"
. 1—<e n>

n—= = n— i% 1-1
= Vren X ———— = \renX == 0
l-e n 1-e'mn
Exercice 50
Vérifions

1. aJona: 1+j+j=0doncj=—-1—j

b) j* =] doncj® =jj
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Orj3=1doncjj=1
c) j3=1donc(j3)?=1%2douj®=1

2)]'2021 :j3><573+1 :jcaer =1

Exercice 51
Résolvons dans C

-1+iV3 _ —1-i3

2

1) A= -3 = (i\/§)2 ainsi Z = ou Z

Sc = {—1+i\/§ . —1—i\/§}

2 72
2)A=3+4i = (2+D)?ainsiZ = oy z = 22
Z=3—iouZ=1-2i
Sc={3—-1i;1-2i}

ouZz

3)A=3—4i=(2—-0)?*ainsiZ = —iﬁ;_i — V324

21

_ —1+3 i 1+/3

Z 5 ouz = +1i

Se= {8 - ;184

4. NOMBRE COMPLEXE ET CONFIGURATION DU PLAN

Exercice 52

WZ—-il=2|Zy—Z4l=20uZy=1i

L’ensemble des points M est le cercle de centre A et de rayon 2
QZ-1+2i=Z+2-ile|Z-A=-2)|=Z-(—2+1)|
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OUZy=1—2ietZ,=—-2+i

L’ensemble des points M est la médiatrice du segment [BC].

Exercice 53

Ona:

Zc=Zy _ B+ _ 1 43,

Zp—Zs 20 2 zl

Ona |Zc—ZA| - |1_£-| =1 % =1 AB = ACetArg(AB;AC) = -2
Zp—Z, 2 2 AB 3

Donc ABC est un triangle équilatéral de sens indirect.

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1

1)

£3

2)Zgp=2i+3—i=3+i
Zeg=3—3i—2i=>—5i
Zgp=-3+i-2+3i=—>+4i
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Zyp = 2(=3+i—20) =—6—2i

. —-3+it2i . —3+3i
3)l a pour affixe . soit

Exercice 2

Ecrivons sous forme trigonométrique

1l)ab = 6(cos (g+£) + isin(g+1—n2)) =6 (cos§+ ising)

ab? =18 (coss—n + isins—”)
12 12

a’b =12 (cos7—7r + isin7—n)
12 12

@ =3 (cos (=) +1sin (=)

2)Déduisons -en la forme algébrique

1 3
ab=6<§+£i>=3+3ix/§

2
a_@b _12( T iisinD)=2(B 412841
E_W_18(COSG+LSIH6)_3(2+2l)_3+ L
Exercice 3
1)|U|=\/§etarg(1—i)=g
T

V| =2etarg(v3—1i) = s

22 UV=01-D(3-i)=V3-i+iV3+1=1+V3+i(-1+3)
’ = I 4isin>™
D’autre part UV = 22 (cos " + isin 12)

. _ £_1+\/§ . l_—1+\/§
2.b)ona.UV—UVdonccoslz— 27z etsmlz— Vi

Exercice 4

a)(cosx + isinx)* = cos4x + i sin*x
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= cos* x — 6 cos? x sin? x + sin* x + i(4 cos3 x sin x — 4 cos x sin> x)
Ainsi cos 4x = cos* x — 6 cos? x sin® x + sin* x
b) cos 5x + cos 6x

= cos® x — 10 cos® x sin® x — 5 cos x sin* x 4+ cos® x — 15 cos* x sin? x —
15 cos? x sin* x — sin® x

c)sinx — sin 2x + sin 3x — sin 4x

= sinx — 2 sin x cos x + 3 cos? x sin x —sin3 x —
4 cos® x sinx + 4 cos x sin® x

Exercice 5

Linéarisons

1) cos4x:1—16(2cos4x+8c052x+6)

3

. 1 . . .
cos?xsin®x = —3—2(251n5x—251n3x—4smx)

5, _ cind oy — L 3 3 _1 _1 3
€os> x — sin®x = —2cos 5x + 3 c0s 3x + 5 COSX — 5 COSX — ~COS 2X +

2) Déterminons les racines carrées de chacun des nombres complexes
suivants

Z =2

x*+y?=
x2_y2=0
2xy =2

x2=1doux=1oux=-1
Six=1,y=1;six=-1,y=-1
Les racines carrées de 2isont 1 +iet—1—1i

Z=3+4i
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x2+y?=5
x2—y2=3
xy =2

x?2=4.Doux=20ux=—2
Six=2,y=1;six=-2,y=-1

Les racines carréesde 3 +4isont2 +iet—2 —i
Z =8+6i

x2+y2=10
x?2—y?2=38
xy =3

x?2=9doux =30oux=-3
Six=3,y=1;six=-3,y=-1

Les racines carrées de 8 + 6i sont 3 +iet—3 — i
Z=5-12i

x?+y2 =13
x2—y2=5
xy = —6

x?2=9doux =30oux=-3
Six=3,y=-2;six=-3,y=2

Les racines carrées de 5 — 12i sont 3 — 2i et =3 + 2i
Z =-7+24i

x?+y%2 =25
x2_y2=_7
xy =12

x> =9doux=30ux=-3
Six=3,y=4;six=-3,y=—4
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Les racines carrées de —7 + 24isont 3 + 4i et —3 — 4i
Exercice 6
1) Résolvons dans C
A= (20+1 cos0)” = 4 x 226 = (i26*1sing)”
Z =2%cos 0 + isinB) ouZ = 29[cos(— 0) + i sin(—6)]
Sc = {2%(cos 6 + isin @) ; 2%[cos(— 0) + i sin(—0)]}
20,10 4T

. T
2)OAB est équilatéral & S e 3 ei20 = oty & 20 = gou 20 =
s

3

Exercice 7

1) Résolvons dans C

Soit a cette solution réelle ona:
a®—a’—-a-2+i(2—-a)=0
2—a=0eta®>—a?—a—2=0donca =2

AinsiP(Z)=(Z-2)Z*+Z+ (1-1))

A= =3+ 4i = (1 + 2i)?

Z=1+iouZ=-i

Sc={2;-1-1i;i}
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2.a)
s
8 6 =2 0
Z4-27 2—-i —1+42i . )
2.b) 2=E = - = —— =, d’ou le résultat
Zp-Zc  —-1-2i 1+i
Exercice 8

1) ona: (Z?+1)(Z?2-4)=2%-37?>—-4

2) Résolvons dans C

() Z?°+1=00uZ?-4=027?=—-10uZ?=4
©Z=iouZ=—-iouZ=20uZ=-2

S¢ ={i;—i;2; -2}

3) figure
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4)Zﬁ:2+ietzﬁ=2+idoncﬁ=c_ﬁ

. , ZpA—2Z, 20 1. 1. .
D’ol ABCD est un parallélogramme de plus =2—=¢ == =-jet=i € iR*
Zp-Z5 4 2 -2

Donc (AC) L (BD) par suite ABCD est un losange.
Exercice 9

Soit ib cette solution imaginaire pure
ona:—b%?+2b+i(—b%+5b>—-10b+8) =0doub =2
Ainsi P(Z) = (Z —20)(Z? + (1 —3i)Z — 4)

A=8—6i = (-3 +i)?

7= —1+32i—3+i ouZ = —1+32i+3—i

Z=-2+4+2iouZ=1+i

Sc=1{2i;—-2+2i;1+ i}

Exercice 10

1) Déterminons les racines cubiques de 1

Ona: Z3=1
(1.1 V3. _1_ .3
S‘C_{l’ st lz}
Les racines cubiques de 1 sont donc 1 ; —% + i\/z—§ et — % - i\/z—§

2)2-1)3=8-12i—6+i=2—11i
3)Déduisons Les racines cubiques de 2 — 11i

3
OnaZ3=2—11i<:>Z3=(2—1)3@(%) = 1 d’apres 1)

Z=@2-dx1louz=@2-)(-2+i2)ouz=-i(-1-i2)

S(C:{Z—i;_2+‘/§+(%+\/§)i;_2_\/§+G—\/?)i}

2 2
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Legon 6 « Nombres complexes

Les racines cubiques de 2 — 11isont2 —i; 2+\/_ ( + \/_) iet— \/_ +
1 ,
(G-V3):
Exercice 11
9 A .. T b4 .. A
1l)a = 5 X 23 (cos (— 5) + isin (— ;)) =93 (cos (— ;) + isin (— ;))
2.a)0naa= 9V3e
Les racines cinquiemes de a sont les nombres complexes de la forme
_ /a5,
Zr = V93e ik €{0;1;2;3;4)

b) représentation graphique des racines cinquiemes de a

Exercice 12
1)Z e Rearg(Z) =km; keZ

@arg(z(z—lz)) km @arg((z )) km

Z)—knouZA—letZB—Z
A

@arg(z —

@mes(m;m) =kn
Ainsi I'ensemble des points M est la droite (AB) privée des points 4 et B
2)Z € iR <arg(Z) = g + km
@mes(m;m) =§+kn;k eEZ

L'ensemble des points M est le cercle de diameétre AB privé des points A
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i
R
o
\Tﬁr\_\_,/
=

Exercice 13

iz
f@2) ==

, ib , . , 2—i  1-3i

l)f(b):1+21®E:1+2“:)b(1+l):2_“:)b:1_+i: P

, iz 1
Af(2) —i==—i=—=

. 1 1 . 1 .
or|f(Z)—il = T ;et arg(f(Z) — i) =arg(z—+i) =—arg(Z+i)=—-a

Ainsi f(Z) —i = %(cos(—a) + isin(—a))
3.a)ZA =—i
f@-il=VZelf@-Zl=Vie | =VIelz+i=Le

V2
|Z_ZA| :7

L’ensemble (C) des points M est le cercle de centre A et de rayon \/75

s

b)arg(f(Z) —1i) = % + 2kn © arg (ﬁ) =5t 2kt & —arg(Z +1i) = % +
2km

S arg(Z —7Zy) = —%+2kn@Mes(ﬁ;m) = —%+2k7r;k EZ
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L’ensemble (T ) des points M est la demi-droite de repére (4;e;) privée de A
avec mes(l—f;—e_\l’) = —%
cona:|f(b)—i| =|14+2i—i|=|1+i] =+v2 doncB € (C)
d’autre part arg(f(b) —i) =arg(1+1i) = % doncB € (TI')
par suite B appartienta (C) eta (TI')

Constructionde (C) eta (I')

h

L B

Exercice 14
Démontrons que Z est un réel

N+iZl=1-iZ|le1+iZ|>?=11-iZ|* &
1-i2)A—-iZ)=01—-iZ2)(A +iZ)

S1—iZ+iZ+Z7=1+iZ-iZ+27©27-27=0c
20Z-2)=0

e7-7=07=127
DoncZ € R
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Exercice 15

Ecrivons sous forme algébrique

.(37‘[ T

1) ze(‘i%) X d(%) = 26" ) = 2el7 = 7

) 263 2 i(T430) _ 2 in

%_5 —3° T 73
205 2 i(_E+5_") 2 & 2,
3)W=—e 3'6)=-@2=—]
3¢ 6.
Exercice 16

Ecrivons sous forme trigonométrique chacun des nombres suivants

)tanG—i __sinf—-icosf __ cosO+isinf cosfB+isin6 _ et _ ,i(20-1)
tan@+i sin@-icos® —cosO+isin®  cos(m—0)+isin(m—0)  eilm—6)

cos(20 — ) + isin(26 — m)

1 _ cos 6 _ —-io _ _ Co
2) s~ cosaiisig — COS 0 e " = cos6 (cos(—6) + isin(—0)) car
cosf >0

. . . . . .0 .0 .8 .0
3)e’ + %0 =ef(1+e'0) = et (e‘Ee_‘E + elEe‘E) =
ol /& 8
et [62<ez+e 2)]
36

=2cosfe'z comme cosf > 0, alors

el 4 210 — 2c050 (cos (?) + isin (?))

1+itanf _ cosO+isinf eld 2i0 ..
4) 1-itan® cos@—isind e-6 € - COS(ZG) + lSln(ZQ)
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Exercice 17

Déterminons les racines quatrieme de 81

4

Ona: Z*=8leo7*=3*s (g) = 1 or les racines quatriéme de 1 sont
1;,—1;iet—i
DoncZ=3X1ouZ=3X(—1)ouZ=3X%xiouZ =3X(-i)

Les racines quatriemes de 81 sont 3; —3; 3i et —3i

Construction des points images

Exercice 18
1) Déterminons les racines n-ieme de —i

iz i
Ona —i=e zainsi Z"=e 2

| 2km

Zy =ei(_ﬁ+T);k €{0;1;2;...... ;n—1}
Déterminons les racines n-ieme de 1 + i

Ona:1+i=+2e% ainsiZ™ =2’

.(11: 2km

= i(+2)
Zy =2zzme\an’ n )ik €{0;1;2;...... ;n—1})
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2.a) calculons
(9+i)?=81—-1+18i =80+ 18i

2.b) Résolvons dans C

(E)e Z?+(7—-1)Z—-8-8i=0avecZ = z3

A= (7—0)%4+4(8+8i))=49—1—14i+32+32i =80+ 18i =
(9 +0)?

L —7+i4+9+i . —7+i-9—i
A|n5|Z=T=1+LouZ=T=—8

De pluson a:
(E):z3=1+iet (E)) :2z3=-8

Résolvons (E;)

m | 2km

(E)):z3 \/_e adonc Z; = 26e (12 =), ik €{0;1;2}

1 37I 1 1717.'
DouZ—Zée 12 ouZ—Zse % ouZ = 26e' 12

Résolvons (E,)

) (1 2k
(E)):z3 = 23e™ donc Z;, = Zel(5+T);k € {0;1; 2}

T . 5T i
DouZ =2e50uZ =2emouZ =2e3 =2e 3

1 3w 1 m i . _i®
S(C={26e 12; 26es ;26e' 12 263 2e'™; 2e 3}

Exercice 19

n
Déterminons les entiers naturels tels que (1 + l\/§) soit un nombre réel

positif. Ona (1 + i\/§)n =2ne's
Donc(1+i\/§)n€]R§+@%=2kn®n:6k;kez+
n=6k;keZ,

Livre du professeur Maths T*D 127 I.



Legon 6 « Nombres complexes

Exercice 20

Y e (e u+n1-D=01-2)(-1-2)

©1-Z+7Z-722=-1+7Z+7Z+77277=2
e77=1
@\/ﬁ=1
e|Zl=1
Exercice 21

1.3) Z=Re(Z) +iIm(2)

Ona: |Z|=\/(Re(Z))2 + (Im@2)* et 12|20
Si Re(Z)<0,alorsRe(Z) <|Z|

Si Re(Z) =0, alorsona

1Z 2 - (Re(2))” = (Re(2))” + (Im(D))” — (Re(2))” =
(Im(2))°

Or (Im(Z))2 >0 DoncRe(Z) < |Z|

Par suite pour tout nombre complexe Z ona: Re(Z) < | Z |

b) Re(Z) = | Z | si Re(Z) = 0 et\/(Re(Z))z + (Im(2))" = Re(2)
douRe(Z)=0et Im(Z) =0
2a)ona:|Zy+2Z,1°=(Z,+2Z,) (Z{+ Z,)
=|Z P +1Z; 1>+ 2Re(Zy X Z;) (1)
Ord’aprésl.a)ona: Re( Z; X Z, )<| Z; X Z,| (2)
Dot Re( Zy X Z ) < | Z1| 1 Z,|
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De(1) et (2) on obtient :
| Zy 12 +1Z; 12+ 2Re( Zy X Z3 ) < | Zy 1P 4125 | + 2] Z4]1 Z4|
| Zy+ Z, 12 <1 Zy 1P+ 12, 17 + 2] Z4] | Z,
| Zy + Z, 12 < Zy 1P+ 1Z, 12 + 2] Zy] | Zy]
| Zy+Z, 1P < (1 Zy | + 125 ])?
Parsuite | Z; +Z, | < |Z1 | +1Z; |
b)Si Z,=A1Z;avecA >0
on a d’une part
| Z+Z, | =121+ 22| =1+ A Z1| = (1 + )| Z4]
et d’autre part
| Zy [+ 125 | =1Z4] + 1A Zy| = |Zo| + |Zo ]I = 11+ A Zy ] = (1 + 2)| Z4]
Donc Si Z, = AZ; avec A > 0 alors | Zi+Z, | =12, |+ 12, |
3a) Pourn=2ona |Z;+7Z,|<|Z, |+ |Z, |
Supposons qu’il existe un entier naturel n > 2 tels que
| Z1+Zy+ o+ 20| S | Zy |+ Zy |+ .+ 2,

et montrons que
| Z1+Z+ ot Zy | S N Zy |+ Zy |+ Zggq |

ona: |ZI+ZZ+ ....+Zn|S |le+|22|+"'..+|Zn|

d,Ol\J |Zl+ZZ+ +Zn|+|Zn+1|S |le+|ZZ|+”'+|ZTL|+
| Zn+a | (1)

or|Zi+Z,+ ..+ Zp1 | S Z1+ 2+ oo+ Zpl + | Zit | (2)
doncde (1)et (2) ondéduis que

|Zl+ZZ+ +Zn+1|S |le+|Zzl+"'..+|Zn+1|
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En conclusion
Pour tout entier naturel n > 2,o0na

| Zy+Z,+ o+ Z | < | Zy |+ Zy |+ .+ 2, |

b) on suppose que Z;; Z,; ....et Z, sont tous non nuls

S'il existe des réels A1; Ay; A3, ...., A, tous strictement positifs tels que
pour tout

k=1,..,nona Zy= A Z;
d'unepart |Z1+Z,+ .+ Zy| =21+ 221+ ..+ A, Z4]
=|(A+ A+ .+ 4 Z4]
=(M+ L+ o+ )] Z4]

D'autrepart | Z; |+ |Z, |+ ..+ Zy | = | M Zo |+ | A0 Z1 | +
e A, Zy |

MIZy 1+ A1 Z, | +
e+ A, Zy |

Par suite |Zl +Zz+ +Zn|= |Z]_|+|ZZI+“'+|Zn|
EXERCICE 22

1) L'impédance complexe Z est égale a

_ — R4 ilw4 -t = _liB 2 '
Z—ZR+ZL+ZC—R+]Lw+]_CW—R+( 2+12)Lw+ —

Lwv3 \/E) _ 2CRw-LCw? -1 . LCw?V3 -3

- L
2 2Cw +

Lw 1
=R-——— — i(
+ 2Cw 2Cw

2 2Cw

La partie réelle de I'impédance complexe Z est donc

Lw 1 2CRw — LCw? — 1

2 2Cw 2Cw
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2) larésistance X correspond a la partie imaginaire de Z

Lw«/_ \/_ _ LCw?3 -3

2 2Cw 2Cw

Onadonc X =

3) L'impédance de I'association correspondant au module de Z

ona 212 5 s (5 - )

2
= (Rt ) (b5

\/ ( 2CRw — LCw?2 — 1)2 n ( LCwW2V3 —+/3 )2
2Cw 2Cw

4) Le déphase entre I'impédance et le courant est

¢ =arg(Z)

_ 2 _ 2./ _
(p:arg(ZCRw LCw 1+l.LcW\/§ \/§)

2Cw 2Cw
2CRw — LCw? -1

Ona cos@ =
\/ (2CRw — LCw? - 1)2+( Lew?V3 -3 )’

et

LCw2V3 —+3

sing =
\/ (2CRw — Lew? — 1)2+( Lew2y3 —V3)°

EXERCICE 23

1) Détermination de I'impédance complexe

_ Zp X Zj,
T Zp+ 27y
1, .3 1 V3
R]LW _ (—E‘Fl?)RLW _ (—E+l—)RLW

TR+ jlw _R+(—%+l£)LW (R-21w)+ (LW‘F>
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D’ou I'impédance de I'association est

(—l+i£)RLw ‘(—l+i£)RLW‘
|Z|= 2 2 — 2 2 —
(R—%LW)+i(LM;ﬁ) |(R—%Lw)+i("wz‘/§)‘
‘—§+i§| | RLw |

2

‘(R—%Lw)+i<LW‘/§)|

RLw _ RLw
VRZ—RLw + (Lw)?

o=

2) Détermination de déphase ¢

Ona p=arg(Z)

1, .43
(‘ 27t ‘7) RLw — _Riw +iLRWV3

(R_%LW)H-(LWZ_J?) T (2R-Lw) + iLw3

et Z =

(—RLw + iLRwv3) ((2R = Lw ) = iLw+/3)

(2R—Lw)2+(LW\/§)2

(—RLw + iLRWV/3) (( 2R—1Lw) - iLW\/§) >

d’ol =
ou ¢ arg< (2R—LW)2+(LW\/§)2

3 a) 'amplification d’un filtre est égale au module de la fonction de transfert

1 1

orT= 1+jRCw dou T'= 1+(—%+i‘/7§)RCW N (1—%RCW)+1’(RC"Z‘[§)
D T = 1 = L =
onc|T | |(1_%RCW)+i(RC%\/§)| \/(l—lRCW)2+(RCW‘/§)2
2 2
1

J1—RCw + (RCw)?

b)(pzarg(T)zarg( ! >=—arg<(1—%RCw)+

(1-2Rew)+i (RC%@)
(2r9))
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SITUATIONS COMPLEXES

z—-2i
z—-(1-1)

Exercice 24

z—-21

arg(Z_Hi) =§+k7r, kel arg(

)=§+kn,kez

= mes(m;m?))=§+kn,kez

ouzy, =2ietzg=1—-1

mes(MA ; MB) == + kr donc Mes(MA ; MB) =< ou
2 2
71’

Mes (m, W) =—=

2

Par suite, I'ensemble des points M est le cercle de diamétre [AB] privé des
points A et B

Exercice 25

Les sommets d’'un hexagone sont les points images des nombres complexes
solution de I'équation (E) : Z6=1

Eneffet Z0=1 & 76 =¢%0

Les solutions sont les nombres complexes de la forme
i(27) . e
Zy=e\e/;ke{0;1;2;3;4; 5}soit Z, =e 3 ;k€{0;1;2;3;4; 5}
iZ 2z - -2i% —iZ
Donc Zy=1;Z=e3;Z,=e3 ;Z3=e";7Z,=¢ “3etZg=e 3

SiMy; My ; My ; M3 ; M, et Mg sont les points images respectives des
nombres complexes Z, ;Zy; Z,; Zz; Z4 et Zs,alors My ; My ; M, ; M5 ;
M, et M5 appartiennent au cercle de centre O et de rayon 1, donc

mes( OM,, ; OMj ;1 ) = g par suite OM; Mj,, est un triangle équilatéral.

Connaissant A ici My, le triangle O M. M,,, 1 étant équilatéral on utilise le
rayon pour placer successivement sur le cercle a partir du point A les autres
points M, ; M, ; M5 ; M, et Mg

Ainsi nous avons construit I'hexagone My My M, M3 M, M.
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7 FONCTIONS EXPONENTIELLES ET
FONCTIONS PUISSANCES

EXERCICES DE FIXATION

Exercice 1

1) V;2)F;3)V:4)F;5)F;6)V;7)F;8) V;9)V.
Exercice 2
a) e®xe’t=¢e?
b) e®xe3=elt
c) edxe?t=e’

d) e®xe3=e?
1+In3

e _ ,14In3-2-1In3 _ 41
e) e2+in3 ~ e =e
Exercice 3
e’ 7-3 4
a) S=e” =e

b) (e™®)6 xe*=e?

e’xe % A
c) —=e’ 3=l =1
e
Exercice 4
-1
1 (e*) 6 6
= e )(1: h
a) (e™3)2 e2xe6 € €

b) (e73) 3 x (e *)?=exe®=¢?

Etude de la fonction exp

Exercice 5
Affirmations Réponses
a =2 &x=2 faux
b e>2 & 1In2<x vrai
c In(e*)<3 < x>3 faux
d x>-1 < el<eX vrai
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Exercice 6
a) Vxel0;+oof, -2e*+x= x(—Z% +1)

liT X = 4o
X—>+00
_ o = lim (-2e*+x)=-o
lim (—2— + 1) = —00 x—>+00
X—+00 X
b) lim xe ™= lim ix =0 (limite de référence)
X—+00 X—+o00 €

x
c) Vxel0; +oof, e*-x= x(e;— 1)

lirp x = +oo

X—400

ox = lim (2e* — x) =+
lim (S-1) =400  xove

X—+ 0o X

d lim X< lim (e ¥+ 1)=1

X—>+00 eX X—>+00

e) Vxel0; +x], eX-Inx=x(67—m7x)

lim x = +o0
X—+00 )
e Inx = lim (e* —Inx) = -©
(— — —) = 400 X—+00
X

lim
X—>+00
1

f) limvVxlnx = lim xzlnx = 0

x-0 x—-0
> . >

lim —x = 4o

X——00

8) lim 4e* =0

X—>—00

= lim (—x + 4e*) =+
X—>—00

Exercice 7
Cette courbe et celle de la fonction exp sont symétriques par rapport a la
droite (0)).

0 -1
e* 1 e
.:ifl:
\
{
\
\
O —— x
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Fonction du type e"

Exercice 8
Pour tout x élément de ]0 ; +o[ ;
h(x) = eV2*

Uy) = L pV2x
h'(x) -me
h'(x) = V2x eV2x

2x

Exercice 9

a) Pourtoutxélémentde R; f(x) =e?*! f'(x)=2e>*

b) Pour tout x élément de ]R;f(x)=xe"2 f'(x)=(1+2x2ex2)
1 -1

c) Pourtoutx élémentde R; f(x)= ez * fix)=-1ez"

d) Pour tout x élément de R ; f(x) = 55—
3e3¥ 1 (x2+1)-e3*"1(2x)
e3"_1(3x(2xZ;9513—23)
Po="am
Exercice 10
a) Pourtout x élémentde R;
f(x) = 4e™2
F(x) = ™2
b) Pourtout x élémentde R;

£'(x) =

g(x) = 2xe*”
g(x) = u'(x)e"™ ou u(x) = x2
G(x) = e*’
c) Pourtoutxélémentde R;
h(x) = (x + 2)e*" +4x+1
h(x) = %(Zx +4)eX Haxtl

h(X) = %u'(x)eu(x) Ol\J U(X) = X2+4X+1

H(x) = %ex2+4x+1

Exercice 11

etanx

F(x) = +C

2
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Equations et inéquations faisant intervenir

Exercice 12
a) e¥-5=0 & e¥*=5%

< 3x=xIn5
In5

1o
n
Sa= {T}
b) e¥*=2 < 3x+4=1In2
—4+In2
< X =
Sy = {—4;ln2

}

) e™=\e & sinx:%
c>sinx=sin§
C>X=§+2I075 0UX=x=n-§+2qn (pel et qel@)
C>X=§+2I075 0UX=X=2?”+2qn (pel@ et qeld)
Sc={§+2pn;2§+2qn(peetqe)}

d) e*=2e*=0 < -x=In2+x

—In2
SSX=—
2

.- i

e) e¥-3e*+3=0 < (e*)?-3e*+3=0
A=9-12=-4
A<0 = Vxel, e*-3e*+3>0
Se=J
f) e3x(ex+3_1)=0® e =1
< x+3=0
&=-3
St ={-3}

Exercice 13
a) 3e¥-16e*+5>0 < 3(e¥)?-16e*+5>0
A'=64-15=49
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8-7 1 8+7
—=- et —=5
3 3 3

X

< ou e*>5

Wl

e
X<-In3 ou x>In5
S, = ]-00; -In3]U[In5 ; +o0]

b) e*3<In3 < 2x+3<In(In3)

—3+In(In3)
SO X< —————=

—3+In(l
5b=]-00;3++(n3)

c) V.=m*
e?*+1 e?*+1

g <71 =

Zezx
=>———<0 [2e*>0
es*—1

= e¥*-1<0
=x<0
Sc=1-00; 0[
d) 2e¥1-3e*+1<2e < 2ee®-3e*+1-2e <0
A=9-4(2e)(1-2e)
= 16e’- 8e + 9 (~ 105,5 a 10 pres)
3—vm< 34+V16e2—8e+9

4 4e

e
3+V16e2—8e+9

——

4e
3+V16e2—8e+9
X< |nl—————

[

+1<0

e*<

eX

4e

3+V16e2—8e+9
Sy o n(22 05008,

Fonction exponentielle de base e
Exercice 14
a) Vxe R, 2*=e?
1 X
b) Vxe R, (—) = g*in2
2
c) VxeR;

3% (3)x xln
— = - =e 5
5% 5
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Exercice 15

Il suffit d’étudier la fonction f telle que : f(x) = e
Exercice 16

Utiliser la formule In (a*) =xIn a

Exercice 17

a) vVxeR;
22+x X 2-2)( - 22—x

b) VxeR;
2% 2\*
==()

c) VxeR;
72—x X 7—2x = 72—3x

Exercice 18
2X9-5X3*+2=0< 2X(3)?-5%x3*+2=0
A=25-16=9

5-3 5+3
3 =—ou 3 =—
4 4

3 =1 oy 3¥=2
2

—-In2 In2
=—— oux=—
ln13 ) In2 in3
-In n
S={——, —
{ In3 ’ In3 }
Exercice 19

2X9-5X3+2>0 < 2X(3)?-5%x3"+2=0
Ry 3x<%ou 3x>2

—-In2 n2

& X<—— ouxX>—
n2 lnlzn
n

S:]_OOI [U] I+OO[
In3 In3

Exercice 20

2X<2* & x< X

< 2x<0

<= x<0

S=1]-0;0[

Livre du professeur Maths T'*D
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Exercice 21

(0,5)*>6 < -xIn2>1n6
—Iné

X< —
ln—zlné

S=]-0; o1

Fonctions puissances

Exercice 22

Df =]0; +oof

*Vxe]0; +oo[ ;

f(x) = x5

f'(x) = V5 x V51

f'ix)<0

D'oy, f est strictement décroissante sur 0 ; +oo[

*Vxe]0; +oo[ ;
1

f(X) = ﬁ

lim f(x)=0
X—+0co
D'ou, la droite (Ol) est une asymptote a (C) en +o0

)lcl_r)% f(x) =4+

>
D'ou, la droite (0J) est une asymptote a (C)
sk
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Exercice 23

Affirmation Réponse
a | Lafonction : x > (2x - 1) est dérivable sur ]0 ; +oo[ | faux

b | La fonction : x — (€*1)""2 est dérivable sur ]0 ; +oo[ vrai
c | Vxe]0; +of, [(e¥-1)"]" = e¥In2 (eX - 1)*n? vrai
Exercice 24

a) Pour tout nombre réel x;
g(x) = (1 +e72)V7
g'(x) = -2v/7 e 72X (1 + e~ 2%)V7-1
b) Pourtout nombre réel x;
BX) = (x? + e~)!"2
g'(x) = (In2)(2x - e™¥)(1 + e~¥)In2-1
c) Pour tout nombre réel x;
g(x) - (3ex + e—x)lnz
g'(x) = (In2)(3e* - e7*)(3e* + e ¥)In2-1

Exercice 25

Notons g la fonction donnée et G une primitive de g sur R
a) Pour tout nombre réel x;

g(x) = (ex)1+ln2

g(x) - e(1+ln2)x
G(X) - 1 e(1+ln2)x
1+in2

b) Pourtout nombre réel x;
g(x) =(1 _ 3e—3x)(x + e—3x)—1+ln3
g(x) = u' () (u(x))"1+"3 ol u(x) = x + e
G(x) = % (x + e=3%)in3

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1
1. FAUX
2. VRAI
3. FAUX
4. FAUX
5. VRAI
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Exercice 2
1. A

2.
3.
4.

™ > @

Exercice 3
e*—=2e7=1 (1)
3 {ex+ey=4 (2)
(2)-(1):3e"=3
e'=1
(2):e¥=4-1=3
x=In3ety=0
Sa={(In3;0)}
e*+3e¥=1 (1)
b) {ex _5eY =7 (2)
(1) - (2) : 8e¥=-6 (impossible)
Sb=9
5e* —-3e¥ =7 (1)
c) {ex —5¢Y =11 (2)
(1)-5(2):3e¥=3
e'=1
(2):e*=4-1=3
x=In3ety=0
Sa={(In3;0)}

Exercice 4

Pour tout réel x, P(x) = 2x3 - 5x% + x + 2
1. a)P(1)=2-5+1+2=0

b) 1 est un zéro de P.

D'ou, pour tout réel x ;

P(x) = (x-1)(2x*+bx-2)oub e @;

Par identification des termes de degré 2

b-2=-5

b=-3

P(x)=0 < x-1=0 ou 2x*-3x-2=0

< x=1ou(x-2)(2x+1)=0 |2 est une solution évidente

& leoux:20ux:—%
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Sw={3;1;2}
2. a)(E):2e>*-5e*+e*+2=0<2(e*)3-5(e)?+e*+2=0
& ef=1ou =2
< x=0 ou x=1In2
523={0;|n2}
b) (1) : 2e¥-5e* +e*+2< 0< 2(e¥)3-5(e*)?+e*+2< 0
< (e*-1)(e*-2)(2e*+1)<0
< (e¥-1)(e*-2)<0 [2e*+1>0
& 1<e¥<L2
& 0<x<In2
S =[0; In2]

Exercice 5
Pour tout x élément de 10 ; +o[ ;

— alnx — Inx\~1 _1
fx) =™ = (e"™) " ==
Exercice 6
Df = R

( )_ e~ *+1
1. Pourtout réeI X, on multipliant le numérateur et le dénominateur par
e*, f(x) = e
2. Soit F la primitive cherchée
Pour tout réel X;

f()— ou u(x)=e*+1
F(x) = 3In|e +1| +c(ceR).
F(0)=0 < 3In2+c=0

& c=-3In2

VxeR, F(x) =3In|e*+ 1] - 3In2

Exercice 7
a) 5*-5*=5 etposert=5* Ona :t-it=5

5+29)
— l 2
x=log,
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b) En divisant membre a membre par 9%, ona:

vewer o () () 100

) 2\* < s . .
Il suffit de poser (5) =t et se ramener a I’équation du second degré t? +t—1
=0

(—1+\/§)
S = { logg 2}
3

Exercice 8
Le plan est muni d'un repére (O, 1, J).
Représente graphiguement les fonctions f, g et h.
1. f(x)=x%7
0<0,75<1
D'ou, la courbe représentative (C¢) de f a la méme allure que la courbe
représentative de la fonction : x — Vx .
2. g(x)=(0,5)
0<0,5<«1
D'oU, la courbe représentative (Cg) de g a la méme allure que la courbe
représentative de la fonction : x> e™.
3. h(x)=2%-2
2>1
D'oU, la courbe représentative (Cn) de h a la méme allure que la courbe
représentative de la fonction : x — €*, translatée de -26f.

1
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Exercice 9
e*-3
eX—1

Fonction f de R vers R définie par : f(x) =
1. xg¢Df <e*-1=0

&S e=1
& x=0
Df=R *
1-3e7 % . e ™
2. a)*Vxel0; +o[, f(x) = P | on multiplie f(x) par g

. 1
lim =1 x—>+00
x—>+o001—e™*

[ lim (e¥-3)=-3

lim (1-3e™™) =1
{’“*‘” = lim f(x)=1

e — lim f(x)=3
—_1 X——00

x——o00 eX—1

*lim f(x)=1

X—+00
D'ou, la droite d'équation : y = 1 est une asymptote a (C) en +oo.

* lim f(x)=3
X——00
D'ou, la droite d'équation : y = 3est une asymptote a (C) en -co.
lirré(ex —3)=-2
X—

b) * = chil}(l)f(x) = +00

i = —0o0
x:Oex—l <
lim(e* —3) = -2
x—0 .
Vgl s = 0=
x—-0e*-1 >
>

* 15 =
)lcl_r)r(l)f(x) = 400

<
D'ou, la droite (OJ) est une asymptote a (C).
*lim f(x) = -0

x—0

>
D'ou, la droite (OJ) est une asymptote a (C).
3. a) Vxel*;
oy eX(e*-1)—(e*-3)e* = 2e*
Fix) = (eX—1)2 " (e¥-1)2
f'(x)>0

D'ou, f est strictement croissante sur ]-oo ; O[ et sur ]O ; +oo[

Livre du professeur Maths T'*D




Legon 7 ¢ Fonctions exponentielles et fonctions puissances

b)
f -00 0 +00
f'(x) + +
400
flx) [3—
1
B /
4,

,y

|

[

[

|
Cy/
o / x
/
|
|
I
|
Exercicel0

1. VxeR,P(x)=2e*-5e*+2
xel, P(x) =0 < 2(e)?-5e*+2
& (e¥-2)(2e¥-1)=0 |2 est une solution de 2t>-5t+2=0
& ef=2o0u e =%
< x=1In2 oux=-In2
S={-In2; In2}
2. P(x)<0 < (e*-2)(2e*-1)<0
2= %< e*<2
& -In2<x<1In2
D'ou : Vxe]-; -In2[U]In2 ; +oof, P(x) > 0 et
Vxel-In2 ; In2[, P(x) <0

3. xgDf <e*-1=0
oef=1
< x=0
Df=R*
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1 = lim f(x)=+0
im =0 x—+00
x—+o00 e¥—1

(Limite d'une somme)
{ lim (2x +1) = —o0
g JxX—o—®

lim (2x 4+ 1) = 4o
4. a)* {x_)m

. = lim f(x)=-o
= -1 X——00

(Limite d'une somme)
* lim f(x)=1

X—>+00
lim(2x +1) =1
X—
b) *<{ fim L = —o = limf(x)=-o0
x—0e*-1 XZO

<
1in(1)(2x+1)=1
X—

* lim -2 —doo = }Ci_r%f(x):+w

x;Oex—l >

c) * )lci_r)r(l)f(x) = -00

x——o0 e¥—1

D'ou, la droite (OJ) est une asymptote a (C).
* 13 —
}Cl_r%f(x) = 400
>
D'ou, la droite (0OJ) est une asymptote a (C).
5. a)Vxel*,;

f(x)=2x+1+
-y €
f'(x)=2 —(ex_1)2
_ 2(e**-2e*+1)—e*
- (e¥-1)2
2e%*—5e¥42

(e¥-1)2
P(x)

" (-1

b)Vxel*;

(e*-1)2>0

f'(x) a le méme signe que P(x).

D'ol : Vxe]-0; -In2[U]In2 ; +oof, f '(x) >0 et
Vxel-In2; 0[U]0; In2[, f'(x)<0

eX—1
X
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c)
X -0 -In2 0 In2 +00
f'(x) 0 0
+00
f(x) TS 22—
-2In2-1
-00 -00
L,

D f e - 2+ D = i,

eX—1

D'ou, la droite (D) : y = 2x+1, est une asymptote a (C) en +o0
6. a) lim [f(x) —2x]= lim (1 +——)=1-1=0
X—>—00 x——00 e*—1
D'ou, la droite (D) : y = 2x, est une asymptote a (C) en -0
b) Vxelow;0[;

f(x) - 2x = et

eX—1

e*>0ete*-1<0

f(x)-2x<0

D'ol, (C) est au-dessous de (D') sur ]-oo ; O[

c)
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d) Vxe R *;

1
f(x) = 2X:(1+E)

=2X +

eX-1
e) Vxel-0; 0[;
_ ur(x) . oax
f(x) = 2x + P olu(x)=e*-1

D'ou, les primitives de f sur ]-o0 ; O[ sont les fonctions numériques Fi définies
par:

Fu(x) =x*+In|e*- 1| + k (ke R)

f)F(-1)=1 et Vxe]-o0;0[ F(x)=x*+In|e*-1| +k (keR)

F(-1)=1 < 1+Injet-1|+k=1

& 1+In|?|+k=1

< Inle-1| +k=1

< k=1-In(e-1)

Vxel-00;0[, F(x) =x2+ In|e*- 1| + 1- In(e - 1).

Exercicell
Df=R
Vxe R, f(x) = x?e™
1. Vxel;
f'(x) = (-x* + 2x)e™
=-X(x - 2)e*
2. Pourtoutréelx;
e”*>0
f'(x) a le méme signe que -x(x - 2)
* Vxel]-0;0[U]0; 2[,f'(x)<0
D'ou, f est strictement décroissante sur ]-oo ; 0] et sur [0 ; +oo[.
*Vxe]o; 2[,f'(x)>0

D'ou, f est strictement croissante sur [0 ; 2].
*

X -00 0 2 +00
f'(x) - 0 + 0 R

(x)

\o — :_z\o
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= +00

3. lim f(x)=+0 et lim 22
X—>—00 X—>—0o X

D'ou, (C) admet en -oo0 une branche parabolique de direction celle de la droite
(0)).

a) *f(-1)=eetf(0)=0
* f est continue et strictement décroissante sur ]-1; O[
Et, f(0) < f(2) < f(-1)
D'oy, il existe un unique nombre réel oo compris entre -1 et 0 tel que : f(a) =

f(2).
4 a?

b) f(oc)—f(2) = e—z— e_“

PP
22

E 2
S <2£> =o?

e

ax 2
o (Lel) o

< (glo)?=o?

< gla)=o car:gla) <0
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5. a)*gl1)=-—= et g(0)=

g(-1) ~-0,45 et g(0)~-0,74 (arrondl d'ordre 2)
* g est continue et strictement décroissante sur [-1; 0].
Et, g(-1)e[-1; 0] et g(0)e[-1 ; O]
D'ou:g([-1;0])c[-1;0].
b) Vxe[ 1; O] ;
g'(x) =- -62
g"(x)=- —ez
g"(x) < 0
D'ou, g' est strictement décroissante sur [-1 ; 0].
Par suite ;
Vxel[-1;0];
g'(0)<g'(x)<g'(-1)
oo -1
e <glx)< eve
, 1
lg'(x)] < >
6. a)* Vxel-1;0], g <
Et, Vne N, u, e [-1;0]
Et, a € [-1; 0]
D'aprés I'inégalité des accroissements finis,
Vne N ;
1
lg(un) - glo)| <=f un-atf
1
| Une1 - o] S;l Un- o
* Jui-af S§|Uo-0t|
luz- | <Jus -

1
|us- o S;lua-al

1

|Un'a| S;lUn-l'(Xl

En faisant le produit membre a membre et les simplifications nécessaires ;
1

Vnel, |un- ol Se—nluo-al

b) En majorant |ug-o| par1,ona:
1

Vnel, |un-al Se—n

c)eins 105 = |un- o] <10°
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< 10° = e">10°

= n > In(10°)

Et, In(10°) ~ 13,82 (arrondi d'ordre 2)
On peut prendre : n=14

SITUATIONS COMPLEXES
Exercicel2

Le chiffre d'affaire moyen annuel, en FCFA, en 2000+x : 300 X 164 000 X f(x).
300 x 164 000 X f(x) = 49 200 000 X f(x)

Soit A(x) le chiffre d'affaire moyen annuel, en milliards de FCFA, en 2000+x.
A(x) =0,0492 X f(x)

= 0,0492(5 + xe%2<1)

* La fonction A est dérivable sur [0 ; 20].

Vxe[0; 20];

A'(x) = 0,0492(1 + (0,2)x)e%>*?

A'(x)>0

D'oy, la fonction A est strictement croissante sur [0 ; 20]

* A(0) = 0,246

A(20) = 20,01 (par défaut a 1072 prés)

* La fonction A est continue et strictement croissante sur [0 ; 20].

Et, 3,936 est compris entre A(0) et A(20).

D'oU, I'équation : x € [0; 20], A(x) = 3,936 admet une unique solution .
Déterminons o un encadrement de a par balayage.

A(10) = 1,58 (par défaut & 1072 prés)

A(15) = 5,69 (par défaut a 1072 prés)

10<a <15

X 11 12 13 14
A(x) par défaut & 102 prés 1,58 2,04 3,41 4,41
13<a<14

Soit N I'année cherchée.

N=2010+ 14

=2024

Exercice 13

Soit T I'heure du crime.

En prenant T comme I'origine du temps, on a:
f(0)=37, f(10-T)=32 et f(10,5-T)=31
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*f(0)=37 < A+20=37
o A=17
— —k(10-T) —
*{f(lo—T) =32 _ [17e 10-7) =32 (1)
f(10,5—-T) =31 17e-k(10,5-T) — 31 (2)

@ donne : e —k(10-T=105+T) _ 32
(2) i 31

Yte[0; +oo[ ;
f(t) = 17e 72 G)!

- 17(91”(%)_%

31)2(10—T) .

*f(10-T)=32 < 17(5 =12

(2)2(104) 12
32 17
& 2(10-Tin(3) =n(2)
n(57)
)
= T=120- ln(g))
277 ()
T=4,515 (arrondi d'ordre 3)
T~ 4h 30min
Le crime a eu lieu aux environs de 4h 30min

< 20-2T=
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NOMBRES COMPLEXES ET
GEOMETRIE DU PLAN

EXERCICES DE FIXATION

Vs =2 —Z4 =3i+2-2i—1=1+i

Exercice 1

20AB=Zg—Zy| = |1+i| =2

3)Mes (Ti; E) =arg(Zg —Z,) =arg(1+1i) = %
Exercice 2
Ona: Zc—Zp _ 2721411 _ 3-3i _ 3(1-i) _ 3(1-i)? - _3;

"Zp-Z4  2i+41-i  1+i 1+i 2

Par suite Mes (E, ﬁ) = —%

Exercice 3
c—a 2-2i+1+i 3—-i 3—-i 1 .
Ona:— =—; — = = =< =1
b-a 2i+1+i 1+3i i(3-i) i
c—a . T
Donc Ar (—) =Arg(—i) = ——
I\ g(=) =—3
Caractérisation des points alignés
Exercice 4
1) c—a _ 2+i+3i _ 2+4i _ 2(1+20) 2
b—a  1—i+3i 1+2i 1420

2) Comme 2 € R*; donc les points A, B et C sont alignés

Exercice 5
Zc—Z 2-2i+1-i 3-3i 3(1-i) 3(1-i)? .
1)0na: =A== - — - = -3i
ZB_ZA 2i+1—-1 1+i1 1+i 2

2) Comme —3i € ilR* donc le triangle ABC est rectangle en A
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Caractérisation complexe de I’angle droit

Exercice 6
c—a  2-2i-3+i —1-i 1 1+i
l)—=———= =X — =]
b—a 2i—3+1 —34+3i 3 1-i

2) Les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires car% € iR*

Caractérisation complexe des points cocycliques

Exercice 7

c—a d-a 3—-i—2i 2+2i-2i 3-3i 2 3(1-i . . .
— = - - .=—.:—.=(—.)X21=—31><21
c—b d-b 3—i—2+421 2+2i—2+2i 1+i 41 1+i

c—a d—

e

c-b d-b

Comme 6 € R*alors les points A, B, C et D sont cocycliques
11) ECRITURES COMPLEXES DES SYMETRIES
Exercice 8

1)Faux
2)Faux
3)Vrai
4)Faux
5)Vrai
Exercice 9

Z'=—7Z+4+2(04+)=-Z"+2i+2
Exercice 10

Z' est de la forme —Z + 2a donc f est une symétrie centrale
ona:3-2i=2(3-1)

AinsiZ' = -7 +2(3-1i)

Ainsi le centre de f est le point A d’affixe %— i
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) Ecriture complexe d’une translation
Exercice 11
7 =2-1-2i
Exercice 12

. - =1
Translation de vecteur de u (7 ;1)

IV) ECRITURE COMPLEXE D’UNE ROTATION

Exercice 13

7' =e"§z=(§+%§i)z

Exercice 14

.TT
OnaZ' = e '%Z+ 3idonc f est la rotation d’angle —%et de centre

Q d’affixe w telle que

1 (1 V3 1 (1 V3
30 3(5*(5‘7)) 12(5*(5‘7))
w = = =
1-B4Y 52V 5-2v3
2 2 4

ECRITURE COMPLEXE D’UNE HOMOTHETIE
Exercice de fixation

Exercice 15
OnaZ =- %Z
Exercice 16

Z' s’écritsous laforme Z' = kZ +bouk =7eth =3 —idoncf est

- ) e 3— 1,1,
I’'homothétie de rapport 7 et de centre d’affixe w = —Gl =—3 + L
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SIMILITUDE DIRECTE
Exercice de fixation

Exercice 17
1)Vrai
2)Vrai
3)Vrai
Exercice 18

1)Faux
2)Faux
3) Vrai
Exercice 19

Soit A et B les deux points invariants par S avec A # B;ona:S(4) = Aet
S(B) = B donc AB = kAB d’ol k = 1 ainsi S est un déplacement qui laisse

invariant 2 points d’ou

S=1Id
Exercice 20

1)Vrai
2)Faux
3)Vrai
4)Vrai

IMAGE DE FIGURE SIMPLES PAR UNE SIMILITUDE DIRECTE ET PROPRIETE

ECRITURE COMPLEXE D’UNE SIMILITUDE DIRECTE

Exercice de fixation
Exercice 21

Z' est sous la forme Z'

aZ+boua=1—ieth=0(a=1)

Donc la transformation est une similitude directe plane

De plus son centre w est telle que w = 0 d’ou la similitude directe a pour

centreO (a # 1)
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Exercice 22

Le rapport k est tel que k = |1 + i\/§| = 2;l'angle 0 est tel que 8 =
Arg(l + l\/§) soit 8 = g

Son centre () d’affixe w est tel que

_ V32— _ V3(2-i) _

1-1-iv3  —-iv3 =1+2i

Exercice 23

7' =Ze'iz + (1 - \/fei%) (1-1)
V3 (24 —)Z+<1—«/‘(£ f))u_l)

Z=1+DZ+(1-1-D1-10

=(1+i)Z—-1-—1i
Exercice 24
AC = %AB
s=S/ 1 mets(B)=Cdonc o
(4:5-%) (AB;AC) -2
. 5 ——=— 7
Par suite AC = = et mes (AB;AC) = —=
2 6

Exercice 25

1)ABC est un triangle donc les points A, B et C sont trois points du plan deux a
deux distincts, il existe donc une similitude directe S de centre A qui
transforme Ben C

SA=A_(1+i=a(l+i)+b_ (fa=i
2){S(B)=C:>{ 2+i=a+b ={, 23

AinsiZ' =iZ +2
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Exercice 26

OnaZy=iet Zg=— % + i\/z—§ donc A et B sont deux points distincts

. g 2 .
2 est un nombre réel positif ?n est un nombre réel, A et Bsonttelque A +# B
Il existe une unique similitude directe de rapport 2 et d’angle 2?” qui
transforme A en B
Exercice 27
A, B, C et D sont quatre points du plantelsque A # CetB # D

Il existe donc une similitude directe S tel que S(A) = BetS(C) =D

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1
)r:Z' =e2z+(1—e?)i=iz+1+10)
2Q)0naZ'g=iZg+1+i=i(-4-)+1+i=2-3i=17;

Doncr(B) =C

AB = AC

310nar(nB)=C= {mes (aB;ac) =2
Donc ABC est un triangle rectangle et isoceéle en A
Exercice 2

1)Z" estsouslaforme Z' = aZ + bonaa € C*etbh € C donc c’est une
similitude directe

k= |1 - \/§| =2etl = Arg(l - l\/g) = —g et de centre Q) d’affixe w tel
de

_ —V3=i _ —/343i
T w3 3
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2)(1-3)z - (V3+1)| = |1 - V3| |z - 2| = 21z -

Donc

[(1-iV3)z—V3—-i|=6e2|Z-i|=6<|Z—i|]=3;Iensemble est
un cercle de centre /(i) et de rayon 3
Exercice 3

1)S a pour écriture complexe : Z' =aZ +b;a € C etb € C

{5(1):1 :>{ 2i=2ia+b {a=1+i

Lerapportk = |1 +i| =2 ;langle 8 = Arg(1 +i) = %
Ainsis =S ™

(1v25%)
2)

B /
6151413121110-9 -8 A-i6 5\4 o ic 0 11 12 13 114 15 116 17
- .

3) Z7Z _ 27 _ _idoncle triangle IMM’ est rectangle isocele en M.

Z1-Z  2i-Z

4)Les points I(2i) et K(1) sont deux points de la droite (D) donc les points
I =s()etK' =s(K) avec Zg, = 3 + i sont des points de (D")

5)(I) = €(I;5) donc (I'") = S(I) est tel que (I'") = €(I; 5\/5)
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Exercice 4
1.3)Z2' =Z +3—2i

b)AB(—8;12) doncZ' = Z — 8 + 12i
2.a)Z' = -5Z7

b)Z' =3Z —2w =3Z+4—2i

3.0)2' =e 57 = G - i?)z

b)Z =e5Z+(1—i)—e3(1—i)=e3Z+ (1 —e5)(1-1)

= +iD)z+2((1+v3) - i(1+V3))
Z =emZ+(1—-e™)3+2)=-Z+23+2)=-Z+6+4i
4.0)7 =3e ez + (1 - 3e“'5?”) (3 + 2i) = (—7—— )z+£+
i(12—3+3\/§)
b)Z=§eigZ+4(1—§eig)><4=§iZ+4—3i

4 4 4
Exercice 5
Dk =[2(1+iV3)|=2x2=4;0=Arg(2(1+1V3)) ==
Le centre d’affixe w tel que w = 1_23’—21\5 13( 21\/_)
2)Zy =2(1+iV3) A+ 1) +3=(5-2V3) +2i(1 +V3)
3)0(0;0) et K(\/§ + i) sont deux points de (D) donc S(D) = (0OK")
Or0' =0etZy, =2(1+iV3)(V3+i)+3=8i+3

Ainsi S((D)) = (0OK")
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Exercice 6
1) S a pour écriture complexe : Z' =aZ+b;a € C etbh €C

SA)=C_(S+i=ai+b _(a=2(1+0)
{S(B)=D:>{1+i:—a+b=>{ b=3—i

Donc S a pour écriture complexe: Z' =2(1+i)Z +3 —i

2k =21+ =2v2;0 = Arg(Z(l + i)) =%

3-i _ —147i
Q(w) le centre tel que w = - =
—-1-2i 5
—Z 1+1-i 1 . .
3.a)Ona 24”2t — - = — = —j donc ABE est un triangle rectangle
Zgp—-Zg —-1+1-1 -1

isocele en E.
b) S(ABE) = CDF donc CDF est un triangle rectangle isocéle en F.

Exercice 7

La)|(1-iv3)z - (V3 +1)| = |1 - iv3| [z - B = 21z — |

Donc|(1—iV3)Z— (V3 +i)|=6=2|Z-i|l=6<|Z—i|=3
b) (I = C(4;3)

2.a) S a pour écriture complexe : Z' =aZ+b;a € C eth €C

S(A) =0 0O=ai+b a= =1-iV3
{S(B)=C:>{—4i=\/§a+b:>{b:l/:;:{ =—3—-i

Ainsi I'écriture complexe de S est Z' = (1 - i\/B_’)Z —V3-i

b) k = |1 - i\/§| =2;0= Arg(l - i\/§) = —%et le centre Q(w) le tel que

_ —V3—-i _ —V3+3i
Y

3.a)(0) = S((F)) donc (C) est un cercle de centre A" = S(A) et de rayon 2 X
3 = 6avec

Zy=(1-iV3)i-V3-i=0
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Ainsi (C) = C(0;6)
b) Construction de (C) est (T')
4. a) Constructionde Det Qou D € (QOB) et QD = 20B

b)On a

Q A B
< Q 0 C

et € (UB)
donc QC = 2QOB et mes (ﬁ; Q—C)) = —g
N S G—— T
d'oll 0D = OC et mes (QD;C) = -3

QCD est un triangle isocele qui a un angle —g donc QCD est un triangle
équilatéral

5a)r)(C) = D ; Mes (m, Q_D)) = g
Donc I'écriture complexe de r est :

NE)

3

)Z +

0)Zp = (2+i2) (-4 + BB = 2vZ - 2i+ i+ L =2v3+ L~

Exercice 8
1p(iv3) = (iV3)" - 6(iv3)” + 24(iV3)” — 18(iv3) — 63 = 9+
18ivV3 —72—18iV3+ 63 =72—-72+18iV3 —18iV3 =0

p(—iv3) = (—iv3)* — 6(=iv3)” + 24(=iv3)" — 18(—iV3) + 63
=9 —18iV3 — 72 + 18iV3 + 63
=72—-72-18iV3+18iV3=0
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iv3et — iv/3 sont des zéros de P donc il existe un polyndme Q de degré 2
tels que

P(2)=(z-i3)(Z +iV3)Q(2)
or (Z-i3)(Z+iV3)=2?+3
Donc P(Z) = (Z? +3)Q(2)
e (2 -i3)(Z +iV3)Q(2)
Z* — 673+ 24772 —18Z + 63 = (Z? + 3)(Z% — 6Z + 21)
AinsiQ(Z) =Z%? - 6Z + 21
2)P(Z)=0 ©Z—ivV3=00u Z+iV3=00uZ?—-6Z+21=0(F)
Résolvons (') : Z%2 — 6Z + 21 = 0
A=36—84 =48 =16 x 3 = (4V/3)?

6—43 _ 6+4V/3

2

Z = ouZz
Z=3-i230u3+i2V3

Sc¢ = {iV3; —iv3;3 + 2iv3; 3 — 2iV3}

3a) construction

B = S0.1)(A); C = h(o;2)(A); D = t,;5(C)
B =S donc Zy = —Z, = —iV3

C= h(q2)(4) & QC = 204 donc Z¢ = 2(Z — Zg) + Zg
Ze =2(ivV3+3) 4+ (-3) =2iV3 +3

D =t,5(C) & CD = 24B & Zp = 2(Zy — Zy) + Z¢
=2(—ivV3 - iV3) +2iV3 +3

Zp =3—2iV3
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¢)On a Zc—Za _ 203+3-13 _ 3+iV3 _ 1(3+iV3)(1+iV3) _ 3+4iV3-3 _

Zp-Z4  3-2iV3+3-iV3  3-3iV3 3 9+27 3x36

4iv3 _ i3
3x36 27

Zc—Z iv3 .
Comme =£—2 = —=3Jors le triangle ACD est rectangle en A

Zp-Zs 27

2
d)éc=Za o Zp=Zp _ 3+iV3 % 3-iv3 _ 3%+(V3)" 12 13 1
) »=_1

Zp—Za4 Zc—Zp  3-3iV3~ 3+3iV3 32+(3\/§)2 T 9+27 36 3
Les points A, B, C et D ne sont pas alignés
Comme % € R* alors les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle
4)E = So(D) donc Zy = —Zp

D'ou Z; = —3 + 2iV3

\Zc—Zp _ 3+2i+iV3 _ 3+3iV3 _ 18-18iV3 _ 1 ﬁi _ e_ig
'ze—zg — —3+2i+iv3  -3+3iv3 36 2 2
Zc—Zp - . s
b) =—— = e "3 donc le triangle BEC est équilatéral
Zg—Zg
Exercice 9

1)Construction Ay = 0; Ay telque Z, =i

a)A, = S(An_z;r;a)(An—Z)

L'écriture complexe de Sestdonc; Z' = uZ + (1 —u)Z, 4
Comme A, =S(4,_,)alorsZ, =uZ + (1 —u)Z,_4

b) Démontrons par récurrence

Pourn=2;o0onaZ, —Z; = (—u)i

D'autre partona: Z, = re'*Zy+ (1 —re'*)Zy =uZy + (1 —w)Z; =
(1—w)Z; car

ZO=0
Zz =1Zl—uZI OI‘Zl =id0nCZ2—Zl =—uxi
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La proposition est vraie pourn = 2

Supposons qu’il existe un entier natureln > 2 telque Z,, — Z,,_1 =
(—w)™ i et montrons que Z,, .1 — Z, = (—u)™i

OnaZyy,=uZ,_1+1-uwz,
Donc Zpyq — Zn = —U(Zy — Zp_q) = —u(—w)" i = (—u)™i

Par suite pour toutn > 2, Z, — Z,_; = (—u)"* i

Q) Zy — Zp_q = (—u)™ i —
Zng = Znp=(-w) 2
addition membre a membre

Z4_ _Z3 = (_u)sl

Z3 —Z, = (—u)?i

Zn—Zp =i ((—wW?+ (-’ + . (W)
—(— -2
Zn—2Z, =1 ((—u)?x %) orZ, =i(1—u)donc
. . . N2 1—(—u)"2
Zp=1i(1-u)+i(( u)x—1+u )

2.a) ona

4o Ay
QA AZ

b)ZO :O,Zl =ietZZ =—ui+iCarZ2—Zl =(_u)l

Ainsi I'application associé a S est définie par
Z'=—uZ +iet—u=—rel®m
L’équation au point fixe f(Z2) = Z
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DoncZ =—-uZ +idouZ =
1+u

Ainsi S est la similitude directe de rapport r d’angle a + 7 et de centre ()
d’affixe ﬁ

c)Démontrons par récurrence que A, = S(4;)

L’écriture complexe de Sest : Z' = —uZ +idonc Z,,; = —u(Z,) +1i
Supposons que A, = S(4,,_1) et montrons que A,,1; = S(4,)

Par suite A,..1 = S(4,)

3)Sop=IldpetVn;S,;1 =S0°S,

a) Démontrons que Vn = 0 ; Ayyp = n(Ap)

Pourn=0;0nad, = SO(Ap) CarSpo =IdetA, =A,d

onc vraie pourn =0

Supposons qu'’il existe n = 0 tel que Apyp = Sn(Ap) et montrons que

Ant1tp = Sn+1(Ap)

On a Ay = Sp(Ap) donc S(Ansp) = S (Sn(4y))
Ainsi S(Ap4p) = S © Sp(4y) = Spi1(4p)

Donc Ans14p = Sn+1(4p)

Parsuiten > 0, Apyp = Sn(4,)
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SITUATIONS COMPLEXES

Exercice 10

1. Notons OABC le premier carré

Le second carré est OA'B’C’ tel que S(0) =0 ;S(A) =A";S(B) = B’;
S(C) =C

OuB' =CetA =mil[OB];
V2

Ainsi 0A" = %03 et 2042 = 0B? donc 04’ =04 et mes(ﬁ’; 071") =

Par suite § = S(o.\/_f.z)

’274

.TT
L’écriture complexe de S est donc Z' = \/Z—EelZZ = G + %1) Z

La reproduction du tableau s’en déduit grace a un raisonnement identique

Exercice 11
Préoccupation du pere

o Le nouveau champ est triangulaire car il est le transformé de I'ancien
champ par une similitude

o L’aire du nouveau champ est égale a I'aire de I'ancien multiplié par le carré
du rapport de I'homothétie soit : 10 ha

o Le plan du nouveau champ s’obtient grace a la construction de I'image du
triangle ABC par la similitude directe S
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SUITES NUMERIQUES

EXERCICES DE FIXATION

1) RAPPEL SUR LES SUITES ARITHMETIQUES ET LES SUITES
GEOMETRIQUES

Exercices de fixation

Exercice 1
U,, est une suite arithmétique de raison 7 donc Uy,;.q = U, + 7

Exercice 2
V,, est une suite géométrique de raison 7 doncOnaV,,1 =7V,

Exercice 3
U,=U,+(n—2)x(-3)=-3n+15

Exercice 4

OnaV, =V, x (%)M' =32 x G)rH

Donc I, = 32 x G)n x (%)_4 =512 x (%)n

Exercice 5

Uy+Ug

Us+Us+ -+ Upg = (16 — 4+ 1) x 278 = 13 x 227

2
OrU,=-3x4+15=3etlU;, = -3 x 16 + 15 = —33
DoncU4+U5+--~+U16=13x?"2ﬁ=13><(‘T3°)=—13x15=—195

Exercice 6

OnangetV4=32donc
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1) LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE
Exercice de fixation
Exercice 7
Uo=3°-2 donc Up= -1 (vrai)
Supposons que pourk > 1, ux = 3“2 puis montrons que : ux1 = 3% -2
Uke1 = 3Uk+4, or ug = 3%2 donc uks1 = 3 (3%2) + 4 soit U= 341 -2
Exercice 8

Somme de n termes d’une suite arithmétique de premier terme 1 et de
raison 1

nn+1)
2

SUITES CROISSANTES, SUITES DECROISSANTES

Onbien: 1+2+3+:--+n+=

Exercice 9

1.VRAI

2.VRAI

3.FAUX (préciser que son premier terme est positif)
SUITES MAJORES, MINOREES

Exercice 10

1.FAUX

2.VRAI

3.VRAI

4.FAUX
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SUITE CONVERGENTE, SUITE DIVERGENTE
Exercice 11
1.VRAI
2.VRAI
Exercice 12
1.FAUX
2.VRAI
Exercice 13
1.VRAI
2.FAUX
3.VRAI

4 VRAI

Exercice 14

. 1
OnaUnzﬁ

n+1

=0 lim

lim 1= =1donc lim U, =1
n—-+4oon x-=0 X n—-+oo
Exercice 15

WU, = f(n) ot f(n) == et lim f(n) =0

n n—-+oo
Donc lim U, =0
n—+oo
2) lim X*1 — 1donc lim Uu,=1
n—-+oo xX+2 n—-+oo
3)0na Un ln(n+1) et lim In(n+1)
n+1 n-+oo N+

Donc lim U, =0

n—+oo

Livre du professeur Maths T'*D

n—-»+oo N

=1

171



Legon 9 ¢ Suites numériques

4) lim U, oo 5) lim U, =0
n—-+oo n-+o0
Exercice 16

La limite de (U,,) est solution de I'équation f(x) = x avecx = 1

f=xe2Vi+l=xe2x=x-1eodx=x-1> <
x2—6x+1=0

A=32 = (4v2)
6—42 6+4+/2
2 oux =

Ainsi x = >
x=3-2V20ux=3+22
comme x > 1 donc La limite de (U,,) est 3 + 2v2
Exercice 17
La limite [ de (U,,) est solution de I'équation f(x) = x
f(x)=x<:>1+§=x;x>0<:>x2—x—1=0

. 1-V5 145 1+4/5
Les solutions sontT\/_et +\/_; commel > 0alorsl = 5

Exercice 18

a)—1<0,7<1donc lim U, =0

n—+oo

b) 5> 1donc lim 1, = 400

no+oo
c—-1< E <1 doncnliTan =0
Exercice 19
1)0na—-1<(—-1D)"<1ldoncn?—1<n?+(-D)"<n?+1

Comme lim (n? — 1) = +o donc hm (n +(-D") =4

n-+oo

2)-1<sinn<ldoncn—1<n+sinn<n+1
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Comme lim (n —1) = 4o0odonc 11m (n + sinn) = 4o

n—-+oo

Exercice 20

1) Ona—1<sinn <1ainsi—= < Slzn S%

lim —== lim == 0donc lim sinn _ 0
n—-+oo n n—-+oon n-+oo N
2) Ona—1< (=)™ <1ainsi —% < (—n12) < %
_1\n
lim —iz= lim %—Odonc lim 12) =0

n—-+oo n n—-+oon n—-+oco N
Exercice 21
1) A
2)C
3)C
4)C
5) A
Exercice 22

a) lirp (nlnn) = +oodonc lim U, = +o
n-+oo

n—-+oo
Inn

b) im — =0

n—+oo no0-3

c)\/—x(%)nzx/ﬁx(%)nz%i;comme%>Oet2>1donc
llm\/_x() =

n—-+oo

4

dU, =——; 1,05>1et4 > 0donc lim =0

n
1, 05)" : n—+oo (1,05)"
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Exercice 23

2 2
a)n2—2”=2”(2—n—1); lim Z—n—Odonc lim (n? —2") = -0

n—-+oo n—»+oo

car lim 2™ = +o0

n-+oo
_ (1= i I ) =
b)n—lnn—n(l n),nl_l)rpoo " —Odoncnll)rfw(n Inn) =+
c)¥=i2; lim n—2=0donc lim iz= +o00. d) o0
n "_n n—-+o 3 n—-+oo ;l_n
EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT
Exercice 1

1(1+1)(2x1+1) _ 6

Pourn=1lonal?=1et . g=1doncvraipourn=1

Supposons qu'il existe un entiern > 1 tel que 1% + 22 + -+ n? =

n(n+1)(2n+1) ot
6
montrons que 12+ 22+ +n?+ (n+1)2 = (n+1)(n+62)(2n+3)
12422 4 g2 + (n + 1)2 = 2ODEHD 4 ) 4 gy2 =

6
(n+1)[n(2n+1)+6(n+1)]

6

_ (n+1)(2n?+7n+6) _ (”+1)(2("+2)("+%)) _ (n+1)(n+2)(2n+3)

6 6 = "
DoncVn; 12 + 22 + ... 4 n? _ n(n+1)(2n+1)
6
Exercice 2
n=1,1onal3=1 ot 2OHD° (1+1) _Z_ 1 doncvrai pourn =1
Supposons qu'il existe un entiern > 1 tel que 13 + 23 + .-+ n3 n3(71+1)2

(n+1)3(n+2)?

et montrons que 13+ 23+ +n3+(n+1)3 = -
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Onal3+23+ - +n¥+(n+1)3 =W+(n+1)3 =w
(n+1)°’(n+2)°

) 4

Exercice 3

Attention : il s’agit de démontrer que :

D(n +2
1x242 %345 4nx(m+1)= Mt Dm*2)

1(1+1)(1+2)
—3 =

Pourn=1;onalXx2=2et 2
Supposons gu’il existen > 1telque1 X2+ 2 X3+ --Xxnx(n+1) =
n(n+1)(n+2)

3

etmontronsque 1 X2+ -4+nxn+ 1)+ n+1)xn+2)=
(n+1)(n+2)(n+3)
3

n(n+1)(n+2)

Ix2+4+nxn+D)+(+)x(n+2)= 2

+(n+1)(n+2)

nn+1)(n+2)
3

(n+1)(n+2)(n+3)

+(+Dn+2)= :

(I suffit de réduire au méme dénominateur et mettre (n + 1)(n + 2) en
facteur)

Exercice 4
Pourn=0;0na3%—1=0et0 est multiple de 8

Supposons qu’il existe n > 0 tel que 3%™ — 1 est multiple de 8 et montrons
que 32+ _ 1 est multiple de 8

Ona32(M+D) 1 =32nx32_1=32"%x32_-3248=32%(32"-1)+8

32" — 1 et 8 sont des multiples de 8 donc 32(3%™ — 1) + 8 est multiple de 8
par suite 32(*1) — 1 est multiple de 8

Par suite V7 > 0; 32" — 1 est multiple de 8
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Exercice 5

20, +1 5
1)OnalU, ., === donc U,y =2 —
n+1 =73 n+1 Unt3

Ona2>0doncU, >0

Supposons qu’il existe n = 0 tel que U,, > 0 et montrons que U, >0

5 1 5
- < 2 —
Up+3° 3 Un+3

Ona Up>0;3+U,>3;-2<

AinsiUpyq >0 car% >0

Donc vn; U, > 0000

2Up+1  2x2+1 5
2)a) U, = = =3=1
)a) Uy Uog+3 2+3 5

b)Onal < 2donclU; < Uy

Supposons que U,,,1 < U, et montrons que U4, < U1

5 5 5 5
Uny1 <Up;— <- y e
Ups1+3 Up+3 Ups1+3 Up+3

doncUyis < Upyq

Par suite Vn; U, ., < U, donc la suite (U,,) est décroissante.
3) Elle est décroissante et minorée par 0. Donc elle converge

Exercice 6

10naVpyy = Unp1 =3 =3Un+2-3=3Uy—1=3Uy —=3) =3V,

. . . s . 1 .
Donc la suite (Vn) est une suite geometrlque de raison 5 et de premier terme
VO = _1

1\" 1 .
2.a)Ona:V}l=—(§) +3comme—1<§<1alors lim V,, =0

n—+oo

2b)Onal, =V +3=~(2) +3

Donc nl_l)g&) U, = lim (- (é)n + 3] = 3 car lim (%)n =0

n—+oo n—-+oo
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Exercice 7
1)(U,,) est une suite arithmétique de raison ; de premier terme —5
3
Donc U, = =5 ton

2)

Up+Uzgo

3)Uo + Uy + -+ + Ugg = 21 x (22%22) 01 U, = =5 + 30 = 25

—5+25

Ainsi Uy + Uy + -+ Ugg = 21 x (Z222) = 21 x 10 = 210
Exercice 8

OnalU,—-1+U,;; =2U,doncUy s =U, +1

D’ou (U,,) est une suite arithmétique

Exercice 9

1.a)1 > 0 donc Uy > 0 ; supposons qu’il existe un entier naturel n>
0 tel que U, > 0 et montrons que U,y > 0
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2U,
20, >0doncUy,,1 >0

U, >0donc2U, >0et2+ U, > 0dou

2U, 1 U 1 . Ly
=—r—— ™ = —donc I, est arithmétique
24U,

1.b) Va1 — W T

. . - . 1 .
2.a) V,, est une suite arithmétique de raison 3 et de premier terme 1

AinsiV, =1 +-n =27

. 1 2
Dou U, =—=—
V, 2+n

VO+Vn) _ (n+1)(2+%n)

2.b)Sn=VO+V1+---+Vn=(n+1)( : >

T+ 1D +n)

2 =0donc (U,) est convergente

2.c) lim U, = lim
n—-+oo n-+oo 2+n
Exercicel0
2Up+V,  2X2+8 12
1.U, =—""2= ===4
3 3 3
_ Up+3V, _ 2+3x8 _ 26 _ 13

V.
1 4 4 4 2

_ _ 3VptUy  2Up+3V,
2.8)dpy1 = Vny1 = Upyr = T 3

= — (3Uy + 9V, — 8U, — 415)
= 2 (=5Up +5V,) = = (V, — Up) = —d
12 n nlap N L VRt

Donc (d,,) est une suite géométrique de raison % et de premier terme
do = VO - UO = 6
b)(d,,) est une suite géométrique de raison % et de premierterme dy = 6

5 n
doncd, = 6 X (ﬁ)

5 5\" A

c)OnaE>Odonc( ) >0doud, >0

12
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n
b) lim d, = lim 6><(15—2) =0car-1<—<1

n—-+oo n—-+oo
_ 2Un+3Vy, _ Vp—Un _ dy
3a8)Upy1 —Up=—F—-Up="—=—
3 3 3
_ Up+3Vy _Up~Vyu _ dyn
Vipi—h=—— -V =—""1"=-"
d

b)Upy1 — U, = ?” ord, > 0doncU,,1 — U, > 0d ol (U,) est croissante

Vosr1 =V = —‘1—" ord, > 0doncU,;; — U, < 0doul (V,) est décroissante

c) (Uy,) est croissante donc U, < U,

(},) est décroissante donc V,, <V

De plusd,, > 0 donc U, <V,

Parsuite Uy < U, <V, <V,

d) (U,,) est croissante et majorée par V,, donc (U,,) converge

(4,) est décroissante et minorée par U, donc (V},) converge
d

42)Upy1 — U, = 3" donc

............. Addition membre a membre

p—
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Un_U():% (d0+d1+d2+"'.-+dn_1)

Un—2=3><6x1_(152)n=2>< 1_(7132)" =24 X _(;i)

12 12
4 5\"
Ainsi U, 7X(1_(ﬁ))+2
. 24 5\" 24 38
b) lim Uy = lim Zx(1-(Z) ) +2=2+2=7
Ona lim d, =0donc lim V, = lim U, =3
n—-+oo n—-+oo n—-+oo 7

Car (U,,) et (V,) sont convergentes

Exercice 11

Unyr = (U )?

1L Vo=in(3 Up)=—In2

2 Vper =1 (3 Uppa) = n (2 %2 (0,)?) = ln<(§ U, )2) -
2ln (% Un)
Vier = 2V, donc (1) est une suite géométrique de raison 2

3. Vp=—-n2x2"= =-2"In2
4. limV, = lim—-2"n2 = —
5. V,=In (g Un) d’ou e’ =% U,, donc g en = U,

lim U, =1lim= e'n =0
6.a)S,=Vo+Vi+-+V,4

Sp=Vox—=V,(1-2")=(1-2")In2
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TTL - UO X Ul X ... X Un—l
2 2 2
T,==e"xZe"1x..x=en1
3 3 3

3

n

n n
Tn=(§> xe(1-2”)ln2:< ) xelnz(l_zn):<§) x 2(1-2")

Exercice 12

UO == 2
4U,-3
{Un+1 =

Un

2\" Vo+Vi+-+V; 2\" S
= () x ettt = (2) x o
2
3

4x-3
X

1f(x) =

4x—-4x+3 _ 3

x2 x2

a)Vx € ]0; +oo[; f'(x) =
Or )Vx € ]0; +oo[;x2 > 0;3 > 0 donc Vx € ]0; +oo[; f'(x) > 0

Donc f est strictement croissante sur ]0; +oo[

x 0 o0
26 +
4
fo|

b)
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c) construction des quatre premier termes de la suite
22)f([2;3]) = [F(2); fF(3)] or f(2) =Zet f(3) == =3
Or2 <Zet3 =3 donc f([2;3]) C[2;3]
b)2<2<3donc2<U,<3

Supposons qu’il existe un entier n > 0 tel que 2 < U,, < 3 et montrons que

2< Uy <3

Ona:Un+1=4—Uidonc2SUn<3

n

3 3 5
—_—_,l— -1 =<
S <—1iISUpy <3

Doncvn; 2 < U,41 <3

8-3 5 5
c)Onaly,yq :TZEetZ <EdoncU0 <U;

Supposons gu’il existe n > 0 tel que U,, < U,,;1 et montrons que U, <

Unsa

Ona U, < U, et f est strictement croissante donc f(U,,) < f(Up+1)
D'ou Un+1 = Un+2
Parsuite Vn = 0; U, < Uy, donc la suite (Uy,) est strictement croissante

d)La suite (U,,) est croissante et majorée par 3 donc elle est convergente

Up—3
3.a)y, = 2

Un—1

4Un=3_,
 Upe1—3 _ Un 3 Up=3 _ 1(Up-3) _ 1
OnaVn+1—U 1 Wa3_] T 3y.-3  3\U,-1 =3
n+1 U——l n n
n

. . . 1 .
Donc (V,,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme V tel

quelVy =-—1

n
b)ona:V=—(5) (=Voq™
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comme —1 <3 L < 1alors lim V ,=0
n—-+oo

c)OnaV, = ”Zj donc VU, —V,, = U, — 3
D'oti VU, — V,, = U, — 3 par suite U,, = 2=
= V1
Ainsi lim U, = lim 2= =3cCar lim 1, =0
n—+oo n-+oo Vp—1 Nn—4oco

Exercice 13

Upetvn,U,, 1 =3U,—2n+3

1.U; =30y —2%x0+3=3Uy+3=3U,+1)=3

U,=3U0; —2%x1+3=3%x30y+1)—-2+3=9U,+1)+1=10
2.a)0na U,

Supposons qu’il existe n = 0 tel que U,, = n et montronsque U,y =n+1
OnalU,=2n;3U,=23n;3U,—2n+3=2n+3;Uyy; =n+3
Orn+3>n+1doncU,q =2n+3

Donc pour toutn, U, = n

b)JOnalU, =net lim n=4ocdonc lim U, = 400

30nalU,;,-U,=30,—-2n+3-U,=2U,—2n+3
OorU,=2n;2U0,=22n;2U0,—2n=>0;2U0,—2n+3=3
DoncUpyq — U, =0

D’ou la suite (U,,) est croissante

4a0naVyy =Upyq—(n+1)+1=Up,y —n=3U,—2n+3—n=
3U,—3n+3

Vier = 3(U, —n + 1) = 3V,
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Donc (1},) est une suite géométrique de raison de 3 et de premier terme V,
tel que

V0=U0+1=1

b) (V,) est une suite géométrique de raison de 3 et de premier terme U, + 1
or

Up+1=1

DoncV,, = (Uy + 1) x 3™

CommeV, =U,—n+1alorsU, =V, +n—-1
DoncU, = (Uy+1)3"+n—-1

AinsiU, =3"+n—-1

Exercice 14
1+U
U0=—etVn>1Un+1— n
—Un
1405 _ 1,5 _ 3
1U0—05doncU1— — =
-05 25 5
2.0nposel, =U, -1
1 1
Ona:— d’ou =
Vn Un_1 Vn+1 Unt1-1
111
Donc 7 = oy, = 70z
Vs -
3-Up 3-Up
. 1 3-U 1 3—Up—2 1-U 1
Déplus ——= L — =—"1 "= L=
Vpsr Vo 2(Ug-1) Up—-1  2(Up-1) 2(Up-1) 2

. 1 . . " . 1 .
Donc la suite (V—> est une suite arithmétique de raison — 3 et de premier

n

1
terme —
Vo

1 . . - 1 1 1
3.0na (—) suite arithmétique donc—=——=-n
Vn Vp Vo 2

) o 1. 1. 101
D'ou lim — = lim ——-n=—o0
n—-+oo Vp n-+oo Vo 2
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1 2V,
Parsuite lim V,, = 0 Car 1, = —2%
n—+oo 2-n

orU,=V,+1donc lim U, = lim j,+1=1

n—-+oo n—-+oo

Interprétation : Apres un trés grand nombre de reproduction la proportion de
souris noire est de 1

Exercice 15

Up=0etvn; Upyy =/U, +6

1.0nalUy=0et0=>=0donclUy, =0

Supposons qu’il existe n = 0 tel que U,, = 0 et montrons que U, 41 =0
Onal,=0;U,+6=6;/U,+6=vV6=0

DoncU,4q1 =0

Par suitevVn; U, =0

Ona0<5donclU, <0

Supposons qu’il existe n = 0 tel que U,, < 5 et montrons que U,,;1 < 5

Onal, <5;U,+6<11;,/U, +6<VI1<5
Donc U, <5

ParsuiteVn; U, <5

D’ou (U,,) est majorée par 5

2.0nal; =V0+6=+6et0<V6donc Uy < U;

Supposons qu’il existe n > 0 tel que U,, < U, 1 et montrons que U,,, 1 <

Un+2

OnalUy, S Up41;Un+6 < Upp1+6;Up+6<JUp1 +6;Upyq <

Uns2
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Doncvn; U, < U,41
La suite (U,,) est donc croissante
3.(U,) est croissante et majorée par 5 donc (U,,) converge

De plus U, 41 = f(Uy) d’ol sa limite [ est solution de I'équation f(x) = x

f=xeVvx+6=xox?—-x-6=0(x—-3)(x+2)=0
& x=3oux =-2

Comme U, > Oalorsl =3

Up+6—9 _ Up—3

40naln4y —3=Up+6-3= JUn+6+3  JUp+6+3

. 1
or0</U,+6d0ou3 <. U,+ 6+ 3Donc Un+6+3<3
. Up—3 1 _
Par suite Toorers <3 u, -3)

1
Donc |Up4+q — 3| < §|Un — 3]

1
|Un_3|S§|Un—1_3| n
1
IUn—l - 3| < §|Un—2 - 3|

........ multiplication membre a
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n

1
[Un=31<(35) 1U-3]

n
Or Uy=0donc |U,—3]|< 3x(§)

SITUATIONS COMPLEXES

Pour le premier contrat

Exercice 16

Soit Uy = 750.000 le salaire de départ
L’année suivante, soit Uy = Uy + Uy X 0,04 = 1,04 X U,
Soit Uy, le salaire annuel a 'annéenona: U,y = U, + U, X 0,04 = 1,04U,

Ainsi (Uy,,) est une suite géométrique de raison 1,04 et de premier terme
750.000

D’oli U, = 750.000 x (1,04)"

Pour 9 ans

Ona:U = 750.000 x (1,04)° = 1 067 483,859

Pour le deuxieme contrat

Soit V, = 750 000 le salaire de départ

Soit V, le salaire annuel a 'annéenona:V,,, =V, + 30000

Ainsi (14,) est une suite arithmétique de raison 30 000 et de premier terme
750000

D'ouV,, = 750000+ 30000n
Pour 9 ans
OnaV =750000+30000%x9=1020000

Le contrat le plus avantageux pour Monsieur Yao est le premier contrat
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Exercice 17

f(0) = 1 et f(t) = 120t +1. Il s’agit d’une suite arithmétique de premier terme 1
et de raison 120. Calculons-la en fonction de t la somme :

S= f(0) + f(1) + f(2) + f(3) + ... + f(t)

_t+1

S= T(f(())Jrf(;)) soit5=%(120t+2),

doncS= 60" +61r+1 (t>0)

—61+7+/2403481 .

$>10* << 60> +61¢—9999>0 ett > 0 donc {2 20

t est un entier donc la plus petite valeur de t est: 13.

Le couvre-feu interviendra 13 jours aprées la déclaration du premier cas
contrairement a I'affirmation du camarade de classe
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EXERCICES DE FIXATION

Exercice 1

Coche les bonnes réponses dans chacun des cas suivants :

1) Soit F et G deux primitives d'une fonction f sur un intervalle I. Pour tous a
etbdel,ona:

b
[P fGodx =
x F(b) -F(a) T G(a) - F(b) xG(b)-Gla)  x[F(D]G, OF®IF
Exercice 2
La fonction étant continue f sur I'intervalle | y admet au moins une primitive.

X étant un élément de |, il existe une et une primitive de f sur | qui s’annule
en xy. Or F est une primitive de f qui s’annule en x,. D’ou le résultat.

Exercice 3
Calcule :

° 1 -2 1 3
1) [, 2t = Ddt = [t = t]§=18;2) [, = dt == 3) [ t?dt = [S]}
4) le%dt (remplacer 0 par 2) le%dt = -In2

1

Premier exemple de la page

: . (O 1
Lire plutdt : [, t?dt=— 3

Exercice 4
LP(f®) —29(®)dt =
027 fOde+ [} g(®)dt ;0@ f©dt— [ g©)dt

OE2f f@dt+ [ g@yde 5 x [0 f@dt—2 [ g(t)dt.
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2) Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et a et b deux
nombres réels de I, & et fdeux nombres réels. On a:

[2(af © - Bg(©)dt =
O f®dt+af gyde  ;  OCa—AUL F®de+ [ g®)de
Oa+ AU FOde— [P g@)dt 5 xafl f©)dt - [ g(t)de.

Exercice 5
2
T 82
a) 1+ 8 ’ b) ? ’

c) Je(sin?x)dx + [2cos®x)dx = [2(sin®x + cos®x)dx = [2dx = g
b) Relation de Chasles

Exercice 6
L'intégrale vaut : 17

Exercice 7

f_32 |x — 1|dx = f_lz(l — x)dx + ff(x — Ddx=[x— %2]92 + [xz—2 —x]3 =%.
3) Intégrale et inégalité

Exercice 8

En intégrant sur [1; 2], 0n a : 0<f2 o de dex = [2vVx]?= V2 -2,
donc:

0<In2<2v2-2.

Exercice 9

a) La fonction x +— sinx est continue et positive sur [0; % ], d’ou: fofsinxdx
>0.

b) La fonction x +— x3 est continue et négative sur [—-2; —11, d’ou :

J_, ¥*dx <0.
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6) Inégalités de la moyenne
Propriété

Exercice 11
. . , . T
La fonction x — sinx étant continue sur [0 ; E]’ et pour tout nombre x,
T T
. - . Y T - .
|sinx| <1.|[2sinxdx|<—. Or: = < 2, donc |2 sinxdx| < 2.
0 2 2 0

Valeur moyenne d’une fonction
Exercice 12

1) § :2) %(el —e 1);3)In2.

7) Techniques de I'intégration par parties

Exercice 13

u(x)=x,u(x) =1;Vv(x) = sinx, v(x) = —cosx.

foﬂx sin x dx = [—xcosx]} — foﬂ—cosx dx ; foﬁx sin x dx = [—xcosx]§ +
[sinx]5=m.

Exercice 14

ux)=x,ux)=1;v(x)=+v2x+1,v(x) = %(Zx + 1)%;

3 3 3
Jy xVZx + Ldx = [5 (2x + 1)2]} — f 5 (2x + 1)7 dx= [5 (2x + 1)z} —
1 5
~[(2x + 2]h;

folxv2x+ 1dx=2—‘5/§+i.

15
Exercice 15

u(x) = Inx, u’(x) —% V'(x) = x,v(x) =

e x? x2 e? 1
J; xlnxdx = [+ Inx]§ — I S dx ; N xlnxdx = [ Inx]§ — [_]1_T+Z
8) Technique du changement de variable affine
Exercice 16
Posons:u = x + 1.

Iy e = [ - By = Bt - 2t

X
Vx+1
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Exercice 17
Posons:u = 2x — 3.

f (2x —3)*dx = —f utdu; f (2x — 3)*dx = 122
9) Autres techniques d’intégration

a) Utilisation d’une primitive

Exercices de fixation

Exercice 18

a2 .3 2x+3 _ 3 u _ 1 2
1) Posons:u =2x*+6x+1; [T ———dx —f_ZZudx =[In (12x* +

22x2+6x+1
6x + 1 | ]32

3 2x+3
f—Z 2x2+6x+1 Eln(?)'
2x+1 1
u=x*+x+1; fl (x2+x+1)mdx f wuzdx= 2(\/_ \/_)
4 2xd 4, _ 1 .
Ju=x*-1; [, (xzfﬁ = [,u'u 213dx =3(2%/% — 23). 4)idem

b) Utilisation d’une linéarisation

Exercice 19

1) 2isinx = e* —e~¥;

—8isin3x = (eix _ e—ix)3= @3 — 3 g2 gix 4 3 g @2x — g3,
—8isin3x = (e¥*— e3*) - 3(e* — e™) = 2isin3x — 6isinx ;
sin3x = —%sin?»x + % sinx;

T

L 1 5 3 2
fOZ sin°xdx = 5 [cosSx]0 -3 [ cosx]o = 3
2) 2cosx = e* 4 o7
32cos°x = (e* + e™¥)5 =
e5i>( + 5e4ix e-ix + 10 e3ix e—2ix + 10e2ix e—3ix + 5eix e—4ix + e—Six
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32c0s°x = (°* + %) + 5(e3* + e3¥) + 10(e™ + &™) ;
32c0s°x = 2c0s5x + 10cos3x + 20cosx ;

1 5 5
cos®x =—cos5x + —=cos3x + = COSX ;
16 16 8

T[ TZ T

fz cos®xdx =— [sm5x] * s [sm3x] [sinx]g
T I
J¢ cos®xdx =—.

s
3) Calcul de [2 sin®xcos®xdx

Deux méthodes :

2 3 5

a) sin®xcos3x = (1 — cos?x)cos3x = cos3x — cos°x;

On linéarise cos3x et cos®x et aprés calcul, on obtient :

i T T

z . z z 2
[z sinxcos3xdx = [? cos3xdx — [2 cos®xdx = =
0 0 0 15

3

b) ) sin®xcos3x = cosx(1 — sin?x)sin’x = cosxsin’x — cosxsin*x ;

. 5 s
sin®x,5 _ 2

V3
fz sinxcos3xdx = [Sm x]o -l =

X
Fonctions du type : x HJ f(t) dt

Exercice 20
et
Vi+et

dt définie sur R est I'unique primitive de fonction t -

La fonctiont — est continue sur R. Il en résulte que la fonction x —

t

e
Vitet

=

définie sur R et qui s’annule en 0.
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11) Intégrale de fonction paire, impaire ou périodique

Propriété.
Exercice 21

3z . 2r+rw . 3z . 2w . .
1) [“sinxdx = [ "sinxdx ; [ sinxdx = [ sinxdx, car la fonction
sinus est périodique de période 2m.

T 27 37 . .
2) [~ cosxdx = [""° cosxdx=[""cosxdx, car la fonction cosinus est

2
périodique de période 2.

Propriété
Exercice 22
1) f_nnsinxdx = 0, car la fonction sinus est impaire sur l'intervalle [—m; 7).

T s . . . .
2) f_”cosxdx =2 fo cosxdx, car la fonction cosinus est paire sur l'intervalle
[=m; 7]

12) Calcul d’aires
Exercice 23

Notons précisément OBCD le rectangle (R) tel que OB =a et OD = b.
Considérons le repere orthonormé (O, I, J) tel que I'unité soit le centimetre
et: I € [OB) et] € [OD).

’aire du rectangle (R) en cm? est Iaire de la partie du plan délimitée par les
droites d’équation x = 0 et x = a et la courbe représentative de la fonction
constante : x + b. Cette aire vaut : foa bdx = ab.

Exercice 24

L’unité d’aire est 3x2 cm?. La fonction f étant continue et positive sur [1; 2],
. s s 2 ., 11 .

I"aire en unité d’aire est : fl (x? + x — 2)dx, smtz u.a. Ce quidonne : 11

cm?.

Exercice 25
L’unité d’aire est 9 cm?. La fonction f étant continue et négative sur [-2 ; 0],

) s s 0 4 .
I'aire en unité d’aire est : — f_z(xz + x — 2)dx, soit 7 u.a. Ce qui donne::
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Exercice 26

Cette aire, en unité d’aire, vaut : f03(g(x) — f(x))dx.
Ce qui donne 9 u.a.

Applications du calcul intégral

(Cette partie n’est pas inscrite au programme de TC/D, mais peut étre utile
pour la préparation des concours apreés le BAC)

Exercice 27

a)VnEN*,SF%Z Of( ), ou fix) = cos®mx.
N 15 b _1

Par suite .ngerSn— fo cos“mx dx. D’ou 'nl—l>IPooSn— >

k

/1+( )?

VnEN*,SF%Z of( , ou f(x)

V1+x
D'ol: lim S,=v2—1.
n—+oo

Exercice 28

a) n =10, ff%dx.

La fonction fquia x +— o est continue positive et décroissante sur [1; 2].

S (4D < [ Tde < SR f(1 4550,

0,668771403 < f —dx <0,718771403.
D’ol : O668<f ~dx<0,72.

0,694 est une valeur approchée de de flzidx a26x1073 pres.
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b) n =20, fol e % dx.

La fonction fqui a x +— e

est continue positive et décroissante sur [0 ; 1].
Z 1f(—l)<f e ™ dx Z of(l_ol)
Ona: 0,73086782 < f e " dx < 0,76247385.

D’ou: 073<f e *"dx < 0,77

0,75 est une valeur approchée fol e~"dx a2x1072 prés.
¢) n = 15, méthode identique

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1

|x—2| 2 2-x 3 x-2
) fl (xZ 4_x)2 fl (x2_4_x)2 dx +f2 (x2_4x)2

En posant : u(x) = x2 — 4x, I'intégrale se met sous la forme :

f3 =2y =—%f12 u' (0)u(x)"?dx +%f12 u' (0)u(x)"? dx.

1 (x2-4x)2

|x—2] _1

1 (x2-4x)2 12°

Aprés calcul, f

2) Enposant:u(x) =1-—x2%ona: folx(l —x%)2%dx=—=
fol u' (0)u(x)? dx.

Apres calcul, folx(l — xz)zdx = %_

2
3) Enposant:u(x) =1+x3,ona: f;%:g

4) [atan® tdt = [#[(1 + tan®t) — 1]dt.

T T T
D’ou: [#tan® tdt = [tant] — %. On conclut que : [#tan® tdt = 1— %.
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Exercice 2

1) Calcul de fol xV1 — xdx.
Posons:u(x) =xetv'(x) =v1—x.0na:u'(x) =1etonprend:
3
v(x) = (1 —x).
Aprés calcul, fol xV1 — xdx = 115.

2) Faire deux intégrations par parties.
3) Faire une intégration par parties, en posant : u(x) = Ilnx et

4) v'(x) = §x3

5) Posons:u(x) =In(1+x)etv'(x) = (1+ reEweE Ona:u'(x) =— —et
on prend : v(x) = —ﬁ
eln(1+t) 11
Aprés calcul, [, RSy dt = + ln2 — 1n(1 + e).

Exercice 3

1) Calcul de fol xV1 — xdx.
Posons:u=1—x. Ona: fol xV1 — xdx = fol(l — u)vVudu. D’ou :
f xV1 — xdx = 1—5
2) Calcul de fo x(1 — x)"dx.

Posons:u=1—x.0na :folx(l —x)"dx = L

(n+1)(n+2)’

Exercice 4
2r
1) Calculde [~ cos*xdx.

On utilise 2cosx = e+ e~ et |a formule du binéme de Newton.
16cosx = e4* 1 43X =X | ge2iXp—2iX | fpiX o=3ix  o—4ix
16cos*x = (e*™* + e“”x) + 4(62”‘ + e %)+ 6.D'ou :
cos*x = —cos4x + —cost + g Par suite :

27 ) 3
f cos*xdx = [—sm4x + Isin2x + =x]&"

02 232 4 8

T s

[ costxdx ==.

0 4
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T
2) Calcul de [2sin®xcos®xdx.

Ona:sin3xcos?x = sin3x(1 — sin?x) ; d’ou : sin3xcos?x = sin3x — sin
On utilise 2isinx = e — e~ et la formule du binbme de Newton.

. . 1, 3. . 1. 5 . 5 .
D’ou : sindx = — Zsm3x + Zsmx et sin®x = 1—65|n5x - 1—65|n3x + Esmx. Par

suite :
z 1 1 1 2
[zsin3xcos?xdx = [=sin3x + =sinx ——sin5x ]2.
0 . 16 8 16 0
Ona: [2sin®xcos?xdx = 0.

s
3) Calcul de [2sin®xcos®xdx.

Ona:sin?xcos?x = (1 — cos?x) cos?x ; d’ou : sin®xcos?x = cos?x —

cos*x.

14+cos2x 1 1 3 N
cos?x = — et cos*x = SCOSAX +-C0S2X + =, D’ou :

T

- s
[2sin®xcos?xdx =—.

0 16

4) Calcul de [2sin®2xdx

. 1 . 5 . 5 ., .
sin®2x = 1—65|n10x — 1—65|n6x + Estx. Par suite :

J2sin®2xdx =0
Exercice 5

1) |+J=(a+b)§.

a-b .
2) |-J=—sinwm.
2w b
Vs a— . T a— ;
3) I=(a+b)- +—sinwmet)=(a+b)— ——sinwm.
4 4w 4 4w
Exercice 6
2n+2
1) |n+1 ; mln
2) |0 = g
2n 2n-2 4 2 2 2
3) In= X X..X=X=X=pourn=1etly==.
2n+3° 2n+1 77573 3

_ 2nX(2n—2)X...X6X4X2
T (2n+3)x(2n+1)X..X7X5

In

2 2
><§, pourn = 1 et Iozg.
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Exercice 7
T
1) w2 = [ cosxcos™  xdx
Posons : u(x) = cos"1x et v'(x) = cosx.Ona:u'(x) = —(n+
. . N n+
1)sinxcos™x eton prend : v(x) = sinx. Dol : ln. =
(2p—-1)x(2p—-3)X..X5X3X1 T 2pX(2p—2)X...X4X2

=, bpe1 = , pourp =

2) bp= 20X(2D—2)X .. X4X2 2
1;|o=§et|1=1.

3) a) Pour tout nombre réel x appartenant a l'intervalle [0 ; g], cos x est

(2p+1)xX(2p—1)%...X5%X3

T
positif ou nul. Il s’ensuit que I'intégrale foz cos™xdx est positive ou
nulle pour tout entier naturel n. Cette intégrale ne peut s’annuler
pour aucune valeur de n, sinon la fonction cosinus serait nulle sur [0 ;

g]. On déduit que pour tout entier natureln, |, est un nombre réel

strictement positif et donc non nul.
Il faut ensuite justifier que la suite (I,) est décroissante.

o . L I
On en déduit que pour tout entier naturel n :"I—+2 < ”I—“Sl. En
n n

prenant n = 2p, on a le résultat demandé.

) ITL+2 n+1

a) D’apres1l =— qU| tend vers 1 lorsque n tend vers l'infini. Par

Ipt2

conséquent, Ia suite ( ) converge vers 1. On conclut que la suite

P
( l2p+1 ) converge 1, d’apreés le théoréme des gendarmes. Or :

121[J+1 _ (2X4X6X...X2p)*? 2
Ly  [1x3x5x.x(2p-1)]2(2p+1) '
. 2X4X6X...X2D)> b3
donc: lim ( P) ==

p —> 40 [1x3x5%..x(2p—-1)]2(2p+1) 2’

Exercice 8
1) lb=e—1;1;=1.
2) Posons:u(x) = x"tletv'(x) =e*.Ona:u'(x) = (n+ 1)x"eton
prend :
v(x) = e*. On obtient le résultat en appliquant la formule
d’intégration par parties.
3) Ona:l=I13+21L—2l1+l.
En utilisant 2), on obtient : I,= e — 2; 13= 6—2e. Par suite : J=7—3e.
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Exercice 9

1) fest définie et continue et strictement croissante sur ] - g; g[.fest
donc une bijection de ] —g; g[ sur f( ] —g; g[) qui est R.

2) a)Llafonctiont+— ppve est définie et continue sur R. Il s’ensuit

gu’elle est intégrable sur [0 ; x] pour tout x positif et sur [x ; 0] pour
tout x négatif. L'ensemble de définition de g est donc R.
Un nombre réel x appartient a Dy si et seulement si x appartient a Ds et
f(x) appartient a Dg. Ds =] -g; g[ et Dg = R. Par suite : Dy =] -g; g[.
b) h(0)=0.
c) La fonction f est dérivable sur ] —g; g[ et f(] -g; g[) =R ; lafonction g

L. . 1 . .
est dérivable sur R car la fonction t +— ppvE est continue sur R. Par suite,

la fonction h est dérivable sur ] —g; g[ et: V x €] —g; g[, h'(x) = 1.
d)De: V xe]- g; g[, h’(x)= 1, on déduit que : h(x) = x + C. Or h(0) =0,
d’apres 2b), donc h(x) = x pour tout x appartenant ] —g; g[. Par suite, gof
(x ) = x. L'application f étant bijective d’aprés 1), en déduit que f~!=g.
e)l=f"Y1).0r: f7Y1)= f, donc: = f.
NB. Le fait que gof (x ) = x ne suffit pas pour conclure que f est bijective et

que f~!=g. Sans la consigne 1, ou il est démontré que f est bijective, on
devrait justifier que fog(y ) = y pour tout nombre réel y.

Exercice 10

t
1) a) La fonction t — eT est continue sur ]0 ; +oo[ comme quotient de

fonctions continues sur ]0 ; +e<[. Par suite, /a fonction F est dérivable sur ]0 ;
t
+oo[. La fonction dérivée de F est la fonction définie sur JO ; +eo[ quia t +— eT

Cette derniére fonction étant positive sur ]0 ; +oo[, F est strictement
croissante.
b) F(1) =0, par suite F est négative sur ]0 ; 1[ et positive sur ]1 ; +oo].

t_
2) a) Pour tout x positif, In x = flx%dt. Par suite : f(x) = flxe - Ldt.orla

t_
fonction t — e—tl est (continue) positive sur ]0 ; +oo[, donc f est négative sur
10; 1[ et positive sur ]1 ; +oo.

b) D’aprés 2)a),on a:
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(D) Vxelo; 1, F(x)<Inx;
(ii) Vx €]1; +oo[, In x < F(x).
De (i),ona: lim F(x)=—oo,car: lim In(x)=—oo;

x—=>0 x—=>0
3 3
De (ii),ona: lim F(x)=4oo,car: lim In(x)=+oo.
X —> 400 X —> +00

3)a)(T):y=e(x—1).

b) (C) est au-dessus de (T) sur ]0; 1[et (C) est au-dessus de (T) sur |1 ; +oe[.
Indication : Etudiez la fonction le signe de la fonction H telle que : H(x) =
F(x) — e(x — 1).

4) a) Pour démontrer que : V t €[1; +oo[, et > gtz, il faut étudier le signe
de la fonction ¢ définie sur [1 ; +oo[ par : @(t) = et — gtz.

PG
@

2_
b) Vtell;+oo, Fe) >$. On en déduitque: lim + 0o

x X —> +00
De 2) (ii) et de 4)b) , on déduit que (C) admet une branche parabolique de
direction celle de (0)).
5) Construction de (T) et (C).

Exercice 11

a) Le triangle ABM étant rectangle en M, AM = 2Rcos6. D’outi : AM? =
4R?cos?0. Par suite, AM? est donc une fonction de 6 définie sur [0 ;

T
T 1 = N
> dont la valeur moyenne est : ”_ofoz 4R?co0s?0d0. Aprés calcul,
2

cette valeur moyenne est : 2R?.

b) Le triangle ABM étant rectangle en M, et H le projeté de M sur la
droite (AB), on a : AM? = AH xAB. Le point H appartenant au
segment [AB], on a : AM? = 2Rx, oU x appartient a [0 ; 2R]. Par suite,
AM? est donc une fonction de x définie sur [0 ; 2R] dont la valeur

1 2R N
moyenne est R fo 2Rxdx. Apres calcul, cette valeur moyenne est :

2R2.
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Exercice 12

1—a)J+K=§;J—K=O.

b) J=2;K="1
% 4
2-1= [2(2cos*xsinxdx + 4K
I = [cos x] +4K; I=§+n.

Exercice 13

1- V€] —1; +oof, f'(x) = 2\/?’9 (x)——Vx+1.

2- I=22-2

3- 1=2(2—V2).
Exercice 14

1l-a)a=—1;b=c = %
b) I =21n2 —2n3.
2 2
2- Il faut faire une décomposition en éléments simples de c’est-a-
1 A
x(x2-1)2 X

1
x(x2-1)%
dire déterminer des nombres réels A, B, C, D et E tels que :

Bx+C Dx+E
x2-1  (x2-1)%

J1_x
x(x2-1)* x x2-1 (x%2-1)2

Aprés une décomposition,on a:

——ln3 ——ln2 +—
48
3-K= gan — —ln3 + —J
K==In3 — = In2 + 2
16 9%
Exercice 15

2n)! _ 2n(2n-1)(2n-2)..(n+2)(n+1)xn!

ninn _( )‘I(‘LXTLXT)lXTlX...X?Xn!) ’
2n)! 2n(2n-1)(2n-2)..(n+2)(n+1 ,
@n)! _ (n+2) (Il'y an facteurs au numérateur et
ninn NXNXNXNX ... XN

autant au dénominateur)
(Zn)' n+1 n+2n+3 n+n

ninn n n n " on
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ey - 1+ S (14 2. (145,

2. In(un) = ; r=1In(1+ %) qui tend vers fol In(1 + x) dx quand n tend
vers l'infini.

Par conséquent, en utilisant la continuité de la fonction, la suite (un) a
.. 4
pour limite =

Exercice 16

1. Ladérivée f’ de f est continue sur le segment [a ; b] donc est bornée
sur ce segment. Il existe donc un nombre réel M strictement positif
tel que pour tout x appartenant a l'intervalle [a; b], |f(x)]| £ M.

2. D’apres I'inégalité des accroissements finis, |f(u) — f(a)| <M|u —a],
pour tout u appartenant a [a ; b]. Ce quidonne : |f(u) — f(a)|<

M(u — a). En intégrant, on obtient : f lf(x) = fla)|dx < M(b a)

. )i b
3. a) En utilisant I’égalité de Chasles, on a : fa f(x)dx =
a+(i+1)(b—a)
P a+i(b_a1)1 f(x)dx. On obtient le résultat en faisant intervenir
n

En.
(l+ 1)

b) Ona: [Enl < X [0 If@) = f (a+520) ldx.

(L+ 1) (b-a)?

F ) = f(a+Z20) |dr s,

Ord’aprés2),ona: f

donc en sommant les n termes, on a: |E,| < M%.

4. M =2.Ilfaut prendre n > 10%.
Un calcul a la main serait tres fastidieux pour déterminer : —Z o f(a +
b-a i) poura = 0;b = 1 etn = 10* pour la fonction donnée. L utilisation

de calculatrices programmables ou d’ordinateurs s’avere trés nécessaire a ce
moment.
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Exercice 17

1
1L =5[In(1+ x21}

xTL
1+x2
positive, il s’en suit que pour tout entier naturel n non nul, I, 2 0.

2. La fonction qui a x associe définie sur [0 ;1] est continue et

3. |l suffit de justifier que pour tout entier naturel n non nul,

1 xm
ona:-x"s——<x™

2 1+x
4. a Il suffit de justifier que pour tout entier naturel n non nul,
xn+1 xn

<—.

14+x27 1+x2
b. (I,) est décroissante et minorée converge. D’apres 3. elle converge vers 0.

ona:

Exercice 18

1.1, = [(An)?]Sns

=2n-—1.
2. (I,) est non bornée. Car elle n’est pas majorée.
3. (%‘) converge vers 2.

4. Il suffit de remarquer en utilisant I'égalité de Chasles que :

Li=1lkc = flenwdt-
SITUATIONS COMPLEXES

t
550 t2 ¢

La surface OABC en unités est donnée par : I ———+125 dt .
100 4

0

Exercice 19

Soit environ 65599 m?
Exercice 20

L'aire du champ de mais est : e x 1.

L’Z
L’aire du champ d’igname est : j(z —In x)dx
La nouvelle A superficie du champ du cultivateur est : e x 1 + J'(z —1In x)dx
A=e>-e
A vaut environ : 4,67 UA
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EXERCICES DE FIXATION

1. Déterminons Cov( X,Y)

1+2+3+4+45+6 12+13+154+19+4+21+22 102

Ona:X = 2_35, 7= 17
6 6 6
Donc COU(X, Y) — 1><12+2X13+3X152—4><19+5X21+6><22 _ 3’5 x 17 — 3’6ﬁ _
59,5 = 6,5
2 2 2 2 2 2
2. V(X) =222 TS +6 352 =291t V(Y) =
2 2 2 2 2 2
12°+4+13“+15 -6I-19 +214422 _ 172 — 15

3. Calculons le coefficient de corrélation linéaire

Cov(X,Y) 6,5

"= 0 <V 17 x3.87

Ona 0,87 < 0,98 < 1, donc un ajustement linéaire est approprié

= 0,98

4. a) Déterminons une équation de la droite de régression (D )deY enX

Ona q =8N _ 65 593 ot p=F—aX=17—-223x35=92
v(X) 2,91

donc (D) :y =2,23x+9,2
b) Déterminons une équation de la droite de régression (D')deXenY

Ona o =52 _ 85 _ g3 6t b/ =% —a'¥ =3,5—-043x17 =
V(Y) 15

-3,81

donc (D"):x =0,43y —3,81

5. Alafin du septiéme mois ona: x = 7 donc le chiffre d’affaires est
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Le chiffre d’affaires de cette pharmacie a la fin du 7¢ mois est de 25 millions.

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

EXERCICE 1
Noter dans I’énoncé 9 salariés au lieu de 10

Déterminons le coefficient de corrélation linéaire

= 15+20426+34+37+43+44+50+52
Ona:X = 5 = 35,66 ;

600+750+740+990+820+1075+995+910 __ 7700
5 =

Y =

= 855,55

286870

Cov(X,Y) = — 35,66 x 855,55 = 1365,53

152+20%2+26°+34%2+37%+43%+44%+502 +522

V(X) = . — 35,662 = 152,25 et
2 2 2 2 2 2 2 2
V( Y) — 600°+750°+740°4+990 -I:)SZO +1075°4995“4910 _ 85552 —
20117,53

le coefficient de corrélation linéaire est donc

Cov( X,Y) 1365,53

r= =
VV(X) XV (Y) 12,33 X141,83

Ona 0 < 0,78 < 0,87, donc un ajustement linéaire n’est pas approprié

=0,78

EXERCICE 2

1. Représentation du nuage de points

ZZZ;.};,‘_... JUUSEIOURE SN OO O ODUE NN IOUOE DUOS A OO OO OO DU SUOOE OV NN OO OO
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2. Déterminons les moyennes et les écarts types de X etY

Ona:X = 8,1+11+14-,¢51-+15,2+21,5 = 1404 7 = 9,7+12,8+18é5+22,8+31,5 _
18,96
2 2 2 2 2
V(X) = 8,12+11 +14,45+15,2 +21,5% 14,042 = 20,33 donc oy =
V20,33 =45
2 2 2 2 2
V(Y) = 9,7°+12,82+18,524+22,8%+31,52 18,962 = 56,72 donc gy =

5
\/56,72 =7,53
3. Déterminons une équation de la droite de régression (D )deY en X

8,1%9,7+11x12,8+14,4X18,5+15,2x22,8+21,5X31,5
Ona: Cov(X,Y) = —

5
14,04 x 18,96 = 33,56

Calculons le coefficient de corrélation linéaire

_ cov(XY) _ 3356
T V(X)) xJV(Y)  45x753 0,99

Ona 0,87 < 0,99 < 1, donc un ajustement linéaire est approprié

_ Cov(X)Y) _ 3356

Ona a =
V(X) 20,33

3,5=-4,22

=165et b=Y—aX =1896—1,65x

donc (D) :y =1,65x — 4,22
EXERCICE 3

Dans I’énoncé, noter 248 ménages au lieu de 500

Y 1 2 3 TOTAL
X
Entre 0 et 100 71 24 37 132
Entre 100 et 200 37 4 12 53
Entre 200 et 300 36 11 16 63
TOTAL 144 39 65 248
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1. Distribution marginale du nombre d’enfants en pourcentage
Vi 1 2 3

fi 58 17,7 26,3

2. Distribution marginale des dépenses annuelles de fournitures

x; | Entre 0 et100 | Entre 100 et 200 | Entre 200 et 300

n; 132 53 63

3.a) 58 % des ménages ont un enfant

b) 21,4 % des ménages ont des dépenses annuelles comprise entre
100 000 F CFA et 200 000 F CFA

EXERCICE 4

1. Déterminons la valeur de «

1,2+1,4+1,6+1,8+2 13+12+14+16+a _ 55+«

Ona:X = - 16; Y= - =
2 2 2 2 2 2
V(X) = 1,2%2414 +15,6 +1,82+42% 1,62=0,08 ; V(Y)= 4a 1;ga+800
Et Cov(X,Y) = (Mi‘;m
De plus Cov(X)Y) _ 04a—44 Cov(XY) _ 9 donc 04a—44 _ 9
V(Xx) 0,4 vV(X) 0.4 -
Soita = 20

2. Déterminons le coefficient de corrélation linéaire
Poura =20 ona Cov(X,Y)=0,72etV(Y) =8 donca’ =0,09

Ona aa' =7r? or aa’ =9 x 0,09 = 0,81
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Dou 1r%?=0,81

Donc r = 0,93 carCov(X,Y) etr ontle méme signe.
EXERCICE 5
1. Onat; =In(x;) etz =In(y)

Tableau des valeurs

t; 10,59 11,01 11,28 11,51 11,93 12,43 12,89

z; 10,31 10,52 10,64 10,73 10,22 11,17 11,37

2. Représentation du nuage de points

3. Déterminons une équation de la droite de régression (D )deZ enT

Ona:T = 222t2B - 11,66 7 = ==t = 10,80
V(T) = 10,592+~~~..; ..... +12,892 11,662 = 0,55 et
V(Z) = 10317+ ... +1137% 10,802 =011
Cov(T,Z) = 10,59x10,31+ ... +12,89x11,37 11,66 x 10,80 = 0,25

7
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Cov(TZ) _ 025 _ 045 et b=¥ —aX =10,80 — 0,45 X
V( T) 0,55

Ona a=
11,66 = 5,45

donc (D):z = 0,45t + 5,45
4. onaz=Iny ett = Inx
D’ou Iny = 0,45 Inx + 5,45 donc y = e>*> x045

5. pour x = 20 000 ona y=1e>%520000%*5 =~ 20000

EXERCICE 6

1. Représentation graphique du nuage de points

v

2. Déterminons les coordonnées du point moyen

= 48+53+574+62+68+73+77 =
OnaX = - =6257;Y =

7000+7450+8000+8500+9050+9050+10000
- = 8507,14

Donc G (62,57 ; 8507,14)

3. Déterminons le coefficient de corrélation linéaire
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Legon 11 # Statistique a deux variables

Ona: Cov(X,Y)=100388; V(X) =97,38 et V(Y) = 1036731,24

cov(XyY) 100388 ~ 099

JV(X) x/v(Y) 986x10182

Ona 0,87 < 0,99 < 1, donc un ajustement linéaire est approprié

Donc r =

__Cov(X)Y)

103,08 et b=Y —a X = 2057,25
V(X)

4. Ona

donc (D) :y =1,03,08x + 2057,25

EXERCICE 7

1. Représentation graphique du nuage de points (x; ; v;)

2. Représentation graphique du nuage de points (x';; y;) avec x’ = Inx

x'; 0 069 | 1,1 1,39 | 1,61 | 1,79 | 1,95 | 2,08 2,2 2,3 2,4 2,56

z; | 198 | 881 | 1256 | 1489 | 1804 | 1983 | 2104 | 2247 | 2312 | 2468 | 2541 | 2639
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3. Déterminons le coefficient de corrélation linéaire de la série (x'; y)

o7 _ 040,69+ ... +2,4+2,56 _ . o 1894881+t 2541+2639
Ona: X = " =1,67;Y = o =

1826,83

02+40,69%+ ...... +2,4%+2,562
V(X" =

- 1,672 =0,55

189248812+ ......+25412 426392
V(y) = "

Cov(X'Y) =524,76

—1826,83%2 = 506825,31

Donc

Cov(X4Y) _ 524,76

"= VXD xJV(Y)  074x711,93 0,99

Ona 0,87 < 0,99 < 1, donc un ajustement linéaire est approprié

4. Déterminons une équation de la droite de régression (D ) deY en X’

_ Cov(X1Y) _ 524,76

Ona =
V(X 0,55

=95410 et b=Y —a X' = 233,49
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donc (D) :y =954,10 x" + 233,49
5.0nax’ =Inx donc (D):y =954,10 Inx + 233,49
Ainsia = 954,10 et b = 233,49

EXERCICE 8

1. Représentation graphique du nuage de points (x; ; v;)

2. Déterminons les coordonnées du point moyen G

1+2+3+4+5 _
- =

o 8+9+12+12+13
3;Y= — = 10,8

Ona:X =
Donc G(3;10,8)

Dans la troisieme question, il s’agit de déterminer la variance au lieu de la
moyenne

12422432442 452

3. V(X) = -

—32 =1,99 doncoy =+/1,99 = 1,41
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2 2 2 2 2
et V(v) =22 “25“2 13 10,82 = 3,75 donc gy = /3,75 = 1,93

4. Calculons la covariance de ( X,Y)

Cov(X,Y) = 1><8+2><9+3><152+4><12+5><13 —1.99%3,75 =26

5. Calculons le coefficient de corrélation linéaire ( X,Y)

_ Cov(X)Y) _ 2,6 _
TV xV(Y)  141x193 0,94

Ona 0,87 < 0,94 < 1, doncun ajustement linéaire est approprié
6. a) Déterminons une équation de la droite de régression (D )deY enX

Ona q=S"X0) _ 26 _ 43 ot p=V—-aX=108-13x3 =609
V(X) 1,99

donc (D):y=13x+6,9
EXERCICE9

1. Représentation graphique du nuage de points (x; ; y;)
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2. a) Déterminons les coordonnées du point moyen G

= _ 3+5+--..+16+18 = _ 68+74+.....+135+155
Ona:X=—=105; Y = =

8 8

donc G(10,5;109)

109

b) Construction du point G

3. a) Déterminons la covariance de la série double (x;; y;)

3X68+5X74+ ......+16X135+8X155
8

Cov(X,Y) = —10,5 % 109 = 145

b) Déterminons une équation de la droite de régression (D) deyen
fonction de x

324524 ......+162+182

Ona: V(X) = . —10,5%2 = 25,25
2 2 2 2
et V( Y) — 68“+74 +......5...+135 +155 _ 1092 — 840,5
Deplus a =S8N _ 145 580 o p—F—aX=109—20x
V(X) 2525 101 101
10,5 = 222
101
580 4919
donc (D).y—mx+m

c) Calculons le coefficient de corrélation linéaire r

cov(X,Y) 145

T = 0 <V (D) 502x2899

Ona 0,87 < 0,99 < 1, donc un ajustement linéaire est approprié

0,99

d)Pour:x =24, ona :y=>0) X24 +2=18652 = 187

Dans sa 24°™€ année un ouvrier a 187 000 F

EXERCICE 10

1. Le nombre 7 est le nombre de véhicule de 25 CV dont la durée des
pneumatiques est de

4 milliers de kilomeétres.
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2. a) Série marginale de x

x 20 25 30
Fréquence 38 32 30
Série marginale de y
y 2 3 4
Fréquence 30 31 39

b) Représentation du nuage de points

c) Ladroite ( D) passe par les points A(20;2) et B(25;3)
Soit M(x;y) unpointduplan, ona: E(S;l) et m(x—ZO;y—Z)
M € (AB) < det(AM; AB) =0
Soit x—5y—10=0

Une équation de la droite (D ) estdonc y = %x -2
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3.a) Ona

X _ 20%x38+25%32+30x30 __ 2460

3,09

S 2x30+3x31+4x39 _ 309
=246 etV = ——m—F—— = — =
100 100 100 100

Donc G (24,6;3,09)

b ) Déterminons la variance de x et lavariance de y

2 2 2

V(X) 20 ><38+251(;<032+30 X30 _ 9462 = 16,84
2 2 2

et V(Y) = 2 X30+31231+4 32 3,092 =0,69

c) Déterminons la covariance de (x,y )

Cov(X,Y):%0(20x2x0+20x3><8+20><4x30 +25%x2x
54+25%x3%x20+25%x4Xx7 +30x2%Xx35 +30x3%x3 +30x%x4x

2) — 24,6 X 3,09

=1 %7940 — 76,01 = 3,39
100

d) Déterminons une équation de la droite de régression (D ) deY enX

C XY 3,39
= Cov(X¥) _ 339 _ 5 o

Ona a =
V(X) 16,84

b=Y—-—aX=309-02x246=-183.
Donc (D) :y=0,2x-1,83

e) Déterminons une équation de la droite de régression (D')deXenY

Ona o =SXN _ 339 _ 491 et B'=X—a'V = 24,6 — 4,91 X

v(Y) 069
3,09 =9,43.

Donc (D) :x =491y +9,3
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4. Calculons le coefficient de corrélation linéaire r

Cov(X)Y) _ 3,39

r= JV(X) x/v(Y) 4,10 x0,83

Ona 0,87 < 0,99 < 1, donc un ajustement linéaire est approprié.

=0,99

EXERCICE 11

1. Représentation graphique du nuage de points (x; ; y;)

2. Déterminons les coordonnées du point moyen G

Ona:X =

344+ 4+9+10 S 104124432435
—— —=65;Y=

= 23,5
8 8

donc G(6,5 ; 23,5) construction du point G ( voir courbe )

3. a) Déterminons le coefficient de corrélation linéaire de la série double
Cei s vi)
3X1044X12+ .....+9%32+10%35
Ona: Cov(X,Y) = 5

—6,5%x23,5=19,25

324424 .....4+9%410%

V(X) =

1024122+ ........ +322+352

- 6,52 =525 et V(Y) =

— 23,52 =72,49
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D’ou

Cov(X)Y) 1925

r= JV(X) xJV(Y)  229x851

= 0,98

b) Ona 0,87 < 0,98 < 1, donc un ajustement linéaire est approprié

4. Déterminons une équation de la droite de régression (D ) deyen
fonction de x

Ona

— CovlX¥) _ 1925 _ 300 ot h=F—aX =235—366x%65=
V(X) 5,25

-0,33

donc (D):y=3,66x—0,33

5.a) Pour x=12 ona y=3,66 x12—0,33 =43,59 = 44

La quantité d’essence est d’environ 44 litres

b) Déterminons une équation de la droite de régression (D') de x en
fonctionde y

, _ Cov(X)Y) _ 1925

Ona: d=——"—==—""=026et b=X—-ad'Y=6,5-0,26 X
23,5 =0,26

v(Y) 7249

donc (D'):x=10,26y+ 0,26

Pour y =50 ona x=0,26 x50+ 0,26 =13,26 ~ 14

Une voiture qui consomme 50 litres d’essence pour cette distance a une
puissance d’environ14 Chevaux

. SITUATIONS COMPLEXES
Exercice 12

Déterminer une équation de la droite de régression de y en x.
y = 86,05x +1014,85

Estimer le coefficient de corrélation linéaire

r=0,96 d’ou I'existence d’une forte corrélation linéaire

Déterminer la plus petite valeur de x pour que :

86,05x +1014,85 > 3000

X vaut 24

Conclure

X =24 correspond au mois de décembre 2019
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

EXERCICES DE FIXATION

Exercice 1

Toute équation dans laquelle apparaissent I'inconnue est une fonction de R
vers R et des dérivées successives de I'inconnue s’appelle une équation
différentielle.

Exercice 2
Yy +4=0;y"+2y'"+y=5 ;5y+3=0

EQUATION DIFFERENTIELLE DU TYPE y' = ay (a EST UN NOMBRE REEL )
Exercices de fixation
Exercice 3

A
Exercice 4
B)x » ke ?* , k €R
Exercice 5
La solution générale est y = Ce?** ,C €R
y(1) =0 d’ou 0= Ce? doncC = 0ainsi f(x) =0

Exercice 6

1
La solution généraleest y = Ce3*,C €R

1
y(6) =2 d’ou 2= Ce? doncC = 2e 2 ainsi g(x) = 2e3" >
EQUATION DIFFERENTIELLE DU TYPE y'=ay+b (aeth réel a+0)

Exercices de fixation

.II 220 Livre du professeur Maths TD



Legon 12 ¢ Equations différentielles

Exercice 7

A)x ke =2, k €R

Exercice 8

Qxw-ke*+6, k €R

Exercice 9

Les solutionssont: y = ke?* — 2,k €R

y(1) =1 d’ou 1=ke?—2 donck =3e ?ainsi f(x) =3e2*2-2

Exercice 10
Ix
Les solutionssont: y =kes —6,k €R

y(0) =2 donne 2 =ke®—6 donck =8 ainsi h(x) = Segx -6
EQUATION DIFFERENTIELLE DU TYPE y"' = 0

Exercices de fixation

Exercice 11

Bl x>kx+p,k ER,p €R

Exercice 12

Onay’' =xety” =0 doncx ~ x + 8 est une solution de I'équation
différentielle y"" = 0

Exercice 13

Ona y"=0doncy=ax+b ,a €ER,b €R
y(1) =2 donne a+b=2

y(0)=1 donne b=1

D'ou a =1 donclasolutionp est p(x) =x+1
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Exercice 14

Ona y”"=0doncy=ax+b ,a €ER,b €R

y(0) =5 donne b=5

y(2)=9 donne 2a+b=9

D’ol a = 2 donc lasolutionu est u(x) =2x+5
EQUATION DIFFERENTIELLE DU TYPE y"' = w?y (w nombre réel non nul )
Exercices de fixation

Exercice 15
a) (B)e=y'=y
Les solutions sont les fonctions y =Ade*+Be *,A ER,B €R
b) (E) @y" =2%
Les solutions sont les fonctions y = Ae?* + Be™?*,A €R,B €R
0 B ey =(3)y
Les solutions sont les fonctions y = AeV3% 4 B o—V3x ,AER,B ER

Exercice 16
y 12
) By =(3)y
1 1
Les solutions sont les fonctions y = Aez* +Be 2*,A €R,B €R
v (3)?
b Byey'=(3)y
3, _3,
Les solutions sont les fonctions y = Ae+" +Be + ,A €R,B €R
v (7Y
9 B)ey =(1)y
7y 7y
Les solutions sont les fonctions y = Aez” +Be 2 ,A €R,B €R
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Exercice 17
a) () oy"=2%
Les solutions sont les fonctions y = Ae?*+Be 2%, A €R,B €R

y(0) =1 donne A+B=1

y(%) =2 donne Ael+ Be 1=2

N 2—-e1 e—2 .
D’ou A=e_e_1 etB:e_e_1 donc la solution f est f(x) =
2-e 1 e-2 _

- er_l_ ~_ ¢ 2x
e—e1 e—e1

b) (E)ey"'=y
Les solutions sont les fonctions y = Ade*+Be”*,A €R,B €R
y(0) =1 donne A+B=1
y(2)=2 donne Ae?+Be ?2=2
— 2 —-2_
27¢  etB = ez—z donc la solution f est f(x) =

2N _
DouA—eZ_e_2 .=

-2 -2
2—-e e X + e “-2 e= *

e2_g-2 e2—eg-2

Exercice 18

3 ®ef=(2)r

1 1
Les solutions sont les fonctions y = Ae3*+Be 3*,A €R,B €R

1) _1 “1x
y(g)—l donne Ae 9 +Be 99" =1

1 2
y(1)=18 donne Ae3 +Bes* =18

2 4 2
R 18—e 9 e9-18e9 .
Dot A =———5 etB =——— donclasolution f est
e3 —e 9 e3 —e 9
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|~
£

18 —e~ 1
f) =1 ent 4 e

e3 —e

) B e =(2)r

e

ol=]| ©

3 3
Les solutions sont les fonctions y =Aez*+Be 2*,A €R,B €R

Liref’(0)=0audef(0)=0

12 3 3JC 3 —Ex
Ona y =5Ae2 —EBe 2

1

y(0)=1 . (A+B =1 4=3

De plus {y’(0)=0 d’ol {A_Bzﬂdonc At
2

. . . 1 3 1 -3
Par suite la solution cherchée est  f(x) =2 ez” + S e 2%

EQUATION DIFFERENTIELLE DU TYPE y”’ = —w?y (w nombre réel non
nul)

Exercices de fixation
Exercice 19
a) (B)ey'=-y

Les solutions sont les fonctions y = Acosx + Bsinx,A € R,B €R
b) (E) =y"=-2%y

Les solutions sont les fonctions y = A cos2x + Bsin2x,A €R,B €R
o) (F)ey"=-3%y

Les solutions sont les fonctions y = A cos3x + Bsin3x,A eR,B €R

Exercice 20

A B ey =—(1)y
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Les solutions sont les fonctions y = A cos ( ;—x ) + B sin ( ;—x ) ,A ER,
B €ER

) B) =y =-(2)y

Les solutions sont les fonctions y = A cos ( i—x ) + B sin ( i—x ), A ER,

B eR

” 7\?
o0 E)ey' =-(2)y
Les solutions sont les fonctions y = A cos ( Z—x ) + B sin ( Z—x ) ,A ER,
B €ER
Exercice 21

a) (B)ey"=-2%

La solution générale est f telque f(x) = Acos(2x)+ Bsin(2x),A €R
B ER

Onaque f'(x) = —2Asin(2x) + 2B cos(2x)
Ona A=1etB =—1 donc f(x) = cos(2x) — sin(2x)
b) (E)ey'=-y

La solution générale est f telque f(x) =Acos(x)+Bsin(x),A €ER,
B R

Ona A=1etB =4 doncf(x) = cos(2x) + 4sin(2x)
Exercice 22

A B ey =-(2)y

Les solutions sont les fonctions y = A cos ( ;—x ) + B sin ( ;—x ) ,A ER,
B €ER
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{Acos( ") 4B sin(Z)=1

Acos( )+Bsm(3 )=18

A +V3B=36
{(36 \/_B)cos( )+Bsm(9) 1

A=36—-+3B
Donc P cos(%)  par suite
\/?cos(g)+sin(§)

e ()

V3 cos( . )+sm(

d’ou

1- 36cos(n) i 1
\/—cos( )+s?n(g) Sln(;x)

0 B =y =-(2)y

Les solutions sont les fonctions y = A cos ( i—x ) + B sin ( i—x ) ,A ER
,B ER

y(0) =1 et y(?%r)=2 donc

A=1
{B :Z_LZ_) parsuite f(x): COS(%X)-'—

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

EXERCICE 1
1. () oy =-2%y

Les solutionssont: y = Acos(2x )+ Bsin(2x),A €ER,B €R
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2. Ona f'(x) =-2Asin(2x)+ 2B cos(2x)

Acos(:—)+Bsin(:—) =2
—2Asin(:—)+ZBcos(:—) =-1

i

Donc f(x) = % cos(2x )+ 2sin( 2x)

N = DN

EXERCICE 2

la) (E'1):y' =y
La solution générale est y = Ce*,C € R
Ona f'(x) = e*doncf estsolutionde (Ef)

b) f(x) =e*+ k+1 estsolutionde (E, )sietseulementsi e* =e* +
k+1 donc k=-1

cette solution estdonc f(x) =e* -1

2. Une solutionde (E, )est f(x) =e*—b
3. Une solutionde (E)est f(x) =e* —Z

EXERCICE 3

1. (BE)ey'= —(%)Zy

Les solutions sont les fonctions t — A cos (z—t ) + B sin (z—t ), A ER,
B €R

2.a)ona f(0)=1etf’(%)=0

b) f' (t) =— z—Asin(i—t)+%B cos(z—t)
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ona{ 3 nA:31 T donc{A: d’ol
—;Asin(:)+2—Bcos(z)=O B =A

{A =1

B =1

parsuite f(t) = cos( t)+ sin( t)

3. \/%f(t):\/% cos(z—t)+\/iE sin(;—t)=cos(%t—z)

Donc f(t) =2 cos(z—t_f)

NI(}J
le

EXERCICE 4
1. (E) & y" =-5%

Les solutions sont les fonctions x ~ Acos(5x)+ Bsin(5x),4A €R,
B €ER

2. onaf"==52f; f(Z)=-2etf(0)==5

f' (x)=—5Asin(5x)+z—Bcos(5x)

51 5m
Acos|— )+ Bsin|— ) =-2
ona (6) i (6) donc{Az\/g
—5A45in(0) + B cos(0) = (5 B =

—_

parsuite f(x) = V3 cos(5x)— sin(5x)
3.ona: 2 cos(5x+g)=2 \/2—5 cos(Sx)—Zx% sin( 5x)
= /3 cos(5x) — sin(5x)
i = T
Parsuite f(x) =2 cos(5x+6)

EXERCICE 5
1. Ona: g (x)=e?* +2xe?*
et g (x)—2gkx)=e?+2xe?* —e?* —2xe?* =e?*donc est

solution de (E)
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2. les solutions de ( G ) sont les fonctions x ~ Ce?* ,C € R
3. f—gsolutionde (G) & (f—-9)=2(—-g)
= f'-2f=9"-2g
e fl-2f=e%
& f solutionde (E)
4. onaf—g= Ce®* dou f(x) = Ce®* + g(x) =Ce®** +xe?*,C €R
5.f(1) =0doncC =e 1
Lasolutionest h(x) =e?*(x+ e~ 1)

EXERCICE 6

1.(1)ey' =

ER

y

1
Les solutions sont les fonctions x +— Cen™,C € R

2.0na g(x)=ax+b

) , 1 _ x +1
g estsolutionde (2) & g (x)—; gx) = n(n+1)
1 x+1
= a—;(ax+b)— T n(n+1)
& (—an+a)x+an®+na—-bn—b=—x-1
{ am+1)=1
=
(-1-n)b=-1—an(n+1)

-1
(=1 {a_n+1
b=1
Donc g(x) = ﬁx+1

3. a) h—gsolutionde (1) (h—g)'—%(h—g)=0

T R |
@h—;h—g ng
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x +1
n(n+1)

1L
& h —;f—
& hsolutionde (2)
1
b)) h—g estsolutionde (1)donc h—g = Cen*

1 1
par suite h(x) = Cen™ + g(x) enfin h(x) = Cen™ +——x +1

SITUATIONS COMPLEXES

Les solutions sont les fonctions : t +— ke~ "3 k € 3.
2. df =-In(3)0dt & 6' = —(In(3))0, donc O est solution de
I’équation
différentielle y’ = —yin3.
,onaf(t) = ke tn3,
0(0) =100 — 10 © k xe® =90 & k = 90.
Donc 6(t) = 90e~t"3,
. B(t) < 15 & 90e~t3 < 15 < e tin3 < %

1
& —tin3 < In (%) St> %

(%

Or _ (6)
in3

apres 1 mn 37 s.

=~ 1,63, donc la température passera au-dessous de 15°C
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DEVOIR DE NIVEAU 1

Exercice 1

< < T TL

Exercice 2
1)C

w N

) D
) A
) C

S

Exercice 3

1p= C2xc2 n cixclxcixci | c2xc2

" T c2xc? c2xc? C2xc?
5 5 5 5 5 5

_ 9+36+1

100
_46

~100
=0,46

2.

a) loide X

X 0 1 2 3 4
P(X=x; | 0,03 | 0,24 | 0,46 | 0,24 | 0,03

b) E(x) = 0x0,03 + 0,24 + 2x0,46 + 3x0,24 + 4x0,03
E(X) = 0,24 + 0,92 + 0,72 + 0,12
E(X) =2

Il peut espérer gagner 200 F

Exercice 4

1 {f(x)= Vx?2 —2x —x six €] — a5 0]U[2; +oo
fo) = V2x—x2—x si x€[0;2]
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] (x)-f(0 j 2
x%)"é fxx_g():xli}g - 1_;_1:_00

i F)-f(0 i 2
5 —x_o“:x“?’{; /; 1-1= +
Donc f admet une demi-tangente dirigée vers le haut en 0.
im fG)-f2) _ um X
x—2 2 X2 o2 —1=+oo

> >

lim f&x)-f0) _ 1im 1=
X—<)2 x—2 - X?Z x

Donc f admet une demi- tangen dirigée vers le haut en 2.

2.a)six>2, f(x) = Vx2 —2x—x= —2

[1-2+1
lim

xoitf (x) = -1, donc la droite d’équation y = - 1 est asymptote a la courbe
de representatlve de f.

b) xSTEf (X)] =
flx)—(— 2x+1)—\/x2—2x+x—1—

-1

F_H
xSf () = (2x+ 1) =0

donc la droite d’équation y = -2x + 1 est asymptote a la courbe de f en -oo.

3.a) Vx €] — 5 0[,x — 1<Vx2 — 2x carx<0etVx2 — 2x>0.
b) ¥'x €]2; +oof, x—1-vVxZ — 2x >0 car (x- 1)2- (x* - 2x) = 1.
c) 1-x -v/2x —x?>0six>1,1-x -/2x — x*°<0

six<lona: 1-x >+/2x —x?

2x2-4x+1>0
X 0 2—2\5 1
23 -4x+1 | 1 + 0 - -1
X 0 2—2\5 )
1-x 2x — x? 1 + 0 1
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fl(x) — X—1-vx*—2x Vx?—2x Si x E] — o0 O[U]Z; +oo[
2x—x?

2
4. a) et 4.b). HfJL
(x) = ——==— si x€]0;2
V2x-x*
5.D’apreés la question 3,0on a:
2-+2

f est décroissante sur ]-co ; O et sur ] ;20

2

f est croissante sur ]0 ; %ﬁ[ et sur]2; +oof

X -00 0 2_2\6 2 +a0
£'(x) - [+ o - [ -
2—\5

o0 FES 1
£00) \ /v \ /
0 -2
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Exercice 5

P(L) = P(LNF) + P(LNH) = O,6><§ + O,4x% =0,4

_P@LOF) _02 _
Pu(F) = PO "o 0,5
Exercice 6

Soit B le bénéfice qui est égal au prix de vente moins le co(t de production.
En tenant compte des unitéson a:

B(x) = 2x — (x2 - 60x)

B(X) = 58x — x2

B’(x) = 50 — 2x

Le bénéfice est maximal pour x =25 et 25 € [0 ; 40].
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DEVOIR DE NIVEAU 2

Exercice 1
F

F
Y
Vv
Exercice 2

1)D. ;

2)C;

3) B;

4)B

4) aucune des réponses n’est bonne.

f est croissante sur ]0 ; Ve[ et décroissante sur Jv/e ; 3]
5)f(e)=-e f(e)=0; y=-e(x—e); y=-ex+e?
L’équation de la tangente est plutbt : y = -ex + e2

Exercice 3
1. Ecris la forme trigonométrique de u et de v.

Ona:u= \/_(cos—+15|n =) ;v = Z(COS( )+lSlTl(—

2.% £(cosﬁrﬂsm—)
3% 1+ (1+)(-1- l\/_)

v —1+i/3 4

-1+V3 | . -1-3
= +1
4 4
Par identification on a :
Cos(_l—szﬁ) =§ _1:‘/§=cos(5—”) donc cos(s—ﬂ)—\/_:/E
sin (=25) N E et ‘/_donc sm( ) J2++f6
12’ 2 4

Exercice 4

1. Epreuve a 2 issues, réponse juste avec la probabilité " et fausse avec la
probabilité > Cette épreuve est répétée 6 fois de facon indépendante. La loi

de X est B(6; %).
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2.P(x=3)=C33°D?

8
3.P0¢3) =3P +cd* D2+ cE (5) )+
4.E(X) = 6x;; E(X) =3

Exercice 5
1. T(A, \/f; f) ; T est une similitude directe de centre A d’affixe 1, de rapport
V2 d’angle i[.
2. a) Dans le sujet, Il manque les chapeaux et les fleches des vecteurs.
Mes (AM ; AM') =2
b)
i

3.T(0)=0’(0;-1) et Soit C(1; 1) de (D), T(C)=C'(0; 1)
(D’) est I'axe des ordonnées.

4.727=1< z((1-i)z—-i) =1
(1+i)?2-iz—1=0
1 est une solution donc I'autre est 1_—+1l

Soit -,
2 —1+i
Zy=(1+i)— -i=—1—1i

2
5.A(1;0);A(-1;0); B(

Zp—Zp _ —3+i .

‘12”) etB(- 1;-1)

- =1
ZB—Zpy 1+31
ZAl—Zp -2 .
——==—=2i
ZA1—Z2Br L
ZB—Zp . ZpAl—Z4g

1 . .
: == donc les points A, A’, B et B’ sont cocycliques.
Zp—Zp1 Zar—Zpr 2
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Exercice 6

Cr(x) = 2x% + xe~2x*3

1) Cyy(x) = 2x + e~2x*3

Cy'(x)=2(1— e 2*3); Cy/'(x) =0six=1,5

? ' "Cp(x)

Six=15; Cy =4

2.B(x) == 2x%+ 7x - xe ~2X*3

B’(X) = -4x + 7 —(1- 2x)e ~2¥*3

B’(x) = 0 pour x = 2 soit B(x) = 5,26
Soit 5 2600 0000
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DEVOIR DE NIVEAU 3

EXERCICE 1 (2 points)

1.b); 2.d); 3.b); 4.d) et e, 0, 5 point x 4
EXERCICE 2 (2 points)
1.F; 2.F; 3.F;4.Fr e, 0,5 point x4

EXERCICE 3 (4 points)

1. a) 0,8 C

b) P(CNnH3)=0,4x0,3
P(CN H)=0,12

c) P(C)=P(CN Hy)+P(CNH,y)+P(CN Hs)
P(C)=0,35x0,8+0,25x0,5+0,4 x0,3
P(C) =0,525

d) P(CNH;)
Pc(Hy) = o)

P.(H,) = 0,533

2.a) Justification correcte de X suit une loi binomiale
Les paramétres sont: n=10et p=0,525
b) P(X=5)=Ciox p®x (1-p)’
P(X =5) = C{yx (0,525)° x (0,475)°
P(X =5)=0,243
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1 point

0,25 point
0,25 point
0,25 point
0,25 point
0,25 point
0,25 point

0,25 point

0,25 point
0,25 point
0,25 point
0,25 point
0,25 point



EXERCICE 4 (3 points)

1. ,-22 0,25 point
zZ—1
z=0ouz=3i

2 ZB’:4i;ZC, :'1+i

0,25 point x 2
0,25 point x 2

3.a) Justification correcte de : z— 2i = _—_2 0,75 point
b) Traductionde Me C(A; 1) équivauta|z—i| =1 0,25 point
Justification correcte de |z’ — 2i| = 2 0,25 point

M’appartient au cercle de centre B d’affixe 2i et
de rayon 2

EXERCICE 5 (5 points)

0,25 pointx 2

1. | Dy est symétrique par rapport a 0 ......coveeveeeenes cevveenee 0,25 point
Justification correcte de f(—x) = —f(x) 0,25 point
Interprétation graphique 0,25 point
Le point O est centre de symétrie de la courbe (Cf)

2.a) lirré f(x) =—w 0,25 point
X—
>
La droite d’équation x = 0 est asymptote a la courbe 0,25 point
(Cp).

b) liT f(x) =4 0,25 point

X+ o0
3.a) | Justification correcte de f(x) = 2x — 1 — ex2—1 0,5 point

b) | Démonstration correcte de (D1) est une asymptote 0,25 point
a(Cr) en +oo

c) | Signe correcte de f(x) — (2X — 1) coovevveneerreeercenen 0,25 point
La courbe (Cy) est au-dessous de la droite (D1) sur 0,25 point
10; +oo] .....

4.3) | justification correcte de f'(x) = 2 + (ei%)z 0,5 point
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b) | Justification correcte de : V x € ]0; +oo[ f'(x) > 0 0,25 point
............... 0,25 point
f est strictement croissante sur |0; +oo[
c) 0,25 point
X 0 +c0
f'(x)

5. | Voir feuille annexe

ASYMPLOTES..cviiiiiriiir ittt
CoUrbE (Cf) vt e

0.25%2

point
0.5 point
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EXERCICE 6 (4 points)

1. | x le nombre de sachets et B(x) le bénéfice. Le nombre recherché est
I"abscisse du point ou B atteint son maximum sur l'intervalle [1 ; 3].
Calculons la dérivée de B
—x?+x+2

X
2. | Déterminons le signe de B’ (x)sur [1 ; 3]

2
B’(x)z—x+1+;=

X 1

2 3
B’(x) + ©—

3. | Dressons le tableau de variation de B(x) sur[1; 3]

X 1 2 3
B’(x) + t# -
2+2In2
B(x) / +2In \
5
2 %+2In3

4. | Exploitation du tableau de variation de la fonction B

B atteint son maximum au point d’abscisse 2.
Le nombre de sachets de poudre de cacao a produire pour
atteindre un bénéfice maximal est 2 000.

Corrigé abrégé du sujet 1

Exercice 1

P wWwibNPE
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Exercice 1

A wWNPR
> 0 WO

Exercice 3 (on pourra utiliser un arbre pondéré)

1. 0,7
2. 01
3. 0,52x0,3=0,156
4. 0,48 x0,1=0,048
5. 0,156+ 0,048 = 0,204
6. 0156 soit environ 0,76
0,204
Exercice 4
RY/4
a= \/_(cos— +sin T)
T . T
1. b= 3\/§(cosz+smz)

c=2cos0+isin0

2. ABC est un triangle isocele rectangle en C Il suffit de vérifier que:

Z,—Z i

B *C _
Z47%2¢

3. Sestlasimilitude directe de centre |, de rapport 2 et d’angle %

z,=—1-4i
4. .

Zp ==5+4i

A'B'
A

Mes(AB; A'B") =§
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z'=(1+i)z+1+1
z,=2+2i

Exercice 5

1. EnposantX=+X, on obtient le résultat

I Inx

2. XIE)%E =

3. La droite d’équation y = 0 est une asymptote a la courbe
représentative de la fonction f en +o0; la droite d’équation x = 0 est
une asymptote a la courbe représentative de la fonction f en 0

4. Vérification immédiate

5. Lafonction f est croissante sur ] 0 ; e? [et strictement décroissante sur
le?; +oo

6. Tableau de variation

00

8. Vérification immédiate
Exercice 6
La modélisation du probléme conduit a 'inéquation : 2¢ 2 <0,75 f0).

t
fl0) =2doncona:2e 2 <0,75.
Soit - t < 12In(0,75) ou t > 3,4.
Mon petit frére ne peut pas recevoir la dose médicament B avant 'heure du rendez-
vous.
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