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BARYCENTRE ET LIGNES DE NIVEAUX

EXERCICES DE FIXATION

I- Barycentre de n points pondérés

Exercice 1

1) Ona:1-4—-2+2+3=0 donc P n’admet pas de barycentre
Ona:3-1-2+4-5=-1 et —1=0 donc Q admet un unique
barycentre.

Ona:2-3-1-1+6=3 et 30 donc R admet un unique
barycentre.
Ona: 3—-4-2+8-5=0 donc S n’admet pas de barycentre

2) SoitKle barycentre de Q ona:
3KA— —2KC+4KD—5KE =0
Soit G le barycentre deR,ona:
2GA—-3GB—GC —GD+6GE =0

Exercice 2

1. (2;4;—1) avec a=2 ; b=4et c=—1 car 2+4-1=0
2. (-5;3;2)avec a=-5; b=3et ¢c=2 car -5+3+2=0

Propriété de I’homogénéité
Exercices de fixation
Exercice 3

1. Lessystemes F, E et L ontle méme barycentre
2. Ona 4-3-2+2+6=7 donc le systéme

v (eiHo e g

barycentre que le systéme E et la somme des pondérations vaut
1.

Exercice 4
P={(4,-12);(B,9):(C,6);(D,—6);(E,~12)}
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0={(4,4);(B.=3):(C.=2):(D,2):(E.4)}

(Do o2)e2)

Propriété de réduction de la somme
Exercices de fixation
Exercice S

1. V; 2F; 3V;4 F;5 V.

Exercice 6

o —2MP-50M -3MR =-50P-3PR
o 4MP-TMQ+4MR =-TPQ+4PR

® MP+MQ—-RM =MP+MQ+ MR =3MG ou
G:bar{(P,l);(Q,l);(R,l)}

Propriété des coordonnées du barycentre
Exercices de fixation

Exercice 7

G =bar{(E,-2);(F,3);(K,1)} avec
EQ2;-1;5), F(0;2;—4) et K(3;6;1/2)

Soit G(xy: ¥ 12) ona: x, = —2x2+3x0+1x3 _—4+3_ 1

—2+3+1 2 2
J 2 TEXEDH3X241x6 24646 14
2+43+1 2 2
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1 1
xS E3x(A) X S10-124 4y

Z; = = =—— d’ou
—2+3+1 2

2 4

Propriété des barycentres partielles

Exercices de fixation

Exercice 8

G =bar{(4,1);(B.1);(C.1);(D,D)} et A'=bar{(B,1);(C,1);(D,)}
donc G=bar{(A4,1);(43)} soit Gi+3GA4 =06 &
@+3G—A+3ﬂ'=6<:>ﬁzgﬂ' : les points A , G et A’ sont

alignés ainsi le point G appartient a la droite ( AA”)

Exercice 9

Soit G=bar{(A4,1);(B.1);(C.3)} et I=bar{(4,1);(B)) |

donc G:bar{(l,Z);(C,3) }

soit 2§+3@=6@E=§E

B

Livre du professeur Maths T'C

» [



Exercice 10
H :bar{(A,2);(B,1)} donc CH = §@+§@

. 4

G=bar{(H,3);(C,4)} donc Ez%AH+7AC

H:bar{(A,2);(B,1)} donc G:bar{(A,2);(B,1);(C,4)}

C

A

3. Ensemble des barycentres de points pondérés

Exercices de fixation

Exercice 11
AM +2AB=0 < AM +2AM +2MB =0 <> —3MA +2MB =0 donc
M =bar{(4,-3);(B,2)}

II- Ligne de niveau

Exercices de fixation
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Exercicel2
MB?+ MC?—MA*=0 soit G = bar{(A,—l);(B,l);(C, 1)}
donc —GA+GB+GC =0 et MG*+GB*+GC*—-GA4*=0

Ona AC+CB=A4B et AC =CB donc C est le milieu de [AB]

On obtient GB =CA soit GB=1 ; GC = BA soit GC=2 et AG =3

MG*+GB*+GC*-GA*=0=MG*=9-1-4
SMG*=4 donc M e C(G,2)
S MG=2

Exercice 13

ABCD est un parallé¢logramme de centre O. Déterminons 1’ensemble
des points M tel que MA*+ MB*—-MC?*—-MD?*=0

ABCD est un parallélogramme de centre O
< 04=CO et OB=DO

< O0OA=CO et OB=DO

MA?>+ MB?*—MC?*—-MD?*=0<
OA* + OB> - 0C?— OD*~20M «(OA+ OB - 0C-0D) =0

& -20M+(2(0A+0B) =0
Posons OK :@4_@) =0
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On obtient donc OA7-OK =0 ainsi le point M décrit la droite (A)
passant par O et perpendiculaire a la droite ( OK )
K

/

D C

Ligne de niveau k de I’application M %

Exercice 14

%zZ@MA2—4M 2=( soit G=bar{(A,l);(B,—4)},ona

GA—4GB =0 <> GA=4GB
< GA*-4GB?-3MG?* =0
o MG = %(GAZ —4GB?) = %(16GBZ —4GB?)
= MG?=4GB? donc © MG =2GB Ainsi M < C
(G,2GB) privé de B

Exercice 15

%=3C>M42—9M 2=0
MB

[G,G,] soit G, :bar{(A,l) ;(B, 3)} et G, =bar{(A,1) ;(B, —3)}
S 4G M(-2G,M)=0

= @-@ =0 donc M appartient au cercle de diamétre [G,G, ]
privé de B

A B G
| | | ii

- | Gl\\/ ;
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Ligne de niveau k de I’application : M > Mes (M,m) =a
Exercice 16
L’ensemble des points M tel que Mes (M—C,]\T)) =% . On construit le

triangle OCD isoc¢le en O tel que Mes (@,TD) =§ et (C) le cercle

de centre O passant par C et D. L’ensemble cherché est le grand arc
CD privé des points C et D.

III. Utilisation du barycentre

Exercice 17 c~_ ~0D

Z:%Ea]:bm{(m);w,z)} . de méme

C =bar{(D,1);(1,3)} et M=bar{(4,1);(D,1)}.

On

a: C=bar{(D,1);(1,3)} =bar{(4,1);(D,1);(B,2) }

soit C = bar{(M,2);(B,2)} ? d’ou le résultat.

Exercice 18

Justifions que les droites ( AJ ), ( BK) et (CI) sont concourantes

E:%Eel:bar{(A,z);(B,l)} ;

C—J=%C—B<:>J=bar{(C,3);(B,l)}
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C—K:§C—A<:>K=bar{(C,3);(A,2)} . Soit

G =bar{(4,2);(B,1);(C,3)}

Ona G=bar{(J,4);(4,2)} = Ge(4)).
G =bar{(K,5);(B,1) } = G e(KB).

G=bar{(1,3);(C,3) } & Ge(CI).

Ainsi, les droites ( AJ ), ( BK ) et (CI) sont concourantes en G.

EXERCICES DE RENFORCEMENT /
D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1

1. B ; 2A; 3C
Exercice 2

l. 4 =MA+MB—MC=MA+CB

YV =4MD —2MA—2MC =4AD —2AC =2AD +2CD =2BD

2. MA+MB+ MC + MD = 4MO + OA+ OB + OC + OD = 4MO
car OA+OB+OC +OD =0

—3MA+12MD - 6MB -3MC =—-3DA—6DB—3DC
=-3DB-3BA-6DB—-3DB-3BC
=—12DB-3(BA+ BC)
=—12DB+3DB
=—9DB

Exercice3

Utiliser ABCD au lieu de ABGD de centre [
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HM + MB —EH — 4B soit G, = bar{(A, 1);(B,1);(D, —l)} on obtient
MG, = AB donc I’ensemble des points M est le cercle de centre G et
de rayon AB

Exercice 4

1. (MA+MB)YMB+MC)=0 Soit 1 le milicu de [AB] et J le

milieu de [BC] . on obtient
2MI.2MJ =0 <> Mi.MJ =0 donc I’ensemble des points M est
le cercle de diametre [1J]

2. (MA-2MB).(MB+2MC) =0 soit
K= bar{(A, 1);(B, —2)} et P= bar{(B, 1);(C,2) }
On obtient ~MK (3%) 0 MK.MP=0 donc I’ensemble
des points M est le cercle de diametre [KP]

Exercice 5

G, =bar{(4,2);(B,~1);(C,3)} soit TQ:—%E+%E cetGale

barycentre de (D,1) et (E, 2)

Ona: G =bar{(G,,4);(G,,3)} soit GG

3
; Gl Gz
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Exercice 6
Hz\ﬂ —2MB + 31\7(:” = HM +MB —21\7(:” soit
G = bar{(A, 1);(B,-2);(C, 3)} et I le milieu de [AB]. On obtient

< MG =1IC < MG = IC donc I’ensemble des points M est le cercle
de centre G et de rayon IC.

G =bar{(A,1);<B,—2);(c,3)}@mz-/ﬁ%ﬁ

Exercice 7

Construisons I’ensemble des points M du plan tels que

2 4
Soit O le milieu de [AB] et H le projeté orthogonal de M sur (OA)

MA? — MB? =2 AB? <> OA>—OB>—20M.BA=2AB> ;ona:
BA=204 <> —-40M.OA=2AB>

@O_Hxaz—%ABz
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Prenons AB =4 donc OH =4 et OA==2

(A)

Exercice 8

L’ensemble des points M tel que : Mes (M—C,]\T)) = —% ou

Mes(M—C,W)) = 2%

On construit le triangle OCD isocele en O tel que

Mes(w,@) = —2?” et (C) le cercle de centre O passant par C et D.

L’ensemble cherché est le grand arc CD privé des points C et D. Il faut
ensuite examiner le second cas. Au total ’ensemble cherché est la
réunion des deux arcs capables d’extrémités C et D.
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Exercice 9
A =bar{(E,1);(F,1) } :bar{(E,S);(F,3) }
C =bar{(F,3);(G,1) } =bar{(F,-3);(G,-1) }
B= bar{(E,3);(G,—1) } = bar{(E,3);(F, 3);(F,-3);(G,-1) }
:bar{(A,6);(C,—4)}
B= bar{(A,3);(C, =2) }
Exercice 10

1. ABC est équilatéral, I est le milieu de [BC] et soit E le milieu
de [AB].

H le projeté orthogonal de I sur (AB) donc H est le milieu de
[EB], ainsi

Ona: AH =%ﬂ3 d’ott H =bar{(4,1);(B,3)}
2. Imilieu de [BC] donc
1 :bar{(B, 1);(C,1) } = bar{(B,Z);(C,Z) }
K milieu de [1J] donc
K =bar{(1,1);(J,l) } :bar{(l,4);(J,4) }
D’ou
K = bar {(B,2):(C.2):(4,1):(B.3) } = bar {(41):(B.5):(C.2)}
Exercice 11

1. Soit G(XG;)/G) avec

2x3+3(-1) 3 Ix4+3x2 14 .
= ~ ‘Z—— ¢t Vo=—T—/—"—=— soit
2+3 5 2+3 5

44
55
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2. Soit K:bar{(A,4),(B,5)} donc K(g %j

\\4@ n SWH — 45 <> 9MK =45 <> MK =5 donc L’ensemble

des points M est le cercle de centre K et de rayon 5 .

(Cl):(x—%j +(y—%j =25

3. Soit R=bar{(4,3);(B,2)} et S=bar{(4,7);(B,~2)}

7 16 23 24 ) .
donc R g ? et S ?,? soit P le milieu de [RS], on a

P(3:4).

H3m + 2@” = “71\74 - 2@” & MR = MsS donc M appartient &
la médiatrice (A) du segment [RS].

Une équation de (A) : M €(A) & MPRS=0 avec

RS(?,%} et ]\W’(S—x;4—y)

M e(A)<:>%(3—x)+§(4—y):O<:>2x+y—10=0
(C,):2x+y-10=0
Exercice 12
C=bar{(4,1);(B,1);(G,-3)} ona:
CA+CB—3CG =0< GA+GB+GC =0 donc
G= bar{(A, 1);(B,1);(C, l)}, donc G est le centre de gravité du triangle
ABC.
Exercice 13

KD KR DR 2 ot AK_4
KI KJ IJ 3 KJ
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2. Ona:

KD =~ Kl & K =bar {(D,3): (1,2)} =bar {(D.3): (B.13(C. D)}
On a aussi :

AK =4KJ < K =bar{(4,1); (J,4)} =bar {(4,1); (D,2);(C,2)}

On sait que DA+ DC = DB <> D =bar {(4,2);(B,-2);(C,2)}
d’ou

K =bar{(4,2); (D,1);(C,2);(B,1);(B,-2);(C,1)}

K =bar{(4,2);(B,~1);(C,3);(D,1)}

Exercice 14
Dans I’énoncé, écrire Al = AB+ % AC aulieude Al = AB+ % AB

1. m=@+%7c@ﬁ_zﬁ_ﬁ=6

<:>I=bar{(Aal)z(Ba_z)a(Ca_l)}
2. MA*-2MB>—-MC?*=-3< 2MI*+ 4> -2IB*>-IC*=-3

2
JA2 = l +22:£;IB221;IC2:£ C—‘EI
2 4 4 4 |
34‘177—2><l—1f’7 5 \/g
Mr=—% 4 & 0=
2 4 2

( S) est donc la sphere de centre I et de rayon —

Exercice 15 A

L=bar{(4,-1);(C,-3)} ; I =bar{(B,3);(C,3)}

M = bar {(A, —1);(B,3)} = bar {(A, -1);(C,-3);(B,3); (C,3)}
= bar {(L, -4); (1, 6)} = bar {(L, -2); (1,3)}
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Donc les points M, L et I sont alignés.

Exercice 16

A A :bar{(B,l);(C,l)} :bar{(B,%);(C, %)}

G =bar{(4',1);(4,1)} = bar {(B, %);(c, %);(A, 1)}

= bar {(B,1);(C,1);(4,2)}

V3 V3 V7

2. ona: AA'=— donc GA=— , GB=—=GC
2 4 4

2MA?> + MB?* + MC? =2 < 4MG?* +2GA*> + GB*+ GC?* =2

MG =

e

Exercice 17
Ona: ﬂ:%ﬂ% donc I =bar{(4,2);(B,)} et

ﬁ:%B—C donc L =bar{(B,1);(C,2)}

Z]z%ﬁ donc J =bar{(4,1);(B,2)} et

W:%ﬁ donc M =bar{(4,1);(C,2)}
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ﬁz%ﬁ donc N =bar{(4,2);(C,1)} et
ﬁ(:%ﬁ donc K =bar{(B,2);(C,1)}

Soit G =bar{(4,2);(B,2);(C,2)} (G estle centre de gravité de du
triangle ABC ) on a donc

G =bar{(1,3);(L,3)} donc Ge(IL)

G =bar{(J,3);(M,3) } donc G €(JM)

G= bar{(N ,3);(K,3) } donc G €(NK) . il vient que les droites (IL ),
(JM) et (NK) sont concourantes.

Exercice 18

Soit (DJ)N(KM)={R} et JM = AK =KD et (JM)//(KD) donc le

quadrilatere KDMJ est un parallélogramme. Ainsi R est le milieu de
[KM]

I est le milieu de [AJ] d’ou (IR) // (JM) et comme (RM) // (1J) ,on a :
IRMJ est un parallélogramme de centre G, ainsi G est le milieu de [IM].
On a donc les points I, G et M alignés ( 1)

Dans le triangle IBC, J est le milieu de [IB], JM = %BC et (JM)//

(BC) donc M est le milieu de [IC]. On a aussi I, M et C alignés (2)

Finalement d’apres (1 ) et ( 2) : les points C, M, G et I sont alignés.
D C

A 1
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Exercice 19

Ona: 3GA+2GB=0<18GA+12GB=0

Pour 18kg de boule rouge il faut 12kg de boule verte.
Le montant équivalent est 12x2500F =30.000F" .

Le pére disposant d’un montant de 27.000F qui est moins de 30.000F,
ne peut donc pas acheter la boule verte.
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LIMITE ET CONTINUITE

EXERCICES DE FIXATION

1. Limite de référence

Exercice 1
1 1

a) im—— =40 ; b)lim——=—w0
x>—>3 x_3 x—>3 X — 3

Exercice 2

a) lim =+00 ; b)lim = +00
x—> 1(x.|_ ) x<—)5 (x_S)

Exercice 3

1- 4 . .

a) lim cosx _ ; b) lim 33&: lim 3x=—o0 ; c)thzl

x>0 X xo-o x7 —4 X>—0 0s1n x

2 Limite d’une restriction

Exercice 4
@) lim> 2 —limx+3=6: blim ¥ =2 jipy X374 g 1 1
>3 x—3 13 1 x—1 xal(x_l)(‘\/x+3+2) = x+3+2 4
-2 X2 ]
c) lim —— ——

e 22x+4 x—> 22x+4 2

. x— \/_ x2-x x xx Jx
dyvx IR} x—1 (x D(x+x) x+«/_ XX+ X 1+\/_

x \/_ \/; 1

x—)l x_l x—>11+\/_ 2

Vx e IR*\{1} ,li
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3. Lien entre limite a gauche, limite a droite et limite d’une fonction en
un point

Exercices de fixation
Exercice5

1. (préciser « égale a f(a) ». V ; 2.F ; 3.F
Exercice 6

lirrllf(x) = linllx2 =1 et linllf(x) = lin}(x+1) =2

< < > >

Ona: linll(x) #* liIrllf(x) donc f n’admet pas de limite en 1
X—> X—>

< >
4. Limites et opération sur les fonctions.

Exercices de fixation
Exercice?
1. V ; 2.F ; 3.F; 4V

Exercice 8

Ona lim f(x)=+0o et lim g(x)=0 donc

X—>+00

lim (f+ g)(x) = lim (x2+2x+5+l) =400
X—>+00 X—>+00 x

Exercice 9
Ona: lim f(x)=lim 2x+3 :é et lim g(x) =lim(x-8) =-11
x—-3 x>-3 x4 2 x—>-3 x—-3
donc
2x+3 3 3 19
lim f(x)=lim == et lim(f+g)(x)=—-11=——
x—>-3 f( ) x—>-3 X+ 1 2 x~>—3(f g)( ) 2 2
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|

b) Limite du produit de deux fonctions

Exercice 10

1v ; 2. F; 3.V ; 4. F

Exercice 11
Ona:
x+1
hm g(x) = hm (x +2x+5)=+w et hm g(x) = lim
x40 2 X +3

donc

Tim (fg)(x) =0

Exercice 12

x+1

3. .
hmf(x)—hm 4=—5 et 11_rgg(x)—£1£r21(x—8)——

X2 x —

donc lim(/2)(x) =9

C) Limite du quotient de deux fonctions

Livre du professeur Maths T'°C

Exercice 13
; 2.F ; 3.F ; 4F
Exercice 14
+1 2 ) .
: lim £ (x) =lim YT L ot lime(x) = lim(x—8) = 7

x—1 X — 4 3 x—1 x—1
2

donc hrnf (x)=—

x—1 g 21

Exercice 15

hmf(x)—l 14.—cosx:limcosx—1>< 'x _0

x—0 g x—0 sINx x—0 X Sin x

1
2



. cosx—1 ) X
car Iim—— =0 et lim——=1

x—0 X x—0 Sin x

Exercice 16
l—cos?x .. sin2?xcosx .. sinx
hrn f (x) = hm / (x) =lim =lim - =lim xcosx =1
-0 xtanx =0 xsinx -0 x
car lim

— =1 et lim(cosx) =1
x=0 g1n x x—0

5 Limite d’une fonction composée

Exercice 17
. sin5x . sin5x 5x
a) lim =lim x— =15 car
x>0 X x=0  S5x X
. sin5x . sinX
lim = lim =1
x>0  Sx X-0 X
. l—cosdnx .
b) lim————, enposant X =47x on obtient
x—0 xz
. 1—cosdrx 1-cos X
Iim—— = (4 P ——=8x7
x—0 xz
) 3x—1 ) 3x
c) lim =lim,/l— = \/?_) .
X—>+0 X + X—>+00 X
Conséquence

Exercice 18

a) hm\/x +x+2 \/_

x——1

b) lim Vx>+x+2 =+ car hm(x +Xx+2)=+0.

X—>+00

c) lim+«x*+x+2=+00 car llm(x +x+2)=+c0.

X—>—00
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Exercice 19

a) lim|7x—1=22

x—-3
b)  lim |7x—1| =0
c) lim |7x—1| =400

6.Limite par comparaison

Exercice 20
a) lim(x+sinx)=+0 car lim(x—1)=+w
X—>+o0 X—>+00
1 sinx 1 sin x
=0

b) Pourx>0, ona ——< <— donc lim
x x x X—>+0 x

c) Ona3x+E(x)<4x et lim 4x=—o0 donc

lir_n Bx+E(x))=—0

7. Calcul de limite a I'infini d’une fonction contenant des radicaux

Exercice 21

1+1
. ) 2 1—x? . . 1
a) limyx*+x+1-x= hmm= lim —X_ ——
X—>+0 X—>+0 /x2+x+l +x X0 1 1 2
l+—+—+1
X X
1+1
2 42 o
o) Tim Pt xal4x= lim S g x ]
X—>—0 X—>+0 /x2+x+1—x X—>+0 1 1 2
-J1+—+—-1
x x?
. . NI ) ,1—
¢) lim2x++1-x=lim x[Z— sz lim x[2— fj:—oo
X——0 X——00 —X X—>—00 X

8. Calcul de limite en utilisant la définition d’un nombre dérivé
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Exercice 22
1 3
b) 1 ¥
4 2
9. Limite d’une fonction monotone sur un intervalle ouvert

Exercice 23

a).F; b.V; c.F;d. V.

Il. CONTINUITE
Exercice 24
1) ;2)

Exercice 25

Ona lim f(x) =lim(—x) =0 ; lim /(x)= ling\/; =0 et £(0)=0

< <

On obtient lirréf(x) zlinz)lf(x) = f(0) doncf est continue en 0

Exercice 26
Ona
lirgf(x) = lirg(?.x—S) =-7 ; lin:llf(x) = lir{ll(x+1) =0 et f(-1)=-7

On obtient lim1 f(x)# lim1 f(x) doncfn’est pas continue en -1.

< >

2. Prolongement par continuité
Exercice 27
a) fn’estpas définieen 2 et £1_r)121f(x) = £i_r)r21(x+ 2) =4 donc f admet
un prolongement par continuité en 2
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b) g est définie par: & x—2

Exercice 28

a) fn'est pasdéfinieen0et doncfadmetun prolongement par
continuité en 0

g(x):xsinl si x#0
X

g(0)=0

3. Continuité sur un intervalle

b) g est définie par:

Exercice 29

1. V ; 2. F ; 3.V

4. Image d’un intervalle

Exercice 30

S ([0:11) =[£(0); f (D] =[4:7]

Exercice 31

/£ (1-1:31) =Tlim £(x); /(3)]=15319]

Exercice 32

F([7:13]) =[£(13); f (D] =[~10;0]
Exercice 33

1. Sur [-3;—1] fest continue et décroissante donc

S([=3:-10) =L/ (=D; (3] =[1;9]
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2. Sur [1;4] f est continue et croissante donc
S([S35-1) =1/ M) (@) =[1;16]

Exercice 34

1. festdécroissante sur donc f([2;4]) =[f(4); f(2)]=[0;4]
2. festcroissante sur [4;+400] donc

S ([45+01) =L/ (4); lim ()] =[05+0]
3. festcroissante sur |—o0;2[ donc

£ (1=e0320) =] lim f(x);lim £ (x)[=] —o0;4]

5. Continuité d’une fonction composée
Exercice 35

1. V. 2.V ; 3. F
6. Théoréme des valeurs intermédiaires

Exercice 36
a).Vv ; b)) .F ; .V
Exercice 37

F est continue sur [1;2] et f(1)=-3 et f(2)=1 soit f(1)x f(2)<0

donc I'équation f(x) =0 admet au moins une solution dans[1;2].

7. Fonction continue et strictement monotone.
Exercice 38

a) festcontinue et strictement décroissante sur ]1;+od et

f(]1;+oo[) =] lil}}of(x);liil}f(x)[=] 0;400[ doncfestune

bijection de ]1;-+o[ dans ]0;-+oo]
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b) Soit y€]0;4+0oq , f(x)= y@L—yQ 1ty donc

-1 y
71105+ 0o[—>]1;+ 00
1+x
X
Exercice 39
T
D |-—:;—| > IR
54|
X = tanx

Nlél
Nlh\

f est une fonction continue et strictement croissante sur}—

‘:donc la

T
restriction de la fonction tangente a }—5;5 l: est une bijection de
T T
——,;—| surlR.
22

I1-ETUDE D’UNE BRANCHE INFINIE

1. Asymptotes
a) Asymptotes paralléles a I'un des axes

Exercice 40

D, =]-o0;=1[U]];+oq

lim g(x) = lim 2= = Jim 2% = lim 2% =2
X—>+00 X—>+00 x2_1 X—>+0 |x| x—>+o ¥
lim g(x) = lim “— 27l im 2o im 2o

X—>—0 /x2 _1 X—>—00 |X| x—>+0 —x
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2x—1
lim g(x) = lim =lim(2x-1)x
lm g(s)= i - = (2~ =

<

1-11m(2x DX — ! =400 .

2x
lim g(x) =lim
x—1 g( ) x—1 /x2_1 x;)l .,x2_1

> >

Donc les droites d’équations x =—1 et x =1 sont des asymptotes verticales
a ( Cf) et les droites d’équations y =2 et y =—2 sont des asymptotes
horizontales a ( Cf ).

b) Asymptotes non paralléles a I’un des axes

Exercice 41
lim [g(x) (2—x)]= lim l:O ; lim [g(x) (2—x)]= lim l:O

X—)+00x X—>— COx

Donc la droite d’équation y =2 —Xx est asymptote oblique a la courbe de f

en —0 eten +o0

Exercice 42

Vx €]—o0;0[, 11m = lim ————=lim ———
-X /1+— —,/1+—

2x? —2x‘f1+— )
lim (g(x)+2x) = lim X _ lim =0
X—>—0 X—>—0 1 X—>—0 1 1
-X /1+—2 x(l+\/1+2)( 1+—)
X X X

donc la droite d’équation y =—2x est asymptote oblique a courbe de fen

_w'
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2. Direction asymptotique
Exercice 43
1. F ; 2.V ; 3.F ; 4.V ; 5.V ; 6.V

Exercice 44

a) lim f(x)= lim (x> +~x>+1) = +o0

b) lim J () = lim (x+ f1+i2j=+oo donc la courbe de f
x>+ X—>+00 X

admet une branche parabolique de direction celle de ( OJ ).

IV- FONCTION PUISSANCE D’EXPOSANT RATIONNEL
Fonction racine niéme

Exercice 45

La fonction f est strictement croissante sur IR+ et |la fonction x — 3/; estla
bijection réciproque de f sur IR+ donc elle est aussi croissante sur IR+.

Exercice 46

1

b=a’; aw=5ph
Exercice 47

2 2 2 2
HRGIREEDR)
a) —_ X| — =| —X = — "
5 21 5 3x7 3

[st 5.6 2
b) 52 =5325 =455

3 3
4 1 23 23 L
C) %:(Zj ; d) 23><25:2(3 5):215
g \F
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EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1
1. lim Vx*+x—2 —3x =+ car
lim Vx2+x—2 =40 et lim—3x =+
1 2 1 2
2. a) f(x)=vx>+x-2-3x=|x,[l+——=-3x=x| [l+——=-3
x x? x x?
=X
. ) ) 1 2
b. lim f(x)=- car lim x=+w et lim l+———-3=-2
X—> 400 X—>+00 X—>+00 X X
Exercice 2

a) lim+/x2+3—-== lim x[‘,1+i—ljz+oo
- 1+1+i
\/ 2+x+ Nt L N x ¥ X2 _
2

b) lim

X—>—0 X—>—00 1_7
X
o lim (\/x2—4—5x):
Exercice 3
3
. . 5x-3 . S 5
a) lim Vx2+5x-3 -x= lim =lim —X -~
X—>+0 X—o—0 5 3 o 5 3 2
x l+==—+x l+=——+1
x x? x x?
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E 1
3 Ca dx+—-2——
by lim YA X =2x=l X X _ oo

X—>400 x—1 X—>+0 1

c¢) lim \9x2—x+7 +3x = lim X =

X—>—0 x—oo_ 9_l+l_3
\l x X2

Exercice 4

N =

a) lim x+1_2:limf(x)_f(3)=f'(3):lavec

x—3 x—3 x—3 x—3 4
N

f(x)=x+1 etf(x)—zx/)m

o tim YN SO SED) Ly 23
=2 x+2 x—3 x+2 3
avec f(x)=vx2—1let f'(x)= ’_xf—l

c) lim =0

=014 cosx
Exercice 5
. 1£x220<5x-1510<5(x-1y<l 3 (x—1*-3<-2
donc f([1;2]) =[-3;-2]
2. x20<=8-x2<0donc f([0;+0)=]—00;8]

| 15
>2+—& f(x)>—
3 - f(x) ;

3. %<x<5<:>3<2x<10©0<2x—3<7c>2+2 !

bl B
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Exercice 6

3
. . Cfe . T
1. lim f(x)= lim Jx-3 =40 ; lim = lim ——==0
X—>+00 X+ x40 x x40 [y -3
2. lim f(x)=400 ; lim EAC)) =0 donc la courbe de f admet une
xX—>+00 X—>+0 X

branche parabolique de direction celle de ( Ol )

Exercice 7
. ) . xX) o AL+ l
1. lim f(x)=lim yx*+1+x?=+w0, lim &: lim ————=lim ’1+—+x:+oo
X340 X400 0 x X340 X X400 X2

3. ona: lim /(x) =+ et lim <

X—>+00 x>+ x

= +00 donc la courbe de f

admet une branche
parabolique de direction celle de ( OJ)

Exercice 8

1. lim f£(x)= lim v +1 =0
X—>+00 X—>+0

2. limM: lim — ,1+i=—1 et
X—>—0 X X—>—00 x2

. . . 1
lim (f(x)+x) = lim ¥x>*+1+x= lim ————=0 doncla
x>—o0 x>—o0 Paem m —x
droite d’équation ¥ = —X est asymptote oblique a ( Cf ) en —a©
Exercice 9

2 -3

1 5 13 ,

I. f'(x)= = soit Vx €]—5;4+0o , f'(x)>0 doncfest
(x+5) (x+5)

strictement croissante sur |—5;-+od
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2. fest continue et strictement croissante sur |—5;4oc[ donc fest une
bijection de |—5;40q sur |—o0;2[

3. Vye]-0;2, f(x):y<:>2—£:y<:>x:3+5y donc
x+5 2—y
f1=052[=]= 5540
3+5x
2—x

4, lim'5 f(x)=—0 donc la droite d’équation x =—5 est asymptote
xX—>—
>

verticalea (C)

2x-3

5. lim £(x) = lim

X—>+00 x>+ x4 5

asymptote horizontalea (C) en + o0

=2 donc la droite d’équation y =2 est

Exercice 10

1. festdérivable sur et Vxe[-5;5], f'(x)=3(x—3)* ona
f'(x)>0 donc f est strictement croissante sur [—5;5] d’ou f est
une bijection de [—5;5] sur [-517;3]
2. a)fest continue et strictement croissante sur[—5;5] de plus
f(=5)=-517 , f(5)=3 soit f(-5)x f(5) <0 doncI'équation
f(x)=0 admet une unique solution & €[—5;5]
£(4,7)=—0.087

b) F(4,T)x £(4.71) <0 donc
£(4,71) =0,000211

4,7<a<4,71

3. f est continue et strictement croissante sur [—5;5] donc f est une
bijection de [—5;5] sur [-517;3], or —1€[-517;3] donc I’équation
f(x) =—1 admet une unique solution dans [-5;5] .
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Exercice 11

1- .
1. poura=-lona f(x)= X et lm_llf(x):—oo

.
Pour @ =1 ona f(x)zx——i_1 et hrrllf(x):—oo
x— X—>

Ona a ¢ D, et lim f(x) =00 doncon ne peut pas faire un

prolongement par continuité de fen .
2. OnalgD, et yilllf(x) = —00 on ne peut pas faire un prolongement
<
par continuité de fen 1
sin2x 2x

3. Ona0¢D, et hmf(x)—l
x—0 Zx X

prolongement par continuité de f en 2. Soit g ce prolongement.

— =2 on peut faire un

in 2
() =222 i x 20
g est définie par: X
g(0)=2
Exercice 12
2 _ 2 _ 2
limf(x)zlim\/x +3 szlim x2+3—-4x
a) x>l x>l x—1 xol (x—l)(x/x2+3+2x)
lim 3(1-x)d+x) lim =3(1+x) _ 3

o (x=D(x243+2x) =12 +3+2x 2

[.3
- 1+—2—2 _3(1+l)
lim f(x)=lim =—%—=-3 ; lim f(x)= lim —=2%==-1

1 X—>+0 X—>+00
== 1+ 3 +2
x \/ 32

2
b) lim /() =lim— iy 2]
oL (x—1(x+1P7  =1(x+1)? 2
3
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Exercice 13

lim £(x)—(2x—3) = lim —>+23
X—>—00 x—>-0  x24 5§
lim £(x)—(2x—3) = lim —>+25
X+ X—>+00 X2 +5

=lim —=0
xX—>-0 x

= lim —=0
x—>+o  x

Donc la droite d’équation y =2x—3 est asymptote oblique a ( Cf) en —00

eten +00

Exercice 14

1.

. lirrllf(x) = +00 ;linlif(x) =—o0 donc (D) :

< >

x =1 est asymptotea (C)

. lir{llf(x)=—00 ;ﬁn}lf(x):

< >

x =-1 est asymptotea (C)

+00 donc (D,) :

* lim f(x)—(x+2)=0 ; lim f(x)—(x+2)=0 donc (Ds) :

y = x+2 est asymptote a (C)

Vxe[-3;—1[, f(x)—(x+2) <0 car (C) estau dessous de (Ds)

Vx €]l;3], f(x)—(x+2) <0

car ( C) est au dessous de (Ds)

Vx e]-1;1], f(x)—(x+2)>0 car(C) estau dessus de (Ds)
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SITUATIONS COMPLEXES

Exercice 15

210—¢
t

<0 donc

Hypothése de ABOU : f(t)<ll<:>¥+10<ll<:>
f(t) <11 pour t €]210 ; +oof

Hypothése de KONAN : V¢ >1 , f(¢) >10, il n’existe donc pas de temps
long pendant lequel f(¢) =10. En effet la droite d’équation y = 10 étant une

asymptote a la courbe de la fonction f, aucun temps ne peut corresponde a
une température de 10 degrés.

Le jeudi correspond a ¢ =24 x60=1440mn . Ainsi pour ¢ €]210; 1440[, on
a f(t)<11.Lhypothése de ABOU est donc celle qui est plausible.

Exercice 16

. . . . . o
L’aire d’un secteur en radian : si & est en radian alors 'aire A=

Posons EF = x et h la hauteur du triangle isocele OEF.

L’aire du secteur OEF est : %

On a: OE=0F=1.0na:x=2htan (%) (relation trigonométrique dans un

triangle rectangle). On a aussi :

h =cos (%) . Si 'on désigne par S I'aire du triangle isocéle OEF, ona donc:S =

hx .
P soit

S=h?tan (%) ou encore S = cos (;) sin (;). Onadonc;S= % sin.,

. . , = 1,
Donc I'aire comprise entre [EF] et I'arc EF est : % — sin o«
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. . . . . o« 1. 1,
Le probleme revient donc a résoudre I’équation : 5 = 7 sin &= sinc, Il

s’agit de donner une approximation décimale d’une solution s'il existe de
I’équation : 2sin x - x = 0.

Posons f(x) = 2sin x-x.

La fonction est continue sur ]0; m|.

f (1,85) vaut environ 0,072 et f(1,9) = -0,007. f(1,8) et f(1,9) sont de signe
contraire donc

1,85 <x<1,9

1,9 radian est une bonne approximation de <. En dégré on obtient environs
109 degrés.
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DIVISIBILITE DANS Z

EXERCICES DE FIXATION

L’ensemble N

Exercice 1
1. VRAI; 2. FAUX ;3. VRAI

Exercice de fixation
Exercice 2
1) On suppose que a<b.

Il existe un entier naturel d tel que a +d =b Par suite :
(a+d)+c=b+c.Cequidonne :

(a+c)td=b+c,s0it a+c<b+c.
Réciproquement, supposons que a + ¢ <b + c.

Il existe un entier naturel d tel que : (a +c) + d =b + c. Par suite :
atd+c=b+c,s0it: a+d=Db

D’ou:a<hb.
. On suppose que a <b.

Il existe un entier naturel d tel que : a+d ="b . Par suite :
(a+d) X c=Db xc.

Ce qui donne : axc + dxc = bXc . c et d étant deux entiers naturels,
¢ xd I’est aussi. D’ou : axc < b xc.

Examinons la réciproque

Supposons que axc < bXc, il existe donc un entier £ tel que :

axc +k = bxc ; cette égalité indique k est un multiple de c. posons

k =pxc ou p est un entier naturel . On a donc : axc +pxc=bxc, soit :
cx (atp) =bxc, soit : a+p =Db. Il en résulte donc que : a <b.
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Exercice 3
1) 0;2)1;3)10.
Démonstration par récurrence
Exercice 4
a) Démontrons que si 5 divise 6" + 1 alors 5 divise 6" + 1.

On suppose que 5 divise 6" + 1. Il existe un entier & tel que
6"+ 1=5k.Dou:6"=5—1.0na:

6™+ 1 = 5(6k—1).
b) 6°+ 1=2 et 5 ne divise pas 2.
Exercices 5

1. 1=(1+a)’>1+ 0xa; Soit k un entier naturel tel que
(1+a)*>1+ka.

Ona:(l+a)f'>1+(k+1)a+ka’>>1+ (k +1)a. Conclus

2. 0x0!'=0;(0+1)!=1=0.Dou:0x0!'=0+1)!-1.

Soit p un entier naturel tel que Yb_ k X k!=(p + 1) ! —1.

Ona: YPrlkxk!=3P_kxkl+(@+1Dx@+1)!

OrYh_okxk!=(@+1)!—1,donc
YPkxkl=@+2)x@p+1)!-1=(p+2)!—1.  Conclus.

3. Ona:4!=16;4>=16.D’ou: 4 !> 42 Soit k un entier
naturel supérieur ou égal a 4 tel que k ! > k2.

Ona:(k+1)1=(k+1)xk !> (k+1)x k2; doi: (k+ 1) x K —(k +
1)2 = (k + 1)(k? — k — 1). On doit établir que k> —k —1>0.0Ona:

K2 —k—1= (k2 —2k+ 1)+ (k—2) =(k—1)2+k—2:
(k—1)2+k—2 >0, car k > 4. Par conséquent :
(k+1)x kK> (k + 1)2.

On en déduit que : (k+ 1) ! = (k + 1)2. Conclus.

.I 44  Livre du professeur Maths T'*C



Division euclidienne dans N
Exercice de fixation
Exercice 5 (remarque : erreur de numérotation)
)g=2;2)q=7:;3)q=0.
Exercices de fixation
Exercice 6
1) VRAI;2) FAUX ; 3) FAUX.
Exercice 7

1) (g;7) =(6;23);2) (q;7) = (14;0) ;3) (¢;7) = (0;80).

Numération
Exercices de fixation
Exercice 8
1) VRAI;2) VRAI; 3) FAUX ; 4) VRAL

Exercice 9

1) x = 200020° ; 2) x = 1333*;3)x = 2633%;4) x = 59B1°,
Exercice 10

Dx=17;2)x=82;3)x=436;4)x =8*+2x 83 +3x 82+
8+ 7 =5323;

5)x =10%x 16> + 15 x 16* + 11 x 163 + 162 + 2 x 16 =11
514 144.
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L’ensemble Z
Exercices de fixation
Exercice 11

1. Supposons que a < b.

b+c—(a+c)=b—a;0ra<b,donc b — a est un entier naturel.
Parsuitea+c < b +c.

Réciproquement, supposons que a + ¢ < b + c.

Ona:b—a=b+c—(a+c);ora+c<b+c, donc
b + ¢ — (a + ¢) est un entier naturel. D’ou le résultat.

2.et3).0Ona:bc—ac = c(b—a),d ouon obtient le résultat.
Exercice 12
1)a) E est non vide car 0 appartient a E.
E est majoré (méme borné) par 2, car :
VneEZ n+1)<9e —4<n<2.
b) E étant une partie non vide et majorée de Z a un plus grand ¢lément.
2. E est une partie non vide et minorée de Z a un plus petit élément.
Division euclidienne dans Z

Exercices de fixation
Exercice 13

1) FAUX;2) FAUX; 3) VRAI ; 4) VRAI; 5) FAUX.
Exercice 14

) (gr)=@8:12);2)(q;1)=(=8;12):3) (q;7)=(—9; 13);
4)(g;r)=(9; 13).
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Diviseurs d’un entier relatif

Exercices de fixation

Exercice 15

1) VRAI;2) VRAI; 3) VRAI ; 4) FAUX ; 5) FAUX ; 6 VRAL
Exercice 16

1) 48 =16%3;

2) Les diviseurs de 12 dans Z sont :
—12;-6;—4;-3;-2;—-1;1;2;3;4; 6; 12.

3) Les diviseurs de 15 dans Z sont : —15; —5;—3;—1;1; 3;5; 15
Exercice 17

a|b et b|a si seulement si |a| = |b|. D’ou le résultat.

Exercice 18

Soit d un diviseur commun de 2n + 3 etn + 1. Par suite d divise
(2n + 3) —2(n + 1).D’ou d divise 1. Le résultat s’en déduit

Congruence modulo »

Exercices de fixation

Exercice 19

1) 10 — (—1) = 11 et 11 est divisible par 11.
2) —7 — (—25) = 18 et 18 est divisible par 3.
Exercice 20

1) VRAI ; 2) FAUX ; 3) VRAL

Exercice 21

= —4[7],d’ou: b = 3 [7]. D’ou le résultat.
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Exercice 22
C’est la contraposée de la propriété.
Exercice 23

l.a = 2[5]etb = 3[5],d’ou:alorsa + b = 2 + 3[5],
Or2+3=0]5],donca+ b =0][5], c’est-a-dire a + b est un
multiple de 5.

2.a=b[3],d’ou:a+a = b+ b|[3],c’est-a-dire 2a = 2b [3].
3. méme type de raisonnement

Exercice 24

l1.Lesrestessont:1:;2;3:;4:5;6.

2.Sin = 3k, leresteest 1 ;

Sin=3k+ 1, leresteest2;

Sin=3k+ 2, leresteest4, k € N.

3.3.7" = (—1)" [n]

Si n est pair, le reste est 1 ; si n est impair, le reste est 7.
1. Par récurrence

Critéres de divisibilité

Exercice 25

a) Vrai ; b) Faux ; ¢) Faux ; d) Vrai; e) Vrai ; f) Vrai ; g) Vrai ; h)
Faux ;1) Vrai .

L. Nombres premiers
Exercices de fixation
Exercice 26
1) Faux ; 2) Vrai ; 3) Faux.
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Exercice 27

a) 3;b)3;¢)13;d)2;e)43;1)2.

Exercice 28
1) Vrai ; 2) Faux ; 3) Faux.
Exercice 29

1. Ona:vV163 = 12,76. Les nombres premiers inférieurs ou égaux a
v163sont:2,3,5 7, 11.

163 n’est pas divisible par 2 car son chiffre des unités 3 n’est pas pair ;

163 n’est pas divisible par 3 car la somme de ses chiffres qui est 10
n’est pas divisible par 3 ;

163 n’est pas divisible par 5 car son chiffre des unités n’est ni 0 ni 5;

163 n’est pas divisible par 7 car le reste de la division euclidienne de
163 par 7est2,quin’est0: 163 =7x23+2et0<2<7;

163 n’est pas divisible par 11 car: 1 — 6 + 3 = —2, et —2 n’est pas
divisible par 11.

Le nombre 163 n’étant divisible par aucun des nombres premiers
inférieurs a v163 est premier.

2. (Vous devez apporter les justifications nécessaires)
a) 491 est premier ;

b) 1789 est premier ;

c) 2021 n’est pas premier ;

d) 2419 n’est pas premier ;

e) 911 est premier.
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Décomposition en produit de facteurs premiers
Exercice 30

a)24=23x3; b)135=3%x5;c)224=25 X 7.

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1

1. Ici les intervalles sont des intervalles de N.

L’intervalle] a; b[ de N est défini comme suit : a et b sont dans N et
a< b,

la; bl ={n€ N|a < n < b}.

a) Supposons que I’intervalle] 0 ;1[ contienne un entier naturel. Dans ce
cas, il contient un plus petit élément. Car toute partie non vide de N
admet un plus petit élément. Soit a ce plus petit élément.

Ona:0<a<1.Dou:0<a? < a < 1.0nen déduit que 0 <a? < 1.
Or « étant un entier naturel, a? I’est aussi. Par suite a? appartient a
I’intervalle ] 0 ;1[. Ce qui contredit le fait que « est le plus petit
¢lément de I’intervalle ] 0 ;1[ . Par suite I’intervalle ] 0 ;1[ ne contient
aucun entier naturel.

b) Supposons que I’intervalle | n; n + 1[ contienne un entier naturel .
Par conséquent :

0<a—n<1.0ra—n appartienta N, car n <a, et évidemment a
I’intervalle ] 0 ;1[. D’apres ce qui précede,

10 ;1] ne contient aucun ¢élément d’apres a). Par suite I’intervalle
] n; n+ 1] ne contient aucun entier naturel.
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2. Onsuppose que a < b.

L’intervalle | a; a + 1[ ne contient aucun entier naturel. Par suite,
I’entier naturel b est supérieur ou égalaa + 1.D’ou: a + 1 < b.

Réciproquement, supposons que a + 1 < b.
Ona:a<a+1<b.Dou:a<b.
Démontrons que: a + b- 1 < ab.
a+b-1-ab = (a-1) + b(1-a)

= (a-1)(1-b)

Comme a et b sont des entiers naturels non nuls, a — 1 est un entier
naturel, et 1 - b est un entier négatif ou nul. Par conséquent,
(a-1)(1-b) est un entier négatif ou nul. On en déduit que :

a + b-1 < ab. Orpar hypothése,ab <c,donc:a + b—1<c.
Par conséquent, d’aprésb)ona: a + b < c.

Exercice 2

On suppose qu’il existe un entier relatif k tel que : a + b = k. Par suite :
b=k —a. Les nombres k et a étant des entiers relatifs, £ — a ’est et par
suite b aussi I’est.

Exercice 3
Alordre I,ona: 1= 1>2<—2 La propriété est donc vraie a I’ordre 1.

Supposons-la vraie a I’ordre k et démontrons qu’elle reste vraie a
I’ordre k+1, ¢’est-a-dire :

k1 5 (kHD(K+2)
j=1 2 :

Ona:Xiij=35_,j+ (k+1)
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- _k(k2+1) + (k + 1), car la propriété est vraie a 1’ordre k.

_ k(k+1)+2(k+1)
2
_ (k+1)(k+2)
—
La propriété est donc vraie a I’ordre k + 1.

nn+1)
2

Par suite, pour tout entier naturel » non nul, ona: }}_; k=

Exercice 4

1x2x3
Alordre l,ona: 12=

. La propriété est donc vraie a I’ordre 1.
Supposons-la vraie a I’ordre k et démontrons qu’elle reste vraie a
I’ordre k+1, ¢’est-a-dire :

k41 :2_ (K+1)(k+2)(2k+3)
j=11"7 P .

Ona: Ykl j2 =3k j2+ (k + 1)

= w + (k + 1)?, car la propriété est vraie a

I’ordre k.

_ k(k+1)+(2k+1)+6(k+1)?
6

_ (k+1)(k+2)(2k+3)
- :

La propriété est donc vraie a ’ordre k + 1.
Par suite, pour tout entier naturel #» non nul, on a :

n k2 _ n(n+1)(2n+1)
k=1 - 7
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Exercice 5

, 23 3 L2 o3
ATlordre 2,ona: ?24;C4 =2;2 =8.Parsu1te:7<C4 <2’.La
propriété est vraie a I’ordre 2.

Supposons que pour un entier naturel k supérieur ou égal a 2,
I’encadrement proposé¢ soit vrai et démontrons qu’il reste vrai pour

. . . 22k+1
lentier k + 1, ¢’est-a-dire : < Ck¥l, <22 0+
Ona:

_ (k+2)(2k+1) i
(et1)2 2k
_ 2(2k+1)
ck
k+1 2k
Ona-: 2%k < 2(2k+1) _ 2(2k+2)
T k+1 k+1 k+1

L. 2%k _202k+D)_ o

Dou: — <——=2<2° (*
1 kel )

2k-1

VT \ . 2 -
D’aprés I’hypothése de récurrence, on a : < Ck, < 2%l (k%)

En multipliant membre a membre (*) et (**), on a :
22k+1 < ckH +1 < 92kl

k+1

Ce qui prouve que la propriété est vraie a I’ordre k + 1.

Par suite, pour tout entier naturel n, supérieur ou égal a 2, on a :

221 n 2n-1
<cp, <o

Exercice 6

Alordre 1,ona:

-1
S1p= (p+1)!
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_1 p
p(p+D)!
_1(+1D-1

p (p+D)!
1.1 1
p p!  (p+D)!

]. La proposition est vraie a I’ordre 1.

Supposons-la vraie a I’ordre k et démontrons qu’elle reste vraie a
I’ordre k+1, c¢’est-a-dire :

1.1 (k+1)!

= ;[E — (k+1+p)!]' Ona:

Stk+1),p

k+1 1
=1 j(+1)..(j+p+1)
1 N 1

=1 5(+1)..(j+p) (k+1)..(k+p+1)

S(k+1),p =

Il
[\g
-

1 k! 1
[E B (k+p)!] * (k+1)...(k+p+1)’

Q| =

d’apres I’hypothese de récurrence.

1 k! k!
il I ,
p!  (k+p)! (k+p+1)!

[

T |-

(k+1)!
_ 1.

1
p!  (k+1+p)!
7

Exercice
Ondoitavoir: 0<x <y
x’—y*=9s(x—y)x+y)=9

Les diviseurs de 9 sont 1, 3 et 9.

, « fx—y=1 x—y=3 e ) )
Dou'{x+y=90u{x+y=3 Par suite : S= {(5;4),(3;0)}

Exercice 8

Pour tout entier n, on a :
n+5n+4=m+1)n+4detn’?+5n+2=mn+1n+2).

D’ou le résultat.
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Exercice 9

Soit P(n) la proposition : pour tout entier naturel n, 32" — 2™ est
divisible par 7.

30 — 20 =0, alors 3% — 29 est divisible par 7 ; donc P(0) est
vrai.

Supposons que pour un entier naturel k, P(k) est vraie ; ¢’est-a-
dire que 32%F — 2k est divisible par 7.

Démontrons que : P(k + 1) est vraie

On a : 32k — 2k est divisible par 7, donc 3%2% = 2%[7]

On a aussi : 32 = 2[7] ; donc 3% x 32 = 2k x 2[7]

Ainsi 32+2 = 2k+1[7] alors 32(k+1) — 2k+1 et divisible par 7,
donc P(k + 1) est vraie

En conclusion, pour tout entier naturel n, 32 — 2™ est divisible
par 7.

Exercice 10

Soit P(n) la proposition : pour tout entier naturel n non nul,

32" +

2675 est divisible par

32+ 2 =11, alors 3% + 2 est divisible par 11 ; donc P(0) est
vrai.

Supposons que pour un entier naturel k, P(k) est vraie ; ¢’est-a-
dire que 32k + 26k=5 est divisible par 11.

Démontrons que : P(k + 1) est vraie

On a : 3%k 4+ 26k=5 est divisible par 11, donc 32 = —26k=5[11]
On a aussi : 32 = 2°[11] ; donc 3%% x 32 = —26%=5 x 26[11]
Ainsi 3%2k+2 = —26k+1[11], alors 32(k+1) 4 26(k+1)=5 gt
divisible par 11, donc P(k + 1) est vraie

En conclusion, pour tout entier naturel n non nul, 32" + 26n~5
est divisible par 11.
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Exercice 11

Soit d un diviseur positif commun de 2n + 3 et 3n + 2. Par suite d divise
32n +3)-2(3n+2) qui vaut 5. D’ou le résultat.

Exercice 12

Soit r et '’ les restes respectifs dans la division euclidienne de n par q
etdegparb.Ona:

n=aq+r,out 0<r<aetq=>bq'+r,ou0<r'<b.
Par suite : n = abq’' + ar’ +r.
r<a=r<a-1;r"<b=7r'<b-1

Dou: ar'+r<ab—a+r.Commer <a-—1,
0<ar'+r <ab—1. Parconséquent: 0 < ar’' +r < ab.D’oule
résultat.

Exercice 13
Ona: 842 =256 x3+ 74 et:842=375x%x2+92.
D’ou : 96842 =256 x 378 + 74 et 96842 = 375%258 + 92.
Conclus.
Exercice 14

Le reste de la division euclidienne de 100'°%°

par 13 est 9.
Exercice 15
Le reste de la division euclidienne de 70772%22 par 11 est 5.
Exercice 16

a) 33 =1[13],donc: Vk € N, 33¢ = 1[13].
Enposant: n =3k +r,avecr € {0; 1;2},0na:
32" +3"+1=3%"+3"+1 [13].
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Sir vaut 1 ou 2, ¢’est-a-dire si n n’est pas multiple de 3, alors 3%™ +
3"+1=0 [13];

b) Sin n’est pas multiple de 3, alors 32" + 3" + 1 =3 [13]; le
reste est donc 3.

Exercice 17

a) Soit d un entier naturel qui divise 12n + 7 et 3n + 1. Par suite d
divise 12n + 7—4(3n + 1), c’est-a-dire d divise 3.

b) Sid divise 3, alors d vaut 1 ou 3. Justifions que d ne peut
valoir 3.
Supposons par 1’absurde que 3 divise 3n + 1. Il existerait un
entier k tel que 3n + 1 = 3k. Ce qui voudrait dire que 3n + lest
un multiple de 3, ce qui est faux. On en déduit que d est égal a
1.

12n+7

La fraction est donc irréductible.
3n+1

NB. On pourrait le méme raisonnement avec 12n + 7.

Exercice 18 (indication)

3548 = 8 [10], car tout nombre est congru au chiffre des unités modulo
10. Par suite :

3548° = 8°[10]. Or : 8° = 8 [10], donc : 3548° = 8 [10].

De méme : 25373 = 3 [10]. Par suite : 3548° x 25373! = 8 x 3[10].
Finalement :

3548° x 2537°! = 4[10]. Le chiffre des unités de 3548° x 25373! est
donc 4.

Exercice 19 (Indication)

11 suffit de transiter par la base 10.
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Exercice 20

Soit b cette base de numération si, elle existe. Compte tenu du fait que
ce nombre s’écrit 30407 dans la base b, si b existe doit étre supérieur ou
égale a 8 car le plus chiffre que figure dans ce nombre est 7.

On doit avoir : 3 b* + 4b% + 7 = 12551.

Une seule solution convient : c’est 8. La base cherchée est 8.
Exercice 21

Il faut d’abord déterminer cette base b (b = 7):
Ona:(3b+6)+ (4b+5) = b? + 3.

Cette base est 8.

Ensuite, faire le produit dans cette base. On peut transiter par la base 10
ou le faire directement.

On trouve : 36 x 45 =2126.
Exercice 22

Soit b cette base, si elle existe. Dans ce cas, b doit étre supérieure ou
égal a 4.

On doit avoir :

(b% + 2b + 2)(b? +3) = b* +3b3+ b%? + 2b + 1. Apres
simplifications, on obtient :

b3 —4b? —4b —5 = 0 (*).
D’ou : b(b? — 4b — 4) = 5. Par suite, b est un diviseur de 5.

5 étant un nombre premier, b vaut 1 ou 5. Or, b doit étre supérieure ou
¢gal a 4, donc le seul candidat qui reste est 5.

Question : 5 convient-il ? Je vous laisse le temps de vérifier que 5 est
solution de (*). La base cherchée est 5.
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Exercice 23
Soit N ce nombre, N = 342x.
On peut écrire : N=3b3 + 4b? + 2b% + x

1) Pour b=6, N = x+4 [5]. Comme x est un entier naturel
inférieur ou égala 5,ona:x = 1.

2) Pourb=7, N =x[3]. Comme x est un entier naturel inférieur
ouégalab,ona:x =0,oux =00ux =6

3) Pourb=17, N = x +5 [12]. Comme x est un entier naturel
inférieur ou égal a 16, on a:
x=17.

Exercice 24

1) 43 =1[7], puis on écritn = 3p +r, pour r = 0,1, 2. Par
suite : 4™ = 47 [7]

Le reste de la division euclidienne de 4™ par 7 est :

a. lsi n=3p;
b. 4si n=3p+1;
c. 2sin=3p+2.
2) A=4"+3x43+3%x42+2x4+1.Dou:
A=4+3Xx1+3%Xx2+2%Xx4+1][7]. Parsuite: A=1][7].
Le reste de la division euclidienne de A par 7 est 1.

Exercice 25

1) 1l suffit de trouver un nombre premier de la forme 4k + 3 pour
justifier que X est non vide. Pour k = 0,k = 1ouk = 2, on
obtient 3 ; 7 ; 11 qui sont tous premiers.

2) Soit deux ¢éléments de la forme indiquée : appelons-les 4p + 3 et
4q +3

Ona: (4p +3)(4q + 3)=4(4pq+ p + q) + 1. En posant :
k = 4pq+p + q, on a le résultat.
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3) Le seul nombre entier naturel pair qui est premier est 2. Tous les
autres nombres premiers sont forcément impairs. Ils sont donc
de la forme 4 k + 1 ou 4 k + 3. L’entier a n’est pas pair.
Supposons par I’absurde que a n’admet pas de diviseur premier
de la forme 4 k + 3. Dans ces conditions, tous les diviseurs de a
sont de la forme 4k + 1. D’apres la consigne 2) a s’écrit sous la
forme 4h + 1. Dans ces conditions, a = 1 [4].

Ora =4pi x - xpn—1,donc
a = — 1 [4]. Mais 1 n’est pas congru a — 1 modulo 4.
D’ou contradiction.

Par suite, a admet un diviseur premier de la forme 4k + 1.

4) Raisonnons par I’absurde que X ne peut étre fini. Supposons que
X soit fini. Dans ce cas, il contient tous les nombres premiers de
la forme 4 k + 3 comme indiqué au 3). D’apres ce 3), a admet
un diviseur premier p de la forme p = 4k + 3. On en déduit
que : a = 0[p]. L’entier p étant de la forme 4k + 3 est un
¢lément de X. Il est par conséquent I’un des p;. Par suite :

a = —1 [p]. Le nombre p étant premier est supérieur ou égal a
2, on ne peut donc pas avoir : 0 = —1 [p]. D’ou contradiction.

Par suite X a une infinité d’éléments. Il existe donc une infinité
de nombres premiers de la forme 4k + 3.

NB. Il n’est pas dit que tous les nombres de la forme 4k + 3 sont
premiers. Par exemple k = 3 et k = 6 ou on trouve 15 et 27 qui ne sont
pas premiers.
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SITUATIONS COMPLEXES

1) La préoccupation de I’agent est de déterminer la Clé RIB.
2) Les parties du cours sollicitées sont :

a. Numération décimale ;

b. Division euclidienne ;

c. Congruence.

Exercice 26

3) Solution argumentée au probleme de 1’agent

Il s’agit d’écrire N dans sa décomposition en base 10. Mais comme il y
a assez de chiffres, on va procéder a des regroupements en suivant la
structure de numéro de compte. Mais ce regroupement bien que
facilitant les calculs n’est pas nécessaire. On peut écrire :

N =23104x108+ 15231x101*+ 00006462113x102+R. Par suite, on
a:

N=Ax 10 +Bx 1013+ Cx 102 + R

On va déterminer les restes de la division euclidiennes des nombres A,
B, C par 97 puisqu’il faut que N soit divisible par 97.

23104 = 97x238 +18, d’otr : A = 18 [97]
15231 =97x 157+ 2, d’ot : B = 2 [97]
64621113 = 97x66619 + 70, d’ott : C = 70 [97]

On justifie que : 102 = 3 [97], 102 = 50 [97] et 1018 = 89 [97]. Par
suite :

N = 1842 +R [97]. Comme 1842 =96 [97],ona: N =96+ R [97].
Parsuite :N=0[97] R =1[97].

Par suite R contient deux chiffres : 0 et 1. En conclusion, ona: R=01.
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DERIVABILITEETETUDE DEFONCTIONS

EXERCICES DE FIXATION

1 DERIVABILITE D’'UNE FONCTION EN a.

1. Définition

Exercice 1
Une équation de la tangente a gauche en A a la courbe de f est :
y= f'g(Z)(x —2)+f(2).0nadonc:y = —4x + 8.

Exercice 2
aest m m la tangente a droite a la courbe de f en a
Pestm le nombre dérivé de f a droite en a
(D) est m le nombre dérivé de f a gaucheena
(A)estm m la tangente a gauche a la courbe de f en a
Exercice 3

fO&x) =x|x -1]

Vx € |-, 1, f(x) = x(1 — x)
{Vx € ]1; +oof, f(x) = x(x — 1)

o imIWOSW _ i XATD _ gy TXEED lim(—x) = —1
x-1 x—1 x-1 x—-1 x-1 x-1 x-1
< < <

<
Donc f’g(l) = -1

o IimIOTD _ i XED =g
x—-1 x—1 x-1 x-1 x-1
> > >

Doncf', (1) =1

2. Propriété
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Exercice 4

foo = {5 stx =0

2x,8ix <0

x2
e lim f(x)f(o)—l —=limx =
xeo xe0x x—0
> >
Donc f', (0)—0
. limf(x) 1 = limZ =lim2 =2
xﬁo x%O x x—0
<

Doncf’g(O) = 2

f’g(O) # f',(0) donc f n’est pas dérivable en 0.

Exercice 5
g(x) = x|x — 2]

Vx € ]—00;2[, g(x) = x(2 — x)
{Vx € ]2; 400, g(x) = x(x — 2)

o 1imIWID _ iy XC0) _ gy, TXX72) lim(—x) = -2
x—2 xX—2 X2 x-2 x—-2 x-2 x—2
< < < <
Donc g’g(Z) = —
. hmwzhmw limx = 2
X2 xX—2 xX-2 Xx—2 xX-2
> > >

Doncg’,(2) = 2

g’g(O) # g’ ;(0) donc g n’est pas dérivable en 2.

Exercice 6
(x—1%six<1
X) =
f@&) {1—¢£gx21
o im0 TD _ llmu = hm(x -1)=0
x—1 x—1 x->1 x-1
< < <

Doncf’g(l) =0
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fO)-f) 4. 1-vx _ .. 1-x T S |
* MM T ;lcl—rH x=1 ;lcl—rH (x-D(A+VE) alcl—rg 1+/x 2
> > > >

Donc f',(1) = —%

f’g(l) # f'4(1), donc f n’est pas dérivable en 1.

3. tangente verticale
Exercice 7

f) =I1—x?|

{Vx € |—o0; —1[ U ]1; +oo[, f(x) = VxZ —1
vx €]-1;1[ f(x) = V1 — x?

. fO)-fQ) Vi-x2 . 1-x2 e —(x-1D)(x+1)
¢ }clin1 x—1 91(1_)1 x-1 31(1_1’)1} (x-1DV1i-x2 alcl—rH (x-1V1-x2
< < < <
o= (x+1) 1 e __
M= ~ima=mx- D=
< <
fOO)-f(1) _ 4. Vx2-1 x2-1 (x=1)(x+1) _
° x—r}} x-1 chl—r;q x—1 9lc—>1 (x=1)Vx2-1 xl—r>nl (x-1)V1-x2
> > >
lim & = Jim =(x + 1) = +0o0

x—>1\/1 x2 x—>1\/1—
f(x) f(l) t lim fl)- f()
x—

sont infinies, donc la représentation
x—>1 x—1 x—-1

< >
graphique de f admet une tangente verticale au point de coordonnées
(1; 0).
Exercice 8
fx) =v1—x2
Dy = [-1;1]
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flx)-f(1) Vi-x? .. 1-x?2 o —(xe-D(x+1)
¢ }cl—rH x—1 }cl—>1 x—1 }cl—rg (x—1)V1-x2 - }cl—l;q (x—1)V1-x2 -
< < < <
(x+1) _ _
alc‘lnlm L‘MW( ¥—1)=-e

xm% = —oo donc la représentation graphique de f admet au
<

point d’abscisse 1 une demi-tangente verticale dirigée vers le haut.

3. Dérivabilité sur un intervalle

Exercice 9

f)=V1i—x2
f est dérivable sur |—1; 1]

. fO-f(A) _ 4, V1-x? . 1-x2 e (=D (x+1)
¢ )lcl_r)r} x-1 }cl—IH x—1 )lcl_r)r} (x—1)V1-xZ )lcl_r)r% (x—-1)V1i-=x2
< < <
—(x+D _ , -
}Cl_rH Newwes x1—>1\/ﬁ( X — 1) = —oo donc f n’est pas dérivable en
1
. fO)-f(-1) . V1-xZ . 1-x2
* xll}lll x+1 xll>@1 x+1 xll)rzll (x+1)V1i-xZ
> > >

. —(x-1)(x+1) _ . —(x-1) _ .. 1 _ _
A i A Vi A, Jime (X T 1) = Feodoncf
> > >

n’est pas dérivable en -1
En conclusion, f est dérivable sur |—1; 1[.

5. Tableau récapitulatif

Exercice 10
1. f'(x) = 3x
2. flx)=—-=
3. f'(x) = 0
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6. dérivées et opérations

Exercice 11
"(x) = 2% —
1. f'(x) =2x nE:
2. f'(x) =12x?
3 ) Cx+1)(x2+x4+1)—(2x+1) (x2+x+4) —6x—3
. X = =
(x2+x+1)2 (x2+x+1)2
_ 2cosxsinx __ 2sinx
4. f'(x) = 7 - 3
cos*x co0s>x
7. Sens de variation
Exercice 12
1. f'(x) =2x.
Vx € ]0; +oo[, f'(x) > 0. Donc f est strictement croissante sur
10; +oo[.

2. f'(x) = —3x2

vx € R\ {0}, f'(x) < 0. Donc f est strictement décroissante sur R.
3. f'(x) =10x*+3.

Vx € R, f'(x) > 0. Donc f est strictement croissante sur R.

8. dérivées successives
Exercice 13

f(x) =2x%+3x2-5

Y — 12x5 + 6x
dach

af _ 4

d93c2 =60x*"+6
arr _ 3
o = 240

ar _ 2
i = /20x
Exercice 14

. _ an
La plus petite valeur de I'entier n pour laquelle ?’; =0est7.

Exercice 15
1) f(x) =x*+3x2+1
U _ 4x3 + 6x
dx
Zf

asf _ 2
L =12x2+6
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2) f(x) =x3+4x%+2

I = 3x2 + 12«
d)ch
d

@—6964‘12
af _
dic3_
@y

dx*

3) f(x) = sinx
d

f
— = C0SX
B
asf .
— = —SInx
d93c2
af
— = —(CO0SX
dx3

4) f (x) = cosx
d

f .
— = —=SInx
dx
asf
— = —(CO0SX
d93c2
af .
— = Sinx
dic3
d
—f = CO0SX
dx*

9. point d’inflexion
Exercice 16
1) f(x)=2x3-3x%+1

f est deux fois dérivable sur R
Ona:f'(x) =6x?>—6x etf"(x)=12x—6

X —o0 - + o

£ - 0 4

1 . .

f'""(x) s’annule en S en changeant de signe donc le point la courbe
. . , .1 b .

représentative de f d’abscisse 5 est un point d’inflexion.
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Exercice 17

fl) =x*
f est deux fois dérivable sur R
Ona:f'(x) =4x3 et f'"(x) = 12x?

Vx € R,x% > 0, donc f"'(x) ne change pas de signe sur R, alors la
courbe représentative de f n’admet pas de point invariant.

2 DERIVEE D’UNE FONCTION COMPOSEE
1) Propriété

Exercice 18

1. f'(x)=8(2x-1)3
f ‘(x) = -2sin (2x-3)

Prendre | = ]—2 ; +o00 [; f(x)=( 27

(x+2)%

) (ax-1)?

4. f '(X) = —,J%

Exercice 19

x€-1;1[(F ') :m

Posonsy = £ ~1(x). On a donc (f 1)/ (x) = —

. Or cos?y +sin’y =1 et

cosy
cosy >0
Donc cosy =+/1 — sin2y soit cosy=V1 — x2, d’ot (f 1)’ (x) = L

Vi—x2'

2) Nombre dérivée de la réciproque d’une fonction continue et
strictement monotone

Exercice 20

1. f(x) =x3
fy=1eox3=1
=Sx=1
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Onadoncf~1(1) =1

Vx €R, f'(x) = 3x?

f'Fr)=f =3

f'(f7*(1)) # 0 donc f~'estdérivableenlet (f71)'(1) = g
2. f) =15

1+x

f)=0=-"—=0

1+x
=x=0
Onadoncf~1(0) =0

’ 1
Vx ER, f'(x) = ESE

o) =70 =1
f'(f71(0)) # 0 donc f~!estdérivableenOet (f71)'(0) =1

3 INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS
Exercice 21
Soit f(x) = cosx

Vx € R, f'(x) = —sinx

Vx € [a; b],|f'(x)| <1, d’aprés le théoréme de I'inégalité des
accroissements finis, on a :

|f(b) — f(a)| < |b —al, donc |cosb — cosa| < |b — a

Exercice 22

Donner un encadrement de V401 (au lieu de 401)

) fW=5= i @<y

F'Gl <5
V401 — V400 < --]101 — 100} ;
|\/m_\/M| <4—10. Donc
——=+20 < V40T < -+ 20.
Soit 19,975 < V401 < 20,025
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Un majorant de l'erreur commise en remplacant V401 par 20
est—.

40
4 EXEMPLES D’ETUDE DE FONCTIONS

Exercice 23

1. Fonctions polyndmes
g(x) =x3—4x?-3x+10

D, =R
Lim g(x) = lim (x3 —4x? — 3x + 10)
X——00 X—>—00
= lim x3 = -
xX——00

lim g(x) = lim (x3 —4x? — 3x + 10)
X—+00 X—>+
= lim x3 = +o
xX—>+00
g est une fonction polyndéme donc elle est dérivable sur R ;
ona:

Vx ER,g'(x) =3x2 —8x—3 =3(x +§)(x -3)
Le signe de g’(x) donne : Vx € ]—00; —%[ U

13; +o[, g'(x) > 0, donc g est strictement croissante
sur]—OO; —%[ et sur ]3; +oo

Vx € ]—%; 3[,g’(x) < 0, donc g est strictement

. 1
décroissante sur ]—5; 3[

On en déduit le tableau de variation suivant :

1
x —oo _1! 3

g'(x) + 0 — 0 "

9(x) B /zzﬁ \ 8 /+°°
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Représentation graphique

Fonctions rationnelles
Exercice 24

Voir I'exemple de la page 61 du cahier

Fonctions irrationnelles
Exercice 25

h(x) =+/|x2 +x — 2|
Dh = ]R
e Déterminons les limites de h
lim h(x) = lim /|x?+x—2|=4»
X——00 X——00
lim |x?2+x—2| = oo
car{*7 ™%

lim VX = +oo

X->+00

lim h(x) = lim /|x?+x—2| =+
X—+00 X—+00
lim |x?+x—2| = 4o
car

xX—+00

lim VX = +o

X—>+00
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Vx € |—o0; —2[ U ]1; +oo[,h(x) = Vx2 +x — 2
ona:yvxe]|-2;1[h(x) =vV—-x2—x+2
h(=2)=h(1)=0

e FEtudions la dérivabilité de h en —2

. h(X)-h(=2) _ . VxZ4x-2 _ . . I
A, A, T T A DX s T

< <

limx—-1=-3
x=—2
<
car§ . 1
lim ————=
x=-2J(x—1)(x+2)
<

. hRG)-h(=2) _ 4. V=xZ-xt+2 . . _
xll»rzlz x+2 - xll»ryz x+2 - xll»ryz (r—1x J-G-Dx+2)

> > >

A= -1 =3
>
carq 1
lim ———==
x->=2/—(x=1)(x+2)
>

lim h@)-hz2) et lim wsontinﬁnies, donc la représentation
x—>=2 x+2 x—>=2 x+2

< >

graphique de h admet une tangente verticale au point d’abscisse—2.

e FEtudions la dérivabilité de hen 1

. h(xX)-h(1) _ ., V=x?-x+2 _ .. _ 1 _
;lcl—r}} x-1 ;lcl—rH x-1 ;lcl—rg (x+2) x JG-D+2)
< < <
chlz)Tll - (x+2)=-3
<
cari . 1

chl—rfl" (x—1)(x+2)
<
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h(x)-h(1) _ . Vx2+x-2 _ .. 1 _
m————=lim———= )lcl_r)r}(x +2) X Tohos +oo

x-1 x—-1 x-1 x—1
> >

limx+2=3
x-1
>

car{ . 1

leTILZ (x—1)(x+2)
>

. h(x)-h(1 . h(x)-h@1 c e . . .
lim M et lim M sont |nf|n|es, donc la representation graphlque
x-1 x—-1 x-1 x-1

< >

de h admet une tangente verticale au point d’abscisse 1.

e Etudions les variations de h sur ]—oo; —2[ U
11; +oo[

, 2x+1
Vx € |—00; =2[ U ]1; +oo[ h'(x) = zwﬁ

Vx € |—o0; —2[ U ]1; oo, 2Vx2% + x — 2 > 0 donc le signe de

R’ (x) est celuide 2x + 1.
On a donc: Vx€]—oo;—-2[[h'(x) <0 et Vx €
11; 400[, '™ > 0.
h est strictement décroissante sur |—oo; —2[ et strictement
croissante sur |1; +oo[

e Etudions les variations de h sur |—2; 1|

—9. ) — _—2x-1
VX € =L 1LY = s

Vx € 1-2;1[, 2Vx? + x — 2 > 0, donc le signe de h’(x) est celui
de —2x —1.

Onadonc:Vx € ]—2;—%[,h’(x) >0et Vx €
]—1- 1[ h'® <0
2 ) ) .
h est strictement croissante sur ]—2; — %[ et strictement

; . 1
décroissante sur ]— E; 1[
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Puis,

lim

X—>—00

Donc

e Tableau de variations de h.

r | —00 —2 —% 1 +00
f’(:ﬁ) - | + b +
I
'('r) 2}) +00

e Détermination d’asymptote

h(x) . Vx2+x-2
lim — = lim ———=
xX—>—0o X X—>—00 X
2 1 2
Ixl 1432 X2 . 12
= lim = lim 1+-—= 1
X X—>—00 X X—>—00 X
hm [h(x)—( x)] = hm Vx?4+x—2+x=
2
x-2 , 1-= 1
N lim —2—= -3
X“+x—2—Xx X——00 _ 1+1_%_1
X X
. , . 1 .
la droite d’équationy = —x — 5 est une asymptote a la

courbe de h en —©

|x] ,1+l—i2 x ,1+1——
X x . x
¥ = lim 2% = lim +———2
X X—>+00 X X—+00 X

lim
X—+00
Puis, lim [h(x) —x] = lim VX2 +x -2 —x = lim ——— 2 =
X—+00 X—+00 X—+00 \/x2+x 2+x

74
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o s . 1 s
Donc la droite d’équationy = x + 3 est une asymptote a la courbe
de h en oo,

3. fonctions trigonométriques
Exercice 26
1) fx) = cos(g —3x)
Vx € R, cos (g — 3x) = sin3x ; donc f(x) = sin3x
e Périodicité
Vx ER,f (x + 2?71) = f(x), donc f est périodique de période
2?”, on peut donc réduire son étude a l'intervalle [0;2?”] et
compléter sa représentation graphique grace a la translation
de vecteur 2?710_1) et de la translation de vecteur — 2?”57
o Dérivée
Vx € R, f'(x) = 3cos3x
e Etude du signe de la dérivée
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VxE]R3cos3x>0<:>——+kz—n< +kz—n(k€Z)

Donnons les solutions de f'(x) = 0 sur [0;2?”]
Pour k=0, x € [O-E]

Pour k=1, x € [n 2”]

On en déduit que : VxE]O [ ] f'(x)>0

VxE] [f(x)<0

e Variations de f

T 27'[[

. . 2
f est strictement croissante sur ]0;%[ et sur]g;?n[ et f est

. . . T T
strictement décroissante sur :Ig, EI:

e Tableau de variations

x T T 2n
0 6 2 3
() + 0 - o0+
1 0

e T 7

e Représentation graphique

/\ /\
\/ \/ |
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2) f(x) =tan (g— Zx)
D =R\{Z+5} (ke

Périodicité

Vx eER,f (x + g) = f(x), donc f est périodique de période
g, on peut donc réduire son étude a l'intervalle [0;%] et
compléter sa représentation graphique grace a la translation
de vecteur %m et de la translation de vecteur — gm
Dérivée

Vx ER f'(x) = ——=

cos? (g—Zx)

Etude du signe de la dérivée
VxER, f'(x)<0
Variations de f
. . 5 5
f est strictement décroissante sur ]0;1—:[ et sur ]1—7; g[

Tableau de variations

x o = 7
f(x) ~ — | —
3 —00
£ \ \
PN NE]

Représentation graphique

WY
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EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

Dans I'énoncé, considérer 101 au lieu de V1001

Exercice 1
Soit f(x) = Vx
, 1
f (x) =ﬁ ;
, 1
If () < V300 lf'()l < 2><10
[VI01 - VI00| < --|101 - 100|; [VI01 —V100| < 5
—2—10+ 10 < V101 < %+ 10 ; —9,95 < /101 < 10,05
10 < V101 < 10,05.
Exercice 2

Soit g(x) = tanx

o, <[]

o Vxe& [0 ]"g () = coszx

e VxEe€ [O;Z]’ \/7_3 cosx < 1,alors Vx € [O;E],

1
~<cos’x<1
4 2

. DoncVx € [O;g], 1< <2

coszx

* OnaalorsVx € [0;%], 1<g'(x) <2
o Ona:VxE€ [0 ;%] , 1< g'(x) <2,daprés le théoréme de

I'inégalité des accroissements finis,ona: Vx € [0 ;g],
o x—0<tanx—tan0 < 2(x—-0)
= Donc Vx € [O;g], x < tanx < 2x

Exercice 3
Soit f(x) =v1+x
VxE[O ] f'(x) = m

Vxe[o,-],f<f(x) :
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D’apres le théoreme de I'inégalité des accroissements finis, on a :
VxEP%L&#x—@SV1+x—1S%@—O)

Donc VxE[O;%], 1+%S\/1+x£1+;—c

Exercice 4

1
1. h(x)=1+ Nre
Dg = [1; +oo[
1) a)Vx € [1;+oo[,h'(x) = —2;/;
Vx € [1; +oo[, h'(x) < 0, donc h est strictement décroissante sur
[1; +ool.
h(1) =2et lirJP h(x) =1
x—>+o0

Tableau de variation

X 1 400
h'(x) -

h(x) 2—
1

b) Posons f(x) = h(x) — x
= 1_
Vx € [1;+oo[, f(x) =1 +\/)7 x
e 1
vx € [11 +Oo[lf (x) - ZX\/} 1
Vx € [1;4oo[, f'(x) < 0, donc f est strictement décroissante sur

[1; +oo[

f@=1et lim f(x) =~

Tableau de variation

X
G -
foo [ ——
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f est continue et strictement décroissante sur [1; +oo[, donc f est une
bijection de [1; +oo[ dans |—co; 1]. Comme 0 € ]—o0; 1], alors I'équation
f(x) = 0 admet une unique solution a dans [1; +o[. Par conséquent
I’équation h(x) = x admet une unique solution a dans [1; +oo].

2)a)Vx € [1 +00[ |h'(x)| =

2x\/—
Vx € [1; +oo[, 2xvx > 2, anrs—\/_ S .Donc Vx € [1; 4o, | (x)]| < %
b) Vx € [1; +oo[, |h' (x)| < % d’aprés le théoréme de I'inégalité des
accroissements finis, on a : Vx € [1; +oo[, |h(x) — h(a)| < %Ix —a
comme h(a) = a, alors Vx € [1; +oo[, |h(x) — a| < %Ix —a
Exercice 5
1. ’ _ 1 . " _ 1 . £(3) _
1) Vx € ] 1' 1[!f (X) - (1_x)2 ’ f (X) - (1—x)3'f (X) - (1_x)4
11l o' () = — L ey =2 L By =
Vx € ] 1' 1[!9 (X) - (1+x)2 ’ f (X) - (1—x)3’f (.X) - (1_x)4

2) Vx€l-1; 1[f(”)(X)—W

(-1)™n!
(14x)n+1

Vx € |-1; 1[,g(")(x) =

Exercice 6

1) f(x)=x3+ax?+bx+1
Si la tangente a la courbe de f en 0 a pour équation y = —3x + 1,
alors f'(0) = —3etf(0) =1
f'(x) =3x%2+2ax+b
f'(0)=-3<=b=-3
Ona:f'(1)=f'(-1),donc3+2a—3=3—-2a—-3

Onadonc:a = 0.
Ainsi f(x) =x3—-3x+1
2) VXER,f'(x) =3x2-3=3(x—-1)(x+1)
Vx € |[—o0; —1[ U ]1; +oo[, f'(x) > 0
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vxe]-1;1[f'(x) <0

Par conséquent: f est strictement croissante sur |—oo; —1[et
sur |1; +oo], puis f est strictement décroissante sur |—1; 1[.

lim f(x) = 4oet xl_i)moof(x) = —00

X—+00
Tableau de variation

X —o0 -1 1 + o0
f'() + 0

-0+
3 +0oo
F) ST~
—00 1

Etude des branches paraboliques

. lirJP % = 400 donc la courbe représentative de f admet
X—>+00
une branche parabolique de direction celle de (OJ) en +oo.

. lim AC)

xX—>—0o X

une branche parabolique de direction celle de (0OJ) en -co.

= +oo donc la courbe représentative de f admet

Représentation graphique
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Exercice 7

ax+2

1) f(x) - 2x+1
Si la tangente a la courbe de f en 0 est paralléle a la droite d’équation
y = —5x + 2, alors f'(0) = =5

1 _a(x+1)-2(ax+2) _  a—4
vx € R\{ 2}'f () = (2x+1)?2 T (2x+1)2
f'(0)=-5=a=-1.

2) flx) =22

2x+1

Vx € ]R\{—%};f’(x) =(2;T51)2

Vx € R\ {— %},f’(x) <0 doncf est striccement décroissante

1 1
sur]—OO, —E[et sur]—;, +00[

Tableau de variations

X —00 — % + oo
@) - =
fa) | 2 -
\ \ 1
' _1
Exercice 8
vx € R\ (1) £(x) = E2

1) Silatangente ala courbe de f au point de coordonnées (—3; 1) est
horizontale, alors f'(—=3) = 0 et f(—3) = 1.
f(-3)=1< -3a+b=-13.(1)

x%2—2x—a-b

vx e R\ {1};f'(x) = 12

f(-3)=0<a+b=15. (2)

(1) et (2) implique {—3a +bh=-13

a+b=15 donca =7etbh = 8.
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2
2) Ona:VxE]R\{l};f(x)=L7x+8:x+8+£

3)

x—-1

2 54 -
Vx € ]R\ {1};f’(x) _Xx 2x—-15 _ (x+3)(x=5)

(x=1)2 (x-1)2

e Vx € ]—00;—3[U]5;+0[, f'(x) > 0, donc f est strictement
croissante sur]—oo; —3[et sur |5; +oo].

e Vx€e]|-3;1[U]1;5[,f (x) <0,donc f est strictement
décroissante sur]—3; 1[ et sur ]1; 5]

+lm fG) = oo lim £) = =0 lim fx) = oot
lim £ () = ~oo
e Tableau de variation
X —oo —3 1 5 4 o
f'(%) + 0 - - 0 +
@) N
—0 —00 \17/
Jim [£G0) = Ge+8)] = lim [£(x) — (x +8)] =

0, donc la droite d’équation y = x + 8 est une

asymptote a (C)en —o et en +co.

Comme )lcl_r)r%f(x) =+ et ylcl_r)r}f(x) = —oo, alors la
> <

droite d’équation x = 1 est une asymptote verticale

a (C).

¥
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Exercice 9
x%2-2x+43

f(x) - 2x(x=2)
1)a) Dy = R\ {0;2}

. _1. . R — T = —00 -
b)xgrpmf(x)—z,xllrpmf(x)—z,}cléq)f(x)—+oo,}clgrg,f(x)— 0 ;
>
}Ci_rg f(x) = —oet Jl}_rgf(x) =+
< >

c)

e Comme lim f(x) = Zet lim flx) = l, alors la droite d’équation
x—+00 2 xX——00 2

1 . .
y = 5 est une asymptote horizontale a (C) en 400 et en —oo.

e Comme chi_r%f(x) =+ et )lci_r)r(lJ f(x) = —o0, alors la droite
< >
d’équation x = 0 est une asymptote verticale a (C)
e Comme }Cl_rg f(x) = —oet )lcl_r)r% f(x) = +o0, alors la droite
< >

d’équation x = 2 est une asymptote verticale a (C)

—12x+12
4x2(x—2)2

2) vx e R\ {0;2}; f'(x) =
3.a) Vx € R\ {0;2},4x%(x — 2)2 > 0, donc le signe de f’(x) est celui de
—12x + 12

Vx € ]—o0; 0[ U ]0; 1[, f'(x) > 0, donc f est strictement croissante sur
]—o0; 0[ et sur ]0; 1]

Vx € ]1;2[ U ]2 + oo, f'(x) < 0, donc f est strictement décroissante sur
11; 2[ et sur |2; + o[

b)
Tableau de variation
X —00 0 1 2 + oo
f'(x) + + 0 — | -
to -1 &
f(x) /’ . /’
1 /
E —00 —0o0 | Hoo
T
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4) Représentation graphique

Exercice 10

FO) =l —31+—

1a) Dy = R\ {2}

b) lim f(x) =4c; lim f(x) =4 ;limf(x) = —c et
xX—+0co X—>—00 xzz

lim £(x) = +oo
>

c)
e Vx€]-x;3],f(x)= _x+3+x_i2

lim [f(x) — (—x +3)] = lim x% = 0, donc la droite d’équation
X—>—00 X—>—00 A~

y = —x + 3 est une asymptote a (C)en —oo.

e Vx€|[3;4+0ff(x)= x—3+ﬁ
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lim [f(x) — (x —3)] = lim £ = 0, donc la droite d’équationy = x — 3
X—>+00 x——00 X2

est une asymptote a (C)en +oo.

- —x+3+———1 -

2.a) lim £Z2® _ R I

x—3 x—3 x—3 x-3 x—3 x—2

< < <
Ona: f'y(3) =-2
_ -3+ 1 _

lim L2 G) = gy T = 23 2
x—3 x—3 x-3 x—-3 x—>3x-2

> > <
Ona: f'y(3)=-2

Comme f', # f'4, alors f n’est pas dérivable en 3 ; par contre, elle est
dérivable a gauche en 3 et (C) admet a gauche en 3 une demi-tangente
d’équation y = —2x + 7, puis elle est dérivable a droite en 3 et (C) admet a
droite en 3 une demi-tangente horizontale d’équation y = 1.

1

b) Vx € ]—o0; 3], f'(x) = —1 - =

, -3)(x—1
Vx € ]3; 4o, f'(x) = %

c)Vx € ]—o0;3[, f'(x) < 0, donc f est strictement décroissante sur |—oo; 2[
etsur]2;3[

Vx € ]3; +oo[, f'(x) > 0, donc f est strictement croissante sur]3; +ool.

d)
X —0o0 2 3 + o
f(x) - I - | +
) + + o0
£G0 \ \ /
—00 1
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Exercice 11

1
[x—2]

f)=x—3+
1.a)Df = R\{Z}
b) Vi € ]-00;2[, f(x) = x =3 —

Vxe]2,+00[,f(x)=x—3+ﬁ

' = x— 1
e lim f(x)=x 3+ — =+

X—+ 00 )
o xl_i>r_noof(x)=x—3—E:—oo
J }Cilgf(x)=}cilgx—3—x%2=+oo

< <
o }Ci_r;r%f(x)=}ci_rlr%x—3+x%2=+oo

> >
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1
(x-2)?

2.a)Vx € |—oo; 2[,f’(x) =1+

Vx € |—o0; 2[, f'® > 0, donc f est strictement croissante sur |—oo; 2.

' _ (x=3)(x-1)
Vx € ]2,4o0], f'(x) = T

Vx € ]2; 3[,f’(x) < 0et]3; +0°[.f'(x) > 0, donc f est strictement
décroissante sur |2; 3] et strictement croissante sur ]3; +oo.

b)
X —00 2 3 + o
f'(x) + | - +
+o0 + o0 + o0
£ / T~ /
—00 1
3. !

lim [f(x) —(x—3)] = xgr_noo[f(x) — (x — 3)] =0, donc la droite

X—+00

d’équation y = x — 3 est une asymptote a (C)en +oco et en —co.

y

T
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SITUATIONS COMPLEXES

Exercice 12.

Pour déterminer la valeur exacte de 8 qui minimise la longueur totale des
tuyaux, je vais étudier les variations d’une fonction.

e jevais déterminer en fonction de 8, une fonction g égale a la longueur
totale des tuyaux.

e jevais déterminer la dérivée de g

e jevais étudier le signe de g’ puis en déduire les variations de g.

e je vais déduire des variations de g, la valeur de 8 pour laquelle g est
minimale.

Déterminer en fonction de 8, la fonction g égale a la longueur totale des
tuyaux.

A AB =10 B

M Q
BC=6
D H C
e Ona:g(®) =AM + BM + MH

AM = BM et BM = <

MQ = HC = 5,donc BM = —

MH = CQ = BC — BQ

BC = 6 et BQ = BM X sinf = % alors MH = 6 — 5;1::

Ainsi, g(8) = coie cossG - 5;1:;

10-5sin6
Donc g(8) =6 e
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—5+10sinf
cos20

o VHE]O; g[,g’(e) =
. vee]o; g[,g'(9)>o<=>1—25in9>0<:»9e]§;g[
e g est strictement décroissante sur ]O; %[ et strictement croissante
J&+31
sur |5 5

On a le tableau de variation suivant :

6 0 T r
6 2
g'(9) - 0 +
9(0) /
\‘ 6 +5v3

e g(6) atteint son minimum en% donc la valeur exacte de 0 qui

.. . s
minimise la longueur des tuyaux est p

Exercice 13
Pour déterminer le nombre de parapluie a fabriquer par I'entreprise
pour réaliser le bénéfice maximal, je vais étudier les variations de la
fonction b(x) qui représente le bénéfice journalier de I'entreprise en
milliers de francs.
- Jevais déterminer la fonction p(x) qui représente le prix de vente du
parapluie en millier de francs.
- Jevais déterminer la fonction b(x)
- jevais déterminer la dérivée de b(x)
- jevais étudier le signe de b(x) puis en déduire les variations de la
fonction b.
- jevais déduire des variations de la fonction b, la valeur de x pour
laquelle b est maximale.

p(x) = 3x, car chaque parapluie est vendu a 3000 f
b(x) = p(x) — f(x) = —x? + 84x
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X

x € [0;60],b"(x) = —2x + 84
€ [0;42],b'(x) >0etx € [42;60],b'(x) <O

b est strictement croissante sur [0; 42] et strictement décroissante sur
[42;60]

On a le tableau de variation suivant :

x |0 42 60
b (x) n 0 -
1764

b / \

b atteint le maximum en 42 donc pour que le bénéfice soit maximal,
I’entreprise doit fabriquer quotidiennement 42 parapluie.

Exercice 14

Pour répondre a la préoccupation de ma mere, je vais utiliser le point
d’intersection de la représentation graphique d’une fonction et d’'une droite.

Je vais déterminer la dérivée de f(x)

Je vais étudier les variations de f

Je vais construire (C) la courbe représentative de f dans un repére (O; | ;
J)

Je vais construire la droite (D) d’équationy = 1

Je vais déterminer graphiquement la valeur de x pour laquelle la courbe
(C) est en dessous de la droite (D).

Vx € [0;12], f(x) = 12 x 0,75% = 12¢*"075

Vx € [0;12], f'(x) = 12In(0,75)e*"075

vx € [0;12],e¥M%75 > 0 et 121n(0,75) < 0, donc Vx € [0;12], f'® < 0

f est strictement décroissante sur [0; 12]
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Représentons f

La courbe (C) est en dessous de la droite (D) pour x = 8,6, donc c’est a partir
de 9 ans que I'on peut dire que la concentration en anticorps maternel du
bébé sera inférieure a un gramme par litre.
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GEOMETRIE ANALYTIQUE DE LESPACE

EXERCICES DE FIXATION

1. VECTEUR NORMAL A UN PLAN DE L’ESPACE

Exercice 1

Les vecteurs AE, DH, CG et BF sont normaux au plan (ABC), car
chacune des droites (AE), (DH), (CG) et (BF) sont perpendiculaires au
plan (ABC),

Exercice 2

i(3)
nila
0
Les vecteurs AB <_14) et AC (_28> sont deux vecteurs non colinéaires du
1 -2
plan (P).
RAB=1%x(-4)+4x1+0x1=0
RAC=1x(-8)+4X2+0x(-2)=0

7 est orthogonal est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan
(P). Donc 7 est normal a (P).

Exercice 3

A(—1;—-1;0); B(6; =5; 1) et C(1;2; =2)

Soit 71 (f/) un vecteur normal au plan (ABC).
zZ
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Ona:RAB=0=T7x—4y+2z=0
RAC=0e2x+3y—2z=0

Ona:{7x—4y+z:0 {Z=—7x+4y

2x+3y—22=0 {16x—5y =0

Pourx =5,y = 16 et z = 29. Donc 711 (156) un vecteur normal au plan
29

(ABC).

2. CARACTERISATION D’UN PLAN A L’AIDE D’UN
POINT ET D’UN VECTEUR NORMAL

Exercice 3

A(1;0;2) et ﬁ(‘gl)

Soit M (x; y; z) un point de (P). Ona : i.AM = 0

W(X;D. Donc . AM = 0 & —(x = 1) +3(z—2) = 0
il

© —x+3y—-5=0

L’ensemble des points M (x; y; z) de (P) vérifie la relation : —x + 3y —
5=0.

3. EQUATION CARTESIENNE D’UN PLAN DE L’ESPACE
Exercice 4

a) 7_1’( 6 ) est un vecteur normal a (P)

b) 1t ( ) est un vecteur normal a (P)

c) r_i( 3 ) est un vecteur normal a (P)
-8

dyn (é) est un vecteur normal a (P)
0
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Exercice 5
2. les points A(1;1;2); B(0; —4; 0) et C(4; 2; 1) sont des points de (P).
Exercice 6

3. une équation cartésienne de (Q) est de la forme : 4x — 5y + 6z +
d=0

A€ (P),dnc4dx1—-5(-2)+6%x3+d=0,alorsd = —32.

4. REPRESENTATION PARAMETRIQUE D’UNE DROITE
DE L’ESPACE
Exercice 7

Une équation paramétrique de la droite (D)passant par le point

x=2+t
A(Z ;—1; —4) et de vecteur directeur U <_12> est : {y =—-1-—2t;
2 z=—4+42t

teR

Exercice 8

Une équation paramétrique de la droite (D) passant par les
points A(2; —1; —4) et B(1;1; —1).

. x=2+t
AB<_12> ;donc{y = —-1—-2¢t; t€ER
-3 z=—4-3t
Exercice 9
x=1+3t
{y =2t ; t € R est une équation paramétrique de la droite
z=2-5¢t
(D).
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t € R sont deux

x=1+6t x=1-3t
{y=4t ; tER et {y = -2t ;
z=2-—10t z=2+5t
autres équations paramétriques de la droite (D).

Exercice 10

x—2 -1 z-3 y : At
Yoo — —~ une équation paramétrique de (L) est :

1 2=

3 7
x =2+ 3t
y=1+7t ; tER
z=34+2t

5S DISTANCE D’UN POINT A UN PLAN DE L’ESPACE

Exercice 11
A(1;0; —1) et (P) d’équation 2x — 5y +3z+1=0
. _|2x1-5%0+3x(=1)+1| _
daP) == m =
Remarque : d(A; (P)) = 0 donc A € (P).

Exercice 12
A(1;2;—1) et (P) d’équationy = 2x + 1
y=2x+12x—-y+1=0
_|2x1-2+1] _ 5

d(A, (P)) = \/ﬁ = ?

6 POSITION RELATIVES DE DEUX DROITES DE L’ESPACE

Erreur de numérotation des exercices

Exercice 14
x=5—t
(D):{ y=7t ; tER et (L)est:
z=-1+2t
x=4+k
iy=7—3k  kER
z=2+k
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Les droites ( D ) et ( L) ont pour vecteurs directeurs respectifs U <_71> et
2

(2)

Siw’et ¥ sont colinéaires, alors il existe un nombre réel non nul r tel
que:u =rv

-1, 7 — o o
T*F3 donc u” et v sont non colinéaires, alors (D ) et (L)

sont sécantes ou non coplanaires.

(D) et (L) ontun point commun si et seulement s’il existe un couple

5—-t=4+k
(t; k) de nombres réels tel que :{ 7t =7 — 3k Ce systéme
-14+2t=2+k

n’admet pas de couple de solution, donc les droites (D ) et ( L) sont
non coplanaires.

Exercice 15

x=5—-t
(D):{y=7t ; tER et (L)est:
z=—-1+2t
x=1
{y=1+3k ; keR
z=—-2+k

Les droites ( D) et ( L) ont pour vecteurs directeurs respectifs U (_71> et
2

()

les vecteurs u et ¥ sont évidemment non colinéaires. Les (D ) et (L)
ne sont pas parall¢les. Elles sont soit sécantes, soit non coplanaires.

5-t=1
Le systeme { 1+3k =7t a pour unique solution le couple
—-1+2t=-2+k

(4;9); il en résulte que les droites ( D ) et ( L) sont sécantes au point I
telque : 1(1;28;7)
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Exercice 16

A(—4;2;1); B(—1;1;3); C(0;5; —=2) et D(9; 2; 4).

() aco(:)
2 6

CD = 3 AB donc AB et CD sont colinéaires alors les droites
(AB) et (CD) sont paralleles.

7 POSITION RELATIVES D’UNE DROITE ET D’UN PLAN DE

L’ESPACE
Exercice 17
x =342k
1. (D):{y=5—2k et(P):2x+y—2z=0
z =342k

u (_22) est un vecteur directeur de (D) et 1t ( 7 ) est un vecteur
2 -1
normal a (P).
UN=2X2-2%x1+2x(-1)=0
U et 71 sont orthogonaux donc (D) et (P) sont paralléles.
Exercice 18
x=2-3k
(D):yy=3+k et(P):4x+y—10z=0
z=1-k
u (_13> est un vecteur directeur de (D) et 11 ( 1 ) est un vecteur
-1 -10
normal a (P).
iid=-3x4+1x1+(=1)x (~=10) = —1
U.7 # 0 donc (D) et (P) sont sécants.
42-3K)+3+k—-101—-k) =0 = k=1

On adonc I(—1;4;0)
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8.POSITION RELATIVES DE DEUX PLANS DE L’ESPACE,

Exercice 19

I.(Pix+2y+z—3=0¢et(Q):x—y+2z—-2=0

Les plans (P) et (Q) ont pour vecteurs normaux respectifs 7(1;2; 1) et
n'(1;—1;1)
nn'=1x1+2x(-1)+1x1=0

Les vecteurs 7 et n’ sont orthogonaux, donc les plans (P) et (Q)
sont perpendiculaires.

Tous les ponts de la droite d’intersection (A ) ont leur coordonnées

veérifie | " _{x+2y+z—3=0

qui vérifie le systéme : X—y+z-2=0

Posons z= 41

_7
x+2y=3-—1 x—g—/'l
Ona:{x—y= 2—2 puis : _1
=2 Y= 3
z z= 21
Donc, une représentation paramétrique de (A ) est :
x=2-2
3
1 .
y=: avec A un réel
z= 21

Exercice 20
Prx+y—z+1=0¢ect(Q)x—y+z—2=0

Les plans (P) et (Q) ont pour vecteurs normaux respectifs 7(1; 1; —1)
etn'(1;—1;1)

R

L1
-1
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Les vecteurs 7 et n’ ne sont pas colinéaires, donc les plans (P) et (Q)
sont sécants.
Tous les ponts de la droite d’intersection (A ) ont leur coordonnées
verifie | " _{x+y—z+1=0
qui vérifie le systéme : X—y+z-2=0

Posons z =1

1
x+y=-14+ 2 X=3
Ona:lx—;il=2—)l puis : y=—§+/1
Z= z= A
Donc, une représentation paramétrique de (A ) est :
eol
2
y = _§+/1 avec A un réel
z= A

EXERCICES DE RENFORCEMENT/ APPROFONDISSEMENT
Exercice 1

1) 4B (‘14) et AC ('28>

1 -2

-4 1 - -3 .
=75 alors AB et AC ne sont pas colinéaires, donc les

points A, B et C ne sont pas alignés, par conséquent A, B et C définissent

un plan.
2) Si ﬁ(§) est normal & (ABC), alors . AB = 7. AC = 0
z
( —4x+y+z=0 Z=4x—y
Onadonc'{—8x+2y—22=0 {—16x+4y=0

Pourx =1,y =4 etz =0.Doncn (i) un vecteur normal au plan

0
(ABC).
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Exercice 2
Méme méthode que 1’exercice 1

Exercice 3
x=3+72t
y=1-12t
z=-1-t
Six=0alorst=—%;doncy=4etz=%
A(O;4;%)E(D).
Siy=—4alorst =

7
B(8; —4-2) e (D).
Siz=6alorst =—7;doncx =11lety =15
c(-11;15;6) € (D).

N |0

7
;doncx=8etz=—5

34+2t=-5 t=-4

{ 1-2t=9 = {t=—4 (absurde)
-1-t=4 t=-5

donc k & (D)

U <_22) est un vecteur directeur de (D).
-1

vV=-7u;v <_1144> est un vecteur directeur de (D).
7

y =1+ 14t est une autre représentation

z=—-1+7t
paramétrique de (D).

{x=3—14t

Exercice 4

1) (x0y):z=0
(x0z):y=0
(yoz):x =0
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2)
x=1+3k
(D):{y =2+4+2k
z=3+k
a) z=0,alors k = —=3; donc B(—8;—4;0) € (D) N (xoy)
b) y =0,alors k = —1;donc C(—2;0;2) € (D) N (x02)
¢) x = 0,alors k = —= ; donc E(0;3;2) € (D) N (yoz)
Exercice 5

() a0 (2)
-6 -4

Soit 7 (fz) un vecteur normal au plan (ABC).
Z

—

Ona:fi.ﬁ:ﬁ_AC=0d0nc{_3x+}’—62=0
0=0

x—3y—4z=0

{—8y—18z= =
x =3y +4z
Siz=1,alorsy :—% etx:—%

11

Donc 71| s |un vecteur normal au plan (ABC).
4
1

Une équation cartésienne du plan (ABC) est de la forme :

—Ex—2y+z+d=0
4 4
19

AE(ABC)donc—%XZ—Z+3+d=0;onad=—

4
- %x — %y +2z+ % = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC).

Exercice 6

{x—3y+22+6=0
2x+5y—z—9=0
Posons z =1
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x—3y=—6—-21

Ona:{2x+5y= 9+ 41 puis
7Z =
xX=——1- =
11 11
5 21
y=qattn
z= A
Donc, une représentation paramétrique de (D) est :
7 3
X=——A1- =
11 11
y = 5 21 avec A un réel
11 11
7z =
Exercice 7

Hn (.21) est un vecteur normal au plan (P"). Si (P") et (P) sont
1
paralléles, alors 7 est aussi un vecteur normal au plan (P).

Donc (P):2x—y+z+d =0

A € (P) & d = 3 donc une équation cartésienne du plan (P) est : 2x —
y+z+3=0

Exercice 8
1) n (_21> etn (}3) sont des vecteurs normaux respectifs au plans (P)
2 5

et (P").
-3
2
sont sécants.

* —11 alors 71 et n' ne sont pas colinéaires donc (P) et (P')

2) 1.n' = 0 alors 71 et n' ne sont orthogonaux donc (P) et (P") sont
orthogonaux.
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Exercice 9
1) C(151;0); H(O;3131) et 1050 )

- (-1 —_— 0
CH ( 0 ) et HI (—1)
1 -1
2

Soit 71 (f;) un vecteur normal au plan (CHI).
z

. . —x+z=0
Ona:n.CH =n.HI = 0 donc 1
—y—zz—O
Siz=2,alorsy =—1 etx =2

Donc 71 (_21) un vecteur normal au plan (CHI).
2

2) Une équation cartésienne du plan (CHI) est : 2x — y +

2z—1=0
Exercice 10
x=2—-k
a) (Dl):{y = 4k
z=3+2k

b) ¥ (%) est un vecteur directeur de (L). Comme (L) et
5

(D,) sont paralléles, alors ¥ est également un vecteur

directeur de (D,). Une équation
x =242k
paramétrique de (D) est : { y =3k
z=3+5k

c)u (2) est un vecteur directeur de (D3). Une équation
0

x=2
paramétrique de (D3) est : {y =k
z=3
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Exercice 11

Une équation cartésienne du plan (ABC) est : %x +y—2z-— % =0
x =—5+ 5k

Une équation paramétrique de (PQ) est: {y = —2 + 6k
z=-5+2k

a) On détermine la valeur de & et on obtient les
coordonnées du point I, intersection de la droite (PQ) et

—-15 10 -—45
duplan (ABC)a: I (—;—;—
plan (ABC) a1 1(F; 22, 2%
Erreur sur les coordonnées (exercice a reformuler a la
prochaine édition)

Exercice 12

. ., . 1 m-—1
e Siu et v sont colinéaires alors T =T doncm = 3.

Pour m = 3, (D,) et (D,) sont parall¢les.

. 1
e Siu et ¥ sont orthogonaux alors . ¥ = 0, donc m = — >

Pour m = —% , (D1) et (D,) sont orthogonaux.

Exercice 13
v (n:_21> est un vecteur normal a (B,,) et u ( m )
-2 m-2
Uuv=0m=1loum=2
e Sim=1oum = 2 alors (D,;,) et (B,,) sont parall¢les.

e Sim# 1oum # 2 alors (D,,) et (P,,) sont secants.
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Exercice 14
Les droites ( D; ) et ( D,) ont pour vecteurs directeurs respectifs
= [-2 > (1
u(l)etv(_4).
1 -1
1 -4 — - « gy e
S *FT donc u et v sont non colinéaires, alors ( D; ) et ( D,)
sont sécantes ou non coplanaires.

( D;) et ( Dy) ont un point commun si et seulement s’il existe un couple

2—=2k=7+t
(t; k) de nombres réels tel que : 41 + k = 3 — 4t
k=-1-t

Des deux derniéres relations, on tire : t =1 et k =-2. Ces valeurs ne
vérifient pas la premicre relation. Ce systéme n’a pas de solution, donc
Les droites ( D; ) et ( D,) ne sont pas coplanaires.

1) (P):2x—y+z—-5=0
2) AB (_°2> et AC (‘f)
-2 -3

Soit 71 (f/) un vecteur normal au plan (ABC).
VA

—2y—2z=0
—2x+y—-3z=0
Siz=-1,alorsy =1 etx =2

- ( 2
Donc n ( 1

Ona:ﬁ.A_B)=ﬁ.A_C)=0donc{

) un vecteur normal au plan (ABC).
-1

Une équation cartésienne du plan (P') = (ABC)est: 2x+y—z+ 1=
0
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Exercice 15

On considére le repére (B; B_I,)TC,W)

F(0;0;1); 1(1; 0; 0); M G 1; 1) :D(~1;1;0) et L(1; 0; 1)
—_ l —_— —
0na:FM<§>;DL<_21> et FI(%).

0 1 -1

n <_21> est un vecteur normal au plan (FMI).
2

7 et DL ne sont pas colinéaires donc (DL) n’est pas perpendiculaire au
plan (FMI).

Exercice 16

1) n (_11> un vecteur normal au plan (P).
1

v (_21> est un vecteur directeur de (D).
0

U.v = —3. Comme u. ¥ # 0 donc (D) et (P) sont sécants.
2) 1-t-2t-1-3=0donct=-1.0Onadonc: I(2;-2;-1).
Exercice 17

1) Les points A(3;5; 1) et B(5; 3; 2) appartiennent aux trois
droites (D), (L) et (H) donc ces trois droites sont confondues.
(On aurait pu utiliser un point et un vecteur directeur)

16x_2y_11Z:0 .x—3_y—2_z—4
2) (Q)'{14x—y—102=0 ()5 =7 =7

Les points de coordonnées (3;2;4) et (0; 0 ; 0) appartiennent

respectivement a (Q) et a (S), donc les deux systémes représentent la
méme droite.
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Exercice 18

xX=2+t
1) Réponse: D:jy=—-1+t
z=-3-3t
2) Réponse: D
; 3
3) Réponse B : T

Exercice 19

Ona:ﬁ(%);A—)CG) et B—C)(j)

-1 2 3

1) Une équation cartésienne du plan (ABC) est: 5x — 2y +
z—13=0

2) BC? = AB? + AC? donc ABC est rectangle en A.

L’aireﬂdeABCest:c/Q:%XAB XAC:@

_|5x3-2x(-2)+1x5-13| _ V33
3) d(D;(ABC)) = Ve s

4) Le volume V du tétraedre ABCD est:V = % X A Xh
h = d(D; (ABC)) done ¥ = 2 x Y0 x Y32 = 1110

Exercice 20

T_’L( % ) etn ( ) sont des vecteurs normaux respectifs de
-1 1

(P)et (P).
1) n.n’ = 0 donc (P) et (P") sont perpendiculaires.
2) B(—%; —g; 0) et C(0O; —%;%) sont deux points de la droite (D),

de plus B et C appartiennent aux deux plans (P)et (P’), donc
(P)et (P’) sont sécants selon la droite (D).

3) AH = d(4,(P)) = %
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! ! 2
AH'=d(A,(P)) = =
AK? = AH? + HK? = AH? + AH"? =
AK =2
4) Soit M(—3 + t; — ;) un point de (D)

o |

+2=2
3

[ 3+t
M| °,

3
t—-1

fO= o chrr -1 = o -2er 2

f(t) est la distance AM lorsque M parcourt (D)
Le minimum de f(t) est la distance AK.

2t-2
Vx ER, f'(x) = 3

2_8,,26
2t 3t+ 5

f atteint son minimum relatif en g et il vaut V2.
Donc la distance AK = /2.

Exercice 21

x=1+t
a) D)yy=4-2t
z=2-2t
e Dans (X0Y),z=0,donct =1.0na:x =
2ety = 2.
(D) n(X0Y) = A(2;2;0)
e Dans (X0Z),y=0,donct =2.0na:x =
etz = -2
(D) n (X0Y) = B(3;0; -2)
e Dans (YOZ),x =0,donct =—1.0na:y =
6etz =4.
(D) n (X0Y) = A(0; 6;4)
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x=3
b) (D){y=2—3t
z=1+2t
o Dans(XOY),z=0,donct=—%.
Ona:x=3ety=6.
(D) N (XOY) = A(3;6;0)
o Dans(XOZ),y=O,donctzg.Ona:
x =3etz =4
(D) n (X0Y) = B(3;0;4)
e Dans (YOZ),x = 0,donc (D) est parallele a (X0Y)

Exercice 22

x=-74+t
1) (D)yy =2t

z=4—-12t
2) H(—5;4;0)

3) d(4;(P)) =AH = /(-5+7)2+ 4%+ (—4)2 =6
_ IX(=D+(=2)x4-3] _

Exercice 23

Si (P) est perpendiculaires a (P;) et (P,) alors la droite
d’intersection (D) de (Py) et (P,) est perpendiculaire a (P).

— 2y + +5 0 x= t_%
S 4 E =
ol L

1
9
bx+y—z-2=0 D) ‘:
t

v est un vecteur directeur de (D) donc ¥ est un vecteur

R Oolulo]R

normal a (P).
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On a donc (P):%x+gy+z—§= 0.
Exercice 24
Méthode 1
M(t; —1;1 — 2t) un point de (D)
()
-1-2t

fO ={E+1D2+(-2)2+(-1-2t)2=5t2+6t+6

5t+3

VX ER, 1Y) = Forreree

) .. . 3 . V105
atteint son minimum relatif en — = et il vaut —
5 5

Donc la distance de (D) a A est %‘5

Méthode 2
a) (P):ix—2z+5=0
b) t—2(1—2t)+5=0<:>t=—§
Donc H(—%;—l;%)
c) La distance du point A a la droite (D) est AH

AH ) doncAHz\/Zslzg

1
2

ulN

Exercice 25

1) Lepoint A(1;1;1) appartient a (B,,) pour m = —8 ou
m = 2.
2) (P):i;x+5z=3=0ct(Py): 4x—5y—2z—3=0
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Les plans (P;) et (P_,) ont pour vecteurs normaux

et ? <_45>

-2
Les vecteurs 71 et n’ ne sont pas colinéaires, donc les plans
(Py) et (P_,) sont sécants.

respectifs 7

NIk OWB|R

1 1 x=-=2t+12
-x+-z—3=0
(D):{4x 27 o D)y =-2t+9
4x -5y —2z—3=0 7=t
3) (P)):=y—=3=0
y=—3,alorst =6
B(0;-3;6)
4) imZ(O) +(m—-1)(-3)+ %m(6) — 3 = 0 donc pour tout
nombre réel m, B € (B,,)
5) Soit C un point appartenant a (P,,), pour tout nombre réel m.
OnaC € (P,) n(P_,) donc C € (D).
On a donc C € (Py) N (D), alors C = B.
B est donc I’'unique point appartenant a (B,,), pour tout
nombre réel m.

1 Exercice 2

.a) 7 est un vecteur normal au plan d’équation

8x + 9y + 5z — 11 = 0 et les coordonnées de I vérifient
I’équation 8x + 9y + 5z — 11 = 0, donc

8x + 9y + 5z — 11 = 0 est une équation cartésienne de (P).
b)Ona:

E(0;0;1); H(0;1;1); F(1;0;1); €(1;1;0) et D(0; 1; 0)
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x=0
(EH):{yzt
z=1
x =—t x =—t
(FE):{y=O (CD):yy=1
z=1 z=0

Les coordonnées de J vérifient I’équation de la droite (EH)
et du plan (P)
Les coordonnées de K vérifient 1I’équation de la droite (FE)
et du plan (P)
Les coordonnées de L vérifient I’équation de la droite (CD)
et du plan (P)
2.2)
e Les coordonnées de J et de I vérifient I’équation
x=1-t
paramétrique: {y = é + ét
z=t
Ce systéme est bien une représentation paramétrique de la
droite (1)
e Les coordonnées de k et de L vérifient I’équation

3 1
X = Z_Et

paramétrique: y=t
z=1-t

Ce systéme est bien une représentation paramétrique de la
droite (KL)

b) Les droites ( I] ) et ( KL) ont pour vecteurs directeurs

1
. [ -1 > 75
respectifs u < 1 ) etv ( f).
3
-1
1

1
-5 1 o,
—2# 1 donc u et ¥ sont non colinéaires, alors (1] ) et ( KL)
3
sont sécantes ou non coplanaires.
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(1]) et ( KL) ont un point commun si et seulement s’il existe un couple

1—t=>-Zk
4 2
(t; k) de nombres réels tel que : §+§t=k
t=1—-k
111

On obtient (t; k) = ( ) donc O(=

222)

SITUATION COMPLEXE

Pour vérifier si I’écran est conforme, je vais utiliser la géométrie

analytique de plan pour déterminer la distance AK.

- Je vais déterminer la distance AH

- je vais déterminer la distance AH'

- je vais déterminer la distance AK

- je vais vérifier si la distance AK est comprise entre 1 et 1,5
pouce

2
o AH=d(A(P))=¢
! !/ 2
o AH'=d(A (P)) =5
o AK? = AH?+ HK? = AH? + AH"? =
AK =2

m|-x>

wl-h
I
(¥

V2 € [1;1,5], donc ’écran est conforme.
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PRIMITIVES D'UNE FONCTION

EXERCICES DE FIXATION

1) Définition et premiéres propriétés

Exercice 1

g est dérivable sur R comme toute fonction polynéme et polyndme et pour
tout nombre réel x, ona:g’(x)= 3x2 + 2x — 12. Ce qui donne : g’(x) = f(x).
La fonction g est donc une primitive de f sur R.

Exercice 2

G;H;Q.

Propriété 1

Exercice 3

fiv
Exercice 4

1. Toute fonction dérivable sur un intervalle | admet une primitive sur I. VRAI

2. Une fonction qui n’est pas continue sur un intervalle FAUX
n’admet pas de primitive sur cet intervalle.

Propriété 2

Exercice 5

Les fonctions G et H définies sur ]R par :
G(x) = ————6etH(x) ———+2
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Propriété 3
Exercices 6

Réponds par vrai ou par faux

1- Si deux fonctions continues f et g sur R différent d’'une | FAUX
constante non nulle, alors toute primitive de f est une
primitive de g sur R.

2- Si f est une fonction dérivable sur R, alors il existe une VRAI
primitive F sur R et une seule telle que F(0) =

Exercice 7

1) G(x)=x*—x+5
2) H(x)=x*—x + %

Il) Primitives de fonctions usuelles

Exercices 8

Exercice 1

Dans chacun des cas suivants, détermine les primitives sur ]0; +oo[ de la
fonction f.

a) Fx) = 2%+ ¢ b) F(x) = 3”_ ey

c) F(x) = ——+c d) F(x)——x3 +c.

Exercice 9
a) F(x) = 2vx + ¢ ; b) F(x) = § xyx+ ¢ F(x) = —cosx + ¢ ; d) F(x) = —sinx + c.

lll) Propriétés
Propriété 1
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Exercice 10

a) F(x) = —x — cosx; b) F(x) = —x 34 x\/_;
c) F(x) = smx + cosx.

Exercice 11

a) F(x) = —7COSX' b) F(x) = —ix3 ;
18

C) F(x) === d) F(x) =—x *,

Exercice 12

a) F(x) = —x +5x +3x;

_2,3,7,2_9g,. - 3
b) F(x) = 3x* 3x +2x 9x; c) F(x) = 4cosx+x.

Propriété 2.
Exercice 13

a) F(x) = cos2x; b) F(x) = —(2x + 1)2 c) F(x) =

3x+1"

IV) Tableau récapitulatif des primitives

Exercice 14

1

1 1
a) F(x) = Z (x*-x+6)"; b) F(x) = T2 (2 +3x43)2

c)F(x)=2vx®>+x+1;
d)F()— COS.X'

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1

Flx) = {O sli;fz[o;ll[

Faisons un raisonnement par I'absurde. Supposons que f admette une
primitive F sur [0 ; 1].
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F est dans ce cas dérivable sur [0 ; 1] de dérivée nulle sur [0 ; 1[ et est par
conséquent constante sur l'intervalle [0 ; 1[. Il existe donc une constante C
telle que : Vx € [0; 1],

F(x ) =C. F étant dérivable sur [0 ; 1] est continue sur [0 ; 1] et par suite :
,liLan(x) = F(1).D'ou:

<
F(1) = C. Par suite F est constante sur l'intervalle [0 ; 1]. On en déduit que la
fonction f est nulle sur [0 ; 1]. D’ol contradiction, car f(1) = 1. La fonction f
n’admet donc pas de primitive sur I'intervalle [0 ; 1].

Remarque

On al’exemple d’une fonction f qui n’est pas continue sur I'intervalle [0 ; 1]
et qui n"admet pas de primitive sur cet intervalle. Cependant, il existe des
fonctions qui ne sont pas continues sur un intervalle et qui admettent des
primitives sur cet intervalle.

Exercice 2

On vérifie que F est dérivable sur R.
.Sur]—o0; 0], F(x) = —x% et f(x) = —2x

Vx € |—o0; 0], F'(x) = f(x), donc F est une primitive de f sur |—oo; 0].
Sur [0; +oo[, F(x) = x% et f(x) = 2x
Vx € [0; +oo[, F'(x) = f(x), donc F est une primitive de f sur [0; +oo].
F est donc une primitive de f sur R.
Exercice 3

a) F(x)=x}*-2x-7x+C;b)F(x)=—x*> +xX*+8x+C.

Exercice 4

3(3x-2)2"

F(x):%x12+%x8+ix4+c; b) F(x) =

Exercice 5

b) FX) =7

+C;  b)F(x)=+sinx +C
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Exercice 6
F(x) = %sin3x — %sinx +c
T \/E . e T
F (—) = 0 & ¢ = —, donc la primitive de f telle que F (—) =0 est
4 12 4
iz — Leing 4+ 2
F(x) = 3sme Ssinx + .
Exercice 7

2
h(x) =2x—-3+ oo

— 2 _ 2. 2
2)H(x) = x* —3x St

HO0)=0=c=-2

Donc la primitive de h telle que H(0) = 0 est telle que :

2
Hx)=x*-3x———-2

x—1
Exercice 8
1) D=]—o0;3]
2) VxeD,F(x)=(§x2—§x—§)m.
3) Vx€D,G()=(x2—Zx—)V3—x+=
Exercice 9
a(x+3)+b ax+3a+b
f) = ULy i
(x+3) (x+3)
a=2; 6+4+b=3donch=-3.
2 3
fl) = x+3)2 (x+3)%
2 3
2. FO) = -Gt X te
3. F(-2)=0
=0
2 T°7
c==:.
2 3 1
Donc:F(x) = ——=+ ot
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Exercice 10

1) |l faut utiliser la relation : Pour tout nombre réel x, sin3x = sin x(1-

cos?x).

cos3x

2) Les primitives H sur R de h sont définies par : H(x) = —cosx + +

C, ou C est une constante réelle.

3) H(x)=—cosx +

cos3x 2

3 3

SITUATIONS COMPLEXES

Exercices 11
Pertinence
Je vais utiliser la legon sur les primitives et I’étude d’une fonction numérique.
Pour juger de I'efficacité du bactéricide, je vais :
o Déterminer la primitive f de f qui prend la valeur 10®en 0 ;
o Etudier les variations de f ;
o Déterminer le maximum de f;
o Comparer ce maximum a 460000 ;
o Conclure.
Utilisation des outils mathématiques
(corrigé abrégé)
£/ (t) = - 10°2 + 310% + 10° donc f{t) = — "o £2 + 1500¢2 + 10000¢ + C
f(0) = 10% donc C = 103. Donc

3
f(t) = —%ti“‘ +1500¢2 + 10000t + 103
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Etudions le signe de f’(t)
Deux zéros pour f'(t) qui sont : 5 et -2

t - oo -2 5 +o0
10 - 0 ; 0o -
f@® \ / \
f(5) = 22259 ¢4t environ 46833

3

Cohérence
Interprétation
Apres l'introduction du bactéricide, le maximum de la population est

d’environ 46 833 bactéries.

46 833 < 460 000. Donc ce bactéricide est efficace
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Y@l CONIQUES

EXERCICES DE FIXATION

Distance d’un point 4 une droite

1.
A(3:V2)
(D):x+2V2y-1=0
_|-3+4-1]
d(A, (D) =—=—
2.
E2;-1)
(A) : y =x (la 1° bissectrice)
A):x-y=0
_l2=(Dl_3 _3V2
dA M) =" "5~
PARABOLE
Exercices de fixation
3
1. faux
2. vrai
3. y*=-2x
Axe focal : droite de repére (O, 7)
faux
4.y*=2(-1)x
Foyer : F(%1 ; 0)
Vrai
5.y*=4x
y =2(2)x
Foyer : F(1;0)
vrai
6.y> =4x
x> =2(2)y
Directrice (D) : y =-1 4
Faux Directrice (D):x-4=0

il -
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5

Foyer F(0 ; 2)
Soit M(x ; y) un point du plan et H(4 ; y) son projeté orthogonal sur
D).

—_ X
FM|,~,
P -1 o MF=(dM, (D))
d(M,(D)) : ,
2 2 _ (1x—4l
X2+ (y-2)F = (—ﬁ )
&+ (y-2) = (x- 4’
& XP+y -4y +4=x>-8x+16
& Yy +8x-4y-12=0
Méthode 2

Directrice (D):x=4
Foyer F(0 ; 2)

S : sommet de la parabole
P : parametre de la parabole

La directrice est parallele a 1'axe des ordonnées
D'ou I'axe focal est la droite d'équation : y =2
ys=2

F est situé¢ a gauche de (D)
D'ou : dans le repére (S, T, J),

. . X=x-2
la parabole a pour équation réduite : Y = -2pX ou : {Y _ ; _9

Y? =-8X

Dans le repére (O, 7, J),
(y-2)* =-8(x-2)

vy -4y +4=-8x+16
y'+8x-4y-12=0

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 1, J).

(P):y’=x
y = 2%X
Axe focal : droite de repére (O, 7).

Livre du professeur Maths T'°C




Foyer : le point F(% ,0)

. . . \ . -1
Directrice : la droite d'équation x = —.

4
6
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, T, J).
(P):x’=y
x? = 2%y
Axe focal : droite de repére (O, J).
Foyer : le point F(0 ; i)
Directrice : la droite d'équation y = —71.
7
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 1, j).
(P):y*=-2x
X 0 1 ) =2 -8
2 2
0 1 2 3 4
Y 1 2 3 4
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ELLIPSE
Exercices de fixation

8
1. Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 1, J).
1. wvrai
2. faux
3. faux
4. faux
5. vrai
6. faux
9
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 1, J).
Conique (C)

Directrice la droite (D) : x=9
Un foyer, le point F(1 ; -1).
M(x, y) un point de (C).

Excentricité de (C) : e = %
1

MF = =d(M, (D))

MF? = X(d(M, (D))’

Ofx - 1)+ (y + 1)) = (=)
9(x - ) +(y + )] = (x - 4’

Ix?-2x+1+y*+2y+1]=x> -8x+ 16
8x*+9y*- 10x+ 18y +2=0

10
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 7, ).

2 2
Conique (C) : ’16—6 + % =1

2 2
©):z+em-
c=VI6—9=v7
V7
T

Axe focal : droite de repére (O, 7).
Les sommets : les points A(4 ; 0), A'(-4 ; 0), B(0 ; 3) et B'(0 ; -3).
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Les foyers : Les points F(+/7 ; 0) et F'(/7 ; 0).
Les directrices : les droites d'équations : X = \1/—; etx =- %.
C'est-a-dire : x = £7\/7 etx =- ﬂ.
11
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 7, J).
Conique (C) : x* + y?z =1

2 2
(©): 5+ 2==1

@V2)?
c=VB=T=\7
_ v _yE
°=2vE a

Axe focal : droite de repére (O, )).
Les sommets : les points A(1 ; 0), A'(-1; 0), B(0 ; 2v/2) et B'(0 ; -
2v/2)

Les foyers : Les points F(0 ; V7) et F'(0 ; V7).
3 3

Les directrices : les droites d'équations : y = 7 ety=- Ne2
C'est-a-dire : y = ¥ ety=- %7

12
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 7, J).

2 2
(©):=+2=1
Les sommets : les points A(4 ; 0), A'(-4 ; 0), B(0 ; 3) et B'(0 ; -3).

¥
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HYBERBOLE
Exercices de fixation

15

13

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 7, ).
Conique (C)

Excentricité de (C) : e =4

Directrice la droite (D) : y =3

Un foyer, le point F(5 ; 2).

M(x, y) un point de (C).

MF = 4d(M, (D))
MF? = 16(d(M, (D)))*
(x- 57+ (y-2)" = 16(y - 3)°

x*-10x +25+y? -4y +4=16(y* - 6y +9)
x?+15y*- 10x + 92y - 115=0

14

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 7, J).

Comque (C): x? =1

©): 12_(2\/_)2:1
\/8+ =3
e— =3

Axe focal : droite de repére (O, 7).
Les sommets : les points A(1 ; 0) et A'(-1; 0).
Les foyers : Les points F(0 ; 3) et F'(0 ; -3).
Les directrices : les droites d'équations : x = % etx =- é

Les asymptotes : les droites d'équations : y =2v/2x et y = -2/2x.

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 7, 7).
2 2
Conique ©): x— - y? =1
2
(©): 4— 2o
\/ 16 +9=5

5
e:_
4
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Axe focal : droite de repére (O, 7).
Les sommets : les points A(4 ; 0) et A'(-4 ; 0)

Les foyers : Les points F(5 ; 0) et F'(-5 ; 0).
16

. . . , . 16
Les directrices : les droites d'équations : x = S etx=-—.

Les asymptotes : les droites d'équations : y = %x ety = —%x.
16

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 7, j).

R

© -5~

(C) est une hyperbole

Les sommets : les points A(4 ; 0) et A'(-4 ; 0).

Les asymptotes : les droites d'équations : y = %x ety = —%x.

¥
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EXERCICES DE RENFORCEMENT

Exercice 1
1. y*=x V= x
2 21)( 2= 2_—1X
y 2 y 2

On a une parabole
Paramétre : %

Sommet : O

Axe focal : droite de repére
()

Foyer : point F(% ; 0)

Directrice : droite (D) : x = —i

On a une parabole
N 1
Parametre : 3

Sommet : O
Axe focal : droite de repére

©: 1)
Foyer : point F(_Tl ;0)

Directrice : droite (D) : x :%

On a une ellipse

Demi distance focale c :

c=v25—-16

=3

Excentricité e : ¢ = g

Sommets : A(5 ; 0), A'(-5; 0),
B(0;3)etB'(0; -
3)

Axe focal : (AA")

Foyers : F(3 ; 0) et F'(-3 ; 0)

Directrices : (D) : x = % et

(D')ZX:_TZS

3. y=x? y = -x?
xt=y x?=-y
x2 =2y X2 =2=y
On a une parabole On a une parabole
Parameétre : % Parametre : %
Sommet : le point O Sommet : O
Axe focal : la droite de repére Axe focal : la droite de repére
©:)) ©:])
Foyer : le point F(0 ; %) Foyer : le point F(0 ; _71)
Directrice : la droite Directrice : la droite (D) : y = 2
D):y=-7 '
5. LaXog A A
F 2 25
Al EACa,

On a une ellipse
Demi distance focale c :
c=v25—-16

=3
Excentricité e : e =§
Sommets : A(3; 0), A'(-3;0),

B(0;5)etB'(0;-5)

Axe focal : (BB'")
Foyers : F(0 ;3) et F'(0 ; -3)
Directrices : (D) : y = 2?5 et

N -25
D) :y=—
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xX2+2y?=1 8. x*-y’=1
X 2oy
Frlr=ciat ey
(7) . On a une hyperbole
On a une ellipse Demi distance focalec: c=+v1+1
Demi distance focale c : V2
c= /1 - % Excentricité ¢ : e =+/2
> Sommets : A(1;0) et A'(-1; 0)
== Axe focal : (AA")
2
Excentricité e : e = \/; Foyers : F(v2; 0) et ljé'\/i +0)
Sommets : A(1 ; 0), A'(-1 ; 0), Directrices : (D) : x = et
B(0;2) et B(0; -2) (D) x =2
Axe focal : (AA") Asymptotes : (A) : y=xet
Foyers : F(\/Z—E ; 0) et F'(—g ;0) (A)y=-x
Directrices : (D) : x =2 et
D" :x =2
&y _ o0 E 7L
25 144 64 36
X2 y? ﬁ ﬁ _
52 122 82 62
On a une hyperbole On a une hyperbole
Demi distance focale c : Demi distance focale c :
c=+v25+ 144 c=v64+ 36
=13 =10
Excentricité e : e = — Excentricité e : e = — =2
25 8 4

Sommets : A(5; 0) et A'(-5; 0)
Axe focal : (AA")
Foyers : C(13; 0) et C'(-13 ; 0)

Directrices : (D) : x Zg et
, 25

(D) X __E

Asymptotes : (A) : y=1—52x et
, 12

(A):y=-—x

Sommets : A(8; 0) et A'(-8 ; 0)
Axe focal : (AA")
Foyers : C(10; 0) et C'(-10 ; 0)
Directrices : (D) : x =3—52 et

, 32
(D) X —-?
Asymptotes : (A) 1y = % x et

N.. _ 3
(A) 1y =-x
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Exercice 2

1.

y=x*+x+1
On a une parabole
12 1
y=(x+3)+1-3
1% .1, 3
(r+3) =20-D
Sommet : S(_—1 ; E)
274
X=x+ E
En posant :
Y=y- %
Dans le repére (S; 7, J) la
parabole a pour équation :
2=k
X 22y )
Paramétre : 3
Axe focal : la droite de repére (S ;

)]

Foyer : le point F(O ; i)
Directrice : la droite (D) :

4
L1
=475
_y4l
y=rTy

Dans le repére (O; 7, J)
Foyer : F(O-% ; %*i), F('% ;1)
Directrice : (D) : y=Y +%

1
Y23

y24+y-2x=0

(4 -3
(4 -2
Sommet : S(g ; _71)

1

X=x—=
En posant : ’13
Y=y+5

Dans le repére (S; 7, J) la parabole a
pour équation : Y2 =2X

On a une parabole

Parametre : 1

Axe focal : la droite de repére (S ;1)

Foyer : le point F(% ;0)
Directrice : la droite (D) : X = _71

— x4
X=473
y=r=s

Dans le repére (O; 1, J)
1.1 .1, 5 1
Foyer : F(S +7; 0+5), F(gla .
Directrice : (D) : x = X+§
-3

X =—
8

y=V2x+3
y?=2x+3ety>0
y?=2x+3ety>0
y2=2(x+§)ety20
Sommet:S(_;;O)
On a un arc de parabole

Paramétre : 1
Axe focal : la droite de repére (S ;

7)
Foyer : F(i - ;; 0), F(-1;0)

X2 +x 2y +y=0
x2+x+2(y2+%)=0

(0 +2(p2) =3

3
l 2 1_?2
(o2 )"
Gd (9
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Directrice : (D) : x = _71 - %

x=-2

On a une ellipse
Centre : le point K(%1 ; _Tl)

3

. 3
Demi distance focale ¢ : ¢ = 5 16

3

Il
wha
o

NE
512
sl

Excentricité e : e = — X

AL
Sommets.A(\/_-2 0--),
v V3 143 1
(2\/— X )B(O 207 Z)
tB(O-l 25
! 1.1
5 _) A( \/— _23 4),
B(_l Q) tB( ‘/_
Axe focal (AA")
A3l
Foyf:/is.A(4 -2,0—4),
(Y3 1.1
A(_4 \/2—’0 4) -
. 3-2 -1, ,,~V3
Soit A(— T)’A(3 ; 41)
Directrices : (D) : x1= 3XE 2 et
(D) X—-—X\/—_-E

Soit (D) : x = et (D) : x = 22!

=

y=-2V—xZ+x
=4(x>+x)ety>0

4x2-x)+y*=0ety>0

4(x-§)2 +y?=1lety>0

(-3)°
2 +y’=lety>0
4

(3)°

1—22 +y?’=1lety=0
()

On a un arc d'ellipse

Demi distance focale c :

_ i
4 2

X -y’ +x+y+1=0
X +x-(y'-y)=-1
1 1
x+2)?-(y-272=-1
1 1
X+ (y-5)P=1
On a une hyperbole
Demi distance focale ¢ : ¢ =2
Excentricité e : e = ? =2
Centre : K(_—1 ; l)
2 £ -1 1
Sommets : B(—; =+1) et B'(—; =-1)
P 1A
B(5 ;7)) etB(+:5)

Directrices : (D) : y = % + ‘/2—5

132
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Excentricité e = \/2_5 (D):y= % - ‘/;
Centre le point K(% ; 0) (D):y= 1+2\/E
Sorilinelts : A(§+% ; 0), D)y = 1—2_ﬁ
B/?;(?;)r;ei ](;).;1 . Asymptotes : (A) : ?/ - % = i( :r % 1
2.’ 2’ L (A):y—zf-(x-kg)
Soit A(1 ; 0), A'0; 0), BC s D) et @A) :y=x+1
B(G:-1) (A):y=x

Axe focal : (BB")

s S NS S
Foyers.F(E, 2)etF(lZ,-lz) i
D1rectr1ces:(D):x=E+Z 5

Nex=2i_1y2
D) :x 2 155
(D) :x

T4
_1+v3
D" :x

2
_ 13

2

Exercice 3

2
a) XAty -y +1=0e (x+3) +@y-1P=1+1+2

5\ 2 5 (5)\%

e (x+3) v0-1=()
On a un cercle
Centre : K(%5 ;1)
Rayon:g

b) (@a=z0etb>0etatb=0)<a=0etb=0
X-y+ 1P+ x+y-1P2=0 & x-y+1)Y?=0et(x+y-1*=0
&x-yt+tl=0etx+y-1=0

On a I’intersection de deux droites d'équations respectives : x -y +1 =0
etx+y-1=0, soit le point de coordonnées (0 ;1)

¢) x(x-1+(y-2)(y-3)=0
X*-x+y*-5y+6=0

On a le cercle de centre K(% ; g) et de rayon g
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4
(P) parabole de Foyer F(1 ; 2) et (D) directrice

a) (D):x=2
Soit M(x , y) un point du plan
MF
Me(P) < D) 1

& MF =(dM, (D))’
x—2\?
@(x-1)2+(y-2)2=("7)
& (x- 1P+ (y-2P2=(x-2)
& xXP-2x+ 14y -dy+4=x*-4x+4
< Y+ 2x-4y+1=0
1
b) (D):y=3
Soit M(x , y) un point du plan
Me(P) < D)
& MF=(dM, (D))’
112
& -1+ 27 =]y =]
1
& - +(y-2=(y-3)
= x2-2x+1+y2-4y+4=y2-y+i

= x2—2x—3y+§=0
o) D:y=0
Soit M(x , y) un point du plan

MF
Me(P ~1
<®) = Zonon

& MF? = (d(M, (D))
& (x- 1+ (y-2) = lyl?
& x-1)P+ (-2 =y
o xXP-2x+ 14y -dy+4=y
& xP-2x-4y+5=0
d (D):x=0

Soit M(x , y) un point du plan

Me(P) < D)
& MF? = (d(M, (D))
< (x- 17+ (y-2) = |x/|?
S (x-1DP+(y-27=x2
S xP-2x+H1+y -4y +4=x°
&y -2x-4y+5=0
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5

(P):y?-6y+2x+10=0

(P) est une parabole

*Pourx=-5,y=00uy==6

*Pour x =-1,
y-6y-2+10=0

y' -6y +8=0
(y-2)(y-4)=0 |2 est un zéro évident
y=2ouy=4

*(P):y*-6y+2x+10=0
y*-6y= -2x- 10
(y-3)7= -2x-1
(v -3 = 2(-1)(x +3)
* (P) est une parabole de sommet S(%1 ;3)
* Excentricité e : e =1
* Axe focal : droite de repére (S ;7)
* Foyer F, F(5- - 2: 3+ 0) Soit F(-1 ; 3)

*Directrice (D) : x = _71 + % =0,s0itx=0
* Tangente (T2) a (P) au point de coordonnées (-1 ; 2)
1 1
(y-3)(2-3)=-(x+5- 1 +5)
-y+3==x
y=x+3
Tangente (T4) a (P) au point de coordonnées (-1 ; 4)
1 1
(-3)@-3)=-(x+5-1+3)

y-3=-x
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6
32 +4y* +x-39=0
33+ 3x0)+ 4y* =39

1\2 s _ 1
3(x+3) a4y =39+
fég

3(x+%)2+ 4y* = -

(4 >

769 469
36 ) 8
1
(x+g) i _
(\/469)2 (\/469)2
6 43

On a une ellipse

Demi distance focalec:¢c= |[— ——=——

V469 6 1
Excentricité e : — X —=-
12 V469 2

Centre : le point K(_— 0)

 0), B(=;

m) B C

469 12

36 469

V469

5 43

Sommets : les points A(Z- +E 0), A= m 1 0), B(Z 0+—) et B(=;
NG
e
A( 1+\/F . 0), A'( \/_
Foyers : les points F(— +E 0) tF(— - E; 0)
(W 2 0) ot F'(- \/W+2
. : 469 o
Directrices : (D) : x = + e X v_ et (D) X=
(D):X=-—+ E et (D) :x=-
(D) : x = ”im et (D)) : x

w

Pourx=3,y=-;0uy= =

N

* Tangente (T) au point de coordonnées (3 ; - ;)

3x+ B+ HAy(-) =

3(6x + 1)(19) 216y— 1407
342x - 216y = 1350
19x - 12y -75=0
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* Tangente (T") au point de coordonnées (3 ; %)
1 1 3, _ 469
M+ PB T4y ="
3(6x + 1)(19) + 216y = 1407
342x + 216y = 1350
19x+ 12y -75=0

-

(H) (T)

(T)
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(H):-3x*+y*-8x-4=0
B3P +y?-8x=4
3 -y?+8x=-4
3()(2-1-2)4)-y2 =-4

e vakla=eing |
6 )
On a une hyperbole

Demi distance focale c: ¢ =

O | &

+

w A

4
3
Excentricité e : g X %= 2
Centre : le point K(_?4 1))
Sommets : les points A(_?2 + g; 0) et A'(_?4 - g; 0)
ACE; 0) et A'(-2; 0)
. . -4 4
Foyers : les points F (? +t35 0) et F'(? -3 0)
F(0;0) et F(=; 0)
. . 4, 4_3 4
Directrices : (D) : x=-=-+ =X=¢et (D) :x=---
3 974 g 3
D):x=-1 et(D"): X=-3
Asymptotes : (A) 1 y=/3(x + g) et (A) 1y =-V/3(x+ g)
43
3

@)y =V3x+ et (a) 1y = - VEx- 22
*Pourx=0,y=-2 ouy=2

X

O | >
B w

* Tangente (T) au point de coordonnées (0 ; -2)

o2

3+ 0+ -y(D) =3
3(3x+4)(4) + 18y = 12
36x + 18y =-36

2x ty=-2
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* Tangente (T") au point de coordonnées (0 ; 2)

(4=
3x+3)0+9)-y2) =3
3(3x+4)(4) - 18y =12

36x - 18y =-36
2x -y =-2
Exercice 8

(B):|z+1-i|=2re()
Ix+14i(y—1)] =2x
\/(x+1)2+(y—1)2 =2x
x+ 1)+ (y-172=4x> et x>0
3x2-2x -(y-1)* =1 et x 20
3(x——)2 (y-12 =1 et x >0

22
(x-3) _o-1?
O
3

On a une hyperbole

Demi distance focale c : ¢ = /— +1= %—

Excentricité e : ? x 3=23

=]le x 20

Centre : le point K (g ;1)
Axe focal : droite de repére (K ; 7)
Sommets : les points A(z + ﬁ ;1) et A'(E - g

A(2+\/’ e tA'ZS\E

b 1)
1)

Foyers : lesp01ntsF(—+— 1) tF( 33,1)

2+2\/' z 2\/_

F( 1) et F'( ;D
Directrices : (D) : x——+ ><— t(D) =§-%x73
(D):x—“”_ et(D):x= =8

6
Asymptotes : (A) : y-1= \/_ 3(x- —) et (A : y-1=-/3(x - E)

(A):y=+3x- —+let(A') y= \/_x+—+1
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Exercice 10
Notons (D) la droite d'équation : x - 2y+ 5 =0 et M(x ; y) un point de la
courbe donnée

a) ([): (x-2y +5)"=5[(x- 1)’ +(y +3)]
Soit F le point de coordonnées (1 ; -3)

(x-2y + 57 = S[(x- 17+ (y + 3] & SME? = 5(2=2251)°

V5
= MF=%|aZOetb20:az=b2<:>a=b

< MF =dM, (D))
D'ou, (I') est la parabole de Foyer F et de directrice (D).
b) (M) : (x-2y+5)P7=5[x*+y*-4x+2y+5]
(x-2y+5°=5[(x-2P+(y+1)*-1-5+5]
(x -2y +5)° =5[(x -2 +(y + 1)]
Soit F le point de coordonnées (2 ; -1)
(x -2y + 5P =5[(x -2+ (y + 1] & SMF* = s(w)2

V5
= MF=%|aZOetb20:az=b2<:>a=b

< MF =dM, (D))
D'ou, (I') est la parabole de foyer F et de directrice (D).
M) :(x-2y+5)7=(x-1y+(y+4)
Soit F le point de coordonnées (1 ; -4)
_ 2
(x-2y+ 5P =(x- 1P +(y + 47 & MF> = 5(2224)

I | V5
_ x—2y+5
< MF=+/5 —r

< MF =+/5d(M, (D))
D'ou, (') est I'hyperbole de Foyer F, de directrice (D) et d'excentricité v/5 .
d) (D) : (x-2y +5)7=10[(x - 1)* + (y +2)°]
Soit F le point de coordonnées (1 ; -2)
_ 2
(x -2y + 57 = 10[(x - 1 + (y + 37] & 10MF? = 5(E=2225])

V5
_V2, Ix=2yts|
<:>MF—2>< =

& MF = g xd(M, (D))

D'ou, (I') est I'ellipse de Foyer F, de directrice (D) et d'excentricité g
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10
M) :(x-172+(y-4P>=2(x+4)
Notons (D) la droite d'équation : x+4 = 0 et M(x ; y) un point de la courbe
donnée
Soit F le point de coordonnées (1 ; -3)
(x- 1P+ (y-4)?=2(x+4) & MF*=2(d(M, (D))?
& MF=+2 x dM, (D))
D'ou, (T') est I'hyperbole de Foyer F, de directrice (D) et d'excentricité v2 .
11
) :x*-y2+4x-2y+3=0
(x+2P-(y+1P2=-3+4-1
x+2y=(y+1y
x+2=-(y+1)ou x+2=y+1
y=x-3ouy=x+1
D):y==x-3, (D):y=x+1
I) = (D) v (D)
12
C):y?-4y+4=0
(y-2=0
y-2=0
D):y=2
I =@

13
(C):x*-3y?+8x+12y+16=0
1. *x*+8x-3(y*-4y)=-16
(x+4)-3(y-2)=-16+16-12
(x+4)?-3(y-2)>=-12
(x+4)?  (r-2)* _
S =
@By 2
* (') est une hyperbole de centre le pont K(-4 ; 2)
* Demi distance focalec:c=v12 +4=4
Foyers : les points F(-4 ; 2+4) et F'(-4 ; 2-4)
F(-4;6) et F'(-4 ; -2)
* Directrices : les droites (D) : y =2 +§ et (D):y=2 —%
D):y=3 et (D):y=1
* Sommets : les points B(-4 ; 2+2) et B'(-4 ; 2-2)
B(-4;4)etB'(-4; 0)
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Autres points intervenant dans la construction des asymptotes :
A(-4+2v/3 ;2) et A'(-4-24/3 ; 2)

A\

y=3

y=1

/)

2. Excentricit¢ de (C)e:e=
P=F
L'ensemble de points M du plan tels que : MP = 2d(M, (D)) est I'hyperbole
©.

N |

=2

14
(Cm) : 2mx? - (m-1)y? - 8mx + 12m-2=10
I. *m=0:

(Cm):y*-2=0
y=v2 ou y=-/2

(Co) est une réunion de deux droites

*m=1:

(C):2x*-8x+10=0
x2-4x+5=0
(x-2)*+1=0 (impossible)

CH=9

*m==<;
2
(C2): X2+ 2y*-4x +4=0
2

(- 4x) +2y =4
(x-2)2+2y*=-4+4
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(x-2P+2y*=0
x=2ety=0

(€)= {K} ouK(2;0)
2

2. m#0etm=1 etm?&%
2m(x? - 4x) - (m-1)y? =-12m + 2
2m(x - 2)* - (m-1)y* =-12m + 2 + 8m
2m(x - 2)* - (m-1)y? = -(4m - 2)
Cas 1 :me]l ; +oof
2m >0, m-1>0et4m-2>0

(x=2)2 y:
—(am-2) = —(am-2) 1
2m m-—1
(x_z)z yZ _ 1
T 4m-2 4m-2
2m m-—1
(x=2)2  y*
- -+ - =
2m-—1 4m-—2
=) (7=5)
(Cnm) est une hyperbole

Centre : le point K(2 ; 0)
Axe focal : droite de repére (K, )
2m-1  4m-2 _ J(Zm—l)(Sm—l)

Demi distance focale c: ¢ = \/

m m—1 m(m-1)
Excentricité e : e = J(Zm_l)(gm_l) X J m-1 _ \/3’"‘1
m(m-1) 4m-2 2m
Sommets : les points B(2 ; 4m—2) etB'(2;- dm-2
m-1 m-1
. . . [@m-1)(3m-1) . (2m-1)(3m-1)
Foyers : les points F(2 ; /—m(m—l) Yet F'(2 ; /—m(m—l) )
4m-2 m(m-1)

Directrices : les droites (D) : y = et

X
m—1 (2m-1)(3m-1)

Ny o Am=2 m(m-1)
(Dm) 1y 1 X (2m-1)(3m-1)

o — 2m-1)m N 2m-1)m
(Dm) 1y 2\/ (m-1)(3m-1) ou (Dw') -y =-2 (m-1)(3m-1)
. _ [4m-2 m
Asymptotes : les droites (Am) : y = f ¥ /Zm—l (x-2) et
N = 4m-—2 m _
(Am) 1y \’ m-1 X \’ 2m-1 (x-2)
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(Am) 1y = \/Ex 2\/76'[(Am') y—-Fx ZF

Cas2: me]—
2m > 0, m- 1<Oet4m-2>0
(x=2)2 y: 1
—4m+2 T —(4m-2) -
2m m-1
(x—2)2 v . ..
- T - =imr= = | (Impossible : somme de deux nombres négatifs)

2m m—11
Cas3:me]0; E[
2m >0, m-1<0et4m-2<0

(x_z)z yZ _ 1
—(am-2) ~ —(4-m—2) -

(Cm) est une ellipse
Cas4 :me]-o; 0]
2m <0, m-1<0et4m-2 <0

(x—2)? y:
—(4m-2) - —-(am-2) 1
2m m-—1
(x-2)> y* _
a4m-—2 a4m-2 1
2m m-1
(x—2)2 y:

7+ 2
2m-1 am—2
(=) (=)

(Cm) est une hyperbole

15

A et B sont des points tels que : A(1;0) et B(O; 2).

Notons (P) la parabole cherchée.

Soit y = ax + b I'équation de 'axe focal de (P), (a et b sont des nombres réels).

P)=(C) W (Cy)
(C1) 1 y =ax + b+ cvx ot ¢ est un nombre réel
(C2) :y=ax+b-cvx

Prenons :
He (C);H e (CyetK e (Cy)
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Soit f'et g les fonctions définies sur [0 ; +oof par : f(x) = ax + b + cv/x et
g(x)=ax +b+cvVx
*£(0)=2
b=2
*xe[0 ; +oof, g(x) =ax + 2 - cV/x
Vx€]0 ; +oof ;
' _ C
gx)=a-=

a+t2-2a=0
-a+2=0
a=2
c=4
*P)=(CHu (&)
(C)):y=2x+2+4/x
(Ca):y=2x+2-4/x
(P):y=2x+2+4/x ou y=2x+2-4V/x
y—2x—2=4& ou y—2x—2=—4\/§
(y - 2x - 2)° = (4V/xy)’
V24 4x3+4 - dxy - 4y + 8x = 16x

(P) 1 4x>+y* - 4xy - 8x -4y +4=0

16
Ecrire MO? = MA x MB au lieu de MO = MA x MB

MO?=MA x MB & MO* = MA? x MB*

MO* = x* +y*+2x%?

MA? x MB? = x* +3* - 25422+ 2x%)*+1
2 2

MO* = MA? x MB? ©2x%-2y*+1 = 0 soit : xT - yT = 1 (Hyperbole équilatére)
2 2

17

Données manquantes dans I’énoncé (voir prochaine édition)

Livre du professeur Maths T°C 145 I.



FONCTIONS LOGARITHMES

EXERCICES DE FIXATION

1 Définition et Propriétés

Exercice 1
1. La fonction In est définie sur ]-oo ; O] faux
2. Lafonction In est dérivable sur ]0 ; +oo], vrai
3. Lafonction In est décroissante sur ]O ; +oo[ faux
Exercice 2
1. (|n)'(§) =3 vrai
2. In6<1Inl10 vrai
3. Si0<x<6,alorsInb6 < Inx faux
Exercice 3

1. *Ind +In5=1In(4X5) =1In(20)
* V3 + InV12 = In(+v/3 x V12) = In(+v/36) = In6
*In8 + In; = In(8x 5) = In(2)
2. In(1+V2)+In(v2 = 1) =In(v2-1) +In(~2 = 1)
= In[(vV2 - 1)x(V2 — 1)]
=In(2-1)
=1Inl
=0

Exercice 4
*In(4%9) =In4 + In5

*In(4%x V2) = In4 + InV2

* Vxe]0 ; +o[, In(7x) = In7 + Inx
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Propriétés

Exercice 5
AFFIRMATIONS REPONSES
a In(72) = 3In2 + 2In3 vrai
b In(ﬁ) =4In2 - 3In7 faux
343
C In(0,8) = 2In2 - In5 vrai
d In(625) = 5In4 faux
e In(\/z>:—lln2+ In3 faux
18 2
f In(83%) +In2 =7In2 faux
Exercice 6

e A=In7-In21
-n(2)
=1n(3)

e B=3In2-In4
=3In2 - 2In2

=1n2
e C=2In3-In6+ Ing

9x4
6x3

=1n2
Il Etude de la fonction In

Exercice 7
1. 5<7 =In5<In7

2. l<\/_ :>Inl<ln\/_
3. 292 841et(4\/_ 5)2 = 400
(4V/5)2 <292 = 4/5<29 = In4V/5<n29
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Exercice 8
e In(e®)=-5
e In(e?) +[In(e)]®*+2In(e?})=2+1+6=9
e In(e®) +[In(€®]?+2In(et)=-5+9-2=2

Exercice 9
Soit (C) la courbe représentative de la fonction In dans un repere (O; I, J).
. Ll
lim Inx =+ et lim —==
X—+00 xX—>+40c0 X
D'ou, (C) admet en +oo une branche parabolique dans la direction de la droite
(o1).
Exercice 10
Affirmations Réponses
3 9161_1}(1) xlnx = +o0 faux
>
. el
b lim & e vrai
x—1x-1
2
C lim 2% ~¢ faux
x—>+00 Xx+1
. 1 .
d lim xnX2 =1 vrai
X—+00 X
Exercice 11
Inx
a) Vxel0; +oo[, x - Inx = x(1 - - )
lim x =+
xote lim (x — Inx) =+
. l = - =
lim (1-5) =1 x>+
X—+00 X
lirp Inx = 400 .
X—+00 .
b . 1 = lim (Inx +-—) =+
Iim — =0 xX—+00 Inx
x—+o00 Inx
lim lnx = —o0
x-0
> . 1
c) lim L = = }CILI(I)(ZTLX + ﬂ) = -0
x—0 Inx >
>
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Exercice 12
Soit (C) la courbe représentative de la fonction In et (C') la courbe
représentative de la fonction f.
(C) et (C') sont symétriques par rapport a |I'axe des ordonnées.

X -1 -e -e?
f(x) 0 1 2

(C") admet en -0, une branche parabolique dans la direction de I'axe des
abscisses.
L'axe des ordonnées est une asymptote

Il Equations et inéquations faisant intervenir la fonction In

Exercice 13
a) Contraintes sur l'inconnue
1-x>0
x<1
Va=]-0; 1]
*In(l-x)=-2 =>1-x=e?
= x=1-¢e?
*1-e2 eV,
D'ou, S, ={1- e?}
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b) Contraintes sur l'inconnue
3x-4>0 et x?-4>0
x>§ et (x<-2oux>2)
Vb =]2; +0[
*In(3x-4) = In(x*-4) =3x-4=x*-4=x*-3x=0=x(x-3)=0
=>x=0o0ux=3
*0gVp et3 eV,
D'ou, Sp = {3}
c) *Vc=1]0; +0[
*2eln(x)+1=0 = Inx=—%

d) * Contraintes sur l'inconnue
x+5>0 et x-2>0
Xx>-5et x>2
Vb =12 ; +oo]
*In(x+5) = 2In2 - In(x - 2) = In[(x+5)(x - 2)] = In4 = (x+5)(x-2)=4
=x>+3x-14=0
A=9-4(-14) =65
-3-v65 —-3+v65
X=—— ou x=——
Dol 5= {22V
e) Se={1}

Exercice 14
a) * Contraintes sur l'inconnue
1-x2>0
-1<x<1
Va=1-1;1]
*In(1-x%)>1 = 1-x*>>e (impossible car 1- x> < 1)
Sa=0
b) * Contraintes sur l'inconnue
x*-4e?>0
X<-2e ou x>2e
Vp =]-00; -2e[U]2e ; +oo[
*In(x*-4e?)<1 = x*-4e?<e=>x2<4e’l+e = V4e? +e<x<Vie? t+e
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*Sp=]-0; V4e? + e[ U [V4e? + e ; +oof

¢) * Contraintes sur l'inconnue
xte>0etx-e<0
X>-e et x<e
Vo=1]-e; e[
*In(x+e)+In(x-e)<2+In3
In[(x+e)(x-e)]<2+In3
X2 - ez < 62+ln3
x2<e?+3e?
x> < 4e?
-2e<x<2e
Sc=]-e;e[
d) * Contraintes sur l'inconnue
2-x>0
X<2
Vp=]-0;2[
*In(2-x)>2
2-x>e?
X < 2-e2
S¢ = ]-OO ; Z-EZ[
e) * Contraintes sur l'inconnue
l<x<2etx>0
Vp=11;2[
* In222 < Inx
x_zl—x
T <X
Xz x<0

1-x ©
X—2+x“—Xx
— - ~ <0
1-x
2

>0
x—1

x“=2
Se=]\/§;2[

Exercice 15
1- g)n >0,95
G) <0,05

nInG) <In(0,05)
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n(0,05)
()
In(0,05)
n(3)

n=11

Et, ~10,41 (3 1072 preés)

Exercice 16
1. Vxe]g; +oo[ ;
f(x) = In(5x - 2)

IV Fonction du type Inou

Exercice 16

f (X) 5x—2
2. Vxel0; 2[;
f(x) = In(2x - x?)

. 2-2
i

3. Vxe]0; E[;
2

f(x) = In(sinx)
f(x) = =

sinx

Exercice 17
1. V¥xel]-o;0[;f(x) = In|x]| f‘(x):l

2. Vxel2;+oo[; f(x) =In|2x-x3|. f'(x) = 272X

2x—x2

Exercice 18
1. Vxe]E ; +00[ ;
_w (x)
fx) = 2x-3 u(x)
F(x) =In|2x-3| +c(ce R)
2. VxeR;
_ 2x+1 _w(x)
fx) = x24+x+1 u(x)
F(x) =In|x*+x+ 1| + c(cen)

ouu(x)=2x-3

otlu(x)=x>+x+1

.I 152 Livre du professeur Maths T'"*C



Exercice 19

ou u(x) =

1. Vxe]0; g[ ;
( ) sinx —sinx ul(x)
_cosx cosx u(x)
F(x) = In|cosx| + c(c € R)
2. Vxelo; E[-
_ 1+tan?(x) ul(x)
f(X) T tanx u(x)
F(x) = In|tanx| + c(ce R)

ou u(x) = sinx

tanx

V Fonction logarithme de base a

Exercice 20
22
X log,(321) | log;(321) | logs (=)
Valeur approchée de x| g 35645 | 296503 | -0,85799
par défaut a 10 pres
Exercice 21
Affirmation Réponse
log,(3) = 10g3 (2) faux
log'(5) = o5 vrai
log,(5) <log5(5) faux
Exercice 22
Affirmation Réponse
a | log(10) = vrai
b | L'ensemble de définition de la fonction log est [0 ; +oo[ faux
c lim log@) _ vrai
X—+00 X
d :lci—% log(x)=0 faux
>
e | Lafonction log; est strictement croissante sur ]0 ; +oo[ vrai
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f | La fonction logio est dérivable et croissante sur ]O ; +oo[ vrai

g | Lafonction log: est strictement décroissante sur ]O ; +oo vrai
2

Exercice 23

*log,(4) +10g, (3) = log,(2)
*logs(9) - logs(27) = 2logs(3) - 3logz(3)
= -logs(3)

o log,(5) + 2log,(8) =1og,(360)

Exercice 24

1) A;2)B;3)A;4)B.

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1
Soit f, g, h et k les fonctions numériques définies sur ]0 ; +oo[ par:

f(x) = (Inx)? - 4lnx + 3, g(x) = xSTz' h(x) = xInx, k(x) = @
f s'annule pour X eete [ Joeted let3
f's'annule pour ] 1 X e? [ ] Aucun
4

nombre réel
Une primitivede | [_] X []

gsur[0; 1] estla | G(x)=3In(2-x) G(x) = 3In(x-2) G(x) = -3In(2-x)
fonction G définie
par :
Lalimitedeken |[X]1 []o [[]+o
zéro est :
Pour tout x [ ]Inx [ ]-1+Inx X 1+Inx
élément de ]0;
+oo[, h'(x) =
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Exercice 2
f est la fonction définie par : f(x) = In(;)

(sinx)3

N° Affirmation
1 [ f'(x)= t;jx faux

o -1
2 f'(x) = i) faux
3 | f'(x)= % faux
4 f est définie eng vrai
5 f est dérivable en g vrai

Exercice 3

log,(x) =u

*log,(x?) =2log,(x) = 2u
* logz(\/z) = % log,(x) = %u

2

*log, (%) = 210g(x) + 610g,(2) = 2u + 6log,(2)

Exercice 4

a) *V.=]0; +oo[
* 4In3 =In81 - Ing
4In3 = 4In3 - |n§
In=0

3
=1
x=3
Sa= {3}

b) *Vp=]0; +oof
*In(x?) + (Inx - 4)(Inx)>= 0
2Inx + (Inx - 4)(Inx)>= 0
[2+ (Inx - 4)Inx]Inx =0
Inx=0ou (Inx)?-4lnx +2=0
x=1ou(Inx)?-4lnx+2=0
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AN'=4-2=0

Inx = 2-/2 ou Inx = 2+/2
x=e2VZoux=e2tV2
Se={1;e27VZ; e2*V2}

c) *Vc=]0; +0[
*(Inx)2-In(x®) +2=0
(Inx)2-3Inx+2=0
Inx=1oulnx=2
X=e ou x=e?

Sc={e;e?}

d) V5¥+y5%=29
V/52% +1=2,9/5% |on multiplie membre 3 membre par V5%
(V5%)"-2,9V5F +1=0
10(V5%)” - 29V5F +10=0
A =441 =217

\/?=§ ou 5x=§

;—CInS =In5-1n2 ou glnS =In2 -1In5

n4 n4
X=2-— oux=— -2
lnsl4 l4ln5
n n
Sa={2-7 55 2

e) * Contraintes sur l'inconnue
3-x>0et-x-6>0
x<3etx<-6
Vp = ]-00; -6]
*log(3 - x) + log(-x-6) = 1
log[(x-3)(x+6)] =1
(x-3)(x+6) = 10

x*+3x-28=0
x=-7oux=4
Se:{'7}
f) Vi=]-o0;-6]
10g4(x) =1 = 2 = 2o g, (x) =

Ina~ 2ln2 2

log,(x)log,(x) = 8
1
log,(x)>loga(x) = 8
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(log,x)? =16
log,(x) =-4 ou log,(x)=4
x=2*% ou x=2%
x:i ou x=16
16

5= {7 16)

Exercice 5
a) *V.=10;
*Inx - In2 <In(1-3x)
Inx <In(1-3x) + In2
Inx <In[2(1-3x)]
x<2(1-3x)
x<2-6x
7x<2

x<2
7

2
Sa_]ol;]

b) *Vb=1]0;2]
*logi(4 — x?) - logi(x) < logz(x)
3 3

-logs (4 — x?) +log;(x) < logs(x)
logs(4 —x%*)>0

x?<3

/3<x<+3

S2=10; V3l

Exercice 6

a) *Va=]0;+00[ X ]0; +oo
" {ln(xy) =4
(Inx)(Iny) = —12

{lnx + Iny=4
(Inx)(Iny) = —12

Inx et Iny sont les solutions éventuelles de I'équation :

U%-4U-12=0

U=-20ulU=6

(Inx=-2 et Iny = 6) ou (Inx = 6 ou Iny = -2)
(x=e?ety=e®)ou(x=ebety=e?)
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Sa={(e?;e°); (e"; e7)}
b) *Vb=]0; +oo[ X ]O; +oo[

*{x+y=15
Inx + Iny = —12
y=15-x

Inx + In(15-x) = -12
In(15x - x?) =-12
15x - x2 = e1?
x?-15x+e?=0

A =225-4e*?
15-V225—-4e~12 15-V225—4e~12  154V225-4¢~12
X=—— et y=15- =
2 2 2
15+V225—4¢~12 15+V225-4e~12  15-V225-4¢~12
ou x=—et y=15- =
2 2 2
S = {(15—\/225—46‘12 ) 15+\/225—4e‘12) i (15+\/225—4e‘12 . 15—\/225—46‘12)}
b= 2 ’ 2 ’ 2 ’ 2
c) * Contraintes sur l'inconnue
xy>0

(x>0ety>0)ou(x<0ety<DO0)
Vc=]-0;0[ X ]-00;0[U]0;+oo[ X ]O; +oo]
« {log(xy) =2
x+y=29
xy =100
{x +y=29
x et y sont les solutions éventuelles de I'équation ;
X2-29X+100=0
X=40uX=25
Sc={(4,25);(25;4)}

Exercice 7

log(210) > 2

Supposons log(210) est un nombre rationnel

C'est-a-dire : log(210) = 4 ,onpeutprendre:pe N*etge N *

q
§> 2=p>2q
P
210=101
2109=10° |on prend la puissance g membre a membre
219=10°1 |on divise par 109 membre a membre
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39 x 79 = 2P9 x 5P |on décompose en produit de facteurs premiers

Le nombre 3% X 7% a deux décompositions distinctes en produits de facteurs
premiers : 39X 79 et 2P9 x 5P

Ce qui est absurde car la décomposition d'un entier en produit de facteurs
premiers est unique.

Donc, log(210) n'est pas un nombre rationnel.

Exercice 8
* Pour tous a et b éléments de ]0 ; +o[ ;
Ina+inb a+b a+b

<Ilh— < lna+Inb<2In—
2 2 2

& In(ab) < |n[(“zi’)2]

a?+2ab+b?
& In(ab) < In(2222)
* Pour tous a et b éléments de ]0 ; +o[ ;
a?+2ab+b? _a?-2ab+b?
4 - 4

(5

2
)
a21%2ab+b2 ~ab >0

4
a’+2ab+b?

ab <

2 2
In(ab) < In(w)

Ina+inb a+b
——<In—
2 2

Exercice 9
1
s = 10log(~
og(;;)
a) 1= 10
4
S, = 10|og(10 "’) = 10log(10%)
Iy
S, = 40 Db
1
b) 10log(L) = 100
) 10i0g(;;)

Iog(i) =10

L =101
Io
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| =10,
| = 10%°% 102 watt/m?
| =102 watt/m?
| =0,01 watt/m?
) S-S'=1

10Iog(i) ; 10|og(j—(’)) -1

og(5) =35

L_ 101

I

pe L
/10

(I'~0,8 x1)

Exercice 10 :

1) Dy =] —0;—=1]U[-1;+o[=IR
2) xllrlllg(x) = xllrlllg(x) = g(—1) = 0.Donc g est continue en — 1
g < (x+1)2 _

3) a. lim In(=x) _
x+1

=—1 et lim
x--1 x+1 x--1
< >
0 donc g est dérivable a gauche et a droite en — 1

mais g’ (—1) # g’ ,(—1) d'ou g n'est pas dérivable en — 1.
g'4( 9'q g p

b. La courbe de g admet donc un point anguleux au point d'abscisse -1.

Exercice 11 :
1l.a) xl_l)rpoof(x) =0. b) }Cl_r;(l)f(x) = —o00
>
, !
2.a)f'(x)= —%.
b) vx €]0; 1[ f'(x) > 0 etVx €]1; +oo[, f'(x) <
0 donc f est croissante sur ]0; 1] et décroissante sur [1; +oo[

X 0 1 +00
@ + 0 :
1
() / \.
—00 0
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3.(M:y=f'eHNx—eDH+fle™) or
flle™) =e? etf(e™) =0

y=e?(x—e ) =e?x—e

4,
ol
Exercice 12 :
1. }ci_r)r(l) flx) = chi_r)r(l)mTJrl) =1 = f(0) donc f est continue en 0

> >
2. a) g'(x) = % ; Vx2>0,9'(x) <

0 donc g est décroissante sur [0; +oo].
g(0) = 0. Or g est décroissante sur [0; +oo[, g est donc majorée par 0.
d'ou g(x) < 0 par conséquent Vx € [0; +oo[,In(1 +x) < x — xZ_Z + %3
b) Etudions le sens de variation de la fonction
m définie sur [0; +oo[ par m(x) = In(1 + x) — (x — x?z)
m'(x) = %zx . Vx=20;m'(x) =
0 donc la fonction m est croissante sur [0; +oo[
m(0) = 0.0r m est croissante sur [0; +oo[ donc m est minorée par 0.

x? x?
Donc Vx = 0,In(1 + x) — (x —7) ouvx >0, In(1+x) > (x —7) .

! \ xz xZ x3
c)D'aprés a)etb) : Vx>0, (x—7)g In(1 + x) <x——+7

2 2 3
Ainsi == <In(1+x)-x<->+% . D'ouvx >0, —%g
ln(1+x)—xs_l_|_x_2
x? 2 3
Onalim—++% = -2 donc limw=—ld0nc lim £01© _
x>0 2 3 2 x—0 X 2 x—0 X
. ln(1+x)—x__l_ '
Im = —==2=/0).
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—-X

3. a) Vx =0, h’(X) = W
Vx >0, h'(x) <0, hestdonc décroissante sur [0; +oo].
Or h(0) =0doncVx =0, h(x)<0.

, ix—ln(1+x) h
b) Vx € [0; +oof, f'(x) = *—73— = ;(cf)

c)Vx € [0; +oo[, h(x) < 0 donc fest décroissante sur [0 ; +oo] .

X 0 +00

f1(x) -

1
£ \
0

4.
a) (Mwy= —%x+ 1
b) lirll f(x) = 0 donc la droited’équation
X—>+00
y = 0 est asymptote horizontale a (C) en + .
c)
2
™~

Exercicel3 :
i = lim(— X+l
1. a) }cl—r}};f(x) = }cl_rg( 2x +5) + 31n(x_4) =+ oo car
>

>
lim 22 = 4o
x—4 x—4
>
] ) x+1 Lo X+l
Am, fO) = lim (~Zx 4 5) +3In( ) == car lim S =1
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, —2x2+6x-7
b)f(x)=#(xx_4);\7’x>4,—2x2+6x—7<0 et (x+1D(x—4)>0

DoncVx > 4, f'(x) < 0; f est donc strictement décroissante sur ]4; +oo].

X 4 +00
@ -
+ oo
£ \\\\\\\\\\\$

x+1

c) xETm[f(x) —(—-2x+5)] = xl—i>Too 31n(x:) =0

Donc la droite (D) d’équation y = —2x + 5 est asymptote oblique a (C) en
~+00.

d) Signe de 31n(i—i)

1o + = d'ou Vx > 4, **1 <~ 1doncln (x—H) > 0. Par conséquent
x—4 x—4 x—4 x—4

pour tout x élément de ]4; +oo[ (C) est au-dessus de (D).
2. a)Soit E(a,b) cepoint.Ona f'(a) = —; etf(a)=»b

—od? 60—
Ainsi 2410277 _ 2 42 _-3q-10=0 2 a=50ua—2
(a+1)(a-4) 2

ora>4donca=5

D'ol = f(5) = =5+ 3In6.0na E(5; =5 + 3In6)
b) (T):y = —2(x —a) + f(@)

(T):y=—2(x—5)-5+3n6=—2x+>+3In6
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(D)

a)

b)

d)

4.
Soient u(x) = Inx ; u'(x) =% ;vV(x)=1etv(x) =x
Ainsi K(x) = xlnx — x.
G'(x)=In(x+1)—-1+ i—: =In(x + 1) = g(x); Donc
G est une primitive de g sur [ =]4; +oo|.
H' () =In(x—4)+=—-1=In(x—4) =
h(x).Donc H est une primitive de h sur I =]4; +oo|.
f(x)—(—2x+5)>0doncA = f56(f(x) —(—2x+ 5))dx
A= f56 31n (g) dxu.a =3[ f: In(x + 1)dx — f56 In(x — 4) dx]u.a .
D’aprés b) et c)
A=3[G(x) —HX]Eu.a=3[(6(6) —H(6))— (6(5)—H())|u.a
A =3(7In7 — 2In2 — 5In5)u.a = 10,02 u.a

a) f estcontinue et strictement décroissante sur |4; +oo[

[Elle réalise une bijection de ]4; +oo[ dans IR

0 € IR donc1'équation f(x) = 0 admet une solution unique x.
b) 5<x3<5,5
c) 5,08<x,<5,09
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Exercice 14 :

Partie |
: , . 1
1. chl;l’)l’(l)g(x) =1 et xgrpwg(x) = xl_l)rzloox(lnx -1 +;) =400
2. a)g'(0)=
Inx donc g est décroissante sur ]0; 1[ et g est croissante sur |1; + oo
b)
X 0 1 4+
g'(x) - 0 +
1 +o0
0
Vx> 0,g(x) =0
Partie ll
. _ . _q. Inx—=In1 — ' —
1. xl_lgloof(x) = ?)et }Cl_r}}f(x) = chl_r)r}—x_l In'(1) =1.
1 _ __9x . _ 2
2. f'(x)= promr i vx>1,g(x) >0,x(x—1)*>
0 donc f est strictement décroissante sur ]1; +oo[
X 1 +0oo
f1(x) -
f)
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Partie lll :
1. f réalise une bijectonde |1;+o[dans ]0;1 [ or % est élément de ] 0;1]

donc 1'équation f(x) = % admet une solution unique
dans |1; +oo[ .
Ona(3,5) =0,501 et f(3,6) = 0,493 donc 3,5 <x<3,6.
2.
a) Vx €]1;+4oo[,h(x) =x & lnx+%x+%= x ©lnx = %(x -1)
Or f(a) :% = ﬁlna =% o lna = %(a — 1) Donc
a est solution de 1'équation h(x) = x. Ainsi h(x) =.
b) Vx>0, h'(x) =%+%=x2—1;2 .Onah'(x) >
0 donc h est strictement croissante sur ]1; +oo[
c) heststrictement croissante sur ]1; +oo[ donc sur [3; 4].
Ainsi h([3;4]) = [(3); h(4)] < [3; 4]
Donc h(x) € [3;4] .

<

Ona 3<x<4orh'(x) =%+% .Ainsi
Donc2 < A'(x) <2 doul h'(x)| <=
3.

+ -

N =
L
N | =

<+
3

N | =

1
4

a) D’apres les réponses de la question 2 :
5
onaVnelN, 3<u, <4 et|h'(x)| <z
Ainsi d’apreéste théoréme des accroissements finis appliqué sur l'intervalle
[3;4]
on a pour tout entier naturel n, |h(u,) — h(x)| <
5 I N 5
6 |un_°<| d'ou |un+1_°c| = 6 Iun—ocl .
. 5
b) Pour tout entier naturel n, [u,,;—«| < - |up—o
5
juy—o| < S fup—o]

5
lu,—x| < P lu; —|

5
Ona |uz—| Sg|u2_°<|

5
Iun—ocl < g |un—1_°(|

. . R 5\"
En faisant le produit membre a membreona: |u,—«| < (g) |ug—|
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n
ou Ju,—«| < 2 [3—x]or —0,6 <x<—0,5 dou [3—x]|<0,5<1=
6

5\" 5\"
(&) Bl < () )
Ainsi |u,—«| < (g) .

c) |ug—oc| <
(g) . Uy valeur approchée de a a 1073 pres signifie que (g)
1073

P
() =107 & pin(2)=1n(0,001) dotip = 37,89 .0nap = 38.
Une valeur approchée de @ 3 1073 prés est ugg =~

3,513 (par lecture graphique)

SITUATIONS COMPLEXES

Exercice 15

I l'intensité sonore pour une distance d .

Iy = 10~ 2watt/m?

Onal = % ,k € IR . Calculons k

S =110db pourd = 10 m ainsi 10log (m
log(k x 101%) = 11 = log(k) =1 =k = 10

)=110

Calculons I'intensité sonore pour une distance 500 m.
[ =—2 =4105

5002
Calculons le niveau sonore pour une intensité sonore de I = 4.107°
41075
S = 10log (3525 ) = 76,02db.

Le niveau sonore pergu par les riverains n’est malheureusement pas
conforme au veceu des riverains.

Livre du professeur Maths T'C

< |1



Exercice 16
Soit la suite (u,,) désignant la consommation de charbon 1'année 2019 + n

Avecuy, = 10.000 (année 2019)

Onaainsiu,y 1 = u, — 0,08u, = 0,92u,

La suite

(u,,) est une suite géométrique de raison 0,92 et de premier termes u, =1
0.000

Onadoncu, =u, X (0,92)" = (0,92)" x 10.000

Cherchons I'année a laquelle ce pays consommera moins de 2000 tonnes.

u, <2000= (0,92)" x 10.000 < 2000.
0,92)" <02 = n>202 119,30 . Prenonsn = 20
1n(0,92)
La consommation en charbon sera donc moins de 2000 tonnes a partir de

2039. Ce pays ne gagnera pas la lutte contre le réchauffement climatique.
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NOMBRES COMPLEXES

EXERCICES DE FIXATION

FORME ALGEBRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE

Exercice de fixation
Exercice 1
Les nombres complexes sont :
m;2i;5—1;0;7
Exercice 2
Le nombre complexe V2 — 4i a pour partie imaginaire : c)—4
Exercice 3
Zy=0+1i,doncRe(Z;) =0etim(Z;) =1
Z, =7 —9i, doncRe(Z,) = 7etIm(Z,) = -9
Zy = —§+§i, doncRe(Z3) = —get Im(Z3) =§
Exercice 4
1)2+B3—-x)i eRe3—-—x=0

o x=3
2)2x—1)+4i€eiRe2x—1=0

ox=t

Exercice 5
2+ (x—-1i=2+iex-1=1

Sx=2

Pourx=2;onaZ=2+QR-1)i=2+i
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Exercice 6
Les opposés des nombres
L'opposé de Z; est —17 + 9i
L'opposé de Z, est V2i
L'opposé de Z; est 5+ 6i
Exercice 7
1) Z1+Z,=2+4+i+3+2i=5+3i
2) Zy+Z,=-4+3i+5-8i=1-5i
3) Z1+Z,=-1-i—-7-17i=-8-18i
Exercice 8
1) Z1Z,=2+i)3+2i))=6+4i+3i—-2=4+7i
2) Z1Z, = (—4+3i)(5—8i) = —20+32i + 15i + 24 = 4 + 47i
3) Z1Z,=(—1-0)(-7-17)) =7+ 17i+ 7i — 17 = =10 + 24i

Exercice 9
1 1-i 1 1,
1) — ===l
14+ (+H@-i) 2 2
1 —4-3i -4 3,
2) - = - —=— ——]
—4430  (—4+3i)(-4-3i) 25 25
1 -8-8i 1 1.
3) - = - —=————]
-848i  (1+i)(1-0) 16 16
Exercice 10

Ecrivons sous forme algébrique les nombres suivants

2+30)?=4+12i—-9=-5+12i

1 1 5 12
2+3i)2%= = =————I
(2+30) (2+30)2  —5+12i 169 169

(L+D)* = (1 +DH* = (20)% = —4
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N—4 _ 1 _ 1
A+0™ = a+d* = 4

Exercice 11

i403 — i4X100+3 = —i

j2030 — ;4X507+2 — _1

j2022 — j4X505+42 — _1

{2001 _ ;4X500+1 — ;

Exercice 12

1)ZxZ' 0 Z+0etZ'#0

2)27'=0Z=00uZ' =0

OrZ'+0doncZ =0

Exercice 13

Résolvons dans C

Bz-2-i)(z+20)=023z—2—-i=00uz+2i=0
©3z=2+iouz=2i
(:)z=§+§i ouz =2i

Sc={3+3i;2i}

Exercice 14
Ona
e 0=0
o 1+1=1-1i
e 1+1=1-1i
[ ] 7:7
e —-19=-19
e 3—41=34+4i
e —38+4+61=-38-—6i
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Exercice 15

z € Cdoncz = a + ib avec (a; b) € R?

zZ = (a +ib)(a — ib) = a? + b?

Commea?+b%?>0et Im(z2) =0

Alors zZ € R,

Exercice 16

Calculons dans chacun des cas

1) z4+7=2%x3=6
z—Z=2i%x2=4i
zZ=32+422=9+4=13

) z+z=2%x7=14
z—7Z=2ix1=2i
zZ=7*+12=49+1=50

Exercice 17

z+72 =2+31—-1+51=1+81=1-8i

722 =(2+3)(—1+5)=—2+101—31—15=—17+ 1 =17 —7i

(z) Z _ 2-3i _ (2-3i)(-1+5{) _ —2+10i+3i+15 _ 13 , 13,
== = =

zr —1-5i 26 26 26 26 2

Exercice 18

Déterminons le module de chacun des nombre complexe

|3 +4i|=V32+42=1/9+16=+25=5
|6 — 8i| = /62 + (—8)2 =36 + 64 = /100 = 10

NZ+V7i| = |(V2)' + (V7)) =vZ+7 =9 =3
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Exercice 19

L’équivalence est incompléte car si z' = Z alors |z| = |Z'| siz' = —Z alors
|z| = |Z'|

Exercice 20
11+il=V12+12 =42
1-il={12+(-D?=v2
Donc 1l +ietl—iontle méme module
Exercice 21
Calculons
1Z] = |z] = 2
|-zl =1z] = |z| = 2

|zZ'| = |z| x |Z'| =2%x3 =6

1l 1 1
zl |z| T2
z| _ |zl _ 2
zrl T |zr]| T3
Exercice 22

1) L'affixe du point A est =7 + 5i

2) L’affixe du point B est 3i

3) L'affixe du vecteur i est —3 + 9i

Exercice 23

1) Le point image de 1 4+ i a pour coordonnées (1;1)
2) Le point image de —3i a pour coordonnées (0; —3)
3) Le vecteur image a pour coordonnées (7; 0)

4) Le vecteur image a pour coordonnées (1 ;1)
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Exercice 24

Uaffixe du vecteur AB est —2 + 3i — 1 — i soit —3 + 2i
Uaffixe du vecteur BC est 4 + 3i + 2 — 3i soit 6

Laffixe du vecteur AC est 4 + 3i — 1 — i soit 3 + 2i
Exercice 25

Soit a + ib I'affixe de B

Ona:a+ib+4-3i=1+i

Soita+4+i(b—3)=1+1i

Doua+4=1lethb—-3=1
a=-3eth=4%4

Donc B(—3;4)

Exercice 26

1.VRAI

2.VRAI

3.FAUX

Exercice 27

—i+4+51

1)L’affixe du point | est le nombre complexe ! soit §+ 2i

2) W + y a pour affixe 1 — 2i + 3 + 4i soit 4 — 2i

3)PQ =14+5i—1+i| =|3+6i| =V32+62=v9+36=45=3V5
Exercice 28
1. Le vecteur 3w a pour affixe 3(2 + 3i) soit 6 + 9i

2. Le vecteur 2w — 3y a pour affixe 2(2 + 3i) — 3(4 — 5i) soit 4 + 6i —
12i + 15i

soit —8 + 21i
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TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE
Exercice 29

ARG(1) =0

ARG(i) = g

ARG(—i) = —

ARG(—1) ==

ARG(; +3
Exercice 30
a)VRAI

b)FAUX

Exercice 31

. 14+ = 174 (VB = VA =2

Ona cos@ =%etsin9 =\/2—§donc9 =§

o |V3-3i|=( /\/_) +32=v3+9=2V3

OnacosH-—etsmH———doncH— 5
o |-VZ-iVe|=V2+6=V8=2V2
Onacos@———et51n9—_£donc9__2?ﬂ
Exercice 32

Déterminons la forme trigonométrique des nombres complexes
1.]1 —i| = V2 ; soit & =ARG(2)
cos O =§etsin9 = —\/Z—Edonce = _%
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doncl—i= \/f(cos (—%) + isin (—g))
2. |v3 = 3i| = 2¥/3; soit 6 = ARG(Z)
Onacosf =%etsin9 = —?donc@ = —g
doncv3 —3i = 2V3 (cos (—g) + isin (—g))

3. |-V2+iV6| =2v2 ;soit6 = ARG(Z)

1 . 3 2
Onac059=—5etsm9=‘/7_donc 9=?”

—V2 +iv6 =2v2 (cos (2?”) +isin (2?”))
Exercice 33
Déterminons un argument de chacun des nombres complexes suivants
arg(zz') =%—§+2k1‘[ = —1—n2+2k7r;k EZ

arg(é) = —arg(z) + 2kn = —% +2kn;k€EZ

s T

arg(z;') = arg(z") — arg(z) + 2km = —;—Z+2kn= —Z—Z+2kn;k EZ
arg(§)=%+§+2kn=1—:+2kn;kez

arg(z?) = 2arg(z) + 2km = 2X%+2k7‘[=§+2k7‘[;k EZ
arg(zz—f)=2X%+g+2kn=%+§=%ﬂ+2kn;kez

Exercice 34

Ecrivons chacun des nombres sous forme trigonométrique

o @+2)(1—i)| =4etarg((2 +20)(1 - ) =5 — 7+ 2kn = 0+ 2kn
donc (24 2i)(1 —i) = 4(cos0 + isin0)
V3+i

—| =1
20
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Arg(ﬁﬁ) =Z_ E + 2km = —- + 2km

2i 6
donc % = COoS (— g) + isin (— g)
Ve-ivz| _ 2v2 _ 1
2(1-i) 22
(\f(;\f) = —%+%+ 2km = %+ 2km
donc \f(;f = cos (%) + isin (%)

.« 1a-Df=-it=(V2) =
arg((1— D)%) = 4 x (— g) + 2k =7 + 2kn

donc (1 —i)* = 4(cos(m) + i sin(m))

Exercice 35
. \/E(cos(z?”)+isin(2?n))=\/§(—%+i§)=—£+ ; ¥6
+ 2(cos(9)+esm(D) -2(-2+5) - 24 2
+ 3(cos(Z) iin(3)) =3 (S 30) =2

Exercice 36

Il n"existe pas de nombre réel 8 tel que cosf@ +isinf =0
Ou bien 0 n’a pas d’argument

Exercice 37

Les nombres complexes écrits sous forme exponentielle

1.2e%®

3.7¢7%

Exercice 38

Ecrivons sous forme exponentielle
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a) Z(Cos( )+ lSll’l(3 )) = Zeiz?n

b) |1+ i| =2 etArg(l+1i) =%donc1+i =2e%

c)|3 + i\/§| =2v/3et Arg(3 + i\/§) = gdonc 3+iV3 =2V3e's

Exercice 39

Ecrivons sous forme trigonométrique

T, . . T ;T
cos—+i sin— el1z il_Zn _l.77r T o 7
1) —213[ - .%12r=_.27r=e(12 3)=e 12=COS(—_)+lSln(——)
cos?+lsm? e 12 12

3y L3 _ Zei:_i = Zelts = \/_(cos( ) +isin (12))

1+i JZeltz

T, T\ . . (5T 5T
sin——lcos— cos(=—)-isin(— _;5m
3) —%— = ) (§2)=esf=e ls=cos(—5—n)+isin(—
SlnE+lCOS cos( )+1 51n( ) ellz
4)— Z(COS( )+lsm(3))=2(Cos(—§)+isin(—§))
Exercice 40

Ecrivons sous forme trigonométrique

1)(1 + i\/§)2 = (Zeig)2 = 4ei2?n =4 (cos ( 3 ) + isin (Zn))

A0 = (23] = () i3 2D

1+i \/felz

()
(L) = (228) < (20%)" = 't =5 (cos(2) 15 ()

VZe '

Exercice 41

a)(cosx + isinx)? = cos 3x + i sin 3x

= cos3 x + 3icos? xsinx — 3 cosx sin® x — i sin3 x
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3

= cos3x — 3 cosxsin? x + i(3 cos? x sinx — sin3 x)

Par identificationon a:

3x —3cosxsin?x

cos 3x = cos
b) On a cos 2x = 1 — sin? x donc

cos2x + cos3x =1 —sin?x + cos®x —3cosxsin?x = 1 + cos3 x —
sin? x (2 + 3cos x)

Exercice 42

Ecrivons sous forme algébrique

P
e3+e 3 T 1
1) ————=cos-==
2 3 2

IS 1
e6—e 6 . 1
2) - =sin—-=-
21 6 2

.31 .31
3)e's +e e = 2c05%ﬂ= -2 x%i: -2
Exercice 43
Ecrivons sous forme trigonométrique
i0 & 8 £ -8 LN ¢ 0 i
e +1=ezez2+ezXxe 2=eZ<e2+e 2)=2(cos(5))xez
Comme cos (Q) > 0 alors
2
e +1=2cos (Q) (cosg + ising)
2 2 2
; 8 8 _i8 N (84T
el —1=¢ <elz —e ’z) = 2i(sin(3)) x ez = 2sin (3) elG+2)
Or sin (ﬂ) > 0 donc
2
0 _1_-9cn(? O ™ icin(l 4™ ]
e 1—251n(2)[cos( +2)+Lsm(2+ )

2 2
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3e™ @ +1= el (eig + e_ig) =2 (cos (g)) X e i =

2con(2) (s () 150 (-2)

Exercice 44
Linéarisons
3 ere NS 1 g i2x i ix ,—i2x 4 ,—i3x
1) cos x=( > ) :§(e + 3et“*e”t 4+ 3ete +e )
_ 11 i3x —i3x ix —ix\] 1
—8[e +e +3(e +e )]—8(2cos3x+3cosx)
1 3
=, cos 3x +§cosx
. .2 . 2
. 5 _ elx_e—lX) (etx+e—1x) _ _1 i2x _ _—i2x 2
2) sin“ x cos x—( p > = 8(6 e )
= —1(2cos4x -2)= —lcos4x+1
8 4 4
X4 ,—ix 4 . . . .
3) cos*x = (—e +2e ) = 1—16 e 4 eTUX ¢ 4(e2X 4 ¢712Y) 4 6]

=1—16(2cos4x+8c052x+6)

i ixs D

. elx_e—lx 1 . s . i

4)Sll’15X — ( - ) — .[eLSx —e i5x _ 5(e13x +e LBx) +
20 321

10(ei2x _ e—in)]
= ﬁ(Zi sin 5x — 10i sin 3x 4 20i sin 2x)

1. 5 5 .
= —sin5x — —sin 3x + =sin 2x
16 16 8

3. RESOLUTION D’EQUATION DANS C
Exercice 45

Déterminons les racines carrées de chacun des nombres suivants
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x2+y*=1

INx%—y2=0
2xy =1
5 1 . V2 V2
X“ == soitx=—oux=——
2 2 2
. 2 V2 \/_ \/5
Six=—;y=— et six=——;y=
2 2
Les racines carrées de i sont £+ \/—et vz _ ﬁ
2 2 2 2
x2+y2=\/7
20 x2—y?2 =1
2xy =1
2 _ 1+V2 it _ V12 __Vi+V2
Six=Yi2.0 o V2 gy YIN2, V2
vz Y 24/1+v2 vz Y 2/1+v2
Les racines carrées de 1 + i sont 1\/?/5+2 fﬁiEt_ 1\;;/5—2 fﬁi
x2+y?=2
34x2—y2 =3
2xy =
2 2+\/§S tx = 243 __V2+v3
= itx = 7 oux 7z
coo_V2HB o V2B o V2+B o Y243
Six = 7z ;Y = 7z etsix = 7z ;Y = 7z
. , , V2+/3 2—/3 . 2+/3 2—/3,
Les racines carrées de v/3 + i sont 7 + 7 let—T—Tl

Exercice 46 (le traiter aprés I’étude la racine nieme d’'un nombre complexe)
Exercice 47
Déterminons les racines cubiques de chacun des nombres complexes

suivants
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1)1—el°donczk—e 3 ke{012}

3 1 .43
Les racines cubiques de 1 sont 1; —5+ 17, Ly

| 2km

.TT 1 .
2)1 —i=+2e ‘4 doncz, = ZEel(_E+T) ; k€{0;1;2}

. T 77[ 1 9T

1
Les racines cubiques de 1 — i sont 26e ‘12 ; 266 12 ; 26e ‘12

TIZ
3)— 2—2e‘”donczk=23e( ) ; k €{0;1;2}

.TT

1 . 1 1
. ; = 0= .= i = —i=
Les racines carrées de —2 sont 23e 3 ; 23e'™ et 23e” 3

¥

3

Exercice 48

1 = e donc les racines quatriéme de 1 sont les nombres complexes de la
forme

.2km

zy=e" + ;ke{0;1;2;3}

(&)
Soit z, =e\2/;k €{0;1;2;3}

i im . —ir
Les racines quatriemes de 1sont:1;ez ;e'™ ;e 2

C'est-a-dire 1;i; —1; —i
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Exercice 49

Les racines n-iéme d’un nombre complexe non nul sont les nombres
complexes

de laforme Z; = Wei(%’zk?n) i ke{0;1;2; ;....;n—1}
Ona Z, = ’Wei(%ﬂx%) 12y = ’Wei(%"LZTn) [ A
n i(g+2(n—1)n)

re'\n’ n

ne il 20 272 2\
Zo+Zy+ ot Zyoy = Nrehn| 1+ e + (efn) 4o+ ()

2m\"
1—<e n>

n— iZ n— i% 1-1
= Vren X ———— = \renX == 0
l1-e n 1-e'm
Exercice 50
Vérifions

1. aJona: 1+j+j=0doncj=—-1—j

b) j? =7 doncj*=jj
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Orj3=1doncjj=1
c) j3=1donc(j3)?=1%2douj®=1

2)]'2021 :j3><573+1 :jcaer =1

Exercice 51

Résolvons dans C

—1+iV3

_ —1-i3

1) A= -3 = (i\/§)2 ainsi Z = >

ou Z

Sc = {—1+i\/§ . —1—i\/§}

2 72
2)A=3+4i = (2+0)?ainsi Z = oz = 222
Z=3—iouZ=1-2i
Sc={3—-1i;1-2i}

3)A=3—4i=(2—i)2ainsiZ=2—ouZ—

iW3+2-i _ iW3-2+i
i 20

_ —1+3 i 1+/3

Z 5 ouz = +1i

Sc = {—1+\/§_ y 1+\/§+ i}

- 2 )

4. NOMBRE COMPLEXE ET CONFIGURATION DU PLAN

Exercice 52

WZ—-il=2|Zy—Z4l=20uZy=1i

L’ensemble des points M est le cercle de centre A et de rayon 2
QZ-1+2i=Z+2-ile|Z-A=-2)|=1Z-(-2+1)|
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OUZy=1—2ietZ,=—-2+i

L’ensemble des points M est la médiatrice du segment [BC].

Exercice 53

Ona:

Zc=Zy _ B+ _ 1 43,

Zp—Zs 20 2 zl

Ona |Zc—ZA| - |1_£-| =1 % =1 AB = ACetArg(AB;AC) = -2
Zp—Z, 2 2 AB 3

Donc ABC est un triangle équilatéral de sens indirect.

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1

1)

£3

NZgp =2i+3—i=3+i

Z

3 . , 3 .
ﬁ_j—z—3l—2l—5—5l

Zgp=-3+i-2+3i=—>+4i
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Zyp = 2(=3+i—20) =—6—2i

. —-3+it2i . —3+3i
3)l a pour affixe . soit

Exercice 2

Ecrivons sous forme trigonométrique

1l)ab = 6(cos (g+£) + isin(g+1—n2)) =6 (cos§+ ising)

ab® =18 (coss—n + isins—”)
12 12

a’b =12 (cos7—7r + isin7—n)
12 12

b 3 b , . b
== (cos(=55) +isin (=)
2)Déduisons -en la forme algébrique

1 3
ab:6<§+\/7_i>=3+3i\/§

a_a’bh _ 12 T, . . T 2(v3 1. V3, 1.
—=—=—(COS—+LSIH—) =—(—+—l) =—+zi
b ab? 18 6 6 3 3

Exercice 3

1)|U| = V2 etarg(1 — i) =§

V= _T
|V|—2etarg(\/§—1)— :
22 UV=01-D(3-i)=V3-i+iV3+1=1+V3+i(-1+3)
D’autre part UV = 242 (cosl—7T2 + isinl—nz)

. _ £_1+\/§ . l_—1+\/§
2.b)ona.UV—UVdonccoslz— 27z etsmlz— Vi

Exercice 4

a)(cosx + isinx)* = cos4x + i sin*x
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= cos* x — 6 cos? x sin? x + sin* x + i(4 cos3 x sin x — 4 cos x sin> x)
Ainsi cos 4x = cos* x — 6 cos? x sin® x + sin* x
b) cos 5x + cos 6x

= cos® x — 10 cos® x sin® x — 5 cos x sin* x 4+ cos® x — 15 cos* x sin? x —
15 cos? x sin* x — sin® x

c)sinx — sin 2x + sin 3x — sin 4x

= sinx — 2 sinx cos x + 3 cos? x sin x —sin3 x —
4 cos® x sinx + 4 cos x sin® x

Exercice 5

Linéarisons

1) cos4x:1—16(2cos4x+8c052x+6)

3

. 1 . . .
cos?xsin®x = —3—2(251n5x—251n3x—4smx)

5, _ cind oy — L 3 3 _1 _1 3
€os” x — sin®x = —2cos 5x + 3 c0s 3x + 5 COSX — 5 COSX — ~COS 2X +

2) Déterminons les racines carrées de chacun des nombres complexes
suivants

Z =2

x*+y?=
x2_y2=0
2xy =2

x2=1doux=1oux=-1
Six=1,y=1;six=-1,y=-1
Les racines carrées de 2isont 1 +iet—1—1i

Z=3+4i
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x2+y?=5
x2—y2=3
xy =2

x?2=4.Doux=20ux=—2
Six=2,y=1;six=-2,y=-1

Les racines carréesde 3 +4isont2 +iet—2 —i
Z =8+6i

x2+y2=10
x?2—y?2=38
xy =3

x?2=9doux =30oux=-3
Six=3,y=1;six=-3,y=-1

Les racines carrées de 8 + 6i sont 3 +iet—3 — i
Z=5-12i

x?+y2 =13
x2—y2=5
xy = —6

x?2=9doux =30ux=-3
Six=3,y=-2;six=-3,y=2

Les racines carrées de 5 — 12i sont 3 — 2i et —3 + 2i
Z =-7+24i

x?+y%2 =25
x2_y2=_7
xy =12

x> =9doux=30ux=-3
Six=3,y=4;six=-3,y=—4
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Les racines carrées de —7 + 24isont 3 + 4i et —3 — 4i
Exercice 6
1) Résolvons dans C
A= (20+1 cos0)” = 4 x 2260 = (i26*15in )
Z =2%(cos 0 + isinB) ouZ = 29[cos(— 0) + i sin(—6)]
Sc = {2%(cos 6 + isin6) ; 2%[cos(— 0) + i sin(—0)]}
20,6 4T

. T
2)OAB est équilatéral & S e 3 ei20 = oty o 20 = gou 20 =
s

3

Exercice 7

1) Résolvons dans C

Soit a cette solution réelle ona:
a—a’—-a—-2+i(2—-a)=0
2—a=0eta®>—a?—a—2=0donca =2

AinsiP(Z)=(Z-2)Z*+Z+ (1-1))

A= =3+ 4i = (1 + 2i)?

Z=1+iouZ=-i

Sc={2;-1-1i;i}
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2.a)

Z4-27 2—-i —1+2i . . )

2.b) 2=E = - = —— =, d’ou le résultat
Zg—Z¢ —-1-2i 1+i

Exercice 8

1) ona: (Z?+1)(Z?2-4)=2%-37?>—-4

2) Résolvons dans C

() Z?°+1=00uZ?-4=027?=—-10uZ?=4
©Z=iouZ=—-iouZ=20uZ=-2

S¢ ={i;—i;2; -2}

3) figure

.I 190 Livre du professeur Maths T'"*C




4)Zﬁ:2+ietzﬁ=2+idoncﬁ=c_ﬁ

. , ZpA—2Z, 20 1. 1. .
D’ol ABCD est un parallélogramme de plus =2—=¢ == =-jet=i € iR*
Zp-Z5 4 2 -2

Donc (AC) L (BD) par suite ABCD est un losange.
Exercice 9

Soit ib cette solution imaginaire pure
ona:—b%?+2b+i(—b%+5b>—-10b+8) =0doub =2
Ainsi P(Z) = (Z —20)(Z? + (1 —3i)Z —4)

A= 8 —6i = (-3 +i)?

7= —1+32i—3+i ouZ = —1+32i+3—i

Z=-2+4+2iouZ=1+i

Sc=1{2i;—-2+2i;1+ i}

Exercice 10

1) Déterminons les racines cubiques de 1

Ona: Z3=1
(1.1 V3. _1_ .3
S‘C_{l’ st lz}
Les racines cubiques de 1 sont donc 1 ; —% + i\/z—§ et — % - i\/z—§

2)2-1)3=8-12i—6+i=2—11i
3)Déduisons Les racines cubiques de 2 — 11i

3
OnaZ3=2—11i<:>Z3=(2—1)3@(%) = 1 d’apres 1)

Z=@2-dx1louz=@2-)(-2+i2)ouz=-i(-1-i2)

S(C:{Z—i;_2+‘/§+(%+\/§)i;_2_\/§+G—\/?)i}

2 2
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Les racines cubiques de 2 — 11isont2 —i; 2+\/_ ( + \/_) iet— \/_ +
1 ,
(G-V3):
Exercice 11
9 A .. T b4 .. A
1l)a = 5 X 23 (cos (— 5) + isin (— ;)) =93 (cos (— ;) + isin (— ;))
2.a)0naa= 9V3e
Les racines cinquiemes de a sont les nombres complexes de la forme
_ /a5,
Zr = V93e ik €{0;1;2;3;4)

b) représentation graphique des racines cinquiemes de a

Exercice 12
1)Z e Rearg(Z) =km; ke Z

@arg(z(z—lz)) km @arg((z )) km

Z)—knouZA—letZB—Z
A

@arg(z —

@mes(m;m) =kn
Ainsi I'ensemble des points M est la droite (AB) privée des points 4 et B
2)Z € iR <arg(Z) = g + km
@mes(m;m) =§+kn;k eEZ

L'ensemble des points M est le cercle de diameétre AB privé des points A
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i
R
o
\Tﬁr\_\_,/
=

Exercice 13

iz
f@2) ==

, ib , . , 2—i  1-3i

l)f(b):1+21®E:1+2“:)b(1+l):2_“:)b:1_+i: P

, iz 1
Af(2) —i==—i=—=

. 1 1 . 1 .
or|f(Z)—il = T ;et arg(f(Z) — i) =arg(z—+i) =—arg(Z+i)=—-a

Ainsi f(Z) —i = %(cos(—a) + isin(—a))
3.a)ZA =—i
f@-il=VZelf@-Zl=Vie | =VIelz+i=Le

V2
|Z_ZA| :7

L’ensemble (C) des points M est le cercle de centre A et de rayon \/75

s

b)arg(f(Z) —1i) = % + 2kn © arg (ﬁ) =5t 2kt & —arg(Z +1i) = % +
2km

S arg(Z —7Zy) = —%+2kn@Mes(ﬁ;m) = —%+2k7r;k EZ
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L’ensemble (T ) des points M est la demi-droite de repére (4;e;) privée de A
avec mes(l—f;—e_\l’) = —%
cona:|f(b)—i| =|14+2i—i|=|1+i] =+v2 doncB € (C)
d’autre part arg(f(b) —i) =arg(1+1i) = % doncB € (TI')
par suite B appartienta (C) eta (TI')

Constructionde (C) eta (I')

h

L B

Exercice 14
Démontrons que Z est un réel

N+iZl=1-iZ|le1+iZ|>?=11-iZ|* &
1-i2)A-iZ)=01-iZ2)(A+iZ)

S1—iZ+iZ+Z7=1+iZ-iZ+27©27-27=0c
20Z-2)=0

e7-7=07=127
DoncZ € R
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Exercice 15

Ecrivons sous forme algébrique

.(37‘[_71,'

1) ze(‘i%) X d(%) =2e\% ) = 2el7 = 7
@, e

2e _ 2 il=+ _2

%_Ee( )_3 3
273 2 i(_E+5_") _2 %2,

3e 1(5?71')

2)

3)

Exercice 16

Ecrivons sous forme trigonométrique chacun des nombres suivants

)tanG—i __sinf—-icosf __ cosO+isinf cosf+isinf _ el
tan0+i sin@-icos® —cosfH+isind cos(m—0)+isin(m—0)  eilm—6)

cos(20 — ) + i sin(26 — m)

1 cos 6 —i ..
) e~ cosiieng cos 6 e™% = cos 6 (cos(—8) + i sin(—8)) car
cosf >0

. . . . . .0 .0 .8 .0
3)e’? + %0 =ef(1+e'0) = et (e‘Ee_‘E + elEe‘E) =
ol /& 8
et [62<ez+e 2)]
36

=2cosfe'z comme cosf > 0, alors

el 4 210 — 2c050 (cos (?) + isin (?))

) 1+itan® _ cos@+isinf _ el® _
1-itan® cosO-isin@ e-i®

e? = cos(20) + i sin(26)
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Exercice 17
Déterminons les racines quatrieme de 81

7\* R
Ona: Z*=8leo7*=3*s (E) = 1 or les racines quatriéme de 1 sont
1;,-1;iet—i
DoncZ=3X1ouZ=3X(—1)ouZ=3X%XiouZ =3X(-i)

Les racines quatriemes de 81 sont 3; —3; 3i et —3i

Construction des points images

Exercice 18
1) Déterminons les racines n-ieme de —i
iz i
Ona —i=e zainsi Z"=e 2

| 2km

Zy =ei(_ﬁ+T);k €{0;1;2;...... ;n—1}
Déterminons les racines n-iemede 1 + i
Ona:1+i=+2e% ainsiZ™ =2’

.(11: 2km

= i(+2)
Zy =2zzme\an’ n )ik €{0;1;2;...... ;n—1})
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2.a) calculons
(9+i)?=81—-1+18i =80+ 18i

2.b) Résolvons dans C

(B Z?+((7—-1)Z—-8-8i=0avecZ = z3

A= (7—0)%4+4(8+8i)=49—1—14i+32+32i =80+ 18i =
(9 +0)?

L —7+i4+9+i . —7+i-9—i
A|n5|Z=T=1+LouZ=T=—8

De pluson a:
(E):z3=1+iet (E)) :2z3=-8

Résolvons (E;)

m | 2km

(E)):z3 \/_e adonc Z; = 26e (12 =), ik €{0;1;2}

1 37I 1 1717.'
DouZ—Zée 12 ouZ—Zse % ouZ = 26e' 12

Résolvons (E,)

) (1 2k
(Ey):z3 = 23e™ donc Z;, = Zel(5+T);k € {0;1; 2}

T . 5T i
DouZ =2e50uZ =2emouZ =2e3 =2e 3

1 3w 1 m i . _i®
S(C={26e 12; 26es ; 26e' 12 263 2e'™; 2e 3}

Exercice 19

n
Déterminons les entiers naturels tels que (1 + l\/§) soit un nombre réel

positif. Ona (1 + i\/§)n =2ne's
Donc(1+i\/§)n€]R§+@%=2kn®n:6k;kez+

n=6k;keZ,
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Exercice 20

Y e (e u+n1-D=01-2)(-1-2)

©1-Z+7Z-72Z=-1+7Z+7Z+7Z7 < 277=2
e77=1
@\/ﬁ=1
e|Zl=1
Exercice 21

1.3) Z=Re(Z) +iIm(2)

Ona: |Z|=\/(Re(Z))2 + (Im@2)* et 12|20
Si Re(Z)<0,alorsRe(Z) <|Z|

Si Re(Z) =0, alorsona

1Z 12— (Re(2))” = (Re(2))” + (Im(D))” - (Re(2))” =
(Im(2))°

Or (Im(Z))2 >0 DoncRe(Z) < |Z|

Par suite pour tout nombre complexe Z ona: Re(Z) < | Z |

b) Re(Z) = | Z | si Re(Z) = 0 et\/(Re(Z))z + (Im(2))" = Re(2)
douRe(Z)=0et Im(Z) =0
2a)ona:|Zy+2Z,1°=(Z1+2Z,) (Z{+ Z,)
=|Z P +1Z; 1>+ 2Re(Zy X Z;) (1)
Ord’aprésl.a)ona: Re( Z; X Z, )<| Z; X Z,| (2)
Dot Re( Zy X Z ) < | Z1| 1 Z,|
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De(1) et (2) on obtient :
| Zy 12 +1Z; 12+ 2Re( Zy X Z3 ) < | Zy 12 4125 | + 2] Z4]1 Z4|
| Zy+ Z, 12 <1 Zy 1P+ 12, 17 + 2] Z4] | Z,
| Zy + Z, 12 < Zy 1P+ 1Z, 12 + 2] Zy] | Zy]
| Zy+Z, 1P < (1 Zy | + 125 ])?
Parsuite | Z; +Z, | < |Z1 | +1Z; |
b)Si Z,=A1Z;avecA >0
on a d’une part
| Z1+Z | =121+ 22| =1+ A Z1]| = (1 + )| Z4]
et d’autre part
| Zy [+ 125 | =1Z4] + 1A Zy| = |Zo| + |Zo ]I = 11+ A Zy ] = (1 + )| Z4]
Donc Si Z, = AZ; avec A > 0 alors | Zi+Z, | =12, |+ 12, |
3a) Pourn=2ona |Z;+7Z,|<|Z, |+ |Z, |
Supposons qu’il existe un entier naturel n > 2 tels que
| Z1+Zy+ o+ 2| S | Zy |+ Zy |+ .+ 2,

et montrons que
| Z1+Z+ ot Zy | S N Zy |+ Zy |+ Zggq |

ona: |ZI+ZZ+ ....+Zn|S |le+|22|+"'..+|Zn|

d,Ol\J |Zl+ZZ+ +Zn|+|Zn+1|S |le+|ZZ|+”'+|ZTL|+
| Zn+a | (1)

or|Zi+Z,+ o4 Zpi1 | S Z1+ 2+ oo+ Zpl + | Ziq | (2)
doncde (1)et (2) ondéduis que

|Zl+ZZ+ +Zn+1|S |le+|Zzl+"'..+|Zn+1|
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En conclusion
Pour tout entier naturel n > 2,o0na

| Zy+Z,+ o+ Z | < | Zy |+ Zy |+ .+ 2, |

b) on suppose que Z;; Z,; ....et Z, sont tous non nuls
S'il existe des réels A1; Ay; A3, ...., A, tous strictement positifs tels que
pour tout

k=1,..,nona Zy= A Z;
d'unepart |Z1+Z,+ .+ Zy| =21+ 21+ ..+ A, Z4]
=|(A+ A+ .+ 4 Z4]
=(M+ L+ o+ )] Z4]

D'autrepart | Z; |+ |Z, |+ ..+ Zy | = | M Zo |+ | A0 Z1 | +
e A, Zy |

Ml Zy 1+ A1 Z, | +
e+ A, Zy |

Par suite |Zl +Zz+ +Zn|= |Z]_|+|ZZI+“'+|Zn|
EXERCICE 22

1) L'impédance complexe Z est égale a

2 2
) Lw + oW

. 1 1 .3
Z=Zp+ Zu+Zc = R+jLw+ = R+(-5+1 3

=R-Z- L +i(

Lwv3 \/E) _ 2CRw-LCw? -1 . LCw?V3 -3
2 2Cw N

- +1
2 2Cw 2Cw 2Cw

La partie réelle de I'impédance complexe Z est donc

Lw 1 2CRw — LCw? — 1

2 2Cw 2Cw
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2) larésistance X correspond a la partie imaginaire de Z

Lwy3 _ﬂ_ LCW2\3 —+/3

Onadonc X = =
2 2Cw 2Cw

3) L'impédance de I'association correspondant au module de Z

Ona |Z|= R—T—E“(#_z%ﬂ

2 2Cw 2 2Cw

) e ()

\/ ( 2CRw — LCW? — 1)2 + ( LCw2y3 -3 )2

2Cw 2Cw

1 2
E\[(ZCRW — LCw? — 1)2 + (LCwZ/3 — V/3)
4) Le déphase entre I'impédance et le courant est

¢ =arg(Z)

_ 2 _ 2./ _
(p:arg(ZCRw LCw 1+l.LcW\/§ \/§)

2Cw 2Cw

2CRw — LCw? —1
Ona cos@p = et

\/ (2CRw — LCw? - 1)2+( Lew?V3 -3 )’

LCw?y3 -3
[ rowr—sticns

sing =

EXERCICE 23

1) Détermination de I'impédance complexe

_ZRXZL
T Zp+ 27y
1, .3 1, .3
R]LW _ (—E‘Fl?)RLW _ (—E+l7)RLW

R+ jlw R+(—%+i§)Lw (R—%LW)+L’<L“;‘/§>
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D’ou I'impédance de I'association est

(——+1‘/_)RLW ‘(—l+i£)RLW‘
|Z|= Lw+3 = - - Lwv3 =
‘ |(R——L )+ ( - ) |(R——Lw)+ ( - )‘
—l+l— | RLw |
‘(R—£Lw)+l<”;‘/_)|
RLw RLw

2 JRZ-RLw+ (Lw)?

[y e (29)
2) Détermination de déphase ¢

Ona p=arg(Z)

(__.H‘/_)RLW _ —RLw+iLRwy3
(roguw)vi(25%) - (BR-bwwionls -
2 2

et Z =

(—RLw + iLRwv3) ((2R = Lw ) = iLw+/3)
(2R—Lw)? +(LW\/§)2

(—RLw + iLRwv3) (2R = Lw) = iLw+/3) >

d’ol =
ou ¢ arg< (2R—LW)2+(LW\/§)2

3 a) 'amplification d’un filtre est égale au module de la fonction de transfert

. 1 1
dou T = =

1
or T_1+fRCW 1+(——+l‘/_)RCW (1-3Rew)+ (RC“Z"F)

Donc|T | = = =

J1—RCw + (RCw)?

b) ¢ =arg(T) = arg( (1__RC )1 (RCW‘/_)> = —arg <(1 —% RCW) +
(2r9))
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SITUATIONS COMPLEXES

z—-2i
z—-(1-1)

Exercice 24

z—-21

arg(Z_Hi) =§+k7r, kel arg(

)=§+kn,kez

= mes(m;m?))=§+kn,kez

ouzy, =2ietzg=1—-1

mes(MA ; MB) == + kr donc Mes(MA ; MB) =< ou
2 2
71’

Mes (m, W) =—=

2

Par suite, I'ensemble des points M est le cercle de diamétre [AB] privé des
points A et B

Exercice 25

Les sommets d’'un hexagone sont les points images des nombres complexes
solution de I'équation (E) : Z6=1

Eneffet Z°=1 & 76 =¢%0

Les solutions sont les nombres complexes de la forme
i(27) . e
Zy=e\e/);ke{0;1;2;3;4; 5}soit Z, =e 3 ;k€{0;1;2;3;4; 5}
iZ 2z - -2i% —iZ
Donc Zy=1;Z=e3;Z,=e3 ;Z3=e";Z,=¢ “3etZg=e 3

SiMy; My ; My ; M3 ; M, et Mg sont les points images respectives des
nombres complexes Z, ;Zy; Z,; Zz; Z4 et Zs,alors My ; My ; M, ; M5 ;
M, et My appartiennent au cercle de centre O et de rayon 1, donc

mes( OM,, ; OMj ;1 ) = g par suite OM; Mj,,, est un triangle équilatéral.

Connaissant A ici My, le triangle O M M, ; étant équilatéral on utilise le
rayon pour placer successivement sur le cercle a partir du point A les autres
points My ; M, ; M5 ; M, et Mg

Ainsi nous avons construit I’"hexagone My My M, M3 M, M.
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FONCTIONS EXPONENTIELLES ET
FONCTIONS PUISSANCES

EXERCICES DE FIXATION

Exercice 1

1) V;2)F;3)V:4)F;5)F;6)V;7)F;8) V;9)V.
Exercice 2
a) e®xe’t=¢e?
b) e®xe3=elt
c) edxe?t=e’

d) e®xe3=e?
1+In3

e _ ,14In3-2-1In3 _ 41
e) e2+in3 ~ e =e
Exercice 3
e’ 7-3 4
a) S=e” =e

b) (e™®)6 xe*=e?

e’xe % A
c) —=e’ "3 =e0 =1
e
Exercice 4
-1
1 (e*) 6 6
= e )(1: h
a) (e™3)2 e2xe6 € €

b) (e73) 3 x (e *)?=exe®=¢?

Etude de la fonction exp

Exercice 5
Affirmations Réponses
a =2 &x=2 faux
b e>2 & 1In2<x vrai
c In(e*)<3 < x>3 faux
d x>-1 < el<eX vrai
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Exercice 6
a) Vxel0;+oof, -2e*+x= x(—Z% +1)

liT X = 4o
X—>+00
_ o = lim (-2e*+x)=-o
lim (—2— + 1) = —00 x—>+00
X—+00 X
b) lim xe ™= lim ix =0 (limite de référence)
X—+00 X—+o00 €

x
c) Vxel0; +oof, e*-x= x(e;— 1)

lirp x = +oo

X—400

ox = lim (2e* — x) =+
lim (S-1) =400  xove

X—+ 0o X

1+e*
li = li *+1)=1
d) x—l)rglw ex x—l)I-Poo(e +x)
e) Vxel0; +x], eX-Inx=x(67—m7x)

lim x = +o0
X—+00 )
e Inx = lim (e* —Inx) =-©
(— — —) = 400 X—+00
X

lim
X—>+00
1

f) limVxInx = lim xzlnx = 0

x-0 x—-0
> . >

lim —x = 4o

X——00

8) lim 4e* =0

X—>—00

= lim (—x + 4e*) =+
X—>—00

Exercice 7
Cette courbe et celle de la fonction exp sont symétriques par rapport a la
droite (0)).

0 -1
e* 1 e
.:ifl:
\
{
\
\
O —— x
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Fonction du type e"

Exercice 8
Pour tout x élément de ]0 ; +o[ ;
h(x) = eV2*

h'(x) :\/% eV2x
h'(x) =% eV2x

Exercice 9
a) Pourtout x élément de R ; f(x) = e®!  f'(x) = 2e>*!
b) Pour tout x élémentde R ; f(x) = xe*" f "x)=(1+ 2x2ex2)

1 -1

c) Pourtoutx élémentde R; f(x)= ez * fix)=-1ez"

3x—-1

d) Pourtoutx élémentde R; f(x) = ZZT
3e3¥ 1 (x2+1)—e3¥1(2x)

f (X) = (x2+1)2
oy _ €37 1(3x2-2x+3)
f (X) - (x2+1)2

Exercice 10
a) Pourtout x élémentde R;

f(x) = 4e™2
F(x) = ™2
b) Pourtout x élémentde R;
g(x) = 2xe*”
g(x) = u'(x)e"™ ou u(x) = x2
G(x) = e*’

c) Pourtoutxélémentde R;
h(x) = (X + z)ex2+4x+1
h(x) = %(zx + 4)ex2+4x+1
h(X) = %u'(x)eu(x) Ol\J U(X) = X2+4X+1

H(x) = %ex2+4x+1

Exercice 11

etanx

F(x) = +C

2
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Equations et inéquations faisant intervenir

Exercice 12
a) e¥-5=0 & e¥*=5%

< 3x=xIn5
In5

Ins.
n
=51
b) e¥**=2 < 3x+4=1In2

—4+In2
& X=

—4+In2
Sp={ 3

}

) e™=\e & sinx:%
c>sinx=sin§
C>X=§+2I075 0UX=x=n-§+2qn (pel et qel@)
C>X=§+2I075 0UX=X=2?”+2qn (pel@ et qeld)
Sc={§+2pn;2§+2qn(peetqe)}

d) e*=2e*=0 < -x=In2+x

—In2
SSX=—
2

.- i

e) e¥-3e*+3=0 < (e*)?-3e*+3=0
A=9-12=-4
A<0 = Vxel, e*-3e*+3>0
Se=J
f) e3x(ex+3_1)=0® e =1
< x+3=0
&=-3
St ={-3}

Exercice 13
a) 3e¥-16e*+5>0 < 3(e¥)?-16e*+5>0
A'=64-15=49
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<-In3 ou x>1In5
S, = ]-00; -In3]U[In5 ; +o0]

b) e*3<In3 < 2x+3<In(In3)

—3+In(In3)
SO X<K————=

—3+In(l
5b=]-00;3++(n3)

c) V.=0@*
e?*+1 1 e?*+1
el T T gy

= ezziz_xl <0 [2e*>0
= e¥*-1<0
= x<0
Sc=]-0;0[
d) 2e¥1-3e*+1<2e < 2ee®-3e*+1-2e <0
A=9-4(2e)(1-2e)
= 16e’- 8e + 9 (~ 105,5 a 10 pres)
3-m< 34+V16e2—8e+9

[

+1<0

e*<

4e 4e
« _ 3+V16e2—8e+9
e
4e
3+V16e2—8e+9

X< |nl—————

4e

3+V16e2—8e+9
Sa= o0 In( S0y

Fonction exponentielle de base e
Exercice 14
a) Vxe R, 2*=e?
1 X
b) Vxe R, (—) = g*in2
2
c) VxeR;

3% (3)x xln
— = - =e 5
5% 5
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Exercice 15

Il suffit d’étudier la fonction f telle que : f(x) = e
Exercice 16

Utiliser la formule In (a*) =xIn a

Exercice 17

a) vVxeR;
22+x X 2-2)( - 22—x

b) VxeR;
2% 2\*
==()

c) VxeR;
72—x X 7—2x = 72—3x

Exercice 18
2X9-5X3*+2=0< 2X(3)?-5%x3*+2=0
A=25-16=9

5-3 5+3
3 =—ou 3 =—
4 4

3 =1 oy 3¥=2
2

—-In2 In2
=—— oux=—
lnl3 ) In2 in3
-In n
S={——, —
{ In3 ’ In3 }
Exercice 19

2X9-5X3+2>0 < 2X(3)?-5%x3"+2=0

1
Ry 3x<5 ou 3x>2

—In2 In2
SO X<— ouUX>—
In3 n3

o~

Exercice 20
<2 & x< X
< 2x<0

= x<0
S=]-0;0[
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Exercice 21
(0,5)*>6 < -xIn2>1n6

—-In6

SOXL——
lnzlé

—In
S=]-0; —
J-oo; ——1

Fonctions puissances
Exercice 22
Df =]0; +oof
*Vxe]0; +oo[ ;
f(x) = x5
f'(x) = V5 x V571
f'ix)<0
D'oy, f est strictement décroissante sur ]O ; +oo[
*Vxel0; +oo[;
1

f(x) = o

lim f(x)=0
xX—+00
D'ou, la droite (Ol) est une asymptote a (C) en +o0

)lcl_r)% f(x) =4+

>
D'ou, la droite (0J) est une asymptote a (C)
sk
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Exercice 23

Affirmation Réponse
a | Lafonction : x > (2x - 1) est dérivable sur ]0 ; +oo[ | faux

b | La fonction : x — (€*1)""2 est dérivable sur ]0 ; +oo[ vrai
c | Vxe]0; +of, [(e¥-1)"]" = e¥In2 (eX - 1)*n? vrai
Exercice 24

a) Pour tout nombre réel x;
g(x) = (1 +e72)V7
g'(x) = -2v7 e 72X (1 + e~ 2%)V7-1
b) Pourtout nombre réel x;
BX) = (x? + e~)!"2
g'(x) = (In2)(2x - e™¥)(1 + e~¥)In2-1
c) Pour tout nombre réel x;
g(x) - (3ex + e—x)lnz
g'(x) = (In2)(3e* - e7*)(3e* + e ¥)In2-1

Exercice 25

Notons g la fonction donnée et G une primitive de g sur R
a) Pour tout nombre réel x;

g(x) = (ex)1+ln2

g(x) - e(1+ln2)x
G(X) - 1 e(1+ln2)x
1+in2

b) Pourtout nombre réel x;
g(x) =(1 _ 3e—3x)(x + e—3x)—1+ln3
g(x) = u' () (u(x))"1+"3 ol u(x) = x + e
G(x) = % (x + e=3%)in3

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1
1. FAUX
2. VRAI
3. FAUX
4. FAUX
5. VRAI
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Exercice 2
1. A

2.
3.
4.

™ > @

Exercice 3
e*—=2e7=1 (1)
3 {ex+ey=4 (2)
(2)-(1):3e"=3
e'=1
(2):e¥=4-1=3
x=In3ety=0
Sa={(In3;0)}
e*+3e¥=1 (1)
b) {ex _5eY =7 (2)
(1) - (2) : 8e¥=-6 (impossible)
Sb=9
5e* -3e¥ =7 (1)
c) {ex —5¢Y =11 (2)
(1)-5(2):3e¥=3
e'=1
(2):e*=4-1=3
x=In3ety=0
Sa={(In3;0)}

Exercice 4

Pour tout réel x, P(x) = 2x3 - 5x% + x + 2
1. a)P(1)=2-5+1+2=0

b) 1 est un zéro de P.

D'ou, pour tout réel x ;

P(x) = (x-1)(2x*+bx-2)oub e @;

Par identification des termes de degré 2

b-2=-5

b=-3

P(x)=0 < x-1=0 ou 2x*-3x-2=0

< x=1ou(x-2)(2x+1)=0 |2 est une solution évidente

& leoux:20ux:—%
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Sw={3;1;2}
2. a)(E):2e>*-5e*+e*+2=0<2(e*)3-5(e)?+e*+2=0
& ef=1ou =2
< x=0 ou x=1In2
523={0;|n2}
b) (1) : 2e¥-5e* +e*+2< 0< 2(e¥)3-5(e*)?+e*+2< 0
< (e*-1)(e*-2)(2e*+1)<0
< (e¥-1)(e*-2)<0 [2e*+1>0
& 1<e¥<L2
& 0<x<In2
S =[0; In2]

Exercice 5
Pour tout x élément de 10 ; +o[ ;

— alnx — Inx\~1 _1
fx) =™ = (e"™) " ==
Exercice 6
Df = R

( )_ e~ *+1
1. Pourtout réeI X, on multipliant le numérateur et le dénominateur par
e*, f(x) = e
2. Soit F la primitive cherchée
Pour tout réel X;

f()— ou u(x)=e*+1
F(x) = 3In|e +1| +c(ceR).
F(0)=0 < 3In2+c=0

& c=-3In2

VxeR, F(x) =3In|e*+ 1] - 3In2

Exercice 7
a) 5*-5*=5 etposert=5* Ona :t-it=5

5+29)
— l 2
x=log,
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b) En divisant membre a membre par 9%, ona:

vewer o () () 100

) 2\* < s . .
Il suffit de poser (5) =t et se ramener a I’équation du second degré t? +t—1
=0

(—1+\/§)
S = { logg 2}
3

Exercice 8
Le plan est muni d'un repére (O, 1, J).
Représente graphiguement les fonctions f, g et h.
1. f(x)=x%7
0<0,75<1
D'ou, la courbe représentative (C¢) de f a la méme allure que la courbe
représentative de la fonction : x — Vx .
2. g(x)=(0,5)
0<0,5<«1
D'oU, la courbe représentative (Cg) de g a la méme allure que la courbe
représentative de la fonction : x> e™.
3. h(x)=2%-2
2>1
D'oU, la courbe représentative (Cn) de h a la méme allure que la courbe
représentative de la fonction : x — €*, translatée de -26f.

1
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Exercice 9
e*-3
eX—1

Fonction f de R vers R définie par : f(x) =
1. xg¢Df <e*-1=0

&S e=1
& x=0
Df=R *
1-3e7 % . e ™
2. a)*Vxe]0; +o[, f(x) = P | on multiplie f(x) par g

X—+00 .
PRV
x—>+ool—e_x_

[ lim (e¥-3)=-3

{ lim (1-3e™™) =1

e — lim f(x)=3
—_1 X——00

x——o00 eX—1

*lim f(x)=1

X—+00
D'ou, la droite d'équation : y = 1 est une asymptote a (C) en +oo.

* lim f(x)=3
X——00
D'ou, la droite d'équation : y = 3est une asymptote a (C) en -co.
lirré(ex —3)=-2
X—

x—0e*-1 <
<
lim(e* —3) = -2
N x—0 .
i = 4o = IO =
x—0e¥*-1 >

>
* 15 =
)lcl_r)r(l)f(x) = 400

<
D'ou, la droite (OJ) est une asymptote a (C).
*lim f(x) = -0

x—0

>
D'ou, la droite (OJ) est une asymptote a (C).
3. a) Vxel*;
oy eX(e*-1)—(e*-3)e* = 2e*
Fix) = (eX—1)2 " (e¥-1)2
f'(x)>0

D'ou, f est strictement croissante sur ]-oo ; O[ et sur ]O ; +oo[
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b)

f -00 0 +00
f'(x) + +
400
flx) [3—
1
B /
4,

,y

|

[

[

|
Cy/
o / x
/
|
|
I
|
Exercicel0

1. VxeR,P(x)=2e*-5e*+2
xel, P(x) =0 < 2(e)?-5e*+2
& (e¥-2)(2e¥-1)=0 |2 est une solution de 2t>-5t+2=0
& ef=2o0u e"=%

< x=In2 oux=-In2

S={-In2; In2}
2. P(x)<0 < (e*-2)(2e*-1)<0
2= %<ex<2

& -In2<x<1In2
D'ou : Vxe]-; -In2[U]In2 ; +oof, P(x) > 0 et
Vxe]-In2 ; In2[, P(x) <0

3. x¢gDf <e*-1=0
oef=1
< x=0
Df=R*
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. = lim f(x)=+w

lim (2x 4+ 1) = 4o
4. a)* {x_)m

im =0 x—+00
x—+o0 e¥—1

(Limite d'une somme)

lim (2x +1) = —o0

* {"*‘“ 1 L = i f)=-e
= — X——00

(Limite d'une somme)
* lim f(x)=1

X—>+00
lim(2x +1) =1
X—
b) *<{ fim L = —o = limf(x)=-o0
x—0e*-1 XZO

<
1in(1)(2x+1)=1
X—

* lim -2 —doo = }Ci_r%f(x):+w

x;Oex—l >

c) * )lci_r)r(l)f(x) = -00

x——o0 e¥—1

D'ou, la droite (OJ) est une asymptote a (C).
* 13 —
}Cl_r%f(x) = 400
>
D'ou, la droite (0OJ) est une asymptote a (C).
5. a)Vxel*,;

flx)=2x+1+
e

1) —
f'(x)=2 12
_ 2(e**-2e*+1)—e*
T (e¥-1)?
2e%*—5e¥42

(e¥-1)2
P(x)

(e¥-1)?
b)Vxel*;
(e*-1)2>0
f'(x) a le méme signe que P(x).
D'ol : Vxe]-0; -In2[U]In2 ; +oof, f '(x) >0 et
Vxel-In2; 0[U]0; In2[, f'(x)<0

eX—1
X
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X -0 -In2 0 In2 +00
f'(x) 0 0
Hoo +00
f(x) TS 22—
-2In2-1
-00 -00

. . 1
d) lim [f() - (2x + D] = lim ——
D'ou, la droite (D) : y = 2x+1, est une asymptote a (C) en +o0
. ) 1
6. a) xl_l)r_noo[f(x) —2x] = xl_l)r_noo(l +55)=1-1=0

D'ou, la droite (D) : y = 2x, est une asymptote a (C) en -0
b) Vxelow;0[;

ee
f(x) - 2x = )
e*>0ete*-1<0
f(x)-2x<0
D'ou, (C) est au-dessous de (D') sur ]-o0 ; O[

=0

c)
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d) Vxe R *;

1
f(x) = 2X:(1+E)

=2X +

eX-1
e) Vxel-0; 0[;
_ ur(x) . oax
f(x) = 2x + P olu(x)=e*-1

D'ou, les primitives de f sur ]-o0 ; O[ sont les fonctions numériques Fi définies
par:

Fu(x) =x*+In|e*- 1| + k (ke R)

f)F(-1)=1 et Vxe]-o0;0[ F(x)=x*+In|e*-1| +k (keR)

F(-1)=1 < 1+Injet-1|+k=1

& 1+In|?|+k=1

< Inle-1| +k=1

< k=1-In(e-1)

Vxel-00;0[, F(x) =x2+ In|e*- 1| + 1- In(e - 1).

Exercicell
Df=R
Vxe R, f(x) = x?e™
1. Vxel;
f'(x) = (-x* + 2x)e™
=-X(x - 2)e*
2. Pourtoutréelx;
e”*>0
f'(x) a le méme signe que -x(x - 2)
* Vxel]-0;0[U]0; 2[,f'(x)<0
D'ou, f est strictement décroissante sur ]-oo ; 0] et sur [0 ; +oo[.
*Vxe]o; 2[,f'(x)>0

D'ou, f est strictement croissante sur [0 ; 2].
*

X -00 0 2 +00
f'(x) - 0 + 0 R

(x)

\o — :_2\0
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= +00

3. lim f(x)=+0 et lim &
X—>—00 X—>—0o X

D'ou, (C) admet en -oo0 une branche parabolique de direction celle de la droite
Q).

a) *f(-1)=eetf(0)=0
* f est continue et strictement décroissante sur ]-1; O[
Et, f(0) < f(2) < f(-1)
D'oy, il existe un unique nombre réel oo compris entre -1 et 0 tel que : f(a) =

f(2).
4 a?

b) f(oc)—f(2) = e—z— e_“

PP
22

E 2
S <2£> = o?

e

2

o (Lel) o
< (glo)?=o?
< gla)=o car:gla) <0
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5. a)*gl1)=-—= et g(0)=

g(-1) ~-0,45 et g(0)~-0,74 (arrondl d'ordre 2)
* g est continue et strictement décroissante sur [-1; 0].
Et, g(-1)e[-1; 0] et g(0)e[-1 ; O]
D'ou:g([-1;0])c[-1;0].
b) Vxe[ 1; O] ;
g'(x) =- -62
g"(x)=- —ez
g"(x) < 0
D'ou, g' est strictement décroissante sur [-1 ; 0].
Par suite ;
Vxel[-1;0];
g'(0)<g'(x)<g'(-1)
oo -1
e <glx)< eve
, 1
lg'(x)] < >
6. a)* Vxel-1;0], g <
Et, Vne N, u, e [-1;0]
Et, a € [-1; 0]
D'aprés I'inégalité des accroissements finis,
Vne N ;
1
lg(un) - gla)| <=f un-atf
1
| Une1 - o] S;l Un- o
* Jui-af S§|Uo-0t|
luz- | <Jus -

1
|us- o S;lua-al

1

|Un'a| S;lUn-l'(Xl

En faisant le produit membre a membre et les simplifications nécessaires ;
1

Vnel, |un- ol Se—nluo-al

b) En majorant |uo-o| par1,ona:
1

Vnel, |un-al Se—n

c)eins 105 = |un- o] <10°
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< 10° = e">10°

= n > In(10°)

Et, In(10°) =~ 13,82 (arrondi d'ordre 2)
On peut prendre : n=14

SITUATIONS COMPLEXES
Exercicel2

Le chiffre d'affaire moyen annuel, en FCFA, en 2000+x : 300 X 164 000 X f(x).
300 x 164 000 X f(x) = 49 200 000 X f(x)

Soit A(x) le chiffre d'affaire moyen annuel, en milliards de FCFA, en 2000+x.
A(x) =0,0492 X f(x)

= 0,0492(5 + xe%2<1)

* La fonction A est dérivable sur [0 ; 20].

Vxe[0; 20];

A'(x) = 0,0492(1 + (0,2)x)e%>*?

A'(x)>0

D'oy, la fonction A est strictement croissante sur [0 ; 20]

* A(0) = 0,246

A(20) = 20,01 (par défaut a 1072 prés)

* La fonction A est continue et strictement croissante sur [0 ; 20].

Et, 3,936 est compris entre A(0) et A(20).

D'oU, I'équation : x € [0; 20], A(x) = 3,936 admet une unique solution a.
Déterminons o un encadrement de a par balayage.

A(10) = 1,58 (par défaut & 1072 prés)

A(15) = 5,69 (par défaut a 1072 prés)

10<a <15

X 11 12 13 14
A(x) par défaut & 102 prés 1,58 2,04 3,41 4,41
13<a<14

Soit N I'année cherchée.

N=2010+ 14

=2024

Exercice 13

Soit T I'heure du crime.

En prenant T comme I'origine du temps, on a:
f(0)=37, f(10-T)=32 et f(10,5-T)=31
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*£(0)=37 < A+20=37
& A=17
— —k(10-T) —
*{f(lo—T) =32 _ [17e 10-7) =32 (1)
f(05-T) =31 17e%105-T) = 31 (2)

D Jonne : e—k(10-T-10,5+T) _ 32
@) ' 31

Yte[0; +oo[ ;
f(t) = 17e 25t

- 17(91”(3))_%

31)2(10—T) .

*f(10-T)=32 < 17(5 =12

(2)2(104) 12
32 17
& 2(10-Tin(3) =n(2)
n(57)
)
= T=120- ln(g))
277 ()
T=4,515 (arrondi d'ordre 3)
T~ 4h 30min
Le crime a eu lieu aux environs de 4h 30min

< 20-2T=
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PPCM ET PGCD DE DEUX ENTIERS
RELATIFS

EXERCICES DE FIXATION

I. Multiple d’un entier naturel

Exercices de fixation
Exercice 1

1. 0 = 0xn, pour tout entier relatif n.

2. =4 =2%x(=2).

3.ab =ax(b) =bx(a).

4. Dans ce cas b est un diviseur de a eton a : : |a| > |b|.

Exercice 2

a) 2Z ; b) 3Z ; c) 6Z.

On va supposer dans toute la suite que n est nombre un entier naturel.

Exercice 3
x=nmpety=nqg;ona:x—y=n(p—q) et kx =n(kp). Dou le
résultat.

PPCM et PGCD de deux nombres entiers relatifs non nuls
Exercices de fixation

Exercice 4
Calcule le PPCM des deux nombres a et b dans chacun des cas suivants :
I)a = 4eth =6 ; 2)a = —4eth = 6;3)a =4eth = —6;

4)Ya = —4eth = —6.

1) PPCM(4;6)=12;2); PPCM(—4;6)=12;3) PPCM(4; —6) = 12;
4) PPCM(—4; —6) = 12.

Exercice 5

Supposons que PPCM(a ; b) = a.

Dans ce cas a est un multiple de b. D’ou : a € bZ.

Réciproquement, supposons que a € bZ.
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a est un multiple de b. Puisque a est multiple de a, I’entier a est multiple
communde aet b. Le PPCM de a et b est donc a.

Exercice 6

PPCM(24 ; 30) = 120. D’ou le résultat.

Exercice 7
PPCM(20 ; 30) = PPCM(5%4 ; 5x6) = 5 PPCM(4 ; 6) = 60

PGCD de deux entiers relatifs

Exercices de fixation
Exercice 8
1. FAUX ; 2. VRAI ; 3. VRAL

Exercice 9

1) PGCD(6 ; 12) = 6 ; 2) PGCD(— 8 ; 34) =2 ; 3) PGCD(—6 ; 12) = 6 ;
PGCD(—6; —12) = 6.

Exercice 10
Immédiat

Exercice 11

PGCD(24 ; 30) = 6. On en déduit que tout diviseur commun a 24 et 30
est un diviseur de 6.

Exercice 12

11 suffit de déterminer le PGCD (2730 ; 5610)

Exercice 13

PGCD(28 ; 35)=7x PGCD(4 ; 5) ; PGCD(28 ; 35)=17.

Exercice 14

1) PGCD(39 ; 65) = 13 ; Puisque 26 est un multiple de 13, il existe deux
entiers relatifs u et v tels que : 26 =39 u + 65 v.

2) Par la division Euclidienne, on a : 26 =39%x( — 1) + 65x1.

Exercice 15

Le dernier reste non nul dans cette méthode des divisions Euclidiennes
successives étant 36, on a : PGCD (360 ; 252) = 36.
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Exercice 16

a)
Dividende 92276 30621 413
Diviseur 30621 413 59
Reste 413 59 0

PGCD(92276 ; 30621) = 59

b)
Dividende | 871 533 338 195 143 52 39
Diviseur 533 | 338 195 143 52 39 13

Reste 338 195 143 52 39 13 0
PGCD(871 ; 533)=13
e)
Dividende 2021 53 7 4
Diviseur 53 7 4 3 1
Reste 7 4 3 1 0

PGCD(2021 ; 53) =1, etc

Nombres premiers entre eux

Exercices de fixation

Exercice 17

1. PGCD(9 ; 4) =1, d’ou 9 et 4 sont premiers entre eux.

2. PGCD(2 ; 6) =2, d’ou 2 et 6 ne sont pas premiers entre eux

Exercicel8

Posons : a = 12a’ et b = 12b’ ou a’et b’ premiers entre eux et
a<b.

De I’égalité a + b = 252, on déduit que : a’ + b’ = 21. Les couples
(a’; b") cherchéssont: (1;20);(2;19);3:;20);@;17);(5;16);
(8;13); (10 ; 11). Il suit que les couples (a; b) cherchés sont : (12 ;
240) ; (24 ; 228) ; (36 ; 216) ; (48 ;204) ; (60 ; 192) ; (96 ; 156) ; (120 ;
132).
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Exercice 19
Ona:52n + 3)-2(5n + 7)= 1. Les entiers 2n + 3 et 5n + 7
sont donc premiers entre eux d’apres le théoreme de Bézout.

Exercice 20

Les seuls diviseurs communs de a et b sont -1 et 1, implique que PGCD
(a, b) =1, par définition

PGCD (a, b) = 1, implique que les nombres a et b sont premiers, par
définition

PGCD (a, b) = 1 implique les entiers a et b vérifient I’identité de Bézout
les entiers a et b vérifient 1’identité de Bézout implique que les entiers a
et b sont premiers entre-eux et donc les plus grand diviseurs communs
sont ; 1 et-1

Exercice 21
Immédiat voir point méthode, page 216

Exercice 22
5 étant un nombre premier qui ne divise pas 21 est premier avec 21.

Exercice 23

Les couples cherchés sont les couples de la forme (—9k ; 4k) ou k est un
entier relatif quelconque.

NB. On pourrait écrire sous la forme (9k ; —4k) ou & est un entier relatif
quelconque.

Exercice 24
1)S={5k,k€Z};2)S={7Tk—1,k€Z}u{7k + 2,k € Z};
3) En écrivant x2 + x — 12 = (x — 3)(x + 4), on obtient :
S={11k -4,k € Z} U{11k + 3,k € Z}.

Exercice 25

1. FAUX ; 2. VRAL

Exercice 26

PPCM(6 ; 17) = 6x17 car 6 et 17 sont premiers entre eux.
PPCM(6 ; 17) = 102.
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Exercice 27
6 et 11 divisent 660 or 6 et 11 sont premiers entre eux donc 6x11 divise
660.

Exercice 28

1)2x = 4[5] © 2(x —2) = 0]5]. Cequiéquivautax —2 = 0[5],
car 2 et 5 sont premiers entre eux. Les solutions cherchées sont les entiers
relatifs x de la forme 5k + 2 ou k est un entier relatif quelconque.

2)3x = —1[10] & 2)3x = 9 [10]. Ce qui équivauta x = 3 [10],
car 2 et 10 sont premiers entre eux. Les solutions cherchées sont les
entiers relatifs x de la forme 10k + 3 ou k est un entier relatif quelconque.

Exercice 29

Prendre I’énoncé ci-dessous :

Sachant que PPCM(108; 150) = 2700, calcule PGCD(108 ; 150).
Réponse

PGCD(108 ; 150) = 6.

Exercice 30

Posons: a =a'detb = b'd ou PGCD(a’; b") = 1. De la relation md =
ab, on obtient :

m = a'b’d. Utilisant I’égalité¢ 2m + d = 39 avec ce qui précéde, on
a: da'b'+1)=39.

d est par conséquent un diviseur de 39 vérifiant 1 <d < 13. On en déduit
que d = 3. De I’égalité d(2a’b’ + 1) = 39, on obtient : a’b’ = 6 et
PGCD(a’; b")=1.

Les couples (a’; b") sont: (1;6),(2;3),(3;2),(6,1).

Les couples (a; b) cherchés sont: (3;18),(6;9),(9;6), (18, 3).
Exercice 32

1) PPCM(3%x7; 23x5 ) = 23x 32x5x7 = 2520 ; PGCD(3°x7; 23x5) =
20x 30x50x70 =1 ;

2) PPCM( 22x3x7?%; 32x5%) = 22x3%x53x 72=220 500 ; PGCD( 22x3x7?;
32x5%) = 20x3x50x 70=13
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Application a la résolution d’équations a inconnues entieres.

Exercices de fixation

Exercice 33

a) Les solutions sont les couples (3k; 2k), ou k est un entier relatif
quelconque.

b) Pas de solution car le PGCD de 6 et 15 ne divise pas 7.

¢) Une solution particuliére de 1’équation (x;y) € Z?, 29x — 11y = 1
est (—3; —8). On en déduit que (15 ; 40) est une solution particuliére de
(x;y) € 7% 29x —11y = — 5.

Les solutions sont les couples (11k + 15; 29k + 40), ou k est un entier
relatif quelconque.

NB. On peut les écrire sous la forme (11p + 4 ; 29p + 11), ou p est un
entier relatif quelconque.

Etc.

Exercice 34

1)3x = 1[11] & 3x = 12[11].Cequidonnex = 4 [11]. Car3 est
premier avec 11

Les solutions cherchées sont les entiers relatifs x de la forme 114+ 4 ou
k est un entier relatif quelconque.

2) Pas de solution

3) 2x = 1[7] & 2x = 8[7]. Ce qui donne x = 4[7]. Car 2 est
premier avec 7.

Les solutions cherchées sont les entiers relatifs x de la forme 74+ 4 ou &k
est un entier relatif quelconque

Exercice 35

1) PGCD(15 ; 10) = 5. L’entier 25 étant un multiple de 5, (E) admet au
moins une solution.
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2)15 x = 25 [10] & 3k € Z/ 15x = 25 + 10k
15x =25+ 10k < 3x =5+ 2k

3x =54+ 2k & 3x = 5[2]

3x = 5[2] & 3x = 3[2]

3x = 3[2] ©x = 1][2]. Car 3 est premier avec 2.

Les solutions cherchées sont les nombres entiers relatifs de la forme 2k +
1 ou £ est un entier relatif quelconque.

EXERCICES DE RENFORCEMENT/APPROFONDISSEMENT
Exercice 1

1.a) Soit p un ¢élément de nZ. Il existe un entier relatif & tel que : p = nk.
Par suite : p = (-n)(-k). On en déduit que p est élément de (-n)Z, car -k est
¢lément de Z. Réciproquement, soit p un élément de (-n)Z. Il existe un
entier relatif & tel que p = -nk. Par suite : p = n(-k). On en déduit que p est
¢lément de nZ, car -k est élément de Z.

b) I1 suffit de vérifier que 0 appartient a tous les nZ.

2. a) Soit (x ; y) un couple d’entiers naturels de PGCD 18 et de somme
360.

I1 existe un couple (x’, y’) d’entiers naturels tels que x = 18x’ et y = 18y’
avec PGCD(x’,y’) = 1.

(PGCD(x";y") =1
Onadonc.{ ¥ +y' =20

Les couples (x ; y) cherchés sont : (18, 342) ; (342, 18) ; (54, 306) ; (306,
54); (126, 234) ; (234, 126) ; (162, 198) ; (198, 162).

b)  Soit (x ; y) un couple d’entiers naturels non nuls de PGCD 18 et
de produit 6480.

Il existe un couple (X’ ; y’) d’entiers naturels tels que x=18x" et y=18y’
avec PGCD(x’, y’) = 1.
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Onadonc:{PGCD,(J,c y) =1
x'y' =120

Les diviseurs positifs de 20 sont : 1, 2, 4, 5, 10, 20.

Les couples (x ; y) cherchés sont : (18, 360) ; (18, 360) ; (72, 90) ; (90,
72).

Exercice 2

Soit (x ; y) un couple d’entiers naturels non nuls de PGCD 18 et de PPCM
540.

Il existe un couple (x’, y’) d’entiers naturels tels que x=18x et y=18y’
avec PGCD(x’,y’)=1.0na:

18x540 = 18’x’y’. D’ou : X’y = 30. Par conséquent :
{PGCD(x’;y’) =1

x'y" =30
Les diviseurs positifs de 30 sont : 1, 2, 3, 5, 6,10, 15, 30.

Les couples (x ; y) cherchés sont : (18, 540) ; (540, 18) ; (36, 270) ; 270,
36) ; (54, 180) ; (180, 540) ; (108, 90) ; (90, 108).

Exercice 3

Soit (x ; y) un couple d’entiers naturels non nuls. Soit d et m
respectivement le PGCD et le PPCM de x ety. On a dm = xy.

Il existe un couple (x’, y’) d’entiers naturels non nuls tels que x=dx’ et
y=dy’, avec PGCD(x’, y’) = 1. Par suite, on a : m = dx’y’. Il suit que :
d(1 + x’y’) = 203, avec PGCD(x’, y’) = 1. Les diviseurs de 203 sont 1,
7,29, 203. On a a résoudre :

d=1 d=7
a) {PGCD(x";y")=1": bWPGCD(x";y") =1 -
(a) ; (b) ;
x'y' =202 x'y' =28

d=29
(c) {PGCD(x’;y’) =1
x'y' =6
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Avec (a), les couples (x ; y) sont : (1, 202) ; (202, 1) ; (2, 101), (101, 2).
Avec (b), les couples (x ; y) sont : (7, 196) ; (196, 7) ; (28, 49) ; (49, 28).

Avec (c), les couples (x ; y) sont : (29, 174) ; (174, 29) ; (58, 87) ; (87,
58).

On a ainsi toutes les solutions.
Exercice 4

Soit x et y des entiers naturels deux entiers naturels non nuls dont la
somme est 1008 et dont le PGCD est 24. On va supposer que X <.

x'+y' =42
Posons : x =24x" ety =24y’. Ona: {PGCD(x',y') =1
x' <y
Les résultats peuvent étre présentés sous forme de couples (x, y) avec
X<Yy.

Les nombres x et y cherchés sont : (24, 984) ; (120, 888) ; (264, 744) ;
(312, 696) ; (408, 600) ;

(456, 552).
Exercice 5
1) Méthode 1

Sid est un diviseur de a et b, alors d divise a et a + b. Il en résulte que si
a et b sont premiers entre eux, il en est de méme de a et de a + b. De
méme b et a +b sont premiers entre eux. Il en résulte que a + b est premier
avec le produit ab.

Autre méthode

Soit d un diviseur commun positif de a +b et ab. Il s’agit de démontrer
que d est égal a 1.

d|(a+b) et djab donc d|[a(a+b)-ab], d|a’ ; de méme d|[b(a+b)-ab] et d|b’.
Les nombres a et b étant premiers entre eux, il en est de méme de a’ et
b. Par suite d est égal a 1. D’ou le résultat.
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1) Réciproque

Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que a +b et ab sont premiers
entre eux. Si a et b n’étaient pas premiers entre eux, ils auraient un
diviseur commun d plus grand que 1. d diviserait donc a +b et ab. Ce qui
n’est pas possible. Il en résulte que a et b sont premiers entre eux.

Exercice 6

Soit N le nombre cherché. On peut déduire que N +1 est un multiple
commun de 8, 15, 18 et 24. N ne sera le plus petit possible que si N +1
est le Plus Petit Commun Multiple de 8, 15, 18 et 24. Ce PPCM est 360.
N est donc égal a 359.

Exercice 7

Soit a et b deux entiers naturels non nuls et m le PPCM de a et b. Il s’agit
de démontrer que :

PGCD (a, b) = PGCD (a + b, m).

Soit d un diviseur commun de a et b. Posons a = a’d et b= b’§ ou
6 =PGCD (a,b). Onam=a’b’§, car m § = ab.

Par suite, PGCD (a +b, m) = 6PGCD(a’ + b’, a’b’).

Les nombres a’ et b’ étant premiers entre eux, il en est de méme de
b

a> + b et de a’b’ (Voir exercice 6). On en déduit que
PGCD (a+ b, m) = 4.

Exercice 8

1) Ona:n=10%+ 10b+c, n’=10°c + 10b + a, Par suite : d= 99u.

2) d = 11x3?xu, avec 0<u <9. Dans cette décomposition de d en
produit de facteurs premiers, 11 a un exposant impair. Donc d ne
peut étre le carré d’un entier naturel.

3) Ona:d=11x9(a-c) et n = 10%a + 10(a + ¢) + ¢, c’est-a-dire :
n=11(10a + c).

L’entier 11 divisant d et n, divise le PGCD de d et n. Par suite le
PGCD de d et n étant supérieur ou €gal a 11, ces deux nombres ne
peuvent étre premiers entre eux.
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4) Ona:d=99(a-c), c’est-a-dire : d= 32x11b.

L’entier b est égal a a-c et puisque a est plus que c, I’entier b n’est pas
nul.

Les entiers d et n sont premiers entre eux si et seulement si aucun des
nombres 3, 11 et b ne divisent n. D’ou les cas suivants qui ont lieu
simultanément :

Premier cas : 3 ne divise pas n.

3 ne divise pas 7 si et seulement si la somme de ses chiffres ne divise pas
n (critére de divisibilité par 3). Or,a=b +c,d’ou:a+b+c=2(b+ c).
Par suite, 3 ne divise pas #n si et seulement si 3 ne divise pas 2(b+ c).
Comme 2 est premier avec 3, si seulement si b + ¢ n’est pas divisible par
3.

Deuxiéme cas : 11 ne divise pas n.

11 ne divise pas #n si et seulement si a-b +c n’est pas divisible par 11
(critere de divisibilité par 11). Or,a=b +c,d’ou:a-b + ¢ = 2c. Par
suite, n n’est pas divisible par 11, si et seulement si 2¢ 1’est pas divisible
par 11. Comme 11 et 2 sont premier entre eux, cela est équivalent a c
n’est pas divisible par 11. Puisque I’entier c¢ est inférieur a 11, cela
équivaut a c est différent de 0.

Troisieme cas : b ne divise pas n. (I<b <n)
n=100(b+c) +10b+c,d’ou:n=110b+ 101 c.

Si b ne divise pas n (b >1, car 1 divise tout nombre entier naturel non
nul), alors 101c n’est pas congru a 0 modulo b. Puisque 101 est un
nombre premier qui ne divise pas b, cela veut dire que b n’est pas un
diviseur de ¢ quand b est supérieur a 1. Le cas b= 1 est pris en compte
dans la suite.

On récapitule :
Les nombre n cherchés vérifient :

n=abc;b#20:c#20;b+c=2:b+c=4:b+c=5:b+c=7;
b+ ¢ =8 ; bne divise pas c lorsque b>1.
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- Sib+c¢=2,alors:b=c=1.Un seul nombre trouvé : 211 ;

- Sib+c=4,alors:b=1,c=3oub=23,c=1. Les nombres sont :
413 et 431 ;

- Sib+c=5,alors:b=1letc=4oub=2,c=30oub=3,c=20u
b=4,c=1. Les nombres sont : 514, 523, 532 et 541.

- Sib+c¢=7,alors les nombres cherchés sont : 716, 725, 734, 743,
752, 761.

- Sib+c =38, alors les nombres cherchés sont : 817, 835, 853, 871.
Exercice 9

n’ +n+7=2°+2+7[13]. Ce qui équivaut a (n’ -2°)+ m-2) = 0
[13]. Ce qui équivaut encore a

(n-2)(n + 3) = 0 [13]. Puisque 13 est premier, ona : n = 2 [13] ou
n=70[13].D’ou: n=13k+2ou

n=13 k + 10, k étant un entier relatif.
Exercice 10
Ona:

6355 =55[n]et n>55; 1705=25[n] et n>25 ; 1271 =11
[n] et n>11.

D’ou:
6300 =0 [n] ; 1680 =0[n]; 1260 =0 [n] et n>55.

Les nombres n cherchés sont ceux qui sont les diviseurs communs a
6300 ; 1680 et 1260 qui sont supérieurs a 55.

Les diviseurs communs a 6300 ; 1680 et 1260 sont les diviseurs de leurs
PGCD.

PGCD(6300, 1680, 1260) = 420.

Parmi les 24 diviseurs positifs de 420, seuls 7 sont supérieurs a 55. Ce
sont : 60, 70, 84, 105, 140, 210, 420.
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Exercice 11
1) Onécritn=mq +r, avec 0 <r<m.
Effectuons la division euclidienne de a" — 1 para™—1.On a:

am — 1 = (@ — 1)( a@bmr 4 {@Dmiy4oan) + (@ - 1).
Or,0<a"'-1<a™-1,donc:

le reste de la division euclidienne de a" — 1 par a™ — 1 est a'— 1.
2)

En appliquant 1’algorithme d’Euclide, on obtient :

PGCD(a"-1,a™—-1)=PGCD(a™—1,a"— 1)

— aPGCD(n;m) -1.
Exercice 12

En écrivant, pour tout entier relatif n, 10n> +51n + 65 = (5n + 13)(2n +
5). Puis :

2(7n +18) —7(2n + 5) = 1, par suite 7n +18 est premier avec 2n + 5.
Ensuite :

=5(7n + 18) + 7(5n + 13) = 1, il en résulte que 7n +18 est premier avec
S5n+13.

7n + 18 étant premier avec 2n + 5 et avec Sn + 13, est premier avec leur
produit. D’ou le résultat.

Exercice 13

Cette équation est équivalente a (x, y)€ Z%, 5x + 3y =7.
Une solution particuliére de cette équation est (2 ; —1).
Ona:

Sx+3y=7

5x2 + 3%(=1) =7
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D’ou : 5(2—x) = 3(y+1). (*)

5 divise le produit des deux facteurs 3(y+1). Il est premier avec 3 donc
d’apres le théoréme de Gauss, il divise nécessairement y+1. Par suite, il
existe un entier relatif k tel que : y = 5k —1, ou k € Z. En remplacant
cette valeur dans (*), on a : x = -3k +2.

Les solutions sont les couples (x, y) d’entiers relatifs tels que : x = -3k
+2ety=5k-1,ouk € Z

Exercice 14

1) En utilisant 1’algorithme d’Euclide, on obtient le tableau ci-

dessous :
Dividende 2854 567 19 16
Diviseur 567 19 16 3
Reste 19 16 3 1
Quotient 5 29 1 5

Le dernier reste non nul dans 1’algorithme d’Euclide est 1. Par suite, 2854
et 567 sont premiers entre eux.
2) 2854 =567x5+19
567 =19x29 + 16
19=16x1+3
16 =3x5+1
Par suite, en utilisant des différents restes, on a :
1=16-3%5
=16—(19-16x1)x5
= 16%6 —19%5
= (567-19%29)x6-19%5
=567x6 -179x19
=567x6 — 179%(2854-567x5)
=901x567-179%x2854
On trouve : u=901 et v=—179.

3) En multipliant chaque membre de 1’égalité : 567u + 2 854v =1,
on obtient :
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567x4505 + 2854%(—895) = 5. Par suite, une solution particuliere de
I’équation (E) est (4505 ; — 895). Par suite, on a :
567x +2 854y =15
567%x4505 + 2854%(—895) =5
Ona:
567(4505—x) = 2854(y+895) (*)
567 divise le produit de deux facteurs 2854(y+895), il est premier avec
2854, donc d’apres le théoréme de Gauss, il divise nécessairement y+895.
Il existe donc un entier relatif k tel que : y =567k — 895. En remplagant
y dans (*), on obtient : : x = — 2854k + 4505.

Les solutions sont les couples (x, y) d’entiers relatifs tels que :
x =—2854k + 4505 ety = 567k — 895, ou k EZ.

Exercice 15

Premiere méthode
x=7[8]< x=-1][8];
< x+1=0]8];

x=11[12] = x=-1[12]

< x+1=07[12].
x + 1 est a la fois multiple de 8 et de 12, est multiple du PPCM de 8 et de
12. Or le PPCM de 8 et 12 est 24, donc les solutions du systéme proposé
sont les entiers relatifs x tels que :
x = —1+ 24k, k €Z. Ce qui peut se mettre sous la forme :
x=24k + 23,k € Z.

Deuxieme méthode
x=7[8] &x=8p+7,pEZL
x=11[12] e x=12q+11,q € Z.

Par suite : 8p +7 =12q + 11, d’ou : 8p —12q = 4, c’est-a-dire : (E),
2p-3q=1.

Une solution particuliére de 1’équation (E) est (2 ; 1). On peut écrire :
2p=3q+1

2x2=3x1+1

D’ou : 2(p-2) = 3(q-1) (*)
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2 divise le produit de deux facteurs 3(q—1), or il est premier avec 3, donc
il divise nécessairement g—1. Il existe donc un entier relatif k tel que q—
1= 2k ; par suite : =2k + 1. Si on remplace la valeur trouvée de q dans
(*), on trouve p = 3k + 2.

On en déduit que : x = 24k +23, ke Z

Exercice 16

x=7[129] &x=129p+7,pEZ

x =11[1223] & x=1223q+ 11,q € Z.

D’ou: (E), 129p — 1223q =4.

Déterminons par I’algorithme d’Euclide, une solution particuliére de (E).
On obtient le tableau ci-dessous :

Dividende 1223 129 62 5
Diviseur 129 62 5 2
Reste 62 5 2 1
Quotient 9 2 15 2

Le dernier reste non nul dans I’algorithme d’Euclide est 1. Par suite, 1223
et 129 sont premiers entre eux.
On écrit les différents restes a partir des différents restes :
1=5-2x2;
2=62-5x12;
5=129 —62x2;
62 = 1223-129x9.
Par suite, on a :
1=5-2x2
=562 -5x12)x2
=25%5-62x2
=25%(129 —62%2)—62x2
=25%129-52x62
=25x129 —52%(1223-129%9)
=493x129 —52x1223

Une solution particuliére de 1’équation 129p — 1223q = 1 est (493 ; 52).
On en déduit que (1972 ; 208) est une solution particuliere de (E).
Ona:
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129p — 1223q =4
129%x1972 —1223%208 = 4
D’ou : 129%(p—1972) = 1223(q—208) (*)
129 divise 1223(q—208), or il est premier avec 1223, d’apres le théoréme
de Gauss, il divise g—208. Par suite, il existe un entier relatif k tel que : q
=208 + 129k, k€ Z. En remplagant cette valeur dans (*), on trouve : p =
1972k + 1223.
Les solutions de (E) sont donc les couples (p, q) d’entiers relatifs tels
que : p=1972k + 1223 et q = 129k + 208, k€ Z.
On en déduit que : x = 157767k +254395, k € Z.
Remarque
Au lieu d’utiliser le théoréme de Gauss, apres avoir obtenu une solution
particuliere de (E), on pourrait utiliser la méthode suivante :
Posons : u=1972etv=1223.0Ona: 129u+7=1223v+ 11.Or: 12%9u
+7 =254395, donc :

x =7[129] x = 254395 [129]
{x =11[1223] {x = 254395 [1223]
Par suite, x — 254395 est multiple commun de 129 et de 1223, donc de
leur PPCM. Or le PPCM de 129 et de 1223 est 157767, donc les solutions
du systéme proposé¢ sont les nombres entiers relatifs de la forme
x = 254395 + 157767k, k € Z.

Exercice 17

I15x=9[12] & 15x =9 =12p, pE Z
& 5x =3 =4p,pE Z
< 5x =15 [4]
& x = 3 [4], car 5 et 4 sont premiers entre eux.
& x —3=4p,pEZ
4x=5[71 e4x=1217]
& x = 3[7], car 4 et 7 sont premiers entre eux.
= x-3=7q,q€E Z
Les solutions sont les nombres x tels que x —3 est multiple de 4 et de 7,
donc du PPCM de 4 et 7.
Par suite : x =28k + 3, ke Z.
Je vous laisse le soin d’essayer d’autres méthodes.
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Exercice 18

Pour tout élémentx de Z, x> =7[9] ©x*=16[9],car:7 = 16[9]
= x—4)(x+4)=019],

Un entier relatif x est solution de 1’équation proposée si et seulement si
(x—4)(x + 4) est multiple de 9. Ce qui équivalent a : soit x—4 est
multiple de 9, soit x+4 est multiple de 9, soit x—4 et x+4 sont tous les
deux multiples de 3.

x —4 = 0[3] x = 1[3]
{x+450[3]@{x5—1 [3]
Ce systeme n’a pas de solution car 1 n’est pas congru a —1 modulo 3.
Avec les deux premiers cas, on a I’ensemble de solutions de I’équation :
{4+9k | ke Z }U {—4 + 9k | ke Z}.

Exercice 19

Examinons les cas selon les restes de la division euclidienne de x par 3.
Premier cas : x = 0 [3]

On a : x’, — 13x%, -5x sont congrus a 0 modulo 3. Par suite :
x® — 13x% -5x + 7 = 7 [3]. Comme 7 n’est pas congru a 0 modulo 3, ce
cas est impossible.

Deuxi¢me cas : x = 1 [3]

x>, x%, x sont donc congrus a 1 modulo 3. Par suite

x> —13x>-5x+7=1-13-5+7[3].

Or:1—-13—-5+4+7=1[3], donc ce cas est impossible.

Troisiéme cas : x = 2 [3]

x?, x2, x sont donc respectivement congrus a 2, 1, 2 modulo 3. Par suite :

x*—13x>-5x+7=2—-13-10+7[3].0r:2—13—-10+ 7 =1 [3],
donc ce cas est impossible.

L’équation proposée n’admet donc pas de solution.
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Exercice 20

1) Lorsque je range les livres par 10, il m'en reste 3 se traduit par :
x = 10q + 3, ou q est un entier naturel.

Lorsque je range les livres par 17, il m'en reste 2 se traduit par
x = 17p + 2, ou p est un entier naturel.
Il en résulte que : 17p —10q=1. On trouve : p=10k + 3 etq= 17k + 5.
Par suite : x = 170k + 53.
Tous les nombres possibles sont de la forme 170k + 53, ou k est un entier
naturel.

2) Le nombre minimum de livres est 53.

Exercice 21

Les nombres de positions de chaque roue, 47, 53, 59, 61, 64, 65, 67, 69,
71 et 73, sont des nombres premiers entre eux (dans leur ensemble).
Avant de revenir a la position initiale, il faut que chaque roue ait fait un
ou plusieurs tours complets. Ainsi, il faut que le nombre de caractéres
entrés soit un multiple de chacun des nombres 47, 53, 59, 61, 64, 65, 67,
69, 71 et 73. Puisque ces nombres sont premiers entre eux, le plus petit
nombre de caractéres a entrer avant de revenir a la position initiale, qui
est le plus petit commun multiple de 47, 53, 59, 61, 64, 65, 67, 69, 71 et
73, qui est : 47x53x59x61x64x65%x67x69x71x73.

Je vous laisse le calcul.

Exercice 22

Soit x le temps, en secondes, depuis minuit, ou les deux signaux sont
émis en méme temps. Comme le temps €coulé est compté en secondes,
x est un nombre entier naturel. Le cas du signal jaune se traduit par :
x = 2 [15] et celui du signal rouge par : x = § [28]. Le probléme posé se
ramene au systéme suivant :
x = 2[15]
{x = 8[28]
De ce systeéme, il résulte I’équation (E), 15u - 28v = 6. En utilisant le
théoréme de Gauss apres avoir déterminé une solution particuliére de
I’équation (E), les solutions du systéme de congruences sont les entiers
naturels x tels que x = 420k — 1168. La plus petite valeur de k pour
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laquelle x est un entier naturel est 3. On obtient alors : x = 92. C’est
Imin 32 s aprés minuit que les deux signaux émettront en méme temps.

Exercice 23

Soit x le nombre de picces d’or.

Aprées le partage équitable du butin chacun des 17 cuisiniers au départ, il
reste 3 pieces d’or pour le cuisinier. Si q est la part de chaque pirate, alors
ona:x=17q+ 3. Ce qui se traduit par : x = 3 [17].

Mais les pirates se querellent, et six d'entre eux sont tués ; le cuisinier
recevrait alors quatre piéces se traduit par : x = 4 [11]. Car il reste que
11 pirates apres la mort de six d’entre eux.

Dans un naufrage ultérieur, seul le butin, six pirates et le cuisinier sont
sauvés et le partage laisserait cinq pieces d'or a ce dernier se traduit par :
x =5[6].

Le probléme posé se ramene au systéme suivant d’inconnue 1’entier
naturel x :

x =3[17]
x =4[11]
x =5[6]

Les entiers naturels 17, 11 et 6 étant deux a deux premiers entre eux, on

peut résoudre un systéme de deux équations avant de tenir compte de la

troisiéme équation. On va commencer par résoudre le systéme :
x = 3[17]

{x =4 [11]

Puisque 17 et 11 sont premiers entre eux, d’apres le théoreme de Bézout,
il existe deux entiers p et q tels que : (E1), 17p + 11q = 1. (On peut aussi
traduire les congruences précédentes et obtenir cette équation
d’inconnues p et q).

Une solution particuliere de (E1) est (2 ; —3). En utilisant le théoréme de
Gauss, la solution générale de (E1) est x = 187 k + 37.

Pour résoudre le systeme de départ des trois congruences, on a a résoudre
le systéme suivant : {x = 37 [187]

" x =5][6]
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187 et 6 étant premiers entre eux, d’apres le théoréme de Bézout, il existe
deux entiers u et v tels que :

(E2), 187u + 6v = 1. En utilisant I’algorithme d’Euclide, une solution
particuliere de (E2) est (1 ; —31). En utilisant le théoréme de Gauss, la
solution générale de (E2) est: x = 1122 k —5947. La plus petite valeur
de k pour laquelle x est un entier naturel correspond a la fortune minimale
que peut espérer le cuisinier quand il décide d'empoisonner le reste des
pirates. Il s’agit de 785 pieces d’or. Cela vaut le coup !

SITUATION COMPLEXE

1) Les préoccupations exprimées par ’astronome sont de trois
ordres :

a. Déterminer la date exacte de la prochaine apparition
simultanée des deux corps célestes ;

b. Déterminer le nombre de jours qui s’écouleront entre le 7
décembre et la date de la prochaine apparition simultanée
des deux corps ;

c. Déterminer au cas ou il rate la premicre date, le nombre
de jours minimum qu’il devra attendre jusqu’a la
prochaine apparition simultanée des deux astres.

2) Les parties du d’arithmétique qui peuvent €tre utilisées pour
résoudre les problémes posés par 1’astronome :
a. Multiple ;
b. Congruence ;
c. Théoréme de Bézout ;
d. Théoréme de Gauss ;
3) Résolution des préoccupations soulevées par 1’astronome
Soit :
- u le nombre de périodes effectuées par le corps A entre le 7
décembre 2019 et le jour de la prochaine apparition simultanée
des deux corps célestes ;

- v le nombre de périodes effectuées par le corps B entre le 7
décembre 2019 et le jour de la prochaine apparition simultanée
des deux corps célestes ;
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Le corps A aura effectué 105u jours entre ces deux dates et le corps
B aura effectué 81v + 6 jours, puisqu’il y a 6 jours de décalage (entre
le 7 décembre et le 13 décembre de la méme année).

A la prochaine apparition simultanée des deux corps, on aura :
105u = 81v +6. Ce qui donne :

(E),35u—-27v=2.

Une solution particuliére de (E) est (—20 ; —26). En utilisant le théoréme
de Gauss, la solution générale de 1’équation (E) est constituée les couples
(u, v) tels que : u = 27k —20 et v = 35k —26, ou k est un entier relatif
quelconque. Les deux corps auront fait chacun 105(27k-20) jours, soit
2835k-2100 jours.

Pour la valeur k égale a 1, on a le nombre minimum de jours qui
s’écouleront entre le 7 décembre et la date de la prochaine apparition
simultanée des deux corps, soit 735 jours.

Le 7 décembre 2019 était un samedi. Jusqu’au 31 décembre 2019, il y a
eu 24 jours. L’année 2020 est une année bissextile, donc compte 366
jours. Au 31 décembre 2020, il se sera écoulé un nombre de jours égal a
24 + 366 = 390. C’est le 345°™ jour de 2021 qui sera la date de cette
apparition simultanée. Ce sera le 11 décembre 2021 que les corps célestes
A et B apparaitront simultanément.

Si pour des contraintes de temps, 1’astronome n’a pu observer le moment
de I’apparition simultanée des deux astres, il pourra (si Dieu lui donne la
vie) a la valeur correspondante de k égal a 2, soit :

2835x2— 2100 =3570. Or, il s’est écoulé¢ 735 jours depuis le 7 décembre
2019 jusqu’au 11 décembre 2021. Il restera 2835 jours. Dans le cas ou
I’astronome rate la date du 11 décembre 2021, 1l devra encore attendre
2835 jours pour voir I’apparition simultanée des deux corps A et B.
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NOMBRES COMPLEXES ET
GEOMETRIE DU PLAN

EXERCICES DE FIXATION

Vs =2 —Z4 =3i+2-2i—1=1+i

Exercice 1

20AB=Zg—Zy| = |1+i| =2

3)Mes (Ti; E) =arg(Zg —Z,) =arg(1+1i) = %
Exercice 2
Ona: Zc—Zp _ 2721411 _ 3-3i _ 3(1-i) _ 3(1-i)? - _3;

"Zp-Z4  2i+41-i  1+i 1+i 2

Par suite Mes (E, ﬁ) = —%

Exercice 3
c—a 2-2i+1+i 3—-i 3—-i 1 .
Ona:— =—; — = = =< =1
b-a 2i+1+i 1+3i i(3-i) i
c—a . T
Donc Ar (—) =Arg(—i) = ——
I\ g(=i) =—3
Caractérisation des points alignés
Exercice 4
1) c—a _ 2+i+3i _ 2+4i _ 2(1+20) 2
b—a  1—i+3i 1+2i 1420

2) Comme 2 € R*; donc les points A, B et C sont alignés

Exercice 5
Zc—Z 2-2i+1-i 3-3i 3(1-i) 3(1-i)? .
1)0na: =A== - - = -3i
ZB_ZA 2i+1—-1 1+1 1+i 2

2) Comme —3i € ilR* donc le triangle ABC est rectangle en A
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Caractérisation complexe de I’angle droit

Exercice 6
c—a  2-2i-3+i —1-i 1 1+i
l)—=———= =X — =]
b—a 2i—3+1 —34+3i 3 1-i

2) Les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires car% € iR*

Caractérisation complexe des points cocycliques

Exercice 7

c—a d-a 3—-i—2i 2+2i-2i 3-3i 2 3(1-i . . .
— = - - .=—.:—.=(—.)X21=—31><21
c—b d-b 3—i—2+421 2+2i—2+2i 1+i 41 1+i

c—a d—

e

c-b d-b

Comme 6 € R*alors les points A, B, C et D sont cocycliques
11) ECRITURES COMPLEXES DES SYMETRIES
Exercice 8

1)Faux
2)Faux
3)Vrai
4)Faux
5)Vrai
Exercice 9

Z'=—7Z+4+2(04+)=-Z"+2i+2
Exercice 10

Z' est de la forme —Z + 2a donc f est une symétrie centrale
ona:3-2i=2(3-1)

AinsiZ' = -7 +2(3-1i)

Ainsi le centre de f est le point A d’affixe %— i
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) Ecriture complexe d’une translation
Exercice 11
7 =2-1-2i
Exercice 12

. - =1
Translation de vecteur de u (7 ;1)

IV) ECRITURE COMPLEXE D’UNE ROTATION

Exercice 13

7' =e"§z=(§+%§i)z

Exercice 14

.TT
OnaZ' =e '%Z + 3idonc f est la rotation d’angle —%et de centre

Q d’affixe w telle que

1 (1 V3 1 (1 V3
30 3(5*(5‘7)) 12(5*(5‘7))
w = = =
1-B4Y 52V 5-2v3
2 2 4

ECRITURE COMPLEXE D’UNE HOMOTHETIE
Exercice de fixation

Exercice 15
OnaZ =- %Z
Exercice 16

Z' s’écritsous laforme Z' = kZ +bouk =7eth =3 —idoncf est

- ) e 3— 1,1,
I’'homothétie de rapport 7 et de centre d’affixe w = —Gl =—3 + L
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SIMILITUDE DIRECTE
Exercice de fixation

Exercice 17
1)Vrai
2)Vrai
3)Vrai
Exercice 18

1)Faux
2)Faux
3) Vrai
Exercice 19

Soit A et B les deux points invariants par S avec A # B;ona:S(4) = Aet
S(B) = B donc AB = kAB d’ol k = 1 ainsi S est un déplacement qui laisse
invariant 2 points d’ou

S=1Id
Exercice 20

1)Vrai
2)Faux
3)Vrai
4)Vrai
IMAGE DE FIGURE SIMPLES PAR UNE SIMILITUDE DIRECTE ET PROPRIETE

ECRITURE COMPLEXE D’UNE SIMILITUDE DIRECTE

Exercice de fixation

Exercice 21

Z'estsouslaformeZ’' =aZ+boua=1—iethb=0(a+#1)
Donc la transformation est une similitude directe plane

De plus son centre w est telle que w = 0 d’ou la similitude directe a pour
centreO (a # 1)
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Exercice 22

Le rapport k est tel que k = |1 + i\/§| = 2;l'angle 0 est tel que 8 =
Arg(l + l\/§) soit 8 = g

Son centre () d’affixe w est tel que

_ VB-) _ VB(2-i) _ .
T 1-1-iv3  —iv3 L2
Exercice 23

7' =Ze'iz + (1 - \/fei%) (1-1)
V3 (24 —)Z+<1—«/‘(£ f))u_l)

Z=1+DZ+(1-1-D1-10

=(1+i)Z—-1-—1i
Exercice 24
AC = %AB
s=S/ 1 mets(B)=Cdonc o
(4:5-%) (AB;AC) 2
. 5 ——=— 7
Par suite AC = = et mes (AB;AC) = —=
2 6

Exercice 25

1)ABC est un triangle donc les points A, B et C sont trois points du plan deux a
deux distincts, il existe donc une similitude directe S de centre A qui
transforme Ben C

SA=A_(1+i=a(l+i)+b_ (fa=i
2){S(B)=C:>{ 2+i=a+b ={, 23

AinsiZ' =iZ +2
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Exercice 26

OnaZy=iet Zg=— % + i\/z—§ donc A et B sont deux points distincts

. g 2 .
2 est un nombre réel positif ?n est un nombre réel, A et Bsonttelque A +# B
Il existe une unique similitude directe de rapport 2 et d’angle 2?” qui
transforme A en B
Exercice 27
A, B, C et D sont quatre points du plantelsque A # CetB # D

Il existe donc une similitude directe S tel que S(A) = BetS(C) =D

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1
)r:Z' =e2z+(1—e?)i=iz+1+10)
2Q)0naZ'g=iZg+1+i=i(-4-)+1+i=2-3i=17;

Doncr(B) =C

AB = AC

310nar(nB)=C= {mes (aB;ac) =2
Donc ABC est un triangle rectangle et isoceéle en A
Exercice 2

1)Z" estsous laforme Z' = aZ + bonaa € C*etbh € C donc c’est une
similitude directe

k= |1 - \/§| =2etl = Arg(l - l\/g) = —g et de centre Q) d’affixe w tel
de

_ —V3=i _ —/343i
T w3 3

Livre du professeur Maths TC = 251 II.



2)(1-3)z - (V3+1)| = [1 - 3| |z - 2| = 21z -

Donc

[(1-iV3)Z—V3-i|=6e2|Z—i|=6<|Z—i|]=3;Iensemble est
un cercle de centre /(i) et de rayon 3
Exercice 3

1)S a pour écriture complexe: Z' = aZ +b;a € C* etb € C

{5(1):1 :>{ 2i=2ia+b {a=1+i

Lerapportk = |1 +i| =2 ;langle 8 = Arg(1 + i) =%

Ainsi s = 5(1-\/5-5)
s

2)

z'-z _ 2+iz

3) Z1-Z  2i-Z

= —i donc le triangle IMM’ est rectangle isocele en M.

4)Les points I(2i) et K(1) sont deux points de la droite (D) donc les points
I =s()etK' =s(K) avec Zg, = 3 + i sont des points de (D")

5)(I) = €(I;5) donc (I'") = S(I) est tel que (I'") = €(I; 5\/5)
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Exercice 4
1.3)Z2' =Z +3—2i

b)AB(—8;12) doncZ' = Z — 8 + 12i
2.3)Z' = -5Z7

b)Z' =3Z —2w =3Z+4—2i

3.0)2' =e 57 = G - i?)z

b)Z =e5Z+(1—i)—e3(1—i)=e3Z+ (1 —e5)(1-1)

= +iD)z+2((1+v3) - i(1+V3))
Z =emZ+(1—-e™)3+2)=-Z+23+2)=-Z+6+4i
4.0)7 =3e ez + (1 - 3e“'5?”) (3 + 2i) = (—7—— )z+£+
i(12—3+3\/§)
b)Z=§eigZ+4(1—§eig)><4=§iZ+4—3i

4 4 4
Exercice 5
Dk =[2(1+iV3)|=2x2=4;0=Arg(2(1+1V3)) ="
Le centre d’affixe w tel que w = 1_23’—21\5 13( 21\/_)
2)Zy =2(1+iV3) A+ 1) +3=(5-2V3) +2i(1 +V3)
3)0(0;0) et K(\/§ + i) sont deux points de (D) donc S(D) = (0OK")
Or0' =0etZy, =2(1+iV3)(V3+i)+3=8i+3

Ainsi S((D)) = (0OK")
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Exercice 6
1) S a pour écriture complexe : Z' =aZ+b;a € C eth € C

SA)=C_(S+i=ai+b _(a=2(1+0)
{S(B)=D:>{1+i:—a+b=>{ b=3—i

Donc S a pour écriture complexe: Z' =2(1+i)Z +3 —i

2k =21+ =2v2;6 = Arg(Z(l + i)) =%

3-i _ —147i
Q(w) le centre tel que w = - =
—-1-2i 5
—Z 1+1-i 1 . .
3.a)Ona 24”2t — - = — = —j donc ABE est un triangle rectangle
Zgp—-Zg —1+1-1 -1

isocele en E.
b) S(ABE) = CDF donc CDF est un triangle rectangle isocéle en F.

Exercice 7

La)|(1-iv3)z - (V3 +1)| = |1 - iv3| [z - B = 21z — |

Donc|(1—iV3)Z— (V3 +i)|=6=2|Z-il=6<|Z—i|=3
b) (I = C(4;3)

2.a) S a pour écriture complexe: Z' =aZ+b;a € C eth €C

—3+i =
= —ai

S(A) =0 0=ai+b a= 1-iV3
{s<3):ﬁ{ =\/§a+b:>{b_ {=_\/__l

Ainsi I'écriture complexe de S est Z' = (1 - i\/B_’)Z —V3-i
b) k = |1 - i\/§| =2;0= Arg(l - i\/§) = —%et le centre Q(w) le tel que

_ —V3—-i _ —V3+3i
Y

3.a)(0) = S((F)) donc (C) est un cercle de centre A" = S(A) et de rayon 2 X
3 =6avec

Zy=(1-iV3)i-V3-i=0
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Ainsi (C) = C(0;6)
b) Construction de (C) est (T')
4. a) Constructionde Det Qou D € (QOB) et QD = 20B

b)On a

Q A B
< Q 0 C

et € (UB)
donc QC = 2QOB et mes (ﬁ; Q—C)) = —g
N S G—— T
d'oll 0D = OC et mes (QD;C) = -3

QCD est un triangle isocele qui a un angle —g donc QCD est un triangle
équilatéral

5a)r)(C) = D ; Mes (m, Q_D)) = g
Donc I'écriture complexe de r est :

NE)

3

)Z +

0)Zp = (2+i2) (-4 + BB = 2vZ - 2i+ i+ L =2v3+ L~

Exercice 8
1p(iv3) = (iV3)" - 6(iv3)” + 24(iv3)” — 18(iv3) — 63 = 9+
18ivV3 —72—18iV3+ 63 =72—-72+18iV3 —18iV3 =0

p(—iv3) = (—iv3)* — 6(=iv3)” + 24(=iv3)" — 18(—iV3) + 63
=9 —18iV3 — 72 + 18iV3 + 63
=72-72-18iV3+18iV3=0
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iv3et — iv/3 sont des zéros de P donc il existe un polyndme Q de degré 2
tels que

P(2)=(z-iV3)(Z +iV3)Q(2)
or (Z-i3)(Z+iV3)=2?+3
Donc P(Z) = (Z? +3)Q(2)
e (2 -i3)(Z +iV3)Q(2)
Z* — 673 + 24772 —18Z + 63 = (Z? + 3)(Z% — 6Z + 21)
AinsiQ(Z) =Z%? - 6Z + 21
2)P(Z)=0 ©Z—ivV3=00u Z+iV3=00uZ?—-6Z+21=0(F)
Résolvons (') : Z%2 — 6Z + 21 = 0
A=36—84 =48 =16 x 3 = (4V/3)?

6—43 _ 6+4V/3

2

Z = ouZz

Z=3-i2/30u3+i2V3
Sc¢ = {iV3; —iv3;3 + 2iv3; 3 — 2iV3}
3a) construction
B = S0.1)(A); C = h(o,;2)(A); D = t,;5(C)
B =S donc Zy = —Z, = —iV3
C= h(q2)(4) & QC = 204 donc Z¢ = 2(Z — Zg) + Zg
Ze =2(ivV3+3) 4+ (-3) =2iV3 +3

D =t,5(C) & CD = 24B & Zp, = 2(Zp — Zy) + Z¢
=2(—ivV3—iV3) +2iv3 +3

Zp =3—2iV3
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Zc—2Z, 2iv3+3-iV3 3+ivV3 _ 1(3+iV3)(1+iV3) _ 3+4iV3-3 _

c)Ona = = ==
) Zp—Z,  3-2ivV3+3-ivV3 3-3iY3 3 9+27 3X36
43 _ i3
3x36 27

Zc—Z iv3 .
Comme =£—2 = —=3Jors le triangle ACD est rectangle en A

Zp—Z4 27

2
d)éc=Za o Zp=Zp _ 3+iV3 % 3-iv3 _ 3%+(V3)" 12 13 1
) 2=z

Zp—Za4 Zc—Zp  3-3iV3~ 3+3iV3 32+(3\/§)2 T 9+27 36 3
Les points A, B, C et D ne sont pas alignés
Comme % € R* alors les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle
4)E = So(D) donc Zy = —Zp

D'ou Z; = —3 + 2iV3

\Zc—Zp _ 3+2i+iV3 _ 3+3iV3 _ 18-18iV3 _ 1 ﬁi _ e_ig
'ze—zg — —3+2i+iv3  -3+3iv3 36 2 2
Zc—Zp - . s
b) =—— = e "3 donc le triangle BEC est équilatéral
Zg—Zg
Exercice 9

1)Construction Ay = 0; Ay telque Z, =i

a)A, = S(An_z;r;a)(An—Z)

L'écriture complexe de Sestdonc; Z' = uZ + (1 —u)Z, 4
Comme A, =S(4,_,)alorsZ, =uZ + (1 —u)Z,_4

b) Démontrons par récurrence

Pourn=2;o0onaZ, —Z; = (—u)i

D'autre partona:Z, = re'*Zy+ (1 —re'*)Z; =uZy + (1 —w)Z; =
(1—w)Z; car

ZO=0
Zz =1Zl—uZI OI‘Zl =id0nCZ2—Zl =—uxi
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La proposition est vraie pourn = 2

Supposons qu’il existe un entier natureln > 2 telque Z,, — Z,,_1 =
(—w)™ i et montrons que Z,, 41 — Z, = (—u)™i

OnaZyy,=uZ,_1+1-uwz,
Donc Zpyq — Zp = —U(Zy — Zp_q) = —u(—w)" i = (—u)™i

Par suite pour toutn > 2, Z, — Z,_; = (—u)"* i

Q) Zy — Zp_q = (—u)™ i —
Zng = Znp=(-w) 2
addition membre a membre

Z4_ _Z3 = (_u)sl

Z3 —Z, = (—u)?i

Zn—Zp =i ((—wW?+ (-’ + . (W)
—(— -2
Zn—Z, =1 ((—u)?x %) orZ, =i(1—u)donc
. . . N2 1—(—u)"2
Zn=1i(1-u)+i(( u)x—1+u )

2.a) ona

Ao Ay
QA AZ

b)ZO :O,Zl =ietZZ =—ui+iCarZ2—Zl =(_u)l

Ainsi I'application associé a S est définie par
Z'=—uZ +iet—u=—rel®m
L’équation au point fixe f(Z2) = Z
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DoncZ =—-uZ +idouZ =
1+u

Ainsi S est la similitude directe de rapport r d’angle a + 7 et de centre ()
d’affixe ﬁ

c)Démontrons par récurrence que A, = S(4;)

L’écriture complexe de Sest : Z' = —uZ +idonc Z,,; = —u(Z,) +1i
Supposons que A, = S(4,,_1) et montrons que A,,1; = S(4,)

Par suite A,..1 = S(4,)

3)Sg=IldpetVn;S,;1 =S0°S,

a) Démontrons que Vn = 0 ; Ayyp = n(Ap)

Pourn=0;0nad, = SO(Ap) CarSpo =IdetA, =A,d

oncvraie pourn =0

Supposons qu'’il existe n = 0 tel que Apyp = Sn(Ap) et montrons que

Ant1tp = Sn+1(Ap)

On a Ay = Sp(Ap) donc S(Ansp) = S (Sn(4y))
Ainsi S(Ap4p) = S © Sp(4y) = Spi1(4p)

Donc Ans14p = Sn+1(4p)

Parsuiten > 0, Apyp = Sn(4,)
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SITUATIONS COMPLEXES

Exercice 10

1. Notons OABC le premier carré

Le second carré est OA'B’C’ tel que S(0) =0 ;S(A) =A";S(B) = B’';
S(C) =C

OuB' =CetA =mil[OB];
V2

Ainsi 0A" = %03 et 2042 = 0B? donc 04’ =04 et mes(ﬁ’; 071") =

Par suite § = S(o.\/_f.z)

’274

.TT
L’écriture complexe de S est donc Z' = \/Z—EelZZ = G + %1) Z

La reproduction du tableau s’en déduit grace a un raisonnement identique

Exercice 11
Préoccupation du pere

o Le nouveau champ est triangulaire car il est le transformé de I'ancien
champ par une similitude

o Laire du nouveau champ est égale a I'aire de I'ancien multiplié par le carré
du rapport de I'homothétie soit : 10 ha

o Le plan du nouveau champ s’obtient grace a la construction de I'image du
triangle ABC par la similitude directe S
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SUITES NUMERIQUES

EXERCICES DE FIXATION

1) RAPPEL SUR LES SUITES ARITHMETIQUES ET LES SUITES
GEOMETRIQUES

Exercices de fixation

Exercice 1
U,, est une suite arithmétique de raison 7 donc U1 = U, + 7

Exercice 2
V,, est une suite géométrique de raison 7 doncOnaV,,1 =7V,

Exercice 3
U,=U,+(n—2)x(-3)=-3n+15

Exercice 4

OnaV, =V, x (%)M' =32 x G)rH

Donc I, = 32 x G)n x (%)_4 =512 x (%)n

Exercice 5

Uy+Ug

Us+Us+ -+ Upg = (16 — 4+ 1) x 278 = 13 x 227

2
OrU,=-3x4+15=3etlU;, = -3 x 16 + 15 = —33
DoncU4+U5+--~+U16=13x?"2ﬁ=13><(‘T3°)=—13x15=—195

Exercice 6

OnangetV4=32donc
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1) LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE
Exercice de fixation
Exercice 7
Uo=3°-2 donc Up= -1 (vrai)
Supposons que pourk > 1, ux = 3“2 puis montrons que : ug = 3% -2
Uke1 = 3Uk+4, or ug = 3%2 donc uks1 = 3 (3%2) + 4 soit Uy = 341 -2
Exercice 8

Somme de n termes d’une suite arithmétique de premier terme 1 et de
raison 1

nn+1)
2

Onbien: 1+2+3+:--+n+=

SUITES CROISSANTES, SUITES DECROISSANTES
Exercice 9

1.VRAI

2.VRAI

3.FAUX (préciser que son premier terme est positif)
SUITES MAJORES, MINOREES

Exercice 10

1.FAUX

2.VRAI

3.VRAI

4.FAUX
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SUITE CONVERGENTE, SUITE DIVERGENTE
Exercice 11
1.VRAI
2.VRAI
Exercice 12
1.FAUX
2.VRAI
Exercice 13
1.VRAI
2.FAUX
3.VRAI

4 VRAI

Exercice 14

. 1
OnaUnzﬁ

lim 1= =1donc lim U, =1
n—-+4oon x-=0 X n—-+oo
Exercice 15

WU, = f(n) ot f(n) == et lim f(n) =0

n n—-+oo
Donc lim U, =0
n—+oo
2) lim X*1 — 1donc lim Uu,=1
n—-+oo xX+2 n—-+oo
3)0na U, = 20D o I o i DD _ g gy 2 =g
n+1 n-o+oo n+1 n—-+oco N

Donc lim U, =0

n—+oo
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4) lim U, = + oo 5) lim U, =0

n—-+oo n—+oo
Exercice 16

La limite de (U,,) est solution de I'équation f(x) = x avecx = 1

f=xe2Vx+l=xo2x=x-1odx=x-1> <
x2—6x+1=0

A=32= (4v2)

6—42 6+42
2 oux = >

Ainsi x =
x=3-2V20ux=3+22
comme x > 1 donc La limite de (U,) est 3 + 2v2
Exercice 17
La limite [ de (U,,) est solution de I'équation f(x) = x
f(x)=x<:>1+§=x;x>0<:>x2—x—1=0

. 1-V5 145 1+4/5
Les solutions sontT\/_et +\/_; commel > 0alorsl = 5

Exercice 18

a)—1<0,7<1donc lim U, =0

n—+oo

b) 5> 1donc lim 1, = 400

no+oo
c—-1< g <1 doncnliTan =0
Exercice 19
1)0na—-1<(—-1D)"<1ldoncn?—1<n?+(-D)"<n?+1

Comme lim (n? — 1) = +o donc hm (n +(-D") =4

n-+oo

2)-1<sinn<ldoncn—1<n+sinn<n+1
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Comme lim (n —1) = 4o0odonc 11m (n + sinn) = 4o

no+oo
Exercice 20
1) Ona-—1<sinn <1 ainsi —% < Sizn S%
Jm_—5= lim 2= 0donc lim Z%=0
2) Ona—1< (=)™ <1ainsi —% < (—1112)’1 < %
lim — % = nl_i)rllm% = 0donc_lim_ (—n12)n =0
Exercice 21
1) A
2)C
3)C
4)C
5)A
Exercice 22

a) lirp (nlnn) = +oodonc lim U, = +o
n-+oo

n—-+oo

b) lim 2% =

n—+oo no0-3

c)\/—x(%)nzx/ﬁx(%)nz%;comme%>Oet2>1donc
lim \/_x() =
n—+oo

4

dU, =——; 1,05>1et4 > 0donc lim

n
, 05)" : no+oo (1,05)% 0
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Exercice 23

2 2
a)n2—2”=2”(2—n—1); lim Z—n—Odonc lim (n? —2") = -0

n—-+oo n—»+oo

car lim 2™ = +o0

n-+oo
_ (1= g I ) =
b)n—lnn—n(l n),nl_l)rpoo " —Odoncnll)rfw(n Inn) =+
c)¥=i2; lim n—2=0donc lim iz=+00. d) +oo
n "_n n—-+o 3 n—>+oo;l_n
EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT
Exercice 1

1(1+1)(2x1+1) _ 6

Pourn=1onal?=1et . g=1doncvraipourn=1

Supposons qu'il existe un entiern > 1 tel que 1% + 22 + -+ n? =

n(n+1)(2n+1) ot
6
montrons que 12+ 22+ +n?+ (n+1)? = (n+1)(n+62)(2n+3)
12422 4 g2 + (n + 1)2 = 2ODEHD 4 ) 4 gy2 =

6
(n+1)[n(2n+1)+6(n+1)]

6

_ (n+1)(2n?+7n+6) _ (”+1)(2(n+2)("+%)) _ (n+1)(n+2)(2n+3)

6 6 .
DoncVn; 12 + 22 + ... 4 n? _ n(n+1)(2n+1)
6
Exercice 2
n=1,1onal3=1 ot 2OHD° (1+1) _Z_ 1 doncvrai pourn =1
Supposons qu'il existe un entiern > 1 tel que 13 + 23 + .-+ n3 n3(71+1)2

(n+1)3(n+2)?

et montrons que 13+ 23+ +n3+(n+1)3 = -
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Onal3+23+ - +n¥+(n+1)3 =W+(n+1)3 =w
(n+1)°’(n+2)°

) 4

Exercice 3

Attention : il s’agit de démontrer que :

D(n +2
1x242 %345 4nx(m+1)= Mt Dm*2)

1(1+1)(1+2)
—3 =

Pourn=1;onalXx2=2et 2
Supposons gu’il existen > 1telque1 X2+ 2 X3+ --XxnXx(n+1) =
n(n+1)(n+2)

3

etmontronsque 1 X2+ -4+nxn+ 1)+ n+1)xn+2)=
(n+1)(n+2)(n+3)
3

n(n+1)(n+2)

Ix2+4+nxn+D)+(+)x(n+2)= 2

+(n+1)(n+2)

nn+1)(n+2)
3

(n+1)(n+2)(n+3)

+(+Dn+2)= :

(I suffit de réduire au méme dénominateur et mettre (n + 1)(n + 2) en
facteur)

Exercice 4
Pourn=0;0na3%—1=0et0 est multiple de 8

Supposons qu’il existe n > 0 tel que 3%™ — 1 est multiple de 8 et montrons
que 32+ _ 1 est multiple de 8

Ona32(M+D) 1 =32nx32_1=32"x32_-3248=32%(32"-1)+8

32" — 1 et 8 sont des multiples de 8 donc 32(3%™ — 1) + 8 est multiple de 8
par suite 32(*1) — 1 est multiple de 8

Par suite V7 > 0; 32" — 1 est multiple de 8
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Exercice 5

20, +1 5
1)OnalU, ., === donc U,y =2 —
n+1 =73 n+1 Unt3

Ona2>0doncU, >0

Supposons qu’il existe n = 0 tel que U,, > 0 et montrons que U, >0

5 1 5
Unp+3’3 Up+3

Ona Up>0;3+U,>3;-2<

AinsiUpyq >0 car% >0

Donc vn; U, > 0000

2Up+1  2x2+1 5
2)a) U, = = =3=1
)a) Uy Uop+3 2+3 5

b)Onal < 2donclU; < Uy

Supposons que U,,,1 < U, et montrons que U4, < U1

5 5 5 5
Uny1 <Up;— <- y e
Ups1+3 Up+3 Ups1+3 Up+3

doncUyis < Upyq

Par suite Vn; U, ., < U, donc la suite (U,,) est décroissante.
3) Elle est décroissante et minorée par 0. Donc elle converge

Exercice 6
1 1 1 1
1.OnaVn+1=Un+1—3=5Un+2—3:§Un—1=§(Un—3):§Vn
Donc la suite (V;,) est une suite géométrique de raison % et de premier terme

V0=_1

1\" 1 .
2.a)Ona:V}l=—(§) +3comme—1<§<1alors lim V,, =0

n—+oo

2b)Onal, =V +3=~(2) +3

Donc nl_l)g&) U, = lim (- (é)n + 3] = 3 car lim (%)n =0

n—+oo n—-+oo
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Exercice 7
1)(U,,) est une suite arithmétique de raison g de premier terme —5
3
Donc U, = =5 ton

2)

Up+Uzgo

3)Uo + Uy + -+ + Ugg = 21 x (22%22) 01 U, = =5 + 30 = 25

—5+25

Ainsi Uy + Uy + -+ Ugg = 21 x (Z222) = 21 x 10 = 210
Exercice 8

OnalU,—-1+U,;; =2U,doncUy; =U, +1

D’ou (U,,) est une suite arithmétique

Exercice 9

1.a)1 > 0donc Uy > 0 ; supposons qu’il existe un entier naturel n>
0 tel que U, > 0 et montrons que U, > 0
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20,
24Uy,

U, >0donc2U, >0et2+ U, > 0dou >0doncUp41 >0

2U, 1 U 1 . Ly
=—r—— ™ = —donc I, est arithmétique
24U,

1.b) Va1 — W T

. . - . 1 .
2.a) V,, est une suite arithmétique de raison 3 et de premier terme 1

AinsiV, =1 +-n =27

. 1 2
Dou U, =—=—
V, 2+n

VO+Vn) _ (n+1)(2+%n)

2.b)Sn=VO+V1+---+Vn=(n+1)( : >

T+ 1D +n)

2 =0donc (U,) est convergente

2.c) lim U, = lim
n—-+oo n-+oo 2+n

ExercicelO
2Up+V, 2X2+8 12
1.U, =—""2= ===4
3 3 3
_ Up+3Vy _ 2+3x8 _ 26 _ 13

Vi

4 4 4 2

_ _ 3VptUy  2Up+3V,
2.8)dpy1 = Vny1 = Upyr = T 3

= — (3Uy + 9V, — 8U, — 415)
= 2 (=5Up +5V,) = =V, — Up) = —d
12 n nlap N L VRt
Donc (d,,) est une suite géométrique de raison % et de premier terme
do = VO - UO = 6
b)(d,,) est une suite géométrique de raison % et de premierterme dy = 6
5 n
doncd, = 6 X (ﬁ)
5 5\" A
c)OnaE>Odonc( ) >0doud, >0

12
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n
b) lim d, = lim 6><(15—2) =0car-1<—<1

n—-+oo n—-+oo
_ 2Un+3Vy, _ Vp—Un _ dy
3a8)Upy1 —Up=—F—-Up="—=—
3 3 3
_ Up+3Vy _Up~Vyu _ dyn
Vipi—h=—— -V =—"""=-"
d

b)Upy1 — U, = ?” ord, > 0doncU,,1 — U, > 0d’ ol (U,) est croissante

Vosr1 =V = —‘1—" ord, > 0doncU,;; — U, < 0doul (V,) est décroissante

c) (Uy,) est croissante donc U, < U,

(},) est décroissante donc V,, <V

De plusd,, > 0 donc U, <V,

Parsuite Uy < U, <V, <V,

d) (U,,) est croissante et majorée par V,, donc (U,,) converge

(4,) est décroissante et minorée par U, donc (V},) converge
d

42)Upy1 — U, = 3" donc

............. Addition membre a membre

p—
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Un_U():% (d0+d1+d2+"'.-+dn_1)

Un—2=3><6x1_(152)n=2>< 1_(7132)" =24 X _(;i)

12 12
4 5\"
Ainsi U, 7X(1_(ﬁ))+2
. 24 5\" 24 38
b) lim Uy = lim Zx(1-(3) ) +2=2+2=7
Ona lim d, =0donc lim V, = lim U, =3
n—-+oo n—-+oo n—-+oo 7

Car (U,,) et (V,) sont convergentes

Exercice 11

Unyr = (U )?

1L Vo=in(3 Up)=—In2

2 Vper =1 (3 Uppa) = n (2 %2 (0,)?) = ln<(§ U, )2) -
2ln (% Un)
Vier = 2V, donc (1) est une suite géométrique de raison 2

3. Vp=—-n2x2"= =-2"In2
4. limV, = lim—-2"n2 = —
5. V,=In (g Un) d’ou e’ =% U,, donc g en = U,

lim U, =1lim= e'n =0
6.a)S,=Vo+Vi+-+V,4

Sp=Vox—=V,(1-2")=(1-2")In2
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TTL - UO X Ul X ... X Un—l

—_2 Vo2,V 2 V-
Tn—§€0X§€1X...X§€n1

2\" Vo+Vi+-+V;
Tn:(g)xgo 1 n-1 —

2 n _on 2 n (1-2M) 2 n _on
Tn=(§> % o(1-2 )ln2:<§> x oln2 =<§) % 2(1-2")

Exercice 12

UO = 2
{Un _ 4Up-3

+1 — Up,

1f(x) =

4x-3
X

4x—-4x+3 _ 3

x2

a)vx € ]0; +oof; f'(x) = —3

Or )Vx € ]0; +oo[;x2 > 0;3 > 0 donc Vx € ]0; +oo[; f'(x) > 0

Donc f est strictement croissante sur ]0; +oo[

x 0 o0
26 +
4
fo|

b)
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c) construction des quatre premier termes de la suite
22)f([2;3]) = [F(2); fF(3)] or f(2) =Zet f(3) == =3
Or2 <Zet3 =3 donc f([2;3]) C[2;3]
b)2<2<3donc2<U,<3

Supposons qu’il existe un entier n > 0 tel que 2 < U,, < 3 et montrons que

2< Uy <3

Ona:Un+1=4—Uidonc2SUn<3

n

3 3 5
—_—_,l— -1 =<
S <—1iISUpy <3

Doncvn; 2 < U1 <3

8-3 5 5
c)Onaly,yq :TZEetZ <EdoncU0 <U;

Supposons gu’il existe n > 0 tel que U,, < U,,;1 et montrons que U, 4 <

Unsa

Ona U, < U, et f est strictement croissante donc f(U,,) < f(Up+1)
D'ou Un+1 = Un+2
Parsuite Vn = 0; U, < Uy, donc la suite (Uy,) est strictement croissante

d)La suite (U,,) est croissante et majorée par 3 donc elle est convergente

Up—3
3.a)y, = 2

Un—1

4Un=3_,
 Upe1—3 _ Un 3 Up=3 _ 1(Up-3) _ 1
OnaVn+1—U 1 Wa3_] T 3y.-3  3\U,-1 =3
n+1 U——l n n
n

. . . 1 .
Donc (V,,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme V tel

quelVy =-—1

n
b)ona:V=—(5) (h=Voq™
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comme —1 <3 L < 1alors lim V ,=0
n—-+oo

c)OnaV, = ”Zj donc VU, —V,, = U, — 3
D'oti VU, — V,, = U, — 3 par suite U,, = 2=
= V1
Ainsi lim U, = lim 2= =3cCar lim 1, =0
n—+oo n-+oo Vp—1 Nn—4oco

Exercice 13

Upetvn,U,, 1 =3U,—2n+3

1.U; =30y —2%x0+3=3Uy+3=3U,+1)=3

Uy,=3U0; —2%x1+3=3%x30y+1)—-2+3=9U,+1)+1=10
2.a)0na U,

Supposons qu’il existe n = 0 tel que U,, = n et montronsque U,y =n+1
OnalU,=2n;3U,=23n;3U,—2n+3=2n+3;Uyy; =n+3
Orn+3>n+1doncU,qy =2n+3

Donc pour toutn, U, = n

b)JOnalU, =net lim n=4ocdonc lim U, = 400

30nalU,;,-U,=3U0,—-2n+3-U,=2U,—2n+3
OorU,=2n;2U0,=22n;2U0,—2n=>0;2U0,—2n+3=3
DoncUpyq — U, =0

D’ou la suite (U,,) est croissante

4a0naVy1 =Upyq—(n+1)+1=Up;y —n=3U,—2n+3—n=
3U,—3n+3

Vier = 3(U, —n + 1) = 3V,
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Donc (1},) est une suite géométrique de raison de 3 et de premier terme V,
tel que

V0=U0+1=1

b) (V,) est une suite géométrique de raison de 3 et de premier terme U, + 1
or

Up+1=1

DoncV,, = (Uy + 1) x 3™

CommeV, =U,—n+1alorsU, =V, +n—-1
DoncU, = (Uy+1)3"+n—-1

AinsiU, =3"+n—-1

Exercice 14
1+U
U0=—etVn>1Un+1— n
—Un
1405 _ 1,5 _ 3
1U0—05doncU1— — =
-05 25 5
2.0nposel, =U, -1
1 1
Ona:— d’ou =
Vn Un_1 Vn+1 Unt1-1
111
Donc 7 = oy, = 70z
Vs -
3-Up 3-Up
. 1 3-U 1 3—Up—2 1-U 1
Déplus ——= L — =—=I "= L=
Vpsr Vo 2(Ug-1)  Up—-1  2(Up-1) 2(Up-1) 2

. 1 . . " . 1 .
Donc la suite (V—> est une suite arithmétique de raison — 3 et de premier

n

1
terme —
Vo

1 . . - 1 1 1
3.0na (—) suite arithmétique donc—=——=-n
Vn Vp Vo 2

) o 1. 1. 101
D'ou lim — = lim ——-n=—o0
n—-+oo Vp n-+oo Vo 2
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1 2V,
Parsuite lim V,, = 0 Car 1, = —2
n—+oo 2-n

orU,=V,+1donc lim U, = lim j,+1=1

n—-+oo n—-+oo

Interprétation : Apres un trés grand nombre de reproduction la proportion de
souris noire est de 1

Exercice 15

Up=0etVvn; Upyy =/U, +6

1.0nalUy=0et0=>=0donclUy, =0

Supposons qu’il existe n = 0 tel que U,, = 0 et montrons que U, 41 =0
Onal,=0;U,+6=6;/U,+6=2vV6=0

DoncU,4q1 =0

Par suitevVn; U, =0

Ona0<5donclU, <0

Supposons qu’il existe n = 0 tel que U,, < 5 et montrons que U,,;1 < 5

Onal, <5;U,+6<11;,/U, +6<VI1<5
Donc U, <5

ParsuiteVn; U, <5

D’ou (U,,) est majorée par 5

2.0nalU; =V0+6=+6et0<+V6donc Uy < U;

Supposons qu’il existe n > 0 tel que U,, < U, 1 et montrons que U,,, 1 <

Un+2

OnalUy, S Up41;Un+6 < Upp1+6;Up+6<JUpy1 +6;Upyq <

Uns2
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Doncvn; U, < U,41
La suite (U,,) est donc croissante
3.(U,,) est croissante et majorée par 5 donc (U,,) converge

De plus U, 41 = f(Uy) d’ol sa limite [ est solution de I'équation f(x) = x

f=xeVvx+6=xox?—-x-6=0(x—-3)(x+2)=0
& x=3oux =-2

Comme U, > Oalorsl =3

Up+6—9 _ Up—3

40naln4y —3=Up,+6-3= JUn+6+3  JUp+6+3

. 1
or0</U,+6d0ou3 < U,+ 6+ 3Donc Un+6+3<3
. Up—3 1 _
Par suite Toorers <3 u, -3)

1
Donc |Up4+q — 3| < §|Un — 3]

1
|Un_3|S§|Un—1_3| n

1
IUn—l - 3| < §|Un—2 - 3|

........ multiplication membre a
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n

1
[Un=31<(35) 1U-3]

n
Or Uy=0donc |U,—3]|< 3x(§)

SITUATIONS COMPLEXES

Pour le premier contrat

Exercice 16

Soit Uy = 750.000 le salaire de départ
L’année suivante, soit Uy = Uy + Uy X 0,04 = 1,04 X U,
Soit Uy, le salaire annuel a 'annéenona: U,y = U, + U, X 0,04 = 1,04U,

Ainsi (Uy,,) est une suite géométrique de raison 1,04 et de premier terme
750.000

D’oli U, = 750.000 x (1,04)"

Pour 9 ans

Ona:U = 750.000 x (1,04)° = 1 067 483,859

Pour le deuxieme contrat

Soit V, = 750 000 le salaire de départ

Soit V, le salaire annuel a 'annéenona:V,,, =V, + 30000

Ainsi (14,) est une suite arithmétique de raison 30 000 et de premier terme
750 000

D’ou V,, = 750 000 + 30 000 n

Pour 9 ans

OnaV =750000+30000x9=1020000

Le contrat le plus avantageux pour Monsieur Yao est le premier contrat
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Exercice 17

f(0) = 1 et f(t) = 120t +1. Il s’agit d’une suite arithmétique de premier terme 1
et de raison 120. Calculons-la en fonction de t la somme :

S= f(0) + f(1) + f(2) + f(3) + ... + f(t)

_t+1

S= T(f(())Jrf(;)) soit5=%(120t+2),

doncS= 60" +61r+1 (t>0)

—61+7+/2403481 .

$>10* << 60> +61¢—9999>0 ett > 0 donc {2 20

t est un entier donc la plus petite valeur de t est: 13.

Le couvre-feu interviendra 13 jours aprés la déclaration du premier cas
contrairement a I'affirmation du camarade de classe
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ISOMETRIES DU PLAN

EXERCICES DE FIXATION

Exercice de fixation

Exercice 1
1)Faux
2)Faux
3)Faux
4)Vrai
5)Faux
6)Faux

Exercice 2

1)ABC est un triangle équilatéral de sens direct donc AB = AC et
mes (E, R) = g donc r(B) = C de méme AN = AM et

mes (m, W) = g doncr(M) =N
2)r(B) =C etr(M) = N donc BM = CM

3)L’angle de r est g donc mes(BM; CN) = %

DES PROPRIETES DE CONSERVATION
Exercice de fixation

Exercice 3

)Faux ; 2)Vrai ; 3)Vrai; 4)Vrai; 5)Faux

Conservation du barycentre
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Exercice 4

0 A D
SOC 0 B C

G, est le centre de gravité de OAD or Gj3 est le centre de gravité de OBC
D’ou G3 = SO(GZ)

O est le milieu de [G,G5] et le milieu de [GG'] donc le quadrilatére G,GG3G'
est un parallélogramme.

Exercice 5

A B ©)
5 A B’ )

(KA) est la tangente a (C) en A donc (KA') est la tangente a (C’) en A’
(conservation du contact) ; Or (KA)=(KA") donc la droite ( KA ) est la
tangente a (C’) en A’

Méme raisonnement pour la droite (KB)

Conservation de I’alignement
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Exercice 6

g B 0 D

D 0’ D'
Comme B, O et D sont alignés, donc les D, 0’ et D’ sont alignés comme image
de points alignés par une isométrie.

Exercice 7
1)Faux
2)Faux
3)Vrai
4)Vrai
Exercice 8

c C

D A B

(AC) (BD)

C (AC) (BD" r

Comme (AC) L (BD) alors (AC") 1 (BD")
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IMAGE PAR UNE ISOMETRIE DE QUELQUES CONFIGURATION
PLANES

Exercice 9
1)Faux
2)Vrai
3)Faux
4)Vrai
Exercice 10
1)Vrai
2)Vrai

3)Faux

Exercice 11
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DECOMPOSITION DES ISOMETRIES
Exercice 12

Remplacer dans 1’énoncé S ()par S

() = t_1;((0") = ()
b) (8) = (0")=t1 (D)
©) () = (D)=ts((D))

d) (8) = t5((0")

Exercice 13 A

1) (D) = t_%ﬁ((BC)) \
2)construction

3)(8) = téﬁ((AB)) B C

Décomposition d’une rotation
Exercice 14

Ecrire Siap) et Sip) au lieu de respectivement S(AB) et S(D)

Figure A
(D) = T(O;_g)((OA))
(D) = T(B;%)((AB)) o B’

r(A;ZTn) = S(AB)QS(AC)
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COMPOSEE D’ISOMETRIES
Exercice 15
1)Vrai ; 2)Faux ; 3)Faux ; 4) Faux ; 5)Faux ; 6)Vrai ; 7)Faux ; 8)Faux

Exercice 16

Nature de rotation Symétrie déplacement | translation | Symétrie
I’isométrie f orthogonale orthogonale
Nature de Antidéplacem | Antidéplacem | translation Symétrie Antidéplacem
I’isométrie g ents ent centrale ent

Nature de Antidéplacem | déplacement déplacement | déplaceme | translation
I’isométrie go | ent nt

f

Nature de la composée de deux isométries

Exercice 17

1)

r( 0.2_71) ° S(po) est la composée d’un déplacement et d’un antidéplacement.
'3

c’est un antidéplacement, une symétrie orthogonale soit une symétrie glissée,
comme 0 € (OB), donc il s’agit d” une symétrie orthogonale.

r( A-E) °Sgc), A & (BC) donc c’est une symétrie glissée.
'3

tge © So = tge ° T(0;m)» € est donc une notation d’angle 7.
2) T( A;E) ° SBcY=San ° Swp) ° So)

3

Exercice 18

Ecrire Sy et S(cry au lieu de respectivement S(1J) et S(CI) etc.

Sap ° 5<c1)=T(,.E) s Sy ©Scap)=tap > Sai © Sap)=S1) ° S(ap) °© S(ap) = S(1)
’2
ou (L)=médiatrice [Al]

T(aZ)° t17-S2) ° S(ap) ° Sap) ° Sp1) ou (Dz) = T (AD) et

’2

(Dl) = t_lﬁ(AD): S(DZ) o S(Dl)zr(ﬂ;g) Oﬁ {4Q} = (DZ) n (Dl)
2
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T(aZ) ° Sam=Sap ° Sap) ° Star)=S(ap-

S@p) °T(,m)54B) ° Sap) ° S02)=S(D2)-

A \I\ B

Classification et détermination des isométries du plan
Erreur de numérotation
Exercice 1

K = milieu[AB] et L = milieu[DC] I’antidéplacement h qui applique A
sur B et D sur C est S(KL)ot(m’) ouB' = Sy (B).

Exercice 2

1)ABC est un triangle donc les points A,B et C sont non alignés, de plus,

AB = AC; AC = AB et BC = CB car ABC est équilatéral donc f est une
isométrie.

2)Sur I’ = f(I)ona Al = Al' et B = BI' or Al = Bl donc I' = I.
3f (R’), ﬁ) = (ﬁ’), E‘f) donc f transforme un angle en son oppos€.

c’est donc un antidéplacement qui a deux points fixes, c’est donc la symétrie
orthogonale d’axe (AI).
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4)La rotation de centre I et d’angle 2?11

UTILISATION DES ISOMETRIES

Exercicel9

ryory(B) =my(4) =C

Ty © 1y est la composée de deux rotations de centre distincts dont | a somme
des mesures des angles est égale a w donc 1y © 1y = 7,y = Sp car
0 =mil[B(]

o' = TM(O) donc Ty ° TM(O) = rN(OI) = O car yory = SO

NI

MCS(ON: OM) = Mes (ON; 00') + Mes (00’; OM) = r_
4 4
Donc le triangle OMN est rectangle en O

Utiliser une isométrie pour construire

Exercice 20
E € (D;) ; considérons la rotation r de centre E et d’angle g
r(Dy) = (DY) ; (D) N (D3) = {G} et F = r~1(G)

Donc EFG est équilatéral et E € (D) ; F € (D,) et G € (D3)
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(D2)

F

(D) (D) (D3)

Exercice 21

Enoncé a reprendre en y ajoutant la figure (prochaine réédition)
EXERCICES DE RENFORCEMENT/ APPROFONDISSEMENT
Exercice 1

1.B;2B; 3.C ;4C ; 5B

Exercice 2

Onah=gof

l.f = T(A;g) etg = r(C;E)

2
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On af = r(A:g) = S(AC) o S(AB) etg = r(c;g) = S(CB) o S(AC)

Doncgof = r(c;z) ° 7’( ) Sce) °Swac) ° Scac) ° Sap) = Scr) ° Scap) =
2 ’2

rBm = Sp

Carg +§ =met (CB) N (AB) = {B}

Remarque :

On aurait pu constater que : g + % = 1 et conclure g of est une rotation

d’angle 7t c’est-a-dire une symétrie centrale. Il suffit alors de constater

que (g of) (B) =B, pour conclure que g of est la symétrie centrale de centre
B.

2.f = T'(A;E) etg = T(C;—;—I)

On ar(c E) S(Az) o S(AC) ou (AZ) = T( )((AC))
T(aZ) = = Stacy ° S(ap ou (Aq) = (4 )((AC))

Ainsi g o f =S, ° Swc) ° Swc) ° Sy = S ° Say = toi
Car (A1) Il (Az) et O € (Aq) et 0" = Pn5(0)

3f = S(AB) etg = S(AC)

f = Stacy ® Sta) = T(z) Car (AB) 0 (AC) = {A} et mes(AB Ac)

4f = S(AB) etg = S(CD) ,ona (AB) Il (AC) donc g °f = S(CD) OS(AB) =
t

24D

CarD = P(CD)(A)

Sf = S(AC) etg = S(BD)

Ona (AC) L (BD) et posons (AC) n (BD) = {Q}

Donc g o f = Sp) © Sac) = r(a;n) = Sa Car mes(TC; ﬁ))) =-
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6f = r(A;g) etg == S(AC)

Ona T(A;g) = S(AC) o S(AB)

Donc g o f = Sac) © Scac) © Scap) = Scap)

Exercice 3
(4s)
4,)
C (86)
K
(A4)
B
(A1)
Q (43)

A R Nl (C RO

n = S(A4) o S(AB) = Ol‘l (A4) = T(B'g)((AB))

Scce) = S, ° Scap) ou (43) = " )((AB))

T
6

TSy ° Stp) ° Seap) ° Sas) = Say) © S(a5)= T2y =7 Ou
{0} =) N4y

Onar' = S(QC) o S(QB) etr, = S(CB) ° S(QC)
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rpor = S(CB) ° S(QC) ° S(QC) ° S(QB) = S(CB) ° S(QB)
rpor' = T(B;ZXE) =TB;m) =SB
2
Onar = S(AB) o S(A3) et T1_1 = S(Az) o S(AB) ou (AZ) = T'(B;_%)((AB))

Donc 71t o7 =S(a,) © Stan) © S(as) ° S(az) = S(a,) © S(ay)™ tag car
(4z) // (A3)
De plus tae = S(As) ° S(Az) etr, = S(Ae) ° S(As) ou (Ag) = tlE(AZ) et
2
(Q6) = "(c-T) (4s5)
6

’

Ainsi, Tz 0T 0 715 0 b5 = S(ag) © S(a) © S(a) ° S(ay) =
Stae) ° Stay) =T (i, m) OULK}=(86) N (82)

Exercice 4
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1.Construction de (A;) tel quey = Spy o Spyoury = T‘(A ) ;(Ay) estla
u3

droite passant par A; et tel que mes(ﬁ; AzAl) = —g ; U est un vecteur
directeur de (A4)

Construction de (A,) tel que r, = T(A _371:) = S(a,) © S(py ; (A2) est la droite
iy

K 3
passant par A, et tel que mes(v; A2A1) =— ?”

2.12271=S(ay) ° S0) ° S0) ° San) = Say) ° S =T zmy 08 {} = (A1) N
12

(42)

3. rn = S(As) OS(D) ou (A3) = T( )((D))

r, = S(D) ° S(A4) ou (A4) = T( 311)((D))

riom :S(A3) o S(D) o S(D) o S(A4) = S(AB) o S(A4): T(K .i_;r) ou {K} = (As) N

(Ay)

Exercice 5

"(aZ) = Say) °SB)

T(aZz) = Stac) ° S(as)
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T(62x) = Sn ° S(ea

Exercice 6

Cl

1.0 est le centre du carré ABCD et la rotation a pour centre O donc
"o @ =9

Donc O est le centre de A’B’C’D’

2.0=bar{(4,1); (B,1); (C,1); (D, 1)}

Donc f(0) = bar{(4',1); (B',1); (C',1); (D', 1)} or
O=bar{(4, 1); (B, 1); (C,1); (D, 1)}

Donc f(0) =0

3.f est une isométrie qui a un point invariant donc f une rotation f !
¢galement

Exercice 7 (corrigé abrégé)
Faire la figure
I. Ona: OP=0A’et QP =QA’ (tangentes en P et en A’ issue du point Q)

Donc, la droite (OQ) est la médiatrice de [PA’] ; or en considérant le triangle
AA’P, rectangle en P, on a: (PA’) paralléle a (A), donc les droites ( OQ) et
(PA) sont paralléles ; M = t(A), donc les droites (AM) et (OQ) sont
paralléles/ on a donc, (AM) et (PA) paralleles, d’ou le résultat.
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2. tg55 = f © Sa) donc f est une symétrie orthogonale d’axe parallele a (A)
Ainsi f = Sy ou (A) = tlTQ(A)- (A") est la médiatrice de [OQ].
2

3.

Q M
0 P

QM = OP, il existe exactement deux isométries qui appliquent Q sur M et O
sur P.

L’un est un déplacement et 1’autre est un retournement.

Le retournement est la symétrie orthogonale d’axe (A"), médiatrice de [OQ].

QT + W, donc le déplacement qui transforme Q en M et O sur Q est la
rotation de centre  qui applique O sur Q, ou Q est I’intersection des droites
(QM) et (OP)/

Exercice 8

J (4z)

(a1)

1, ot ory estune
rotation d’angle m donc une symétrie centrale

@) = 7, m((0D) 5 (83) = tapz(A1)

T
an

Ona tﬁ = S(Az) ° S(A1) etr = S(A1) ° 5(01) donc
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7 271, m) = St © Sy ° Sy ° Ston = S © Ston =T(o1)
D’autre part : 7/ » = Sy S tr; m =S S
autre part=1;my =01 °2(0) €T (g,F) = 2(0) ° 2 (82)

Doncry ot ory =Suy ° S °Swy) ° S, =Sup °Swy) = Tam = Sa

Ou {Q} =) N (42)

Exercice 9

(42) G F (A1)

2.tzg° Sary =S¢ ycar (EO) L (BF); (A,) = t_%ﬁ((BF))
or tgs = Saa,) ° Ssp)
Ainsi . g ° Sr) = Sy ° Ser) ° Ser) = Say)
3.tzg ° S0 5 CE n’est pas normal a (OC) donc c’est une symétrie glissée
tz5 ° Stoe) = te5 ° tor ° Scoe) =tz ° (S © Scoc) ° Scoc)) = teg ° Sa)
0u (4;) = t_15((00))

2
CO est un vecteur directeur de (A,) d’ou tzg © Scoc) est la symétrie glissée
d’axe (A,) et de vecteur co
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EXERCICE 10
Construis les triangles ABP, CBQ, CDR, et ADS tous de sens direct.

On vérifieque : r'or(R)=Qetr’or(S)=P. Or, r’or est une translation car

la somme des angles est nulle. Il en résulte que : E@= SP, le spoints R, S et P
sont non alignés d’ou le résultat.

Exercice 11
Enoncé incompléte (voir prochaine édition)
Exercice 12
Enoncé incompléte (voir prochaine édition)
Exercice 13

1.

2.0n pose f = Sk © r( A-E) ; ¢’est la composée d’une symétrie orthogonale et
'2

d’une rotation dont le centre n’appartient pas a I’axe donc f est une symétrie
glissée

3.f(A) = Suk) (r(A;g) (A)) =Sux)(4) =B
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FB) = S (r(am) B)) = S (@) = €

4.1’axe de la symétrie glissée f est la droite passant par le milieu de [AB] et
de [BC] : c’est la droite (I])

S = Saio () (D) = Saio @) = ainsi £(1) = ]
6.f est une symétrie glissée d’axe (IJ) donc f =ty o S
Or f(I) =] donc tg o Sqp (D) = tz(I) =] dou il = I
Ainsi f = trj o Say

Exercice 14

1Y)

(D)

Premiére solution

Soit r = T'(A_E)

On construit (D) = r((D))
Soit {C} = (D) N (A)

Ensuite on construit B = r~1(C). Ainsi B € (D) C € (A) et le triangle ABC
est rectangle isocéle en A

En considérant r’ = r( " E) on a une autre solution
2

;=

On a au total deux solutions au probléme posé
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Exercice 15

2

O STy e o9 e T
FK) =) (100) = iy = &

90) = tige (rm D) = tize €0 =

¢)f est la composée d’une rotation et d’une translation donc f est une rotation
d’angle g comme f(K) = K alors f = T(K.E)

2

g est la composée d’une rotation et d’une translation donc g est une rotation
d’angle g comme g(J) =] alors g = r(]_z)
2

2a)g o f7HA) = g(f 7)) =7(;m (T(’“_g) (A)> =rmd=C¢

Ainsigo f71(A) =C
Livre du professeur Maths TC 299 II.



2.b) g o f~1 est la composée de deux rotations de centres distincts dont la
somme des mesures des angles est égale a 0

Donc g o f~1 est une translation

Comme g o f~1(A4) = C alors le vecteur de la translation g o £~ est AC
Of (M) =My et g(M) = M,

Donc f~Y(M;) = M et g(M) = M,

Par suite g o £~ (My) = g(f =" (My)) = g(M) = M,

Donc M, = tzz(M,) d’ou M;M, = AC

Ainsi le quadrilatere ACM, M, est un parallélogramme.

Exercice 16

1.Lorsque M décrit le segment [RLC1 ; O décrit le segment [1]1

En effet :
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2.0 =mil[PQ] et (QT) // (PI) donc QTPI est un parallélogramme donc
O =mil[IT] car QT = IP

3.ABC est un triangle équilatéral et (QM) est paralléle a (AB)donc QC=CM
Or mes(w; ﬁ/l)) = g donc QCM est un triangle isocele avec un angle de g ;
c’est donc un triangle équilatéral de sens direct

JAI est un triangle équilatéral et (QT) est parall¢le a (AI) donc JQ = JT

Or mes(]_Q);]_T)) = g donc le triangle QTJ est équilatéral de sens direct

4.f=r°sof1r=r(Q.

E) et5=50

3

a)f(P) =reos(P)=r(Q) =Q
flA)y=res(A) =r(M) =C
f)=res() =r(T) =]

b)f est la composée de deux rotations de centres distincts donc f est une

. 4 \ 2
rotation d’angle a tel que a = g +m= ?n douva =— ?n donc, f est une

. 2
rotation d’angle — ?n

Situations complexes
17

On construit B' = S (B) ainsi la plus petite distance de A a B* est AB’ et
(AB") coupe (F) en C ; F étant la médiatrice de [BB'] donc CB' = CB

Ainsi AC + CB est minimum
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Exercice 18

V P; P, est un triangle équilatéral

Considérons la rotation r de centre V et d’angle g

On construit (D1) = r((Dl))

(D) N (D;) = {P}et {P1} =171 (P,)

Ainsi P; € (D;) ; P, € (D,) et VP, P, est un triangle équilatéral

D’ou

mil -



CALCUL INTEGRAL

EXERCICES DE FIXATION

Exercice 1

Coche les bonnes réponses dans chacun des cas suivants :

1) Soit F et G deux primitives d'une fonction f sur un intervalle I. Pour tous a
etbdel,ona:

b
[P fGodx =
x F(b) -F(a) T G(a) - F(b) xG(b)-Gla)  x[F(DIG, TOFM®IF
Exercice 2
La fonction étant continue f sur I'intervalle | y admet au moins une primitive.

X étant un élément de |, il existe une et une primitive de f sur | qui s’annule
en xy. Or F est une primitive de f qui s’annule en x,. D’ou le résultat.

Exercice 3
Calcule :

° 1 -2 1 3
1) [, 2t = Ddt = [t —t]§=18;2) [, = dt == 3) [ t?dt = [S]}
4) le%dt (remplacer 0 par 2) le%dt = -In2

1

Premier exemple de la page

: . (O 1
Lire plutdt : [ t?dt=— 3

Exercice 4
LP(f®) —29(®)dt =
O2 [ fOde+ [} g(®)dt ;0@ f©dt - [ g@©)dt

OE2f f@dt+ [ g@yde 5 x [0 f®dt—2 [ g(t)dt.
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2) Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et a et b deux
nombres réels de I, & et fdeux nombres réels. On a:

[2(af © - Bg(©)dt =
O f®dt+af gyde  ;  OCa—AUL F®de+ [ g®)de
Oa+ AU FOde— [P g@)dt 5  xafl f©)dt - [ g(D)de.

Exercice 5
2

77 82
a) 1+ bl

c) Je(sin?x)dx + [Zcos®x)dx = [2(sin®x + cos®x)dx = [2dx = g
b) Relation de Chasles

Exercice 6
L'intégrale vaut : 17

Exercice 7

f_32 |x — 1|dx = f_lz(l — x)dx + ff(x — Ddx=[x— %2]92 + [xz—2 —x]3 =%.
3) Intégrale et inégalité

Exercice 8

En intégrant sur [1; 2], 0n a : 0<f2 o de dex = [2vVx]?= V2 -2,
donc:

0<In2<2v2-2.

Exercice 9

a) La fonction x +— sinx est continue et positive sur [0; % ], d’ou: fofsinxdx
>0.

b) La fonction x +— x3 est continue et négative sur [—-2; —11, d’ou :

J_, ¥*dx <0.
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6) Inégalités de la moyenne
Propriété

Exercice 11
. . , . T
La fonction x — sinx étant continue sur [0 ; E]’ et pour tout nombre x,
T T
. - . Y T - .
|sinx| <1.|[2sinxdx|<—. Or: = < 2, donc |2 sinxdx| < 2.
0 2 2 0

Valeur moyenne d’une fonction
Exercice 12

1) § :2) %(el —e 1);3)In2.

7) Techniques de I'intégration par parties

Exercice 13

u(x)=x,u(x) =1;Vv(x) = sinx, v(x) = —cosx.

foﬂx sin x dx = [—xcosx]} — foﬂ—cosx dx ; foﬁx sin x dx = [—xcosx]§ +
[sinx]5=m.

Exercice 14

ux)=x,ux)=1;v(x)=+v2x+1,v(x) = %(Zx + 1)%;

3 3 3
Jy xVZx + Ldx = [5 (2x + 1)2]} — f 5 (2x + 1)7 dx= [5 (2x + 1)z} —
1 5
~[(2x + 2]h;

folxv2x+ 1dx=2—‘5/§+i.

15
Exercice 15

u(x) = Inx, u’(x) —% V'(x) = x,v(x) =

e x? x2 e? 1
J; xlnxdx = [+ Inx]§ — I S dx ; N xlnxdx = [ Inx]§ — [_]1_T+Z
8) Technique du changement de variable affine
Exercice 16
Posons:u = x + 1.

Iy e = [ - By = Bt - 2t

X
Vx+1
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Exercice 17
Posons:u = 2x — 3.

f (2x —3)*dx = —f utdu; f (2x — 3)*dx = 122
9) Autres techniques d’intégration

a) Utilisation d’une primitive

Exercices de fixation

Exercice 18

a2 .3 2x+3 _ 3 u _ 1 2
1) Posons:u =2x*+6x+1; [T ———dx —f_ZZudx =[In(12x* +

22x%2+6x+1
6x + 1113,
[ e dx= 510G,
Qu=x?+x+1; fl (x2+xff;/imdx f w7z dx = 2(\/_ \/1_)
hu=x2-1; f;‘(xff% = [Ju'u?dx =3(22/3 - 23). 4)idem

b) Utilisation d’une linéarisation

Exercice 19

1) 2isinx = e* —e~¥;

—8isin3x — (eix _ e—ix)3= @3x _ 3 @2x gix 4 3 @ix g2 _ e-3ix,.

—8isin3x = (e¥*— e3*) - 3(e* — e™) = 2isin3x — 6isinx ;

) 1, 3 .
sin3x = —Sin3x + 7 sinx;

ONIPI

s
fogsin3xdx = % [cos3x]? — 3 S [cosx]} =
2) 2cosx = e* + 7
32c0s%x = (e +e¥)5 =
e5i>( + 5e4ix e-ix +10 e3ix e—2ix + 10e2ix e—3ix + 5eix e—4ix + e—Six
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32c0s°x = (°* + %) + 5(e3* + e3¥) + 10(e™ + &™) ;
32c0s°x = 2c0s5x + 10cos3x + 20cosx ;

1 5 5
cos®x =—=cos5x + —cos3x + = COSX ;
16 16 8

T[ TZ T

fz cos®xdx =— [sm5x] * s [sm3x] [sinx]g
T I
J¢ cos®xdx =—.

s
3) Calcul de [2 sin®xcos®xdx

Deux méthodes :

2 3 5

a) sin®xcos3x = (1 — cos?x)cos3x = cos3x — cos°x;

On linéarise cos3x et cos®x et aprés calcul, on obtient :

i T T

z . z z 2
[z sinxcos3xdx = [? cos3xdx — [2 cos®xdx = =
0 0 0 15

3

b) ) sin®xcos3x = cosx(1 — sin?x)sin’x = cosxsin’x — cosxsin*x ;

. 5 s
sin®x,5 _ 2

V3
fz sinxcos3xdx = [Sm x]o -l =

X
Fonctions du type : x HJ f(t) dt

Exercice 20
et
Vi+et

dt définie sur R est I'unique primitive de fonction t -

La fonctiont — est continue sur R. Il en résulte que la fonction x —

t

e
vitet

=

définie sur R et qui s’annule en 0.
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11) Intégrale de fonction paire, impaire ou périodique

Propriété.
Exercice 21

3z . 2r+rw . 3z . 2w . .
1) [“sinxdx = [ "sinxdx ; [ sinxdx = [ sinxdx, car la fonction
sinus est périodique de période 2m.

T 27 37 . .
2) [~ cosxdx = [~ cosxdx= [ "cosxdx, car la fonction cosinus est

2
périodique de période 2.

Propriété
Exercice 22
1) f_nnsinxdx = 0, car la fonction sinus est impaire sur l'intervalle [—m; 7).

T s . . . .
2) f_”cosxdx =2 fo cosxdx, car la fonction cosinus est paire sur I'intervalle
[=m; 7]

12) Calcul d’aires
Exercice 23

Notons précisément OBCD le rectangle (R) tel que OB =a et OD = b.
Considérons le repere orthonormé (O, I, J) tel que I'unité soit le centimetre
et: I € [OB) et] € [OD).

’aire du rectangle (R) en cm? est Iaire de la partie du plan délimitée par les
droites d’équation x = 0 et x = a et la courbe représentative de la fonction
constante : x + b. Cette aire vaut : foa bdx = ab.

Exercice 24

L’unité d’aire est 3x2 cm?. La fonction f étant continue et positive sur [1 ; 2],
. s s 2 ., 11 .

I"aire en unité d’aire est : fl (x? + x — 2)dx, smtz u.a. Ce quidonne : 11

cm?.

Exercice 25
L’unité d’aire est 9 cm?. La fonction f étant continue et négative sur [-2 ; 0],

) s s 0 4 .
I'aire en unité d’aire est : — f_z(xz + x — 2)dx, soit 7 u.a. Ce qui donne::
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Exercice 26

Cette aire, en unité d’aire, vaut : f03(g(x) — f(x))dx.
Ce qui donne 9 u.a.

Applications du calcul intégral

(Cette partie n’est pas inscrite au programme de TC/D, mais peut étre utile
pour la préparation des concours apreés le BAC)

Exercice 27

a)VnEN*,SF%Z Of( ), ol fix) = cos®mx.
N 15 b _1

Par suite .ngerSn— fo cos“mx dx. D’ou 'nl—l>IPooSn— >

k

/1+( )?

VnEN*,SF%Z of( , ou f(x)

V1+x
D'ol: lim S,=v2—1.
n—+oo

Exercice 28

a) n =10, ff%dx.

La fonction fquia x +— o est continue positive et décroissante sur [1; 2].

S (4D < [ Tde< SR f(1+ 550,

0,668771403 < f —dx <0,718771403.
D’ol : O668<f ~dx<0,72.

0,694 est une valeur approchée de de flzidx a26x1073 pres.
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1 _
b) n =20, fo e % dx.
La fonction fquia x +— e~*" est continue positive et décroissante sur [0 ; 1].

Z 1f(—l)<f e dx Z of(l_ol)
Ona: 0,73086782 < f e " dx < 0,76247385.

D’ou: 073<f e *"dx < 0,77

0,75 est une valeur approchée fol e~ dx a2x1072 prés.
¢) n = 15, méthode identique

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 1

|x—2| 2 2-x 3 x-2
) fl (xZ 4_x)2 fl (x2_4_x)2 dx +f2 (x2_4x)2

En posant : u(x) = x2 — 4x, I'intégrale se met sous la forme :

f3 =2y =—%f12 u' (0)u(x)"?dx +%f12 u' (0)u(x)"? dx.

1 (x2-4x)2

|x—2] _1

1 (x2-4x)2 12°

Aprés calcul, f

2) Enposant:u(x) =1-—x2%ona: folx(l —x%)2%dx=—=
fol u' (0)u(x)? dx.

Apres calcul, folx(l — xz)zdx = %_

2
3) Enposant:u(x) =1+x3,ona: f;%:g

4) [atan® tdt = [#[(1 + tan®t) — 1]dt.

T T T
D’ou: [#tan® tdt = [tant] — %. On conclut que : [#tan® tdt = 1— %.
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Exercice 2

1) Calcul de fol xV1 — xdx.
Posons:u(x) =xetv'(x) =v1—x.0na:u'(x) =1etonprend:
3
v(x) = (1 —x)z.
Aprés calcul, fol xV1 — xdx = 115.

2) Faire deux intégrations par parties.
3) Faire une intégration par parties, en posant : u(x) = Ilnx et

4) v'(x) = §x3

5) Posons:u(x) =In(1+x)etv'(x) = (1+ reEweE Ona:u'(x) =— —et
on prend : v(x) = —ﬁ
eln(1+t) 11
Aprés calcul, [, RSy dt = + ln2 — 1n(1 + e).

Exercice 3

1) Calcul de fol xV1 — xdx.
Posons:u=1—x. Ona: fol xV1 — xdx = fol(l — u)vVudu. D’ou :
f xV1 — xdx = 1—5
2) Calcul de fo x(1 — x)"dx.

Posons:u=1—x.0na :folx(l —x)"dx = L

(n+1)(n+2)’

Exercice 4
2r
1) Calculde [~ cos*xdx.

On utilise 2cosx = e+ e~ et |a formule du bindme de Newton.
16cosx = e4* 4+ 43X =X | ge2iXp—2iX | fpiX o—3ix  o—4ix
16cos*x = (e*™* + e“”x) + 4(62”‘ + e 2¥) + 6. Dol :
cos*x = —cos4x + —cost + g Par suite :

27 ) 3
f cos*xdx = [—sm4x + Isin2x + =x]&"

02 232 4 8

T s

[ costxdx ==.

0 4
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T
2) Calcul de [2sin®xcos®xdx.

Ona:sin3xcos?x = sin3x(1 — sin?x) ; d’ou : sin3xcos?x = sin3x — sin®

On utilise 2isinx = e'* — e~ et la formule du bindme de Newton.

X.

. . 1, 3. . 1. 5 . 5 .
D’ou : sindx = — Zsm3x + Zsmx et sin®x = 1—65|n5x - 1—65|n3x + Esmx. Par

suite :

V4

z . 1. 1. 1.
[zsin3xcos?xdx = [=sin3x + =sinx ——sin5x ]2.
0 . 16 8 16 0
Ona: [2sin®xcos?xdx = 0.

w
3) Calcul de [2sin®xcos®xdx.
Ona:sin?xcos?x = (1 — cos?x) cos?x ; d’ou : sin®xcos?x = cos?x —

cos*x.

14+cos2x 1 1 3 N
cos?x = — et cos*x = SCOSAX +-C0S2X + =, D’ou :

T

- s
[2sin®xcos?xdx =—.

0 16

4) Calcul de [2sin®2xdx

. 1 . 5 . 5 ., .
sin®2x = 1—65|n10x — 1—65|n6x + Estx. Par suite :

J2sin®2xdx =0
Exercice 5

1) |+J=(a+b)§.

a-b .
2) |-J=—sinwm.
2w b
Vs a— . T a— ;
3) I=(a+b)- +—sinwmet)=(a+b)~ ——sinwm.
4 4w 4 4w
Exercice 6
2n+2
1) |n+1 ; mln
2) |0=§
2n 2n-2 4 2 2 2
3) In= X X..X=X=X=pourn=1etly==.
2n+3° 2n+1 77573 3

_ 2nX(2n—2)X...X6X4X2
T (2n+3)x(2n+1)X..X7X5

In

2 2
><§, pourn =1 et Iozg.

.I 312 Livre du professeur Maths T'*C



Exercice 7

z
1) w2 = [ cosxcos™  xdx
Posons : u(x) = cos"1x et v'(x) = cosx.Ona:u'(x) = —(n+
1)sinxcos™x eton prend : v(x) = sinx. Dol : ln. =Z—i2|n.
(2p—-1)x(2p—-3)X..X5X3X1 T 2pX(2p—2)X...X4X2

=, bpe1 = , pourp =

2) bp= 20X(2D—2) X .. X4X2 2
1;l0=7etl=1,

3) a) Pour tout nombre réel x appartenant a l'intervalle [0 ; g], cos x est

(2p+1)xX(2p—1)%...X5%X3

T
positif ou nul. Il s’ensuit que I'intégrale foz cos™xdx est positive ou

nulle pour tout entier naturel n. Cette intégrale ne peut s’annuler
pour aucune valeur de n, sinon la fonction cosinus serait nulle sur [0 ;

g]. On déduit que pour tout entier natureln, |, est un nombre réel

strictement positif et donc non nul.

Il faut ensuite justifier que la suite (I,) est décroissante.
A . I I
On en déduit que pour tout entier naturel n :"I—+2 < ”I—“Sl. En
n n
prenant n = 2p, on a le résultat demandé.

I 1
a) D’apres 1) 2 — ZL qui tend vers 1 lorsque n tend vers l'infini. Par

2 +2 .
conséquent, Ia suite (-2*2) converge vers 1. On conclut que la suite
Lp

( l2p+1 ) converge 1, d’apreés le théoréme des gendarmes. Or :

121[J+1 _ (2X4X6X...X2p)*? 2
Ly  [1x3x5x.x(2p-1)]2(2p+1) '
. 2X4X6X...X2p)> b3
donc: lim ( P) ==

p —> 40 [1x3x5%..x(2p—-1)]2(2p+1) 2’

Exercice 8
1) lb=e—1;1;=1.
2) Posons:u(x) = x"letv'(x) =e*.Ona:u'(x) = (n+ 1)x" eton
prend :
v(x) = e*. On obtient le résultat en appliquant la formule
d’intégration par parties.
3) Ona:l=I13+21L—2l1+l.
En utilisant 2), on obtient : I,= e — 2; 13= 6—2e. Par suite : J=7—3e.
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Exercice 9

1) fest définie et continue et strictement croissante sur ] - g; g[.fest
donc une bijection de ] —g; g[ sur f( ] —g; g[) qui est R.

2) a)Llafonctiont+— ppve est définie et continue sur R. Il s’ensuit

gu’elle est intégrable sur [0 ; x] pour tout x positif et sur [x ; 0] pour
tout x négatif. L'ensemble de définition de g est donc R.
Un nombre réel x appartient a Dy si et seulement si x appartient a Ds et
f(x) appartient a Dg. Ds =] -g; g[ et Dg = R. Par suite : Dy =] -g; g[.
b) h(0)=0.
c) La fonction f est dérivable sur ] —g; g[ et f(] -g; g[) =R ; lafonction g

L. . 1 . .
est dérivable sur R car la fonction t +— ppvE est continue sur R. Par suite,

la fonction h est dérivable sur ] —g; g[ et: V x €] —g; g[, h'(x) = 1.
d)De: V xe]- g; g[, h’(x)= 1, on déduit que : h(x) = x + C. Or h(0) =0,
d’apres 2b), donc h(x) = x pour tout x appartenant ] —g; g[. Par suite, gof
(x ) = x. L'application f étant bijective d’aprés 1), en déduit que f~!=g.
e)l=f"Y1).0r: f7Y1)= f, donc: = f.
NB. Le fait que gof (x ) = x ne suffit pas pour conclure que f est bijective et

que f~!=g. Sans la consigne 1, ou il est démontré que f est bijective, on
devrait justifier que fog(y ) = y pour tout nombre réel y.

Exercice 10

t
1) a) La fonction t — eT est continue sur ]0 ; +oo[ comme quotient de

fonctions continues sur ]0 ; +e<[. Par suite, /a fonction F est dérivable sur ]0 ;
t
+oo[. La fonction dérivée de F est la fonction définie sur JO ; +eo[ quia t +— eT

Cette derniére fonction étant positive sur ]0 ; +oo[, F est strictement
croissante.
b) F(1) =0, par suite F est négative sur ]0 ; 1[ et positive sur ]1 ; +oo].

t_
2) a) Pour tout x positif, In x = flx%dt. Par suite : f(x) = flxe - Ldt.orla

t_
fonction t — e—tl est (continue) positive sur ]0 ; +oo[, donc f est négative sur
10; 1[ et positive sur ]1 ; +oo.

b) D’aprés 2)a),ona:
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(D) Vxelo; 1, F(x)<Inx;
(ii) Vx €]1; +oo[, In x < F(x).
De (i),ona: lim F(x)=—oo,car: lim In(x)=—oo;

x—=>0 x—=>0
3 3
De (ii),ona: lim F(x)=4oo,car: lim In(x)=+oo.
X —> 400 X —> +00

3)a)(T):y=e(x—1).

b) (C) est au-dessus de (T) sur ]O; 1[et (C) est au-dessus de (T) sur |1 ; +oe.
Indication : Etudiez la fonction le signe de la fonction H telle que : H(x) =
F(x) — e(x — 1).

4) a) Pour démontrer que : V t €[1; +oo[, et > gtz, il faut étudier le signe
de la fonction ¢ définie sur [1 ; +oo[ par : @(t) = et — gtz.

PG
@

2_
b) Vtell;+oo, Fe) >$. On en déduitque: lim + 0o

x X —> +00
De 2) (ii) et de 4)b) , on déduit que (C) admet une branche parabolique de
direction celle de (0)).
5) Construction de (T) et (C).

Exercice 11

a) Le triangle ABM étant rectangle en M, AM = 2Rcos6. D’outi : AM? =
4R?cos?0. Par suite, AM? est donc une fonction de 6 définie sur [0 ;

T
T 1 = N
> dont la valeur moyenne est : ”_ofoz 4R?co0s?0d0. Aprés calcul,
2

cette valeur moyenne est : 2R?.

b) Le triangle ABM étant rectangle en M, et H le projeté de M sur la
droite (AB), on a : AM? = AH xAB. Le point H appartenant au
segment [AB], on a : AM? = 2Rx, oU x appartient a [0 ; 2R]. Par suite,
AM? est donc une fonction de x définie sur [0 ; 2R] dont la valeur

1 2R N
moyenne est R fo 2Rxdx. Apres calcul, cette valeur moyenne est :

2R?.
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Exercice 12

1—a)J+K=§;J—K=O.

b) J=2;K="1
% 4
2-1= [2(2cos*xsinxdx + 4K
I = [cos x] +4K; I=§+n.

Exercice 13

1- V€] —1; +oo[, f'(x) = 2\/?’9 (x)——Vx+1.

2- I=22-2

3- 1=2(2—V2).
Exercice 14

1l-a)a=—1;b=c = %
b) I =21n2 —21n3.
2 2
2- Il faut faire une décomposition en éléments simples de c’est-a-
1 A
x(x2-1)2 X

1
x(x2-1)%
dire déterminer des nombres réels A, B, C, D et E tels que :
Bx+C Dx+E

x2-1  (x2-1)%

Aprés une décomposition,ona:

J1_x
x(x2-1)* x x2-1 (x%2-1)2

——ln3 ——ln2 +—
48
3-K= gan — —ln3 + —J
K==In3 — = In2 + 2
16 9%
Exercice 15

(2n)! _ 2n(2n-1)(2n-2)..(n+2)(n+1)xn!

7

ninn ( )‘I(‘LXTLXT)lXTlX...X?Xn!)
2n)! 2n(2n-1)(2n-2)..(n+2)(n+1 .
@n)! _ (n+2) (Il'y an facteurs au numérateur et
ninn NXNXNXNX..XN
autant au dénominateur)

(Zn)' n+1n+2n+3 n+n

ninn n n n " on
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ey - 1+ S (14 2. (145,

2. In(un) = ; r=1In(1+ %) qui tend vers fol In(1 + x) dx quand n tend
vers l'infini.

Par conséquent, en utilisant la continuité de la fonction, la suite (un) a
.. 4
pour limite =

Exercice 16

1. Ladérivée f’ de f est continue sur le segment [a ; b] donc est bornée
sur ce segment. Il existe donc un nombre réel M strictement positif
tel que pour tout x appartenant a l'intervalle [a; b], |f(x)]| £ M.

2. D’apres I'inégalité des accroissements finis, |f(u) — f(a)| <M|u —a],
pour tout u appartenant a [a ; b]. Ce quidonne : |f(u) — f(a)|<

M(u — a). En intégrant, on obtient : f lf(x) = fla)|dx < M(b a)

. )i b
3. a) En utilisant I’égalité de Chasles, on a : fa f(x)dx =
a+(i+1)(b—a)
P a+i(b_a1)1 f(x)dx. On obtient le résultat en faisant intervenir
n

En.
(l+ 1)

b) Ona: [Enl < NG [0 If @) = f (a+520) ldx.

(L+ 1) (b—a)?

F ) = f(a+Z20) |dr s,

Ord’aprés2),ona: f

donc en sommant les n termes, on a: |E,| < M%.

4. M =2.Ilfaut prendre n > 10%.
Un calcul a la main serait tres fastidieux pour déterminer : —Z o f(a +
b-a i) poura = 0;b = 1 etn = 10* pour la fonction donnée. L utilisation

de calculatrices programmables ou d’ordinateurs s’avere trés nécessaire a ce
moment.
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Exercice 17

1
1L =5[In(1+ x21}

xTL
1+x2
positive, il s’en suit que pour tout entier naturel n non nul, I, 2 0.

2. La fonction qui a x associe définie sur [0 ;1] est continue et

3. |l suffit de justifier que pour tout entier naturel n non nul,

1 xm
ona:-x"s——<x™

2 1+x
4. a Il suffit de justifier que pour tout entier naturel n non nul,
xn+1 xn

<—.

14+x27 1+x2
b. (I,) est décroissante et minorée converge. D’apres 3. elle converge vers 0.

ona:

Exercice 18

1.1, = [(An)?]Sns

=2n-—1.
2. (I,) est non bornée. Car elle n’est pas majorée.
3. (%‘) converge vers 2.

4. Il suffit de remarquer en utilisant I'égalité de Chasles que :

Li=1lkc = flenwdt-
SITUATIONS COMPLEXES

t
550 t2 t

La surface OABC en unités est donnée par : I ———+125 dt .
100 4

0

Exercice 19

Soit environ 65599 m?
Exercice 20

L'aire du champ de mais est : e x 1.

EZ
L’aire du champ d’igname est : j(z —In x)dx
La nouvelle A superficie du champ du cultivateur est : e x 1 + J'(z —1In x)dx
A=e>-e
A vaut environ : 4,67 UA
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PROBABILITE CONDITIONNELLE ET
VARIABLE ALEATOIRE

EXERCICES DE FIXATION

|- Probabilité conditionnelle

Définition
Exercice 1

On veut calculer Pi(G).

L'événement RN G est "On tire une boule rouge marquée Gagné".
Ona:P(R)=0,4 et P(RNG) = 0,3. Par suite : P(G) = 0,75.
2) Arbre pondéré :

Exercice 2
203
480
S
116
480 F P 280
867
T 161
480
S
140
367 ¢ . 387
387
T
113
387
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Exercice 3 : Arbre pondéré P;.
1- Complete I'arbre ci-dessous pour qu’il soit un arbre pondéré.

2- Calcule P(DMB).

1- Encomplétant I'arbre, ona: Pp(B)=0,5et: P5(A)=0,1.
2- P(DNB) = P(D)x Pp(B) = 0,7X0,5 = 0,35.

Exercice 4 : Expérience aléatoire X,.
Dans un pays, il y a 2 % de la population contaminée par un virus. On dispose
d’un test de dépistage de ce virus qui a les propriétés suivantes :
0 La probabilité qu’une personne contaminée ait un test positif est
de 0,99(sensibilité du test);
0 La probabilité qu’une personne non contaminée ait un test négatif
est de 0,99 (spécificité du test).
On fait passer un test a une personne choisie au hasard dans cette
population.
On note : V I’événement « la personne est contaminée par le virus »
On note : T I'événement « le test est positif »
1. Construis I'arbre pondéré correspondant a cette situation.
2. Traduis par une probabilité la phrase : « Si le test est positif, il y a 40 %
de chance que la personne soit contaminée.»
3. Détermine cette probabilité.

.II 320 Livre du professeur Maths T'*C



1- Arbre pondéré

T
0,99
v
01
0,02 T
_ 003
0,98 v
<——— 7T
0,97
T

2-a) Cela se traduit par : « Si la personne n’est pas contaminée, alors il y a 97
% de chance qu’il soit testé négatif ».

b) P5(V) =0,4.

3_

P(T) = P(VNT) + P(V NT)

P(T) = 0,02x0,99+0,98x0,03

P(T) = 0,0492.

3) Formule des probabilités totales

Exercice 5

En reprenant I'expérience aléatoire X, (page 33 du cahier), Calculons P(G).
P(G) = P(RNG) + P(R NG)

P(G) = 0,4x0,75+0,6x0,3

P(G) =0,48.

Exercice 6

Résolue dans la derniere question de I’exercice 4

4) Evénements indépendants
Exercice 7

1) VRAI 2)FAUX.
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Propriété

Exercice 8

Ona:C=ANB,dou:P(C)=P(A)xP(B), car A et B étant indépendants, A et
B le sont aussi.

Par suite : P(C) =0,72.

Il) Variable aléatoire
1) Définition

Exercice 9

Fonction Vrai/faux

1 | X est la fonction de Q vers R, telle que : X(P) =2 et X(F)=-6. | VRAI

X est la fonction de Q vers R, telle que : X(P) =2 et F n’a pas FAUX
d’image par X.

1 1 VRAI
3 | X est la fonction de Q vers R, telle que : X(P) = et X(F) = 5

2) Notation

Exercice 10
a)(X=1)={2;4;6};b) (X=0)={1;3};c))(X<1) ={1,3;5};d) (X>2)=0.

3) Loi de probabilité d’une variable aléatoire
3-1. Définition

Remarque

Ona:pi+p2+..+pn=1.

Exercice 11

X prend trois valeurs qui sont : —2; 0; 1. La loi de probabilité de X est
donnée par le tableau suivant :

k -2|0|1
o= | 1|11
6 [312
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3-2. Espérance mathématique d’une variable aléatoire
Exercice 12
E(X) = 4,72

3-3 Variance et écart-type d’une variable aléatoire

Définition
Exercice 13
V(X) =31,2416 ; o( X) =+/31,2416 = 5,59.

3-4 Fonction de répartition d’une variable aléatoire
a) Définition

Exercice 14

Six< 0, alors:F(x)=0;
Si 0 <x<1,alors:F(x)=
Si 1 <x<2,alors:F(x)=
Si 2 <x<3,alors:F(x)=
Six =3, alors: F(x) = 1.

~

~

W INN|[ R |-

~

1ll) Loi binomiale B(n, p)
1) Epreuve de Bernoulli
Définition

Exercice 15
X suit une binomiale B(10; 1—91). La probabilité cherchée est : P(X=6) =

6 (9\6y72\4
C10(11) x(11) .
Exercice 16
Le fait que la probabilité d’atteinte de la cible est constante au cours des 3
tirs montre que les trois épreuves sont indépendantes. X suit une loi
binomiale B (3;0,7).

Exercice 17

1- E(X) = 2,1 ; 2- V(X) = 0,63.
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Exercice 18
A chaque question aléatoirement choisie, I'éléve donne soit une réponse

e 1. , .
correcte avec la probabilité de v soit une réponse incorrecte avec la

probabilité de %‘ L’éleve répond au hasard a chacune des 10 questions du

QCM. Il'y a répétition de 10 épreuves de Bernoulli identiques et
indépendantes. La variable aléatoire X qui prend pour valeur le nombre de

, . . . 1
réponses correctes suit donc une binomiale B(10; Z)' Ona:

E(X) = 10%=; V(X) = 10x=x2,
4 4 4

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT
Exercice 1

1- Arbre pondéré

D

[SSH )

0,2

0,8 D

2-a) Cette probabilité est : P(D NEN 0)= O,8xo,75><3l =0,2. Car la probabilité

d’un chemin est le produit des probabilités sur ce chemin.

b) Cette probabilité est : P(D NEN 0) = 0,8><0,75><3i =0,4. Car la probabilité

d’un chemin est le produit des probabilités sur ce chemin.

3- Pour étre admis a ce concours, il faut étre admis sur dossier ou bien étre
passé par I'écrit, subir I'oral et étre admis a I'issue de 'oral. La probabilité
cherchée est : P(D) + P(D NEN O) qui vaut 0,6.
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Exercice 2

1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12
1
P(A) = 2.
P(B) = <.
_ _ P(AHB) . _ l
3-P(C) = P(A/B) = 25 P(C) =7,
EXERCICE 3
Soit :

U; I’événement : « Tirer une boule de 'urne Uy » ;

U, I'’événement : « Tirer une boule de I'urne U; » ;

R I’évenement : « Tirer une boule rouge » ;

N I’événement : « Tirer une boule noire ».

La répartition des boules dans I'urne fournit les probabilités suivantes :
Pu1(R) =§ ; PUl(N) =§ ; Puz(R) = g et Puz(N) = %

Le dé étant parfaitement équilibré, ona: P(U1) = ;; P(U,) = %

Tous ces résultats sont résumés dans I'arbre pondéré ci-dessous :

3 R
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P(N) = P(NNU,) + P(NNU,)
= P(Ul)x Pu1(N) + P(Uz)x Puz(N)

11
P(N) = E

2- Cette probabilité est : Py (U,).

Ona: Py(Up)= —P(Ull?:';l(m
6
Py(Uq) = 7
EXERCICE 4

On considére les événements suivants :
H : « la personne choisie est un homme » ;
F : « la personne choisie est une femme » ;
P : « la personne choisie présente le caractere P ».
On a les probabilités suivantes :
p(H) =0,45; p(F)=0,55; p(P/H)=0,04 ;p(P/F)=0,05.
1- Détermination de la proportion de personnes qui présentent le
caractére P.
p(P) = p(H) p(P/H) + p(F) p(P/F)
p(P) = 0,45x0,04 + 0,55x0,05 = 0,0455 ; soit 4,55 % des personnes de cette
population.
2- 1l s’agit de déterminer p(H/P).

(H) p(P/H)
H/P) = i) ptr/m) =04.
p(H/P) ") 0,

Exercice 5

On considere les évenements suivants :

M : « la personne choisie est malade » ;

T : « la personne choisie est testée positif » ;
On en déduit les événements suivants :

M : « la personne choisie est saine » ;

T : « la personne choisie est testée négatif ».

On a les probabilités suivantes :
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P(M)=0,03;

Pm(T) est la probabilité qu’une personne soit testée positif : Pu(T) = 0,95 ;
Py; (T) est la probabilité qu’une personne saine soit testée positif :
P4 (T)=0,1.

1- a) Cette probabilité est P(MNT)

P(MNT) = P(M)xPm(T) ; P(MNT) = 0,03x0,95 = 0,0285.
b) Cette probabilité est P(M NT)
P(M NT) = P(M)x P (T) ; P(M NT) = 0,97x0,1 = 0,097.
c) Avec la formule des probabilités totales appliquée a {M ; M}, ona:
P(T) = P(MNT) + P(M NT) ; P(T) = 0,0285 + 0,097 = 0,1255.
2-a) Cette probabilité est Py (M)

_P(MNT) 10,0285
Pr (M) ==p~ 3 Pr (M) = o

b) Cette probabilité est Py (M)

— _ P(MNT) — 0,097
Pr (M) = P(T) ' Pr (M) = 0,1255

On pourrait remarquer que : Py (M) = 1—Py(M).

=0,2271.

=0,7729.

c) Cette probabilité est P7(M)
_ _P(MNT)
PT(M) - P(T) . B
Avec la formule des probabilités totales appliquée a{T; T}, ona:
P(M) =P(MNT) +P(MN T) ; d’ou :
P(MN T) = P(M) —P(MNT) = 0,03—0,0285 = 0,0015.

Pr(M) =225~ 0,0017.
1-0,1255

d) Cette probabilité est P7(M)

PT(I\7I) =1—-Pz(M); PT(IVI) =1-0,0017 = 0,9983.
Exercice 6

1)

A chaque régle choisie au hasard, il y a deux issues possibles : la regle
présente un défaut avec une probabilité constante égale a 0,1 ou bien la
regle ne présente aucun défaut une probabilité de 0,9 car le tirage est
supposé fait avec remise. Il y a répétition de 8 épreuves de Bernoulli
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identiques et indépendantes. La variable aléatoire X qui prend pour valeur le
nombre de regles présentant un défaut suit donc une binomiale B(8 ; 0,1).
2) P(A) = P(X=0) = 0,98=0,43.

P(B) = P(X=2) = C£(0,1)%(0,9)°= 0,149.

P(C)= 1—P(A) = 0,57.

3) a) E(X) = 8x0,1=0,8. L’arrondi d’ordre 0 du résultat est 1.

b) En moyenne 1 régle sur 8 Choisies au hasard présente un défaut au
contréle.

Exercice 7

1) Le nombre de cas possibles : C2xCZ = 100.

Pour avoir un cas favorable a E : tirer exactement 1 boule blanche dans chaque
urne ou bien 2 boules blanches dans une seule des deux urnes. Soit au total :

CIxC} X CIxC} + CExCE+CExCE=46. D'ol : P(E)=—= = 0,46.

2)a) Les valeurs prises par Xsont:0;1;2;3; 4.
La loi de probabilité est donnée par le tableau ci-dessous :

k 0 1 2 3 4
P(X=k) | 0,03 0,24 0,46 0,24 0,03
b) E(X) =2.

Le nombre moyen de boules blanches tirées est 2. Le gain par boule blanche
tirée étant de 600 F, le gain moyen est de 2x600 —1500 quiest —300. La gain
étant non nul, le jeu n’est pas équitable.

Remarque
On peut considérer la variable aléatoire Y = 600X—1500. Cette variable
aléatoire donne le gain du joueur. E(Y) = 600E(X) —1500 = —300.
Sur un grand nombre de tirages qui donnent lieu au jeu, ce jeu n’est pas
favorable au joueur car le gain obtenu est négatif (perte).
1) On considére les événements suivants :
B : « tirer exactement deux boules blanches »
Ui : « tirer une et une seule boule blanche de Uy »

_P(BNUy) | _3
P(B|U,) = Py P(B|U4) = 2
2) Soit 'événement succes S : « tirer deux boules blanches ».
2
La probabilité d’un succées est : P(S) = c_32= i.
cZ 10

La variable aléatoire X prenant pour valeurs le nombre de succes au cours des
. . - . . 3
10 tirages suit une loi binomiale de parametres 10 et o
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La probabilité cherchée est P(X > 2).
P(X >2)=1—P(X =0) —P(X=1).

7 3 7
P(X22)=1-(;)" —Clo(3) ' (;;)° = 0,85L.

Exercice 8

1)

a) Pour réaliser A,, on doit tirer une boule blanche de I'urne U; et la remettre
dans I'urne U; puis tirer une boule blanche de I'urne U; et la remettre dans U;
ou bien tirer une boule noire de I'urne U; et la remettre dans |'urne U; puis
tirer une boule noire de I'urne U; et la remettre dans Us.

n 3, 3 2 ., .. _3 n+2
P(An)—mXZ+ mXZ ;d’ou: P(An)—4 (n+3)'
3
b) Cette limite vaut4— .
2) Pour réaliser B, on doit tirer une boule noire de I'urne U; et la

remettre dans I'urne U; puis tirer une boule blanche de I'urne U, et la
remettre dans U;.
P(Bn) = —— X 2 ; d’ol1 : P(By) = ——.

n+3 4 4(n+3)
3) a) D’apres les trois cas décrits dans I’énoncé, les gains algébriques du joueur
en franc peuvent étre : 2(n — 10) ; n — 20 ; —20. C’est pour n supérieur a 10,
que le joueur peut espérer gagner.
b) Les valeurs prises par X sont : 2(n — 10) ; n — 20 ; —20.
La loi de probabilité est donnée par le tableau ci-dessous :

k —20 n—20 2(n —10)
P(X=k) n 3 n+2 6
4(n +3) 2 0s) 4(n+3)
3n%-62n-240
€) E(X) == 4(1:3)

d) E(X) est strictement positive si et seulement si n est supérieur ou égal a 25.
Des que I'urne U1 contient au moins 25 boules blanches, le jeu est favorable

au joueur.
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Exercice 9
1) Tous ces résultats sont résumés dans I'arbre pondéré ci-dessous :

%4

2) a)
P(V)=P(VN A) + P(VN B)
= P(A)xPa(V) + P(B)xPg(V)
=0,47x0,9 + 0,53x0,8
P(V) =0,847.

b) Cette probabilité est : Py(A)

P(V , , . .
Pv(A) = 1(0(334) ; Pv(A) = 0:::7)9 = %, soit environ 50 %.

3. La personne choisie vote effectivement le candidat A si elle affirme voter le
candidat A et dit la vérité ou affirme voter le candidat B et ne dit pas la vérité.
Cette probabilité est : P(AN V) + P(BN V)

P(AN V) +P(BN V) = 0,47x0,9 + 0,53%0,2 = 0,529.

4. En une demi-heure, on répéte 10 expériences de Bernoulli indépendantes
dont la probabilité de succés est 0,4. La variable aléatoire X qui compte le
nombre de personnes qui accepte de répondre au cours de la demi-heure
suit une loi binomiale de parametres 10 et 0,4.

On a: E(X) = 10x0,4 = 4. Cela signifie que I'institut de sondage espére en une

demi-heure obtenir 4 personnes qui acceptent de répondre a I’enquéte. Or :
% = 300, donc l'institut de sondage doit prévoir en moyenne 300 demi-

heures, soit 150 heures pour parvenir a I'atteinte de son objectif.
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Exercice 10

Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre d’ordinateurs tombés en
panne parmi les 100 disponibles.

Les 100 ordinateurs tombant en panne de facon indépendante avec une
probabilité de 0,01 a chaque panne, la variable aléatoire X suit une loi
binomiale de probabilité de paramétres 100 et 0,01.

1. La probabilité qu’aucun ordinateur ne tombe en panne est : P(X = 0).
P(X=0)=(1-10,01)1%; P(X=0)=0,366.

2. La probabilité qu’au moins un ordinateur tombe en panne est : P(X > 1).
P(X21) =1— P(X=0) =0,634.

3. La probabilité qu’exactement trois ordinateurs tombent en panne est : P(X
=3).

P(X =3)=C3,,(0,01)3 x (0,99)%7; P(X = 3) =0,061.

4. La probabilité qu’au plus trois ordinateurs tombent en panne est : P(X < 3).
P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3);
Ona:P(X=1)=C}y(0,01)! x (0,99)°°=0,37;

P(X = 2) = C%,(0,01)? x (0,99)%8 = 0,185.

P(X<3)=0,366+0,37 + 0,185 + 0,061 = 0,982.

5. X suivant une loi binomiale de parametres 100 et 0,01, le nombre moyen
d’ordinateurs qui tombent en panne dans cette entreprise est 100x0,01 = 1.

SITUATIONS COMPLEXES
Exercices 11

Identification du probleme a résoudre

Il s’agit de donner une argumentation au fabricant sur le bénéfice qu’il espére
avoir basée sur ton cours de mathématiques.

Modélisation

Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de consoles conformes parmi
les 400 produits et vendus par mois. Le fabricant faisant réaliser un test de
conformité, dans les mémes conditions, sur chacun de ses objets fabriqués, X
suit une loi binomiale dont le succes est « la console de jeu est conforme » avec
une probabilité de 0,93.

Calcul du bénéfice

L’espérance de la variable aléatoire X est 400x0,93 = 372. Cela signifie que le
fabricant espére produire et vendre mensuellement 372 consoles conformes.
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Le nombre de consoles non conformes que le fabricant espére produire et
vendre est : 400 —372 = 28.

Le montant total des ventes en FCFA est donc :

290 000x372 + 150 000x28 = 112 080 000.

Le co(t total de la production des 400 consoles en FCFA est :

160 000x 400 = 64 000 000.

Le bénéfice en FCFA que le fabricant espere réaliser est : 48 080 000.

Solution a la préoccupation du fabricant

Le bénéfice espéré par le fabricant de 45000000 FCFA est inférieur a
48 080 000 FCFA.

I n"a donc pas a s’inquiéter. Il lui suffira de suivre ses activités correctement et
il 'y aura pas de probleme.

Exercices 12
Option 1

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de « faces » obtenu a I'issu des
trois lancers.

X suit la loi binomiale de parametres (3 ; %).
1 1
P(X=2)=C3(5)*x ()
3
P(X=2)=>

Option 2

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de « faces » obtenu a I'issu des
quatre lancers.

Y suit la loi binomiale de parametre (4 ; %).
3,143 1vi,(1ya
5
P(Y=3)+P(Y=4)= =
Conclusion

3.5 . e
= > — . Donc je choisis I'option1.
8 7 16
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| SIMILITUDES DU PLAN

EXERCICES DE FIXATION

1.Définition d’'une similitude
Exercices de fixation

Exercice 1

1.F;2F; 3.V;4F; 5V;6.F; 7.F
2.Définition d'une similitude directe
Exercices de fixation

Exercice 2

1.F;2V;3.F; 4F;5V:6.F
3.Défintion d’'une similitude directe
Exercices de fixation

Exercice 3

1.F;2V;3V; 4V; 5V:6.F; 7.V

Exercice 4
a); b); ©);g;h)
Exercice 5

4 5
a) ; ; b) ; ; C) 1
Exercice 6

Ona heg,_5(A) = A; et r(B )(Al) =A

KL
2

donc r(B;g) O hp._(A)=A
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4.Caractérisation d'une similitude directe
Exercices de fixation

Exercice 7

D h(ag) = Mag) ©Team
D7) * Pa)

DT (az) O P (a2)

5.Définition d’'une similitude directe de rapport distinct de 1

Exercices de fixation

Exercice 8

La rotation de centre Q et d’angle orienté 6 est une
similitude directe de centre Q de rapport 1 et d’angle orienté 8
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Exercice 9

6.Détermination d’une similitude directe
Exercices de fixation
Exercice 10

1.Construction

2. =24 op BA_ 2

BC BC 2
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'2'4

Mes(ﬁ) =% Ainsi S’=S(C£_E>

Exercice 11

Soit B’=mil[AC];ona cos% = % d’ou BB’ = \/2_53(;

Or BG =§ BB’ d’otl BG = fBC

Comme = %, donc k = V3 et = Mes(B—C); E) =z
BC 3 6

Exercices de fixation
Exercice 12

(EG) et (FK) ne sont pas paralleles, soit I le point
d’intersection des droites (EG) et (FK)

Ona: 9=Mes(ﬁf;ﬁ{))=% etk:%:é

(EG) et (FK) ne sont pas paralleles ; (EG) n (FK) = {I}

Cuer) N Cuke) = {0}
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7. Figures semblables
Exercices de fixation
Exercice 13

1.V;2F; 3.V;4V;5F
Exercice 14

a) On a mes(C) = mes(D) et mes(B) = mes(F) donc les
triangles ABC et EDF sont

semblables en application de la proposition 2

b) Ona mes(B) = mes(C) etg = g doncles triangles ABC et

EDF sont semblables en application de la proposition 3
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Exercice 15

1.

2. A partir de (AB) on construis deux angles de méme mesure
que deux angles

du triangle EFG
mes EFG = mes BAC et mes FEG = mes ABC

9.Images de quelques configurations planes par une
similitude

Exercices de fixation
Exercice 16

1.F

2.V

3.F

4V
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Exercice 17

1) S1((AC)) = (BC) car S;(A) =B
2) S,((40)) = (04)

3) S3([AC)) = [A'B')

4) S.([AC]) =[A"C"]

Exercice 18

Construction

(€1) = C(K;2,5KP) et (C) = C(K'; 2KP) oK' =S, , x\(K)
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10.Des propriétés de conservation

Exercices de fixation

\Qercice 19

| R



D

B
S c 0’ DP BP

0’, D’ et B’ sont alignés car images respectives par S des points
0O, D etB.

2)

0 D B D
S C
O’ D’ B’ D’
Comme S est une similitude directe plane alors
Mes(ﬁ; D—O)) = Mes (W;D'O')

(Conservation des angles orientés)

3)
0 D B [BD]
S c
o |p |B [B'D']
O est le milieu de [BD] donc son image par S, O’ est le milieu
de I'image de [BD] qui est [B'D’] d’ou 0’ = mil[B'D’]

Exercice 20
1. Construction voir exercice 19

2. ABCD est un carré donc (AC) L (BD) Or
A C B D

S C
A (0 B’ D’

d’apres la propriété de conservation de l'orthogonalité on a :
(AC") L (B'D").
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11. Utilisation des similitudes
Exercices de fixation
Exercice 21

On sait que le point £, centre du cercle (C) décrit I'axe médian
(L) des droites paralléles (D) et (D")

L’idée est de justifier qu'il existe une similitude directe S’ de
centre O qui applique le point Q sur le point P. Si on justifie que
I'angle orienté (ﬁ, ﬁ) et le rapport g—g sont constants lorsque le
point M varie, la similitude directe S est parfaitement déterminée.

P)(0) = A4; P(p(0) = B et C = C([AB])

Justifions que (O—Q/),\O—P)) = (ﬁﬁ)

! ) hY by KO _ .Q._O
(D) || (D") d’apres Thalés = o
Or KA = KN, et QM = QP donc =% = 22 ot & = 2K
KN, QP QP Qo
Les triangles OK N, et OQLP sont rectangles respectivement en
KN,  OK
N, etPet—=—
QP Qo

ils sont donc semblables.

D’ou (0—Q>; ﬁ’)) = (ﬁ; ON,), langle (0—Q>; m))) est bien
constant lorsque le point M est sur la droite (D).

ON; _ OP op
De plus — = — donc le rapport — est constant
OK = 00 0Q

1 N ON —=
S' = S(osey 0Lk =S retf = Mes(OK; ON;)
Applique Q sur P

Le lieu des points M est donc la droite (L") image de (L) par
la similitude S’

.I 342 Livre du professeur Maths T'*C



Exercices de renforcement/Approfondissement
Exercice 1
1.B;2.B;3.C; 4C;5.B
Exercice 2
1. §= S(A;z;g)
2.5 =5(cB) ©Sac) © Stac) © Scap)
= S(cB) © Sc)
= tas

3.5 = T‘(B;_%) o T(8:m)

~ (5%
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Exercice 3

A B

V2

2

a)k = 40 _ etd = Mes(ﬁ;m) =z
AB 4

V2

2

et Mes(A_)C/;Z_D)) =z

_ AD _
b)S(C)—DcarAC— ”

¢) S(B)=0¢etS(C)=D

Donc S((BC)) = (0D)

d) S(B)=0;S(C)=DetS()=T

I = mil[BC] donc son image I' = mil[0D]
L’'image de I est I’ le milieu de [OD]

Exercice 4
BA B DA T
A)k=—=1etetd = Mes(BC;BA) = -
BC 3
b)k = 56 _ Eet et = Mes(BC’;EG) =z
BC 3 6
Ok = GC _ leteth = Mes(GB;ﬁ) = ZMeS(AB;R) =z
GB 3
dk =2 =1etet 6 = Mes(GB; GA) = — &=
GB 3

.I 344 Livre du professeur Maths T'"*C



Exercice 5
9 _
QA
Mes(m; ﬁ) =z

4

2
S(Q;z;%) et S(A) = B donc
28— 2 Ainsi Q€ C(G,G,Dott G,=bar{(4,2); (B, 1)} et

Q4
G2=bar{(A' _2)1 (Br 1)}

Mes(Q4; OB) =% donc Q appartient a I'arc capable (T') de
mesure % d’extrémité A et B. Par suite (I) N (C) = {Q}

—_— 1

ona: AGlzgﬁ etA—Gz)zﬁ

Ze
o®
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Exercice 6

Construire C(ABI) n ¢(CDI)

Exercice 7

a)k:ﬂ:ﬁete :Mes(A—)E’Z_Dj )

T

AC 2 4

b)k = 2B _ 2 et = Mes(m;ﬁ) =—47%
AO 4

Ok =25 = 2 et § = Mes(A0; AC) = 047
AO
dk=22=Letg= Mes(B4; BO) = —5jh hjg ;n
T BA 2 - ’ = T Pnes
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Exercice 8

|-

1)Soitr = r(A -7
T2

On a (D) =B car AB = AD et Mes(m) = —g donc
r((DC)) = (BC) car (BC) L (DC) ( (BC) est la perpendiculaire a
(DC) passant par B).

(DC) n (AM) = {M} donc r((DC)) nr((AM)) = {r(M)}

Donc (BC) N (AN) = {r(M)}or (BC) n (AN) = {N}

D’our(M) = N Ainsi AMN est un triangle rectangle isocéle en
A.

2)A, M et I sont non alignés donc il existe une similitude
directe sde centre A qui transforme M en L.

3)AMN est un triangle rectangle isocéle en A et I est le milieu
de [MN] donc le triangle AMI est rectangle isocéle en I.
=AY

. ?et Mes(m) = —%
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(BD)

s = S(A;\/Z_E;_%)

4)Ona s(M)=1 et M € (DC) donc
Onas(D) = 0 ou O estle milieu de [BD]

Car 22 = 2 et Mes(ABEO) =-=

AD 2 4
Ets(C) = B carZ = 2 et Mes(4C; 4B) = — =
AC 2 4

Ainsis((DC)) = (BD)

Lorsque M décrit la droite (DC), son image décrit la droite

Le point I décrit donc la droite (BD)

Exercice 9

c M

1)h(4A) = A’ ou A’ = S,(B)
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h(M) =C car BC = 2BM
2)Posonsr =R/, =
) (%)
Ona:roh(A)=r(A")=B'etroh(M) =r(C) =C'
3)s = r O h est une similitude directe de rapport 2 et d'angleg

a)

sc A [M [B (AM)
N |C |B (B'C)

L’angle de s est g alors les droites (AM) et (B'C’) sont
perpendiculaires.

b) Le rapport de s est 2 alors B'C' = 2AM

Exercice 10

D

A B

2)a) OnamesCAH + mesACH = 90 et mesABH + mesACH = 90

donc mesCAH = mesABH de plus tan ABH = % et tan CAH = %
d'ou A = ¢H
HB  AH
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ABH et AHC sont deux triangles tels que :

mesCHA = mesAHB etﬂ =
HB  AH

Donc les deux triangles sont donc semblables, il existe donc
une similitude directe

plane s qui transforme AHB en AHC.

2)b) Ona = =22 = 24
HA HC AC

Le centre de s est H

L’angle de s est —%

AH
Le rapport de s est 5

2) ¢) I est le point de concours des bissectrices du triangle
AHB

Par conservation du contact le point de concours des
bissectrices du triangle AHC ;

J est 'image de I donc s(I) = J
d) s est la similitude directe de centre H, d’angle —g et de

rapport k ou k :% comme s(I) =] alors le triangle HIJ est

rectangle en H.
3)s(B) =Aets(l) =]
Donc (BI) L (A]) Car I'angle de s est —g
4)S'(HI]) = AHB

Le centre de S’ est H et 'angle de s’est 6 ou

0 = MES(F;—E_A)) = %Mes(H_)E;—E_A)) = %

[(HI)bissectrice]
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5)

R
QA B

Donc Mes(j_)r;—ﬁ) = %

Ona Mes(ﬁ/;—i?) = Mes(]_l)/;—;—B)) +m
=2+
4

__ 5w

4

- _3r

4
Exercice 11 : pareil a 'exercice 8 page 27
Exercice 12

1) a) A, E, C et G sont quatre points du plan tels que A # E et
C # G il existe une
similitude directe et une seule telle que S(A) =C et
S(E)=aG

b) Soit 6 'angle de Son a:
0 = Mes(A_E)’;\C_G))

2) Soit () le centre de S.
a)Ona (AE) n (CG) = {B}

Ainsi ) appartient au cercle circonscrit a ACB et au cercle
circonscrit a EGB.

D’ou Q appartient aux cercles (I') et (I')
b)(T) N (I'") = {B; K} donc Q # B.

) Q est 'autre point d'intersection autre que B donc ) = K
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Exercice 13

Exercice 14

Considérons la similitude de centre A et d’angle % et de

rapport v2
§= S(A;\/f:%)

Ona:

sem|/A [B [C [D
CACEF

Donc s(ABCD) = ACEF

Toute similitude multiplie les aires par le carré du rapport
donc

Apcer = (\/E)ZU‘ZABCD

AinSi CAACEF = ZCAABCD
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Exercice 15

Ona

SCC

(AB) n (CD) = {R}
(@) le cercle circonscrit au triangle ACR
(€") le cercle circonscrit au triangle BDR
©n(€)={r }

Q est le second point d'intersection de (C) et (C")
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SITUATIONS COMPLEXES

Exercice 16

m
T

@ ‘e
D A E
@ O
®
G @ o H

Pour répondre a la préoccupation de Monsieur Konan, Il suffit de
justifier que les droites (AC), (GE) et (HF) sont oui ou non
concourantes.

Notons I, le point d’intersection des droites (EG) et (FH), hi I’homothétie
de centre I transformant G en E et h> 1’homothétie de centre I
transformant F en H

L’image de la droite (CG) par hi est la droite (EF), donc
(h2°h1) (CG) = (AB).

De méme, I’image de la droite (CF) par ’homothétie hi°hz est la droite
(DA).

C est le point d’intersection des droites (CG) et (CF), il en résulte donc
que I’image du point C par ’homothétie de centre I, hi°h2 (remarquons
que h2°hi= hi°h2 ) est le point d’intersection des droites (AB) et (CA)
c’est-a-dire le point A. (hi°h2)(C) = A, on déduit que I appartient a (AC).
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Il est donc possible d’installer un robinet conforme a la volonté de
monsieur Konan.

Exercice 17

Dans cet énoncé, écrire AE = %ﬁ au lieu de AE = %Zﬁ et choisir le
cm comme unité, a I’échelle 1/2000.

ABC est un triangle rectangle en A tel que : AB = 80 métres et
AC =250 metres.

aire du triangle ABC est A g = 80);—250 = 10000 m?

Ona AE =§AC donc AE =%= 50

D’ou I’aire du carré AEFK est Ajppr = 502 = 2500 m?

D’autre part 1’aire soit A’ égale a 40% de Aypc

40x10000
100

Ona: A = = 4000 m?

Comme 2500 < 4000, I’aire du carré¢ AEFK n’est pas égal a
40% de I’aire totale

Du triangle ABC. L’affirmation de Gbessa est par conséquent
fausse

1) Construction du carré AEFK
Construis le point E tel que AE = %E

Construis le point K tel que AK = AE et K € [AB)
Construis le point F, point d’intersection des perpendiculaires
respectives a (AC) et (AB) passant par les points E et K.

2) Construction du carré¢ AE’F’K’.

On obtient le carré AE’F’K” en utilisant ’homothétie de centre A qui
applique F sur F’

(faire la figure)
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En choisissant le cm comme unité, a 1’échelle 1/2000, ona : AC = 12,5
et AB =4. On peut chercher analytiquement une solution au probléme en
munissant le plan d’un repere orthonormé (A, I, J) tel que : Al=AJ = 1.

Dans ce repere Ona : B (0;4) et C (12,5 0). "AE = %E donc E (2,5 ;
0).

Le point F est sur la premiere bissectrice donc F (2,5 ; 2,5).

AF? = AE?+ EF?, donc AF = 2,5V2.

Déterminons les coordonnées du point F’. Le point F’ est le point
d’intersection de la droite (BC) et de la droite d’équation y = x. Une
¢quation de la droite (BC) apres calcul donne :

y = - 0,32x +4. Apres calcul, on a : F* (100/33 ; 100 /33 ) ; donc,
AF’= 100 /33 2. On a donc : k = 40/33.

D’ou I’aire du carré¢ AE’F’K’ est : ( 40/33)2 x 2500 soit environ 3673.
Ainsi Ainsi I’aire de la parcelle attribué & Kouamé est égal a environ :
10000 — 3673 soit environ 6327. Kouamé a donc le terrain le plus grand.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

EXERCICES DE FIXATION

Exercice 1

Toute équation dans laquelle apparaissent I'inconnue est une fonction de R
vers R et des dérivées successives de I'inconnue s’appelle une équation
différentielle.

Exercice 2
Yy +4=0;y"+2y'"+y=5 ;5y+3=0

EQUATION DIFFERENTIELLE DU TYPE y' = ay (a EST UN NOMBRE REEL )
Exercices de fixation
Exercice 3

A
Exercice 4
B)x » ke ?* ,k €R
Exercice 5
La solution générale est y = Ce?** ,C €R
y(1) =0 d’ou 0= Ce? doncC = 0ainsi f(x) =0

Exercice 6

1
La solution généraleest y = Ce3*,C €R

1
y(6) =2 d’ou 2= Ce? doncC = 2e 2 ainsi g(x) = 2e3" >
EQUATlON DIFFERENTIELLE DU TYPE y’ =ay+b (aeth réel a+0)

Exercices de fixation
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Exercice 7

A)x ke =2, k €R

Exercice 8

Qxw-ke*+6, k €R

Exercice 9

Les solutionssont: y = ke?* — 2,k €R

y(1) =1 d’ou 1=ke?—2 donck =3e ?ainsi f(x) =3e2*2-2

Exercice 10
Ix
Les solutionssont: y =kes —6,k €R

y(0) =2 donne 2 =ke®—6 donck =8 ainsi h(x) = Segx -6
EQUATION DIFFERENTIELLE DU TYPE y"' = 0

Exercices de fixation

Exercice 11

Bl x>kx+p,k ER,p €R

Exercice 12

Onay’' =xety” =0 doncx ~ x + 8 est une solution de I'équation
différentielle y"' = 0

Exercice 13

Ona y"=0doncy=ax+b ,a €ER,b €R
y(1) =2 donne a+b=2

y(0)=1 donne b=1

D'ou a =1 donclasolutionp est p(x) =x+1
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Exercice 14

Ona y"=0doncy=ax+b,

y(0) =5 donne b=5

y(2)=9 donne 2a+b=9

a €ER,b eR

D’ol a = 2 donclasolutionu est u(x) =2x+5

EQUATION DIFFERENTIELLE DU TYPE y"' = w?y (w nombre réel non nul )

Exercices de fixation

Exercice 15
a) (B)e=y'=y

Les solutions sont les fonctions
b) (E) @y" =2%

Les solutions sont les fonctions
J B ey =(3)y

Les solutions sont les fonctions

Exercice 16
” 1)?
) By =(3)y
Les solutions sont les fonctions
” 32
b Byey'=(3)y
Les solutions sont les fonctions
" 7\?
90 B)yey =(1)y

Les solutions sont les fonctions

y=Ae*+Be *,A ER,B ER

y=Ae?*+Be?*, A €R,B €R

y=4eV3*+Be V3% 4 €R,B €R

1 1
y=A4e2*+Be 2*,A €ER,B €R

3 3
y=Ae:*+Be +*,A €R,B €R

7 7
y=A4e2*+Be 2*,A €ER,B €R
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Exercice 17
a) () oy"=2%
Les solutions sont les fonctions y = Ae?*+Be 2%, A €R,B €R

y(0) =1 donne A+B=1

y(%) =2 donne Ael+ Be 1=2

N 2—-e1 e—2 .
D’ou A=e_e_1 etB:e_e_1 donc la solution f est f(x) =
2-e 1 e-2 _

- er_l_ ~_ ¢ 2x
e—e1 e—e1

b) (E)ey"'=y
Les solutions sont les fonctions y = Ade*+Be”*,A €R,B €R
y(0) =1 donne A+B=1
y(2)=2 donne Ae?+Be ?2=2
— 2 —-2_
27¢  etB = ez—z donc la solution f est f(x) =

2N _
DouA—eZ_e_2 .=

-2 -2
2—-e e X + e “-2 e= *

e2_g-2 e2—eg-2

Exercice 18

3 ®ef=(2)r

1 1
Les solutions sont les fonctions y = Ae3*+Be 3*,A €R,B €R

1) _1 “1x
y(g)—l donne Ae 9 +Be 99" =1

1 2
y(1)=18 donne Ae3 +Bes* =18

2 4 2
R 18—e 9 e9-18e9 .
D'oU A=————= etB=— — donc la solution f est
e3 —e 9 e3 —e 9
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2
18—e" 9 L, e9-18e9 _1ly
f)=—F—= e+ —F—7 e
e3 —e 9 3 9

) B e =(2)r

3 3
Les solutions sont les fonctions y =Aez*+Be 2*,A €R,B €R

Liref’(0)=0audef(0)=0

12 3 3JC 3 —Ex
Ona y =5Ae2 —EBe 2

y(0)=1

J(0)=o 9O {

donc

4 =1
De plus { A+B =1 T2
A—B =0 A =1

2

. . . 1 3 1 -3
Par suite la solution cherchée est  f(x) =2 ez” + S e 2%

EQUATION DIFFERENTIELLE DU TYPE y”’ = —w?y (w nombre réel non
nul)

Exercices de fixation
Exercice 19
a) B)ey'=-y

Les solutions sont les fonctions y = Acosx + Bsinx,A € R,B €R
b) (BE) =y =-2%y

Les solutions sont les fonctions y = A cos2x + Bsin2x,A €R,B €R
o) (F)e=y"=-3%y

Les solutions sont les fonctions y = A cos3x + Bsin3x,A eR,B €R
Exercice 20

)y

) B)ey' =-(

Nlp_n
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Les solutions sont les fonctions y = A cos ( ;—x ) + B sin ( ;—x ) ,A ER,
B €ER

) B) =y =-(2)y

Les solutions sont les fonctions y = A cos ( i—x ) + B sin ( i—x ), A ER,

B €eR
” 7\?
o0 E)ey' =-(2)y
Les solutions sont les fonctions y=Acos(Z—x)+Bsin(Z—x),A ER,
B €ER
Exercice 21

a) (B)ey"=-2%

La solution générale est f telque f(x) = Acos(2x)+ Bsin(2x),A €R
B ER

Onaque f'(x) = —2Asin(2x) + 2B cos(2x)

Ona A=1etB =—1 donc f(x) = cos(2x) —sin(2x)

b) E)e=y'=-y
La solution générale est f telque f(x) =Acos(x)+Bsin(x),A ER,
B R

Ona A=1etB =4 doncf(x) = cos(2x) + 4sin(2x)

Exercice 22
" 12
) Bey'=-(3)y

Les solutions sont les fonctions y = A cos ( ;—x ) + B sin ( ;—x ) ,A ER,
B €ER
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~o|=|

d’ou

{Acos( ") 4B sin(Z)=1

Acos( )+Bsm(3 )=18

A +V3B=36
{(36 \/_B)cos( )+Bsm(9) 1

A=36—-+3B
Donc P cos(%)  par suite
\/?cos(g)+sin(§)

e ()

V3 cos( . )+sm(

1- 36cos(") i 1
\/—cos( )+s?n(g) Sln(;x)

3

0 B =y =-(2)y

Les solutions sont les fonctions y = A cos ( i—x ) + B sin ( i—x ) ,A ER
,B ER

y(0) =1 et y(?%r)=2 donc

A=1
{B :Z_LZ_) parsuite f(x): COS(%X)-'—

EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT

EXERCICE 1
1. () oy =-2%y

Les solutionssont: y = Acos(2x )+ Bsin(2x),A €ER,B €R

Livre du professeur Maths T°C =~ 363 II.



2. Ona f'(x) =-2Asin(2x)+ 2B cos(2x)
Acos(:—)+Bsin(:—)=2
—2Asin(:—)+ZBcos(:—)=—1
B =
i

Donc f(x) = % cos(2x )+ 2sin( 2x)

N = DN

EXERCICE 2

la) (E'1):y' =y
La solution générale est y = Ce*,C € R
Ona f'(x) = e*doncf estsolutionde (Ef)

b) f(x) =e*+ k+1 estsolutionde (E, )sietseulementsi e* =e* +
k+1 donc k=-1

cette solution estdonc f(x) =e* -1

2. Une solutionde (E, )est f(x) =e*—b
3. Une solutionde (E)est f(x) =e* —Z

EXERCICE 3

1. (BE)ey'= —(%)Zy

Les solutions sont les fonctions t — A cos (z—t ) + B sin (z—t ), A ER,
B €R

2.a)ona f(0)=1etf’(%)=0

b) f' (t) =— z—Asin(i—t)+%B cos(z—t)
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(5 21

parsuite f(t) = cos(

N w
o+
N—
+
%)
.
S
~—~
N | w
o+
~—

3, \/%f(t)=% cos(z—t)+% sin(;—t)zcos(z—t—z)
Donc f(t) =2 cos(z—t—f)

EXERCICE 4

1. (E) & y" =-5%y

Les solutions sont les fonctions x ~ Acos(5x)+ Bsin(5x),4A €R,
B €ER

2. onaf"==52f; f(Z)=-2etf(*)==5

f' (x)=—5Asin(5x)+z—Bcos(5x)

51 5m
Acos|— )+ Bsin|— ) =-2
ona (6) i (6) donc{Az\E
—5A45in(0) + B cos(0) = (5 B =

—_

parsuite f(x) = V3 cos(5x)— sin(5x)
3.ona: 2 cos(5x+g)=2 \/2—5 cos(Sx)—Zx% sin( 5x)
= 3 cos(5x) — sin(5x)
i _ i
Parsuite f(x) =2 cos(5x+6)
EXERCICE 5
1. Ona: g (x)=e?* +2xe?*

et g (x)—2gkx)=e?+2xe?* —e?* —2xe? =e?*donc est
solution de (E)
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2. les solutions de ( G ) sont les fonctions x ~ Ce?* ,C € R
3. f—gsolutionde (G) & (f—-9)=2(—-g)
= f'-2f=9"-2g
e fl-2f=e%
& f solutionde (E)
4. onaf—g= Ce®* dou f(x) = Ce?* + g(x) =Ce®** +xe?*,C €R
5.f(1) =0doncC =e 1
Lasolutionest h(x) =e?*(x+ e~ 1)

EXERCICE 6

1.(1)ey' =

ER

y

1
Les solutions sont les fonctions x +— Cen™,C € R

2.0na g(x)=ax+b

) , 1 _ x +1
g estsolutionde (2) & g (x)—; gx) = n(n+1)
1 x+1
= a—;(ax+b)— T n(n+1)
& (—an+a)x+an®+na—-bn—b=—x-1
{ am+1)=1
=
(-1-n)b=-1—an(n+1)

-1
(=1 {a_n+1
b=1
Donc g(x) = ﬁx+1

3. a) h—gsolutionde (1) (h—g)'—%(h—g)=0

! 1 _ 1_1
@h—;h—g -9
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x +1
n(n+1)

1L
& h —;f—
& hsolutionde (2)
1
b)) h—g estsolutionde (1)donc h—g = Cen*

1 1
par suite h(x) = Cen™ + g(x) enfin h(x) = Cen” +——x +1

SITUATIONS COMPLEXES

Les solutions sont les fonctions : t +— ke~ "3 k € 3.
2. df =-In(3)0dt & 6’ = —(In(3))0, donc O est solution de
I’équation
différentielle y’ = —yin3.
,onaf(t) = ke tn3,
0(0) =100 —10 © k xe® =90 & k = 90.
Donc 6(t) = 90e~t"3,
. B(t) < 15 & 90e~t3 < 15 > etin3 < %

1
& —tin3 < In (%) St> %

(%

Or _ (6)
in3

apres 1 mn 37 s.

=~ 1,63, donc la température passera au-dessous de 15°C
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STATISTIQUE A DEUX VARIABLES

EXERCICES DE FIXATION

1. Déterminons Cov( X,Y)

1+2+3+4+5+6 12+13+154+19+4+21+22 102

Ona:X = 2_35, 7= 17
6 6 6
Donc COU(X, Y) — 1><12+2><13+3X15-;—4-><19+5X21+6><22 _ 3’5 x 17 — 3’6ﬁ _
59,5 = 6,5
2 2 2 2 2 2
2. V(X) =222 TS +6 352 =291t V(Y) =
2 2 2 2 2 2
12°+4+13“+15 -6I-19 +214422 _ 172 — 15

3. Calculons le coefficient de corrélation linéaire

Cov(X,Y) 6,5

"= 0 <V 17 x3.87

Ona 0,87 < 0,98 < 1, donc un ajustement linéaire est approprié

= 0,98

4. a) Déterminons une équation de la droite de régression (D )deY enX

Ona q =8N _ 65 593 ot p=F—aX=17—-223x35=92
v(X) 2,91

donc (D) :y =2,23x+9,2
b) Déterminons une équation de la droite de régression (D')deXenY

Ona o =52 _ 85 _ g3 6t b/ =% —a'¥ =3,5—-043x17 =
V(Y) 15

-3,81

donc (D"):x =0,43y —3,81

5. Alafin du septiéme mois ona: x = 7 donc le chiffre d’affaires est
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Le chiffre d’affaires de cette pharmacie a la fin du 7¢ mois est de 25 millions.
EXERCICES DE RENFORCEMENT / D’APPROFONDISSEMENT
EXERCICE 1
Noter dans I’énoncé 9 salariés au lieu de 10

Déterminons le coefficient de corrélation linéaire

15+20+26+34+37+43+44+50+52

Ona:X = 5 = 35,66 ;
7= 600+750+74-0+990-I(-9820+1075+995+910 _ 7700 _ 855,55
Cov(X,Y) =227 _ 3566 x 855,55 = 1365,53
V(X) = 152+202+262+342+3;2+432+442+502 +52% 35662 = 152,25 et
V(Y) = 6002+7502+7402+9902J;8202+10752+9952+9102 _ 85552 —
20117,53

le coefficient de corrélation linéaire est donc

Cov( X,Y) 1365,53

r= =
VV(X) XV (Y) 12,33 X141,83

Ona 0 < 0,78 < 0,87, donc un ajustement linéaire n’est pas approprié

=0,78

EXERCICE 2

1. Représentation du nuage de points
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2. Déterminons les moyennes et les écarts types de X etY

Ona:X = 8,1+11+14-,¢51-+15,2+21,5 = 1404 7 = 9,7+12,8+18é5+22,8+31,5 _
18,96
2 2 2 2 2
V(X) = 8,12+11 +14,45+15,2 +21,5% 14,042 = 20,33 donc oy =
V20,33 =45
2 2 2 2 2
V(Y) = 9,7°+12,82+18,524+22,8%+31,52 18,962 = 56,72 donc gy =

5
\/56,72 =7,53
3. Déterminons une équation de la droite de régression (D )deY en X

8,1%9,7+11x12,8+14,4X18,5+15,2x22,8+21,5X31,5
Ona: Cov(X,Y) = —

5
14,04 x 18,96 = 33,56

Calculons le coefficient de corrélation linéaire

_ cov(XY) _ 3356
T V(X)) xJV(Y)  45x753 0,99

Ona 0,87 < 0,99 < 1, donc un ajustement linéaire est approprié

_ Cov(X)Y) _ 3356

Ona a =
V(X) 20,33

3,5=-4,22

=165et b=Y—aX =1896—1,65x

donc (D) :y =1,65x — 4,22
EXERCICE 3

Dans I’énoncé, noter 248 ménages au lieu de 500

Y 1 2 3 TOTAL
X
Entre 0 et 100 71 24 37 132
Entre 100 et 200 37 4 12 53
Entre 200 et 300 36 11 16 63
TOTAL 144 39 65 248
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1. Distribution marginale du nombre d’enfants en pourcentage
Vi 1 2 3

fi 58 17,7 26,3

2. Distribution marginale des dépenses annuelles de fournitures

x; | Entre 0 et100 | Entre 100 et 200 | Entre 200 et 300

n; 132 53 63

3.a) 58 % des ménages ont un enfant

b) 21,4 % des ménages ont des dépenses annuelles comprise entre
100 000 F CFA et 200 000 F CFA

EXERCICE 4

1. Déterminons la valeur de «

1,2+1,4+1,6+1,8+2 13+12+14+16+a _ 55+«

Ona:X = - 16; 7= - =
2 2 2 2 2 2
V(X) = 1,2%2414 +15,6 +1,82+42% 1,62=0,08 ; V(Y)= 4a 1;ga+800
Et Cov(X,Y) = (Mi‘;m
De plus Cov(X)Y) _ 04a—44 Cov(XY) _ 9 donc 04a—44 _ 9
V(Xx) 0,4 vV(X) 0.4 -
Soita = 20

2. Déterminons le coefficient de corrélation linéaire
Poura =20 ona Cov(X,Y)=0,72etV(Y) =8 donca’ =0,09

Ona aa' =7r? or aa’ =9 x 0,09 = 0,81
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Dou 1r%?=0,81

Donc r = 0,93 carCov(X,Y) etr ontle méme signe.
EXERCICE 5
1. Onat; =In(x;) etz =In(y)

Tableau des valeurs

t; 10,59 11,01 11,28 11,51 11,93 12,43 12,89

z; 10,31 10,52 10,64 10,73 10,22 11,17 11,37

2. Représentation du nuage de points

3. Déterminons une équation de la droite de régression (D )de Z enT

Ona:T = 222t2B 11,66 7 = ==t = 10,80
V(T) = 10,592+~~~..; ..... +12,892 11,662 = 0,55 et
V(Z) = 10317+ ... +1137% 10,802 =011
Cou(T,Z) = 10,59x10,31+ ... +12,89x11,37 11,66 x 10,80 = 0,25

7
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Cov(T2) _ 025 _ g45 6t h=V —aX =10,80 — 0,45 X
V(T) 0,55

Ona a=
11,66 = 5,45

donc (D):z = 0,45t + 5,45
4. onaz=Iny ett = Inx
D’ou Iny = 0,45 Inx + 5,45 donc y = e>*> x045

5. pour x = 20 000 ona y=1e>%520000%* =~ 20000

EXERCICE 6

1. Représentation graphique du nuage de points

v

2. Déterminons les coordonnées du point moyen

= 48+53+574+62+68+73+77 =
OnaX = =6257;Y =

7
= 8507,14

7000+7450+8000+8500+9050+9050+10000
7

Donc G (62,57 ; 8507,14 )

3. Déterminons le coefficient de corrélation linéaire
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Ona: Cov(X,Y)=100388; V(X) =97,38 et V(Y) = 1036731,24

cov(XyY) 100388 ~ 099

JV(X) x/v(Y) 986x10182

Ona 0,87 < 0,99 < 1, donc un ajustement linéaire est approprié

Donc r =

__ Cov(X)Y)

4. Ona )

=103,08 et b=Y —a X = 2057,25

donc (D) :y =1,03,08x + 2057,25

EXERCICE 7

1. Représentation graphique du nuage de points (x; ; v;)

2. Représentation graphique du nuage de points (x';; y;) avec x’ = Inx

x'; 0 0,69 | 1,1 1,39 | 1,61 | 1,79 | 1,95 | 2,08 2,2 2,3 2,4 2,56

z; | 198 | 881 | 1256 | 1489 | 1804 | 1983 | 2104 | 2247 | 2312 | 2468 | 2541 | 2639

.I 374 Livre du professeur Maths T'*C



3. Déterminons le coefficient de corrélation linéaire de la série (x'; y)

= 040,69+ ... +2,4+2,56 = 18948814+ 2541+2639
Ona:X' = =167;Y= =
12 12
1826,83
02+40,69%+ ...... +2,4%+2,562
V(X)) = -1,67%2 = 0,55

1892+881%+ ....... +25412426392
12

Cov(X'Y) =524,76

V(y) = —1826,83%2 = 506825,31

Donc

Cov(X4Y) _ 524,76 _ 0'99

r= = =
JV(x4) x/Vv(Y) 0,74x711,93

Ona 0,87 < 0,99 < 1, donc un ajustement linéaire est approprié

4. Déterminons une équation de la droite de régression (D ) deY en X’

__ Cov(XnY) _ 524,76
~ v(xn 055

Ona =95410 et b=Y —a X' = 233,49
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donc (D) :y =954,10 x" + 233,49
5.0nax’ =lInx donc (D):y =954,10 Inx + 233,49
Ainsia = 954,10 et b = 233,49

EXERCICE 8

1. Représentation graphique du nuage de points (x; ; v;)

2. Déterminons les coordonnées du point moyen G

o 8+9+12+12+13
3;Y= — = 10,8

14+2+3+4+5 _
- =

Donc G(3;10,8)

Ona:X =

Dans la troisieme question, il s’agit de déterminer la variance au lieu de la
moyenne

12422432442 452

3. V(X) = -

—32 =1,99 doncoy =+/1,99 = 1,41
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2 2 2 2 2
et V(v) =22 “25“2 13 10,82 = 3,75 donc gy = /3,75 = 1,93

4. Calculons la covariance de ( X,Y)

Cov(X,Y) = 1><8+2><9+3><152+4><12+5><13 —1.99%3,75 =26

5. Calculons le coefficient de corrélation linéaire ( X,Y)

_ Cov(X)Y) _ 2,6 _
TV xV(Y)  141x193 0,94

Ona 0,87 < 0,94 < 1, doncun ajustement linéaire est approprié
6. a) Déterminons une équation de la droite de régression (D )deY enX

Ona q=S"X0) _ 26 _ 43 ot p=V—-aX=108-13x3 =609
V(X) 1,99

donc (D):y=13x+6,9
EXERCICE 9

1. Représentation graphique du nuage de points (x; ; y;)
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2. a) Déterminons les coordonnées du point moyen G

= _ 3+5+-..+16+18 = _ 68+74+.....+135+155
Ona:X=—=105;Y = =

8 8

donc G(10,5;109)

109

b) Construction du point G

3. a) Déterminons la covariance de la série double (x;; y;)

3X68+5X74+ ......+16X135+8X155
8

Cov(X,Y) = —10,5x 109 = 145

b) Déterminons une équation de la droite de régression (D) deyen
fonction de x

324524 ......+162+182

Ona: V(X)= . —10,5%2 = 25,25
2 2 2 2
et V( Y) — 68“+74 +......5...+135 +155 _ 1092 — 840,5
Deplus a =S8N _ 145 580 o p =7 —aX=109—20x
V(X) 2525 101 101
10,5 = 222
101
580 4919
donc (D).y—mx+m

c) Calculons le coefficient de corrélation linéaire r

cov(X,Y) 145

T = 0O <V (D) 502x2899

Ona 0,87 < 0,99 < 1, donc un ajustement linéaire est approprié

0,99

d)Pour:x =24, ona :y=>0) X24 +2=18652 = 187

Dans sa 24°™€ année un ouvrier a 187 000 F

EXERCICE 10

1. Le nombre 7 est le nombre de véhicule de 25 CV dont la durée des
pneumatiques est de

4 milliers de kilomeétres.
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2. a) Série marginale de x

x 20 25 30
Fréquence 38 32 30
Série marginale de y
y 2 3 4
Fréquence 30 31 39

b) Représentation du nuage de points

c) Ladroite ( D) passe par les points A(20;2) et B(25;3)
Soit M(x;y) unpointduplan, ona: E(S;l) et m(x—ZO;y—Z)
M € (AB) < det(AM; AB) =0
Soit x—5y—10=0

Une équation de la droite (D ) estdonc y = %x -2
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3.a) Ona

X _ 20%x38+25%32+30x30 __ 2460

3,09

S 2x30+3x31+4x39 _ 309
=246 etV = ———m———— = —
100 100 100 100

Donc G (24,6;3,09)

b ) Déterminons la variance de x et lavariance de y

2 2 2

V(X) 20 ><38+251(;<032+30 X30 _ 9462 = 16,84
2 2 2

et V(Y) = 2 X30+31231+4 32 3,092 =0,69

c) Déterminons la covariance de (x,y )

Cov(X,Y):%0(20x2x0+20x3><8+20><4x30 +25%x2x
54+25%x3%x20+25%x4Xx7 +30x2%Xx35 +30x3%x3 +30x%x4x

2) — 24,6 X 3,09

=L %7940 — 76,01 = 3,39
100

d) Déterminons une équation de la droite de régression (D ) deY en X

C XY 3,39
= Cov(X¥) _ 339 _ 5 o

Ona a =
V(X) 16,84

b=Y—-—aX=309-02x246=-183.
Donc (D) :y=0,2x-1,83

e) Déterminons une équation de la droite de régression (D')deXenY

Ona o =SXN _ 339 _ 491 et B'=X—a'V = 24,6 — 4,91 X

v(Y) 069
3,09 =9,43.

Donc (D) :x =491y +9,3
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4. Calculons le coefficient de corrélation linéaire r

Cov(X)Y) _ 3,39

r= JV(X) x/v(Y) 4,10 x0,83

Ona 0,87 < 0,99 < 1, donc un ajustement linéaire est approprié.

=0,99

EXERCICE 11

1. Représentation graphique du nuage de points (x; ; y;)

2. Déterminons les coordonnées du point moyen G

3+4+..+9+10 S 10+12+.....+32+35
— - 6,5;Y= 5

Ona:X =

= 23,5

donc G(6,5 ; 23,5) construction du point G ( voir courbe )

3. a) Déterminons le coefficient de corrélation linéaire de la série double
Cei s yi)

3X10+4X12+ ......+9%X32+10X%X35

Ona: Cov(X,Y) = 5 —6,5x%x23,5=19,25
2 2 2 2
V(X) = 324424 ... +92410% 6,52 =525 et V(Y) =
2 2 2 2
102+12 +...{.3.....+32 +352 2352 = 72,49
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Cov(X)Y) 1925

w/V( X) x4/ V(Y) T 2,29 %851

b) Ona 0,87 < 0,98 < 1, donc un ajustement linéaire est approprié

D’ou = 0,98

4. Déterminons une équation de la droite de régression (D ) deyen
fonction de x

Cov(X)Y) 19,25

Ona: a= VX —525

-0,33

=366 et b=Y—aX=235-3,66%X6,5=

donc (D):y =3,66x—0,33
5.a) Pour x=12 ona y=3,66 x12—0,33 =43,59 = 44
La quantité d’essence est d’environ 44 litres

b) Déterminons une équation de la droite de régression (D') de x en
fonctionde y

Cov(X,Y) _ 19,25
v(Y) 72,49

Ona: a' = =026et b=X—-ad'Y=65-0,26x

23,5=0,26
donc (D'):x=10,26y+ 0,26
Pour y =50 ona x=0,26 x50+ 0,26 =13,26 =~ 14

Une voiture qui consomme 50 litres d’essence pour cette distance a une
puissance d’environ14 Chevaux

. SITUATIONS COMPLEXES
Exercice 12

e Déterminer une équation de la droite de régression de y en x.
y = 86,05x +1014,85
e Estimer le coefficient de corrélation linéaire
r=0,96 d’ou I'existence d’une forte corrélation linéaire
e Déterminer la plus petite valeur de x pour que :
86,05x +1014,85 > 3000
X vaut 24
e Conclure
X =24 correspond au mois de décembre 2019
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