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Avant—Propos

Ce manuel de mathématiques de Terminale D est conforme au programme en vigueur.
Il comporte quatre parties : un pré-acquis, douze legons, un raisonnement et un memento :

« Un pré-acquis : ce sont des résumés des legons de la classe de Premiére D indispensables
a la classe de Terminale D.

« 12 lecons : chaque legon est organisée de la fagon suivante :
- Le titre de la lecon : il est conforme a celui du programme.

» Une image : elle illustre et suscite une réflexion sur le titre de la legon.

- Une situation d’apprentissage : elle a les caracteéristiques suivantes : un contexte, une (ou
des) circonstance(s) et une (ou des) tache(s).

- Les habiletés et contenus : ils sont organisés pour faire apparaitre le plan suivant lequel
sera traitée la legon.

- L'installation des habiletés : elle présente une succession d’activités en rapport avec
le plan précédent et permettant le développement des habiletés et contenus. Chaque

activité est suivie d’exercices de fixation.
- L'apprentissage de la rédaction : il présente de - «icices corrigés. Ces exercices sont
suivis de points méthodes.

« Le résumé de cours : il présente I'essentiel de la legon a retenir.
- Les exercices : ils présentent des exercices rangés en trois groupes :

- Exercices de renforcement : ils convoquent au moins deux habiletés d'une méme legon.

- Exercices d’approfondissement : ils convoquent des habiletés de plusieurs legons.

- Situation(s) complexe(s) : ses constituants sont : un contexte, une (ou des) fonction(s),
une (ou des) ressource(s) et une (a trois) consigne(s) indépendante(s).

« Le coup de pouce : il présente pour certains exercices d’approfondissement ou situations
complexes, des indications a I'utilisateur. Ces exercices sont signalés par un astérisque.

« Un raisonnement : il résume les raisonnements mathématiques et les points méthodes
essentiels utilisés dans la legon.
« Un mémento : il présente un résumé succinct de chaque legcon du manuel.
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Lecon 1 LIMITES ET CONTINUITE D’'UNE FONCTION 11

1. Calcul de limites & partir des limites de référence
. Limite d'une composée de deux fonctions
. Techniques de calcul de limites
. Prolongement par continuité
. Interprétation graphique de limites
- Continuité d’une fonction sur un intervalle
. Fonctions continues et strictement monotones
sur un intervalle
8. Techniques d’encadrement des zéros d'une fonction
9. Puissances d'exposants rationnels
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Lecon 2 DERIVABILITE ET ETUDES DE FONCTIONS

1. Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite d'une
fonction en un point

2. Dérivabilité d'une fonction sur un intervalle

3. Dérivée d'une fonction composée

4. Dérivee d'une bijection réciprogue en un point

5. Dérivées successives

6. Point d'inflexion

7. Inégalites des o sements finis
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Lecon 3 PRIMITIVES

1. Primitive d'une fonction
2. Primitives des fonctions de référence
3. Primitives et opérations sur les fonctions

———

Lecon 4 FONCTIONS LOGARITHMES 85

1. Fonction logarithme népérien

2. Equations - Inéquations

3. Dérivees et primitives

4. Fonctions logarithme de base a.

5. Etude de fonctions faisant intervenir la fonction
logarithme népérien

Lecon 5 FONCTIONS EXPONENTIELLES ET PUISSANCES _

1. Fonction exponentielle népérienne
2. Equations - Inéquations

'3. Dérivées et primitives

4. Fonctions exponentielles de base 4
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Lecon 6

Lecon 7

Lecon 8

Lecon 9

Lecon 10

5. Etude d'une fonction faisant intervenir la fonction
exponentielle népérienne
6. Fonctions puissances

CALCUL INTEGRAL ) 139

1. Intégrale d'une fonction continue
2. Techniques de calcul d'une intégrale
3. Calculs d'aires

4. Fonctions du type z - f "f(t)dt

SUITESNUMERIQUES 161

1. Géneralités sur les suites numériques et
raisonnement par récurrence

2. Convergence d'une suite numérique

3. Suite arithmétique-suite géométrique

4. Suite n°, b, In(n) : croissance comparée

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1. Définition d'une équation différentielle

2. Equations différentielles linéaires du premier
ordre a coefficients constants

3. équations différentielles '« 12s du second
ordre & coefficients con

NOMBRES COMPLEXES  aps

- Nombres complexes, forme algébrique
- Opération sur les nombres complexes
- Conjugué d'un nombre complexe

. Affixe, point image

- Module d'un nombre complexe

- Arguments d'un nombre complexe non nul

- Nombres complexes et configurations du plan

. Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul
. Forme exponentielle d'un nombre complexe non nul
10. Formule de Moivre ; Formules de Euler

11. Racines n™e d'un nombre complexe non nul

12. Equation du second degré dans C
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PROBABILITES CONDITIONNELLESET 229
VARIABLES ALEATOIRES

1. Probabilités conditionnelles
2. Variable aléatoire
3. Loi binomiale



Legon 11 STATISTIQUE A DEUX VARIABLES

1. Série statistique double

2. Ajustement linéaire par la méthode des
moindres carrés

3. L'estimation

Lecon 12 NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

1. Nombres complexes et configurations du plan
2. Nombres complexes et transformations du plan
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EQUATIONS ET INEQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS R

a, b et ¢ sont des nombres réels avee ¢ £0,

* AX)=ax’ + by + ¢ est un polyndme du second degré. La fonetion £ définie par fix) = ax? + bx + ¢ est unc fonction
polynoéme du second degré.

* (E):ax* + by + ¢ = 0 est une I'équation du second degré.

¢ A=b"~4dac est le discriminant de f{x) ou de (E).

Signe de A A>0 A=0 A<0
Zéro(s) de fix) ou _—b—-JA _—b+y/B po=_b Pas de zéro ou
solution(s) de (E) BTy stn=—g ‘" 2a Pas de solution
Factorisation de f{x) F¥) =ale=2)c—~x.) fx)=a(x = x,)? Pas de fam
: Signe de a a I'extérieur des zéros Signe de a . '
Sigoe de ) et signe de —a entre les zéros ou nul Signede a

- Résoudre une inéquation du second degré du type : ax* + bx + ¢ > 0 (resp.< 0; < 0 ;> 0) revient  étudier le
signe de ax® + bx + ¢ et en déduire les solutions de l'inéquation.

Somme et produit des solutions
- Six, et x, sont les solutions de (E), alors z,+z,=

_b
2a

c

et XL, =—,

a

- Deux nombres réels ont pour somme S et pour produit P si et seulement si ils sont solutions de I’équation :

¥=-Sx+P=0.

EQUATIONS LINEAIRES
DANS R2
®): [a?j:;:; : Z'
linéaires dans R2,

Déterminant d'un systéme d'équations
linéaires dans R?

estun systéme de deux équations

- Le déterminant de (S) est le nombre réel noté A tel

que:A= iZ, :,’=a.b'-a‘b.

-Si A=0, alors (S) n’admet pas de solution ou admet
une infinité de solutions.
Si A # 0, alors (S) admet une solution unique.

GENERALITES SUR LES
FONCTIONS

Comparaison de fonctions

[ et g sont deux fonctions d’ensembles de définition
respectifs D! et Dg.

« Les fonctions f et g sont égales lorsque D =D, et,
pour tout x € Df,j(x) =g(x).

« Pour toutx € Drn Dl,

fx) = g(x) > 0 & flx) > g(x) (fest supérieure a g).
fix) — g(x) <0 = flx) < g(x) (f est inférieure a g).

Somme, produit et quotient de fonctions

[ et g sont deux fonctions d’ensembles de définition
respectifs D, et D,
- Pourlout x € DN Dg, (f+ 2)(x) =fx) + g(x).
wutx €D N Dg, (/2)(x) =flx) x g(x).
e i] =Mz
Al -.uuthDrn Dgtelqueg(x);ﬁﬁ, (g (z) olz)"
Composition de fonctions

[ et g sont deux fonctions d’ensembles de définition
respectifs D, et Dg.

-x€9, e xed etflx) €D,

- Pour tout x € QCM, gof (x) = g[fix)]

Applications injective, surjective et bijective

Soit f'est une application de E vers F.

* f est une application injective si et sculement si
Ya€E, VbeE, fla)=flb)=a=b.

e fest une application surjective si et seulement si :
Vy€F, 3x€E /y=f{x).

« festune application bijective si et seulement si :

Vy€F, 3x€E /y=/fx).

Une application bijective est une application 4 la fois

injective et surjective.

o f est une bijection et /™' sa bijection réciproque.

Ona:Vx€EVyeF fixy=yex=f"().

n Préacquis



LIMITES ET CONTINUITE

. Limite de la somme

.!'iil-nt.rﬂ * :' - f f l,' fon - II +r
; ; I — T T
Jimg(x) I o a - - -u |
’_—.—_____—_‘—‘——-—-._1_______ - = o = 4
'!,m(f."'g}lt) 1+1' - o o — i n J
« Limite du produit
}i_z_n aﬂ x) / | ! 45 -5 +0 0
}il“ag{-r) I' +o0 -0 -0 - -0 a0
_ +oosi/>0 -8 >0
}'ﬂ{fg)(ﬂ Ixl' ou ou +ao +o0 -0 ?
=081 /<0 +osil<0 |
« Limite du quotient
lim flx) Ll 1] 1 |+0]|=0|+0] 0 150 1<0
lime(x) | 1'£0 | 40 | ~o0 |40 |~ |~ | 0 |Oetg(x)>0|0etg(x)<0 |0etg()>0 | Oetg(x)<0
8l
Lo | F 0 [ 2] 2] 22 - = -
Continuité
Soit fune fonction d'ensemble de définition &, et a un élément de 9.
fest continue en a si fadmet une limite finieen a et |im f(z)=f(a)-
I—-a
DERIVATION
Nombre dérivé en un point
f est une fonction d’ensemble de définition &, eta un élémentde &,.
Si f est dérivable en a, alors f* (a) = Ihfna ILE%—_——{L—(Q
Dérivée et opérations sur les fonctions
Fonction utv ku (keR) uv u % Ju x + ulax + b)
" ip — Y 1
Dérivee u'+v' ku' uv+w' | oyt . uﬁ = 5% x & au'lax + b)

Dérivée et sens de variation

f est une fonction dérivable sur un intervalle K.

« [ est croissante sur K si et seulement si /" est positive sur K.

» f est décroissante sur K si et seulement si /" est négative sur K.
o [ est constante sur K si et seulement si /" est nulle sur K.

Préacquis
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EXTENSION DE LA NOTION « VYER elquea 4 YEY,  ona: a-XEY ¢
DE LIMITE fla +x) + fla=x) = 2h,

e VY€Y ,ona: 2a—-x€Y ) €U 2a = x) + fix) = 2p,

Limite a I'infini f i A >
Ite a l'infini de fonction polynéme et « Li Inm.lltm X+ fla—x) } b est impaire.

rationnelle
* Lalimite d unc fonction polyndme a I'infini est ¢pale

; . : : Asymptote oblique
ala himite de son monome de plus haut degré.

La droite d’équation : y = ax + h est asymptote
: p

= La limute d unce fonction rationnelle a 'infini est ; ;
oblique a (¢ , ) en tw (resp. —=) lorsque

cgale a la hmite du quotient du monéme de plus haut
degre du numérateur par le monome de plus haut h_m [flz)—(az+b)|=0

degré du dénominateur. hm

(rr\p |ﬂ;r}-fu;r+h]]:l')).
Asymptotes

« Ladroite d'¢quation x = a est asymptote verticale i SUITES NUMER'QUES

(Y ) lorsque Ili:.n,,f(ﬂ= +oc(ou—o0), ou
Suites arithmétiques

in i . . s ;
LL flr)=+ec (ou—oc), ou I]TL flz)=+ec (u,) est une suite arithmétique de raison .
. > « Pour tout entier naturel n, u_ =gt
(ou—axc). » Pour tous entiers naturels n ctp. u =u +(n=pr
« La droite d"équation y = b est asymptote « Pour tous entiers naturels n et p tels quep <n,
- ; ‘u, t.otu =(n-p+ 1)Lt
honzontale & (€ ) en +o (resp.—) lorsque utu, +t.tu=(n-p+l) 5 -
li
o fix)=b(resp I_{m flz)= b). Suites géométriques

(v,) est une suite géométrique de raison q.

ETUDE ET REPRESENTATION » Pour tout entier naturel n, v, = gv..

RA H « Pour tous entiers naturels n et PV, = Vg,
G PHIQUE D’UNE » Pour tous entiers naturels n et p tels que p<n,
FONCTION -
vty + +v—v(—L11 ),siq:,él.
Parité q

« Une fonction /* d’ensemble de définition C—? est paire STAT|ST|QUE

lorsque pour tout x élément de &, on a :

X €Y, et fi-x)=Lfx). * Soit ([a, ; a,, [, n) une série statistique regroupée en
« Une fonction / d’ensemble de définition D, est classe.
impaire lorsque pour tout x élément de D, on a: ¢, est le centre de la classe d’effectif n_et N est I"effec-
Y E q et fl—x) =—fx). tif total.,
Axe de symeétrie Densité d’une classe
Le plan est muni d’un repére orthogonal. 4 — effectif dela classe
La droite d’équation x = a est axe de symétrie de la amplitude de la classe
représentation graphique d’une fonction /" lorsque I’'une
des propositions est vraie : Moyenne de la série statistique
*« VxERtelquea+x€Y, ,ona: a—x€YD, et s c;><1r¢.+c‘><2-i.+...+c,.xn,, ‘
Na +x)=fla—x).
» VXEY ,ona:2a-x€Y, et:fl2a—x)=flx). Variance et écart type
« La fonction : x = fla + x) est paire. oy = mX(e— Ty +niX(c:—x F+..+u,x(e,—2)
N
Centre de symétrie ou
Le plan est muni d'un repére orthogonal. ‘_ ’
Le point A(a ; b) est centre de symétrie de la repré- e LT teiXmt..teixan, —(x)
sentation graphique d’une fonction / lorsque I'une des _ N
propositions est vraie : o=V,

!;l Préacquis
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DENOMBREMENT

cardinal

Soit A et B deux ensembles finis

o card(AUB) = card(A)+ card(B) - card(ANB)

o card(A x B) = card(A) ~ card(B).
p-uplets

Le nombre de p-uplets d"un ensemble de n éléments est - 1.
Arrangements

Le nombre d’arrangements de p éléments d'un en-
semble de n ¢léments, | <p <n, est: AL,

n!
{n—p)

Al=gaxin—1)x(n—-2)x L X(n—p+1)=

p facteurs

Permutations

Le nombre de permutations d’un ensemble de n élé-
ments est : n!.

=pxm=1)x(n—-2)x.x3x2x],
NB:0!=
Combinaisons

Le nombre de combinaisons de p éléments d’'un en-
semble de n éléments, 0 <p <n,est: C}.

4 !
A R T pour lsp<n

P =
Cn pp [H p}’p

PROBABILITE

Nombre de cas favorables i la réalisation de A

* P(A)= Nombre de cas possibles

cardQ dans une situation d'équiprobabilité

« P(AUB)=P(A)+P(B) - P(ANB).
o« Si A est ’événement contraire de A, alors
P(A)=1-P(A).

BARYCENTRE

Barycentre
« A.B et C sont trois points du plan et a, b et ¢ sont

des réels tels que @ + b + ¢ #0. '
Si G est le barycentre des trois points pondérés (A, a) ;
(B, b) ; (C, c) alors les propriétes suivantes sont équi-

valentes :
e aGA+bGB+cGC=0
. A_C ___,_b__-—m—{- -—__—
" a+btc at+btc
« Pour tout point M du plan,
r{MA+fJM_g+c.' -—{a+b+CJ-M_G

Coordonnées du barycentre

Le plan est muni du repere (0O, I, ).
Si G est le barycentre des trois points pondérés

(A, a); (B, b); (C,c)etsi

A ()

eyt by ton
athtc
C[ ) alors G ay,+ by +eve

nt+hte

ANGLES ORIENTES ET
TRIGONOMETRIE

Formules d'addition

o cos(a — b) = cosa cosh + sina sinb
e cos(a + b) = cosa cosh = sina sinb
e sin(a — b) = sina cosh — cosa sind
e sin(a + b) = sina cosb + cosa sinb

Formules de duplication
e cos2a = cos’a — sin’a

o sin2a = 2cosa X sina

Formules de linéarisation

; 1 + cos2a
e COSa—= 2
o sinlg= 150824 %052‘]

Formule de transformation d’'une somme
en un produit

+b a—b
2 cos P

o
e cosa+ cosb=2 cos

., a+b .
e cosqg—cosb=-2sin —5 sin

. ; . atb
o sing +sinb=2sin ~5— €08 75

a+b . a—b
s 5

¢ sina —sinb =2 cos

Formule de transformation d’un produit
en une somme

» CcOSa.cosh = %[cos (a + b)+cos (a—b)]

e sina.sinh = —% [ cos (a + b) —cos (a - b)]
e sina.cosh = :I; [sin (a + b) + sin (a - b)]

e Cosa.sinb=

%[sin (a+ b)—sin(a- b))

n Préacquis



COMPOSEES DE TRANS-
FORMATIONS DU PLAN

Composition

= Norent et deas rotations de méme centre A et
d"angles orientés respectifs @ o @',

e ror-ror .

* oot et la rotation de centre A et dangle orienté
g0

- Sotent A et A' deux homothéties de méme centre A ¢t
de rapports non nuls respectifs & et &',

« hol=Roh;

* o A" est1'homothétie de centre A et de rapport k',

ORTHOGONALITE DANS
L’ESPACE

Droites orthogonales
Définition

= On dit que deux droites sont orthogonales lorsque les
paralléles 4 chacune d'elles passant par un méme point
sont perpendiculaires.

Notation : (D) orthogonale a (L) se note : (D) L (L).

lustration

La droite (AE) est orthogonale 4 la droite (BC).

Remarques : Deux droites orthogonales de rl—'*l‘lilcu
ne sont pas nécessairement coplanaires,

Lorsqu'elles le sont, elles sont sécantes et on gy
qu'elles sont perpendiculaires.

Droite orthogonale a un plan

Définition

= On dit qu'une droite (D) est orthogonale i un
plan (P) lorsque (D) est orthogonale a deux droites
s¢eantes de (),

[~

Vocabulaire et notation

On dit aussi que (D) est orthogonale a (P),
On note (D) L (P).

Plans perpendiculaires

Définition

- On dit que deux plans sont perpendiculaires lorsque
I"un contient une droite orthogonale 4 ’autre,

Q)

(P)

Préacquis



Comment assurer la continuité
entre la production et les achats ?

2500

2000

1500

1000

500

50 0

50

100

SITUATION D’APPRENTISSAGE

Une entreprise fabrique au maximum 80 verres de lunettes par jour
@ I'aide d'une machine.

Cette machine nécessite une intervention technique & certaines
phases de la production, ce qui augmente les co(ts.

Un logiciel a permis d’obtenir la courbe représentative () de la
fonction de codt total ci-contre.

Des éléves de ta classe en visite dans cette entreprise, observent
avec stupéfaction cette courbe qui differe de celles qu'ils ont
I'habitude de voir. Ils sollicitent leur professeur de mathématiques
pour comprendre le tracé de la courbe. Celui-ci leur répond qu'une
étude de la notion de continuité d’une fonction pourrait les aider &
comprendre le tracé de la courbe.

Legon 1 Limites et continuité d'une fonction



HABILETES ET CONTENUS

les propriétés relatives aux opérations sur les
limites

P

lo limite d'une fonction en utilisant les
limites de référence

i =y 311 r
0

lo propriété relative a la limite d'une fonction
composée

™ - v g
Deter 1er

la limite d'une fonction composée
3 Technigues de calcul de limites

Connaitre
la propriété relative a la limite d’'une fonction
monotone sur un intervalle ouvert
Determiner
la limite d’'une fonction en utilisant :

- une expression conjuguée

- la définition d’un nombre dérivé

- les propriétés de comparaison

(minoration, majoration et encadrement)

4 Prolongement par continuite

Determiner -

un prolongement par continuité d'une fonc-
tion en un point

5 imerprétation graphique de limites

Identifier
les notions de branches paraboliques de
direction celle de (OI) ou celle de (0J) dans
un repére (0, 1, J)

interpreter

graphiquement :

flx) _

= I = 0

- lim

/(x)

im = i (resp.-x)
i f{t_\'} -0
li f{:} = b [l’ESp.""-)

Connailre :

« les propriétés relatives aux opérations sur
les fonctions continues sur un intervalle

« la propriété relative a la composée de deux
fonctions continues sur un intervalle

« le théoréme des valeurs intermédiaires :

« les propriétés relatives a I'image d'un inter-
valle par une fonction continue :

- en utilisant son tableau de variation
- en utilisant une méthode algébrique
Déterminer :
l'image d'un intervalle par une fonction continue
- en utilisant son tableau de variation
- en utilisant une méthode algébrique

: 7' Fonctions continues et strictement mono-
tones sur un intervalle

Connaitre :

les propriétés relatives aux fonctions
continues et strictement monotones
sur un intervalle

Déterminer :

« le nombre de solutions d’une équation du
type fix) = k.

= la formule explicite d’une bijection réciproque
quand cela est possible.

Démontrer :

= qu'une fonction f'est une bijection d’un inter-
valle I sur un intervalle J dans le cas ou [ est
continue et strictement monotone sur 1.

. I‘exist_ence d'une unique solution de
I'équation f{x) = m (m réel) sur un intervalle

I, /étant continue et strictement monotone
sur |

Lecon 1 n Limites et continuité d'une fonction




« l'existence d'une Unique solution de !IéQUU' W[%{m? oy :| I“'\—; B S

tion flx) = 0 sur un intervalle ouvert Ja , b, [

étant continue et strictement monotone sur Identifier :
Ja, bl » une racine n-iéme d’un nombre positif
Représenter : « une puissance d’exposant rationnel
lq_coqrbe de la bijection réciproque d'une Connaitre :
bijection dans un repere orthonorme les propriétés relatives aux puissances
s d’exposants rationnels

Noter :

« une racine n-iéme d’un nombre positif

Connaitre :

1
les méthodes de dichotomie et de {VE AL X ) ( g)
balayage « une puissance d’exposant rationnel \ x¢
Déterminer : Représenter :
une valeur approchée d'une solution d'une graphiquement des fonctions du type :
équation ex» Vx(neN' xeR})

exmx(reR,xeR})

INSTALLATION DES HABILETES

Activité o Calcul de limites a partir des limites de référence

1. Rappelle les limites suivantes: lim x?; lim x%; lim x3; lim 1. . jm 3
X—+oo X——o0 X —+oo X——00

x2! xll-mcoxa ' x——oX'

2. a) Compléte le tableau suivant :

x | 9 | 100 | 10000 | 1020 |1030 | 1040 | 1050
Vx

b) Conjecture l_i_rgmﬁ :

; 1
3. a) Calcule xl—l-"-lzm'

b) Déduis-en lim, 277

4. Soit la fonction f définie et dérivable sur R par : f (x) = sin x.
a) Détermine le nombre dérivé de f en 0.
b) Déduis-en : JrIiinoﬂ_n?JL 3

5. Soit la fonction g définie et dérivable sur R par : g(x) = cos x.
a) Détermine le nombre dérivé degenO.

b) Deduis-en im SSE=1.

, 5t —1
6. Calcule xll_r.nocosinx

ﬂ Limites et continuité d'une fonction

E.i




Pour calculer une limite, on peut utiliser les limites de référence.

Exercices de fixation | o . oA R o e asvitisis -

B Colcule les limites suivantes - ¥5) Calcule les limites suivantes :

i .'3: b) 1im x2. e 2X=9
a) lim x ) lim a) fim~=5 i

B Réponds par vrai ou par faux a chacune b 2=
des éqgalités suivantes : re2 X=2

Q) lim -0 b) i -:5 =40 P 1
L ¥ — oo 2 A x—1
osiny _ _ o F=1x"-3r+2
¢) lim ~ =0 ; d lm 77 =4m,
p X

Activite € Limite d'une composée de deux fonctions

Soient u, v et f'trois fonctions définies sur R respectivement par u(x) = -2x + 1, v(x) = x? et
)= (20 + 1),
1. Calcule la limite de « en +oo et la limite de v en -,
2.a) Développe et réduis flx).
b) Calcule la limite de fen + o,
3. ) Vérifie que pour tout x € R, flx) = (vou)(x).
b) Compare la limite de fen +oo et [a limite de v en —oo,

On admet que pour calculer Jim veu(x), on calcule :
* Jlim u(x) = b puis + limb v(x) = € et on conclut + Jim (vou) = €.
° P i

Exercices de fixation

B2¥ Pour chaque affirmation, une seule des trois

a) } HT (vou)(x)=2 ; b) | IirQ uev(x)=2
réponses proposées est exacte. P s, T RR
Indique le numéro de l'affirmation et la < xﬂnjm (veu)(x) = oo,
lett 0 . = .
et n=T correspondant a la rféponse exacte B Calcule les limites Silightas:
1. Soient u et v deux fonctions telles que -
, _ . a . : 2x°+1 ; 1)y,
lim u(x)=b et xllinb v(x) =, alors : 1.xﬂrﬂm e Ilqlry_mcos( x) :
O L) J vl =b ;| s
c) lim veu(x) = €. 5 =
o , Pour chaque affirmation, une seule des trois
2. Soient u et v deux fonctions telles que réponses proposées est exacte.
Iirn2 u(x) =3 et Iim3 v(x) =-5, alors: Indique le numéro de l'affirmation et I
x -a} — _1:5 ' lettre correspondant & la réponse exacte.
X2 ' 1.0na lim (-2v+3)=-cet fim_x*=+x,
b) lm veuty) = -5 dors:
c) Iim2 uov(x) = 3, a) ) 'irﬂ,, (~2x +3)8=+o0 ;
3. Soient u et v deux fonctions telles que b) P Erl,‘m (-2x+3)f=~o0;
lim u(x)=2 et Iim2 v(x) = -0, alors : ) lim (-2x+3)p=0,
X — oo X— A=t

Lecon 1 Limites et continuité d'une fonction




2.0na lim ux) =4 et lim, Vx =2, alors: | @ 1.0)Caleule lim_(x'-2x+5)et lim
a) _r‘im Viu(x) =4  p) Jir—n‘| Juy) =2 ; b) Déduis lim x*'—2v+5.
0) _‘Fiﬂ Jyu) =2, 2. a) Calcule I_irr‘}J 5x et lim %{
3000 lim, () =0 et jm S1X _y giors; b) Deduis fim SE2*.
. sin(u(x)) i . 1 .
a) lim — 2 _ oy sin(u(x - :
) .\_|_T_nz “('\.) 4 b) .‘!|h[-n2 —-“(_(‘_(TD_ =g 3.q) Calcule !IITIZ -2 et " !.l.mxx .
. sinx (1Y
c) _‘!l_r.nz —y Xulx)=1. b) Déduis llmz(ﬁ) :
Activits © Techniques de calcul de limites
3.1. Utilisation d'une expression conjuguée
1. a) Justifie que : pour tout x élément ‘ Jx*+3—x= s
. P entde]O0;+oof, yXx*+3—x ‘/xz—+§+x
b) Déduis-en Ilng Vx*+3—x.
c) Calcule: lim_yx*+3+x,
. S 2-3
2.0) Justifie que : pour tout x élément de ]-o0; 0[, x?+2x+3+x = % 3
b) Calcule: lim_\/1+2+5 41, Vit

c) Déduis-en lim_ x*+2x+3+x.

Pour calculer une limite, on peut utiliser une expression conjuguée.

X=ToC

Vx.

Exercices de fixation I

Calcule les limites suivantes en utilisant une expression conjuguée :

— e R , Vyx+11-3
Q) lim = b) lim, “ig—

En multipliant le numérateur et le dénominateur par: 1 - cosx :

cule: i 1+ cosx
calcule xm —sinx

Calcule chacune des limites suivantes en utilisant une expression conjuguée :

. - . z i
a) xl—l-rnuo [¥+1+x b)xl_l.rljm VX +2x+x+1;
[ 2
c) lim S LRg 3 d)xﬁrgms/x2+x+3+x.
X— "0

X

@ Calcule chacune des limites suivantes en utilisant une expression conjuguée :

a) lm yx*+1—-x ; b [lim_ X+ 2c+x+1;
X — +oo E
i T
g im XX 4) Jim ¥ +x+34x,

x—too X
Legon 1 Limites et continuité d'une fonction



3.2, Utilisation d’un nombre dérivé

On considere la fonction fdéfinie par flv) = y/x+2.
1. Détermine le taux de variation de f'en .

/x+2 - . Jx+2-3
2. Déduis-en les limites suivantes : lim &_2 2 et lim -f—_-,— :
\ - 2 X 2 X — ? X

Pour calculer une limite on peut utiliser un nombre dérivé.

Exerc'ces de fixatlon ............................................................................

. . . T . #1=
B2 Calcule les limites suivantes : lim Jx _3 2; lim Y2 — -
x—1 X 1 x—4 X 4

w Calcule les limites suivantes
vyx+1-1

: , . sinx—1 . tanx—1 . . 2c0sx—y/3
a) .‘!'Tn —— § b} _Iimi Nk c) |lm£ =% § d) Ilml—————sx_ T
A — 2 b 2 X— 4 X 4 X — 6

3.3. Utilisation des propriétés de comparaison

Soient f, g et / trois fonctions définies respectivement par f{x) = 2x + sinx, &(x) =3x + 2cosx.

1.a) Démontre que: ¥ x € R, flx)>2x-1. b) Déduis lim_ g(x).
b) Déduis-en r[i_njmﬂxj : 3. a) Démontre que : v x € R*, -x2< h(x) < x2.
2.a) Démontre que: v x € R, glx) <3x +2. b) Déduis IirnIJ h(x).
‘r_'

On peut utiliser des comparaisons pour calculer des limites.

Exercices de fixation

& Sachant que: v x €]0; 4o, Calcule imflx).
1< Jx+1- Jx< 1 2. Soit fune fonction telle que pour tout x> 1
2/x+1° x Vxs 2yx 2 / 2.3 R
£ < —L Y
Calcule: Iim x+1- /x. x <) 3~ x-
X teo Calcule Jim Sx).

ag 1. Soit fune fonction telle que pour . 1+cosx L Xsiny
= 4 4 B calcule im S et lim

toutx>1, . <flx) € =

Activité 0 Prolongement par continuité

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, 1, J). | 4. fest-elle continue en 3 ? Justifie ta réponse.

On définit la fonction fde la maniére suivante : | 5. Soit g la fonction définie par:

{f(—’-‘)=x“231’3<3 glx)=flx)six< 3
flx)=x*—8six >3 g(3)=1

1. Détermine l'ensemble de définition de f. gx)=f(x)six >3

2. Calcule puis compare lim, Slx) et Iim3 Six). Justifie que g est continue en 3.
X x—
3. Trace la courbe représentative de la fonction f.

Legon 1ﬂ Limites et continuité d’une fonction




b il

| onction g es .
Laf g est appelée |e prolongement par continuité de / en 3. On dit que / est prolongeable par

continuité en 3.

gxercices de fixation

m On considére la fonction /' définie sur

FL U 4o par: fly= 1 - 2
Justifie que I'on 1 .
. On peut prolonger / par conti-
nuité en 1 puis donne le prolongement.

&J On considere la fonction / définie par :

)= £2_+ X— 12
1) e =

La ‘fonction_.f“eslt-elle prolongeable par conti-
nuite en 3, si oui donne son prolongement.

activite ©

1. Soit / la fonction définie par flx) = 2x? + 4x + 3,
dont la courbe représentative ({ ) est donnée
dans le repére orthogonal (O, I, J) ci-dessous et

M(x, fx)) un point de (¢ b

Soit a(x) le coefficient directeur de la droite (OM).
a) Détermine graphiquement lim f{x).
b) Détermine a(x) et calcule lim  al).
c) Quelle sera la direction de TEJG droite (OM)
lorsque x tend vers +o0?

fest une fonction de ¢
On admet que: %)

i i =¥ i
o Silim fr)=soet lim

parabo
o Silim f)=toet IO

paraboli

Legon 1 Limites et continuité d'une fonction

lique de direction celle dela droite (0J).
X
Lg_) = 0, alors on dit que la courbe (¢ ) admet en +o0 une branche

que de direction celle de la droite (OI).

) On consideére la fonction définie sur B* par:
flv)=sinxsin .
1. Justifie que pour tout x élément de R",
/x| < [sin x]-
5. Déduis-en que / est prolongeable par
continuité en 0.

Interprétation graphique de limites

2. Soit f la fonction définie par flx) = 2y/x dont
la courbe représentative (€ ) est donnée dans le
repére orthogonal (0, 1, J) ci-dessous et M (x, fl)

un point de (€ ).
Soit a(x) le coefficient directeur de la droite (OM).

a) Détermine graphiquement lim Sfx).
b) Détermine a(x) et calcule ) ﬂrg alx).

¢) Quelle sera la direction de la droite (OM)
lorsque x tend vers +o0?

| | 6

ﬂi': EEEN
(5.3 N O L A

sl [ L]
B (€
L2 L LA

L

1

11l Xz

L

ourbe représentative (') dans le plan muni d’un repére orthogonal (O, I, J).

=+o0, alors on dit que la courbe (€ ) admet en +co une branche




Exercices de fixation

Ecris dans chaque cas le numéro de ['affirma-
tion suivi de la mention "VRAI" si I'affirmation
est vraie ou "FAUX" si elle est fausse.

Soit f'une fonction de courbe représentative

B Ecris dans chaque cas le numéro de l'affirma-

.............................................................................

tion suivide la mention "VRAI" si l'affirmation
est vraie ou "FAUX" si elle est fausse.

1. On considére la fonction f définie par :

(¢ ) dans le plan muni d'un repére orthogonal

3 2
X —2x"+3x—1
0,1,)) tel que ‘ Enﬂm_/h-) = -o0 et fx) = A —2 et de courbe
) Ian-x L(\Q =0. représentative (¢ ;) dans le plan muni

L(¢) admet en +oo une branche parabo-
lique de direction celle de la droite (OI).
2. (¢ ) admet en -0 une branche parabo-
lique de direction celle de la droite (OI).
3. (¢ ) admet en +o une branche parabo-
lique de direction celle de la droite (0J).

4. (€ ) admet en -0 une branche parabo-
lique de direction celle de lq droite (0J).

& Recopie et remplace les pointillés par les
mots ou expressions qui conviennent. _ _x=2 :
Soit / une fonction de courbe représentative S = Frga & de courbe représentative
(€) dans le plan muni d'un repére
orthogonal (0, I, J).

1. Lorsqu'ona: lim =-oo et
qf( ) x= -wﬂ’r ) a) (iéf) admet en +o0 une branche parabo-
xx = 0, on dit que la courbe (¢ ) lique'de direction celle de Iq droite (01).

admeten.......une........ de direction........ : b) (€) admet en +%0 une branche parabo-

2. lorsqu'on @ : fim fix) = +o et lim lique de direction celle de la droite (0J).
X X = +og X—+oo

Ty ~tm, on dit que la courbe (€) admet
e .., une ... de direction :

d’un repére orthogonal (0, I, J).

a) (‘(.-';) admet en +o0 une branche parabo-
lique de direction celle de la droite (O1),

b) (i’_.'jj admet en +o0 une branche parabo-
lique'de direction celle de la droite (0J).

c) (€) admet en —o une branche parabo-
lique'de direction celle de la droite (or).

2.0n considére la fonction f définie par:

(€) dans le plan muni d’un repére ortho-
gonal (0, I, J).

lim
X—==—no

.........

Activité o Continuité d’'une fonction Sur un intervalle

6.1. Opérations sur les fonctions continues sur un intervalle

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle K,
Soit x, € K.
1. a) Calcule Jim (fix) + g(x); Jm (Ax) x g(x)).
b) Justifie que f'+ g et f.g sont continues en X
2.0n suppose que : g(x,) # 0.
fx)

a) Calcule xii_n;ﬂ m

b) Justifie que -g— est continue en x,.

=3

« Sifet g sont deux fonctions continues sur intervalle K, alors f + g et /g sont
continues sur K.

» Deplussi vxe K. £(x) %+ 0 alors é et {7 sont continues sur K.

Legon 1 a Limites et continuité d'une fonction




gxercices de fixation

@ Ecris dans chaque cas le numéro de I'affirma- Soient I, J et K trois intervalles telles que [ = K

tion suivi de ',q men}ic{n "VRAT" si l'affirmation et ) ¢ 1 et fet g deux fonctions continues sur L.
ESLvche;au FM.J)S sl elle est fausse. 1. [+ g est continue sur |
Soient 1, J et K trois intervalles telles quelcKet J*E :

JeKet fet g deux fonctions continues sur K 2. fg est continue sur K. ;

1. f+ g est continue sur 1, ' 3. Si g ne s'annule pas sur J alors "g_ est
2. f.g est continue sur J. _ continue sur J.

3. 5i g ne s'annule pas sur 1, alors i ast 4. fg est continue sur K.

continue sur 1.

5 Recopie et remplace les pointillés par les
4. 1.g est continue sur [, o P P P

mots ou expressions qui conviennent.

®® Ecris dans chaque cas le numéro de I'affirma- Soient /et g deux fonctions .... sur un inter-
tion suivi de la mention "VRAI" si 'affirmation valle . Sig ne .... sur L alors..... est...surl.
est vraie ou "FAUX" si elle est fausse. Les fonctions .... et .... sont .... sur L.

6.2. Composée de deux fonctions continues sur un intervalle
K et K' sont deux intervalles de R.

Soit fune fonction continue sur K telle que flK) c K' et g une fonction continue sur K.
Soit x, € K.

1.Calcule Jim f(x) et r";"?x }g(x) puis déduis lim (gof)(x).
g X o X=X
2. Justifie que gof est continue en x,.

K et K’ sont deux intervalles de R.

Si fest une fonction continue sur un intervalle K telle que f'(K)  K' et g une fonction
continue sur K’ alors gof est continue sur K.

Exercices de fixation

B® Ecris dans chaque cas le numéro de l'affirma- | & Recopie et remplace les pointillés par les
tion suivi de la mention "VRAI" si l'affirmation mots ou expressions qui conviennent.
est vraie ou "FAUX" si elle est fausse. Soient K et K’ deux intervalles de R.
Soient I et J deux intervalles telles que I < J, Si fest une fonction .... sur un intervalle K
[ une fonction continue sur I et g une fonc- telle que .... et g est une fonction .... sur K’

sioni, alors ....est...sur.....
continue sur fI).

1. gof est continue sur I.
2. gof est continue sur J.

6.3. Image d'un intervalle par une fonction continue

fest la fonction continue sur R et définie - -
par flx) = x*- 1 dont le tableau de variation sur x |6 0 4]
[-6 ; 4] est ci-contre : 35 15

1. Détermine & l'aide du tableau de variation de f, fix) \ 1 /

l'image par f de chacun des intervalles
suivants : [-6; 4], [-6; 4[,1-6; 4[, [-6;0],[0; 4] et]-6; 4].
2. Détermine a I'aide de la méthode algébrique, 'image

par / des intervalles suivants : [0;4],1-6; 0[ et [-6 ; 0].

Legon 1 ﬂ Limites et continuité d'une fonction




3. a) En remarquant que [-6 ; 4] = [-6 ; 0JU[O ; 4], justifie & I'aide de la méthode algébrique que
(-6 4))c[-1;35).

b) Soit v € [-1; 35].

Démontre que v admet un antécédent x par / dans [~6 ; 4].

c) Determine alors 'image par / de [-6 ; 4).

syt

On admet que :

» L'image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

» L'image d'un intervalle fermé par une fonction continue est un intervalle fermé. _

« Si/est une fonction continue sur [a,h) alors flla, b)) = [m, M] ot m et M sont respectivement le
minimum et le maximum de f'sur [a, b].

Exercices de fixation

X Ecris dans chaque cas le numéro de l'affirma-
tion suivi de la mention "VRAI" si l'affirmation 5
est vraie ou "FAUX" si elle est fausse. e T oy N
)t . : . -1 -4
Soit f'une fonction continue sur [a, b]. m et
M sont respectivement le minimum et le

maximum de " sur [a, b). Pour chaque affirmation, une seule des trois
1. L'image par /" de [a, b] est [f (a), f (b)]. reponses proposées est exacte. Indique sur
2.L'image par f d'un intervalle fermé est ta copie le numéro de l'affirmation et lo
un intervalle fermé. lettre correspondant & la réponse exacte.

3. l'image par / de [a, b] est [m, M].

4.Ll'image par fde [a, b] est]m, M[. 1. Limage par /de [0; 6] est :

a)[-4;-1] ; b) [-1;5] ; c)[-4;5).
= Soit_fﬂla} fo;ctioul'l continue sur R et définie 2. 'image par f de]~oo ; 2[ est ;
par: flx) =2x - 1. . . L3 . RN
Détermine l'image des intervalles [-1; 3] et 0”?’%0[ 3 b) [F1540 5 Q)1 +o0]
11; 5[ par la fonction /. 3.L'image par fde[0; 2] est:
a)[-1;5] ; b)1-1;50 ; o [-1;5[
4.L'image par fde ]-o0; 6] est :
a) [5;+00[ ; b) [-4;5( ; c) [~4;+ol.

&= /eest une fonction continue sur R dont le ta-
bleau de variation sur ]-o0, 6] est le suivant -

6.4. Image d'un intervalle par une fonction continue et strictement monotone

Soient a et b deux nombres réels tels que @ < b et fune fonction continue et strictement monotone sur
un intervalle K. (¢ Jr) est la représentation graphique de la fonction /" sur lintervalle K dans le plan muni
du repére (O, I, J).

Recopie et compléte les pointillés par la réponse qui convient.

fla) 8- B

74 LN\

61 : A\ Wy

51 \

“

3.

2

= G} r -------------------
1 0 1 g2 3 4 s b7 &8 9
L'image par / de [a, b] est... L'image par fde [a, b] est...

Legon 1 ﬁ Limites et continuité d'une fonction




=

Soient a et h deux nombres réels lels que o « h et fune fonction continue et stricternent
monotone sur un intervalle K

fK)
I est strictement croissante sur K f est strictement décroissante sur K
la, b | M), 11 h), M)
Ja. bl Fim A, tim A | J lim flv), lim /() [
la, bl | R, lirjn" 1) | ]Jlin.nh flx), fla))
b 1 im A, Ak | Uh), tim A

Exercices de fixation

= Remplace les pointillés par les mots ou expressions qui conviennent.
Soient a et b deux nombres réels tels

que a < b et fune fonction continue et strictement
monotone sur un intervalle K.
K — K |
. ~ fest strictemengoissante sur K [fest strictement décroissante sur K
a, ) ARa), AN | |
la, bl : }lim /U0, fim fix)
I < > _|
(a, b (fa) limfor |
<
N e — [Ab), JL!i_r_nu ) [
' >

2 Ecris le numéro de I'affirmation suivi de la mention "VRAI" si 'affirmation est vraie ou "FAUX"
si elle est fausse.

Soient a et b deux nombres réels tels que a < bet fune fonction continue et strictement croissante
sur un intervalle K contenant ¢ et b,

1. l'image par fde [, b] est [ f(b), fla)).
2.L'image par f de [a, bl est [ / (a), Ilif_nb,r(,x][.
3.L'image par f de Ja, b[ est ] Jim x), Jllfig\b_,!(,r)[.
4.Limage par / de Ja, b] est [ f&)). Ililj'lﬂJEJt)[.
' Ecris le numéro de I'affirmation suivi de la mention "VRAI"

si l'affirmation est vraie ou "FAUX" si
elle est fausse.

Soient « et h deux nombres réels tels que ¢ < b et / une
décroissante sur un intervalle K.

1.Uimage par fde [a, b] est [ /1b) , fla)).
2.L'image par f de [, b est [ f(a), Jlirph_/h)[.

fonction continue et strictement

3.L'image par /de Ja, b est ] lim flx), lim flx)l.

4.Ll'image par fde Ja, b] est [ /), Jlim /L)L

Legon 1 Limites et continuita d'une fonction
k



6.5. Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit /" la fonction continue sur R telle que flx) =x? - 1.

1. Justifie que /([1;2]) =[0; 3].

2. Soit_ru un élément de [0 ; 3].

Justifie que 1, @ au moins un antécédent compris entre 1 et 2 par /.

=

S0it /" une fonction continue sur un intervalle K , @ et b deux éléments de K. i
Tout nombre réel v compris entre fla) et /b)) admet au moins un antécédent par /
compris entre a et b,

xercices de fixation

= Remplace les pointillés par les mots ou expressions qui conviennent,
Soit f'une fonction continue sur un intervalle K,aet b deux éléments de K.
Tout nombre réel y compris entre .et o OAMIOL eorsicasissisraasiaisio un antécédent
par f compris entre ... [ — a

Ecris dans chaque cas le numéro de l'affirmation suivi de la mention "VRAI" si |'affirmation est
vraie ou "FAUX" si elle est fausse.
Soit fune fonction continue sur un intervalle K, a et 5 deux éléments de K.
1. Tout nombre réel y compris entre f(a) et f(b) admet au plus un antécédent par f compris
entre a et b.
2. Tout nombre réel y compris entre f{a) et f(h) admet au moins un antécédent par f compris
entre q et b.
3. Tout nombre réel y compris entre f{a) et f(h) admet un unique antécédent par f compris
entre g et b.

Activite o Fonctions continues et strictement monotones sur un intervalle

7.1. Bijection

1. (€,) ci-contre est la représentation graphique d'une
fonction f continue et strictement croissante sur un
intervalle K dans un repére orthonormé. Soit y €flK).
a) Détermine le nombre d’antécédents de y par /.
b) Justifie que fréalise une bijection de K sur un
intervalle a préciser.
c) Construis la représentation graphique de la bijection
réciproque /! dans le méme repére que celui de (%} ).
d) /! est-elle continue sur flK) 7
e) Détermine a I'aide de la représentation graphique de
/e sens de variation de /.
f) Déduis de la question b) que I'équation f{x) = y admet
une unique solution dans K.

2. (¢ ';-J ci-contre est la représentation graphique d’une
fonction f continue et strictement décroissante sur un
intervalle K dans un repére orthonormé.
Soit y € flK).

a) Détermine le nombre d'antécédent de y par f.

b) Justifie que fréalise une bijection de K sur un

intervalle a préciser.
Legon 1 ﬂ Limites et continuité d'une fonction




c) Construis la représentation graphique de la bijection réciproque /' dans le méme repére que
celui de (‘(I)

d) f* est elle continue sur flK) ?

e) Détermine a 'aide de Ig représentation graphique de /! le sens de variation de /.
f) Déduis de la question b) que 'équation flx) = y admet une unique solution dans K.

» Sifest une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle K alors fréalise une
bijection de K sur f{K).

» La bijection réciproque / est continue et strictement monotone sur fIK) et a le méme sens de
variation que f.

« Pourtout réel m € fIK), équation flx) = m admet une unique solution dans K.

Exercices de fixation

.............................................................................................................................

&2 Recopie et remplace les pointillés par les Recopie et remplace les pointillés par les
mots ou expressions qui conviennent. mots ou expressions qui conviennent.

Si fest une fonction .... et ... monotone sur Si fest une fonction .... et .... monotone sur
unintervalle K alors fréalise une .... de .... sur un intervalle K alors pour tout réel m € fIK),
... la bijection réciproque f 1 est .... et .... sur I'équation ... admet une .... solution dans K.

...etaleméme...quef.

Ecris dans chaque cas le numéro de l'affirmation suivi de la mention "VRAI" si l'affirmation est
vraie ou "FAUX" si elle est fausse,

1. Si fest continue sur un intervalle K, alors fréalise une bijection de K, sur fIK).
2.Sifest continue et strictement monotone sur unintervalle K alors fréalise une bijection de K sur fiK).

3. Si f'est strictement monotone sur un intervalle K, alors fréalise une bijection de K sur SIK).

7.2. Solution de I'équation fix) =0

1. Soit fune fonction continue et strictement croissante sur lintervalle [a, ] (a < b).
a) Détermine fl[a, b)).

b) Démontre que si fla) x f1b) < 0 alors "équation f{x) = 0 admet une unique solution dans Ja, b.
2. Soit £ une fonction continue et strictement décroissante sur l'intervalle [a, b] (a < b).
a) Détermine flla, b)).

b) Démontre que si fla) x fib) < 0 alors 'équation fx) = 0 admet une unique solution dans ]a, bl.

Si fest une fonction continue et strictement monotone sur Vintervalle [a, b] (@ < b) et si f(a) X f(b) <0,
alors I'équation f (x) = 0 admet une unique solution dans ]a, b.

srecines de fidlion

Recopie et remplace les pointillés par les mots ou expressions qui conviennent.

Soit fest une fonction ..... et ..... monotone sur un intervalle [a, b]. Si ..... alors I'équation
une ..... solution dans Ja, bl.

@ Ecris dans chaque cas le numéro de l'affirmation suivi de la mention "VRAI" si l'affirmation est vraie
ou "FAUX" si elle est fausse.

1.Sifest une fonction continue et strictement monotone sur l'intervalle [a, b] alors I'équation
f(x) = 0 admet une unique solution dans ], bL.

..... admet

Lecon 1 PEM |imites et continuité d'une fonction




2. Si [ est une fonction continue et stricte- @ Ecris dans chaque cas le numéro de I'affirma-

ment monotone sur l'intervalle [a, b] et si
[a) x f(b) < 0 alors 'équation f(x) = 0 admet
une unique solution dans Ja, Hl.

est vraie ou "FAUX" si elle est fausse.

3.Si /" est une fonction continue sur l'intervalle ; .

la, b] et si fla) x f(b) < O alors I'équation teaueskie sUVanE? — ——
/(x) =0 admet une unique solution dans Ja, L. X = ‘ 5 477
4. Si f'est une fonction continue sur l'intervalle Slx) -2 | -1 | _4 !
la, b] et si fla) x_f[h? < 0 alors l'tfzquation 1. L'équation /(x) = 0 admet une unique
/(x) = 0 admet au moins une solution dans solution dans }-3 ¢ 5[.

la, L. 2. L’équation f(x) = 0 admet une unique

solution dans 1-3 ; 7.
3. L’équation f(x) = 0 admet une unique
solution dans 15 ; 71.

Activite 0 Techniques d'encadrement des zéros d’une fonction

8.1. Méthode de balayage

Soit /" la fonction x + x2—- 2 continue et strictement croissante sur [1 ; 2].
1. On donne le tableau de signe de la fonction f'sur [1 ; 2].

x 1 (111213141516 13,718]19][ 2 |
Signe de f{x) = - - - - + + + + +
a) Justifie que I'équation f{x) = 0 admet une unique solution a dans]1,4 ; 1,5[.
b) Détermine I'amplitude de l'intervalle 11,4 ; 1,5].
2.0n donne le tableau de signe de la fonction f'sur [1,4 ; 1,5].
X 1,40 | 1,641 | 1,42 | 1,43 | 1,44 | 1,45 | 1,46 | 1,47 | 1,48 | 1,49 | 1,50
Signe de f{x) - - + + + + + | # + * +
a) Justifie que x € 11,41 ; 1,42[.
b) Détermine 'amplitude de l'intervalle ]1,41 ; 1,42[.
3. On donne le tableau de signe de la fonction f'sur [1,41;1,42] :
| x 1,410 | 1,411 [ 1,412 | 1413 | 1,414 | 1,415 [ 1,416 [ 1,417 [ 1,418 [ 1,419 [ 1,420 |
Sigﬂe deftr) - — + + + + + + + + | + ‘

a) Justifie que a € ]1,414 ; 1,415[.
b) Détermine l'amplitude de l'intervalle 11,411 ; 1,412(.

Soit fune fonction continue et strictement monotone sur [1 ; 2] et « 'unique solution de I’équation

flx)=0dans ]1; 2[.

Pour déterminer un encadrement d’'amplitude 10! de a, on procéde comme suit

« On subdivise l'intervalle ]1 ; 2[ par des décimaux consécutifs d’ordre 1.

« On détermine les images par /'de chacun des décimaux consécutifs d’ordre 1.

« aest compris entre les décimaux consécutifs d’ordre 1 dont les images sont de signes contraires.
« « est compris dans l'intervalle ]J1,4 ; 1,5[.

Pour déterminer un encadrement d'amplitude 10™" de a, on procéde de la méme maniére.

« Cette méthode est la méthode de balayage.

Legon 1 il Limites et continuité d'une fonction

tion suivi de la mention "VRAI" si l'affirmation

Soit /'une fonction continue et strictement
croissante sur l'intervalle [-3 ; 7] dont le



gxercices de fixation

@ Soit la fonction f définie sur l'intervalle
I=[-4;4]par: flx) =2 - 6x + 1,
1. Dém‘ontre que l'équation flx) = 0 admet
une unique solution a sur l'intervalle [0 ; 1.

2. Détermine une valeur approchée de a par
la méthode de balayage a 0,1 pres. ’

8.2. Méthode de dichotomie
Soit f une fonction continue et strictement
monotone sur [1 ; 2].

1.0n donne le tableau de signe de la fonction
fsur[l;2]:

X B 1
L_Signe de fix) | = |

a) Justifie que I'équation f{x) = 0 admet une
unique solution a dans ]1; 1,5[.
b) Détermine 'amplitude de l'intervalle ]1; 1,5[
et compare-la a 'amplitude souhaitée.

2.0n donne le tableau de signe de la fonction

fsur[l;1,5]

1.5
+

X
. Signe de f{x) .

a) Justifie que a €11,25; 1,5[.
b) Détermine I'amplitude de l'intervalle 11,25 ; 1,5(
et compare-la a 'amplitude souhaitée.

1,25

1,5

........................................................................................

f¥® Soit la fonction /définie sur l'intervalle
[=[~4;4]par: flx)= X +x?-x+1.
1. Démontre que l'équation flx) = 0 admet
une unique solution a sur l'intervalle [-2; -1].
2. Détermine une valeur approchée de a par
la méthode de balayage a 0,1 pres.

3. On donne le tableau de signe de la fonction
fsur(1,25;1,5]:

X 1,25

1375 | 15
Signe de f(x) - = | _*

a) Justifie que ¢ €]1,375; 1,5 [.
b) Détermine 'amplitude de l'intervalle 11,375; 1,5(
et compare-la & lamplitude souhaitée.

4. On donne le tableau de signe de la fonction /
sur [1,375;1,5] :

X 1,375 1,4375 1,5 B
Signe de fx) - + ]

a) Justifie que a € 11,375 ; 1,4375[.

b) Détermine 'amplitude de l'intervalle
11,375 ; 1,4375[ et compare-la a 'amplitude
souhaitée.

Soit fune fonction continue et strictement monotone sur [a ; b] et a 'unique solution de I'équation

fix)=0dans Ja; bl.

Pour déterminer un encadrement d’amplitude 10 - de a, on procéde comme suit :

On divise l'intervalle en deux sous intervalles.

L]
L]

a+b
2

a+b
2

)<Oalors aE la,

si fla) x f{

[ sinon a € ]

On détermine I'image du centre de lintervalle ]a ; b[ par f.

a+b
2

b|.

On continue cette subdivision de la méme fagon que precédemment.

« On s’arréte lorsque 'amplitude (-b—z_ﬁ) , avec n étant le nombre d'itération)
de lintervalle qui contient a soit inférieur a l'amplitude souhaitée, 10 .

. Cette méthode est la méthode de dichotomie.

Exercices de fixation  |——

Soit la fonction f définie sur l'intervalle
1=[~4;4]par: flY)=x’-6x+1.
1. Démontre que l'équation fix) = 0 admet
une unique solution a sur l'intervalle [0; 1].
2. Détermine une valeur approchée de « par
la méthode de dichotomie @ 0,1 prés.

........................................................................................

P Soit la fonction fdéfinie sur l'intervalle
I=[-4;4]par: flx)=x*+x2-x+1,
1. Démontre que l'équation f{x) = 0 admet une
unique solution a sur l'intervalle [-2 ; -1].

2. Détermine une valeur approchée de a par
la méthode de dichotomie a 0,1 preés.

Legon 1 ﬂ Limites et continuité d'une fonction



Activite © Puissances d'exposants rationnels

9-1. Fonction racine '*me
Soit 77 un entier naturel non nul supérieur ou égal & 2 et 'application ¢, : [0, +30[ = [0, +oo[, x = x".
Justifie que ¢, est une bijection.

[ Sminess |

« La bijection réciproque de la fonction x — x" est la fonction racine n'tme
1
* La racine n'*™ d’un nombre positif x s’écrit ¥/x ou x=.

Exercices de fixation |

B% 1. Détermine la bijection réciproque de Calcule :
Papplication ¢, : [0;+00[ » [0; +oo[, x = X°. 1. Y8 ; 2. {81 ;3. :f%.
2. Détermine la bijection réciproque de Construis dans un méme repére orthonormé
I'application ¢, :[0; 400 = [0; +oo[, x = x5 @, et sa bijection réciproque.

9-2. Puissance d’exposant rationnel
Soient fet g deux fonctions définies sur ]0 ; +oo[ respectivement par flx) = Y/x et 2(x) =x,
ou p est un entier relatif et g un entier naturel supérieur ou égal & 2.
1. Calcule pour tout x € ]0 ; +oo[, fog(x) et go f(x).
2. Posons y =(x? }% etz= (x#)ﬁ.
a) Calcule y7 et zv.
b) Justifie que zv= x».
3. a) Justifie que y¥ =z et déduis que y=z.
b) Justifie que pour tout x € ]0 ; +oo[, fog(x) = goflx).

Sese

e Pourtoutx€]0;+x[, pe Z,geN'etg2>2, (x*) 7 =(x* ).
e X7 estnoté ¥ ou (V).

Exercices de fixation

Ecris dans chaque cas le numéro de BB Pour chaque affirmation, une seule des
'affirmation suivi de la mention "VRAI" trois réponses proposées est exacte.
ol "EAUX" retaniie: Indique le numéro de I'affirmation et la
lettre correspondant & la réponse exacte.

Soit x un nombre réel strictement positif. 1. La racine carrée de x” est égale a -
1. La racine cubique de x? se note 3/x?. ‘ A VZ ;b Ve .

2. La racine cinquiéme de x* est égale ad x 5. 2 ¥ St

3.x% est égal a Vx°. a) &< . b) VAE g (x“'j'f.

1 i e de x? se note {/x°. i :
4. La racine carré Vat 3. La racine cubique de x? est €gale a:

ax?i bxt o x?.

Lecon 1 ﬂ Limites et continuité d'une fonction




APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice o Utiliser des limites de référence
Calcule les limites Suivantes,

o) lim 1\—“;‘ b) hm -1—,:—4-—" 1¢) lim J1=cosx
X=3 ¢ v.0  Siny
Cormigé oA
\ gnewe
1-4x _ 1 S
a) \'—3 _T:_ﬁ_x(l-lt\',. = Im, _X..:J_az—(n; rlim! x—1?—+w
= 3 ST et lim 1 -dx==q3, « Utiliser la limite d'un produit.
< T < 1 —cosx sinx _
. T—A% + lim —x  ~=0et lim X =1
donc ]Ilhr-_n:i =3 =+o x=0 x-0
“~
1—-4x
b3 = ¥ X(1-49 o 1=cosx _ 1-cosx, x
1 sinx X sinx
Jmy ¥=3 T et lim 1-4x=-11, tim A=908% ~get fim SX =1 aingi,
1—4x * < &
lim =i = d—-cosx _
donc s =3 00, x"To sine = 1 donc JI_I]'IO e =0
<

Exercice e Utiliser le nombre dérivé

Calcule les limites suivantes.

YXFT=8 . JX+T-2
S x=3 3 b) lim ——<

a) lim
x—=2

7
On peut utiliser le nombre dérivé pour calculer

. = . ! = 1
Posons: flx) = Vx+7 ; f'(x) 2xT7 les limites.

etf' =4 (3)=1.

 x+7-3 _ . fl)-f2) _14 o x+7-3 _ Sx)-f(=3) _ 1

Exercice 9 Utiliser une factorisation

Calcule les limites suivantes :
a) lim_ JxP+2x—1+4x ; b) _lim /X2 +2x—1-4x.

T o On peut utiliser une factorisation pour calculer
0 ST = T+4x= [x*(1+5—3)+4x les limites.
+2_1 L
LR lim x=-ooet | 1+2-1 1423
— LU .- X A TEER
__xvf1+%-_%+4x, ! e \f i
i x =031 Doncim_ /¥FZ =T +4x =~
2oL aysixelo; 1 | b) Ve ax—1-4x= [e(1+2-1y 4
=x(- \,f 1+ 2 v X

ﬂ Limites et continuité d'une fonction
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= x| \_,-'f" +§2r*—1;- 4x

\ X

Si XE€]1;+oof

_ X
_..I'Jf1 +g'—_‘.1‘2_'_4x.

Donc lim yx?+2x—1—4x = -
X =t

Exerci ' &
reice @) utiliser | expression conjuguée et une factorisation

Calcule les limites suivantes :

CI) ll_[Tm V/" +2X'—.\' ' b) .\'l!rncx. I2+21'+.T

| comes

Q) VX4 2y — y = WXP+2x —x)(/xT+2¢ + x)

-/;2+2r+x

= 2x

?x2+2_x+x
- 2x
2
|x|'y' Tty
" 2

» Si X€]1;+o0]
;;1+%+1

Ifin;_l VXi+2x—x =
s oG

lim 2

J1+241
2 1

b)VxZF 2%+ x = VX 2x +x) (/3% + 2x —x)

VX2 +2x—x

o 2x
1’2+2x—x
— 2x

[x]/1 +%-x

Exercice e Utiliser une comparaison

Calcule la limite suivante :

IIiLn0 sin(x) sin (%)

Pour tout x € R*, |[sin %[ 3

Pour tout x € R*, |[sinx| |sin -} | < |sinx]|
1

Ili_r_no |sinx| =0 donc Jim, |sinx| |sin 5

|=0

Legon 1

, 1 —cosx
yg) lim———.
] ).r—-O xz

~ Méthode

Pour calculer les limites, on peut utiliser
l'expression conjuguée.

im VX +2x+x = 2

1—cosx _ (1—cosx)(1+ cosx)

c)

x? x%(1+cosx)
S >0 il
x?(1+ cosx)
=sin’x 1
x* 1+ cosx
T 4
lim S0X =76t fim o1 _ 1
-0 x? 2 T+ cosx ]
donc lim J1=cosx _ 1
r—-0 x? 2"
. Méthode

On peut calculer les |

. imites en ytil;
comparaison, utilisant une

] £ . 1
:"-Eno [sin(x) sin ( }-) |=0,

donc_lim sin(x) sin 1) =0,

Limites et continuite d'une fon ctio
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Exercice @ Encadrement de solution de I'équation flx) =0

1 D(—T-mont_re que I'équation v + \ - 1 =0 a une unique solution a dans [0 ; 1].
2. Determine un encadrement de d'amplitude 10 ' par la méthode de dichotomie.
| st i_",-_:!
. " L Lt
1. Soit f la fonction définie syr [0; 1) par

fl)=r+x -1

Pour tout Y € [0;1], /(x) = 3y2+ 1, PoiF ot
vE0:1]./°() >0. Donc f'est strictement £(0,5)%f(1)<0donc0,5<a<1

croissante sur [0;1). f(0)=-1, /(1) =1, 0541 | o
Ona:/(0)x /(1) <0.fest continue et strictement | 5 =075 on choisit 0,7 car il s'agit de
croissante sur [0 ; 1]. Comme £'(0) xf(1)<0; déterminer un encadrement de « d'amplitude 10 '

donc lequation f (x) = 0 admet une unique solu- | /(0,7)=0,04;/(0,5)%/(0,7) < 0donc 0,5 < a<0,7
tion dans ]0 ; 1[. On conclut que I'équation ' i B

x*+x -1=0aune unique solution dans J0; 1[. | ~— 5 -~ =0,6; /(0,6)=-0,18;

2.L'équation x* + x - 1= 0 @ une unique solution £(0,6)%f(0,7) <0donc0,6<a< 0,7.
dans ]0; 1[. ;

.
U =37 (3) =-037etr)=1;1100=-1

Pour encadrer « on peut utiliser la méthode de
dichotomie.

Exercice o Méthode de balayage

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, 1, J).
Soit /*la fonction définie sur [-4 ; 4] par flx) = -} (* - 12x).
1. a) Détermine f/"(x) pour tout x élément de [~4 ; 4].

b) Dresse le tableau de variation de f.

2. Démontre que I'équation f'(x) = 0 admet une unique solution a dans [3 ; 4].
3. Détermine un encadrement de « d’'amplitude 10 ! par la méthode de balayage.

Corrigé
1. a) Pour tout x élément de [-4 ; 4], | On peut encadrer une solution d'une équation
') = S g= 3 (x-2)(x+2) par la méthode de balayage.
T4 T4 '
b) Signe de la dérivée f".
vx €[4 :-2]Ul2; 4] f'(x) >0etvxel-2:2] 2. f est continue et strictement croissante sur
£ <0 [3; 4] tel quef(3; 4D = [-3:4].
9 _ =4 Or, f13) x fl4) < 0 donc I'équation f(x) = 0 admet
ﬂ-3) =4, fF2)=4,f(2)=-4et f4) = 4. une solution unique dans l'intervalle [3 ; 4].
1 x |=3 -2 2 4 3. Déterminons un encadrement de a

4 d'amplitude 0,1.

| 4
f(x) / \ / x |3]31]32(33(34]35]..4]

9 i Signe | | | _| _|._ |
L | 3 . de f (x) + |+ |+

fest continue et strictemengt croissante sur
(3;4]tel que fl[3; 4]) = |~Z;4I.

Comme f(3,4) x f13,5) <0 donc 3,4 < a < 3,5.

Lecm Limites et continuité d'une fonction



Résumé de cours

o Calcul de limites a partir des limites de référence

1.1, Limites en + et en -0
1 est un entier naturel non nul.
1 . 1 _
Ilrn +0; lim — =0: i X=+00; lim —==
T—+ xX'= Em+m X 0; r_ﬂ;lww/_ r—+ cu,/_
lim x" = +oosinestpair 1
g . . lim —=0
Jim_x"=—cosinestimpair' =~
1.2 Limitesen 0 1
lim— = +o0 sin est pair.

1 70X

lim — =+00; I|m7——"+°0: <1

3 F30vx 15 = —oosinestimpair.
‘r—-
. sinx . cosx—1

* lim =1 ¢+ lim 0

x-0 X ! x-0 X
1.3.Limitesena, a € R, de -—1-—,

(x—a)
1 g . .
1 z_a (x ay +00 sl n est pair.

lim -
3@ (x—a) lim

I—-aW = —oosin estimpair.

1.4. Rappel des opérations sur les limites '
a) Somme de fonction

Si fa pour limite en a { | €] ¢€ |40 - +o0 j

Si g a pour limite en a +00 | -0 | 400 | -o0 -00

Alors f+ g a pour limite en a £+L| 40 [ -0 | 40 | -0 | Onne peut conclure

b) Produit de fonction

Sifapourlimiteena| £ £ £ +00 | -0 | -00 | 400U -0

Sig apourlimiteena | L +00 -00 +00 [ - 00 | +o0 0

imteena XLt <) mti | <@ +| < | Onnepet

imiteen a i

-_____————__.

c) Quotient de fonction (L# 0 et £ £ 0)

Sifapour limiteena | { | ¢ 0 +00 © | +0ou-c ]
' Sig apourlimiteena | L |+ 0 L L +00 OU - 00

g oros [ £]o | Corepnt L0 | o0 onne

€@ Limite d’une composée de deux fonctions

Soit vou la composée de deux fonctions u et y,
d'un intervalle sur lequel veu est définie eta, betlde
Si lim ulx)=b et Jim, v(x) =€, alors lim vou(x) =

un élément oy une borne
s éléments de RU{-00; +o0),

- N

Legon 1 ﬂ Limites et continuité d'une fonction




Résume de cours

9 Techniques de calculs des limites
3.1. Utilis
Méthode
Pour calculer une limite, on peut :

« Utiliser 'expression conjuguée,
« Simplifier ou factoriser s nécessaire.

3.2. Utilisation d'un nombre dé
Méthode
Pour calculer une limite, on peut :

« Utiliser le taux de variation defena: Jim. ftx)—fa)

ation d'une expression conjuguée

rive

Il X =
! « Calculer /*(x) puis /().
» Conclure en utilisant lim _j_(x?):_i_(a_) =f'(a).

3.3. Utilisation des propriétés de comparaison
a est un nombre réel.

Pour calculer une limite par comparaison on peut utiliser les propriétés suivantes :
Sif(x) < glx)surlb;cl, alors lim f(x) < Jim g(x) (@€ [b; ).

Si g(x) S £ (x) sur [a; +oo[ et Jim_g(x) =+, dlors _lim_f(x) = +e0,

Si g(x) <f(x) sur [a;+oo| et Nim ) =0, alors _lim_g(x) = .

Si glx) < £ (x) sur]-o0; a] et lim_g(x) =+, alors _lim_f (x) = +oo.

Si g(x) £ (x) sur]-o0; a] et Iﬁmmf(x) = —w, alors zﬂn_‘umg(x) = —cp,

Sisur [a; +ool, f(x) £ glx) £ hlx) et ; Em+mf(x) =¢; lim h(x) =€, alors xﬂncmg(x) = (.
Sisur]-o; al, f(x)< g(x) < hlx) et_lim_f(x)=¢; _lim _h(x) =, alors Lim_g(x) =€
On admet les propriétés suivantes :

m Soit f une fonction croissante sur un intervalle ouvert Ja ; b[, (a < b).
o Si f est majorée sur ]a ; b[, alors fadmet une limite finie a gauche en b.

o Si f est minorée sur la ; b[, alors fadmet une limite finie a droite en a.

3.4. Limite d'une fonction monotone sur un intervalle ouvert.

Bg r I -

De maniére analogue, pour une fonction f'décroissante sur un intervalle ouvert Ja ; [ :
Si fest majorée sur Ja ; b, alors fadmet une limite finie @ gauche en b.

I . Si fest minorée sur la; bl, alors fadmet une limite finie & droite en a.

.

P¥PY Soit / une fonction croissante sur un intervalle ouvert Ja ; b[, (a < b).
: i
| Si f est non majorée surJa; bl, alors fa pour limite +ex & gauche en b,
L] . +
Si f est non minorée sur Ja ; b, alors fadmet une limite —c0 & droite en b.
L]

Legon 1 Limites et continuité d'une fonction



Résumé de cours

Remarques

De maniere analogue, pour une fonction f'décroissante sur un intervalle ouvert Ja;bl:
» Si /" est non majorée sur Ja ; b[, alors fa pour limite +cc & droite en a.
« Si / est non minorée sur Ja ; b, alors fa pour limite —oc & gauche en b.
o Prolongement par continuité
Rappels

U Soit f'une fonction d'ensemble de définition EZ)’. et x, un élément de .C]ffr.
On dit que fest continue en x, si fadmet en.x, une limite finie et _lim f1x)=/1x,).

Prolongement par continuité

m Soit fune fonction d’ensemble de définition @ et x, un nombre réel
n‘appartenant pas a J
On dit que fadmet enx un prolongement par continuité lorsque f°
admet en x, une limite finie.

Remarque

Soit g le prolongement par continuité de f'en x,.
g(x)= f(x) six €9,

g(x) = AmJ/ &

e Interprétation graphique de limites

Dans cette partie, fdésigne une fonction, & son ensemble de définition et ()
sa courbe représentative dans un repére ortl{ogonol (0, 1, J). '

Onu:{

Rappels

Asymptotes paralléles aux axes

Soit f'une fonction de courbe représentative (¢ )

« Lorsque f'a une limite b en + (respectivement en —), on dit que la
droite d’équation y = b est une asymptote a la courbe (¢’ ) en 400
(respectivement en —co).

« Lorsque /" a une limite infinie & droite ou & gauche en x,, on dit que la
droite d’équation x = x, est une asymptote a la courbe {'(‘f),

Asymptote oblique

L Soit fune fonction de courbe représentative (’{ ).
Lorsque _lim f(x)-(ax+b)= O(respectrvement im_ f(x)~(ax + b) = 0)

on dit QUE lCl droite d'équation y = ax + b est une asymptote a la courbe
(€ ) en +w (respectivement en —x),

Legon 1 E Limites et continuite d'une fonction
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Branches paraboliques

Soit fune fonction de courbe représentative (1 ).
b

X .
Lorsqu’ona  Iim f(x) = +o0 ou —0 et |ir11 __(f_) = +o0 ou ~o0 (respecti-
&= o xr—+tx v

vement lim_f(x)=+wou-ccet lim_ —f@ =0.
parabolique de direction celle de (0J) (respectivement (OI)).

e Continuité d'une fonction sur un intervalle
6.1. Opérations sur les fonctions continues sur un intervalle

Soient /" et g deux fonctions continues sur un intervalle K.
« Lesfonctions '+ g, fg, kf(k € R) et |f| sont continues sur K.

£

« Si g ne s’annule pas sur K, alors —;7 et I3 sont continues sur K.

6.2. Composée de deux fonctions continues sur un intervalle

Propriete Soient K et K' deux intervalles.

La fonction gef est continue sur K.

6.3. Image d'un intervalle par une fonction continue

L'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

SEcE) Soit fune fonction définie sur un intervalle fermé [a, b).

m et M sont respectivement le minimum et le maximum de f'sur [a, b].

Remarque

6.4. Image d'un intervalle par une fonction continue et strictement monotone

On dit que la courbe (¢ ) admet en +a0 (respectivement en —20 une branche

Soit £ une fonction continue sur K telle f (K)cK ' et g une fonction continue sur K.

Si fest continue sur [a, b}, alors flla, b]) est un intervalle fermé [m, M] ou

Limage d’un intervalle ouvert par une fonction continue n'est pas toujours un intervalle ouvert.
9

Rl Soit fune fonction continue et strictement monotone sur un intervalle K.

£(K) est un intervalle ou un singleton.

Le tableau ci-aprés précise f (K) suivant la nature de K et le sens de variation de /.

L'intervalle f{K)

L’intervalle K

fest strictement croissante sur K | f'est strictement décroissante sur K

I ) b, fla)

L]ib[’ it L ) lim £, fim, S0l
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Ula), tim /0l ] lim, /00, f )]
1 Jim £,/ ()] N ), jim, 0
C Lim_fwsen O
1lim £, tim [0l ], lim_f 00 Jim S Gl
R | 1 im /00, im /o I lim /0, lim_f ool

6.5. Théoréeme des valeurs intermédiaires

Théoréme
Soit f'une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K.
Tout nombre réel compris entre £1(a) et £(h) a au moins un antécédent par fcompris entre a et b.

Fonctions continues et strictement monotones sur un intervalle
7.1. Bijection

LS Si fest une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle K, alors :
« fréalise une bijection de K sur f (K).
= Sa bijection réciproque /! est continue et strictement monotone sur f(K).
e fet f~1 ont le méme sens de variation.

/.2. Solution de I'équation fx)=0

Soit f'une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle K.
Pour tout réel m de f'(K), 'équation £'(x) = m admet une unique solution dans K.

Corollaire

Soit fune fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a, b].
Si f(a) x f(b) <0, alors I'équation f"(x) = 0 admet une unique solution dans la, b[.

Techniques d’encadrement des zéros d’'une fonction

Soit f'une fonction continue et strictement monotone sur [a, 5], Sif(a) x £(b) <0 alors
I'équation f (x) = 0 admet une unique solution a dans Ja, 5.

Déterminons un encadrement de o d’amplitude €.

8.1. Méthode de balayage

Méthode

« On commence par balayer l'intervalle [a, b] avec un pas de 1.

C'est-a-dire qu'on calcule f (@), /(@ + 1), f (a + 2),... On s'arréte dés qu'on a trouvé deux
entiers consécutifs n et n+1 pour lesquels f'(n) et f(n + 1) sont de signes opposés.

On saitalorsque a € ]n; n + 1[.

« On balaie ensuite l'intervalle [ ; n + 1] avec un pas de 0,1. On calcule donc f(n), f(n+0,1),
f(n+0,2),.. et on s'arréte dés qu'on a trouvé p de sorte que fln +0, p) etfln+0,p+0,1)
sont de signes opposés.
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+ On continue en baloyont I'intervalle [n+0,p;n+0,p+01]avec unpasde 0,01.
Et oinsi de suite

2?2 Méthode de o hotomie
Methode
« On détermine le centre “

+» Oncalcule 7 | ”;h ).

; b de l'intervalle a, hl.

( 1+h
»ST@X {57 ) <0, alors a € In.- ”%—’!I sinon a € I“%h:hl.

» : 1+ b :
+ Sil'omplitude '—2 de l'intervalle l "1b| ou ”-%h :h‘ est inférieure @ [, alors

a;—
on s arrete, sinon on répéte le processus n fois jusqu'd ce que l'amplitude -’-’-ir‘—’ soit

inférieure & (.

o Puissances d'exposants rationnels

1. Fonction racine p'eme

m Soit n un entier naturel non nul.

La fonction racine ™ est la bijection réciproque de la fonction: R+ R, .
X=X

Notation
L'image de tout nombre réel positif x par la fonction racine n™ est notée 4/x ou x*.
Sin=2,alors on note \’E et on lit racine carrée de x.
Sin =3, alors on note ¥ x et on lit racine cubique de x.
Conséquences
« VXER, VX" =(Vx)=x,
xeR., yeR,

. — & 4t
}":"'\I x_,v

« La fonction racine n“™ est continue et strictement croissante sur R..
« La courbe représentative de la fonction racine n*™ et celle de la fonction x ~ x" sont
symétriques par rapport @ la droite d’équation y = x dans un repére orthonormé.

Remarque

On étend de méme aux racines n'*™ toutes les propriétés de calculs établies pour les
racines carrees.

9.2. Puissance d'exposant rationnel

Soientp e Z*, g eN*etxeR,".
4
"y
xi=(xiY . vxeR,, xi={x"=(Yxp.

On appelle x a la puissance —-, le nombre réel noté x ©, défini par:

Remarque

On étend de méme aux puissances d'exposants rationnels toutes les propriétés de
calculs établies pour les puissances d'exposants entiers.
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Exercices de renforcement

A l'aide de propriété sur les limites d’une
composée de fonctions, calcule :

AR m (522
lim_cos( I—*ZT“1 )

Calcule & I'aide d'une factorisation, les limites
suivantes :
x?—

o X*—3X+2 : _
.JI-'TI': = ,Il_lnlm,/x+1 2Vx.

Calcule & I'aide de I'expression conjuguée les
o 3 s 1—y3x—-2
limites suivantes : lim

r—1 x—1 ;
" — I St
M, VE=1 = lim S

" Calcule a I'aide d’un taux de variation,
les limites suivantes.

fim, X1y ¥3x—2-2
r—1 X—1 e | x—2 £

Pour chaque affirmation, une seule des trois
réponses proposées est exacte.

Ecris le numéro de I'affirmation et la lettre
correspondant a la réponse exacte.

1. _lim_(y2x2+5x+1 +x+1)est égale & :
a)+ec ; b) -0 ; ¢)O0.

2. lin; xsin(%)estéguled:a)ﬂ ; b)+o0 ; ) 1.
T —= T

g X 7 e
3. :HTW Y —sinx estégalea:
a) —o0; b) +o0; ¢) 1.

2020
. K=
4. _rl_l_nl-r xX+1

a)0 ; b)-200 ; c)200.

est égale a :

. XCOSx
lim 528X
X2+ 1

r— +oo

lim x+sinx ; 2.

. Calcule: 1. Jlim

~ Calcule les limites suivantes.

X2 . b) lim x—/Frx—1;

a) lim 2 cosxs D) lim_
¢ lim Vx*+3-yx*+1.
L= 1T00

Calcule les limites suivantes :
J1+x—v/1+x?

a) Jiﬂﬂs X '
' Z—J/1+x
AR AT
r—0 X

8 Détermine les limites suivantes :

2 2
- rtanx i (N—*“tj_d) _
1. II|£ﬁﬂ cos( 3y ) 2. :-'ln‘i]a: it 7 ;

140 On considére la fonction fdéfinie sur

x—2

flx) = =
/(2)=0

Etudie la continuité de fen 0.

]-o0; 0[U]0; 4] par :

41 On considére la fonction fdéfinie sur R par :

f(x) =x%sint six#0etf0)=0.
Démontre que f'est continue 0.

42 On considére la fonction f définie par :

fo= Vi1 !

1 5 - o
e SIX#0 et fl0)= 5.
Etudie la continuité de fen 0.

sin(5x)

13 Calcule : lim M

-0
14 Soit la fonction g définie sur R par :

2(x)=3x2+2.sinxet (if;'g} sacourbe représentative
dans un repére orthogonal (O, I, J).
1. a) Démontre que pour tout x € R,
3x* - 2< g(x) < 3x2+ 2.
b) Déduis _lim_ g(x) et Nim g(x).
2. a) Démontre que pour tout x > 0,
3x%2

< 8(x) < _3x%+2
x = x = x

b) Démontre que (’E’g) admet en +oo une

branche parabolique de direction celle de (0J).

45 L'affirmation suivante est-elle vraie ou fausse ?
Justifie la réponse.

a) Si pour tout nombre réel x > 0, 0=f(x)<Vx,

}=0.

alors Iim
X ——o0

146/ On considére la fonction [ définie par :

j('x] = ————__.__.___W

F'_eutjan prolonger /" par continuité en1?
si oui donne son prolongement.

147 Soit fune fonction définie par:f(x) = cos(x)-1
= ;

a) Détermine le domaine de définition de f;

b) Calcule la limite de f'en 0 et déduis-en un
prolongement pqr continuité g de f en 0.
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18 Veérifie que la fonction /1 définie par :

19

20

21

2\'3+.\'2+6\-+3
hix)=="—="22"9 gxep_(_1.1
{ 4x’ -1 SIX € R (_2'2)

.h':-\']=-"2é s‘.x=_1

16" 2
est un prolongem:ant par continuité de la
; o) = 20+ 32+ By +3
fonction k(x)= =—=_T9¢79J =ik
) a1 en-.

Soit f/ la fonction définie par :
4x
X)= 1]/ 77—
A ey
1. Détermine 'ensemble de définition de f;
2. Démontre que f'est prolongeable

par continuité en 0 et détermine son
prolongement.

Soit/ la fonction continue définie sur l'intervalle

[—% ; 3] et dont le tableau de variation est
le suivant.

| x —% 0 1 3
LX) + 0 = 0 4

| P e N

1. Détermine I'image par fde l'intervalle [0 ; 1].

2.Détermine l'image par fde l'intervalle [—% ;3]

Soit fune fonction dont le tableau de variation
est:

X |- -2 +00

) —5\ _/5

Détermine, en justifiant, le nombre de
solutions de 'équation £ (x) = 0 sur R.

Soit fune fonction dont le tableau de variation
est:

X -0

| T S

| e ——

1. Détermine limage par f de lintervalle J-co; 5].
2. Détermine, en justifiant, le nombre de

solutions de I'équation f (x) =1sur R.

23 [ est une fonction continue sur R dont le
tableau de variation est le suivant:

X |- 0 _ 2 +oo |

/() _m\z/s \ )

Détermine l'image par / des intervalles
suivants : [0;2];1-0; 0[ ;125 +%[;]-2; 2|
et]0; +oo[.

24 fest une fonction continue sur R dont le
tableau de variation est le suivant :

X +0 |

-0 1 3
/ 3 +o0
X \
o) — |
1. Démontre que I’équation f{x) = 4 admet une

unique solution dans [ 3 ; +oo[.
2. a) Démontre que I'équation f{x) = 0 admet

une unique solution « dans ]-e ; 1].
b) Démontre que pour tout x € [1 ; +o0[,

flx) >0.
3. Démontre que I'équation f(x) = 0 n‘admet
aucune solution dans [1; 3].

vxe]-ooal fix) <0
vxele; + [ flx) >0

4. Démontre que : {

125 Soit fune fonction dérivable sur R et définie
par fix) =x3-x*+x+2.
1. Dresse le tableau de variation de f

2. Démontre que 'équation ﬂr) =0 admet
une unique solution a.

3. Détermine un encadrement de a d’'ampli-
tude 10 2

26 Représente graphiquement la fonction

x + 4/x dans le plan muni d'un repére
orthonormé (Q, I, J).

127 Soit la fonction f définie sur R par :
Sx) = 2x4 = 4 + 242,
1. Calcule les limites de fen +o0 et en -,

2. Détermine la fonction dérivée /" de fque
I'on factorisera.

3. Résous I'équation f*(x) = 0 puis détermine le
signe de la dérivée f".

4. Dresse le tableau de variation de la fonction f.
5.D'apres le tableau de variation, Détermine le
nombre de solutions de l'équation : f(x) = 1.
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28 On considére la fonction s définie sur R par :

)= yaxTayeq- X

On note par (¢ ) sa représentation graphique
dans un repére orthonormé (0, 1, J ).

1. Etudie les limites de f'en -0 et en +oo,

La courbe (¢ ) admet-elle des asymptotes
horizontales ?

2. Démontre que la droite (D) d'équation

y=-2x- % est asymptote oblique a (') en —o,

29 On considére la fonction f définie sur R par :

a

)= 3 -2 vex-3,
1. Etudie les limites de fen oo et en +00 .
2. Dresse le tableau de variations de la fonction 1.
3. Démontre que I'équation Six) = 0 n"admet
aucune solution sur l'intervalle [2; +oof.
4. a) Déduis-en que I'équation Sx) = 0 admet
une unique solution @ sur R.

b) Donne un encadrement de @ a 10 7 prés.

30 Soit fla fonction définie sur R\{1} par :
Sh)= =2 tax
1. Etudie les limites de f aux bornes de son en-
semble de définition.
Déduis-en que la courbe (¢) représentative de
la fonction f* admet une asymptote verticale
dont on donnera une €quation.
2. a) Trouve les nombres réels a, b et c tels que,

pour x différentde 1, f(x) =ax + b + xf1 :

Déduis-en que (€) admet, en +w et en —an,
une asymptote (D) dont on donnera une
équation.
b) Etudie suivant les valeurs de x la position
de (€) par rapport a (D).
3. Etudie les variations de la fonction f et
dresse son tableau de variation.
4. Construis la courbe (€) et ses asymptotes.

Exercices d'approfondissement

31 Calcule les limites suivantes.
a) iim2 ¥Vx'+24 :b) Iin;: Yxt+2x—x+4 :
X — X == (v &}

3

) i 3—'——Wd} lim x—2
& II_I".!'IO X ' x-8 Xx—8

32 Soient f, g et & trois fonctions définies
respectivement par f{x) = 2x + sinx,

g(x) = 3x + 2cosx et A(x) = x? cos( %J.
1. a) Démontre que: Vx e R, f(x) > 2x - 1.

b) Déduis . En;lmf(x).
2.a) Démontre que : ¥ x € R, g(x) < 3x + 2.
b) Déduis _lim_ g(x).
X —= —oo
3. a) Démontre que : V x € R*, —x2< A(x) < x2,
b) Déduis limﬂ hix).
J’ -
=

33 On consideére la fonction fdéfinie par :
*—=3x+3
M= g gt
1. Détermine l'ensemble de définition de /.
2. Calcule la limite de fen 1.

3. La fonction f'est-elle prolongeable par conti-
nuité en 1 ? Si oui, définis ce prolongement.

34 On consideére la fonction fdéfinie par :
1 X+a
ﬂ.ﬂ— x’—4x+3 x—1°
1. Détermine l'ensemble de définition de f.
2. a) Détermine @ pour que fadmette un
prolongement par continuité en 1.
b) Définis dans ce cas ce prolongement.

35 Pour tout nombre réel strictement positif a, on
considére la fonctionj; définie sur [0 ; a] par

fix) ==X

ala+x)"
1. Démontre que /, réalise une bijection de
[0; a] sur [0;%].

2.0n note f, ~! la bijection réciproque de iR
Dresse le tableau de variation de L\
3. Démontre que : [ =11,

36 Involutions

Le plan est rapporté & un repére orthonormal
(0, 1,)).

[ —

J

H/T |
sy i

-

P
e
f
X

_En maghg'matigue, une involu-
| tion est une application bijective

_ qui_e_st Sa propre réciproque
1. Soit Iql fonction T _
& =¥
So)= 355
a) Démontre que

ona fof (x) = x,

S définie sur [0;1] ;0;

Pourtout xde [0 1],
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b) Démontre que f'est décroissante sur [0; 1].

c) Démontre que / est une bijection de [0 ;
1] sur [0; 1] puis détermine /1 |a bijection
réciproque de /. :

d) Trace la courbe représentative (¢ ,) de /.

a7 Soit f'une fonction dérivable sur ]0 ; +oof et
définie par £(x) = J/ax?+ v + 2y + 1.
On admet que pour tout x € ]0 ; +oof,
oy — _ BXY+1
1. Démontre que f réalise une bijection de
10; +oo[ sur un intervalle J & préciser.
2.0n note /™! la bijection réciproque de f.

Justifie que /™ est continue sur J, puis donne le
sens de variation de /™! sur J.

3. Explicite f/*'(x) pour tout x € J.
4, a) Démontre que I'équation flx) = x + 2

admet une unique solution a dans ] % ; % [.
b) Détermine par la méthode de balayage,
une valeur approchée de a @ 10! prés.
38 Soit / la fonction définie sur l'intervalle
1= [-% ;3] par fix) =ax® + bx*+c,oua,betc
sont des nombres réels.
On donne ci-dessous son tableau de variation.

x «% 0 1 3
1 26

1. Détermine 'expression de f.

2. Détermine f (- ; 3.

3. Démontre que l'équation f (x) = 0 admet
une solution unique a appartenant & - 7 3].
Vérifie que 1,6 < a <1,7.

4. Etudie le signe de f (x) suivant les valeurs de x.

f&)

139 Soit fune fonction dérivable sur 10; 1[ et défi-
nie par: f(x)= =

1-x°
On admet que fest strictement croissante sur

]0 ; I[I . e s
1. Démontre que f rédlise une bijection de R

sur un intervalle J a préciser.
2. Explicite f ~(x) pour tout x € J.

40 Soit f la fonction définie sur R par:
flx)=x*—/x*+1six >0

f(x)=1+xf1six_<_0

1. Détermine a pour que f'soit continue sur R.
2. Reproduis et compléte la représentation
graphique de /dans le repére ci-dessous.

3. Démontre que |'équation flx) =0 admet une
unique solution a dans l'intervalle ]1; 2[.
Donne une valeur approchée par défaut de o

a0,1 prés. i
4. Résous dans R I'équation f (x) = 0.
5. Donne le signe de f (x) suivant les valeurs de x.

41 Soit la fonction fdérivable sur ]-1, 1[ et définie
s -_ ___x
par ._ﬂx) .\/1——F .
On admet que pour tout x €1-1; 1[,

fcouis 1
S 1-x/1-x*"
1. Etudie le sens de variation de /.
2. a) Démontre que |'équation f{x) = x admet
dans ]-1; 1[ une solution unique a.

b) Démontre que: a > %.
3. Déduis le signe de f (x) — x suivant les

valeurs de x.
4. Démontre que fréalise une bijection de

1-1,1[ sur R.

5. Démontre que pour tout x € R,
PR = __X—M.E

ona:f(x) TS

42 Le plan est rapporté & un repére orthonormé.
Soit /" la fonction de variable réelle définie par :
3

_ X
f= 2.

Soit (€') sa représentation graphique dans le
plan muni d'un repére orthonormé.

1. Détermine l'ensemble de définition &, de f.

2. Calcule la dérivée £ de la fonction f.

3. Détermine le signe de f”, puis déduis-en le
sens des variations de f.

4. Détermine les limites de faux bornes de ..
5. Dresse le tableau de variation de f. '
6. Détermine les éventuelles asymptotes.

7. Construis, sur le méme dessin, la courbe (€ }J
et les asymptotes .
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45"

Le plan est rapporté & un repére orthonormé.

Soit fla fonction de variable réelle définie par : |

flge 2E3L
(x-2)

Soit (1 ) sq représentation

repére orthonorme,

1. Détermine I'ensemble de définition / (de .

2. Calcule lg dérivée /* de la fonction /.

3. Détermine le signe de /", puis déduis-en le

sens de variation de /.

4. Deétermine les limites de f'aux bornes de &/ .

3. Dresse le tableau de variation de /.

6. Détermine les éventuelles asymptotes,

7. Construis, sur le méme dessin, la courbe (¢ )

et les asymptotes.

graphique dans un

PartieI:

Soit V la fonction définie sur R par:
VIY) = 4x3-48y2+ 144y

1. Etudie les variations de la fonction V sur R.
2. Trace la représentation graphique de la fonc-
tion V dans le plan muni d'un repére orthogonal.
On utilisera les unités graphiques suivantes :
sur 'axe des abscisses 2 cm pour 1 unité et sur
l'axe des ordonnées 1 cm pour 10 unités,

Partie II;

Dans un carré de coté 12, on découpe dans
les quatre angles, des carrés de c6té x pour
construire le patron d’un pavé droit sans
couvercle.

1. Justifie que 'ensemble des valeurs que peut
prendre x est l'intervalle [0 ; 6].

2. Démontre que le volume du pavé est donné
par la formule V(x).

3. Déduis-en la valeur de x qui rend le volume
maximal.

Détermine ce volume.

Un éditeur doit produire un livre avec les
contraintes suivantes :

Sur chaque page, le texte est imprimé dans
un rectangle de 300 cm?. Les marges doivent
faire 1,5 cm sur les bords horizontaux et 2 cm
sur les bords verticaux (voir figure ci-aprés).

|
|

46°

2cm

ugtl . |

J 1.5 cm
/

-——>

X

ivent étre les dimensjg
Probléme : Quelles doiven nsion
d'une page pour que la consommation 4,
apier soit minimale ?
113. Sémontre que |'aire d'une page est éggle g

2. Démontre que |'ensemble de définition g,
fest]4;+oof. .

3. Détermine les limites de cette fonction qyy
bornes de son ensemble de définition.

4, Précise les asymptotes @ la courbe
représentative de f.

5. Etudie les variations de cette fonction sy
son ensemble de définition.

6. Dresse le tableau de variation complet de f.
7. Résous alors le probléme posé.

Le gardien d'un phare (point A) doit rejoindre
le plus rapidement possible la maison cotiere
(point B).

Il se déplace en canot @ la vitesse de 4 km/h
puis & pied a la vitesse de 5 km/h.

On suppose qu'il n'y a pas de courant qui fait
dériver le canot, et que la cote est rectiligne. Les
dimensions utiles sont sur [ dessin.

00 doit-il accoster poyr que le temps de
parcours soit minima| ?

On note x la longueur HM et f(x) la durée (en /)
du trajet. On q doncx e [0 ,15].

15km
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a) Démontre que : f(x) = ‘[’:24+81 + 155—1_ f
b) Détermine I'expression de la dérivée /*(x).
¢) Démontre que f"'(x) peut s'écrire
g I(x—12)(x+12
S0= 25 (Vx?+ 31)(5);§+ 4\/.-32 +81)
d) Déduis-en le tableau de variations de ‘
sur [0, 15] et conclus.

@# Un joueur de football se déplace sur 'axe (CT)
en direction du but.

La droite (CT) est perpendiculaire & droite (AB).
Notations : a = mes ﬁT‘?E , b=mes Eﬁé i
c=mes CTA ;AB=8m,0B=19,0C=9.

A
L IND
B

o
a€lo; —%[et()npose: CT=x,x€]0;+0[

1. Justifie que tana = tan( ¢ — b)
_ tan(c) - tan(b)
“ 1+tan(c) xtan(b) *

2. Déduis-enque tan a =

x?+180°

3. Etudie la fonction fdéfinie par fx) = 5 =o5-
4. Détermine la distance x ot I'angle de tir est
le plus grand.

et AT AR A Ay

Le stade olympique d'Ebimpé

8 Soitf'la fonction dérivable sur ]0; +o0[ et définie

par £(x) = 9x + (15-2x) V.
On désigne par (¢) la courbe représentative

de la fonction £dans le plan muni d’un repére
orthogonal (0, I, J).

Partie A
Soit g la fonction dérivable sur 10 ; +oo[ et

définie par g(x) = 18 J/x-6x+15,

49

1. a) Dresse le tableau de variation de g.
b) Déduis que I’équation g(x) = 0 admet une
unique solution « dans JO ; +oo[.
c) Justifie que 13,5< a < 13,6.
vxe]0;af, g(x) > 0
vxela; +oo[, g(x) <0

Partie B )
X

1. Calcule lim Sx) et lim fx

interpréte graphiquement le résultat obter(w).

x
2.a) Démontre que: v x €]0; +oo, f'x) = g_ﬁ ;
b) Dresse le tableau de variation de f-
3. Démontre que fréalise une bijection de
Ja ; +oo[ sur J a préciser.

1. Démontre que I’équation x*+x — 2 =0 admet
une unique solution réelle a.
2. Soit f la fonction définie sur R par

fh’) =X- ?%_—1
Démontre que : f (a) = 0.
50 Soit f'la fonction définie sur R par f{x) =x*-3x*-5.
1. Dresse le tableau de variation de f.
2. a) Démontre que I'équation x> - 3x2 =5
admet une unique solution a dans [R.
b) Détermine une valeur approchée de a @
10 “ pres.
3. Justifie que : a* = ? 3
61 Soit fla fonction dérivable sur R et définie par
_x’-4
f(x) - x? + 1 "
On désigne par (€ ) la courbe représentative
de la fonction fdans le plan muni d'un repére
orthogonal (O, I, J).

Partie A
Soit g la fonction dérivable sur R et définie

par g(x) =x*+ 3x + 8.
1. a) Dresse le tableau de variation de g.

b) Déduis que I'équation g{x) = 0 adrhet une
unique solution a dans R.

c) Justifie que —2< a < -1.
2. Détermine un encadrement de «
d’amplitude 10 2

3. Démontre que : {

2. Démontre que : {

, puis

vxe]-oo;al,g(x) <0
vxe]a; +oo[,g(x) >0

Partie B
1. Calcule I[i_rgmf(x) et Iﬁn_;l S ).

2. a) Démontre que : V x € ]0 ; +oo[,

S = 25

Legon 1 Limites et continuité d'une fonction




b) Dresse le tableau de variation def.
3.a) Démontre que : f (a) = %a.

b) Détermine un encadrement de /().
4. Démontre que : [réalise une bijection de
10; +o0[ sur J & préciser.

52 Soitf :[0, 1] R une fonction continue telle
que f(0)=0 etfll)=1.
On suppose f'dérivable en 0 et en1etque
fO=1q)=0.
Le but de cet exercice est de prouver qu'il existe
un nombre réel a €10 ; 1[ tel que f(a) = a.
Pour cela, considérons la fonction g:[0,1]-R
continue sur10; 1[ et définje par:
glx)=1six=0
g(x) = ﬂ}ﬂ—-fg—l%six € Jo:1[
g(x)=1six=1
1. Etudie la continuité de la fonctiongenOet 1.
2. a) Démontre qu'il existe a €10 ; 1 tel que
gla)=0.
b) Déduis que £ (a) = a.

53 fune fonction de [a ; bl vers [a; b] continue.

Démontre que I'équation f (x) = x admet qu
moins une solution dans [a; b).

33 Une boite cylindre a pour base un disque
de rayon 12 ¢m et contient de 'eau sur une
hauteur de 5 cm.
Ton professeur de physique-chimie plonge
dans ce cylindre une boule de rayon r (le rayon
est exprimé en mm) et constate que la surface
de I'eau est tangente 4 la boule.

Détermine alors une valeur approchée du rayon
rde la boule a 0,1 mm prés.

55

56

Situations complexes

Une lentille et la distance ¢ de son image au

centre sont reliées par la relation suivante :
. S . ;_

P 4q .

Yao, un éléve de ta classe, affirme de_pur ses
recherches; que plus un objet est éloigné du
foyer, plus son image se rapproche du foyer
image et plus un objet est proche du foyer plus

son image se rejette & l'infini. A-t-il raison ?

f f

' 3 i o i
‘4——-!-‘"'—-—";

A partir de linterprétation des deux résultats
obtenus, donne ton point de vue sur
l'affirmation de Yao.

Les éléves de votre classe souhaitent fabriquer
un réservoirde 1 m? en tdle ayant la forme d’'un
parallélépipéde rectangle & base carrée afin de
recueillir de I'eau pour 'entretien de votre salle
de classe. Vous souhaitez utiliser le moins de
t6le possible.

Détermine les dimensions du réservoir.

o s

e

D V=4x(6 -
mf[x) =yxet(x- 4)(1! -3)=300

1= AM _ MB
W= M

puis utiliser |q propriété de Pythagore

tan(u+y) = - 1N (%) + tan (v)

= tan (u) ﬂ;ﬁm

gL n Limites et continitg d'une fan ..



DERIVABILITE ET
ETUDES DE FONCTIONS

Aujourd’hui, les scientifiques, les industriels, les économistes ..., utilisent tous les notions liées a la
dérivabilité dans leur travail de tous les jours. Ainsi, en balistique, lors de I'envoi d’un satellite dans
I'espace ou lors de la simple modélisation de la trajectoire d'un ballon, I'utilisation destangentes est
primordiale. L'étude de I'évolution de grandeurs (bénéfices, coiit, productions, populations, ..) et la recherche
de leurs valeurs extrémes (minimum ou maximum) sont grandement facilitées par le calcul dit « différentiel » .

SITUATION D’APPRENTISSAGE

Au début du cours de cinématique, un professeur de
physique-chimie demande & ses éléves de tracer &
l'cide d’'une calculatrice graphique, la trajectoire d’un
mobile dont 'équation est donnée par : x(f) = -2+ 5¢+1
site[0,5[etx(r) = % sit €[5, 10], ou £ est exprimé
en seconde. Les éléves obtiennent la courbe ci-contre
qu'ils présentent au professeur. Ce dernier affirme que
la fonction en question n’est pas dérivable en 5 mais est
dérivable a gauche et & droite en 5. Curieux, les élévent
décident de recourir aleur professeur de mathématiques
pour faire des recherches sur les notions de dérivabilité
@ gauche et a droite d'une fonction en un point.

Leiﬂﬂ Dérivabilité et études de fonctions




HABILETES ET CONTENUS

 Dérivabilité a gauche, dérivabllité a drolte
1/ dune fonction eh un pont

Connaitre :

la définition d’une fonction dérivable a gauche
(respectivement & droite) en un point

Noter :

un nqrnbre dérivé a gauche (respectivement
a droite) d'une fonction

Etudier :

!u derivabilité d’une fonction définie par
intervalles en un point de raccordement
Représenter :

= graphiquement des fonctions de
raccordement

» graphiquement une fonction :

- comportant une valeur absolue

- comportant une racine carrée
Interpréter :
graphiquement la dérivabilité & droite (resp. a
gauche) d’'une fonction en un point x,

2 Deérivabilité d'une fonction sur un intervalle

Connaitre :

les propriétés relatives & la dérivabilité d’'une
fonction sur un intervalle

3 | Dérlvée d'une fonction composée

Connaitre :
la propriété relative & la dérivée d’une
fonction composée

Calculer :

le nombre dérivé en un point d’'une fonction
composée, la dérivée d’une fonction

composée

Représenter :
graphiquement une fonction du type :
- x +» cos(ax + b)
- x » sinlax + b)
-x = tan(ax + b)
ax+b
ex’+dx+e
~xmax*+bx+c dttex+f
-xm—ax+b
-x—axt+bx+c

-X =

Déemontrer :

qu'une fonction composée est dérivable en
un point

4 | Dérlvée d'une bijection réciproque en un

point

Déterminer :

« le signe d'une fonction en utilisant ses variations
= le sens de variation d’une bijection réciproque
d’une fonction f'sur un intervalle J connaissant
« le sens de variation de f'sur un intervalle I

« le nombre dérivé de la fonction /! en un point y,

Représenter :

« graphiquement la bijection réciproque d’une
bijection dans un repére orthonormé
« une demi-tangente

5 | Dérivées successives

Connaitre :

« la définition des dérivées successives d’une
fonction

s les nouvelles notations des dérivées

successives %,%{—,m, %(ﬂ € INY)
Noter :

les dérivées successives d’'une fonction
Déterminer :

des dérivées successives d’une fonction

6 | Point d'inflexlen

Reconnaitre :
graphiquement un point d'inflexion
Déterminer :

un point d'inflexion d’une courbe
représentative d’une fonction

7 !Inégalités des accrolssements finis

Connaitre :

les propriétés relatives & l'inégalité des
accroissements finis

Utiliser :

l'inégalité des accroissements finis pour :
- démqntrer une inégalité
- établir un encadrement

Lecon 2 ‘il Deérivabilité et étydes de fonctiong




INSTALLATION DES HABILETES

Activité (1 Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite d'une fonction en un point

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, 1, J).
On note () la représentation graphique de la fonction f définie sur R par :

fo) =xt+x+2six €], 00; fir) =2+ /x si€[o, 1 [et flx) =x+x +1six €[1, +oof,
1. Détermine la limite & gauche et & droite en 0 de MO—) puis, compare-les.

2. Détermine la limite & gauche et & droite en 1 de 4—}!(1.) :‘{(1) puis, compare-les.

oS- -fi1
bo J'gﬂ x-1 = r"[“1 ﬂ—i.%ﬂ—)- donc fest dérivable en 1.
_ fix)-flo)
;'Tg x—0 _ - toodoncf n'est pas dérivable a droite en 0.
_ flx)-fo) _ | _
lim “—%—=0 = 1donc (¢) admet une demi-tangente & gauche au point d’abscisse 0

I—

<
d'équation: y = f'g(O]{x —-0)+f(0)soity=x+2.

Exercices de fixation

E2) /est définie sur un intervalle K et x, un point de K .
Recopie le numéro de chaque affirmation suivie de la lettre de la bonne réponse.

1. fest dérivable & gauche en x, signifie que la fonction x ~ J‘(Ll?:—fﬂ admet :
a) Une limite en x,.
b) Une limite a droite en x,,
c) Une limite finie & gauche en x,.

2. fest dérivable a droite en x,. Le nombre dérivé de fa droite en x, est noté :

a)f 'x) ; b) flx) ;aof 'S(ID)-
3. La fonction x ~ Lx):{:@ admet une limite infinie en X,
(€) admet au point d’abscisse x, une tangente :

a) horizontale ; b) verticale ; c) oblique.

@ fest une fonction définie sur R telle que: 1. fest dérivable & droite en 2.
2N ==3 i M =14 2. fest dérivable & gauche en 2.
f@= PN : 3./, @)=1.
4. (€) admet une demi-tangente verticale
—fl2 . :
iim i‘rx_)__é_{_l= +00. @ droite au point d’abscisse 2.
722 l NE——— 5. fest dérivable en 2.
Recopie le numero de i i
e gde raie (V) si elle est vraie ou de faux 6. (€) admet un‘e demi-tangente verticale
a gauche au point d’abscisse 2.

(F) si elle est fausse.
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B soit J la fonction définie sur R par :
J)=x+xsix < “letf(x)=x+yx+2 six>-1.

1. Détermine le nombre dérivé de /' & gauche en -1.

2. Détermine le nombre dérivé de f* a droite en —1.
- Interprete graphiquement les résultats de 1) et 2).

Activité 9 Dérivabilité d'une fonction sur un intervalle
2.1. Définition

On considere la fonction fdéfinie sur la, b] par f(x) = x2.

1. Soit x, un élément de la, bL. Justifie que f'est dérivable en X

2. 0n suppose que fest dérivable sur un intervalle ouvert Ja, bl[.
a) Justifie que /" est dérivable & droite en a.

b) Justifie que f est dérivable & gauche en b.
c) Déduis-en la dérivabilité de f'sur [a, b].

fest dérivable sur lintervalle [a, b] signifie que :
= festdérivable surJa, b[.

« [fdérivable a gauche en b.

= fdérivable a droite en a.

Exercices de fixation

Recopie la phrase et remplace les pointillés par le mot ou la lettre correct choisi parmi:
dérivable, gauche, droite, a, b.
fest dérivable sur l'intervalle [a, b] si Sfest..surla, b[, dérivable & ... en ...et ... a droite en ...

2.2. Fonctions de raccordement, Interprétation graphique

On considére la fonction / définie sur R par flx) =x2— | x]|.
(€') sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthogonal.

1. Ecris flx) sans les barres de valeur absolue.

2. a) Etudie la dérivabilité de /& gauche en 0.
b) Etudie la dérivabilité de / & droite en 0.
c) fest-elle dérivable en 0 ? Justifie ta réponse.

3. a) Interpréte graphiquement la dérivabilité de feno.
b) Représente graphiquement la fonction f.

La fonction n'est pas dérivable en 0. Sa courbe représentative admet deux demi-tangentes au point

d'abscisse 0.
Le point 0 est un point de raccordement.
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Exercices de fixation

; flx)=x*—2x—-2six<1
On considére la fonction / définie par: |

s = g
1. Etudie la dérivabilité defen1. -

2. Donne une interprétation graphique du résultat précédent.

B® On considere la fonction f'définie sur R* par: flx)=|x+1]|- lr
1. Ecris £ (v) sans les barres de valeur absolue.
2. Etudie la dérivabilité de f en -1.

3. Donne une interprétation graphique du résultat précédent.

Activite o Dérivée d'une fonction composée

Soient /et g deux fonctions telles que [ est définie sur un intervalle I, g est définie sur un intervalle
contenant f(I) et a un élément de 1.
1.0n suppose que fest dérivable en a et g est dérivable en fla). _

a) En utilisant la limite de la composée de deux fonctions, détermine lim. (goj}((?) f}%;{) (@) .

b) En remarquant que (€of)(x) — (gof)(a) _ flx)-fla) = (gof) (x) — (gof)(a)

x—a (x—a) Jx)—fla)
dérivable en a et détermine (gof)'(a).

2.0n suppose que fest dérivable sur I et g est dérivable sur fI).Justifie que gof est dérivable sur I et
donne l'expression de ( gof)' en fonction de f, f' et g' surl.

, justifie que gof est

Si fest dérivable en a et g dérivable en £ (a) alors :
« gofest dérivable ena;

« (gof)'(a) = f"(a) X (g'of )(a).
Si fest dérivable sur I et g dérivable sur /'(I), alors gof est dérivable sur I et (gof )'=f"x g'of .

ExerCEces de ﬁxation sessssnne wew R T ) sessmsnsnn LTy - sessananne

Soient f'et g deux fonctions, I un intervalle, Relie chaque fonction @ sa dérivée.

[ définie sur I, g définie sur f (I) et @ un u désigne une fonction dérivable.
Sitmentdel. Fonctions Fonctions dérivées
Recopie le numéro de chaque affirmation
et la lettre de la bonne réponse. 1. Vu a) mut. -
1. fest dérivable en a et g est dérivable en 5 1 by < %,_
fla),ona: U i

a) gof est dérivable en a. 3.cosu ¢) —u'sin u

b) fog est dérivable en a. 4. sinu d) ru'.u

¢) gof est dérivable en f (a). 5. 1" (n € N*) e) u'cos u
2. Si gof est dérivable ena,ona: 6.1(r € Q) o U

a) (gof ) (a)=g'(a) X[ (a). 2/u

b) (gof V(@)= g'(a) X (f"og)(a).

c) (gof (@) =f"(a) * (g'of )a).
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m On considére les fonctions /et g dérivables sur | 2. Le nombre dérivé de fog en —1 est 1.
R et respectivement définies par : 3.(gef)x) = r-:+7 3xt.
T =y +1et glv)=x3+2, 2 "
Recopie le numéro de chaque affirmation 4. (fog)'(x)= M——;z—) :
suivie de vraie (V) si elle est correcte ou de ' V' +2)" +1
faux (F) si elle ne l'est pas.
1. Le nombre dérivé de gofen 0 est 0.

Activité o Dérivée d'une bijection réciproque en un point

Soit fla bijection de R vers R définie par /(x) = x*+ 2 et/ ™ sa bijection réciproque.
1. Calcule limage par fde chacun des nombres réels -1 et 0. Déduis-en /- (1) et £ -1(2).
2. a) Justifie que f'est dérivable en -1 et en 0.

g — 1
b) En posant u = £ (x), justifie que: JiT1f {1:3_',{ (F I[ﬂj_17m-——_1m.
By

€)f ' est-elle dérivable en 1 ? Si oui, compare (f “1)'(1) et 1

J=n"
: SN2 o 5 ;
d) Justifie que ullinz =5 = 7o) . f ' est dérivable en 2.

Jest une bijection de I vers J, J ' saréciproque, b € J et a = £ 1(b).
Si fest dérivable en a et /*(a) £ 0, alors - est dérivable en b et : f () =—

S'(a)"
Exercices de fixation )

& On considere une bijection g d’un intervalle Soit f la bijection de IR vers R d

éfinie par

ouvert I vers un intervalle J, b un élément F)=x3+x+1 .f ' sa bijection réciproque
de J et a son antécédent par g. Recopie le etf(0)=1,f(-2)=-9 etf(1)=3.
numeéro de chaque affirmation et réponds Ecris le numéro de chaay, . o
par vraie (V) si elle est correcte et par faux (F) e L g derTa t?ocn n“j:‘;‘;ﬁ;’;"ﬂtm" suivi
si elle ne l'est pas. - .
1. Si g est dérivable en a et g' s'annule en g, 1. Le nombre dérivé de /' en 1 est :
alors g ' est dérivable en b. a)1 : b) 4 ;0 %.
2. Si g ! est dérivable en b alors 2.Le nombre dérivé de /! en 3 est -
g ') =(g "N A28 : b % —
3. Si g est dérivable en a et g'(a) # 0, alors 3. Le ) - .
g ! est dérivable en b. ' n?mbre dérivé def -1 en -9 est :
4. Si g “'est dérivable en b, alors a5 : b ___15 o) _1_%

1
€'(b) = gla)’

Activité 9 Dérivées successives

On considére la fonction f'dérivable et définie sur R par: f(x) = x5- 20+ 5.
1. Détermine la dérivée /" de /.

—M Dérivabilité et études de fonctions



2. Justifie que /" est dérivable sy, R et détermine sa dérivée /"' qu’'on notera aussi (/)" appelée

dérivée seconde de /ou d'ordre 2.
3. Justifie que /@ est dérivable sur k et détermine sa dérivée /" qu'on notera /' appelée dérivée 3™

de fou d’ordre 3.
4. Détermine la dérivée 4¢me dg P

22 P ‘ff . fq ) - . ]
5.0nnote: /'="7 et fii= :ﬁf; . Déduis-en des notations similaires pour /7, /“ et [ ©.

» i une fonction f'est dérivable sur un intervalle 1, alors sa dérivée /' sur I est appelée dérivée
premiére ou d’ordre 1 de /et notée aussi /® ou -‘,;L
' X

« Soit 11 un entier naturel non nul. Si elle existe, la dérivée n*™ (ou d'ordre n) de

sur [ est la dérivée de la dérivée d’ordre 1 - 1. On la note /™ ou %{ [fwimf0=1Y),

Exercices de fixation |

B Recopie le numéro de chaque affirmation La dérivée d’ordre 3 de g est la fonction :

sufv'i de la [ett.re de la bonne réponse. a)x s (2x2+5)?° ; b) x~0;
1. Si la fonction f est deux fois dérivable, ) xmbx ; d) xmb
alors sa dérivée seconde se note :
df \? dr df* Ff Calcule la dérivée d'ordre 3 de chacune des
a) (E) » b 5 0 pra d) i fonctlon;s suivantes.
2. Soit g la fonction 3 fois dérivable sur R et fixv ¥
définie par : g(x) = 2x?+ 5. fixx?

Activité 6 Point d’'inflexion

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O, I, J).

5 T 5 ""

Mm 4 o

3+ 3+

2 2+

1+ 1+

4 3 2 40 1 2 3 40 1 2
-1 =1 J
Graphique 1 Graphique 2

1. Le graphique 1 est la courbe représentative (€ ) d’'une fonction g définie sur l'intervalle [-3, 1).

On a tracé la tangente (T) @ ({-1) au point d’abscisse —1.
Etudie graphiquement la position relative de (€) par rapport a (T).
2. Le graphique 2 est la courbe représentative (€) d'une fonction fdéfinie sur un intervalle a, b]

et x, est un élément de [a, b].

Legon 2 Dérivabilité et études de fonctions




On a tracé la tangente (T) (¢ Jau point x,.

Etudie graphiquement la position relative de (« J par Tpp(.)]rt_(}‘s(?'){r ~x) =)
3.0n définit la fonction / sur intervalle [a, b) par: a6 ,#'_f ("}(_- ) —x,) +/'Era):

On rappelle qu'une équation de la tangente (T est:y=/ ft;i 3 u; /ui[_r )=0.

On suppose que f est deux fois dérivable sur l'intervalle [a, b] et que 0

On admet de
a) Calcule hix,) et i(v) .

Plus que:Vx € [a,x,], f"(x) >0tV x €[x,, b], /") £0.

. . ") = £'(x.) < 0.
b) Justifie que h * est croissante sur [a, x, ] puis que : ¥ x € [a, x, 1, /"() = /*(x,

¢) Déduis-en
Quelle

d) En s’inspirant des
en dessous de (T") sur [x, b).

| synnese

* Latangente ne traverse
* La tangente traverse la

1 ) - 2 0.
que ) est décroissante sur [a % | pl(.IIS(JQUE -[ V": (]57[0,10 1 Ax)
est la position relative de (T’) par rapport & () sur [a, 0d? is que (€') est
; qQuestions précédentes démontre que: Y .x € [x, b], h(x) <0 puis q ’)

pas la courbe {Y;'g) au point d'abscisse -1.
courbe (¢ ) au point d'abscisse x,,

* Sif"(x)=0etsj/™ change de signe en X, alors le point d'abscisse x, est un point

d’inflexion de (€ )

Exercices de fixation

B Leplonest muni d'unrepére orthogonal (0,1,)),

S est une fonction numeérique d’une varigble
réelle (€) sq représentation graphique est
donnée par le graphique ci-contre,

Recopie chaque numero et compléte, ¢ partir
du graphique, parvrai (V) sile point d'abscisse

Xestun point d’inflexion de (€) et par faux (F)
sinon.

lLx=-g, 2.x=-2, 3.x=0,

= 37

b.x= -;— s X

Dans le plan muni d'un repére orthogonal
(0, 1,J), (€)estla représentation graphique
d’'une fonction fdeux fois dérivable syr R.Le
tableau de signe de /" estdonné ci-dessous.

X

Recopie le numéro de chaque affirmation et

compléte par vraie (V) si elle est correcte et
par faux (F) sinon.

1. Le point d’abscisse
d'inflexion de (¢).

2. Le point d'abscisse 1
d'inflexion de ().

3. Le point d’abscisse 2 est un point
d'inflexion de (7)),

4. Le point d'abscisse 2,5 est un point

=2 est un point

est un point

d'inflexion de ().

G E £
$ % A3 2 4 0] 3en 3 4325 5 9
]

& Leplan est muni d'un repére (0, 1, J).
On consideére les fonctions fet & définies
par: f(x) = x3 et glx) = x2,

1 La représentation graphi
Pour point d'inflexion le poi
Q -1 b)o |

2. la représentation 9raphique de g
a) n’admet Pas de point d'inflexion

b) admet le point d’abscj
: Ciss
Point d'inflexion * 7 comme

c) admet |e point d'abscisse
Point d'inflexion,

que de f admet
nt d'abscisse -

c) 2

=1 comme

Lecon 2 m Dérivabilitg et étiimin . .



Activite 0 Inégalités des accroissements finis

Soit f'une fonction dérivable sur un intervalle I, @ et b deux éléments de I tels que a < b, m et M
deux nombres réels tels que : V x € [g, b), m < ['(x) < M.

1. On définit la fonction g sur [a, b] par : g(x) = f(x) — mx .
a) Détermine g'(x) sur [a, ] et donne son signe sur [a, b]. ) _ .
b) En utilisant le sens de variation de g sur [a, b), compare g(a) et g(b) puis déduis-en l'inégalité

m(b-a) < f(b) - f(a).
2. On définit la fonction 4 sur la, b] par : hi(x) = Mx — f (x).

a) Détermine /i'(x) sur [a, b] et son signe sur [a, b]. -
b) En utilisant le sens de variation de /1 sur [a, b], compare /(a) et h(b) puis déduis-en I'égalité

SB)-f(a)sM®b - a).
3. Déduis des équations 1. b) et 2. b) que : m(b - a) < f (b) - f (@) < M(b - a).

4.0n suppose que pour tout x € 1, |'(x)| < M. Soient a et b deux éléments de 1.
a) Trouv.e un encadrement de f"(x) sur [a, b].
b) Déduis des questions précédentes que : |f(B)-Aa) sM|b-a

Soit /'est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I.

« Soient a et b deux éléments de I (a < b). S'il existe deux réels m et M tels quevx€elabl,msf'()sM,
alorsona:m(b -a)<f(b)-f(a) <M(b - a).

» SiVx €L, f'(x)] <M alors pour tous élémentsaethdel,ona: If (b)-f(a)| £ M| b —al|.

Exercices de fixation

@& Compléte chacune des phrases par Soit g une fonction dérivable R telle que
rinégﬂ'lité correcte. pour tout rée[x' Ig'{x)l <3
1. Si f est une fonction dérivable sur un Pour chaque inégalité, écris V si elle est
intervalle I, @ et b deux éléments de I (a < b). vraie et F si elle ne l'est pas.
S'il existe deux réels m et M tels que : a) 82f(3)-f(-1)<20.
Vx€la bl,m<f'(x) <M, alorsona:... b) 8 <f(3)+/(-1) < 20.
2. Si fest une fqncti'on dérivable sur un c) |g(3) - g(-1)| < 3.
intervalle I et s'il existe un nombre M. Tel d) |g03) - g(-1)| < 12
QUE e eesnanees alors pour tous réels &g g =i
aethbdel,ona:|f(b)-f(a)<M|b-al On rappelle que pour tout nombre réel,

; y i i |cosx| < 1.

&) Soit / une fonction dérivable sur l'intervalle Démoritia que nourmombres:rieis @ et
[-1, 3] telle que pour tout réel x de [-1, 3], on a: |sina - sinb| < |a - b| )
2<f'(x) <5. ' . ;

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice o Etudier une fonction définie par intervalles
Le plan est muni d’un repére orthogonal (0, I, J).
On considére la fonction fde R vers R définie par f (x) = x>+ x*- 9six < 2 et f)=3+ /x2-4six>2.
On note (€¢') sa représentation graphique. ’
1. a) Etudie la dérivabilité de f'en 2.
b) Précise les tangentes a (‘(:'}) au point d’abscisse 2.

Legon 2 Dérivabilité et études de fonctions



2. Soit g la restriction de /& (2, +aof.
2.1. Etudie le sens de variation de ¢ et dresse son tableau de variation.
2.2, Démontre que g réalise une biiECtiOD de [2, +oo[ sur un intervalle K @ préciser.
2.3.q) Calcule g(2y2).
b) Démontre que ¢! est dérivable en 5 et calcule (&1)'(5).
3. Soit /1 la restriction de /& ]-o0, 2] et (¢ ,) sa représentation graphique.
a) Calcule les 2 premiéres dérivées de /.
b) Démontre que (¢ ,) admet un point d'inflexion dont tu préciseras les coordonnées.

| comes

1. ) - Dérivabilite de / & gauche en 2. Pour la dérivabilité en 2, il faut choi'sir lu.fonc:‘.i
qui convient. Pour chaque question, identifier

. f.\‘ - (2 o3 K s S a
.“Tf';; —(_\l_—g 2) = "mz -1—*-:__1'?9_.1_:-3-- l'intervalle et choisir la fonction qui convient.
= |im _‘JLIQ_‘E - “m (". - 2}{"—2 + 3"‘. +ﬂ ok
V=2 xX—2 oy, xX—2 Tableau de variation de g.
= lim (x?+3x +6)=17. x |2 o
& _ . g') i

Donc f'est dérivable a gauche en 2 et/ '(2)=17. +o0

- Dérivabilité de /' droite en 2. gl |3 e E———

S -A2) _ . 3+/x"-a-3 :
I"[”g x 42}1 ST _1_'"_“2 - x-—2 2.2. Démontrons que g réalise une bijection. 1
> — = g est continue et strictement croissante sur
= fim, Y :_-‘-? 4 [2,+o0[ telle que g([2,+0[ ) = [3, +o0[ , donc g réa-

rge lise une bijection de [2,+o0[ sur [3,+o0[ = K .
- fim X _42 - i vf X2 o 2.3.a) Calcul de g(2 v2).
=24 (x-2) x=2 ¥V X—2 —
S it . g2v2)=3+/@y2)'~4 =5.
Donc f n'est pas dérivable a droite en 2. b) Démontrons que g est dérivable en 5.
On en déduit que f n’est pas dérivable en 2. Onag (5) =242, or g est dérivable en 2 /2

b) Tangentes a (‘(-) au point d'abscisse 2.
-Ona j;‘(zl =17, (€ ) admet au point
d’abscisse 2 a gauche une demi-tangente ’ §

’ ion s v= = ity= =~ De plusona (g )'(5) = = :
(T) d’équation : y =17(x — 2) + 3 soity=17x - 31. P € ce/3 -7
3. a) Calcul de /' et A".
= h est dérivable sur -, 2], i'(x) = 3x2 + 2.
d’abscisse 2 a droite une demi-tangente verticale. | /' est dérivable sur J-o0, 2], A"(x) = 6x + 2.

etg'(2/2)= 2 et J2+#0.
Donc g est dérivable en 5.

-Ona lim Lt)_—_éﬂgl = +00, (‘(."r) admet au point
il E

2.1. g est dérivable sur ]2, +x et V x € ]2,+o0f, b) Démontrons que (¢,) admet un point

e d’inflexion.
g'x) = _ﬁ ; h est deux fois dérivable sur ]-0,2] et A"(x) = 6x + 2.
Pour tout x > 2, g-xf—'- >0 donc g est h"(,x]=01=6_t+2=0c=:_1'=-%_

" - 1
h Lt)cOc:o,1<—-§ eth"(r):»og,w—%,

strictement croissante sur 12,+o[.

- Limite de f'en +x et eﬂ?. 3 h' s’annule en - -;7 en changeant de signe,
im f(x)= lim 3+ yx?—4 =3et cof— AN 1Y 2
.JI___Z/(-J 12 B an.g( 3)-(*§)+(—%]_9=_%;
lim f(x)=_lim 3+ J/x*—4 =40 d'ot (€ ) admet (e PointA(*J.. ﬁI.El)
x — Fos X~ = o _ 3"~ 57 ) comme
point d'inflexion.

% 4 :
car lim x*-4=+x.

Legon 2 E Dérivabilité et €ludes de fonctions



Exercice @) Utiliser I'négalité des accroissements finis

Soit / la fonction dérivable et définie sur R par : f (x) = yx" + 3.
En appliquant I'inégalité des accroissements finis a la fonction /', démontre que pour tous réelsa et b,

ona:|va’+3- b +3|<|a-b|.

festdérivablesur R,vxe R .
Ona:f'lx)=
-Vx€ER,
x<xi+3

\? < \'.\'2"'3
|I| < \-"'.\'24‘ 3

-y x* +3<1<\f1 +3
-1< ——«1

vai+a®

\f\ +3

M = 1 donc il faut démontrer |f"(x)] < 1.

C'est-a-dire que -1 < /'(x) € 1, soit |/'(x)| < 1.

fest dérivable sur R et pour tout x € R,

|/"(x)| < 1. D’aprés l'inégalité des accroissements
finis, pour tous réels aet b,ona:

|f(a)-f(b)| < 1.|a - b|
soit | ya®+3— yb*+3|<|a-b).

Exercice @) Etudier une fonction du type : x - cos (ax+b), a #0

Etudie et représente graphiquement la fonction fde R vers R définie par : f'(x) = cos(2x+ ):

« L'ensemble de définition D de la fonction fest R.
» fest périodique de période . En effet si x €D
alorsx+meDet £ (x+7)=cos(2x +7) + %)=

)_
3
cos(2x + 5 +2m) = cos(2x + L) = ().

» On réduit 'ensemble d’étude a l'intervalle [0, ).

« fest dérivable sur [0, ] et V x € [0, 7],
[0 ==2sin(2x + 5.

« Signe de f"'(x) sur [0, 7).

Sin(2x + %) 20 & 2kn < 2x + - <7+ 2km,
OULkETZ

o-5+hkn<x< 5 +hn

a0<x<% ou %{*ixﬂt carx € [0, ]

Sin[2x+——)<0
on+ 2kt 2x + F 3 <2n+ 2km k € Z.

c:-%+kn5x€5%+kn

- Méthode

Il faut déterminer la période de la fonction et
réduire l'intervalle d'étude.

¢¢%<x< 5—’rcmrxe[(ll ).

Doncf'(x) <0< x € [0, —]u[—— 7l
f (.I)ZOQXE[ 3 ?]

D’ou fest décroissante sur [0, T L1 etsur [ 7]
et fest croissante sur [ i Sér j

* Tableau de variation de f

ki St
x |0 3 B n—‘
f'&) - 0 + 0 -

Y 1

S

Legon 2 ﬁ Dérivabilité et études de fonctions




On construit (¢),, | puis par translations successives de vecteurs (Ol ) et ~mt(Ol).

On obtient (¥) sur k.

)

:r -Zn_v

— —-
/ 7K
il N
S/ <& T3\ 2

U_i ’ }iiglzi’r—; g’ J “w
4 6

Exercice o Etudier une fonction de type : x — tan(ax+b),a # 0

Soit /" la fonction de IR vers R définie par : f (x) = tan(3x+ g ). Etudie et représente graphiquement f.

=

« Ensemble de définition D de /.

XED=xER et3x+ -‘g—#%+kmkez.

Donc D =R % +47 ke ).
« fest périodique de périodique 7.

En effet:six ED,ulorsx+%EDcar six+ i;— &D,
alors il existe k € Ztel quex + 5 = 5 + kg
@x:—gg**‘%l

s %_3674_ k:;*

ey %+(k-31);r

ex=5 %{ OUKEZ

et x & D ce qui est absurde d'm‘:x+% €D.
Ty T
Deplus;ﬂx+ %]=tﬁn(3[x+§)+«é—}=

tan[(3x + 5 ) + 7l =/l). —_—
On réduit, 'lensemble d'étude a [0, 5 1\{ g }

. fest dérivable sur [0, % NG et )

vx E [O.% ]\[% }, /) = 3[1 +tan*3x + &)l
Signe de / '(x) et sens de variation de 1.
vxelo, 5\ —’95] £x) > 0 donc fest croissante

T
sur [0, —g-[ etsurlg, 3l

« Tableau de variation

oy . = 5
Iin}rftx]= fim, tcln(3x+—é—)— lim tanX = +o

] <=y =2
n in Ey= M tanX = -0
lim /()= hm tan(3x + g ) h_mg
=G -5
> >

Il faut déterminer la période de la fonction et

réduire l'intervalle d'étude.

« [o z =
f'(x) + +
= /A
3
S| /
V3
3 —00
* Courbe de /.

(€) gdeI une asymptote verticale d’équation
X=g.

On construit (€) sur [0, -g N ‘% } et par
translations successives de vecteurs - % ol
et % ol . %
On obtient (€) tout entiére sur D.
1. ‘ |

J':l;

. 1
_r'l all J.f 1-) .-'I / f /

..,i |

Legon 2 ﬂ Dérivabilité et éludes de fonction
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Exercice e Etudier une fonction comportant une valeur absolue

Soit f la fonction de R vers R définie par:f{x)=|x*+2x - 3|.

1. Détermine 'ensemble de définition D de /.

2. Déterm!ne l'expression de f'(x) sans le symbole de valeur absolue.

3. Détermine la dérivabilité de f'en -3 et en 1 et donne le sens de variation de /.
4. Etudie le sens de variation de f'et dresse son tableau de variation.

5. Représente la courbe de f'dans le plan muni d'un repére orthonormé.

.

1. La fonction x + x2+ 2x - 3 est définie sur R. Pour étudier une fonction avec le symbole de
Donc fest définie sur R. valeur absolue, on écrit la fonction sans le

2.f(0) =x+2x -3 Vx €]-0 ~3]U[1 . symbole de valeur absolue.
fl) =-x1-2x+3 vxe[-3,1]

3. Dérivabilité de fen -3 et en 1. vxel-3;-1[ f'k) >0
lim f‘;—’__(—{?’- = jim &+3)x—1) vxel-1;1[f'(x) <0.
T ¢ x--3  x+3 fest strictement décroissante sur ]~ ; —3[ et sur
= lim3x—1= —4, 1-1;1L
sl
est strictement croissante sur -3 ; —1[ et sur
x--3 X—(=3) o x+3 11; +oof.
> = Tableau de variation de f.
= iy “EfL=A, Jon, £06) = Jim, x*=+00; m_ fx) = jim, x*=+4<0

f'(-3)=-4 et [ (-3) =4 donc fn’est pas x |-=00 =3 -1 1 R
dérivable en -3. ') - ” + 0 - +

(€) admet au point d’abscisse —3 deux

demi-tangentes d’équations respectives : L 4 et
y=—4x-12 ety =bx+12. fo) \0/ \0/
On vérifie facilement de la méme maniére que f
n‘est pas dérivable en 1 car (1) = -4 et £/(1) =4
et (¢) admet deux demi-tangentes d'équation :
y=bx-bety=—4x+4h.
4. Sens de variation de f.
fest dérivable sur ]-o0,~3[U]1, +oof,
vx € ]-o0 ; —=3[ull,+oo[, ') =2x+2=2(x+1)
fest dérivable sur ]-3, 1[
vx€l-3;1[f ') =-2x-2=-2x+1)
Signe de f"'(x) sur ]-00; —3[U]1 ; +ool
vxe€]-o0; =3[, f'(x)<0etvxell;+ool,/'X)>0.| ——7

Signe de f '(x) sur]-3; 1

5. Courbe de f.

Lecon 2 ﬂ Dérivabilité et études de fonctions



Exercice @ Etudier une fonction rationnelle.

Soit f la fonction de IR vers R définie par: /(x) = m
Etudie et trace la courbe représentative de f’sur son ensemble de dé

repére orthonormé.

Corrigé
a) Ensemble de définition D de f.
XED=xeERet4x?-2x-124£0
SXERetx#£2etx# :.‘,i .DoncD= IR\{;}, 2).

b) Limites aux bornes de D.
3

|Im = i £ - L
_H_\.”f (x) im o =M 4 0,
lim .& - 3 _

x —+wﬂx) Ilm o 4x’ ﬂTm 4x 0.

(%"f) admet l'axe des abscisses comme
asymptote horizontale en +o0 et en —0.

*OnavxeD,fix)= —3%+8
4(x+35)(x-2)

x+8 1
4(x- 2)

=400

3
i i x+8 _ -1
3" metx"“h 4(x-2) ~ 4
2

|im3f(x)
x-<'—2—

car lim
.\'-—-? x+§

lim 13
.\'—-‘-‘2— x+§

Comme =+00, 0n @ Iim3 flx)=

]

3x+8
: 22 4x-3)
-7 -*t®o,ona I| 2_/’(x) +00,

: A, -
car xhinz -2

Comme lim
x=2

On déduit de ces_limites que les droites
d’équations x = -~ etx =2 sont des
asymptotes verticales & (@}J.

¢) Sens de variation de f.

« fest dérivable surDetVx €D, ona:

oo _ 3(4x"—2x—12)—(3x +8)(8x—2)
= (4x* — 2x — 12)*
_ —12x*—64x—20
(x® - 2x—12)°
_ ~(x=5)@x+1)
T @'-x-6)°

=00,

3x+8

bleau de variation,

t dresser le ta
1l fau ptotes auaritids

rechercher les asymp
construire la courbe /.

+ Signe de f"(x) sur D.

e

X -0 _5 -_2-_ _é_ 2 +CO
xslerg) | - [ H Lo -
(zxz_x _5)2 + + + + +
ft(x) - 0 + + 0 - =

finition dans le plan muni d'un

« Sens de variations
. -3
fest strictement croissante sur ]-5, 5" [
-3 -1
etsurl-—-,3 [.
f est strictement décroissante sur ]-o0,-5],

sur] :3—, 2[ et sur ]2,+[.
« Tableau de variation de /.
X |-o =5 73 _T1 2 +noj
f - 0o +[[+ o - =
0 +00 -9 +00
14
[ \y/ 7 N\
4 —0 -0 0
i
d) Courbe de f,

On prendra pour unités Of = lcmetOJ=5cm.




Exercice o Etudier une fonction irrationnelle.

Soit /" la fonction de R vers R définie par: f(x) =y (x— 1)(x +3).

1. Détermine l'ensemble de définition &) ). def.
2. Calcule les limites de faux bornes de & ..

3. Justifie que la droite (D) d'équation y = x + 1 est asymptote @ (€) en +oo et la droite ()

d'équationy =-x - 1 et asymptote a (€') en —co.

4. Etudie la dérivabilité defen1eten3.

5. Etudie les variations de / puis dresse son tableau de variation.

6. Construis (), (£) et (€).

1. Ensemble de définition ,.@fde 1
X EQ-IQXERET x-1)(x+3)20=xeRet

x €]-%0, =3]U[1, +oo[, donc @,= -0, -3]u[1, +ool.
2. Limites aux bornes de Ef:f

o lim (x-1)(x+3)= lim x*=+o0et
X— too Xx—+oo
x!l-r-pcc Vx =+o0 donc Nim_fx) = +o0,
o dm (- D 3)= im, = a0
et lim_ vx = +o0 donc Jim_f(x) = +oo,
3. Asymptotes
o Jm fe)-be+ D= fim Jx'e2x-3-(c+1)
—4

lim = =0.
=vo [+ 2x—3—x—1

donc xﬁ_rpm Jxi+2x—-3 -(x+1)=0
(D) est asymptote & (€ ) en +oo,
o Jim fx)+c+1)= Jim_ VxF+2x-3+ (x+1)
. —4
= | e =0.
e S or—3—x—1
donc lim_yx*+2x-3+(x+1)=0
(D) est asymptote & (€) en —co.
4. Dérivabilité de fen 1 et en 3.

) =fC3) _ e Y1) +3)

lim

x--3 X—(3) x—=3 x+3
< <
= i II.-';—«—————(x—‘I)(x:S) = |im x:; = +a0,
x-—3V (x+3) r—-—3 ¥V X
< <
Car lim ;:; = +o0 donc f n'est pas dérivable
x—=—3
<

a guuc}me en -3 donc (€)) admet au point
d’abscisse —3 une demi-tangente verticale.

=) Jx—1)(x+3)
oy 2548 =TT -
- ]

| Méthode

Etudier la fonction en faisant attention &
I'ensemble de définition pour dresser le
tableau de variation.

= i /’(x—1){x+3) =

’ x+3
JE =4
,![_.m1 = a0,

>

1V =)
Car lim it? =+ donc fn’est pas dérivable a
X =

droite>en 1 donc (€) admet au point d’abscisse 1
une demi-tangente verticale.

5. Sens de variation de f.

« fest dérivable sur J-00,~3[U]1,+0[ et

V x € ]-o0, -3[U]1, +o0[ ,

Vi) = 2x+2 _ x+1
PN e e e 1)(x +3)
e Vx€J]-o0,-3[,f'x) <0et Vx€E]1, +o,
f'x)>0.
= f'est strictement décroissante sur ]=o0,-3[
et fest strictement croissante sur ]1, +ool.

« Tableau de variation de 1.

X |[-o0 =3 1 +00
S0 - ]+
N
-0
700 \ +00
. . &0 P

6. On construit (D), (D') les tangentes verticales
puis (¢ f).
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Exercice @ Etudier une fonction irrationnelle

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, I, J) : unité 2 cm.
On considere la fonction £ définie sur R par: fx)=x+y|x’—1].
On désigne par (¢ ) la courbe représentative de / dans le plan rapporté au repére (O, I, J).

1. a) Ecris fi(x

) sans le symbole de valeur absolue.

b) Justifie que ANim_f(x) = 0 puis interpréte graphiquement le résultat.

c) Calcule la limite de fen+ oo,
2. Etudie la dérivabilité d;
On admet que fn'est
dirigée vers le haut.

de f en -1 puis interpréte graphiquement le réslultut de la limite. e
pas dérivable en 1 et (¢) admet au point d'abscisse 1 une tangente verticale

3. a) Calcule £ (x) pour tout x élément de ]-0;-1[U]1; +ool.

- ¥ 1 = : _hx
b) Vérifie que pour tout x élémentde]-1;1[, fx)= ==

Ji—x

4. Justifie que : Vxel-w;-1[u] Tz 1L, f(x) <o.

Vye]-1; i;2_3'[U]1 i +oof, f(x) > 0.
5. Dresse le tableau de variation de f.
6. Démontre que la droit
7. Construis (€).

l.a)vxe]-ow;-1 [UI1;+ o0,
SO =x+ /x*—1
VX€]-1;1[ i) =x+/1—¢
1) =~1 et f(1)=1
b) lim_flx) = lim x+vx?-1
2_ (2
. {xz 1)
¥=~o x—y/x2-1
= W 1 -
qxl—l-"lu—?xz—‘l g
Lim_ flx) =0, donc la droite d’équation
y =0 est une asymptote & la courbe (€).

i = i -+ 2_1 =+0o0
LM S o e

car lim x=+wet Iir!r\ X+yx%2=1 =+o0,
X == T00

X —+oo
o fx)=A-1) _ o x4
2. M T M T
P <
o fx)=f=1) _ lim1+-X=1_
L e e

= -
lim f(x)-f(—1) =-owcar lim1=1,
A‘.’—-;:_l[ x+1 -T—::_
limx—1=-2et xiin_]1v/x_2——=0
x—==1 &

<

= Ax)=A1) 2 fim EEA =X+

I"_"l-, x+1 51 x+1
>

v V=R oo g 1=

!@1 x4+ ot yxi-1
>

e d’équation y = 2x est une asymptote & la courbe (€).

Méthode

» Ecrire la fonction sans les symboles de valeur
absolue.

» Etudiersurchaque intervalle le signe de la dérivée
en utilisant les résultats sur les inéquations
irrationnelles de la classe de 1*=D

lim _f_{ﬂ__ﬂ:‘_)=+gocm lim 1=1,
x—==1 x+1 r——1
> >
Iirg11 —x=2et lim y1-x2=0
x-—} r-‘-)—1
o e SE=A=1) _
im S =Af-1) _
L

Donc fest pas dérivable en - 1 et (C)

1 : admet au
point d'abscisse - 1 une tangente ve

rticale.
Vxi=1+
3.0) f'lx)=1+ 2 X X
4 2yx*—1 vat—1
b)Vxe]—l;l[,
fix)=14——2X =Vi—x—x

2/1=F  oF

4VXEl-ow;-1[, =YX 14z

\-1—‘11
VXE]-a0;~1[,x2-1<y

0<y/x' -1 < | x|

Vai-1< -y

VE-1+x<g
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Doncvxe]—oo;-1[,j"(,x)<0.
Vxell raf, fy= VX 1+x

' Jxt-1
VXEN;+oof, Vx*—1+x >0, donc /(x) >0
VXE]-1; 41, fix) = 128 s

-x?

V1-2"=x>0 dans]-1; 1.

J1-x° >X,VXE]-1;+1[
* SIXE]-1;0[ v1-x? >x etf1(x)>0.
» Sixe]0;1[,alorsona:x>0.

Vi-x* x>0 J/1-2 >x

=1-x2> X3

e1-2>0,vxelo; 1,
e (1-xy/2)(1+x/2)>0,

X 0 v2

BN
(1-x/2)(1+xy2)|1 + 0

n
—

N

0nendéduitquerE}-1;—2—[,f'(x) >0

V2

vxel5;1Lf'(x) <o.
D’ou le résultat :
V2
2

vxel-o;=-1[u]

/2

vrel-t Y [U11;+al,100 >0

1L f'x)<0

5. Tableau de variation de /.

X ~0 1 ‘_/2.5_ 1 +o0
S |-

[+ o -

J&)

6. lim f(x)-2x= lim x+ yx*—1-2x
X —+too X —+oo

lim f(x)-2x= lm yx*-1-x
X =+ X —+too
" ; -1
— = — =0
xl—l-n;.m f(I) 2 xllvn'zm x2—1+x

lim _f (x) = 2x = 0 donc la droite d'équation

y = 2x est asymptote & (C) en + co.
7. Construisons (C).
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Résumé de cours

© Dérivabilite a gauche, dérivabilité a droite d'une fonction en un point
Définitions et notation

Soit fune fonction définie sur un intervalle de la forme Ix,, al(resp.[a, X,0).
On dit que f'est dérivable & gauche (resp. a droite) en a lorsque la fonction

X *&}—:*gﬂ, (x # a) admet une limite finie & gauche (resp. a droite).

Dans ce cas, la valeur de cette limite est appelée nombre dérivé de [ &
gauche (resp.a droite) en a.

Notation
Sx) - fla)

Si fest dérivable & gauche (resp.a droite) en @, on note : i, === j;'(a)
<

fx) - fla)
X =

G =)

(resp. x"é"a

Interprétation graphique-tangente verticale

- Si fest dérivable a gauche (resp.a droite) en 4,
alors (€) admet au point d’abscisse a & gauche
(resp.a droite) une demi-tangente d’équation :
V=1, @x -a)+f(a) (resp.y=f (a)(x - a)+ f(a).

- Si la fonction : x - 1@7)%@’ (x # a) admet

en a (resp.a gauche ou & droite) une limite infi- ;
nie, alors (C) admet au point d’abscisse a une bty !
demi-tangente verticale.

J'est une fonction définie sur un intervalle ouvert [ et a un élément de I.
[est dérivable en a si et seulement si JSest dérivable & gauche en a, déri-
vable a droite en a etfg’(a) =f,(a).

€) Dérivabilité d’'une fonction sur un intervalle
2.1, Definition

-' m fest une fonction définie sur un intervalle ouvert I et ¢ et b deux
| élémentsde I.

- On dit que f dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de [

- On dit que f'est dérivable sur [a, b] si f'est dérivable syr la, b[, déri
droite en a et dérivable & gauche en 5. [, dérivable &

2.2. Proprietes

» Les fonctions suivantes sont dérivables sur tout intervalle inclus dans leurs
iti ectifs : " b i

ensembles de définition resp ' fs:xma,x ij (X EN), x - X X PCOSX, X Hsin.

« La fonction x ~  x est dérivable sur tout Intervalle inclys dans lintervalle

10, +oof.
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Résumé de cours

Soient et v deux fonctions dérivables sur un intervalle K, a un nombre
réel et 7 un entier naturel non nul.

Les fonctions i + v, uv, au et u" sont dérivables sur K. De plus si v ne

s'annule pas sur K, alors les fonctions % et —:— sont dérivables sur K.

Toute fonction dérivable sur un intervalle est continue sur cet intervalle.

o Dérivée d'une fonction composée
Propriétés

P

LU Soient fune fonction définie sur un intervalle I, g une fonction définie sur
un intervalle contenant £(I) et a un élément de 1.
* Sifest dérivable en a et g est dérivable en f'(a), alors gofest dérivable
en a et (gof)'(a) = f'(a) x (g'of )(a).
* Sifest dérivable sur I et g dérivable sur I), alors gof est dérivable sur I
et pour tout x élément de I, on a: (gof)'(x) = ' (x) x g'(f (x)).

Conséquences

u est une fonction dérivable.

Fonction Fonction dérivée
u" (n € N*) nu'u?
_u_
Vu 2/u
4 ru'y 1
: | o
u ' u’
sinu u'cosu
cosu =u'sinu

o Dérivée d’'une bijection réciproque en un point

Soient f'une bijection d'un l'intervalle I vers l'intervalle A1), / - sa bijection
réciproque, b un élément de f{l) et a son antécédent par f ( c'est-a-dire fla) = b).
« Sifest dérivable en a et f*(a) # 0, alors f ! est dérivable en b et on a::

=1\t — 1 —» 1
FO= 7@ = TN
« Sifestdérivable surIetsif* nes'annule pas surl, alors / -* est dérivable sur J,
1

De plus pour tout élément x de J, on a: (f)'(x) = THm:

Point méthode : Exprime [ '(x) en fonction flx) puis (f o f~)(x) en fonction de x.
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Résumé de cours

e Dérivées successives

Définition et notation
Soit fune fonction définie sur un intervalle L.
* Si fest dérivable sur I, alors sa fonction dérivée /' est appelée dérivée premiére (ou
d’ordre 1) de /2 On la note aussi [0,
* Sif" est dérivable sur I, alors sa dérivée est appelée dérivée seconde (ou d’ordre 2) de /.
Onla note /™ ou /@,

» Par dérivation successive, si /" -1 est dérivable sur I, alors sa dérivée est appelée dérivée

n*™(ou d'ordre ) de /. On la note /",

Notation différentielle {ou de Leibniz)

Soit f'une fonction définie sur un intervalle 1.
Si elles existent , les dérivées successives : S, f9, .., fu-"etf"de f sont notées

df df d IS

aussi successivement : ——

dx ] dxz preey dxn-l e dr" .
© Point d'inflexion
Définition

EEEEEEW On suppose que f est une fonction définie sur un intervalle T et a un élément de .
On dit que le point d’abscisse a est un point d’inflexion de la représentation
graphique (€) de f'si (€) traverse la tangente au point d’abscisse a.

Propriéte

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I et @ un élément de 1.

Si " s’annule en a en changeant de signe, alors le point Ala, f (a)) est un
point d’'inflexion de la courbe représentative (€) de f.

o Inégalités des accroissements finis

Premiere forme

ALLULCE Soit fune fonction dérivable sur un intervalle, a et b deux éléments de
I tels que a < b.
S’il existe deux nombres réels m et M tels que pour tout x élément de
la, b], m <f'(x) <M, alors m(b — a) Sf(b)-fla) M(b - a).

Deuxieme forme

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle I.

S'il existe un nombre réel M tel que pour tout x élément del, If'(x}{ <M
alors pour tous nombresréelsa et bdel, | f(a) —f(b)l <Mja - bl.

S S »
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Exercices de renforcement

¥ Le plan est muni d'un repére orthogonal (0, 1, J),
(') la représentation graphique de la fonction
fde Rvers R,
Etudie dans chaque cas la dérivabilité de fen x,
et précise les tangentes au point d'abscisse x,,
1 fx)=x1-x-3 six>2

Sw=E=2 siv<2 y=2
2. f(x)=|x3+3x + 2 x,=-1
3. f)=yx*-1 %=1

& Leplan est muni d'un repére orthogonal (0, 1, J),
(C) la représentation graphique de la fonction
g de R vers R définie par: g{x) = x*- 3x?+x - 1.
1. Calcule g'(x) et g"(x).
2. Démontre que (C) admet un point d'in-
flexion dont tu préciseras les coordonnées.

B Soitf la foncti?n de R vers R définie par :
f{x} i ( Xx=1 ) )

x+2
Démontre que fest dérivable en -1 et calcule /(-1).

@ Détermine dans chaque cas la dérivée de f
sur l'intervalle I.

1L.Alx)=(2-x+1° =R,
2. flx) = cos*(2x) I=R,
3x) = VaxP+x+1 I=R,
4.flx) = (%)4 1=]2;+00],

. I=R.

B On considére la fonction g de R vers R

définie par : g(x) = 3;:12 y

1. Démontre que g est une bijection de

J-1; +oo[ sur ]-o0; 3[.

2. Démontre que g ' est dérivable en 0 puis
calcule (g7)'(0).

8 on donne la fonction f définie sur R par:
flx)=-x*+2x?+1.
On appelle (T) la courbe représentative de f
dans un repére orthonormé (0,1, J).
1. Etudie la parité de f.
2. Détermine les limites de faux bornes de
son domaine de définition.
3. Calcule la fonction dérivée de fet étudie

son signe. o
4. Dresse le tableau de variation de f.

5. flx) =

5. Trace la courbe représentative de f.

@ soit lafonctionf:1-75 ; 52‘—5_.13 , X > tanx.
1. Démontre que f'est une bijection.
2. Démontre que f ! est dérivable en v3

et calcule (f)' (V3).

Détermine les 4 premiéres dérivées de f sur
R dans chaque cas.

1.f(x)=5x-12x* -3, 2. f(x)=cos(2x+1),
3. f(x) =sinx bf)= 757

8 soit f la fonction définie sur ]O; % [ par:

f(x) = Ssinx

1. Etudie les variations de /.

2. a) Démontre que f est une bijection de
10; %] sur [1; +ool.
b) Calcule f (1) et f(2).
c) Justifie que f ! est dérivable en chacun
des points 1, /2 et 2 puis calcule le nombre
dérivé de f ~* en chacun de ces points.

@0 1. soit la fonction g définie sur R par :
S
a) Démontre que g est dérivable sur R et

6
e g0 e
b) Etablis le tableau de variation de g.
¢) Calcule g(1). Déduis-en une étude de
signe de g(x) sur R.
2. Soit la fonction f définie sur R par
fx)=2y3+x*-x.

a) Dresse le tableau de variation de f.
b) Donne une équation cartésienne de la

tangente (T) & la courbe de f'en son point
d'abscisse —1.
c) Trace la courbe représentative (C) de la

fonction f.

@ En utilisant l'inégalité des accroissements
finis, démontre que :

1 1
va>0, <ya+1- < -
2/a+1 /a 2v/a
@ pemontre les inégalités suivantes :
1. Pour tout nombre réel x > 0,
ona:(1+x)¥<1+4x.
2. Pour tout nombre réel x, on a : |sinx| < |x|.

@ on considére un triangle ABC rectangle en A
tel que AB = 1. On désigne par x la distance

AC (x €]0; +0).
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Soit Hle projeté orthogonal de A sur la droite (BC).
1. Exprime l'aire du triangle ABH en fonction du
nombre réel positif x. C

2.0n notera f(x) cette aire.
Etudie les variations de
la fonction f, déduis-en la
valeur du nombre réel i ..
telle que l'aire du triangle H
ABH est maximale.,

On consideére la fonction f
définie sur R\{1) par : A B

So=pr+ipto,

I 1. Démontre que fest continue en tout point
de son ensemble de définition.

2. Pour tout h € R*,
calcule & (h)= Yibe b {:: () "

utilise ce calcul pour étudier la dérivabilité de
Sfen-1.
3. Précise l'ensemble de dérivabilité D de fet
détermine la fonction dérive /" de f.
4. Dresse le tableau de variation de la fonction 7
5. On désigne par (€) la représentation
graphique de fdans le plan muni d'un
repére orthonormé (0, 7 , 7 ).
a) Démontre que les droites (D,) et (D,)
d'équations respectives y =x + 1 ety=-x-1
sont des asymptotes & la courbe (€).
b) Ecris une équation cartésienne de
chacune des demi-tangentes & (‘(?) en
son point Mo d'abscisse —1 et représente-
les dans les repéres (0; 7,/ ).
c) Trace la courbe (€).

. Soit f la fonction numérique de la variable

. 2x* —4x +2
réelle x définie par: f(x) = _?_r;%

On désigne par (€) la représentation
graphique de fdans un plan affine muni d'un

repere (0; 7,/ ).
1. Détermine les nombres réels a, b et c tels
3 .
que pour tout x € R\ (-5 J,ona:
?_4x+2 c
= 2x +.r3+ 2x+3°
2. Démontre que (€') admet deux asymptotes,
la droite (D) d'équation y = ax + b et une droite
D') dont on donnera I‘équc_itlon. '
(3. Soit I le point d'intersection de (D) et (D'). _
Démontre que I est un centre de symétrie

pour (€).

=ax+b+

a7

4. Etudie les variations de [ et représente
graphiquement / (on étudiera la position de
(¢') par rapport a l'asymptote (D).' .

5. m étant un paramétre réel. Utilise (€) pour
studier l'existence des solutions de 'équation
suivante dans R:2x?-2(m+2)x —3m+2=0,
6. Ecris une équation de la tangente (T) & (€) en
son point A d'abscisse — —g ;

Exercices d'approfondissement

On considére la fonction / de R vers R définie
par: f{x)= /(x—-2)"—1. '
On note (C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormeé (0O, I, J).
1. a) Démontre que f est définie sur :
[=]-00;1JU[3; + oo[.
b) Calcule lim flx) et im Ax).

c) Etudie la dérivabilité de £ gauche en 1 et
& droite en 3. Interpréte graphiquement le
résultat de chaque limite.

2. a) Déemontre que pour tout x € -0, 1[U]3,+ ool
-2
ona: f'(x)=—2—-%___ ;
S
b) Dresse le tableau de variation de £

3. Démontre que la droite (4,) d'équation
Y = x = 2 est une asymptote 4 (C) en +w et

que la droite (A,) d'équation y = —x + 2 est une
asymptote & (C) en —oo,
4. Trace a,); (a,) et (C).
5. Soit g la fonction de IR vers R définie par :
glx) = Vx*-4|x[+3.
a) Détermine I'ensemble de définition J de
la fonction g.
b) Démontre que
c) Trace la courb
fonction g.

& est une fonction paire.
& représentative (C') de la

Le plan est muni d'un repére orthogonal (0, 1, J)
() la représentation graphique de |g fonct'ic;n j
de R vers R définie par fl)= —X'+3
x=|x-2|"

1. Justifie que I'ensemple de définition de /:

est Df= R-{1).

en 1 et donne
des résultats.
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4. a) Détermine les limites en +oc de fx)et

puis interpréte graphiquement les résultats.
b) Calcule la limite de f'en -0,

c) Dé1montr$ que la droite (A) d'équation

Y= 7 X+ 3 estune asymptote oblique &
(') en —oo.

5. Etudie la dérivabilité de fen2.

Précise les tangentes éventuelles qu point
d'abscisse 2,

6. a) Etudie le sens de variation de fet dresse
son tableau de variation.
b) Détermine une équation de la tangente
(T) & (T') au point d’abscisse 0.
7. Trace dans le repére (0, 1, J), les droites (),
(8) et les tangentes au point d’abscisse 2 puis
construis (I').
(Tu prendras pour unité: OI=0J =1 cm).

Le plan est rapporté a un repére orthonormé
(0, I, J) (Unité : 1 cm). On note (€) la courbe
représentative de la fonction f dérivable et

2
définie sur R par : f (x) = %5?1—”’
Partie A
1. Détermine les limites de f'en +o et en —o
puis interpréte graphiquement les résultats.

2. Détermine a et b pour que la tangente (T)
a (€) au point d’abscisse 0 ait pour équation :

y=4x+3.

Partie B

On suppose que:a=4eth=3.

1. Démontre que: ¥ x ER, f(x) =3 + x;‘f1 .

2. Caleule f'(x) .

3. Etudie le sens de variation de f puis dresse

son tableau de variation.

4. Démontre que le point A (0; 3) est un centre

de symétrie de (€).

5. Soit / la restriction de f & [1,+o[.

a) Démontre que h est une bijection de
[1,+a0[ sur un intervalle K a préciser.

b) Dresse le tableau de variation de /1, la
bijection réciprogue de h.

6. a) Résous dans [1,+%[, I'équation : f (x) = 4.
b) Démontre que /"' est dérivable en 4 et
détermine (/1 )'(4). -

7. Trace I'asymptote @ (€), construis (€) puis

(") la courbe représentutive de h L.

19 Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, I, J).

20*

21

22

Six)=

A- On considére la fonction f définie sur R par

S)=x+ %- Jax*+1, (€) désigne la
représentation graphique de /.

1. a) Détermine la limite de f'en —oo et
interpréte graphiquement le résultat.
b) Calcule la limite de f en +o0.
c) Démontre que la droite (D) d’équation
y = 2x est asymptote & (€) en +oo.
3. a) Démontre que f'est strictement
décroissante sur R.
b) Dresse le tableau de variation de f.
4. a) Détermine une équation de la tangente
(T) @ (C) au point d’abscisse 0.
b) Trace (T), (D) puis construis (€').
Tu prendras pour unité : 10 =0J =2 cm.
B-
1. a) Démontre que fréalise une bijection de R
sur un intervalle J & préciser .
b) Dresse le tableau de variation de /.
c) Trace (‘6’{.,] dans le repére précédent.
2.a) Démontre que /! est dérivable sur ]0, +ool.

b) Calcule £ (0) et (f1)' ().

Soit f la fonction définie sur R par

V1+xt
X

X1 six#0etf(0)=0.
1. a) Justifie que f'est continue en 0.

b) Etudie la dérivabilité de fen 0.
2. Etudie les variations de .
3. a) Démontre que fest une bijection de R
sur]-1, 1[.

b) Démontre que /! est dérivable sur ]-1, 1[
et calcule (£1)'(0).

Soit f la fonction définie sur 10 ; %[
par:f(x) = d

sinx °
1. Etudie les variations de 1.
2. a) Démontre que f'est une bijection
de 10,51 sur [1, +oof.
b) Calcule f-1(1), f*(2).
c) Justifie que f ! est dérivable en chacun
des points 1, v 2 et 2 puis calcule le nombre
dérivé de /! en chacun de ces points.

On considere l'application £ 10 ; ni[ - R,
cos (x + —g-)
sin x

Lecon 2 Dérivabilité et études de fonctions




Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,1,)),
on note (¢ ) la courbe représentative de f.
1. Calcule les limites de faux bornes de 10; [ .

2. 0n suppose que f'est dérivable sur 10; n[.

a) Démontre que Vx €10 nl, f'(x) = 2 712 :
) : sinx

b) Etudie les variations de fpuis dresse son
tableau de variation.

3. u_) Démontre que (¥’ ) admet un point d'in-

flexion A dont tu préciseras les coordonnées.
b) Détermine une équation de la tangente
(MenAa (‘(7').
c) Trace les asymptotes & (€), (T) puis (€).
(Tu prendras pour unité : 10=0J=2 cm.)’

4. a) Démontre que f'est une bijection de
10 ; o[ sur R.
b) Trace (€ Jr..) dans le repére (O, I, J).

5. a) Justifie que /-1 (- @ =5
b) Démontre que f ! est dérivable en - g
et calcule (f)'(—- @ ).

23 Soit f la fonction définie sur [1 ; +oo[ par

fx)= Vx*—2x+2 et (¥,) sa courbe représen-
tative dans un repére or{honnrmé (O, 1, J).

I. 1. Dresse le tableau de variation de f.
2. a) Démontre que la droite (A) : y=x—1
est asymptote & (‘EJ).
b) Trace la courbe (€ ).
3. a) Démontre que fréalise une bijection de
[1;+oo[ surunintervalle J que l'on précisera.
b) Explicite /-*(x) pour tout x de J.
c) Trace la courbe {?5},;) dans le repére (O, 1, J).
I1. Soit g la fonction définie sur [0 ; % [

par: glx) =/ ( W:.,_t ).
1. Démontre que pour tout x € [0; 5[,

g(x) =1+ tan(x).

2. Démontre que g réalise une bijection

de [0; %[ sur [1; +oo[.

3. Démontre que g ! est dérivable sur [1 ; +oo[

et calcule (g )'(x) pour x € [1 ;+oo[.

24 Une entreprise fabrique des boulons.

i - . %

25

En courte période, sa production totale P en
nombre de boulons, dépend du facteur travail

h selon la relation : .
P(h) = —-15h° + 175h*+ 150k, ou la durée de

travail 4 est exprimée en heure et est comprise
entre 0 et 8. .

Le rythme de production R (ou vitesse de
production ) est égal est la dérivée de P et est
exprimé en boulons produits par heure.

1. Détermine la production au bout de 4
heures de travail.

2. a) Calcule R(A). _
b) Déduis-en le rythme de production au

bout de 4 heures de travail.
c) Etudie le sens de variation de R sur [0,8].
Interpréte le résultat.

3. a) Etudie le sens de variation de R sur [0,8].
b) Pour quelle durée de travail le rythme
de production est-il maximum ? (Donne le
résultat a 10 minutes pres).

4.Surunintervalle ot le rythme de production est

croissant (resp. décroissant) on parle de phase
de rendements croissants (resp. décroissants).
a) Identifie ces deux phases pour la
production.
b) Interpréte graphiquement les résultats.

5. l'entreprise doit livrer & un client une

commande de 3000 boulons. Détermine, a 10

minutes pres, le nombre d’heures de travail

nécessaires pour honorer la commande.

1. Soit g la fonction définie sur R par :
glx)=x*-3x-4.
a) Etudie le sens de variations de gsur R
b) Démontre que I'équation g(x) =0 admet
une unique solution sur R, notée a.

Donlje une valeur approchée de « au
centiéme prés.

¢) Détermine le signe de gx) sur R.
2. Soit f la fonction définie sur ]1; +oo[ par :
3 2 ! -
foy= X2

— e

x°=1

Précise les éventuelles asymptotes.

g)or?r:esse le tableau de variations de f et

% Dée une valeur approchée de f ().

i J|rr:[ontne que la droite (D) d'équation :

représe:tes} asymptote oblique ¢ la courbe
ative (€) de |q fonction f;
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Précise la position relative de (D) et de (¢.).
e) Determine une équation de la tangente &
(€) au point d’abscisse 2.

f) Const_ruis (€), les asymptotes et les tangentes
aux points d'abscisses 2 et «, dans un repere
orthonormé.

On considére la fonction f'définie par
f (X’ - \;".z -1 ~x.
1. Precise l'ensemble de définition &) de la
fonction f. ’
2. a) Démontre que pour tout réel x de 9,
-1
X)= ———
‘ﬂ-) Vv X2—1+x
Déduis-en la limite de la fonction fen + .
Interpréte graphiquement le résultat.
b) Détermine la limite de f'en -oo,
3. Démontre que la droite d'équation y = -2x

est asymptote oblique a la courbe (€ ) en -0,
4. Etude de la dérivabilité de fen - 1 et en 1.

; . J&) = f(—1) x—1
a) Démontre que: o e Y b 1 8
Z ot x) — f(—1
Déduis-en la limite de ﬂ%—j%(—) lorsque

x tend vers —1.

b) La fonction fest-elle dérivable en 1?
5. a) Etudie les variations de la fonction f sur
son ensemble de dérivabilité.

b) Dresse le tableau de variations de f'sur ’@r*
6. Trace la courbe ainsi que les tangentes aux
points d'abscisses - 2 ;- 1; 1 et 2.

27 On considére la fonction f définie sur R par

fx)=x+cos?(x) et (€) sacourbe représentative.
1. a) Démontre que pour tout réel x,
x < f)sx+1.
b) Déduis-en les limites de fen +o0 et en -o0.
c) Interpréte graphiquement l'encadrement

précédent.
2.0n note (D,) et (D,) les droites d'équations

y=xety=x+1.
Détermine les points d'intersection de la courbe
(€) avec la droite (D,), puis avec la droite (D,).

3. a) Démontre que pour tout réel x,
f'(x) = 1-sin(2x).
b) Déduis-en le sens de variation de la
fonction f.
¢) Résous dans R I'équation f*(x) = 0.

4. a) Dresse le tableau de variation de f'sur [0 ; t].
b) Trace (D,), (D,) et la représentation

graphique de f'sur [0 ; 7).

28

29

)=

5. a) Démontre que pour tout réel x,

Su+m)=flx) + 7.
b) Comment déduit-on la courbe (€) de la
représentation graphique de f'sur R ?

Soit /" la fonction définie sur R par :
P -2¢2
1+x°

et (¢ ",} est sa courbe représen-

tative dans un repére orthonormé d’unité
graphique 2 cm.

1. a) Etudie les limites de f'en + o et en —o0.
; o N = g N
b) Vérifie que: flx) = (x 2)(1 T )
¢) Démontre que la droite (A) d’équation :
y=x -2 estasymptote a (‘G’).
d) Etudie la position relative de (€) et (8).
2.a) Démontre que YV x € R,

v X(x—1)(x*+x+4)
==
b) Déduis-en le signe de f'(x) puis établis le
tableau de variation de f.
3. Démontre que l'équation flx) = 10 admet
une unique solution que tu noteras y dans R.
Donne un encadrement de y a 10 7 prés.
4. a) Détermine les abscisses des points A et B
de (‘é]) en lesquels la tangente a la courbe (‘Gf)
est paralléle a (A). A sera le point d’abscisse
négative.
b) Donne |'équation de la tangente a la
courbe (i?) au point D d’abscisse 2.
c) Trace ladroite (A), les trois tangentes précé-
dentes ainsi que les tangentes horizontales
et la courbe (€ ).
d) Démontre que la distance, exprimée en
cm, du point A @ la droite (A) a pour valeur
approchée 3 cm a 102 pres.
On rappelle que :
La distance d’un point M, (x,; y,) a la droite
d’équation ax + by + ¢ = 0 est donnée par la

| axo + byo + cl
fi . Z T e i db SRR
ormule : d(M,; 4) e bt
On considere la fonction f définie de R vers

R par fix) = y4x*+1 -2 et (€) sa courbe
représentative dans un repére du plan.
1. Démontre que 'ensemble de définition de

la fonction fest : &) = R.

2. Détermine les limites de la fonction f aux
bornes de son ensemble de définition.

3. Etudie la parité de la fonction f.

4. Etudie les variations de f.

5. Dresse le tableau de variation de la fonction f.
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6. a) Démontre que la droite d'équation y = 2x - 2
est asymptote oblique a (¢ ).
b) En utilisant la question 3, détermine une
autre asymptote oblique & (1 ).
7. Détermine une équation de la tangente (T)
d la courbe (¢ ) représentative de la fonction /
au point d'abscisse 0.

8. Résous I'équation f{x) = 0.

On considére la fonction /définie sur R\(2) par :
‘()= 2X° -6
J k===

1. Détermine les limites de la fonction f aux
bornes de son ensemble de définition.

2. Etudie les variations de la fonction f.

3. Dresse le tableau de variation de la fonction /.
4. a) Détermine des réels a, b et ¢ tels que

S =ax+b+—t5.
b) Démontre que la droite (D) d'équation
y=ax + b est asymptote oblique & la courbe
(€) ou a et b sont les valeurs trouvées a la
question 4.a).

5. Détermine une équation de la tangente (T)

@ la courbe (€) représentative de la fonction f

au point d'abscisse 0.

6. Détermine les coordonnées des points

d'intersection de (€) avec I'axe des abscisses.

On considere la fonction f définie sur [0 ; +oo[
3

par f(x) =sinx-x+ %.

1. Détermine les dérivées f*, f" et /¥ dela

fonction f-

2. Détermine le signe de la fonction fen

étudiant successivement les variations des

fonctions f* et f"'.
3. Déduis-en que, pour tout réelx 20,

= 163' Ssinxsx.

4. Donne un encadrement de f pourx < 0.

5. On considére la fonction g définie sur R par:
g(0)=1etpourx#0, glx) = %
a) La fonction g est-elle continue en 0?
b) La fonction g est-elle dérivable en 0?

On considére la fonction / définie sur IR par :
fx)= Jxi+1-x.

« On note (€) la courbe représentative de f
dans le plan muni d'un repére orthonormé. »

1. Détermine les limites de la fonction f aux
bornes de son ensemble de définition.

2. Etudie les variations de /. _
3. Dresse le tableau de variation de la fonction /.

33

4. Démontre que la droite (D) d'équation
-2x est asymptote oblique @ la courbe (€) o,

point d'abscisse 0, une
nte (T) a (€).

y=

5. Détermine, AU
équation de la tange
6. a) Trouve tous les polynmes du second degré

dont la courbe représentclti\{e admet la droite
(T) comme tangente au point d'abscisse 0.

i iste-t-il un qui
b) Parmi ces polynomes, €n exis
pf]sse par le point A de coordonnées (2;1)?

Justifie la réponse.
7. Représente graphiquement la cc{urbe (©), la
tangente (1), la droite (D), le polynéme

('il en existe dans la question 6. b).

Le but de l'exercice est de résoudre l'équation (E) :

x €R, cos x = X%

Pour cela, on considére la fonction fdéfinie sur
R par : f (x) = x?~ cosx.

1. Etudie la parité de la fonction f.

2. Démontre que pour tout réel x >0, f(x) > 0.
3. Calcule, pour tout réel x, f*(x) et /"(x) oU )
désigne la dérivée seconde de la fonction il

4. Détermine le sens de variation de la fonction
[ surlintervalle [0; 7 ].

5. Calcule /'(0) et déduis-en le signe de f"(x) sur
(0;m].

6. Déduis-en le sens de variation de fsur [0; 7 ].
7. Démontre que l'équation (E) admet une

unique solution a sur [0; 7 ].

8. Donne une valeur approchée de a & 10°?
pres.

9. Déduis-en toutes les solutions de (E) sur R.

34 On considére la fonction f'définie sur R* par :

flx) =x sin (% )
1. Etudie la parité de la fonction £
2. Démontre que Iimo fx)=0.

3.0nadmet que lim SN = ¢
-0 X .

Démontre T _
que: lim flx)=1,

4. Déduis des questions 1 et 3 que:
lim f(x)=1.

X ==

3. Que peut-on déduire des questions 1, 3

et 4 pour la courbe (
€) re .
fonction £? ) représentative de 0

HBgon ﬂ Dérvabilt et études de fonctiq
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35 1. On considére la fonction f définie sur

V3

10 ; +oo[ par : flx) = 7%+? et (() sa courbe

représentative dans un repére orthonormé
(0,1, J) du plan.
a) Démontre que (€) admet deux asymp-
totes que tu préciseras.
b) Dresse le tableau de variation de /.
c) Trace la courbe (€).
2. Soit m un réel et (D) la droite d'équation y = m.
Détermine, suivant les valeurs de m, le nombre
de points d'intersection de (€) et (D).
3. Dans la suite, on suppose que : m > 2 ; on
appelle A et B les points d'intersection de (€)
et (D).
a) Démontre que le produit de l'abscisse de
A par l'abscisse de B est constant et égal a 3.
b) Soit I le milieu de [AB]. Conjecture le
lieu du point I lorsque m décrit l'intervalle
[2; +oo[.
Tu pourras utiliser la fonction tracée dans 1.

36 On considere la fonction f'définie sur R par:

X

S Vxi+1’
1. Etudie la parité de la fonction f.
2. a) Détermine les limites de la fonction aux
bornes de son ensemble de définition.

b) Que peut-on en déduire pour la courbe

(€) représentative de la fonction f ?
3. Etudie les variations de f'sur R.
4. Démontre que pour tout réel x, 0 < f* (x) < 1.
5. Détermine une équation de la tangente (T)
a (€) de coefficient directeur 1.
6. Détermine une fonction g polynéme du
second degré dont la courbe (€"') admet
pour tangente la droite (T).

37 Les parties A et B sont indépendantes.
Partie A : On considére la fonction fdéfinie par

foa= /411,

1. Démontre que l'ensemble de définition de la
fonction fest = R.

2. Etudie la parité de la fonction f.

3. Détermine les limites de fen +oo et en -co.
4, a) Démontre que la droite d'équation

y =x - 1 est asymptote oblique a la courbe

(€) représentative de la fonction f.
b) En utilisant la question 2, détermine

une autre asymptote oblique a (€).

5. Etudie les variations de la fonction /'

sur [0; +o0 [.

6. Dresse le tableau de variations de f sur son
ensemble de définition.

7. Précise I'équation de la tangente a (€) au
point d'abscisse 1.

8. Résous |'équation flx) = 0.

Partie B : On considére la fonction g définie
fx)

sur R par glx) = —— et g(0)=0,la fonction f

étant celle définie dans la partie A.

1. Démontre que la fonction g est continue en 0.
2. Est-elle dérivable en 0 ? Justifie la réponse.
3. Interpréte graphiquement le résultat de la
limite précédente.

38 On considere la fonction f définie par

f)=ax+b+ Yf—d’oi‘ a, b, ¢, d sont des

nombres réels, et dont la représentation
graphique est la courbe (€) donnée ci-dessous.

Les droites (D) et (D) sont des asymptotes a (€).
Le point A(0 ; 3) est un point de la courbe (€).
Détermine les réels a, b, ¢, d a 'aide du
graphique. Justifie les solutions.

39 On considére la fonction f'définie sur R par
flx)= Jax*+3.

a) Démontre que l'axe des ordonnées
est un axe de symétrie de la courbe (€)
représentative de la fonction f.
b) Détermine les limites de la fonction f'aux
bornes de son ensemble de définition.
c) La fonction fest-elle dérivable sur R ?
d) Détermine les variations de la fonction /.
e) Démontre que la droite d’équation y = 2x
est asymptote a (€) en +oo.
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40 On consideére |g fonction f définie sur R par :
() - Bx
fl)= 2
X+
a) Détermine les limites de faux bornes de
son ensemble de définition.
b) Détermine les variations de la fonction.
¢) Donne une équation de la tangente (T) &
la courbe (€) au point d’abscisse 0.
d) Etudie la position relative de (¢) et de (T).

41 A.Démontre que, pour tout nombre réel
a€l0;1),ona: ya 2a.
B. On s'intéresse aux fonctions fvérifiant les
quatre conditions suivantes :
1. la fonction fest continue sur [0; 1] ;
2.f0)=0etfl1)=1;
3. la fonction f est strictement croissante sur
, [0;1];
4. pour tout x de [0; 1], flx) < x.
a) Démontre que la fonction g définie par:
g(x) =1 - /1 -x satisfait aux conditions

précédentes. (On pourra utiliser le résultat
de la partie A.)

b) Déduis-en que, pour tout k € [0 ; 1],
I'équation g(x) = k @ une unique solution
dans [0;1].
, _i2

c) Résous cette équation lorsque k = 5 ¥
d) Cette fonction g est-elle dérivable en1?
e) Trouve un polynéme du second degré P
vérifiant les quatre conditions précédentes.

Situation complexe

42 lors d'une conférence organisée dans un
lycée, le médecin chef de I'hdpital a donné,
entre autres, les informations suivantes :

« Une épidémie a frappé les habitants d'une ville.

Le nombre de personnes malades en fonction
du temps, en jour, peut étre modélisé par |q
fonction £, définie sur I'intervalle [0 ; 30] par :
f()=-t+30t"% _ '

‘La vitesse de propagation de la maladie qy
jour ¢ est assimilee au nombre dérivé f'(t). »

Une éléve ayant assisté a cette conférence
désire savoir :

- le jour ou il y a le plus grand nombre de
malades et le nombre de malades ce jour ;

- la vitesse de propagation de la maladie au
10 jour.

Elle te sollicite. Aide-la.

€9 D, =1-0;-3]Ju[-1; 1]U[3; +oo.

Pour représenter la courbe de g, on utilisera
la parité de g et la courbe de la fonction /.

filx)-A

: 0
@ 1I|.I.T‘0;_.r-—0_}: lim 1

W o

B2 Pour le calcul de la dérivée de f,

on utilisera la formule trigonométrique
cos(a - b) = cosa cosh + sing sinb.
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PRIMITIVES

L'accélération est la dérivée de la vitesse.

SITUATION D’APPRENTISSAGE

Lors du cours de cinématique dans une classe de Terminale D, le professeur de physique signifie
que l'accélération instantanée est la dérivée de la vitesse instantanée et la dérivée seconde de
la position d’un objet en mouvement. Aprés avoir donné les équations horaires de v(f) et x(f), un
éléve curieux demande au professeur comment ces équations ont-elles été obtenues a l'aide de la
définition de I'accélération instantanée.

Vu la pertinence de la question, le professeur recommande & I'éléve de se référer au cours de
Primitive en mathématique. L’éléve demande l'aide de ses amis de classe afin de déterminer
lexpression de la vitesse v(?) et de la position x(¢) lorsque 'accélération est nulle ou lorsqu’elle est

une constance.
Ensemble, ils décident de chercher ces expressions.

Legon 3 Primitives



P

HABILETES ET CONTENUS

1 Primitive d'une fonction

Connaitre :
* la définition d’une primitive d'une fonction
continue

$ la_propriété relative & la condition
d existence de primitives d'une fonction
continue sur un intervalle

. _lu propriété relative & 'ensemble des
primitives d’une fonction continue
* la propriété relative & l'unicité de la

primitive d’'une fonction prenant une valeur
donnée en un point donné

Déterminer :

« l'ensemble des primitives d’'une fonction
continue

« la primitive d'une fonction qui prend une
valeur donnée en un point donné

Justifier :-

» qu’une fonction est une primitive d’une
fonction donnée

2 | Primitives des fonctions de reférence

Connaitre :
les primitives des fonctions de référence

péterminer :

les primitives
primitives des

d'une fonction en utilisant leg
fonctions de référence

3 | Primitives et opérations sur les fonctions

|

Connaitre : |
!
« les primitives de : &+ Au'(A€ER)

r

u' cu'sinu :
.v’xu'ov;ﬁ,ucosu,usm :

i
reQ\{1};u' xu"me Q\{-1} ot uet v sont
des fonctions dérivables
Déterminer :

« les primitives d’une fonction du type
o' +v, ' (AER)

L
oV Xu'ov; Ji—- u'cosu ; u'sinu ;
(r#1)

reQ\(1}; u' xu", me Q\{-1} ol u et v sont
des fonctions dérivables

u,
u

INSTALLATION DES HABILETES

Activité (1) Primitive d’une fonction

1.1. Définition d'une primitive d'une fonction continue

Soit 4 la fonction définie sur R par : A(x) =x + 2.

1. Réponds par vrai ou faux aux affirmations suivantes.

2
a) h est la dérivée de la fonction H: x = 52— £ 2% + %

2
b) h est la dérivée de la fonction H: x - x? F 2041,

2

i X
¢) h est la dérivée de la fonction H:x = 5= +2x,
2. Trouve deux autres fonctions ayant h pour dérivée,

Legon 3 n Primitives



Exercices de fixation

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

B® Réponds par vrai (V) ou par faux (F) & ¥ Recopie et compléte le texte ci-dessous
chacune des affirmations suivantes. avec les mots ou groupe de mots suivants
1. f et F sont deux fonctions définies sur un qui conviennent : une primitive, la dérivée,
intervalle I. F est une primitive de f'sur I si dérivable. i
est dérivable surletVxel, 1. Vx€]0;+f ..dela fOﬂFthn. 1
Fix) =/f1(x). T:x~2y/x +1estlafonctiont':x— 7
2. h et t sont deux fonctions définies sur doncTest ........ de lcfl fonction t' sur ]O; +oo[.
un intervalle K et ¥x € K, /4'(x) = 1(x). 2.VxER,la fondﬁ" t:xmx est... de
" est donc une primitive de 7 sur K. la fonction h:x w5 +mdonchest ... de

- . , la fonction ¢ sur R. 3
3. F est une primitive de f'sur un intervalle I 3. ¥ x € R, la fonction f:x = -+ 4x +1
équivaut & F'(x) = f x). est........ de la fonction g : x + x*+ 4 sur R.

Pour chaque ligne du tableau, une seule réponse est correcte. Ecris le numéro de la ligne suivi
de la lettre indiquant la réponse correcte.

N° Enoncés A B C
Une primitive sur R de la fonction 2 3x? 1 3x?

1 3x G S I ¥ ,Jax
xm3x+ \/5 est la fonction ... X==3 +‘/§ & 2 " 2/3 PR 2
Une primitive sur R de la fonction ) . .

2 H:x = -sinx H:xwsinx+mx | H:x - sinx+n

h :x » cos x + t est la fonction ...

1.2. Ensemble des primitives d'une fonction continue

On admet que toute fonction continue sur un intervalle I possede des primitives sur 1.
On donne une fonction f définie sur un intervalle K et F une primitive de f'sur K.

I- 1. Démontre que pour tout nombre réel ¢, la fonction x ~ F(x) + ¢ est une primitive de /.
2. Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations suivantes.
a) Toute fonction continue sur un intervalle K admet une unique primitive sur K.

b) Si F est une primitive de f sur K, alors pour tout nombre réel ¢, la fonction x - F(x) + ¢ est une
primitive de f.
I1- Soit H une primitive de f.
1. Justifie que (F — H)’ est la fonction nulle.
2. Déduis-en que pour x € K, H(x) = F(x) + ¢, ou ¢ est une constante.
3. Si F est une primitive de f, donne la forme générale de toutes les primitives de f.

Si F est une primitive de fsur un intervalle K, alors la fonction x = F(x) + ¢, ol ¢ est une constante, est
une primitive de f'sur K et toutes les primitives de f'sont sous cette forme.

Exercices de fixation —

T2 Réponds par vrai (V) ou par faux (F) & chacune des affirmations suivantes.

1. Les fonctions polyndmes admettent toutes des primitives sur R.
2. Les fonctions rationnelles admettent toujours des primitives sur R.
3. Deux primitives sur un intervalle K, d'une méme fonction différent d'une constante.

&4, Toutes les primitives de la fonction x ~ -v% sur JO ; +oof sont de la forme x »2 /X +kouk

est un nombre réel.
Legon 3 Primitives




; tion de |
122 Parmi les fonctions ci-dessous, inscris les primitives correspondantes & chaque fonc °
premiere ligne,

. 3 / =
AP == +4x+1; v o 4—;— ¥x-4; xe Jx+/3 etxm Jx +3x
e —— - — 1 | ‘
Fonction | ymé4x?+1 | X7, /¢
Primitives - ]

B Dans c_hocun des cas suivants, F et fsont des fonctions définies de R vers R. Justifie que F et est
une primitive de fsur l'intervalle 1.

x* (3 )
1.F(x) = T =X+ -1 2. F{x)=cos(21—1)+5|“(2x

S =2%-3x2+2;1=R _f(x)=—25in(2x—1l+‘g“ cos(%x) I=R

4.Flx)= yx+2 - (3x-2)?

3.F(x) = % FXUX + /2
~18x +12;1=]-2; +0]

PO _ 1
SO+ 3 E 1= SO 575

X

1.3. Unicité de la primitive d'une fonction qui prend une valeur donnée en un point donné.

Jest une fonction continue sur un intervalle K, elle admet une primitive H sur K.

1. Détermine une primitive F de fqui prend la valeur y, en x, sur K.

2. On suppose que G est une primitive de f'qui prend la valeur y, en x, sur K. Compare G et F.
3. Existe-t-il une autre primitive de f'qui prend la valeur y,enx,?

Il existe une et une seule primitive de la fonction f'sur lintervalle K qui prend la valeur y, en x,.

Exercices de fixation

Soit la fonction f définie par £ (x) = 3x2 + 1
sur R.
Détermine la primitive F de f qui prend la
valeur3en 1.

Soit la fonction F(x) = yx+1 - 2, une
primitive de la fonction f définie par

1 o
flx)_ 2m suf] 1,+CO[,

Détermine la valeur qui annule la primitive

Fde f sur]-1;+oo].
88 Dans chacun des cas suivants, fest une fonction définie de R vers R.

Détermine la primitive F de f telle que F(x ) =y,
1L f(x) =-6x+2 etx, = 1 ety:s:O ; 2-f(x)=cosxetxn=rc ety(): .%, :

3_fu)=%—+1etxu=letyn=—3 ; b fl)=x+letx,=-2 ety =-3.

Recopie et compléte le tableau suivant en déterminant la fonction dont lq dérivée est 1
[ primitive F définie par :
Fonction dérivée f f09=0 |f0=1 fo=2x

définie par
Legon 3 il Primitives
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. A l'aide des dérivées des fonctions usuelles, on détermine les primitives des fonctions de référence

|~ ouusuelles.

Exercices de fixation

B Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations suivantes.
: 1. V.x € R, la fonction définie par F(x) = 5x* est une primitive de la fonction définie par f (x) = x°.

2.V x € R\{0), la fonction définie par F(x) = - % , est une primitive de f(x) = — .

: 3.Vx€ ]—% +km; % + k:r[ ,la fonction définie par F(x) = tanx est une primitive de la fonction

définie par f(x) =1+ tanx.

B2) /est une fonction continue et F est une primitive de f'sur l'intervalle I.
Recopie et associe chaque fonction /4 sa primitive F.

f:.l'H %J’i— . ° FIIHZI"!
1 . olE: 1
fTHﬁ F.XH 4x4
f:.'l""_:}‘ B} o F!xHIV[;
fxr-—% . . F:x'—r~%

Activité (3] Primitives et opérations sur les fonctions
Recopie et compléte le tableau suivant en déterminant la fonction dont la dérivée est f

| Primitive F définie par :
Fonction dérivée fdéfinie par

fx)=u"+v' ) =am' f=v'xuov | fx)=u'sinu

ux fonctions est la somme des primitives de ces fonctions.

« La primitive de la somme de de
bre réel par une fonction est le produit de ce nombre par la primitive de

« La primitive du produit d’un nom

cette fonction.
« La primitive du produit de la dérivée d'une fonction v par la composée de la fonction v par la dérivée

d'une fonction u est la fonction composée uov.

Legon 3 Primitives




Exercices de e

: ' é suivi de la lettre de |q
& Pour chacun des énoncés du tableau suivant, écris le numéro de I'énonc
réponse qui convient,

ivée respective u' et v,
et vsont deux fonctions dérivables sur un intervalle I et ont pour dériv p

. S — | Réponse A | Réponse B | Réponse C
N Enoncés Réponse A | Rép
—_— KOUINRS ' i »
| 1 | Une primitive sur 1 de la fonction —-57 est | i} ;—1— u :
| lafonction : ) * ! ==
— e : | ' (]

2 | Une primitive sur [ de la fonction u'v + uv' est la uv u'v uvy !
| fonction : |
3 Une primitive sur I de I fonction ru'u’ - ol =1 " u |
| "€ Q-({1} est la fonction de la forme :

b= wimal U

4 | Une primitive sur I de la fonction ELJZ,HL estla U —% -

fonction : v —

5 | Une primitive sur | de la fonction J{T ouu>0 _L Ju 2v/u

sur I est la fonction de la forme: 2V4 U

. o - 1-x*
B Détermine une primitive sur ]-o0; O de la fonction : £ x P

W J est une fonction continue et F est une primitive de /'sur lintervalle I.
Recopie et associe chaque fonction f & sa primitive F.

Six-2(2x +3) . e F:xm(3x)7
f‘IH 3 (x’—2)3

e Rantgtog
+3)*
f:xH(_x_-:_ﬁ? . . F:xn—»—@c—‘;—)—
f:x-—»lx{xi-z)1+fs— . . F:x:—»—H—x:I1
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice @) Justifier qu'une fonction est une primitive d'une fonction

On donne F et / deux fonctions dérivables sur IO'. 22r | définies par :
F(x) = tan'y, f(v) = 35'“. L

. ' cos Y
Justifie que F est une primitive de f'sur IO : ‘g | .

Corrigé TR
‘. 4 bt
.

Justifions que F est une primitive de /'sur IU T Po.ur.jtlxstiﬁer qu'une fonction F est une
‘ v primitive d'une fonction /-

y T
F est dérivable sur ]o;%[ : « on rappelle que F est dérivable ;
vie |0: L], Pa)=3x « oncalcule la dérivée de F ;
] 2 I () « onremarque que F'(x) = flx).

2y-
cos’y . amx
% 2
Pi)=3x —L— x SNX
cos’x  cos’x #
S 5 i T
Pl) = 1‘3;:‘: =) donc F est une primitive de f'sur ]0, 5 [

Exercice e Déterminer I'ensemble des primitives d'une fonction

Détermine les primitives sur ]0 ; +oo[ de la fonction / définie par :
hix) = (6x = 2)(3x2 - 2x + 1),

Corrigé " Metnode |
L I

Déterminons les primitives sur ]0 ; +oo[ de la Pour déterminer les primitives d’une fonction
écrite sous la forme v X u'ov :

fonction A. )
Posons v et &’ les fonctions définies par : « ondentifie eLy; N
X5 « on calcule la dérivée de v et la primitive de u;
vix)=3x7-2x +1; Vi) =6x - 2etulx) = 5 « on définit les primitives de la fonction sous
On constate que : h =V X u'ov la forme uov(x) + k avec k un réel.
donc une primitive de / sur ]0 ; +oo[ est H = uov.
Bx' —2x+1)°

SoitH:x 5
Ainsi les primitives de h sont sous la forme

(Bx*—2x+1)°
el )

5 +k;keR.

X
Exercice @) Déterminer la primitive d’une fonction qui prend une valeur donnée
en un point donné.

3 2
On donne sur ]-o0; —1[ la fonction g définie par : g(x) = %}% .

1. Détermine les nombres réels a, b et ¢ pour que g(x)=ax +b + (x-f1)’ .

2. Détermine la primitive G sur ]-o0; ~1[ de la fonction g qui s'annule en 0.
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[FCoiigea

1. Déterminon
s les
Que g(x) =ax + b +T§ W Dt oo
(xx-1y°

Faisons |q division euclidienne :
an(x+1)2=x2+2x+1

2x3 + 332 BT
2% -4x2-2x [ 2x-1
_xl_zx
X2+ 2x +1
1

Donc g(x)=2x-1+ —1 .
Ainsia=2;b =-1etce1.

z. Déterminons la primitive G sur J-oo; -1[
e la fonction g qui s’annule en 0.

Onaglx)=2x-1+

1
x+1)*"

pour déterminer les nombres réels a, b et ¢

—_ —..,—_—C -
pour que glx)=ax+b+ Gt )

. on détermine les coefficients a, b et ¢ soit par

division euclidienne, soit par la détermination

de coefficients indéterminée ;

. on détermine l'ensemble des primitives deg ;

« on remplace x par 0 et on résout 'équation
h(0) = 0 pour déterminer la constante k.

Les primitives de g sont sous la forme
=t yE
xet=x+ £ +k; ke R.
G(0) = 0 équivaut a 0= 0 + 31—11— +k=0.
G(0) = 0 équivaut a k=1.
G — —1
Ainsi G(x) =x?-x+ 7 +1
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Résumeé de cours

@ Primitive d'une fonction
1.1. Définition de la primitive d'une fonction continue

w Soit fune fonction définie sur un intervalle I.
On appelle primitive de fsur I, toute fonction F dérivable sur I et pour
tout x de I, F'(x) = f(x).

Propriété ad
Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur L.

Conséquence

« Les fonctions polynémes admettent toutes des primitives sur R.

« Les fonctions rationnelles admettent des primitives sur chaque intervalle ou elles sont définies.

« Lafonctionx ~ X admet des primitives sur ]0 ; +oo .
1.2. Ensemble des primitives d'une fonction

m Soit F est une fonction admettant une primitive F sur un intervalle I.
« Pour tout nombre réel &, la fonction x - F(x) + k est une primitive de fsurl.
« Toute primitive de f'sur I est de la forme x = F(x) +kouk € R.

1.3. Unicité de la primitive d'une fonction qui prend une valeur donnée en un point donné

m fest une fonction continue sur un intervalle 1, x, un nombre réel de I et
¥, un nombre réel quelconque. Il existe une et une seule primitive de la

fonction f'sur l'intervalle I qui prend la valeur y; en x,.

@ Frimitives des fonctions de référence

r Fonction f Une primitive de f Sur l'intervalle I
xmclceER) XPcx R
s X - X
xex" meN X2y R
1 . =1 o 3
xmor [rEQ \(1)] x»—»————(r_1)x,_1 J-00; 0[ ou ]O ; +oo[
1 ;
F Xe o xm2/X 10 ; +oo]
X+~ COSX X+~ sinx R
x+~sinx X+ —COS X R
1 xmtanx _T U
XP |-5+kri 5+l ke
X _12 x = —cotan x Jkm;n+knl,keZ
sin“x
Remarque
.4 . o1
vxe |-E+kri Gtk kel; —=1+tonilx)

..:




Résumé de cours

o Primitives et opérations sur les fonctions
U et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

Fonction f _____Ml!ej________
u'+y' utv
Au' Au
u'v+uy' uxy
V' X 1oy R S——
u'xu'(n € QY1) P
n+1

-1

u' " 1

]
vl 2/i
u'cosu sinu
u'sinu - cosu |
|
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__ Exercices de renforcement

1 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :

fx)=3x+2,1=R.

2 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :
Sx)=3x*+ 223, 1=R.

3 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré ;
fx)=x242¢-/x,1=]0; +o0[.

4 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :

SW=2v+ 3 1=} ;01

5 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :

fx)=x+2sinx, I=R.

Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :

f(x) = cosx + 2sinx, I=R.

~

Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :

f(x) = sinx - ]

cos’x’

'8 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :

f(x)=sinx-~j?,l=]0;+m[.

9 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'interualle I considéré :

fx)= 3x"+9x+ ,1=10; +ool.
10 Détermine une primitive de la fonction

suivante sur l'intervalle I considéré :
4

iz e ety
fo=249x - L+ <=, 1=10; 40

11 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :

fx)= sinx +x cosx, [ = R.

12’ Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :

fx) = cosx - xsinx, I=R.

13 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :

f(x) = 2xsinx + x? cosx, I = R.

14 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :

fx)=tanx+ —= -Z:Z

cos’x’ A=1=22

45 Détermine une primitive de la fonction

suivante sur l'intervalle I considéré :
f(x)=2sinx + (2x + 1)cosx, I = R.

46 Détermine une primitive de la fonction

suivante sur l'intervalle I considéré :

- x ~10.+ 4col.
f&)—¢x+1+2m,1 10; +o0[

17 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :

fx)=3(3x+7)p1=R.

18 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :

() =x20+ 28, 1=R

19 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :

fw= i 1= 2500

20 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l‘intervulle I considéré :

21 Détermme une pnmltwe de la fonction

suivante sur l'intervalle I considéré :

(“‘)

f)=—7=,1=]-00; 0L

22 Déterrmne une primitive de la fonction

suivante sur l'intervalle I considéreé :

F00=Z(21) 1210501

23 Détermme une primitive de la fonction

suivante sur l'intervulle I considéré :

flx)= m, I=R.

124 Détermine une primitive de la fonction

suivante sur l'intervalle I considéré :

e _
Sx)= 7o -—2cr3' =R

125 Détermine une primitive de la fonction

suivante sur l'intervalle I considéré
) =Bx-1)3x2-2x +3),I=R
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B Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :

fm=(1‘h

.\"-.1-+1}"'I=R'

27 Détermine une primitive de la fonction
Suivante sur l'intervalle I considére :

f= —A=x

m,l=]‘wi‘2[-

@ Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :

S = = 1=10; 01

29 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :

f(x)=£9%‘£.l=]0;+w[-

B9 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré :

S &) =sin(2x +m), 1=R.

B3 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré !

f(x) = sinx

cos’x I=R.

©2 Dans chacun des cas suivants, détermine les

primitives sur lintervalle I de la fonction f
définie par :

a)f(x) =3x+2x3; I
b)f &) =x#+2x - /2 ; I
Aft=ex@e+77; |
I
I

I

dft)=k-1)x+1);
e)f(x) = (3x - 2)%;

@3 Dans chacun des cas suivants, détermine les

primitives sur lintervalle I de la fonction i
définie par :

I
A % B 7 &

Afw=ar BB e
41 1
b)f(xl=—5x’+*wifi1—)z+? ;1=1]0; +oof,
(x*+2x—/2) e
o f k)= 55 1=]3;+0
- 1m)
DW= St s 1=Ra

Dans chacun des cas suivants, détermine les
34 orimitives sur Iintervalle I de la fonction f

définie par:

o) fl)=2/2x-3; 1=[2;+o0[
. , 1 = 3 : Izl"fﬂ’-ﬁ[

b)f(-x)=x‘;j \/‘1—3){

0O f ()= (2x-1)yx-x; 1=]3;+0]

5 3x +1 : 1=]1;+o0f,
A= T T ea
i détermine les
Dans chacun des cas suivants, r
- primitives sur lintervalle I de la fonction /
définie par:

a) f(x) = 3 cox3x + 2sin(2x + 1) ; I=R
b) £ (x) = 3 sin3x sin2x — 2cos3x cos2x; I=R
__Si_n'x 1 . I:]O;n[
S )= cos’x | cosix ’ .
—9sinSx sin3x —3cos 3x cos Sx |
d)f b= sin“3x '
[= ]__7f_.£
= |55
2sin’2x + 2cos®2x _lr.
e)f)= SRS g | LT

88 Dans chacun des cas suivants, détermine la

primitive F sur Uintervalle I de la fonction f
telle que :

a)f () =x*+2x3 - 4x - 2 et F(1) = 0,3 ; I=R
b)f(x)=1+ %+x et F(-1)=1 ;1=]0; +oq[

C)f&))=x’+% et F(1)=-%- 3 1=]0 ;+oo]

d)f(x)=cosx-sinxetF(:lt}=n y 1=]0; +oo[.

@3 Dans chacun des cas suivants, détermine |q

primitive F de la fonction S qui s'annule en 1
sur l'intervalle I :

e
a)fk)=1 e i I=]00; 2
3 2
e
=3y 2
A f ) =3x (xi+5)+‘\/-—£ v 1=]0; +oof
et X
d)f(x)—5|n-2—-x+xcos-g~x; [=R.
®9 pémontre que la fonction G definie par:
Glx) = 2x -

1
X+3 estune primitive de |

fonction g définie ar: = 22+ 12x + 19
Par:glx) = < *12x+19
(x + 3)?2
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E;ercfces

@9’ 1. Calcule la dérivée de la fonction / définie par :
fx)=3x3-9x +1.
2. Déduis-en deux primitives de la fonction
g définie par : g(v) =9x2 -9,

@0 Deux fonctions F et G sont définies sur
1
]§ [ par F(x) = ——z%ﬁ et
—16x+ 12
spge SEIRE 12,

Ces fonctions F et G sont-elles des primitives

de la méme fonction fsur ] Fit oo[ ?
Justifie ta réponse.

@1 Détermine I'ensemble des primitives des
fonctions suivantes définies sur 'intervalle I :
1.f(x)=3x2+2x-1; I=R
2. f(x) = cosx - sinx; I=R
3./W)=2043x+ ¥x-1; 1=R
LfW)=x4x+4x2-2;  I=R

42 Détermine I'ensemble des primitives des
fonctions suwuntes définies sur l'intervalle I :
1. i = .4

f{x) 1/4——1 I ]1 3 CD[
L3= 7?2;:_) e
1 3

./Ww=3(zx-3); 1=R
&4, f (1) = —sint cos™, I=R

43 Détermine la primitive F de fdéfinie sur R par:
fx)=cos(3t - 3t— %) telle que F(0) = 2.

$44 Détermine la fonction F, primitive de f'sur
l'intervalle I, qui s’annule en 2.

flx)=b4x-7, I=R
485 Soit g la fonction définie sur ]2 ; +oo[ par
_ 3+ 12x—1
gl = (x+2)°
1. Vérifie que pour tout x > -2,
TR
g =3~ o
2. Déduis-en la primitive de g qui vaut 4 pour
x=1

148 Détermine la fonction F, primitive de f sur
l'intervalle I, qui prend la valeur 1 en %

f=cos(2x-%), 1=10:mL

47 Détermine la fonction F, primitive de f sur
l'intervalle 1, qui vérifie la condition indiquée

f)= ; I=R et F@2)=3

X
202+ 1

@8 Détermine la fonction F, primitive de f'sur
l'intervalle I, qui prend la valeur 1 en 0.

)= — I =10; +0l.

Jax+1'

48 Détermine la fonction F, primitive de f'sur
l'intervalle I, qui prend la vuleur lenO.

)= sm.r I‘”]

cos’x ’
B0 Détermine la fonction F, primitive_ de f sur
I'intervalle I, qui vérifie la condition indiquée

fl)=3x(2+1)¢ I=R et F(y2)=1
B2 soit la fonction £; définie par

£ (x) = (sin%x - 3 sin x + 8)cos x.

Détermine sur R la primitive F de fqui s’annule

271'
en =3~

Exercices d'approfondissement |

52 Soit fla fonction définie sur R\ {1} par:

_ 2x+3
f(x)_ (x___1)3
1. Détermine deux nombres réels a et b tels que,
b
pourtoutx#1:f(x) = . 1)2 + a1

2. Déduis-en une primitive de f sur ]-oo; 1[.
3. Déduis-en la primitive de f'sur }-o0; 1[
qui s'annule en —4.

53 Dans chacun des cas suivants F et fsont deux
fonctions dérivables sur I.

Justifie que F est une primitive sur I de f
o) Flx) = & (3x + 1) VBT T +1;

f)=(3x+1)/3x ; 1=10; +ool.
+1)°+2
b}F(X)=(_xM+)2;f(x)=_(?f_1’}T :
1=]0; +oo[.
tanx_ smx
o) Flx) = ;o fl)= os's =101+ 5 [.

d) F(x) = (M) ; f (x) = =4 sinxcos’x ;
[=]~00; =3[

54 Soit la fonction dérivable sur ]- o0 ; 1[ et définie
) _ A’ —8x’+4x+2
par: f(x) 1)’
a) Détermine deux nombres réels a et b tels
. - b
que pourtoutx#1; f(x)=ax + =1

b) Détermine la primitive F de f'qui s'annule en 0.
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56

SOItf"\] = X1 = D% ‘
Q) Détermine I'ensemble de définition <, def.

b) Justifie que la fonction F définie par

Fio) = (2 -1 1 3
(x) (5 x? F5 3~ 35)vV1-2x est une

p;i';:;\fe de f sur son ensemble de définition.
¢ uis-en la primiti e
valeur 1 en 0. primitive de f qui prend la

Soit la fonction rationnelle de IR vers R définie
par :-f(x) = -_k;\._‘
(x+2)""
a) Détermine I'ensemble de définition D, def.
b) Détermine les nombres réels a et b tels que
VXeEYD = e b

St s ol
¢) Déduis-en la primitive F de f'sur &)
qui s’annule en -3. !

a) Démontre que pour tout nombre réel x,
COS°X = cosx — 2sin? Xcosx + Sin“Xcosx.
b) Détermine les primitives sur R de la fonction

g définie par : g(x) = cos®x.

c) Déduis en la primitive de g qui prend la

A _T
valeur 5 en—5.

: Situation complexe .

Une entreprise produit et commercialise

des ordinateurs portables. Pour des raisons
matérielles, sa capacité journaliére de
production est comprise entre 0 et 30
ordinateurs.

On suppose que toute la production est
commercialisée. Une étude a révélé que la
variation du bénéfice journalier B exprime en
milliers de francs CFA, est déterminée a |'aide

de la fonction b définie par : blx) = —4x + 60.
L'entreprise souhaite déterminer le bé.néﬂce
maximal sachant que l'entreprise ne fait pas

Legon 3 H Primitives

de bénéfice et ne perd pas pour 30 Urdinﬂteu,s
produits et vendus.

Coup de Pouct

€3 1 suffit de dériver F(x) eton a F'(x) = flx)
¢) F(x) + ¢ et trouver ¢ tel que F(0) = 1.

& Apres les calculs,ona:
bja=1etb=-6
c) Déterminer une primitive sur Df

1 e 1
de ———(_1_ +2)° et une primitive sur Dy

6 . g it
e ' L
de x+2) puis l'ensemble de primitives

de Fde f.

Enfin poser : F(-3) = 0 pour déterminer la
constante.

527 a) Utiliser cos®x = cosx cos*x et
cos’x=1—sinx.
b) Utiliser la consigne a) pour trouver les
primitives de g(x).

£ B'(x) = b{x) et B(x) = -2x?+ 60x + k, k € R
trouver £ tel que B(30) = 0.



govor
/1) FONCTIONS

% LOGARITHMES

R\

John NEPER ou NAPIER (1550 - 1647), écossais :

Il découvre les logarithmes et en livre une table. Les logarithmes permettent de remplacer les
multiplications par des additions et les divisions par des soustractions, ce qui simplifie beaucoup de
calculs. Le logarithme de base e est dit népérien en son honneur. Il propose un systéme de réglettes
facilitant les multiplications. Cette fonction est utile dans les études de séisme et tremblement de terre.

SITUATION D’APPRENTISSAGE

En 2019, une entreprise a fabriqué un million
de bicyclettes pour la consommation intérieure
d'un pays et 250000 pour 'exportation. Depuis
le 1* janvier 2020, les augmentations annuelles
de demande sont en moyenne de 11% pour
la consommation intérieure et de 40% pour
I'exportation. Le responsable de cette entreprise
veut savoir au bout de combien d’années les
exportations dépasseront la consommation
intérieure. Tu es sollicité a aider le responsable
de I'entreprise.

Avec les éléves de ta classe, vous décidez de
rechercher des solutions.
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HABILETES ET CONTENUS

1 Fonction logarithme népérien

Connaitre :

* la définition de la foncti i
el nction logarithme

- Ies.propriétés algébriques de la fonction
logarithme népérien

- les'limites de référence de la fonction
logarithme népérien.

* la dérivée de la fonction logarithme népérien
* le sens de variation de la fonction logarithme

neépérien

» lallure de la représentation graphique de la

fonction logarithme népérien
Noter :

la fonction logarithme népérien

2 Equations - Inéquations

Résoudre :

. des équations et inéquations faisant
intervenir la fonction logarithme népérien
* une équation de la forme :

xX"=k(keR ,neN)

« une inéquation d'inconnue n de la forme
qg"2aouqg'sal@geR ,aeR ,neN’)

3 Derivees et primitives

Connaitre :
e Les dérivées des fonctions du type lneu ou
Ine|ul

¢ les primitives d'une fonction du type %
Déterminer :

i- Llesl dérivées des fonctions du type Ineu ou
nefu

 les primitives d’une fonction du type

P

U
u

4 Fonctions logarithmes de base @

Connaitre :

» la définition d'une fonction logarithme de
base a (a € R" \{1})

« la définition de la fonction logarithme
décimal

« les propriétés algébriques de la fonction
logarithme décimal

Noter :
« la fonction logarithme de base a (@ € R")
« la fonction logarithme décimal

5 Etude de fonctions faisant intervenir
la fonction logarithme népérien

Déterminer :

« l'ensemble de définition d’une fonction
faisant intervenir la fonction logarithme
népérien

» les limites aux bornes de I'ensemble de
définition d’une fonction faisant intervenir la
fonction logarithme népérien

« la fonction dérivée d’une fonction faisant
intervenir la fonction logarithme népérien
Etudier :

les variations d’une fonction faisant intervenir
la fonction logarithme népérien

Représenter :

grcphiq_uement des fonctions faisant intervenir
la fonction logarithme népérien

INSTALLATION DES HABILETES

‘o) Fonction logarithme népérien

1.1. Définition
n est un entier naturel non nul.
1. On suppose que : n # 1.

Legon 4 Fonctions logarithmes




a) Détermine la primitive V de la fonction v - X = -J— sur ]0 : +oo[ qui s'annule en 1.
b) Détermine V lorsque n = 2 et lorsque n = 3.
2.0n suppose que n = 1.

Soit / la primitive de la fonction x + - sur ]0; +oo[ qui prend la valeur 0 en 1.

e e A

a) Justifie que la fonction  : x ~ - admet des primitives sur ]0 ; +o[.

b) Combien existe-t-il de primitives de « qui prennent la valeur 0 en 1.

=

La primitive sur ]O ; +oo[ de la fonction x +» *17 et qui prend la valeur 0 en 1 est la
fonction logarithme népérien notée In.

Exercice de fixation

Réponds par vrai ou par faux & chacune des affirmations suivantes.

1. La fonction In est définie en -3. : 1 :
2. La fonction In est définie en 0. 5. La fonction x = x est lajdériunée dein.
3. La fonction In est définie en 1. 6. La fonction In est la primitive de - qui

4. La fonction x ~ %est une primitive de In. | prend la valeur 1 en 0.

1.2. Conséquences de la définition de la fonction In

1. Donne 'ensemble de définition de la fonction In.
2. Donne la dérivée de la fonction In.
3. Donne In(1).

« L'ensemble de définition de la fonction In est ]O ; +ool.

eVx€]0; 4+, Inx = %
eIn(1)=0.

Exercice de fixation

Pour chaque question, quatre réponses sont proposées dont une seule est juste.

Ecris le numéro de la question suivi de la lettre correspondant a la bonne réponse.

a b c d
F 1 | L'ensemble de définition de la fonction In est : R 10;+o | R* J-o0;0[
2 |vxe]o;+oof, In'x = x 1 0 1
' 3 [In(1)= 1 -1 0 | n'existe pas

1.3. Propriétés algébriques

Soit a et b deux nombres réels strictement positifs.

1. Soit / la fonction définie sur 10 ; +oo[ par : A(x) = In(ax).
a) Démontre que : ¥ x € ]0; +of, h'(x) = In'(x).
b) Déduis-en une relation entre A(x) et Inx pour tout x € J0 ; +oo[.
¢) Calcule A(1) puis compare In(ax) et In(a) + n(x).

d) Calcule In(ab).
Lecon 4 Fonctions logarithmes




. a -
2.0) En utilisant | relation précédente et I'égalité i;: x b=a,exprime|n-;, en fornom d i LAtk
b) Déduis-en In{

;, ) en fonction de Inh.
3.a) Al'aide d'un

. . ") = nlna.
e démonstration par récurrence, démontre que : v 1 € N*, In(a’)
b) Pour tout élément r de @, exprime In(a’) en fonction de r et Ina.

| syrthese

Pour tous nombres réels et h
vn € N* In(q" = nlna.

ExerCEces de ﬁxation ....................................................

B Justifie quein(4+y15) +In(4—,/15) =0, | Ecris en fonction de [n3 :

5 a = = Inb
strictement positifs on a : Inab) = Ina + Inb ; l”( h ) e

e U |
& Ecris plus simplement A=In27;B=Ing7 ;In= 7 In729.
A=In6 +1n+ P& Ecris en fonction de In2 et IS :
B=In(2v) +In3 - In6 A:ln50-8=ln-m +C=1n 250.
; 25
C=3In2 +In5 - 2In3 - In10
D=In(3-y5) +In(3+,5)

1.4. Variations, représentation graphique de In et limites de référence
A. Limites de référence
1. Limite en +x

a) Justifie que si la fonction In e

st majorée alors elle admet une limite finie L lorsque x tend vers +o.
b) En admettant que lim In(
X —~+too

2x) = L et sachant que In(2x) = In2 + Inx, justifie que L =L + In2 et
déduis-en que J .Ifnlx In(x) =+,
2. Limiteen 0
a) Justifie que : pour x > 0, Inx = ~ln(j1r—_) et que tliino Inx =-o0,
b) Interpréte graphiquement ce résultat. >
c) Dresse le tableau de variation de la fonction In.

d) Justifie que In est une bijection de ]0 ; +oo[ sur R,
« Notation : L'antécédent de 1 par In est noté e,

3.0n démontre et on admet que pour tout x € ]1 ; +o[,0<Inx < /x.

a) Justifie que:0< |_f1_¥_ < '71?— pour tout x € ]1 s 400
2 J

b) Déduis-en que: lim Inx _ 0.

x—tos X )
Interprete gruphiqu‘ement ce résultat sachant que im Any = +o0,
c) Utilise ce résultat pour calculer Iirr{x) xlnx (Tu pourras poser : X = -1—)_
X
4. a) En utilisant la définition du nombre dérivé d'une fonction enun
In(1+x)
X .

point, calcule fjm—1NY
i x—1
b) En utilisant le résultat précédent, calcule ll_r:% x

(Tu pourras poser X =1 +x.) '

o

. Inx . . In(1+ )
3 e =+4w,; lim —— =0; lim xlnx = . SV TR ;
N Inx ey i wsae: Imes pa A IS oy lim-I0x_ _
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B. Variation et représentation graphique
1. Etudie le sens de variation de la fonction In et dresse son tableau de variation.
2. Soient a et b deux nombres réels strictement positifs.
Compare Ina et Inb lorsque a = b et lorsque a < b.

3. Trace la courbe représentative de la fonction In.

Exercice de fixation

Parmi les courbes suivantes, détermine celle qui est la représentation graphique de la fonction
logarithme népérien.

3T b
2+ 34
2_._
. 1+
3 4 5 6
0
1
24
Figure 1 Figure 2
-
3t
24 A 2-
oz
11 . 1
ol /1 2 3 4 5 6 " o
Al 1
-2_ 2
5 2
Figure 3 Figure 4

1.5. Ensemble de définition de la composée d'une fonction numérique et de la
fonction logarithme népérien.
1. A quelle condition la fonction f: x -In(x) existe-t-elle ?
2 u étant une fonction numérique, a quelle condition la fonction g : x ~In(u(x)) existe-t-elle ?
3. i étant une fonction numérique, & quelle condition la fonction / : x = Inju(x)| existe-t-elle ?

u est une fonction numérique.
o f=Inou } o f=Inojy|

xeDf:xEDuetu(xPO. xeDfﬁxEDuetu(x}q&O.
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Exercices de fixation

@ Choisis la bonne réponse parmi les ensembles de définitions donnés.
Ensemble de définition

Fonction

S)=1In(1-x) 10;+00 [

Sl = ;:L'}x-? 10;+00 [ 10 ; +oo[\{(1}
S 6= Intx -1) 11 +o0l 10 ; #o0l
@ Détermine I’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes.
LfW=1-x ; 2.fp)= ___.2'”(;?"'3 . 3.f(x) =Inx+In(-x+1).

otivite 2 4 a ’
L e& Equations - Inéquations

Equations du type, (E) : In(u(x)) = In(v(x))

a) A quelle condition I'équation (E) admet-elle des solutions dans R ?
>0 et v(x)

b) Soit V 'ensemble de validité de (E). Compléte la phrase suivante : X € V & ...
¢) Compleéte I'équivalence suivante vx € V, In(u(x)) = In(v(x)) & ©(xX) = .cconeen.

Inéquations du type, (1) : In(u(x)) < In(¥(x))

a) A quelle condition l'inéquation (I) admet-elle des solutions dans R ?
b) Soit V 'ensemble de validité de (I). Compléte la phrase suivante : X € Ve ...
c) Compléte 'inégalité suivante vx € V, In(u(x)) < In(v(x)) & u(xX) < weee.

Equations du type, (E) : In(u(x)) = In(v(x)).

e On détermine 'ensemble de validité V de I'équation (E) : x € Ve u(x) > 0 et v(x) > 0.
Inéquations du type, (E) : In(u(x)) < In(v(x)).

¢ Ondétermine 'ensemble de validité V de l'inéquation (I) : x € V& u(x) >0 et v(x) > 0.
e Onutilise la propriété @ >0, 5> 0, In(a) = In(b) & a = b pour résoudre les équations.
e Onutilise la propriétéa >0,5>0,In(a) <In(b) & a < b pour résoudre les inéquations.

Exercices de fixation

Choisis la bonne réponse parmi celles B Choisis la bonne réponse parmi celles
proposées. proposées.

[ Equations Solutions Inéquations Solutions
1[lnx-1=0 0 |1]e 1[ntx)1>0  [11;400 [| 1031 [Jo0:-1]
e | 1 |01 2 |Intx+ ) <0/10; 4w0( | 10311 | 400
3 [In(x+3)=0 -3 [-2]-4 3 llnbe = 2)<lnx |11 40 [ ;400 [ g

B2} Résous les équations suivantes dans R: B Résous les inéquations suivantes dans R.
Linx+1)=In(~x+2) ; 2.In(x-2)=1. Linx<0 ;
2.In() >In(x +1);
3.In(x-3)<1.
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6O Derivées et primitives

1. u et v étant deux fonctions numériques, compléte par I'expression qui convient : (vou)'= ..... X V'o.......
2. Déduis-en la dérivée de la fonction Inew.
3. Justifie que : Ino|u| = |n(uz)
4. Déduis-en que la dénvée de la fonction Ine|u| est -
5. Quelles sont les primitives des fonctions de la forme %?
Propriétés :
« Si u est une fonction strictement p:ositive et dérivable sur un intervalle K alors
In(u) est dérivable sur K et (In(u))' =
» Siu est une fonction dérivable sur un intervalle K sur lequel elle ne s'annule pas,
alors Ine|u| est dérivable sur K et (Ins|u|)' = “7
* u étant une fonction dérivable sur un intervalle K sur lequel elle ne s’annule pas,
la fonction du type x ~ u( )) admet pour primitives les fonctions du type
X = Inju(x)| + Cou CeR.
Choisis la bonne réponse parmi celles Réponds par vrai (V) ou par faux (F) aux
proposeées. affirmations suivantes.
Fonction Dérivée 1. La dérivée de la fonction x ~ In(5x) est
L
1 2 | -2 | L J kT
X 2. La dérivée de la fonction x ~ 6In(-3x) est
2 |inx + 1)| =t | = = ol
-x+1| x—1 -x—1 Xe 5.
1 2 2 3. La dérivée de la fonction x - -2In(-x + 1)
3 |In@x+3) 553 | 2% +3| %43 -2
est x— =+1"
€8 Réponds par vrai (V) ou par faux (F) aux affirmations suivantes.
1. Une primitive de la fonction x »315 est x ~ In(4x) - 2021.
2. Une primitive de la fonction x » xE 7 est x = In(x+1) +12.
3. Une primitive de la fonction x - Wlﬁ est x ~In(3x - 7) + 15e.
Activité O Fonctions logarithmes de base a
1. Soit la fonction définie sur] 0 ; +oo[ par: 2. Soit la fonction g définie sur ]0 ; +oo[
S = '__ par : glx) = |n10
a) Calcule I|m fx) Et lim f (x). a) Calcule |Im0 glx) et i Iirg glx).
X = — To0
b) Dresse le tableau de variation de/. b) Dresse le tableau de variation de g.
¢) Calcule £10,5), f(1), f(2)etf(4). ¢) Calcule g(0,1), g(1), g(10) et g(20).
d) Représente graphiquement f. d) Représente graphiquement g.
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| Synese

Propriétés : PR—
* Lafonction fest notee log, et est appelée fonction logarithme de .
VX €]0; +x[, log, (v) = :2% ‘
* Lo fonction g est notée log et est appelée fonction logarithme décimal.

YX€]O0; +oo[, log(x) = I_rl\n‘i‘f)_ !

* aestun nombre réel strictement positif différent de 1.

‘ : ase d.
La fonction log, définie sur ]0 ; +oo[ par log (x) = TI% est fonction logarithme de b

ExerCices de ﬁxation .................................................................................

T Traduis avec des expressions & Calcule:
mathématiques les phrases suivantes : 1.log, (243) = ;
1. Le logarithme en base 2 du nombre 8 est 2.log, (512)=

o 3. logs (15525) —
2. Le logarithme en base 7 du nombre 49 est
2:

Activite © Etude de fonctions faisant intervenir la fonction logarithme népérien

On considere la fonction f définie sur 10; +oof par: f(x) = _1+_xln£ _
On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé (0, I, J) d'unité 2 cm.
1. a) Calcule les limites de fenOeten +m,
b) Donne une interprétation graphique de chacun des résultats précédents.
2.a) Démontre que: vV €10 ; +oo], f'tx)= —_Ir‘}x_
b) Etudie les variations de fet dresse son tableau de variation.
3.0n note A le point d'intersection de (€) et (O1).
a) Détermine les coordonnées de A.

b) Détermine une équation de la tangente (T) 4 (C) en A.
4. Construis (T) et (C).

Pour étudier une fonction faisant intervenir la fonction In, on peut suivre les étapes
de I'étude d'une fonction dans le cas général,

Exercices de fixation |

-----------------------------

On consideére la fonction g définie sur J0 ; +oof Par: gx) = (Inx)® - 3{ny.

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthon ormé

1. a) Calcule la limite de g en +oo.

b) Calcule la limite de g & droite en 0 et donnes-en une interprétatio

3 iy
2. a) Démontre que: v €]0; +w [Lg'x)= ——('—ni—Jxl(_anf_i:‘_)_

b) Etudie le sens de variation de g et dresse son tableqy de variation

3. Résous |'équation g(x) = 0,
4, Construis (C).

N graphique,

Legon 4 ﬂ Fonctions logarithmeg



APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exerciceo Déterminer I'ensemble de définition d'une fonction comportant In

Détermine l'ensemble de définition de la fonction f définie sur R par fix) = In(2 = x).

Déterminons 'ensemble de définition de la Inu(x) existe si et seulement si u(x) existe
fonction f'définie par £ (x) = In(2 - x). etu(x) >0.
X e waxek et 2-x>0

= XER et x<2 donch=]-oo;2[

Exercice @) Résoudre des équations et des inéquations

Résous dans R les équations et inéquations suivantes :
a) (B):In(1-x)=In(2x-1); b)():(Inx2=lnx-2<0; ©)(L,) :ln( fx+5)> 0.

a) (E) : In(1 = x?) =In(2x - 1). Soit V 'ensemble

Utlhser la méthode :

de validité de (E). o In(u(x)) = In(vix)) & ulx) = vix);
e xEVe1-x2>0et2x—-1>0 o 1l suffit de poser X =In(x).

o (1-x)(1+x)>0etx> +.

oxel-1;1[etx E]%;Hﬁ[ d'ou S, = SNV =]-00; e'[u] €?; +oo[n] O ; +ao]
doncv=]%;1[. ainsi S, =10; L [u)e; +ool.
In(1 -3 =In(2x - 1) & 1 - x2 =2x — 1 Résolvons linéquation (1,)ln ( ;;15 )>0,

ex+2x-2=0. soit V I'ensemble de validité de (I,).

A= 12doncx=ﬂ=—1+,/§ « XEVE %>UﬁxE]-w‘“%IUl—l;+ﬂo[

ot = 25203 2~7 1548, dou V' =J-00; 5 [U]-1 ;.
o

-xle\ietxzef\-’ . ln(§x+15)>0¢ln(——£‘x"_'|_15)>ln1
donc S, = {-1+/3} o XLy o X4 o
b) (L,) : (In x)? - lnx - 2 < 0, soit V I'ensemble x+9 Zx+5
de validité de (1, a»xe]—4--%[=s
x €V e x>0doncV=]0;+ool. _ . ___ e r
On pose X = Inx et I'inéquation (I,) w Sgraa¥=14 Aoy~ [Ul 1;4oof
devient X*-X-2<0& (X+1)(X-2)<0. =}—4;—-5[_
X €] —-00;-1[U] 2; +oo[ donc
x€e]-oo;el[U]e?;+o[=5
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Exerciceo Déterminer la dérivée d'une fonction faisant intervenir In

Détermine les fonctions dérivées des fonctions fet g de R vers R définies respectivement par :
f(\] = ll'l( T 11 ) et g(x} ln|3x2 2y + 7|‘

v 8
* VXEWXE |rovi—1[ ]%:+0°I Utiliser la formule (Inow)' = 4.
(23:—1)
" =———"‘Ei-_1___= 3 X+1
s 2x — 1 x+1)? " 2x—1
x+1 . (3P-2x+7)
=_______3_____ “ VxER,g(X)= 3x2—2x+7
X+ 1) (2=
( (2x = 1) _apm
T3 -2x+7

Exercice@) Déterminer une primitive

1. Détermine les primitives F de la fonction f telleque: f(x)= ‘3&;‘2_—5 sur ]*m %l

2. Déduis-en la primitive G de f'qui prend la valeur - l—naz en 1.

1.En posant u(x) =3x-Sonau'x)=3. Une primitive de %' est Inoju|.
Réécrivons 1 (x) en fonction de u(x) et u'(x).

. u'x}
On obtient - (x) = §x 2} d‘“'": 2 In2 In2 _ 2In2
2.G(1) = gln(s -3)+C=-—3_ ﬁt=_T_ 2
Flx) = —lni3x 5I + C soit F(x) = In{5 3x) +C )
sur]-o; 3[' =-In2 donc G(x) = 5 In(5 - 3x) - In2.

Exercice @ Etudier une fonction faisant intervenir In

On consideére la fonction f définie de R vers R par f: R — R

1+ Inx

2 i

1. Détermine I'ensemble de définition de f.
2. Calcule les limites de f'en 0, en +w et en e, interpréte graphiquement les deux derniers résultats,
3. a) On note g le prolongement par continuité de f'en 0. Définis e
b) Etudie la dérivabilité de g en 0. Interpréte graphiquement le ré
4. Etudie les variations de f'et dresse son tableau de variation,
5. Démontre que la restriction 2 de f 4]0 ; e[ est une bijection sur un int
6. a) Résous l'équation A(x) = 3. Justifie que / -* est dérivable en 3.
b) Déduis-en la valeur exacte de (4 ~1)'(3).
7. Définis I'expression explicite de la fonction A -1,
8. Construis la courbe de f'et celle de 4 ~! dans un repére orthonorme (0,1, ).

sultat de |q limite calculée,

ervalle K que ty détermineras.

Legon 4 ﬂ Fonctions lugarlthmeS



Corrigé

1. Ensemble de définition de /

X€D, = x>0 et1-Iny#0exe]0;+0[
etx #edonc D, =10;e[U]e; +o0.

2. Calcul des limites de fen 0, en +o0 eten e.

+ Limitede/ en0
En posant X = Inx, quand x — 0, X — oo,

14

i A= i __x = I X
i 700 = X X -

X==00

Interprétation : f n'est pas définie en 0 mais
elle admet une limite finie en 0 donc on peut faire
un prolongement par continuité & droite en 0.

+ Limite de fen +oo,

En posant X = Inx, quand x — +0, X — +00,
+X _ o X

=X —tllm = L

X =+

; TSI
X I—I'I-EUC 'f (-r) B X !-l-njac 1
Interprétation:On a xﬁnj fx)=-1doncla
droite d'équation y = -1 est asymptote hori-
zontale & (€) en +0.
« Limites de fene

: _ & 1
Jm, £00 = Jim A+ ) X =g =0

chigl( 1+Inx) =2

car | *
Im =Ty =
>
; _ 2 1 _
fim, f00) = Jim, (1+1n X)X G =+
< <
li.'.'l“ +Inx) =2
car |+l
I =T =
<

Interprétation:Ona Jimef{x) =-o0 doncla

<
droite d’équation x = e est asymptote verticale
a(€).

3.a) g le prolongement par continuité de fen0

1+1 ;
est définie par: {g(x)= 1_& six>0,
g0)=-1

b) Dérivabilité de g en 0.
1+Inx _ 1
1—Inx

x

. gx)—-g0) _ .

Ill_r-n o x—0 J!'..n})
> > 2

= lims=xinx =*

carvx €0, e[, x(1 - In(x)) >0.

Donc g n’est pas dérivable & droite en 0.

Et la courbe (€') admet au point d'abscisse 0

une tangente verticale.

4, fest dérivable sur ]0, e[ et sur Je, +oof et

My — &

P(In(z))

Q(in(z))

ol P et Q sont des polyndmes, on peut faire un
changement de variable en posant X = Inx.

« On peut aussi mettre Inx en facteur.

« Pour calculer lalimiteen ade f (x) =

v x €]0, e[U] e, +of, /"(x) > 0 donc fest stricte-
ment croissante sur ]0, e[ et sur ] e, +o0[.

Tableau de variation

x |0 e +;
') + +
+00 +00 |
&) o / Y /

5. Sur 10, e[, f est continue et strictement crois-
sante donc elle réalise une bijection & de ]0, el
dans ]-1, +oo[ = K.

6. a) Résolvons A(x) = 3.

hix) =3« li:nni =3alnx=%¢ax= Je.
W(VE) = — 2 = 255 eth(/2)#0
ve(1-3)

donc & ! est dérivable en 3.

-1y = 1 = 1 = —@
7. Déterminons 'expression explicite de la
fonction A ~1:On résout I'équation h(x) =y.
hix)=y o ::—i:% =y e l+tlx=y-ylhxe

¥yl
Inx (1+y)=y-1e x= €1
donc h 1:]-1, +oo[ — 10, e[.
=1

Il
X e

8) Courbes représentatives de fet de A

6+ y=X

51 ©)

4+
e 3 <

21 ::{_,t-"l']/,_-—

1+
et ————
Q401" 10
i

2] ©)

34

4k

&

64
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1

ExercicEQ Etudier une fonction faisant intervenir In

Partie A

On considere |q fonction g définie sur ]0, +oo[
Par g(x) = -x2— 4|ny + 6.
1. Calcule 1_Iim0 £2(x) et lim g(x).

2. Etudie lés variations de £ puis dresse son
tableau de variation,

3. @) Justifie que I'équation g(x) = 0 admet
Une unique solution « € ]0, +ool.
b) Justifie Quea €]1,8, 1,9[ et donne un
encadrement de a & 10 -2 prés.

€) Justifie que v x e 10;af, glx)>0
et‘o'xe]u;-t-oo[, glx)<o.
Partie B
On considére la fonction f'définie sur ]0, +oo[
parf(x)==7 x+3+ 2 =1

1. Calcule "”E; fx) et lim f(x).

Partie A
1. Calcul des limites de gen0en et +mo,
. Iin'é glx) = lim (~x? = 4lnx + 6) = +oo
X= X—
car "n?] Inx = -co et Iin?] (-x?+6) =6.
x-—

x—-
. ,'E'I‘, glx)= Nim (=x? = 4lnx + 6) = -0

car lim -4lnx=-ooet lim (=x?+ 6) = —ao,
x—+oo X = +og

2. g est dérivable sur ], +oof et g'(x) = -2x —g—

Vx€]o;+o, g'x) <0 donc g est strictement
décroissante sur JO ; +ool.

Tableau de variation de g.

X 0 +00
gl (x) —

gx) " \

=00

3. a) Sur ]O ; +oof, g est continue et strictement

décroissante donc elle réalise une bijection de

]JO ; +oo[ sur R. Or 0 € R donc I’équation

g(x) = 0 admet une unique solution a € ]0 ; +oo[,
g(1,8)=0,40885 }

2(1,9)=-0,17741

2(1,8) xg(1,9) <0donca€]1,8; 1,9[.

La méthode par balayage, nous donne un

encadrement de a & 10-? prés,

bjona:

2. a) Justifie que la droite (D) d’équation
.a '
1+ 3 estasymptote oblique & (¢

S J, en ‘J’"f,.
¥ 1) sostifie que o iR e)t €7 se coupeny
au point E(\/_?'f‘/_éJr s

¢) Etudie les positions relatives de (D) et (:’j,J.
: y) = E)
3. a) Justifie que:VxE]a,+OO[,j (x) 3

b) Déduis-en le sens de variation de fpyjg
dresse son tableau de variation. _
4. Détermine les coordonnées du point A de

(€) tels que (€) admet en A une tangente
(T) parallele a (D).
5. Trace (D), (t{__’fjj et (T) dans un repére orthonormg

(0,1,J) avec Ol =2 cm.
Données:Onprendra:a=18;e= 27 et

ve =16.

B-2-c) Etudier le signe de f{x) - ( —%x - 3)

g | + + 4 + +

1,86 1,87 | 1,88 1,89 | 1,9
N N N
Donc1,86<0<1,874a10-2 prés.

c) Déterminons les signes de g(x) suivant les
valeurs de x.

x |1,8[1,81]1,82[1,83] 1,84 1,ﬂ
+

X 0 o

+00

g'(x)

g (x)

“VX€]0; qaf on 0X<aet g est strictement
décroissonte donc 5
é gx) > g(a), or g(a) =0
dvou'w]rE}D;u[g(x)>0 . &
“VXE |a: +an on q X > et i ol
_ ; est strictem
décroissante donc g(x) < g(a), cﬁ' ga)=0

o[ g(x) < 0.

Partie B
1. Caleyl des limiteg
i .
T-I%ﬂx} = m (- %
x% (ervr-l) =—00:

de f'en 0 et en +oo,
X+3+ ‘_1;(‘(21!1:(—1)}:*“3 ca

. 1 _ . 1 i ::_.
l'f_% X hWEt_\!'ET] 7 X+3

Lecon 4 ﬁ anc:tians Iogarithl‘nes



i —3 i 1 2Inx _1_ -
LL__ 1
car Tﬂrg ¥ =0; "Tm_fzoe"

fim -5 x+3=—c0,

X—too
2.0) J$5tiﬁons que la droite (D) d’équation
y=-7 x+3estasymptote oblique & (€) en ~c.

. 3 1 .

Jim (fx)=(-gx+3)) = tim 20r_1 g
Iny :

car lim_ 5 =0; Jim —} =0donc la droite (D)

d'équation y = —-;— X + 3 est asymptote oblique

a(c 'Jen +00,
b) Résolvons l’equutlon f(x) —-—- X +3.
_1
—px+34 A=t 1 x+3=»2[nx 1=0

ex=Jeetf(/e) =—%,/E +3donc(D)

et (€ ) se coupent au point E( e ; \/— +3).
c) Etudions les positions relutwes de (D) et (€).

On cherche le signe de f (x) - (- 5 o 3)
2Inx — 1

c'est-a-dire le signe de =

Comme vV x€]0;+of, x> 0.
Le signe de f (x) —(—% x +3) s'obtient en
résolvant l'inéquation : 2lnx -1 > 0.

21nx—1>0=>lnx>-%— e x> J/e,onendéduitle
tableau des signes suivant :

x 0 Ve

S - Btl:] +

. vx€l0; e[onaf(x)~(-5 x+3)<0doncla
courbe est au-dessous de (D]

e Vxel/e ;+o[onaf(x)- (—— x+3)>0donc
la courbe est au-dessus de (D).

(i?) et (D) se coupent au point E( Ve ; —— Je +3).

g{x)
2x*

x+3}

3. a) Justifions que ¥V x €10 ; +oo[ , f (x) =
fest dérivable sur ]0; +oo[ et

' —2lnx+1 _ —x*—4Inx+6
fioy=-g + 22A0EEL - '

xz 2x2
orglx)=-x?-

4lnx +6donc f 'x) = 5= g(x)

b) Déduisons le sens de variation de f puis son
tableau de variation.

vx €]0; +oof, 2x? > 0 donc le signe de f '(x)
est celui de g(x).

X 0 o +(13.
) + 0 -

Sens de Variation de f:
-vx€]0;alf(x)>0donc/ eststrictement
croissante sur JO; al.

-v x € Ja; +o f'(x) < 0 donc /" est strictement
décroissante sur Ja; +oo[.

Tableau de variation de f:

X 0 a +:x#
10 ' - |
/@ |

ol T

4. Déterminons les coordonnées du point A de
(%) tels que (‘é}) admet en A une tangente (T)
paralléle & (D).

Soit A(a, f (a)) donc la tangente (T) :

y=f"la)x- a)+f(a)et (D): y-——x+3,

M)/ )+ f'(@) =~ % =-1

& ~4lna=-6<a=e? donc A(e%:f(e%) ).
4, Tragons (D), (‘é) et (T) dans un repére
orthonormé (O, I, J).

%)

D) T

T
3

21©)
-3 4
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Résumé de cours

o Fonction logarithme népérien
1.1. Definition

imitive sur
m La fonction logarithme népérien, notée In, est la primitive

10; +oo[ de la fonction x + jlf qui s'annule en 1.

1.2. Conséquences de la définition de la fonction In
« L'ensemble de définition de la fonction In est ]0 ; +o2[.

O |
« La fonction In est dérivable sur JO ; +oo[ et ¥ x € ]0 ; +of, (In)'(x) = -
¢ In(1)=0.

1.3. Proprietes algébriques

Pour tous nombres réels a et b strictement positifs et » un nombre réel, on a:
Propriété fondamentale

« In(ad) =Ina+ Inb

Conséquences
. ln(-;;)=—lnb . ln(%)=lna—lnb

En particulier
e In(@") =rlna e InVa = % Ina

1.4. Etude et représentation graphique
a) Limites de référence

) . : nx
lim Inx=+00 ; lim lnx==-0 ; Im Inx ;
X—-+oc T— =t X
. . In(1+x . | |
limxlnx=0 ; Iim Lii s JPF 1 ; lim ”_x1 =
10 x—-0 X x—1 X |

b) Variation et représentation graphique

Sens de variation

vx €]0;+oof, In'(x) = % et %> 0, donc la fonction In est strictement croissante sur 10 ; +ooy.

A Pour tous nombres réels a et b strictement positifson q -
o In(@)=Inb) @a=5h

o IN@<Inbh)=a<hb

e 0<a<lelnfa)<0

e ¢>1Inla)>0

Remarque

La fonction In est une bijection de ]O ; +e¢[ sur R. L'antécédent de 1 est noté ¢
Ainsiln(e)=1,ona:e ~ 2,7182. :
vmeRVYx€e]0;+x[;Inx)=m < x=¢",

T T T
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Résumeé de cours

Représentation graphique

1
0

1.5. Ensemble de définition de la composée d'une fonction numérique
et de la fonction logarithme népérien

Soit u une fonction numérique.

« Onnote Qr l'ensemble de définition de la fonction ftelle que: f=Inow.

XE Dj.m x€D etulx)>0.

« Onnote @g I'ensemble de définition de la fonction g telle que : g = Ino|u.
JCEDE = x€eD etulx)+#0.

© cquations - Inéquations
Equations du type, (E) : In(u(x)) = In(v(x))
Pour résoudre |'équation (E) :
On détermine I'ensemble de validité V de I'équation (E): x €V « u(x) > 0 et v(x) > 0.
Puis on utilise 'équation équivalente : (E) : In(u(x)) = In(v(x)) « u(x) = v(x).
Inéquations du type, (I) : In(u(x)) < In(v(x))
Pour résoudre 'équation (I) :
On détermine 'ensemble de validité V de l'inéquation (I) : x € V = u(x) > 0 et v(x) > 0.
Puis on utilise l'inéquation équivalente : (I) : In(u(x)) < In(v(x)) « u(x) < v(x).

€© Dérivées et primitives
Dérivées
A o Siuestune fonction strictement p051twe et dérivable sur un intervalle K,

alors Inou est dérivable sur K et (Inew)' = u
« Siwu est une fonction dérivable sur un intervalle K sur lequel elle ne

s'annule pas, alors Ino|u| est dérivable sur K et (Ine|u|)' =2~

Primitive

Il u étantune fonction dérivable sur un intervalle K sur lequel elle ne s’annule

pas, la fonction du type % admet pour primitives les fonctions du type
x + Inju(x)]|+Col CER
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Résumé de cours

o Fonctions logarithmes de base «
4.1 Définition

. +o0[ - (1), la fonction
On appelle fonction logarithme de base g, @ € 10; +oo[ = {1)

In(x)
notéelog, et définie sur J0 ; +oof par log, (x) = 17y

Vocabulaire

* Lafonction logarithme de base e est la fonction logarit!'lme népé‘fr':zi
* Lafonction logarithme de base 10 est la fonction logarithme décimal.

4.2 La fonction logarithme décimal

m On appelle fonction logarithme décimal, la fonction notée log et définie

sur]O ; +oo[ par: log(x) = ]:]n((:;})) ;
Conséquences
° log(l) =0 3
* log(10)=1;

* YneqQlog(10") =n;
*si10"<a<10"*1, alors n <log(a) <n + 1.
e Etude de fonctions faisant intervenir la fonction lo

Pour étudier une fonction faisant intervenir la fonction In, on peut suivre les étapes pour
I'étude d'une fonction dans le cas général.

garithme népérien

m




s de renforcement

Sachant que In2 = 0,693 et In3 = 1,098,
Calculeln6 ; IN9+In8 ; In9xIn8 ; In72;

n(%) ; in(3)etin32.

Détermine la valeur exacte de chacun des
nombres suivants :

A=%ln(e*} : B=ln(—e1?);
C=%ln(5\%) . D=2n((e/e)").

Simplifie chacune des expressions suivantes :
A=In(V7+2) +In(V7-2);
B=In(y7+2) -In(y7-2);

c=n (YV7+2)+In(VV7-2).

Ecris sous forme de Ina chacun des nombres
réels suivants, a € R.*,
A=5In4-3In8+In2;B=Iny/3-1n9-1n(3/3);
C=In(0,1) +In10 - In(0,001) ;

D=In(1+y2) +In(v2-1);

E=In(/3-1) +In(255).

Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

A=+ (144 )(1+5 )% x (1497) et

B=i@+n(1+4 J+h(1+5)+.+n(1+).
1.Démontreque:A=n+1.

2. Déduis-en une expression plus simple de B
en fonction de .

& Soit 7 un nombre entier naturel non nuleta un

nombre réel strictement positif.
Calcule la somme :

S=In(@) +In(@") +.... +ln(a)+ln(1)+in(%)
..... +In( =) +In( )

Dans chacun des cas suivants, fest une fonction
de R vers R définie par une formule explicite.
Détermine 'ensemble de définition de f.

1. f(x)=In(-2x +3); 2. f(x) =In(12 x)~ In(4+x);
3.f(x)=In(2x?-3x +1);

Dans chacun des cas suivants, fest une fonction

de R vers R définie par une formule explicite.
Détermine 'ensemble de définition de 1.

1. f(x)=In|3x-5| ; ZIf(x):ln(Szx_ﬁ-x‘l)i
3—foJ=ln}%i%.

Legon 4 Fonctions logarithmes

8" On considére les fonctions de f, g et h de R
vers R définies respectivement par :
fx)=In(2x - 1)+ Inlx +3),

g(x) =In[(2x - 1)(x + 3)] et

hix) =In| 2x = 1|+ In| x + 3].

1. At-onf =g?, f=h?g=h?lustifieles réponses.
2. Trouve le plus grand ensemble sur lequel F i
et g coincident.

3. Trouve le plus grand ensemble sur lequel S

et h coincident.
4, Trouve le plus grand ensemble sur lequel g

et h coincident.

110 Résous les équations suivantes dans R :
1.In2x+1)=0; 2.Infe-3x)=1;
3.In(x-3)=In2x+1); 4In(y/x—-4)=1.

44 Résous les équations suivantes dans R :
1.In(-x2+6x-5)=0; 2.In(x2-1)=In2x;
3.In(5x+2)-In(x +2)=In(x = 2) ;

4.Iny2x—3 =In(6 - x).
142) Résous dans R les équations suivantes :

an(|£=%]) =0;
b)In(|x—-2]) =In(3x-2) ;

c) Injx? = 2x| = In|x - 1].

_____

1.(2x-1)(1-In(2-x)) 20 ;

2.In(2+2x+1)20 ; 3. (1-lnx)(2+Inx) <0.
{14 Résous les inéquations suivantes dans R :

1.In(2x +1) +In(x = 3) < Inx ;

2.(Inx)* + (Inx)? = 5lnx+3 > 0;

3.(1-Inx)(2+1Inx) <0.

@ Etudie le signe de chacune des expressions
P, q et rsuivantes sur R :
pix) = (nx)(lnx = 1) ; gx)=7xIn(3 -x);

rx)==xtIn(x +1)

116/ Détermine le plus petit entier naturel dans les
différents cas suivants :

1 (3) <10
2. 3(/2)">105x 3.
3.105(1,11)" <250000(1,4)"




17 Calcule les limites suivantes :

DM =2)Inw=2); b) lim_in(2=7) ,

[
@1 T2V s myn(3=1);0 i n(£=3)

£

18 Calcule leg limites suivantes 2

. In(x+ 1) In(2 — x)
0) ||m —_— . H ekt s I
x—-0Q v X J b) -El_r_n xX— !
im X — 1 Xlnx — ¢
¢ lim x—e i dlim “1_—_('"

19 Calcule les limites suivantes :
imxn(L) . oo (X=2
Q) _‘|II_I'.T6.1|I1( .1') 3 b)_‘_ﬂrgm,lln( % );
; ) 1
A tim_ (x+mn(1)).
20 Détermine les limites de faux bornes de son
ensemble de définition dans chaque cas :
Lfw=xn(1+2); 2 fu= -3y,
3.f£r)=lnl—_;rz£_:1—1-|.

-

21 Calcule la limite en +o de |g fonction :
In(x—3)

Y2 T +2)

22 Etudie la continuité et la dérivabilité de fen %
dans les cas suivants :

In(1+x%

{f{x>= =
f0)=0

2{ f)= 1"1xx,six<1

,Six#£0
1.

_1+Inx .
f{x)—ix six =1

23 Détermine la dérivée f/* de la fonction fdans
chacun des cas suivants :

1100 =" ;2 =2 -in(/E);

3./(0)=(1-x)In(1-x) +x.

24 Détermine la dérivée f’ de la fonction f dans
chacun des cas suivants :

1.1 (x) = (m_:}z ; 2. (x)=x*+

3./t =xin(51).

25 Soit 4 la fonction de R vers R définie par :
hix)=In(2x—/x).

1. Détermine I’ensemble de définition A.
2. Calcule la dérivée de A.

.
1

2+ Inx
X

36 Dans chacun des cas suivants, .t:hf.-ten-nimE s
primitive sur K de la fonction /" qui prenq |,

valeur y, en X

~13. ) =2et z_l
1/00= 50 =[F i el xm2ety, 2

= =3
2.fx)= I—rf' ; K=10;+0[, x,=e et y,= 5

1 1. - _
3.f(x)=}"m :K=]1; +oo[, x, eze't,}’,;, 2in2.

27 On donne la fonction fdéfinie sur IR par :
S (x)=x Inx.
1. Justifie que f est dérivable sur ]O ; +wof gt
calcule f'(x).
2. Déduis-en une primitive sur ]O ; +oo[ de |q
fonction I[n.

28 On donne la fonction f'définie de R vers R pqr -
- _ _ 8x*—13x+4

S = (5x—2)(2x—1)*"

1. Détermine les nombres réels a et b tels que,

2
pour tout nombre réel x de ]“‘t_‘x} - 3-[ )

_. 4 b
f(rx}_ sx__2 +{2x__1)2‘
2. Déduis-en la primitive de f qui prend lg

_?' 1
valeur B en g

29/ Résous dans R? les systémes suivants :

{ X—y=-2 _2{2lnx—lny:‘|
“LInx+Iny=1In2 4] 5inx + 3iny=4"-
30 Résous dans R? les systemes suivants :
1 { (Inx)(iny) = —15 5 { xX*+y?=29
Unpgyy=-2 < Inx +Iny =In10’
. { (%) +In(1?) = 2In6
' X+y=—1

31 On donne la fonction

= xinx J'de R vers R définie par:
T=x

Six#0etx+ Lf(0)=0etf(1)=-1.

1. Détermine ensemble de définition de £.

2. JUSt‘ﬁ'e que l'on peyt Prolonger par continuité
la fonctlonfen Oeten1,

3. Ngtons gce Prolongement.
gtudle la dérivabilite de genOeten1.
onne une Interprétation graphique.

bres suivants sous la
N nombre rationne -

log, 243 log,, 9, log, (ﬁe-%ﬂs_)
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Exercices d'approfondissement

33 On considere la fonction f définie par
JW)=In(ax +b), et (€) sacourbe représentative.
Determine les nombres a et b tels que la courbe

(€) passe par le point A(2 ; 0) et la tangente &
(€) en A qit pour coefficient directeur -2.

34 On donne la fonction fde R vers R définie sur

R\{1} par: f(x) = E%nl_;i]
1. Soit x un nombre réel différent de 1, Calcule
f1+x)+A1-x).

2. Justifie que la courbe de fadmet un centre de
symétrie dont tu préciseras les coordonnées.

On donne la fonction fde R vers R définie par :
S0 =In|x? - 4x + 3|

Justifie que la droite d’équation x = 2 est un
axe de symétrie de la courbe de .

1. Dans chacun des cas suivants, démontre que
la fonction f'de R vers R définies ci-dessous
est impaire :

a) f)=Inlx+ yx*+1);

bfW=In(475), aer.

2. Démontre que le point Q (% ;0) est le centre
de symétrie de {'Qg), la courbe de g ol g est

définie de Rvers R par g(x) =2x—1+In (=1 ).

Soit p le polynéme défini par :
plx)=-x*+x?+5x+3.

a) Calcule p(3) et détermine une factorisation
de p(x) puis son signe suivant les valeurs de x.
b) Déduis-en les solutions dans R de :

(E) : In(x?) = In(=5x = 3) =-In(-x + 1).

(1) : (In(2 = 3x))* = (In(2 = 3x))* + 5In(2 - 3x) + 3 2 0.

1. On consideére la fonction g définie sur ]1 ; +oo[
_ 1
par: glx) =277y
a) Détermine les réels a, b et ¢ tels que :

b 8
Vex>1,g{x)=-%+ X+1 T x—-1

b) Détermine les primitives G sur]1 ; +oo[ de
la fonction g.

2. Soit /& la fonction définie sur ]1 ; +oo[ par
Inx

h(x}=_ x2_1 .

a) Calcule A'(x).

39

40

41

b) On considére la fonction f'définie sur

11; +oo[ par f(x) = {x%rin%r)? . En utilisant les
questions les questions précédentes,

détermine la primitive F de f qui prend la
valeur - % In2+ %— In3 en 2.

1. Vérifieque h: x » In(x + yx*— 1) estune
primitive sur ]1; +oo[ de la fonction
gixnm

x*=-1"
2. Détermine une primitive G sur ]1;+cc[ de la

fonctiong:xr—»‘/%.
3. Déduis des questions précédentes la

i 5-4x _ .
primitive F sur ]1; +oo[ de f: x » ——=—= qui
s'annule en 2. VX" =1

Soit f la fonction définie sur lintervalle
|33+ oo par:f(x) = -x2 + 2~ In(2x + 1),

On admet que f est dérivable et on note f” sa
dérivée. Le tableau de variation de la fonction

festle suivant :

X —% 0 % +00
f'x)
+00 $on(3)
f&) N N
0 —00

1. Justifie tous les éléments contenus dans ce
tableau.

2. a) Justifie que 'équation f (x) = 0 admet une
solution a dans l'intervalle ]+% ko co[ :

b) Donne un encadrement de o d’amplitude
102
3. Détermine le signe de f'(x) sur l'intervalle
—‘2‘;+w I

On considére la fonction de R vers R définie
par: f(x) =In(—g§+?12~)+x.

1. Détermine D, 'ensemble de définition de /.
2. Calcule les limites de f en —o0, en +w, @

gauche en -1 et a droite en 1. Donne les
interprétations graphiques en -1 et en 1.

3.a) Démontre que vV x € DJ,,
fx) =ln( ;t} )+x—ln2

Lecon 4 Fonctions logarithmes



43 fes

b) Déduis-en que la droite (D) d'équation
V=x-1In2 estune asymptote oblique & (¢ P

c) Détermine la position relative de (¢ ) par
rapport & (D). :

4. Etudie le sens de variation de /et dresse
son tableau de variation. '

5. Détermine les coordonnées des points A de

(€ ) ot la tangente (T) en A & (¢ ) est paralléle

a la droite (4) d'équation y = %x ~8,

Représente graphiquement les droites (4), (D),

les tangentes aux points A et ('(';’ dans un
repére orthonormeé ( O, I, J).

La courbe ci-dessous est celle d'une fonction g
définie et dérivable sur ] 0 ; +oo[.
La droite (AB) est la tangente & la courbe (€ )
enA. §
Ona:A(1;-1) ; B(0;-3)etC(e;1—7).
1. a) Détermine une équation cartésienne de
la droite (AB).
b) Sur le graphique, lis les valeurs de g(1) ;
gle) et g’(1).
¢) Dresse le tableau de variation de g.
2. On suppose que g(x) est de la forme
glx) =alnx + % ol a et b sont des réels.
a) Calcule g’(x) en fonction de a et b.
b) A l'aide des résultats précédents,
détermine les réels a et b.
c) Justifie qu'il existe un unique réel a dans
]0; +o[ tel que lna = - etque 1,7 <a <18
d) Déduis-en le signe de g(x) suivant les
valeurs de x.

t la fonction de R vers R définie par:

S0 =x+1n| 57 .

1. Détermine I’ensemble de définition de /.

2. Détermine les limites de f aux bornes de
son ensemble de définition.

44

45

résultats.

Interpréte les .
p ue fESt impﬂlfe. Donnes..en Ung

3. Démontreq _
interprétation graphrque..
4. a) Démontre que la droite (D) : ¥ = x est yne

; = t en +oo,
symptote a (€ en'rlnoe :
E)}[‘Jétl::ermine les positions relatives de

(¢ et (D).
5. Etudie le sens de variation de f et dresse

son tableau de variation.

6. Détermine une équation de la tangente (T)
a(¢)au point d'abscisse 0,5.

7. Démontre que sur lintervalle]1 ; +o[
Péquation f (x) = 0 admet une unique
solution a et justifie que 1,54 <a.< 1,55.

8. Construis (€) dans un repére orthonormé
(0, L J). '

On considére I'équation (E) : & — x" =0, o
x est un réel strictement positif et 7 un entier
naturel non nul.
1. Justifie que I'équation (E) est équivalente &
l'équation (E") : In(x) -3 =0.
2. Soit f la fonction numérique définie sur
10 ; +oo[ par: f(x) = In(x) -%.
a) Calcule les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition.

b) Etudie les variations de /.
3. Détermine le nombre de solutions de
I'équation (E) suivant les valeurs de n.

On considére la fonction g définie sur
]-0;0[ par:g(x) =-1-2x In(x).
Partie A
1. a) Calcule la limite de g en 0.
Interpréte ce résultat.
b) Définis le prolongement par continuité
kde g.
c) Etudie la dérivabilité de k en 0. Interprete
ce résultat.
o 8(X)
2. Calcule M == Interprete ce résultat.

ations de e son
tableau de variation, g et dress

4. Justifie que 'équation g(x) = 0 admet une

unique solution ¢ e ]-—co ; g—[ , puis justifie qué
®$€]-1,5;1,4[,

Donne un encadrement de aa 102 pres.
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5. Déduis-en que: vx €] -oo;af, g(x) >0 et
vx€]a;0f gx) <0,

Partie B

On considére la fonction f'définie sur

]-00; O[ par f(x) = % = In¥(=x).

1. Calcule les limites de f'en —oo et en 0.

S
2. Calcule r|_|.l11m—x— . Interpréte ce résultat.

3. Justifie que f'(a) = 4“;_ 1
encadrement de f (a). %
4. Justifie que le signe de /() est celui de g{x).
5. Déduis-en le sens de variation et le tableau
de variation de f.

6. Construis la courbe (€ ) de f'dans un repére
orthonormé (0, 1,J). °

Partie C

1. Justifie que la restriction i de f &]a; O[ est
une bijection de Ja; O[ sur un intervalle K & déter-
miner. On note /1 la bijection réciproque de A.
2. a) Calcule A(-1) et justifie que A" est
dérivable en -1.

b) Dresse le tableau de variation de /1.

c) Calcule A(-1) et détermine une équation

de la tangente (T) & (€,-1) en -1.

3. Construis la courbe (I") de A ! dans le
méme repére orthonormé (O, I, J).

et donne un

On considére la fonction u de R vers R définie
par: u(x) = 2x* =1+ 2In|x]|.

Partie A
1. Résous dans R I'équation 3x* +1=0.

Justifie que u( =3/ ) ==& (5 + 21n3).
2. Détermine I'ensemble de définition de w.
3. Calcule les limites de u# en -0, 0 et en +c0.

4. Etudie les variations de u sur R* puis
dresse son tableau de variation.
5. a) Justifie que ’équation u(x) = 0 admet
une unique solution a dans ] 0; +ool.

b) Justifie que 0,8 <a <0,9.
6. Justifie que : Vx € ]-00; O[U] O0; af , ulx) <0

et v x € Ja; +oof, u(x) > 0.

Partie B

On définit la fonction f'sur R* par :
In| x

f=2x- __lz_l

On appelle (€) la courbe représentative de

£ dans le plan muni d'un repere orthonormé
(0,1, J ). L'unité graphique est 1 cm.

1. Calcule les limites de f'en ~.

Legon 4 ﬁ Fonctions logarithmes
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Interpreéte la limite en 0.
2. Justifie que : f(a) = 3a - #, et que
1,62 <f(a) < 2,1.
3. a) Justifie que la droite (D) d'équation y = 2x
est une asymptote oblique a (€).
b) Etudie la position relative de (¢) par
rapport & (D).
; u(x)
4. a) Justifie que YX€R*, f(x) = =g
b) Déduis-en le sens de variation de fpuis
dresse son tableau de variation.
5. Trace la courbe (€) de /. Prendre o = 0,8.

Partie C

Considérons la restriction 4 de f & ]-%0; O[.

1. Justifie que A est une bijection de -0 ; O[
dans un intervalle K & préciser. On note A
sa bijection réciproque et (¢) la courbe
représentative de A,

2. a) Calcule A(-1) puis justifie que /4 est
dérivable -2.

b) Détermine la valeur exacte de (h)(-2).
3. Détermine une équation de la tangente (T)
al(g)en-2.
4. Dresse le tableau de variation de A™.
5. Construis (¢) dans le méme repére que (€).

6. Sur ]-o0 ; 0, on donne la fonction g définie

par glx) =x*+ I_n_r;-__1 +CouCeR

a) Justifie que g est une primitive de f'sur
10 ; +col.
b) Détermine la primitive de f qui prend la
valeur e en e.
Soit la fonction définie sur l'intervalle
[10; +oo par: f(1) = Int2;2 .
Partie A
1. Justifie que f (f) peut s'écrire sous la forme
t
fin=35_2
Déduis-en la limite de f7) quand ¢ tend vers +oo.
2. Calcule f''(¢) et montre que f(t) = %
3, Etudie le signe de f '(7) sur [10 ; +oo[ et

dresse le tableau de variations de f.
On fera figurer dans ce tableau les valeurs

exactes de /(10) et de f (¢?).

Partie B : Application

On se propose d'étudier la capacité pulmonaire
de I'étre Humain en fonction de son dge ¢, ¢
représentant I'dge en année et g(#) la capacité
pulmonaire en litre.




On admet que sur I'intervalle [10;60),0na
g =2201(n

1 Donne 'expression de €(1) sur [10; 60).
2.En utilisont lo partie A, préciser la capacité
Du’mjnnmre maximale et 'dge ol elle est
otteinte. Donne une valeur approchée de
I'dge & un an prés et une valeur exacte puis
approchée & 10 ' prés de cette capacité.

3. Recopie et compléte le tableau de valeurs
suivant :

T 10 [15 [20 [25 [30 [40 [50 ]60
Tttt
gln) | ’ j
&. Construis (¢ ) la courbe représentative de g
dans le plan rapporté & un repére orthogonal
(unités graphiques 2 cm pour 10 ans sur l'axe
des abscisses, 2 cm pour 1 litre sur 'axe des
ordonnées).

Pour les questions 5 et 6, faire apparaitre sur
le graphique les tracés utiles.

5. Détermine graphiquement l'intervalle de
temps durant lequel la capacité pulmonaire
est supérieure ou égale a 5 litres.

6. Détermine graphiquement a quel age la
capacité pulmonaire a diminué de 20% par
rapport a la capacité pulmonaire maximale.

On veut suivre I'évolution de la population
dans une culture bactérienne, suivant la
température a laquelle on soumet cette culture.

Pour une température x, en dizaines de degrés
Celsius, comprise entre 0,1 et 4, le nombre de
bactéries, en millions, dans la culture est

fx)= *( -'g ) +5+x + 2Inx.

1. A quelle température, €n degrés Celsius,
le nombre de bactéries dans la culture est-il

maximal 7

Dans les deux questions suivante:s, on fero
apparaitre les traits de construction utiles.

2. Détermine graphiquement le nombre de
bactéries dans la culture chauffée a 37,5°C.
3. Pour quelles températures, en degrés
Celsius, le nombre de bactéries dans la culture

est-il inférieur ou égal & 5 500 000?

49 Aucoursd'une étud

e sur les rythmes cardiaques

on note toutes les ¢inq minutes @ partir d;,
temps x = 0, correspondant au.début .d‘
répreuve physique, le rythme cardiaque d'ur
sportif en pulsations par minute. On considere
que la fonction f définie sur lintervalle [0 ; 30]
par flx) = ~2x + 60 + 32 (Inx + 1) permer
d'estimer le rythme cardiaque @ linstant
exprimé en minutes. _
1. Construis la courbe représentative de
la fonction dans un repére orthogonal en
prenant pour unités graphiques : 2 cm pour 5
minutes sur 'axe des abscisses, 1 cm pour 10
pulsations par minute sur 'axe des ordonnées
2. Au bout de combien de temps le rythme
cardiaque est-il maximal ? Quelle valeur
atteint-il ?
3. Quel est le rythme cardiaque du sportif au
repos ?
4. A l'aide du graphique, réponds aux
questions suivantes.
a) A quel instant le rythme est-il de 90
pulsations par minute ?
b) Dans les conditions de cette épreuve,
on considére qu'une personne est en trés
bonne condition physique lorsque la durée
pendant laquelle son cceur bat & plus de
1.,5 fois sa vitesse au repos est inférieure
vingt minutes.
Ce sportif est-il en trés bonne condition
physique ? Justifie.
:Lorer]rémel une personne est considéree
uvaise condition physique lorsque
son rythme cardiaque ottgin!t!soﬁ dépossz le
double du rythme qu repos.

Ce sportif est-il en mauvai iti
_ aise condition
physique ? Justifie. |

Fonctions logarithmes

Lecon 4 Ilili



50 On suppose que la glycémie (taux de glucose

51

sanguin en g.L ') en fonction du temps x
(en heures) d'une personne observée aprés
ingestion de sirop de glucose est donnée par
[ () =In(dx + 1) - x + 1 ou v varie dans
l'intervalle [0 : g]

1. Détermine l'instant (en minutes) auquel la

glycémie de cette personne est maximale.

2. Toute modification de la glycémie qui s’écarte

de 25% de la valeur moyenne de 1 gL

provoque des perturbations plus ou moins

graves chez 'lhomme.

Détermine l'intervalle dans lequel doit rester

la glycémie pour éviter toute perturbation.

3. Une glycémie supérieure & 1,25 g.L! est

appelée hyperglycémie ; une glycémie infé-

rieure a 0,75 g.L™* est appelée hypoglycémie.
a) Détermine graphiquement le ou les
intervalles de temps (en heures) pendant
lesquels la personne observée est en
hyperglycémie (faire apparaitre les traits
de construction utiles).

b) Méme question pour 'hypoglycémie.
N -, =

Une infirmiére libérale parcourt chaque jour
entre 40 et 80 kilométres. Elle calcule le
montant de ses frais de déplacement.

Soit g la fonction définie par :
g(x) = 200(1 + 2In(0,04x)). On admet que

g(x) représente alors le montant des frais de
déplacement exprimé en F CFA en fonction du
nombre de kilométres parcourus par jour.

On te demande de déterminer le nombre
de kilometres & partir desquels ces frais de
déplacement s’éléveront au moins & 600 F CFA.

52 Partie A:

Soit la fonction g définie sur ]0 ; +»[ par :
gly)=x'-1-Inx.

1. Calcule les limites de g en 0 et en +,

2. 0n suppose que g est dérivable sur JO ; +~[.

Démontre que pour tout nombre réel
-1

X
3. Détermine les variations de g et dresse son
tableau de variation.

4. a) Calcule g(1).
b) Démontre que I'équation g(x) =

ot2]

On désigne par o cette solution.
Justifieque:0,4<a<0,5.

5. Déduis de tout ce qui précéde que:
six €]0; afu] 1;+oo[, alors g(x) >0;
six €]a; 1 alors g(x) <0.

strictement positif x, g'(x) =

0 admet

une solution unique sur

Partie B :
Soit f* la fonction définie sur ]0 ; +oo[
par: f(x)= *“g" "lx -

On note (C) sa courbe représentative dans le
plan muni d’un repére orthogonal (O, I, J).

L'unité est 4 cm sur (OI) et 2 cm sur (0J).
1. a) Détermine la limite de fen 0.

Donne une interprétation graphique du
résultat.

b) Détermine la limite de f en +o0.

2. On suppose que f est dérivable sur )0 ; +oo[.
Démontre que, pour tout nombre réel

(x)

3. a) Démontre que : f(a) = 200 + i

strictement positif x, /'(x) =

b) Etudie les variations de f et dresse son
tableau de variation.

4, a) Démontre que la droite (D) d’équation
y =Xx est asymptote a (C) en +oo.
b) Etudie la position de (D) par rapport a (C).
¢) Trace (D) et (C).
On prendra o = 0,45 et f () =
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ombre de pieces par miny
rP:Jeulrn avoir la rentabilité maximgq|g

détermilne
a produire

Situation complexe

53" Sur une chaine de production de piéces
métalliques, on sait que si on produit trop
Peu de piéces & la minute (cadence faible) on
perd de l'argent et si on produit trop de piéces
a la minute (cadence élevée), les machines
chauffent et s'usent plus rapidement.

On a réussi & modéliser la courbe de
rentabilité de la chaine de production par la

ce
fonction f définie par : £ (x) = 24 In(x) *%x, Coup fos
définie sur 10 ; 200] ou x désigne le nombre de
iéces produites & la minute. : ' uis déterminer
Ee Dirzcteur de l'usine veut accroitre la 53 EtUdier’ la fon;:(}nfp
rentabilité de la chaine de production. N'ayant le maximum de f.
Pas de personnel qualifié, il te demande de
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i FONCTIONS
LoY) EXPONENTIELLES
W ET PUISSANCES

La structure des ponts suspendus a beaucoup évolué dans le temps. Cependant,
deux contraintes importantes sont a prendre en compte lors de la construction
d'un pont suspendu. Comment limiter les effets du vent et ceux de la résonance ?

SITUATION D'’APPRENTISSAGE

Pour son premier stage pratique dans linfirmerie de ton
établissement, un étudiant en médecine regoit un éléve malade. Il
lui donne des médicaments que |'éléve prend immédiatement.

La fonction qui modélise la masse M, en mg, de ce médicament
encore présent dans le sang de cet éléve ¢ heures apreés sa prise, est
la fonction telle que : M(f) = 50e ~%75',

En vue de prescrire si possible d'autres médicaments plus tard, le
stagiaire désire visualiser cette masse M en fonction du temps 1.

11 sollicite le professeur de Science de la Vie et de la Terre (SVT). Ce
dernier associe la classe au projet.

Motivés pour la cause, les éléves de la classe s'organisent et
décident de faire des recherches sur les fonctions.

Legon 5 ﬁ Fonctions exponentielles et puissances




HABILETES ET CONTENUS

1 Fonction exponentielle népérienne

|

Connaitre :

* la définition de la

. fonction exponentielle
népérienne

» la dérivée de la fonction exponentielle
népérienne

* les propriétés algébriques de la fonction
éxponentielle népérienne

¢ les limites de référence de la fonction
exponentielle népérienne

» des limites des fonctions com portant la
fonction exponentielle népérienne

« le sens de variation de la fonction
exponentielle népérienne

« la représentation graphique de la
fonction exponentielle népérienne
Noter :

» la fonction exponentielle népérienne
Utiliser :

« les propriétés algébriques de la fonction

exponentielle népérienne pour transformer
une écriture

2 | Equations - Inéquations
Résoudre :

des équations et des inéquations faisant
intervenir la fonction exponentielle népérienne

|

3 | Deérivees et primitives

Connaitre :

« les fonctions dérivées d'une fonction du type:
expou

« les primitives d'une fonction du type : u'e
Déterminer :

« la dérivée d'une fonction du type &

« des primitives d'une fonction du type u'e*

|

4 Fonctions exponentielles de base a

Connaitre :
« la définition d'une fonction exponentielle
de base a (a€ER *\ (1))

la fonction dérivée de la fonction exp_
. les propriétés algébriques de la fonction exp

s limites de référence de la fonction €xp,
comportant expa

o le .
. des limites des fonctions

. la représentation graphique exp,

Noter:

la fonction exponentielle de base @ (4€R *\ (1))

t intervenir la
d'une fonction faisan
S | fééggt?on exponentielle népérienne

Déterminer : .
. l'ensemble de définition d'une fonction
comportant exp

« les limites d'une fonction comportant exp
aux bornes de son ensemble de déﬁmtnon

« les branches infinies d'une fonction
comportant exp )

« la dérivée d'une fonction comportant exp

« le sens de variation d'une fonction
compotant exp

Représenter :

graphiquement une fonction faisant intervenir
la fonction exponentielle népérienne

6 | Fonctions puissances

Connaitre :

+ la définition d'une fonction puissance
d'exposant réel non nul

+ l'allure et la représentation graphique de la
fonction:x - x* (@ € R *\(1))

B l_es propriétés algébriques de la fonction
puissance d'exposant réel non nul

» les propriétés relatives  |q croissance

comparée des fonctions logarithme népérien,
exponentielles et puissances

« laformule de |g dérivée d'
type u®, a R*

» les primitives ¢
m € R\(-1}

Noter :

une fonction
non nul

une fonction du

une fonction du type u'u”,

PUissance d’exposant reel

Legon 5 Fonctions EXponentie|ieg et puissances




Déterminer : Utiliser :
» l'ensemble de définition des fonctions . les limites de référence pour calculer
comportant des fonctions puissances d'autres limites
o les llmi.tes infinies des fonctions comportant . les limites sur la croissance comparée
des fonctions puissances pour calculer d'autres limites
« les branches infinies des fonctions Représenter :
comportc:rjt des ﬂ.:mctnons puissances « graphiquement une fonction comportant
« la fonction dérivée d'une fonction des fonctions puissances
compo i i i

P r?ur.\t.des fonctions PulSSHIces « graphiquement une fonction du type u*
« les primitives d'une fonction du type u'u",
m € R\{-1}

INSTALLATION DES HABILETES

Activité 0 Fonction exponentielle népérienne

1.1. Définition

1. Justifie que la fonction In admet une bijection réciproque de R vers J0 ; +o[,
(on l'appelle fonction exponentielle népérienne et on la note exp).
Ona:vxel0;+o[etyER,

e INx=y &S x=expy - « In(expy) =y et exp(lnx) =x

2. Calcule exp(0) et exp(1).

3.Onrappelle que: ¥ x €]0;+o[, YV r€ Q, In(a") = rinla).
Pour tout nombre rationnel 7, détermine In(exp(r)) et In(e’).
Déduis-en une expression de exp(r) comme une puissance du nombre réel e.

« La fonction exponentielle népérienne est la bijection réciproque de la fonction In.
On la note exp.
Et, v r € Q, exp(r) =€’ (¢ est "e puissance ", "e exposant " et peut se lire

"exponentielle de r").
On convient d’étendre cette expression @ tout nombre réel x :

v x € R, exp(x) = & (¢ se lire "exponentielle de x").
« Conséquences immédiates
- La fonction exp est définie sur R.
-Vx€R,In(e) =x.
-vx€]0;+of, e*=1x.
-vx€R, Vy€eo;+xof e =yex=Iny.
-¥xeR, e >0.

Legon 5 Hil Fonctions exponentielles et puissances



Exercices de fixation ||

W Ecris plus simplement : 113 Détermine, dans chaque cas, le nombre el .
In(e?) ; In(e ) : In(—%] et s g . peing, a)e’=2;
. ¢ b) e¥* = 7;
B Ecris le plus simplement possible : gets=1.
In(e®) + In(e?) - In(%),

1.2. Propriétés algébriques

Soient g et b deux nombres réels, » un nombre rationnel.
1. a) Justifie que : In(e?**) = q + b.

b) Justifie que :In(e” x e) = @ + b.
¢) Déduis des deux résultats précédents que : e* ** = e” x €”.

2.a) Justifie que: e = @17.
b) Justifie que: e** = g: .
c) Justifie que : e = (¢7)".

ek
Pour tous nombres réels a et b, et pour tout nombre rationnel r, e **=ex €”’; e =4 ;

et =5 e =(e).

Exercices de fixation

Ecris les nombres A, B, C et D suivants sous | W% Ecris sous la forme e chacune des expres-

la forme &* (a € Z). sions suivantes :
P Bx-1 =7 33
e

A=e'xe’; B=exe’; C=—7 ; D=(&) () X &% ; @32 x g5, :';z_, ; ‘i_z, x ‘Z_‘_.
¥ Ecris sous la forme & chacune des &2 Démontre que pour tout nombre réel x, on ¢

expressions suivantes : |- LB

P 1 (e?) 1+e™ 14+e
CES S . A o &
e e'xe
Slg? ~gl)reflier+e) -1

1.3. Fonction dérivée de la fonction exp
1. a) Justifie que la fonction exp est dérivable sur R,
b) On donne la fonction numérique f dérivable et définie sur R par: f(x)

Pour tout réel x, en remarquant que f'(x) = x, donne deux eNpresshune
Déduis-en, pour tout réel x, (exp)'(x).

2. a) Donne le sens de variation de exp.
b) Déduis-enque:YaER, Vb e R’ea=ebﬁa=be'i€"<e“’aa<b_

= In(exp(x)).
fférentes de /*(x).

« La fonction exp est dérivable sur R.

« VXER, (exp)'(x)=e" .
« La fonction exp est strictement croissante sur R,

« Pourtousréelsaeth, ¢'=¢" = a=b;e'<e ®a<b,(e°> et = a>p)
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Exercices de fixation

Dans chaque cas, on donne une fonction Calcule /(x) dans chaque cas, fétant une
numérique f'dérivable en tout point de son fonction dérivable sur R.
ensemble de définition &, a) f(x) = (¢ - 1)¢*;
Pour tout x élément de ‘-?Jf, calcule f"(x). b)f[.l’) =(e'+ 3){etr_. e):
af)=e-2x+3;b) f(x)=xe': ; ’

1
c) flx) = 3x2 - 4¢, c)f(x)= 5+e !
dfi=3t8

1.4. Limites de référence

1. La fonction exp étant une bijection de R vers 0 ; +o0[, déduis-en Jim_e‘et lim e
2.0) En posant X = ¢', détermine lim —i.— o

X=+go

b) En posant ¢ = -x, déduis de 2. a) Jim_ xe".

3. En utilisant la définition du nombre dérivée d'une fonction en un point, détermine IimU e:; 1 :
x —
lim €=0: | X =400 : i =0 G Coe o Ml -l B
L Ry ! xurgm g T xl_lnjmxe* O _V!I.me e xllf.nﬂ X =1
W Calcule les limites suivantes : Calcule les limites suivantes :
a) lim (1-3x)e* ; b) lim (1-3x)e ; 3 -4 3¢ —4
S X a) lm “e—2 i b lm ‘o=
c) xL”B (e'=2x+3) ;d) lim_(e™~2x+3);
; % Calcule les limites suivantes :
X = +oo X — =00 a) lim 5 i b) lim :
x=0 x—0 Ssinx

1.5. Représentation graphique
1. Dresse le tableau de variation de la fonction exp.
2. Trace la courbe représentative de la fonction exp dans le plan muni d'un repére orthonormé.

Exercice de fixation '

Parmi les courbes ci-dessous, indique celle qui représente la fonction exp.
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AELS e Equations - Inéquations
L Erl‘utiliscmt les propriétés relatives au sens
suivantes.

a)e'=3;b)e'=-6;c) e“=8;d}e"‘=e‘:9“"°'
2. En utilisant les propriétés relatives au sens de vari

suivantes.

a)e'>e-“;b)e-*<13;c) e 22e*
3. On considére I'équation (E) : x € R, €'

On pose X = ¢'.

a) Justifie que résoudre

b) Résous I'équation (E").

c) Déduis-en les solutions de (E).

d) En utilisant tout ce qui précéde, ré

1

« Pour tout nombre réel a élément de J-0; 01
- L'équation : &* = @, n'a pas de solution dans R.

- L'inéquation : e* < @, n'a pas de solution dans R.

« Pour tout nombre réel a élément de J0 ; +o0[.
- L'équation : e*=a, e x=Ina.
- Les inéquations:e* < a, €°>4,.
« Pour résoudre une équation du type
€ =X, avec X > 0, et P un polynéme.

Exercices de fixation rveaearees

B2 Résous dans R les équations suivantes :
1. e¥2=¢" 4, e+7=0
2. ¢'=1 5. e ¥*5=2
3.e*=0 6. (5 1-2)e**-e)=0
Résous dans R les équations suivantes :
1. e¥-5¢"+4=0

de variation de

ationdela fonct

-5¢' - 14=

(E) revient & résoudre 'équa

s _—
sous l'inéquation € i

.. sont respectiveme
P(¢)=0ouunein

2, 2e*-&"-3=0

Activité e Dérivées et primitives

3.1. Dérivée de e

|a fonction €XPr résous les équatig,

résous les inéquatio,

Y=g,

jon exp;

0.

tion (E) : X~ s5x-14=0.

5ot - 14 0.

entesax<lina, x >lna,...

nt équival
) <0 (Ple) 20,..), on o

équation du type P(€*

£ Résous dans R les inéquations suivantes:

1. ei’ < e ‘I' 6’3'x Z e"“
2. e > ¢ 5. e*1<1
3. e” < (&) 6. €3 +5<0

B2 Résous dans R les inéquations suivantes:
1, e¥-3¢"+250
2. e¥+e-6>0

On donne une fonction numérique u dérivable sur un intervalle K de R et on considére la foncte

numérique f définie sur K par: £ ) =e",
1. Justifie que fest dérivable sur K.

2. En utilisant la formule de la dérivée de la composée de deux fonctions, détermine f'(x)

u est une fonction numérique dérivable sur un intervalle K et fest | .
; fix) =€
La fonction fest dérivable sur K et, VX €K, f*(x) = u'(x)e"®. Jest la fonction définie par:f ()

Legon 5 Foncti



ExerCices de Yixation LR R e T T TR T T I L)
Détermine la dérivée de la fonction / sur | B8 Détermine la dérivée de la fonction f sur
l'ensemble K dans chaque cas. l'ensemble K dans chaque cas.
. a3 - "
l'f‘{v‘-)=€’2“l,K=R; 1-_/(¢rl=(,'r"|K_R!

2.fx)=e""" K=R:
3.f(x)= e, K=10; +oo[;
b flx)=3e "+e*2 K=R,

2.f(x) = e, K=R\0; 1};
3.f(x)=(4x’-5)e ¥, K=R;

4. f(x) = g{%g_'K=R"

3.2. Primitives de u'e”

Soit K un intervalle de R,  une fonction numérique dérivable sur K.
1. Donne la dérivée de la fonction f définie sur K par: £ (x) = ¢
2. Déduis-en les primitives sur K de la fonction : x + u'(x)e"™,

Kest un intervalle de R et u une fonction dérivable sur K.
Les primitives sur K de la fonction u'e” sont les fonctions e* + ¢, CER.

Exercices de fixation

Dans chaque cas, on donne une fonction nu- Détermine, dans chaque cas, les primitives
mérique f'continue sur un intervalle K de R. de la fonction f'sur K.
Déterrnlnt‘a*.lunelpnmltwe F de fsur K. a)f(x) = 264 - xe? et K=R ;
u)f(x)=?e etK=]-00;0[; b) f(x)=3e%% + 2xet K=R;
bl f(x)=e'"*etK=R; . -

) C)f(x)—”EGTEtK-»R,

Of(x)=7¢ et K=R; . !
= **etK=R.
d) f(x)=xe " etK=R; d) f'(x) = 8sin(x) x e5*o=* @

e) f(x)=9x%e**1etK=R.

Activits © Fonctions exponentielles de base a
4.1. Définition
Une caisse de retraite place un capital d'un milliard de francs CFA dans une banque au taux
d'intéréts annuels de 5% le 1* janvier d'une année.

On pose C, =1 et on note C_ (n€ N) la valeur acquise (en milliards de FCFA) par le capital & la
fin de la n*™ année.

1. Calcule la valeur acquise & la fin de 1%* année.
2. Justifie que la suite (C,) est une suite géométrique de raison 1,05 et de premier terme 1.

3. Justifie que : vn € N, C_=(1,05)". Déduis-en, une fonction C qui donne la valeur acquise,
par le capital, & chaque instant x.

o Vx€[0;+oof, Clx)=(1,05).

La fonction définie sur R : x ~ (1,05)%, est appelée fonction exponentielle de base 1,05.
» Soit @ un nombre réel strictement positif.

Pour tout nombre réel x, on définit a* par ; a* = ¢,

La fonction : x + @” est appelée fonction exponentielle de base @ et notée ex

p, et son ensemble de
définition est R.
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|

Exercices de fixation || E R )

W% Ecris chaque nombre sous la forme ¢, @p Ecris chaque nornbr:e sous la fozrrr:e as
Q) 3% ; b) 7,777 ; ) 2022}, glew ; b) sl ;o€ et

4.2. Propriétés algébriques R ay
Soient a et b deux nombres réels strictement positifs. | 4. Justifie que: vXERetvy EEE -on G. ar(;r —hab :
1. Justifieque: v xe R et VyeER,ona:a***=a"a. |5.Justifieque: vXER&NYE R, °“: L
R € R,on
2. Justifieque:vYxeR,ona:q "= —;‘ . % Justn?iq)ue RS
a ay
L] — b .

3. Justifie que : vx e R, et VyveR,ona:a' = % : b

Pour tous a et b éléments de ]0 ; +oo[ et pour tous nombres réelsx ety

axa=a" |a* = ;. y =a”’

S
Q%

pu]

(@) =av ax b = (ﬂb)x : = (%)x

o

Exercices de fixation

T2 Donne chacun des résultats sous la forme | TF Vrai ou faux ? Justifie.
2*(a € R). Aucune justification n'est demandeée. Q)4 x25=2"
_ 2 1
512x 2= | &= 77 = b) & =125x25
4 Y3
(45 = .. 643x8=. | B8 _ 8 e . g 2) o
45 see ) 2 4 ] d-) 4111 2 "
4.3. Limites de référence
Soit a@ un élément de 10 ; +oof.
Calcule les limites suivantes : a) r[i_n}rma‘; b) _lim_a".
Soit @ € R* (1} :
0,si0<a<1 ’ +o0,5i0 < @ < 1
. lim a'= { . o .rllm—ccax= { .
x = +oo +oo,sia@ > 1 0,sia>1
...................................................................................
=R Calcule les limites suivantes : 1.Calcule lim (2% - 59
X —+oo :
a) lim 0999 ; b) (lim GO0 Tu pourras utiliser -
x — +oo
c) Llfpm(%) ; d) lim V7); VXE[RZ‘—su.Sll *1]
i 2 3 2.Calcule:  fim (7 - &x
e) I_i_rum(ﬂ*? H3)-7);s x e (7= 5).
. _1__ 4 .—2— 1-{— §, -7
f)x""ﬂm,((?) (3)+(%) )
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4.4. Etude et représentation graphique

Soit @ un élément de 0 ; 1[u]1 ; +o[.

On considére la fonction numérique f dérivable et définie sur R par: /'(x) = a".
1. Justifie que : v x € R, / '(x) = (Ina)a".

2. Dans cette question : a > 1, justifie que la fonction f'est strictement croissante sur R et dresse son
tableau de variation.

3. Dans cette question:0<a<1.
Justifie que la fonction fest strictement décroissante sur R et dresse son tableau de variation.

Soit @ un élément de 10 ; 1[U]1 ; +oo[ et f la fonction numérique dérivable et définie
sur R par : f (x) = a*.

Pgur tout nombre réel x, f '(x) = (Ina)e"™ = (Ina)a".

Sia> 1, alors fest strictement croissante sur R.

Si0<a<1,alors fest strictement décroissante sur R.

Exercices de fixation

B2 Les fonctions £, g, h définies ci-aprés sont Le plan est muni d'un repére orthonormé

dérivables sur R. (0,1,)).0I=1cm.

Calcule la dérivée de chacune et donne le On considére les fonctions fet g définies sur

sens de la variation. x x

a}ﬂx)=(1)'- R par: f(x) = (1,8)", g(x) = (0,4)"

b B 192-5_; On note (€) et (??5) les courbes représen-
) glx) = '2 i tatives de f et g dans le repére (O, , J).

A ht=(5). Construis (€) et (€.

Activité e Etude d'une fonction faisant intervenir la fonction exponentielle népérienne

Soit / la fonction numérique définie sur Rpar : f(x) = %x’ —X+Xxe*.
1. Détermine les limites de fen —oo et en +o0.
2.a) Justifieque VXER,f ') =x-1)(1-e™).
b) Etudie le sens de variation de fet dresse son tableau de variation.
3. Démontre que l'équation /' (x) =0 admet une solution unique a dans ]1; +oo[ et vérifie que 1,59 <a < 1,6.

4. Construis la courbe représentative (C) de fdans le plan muni d'un repére orthonorme.

Pour étudier une fonction faisant intervenir la fonction exponentielle népérienne,
on peut suivre la démarche d'étude d'une fonction dans le cas général.

Exercice de fixation ......................................................................................................................................

Soit f la fonction de R vers R définie par f(x) = xex.
1. Détermine |'ensemble de définition de /.
2. Détermine les limites de faux bornes de son ensemble de définition.

3. Etudie le sens de variation de feet dresse son tableau de variation.

4. Construis la courbe représentative de f.

s
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Activite G Fonctions puissances
6.1. Notion de fonction puissance

1. Définis 37 & I'aide d'une fonction déja étudiée.
2. Pour tout x élément de 10 ; +oo[, définis de méme x*.

Soit @ un nombre réel.
" On appelle fonction puissance d'exposant a, la fonction : x = x“
*VX€]0; +oof, x* = etine
" Soit /, la fonction définie sur J0 ; +aof par : £ (x) = x*.

L'ensemble de définition de /' est D, =10; +o0l.

ExerCice de fixation .....................................................................

Définis la fonction puissance d'exposant a dans chaque cas :

a)a= izg ib)a=-F;0a=001;d)a=-5%.

6.2. Etude et représentation graphique

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, 1, J). OI =2 cm.
Soit a un élément de R\{0}.

On considére la fonction numérique f'définie par : /' (x) = x=.

On note (€) la courbe représentative de fdans le repére (0O, I, J).

1. Détermine les limites de fen 0 et en +w.
2. Justifie que : vx €10 ; +oof, £ '(x) = o,
3. Détermine le sens de variation de f et dresse son tableau de variation.

Soit @ un nombre réel non nul et /, la fonction numeérique définie sur ]0 ; +oo[ par:

£ =x
{+oo,sicr€0
e |lim x°=
x—0 O,si¢=>0
O,siz<0
lim x°=
x —+oo +oo,si@ > 0

« Pour tout réel x de ] ; +oo], L;;)'{x) =ox*-1,

o) fimx® 5 b) imxF o hm x4 G 2
I—-O x—-0

X — +oo X—=+co

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, I,J).OI=2cm.
On considére les fonctions numeériques f, g et i définies respectivement par :
e 2 2
JSX)=x?? gx)=x7 ethix)=x-7,
On note (¢ L (‘(:gj et (¢,) les courbes représentatives respectives de f,gethdans
le repére (O, 1, J).
Construis (€), (‘(.R) et (€,) dans le méme repére (O, I, J).
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6.3. Croissance comparée
Soit a € N*, '

- .e_'_1e_")°‘-__£ issen lim S
1. Justifie que : e ( x ) »ouX=--.Déduis-en I!I.I'Em -

2. Justifie que : x= e* = (=1) x f—x—, ou X = -x. Déduis-en _lim_ x“e".

: I
3. Justifie que ; "X = }1? X (ir;Tx), ou X = x*, Déduis-en lim i
— +oo

X x X
: - In 3 g y
4. Justifie que : x lnx=——)-(-?,(-, ou X=%. Déduis-en lim x@lnx.
X ==
Soit a € ]0 ; +ool,
a
lim x%€*=0 : lim 2+=+00" |i =0: lim X
X =" 0 by M e =0 J@Dxﬂlnx Db I =0
Exercices de fixation
Réponds soit par vrai (V), soit par faux (F).
4 _
S . - oInx o e B
a).\’[!-mkm er 0 ! b).t-l-l-r:-loc Xb _0 ? C}xll-rnm x‘ =t
Calcule les limites suivantes :
a) lim xSes*3 - ; X . im x*?
) Jim_x*e b)) lim = C]l%x Inx.

6.4. Fonction u" (a € R*)

it

P A e T

Soit K un intervalle de R, u une fonction numérique strictement positive et dérivable surK et g la

fonction numérique définie par : g(x) = (u(x))".
1. a) Justifie que g est dérivable sur K.
b) Pour tout x élément de K, calcule g'(x).

2. Détermine les primitives sur K de la fonction : x = u'(x)(u(x))?.

Soit u une fonction numérique dérivable et strictement positive sur un intervalle K,

a un nombre réel et g_la fonction définie sur K par g _(x) = (u(x))".

« La fonction g_est dérivable surKet v x € K, g_'(x) = o' (x) (u(x))*.

« Les primitives sur K de la fonction u'u®, a # -1, sont les fonctions

Exercices de fixation

a+1
o R

Dans chaque cas, détermine l'ensemble de définition de la fonction numérique f.
a) (0 =(1-x2)"; b)f(x) = In(x—2)F ; ) f(x) = (e —3e")".

1. Soit fla fonction numérique définie sur ]-co; -2[U]0 ; +oof par : f (x) = (x? + 2x) "

Pour tout x élément de ]-o0 ; =2[U]0 ; +eo[, calcule f"(x).

2.5oit f la fonction numeérique définie sur ]-o0; 0[U ]1 ; +oo[ par : f(x) = (1 - jl—

Calcule f'(x).
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice @) calculer des limites

Calcule les limites suivantes -
‘li_n'w‘ (2-3x)

Calculons les limites suivantes :

e lim(2-3v)er ; lim 5 G
At ‘( e \hmu.?—fi,\'

im (2-3v)¢', lim —< e
r=wtc M6y L sTmet m .
. |\Iim (2—31-):—

lim e' = +00

Voo
[Limite du produit) *
VXER, (2 -3x)e* = 2¢* - 3xe".

lim 2e*=0
‘ . !zf;_'lmf 3xe* =0

[Limite de la somme]

= lim (2-3x)e'=0.

X
2-3%

& l e.l
VXE]a ; 40, 5 3x-?x

Exerciceo Calculer des limites

lim (2-3x)e,
s -

= lim (2-3re’ = .

212

b im g5y

On utilise les limites de référence pour calculer

les limites.
1 - i
e _ lim -— 3
\'~I-Iv”+]m X e et x—t 2 3x
X
D'Ul:l, Ilm .--——2 = 3x = =00
1-2¢ s
*xﬁmm.ﬁ_rT‘-wa”— 1-
X
X—<+ac X
=—00,

On donne la fonction numérique fdéfinie par : £ (x) = x? - 2x - In(e* - 2).

Calcule :

9 ,=1In2 ; +oo
*vx€lln2; +oof;
fx)=x2=2x ~In[e* (1 - 2e )]

=x2-2x - (In(e") + In(1-2e77)).
la<0eth<0:In(ab) =Ina +Inb

Jm et im L,

In(e*)=x
=x2-3x-In(1-2e7")
3_1 —2p-%
=xl- < p In(1-2e7%)
lim x%=+o0
x—+n0
) 2_ _ _1_ - “N=1
lx'q'Tm“_x 2Nt =2e7)

= M =

£

viethof€

Pour lever l'indétermination, on met ¢* en
facteurdanse’-2 : e*-2=¢"(1-2¢ ™).

*Vxe]n2; oo ;

Ju) =1(1=3- Lin(1 - 267
lim x =+
3 1
A==z -2¢7) = 1
- X
- 20
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Exercice @ Reésoudre des équations

1. Résous dans R I'équation : ¢/ - 3¢ + 3=0.
2. Résous dans R I'équation : ¢' - 4¢ ' = 0.

m hods

. |
1.Posons : = ¢'. . Qn utilise le ff:lit que ¢ - (e') et on pose t = e
eV -4c'+3=0 » Siune équation ou une inéquation comporte
e P-414+3= 0' e ™, on peut multiplier chaque membre par ¢".
= ((-1t-3)=0

e [=1lour=3 2. En multipliant chaque membre par ¢, on a:

e'-4e'=0e"-4=0
o e =4
& 2x=2ln2 = x=In2

=¢'=1oue' =3
=x=0oux=In3
$={0;In3}

S={In2)
Exercice@) Résoudre des inéquations
Résous, dans R, les inéquations suivantes :
a)(I):e*-2e"*+e?<0 O (L) e =242 58
d)(I):ln(e"-1)<0 - e)(I):lnle"*-1|<0 :

oe:

cfl):e*-6e"+8>0;
Aa): % <0.

- 5
¢
A

I[}:-w.[}l]_ "-__.

a)e¥-2¢"*1+e2<0

= (é"“e)zﬂo

= (¢'-e)*=0ou (e - e)? <0 (impossible)
=e-e=0

e e'=e

=ox=1

Sla={1]

b)e? -2¢"+2>0
Posons X =¢*.
(I)=oX-2X+2>0
A=(-2)P-4x2=-4<0
vXER X?-3X+2 >0donc
VXER, (€)Y -2¢"+2>0

SH»:]R
c)e” -6 +8>0
Posons X = ¢".

(I)=X-6X+8>0

2 est un zéro évident de P, ou
PX)=X'-6X+8=(X-2)(X-4)
donc (Ic) & (¢* -2)(¢' -4) >0
=¢<l2oue>h

<= x<In2oux>2In2
S=]-=;In2[U)2In2 ; +=[

d) Contrainte sur l'inconnue x ;
e-1>0=¢>1

x>0

V,=10; +o0[

Lorsqu'une inéquation est de la forme P(e*) 2 0
(ou>0,0u<0,<0),o0uP est un polyndme de

degré n, on pose X = ¢*.

*Ine*-1)<0e=e-1<1
=e"<2

& x £In(2), En tenant compte de V ,
$=10;[n2]

e) (I) * Contrainte sur l'inconnue x
=140

x#0

V =R
*Inje'-1|<0e e -1 21
o-1<e'-151

o 0<e'<2

< ¢'<2(0< e': toujours vraie)
< x<in(2)

En tenant compte de V ,
S=]-%;0[ul0;In2)

) C—r <0e (e - 1)e' -2 <O0six # In2

(o

=1<e' <2

= 0<x<In2
$=10;In2(

Legon 5 ﬂ Fonctions exponentielles et puissances



Exercrcee Résoudre des inéquations
1.0) On pose : v x ER, P(x)=2x3 - 7x2 - 5x + 4.

Vérifie que : v.x e R, P(x) = (2x - 1)(x? - 3x - 4).

b) Résous dans R l'inéquation : P(x) > 0.

2. Résous dans R l'inéquation : 2¢* ~ 7> 5¢-* - 42",

1.a)Onpose:vye R, P(x) = 2x3 - 7x? - 5x + 4.

VXER, (2x - 1)(x2 - 3X=4)=2x+ (-6 - 1)x? +
(=8 +3)x+ 4 =23 I1x2=5x+4

P(x) = (2x - 1)(x>- 3x - 4),
b) Ainsi v x € R, X*=3x-4=(x+1)(x-4)
P(x) =(2x-1) (x+ 1)(x - 4)

x —00 -1 % 4 +oo
2x—1 - - 0 + o+
X =3x—4 + 0 - -4 +
P(x) - 0+ 0-0 +

Px)20 & -1<x< % oux=4
S=[-1; 5 Jul4; +oo[,

méthode -
Dans la derniére question, multiplier chaque

membre par ¢** et poser X=e".

2. En multipliant chaque membre par e*, ona:
2e¥ - 7e¥25e¢" — 4

2e¥ —7e¥*-5e"+420

2(e”)? - 7(e)?-5e"+420

P(e") 2 0, ou en posant X = &%, l'inéquation
devient P(x) = 0.

-15e'< & oue 24, d'aprés 1.b)

e’ < %— ou €24 (-1<e*:toujours vrai)

X <-In2 ou xzIn4

S, = 1790 ; —In2]u[2In2 ; +ool.

Exercice@ Etudier une fonction comportant la fonction exponentielle
On considére la fonction g définie sur R par:glx) = (x + 1)%e -~
Soit (€) la représentation graphique de la fonction g dans le repére orthonormal (0, 1, J).

Unité graphique 2 cm.

1. Calcule la dérivée g’ de g et démontre que g’(x) est du signe de (1

2. Démontre que :
a)  lim_g(x)=+oo.

-Xx?). Déduis-en les variations de g.

b) lim g(x) =0 et précise |'asymptote & (€) correspondante.
X —= Too

3. Trace la courbe (€) dans le repére (O, I, J).

Tu placeras en particulier les points de la courbe d'abscisses respectives -2;-1;0;1 et 3

Corrigé

1.g2x)=2(x+1)e*+ (x+ 1) (™) = (1-x?)e™

v x € R, e* > 0 donc le signe de g’(x) dépend

du signe 1 —x2.

D’ou g est décroissante sur ]-oo ; —1[ et sur

11 ; +oo[.

2 est croissante sur ]-1; 1[.

2.0) lim g(x)= lim (x+1 Y e = +oocar
lim_(x+1)*=+oco et lim e™ = +oo.

X——0D0

Methode

P(x) est un polyndéme.
Pour calculer |g limite e
on développe P(x) e =,
Pour calculer |g limite en

on développe P(x) e,

N +o0 de P(x) ¢ =,

=0 de P(x) €,

. Eng(x) =0 donc |q droit

e d’équation y =0
est asymptote en +co,

o 2 L=x
; = lim e*+2xe™+x%¢™ =0 car
b) lim g(x)=_lim_

lim e*=0,

7S v e
: “=0; lim x?¢*=0.
x—too hm zxe ' =es

x—+too

Legon 5 B .
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3. Le tableau de variation

- N W & ow;

| W V—

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Exerciceo Etudier une fonction comportant une fonction exponentielle de base a

Soit g la fonction numeéri
1. Etudie le sens de variation de la fonction g.
2. Calcule les limites de g en +oo et en —oo,

1. VX ER, g(x)=—(x - 1)e"m

g)=-[1+x- 1)In3]e" =—(xin3 +1 - In3)e®m
==(xln3 +1 - In3)3*

3*>0.

g'lx) a le méme signe que ~(xIn3 + 1 - In3)

xn3+1-1n3>0 o x>1~%.

1
«VXe]l- n3 el g'x) <o.
D'ou, g est strictement décroissante sur
1
[1- 3 +oo],
1
eVXx€]-oo;1- 3 [ g'x)>0.

Exercice @ Etudier une fonction puissance

que dérivable et définie sur R par: glx)=(1-x).3%

Méthode

On pourra écrire 3* = ¢"n3,

D'ou, g est strictement croissante sur

i e L
031 ln3]‘

[0 0

lim 3" =+o0
X —+oo

= lim_g(x)=—o0.

s VXER, gx)= 3*—x3*

xli»mmax - 0 .
lim —x3*=0 = ,/IM, g(Xx)=0.
X==00

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, 1, J). 01 = 3 cm.
Soit f'la fonction de R vers R définie par: £ (x) = (x + 1) *? - 1six > -1 et, f(-1)=-1.

1. Détermine I'ensemble de définition de f.
2. Etudie la continuité de f' & droite en -1.
Etudie la dérivabilité de £ & droite en -1.

3. Etudie le sens de variation de fet dresse son tableau de variation.
4. Construis la courbe représentative (C) de / dans le repére (0, I, J).

Corrigeé
1. “1€ .Q{af
Et, sur R \{-1}, x E.C,}Jf =>x+1>0
= x>-1
2= [-1; +oof
2. Iirn1 (x+1)=0et Iimuxm =0car 3/2 >0
x— x—
>
D'ou, Iim?f(x) =-1.
X —‘>"

. Iirr_11f£x)=f(-1)-
>

u étant une fonction et « un nombre de réels,

la fonction u* est définie pour tout nombre réel
x tel que u(x) > 0.

D'ou, fest continue & droite en -1,

SO S L (1)
. 1'1?1 Txe(y T M e

) >
= J,Ii"11 (x+1)**1=0car 3/2 -1>0.
o

Legon 5 Fonctions exponentielles et puissances
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D'ou, f est dérivable & droite en -1 et 4. YT
£ =0.

Donc, (€) admet une tangente horizontale au
point d'abscisse -1.

3-VXE[-1; 4ol f'(x) = 3/2 (x +1)2" et

J'(x) > 0, donc fest strictement croissante sur
[-1; +oof.

()

X -1 +0o0

S') |0 +

x = R 32 _ 4
Jm_ A= lim (x+1)*2—1 = +oo

' Lagan’s Fonctions exponentieieg o puissances
c




Résumeé de cours

o Fonction exponentielle népérienne
1.1. Définition

On pppelle fonction exponentielle népérienne, et on note exp, la bijection
réciproque de la fonction logarithme népérien.
Et, VXER, explx) = e,

Conséquences de la définition
» L'ensemble de définition de la fonction exp est [R.
exp (0) =1et exp (1) =e.
s VXER, exp(x)>0.
» La fonction exp est dérivable sur R.
» La fonction exp est strictement croissante sur R.
*» VXER,In(e)=xetvxe]0;+oof e =y,
* VXER,VY€]0;+xf,e'=y & x= Iny (on a appliqué In membre a membre).

1.2. Propriétés algébriques

LGSl Pour tous réels a et b, et pour tout nombre rationnel r.

a

o et =g%t o g0z L - e Lzt o = (.
e e
1.3. Fonction dérivee de la fonction exp
IR La fonction exp est dérivable sur R.

VXER, (exp)'(x) =expx =e

ZUTIE I Pour tous réels a et b,
ef=¢e" o a=b ; e<e® o a<bh ; (> = a>b).

1.4. Limites de référence

. e’ g N
- - - H - - H = . ___=+w| =l.
. xlinjm_e‘-o ;o lim e'=+0; o lim xe’ 0, « .rETm 2 ) e Jcl;_r_no

X—+t

1.5. Représentation graphique

X =00 +00
(e")' : ,"-_1' =y+1
+00 >
e: /)
0

Soit (¢) la courbe représentative de la fopction exp.
Soit (T) la tangente & (€) au point d'abscisse 0.

Ona(T):y=x+1

Legon 5 Fonctions exponentielles et puissances



Résumé de cours

e Equations - Inéquations

» Pour tout nombre réel a élément de ]-0; 0] :

- L'équation : ¢* = g, n'a pas de solution dans R.

- L'inéquation : ¢' £ @, n'a pas de solution dans .
« Pour tout nombre réel a élément de ]0 ; +oo[.

- L'équation:¢* =4, < x =Ina.

- Les inéquations : e* < @, €' > a, ... sont respectivement équiva.ientes a
» Pour résoudre une équation du type P(e*) = 0 ou une inéquation du type
P(e) <0 (P(e’) 20, ...), on pose e* = X, avec X > 0, et Pun polynéme.

y<lna, x> Ing,..

e Dériveées et primitives
3.1. Dérivee de ¢
Soit # une fonction numeérique dérivable sur un interva

définie par: f (x) = e*™. .
La fonction f est dérivable sur K et, v x €K, f*(x) = u (x)e"™.

lle K et fla fonction

3.2. Primitives de u'e"

Soit & une fonction numérique dérivable sur un intervalle K et / la fonction
définie par : f (x) = u'(x)e“¥. .
La fonction f admet des primitives sur K et les primitives de /'sur K sont les
fonctions F telles que : ¥ x € K, F(x) = &“® + ¢ (c € R).

o Fonctions exponentielles de base a
4.1. Définition

m Soit @ un nombre réel strictement positif et différent de 1.
« Pour tout nombre réel x, a* = ",
« On appelle fonction exponentielle de base «, la fonction : x = a.

Exemple
La fonction exponentielle népérienne (x - ¢*) est la fonction exponentielle de base e.

4.2. Propriétés algébriques

Pour tous a et b éléments de ]O ; +oo[ et pour tous nombres réels x ety
- + . g — =¥ # 1 = - :
Fx@=a’ ; =@V w=at ; @V=a¥ ; a*xb=(ab) :

: Vi@ a :
£-(5)

e —

Legon 5
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Résumeé de cours

4.3. Limites de référence

Soit @ un élément de R_*\(1).

Sia>1,alors:

e lim ag'=+wet lim “=+0
X = +oo X _I.T,,U X

e lim a'=0
X = =0

Si0<a<1,alors:
« lim a'=0

X—+mo

: - ,
« lim_a'=+oet Jim

(3

a
X

=00

4.4. Etude et représentation graphique

Le plan est muni d'un repére orthonormé 0,1, )).

Soit a un nombre réel de 10 ; 1[U]1 ; +oo[ et /; \a fonction numérique dérivable et définie
surRpar: f (x) =a".

On note (C ) la courbe représentative de . dans le repére (0, 1, J).

xina

L (x
Pour tout réel x ; f (x)=e"™ et _fi ) - “"a)ﬁ'

0<acx<1 a>1
Limites et branches infinies
xli-lpuo @'=+o x-I!-rDoo a=0
lim a*=0 lim a@*=+w
x—toc X =00
- WIS M

« (€ ) admet en —oo une branche parabo- | « La droite (OI) est une asymptote & (€' )
lique de direction celle de la droite (0J). en —o.

« La droite (OI) est une asymptote & (€)) |, (€ ) admet en +o0 une branche parabo-
en +oo. lique de direction celle de la droite (OJ).

Dérivabilité

o [ est dérivable sur R.
« Pour tout nombre réel x, f'(x) = (Ina)e™™ = (Ina)a".

Sens de variation
vxeR,f'(x)<0 vxeR,f'x)>0.
i D'ou, f, est strictement décroissante sur R. | D'od, /, est strictement croissante sur
R.

Tableau de variation

X -0 +00 X =00 +o0
£ = AL +
f;(x) -I-\ f;(x) / +oo
0 0

Legon 5 Fonctions exponentielles et puissances
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Résumé de cours

Exemples
|

Pour tout nombre réel x, ( 1 )'l
I‘:__i__ 1\ . E[R}l‘.,'l: ‘_J'_
2 =5e=(3) =09) . t |

1
2>1et0<0,5<1. e>1et0<5 <1

© Etude d'une fonction faisant intervenir la fonction exponentielle néperienne
Pour étudier une fonction faisant intervenir la fonction exponentielle. on peut suivre les

étapes de I'étude d'une fonction dans le cas général.
e Fonctions puissances

6.1. Notion de fonction puissance

w Soit @ un nombre réel.

On appelle fonction puissance d'exposant g, la fonction de R vers R
qui & tout x associe x.
Et, v x €]0 ; +oo[, x*= e*™.

Ensemble de définition
Soit o un nombre réel de R et £ la fonction numérique définie par_f; (x) = x® est ]0 ; +ool.
6.2. Etude et représentation graphique

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, I, J).
Soit @ un nombre réel de R\{0} et /, la fonction numérique définie sur JO; +oof, par f (x) =x".
On note (€ ru) \a courbe représentative de fu dans le repére (0, I, J). :

a<0 ] a>0 |
Ensemble de définition et calcul ‘

°9 = 10 ; +oof
e VXE]O; +oo[, xo = guinx ‘

A

e S

—ﬂ}“ FDJ IGT.IDIIS EKDUI er |uellles et pu S5
_‘




Résumé de cours

Limitﬂ et branches inﬁnigs B J

e limx“=0
x-0

e lim x“=-+o0
. a X = tog
L] |Im0.‘\' =+00 ‘.u
= Sio<a<1alors lim *-=0
X = Tt

X
o lim x“=0 x° |

| ¥ = +oo Sia>1, lim x - toe

. . X = +oc

i » La droite (0J) est une asymptote a (¢ ).

« (€ ) admet en +o0 une branche parabo-
» La droite (OI) est une asymptote a (¢ )| lique de direction celle de la droite (OI)
en +oo, lorsque 0 < a< 1.

« (€ ) admet en +oo une branche parabo-
lique de direction celle de la droite (OJ)
lorsque o> 1.

Dérivabilité et fonction dérivée
« f est dérivable en tout point de 10 ; +ool.
e VYXE]Q;+oo], gfu)'(x) =qx* !,
| Sens de variation
£.'(x) ale méme signe que a.

VX €]0;+xf, f'(x)<0 Vx€]0; +of, £'(x) >0
/, est strictement décroissante sur ]0 ; +oo[.

fn est strictement croissante sur ]0 ; +ool.

Tableau de variation

X 'D +00 X =0 +00
f'x) - f'x) +
_f‘;(x) +00 \ f;(x} +o0
0 0 /

Exemples de représentations graphiques

Courbes représentatives (C)), (‘Gi) et (¢,) | Méthode
des fonctions numériques f, g et / définies | Identification de l'allure a l'aide d'une
respectivernent par : fonction élémentaire :
fx)=x° g(—’f):x% et hix)=x"1 u.Ll:

, L'allure de (€ ) sur 10 ; +oo[ est celle de la
courbe de la fonction : x — x2.
0<o<1:
L'allure de (€') sur ]0; +oof est celle de la
courbe de la fonction : x — /x .

a<0:

e>1,0< %‘:1 et -In3<0

L'allure de (¢ “) sur ]0 ; +oo[ est celle de lg
courbe de la fonction : x — % ;

Legon 5 Fonctions exponentielles et puissances
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1 Résumeé de cours

6.3. Croissance comparée

Propriétés SRLIEEE 8
o a@
lim I_n.% =0; Ilim i- =0,
X—=+4oo X X too @

lim Inx =0; limx%inx=0,
X =40 @' x=0

lim |x|“e* =0
X — —oo

| 6.4. Fonction u®

Soit u une fonction définitive sur un intervalle K et a.

* Lafonction x - (u(x))" est définie pour tout x tel que u(x) > 0.

« Si u est dérivable et strictement positive sur K, alors :

- la fonction ue est dérivable sur K et (u%)' = au'us"; 1 “ic ceRetat-1
- les primitives sur K de la fonction u'u® sont les fonctions FETHTEee hete '

Legon 5 Fonctions exponemieue
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Exercices de renforcement

[&" fest une fonction de R vers R.

Calcule, dans chaque cas, les limites de /aux
bornes de son ensemble de définition.

10’ Détermine les limites suivantes.,

1—e* . ;
= ;2. ;ETm (2x + 3)e".

1. lim

x=0

- Ax

41 Détermine lalimite suivante: lim
X

- 0

(x*+x+1)"

'8 Résous dans R I'équation et linéquation suivantes.
2. (x+4)(eix—-1)>0.

l.efx+2e3x-3=0;

(8 Résous dans R, 'équation suivante :

—4eix+ 17¢x+ 16— 5=0.

{7 Résous dans R X R les systémes d'équations

suivants :
a{ressm{ 20l 205
'8 Calcule:
) fim £ b fim g
o lim_(r-De;d) lim S
18" Calcule les limites suivantes :
B

o)  fim, (x+ 1

) lm, (r+ e
lim x+2-¢€.

X —toe

9)

Legon 5

o d) lim (x+1)e?
x—+oo

i f) xﬂrgme”—?;e‘—z g

Lf=e'-x+x-1; 2. f(x)= =~ d 1 12’ Démontre que pour tout nombre réel x :
_ In(e 2.\'+ 1 X + e - ¢ -_:-”1 +e -3x ={esr+ 1)(1 -e -;r)e =4
3= __E_z‘__} i 4 f)=xe +xe? { )
X _ P 4 Calcule les limites suivantes :
5 f(x)= & =6 . = e +2 43 Ca
So)=5r=2 i 6./)=In(42) a2 Er2 . . &1
\ lim =% : fim == s .
7.f(x)=3x-[n(ezt+1);Blf(_ﬂ:(x_l)e—ﬁ_x x—=tm € + x== g +1 X —=+oc X
. 9./ (x) = eﬁ'ﬁ ; 10. £ (x) = e _ 1 {44 Détermine les dérivées des fonc;ions suivantes :
| s ' ¥ 1100 =(r-2x)e; 2.f (1) = e
| 1. = i Sk __ e _ e -1
| Jx) = : 12.f{.x)—{x_1)5 3 )= oms g
13.f0)=52e77 ; 14, f(0=In|&=L| | B8 On considere la fonction définie sur R par :
¥y €2 [ x) = (ax*+ bx*+ cx + d)e™ dont le tableau
15. f (x) =(e*-2) %_—2—'. de variation est :
2" Démontre que: x |- 0 2 400
VX €ER, In(1+e*) -In(1+e ) =3x. f'x) = @ = 0
x x +w
{8" Démontre que: vxeR, 1- ?2‘:‘:73 1:9. s T
2 -2
— t I ) -2 f(x) \
4 Démontre que : YXER, z, +:-: :.z,:;‘ =0. -18¢ 7

Détermine a, b, cetd.

46 Soit la fonction f'définie sur R par :
) =4-x)er.
1. Détermine la limite de fen —oo.

2. Détermine la limite de f* en +oo, puis
interpréte graphiquement le résultat.

@7 Soit f la fonction définie sur R par :
flx)=1-¢€™

1. Démontre que pour tout réelx <0, f (x) <0,
2. Démontre que pour tout réelx>0,0<f(x) < 1.

{48 Détermine le signe de chacune des expres-
sions suivantes sur R :

a)1-¢ ; bje*-1
deP -1 ; e)1-—

el-

; c)er-ett

@9 1. Résous dans R I'équation (E) :
Sx=3x=2=0
2. Résous dans R 'équation (F) :

Ix5¥-Bx5-3=0.

Fonctions exponentielles et puissances
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21

24

Ré_sous dans R chacune des équations
suivantes,

o ()" ()"

b) 45+3= (256)21-3,

On considére la fonction / définie sur R par:

J)=x3 . (€) est sa courbe représentative dans

le plan muni d'un repére orthonormé (0, 1, J).
1. Détermine les limites de f'en —o0 et en +o.

2. Etudie les variations de f'sur R puis dresse
son tableau de variation.

3. a) Etudie la branche parabolique de fen —oo.
b) Détermine une équation de la tangente
(T) & la courbe (€) au point d’abscisse 0.

4. Trace (€), (T) et les asymptotes éventuelles.

On considére la fonction fdéfinie sur R—{~2}
w-1

par: flx) = e =2 (€) sa courbe représentative.

1. Détermine les limites aux bornes de

I'ensemble de définition de /. Donne une
interprétation graphique du résultat.

2. Etudie les variations de /.

3. Détermine une équation de la tangente a la
courbe (€) au point d’abscisse 1.

. Soit la fonction f'définie sur R, par :

Sfx) = %— %{e"+ €™ ).0n note (¢ J)sa

courbe représentative.

1. Calcule fi-x). Que peut-on conclure sur (€ )
2. Calcule lim flx) puis déduis-en Nim_fx).
3. Calcule f'(x) puis dresse le tableau de
variation de la fonction f.

4. Démontre que I'équation f{x)= 0 admet une
unique solution a dans l'intervalle [0 ; +o0[, puis
justifie que 'équation flx) = 0 admet exacte-
ment deux solutions sur R et que ces solutions
sont opposées.

Soit la fonction f définie sur R par: flx) = e,—x—

On note (€') sa courbe représentative.
1.a) Justifieque: VxeR, e —x>0.

b) Déduis-en 'ensemble de définition de /.

2.a) Démontre que si x#0,0ona:flx)= p= 2
—-1
X

b) Détermine les limites de f'en +o0 et en oo,

Interpréte géométriquement les résultats.
3. a) Détermine la fonction dérivée /" de f.
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b) Etudie le signe de la dérivée de fpuis dresse
le tableau de variation de la fonction /.
4. Détermine une équation de la tangente Ma
la courbe (€ ) au point d’abscisse 0. -
5. Trace soigneusement la courbe (€), en indi-
quant la tangente horizontale et la tangente (T).

Paul, étudiant de 19 ans de corpu!_ence
moyenne et jeune conducteur, boit deux
verres de rhum. La concentration C d’alcool
(en g.L™*) dans son sang est modélisée en
fonction du temps ¢, exprimé en heure, par la
fonction f définie sur [0 ; +oo[ par : f{t) =2te™".

1. Etudie les variations de la fonction f'sur
l'intervalle [0 ; +oo[.

2. A quel instant la concentration d’alcool dans
le sang de Paul est-elle maximale ?

Quelle est sa valeur ? Arrondis a 10 7 pres.
3.Calcule lim 2te .

X =+

Interpréte le résultat dans le contexte de
I'exercice.

4, Paul veut savoir au bout de combien de
temps il peut prendre sa voiture. On rappelle
que la législation autorise une concentration
maximale d’alcool dans le sang de 0, 2 g. L
pour un jeune conducteur.

a) Démontre qu'’il existe deux nombres réels

tiett, telsque:f(z)=/(t,)=0,.

b) Quelle durée minimale Paul doit-il

attendre avant de pouvoir prendre le

volant en toute légalité ?

Donne le résultat arrondi a la minute la plus
proche. Tu pourras calculer f'(4) et rentrer la

fonction g = £~ 0,2 et utiliser la méthode de
dichotomie.

' On considére la fonction numérique gde[1;+oo[

vers R définie par : g(x) = ¢* - y2.

La fonction g est deux fois dérivable sur [1 ; +o0].
1. a) Justifie que la fonct;

; on dérivée, g'
est strictement croissante wEieR,

b) Justifie que:Vx€[l; +oof, g2'Mx)>0
2. Démontre que:Vxe[l; +oof, e* > 2.
3. Justifie que: fim € = +00
X—Tog x "
4. Justi D lim &=
ustifie que : Im “r=+0 (neRr?)

(Tu pourras faire |e changement : y = nt)

Legon 5 ﬁ Fonctions exponentielles gt puissan
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27 On considére la fonction numérique f continue
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et définie sur R par: £'(x) = (2x + 1)e! 2",

On donne la fonction numérique F dérivable et
définie sur R par : F(x) = (ax + b)e! ' otr g et b
sont des nombres réels.

Détermine les nombres réels a et ) tels que F
est une primitive de f’sur R.

Le plan est muni d'un repére orthonormé
(0,1, J). Unité graphique : 1 cm.

On consideére l\q fonction f'de R vers R définie
fl) = €4

par: fl¥)= = .
La .fonctionf est deux fois dérivable en tout
point de son ensemble de définition. (¢’)
désigne la courbe représentative de /.
1. Justifie que le point A(In2 ;%) est un centre
de symétrie de (¢).
2. Calcule les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition.
3. Etudie le sens de variation de fet dresse son
tableau de variation.
4. a) Justifie que la droite (T) : y = 2x + 3, est
tangente a (€) au point d'abscisse 0.

b) Justifie que : v x eR\{In2},

i) = —2€ (€ ~2)(e"+2)

f (x) (et _ 2)4

Déduis-en la position de (€) par rapport a

(T) sur]-o0; In2[.
5. Trace la droite (T) et construis (€).

Le plan est muni d'un repére orthonormé
(0, 1, J). Unité graphique : 1 cm.
On considére la fonction f de R vers R définie

par: f(x)=-x+1+ B

e —
e —4-
On note (€) la courbe représentative de /.
1. Démontre que le point A(2In2 ; %-*21:12) est
un centre de symétrie de (€).
2. Calcule les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition.
3. Vérifie que : vx € R\{(2In2},

2 x
ff(X) - &;364)'; 16 .
4. Etudie le sens de variation de fet dresse son
tableau de variation. [On prendra :
fln(6-2y5))=3,19etf(In(6+2 5 ))=-0,97].

5.a) Vérifieque : VX eR\{2In2},
el

f()-')="x+3“ ex__4 .

b) Vérifie que : VX eR\{2In2},

f(x):-—x+2"

4
e' —4-
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6. a) Justifie que la droite (D) : y =
une asymptote a () en +o0.
b) Etudie la position de (¢ ) par rapport @ la
droite (D).
7. a) Justifie que la droite (D) : y = —x +3, est
une asymptote @ (1) en -,
b) Etudie la position de (¢) par rapport & la
droite (D').
8. Trace les droites (D) et (D’) puis construis (€')
avec soin.
9. Trouve une primitive F de f sur - ; 2In2[
(sans le symbole de la valeur absolue).

-x+ 2, est

On considére la fonction f'de [0 ; +oof vers R
définie par: { Sy =x"six>0

J(0) =1
Etudie la continuité et la dérivabilité de fen 0.
On donne la fonction fde [0 ; +oo[ vers R
définie par:fx) = (-5 )" six#0etf(0)=0.
Etudie la dérivabilité de f'en 0.

On donne la fonction f de [0 ; +oo[ vers R défi-
nie par: £ (0= (35 )" six£0etf(0)=0.
Etudie la dérivabilité de f'en 0.

Exercices d'approfondissement

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, 1, J)
ou 'unité graphique est le centimetre.

On considére la fonction numérique g définie
sur J-00; —1[U[0 ; +oo[ par: g(x) =( xi 3 ) 2 g
x#0etg(0)=0.

La fonction g est dérivable en tout point de
son ensemble de définition.

On note (€) la courbe représentative de g.
1. Justifie que: lim g(x)=1, Iim‘| glx) =+,
L= —0oC X —

. _ . _ <
xh;no gi)=0et im gh)=1.

2. Etudie la continuité de g en 0.
3. Justifie que g est dérivable en zéro et g'(0) = 0.

4. Etudie le sens de variation de g et dresse
son tableau de variation.
5. Trace (€) et ses asymptotes.

Le plan est muni d'un repére orthonormé
(0;I;J). OI=2cm.
Partie A
1.0n donne la fonction i de R vers R définie par :
h(x) = xe* - 5.
a) Calcule les limites de & aux bornes de
son ensemble de définition.

Legon 5 Fonctions exponentielles et puissances




b) Etudie le sens de variati
ation de /1
son tableau de variation. et dresse
c? Justifie que : I'équation : h(x) =0, a dans
[ mten{ulle [=1; +oo[ une unique solution 4
comprise entre 1,32 et 1,33.
d) Justifie que: { vye ] - oy hx) < 0
vxe |v: + oof D)y >0
2. On considére la fonction g de R vers R
définie par: g(x) = ¢* - Slnx - 5.
a) Calcule les limites de g aux bornes de
son ensemble de définition.

b) Etudie le sens de variation de g et dresse
son tableau de variation.

c) Justifie que : I'équation : g(x) = 0, a dans
l'intervalle 10 ; [ une unique solution «a
telle que: 0,51 < @ < 0,52.

d) Justifie que : l'équation : x € [2,18 ; 2,19],
£(x) = 0, admet une unique solution 3.

e) Justifie que :

{ vxeloe[U]g; + o[ .gx) > 0
vxela Bl ,g(x) <0

Partie B
On donne la fonction fde R vers R définie par :

{ f(x) = e* — 5xin(x)
JO) =1 '
On note (€) la courbe représentative de fdans
le repére (O;1;J).
1. Vérifie que : f(a) = e* + (5 - e%)a.
2. a) Calcule la limite de fen +o0.
b) Justifie que (€£) admet en +oo une branche
parabolique.
3. a) Justifie que fest continue en zéro.

b) Etudie la dérivabilité de f'en zéro.
Interpréte graphiquement le résultat.

4. Etudie le sens de variation de f'et dresse
son tableau de variation. ‘
5. Construis la courbe (€') avec soin.

Le plan est muni d'un repére orthonormé
direct (0, 1, J). Unité graphique : 1cm.

Partie A '
On considére la fonction f de R vers R définie

4e" — 1
pclr:f(XJ=|n| ::_4 |

On note (€) la représentation graphique de [
dans le repére (O, 1, J).

1. Justifie que la fonction fest impaire,

2 Calcule les limites de f‘aux bornes de son,
ensemble de définition.

3, Justifie que : V x € R,

(4e-1)(e*-4) <0 X E 1-2In2 ; 2In2[.

4. Vérifie que, pour tout x élément de
—15¢”

R\(-2In2;2In2}, ') = Ge—1)(e—2) -
5. a) Etudie le sens de variation de /.
b) Dresse le tableau de variation de f.
6. Soit ¢ la fonction définie sur ]-2In2 ; 2in2|

)
par: ¢ (x)=f(x) -3 x.
a) Vérifie que, pour tout x élément de

; —20(e" —1)*
1-2In2;; 2In2[, ¢'0) = 3G —Ty@ —a) -

b) Etudie le sens de variation de ¢.
c) Justifie que :
vxe]o;a[U]B; + [ .g(x) > 0
veelu8l gy <o 7
7. a) Détermine une équation de la droite (T)
tangente a (€) au point d'abscisse 0.

b) Etudie la position de (€) par rapport & la
droite (T) sur]-2In2 ; 2In2[.

8. Trace la droite (T) et construis (€’) avec soin.
Partie B

On désigne par (€) l'arc de (€) relative &
l'intervalle J-2In2 ; 2In2[.

On considére la fonction g de R vers R définie
e +4

pur:ln(4e,+1 )

On note (I") la représentation graphique de g

dans le repeére (0, I, J).

1. Justifie que (¢ o) @ pour équation :

F=inl~2e =k

2. On donne la transformation » du plan
d'expression analytique : { t,'_: Y

a) [?éterrnine l'écriture coip?exgde r.

b) Etudie la transformation -,
fét?tsj:ff.,ﬂ e que (T') et lmage de (¢,) par 1@

b) Donne les as i
‘ ymptotes de (I'") puis
construis (I") soigneusement. )

Legon 5 Ei Fonctions exponentielles et puissances



36 Le plan est munid'un repére orthonormé
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(O, I, J). Unité graphique : 1 cm.
Partie A

On donne la fonction g définie sur R par :
gl)=(x+1)e-*+1,

1. Calcule les limites de g aux bornes de son
ensemble de définition.

2. Etudie le sens de variation de g et dresse
son tableau de variation.

3. Justifie que I'équation : g(x) = 0, admet une
unique solution o telle que: -1,13 < a < -1,12.
vre]-ocoa| ,g(x) <0

4. Justifie que : g
Vxe]a; + oc[ gx)>0

Partie B

On considére la fonction f'de R vers R définie
par: f(x) = (x+2)(1- e ).
On note (€) la courbe représentative de /.

2
1. Verifie que :f (@) = &1

2. Calcule les limites de faux bornes de son
ensemble de définition.
3.q) Vérifie: VXER, f'(x) =g (x).
b) Etudie le sens de variation de f'et dresse
son tableau de variation.
4. On donne la fonction & définie sur [0 ; +oo[
par: h(x) =f(x) - 3x + 3.
a) Justifie que la fonction dérivée 4’ de & est
strictement décroissante sur [0 ; +oo[.
b) Vérifie que : A’(1) = 0.
c) Etudie le sens de variation de A.
d) Justifie que : Vx €[0; +oo[, h(x) < 0.
5. a) Justifie que la droite (T) : y =3x - 3, est
tangente & (€) au point d'abscisse 1.
b) Etudie la position de (€) par rapport & la
droite (T) sur [0 ; +oo[.
6. Justifie que (€) admet en —oo une branche
parabolique de direction celle de la droite (0J).
7. a) Justifie que la droite (D) : y =x + 2, est
une asymptote a (€) en +o0.
b) Etudie la position de (€) par rapport a la
droite (D). _ _
8. Trace les droites (T) et (D) puis construis (€) .

On considére la fonction numérique f définie
ar:f(x)=x2+x-2lnje'=1].
Eu f6{1ction f est deux fois dérivable en tout

point de son ensemble de déﬁnitign.
On note (€) la courbe représentative de fdans

le plan muni d'un repére (0,1, J).

1. Justifie que la fonction f'est paire.
2. Justifie que : Iim0 [ x) =+,
X
Interpréte graphiquement ce résultat.
3. Calcule la limite de f'en +o0 puis justifie que

i/ <o

Donne une interprétation graphique de ces
résultats.

4. Vérifie que : v x €R*, [ (x) = 2x = 1 - =

o 2¢e"
etf(X)—Z"' ex_1}2'

5. Justifie que 10 fonction dérivée /' de f est
strictement croissante sur ]0 ; +oo[.
6. Justifie que |'équation : x € ]0 ; +o0],

f'(x)=0,admet une unique solution o comprise
entre 1,04 et 1,05,

7. Justifie que : {

VIE]O:G[ Jx)<o
Vx€la+ oo f'(x) >0
8. Etudie le sens de variation de f'et dresse son
tableau de variation (tu prendras f (a) = 0,92).
9. Soit @ un élément de ]-o0 ; O[ et (Ta) la tan-
gente a (€’) au point d'abscisse a.

Etudie la position de (€) par rapport a (Ta) sur
J-o0; OL.

10. Construis (€).

Partie A

On donne la fonction numérique fdéfinie sur
o0 5 ~1{U]0 ; +oo par f (x) =xin(1 + ).

La fonction f est deux fois dérivable en tout

point de son ensemble de définition.
1. Vérifie que : vV x €]~00 ; =1[U]0 ; +oo[,

.lf‘rLr)zln(1+ 1?)— x11 etftl{x)= -1

ey
2.0) Justifieque: lim_f*(x)=0et im fx)=0.
b) Etudie le sens de variation de /.
Déduis-en que : ¥x € ]-00; ~1[U]0 ; +oo[, /"(x) > 0.
3.. Justifie que : xl[rgmﬂx] =1, ) !im1j(x} = +00,
Jlgnﬂx} =0et lim fl)=1 <

Partie B

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, 1, J)
ou l'unité graphique est le centimetre.

On consideére la fonction numérique g définie
sur ]-o0; =1[U[0 ; +oo[ par : g(x) = (1 + % )
six#0etg(0)=1. '

Lecon 5 ﬁ Fonctions exponentielles et puissances




La fonction ¢ est dérivable en tout point de
son ensemble de définition.

On note (¢ ) la courbe représentative de g
dans le repére (0, 1, J). (Tu utiliseras le fait que:
VYeg]l-x; -1[U])0; +oo[, g(x) = ¢"nt1 : ).

1. Justifieque: lim g(x)=cet lim  gtx) = +o0

puis calcule l"i“n 2(x) et ‘ I_i_rgx g(x).

2. a) Etudie la continuité de g en 0.

b) Justifie que g n'est pas dérivable en zéro
et que la droite (0J) est tangente & (¢) au
point d'abscisse 0.

3. Etudie le sens de variation de g et dresse
son tableau de variation.
4. Construis (¢ ) et ses asymptotes.

Le plan est muni d'un repére orthonormé
(O, I, J). Unité graphique : 2 cm.
On considére les fonctions /et g de R dans R

définies par: | fix) = (.1' —%]e{ six#0;
Jlo)=0

etgly)=x’-x?+x+1.

(') désigne la courbe représentative de f.

Partie A
1. Etudie les variations de g.
2. Justifie que l'équation: x € R, g(x) =0
admet une unique solution a dans R.
3. a) Justifieque:-1<a <0.
b) Détermine, par balayage, un encadre-
ment de a d'amplitude 10 -2
4. Etudie le signe de g(x) suivant les valeurs
de x.
Partie B
1. Calcule les limites respectives de f'en +o
eten -,
2. a) Calcule les limites de / @ gauche et @
droite en zéro.
b) Etudie la continuité de / en zéro.
Jx)

3. a) Calcule : {Ii;fno -

b) Interpréte graphiquement le résultat
obtenu.
4. Justifie que : pour tout x de k",

7(x) 1
fi=E5ter.
5. a) Etudie les variations de /.
b) Dresse le tableau de variation de /.

40 Le plan est munid'un repére orthagonal (0, I, J),
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Unités graphiques : 2 cm sur (O1) et 0,5 cm sur (0J),
On donne les fonctions / et g de R vers R définies
par:f(x)=(’+x+1) e etg(y) =2 -x-1
(¢ ) désigne la courbe représentative de /.

Partie A

1. Factorise g(x). .

2. Détermine le signe de g(x) suivant les
valeurs de x.

Partie B

1. Calcule les limites respectives de fen +x et
en -, ‘

2. Calcule les limites de la fonction /& gauche
et & droite en 0.

ou /1 est le prolongement

3.a) Calcule Jmh&x)

<
par continuité de /'@ gauche en zéro.
b) Interpréte graphiquement le résultat
obtenu.

4. Justifie que : pour tout x de R*, f(x) = g;f) %

5. Dresse le tableau de variation de f.
@ et Iimm L&ﬂ

e e By

6.a) Calcule: lim

X —too
b) Interpréte graphiquement le résultat
obtenu.

7. Construis la courbe (€).

Le plan est muni d'un repére orthonormé
(0, 1, J). Unité graphique : 1 cm.

On considere la fonction f'de R dans R définie

par: | /0= (x+1)e T six 1
g fy=o0
(€) désigne la courbe représentative de fdans
le repére (0, 1, J).
Partie A (Etude de la fonction f)
1. ) Calcule la limite de f'en +x et en 0.
b) Calcule les limites de f & gauche et a
droite en 1.
2. a) Etudie la continuité de fen 1,
b) Etudie la dérivabilité de fa droite en 1.
3. o) Etudie le sens de variation de f.
b) Dresse le tableau de variation de o
Partie B

(Représentation graphique de la fonction f)
L. Justifie que la droite (T): y= /o x + /e est
tangente a (¢ ) au point d'abscisse ~1.

2. Justifie que la droite (D) 1y = Xx, est une
asymptote & (¢ ) en +w et en —oo,

3. On donne la fonction £ de R dans R définie
par:gl) =/x) - (Jex + Je).

Legon 5 Fonctians Exponentielles et puissances
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a) Calcule g'(-1) et donne I'arrondi d'ordre 2
D

de g'( 3 ).

b) Vérifie que : vy ¢ R\(1},

g"() = {?‘ :)5,, ¢

c) Etudie le sens de variation de ¢'

d) Justifie que o

v'_\'\—_] ~; 1|'.'|1'.+x[,l."(.\')' 0
] vae]l- 11 ') o
g-n=0

VX € |“1‘;1Lg(.\‘)2 0

_ vy € i+ oo, g(x)< 0
f) Etudie la position de (T) par rapport a la
courbe (Y ).

4. Soit /1 la fonction définie de R*\(1) dans R

par: ii(x) = %1 e -1,
a) Donne un arrondi d'ordre 2 de h().
b) Calcule les limites de 4 en —oo et en +o0,
c) Etydle le sens de variation de A.
d) Détermine le signe de /(x) suivant les
valeurs de x.
e) Etudie la position de (€) par rapport a la
droite (D).

5. Trace les droites (D), (T) et construis (€).

e) Justifie que : {

L'atmospheére terrestre contient de I'azote qui
est transformé sous l'effet du rayonnement
cosmique, en carbone 14, radioactif, noté “C.
Les étres vivants contiennent donc du *C qui
est renouvelé constamment. A leur mort, il
n'y a plus d'emprunt de **C a l'extérieur et le
carbone *C qu'ils contiennent se désintégre.
Le temps écoulé depuis la mort d'un étre peut
donc étre évalué en mesurant la proportion de
4C qui lui reste.

Soit N(7) le nombre d'atomes de 14_existant &
l'instant t, exprimé en années, dans un échan-
tillon de matiére organique.

La vitesse de désintégration est proportion-
nelle au nombre d'atomes présents.

En appelant N, le nombre d'atomes de ™“C
initial, N(7) = N,e 0200121,

1. Quel est le pourcentage d'atomes de car-
bone perdus au bout de 30 000 ans ?

2. On appelle période (ou demi-vie) du car-
bone 14C, le temps au bout duguel la moitié
des atomes se sont désintégrés.

Détermine la période du “C (4 1 an pres).
3.0n analyse des fragments d'os trouvés dans
une grotte. On constate qu'ils ont perdu 40%
de leur teneur en carbone.

Détermine I'dge du fragment d'os.

Legon 5 Iii Fonctions exponentielles et puissances |
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La hauteur, en métre, d'un plant de mais a l'ins-
tant 7 est modélisée par la fonction /1 définie sur

_ a : ;
[0; +oof par: hi) = 1+ he T ou f est exprimé
en jour, a et h sont des constantes réelles.

On sait qu'd l'instant 7 = 0, le plant mesure 0,1 m
et que sa hauteur tend vers 2 m.

1. Détermine a et h.

2. 0n a représenté la courbe de la fonction /.
La vitesse de croissance du plant de mais cor-
respond @ la dérivée de la fonction 4.

A l'aide du graphique, détermine une valeur
approchée de l'instant f ou la vitesse de crois-
sance est maximale.

A quelle hauteur du plant cela correspond-il ?

2 hauteur (en métre)

18+
16-
14 4
1.2 4

p I 8
084
06+
044

, 0 A ltEITIPS ‘(enjlourjs] i
1 0 [ I e

T T T T T
20 40 60 80100120 140160180 200

Un inspecteur de police qui arrive sur le lieu d’'un
crime demande au médecin égiste de prendre
la température de la victime. Elle est de 32° C.
Il prend la température de la piece, qui est de
20° C. Une demi-heure plus tard, la tempéra-
ture de la victime est de 31° C.

La loi de Newton sur le refroidissement d’un objet
en milieu ambiant permet de modéliser la tem-
pérature de la victime en posant T(f) = Ae ™+ 20
ou 7 représente le temps, exprimé en heures,
depuis la mort de la victime et T(¢) la tempéra-
ture de la victime a l'instant ¢, en degré Celsius.
On admet qu’a l'instant du crime (1 = 0), la
température du corps était de 37° C.

1. Détermine la constante c.

2. Détermine I’heure du crime.

On s'intéresse @ la chute d'une goutte d’eau qui
se détache d’un nuage sans vitesse initiale. Un
modele trés simplifié permet d’établir que la
vitesse instantanée verticale, en m/s, de chute
de la goutte en fonction de la durée ¢ de chute
est donnée par la fonction v définie pour tout
nombre réel f non nul par :

v(t)=9,8175(1- ¢ ') la constante m est la
masse de la goutte en milligramme et la cons-
tante k est un coefficient strictement positif lié




A E;ercices

au frqttement de l'air. On rappelle que la vi-
tesse instantanée est la dérivée de la position.

) ._\':l u\); v Y
B & . Vi - o
LY aa * Otk v =
S - o 2§ v 5D
s A >
- i L) ol =
59 ® T T by
) 3 (o LR ’ .
3 . S Ba
’ - s -‘aﬁo,‘"
.
Partie A

1. Etudie le sens de variation de la fonction v.
2.La goutte d’eau ralentit-elle au cours de sa chute ?

3. Justifie que la limite de la fonction v en +%
est 9,81 % .

Cette limite s'appelle vitesse limite de la goutte.
4. Un scientifique affirme qu'au bout d’une
durée de chute éqgale a Sm , la vitesse de la

goutte dépasse 99 % de sa vitesse limite.
Cette affirmation est-elle correcte ?

Partie B

Dans cette partie, on prend m = 6 et k=3,9.

A un instant donné, la vitesse instantanée de
la goutte est 15 m/s.

1. Depuis combien de temps la goutte s'est-elle
détachée de son nuage ? Arrondis le résultat
au dixiéme de seconde.

2. Déduis-en la vitesse moyenne de cette goutte
entre le moment ol elle s'est détachée du
nuage et l'instant ol on a mesuré sa vitesse.
Arrondis le résultat au dixiéme de m/s.

_ Situations complexes

- Des éléves en classes de Terminale D désirant
faire la médecine aprés le BAC ont organisé une
sortie d’étude au Centre Hospitalier Univer-

sitaire de Cocody.
Au cours de leur passage au service pédiatrie

ils ont été stupéfiés par les informations sui-

vantes données par un médecin.
« Le modéle de Jenss est généralement consi-

déré comme le plus précis dans la prévision de
la taille d’un enfant.

=B
L 4
.

W

/

/
."
-
-

47

ne la taille €N (cm) G l'dge x
la formule de Jenss donne:

-(.,993x% i
x — @170, 4 SXS6y

Si h(x) désig
(en années),
hix) = 79,041+ 6,39
ve intéressee P

sortie avec -
gzgg:dleud ses amis de classe de laider 4

tions suivantes :
x préoccupatiot :
répondre aux p de croissance et la taille

- t le taux i
d'(i:‘z;fiu?wrt] d’unan?d’un enfant de 30 mois ?
Indication : le taux de croissance @ I'dge x

st i'(x). ' .
-eA qu(el)age le taux de croissance est-il le plus
slevé ? le plus faible ? .

En tant qE’éléve en classe de Terminale D, tu es
sollicité pour les aider. '
Réponds @ leurs préoccupations.

tate de fin d'année de leur établis-

motion Terminale d'un lycée o
invité le député de leur région G prononcer une
conférence. Le chef de classe de la TD, a noté

les informations suivantes. .
« Selon les spécialistes, notre région a un fort
taux de natalité et le nombre d’habitants est

modélisé par la fonction f définie par :

ar la pédiatrie est reve.

Une élé ces informations. Elle

pendant la
sement, la pro

flx)=12e°% ol flx) estla population exprimée

en millions d’habitants pour année 2020 +x.
Notre région ne peut nourrir plus de vingt
millions de personnes. La population en 2020
est estimée & 5000 000 F.

A cette allure, la population va tripler bientot et
on se demande bien pendant combien d’année,
aprés 2020, la nourriture sera-t-elle suffisante. »

Eberlué par l'utilisation de la fonction exponen-
tielle pourévaluerune population, le chef declasse
rapporte ces informations & ses amis de classe et
leur demande de répondre aux préoccupations
soulevées dans la derniére phrase.

Détermine I'année & partir de laquelle la
nourriture sera insuffisante.

=

€8 Caleuler A(1) et A1)

30 mois —» 2,5 ans
Calculer h(2,5) et 1'(2,5)

Etudier les variations de 4 sur [% ; SJ-

B 1./(00=3%5e x=421,x#5 en 2005.

2. Résoudre l‘équutionf(x} =20.

Legon 5 i
¢ Fonctions exponentielles et puissances




CALCUL INTEGRAL

2

La notion d'intégrale est lice a I'évaluation de I'aire sous une
courbe. Intéressons-nous a la terrasse de cette splendide villa.
Le caleul intégral pourrait aider a évaluer I'aire de cette terrasse.

SITUATION D'APPRENTISSAGE

Une éléve du Lycée Classique d’Abidjan en classe de Terminale D, découvre dans ses recherches
qu'un solide compris entre deux plans z = @ et == b dont la section avec un plan & la hauteur = ayant
pour aire 5(z), a pour volume le nombre réel V défini par: V = f S(z)dz.

Elle montre la formule du volume V & ses camarades de classe 'E;fri, émerveillés, décident de s'informer
pour la comprendre.

Lecon 6 Calcul intégral




HABILETES ET CONTENUS

Connaitre |

. la définition d'une intégrale |

. les propriétés de l'integrale : |
- linéarité ; |
- signe d'une intégrale ; ‘
- relation de Chasles ;

- inégalité et intégrales ;

- inégalité de la moyenne (les deux formes)

. la valeur moyenne d'une fonction
Noter

une intégrale

Calculer

la valeur moyenne d’une fonction
Déterminer

« le signe d'une intégrale

. un encadrement d'une intégrale
Interpreters

graphiguement une intégrale

Connaitre

. la technique de l'intégration par parties |

. la technique du changement de variable
affine

Calculer

une intégrale en utilisant :

« les primitives des fonctions usuelles

« la relation de Chasles

« une intégration par parties

. un changement de variable affine

. une fonction du type u'% (f ‘ou)
« la parité ou la périodicite

Calculer

une aire

4 Fonctions dutype x— | fU1)dt

Etudier .

les variations d’une fonction du type
x— | ft)ds
r"l‘“" !--'.‘.7[‘.'”-' r

I'allure d’une fonction du type

X ’f SUt)dt

INSTALLATION DES HABILETES

Activité (1] Intégrale d'une fonction continue

1.1. Notion d'intégrale

On considére une fonction f continue sur un intervalle I, @ et b deux éléments de L.

1. Soient deux primitives Fet Gde la fonction f'sur 1. Exprime G

2. Vérifie que : F(b) = Fla) = G(b) — G(a).

(x) en fonction de F(x), pour tout x € T;

Le nombre réel F(b) — F(a) ne dépend pas de la primitive de f choisie sur 1. 1l est appelé intégrale de

aabdef.
On le note : ]r flx)dxou [F(x)].

Legon &

Calcul integral




Exerc i cﬁ de ﬁxa t ion ......................................................................

B® Calcule les intégrales suivantes :

Il (z°+1)dr: I (u+ ;IT Jdu I_T (cosz+22)e™™ ™ d.r:‘ln-ll“(.r +5)dr; I-i {—f —dl ] = £ =dt.

™ Réponds par vrai ou par faux.

% Recopie puis relie chaque phrase a I'écriture mathématiques qui lui correspond.

Phrases Ecriture mathématiques
ésly- Intégrale de -3 & 6 de g(x)dx est égale a) ‘,1" %dr — Inx, @vec x > 0.
2. L'intégrale de 0 @ 5 de (2 - 3) d. b) /‘5 o(x)dy =9
3. L'Intégralede 1 a x de % dt est égale & s

2 —
Inx, avec x > 0. c) _fg (r*=3)dt.

1.2. Interprétation graphique de l'intégrale d'une fonction continue et positive

On considére la fonction f'définie par f (x) = % x+1et (¢ )sacourbe représentative dans
le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J). Unité graphique : 1 cm.

1. Construis (¢ ) et hachure la partie (D) du plan délimitée par (¢ ), 'axe (OI), et les droites
d'équations : x =-1 et x=3.

2. Trouve une primitive F de fet calcule F(3) - F(-1).

3. Calcule & l'aide de formule d'aire du trapéze, I'aire de (D) et compare le résultat au nombre

réel [F(3) - F(-1)].

L'intégrale de @ & b d'une fonction continue et positive f est |'aire, en unite d'aire, de la partie du plan
limitée par la courbe de /; 'axe des abscisses et les droites verticales d'équations .x = a et.x = b.

ExerCIces denxation P L LT L L BEssEsERsAERERERES

Y 1. Le plan est muni d’un repére orthogonal | B8 Leplan est munid'un repére orthonormé (O, 1, J).
(0,1, J). Unités : 2 cm sur 'axe des abscisses Unités: 2 cm

et 1 cm sur I'axe des ordonnées,

2. On considére la fonction / définie sur R
par:f(x) ==x*+x+6.

Calcule, en cm?, l'aire de la partie du plan limi-
tée par la courbe de f, 'axe des abscisses et les

flo)= .

On considére la fonction f définie par :

X
Calcule, en cm?, l'aire de la partie du plan
limitée par la courbe de f, I'axe des abscisses

droites d’équations: x =-2 et x = 3. On admet

et les droites d'équations: x=-1et x=5.
que (¢ ) est au-dessus de (OI) sur [-2; 3].

1.3. Propriétés de l'intégrale
Soient /et g deux fonctions continues sur un intervalle I. Soit @, b et ¢ des éléments de I, «, m et M
des nombres réels.

Soit F une primitive de f'sur I et G une primitive de g sur L.
1. En utilisant la définition de l'intégrale, calcule :

o) [ flr)ds;

td

b) [-'_f(‘\') et I’_ f{x)dx puis trouve une relation entre ces deux intégrales ;

. Lecon 6 ii" Calcul intégral




) I'“ fio) et [ fod [ )b puis compare-les ;

i)

I uf(\)c?‘\ et aff flx)dx puis compare-les ;

e) | ()‘ (x)+ g(x))dx et ‘j:“,f'(x)dwr_j‘ g(x)dx puis compare-les.
2.0n §uppose que ¢ < b. : ‘
a) On suppase que ¥ x € [a ; b], flx) 2 O
Compare F(a) et F(b) puis justifie que I ' fix)dx 20.
b) On suppose que V x € [a ; b], flx) <g(\}
Donne le signe de f{x) - g(x) et déduis-en une comparaison de 'I‘;h_;"(.\‘}ai\' et _[;II'g(_x')gi\'.
c) Justifie que Vx € [a ; b, m £ flx) < M, alors m (b —a) < ]-n fx)dx <M U‘ =a).
d) Déduis de la question précédente que si ¥ x € [a ; b], | flx)] £ M, alors | j Ydx | <M (b —a).

Soient | et g deux fonctions continues sur un intervalle K.
Soient «, b et ¢ trois éléments de K.
Soient «, 1 et M des nombres réels.

. r’i Ax)dx =0 et ./:ﬂ x)dx = —./;” A x)dx.
“f - -l
. .,.r )’I X }(.i\' — .’“ f{ ] )dr s .I‘ f( S }d\: "

lf (Ax)+glx))dx = _[;h_ﬂ x)dx+ _[_.hg( ¥)dx

-

[ afix)=a [ fixrd
o Sif 20surla;h] ,ulors-/-bﬂ X)dx=0.

b

» Si f2egsurla;b],alors j:h_ﬂ.l‘)(h’

8
« Sim<f<Msur[a;b],alors mb-a)< [ fx)dx sM(b -

« Si [f]<Msurla;Db],alors ' / flz)dr| <M(b - a).
PE®Y 1. Justifie que, pour tout nombre réel 7, On admet que ¥ x € [0 ; +oc],
cos® 1 =cosf (1-=sin?1). 1=x% <1-1+xi
x 1,
3 caleiil ):]4 dens’ 1l De:ermme un encadrement de l'intégrale :
L . 2 2 I _“'2_1_ ff.\‘ g
™ Calcule l'intégrale suivante : L | x%—4|dx. o x*+1

1.4. Valeur moyenne d’'une intégrale

= 1_ 0 In Ax)dx.

Soit la fonction f définie sur R par : flx) = cos’x. Calcule

Srins

b
[ étant une fonction continue sur [a ; ], le nombre réel = . = / fix)dx est
appelé valeur moyenne de /'sur [a ; b]. r

Legon 6 ‘ii Calcul intégral




Exerclces de ﬁx.ation .............................................................

Soitx € R, f(x)=3x*-x+2. Soit f(x) = 5 + oY ER
Calcule la valeur moyenne de f sur [-2 ; 4]. Calcule la valeur moyenne de f'sur [0; In3].

Activité e Techniques de calcul d'une intégrale

3
1. a) Détermine une primitive de la fonction f, définie sur R par: f(x) = , :_ g
- 3

b) Déduis-en f T ———dt.

2. Soient et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I telles que u' et v' soient continues sur I.
Soient a et b deux nombres réels de I tels que a < b.
a) Donne la formule de (uv)'(x) et pour tout x € 1.

b) Déduis-en que / u' (x)vix)dy =[ulx)v hl] — l alx) v (x) 'dx.

-5
3. Calcule .L (2x—3)* en faisant un changement de variable affine c’est-a-dire en posant 1= 2x - 3.

4

4. a) Justifie que la fonction x ~ cos 2x est paire, puis compare f_’j cos2xdx et /G ? cos2vdr.
b) Justifie que la fonction x ~ sin 2x est impaire. 8

Calcule I? sin2xdx .

6
T .. T T
c) En supposant que 0+ 3 = 3* ot 13_+ 7=

| -

calcule puis compare les intégrales suivantes : |_ CDSZ\‘L.{\' et ]0 cos2xdXx.

i)

o [ f@)de=[F(2)] = F(b)~Fl(a) ot F est une primitive de fsur [a ; b1,
« Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle[a ; b].

Si les dérivées ' et V' sont continues sur [« ; b], alors

“h ol
[ u(x)v'(x)dx =[ulx)vix)];- I u'( x )v( x)dyx . Cest la formule d'intégration par parties.

Rl

h
« Pour calculer [ Alex+ B )dx,on peut procéder comme suit :
- Faire le changement de variable : 7= « x + 3.
Ona: dt=adx. Dol dx = —l dr.

- Utiliser 'égalité : f flax+B)dx= [ ﬂ’—}d

« Soit f une fonction continue sur un intervalle K symétrique par rapport a 0.
Pour tout élément ade K, ona:

-Si / est paire, alors : _]_d fx)dy= 2__/: fix)dx.

- Si fest impaire, alors : f_”ﬂ X)dx=0.

« Soit f'une fonction continue sur R et périodique, de période T.
Pour tous nombres réels @ et h,ona:
~h=T

[T pode= [ fnde o [ fvds= [ s

AE

Lecon 6 Iiil Calcu! integral



Exercices de fixation _

Calcule les intégrales suivantes :

+Q ~

- 2 3 sin
/ 1 xedy ; [.° cos2xdx ; [_ Ll
p Jz Jz

COsY

B Calcule les intégrales suivantes en utilisant
une ou deux intégrations par parties :

Calcule les intégrales suivantes en utilisant

un changement de variable affine :
-2 - ) -1 _\,3 ;
_/1 xy3x+2dx et _Iﬂ <~ Fdx.

Calcule les intégrales suivantes en utilisant
la parité ou la périodicite.

]ﬂ (x+1)e"dx ; ]_2 xsinxdyx ; I2 Inxdx l x

 sinvdy et |- * tanxd.
=3

fn

4

i t-|-1

cosxdy ; f

s
Bl

-2 .
et lsxze']' dx.

Woi Calculs d'aires

Soit les fonctions [ et g définies respectivement par: fx)=x+2 et glv)=x.

On désigne par (¢ ), (€ ) les courbes représentatives de [ et g dans le plan muni d'un repére
orthonormé (0, I, J) Unité graph|que 2cm.

1, Calcule en cm?, I'aire de la partie du plan délimitee par :
a) (¢ ), (OI) et les droites d’équationsx=-1letx=2;
b) (¢ } (O1) et les droites d’équations x =-letx=2;
c (¢, } ( ] et les droites d’équations x = -1 et x = 2.
2. Culcule en crn1 I'aire de la partie du plan delimitée par :
a) (¢ _L_), (O1) et les droites d’équationsx =2 et x =4
b) (¢ ), (OI) et les droites d’équationsx =2 et x =4 ;
) (€, ), (€,) etles droites d'équations x =2 et x = 4.
3. Déduis-en, l'aire en cm? de la partie du plan limitée par (¢ r], {d E} et les droites d’équations :
x=-letx=4

Le plan est muni d’un repére orthogonal (0, I, J).
1. Soit / une fonction continue sur [ ; by, (¢ /) sa courbe représentative, (4) est la partie du plan
limitée par (¢ ), 'axe des abscisses (OI), les drmtes d équatmns x=a et x=0.

a) Si f est positive sur [a ; b], alorson a: (8) = f ﬂ xX)dv.ua.

b) Si / est négative sur [a ; b, alors ona: .4(8) = f fx)dyua.

Lecon B im Calcul integral
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¢)Si f n'apasde signe constant sur [a ; b), alors on éacrit [a ; b] comme réunion d'intervalles
sur lesquels f/ a un signe constant.

2. Soit [/ et gdeux fonctions continues sur [d b}, (¢ ) et (¢ ) leurs courbes représentatives
respectives. :

A est la partie du plan délimitée par (€ ), (€ ,,-) les droites d’équations : X =d etx=b.

Sigsfsurla; b1, alors : . 1(B) = U:h[ﬂ x)—glx)]dx ]ua.

Exercices de fixation

soit les fonctions /et g définies respectivement par f (x) =x* et alx) = J/x .On désigne par (¢ ),
(€ k,], leurs courbes représentotives dans le plan muni d’'un repére orthonorme (0, L, 3. '
Unité graphique : 2 cm.
Calcule en cm?, l'aire J1(b) de la partie du plan limitée par (c,), \ L.], I'axe des abscisses (ol),
\es droites d’équations x = Qetx=1. ;

£ Dans chacun des cas suivants :

1. Donne la formule explicite de la fonction f. l 3. Calcule I'aire du domaine colorié a l'oide

2. Décris le domaine colorie. d'une intégrale.

b)

-
/

o7
B Soit {a fonction [ définie par [l =x-1. On désigne par (¢ ), la courbe représentative
de fdans le plan muni d’un repére orthonormé (0, 1, J). Unite graphique : 2 cm.
Calcule, en cm?, l'aire. 1(8) de la partie du plan limitee par (« I), |'axe des abscisses (01),
les droites d’équations X = -2 et x=3.

Activité o Fonction du type : x = [ finde
1

Soit la fonction g définie par g(v) :L e di et la fonction [ définie sur]-1;1(par f(x) = =3
1. Détermine la déerivee de la fonction gen utilisant la définition de lintégrale d'une fonction. )
2. Réponds par vrai ou faux @ chacune des phrases suivantes:

a) g est définie sur1-1; 10

b) g est croissante sut =13 1L

c) g(0)=0.

d) g estune fonction impaire.

5= %( 2] 1_—'__r + 1 1*-.’ ],démontre que :g(,\-) = *%-'.n( %_i;%]

7 -

) En écrivant
1=t

Legon 6 Iii Calcul intégral




On admet que:

Si une fonction /“est continue sur un intervalle K et @ un élément de K alors

la fonction x ~ / St )dt de K vers R, est lunique primitive de f qui s’annule en a.
Cette fonctlon est dérivable sur K et sa dérivée est la fonction f c'est-a-dire que :

si F(x) = / A t)dr alors Vx €K, F(x) =1 (x).

Exercices de fixation

Soit la fonction / définie sur R par
R LR Wl s
hix) = _): T+ dt.

Etudie le sens de variation de /.

& Soit aun nombre réel strictement positif et
la fonction F définie sur [0; +[ par:

Fo)= [ e dr.

.

Sans calculer F(x), détermine F'(v).

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice o Calculer des intégrales

Calcule les intégrales suivantes :

n 2 .
I=‘/1.i31+(g_3, dr et J='/5 ['%\‘)d_\‘.
B In3 (ﬁ _ In3 L,3<'

A

3f|n3 3(,3:
Hinl1+e 3'l|'"3

§[28-In{1 +e%)]

/:( 1 inx Jdx=

“

—dt

(nv)? [° _ (In2)?
2 k- 2

2

Exerci

(In5)?

e

« On multiplie I'expression -

dt e¥
+€—3} par 3
3t
pour avoir I'expression 1 ¢ 3 -
+ &

Posons u(x) = e*+1,onau'(t) = 393‘ donc

e u'(t)

I'expression fag® estde!aforme W)

. Posons u{x}—lmr ona u [t}- — donc
(-— X Inx) a la forme u(x) u*(x).

[ o Déterminer la valeur moyenne d'une fonction

1. Détermine graphiguement la valeur moyenne de la fonction carrée sur lintervalle [1;3].

2. Calcule cette valeur,

L

~4

Lecon 6

1. Les domaines coloriés ont la méme aire.
2. Utilise la formule de la valeur moyenne.

Calcul intégral




Exercice o Calculer une intégrale en utilisant une intégration par parties
Calcule l'intégrale P o I'aide d'une intégration par parties.

P= [I (x+1)e “dx

. - | R F R h b
ey ”{x}—_{‘ I SO f UV (x)dy = [u(.r)v(.r)],f"f u'(x) v (x)dx
alors vix)= e =5 4 a
p= _[1."(.\41),-'3' &
= = - ; S T
=[—1e‘ 3‘[.\'+1}] —f mles‘fil' ‘ =—e’5+%e 3—[§e 5—39 3]
3 -‘-—F g =—10 64 7,3
=l“" g | lg‘ L . g ¢ *tge

Exercice o Calcule l'aire d'une partie du plan comprise entre deux courbes

Soient les fonctions /et g définies par / (x) =x* et g(x) = x.0n designe par (¢ ), (¢ ), leurs courbes
représentatives dans le plan muni d'un repére orthonormé (0, I, J). Unité graphique 3 cm.

Colorie la partie (A) du plan délimitée par (¢ ), (1 Q) et les droites d'équations x = 0 et x = 1 puis
calcule en cm?, l'aire A(A) de cette partie.

On utilise la formule
Ald) = f: [ fix)— g(x)ldx)ua, 0< g~fsur [a; b.

L'aire ./{A) en cm?, de la portle A du plan délimitée par (¥ ), (¢ ) et les droites d'équations x =0

etx =1est:.(8)= (“\\—1|d1 x9= 9[2i——]1—9[(2x 1 1“) {in———)]

A(B) =3 cm?,

Exercice e Déterminer le sens de variation d'une fonction définie a l'aide d'une intégrale

On considére la fonction F définie par: Flx) = [ ﬁ dt.
Détermine le sens de variation de F. )

Corrigé

Soit la fonction F définie par: Flx) = f 7 dt On utilise le théoréme.
o f deh ) = Si une fonction / est continue sur un intervalle K
et la fonction;f agfinie par : jox 1 + 1 et @ un élément de K alors la fonction

F est l'unique primitive de f qui s unnule enz?;

X = " finydr de K vers R, est 'unique primitive
F est dérivable sur R et YX€ER, '£ ) L

x de fqui s’annule en a. Cette fonction est dérivable
F'ix) =flx) = " : & etcomme V.x € R,/ (x) > sur K et sa dérivée est la fonction fc'est-a-dire que :

0, alors F est strictement croissante sur . siF(x) = [ f)dt,alorsV x €K, F'(x)=1(x).
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Résumeé de cours

o Intégrale d'une fonction continue

1.1. Notion d'integrale

W f est une fonction continue sur un intervalle K, a et b sont deux éléments
de K et F est une primitive de f sur K.
On appelle mtegrale de a et b de f le nombre reel F(h)-Fla).

On la note : f flx)dx ou [Firil..

Ona: fh fwydy = [Fexy ], =F(b) —Fla).

Vocabulaire

1] i
f flxydx se lit: intégrale (ou somme) dea a bdef (x)elx.

« [F(x)]"se lit: "Flx) pris entre a et b
« aeth sontles bornes del mtegrnlef fix)dx.

. Lalettre x n'intervient pas dans le résultat de f f(x)dx.On peut donc la remplacer
par toute autre \ettre différente de a et b.On Vappelle variable muette,

Ona: f feydy = [ furdr = f fierds =. .= F(b)- Fla).

Exemple
Considérons la fonction f définie par /(x) = x*. Une primitive de / est la fonction F définie

par Flx)= \5 Donc { xde = | 5 L =F(1)-F(0) = ; x1%-0.

- L
5 -

1. 2. Interprétation graphique de l'integrale d une fonction continue et positive

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [e ; bl et (¢ ) sa courbe repre-
sentative dans le plan muni d'un repére orthogonal (O, I, J).

j_: fix)dx est l'aire (en unités d'aire) de la partie (4) du plan limitée par la courbe (¢ ),
I'axe (OI), les droites d’équations x = a et x = b.

| N.B:1lwu.a=0Ix0J. 1
l r/—\\‘\""—‘———""

s
1 unité d'aire

N.B.

« Soit Q(b) Uaire de (4). Ona: Q(A) = j:.il,"{.‘ﬁ')h{l' w.da.

« (B) est aussi I'ensemble des points M(x ; v) du plan tels que: { gffii;gﬂbﬂ

« Si [est une fonction continue et négative sur Vintervalle [a ; b].
o
Alors, (A) = '[ |—|f'(x}]air w.a.

Legon B ﬁ Caleul intégral
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1. 3. Proprietes de |'integrals

i Conséquences de la définition
i h i
f fixyde =0et flxyedx =-_/; Jlxydx.

Egalité de Chasles
Soit f une fonction continue sur un intervalle K ; @, b et ¢ trois éléments de K.

Ona: f f(x)dx = f flx)ydy +f flx)dx.

Linéarité

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle K ; a et b sont deux éléments de
K et cc un nombre réel. Ona:

o ['Trwegwla = [ fwde+ [ gwar.
“‘”,I 3 v
" j

o

il
ocf (x)edx = OCf Sflx)dx.
Comparaison
« Soit fune fonction contmue sur un intervalle [a ; b].
Sif20surla; b], alors f fxdx 20.

Sif <0surla; b),alors _/ flxydx 0.
. Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a ; bl.

Sifsgsurla, b], alors f fixydy = fﬁ a(x)dx.
« f'est une fonction continue sur un intervalle [a ; b], m et M sont deux nombres réels.
Sim<sf<Msurla; bl alors mb—a)< f fix)dy < M(b = a).

i |f] <Msurla; bl,olors | [ fiydy|<Mb = a).

N.B.

« Les calculs exacts d'intégrales sont faits avec les primitives ou en utilisant les l
différentes propriétés du cours (linéarité, relation de Chasles...).

‘ « Pour encadrer une intégrale, on utilise les proprietés de comparaison

| (positivité, respect d’ordre, les inegalités de la moyenne).

1. 4. Valeur movenne d'une ronction

m fest une fonction continue sur un intervalle [a ; b ; (a < b).
On uppelle vuleur moyenne de f sur [a; b], le nombre réel u tel que :

M -

NB : Si (f[a, b]) = [m , M], alors m < LS M. | ()

La valeur moyenne p d'une fonction positive ['sur [a; b], S N /,’/

est la hauteur du rectangle de base (b — a) ayant la méme i

aire (en unités d'aire) que la partie du plan délimitée par la 74

courbe (¢ ), I'axe (OI), les droites d'équations o f
- a 4]

x=aetx=). :

Caleul intégral




Résumeé de cours

Exemple
Soit la fonction f'définie par f'(x) = cosx.

La valeur moyenne de f'sur [0 ; mi] est :

p= ,1 0 jﬂ cosx dx

= i_ [sinx]."
-o0.
€@ Techniques de calcul d'une intégrale
Utilisation d'une primitive :
f flax)de=[Fl(z) ]i = F(b) - F(a) ot F est une primitive de fsur [a ; b].

Intégration par parties
Soient i et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; b).
Si les dérivées i' et v' sont continues sur [a ; b], alors :

h b
f w(x)v'(x)dx =[ut\‘)!‘{_\‘)]ﬂ” - f v dy,
Changement de variable affine

]
Pour calculer j /(e x + B)dx, on peut procéder comme suit :
- Faire le changement de variable : 7 = oc<x + . avec o = 0.
Ona:di=oxdx. Dol dx = ;—dr.

{/ ~ih=4 1
- Utiliser I'égalité : f [ (xx +B)dy = I h j—?(ﬁ.

Intégration des fonctions paires, impaires, périodiques

« Parité

Soit f une fonction continue sur un intervalle K symétrique par rapport @ 0.
Pour tout élement @ deK,ona:

- Si f'est paire, alors : f“ Jx)dx =2_/ " f(x)dx.
= D
- Si f'est impaire, alors : j_“ flxydx =0.
«» Périodicité
Soit f une fonction continue sur IR et périodique, de période T.
Pour tous nombres réels a et b,on a:

.[:T ftx)dy = j_:h,f(-\'lh‘-’t‘ . _/‘:”'T_)‘I.r)ch'='£T fydy.
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o Calculs d'aires
Le plan est muni d’un repere orthogonal (0, 1, J).

1. Soit f une fonction continue sur [a ; b], (¢ ) sa | 5 urine dicice
courbe représentative, (8) est la partie du plan I@
limitée par (¢ ), 'axe des abscisses (01), les droites

d'équations x=a et x=b. - —— B

a) Si f est positive sur [a ; b], alorson a:

|
i I " \/—\
A= j flx)dy ua

' ()

b) Si f est négative sur {a;b),alorsona:

~h
AlA)=- ,’1 flxydy .ua

¢) Soit la figure ci-contre :
b . 4 (€))
A= ([r }I,\‘)(a{"i = j; __.f'(_\-)dx + f If(x}{f,\' ] Ha J ; /\
2. Soit f et g deux fonctions continues sur [a;b], (C) Ol fal 7 A d
et (¢ ) leurs courbes représentatives respectives.
A est la partie du plan délimitée par (€), (€ ) les
droites d’équations: x=a et XY= b.
Soit la figure ci-dessousotond: g < f'sur[a; b), Cest-a-dire que f - g est positive sur
[a;b] donc l(B)= f | fx)— g(x) |dx ua.
7
?\l'fl/] -l. !

a 0

1 .‘Ir

|
i
| w |
| o Fonction du type : x — _]I:'j'm dt

i Théoreme |
si une fonction fest continue sur un intervalle K et @ un élément de K, alors |
la fonction x = fj fiHdr de Kvers R, est 'unique primitive sur K de fqui s‘annule en d. |
Cette fonction est dérivable sur K et sa derivée est la fonction f c’est-a-dire que :

siF()= [ fidr, alors ¥ x €K, F ') =7 ()
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Exercices

Exercices de renforcement 7 Dans chacun des cas suivants, exprime l'aire

du domaine colorié sous forme d’intégrale.

@ Calcule les intégrales suivantes : (On ne demande pas de calculer l'intégrale.)
' 1 2.

2 2 | .
= -3 Ry _AasiiTig) 4 —ir J f
[ ,(x+2) dx ; jq. 3¢ dg ; f 5e dt () .-"f

fu § cos” (21)dr ; f : cosx sinxdy ; | ,/ F\q

|

T ¢ _<Bu “ Int T4 fll. 4
_£ SRS iain {a’.f;j_: de;j; TR ai ) 1 :
o Ny FYE . 12 B . 0 R&EF(C) ol 3
A (Ii‘.l){b., -jﬁ I;?ﬂ’f,-’: ‘mdfl " f
! 4 2 2 = I 3 4,
f (6x" — 3x" + x — 2)dy; [ (x+2) dx; -
-3 J-3 -\{r )| /
£ ".. 5.. . . el - » ‘_\ In’jz - ‘.- /
j; vx—2 dx; f; p oy .'[ ; dr. 3 A D \. - /
A \ 74
"2 Calcule les intégrales suivantes a 'aide d'une e O, T(€) T%?
intégration par parties : — 7
f3 (r+1)e'dr; f In{x+1)dx; [ (Inx)“dhx ;
fj z”"f ~dr; F ¥l d ; 8 Soit la fonction g définie par : gl(x) = |2x - 3|
O ) £ dont la représentation graphique (¢ ) est
'8 Calcule les intégrales suivantes a l'aide de ci-dessous (en vert).
deux intégrations par parties :
? 2 i "R PR & SN
'[1 te'dr; jo. x*cos2x dx; -/u- e “sin3x dx. E[}
"4 Soit les intégrales J et K définies par :
x 3 A :
= 4 ST I O (R e T :
J—j; xcos”(2x) dx et K—j; asin® (2x) v . |
a) Calcule : J - K a l'aide d'une intégration par !
parties. 71 i
b) Calcule : J +K. : > :
c) Détermine la valeur exacte de J et celle de K. |3 B .
&6 Calcule les intégrales suivantes a l'aide d'un
changement de variable affine. Calcule I'aire (en unités d’aire) de la partie (A)
2 2 du plan délimitée par la courbe (¢ ), I'axe (OI),
_[ Xyv2x+4dy; j‘. XtV 2v+4d. et les droites d'équations x =0 et x = 4.
6 Soit /la fonction définie sur [-2;2] dont la 8 ' On considére la fonction numérique / définie

représentcztlon graphique est ci-dessous. sars Fl)= " ?‘ i, () dislna G eiirba

o .[2 Rx)ar. représentative de / dans plan est muni d'un

repere orthonormé (O, 1, J).

34 1. Trouve 'ensemble de définition D, de /.
2. Détermine le signe de / '(x) suivant les
valeurs de x.

1 - 3. a) Etudie le sens de variation de /.
y X b) Déduis-en le signe de / (x) suivant
= 0 9 2 les valeurs de x.

Lecon B iﬁ Calcul Integrat




40 On considére la fonction f de l—

13

4

|

‘

A
2

] vers ‘

e

[-1; 1] définie par: f(x)=sinx.

1. Démontre que fest une bijection.

(On désigne par F sa bijection réciproque.)
2. Etudie la dérivabilité de F.

3.Démontreque:Vx€]-1;1[F'(x)= -1_11 .

\ ==
4. Définie lafonction F, sur]-1; 1[, par une intégrale.
1

Rl
5. Calcule _/ . —
i) \ S

On considére la fonction numérique / définie
par:f(x)= ’1 Mcﬁ.
1. Trouve l'ensemble de définition D, de f.
2.Démontre que :Yx €D, f'(x)20.
3. a) Etudie le sens de variation de /.

b) Déduis-en que: VX €D, f(x) > 0.

Lors d’'une émission télévisée, les téléspec-
tateurs sont appelés a envoyer des messages
téléphoniques par SMS, pendant une durée de
5 minutes.

Pendant ces 5 minutes, les appels arrivent
avec un débit variable en fonction du temps.
Si x est le temps exprimé en minutes, le debit,
exprimé en milliers d’appels par minute, est
donné par la fonction / telle que :

o f(x)=-4x*+8x pourx € [0;1]. |
«f{x)=Inx —x +5pourx€[1;5].

On admet que le nombre total d’appels recus
pendant ces 5 minutes est donneé

]
par jc: fxydx .
1. Construis la courbe (¢ ) représentant la
fonction f dans un repére orthogonal.

2. Veérifie que la fonction / est continue en 1.
3. Calcule le nombre total d'appels regus
pendant ces 5 minutes.

On considére la fonction fde ]O; +x[ dans R

définie par: f(x)= /; %u’r.(‘( ) désigne la courbe

représentative de fdans le plan munid'un repére
orthonormé (O, I, J). Unité graphique : 1 cm.

Partie A ; On considére la fonction g de

10 ; +x[ vers R définie par: g(x) = i_

14

1. Calcule les limites de g aux bornes de son
ensemble de définition.

2. Etudie le sens de variation de g.

3. Etablis le tableau de variation de g.

4. Calcule  lim @ et interpréte

graphiquement le résultat.
a) Donne les arrondis d'ordre 2 respectifs de

g(1), g(2), g(3), gl4), g(5), g(6), g(7) et g(8).
b) Construis la représentation graphique

(I") de g dans le repére (O, I, J).
Partie B
1. Détermine le signe de f{x) suivant les valeurs
de v.
2. a) Démontre que : ¥V x €]5; +x[,
F> a7 =1).
b) Déduis-en la limite de fen +x.
3.Démontre que : ¥ x € ]JO; +[, €' > X~
4. a) Démontreque: ¥ x €10; 1[, / (x) <lInx.
b) Déduis-en la limite de fen 0.
5. a) Etudie le sens de variation de /.
b) Déduis-en le signe de f{x) suivant les
valeurs de x.
¢) Dresse le tableau de variation de /.
6. a) Trace la droite (T) tangente & (¢ ) au
point d'abscisse 1.
b) Détermine une equation de (T).
7. Calcule ii_r‘nt%) et interpréte
graphiquement le resultat.
8. Construis (¢ ). (On prendra : / (0,5) ==2,95;
[(2)=1,48 ; f(3)=2,27 ; f(4)=3,10et

J(6) =5,54.)

Le plan est muni d'un repére orthogonal (O, I, J).
Unités graphiques : 2 cm sur (OI) et 1 cm sur (OJ).
On considére la fonction F de R vers IR définie
par: Fx) = j “¢"dr. On désigne par (¢) la
courbe représentative de F dans le repére (O, I, J).
Partie A

1.Démontre que : VY ER, x+1<e’.

3

2. Démontre que : Vx € [0; +x, ‘T +x < Fx).
Partie B

1. Détermine le signe de F{ x) suivant les

valeurs de x.
2. Démontre que la fonction F est impaire.

Legon 6 iiil Caleul integral
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F=2"9

3. Trouve les limites de F aux bornes de son |
ensemble définition.
4. q) Etudie le sens de variation de F.
b) Déduis-en le signe de F(x) suivant les
valeurs de x.
5. Dresse le tableau de variation de F.
6. Trouve une équation de la droite (T), tan-
gente & (¢ ), au point d'abscisse 0.
7. Détermine puis interpréte le résultat obtenu.
8. Trace la droite (T) et construis (¢ ).
NB : Pour la construction, on prendra:
F(0,5)=0,6 ; F(1)=15 ; F(1,5)=4
et F(2) = 16,5. ‘

L'objectif est de calculer les intégrales |
1 ..
SU]VUntES 3 ]. - f = —-tf'\—.— ;
=) \ _\-a. 4 2 I

| .\.2
)= -ID —-—\._.1_24_ = di; K= I

1 PpT—
VAt +2dyx. |

1. Soit la %cnction_!'déﬂnie sur [0; 1] par

) =Inlx+ yx +2).

a) Calcule la dérivée de la fonction ‘
x+ y/x° +2.Déduis-en la dérivée f“ de /. |
b) Calcule la valeur de I. ‘

2. a) Sans calculer explicitement J et K,
vérifie que : J + 21 = K.

b) A l'aide d'une intégration par parties
portant sur l'intégrale K, démontre que :

K=y 5 =,
¢) Déduis-en les valeurs de J et de K.
Partie A

Soit ¢ la fonction définie sur [2;20] par:
¢(x)=x—2-2In(x).

1. Etudie les variations de la fonction ¢ puis
dresse son tableau de variation.

2. Justifie que la fonction ¢ s'annule
exactement une fois sur lintervalle [2 ; 20].
Indique la valeur arrondie a une décimale de
ce nombre.

3. Déduis-en le signe de la fonction ¢ sur
l'intervalle [2 ; 20] et récapitule ces résultats
dans un tableau.

Partie B

Le plan est rapporté & un repere orthogonal, |
les unités graphiques étant 1 cm sur l'axe des
abscisses et 5 cm sur 'oxe des ordonnees.

Soit fla fonction définie sur (2 ; 20] par:
i (¢ ) désigne la courbe

représe'ntative de la fonction f'dans le plan
muni de ce repére.

Legon 6
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1. a) Justifie que la dérivée /'de f a le méme
signe que ¢ sur ]2 ; 20].
b) Etudie les variations de la fonction /,

détermine la limite de /'en 2 puis dresse le
tableau de variation de cette fonction.
2. Prouve qu'il existe un unique point de la

courbe (¢ ) ot la tangente & la courbe en ce
point est paralléle a 'axe des abscisses.

3. Trace la courbe (1 ).

Partie C

Soit ¢ la fonction définie sur [2; 20] par :

glx) = 5 xi-2 - 2xin(x).

1. Justifie que g est une primitive de ¢

sur [2; 20].

2. Soit I le nombre défini par: 1= _l_fo @ (x)dx.
a) Exprime le nombre I uniquement @ I'aide
de nombres entiers et des deux nombres
In2 et In5.

b) Donne la valeur de | arrondie & deux
décimales.

Partie A
On consideére la fonction g de R vers R définie
par: glx) = %.\:H 1 -2In(=x).
1. Détermine I'ensemble de définition de g.
2. Calcule les limites de g en = etenO.
3. Etudie les variations de g sur ]- ; O[ puis
dresse son tableau de variation.
4. a) Justifie que l'équation g(x) = 0 admet
une unique solution « dans ]=20; 0.
b) Justifie que: -2 <a<-1.
5. Justifie que : ¥ x € ]-0; af, g(x) <O et
v x € Ju; 0f, glx) > 0.

Partie B

On définit la fonction /f sur J-%; O[ par:
: 2 In(—=x)

)= gx=1+ —= -

Onappelle (¢ ) la courbe représentative de fdans
le plan muni d'un repére orthonorme (0,1, ).
Unités graphiques : 0T =2 cmet 0J=1cm.
1. Calcule les limites de fen 0 et en —.
Interpréte graphiquement le résultat en 0.
2. a) Justifie que la droite (D) d’equation

2 -1 estune asymptote oblique a (¢ )en —.

b) Etudie la position relative de () par
rapport @ (D).

3. a) Justifieque : Y x € ]-%; 0[, fx) = T'T
b) Déduis-en le sens de variation de_!"puis
dresse son tableau de variation.

g)

Caleul intégral
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4, Trace la droite (D) et la courbe (¢ ) de f,
Prendre a=-1.
Partie C
1. a) Hachure la partie du plan A(A) limitée
par: (), la droite (D), les droites d’équation
Y=Aetx=-1o0u A<-1.

b) Calcule l'aire A(A).
2, Calcule A(= 2).
3. Caleule lim A(A).

Le plan est muni d'un repére orthonorme (0, 1, J)
ou l'unité graphique est le centimeétre.

Partie A

On consideére la fonction / de R vers R définie
par: f{x) = e —4e' + 3,

Onnote (7 ) la courbe représentative de fdans
le repére (O, 1, J).

1. a) Calcule les limites de /'aux bornes de son
ensemble de définition.

b) Calcule lim %\l A
Interprete graphiquement le résultat. |
2. Etudie le sens de variation de /et dresse son |
tableau de variation.
3. a) Justifie que la droite (T) : v = -2x, est tan-
gente a (¥ ) au point d'abscisse zéro.
b) Vérifie que: V x €R, /"(x) = 4e'(e" - 1).
Déduis-en la position de (¢ ) par rapport & (T).
4. Etudie la position de (¢ ) par rapport a la |
droite (D) : y= 3.
5. Trace les droites (T) et (D) puis construis (¢ ) |
avec soin. ‘
6.0npose:K = | (3—7(x))dx ou restun
nombre réel strictement négatif.
a) Interpréte graphiquement l'intégrale K.
b) Calcule K.
¢) Hachure le domaine du plan constitué de
points de coordonnées (x ; v) telles que :
x<0etf(x) <y <3 puis détermine l'aire,
en cm?, du domaine hachuré sachant qu'elle
vaut en unite d'aires K .
Partie B
1. Justifie que /'définit une bijection 4 de
=% ; In2] vers un ensemble que |'on précisera.
2. Construis la courbe représentative (7 ') de /1 .

3. Justifie que la bijection réciproque /1 ' de /t
n'est pas derivable en —1.

4. Dresse le tableau de variation de /1 7.

5. Calcule (/2 )'(0).

6. Pour tout v élément de [-1; 3[, explicite /1 “(x).
Le plan est muni d'un repére orthonormeé (0, 1, J)
ou l'unité graphique vaut deux centimetres.

On considére la fonction f définie sur l'inter-

valle I-1; +=[ par: f(x) =x - ‘n—r}‘\—} et ()
sa courbe représentative dans un repére
orthonormeé.
1. On note /" la fonction dérivée de f.
Calcule /'(x) pour tout x de l'intervalle ]-1; + [.
2. Pour tout x de l'intervalle ]-1; += [, on pose
N(x)=(1+x)=1+In(1+x).
a) Vérifie que I'on définit ainsi une fonction
strictement croissante sur ]-1 ; +oo [.
b) Calcule N(0). Déduis-en les variations de N.

3. a) Démontre que la droite (D) d'équation v = x
est asymptote oblique a la courbe (1 ).
b) Calcule les coordonnées du point d'inter-
section de la courbe (1 ) et de la droite (D).
4. Soit F la fonction définie sur [0 ; +o[ par :
F (x) = [In(1 + X))
a) Justifie la dérivabilité sur [0 ; +=[ de
la fonction F et détermine, pour tout réel
positif x, F'(x).

b) Caleule | * foevdi

On consideére la fonction / définie sur [0 ; +c[ par
J{(x)=xIn(x+1) et (¢ ) sa courbe représentative
dans un repére orthonorme.
1.a) Démontre que f est strictement croissante
sur [0+,
b) L'axe des abscisses est-il tangent a la
courbe (7 ) au point O ? Justifie la réponse.

L

x+1

a) Détermine trois réels a, b et ¢

tels que pour tout réel différent de -1,
2

2.0nposel= /u

), S c
Fem e + b+ T
b) Calcule 1.

3. A l'aide d'une intégration par parties et du
résultat de la question 2, calcule, en unités
d'aires, l'aire A du domaine plan délimité par
la courbe (¢ ), les droites d'équation

x=0,x=1et |'axe des abscisses.

Determine les fonctions f définies et continues
sur l'intervalle [1 ; +=¢[ tels que pour tout réel

x4, f;" ftx) dx = 2In{x).
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24

25

26

Soient a et b deux réels strictement positifs
vérifiant @ < b. On consideére les droites (D) et
(D') d'équation respective y' = ax et y' = hx.

On considéere les hyperboles (H) et (H')

2

d'équation respective y = —1— ety= =

Le point A est le point d‘mtersect;on de (D) et
(H), B celui de (D') et (H), (C) celui de (D') et (H'),
et (D) celui de (D) et (H').

1. Fais une figure.

2. Calcule |'aire du quadrilatére curviligne

ABCD en fonction de a et b.

Dans le repére orthogonal (O ; 7.7 ) (unités
graphiques : ||7|| =2 cm et || 7| = & cm,
détermine l'aire (en cm?) du domaine plan
délimité par la courbe () représentative de
la fonction logarithme népérien et les deux
tangentes a (¢ ) aux points d'abscisse 1 et e.

Soit /: [a. b] —R continue telle que, pour tout
x€la,blona:f(a+bh-x)= f(x).
1. Demontre que :
b
f Miv)dx = =5+

=g

a%b [ fieyds

Application

2. a) Justifie que : _/c;” xsinvdy =5 ’0“ sinx dx.
b) Déduis-en ]0 xsiny dx.

On considére la fonction f définie sur ]-1; 1]

par flx) ‘In( T ‘ et (¢ ) sa courbe représen-
tative dans un repére orthonormé (0; 7, J ).
1. Etudie la parité de la fonction /.
Que peut-on en déduire pour la courbe (1) ?
2. Etudie les variations de la fonction /'sur
=151
3. Détermine les limites de faux bornes de son
ensemble de définition.
4.0n considére la fonction F définie sur ]-1; 1
par: F(x)=(x-1)In(1-x) - (x+1) In(x +1).
a) Démontre que la fonction F est une
primitive de la fonction /.
b) Determme alors la valeur exacte de

[ f(x)dx.

84375

<
c) Justlﬁe que:1= - l”( 823543

On admet le théoréme suivant :

Soient « et b deux reels tels que ¢ < b et f'une
fonction dérivable sur [a ; b] telle que. /' est
continue sur [a ; b]. On note (¢ ) la courbe
représentative de fdans un repére orthonormé

27

28

29

fx)=

(0:7 }' ). La longueur L, en unité de longueur,
de I'arc de courbe défini par la courbe (¢ ) entre
les points A(a ; fla)) et B(b ; /(D)) est égale

T e R—
oL-_]f J1+ (7)) dx.

La chainette est la courbe obtenue lorsqu'on
suspend une chaine entre deux points A et B.
Cette courbe a une equation de lo forme :

v = f(x) ou f'est la fonction définie sur IR par :
e’ -I- ¢

Calcule la tongueur de la chainette entre les
points d'abscisses -1 et 1.

On considére la fonction f définie sur [2 ; +o2[

c A 4y°+13x -9
ar: f (x) = 0+ 272 — 3x
1. Dete!mme les nombres réels a, b et ¢ tels
C}Llefh} _1f1+lt._3

2. Calcule: 1= ": finder .

On considere la fonction f définie sur [1; +x[
par:f(x)= —1- )

1. Pour¢r>1 détermine I(a) =
fonction de a.

2. Détermine la limite de I(a) lorsque a tend
vers +u,

3. Interpréte graphiquement ce dernier
resultat.

f‘ flrydt en

On consideére la fonction / définie sur R par :

flx) =(1-x%)e" et (¢ ) sacourbe représen-

vd B

1.0) Qétermine les limites de f'en +x et en -,
b) Etudie les variations de /.
2. A 'aide de deux intégrations par parties
il

findt.

tative dans un repére orthonormé (0 ; 7

successives, détermine A = f
g

Interprete graphiquement A.
3. Pour tout réel x de [1; +o¢[,
on pose F(x) = 11 findt.

a) Demontre que F est dérivable sur [1 ; +=[.
b) Détermine l'expression de F(x) et calcule

la limite de F en +,
¢) Interpréte graphiquement ce dernier
résultat.

4. 0n veut résoudre 'equation F(x) = -A.

Lecon 6 Iii Calcul intégral
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[ sur[1;elenposant:f (v)=

x) = sinx.

fx)=xIn(x+1).

a) Démontre que cette équation est
équivalente @ : 2In(1 +x)=x.

b) Etudie le sens de variations de la
fonction /1 définie sur [1 ; +[ par:
h(x) =2In(1+x) - x.

c) Démontre que, sur l'intervalle [1; +ocf,
I'équation : 2In(1 + x) = x a une unigue
solution a.

d) Donne un encadrement de « a 107 prés.
e) Détermine fl«t) sous la forme d'une
fonction rationnelle de, puis une valeur
approchée a 10 ° prés.

1. Soit x un réel positif. '
A il
On pose f(x) = -Io Te7

Démontre que pour tout nombre réel x positif, |

197_‘. 21, |
2. Démontre que la fonction /f'est continue

sur R*.

3. Prouve que: f(2) 2 1.

4. Déduis-en qu'il existe un réel ¢ appartenant
a[1; 2] tel que: flic) = 1.

Soit n un entier naturel. On définit la fonction
(Inx)"

On pose alors I = f ful 1) dt.

1. Démontre que I =- —J, +m+ 1)1,
2. Calcule I,

3. Déduis-en 1,1, etl..

Le plan est rapporté a un repére orthonormé
(0; 7.7 ). (Unité graphique 2 cm).

On considere la fonction f définie sur [0; @] par :

Rappels : Pour tout a réel, cos(2a) = cos’a-sin*a
et sin(2a) = 2cosa sina.

1. Représente graphiquement la fonction f.

2. Exprime sin?x en fonction de cos2y.

3. Déduis-en la valeur de / sin"1 dl.

4, Détermine l'aire de la partie du plan
delimitée par la courbe de /, I'axe des abscisses

et les droites d'équationx=0etx =m.

On considére la fonction f définie sur [0; 1] par :

On admet que pour tout xde [0; 1] ,ona:
o 2 _3
¥ Sl PEx-5+ 3

3

34

35

36

1. a) Determine un encadrement de f{x)
sur [0; 1].

b) Déduis-en un encadrement par deux
rationnels de _L | fix)dt.
2. 0On considére la fonction g définie sur
J0;+x [par: g(x) =In(1 + %).
a) Démontre que la fonction G définie sur
]0;+> [par: Glx) = (x + 1) In{x + 1) — xIn(x)
est une primitive de g sur ]0 ; +=[.

b) Déduis-en l'intégrale f;:g(.r} dx.

On considere les fonctions f'et g définies sur
par : flx) =

B e
- et g(x) T+:2°

1. Calcule l'intégrale : A = [ﬂ fix)dx .
2. Soit l'intégrale : B = [I‘T g(x)dx,

Calcule l'integrale C=A +B.
3. Déduis-en l'intégrale B.

1. Détermine les réels a, b, ¢ tels que pour tout ¢

s 1 =1 _ _e
différent de 2 g -art b+ T
2. Caleule : /“ %'_11 dx.
-0 cos®(x)
3. Calcule : ! e m(f\
%
Dans la figure ci-dessous, on donne les courbes

représentatives des fonctions f et g définies
respectivement par :

SIx) =(x +1)e " -1 et g(x) = x?+ 2x.

Détermine l'aire comprise entre les courbes
(€ ), (¢ Jetles droites d’équationxy=-1etx=1.

37 p
/
2
/
1 /(€ )
/
.'"
/ 2
r .’.J E ) == - —
. / / ~
N " ('€ ) .
\‘“\-._;-‘_// 1
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37 On considére la fonction /f définie sur

In (x + 1
lintervalle }-1; +x[ par: flx) =x— ”i_lﬂ ) et

(¢ ) sa courbe représentative dans un repére
orthonorme,

1. On note f'la fonction dérivée de f{x).

Calcule /'(x) pour tout.x de l'intervalle ]-1 ;+x[.

2. Pour tout x de l'intervalle ]-1; +=[, on pose
N(x)=(1+x)7=1+In(1+x).

a) Vérifie que 'on définit ainsi une fonction

strictement croissante sur ]-1 ; +=[.

b) Calcule N(0). Déduis-en les variations de f.
3. a) Démontre que la droite (D) d'équation :
v =x est asymptote oblique a la courbe ().

b) Calcule les coordonnées du point d'inter-

section de la courbe (¢ ) et de la droite (D).
4. Soit F la fonction définie sur ]-1 ; +=[ par
F(x) = [In(1 + x)]%.

a) Justifie la dérivabilité sur 1-1 ; +c[ de la

fonction F.

b) Détermine, pour tout réel positif x, F'(x).

c) Calcule /ﬂ 3 fx)dx.

On considére les fonctions /et g définie sur R
par: flx) = 26 _ ot gly) =

e"+1
1. Détermine les limites de / et de g aux barnes
de leur ensemble de définition.

2. Détermine une primitive de la fonction.

3. Démontre que pour tout x réel, flx)+g(x)=2.

e+

*in2

4. Calcule les intégrales [ = f fix) dx
~inz o
etl= ){ g{x)dx.

5. Ecris I et J chacun sous la forme Ina ot ¢ est
une fraction.

A l'aide d’une intégration par parties, calcule
chacune des intégrales suivantes.
1L1= /‘ dnedy ;0 2.1= | nedr;

J T (x—1 Jsinvdx ; 4.1= -[_"[.\""2 be'dx

5. 1= _,/U'*-"' e i

/ 2
v 1+x

A l'aide d’'un changement de variable affine,
calcule chacune des intégrales suivantes.

o ca .
LA= [ AV1—tdr; 2.A= | (4x+7)dx;

%
: dx.

3.A=

_[-:;Ds( v+ )dy; 4.A= _!;m

"5 e 1

41

42

45

A l'aide d'un changement de variable affine,
calcule chacune des integrales suivantes.

O irxext

v Gee1)? dx; 2.B=

iB= | _’I_thzr:—S}:"ci\‘ :

10
1

2B (3t-4)

L sinl7x+6)dx ; 4.B= ’

A l'aide d'un changement de variable affine,
calcule chacune des intégrales suivantes

1.C= I:_lcos( 2v + % J+ sin{ x - 2_;)]“:_‘. \
2.C= ’]-I 1'111!—, 3 Be= -L-m; &3 dt.

A I'aide d'une double intégration par parties,
calcule chacune l'intégrale suivante.

i= f_-l (1+x ];e “dx.

A l'aide d'une double intégration par parties,
calcule l'intégrale suivante,

-3 |
I= f " cosve' dx.
LT

1. Soit /'la fonction définie sur [1; +xo[ par

flx) = ——— et H la fonction définie sur

e’ —1
[1;+x[par Hx) = [ fir)dh.
a) Justifie que f'et H sont bien définies
sur [1; +x[.
b) Quelle relation existe-t-il entre Het f ?

¢) Soit (C) la courbe représentative de f dans
un repére orthonormé (O ; 7,7 ) du plan.

Interpréte en termes d'aire le nombre H(3).

2. On se propose, dans cette question, de
donner un encadrement du nombre H(3).

a) Démontre que pour tout nombre

réel x >0,

e . &
e = 4 .
a1 *"T-¢

b) Déduis-en que: [~ fix)dx =3In(1 _J_al
~In(1- —JJ )-__.‘1‘3 In(1—e™")dx,

c) Démontre que sil <x <3,

alors In|’1—2—,)5|n:1—e = In11—:j§).

d) Déduis-en un encadrement de
- T
‘f13 In(1—e ")dx. puisde [ flx)dx.

Legon 6 Iiil Calcul intégral




46 But de 'exercice : approcher In(1 + a) par un
polynéme de degré 5 lorsque a appartient
Vintervalle [0 ; +=c[.

Soit a dans l'intervalle [0 ; +¢[, on note
I (@)= lo d" et pour & € N*, on pose

Iﬁ[”) = ‘{.Jr Elf ;.’AI1
1. Calcule I, (a) en fonction de .

2. A l'aide d’une intégration par partie,
exprimez I (a) en fonction de a.

3. A l'aide d’une intégration par pcrtie,

démontrequeI {cr)——}lf _ +1(a)

pour tout £ € N”. 1

+dl.

4. Soit p le polynéme défini sur Ik par :

plx) = 5 X —-}1.\"——%.‘;3 %.\'2 X
Démontre en calculant 1, (@) ; I, (@) et 1, (a),
que: L (@) =In(1 +a) - Pla).
5.Soit @) = ["(1=aidr.

Calculez J(a).
6. a) Demontre que pour tout t € [0 ; al,
L “'!:" >(t-aypy.

(1+1)

b) Démontre que pour tout @ €[0 ; +=[,
J(a) < L(a) <0.
7. Deduis-en que pour tout ¢ € [ 0 ; +=[,

lIn(1 + @) - Pla)] < &,

8. Détermine en justifiant ta réponse, un
intervalle sur lequel P(a) est une valeur
approchée de In(1 +a) a 10~ prés.

47 Pour tout entier naturel 1, on définit

L= f: "sinxdy et J,= | ° ? e cosxdy.

1. Calcule I et J..
2. Enintégrant par parties I et J , démontre

N L.+nt, =1
Wil + I, =%

3. Déduis-en les expressionsdel et ) en
fonction de n.

4, Détermine la limite de I etcellede J
quand n tend vers +.

48 La chainette est la courbe suivant laquelle
se tend un fil homogene, pesant, flexible et
inextensible suspendu & ses extrémités a deux
points fixes.

On montre et on admettra dans ce probléme
que, rapportée a un repére orthonormé

(O ; 7.7) convenable la chainette a pour
équation; y =/f(x)= L;TE;,OU iestun
'

parameétre réel positif dépendant de la longueur
du fil. On note C la courbe représentative de /.

On laisse pendre un tel fil d'une longueur de |
4 m entre deux points situés a une méme |
hauteur et distants de 2 m. Le but du probléme
est de calculer une valeur approchée de la
fleche prise par le fil, c’est-a-dire la distance d
indiquée sur le schema.
2m
:

N

A. Etude de la chainette

1. On prend 7. = 1 : étudie les variations de f/(x).
Détermine ses limites en +x et en —o,

2. Trace les courbes C,, C, et C..

(unité graphique 1 cm)

3. Prouve que pour tout A, la courbe C se
déduit de la courbe C, par une homothétie
dont on précisera le centre et le rapport.

Dans toute la suite on prend A strictement
positif.

B. Recherche de d

Pour une courbe d'équation ) = f{x), un petit
elément de courbe a pour longueur ds tel que
ds? = dx? + dy?.

Soit
. 2 dv — =
ﬁ%} = +[Ef‘?) ;j: =y 1+ dx

=5 = _[;h\"i—-FJ.f"t x)[dx

1. Fais un schéma montrant que vous avez
compris quelque chose aux explications
précédentes et démontre que la longueur de

la chainette est L()) = %
2. Exprime en fonction de % la fléche d(3) de la
chainette C..

C. Le probléme consiste donc a trouver la
valeur de % pour laquelle L(2) = &

1. Donne une valeur approchée a 10 ¢ prés de
la solution a de I'équation (E) : L(%) = 4

Legon & Iiii Calcul integral
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2. On considére la fonction ¢( 1) = L{

Calcule ¢'(t) et démontre que @'(t) est
toujours positive.

Détermine la limite de ¢(t) en +x et déduis-en
I'existence d’'une unique solution de (E).

3. Détermine alors les coordonnées du
minimum de la fonction /, (x) ainsi que d/(a).

D. Une variante (nettement plus élaborée)
de la question précédente est la suivante :

1. Résous I'équation d'inconnue x, x’ = 43x — 1=0.
2. Déduis-en que L(1) = 4 équivaut &
A= In(21+y42 +1),
3. Soit g la fonction définie par :
gv) = In(2r+y4r +1).
a) Etudie les variations de g sur IR.
b) Trace sa courbe représentative ainsi que
la droite (D) d’équation y = x.
) Démontre que I'équation g(x) =x a une
seule solution comprise entre 2 et 3.
4. Onnote:1=[2;+x[
a) Démontre que pour tout x de I, g{x)
appartient a I.

b) Prouve que pour tout de 1, 0 <g'(n<0,.5.
Deduis-en que pour tout x de I,
|g(x) — a| < 0,5|x —a|.
5. On considére la suite u_définie par u, =2
etpourtoutn20,u .. =gu).
a) En utilisant la construction du 3. b)
conjecture le comportement de .
b) Démeontre que pour tout 7,
lu, - al £0,5"|2 - al. Conclus quant a la
convergence de u .

c) Détermine un entier #, tel que u_ soit
0

une valeur approchée de ¢ G 10 * prés.
d) Améliore le résultat obtenu au C.3.

49" Un couturier, pére dg l'un de tes camarades
de classe, doit produire en grand nombre une

piéce de la forme du dessin bleu ci-dessous.

Afin de prévoir au mieux sa commande de tissu,
il te sollicite pour connaitre la surface de la
piéce qui représente la partie du plan délimi-
tee par (¢ ), (¢ ), les droites d'équations :

x=05et x=1avecg(x) =—x*+1 et f(x)= %
L'unité est le métre.
Aide-le a calculer I'aire de cette piéce.

prdcmﬂ

© ,/.-..5.""(-‘5}‘{-‘5=j|:1_f'(.\']d\-+‘[5 fx)d .

ok
L Cette gire est : jr (flx) - g(x)elx ua
1.5
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SUITES NUMERI QUES

Les fractales sont des figures invariantes par changement
d'échelle (nous parlons aussi de "structures autosimilaires”)
et sont la représentation graphique de suites recurrentes

SITUATION D'APPRENTISSAGE

Un concours scolaire dénommé « Une école, un grand
arbre » a été lancé par la SODEFOR. Le principe est
de planter un arbre d'une essence de son choix. Le
concours est lancé début octobre 2020 et prendra fin
début juillet 2023. L'établissement qui aura l'arbre
le plus grand sera primé. Le club environnement du
Lycée de Gargons de Bingerville décide de se procurer
un arbre d'une essence rare. Les membres dudit club
font des recherches sur cette essence et s’apergoivent
que son évolution, en centaines de centimetres, peut

&tre modélisée par la suite (i) deﬁme par ”'? =03 et
pour tout entier naturel 7, Uy 1= [U,r i ),

L'un des membres du club affirme que dans un article
lu sur internet, il a découvert que la hauteur maximale de cet arbre, en trois ans, est 2710 cm.
Devenus hésitants quant aux choix de cet arbre qui leur tenait & cceur, les membres du club décident
de faire des recherches sur les suites numériques et leurs limites.
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HABILETES ET CONTENUS

1 ﬂM;tm gEe Determiner :

« la limite d'une suite

« la plus petite valeur de » telle que :
u 210,peN

« la plus petite valeur de n telle que :

Connaitre

« la définition d'une suite :
* croissante
» décroissante

» constante |u,-1]<10", peN
* majorée . .
* minorée 3 Suite arithmeétique-suite géométrique
* bornée
Savoir Connaitre
Dérsnistrar * des suites géométriques
s « des suites arithmétiques
= qu une suite est monotone
» qu’une suite est majorée et/ou minorée Reconnaitre II
Conjecturer « une suite geométrique convergente ou
. i divergente |

le comportement d’une suite récurrente
Traduire
« une situation donnée 4 'side d'une suite ;
« arithmeétique

- : _ * géometrique
« la définition d’une suite : - arithmético-géométrique
* convergente

* divergente 4 Suite n*, b*, In(n) : crolssance comparée
« les théorémes de comparaison

Connaitre

» les propriétés sur les suites monotones Connalire

« les propriétés sur la convergence des « les propriétés sur la convergence des suites
suites numeériques du type n*

« les propriétés sur la divergence des suites « les propriétés sur les limites et comporte-

numeériques ments asymptotiques comparés des suites
Démoritrer (Inn)) ; (6"), b > 0 et (n7), a réel
« qu’une suite est convergente Reconnaitre

ou divergente « une suite du type n* convergente ou divergente

INSTALLATION DES HABILETES

Activité o Géneralités sur les suites numériques et raisonnement par récurrence

1.1. Définition (Rappels)

U =3

1. Soient (i ) et (v ) les suites définies respectivement par: =
4 f “Ji-! = \'2“’""’?

Calcule i, ; 1, ; v, etv,.
2.50it la suite (w ) définie par w, = 537 Calcule w, et détermine I'expression de w ,, en fonction de 1w .

ety =3n*+n->5.

3.50it (v) la suite définie par : x, =4 etvnen, x_ =x -3.
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a) Caleule x, ; x, ;. X, 3 %, § X et justifie par une conjecture que n € N, x =4 -3n.
b) En considérant la suite de terme général 4 - 3n, retrouve 'expression de x , en fonction de x .

Une suite peut étre définie par :

« la donnée de son terme général en fonction de # ; on dit alors que la suite est définie par une
formule explicite ;

« la donnée du premier terme et d’'une relation dutype:« = flu ) ou fest une fonction de R vers
J B ; on dit alors que lo suite est définie par une formule de récurrence.

Exercices de fixation o —

™ Pour chacune des suites (i) définies
ci-dessous, calcule les 4 premiers termes.

La suite (u ) est définie par:u =3n+1.
Définis cette suite (i ) par récurrence.

e 1 WM
au=yn—-3;u=2\—=1 ;
v " ( 3 ) . . " vo=20,3

) La suite (v ) est définie par {‘

b) | o =y -é o1 =8V "
| ¥ AEN tna =V 1+ Uy Définis cette suite (v ) par une formule
o | to="1:41=1 explicite.

_'%"“u 1 + Un

| vREN tinz =

1.2 Raisonnement par recurrence
On donne la suite (1) définie par 1, = 2 et pour tout entier naturel n,u ,, =0,4u, +6.
Soit la propriété mathématique P(n) : 17, < 10.
1. Vérifie que pour n =0, la propriéte P(n) est vraie.
2. Supposons que pour un entier naturel &, la propriété P(k) est vraie c'est-a-dire que i, = 10.
| Démontre que i, < 10.
3. Que peux-tu conclure pour les termes de la suite (1 ) ?

Soit P(1) une propriété dépendant de l'entier naturel 2. La démonstration, @ |'aide du raisonnement

par récurrence de la propriété P(n) se fait en trois étapes : l'initialisation, I'hérédité (ou caractere
héréditaire) et la conclusion.

Exercices de fixation |

9 Soit n un entier naturel. Dis si les propriétés
suivantes sont vraies au rang 1, :
a)Plp): 12+ 22+ _+ 1250, n,=2;
b)Qn): 1P+ 22+ . 4m*=(1+2+. . +nP,n,=4;
¢) R(n) : 7" - & est divisible par 5; 71, = 2.
On considére la propriété Z(n) : 3n > (n + 3)°
ol n est un entier naturel.
Détermine le plus petit entier naturel n,
pour lequel Z(n) est vraie.

TP On considére la suite (1) définie par :

il 2:;?4—_ 16 -
Démontre par récurrence que, pour tout
entier naturel n,ona:-6<u <2.

On considére la suite (v ) définie par :
vo=0
Vg = 2y, +1
n .I.” + 2
Démontre par récurrence que, pour tout
entier natureln,0<v <1,

On considére la suite (w ) définie par : w, =7 = +5.
Démontre par récurrence que, pour tout entier naturel n, w, est impair.
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1.3. Sens de variation d'une suite

A chaque période, un prix subit une diminution de 30% par rapport au prix de la période précédente,

puis une augmentation de 30 F. Le prix de base (en Francs) est u, = 140.

1. Soit 1, le pnx de la période n. Justifie que le prix @ la période 1 + 1 est ., =0,7u +30.

2. Caleule Uy Uy, Uy, U, etu,

3. a) Vérifie que u, < u,.
b) Démontre que, s i| existe un entier p tel que u ,+1 Su alors u,
c) Déduis-en le sens de variation de la suite.

<
U,

Soit (1) _, une suite numérique.

(1) Si pour tout entier naturel n, u,=u, ., alors lasuite (i ) est croissante.

(2) Si pour tout entier naturel », u z2u . ,adlorslasuite (i ) est décroissante.

(3) Si pour tout entier naturel n, u =u ., alorslasuite (e JI est constante ou stationnaire.

Exercices de fixation R

”a

Soit (i) une suite numérique. Réponds par

Vrai ou par Faux & chacune des affirmations
suivantes.

LSiu <u . ,alorslasuite (1 ) est
décroissante.

2.51u <u_,alors la suite (i ) est
croissante.

2 Compore ?* et 1 puis déduis le sens de
variations de la suite ().

Soit la suite (w ) définie, pour tout entier
naturel i, parw =-n*+2n +8.
Considérons la fonctlon f définie de & vers [k

telle que w = f{n).
1. Etudie le sens de variations de la fonc-

u” tion x = f{x) sur [1; +o[ ;

2. Déduis en les variations de la suite {u‘“).

3.51¥neN,u>0et
(u, } est decrorssante
4.SiSIVnEN, u>0 et " “21 > 1, alors la
suite (u ) est décrmssunte

Soit la suite (v
v =In(n-1).

> 1, alors la suite

Soit la suite (=) définie, pour tout entier na-

tureln, parz =2z etz =a (0t € R)

1. Supposons que a = 0. Démontre par
récurrence que la suite (z,) est constante.
2. Supposons que = 2.

Deémontre par récurrence que la suite {z)
est croissante.

3. Supposons a = -1,

Démontre par récurrence que la suite (z)
est décroissante.

.,) définie, pour n > 1, par

Détermine le sens de variations de la suite (v).
On considere la suite (« ) définie, pour n > 2,

paru = é-j.i .

1. Vérifie que pour tout entier naturel #, u >0.

1.4. Suites majorées - suites minorées

it—~1
2n—>5
X=1
2y=5 '

1. Justifie que pour tout élément x de [3 ; +, fix)= % + 5{2%5}
T.sfinse,

Soit la suite (i1 ) de premier terme u, et définie par u

On considére la fonction / définie sur 3 ; +[, par /lx) =
2. Justifie que pour tout élément x de [3 ; +=,

(1) Une suite () _, est minorée s'il existe un nombre réel m tel que:vneN,u zm.
(2) Une suite (u J = €5t majorée s'il existe un nombre réel M tel que:vneN, u, <I M.
(3) Une suite {n ). €St bornée si elle est a la fois minorée et majorée.
@AmeRr 3 MER!V?: EN,m=<u <M).
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Exemlcesdeﬁxation sessssssssssnssssnass ‘o . e

™ On considére une suite numérique (i ). W5 Soit (v) la suite définie par v, = -1 et pour

Recopie et compléte le texte ci-dessous a tout entier naturel 7,
I'aide des mots : majorée, minorée, bornee. v, =02v +0,6.
1.Comme 1<u ,alorslasuite (i ) est..... par 1. Démontre par récurrence que la suite (v )

2. Puisque la suite (u ) est ..... par —% , alors est majorée par 1.

pour tout entier naturel ——g— 2u, Soit (w,) . une suite définie par
3. La suite (i ) est telle que, pour tout entier wy=2et w,. = dtw.
. W,
naturel n,—u >1et-u <3.0n peutdire que Démontre, par récurrence que,
la suite (i) est ... car elle est ... pour tout entier naturel 7, la suite (w ) est

par ~1etest......... par=3. majorée par 2 et minorée par %

Soit (= ) une suite définie par Vit € N*, = =3 +sin(n).
Démontre que (= ) est bornée.

Activite 9 Convergence d'une suite numérique

2.1. Notion de convergence

— s
1. On donne les suites (i ), (v) et (w ) définies par: i, = —11 ﬁ‘;’ i Va= 11” et W=t
Recopie et compléte les tableaux ci-dessous.
n 10° 10°+1 10° P41 1013 10P+ 1

2. Vers quelle valeur s'accumulent tous les termes u, lorsque 1 devient de plus en plus grand ?
Déduis-en la limite de la suite (u ).
3. Quelle est alors la limite de la suite (v) et celle de la suite (w ) ?

(1) Une suite est convergente (ou converge) si elle admet une limite finie.
(2) Une suite est divergente (ou diverge) si elle n'est pas convergente (elle admet une limite infinie
ou n'admet pas de limite).

Exercices de fixation e _»

P¥9 Réponds par Vrai ou par Faux a chacune 5. Une suite qui admet une limite nulle est

des affirmations suivantes : divergente.

1. Une suite qui admet une limite finie est 6. Une suite qui n‘admet pas une limite infinie
convergente. est convergente.

2. Une suite qui admet une limite est _ o )

convergente. E¥E On considére les limites des suites

3. Une suite qui n'admet pas de limite est suivantes. Lesquelles sont convergentes ?
divergente. . - EN. N S

4. Une suite qui n'est pas divergente est I I, = DI v == s M =00
convergente. lim X =40 limy n'existe pas; lim z.= 7.
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2.2. Suite definie par une formule explicite
2.2.1. Limite d'une suite définie par une formule explicite

Soit la suite (u,) définie pour tout entier naturel 2, par : u, = g:;:—l—
3x+1

On considére la fonction f définie sur ]0 ; +[ par: flx) = CTTY R
1. Détermine la limite de f'en +x,
2. Déduis-en la limite de la suite (# ) lorsque » tend vers +%.

« Sitous les termes d'une suite (« ), & partir d'un certain rang, sont aussi proches que l'on veut d'un
nombre réel [ (resp. aussi grand), on dit que la suite (1) a pour limite / (resp. +:c) et on écrit :
lim #, = ({resp. lim #, =+ ),
e P
» Si festune fonction telle que \i'rrptf{.\'! = ; [ € RU {~=; +x} alors la suite (i)
définie par u, = fln) admet pour limite l.

Exercice de fixation

Détermine, si elles existent, la limite de chacune des suites définies par:
3n—2 —4n®+1 v n In(r+1)
Hi=%——,nNEN; w=—7"—"—;nNEN; Wy= — HnNEN; Xy=——,n€EN;
2-n 2n% —3n+1 3+/n n
3n*—-1

e ,HEN;‘I',.Z(%—2]H—H:J,HEN*; zhn=vn+1-yn ,neN.

2.2.2. Proprietes de comparaison

1. On considére les suites numériques (x ) et (v ) définies pour tout entier naturel non nul n par

(-1)+n° 1
de="——— @ Fu=H =5,

a) Justifie que pour tout 1, élément de N*, v <x .
b) Détermine la limite de la suite (v, ) et deduis celle de (x ).

2. Soit les suites numériques définies par les termes i, = ”'Hﬂ 2 m=1= :3 et w,=1+ :;'3 ;
a) Justifie que pour tout 1, élément de N*, VS SW.,
b) Détermine la limite de la suite ().
(1) Si, & partir d'un certainrangona:u 2 v etlimv =+x, alors limy = +x.
(2) Si, a partir d'un certain rang on a : u svetlimy =-cw, alors limu = —oc,
(3) Si,a partird'un certainrangona:v su < w etlimy =limw ={, alorslimu = L.
Exercices de fixation
Dans chaque cas, compare les termes | cgvneN, lu.,= 5i ;
généraux des suites (u ) et (v ) puis déter- | 1 (2
mine si possible la limite des suites (). | d)vneN, lu,~In3|s R (3) .
1.un=n*+/n+1etv,=n*,neN; | BP¥H Détermine, si elles existent, les limites des

2. up=n*+(—1)"et v,=n’+1,neN. ‘ suites définies par :

e S i
PPP¥ Détermine la limite de la suite (u) telle Uy =Sl =2 EH

“an 2= A
que:a)vn e N™, %-351!;;‘5 1312 : Vg = H_é,.,-_,nEN,
% =1 3 1;',;:W,HEN.
b)vneN, - <ua=57;
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2.3. Suites récurrentes

Soit la suite (n”} définie pour tout entier naturel i, par : g = —--12— et wy. = g::il

1. Construis sur 'axe des abscisses les cing premiers termes de la suite (1 ).
2. Conjecture la limite de la suite (i ).

3. Justifie que pour tout entier naturel n, u,., = % 1T 5; a-

4. a) Démontre par récurrence que (i ) est croissante et majorée par % .
b) Déduis-en que («, ) admet une limite telle que [ < %

5. Démontre que [ = %ﬁ% (en utilisant I'expression de « _ ) et déduis-en que [ = %

Soit (u”} une suite récurrente et [ un nambre réel.
« Si(u ) converge vers ( et fune fonction continue en [, alors la suite (v,) définie
par: v = ﬂnn) converge vers f(().

» Si () converge vers [ etsi fest continue en (, alors [ est solution de I'équation :

x=flx).

Elemicesdeﬁxatlon T e .e sEstsaNssTAseRERsBASRERRRERERRERIREREREES

PETY On considére la suite convergente (v ) définie pour tout entier naturel n, par v, =2~ '.'”2 , telle
que 0<v <5.Soit / lafonction telle que: f(x) =2—x2
Détermine la limite de la suite (v ).

@ Soit la suite convergente (i, ) définie pour tout entier naturel 1, par : t =1 et u,.1 = vit, +20.
On considére la fonction fdéfinie par: flx) =yx+20.
1. Justifie que la limite de la suite () est solution de I'équation x*— x — 20 =0.
2. Détermine cette limite.

2.4. Suite monotone

A- Les termes de deux suites numériques (i) et (v ) sont représentés respectivement par
les figures 1 et 2.

: : -, NI——— A
Figure 1 Figure 2

1. Conjecture les sens de variation des suites () et (v ).

2. Les suites (u ) et (v ) sont-elles majorées ou minorées ? Si oui par quelle valeur ?
3. Conjecture la convergence des suites (u,) et (v).

4. Déduis des trois questions précédentes, des propriétés sur la convergence.
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B- Soient (v, ) et (1 ) deux suites numeériques respectivement croissante et décroissante.
1. On suppose que la suite (x ) n'est pas majorée. Demontre qu'elle diverge vers +x.
2. On suppose que la suite (1’ ) n'est pas minorée. Démontre qu’elle diverge vers —=.

1. Toute suite croissante et majorée est convergente.

2. Toute suite décroissante et minorée est convergente.

3. Toute suite croissante et non majorée diverge vers +.

4. Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —o.

Exercices de fixation

EX®Y Soit (1 ) une suite numérique. Associe une phrase de chaque colonne de sorte a obtenir une
propriété vraie.

Si s etsi.. alors...

* la suite (u”] est minorée
« la suite (it ) n'est pas minoree
* la suite (1 ) est majorée
* la suite (1 ) n'est pas majorée

* la suite (# ) est croissante * la suite (1) converge
« la suite (i) est decroissante |+ la suite (u) diverge

22 On considére les suites (1 ) et (v ) telles que :
v<v ., <u , <u etpourtoutsndeN, v S 3<uy

Etudie la convergence des suites () et (v ).
u,=2
B¥8 On considére la suite () définie pour tout » de N par : { Stin— 1
L DY

T g+ 3

1. Démontre par récurrence que pour tout entier naturel n, l'ona:u > 1.
2. Démontre que la suite () est décroissante ; déduis-en que la suite (1) est convergente.

Activite © Suite arithmétique - suite géomeétrique

3.1. Suite arithmeétique
3.1.1. Genéralites sur les suites arithmeétiques

Soit (1 ) une suite arithmétique de raison - et de premier terme .
1.a) Exprime u_,, en fonction de u, .
b) Déduis-en le sens de variation de la suite 11_suivant les valeurs de 7.
2. a) Démontre par récurrence que pour tout entier naturel R, U =U,+nr.
b) Déduis-en la formule explicite de la suite (1 ) pour tous entiers naturels 1 et p.

3. Soit S la somme des vingt premiers termes de (i ).
Donne une expression de S.

« Soit (1 ) une suite arithmétique de raison r.
Sir<O0alors () est décroissante ; si = 0 alors (1 ) est constante ; si >0 alors (1) est croissante.

+ La somme des 1 premiers termes d'une suite arithmétique de raison 1 et de premiers termes

est égale a : le nombre de termes x %
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Exercices de fixation o

®  Parmi les suites arithmétiques suivantes, cite « (x ) est une suite telle que x = 2.
celles qui sont croissantes, celles qui sont | 8 (1':]) est une suite telle que
constantes et celles qui sont décroissantes. Pou=1¥y..

* (u,) est une suite de raison r = -2 de ‘ ]
premier terme 1, = -9. &S] Démontre que::

a) la somme des nombres pairs
2+64+6+..+(2p) égale p(p + 1).

! b) la somme des nombres impairs

*(w)) estune suiteteliequew, =4=n, | 1+3+5+ .. +(2p+1) égale (p + 1)2.

vneRN.

* (v) est une suite de raison = 3 de
premier terme u, = —1.

3.1.2. Convergence d'une suite arithmetique
Soit (1 ) une suite arithmétique de raison 1 et de premier terme .
1. Exprime u_en fonction de u, , netr.
2. Déduis-en la limite de (1 ) suivant le signe de -

Soit (1 ), ., une suite arithmétique de raison » et de premier terme u, .
Sir=0, alors (1 ) converge et limu, =u,.
Sir=0, alors (1 ) diverge et limu  =—cc, (r<0);lime =+oc (r>0).

Exercices de fixation

®@P¥ Réponds par vrai ou par faux & chacune des affirmations suivantes :

1. La suite arithmétique (i ) de premler terme u, =2 et de raison r = 2 est convergente.

2. La suite arithmetique (u, ) de premler terme u = -1 et de raison 1= —0,2 est divergente.

3, La suite arithmétique [u ) de premler terme u =5 et de raison 1 = —0,3 est convergente.

&. La suite arithmétique (u"] de premier terme un =—4 et de raison = 0 est divergente.
BP¥ CEtudie lo convergence des suites arithmétiques définies ci-dessous.

a) (u)esttellequevnelN,u ,=u.

b) {\'_J) esttellequevn €N,y  ,=3+v,.

c) (w)de premier terme w, = -5 et de raison ' = 2.

d) (x,) de premier terme x, = -2 et de raison /= 0,7.

e) (v) est définie, pour tout entier naturel » par: v, = 2 - nin5.

f) (z,) est définie, pour tout entier naturel # par: z, = _€f2+ =,

3.2. Suite geometrique
3.2.1. Genéralités sur les suites géometriques
Soit (v,) une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme v,.
1. Exprime v, _, en fonction de v .
2. a) Démontre par récurrence que pour tout entier naturel », V=X q".
b) Déduis-en la formule explicite de la suite (v ) pour tous entiers naturels » et p.
3. Soit § la somme des vingt premiers termes de (v ). Donne une expression de 5.
.y~ Vv, enfonction de .
5. a) Supposons que v, < 0.. Etudie les variations de la suite (v ) dans les cas suivants :
1*cas:q<0;2¢cas¢g>1; 3*cas:0<g<1l
b) Supposons que v, >0 . Réponds a la question 5. a) dans ce cas.
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» Soit (v ) une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme V...
Pour v, <0, (v ) est décroissante si¢ > 1, croissante si0< g < 1 et n'est pas monotone sig <0.
Pour v, >0, (v ) est croissante si ¢ >1, décroissante si0<g < 1 et n'est pas monotone sig <0.

« La somme de i1 premiers termes d'une suite géomeétrique de raison ¢ et de premier
= qﬁhreoei&m‘te

1-q

Exercices de fixation |y

28 Parmi les suites géamétriques suivantes, cite celles qui sont croissantes et celles qui sont
décroissantes.
* (i) est une suite de raison ¢ = -2 de premier terme 1, =—9.
« (1) est une suite de raison g = %InZ de premier terme v, =-1.

terme i, est: i, X

. {n-”) est une suite telle que w, = 3( % ]“ yvneRN,

= (x ) est une suite telle que x_=(In2)".
«(y)estunesuitetellequey , =e?y ety=-3.

@ Calcule les sommes suivantes :

Q)S=1+2+4+...+16384 ;
e N I
b)R=143+g+57+-* 55049 -

3.2.2. Convergence d'une suite geomeétrique

Soit (v ) .. est une suite géométrique non constante de raison g.
1. Supposons que ¢ > 0.
a) Justifieque v n € N, v =y, X e ",
b) Etudie la convergence de (v ) dans les cas suivants :
1*cos:0<g<1;2**cas:v,>0etg>1 ;3*cas:v;<0etg>1.
2. Supposons que ¢ < 0.
a) En posant p = -¢, justifie que ¥ n € N, v = (-1)"x v X e """
b) Déduis-en une expressionde v, etv, ..
c) Etudie la convergence de (v ) dans les cas suivants :
1¥cas: -1<g<0; 2" cas:y,>0etg<-1 ;3*™cas:v,<0etg<-1.
3. Deduis que (v) .. est convergente si et seulement si -1 < ¢ <1 et donne sa limite.

Soit (v), .. une suite géométrique non constante de raison ¢ # 1.
(v)), .. est convergente si et seulement si-1<g<1letona:limy =0.

Exercices de fixation

&r8 Reponds par Vrai ou par Faux & chacune des affirmations suivantes :
1. La suite (# ) de premier terme 1, = 2 et de raison ¢ = 2 est convergente.
2. La suite (i ) de premier terme 1, = -1 et de raison ¢ = 0,2 est divergente.
3. La suite (1 ) de premier terme 1, = 5 et de raison ¢ = 0,3 est convergente.
4. La suite (i ) de premier terme 1, = —4 et de raison ¢ = 3 est divergente.
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¥ On donne les suites géométriques ci-dessous.
Etudie leur convergence.
a) (u“) est telle quev i € N, =Y,
b) (v )esttellequevn €N, v, = -%’- .
c) (w,) de premier terme w, = -5 et de raison ¢ = % i
d) (x ) de premier terme x, = -2 et de raison ¢ =0,01.
e) (v ) est définie, pour tout entier naturel n par: y, =3¢

f) (z,) est définie, pour tout entier naturel n par: =z, = —%.

Activite o Suite n®, b", In(n) et croissance comparee

4.1, Convergence des suites n” et b”

1. Soit la suite () définie par u, = #", avec b > 0.
a) Démontre 'inégalité de Bernoulli : pour tout x positif et tout entier naturel i, ona: (1+x)" 2 1 + nx.
b) Déduis-en I'étude de la convergence de (1 ) danslescasou b>1;b=1 et0<b< 1.

2. Soit la suite (v ) définie par v =n*, avec a € K. Soit 1" la fonction définie par: flx) = x".

Etudie la convergence de la suite (v ).

« Lasuite (A" ), avec b > 0 est convergente si et seulementsiO<h<letona:
limb* =0 (pour 0 < h< 1) et lim(h") = 1 (pour b =1).

« Lasuite (n*) avec n € N* est convergente si et seulementsia<0etona:
lim(n%) = 0 (pour a < 0) et lim(n“) = 1 (pour & = 0).

Exercices de fixation |

Les suites aux termes généraux suivants sont-elles convergentes ou divergentes ?
o= SRR nin0,5 ; x,= % )

4.2, Croissances comparees
On consideére les fonctions fet g définies sur [0 ; +[ respectivement par : flx) =

§ . . Intn)
1. Justifie que, si a > 0, alors I|m—--”7- =0

Inx CTRL -
£ et gixl= j

ink

2.a) Justifie que ¥ x >0, g(x) =™ T/,
b) Justifie que, sih > 1 et a >0, alors Iim% =),

¢) Justifie que, si0 < h< 1 et a<0, alors lim ’f:d =4,

In( )

1.Sia >0, alors IimT =0,

2.5ib>1etVae R, alors lim

ne
bn
3.5i0<h<1eta<0,alors nm%:ﬂ.
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ExerCiceSdeﬁxation SLEEESANEEREEENRABEEES sesane s sesssnEes sssamsamua ssssaprsnsannns .

& Reproduis le tableau ci-dessous et mets une croix dans la case qui convient.

N°® | La limite de la suite de terme général est nulle est infinie n'existe pas
3
1 Hy = %
2 | =g
i
In(rm)
3 | gy A I
7 !
_n F
4 '“H — 3” |
Calcule lc limite de chaque suite (i ), n € N* déf‘mie ci-dessous :
g .ok In() e
Cl) = zu 3n ' b} Uy = 2"-3 ; C} Uy = 3:4 d} U= ‘“‘}F‘a_‘ E) Uy = ?;
n L
f)”r—ln” ,g)”r_gn 2”'
APPRENTISSAGE DE LA REDACTION
Exercice o Utiliser le raisonnement par récurrence

Démontre par récurrence que :

* La suite (« ) définie paru,=-1etVan €N, u, 1=

6=z, ot majorée par 3.

* Pour tout entier naturel /7, le nombre 5% - 3" est un multiple de 22.

Corrigé
* Soit P_la propriété « u_<3».
Initialisation
Pour n =0, ,=~1 < 3 donc P, est vraie.
Hérédité
Supposons que, pour un entier noturel 4, & > 0,
la propriété P, est vraie c’est-a-dire 1, < 3 puis
démontrons que P, _, est vraie c’est-a-dire 11, <3.

U, S3e-u 23
=6- i, >3
SE 1 S %

9
5= I =3
U, ., S <3

Ainsi P, est vraie.

Conclusion

Donc pour tout entier naturel n, la suite (u )
est majorée par 3.

» Soit Q, la propriété « 5% - 3" est un multiple
de 22.»

Lecon 7

Le raisonnement par récurrence comporte trois
etapes : l'initialisation, I'heredité et la conclusion.

Initialisation

Pourn=0,5°-3°=1-1=0or 0 est un multiple
de 22, donc Q, est vraie.
Hérédité

Supposons que, pour un entier naturel n, n >0, la
propriété Q est vraie puis montrons que Q, , , est
vraie.

UL LR T i it R LT i
={22+3)x5"-3x3"=22x 5%+ 3(5%~3"),

On sait que d'apres 'hypothése de récurrence Q
est vraie c’est-a-dire que 5 - 3" est un multiple
de 22 donc 3(5%'-3") est un multiple de 22 ; aussi
22 x 5" est un multiple de 22.

Par conséquent 52" "1 — 3" 1 étant la somme de
deux multiples de 22 est un multiple de 22,
DoncQ, ., est vraie.

Conclusion

Donc pour tout entier naturel », le nombre 5% — 3"
est un multiple de 22.
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Exercice e Etudier le sens de variation d'une suite
On considére les suites numériques () _, et (v ), .. définies respectivement par: u, = 'i'n{gim
I - nonEn
et v, = !:n 5
Etudie la monotonie de ces suites.
Corrigé
: _ 2
+ Pour tout entier naturel n, ..+ =~ Pour étudier le sens d'une suite (i), on peut :
e | = g & o étudier le signedeu  -u ;
Un A= Un = T4 +72)  In(3+n) z? Bl
Pour tout entier naturel 7,4 +1n>3+n » comparer —== a1, lorsqueu, >0,V 7 EN.
donc In(4 + #1) > In(3 + n).
1 . 1
< (n+1)xn!xn" n' now
+1) In(3+m) o = :
In(iz {?:2 (ne1)n+1)">xn (n+1Y (HT‘I)
n4+n) ~ In(3+n) On sait que n < n + 1 donc ”f: T < 1 or la
Ainsi pour tout entier naturel sz, on a M s = U > 0.| fonction x - X" est strictement croissante sur
La suite (i) est croissante. R donc (- . H ' < 1 et por conséquent 42 Hn LA,

«¥ n€N* n">0etn! >0 donctous les u sont
strictement positifs donc on peut comparer

le quotient =+ ""“ al

On conclut que la suite (i) _ . est strlctement

n'heM*
décroissante sur N*.

{n+1 l!
Hay _ (11" _ (m+1)Ixn"
Ly nt T+ xn!

,IH

- ) Etudier la convergence d'une suite récurrente

Soit f'une fonction définie sur R * par flx)=4- 1 In(x).
1. Démontre que Péquation (E) : flx) = x admet dans ]0 ; +[ une solution unique a appartenant al=13;4L
2. a) Démontre que flI) c L.

b) Démontre que Vx €1, | f'(x) | £ 1—12 ;
3. Soit w, la suite définie par : w, = % etw = flw).

a) En utilisant 'inégalité des accroissements finis, démontre que::
1
vneN,|w -—a|< 457 jw,—a]-
b) Déduis-en que V n € N, | w, —a | < ;[*112,, |, puis que limw =c.
c) Détermine une valeur approchée a 10 ~ prés de a.

1. Soit la fonction A : x = x = flx). 3. b) Utiliser une démonstration par récurrence
h est dérivable sur]0: +oo[ etona:Vx€]0;#oc[,  ©U un produit membre & memobre.

Wy = S
hx)=1+ /i

vx €]0; +2[ , h'{x) > 0 donc /4 est strictement | h(3)xh(4) <0 donc3<a<4.

croissante de ]0;+x[ sur B, 0 €k parconséquent | 2 q) La fonction / est dérivable sur 10+
I'équation h(x) = 0 posséde une unique solution | atona:vxe]0;+of,f'(x)= 4\

dans ]0 ; +=[. v x €]0;+x[, /'(x)<0donc feststrictement
On a &(3) =—0,725 et h{4)=0,366; décroissante sur ]J0 ; +o2[ ;
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Ona: fi3)=3,725 et fl4) =3,65;
fla) >3 etfi3) <4doncsix €13 ;4
3<fla)<flx)<f3)<4dou ADcL
b) La fonction fest deux fois dérivable sur
1

10;+x[etona: ["(x)= 7] donc [ est
croissante sur ]0 ; +ocf,
Ona: f/(3)=—5 et f1(4)=—7=
Donc:Vxel, —11—2 <)< _%6 3
On en déduit que | /'(x) | < 11—12- :
3. Soit (w ) la suite définie par :
Wo = % etw, = fiml

a)Ona:w elet AT) cIdoncsiu, €1, alors
u,,, €1.On en deduit par récurrence que
vneN,u €.
On sait que | f*(x) | < T1§ et en appliquant l'iné-
galité des accroissements finisa / sur/,ona:
|A) - fla) | S5 |x—al.
Puisque w ., = flw ) etona:
|j(n-'”) -fla) | £ % w, —al.
Ainsi, vn €N, |w  -af < -1—15 [w, =«

Ona:VkeN,|w,, ~a|l< 55 |w, —al;
Pourk=0,0na:|w -a|s 55 |
1

Pourk=1,0na:|w,-a| < 55 | w, -

Pourk=n-1,0ona:|w —al < 11—2|n' - af

n=1
On fait le produit membre @ membre et on sim-
plifie,onaura:Yn €N, |w —a|< (—1“7 | |w,—qf.

b)Ona:w,= % =3,5et3<a<4donc

|w-a]< % et par consequent V 1 € N,
respta A

|“r.’ ﬂl.{_ 2( 12" )

Ona:lim ;—[% } =0donc limw = a.

c) Pour que |1.r“ - af £ 1073, il suffit que
Hr) 2102

127 =2 50000.

#In12 z In50000

nz435

La plus petite valeur qui convient est 17 =5 et
w, = 3,674637.

Exercice o Utiliser une suite arithmétique pour résoudre un probléeme

Pendant les vacances scolaires, Kaelly se trouve un petit emploi. Cet emploi lui rapporte 18 000 F CFA
la premiére semaine et 4 500 F CFA de plus chacune des semaines qui suivent.

Kaelly désire dépenser 10000 F CFA par semaine (transport et nourriture) et faire des économies pour
ses courses de la nouvelle rentrée scolaire (ordinateur, fournitures scolaires, tenue, chaussures, ...)

qu'elle évalue a 315 000 FCFA.

Apres trois mois de vacances scolaires, penses-tu que Kaelly pourra arriver & ses fins ?
En utilisant tes connaissances sur les suites numériques, propose une réponse a Kaelly.

Corrigé

Soit 1 le gain de Kaelly au bout de n semaines.
Le salaire de Kaelly :

la premiére semaine est 1, = 18 000 ;

la deuxieme semaine est u, =, +4500 = 22 500;
la troisiéme semaine est u, = u, +4500 = 27 000.
On voit que v € N, u ., = u + 4500 donc (1)
est une suite arithmétique de raison r = 4500 et
de premier terme 18000.

vnzl ,u"=18000+[n—1] X 4500

=13500 + 4500n.
Les trois mois de vacances font 12 semaines
donc le gain total (sans dépenses) de Kaelly est :

i 12
S=uytupt = 5y,

Il faut calculer le salaire de Kaelly sur les 12
semaines puis retrancher les dépenses totales.

Onavn=1, u = 13500 + 4500n
donc u,, = 13500 + 4500 x 12 = 67 500.
Ainsi § = 12 (13500 + 67500) = 486 000.

Ses dépenses étant de 10000 x 12 = 120000 ses
économies seront 486000 — 120000 = 366000 FCFA
366000 > 315000 donc Kaelly, peut, a la fin des
vacances scolaires, préparer sa rentrée scolaire.
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Xercice @ Utiliser une suite géomeétrique pour résoudre un probléme

Tano et Bosson ont été embauchés au premier janvier 2020 dans deux entreprises différentes,
sous deux contrats différents a durée indéterminée.

Bosson débute avec un salaire annuel de 4,5 millions de francs CFA net et une augmentation
de 4% par an, au premier janvier de chaque année.

Tano débute avec un salaire annuel de 5 millions de francs CFA net et une augmentation de 3%

par an, au premier janvier de chaque année.

Avec une telle différence dans les contrats, Bosson veut savoir en quelle année son salaire

deviendra-t-il supérieur a celui de Tano.

[ coriet
On désigne respectivement par u_etv lessalaires

annuels de Bosson et de Tano au premier janvier

de 'année 2020 + n.
Le salaire de Bosson :

- au premier janvier 2020 est i, = 4 500 000;
- au premier janvier 2021 sera

U, = 11, + o Uty = 1,04 1, = 4 680 000

- au premier janvier 2022 sera

u,=u,+ Tl-g—o u,=1,04u,+ 1—?}0— u, =4 867 200;
Onvoitque:VneN,u .= 1,04 u, donc la suite
(1 ) est une suite géométrique de raison 1,04 et
ona: vneN,u =104"u,

Le salaire de Tano :

- au premier janvier 2020 est v, = 5 000 000 ;

- au premier janvier 2021 sera

o5 V= 1,03V, =5 150 000;

- au premier janvier 2022 sera

£35v,=1,03v, =5 304 500;

Vi=Vt

‘..‘ =1". +

Legon 7

Faire attention au signe du logarithme dans la
résolution des inéquations.

" méthode
=

| OnvoitquevVnenN,v = 1,03v donc la suite

| (v)estune suite géométrique de raison 1,03

etona:vnehN,v = 1,039

Le salaire de Bosson sera supérieur a celui de

Tanosiu >Vv,.

u>v e 1,04" u, > 1,03"v;.

- (188)>3
1,04

= nln(m) > In%

ln%
0
in( —1,0‘; )

e n>11.

Le salaire de Bosson sera supérieur a celui de
Tano en 2020 + 11 donc en 2031.

= -
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Résumé de cours

Dans ce résumé de cours, € désigne une partie de N.
o Geénéralités sur les suites numeériques et raisonnement par réecurrence

L.1. Definition

ECUNY Une suite numérique () _,, est une application de N dans R.
Une suite peut étre définie par:

« la donnée de son terme général en fonction de 1 ; on dit alors que la
suite est définie par une formule explicite ;

« la donnée d'un terme et une relation du type u,_, =f(u ) ou fest une
fonction de R vers R ; on dit que la suite est définie par une farmule de
récurrence.

b
N En mathématique, le raisonnement par récurrence est une forme de

raisonnement visant @ démontrer une propriété dépendant de 1 ou »
est un entier naturel.

Principe du raisonnement par recurrence

Lorsque la propriété dépend d'un entier naturel 71, on peut la noter P(1).

Principe : Soit P(17) une propriété dependant de I'entier naturel . Pour démaontrer que P(n)
est vraie pour tout 17 supérieur ou égal a un entier 77, donné, on procéde comme suit :

« Initialisation : On vérifie que P(n,) est vraie.

« Hérédité : On établit que : « Si pour un entier k2 n,, P(k) est vraie » alors « P(k + 1) est vraie ».
« Conclusion : On conclut que : P(n) est vraie pour tout nn 2 n1,,.

Ry Soit (1), ., une suite numérique. On dit que:
« Lasuite (1) est croissante lorsque Y ne N, u <u ..

« Lasuite (1 ) est décroissante lorsque Ve N, u 2w, .
* Lasuite () est constante lorsque Ve N, u =u, .
Remarque

Avecdes inégalités strictes, ondira que la suite est strictement croissante ou strictement
décroissante.

Comment etudier le sens de variation d'une suite 7
- Points méthodes
« Pourune suite () _, définie par une formule explicite, on peut :

Méthode 1 : Etudier le signede i, —u .

Méthode 2 : Comparer le quotient %—‘,—1 a 1 (si les termes de la suite sont strictement positifs).
Méthode 3 : Etudier le sens de variation sur [0 ; +[ de la fonction ftelle que : u, = fln).
« Pour une suite définie par une formule de récurrence, on peut :

Méthode 1 : Utiliser la méthode 1 précédente si possible.

Méthode 2 : Utiliser le raisonnement par récurrence.
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Résumeé de cours

W « Une suite est dite monotone lorsqu'elle est soit croissante, soit décroissante.
« Une suite est dite stationnaire lorsqu'elle est constante & partir d'un certain rang.

Soit (u,), ., une suite numerique dont le terme général est du type u_= fln)
oul fest une fonction numérique. Alors la suite (i) ., ale méme sens de
variation que la fonction f'sur [0 ; +[.

1.4. Suites majorees - suites minorees

m Soit (1), ., une suite numérique. On dit que :

1.Lasuite (i ) _, est minorée s'il existe un nombre réel m telque: v 1 € E,u 2m.
2.Lassuite (), ., est majorée s'il existe un nombre réel Mtelque: v n EE, u, <M.
3.Lasuite (1), ., est bornée si elle est 4 la fois minorée et majoree.
@AmeRIMER/VnEE, msu <M).

Remarques
« Toute suite (1 ) croissante est minorée par son premiertermeetona:i, Su, Su,
« Toute suite (1 ) décroissante est majorée par son premier termeetona:v, v, 2v,

I

v

o Convergence d'une suite numerique

2.1. Notion de convergence

m Soit (i ), .. une suite numerigue.

1. La suite (i), ., est converge si elle admet une limite finie.

2.Lasuite (1) _, estdivergente sielle n'est pas convergente (ou si elle n'admet
pas de limite finie).

La limite de la suite (i ) _, est notee: o (1) ou simplement lim(u,).

Remarques

« On ne caleule la limite d’une suite que pour n tendant vers +x.

« On admet que si une suite admet une limite, alors cette limite est unique.
2.2. Suite définie par une formule explicite

2.2 1. Limite d'une suite définie par une formule explicite

m { est soit un nombre réel, soit —x, soit +=c. Si fest une fonction telle que
lim_flx) = [, alors la suite () définie par = fln) admet pour limite G

Remarques
La réciproque est fausse. Prenons flx) = sin(mx) et u_= sin(xn).
lim ¢ =0 alors que f n’admet pas de limite en +x.

« Pour certaines suites numériques (i ) tous les termes a partir d'un certain rang sont
aussi proches que I'on veut d'un nombre réel [. Dans ce cas, on dit que la suite (1 ) a pour
limite [ et on écrit: lim u = ( ou simplement lim(u ) = L.

=T
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Résumé de cours

+ Pour certaines suites numériques (,), tous les termes & partir d'un certain rang sont
aussi grands (resp. petit) que l'on veut. Dans ce cas, on dit que la suite (1) a pour limite +x0
(resp. —=) et on écrit : lim u =+x (resp. im u = -ox) ou simplement lim(u ) = +x
(resp. lim(u, ) = —=c). o o

Dans les propriétés ci-dessous, (). (v )et( W ) sont trois suites et 1 et I' des nombres réels.

ey © Sidpartird’uncertainrang,ona:u, 2 v etlimy =+oc alors lim U, =+,
« Si, d partir d'un certain rang,on a: u sv etlimy =-ccalorslimu, =-x,

« Si, a partir d'un certainrang, ona: v <u < w etlimy =limw = |
alors lim u = (.
« Si,a partird'un certainrang,ona: | u, - [ |<v etlim v =0alors lim u =L

Soitlim u = ( etlim v =[".Si, & partir d'un certain rang on a :u, Sy alors (< (",

(1), .. est une suite qui converge vers a et f'une fonction continue en a,
alors la suite (v) .. définie par: v = .f[n“) converge vers fla).

Soit (i), .. une suite dont le terme général est du type:u . =flu)ou [
est une fonction R vers R.
Si (1), . converge vers [ etsi fest continue en (, alors { est solution de
' 'équationx e R, flx)=x

Remarques

» Une solution [ de 'équation f{x) = x est appelé point fixe de /.
« L'existence d’un point fixe n'implique pas la convergence d'une suite récurrente.
+ Cette propriété est utilisée pour calculer la limite apres avoir prouvé la convergence.

» Elle peut aussi prouver la divergence par un raisonnement par l'absurde (si I'équation |
n'a pas de solution la suite est divergente).

« Toute suite croissante et majorée est convergente,

Propriéte 1 : . 2 3 ¥
« Toute suite décroissante et minorée est convergente.

ey * Toute suite croissante et non majorée diverge vers +x. .
Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —x,
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Résumeé de cours

o Suite arithmétique - Suite géometrique

m Soit (1 ) _. une suite numerique.

(1) .. estune suite arithmétique s'il existe un nombre réel » tel que :
vneEuw .,
Le nombre réel r est appelé la raison de la suite () _..

7 (T ) o
"

Soit (i) _. une suite arithmétique de raison r et de premier terme u,,.

HEE

Formule explicite ;: Yn €E,u, =u,+nr.
vnEEetp €L u =u +(n-p)xr.
Sens de variation
Si » <0 alors (i) est décroissante; si *= 0 alors (1) est constante; si />0 alors (i ) est
croissante.

Somme de termes consécutifs
21 T o 7 S | n

R T T e 2{2:.'..*'““?—1 ).
Exemples
4 4 . ; (n+
a) Somme des entiers naturels inférieursouégauxan:1+2+3+ .. +n= MZ 1) ‘

b) Somme des nombres pairs: 2+4+6+ ..+ (2p)=plp +1).
c) Somme des nombres impairs: 1+3+5+ ..+ (2p+1)=(p+ 1)~

Soit (1) ., une suite arithmétique de raison » et de premier terme 1.
' « Sir=0alors (# ) converge et limu_ =u,.

o Sir#0alors [un) diverge et lim u =-m, (r<0);lim u =+n (r>0).

m Soit (1), ., une suite numérique.

(v ), .. est une suite géométrique s'il existe un nombre réel ¢ tel que :
VHEE Y . =aqV. .
Le nombre réel g est appelé la raison de la suite (v ) '

n'neE

Soit (v) . une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme v,.

Formule explicite : VineE, v =v, < g".

VneEetp€EE, v =v xg"™" |
Sens de variation I
Pour v, <0, (v ) est décroissante sig>1etcroissantesi0<¢g<1.
Pour v, >0, (v ) est croissante si ¢ > 1 et décroissante si0 <¢ < 1. !
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Résumeé de cours

Somme de termes consécutifs

"

1—ig
1—q
o S =y, byt EW SRR, sig=1.

o 5§ =Vt Pt LLTFY = 1'.x( ) sig# 1.

Exemples

« La somme de puissances d’un nombre réel x, (x# 1), pourn 2 1 est:
I R

1HXF+.Axt= 11 _\\ .

En particulier, une factorisationde 1 - x"est: (1 —x)(1+x+- ¥ £
« Un capital C,, placé a intéréts composés pendant 7 années au taux annuel 7, produit
C capitalot C = AR

)y Canvergence d'une suite geometriqu

A V BEn U sLIIL 2 & U

SO Soit (v) une suite géomeétrique de raison ¢ et de premier terme v, ,
avec g # 0 et v, # 0.

| limv =0si-1<g<1
‘ -1<g<1 |(v)est convergente

limy =v,sig=1

limv =+xsig>lety, >0

g =
ou (1'”) est divergente lim v == sig>1etyv <0
qg>1 lim v, n'existe pas si ¢ < -1

o Suite 1% b, In(n) et croissance comparee

) | i 1t ] ’
1.1. Convergence des suites (f» I

PPN Lo suite (b7) est convergente si et seulement si 0 < b<letona:
lim b"=0 (pour 0 < h< 1) et lim(h") =1 (pour b=1).

P La suite (n7), est convergente si et seulementsia<0etona:

lim n“=0 (pour . < 0) et lim(n") =1 (pour a.= 0).

(n}

In
Propriété 1,Sia >0, alors lim

l ".

e 0;
2.S5ib>1letaest que'nconque alors lim ;’ =g
3.S5i0<h<1eta<0,alors lim-45 b =+m.

Lecon'7 ila Suites numériques




wE

Exercices de renforcement

Dans chacun des cas suivants, démontre par
récurrence que :

2.vrneN,ona:2n2n.

3.vneN", 3-2"est un multiple de 7.
4.V n € N~ 371+ 221 est un multiple de 5.
5.¥ n € N\{1},

1 1 i) 1 . |
11.2+2><3+""mu+1;n-1 n+1 -

On considére les suites (1 ) et (v ) définies par :
| =23 w=10
L tyes = 1ty + 2 Vir =W+ 12

Démontre par récurrence que :
1.YneHN, 22"
2.VneN,v <4,

et

Etudie la monotonie de chacune des suites
(1 ) de terme general suivant :

1.VHEN.N~=“23‘:*.}_—"—%‘ iz-V”EN'”":Z:J '
E’”

_4" €. .
3"+ n o

11
5.YneN, u, PR

3vneRN, u,= s 4YneEN, u,=

' Démontre par récurrence que la suite (i) définie

Uo=4

ot = Il S 20 est décroissante.,

o

1. Démontre que la suite (1 ) définie par :
_ sinn o
Uy =1 est majorée par 1.

2. Déemontre que la suite (w ) définie par ¥ 1 >0

Dans chacun des cas suivants, démontre que la
suite ['.-'") est bornée :

=

Iy n
a) "n:T ; b) '!'u:? V

o vu=In(n*+1)=2In(n).

' Soit (v”} la suite définie pour tout n € N par:

V=M= 0>+ 5,
1. Justifie que v < -’ pour tout n € N.
2. Déduis-en la limite de la suite (v ).

Soit (:”} la suite définie, pour tout entier
~ 111

> : = Aol 9w 7
naturel n 21, par: z, 4sin(2n)—7 "

1. Démontre que pour tout entier naturel n > 1,
g i
"

2. Déduis-en la limite de la suite (z).

18" Soit la suite (v ) définie, pour tout entier naturel

_2n+(-1)'cos(n)

nz4 par: vy, 3-n
1. Pour tout entier naturel 2 > 4, démontre que :
2n—1 g 2n+1
St I g
2. a) Détermine les limites lim %”—__”1 et
lim 2n+1
3—it

b) Déduis-en la limite de la suite (1 ).

40 Soit la suite (.\‘”) definie, pour tout entier

B 1—cos*(n)

3t -2n+2+(-1)"
1. Pour tout entier naturel /7, détermine un
encadrement de x .

2. Déduis-en la limite de la suite (x).

naturel i1, par: x,

@4 Onconsidérelasuite (v ) définie, pour tout entier

surel R e I e
naturel non nul, par: v, = A

1. Encadre le terme général de la suite par les
termes généraux de deux suites convergentes.
2. Déduis-en que la suite (v ) converge et
précise la valeur de sa limite.

Dans chaque cas ci-dessous, compare les
termes généraux des suites (1 ) et (v ) puis
détermine leurs limites.

Lu=n+1) et v =2n~-1;

2:;:‘F.rr)et '.'H=n-l;

2. u, =n+cos|
= L SE s
3.u, = cos( an Jetv =1-n;

1+ sin( 4= )
— el

H+1 =
B: M”=u:—2n{—1}n +1 et 1'”2{}:—1}3 :
1

1 e
R e‘t‘i”— R

4 1 =
n

6. 1t =
"

43 Caleule:

2"”?

—3n ; :
2 |IITITT'— 3

1. lim 5¢" 3

L Him-n
3. lime™ ™"

4.lim(2"-n*) ; 5. l|m|(%JJ—[%)|

24 Soit la suite (1 ) définie sur N par :

2,
1+itn
1. a) Démontre que 'on peut ecrire it , , sous
laformeu . =/lu)ou f estune fonctiona
determiner.

Wy = et ng= %
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b) Déduis-en les variations et la limite de la
suite (u ).

2. Résous 'équation f(x) =x.

3. Soit la suite (v, ) définie sur N par v, = %; :
a) Calcule v,

b) Calcule 12‘ " et déduis-en une
expression de (u”) en fonction de 1.
¢) Démontre que i = 1 1

T=f i

Déduis-en la limite de la suite ().

On considére la suite (1 ) définie pour tout
ne€Npar:u,=10etu = l] u +6.

1. Calcule u, et u, puis conjecture le sens de |
variation de (u ). |
2. Démontre par récurrence que « 2 8 pour
tout n € N.

3. Justifie que, pourtoutn € N — 1 = —% u+6.

4, Conclus le sens de variation de la suite {u”).
5. La suite (u,) est-elle convergente ?

On consideére la suite (1) définie pour tout
entier naturel npar: w,=letu ,=u +2n+3.

1. Etudie la monotonie de la suite (u,).
2. a) Démontre que, pour tout entier naturel

mou >,

b) Quelle est la limite de la suite (i ) ?
3. Conjecture une expression de i#_en fonction de
n, puis démontre la propriété ainsi conjecturée.

On considere une suite (u ) telle que, pour
tout entier n, u ., =2u -4 etu,=9.

PARTIE A :

1. Démontre que cette suite est minorée par 9.
2. Déduis-en son sens de variation.

3. Que peut-on dire du comportement de la
suite (1 ) en l'infini ?

PARTIEB:Onposev =u — 4.

1. Justifie que la suite (v ) est géométrique
puis détermine ses caractéristiques.

2. Justifie que pourtoutn € N, =5x2"+4.
3. Déduis-en la limite de la suite (v ).

On considere la suite (p ) définie par : p, = 2

et pus1=42p,+3 pour tout entier naturel n.
1. Determine p,, p., .., p,, (on donnera une
valeur approchée ¢ 10 3 pres).

2. Démontre que, pour toutnde N,0<p <3.
3. Démontre que la suite (p ) est convergente
puis détermine sa limite.

. Considérons la suite ) .

48 On considere la suite (1 ) définie par

it,=0et ty. 1= ; ty+1.

1. Calcule les six premiers termes de la suite
(u ) et place les points correspondants sur une
droite graduée.

2. Démontre que la suite (12 ) est majorée par 2.
3. Démontre que la suite [u ) est croissante.

4. Que peut-on conjecturer pour la limite de la
suite (i ) ?

0 (1) et (1) sont les suites définies pour tout

M

T+, <

entier naturel 1 par:

1L
W= g

1. Démontre par récurrence que pour entier
naturel n, i, > 0.
a) Démontre que la suite (v ) est une suite
arithmétique dont on premsera la raison.

b) Exprime v , puis u, en fonction /1.
c) Déduis-en la limite de la suite (1 )

. définie par:

Uy =3, Up-1 =

p,=letvneN, poa=ypit+2.

1. Demontre que:vVn €N, p >0.

2. Etudie la monotonie de (1 ).

3.0npose:q =p°.
a) Prouve que {q )estune suite arithmeétique.
b) Exprime ¢ _puis p_en fonction de n.

4, Etudie ainsi la convergence de p,)

On considére la suite (v, ) définie pour tout
neN*"par:v, -leth J=au .
1. Calcule v, v, v, V. (on donnerd les résultats
sous la forme 2° ).
2. On considére la suite (w' ) définie par :
=In(v ) - In4.
Demontre que (w ) est une suite géometrique
dont on déterminera la raison et le premier terme.
3. a) Exprime w_en fonction de 7.
b) Déduis v pms calcule limv .
4, Pour queIEes valeurs de 1 a-t-on u, >3967

' On considere les suites i et v def'nles par,

pour tout /1 de N :

[ Iy . .1_ " ot Yo \‘_2 =

l””" - _.J-._z_.ﬂ. S Y2V
1+42

1. On définit la suite (w ) parw =v —u .

Démontre que la suite (W' ) est géométrique de
raison %— J2.

2. Démontre que pour tout n € N, u_>v .

3. Démontre que la suite 1 est décroissante et
que la suite 1 est croissante.

4. Déduis-en que i et v sont convergentes et
ont la méme limite.
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24 Soit la suite (i) définie par:

.

26

27

to=0
Upey = %u,, +1

1. Dans le plan rapporté a un repére
orthonormé (0, 1, J), représente sur 'axe des
abscisses les termes u,, u,, u, et u, de la
suite (u ). (Unité graphique 2 cm. )
2. a) Démontre par récurrence que la suite (i, )
est majorée par =

b) Démontre que la suite (i) converge.
3. Soit la suite (v ) définie par :

i e AL
VHEN\ U

a) Démontre que la suite {'. ) est une suite
geomeétrique dont on précisera la raison et
le premier terme.

b) Exprime v puis 1/, en fonction de 7.

c) Détermine la limite de la suite (i ).

Une salle de sport a ouvert en 2019 et 3500
personnes se sont inscrites dés la premiere
année. Chaque année, 80% des inscrits
renouvellent leur abonnement et 450
nouvelles inscriptions sont enregistrées. Pour
tout entier naturel 7, on note ¢ _le nombre
d’abonnement au cours de l'année 2019 + n.
1.a) Donne a,,

b) Exprime a, ,, en fonction de .
2. Pour tout entier naturel 12, on pose

b =a -2250.

a) Démontre quelasuite (b, ) est géométrique

de raison 0,8. Précise son premier terme.

b) Exprime b en fonction de .

¢) Deduis-en que a =1252x0,8" +2250.
3. Détermine lim a_ ; interpréte le résultat.

_Exercices d'appr

On définit la suite reelle (« ) par u, =0, u, = a
et pour tout n € N, et ¢ € R*,
u ,=pu ,~p-1Lu,otpeRMO;1;2}

1. On pose pour toutn €N, w =u —u.
Démontre que (' ) est une suite géometrique
et calcule w en fonction de p, n et a.
2.0nposepourtoutn€N,t =u . —(p-1u.
Demontre que (7 ) est une suite constante et
calcule 7 en fonctlon de a.

3. Exprime u_en fonction de w et puis en
fonction de p, neta.

SR T
: £ |

Soit la suite (v ) définie pour tout entier naturel

n, par: v, = cos(n)(4cos?(n)—3)+yn+1.
1. Démontre que, pour tout entier naturel #,

cos(3n)=cos(n)(4cos®(n)—38).
2. Détermine alors la limite de la suite (1 ).

Lecon 7
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Soit (1 ) une suite de nombres réels. Soit

la suite (S,) definie pour tout entier naturel ,
par:S =u,+u, +.+u, .

On consndéfe la propt:lSItlon (P):

« 5i la suite (u, ) converge vers 0 alers la suite
(S,) converge .

(P ) est-elle vraie ou fausse ? Justifie ta réeponse.

1. Démontre que Vx>0, vanz2,0na:

(1+x)>C3x*?
2. Soit la suite (u ) définie par: u, = 11;1

2(n+1
a) Prouveque:vnz2, ,= ”2—_”}

b) Etudie la convergence de (u ).

On consideére les suites (« ) et (hﬂ) définies
surNpar:a,=1eth, =8, a,+= ‘M’T—H‘]”

Et bn-‘l =

1. Calcule g, et b..

2. Soit la suite (d ) définie sur N par:

d" = bh‘_ aHl
a) Démontre que la suite (d ) est une suite
géométrique.

an+ 3hn
a .

b) Exprime d_en fonction de n, puis
démontrequeVn € N,d >0.
c) Détermine la limite de la suite (d ).
3.a) Démontreque:YH EN, dn1—dn= T
_d,
et hn-l_ n = T

b) Déduis-en les variations des suites (« ) et ().
c) Démontre que :
VneN,a,<a <b <b,.
d) Déduis-en que les suites (n”] et (h“} sont
convergentes.

4, a) Déduis de la question 3. a) que v 11 € N*,
ay—av=Fdy+d + .t dys)
b) Déduis la limite des suites (a ) et (b).

On considére la suite () _ .

et, pour tout entier naturel n, u, = vitn.

On pose, pour tout entier nuturel n, v, =lnu .
1. a) Démontre que, pour tout entier naturel
n, V1= %1 » puis déduis-en que v est le
terme général d'une suite géométrigue dont
on donnera la raison et le premier terme.

b) Donne I'expression de v en fonctionde 71 ;
déduis-en celle de «_en fonction de 1.
2. Pour tout entier naturel 1, on pose

S =yttt etP =u Xu X.Xu .
" 1 " i} Q 1 n

definie par u, = ¢

Suites numeriques
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a) Démontre que P = ¢*" .

b) Exprime S en fonction de .

¢) Déduis-en I'expression de P en fonction de .
3. Détermine la limite de la suite (5..J puis
déduis-en celle de la suite (P ).

Pour tout entier naturel i, on considére la suite
10

(1), ., définie par: 1, = 5.
1. Prouve, pour tout entier naturel 7 non nul,
I’équivalence suivante :
u,, <0950 = (1+1) <1,9.
2. On considére la fonction f qéﬁnie sur
(1;+[par: filx)=(1 +%)'U.

a) Etudie le sens de variation et la limite en

+ de la fonction /.
b) Démontre qu'il existe dans l'intervalle un

unique nombre réel u tel que fla) =1,9.

c) Détermine 'entier naturel 1, tel que
n=1Z05H,

d) Démontre que, pour tout entier n_?turel n
1) <1,9.
3. a) Determine le sens de variation de la suite
(u ) @ partir du rang 16.

b) Que peut-on en déduire pour la suite ?
4. En utilisant un raisonnement par récurrence,

prouve, pour tout entier naturel 77 supérieur ou
égal 6 16, 'encadrement : 01, 0,95 %y .
Déduis-en la limite de la suite (v ).

supérieur ou égal @ 16,ona: (1 +

On considére une suite (1 ) définie sur N
par: i, = 2 et, pour tout entier naturel,

= 1. _3
Uy = 21.',,+3htr 7

PARTIE A : Conjecture
1. Calcule les valeurs exactes de u, et i, .

2. Donne une valeur approchée a 10 ~° prés de
wetu,.

3. Conjecture le sens de variation et la
convergence de la suite ().

PARTIE B : Validation des conjectures
On considére la suite numerique (v ) définie,
pour tout entier naturel i, par v =u - 3.

1. Démontre que, pour tout entier naturel n,
—;-1'?,.

2. Demontre par récurrence que, pour tout
entier naturelnn;-1<y <0.

3. a) Démontre que, pour tout entier naturel n,
_]i.h'( %—'l'r.l 5 1 )

Vi1 =~

WVisgi— V=

35

b) Déduis-en le sens de variation de la suite (v ).
4. Pourquoi peut-on affirmer que la suite (v )
converge ?
5.0nnote «la limite de la suite (v ) et on admet
que u appartient a l'intervalle [-1 ; 0] et vérifie
l'égalite «= —?af:’,

Détermine la valeur de «.

34 On considere la suite numeérique définie par :

I o =—4
G N
Iu., 1= g U 3
1. Calcule u,.
2. Le plan est rapporte d un repére orthonormeé
(O, I, J) (unité graphique 2 cm).
a) Trace les droites (D) et (A) d’équations
respectives y = %.\H 3 et y=x.
b) Utilise les pour placer u, , i, , u, , it , u, sur
'axe des abscisses (on laissera les traits de
construction en pointillé sur le dessin).
¢) Que conjecturer quant & la convergence

de la suite (i ) ?
3. a) Démontre par récurrence que: Vi € N, u <4.

b) Démontre que la suite (1 ) est strictement
croissante.

c) La suite (i ) est-elle convergente ?
Justifie ta réponse.

4.0n pose : pour tout entier naturel n, v =u_—4.

a) Démontre que (v ) est une suite
geometrique et donne sa raison et son
premier terme.
b) Demontre que pour tout entier naturel #,
=t
c) Détermine la limite de la suite (v ).
d) Déduis-en la limite de la suite ().
5. a) Exprime u,_ en fonction de .
b) Détermine une valeur de l'entier 4 telle
que |, — 4| <1070,

Soit fune fonction définie par: f{x) = In(x + 3).
1. Démontre que I'équation (E) : /lx) =x admet
dans R* une solution unique et 1< a < 2.
2.a) Demontre que f{[1;2]) c[1;2].
b) Démontre que V x €[1; 2], | /'(x)| £ Jf .
c) Soit (w ) la suite définie par: u,=1et
u_=nll +3

d) En utilisant l'inégalité des accroissements
finis, démontre par récurrence que :

x 1
VHEN.|u“—u|sF|uﬁ—ﬂ|.
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e) Déduis-en que limu =a. I
f) Détermine une valeur approchée a
10 ~* pres de o

36 Partie A : Etant donné deux points distincts A, |

37

et B, d'une droite, on définit les paints:

A, milieu du segment [A, B, s et B, barycentre |
sur {(A,, 1); (By, 2)} Pour tout entier naturel
mA . estle mklleu dusegment [AB ]etB
barycentre sur {{A ,1); (B , 2%

1. Place les pc-mtsAl,Bl,A etB, pourA B =12cm. |
Quelle conjecture peut-on faire sur les points
A etB quand n dévient trés grand ? |
2.0n rnunlt la droite (AB,) du repere (A, ; 7)

avec I = ﬁAﬂBu

Soient u, et v les abscisses respectives des
points A et B Justifie que pour tout entier
naturel 1 stractement positif, ona:

UitV Uyt 2V
Ty = —mt ettu,]ﬁ-’a =1,

*1 |

Partie B : On considére les suites (i) et (v)
définies paru,=0 ; v,=12;

o=t 2&’-% ot g = e _32""“ .

1. Démontre que la suite (w ) définie par

W, =V —u estune suite géomeétrique
convergente et que tous ses termes sont
positifs,

2. Démontre que la suite () est croissante
puis que a suite (v ) est décroissante.

3, Déduis des deux questions précedentes que
les suites (i) et () sont convergentes et ont
la méme limite.

4. On considére la suite (1) définie par:

t =2u +v _.Démontre qu'elle est constante.

Partie C : On considére des résultats obtenus
dans les parties A et B. Précise la position limite

des points A et B lorsque n tend vers +.

|
Soit P la fonction polynéme définie sur C par:
Pz)=z*-(3+4i)z-2 +8L.
1. a) Soit x un nombre réel. Détermine A(x) et |
B(x) tels que P(x) = A(x) + iB{x). |
b) Déduis-en que I'équation P(z) = 0 admet
un zéro réel z, que l'on calculera puis
détermine les nombres complexes z, et Z,
tels que pour tout = € C.
P(z) = (z - z)(z — z,)(z - =,) sachant que la
partie imaginaire de =, est positive.
2.Dans le plan affine euclldlen muni d’unrepére
orthonormé, on considére les points G, AetB |

38
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d'affixes respectifs =,, =, et =,. Pour tout n de N,

on appelle G, l'isobarycentre de A, B et 2

a) Détermine ['affixe de G,.
b) Soit =, l'affixe de G,. Exprlme z
dez ., ‘et déduis-en que si Z
I'est aussi.

3. On pose : i, ==, + 1. Démontre que (1) est

une suite géométrique de raison %dcnt on
précisera la raison et le premier terme.
4. a) Exprime u#_en fonction de n puis en
déduire qu'elle convergente.

b) Calcule la limite de la suite (z ).

en fonction

,estréel, =

Un gardien de but doit faire face lors d'une
démonstration a certains nombres de
tirs directs. Les expériences précédentes

conduisent @ penser gue:

- S'il @ arrété le n*™ tir, la probabilité pour qu'il
arréte le suivant (le (n + 1)*™) est 0,8.

- il a laissé passer le n®™ tir, la probabilité
qu'il arréte le suivant est 0,6.

- La probabilité qu'il arréte le premier tir est 0,7.
On note A_l'événement « Le gardien arréte le
n= tir ». On adonc P(A,) = 0,7.

1. a) Donne pour 7 2 1, les valeurs de
P(A . /A )etP(A /A,
b) Exprime P(A | NA ) et PA . .n
en fonction de P(A ).
¢) Déduis-en que pour tout n =1,
P(A ,)=0,2P(A) + 0.

2. 0n pose & présent pour 121, Pn = P(A )
etu =P -0,75.
a) Démontre que (u,) est une suite
géométrique de raison 0,2.
b) Déduis-en une expression de p_en
fonction de n.
¢) Démontre que (P ) admet une limite que
l'on calculera.

AJJ)

On s'intéresse a une suite de rectangles (R)).
On note L, la longueur du rectangle R et [ sa
largeur.

Onposel, =2020et [, =1.

Tous les rectangles R, ont la méme aire et
I'une des dimensions de R _ , est la moyenne
arithmetique des dimensions du rectangle R .
1. Justifie que pour tout entier naturel 7,

On justifiera en particulier que c’est lalongueur
du rectangle R _, qui est égale & la moyenne
arithmétique des dimensions du rectangle R .
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éxercices

2. Démontre que, pour tout entier naturel # :
I, <2020 < Li.

3. Justifie que la suite (L ) est décroissante.
Déduis-en son comportement lorsque 1 tend
vers +0,

4. Justifie que la suite ([ ) est croissante.
Déduis-en son comportement lorsque 1 tend
vers +x.

5.a) En utilisant le fait que L., = L‘-’;-‘(’-’ , pour

tout entier naturel n#, démontre que les
suites {L‘__) et ([,) convergent vers la méme
limite.

b) Que vaut cette limite commune ?
Justifie ta réponse.

6. Interpréte géométriquement le résultat de
la question précédente.

Au 1* janvier 2020, M. MBRAH fait installer
20 m’ de panneaux photovoltaiques a son
domicile. Ils produisent environ 95 kWh/m* au
cours de la premiére année, puis 'usure et la
salissure engendrent une perte de rendement

de 3% par an. Pour tout entier naturel 7, on
note u_la quantité d'énergie produite par
l'installation durant I'année 2020 + .
1. a) Détermine la nature de la suite (1) et
précise ses éléments caractéristiques.
b) Déduis-en, pour tout entier naturel n,
I'expression de u_en fonction de 2.
2. Que devient la quantité d’énergie produite
au bout d’un nombre d'années ?
3. Pour tout entier naturel 17, on note
S.=u, 8, +
a) Calcule S,, et interpréte le résultat.

b) En gardant son installation pendant
trées longtemps, M. MBRAH peut-il espérer
produire plus de 70 MWHh.

Un planteur place @ la banque pendant 10 ans
un capital de 100 000 F au taux d'interét de 4%.

1. Calcule 'avoir du planteur au bout d'un an;
deux ans et trois ans.

2. Soit C, le capital initial et C le capital au
bout de n année. Les capitaux successifs
déterminent une suite.

a) Définie cette suite par la formule de
récurrence.

b) Exprime (C ) en fonction de C et n.
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3. A la fin de la dixieme année, la banque
lui accorde une prime égale a la somme des
intéréts produits en 10 ans. Quel est le capital
du planteur aprés la dixieme année ?

4, Une autre bangue lui propose un taux
d'intérét de 8%, mais n’accorde pas de prime
a la fin de la dixiéme année. Laquelle des deux
banques est avantageuse pour le planteur ?
Justifie ta réponse.

Afin d'acquérir et d'aménager un magasin
pour son épouse dans le centre-ville, M.
GNOANKA décide de contracter un emprunt
d'un montant de 1 000 000 F. Dans le but
d'obtenir les meilleures conditions pour ce
prét, il a contacte deux banques X et Y.

» La banque X lui propose de rembourser ce prét
sur 7 ans, en 7 annuités, chacune des annuités
étant un des termes consécutifs d'une suite
arithmeétique de premier terme «, = 150 000 F
(montant du premier remboursement) et de
raison a =18 000 F.

« La banque Y lui propose également de
rembourser ce prét sur 7 ans en 7 versements
mais a des conditions différentes de celles de la
banque X. Le premier remboursement annuel,
noté v, serait d'un montant de 200 000 F; les
remboursements suivants notés v, v, v,, 17,
V., V., seraient chacun en augmentation de
2% par rapport au remboursement précédent.
Quelle banque offre @ M. GNOANKA la solution
la plus avantageuse ? Justifie ta réponse par
des calculs détaillés.

Partie A : Soit la fonction fdéfinie sur [R * par

f(v)=2lnv—x+2.

1. a) Etudie les variations de /.

b) Justifie que I'équation /'(x) =0 admet
deux solutions dans R *.
2. Soit « la solution de / (x) = 0 supérieure a 2.
a) Vérifie que : 5 << 6.
b) Si I'on considere la fonction ¢ définie sur [R*
par @(x) = 2 Inx + 2, démontre que (a) = a.
Partie B : Pour trouver une approximation de
(, on considére la suite (i ) definie sur R par
u,=5;u =@ )ou @ estla fonction

définie dans la partie A.
1. a) Demontre que pour tout entier naturel

nu€ls; 6].
b) Démontre que la suite (i ) est croissante.
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2. a) Démontre que, pour tout x € [5; 6],
ona:|e'(x)| <%
b) Déduis-en que, pour tout entier naturel
nonalu ,—al|s %hr”— ol
c) Démontre alors que, pour tout entier
naturel n,ona |, — o < (%] ;
d) Conclus-en que la suite (1) converge et
précise sa limite.

3. a) Détermine un entier naturel p tel lque
est une valeur approchée de & 10 ~* pres.
b) Déduis-en alors une approximation de «
a 10 * preés.

* Soitf la fonction définie sur [0, +2¢[ par:

J)= —.—, et (¢ )sa courbe dans un

repére nrthonorme (0,1, J).

1. a) Etudie les variations de f'et dresse son
tableau de variation.
b) Démontre que / réalise une bijection de
[0,+[ vers un intervalle I que I'on précisera.
c) Explicite 7 ~*(x) pour tout x de I.
d) Démontre que l'équation f (x) = x admet
une unique solution a dans R, et que
a€]ll, 2[.

2. Trace les courbes (¢ ) et (¥ .,) dans le

méme repére. (Précise la tungente a (¢ )au

point d'abscisse 0.)

3. Démontre que pour tout x € [1, 2],

. 1
ona:|f')<s —
|' )l 2v 2

4. Soit (u ) la suite definie sur N par:
u=1letu  =fu)vVneN
a) DémontrequeVn €N, 1<u <2.
b) Démontreque ¥ n € N,

ke s iz lu, - al.

ntl

¢) Démontre que YineRN,

-0l (57)

Déduis-en que {u“) converge vers une limite
que l'on précisera.

A. Quelques propriétés
du nombre d’or
On considére un rectangle

de longueur L et de largeur |

[ tel que, si 'on découpe ce rectangle en un
carré et un rectangle, le rectangle obtenu a

Lecan 7
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pour longueur [ et pour largeur [, tel que:

% = % (le rapport des dimensions est
conserve).
On redécoupe ce petit rectangle en un carré et

un rectangle de dimensions [, et (,.

1. Demontre que -{{i = L

l

Onpose: @ = {— = Démontre que

Q= 1%’4 2 ( appelé nombre d'or ).

TP "
2. Ecris p?sous la forme a,@ + b, ol a,

et b, sont des entiers ; écris ¢’ sous la forme
a,@+b, ol a, et b, sont des entiers.

B. Etude d’une suite

1. Démontre que, pour tout entier naturel , ¢”
sécrit a @ +b ,oua =a, ,+b

eth =a_ .

2. On considére alors la suite (v,) définie pour
tout entier naturel 7 non nul par v = —(1,;7’-
Calcule les 5 premiers termes de cette suite
ainsi que leurs valeurs approchées aumillieme.
3. Démontre que, pour tout entier naturel 2,
ona:v = flv)ou festlafonction définie
sur 10+ [ par fl) =1+

4. Dans un repére orthonormé (unité: 5 cm),
utilise la représentation graphique de la

fonction /et la droite (D) déquutlon p=x
pour représenter les cing premiers termes de

la suite (v ).

5. Quelle conjecture peut-on faire sur lasuite (v ) ?
6. Quelle serait la limite de la suite (v) ?

C.Longueur d’une courbe dans la suite sil =1

1. Dans le rectangle de la partie A, demontre

1
que, (, 7 etque( 3 et{”=—£m.

2. On canstrunt les quarts de cercle dans
chaque carré, formant ainsi une courbe.
On note C, la longueur du 7™ quart de cercle.

Calcule c, et ¢,
3. Détermine C _puis la longueur de la courbe

surlesn prernaers quarts de cercle :

c, +C, i ST C.

4. Quelle est la limite de cette somme ?
Quelle est 'interprétation géométrique de
cette limite ?
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On considére la suite numérique (1) définie

sur N par:u = v 2u,+3 etu, = 0.

1. On considére la fonction g définie sur [0 ; +
par g(x) = 2v+3. A l'aide de la courbe
représentative de g et de la droite d'équation

v =x , représenter les 6 premiers termes de

la suite (i ) et conjecturer les variations et la
convergence de cette suite. Le but de l'exercice

est de déterminer la limite de la suite (1) en
utilisant deux méthodes différentes :

Premiére méthode :

2. a) Démontre que pour tout entier naturel 1,
Osu <3.
b) Démontre que la suite (i ) est strictement
croissante.

c) Déduis-en que () converge et détermine
sa limite.

Deuxiéme méthode :
3. a) Démontre que, pour tout entier naturel

nz1,0s3-u < % (3-u).
b) Démontre que, pour tout entier naturel 7,
1 "
0<3-u . < (5] (3 - u,).
¢) Déduis-en la limite de la suite (1 ).
On considére, pour tout entier naturel 7 non
nul la suite () définie par i = % et la suite
h‘:.l
(v) définie par v,
a) Démontre que : = %
b) Démontre que pour tout entier naturel

lim .
M= T0Q
n>0, v > 5 -

c) Trouve le plus petit entier N tel que,

sinzN,v < 3 ;

‘§<%u.

L

d) Déduis-en que si n 2 N, alors i
2. 0n pose pour tout entier 11 2 5,

S, =u tu it
a) Démontre par récurrence que, pour tout
entiernz25:u < (% ]“ ; U
b) Démontre que, pour tout entier n25:

i [1 +%+[—%—]z+_._( %)r E]MS.
¢) Déduis-en que, pour tout entier
nz5:5 <4u.

3. Démontre que lasuite (S),
et déduis-en qu'elle converge.

est croissante
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On considére la suite (#) définie par u, =1 et,
pour tout entier 77 non nul par Infu,, J=1+In(u ).
1. Démontre par récurrence que pour tout
entier naturel n, u, 21.

2. Démontre que pour tout entier naturel ,
a1
Uy
3. Exprime 1, en fonction de 7 puis déterminer

la limite de () .

4,0)Onpose: v =lnu.

Exprime la somme v, + Vv, + 1, + ..+ ¥
en fonction de 1.

b) Déduis-en 'expression du produit
8, Sl ¥ Uy < Uy x o XU
Etudie la limite de (s ).

= ¢. Déduis-en la nature de la suite (u"].

Aprés ses études en Marketing, KOHOUA est
embauchée par une entreprise de la place.

Le DRH lui propose deux contrats.

1# contrat ;: Pour commencer 300 000 FCFA
mensuels puis une augmentation de 10%
chaque année.

2¢me contrat : Pour commencer 350 000 FCFA,
puis une augmentation de 20 000 FCFA chaque
annee.

KOHOUA vérifie les deux contrats et affirme
que le deuxieme contrat est préferable au
1=. Aprés les trois premiéres années, elle se
demande au bout de combien de temps le 1%
contrat serait intéressant que le 2°.

Elle te sollicite. Aide-la.

pr e Pa/fo.

:
Q.25 5 U~ o

IUI‘T_1_ a]

U,-al < —1——- |U,-qf

U - ¢ < 1
Il 2‘2

U,—a] £ ——[U af .

Onsaitquea €]11; 2[ , on en deduit
U~ a| <1.
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Lors d’un cours de physique-chimie en oscillation mecanique, le professeur affirme que I'élongation

¥(#) d'un ressort obéit a la loi : X"(1)+ iﬁ_r((} =0 (1);ou x"(7) est la dérivée seconde de |'élongation
x(1) en fonction du temps ¢, k est la constante de raideur du ressort et la masse de I'objet en
mouvement. Le professeur de physique-chimie dit également que la relation (1) est une équation
différentielle. Soucieux d’approfondir leur connaissance sur cette notion, les éléves s'adressent a

leur professeur de mathématiques.
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HABILETES ET CONTENUS

| 1 i d'“ I ”I I i":., niner
; la solution d'une équation différentielle du
o type f = af + b (a et b réel) satisfaisant &
la définition d’une équation différentielle une condition initiale donnée.
B e . 5 Equations différentielles linaires du second
une équation différentielle ordre & coefficients constants
Justifier : Connaitre
qu'une fonction est solution d'une équation les solutions de chaque équation différentielle
différentielle du second ordre au programme ;
2 Equations différentielles linéaires du Resoudre ‘
premier ordre a coefficients constants « une équation différentielle du type /" =0
Connaitre « une équation différentielle du type /" =’ f
| les solutions de chaque équation du premier (@ réel non nul)
ordre a coefficients constants « une équation différentielle du type /" = -’/
Résoudre (w réel non nul)
« une équation différentielle du type Détermine
f'= a)‘ (a n_-ioel} . . la solution d’une équation différentielle du
« Une équation différentielle cu type type f "' = mf (m réel) satisfaisant a des condi-
f'=af +blaetbréelseta+0) tions initiales données

INSTALLATION DES HABILETES

Activité 0 Définition d'une équation différentielle

1.1. Définition

Soit la fonction /' définie sur R par : flx) = 3¢*.

a) Justifie que : f ‘(x) = 6¢*' ; pour tout nombre réel x.

b) Justifie que : f '(x) - 2f (x) =0 ; pour tout nombre reel x.
c) Justifie que : /""(x) = &4/ (x) = 0 ; pour tout nombre réel x.

« Les équations f'(x) = 6e%, f*(x) = 2/ (x) = 0 et f"(x) - 4f (x) = 0 sont des équations différentielles.
« Le plus grand ordre de dérivée de la fonction / dans les équations /”(x) = 6e*" et f'(x) = 2/"(x) =0
est 1. Ces équations différentielles sont dites d’ordre 1 ou du premier ordre.

« Le plus grand ordre de dérivée de la fonction /* dans I'équation f”(x) - 12f (x) = O est 2.
Cette équation différentielle est dite d'ordre 2 ou du second ordre.
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Exercices de fixation

Ecris le numéro de l'affirmation suivi de vrai (V) si l'affirmation est vraie ou de faux (F) si elle
est fausse.
1. L'équation (E) : g '(x) = 3g(x) + 5 est une équation differentielle.
2. L'expression (A) : ¥ — v est une équation différentielle.
3. L'équation (B) : v "+ 41' = 0 est une équation différentielle.
4. L'équation (C) : (v - 1)g "(x) = 2xg'(x) + gx) = x + 2 nest pas une équation différentielle.
5. L'équation (D) x () = 0 est une équation différentielle.
6. L'équation (F) : (x + 1)1(x) = 1 est une équation différentielle.

@ Précise l'ordre de chacune des équations Soit I'équation différentielle (A) :
différentielles ci-dessous : (v +1) 00— Fx) = 3.
a)f-3f=0. Détermine parmi les fonctions ci-dessous
byy'"+ 23"+ 31 =0. celle qui est une solution de I'équation (A).
c)x=dbx". a) }{'L\‘}) =4x+7.
S A b) f{x) ==5x + 3.
dy'-2y'=x+x &) Fisj==Gr 8.

Activité (2] Equations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients constants

2.1. Equation différentielle du type f "= af (a € )
Soit I'équation différentielle (A): / "= af (a € R).
1. Justifie que la fonction f, (x) = ke : k € R est solution de (A).
2. 0n considére une fonction fsolution de (A) et la fonction /1 définie par A(x) = & “f(x).
a) Justifie que : I'(x) = (f"(x) — aflx))e™.
b) Déduis-en que : /'(x) = 0; et que A(x) = k, k € R, pour tout nombre réel x.
¢) Conclus alors que /' (x) = ke™ ; k€ R.
d) Déduis-en les solutions de (A).

Les solutions de I'équation différentielle /= af ou a € I sont les fonctions définies
sur R de la forme x — ke™ ol k € R.

Exercices de fixation

Parmi les fonctions ci-dessous, lesquelles sont | % Associe ¢ chaque équation différentielle,
des solutions de l'équation (A) : ses solutions.
v'=ayotaeR?
a) flx) =ke™ ; ke R.
b) fix) = kae' ; k € R.

Equations Solutions
(A):f"=3f (D:x— ke ;keR
B):f"=-0,5f | |(Q: x> ke ;kER

c) plx) = 0. :
d) vix) =ke™ ; k€ R. (€ :f==f (B):x—k;kelR
e) tx) =-kae” ; k€ R (D):f'=0 (4):x» ke"™ ;keR

W Résous les équations différentielles suivantes:
a) ¥'=y ; b ¥=y2y;
o-'=y ; d =
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2.2. Equation différentielle du type f'=af + b (aetbréels;aF 0)

Soit I'’équation différentielle (E):f'=af+ b (a et b nombres réels avec d # 0).

1. Justifie que la fonction glx) = ke* — —f} est solution de (E).

2. a) Démontre qu'une fonction / ‘est solution de (E) équivaut a: f"(x) = 2'(x) =a (flx) - glx)) ; pour tout réel v.
b) Justifie alors que : f (x) - glx) = ke" avec kel

c) Déduis-en que flx) = ke - i—} : pour tout nombre réel x.

Les solutions de 'équation différentielle (E) : f*=af+b sontles fonctions de la forme::
cokex- b keR

ExerCices de ﬂxation ....................................................................................................

Identifie les fonctions qui sont solutions de | BB Asso;ie a chaque équation différentielle ses
I’équation différentielle (E) : v ' =av + b ol solutions.
a et b sont des nombres réels et a non nul. [ Equations Sohtions
{ e} = ik h. ¥ vi= ket h e = T¥. I ==
a) fix)= e+ ¢ bygx)=ke" - gk = : A/ =-4f+8 | | (1):x = ke'-1;kER
o b Ty et | l'b - = 2 -
C)hl.\)——ﬁ : d}a’(.\}-—dt’k —a k=R (B}:_!"=0,5}"+2 |1 (2): x> ke - '%—;kEIR‘I
| f—
¥ Resous chacune des équations T e b ke
différentielles suivantes : ‘ L2 "’_, / _ 11 i f{11<. 4’ }\
a) f'=-2f+6 ; b) ['=3/+9; [(P):f*=5f+1 | |(4):x ke L KER

¢ 2v=5-3" ; d) 2'+3y=7 |

2.3. Equation différentielle du type f'=af+b
(a et b réels) satisfaisant a une condition initiale donnée

Soit I'équation différentielle (E):f= c;_r)"+ b ou ¢ et b des nombres réels,a #0;.x, ety des nombres réels.

On sait que les solutions de (E) sur R sont les fonctions f,(x) = ke*' - f}_:

a) Détermine & pour que f,(x,) = v,
b) Combien y a-t-il de fonctions £, solutions de ( E) et vérifiant f (x,) = V.

« Il existe une unique solution f'de 'équation (E) verifiant : / (x,) =V,
« Pour déterminer cette solution, on resout I'équation (E) puis on détermine la valeur de k
avec la condition donnée.

@ Soit 'équation différentielle (A) : v r=2p —4 | @ Les fonctions y, définies par v (x) = ket
dont les solutions sont les fonctions de la k € R sont les solutions de l'équation
forme v, () = ke +2; ke R. | (A):)' - 39 =0.

On donne la condition 1(0) = 0.

Parmi les fonctions suivantes : flx)= -2e2'+2; ‘
glx) =3¢ +2; hix) = -2;plv) =-2e"+2, |
laquelle est une solution de (A) et vérifie la
condition donnée ? |

Lecon 8 ﬁi Equations differentielles

1. Détermine k telle que : v, (In2) = 1.
2. Détermine alors la fonction f'solution de
(A) telle que : / (In2) = 1.




9 Détermine dans chacun des cas suivants la solution de 'équation différentielle vérifiant
la condition donnee.

a)y'=-3y; v(0)=5;
V= %_\-‘ +1; w0} =1;

b)y'=2y; y(=3)=1;
d) v’ =-41-2; ¥(0,25) =0.

Activité © Equations différentielles linéaires du second degré a coefficients constants

3.1. Définitions et propriétes

Soit I'équation (E) : /= mf ou m est un nombre reel.

1. Justifie que si m = 0, alors les fonctions /| (x) = ax + b (a et b des nombres réels quelconques) sont
solutions de l'équation (E): /" =0.

2. Justifier que si m = ®? ; (w €R*) alors les fonctions / ,(x) = e + he ~"" ou a et b sont des nombres
réels, sont solutions de I'équation(E) : "= ®*/.

3. Justifier que si m = - (® € R*) alors les fonctions f , (x) = acosmx + bsinmx ou @ et b sont des
nombres réels, sont solutions de I'équation (E) : /"= —?.

On admet que I'équation (E) : /"= mf , (m € R) a pour solutions les fonctions :
a) x—=ax+b,sim=0.

b) x = ae™ +be ~", sim =, (» € R*); (autrement dit : m > 0).

¢) x = acoswx + bsinwx, si m = - (0 € R*) ; (autrement dit;m < 0).

ExerCEces de ﬁxation e L L L L R b P T T T T L L TR E R L R R AL L Lttt

W8 Soit 'équation (E) : 3"~ 25v = 0.
Reproduis puis réponds par Vrai (V) ou
par Faux (F) a chacune des affirmations
suivantes.
1. La fonction / (x) = 3¢*" — 2¢ " est
solution de l'équation (E).
2. La fonction g(x) = e ~* est solution de
I’équation (E).

Associe & chaque équation, ses solutions.

Solutions

1:px)=ax +b;
| a et bréels

Equations |

Ay = o,
meR"

B:y"=-wl,|
e R*

2:yv(x) = ae™ +bhe
a et b réels

3 1{x) = awcosx + bosing ;

Ii]' =4 | a et bréels B

P Reésous les équations différentielles
ci-dessous :

3. La fonction Ai(y) = 5¢* - 5¢ ~ est solution
de l'équation (E).

4. La fonction #(x) = =100¢°* est solution de
'équation (E).

5. La fonction g(x) = 0 est solution de

i =E|lf>_1' i B = RS l'équation (E).
d)y"-gy=0 ; e 4y +25r=0 I
3.2. La solution d'une équation différentielle du type (E) : f "= mf avec conditions initiales

On considére 'équation différentielle (E) : "= 0 dont les solutions sont les fonctions /,(x) = ax + b,
avec a et b des nombres réels.
Détermine la fonction f solution de (E) telle que fx) =y et ["(x)=z, avec X;;V, et 5, des nombres réels.

On admet que I'équation différentielle (E) : £ = mf, (m € R) admet une unique solution f* telle que
Ax) =y et ['(x)=z,00 X;; ¥, et =, sont des nombres réels donnés.
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Exer0ice5 de ﬁxatlon [ T L L LT B L T L . SeAAESEEEIEESERSAERERRR AR AR RA TR R RES -
On donne 'équation différentielle (E) : 1" = 4y dont les solutions sur i sont les fonctions
v, (x) = ae® + be’ ; a et b des nombres réels. On donne les conditions ¥(0) =0 et '(0) = 1.

Détermine parmi les fonctions suivantes : flx) = -3¢¥ + 3¢ ; h(.\‘)=%r' —%e" :

glx)= %92" = %e'z‘ , la solution de (E) qui vérifie les conditions données.

On considére 'équation différentielle (E) : /™= -9/ dont les solutions sont les fonctions de la
forme.f‘;h{x) = acos3x + bsin3x, « ol a et b sont des nombres réels ».

1. Détermine les nombres réels a et b tels f, ( % J=oetf (g)=1
2. Détermine alors la fonction f'solution de (E) telle que f1 %) =0etf( -g— J=1.

22 Détermine dans chaque cas la solution de 'équation différentielle vérifiant les conditions données :
a) v"=v; ¥0)=0, y'(0)=0. ¢) ¥"=0;¥1)=2, v(1)=-1
o) y"==y ;i ¥( ) =1y (F) =o. d) y"-4r=0; ¥0)=-1,p10)=1.

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Em;-r'cicffo Décharger un condensateur

Un condensateur de capacité C, initialement chargé & une tension i, = 10 volts,

se décharge d partir de l'instant 7, = 0 & travers un circuit de résistance R. g
La tension i est une fonction du temps ¢, (1 en secondes), et vérifie 'équation
différentielle (E) : RCu'(#) + u(r) = 0.

1. En prenant C = 15 x 10 * farads et R = 2 X 10* ohms, justifie que la tension u vérifie I'équation
différentielle (E) : 3¢/ + u=0.

2. Résous (E).

3. Détermine la fonction u solution de (E) et telle que u(z,) = u,.

4. A partir de quel instant 7, la tension i devient-elle inférieure au dixiéeme de sa valeur

initiale ? On donnera la valeur exacte, puis une valeur approchée au dixieme de seconde.

5. Calcule la valeur moyenne de u entre les instants 7, et 7,.

6. L’énergie emmagasinée dans le condensateur a l'instant 7 est, en joules, W(1) =
Calcule la valeur moyenne Wm de cette fonction entre 7, et 7,.

1. La tension u vérifie léquation différentielle (E) : On utilise les équations différentielles pour
RCu' + u = 0 ; en remplagant R et C par leurs résoudre les problémes de RLC, en physique.

valeurs respectives, on obtient |'équation
différentielle (E) : 3u” + u = 0.

2. L’équation (E) : 31’ + u = 0 est équivalente a I'équation différentielle i’ = —% 1.

Cluln)]>.

N =

Les solutions de I'équation (E) sont les fonctions définies sur R de la forme: uln= ke =" ot kestun
nombre reel.

3.0n a u(f,)) = u, équivaut a 1(0) = 10 ce qui équivaut a : ke 3 =10 ; et donc k = 10.
1

La fonction u solution de (E) telle que u(ro) =u, est: u(t) = 10e 7.

4. La valeur initiale de u est 1, = 10 volts donc le dixiéme est 1 volt.

Donc u(f) < 1 equivaut a 10e ¥ <1ce qui équivaut a 1 2 3In10 ; donc 7, = 3In10.
{,=69s
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5. La valeur moyenne de i entre £, et /, est:

Oy 1F o __1_ *6.9 N 1 1 64_‘_& -3
””‘_—h—m.l,ﬁ u{.'}d!~6‘9w[u 10e *'dt = [ —3¢ 3 u =5 gl1—e " )volts,

6. La valeur moyenne de w_entre 7 et7, est:

-t : 68 1\ o 89 %
W =T, : = | wit la’rré'-g_fu x-;—_x 15x 1075 x(10e 3) (1!2%?& 10° [ edt

4 L

f
o —

_ A5 A o4
=gy % 01 =),

Exe r'r.'ict'o Résoudre une équation différentielle du type : p"" + my = g(E)

Soit 'équation différentielle (A) : " = 9y =57 + 1.

1. Détermine un polyndme p de degré 1, solution de (A).

2. Démontre qu'une fonction / est solution de (A) si et seulement si /- p est solution de I’équation
différentielle (A") : " =9y =

3. Résous (A’) et déduis-en les solutions de (A).

4. Détermine la solution de (A) qui s’annule en 0 et dont la derivee s'‘annule en 0.

Corrigé Méthode
1. p étant un polynéme de degré 1 alors p(1) est Utiliser la méthode de résolution d'une équa-
de la forme p(t) = at+b ol a et b sont des tion différentielle du type /"' = 104/, puis celle
nombres réels, vérifiant les conditions initiales.

On a: p solution de (A) équivaut G
P -9p)=51+1;
50“’. _g(ﬂf r b) =51+ 1 _ lt"t = -

s 5
Ce qui donne —9af — 9b = 5t + 1 et donc { _gi - d'ou | By 3

5
9
1 etdonc p(t)=—gi—g.

b=-5
9
2./ est solution de (A) si et seulement sif"-9f=5t+1.0rp"-9p="5¢+1,donc fest solution de (A)

si et seulement si /" -9/ =p " = 9p, ce qui équivaut a (f=p)” =9/~ p) = 0. Ce qui équivaut a f—p
est solution de I'équation différentielle (A") : 3" =9y =0.
3.0na: (A"):y" -9y =0 équivaut a y" = 3%. Donc les solutions de 'équation différentielle (A") sont

les fonctions définies sur R et de la forme v, () = ae’ + be ¥,

fest solution de (A) équivaut & /- p est solutlcn de (A"), ce qui équivaut a (f— p)(1) = ae* + be " ;
ce qui équivaut a fln) = ae® + be*' + plt).

Donc les solutions de 'équation différentielle (A) sont les fonctions fde la forme /(1) =qe*+be™ —%! - %

4.0n G‘,{“) :{R,S: + be -3 _%I_% et donc‘f-; U) = 31’.?!;’3’ - 3b(_1 =3t _-g—.

f(0)=0équivautaa+b —% =0et /' (0)=0 équivaut a 3a-3b —% =0.
a+h-1=0 ‘ur:%?—
On obtient donc le systeme : 5 :quiapour solution 1
|3a-3b-§ =0 =
La fonction 7, solution de I’équation différentielle (A) qui s'annule et dont la dérivee s'annule en 0,

st: jiraz %e-‘“—%{—e'-"—%r—%
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Résumé de cours

o Définition d'une équation différentielle

On appelle équation différentielle, toute éguation ayant pour inconnue
une fonction /et dans laquelle figure au moins une dérivée successive /', ",
..., de la fonction inconnue.

NB :

- L’ordre d’une équation différentielle est le plus grand ordre des dérivées intervenant
dans celle-ci.

- Résoudre une équation différentielle sur un intervalle I, c’est déterminer 'ensemble de
toutes les fonctions définies sur I et qui vérifient 'équation (dans ce cours, généralement
I=R).

e Equations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients constants

m Une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients
constants est une équation différentielle pouvant se mettre sous la forme :
/"= af + b avec a et b des nombres réels.

2.1. Equations du type : J "= qf (a
a) Définition
W On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients

constants sans second membre, toute équation différentielle qui peut se
mettre sous la forme : f* = af'ou @ est un nombre reel.

b) Proprieté

Soit 'équation différentielle (E) : /* = af (a € R). L'ensemble des solutions
de (E) est 'ensemble des fonctiuns_/; définies de R vers R, par f,(x) = ke
ol k est un nombre réel quelconque.

Remarque :

On dit que I'ensemble des fonctions f, est une famille de fonctions.

2.2. Equations du type : f "= af +h avec a et b des nombres re els et a

Soit 'équation différentielle (E) : f'=af + b (a et b réels avec a # Q).
Les solutions de (E) sont les fonctions définies de IR vers R définies par
b

f,(x) = ke* — 7 ; 0U k est un nombre réel quelconque.

2 3. Les solutions d'une équation differentielle du type [ "= af +h et verifiant |

une condition

Soit x, et v, des nombres réels. Il existe une unique solution /1 de 'équation
(E):f" =af + b (a et b réels) telle que h(x,) =y,
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Résumeé de cours

e Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants

3.1. Definition et propriete

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants toute équation différentielle pouvant s'écrire sous la forme (E) :
f7=af"+ bf + c ou a, b et csont des nombres réels.

NB : Dans ce cours, on ne traitera que le cas (E) : /" =mf.oum € R.

L'équation différentielle (E) : /"' = mf. ol m € R a pour solutions :
a) les fonctions x ~ ax + b, ol a et b sont des nombres réels quelconques,

sim=0.
b) les fonctions x — ae™ + be =™, sim = ©° ol w € R*.
¢) les fonctions x = acosmx + bsinwyx, si m = -’ ol ® € R*.

3.2. La solution d'une equation airrerentielie adu type

[ "= m{f avec conditions initiales

el Soient x,, v, et z, des nombres réels. L'équation différentielle (E) ' =mf
ot m € R admet une unique solution ftelle que / (x,) = v, et /'(x)) = z,.

e,
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Exercices de renforcement

Relie chaque équation différentielle a ses solutions.

' Equation différentielle [

Solutions

| f'=af, aer ox = ke

=X

b,
g._*

keR

['=af=af+b,
aeER" ,beR

s ¥ = Acos(mx) + Bsin(my);AeRetBeER

/=0

e X s Ae™

+Be ™ . AeRetBeR

L
|
|
-
‘ fr=ffoeR" -

sx»Av+B:AERetBER

=-0’f,0eR" -

A |

- X = ke

2}

12" On considere la fonction f définie sur R par:
Six) = 5e?.
1. Démontre que [ est solution de I'équation
differentielle : y' - 2v = 0.
2. Démontre que la fonction g définie sur [t
par: g{x) =flx) -3x -5 est solution de I'équa-
tion différentielle : y' - 2y = 6x.

8 On considere I'équation différentielle (E) :
Y=-p=2x*-3x+1.
Détermine parmi les trois fonctions définies
ci-dessous, celle qui est une solution de (E).
Axl=2x-3x+1 5 gh)=2~x=2}
hx)=-2v-x-2

4" pDémontre, dans chaque cas, que la fonction /'
est solution de I'équation différentielle (E).

1. flx) =cos(2x+3) ; (E):)" =16y
2. flx) =sin(2x) ;i (E):y" + 3y =-2sinxcosy
3. flx) = xe' : (B):y =y=¢ .

4 flx)=e" Inx

Soit la fonction / définie sur IR par : f(x) = 2¢

¢ (B} =2yy= :—_le

-2N +

Détermine une équation différentielle (E) du

type V' — @y =0 dont f est une solution.
|

L'équation différentielle y* = 7y admet pour
solutions les fonctions fdéfinies sur Rpar: |
a) flx)=ke™, k eR.

b) fix) = ke, keR.

c) flx) = 0.

d) flx)=e"+k keR.

Choisis la bonne réponse. |

§# L'équation différentielle 3' + 3)'= 0 admet pour
solutions les fonctions / définies sur & par
a) flv) = ke, k e R
b) flx) = ke, k € R.
c) flx) =acos 3x + bsin 3x,a e Reth € R.
d) flx) = acos y 3+ bsiny3z,a € Ret b € R.
Choisis la bonne réponse.

@ La solution f de I'équation differentielle 3 = v
telle que (1) = 2 est :

a) la fonction /définie sur It par f{x) =2".

b) la fonction / définie sur R par f{x) = 2x.

c) la fonction f définie sur & par flx) = 2¢" "
d) la fonction f'définie sur R par f{x) = 2¢' - 1.
Choisis la bonne réponse.

Les solutions de |'équation différentielle :
' =31+ 2 sont les fonctions / définies sur R par

a) flx) =ke* +2 , keR.
b) fln) = ket + 3, k€ R.
o) flx) =ke** +2x ,keR.
d)fix) = ke —3 ke R.
Choisis la bonne réponse.

@0 L'équation différentielle y" + 51 = 0 admet
pour solutions les fonctions / définies sur i par;
a) flx) =ae* + be >, a€Reth e R.

b) flx) =ae'> + be ™, acRetheR.
¢) flx) = acos (vBx) + bsin (v5x1,
acRetbeR.

d) flx) = acos(5x) + bsin(5x) , a € R et b e .
Choisis la bonne reéponse.
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Ax) = acos |
fy) = aez + bn ¥.ae Retb eR.

Les solutions de |'équation différentielle
4)™" - 9y'=0 sont les fonctions / définies sur R par:

‘f(\)—acos( < )+hsm[ 3" ,a€Rethel.

)+ sm( ) aeRetheR.

9

flx) = ae® +he ¥,acRetheR.

Choisis la bonne réponse.

1. fest la fonction définie sur R par : flx) =3¢ .
Détermine une équation différentielle pour
laquelle fest solution.

2. f est la fonction définie sur R par :

f)=3e=-4.

Détermine une équation différentielle pour
laquelle fest solution.

Résous chacune des équations différentielles
suivantes :

a) *z‘? fr=2f+1=0.

b) %f’ _4 ;!+ %

¢ mf"+f-3m= 2:r

d) cosaf’ —sinaf =1;avecun € ID [

Détermine dans chacun des cas, la fonction
solution de 'équation différentielle et vérifiant
la condition donnée.,

a)y'+ 2 1'=0'1'(0]-

b) /"= 2af =r; f( ]—n

c)3/"-2/+6=0; et la courbe de la fonction /°
coupe l'axe des abscisses en 1.

Résous chacune des équations différentielles
suivantes :

a)y' =3y

b)y'+2y=0

c)y==5";y02)=

d) 2y =y—1

Résous chacune des équations différentielles
suivantes :

a)y=-5";v-2)=1

b)y+2y"=0;¥(-2)= i}

)y =2r+1;00)=0"
d)2v+3y"-1=0;10)=1

Résous chacune des équations différentielles
suivantes :

a)y'-2v=0
b) 23" -yv=0
c)-91"+4y=0

d)-51" - 25v =0

Lecon 8

M) = 2sin 14 E—].

y=-b4y+1.

2. Détermine la solution de (E) dont la courbe

48 Résous chacune des éguations différentielles

suivantes :
a) y=25)"
) Je=2"
o & /+Lr=0
d af"+2f=0
) Résous chacune des équations différentielles
suivantes :
a) 4"+ 9y =0 ; v(m=1, 1’(;1')
b) 16y =25y ; v(0)=0,¥ (0)
Qy'=0; v =1,y(a)=
)y =-4y; y(%) =—1,_1-'1-‘-.§ i

20 Résous les équations différentielles suivantes :

a)y'=-7y

b) 7y'+y=0
8V -5+2=0
d)y"'=-5y

i On considére I'équation différentielle (E) :
JAr l y =
_1 * 9 _1 - 0.

1. Résous (E).

2. Détermine la solution f de (E) vérifiant les
conditions initiales f(0) = V3 et /'(0) = %
3. Vérifie que, pour tout nombre réel 7,

3 3
Exercices d'approfondissement

1. Résous 'équation différentielle (E) : y' = -2y
2. Déduis-en la solution de (E) dont la courbe
représentative admet, au point d'abscisse 0,
une tangente paralléle a la droite d'équation :

1. Résous |'équation différentielle (E) :
' =3y

représentative passe par le point de coordon-
nées (2; 3).

On considére 'équation différentielle (E) :

4y" + w2y =0.

1. Résous (E) sur R.

2. On sait de plus que la courbe représentative

de la fonction_f'solution de(E), passe par le
point A -; —3— J et a une tangente en K parallele

& 'axe des abscisses. Détermine la fonction f.

Equations différentielles
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On considére I'équation différentielle (E) :
257 =16v=10.

1. Résous 'équation (E) sur R.

2. Détermine la fonction f solution de (E) et
dont la courbe admet au point A(0 ; 1) une
tangente perpendiculaire a l'axe des ordon-
nées dans un repere orthogonal.

On considére la fonction f'définie sur R par :

Jlx) = (3x +8)e”.

1. Démontre que f est solution de 'équation
différentielle : y' — 2y = 3¢, in2
2.Déduis-en le calculde l'intégral | flx)dx
On considere 'équation différentielle (E) :
g-2g=@x+1)e

1. Détermine les nombres réels ¢ et b pour que
la fonction f{x) = (ax + b)e* soit une solution de (E).
2. Démontre qu'une fonction g est solution de
(E) équivaut @ g - f'est solution de I'équation
(E):yv=-2y=0.

3. Résous (E’) et déduis-en les solutions de (E).

On considére I'équation différentielle (A) :

2y +6y=x+2x-1,

1. Détermine le polynéme P(x) du second de-
gré solution de (A).

2. Démontre qu’une fonction f(x) est solution
de (A) si et seulement si la fonction f{x) — P(x)
est solution de I’équation (A’) : 2" + 61 =0.

3. Résous (A') et déduis-en les solutions de (A).
4. Determine la fonction g, solution de (A) et
qui s’annule en 0.

Soit 'équation differentielle (E) : 1" = 3y = sinx.
1. Resous 'équation différentielle (E’) :
1'=3r=0.

2. Détermine les nombres réels a et b

tels que la fonction g définie sur R par

2(x) = acosx + bsinx soit solution de (E).

3. Démontre qu’une fonction f'est solution de
(E) si et seulement si la fonction / — g est solu-
tion de (E’).

4, Déduis-en les solutions de (E) sur R.

On considéere 'équation différentielle (E) :

V' =a’ +bouaetbsont des nombres réels,
avec a non nul.

1. En posant = =", justifie que (E) est equiva-
lentea (E):z’=az + b.

2. Résous (E).

3. Déduis-en les solutions de (E).

4. Détermine l'unique solution de (E) vérifiant :
1(0)=0et1'(0)=0.

31

32

33

34

35

V' =by =

On considére 'équation differentielle (E) :

V' 44y =-sin2y.

1. Justifie que g(x) = E,\‘cosh‘ est solution de (E).
2. Justifie qu’une fonction f'est solution de (E)
équivaut a /- g est solution de (E') : »" + 41 =0.
3. Résous (E’) puis en déduis les solutions de (E).

Soit I'équation différentielle (E) :

1. Résous 'équation (E') : v = 41 = 0.
2. Vérifie que la fonction g définie sur It par
glx) = %_\:e‘z‘ est une solution de (E).

3. Démontre qu'une fonction f est solution de

(E) si et seulement si f — g est solution de (E').
4, Déduis-en les sclutions de (E).

5. Détermine la solution particuliére /i de (E)
vérifiant : 7(0) = 5 .

Une substance se dissout dans l'eau.

On admet que la vitesse de dissolution est pro-
portionnelle a la quantité non encore dissoute.
A l'instant 7 = 0 (¢ en minutes), on place 20
grammes de cette substance dans une grande
quantite d'eau.

Sachant que les dix premiers grammes se
dissolvent en cing minutes, détermine une
expression de la quantité dissoute f{1), en
grammes, en fonction de 7.

Une grandeur (non nulle) y évolue & une vi-
tesse proportionnelle g elle-méme.

On sait que cette grandeur double tous les dix
ans.

Combien de temps lui faut-il pour tripler ?

On sort un poulet du four et on note que sa
température est de 180°C. On suppose que
la température ambiante de la cuisine est
constante & 20°C. La température du poulet
est donnée par une fonction g du temps ¢, ex-
primé en heures, qui est solution de I"équation
différentielle (E) : v'+1,38y = 27,6.

1. Résous 'équation différentielle (E) et donne
sa solution particuliere g définie par la condi-
tion initiale g(0) = 180.

2. En utilisant l'expression trouvée & la ques-
tion précédente, détermine la température,
arrondie au degré prés, de la tarte 30 minutes
aprés l'avoir sorti du four.

3. Détermine le temps nécessaire pour at-
teindre une température inférieure a 25°C.
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On considére le montage électrique représen-
té par le schéma ci-dessous :

I

ji Cl E r#

Le condensateur de capacité C =4 x 10 * F (fa-
rads) est monté en série avec un genérateur
dont la tension aux bornes est E =6 V et un
conducteur ohmique de résistance R = 88 (2
(ohms).

A l'instant initial, le condensateur est dechar-
gé et la tension est nulle a ses bornes.

On ferme le circuit, et on s'intéresse a 'évolution
de la tension u_aux bornes du condensateur.
D'aprés la loi d'Ohm et la loi d'addition des
tensions, la tension u_aux bornes du conden-
sateur vérifie I'équation différentielle :

E=RxCX ‘—f:;’—ﬂr ol t est le temps en
secondes.

1. Ecris I'équation sous la forme " = @ + b.
2, Résous cette équation en tenant compte
des conditions initiales.

3. Détermine la valeur de uc au bout de 100 ms.

La vitesse d'un objet soumis & son poids et aux
frottements de |'air vérifie 'equation (E) :

v'(7) + 140v(7) = 10 ; o la fonction vitesse (1),
exprimée en m/s, est définie et dérivable sur
[0; +x[.

¥

1. Résous I'équation différentielle (E).

2. Détermine la solution v de (E) qui s'annule
pour f=0.

3. Etudie la limite de v lorsque 7 tend vers +%,
Interpréte ce résultat.

4. A quel instant ¢, 'objet atteint-il 95% de sa
vitesse limite ?

(Désintégration du Thorium?’)

On etudie la désintégration d'un corps radio-
actif, le Thorium® qui donne du Radium?*,
lequel se désintégre a son tour en donnant
du Radon®,

A l'instant /=0, on isole N, atomes de Thorium.
On note R(f) le nombre d’atomes de Radium a
linstant ¢, pour ¢ € [0; +[.Alinstant =0, il
n'y a aucun atome de Radium.
On admet que la fonction R{r) est la solution
sur [0 ; +[ de I"équation différentielle
(E) : v +0.062y = 0,038N,.e ¥ qui verifie la
condition R(0) = 0.
1. a) Démontre que la fonction
1,0 = 13 N,e 02 est solution de (E) .
b) Démontre que 1(7) est solution de (E) si
et seulement si v(r) — y,(7) est solution de
I"équation (E") : ' + 0,062y = 0.
¢) Résous (E) puis déduis-en les solutions de (E).
d) Détermine alors la fonction R.

(Evolution d’une température en chimie)
1. 0n note (/) la température en degrés Celsius
d’une réaction chimique en fonction du temps
1, | étant exprimé en heures. Aprés étude, on
constate que la température est solution de
I'équation différentielle (E) : y'+ v = ¢ " avec
la condition initiale y(0) = 20.
a) Résous l'equation (E,) : '+ =0.
b) Détermine le nombre réel k tel que la
fonction g définie par g(r) = ke ***' soit une
solution de |'équation (E).
¢) Démontre que [ est solution de (E) si et
seulement si f — g est solution de (E,).
d) Déduis les solutions de (E).
e) Détermine la solution de (E) satisfaisant
la condition initiale donnée.
2. On consideére la fonction f définie sur
[0;+x[par: flt)= %1563 ‘+4e %),
a) Détermine la limite de /' quand t tend
vers +.
b) Détermine la fonction dérivée de /.
c) Etudie le signe de /" (¢) pour ¢ € [0 ; +=c[.
d) Déduis-en le tableau de variation de /.
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(Taux d’alcoolémie)
Le taux d'alcoolémie f{r) (quantité d'alcool
par gramme de sang, en g/L) d'une personne
ayant absorbé, a jeun une quantité d'alcool ,
verifie équution différentielle (E) :
V+y=qae ol est le temps ecoulé aprés
absorption, exprimé en heures et ¢ une
constante,
1. On pose pour tout 7, g(r) = flf)e'.
Démontre que g'(f) = a et déduis-en l'expres-
sion de g(1) en fonction de a et de f sachant
que : g(0) =
Z Expnme_,f(r) en fonction de 7 et de «.
3. Dans cette question on suppose que ¢ = 5.
a) Etudie les variations de /.
b) Détermine le taux d’alcoalémie maximale
et le temps au bout duquel il est atteint.
4. Donne une valeur du délai T(a I'heure prés
par excés) au bout duquel le taux d'alcoole-
mie de cette personne est inférieur @ 0,5 g/L
aprés qu'il est atteint le taux maximal.

On considere 'équation differentielle (E) :
P=2p= - 1)e"

1. Détermine les réels a et b pour que la fonc-
tion 1 définie sur R par u(y) = (ax + h)e' soit
solution de (E).

2. Démontre que v est solution de l'équation
différentielle (E) si et seulement si it — v est
solution de 'équation différentielle (E') :

y=-2v=0.

3. Déduis-en toutes les solutions de (E).
4. Trouve la g:moslutionj'de (E) vérifiant /{0) = 1.

5.Calcule [ Alx)dv.

Donne le résultat sous la forme a + Inb ol a et
b sont des entiers.

PARTIE A

On considére l équation différentielle (E,)
définie par:y' - 2y =3e" - 4x + 2.

a) Résous I’ équatlcm différentielle (E,)

définie par v'- 2y =0.

b) Démontre que la fonction i définie sur
par : u(x) =-3¢" + 2x est solution de (E,).

c) Déemontre qu'une fonction v est solution de
(E,) si et seulement si i + v est solution de (E,).

d) Déduis-en toutes les solutions de (E,).
e) Détermine la solution / de (E)) telle que la
courbe représentative de / admette une tan-
gente horizontale au point d'abscisse 0.

PARTIE B
1.0n considere la fonction ¢ définie sur [t par :
g(v)=+ e -3¢' + 2 et (Cg) sa courbe représen-
tative duns un repére orthonormé (o7 . ] ).
a) Détermine les limites de g en +oC et en -,
b) Montre que la droite (D) d'équation : v =
2x est asymptote a la courbe (C ).
Précise la position relative de (D) et (C ).
c) Etudie les variations de la fonction.
Dresse son tableau de variations.
d) Calcule I'aire comprise entre (D), (Cg) et
les droites d’équation v =0 et x = In2.
On considére la suite (i ) définie sur R par :

o |
1 et pour =1,
‘ 1 +x°

= dx.
y 1 07 B
2. Soit f la fonction définie sur [0 ; 1] par :
f)=Inix+y1+x).
a) Calcule / '(x) et déduis-en i,.
b) Calcule u,.

c) Pour tout entier 7 2 1 et pour tout x de [0;
1], compare x" et x"**

Déduis-en que la suite (i ) est decroissante.
d) De_rnontre que, pour tout x de [0 ; 1],
1 <yi+x <2,

e) Déduis-en que, pour tout entier n2 1,
B SRS W

(n+1h-"§ “{nt+t1)°

" g

f) Déduis-en que (1) converge et determine
sa limite.

43 On se propose de déterminer les fonctions de-

rivables solutions de l'équation différentielle :
(E): 20 +y=x2+2x -2

1. Démontre qu'il existe une fonction
polyndme g du second degré solution

de (E) et détermine laguelle.

2. Démontre que f est solution de (E) si et
seulement si /— g est solution de |'équation
différentielle :

2y +v=0(E")

3. Résous (E') et déduis-en toutes les
solutions de (E).

4, Détermine les solutions dont lo représenta-
tion graphique passe par |'origine du repére.
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44 On se propose de déterminer toutes les fonc-

tions f définies et dérivables sur l'intervalle

10 ; +x[ vérifiant ['équation différentielle (E) :
af'(x) = (2x + 1)flx) = 8x°.

1. a) Démontre que si / est solution de (E) alors
la fonction g définie sur 'intervalle 0 ; +x[ par

/(x)

glx) = =~ est solution de I'équation diffé-
rentielle (E') : )" =2y + 8.
b) Démontre que si /i est solution de (E')
alors la fonction f définie par flx) = xh(x)
est solution de (E).

2. Résous (E') et en déduire toutes les solu-
tions de (E).

3. Existe-t-il une fonction / solution de I'équa-
tion différentielle (E) dont la représentation
graphique dans un repére donne passe par le
point A (In2, 0) ? Si oui, précise-la.

Un laboratoire de recherche étudie I'évolution
d’une population animale qui semble en voie
de disparition.

PARTIE A

En 2000, une étude est effectuée sur un
échantillon de cette population dont l'effectif
initial est égal & 1000. Cet échantillon evolue
et son effectif, exprimé en milliers d'individus,
est approché par une fonction / du temps /
(exprime en années a partir de 'origine 2000).

D'aprés le modéle d’évolution choisi, la fonc-
tion f est dérivable, strictement positive sur

[0 ; +x[, et satisfait 'équation différentielle :
(E)y'=
1. Démontre I’équivalence suivante :

une fonction /, dérivable, strictement positive
sur [0 ; +x[, vérifie, pour tout 7 de [0 +o0[,
7' =—?10-ﬂ 1)[3 = In(f ()] si et seulement
si la fonction g = In(/) vérifie, pour tout / de

[0;+0, g1 = o5& 1)~ 25 -

2. Donne la solution générale de I'équation

différentielle : (H) =/ =55 = — —2-35 .

3. Déduis-en qu'il existe un réel C tel que pour

——210).‘[ 3—Iny).

touttde[0; +x[:f (1) = (3 +Cexp(§'{6 }]
(la notation exp désigne la fonction
exponentielle).

4. La condition initiale conduit donc @
considérer la fonction / définie par

7(n=(3-3exp(5g))-

46’

a7

a) Détermine la limite de la fonction f en +x.

b) Détermine le sens de variation de fsur

[0 ; +uol.

¢) Résous dans [0 ; +[ linéquation /() < 0,02.
Au bout de combien d’années, selon ce modele,
la taille de 'échantillon sera-t-elle inférieure a
vingt individus ?

Situations complexes

Le bassin d’une piscine municipale a une
capacité de 600000 L d’eau. Afin de respecter
les normes d’hygiéne et de sécurité, 30000 L
d'eau de la piscine sont renouvelées chaque
heure et le taux de chlore maximum autorisé
est de 0,25 mg/L . Un soir, aprés la fermeture
de la piscine, alors que le taux de chlore est
indétectable, 1 kg de chlore est déversé par
erreur dans le bassin @ 20 h. Le directeur de
la piscine souhaiterait savoir quand il pourra
ouvrir @ nouveau la piscine au public. On
modélise la concentration massique du chlore
présent dans la piscine par une fonction /.

¢ désigne le temps écoulé depuis I'accident,
exprimé en heures, f(t) représente

la concentration massique du chlore

présent dans la piscine en mg/l. On admet
que la fonction /est solution de I'équation
différentielle (E ) : v '+ 0,05y =0 ou y est une
fonction de la variable £.

Le directeur te sollicite.

Détermine le moment olu la piscine sera
ouverte au public.

Pour résoudre le probléme de leurs champs
de caféiers vieillissants et peu productifs, des
planteurs d’une région du pays s'adressent a
un institut d’excellence d’agronomie qui leur
propose une nouvelle variété qui rentre en
production lorsque la plante atteint 0,90 m.
On repique alors des plants de cafe de 10 cm
de haut dans un champ expérimental.

On sait que la taille maximale de ces plantes
est de 1 m. On note f{7) la taille en m d'un plant
aprés 1 semaines ; on a donc: fl0)=0,1.

Le modele de Verhulst consiste & considérer
que la vitesse de croissance de |a plante évolue

Legon 8 ﬁ Equations différentielles




suivant la relation : f (f) = afl(1 - fl), ot a
est une constante dépendant des conditions
expérimentales.

Autrement dit, f est une solution de I"équation
différentielle (E) : v = ay(1 - y).

Détermine le temps au bout duguel la plante
rentrera en production.

On utilisera pour tout 7, z() =

Des éléves d'une classe de Terminale D décident
de vérifier la conservation de I'énergie meécanique
vue au cours de Physique-Chimie en oscillation
mécanigque.

Pour cela, ils fixent a lextrémité d'un ressort
horizontal, un objet qui peut coulisser sans
frottement sur un plan. On repére l'objet par sa
position X(r) qui varie en fonction du temps 1.
On admet que la fonction .X* est solution de
I'équation différentielle (E) : X" +100X'=0.
Démontre que I’énergie mécanique IV du
systeme.

1. Résous I'équation différentielle (E) sur R.

2. Détermine la solution X' de (E) telle que :
X(0)=0.1 et X'(0) = 1.

3. Vérifie que, pour tout reel 1,

X(0) = 0,1y2sin( 101+ Z-).

4. Démontre que 'énergie mécanique I’

du systéme, définie pour tout nombre réel

1 €[0: +=[ par () =0,1 [X*()]* + 10[X(N)]%,
est constante.

i
| dguilibre

Lecon 8
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€23 1.Poser que f'(x) -2 /() =(x+1) €
f')=(ax+a+b)e

Par identification on trouve
a=-leth=-2.

2. 0n sait que fest solution de |'équation dif-
férentielle et g aussi est solution.

fi-2f=x+1)e"

g'-2g =(x+1)e.

=1 -2g=1)1 =0

Donc (g — /') est solution dey'-2y=0.
Réciproquement si (g —f) est solution de
y'=2y=0,alors (g-f)"~ 20g=1)=0.
soitg'-2g=f"-2forf'~ 2f=kx+1)e
entraine g’ - 2g = (x + 1)¢".

Donc g est solution de g'~ 2g = (x +1)e".
3.{g - /) x) = ke?”

glv) = ke + f ().

£ Les solutions de (E') sont :

1.f, (x)=aex+ be™

2. On vérifie g"(x) — 4 glx) = - 3:,% e

3. f est solution de (E), g est aussi solution
de (E). Ainsi (f - g)" - 4(f - g) =0 =f-gest
solution de (E') par équivalence.

&. Les solutions de (E) sont:

) = aeix + be ¥ +glx).

D 1. (1) =ke °%t

2. flO)=1=k=1

!'(” =p 0,05¢

3. f(1)£0,25

e 9951 < 0,25 & k =-0,05¢ <In(0,25)
- In(0,25)  _

t=—go05 '~ 27,72

=28

Aprés 28 h la piscine peut s'ouvrir.

Equations différentielles




NOMBRES COMPLEXES

-~

ae—

La théorie du signal, celle des ondes, I'etude des systemes

électriques et électroniques, etc. peuvent etre traités
beaucoup plus elegamment avec les nombres complexes.

SITUATION D'APPRENTISSAGE

Legon 9

Le club « ARTS » d'un lycée a demandé au proviseur
I'autorisation de réaliser une statue dans la cour de
I'école.

Le proviseur apprécie l'idée et promet au club un
espace a cet effet. Il précise toutefois que, compte
tenu d'un projet de construction de nouvelles salles
de classe, cet espace aura une forme rectangulaire,
un périmétre de 20 m et une aire de 40 m®.

Le président du club, en classe de Terminale D, est tres
ravi mais se demande quelles seront les dimensions
du terrain.

1l décide, avec ses camarades de classe de déterminer
la longueur et la largeur de I'espace.

Nembres compleses




HABILETES ET CONTENUS

ldentifier :

« la partie réelle, la partie imaginaire d'un
nombre complexe

« la forme algébrique d’un nombre complexe
Connaitre :

« la définition du module ; d'un argument d'un
nombre complexe

« les propriétés relatives au module et un
argument du produit, de I'inverse, du quotient
et de la puissance entiére d'un nombre
complexe

« les propriétés relatives @ la somme, au
produit et au quotient de deux nombres
complexes

« la définition du conjugué d'un nombre
complexe

« les propriétés relatives au conjugue d'un
nombre complexe

« la propriété relative a I'égalité de deux
nombres complexes

« l'affixe d'un point ; d’un vecteur

« le point image ; le vecteur image d’'un nombre
complexe

Determiner :

« la forme algébrique, la forme trigonométrique
d’'un nombre complexe

« la partie réelle, la partie imaginaire d'un
nombre complexe

« le conjugué d'un nombre complexe

« le module et un argument d'un nombre
complexe non nul

Placer

le point image d'un nombre complexe dans
le plan muni d'un repére

Calculer

« la somme, le produit et le quotient de deux
nombres complexes

« la puissance d'un nombre complexe

Legon 9 ﬁ Nombres complexes

2 Forme trigonomeétrique -
Forme exponentielie

Identifier :

« la forme trigonométrique d’'un nombre

complexe

« la forme exponentielle d'un nombre

complexe

Connaitre :
« la formule de Moivre
« les formules d'Euler

Utiliser :

les formules de Moivre et d’Euler pour transfor-
mer des produits en somme dans des expres-
sions trigonomeétriques

Lineariser :

des puissances de cosx et sinx

Connaitre :

« la définition d’une racine carrée d'un nombre
complexe

s la définition d’'une racine n°™ d'un nombre
complexe non nul

« les racines i*™® de l'unité

Determiner
« les racines carrées d'un nombre complexe
« les racines 7™ d’'un nombre complexe non nul

Resoudre

« une équation du second degré a coefficients
complexes ainsi que des équations s’y
ramenant

« une équation se ramenant au second degre
a coefficients complexes

Placer

« les points images des racines 7*™ d'un
nombre complexe, sur le cercle trigonome-
trique, connaissant I'une d'elles

4 Cercles, droltes, demi-droites et
nombres complexes

Connaitre
les caractérisations complexes d'un cercle ;
d’une droite ; d'une demi-droite




INSTALLATION DES HABILETES

Activité 0 Forme algébrique d'un nombre complexe

1.1. Ensemble des nombres complexes

a) Recopie et compléte le tableau ci-dessous b) L'équation x* + 1 = 0 n'‘admet pas de solution
par € ou €. dans R. On admettra que cette équation a une
' N Z Q R solution notée .
’ = On suppose qu'il existe un ensemble noté ©
| 7 contenant R et le nombre i tel que /> =-1. Tout
13 élément de C s’écrit de maniére unique sous la
0,379 forme x + vi ol x et ) sont des nombres réels.
43 Justifie que les nombres 0 ; -7 ; % ;0,379 ;43 ;
i % % ; 2 ; 2 + i sont des éléments de C.

- Un nombre complexe = s'écrit sous la forme = = a + ib avec (4, b) € R* et 2 =-1.

- @ est appelé la partie réelle de = et b sa partie imaginaire.

- On note C 'ensemble des nombres complexes.

- L'écriture = = ¢ + bi est appelé forme algébrique de z.

- Pour tout nombre complexe = tel que =z =x + v/, ou x et ' sont des nombres réels,
on dit que = est imaginaire pur lorsque x = 0 et = est un nombre réel lorsque y' = 0.

- L'ensemble des imaginaires purs est noté /R

ExerCices de ﬂxation LI T s T T T T T T T T T T T T T FNA N R EEREE RN RE R "I

a) Recopie et compléte le tableau suivant : 1. = est un imaginaire pur.

: = s 2. ' est bre réel. Calcule Z'.
Partie réelle | Partie imaginaire i ;ets _u;\ Or::?g;z; E ulcS IZUZ et =
2+2i o~ : i
= % Recopie et mets une croix dans la case qui
iy 11 convient pour indiquer que le nombre ap-
‘ .2 partient a l'ensemble.
5 IV
LN N Z Q R C
| iV6-5 0
|
|

b) Détermine les valeurs de x pour lesquelles
le nombre complexe z=x*—x+6+i(x? - 5) est _ %
un imaginaire pur. Calcule = le cas écheant.

c) Détermine les valeurs de x pour lesquelles s

le nombre complexe = =x + 2 + i(x? — 1) est 3
un nombre réel. —"2—
Calcule = dans ce cas.

1+
Py Soit x un nombre réel. On considére les =37
nombres complexes ZeL2 d:eeﬂnls Py | 9 1. Cite trois nombres complexes de partie
z=x+1+ix et Z’=-2x+i(x?*-2): réelle 7.
Détermine si possible les valeurs de x pour 2. Cite trois nombres complexes de partie
lesquelles : imaginaire —24.

Lecon 9 ﬁii Nombres complexes
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1.2. Calculs dans

On admet que les calculs dans € se font comme dans R,

Soientz, =1-2i,z,=1-iet z,=3+2j.

1. Determine la forme algébrique de chacun des nombres complexes suivants :

LV 15~ 2, %2, 5 285 28 2, %z, - 22,

2. Calcule /*; /2
3. @) Soient deux nombres complexes == ¢ + jb ;
Justifie que si = et =' sont inverses |'un et l'autre, on a :

I,.'-'- 4 i ;I‘E;I‘?UL‘I ;.;'.‘L'rl‘?‘
=X +irouq,b,x ety sont des nombres réels non nuls.

4]

o 0 B

a+bh? a+h

b) Calcule _.i1 et :1—

4. En supposant que =2 ;1_. , caleule

s

Soient =, = a, +ib, et z,=a, +ib,.
°2, %z, =la,*+a) +ib, +b).
o2, Xz,=la,a,-b.b)+ ilab,+ab,).

1
*Siz,#0,alors £ =z, x __l = _a_'ﬁ%g [la,a,+b.b) +ilab, -ab,).

Exercices de fixation #

B9 Effectue les opérations suivantes puis
donne les résultats sous forme algébrique.

Q) (3= 41)+(2+3) 5 b) (5 + 61) - (-2 + 7i) |
A@-0B-4) ;d G2 e -

[

| BF Effectue les opérations suivantes puis
‘ donne les résultats sous forme algébrique.
a)2-0)2+3)+5-2i;
b) (4= iv3)(yT + iv5);
| (V2 -i)
1.3. Conjugue d'un nombre complexe
Dans chacun des cas suivants, écris le nombre complexe =

pour partie imaginaire ['opposé de celle de =,
v Z=4+3 ; 2. z2=5-2f 1 3. z=-1-§ ;4. Z=Xx+iy;5 z=5:6.z=2i

orinien

Soit 2= x + iy un nombre complexe.
Le nombre complexe x - /1 est appelé le conjugué de = et est noté - .

Exercice de fixation ) _ e

Détermine les conjugués des nombres suivants :

' qui a la méme partie réelle que = et qui a

a)l+i H b)5-3; : e 1=i/11 : d 2 -in
1.4. Propriétes
Soientz= x+iret ="+,
1. Détermine la forme algébrique de : = ;2 x = : Z4+25 2=
2. Compare. N B
QI zFet 2427 b) ZxzTet 2x2; o) (ZPet (s (L) et L o) (T) et 2.

Lecon @ ﬁiiil Nombres complexes



Soient = et =’ deux nombres complexes.

Z=z;z% --(Re(.)) +(m(2)?;z+2=2Relz); z-2 =2ilm{z); z+2'= z+2';
Zxz=zXz2; z.=(z);siz#0adlors [§)= :1 et (£)=%
Exercices de ﬁxation ........................ I e L L L L R L L L L R At bttt SERSEEEEIEENIReEbNedEsERERERRRE Y
T2 Détermine les conjugués des nombres com- b) z= 220 0z= =2
plexes suivants. S Y ’ = g4
y g 2+i
a) (1-i)(2+3i);b) 3=
3-2i T8 Détermine = tels que :
Soit = un nombre complexe. Détermine pour a) = =4 -3i;
les différentes valeurs de = le nombre = . B)2Z -3=5Z-6i;
a)z=(2-i)(1+2i); c)iz -2z=-5-2i.

1.5. Module d'un nombre complexe

Soit == x + {)’ un nombre complexe.
Justifie que == est un nombre réel positif.

=

Etant donné un nombre complexe z, le nombre réel positif Jz= est appelé le module de = et est
noté|z|.Ona: |z|=yx*+y® si z=x+iy.

Exerc‘ces de ﬂxatlon prrasssssssssseansanud ssnbEsEERsRERERR e srsissasans

T Calcule le module de chacun des nombres ‘ 9 Calcule le module de chacun des nombres
complexes suivants : complexes suivants :

a)4+3i;b)1-7; c) — 2 r% a)2i ; b)-121 ; c)0.

1.6. Proprietes
Soient == @ + ib et =" = a'+ ib' deux nombres complexes.

1. Compare les quatre nombres : |z| ; | -z| ;| = |et]-Z |-

2. Trouve une condition nécessaire et suffisante pour que | = | =0.

3. Compare :
a)|z='|et|z|x|='| ;b |et]z} c)ij:let 1TI,:¢0;
d]I-é‘ et Bl e)|z+z'| et]z]+]|=']

&1
H

0 alors

Lecon 9 iﬁ Nombres complexes




ExerCice de ﬁxation ...................................................................................................................................

Calcule :

a) |3 = 2] ; b) |-5i(1 - 2i)| ; ©) |(1 - (1 + 2§)|; d)l _31+ 7l e 14__2}} ‘
1.7. Représentation geomeétrique d'un nombre complexe s
On rapporte le plan orienté & un repére orthonormal direct # :
©,7,7). T/ <
A tout point M(x ; 1) du plan est associé le nombre complexe 5 2+ | :
R 4+ ,fi],‘, - Go \ 1/
z,, est appelé affixe du point M. M est appelé pointimage de =, L el iy
On considére les points A, B, C, E, F et G de la figure ci-dessous. <« 3 \ 2 4 9% 1 4N & 8
\ I,*'I + .
1. a) Détermine l'affixe des points A, B, Cet E. '-.,.F :
b) Détermine les points images des nombres complexes
B+ 2-15-2=24 ’ 3+
2. Soit z,, l'affixe du point M(x ; 1) dans le plan complexe e 4 ey

4 . = i~ % 5 P - -
muni du repére (0, 7 , j ) et z, celle du point N(x; 1). On suppose que :z, -z,

est I'affixe du vecteur NM et que NM est le vecteur image du nombre complexe =, - =,..
a) Détermine les affixes des vecteurs OB, OC, OD .

b) Détermine les affixes des vecteurs AE , FG .
c) Recopie et relie chaque nombre complexe & son vecteur image.

P BE
; " AG
B s o
' AF
3. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (0, 7 , /),
ondonne AetB,alors |z, |=0OAetAB=|z, -z |

Détermine [z |et|z, -z, |.

Porines

Dans le plan orienté rapporté a un repére orthonormal direct (O, 7, }' ), I’ affixe du point M(x; 1) repré-
sente le nombre complexe = tel que =z = x + iy. Le point M est le point image du nombre complexe =.

Exerc}ces de ﬂxatlon L L L I T T IO T T T T T T T T T T T TTTTITITTTTIOTTY

B On rapporte le plan orienté & un repére On rapporte le plan orienté a un repére

orthonormal direct (O, 7, 7 ).

Soient1-2j; 3+iet -3+ 4j,les aoffixes
respectives des points A, Bet C.
Détermine zzz ; Zac ; zsc les affixes

des vecteurs AB : AC: BC.

orthonormé direct (0,7 , J ).
Soient1-2i; 3+, cetdlesaffixes
respectives des points A, B, C et D.

1. Détermine ¢ sachant que le vecteur AC
a pour coordonnées (0 ; 2).

2. Détermine d sachant que D est le milieu
du segment [AB].

On rapporte le plan orienté a un repére orthonormal direct (0,7 ,J ).
Soient1-2i; 3+iet -3+4j les offixes respectives des points A, Bet C.
1. Calcule || AB || ; || AC || ; || BC |)-
2. Détermine I'ensemble des points M d’affixes = tel que |z-1+2i| =2.

Legon 9 ﬂIiI Nombres complexes




Activité e Forme trigonomeétrique - Forme exponentielle

2.1. Argument d'un nombre complexe non nul
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (0, 7, / ).

On donne: 1+ v 31,3+ 3i les affixes respectives des points A et B.
1. Place les points A et B.

/""H-. 5

2. a) Justifie que : cos (Ol ; OA ) 5 et smtOI OA) = 2
b) Détermine Mes (_OI LOA).
3. Justifie que Mes | Ol;0B) = %

| synneze

Mes(Ol;0A) est largument principal de 1 +/3 i, il est noté ARG( 1 +/3 i) ou Arg(1+4/3 i).
ARG(3 +3i) = 7
Pour tout point M d'offixe =, ARG(z) = Mes {OI OM ).

Elerclces de ﬂxatton P T e e L L e e S L R A A ALl t bbb . ssamns srmunes .

B2® Le plan est muni d'un repére orthonormé %% Le plan est muni d'un repére orthonorme

direct (0, 7 ,,r] direct (0,7 ,7 ).
Détermine l'argument de chacun des Détermine dans chaque cas 'ensemble des
nombres complexes : points M d’affixe = tel que :
A-<1+i: B3 -i; o-1-i a) ARG(z) =7 ; b) ARG(2) = .
2.2. Propriétes
Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O, 7 , ; ).
On donne les nombres complexe non nulszet="telque:z=2/ ; Z’=1- 4 3.
1. Détermine la forme algébrique de chacun des nombres complexes zz' ; % i <=
2. Détermine I'argument principal de z et de = ) 5
3. Verifie que :
a) arg(z=") = arg(z) + arg(z) + 2kn, k EZ;
b) arg 4 ) = -arg(z’) + 2k, k € Z.
4. Déduis de la question 3) que :
arg( =) = arg(2) - arg(z)) + 2kn, k E Z.
| - arg(zz) = arg(z) + arg(z’) + 2km, K E Z; - arg ( = ) = arglz) - arg(z) + 2km, k € Z.
-arg[—:-,-] = —arg(z’) + 2km, K EZ; « Pour 1 € Z, arg(z") = n arg(z) + 2km, k € Z.

E!erCIces de ﬁxation .....................................................................................

%W On donne deux nombres complexes_ et ’ | B¥¥) Détermine un argument de chacun des

tels que arg(z) = 34 et arg(=) = nombres_cornplexes suivants :

Détermine un argument de chocun des al-v3 » b 1+.=‘ '

nombres complexes suivants : { =B
- o - v

a)zz ; b)“lr;cli. g@-y3aa+n 5 d 37

Legon @ Nombres complexes




2.3. Forme trigonomeétrique d'un nombre complexe non nul

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O, I, J).
a et b sont des nombres réels.
M est un point du plan d'affixe Ztel quez=a + bi . ¢
1. A l'aide de la figure ci-contre, justifie que

z=|z | (cosB + isind).

2. Ecris le nombre complexe « de forme algébrique
1 - iy 3 sous la forme r{cos8 + isin@), ot r =|a| et 8=ARG(q). \\
3. Soit f§ le nombre complexe donné par :

B= 2[c05% +isin g ).

Justifieque:Pp=1+iy3.

Soit z un nombre complexe non nul de forme algébrique = = a + ih, on peut alors
mettre = sous la forme : = = r{cosB + isinB) ol 1= | = | et B = arg(z).

ExerCices de ﬁxation “ew . . SRS ELAsEEEREIRARREIRS N & A

B2 Soit = un nombre complexe de module 2 | Dans chacun des cas suivants, des nombres

et d’argument principal 17 -

Ecris = sous forme trigo strigue.
58 gRROmEM chacun d’eux.

BB Dans chacun des cas suivants, détermine le | 3T .. 3
nombre complexe = sous forme trigonomé- a)y2 (cos <4+ isin -
trique.

_ - = 2L e 2F

az=y2(1+i) ; byz=43+i; ‘ b) v'6 (cos =5~ +isin =3
sk FE 1-iv3
Az=(1-iyV3+i); dz= 7

2.4. Forme exponentielle d'un nombre complexe non nul

Dans cet exercice, on admettra que : ¢ = cosB + ising, B € .
On rappelle que :
cos(a + b) = cosa cosh - sina sinb et sin(q + b) = sina cosh + cosa sinb
1. Soit = un nombre complexe non nul de module r et d’argument .
Justifie que : z=re",
L'écriture re¢™ est appelée forme exponentielle de -.

2. Ecris sous forme exponentielle le nombre complexe 3+ .

3.0n donne les nombres complexes =, et z, tels que : =, = 3o et z,= €'z,
Ecris chacun des nombres z, et z, sous forme algébrique.
4. 0 et 8' sont des nombres réels.

a) Démontre que : ¢ x " = @'t + 1,

b) Démontre que : 1 =e
"J

"

1

A -0
T =€ .

¢) Démontre que :

T complexes sont donnés sous forme trigono-
meétrique, détermine la forme algébrique de

)s

).
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B o S S =i - W ————

Soit = un nombre complexe non nul de module r et d’argument 0.
La forme exponentielle de = est r¢".

ExerCices de ﬁxat*on sssssnsana . T L L L L L] shemsssamassanRaaan

¥ Dans chacun des cas, mets le nombre B Dans chacun des cas, mets le nombre
complexes sous fﬂfTE exponentnelle complexe sous forme exponentielle :
1+ [3=i; d)1. 2—2i 3
a)1+i;b) 7i;¢) v3 ) 1 dz= T:; it (1 )(2_2&

Ecris les nombres complexes = suivants sous forme algébrique :

a)z=e" ;b) z= y3e'¥; ¢) z=-5¢F;d)z= f_

2.5. Formule de Moivre ;: Formules de Euler

1. Démontre par récurrence que :

Pour tout nombre réel 6, et pour tout entier naturel n, on a:
u) (Eill}ll - t,”'rﬂ‘
b) (cosO + isinB)" = cosnb + isin nd.

2. Pour tout nombre réel 8, et pour tout entier naturel », justifie que :
a) cosB = ;—(e’" +¢ " etsind = 51? (e’ - e).

b) cosnb = % (e + e et sinnB = %— (et - e™™).

3. a) B étant un nombre réel, exprime cos’0 et sin’8 en fonction de cost et sinB.
b) © étant un nombre réel, exprime sin*0 en fonction de cosnB et sinnB (1 étant un nombre
entier relatif).

« On admettra que pour tout nombre réel B, pour tout nombre entier relatif 1,
(cosB + isinB)" = cosn® + isinnb.

e« COSO = % (e + e ') et sinB = % (e" - e ™).

== _1_ SIHE o =11 i — :L AIRE _ o =INE
e cosifl = 2 (e + e ") et sinnB = 5 (e ey

ExerCIces de ﬂxation can e T L L L L L L L L L L L) . anassEne

En utilisant les formules d’Euler, établis les
identités suivantes :

a) cos?(0) = 1 +—§20—$2—B i b)sin?(e) = (3-20529 ; c) cos?(8) sin?(8) = = 080346 .

PE Démontre que : cos‘x = ?3 coshy + ; cos2y + %

Activite 0 Résolutions d'eéquations

3.1. Equations du second degré dans C

1. Détermine les nombres complexes & tels que 8% = -9.
2. Soit & le nombre complexe tel que : §7 =3 + 4i.
Posons & = a + ib (a et b étant deux nombres réels).

Lecon @ Nombres complexes




a-bh*=3
2ab=4

b) Justifie que: «* + b?=5.

a) Justifie que :

c) Détermine tous les nombres complexes § tels que §% =3 + 4i.
3. Soit dans €, I'équation (E):az*+ bz+¢c=0,etota, b,ce Ceta+0.
b*—4ac

(2a)
b) Posons A = b? - 4ac et § un nombre complexe tel que &7 = A,

a) Démontre que az? + bz + ¢ = u( = 2%1 )‘ -

Justifie que az* + bz + c = u( z+ hguo )( z+ h2+ao ]
c) Déduis-en les solutions de (E).
4. Résous dans C l'équation: 22 +z(-1+/) +2+i=0.

[ symnese

Les solutions dans C de I'équation az? + bz + ¢ = 0 sont _%:, 0 et :%;__ﬁ , 00 &

est un nombre complexe tel que §* = b? - 4ac,

ExerCices de ﬁxat]on ...........................................................................................................................

Résous dans € les équations suivantes : Résous dans C les équations suivantes :
a)z*=-3; b)Z=6+8i; ¢)z*=1+i. a)z?-2=+5=0;b) 2 +iz=-1-3i;¢) ;J__% =z

3.2. Racines 11" d’'un nombre complexe non nul
Soit le nombre complexe § tel que & = 1.
1. Détermine le module de &.

Posons 6 = ¢,

a) Démontre que 8 = 2‘;}‘- k€L

b) Trouve les trois nombres complexes tels que & = 1.
c) Place les points images des solutions de 'équation &° = 1 sur le cercle trigopnométrique.

d) On pose j = —%— + :lzg s

Vérifieque 1 +/+j =0.
3. ) Ecris le nombre complexe 4 +4iy' 3 sous forme exponentielle.
b) En utilisant les méthodes précédentes, détermine les nombres complexes & tels que

8=4+4iy3.
4. Donne une méthode pour déterminer les racines nieme d’un nombre complexe non nul.

1, .9 '3

Soit j= —5+i“5.

Les racines cubiquesde 1sont 1, jet j,olU j estle conjugué de /.

Les racines 1“™* d’'un nombre complexe non nul =z de module p et d’argument 8 sont les nombres
complexes p%g“%'@_-" ,ke{0,.., n-1).
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Exercices de fixation [ . . - : b s

Ondonnez=1-iy3.
Détermine les racines cubiques de ce
‘ nombre complexes puis construis les
points-images obtenus dans un repére or-
thonorme.

Détermine les racines cublques des
nombres complexes suivants:

. \3 l‘ i £

H=l=45 5= 2 T2 z=8¢7

Résous dans € les équations suivantes :
(E):2*=1;(E):28=-4/3+1;

Activite 0 Cercle, droite, demi-droite et nombres complexes
Definitions
Le plan complexe est muni d'un repére orthonorme orienté (0, I, J).

On consideére les points A, B, D et E d'offixes :z, =-3+7,z,=-1+4i,z;,=2+2ietz, =-5- 2.
a) Place ses points dans le plan muni du repere (0, 1, J).

b) Démontre que le quotient £~ ::': est un nombre réel, puis vérifie que les points A, B et E sont alignés.

c) Détermine l'affixe =_ du point C tel que le quadrilatére ABCD soit un parallélogramme.

d) Démontre que le quotient -::2 ::_Eg est un imaginaire pur, puis vérifie que le triangle ABD est un
triangle rectangle.

e) Démontre que pour tous points A, B et M du plan complexe orienté, on a:

Le point M, dlfferent de A et B, d'affixe - appartient au cercle (C) de diamétre [AB] si, et seulement si

le complexe = est imaginaire pur.

On considere, dans le plan complexe les points AB,C et D distincts d'affixesz,, =, , z et Z,, .
On a les propriétés suivantes :

« Les points A, B et C sont alignés signifie que

i E E ER*
<A = |
 Le triangle ABD est un triangle rectangle en B 5|gn1ﬁe que :_,i —=2 €iR"

Exercices de fixation o B ool

T2 Le plon complexe est rapporte & un repere Le plan complexe est rapporté @ un repére

orthonormal direct (O, I, J).

On désigne par A, B, C les points d’affixes
respectives z, =-3+1,z,=4i,z =2+ 2i.
) Réalise une ﬁgure et place les points A, B, C.

-Zc
b) Calcule = =

Quelle est lu nuture du triangle ABC ?

orthonormal direct (O, I, J).
On désigne par A, B, C les points d'affixes res-

pectivesz, =-3+i , z,=4i , z,=2+2i
Détermine le point D tel que ABCD soit un
rectangle.
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Résous dans C chacune des équations suivantes d'inconnue z. On écrira les solutions sous forme

a)2z-3i+1=1+z; b) %:T_f=2i; Q)2i-=+1=-2i=; d)+5)z-3=i+2iZ+1.

Exercice o Résoudre une equation
algebrique.
z+1
Corrigé
a)2z-3i+1=1+:z
2z2-z=1+3i-1
z=3j
S={3i}
2= — ez
b) =3 1 —2.* ZE T
2=-i=2i(iz+1)
2o-i=-22+2i
4z = 3]
.= 3:.c-[8;
- 41 ,5_ 43}

(1-2) z=1+2i
I Il =7
==
(1+2i)(1+2i)
1+4
3.4

5'1'5.'

Exercice e Déterminer un lieu géomeétrique

et ‘a:-!’l

ey

‘- Lorsque dans une équation figurent a la fois =

et =, il faut écrire = sous forme algébrique.

%)

3 _A4,
55!
_l 3_4.
551

d) On pose z = x+iy. Alors Z =x =1y

(2+5)(x+vi)-3=1+2i(x-yi)+1
2x+ 2l +5xi—Sy-3=i+ 2+ 2y +1
(2x-5r-3-2y-1)+(2y+5x-2x-1)i=0
(2x-7y-4)+ (3x+2r-1)i=0
[2x—Ty=4
| 3x+2y=1
Par résolution du systéme, on trouve :

—2

Détermine dans le plan muni du repére orthonormeé (0, I, J), 'ensemble des points

M d’affixe z tels que :
27

a)|z|=2etarglz)= =5~ ; b) [z-1+i|=|iz+2];
a}|:|=2etarg(:]=zT’T.

z | =2 & M appartient au cercle (C) de centre
O etderayon2etarg()= 5~ =M oppurtlent a
la demi-droite [OK) telle que Mes( 0l,0K) = 3
M est le point du cercle (C) et de la demi-droite
[OK) telle que Mes ZT‘Y :
b) |z-1+i| =iz +2|

|z-1+i]=]ilz-2i) |
lz-1+i|=|z-2i|

Soit A(1 — i) et B(27) et M(2)
lz-1+i|=|z-2i]  AM=BM

L'ensemble solution est la mediatrice du seg-
ment [AB] ou A et B ont pour affixes respectives
1-iet2i

:-2eRr

=

Pour rechercher un ensemble de points on peut
utiliser une interprétation géométrique ou rem-

placer le nombre complexe = par x + yi.

¢) En posant =z =x + iy
z- g ERe v+ _;,9'1. = =0
Z A"
ey +1?2+9) =0

= y=0o0ux?+1?+9=0 (pas de solutions)

<=y=0
L'ensemble cherché est la droite d'équation

v =0 privée du point 0 (o, 0).
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Exercice 9 Résoudre une équation de degré 3 dans C ; Déterminer la nature d'un triangle

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, I, J).

1. 0On considére dans € I'équation (E) : 2* - (4 +)=* + (7 + )z -4=0.
a) Démontre que l'équation (E) admet une solution réelle que tu détermineras.
b) Résous dans C I'équation (E).

2. a) Représente les points A, B et C d'affixes respectlves 1 2 +2ietl1-i.
b) Détermine le module et I'argument principal de . Déduis-en la nature du triangle OBC.

c) Que représente la droite (OA) pour le triangle OBC ?

Corrigé
1. a) Soit ¢ un nombre réel.
—G+i+(7+Na-4=0
= . est solution de (&)
-4’ +T7a -4+ i(-af+ a) =
-b4a’+ 70 -4 +i(-0’+a)=
@' =4a’+Ta—4 =0 (E1)
~-a*+a=0 (E2)

Ja —4a°+T7a—4
=1 a1=00uaz=1
a, ne vérifie pas (E,), a, vérifie (E,) donc le réel o

cherché est n=1.

b) Résolution de (E)

D2+ +(7+N-4=0=(-1)(2-(3+i)z+4)
=louz’-(3+i)z+4=0

Résolution de l'équationz* - (3 +/)z+4=0

A=-8+61

Déterminons les racines carrées de A,

Soit § = x + iy tel que §* = A

Ona:

IA‘-'E_.‘J:S X' =1 I x=—1loux=1
K2+y?=10"] y?=9" ] y=30uy=-3
| 2xy=6 \1-3 |n—3

Ona: §,=-1-3iet§,=1+3i
2, =242, =-1-1
S.={1;2+2i;1-1

Exercice o Lineariser

Linéariser sinx.

En utilisant une formule d’Euler, on obtient

iniy = 1 i = 5 .

sinx {2){8 —e " y.Ona:

(e - e = (e — e )—5(e™ — e )+ 10(e"
1 N Y = i 1 TR L

(2ifF e =g p e —e™)

[l en résulte que sin°x = 45

Legcon 9

5' 33:\ -

Méthode

Pour demontrer qu'une équation complexe P(z) =0
admet une solution réelle « il faut écrire sous forme

algebrique : P(a) =P (o) + P,(a)i puis résoudre
le systeme | 7 (@) =0
Y P(a)=0

On résout |'équation qui est la plus facile a
résoudre et on vérifie les résultats dans |'autre.

2.q)

b} 1_5‘ 1‘__!__‘_ \2 _l

2+2i| |2+2i| 2,2 " 2
Arg(2+2l] Arg(1 - i) - Arg(2 - 2i)
S W
Donc E_:?_r-"_'% etArg(._!l+£f. ——--‘g—

Le triangle OBC est rectangle en O.
c) Mes ( OA, A.OB )= Arg(=* =t -)=Arg (2 - 2;}—

Donc la droite (OA) est la bissectrice de lclngle
COB du triangle OBC.

Pour linéariser sinx ou cos®y, on utilise les formules
d'Euler, de Moivre et du binéme de Newton.

- e ™).,

311]_'_10{ ,n__e-n}]
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Résumé de cours

€) Forme algébrique d'un nombre complexe

m On appelle nombre complexe tout nombre z de la forme : z2=a + hi
avec (@, b) € R?et i =-1.

Le nombre réel & s'appelle la partie réelle de = et se note : Re(z).

Le nombre réel b s’appelle la partie imaginaire de = et se note : Im(z).
Cette écriture = = a + ib est appelée forme algébrique de =.
L'ensemble des nombres complexes est note C.

Remarque

« Tout nombre réel appartient a C ( il suffit que Im(z) =0).

e Si Re(z) = 0 le nombre complexe = est appelé imaginaire pur.
L'ensemble des imaginaires purs est noté /[R.

a, b, a', b’ sont des nombres réels, = et =’ sont des nombres complexes tels que
c=atibet Z=a +ib'":
e 2= 0signifiequea=5b=0.
o ==2'signiflequea=a’eth="0.
« - est élément de R signifie que h =0. .
» - est élément de iR signifie que a = 0.

Dans 'ensemble des nombres complexes, ona:
a) Addition
o Sizc=a+ibetz =g’ +ibalorsz+z'=(a+a)+ilb+D).

Méthode

c=a+ibetz =a +ib étant deux nombres complexes :
eona:(z-z')=z+ (opposé de z’) =z + (-2'). OU opposé de =’ égal & -z’ = -a’ - i}’
b) Produit

Siz=q+ibetz=a' +ib alorszx 2 = (aa’ - bb') + i(ab’ + a’b)

z=a+ibetz' =a +ib' étant deux nombres complexes et = # 0.

c) Inverse d'un nombre complexe non nul. Pourz#0,z=a + bi.

i
Ona Z a-+ib

= (a-ib)x itz
(a—=10)x pr By e X

Onaaussi: — =1z X

d) Produit nul

T|I_.L

Sl Pour tous nombres complexes z et 2, X 2’ =0 signifieque =0 ou =" = 0.

e) Puissance entiére d’'un nombre complexe
« Puissance entiére d'un nombre complexe quelconque

B - étant un nombre complexe non nul, 77 un nombre entier naturel non nul,

(M20=1;@0=0;@) #1=2"xz; (4)z "= o=

= /
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Résumé de cours

» Puissance entiére de /

Pour tout nombre entier naturel n,on a:

f'qr.':-l ;Ir.a_-r;__‘_r ;JA’HJ-J.:_]- :rmusz_l‘

Soit = un nombre complexe dont la forme algébrique est = = a + ib.
On appelle le nambre conjugué de z, le nombre noté = telque: = =a-ib.

Pour tout nombre complexe =:

e - =2, 0ndit que « les complexes et = sont conjugués ».
z+z =2Re{ ).

e = ZIII'I"I{..}.

o2 X 2 =[Re(z)] + [Im(2)]".

szERS = =2

- EiIRe Z =-z.

: Pour tous nombres complexes et =, ona:

e 2¥ZV=zZ2 2",

e ZRZ'=F X EL

" T | 2N 2 .
o[=)==et(5)== (avecznonnul).

B ETN Soit - un nombre complexe dont la forme

algébrique est == a +ih. On appelle « module pl=mmmmme- ;__-,1“'":}

de = », noté | = |, le réel positif: va*+b*. \1\,/"' : '
b

Ona: |:I—~,:X: ~ =
0 =2 o —

Pour tous nombres complexes z et =,
|z|=0=z=0;

| === |=]-=]=|=];

[Re(z)| |z ];
| [Im@2)| <] =]|;
lz+z(=|z|+|=];
| |2x=| == | 2]
L et 1 =.l_ L 2 :|:r|
orsque_—O,onu‘__‘ =] et Tl

o
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Résumeé de cours

d'un nombre

tion geometrique mp

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé (O; i , V)

a) Affixe, Point image

x et v sont des nombres réels. -
A tout point M (x; 1) du plan est associé le nombre complexe z=x+ it yf--------- M
Ainsi l'axe des abscisses est tout simplement I'axe des nombres réels '
tandis que l'axe des ordonnées est celui des imaginaires purs. |

« z, est l'affixe du point M(z). 1 B X

o M(2) est le point image de =.

b) Vecteur image

x et v sont des nombres réels.

A tout vecteur W (x; v) du plan est associé le nombre complexe x + ).
o X+ i1 est l'affixe du vecteur w .

« W estlevecteurimage du nombre complexe x + iy.

c) Propriete

ALl Soient A et B deux points du plan d'affixes respectives z, et Z,.
L’affixe du vecteur AB est le nombre complexe z, - =

-4

d) Interprétation graphique du module

Dans un repére orthonorme (O, 1, J).
Si M est Le point d'affixe z, | = | est la distance du point O au point M et c’est donc aussi la
norme du vecteur OM .

|z | = d(OM) = |OM |

€ Forme trigonométrique - Forme exponentielle

Argument d'un nombri omplexi on reg

a) Définition A

= est un nombre complexe non nul, M le point-image de = ]
dans le plan muni d'un repére orthonorme direct (O, I, J). M(=)

« La mesure principale de 'angle orienté (O, OM ) est ap-
pelée 'argument principal de z, noté’:}&RG(:). J ;
« Toute mesure de l'angle orienté (O1, OM ) est appelée un /
argument de = noté : arg(z). — >
« 6 étant un argument d’un nombre complexe non nul z, 0 [

tout autre argument de z est de la forme 0 + A2z [ k € Z].

- -

Proprietes

STl Pour tous nombres complexes non nuls = et =7, pour tout nombre entier relatif »,
earg(zz') = arglz) + arg(z) + k% 2m. k € Z.
sarg( ;I } =-arg(z) + kx 21, k € Z.
. urg{% )=arg(z") - arg(z) + k x 2m. k € Z.
o arg(z") = narg(z) + kx2m. k € Z.

_/
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Résumé de cours

Pourtous A, B,Cet D telsque (A#B) et (C¥D),ona:
emes(OI,AB) =arg(z,-z,) +2kn [k EZ].

— -y
«mes(AB,CD) =arg(Z2—=7 ) + 2km avec k € Z.
2.3. Forme trigonometrigue d un nombre complexe non nu

' Propriete -Déefinition

T, Soit = un nombre complexe non nul de forme algébrique = =a + ib. On
peut alors mettre = sous la forme : z=#(cosB + isinB) ol '=| = | et 8 = arg(z)
« On appelle forme trigonométrique du nombre complexe non nul = I'écriture :

a

- |

rlcosB+isinB) o re R: et B € R, cosh = 1 sin@ = T% etr=ya*+b*.

2.4. Forme exponentielle d'un nombre complexe non nul

Propriété - Définition

R« Tout nombre complexe non nul z, de module 7 et d'argument 8 peut
s'écrire : z = re®.
» On appelle forme exponentielle du nombre complexe non nul = de module
ret d’argument 8 U'écriture re”.

Remarque
Tout nombre complexe de module 1 et d’argument 8 s’écrit e".

2.5. Formule de Moivre - Formules de Euler

Formule de Moivre

ZEH N Pour tout nombre réel B, pour tout nombre entier relatif n,
(cosB + 7sinB)" = cosnB + isinnb.

Formules d'Euler

cos6 = %[e’“ +e¢° ") et sind = 53: (¢ - e-19),

cosnf = ‘-%- [{)mn + e-urn} et sinif = % (e™® — g~ 'n8),

© Résolution d'équations

3.1. Equations du second degre dans

On appelle équation du second degré dans C, I'équation d'inconnue =
définie par ¢=* + bz + ¢ =0, ou a, b et ¢ sont des nombres complexes.

/
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Résumeé de cours

a) Détermination des racines carrées d'un nhombre complexe

L'équation z* = @ admet deux solutions dans €.
« Pour ¢ € 2, les solutions :

ya et —yasia>0

iv—aet —iy—a sia<0

ePour ¢ = C\E,onpose:z=x+iy

x*—=v' = Reqay

X’ +‘1'2 = |a|
2 =Jmla)

b) Résolution d'une équation du second degré dans
Pour résoudre une équation du second degré u=* + bz + ¢ dans C (avec a = 0), on peut procéder
comme suit.

* On calcule le discriminant noté généralement A , (A = h* - 4ac).

+ On détermine les racines carrées du discriminant A selon que celui-ci est un nombre réel ou
non.

+ On détermine les solutions de cette équation.
« Si cette équation @ un discriminant A € IR alors :

+ Si A >0, deux solutions réelles : =, = _3}2: a et z,= _'b-z_;; X
* 5i A =0, une solution réelle double : =, = 5_—:} 3 Gy &
* Si A <0, deux solutions complexes en posant A = 7|A|, =, = —h_~2!{_:|_&l et 2= ;f?_—z_i:LA_' :

« Si cette équation @ un discriminant A € R alors :
+ détermine les racines carrées de A notées : & et -4.

. i - = :{’.1-*6 - = _h_o
les deux solutions =, = 50 I =5
e 3iz, et z, sontles solutions de a=* + hz+ ¢ =0 (ol a#0),alors az* + hz + c =alz - =)= - =),
5 :Eri etzz,=%

o 7

3.2. Racines n d'un nombre complexe non ni

a) Definition

n étant un nombre entier naturel non nul et Z un nombre complexe non
nul, on appelle racine n“™ de Z , tout nombre complexe = tel que : =" = Z.

= S
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Résumeé de cours

b) Proprietées

« L’équation complexe =" = Z. admet n racines distinctes. Son ensemble
solution est donné par § ={p7¢'*', k €10,..., n - 1)} 0 6= arg(2) et
p=|Z|.

o Le plan étant muni du repére orthonormé direct (O, I, J), les points-
images des n racines n*™ sont sur le cercle (C) de centre O et de rayon
f’! =V 5 .

* Lorsque i = 2, les points-images des deux racines carrées sont dia-
metralement opposeés sur (C).

* Lorsque n > 2, les points images des i racines 1™ sont les sommets
d’'un polygone régulier de 1 c6tés, inscrit dans un cercle (C).

c) Racines n"“" de I'unite
« /1 étant un nombre entier non nul, on appelle racines 1= de 'unité, les solutions de
I’équation: z"=1.

« Les racines cubiquesde 1sont 1,/et joluj= —
Ona: j =/2et1+j+/2=0.

« L'ensemble des solutions est donné par: {e'“' k€ (0,..,n-1}}.
» La somme des racines 77°™ de |'unité est égale a 0.

{3
i 3

roj—

o Cercle, droite, demi-droite et nombres complexes
Le plan complexe muni du repére orthonormé direct (0, I, J).

On considére, dans le plan complexe les points A, B, C et D distincts
d'affixes respectives z, , z,, =, et z,. On a les propriétés suivantes :

« Les points A, B et C sont alignés signifie que % e R™

« Le triangle ABC est rectangle en A signifie que =5— > €iR".

Lp =2

« Les droites (AB) et (CD) sont paralléles signifie que =2— _“;; e R".

D
A

« (AB) L (CD) = AB.CD=0e 2-Z° i R".

« Le point M, différent de A et B, d’affixe = appartient au cercle (C) de

diametre [AB] si, et seulement si le complexe ":_'Zi est imaginaire pur.

= i

o
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Exercices de renforcement

W Recopie et relie chaque nombre complexe a sa

forme trigonomeétrique.

4" Recopie et écris la réponse juste a la place des Nombre Argument
pointillés. complexe
a) L:leo;t;e réelle du nombre complexe i 1- /37 «| |*2cos( _% ) +isin| —% f)
z=(1+2i) est........

b) La partie imaginaire du nombre complexe ; 14 37 o |*2(cos g + fsin % )
- Y - L]

2" Réponds par vrai ou par faux & chacune des 3 o S o
affirmations suivantes. “1- 37 | |*2cos(- éﬂ ) +isin( - = ))
o) Al 312k Bl0R & =-a w12 - 180 Recopie et relie chaque nombre complexe ¢ sa
b) z Est un rl'lombre complexe on @ == est un forme exponentielle. ra s
NOHRETee. ; Nombre complexe Argument
c) Le module du nombre complexe 3 - 4iest5.

d) Soit = le nombre complexe de module 2 et S i " O P
d’argument %-. | = =
: 3 o d J3+i . 2%
La forme algébrique de zest v3 + 1
8 Recopie et relie chaque nombre complexe @ | i ) " 27
t principal. = 5
son argument principa | /3 - . . ogtE
Nombre complexe Argument | | WEB Recopie et relie chaque nombre complexe @
1-i o i son argument principal.
4 Nombre complexe Argument
' . G —
1+ 7 e . . 0
i 37T
e . ML . d
1+ 4 | i 4 5 %
ok . _3T ' x
4 7 . —5
_7 - . ;T

1% Pour chaque ligne du tableau ci-dessous, trois réponses A, B et C sont proposées dont une seule est
juste. Ecris le numéro de chaque ligne suivi de la lettre correspondant @ la réponse juste.

—£t =7,

ZB —SA

On peut en déduire que :

(CD) sont sécantes.

i Réponses
N® Enoncés A B C
On sait que :
1 Z8=ZIa _g;j les points A, Bet C | les points A,BetC |les points A,BetC
ZCT2A. sont alignes. ne sont pas alignés. | sont confondus.

On peut en déduire que :

On sait que : .

les droites (AB) et | les droites (AB) et P dioNes ) e

(CD) sont paralleles.

(CD) sont perpendi-
culaires,

Onsaitque:
Zs—2za _ 1, .¥V3
Zc—2Za 2. 02

On peut en déduire que :

|

les droites (AB) et
(CD) sont paralléles.

les droites (AB)
et (CD) sont
confondues.

les droites (AB) et
(CD) sont sécantes
et

——

Mes| AB,AC | =

~

w
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8 Ecris sous forme algébrique les nombres
complexes suivants :

)z, =(1+0);b) z,=2-3)(1-); ) z,= (3 +2i);
d)z,=5i(2- i) - (4-30); e)z,=(5-2i)(5+2i)

'8 Détermine la forme algébrique de chacun des
nombres complexes suivants :

- J=q = 2 i 21
ﬂ]—FT ;b)Z,= T+7 ;C}_3:1——2f;
= 3+ _ 1—1 1;5’_
O2=1+57F 9% 537 T 3= 27

40 Ecris sous la forme a + ib (aveca € Rethe )
les nombres complexes suivants :

0z=(35)

B T [ . .
= (2i :') A cmThEEn-

44 Détermine les conjugués des nombres
complexes suivants :

a)z,=4+3i;b)z,=1-2i;0)z,=7i;d)z,=

42 Détermine les conjugués des nombres
complexes =_; Z, et z, suivants puis écris les
sous leurs formes algébriques.

0)z,=@-30(1+20;b)z,= -2

' On considére les nombres complexes : z, et z,
définis par:z,=1-jet z,=3-2i.
Détermine la forme algébrique des nombres
complexes suivants.

Q)2 +2:0)2 =2, ;
efz;xz; N é: s 9)

Z4—225°

;€)2,=2i(3-5I).

c)3z;+2, ;dliz, - 22,;

44 Détermine le module de chacun des nombres |
complexes suivants :

diz.=1+i ; byz;=-2+*i ;
d)z,=3-% ; @)z =-3 -5l

)z, =-7i;

45 Détermine le module de chacun des nombres
complexes suivants :

b A— j ] o
a)z, = b) z,
- (2—if
95T 52031

2—i

1+2i

4@ Détermine un argument de chacun des
nombres complexes suivants :
ajz,=-1+1 ; b) z2,=-31 ;q) 2,

d)z,=i(v6-iv2); e)z,= —1%;—‘—9—;

0z, = (1402 -20.

Lecon 9

@7# Reésous dans ¢ les équations suivantes :

a)2z+iz=1;b)z-3iz=(3-7)z;0)z+ 2-iz+1)=
d)2iz-3=z+1; e)32-4+2iz=2i-=2(1+3i);
f)3iz+2i-(1-0)z=0; g)3i-z+2=iliz+2) - i.
Résous dans € les équations suivantes :

0i3=2 ; » 2%,

=1 __ . . z=2i
zg=2 ; d 573
Résous dans C, les équations suivantes :
a)(2-30)Z-(4+)=2Z +5;b)3-N=Z =3+27;
c)@=1—3f’.

1=

Résous dans C, les equations suivantes :

a)(2-3)=Z-2+)=2F+§;
b)(1-i}Z =3+27F :

e -
c) =11 =1+1,

Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J).
Dans chacun des cas suivants, détermine, puis
construis, I'ensemble des points M d'affixe =
vérifiant :
a)|z+i|=3;b)|z-i+2|=4;0)|z-2+i|=|z]|;
d)|z-1|=|z+i];e)|z-1+2i|=|iz+2].

- Le plan est muni d'un repere orthonorme (O, 1, J).

Dans chacun des cas suivants, représente
'ensemble des points M dont I'affixe - satisfait

la condition proposée.

o)arg(.::% ; —n:—%;

. x T
2.‘.' )=~ ;d) || =4etargl)= — 5

b)arg(z+2

}org{

Determine |'ensemble des points M du plan
complexe d'affixe = tels que :

2=9 J o o )
a) = 2+1E[E%.,b):_2 2i ER;
< :—%EIR ;d) EI?HEHR;
e) ::—,11153'[[{{.

Le plan est muni du repére orthonorme (O, 1, J).
Détermine dans chaque cas le lieu géometrique

des points M(z), ot = est un nombre complexe:
o) =27+ 1eR; b [1+2iz|=2; O l;—-—-%fizz.

Ecris sous forme trigonométrique puis sous forme
exponentielle les nombres complexes suivants :

2, =1-iy3;2,=1+iy3 ;z,=1+i;2,=2-2i;

g |

z.=-3-i/3

Nombres Complexes




26 Détermine la forme trigonométrique de
chacun des nombres complexes suivants :

1-iy3

sz =(2420)(3-iy3); 2,=B3+iV3 ),
:cos12

A=t Si"'"{z
2r ) %

cos ".Tf — isin 12

Détermine la forme algébrique de chacun des
nombres complexes suwonts :

Z —\3[005- +rs:n6 ) 3
— T I X
—4[0033 +:sm3 } s

z :—2( cos%;: +IsinS5— 2?? )

z, =v2(cosT +isinT ).

28 Représente dans le plan complexe les points
images des nombres complexes suivants :
Z,=3+&i ;2 =-1+2] ; z.=7-31;
=0T [ 5=-3-01.

29 Représente dans le plan complexe les points
images d'affixes suivants :

:—1a1\3 ,_5—1+n3 Z.=1+1;
2= T =3~ |a

80 On donne la figure ci-dessous :

A
C A
|E
%
D I >
4 5T »
B
Mz
H &

a) Détermine les affixes des points de la figure
ci-dessus.

b) Place les points T, S, K et P d'affixes respectives :
z,=-1-3i;2,=-2+4;z =2+3i;2,=4-5i.

1. Place les points A, B et C dont les affixes
respectivessont: z,=-3-2i,z,=5+2i
etz_=1-3idans le plan complexe.

2. Détermine les affixes des vecteurs OA, AB
et BC.

3. Le quadrilatére OABC est-il un parallélo-
gramme ? Justifie ta réponse.

Lecon 9 ﬁil Nombres Complexes

32 On donne la figure ci- dessous

./

1. Déterrnme les affixes des vecteurs AB CD :

EF et GH
2 Colcule leurs modules.

@3 Dans le plan complexe, détermine et
représente, dans chacun des cas suivants,
l'ensemble des points M dont les affixes =
remplissent la cond_ision donnée ; _
a)|z|=3; blarglz)= 5-; c)|z|=5etarglz)= -

@4 Dans le plan complexe, détermine et représente
I'ensemble des points M dont les affixes =
remplissent la condition donnée :
a)|z-2|=3 s b)|lz—il=2
argz-2)= 5 ; d)3arglz)=0.

Dans le plan complexe, détermine et
représente, dans chacun des cas suivants,
l'ensemble des points M dont les affixes =
remplissant la condition donnée :

alz-2|=|z-i] ; b|E=

z+1|_ ; =4
) ;é-‘_ 2 dagBia=%.
@8 Dans chacun des cas suivants, détermine
de deux maniéres différentes le module et
I'argument du nombre complexe donné :
a)z,=(1+iv3)(1-4§) ; blz,=-2{1-iv3);
o sm B2
Oz, Bl
@7 Ecris les nombres complexes suivants sous
forme exponentielle:
a)z,=5 b)z,=3-7v3
d)z,=-2i ; € z.=1+iy3.
88 Ecris les nombres complexes suivants sous
forme exponentielle :
alz,=2i1-9 ; b)z,=(1L+iy
= 1—1iy 3
3 BT
89 Ecris les nombres complexes suivants sous
forme trigonomeétrique puis algébrique :

a}:‘:—Sﬁ"_T ; b]:2=3€'—; ; c):_,=2u*;

€)z,=3+3i;

3N3=ivV3 );

c)z



47 On considére le nombre complexe = tel que

=, 2019
z=l—=y3+1t) ¥

d)z, = eSxe® ; e)z,=-2eFx3e"¥; |
4 5 |

- - 5e _;7'

6 ge'nt
Résous dans € chacune des équations suivantes:
a)zi=-4 ; b)z2=-7 ; b) Z#-z+10=0;
€)z*-5z+9=0 ; g)z*-52=0 ; h);—_::iIS.

Résous dans € chacune des équations suivantes :
a) z-2=-9 ; b)c+2P=(+i2);
c)z2=3iz ; d f—i%= —Z.

Résous dans € chacune des équations suivantes :
a) ZF+(1+iz+i=0;

b) 2 +3z+3+i=0,

o ::—:% )_. =24.

d) (iz+1+2i)°+4z"=0.

Résous dans € chacune des équations suivantes :

Q)2 -3z+4=0 ; b)2z2-62+5=0;
2 +z+1=0 ; d)4z*-4z+5=0. |

On se propose de résoudre I'équation (E) : = € C
2+ 2iz-2=0. |
a) Développe (= + i)*.

b) Déduis-en que I'équation (E) est équivalente
aiz+i*-1=0.

¢) Déduis-en les solutions de (E).

On considére sur € 'équation suivante

(E): 2+ 4z2+2z-28=0. |
a) Détermine deux réels a et b tels que
I’équation s’ecrive :

(E): (- 2)(z2+az+h)=0.

b) Résous l'équation (E).

Soit P le polyndme défini sur € par:

Plz)=z*- (2+ D)zt +2(1+ )=~ 2L

a) Calcule P(i).

b) Trouve deux nombres reels ¢ et b tels que :
P(z) = (z - i)(z*+ az + b).

¢) Résous dans € I'équation : P(z) = 0.

d) Démontre que les solutions de P(z)=0
sont les affixes des sommets d'un triangle
rectangle isocéle.

Exercices d'approfondissement

1. Détermine la forme exponentiellede —v3+i. |
2. Démontre que = est un nombre imaginaire pur. |

Legon 9 ﬂ Nombres Complexes
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- - O e
1. Ecris sous forme algébrique: z = 375 -

2. Soit I'’équation (E) dans 'ensemble C:
PHbz+2:=-28=0,
a) Justifie que 2 est solution de I'équation (E).
b) Résous alors I'équation (E).
3. On donne le nombre complexe :
u= {—\EH‘JME.
Démontre que le nombre 1 est un nombre réel.
4. Détermine et représente les ensembles des
points M d'affixe = dans les cas suivants : On
prendra comme unité 2 cm sur les deux axes
du plan complexe (0:%7 .V ).

a)lz=-1]=|==1 b) |z +i] = 2.

On considére dans C, le polynéme P tel que :

P)=+z2+(1-iz+2+20

1. Démontre que P admet une racine réelle =,

que l'on déterminera.

2. Détermine les réels a et b tels que

Pie)=z -z tat b).

3. Résous I'équation : P(z) = 0.

4. On considére dans le plan complexe les

pointsA,BetCtelsque:f—Z g, =ietz =1 i
a) Détermine le module et un argument du
nombre complexe T = %:—:—::z- :

b) Donne la nature du triangle ABC.

c¢) Détermine l'affixe du point D pour que

ABCD soit un parallélogramme.

| 50 fest une fonction de C dans C définie par :
f)=z2-Q+3i)z* + (2+40)z+2 -4

1. a) Vérifie que : /(i) = 0.
b) Détermine les nombres complexes a et b
telsque: flz) = (- +az + b).
¢) Résous dans C 'équation :flz) =0.
2. On considére 'application g du plan dans le
plan qui, @ tout point M d’affixe =, associe le
point M' d'affixe =" tel que 1z'= % (1-dz—1+2.
a) Soit A le point d’affixe 1 + 31.

Détermine l'affixe de A' image de A par g.
b) On note z, I'affixe du point A et z, Uaffixe

du point A" Pour tout = différent de A,

A

détermine le nombre complexe =

Z—2a "
¢) Pour tout M distinct de A, détermine

A AM ) puis AM
Mes | AM ; AM }pms AM

d) Déduis-en les éléments caracteristiques
deg.
3. Démontre que pour tout M différent de A, le
triangle AMM' est rectangle isocele en M.




51

52

53’

On considére les nombres complexes = définis,

pour tout entier naturel », par :
5 = = v3
Zoietz = (1+I"3—)”

On note A le point d'affixe = dans un repere
orthonormé (O:77 :V ).

St‘ :

1. a) Vérifie que 1+ ‘33

b) Déduis-en =, et =, sous t}orme exponentielle. |
2.a) Démontre que pour tout entier naturel 7,

z= ( 2 )“e'”%.

b) Pour quelles valeurs de n, les points O, A, et |
A sont-ils alignés ?
3. Pour tout entier naturel n, on pose :
d =z .~z

a) Interpréte géométriquement d .

b) Calcule d/, .
¢) Démontre que pour tout entier naturel n
nonnul,z -z -(1+:‘3 ] Zpr =2}

d) Déduis-en que la suite (¢ ) est
géométrique puis que pour tout entier

9
( WE -
4, a) Démontre que pour tout entier naturel .,
2, il = [ +d
b) Déduis-en que, pour tout entier naturel
n,letriangle A A A estrectangleenA .
c) Construis, a la regle non graduée et au

compas, le point A, sur la figure,
d) Justifie cette construction.

naturel i, d = 1‘43-93'

On considére sur € I'équation suivante (E) :
D-(1+4)z2-T7z+7+4i=0.

a) Vérifie que =, = 1 est une solution de
I"'equation (E).

b) Trouve deux nombres réels a et b tels que
P(z) = (z - 1)+ az + b).

c) Résous dans € I'equation (E).

d) Demontre gue les solutions de I'équation
(E) sont les affixes des sommets d'un triangle
rectangle isocele.

OnposeU=({1, j, )

Démontre que U est une partie stable de C pour
la multiplication des nombres complexes, c’est-
a-dire que le produit de deux éléments de U est
aussi un élément de U,

* On considére l'équation : == 1=0.

1. Résous dans C I'équation (E).
2. Démontre que pour tout nombre
complexez:z°-1=(z-1)(=*+2+=2+z+1).

Démontreque =+ *+*+z+1=0siet

| z#0
u=z+
w+u—1=0
a) Résous l'équation 1# + 11— 1=0.
b) Démontre que les deux solutions trouvées
sont respectwement égales @ ¢'% + e'¥

seulement si |

et T Lot

¢) Déduis-en les valeurs exactes de
2r . 4z 6 81

COSF- ; COS—p— ; COSTg5 ; COS 5

P P S T SO

55° Sur le sol de la bibliothéque du lycée, on peut
voir la figure ci-dessous.

Un éléve affirme que le quadrilatere en bleu
est un parallélogramme, ce qui n'est pas de
l'avis des autres,

En utilisant tes connaissances sur les nombres

complexes, dis si cet éléve a raison.

Coup de Pce
) Utiliserletableau | x | 1| j |2
ci-contre : 1
j
jZ
‘_:-_: :4*-3..:“2-%-_"-1 == _'_:_1_._—-0-

Choisis a, b, ¢ et d les affixes respectives de
A, B, CetD.
Determine les affixe de A’

fonctionde a, b, c et d.

B',CetD en

Legon 9 Nombres Complexes
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48, PROBABILITES
5 [@) CONDITIONNELLES ET
~s»” VARIABLES ALEATOIRES

1. Quelle est la probabilité de tirer un cceur ?
2 On tire un ceeur. Quelle est la probabilité que ce soit la Dame ?
3_On tire un roi. Quelle est la probabilite gue ce soit un trefle ?

SITUATION D'APPRENTISSAGE

Pendant les festivités de fin d’'année scolaire d’'une école, une filiale de la loterie nationale, sponsor
de 'événement, propose un jeu aux éléves. Le jeu est dénommé « Roue de la loterie ».

La roue se compose de douze (12) secteurs: trois rouges, quatre blancs et cing verts.

« On fait tourner la roue devant un repeére fixe ; chaque secteur a la méme probabilité de s'arréter
devant ce repére. Si le secteur repéré est rouge, le joueur gagne 1500 F, s'il est blanc il perd 1000 F, s'il
est vert, il lance une seconde fois la roue. Si le secteur repéré est rouge, le joueur gagne 800 F, s'il
est blanc il perd 250 F et s'il est vert, le joueur ne gagne rien et ne perd rien,

Sachant que le joueur mise 1000 F avant de tourner la roue, les éléves d'une classe de Terminale
veulent y jouer. L’'un d’eux les en dissuade car il estime que le jeu n'est pas profitable & un joueur.
Pour ne pas étre perdant, ces éléves souhaitent déterminer le gain algébrique d'un joueur a l'issue
d'une partie.

Lecon 10 ﬁl Probabilités conditionnelles et variables aléatoires




HABILETES ET CONTENUS

1 Probabilités conditionnelies ' Calculer

) « l'espérance mathématique, la variance et
onnaliire 4 . " .

' = " I'écart type d’une variable aléatoire donnée
« la définition la définition d’une probabilité 7P

conditionnelle

Determiner

« la formule des probabilités totales « la loi de probabilité d’'une variable aléatoire
Noter donnee

= une probabilité conditionnelle : P(A/B) ou P_(A) « la fonction de répartition d’une variable
Calculer aléatoire donnée

« la probabilité d’un événement Construlre

E llu p:crobub;lltg d'un ivébr?ﬁtrge?tteT utilisant | « la fonction de répartition d'une variable
a formule des probabilités totales aléatoire-donnés

Justifier
« que deux événements sont indépendants | 3 Lol Binomiale

ou non
Construire ‘

« un arbre pondéré

Connaitre
« la définition d'une épreuve de Bernoulli
» la définition d'un schéma de Bernoulli

| » la définition de la loi binomiale de paramétres ‘
netp

Connaitre « la propriété relative a 'espérance mathéma-
« la définition d’une variable aléatoire tique d’une variable aléatoire suivant une loi
binomiale B, p)

«la propriété relative a la variance d'une variable

« la définition d'une fonction de répartition

« la définition d’'une loi de probabilité aléatoire suivant une loi binomiale B(, p)

« la définition de l'espérance mathématique Calculer

de la variance et de l'écart-type d'une » la probabilité d’obtenir & succés dans une
variable aléatoire suite de 1 épreuves de Bernoulli (0 < k< n)

INSTALLATION DES HABILETES

0 Probabilités conditionnelles

1.1. Définition d'une probabilité conditionnelle

Dans une classe de Terminale D de 52 éléves, 22 éléves ont 17 ans, 45 éleves sont des garcons et 09
gargons ont 17 ans. On choisit au hasard un éléve dans cette classe.
Soit: A:«L'éléve a 17 ans », B: « L'éléve est un garcon ».

1. Justifie que P(A]:E—g , P(B) = %.

2. Définis 'évenement AnB et justifie que P(ANB) = g‘%.

3. Justifie que, si on sait que I'éléve est un garcon, la probabilité qu'il ait 17 ans est P’ = % .

. o_ P(ANB)
4. Justifie que : P’ = PB) -

(ANB
)

Le nombre PT{B——) s'appelle la probabilité conditionnelle de 'événement A sachant B.
Elle se note P(A/B) ou P,(A).
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Exercices de fixation

TE®Y Soit H et F deux événements d'un univers

1.2

de probabilités non nulles. Réponds par VRAI
ou par FAUX a chacune des affirmations
suivantes :

1. La probabilité conditionnelle de H sachant
F se note P_ (F).

2. La probabilité conditionnelle de F sachant
P(HNF)

Hest —5 (H)

3. La probabilité conditionnelle de F sachant

H égale 0.

Dans une ville, la probabilite d’avoir un
vehicule au panneau stop est de % etla

Evenements indépendants

probabilité d'étre un homme et d'avoir un
véhicule au panneau stop est de 2%

Calcule la probabilité d'étre un homme
sachant qu'on a eu un véhicule au panneau
stop.

Soit E et F deux événements d'un univers
() de probabilités non nulles.

1. Calcule la probabilité conditionnelle P _ (E).
2. Supposons gue EcF.

Calcule la probabilité conditionnelle P,(E)
de E sachant F.

On considére un jeu de 32 cartes. Dans un jeu de 32 cartes, on a quatre couleurs : tréfle, carreau,
ceeur, pique. Chaque couleur est composeée de huit cartes: 10;9; 7; as et trois figures qui sont : valet,
dame et roi. On tire au hasard une carte.
Soient les événements : A : « La carte tirée est une Dame » et B : « La carte tirée est un coeur ».

Soit € I'univers associé & cette expérience aléatoire et P la probabilité sur €.

1. Détermine P(A), P(B) et P(ANB).
2. Calcule P,(A) et P,(B).
3. Compare P(A) et P (A) puis P(B) et P,(B).

* On dit que les événements A et B sont indépendants.
Ona: P,(A)=P(A) et P,(B) = P(B) ; P(AnB)=P(A) x P(B).
*P(A)=P(A), P(B)=P(B);Pg5 (A)=P(A).

ExerCices de ﬁxation T T L T Ll L L L L L L L Tl

Soit une famille de deux enfants.

On considére les évenements suivants :

A : "La famille a des enfants des 2 sexes ",
B: "La famille g, au plus, une fille" .

A et B sont-ils indépendants ?

On tire une carte au hasard dans un jeu de
32 cartes. On considére les événements :

A : "Obtenir une figure (valet, dame ou roi)"
B : "Obtenir un carreau".

Justifie que A et B sont indépendants.

On lance un dé a 6 faces et on note A
['événement "Obtenir un nombre pair", et B
I'événement "Obtenir un multiple de 3". Les
événements A et B sont-ils indépendants ?

Lecon 10

4, Compare P(ANB) et P(A) x P(B).
5.Compare P(A) et P,(A) puisP(B) et P,(B).
6. Compare P(A)etP 5 (A).

£ On lance deux dés, un rouge et un vert, et

on note A l'événement " La somme des nu-
meéros fait 6 " et B ['événement "Sur le dé
rouge, on obtient un nombre pair ".

Les deux événements sont-ils indépendants ?

¥ Dans l'urne ci-dessous, il y a des jetons

numeérotés de différentes couleurs, On tire
au hasard un jeton dans cette urne. On
considére les événements suivants :

R: « Le jeton tiré est rouge »,
B : « Le jeton tiré est bleu ».

I : « Le numéro du jeton tiré est impair ».
1. Les évenements R et I sont-ils indépendants ?
2. Les événements B et [ sont-ils indépendants ?

Probabilités conditionnelles et variables aleatoires




On note J et T les événements :

J « L'adhérent est inscrit pour le Judo » ;

T « L'adhérent est inscrit pour le Taekwondo ».
Les événements J et T sont-ils indépendants ?
En est-il de méme pour Jet T ?

différentes activités a ses adhérents dont
le Judo et le Taekwondo. Douze membres
s'inscrivent pour Judo, trente-deux pour le
Taekwondo et quatre pour les deux. On prend
au hasard la fiche d'un adhérent.

B Un club de Karaté de 96 membres propose ‘

1.3. Arbre de probabilité ou pondéré
On consideére une urne contenant 8 boules indiscernables au toucher : une rouge, trois jaunes et
quatre vertes.
On tire une boule au hasard. On considére les événements :
R : « obtenir une boule rouge » ; J : « obtenir une boule jaune » et V : « obtenir une boule verte ».
1. Calcule les probabilités des événements R ; J et V.
2. Fais un arbre de choix et écris les probabilités obtenues @ la question 1) sur les branches de I'arbre.
Fais la somme des probabilités des trois branches issues de l'origine,
3. On tire encore une boule au hasard sans remise de la premiére boule tirée dans l'urne.
a) Calcule les probabilités des événements R ; J et V en tenant compte de la boule déja tirée.
b) Complete I'arbre de choix puis les probabilités obtenues @ la question 3-a) sur les branches de l'arbre.
4. Fais la somme des probabilités des trois branches issues de R ; issue de J ;issue de V.

» La somme des probabilités inscrites sur les branches issues d'un méme nceud est égale a 1.

» La probabilité inscrite sur une branche entre deux événements A et B est la

probabilité conditionnelle de B sachant A.
(B)

Ae . MR

+ Une succession de plusieurs branches avec leurs événements est un chemin.

Au bout d’un chemin se trouve un événement, qui correspond a l'intersection des

evenements rencontrés sur ce chemin.

« La probabilité d’un événement correspondant & un chemin est égale au produit des

probabilités inscrites sur chaque branche de ce chemin.

. plA) . PB .

Ainsi la probabilité de I'événement AnB est P(AnB) = P(A) X P, (B).

Exercices de fixation

121 MO mediathéque d’'une université posséde | (& On considére une urne contenant 3

des DVD de deux provenances, les DVD recus
en dotation et les DVD achetés. Par gilleurs,
on distingue les DVD qui sont de production
africaine et les autres. On choisit au hasard
un de ces DVD. On considére les événements :
D: « Le DVD est une dotation » et

U: « Le DVD est une production africaine ».
Sachant que P(U/D ) = 0,8 et P(U/D) = 0,75.
Recopie et compléte I'arbre pondéré
ci-dessous.

c

(o }|
c EE

jetons rouges et 2 jetons bleus. Tous sont
indiscernables au toucher. Une expérience
aléatoire consiste @ tirer successivement et
sans remise deux jetons. Représente cette
expérience par un arbre pondéré.

Une urne contient 3 boules rouges et 2
boules vertes indiscernables au toucher.
On tire successivement deux boules avec
remise de l'urne. Soit :

R, : 'evénement : « La premiére boule tirée
est rouge » ;

R, :I'événement : « La deuxiéme boule tirée
est rouge » ;
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Unsondagea été effectué aupres desmédecins
aprés un mois de pandémie COVID19.
« 85% des patients ont été atteints de
COVID19 dont 36% en sont déceédés.
» 30% de ceux qui n’ont pas été atteints de
COVID19 sont décédés.
On souhaite faire des prélevements pour
R‘ des analyses et on choisit au hasard le
2 dossier d’un patient.
Y, Considérons les événements C : « Le patient
est atteint de COVID19 » et D : « Le patient
est décédé ».
Etablis deux arbres pondérés (différents) de
cette expérience.

V, : lévénement : « La premiére boule tirée
est verte » ; et V, : 'evéenement :

« La deuxieme boule tiree est verte ».

On a alors I'arbre pondéré suivant :

3 R,
R

3 1<U,

3 5
2
5
1.Donne: P(R,) ; PR,V ; PR/R,) ; P(V./R)).

2. Calcule : P(R,nV,) ; P(V,NV,).

1.4, Formule des probabilites totales

L'arbre de probabilité ci-contre représente une situation de probabilité Bt
dans un univers Q. % ¢ gp~E
1. Donne P(GNE) et P( G NE). 04 G O%E
2. Sachant que G et G forment une partition de €2, détermine P(E). 045" E

Soient A, et A, deux événements formants une partition de Q. Pour tout événement B de (2,
on a: P(B) = P(BNA )+P(BNA,).

ExerCices de ﬁxation .......................................................

@ Soient A, B, C et D des événements d’un univers ) tels que A, B et C forment une partition de .
Ecris chaque numéro suivi de la lettre correspondant a la bonne réponse.

Réponse A Réponse B Réponse C :
1 AnB Q (1) C
2 ANC B Q @
3 CnB 0 A Q
4 AuBUC [0} Q D |
P(D) P(DnA) + P(DNB) + P(ANB) + P(BNC) + P(DNA) + P(DnB) + '
P(BNC) P(CNA) P(DNQ) ,
6 P(AUB) PA)+P®B) | P(A)-P(B) P(A)XPB) |

Soient A et B deux événements.
On sait que P(A)=0,4; P, (B)=0,7
et P« (B)=0,9. Calcule P(B).
Une compagnie d’assurances a deux

catégories de clients : les jeunes
conducteurs qui ont une probabilité

d’accident de 40% (sur 5 ans), les autres,

dont la probabilité d'accident est 20%.

Legon 10 Probabilités conditionnelles et variables aléatoires

Les jeunes conducteurs representent 30%
de la clientéle de la compagnie.

Détermine la probabilité d’aveir un accident
pour un client quelconque.

On dispose de 3 urnes U,, U,, U,. Chacune
contient 10 boules ; parmi elles, U, contient 1
blanche, U, contient 2 blanches, et U, contient
6 blanches. On tire au hasard une boule.

Détermine la probabilité d'obtenir une blanche.




Activité 9 Variable aléatoire

2.1. Variable aléatoire et loi de probabilite
Un jeu consiste a lancer trois fois de suite une piéce de monnaie parfaitement équilibrée.
Pour chaque lancer, le joueur gagne 100 F s'il obtient « pile » mais perd 50 F s'il obtient « face ».
Alidou, aprés avoir pris connaissance des régles, joue & une partie de trois lancers.
1. En notant P pour pile et F pour face, fais un arbre de choix et écris en extension ['univers €2 des possibles.
2. Détermine les gains possibles d’Alidou.
3. Pour chaque éventualité o de £, on note X(m) le gain algébrique d’Alidou associé a w.
a) Détermine les éventualités o pour lesquelles, X(®) = 150.
L’ensemble de ces éventualités est noté : (X = 150).
b) Calcule : P(X=150).
¢) Détermine pour chaque valeur de £ prise par X, la probabilité P(X = k).

Une variable aléatoire X est une application de €2 dans R.

La loi de probabilité de X, et I'application qui @ chaque valeur x prise par X associent la probabilite
de I'événement (X =x).

Exercices de fixation

PP Soit X une variable aléatoire sur un univers Q, x,, X, ... , X les valeurs prises par X.
Réponds par VRAI ou par FAUX & chacune des affirmations suivantes :

1. L'ensemble des valeurs prises par X est Q(X).

2. Une variable aléatoire X est une application de  dans K.

3. Une loi de probabilité de X est une application de [0 ; 1] dans R.

4. L'evenement (X =a) est constitué de tous les résultats pour lesquels la variable aléatoire X prend
la valeur a.

5. (X< @) désigne 'événement : « X prend une valeur strictement supérieure @ a ».

6. P(X =X} P(X =) # e+ P(X = x )=

% A chaque début d'année scolaire, un établissement propose au major de I'année précédente
de choisir sa future classe parmi les classes qu’on lui propose ; voici le récapitulatif du volume
horaire des différentes classes proposées :

Volume horaire
de la classe

Nombre
de classes
correspondant 21812 5| 1
au volume
horaire

19.123| 25 | 28 | 33

Le major de I'année scolaire 2020-2021 choisi au hasard un emploi du temps.
On note X la variable aléatoire égale au volume horaire de la classe.

1. Donne I'ensemble X(€2) des valeurs prises par X,
2. Etablis la loi de probabilité de X.

@ Soit Y la variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant :

¥, -100 | O 100 | 200 | 300
P(y=y)| 0,30 | 0,15 0,20 | 0,10

Recopie et compléte le tableau ci-dessus.
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2.2. Fonction de répartition
Soit X la variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant :

x -1 0 1 2 3

i

PX=x) 0,2 0,3 0,1 0,2 0,2

1. Ecris chacun des événements suivants comme la réunion de plusieurs événements (X<0); (X< 1);
X<2);(X=<3)

2. Calcule la probabilité des événements ci-dessus.

3. Représente dans un repere orthogonal (0, 1, J) ; la courbe de la fonction de la fonction F: x — P(X < x).

« On appelle fonction de répartition de X, l'application F de R vers [0;1] définie par : F(x) =P(X < x).
« C'est une fonction en escalier, constante par intervalles et croissante sur R.

« La représentation graphique de F est I'équivalent, en probabilité, de la courbe des fréquences
cumulées croissantes en statistique dans le cas d'une variable discréte.

Exercices de fixation

Soit X la variable aléatoire dont la loi de probubihte est donnée par le tableau suivant :
X -2 -1 0 1 2

'

PX=x)| 0,2 | 025 01 025 0,2

1. Définis la fonction de répartition F.
2. Représente graphiquement F.

Le graphique ci-aprés est la représentation de la fonction de répartition F d'une variable
aléatoire Z.

1. Définis la fonction de répartition F de Z.
2. Détermine la loi de probabilité de Z.

2.3. Espérance mathématique d’'une variable aleatoire

Un casino propose le jeu suivant : le joueur mise 1600 F, lance un dé bien équilibré et la banque lui
rembourse 100 fois le carré du nombre obtenu. On veut savoir si ce jeu est avantageux pour le joueur.

Désignons par X le gain, en Francs, du joueur pour une partie.
1. Définis 'univers € et X(€).

2. Etablis la loi de probabilité de X.

3. Calcule le nombre réel x P+ x P +..... X P..

o]

L'espérance mathématique de X est le nombre réel Z g =X, pFX, P+t X pooulesx sontdes
nombres réels et p_les probabilités.

Exercices de fixation L ————

Soit X la variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant.
X 11 0 1 2 3

1. Compléte le tableau ci-dessus.
= 2103|010 2 ; -
PX=x) | 0 2 & 2. Calcule 'espérance mathématique E(X).

X, P(X= .Yr) ]
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= On donne le tableau ci-dessous, dans lequel | B On considére une variable aléatoire Y qui
on a la loi de probabilité d’une variable | compte le gain (en F CFA) d'un joueur qui
aléatoire associée a une expérience aléatoire. | participe a un jeu de hasard. Voici la loi de
probabilité de Y :

| x -2 0 1 | 3 7 |

- ; : : v | -500 | -300 | 200 | 800
' 1 1 1 1

A 5 7 | 55 | 58 i PY=y) | 025 | 051 | 01 | 0,14
Calcule 'espérance mathematique de X, 1. Calcule E(Y).

2. Interpréte ce résultat.

2.4, Variance et écart-type d'une variable aléatoire

Soit X la variable aléatoire dont la loi de probabilité |x —2 0 2 4 :
est donnée par le tableau suivant : p 1 3 1 1
1. Calcule 'espérance mathématique E(X). i 4 8 8 4

2. a) Calcule le nombre V, (X) = (x, = E(X))*P, + (x, = E(X))*P, + (x, = E(X)"*P,+ (x, = E(X))*P,
b) Calcule le nombre V (x) = (P.x,* + Px, + P.x, +P,x ) = ((E(x))%
c) Compare V, et V.,

3. Déduis-en le nombre (X)) = m '

On appelle variance de X, le nombre réel positif noté V(X) défini par :
V(X) = 2 (x-E00) p, = (x,~EX))Pp, + (x,~EX)p, + .. + (x ~ EX))p,
Autrement V(X) = (p, X,2+ p, x, 2+ .4 p_x 7 ) = [E)] = E(X) - [E(X)F.
On appelle écart-type de X, le nombre réel positif noté a(X) défini par: 6(X) = y V(X) .

Exer0ices de ﬁxation L L I e L e T T PRS- T T L L T LT LT T ssdnbsneni

¥ Le tableau ci-dessous donne la loi de L’espérance d'une variable aléatoire Y est

probabilité d'une variable aléatoire X associée | 24 et celle de Y? est 601.
a une experience aléatoire. 1. Calcule la variance de la variable
5 | 3]0 |2]31]38] aléatoire Y.
PX=x)| 1 | 1 | 1 i __{ ] 2. Déduis-en son écart-type.
5 15 3 15 ‘

|
l
Calcule la variance et ['écart-type de X.

Ach‘vftée Loi binomiale

3.1. Epreuve et schéma de Bernoulli

1. On lance une fois une piéce de monnaie équilibrée. Détermine le nombre de résultats possibles.
2. 0n lance 5 fois de suite cette méme piéce de monnaie.

a) Combien de résultats possibles avons-nous ?

b) Décris cette expérience en tenant compte de la premiére expérience.

On appelle épreuve de Bernoulli, toute expérience aléatoire ne conduisant qu’a deux éventualités.
L'une appelée « succés » et l'autre « échec ».

On appelle schéma de Bernoulli une suite de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.
Le nombre nn d’épreuves et la probabilité p» du succés sont appelés parameétres du schéma de Bernoulli.
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Exercices de fixation [

Pour chacune des épreuves suivantes, indique |

s'il s’agit d'une épreuve de Bernoulli.
1. On tire une carte dans un jeu de 52 cartes.
« On vérifie que la carte est un as.
« On vérifie que la carte est une figure (roi,
dame ou valet).
+ On regarde la couleur de la carte (pique,
ceeur, carreau ou trefle).
+ On regarde si la carte n’est pas un pique.
« On vérifie que la carte est un pique.
+On regarde la valeur de la carte (as, 2, 3, etc.).
2. Dans un parking, on regarde au hasard
une des voitures stationnées.
» On regarde si le véhicule est électrique.
+ On regarde la couleur du véhicule.
» On vérifie silimmatriculation se termine par un Z.
* On regarde la longueur du véhicule en
centimétre.

« On regarde si la longueur du véhicule est
inférieure ou égale @ 450 centimetres.

On considére une urne contenant cing
boules numeérotées de 1 a 5.

Définis deux expériences qui sont des
épreuves de Bernoulli, puis deux autres qui
n'en sont pas.

Pour chacun des événements ci dessous,
précise si un schéma de Bernoulli peut
modéliser 'expérience.

On effectue dix tirages avec remise d'une
boule dans une urne contenant trois boules
rouges, quatre boules noires et une boule
verte, toutes indiscernables au toucher.

3.2. Loi binomiale

On regarde la couleur des boules tirées.

- La premiére boule tirée est verte.

« On a obtenu exactement trois boules noires.
« La cinquiéme boule tirée est rouge.

« C’est au cinguiéme tirage qu'on a tiré une
boule noire pour la premiére fois.

« On a obtenu au plus cing boules rouges.

Pour chaque cas ci-dessous, justifie que
cette expérience aléatoire correspond bien
a une épreuve de Bernoulli en précisant le
succes et sa probabilité.

Cas 1: Au début d'un jeu de memoire, seize
cartes sont placées face cachée sur une
table.

Jennifer retourne une carte qui montre
un palmier. Elle sait qu'une autre carte (et
seulement une) représente un palmier. Elle
doit donc, au hasard, retourner une seconde
carte pour espérer retrouver un palmier.

Cas 2 : Dans un jeu télévisé, un candidat
doit piocher au hasard une boule dans une
urne contenant 20 boules indiscernables
au toucher dont une seule est noire. Le
candidat perd s'il pioche la boule naire.

Cas 3 : Gérard posséde cinq cartes de fidélité
de magasins différents dans sa poche. Ces
cinq cartes ont toutes le méme format et
sont indiscernables au toucher.

Au moment du passage en caisse dans un
de ces magasins, il choisit au hasard une
carte de fidélite.

Soit une suite finie de # expériences aléatoires identiques 1, 2, ..., #, indépendantes deux a deux ayant
chacune deux issues possibles : un évenement A se réalise ( succes ) ou ne se réalise pas (échec ).
Notons p la probabilité de l'évenement A.
1. Quelle est la probabilité de 'événement A.
2. A, l'événement "A se réalise exactement i fois durant les n expériences”.
a) Justifie quil y a C. facons de placer les k événements A parmi les n expériences aléatoires.
b) Puisque les expériences sont indépendantes, quelle est la probabilité de ['une de ses fagons ?

¢) Justifie que la probabilité de A, est P(X = k)=C. x p* X(1- p)"™".

d) Sachant que C| = Tt démontre que E(X) = np.

n!

Dans un schéma de Bernoulli @ 1 épreuves, lorsque la probabilité de succes d'une épreuve
est p la probabilité d'obtenir exactement k succes au cours des 1 épreuves est :

P(X = k)=C.x p* x(1-p)"*.
La variable aléatoire égale au nombre de succés est appelée loi binomiale de

parametres 1 et p. Aussi, E(X) = 1p et V(X) =np(1 = p).
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Exercices de fixation

Ondonne les expériences ci-dessous. Justifie

que la variable X suit une loi binomiale et
détermine ses parametres.

Exp 1:0njette undééquilibré 10 fois de suite et
on considére la variable aléatoire X qui compte
le nombre de réalisations de I'événement A :
"Obtenir 5 ou 6".

Exp 2 : Un QCM est composé de 5 questions
et chacune d'elle comporte 3 réponses au
choix A, B ou C dont une seule est correcte.
Poka décide de répondre au hasard a toutes
les questions.

On considére la variable aléatoire X donnant
le nombre de bonnes réponses de Poka.

Exp 3 : Une entreprise fabrique en grande
quantité des médailles circulaires en argent.
Un controle de qualité consiste a verifier que
le diameétre et 'épaisseur sont conformes.

£]

piéce prélevée au hasard soit conforme est
égale a 0,9. Soit X la variable aléatoire, qui
a tout échantillon de 10 piéces associe le
nombre de piéces conformes.

Une variable aléatoire X suit la loi binomiale
de paramétres n = 4 et p =0,32.

1. Quelles sont les valeurs prises par X ?

2. Calcule P(X=0) et P(X=2).

3. Calcule I'espérance E(X), la variance V(X)
et I'écart-type o(X) de la variable X.

On lance 10 fois un dé bien équilibré.
Quelle est la probabilité d'obtenir 4 fois le
chiffre 1 au cours des 10 lancers ?

La variable aléatoire X suit la loi binomiale
de paramétres n = 100 et p =0,15.
Calcule P(X = 16), P(X £ 16) et P(X > 16).

On suppose que la probabilité pour qu'une

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice o Calculer des probabilités conditionnelles

Au Lycée de Gargons de Bingerville, on repartit les éléves candidats au baccalauréat série A2 en
trois langues vivantes 1 (LV1) : Anglais, Allemand et Espagnol. Nous savons de plus que :

» 37% des candidats ont choisi 'anglais ;

» 25% des candidats ont choisi I'espagnol ;

* 21% des candidats ont choisi I'anglais et ont obtenu le baccalaureat ;

» 32,5% des candidats ont choisi l'allemand et ont obtenu le baccalauréat ;

« De plus, parmi les candidats ayant choisi 'espagnol, 72,5% ont obtenu le baccalauréat.
On interroge un candidat pris au hasard. On note :
A I'événement « Le candidat a choisi I'anglais » ;
D I'événement « Le candidat a choisi l'allemand » ;
E 'événement « Le candidat a choisi l'espagnol » ;
B l'événement « Le candidat a obtenu le baccalauréat ».
1. Traduis en termes de probabilités les informations numériques donneées ci-dessus.
2. a) Justifie que la probabilité pour que ce candidat ait choisi l'allemand est 0,38.

b) Justifie que la probabilité pour que ce candidat ait choisi I'espagnol et ait obtenu le
baccalauréat est 0,181.

3. Quelle est la probabilité pour que ce candidat ait choisi 'espagnol et ait échoué au baccalauréat ?
&4, Supposons que le candidat a choisi I'anglais. Quelle est la probabilité qu'il n'ait pas obtenu le baccalaureat ?
5. Justifie que le taux de réussite au baccalauréat pour les candidats de la série A, du Lycée Gargons
de Bingerville est 71,6%.

Corrigé

1. Traduction en probabilités :

37% des candidats ont choisi l'anglais
c'est-a-dire 37 personnes sur 100

interrogées d'ou P(A) = 0,37 ;

25% des candidats ont choisi 'espagnol c'est-
a-dire 25 personnes sur 100 d'ou P(E) = 0,25 ;
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21% des candidats ont choisi I'anglais et ont | L'évenement : « Le candidat a choisi I'espagnol et
obtenu le baccalauréat d'oli P(ANB) = 0,21 ; a échoué le baccalauréat » est l'intersection des
32,5% des candidats ont choisi l'allemand et | événementsEet B.
ont obtenu le baccalauréat d'ot P(DNB) = 0,325. | Ainsi: P(ENB ) = PEE)XP, ( B)=P(E) x (1 - P.(B))

. } e g
Parmi les candidats ayant choisi 'espagnol, 72,5% | _ 0,25 % (1 - 0,725) = 0,069.

ont obtenu le baccalauréat d’ot P.(B) = 0,725. W R )
2. a) Justifions que la probabilité pour que ce | 4 Calculons la probabilité qu'il n'ait pas obtenu le

candidat qit choisi I'allemand est 0,38. baccalauréat sachant qu'il a choisi I'anglais.
P(A) + P(D) + P(E) = 1 donc PANB)

P(D) =1~ [P(4) + P(E)] = 1- 0,62 = 0,38. On sait que P,(B)=1-P,(B) et P,(B) = —57z— et
b) Justifions que la probabilité pour que ce = P(ANB)
candidat ait choisi 'espagnol et ait obtenu donc:P(B)=1-P(B)=1- —5r
le baccalaureat est 0,181. D)=
£ : . (B) 037 - 0432
L'évenement : « Le candidat a choisi 'espagnol ! y 3 :
ot a obtenu le baccalauréat » est lintersection | 2-Justifionsqueletaux deréussite au baccalauréat
des événements E et B. On sait que : pour les candidats de la série A, du lycée gargons
K de Bingerville est 71,6%.
b @)= PEDE)
E P(E) Les événements A, D et E forment une partition 2
donc P(ENB) = P(E) x P_(B). donc d'aprés la formule des probabilités totales :
Ainsi P(E) = 0,25 x 0,725 = 0,181. P(B) = P(AnB) + P(DNB) + P(ENB)

3. Calculons la probabilité pour que ce candidat | P(B)=0,181+0,325+0,21=0,716.
ait a choisir 'espagnol et a échouer au
baccalauréat.

Exercice 9 Déterminer et construire une fonction de répartition

Un ranch posséde 17 chevaux (5 blancs , 4 noirs et 8 gris) et une caléche. Le cochet choisit au
hasard pour une journée de travail les 2 chevaux de 'attelage parmi ces 17 chevaux.
1. Calcule la probabilité de chacun des événements suivants :

A : « Les 2 chevaux sont gris »,

B : « L'un des chevaux au moins est gris ».

C: « Les 2 chevaux ont la méme couleur ».
2. Pour des raisons climatiques, la durée de travail quotidien d'un cheval est 2 heures s'il est noir, 1 heure
s'il est blanc et 3 heures s'il est gris et le cochet arréte 'attelage lorsque au moins I'un des 2 chevaux
atteint sa durée de travail.
On désigne par X la durée de travail quotidien des 2 chevaux choisis.

a) Détermine la loi de probabilité de X.

b) Calcule la durée moyenne de travail quotidien des 2 chevaux.

c) Détermine et construis la fonction de répartition de X.

Corrigé
Soit U l'univers associé a cette expérience « La durée moyenne de travail E(X).
aléatoire. Le choix des deux chevaux au hasard « Utiliser la loi de probabilité pour définir et
de ce ranch correspond @ une combinaison de construire la fonction de répétition.

2 éléements parmi 17.
card (U) = C%; = 136.

Le choix étant fait au hasard, nous sommes | Ainsi P(A) = i) _ 28 . 7

: " P N card(U) 136 34
dans une situation d'équiprobabilité. " : .

ilits * B« L'un des chevaux au moins est gris ».

1. Calcul de probabilit . L'un des deux chevaux au moins étant gris alors
* A: «Les 2 chevaux sont gris » . on choisit soit exactement un cheval parmi
Les deux chevaux étant gris alors on choisit les | |es chevaux gris et un cheval parmi les 9 autres
deux chevaux parmi 8 chevaux gris. chevaux soit deux chevaux parmi 8 chevaux gris.
card(A) = Cs =28 card(B) = Cax Ci+ Ci = 100.
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S _card(B) _ 100 _ 25
Ainsi PB)="card(U) = 136 ~ 34
» C : « Les 2 chevaux ont la méme couleur »

Choisir deux chevaux de méme couleur revient
a choisir deux chevaux parmi les chevaux blancs
ou deux chevaux parmi les chevaux noirs ou
deux chevaux parmi les chevaux gris.

card(C) = CZ + Ci +Ci =44,

I _carti(C)___4_4___11

Ainsi PC)="5 q(Uy = 136 ~ 34

2. Soit X la variable aléatoire donnant la durée
de travail quotidien des 2 chevaux choisis.

a) Loi de probabilité de X : X €{1;2; 3}

» X = 1 si 'un au moins des deux chevaux est blanc

_1y-CixCl+Ci _ 70
doncp(x—l}— C127 = 136.

« X =2 sil'un des deux chevaux est noir et I'autre
gris ou les deux sont noirs donc

CixCi+c?_ 38

BR=2)= CH ~ 136

» X = 3 si les deux chevaux sont gris
CZ‘

doncP(X=3)= 5 = 1%86' _

X 1 2 3 Total
P(X) 70 38 28 1
136 136 136

b) La durée moyenne de travail quotidien

3
E(X) = Z.K.P(X=.r}=1xp(x=1] +2XP(X=2)+
3% P(X =3) = 1,70.
La durée moyenne de travail quotidien est 1h42min.

c) Fonction de répartition
Soit F la fonction de répartition de X

x<1,Flx)=0

1<x<2F(x)=P(X= ?}=%
2<x<3FM=PX=1)+P(X=2)= 138

3=xF(x)=1

Construction de F

sertaispiopaiieaTassg PeLLrgs 4 EEREST |

1

Exercice e Déterminer la loi de probabilité d'une variable aléatoire

Une loterie comporte 20 billets, parmi eux il y a 1 billet gagnant 100 F; 2 billets gagnant 50 F; 3 billets
gagnant 20 F, les autres billets ne gagnent rien. Abi achéte 2 billets. La probabilité de chacun des 20

billets de sortir au tirage est la méme.

Soit X la variable aléatoire correspondant a la somme obtenue par Abi.

1. Détermine toutes les valeurs prises par X.
2. Détermine la loi de probabilité de X.
3. Calcule la probabilité pour que Abi gagne :
a) au moins 100 F.
b) une somme comprise entre 50 F et 120 F.

=

Soit € l'univers associé a cette expérience
aléatoire. L'achat des deux billets de loterie
correspond @ une combinaison de 2 éléments
parmi 20.

card (©) = C&

Le choix étant fait au hasard donc nous
sommes dans une situation d'équiprobabilite.
1. Déterminons les valeurs prises par X.

Les éeventualités de Q) sont :
(100; 50); (100; 20), {100 ; 0}, (50; 50) (50; 20),
(50;0),(20; 20) (20; 0) et (0; 0).

X est la somme des gains possibles.
Gagner au moins 100 f c'est calculer.
P(X 2> 100)=P(X=100) + P(X=120) + P(P{(X = 150).

Les valeurs pises par :
X(€)={0;20;40;50;70;100;120; 150}

2. Loi de prebabilité

« X =0 lorsque Abi achéte deux billets sans valeur
donc card(X=0)= Ci, etona:
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P(X=0) = card(X=0) _ 91 | » X = 150 lorsque Abi achete un billet gagnant 100 F
YT card(Q) T~ 190 ¢ et un billet gagnant 50F donc card(X = 150} = CiX%
X = 20 lorsque Abi achéte un billet sans valeur | .: o _card(X =150) _
et un billet de 20F donc curd(X 20) =CuX Cs G2 8t PX=100) = (= eqain) 0

card (X = 20) _ Ainsi,on a:
et P(X=20) = — = .

~ card(Q) 19? x | 0]20]40 50| 70| 100|120 150 Total

* X = 40 lorsque Abi achete deux billets gagnants SEAE | AT ENE
20 F-dope camd (X =40] = Cs et P |10 190190/ 190|790 190 | 790 | 790 | 1
P(X = 40) = card{x____ 40) = 3

card(Q) 190 ° 3. Probabilités pour que Abi gagne :
+ X = 50 lorsque Abi achéte un billet sans valeur a) Au moins 100 F.

et un billet gﬁgﬂgg:dﬁgf d%%‘; Cﬂ'gg( =50)=CwXC2 | Apj gagne au moins 100F signifie qu'il peut gagner

et P(X=50) = ~card(@) 190 soit 100 F, soit 120 F soit 150 F.

+ X = 70 lorsque Abi achéte un billet gagnant 50F et P(X2100) = P(X =100) + P(X =120) + P(X = 150)

un billet gagnant 20F donc card(X=70) = C:X C} 3 S AL 2
” P(X_%?_ card(X=70) _ 6 : P(X2100)= 190 *390 " 190 ~ 190 19 °
card(Q) — 190 ° b)Une somme comprise entre 50 F et 120 F.

« X = 100 lorsque Abi achéte soit un billet sans bi :
valeur et un billet gagnant 100F soit deux billets Abi gagne une somme comprise entre S0F et 120 F

gagnant 50F donc card(X=100) = Ci X Ci+ C: et s'il gagne soit 50 F, soit 70 F, soit 100, soit 120 F.
card(X =100) _ 15 P(50 < X < 120) = P(X = 50) + P(X = 70) + P(X =100) +
PX=100)= — g = 190 ¢ P(X = 120)
X = 120 lorsque Abi achéte un billet gagnant | PEOSX<100)=2 + 8- + 78 + <85 = =5
100F et un billet de 20 F donc card(X =120) = C! XC}
L _card(X=120) _ 3
et P(X=120)= o)  ~ 190

Exercice o Justifie qu'une variable aléatoire suit une loi binomiale

Sur une route deux carrefours sont munis de deux feux tricolores F, et F,. On supposera que ces deux
feux ne sont pas synchronisés et que pour un automobiliste C|rcu'|unt sur cette route, I'apparition

d'une couleur est un pur hasard. On admet que la probabilité pour que le feu F, soit vert est } etla

probabilité pour le feu F, soit vert est i
Les deux feux F, et F, fonctionnent de maniére indépendante.
1.Un GUtOﬂ"IObIlIStE passe successivement aux deux carrefours.
a) Calcule la probabilité pour qu'il rencontre deux feux verts.
b) Calcule la probabilité pour qu’il rencontre au moins un feu vert.
2. Un automobiliste passe 5 fois au carrefour muni du feu F,. Soit X la variable aléatoire désignant le
nombre de fois ot 'automobiliste rencontre le feu vert.
a) Justifie que X suit une loi binomiale dont tu préciseras les parametres.
b) Calcule la probabilité pour que I'automobiliste rencontre exactement 3 fois le feu vert.
¢) Calcule l'espérance mathématique et donne une interprétation du résultat.

d) Calcule la variance V(X) et I'écart-type o(X) de la variable X.

Corrigé Méthode
1. a) Calculons la probabilité pour qu'il rencontre 1. Utiliser les événements AnB et AuB.
deux feux verts. 2. Utiliser la loi Binomiale de parametres

Soit A I'événement : « L'automobiliste rencontre
feu vert qu feu F, » et B I'évéenement :
« L'automobiliste rencontre feu vert au feu F,».

Setp=75

L'événement : « L'automabiliste rencontre deux feux verts » est I'intersection des évenements A et

B. Comme les événements A et B sont indépendants, on a donc : P(ANB) = P(A) x P(B) = 2 b ; = %.

Lecon 10 Probabilités conditionnelles et variables aléatoires




b) Seit l'événement C : « L'automobiliste
rencontre au moins un feu vert » et C son
événement contraire. Onadonc: C = AN B.
Puisque A et B sont indépendants alors A et B
sont indépendants. Par conséquent :

P(C)=P(ANB)=P(A)xP(B)=[1-PA)]%[1-P{B)

PO=1-P(C)=1- 3 = &.

2. a) Lorsque L'automobiliste se présente au feu
F..ilrencontrelefeuvertounon.Cetteexpérience
est une épreuve de Bernoulli et puisqu’elle est
repétée 5 fois de facon indépendante, nous
avons un schéma de Bernoulli. X suit une loi
binomiale de parameétresn=5etp = %— ¢

b) Calculons la probabilité pour que 'automobiliste
rencontre exactement 3 fois le feu vert :

- @) Traiter une situation complexe

X suit une loi binomiale donc la loi de probabilité
deXest:P(X=k)=C. p'(1-p) "
Pour k=3,0ona:P(X=3)

=c (FPa-Fr= 355
¢) Calculons l'espérance mathématique E(X) :
X suit une loi Binomiale de paramétres 17 =5 et
pP= % donc E(X) =np.

EX)=5x 3= 3 =37524

E(X) = 4 donc 'automobiliste peut espérer ren-
contrer le feu vert F, quatre fois en 5 passages.
d) Calculons la variance V(X) :

VX =np(l-p)=5X 3 x =12

e) Calculons 'écart-type (X) :

6X) = YV(X) = 12 - 0.968.

135

Une pandémie a été détectée dans une ville. Les autorités sanitaires disent qu’elle touche 5 personnes
sur 100. Ton pére, Monsieur SIDIBE, responsable d'un grand laboratoire pharmaceutique vient vous
vanter son nouveau test de dépistage qui selon lui :

- Siune personne est malade, le test est positif G 98%.

- Si une personne n'est pas malade, le test est positif a 0,1%.

Toutefois, avant d'autoriser la commercialisation de ce test, Monsieur Sidibé doit présenter les chiffres
de son test au ministére : la rencontre a lieu demain @ 8HOO.

Pour que le test de votre pére ne soit pas refoulé au cours de la réunion, il faut gu'une personne testée
positive, soit malade & plus de 60%. Vous décidez de calculer la probabilité qu'une personne soit

malade si le test est positif.

Votre pére doit-il présenter son test aux autorités sanitaires ?

Soit les événements :

M : « La personne est malade » et

T: « Le test est positif ».

Pour répondre a la question. Nous allons :

- utiliser la formule des probabilités totales ;
- calculer P(T) et P, (M) ;

- comparer le résultat de P.(M) a 60% ;

- puis conclure

Ona:P(M) = 100 = 0,05

donc P((M)) = W— 0,95.
Aussi P, (T) = 0,98 et P (T) = 0,001.

On veut calculer la probabilité qu'une personne
soit malade si le test est positif c’est-a-dire
P.(M).

On sait que P(M) =
P(MNT)

P(MANT)
pm ¢

= P(M) % P, (T) d’ou P,(M) = PM) x Pu(T)

P(T)

Utiliser un arbre de choix pour faire les calculs.

D'apreés la formule des probabilités totales,

P(T) = P(MAT) + P(M NT)
P(T) = P(M) X P,,(T) + P(M ) X P (T)
Par conséquent :
B P (M) = Pu(T)
PrM) = B M) % P (T) + P (M) % P (T)
) 0,05 x 0,98
Pr{M) = 5,55 % 0,68 + 0,95 x 0,001
- 0049 __ _
= o =0,98098.

Il y a donc 98% de chances qu’une personne

positive soit malade. Mon pére peut présenter
son test aux autorités sanitaires.
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Résumé de cours

o Probabilités conditionnelles

1.1. Definition d'une probabiiite conditionnene

W Soit Q I'univers des éventualités d’'une expérience aléatoire.

Soient A et B deux événements de €2, tels que P(B) = 0.

On définit la probabilité de A sachant que B est réalisé, notée P (A) ou

encore P(A/B), par la relation P,(A)= —PipA"gﬂ

Cette probabilité est appelée la probabilité conditionnelle de A sachant que
B est réalisé ou plus simplement la probabilité de A sachant B.

Consequence :
Pour deux événements A et B de C de probabilites non nulles,on a :

P.(A) = E@[Q—F} P.(B) = %-)-B—) (On sait que AnB = BnA)

P(ANB) = P(B) X P,(A)
| P(ANB) = P(A) X P,(B)

P(BMB) _ P(B) _ |

P,B)= —B@E) ~P@) !

2. Evenements independants

m Soient A et B deux événements d’un méme univers £ et P une probabilité sur £.
On dit que A et B sont indépendants lorsque la réalisation de l'un n'influence
pas (ne modifie pas) la réalisation de l'autre.
Autrement dit : A et B sont indépendants signifie que P,(A) = P(A) et P, (B) = P(B).

Deux événements A et B de Q sont indépendants lorsque P(ANB) = P(A) x P(B).
Remarques :

1. La conséquence ci-dessus signifie gue la probabilite de l'intersection de deux
événements indépendants est égale au produit de leurs probabilités respectives.

2. Dans la pratique, c’est cette conséquence qu'on utilise pour démontrer que deux
événements sont indépendants.

3. Ne pas confondre des événements indépendants et des évenements incompatibles,
dont l'intersection est vide.

A et B sont des événements d’'un méme univers Q2 de probabilités non nulles.
« Si A et B sont indépendants, alors A et B (resp. Aet B ) sont indépendants.
« Si A et B sont indépendants, alors A et B sont indépendants.

3. Arbre de probabilite

m Un arbre de probabilité (ou arbre pondéré) est un schéma permettant de résumer
une expérience aléatoire connaissant des probabilités conditionnelles.
I se présente par exemple comme suit :

P(B) B » AnB

P(A)_ A _
A‘?’ (Bl —B—> ANB
PA) “p BT-8—>AnB

L'arbre pondéré s'apparente & un arbre de choix.

— A
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Résumé de cours

Regles et vocabulaire sur les arbres de probabilité

« L'origine de 'arbre est £) (ensemble des issues possibles de 'expérience aléatoire).

« La somme des probabilités inscrites sur les branches issues d'un méme nceud est égale @ 1.
« La probabilité inscrite sur une branche entre deux événements A et B est la probabilité
conditionnelle de B sachant A. p.(B)

Ao

.B

« Une succession de plusieurs branches avec leurs événements est un chemin. Au bout
d’un chemin se trouve un événement, qui correspond @ l'intersection des événements
rencontrés sur ce chemin.

« La probabilité d'un événement correspondant a un chemin est égale au produit des
probabilités inscrites sur chaque branche de ce chemin.

S R X B

Ainsi la probabilité de I'événement AnB est P(ANB) = P(A) x P.(B).

Tableau de probabilités
L’arbre précédent correspond au tableau ci-dessous :

B B Total

A P(ANB) ’ P(AN B) P(A)

A P(A NB) j P(ANE) P(A)
Total P(B) ? P(B) 1

Régles de calcul dans un tableau de probabilités

« Dans une case du tableau qui se trouve a l'intersection d’'une ligne et d’une colonne,
on ecrit la probabilité de l'intersection des événements correspondants.

« La somme des probabilités d'une ligne est dans la colonne de droite.

« La somme des probabilités d’'une colonne est dans la ligne du bas.

« La somme des probabilités est a l'intersection de la colonne de droite et de la ligne du bas.
1.4. Formule des probabilités totales

Ay A, .., A forment une partition de l'univers £ signifie que A, A,, .., A sont
disjoints deux d deux et AL UA,U..UA =Q.

Remarque
A et B d'un univers Q) forment une partition de € signifie AnB =0 et AUB = (.

B SoientA A, ... A desévenementsd'un 'univers Q formant une partition de Q.
Pour tout événement Bde (2, ona: P(B) = P(BNA )+P(BNA )+ ... + P(BNAx).

Remarque

Comme P(BNAi) = P(A ) X P, (B) on peut réécrire la propriété ci-dessus sous la forme
P(B) =P(A,) x P, (B) + P(A)) X P, (B) +...+ P(A )xP, (B) ou encore P(B) = D P(Ai) XP, (B).
Pour deux événements A et B, on a donc : P(B) = P(BnA)+ P(BN A ).

J
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Résumeé de cours

€©) variable aléatoire
2.1. Variable aléatoire et loi de probabilite
2.1.1. Variable aléatoire

W Soit £ I'univers associé a une expérience aléatoire.
On appelle variable aléatoire X sur Q toute application de €2 vers R.
Définir une variable aléatoire X sur €, c’est associer d chaque résultat de
I'expérience un nombre réel x, X:Q-R
Q- X(Q)

Notation et Vocabulaire

« L’ensemble des valeurs prises par X se note X(€2).

« (X=x) désigne I'événement : « X prend la valeur x ». Il est constitué de tous les
résultats pour lesquels la variable aléatoire X prend la valeur x .

o (X <a)désigne I'événement : « X prend une valeur strictement inférieure a a ».

2.1.2. Loi de probabilité

m Soit X une variable aléatoire définie sur un univers € lié @ une expérience
aléatoire. On appelle loi de probabilité de X (ou distribution de X),
l'application de [ vers [0 ; 1] qui a chaque valeur x, prise par X associe la
probabilité de 'évenement (X = x).

La loi de probabilité d’une variable aléatoire X peut étre présentee par un
tableau (il est préférable de ranger les valeurs prises par X dans l'ordre
croissant) ou représentée par un diagramme en batons.

X X% b A X

PX=x)| P | P |~ | X

Il est recommandé de vérifierque:p, +p,+..+p =1.

2.2. Fonction de repartition

m Soit X une variable aléatoire définie sur l'univers €2 d’une expérience
aléatoire. Soit {x, ;X,;...; X} I’ensemble des valeurs prises par X.
On appelle fonction de répartition de X, I'application F de R vers [0 1]
définie par: F(x) =P(X<x).Ona:
Pourx <x,,F(x)=0.
Pourx <x<x ,,F(x)=F(x )+Pl =x) 1«i«n-1
Pourx2x ,F(x)=1.

Remarques

« La fonction de répartition d’une variable aléatoire est une fonction en escalier, croissante,
constante par intervalle dont la représentation graphique présente des « sauts ».

« La fonction de répartition correspond aux fréquences cumulées croissantes d'une variable
aléatoire discréte.

« L'événement (X > x) est le contraire de 'événement (X £ x) donc:
PX>x)=1-P(X<x)=1-F(x).
« Pour tous réels a et b tels que @ < b on a: P(a < X < b) = F(h) — Fla).
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Résumé de cours

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs i UG
avec les probabilités respectives p, ; p, ;. p,.
On appelle espérance mathématique de X, le nombre réel noté E(X) défini par :

E(X) = Z.\',-p', =X1p1+Xzp2 +..... +XnDn.
=1
Remarques
» L'Esperance E(X) est la moyenne des valeurs x, de la variable aléatoire X, pondérées
par leurs probabilités p. On la note souvent X .

» Dans les jeux, lorsque X désigne le gain du joueur, I'espérance mathématique E(X)
represente le gain moyen que peut espérer le joueur sur un « trés grand nombre de
parties ».

- Lorsque E(X) > 0, le jeu est avantageux pour le joueur.
- Lorsque E (X) <0, le jeu est désavantageux pour le joueur (profitable @ 'organisateur).
- Lorsque E(X) = 0, le jeu est équitable.

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs x, ; X; 5 X, aVEC les
probabilités respectives p, ; p. ;..;p. et E(X) lespérance mathématique de X.

« On appelle variance de X, le nombre réel positif noté V(X) défini par :

ViX)= Z (xi—EX)’pi= (x1- E(X)°p1 + (X2 — E(X)2pz + o + (Xu - E(X)°pu
Autref;xpression de la variance

VIX) = (p, X, 24p, x4 . 4p, X 2 )-[E(X)1F = E(X)-[E(X)].

» On appelle écart-type de X, le nombre réel positif noté o(X) défini par :
o(X)= yV(X).

Remarques

« La variance est la moyenne des carrés des écarts @ la moyenne ; on a donc introduit sa
racine carrée, l'écart-type, pour mieux rendre compte de la dispersion.

» L'ecart-type a(X) mesure donc la dispersion des valeurs de X autour de sa moyenne E(X).
« La variance et I'écart type sont des nombres réels positifs qui traduisent la fagon dont
sont dispersées les valeurs d’une variable aléatoire autour de son esperance ; plus la j
variance et I'écart type seront grands, plus les valeurs seront dispersées. Ce sont des
caracteristiques de dispersions. La définition de la variance n'est pas trés pratique pour |
les calculs.
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Résumeé de cours

© Loi binomiale

3.1. Epreuve et schema de Bernoull

m On appelle épreuve de Bernoulli, toute expérience aléatoire ne conduisant
qu'a deux éventualités. L'une appelée « succes » et l'autre « échec ».

On appelle schéma de Bernoulli une suite de 1 épreuves de Bernoulli identiques
et indépendantes. Le nombre 71 d'épreuves et la probabilité p du succes sont
appelés paramétres du schéma de Bernoulli.

Remarque

Les termes « succés » et « échec » ne sont porteurs d'aucune valeur. Ils désignent
simplement, de maniére générique, les deux issues possibles. Le choix de ces termes est
historiguement issu de la theéorie des jeux.

Exemples :
o Les expériences suivantes sont des épreuves de Bernoulli.
- Le sexe d'un bébé a sa naissance.
- Le résultat d'un examen.
« Les expériences suivantes sont des schémas de Bernoulli.
- Le lancer 10 fois de suite une piece de monnaie équilibrée.
- Présenter 3 fois de suite un méme concours.

3.2. Lol binomiale

m Soit E un schéma de Bernoulli & n épreuves.
Pour une épreuve, on note p la probabilité du succés et g = 1 - p celle de 'échec.
Soit X la variable aléatoire qui, @ chaque éventualité de E, associe le nombre
kdesucces (0<k<n).Ona:
« L'ensemble des valeurs prises par Xest:{0;1;...; n).
» La probabilité d’obtenir exactement k succés au cours des 1 épreuves est : '
P(X=k =cCixp'xqg'’
La loi de probabilité de X est appelée loi binomiale de parametres 7 et p.
On la note B(n ; p).

Remarque
c!, est un coefficient binomial. Il correspond au nombre de possibilités de placer & succes

sur 71 expeériences.

Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est la loi binomiale
de paramétres netp.Ona:

o E(X)=np.
o V(X)=np(1-p)=npq.

Legon 10 Probabilités conditionnelles et variables aleatoires




Exercices de renforcement

) Le tableau suivant donne la répartition de 150
éleves en fonction de la langue choisie et de
['activité sportive chaoisie.

Basketball | Football | Tennis
Anglais 18 27 45
Allemand 9 18 33

On choisit un éléve au hasard.
1. Les événements « étudier l'allemand » et

« pratiquer le tennis » sont-ils indépendants ? |

2. Les événements « étudier 'anglais » et
« pratiquer le football » sont-ils indépendants ?

2" On tire au hasard une carte dans un jeu de 32
cartes. On considere les événements :
C: « Lo carte tirée est un ceeur » ;
R: « La carte tirée est un roi » ;
F : « La carte tirée est une dame ou un pique ».
1. a) Calcule la probabilité des événements C,
Ret CNR.
b) Les évenements C et R sont-ils
indépendants ?
2.0) Cite toutes les éventualités de 'événement F.
Déduis-en le cardinal F.
b) Les évenements C et F sont-ils
indépendants ?

#8' Dans un groupe de 80 personnes, le quart a les
yeux bleus et 50% sont des fumeurs. De plus, 10
personnes sont fumeurs et ont les yeux bleus.
On choisit une personne au hasard.

On considére les evenements :

B: « La personne a les yeux bleus » ;

F: « La personne est fumeur ».

Construis 'arbre pondéré lié a cette expérience.

Dans un lycée, quel que soit le niveau, un éléve
peut étre externe ou demi-pensionnaire.
L'arbre pondére ci-dessous indique la
répartition selon le niveau et la qualité de
I'éléve (E : externe ; DP : demi-pensionnaire)
1. Recopie et compléte cet arbre.
2.a) Détermine le pourcentage d'éléves
externes dans ce lycée.
b) Détermine la part des Terminales parmi
les externes.

0,35
Seconde Premiére Terminale post BAC

NN N
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U8 On sait que 36 % des ménages d'un quartier ont

un chien et que dans 22 % de ces ménages ou
l'on a un chien on trouve aussi un chat. On sait
par ailleurs que 30% de ces ménages ont un chat.
1. Quelle est la proportion de ces menages
dans lesquels on trouve un chien et un chat ?
2. Quelle est la probabilité qu'un ménage
posséde un chien sachant qu'il posséde un chat ?
(I ’ - -

6 Dans une forét, 70 % des arbres sont des
chénes, les autres sont des hétres. Par ailleurs
20 % des arbres sont atteints par une maladie
et elle touche un hétre sur trois. On choisit un
arbre au hasard. On note :

Cl'événement : « L'arbre est un chéne » ;

M I'événement « L'arbre est malade »,

1. Dresse le tableau des effectifs représentant
la situation.

2. Calcule les probabilitées de M et de C.

3. Un chéne est choisi.

Calcule la probabilité qu'il ne soit pas malade.
4. On choisit un arbre sain.

Quelle est la probabilité qu'il soit un chéne ?

Un joueur de tennis réussit sa premiére balle
de service a 75%. Il réussit sa seconde balle de
service @ 90%. Quelle est la probabilité pour
que ce joueur commette une double faute
(service faute a la seconde balle) ?

'8 Trois coffres notés C,,C,, C, ontchacun deux tiroirs,
et dans chaque tiroir, il y a une piéce. Le coffre C,
contient 2 pieces d'or, C, contient 2 pieces
d’argent et C, une piéce d’or et une d'argent.
1. On ouvre au hasard I'un des 6 tiroirs et on
trouve une piece d’argent.

Quelle est la probabilité paur que l'on ait ouvert
un tiroir du coffre C, ?

2.0n ouvre @ nouveau et independamment de
la premiére fois l'un des 6 tiroirs et on trouve
encore une piéce d'argent.

Quelle est la probabilité pour que I'on ait ouvert
deux fois le méme coffre ?

Deux photocopieurs A et B ont été mis a la
disposition des éléves. En utilisation normale,
la probabilité de tomber en panne un jour est
de 0,04 pour le photocopieur A et de 0,08 pour

le photocopieur B, plus sophistiqué.
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Mais si A est en panne, I'affluence qui se porte
sur B fait que la probabilité que B tombe en
panne est de 0,25.

Calcule la probabilité que les deux photoco-
pieurs soient en panne un jour donneé, puis
que les deux photocopieurs fonctionnent en
méme temps.

@3 Une réunion rassemble 20 personnes : 12 femmes

et 8 hommes. On sait gue 20% des femmes
fument ainsi que 40 % des hommes.

1. Une personne quitte la réunion. Quelle est la
probabilité que cette personne soit occupee @
fumer?

2. Une personne quitte la réunion en fumant.
Détermine la probabilité qu'il s'agisse d'une
femme.

@@ Les résultats seront donnés sous la forme de

fractions irréductibles.
Dans une entreprise comprenant 70%
d’employés, (dont 80% sont mariés) et 30%

de cadres (dont 40% sont célibataires), on |

contacte un salarié pour une enquéte.

1. a) Quelle est la probabilité pour que ce
salarié soit un cadre célibataire ? soit un
employé célibataire ?

b) Déduis-en la probabilité pour que ce salarié
soit un célibataire.

2. Quelle est la probabilité pour qu'un
célibataire soit un cadre ? pour qu'un salarié
marié soit un employe ?

@ Un questionnaire a choix multiple (QCM)

comporte 10 questions. Pour chaque question,
trois réponses sont proposées dont une seule
est correcte. Pour étre requ, il faut au moins
huit réponses exactes,

Calcule la probabilité pour qu'un candidat quia
répondu au hasard réussisse

@ Un professeur donne & ses éléves une

interrogation qui comporte quatre questions.
Pour chaque question, le professeur propose
deux réponses : 'une juste et l'autre fausse et
I'élave doit choisir parmi les deux réponses. Un
éléve, qui n'a rien appris, répond au hasard @
chacune des quatre questions.

Legon 10 Probabilités conditionnelles et variables aleatoires

1.Déterminele nombre de maniéresdifférentes
de répondre G ces quatre questions.

2. Calcule la probabilité de chacun des
événements suivants.

A : « Tous les résultats sont corrects ».

B : « Tous les résultats sont faux ».

C:« Ily a exactement une réponse juste ».

D : « Il y @ au moins une réponse juste ».

3. Le professeur met 5 points pour chacune
des réponses justes et enléve 3 points par
réponse fausse. Si le total est négatif, il met 0.
On note X la variable aléatoire égale a la note
obtenue par l'éleve.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b) Détermine la loi de probabilité de X ?

c) Calcule I'espérance de X.

@3 Une urne contient 3 piéces équilibrées.
Deux d'entre elles sont normales : elles
possédent un coté « Pile » et un coté « Face ».
La troisiéme est truquée et posséde deux cotés
« Face ». On prend une piéce au hasard dans
l'urne et on effectue de maniére indépendante
des lancers successifs de cette piéece. On
considére les évéenements suivants :
B : « La piéce prise est normale »;
B : « La piéce prise est truquée ».
P : « On obtient « Pile » au premier lancer ».

F :« On obtient « Face » pour les n premiers

lancers ».

1.a) Quelle est la probabilité de l'événement B ?
b) Quelle est la probabilité de ['événement P

sachant que B est réalisé ?

2. Calcule la probabilité de l'evénement PNB ,

puis de |'évéenement PN B.

Déduis-en la probabilité de I'événement P.

3. Calcule la probabilité de I'evenement F NB

puis de I'événement F nB.

4. Déduis-en la probabilité de I'événement F .

@8 Une urne A contient six jetons marqués
respectivement 1;1;2;3;3;3.
Une urne B contient quatre jetons marqués
respectivement 0;0;0; 5.
On tire un jeton de l'urne A, puis un jeton de
I'urne B. On suppose que chaque tirage est
équiprobable. Le résultat de ce double tirage
détermine une variable aléatoire X dont la
valeur est le nombre ayant pour chiffre des
dizaines le chiffre marqué sur le jeton tiré de
I'urne A et pour chiffre des unités, celui marque
sur le jeton tiré de l'urne B.




1. Détermine la loi de probabilité de X.

2. Représenté graphiquement la fonction de
repartition F de X.

3. Justifie que l'espérance mathématique E(X)
2?5

de X est égale &

@8 On considére la loi de probabilité d’une

variable aléatoire Y ci-dessous.
N -2 | 1| 1| 2 [ 3|
Le [025]03]015] a [ b |

Calcule a et b pour que I'espérance E(X)
soit nulle.

boules blanches et deux boules noires, d’'une
urne U, contenant deux boules blanches et
quatre boules noires et d’'un dé équilibré & six
faces numérotées 2;2;2;2;3;3.
1. On tire au hasard et simultanément trois
boules de U, et on désigne par X la variable
aléatoire prenant pour valeur le nombre de
boules blanches obtenues.

a) Détermine la loi de probabilité de X.

b) Calcule 'espérance mathématique de

X et son écart-type.
2. De l'une des deux urnes U, et U, choisie au
hasard, calcule la probabilité pour que I'urne
ou s'est fait le tirage soit U,.
3. On lance une fois le dé. Si le numéro 3
upparalt on tire simultanément trois de U,
si non on tire successivement et sans remise
deux boules de U,. Calcule la probabilité de
chacun des événements suivants :
A : « Obtenir une seule boule blanche ».
B : « Tirer au moins une boule noire ».

&8 Pendant 100 jours, un vendeur de livres &

domicile a relevé le nombre de contrats qu'il
a signe par jour,

Les données sont consignées dans le tableau
ci-dessous :

N d

ombref-., 012‘34
contrats signes ."."_ |
Nombre de jours 25/37/22|10]06

L'employeur de ce vendeur estime que
la probabilité pour que son collaborateur
obtienne un nombre x de contrats un jour
donne, est egale a la fréquence de ce nombre
de contrat x pour les 100 jours étudiés.
Soit X la variable aléatoire prenant pour valeur
le nombre de contrats.
1. Détermine la fonction de répartition F de la
variable X et représente cette fonction.

a) Calcule I'espérance de X.

Interpréte ce résultat.

b) Calcule I'écart-type o de X.
2. Calcule la probabilité que X appartienne &
l'intervalle [E(X) — o ; E(X) + &].

@# On dispose d'une urne U, contenant trois | 8 Une boite contient deux boules numérotées 1,

puis deux boules numeérotées (-1) et trois boules
numeérotées 0.
On dispose en réserve d'une boule numérotée
(=1). Le jeu consiste a tirer une boule de la boite
(tous les tirages sont supposés équiprobables).
- Si la boule porte le numéro 1, le joueur gagne
1000 F et la partie s'arréte.
- Si la boule porte le numéro (~1), le joueur perd
1000 F et la partie s'arréte.
-Sila boule porte le numéro 0, on met & part cette
boule et on introduit dans la boite la troisieme
boule portant le numéro (~1) ; le joueur tire @
nouveau une boule et la partie s'arréte.
- Si cette boule porte le numéro 1, le joueur
gagne 1000 F.
- Si cette boule porte le numéro (-1), le joueur
perd 1000 F.
- Sielle porte le numeéro 0, le joueur gagne 500 F.
Soit X la variable aléataire associant, a chaque
partie, le gain algébrique du joueur.
1. a) Détermine la loi de probabilité de X.

b) Vérifie que la probabilité pour que le

joueur soit perdant est égale a '2;1
2. Le joueur effectue une série de trors parties
(indépendantes), chacune d’elle étant réalisée
en reprenant les mémes conditions initiales.
Calcule la probabilité pour que le joueur soit
gagnant dans deux parties exactement sur les
trois.

@8 On considere le jeu suivant : le joueur place

une mise /n sur la table (;m > 0) puis tire au
hasard une carte dans un jeu de 52 cartes.

Si la carte tirée est :

-un as, le joueur récupére sa mise et gagne 150 F.
- un roi, le joueur gagne 2 fois sa mise et ne
récupére pas sa mise,
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- une dame, le joueur récupére sa mise,

- un valet, le joueur récupére sa mise.

Dans les autres cas, le joueur perd sa mise.
On considére que chaque carte a lo méme
probabilité d'étre tirée et on note X la variable
aleatoire dennant le gain du joueur (en
fonction de m).

1. Détermine la loi de probabilité de X.

2. Calcule E{X) en fonction de m1.

3. Existe-t-il des valeurs de m pour lesquelles
le jeu est équitable ? Si oui, détermine-les.

@& un démarcheur prospecte par téléphone trois
clients potentiels en une demi-heure. Les
comportements des clients sont indépendants.
La probabilité pour qu'une personne contactée
ne soit pas intéressée est g .

1. Déetermine la probabilité que sur les trois
clients démarcheés :
@) aucun ne soit intéresse ;
b) au moins un soit intéresse ;
¢) au plus un soit intéresse.
2. Quelle est la probabilité que sur les trois
clients démarchés, deux exactement soient
intéresses ?

Un parking pour voitures comporte 10 places
numeérotées de 1 a 10 delimitées pour le
stationnement des véhicules.

Lo probabilite d'occupation d'une place
quelconque est égale a 70%. On admet de
plus que chaque place a la méme probabilite
d'étre occupée. Un conducteur veut garer au
hasard son vehicule sur ce parking.

1. Calcule lo probabilité pour qu'il y ait
exactement 3 places libres quand il se
présente a I'entree du parking.

2. Quelle est la probabilite pour que les places
numérotées 3, 6 et 9 soient libres quand le
conducteur se présente a I'entrée du parking ?
3. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de
places libres dont le numéro est multiple de 3.

a) Donne la loi de probabilite de X.
b) Détermine l'espérance mathématique de X.
¢) Représente la fonction de répartition de X.

B3 Un tireur a une probabilité d'atteindre sa cible
égale a 0,7. 1l tire dix fois de suite.
On considére ces tirs comme des épreuves
identiques et indépendantes. On appelle X la
variable aléatoire égale au nombre de tirs qui
atteignent lo cible.

1. Calcule la probabilité qu'il atteigne la cible
exactement 6 fois.

2. Calcule la probabilité qu'il atteigne la cible
au plus 3 fois.

3. Calcule la probabilite qu'il atteigne la cible
plus de 5 fois.

¥ Lo boule d'un billard électrique arrivant en un
emplacement A peut emprunter six trajectoires
equiprobables. Trois de ces trajectoires la
meénent en un emplacement B ; deux en D et
la sixieme en C. Pour jouer une partie ; Kpalou
mise 500 F. Il gagne :
* 300 F si la boule arrive en B.
+ 400 F si la boule arrive en D.
+ 1000 F si la boule arrive en C.
Soit X la variable aléatoire égale au gain
algébrique de Kpalou.
1. a) Détermine les valeurs prises par X ;
puis la loi de probabilité de X.
b) Calcule I'expérience mathématique de X.
Interpréte le resultat obtenu.
2. Lorsque le gain est négatif, on dit que le
joueur a perdu la partie.
Calcule la probabilité p de I'evénement :
« Kpalou gagne la partie ».
3. Kpalou joue deux parties consécutives
(les parties sont indépendantes).
a) Determine les gains possibles de Kpalou.
b) Calcule la probabilité des évéenements :
E : « Kpalou perd les deux parties » ;
F : « Kpalou gagne au moins 300 F ».
¢) Combien de parties doit-il jouer pour étre
sUr de gagner au mains une partie @ 50% ?

@8 Une boite contient 8 cubes :

* 1 gros rouge et 3 petits rouges,
= 2 gros verts et 1 petit vert,
- 1 petit jaune.
Unenfant choisit au hasard et simultanément 3
cubes de la boite. On admettra que la probabilité
de tirer un cube donné est independante de
sa taille et de sa couleur. Les résultats seront
donnés sous forme de fraction irréductible.
1. On note A l'éevenement : "Obtenir des cubes
de couleurs différentes" et B l'événement :
"Obtenir au plus un petit cube”.

a) Calcule la probabilité de A.

b) gériﬁe que la probabilité de B est égale

5=
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2.Soit X la variable aléatoire donnant le nombre |
de petits cubes rouges tirés par l'enfant.

a) Détermine la loi de probabilité de X.

b) Calcule 'espérance mathématique de X.
3. L'enfant répéte 5 fois I'épreuve "Tirer
simultanément 3 cubes de la boite", en
remettant dans la boite les cubes tirés avant
de procéder au tirage suivant. Les tirages sont
indépendants. On note p la probabilité que
['événement B soit realise.

a) Détermine la probabilité que B soit

réalisé au moins une fois a l'issue des 5

épreuves.

b) Détermine la probabilité que I'événement

B soit réalisé exactement 3 fois.

}

Une expérience consiste a lancer deux dés @
4 faces, un bleu et un rouge, que I'on suppose
équilibres.

On note a le résultat obtenu par le dé bleu et b
le résultat obtenu par le rouge.

On considére ['équation ax? + hbx + 1=0.

1. Combien d'équations différentes obtient-on ?
Justifie qu’elles sont équiprobables.

2. On note X la variable aléatoire représentant
le nombre de solutions de I'équation.
Détermine la loi de probabilite de X.

Abi joue avec deux dés cubiques non pipés.

Les faces de 'un des dés sont numérotées :
e B, X, A | 4x

0 ¥ 0 ] 3 ] 3 ] 3 1] 3 -

Les faces de 'autre sont numérotées :

s T T . X

0;0: §:6:2i 2

Abi lance les deux dés simultanement et note
« et B les nombres qui apparaissent sur les
faces supérieures des dés.

Soit X la variable aléatoire qui a chaque lancer,
associe le nombre sin(c + ).

1. Détermine toutes les valeurs prises par X.
2. Etablis la loi de probabilité de X.

Une usine d’horlogerie fabrique une série de
montres. Au cours de la fabrication peuvent
apparaitre deux types de défauts, désignés par
a et b. 2 % des montres fabriquées présentent
le défaut a et 10 % le défaut b.

Une montre est tirée au hasard dans la
production. On définit les événements suivants :

A : « La montre tirée présente le défaut a » ;

B : « La montre tirée présente le défaut b » ;

C : « La montre tirée ne présente aucun des
deux défauts » ;

D : « La montre tirée présente un et un seul des
deux defauts ».

On suppose que les évenements A et B sont
indépendants.

1. Justifie que la probabilité de ['événement C
est egale 4 0,882.

2. Calcule la probabilité de 'évenement D.

3. Au cours de la fabrication, on préléve
au hasard successivement cing montres.
On considére que le nombre de montres
fabriquées est assez grand pour que I'on puisse
supposer que les tirages se font avec remise et
sont indépendants.

Soit X la variable aléatoire qui, @ chaque
prélevement de cing montres, associe le
nombre de montres ne présentant aucun des
deux défauts a et b.

On définit 'évenement E : « quatre montres au
moins n'ont aucun défaut ».

Calcule la probabilité de I'événement E.

Onen donnera une valeur approchée a 10 ~ prés.

© PARTIE A

Une urne contient 10 boules indiscernables au
toucher : 6 boules blanches et 4 boules rouges.

On tire 2 boules simultanément.
1. Soit X la variable qui, & chaque tirage de 2
boules, associe le nombre de baules rouges tirées.
a) Donne la loi de probabilité de X.
b) Calcule 'Espérance mathematique de X.

2. Calcule la probabilité pour que les 2 boules
tirées soient de méme couleur.

PARTIE B

Soit unentierntelque 2<n < 8.

Une urne contient 10 boules indiscernables au
toucher : n boules blanches.

On tire deux boules simultanément.

1. Démontre que la probabilité P(n) de tirer 2
boules de la méme couleur est :

p(n)= 2" _—*‘—ggﬂ +90
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2. Quel doit étre le nombre n de boules
blanches pour que P(x) soit minimum ?
Calcule ce minimum.

Le directeur d'un musée, dont le plan est fourni
ci-dessous, organise une exposition.

Afin de prévoir la fréquentation des salles,
il décide d’imaginer le parcours d’un visiteur,
pris au hasard, en faisant les hypothéses
suivantes :

Le visiteur passe au hasard d'une salle @ une
salle voisine.

Pour sortir d'une salle, il franchit de maniere
équiprobable n'importe quelle autre porte que
celle qu'il o utilisée pour entrer.

Dans le parcours du visiteur, le directeur ne
s'intéresse qu'aux quatre premiéres salles
traversées, 'entrée E étant comprise dans
celles-ci. Un trajet par ces quatre premieres
salles est codé par un mot de quatre lettres,
commengant par la lettre E. Par exemple :

— Sile visiteur passe successivement par les salles
E, B, D, F, on codera son trajet par le mot EBDF.

~ Le trajet codé EBDB est impossible avec les
hypothéses choisies.

P 8

~
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1. On considére un visiteur, pris au hasard,
devant effectuer un trajet selon les
hypothéses précédentes.

a) Construis l'arbre pondéré des différents |

trajets possibles pour ce visiteur.

b) Montre que la probabilité du parcours |

codé EBDF est %— ;

c) Détermine la probabilité p, de I'evenement :
« La quatrieme salle du trajet est F ».
d) Pour des raisons techniques, le directeur
installe les ceuvres les plus intéressantes
dans la salle T. Détermine la probabilite
p, de l'événement « Le trajet passe par la
salle T ».

2. Le directeur imagine dix visiteurs pris

au hasard, effectuant chacun un trajet,

Lecon 10

31

32"

de maniére indépendante et selon les
hypothéses précedentes.
On appelle X la variable aléatoire qui, aux dix
visiteurs, associe le nombre de leurs trajets
passant par la salle T.
a) Calcule la probabilité de 'événement (X =1).
b) Calcule la probabilité que deux visiteurs
au moins passent par la salle T. (Donne le
résultat arrondi au millieme.)
¢) Le directeur décide d’obliger les visiteurs
a se diriger, aprés I'entrée, vers la salle A, les
hypotheses précédentes demeurant pour la
suite des trajets. Il pense ainsi augmenter la
probabilité que deux visiteurs au moins, sur
les dix, passent par la salle T.
Prouve qu'il a tort.

Une animation doit &tre organisée par le
comité des fétes de Djomanville. Chaque
joueur achétera un double coupon qui lui
permettra de participer a deux loteries.

La premiére loterie doit comporter un billet
gagnant pour n billets perdants et la seconde
doit comporter deux billets gagnants pour n
perdants.

1. Construis un arbre pondéré décrivant la
situation.

2. Détermine n de fagon que la probabilite pour

un joueur de gagner les deux fois soit égale & % :

Cet exercice a pour but de déterminer lesquels
des avions & 2 ou & 4 moteurs sont plus sars.
Un avion ne s’écrase pas tant que la moitie
au moins de ses moteurs fonctionnent. Les
moteurs d’un avion tombent en panne de
maniére indépendante. Soit p la probabilité
pour qu’un moteur en panne.

PARTIE A (Dans cette partie p = 0,1)

1. Calcule la probabilité pour qu'un avion a 2
moteurs s'écrase.

2. Calcule la probabilité pour qu’un avion a 4
moteurs ait ses 4 moteurs en panne.

3. Calcule la probabilité pour qu'un avion a 4
moteurs ait exactement 3 moteurs en panne.
4. Déduis-en la probabilité pour qu’un avion @
4 moteurs s'écrase.

PARTIE B (On revient au cas général)

1. Soit / (p) la probabilité pour qu'un avion a 2
moteurs s’écrase. Démontre que f (p) = p*.

2. Soit g(p) la probabilité pour qu'un avion a 4
moteurs s'écrase.

Démontre que : g(p) = p* (=3p*+ 4p).

Probabllités conditionnelles et variables aleatoires




3. 0n pose hi(p) =/ (p) — glp).

a) Etudie le signe de /i(p) en fonction de p.

b) Déduis-en, suivant les valeurs de p, dans
quels avions il vaut mieux monter.

Un concours de fléchettes lancées les yeux
bandés a été organisé a Ellinzue.

La cible ressemble & celle représentée par la
figure ci-dessous :

On admettra que :

- les rayons des cercles qui structurent la cible
mesurent 1, 2, 3 et 4.

- la probabilité de rater la cible est d’un risque
sur cing et que celle d'atteindre une zone est
strictement proportionnelle & la surface de
celle-ci.

Soit X la variable aléatoire qui associe le
nombre de points @ un lancer.

1. Détermine la loi de probabilite de X.

2. Calcule son espérance et interpréte le résultat.
3. Calcule son écart-type.

On dispose d’'une urne contenant (1 + 2) boules
dont 2 vertes et n jaunes (1 2 3) indiscernables
au toucher et d'une roue divisée en 3 secteurs
inégaux numérotés 1 ; 2 et 3. La roue est
telle que lorsqu'on la tourne les probabilités
de s'arréter sur les secteurs 1 ; 2 et 3 sont
respectivement p,, p, et p.. Les réels p,, p.
et p. forment dans cet ordre une progression
géométrique de raison %

1. Calcule p, p, et p..

2. Gnadré mise 500 F et tire simultanement et
au hasard 2 boules de ['urne.

- §'il tire deux boules de couleurs différentes,
il ne regoit rien.

- §'il tire deux boules jaunes il regoit 500F ;

- Sl tire deux boules vertes, il continue le jeu
sans miser @ nouveau.

On lui fait tourner la roue.

- §'il obtient le secteur 1 il ne regoit rien.

Lecon 10

- §'il obtient le secteur 2 il recoit 500 F.

- $'il obtient le secteur 3 il recoit 1000 F.

On désigne par X la variable aléatoire égale au

gain de Gnadre.
a) Quels sont les gains possibles de Gnadre ?
b) Détermine en fonction de n, la loi de
probabilité de X.

3. On prend maintenant /1 = 5.
a) Calcule E(X).
b) Détermine et construis la fonction de
répartition F de X.

Une maladie est apparue dans le cheptel bovin
d’un pays. Elle touche 0,5 % de ce cheptel (ou
5 pour mille).
1. On choisit au hasard un animal dans le
cheptel. Quelle est la probabilite qu'il soit
malade ?
2. On sait que la probabilité qu'un animal ait
un test positif a cette maladie sachant qu'il
est malade est 0,8. Lorsqu’un animal n’est pas
malade, la probabilité d’avoir un test negatif
est 0,9, On note T I'événement « Avoir un test
positif a cette maladie » et M I'événement
« Etre atteint de cette maladie ».
a) Représente par un arbre pondéré les
données de I'énoncé.
b) Calcule la probabilité de ['événement T.
¢) Quelle est la probabilité qu'un animal soit
malade sachant que le test est positif ?

Un jeu consiste @ miser un euro, puis a lancer
deux fois un dé cubique équilibre. Si le joueur
obtient un 6, il gagne 5 euros, et s'il obtient
deux 6, il gagne 10 euros.

Soit X la variable aléatoire égale au gain
algébrique du joueur.

1. Démontre que les valeurs prises par X
sont-1,4et9.

2. Détermine la loi de probabilité de X.

3. Calcule I'espérance mathématique de X.

On étudie une culture de bactéries.

Le comportement de chaque bactérie est
le suivant : si @ l'instant ¢, une bactérie vit, a
l'instant 7 + 1, cette bactérie peut mourir avec
une probabilité P,, continuer a vivre avec une
probabilité P,, se diviser en deux bactéries
identiques avec une probabilité P,

De plus, P, +P, +P, =1.

On suppose que les bactéries presentes
dans le milieu de culture se comportent
indépendamment les unes des autres.

Probabilités conditionnelies et variables aléatoires




1. A linstant 1, deux bactéries b, et b, sont

présentes dans le milieu de culture.

On appelle X le nombre total de bactéries a

linstant 7 + 1.

Détermine la loi de probabilité de X.

2. On suppose qu'd l'instant 7 = 0, une seule

bactérie est présente dans le milieu de culture.
a) A l'aide d'un arbre de probabilité, donner
le nombre de bactéries possibles aux
instantsr=1etr=2.
b) On désigne par A, l'événement « A
linstant 7=1, il y a une bactérie » ; et par
B, I'événement « A l'instant 7 = 2, il y a deux
bactéries ».
Calcule la probabilité de A NB,; déduis-en la
probabilité de B..
c) Soit Y la variable aléatoire égale au
nombre de bactéries a l'instant 1= 2,
Détermine la loi de probabilité de Y.

Dans une région ostréicole, on s'intéresse
a la production d’huitres. Une partie de la
production est conditionnée par calibre, en
bourriches étiquetées : P (petite), M (moyenne)
et G (grande). La probabilité d’erreur lors d'un
tri est estimée en fonction de la catégorie et
donnée dans le tableau ci-dessous :

Catégorie P _|_M G |
Probabilité d’erreur | 0,035 | 0,06 | 0,045 |

Par ailleurs, la proportion d’huitres de chaque
catégorie est :

pour les petites 13 % ; pour les moyennes

54 % ; pour les grandes 33 %.

a) Dessine I'arbre de probabilités |
correspondants.

b) On appelle E I'événement : « Une huitre a
été mal triée ».

Calcule la probabilité de E.

c) Quelle est la probabilité qu’'une huitre soit
moyenne sachant qu'elle g été mal trige ?

Une urne contient six jetons portant les lettres
AB,CDEF

Ces six lettres sont aussi les sommets d'un |
hexagone régulier (inscriptible dans un cercle)

dessin ci-contre.
D, [
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1. On tire au hasard de |'urne un paquet de
trois jetons.
a) Précise l'ensemble des issues de cette
expeérience aléatoire.

b) Calcule card Q..
2. A chaque tirage correspond un triangle
(T) ayant comme sommets, les sommets de
I'hexagone écrits sur les jetons tirés.

a) Démontre que la probabilité de I'événement R :

" (T) est rectangle " est égale & % .

b) Détermine la probabilité des événements
suivants :
L:" (T) est un triangle équilatéral " ;
1:" (T) est un triangle isocéle et non équilatéral " ;
Q : " (T) est un triangle quelconque, c'est-a-
dire d'aucun des types précédents .
3. On reitere dix fois cette expérience de tirer
trois jetons de l'urne, en remettant les jetons
dans ['urne aprés chaque tirage. Quelle est la
probabilité d'obtenir exactement trois triangles
rectangles ?

Une boite contient 4 boules vertes et 7 boules
blanches. Un jeu consiste & miser 100 F puis &
tirer simultanément deux boules de la boite.
Si les deux boules sont de la méme couleur, le
joueur gagne 500 F ; si elles sont de couleurs
différentes, le joueur perd sa mise.

Les tirages sont équiprobables.

1. Dans cette question, on suppose que n = 6.
Calcule les probabilités d'obtenir :

a) Deux boules de la méme couleur.

b) Deux boules de couleurs différentes.

2.Dans cette question|'entier # est quelconque
supérieur ou égal a 2 et on note X la variable
aléatoire qui, @ chaque tirage de deux boules,
associe le gain algébrique du joueur.

a) Exprime en fonction de 1 la loi de

probabilité de X.

b) Détermine l'espérance mathématique de

X en fonction de n.

¢) Pour quelles valeurs de 17 a-t-on E(X) =0 ?

Une association organise une loterie pour
laquelle le prix de participation est m euros.
Un joueur doit tirer simultanément et au
hasard deux boules dans une urne contenant
4 boules vertes et 6 boules jaunes. Si les deux
boules sont de couleurs différentes, le joueur
perd sa mise ; si les deux boules sont jaunes, il
est remboursé de sa participation ; si les deux
boules sont vertes, le joueur continue le jeu
qui consiste a faire tourner une roue ol sont
inscrits des gains répartis comme suit :

Probabilites conditionnelles et variables aléatoires
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Sur 1/8 de la roue, le gain est de 10 000 F; sur
% de la roue, le gain est de 2000 F ; sur le reste,
le joueur est remboursé de sa participation.
On appelle V l'événement : « Le joueur a
obtenu deux boules vertes » ; J I'événement :
« Le joueur a obtenu deux boules jaunes » ;
R l'évenement : « Le joueur est remboursé de
sa participation ».
1. Calcule les probabilités des événements V,
Jet R,
2. On appelle X la variable aléatoire égale au
gain algébrique du joueur.

a) Détermine la loi de probabilité de X.

b) Calcule E(X).
3. L'organisateur veut fixer la participation m
a une valeur entiére en Francs. Quelle est la
valeur minimale de m pour que l'organisateur
puisse esperer ne pas perdre d'argent ?

Un jardinier dispose de deux lots 1 et 2
contenant chacun de trés nombreux bulbes
donnant des tulipes de couleurs variées.
La probabilité pour qu'un bulbe du lot 1 donne
une tulipe jaune est égale @ .,1 :
La probabilité pour qu'un bulbe du lot 2 donne
une tulipe jaune est égale a % :
Ce jardinier choisit au hasard un lot et plante
50 bulbes de tulipes.
Soit 7 un entier naturel vérifiant 0 < » < 50.
On définit les événements suivants :
- A: « Le jordinier a choisi le lot 1 ».
- B : « Le jardinier a choisi le lot 2 ».
- Jn: « Le jardinier obtient i tulipes jaunes ».
1. Dans cette question, on suppose que le
Jardinier choisit le lot 1.
a) Quelle loi de probabilité suit le nombre
de tulipes jaunes obtenues a partir de 50
bulbes du lot 1?
b) Quelle est 'espérance mathématique de
cette loi ?
c) Donne une expression de la probabilité
que le jardinier obtienne # tulipes jaunes.
d) Calcule la probabilité que le jardinier
obtienne 15 tulipes jaunes. Tu donneras
I'arrondi au millieme du résultat.
2. Probabilites conditionnelles

a) Démontre que: P(J ) = Chyx 2 0,

b) Déduis-en la probabilité que le jardinier
obtienne n tulipes jaunes.

c) On note p la probabilité conditionnelle
de 'evéenement A sucr;gnt que J est réalisé.

Etablis que: p = ?3_4“? :
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d) Pour quelles valeurs de n a-t-onp 20,97
Comment peut-on Interpréter ce résultat ?

Une urne contient 8 boules rouges et deux
boules noires indiscernables au toucher.
On effectue au hasard un tirage sans remise
de deux boules de l'urne.
OnnoteA, I'événement « On n'aobtenuaucune
boule noire » ; A, l'événement « On a obtenu
une seule boule noire » ; A_l'événement « Ona
obtenu deux boules noires ».
1. Calcule les probabilités de A, A, A..
2. Apres ce premier tirage, il reste donc 8
boules dans l'urne.
On effectue @ nouveau ou hasard un tirage
sans remise de deux boules de 'urne.
OnnoteB, I'evénement « On n'a obtenu aucune
boule noire » ; B, l'evénement « On a obtenu
une seule boule noire » ; B. I'événement « On a
obtenu deux boules noires »,

a) Caolcule les probabilités conditionnelles

P(B,/A.), P(B,/ A ) et P(B/A ).

b) Deduis-en P(B,).

¢) Calcule P(B,) et P(B.).
d) On a obtenu une seule boule noire lors de
ce second tirage.
Calcule la probabilité d'avoir obtenu une seule
boule noire au premier tirage.
3. On considére 'événement R ; « Il a fallu
exactement les deux tirages pour que les deux
boules noires soient extraites de l'urne ».

Calcule P(R).

Une urne contient dix boules indiscernables
au toucher, dont 7 sont rouges et 3 blanches.
Un joueur tire simultanément quatre boules
de cette urne.

1, On note les evenements A : « Obtenir
exactement trois boules rouges » ; B « Obtenir
au plus deux boules rouges ».

Montrer que p(A)= 5 et p(B)= .
2. Le joueur mise 500 F, et effectue un tirage.
S'il tire 4 boules rouges, il gagne 1500 F ; s'il
tire 3 boules rouges, il gagne 500 F et sinon il
ne gagne rien.

a) On note X le gain algébrique du joueur

(son gain moins sa mise).

Détermine la loi de probabilité de X.

b) Le jeu est-il équitable ?

Un employé se rend @ son travail en bus. S'il est a
['heure, il prend le bus de ramassage gratuit mis
a disposition par l'entreprise ; s'il est en retard, il
prend le bus de ville, il lui en colte 500 F.
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Si I'employé est @ |'heure un jour donné, la
probabilité qu'il soit en retard le lendemain est

% , 5'il est en retard un jour donné, la proba-

bilité qu'il soit en retard le lendemain est 21—0 ;

Pour tout entier naturel non nul 1, on appelle

R l'événement : « L'employé est en retard le

jour i »,

On note P la probabilité de R et g celle de R.,

événement contraire de R .

On suppose que P, = 0.

1. Détermination d'une relation de récurrence :
a) Détermine les probabilités conditionnelles :

PR”[RI_T) et Pz (R .,).
b) Détermine P(R_,n(R ) en fonction de P,
etP(R, .,nR.)en fonction de ¢,.

c) Détermine P, en fonctiondeP et ¢ .

d) Déduis-en que P = Tj=," - % a’

2. Etude de la suite : Pour tout entier naturel #,
on posey, =P - Zis

a) Démontre que la suite (v ) est geométrique

de raison —-2%- et précise son premier terme.

b) Exprime v _puis P_en fonction de n.
c) Etudie la convergence de la suite (P ).

Le personnel d'un grand hopital est réparti en
trois catégories :les médecins, les soignants (non
meédecins) et le personnel AT (administratif ou
technique ).
12% des personnels sont des médecins et
71% sont des soignants.
67% des médecins sont des hommes et 92%
des soignants sont des femmes.
Tu donneras une valeur approchée de tous les
résultats a 10~ prés.
1. On interroge au hasard un membre du
personnel de cet hopital.
On note les événements :
M: « La personne interrogée est médecin ».
S :« La personne interrogee est soignante ».
A : « La personne interrogée est un personnel
AT ».
F: « La personne interrogée est une femme ».
H: « La personne interrogée est un homme ».
a) Quelle est la probabilité d'interroger une
femme soignante ?
b) Quelle est la probabilité d'interroger une
femme medecin ?
2. On sait que 80% du personnel est féminin.

a) Calcule la probabilité d'interroger une
femme AT.

b) Réalise un arbre pondéré.

¢) Détermine la probabilité d'interroger
une femme sachant qu'elle fait partie du
personnel AT.

47 On deésigne par i un entier naturel supérieur ou

égal a2.On considére 1 sacs de jetons S, S, .S .
Au départ le sac S, contient 2 jetons noirs et 1
Jjeton blanc et chacun des autres sacs contient
1 jeton noir et 1 jeton blanc. On se propose
d'étudier I'évolution des tirages successifs d’un
jeton de ces sacs, effectués de la fagon suivante :
Premiére étape: on tire au hasard un jeton de S,.
Deuxiéme étape : on place ce jeton dans S, et
on tire au hasard un jeton de S,.

Troisiéme étape : aprés avoir placé dans S,, le
jeton sortide S,, on tire, au hasard, un jeton de
S,... et ainsi de suite.

/_h\\
. // \\\ ’/,//\h
/ « / 4
P &
. [D I:\,l I::\)
S s S

1 2 3

Pour tout entier naturel & tel que 1 £ k< n, on
note E, I'événement : « Le jeton sorti de S, est
blanc », et E; I'événement contraire de E,.
1. a) Détermine la probabilité de E,, notée P(E,), et
les probabilites conditionnelles : P, (E,) et P= (E,).
Déduis-en la probabilité de Ez,' notee P(E,).
b) Pour tout entier naturel ktelque 1<k <n,
la probabilité de E, est notée p,.
Justifie la relation de récurrence suivante :

1 1
pa-rl = 3 JDJ'|+ -§ =

2. Etude d'une suite (1) :

On note (i) la suite définie par 1, = % et, pour

: 1 1
tout entier naturel A telque k> 1,1, ,, = 5 U+ 3.

a) On considere la suite (v} définie, pour
tout élément A de N* par, v, ., =u, = -;—
Démontre que (v,) est une suite géométrique.
b) Déduis-en I'expression de u, en fonction
k, démontre que AETx”’“ = %
3. Dans cette question, on suppose que 11 = 10.
Pour quelles valeurs de k a-t-on:0,4999 <p, <0,5.

Legon 10 ﬁi Probabilités conditionnelles et variables aléatoires




48

49

éxerofces

On lance plusieurs fois une piéce de monnaie

équilibrée. |

1. Dans cette question, on lance deux fois la piéce.
a) Quelle est la probabilité d'obtenir deux |
piles ? |
b) Quelle est la probabilité d'obtenir un pile
et un face sachant que le premier lancer a
donné un pite ?

- - - v I
¢) On considére les événements : A : « On

a obtenu un pile et un face » ; B: « On a
obtenu au plus un pile ».
Calcule la probabilité des événements A, B
etAnB.
Les événements A et B sont-ils indépendants ?
2. Dans cette question, on lance trois fois la

piéce ; on note X le nombre de piles.

a) Précise I'ensemble des valeurs prises par
la variable aléatoire X.

b) Détermine la loi de probabilité de la
variable aléatoire X.

¢) Détermine l'espérance mathématique de X.

Un mélange de graines de fleurs contient :
50 graines de type A, 90 graines de type B,
60 graines de type C.

Toutes les graines n'ont pas le méme pouvoir
de germination. On conviendra qu'une
graine germe correctement si celle-ci donne
naissance a une plante qui fleurit.

On considére que la probabilité qu'une graine
germe correctement est égale a:

« 0,5 pour une graine de type A,
+ 0,8 pour une graine de type B,
» 0,6 pour une graine de type C.

1. On séme une graine prise au hasard dans le
melange.
Détermine :
a) la probabilité que ce soit une graine de
type A;
b) la probabilité que ce soit une graine de
type A et que celle-ci germe correctement ;

c) la probabilité que la graine germe
correctement ;

d) la probabilité que la graine soit une graine -

de type C qui ne germe pas correctement.

2. On séme une graine du mélange et elle
germe correctement. Quelle est la probabilité
qu'elle soit de type A ?

3. On séme quatre graines prises au hasard
dans le mélange. Quelle est la probabilité gu'au

moins une de ces graines germe correctement ?

Legon 10 ﬁil Probahilités conditioringlles et variables aleatoires
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Une étude statistique sur de longues années a
permis de faire, dans une zone géographique
bien définie, les prévisions meétéorologiques
suivantes :

« s'il fait beau temps un jour, il fera beau temps
le lendemain avec la probabilité de 5/6 ;

« §'il fait mauvais temps un jour, il fera mauvais
temps le lendemain avec la probabilité de 1/3.
(On admet qu'il fait soit beau temps, soit
mauvais, temps pas les deux a la fois ).

On est dimanche et il fait beau temps.

1. Construis un arbre de probabilités
permettant de déterminer les probabilites du
beau temps et du mauvais temps pour lundi,
mardi et mercredi.

2. On appelle P la probabilité qu'il fasse beau
temps le jour n, et ¢ la probabilité qu'il fasse
mauvais temps le jour .

Calcule P_et ¢ en fonctiondeP,  etg, ., puis
P enfonctiondeP ..

On suppose que P, = 1.

3.0n considére la suite () définieparu =P -08.

Démontre que (1 ) est une suite géometrique
dont on précisera la raison et le premier terme.
4. Ecrire alors P, en fonction de 7.

Etudie la convergence de la suite (P ).

Une usine est dotée d'un systeme d'alarme qui
se déclenche en principe lorsqu’un incident se
produit sur la chaine de production. Il peut arriver
toutefois que le systéme soit mis en défaut.

Des études statistiques ont montré que, sur
une journée :

« la probabilité que l'alarme se déclenche par

erreur (sans qu'il y ait d'incident ) est égale @ % :
« la probabilité qu'un incident survienne sans

, : ; . A
que l'alarme se déclenche est égale a &5

» la probabilité qu’'un incident se produise est
égale a 0,01.

On note A I'évenement :

« L'alarme se déclenche » ;

I 'événement : « Un incident se produit » et
A. T leurs événements contraires.

PARTIE A :

1. a) Réalise un orbre résumant les données.
b) Calcule la probabilité que, dans une
journée, un incident survienne et que
l'alarme se déclenche.
¢) Déduis-en la probabilité que 'alarme se
déclenche.
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2.Quelle est la probabilité que, sur une journée, |
le systéme d’alarme soit mis en défaut ?

3. L'alarme vient de se déclencher. Quelle est |
la probabilité qu'il y ait réellement un incident ?

PARTIEB:

Les assureurs estiment qu'en moyenne, pour
l'entreprise, le colt des anomalies est le suivant :
« 100 000 F pour un incident lorsque l'alarme
fonctionne ;

+ 150 000 F pour un incident lorsque I'alarme
ne se déclenche pas;

+ 10 000 F lorsque l'alarme se déclenche par erreur.
On considére qu'il se produit au plus une
anomalie par jour. X est la variable aléatoire
représentant le codt journalier des anomalies
pour 'entreprise.

1. Donne la loi de probabilite de X.

2. Détermine I'espérance mathématique de X.
Interpréte ce résultat.

Un test médical sert a dépister une certaine

maladie dans une population donnée. Soit M

'événement « Un individu est atteint de cette

maladie » et T'événement : « Le test est positif

pour un individu donné ».

Aprés une étude statistique, on admet

résultats suivants :

P,(T)=096; Pi(T)=0,94; P(M) = 0,01. '
a) Exprime par des phrases chacune de ces ‘
égalités.

b) Traduis 'énoncé au moyen d’un arbre de
probabilité. |
¢) Calcule la probabilité pour qu'un individu |
dont le test est positif, soit atteint de la
maladie.

d) Calcule la probabilité pour qu’un individu
dont le test est positif, soit en bonne sante.

les |

Trois machines A, B, C produisent respec-
tivement 60 %, 30 %, 10 % du nombre total de
boulons fabriqués dans une entreprise.

Les pourcentages d'objets défectueux par
machine sont respectivement : 2% , 3%, 4%.
Dans un lot de boulons, on en choisit un au
hasard : il est défectueux.

Détermine la probabilité que ce boulon ait eté
fabriqué par la machine C.

On lance 2n fois une piéce de monnaie
équilibrée, ou n est un entier naturel non nul.
A-t-on plus de chance d'obtenir 4 piles en
lancant 8 fois la piéce que d'obtenir 6 piles en
langant 12 fois la piéce ?

1. On note P(n) la probabilité d’obtenir 1 piles
en langant 2n fais la piéce.
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a) Exprime P(n) en fonction de n.
b) Démontre que, pour tout n € N
Pint1) _ _2n+1
P(n)  2(n+1)

2. On désigne par X le nombre de piles en
langant 2# fois la piéce.

a) Détermine la loi de probabilité de la

variable aléatoire X.

b) Calcule son espérance mathematique.

Tous les résultats seront donnés a 10 ~ preés.
Trois machines fabriquent des ampoules
halogénes dans les proportions suivantes :
50% pour la machine A, 30% pour la machine
B, 20% pour la machine C.
L'usine procéde a des tests pour déterminer la
fiabilité des différentes machines.
Les résultats montrent que la fiabilité des
machines A, B, C est respectivement :
0,95;0,90; 0,85.
Dire que la fiabilité de A est de 0,95 signifie que
la probabilité qu'une ampoule fabriquee par A
soit bonne est de 0,95.
On choisit une ampoule au hasard dans un lot
fabriqué par l'usine. L'événement : « L'ampoule
est bonne » est noté G.
a) Représente la situation proposée a l'aide
d’'un arbre pondéré.
b) Détermine la probabilité de I'événement :
« L'ampoule est bonne et fabriquée par A ».
c) Démontre que la probabilité de
l'événement :
« L'ampoule est bonne » est égale a 0,915.
d) On achéte une ampoule, elle est bonne.
Détermine la probabilité qu’elle ait été
fabriquée par A .
e) On achéte deux ampoules. On note
X la variable aléatoire égale au nombre
d’ampoules bonnes. Détermine la loi de
probabilité de X.
Calcule son espérance mathématique.

Une urne contient 10 boules indiscernables au
toucher : 7 boules rouges toutes numeérotees 1
et 3 boules jaunes toutes numeérotées 0.

On tire simultanément 2 boules de cette urne.
On considére les événements A : « Les deux
boules sont de la méme couleur » et

B: « Les deux boules sont de couleurs
différentes ».

1. Détermine les probabilités P(A) et P(B).
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é.xercices

2. On désigne por X la variable aléatoire égale |
a la somme des chiffres des deux boules.

a) Détermine la loi de probabilité de X.
b) Calcule son espérance mathématique. |

|

Des éleves d'une école se préparent a faire
un devoir de niveau pour lequel quatre
compétences A, B, C et D sont au programme.
La compétence A reste pour beaucoup d'éleves
une partie du programme difficile @ maitriser.
Un cours de rattrapage est alors proposé pour
travailler cette compétence. Lors du devoir de
niveau, on a constaté que s'il y a un exercice
portant sur la compétence A :

* 30% des éléves n'ayant pas suivi le cours de
rattrapage ne traitent pas I'exercice.

. % des éléves ayant suivi le cours de

rattrapage l'ont traité.

On sait de plus que 20% des éléves participent
au cours de rattrapage.

Lors de la distribution des copies apres
correction, I'éléve Soukroumdé s'exclame -

« Je n'ai pas du tout traité la compétence A ».
Le chef de classe veut savoir la probabilité que
Soukroumdeé ait suivi le cours de rattrapage.
Etant éléve de cette classe, la tdche t'incombe
d'éclairer la lanterne de ton chef de classe.
(On arrondira le résultat a 0,001 pres).

EJA:1a) (0;1;2)

] _ ek eh.
B:1.P(n)= e

2. Etudie la fonction P(n).

£21 A) 2. Utiliser la loi binomiale de paramaétres

4etp.
3. P(X = 4) =Ci(0,1)3(0,9)"
4.P(X=3)+P(X =4).
B)1.P(X=2)= CiP?=P:=f(P)
2.g(P)= CiP¥1-P)+ Cjp

= PY(-3P2+ 4P),

£ Faire l'arbre de choix et répondre a la

préoccupation.
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Les donnees statistiques peuvent etre representees de
differentes facons afin de faciliter la lecture et l'interpretation.

SITUATION D'APPRENTISSAGE

Le gestionnaire d'un centre commercial observe attentivement pendant six mois successifs, le chiffre
d'affaires en millions de francs CFA de son commerce. Le résultat de son observation est résume dans
le tableau suivant ot X désigne le numéro du mois et Y le chiffre d'affaires correspondant.

X 1 2 3 4 o E 6

Y _ 62 73 95 110 132 170

Pour mieux ajuster ses dépenses, le gestionnaire est soucieux de savoir combien il obtiendrait en
chiffre d’affaires le huitieme mois. Tu es désigné a le rassurer en lui communiquant une estimation
de ce chiffre d'affaires. Avec |'aide de tes camarades de classe, vous décidez de faire des calculs
pour estimer le chiffre d'affaires.
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HABILETES ET CONTENUS

1 Série statistique double

Connaitre

« la définition d'une série statistique & deux
caractéres

» la définition du point moyen

Etablir

les séries marginales a partir d’'un tableau
a double entrée représentant une série
statistique a deux caractéres

Repréesenter

un nuage de points dans le plan muni d’un
repere orthogonal

Placer

le point moyen

2 Ajustement linéaire par la méthode
des moindres carrés

Connaitre :

« la formule de la covariance

» la formule du coefficient de corrélationlinéaire
» les formules de calcul de a et / (resp. @’ et b))

dans 'équation y = ax + b (resp. X=da'v+h')
d'une équation de la droite de régression par la

méthode des moindres carrées de y en x
(resp.x eny)
Representer

» une droite d'ajustement de Y en fonction
de X
« une droite d'ajustement de X en fonction
deY

Calculer .

s la variance

« la covariance

» le coefficient de corrélation linéaire
interpreter

le coefficient de corrélation linéaire
Determiner

« une équation d’'une droite d'ajustement

linéaire par la méthode des moindres carrés

« la valeur de I'un des caractéres connaissant
la valeur correspondante de I'autre caractére -
- @ laide d'une équation d'une droite d'ajuste-
ment

- @ l'aide de la représentation graphique d'une
droite d'ajustement

INSTALLATION DES HABILETES

e _o-t' Série statistique double

1.1. Définition - Séries statistiques marginales

Les données recueillies dans le tableau suivant présentent huit éléves dont on donne

la moyenne trimestrielle X et l'age Y de chacun.

Eléve A B C D E F G 3]
Moyenne (X) 10 11 9 7 14 9 11
Age (Y) 17 16 15 16 15 16 15 15

1. U'ensemble des modalités de X est M.={7;9;10;11; 14).

Determine l'ensemble M, des modalités de Y.
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2. a) Recopie et compléte le tableau suivant.

Age () 15 16 17

/

Effectif (n)

Ce tableau est la série statistique associée au caractere Y.
b) Détermine la série statistique associée au caractére X.

3. A partir du tableau linéaire, dresse le tableau @ double entrée représentant le produit cartésien M, x M,
(celui-ci supprime l'identité des éléments de la population et 1, représente l'effectif du couple (x , v ).

M Y Y X X Y
J . i & g ¥ | Total
M, 7 9 10 1601 14
b e TP it - I— n,,. Piyoraommnass, | stssessias
15
¥, | —— IR Y— L T (S
16
Y5 , S—— . Ny, L J— .
i
|
l 757 | A P R |- . —) |

1. On considére deux caractéres quantitatifs X et Y sur une méme population de N individus. On note :

Xy 2 Xy ) Xy o X les valeurs ( ou les modalités) du caractere X ;

l Via Voo Vspma ¥, les valeurs du caractére Y. On appelle série statistique double de caracteére (X, Y),
I'ensemble des triplets (x , ¥ .7 ) ol x estle terme de /-éme modalité de X et )/ est le terme de la
J-éme modalité de Y et n l'effectif du couple (x ; v)

2. A partir du tableau & double entrée, on peut reconstituer les séries dites marginales associées &
chaque caractere X et Y.

ExerCice de ﬁxation D T T T T T sEmaanw . -

A 'oral d'un concours, deux examinateurs A et B s’entretiennent avec 100 candidats, et attribuent
a chacun une note prise dans I'ensemble {0;1;2; 3 ; 4; 5). Soit X le caractere « Note attribuée par
I'examinateur A » et Y le caractére « Note attribuée par l'examinateur B » . Les résultats sont donnés
par le tableau a double entrée ci-dessous.

M'(
M, 0 1 2 3 4 5
0 1 2 1 0 0 0
1 4 5 3 1 0 0
2 0 4 15 13 5 0
3 0 2 10 7 3 3
4 0 0 3 6 4 3
5 0 0 0 2 1 2

1.1. Réponds par vrai ( V) ou Faux ( F ) aux affirmations suivantes.
1.1l y a 13 candidats qui ont pour couple de notes (3 ; 2).
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2.1l n' y a aucun candidat qui a pour couple de notes (2 ; 5).

3. Le nombre de couples ayant pour premier composante 1 est 13.
4. L'effectif de la modalité 2 du caractére Y est 37.

5. Le couple ( 5 ; 3) a pour effectif 8.

1.2. A partir du tableau a double entrée, détermine les séries marginales associées aux caracteres
XetY.

1.3 Détermine les tableaux des fréquences marginales des séries de caractéres X et de Y.

1.2. Nuage de points

Dans un repére orthonormé (0, 1, J), représente graphiquement tous les points de couple de coor-
données (v, ; v) d'effectifs non nuls de 'exemple 1.1 ci-dessus.

A partir du tableau linéaire on peut construire le nuage de points dans le plan muni d'un repere (O, 1, J ).

Exert:lces de ﬂxation - . . e LTI . sHtBIsNs e RrsREREn

Y Le tableau suivant indique ['évolution des prix d'un paquet de 20 marchandises de 2012 6 2019.

Année 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019
Rang (x) 1 2 3 & 5 6 7 8
Prix en milliers de francs 2,36 | 259 | 2,74 | 2,94 2,96 3,05 3,20 3,60 |
Représente dans le plan muni d'un repére orthogonal le nuage de points de cette série

statistique.
On donne le tableau statistique suivant :

Frais de publicité L\’r) 22 24 25 27 30 32 35 35
Taux d'occupation (i ) 48 32 55 45 52 67 72 76

Représente le nuage de points dans le plan muni d'un repére orthogonal.

1.3, Point moyen

La mutuelle des cadres de Konankpinkro ( MUCAKO ) a été crée le 1¢ Janvier 2005. Le 1* Janvier de
chaque nouvelle année, le secrétaire général calcule le taux d'adhésion a la mutuelle. Le tableau
ci-dessous donne les taux respectifs obtenus sur la période 2006-2011.

2006 | 2007 2008 | 2009 | 2010 | 2011
Age X de la MUCAKO ( en année) 1 2 3 4 5 6
Taux global d'adhésion Y ( en pourcentage ) 75 77 77,3 78,2 793 | 80

Calcule les moyennes X et 1" des caractéres X et Y de cette série statistique.
= T e 2R
On rappelle que: x == ;fl\ e y=—x -

Le point de coordonnées (X, 77 ) est le point moyen de cette série statistique.
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Exercices de fixation -

Détermine les coordonnées du point moyen Détermine les coordonnées du point moyen
de l'exercice 1.2.1. de l'exercice 1.2.2.

Activité 9 Ajustement linéaire par la méthode des moindres carrés

2.1. Covariance
On considére la série statistique de 'activité 1, X et 7 sont respectivement les moyennes desx ety.

XiWi+X2V2+...+XeVe __ __
Calcule — 8 e

XidatXgVat ..t XeVa

Le nombre g —X . estla covariance de la série statistique
(X)), on la note COV(X,Y), Cov(X,Y).

Exercices de fixation

Lors d'une étude sur une série double B¥®Y Calcule la covariance de la série statistique
portant sur 12 points ona: suivante :
1
$=975; F=185; Yxy = 2558, x,|70] 74 [75] 81 [ 82 [ 85 [ 86 | 86
Calcule cov(X, Y) V118122222 | 263|252 (275|264 | 358

2.2. Méethode des moindres carrés

Les productions annuelles en tonnes d’un planteur de cacao sur cing années successives sont résu-
mées dans le tableau suivant.

Rang (x) de l'année 1 2 3 4 5
Production (1'!] 10 14 16 18 22
Sachant que X =3; 7= 16;V(x) = 2; V(y) =16, COV (X,Y) = 2.
Cov(X;Y)
1. Calcule a = —V{U—
— CoviX:Y) —

2.Calcule h=y— Ve *

3. Détermine la droite (D) d'équation : v =ax + b.

4. On considére la droite (D) d'équation y = %.‘4‘ s -3:5—8 .

a) Calcule les sommes suivantes :

5 2 5 2 5 4 V2
S|=$(}.f‘%xf_% : S;=$['1‘;“3X4_7]' p J:E:.‘('ri_%-rf_%s—} .
b) Compares,, S,, S..
c) Vérifie que la droite (D ) passe par le point moyen G et que le coefficient directeur
_ Cov(X;Y)
de (D) est égal a W
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l CoviX:Y)

« Une équation de la droite de régression (D) de Y en X est: v — Y=alx—X),o0a= i
« Une équation de la droite de régression (D') de X en Y est :
Cov(X:Y)

VI(Y)

ExerCIcﬁ de ﬂxatlon L e T T T Yt es st EEENI RN RS Eeus PEssRisia Rttt sscasaissasatenidssatRaTaRetsretReite

2% On considére une serie statistique a double On considére la série statistique suivante :

x—=X=d(y—Y),obud=

variable (X, Y) telle que: =
¥=9,75; ¥ =1,85;COV(XY)=3,27; X |70 74 75| 81 | 82 | 85 | 86 | 96
V(X) =23,35. v |18(222]22 (263|252 275|264 | 358
Détermine une équation de la droite de | — . : :
régression de Y en X par la méthode des Détermine par la méthode des moindres carres
moindres carrés. une équation de la droite de régressionde ven.x:
a)deYenX;
b)deXenY.

2 3. Coefficient de corrélation lineaire
On considére la série statistique suivante :
11 2 | 3|4| 5

v |10 | 14 |16 | 18 | 22

B

1. a) Construis le nuage de points de cette serie statistique.
b) Trace la droite qui passe le plus prés possible de tous les points du nuage.
COV(X,Y)
2.0)S =2;V(Y) =16, le r=— —
a) Sachant que V(X) (Y) = 16, calcule ¢ NOONY)
b) Parmi les intervalles suivants, dans lequel se trouve 7 ?

(-1;0[;10;0,51;10,5;0,7];[0,87; 1].

« Le nombre reel r = %-)——} est appelé coefficient de corrélation lineaire entre X et Y.
N A

« Ily a une bonne corrélation si 0,87 < | | < 1 c'est-a-dire il existe une forte relation entre les
variables X et Y.

Exercice de fixation . S T

On considére la série statistique a double variable tel que :

V(X) = 23,35 ; V(Y) = 0,47 ; COV(X ,Y) = 3,27.

1. Calcule le coefficient de corrélation linéaire de X et Y.

2. Y a-t-il une forte relation entre les variables X et Y ? Justifie ta reponse.

2.4. Estimation

La consommation maximale de dioxygéne (VO,max), exprimée enmL.min"kg ", d’un individu dépend
de I'effort qu'il fournit a son dge. On définit la série statistique double (X, Y), ou X est I'dge du sujet
(en année) et Y est la quantité de VO.max correspondante. La droite (D) de régression de Y en X est

donnée par I’équation : )’ = - 0,42x + 52.9.

1. Donne une estimation de la quantité de VO,max, d'un sujet Ggé de 17 ans.

2. Donne une estimation de 'dge du sujet, au moment ou la quantité de VO,max est égale
a 30 mL.min “L.kg .
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S'il y a une forte correlation entre les variables X et Y, alors, & partir de I'équation de la droite de
régression, on peut estimer la valeur d'une variable si on connait la valeur correspondante de 'autre.

Exercices de fixation g oo - T

Le tableau suivant indique I'évolution du paquet de chocolat vendu de 2013 a 2020.

Année 2013 | 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020
Rang (x ) 1 2 3 4 5 6 7 8
Prix en Euro (1) 5,98 6,30 6,70 7 7 7 7,05 7,88

On sait que le coefficient de corrélation linéaire de x et 1 est 0,94 et I'équation de la droite de régres-
sionest:y=0,22 x + 5,84,

1. Détermine le prix du paquet de chocolat en 2025.

2. Determine en quelle année le prix atteindra 9,8 Euros ?

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Faire une prévision a partir d'un ajustement linéaire

Le tableau ci-dessous donne la charge maximale Y en tonnes, qu'une grue peut lever pour une
longueur X en métre, de la fleche.

Longueur (x ) | 16,5| 18 | 198 | 22 | 25 | 27 | 29 | 32 | 35 | 39 | 41,7
Charge (v ) 10 | 9 8 7 6 | 55|5 |45 & | 35| 22

Les réponses numeériques a cette question seront données a 107 prés.

1. Represente le nuage de points M(x ; 1 ) @ l'aide d'un repére orthogonal.

Unités : 1 cm pour 2 métres en abscisses et 1 ¢cm pour 1 tonne en ordonnées.

2.Un ajustement affine par la méthode des moindres carrés de Y en X est-il satisfaisant ? Pourquoi ?
3. Détermine une equation de la droite de régression de Y en X par la méthode des moindres carrés.
Trace cette droite sur le graphique précédent.

4. Utilise cette équation pour déterminer la charge maximale que peut lever la grue avec une fléche
de 26 metres. Que peut-on dire ?
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Corrigé

1. Le nuage de points S'il y a une forte corrélation linéaire, on peut
estimer une variable connaissant 'autre.

REW 1 7 3 & 3 B i B 5 a9 11 Iz 13 3% 13 18 {7 I'&\W W T

5 7= 16.5+18+10,8+22+25+27+20+32+35+39+41,7 _ 305

11 =57 =27.73.
— 10+9+8+7+6+55+5+45+4+3,6+32 _ 65,7
.1 = .11 = 11 =5|9?-
16,57+ 182+19,8%+22%+ 257+ 272+ 297 +32°+35° +39° +41,7° 305 {*_ 395649 _
Vix)= -— (53> ) =“5gag =654
1 11 6050
L _102+9°+8°+7°+6°+56°+5%°+4,52+4°+3,5°+3,2° | 657 \*_ 2837 _
Viy)= T ~(710) =605 =469
L )=1e_,§_{m)+1al_9>+19,3{3}+22{H+25<6l+2?{5,5}+2915}+32(4.5}+35(4}+39{3‘51»»41_713.2)

"
305 657 _ ~101663 _ _
=11 *1i6 - 0080 = oi0

.. Covixy) _ -1680
: JVIx)xV(y) 654x4,69 0,96
Ona 0,87 <|r|<1,donc un gjustement affine est satisfaisant.

3. Une équation de la droite de régression (D) de Y en X.

- Cov{X;Y) _-—16.8 _ et
=0 854 - 0Ze etipfy y-ymalx %)

(D) : v -5,97 =-0,26(x - 27,73) soit (D) : y=-0,26x +13,18.
4. Pour x=26,ona y=-0,26x26+13,18=06,42.
On peut dire que la charge maximale que peut lever la grue avec une fleche de 26 métres est de 6,42T.
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Résumeé de cours

Principe de la méthode des moindres carrés

Etant donné une série statistique double (x,; v}, =1, 2, ..., It ou (x) est une série
non constante et telle que le nuage des points M (x; v) soit relativement allongé. On
cherche une droite (D ) d'équation reduite v = ax b qui passe le plus pres possible des
points du nuage.

Pour cela:

- On calcule, pour tout, i=1,2, ..., 1 la distance M P entre le point M, du nuage et le
point P de la droite (D) ayant la méme abscisse que M.-

- On cherche les réels a et b pour lesquels la somme S =M,Pi+M Pi+MPi+ ...+ M,P;
des carrés de ces distances est minimale.

La somme S=M,Pi+MPi+MPi+..+M,P; est appelée somme des carrées des
résidus.

m « Une équation de la droite de régression
(D)deYenXest: y—¥y=alx—x), va

Cov(X;Y) _ 0Oxv_

0= TG~ (0n)

« Une équation de la droite de regres- ' M
sion (D’) de Xen Y est: |

=
y:‘—o—~ L=

x—x=a(y—>); P I
ou ' =——-—COV (X;Y) = _Oxv_ - P .I'Tr-t
VO T (o) 0|}
« Les droites de régression (D) et (D’)
passent par le point moyen G{X:V )

A

Y=

m On appelle coefficient de corrélation linéaire d'une série statistique double

; Cov(X:Y) 0 xv
(X:Y), le nombre réel noté rtelgue:;: r=s———— = F. %X 0v *
| q IVXV(Y) 9xX0

« Si 72 =1, les droites de régression (D) et (D) sont alors confondues. |
On dit que I'ajustement est parfait.
« 510,87 <|r|<1,onditquily aune bonne corrélation ou une forte ‘
corrélation.
« r2=qa d'ou|r|=yaa’ ‘

5'il existe une forte corrélation entre deux variables X et Y, alors on peut estimer la valeur l
d'une variable si 'on connait la valeur correspondante de ['autre. ‘
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E;ercices

Exercices de renforcement

"4 Ondonne la série statistique suivante :
x 1 2 5 rd 11 13

{

y 2 i 6 9 14 | 17

=4

1. Représente dans un repeére orthogonal le nuage de points associé a cette série statistique.
2. Détermine le point moyen G de ce nuage.

2 Ondonne la série double suivante :
Année x, 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | 2020
Part y (en%) | 5.9 89 8,6 8,5 92 | 1 | 11,2 | 135 18 | 24,8

1. Représente dans un repere orthogonal le nuage de points M (x , ) associé a cette série statistique.
2. Détermine une equation la droite de régression de v en x par lo méthode des moindres carrés.

&' On donne la série statistique double suivante ol A remplace Yo
[x | 1,2 | 1,4 | 1,6 [ 18 2
v | 13 12 | 14 16 k

Par la méthode des moindres carrés, on a obtenu une équation de la droite (D) de régression de Y en
X, & savoir : v =9x + 0,6. Détermine la valeur de .

L

4 On suppose que la quantité offerte sur le marché, exprimée en milliers d’unités, d’un produit fabriqué
par une entreprise, est proportionnelle au prix unitaire exprimeé en dinars.
1. a) Complete le tableau suivant sachant que pour un prix de 2,5 dinars, la quantité offerte sur le
marché est 280000 unites.

X : prix unitaire | 2,15 2,26 2,40 2,57 2,63 2,73 2,82 2,90

Y : Quantite
offerte

b) Détermine une equation de la droite (D) de régression de Y en X par la méthode des moindres
carrées.

2. Dans le tableau ci-dessous, on a recueilli le nombre d'unités demandées (en milliers d'unités)

en fonction du prix unitaire exprimé en dinars.

X': prix unitaire | 2,15 2,26 2,40 2,57 2,63 2,75 2,82 | 2,90
Y’ : Quantité demandée [ 360 345 325 300 290 275 265 250

Détermine une équation de la droite de régression de Y' en X'
3. Détermine le prix d'équilibre, c'est-a-dire le prix pour lequel 'offre est égale a la demande.

'8 Le tableau suivant donne l'effectif de la population scolaire des éléves des classes de Terminale d'une
circonscription du mois d'octobre 2016 au mois d’octobre 2021.

X:Annee 2016 2017 | 2018 2019 2020 2021
Y : population de terminale | 67755 | 74581 | 79266 |76138 |80123 | 90087

1. Détermine une équation de la droite (D) de régression de Y en X par la méthode des moindres carrées.
2. Donne une estimation de la population des classes de terminale au mois d'octobre 2030.

8" Détermine la droite de régression de Y en X avec les données suivantes :

el 07 | 13 | 18 | 24 | 29 | 35
¥ 4 51 1 63 | 86 | 94 |116

Lecon 11

Statistique a deux variables




' Le tableau suivant donne le poids d'un

'8 Le tableau suivant donne la tension artérielle

nourrisson, quelques jours aprés sa naissance.

Xl 5 7 10 | 14 | 18 | 22 | 26

i

v |3,61]3,70|3,85|3,90|4,05|4,12|3,5

1. Représente le nuage de points associé &
cette série.

2. Calcule le coefficient de corrélation linéaire
des caractéres X et Y.

3. Détermine une équation de la droite de
régression de et représenter cette droite.

4. Donne une estimation du poids du nourrisson
30 jours aprés sa naissance.

T en fonction de I'dge A d'une population.
a | 36 | 42 | 48 | 54 | 60 56‘

1

t, |18 14 [126| 15 [155 (151

I

11
1. Représente le nuage de points associé a '

cette série.
2. Calcule le coefficient de corrélation linéaire. |
La corrélation est-elle forte ? ‘
3. Détermine une équation de la droite de

régression de T en A et une équation de la droite |
de régression de A en T. Trace ces deux droites.

4. Estime la tension artérielle d'un individu agé
de 70 ans. |

Exercices d'approfondissement

On donne la série double suivante, relative aux
voitures selon leur puissance Y et la durée des
pneumatiques X (en millier de kilométres).

1. Calcule le coefficient de corrélation linéaire.
2. Un ajustement affine par les moindres carrés
est-il justifié ?

3. Détermine les droites de régressions de Y en
XetdeXenY.

1
v X 2 3 4 Total
20 0 8 30 38
25 5 20 7 32
30 25 3 2 30
Total 30 31 39 100

La resistance & l'avancement d'un poids lourd
est une fonction de la vitesse. L'objet de

cet exercice est de déterminer lo meilleure
expression possible de cette fonction dans un

intervalle de vitesse compris entre 10 km/h et
100 km/h. Cette résistance est mesurée en kW.
Les résultats de ces mesures sont consignés
dans le tableau ci-dessous.

V (km/h) 10 20 30 40
R (kw) 2,6 58 9.9 15,4

50 60 70 80 90
23,6 | 345 49 67,2 89,1

1. Dresse le tableau des valeurs de la série (X,Y),

oux=wew:%.

2. Donne le coefficient de corrélation linéaire
entre X et Y et une équation de la droite de
régression de Y en X.

3. Déduis-en une relation entre R et V.

4. Donne une évaluation de la valeur de R pour
une vitesse de 100 km/h.

Une entreprise envisage la fabrication d'un
nouveau produit. Une étude a permis d’établir
le tableau suivant o0, pour différentes
observations, X désigne la quantité de produit
que la clientéle est disposée & acheter, et Y le
prix de vente (en millier de FCFA) d’une unité.

X | 350 | 400 | 450 | 500 | 550 | 600
Y [ 140 120 (100 95 | 85 | 70

1. Calcule le coefficient de corrélation.
2. Détermine une équation de la droite de
régression de Y en X. (Les coefficients seront
arrondis @ 10 ! prés.)
3. Soit 1(x) la recette correspondant @ la vente
de x articles au prix unitaire y.
a) Justifie que : (x) = (226,5 - 0,3x)x.
b) Etudie les variations de la fonction 1
définie sur R par : flx) =-0,3x% + 226,5x.
¢) Déduis-en le prix de vente pour lequel la
recette est maximale. Calcule cette recette
maximale.

Un pharmacien observe, durant les 6 premiers
mois de l'ouverture de son officine, le chiffre
d’affaires en millions de francs CFA. Le résultat
de l'observation est résumé dans le tableau
suivant ou X désigne le rang du mois et Y le
chiffre d’affaires correspondant.

X 1 2 3 4 5 6
ey T2 | 13 | 15 | 19 | 21 | 22
1. Représente graphiquement le nuage de

points de cette série statistique double ainsi
que le point moyen G.
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2. Calcule la variance V(X) et la cov(X,Y) de X et
Y (les resultats seront donnés sous forme de
fractions irréductibles).
3. a) Détermine une équation de la droite de
régression (D) de Y en fonction de X.

b) Trace la droite (D).
4. Donne une estimation du chiffre d’affaires
de cette pharmacie @ la fin du 7°™ mois.

Les dépenses x et les chiffres d'affaires ¥,
bimensuels d'une grande entreprise ont donné
en 2020 la nomenclature suivante, aprés une
étude statistique ; les montants étant exprimés
en dizaines de millions de francs CFA.

x| 12 17 11 13 31

20

i 99 | 1300 92 | 108 || 232

150

1. Construis le nuage de points M (x , v )dans un
plan muni d’un repére orthogonal. Tu prendras
en abscisse : 1 cm pour une dizaine et en
ordonnées 1 cm pour 20 dizaines de millions et
comme origine du repére (10 ; 90).

2. Calcule le coefficient de corrélation 7 de la
série statistique. Que peut-on en déduire ?
3. Détermine les équations des deux droites de
régression de y en.x et de .y en v par la méthode
des moindres carrés. |
4. Quelle sont en deux mois : ‘
a) la dépense si le chiffre d"affaires bimensuel
est 2 milliards de FCFA ?
b) le chiffre d'affaires si la dépense
bimensuelle est 300 millions ?

Le tableau ci-dessous décrit le nombre moyen 1
d'objets qu'un ouvrier commencant a travailler
sur une chaine de montage produit en un jour, |
le ¥*™ jour ou il travaille sur cette chaine.

X 1 3 5 T 9

¥ 27 41 46 48 49

1. Le plan (P) est muni d'un repére orthogonal
d'unités graphiques 1 ¢m pour un jour en
abscisse et 1 cm pour 5 objets en ordonnée.
Dans le plan (P), représente le nuage de points
associé a la série statistique (v , v')
2. Détermine les coordonnées du point moyen
G de ce nuage et place-le sur le graphique
précedent.
3. a) Détermine une valeur approchée a 10
prés du coefficient de corrélation linéaire de la
série statistique (X ;Y).
b) Un gjustement affine de ce nuage de |
points est-il acceptable ? Justifie la réponse. |
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c) Donne une équation de la droite (4) de
régression de Y en X par la méthode des
moindres carrés,
d) Représente la droite (4) sur le graphique
précédent.
4. Détermine le nombre de jours qu'il faut & cet
ouvrier pour produire 68 objets ?

Avant de partir en vacances, une personne
entreprend un régime afin de perdre du poids,
en suivant les conseils d'un nutritionniste.,
Elle se pése réguliérement & la fin de chaque
semaine de régime, le méme jour, a la méme
heure. Elle note I'évolution de son poids dans
un tableau :

Rangde la semuine:x“ 3 Z 3 I 4
Poids : ' (en kg) 63 |62,6 61,4 | 61
| |
5 6 7 8
61,2 60,6 60,4 59,8

1. Représente le nuage de points associé a
la série statistique (v , v) dans un repére
orthogonal. Tu prendms 1,5¢cm pour1semaine
en abscisse ; 0,5 cm pour 1 kg en ordonnée.,
De plus, tu gradueras l'axe des ordonnées a
partir de 59.
2. Calcule les coordonnées du point moyen G du
nuage et place-le sur le graphique précédent.
3. a) Détermine la valeur arrondie & 10 - prés
du coefficient de corrélation linéaire de la série
(x , ). Un ajustement affine est-il justifié ?
b) Détermine une équation de la droite
d'ajustement offine de v en x par la méthode
des moindres carrés.
4. On admet que cette droite constitue un bon
ajustement affine du nuage de points pendant
10 semaines.
a) Construis cette droite sur le graphique.
b) La personne voudrait atteindre le poids de
59 kg. Si son régime dure 9 semaines, selon
les conditions ci-dessus, aura-t-elle atteint
son abjectif ?

On a relevé dans le tableau ci-dessous, les
poids (en Kg) respectifs de 6 péres et de leurs
fils ainés.

| Poids du pere (X) | 62 | 70 | 68 | 69 | 71
|Poids dufils (Y) | 65 | 68 | 71 | 68 | 73

Quel poids devrait avoir le fils ainé d'un homme
qui pése 87 Kg ?

Statistigue a deux variables
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On a relevé dans le tableau ci
Pintensité de travail (en Kilojoules par minute)
et la fréquence cardiaque de 8 personnes.

[Intensité de travail X | 96 | 12,8 | 18,4
‘Fréquencecardiaque\’ 70 86 S0
(312 [ 368 | 47.2 | 496 | 568
106 | 120 | 128 | 144 | 154 |

Quelle devrait étre l'intensité de travail d’'une
personne dont la fréquence cardiague est
égale @ 987

On considére |a série statistique double ci-aprés:
X | 351403565 n|65]85|90]
¥l 3 £ 5 |10| 8 |13 |14 | 15

1. Détermine l'entier naturel n sachant que
la droite de régression de Y en X passe par le
point moyen d'abscisse 65.

2. Calcule le coefficient de corrélation linéaire
des caracteres X et Y.

3. Détermine une équation de la droite de
régression de X en Y. |

Soit une série statistique (v, ; ) & deux
variables aveci €{1;2;3;4;5). La méthode |
des moindres carrés a permis de trouver les
droites de régression (D) de Y en X et (D') de X
en Y telles que: (D') : y=-0,7x+ 5,6 et
(D): x=-1,25r+25.
1. a) Calcule les coordonnées du point moyen
associé a cette serie.
b) Déduis- en les valeurs des expressions ;
T ¥, et T Vi

= 1 l

a
2. On sait que E % =3130
5
et > %,

Déduis-en Cov{x ; y') puis '_.\_‘ Xy
I= =1

Les droites de régression d'une série double sont :
Droite de régressionde XenY (D,) :x=1,25v - 7.8,
Droite de régressionde Yen X (D,): v= 0,75x+1,3. |
Calcule les coordonnées du point moyen du

nuage de points ainsi que le coefficient de
corrélation linéaire.

|
1,2, 3, 4 et 5 représentent les cinq valeurs d'une |
|

variable X d’une série double (x ; V).
On admet que le coefficient de corrélation f

lineaire est r = 0,8 et que la droite de régression |
de Y en X par la méthode des moindres carrés |

22

23

24

a pour coefficient directeur ¢ = 0,425. Calcule la
convariance Cov(y, v) et la variance de v.

On considére le tableau statistique suivant :

ENEE 42 | 48 | 54 | 60 | 66
'| T [118] 14 [126] 15 15,5 | 15,1

On donne X =75 et Cov(x, v) = 20.

1. Trouvex, etx,.

2. Deterrnme le coefficient de corrélation
linéaire et interpréte-le.

3, Etablis une équation de la droite de régression
de v en fonction de x.

4. Quelle serait la valeur de y pour x =507

L'étude du poids P de la larve d'un insecte
mesuré en fonction de I'dge X a conduit au
tablequ suivant :

Ximois) [ 1 [ 2 | 3 | & 5 |
\P(mg) 7 13 25 47 88

1.0n pose v = In P, ot In désigne le logarithme
népérien.
a) Calcule les différentes valeurs prises par
v & 10° pres.
b) Représentele nuage de points représentant
la série (X, Y) dans un systeme d'axes
orthonormés (unité 2cm) puis places-y le
point moyen G du nuage.
2. Détermine une équation de la droite de
régression de Y en X,
3. Si l'évolution se poursuit dans les mémes
conditions, détermine le poids de la larve au
bout de six mois.

Le mur d'une habitation est constitué par une
couche de béton et une couche de polystyréne
d'épaisseur variable x en {cm).
On o mesuré la résistance thermique R de
ce mur pour différentes valeurs de x et l'on a
obtenu les résultats suivants :

] 3 [ 5] 7 |9 |11]13
R | 2,04 | 269|306 390|409 616
16 21
2,04 | 669

1. Représente graphiquement cette série (x en
abscisses et R en ordonnées). Peut-on envisager
un ajustement affine ?

2. Calcule le coefficient de corrélation linéaire

entre x et R. Conclus.

Legon 11 il Statistique a deux variables



aercf ces

3. Détermine par la méthode des moindres
carrés, une équation de la droite de
régression de R en x. Représente cette droite
(en justifiant sa construction).

4, Quelleresistance thermique peut-on espérer
obtenir avec une couche de polystyréne de
23cm?

25 Une épidémie s'est déclarée dans une ville de

200.000 habitants. On a d'abord supposé que
chaque malade peut contaminer 5 personnes
par jour.

1. Combien faut-il de temps pour que tous les
habitants de la ville soient touchés ?

2. On a enregistré chaque jour le nombre de
cas qui se sont déclares. Au septieme jour, le
tableau des résultats réels a été comme suit :

A HEEIREIEIER
Wy 4 | 13 | 38 | 106 | 330 | 965 | 2920
ln(p‘f) 14126|136|47|58)|69 8

X, représente le numéro du jour.
Vv, représente le numéro de cas enregistrés.
On pose : z; = In{v,).
a) Donne une équation de la droite de
regression de Z en X. Tu arrondiras les
coefficients a 10 .
b) Déduis-en une relation entre v et x de la
forme Y =B.A"
3. Si la copacité hospitaliére de la ville est de
7000 lits, a quel jour les services hospitaliers
seront-ils depasses ?
4. Combien de jours faut-il pour que tous les
habitants de la ville soient atteints, si aucune
mesure n'est prise pour stopper cette épidémie ?

26 Le tableau suivant donne le taux y (exprimeé en

%] de sortants du systéme éducatif sans aucun
dipléme ou avec le niveau de fin de primaire,
rapporté au total des sortants.

Année | 1990|1991 | 1992 | 1993 | 1994 |
pongseel 1 | 2 | 3 | 4 |
l'annee .
Taux v | |
Y 121,3]185| 172|166 | 154
(en %) | |
1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999
6 | 7 8 9 10
153 | 13,2 | 142 | 136 | 134 |

1. a) Représente la série (x ;v ) dans un
repére orthogonal d'unités graphiques 1 cm
en abscisse et 0,5 cm en ordonnée.

Lecon 11
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b) Quel type d’ajustement suggére la forme
de ce nuage ?
2.0n pose ¢ = In(x) et on considére la série
statistique (¢ ; v).
a) Donne une équation de la droite de
regression de 1 en 7. On arrondira les
coefficients @ 10 2.

b) Déduis-en une relation entre y et x de la
formev=alnx+h.

c) Estime le taux de sortants non diplémés
en 2007.

L'entreprise Nile est spécialisée dans la livraison
de produits conditionnés en colis cartonnés. On
a observé ['évolution du nombre de colis livrés
par cette entreprise entre 2005 et 2013 :

Année | 2005 | 2006 | 2007 | 2008
delombe | 1 | 2| 3|
”gg“gﬁé"- 7438 | 9015 | 9948 | 10854
2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013
5 6 7 8 9

112309 | 12740 | 13622 | 13958 | 14630

1.Represente graphiquement la série (v ; v) dans
un repére orthogonal (1 cm pour 1 année en
abscisse et 1 cm pour 1000 colis en ordonnée).
2.0nposet=In(x} etz =In(y). On s'intéresse
a présent a la série statistique (!J 2

a) Calcule le coefficient de corrélation

linéaire de la serie (1 ;z).

b) Determine une équation de la droite de

régression de = en f par la méthode des
moindres carrés.

c) Déduis-en une relation entre 1 et x de la
forme 1= aXp.

d) Déduis-en une estimation du nombre de
colis livrés en 2022.

On donne la série statistique suivante :

Ml 1 |2 [ #] &« | s
Y 5 | & | 1 3 | 2

1. Représente le nuage de points.

2. Devine le signe et la valeur du coefficient
de corrélation.

3. Calcule le coefficient de corrélation, la
pente et l'ordonnée a 'origine de la droite de
regression.

Statistigque a deux variables
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Dans un TP de physique, on a les données
suivantes :

X 0 0,5 1:0 1,5 1,9
m 0 10 20 30 40
m/é:{/ A
= —
\ —

1. Représente le nuage de point.
2. Determine la droite de régression /m en x.
3, Détermine x si n = 51.75 Kg.

Le tableau suivant donne 'évolution des
ventes de lait, en hectolitres, dans une
région pendant cing années consécutives.

' Rang de

l'année: x 5 2 4

' Volume des
ventes en
hectolitres

114671 | 114772 | 115621

| 4 5

114671 | 116321

1. Détermine par la méthode des moindres
carrés, une équation de la droite de régression
de v en x sous la forme v = ax + b,

Les coefficients « et b sont a arrondir & 107",
2. A l'aide de I'équation précédente, estime le
volume des ventes I'année de rang 6.

Arrondis @ l'unité,

Le tableau suivant donne I'évolution du nombre
de clients d'une entreprise de vente par internet
pendant cing années consécutives.

Rang de l'année 13, 1 2 3

Nombredecljents:_r{ 2463 | 5817 | 11210
4 5

20620 | 34900

1. Determine par la méthode des moindres
carrés, une équation de la droite de régression
de yen.x.

Lecon 11 Statistique & deux variables
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Les coefficients @ et b sont a arrondira 10 .
2. A l'cide de I'équation précédente, estime le
volume des ventes l'année de rang 7.

Arrondis & l'unité.

Le tableau suivant donne les résultats obtenus
4 partir de 10 essais de laboratoire concernant
la charge de rupture d’un acier en fonction de
sa teneur en carbone,

|
IRREURER 70 | 60 | 68 | 64 | 66
carbone : x !
Charge de rupture 87 | 711 79 | 74 | 79
(en kg) Y |
64 | 62 |70 | 74 | 62
80|75 | 86|95 | 70

1. Représente graphiquement le nuage de
points de coordonnées (x ;v ).

Tu prendras en abscisse 1 cm pour une unité
en représentant les abscisses a partir de la
valeur 60 et en ordonnées 1 cm pour 2kg, en
représentant les ordonnées a partir de 70.

2. Calcule les coordonnées du point moyen de
ce nuage.

3. Détermine la valeur approchée (arrondie a
10 %) du coefficient de corrélation linéaire de la
série statistique de variables x et y.

4. Détermine par la meéthode des moindres
carrés, une équation de la droite de régression D
de v en x. Les coefficients @ et b sont a arrondir
o J £

5. Trace la droite (D) sur le graphique.

6. Un acier a une teneur en carbone de 77.
Donne une estimation de sa charge de rupture.

Pour étudier la progression d'une épidémie de
grippe, une enquéte est faite auprés d'un
échantillon de 1000 personnes. Le tableau
ci-dessous donne le nombre N{/f) d'individus
ayant été contamines, d la date 7 et exprimée
en jours.

{ 1 2 5 10

‘ 15 | 20
NG| 88 | 172 | 306 | 420

485 | 500

On considére qu'aprés 20 jours, |'épidémie est
terminee. C'est-a-dire que le nombre total de
personnes ayant été contaminées ne varie plus.
1. @) Dans un plan muni d'un repére orthogonal,

place les points de coordonnees (7. N(1)).




(Unités graphiques 0,5 ¢cm pour 1 jour en
abscisse et 1 cm pour 50individus en ordonnée).
b) Détermine la valeur arrondie 10 ~* du
coefficient de corrélation linéaire de la série
statistique double donnée dans le tableau.
Un ajustement affine est-il envisageable ?
¢) Détermine une équation de la droite

de régression de N en 7 et trace-la. Les
coefficients seront arrondis a l'unité.
2. On considére la fonction définie sur [0 ; 40]
par: f (x) =500(1 - e %)
a) Recopie et compléte le tableau suivant
(les resultats seront arrondis d l'unité).

¢ |1]2]5|10][15]20]30]40]
1) I |

b) Trace la courbe représentative de / dans le
repére précédent.

c) Détermine graphiquement quelle est, de
la droite de la premiére question ou de la
courbe précédente, celle qui ajuste le mieux
le nuage et utilise-la pour indiquer la date @
laquelle le quart de la population étudiée a
déja été atteint.

34 Le tableau suivant correspond aux émissions

de gaz a effet de serre (en millions de tonnes
équivalent CO) relevées en France.

Année 1999 | 2000 | 2001 | 2002
Rangdel'année | 1 2 | 3 4
Emissions GES | 565 | 561 | 563 | 554

2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008
5 6 7 8 9 | 10
558 | 557 | 561 | 545 | 535 | 532

(source : Ifen).

1. Calcule les coordonnées x et '
du moyen G.
2. On souhaite ajuster le nuage de points par
une droite (D) passant par le point G.
a) On admet que (D) a pour coefficient
directeur - 3,33.
On note 1 = - 3,33x + b une équation de (D).
Calcule le nombre b.

b) En supposant que lo tendance observee
sur ces dix années se poursuive, estime la
quantité d'émissions de gaz a effet de serre
en France en 2015.

35 Dans le circuit électrique ci-dessous, un

générateur de tension réglable permet
d'obtenir les mesures résumées dans le
tableau suivant, ot U est la tension (en V) aux
bornes du résistor et I l'intensité du courant
dans le circuit (en A).

s O

u | o[ 1 [ 2| 3 | 4

() 0 |0,039)0079| 0,118 | 0,160

5 5 | 7 8 9
0,198 | 0,238 | 0,277 | 0,316 | 0,355

a) Détermine une équation d’'une droite
d'ajustement du nuage de points

(les résultats seront arrondis a 10 ).

b) La loi d’'Ohm s'écrit U = RI avec U en V,
Ren W et I en A. Déduis-en la valeur de lo
résistance R du résistor.
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36

37

38

gxercices

Les chiffres d'affaires d'une entreprise de
I'année 2008 @ 2012 sont représentés dans le
tableau suivant : x, désigne le rang de l'année |
et le chiffre d'affaires en millions de francs. |

Année 2000 | 2009 | 2010
Rang de 'année (X) 0 1 | 2
Chiffre d'affaires en

millions de francs (Y) 504 | 504 | 504
2011 | 2012

3 4

¥ 735

Une équation de la droite de régression (D) de
Yen Xest:y=573x +516,2.

1. Détermine les coordonnées du point moyen G.
2. Déduis-en la valeur de v,

3. En quelle année l'entreprise pourrait-elle
atteindre le chiffre d'affaires de un milliard
quatre cent trente-trois millions ?

Lors d’'un test, les notes obtenues par 4
candidats, aux épreuves de chant et de
musique, sont indiquées dans le tableau
suivant.

Musique (x) a 3 6 9
Chant (1) 2 4 5 B

1. On sait que le point moyen associé a cette
série statistique a pour coordonnées

X =5etY =4,5.

Détermine les notes « et 3 respectivement
obtenues par deux candidats differents en
musique et en chant.

2. Détermine le coefficient de corrélation
linéaire de cette série. Interpréte le résultat
obtenu.

3. Détermine une équation de la droite de
régression de v enx.

Le tableau suivant indique, pour une méme
distance les variations des quantités 3
d’essences consormmeées de certaines voitures
suivant leurs puissances x (x est exprimé en
chevaux ety en litres).

ol 1% | & | 68| F B9 |10

¥

y. |10 (12|20 |23 26|30 (32|35

=

1. Représente graphiqguement le nuage de
points associe a cette série dans un repere
orthogonal : 1 cm sur I'axe des abscisses

représente 1 cheval ; 1 ¢cm sur 'axe des
ordonnées représente 5 litres.
2. Calcule les coordonnées du point moyen G
et place ce paint dans le méme repére.
3. a) Calcule le coefficient de corrélation
linéaire r associé a cette série statistique.
b) Interprete ce resultat.
4. Par la méthode des moindres carres,
détermine une équation de la droite de
régression de y enx.
5. a) Donne une estimation de la quantité
d'essence consommeée par une voiture de
puissance de 12.
b) Donne une estimation de la puissance
d'une voiture qui a consommee 50 litres
d’essence pour cette distance.

Votre professeur d'Histoire-Géographie vous
donne le tableau suivant, publié en aodt 2019
dans une revue économique, donne la part du
temps partiel au sein de la population active
(les valeurs pour 2020 et 2024 sont le résultat
d'une estimation).

Année x 2000 | 2005

Part du temps partielen%:y, | 8,3 | 11

20010 | 2015 2017 2020 2024
12 156 | 16,8 18 20

On étudie la serie statistique (x , 1)

pour 2000 < x < 2017.

En utilisant tes connaissances en statistique,
dis si les estimations pour 2020 et 2024 faites
par la revue sont exactes.

1.7 =-0,98.

2.v=0,3x+226,5
3.a)six—y
Ona r={x)=x = y=(-03x+2265)x

) 2.6(5;42,2)

3.0) =089
b) 0,87 <| | £ 1 l'ajustement affine est
acceptable.
c) (D) y=2,55x+ 29,45
4. Pour g = 68 il faut 16 jours au moins pour
les produire.
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Les fractales ? .
En mathématiques, ces curiosités géometriques sont des figures dont les v
détails se répéetent a toutes les echelles. Autrement dit. si on zoome sur une

partie d'une fractale, on retrouve une structure qui se reproduit encore et encore.
de plus en plus petite... jusqu'a I'infini. Il existe plusieurs types de fractales. Certains
sont définis par une relation de récurrence liant des nombres complexes entre eux

SITUATION D'APPRENTISSAGE

A Dans un lycée moderne, lors d’'une séance de
59 cours, un professeur de mathématiques d'une
classe de Terminale D construit quatre points
4] dans un repére orthonormé direct comme sur la
B K figure ci-contre.

g * . Il affirme que l'on peut vérifier que ces points
appartiennent @ un méme cercle ou pas a 'aide

& des nombres complexes.
1) x x Impressionnés par les propos de leur professeur,
t K les éleves de cette classe décident d'étudier le
- : - - - - - lien entre les nombres complexes et la géométrie.
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HABILETES ET CONTENUS

Connaitre
Les caractérisations complexes :
« de points alignés
s de deux droites paralléles
« de deux droites perpendiculaires
« de triangles particuliers
« de points cocycliques
Determiner
« des lieux géomeétriques @ l'aide de
nombres complexes
« la nature d’'un triangle, d'un quadrilatére
en utilisant les caractérisations complexes
Construire

des lieux géomeétriques

2 Nombres complexes et transformations
du plan

Connaitre

« la définition d'une similitude directe
« les éléments caractéristiques d'une
similitude directe
« les formules relatives a l'écriture complexe :
- d'une translation
- d'une symétrie centrale
- de la symétrie orthogonale par rapport
a l'axe des abscisses
- de la symétrie orthogonale par rapport
a I'axe des ordonneées

- d'une homothétie de centre Q et de rapport &

- d'une rotation de centre Q et d’angle 6
- d'une similitude directe

Reconnaitre
Iécriture complexe :
- d’une translation
- d’'une symétrie centrale
- d’'une symétrie orthogonale par rapport &
I'un des axes de coordonnées
- d’'une symétrie orthogonale par rapport a
l'axe des ordonnées
- d'une homothétie
- d'une rotation
- d'une similitude directe
Determiner
« l'écriture complexe :
- d'une translation
- d'une symétrie centrale
- d’une symétrie par rapport & l'un des
axes de coordonnées
- d'une homathétie
- d’'une rotation
- d'une similitude directe
« l'image d'un point, d'un segment, d'une
droite, d'un cercle, d'un angle, par une trans-
formation dont on connait 'écriture complexe
« les élements caractéristiques, connaissant
|'écriture complexe :
- d'une translation
- d’'une symétrie centrale
- d'une symétrie par rapport @ 'un des axes
de coordonnées
- d’une homothetie
- d’'une rotation
- d'une similitude directe

Construire

I'image d’un point par une similitude directe

INSTALLATION DES HABILETES

o | Nombres complexes et configurations du plan

1.1. Vecteurs du plan et angles orientés

Le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (O, I, J).
1. Soient A et B deux points distincts du plan, repérés par leurs coordonnées respectives (x,;1,)
et (x, ;1) et d'affixes respectives =, et z,.

a) Compare Zus et z, - z,. Déduis-en AB en fonction de =, et =,..

b) On admet qu'il existe un unique point M du plan tel que :
AB=0M et (OI,AB)=(0I,OM).

Exprime mes ( Ol, AB ) en fonction de arg zx& puis de arg(z, = 2,).

Legon 12 Nombres complexes et geometrie




2. Soient A, B, C et D quatre points du plan telsque A=B et C#D.

a’“a’-c Et-n

On admet que (AB.CB )=(01.C0O)-(0OLAB).

a) Exprime g—g en fonction de =

Zco —"c

b) Exprime mes ( A_B' CD ) en fonction de arg T puis de e

Pour tous points A, B, CetD du plan, d'affixes respectives z, ,z,,z et z,,ona:

* ZA5=1Z, —,A sAB=|z,~z,|.
« mes (O1,AB )= argzas +2kn=arg(z, - z,) + 2kn [k € Z).
CD - Zp=Fkc
] * AB -.B*-A

mes {_B' CD) =arg =2 =+ 2kn = arg = "c + 2kn [k € Z].

ExerCices de ﬁxation D Ty #

Réponds par vrai ou par faux a chacune des | %) A et B sont deux points d’affixes

égalités suivantes. respectives 2 + 3/ et 3 + 2i.
Soient E # F et G # H quatre points du plan

d'affixes respectives z, , z,, z_et z,, . Alors,
a) zer=z,-z ; b)EF= ]—r |- I‘EI ®® M, N, Qet P sont des points d’affixes res-

Détermine AB et mes (O1.AB ).

<) EF HG :;%}_::'-E pectives 27,1+, y3+2i et /3+1,
d) mes | m’ﬁﬁf) = Ofg(:Ei—‘ ) + k2n IA_ € 7] Determine mes| ﬂd‘ﬁ@' 1
e) mes( EF, Gﬁl*arg e +£2n[!\EZ]

1.2. Caractérisations complexes de points alignés, de droites paralléles, de droites
perpendiculaires et de points cocycliques

1. On donne la figure 1 ci-contre. ~
Les points A, B et C sont alignés.
Détermine l'affixe de chacun des points images A, B
et C, puis calcule le nombre complexe suivant :
Zc—ZA
P s
2.0n donne la figure 2 ci-contre.
a) Donne la position relative des droites (CF) et (AD).

b) Calcule : Figure 1
ZF—Z¢ : /
ZD—Z2A N . ) —1 A T'\ | //;
¢) Donne la position relative des droites (ED) et (BC), )
puis de (CF) et (AB) et détermine =2>—==. ) O l
- = “IE L . F
3.0n donne M, N, Q et P des points d’affixes N K S 1S
respectives —y2+iy2, —y2—iy2,-2iet2. | D ?_.f" ‘ N
a) Justifie que les points M, N, Q et P sont sur le ot 2l e
cercle de centre O et de rayon 2. A T~ 2 - P
. Zao—ZM Zo—2 b
b) Détermine Z2-=": 82N, B — o
2 ZMm " Zp—2ZN S
Figure 2
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Pour tous points A, B, C et D du plan deux a deux distincts, d'affixes respectives =, ,
Z.. 2. etz , on admet que:
ZE—CA

« A, B et C sont alignés si et seulement si o —=, estun nombre reel non nul.

« Les droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si =°— — estun nombre réel
non nul. -

« Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seulement si
nombre imaginaire pur non nul.

« Les points A, B, C et D sont cocycliques ou alignés si et seulement si

20— Z¢

———— estun
=BT =A

‘ig—:'if:‘ ;- *“f;—_-* est un nombre réel non nul.

Exercices de fixation . —

9 Soient E, F, G et H quatre points deux & deux distincts du plan d'affixes respectivesz .z, z etz
Recopie et compléte chaque phrase par : cocycliques ; alignés ; perpendiculaires ou paralléles.

1 f—‘;’—_:-; = ~7,doncE, FetGsont..
2 ZHTZE , SHTIF

= 7 ,donc E,F, GetH sont..

" Ze—2 T Ta—8F

3. =1=F =3 donc les droites (EH) et (FG) sont...

26— ZE
3 ﬁ = 21, donc les droites (FH) et (EG) sont...

Y On considere les points A, B, C et D d'affixes On consideére les points L, M, N, Q et P
respectives z, , z,, z_et =, définies par : d'affixes respectives z, , z,,, 2, , et z,
z,=-2-10i,z,=8- 6-’.-, 6+6i et définiespar:z,=9,2,=3+3i,z,=5-3i,

=_4+2fl :a:_l_sf. et:‘;:_l.
Démontre que les droites (AB) et (CD) sont 1. Démontre que les droites (MQ) et (NP)
paralléles. sont perpendiculaires.
2. Démontre que les points L, M, P et Q sont
cocycliques.

1.3. Caracterisations complexes des triangles particuliers.

1. Soient E, F et G trois points du plan tels que : z, =/, =, =-1+ 2/jetz =1+ 2i.

a) Détermine EE puis déduis la nature du triangle EFG.

b) Ecris le nombre complexe £9 _EE sous la forme exponentieile.

2.5oient P, Q etR tr0|s ponnts du plantelsque:z, =2,z = —1+iy3 etz,=—1-i/8.
a) Détermine 5 O etarg = _“P . Déduis-en la nature du triangle PQR.

b) Ecris le nombre compiexe 3-5:% sous la forme exponentielle.
3. On donne la figure ci-contre sur laquelle les triangles ADB et
BDC sont tous deux rectangles en D.

a) Donne les affixes des points A, B, C et D. 2 A _
b) Détermine la nature des nombres complexes D
Zp—2Zp et Z8—2D 1
Zr—2ZD Ze—==D

c) Datermine

2 i ::27:::'; et déduis-en la nature finale 0 yz 3 s\\s =
du triangle BDC. B C
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Pour tous points A, B et C du plan deux a deux distincts, d'affixes respectifz, , z et =,
on admet que:

« Le triangle ABC est isocéle en A si et seulement si 5—=" =¢” ousi—Zr=e ",
avec ) € .
« Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si 22— =¢'5 ou 2=k =e¢'5.

« Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si Z2=—=2 € R*.

= Tk

« Le triangle ABC est rectangle et isocéle en A si et seulement si ‘;:'z:"-__: =i
o= ==l |

Exercices de fixation

Soient M, N et O trois points deux @ deux distincts du plan d'affixes respectives z,, , z, et z,..
Réponds par vrai ou par faux.

1. ::%;—f:["—) =—i, donc le triangle OMN est isocéle et rectangle en O.
2. %’f%i = 2i, donc le triangle OMN est isocéle en O.
3, 2278 = »'5 donc le triangle OMN est équilatéral.

=M T =N

4, ':L*_-E—; =2¢'c , donc le triangle OMN est isocéle en O.

M-

B On considére les points A, B et C d'affixes On considére les points M, N et P d'affixes

respectives z, , =, et =_ définies par: respectives =, , z, et z, définies par :
2=142i,z,=2+i, et z.= 243 +(1+J3)i. Z, ==L ¥bi, 2 =2+, etz, =2
Démontre que le triangle ABC est rectangle Démontre que le triangle MNP est isocéle et
en B. rectangle en P.

1‘_9 Nombres complexes et transformations du plan

2.1. Transformations elémentaires du plan

Le plan est muni d'un repére orthonorme direct (0, I, J).

1, On donne un point M du plan d'affixe = tel que = = x + iv et un point Q d'affixe .
a) Place M et exprime en fonction de =, les affixes des points M, et M, , images respectives de M par

la symétrie orthogonale d'axe (O1) et symétrie orthogonale d'axe (0J).
b) Soient A et A’ deux points du plan symétriques par rapport au point €.
On rappelle que A, A’ et Q vérifient la relation suivante : QA = -QA.
En utilisant les écritures complexes des deux vecteurs, exprime z, en fonction de z, et w.
Déduis-en |'écriture complexe de la symétrique centrale de centre O.
2. Soit #; la translation de vecteur 11 d’affixe b.
On rappelle que pour tous points A et A’ du plan, A'=1; (A) < AR = 1l .
En utilisant le second membre de 'équivalence, donne I'expression de =, en fonction de =, et h.
3, Soient /1,  'homothétie de centre Q) d'offixe o et de rapport o et A et A’ deux points du plan.
On rappelle que A'= /1, (A) = QA" = QK.
En utilisant les écritures complexes des deux vecteurs, exprime =, en fonction de =, et w.
4. Soient r, , la rotation de centre Q) d'offixe »» et d'angle orienté & et A et A’ deux points du plan.
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On rappelle que A' =7, (A) = QA= QA et mes(QA, QA )= 6+ k2r [k € Z].
Ecris le nombre complexe f.: — % sous la forme exponentielle et déduis-en l'écriture de =,

en fonction de =, et ®.

« La symétrie orthogonale d'axe (OI) a pour écriture complexe : =* = =

« La symétrie centrale de centre O a pour écriture complexe: =' =-Z.
« La symétrie orthogonale d'axe (OJ) a pour écriture complexe : z'= -2 .
. La translation f; a pour écriture complexe:z'=z+ b ou b est I'affixe du vecteur u.

« homothétie 2, a pour écriture complexe =’ =afz - ) + 0 oU ©® I'affixe de Q.
« La rotation r, ,, @ pour écriture complexe 2' = ¢°(z — ) + ® OU © I'affixe de 2.

ExerCices deﬂxation sssssnssbsasssRenssnsRtsssesessnnstnnntaiad ..__‘........,--...........“.,,‘....,,--...-.--..y-.,.4...y..--‘.....ln-uu-----..u--.--

B¥H Relie chaque écriture complexe ¢ la transformation correspondante.

o= etiz . « symétrie orthogonale d'axe (O)
=z +2i o « symeétrie centrale de centre 0
=z . « symeétrie orthogonale d'axe (0J)
gz F ° « rotation

z'=-3z . * translation

==z . « homothétie

Détermine la nature et les éléments caractéristiques des transformations complexes
suivantes :

s=ctitl, Z=eF(z+1-30)-1+3i etz'=-2=-N+i

®E) i estle vecteur d'affixe 2~ i, A est le point d'affixe 1 + i,
{ est la translation de vecteur u ;- est la rotation de centre O et d’angle orienté —%.

Détermine {(A) et 1(A).

2.2. Similitudes directes

Le plan est muni d'un repere orthonormé direct (O, I, J).

a) Definition

1. Parmi les nombres complexes suivants, détermine celles qui sont sous la forme
az+bougeECetheC:4z2+1+i1;iz-1; (1 +i)zZ+2-3iet V5z—2-i.

2. Justifie que l'écriture complexe d’une translation, d’'une homothétie et d’une rotation de centre
quelconque, peut s’écrire sous la forme =' = az + houaeC'etbeC.

3. On considére la transformation complexe z' =az + boua € C* et becC.

a) Détermine la transformation complexe pour @ = 1.

b) On suppose ¢ = 1. On pose @ = 5 ﬁu .
Détermine limage de Q et compare le & Q. ( est l'affixe de Q)

¢) Soient =, et =, deux nombres complexes distincts d'images respectives =, et =,

Détermine le rapport |—'_"—_£—l et Arg ::_1'::_2

4
|z4=22 1= 22
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« Les transformations d'écriture complexe de la forme z'=az + bol @ € C* et b € C sont des
similitudes directes.

. Les translations, les homothéties et les rotations sont des similitudes directes.
« Si @ =1, alors la similitude directe est une translation.

« Si ¢+ 1, alors la similitude directe admet pour centre le point d’affixe %}- ;

pour rapport |a| et pour angle Arg a.

Exercices de fixation |

#¥M Dans chaque cas ci-dessous, indique s'il s'agit de I'écriture complexe d'une similitude directe ou non.
Q) zt=z2+i+1 : byz'=(1+2)z+1-};
c)z'=iy2z—-5 s dz=(1-0z;
e)z'=-2z+3+7i ; fz'= zz+4-i

PP®) Détermine les éléments caractéristiques de chacune des similitudes directes dont
les écritures complexes sont :

P=-3jz+1-jetz=(1+iy3)z—1+2i.

#2%) Soit/ la similitude directe d'écriture complexe z'= (1+iy3)z—1+2i.
Détermine les images des points A(1 - i), B( -2i) et C(2) par f.

b) Proprietes
Soit s la similitude directe qui n'est ni une translation, ni une homothétie, ni une rotation et d'écriture
complexez'=a=+ b, a€C*¥etheC.
On pose a = ke'. On note £ le centre de s et ® I'affixe Q, et un argument de ¢.
1. Démontre que l'écriture complexe de s s’écrit: =" -~ = ke'(z - w).
2. Démontre que pour tout point M d'image M’ par s, on a:
OM' = kQM et mes (M, OM' ) = a + 2k, k € Z.
3. Le plan complexe est muni d’'un repére orthonorme direct (O:u.v).
Soit 5 la similitude directe de centre (1 + f), de rapport 2 et d'angle —%
a) Place le point A(2 - i).
b) Construis le point P tel que : P € [ QA) et QP =2 QA.
Construis le point E tel que : QF = QP et Mes | @{,ETE') = —%.
¢) Construis le point R tel que : QR= QA et Mes! OA,OR ) = i
Construis le point T tel que : R € [QT) et QT = 2QR.

d) Que constates-tu par rapport aux positions des points Eet T?

Soit s une similitude directe de centre ) d’affixe @, de rapport A(k € R *) et d'angle o.
« Uécriture complexe de s est : 2" — @ = ke''(z — ).
e 5(M) =M < QM = kOM et Mes (M. OM' ) = a.
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2.3. Reconnaitre une similitude directe definie par son ecriture complexe

On définit parz' =@z + b ol € C* et b € C I'écriture complexe d'une similitude directe.

Détermine dans chaque cas suivant la nature et les éléments caractéristiques de la similitude.
s =1

a € R*\{1}

|a|=1etae C\R

|a|z1etae C\R

Soit S une similitude directe de la formez'=az-+bhoua € C et h€e C.
« Sia=1,alorsSest la translation de vecteur u d'affixe b.

« Sia € R*\{1}, alors S est 'homothétie de centre (2 d'affixe 4 ﬁ et de rapport «.

o

« Sia€C\Ret|a|=1,alorsSest larotation de centre Q) d'affixe 'T' - etd'angle Arg().

» Sia € C\Ret |a|+1,alors Sestla similitude directe de centre (2 d'affixe 5 ":G

de rapport | « | et d'angle Arg(a).

Exer61m de ﬁxation ............................................................................ OO

@ Donne la nature des similitudes directes dans chacun des cas suivants.
1. 2'=(1-i):z : 2. 2'=iz-5 ; 3.2'=-2243 ; 4, Z'=z+1

Détermine les éléments caractéristiques des | Soient flz) = 2= +iet g(z) =| 323 + !% |z
transformations complexes suivantes : | deux transformations complexes.
a)z'=(1+iy3)z+1 ; b)z'=-iz-2-3i; | a) Détermine fog(z).

b) Détermine la nature et les éléments

c)z'=—bz+2+2i s dz2=z+5-9i, i 3 _
caractéristiques de la transformation fog.
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice o Demontrer que deux droites sont perpendiculaires, trois points sont alignés

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormeé (0, 1, J), on considére les points A, B, C, D
et E d'affixes respectives -2i ; 3+7; 14/ ; 3-iet2.

a) Place les points A, B, C, D et E dans le repére.

b) Démontre que les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires.

c) Démontre que les points A, E et B sont alignés.

oo

a) Plagons les points A, B, C, D et E.  Pour démontrer que deux droites déterminées
¥ chacune d'elle par deux points sont perpen-
diculaires :
- On verifie que les points sont deux & deux
distincts.
- On calcule le rapport des affixes des
vecteurs associés aux points identifiant
E== chacune de ces droites.
- Les deux droites sont perpendiculaires si ce
rapport est un nombre imaginaire pur non nul.

«» Pour démontrer que trois points sont alignés :
- On verifie que les points sont deux & deux

distincts.
b)OnaD=CetB#Acarz =z etz #z,. - On calcule le rapport des affixes des vecteurs
Calculons Z2=2¢ ussoues‘ des Fhfferents c_ouples.de points.
ZE—ZA - Les trois points sont alignés si ce rapport est
Zo=ge By . 9. _ 2 i un nombre réel non nul.
a2 W 31.0r —3i €iR",

donc les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires.

¢) Calculons : ==,

Za—za _3+i+2i _31+i)_3

Ze=Za 2+21 2(1+i) 2°

% € ¥, donc les points A, E et B sont alignés.

Exercice 9 Démontrer que quatre points sont cocycliques et qu'un triangle est rectangle isocéle

On considére les points A, B, C, D et E d'affixes respectives
2+5i;1-2i;9-2i;10+iet 7+ 2i.

a) Place les points A, B, C, D et E.

b) Démontre que les points A, B, C et D sont cocycliques.

c) Demontre que le triangle CDE est isocéle et rectangle en D.
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Corrigé
a) Placons les points A, B, C, D et E.

Y

\

b) Les points sont tous distincts, doncona . #Z,

etz £z

=B’

Calculons =2—=A et =2—=8
P o ZA L =B

Zn—ZA 10+i—(2+5i) _8—4i _ 2(3+1i)
9—2i—(2+5f) 7= T -

Zo—2x

Zo—za _ 10+i—(1-20) _9+3i _ 3(3+1)

Zc—zz 9-2i—(1-2i) 8 8

Zo—2a , 2p—28 _ 21

Zc—28 Zo—Z8 £

21 |

% R

Conclusion

:;2—:—:-—:=9—E§L donc les points B, D et C sont
En—2a ZD0—Z8 _ "

non alignéset =—=2 @ = —=, € R*.

Donc les points A, B, C et D sont cocycliques.
¢) Ona:z# zyetz,#z. doncCFEetD=E.

« Il s’agit de démontrer que des points A, B, C
et D appartiennent & un cercle dont le centre
n'est pas connu.

- On vérifie que les points sont distincts deux &
deux.

ZD—ZB
ZomEN"

- On calcule les rupports Fe

Zc—2a
- On vérifie que les points A, B, C et D sont non

alignés. C'est le cas lorsque ces rapports ne
sont pas des nombres réels.

- On effectue le rapport des rapports obtenus.
- Les points sont cocycliques si le rapport de
ces rapports est un nombre réel non nul.

« Pour démontrer qu'un triangle est isocéle et
rectangle :

- On vérifie que les points sont deux a deux
distincts.

- On calcule le rapport des affixes des
vecteurs associés des différents couples de
points constitués du probable sommet ou le
triangle est rectangle.

- Le triangle est isocele et rectangle si ce
rapport est soit le nombre complexe - ou i.

Ze—zp _ T+2i—(10+i) _ -3+i

Zc—2Zo 9-2i—-(10+i) -1-3i

{-3+:}t—‘i+3n 10 A
10 S (o

Donc le triangle CDE est isocéle et rectangle

Calculons : ::E — ':g ! enD.
fuercice () Déterminer I'écriture complexe, la nature et les éléments caractéristiques d'une

similitude directe

a) Détermine |'écriture complexe de I'homothétie de centre A d’affixe 3 + 7 et de rapport -2.
b) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de la transformation complexe dont

I'écriture est :
=E(14%iy3)lz+1+1.

c) Détermine la similitude directe de centre A d’affixe 1 - 2/ qui transforme le point B d'affixe

1 -1ien Cdaffixe -2i.
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a)Ona:2'= z,=-2(z-2).
Cest-g-direz' - (3 +1) =-2[z-
Douz'=-2z+9+3i

b) La transformation complexe est sous la forme
Z=gz+bouaeC*ethe Caveca=1+1v3 et
b=1+i;aeCet|a|#1.

Donc c'est une similitude directe de rupport
[1+iy3|=2,d'angle Arg(1 +iy3) = 5 etde

b _ 1+
centre Q d'affixe T—a =1 (1+i/3)
\,-'E ‘\,'g

o 3 -+ ._3._.. 4
c) Comme la transformation complexe est celle
d'une similitude directe, elle est sous la forme
Z‘=az+botaeC*ethed.

[za=azat+b 1-2i=a(1-2i)+b
Onu.{:c =azg+b T | 2i=al1-i)+b
Doua=ieth=-1-3i

(3 +1)l.

« Pour deéterminer |'écriture complexe d'une
homothétie de centre Q et de rapport k, on
applique la relation QM' = kQM et on
remplace les vecteurs par leurs affixes.

e Pour déterminer I'écriture complexez' =az + b
d'une similitude directe dont on connait deux
points et leurs et leurs images, on remplace
dans 'écriture complexe les affixes des deux
points et les affixes de leurs images, puis on
résout un systéme pour trouver a et b.

e La nature de la similitude directe dépend de «.

L'écriture complexe de cette similitude est donc
Z=iz-1-3i.

Ona:a=e'3.

Cette similitude est donc la rotation d’angle 5 us
de centre A d'affixe 1+ 2/

Exercice o Déterminer les images de droites et cercles, les lieux géométriques

1. On consideére la similitude directe d'écriture complexe : 2' = 2iz + 1.

a) Détermine l'image de la droite (D) d'équation yy=x+ 1 par S.
b) Détermine l'image du cercle (¢ ) de centre A d'affixe 1 + i et de rayon 3 par S.

2. Détermine I'ensemble des points M du plan d'affixe z tels que : |z'+ 1 - 4i| = 4.

Corrigé

1. a) Posons z=x + iy 'affixe d'un point M
appartenant & (D) et z' =" + iy ' l'affixe de M’
image du point M.

En remplagant = et =' par leurs expressions on

obtient :
Z'=2ix +iy) + 1.
Dot z'=-2y + 1 +i2x.

. x'=-2p+1
On a le systéme suivant : { W =2x

Comme y=x+1, ce systéme devient :

\‘—2l1+1)+1 X'=—=2x—1
”{ y=2x

On déduitque: x'=-)"'-1e)y'=x'-1.

a) Dans l'écriture complexe de la similitude
directe, on remplace =' par l'affixe de M' et =
par l'affixe de M puis on exprime y' en fonction
de x'.

b) L'image du cercle (¢ ) par S est le cercle (")
de centre S(A) et de rayon |2i| x 3.

c) Il s'agit d'écrire I'égalité sous la forme
|z-z, |=r=AM= 1.
L’'ensemble des points chercheé est un cercle.

Ainsi l'image de (D) est la droite d'équation y =-x - 1.
b) La transformation complexe est une similitude directe de rapport |2i| = 2

Soit (¢ ) le cercle de centre A(1 + i) et de rayon 3. On note A' l'image de A par la similitude S.

S(A)=A'ez, =2i(1+])+1

=:A'=_1+2';

Donc l'image (¢ ') du cercle (¢ ) est le cercle de centre A'(-1 + 2/} et de rayon 2 X 3 = 6.
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L'image du cercle (¢ ) de centre A et de rayon » par la similitude directe S est le cercle (') de centre
A' et de rayon k7 ou A' est l'image de A par S et k le rapport de S.

2. Soient M d'affixe = et A un point d’affixe 2 + 1.
|zt +1-4i|=b e |2iz+2-4i|=4
o I [ —4f ]
o |21l |2+ 257 | =4
& |z-2-i]=2
= l_' = :Al =2
= AM=2.
Donc l'ensemble des points recherchés est le cercle (¢ ) de centre A et de rayon 2.
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Résumeé de cours

€@ Nombres complexes et configurations du plan

1.1. Vecteurs du plan et angles arientes

Si A, B, C et D sont des points d'affixes respectives z, , z,,z. et =, tels que

A#BetC+D,alors arg ( é::—;i ) est une mesure de I'angle orienté

(DC.BA).
Autrement dit : mes (DC;BA )=arg(=2==2 )+ 2kn, ke Z .

60

TCUCE Si A, B, C et D sont des points d'affixes respectives =, , 7,z etz tels que

= AB
CD-

Zp—2Zn

C#D,alors: %5

4

complexes de points alignés. de droites paralleles et de droites

l : : l
" .
7

S ICUE A B et C sont des points tels que A = B et B £ C d'offixes respectives z, , =,

et Ze

Les points distincts A, B, et C sont alignés si et seulement si ‘E: :‘32 € R".

ST A, B, C et D sont des points d'affixes respectives =, , =, = et =, tels que
A=BetC#D. A
Les droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si :g :—:.% e R
S iroites perpendiculaires
A, B, C et D sont des points d'affixes respectives z, ,z,, z et 2, tels que

A=BetC#D.
Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seulement si :—%‘.2 €iR*.

|

xes de points cocycliques

ns

S A B, C et D sont des points deux & deux distincts et non alignés d'affixes

respectives z, , 2, Z, et =4

A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si fe—28, 26 2L gt

Zp—ZA " Zp—ZB
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Résumeé de cours

A, B et C sont des points non alignés d'affixes respectives z, , 2, et Z..

o Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si ::;’_:f_i € ilR*.

« Le triangle ABC est isocéle en A si et seulement si g%:—:::— =e“ ou :

ZC_=A = o avec o € R

Z8 — ZA

« Le triangle ABC est rectangle et isocéle en A si et seulement si
Ze=Za_ gy 822 =, |
-0 =A =G =A

€@ Nombres complexes et transformations du plan |

m Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O, I, J).

« Une transformation du plan est une application bijective du plan dans
le plan. }
« Soit F une transformation du plan qui & tout point M associe le point M’

L'application bijective fde C dans C quia I'affixe = de M, associe l'affixe Z’
de M’ s’appelle la transformation complexe associée a F.
L'application F s'appelle la transformation ponctuelle associée

a l'application f .
L'expression de =’ = flz) s'appelle l'écriture complexe de F.

Le plan complexe est muni d’un repére orthonorme

direct (0, 1, J). 2 o -/ ME)
» La symétrie orthogonale d'axe (OI) a pour écriture L o . B
complexe: ='= Z . -a- I —

| « La symétrie centrale de centre O a pour écriture v _g = .\q
complexe: z'=-z. pCy NG

» La symétrie orthogonale d'axe (OJ) a pour écriture .
complexe: z'=-2z.

B MED
o .
t; est la translation de vecteur d'affixe b. L u
La translation de vecteur 1 d'affixe b a pour : M(z)
écriture complexe : z' =z +b.
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Résumeé de cours

w4
H est I'homothétie de centre Q d'affixe =, et de /"’
rapport k, k € R*.
L'homothetie de centre Q2 d’affixe z,, et de rapport Q/
; ; a7 el J+
k a pour écriture complexe : =’ =k(z -z, ) + 2o sH
M

MELUCCN 1 est la rotation de centre Q d'affixe z, et d'angle
orienté de mesure principale 6.
La rotation de centre Q) d’affixe z,etd'angle orienté M
de mesure principale 8 a pour écriture complexe : 0
=gz ~ Z ) +2,

Une similitude directe est une transformation du plan dont I'écriture
complexe estdelaforme:z'=az+bouae C*etheC.

Exemple
Toute translation, toute homothétie et toute rotation sont une similitude directe.

el Soit s une similitude directe d'écriture complexe :
'=aqz+bota€eC*etheC.

» Sia=1, alors s est la translation de vecteur d'affixe b, |
b

_a!

» Sia+1,alors s est la similitude directe de centre d'affixe ]
de rapport |a|, d'angle Arg(a).

Vocabulaire

Le centre, le rapport et 'angle d’'une similitude directe sont appelés ses éléments
caractéristiques.

Remarque

« Toute rotation d'angle o est une similitude directe de rapport 1 et d’angle c.
« Toute homothétie de rapport k (k > 0) est une similitude directe de rapport k et d’angle nul.
» Toute homothétie de rapport k (k < 0) est une similitude directe de rapport —& et d’angle .
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Résumeé de cours

« Toute écriture complexe de laforme: =" =az * h,aveca € C*eth€ C, est
celle d’une similitude directe.
« Toute similitude directe est parfaitement déterminée par ses éléments
caractéristiques : son centre, soN rapport et son angle.

onnotes,, , , lasimilitude directe de centre Q, de rapport k(k € R - ) et
d’angle o.

« L'écriture complexe de la similitude directe de centre Q d'affixe o, de
rapport k(k € R ) et d’angle o est : =’ — @ =ke“{z = ®).
s Soits =5, , - Pour tout point M,ona:

- N QM = kOM
S = B s "
mes|OM.OM ) = @ + 2kz.k = Z.

Point methode
Pour construire l'image M’ d'un point M par s, , ,, ON peut: A%
- soit construire d'abord le point N tel qu,i QN = kQM, et /Pg/ ’
ensuite M’ tel que QM' = QN et Mes| QN OM') = a; Q-/Tu : |
- soit construire d'abord le point P tel que QP = OM, N !
ot Mes QM. OP ) = a, et ensuite M’ tel que QM' = KQP. M

Dans le plan complexe P muni d'un repére orthonormé direct, on considére

la similitude directe S d’écriture complexe : ~=g-+boua€C etheC.
En ditions vérifiées par @ gluture et éléments caractéristiques d?‘
=1 S est la translation de vecteur u
3 | d'affixe b.
SiaeR" =
1 E 5 est 'homothétie de centre Q d'affixe
Similitude directe | a€R*\{1} | b . X
s d'écriture com- | = S v e &
plexez'=az +b ‘ la]=1 S egt la rotation de centre £ d'affixe
oua€CetheC | 4= etdangle Arg(a).
Sia€ C\R | 5 estla similitude directe de centre
la|#1 | Qdaffixe —1—% de rapport | a | de
L d’angle Arg(a).

S i —
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1

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O ; 27:17).

Soient A et B les points d'affixes respectives

3-2iet 2 pi.

1. Détermine l'affixe du milieu [ de [AB].

2. Détermine les affixes des points U et E tels
que AUBE soit un carré (de sens direct).

Dans chaque cas, démontre que les points
donnés sont alignés ou non.

1. A2 +6i), B(1+1) et C( & - 30).

2.D(1 + 2i), E(~1-i) et F(4 + 2i).
3.R(-1),S(-3+1) et T2 -2 ).

On considére les points A, B, C, D et E d’affixes
respectivesa=5+i,h=3+jc=-2,d=2+6i
ete=32+2].

1. Calcule 5}’ . Déduis-en la position

relative des droites (AB) et (CD).

2. Calcule f}%f . Déduis-en la position

relative des droites (EB) et (CD).

On considere les points A, B, C et D d'affixes
respectivesa=1-2i,b=-2,c=1+ietd=-4-2i.
Détermine la position relative des droites (AD)
et (BC),

On considére les points R, S, T et U d'affixes
respectives r=-3-i,s==2+4j, (=3 -jetu=-2.
Détermine la position relative des droites
(RU) et (ST).

On considére les points A et B d'affixes
respectivesa=4ieth= 3 +/,

1. Calcule 'affixe du vecteur AB .

2. Détermine la mesure de l'angle ( u 1 AB).

On considére les points A(2 + i), B(6 + 3/},
C(4 + 47) et D(5 - ).

1. Détermine la mesure de 'angle (u: AB ).

2. Détermine la mesure de I'angle ( AB :AC ).

3. Détermine la mesure de I'angle ( AB : AD )

' Détermine la mesure de ['angle ( AB:CD )

dans chaque cas :
a) A(=1-1), B(5 + 71), C(-2 + 2/) et D(2 - /).
b) A(2 + i), B(2 - 31), C(34) et D(4 - i).

Lecon 12

13 On considére les points E(-1 - 3/), F(3 - 5/) et

On considére les points A, B et C d'affixes
respectives z2,=2 - 3i,z,=ietz =6—1I.
Ze—7Za

1. Calcule 7 =7 .
2, Déduis-en la nature du triangle ABC.

) Détermine la nature du triangle ABC

dans chaque cas.

1. A(-2 + 21), B(-3 - 6i) et C(1).
2.A(2-1),B(5+2i) et C(1 +3 i). .
3.A(1+iy3),B(-1-iyV3)etC(-1+iy3).

41 On considére les points A, B et C d'affixes

respectives 1 + ; 2= i’ iet3+ g i.

1. Détermine la nature du triangle ABC.

2. Calcule l'affixe du point D tel que ABDC soit
un carre.

" On considére les points A, B, C et D d'offixes

respectives @ =2-2i,b=-1+7i,
c=4+2ietd=-4-2].

1. Démontre que les points A, B, C et D sont
cocycliques.

2. a) Détermine 'affixe e du milieu E de [AB].

‘ —_— —
b) Justifie que: 7= = G=¢ .

c) La droite (AE) est une droite remarquable
du triangle CDE. Précise laquelle.

G(7 + 31,

1. Détermine la nature du triangle EFG.

2. Soit H le symétrique de E par rapport a I'axe
des abscisses.

Démontre que les points E, F, G et H sont
cocycliques.

44 Le plan complexe est rapporté a un repére

orthonarmé (0;u:v' ).
On donne les points A, B et C d'affixes
respectives a, b et ¢ telles que :

a=1 +%i ; f‘-'=2—%f et f‘:3+%f

1. Place les points A, B et C.
2. Détermine la nature du triangle ABC.
3. Calcule l'affixe de A’ tel que ABA’C soit
un carré.

. Le plan complexe est rapporté a un repére

orthonormé (0;:V ).

On considere les points A, B et C d'affixes
respectives: -1;3 +4iet -3 + 41,

a) Détermine I'affixe du point D tel que ABDC
soit un parallélogramme.

b) Demontre que ABDC est un carré.
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48 Soient A, B et C des points non alignés

d'affixes respectives a, b et c.

1. Précise la nature du triangle ABC dans

L =
=il

|—1

chacun des cas suivants : a) =—i;

b
2. Détermine la position des droites (AC) et (AB)
dans chocun des cas suivants :

a) b est un réel.

b)b—:-";:eﬁ' c)

) T

b) Arg( 7

b a
W¥ A et B sont les points d’abscisses respectives
-let3-2i
(E) est I'ensemble des points M d'affixe = tels
que:|z-3+2i|=1.
(F) est 'ensemble des points M d'affixe = tels
que:|z -3 +2i|=|i+1].
Détermine et construis les ensembles (E) et (F).

48 1. Détermine I'ensemble des points M d’affixe
ztelsque: |3 - iz| =5.
2. Détermine |'ensemble des points M d'affixe
ztelsque:|2-Nz-1-i|=|(2-iz-1+3il|
3. Détermine 'ensemble des points M d'affixe

Btz -1|=|1-i-iz)

ztels que: |

48! Détermine 'ensemble des points M d'affixe =

tels que : | "_fg;’ (=1

20 1. Détermine I'ensemble des points M d’affixe
z tels que : |(1+2i)z - 2| = V5.
2. Détermine l'ensemble des points M d’affixe
ctelsque:|z +4-3i|= v2.
3. Détermine l'ensemble des points M d’affixe
ctelsque:|z+7- %f|=|.:—i|.

21 Ecris le numéro de chaque question suivi de la
lettre qui rend la proposition vraie.
Exemple : 3-c
1. Aet Bsont les points d'abscisses respectives
2-iet6+5L
L’'ensemble des points M d’affixe = tels que :
|z-2+1i|=|z-6~-5i] est:
a) le milieu du segment [AB] ;
b) la droite (AB) ;
¢) la médiatrice du segment [AB] ;
d) le cercle de diametre [AB].
2. E et F sont les points d’abscisses respectives

iyV2 et3-4i

L’ensemble des points M d’affixe = tels que :

|z=3+4i|= 2 est:
o) le milieu du segment [EF] ;

b) le cercle de centre E et de rayon = :
¢) la médiatrice du segment [EF] ;

d) le cercle de centre F et de rayon 2.
82 Détermine I"écriture complexe de :

a) La translation de vecteur w d'affixe —4 + 5i.

b) L'homothétie de centre A(1 -1 ) et de
rapport 2.
¢) La rotation de centre B(3 + 27 ) et d' qngle
d) La symétrie centrale de centre O.

%8 Détermine I'écriture complexe de::
a) la translation de vecteur u(-3; y2-1);
b) 'homothétie de centre E(1 + 2/) et de
rapport — % 2
¢) la rotation de centre F(-7) et d'angle ——4’—’- :
d) la symétrie orthogonale d’axe (O ; u ).

24 Détermine dans chaque cas la nature et les
éléments caractéristiques de 'application

ponctuelle s.

a) s a pour écriture complexe : 2’ =z +2-3i ;
b) s a pour écriture complexe : z'==iz +1;

¢) s a pour écriture complexe :z'=-2z+3 - 4i;
d) s a pour écriture complexe : z'=(y' 3 - i)z.

28 Détermine dans chaque cas la nature et
les éléments caractéristiques 'application

ponctuelle s.

a) s a pour écriture complexe :='=(y 3 -1)z+1.
b) s @ pour écriture complexe : z'=z -6+ i.

¢) s a pour écriture complexe : z'= -z +2-3i.

d) s a pour écriture complexe : =" =(1- iy 3 )z.

26 Détermine dans chaque cas les éléments
caractéristiques de la similitude directe 5.
a) s a pour écriture complexe : z'=1z -1+ 2i.
b) s a pour ecrlture complexe :
22 +i2)ze3-4
csa pour ecrlture complexe :
I=(1-ilz+1+i
d) 5 a pour écriture complexe :

=(1+iV3)z+ V3 -iy3

@7 Réponds par vrai ou par faux a chaque
affirmation.
1. L'application qui au point M d’affixe =

associe le point M’ d’affixe=' = 1 - iz est une
homothétie.
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2. L'application qui au point M d’affixe =

associe le point M’ d’affixe ' =1 — iz est une
rotation dont le centre a pour affixe 1.

3. L'application qui au point M d’affixe =
associe le point M’ d’affixe =' = (1 — i)z est une
rotation d'angle - 5 .

- Détermine lécriture complexe de la similitude

directe :

a) de centre O, de rapport 3 et d'angle - g ;
b) de centre Q(-1), de rapport 3 et d'angle % ;
c) de centre (1 - 2/), de rapport | 2 et

r 3:‘-
d'angle 4 -
* Soient A, B, Cet D les points d’affixes respectives:
Z==1=i,z=1, z=1+3i et Z =5+

Détermine les éléments caractéristiques de la
similitude directe qui transforme A en C et B
enD.

Soient A, B, Cet D les points d'affixes respectives :
z=2-1¢3, z51=-i,z=5etz=1+ 3 -1

=A
Détermine les éléments caractéristiques de la
similitude directe qui transforme A en B et C

enD.

Soient A, B et C les points d'affixes respectives
3-i,1-ieti

Détermine les éléments caractéristiques de la
similitude directe qui transforme AenBet O en C.

' 1. Détermine I'ensemble (I') des points M

d'affixe ztelsque: |(1-/yv3 )z— v3 -1 =4.
2. Soient E, F et G les points d'affixes respectives
I, v 3 et-4i

Détermine |'écriture complexe de la similitude
directe qui transforme Een O et F en G.

3. En utilisant le résultat de la question 2),
retrouve l'ensemble (I") défini au 1).

. Détermine dans chacun des cas suivants,

I'écriture complexe de la transformation F.
1. F est la rotation de centre (2/) et d’angle
2. F est 'homothétie de centre (1 + 2i) et

rapport % i

o S

e

' Détermine dans chacun des cas suivants,

I'ecriture complexe de la transformation F.

1. F est 'homothétie de centre (3 - /) et de
rapport —2.

2. F est la similitude plane directe de centre

(—=21) de rapport g et d'angle i

Legon 12
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35 Détermine la nature et les éléments caracte-

ristigues de la transformation du plan F dont
I'écriture complexe est donnée par :

ge={1=7)z—2+F].

Soient A, B et C les points d'affixes respectives
g==2,z,=1=ietz =2 +32i

Détermine l'expression complexe de la similitude
directe de centre A qui transforme B en C.

Le plan complexe est rapporté a un repére
orthonormeé (O; v ).
On consideére les points A, C, I et K d'affixes

respectives :

- N = . R ST (T
=0z =1+ =5ty ety =5 +i.
Soit s la similitude plane directe transformant
AenletCenkK.

Détermine I'expression complexe et les
éléments caractéristiques de s.

i Dans le plan complexe rapporté @ un repére

orthonormé (O ;u:1"), on considére les points
A, B, A’ et B’ d’'offixes respectives :
z=2=iz,==-1+2 z,=letz,=1+6]
Détermine les éléments caractéristiques de la

similitude directe transformant Aen A'etBen B'.

3 Soit 5 la similitude directe d'ecriture complexe :

1=i3
= 4
1. Détermine son rapport, son angle et I'affixe

de son centre ().
2. Démontre que, pour tout point M, distinct
de Q, d'image M' par s, le triangle MM’ est
rectangle en M',

. 303
== =4

40 Soient A le point de coordonnées (1;0) et B le

point de coordonnées (0 ; 1).

1. Sait_f’lagimilitude directe de centre O, de
rapport 2, et d’‘angle %

Détermine 'écriture complexe de /.

2. Détermine les points A’ et B, images

respectives de Aet Bparf.
3. Soit g la similitude directe qui transforme A
enB'etBen A
a) Détermine ['expression complexe de g.
b) Détermine les éléments caractéristiques
de g.

44 Dans le plan complexe muni d'un repére ortho-

normé direct (O;/:1"), on considére les points
A, B, et C d'affixes respectives a =4 ;
b=1+iy3 et c=1-iy3 .

1. Démontre que le triangle ABC est équilatéral.

Nombres complexes et geometrie




2. On note £ le point d'affine k= —y3 +i, on
appelle Fl'image de K par la rotation de centre
O et d'angle 'é et G l'image de K par la trans-
lation de vecteur OB .

a) Détermine les affixes de F et G.

b) Déemontre que les droites (OC) et (OF)

sont perpendiculaires.

¢) On note H le point tel que COFH soit un

parallélogramme. Calcule l'affixe de H.

d) Le triangle AGH est-il équilatéral ? Justifie

ta réponse.
3. On note D le point d'affixe 2/ et P le centre
du cercle circonscrit au triangle OBD. On note
R le rayon de ce cercle. Détermine l'affixe de P
et le rayon R.

Exercices d'approfondissement
42 1.Résousdans Cl'équation : 2%+ 3(1-i)z+ 8/ =0.
2. Soit A le point du plan complexe d'affixe 2 + 2i.
Soient B et C les points du plan complexe
ayant pour affixes les solutions de 'équation
précedente.
Représente les trois points A, B, C dans le plan

complexe.
Démontre que le triangle ABC est rectangle en A.

3. Soit M le milieu du segment [BC], et (7) le

cercle de centre M et de rayon 52—2 ]

Démontre que les trois points A, B, C appar-
tiennent au cercle (1 ).

4. a) Détermine les affixes des images des
points A, B, C par la rotation de centre O et
d'angle 7.

b) Détermine les affixes des images des

points A, B, C par I'homothétie de centre M
et de rapport -1.

43 1.0n considére 'équation
(E):zeC, 2+ (1+i)z2+(2-2/) =+ 8i=0.

a) Justifie que 2 est une solution de (E).
b) Justifie que: v z € C, 3+ (1 + /)22 +
(2-20)z+8i=(z-2i)(=2+ (1 +3i)z - 4).
c¢) Résous dans C I'équation :
2+ (1+30)z-4=0.
d) Déduis des questions précédentes la
résolution dans C de I'équation (E).

2.0n note A, B, C et D les points d’affixes
respectives -3i;1-7;2/iet—-2-2i.
a) Place A, B, C et D dans le plan complexe.
(Tu prendras 2 cm pour unité.)
b) Démontre que le triangle BAD est
rectangle et isocéle en A.

=

3.

Soit s la similitude directe de centre D qui

transforme A en B.

a) Demontre que ['écriture complexe de s
est:z'=(1+i)z-2+2i.
b) Déemontre que : 5(B) = C.
c) Determine l'image du triangle BAD par la
similitude s.

Extrait BAC 2020, série D, Cote d’Ivoire

Soit f l'application de C\{-3} dans C définie

pur:_/i:l;%

=

On désigne pc;r A BetMles points d’affixes
respectives -3 ; -1+iet:.

1,

Donne une interprétation géométrique du

module et d'un argument de /{z).

2.

Détermine et construis :

a) 'ensemble (C,) des points M tels que

A2 =1;

b) 'ensemble (C,) des points M tels que /(z)
soit un réel strictement negatif ;

¢) 'ensemble (C,) des points M tels que /(z)
soit imaginaire pur.

Dans le plan complexe, on donne les quatre
points A, B, C, D d'affixes respectives :

~A

1;

=-2+6i,2,=1-3i,z,=5+5i, ;=2 + 4i.

Soit S la similitude qui, @ tout point M

d'affixe z, fait correspondre le point M' d'affixe
z' déterminée par ;' = 3iz+ 13 - 9i.

2.

a) Determine les éléments caractéristiques
de cette similitude.

b) Détermine l'image par S du point C, du
point D.

¢) Démontre que les vecteurs CD et
S(C)S(D) sont orthogonaux.

Soit R la similitude déterminée par R(B) =C

et R(D) = A.

a) Trouve la relation liant l'affixe z d'un point
M et l'affixe ' de son image R(M).

b) Donne les éléments de cette similitude.
c) Démontre que les vecteurs BD et CA
sont orthogonaux.

d) Que représente le point D pour le triangle
ABC?

On considére dans € I'équation :
(E) :z*+(4-20)*+(8-6/)-+8-4i=0.

1.

a) Démontre que (E) admet une solution
réelle, que tu détermineras.
b) Résous I'équation (E).

. On considére dans le plan complexe les

points A, B et C d’affixes respectives :
-1+3i;-2;-1-1.
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Soit = la rotation d'angle 5 et de centre Q |

d'affixe 1.
a) Place les points A, B et C.
b) Démontre que le point B est l'image du
point A par la rotation 7.
¢) Détermine I'antécédent D du point C par 7.
Place D sur la figure.

3. a) Démontre que les quatre points A, B, C
et D appartiennent & un méme cercle dont
tu préciseras le centre et le rayon.
b) Démontre que le quadrilatére ADBC est
un trapéze isocele.

1. Résous dans €, I'équation : 427 - 12+ 153 = 0.
2. Le plan complexe rapporté @ un repere
orthonormeé (0, I, J) d'unité graphique 1 cm.
On considére les points A, B, C et P d'affixes

respectives: z, = g +8L, 2= %—Gf,

z,= —3——1r etz, =3+ 2i et le vecteur W

d'affixe —1+ %f.
a) Détermine l'affixe =, du point Q, image
du point B par la translation de vecteur w'.
b) Détermine l'affixe =, du point R, image du
point P par 'lhomothétie h de centre C et de
rapport —%.
¢) Détermine l'affixe =, du point S, image du
point P par la rotation r de centre A et de
rapport —% ;
d) Place les points P, Q, Ret S.

3. a) Démontre que le quadrilatére PQRS
est un pamllé!ogrumme.

b) Calcule = == -

Déduis-enla nature du parallélogramme PQRS.
¢) Démontre que les points P, Q,Ret S
appartiennent a un méme cercle dont

tu préciseras le centre et le rayon.

Le plan est muni d'un repére orthonorme direct
O;a:v).
1. On considére les points A, B et C d'affixes
respectives z, = 4 +4,31,z,= 4-4y3i et
z.= 81,
a) Calcule le module et un argument de z,
b) Donne la forme exponentielle de z, et =,
¢) Démontre que les points A, B et C sont
sur un méme cercle de centre O dont tu
préciseras le rayon.
d) Place les points A, B et C dans le repére
orthonormé direct (O;#:V ).

2. On considére les points A’, B’ et C' d'affixes
respectives z, = ¢ Fz Z,22y= € T- etz.= ok s
a) Démontre z, = 8.
b) Calcule le module etun argument de z, .

3. On note z,, , =, et z, les affixes des milieux

respectifs de M, N et P des segments [A'B], [B'C]
et [C'A]
a) Caleule =, et z,.
b) On admet que =, = 2—-2y3+i(2+2,3).
Donne la nature du triangle M, N et P.
Justifie ta réponse.

49 Le plan complexe est muni d'un repére

orthonormé (O ;:1" ). On prendra pour unité
graphique 2 cm. Soient A et B les points d'affixes
respectives =, =i et z, = 1+ 2i.
1. Justifie que l'écriture complexe de la
similitude directe S telle que :
S(0)=A,S(A)=Bestz'=(1-i)z+1.
2. Précise les éléments caractéristiques de 5
(on notera €2 le centre de S).
3. On considére la suite de points A telle que:

+ A, est l'origine du repére et,

» pour tout entier naturel 11, A _ = S(A ).
On note z, I'affixe de A (on a donc A, =0,
A, =AetA, =B)

a) Démontre que, pour toutn€ N,z =1- (1-1)"

b) Détermine, en_fgnctian de 71, les affixes

des vecteurs QA, et A,A,.1. Compare
les normes de ces vecteurs et calcule une

—

mesure de l'angle (QALAAL-1).

c) Déduis-en une construction du point A, ,

connaissant le point A, .
Construis les points A, et A,

4. Quels sont les points de la suite (A )
appartenant & la droite (€2,).

* A loccasion de la journée Mathématiques

organisée par le club Mathématiques d'un
lycée, des éléves ont décoré par différentes
figures géométriques les murs de la salle du
club Mathématiques.

La figure ci-aprés, représentant l'une d'elles,
est constituée d’'un triangle ABC de sens direct
et de deux carrés BCPQ et ACMN construits sur
les cotés [BC] et [AC] du triangle ABC.
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Les points D et E sont les centres respectifs
de ces deux carrés. Les points G et F sont les
milieux respectifs des segments [AB] et [MP].
/\\\.
/ \\“
\\'\
/ E > M
AL __/\
/( Y "_\\\C, "1
. /’ F
D

Q- P

Observant attentivement cette figure, 'un des
éléves de la promotion Terminale, passionné
de nombres complexes et géométrie, affirme
que le quadrilatére EGDF est un carré. Les
autres n'étant pas d'accord, tu es donc
sollicité(e) pour vérifier cette affirmation en
utilisant les nombres complexes.

En te servant des nombres complexes, vérifie
cette affirmation.

Coup de Pouce

") Ecris la partie réelle et la partie imaginaire de
fiz) en fonction la partie réelle et imaginaire

de z pour z € C\{-3).

flz) est un réel strictement négatif si et

seulement si Im /{z) = 0 et Re f(z) < 0.

flz) est imaginaire pur si et seulement si

Re f(z) = 0.

a) Exprime les affixes des milieux de
chaque segment en fonction des affixes des
extrémites,

Ex:zZe =22 5 =% @t prouve que GE = DF.
b) Démontre que GE se déduit de GD

par rotation d'angle E . Utilise les écritures
complexes de Ri-z(B)=Pet R (A)=M

pour exprimer les affixes de GE et GD en
fonction des affixes de A, Bet C.
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Session 2021 SéerieD Durée : 4H Coefficient: 4

Exercice 1

Pour chaque énoncé, écris Vrai si I'énoncé est vrai ou bien Faux si I'énoncé est faux.
Aucune justification n'est demandée.

N° Enonceé
1 | Lo fonction In est strictement décroissante sur 0 ; + = [.

2 | La fonction In est une primitive sur ]0 ; +~ [ de la fonction x — 1 quis'annule en 1.

_r " . o —2
On considére la suite u définie par : { e .
v E N, Ui = 3,

La suite u est une suite arithmétique.

Soit f est une fonction numérique dérivable surun intervalle K.

a et b sont deux éléments de K tels que:a < b.

S'il existe deux nombres réels m et M tels que pour tout x élément de [a , b], m < f'(x) < M, alors
mb = a)<r(b)—f(a) SMb — a).

Exercice 2
Pour chacun des énoncés incomplets du tableau ci-dessous, quatre réponses A, B, Cet D sont proposées
dont une seule permet d'avoir l'énoncé juste.
Ecris sur ta feuille le numéro de chaque énoncé incomplet suivi de la lettre correspondant & la
bonne réponse.

| N° Enoncé incomplet Réponses
Soit 1 la suite numeérique définie par : A —05
UHo=—2 B
1 : :
l‘VﬂE;T.U.,-|:x2+H.- 2 2
La suite « a pour limite ... D +
A |* el
, | Léquation (€): x€ 11, B 10:¢]
Inx < 1 a pour ensemble de solutions ... C [+
D (0]
B A r=2et§ =%
Onpose:z=-y 3 +i. " B r=2etd=2%
3 | On note r le module de = et l'argument principal de =. -
et @ vérifient ... c r=2etf=7
D r=letf=%
la droite (1J) privee
: B A du segment [1J]
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct
(0: 1, v ).Soit I et Jles points d'affixes respectives 1 et i. B |ladroite (1))
4 | On note (I') l'ensemble des points M du plan d'affixe = vérifiant : i la mediatrice du
1| =z~ segment [LJ]
() est ... D le cercle de centre
letderayon 1
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A (Up* lzy)
21—
5 La somme u, + u, + u, +..+ u,,, des termes consecutifs d'une suite 5 10p Mo+ 1)
arithmetique (i), _, estégalea... I
C (UHo* Uiza)
121 5
Exercice 3

Dans une ville, 30% de la population a un @ge supérieur ou égal & 65 ans.
60% des personnes ayant un Gge supérieur ou égal & 65 ans sont atteintes de la Covid-19.
0,1% de personnes de moins de 65 ans sont atteintes de la Covid-19.
1. On prend une personne au hasard et on donne les événements :
S:"La personne a un Gge supérieur ou égal & 65 ans".
C:"La personne est atteinte de la Covid-19".
a) Dresse un arbre pondéré qui présente la situation.
b) Donne la valeur de P.(C) des personnes atteintes de la Covid-19 sachant qu'elles ont plus de 65
ans.
¢) Calcule la probabilité pour que la personne ait au moins de 65 ans et la covid-19.
2. Justifie que la probabilité de l'événement C est 0,1807.
3.0n prend au hasard n(n€N*\{1)}) personnes dans la ville et on note P, la probabilité d'avoir au moins
une personne atteinte de la covid-19.
a) Justifie que : ¥ € N*\(1}, P =1 - (0,8193)".
b) Détermine le nombre minimum de personnes & prendre pour que la probabilité d'avoir au
moins une personne atteinte de la covid-19 dépasse 99,95%.

Exercice 4
On considére la fonction numeérique f définie sur B par: f{v) = (v + 1)¢! "= x + 1.

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére (O, 1, J).
L'unite graphique est le centimeétre.
flx)

1.0nadmetque: lim flx)=-oc et lim “3— =+x.
X— - X — =g

Interpréte graphiquement ces résultats.
2. a) Calcule la limite de f en +=.

b) Justifie que la droite (D) d'équation y = —x + 1 est une asymptote a (C) en +=.
3. Soit g la fonction numérique définie sur R par: g(v) =xe' " + 1.
On admet qu'il existe un nombre réel o élément de [-0,4 ; -0,2] tel que : g(@ ) =0 et
{V.\‘E]— <:al.glx) <0

vxe|a:+x[.glx) >0

On admet que f'est dérivable sur .

a) Justifie que : v.x € R, /'(x) = —-g(x).

b) Etudie le sens de variation de /.

c) Dresse le tableau de variation de /.
4, On admet que (C) est au-dessus de (D) sur [-1 ; +>[ et au-dessous de (D) sur ]- ; =1].
Construis (C), (tu prendras: @ =-0,3 et fla)=3,9).

5. a) Interpréte graphiquement l'intégrale K telle que : K = f () —(—x+1))dx-

b) Justifie, a l'aide d'une intégration par parties, que : K = 2¢ - 3,
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Exercice 5

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (0; u , v ) d'unité graphique le
centimetre.
On réalisera une figure que 'on complétera tout au long de I'exercice.
On note A et B les points d'affixes respectives 8 et 4 + 4/,
1. On considere la similitude directe s de centre O telle que : s(A) = B.

a) Justifie que la similitude directe s a pour écriture complexe: z'=(7+ 3i) =

b) Détermine le rapport et l'angle de s.
2. On considére les points An tels que : { Ado=4

vne N, 4,. =8(4,)

On désigne par =_ I'affixe du point An.

a) Démontre par récurrence que: vn € I1.z, = 8( 3 + 1)
b) Justifie que le triangle OA A | estrectangle isocéle en O
3. a) Place successivement les points A , A, A, A etA,.
b) Justifie que 'aire a,, en cm?, du triangle OA A, est 16.
c) Déduis du résultat précédent 'aire a, en cm?, du polygone AAAAA,.

Exercice 6

Une societe fabrique et commercialise des produits cosmeétiques. Les relevés, en millions de francs
CFA, des frais publicitaires mensuels de la société et de son chiffre d'affaires mensuel sont consignés

dans le tableau suivant ;

Frais publicitaires 1 r 2 3 4 5

[
| Chiffre d'affaires 60 1 66 69 75 81

Le directeur commercial veut investir davantage dans la publicité pour que le chiffre d'affaires
mensuel dépasse constamment 100 millions de francs CFA.
Fais une proposition argumentée.

Session 2022 Durée : 4H Coefficient : 4

Exercice 1

On donne le groupe de mots (la droite de régression, des primitives, une bijection, fonction dérivable,
extremum relatif) et les phrases incomplétes dans le tableau ci-dessous :

N° Phrases incomplétes |

1 | Toute fonction f continue et strictement croissante sur un intervalle K définie ... de K sur f(K).

Soit (X, Y) une série statistique double ayant une forte corrélation entre X et Y et telle que

Z | V(X) = 0. Une équation de ...... de Y en X esty=ax + houa= %’- eth=Y-aX X etV

étant les moyennes respectives de X et Y.
3 | Toute fonction continue sur un intervalle I admet ...... sur I.

4 | Toute ...... en un point @ est continue en a.

Ecris, sur ta feuille de copie, le numéro de chaque phrase incompléte suivi du groupe de mots a écrire
a la place de pointillés pour que la phrase soit vraie.
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Exercice 2.

Pour chacun des énoncés du tableau ci-dessous, les informations des colonnes A, B et C permettent
d’obtenir trois affirmations dont une seule est vraie.

Ecris, sur ta feuille de copie, le numéro del'énoncé suivide la lettre de la colonne qui donne I'affirmation

vraie,
N° Enoncé A l B c
1 Une primitive sur_[‘Rfd:e la 1 =D -2+ i %e—ans ey ; o~ 2+5

est ...
Les solutions de l'équation

fonctionx+——¢

x ke + ke 2 | x = k cos(Zx) + k’ sin(2x) | x = ke + ke

2 | différentielle v —4v=0sont| , ,a _ o o "y
e l6 ForiE . h, K)ERXR (k, KN eRXR (k, KV eRXR
3| lim (x—e") estégaled.. — Yot 0
P La forme exponentielle du - _ T
nombre complexe -1 + i est ... 2’4 va2e's v2e ¢

Exercice 3
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O; u,v).

A, B, C, D et I sont les points du plan complexe d'affixes respectives: —v2; 1+i;1-i;3+ietl
1. Justifie que le triangle ABC est isocéle en A.

2. S0it § la similitude directe du plan d’écriture complexe :z'=(1+i)z +1-3i.
a) Justifie que : S(D) =D et 5(B) = C.
b) Détermine les éléments caractéristiques de S.
¢) Détermine l'image (C’) du cercle (C) de diamétre [BD] par S.

Exercice 4

On donne la fonction numeérique /* définie sur [0 ; +[ par: flx) = %:i_% '

(C) est sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (0, I, J).

j =4

] W = M, el —/f in)

1. Sur la feuille annexe & rendre avec la copie, construis & l'aide de (C) et de la droite (D) d'équation

On considére la suite (i ) définie par :

v=x,les quatre premiers termes 1, , i, , i, et i, de la suite () sur 'axe des abscisses,
2.0n admet que la fonction /* est dérivable et strictement croissant sur ]0 ; +2[ .

a) Démontre par récurrence que : Vi1 € N, i, > %

N _ ) o 2(,+1U=2u.+1)
b) Démontreque:vn €N u_  ,—u = IR :

c) Déduis de 2.0) et 2.b) que la suite (1 ) est décroissante.
3. o) Déduis de 2.a) et 2.c) que la suite (ir,) est convergente.

b) Justifie que la limite de la suite (u ) est égale a %

L—
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Exercice 5

g, 25 : - . fix)=xInx—2x, six >0
Soit / la fonction numérique définie sur [0 ; +c[ par: 70)=0 :

On note (¢ ) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonorme (O, 1, J).
L’unité graphique est 2 cm.
1. a) Justifie que f est continue en 0.
: e Plxd=fl0)
b) Justifie que : _r!'inc.__.x‘T = -0
c) Interpréte graphiquement le résultat de 1.b).

; , {x)
2.0nadmet que: lim flx)=+xet Iim ;T = 40
X—+oc g S,

Interpréte graphiquement ces résultats.
3. a) On suppose que / est dérivable sur ]O ; +7[.
Justifie que : v €10 ; +o[, f '(x) = =1 + Inx.
b) Etudie les variations de /.
c) Dresse le tableau de variation de /.
4. Trace la courbe (1 ).
(Tu pourras tracer 'axe des abscisses dans le sens de la longueur du papier millimétré).
5. a) A l'aide d’'une intégration par parties, justifie que l'intégrale K telle que K = 112 xlnxdx est égale
a2in2- 3.
b) On admet que, sur [1; 2], (¢ ) est au-dessus de 'axe des abscisses (OI).
Calcule Paire en cm? de la partie du plan limitée par la courbe de (¢ ), la droite (OI) et les droites
d'équationsx=1etx=2.

Exercice 6
Lors de la kermesse en fin d’année dans ton lycée, le comité d’organisation a initié un jeu d’adresse.
Le jeu comprend quatre épreuves.
Le joueur regoit 4 boules aprés une mise de 100 F CFA.
Une épreuve consiste a lancer une boule dans un trou situé a 10 m.
Le jeu est terminé lorsque le joueur a lancé les quatre boules.
On suppose que les 4 boules lancées sont indépendantes.
A chaque épreuve :
- si le joueur réussit & loger la boule dans le trou, le comité d’organisation lui remet 2 tickets.
- ¢'il ne réussit pas a loger la boule dans le trou, il ne gagne aucun ticket.
On admet que le joueur a 25% de chance de loger une boule dans le trou.
Le comité d’organisation récompense & hauteur de 2 500 F CFA le joueur qui posséde a la fin du jeu
au moins 4 tickets.
Un éléve affirme qu'un joueur a moins de 20% de chance de gagner les 2 500 F CFA.
A l'aide d’une production argumentée basée sur tes connaissances mathématiques, dis si
I'affirmation de cet éléve est justifiée ou non.
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Logique et raisonnement

I- Proposition

Une proposition est un énoncé augquel on peut répondre
sans ambiguité par vrai ou par faux.

On dit alors que les deux valeurs de vérité d'une
proposition sont « vrai » ou « faux ».

II- Implication et équivalence

La proposition « si P, alors Q » ou « P implique Q » est
appelée implication. Elle est symbolisée par =.

On dit que P est I"hypothese et que Q est la conclusion.
La proposition « P si. et seulement si Q » ou « P
équivaut 4 Q » est la proposition « (Si P, alors Q) et (s1
Q. alors P) ». Elle est symbolisée par <.

lli- Les quantificateurs

= Quantificateur universel

Pour énoncer une propri¢té vraie dans tous les cas, on
utilise le quantificateur « pour tout », noté v.
Remargue : [ signifie « Quel que soit » ou encore
« Pour tous ».

« ¥x € E, P(x) » signifie : Pour tout ¢lément x
appartenant a I'ensemble E. la proposition Ply) est
vrale.

Exemple : ¥x € . x* = 0 : Quel que soit x ¢lément de
[, x* est positif ou nul.

= Quanfificateur existentiel

Pour énoncer une propriété vraie sur des exemples
mais qui n’est pas dans tous les cas, on utilise le
quantificateur « il existe », noté 3.

« Ax € E / P(x) » ou « 3x € E, P(x) » signifie : Il
existe au moins un élément x de I'ensemble E tel que
la proposition P(x) soit vraie.

Exemple : 3x € R /x* = 100 : 1l existe des réels v tels
que : x> 100.

« 3y €E/ Plx) » signifie : [l existe un etun seul ¢lément
v de I'ensemble E tel que la proposition P(x) soit vraie.
Exemple : 3¢ € N (n* = 100 : [l existe un unique entier
naturel # tel que : n° = 100.

IV- Les différents types de raisonnement

On peut définir le raisonnement comme un ensemble de
propositions organisées pour aboutir a une conelusion.

= Le raisonnement inductif : de I'étude de plusieurs
exemples concordants (et si possible représentatifs) on
déduit, par présomption. une propriété génerale.
Exemple : Deux points A et B étant donnés. détermine
I'ensemble de tous les points C tels que le triangle ABC
soit un triangle rectangle.

s Le raisonnement déductil @ a partir de propriétés
reconnues comme vraies, par enchainement logique. on
déduit une propricte.

= Raisonnement par I'absurde : consiste 4 démontrer
la vérité d'une proposition en prouvant 'absurdite de la
proposition contraire.

Exemple : Démonire que v 2 estun nombre irrationnel,

= La disjonction des eas : pour démontrer une propriete.
il est parfois nécessaire de I"¢tudier cas par cas.
Exemple : Démontre par disjonction des cas que pour

5 nin+1)
tout entiera, — 5

est un entier,

= Le contre-exemple : un contre-exemple ou
contre-exemple est un exemple particulier et concret qui
contredit une aflirmation.

Exemple : Démontre que I'affirmation « Tout entier
positif est samme de trois carrés » est fausse.

306 Logigue et raisonnement




LIMITES ET CONTINUITE

e Sivy€la. [ fix)zgx)et lim g(x)=+=, alors
lim f{x)=+=. i

P
» ;: Vx€]l-».al.lx)sglxret lim gx)=—=, alors
Jll.mx flxy= —o0.

(gof ) =f'(gof)

[/ 'Tla)=

Théoreme des gendarmes
o Sigiv)<fiv)=h(xyet lim glx)= hm Alx)= [, alors
r]r_[\] fix)y= 1

Limite de la composée de deux fonctions
Si lim firy=>0 a {in'}’ gl) =l alors lim goflx) = 1.

Branches paraboliques

tout X élément de [a. b].

Dérivée d'une fonction composée

Nombre dérivé de la réciproque d’une
fonction bijective en un point

|
1L '(a)]

Inégalités des accroissements finis

& Soit fune fonction dérivable sur un intervalle 1.
a et b deux éléments de I tels que a < b.
| S’il existe des nombres réels M et m tels que pour

m=f(xX)=M.

alors ni(h = a) < f(b) — () < M(b — a).

e (€ ) admet une branche parabolique de direction
(OI) en += lorsgque lim  f(x) = += (ou —=) et
£t

lir & 0
T z o —N
p—tae X

e {une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I.
S"il existe un nombre réel M tel que pour tout x ¢lé-
ment de 1. |/'(x)| £ M, alors pour tous nombres réels

aethdel,|f(a)—f(b) <Mla—hl

e () admet une branche parabolique de direction
(0J) en+x lorsque  Tim  f{x)=+oc (ou —=) et
L =T0

o PRIMITIVES
lim == =+%(ou —=), —
gt X Primitives de fonctions de référence
On définit de méme les branches paraboliques en —o.

y ’ o onction : fix)=... | Primitives de f: F(x) =...
Théoréme des valeurs intermeédiaires Forietions fi) B SE8 T
(conséquence) @y €ER ax+c,cER
f est une fonction continue et strictement monotone sur Y. neN s 1+ e cETR
I_(f . :“1]. n+1
Si fla) et f{h) sont de signes contraires, alors l'equa- % n € N*\{1} __‘1_|, +éceER
tion f(x) = 0 admet une solution unique dans 'intervalle i (17— 1)x
ouvert a : H[. _1__ 2/x+c.c€R

VX

. g . L ore@V) | —=lr+eceRr
DERIVABILITE ET ETUDE DE . r=x e
FONCTION sin X —cos X
Dérivabilité a droite, dérivabilité a gauche cos X sin.X

| +tan’ x tanX +c,c € R

: x)—flx

Ax)—fix)
X=X

Calcul de primitives

f e(xa) = lim
"% intervalle 1.

1 et v sont deux fonctions dérivables sur un

« Une fonction f est dérivable en a si et seulement si

fest dérivable 4 gauche en a, dérivable a droite en a et Fonction Primitives
fola)= fala). u' u+v+e.ceR
Point d'inflexion Au'.LeR Ai+c.c€ER
Le point A(a : fla)) est un point d'inflexion de (€ ) u' v+’ uxXv+cceR

lorsque /"(v) s"annule en a en changeant de signe.

\—ﬁm—ﬁ




- » #*
w' u'(n € Q\Y-1)) e +c,cER
Zer >0 2/u+c.cER
"
?“_‘LD —%4’('.(‘6{&
i _ . | T
U = 0etn e Q1) = e«c€ER

Dérivees

W —an u
‘!‘“—'ﬁ"‘*.r:ll —=4eicER
'l.'- 1
1'sinu —costt +c.c ER
u'cost +sinu +c.cER

i) u'l x)

ou)(X)= —

Vaew) ulx)

| ) u'x)

1+11 d et
(InefiY ul x )
Primitives
Fonction Primitives

X = —1: xe=nlxi+eceR
' x)

X 4 LY X njulx) +e.c€ER
ulx)

FONCTIONS LOGARITHMES

s YXE 0 =] In‘{.\‘l=% ;
e Inl=0
e Ine= 1, avec e =2,7182
Propriétés algébriques
Pour tous nombres réels ¢ et b strictement positifs, on a ;
e In(ab)=Ina+Inb:
ln(l]=— Inb :
b "

In( f,—i )=Ina—Inh;

o In(a)=rina. Yre@:
e In VE=J2‘ Ina.

Sens de variation

- La fonction logarithme népérien est strictement crois-
sante sur 0, +=[.

- Conséquences :

Pour tous nombres réels a et b strictement positifs, ona:
e Inu=lnbe= a=b;

o Ine<nbe= a<h;

e nu=0=a=1;

s gz = lnaz0:

e D=g<]e Ina<0.

Limites

e lim Iny=-=
r—

e lim xXlnx=20

1

PTG

L

o linp it =]
ey X1

o lim Inv=-x

H_llm'

_n_m_ 5 =10

La fonction logarithme décimal

VYX€ED:+x[. logly)= ﬁ -

FONCTIONS
EXPONENTIELLES ET
FONCTIONS PUISSANCES

e '=1;e'=¢

s YYER ¢ >0

VyeR Infe')=x

e YYER: ™=x

e« YYERVYER .¢'=rex=ln
Propriétes algebriques

Pour tous nombres réels « et b, pour tout nombre

rationnel 1+, on a:

. & =¥ &
p T = —
. ¢ T
&
e & =7
{7‘

e [ty =¢g*
Limites
Pour tous nombres réels ¢ et b, pour tout nombre
rationnel . ona:
o lim ¢'=0
X —=--0C
o lim &'=+x
X—-

e lim xe'=0
g

it

. L
hm. ——= -+
—x X

. —

lim -
a1l A
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Sens de variation
-VxeR, (c)=¢

- La fonction exponentielle népérienne est strictement
croissante sur [.

- Conséquences

Pour tous nombres réels a et h.
e &= =a=h

e <l &= a<h

e d<0 e=0<e'<]

e 0>0De=e">1.

Dérivées

(") = w'(x)e"™

Primitives

Fonction Primitives
X e x=ete.ceR
X b xe” xpell+e ceR

Croissances compareées

xeER->

s lim ln{..‘_r}=0:
oL L

o lim Ini}'.r}=01

o lim ":f_ =0:

SUITES NUMERIQUES

Convergence
o Toute suite décroissante et minorée est convergente.

« Toute suite croissante ct majorée est convergente.
=)

Si la suite (1) est convergente, alors sa limite est une
solution de I"équation : f(xX) = X.

¢ (u ) est une suite telle que : u

Convergence de suites arithmétiques

(11,) est une suite arithmétique de raison » et de premier

terme u,

- 8i =0, alors (u ) converge et imu = u,.

- Sir 20, alors (1) diverge et imu_=+x.sir>0
etlimu =—wsir<y0,

Convergence de suites géométriques

(v,) est une suite géométrique de raison ¢ et de premier
terme v,

v, <0 v =0 v >0
g<-1 lim v n'existe | lim v =0 | lim v n'existe
=l<g<l [lmv=0 limy=0|lim=0
g=1 lim v =y limvy=0|limy =y
q>1 limv=—x |limy=0limy=-+x

Croissances comparées des suites (In(n)),

(n°), (a")avecacE Retac k-
Suite Conditions Limite |
(In e 5 - |
=0 0
(n) e €R |[a=0 |
=0 b
a<-1 n'existe pas
“1<g=<I 0
() .0l
nen ]i‘ — I 1
a=>1 5
) In(n)
e Sia=0, alors lim — 7—=0
; _Inln)
*Sia>1.alors lim — ==

n_

eSia>let a €R.alors lim = ={.

eSia<let-l<a<]l,alors lim ﬁ =,

CALCUL INTEGRAL

Intégrale d'une fonction continue
. fﬁ f(x)dy = IF{.\'}]_', =F(h) — Fla).
.!_ ;
. f flx)elx =-j; fx)dr.
. frr_!'{.r}air =0.
Relation de Chasles
al - h
[ [x)dx = j _/'(.\‘);.i\:vf ftx)dy .
Linearite
B i b
. f [ fiy+g@nldr = _;‘(r;dﬁf g(ndr .

el I
« YAER, j afidi=a | findr.

Mémento




Inégalité et intégrale Calcul d'aire

Si VX € [a: b], fix) =0, alors ﬂ flxyadr=10. Le plan muni d'un repére orthogonal (O, 1. J).

_— 3 i : ; « fest une fonction dérivable sur [a, b] de courbe repre-
XE [a.;bh]. AX)=g(X). alors ey = el vk : ~

i [a:b]. fAx)zg(x).alors | ey ] ol v delx sentative (C):

; y . Si f est positive sur [a. b], I'aire de la partie du plan

Inégalités de la moyenne L e R e R RE S

: : limitée par (C ). (O1), les droites d"¢quations X' = a ct

Soient nr et M des nombres réels.

Si¥x € [a:bl.m<fix)sM . alors X = hest ;' flodde < wa
mih—a)=< .}:hj{ rldr<Mibh—a). - Si f est négative sur [, b], I"aire de la partie du plan
SiVXE[a. b], | flr)] < M.alors ""];1 )dr <Mlb—a) limitée par (C ). (OI), les droites d’équations X = a et

X =hest - l fleddr = wa ]
Valeur moyenne d'une fonction continue - Si fne garde pas de signe constant sur [, b]. I'aire de
Valeur moyenne de / sur [¢ ; b] : TE"E ,'J Fladdr la partie du plan limitée par (C ). (O1). les droites

: : ) déquations X =a etX = b est '.‘.'.I_,H x)de x wa
Intégration par parties o / et g sont deux fonctions continues sur un imery alle
ff Wl yole)dr = [ulz ()], - ﬂ il Yo'l bir [a, b) telles que VX € [a. b], fix) = g(X). (C et (C)sont

' les courbes représentatives respectives de /et g.
L’aire de la partie du plan limitée par (C ), (C ). les droites

d*équations X =aetx = hest | [ Alr)—glo) Jde x wa.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

| Types d*équations differentielles Solutions |
v+ ay=0.aeR fix e ke, kER |
v+ ay=b, aER*, hell fix = ke™ + "j , kER II
V=0 fixy=ax+b, geER, beR I
' =o'y =0, oER* fix) = ae™ + be*'. a€ER, hER |
Wty =0, oeR* _fix) = acoswx + hsin mx. aER. hER !

NOMBRES COMPLEXES Conjugue

Siz=x +iy=re" ;

=Xy =re;

o - 1

x==(ztz)r¥=mrlEe=2);
2 i 2i

sFi=a+izE =22

zz =X+

Module et argument
- est un nombre complexe de points image M(X.y) Module dez: |z =r=0M= i +y
Puﬂ!c :"ecllc_ de. z: Rez)=x= OP 2:’“‘05” ) Argument de = (z7 0) 1 Arg (2) = 0= E\ica{ F:lfl-ﬁ J
Partie imaginaire de z : Im(z) = y= 0Q = rsinb.

riGMAT Tout nombre de la forme 0+ 24w, ol KEZ, est un argu-
z£0et0=arg(z)

ment de = et est noté arg(=)

Forme algébrique :z =X +iv. avec i* ==L == gt 12t =g
Forme lrigonmnétrique < == p{cost + isint ) ot = R ED o = )
Forme exponentielle : z = re" 1 1 B
F = ? e 'I__-f
—z =g z =m Y

Memento




Formules de Moivre
e (cosh + i sin0) = costnt) = isin(nb))
e (costh =i sint )= cos(nt) = i sin(nH)

Formules d'Euler

nft it
e™ 4 Ul
e cospl= ————

. & il & !
e st = 5

Equation du second degré dans ©
(Eyyze€C.az +hz+¢=0.(a€C*¥ heL.cECL)

e Discriminant : A= h*— dac.

o SiA=0.alors (E) admet une solution unique : —%.

St A = 0. alors (E) admet deux solutions distinctes :

% g
_'h.,; 2 et _'h:; 9 ol & est une racine carrée de A.
PROBABILITE

CONDITIONNELLE ET
VARIABLE ALEATOIRE

Probabilité conditionnelle
P(AnB)
. PJAFW
« Act B sontindépendants lorsque
PIANB) = P(A) « P(B).

Espérance mathéematique, variance et écart
type d'une variable aléatoire

o Espérance mathématique

ElX)=xi XP{X=x)+0:X P(X=u:)
+..txxPlyi=x)

« Variance

MX)=(x,—E(X))xP(X=x,)
= E(X)Y x P(X=x:)
+oA-{x, —E( X)) xP{X=x,)

Ou bien :

HX)=xixP(X=x)+xiXP(X=x,)
FuFmX P X=2)—(E(X)r

o Ecarttype: 0=y V(X)

STATISTIQUE A DEUX
VARIABLES

Point moyen

GIX,; Y Javee X= ‘_lt_\_'\}.f_i et

F= Jityatity
iy N

Ajustement linéaire par la méthode de
moindres carrées

e Variance

I-[ .\.) — ‘{]r l[."l _T}- +{.\‘_‘_.? ):+.,. +[-A\’"_f)n]
1

ouV(X)= ?t_r'.'+.\':f+ )= X

« Covariance |

COV(XY) =3 {(xi =F W=7 ) +(x:=F)
(=T )+t xa—F N xa—F)]

ou

VX Y) =4 (o +xape o+ 200) — X

e Cocflicient de corrélation linéaire
COV(X.Y)
e
v (X )y{ bi }
Remarques
s ~|l<r<li
s S51087<r<1ou =1<r<-087, alors il y a une
bonne corrélation linéaire ou une forte corrélation
lin¢aire entre les deux caractéres.
= Droite de régression de Y en X

(D):y=ax+b avec a Y

eth=Y—-aX
» Droite de régressionde Xen Y

W5 e e A e o s Cﬂl'{.‘:}'»j
(DY:x=a’y =5 avec a =Ty

et h' = T— LI'T

NOMBRES COMPLEXES ET
GEOMETRIE DU PLAN

Soit A, B, C et D les points d'affixes respectives

2 5 T 2 Sy
» Laffixe du vecteur AB est: Zx8 = Zo— 2
« L'affixe du milieu du segment [AB] est: %I:« +zn).
e AB=|zq|=|z0—2.]
e B
o Mesli.AB)= Arglzy—z4)

s Mm[ﬁ?‘ﬁ)zlf&rg[:_:’l::—i)
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Similitude directe

Conditions vérifiées par a Nature et élément(s) caractéristique(s) de S
a=1 S est la translation de vecteur 1 d'affixe b.
Sia € R* i i : s
Similitude difecte S a€ER®I1Y |8 e.slnlth:)motl'lc.m de centre Q dlaffixe 5— etde
d’éeriture complexe ERppatl &
=i+ b al=1 S est la rotation de centre Q) d'affixe : — etd'angle
: Arg(a).
ola€C*etheC. |§iueC\R Bla)
lal # 1 S est la similitude directe de centre Q daffixe fﬂ ;
de rapport || de d'angle Arg(a).
P

» Les points distincts A, B, et C sont alignés si et seulement si AT B v,

Sc—I8

» Les droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si ::: :‘_:-% € R".

£A_<B o jRe.
<G &0

« Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seulement si

Ze—Z Zp—2n
< A c ER*-

» Les points A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si =—=-: = —=

=2 e iR"

A

« Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si ig:

e Le triangle ABC est isocéle en A si et seulerent si 'r‘.:; ::: =¢" ou Eg :Z:— =¢™, avec ot € R*

s Le triangle ABC est rectangle et isocéle en A si et seulement si
ZETEA oy A =,
=C 7 =A =07 =A
A ZB—ZA

« Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si Z2—=2=¢'% ou ZX=2; = ¢ %,
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