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ENONCE
Soit la fonction fdéfinie sur IR— { —1: 1 } par:

3 2
x +2x° ; ;
————— et C sa courbe représentative dans le plan

Sx)=
muni d'un repére orthonormal (unité graphique 2 cm).

A. Etude d’une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définic sur Rpar : g(x)=x’ -3 x—4.

1. Etudier la fonction g.

2. Montrer qu'il existe un réel @l unique tel que g(l) = 0,
puis déterminer une valeur approchée de l a 10 prés.

3. Etudier le signe de g sur R.

B. Etude de la fonction f
1. Déterminer les limites de la fonction / aux bornes de
chacun des intervalles de son ensemble de définition.
2. Montrer que pour toutxde R—{—1:1}:
i) = Lﬂ‘
(x"=D°

3. a. Montrer que pour tout x de R— {—1:1}

+

fey=wro+ T2

3.bh. Etudier la position de la courbe C par rapport a D
d’équation y = x + 2.
3.c. Montrer que la courbe C admet D pour asymptote
oblique en +w et — .
4, Tracer la courbe C et la droite D.

CORRECTION
A. Etude d’une fonction auxiliaire
L. g est un polyndme donc est définie continu dérivable sur
R
lilp g(x) = lilPJ x¥=+wet lilph g(x)= lix}l x}=-
g@=3x*-3=3(x>-1)
x —00 -1 1 + 00
g'(x) + 0 - 0 +
-2 + 0
g |- / \ -6 /
2. Sur | — o — 1] g est croissante ; sur [- 1: 1] g est

décroissante donc g admet un maximum en — 1. g(- 1) = -2
donc pour tout x de |- ; 1] g(x) £ - 2.

L’équation g(x) = 0 n’a pas de solution sur | —2c: 1].

Sur [1 : + o0 |, g est définie continue, strictement croissante,
gl +oP=[-6;+0],

0 C |- 6:+2|. donc il existe un réel # unique tel que g(f) =0

2(2.19) <0etg(2.20)>0donc 2.19 <@ <220

3.

% -
g(x) =

B. Etude de la fonction f
1. f est une fraction rationnelle (quotient de deux
polynomes) donc sa limite en + o et — % est la méme que celle
du quotient de ses termes de plus haut degré
3
lim f(x)= hm Y—,— lim x=+wet

o %= N #
3

lim f(x)= llm x—,—- Iim x=—-x

Yo = N i Yo =D

lim x*+2x%=1et hmlr -1=0

x—=1

11 faut donc préciser le signe de x* - 1

x — -1 l + o
x“—l + 0 - Jo] +
donc lim x *~1=0"donc hmf(x) + o
x<=1 t<-l
hqllr —1=0 donc hm](t)——oo
X>=1 ‘> 1

1imlx3+2x:=3et 1in1|x3—l=0

Il faul donc préciser le signe de x* - 1
limx*—1=0"donc hmf(r) =_00

x—
x<] \‘I

limx>—1=0"donc 11mf(>.)—+oc

x— 1
¥>1 v’]

Bz +41)(\“-l) 2r(x +2x7)

2 - e
f'(.\.)=x[(3-\7"’4)(x::l)"':2(x'+2x3)]
(x =)
%2> -3x-4) _ xg(x)
f(v) (-\2_1)2 (XI_])E
I o 0 1 1] + 0
X = - 0 + + +
g(x) = - - = 0 +
S x)| + + 0 - ~ 0 +
+ 0 0 = e
= = = m
3.8 FHAF xﬂ+2 =(x+2)[1+ 1 J x*2)x
A= & x> =1
3 2
x+2+ x~+2 =X ':Z.Y =f(r)
b | P gl |
: x+2
3.h. Soith(x)=/f(x)—(x+2)= — |
x_-
x |-» -2 -1 | 1 [+
3':—1 + + 0 _ 0 3
X2 = 0 + + +
h) | - 0 + | - I T

Doncsur|—0:=2[C ]=1:1[f(x)—(x+2)<0
La courbe C est en dessous de la droite D.
Doncsur|[-2:-1[C]l:+o[f(x)-(x+2)>0
La courbe C est au dessus de la droite D.

La courbe et la droite se coupent au point d abscisse 2.

3.c. Montrer que la courbe C admet D pour asymptote
oblique en + @ et —

. X ¥2 b :
lim — = lim — = lim

IR | X b® = Yo+ &

soit lil}l fxX)—-(x+2)=0

= |-
Il
=)

= lim x,= lim l=0

T—==o ¥

x+

lim —
o x2a]  ace x?
soit lim f(x)-(x+2)=0
la courbe C admet D pour asymptote oblique en + 2 et — %

4. Tracer la courbe C et la droite D,
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ENONCE

On veut étudier I'existence et le nombre d'extremum de la fonction /définie sur R par: /(x) = x~ — 2 sin x.

Pour cela. on ¢tudie d'abord la fonction /" dérivée de /sur R.

1. Etude de /"'

Vérifier que /'(x) = 2(x — cos x) et étudier les variations de /"' sur IR,

Préciser les limites de /' en + @ et en — =,

Montrer que I'équation : /'(x) = 0 admet une et une seule solution sur R, notée i,

Donner le signe de f'(x) sur R. En déduire le tableau de variations de f'et justifier l'existence d'un seul minimum » pour /.

A2 DR B R

Montrer que m vérific: m=0° -2 /1=l

CORRECTION

l.a. f'(x)=2x-2cosx=2(x-cosXx)

Pour étudier les variations de /7, il faut calculer sa dérivée /™.
f"(x)=2 (1 +sinx)

Pour tout xréel, — 1 SsinxS 1 donc0S 1 +sinx <2

J'(x) =0 si et sculement si x = — g +2kWaveck [ Z

Pour tout x réel, /"(x) 2 0 donc /"' est croissante sur IR.

1.h. Pourtoutxréel.—1=<cosxSldonclZ-cosx2-1
doncx—-1Sx-cosxSx+1
donc2 (x—1)Sf'(x)S2(x+1)

lim 2 (x+ 1) = -2 donc d'apr¢s le théoreme de comparaison. rlill]’ f'(x)=—=,

X —s =

lim 2 (x— 1) =+ 2 donc d'apres le théoreme de comparaison. lim /'(x) = + .
yr—* ¥t

2. f" est une fonction définie continue sur R (somme de fonctions continues sur IR) strictement croissante sur } -

AT -mem

0 [ [-W: 3 M donc I'équation / '(x) = 0 admet une seule solution # sur :| -

| =
'S}

(S
=

“)

LI [
2° 2 I”
J"est croissante sur Rdonc si x £ —!2! S ST '(- g] donc /'(x) £ - W donc /' ne s'annule pas sur } -a0: = g}

3 3 3
/" est croissante sur IRdonc si x 2 T“ J'OSS ’(T“] donc f'(x) 2 3 Wdonc /' ne s'annule pas sur [ 7“ i+ [ .

Au bilan : I'équation /'(x) = 0 admet une scule solution @t sur R

3 si xs—g JS'(x) £ =Mdonc [ '(x) <0 sur :| --w:-g]

5 3W

six2 ;
5

f’(x)23lldoncf'(x)>()sur[37“;"'00[.

/' est strictement croissante sur } =

0=

3

'T“[.clf'(ll,)=0doncsi—g <x<MWalors f'(x) <0
six=M0.f'(x)=0

: in

sifl <x < T alors /'(x) > 0

d'ou le signe de /() sur IR: six <® alors /'(x) <0 :six=0./'(x) =0 :six>W alors /'(x) >0

donc fest strictement croissante sur | — 2 ; 0l | et f'est strictement décroissante sur [0l ; + % .
donc fadmet un scul minimum men @ sur R.

4. m=f@)=U"-2sinMor/ (M) =0 donc il —cos Ml =0 donc cosl =Ml

orcos Ml +sin“ @ =1doncsin”@=1-#">doncsoitsinll = {/1-®° soitsin@l=- /1-0">

- , : mo3n
f est strictement croissante sur | = 5 5 T

donc sinfl = /1-@* d'ou en remplagant dans 7z = @ * — 2 sin fl on obtient : m =/ (M) =07 -2 /1= .

[ 5 etf'(g] =Wetf'(0)=-2doncOsUS !2! donc sinfl 2 0.



ENONCE

Soit / une fonction définie sur | —oc : 0] [ [1 1+ [, telle que : /(x) = ,/ xt=x +x

l.a. Déterminer la limite de f'en + o,
1. b. Déterminer la limite de /" en — 0, que peut-on en déduire pour la courbe de /7

2. La fonction fest elle dérivable en 0 ? en 1 ? Que peut-on en déduire pour la courbe de / ?
: . e o
3. a Déterminer la limite en + « de —-f—(—)
x

3. b Déterminer la limite en + o de [ f(x) -2 x]
En déduire que la courbe de fadmet une asymptote oblique en + «.

CORRECTION

la f(x)= /xz(l— 1, ) +xdonc lim 1- l, =1ldonc lim x:(l- l, ] =+
x° xatm x° Y+ x°

et Iilp f(x)=+®

5

(\/x‘—x*"x)(\/x:-x-x) _ gty

1.b. [f(x)= =
\/xz-x-x \/.\':-x-x
[ = -
e
X
x<0donc \/x* =—xetf(x)= N soit /(x) = =
—\\/(l—l,)-x —x( | B ,+1]
x? x2
. 1 . 1
f(X)= ———— donc lim f(x)= —
1 X—=m 2
1=— +1
=

5 . f(x)-_f’(O)___\/x'-xi'x_ > SRS el

x=0 x _x(\/xz-x-x)
J(x)=f(0) _ =]
x=0 \/xl-x-x

six <0, \/xz-x —-x= \fxz-x +(=x)

2 .. " . . il
donc \/ x ° =x —x>0 (somme de termes positifs) et lm} 1{ x2=x —x=0 donc lim -—— =—-»

¢ — 0 2 P
x<0 <0 P AEANE S -

/n'est pas dérivable en 0 mais C admet au point d'abscisse 0 une tangente verticale.

f(x)-‘/'(l)=\/x:-x+x-l ,/xz-x+l

six> 1, -
X1 %=1 x—1
fO=-f® __ xx=Dh
=il (x-l)\/xl-x
@O x
x—1 \/xz-x

- o T - AT Y.
six> 1. llll} X x =07 donc 11111 + @ d'ou lim + 00

1 - P xr—1 -
x> >y X X x> x=1

Jn'est pas dérivable en 1 mais C admet au point d'abscisse 1 une tangente verticale.

2 l
. D
3 a SO _Jx"mxtx ) 4
x

X X

x tend vers + o donc x> 1. donc x>0 donc 4/ x* =x



n

|
x,f I=— :
/@ - +1=,’ l--1—+1donc lim Vi .
RY X X X

X—+®

3.b. f(x)—2x=\fx3-x—x
f(x)—2x=\/x2 =% =%
Gl x? =x=2)(f ¥ =% %)

Jxi-x+x

=% X

f(x)-2x= - =
\/x‘-x"'x Jx{l'%)-bx

x>1ldonc \x* =xetf(x)-2x=

f@)-2x=

=

Xl L= l, +x
x?

J(x)-2x= —l donc lile_ J(x)-2x= %

1- = +1

x
; 1 ; 1
lim f(x)—2x=5donc lim f(x)_zx—5=0
soit lilplf(x)—(2x+%)=()

g : 2 1 .
La droite d'équationy =2 x + 5 est asymptote a C en + @,

2



ENONCE
Soit /'la fonction définie sur [0 : + 90 [ par: f(x)=(15-2x) \/_x +9x
1. Déterminer la limite de /'en + o,
2. Soit g la fonction définie sur [0 : + o0 [ par : g(x) = 18 \/_\ —-6x+ 15,
Déterminer la limite de g en + .
Etudier le signe de la dérivée de g.
Dresser le tableau de variation de g.
Démontrer que 1'équation g (x) = 0. sans la résoudre, admet une solution unique dans [0 : + o |.
On notera @ cette solution.
Déterminer une valeur approchée de f a 10 7 prés.
Rechercher la valeur exacte de H.
En déduire le signe de g sur [0 : + o |,

O =R

r®Se

3. Démontrer que : pour tout réel x > 0. f(x) = g(x) '
2./ %

4. Etablir le tableau de variation de /.
CORRECTION
1. fEx)=x ([E = 2) ﬁ + 9J or lim [(E- 2] \/_\ + ‘)) =—xdonc lim f(x)=-
X X =t X X—s 20

2.4 g(x):[l—g—()]x+150r lim [£-6]=—6donc lhp__g(x)=—°0

T | T

2.b. gestdérivable sur] 0 : + [ et g'(x) = 18 %

1 _6=9-6J§
o Tz
gx)>00 3-2 Jx >0etx>010] \/;<%clx>0

9
gx>0r 0<x<1

9
'X)<0C x>=
£g'(x) =
9
'x :OI X=—
g A
9 57
2.¢ = ===
g(J 2
X 0 - + o0
4
g + 0 -
57
g 15 / 2 \ -

2.d. g est croissante sur [0 : 9/4] et g (0) = 15 donc pour tout x de [0 : 9/4]. g(x) 2 15 donc I'équation g(x) = 0 n'admet pas de
solution sur [0 : 9/4].

f est définie dérivable, strictement décroissante sur | 9/4 .+ [, g(]9/4:+x|) = ]-20:57/2], donc 0 L g (] 9/4:+=>[) donc
I'équation g (x) = 0 admet une seule solution @ sur | 9/4 : + 0 [.
I'équation g (x) = 0 admet une seule solution i sur | 0 ; + 2 [,

2.e. g(13,538) >0 et g(13.539) <0 de plus I'équation g (x) = 0 admet une scule solution W sur [ 0 : +oc |
donc 13,538 <@l < 13,539

2.f gm=00 18 fx =6x-15etx200 6 x =2x-5¢etx20

036x=Q2x-5)"etx200 36x=4x"-20x+25etx200 4x -56x+25=0etx20
s 56+12./19 56=12./19

A=56-—4x4x25=|6x9x|9doncxl=Tcl.\-:=T



x - <0 donc ne convient pas car il est négatif donc fl =x, =

14+3./19
2

2.8
9
X 0 i (1] + o0
2'(x) + 0 -
57

g o
15

8(x) 0 -
3. S'x)==2\x +(15-2x) % ! +9
24X
1= —4x+15-2x+18/x _ ()
' 2z 2ifw
4. Pour tout x > 0. /'(x) a le méme signe que g(x) donc
X 0 1] + 00
2(x) & 0 -
JS'x) + 0 =
M
f . / \ .

M=/@)=(15-20) /0 +90




ENONCE

A Soit g 1a fonction numérique définie sur R par
g(x)=2x3+x3— L
g Etudier les variations de g .
2° En déduire que I'équation g(x) = 0 admet sur IRune unique solution f telle que 0,65 <@l < 0,66 .
; . g & 1 ( 2 1 ]
B. Soit /* 1a fonction définie sur R* par /(x) = — | x “ + x+— [
3 X
On désigne par C , sa courbe représentative.
1° Etudier les limites de f'aux bornes de I'ensemble de définition.
2° En utilisant la partie A. déterminer les variations de /et dresser son tableau des variations.
3° Soit 1 le point de C . d'abscisse — 1 et J le point de C . d'abscisse 1.
a) Vérifier que la droite (1J) est tangenteen J 4 C .
b) Déterminer une équation de la tangente Tenla C.
¢) Etudier la position de C . par rapporta T.
4° Soit / la fonction définie sur IR par /(x) = % (x> +x) et P sa courbe représentative dans le méme repére que la courbe C .
a) Déterminer les limites en — o et en + o de la fonction x— f(x) = h(x) .
Que peut-on dire des courbes C et Pen+ et en -
b) Etudier la position relative des courbes C et P.
5° Construire P, (1)), T et la courbe C .
CORRECTION
Partic A
1. g(x)= 2x3+x2-1 doncg'(x)=6x2+2x=2x(3x+ 1)
d'ot le signe de g'(x) :
X —® . 0 + o
3
2x — - 0 +
3x+1 - 0 + +
2'(®) + 0 - 0 +

Z.

J=—§ etg(0)=-1

27

: ) ; 1 1
g est croissante sur | — % ; — 1/3 [ et décroissante sur ] — 1/3 ; 0] donc g admet un maximum en — = J g(-;] < 0 donc pour

26 3 :
toutxde|-2:0].g(x) S~ — donc I'équation g(x) = 0 n'admet pas de solution sur | — 2 ; 0]

g est définie dérivable, strictement croissante sur | 0 :+ [, g(J0:+x[)=]-1
= (0 admet une seule solution @l sur ] 0 : + <0 [ donc sur R.
£(0.65) <0 et g(0.66) > 0 et I'équation g (x) = 0 admet une seule solution Ml sur | 0 : + ¢ [ donc 0,65 <Hl < 0.66.

s+ |.donc 0 1 g(] 0:+%])donc l'équation g (x)

Partie B
1. xitx=x(x+ l)donc| llim x3+x=+00dcplus lim L —Odonc| llim fx)=+o
x| —rw \‘ — X —
lim, L] =+xet lle +x=0donc llmf(x) +ooet lim l=-—0P<:l llmx +x =0 donc hmf(x)——r
x—=0°* X x—0"* x=0" x x—07
2 fx)= % £2x+ 1 -L) = # donc /'(x) a le méme signe que g(x)
; X" X
1
b — 0 - = 0 u +

g /

2 = = = 0o+




doncsix<@l.g(x) <0:six=0,g(x)=0:six>M g(x)>0
d'ou le tableau de variations de /"

> — 00 0 (1] + o0
J(x) - - 0 *
+ 00 + 20 + 00
I \_oo \ i /

avec m = /()

3.a. f'(1)= % et /(1) =1 donc une équation de la tangente T'enJ A Cesty = %x+ 1

(5

f=1)=- % donc I a pour coordonnées (- | B %)

Le point d'abscisse — 1 de la tangente T' a pour ordonnée :
1
3

y=——

=— % donc I appartient a T donc T' = (1J)

. 2 o 1 — 5 2
3.b. f'-1)=- 3 et/ (-1)=- 3 donc une équation de la tangente TenIa Cesty=— ;x -1

3.¢. fx)- [-%x-l) =%[x3+3x+l‘+3)

X

S(x) - [-z.\'-l] =le3+3x1++3x+l]
3 3x

S~ [-%x-lj = Lty

3x

2 . ’ 1 3 x+1
donc f(x) — | = ;x =1 ale méme signe que T (x+ 1) donc que ——
2 X X

six<—1,f(x)— (-%x—l] >0 donc Cest audessusde T
Six=-1,f(x)- (-%x-l) = (), L est point de contact de C etde T.
si— 1 <x<0,f(x)— (—%x—l) <0 donc C est en dessous de T

six>0, f(x)— [- %x- lJ > () donc C est au dessusde T

4.a0. f(x)-hkx)= % donc |r}i_].qw Jx)—h(x)=0

La courbe P est asymptote a la courbe C en + % et — 2,

4.b. f(x)-h(x)= 3—1\” donc

six <0, f(x)—A(x) <0 donc C est endessous de T
six >0, f(x)—h(x) >0 donc C est au dessus de T

[55)






ENONCE
1. On désigne par g la fonction numérique définie sur [0 : W] par : g(x)=xcosx—sinx.
Etudier g et dresser son tableau de variation.
En déduire le signe de g (x) sur [0 ;W] .
six=0, f(=1

2 Soit /la fonction numérique de la variable réelle x définie sur [0 : W] par : ) . sin x
six1]0:W]. f(x)=

sinx

On rappelle que lim 1

x—0 X
I:Etudier les variations de fsur |0 : M| .

3 Etude de fen 0
3
3 X
a. Prouver que. pour tout nombre réel x2 0:0S x—sinx < —
)
. . . o . %
(Pour cela. on introduira la fonction [ définie sur [0 : + o[ par : f(x) =sinx —x 4

on calculera les dérivées ', [I" et "' et on en déduira le signe de [.)
b. Prouver que fest dérivable au point 0 et calculer /'(0).
4, Construire la courbe représentative (C) de la fonction / dans un repére orthonormé (O T, 7 ). (On prendra 3 cm pour unité.)

On tracera les tangentes connues.

CORRECTION
1. £'(x) =1 % cos x +x X (— sin x) — cos x donc g'(x) =—x sinx
x [1]0 : M dong sinx 2 0
% 0 n
g'(x) 0 - 0
0

g est strictement décroissante sur [0 ] et 2(0) = 0 donc pour tout x de [0 ; M. g(x) £ 0

xcosx=sinx _ g(x)

rY

2, six]0: W], f'(x)=

X
Pour tout x de ] 0 : W]. g(x) <0 donc pour tout x de ] 0 : W], /'(x) < 0 donc fest strictement décroissante sur ] 0 ;M ].

3. a. '(.\c)=cosx—l+x7

M(x) = ((x))'=-sinx +x

M) =(0"(x) =-cosx+1

Pourtoutxde [0:+ [cosx =1 donc [ (x)20

[ est la dérivée de " donc [I" est croissante sur [0 : + o0 |

["(0) = 0 donc pour tout x de [0 ; + 2 [, " (x) 2 0 donc pour tout x 2 0. x —sinx 2 (

Pour toutxde [0:+oc [T (x)20
[" est la dérivée de 1" donc [1' est croissante sur [0 : + %0 |
['(0)=0donc pourtoutxde [0:+oc [, C'(x)20

Pour tout xde [0 :+ [[1'(x)20

[Jest croissante sur [0 ; + %0 |

[1(0) =0 donc pour tout x de [0 ; + o0 [, [1(x) 20
3 3

4

o5 X = g ' 3 X

soit sinx —x + = 2 0 donc — 2 x — sin x donc pour tout nombre réel x > 0. 0 <x—sinx < =
D

sinx_l
0= /0O in x = , oy
h. JiR = 1) = sk = S \71 ¥ or pour tout nombre réel x>0, 0 <x—sinx < il
x=0 X - 6
six!‘().x:>0.donc05MS§
2



sinx=x

lin}) X =0 donc d'apres le théoréme des gendarmes, lin}) — =0
g O >0 X"
donc f'est dérivable en 0 et /'(0) = 0
4.
x 04108 (12]|16] 2 (24|28 | 1
S(x) 0.9710.90(0.780.62 [0.45]0.28 [ 0.12| 0
4
0.8
0.6+
0.4+
0.2
g -
05 05 1 15 2 25 3 35




Sur la figure ci-dessous. sont représentées la courbe représentative C dans le repére orthonormal (0: /./) d'une fonction / définie et
dérivable sur E ainsi que son asymptote D et sa tangente C. au point d abscisse 0.

T \ D

Y

On sait que le point J(0 : 1) est centre de syvmétrie de la courbe C. que I'asymptote D passe par les points K(— 1 : 0) et J que la

tangente C, a pour équation y= (1 —e)x+ 1.

Partie A - Expression de f

1. Déterminer une équation de D.

2. On suppose qu'il existe deux réels m et p et une fonction cp définie sur R telle que. pour tout réel x. f(x) =m x + p + (x)
avec lim (x)=0,

a. Déterminer m et p.
b. Démontrer que. pour tout réel x. f(x) +/(-x)=2.
c. En déduire que la fonction [ est impaire puis que la fonction /. dérivée de /. est paire.
3 On suppose maintenant que, pour tout réel x : 2/ (x) =(ax+5b) e " ol a et b sont des réels.
Démontrer, en utilisant les données et les résultats précédents, que ¢ = - ¢ et b=0.
Partie B
On considere la fonction /'définie sur R par /(x)=1+x—-x e~ " eton suppose que la courbe C représente la fonction /dans le repére
O:i.j).
1. a. Vérifier que. pour tout réel x : flx)=1+(2 Fh Py T Calculer /'(0) .
b. Veérifier que C, est bien la tangente a la courbe C au point d abscisse 0.
Etudier la position relative de la courbe C et de sa tangente C,
2 Le graphique suggere 1'existence d un minimum relatif de /'sur [0: 1] .
a. Démontrer que /"(x) est du signe de 6 x — 4 x .
b. Démontrer que 1'équation /" (x) = 0 admet une solution unique @ sur | 0 ; 1].
(2 Démontrer que 0.51 <l <0.52 .
d. Exprimer / (a) sous la forme d un quotient de deux polynémes en .
CORRECTION
PARTIE A
1. (JK) est une droite qui n'est pas parall¢le a 'axe des ordonnées donc a une équation de la forme y=ax+b
I=ax0+h
Cette droite passe par les points J et K de coordonnées (0 : 1) et (— 1 ; 0) donc { GmaR{=1%b donca=b=1
=a —

(JK) a pour équation y =x + 1.

2.a. f(x)-(mx+p)=TIx)or ]ilpl (x) =0 donc ]ilp‘l_]'(x) —(mx+p)=0

donc la droite d'équation y = m x + p est asymptote a la courbe de f'en + o, or la droite (JK) est asymptote a C en + %,
doncm=1letp=1ldonc/(x)=x+1+[(x)

2.b. J(a : b) est centre de symétric de C donc pour tout x réel . f(2a—-x)+f(x)=25h
Icia=0eth=1donc/f(x)+/(-x)=2

2.¢.  f(@)=x+14+(x)donc f(—x)=—x+ 1+ (-x) en remplagant dans / (x) + f(—x) =2 :
x+ 1+ (x)—x+ 1+ (—x)=2 soit [(x)+ [(—x) =0 donc pour tout x réel : [(—x) =— [(x) donc [ est impaire

Jfest définie dérivable sur R
f(x) +f(=x) =2 donc en dérivant : pour tout x réel : /'(x) + [ /(- x)] = 0 soit /(- x) = /"(x) donc /" est paire

3. Cest impaire donc [(—x) = J(x) donc pour tout x réel : (—ax+b) e =—(ax+b) -






pour tout x réel ¢ ~* # 0, donc pour tout x réel : —ax+b=—ax—b
soit pour tout x réel : 25 =0 donc h =0

fx)=x+1+axe ™

2

* donc u(x)=—-2xe”’

X

Soitu(x)=¢™

doncf'(x)=1+ae™™ —2axe™™
La tangente en J a pour coefficient directeur 1 —¢ donc /'(0)=1-edonc | +a=1-cdonca=—-c¢

_f(x)z.x+l*C.YC-‘VSOil.f(x)=x+l__xc—17ol

PARTIE B

l.a.  D'aprés la premicre partic 1 /'(x) = 1 —a ¢ +2ax’ e aveca=-e¢
soitf'@)=1-e¢""*" +2x% ¢ " donc ') =1+(2x>-1) ¢™* *!
f10)=1-e¢

1. b. La tangente T au point de la courbe d'abscisse 0 a pour équation y = /'(0) x + /(0)
FO)y=1let/'(0)=1-edonc T apouréquationy=(1—-¢)x+1

S@-[1-e)x+1]=x+1-xe ™ "'~ (l-¢)x-1
@ -[1-e)x+1]=-e"*"")x
@ -[(1-e)x+1]=e(l-e™" )x

Pour tout x réel, - x° S0 donc ¢ ™ S ldoncsil— e * 20

JS(x)—=[(1-e)x+ 1] ale méme signe que x donc si x <0, la courbe est en dessous de la tangente
six = (), point de contact de la courbe et de la tangente
si x > 0, la courbe est au dessus de la tangente

2.a. f@=1+(2x*-De™"
fr@=4xe” "+ (257 - (-2xe™)
rre=2xe™ " 2-@x"-1)
Faj=2xe "B -2x2)

Pour tout x réel, e ¥ >0
donc /"(x) a le méme signe que 2 x (3 -2 x 2%
soit /"(x) a le méme signe que 6 x — 4 x°

5 3 3 2 - .
2. b. 3-2x"=00 x= \/; oux=-— \/; donc 3 — 2 x~ est positif entre les racines donc sur [0 : 1]

doncsur]0:1].2x (3 -2x") >0 dou le tableau de variation de /™

by 0 |
/") |0 +

' 2
A =g /

La fonction /"' est définie continue strictement croissante sur [0 ; 1]. /'(J0 : 1])=[1 —e: 2]
0 [ [1—e: 2] donc I'équation /'(x) = 0 admet une seule solution @l sur [0 ; 1].

2.¢c.  fY0.51)<0et/f"(0.52)>0 et /" est strictement croissante sur [0 ; 1]. donc 0.51 <@ <0,52.

2.d. f@=00 1+(2@*-1e™ "
donc e™™ ! --7,1
2 -1

fm)=1+n—ne'f”dmmfm)=|+n+2uf

-1
20 +2m° -1

JO= —a



ENONCE
Sur la figure ci-contre. sont représentées la courbe représentative C dans le

repere orthonormal (O : i, ] ) d’une fonction / définie et dérivable sur R ainsi
que son asymptote D et sa tangente T au point d’abscisse 0.

On sait que le point J(O : 1) est centre de symétrie de la courbe C. que
I"asymptote D passe parles points K(— 1 : 0) et J. que la tangente T a pour
équationy=(1—-e)x+1.

Partie A - Expression de f
1. Déterminer une équation de D.

2. On suppose qu'il existe deux réels m et p et une fonction "I définic sur
R telle que, pour tout réel x, f(x) =m x + p + [ (x) avec lil}l‘ O(x)=0.

a) Déterminer m et p.
b) Démontrer que, pour tout réel x. /(x) + f(-x)=2.
) En déduire que la fonction [ est impaire puis que la fonction /',

dérivée de f. est paire.

% On suppose mainienant que, pour tout réel x [(x) = (ax + b) ¢ ol
a et b sont des réels.
Démontrer. en utilisant les données et les résultats précédents. que « =—e et b = 0.

Partie B
On considére la fonction / définie sur R par /(x) =1 + x —x ¢ ™% *' ¢t on suppose que la courbe C représente la fonction / dans le
repere (O: 7./).
1. a) Vérifier que. pour tout réel x : /'(x) =1+ (2 2= e" 3
Calculer /'(0). )
b) Vérifier que T est bien la tangente & la courbe C au point d abscisse 0. Etudier la position relative de la courbe C et de sa
tangente T
2 Le graphique suggere 'existence d un minimum relatif de fsur [0 ; 1] .
a) Démontrer que /"(x) est du signe de 6 x — 4 x >
h) Démontrer que 1'équation /'(x) = 0 admet une solution unique @ sur [0; 11 .
) Démontrer que 0.51 <@l <0,52 .
d) Exprimer /() sous la forme d un quotient de deux polynomes en .
CORRECTION
PARTIE A
1. (JK) est une droite qui n'est pas parall¢le a l'axe des ordonnées donc a une équation de la forme y=ax+b
1=ax0+)
Cette droite passe par les points J et K de coordonnées (0 ; 1) et (—1: 0) donc { Omax(=1)* donca=b=1
=g —

(JK) a pour équation y = x + 1.

2.a.  f(x)—-(mx+p)=T"TKx)et I_i‘lpw (x) =0 donc ,l_i.'l1,v/.(x) ~(mx+p)=0

donc la droite d'équation y = m x + p est asymptote a la courbe de fen + <, or la droite (JK) est asymptote a C en + o,
doncm=1letp=1donc/(x)=x+1+[(x)

2.b. J(a = b) est centre de symétric de C donc pour tout x réel : fQa—-x)+/(x)=2bh
Icia=0ecthb=1doncf(x)+/(-x)=2

2.6 Jf(x)=x+1+ [(x)donc f(-—x)=—x+ 1+ (—x) en remplacant dans /' (x) + f(-x) =2 :
x+1+(x)—x+1+(-x)=2soit [(x) + (—x) = 0 donc pour tout x réel : [(—x) =— (x)
L est impaire

Jest définie dérivable sur IRet f (x) + /(- x) = 2 donc en dérivant : pour tout x réel : /'(x) + [~ /(= x)] = 0 soit f'(— x) = f"(x)
/' est paire

3. Clest impaire donc [{(—x) = "(x) donc pour tout x réel : (~ax+b) e” o (ax+b)ec e

pour tout x réel ¢~ * #0, donc pourtoutxréel : —ax+b =—ax—h soit pour toutxréel : 2h=0donch=0

f(x)=x+l+axc"‘;

x x-

Soitu(x)=e¢™" doncu'(x)=-2xe"

doncf'(x)=1+ae ™ —2ax e



La tangente en I a pour coefficient directeur 1 —¢
donc /'(0)=1—-cdonc 1 +a=1-cdonca=-e¢

o A |

f(x)=x+1l-exe ™ soitf(x)=x+1-xe

PARTIE B
l.a.  D'apres la premiére partie :

fl)y=1-ae™ +2ax’ e™ aveca=-e
soitf'(x)=1-e **' +2x°¢
f@=1+2x*-1) e "
S'0)=1-¢

-x> %]

1.5, Laltangente T au point de la courbe d'abscisse 0 a pour équation y = /'(0) x + /(0)
JO)=1et/'(0)=1-cdonc T apour équationy= (1 —¢)x+ 1

@) -[1-e)x+1]=x+1-xe " "'—(1-e)x-1
J@-[1-ex+1]=(-e " *)x
fE)-[1-e)x+1]=e(l-c"" )x

Pour tout x réel, —x*S0donc ¢™* S1doncsil—e¢ ™ 20

J(x)—](1-e)x+ 1] ale méme signe que x donc

si x <0, la courbe est en dessous de la tangente

six = 0, point de contact de la courbe et de la tangente
six > 0, la courbe est au dessus de la tangente

Za PO=1+2x1-1) g™
fr@=4xe "+ (2x -1 (-2xe”" ")
f'e=2xe* "'2-2x*-1)]
fre=2xe*"3-2x2)

Pour tout x réel, e ¥ >0
donc /"(x) a le méme signe que 2 x (3 —2 x~ ) soit /"(x) a le méme signe que 6 x — 4 x°

5 3 3 2 s ;
2.b. 3-2x"=00 x= \/; oux=— \/; donc 3 — 2 x ~ est positif entre les racines donc sur [0 : 1]

doncsur ] 0:1],2x(3 —2x")> 0 d'ou le tableau de variation de /:

¥ 0 1
S"(x) 0 +

' 2
J | . /

La fonction /" est définie continue strictement croissante sur [0 : 1]. /'([0: 1) =[1 —-e: 2]
0 [ [1—e: 2] donc I'équation f"(x) = 0 admet une scule solution ® sur [0 ; 1].

2.c.  f'0.51)<0et)f'(0.52)> 0 etf" est strictement croissante sur [0 : 1]. donc 0,51 <@l <0,52.

2.4 =00 1+Q2a>=-ne™*"
Wil

donc e -
20 -1

f@=1+0-ue™™ * doncr(m)y=1+0+

20 -1
2u’+20° -1

A e



ENONCE

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire

La fonction /2 est définie sur | — 1 : + % [ par : i(x) = exp [L)

x+1]
1. Calculer la fonction dérivée 4'. En déduire les variationsde 2z sur | — 1 : + .
2. Déterminer les limites de i en— I et en + =
3. Montrer que. pour tout x > -1, ona: 0 <h(x) <e.

Partie B : Etude de la fonction f

Dans cette partie. on s'intéresse a la fonction /' définie sur I'intervalle | — 1 : + % [ par : f(x) =x+1-exp [—”]
X

On appelle C; la courbe représentative de /'dans un repere orthonormal. I'unit¢ graphique étant 5 cm. On désigne par /' et /™ les
dérivées premicres et seconde de /.

1. Démontrer que la droite (D) d'équation y = x — e + 1 est asymptote, & la courbe C . au voisinage de + .
Préciser la position relative de (D) et C .
2 Etude des variations de la fonction /" sur | —1:+ %[
a. Pour x [ | -1 :+ 20 [ calculer /'(x) et /" (x).
+

Vérifier que /"(x) = — l‘ exp ~_ | En déduire le sens de variation de i

(x+1) x+1
b. Dresser le tableau de variation de /. (On admettra que lill_llf'(x) = linpl S'x)=1)
3. Démontrer que 1'équation /'(x) = 0 admet sur | — 1 : + 2 | deux solutions dont 1'une est 0.

Dans la suite de I'exercice on notera @l la solution non nulle.
Donner une valeur approchée de Ml au centiéme pres

Etude des variations de f'sur | — 1 ; + o [.

Etudier les variations de /.

Calculer les limites de faux bornes de son ensemble de définition.
Dresser le tableau de variation de /.

o >R &

Partie C: Prolongement de la fonction fen—1

On pourra utiliser sans justification que rlirpy xe =0

g(~1D=0
gx)=f(x)six>-1.
On appelle C ; la courbe représentative de la fonction g dans le repere de la partic B.
Etude de la dérivabilité de g en - 1.

a. Montrer que 1'on peut écrire : gx)7eCh L= L exp s
x=D x{x+1 x+1

On considere la fonction g définie sur [ — 1 : + % [ par : {

b. Pourx [1]—1:+ o [ déterminer la limite lorsque x tend vers — 1 de = puis de s exp =
x+1 x+1 x+1

c En déduire que g est dérivable en — 1 et préciser sa dérivée g'(— 1).



CORRECTION

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire

1. i est définie dérivable sur | =1 :+© [ et A'(x) = ! > exp | donc h'(x)>0
(x+1)~ x*]1
h est donc strictement croissante sur | — 1 : + % [.
2. lim ——=—, Soit X= ——, lim X=-or lim eX=0donc lim A(x)=0
x=-1" x+1 b ol 2 x—=1' X==® x—=1"

lim %] =1 donc Iilp h(x)=¢e

x—tw y

3. h est strictement croissante sur | — 1 ; + % |, donc pour tout x > — 1, lil}ll‘ h(x) <h(x) < lil?h h(x)
donc pour toutx>—1. ona: 0 <h(x) <e.
Partic B : Etude de la fonction f
1. fxX)—(x—et+l)=c—exp s =¢—h(x)
x+*]l
lim A(x)=cdonc lim f(x)—(x—ec+1)=0

Tt D

La droite (D) d'équation y = x — e + 1 est asymptote, a la courbe C, au voisinage de + .

c—cxp'—\. >0"c>cxpi o1> * o 1- > >00 L>o
x+1 x+1 x+1 x+1 x+1

x>—1ldoncx+1>0 doncpourtoutx>—l.e—exp(%1] >0soitf(x)—(x—e+1)>0
3

La courbe C;est donc au dessus de (D) sur | -1 :+®[.

2.a f(x)=x+1-hx)donc/'(x)=1-h'(x)=1- (x"‘ll): exp [xil]

2(x+])
(x*+D°

Soit u(x) = — L — alors u'(x) =
(x .

+1)

—-— e —\. )' == l . x
v(x) = exp (x*-l} donc v'(x) (x*1)° exp [x-l-l}

2(x*1) [ x ] 1 [ x ]
T X - ———— exp
(x+1) x+1 (x+1) x+1

donc f"(x) =

gy SRl X
") (xH)Jew[xH}

(x+1)">0sur]-1:+0%[ et la fonction exponenticlle étant strictement positive, le signe de /" est celui de 2 x + 1

X -1 -0,5 + 00
2x+1 - 0 +
["() — 0+
1 1
/., \ . /
1-4e
3. Soit I = ]—1:—0.5] 7" est définie continue sur L. strictement décroissante sur 1; /' (D=1 —4e~':1[ 0 O f(I) donc
I'équation /"'(x) = 0 admet une seule solution i sur I.
SoitJ =]-0,5:+ | /' est définie continue sur J, strictement croissante sur J :

S M=11-4¢ " 1[0 /() donc I'quation /"(x) = 0 admet une seule solution sur J.
f'(0)=0¢et0C Jdonc la solution de /'(x) = 0 sur J est 0.

S(=0.72) >0 et /(- 0,71) > 0 de plus /" est strictement décroissante sur I donc - 0,72 <@l <-0.71
On en déduit le signe de /'(x) :

X -1 1] 0 +®

fl

¥+ 0 0 +
. 0 /f(ll) \ 0 / e




b. J(x)=x+1-h(x)or litp h(x) = ¢ donc Iirg‘ f(x)=+o

_lil_nl . h(x)=0donc lil_nl‘ S(x)=0

Partie C: Prolongement de 1a fonction fen — 1 .
o Six#-1, £®0°eCDH_J®"0 _ 1 ( x+1—cxp[—x }]

x=(D x+1 x+1] x+1

g =g _ 1 cm( 'i1]d°“° g(x)-g(-D.,_L[chp[Ln
X

Xl 1) x+1 =D Xk Xdi] 2]

b. lim =-m, Soit X =—- lim X=+®
xee=1" 3-47] x*+] x—-1*

ol exp = =-Xe Yor lim Xe¢ *=0donc lim = exp ol =0
x*] x+] =i s—==1* | x+] x+]

it 1ok | Fsep| 2 wrdone pn B2TECD o
x—==1" xlx+1 x+1 ST x_(-l)

2 hml %g(l;l) =1 donc g est dérivableen—1etg'(-1)=1
X == x— -



ENONCE

Soit a et » deux nombres réels et ¢ la fonction définie sur Rpar: g (x) = ¢
Queclles sont les valeurs de a et de b pour lesquelles le tableau de variations de g est celui donné ci-dessous ?

(\':*(l.\'*h)

x —00 3 +00
g (x) - 0 -
+00 +00
g(x) E R
e 4

CORRECTION

g(15)=0o0rg'(x)=Q2x+a) e™ "
La fonction exponentielle ne s'annule pas donc 3 +a =0 soita=-3

5

-= 9 3 5 9 9 5
g(l,5Y=e *donc — +ta—-+b=-—donc — - —+b=-—doncb=1
4 2 4 4 2 4



Enoncé

Soit fla fonction définie sur I'intervalle [0 : +oo] par :

J@=x-1(2-¢7). i
Sa courbe représentative C est tracée dans le repére orthonormal
ci-contre.
1.a.  Etudier la limite de fen + w. 3
b. Montrer que la droite A d’équation y = 2x —2 est
asymptote a C .
On pourra utiliser sans justification que ‘lilll_n xe "=0
c. Etudier la position relative de C et A. 4
d. Calculer /'(x). Montrer que /' (x) =xe "+2(1—¢ 7). - /
e. En déduire que. pour tout réel x strictement positif. /
(x) 2 0.
c. Préciser la valeur de / °(0). puis établir le tableau de
variations de /. 1
2 Déterminer le point A de C ou la tangente a C cst
paralléle a A.
3. Soit m unréel. m > — 1.
Montrer que 1'équation / (x) = m admet une seule solution sur
[0:+].
Dans le cas o m = 1. donner un encadrement a4 10 pres de - 0 2 3
cette solution.

Correction

l.a. "11'1111r *=0donc vlil{l’f(x) =+ e. Pourtoutx>0.¢ *Sldoncl-¢ *>0

b. SO -2x-2)=x-1)(2-¢)-(2x-2)
) -2x-2)=2x-2-(x-1e " -2x+2
J)-2x-2)=-xe *+e

lim ¢ "=0e¢t lim xe =0

YW Xt

donc Ii|11 f(X)-2x-2)=0
la droite A d’équation y = 2 x — 2 est asymptote a C en + <,

c. fx)-2x-2)=—(x-1e™*
La fonction exponentielle est strictement positive
donc f(x) — (2 x—2) a le méme signe que — (x — 1)

Six>1alorsx—1>0donc— (x—1) <0 donc C est en
dessous de A.
Six=1lalors—(x—1)e"
d’abscisse 1.
Six<1alorsx—1<0donc—(x—1)>0donc C est au dessus
de A.

x

=0 donc C et A se coupent au point

d. Soit u(x)=x-1 uw(x)=1
vix)=e * Vix)=-¢
@=(2-¢ )+@x—-1De *=2-¢ "+xe "—c "
f(x)=2-2¢ *+xe "

f)=xe *+2(1-e ).

x

xe “=0donc /(x) > 0 (somme de termes positifs).

c. S(0)=0
g 0 + 0
JSx) |0 +
+ 0
o= /
2. Pour que T et A soient parall¢les. il faut que leurs

coefficients directeurs soient égaux.

Le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse x
est f'(x ). Le coefficient directeur de A est 2. il faut donc
résoudre /7(x) = 2.
f(x)=2-2¢ "+xe *=2]
O (x-2)e =00 x=2
f(2)=2-¢ °donc le point A de C ou la tangente a C est
parallcle a Aest A (2:2—-c¢ )

-2¢ ¥+xe =0

3. / est définie continue strictement croissante sur
[05 -+ f([0;+%R)=[-1;+®]

m>—1doncm "I [—1:+0%[donc 1'équation /' (x) = m admet
une seule solution sur [0 : +oc |.

S(1.55)<letf(1.56)> 1 donc 1.55 <@l < 1.56.
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D
L’asymptote A est en rouge. la tangente T au point A d’abscisse 2 en bleu. la courbe C en noir.



LA REUNION juin 2007

On pourra utiliser sans justification que lim xe *=0 3. a. Démontrer que, pour tout nombre réel x, ona:
-~ O e'2x+1,
On considere la fonction /' définie sur R par : et que I'égalité n'a lieu que pour x = 0.
F)= xe’ six %0 b. Calculer la dérivée /' de la fonction /et déterminer la
et =17 . fonction g telle que, pour tout nombre réel x non nul,
J0)=1 o= S G
On note C la courbe représentative de / dans un repére (Chinth
orthonormal (O: 7 , /). c. Donner le tableau des variations de /.
g Dc’lcnnincf l'a limite de f'en — o 4. Soient x un nombre réel non nul et les points
i P M(x: /(3 M(=x.f(—x 1 ;
h. Etablir que. pour tout nombre réel x non nul. ona: (37 () et M2/ \_)) Ll
a. Etablir que f(—x)= — uis déterminer le
f(x)=x[1+ xl 1)‘ que [ e
o o € coefficient directeur de la droite (MM").

En déduire la limite de fen + . b. On admet que la fonction / est dérivable en 0. Que

2. Donner, sans démontrer, la limite suivante : lim — : suggere alors le résultat précedent ?
X — c < -
et démontrer que fest continue en 0.
CORRECTION
1. a. SoitX=-x, lim X=0etxe*=Xe %
Jim Xe ¥=0donc lim xe*=0deplus lim e*=0donc lim f(x)=0
. ’ xe" et =1+1 xe*
b. pour tout nombre réel x non nul, /(x) =—; orx|l+ = e = i =f(x).
g¥= g gxim
lim e*=+®donc lim (l - 1) =ldonc lim f(x)=+x®
Yot @ Yo e-‘— Yo ® D
2. lim . 1 donc lim—— = L 1
X0 X x=0egt =] |
Iin}) xtc 1 =0%1=0donc Iin}]f(x) = /(0) donc fest continuc ¢n ().
x—0 @" = X
3. a Soit i(x) =e¢*—=(x+1). h'(x)=e" — 1 donc on obtient le tableau de variation suivant :
X — 0 0 + oo
h'(x) - 0 +

h \
0

/

h est strictement décroissante sur | — o ; 0 ] et strictement croissante sur [0 : + 2 [ # admet un minimum en 0
pour tout nombre réel x, ona : #(x) 20 donc e*2 x + 1, et I'égalité n'a lieu que pour x = 0.

b. fi= 2D ((c‘ _|l))’_c € done 0= e ST D it gy =e - (v + 1)
e =1)? z
C.
X [-» 0 +oC
/@) + 0 +

/,,_———11""/-”0
/ 0

=%

g Yxer _ ®

4. a. (=x)=-x X -
L I e G o e

. . . % s VT Mo xe X
Le coefficient directeur de la droite (MM') est égal & 1 ———2 or yy— v = — e =
X T X I =]
VM~ Vu 1
y=Xip=e=CH=2xdong =M ¥ =_
X M -x M’ 2
h. On sait que la tangente au point A d'abscisse 0 est, quand elle existe, la position limite de la droite (AM) quand M est un

point de la courbe qui tend vers A donc d'apres la question précédente on pourrait penser que /'(0) = %



Quand on a a chercher une limite et qu'il y a une difficulté, il faut distinguer 2 cas :
=  xtend vers @ (+ o ou — %) : on met alors x avec le plus grand exposant possible en facteur et on SIMPLIFIE
=  xtend vers une valeur finie @ : on met alors x — a en facteur avec le plus grand exposant possible et on SIMPLIFIE.

EXERCICE 1
- s

fo= 352 DpFl-wi-2[0]-2:2(0)2; 4w
T

Déterminer les limites de f en — o et + o,
x tend vers % (+ o ou — %) : on met alors x avec le plus grand exposant possible en facteur et on SIMPLIFIE

1 6 1 6
X X % X
p %~

6
Quand x tend vers — o ou vers + % alors (l = - —Q] tend vers 1 et [l =
23

]
lim X Y 7 -ldonc lim «x

wmnmen (1_ 47] s (1- 41)
X >

1 6 1 6
1- 2—_3) e i 3]

lim ———— = =1donc lim x —————= =+ lim f(x)=+
X—+ @ 4 X—s + 0 4 x—t o

S I=-—

X~ X%

Déterminer les limites de fen— 2 et 2.

x*=x=6
e o

Jx) =2 %

Quand x tend vers — 2 alors x* — x — 6 tend vers — 12 et x* — 4 tend vers 0 donc / (x) tend vers ® mais il faut déterminer le signe

x” — 4 est une expression du second degré qui s'annule en — 2 et 2

doncx”—4>0six<—2etx”—4<0si—2<x<2donc 2 cas se présentent :

xtend vers—2etx<-2

alors lim x°—4=0"

x—-2
x<-2

J(x)= donc f(x) =x

2
X

4 } tend vers 1 donc

=—wodonc lim f(x)=-x

et lim x’-x-6=-12donc lim f(x)=— (d'apres la régle des signes)
x—=2 x—==2

X25=2 x<=2

xtendvers—2et—2<x<2
_Iin_] x> —4=0 et _Iin_l ¥} —x—6=-12donc _lin) [ (x) =+ (d'apres la regle des signes)

£2=32 x2=3 ¥ =3

on n'a pas a traiter le cas x > 2, car on ne peut avoir simultanément, x tend vers — 2 en restant plus grand que 2

Quand x tend vers 2 alors x* — x — 6 tend vers 0 et x~ — 4 tend vers 0 donc on une forme indéterminée.

x tend vers une valeur finie 2 ; on met alors x — 2 en facteur avec le plus grand exposant possible et on SIMPLIFIE.
x}ex-6=(x-2)(ax*+bx+0)

xlex-6=ax*+(2a+b)x*+(-2b+c)x-2¢

donc par identification: a=1:-2a+b=0.:-2b+c=-let-2¢=-6

donca=1:b=2ctc=3

xlex-6=(x-2)(x*+2x+3)

¥ -4=(x-2)(x+2)

(x=2)(x2+2x+3)
(x=2)(x+2)

. xP#2x+3
x=4
Jx) v

donc f(x) =

Quand x tend vers 2 alors x* + 2 x + 3 tend vers 1 et x + 2 tend vers 4 donc /(x) tend vers %

lim f(x)= 1

x—2 4



EXERCICE 2
2 +3

/(x)—é D/=]-%:;-8[0]-8;1[0]1;+x]
“ I8 '

Déterminer les limites de f en — o et + <o,
x tend vers % (+ % ou — ) : on met alors x avec le plus grand exposant possible en facteur et on SIMPLIFIE

.\'2[2'2' 3ﬁ)
= > 2

Sx)= ; a
xz(l"' — )
X

X x°

=

5. 3 7 8
Quand x tend vers — o ou vers + o alors [2 - ) tend vers 2 et (l *—-— ] tend vers 1 donc
¥ 2

X # & g =2donc lim x ———2=-®donc lim f(x)=-—=%
ymmio (H _ 81] pmme [1+
x X X

)
-3 e

5

)

=+mdonc lim f(x)=+®

x—+ >

i
ﬁ =2donc lim x
Xt x4 m
Lrese) g
P55 x-

Déterminer les limites de fen— 8 et 1.
. 2x%=5x+3
](\') S —e——————
x“+7x-8
Quand x tend vers — 8 alors :
2x =5x+3tendvers 171 et x~+ 7 x— 8 tend vers 0
donc f'(x) tend vers % mais il faut déterminer le signe

+

x*+7 x — 8 estune expression du second degré qui s'annule en—8 et 1
doncx’+7x-8>0six<—8etx"+7x—8<0si—-8<x<1
donc 2 cas se présentent :

x tend vers - 8 etx<-8
alors lim x*+7x-8=07¢t lim 2x*-5x+3 =171 donc llm S (x) =+ (d'apres la régle des signes)

x—-8 x—-8
x<-8 x<-§ a<8

x tend vers— 2et—2<x<2
lim x*+7x-8=0"et lim 2x°—5x+3=171donc hm f(x) =— o (d'apres la régle des signes)

x—=8 x—=8
x>=8 x>=8 \> 8

on n'a pas a traiter le cas x > 1, car on ne peut avoir simultanément, x tend vers — 8 en restant plus grand que 1

Quand x tend vers 1 alors

2x°—5x+3tend vers 0 etx” + 7 x — 8 tend vers 0

donc on une forme indéterminée.

x tend vers une valeur finie 1 : on met alors x — 1 en facteur avec le plus grand exposant possible et on SIMPLIFIE.
2x’-5x+3=(x-1)(2x-3)

x*+7x-8=(x-1)(x+8)

>x=)@2x=3) G R ; _2%=3
x=1) (x*8) apres simplification : /(x) = i

donc f(x) =

Quand x tend vers 1 alors 2 x — 3 tend vers — 1 et x + 8 tend vers 9 donc /' (x) tend vers — % soit lim f(x)=— % .
x—1



EXERCICE 3
-2x’+5x+3

x?+7x-8
D/=]-%;-8[0]-8;1[0]1;+®]

Déterminer les limites de fen — o et + o,
x tend vers % (+ « ou — ) : on met alors x avec le plus grand exposant possible en facteur et on SIMPLIFIE

xz[-2+5+ 2
X x2

Jx)=
x:[l*'l- 8,)

X X

e2e)
X x2

)
b T

Quand x tend vers — o ou vers + % alors (- 2+

fx)=

donc f(x) =

= |

3 7 8
+ —7} tend vers 2 et (l e~ ) tend vers 1 donc
%= X x-

5
4 X x°
donc lim x ——"—=
= [Hl-i)
x x?
lim f(x)=-

X = O

donc lim x

X
x—+o ]+7_ 8
X xz

lim f(x)=-®

x—+x

Déterminer les limites de fen—8 et 1.

-2xt#5x+3
S —————
x“+7x=8
Quand x tend vers — 8 alors : )
—2x"+5x+3tendvers—85ctx +7x—8 tend vers 0
donc f(x) tend vers % mais il faut déterminer le signe

X+ 735—8est une expression du sgcond degré qui s'annule en— 8 etl
doncx +7x-8>0six<—8etx +7x—-8<0si—-8<x<letx +7x-8>0six>1

donc 2 cas se présentent :

xtendvers—8etx<-8
alors lim x"+7x-8=0"

x——8
x<—-8
et lim8 —2x"+5x+3=-85donc lim8 J(x) =— o (d'apres la régle des signes)
Sipe Bz
x<=8 x<=8

xtendvers—8et—8<x<1
lim x*+7x-8=0

x——8
x>-8



et lim —2x*+5x+3=-85donc lim f(x)=+ (d'aprés la regle des signes)
x—=8 x—=38
x>=8 x>=3

on n'a pas a traiter le cas x > 1, car on ne peut avoir simultanément. x tend vers — 8 en restant plus grand que 1

Quand x tend vers 1 alors

—2x°+5x+3tend vers—8.5etx>+ 7 x—8 tend vers 0

donc /(x) tend vers % mais il faut déterminer le signe

x>+ 7 x -8 est unc expression du second degré qui s'annule en—8 et 1 donc x* +7x-8>0six<—-8etx +7x-8<0si—-8§<x<
letx*+7x-8>0six>1

donc 2 cas se présentent :

xtendverslet—8<x<1

alors lim x*+7x-8=0 et lim —2x*+5x+3=-85donc ljml /(x) = + o (d'aprés la régle des signes)

x—1 x— 1

x<] x<l x<l

xtendvers1etx>1
lim x*+7x-8=0" et lim —2x*+5x+3=-85donc lim /(x)=—c (d'aprés la régle des signes)
x—1 x—1 x—

x>1 x>1 x>1

on n'a pas a traiter le cas x <— 8, car on ne peut avoir simultanément, x tend vers 1 en restant plus petit que — 8.



Centres étrangers juin 2007

. . L | , . . ,
Le but de I'exercice est démontrer que I'équation (E) : e*= — . admet une unique solution dans l'ensemble R des nombres réels.

X
1. Existence et unicité de la solution

On note f1a fonction définie sur R par: f(x)=x—¢ *

1. Démonter que x est solution de I'équation (E) si et seulement si / (x) = 0.

2. Etude du signe de Ia fonction /
a. Etudier le sens de variations de la fonction f'sur R.

b. En déduire que I'équation (E) possede une unique solution sur E. notée c.

c. Déterminer un encadrement de @ d'amplitude 10 2
d. Etudier le signe de /'sur l'intervalle [0 : ¢].

IL. Deuxiéme approche
+x
1+e™’
1. Démontrer que 1'équation /'(x) = 0 est équivalente a I'équation g (x) = x.
2. En déduire que o est I'unique réel vérifiant : g (o) = o.
3. Exprimer g '(x) en fonction de /(x). En déduire le sens de variations de la fonction g sur l'intervalle [0 : 1].

On note g la fonction définie sur l'intervalle [0 ; 1] par: g (x) =

Correction

I. Existence et unicité de la solution

1

1. x est solution de l'équation (E) O e*= — [ =x0 e =x0x-e =00 f(x)=0
X

1
C_x
2.a.  festdérivable sur R et /7°(x) = 1 +¢ *or la fonction exponenticlle est positive sur & donc /7(x) >0
JSest strictement croissante sur R,

X

2.b. lim ¢ *=0donc Iinolrf(x) =+, lilp‘ ¢

X — *

=+wdonc lim f(x)=-00

Jfest définie continue strictement croissante sur K. f(R) =R, 0 L f(R) donc I'équation (E) possede une unique solution sur &, notée a.

2.c.  Jfeststrictement croissante sur K et /(0.56) <0 et /(0,57) > 0 donc 0.56 <H@ <0.57
2.d.  [feststrictement croissante sur [0 ; 1] et /(@) =0 donc si 0 £ x <M alors /(x) <0 :sill <x = 1 alors f(x) >0 et /(@) =0

IL. Deuxiéme approche

+ i 3
1. gx)=x0 1+ x‘ =x0 l+x=x+xe'0 l=xe"0 e "=x0 f(x)=0
c
2. Résoudre g(x) = x est équivalent a résoudre / (x) = 0 or cette équation admet une seule solution sur [£. donc a est I'unique réel
vérifiant : g (o) = o.
3. Exprimer g '(x) en fonction de /' (x). En déduire le sens de variations de la fonction g sur l'intervalle [0 : 1].
; 1*e"=({1*x)e”  l=xe* e = x x
gm)= (\-:) B R e =a f(zz
(1+ec™) (I+e") (I+e") (1+e)

si 0 S x <M alors f(x) <0 donc g’(x) > 0 donc g est strictement croissante sur [0 : ]
sill <x =1 alors/(x) >0 donc g'(x) <0 donc g est strictement décroissante sur [ : 1]



EXERCICE 2 Nouvelle Calédonie novembre 2008

On considere la fonction /'définie sur l'intervalle | 0 ; + oo par /'(x) = — ™
e* =
1, Restitution organisée de connaissances :

g'(x) = g(x) pour tout x [] R

La fonction exponentielle est I'unique fonction g dérivable sur R vérifiant : { ©)=1
g =

h

. e G ]
Démontrer que lim =1.
h—0Q h

2, Déterminer la limite de la fonction fen 0.

Correction

1. g est dérivable en 0 donc ,Iin}J M =g’(0) or g'(0) = g(0) donc IIin}) M =g(0)

i— 7 i~ ]

—-— (-

or g(x) =e¢" et g(0) = 1 donc en remplacant dans llin}] —‘M = g(0). on obtient /lin}l 2 ; s l.

h— /] - h
1 . e"-1 .
2. Jf(x)= ——— or lim =1 donc lim f(x)=1.
c ¥ l h—0 1 =0

X



Nouvelle Calédonie novembre 2007 (partiel)
Partie A
Soit f'la fonction définie sur R par : f(x) =e*— x — 1 et soit (C ) sa courbe représentative dans un repére orthonormal du plan. La

droite (D) d'équation y = — x —1 est asymptote a (C ). On a représenté sur la feuille annexe la courbe (C) et la droite (D).
1. Soit @ un nombre réel. Ecrire. en fonction de a. une équation de la tangente (T ) a (C ) au point M d'abscisse a.
2. Cette tangente (T ) coupe la droite (D) au point N d'abscisse b. Vérifier que b —a = —1.
3. En déduire une construction. a effectuer sur la feuille annexe. de la tangente (T ) 4 (C) au point M d'abscisse 1.5. On fera
apparaitre le point N correspondant.
Partic B
2 B Déterminer graphiquement le signe de /.
2. En déduire pour tout entier naturel non nul 2 les inégalités suivantes :
1 1

= 1 ’
(1 en >1+— et 2) e "™>1-
) n ( n+l

3. En utilisant l'inégalité (1). démontrer que pour tout entier naturel non nul 7 : (l + —) Se
n

n+l
4. a. Enutilisant I'inégalité (2). démontrer que pour tout entier naturel nonnul n : ¢ S [1 + —) :
n

4.b. Endéduire que 1.01'"<ec 101"

Correction
1. La tangente (T) a (C) au point d'abscisse @ est une droite de coefficient directeur /(@) =¢“ -1
donc d'équationy =(e“— 1) x+p
Celtte droite passe par le point de (C) d'abscisse @ donc de coordonnées (a:e“—a-1)donce“—a—-1=aE“~1)+p
doncp=c“—a-1-ac“+asoitp=c—ac’-1
La tangente (T) a (C) au point d'abscisse a est la droite d'équationy = (¢“-1)x+e“—ac“—1

2. Cette tangente (T ) coupe la droite (D) au point N d'abscisse b.

N appartient a (T) donc yy = (€“— 1) b +¢“—ae” - 1de plus N appartient a (D) donc yx=—5h -1
donc(e“=1)b+ec“—ae“—1=—h—1doncenisolanth :b(e“=1)+b=ac“-e“

soit b ¢“ = (a - 1) ¢ “ or la fonction exponentielle est strictement positive donc e “# 0 donc b =a — 1 soitb —a=-1
donc N a pour coordonnées (a — 1 : —a) donc N est le point de D d'abscisse a — 1

3. Pour tracer la tangente (T ) a (C) au point M d'abscisse 1.5, il suffit de placer le point M sur (C) et de placer le point N
d'abscisse 0.5 sur (D) puis de tracer la droite (MN)

.............................................




Partie B
1. Graphiquement /'(x) > 0

1 1
2; Pour tout réel x . (x) > 0 donc en particulier pour tout entier naturel ». f [lJ >0donc e” — L 1>0soite” >1+ L

n n

1 1

; -1 = -1 T 1
Pour tout entier naturel n, f| —— | >0donc ¢ "*' = —— —1>0soite "' >1- ——
n+l n+l n+l
1 1 ne 1 i 1 »
3. e” >1+ — donc [c "} > (l +—J donc pour tout entier naturel non nul » : (l +—] Se
n n n
1 1
=3 1 | n+tl=1 n == n
4,a. e "'2>1- orl- = = donce "*'> >0
n+l n+l n+l n+l n+l

1
soit en passant aux inverses 0 < ¢ "*' <

n+l

n

1 n+l n+l n+l

P ; 1

donc [e v ] s (l +—] donc pour tout entier naturel nonnul » : ¢ £ [l +—J
n

n

- l n n+l
4.b. Pour tout enticr naturel 7, (l + —J Ses (l + —) donc pourz = 100 alors 1.01 ' < e < 1.01"'"

n n

n



Soit /la fonction définie sur | — ; 2] par f(x) = 4 =2 x .
Variations de /*:

a. Ecrire f comme composée de deux fonctions usuelles que 1'on explicitera.
h. En déduire le sens de variations de f'sur | — = ; 2].
Dérivabilit¢ de /'
a. Déterminer /(x) pour tout x de | — . 2.
b. Etudier la dérivabilité de fen 2 et interpréter graphiquement le résultat obtenu.
Approximation affine:
a. Déterminer I'approximation affine de f/au voisinage de 0.
b, En déduire une valeur approchée de / 3,998 i
CORRECTION

1. a. Soit u(x)=4 -2 xetv(x) = \/_r alors x 15 4-2x 1 /4-2x doncf=vou

1. b. La fonction « est une fonction affine (de la forme u(x) = a x + b avec a < 0) donc est décroissante sur ] — ;2 |
Sur]-©:2].xS2donc2x=<4donc4—-2x>0orsur|0:+][. lafonctionv est croissante

La composée d une fonction croissante v et d’une fonction décroissante  est une fonction décroissante donc fest décroissante sur | —
;2]

u' . ™2 1
Jciu(x)=4-2xdoncu’(x)=-2et/ (x)= =— :
2Ju ! 2y4~2%  4/4-2x

2.b.  festdéfinic sur | — 0 : 2 | donc pour étudier la dérivabilité de /en 2. il faut déterminer la limite quant / tend vers 0~ de
JSQ+h) = f(2)

2. 70; La dérivée de \/; est

h
fR+h)=1fQ) _ \/4-2(2+h) _ \j-2h _ \/-211"\/-211 - =2k . =2
h h h hy=2h hy=2h =2h
lim —2/4=0" or lim x =0 donc lim /=24 =0"donc hm; =+ o donc lim —— =_00
=0 X -0 Jr =0 fi=—0 —2/, 51— —zh
h<0 x>0 h<0D h<0 h<Q
-+ —
fim JCEMN=S@) __
= h

J2*h=fQ2) _

fn'est pas dérivable en 2, ’hn}, ;
¥ = 1

h<0

— o donc la courbe de fadmet au point d’abscisse 2 une tangente verticale.

3. a. une approximation affine de fau voisinage de 0 est /(0) + x /7(0)

. . 1 — ' - 1
fO)=4-2%0 =2etf'(0)=- . T 5 une approximation affine de /au voisinage de 0 est 2 — Ex

Ja-2%0

3.b. 3.998=4-2x0,001donc 3.998 = /(0.001) or une approximation affine de /au voisinage de 0 est 2 — %x donc /(0.001) est

approximativement égal a 2 — % % (0.001 soit a 1.9995

Une valeur approchée de J3.998 est 1,9995



. N — =Dt *Z by . . . - g
Soient / la fonction définie sur R — {3} par: f(x) = ——— et C sa représentation graphique dans un repéré orthonorm¢
TS
(O:7. /) (unité graphique: 1 cm).
1. a. Déterminer les limites de fen + 2 et —
b. Etudier le comportement asymptotique de fen 3. Interpréter les résultats graphiquement.
2. a. Déterminer la dérivée de /et étudier les variations de /. Dresser le tableau de variations complet de /.
3.a. Montrer que la courbe de fadmet la droite d équation y = — 2 x — 3 comme asymptote oblique en + o et —
bh) Déterminer algébriquement la position relative de C et de D.
4, Soit S(3 : — 9). Montrer que S est centre de symétrie de C.
Déterminer les coordonnccs des points d'intersection de C avec I'axe des abscisses.

5. Construire C. y faire apparaitre les ¢léments remarquables.
CORRECTION
N xz[—2+3+7,} [—2+3+7~)
| =T #3IXWT X X X X

I = BN

lim 7, =0donc lim =~ 2donc lilp Sx)=-x

- X—tm 2 Y tm 3 B
* (-2)
X

(20247
X X

or llm

Xt

'/.I'«J

3 . 7 N
lim — = lim — =0 donc lupﬂ

X X X = X

=-2donc lilp1_f(x) =+

lim x-3=0et lim—2x>+3x+7=-2, il faut donc déterminer le signe de x - 3

X =3 X=3

six>3:x-3>0donc lim ¥-3=0"donc lim £ (x) = —
;:3 ﬁ:i

six<3:x-3<0donc ling x—-3=0 donc 1hq_f(x)=+30
x<3 r<j

La droite d’équation x = 3 est asymptote a la courbe de /.

2. u(x)=—2x3+3x+7doncu’(x)=—4x+3
v(x) =x-3 doncv'(x)=1
C4x* =Y~ (2> *3x+T) _ —4x ¥ 51 12x=94¥ 2 =3x~7

)=

@&=3" =3
2o ~2x*+12x-16 x*=6x+8
TR= p— ==l p
(x=3) (x=3)
x’-6x+8=0
A=36-4%x8doncx —6x+8=00 x=2oux=4donc:
¥ —® 2 3 4 + 0
x -6x+8 + 0 - - 0 I
signe de /7' (x) - + + -
+ o0 + o0 -1
variation de f \ ] /
- — 0 — o0
-2y  *+3xy+ -2y +3x+T+(x-3 x+3
§ o FiD— g 2 RN 4y s TAE VIRHTHGY NS
x=3 x=3
-2 x> #3x+T+2x =6x+3x— -
FE D gy = 2x° ¥3Ix¥THE2x*—=6x+3% 9= 2
™3 x=3

or lim x-3=+%donc lim -23 =0donc lim [f(x)-(-2x-3)=0

XNt X—tD g

or lim x—3=-odonc lim =0 donc Inu Fx)-(=2x-3)=0

X=——® X——® -
La droite d’équation y = — 2 x — 3 est asymptote a la courbe de fen + o et —
1



3. b. Pour connaitre la position relative de ‘et de /. il suffit d’étudier le signe de /(x) — (— 2 x — 3) donc de

x=3
X — 3 + o0
x-3 - +
signe de /7 (x) * -
- y » 5 ‘@est au @esten
P lativ G &Y .
osition relative de et de At s dessonsids GF
4, Pour montrer que S est centre de symétrie de C. il suffit de prouver que pour tout 2 nonnul, /(3 —-h) + /(3 +h) =— 18
D apres la question précédente /(x) =—-2x—3 — %
X3

JB=-h)==2@ =) —-3— B =—9%2:h% <

’ ’ T 3=h=3 h
fB3+h)=-2@3+h)-3- . B =—9-2h =
: d T 3+h-3 h

2 2 . , - ~
JGB+M+fB-h)=-9+2h+ 4 9-2h- S =— 18 donc le point S de coordonnées (3 ; — 9) est centre de symétric de &.
1 1

5 Pour déterminer les points d’intersection de % avec 1axe des abscisses, il suffit de résoudre /(x) = 0

. =2 #5304 5
soit Zr—?x7 =0ouencore—2x +3x+7=0avecx¥3

X
-3+./65 -3=,/65

A=9-4x%(-2)%7=65doncx, = —— — etx2= —4’

: : s : - 5 ; 5 . [ 3+65 ; ;
11 existe deux points d’intersection de ‘G avec 1'axe des abscisses, 1'un A de coordonnées [—I— 3 0} I"autre B de coordonnées

4
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ENONCE

a, b, c et d sont des réels tels que pour tout réel x # - 1. f(x)=ax+ b +

x+d
Le tableau de variation de f'est le suivant :
x i ;) -2 -1 0 + o0
/'(x) 0 0
-2 + + 00
_® —® 2
l.a)  Quelle est la valeur de d ?
1.h) Calculer /"'(x) en fonction de a et c.
a =cm()
1.¢)  Préciser. f(0). f(—2). /'0), f'(— 2). En déduire que a. b, ¢ sont solutions du systéme : b+tc=2
=2ath=c==2

Déterminer les réels a. b et .

2. a) Soit la fonction / (x) =x + 1 + L
5o g |

Montrer que le point I (- 1 : 0) est centre de symétrie de la courbe

2.h)  Démontrer que, dans un repere. la courbe représentative C de fadmet la droite D d'équation y = x + 1 pour asymptote en — @
cten+ o,

2.¢)  FEtudier la position de C par rapport 4 D

CORRECTION

lLa) f(x)=ax+b+ : 7 donc f'est définie pour tous les x réels tels que x + ¢ # 0 soit x # — d or d’apres le tableau de variation,
X

/n’est pas définic pourx=—1,donc —d=-1soitd=1donc f(x) =ax+bh+ %I
%

1.5) j(x)=a—(x+l)3

1.¢)  D’apres le tableau de variation : /(0) =2 donc h +c=2de plus /'0) =0 donca—c=0
f(=2)==2donc-2a+b—-c=-2deplusf'(-2)=0donca—c=0
a —c=0
a, b, ¢ sont solutions du systéme : btc=2
=2.a¥b=gc==2
a = ¢ donc en remplagant dans le systéme :
a =c=0 {a -c=0
b+c¢=2 ensoustrayant la deuxiéme et la troisi¢me ligne : b*c=2 donca=c=letb=1
bi—~3gm=2 1 4c=4

X ; 1 1 ; s
2.a) [f(-2-x)+f(x)=-1-x- precx +x+1+ i donc le point I (- 1 : 0) est centre de symétrie de la courbe.
X b of

1 1
2.b ‘xX)—-(x+1)= —or lim — = lim
) ) —-(x+1) 1 . S

= = 0 donc la courbe représentative C de /'admet la droite D d’équation
X=b =0 X

y=x+ 1 pour asymptote en — % et en + ©,

2.¢) f)-(x+D= +l doncsix<—1.x+1<0donc/(x)—(x+ 1) <0 la courbe C est endessousde D sur| -2 : 1 [.
¥

six>—1.x+1>0donc/f(x)—(x+1)>01lacourbe Cestaudessusde Dsur|-1:+x].



1. Soit la fonction polynome P définie sur IR par : P(x)=4x'+3x"-2.
a.  FEtudier les variations de P.
b.  Montrer que. sur l'intervalle [0 : + o], I'équation (E) P(x) = 0 admet une solution unique @.
Montrer que sur l'intervalle ] — ¢ : 0 ], I'équation (E) n'admet pas de solution.
2x+1
x®+]

2. Soit l'intervalle | — 1 ; + <0 |, noté 1. On considere la fonction /'définie sur I par : f(x) =

On désigne par C sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O : . ) (unité graphique 4 cm).

a.  Enutilisant les résultats de la question 1), étudier les variations de f.
b.  Déterminer une équation de la tangente (T) a C au point d'abscisse 0.
c.  Etudier les positions respectives de C et de (T) pourx [ | -1 ; + 0 [,
3. a.  Vérifier et justificr la proposition suivante : l est compris entre 0.60 et 0.61.
b.  Démontrer que /() = Tk
c.  Endéduire que /(M) est compris entre 1.7 et 1.9.
4. a. Démontrer que C admet deux droites asymptotes que 1'on précisera par leurs équations.
b.  Représenter C. (T) et les droites asymptotes a C.

CORRECTION
l.a. P estun polynome donc est continu et dérivable sur IR. Ses limites a 1'infini sont celles de son terme de plus haut degré,
|i111 P(x) = lirp 4x’=+wet lim P(x)= lim 4x*=-o0,

P'(x)=12x”+ 6 x=6 x (2 x + 1) donc P'(x) est un polyndme du second degré qui s'annule en 0 et — 0.5 d'oii le tableau de variations
deP:

X -0 -0.5 0 + o0
P '(x) + 0 - 0 -

b | o -—L75\\\\\- N e

b. P est défini continu, strictement croissante sur [0 : +© L P (J0:+ > [)=[-2:+ [.donc 0 [1 P (|0 : + 2 [) donc I'équation
P(x) = 0 admet une seule solution fl sur [0 ; + 2 |.

C. Montrer que sur l'intervalle | — o0 : 0 ]. I'équation (E) n'admet pas de solution.

P est croissante sur | — o ; — 0,5] et croissante sur |- 0,5 : 0 | donc P admet un maximum en— 0,5 : P (— 0.5) =—0.75 donc pour tout x
de]—;0[, P (x)£-0.75 donc sur l'intervalle | — o : 0 ], 'équation (E) n'admet pas de solution.

2.a.  Enutilisant Ies résultats de la question 1), ¢tudier les variations de /.

2 2GR FN=3x'2x*D) _ @ +ix=3 _ P(x)
J'®)= 3 2 = 3 3 = = 2
(x”*1) (x"*+1) (x"+1D
P est strictement négatif sur | — 20 : @[. nul en U et strictement positif sur | @l : + 20 [ donc :
X -1 1] +
= = s
P (x) - 0 +
/') + =
Jm
J / \ "
1
_ax+1 2*

JF@)=——= X donc lim f(x)=0ct lim /(x)=0
x *+] \‘z(l_‘_L) X =+ 0 X

3
X

h. J'(0) =2 donc (T) a pour équationy =2 x+h
/(0) =1 donc (T) passe par le point de coordonnées (0 : 1) donc 1 =2 %0+ A donc b = 1 donc (T) a pour équation y =2 x + 1



' 2x+1 1 -3
v - ¢ -+ - — C -+ - -+ - S 3
c. fxX)-2x+1) T Q2x+D)=Q2x+1) i l) 2x+1) [x‘""’lJ
X -1 -05 0 + 0
-x° + + 0 -
2x+1 - 0 + +
f(xX)—2x+1) — 0 +: 0 -
Cesten Point Cestau Point Cesten
dessous d'inter- | dessusde | d'inter- dessous
de (T) section (T) section de (T)
3. a P(0.60) <0 et P(0.61) > 0 or P est continue sur IR donc P s'annule sur [0,60 : 0.61] donc 0.60 £ © < 0.61.
3.b.  PM)=0donc4U*+3m°-2=0donc4@M =2-3Mm"
2 20 +1 2 3P Qu+) =2’ +1)
J () — e - = = 7 5
3n a’+1 3 3m’+nHu

3 + v S : - 3 + 3 * L. u 2
fa)— 2, L 3? 2‘,‘ 2 donc f(0) — 2, 52N i . ,2 = f)( ) ~ =0 donc /(W) - 3
3a- jm+hHm- im- jm +na- @ +hHm- RN iy
3.¢. 0.60 <0 =0.61 donc 0.60°SU-S0.61"
3%036S30°<3%03721 soit 1.08 <3 @° < 1.1163 donc lﬂsL donc 2 SL, S,
L1163 3@~ 1,08 1.1163 3d° 1,08
2 = 1.792 et i ~1852donc 1.75/(M)S 1.9
1.1163 1.08
4. a. h‘l J(x)= lilpm J(x) =0 donc la droite d'équation y = 0 est asymptote a C
” Zx¥] | 2x+1
)= > = 5
D) x=x*]) x¥l x"—x*l
. 2x+1 . 1 . . " . .
lim Y— =——e¢t lim —— =+%donc lim f(x)=-—%, ladroite d'équation x = — 1 est asymptote a C.
==l (x"=x+]) 3 T &l oy

amserrsenaaccshiifrecncaafoecnnsaa

cecscevscoovsdeccnccacnscnnancad



Soit / 1a fonction définie sur | —o; — 7] 0 [1;+o[parf(x)=+ x> +6x=7.

Justifier que la fonction / est bien définie sur | o0 -7 LI [ 1+,

l.a,  Déterminer la forme canonique du trindme du second degré x~+6x—7.

1.b Démontrer que la droite d équation : x = -3 est un axe de symétrie de la courbe de /.
2.a Conjecturer la dérivabilit¢ de / en -7 et en 1 4 I'aide de la calculatrice. Expliquer.
2.b Démontrer le résultat conjecturé pour la dérivabilité en 1.

CORRECTION
SoitD,;=]-;-7]0[1:+®[parf(x)=+ x*+6x-7.
1. La fonction racine carrée est définie sur | 0 : + o |
x>+ 6 -7 estun trindme du second degré, x°+6x-7=01 x=1loux=-7
x*+6x-7200 x[O]-%:-7]3[1:+%[doncpourtoutxde]—2;-7[J]1:+%[,x>+6x—7>0doncf estdéfinie sur

|- =70 [1.:+2]
2.a. .\::+6.\‘—7=(,\'+3)2—9—7=(x+3):—16

2.b.  Soithunréeltelque-3+het-3-hD;
hZ4ouhs-3 dlors—_»41h> lou-3+hs-7.donc-3+h 1D,
f(=3+h)==3+h-3)"-16=h"-16

sihZdouhs-3 alors—3-hS7ou-3-h2l.donc-3-hTD,
=3 <= (3=k=3)"=16=h= 16 donc pour tout 4 réel. /(-3 +h) =7 (-3 - h)
La droite d"équation ; x = — 3 est un axe de symétrie de la courbe de /.

+ —
3.4 [ est dérivable en 1 si et seulement si  lim M)— existe. ona alors /(1) = lim

h—0 h—0
>0 h h>q

A+ =) _y h2+8h

h h

S+ )= f(1)
h )

fy=0etf(A+mh=+ (1+h+3)>-16=\/(4+h)*-16=1/ h* +8h donc

Sa+m=ra) JhP+8h
h h

Dans RANG. il faut choisir des valeurs de /2 de plus en plus proches de 0 :
par exemple demander des valeurs de / en partant de 0.2 et en allant vers 0 en diminuant & chaque fois de 0,01

;able Setlina

donc sur la calculatrice. dans le menu TABLE, on écrit

) H
Ster 1-6.81

en demandant la table. la calculatrice affiche :

I ¥l
A 1.1
0.03 IE«36

0.01 28.301
A. B4

[FORM AP [EpIT E-con[G-FLT

On constate que plus / se rapproche de 0, plus la valeur de

i LA+ = /@)

h—0
h>0 h

La droite d’équation : x = — 3 est un axe de symétrie de la courbe de /. le résultat est identique en— 7 ;
/ n’est pas dérivable en — 7 mais sa courbe admet une tangente verticale en — 7.

SA+h)=fQ) _ h*+8h

h h

augmente et donc, on peut supposer que

=+, donc / n’est pas dérivable en | mais sa courbe admet une tangente verticale en 1.

3.b. Démontrer le résultat conjecturé pour la dérivabilité en 1.

‘ 1+_
- ,[ +81 ’
/(1+h) /(l) ‘= h — or hml+ =+ el hm x =+ x donc

h—0 r—
h>0

: 8 S+ h)y= /(1) ; 2 . i
lim, |1+ = =+ 00 soit lim = =+ f nest pas dérivable en 1 mais sa courbe admet une tangente verticale en 1.
1 1

h—0 h—0
h>0 h>0



, . e T sin x — cos x
Déterminer la limiteen — de —
4 4x-m

CORRECTION

Méthode geénerale

On peut depuis le début poser 7 = x — % donc remplacer x par £+ % dang 2= — 01

sin[h+£)—cos(h+£)
4 4
4[h+~7¥]—7r
4

M¢éthode particulicre : au lieu de poser 2= x — Pi on développe sin [.\‘— IJ a la recherche de simplification d écriture.

J— \/—Zcosx=£
2

3 T s T
S | X——] = Slﬂ XCOS— — Sll]— COS X dOl]C sm T Slll Ry
4 4 4 2

4x-m

Il faut alors développer puis ensuite chercher la limite

\/—5 sin A
h

ce qui conduit apres simplification a e X

en 0 de cette expression.

(sin x — cos x)

2
donc sinx —cos x= —= sin (r-zr-] = ,/ 2 sin [x-E]
‘/2 4 4
sin(x-—n)
— 3 __
4x—n=4(r-—1) donc Sinx cosx:J y 4

4x-m 4 L
o
4
sin[r—ﬁ)
: in x —cos : ,/2 T \/2 inh
En posant s = x— = onobtient : Ll L L W PR L L
4 4x—m 4 B 4 h
4
sin /1 . sin X —Ccos X ,/2

lim1 h=0 et lim

h—0 h

=1ldonc lm ——M—=~¥—
r--); 4X—1r 4

7
X ——



ENONCE

Soit fune fonction définic et dérivable sur IR— {— 3}. dont le tableau de variation est le suivant :

X |- -4 -3 -1 +00
f'(x) - 0 + + 0 +
+ oo + oo + o0
7 /'
f \10/ 3

On sait. de plus, que pour tout réel x # — 3. /(x) peut s'écrire sous la forme : a x* + b + ot a. b, ¢, d sont quatre réels (avec

X+
a#0ctc#0).
1. a. ATlaide des indications fournies par le tableau, déterminer la fonction /.
h. Démontrer qu'il existe un réel e tel que : pour tout x € R— {-3}, /'(x) = W
X+

c¢. Justifier toutes les informations du tableau de variation de /.

5

2. Soit C la courbe représentative de f'dans un repeére du plan et P la parabole d'équation y = % — 2 dans le méme repére.

a. Prouver que P coupe I'axe des abscisses en deux points que 1'on déterminera.

b. Prouver que C coupe l'axe des abscisses en seul point A. On déterminera une valeur approchée de l'abscisse de Aa 10~ * prés.
c. Etudier la position relative des courbes C et P.

d. Prouver que P est une courbe asymptote de C en—o et en + o,

e. Construire P ¢t C.

/- Résoudre algébriquement 1'inéquation : — 0.1 < f(x) — ( % x*—2)<0.1. Interpréter graphiquement.

CORRECTION

1. a. D'apres le tableau de variation, on a entre autre que x # — 3 donc ¢ = 3, de plus :

fed)=10etf'4)=0:7C1)=— % et/ 1)=0

([ f(-9=16a+b—-c=10
Fid)e-Ra=e=n 16a+b-c=10 2a+b=10
flx)=2ax- — donc f(_1)=5,+h+£=-1 &1 c=-8a &3 c=-8a
(x+3)° 2 2 7 7
¢ a+b—-4a=—— -3a+b=——
f'(-1)=—20—1=0 2 2
7 1
2da+b+3a-b=10+— a=—
# v 1 4
& 1b=10-24a o b=—2donc,/'(x)=;x3—2- -
c=-8a c=—14 = st
3 2
1.h. f'(x)=x+ 4 _= X +6x +2.‘I+4
(x+3)° (x+3)°

x3+6x3+9x+4=(x3+2x+l)(x+e)
x3+6x3+9x+4=xi'+(e+2)x3+(2e+1)x+e
donce+2=62e+1=9ete=4

doncx*+6x +9x+4=(x"+2x+1)(x+4)

x+1)7(x+4)
(x+3)°
1. ¢.  Uncarré est toujours positif ou nul donc /'(x) a le méme signe que x + 4. et s'annule pour x =— 1

JS'x)=

x - -4 -3 -1 + o
/') - 0 + ] + 0 4

d'ou le sens de variation de f
11 suffit ensuite de déterminer les limites de /'aux bornes du domaine de définition



)= %x3—2— 2 or lim %x:—2=+ocel lim =( donc l_im f(x)=+mo

x+3 Xtz x>tm x+3
R 5 . 4 .
lim —x"—-2==c¢t lim =+w donc lim f(x)=-=
x—>-3 2 2 *»-3*" ¥4+3 x->=-3°
i 1w 5 ; 4 4
lim —x"-2==ct lim =-w donc lim f(x)=+=
-3 9 2 y—=-3" x+3 r—-3

' 1, s 18 y p
2.a P coupe l'axe des abscisses quand Ex “—2=0soit si x~ =4 donc si x =2 ou x =— 2 donc P coupe 'axc des abscisses e¢n deux
points Ay (-2 :0)et A, (2:0).
2.b  fest décroissante sur | — = : — 4] et croissante sur [4 ; — 3 [ donc f‘admet un minimum en — 4; /(= 4) = 10 donc pour tout x de
| —e:=3[.f(x) 2 10 donc C ne coupe pas l'axe des abscisses sur | —cc: -3 [.
Jest définie continue, strictement croissante sur | =3 .+ [. f(]-3:+o[)=]-o:+o [.donc 0 € /(] -3 . + = [) donc I'équation

f(x) =0 admet une seule solution c sur | -3 : + = |.
La courbe C coupe donc l'axe des abscisses en un seul point d’abscisse «e sur] —3 ; + o [,

f(2,34) <0 et f(2.35) > 0 et I'équation /' (x) = 0 admet une seule solution ¢ sur | - 3 : + o | donc f s'annule sur | 2,34 : 2.35 [ donc
234<a<235

2.6 f(x)—(%x:—2)=— % doncsix>—3,_/'(x)—(%.r3—2)<0doncCestendessousdePsurl—3 i e
X+

six<-3, f(x)- (%xz—Z) >0 donc Cestaudessusde Psur]—>:-3 1.

j‘(x)—(%x:—2)=— L et lim

; X 1 5 2
=0donc lim f(x)—(—x~—2)=0doncP estasymptotc a Cen+ wet—xo,
x+3 X—rtm x+3 Ttw 2

. on doit donc résoudre — 0.1 <—

i g
2l f(x)_(ix 2 x+3 x+3

< 0.1 soit en multipliant par — 1. il suffit donc de résoudre

4 : 3 -
=01 . <0,1. On ne peut travailler qu'avec des nombres de méme signe donc deux cas :
X+
; x+3 ;
Casl:0< 2 < 0,1 donc en passant aux inverses : ‘T > 10 soit x + 3 > 40 donc x > 37
X+
- . +3 .
Cas2:-01< 3 < 0 donc en passant aux inverses : 14—— <—10so0it x + 3 <—40 donc x <-43
X+7

Sixe]|-w:—43[w]37:+x [, I'cart entre la courbe et la parabole est inférieur a 0,1.

\\ ' 5

\

\\
\ 20

W

(58]



EXERCICE 1
Soit /" une fonction définic et dérivable sur R~ {— 3}, dont l¢ tableau de variation est le suivant :

x |[-e -4 -3 -1 +o0
'(x) - 0 + + 0 +
+ oo, + oo + o0
At
f ™ 10/ 3

On sait. de plus, que pour tout réel x # — 3. f(x) peut s"écrire sous la forme : a x + b +

ou a. b, ¢. d sont quatre réels (avec
x+d

a#0ctc#0)etquef/ ' (x)=2ax— ———.
(x+d)”
1.a. Alaide des indications fournies par le tableau, déterminer d.
16a+b-c=10
Préciserf (—4) . f (= 1) . f (= 4)etf (- 1). En déduire que a. b et ¢ vérifient le systeme : § —8a—-c=0
2a+2b+c=-17
Résoudre ce systeme et déterminer la fonction /.
1. 5. Démontrer qu'il existe un réel e tel que : pour tout x € R— {—3}. f'(x) = QH—(iL—:)f—ﬁl

1. c. Justifier toutes les informations du tableau de variation de 1.

2

Soit C la courbe représentative de /° dans un repere du plan et P la parabole d’équation y = Y 2 dans le méme repére.

a.  Prouver que P coupe I'axe des abscisses en deux points que I'on déterminera.
. Etudier la position rclative des courbes C ¢t P,

c. Prouver que P est une courbe asymptote de C en— x et en + .

d  Construire P et C.

S
>

é o S ; 1 >
e . Résoudre algébriquement I'inéquation : — 0,1 <f(x) - (—q-x‘ -2)<0.1.

On désigne par M et N les points de méme abscisse x appartenant respectivement a (C ) et (D).
On juge que M et N sont indiscernables sur le graphique lorsque la distance MN est inférieure a 0.1 unité de longueur.
Déterminer I'ensemble des valeurs de x pour lesquelles M et N sont indiscernables.

EXERCICE 2
1. Soit / la fonction définie sur IR par /'(x) = sin x — x
Déterminer le sens de variation de /* sur IR. Préciser /'(0). en déduire le signe de /(x) sur R

5

2, Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = cos x + % -1

Déterminer le sens de variation de g sur IR. Préciser g(0), en déduire le signe de g(x) sur IR
%
3. Soit / 1a fonction définie sur Rpar /2 (x) = sinx —x + %

Déterminer le sens de variation de / sur IR. Préciser /2(0), en déduire le signe de /4(x)
3

> . . s X .
4.a. ATlaide des questions précédentes. montrer que sur [0 +oc [ x - i <sinx <x

p3 i SIX o 3 . sinx
4. 5. Endéduire un encadrement sur ] 0 ; + oo [ de . Déterminer lim
X x—=0"' X
5, A T'aide des questions précédentes. déterminer un encadrement de sinx sur | — =0 ;0 |.
sin x sin x

Déterminer lim

4. b. Endéduire un encadrement sur | - : 0 | de :
X x




EXERCICE 1
1.a. f estdéfinie lorsque x + d # 0 soit x # — d donc d’apres le tableau de variation — d =3 donc d =3

f(x)=ax3+b+ ﬁ et/ x)=2ax— (x+c3)2 :

£ S =10s0it 16a+b-c=10

f(=4)=10donc 16 @ + b +

f(—l)=—zdonca+b+ L =—1donca+b+£=—zdonc2a+2b+c=—7
2 -1+3 2 2 2
f(-4)=0donc-8a— — =0soit—8a-c=0
(—4+3)°
l6a+b-c=10
j"(—l)=0donc—2a—%=Osoil—2a—-Z—=Odonc—8a—c=0donca.betcvc’riﬁcnllcs_vslémc: -8a-c=0
L 2a+2b+tc=-7
C=—8(1 C:—Sa

=—8 adonc le systeme devient : { 16a+bh+8a=10 soit < 24da+b =10  donc en multipliant la derniére ligne par 4 :

2a+2b-8a=-7 -6a+2b=-17
c=—8a c=-8a c=-8a
24a+b=10 en ajoutant les deux derniéres lignes : § 24 a+ b =10 soit { 24 a + b =10 donc en remplagant :
-24a+8b=-28 9h=-18 h==2
c=—-8a a=—l—
c=—-8a c=—8a 2 3
24a-2=10 & { 24a=12 & a:% e Ap== doncf(x)=%—2—$
b=-2 b=-2 himms c=-4

N 4
R x+(x+3)l

3 2 ?
Lb fey=s+ 4 - X +6x +({x+4

(x+3)° (x+3)°
x’+6x3+9x+4=(x2+2x+l)(x+e)doncx3+6x3+9x+4=x;+(e+2)x3+(2e+l).r+e
donce+2=62e+1=9ete=4doncx’ +6x +9x+4=(x"+2x+1)(x+4)

(x+1)7 (x+4)

{ X) = 5
() A

1. ¢.  Un carré est toujours positif ou nul donc /'(x) a le méme signe que x + 4. et s’annule pour x =— 1 d’ou le sens de variation de /

X — -4 -3 -1 + o
S') - 0  + | + 0 +
11 suffit ensuite de déterminer les limites de /* aux bornes du domaine de définition
1 .5 4
X)= —x"-2- —

J(x) 5 ==

lim %x2—2=+ooet lim 4; =0 donc lim f(x)=+x

X+ il o T

lim %.\' ‘~2=+wet lim =0 donc lim f(x) =+

- xo-x x4 3
o 1 5 y 4 7 ;

lim —x"-2=>¢t lim —— =+x donc lim f(x)=-
x—+-3 2 2 x—»-3* ¥4+ 3 x-»-3%"

.1, 5 . 4 .

lim —x"-2==ct lim =—ow donc lim f(x)=+o
x—>-3 ) 2 x—=-3" xy 43 x—>-3"

2.a P coupe I'axe des abscisses quand %xg —2 =0 soit si x* =4 donc si x = 2 ou x = — 2 donc P coupe 1'axe des abscisses en deux
points A; (-2 :0)et A>(2:0).

2.b [ est décroissante sur | — = ; — 4] et croissante sur [4 ;: — 3 | donc /* admet un minimum en — 4; /(- 4) = 10 donc pour tout x de

] = :=3[./(x)= 10 donc C ne coupe pas 1'axe des abscisses sur | —oc 1 =3 [.
2



J est définie dérivable, strictement croissante sur | —3 :+ oo [, f(] -3 .+ [)=]-0:+x[.donc 0 € /(] -3 : + o |) donc I'équation
/(x) = 0 admet une seule solution o sur ] —3 ; + oo [.

La courbe C coupe donc I'axe des abscisses en un seul point sur | — 3 : + o [.

f(2.34) <0 et £(2.35) > 0 et I'équation /' (x) = 0 admet une seule solution o sur | — 3 : + o [ donc /* s’annule sur | 2.34 : 2,35 [ donc
234 <0 <235

% f(x)—(%x2—2)=— A

donc six>—3, f(x) —( %x: —2) <0 donc Cestendessous de P sur | —3 : + oof

six<—3.f(x)—(%x3—2)>0doncCcslaudcssuschsur]—acz-B[.

o] 'l' . . 2 |
f(x)—(l—x‘—2)=—— ct lim =0donc lim f(x)—(lx'—2)=0doncPcslas_\'mplolcaCcn+ao
2 x+3 x4 x4 x>0 2
lim
X=d- x+

=0donc lim f(x)- (%xl —2)=0donc P est asymptote a C en — ¢,

2.d. Pour tracer les courbes C et P, il faut placer les éléments remarquables :
Pour la parabole P
sommet de coordonnées (0 : — 2) et la tangente horizontales au point d abscisse 0
Ces ¢léments étant placés. il faut placer des points de P :
X -6 | -4]|-3|-2]-1 0 1 2 3 4
y 16 6 25 0 |-15| -2 |-15| O 2,5 6

On peut alors tracer P

Pour la courbe C

Points a tangentes horizontales pour C aux points d’abscisse — 4 et — 1

I"asymptote x = — 3.
Ces ¢léments étant placés. il faut placer des points de C :
x -7 -5 -4 -35 -25 -2 -1 1 2
y 23,5 12,5 10 12,125 | -6875 | -4 -35 -25 -0.8 10
On peut alors tracer C.

N

2e. f(x)—(=x"=-2)=- ..

+3
I1 suffit donc de résoudre — 0.1 < 4 : < 0.1. On ne peut travailler qu'avec des nombres de méme signe donc deux cas :

X+3
' ; x+3 p
Casl:0< 3 < 0,1 donc en passant aux inverses : YT > 10 soit x + 3 > 40 donc x > 37
X+ '
x+3 .
Cas2:-0.1< 2 < 0 donc en passant aux inverses : — 10 > % soitx + 3 <—40 donc x<—43
X+

Sixe|-w:—-43|w |37 +x |, I'écart entre la courbe et la parabole est inférieur a 0.1.

Six<-3 Cestaudessusde Psur]—o«:-3 [doncMN=f(x)—(]Ex3—2)=—%.
X+

MN<01<0<- <0le-01<

x+3 x+3

<0 donc x > — 43 d apres le calcul précédent

Six>—3,CestendessousdePsur|—3:+oc|doncMN=(:IZ—x:—2)—_/'(x)= %
X+

MN <0.1 0< i} < 0.1 donc x > 37 d apres le calcul précédent
X+

L’ ensemble des valeurs de x pour lesquelles M et N sont indiscernables est donc | —o0: —43 | U |37+ oo |,
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EXERCICE 2

1. J(x)=cosx—1lor—1<cosx<1donc/ *(x) <0 donc / est décroissante sur R
¥ |-w 0 + o
\ O
f \
7 () + 0 —

S (0)=0donc six<0alors/ (x)>0etsix>0alors/ (x) <0

2. g'(x)=-sinx +x=-f (x) donc :
X — o0 0 + o0
g™ = 0 ¥
g(x) + 0 +

=2
3 h(x)=cosx—1+ '\7 = g(x) donc :

X — 0 + o
h'(x) + 0 +
h(x) — 0 +
3 3

; X ’ X "
4.a. sur|0:+oc|:f (x)<0doncsinx<xeth(x)>0doncx-— T <sinxdoncsur[0:+ow|:x— T <sinx <xy
]

Sl . %2 g
4, b. sur]O'.+oc[:x—%SSmxstontx(l—T <sinx<x
)

x>0donc1- - < 3% <
6 x
lirgl. 1- % = ]il%[ I=1ctpourtoutx>0:1- % <3 <1 done d’aprés le théoreme des gendarmes linol. SRY =1
x> x> N x - X
\73 x_S
5 sur]—o:0]:/ (x)=>0doncsinx>xeth(x) <0 doncsinx <x— ? doncsur|—o:0]:x<sinx<x-— ?
; x? ; in 2
4.b. sur]-o:0]:x<siny <y |1-— doncsnx<0zlzsm—rzl—x—
6 2 6
111101_ 1- % = 111101 1=1ectpourtoutx>0:1- % <3 <1 donc d’apres le théoréme des gendarmes lil%l_ L |
- X X x> X
Dans tous les cas lin}) MM

X



Exercice 1

On désigne par » et a deux entiers naturels.

1. Démontrer que si a divise 5 » + 31 et a divise 3 » + 12, alors a divise 33.
2. Déterminer toutes les valeurs possibles pour les entiers « et .

Exercice 2

: i 3 ; S5n x A
Déterminer les entiers naturels » tels que le quotient soit un entier.

n+

Exercice 3

On désigne par a et b deux entiers naturels supéricurs ou é¢gaux a 2.

1.  Développerlecarré (a”+2 b7 )"

2. En déduire que I'entier naturel @ * + 4 b * n’est jamais un nombre premier.

Exercice 4
Le reste de la division euclidienne de I'entier naturel a par 45 est 9.
Quel est le reste de la division euclidienne de a: par 15 par9 ? par 5 ? par 3 ?

Exercice §
Les divisions euclidiennes de 1'entier naturel @ par 155 et par 161 donnent le méme quotient et des restes ¢gaux respectivement a 65 et
23.

1. Déterminer I’entier a.
2. Quels sont les restes possibles dans la division euclidienne d’un entier naturel impair par 4 ?
Exercice 6

1.  Montrer que 1 000 = — 1 [13], déterminer le reste de la division de 10 ° par 13

2. Soit 77 un enticr naturel quelconque. montrer que 7 estde laforme 6 k.6 £+ 1 ... 6 k+ 5 ou & est un enticr naturel.
En déduire les valeurs possibles du reste de la division de 10 ” par 13.

3. Démontrer que pour tout entier naturel 7, 10" % + 10 *” est divisible par 13.



CORRECTION

Exercice 1

1.

Soitu=35n+3letv=3n+12, enélimnant nentre w etvalors3u—-5v=3Gn+31)-5Bn+12)
donc3u—-5v=93-60=33
a divise # et v donc a divise 3 # — 5 v donc « divise 33.

La décomposition en produit de facteurs premiers de 33 est 33 =3 x 11 donc les diviseurs positifs de 33 sont 1 ;: 3 : 11 : 33.
ae{l1:3:11:33}

Sia =33 : endivisant # par 33, il existe k et  tels que » =33 k+ravec 0 <r <33
alorsu=165k+5r+31=33GBk+1)+5r-2

a divise # donc 5 r — 2 est divisible par 33

S5r=2=0@33)donc5r=2(33) 5x13r=2x13(33) —r=26(33) or26=33-7donc—r=-"7(33)
r=733)or0<r<33doncr=7etn=33k+7
v=3n+12=3xB3k+7)+12=33x3k+33=333k+1)

Doncsin=33 alorsn =33 k+ 7 aveck € N.

Sia=11_:endivisant 7 par 11, il existc ket r telsquen= 11 k+ravec 0 <r <11
alorsu=55k+5r+31=115k+3)+5r-20r0<r<11

r 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5r-2 | -2 3 8 13 18 | 23 28 | 33 38 | 43 48

5 r—2 est divisible par 7 uniquement si»=7doncn=11k+7
alorsv=3n+12=33k+21+12=33 (k+ 1) donc pour tout k, 11 divise v

Sia=3:endivisant » par 3. il existe ketrtelsquen=3 k+ravec 0 <r<3
alorsu=15k+5r+31=15(k+2)+5r+1:3 divise 15 et 3 divise # donc 3 divise 5 » + 1 ce qui n’est possible que pour

r=1ldoncn=3k+1aveck e N,

v=3n+12=3 (n+4)donc 3 divise v pour touic valeur de n.

Sia=1:danstous les autres casdonc pourn =33 k.33 k+2:33k+3:33k+5:33k+6.:33k+8:33k+9:33k+11:
33k+12:33k+14:33k+15:33k+17:33k+20:33k+21:33k+23:33k+24:33k+26:33k+27:.33k+30:33

k+32aveck eN.

Exercice 2

Si le quotient

Sn+3

est un entier alors n + 2 divise 5n+3 or5Sn+3 =35 x (n+2) -7 donc n + 2 divise 7
n+

Les diviseursde 7sont—7:—1:1:7 donc

n+2 -7 -1 1 i
n -9 -3 -1 5

n est un entier naturel donc n =35

Exercice 3
1. (@+2b7)’=@*)*+2xa°x@2h*)+(@2b* )’ =a'+4b"+44a°b’
2. a'+tab'=@+2b*)’-4a’b*=[a’+2b*-2ab][a*+2b+2ab]
a'+4b'=[(a=b)+b*|[(@+h)*+b7*)
(a—b)>+ b est un entier naturel donc (@ +b )+ b est undiviseurde a' +4 b *.
az2etb=2donc(a—b)*+b*2b>24donc(a—-b) +b =ldonc(a+b) +b za'+4b"
(@+b) +b>2b>>4donc (a+h)’>+h>#1
(@+b)*+b*estundiviscurde a” +4 » ' distinct de l etdea’ +4bh ' donca’ +4 5" n’est jamais un nombre premier.
Exercice 4

Le reste de la division cuclidienne de I'entier naturel @ par 45 est 9. donc il existe un entier ¢ tel que a =45 ¢ +9

a=15x@Bq)+9:3qe Zet0<9 <15 donc le reste de la division euclidienne de a par 15 est 9

a=9x(5q+1):5¢q+1 e Zdonc le reste de la division euclidienne de a par 9 est 0

a=5x9q)+5+4=5(9g+1)+4:9g+1 € Zet0<4<35donc le reste de la division cuclidienne de @ par 5 est 4

a=3x(15¢)+9=3(15¢g+3):15qg+3 e 7 donc le reste de la division euclidienne de a par 3 est 4



Exercice 5

1.

Les divisions euclidiennes de I'entier naturel @ par 155 et par 161 donnent le méme quotient ¢ et des restes égaux
respectivement a 65 et 23 donc @ = 155 ¢ + 65 et a = 161 ¢ + 23 donc 155 ¢ + 65 =161 g + 23 donc 65 -23 =161 g - 155 ¢
donc6g=42doncg=7

a=155x7+65=1150

Dans la division euclidienne d un entier # par 4, il existe un entier g et unentier r telsque a =4 g+ret 0 <r <4
donca=4koud4k+loudk+2oudkik+3or4kectdk+2sontpairs (somme de deux entiers pairs) ct 4 £+ 1 et 4 &k + 3 sont
impairs.

a est impair donc a = 4 k+ 1 ou 4 &k + 3 donc les restes possibles dans la division euclidienne d'un entier naturel impair par 4
sont 1 et 3

Exercice 6

1

1000=13 x 77— 1 donc 1 000 =— 1 [13].
10° =—1[13] donc 10°= (- 1)* [13] soit 10°=1[13] :
11 existe un entier ¢ tel que 10°=13 ¢+ 1 et 0 < 1 < 13 donc le reste de la division de 10 © par 13 est 1

Soit 7 un entier naturel quelconque, dans la division cuclidienne de » par 6. il existe un entier & et un entier  tels que n = 6 k +
ravecO<r<6doncnestdelaforme6k:6k+1 ...6%k~+ 12 oukestunentier naturel.
10%=1[13] donc 10 = 1% [13] soit 10 =1[13]
10 x 10°*=10°*"" donc 10°**! = 10 [13]
10 x 10%%" = 10°%"* donc 10 * =10 x 10 [13] or 100 =7 x 13 + 9 donc 10°* "> =9 [13]
10 x 10°¥*2=10%*" donc 10°*"* =10 x 9 [13] or 90 = 6 x 13 + 12 donc 10°*"* = 12 [13]
10 x 10%¥*3=10%*** donc 10°* " =10 x 12 [13] or 120 =9 x 13 + 3 donc 10°*** =3 [13]
10 x 10571 =10 donc 10°* " =10 x 3 [13] 0or 30 =2 x 13 + 4 donc 10°* "7 = 4 [13]
donc les valeurs possibles du reste » de la division de 10" par 13 sont :

sin=06k r=1

sin=06k+1 r=10

sin=06k+2 r=9

sin=6k+3 r=12
sin=06k+4 r=3
sin=06k+5 r=4

Pour tout entier naturel 7. 107"+ 10°7=10""x 10* + 10" = 10*" x 1001
or 1001 = 13 x 77 donc 1001 est divisible par 13 donc pour tout entier naturel 2, 10°" " + 10 *” est divisible par 13

On pouvait aussi dire que 10° =—1[13] donc 107" x 10° =—10°"[13] donc 10°" " +10*"=0[13]



Exercice 1
Partic A
Soit g la fonction définie sur R par g(x) =2 x  +3 v~ + 1

1. Etudier la fonction g sur R, préciser les limites de g en + o et — . Dresser le tableau de variation de g.

2. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une scule solution o sur . Donner un encadrement de o a 10~ pres.
3. Préciser le signe de g(x).

Partie B

x+1

S |

Soit /* 1a fonction définic. pour tout réel x différent de 1. par : /(x) =

On désigne par C sa courbe représentative dans un plan rapporté a un repére orthonormal (O ;7. ; )

1. Déterminer les limites de / en + o et — oo,

2. Montrer que x*—1=(-1)(x>+x+1)endéduire les limites de / en 1.
-2x>-3x*-1

(&¥=13"

3. Enutilisant les questions précédentes. déterminer les variations de la fonction / sur les intervalles ou elle est définie.
4. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe C au point A(0 : — 1).
x(x+1)

On admet que, pour tout réel x différent de 1, /7 (x) =

5. Montrer que /(x) — (—x— 1) ale méme signe que . En déduire la position de C par rapport a la droite T.

Exercice 2
Partie A

%
Soit la fonction définie sur R par /(x) = sinx — — x. Déterminer un encadrement de /'(x). en déduire la limite en + 0 et — oo de /.
T

Partie B

2
— %
T

On souhaite démontrer 1"iné¢galité suivante: pour tout x € [O ; 5~‘ D sinx >
o p — , s 2 s
On considere alors la fonction / définie par : /(x) = sinx — — x sur l'intervalle | 0: i
n
1. Déterminer /" et /. les dérivée et dérivée seconde de la fonction /* sur I'intervalle [0 5 15} 3
2. Montrer que la fonction /™' est strictement décroissante sur I'intervalle [0 : 5} . Dresser son tableau de variations.

3. Montrer qu'il existe un unique réel ¢ de 'intervalle |:O ; %} tel que /"(a) = 0.

Vérifier que 0,880 < a < 0,881, En déduire le signe de la fonction /' sur I'intervalle [() : %] ;
4. Déduire de ce qui précede les variations de la fonction /* que 1'on résumera dans un tableau.
5

; 1: . x 4 . 2
. Démontrer alors que pour tout x € [0 X E] . on a la minoration suivante: sinx > — x
T

6. Sur le graphique suivant est représenté sur [() ; 5] la sinusoide associée a la fonction sinus.

o

Représenter la droite d’équation y = — x. Faire une interprétation graphique de ce résultat.

=
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CORRECTION
Exercice 1
Partie A
1. g est un polyndme donc sa limite a I'infini est la méme que celle de son terme de plus haut degré :
lim g(x)= lim 2x’=—wet lim g(x)= lim 2 x’=+wet

g () =6x"+6x=6x(x+1):g (x)est un polyndme du second degré qui s’annule en 0 et — 1 donc :
X —0 o -1 0 + o
g'(x) + 0 = 0 T

g_x/z\]/m:

2. g est définie continue strictement croissante sur | —oo:—1]: lim g(x) =— o et g(- 1) = 2 donc 0 est compris entre  lim

g(x) et g(— 1) donc 1'équation g(x) = 0 admet une seule solution o sur | —oo ;-1 |.
g est décroissante sur [ — 1: 0 ] et croissante sur [ 0 : + = [ donc admet un minimum c¢n 0 et pour tout xde [—1:+ o [, g(x) = I donc
I"équation g(x) = 0 n’admet pas de solutionsur | — 1 ; +oc |

L équation g(x) = 0 admet une scule solution o sur .
2(- 1,67) = 0.051774 et g(- 1.68) = = 0,016064 donc — 1.68 < o < — 1.67

3. g est strictement croissante sur | —oo ; — 1 | et g(o) = 0 donc si x < o alors g(x) <0 :sio <x<-1alors g(x) >0
pour tout xde [ - 1 ; + o [. g(x) > 1 donc g(x) > 0 d’ot le tableau de signes.

X -0 o + oo
2(x) - 0 +

Partic B

1. J est une fraction rationnelle donc sa limite a 1'infini est la méme que celle du quotient de ses termes de plus haut degré :
lim f(x)= lim % = lim —l,— =0et lim f(x)= lim X = lim l, =0
£2 ¥ A~ X =¥+ 0 x=+T X

X R S TG X=>=20 3 X+ ¥

2. E-D(x*+x+D=x>+xT+x—x—x—-1=x>-1
fo)= x+:l - :x+1 " |
(x-D)(x"+x+1) x"+x+1 x-1

lim ——=—c¢t lim
>l x?4x+1 30 a1 x—1

|

=+wdonc lim f(x)=+w
x=1"

lim =-wdonc lim f(x)=+oc.
x—1l x—l Y e
3. = — 2 x'; CE 3 Sl -xg(x) - donc /7(x) a le méme signe que — g(x)
(x7—1)" (X" =l)"
* - o 1 + o0
g(x) — 0 + +
[ (x) * 0 = -

S (@) + oo

4. La tangente T a la courbe C au point A(0 ; — 1) est la droite de coefficient directeur /7(0) = — 1 qui passe par A onc a pour
équationy=-x+hety, =x,+bdonc-1=0+hdonc'équationde Test y=—x— 1.

3 3 3
Fx)—=(=x=1)= x3+l—(—x—l)= A_+l +(x+D=(x+1) 31 +1 =(x+l)"z—l+l=(x+l) f
x” -1 x =1 x -1 x’ =1 x” -1
x*—1=(x-1)(x+x+1)orx>+x+1=0n pas de solution sur R (A=—3)donc x> +x+1>0surR.
donc x” - 1 a le méme signe sur R que x — 1

J(x) = (x— 1) ale méme signe que M
x - - . 1 +
X — - : _ i
x+ 1 - 5 - 7 :
x—1 - + * +
x+1
x(:—_l) } 0 + 0 = +

La tangente T est en dessous de lacourbe Csur]—oo ;=1 [etsur]0:1[:audessusdelacourbe Csur]—1:0[etsur] 1 +oo]:
coupe la courbe aux points d’abscisse — 1 et 0.



Exercice 1 (graphique non demand¢€)
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Exercice 2
Partie A

Pourtout x réel. — 1 <sinx < 1 donc—-1-— L x<fx)<1- 2 X
n T

2 g £ 3 ; ’
lim - 1- = x=+ o donc d apres le théoreme de comparaison lim f(x) =+
X=p =

X —b - T

lim 1- — x=-o0donc d apres le théoréme de comparaison lim /f(x)=—
X4+

x>+ n

Partie B

1. J'(x)=cosx— % et /"(x) =—sinx

2. Pour tout x de [ 0 :% [ sinx > 0 donc /"(x)<0et f "(%) = 0 donc la fonction /" est strictement décroissante sur l'intervalle

&

oA

/") g

: 2 2
f : e \0\ _;

3. /" est définie continue strictement décroissante sur [0 x %} SO0)=1- 2 donc /7(0)>0 et f'(;) el donc .['(-’2.5) <0
bid 4

donc 0 est compris entre /'(0) et [/ '[gj donc I’équation /(x) = 0 admet une seule solution a sur |:0 ; %} .

/7(0.880) =~ 0.0005 et /7(0.881) ~ —0.0002 donc 0.880 <a <0.881.

T

0 pricl

> o o 2
/‘ l pots _2. \"\ eos 2_

T T

S () + 0 =
4.
x 0 o

(=1 ISR ]

[(x)

+ 0
f@ \

5. Pour tout x € [O 3 §:| ,f(x) =0 donc sin x — 2 x>0 donc sinx > s p:
n i

SR

i

6. La droite d’équation y = — x passe par l'origine du repere et par le point de coordonnées ( A | ) d’ou le tracé. Le calcul
T

précédent permet d affirmer que la sinusoide est su dessus de la droite sur [0 2 %} .



EXERCICE 1
Démontrer que si 7 est un entier naturel impair, alors n~ — 1 est divisible par 8.

EXERCICE 2
Trouvez tous les entiers naturels # tels que 2 + 8 est un multiple de 7.

EXERCICE 3
Expliquez pourquoi il est impossible de trouver # et v dans 7 tels que 6 u — 9 v = 2.

EXERCICE 4
p est un nombre premier différent de 2.

Montrer que x° — y* = p admet un seul couple de solution dans N.

EXERCICE 5
Déterminer tous les entiers naturels qui divisés par 11 donnent un quotient égal au double du reste.

EXERCICE 6
Soit 7 un entier naturel. Soita=18n+60¢cth=15n+26
Soit 4 un diviseur commun a a ¢t b.

1. Démontrer que d divise 144.
2, Démontrer que si d est pair alors 7 est pair,
CORRECTION

EXERCICE 1

Méthode 1 Méthode 2
si n est un entier naturel impair. il existe un entier naturel p n est un entier impair donc » est congru modulo 8 a
telquen=2p+1 n 1 3 5 i
doncn’—1=Qp+1)°—1=4p +4p=4p(p+1) g |1 9 25 [ 49
p et p + 1 sont deux nombres entiers consécutifs donc 1'un nc=110 8 24 48
d’cux est pair donc p (p + 1) est pair donc n~ — 1 est comme 8 divise 8 : 24 : 48 dans tous les cas n*—1=0 (8]
divisible par 8. n*—1 est divisible par 8
EXERCICE 2

Sin + 8 est un multiple de », n divise 7 + 8 donc » divise (n + 8) —n donc n divise 8doncn e {1:2:4:8}

EXERCICE 3
6u—-9v=3(2u~-3v)donc 3 divise 6 #— 9 v or 2 est un nombre premier donc n’est divisible que par 1 ou 2 donc 3 ne divisc pas 2

donc il est impossible de trouver # et vdans Z tels que 6 u — 9 v = 2.

EXERCICE 4

p est un nombre premier différent de 2.

x* -y =p e (x-y) (x +y) = p donc x + y divise p donc soit x +y = p soit x +y = 1

x et y sont des entiers naturels donc x + y>x—ydoncx+y=petx—y=1ldonc2x=p+1

o : y ’ +1 -1
p est un nombre premier différent de 2 donc p est impair donc p + 1 est pair donc x = P 5 ety= 2 3

x?—y* = p admet un seul couple de solution dans N.

EXERCICE 5
N=1lg+ravecO0<r<llorg=2rdoncN=22r+r=23ravec0<r<1I
Ne {0:23:46:69:92:115:138;184:207:230: 253}

EXERCICE 6
1. ddivise 5a—6b=5(18n+060)—6 (15 n+26)= 144
d est un diviseur commun a a et b donc d divise 5 a — 6 b donc d divise 144.

: ’ 2 divise d o
2, Si d est pair alors . donc 2 divisc a et b
ddiviscaet b
orhb=2(Tn+13)+n
2 divise b donc 2 divise b — 2 (7 n + 13) donc 2 divise # donc » est pair
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Exercice 1

1. Soit les polyndmes P(x) = x* —x* — 12 xet Q(x) =2 x" ~ T x— 4.
Factoriser P et Q.

On définit pour tout entier naturel » supérieur ou égal 4 5 les entiers : A=n"—n>—12n etB=2n"-7n-4
2. Démontrer que A et B sont divisibles par n — 4
3. Onposca=2n+1letB=n+3.

a.  Soit d un diviseur commun a o et 3, montrer que ¢ divise 5

h.  Montrer que si # — 2 est multiple de 5 alors o et § sont multiples de 5.

¢ Montrer que si 5 divise « et B alors 5 divise n — 2.

d.  Etablir que le seul diviseur positif communanet2 n + 1 est 1.
Exercice 2
Pour tout entier naturel n, onpose : a=9n+4 b=2n-1
a. Soit ¢ un diviseur commun a a et b, montrer ¢ divise 17
b. Démontrer que si 17 est un diviseur commun a « et a b alors le reste de la division euclidienne de » par 17 est 9.

(On pourra remarquerque a —4 b—17=n-9)

c. Démontrer que si le reste de la division euclidienne de 7 par 17 est 9 alors 17 est un diviseur commun a a et b.
Exercice 3
Soit p un nombre premier différent de 2 et de 3.
I montrer que p~ — 1 est divisible par 8.
2. Montrer que p est de la forme 3 &+ 1 ou 3 & + 2 en déduire que 3 divise p~ — 1.
Exercice 4
1} Montrer que si 7 est un nombre impair alors 7 ~ est impair et si # est pair alors 7~ est pair.

Il s’en suit donc que pour tout # de N, 7 et 7~ on la méme parité.

Soit E I'ensemble des couples (p ; ¢) oul p et ¢ désignent deux entiers naturels tels que : p°—=2 g7 = 1.

2. Vérifier que (3 ; 2) apparticnt 4 E.
3 Soit un couple (p : ¢) de E,

a. Démontrer que p est impair,

b Démonter que g est pair.



CORRECTION

Exercice 1

1. Px)=x-x’-12x=x@x>-x- 12)

Résolvons x~ —x— 12 =0,

A=49 doqcxl=4clx3=—3doncx3~—x— 12=(x-4)(x +3)donc P(x)=x (x—4) (x +3)
Qx)=2x"-T7x-4.

Résolvons 2 x*-7x-4=0:

A=8ldoncx,=4etx,=— % donc Q(x) =2 (x+%](x—4)=(2x+ DD(x-4)

2. A=nmn—-4)(n+3):n=5doncn—-4=1de plusn (n+ 3) est un entier naturel donc » — 4 divise A.
B=2n+1)(n—4)orn-42=1deplus (2 n+ 1) est un entier naturel donc » — 4 divise B.

3. a —a+2B==2n-1+2(mn+3)=5.Sidestundiviscur commun a o et B, d divise — a + 2 B donc d divise 5.
b. si n— 2 est multiple de 5 alors il existe unentier ftelquen—-2=54k
donc2n+1=203k+2)+1=10k+35s0it2n+1=5@2 k+1)or2k+ 1 estunentier naturel donc 5 divise 2 n + 1
etn+3=5k+2+3soitn+3=5(k+1)donc 5 divise B donc 5 divise o et .

c si 5 divise ¢ et B alors 5 divisc « — 3 ora — = n —2 donc 5 divise n — 2.

d. Siddivisenet2n+ 1 alorsd divise (2 n+ 1) -2 xndonc d divise | : d> 0 doncd = 1.

Exercice 2

a. Soit d un diviseur commun a a et b, d divise2 a-9bor2 a—9 h= 17 donc d divise 17.

b. si 17 est un diviseur commun a @ et a b alors 17 divise @ — 4 » — 17 donc 17 divise » — 9 donc il existe un entier naturel ¢ tel

quen—-9=17¢gdoncn=17g+9.0 <9 <17 donc le reste de la division euclidienne de » par 17 est 9.

z Si le reste de la division euclidienne de » par 17 est 9 alors il existe un entier naturel ¢ tel que n=17¢ +9
donca=9x(17¢g+9)+4donca=17x9 ¢+ 85soita= 17 (9 g+ 5) donc 17 divise a
b=2(17g+9)-1=17(2 g+ 1)donc 17 divise b

17 est un diviseur commun a a ¢t b.

Exercice 3

Soit p» un nombre premier différent de 2 et de 3.

1 ¢ p est un nombre premier différent de 2 donc p est impair. il existe unentier ktel que p =2 k+ 1
p~—1=4k(k+1)orketk+ 1 sontdeux entiers consécutifs donc 1'un d’eux est pair donc il existe un entier g tel que K (k+ 1)=2 ¢

o
a

p°—1=8¢gdonc p~— 1 est divisible par 8.

2. Dans la division euclidienne de p par 3, il existe deux entiers ket rtelsque p =3 k+ravec 0 <r <3

si r= 0 alors 3 divise p ce qui est exclu car p est un nombre premier différent de 3 doncp =3 k+ loup=3k+2
P -1=p-Hp+1 )

sip=3k+ lalors p—1=3 kdonc 3 divise p — 1 donc 3 divise p ™ — 1

sip=3k+2alorsp+ 1=3k+3donc 3 divise p + 1 donc 3 divise p° — 1 dans tous les cas 3 divise p* — 1.

Exercice 4 i i i -
1 sinestimpairalorsn=2k+ ldoncn =4k +4k+1=2(2k +2k)+ 1 donc n" est impair
sinestpairalorsn=2 kdoncn~=4 k=2 (2 k") donc n" est pair

p=3etg=2doncp —2¢ =3"-2x27=9-8=1donc (3;2)appartient 4 E.

(.: g) estun couple de E. donc p”—~2 ¢ =1
a p>=2¢° + ldonc p~ estimpair donc p est impair
b, pestimpairdoncp=2k+1 (ke Nydoncp’=4k*+4k+ ldoncdk’+4k+1-24"
2g =4k +4k doncg~ =2 (k~+k)donc g~ est pair donc g est pair.

L) N

1



Exercice 1
1. Soit les polynomes P(x) =x" -2 x” - 8xet Q) =3x - 11 x— 4.
Factoriser P et Q.

On définit pour tout entier naturel 72 supéricur ou égal a 5 lesentiers : A=n"—~2n°-8n etB=2n"-7Tn—4
2 Démontrer que A et B sont divisibles par n — 4.
3. Onposcaa=3n+lctB=n+2.

a. Soit d un diviseur commun a ¢ et B, montrer que o divise 5

b. Montrer que si # — 3 est multiple de 5 alors o et  sont multiples de 5.

Montrer que si 5 divise o et B alors 5 divise 7 — 3.
d. Etablir que le seul diviseur positif commun an et 3 n+ Lest 1.

Exercice 2

Pour tout entier naturel n, onpose: a=2n+3 b=T7n-1

a. Soit ¢ un diviseur commun a @ et b, montrer d divise 23

b. Démontrer que si 23 est un diviseur commun a @ et a b alors le reste de la division euclidienne de » par 23 est 10. (On pourra
remarquer que 4 a — b —23 =n — 10)

c. Démontrer que si le reste de la division euclidienne de # par 23 est 10 alors 23 est un diviseur commun a a et b.
Exercice 3

Soit p un nombre premier différent de 2 et de 3.

l. montrer que p *— 1 est divisible par 8.

2. Montrer que p est de la forme 3 &£+ 1 ou 3 &+ 2 en déduire que 3 divise p~ — 1.

Exercice 4

1.a. Montrer que. si I’entier » est pair, alors le reste de la division euclidienne de 7~ par 8 est soit 0 soit 4.

Montrer que, si 1'entier  est impair, alors le reste de la division euclidienne de » *par8est 1.

Soit I'équation (E) : 8x+ 1=y~

Montrer que si (x : ¥) est solution de cette équation. y est impair,

En déduire que pour tout y impair, il existe un entier x solution de (E). (On pourra utiliser les résultats de la question 1.)

za g



CORRECTION

Exercice 1

1. P)=x"-2x"-8x=x(x>-2x-8)

Résolvons x~—2x—8=0,

A=136 doqcxl =——2clx3=4doncx:—2x~8=(x—4) (x+2)doncP(x)=x(x—4) (x+2)
Qx)=3x"-11x-4.

Résolvons 3x°—11x-4=0:

A=169doncx,=4etx,=- — doncQ(x)=3 (x+%)(x—4)=(3x+ )(x—4)

1
3
2. A=n(n-4)(n+2).:n=5doncn—4=1doncn—4est non nul. de plus # (7 + 2) est un entier naturel donc 7 — 4 divise A.
B=@n+1)(n—4)orn—-42=1deplus (2 n+ 1) est un entier naturel donc » — 4 divise B.

3a. —a+3f=-=3n-1+3(m+2)=5.8Sidestundiviscur commun a o et . d divisc — o + 3 § donc d divise 5.

b. sin—3 est multiple de 5 alors il existe un entier ktel quen —3=5Fk

donc3n+1=30Bk+3)+1=15k+10s0it3 n+1=5(3 k+2)or3 k+ 2 est un entier naturel donc 5 divise 3 n + 1
etn+2=5k+3+2soitn+2=5(k+1)donc 5 divise B donc 5 divise o et 3.

c si 5 divise o et B alors S divisce x =2 B ora—2 = n—3 donc 5 divise # — 3.

d. Siddivisen et 3 n-+ 1 alorsd divise 37+ 1)—3 xndoncd divise 1 : d> 0 doncd = 1.

Exercice 2
a. Soit d un diviseur commun a a et b, d divisc 7a—2 b or7a -2 b =23 donc d divise 23.
b. si 23 est un diviseur commun & @ ¢t a b alors 23 divise 4 @ — b — 23 donc 23 divise # — 10 donc il existe un entier naturel ¢ tel

quen —10=23 gdoncn =23 g+ 10, 0 <10 <23 donc le reste de la division euclidienne de » par 23 est 10.

C. Si le reste de la division euclidienne de » par 23 est 10 alors il existe un entier naturel ¢ tel que #n =23 ¢ + 10
donca=2x((23 g+ 10)+3donca=23 x2 ¢+ 23 soita=23(2 ¢+ 1)donc 23 divise @
b=T723¢g+10)-1=23 (7 g+ 3)donc 23 divise »

23 est un diviseur commun a a et b.

Exercice 3

Soit p» un nombre premier différent de 2 et de 3.

1 ¢ p est un nombre premier différent de 2 donc p est impair, il existe unentier ktel que p =2 £+ 1
p~—1=4k(k+1)orketk+ 1 sontdeux entiers consécutifs donc 1'un d’eux est pair donc il existe un entier g tel que kK (k+ 1)=2 ¢

o
a

p°—1=8¢gdonc p~— 1 est divisible par 8.

2. Dans la division euclidienne de p par 3. il existe deux entiers ket rtelsque p=3 k+ravec0 <r <3

si r=0 alors 3 divise p ce qui est exclu car p est un nombre premier différent de 3doncp =3 k+ Loup =3 k+2
P -1=p-Hp+1 )

sip=3k+ lalors p—1=3 kdonc 3 divise p — 1 donc 3 divise p ™ — 1

sip=3k+2alorsp+ 1=3k+3donc 3 divise p + 1 donc 3 divise p° — 1 dans tous les cas 3 divise p* — 1.

Exercice 4 “ "

1.a. sinestpairalors il existc unentier ktel que n =2 kdoncn-=4 k-

soit k est pairet n =4 p donc n” = 8 x 2 p~ donc le reste de la division euclidienne de 7 ~ par 8 est 0

soit kest pairetn=4p+2doncn =8 x (2 p>+ 2 p) + 4 donc le reste de la division euclidienne de 7 2 par 8 est 4

h. si » est impair alors il existe un entier k tel que n =2 k+ 1 doncn =4k +4k+1=4k(k+ 1)+ 1
ket k+ 1 sont deux entiers consécutifs donc I'un d’eux est pair donc & (k + 1) est pair. il existe unentierptel quek (k+1)=2p
n~=8 p+ 1 donc le reste de la division euclidienne de # ~ par 8 est 1.

2.a. si(x:y)est solution de cette équation alors 8 x + 1 = v~, donc v~ donc y st impair.
b. si y est impair. le reste de la division euclidienne de y -~ par 8 est 1 donc il existe un entier naturel p tel que y~-=8 p+ 1

o

y =1
8

Le nombre y° — 1 est divisible par 8, donc x = p = et x est entier naturel



Exercice 1

Partie 1

Soit g la fonction définie sur [0 ; + o | par :
gx)=e*—xe*+1.

1. Déterminer la limite de g en + .

2. Etudier les variations de la fonction g.

3. Donner le tableau de variations de g.

4.a. Démontrer que I'équation g (x) = 0 admet sur

[ 0+ [ une unique solution. On note a cette solution.

b. A Tlaide de la calculatrice, déterminer un

encadrement d’amplitude 10~ de o

; 1
c Démontrer que ¢ = —— .
o—1
5. Déterminer le signe de g (x) suivant les valeurs de x.

Partie 2
Soit A la fonction définie et dérivable sur [ 0 . + o | telle

e*+1°
1. Démontrer que pour tout réel x positif ou nul. 4'(x) a
le méme signe que g (x), ou g est la fonction définie dans la

que A(x) =

partie 1.
2 En déduire les variations de la fonction A sur
[0+,
Partie 3
On considére la fonction f'définie sur | 0 . + o | par:
Foy= ——.
e’ +1

On note (C) sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O : 7. j ). La figure est donnée en annexe.

Pour tout réel x positif ou nul, on note :

M le point de (C) de coordonnées (x ; f(x)),

P le point de coordonnées (x ; 0).

O le point de coordonnées (0 : /' (x)).
1. Démontrer que l'aire du rectangle OPMQO est
maximale lorsque A/ a pour abscisse a. On rappelle que le
réel o a ét¢ défini dans la partie 1.
2 Le point A/ a pour abscisse a. La tangente (T) en M &
la courbe (C) est-elle parallele a la droite (PQ) ?
Dans cette question, toute ftrace de recherche, méme
incompléte, ou d'initiative, méme non fructueuse, sera prise
en compte dans ['évaluation.

5

Exercice 2

On considere les deux courbes (C,) et (C,) d'équations
respectives y = e*et y = — x° — 1 dans un repére orthogonal
du plan.

Le but de cet exercice est de prouver qu'il existe une unique
tangente (T) commune a ces deux courbes.

1. Sur le graphique représenté dans 1'annexe 1, tracer
approximativement une telle tangente a 1’aide d’une regle.
Lire graphiquement I'abscisse du point de contact de cette
tangente avec la courbe (C,) et l'abscisse du point de
contact de cette tangente avec la courbe (C»).

2. On désigne par a et b deux réels quelconques. par A
le point d’abscisse a de la courbe (C,) et par B le point
d’abscisse b de la courbe (C»).

a. Déterminer une équation de la tangente (T 5) a la
courbe (C ;) au point A.

b. Déterminer une équation de la tangente (T) a la
courbe (C-) au point B.

[ En déduire que les droites (T,) et (Ts) sont
confondues si et seulement si les réels a et b sont solutions

€9==2>

du systeme (S) : .
e’—-ae’=b" -1

d. Montrer que le systeme (S) est équivalent au
e’=-2b
e’ +d4ae’-4e°-4=0
3. Le but de cette question est de prouver qu'il existe
un unique réel solution de 1'équation (E)
e HtdxeT-4¢"-4=0

Pour cela, on considére la fonction /' définie sur R par :

fG)=e**+4xe*—4e" -4
a. Montrer que pour tout x appartenant al-o:0[.

e "=4<0etde(x-1)<0
b. En déduire que I'équation (E) n'a pas de solution
dans l'intervalle | ==« : 0 [.
el Démontrer que la fonction f est strictement
croissante sur I'intervalle [ 0 : + oo [.
d. Démontrer que 1'équation (E) admet une solution
unique, dans lintervalle [0:+o|. On note o cette
solution. Donner un encadrement d’amplitude 10~ de o
4. On prend pour A le point d’abscisse c.
Déterminer un encadrement d’amplitude 10 ~ ' du réel b

pour lequel les droites (T 4 ) et (T ) sont confondues.
: : L8] : !

systéme (S7) : {




CORRECTION
Partie 1
1. gix)=e*(l=x)+1lor lim e"=+wet lim 1-x=-odonc lirp g(x)=—o

X240 X>+&

2. gx)=e*(1-x)+ L soitu(x)=cetv(x)=1-xalorszu’(x)=c et v'(x) =— 1 donc :
g=ce"(l-x)-1xe*=e*[1-x—1]soitg’(x)=—xe™.

3. La fonction exponenticlle est strictement positive sur R donc g'(x) @ le méme signe que — x.

X 0 + o
g [0 =
2
g \
—
4.a. La fonction g est définie continue strictement décroissante sur [0 : + > [. g(|O:+x[)=]—-w:2]et0 | -o:2 | donc

I'équation g (x) = 0 admet sur | 0 ; + o [ une unique solution.

b. 2(1.27) ~ 0,038 et g(1.28) ~ - 0,007 donc 1.27 <o < 1.28

c. o est solutionde g(x) =0donce” (1l —a)+ 1=0soite® (1l —a)=—1donce®(x—-1)=1, = 1donce”= L]
-

5. g cst strictement décroissante sur [ 0 + o [ et g(o) = 0 donc si 0 < x < ¢ alors g(x) > 0. g(a) = 0 et si x > o alors g(x) < 0.
Partie 2
4" +Dh—4xe’ _ 4le” +1-xe”] _ 4gx)
(e*+1)? e*+])? e*+1?
(e*+1)* >0 donc pour tout réel x positif ou nul, A'(x) a le méme signe que g (x).

1. A(x)=

2.
X 0 o + o0
A'(x) | 0 + 0 -
/// lxl(a) \
£
0
Partie 3
1. I"aire du rectangle OPMQ est égale a x /(x) = A(x) donc I'aire du rectangle OPMOQ est maximale lorsque M a pour abscisse a.
)y =V =
2. Le coefficient directeur de la droite (PQ) est Y " ¥g = f(@) =— 1
Xp =% a afe™+1)
: B e 128 3 * @ 1 x 1
La tangente en M a la courbe (C) a pour coefficient directeur /(o) = — a"— ore®= — domce®+1= — +1= —>_
(e”+1)" a-—1 a—1 a-—1
e’ 1 a-1 1 2 1 : .
donc —; = bs =— donc /() = — —  donc la tangente en M et la droite (PQ) sont paralléles.
¢’ +1 a-1 o a aE”+1

(5]



Exercice 2
1.

1"abscisse du point de contact A de la tangente avec la courbe (C, ) est approkimativement 0.9
I"abscisse du point de contact B de la tangente avec la courbe (C ) est approximativement — 1.2,

2.a) La tangente a la courbe (C,) au point A est la droite de cocfficient directeur /° “(a) = ¢ “ passant par A (a: ¢ “) donc unc
¢quation de la tangente (T 4 ) a la courbe (C ) au point Aesty=c“(x—a) +¢”

b) La tangente 4 la courbe (C ) au point B est la droite de coefficient directeur g'(h) =—2 b passant par B (b : —b " — 1)

Une équation de la tangente (T ) 4 la courbe (C-) au point Besty=—-2bx+h" -1

) Les droites (T 4) et (Tx) sont confondues si ¢t sculement si leurs coefficients directeurs sont égaux (¢ “ = — 2 5) et leurs
e“=-2b

a

ordonnées a 1" origine sont égales (—ac“+¢“= b= - 1) soit les réels a et b sont solutions du systéme (S) : { -
e’ —ae’=b"—

e“=-2b 2b=-e" e’=-2b e'=-2b
d) . & . & x & ’
e"—ae’=b"-1 4e“—4ac’=4b" -4 4c“—4ac" =40 -4 4e"—4ac’=4c"" -4

e’=-2b
<9 :
e "+4aec’-4e”-4=0

3.a) pour tout x appartenanta | —o;0[,2x<0donce *<e’soite’ < ldonce " —4<-3<0

pour tout x appartenant a | —=:0[.4>0:e*>0ct(x—1)<0donc4e”(x-1)<0

b) e’ +4xe -de*-4=e* -4+4e"(x-1)

La somme de deux nombres strictement négatifs est un nombre strictement négatif donc pour tout x appartenanta | —« : 0 [. f (x) <0
L’équation (E) n’a pas de solution dans I'intervalle | —o0 : 0 [.

c) fl(x)=2e**+4(*+xe)—4e*doncf '(x)=2e +4xe*=2(x+2)e"
La fonction exponenticlle est strictement positive sur R. x>0 doncx+2>0et/ (x) >0

la fonction /* est strictement croissante sur I'intervalle [ 0 : + o0 [.

d) lim e**—4=+wet lim 4e*=+o lim (x—1)=+xdonc lim f (x) =+

X2+ X+ % X+

SO)==7

/ estune fonction continue sur X, (somme de fonctions continues sur X) strictement croissante sur | 0 : + oo |[.
FUO0;+0D=[-7;+o]

0 € [-7:+ [ donc I'équation (E) / (x) = 0 admet une solution unique. dans I'intervalle [0 ; + o [,

£ (0.84)~—0.117 et £ (0.85) = 0,07 donc f (0,84) <0 et £ (0.85)> 0 donc 0,84 < o < 0,85.

0.84

4, b= —l-c"or()_84 <a<085donce”™ <e¢”<e donc - % %< % 'L = §

b | —

soit—12<—— ™ <p<— % e¥¥e_11

b | — td



EXERCICE 1
On divise 4373 et 826 par un méme nombre entier ; les restes respectifs sont 8 et 7. Quel est ce diviseur ?

EXERCICE 2
Reconnaitre si 401 est un nombre premier et résoudre dans 1’ensemble des entiers naturels 1’équation : x° -y~ = 401.

EXERCICE 3
L. Démontrer que pour tout entier » non multiplede 3ona: n-=1[3]. o
2. En déduire que quels que soient les entiers relatifs a et b. le nombre a b (a~— b ~) est divisible par 3.

EXERCICE 4
En remarquant que : 999 = 27 x 37, démontrer que pour tout entier Posilif nona: 107" =1 (mod 37)
En déduire le reste de la division par 37 du nombre A = 10"+ 10+ 10,

EXERCICE §

1. Déterminer, en utilisant les congruences, les restes de la division par 7 des nombres suivants : 3:3°:3%:37:3

2; Si p est un entier positif, démontrer que 37 et 37" ont le méme reste dans la division par 7.

3. Quel que soit I'entier naturel ». démontrer que 2005" et 3 ” ont le méme reste dans la division par 7.
Déterminer » pour que ce reste soit 5.

EXERCICE 6
Dans la division euclidienne par 7. il y a 7 restes possibles. Un tableau peut aider a voir tous les cas.
1. Déterminer les entiers relatifs 7 tels que : #° + 1= 0 (mod 7).

Déterminer les entiers relatifs 7 tels que #° — 1 = 0 (mod 7).
2. En déduire que pour tout entier relatif ». le nombre : 2 (» *+1)(n’=1)estdivisible par 42.



CORRECTION

EXERCICE 1
Si on divise 4373 par n, le reste est 8 donc il existe un entier naturel ¢ tel que 4373 = 1 ¢ + 8 donc n ¢ = 4373 — 8 = 4865
donc # divise 4865
Si on divise 826 par , le reste est 7 donc il existe un entier naturel ¢’ tel que 826 =n ¢" + 7 donc n g = 826 — 7= 819
donc 7 divise 819
819=9x91=3"x7x 13 donc les diviseurs de 819 sont : 1 ;3 :7:9:13:21:39:57:63 ;91 ;273 813.

diviscurs de 819

3 : Le reste de la division de 4373 par n, est 8
‘ 3! 3 donc » > 8, ces cas sont exclus
13° < : :
3* 9 4865=9x573  doncn=9
79 5° 13 4865= 13x 374+3 doncn =13
47 { 3 39 4865=39x 124+29 doncn# 39
i 57 4865=57x85+20 doncn# 57
29 7 n > 8. ce cas est exclu
130 o 3! 21 4865=21%x231+14 doncn =2l
32 63 4865=63x 77+ 14  donc n # 63
7 30 91 4865=91x53+42 doncn =91
” é ¥ 73 WS-+ g ang
3* 819 4865=819x 5+770 donc n = 819

EXERCICE 2

20 < /401 <21. les nombres premiers 2 :3:5:7 :11:13: 17 : 19 ne divisent pas 401 donc 401 est un nombre premier.
x?—p?=401 < (x+y)(x—y)=401 donc x + v est un diviseur positif de 401 donc soit x +y =401 soit x +y = 1.
six+y=401alorsx—y=1donc2x=401+1doncx=201¢et2y=401-1doncy=200
six+y=1lalorsx—y=401donc2x=401+1doncx=201et2y=1-401=-400 donc y n'est pas un entier naturel.

Dans I'ensemble des entiers naturels 1’équation : x = — y* =401 <> x = 201 et y = 200.

EXERCICE 3
1. Dans la division de » par 3. il existe un entier naturel K telque n =3 k+ravecre {0:1:2}
si 7 n'est pas un multiple de 3 alors r 20 doncn =3 k+ 1 oun =3 k+2doncsoitn=1|3]soitn=-1[3]doncn’=1]3].

2,

si a est un multiple de 3 alors 3 divise « donc 3 divise a b (a* - b")

si a n’est pas un multiple de 3 et si & est un multiple de 3 alors 3 divise b donc 3 divisea b (a~—b")

si @ n'est pas un multiple de 3 et si b n’cst pas un multiple de 3 alors @” = 1 [3] et h° =1 [3] donc a” —b> =1 [3] donc 3 divise
ab@*-b%)

Quels que soient les entiers relatifs @ et b. le nombre a b (a >~ b?) est divisible par 3.

EXERCICE 4
999 =27 x 37 donc 1000 =27 x 37 + 1 donc 10° = 1 (mod 37)
donc pour tout entier positif n [10 31"=1" (mod 37) donc pour tout entier positif 7 ona: 10 3" = 1 (mod 37)

10°=10*3""or10*** =1 (mod 37) donc 10°****! = 10 (mod 37)

107 =10%"°"20r10**°= 1 (mod 37) donc 10**°** = 100 (mod 37)
100 =3 x 37— 11 donc 100 =— 11 (mod 37) donc 10" =— 11 (mod (37)

10*=10*""or10**'"°= 1 (mod 37) donc 10*"= 1 (mod 37) donc 10"+ 10™ + 10** =10 =11 + 1 (mod 37) soit A =0 (mod 37)
le reste de la division par 37 du nombre A = 10"+ 10" + 10 * est 0.



EXERCICE §

1.
3=317] reste 3
3%=9=7+2donc3*=2[7] reste 2
3'=3x37donc3’=617 reste 6
3'=32x3%donc3'=4[7 reste 4
3°=3%x3%donc3*=12[7]or12=7+5donc3%=5[7] reste 5
3°=37x3%donc3°=36[7]or36=7x5+1donc3°=1[7] restel
3"=3%«3donc3’ =317 reste3

2. Si p est un entier positif, 377 °=37x3%r3°=1[7]donc 37 °=37[7]
37¢t 377 ont le méme reste dans la division par 7.

3. Quel que soit I'entier naturel 1, 2005 = 7 x 666 + 3 donc 2005 = 3 [7] donc 2005 " et 3" ont le méme reste dans la division par
7.

3°=1[7] donc pour tout k entier naturel, 3°*= 1% [7] soit 3°*=1[7]

3%%=1[7]donc3°*" ' =3 [7] et 3% * =37 [7] donc 3°*'* = 2 7] (voir question 1)

30873233 7)1 donc 3% =6 [7]

3642347 donc3%%*=4[7]

357723771 donc 373 =5[7]

pour que 3 " ait pour reste 5 dans la division par 7. il suffit que # soit de la forme 6 k£ + 5 avec k entier naturel.

EXERCICE 6
1. En écrivant les congruences des différentes expressions modulo 7 :
n 0 1 2 3 4 5 6
n’ 0 1 1 6 1 6 6
n’+1 1 2 2 0 2 0 0
n*-1| 6 0 0 5 0 5 5

Les entiers relatifs 2 tels que : n° + 1 = 0 (modulo 7) sont de la forme 7 k+3 ;7 k+ 5 7 k+ 6 avec k entier naturel.
Les entiers relatifs 7 tels que n 3~ 1=0 (modulo 7) sont de la forme 7 k+ 1 ;7 k+2: 7 k + 4 avec k entier naturel,

2. En écrivant les congruences des différentes expressions modulo 7 :
7] 0 1 2 3 4 5 6
n+1 1 2 2 0 2 0 0
n’-1 6 0 0 5 0 5 5
nm+D@m*-1) 0 0 0 0 0 0 0

Pour tout entier relatif », le nombre : 7 (2 + 1) (n " — 1 ) est divisible par 7
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