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v

Les formes indéterminées

(+0) = (+o0) o 0
0xo0 — -
(+e0) + () w 0
Regles
2 50 a0 i (+00)+a -+ (—0)+a—>—w
Foo
" n +o0 ; §i n est paire -0 sia>0 +a0 st a >0
(+°0) — o0 (=) _>{—w;sinesrimpafre ax(_m)_){+oo isia< ax(+w)_){—oo ista<
M  —  —
Une fonction polynomiale
Regle (1) Regle (2)
lim P(x) = P(a) lim(ax"+a,_x"" +..+a,)= lim(a,x")
X=p Xt Xt

Une fonction rationnelle

Regle (1)
lim ( ax'+a,_x"" +..+a, )= lim [ ax" }
i\ b x" +h X"+ +b, ) ==\ b x"
Regle (2)
e limf(x) ou e limjf(x) ou e lim f(x)
e o ¥

(On replacer x par X, a I’expression du f (x))
Etily a trois cas :

ler cas 2éme cas 3eme cas
a#0 0
0 0
On réduit par (x — x, ) ,par ]'utilisation :
La limite est ; oo ¢ Division euclidienne
* Factorisation
fecR ¢ Identités remarquables :
* Ot} ca:lcule la limite du (a " b)Z —a*+2ab+ b
AUMETAtEr- , La limite est le nombre £ 2 ) )
* On calcule la limite du (a - b) =q°-2ab+b
dénominateur.
2 2
* On détermine le signe par l'étude a*-b*=(a-b)(a+b)
du signe de Quotient. (a+b)3=as+3azb+3abz+b3

a-bY =a*-3a’h+3ab* - b*
a’ b’ =(a—b)(a’ +ab+b")
a'+b' =(a+b)(a* —ab+b*)
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Une fonction rationnelle

Regle (1)

Pour trouver la limite : iim(q/u(x)) 1 faut d'abord trouver la limite : lim (u(x))

Etil y a deux cas :

ler cas 2éme cas

Si limu(x) = +00 alors lim\Ju(x) = +o0 Si limu(x)=a tel que a 20 alors :lim/u(x) =a

Régle (2)

Aprés remplacement, s1 nous obtenons la forme . .
Apreés remplacement, si nous obtenons la forme

+oo . )
indéterminge -+— on fait la factorisation par X a
To0

I'intérieur d'une racine.

indéterminée — on fait le conjugué.

Rappel

\/-F=|II={ X3 SExT o LECO“j“BUéde\/E—\/E esl\/E+‘J5

—X ; SI X —> —00 Leconjuguéde\/E+\/f_J est\/E—\/E

Regle (3)

Lorsque on calcule la limite : lim (*Jﬂ'.?t‘2 +bx+c+ex+d ) , s nous obtenons la forme indéterminée
X—p4o

(+OO) -+ (—00) alors on calcule le nombre T = \/E +é€ ;ilyadeuxcas:

ler cas 2éme cas
*Si T =0 on fait le conjugué. ¢ Si T #0 on fait la factorisation.
Regle (4)
Lorsque on calcule la limite : lim (wjaxz +bx+c+ex+ a') , si nous obtenons la forme indéterminée
(+oo) + (—oo) alors on calcule le nombre I’ =—\/E +¢€ ;i1l yadeuxcas :
ler cas 2éme cas
*Si T =0 on fait le conjugué. *Si T #0 on fait la factorisation.

Fonctions frigonométriques

Regle (1)

S'il existe a I'intérieur tan ou coS ,ou Sin tend vers 0 et nous obtenons la forme indéterminée — alors on

. . ) . sinx . tanx . l—-cosx 1
utilise les limites suivantes : lim——=1 , lim =] , ll]]‘l—2 =—
=0 x -0 =0 x 2
. sin(ax . tan(ax . l-cos(ax) a*
hm—( ) =a Ilm—( ) =a |, hm—z( ) =—
x—0 X x=0 X v—0 X 2
Régle (2)

Si X — X, et nous obtenons la forme indéterminée, on pose / = X — X, et on utilise les propriétés de la

trigonométrie (x—).rﬂ)<:>(r—>0) et (x=."+x0)<:>(t=x—xu)

Regle (3)

S'il existe a l'intérieur tan ou COS ,ou Sin tend vers +oo alors on utilise :
~1<sin(u(x))<1 et —1<cos(u(x))<1
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fonction

Continuité d'une
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numérique Tanger

Continuité en un point :
J est continue en X, < !iﬁl J(x)=f(x)
X%

Continuité sur un intervalle :
¢ [ est continue sur un intervalle ouvert

Continuité a gauche - Continuité a droite :
f estcontinue a gauche en x, < lim f(x)= f(x,)
=4y
X=Xy

[ est continue a droite en x, < 11{1_13. f(x)

=1 (%)

XXy

S est continue en x, <> f est continue & gauche et a droite en X,

]a,b[ si f est continue en chaque élément
de ]a . b[ .

* [ estcontinue sur un intervalle fermé
[a,b] si f est continue sur ’intervalle

ouvert ]a,b[ et f est continue  droite en @

eta gaucheen b .

* Tout fonction polyndéme est continue sur [R .

¢ Toute fonction rationnelle est continue sur chaque
intervalle de son domaine de définition.

# Les fonctions SIN et COS sont continués sur IR .
* La fonction tan est continue sur chaque intervalle

Si

fonction continue sur I'intervalle J tel que f (I ) cJ,

alors la fonction g o f* est continue sur [ .

Composé de deux fonctions continues :
Jf une fonction continue sur ’intervalle I et g une

de son domaine de définition, D, = ]R—{%+ kalke Z} ¢

¢ ] afonction x> \/; est continue sur R ;

" . *
(irrationnel fonction).

continue sur [ .

Si f est continue et positive sur [ alors 4/ f est

Si f est continue sur ] alors /" est continue sur ] . (ne ')

(Vxe]]%*)(‘v’yell%*):%/;=y=)y”=x

L'image d'un intervalle / par une fonction f RN e
L'intervalle S est sirictegmeul croissante sur [ | f ef:r strictement décroissante sur J (Vx €R ) ( x) SNET =2
[a,b] |: (a) f(b)] [fb a] (VIIER+)(VI2ER+)Z{E="I3@x!=x2
|a.5] ]lunf :| [ 11111 S(x [ (vx ER+)(V’:EER\;2:{/Z*{/E@II‘<’C2
o La fonction x > v/x est continue sur R*
[a,b] [ llmf [ }hmf ] o }Lrg\-'\ilzz-l-w
ol | Jtims (i | Jim ). s | | (W) (rpeN)(vae R (vbeR)
ol | [t | Jimsos@] || @7 fm e
Ja, +oo ]hm f(x ) ( )[ ]xlin;f(. )s lim f(x)[ ( f:dg:dib( ’ ﬁ):( % )
VreQ )(VreQ )(vxeR )(VyeR
|-o0.2] :I f(x), ] [ ) hm I I)[ X = x Xy = (xep) (xr)r’ _
X ]}ﬂf (x).Jim £ () | Jtim s (o). lim () 1, X _[x]’ ¥
i v R

Fonction réciproque
@ Si f est une fonction continue et strictement monotone
sur un intervalle [ alors f* admet une fonction
réciproque, notée f ' définie sur Iintervalle J = f(f ) .
® La fonction | ! est continue sur J et a le méme sens

de variation de la fonction f surl .

¢

rapport la droite (A) y=x.

® | es courbes ( ] et ( G f") sont symétriques par

Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)
® Si [ est continue sur un intervalle [a,b] telle que

f(a) - f(b)*( 0 alors I’équation f(x) = () admet au
moins une solution & dans I'intervalle ]a,b[ .

® Si f est continue et strictement monotone sur un
intervalle [a,b] telle que f(a) f(b) =< 0 alors
I’équation [ (x) = () admet une solution unique &
dans I’intervalle ]a,b[ .
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La droite d’équation X = { est
une asymptote verticale de la

courbe (E‘f}

lim [f[:r)-(ax+b):|

Y=t

lim f(.r) =b

XY=k

o
y Ladroite d’equation v = b est
I une asymptote horizontale de la
: courbe ((}} au voisinage $00

La courbe (C I) admet

lim f(x)-ax

X =k

|

de direction I'axe des
abscisses au voisinage

l

/
beR)

*--------\

J

/
1 La courbe (C‘r] admet une asymptote oblique :
: d’équation y = ax + b au voisinage +o0© |

(
|
 une branche parabolique
|
I
I

+a0

/

’-—__------‘

La courbe (C}) admet

I
I i
1 une branche parabolique
I de direction I'axe des

I ordonnes au voisinage

i

—-———J

1 La courbe (C f) admet une branche parabolique de direction la :

: droite d’équation ¥ = aX au voisinage 00 I

_-—-—J
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I) Ensemble de définition :

D, ={xeR/ f(x)eR}

Denominateur = 0

x)eR&
f( ) {Interieurde-\f_ =0

IT) Fonction périodique :
¢ [ Périodique de période T si:

VxeD,: (x+T)eD, et f(x+T)=f(x)
* Il suffit d’étudier f sur D, =[0,1]

VIII) Point d’inflexion :
*® La courbe (C f) admet un point d'inflexion en @ si :

f"(x) s’annule et change de signe en @.

. Sif'(x) s’annule et ne change pas de signe en @ alors

(Cf) n'est pas admet un point d’inflexion en a.

III') Fonction paire :

¢ [ estune fonction paire si :

VxeD,: —xeD, et f(-x)=f(x)
. (C}.) est symétrique par rapport i (Oy) ;
¢ Tl suffit d’étudier f sur D c R".

IX') Théoréme de Rolle :

Si f continue sur [a,b]

Et f dérivable sur ]a,b[ et f(a) =f(b) alors :
Ice ]a,b[ : f'(c)= 0

IV') Fonction impaire :

¢ [ estune fonction impaire si :

VxeD,: —-xeD, et f(-x)=—f(x)
. (C ; ) est symétrique par rapport 4 O .
¢ 11 suffit d’étudier f/ sur DC R".

X)) Théoréme des accroissements finis : (TAF)
Si f continue sur [a,b]

Et f dérivable sur ]a,b[ alors :

Acelad| : f(b)-f(a)=r"(c)(b-a)

V) Centre de symétrie :
Q(a,b) cenire de symétrie de (Cf) si:
(2a-x)eD,

vreDs :{f(Za—x)=2b—f(x]

XT) Inégalité du TAF avec la valeur absolue :

f continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[
Et 3k>0,3xe]ab] - |/'(x)|<k
Alors: |f(b) - f(a)|<k|p -4

VT) Axe de symétrie :
X = a axe de symétrie de (Cf) si:

{(24:*—.1')&1)},r

VxeD,: f(2a—x)=f(x)

S

VII') Concavité d’une courbe :
. ((-'f) Convexe sur [si : Vxe];f"(x)éo. ©
* (Cf) Concave sur 1 si: Vxez';f'(x)SU. @

XII) Position relative : (C J,) & (A)

x Xo
S(x)-(ax+b) - +
(C‘!) au dessous (C f) au dessus
Position de (A) de (A)

relative de

(C})el(d]

() : Point dm

(Cf) A (A8)=Q(x,. /(%))

X —00 o

) e
A | U

Point d'inflexion

La Concavité de
la courbe (Cf)

XTIT) Fonction primitive :
» [ fonction primitive de f sur [ si I dérivable sur
ITee F'=f .
® Toute fonction continue admet une primitive.
® Il existe une fonction primitive F'/ F(xu )=
+ [ paire = F quis’annule en O impaire
+ f impaire = F paire
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an
" A"

(vn )”2"" est géometrique s'il existe un reel g tel que :
Vn = "D » ¥ n+l q'l‘"

Le nombre g est appelé la raison de la suite (v, )
21y

(v” )"b" est arithmeétique s’il existe un réel # tel que :
=y

Vnzn, ;v,-v,=r

Le nombre r est appelé la raison de la suite (v" )“2”
1]

=1

: ro -
{v” )"Ep Géométrique <& Vn2p : v, =v,, XV

+ vﬂ—l

H+l

(v,),,, Avithmétique < Vn2p @ 2v, =v

Terme générale d’une suite géométrique

< Si (v” ) est une suite géométrique de raison ¢ et de premier
_ "
(VneN) v, =v,xq
< Si (v” )"a] est une suite géoméirique de raison § et de premier

(Vn 5 N') v,=v,xq""

n-p

terme V, alors :

terme ¥, alors :

< Pour tous net pde N: Vv, =V,%x¢q

Terme générale d’une suite arithmétique

4 Si (v" ) est une suile arithmétique de raison r et de premier
(VneN)
< Si (vﬂ }"21 est une suite arithmétique de raison ¥ et de premier
(Vn € N’) v,=v,+(n-1)xr

< Pourtous net pde N :

terme Vv, alors vV, =V, +HXr

terme v, alors :

v, =v, +(n—p)xr

Somme de termes consécutifs d’une suite géométrique

(u”) est une suite géométrique de raison g tels que g=1 :

Somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique

(#,) est une suite arithmétique

YnelN ; '--'D+v1+......‘+v"=(n+l)x[v“;v"}
v +v
V(mp)eN n2p; v, +v,, 4o ty, =(n—p+1)x[ ‘”2 "]
+1
1+2+...... +n=M
2
( 17 terme + dernier terme )

(nombre de termes)x

2

1_ n+l
VYneN USSR VS SRR +u, =V, % 4
l—q
3 l_qn-—pol
V(mp)eNinzp | v+v, +...... +¥, =V, X ?J
) 1—g""
14g+q utg" = |
1-¢
1_ nomibre datenne
(1’ terme de la somme)x cl
1-q
u") hzp O croissante, ift: Va2 p : u,, —u, 20
u, )”a est décroissante, if: Vi = p i, —u, < 0
est constante, it: V2 p @ u,  —u, =0

u, )HE# estmajorée parunréel M ,si:Vn2p 1 u, <M

u")na estminorée parunréel m it Vn2p 1 u,2m

-

estbornée par, if: Vn2p : m<u <M

(
(
().,
720

Bt 51 and i, >—0] ((uu )pp est crofssame)

et <1 and i, - 0] ((nn )"zp est décrofssanre)

(u" ) estcroissante: ¥y, Su, Su, £...Su,  Su, <u, ., ...

(
(
(
[vo2
(

u, ) est décroissante: ...w,, <u <u _ <

=l =

Su,su S,

On dit qu’une suite ¢st convergente ou ¢lle converge vers [ si est
lim u, =1/

M= =

seulement si :

On dit qu'une suite est divergente ou qu’elle diverge vers / si est

lim #, = *c0 ou qu’clle n’admet pas de limite.
I & et

seulement si ;

e Toute suite croissante ¢t majorée est convergente.
® Toute suile croissante et négative est convergente.

e Toute suite décroissante et minorée est convergente.
® Toute suite décroissante et positive est convergente.

(Vn2ny:u, v, ; limu, =0 et limv, ={")=({ (")
Ynzn,:u,<v,
¥n2n,

(
(
(V nzng: }u —(|
(v

tw, Su, <v, et limw, =limv, —C]

et limu, =+w) =

u, <v, et limy =

ef hmv, =0) = (limu, =

Si g>1 alorss limg" =
Si g=1 alors: limg" =1
Si —~l<g=1 alors: limg" =0

n’admet pas de limite.
n

Si g < -1 alors la suite (q")

e Si g>0alors: liImn® =400 e8i a=0 alors: limn® =0

(limuH =0) & (Iimqur"|=0)

(limu,=( et (#0) =

(limlnul =|(|)

Soit une suite définie par une relation de récurrence %, = I [u” )

Si f est continue sur un intervalle [ et la suite (H” ) est convergente

et f(I)=1 alors lim u, estla solution de 1’équation f(x) = x
N0

Si limu,=( et [ estcontinueen {

Alors la suite (v” ) telsque Vnzn, v,

= f(u,) est

1zh,

convergente et imv, = f’ (f )




o fest dérivable sur [ et ((Vxe[l): f'(x)=0)

alors la fonction f~' est dérivable sur f(/)et on a:

e . Y ()= !
(V’- S (I))r (f }{) f'(f-l(xn
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* limsz'(a) f(x) ['(x)

e o x-—d a , a =Constant
® La fonction f est dérivableen a. - o o [1)
® La courbe (C f) admet une tangente au point X p
A(a, f(a))d équation :(T): y=(x-a)f'(a)+ f(a) 2 2y

x|—fla " s n-1
b ¢ limM=fd'(a) X, neN nx
=2 a xX—a n n-1
. xrd . . ax anx
® [a fonction f estdérivable a droiteen a. 1 1
® La courbe (C f) admet une demi-tangente a droite — —
au point A(a,f(a)) de systéme d’équations : al x;
{y=(x—a)ff;(a)+f(a) \/J_C 2Wx
x2a cosx —sinx
_ x)-fla sinx CosX
*ﬁ' llm_')r_(_)_& = fg' (a) ,

:::’a“ x—a tan x l+tan” x = ;
® La fonction / est dérivable a gauche en «. o8 ¥
® La courbe (C f) admet une demi-tangente a gauche C?s(m +f) —asinfaxt £)
au point A(a,f(a)) de systéme d’équations : sin (ax + B) (acos(aa +8) )

, tan (@x+ ) a(1+tan® (@x + B)
y=(x-a)f;(a)+f(a) o
<g u+v u +v
X = ! J
u —=v U —v
* hmM:m i XV ur.v +”,v'
x—a” xX— r
¢ La fonction f n’est pas dérivable a droite en a. u u'v —u -y
® La courbe (C f) admet une demi-tangente verticale v y?
dirigée vers le haut a droite au point 4(a, f(a)). u” noau'u"!

L)1 (a) 2
* . J 2u
® La fonction f n’est pas dérivable a droite en a . u'
® La courbe (C f) admet une demi-tangente verticale Vu " (" h )"_1
dirigée vers le bas a droite au point A(a,f(a)) 1

) Inx —_
* tim Z)=S1) x
X=»a xXx—a ’
® La fonction f n’est pas dénivable a gaucheen a. Inu u
® La courbe (C f) admet une demi-tangente verticale u
dirigée vers le bas & gauche au point 4(a, f(a)) e’ e
— M u J'eﬂ'
* tim L )=/ (a)
x—a x— € —
¢ La fonction f n’est pas dérivable a gauche en a. 2% e
® Lacourbe (C f) admet une demi-tangente verticale x ] &
dirigée vers le haut 4 gauche au point A(a, f(a)) . e? i ?

-
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& g estcontinue et

croissante sur ]—oo,a] )

& g admet une valeur

maximale en & .

Vx e]~w.a]: g(x)<g(a)
Vx €]-,a] :g(x )S 0

© g estcontinue et
décroissante sur Ia:,-l—oo[ .
& g admet une valeur
maximale en & .
Vx efa,+o[:g(x)<g(a)
Vx efa,+o[ 1 g (x)<0

& g estcontinue et

decroissante sur ]—oo,af] )

@ g admet une valeur

minimale en & .

Vxe ]—of:»cr] g(x)2g(a)
(x

Vxe]-o,a]:g(x)20

x —0 +0 x —00 21 +00
g'(x) + - g'(x) - 9 +
0
g(¥) / \ g(x) \ /
‘v’xe]—oo,a] Vxe[o:,+eo[ ‘v’xe]—m,a] Vxe[a,+cc[

& g est continue et
croissante sur [c::,+oo[ )
© g admet une valeur
minimale en .
Vx E[a,+cr.1[ g (x
Vx e[a,+«|: g

(«)

2g
(x)ZG

Vx € ]-w,a]ufa,+o] g(x)<0
Vxe]—oo,+ao[ g(x)SO
VxeR g(x)<0

Vx e]—m,a]u[a,Jroo[ g(x)=0
Vx E]—oo,+oo[ g(x)ZO
vxeR g(x)z0

+00

\.

Yx e ]—oo a]

& g estcontinue et
décroissante sur ]—oo,a] .
@ g admet une valeur
minimale en & .
Vxe]-w,a]: g(x)2g(a)
Vxe ]—oo,a’] : g(x)2 0

Yxe [a’,m[

@ g est continue et
décroissante sur [a,+no[ )
@ g admet une valeur

maximale en & .
Vx efa,+0[: g(x)<g(a)

Vx e |-w,a]

@ g estcontinue et
croissante sur ]—c::,a] .
@ g admet une valeur
maximale en « .
Vx e]<o,a]:g(x)

g(a
<0

Vx ea,+o[:g(x)<0

Vx e]—m,a’]:g(x;

)

Vxe [a,ﬂo[

© g estcontinue et

croissante sur [a’,+co[ ;

@ g admet une valeur

minimale en .
Vx gfa,+o[:g(x)2g(a)
Vx €[a,+o[:g (x)20

=

dans I’intervalle ]a,b[ )

Théoreme des valeurs intermédiaires

[ est continue et strictement décroissante sur [a,b] .
f(a)=--=0 ; f(b)=---=0
/(a)-/(b)<0

Par l'utilisation de théoréme des valeurs intermédiaires
I'équation : [ (JL) =0 admet une unique solution ¢

=

dans intervalle |a, b| .

f est continue et strictement croissante sur [a,b] ;
f(a)=--=<0 ; f(b)=-->0
f(a)-7(b)=0

Par 'utilisation de théoréme des valeurs intermédiaires
I’équation : [ ( x) =0 admet une unique solution &
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cos(a + f3)=cosacos f—sinasin

cos(a — ) =cosa cos ff +sinasin 5
sin(a + ff) =sinacos f§ +sin fcosa
sin(a — ) =sinacos f —sin fcosa
tana + tan 3 Vs
t + )= . a+ —|2
an(a+p) l-tanatan 3 “ ﬂ$2[ ﬂ]
tan — tan 3 T
tan (& — ) = . a-fE2[2
(e - 4) 1+tanatan 4 a-p 2[}?]

cos2a = cos’ a —sin’ &
cos2a =2cos’ a —1
cos2a =1-2sin’«
sin2a =2sina cosa

tanZaf:::=?'Lifr 2 and aif[Zﬂ]
l-tan" 2
cosacos B = %[cos(a' + /) +cos(a - ﬂ)]

L 1
sinasin 3 = —[cos a

- B)—cos(a+pB)]
(a-5)]
;[sm(a + B)-sin(a-p)]

_pP+q

sina cos [ ——[sm a + ,B)+sm

cosasin =

COS p+C0Sqg =2¢0s

P+q. P-4
2

COS p —Ccosg =—2sin

p;qﬁnp—q

sinp+sinq:25inp+qcosp_q

p+q

sin p —sing = 2¢os > sin? 4

2
1-¢ . 21

~ , SInx=
1+¢°

X
Sif= tanE alors COSXx =

tanx =

2';2 (X ;é%[xr] et x#7[27))

sin(7 +a)=-sina

. a
s sin E—a =Cosox

. . T
+a]=—sma s sm[?+a)=cosa

cos(a +2km)=cosa , sin(a+2kr)=sina

tan(x + k) = tan - [x%[ﬁﬂ

sinx

tanx =

;(x¢£+kﬂfkeZ)
cCosXx 2

3 ] b3
1 t - — : " —
+tan” x p—— [1$ 2[:2'])

x=a+2knr
COSX=Cosa <> lkeZ
x=—a+2kr
. y x=a+2kr
sinx=slna < kel
x=m—-a+2knr
tanx=tana < x=a+km kel
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Les Nombres Complexes

Lycée Ibn Al Khatib

Tanger

4 La forme algébrique d'un nombre
complexe: z=a+ib , (a,b) e R?
4 La partie réelle de Zest :Re(z) =a

4 La partie imaginaire de Z est :
Im(z) =
4 Le conjugué de Z est .z=a—ib
4 Le module de Z est: |ZI = \/;
(a+ib)(a—-ib)=a”+b’

M(Z) est I'image de z et OM
est 1'image vectorielle de z
z=a+ib estappelé l'affixe du

point M(a,b) ou l'affixe du
vecteur OM

4 La forme trigonométrique d'un
nombre complexe non nul :

z=r(cos@+isind), r>0
¢Lemodulede Z est:r= |z} =0M
¢ [’argument de Z est:

argz E(E,OM)EQ[Q:r]

¢ a=rcosd et b=rsiné
z= r,9]=r(c056'+isin6')

arg(—z) =7+ argz[2fr]

La distance AB est: AB = IZB - Z_,!l

I est le milieu de [AB] :

argz =—argz[27]
arg(z+z')=argz +argz'| 27|
arg(zxz')=argz +argz’[27]

argz” = n.argz[Z?r]

arg= =argz —argz'[27]

|z| = |—z| = |;| z+z=2Re(z)
|z + 2| <|2| +|2| 2‘:=2"Im( )
z+Z=z+7

zx2z =|Z|X|Z'| zxz'=zxZ2

|G

, =24t Z
! 2

L'affixe du E est: Z, — 2,

affISEZE—zA:b—a

SiM(Z) et N(Z') alors le
point S(Z +z') tel que

arg%z—argz[br] % =-§|- (-}):% OMSN parallélograr:lme
Les points A , B et C sont alignés <> %5 "4 R | -
c T %4
Les points A, B, Cet D sont cocycliques si et seulement si : 2p 24 Zn "2 R ou 2p " %4, Zp " Zc eR
Z,-2, Zp,—Z s =2, Z5—Z,
(u,AB)Earg(zg-Z...)[fo] (4B)//(CD) & arg[? : ] 0[27] < 2= ZCEIR
B “4 =
48,0 = arg 2= |2 _
( xE zZp -2, [27] (4B) L(CD) < arg(ﬁ) [2 ]<:> Z"ez‘R'
Zp—2 zZ,—2z,
¢ La forme exponentielle d'un nombre complexe nonnul : Z= re” | tel que r >0
e =cosf+isin Zestrécl@Im(Z)=0C‘.>Z=Z L.H'L=|:1£}
e’ =[1,9] Z est imaginaire pur <> RE(Z)=0<=>E=—Z V22 4
(¢°) =" |Re(Z)»0etin(Z)=0 ZeR; < argZ =0[27] 1y ,—%{L%}
00 oo o | Re(Z)<0etIm(Z)=0<ZeR! < argZ = n[27] 5.1 -
7o . Fedia]
ef“}=F Im(Z)>0etRe(Z)=0 Z iR} < argZ = 7| 27] 2 2 ;,6
e =1 Im(Z)<OetRe(Z)=0 Z iR < argZ ==F[27] 0“:[16]
e .
o 4o = cosx | Re(Z)#0 et Im(Z)=0 = ZeR" < argZ=0[x] ~1+1.0=[L7]
e"—e™=2isinx | Im(Z)=0 et Re(Z)=0 < ZeiR o argZ=7x|x| 1+:.0=(1,0]
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[?",6’] X [F'ﬂ’] = [?‘ x ¥, 0+ 09'] L'équation : az” +bz+c=0 | tels que: (a S R') et (b,c) eR’

8] [r o 4 A=h —4ac
[?",9’]_[ Y 9]
[r.6]" =[r".n6] .~[r.6]=[r.0+1]

Si A < 0:1’équation admet deux solutions complexes conjuguées Z, = Z; :
_=b+iv-A et 2 _=b—-iN-A
=T N = ) = ——s
— 1 1 2a : 2a
g 6 = .7_9 ) = '"_)—8 . *
[.6]=[r.-6] [7.0] I:?‘ ] ® La factorisation : azz+bz+c=a(z—zl)(z—zg)

Z

G=bary{(4,a);(B,B)} & aAG+pBG=0 o a(z;-z,)+B(z;-2;)=0

Une homothétie / de centre Q(m) et de rapport k£ ; (k € R)
Le point M’(Z') est I’image du point M(Z) par h(Q,k)
h (M)=M" & QM'=kFkQM

(Q.k)
& affQM' =k aff QM
= z'—w:k(z—m) 7
Une rotation R de centre Q(m) et d’angle & Q(w)
Le point M'(z') est I'image du point M(Z) par R(Q,f?) \ 7 M'(Z)

Ron(M)=M' < QM'=e’QM
o affQM' =€ affQM
& '-w=¢(z-w)

Une translation 7' du vecteur i;(a) & (a IS (C)
Le point M'(z') est I'image du point M (z) par .

M(ﬂ_’_/..
L.(M)=M' < MM =u
& aff MM = affu —

& Z-z=a

z—z,|=|z —zz| < L’ensemble des points M(z) est la médiatrice du segment [AB]

zZ—2z,|=F <> L’ensemble des points M(Z) est le cercle (C) de centre () et de rayon ¥ .

I

<8 <

-r arg[‘;cJJze[zn]@(ﬁE)ze[zﬁ]

B 4

Z Z
c 4= l,_i} <> Le triangle ABC est rectangle et isocéle en A.
Z,—2z, L2
z.—z, [
C 4 l,iz} <> Le triangle ABC est équilatéral.
Z,—2, |3
Zo—2z; | Z,—Z2
C 4 k,iﬁ <> ABC estrectangleen A. e =[1,9] <> ABC estisoctleen A.
Z,—z, | 72 Z,—2Z,
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Li_rgglux?w lim In x = 40
x>0 F¥o
limxlnx=0" / lim E =0"
x—0 -
=0 i ! : { ' : X
limx"lnx=0" lim E: 0"
x—0 "
e ) X+ y
o In(x+1 2 i ﬁ:
Llfg%:l » l_tlirllx—l 1
Inl1=0 Va0 ,Vb>0,reQQ r 1
. _ (lnx] =—
Ine=1 ln(a-b)—lna+lnb ¥
e=2.7 a roou'
mZx:(mx)z ) lnxzzzlnx h:lg:lna—lnb (ll’lu) 2';
]. r r -
Vae 0. L+ In—=~In (In”x) =2(Inx) (Inx)*
In b
log x=—— r_
" ne e ((nx)) =2~ Inx =22
logaa=m=l lnf:ilna x x
Ina
nl Inx=lny & x=y
log,1=—=0 : . .
Ina Inx>lny < x>y [me _(Inx) -x—Inx-(x)
(logﬂx)'= 1 Inx<lny < x<y X x*
xlna
log x = log,, x vxe]0,1] : nx<0 Y L sl
Xl _x
logx=ﬁ Vxe[1,+oo[ cInx=0 ( X ) B X
| gl():]]E—ig=l X 0 1 +00 [Inx)r_l—lnx
Inl Inx — (;) + X x*
logl=——=0
In10
. hlx . 1 2 2
lim——=lim—-In x = +o0 - (—o0) = —0 1imln X liml-(lnx)z = +00+(—00) " = +00
wx X o X Bx
[ —» 00
X=vx o X'=x {3
X 5+
2 2 2 2
fim U2) _ i (122 llm(—x] =1 [ﬁ) = lim (2H] =(2-0)' =0
x=3+w x X3+ X =3+ X Xtm X N+, X
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Fhe.caretl lime* =+w
]_i]Il B:\‘ =0+ I, X3+,
> flo) =€
f(e) et
lim xe® =0 rl-l-;l-lrlrx_=+m
YneN |, limx"e" =0 . =e”
x> .. vneN |, lim—=+w
.t—)-l-U)x
. 61_1 1
0 _ s lim =1 e =e~27182818
e =1 , e=27 pare R
Inx =a < x =&° VaeR ,VbeR  reQ A
v a+b __ a b —a_i (e )_e
e =x , x>0 € =€ e . € T ,
) (eu) —y'.e"
* = i e r
ne*=x , xelR eab=_b (ea) — g
e r
1 1, (e™) ==~
VxeR ; e >0 Je' =e? Ve =e” '
. ef=e' o x= (eh) =2"
x>0 < e' 1 )
e_-r 1 & x>y (e-z.r) - 26—2.\:'
x=0 & e =1 .t'_} = x2}, N 1 e
x <0 < 0<e" <1 e’ <e’ o x <y (ezjzaez
e' <e’ & x<y
VaeR —{1} ro(rY .
e’ e ) x —e ‘\x e’ -x —e*-1 (x—1)e"
GFO 5 a?‘-‘l - =( ) 2 ( ) 2 =( ‘J)
™ x x x x°
VxeR : a =e l
a’=1 ; a=a lime™ = lim —=0 , {lime”=+oo}
X 3+ X0 @ x40
a" =t < x=log,(t) 1
. -~ _ 1 _ . X _nt
10" =t < x =logt lime ‘Yllfﬂcex =+%0 ; {}ﬂe =0 }
X ,_ . X
(a )—(lna) a fm—x < —f=x X=-2x & -X-=x
. e’ .1 X — +©0
lim —= lim —-e* =0-0=0 X —»+00 {
X YoeX { — —o X — -0
* =X _ 1 X _
o 1 lim e = limé' =0 Jmes = um e =0
lIme* =0, llm—=0 T4 1
X 0 .'r—)—cr:x
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&
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% L’intégrale d’une fonction continue sur un segment[a,b]

[ 7(x)ax=[F(x)] =F(8)-F(a)

% La linéarité de I’intégrale :
[7(x)ae=0 . [ 7(x)de=-] 1 ()
(AeR): [ af(x)dc=A[ f(x)dx
[[(r(x)+g(x))de=[ fx)ax+ [ g(x)ax

W La relation de Chasles :
b e b
L f(x) dszf(x) dx+£ f(x) dx

% Intégrale et ordre
® Si Vxe[a,b]: f(x)=0 alors: jbf(x) dx>0

®Si Vxe[a,b]: f(x)< g(x) alors :J:f(x) dx < I:g(x)dx

% Lavaleur moyenne : u= bia Ibf(x)dx

% L'intégration par partie: [ = J.bu(x) V'(x) dx

ALPES
u'= U=:-

T 40
—® v= Y=

I= [@]uj@ =[uv]i —va-u'dx

% L’aire 4 du domaine plan limite par la courbe (C P ) et

les droits d’équations y=ax+ [ , x=a et x =D est:

A= Jj|f(x)—y| dx ua.

% L’aire 4 du domaine plan limite par (Cf) et (Ox) et

les droits d’équations x =a et x =5 est:

A= E|f(x)| dx u.a.

¥ L’aire 4 du domaine plan limite par (CJ.-) et (Cg) et

les droits d’équations x =a et x =b est:

A= Lb|f(x)—g(x)| dx ua.

% Le volume V du solide de révolution engendre par la

rotation de la courbe (C f) autour de 1’axe (Ox) sur

I’intervalle [a,b] est: V =J.:7r(f(x))2 dx uv.

f (x) : fonction

F (I) : Primitive fonctions

0 C ; € = Constante
a , d = Constante ax+c
2x X +c
xu+l
x" :neN +c
n+l1
) xn+l
ax a +c
n+1
-1
— —+c
X" X
]. ‘J_
— X+c
24/x
sin x —Ccosx+c
COSX sinx +c¢
1+tan’x tanx +c¢
u'sin(u) —cos(u)+c
u'cos(u) sin(u)+c
u‘(l + tanz(u)) tan(u)+c
u —
— —+4cC
i u
1+l
ufu” +c
n+1
r
i
2\/17-1-0
Ju
1 In|x[+c
X
u!
— ln|u| +c
u
e’ e*+c¢
u'e" e +¢
e’ —e " +c
2x
2x e
e _—tc
2
X
. a
a’ +c
Ing
u.a.: L’unité de ’aire. #.a.= FHJ"
u#.v.: L’unité de volume. u.v. = |H'|j||° k||

ALPES: A:arctan L :In P:polynomial
E :exponential S :sinusoidal (sin,cos)
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Les équations différentielles Lycée Ibn Al Khatib
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Equation différentielle du premier ordre

La solution générale de I'équation différentielle

(a=0) :

y'=ay+b

y(x] =qe” — b

(x eR) . .

Equation diffcrenticlle L’equation ] ) ..
i % L’équation caractéristique admet :
du second ordre caractéristique

ar’ +br+c=0

ay"+by'+cy=0

A=b*—4ac

La solution generale de |'equation
différentielle
Deux solutions réelles :

_—b+£

i

Une solution unique réelle : x)=(ax+ e
n i y(x)=(ax+p)e
"=3q Telque: (@, f)eR*

Deux solutions complexes
et conjuguées

= -bHH
7

=4
 b-iv-A
-

y(x)=e"(acos(gx)+ Bsin(gx))
Tel que: (@, f) e R’

=p+ig

=p-iq
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Probabilité
F*
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* Une expérience aléatoire est une expérience qu’on ne peut
pas prévoir les résultats.

* Une éventualité est tout résultat d'une expérience aléatoire.
* L’univers des éventualités est I’ensemble de toutes les
éventualités, 1l est noté Q.

* L’événement est toute partie de I'univers des éventualités.
= L’événement certain est |’ensemble Q.

= L’événement impossible est I'ensemble vide @.

= L’événement 4~ B c’est|I'événement 4 et B.

* L’événement 4 B c’est I'événement 4 ou B.

» L’événement contraire de 4 noté A c’est I’événement qui
vérifie : AnA=@ et AUA=0Q.

* Deux événements 4 et B sont incompatibles si AnB=0.

* L’événement élémentaire tout singleton {¢, } inclus dans Q.

. et:x ou:+
# La probabilité d'un événement M : p(M):M
Card Q
p(Q)=1 p(@)=0 ., 0sp(M)<]

3 La probabilité de l'union de deux événements :
p(AuB)=p(A)+p(B)-p(AnB)

® Si 4 et B deux événements incompatibles (cad AnB=9 )

alors : p(AwB)=p(A4)+ p(B)

3 Indépendance de deux événements
On dit que deux événements 4 et B sont indépendants si

p(AnB)=p(A4)xp(B)

Types de tirages et dénombrement
%8 Tirages simultanés : C’
Le tirage simultané de p éléments parmin
éléments (0< p<n) c’est tirer simultanément

p ¢éléments parmin éléments et le nombre de
ces tirages estC? cad le nombre de
combinaisons de p éléments parmi »

¢léments.

% Tirages successifs sans remise : A7

Le tirage successif sans remise de p €éléments
parmin €éléments (1< p<n) c’est tirer un
¢lément parmin, on ne le remet pas jusqu’a
tirer p éléments et le nombre de ces tirages est
Al cad le nombre des arrangements sans
répétition de p €léments parmi »n éléments

% Tirages successifs avec remise : n”

Le tirage successif avec remise de p éléments
parmi n €éléments c’est tirer un élément parmi
n, on le remet jusqu’a tirer p éléments et le
nombre de ces tirages est n” cad le nombre des
arrangements avec répétition de p éléments
parmin éléments (c’est possible que p>n ).

38 Probabilité conditionnelle :
La probabilité de I’événement B sachant que A est réalisé, est
P(ANB)

le nombre noté p ,(B) ou p(B/4) définie par : P, (B) = 7

! n!
47 =— C =
(n=p)! p'(n-p)
n'=1x2x3x...xn 0'=1

3 Probabilité de I'événement contraire p(§)= 1-p(A)

3 La loi de probabilité d’une variable aléatoire X

X =x, X, |x, | | x

i mn

PX=x)|p |Py| " | P,

* L’espérance mathématique : E(X) = i X P
1
*La variance : V' (X)= E()L’2 )—E(}f)2

s L écart-type : J(X]=JV(X)

CE(X)=x P 4%, py+-4X,-p7, “E(XZ]:Z"'-J'P. »
1

# Loi binomiale :
Soit 4 un événement de probabilité p dans une

expérience aléatoire.
On répéte cette expérience n fois
Si X est une variable aléatoire binomiale de paramétres

n et palors X(Q)=1{0,12,....,n} et la loi de probabilité
de X est définie Par: P(X =k)=C}p*(1-p)
Vk e {O,l,Z,...,n}

= L’espérance mathématique : E(X)=np

n-k

= La variance : V' (X) = npp =np(l-p)
* L'écart-type : o(X)=,/V(X)

38 Epreuves répétées

k<n.

o T n-k
tois exactement est C"p (1 - p)

Soit 4 un événement de probabilité p dans une expérience aléatoire et soient n et k deux entiers naturels tels que

Lorsqu’on répéte cette expérience n fois de maniére indépendante alors la probabilité pour que 4 se réalise k
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ﬁ(x,y,z) . I_J(x',y',z')
uv=xx'+y' +zz2

||u|| =X+ + 2

A(x.l’-v.l‘zd) * B(xﬁ"-vﬂ’zﬂ)

E(Iﬂ =X Vp— Vi Zp _ZA)

ABSJ(.TB—IA)Z +(JJ3_-VJ)2+(ZB "ZA)Z

e Un vecteur # non nul de I’espace est T_
normal 4 un plan (P) lorsque toute droite de (D)

vecteur directeur 7 est perpendiculaire & (P) ;J’ E /

e On considére le plan(?) d’équation ax+by +cz+d =0

Le vectemﬁ(a,b,c) est un vecteur normal au plan (P)

Soit (D) la droite de vecteur directeur
;f(a,b,c) , et (D’) la droite de
vecteur directeur ;(a', b, C')
(D)L(D)ouly

Suv=0
Saa +bb'+cc'=0

\h

uy= | u|| x [Iv]| x cos(u,v)

Intersection de (S) et (’F‘)

Soit () la sphére de centre Q et de
rayon R, et soit (P) un plan

* si d(ﬂ,(’P)) < R alors le plan
('P) coupe la sphére (S) selon un

cercle de centre [ et de rayon r
e [{ estle projeté orthogonal du point

(2 sur (’F’)

e r=+yR*-d’

* Si d(Q(P)) = R alors le plane
(7) tangent 4 sphere (S) au point H
* Si d(Q,('P)) > R alors le plan
(P) est 4 ’extérieur de la sphére (S) i
($)n(P)=2

+ Si d(Q,(’P)):O alors le plan

('P) coupe la sphére selon cercle de

centre () et de rayon R

Une équation cartésienne du plan (’P) passant par le point

A(x,,y,,2,) et vecteur normal r—r(a,b,c)
W 1° Méthode : T
X -
M|y|e(P)enlAM
F4 /ﬁ .M/
& nAM =0
< a(x-x,)+b(y-y,)+c(z-2,)=0
< ax+by+cz+d=0

Avec d =—(ax,+by, +cz,)
¥ 2°™ Méthode :

uisque M(a,b,c) est un vecteur normal 4 (7 ) ,alors une équation
puisq q

cartésienne du plan (‘P) est de la forme :ax+ by +cz+8=0
Puisque 4 € (’P) alors ax, + by, +cz,+6=0
S=—(ax, +by, +cz,)

Distance du point €2 au plan (’P) cax+by+cz+d=0

axq +Byg +czg +d| |axg + by, +czo +d

d(Q=(P)) ||n|| \/az L bt ic?

A La sphére de centre Q) et de rayon R est’ensemble des points M
tels que : QM =R
A Une équation cartésienne de la sphére de centre Q(a,b,c) et de
rayon R est: (x-a)2+(y—b)2+(z—c)2=Rz
ou: X+y +zZ+ax+pPy+8z+1=0
A Une équation cartésienne de la sphére (§) de diameétre [AB]

x —r— —_—
M(y]e(S)@AM 1L BM

z

< AM BM =0

@ (x=x,)(x=2x5)+ =y )y =22) +(y=2,)(y - 2,) =0
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A Une équation cartésienne du plan (’P) tangent a la sphére de (?)

centre ©(a,b,c) et de rayon R au point E
QF L (P)
QF est un vecteur normal au plan (P)
M(x,y,z)e(?ﬂ)@@_]_m
& QEEM =0

Une représentation paramétrique de la droite (A) passant par le

point € et orthogonale au plan (‘P]

* E(a,b,c) est un vecteur normal au plan ('P)

* Puisque (.A) 1 (?‘:’) alors };(a,b,c) un vecteur directeur de la ]

droite (A)
M(x,y,z)e (A)@ n et QM sont colinéaires
o QM =tn /teR

X—Xx, =af
S V=Y, =bt /teR
z—z,=ct

xX=Xx,+at
(A):{y=y,+bt /teR
z=2z,+ct

UHAV= .
z Z

||u A v|| = ||u|| X ||v|| X sin(u,v)

4+ UuAvV=—=V AU
+ auAv=uAav=a(uAv)

+ u/\(v+w)=u/\v+ux\w

Une équation cartésienne du plan (ABC' ) :
n=AB A AC estun vecteur normal au plan (ABC)
M(x,y,z)E(ABC)@(A—BAF)J_m

< Er ET/I

S nAM =0

Distance du point {2 4 la droite(A) passant par

le point A est dirigée par le vecteuﬁ _
d(@,a(4u))=d(0,(4))= "QA*M

unv=0 < u et v sont colinédaires

ABAAC=0 < A B e C sont alignés

det (u,v, w)= 0 & wu ,v et w sont coplanaires

Aire du triangle ABC est: 4 .. =%||xﬁ A R‘"

Aire du parallélogramme ABCD est: 4 ;p = | AB A E"

La distance entre les droites D(A,r_,-z) et D'(B,;)

d(D(4.u).D'(B,v))=

Intersection de S(Q,R) la (A)
% 8i d(€Q,(A)) <R alors la droite (A)
coupe la sphére (S ) en deux points
* Si d(Q,(A)) = R la droite (A) coupe la
sphere (S ) en un seul point.
(A) est tangente a la sphére (S)
* Sj d(Q,(&)) > R la droite (A) esta
I’extérieur de la sphére(S )




