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THEME N°1 : ORGANISATION DES CALCULS ; CALCULS
NUMERIQUE

CHAPITRE 1 : NOMBRES COMPLEXES
Objectifs : A la fin de ce chapitre, 1’¢éléve doit :

v' Définir le corps C des nombres complexes
v" Donner les différentes formes d’écriture d’un nombre complexe
v’ Représenter graphiguement un nombre complexe

v" Déterminer le module et un argument d’un nombre complexe

Zc—ZB
ZC—ZAp

v" Interpréter le module et I’argument de zz — z, et de , dans les problémes de distance et d’angle

(alignement, cocyclicite)
v’ Reconnaitre et utiliser les formules de Moivre et d’Euler
v' Linéariser un polyndme trigonométrique
v Déterminer et interpréter géométriquement la racine n’®™¢ d’un nombre complexe
v’ Résoudre des équations du second degré dans C

v Résoudre une équation du 3°™ degré connaissant une racine
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. Différentes formes d’un nombre complexe

Activité N°1 : Résoudre dans R les équations suivantes : (E;):2x> —3x—2=0; (E;):x*+1=0

1. Définition Soit a et b deux nombres réels

Il existe un nombre imaginaire i, vérifiant : i> = —1. Le nombre z = a + ib est appelé nombre

complexe ; a est appelé la partie réelle de z et est noté Re(z) et b est appelé la partie imaginaire de z et
est noté Im(z). Sib =0, alors z =a est un réel; Si a =0, alors z = ib est imaginaire ; Si a =
0 et b # 0, alors z = ib est appelé imaginaire pur.
L’ensemble des nombres : Imaginaires est noté iR ; Imaginaires purs est noté iR* ; Complexes est
noté : C
NB : Onalesinclusions suivantes:NcZcDc Qc Rc C

2. Propriétes
Soient z et z” deux nombres complexes.

Re(z) = Re(z') .

2= © {Im(z) = Im(z")’

z=0& Re(z) =Im(z) =0

3. Forme algébrique d’un nombre complexe : Application aux calculs dans C

I Définition
L’écriture a + ib est appelée forme algébrique du nombre complexe z.
Soitz = a+ibetz' = a’ + ib’ deux nombres complexes avec (a,b,a’,b") € R*,
e On appelle somme de z et z’, le nombre complexe noté z + z' et définit par :
z+z =(@+ib)+ (@ +ib’)=a+a" +i(b+b")
e On appelle produit de z et z°, le nombre complexe noté zz' et définit par :
zz' = (a+1ib)(a’' +ib’) = aa’ —bb’ +i(ab’ + a'b)
e Enposantz # 0, on appelle inverse de z et on note % le nombre complexe défini par :

1 1 a b

Zz a+ib a%?2+b? a2+Db?

e Puissance entiére d’un nombre complexe. Soitn € N*

1
720 =1; o™ = 0; 7zl = 70 x 7; 770 =—

Puissances entiéres de i. Soitn € N. i*? = 1; i*"*l =, j4+2 = _1, j4n+3 =

il. Propriétés (produit nul)

Soit ze Cetz' € C
722/ =0 z=00uz" =0

Pour tout nombre complexe non nuls u et v, pour tout nombre entier naturel n plus grand que 1, on a :
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n
(u+v)" = Z Cku-lyk
k=0

C’est la formule du bindme de Newton.

NB : les CX peuvent étre déterminés a ’aide du triangle de Pascale.

ck “
012 [3 |4 |5 6 [7 [8]9
0 |1
11 |1
2 11 (2 1
3103 |3 |1
4146 [4 |1
® [5[1 (5 10 [10 [5 |1
6 |1 |6 |15 |20 |15 |6 |1
711 |7 |21 |35 |35 |21 |7 |1
8§ |1 (8 |28 |56 |70 |56 |28 |8 |1
9 |1 |9 |36 |84 |126 |126 |84 |36 |9 |1

iii. Exercice d’application Ondonne:z =1+ 2i;z' =3 — 2i

a. Calculer: z+z;5z2—17;zx72; 5
b. En appliquant le triangle de Pascal, déterminer : z* et z'>
4. Conjugué d’un nombre complexe

1. Définition :

On appelle conjugué du nombre complexe z = a + ib, le nombre complexe noté z tel que :
Re(z) = Re(z) et Im(z) = —Im(z2)
C’est-a-dire :z =a—ib
2. Propriétés :
Pour tous nombres complexes zetz',

Z=2z Zz+ Z = 2Re(2); z — 7 = 2ilm(z);
zZ = [Re(2)]? + [Im(2)]?%; ZER© 7 =z

ZEIR® Z= -z z+7 =7+7;

7z = ZX 7'; ~-Z ==z z" = (2)";

71\ 1 (z\ z ,,

()=;C=o ()=z¢'=#0
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3. Exemple:Ondonne:z=1+ietz' =2 —3i

Comparer:Zetz; z3et(2)3 z+z etz+7'; 77 etZ X 7'

5. Représentation géométrique : Affixe d’un point, d’un vecteur
Activité N°2 :

1. Représenter dans le plan muni d’un repére orthonormé (O; 1,7) les points A et B images respectives

des nombres complexes z; = 1+ 2ietz, = —4 + 3i

2. Représenter les vecteurs u et v images respectives des nombres complexes

Z3=2—ietZ4=3+i

Retenons : le plan () est muni d’un repére orthonormé direct (0; U, V). Soit (x,y) € R etV

I’ensemble des vecteurs de (P).

X
y

C->(P)

z=x+iyn—>M(§)

L’application f: est une bijection. M( ) est appelé point image de z = x + iy et

X

on le note: z
y) M

z est appelé affixe du point M (

X

y) est appelé vecteur image de z = x + iy et

L’application g:*>V _,(x) est une bijection. ﬁ(

zZ=x+iy~u y
7 . — X
z est appelé affixe du vecteur u (y) on le note: zg

Le plan (?) muni du repere orthonormé direct est appelé plan complexe

Les droites de repére (0; W) et (O; V) sont respectivement appelé axe réel et axe imaginaire

Forme triconométrique d’un nombre complexe

1. Module d’un nombre complexe

a. Définition

Soit z = a + ib un nombre complexe.

On appelle module de z, et on note |z|, le nombre réel défini par :

Izl = VzZ = \a? + b?

b. Propriétés

Soit z et z' deux nombres complexes et n un entier relatif

71 = I2l 2l =0 2=0; Re(2)| < Izl
()] < Izl 2+ 2] < lal + [2') 27 = fal"
1 1 Z |z|
j2x 2| = |2l x |2/l Cl=cn @0 =@ =0
A 21 =17
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c. Interprétation géométrique du module

v Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé d’origine O. pour tous points M et
M’d’affixes respectives zetz',ona:

OM = |z| et MM’ = |z’ — z|

v’ Trois points A, B et C sont alignés si et seulement si <4 ¢ R*

ZB—ZA

v A, B, C et D étant quatre points distincts du plan, alors (AB) L (CD) & % € iR*
BT 4A

v" ABC est un triangle rectangle en A si et seulement si % € iR
BT Z4A

v' ABC est un triangle isocele en A si et seulement si |zg — z_A| = |z¢ — Za

v ABC est un triangle rectangle isocéle en A si et seulement si =“—2= =
BT 4A
L, m
v" ABC est un triangle équilatéral direct si et seulement si <—4 = g3

ZB—ZA
2. Argsument d’un nombre complexe

Activité N°3 : Soit zy; = 3 + 3i.

1. Placer le point M dans le repére orthonormé direct (0; U, V)

2. Déterminer une mesure de I’angle orienté (ﬁ/l)) On notera O cette mesure
a. Définition
On appelle argument de z, toute mesure en radian de I’angle orienté (ﬁ,/O\—M)) On le note :arg(z)
Si 6 est un argument de z, alors on écrit arg(z) = 6 + 2km,k € Z
b. Propriétés

Soit ze C*z €eC*etn € Z

_ |z| = [z'| _
2= = {arg(z) =arg(z’) + 2km,k € Z’

arg(—z) = m+ arg(z) + 2km, Kk € Z; arg(zz') = arg(z) + arg(z') + 2km, k € Z;
1
arg(z) = —arg(z) 2km,k € Z; arg (;) = —arg(z) + 2km, k € Z;
arg (5) = arg(z) — arg(z’) 2km,k € Z; arg(z") = narg(z) + 2km,k € Z;

Le plan étant muni d’un repére orthonormé direct (O, 1, J). Soit A et B deux points du plan.
mes (ﬁ, ﬁ) = arg(zg — z5) + 2Km, K € Z;

A, B, C et D sont quatre points du plan telsque A # BetC # D

Zp — Zc

mes (ﬁ) = arg( ) + 2km, k € Z;

Zg — Zp
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3. Forme triconométrique d’un nombre complexe non nul

a. Définition
On appelle forme trigonométrique de z 1’écriture |z|(cosO + isinB) ol |z| est le module de z et 6 un

argument de z.

b. Propriétés

cos® = 2@
Siz € C* et 8 un argument de z, alors : mllz(lz) {Re(z) i lZlC(.)Sg
sind = = Im(z) = |z|sin
a>0etb>0 a>0etb<0 a<Oetb>0 a<Oetb<O

cosO > 0etsin® >0

cosO > 0etsind <0

cosO < Oetsind >0

cosO < 0etsind <0

0=a 0=—a 0=m—« =1+«
cosa = —Ier(lz)l
Avec:qy _ Im@)|
sina = ——
z|
c. Formules trigonométrigues
m T T B 21T 31 51
9 0 6 r 3 z | 3 7T | & | "
Sin@ 0 1 E ﬁ 1 ﬁ E 1 0
2 2 2 2 2 2
Coso | 1 | Y3 | vz | 1 o | 1| Y2 3] 4
2 2 2 2 2 2
cos(—x) = cos(x) sin(—x) = —sin(x)

cos(m —x) = —cos(x)

sin(m — x) = sin(x)

cos(m + x) = —cos(x)

sin(m + x) = —sin(x)

cos (g — x) = sin(x)

sin (g — x) = cos(x)

cos (g + x) = —sin(x)

sin (g + x) = cos(x)

cos?(x) +sin?(x) = 1

1

2 —
cos™(x) 1 + tan?(x)

cos? (g) =1+ cos (x)

sin? (g) =1 — cos (x)
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() — <inZ(e) — 2(x) —
cos(2x) = cos?(x) — sin?(x) = 2 cos?(x) — 1 sin(2x) = 2sin(x) cos(x)
=1 - 2sin?(x)

cos(x +y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y)

sin(x £ y) = cos(x) sin (y) + sin(x) cos(y)

¢ (cos, sin) A
Unit Circle tan= 39
Quadrant II: cos Quadrant I
s 145) (0.1) ‘1£" =13
2" 2 I 12" 2 )

Quadrant llI:

7. Notation z = re'®
a. Définition
On appelle forme exponentielle de z, I’écriture : z = re'® ol r est le module de z et ® un argument de
Z.
b. Propriétés

Soit ze C*,z' e C telsque : z = rel® et z' = r’eie'; avec (0,8") e R%,r > 0etr’ > 0.Soitn € Z

1 1 . . v/ r . )
Z — _e—le; 7 = re—lG. Z = _el(e—e); n n,in®

. 7 .
7z’ = rr'el(®+0);  _z = peil(m+0), ;=== z" =r"e
Z T zZ' T
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Exercice d’application

1. Ecris sous forme trigonomeétrique et sous forme exponentielle les nombres complexes :

z=2+2i et 7 =3—-iV3

a. Ecris 3 sous forme trigonométrique et sous forme algébrique

, . 5 . 5
b. Déduis en les valeurs exactes decos (ﬁ) etsin (ﬁ)

I1. Application de la forme trigonométrigue

1. Formule de Moivre application
VO € RetVn € Z, on

(cosB + isinB)™ = cos(nB) + isin(nB)

2. Formule d’Euler

RENARST ol® _ o=i0
cosg = —— et sin@ = ————
2 2i
Remargque : 2cos0 = el® + e71® et 2isin® = el® — 719, Re(z) = % etlm(z) = %

3. Linéarisation :

Soitx € Retn € N*

- Linéariser une expression de la forme cos™(x) ousin"(x), consiste a I’écrire en fonction des
expressions de la forme sin(kx) ou cos(kx) avec k € N et 0 < k < n. Pour cela on utilise la
formule d’Euler.

- Pour écrire une expression de la formesin(nx) ou cos(nx), on se sert de la formule de Moivre
et de la formule du bindme de Newton

Exemple :
a. Ecris cos(3x) etsin(3x) cos(2x) en fonction de cos(x) etsin(x)
b. Linéariser sin3(x)

4. Racines n°™€ d’un nombre complexe

a. Définition
Soit Z un nombre complexe non nul et n un entier
On appelle racine ni®™¢ de Z tout nombre complexe z tel que : Z = z"
Exemple : z est une racine carrée de Z si : Z = z2.
Remarque : Pour déterminer les racines carrées d’un nombre complexe non nul z tel que z = §2, on

pose § = x + iy, (x,y) € R2. On obtient ainsi cette équivalence.

Page 9 sur 62



HABOU DJIBO MAHAMADOU
CSP COSPEBA /| GUECHEME
COURS DE MATHEMATIQUE TERMINALE D

x? +y?% = |z|
z =8 ©{x?—y? = Re(2)
2xy = Im(z)

Ce systéme permet ainsi de déterminer x et y puis trouver I’expression de 6.
b. Proprieté
Soit re’® ,r > 0 un nombre complexe non nul etn € N,n > 2

re'® admet n racines n'*™¢ z, telles que

i(B+2k1t)
7y = NVre\ n J:k€{0,1,2,3,....,n—1}

c. Interprétation graphique

Pour n > 3, les points images de ces racines n'*™ sont les sommets d’un polygone régulier a n cotés,
inscriptible dans le cercle de centre O et de rayon V/r. O étant ’origine du repére choisi dans la plan
complexe.

d. Cas particulier : racines cubiques de I’unité

Les racines cubiques de 'unité sont 1 zy =1, z; =j = —% + %E etz, =j = —% — ?
NB
- Lasomme des racines n'*™¢ d’un nombre complexe non nul est nulle.
- Les racines n'®™¢ d’un nombre complexe s’obtiennent en multipliant I’une quelconque d’entre
elles par les racines n'*™€ de I’unité

Exercice d’application :

1. Déterminer les racines 41°™¢ de z = 8 + 8iv/3 et les racines carrées de z' = 3 — 4i
2. Représenter dans le plan complexe les racines quatriémes de z = 1 + i. Donner la nature de la

figure ainsi obtenue.

I1l. Equations dans ’ensemble C

1. Equations du second deqré dans C

On appelle équation du second degré dans C toute équation de la forme
az? +bz+c=0; ou(ab,c) €C* xCxCetzl'inconnue.
a. Exemples
z2—iz—1+i=0; (1-1)z>—-(6—41)z+9—-7i=0; 2z2—-2z+3=0
b. Résolutions
Pour résoudre dans C une équation du second degré, d’inconnue z, de la forme az? + bz + c =0

ou (a,b,c) € C* x Cx C, on calcule le discriminant A = b? — 4ac puis on détermine une racine

bbb
2a '’ 27 2a

carrée 6 de A. Les solutions de I’équation sont de la forme : z; =
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2. Autre forme d’équations dans C

Soit P(z) un polynéme de degré n, (n = 3) et z, une racine de P(z). il existe alors un polynéme Q(z)
de degré n — 1 tel que : P(z) = (z — 2¢)Q(z)

Exercice d’application

1. Résoudre dans C les équations suivantes :z2 —iz—1+i=0; (1—1i)z?—(6—4i)z+9—
7i=0; 2z2-2z+3=0
2. SoitP(z) = z° — 2v/32z% — 2(3 + iV3)z — 4(V/3 + 5i).
a. Montrer que P(z) = 0 admet une solution imaginaire pure.
b. Résoudre dans C I’équation P(z) = 0
3. SoitQ(z) =z3 + (7 — 4i)z? + (9 — 16i)z — 9 — 12i.
a. Démontrer que Q(z) = 0 admet une racine réelle z, que 1’on déterminera.
b. Résoudre dans C I’équation Q(z) = 0
4. Résoudre dansC I’équationz* — (1+iV5)z® + (2 +iV5)z2 — (1 +iV5)z+1=0. On

1
pourra poser Z = z + -

THEME N°2 : APPLICATION AFFINE DU PLAN
CHAPITRE : SIMILITUDE PLANE DIRECTE

Objectifs :

A la fin de ce chapitre, 1’¢léve doit savoir :
v Déterminer I’application affine associée a ’application complexe z — az + b, (a,b) € C;
v Déterminer les éléments caractéristiques et 1’expression analytique d’une similitude plane
directe ;
v Déterminer la forme complexe d’une similitude plane directe a partir de ses éléments
caractéristiques ;

v Déterminer I’image des figures simples (droites, cercles) par une similitude plane directe.

1. Définition et exemples

Soit k un nombre réel strictement positif.
On appelle similitude plane directe de rapport k, toute transformation du plan qui conserve les angles
orientés et qui est telle que : pour tous points M et N d’images respectives M’ et N', on a :
M'N’ = KkMN
L’écriture complexe d’une similitude plane directe est de la formez’ =az + b, avec a € C*,b €

Cet|al = k.

Page 11 sur 62



HABOU DJIBO MAHAMADOU
CSP COSPEBA /| GUECHEME
COURS DE MATHEMATIQUE TERMINALE D

Exemples : les transformations planes définies par :
M(z) — M'(z' = iz + 1 — i); M(z) — M’ (z' =—2z+ Zi);M(z) — Mz = (1—1)z—2+1),
sont des similitudes planes directes.

2. Eléments caractéristiques, cas particuliers

Les ¢léments caractéristiques d’une similitude plane directe sont :

le centre () d'affixe zg = 1—a; lerapportk =]a|] et d'angle 6 = arg(a)

3. Forme analytique

Soit f une similitude plane directe d’expression complexe z' = az + b.
Posons :
z=x+1iy, z' =x"+1iy’, a=a+if etb=m+in, avecxy x,y', o B, metn € R
z=az+bex' +iy = (a+if)(x+1iy) + m +in
ox' +iy =ax — By + m +i(ay + x+ n)

{X’zax—By+m
y =ay+px+n

Le systéme ainsi obtenu est I’expression analytique de la similitude plane directe f.
Exemple : Déterminer [’expression analytique de la similitude directe S définie par :
z=(1-2)z—3+i
X' =x+2y-3
y'=-2x+y+1
4. Propriétés

» Toutes application f du plan dans lui — méme d’écriture complexe de la forme z' = az + b avec

Réponse : {

a € C*, b € C est une similitude plane directe.

e Si a =1, alors f est une translation de vecteur u d’affixe b

e Siae€ R"\ {1}, alors f est ’homothétie de centre Q d’affixe % et de rapportk = a
e Sia = —1, alors f est une symétrie centrale de centre I d’affixe 2

e SiaeC{1}et]al =1, alors f est la rotation de centre Q d’affixe % et d’angle un

argument de a.

e Sia€e C\Ret|a| # 1, alors f peut se decomposer sous la formef =heorouf=roh
ou r est la rotation de centre () d’affixe % d’angle un argument de a et de I’homothétie

de méme centre ( de rapport k = |al.
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> Soient f et g deux similitudes planes directes de rapports respectifs k etk’ et d’angles de
mesures respectifs a et o
e Les composéesfog etgof sont des similitudes planes directes de rapport Kk’ et

d’angle de mesure o + o’
e Laréciproque de f est la similitude directe plane de rapport% et d’angle de mesure - «.

> Soit f une application du plan dans lui-méme, k un nombre réel strictement positif et 8 un
nombre réel. f est une similitude plane directe de rapport k et d’angle de mesure 6 si et
seulement si pour tous points M et N d’images respectives M'et N’ par f, ona:
M'N’ = KMN
{mes (W\I)W) =0+2pn, pEZ
» Toute similitude plane directe de rapport k conserve :
L’alignement des points ; le parallélisme de droites ; I’orthogonalité de droites ; les angles orientés ;
les barycentres ; le contact.
» Toute similitude plane directe de rapport k transforme :
Les droites en droites ; les demi-droites en demi-droites ; les segments en segments ; Les cercles en
cercles
» Toute similitude plane directe de rapport k multiplie :

Les longueurs par |K| ; les aires par k?

» Soit S la similitude plane directe de centre (0, de rapport k (k > 0) et d’angle de mesure 6
Pour tous points M et M’ du plan distincts de (1, on a :
QM’ = kKQM
M'=SM) & {mes (W/,\Q—M’) =0+2pm, pE€ELZ
> Soit Q,AetA’ trois points du plan tels que A = Q et A" # Q. Il existe une unique similitude
plane directe de centre Q qui transforme A en A’
> Soit k un nombre réel strictement positif, 6 un nombre réel, A et A’ deux points du plan. Il existe
une unique similitude plane directe de rapport k et d’angle de mesure 0, qui transforme A en A’
» Soit A,B,A’ et B’ quatre points du plan tels que A = BetA’ # B'. Il existe une unique
similitude plane directe qui transforme Aen A’ et Ben B’.

Exercice d’application :

X' =2x+2y+1

1. Soit S la similitude plane directe définie analytiqguement par :{y’ — x4 2y+1

a. Exprimer x et y en fonction de X’ ety’
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Déterminer I’image par S : Du point A(1, —1) ; De la droite (D) d’équation : 4x — 8y —3 =0

Du cercle C de centre Q (—1; %) et de rayon %

2.
3.

Reprend la question 1.b en utilisant 1’écriture complexe de S.

Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la
similitude plane directe S définie par :

a. z'=z+4—i

b. z7=—z+1+i

c. z' =\/7E(1+i)z+i

Soit S la similitude plane directe définie par : z' = 2(1 + i)z + 3 — 2i. Démontrer que S est la

composée d’une homothétie et d’une rotation en précisant les éléments caractéristiques.

THEME N°3 : ORGANISATION DES DONNEES
CHAPITRE N°1 : CALCULS DES PROBABILITES

Objectifs : A la fin de ce chapitre, 1’éléve doit étre capable :

v

AN N N N W NN

De définir une probabilité
De reconnaitre le vocabulaire relatif
De déterminer la probabilité d’un événement

De savoir utiliser les propriétés sur les probabilités

D’utiliser la formule Pg(A) = P(%;)B); P(B) # 0

De reconnaitre et utiliser la formule de la probabilité totale
De reconnaitre les événements indépendants

De définir le produit de n espaces probabilisés finis

I. Rappel sur les dénombrements

1.

Réunion Intersection Complémentaire

Soient A et B deux parties d’un ensemble fini

> Lareunion de A et B, notée A U B est la partie de Q constituée des elements qui sont dans A ou dans
B. (figure N°1)

» L’intersection de A et B, notée A N B est la partie de Q formee des éléments qui sont a la fois dans
A et B. (figure N°2)

> Le complémentaire de A dans €, notée A est la partie de Q. composée des éléments de Q qui ne sont
pas dans A. (figure N°3)
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AUB figure N°1 figure N°2

2.

>

figure N°3

Propriété des cardinaux

Soient A et B des parties d’un ensemble fini

>

@'V VvV V V¥V

4.

card (AU B) = card A + card B — card (A N B)

card A = card Q — card A

card A" = (card A)",n € N*

card (A X B) = card A X card B

Si A et B sont disjoints, alors : card (AU B) = card A + card B

Les P-listes (définition et propriétés)

Une p-liste ou p-uplet d’un ensemble fini Q est une suite ordonnée de p éléments de (2, chaque
élément pouvant étre répété.

Le nombre de p-listes d’un ensemble a n éléments est notée : nP

Les arrangements

Soit Q un ensemble fini ayant n éléments.

Un arrangement de p éléments de Q (p < n) ou p-arrangement est une p-liste d’éléments
de Q, distincts deux a deux.
Le nombre d’arrangement de p éléments noté A"

Al =n(n—1).(n—p+1)

p facteurs
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5. Les permutations

Soit Q un ensemble fini ayant n éléments

- Une permutation de Q est un arrangement des n éléments de Q

- Le nombre de permutations d’un ensemble a n éléments est noté : n !
- n=nn-1)..x3x2x1

- Parconvention, 0! = letl1! =1

6. Lescombinaisons

Soit Q un ensemble fini ayant n éléments

- Une combinaison de p éléments de Q (p < n) est une partie de Q ayant p éléments d’un
ensemble & n éléments est noté : CP
7. Propriétés
n! n! AP

Al=——— Al=1 Al=n Al=n C=——"-=—
"Th-p A

Q=1 Ci=n C=1 =P = +c_,

8. Différence entre une p-liste, un arrangement et une combinaison
Dans un exercice de dénombrement, le choix du modele mathématique que I’on doit utiliser dépend en
général des réponses aux questions suivantes : I’ordre intervient — il ? a-t-on répétition des

éléments ? Le schéma de raisonnement est généralement le suivant :
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Ordre ?
Oui Non
Répétition ?
Combinaison CP
Non Oui
p
Arrangement Ay p — liste nP
Les tirages

Si le tirage est successif avec remise, alors on utilise les p-listes

Si le tirage est successif sans remise, alors on utilise les arrangements

- # & ©

Si le tirage est simultané, alors on utilise la combinaison

10. Comprendre la différence entre : « au moins » ; « moins de » ; « au plus » et « plus de »

» «au moins » correspond a I’inégalité " =" ; sa négation est : « moins de » et correspond a
I’inégalité " <"

» «au plus» correspond a I’inégalité " <" et sa négation est « plus de » et correspond a

I’inégalité " > "

I1. Notion de probabilité

Activité : On dispose d’un dé parfaitement équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6
1. Déterminer deux résultats possibles du lacer de dé
2. Déterminer ’ensemble Q de tous les résultats possibles du lancer de dé
3. Onpose:A=1{1,3,5};B=1{2,4,6};C=1{2,6}etD = {4}
a. Déterminer: AN BetA U B, puiscompare AU BetQ
b. Déterminer: AU C U D, puiscompare AUCU D etQ
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4. Calculer apres un lancer, la fréquence P; d’apparition du numéro 3 et la fréquence P,
d’apparition d’un numéro pair
1. Vocabulaire
% Expérience aléatoire
Une expérience aléatoire est une expérience dont 1’issue est due au hasard et pour laquelle on connait
tous les résultats possibles.
% Eventualité
Tout résultat possible d’une expérience aléatoire est appelé éventualité
% Univers
On appelle univers des éventualités, I’ensemble de tous les résultats possibles d’une expérience
% Evénements
=  Tout sous ensemble de 1’'univers est appelé événement
» Tout singleton de I’univers est appelé événement élémentaire

= L’événement impossible est la partie vide de 1’univers on le note : ¢

= ].’événement certain est 1’univers lui-méme.

2. Définition
Soit Q1 T'univers associ¢é a une expérience aléatoire. Une probabilité sur est une
application P de P (Q) vers I’intervalle [0, 1] qui & toute partie A de Q, associe le nombre réel P(A)
appelé probabilité de I’événement A et qui vérifie les conditions suivantes :

- PO)=1

- Si A et B sont deux événements incompatibles, alors : P(A U B) = P(A) + P(B)

3. Propriétés
Soit P une probabilité définie sur un univers £ ; A et B deux evénements de Q.

o P($p)=0

o P(A)+PA)=1

o SiA c B, alorsP(A) < P(B)

o P(AUB) =P(A) + P(B) —P(ANB)

o SiAy A, ...,A, (n = 2)sontnévénements de Q deux a deux incompatibles, alors on a :

P(A,UA, U..UA,) = P(A,) + P(A,) + -+ P(A,) = P (U Ai> — Z P(A)
i=1 i=1

1=
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I1l1. Calculs de probabilités

1. Définition
Deux événements d’un univers sont dits équiprobables lorsqu’ils ont la méme probabilité
2. Propriété
Soit P une probabilité définie sur un univers fini non vide Q. Si tous les événements élémentaires de Q

sont équiprobables, alors pour tout événement A de Q,ona:

_ card A _ nombres de cas favorables

P(A)

"~ card Q)  nombres de cas possibles
3. Exercice d’application
Un sac contient 3 boules rouges, 4 boules noires et 5 boules vertes indiscernable au toucher. On tire du
sac trois boules. On désigne Q I’univers lié a I’expérience, P une probabilité sur Q et les événements :
. « tirage de trois boules noires »
. « tirage de deux boules vertes »
: « tirage des boules tricolores »
. « tirage d’au moins deux boules vertes »
. « tirage d’au plus une boule rouge »
Déterminer P(A), P(B), P(C), P(D)et P(E) lorsque le tirage est simultané

Calculer P(A),P(B) et P(C) lorsque le tirage est successif sans remise.

W N P Mg O @ >

Déterminer P(A) et P(B) lorsque le tirage est successif avec remise.

IVV. Probabilité conditionnelle

1. Définition

v" Soit P une probabilité définie sur un univers Q et B un événement de Q tel que P(B) # 0.
L’application :
PQ)—[0;1]

.AHPB(A)ng'%g;B)

Pg

Est une probabilité, sur Q. Elle est appelée probabilité conditionnelle sachant que B est realisé

NB : Pz(A) encore noté P(A/B) se lit probabilité de A sachant B

v Deux événements A et B de Q sont dits indépendants si et seulement si
P(ANB) = P(A) x P(B)
2. Propriétes

Soit P une probabilité définie sur un univers.

Page 19 sur 62



HABOU DJIBO MAHAMADOU
CSP COSPEBA /| GUECHEME
COURS DE MATHEMATIQUE TERMINALE D

= Si A et B sont deux événements de Q tel que P(A) # 0 et P(B) # 0, alors

P(ANB) = P(A) x P,(B) = P(B) x Pz(A)

* B, By, ..., B, forment un systéme complet d’événements de 2. Pour tout événement A de , ona:

P@)=§ZPMﬂB0
i=1

=P(B;NA)+P(B,NA)+:-+P(B,NA)

= (P(Bl) X PBl(A)) + (P(Bz) X PBZ (A)) + -+ (P(Bn) X PBn(A))

Formule de la probabilité totale.

3.

A et B sont deux événements de ( tels que P(A) # 0 et P(B) # 0. Les propositions suivantes
sont équivalentes.

)} A et B sont indépendants

i) Pg(A) = P(A) lorsque P(B) # 0

iii) P,(B) = P(B) lorsque P(A) # 0

Si les événements A et B sont indépendants alors il en est de méme pour :
AetB; AetB; AetB

Arbre pondéré

On considere une expérience aléatoire et deux événements A et B quelconques de probabilités non

nulles. L’événement A est réalisé puis 1’événement B. on peut visualiser la situation en utilisant un

arbre pondéré.

B P(A N B)
?bce)\
A
5
?@’ '3/@) _
B P(A N B)
N ® B P(ANB)
(« _ ¥
4) 3 »
2
© o
B P(ANB)
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4. Produit de n espaces probabilisés finis
On appelle espace probabilisable fini, I’ensemble (Q; P (Q); P)
Soient (Q1; P(Q1); P, (Qp; P(Q); Py, ..., (Qn; P(Q,);P,), N espaces probabilisés finis auquel on
associe respectivement n épreuves indépendantes E;, E,, ..., E,. on appelle espace probabilisé produit
de ces n espaces probabilisés finis, 1’espace probabilisé fini (; P(); P) défini par :
e O0=0Q;X0Q,X..XQ,

e V(wg,wy..,w,) EQ,0NA:

P(w1, 0y, ) 5) = P(007) X P(005) X ... X P(0y) = 1_[ P(w;)

i=1
Exercice d’application
1. Dans un jeu de 32 cartes, on tire une carte. Soit les événements :
A : « tirage d’un cceur » ; B : « tirage d’une dame ». Calculer P(A), P(B), P,(B) et Pg(A). P étant une
probabilité sur I'univers 1i¢ a I’expérience
2. Au CSP COSPEBA, 40% des eleves aiment les mathématiques, 25% aiment la physique et 10%
aiment a la fois les mathématiques et la physique. On prend un éleve au hasard.
Quelle est la probabilité pour qu’il aime la physique, sachant qu’il aime les mathématiques ?
Réponse :

1. Soit 02 l'univers liés a l’expérience

32!

Ona:cardQ=C312=m=32
ci 8 Ci 4 P(ANB) - 1 P(ANB) - 1
PA) == PB)=mt= — P (B)=——r =32 =, p(A) = —— =32 _ =
(4) 32 32’ (B) 32 32’A() P(A) 8 8’ 5 (4) P(B) 4 4
32 32
2. Soit

A 1 «l’éleve aime les mathématiques »
B : « [’éléve aime la physique »

PA) =22 pgy = 25 =1 -
Ona:P(4) ==L ;P(B) === et P(ANB) = = P,(B) =

P(ANB) _ 1o
P(4) =
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CHAPITRE N°2 : VARIABLES ALEATOIRES

Objectifs :
A la fin de ce chapitre, I’¢éléve doit étre capable de :
v’ Définir une variable aléatoire réelle
v Déterminer la loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle.
v Déterminer I’espérance mathématique, la variance, I’écart type d’une variable aléatoire.
v Déterminer la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle.
v' Définir et utiliser la loi binomiale
1. Notion de variable aléatoire : définition
Activité : Moussa lance deux fois de suite un dé cubique puis il se préoccupe des probabilités
correspondant & la somme des numéros apparus.
On désigne par f ’application qui a chaque « deux lancés » associe la somme des numéros obtenus.
a. Déterminer les différentes valeurs de f
b. Calcule la probabilité correspondante a chaque valeur de f
Définition : Soit p une probabilité définie sur un univers Q. On appelle variable aléatoire réelle X

sur £, toute application de Q vers R

O—R
X: w—X(w) =x

o X(Q) désigne ’ensemble des valeurs prises par X
o X(Q) ={xq4,Xy, .., Xp}avec x; < X, < -+ < X, €st appelé univers image de Q par la variable
aléatoire réelle.
e (X=x) est un événement. C’est I’ensemble des éléments de ) ayant pour image X par
I’application X ; (X = x) = {w,w € Q/X(w) = x}.
De la méme fagon on définit les événements : (X < x), X < x); X > x); X = x); ....
Par exemple : (X < x) = {w,w € Q/X(w) < x}.
2. Loi de probabilité d’une variable aléatoire
Définition : Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un univers fini Q et soitX(Q) =
{x1,X5, ..., X} 'ensemble des valeurs prises par X. On appelle loi de probabilité associée a X la
fonction f de p(Q) dans [0 ; 1] qui & chaque x; associe la probabilité de I’événement (X = x;)

- X(Q) - [0;1]
X PIX =x3)]

e Autre notation: P[(X =x;)]| =PX =x%;) =P,

e f estaussi appelée distribution de probabilité de X ou loi de probabilité de X
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e Dans tous les cas, les événements (X = x;); ...; (X =x,) sont incompatibles et: (X =x;) U
X=x,)U..UX=x,) =Q.Donc

Zpi — P[(X=x,)U..UX=x,)]=PQ) =1

i=1
Exemple N°1 Une urne contient 5 boules blanches et 3 boules noires. On tire simultanément deux
boules de 1’urne. Les tirages sont supposés équiprobables. Soit X la variable aléatoire réelle qui a tirage
associe le nombre de boules blanche obtenues. Déterminer la loi de probabilité de X.
Rép: X(Q) ={0;1;2}

cz 3 clxcl 15

Cs
PE=0)=rz=g5i PR=1D="g==75; PR=2D =55=

10
28

ZZ::P _3.,15 10_28
- 1728728 28 28
1=
3. Caractéristiques d’une variable aléatoire
a. L’Espérance mathématique
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un univers Q et soit X(Q) = {x4, X5, ... ,X,}. on appelle

espérance mathématique de X, le réel E(X) tel que :

n n

E(X)=ZX1XP(X=X1)=ZP1XX1

i=1

Exemple : avec les données de I’exemple N°1, on a :

EX) = 0><3 + 1><15 + 2><10 —35—125
=( 28) ( 28) ( 28)_28_'

b. LaVariance
Soit X une variable aléatoire définie sur un univers fini Q et soit X(Q) = {x4, x5, ... x,}. on appelle

variance de X, le nombre réel positif V(X) et défini par :

n

VOO = ) PX = x) X (3 —E00)” = ) x2P(X = x;) = [ECOJ? = EC®) = [EQO]?

i=1

Exemple : avec les données de I’exemple N°1, on a :

On appelle écart type de la variable aléatoire X, le réel positif noté o(X) et définie par :

o(X) =/V(X)

Exemple : avec les données de I’exemple N°1, on a : 0(X) = /0,402 ~ 0,634
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4. Fonction de répartition d’une variable aléatoire
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un univers fini Q et soit X(Q) = {x4, X5, X,}. on appelle

fonction de répartition de X, la fonction F de R dans [0 ; 1] qui a chaque x réel associe la probabilité

de I’événement (X < x)

R - [0;1]
, = <
x— P(X < x) etF(x) =P(X <x)
Exemple : en considérant les données de I’exemple N°1, on a :
3
six €] —;0[, F(x)=0; six€e [0;1], F(x)=%
18

six€ [1;2], Fx) = SiXx € [2; +oo], Fx)=1

% ’
Ainsi la représentation graphique de F est :

4

1__
18 N . ]
8
3
28 |

5. Loi binomiale

a. Epreuve et schéma de Bernoulli
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v On appelle épreuve de Bernoulli, toute épreuve aléatoire ne conduisant qu’a deux éventualités
appelées succes noté S et échec noté E ou S. La probabilité p du succes est appelée paramétre
de I’épreuve de Bernoulli.
v Un schéma de Bernoulli est une expérience aléatoire qui consiste a répéter n fois (n > 2) de
facon indépendante une épreuve de Bernoulli.
b. Propriétés
Soit une succession de n épreuves de Bernoulli dans lesquelles la probabilité de succés est p. La
probabilité d’obtenir exactement k succes, k < n est :
P = Ckp*(1 - p)"
c. Définition (loi Binomiale)
Soit X la variable aléatoire réelle associée a un schéma de Bernoulli telle que a chaque éventualité
associe le nombre k de succes. Désignons p la probabilité de succés pour chaque épreuve et n le nombre
de fois que I’épreuve a été répétée.
La loi de probabilité de X, dans ce cas est appelée loi binomiale de parameétre n et p.
Ona:EX) =np etV(x) =np(1—p)
Exemple N°2 Une piéce de monnaie est truquée de sorte que la probabilité d’apparition de « face » est
le double de celle de « pile ».
1. Calculer la probabilité p d’obtenir « face » apres un lancer
2. Cette piece de monnaie est lancée 5 fois et de fagons indépendante
a. Déterminer la probabilité d’obtenir « face » exactement 4 fois
b. On désigne par X la variable aléatoire réelle qui a 5 lancés associe le nombre de « face »
obtenu. Justifier que X suit une loi binomiale dont tu préciseras les parameétres.

c. Calculer I’espérance mathématique et la variance de X.

Rép : 1. Soit q la probabilité d’obtenir « pile»ona p = 2q etp+q = ldoncp = % etq= %

4 (2\* 2\°>"% g0 e N .
2.a) P, = C: (E) (1 — E) = Tas b) Justification : désignons par p le succés d’apparition de

« face » sur un lancer. X est tel que a chaque éventualité, on associe le nombre de succes. Donc X suit

une loi binomiale de paramétren =5etp = % E(X)=5X g = 13—0 etV(X) = ? X g = %
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CHAPITRE N°3 PROPRIETES DES FONCTIONS CONTINUES ET
DERIVABLES SUR UN INTERVALLE

Objectifs :

A la fin de ce chapitre, 1’¢léve doit étre capable de :

v’ Déterminer I’image d’un intervalle par une fonction continue

v" Reconnaitre et utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires

v" Utiliser la continuité et la stricte monotonie pour montrer qu’une application f est une bijection d’un
intervalle 1 sur f(I)

v Déterminer et utiliser les fonctions dérivées d’une fonction composée ou de la réciproque d’une

fonction si elle existe.

1. Limites

Activité : Dans le but de retrouver quelques propriétés sur les limites et d’autres notions au programme

en classe de la terminale D, Inayatou se donne les fonctions f, g, h, i et j de R vers R, définie par

f(x) = x3 L g(x) = 4x2 ‘h(x) = 2 inx ;i(x) = 1_|_2 LG = 2 3

a. Calculer lim f(x); lim g(x); lim h(x) et lim(f —h)
xX—+00 X—>—00 xX—+00 +0oo

b. Démontrer que i est croissante et majorée sur 0 ; +oo[ calculer ensuite }(iiréi(x) et HT i(x)
X—>+00

x>0

c. Démontrer que j est décroissante et minorée sur | — 1; +oo|. Calculer Xlimlj(x) et ligrn j(x)
- X—+00
Xx>—1

Rép:a. lim f(x) = —c0; lim g(x) =2; lim h(x) = +oet lim(f —h) = —
xX—+00 X——00 xX—+00 +
b) Démontrons que i est croissante et majorée sur]0; 4+oo[ D; =] — o0 ;0[U]0; 4o soitx €
1 1 1 1 1 1
10; +oo[ety €]0; +oof tel quex <y. x<y:>;>;:>—;<—;:>—;+2<—;+2:>
i(x) < i(y) donc i est croissante sur ]0; +oo[. Vx €]0; +oo],
Ma:0<x=0<-=--<0=--+2<2=i(x) <2,

donc i est majorée sur ]0 ; +oo Lin&i(x) = —oet lirP i(x) =2
- X—+0co
x>0

c) Démontrons que j est décroissante et minorée sur] —1; 4+oco[ méme démarche que pour

le_i)rlllj(x) = +tooet XETooj(X) = -3
x>-1
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Propriété 1 Soient f et g deux fonctions numériques1etl’ € R a un nombre réel,—co ou + oo

si f a pour limiteen a [ [ l +o00 —0 —0

et si g a pour limiteen a U +oo —00 +oo —00 +00
alors f + g apour limiteena | l+1' | 4+ —00 +o00 —oo | on ne peut pas conclure

si f a pour limiteena L |, |l |l |l | 400|400 | —oo 0

>0(<0]|>0|<0

et si g apour limiteena | l' | 4o | 400 | —00 | —00 [ 400 | —00 | —00 +00 ou —

alors f l +00 | —00 | —00 | 400 | +00 | —00 | +00 | on ne peut pas conclure

X g apour limiteena | X'

si g a pour limite en a v 0 0 —00 oU

0 g étant positive sur I | g étant négative surl | + o

o 1 400 —00 0
alors 5 a pour limiteen a -

I est un intervalle contenu dans le domaine de définition de g

si f apour limiteena l l [ | 400 | 400 | —00 | —00 0 +oo
U0 v,rverr |y
et si g apour limiteena +00 | —00 0 +oo
0 >0|1<0|<0|>0
[
alors— a pour limite en a T 0 0 | 400 | —o0 | —00 | +0 | on ne peut pas conclure

0 . - ‘ . ,
NB: +o0—o00; 0XZtoo; 5 et g sont appelées des formes indeterminées. Pour élever ces

indéterminations, on peut utiliser les méthodes suivantes :

La factorisation ; Le taux de variation ; L’expression conjuguée ; Le théoreme des gendarmes ; Le
théoreme de comparaison ; La régle de I’Hopital ; ...

v' g o fétant la composée d’une fonction f par une fonction g, a un élément ou une borne d’un intervalle

sur lequel g o f est définie. Si limf=Db et lilgng =1, alorslimg o f =1;abetl sont des nombres
a a

réels ou +co ou —
v' soit f une fonction, a un élément de R U {—o0 ; +00},1 un nombre réel positif ou nul 1" un nombre

réel.

e Silimf(x) =1, alors  lim/f(x) =1
X—a

X—a
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e Silimf(x) = 4o, alors lim./f(x) =+
X—a X—a

e Silimf(x) =10, alors lim|f(x)| = |I'|
X—a X—a

e Silimf(x) =+, alors lim|f(x)| = +o
X—a

X—a

e Silimf(x) =—o0, alors lim|f(x)| =+
X—a X—a
e Sif>g, alors lim f(x) > lim g(x)
x-a x—a
e Sif>g et limg(x) = +oo, alors lim f(x) = 4o
x—a x—a
o Sif<g et limg(x) = —oo, alors limf(x) = —o0
X—a X—a
e Sig<f<h, etlimgkx) = limh(x) =1, alors limf(x) =1
X—a X—a X—a

Propriétés 2 Soit f une fonction croissante sur Ja;b[ (a,b) € R telquea<b
v' Si f est majorée sur ]a; b[, alors f admet une limite finie & gauche en b
v Si f est non majorée sur ]a; b[, alors f a pour limite +co a gauche en b
v' Si f est minorée sur ]a; b[, alors f admet une limite finie a droite en a
v Si f est non minorée sur ]a; b[, alors f a pour limite —oo a droite en a

2. Fonctions continues

Activité : On considere les fonctions f g de R vers R définies par

<2 — x?—1 _
f)=——Fe g={3-1 ¥*!
2 six=1

a. Déterminer I’ensemble de définition D¢ et D, de fetg
b. Justifier que 1 ¢ Dy et calcule lirr% f(x)
X—
c. Démontrer que g est continue en 1
Rép:
D¢ =R\{1} Dy = R1 ¢ D¢et lin} f(x) =2; lirr} g(x) =2 etg(1) = 2 donc g est continue en 1
X— X—
Définition : (Prolongement par continuité)
Soit f une fonction d’ensemble de définition Dy.

Soit a un nombre reel tel quea & Dfetlimf =11l €R, alors la fonction g définie
a

g(x) =f(x),Vx € D¢ . , o
par : g(a) =1 est continue en a. elle est appelée prolongement par continuité de fen a
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Propriétés 1
v' Soit f et g deux fonctions numériques continues sur un intervalle I, alors les fonctions f + g et

. . . f .
f x g sont continue sur | si de plus V x € I, g(x) # 0, alors la fonction . est continue sur 1.

v Soit f une fonction continue sur un intervalle | et g une fonction continue sur un intervalle
contenant f(I), alors la fonction g o f est continue sur |
Propriétés 2
v Si f est une fonction continue sur un intervalle K, alors f(K) est un intervalle
v' Si f est continue sur[a;b],(a € Rtels que a < b), alors il existe deux nombres réels
metM (m < M) tels que f([a; b]) = [m; M]
v' Théoreme des valeurs intermédiaires : Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et
b deux éléments de K. tout nombre réel compris entre f(a) et f(b) admet au moins un
antécédent par f compris entre a et b.
Propriété 3 (Image d’un intervalle par une fonction continue)
Soit f une fonction continue sur un intervalle K
v' S’il existe deux éléments aetb (a < b) de K tels que f(a) et f(b) soient de signe contraire,
alors 1’équation f(x) = 0 dans K admet au moins une solution appartenant a ]a ; b[
v" Si fne s’annule pas sur K, alors f garde un signe constant sur K
v Soit a et b deux nombres réels tels que a < b. si f est continue sur [a;b], alors le sens de
variation de f sur [a; b] est celui de f sur Ja; b[
v Soit a et b deux éléments de R U {—o0 ; +oo} tels que a < b, f est une fonction admettant une
limite a droite en a et une limite a gauche en b
e Si f est continue et strictement croissante (respectivement décroissante) sur [a; b],
alors f([a; b]) = [f(a) ; f(b)] (resp f([a; b]) = [f(b) ; f(a)]
e Si fest continue et strictement croissant (respectivement décroissante) sur ]a; b[, alors

f(Ja;b[) =]lim f(x) 5 im fGOL 5 (respf(Ja;bl) =]lim () lim FGO [

xX—=a xX—a
x>a x<b x<b x>a

Propriéetés 4
a et b sont des nombres réels tels que a < b et f une fonction continue sur [a ; b]
v Sif(a) et f(b) sont de signes contraires, alors 1’équation f(x) = 0 admet au moins une solution
dans [a;b]
v Si déplus f est strictement monotone sur [a ; b], alors 1’équation f(x) = 0 admet une unique

solution dans [a ; b]
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Propriétés 5 K est un intervalle non vide, f une fonction numérique définie sur K, g une fonction
définie dans f(K) telle que pour tout x élément de K, g(x) = f(x). Si f est continue et strictement
monotone sur K, alors g est une bijection et sa réciproque g~ est continue et strictement monotone
sur f(K) et g~1 varie dans le méme sens que g.

NB Dans ce cas, on dit aussi que f réalise une bijection de K dans f(K)

3. Fonction racine n®™¢,n € Netn > 2
Définition 1 Soit n un entier naturel et supérieur ou égal a 2 (n > 2). La fonction racine ni¢™€ est la

bijection réciprogue de la fonction
R, » R,

X — x"
. ) 1
v' L’image de tout nombre réel positif par la fonction racine n'®™¢ est notée : 3/x ou xn pourn > 2 ;

1
VX ou xz pour n = 2.

et vx e ]R§+,('{/§)n = Vx" = (X%)n =X

x€ER € R
/Ona:{ +_{y

y=% lx=y

P
Définition 2 Soitp € Z,q € N* et x € R7}.. On appelle puissance d’exposant% de x et on note : x4, le

P
nombre défini par : x4 = VxP
Propriétés (Racine n'¢™e)

Soit r et r' deux nombres rationnels non nuls, x et y deux nombres réels strictement positifs
X r X ! !
v xT % yr — (Xy)r; (_) == (Xr)r = x!T : x' x xI' = Xr+r
n Vx n [X nm mn n m n
v x x4y ="4xx%x e X = "Ax X) = yxm
Vx x ify = Yxxy =0 VX = ™V (V)" = Vxm
4. Dérivées
a. Dérivabilité en x,
f est une fonction définie sur un intervalle | contenant x,. Les deux propriétés suivantes sont

équivalentes.

f(xo+h)—f(x0)

i La fonction h — admet une limite finielen 0

ii. Il existe un nombre réel | et une fonction ¢ définie sur un intervalle I contenant 0O, tels que

f(xg + h) = f(xy) + Ih + heo(h) avecx, + h € I et }lirré p(h) =0

Lorsque 1’'une des deux propriétés est réalisée, on dit que la fonction f est dérivable en X, ; le nombre

réel [ est appelé le nombre dérivé de f en x,, et se note f(x,).
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_ f(xo +h) —f(x) , _f(x) —f(x)
lim = f"(xq) ou encore lim ———
h—0 h X=X X — Xp

= f'(xp)

b. Dérivabilité sur un intervalle |
f est une fonction définie sur un intervalle I contenant x,,
> Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite

—f(x))("f(x‘)) existe et est finie. Cette limite

—Xp

- On dit que f est dérivable & gauche en x, lorsque )}i_)r)r(lo
<

est appelée le nombre dérive a gauche en x, de f : on le note fg(x,)

- Ondit que f est dérivable a droite en x, lorsque )}i_)ryo % existe et est finie. Cette limite est
40
>

appelée le nombre dérivé a droite en x, de f: on le note f3(x,)
- (C) est la courbe représentative la fonction f. M,, le point de(C) d’abscisse x,. M, est un point
anguleux lorsque (€) admet en M, deux demi — tangentes de supports distincts.
Propriétés
> fest une fonction définie sur un intervalle K contenant x,, dérivable a droite en x, et
fé(Xo) = fa(%o)
> Si f est dérivable en x,, alors la représentation graphique (C) de f admet une tangente
au point M (x, ; f(xo) ). Une équation de cette tangente est :
y = f"(x)(x — x0) + f(x0)
> festune fonction définie sur un intervalle K contenant x,, lorsque la limite a gauche en

f(x)—f(x0)

X—Xp

X, ou la limite a droite en x, de la fonction x +— est infinie, alors la

représentation graphique (€) de f admet une demi — tangente verticale au

point M(x, ; f(xo))
Retenons (C) est la courbe d’une fonction f définie et continue sur un intervalle

contenant x,; (T); (Tg) et (Ty) désignent respectivement la tangente, la demi — tangente a gauche, et la

f(x)—f(x0)
X—Xp

demi — tangente a droite éventuellement en Mo(x0 ; f(xo)) a(C).0Onpose:T(x) =

> i )!i_)r}r(loT(x)=—oo alors, (C) admet enM, une demi — tangente a gauche définie
X<X0
] X =Xp
par : (Ty): {y > f(x,)
> si )!LI)T{IOT(X)=+OO alors, (€) admet enM, une demi — tangente & gauche définie
X<X0

=X,

X =
par : (Ty): {y < f(x,)
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> si )!Lr)%T(x)z—w alors, (€) admet enM, une demi — tangente a droite définie
X>X0
) ] X=X0
par : (Ty): {y < f(xo)
> i )!Lr)%T(x)=+w alors, (C) admet enM, une demi — tangente a droite définie
X>X0

par : (Ty): {yxzzfg&)

> si f est dérivable a gauche en x,, alors, (€) admet en M, une demi — tangente a gauche

) s . Ay = fe(x0) (x — Xo) + f(x0)
d’équation : (Tg).{ & X < Xq
> si f est dérivable a droite en x,, alors, (C) admet en M, une demi — tangente a gauche

>z S [y = fa(x0) (x — X¢) + f(x0)
d’équation : (Td).{ X > %,

> si fest dérivable a en x,, alors, (€) admet en M, une tangente d’équation :
(T):y = £ (%0) (x — Xo) + £(x0)
> festune fonction définie sur n intervalle Ja, b[
- On dit que f est dérivable sur I’intervalle ouvert ]a, b[ lorsque f est dérivable en tout élément
de]a,b[
- festune fonction définie sur un intervalle [a, b], on dit que f est dérivable sur I’intervalle fermé
[a,b] lorsque f est dérivable sur I’intervalle ouvert ]a,b[, est dérivable a droite en a et
dérivable a gauche en b
5. Fonctions dériveées
Définition f est une fonction dérivable sur un intervalle K si f’ est dérivable sur K, sa dérivée est
appelée dérivée second de f notée f” ou f® f’ est aussi appelée dérivée premiére de f, on le note f(V.
Par itération, la dérivée n'®™€ de la fonction f est la dérivée de la dérivée (n — 1)¢™€ de f. on
note : fV) = £/ ; f@ = ;. ;£ = (f™=D)’ Attention : f* = f®
Propriété
» (C) est la courbe représentative d’une fonction f deux fois dérivables sur un intervalle K
contenant x,. Le point Mg(xo ; f(Xo)) est un point d’inflexion pour (€) lorsque la dérivée
seconde de f s’annule en x, en changeant de signe.
» Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K et g une fonction dérivable sur un intervalle

contenant f(K). Alors la fonction g o f est dérivable sur Ketona:
(gof) =f xgof
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Soit f une fonction numérique dérivable et strictement monotone sur un intervalle K, telle
queV x € K, f'(x) # 0. Soit ¢ I’application définie de K dans f(K) par @(x) = f(x). ® est
bijective et sa réciproque ¢~ est dérivable sur f(K) et
1
@ ot
Lorsque f est dérivable sur K, I’ensemble de dérivabilité de ¢~ est :
FARON{f(), ' (x) = 0}

Inégalité des accroissements finies et la conséquence

(™) =

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K ; a et b deux éléments de K (a < b). S’il existe
deux nombres réels m et M (m < M) tels que pour tout x élémentde [a;b],m <f'(x) <M
alors

m(b —a) < f(b) — f(a) < M(b — a)
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K, a et b deux éléments de K (a < b). S’il existe
un nombre réel M tel que pour tout x élément de [a;b], |f'(x)| < M alors

|f(b) — f(a)| < M|b —a|

Tableau des dérivées

Dérivée des fonctions élémentaires

Fonction f Dérivée f’ f est dérivable sur l'intervalle
x+— a,(a € R) x—0 R
x — ax, (a € R) X a R
x+— x", (n € Q") X — nx"1 R
1 n
XI—)X—n,(nEQ*) X - ] —o;0[0ou]0; +oof
= & 10; +oof
X —> X X — , (00]
2Vx
X — sin x X — COSX R
X — COSX X — —sinx R
1 T TC
X +— tanx X — |-=+k=-+k[(keZ)
cos? x 2 2
1
X > cotan X X = —— ] —mn+km n+kn[ (k€ Z)
sin? x
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e Opérations

Fonction Dérivée sur K Conditions
f+g f'+g
af af’ aeR
fxg f'g+g'f
1 g gx) #0
g g
f f'g—g'f g(x) #0
g g
e Composition
Fonctions Dérivée sur K Conditions
fog f'xg' of
fn nf’fn-1 n € Q*
Vi f_’ f(x) >0
2Vf
cos[f(x)] —f'(x) sin[f(x)]
sin[f(x)] f'(x) cos[f(x)]

» Deéveloppement limité
Soit f une fonction n fois dérivable sur un intervalle contenant 0. On appelle développement limité

d’ordre n de f au voisinage de 0, I’écriture :

! (n)
[0 = £(0) + F/(O)x -+ 22 g

x" + x"e(x) et lir% e(x) =0
X—

CHAPITRE N°4 : ETUDE DE FONCTIONS NUMERIQUES
Objectifs :

A la fin de ce chapitre, 1’¢léve doit étre capable de :

v~ Utiliser la représentation graphique pour résoudre une équation, une inéquation

v Rechercher les directions asymptotiques, les asymptotes

v" Déterminer la position d’une courbe par rapport a sa tangente en un point donné

v’ Etudier des exemples de fonctions rationnelles, irrationnelles, trigonométriques, logarithmique et

exponentielle avec ou sans parametre.

Page 34 sur 62



HABOU DJIBO MAHAMADOU
CSP COSPEBA /| GUECHEME
COURS DE MATHEMATIQUE TERMINALE D

1. Quelques généralités sur les fonctions
a. Eléments de symétrie

Soit f une fonction d’ensemble de définition D¢ et (Cf) sa courbe dans un repére. Soient a, b, x, et T
quatre nombres réels tels que T # 0

v f est dite paire si et seulement si V x € D¢; (—x) € Df; et f(—x) = f(x)

v’ fest dite impaire si et seulement si V x € D¢; (—x) € D¢; et f(—x) = —f(x)

v le point A(a;b) est un centre de symétrie pour (Cy), si et seulement si

V x € Df; (2a —x) € Df;etf(2a — x) + f(x) = 2b ou
VX € Df,(a—x) € Df;(@a+x) €Dretf(a—x)+f(a+x)=2b

Dans ce cas le domaine d’étude est réduita D¢ N [a; +oo]

v’ Si f’ s’annule en x, sans changer de signe, alors le point I(xq ; f(xo)) est un point d’inflexion.

v Si f" s’annule en Xx,, en changeant de signe, alors le point I(x,;f(x,)) est un point

d’inflexion.
v’ La droite d’équation x = a est un axe de symétrie de (C¢) si et seulement si
V x € Df; (2a —x) € Df; et f(2a — x) = f(x) ou
Vx € Dg,(a—x) € Df;(a+x) € Df etf(a—x) =f(a+x)
v' f estdite périodique de période T si et seulement si
VX € Df; (T +x) € Df; et f(T + x) = f(x)
b. Asymptotes et branches infinies

Soit f une fonction et (Cy) sa courbe représentative dans un repére.

> Si limf = o oux, € R, alors la droite d’équation x = x, est asymptote a (Cf)
Xo
» Si limf = c,c € R, alors la droite d’équation y = c est asymptote a (C) au voisinage de co.
> Si limf=oet lim[f(x) —(ax+b)] =0,0u(a;b) e R* xR, alors la droite
(00} X—00

d’équation y = ax + b est asymptote a (Cy) au voisinage de oo

» Si lim f(x) = o, 0n calcule: lim &)
X—00 xX—oo X

- Si lim % = 0, alors (Cf) admet une branche parabolique de direction celle de 1’axe des
X—00

abscisses au voisinage de oo

- Si lim % = oo, alors (C;) admet une branche parabolique de direction celle de 1’axe des

X—00

ordonnées au voisinage de co

~ silim® =, (a # 0), alors on calcule : lim [f(x) — ax]
X—00

Xx—oo X
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e Silim[f(x) — ax] = b, alors la droite d’équation y = ax + b est asymptote a (Cs) au voisinage

X—00

de oo

e Silim [f(x) — ax] = oo, alors (C¢) admet une branche parabolique de direction celle de la droite

X—00
d’équation y = ax
2. Exemples d’études de fonction numériques

a. Plan d’étude d’une fonction
Pour étudier une fonction, il faut :
Déterminer son domaine de définition ; La limite aux bornes du domaine de définition ; Etudier la
continuité et la dérivabilité de la fonction sur son domaine ; Déterminer la dérivée de la fonction ;
Etudier le signe de la dérivée ; Donner le sens de variation de la fonction ; Déterminer les points et
droites remarquables (asymptotes et tangente) ; axe de symétrie ; centre de symétrie ; branches
paraboliques ; ... ; Tracer la courbe, les points et droites remarquables dans le repére

b. Propriétés (sens de variation)
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle |

+ Sif’'(x) = 0surl,alors f est constante sur |
Sif'(x) = 0 sur |, alors f est croissante sur |
Sif'(x) < 0sur |, alors f est décroissante sur |

Sif'(x) > 0 sur I, alors f est strictement croissante sur |

- + +

Sif'(x) < 0sur I, alors f est strictement décroissante sur |

c. Position relative entre une droite et une courbe
Soit (Cr) la courbe représentative de la fonction f de (D) la droite d’équationy = ax+ betl un
intervalle de R. Pour étudier les positions relatives de (Cs) par rapport a (D), on peut procéder comme
suit : Calculer f(x) — (ax+ b)

+ Si[f(x) — (ax + b)] > 0, alors (C;) est au-dessus de(D) sur |

4+ Si[f(x) — (ax + b)] < 0, alors (C;) est en dessous de(D) sur |

+ Si[f(x) — (ax+ b)] = 0, alors (C’f) et (D) se coupent en un point d’abscisse X,

d. Signe d’une fonction sur un intervalle I

+ Ultilisation des variations d’une fonction pour déterminer son signe
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= Le minimum absolu est positif

X a
f'(x) - ( + f(x) < 0 avanta
f(x) > 0 aprés a
f
a>0

= Le maximum absolu est négatif

X da

f'(x) + ( - f(x) > 0 avanta
a<0

= f croissante d’une valeur négative a une valeur positive

f(x) < 0 apres a

X a
f'(x) +
f(x) >0,vxel
f

= f décroissante d’une valeur positive a une valeur négative

X a
£ (x) - 4+ Utilisation de la factorisation
Factoriser f(x) au maggff?lﬁnq ’VI)éS%L}dI‘e
f Iinéquation  f(x) >0 et  déterminer
I’intervalle sur lequel f(x) > 0 et I’intervalle

sur lequel f(x) < 0 en tenant compte du domaine de résolution.
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CHAPITRE N°5 FONCTIONS LOGARITHMES
Objectifs :

A la fin de ce chapitre, 1’¢léve doit étre capable de :

v' Définir la fonction logarithme népérienne et exponentielle

v" Utiliser les propriétés de la fonction logarithme népérien et exponentielle lors de la résolution des
problémes

v" Utiliser les limites usuelles

v’ Représenter graphiquement la fonction logarithme népérien et exponentielle

v' Etudier et représenter la fonction logarithme de base a et la fonction exponentielle de base a

I. Fonction logarithme népérien
1. Définition

On appelle fonction logarithme népérien eton note In  , I’'unique primitive sur ]0 ; +oo[ de la fonction

inverse x — % qui s’annule en 1

2. Conséquences

In1 = 0, I’ensemble de définition de la fonction In est: J0; +oo[ etV x €]0; +oo[, In'(x) = L

X
3. Propriétés
VxERL,VyeER,etVreQ,ona:

£+ x<yolnx<Iny et x=yelnx=Iny
1 X
* In(xy) =Inx+Iny ; ln(;)——lny, ln(;)—lnx—lny,
+In(x")=rlnx ; ln\/§=%lnx
+ lim Inx = —o0; lim lnx = +o0; lim ln—x=0; limxlnx =0; limln(1+x)= 1
x—-0% X—>+0c0 X—>+400 X x—0 x-0 X
i AKX g ; r - , i X *
+ }Cl_r)r%x_l =1; xll)r(r)1+x Inx =0(r €Q,); xl—1>r-|¥100 =0 (re Q)

+ Si u est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle I, alors la

u’(x)

fonction (Ino w)'(x) =

u(x)

+ Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I sur lequel elle ne s’annule pas,

alors (In o [u])' (x) = Z(—(j))

+ Si U est une fonction dérivable sur un intervalle I sur lequel elle ne s’annule pas, alors la

4

fonction In o |u| = ”7
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4. Exemple d’étude de la fonction In
Domaine de définition : D =]0; +oo[

Limites aux bornes de D : lirg+ Inx =—c0; lim lnx =+
xX—

x—+00

La fonction In est dérivable sur D etV x €]0; +oof, In'(x) = i eti >0V x €]0; +oof donc f est

strictement croissante sur ]0 ; +oo[

Tableau de variation : " 0 +oo
f(x) +
+o00
f
—o00

On a: lim Inx = —oo donc la droite d’équation x = 0 est asymptote a la courbe (C) deln

x—07t

: .1 . o
lim Inx = 4,0na: lim — = 0. Donc la courbe admet une branche parabolique de direction celle
x—+00 x-0t X

de I’axe des abscisses au voisinage de +oo

NB : I’'unique antécédent de 1 par la fonctionln  estnotée ~ 2,718

3

-2

A(e;1)

5. Fonction logarithme de base a
a. Définition
Soit a € R} et a # 1. On appelle fonction logarithme de base a et on note log, , la fonction
R} - R
8 i log,(x)

Inx

Telleque V x € R}, log,(x) = —

Ina
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b. Propriété
Vxety€]0; +oo[, log,(xy) =log, x +log, y; log, Vx = %loga X ;
X
log, (;) =log, x —log, vy ; log,(x™) =nlog,x; logaa=1

c. Exemple d’étude de la fonction log,
. Inx
Soit f(x) = log,(x) = —
f est défini, continue et dérivable sur ]0; +oo[
v elo: 4 o) (lnx)’ (1 | )’ 1 1
. o0 = | — =|—X = — X —
x €]0; L Ina na = ¥ Ina™ x

Vx €]0; +oof, i > 0 donc le signe de f'(x) dépend deln a

Ona:a€]0;1[U]1; +oof

Sia €]0;1[,Ina < 0donc f'(x) < 0 d’ou fest strictement décroissante sur |0 ; 1
Sia €]1l;+4o[,Ina > 0donc f'(x) > 0 d’ou f est strictement croissante sur |1 ; +oo[

_ . Inx  (—oo, sia €]1; +oof
;}L%Lf(x) - ,}L%l+m B { 400, sia €]0;1[

In x [ :
lim f(x) = lim n_={+°°' sia €]1; +oof

X—+00 x-»+olna —00, sia €]0;1]
Pouro<1<1 Poura > 1
X 0 400 X 0 +oo
f'(x) + f'(x) +

—o00
Tragons les courbes ((31) et (Cy)
2
x | 1/4 | 1/2 | 1 2 4 x | 1/4 | 172 | 1 2 4
fix) | 2 1 0 -1 | =2 L) | =2 | -1 0 1 2
2
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6. Equations et Inéquations
a. Equation de type In[u(x)] = In[v(x)]
Pour résoudre ce type d’équation, il faut d’abord chercher le domaine de validité ensuite résoudre
I’équation u(x) = v(x). En fin on Vvérifie si les résultats obtenus appartiennent au domaine de validité
- Sioui, alors la (ou les) solution(s) de In[u(x)] = In[v(x)] est les résultats obtenus

- Sinon, pas de solution pour I’équation

Exemple :
Résoudre dans R les équations suivantes : (E;): In(—2x + 1) = In(x + 4) ; (E,): In (i—i) =1
Rép: (E): Dy =] —4;5[ et Sg = (~1}; (E): D, =] — 00; —1[U]1; +oo[ et Sp ==,

b. Inéquation de typeln[u(x)] < In[v(x)]
Méme méthode
Exemple :
Résoudre dans R les inéquations suivantes : (I;):In(—x + 2) > In(x + 3) ; (I,):In(—x+3) < 1

Rép: (I;):D, =]—3;2[etSgr =] —3; —%[;(12):D,, =] —o0;3[ et Sg = [—e+3;3[

Il.  Fonction exponentielle

Activité : Aprés la découverte de la fonction logarithme népérien, Tchimi affirme que c’est une
bijection. Tari son ami s’interroge sur la véracité de cette affirmation ; puis désire aussi connaitre
quelques propriétés de cette réciproque.

e Justifie que la fonction In  admet une réciproque notée g
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e Déterminer I’ensemble de  définition deg, puis calculer les  limites
suivantes : lim g(x) et lim g(x)
X——00 X—+00
Rép : justification : la fonction In étant continue et strictement croissante sur]0; +oo[ et
In(]0; +oo[) = R ; donc elle est bijective. D ou In admet une réciproque g.
g étant la bijection réciproque de In, donc elle est definies de R vers ]0; +o[.D'ou Dy = R

Ona: lir51+lnx= —oo;posons:y =Inx ,y € R.
X—

y =Inx = x = g(y). Par suite, six - 0%,y > —codonc : lim g(x) =0et lir+n g(x) = 4+
X——00 X—>+00

1. Définition
On appelle fonction exponentielle népérienne et on note exp, la bijection réciproque de la fonction
logarithme népérien In
2. Propriétés
Par extensiona R, ona: Vx € R, exp(x) = e*
% VXER, e¥>0; Vx€ER: e™*=x et VXxeR, Ine¥=x
% La fonction exp est une bijection de R sur R’. Elle est strictement croissante sur R
o VreQ, lne"=r
% VaetheRetVreEQa=bse*=el;a<beset<el
& e0th =gty eb, b = Z_: ;e = (e®); eb = -
% Lafonction exp est dérivable sur R et Vx € R, exp’'(x) = exp(x) = e*
¢+ Si u est une fonction dérivable sur un intervalle K, alors la fonction exp o u est dérivable sur K
etona:VxeK,(expou)(x) =u'(x) X (expou)(x)
¢+ Si u est une fonction dérivable sur un intervalle K, alors la fonction exp o u est une primitive
sur K de la fonction u’ X exp o u

«* Limites usuelles
X ex ex

=1; lim e* = 4+00; lim — = +4o0; lim — = 4+
X xX—+00 x—>+00 X x—+o0o|nx

lim e* =0; lim xe* =0; lim
X——00 X——00 x-0

3. Représentation graphique

Domaine de définition : R ; limites aux bornes lim e* = 0et lim e* = 4+

X——00 X—+o00
Dérivabilité et dérivée : la fonction exp est dérivable sur RetV x € R ; exp’(x) = exp(x)
Signe de la dérivée et sens de variation: Vx € R,epx’(x) > 0 carexp(x) > 0 donc exp est

strictement croissante sur R
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Tableau de variation

X —00 ECe)

- Branches infinies: lim exp(x) = 0 donc la
exp’ (x) + xX——00

droite d’équation y = 0 est asymptote a (C) au

+oo
exp voisinage de —oo. xl_lgloo exp(x) = +o0, on
0 calcule : lim exi(x)= 400, alors (C) admet

X—+ 00

une branche parabolique de direction celle des axes des ordonnées au voisinage de +o
Ona:exp(0) =1

4. Fonction exponentielle de base a
Activité : Apres la découverte de la fonction exponentielle ainsi que ses propriétés lya ami de Tchimi
et éléeve en classe de la TleD, affirme que la fonction exp  est une fonction puissance. Tchimi
s’interroge et désire savoir s’il y a d’autres fonctions exponentielles.

1 1
e Comparer 32 et e21"3 puis 83 et 38

e Comparer 2 et 3 puis G)Z et (%)3

e Comparer —3 et — 2 puis (V2) et (V2)
Rép:
1 IS

1 -3 -2
32 = e2M3er 83 = 3% ; 2< 3et (E) > (E) ; —3<—2et(¥V2) < (V2)

a. Définition
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B Soit a un nombre réel strictement positif et @ un nombre réel. On appelle puissance de a
d’exposant a, le nombre réel noté a® définie par : a* = e*!n¢@
B Soit a un nombre réel strictement positif et différent de 1. On appelle fonction exponentielle de

base a, ’application notée exp, et telle que :
R - RY

eXpg Xk

Vx € R exp, x = a* = e*"¢

b. Propriétés
v a étant un nombre réel strictement positif différent de 1, la fonction exp,  est une bijection
de R sur R} ; elle est strictement monotone sur R
+ Si0 <a<1,alorslafonction exp, est strictement décroissante sur R
+ Sia > 1, alors la fonction exp, est strictement croissante sur R.
v’ a étant un nombre réel strictement positif différent de 1, a et 8 deux réels
+ (e =df) o (a=p)
+ Si0<a<1alors [(a® < af) & (a>p)]
+ Sia>1,alors [(a* < af) & (a < p)]
c. Définition (fonction puissance)

a étant un nombre réel, on appelle fonction puissance d’exposant a, I’application

* *
f.R+_’R+
T ox e x®

Vx € R, fo(x) = x* = e*Inx

d. Propriétés
v' Soit a € R}, la fonction puissance d’exposant a noté f, est une bijection de R sur R} ; elle
est strictement monotone sur R,
+ Sia <0, alors f, est strictement décroissante sur R’
+ Sia > 0, alors f, est strictement croissante sur R
v' Soit a € R}, la fonction f,: R% — R est dérivable sur R,V x € R%, fiy (x) = ax® 1
v' Soit a € R} :si g est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle K, alors
la fonction g* est dérivable sur K,ona: vV x € K, (g%)'(x) = ag'(x)g* 1(x)
v« étant un nombre réel différent de 0 et — 1. Une primitive sur R’ de la fonction x +— x& est

. 1
la fonction x — — x@+1
a+1

Page 44 sur 62



HABOU DJIBO MAHAMADOU
CSP COSPEBA /| GUECHEME
COURS DE MATHEMATIQUE TERMINALE D

v Si g est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle K, alors une primitive
sur K de la fonction g'g® est la fonction ﬁg““

v Limites remarquables

Soit a € R*
Si a>0, alors limx% = et lim x% = 4+
x-0 xX—+00
Si a <0, alors limx% =400 et lim x*=0
x—-0 X—+00
e ox“ ~ Inx ]
lim — = 4o0; lim —=0; Iim —=0sia>0;
x—+00 X% x—+00 eX x—+00 x%
lim x*Inx sia > 0; lim |x|%e* =0
x-0% x—>—00

e. Exemple d’étude de fonctions exponentielle de base a et de fonctions puissances.
i Fonction exponentielle de base a
Soit a un nombre réel strictement positif et différent de 1.
R - R}

On considére ’application :exp,, :
pp pa X — ax

v Calcule suivant les valeursde a : lim exp, x et lim exp,x

X——00 X—+00
v Justifie que exp,  est dérivable sur R puis détermine pour tout x € R, exp,’
v’ Etablir suivant les valeurs de a, le tableau de variation de exp,
v" On désigne par (C,) la courbe représentative deexp, , dans le plan muni d’un repére

orthonormé (0; 1,7). Etudie suivant les valeurs de a, les branches infinies de (C,) puis
tracer (Cg) et (C,)
2

Rép:1¥cas:0<a<1

lim xlna = —oo
lim a* = lim e =0Qcar {**° :
X—+00 xX—+00 llm e*=0
X——00

lim xlna = +o0
X——00

lim a* = lim e*™® = oo car {

X——00 xX——00 lim ex = 400
X—+o00
2ecas:a>1
lim xlna = +o
lim a* = lim e*™ = t+oocar {*77° | ;
x—+00 x—+00 lim e* = 400
X—>+00
lim xlha = —oo
lim a* = lim e** =0car {*"°°_
X——00 X——00 llm e* =0
X——00
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Justification : la fonction x + xIna est dérivable sur R comme fonction mondéme donc la fonction x ~
e*na est dérivable sur R.
Vx € R, expL(x) = (Ina)e*® et Vx € R, e*™* > 0 donc exp, a le signe de Ina
1¥cas:0<a<1
Dans ce cas on a : [na < 0 donc exp,(x) < 0 alors la fonction exp,  est strictement décroissante
sur R
2°cas:a>1
Dans ce cas,lna > 0 donc exp/(x) > 0 alors la fonction exp,  est strictement croissante sur R

v" Tableau de variation

1¥cas:0<a<1 2°cas:a>1
X — 40 X —00 +0oo
expq(X) - expa(x) +
+00

exp, \ €XPa
0
0

1" cas,ona lim a* = 0 donc la droite d’équation y = 0 est asymptote a la courbe

X—>+00
. xlna
i ) ax . xina
lim a* = 4+o0; lim — = lim
X——00 X—>—00 X Xx——o0 Xlha

. e
X lna = —oocar : {xlir_noo xlna +oo : donc la courbe admet
lna <0

une branche parabolique de direction celle de [’axe des ordonnées au voisinage de —oo

2°cas,ona lim a* = 0 donc la droite d’équation y = 0 est asymptote a la courbe

X—>—00
x xlna li exina
lim a* = +o0; lim & = lim x Ina = 4o car: { .M e = T - donc la courbe admet
x—+00 x—+00 X x—+00 xlna Ina > 0

une branche parabolique de direction celle de [’axe des ordonnées au voisinage de +oo

v Tracons les courbes ((31) et (C,)
2

X -2 -1 0 1 2
exp1(x) 4 2 1 7 Ya
2
exp(x) Y Y 1 2 4
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ii. Fonction puissance
R - R%

a oua € R*
XX

a. Etudie les variations de la fonction f,:

Tracer les courbes (C_3) et (C3)

oo

Equations et inéquations

o

Résoudre dans R les équations suivantes : e¥=3 = 4 ; Sp = {3 + [n4}; e**% = —=2,5z = {}
b. Résoudre dans R les inéquations suivantes:e* 3 < 4,Sg =] — ;3 + In4[;e**° <
—Z,SR:{ };ex+6>—2,S]R:]R

CHAPITRE N°6 : CALCULS INTEGRAL
Objectifs :

A la fin de ce chapitre, 1’¢léve doit étre capable de :

v" Définir I’intégral d’une fonction

v" Utiliser les propriétés de I’intégrale dans la résolution des problémes

v" Utiliser les techniques de calcul intégral (formule des primitives usuelles, intégration par parties,
changement de variables affines) pour calculer des intégrales.

v" Déterminer une valeur approchée d’une intégrale

v" Calculer I’aire d’un domaine plan

v" Calculer des volumes (pyramide, cone et boule)
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I. Primitives
1. Définition
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle K.

On appelle primitive de f sur K, toute fonction F dérivable sur K, telle que
F'(x) = f(x) on note aussi : ff(x)dx =F'(x)

2. Propriétés

v Toute fonction continue sur un intervalle K, admet une primitive sur K

v Soit f une fonction admettant une primitive particuliére F sur un intervalle K. alors pour toute
constante reelle c, la fonction x — F(x) + c est une primitive de f sur K.

v" f est une fonction continue sur un intervalle K ; x, un nombre réel de K et y, un nombre réel.
Il existe une et une seule primitive de f sur K prenant la valeur y, en x,

v' Si F et G sont des primitives des fonctions f et g sur un intervalle K, alors pour tous nombres
réel a et b, la fonction aF + bG est une primitive sur K de la fonction af + bg

3. Primitives des fonctions usuelles

fonction f primitves de f intervalle K

x a,(a€R) xPax+c R

] —o0;0[ou]0; +oof

x> x" (nEQ) . 1 Ly
n+1

1 1 ] —o0;0[ou]0; +oof
XHx—n(TlEQ\{l}) XH—W-FC
‘o 1 x+Hx+c 10; +oof
2Vx
X - sinx X+ —cosx+c R
X P COSX x —sinx +c¢ R
x+— 1+tan’x X+ tanx + ¢ ]—E+kn-z+kn[kez
2 "2 ’

x » sin(ax + b) ,a € R*, b ER R

1
X - —Ecos(ax+b) +c

* 1
x - cos(ax+b) ,aeR,bER xHasin(ax+b)+C .
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4. Autres primitives

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle K.

Fonctions Primitives de f
u' Xu((n€Q\{-1} 1 ynH
n+1
u’ 1 1
u_n (Tl € Q\{ }) (TL _ 1)un_1
u' Vu
2\u
u' cosu sinu
u'sinu —cosu
u'v+v'u uxXv
u +v u+v

v Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K, f’ sa dérivée, g une fonction dérivable sur un
intervalle contenant f (K). La fonction g o f est une primitive sur K de la fonction f’ x (g’ o f)
I1.  Intégration d’une fonction continue sur un intervalle
1. Définition
Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K. on appelle intégral de a a

b de f, le nombre réel F(b) — F(a) ou F est une primitive de f sur K. on note :

b
f FG)dx = [FOOIE = F(b) — F(a)

2. Propriétés : relation de Chasles, linéarité, positivité, inégalité de la moyenne, valeur
moyenne d’une fonction
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle |

v Ya€letVbel

b a a
!f(x)dx = —Jf(x)dx et E[f(x)dx =0

v Ya€l,VbeEletVcEl,

b c b
ff(x)dx = ff(x)dx + ff(x)dx (Relation de Chasles)

v Ya€l,VbeEleta€eR
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f(f+g)(x)dx = ff(x)dx + fg(x)dx ; f(af(x))dx = aff(x)dx

Si f est positive sur I, alorsona:Vae€l,vbe€l,a<b

b
ff(x)dx >0

Sif >gsurl alors,ona:vVa€el,vbel,a<b
b

ff(x)dx > fg(x)dx

a

Vael,Vbel,a<b

b b
[ r@ax < [irwax

S’il existe un nombre réel M tel que Vx € [a; b],(a €l,b €l,a < b)

IF()1 < Malors, [ |f(x)] < M|b —al

v

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b],a < b et m et M des nombres réels.
Sivxela;bl,m<f(x)<M alors(b—a)m < f;f(x)dx < M(b — a). (Inégalité de la
moyenne)

Il existe au moins un nombre réel c de [a ; b] tel que m < ﬁf;f(x)dx <M

1 b
f© =5— | fGax

Le nombre f(c) est appelé valeur moyenne de f sur [a ; b]

Si f est une fonction paire et continue sur un intervalle contenant les nombres réels 0 et a, alors

0 a a a
jf(x)dx = Jf(x)dx et Jf(x)dx = Z.ff(x)dx
—-a 0 -a 0
Si f est une fonction impaire et continue sur un intervalle contenant les nombres 0 et a, alors
a a a
ff(x)dx = —ff(x)dx et ff(x)dx =0
-a 0 -a

Si f est continue sur R et périodique de période T, alorsona:VvVa € R

a+T T

f f(x)dxsz(x)dx
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I11. Techniques de calcul intégral
1. Intégration par primitive

Cette méthode est utilisée seulement si on peut trouver une primitive F de la fonction f.
2. Intégration par changement de variable

Soit f: I — R continue sur I. soit ¢: [a ; §] alors :
o)

| oo f Flo@lp' @)t

p(a)
En pratique, pour calculer f:f(x)dx, on pose :
x=¢(t); donc dx=¢'(t)dt; a=¢@(a) et b= @(B)
3. Intégration par parties
Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; b],a < b

Si les fonctions dérivees f' et g’ sont continue sur [a ; b], alors

j (F'(0) x g@0)dx = [F () x g1} j (9'0)  F())dx

4. Fonction définie a I’aide d’une intégrale

Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant a. la fonction F d » finie sur I par

F(x) =Jf(t)dt

Est I'unique primitive sur I de la fonction f qui prend la valeur O en a.

IV. Application de ’intégration
1. Calcul d’aires

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O ;1,]) f étant une fonction continue sur un intervalle [a ; b],
de représentation graphique (C;).
A est I’aire de la partie du plan limitée par (C’f) , (0I), les droites d’équations x = aetx = b

v" Calcul de I’aire d’une partie du plan limité par 1’axe des abscisses et une courbe
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R

N\
N\

AN
\s§

- Si f est continue et positive (figure 1), alors :

b
A =ff(x)dxu.a

- Si f est continue et négative (figure 2), alors :

b
A= —ff(x)dxu.a

- Si f est continue et quelconque, alors :

A = <—ff(x)dx+ff(x)dx—ff(x)dx>u.a

7

)
W W

aWc d%/////b

) )

7 /)

7,
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v’ Calcul de I’aire d’une partie du plan limitée par deux courbes

f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [a; b] (a < b) telles que Vx € [a; b], avec

fx) =z g().

A/Ccf)

a b

™

(&)

L’aire de la partie du plan limitée par les courbes (C’f) et (C’g) et les droites d’équations x = a et x =

b est:

b
A= f(f(x) —g(x))dx u.a

2. Calcul de volumes
Le volume de la partie d’un solide limité par les plans P, et P, d’équations respectives x = aetx = b

aveca < b est déterminer par :
b
V= fS(t)dt u.v
a

S(t) étant I’aire de la section du solide par le plan (P;) d’équationx =t avec (a <b <t) et la

fonction t » S(t) est continue sur [a; b]
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3. Méthode des rectangles
Soit f une fonction positive et continue sur un intervalle [a; b],avec a < b ; pour déterminer une valeur

approchée de :

b
cﬂ=jf(x)dx

On subdivise I'intervalle [a; b] en n intervalles dont les bases sont : a = xg, X4, X, ..., Xp_1, X, = b. Posons :

Z f(xl) Sn —Zf(xl) etT, = ; az <f(xl) +2f(xl+1))

i=0

v Ry Sn et Sn sont appelés valeurs approchées de A par la méthode des rectangles.

v' T, est appelé valeur approchée de A par la méthode des trapézes.
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CHAPITRE N°7 : EQUATIONS DIFFERENTIELLE LINEAIRES
HOMOGENES DU 1FR ET DU 25MF ORDRE A COEFFICIENTS

CONSTANTS
Objectifs :

A la fin de ce chapitre, 1’¢léve doit étre capable de :

Définir les équations différentielles linéaire homogeéne du 1% et du 2" ordre a coefficient constant

Résoudre les équations différentielle linéaires homogeéne du 1°" et du 2" ordre & coefficient constant
1. Définition

v On appelle équation différentielle, toute équation ayant pour inconnue une fonction et dans laquelle
figure au moins une des dérivées successives de la fonction inconnue.

v" Une équation différentielle est dite linéaire lorsque 1’expression de la fonction inconnue et de ses
dérivées successives dans 1’équation est soit 0 ou 1.

v' On appelle ordre d’une équation différentielle, I’ordre le plus élevé des dérivées successives
intervenant dans I’équation.

v" Une équation différentielle est dite sans second membre lorsque I’un de ses membres est nul.

v" Toute fonction vérifiant une équation différentielle sur un intervalle K est solution sur K de cette
équation différentielle.
2. Equations différentielle du typeay’ + by =0;a € R*;b € R

Ces genres d’équations sont appelées : équations différentielles du premier ordre a coefficient constant

sans second membre.

Les seules solutions de cette équation sont les fonctions

fri(x) = ke“g;k ER

3. Equations différentielle du typeay" + by’ + cy =0;a € R* ;b€ Retc e R
Ces genres d’équations, sont des équations différentielles du second ordre a coefficient constant sans
second membre.

a. Equations caracteristiques
On appelle équation caractéristique d’une équation différentielle du type ay" + by’ + cy =0;a €
R*; b € R et ¢ € R, I’équation d’inconnue r suivante : (E.):ar? + br + ¢ = 0.

b. Résolution des équations différentielles du type (E):ay"+ by '+ cy=0;a € R";b €

RetceR

Pour résoudre ce type d’équation, on détermine d’abord I’équation caractéristique associée a 1’équation

différentielle : ensuite, on calcule le discriminant A = b? — 4ac.
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v Si A > 0, alors (E.) admet deux solutions réelles distinctes r; et r,. Par suite les solutions sur R
de (E) sont les fonctions :
fag(x) = Ae™* + Be™*; A;B € R
v Si A =0, alors (E.) admet une unique solution réelle r, et dans ce cas, (E) a pour solutions, les
fonctions :
fag(x) = (Ax + B)e™* A;B €R
v Si A <0, alors (E.) admet deux solutions complexes conjuguées a + if et a — if (a, B) € R? et
dans ce cas, (E) a pour solutions, les fonctions :
fag(x) = [Acos(Bx) + Bsin(Bx)]e™™ A;BER
4. Exercice d’application N°1
a. Reésoudre chacune des équations différentielles suivantes :
(E):y' —y=0;(E):5y" =3y =0;(E3):y' —In2y =0;(E,):3y" +2y =0
b. Déterminer la solution f de (E,) telle quef(0) = —2
c. Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
(E:2y —3y" +y = 0(Ez): 4y-4y'+y=0;(E3):y —4y" + 5y = 0
d. Déterminer la solution g de (E,) telle que : g(0) = —2et g'(0) =0
5. Exercice d’application N°2
On considere les équations différentielles ci —apres : (E):y' + 2y =e et (E'):y' +2y =0
1. Vérifie que la fonction g dérivable sur R et définie par: g(x) = (x + 1)e~2* est une solution
de (E)
2. Démontrer qu’une fonction f est solution de (E) si et seulement si f — g est solution de (E')

3. Déduis les solutions sur R de (E)

CHAPITRE N°8 : SUITE NUMERIQUES
Objectifs :

A la fin de ce chapitre, I’éléve doit étre capable de :

v" Utiliser le raisonnement par récurrence pour établir certaines propriétés.

v Démontrer qu’une suite est convergente

v' Utiliser la propriété : toute suite croissante (resp. décroissante) et majorée (resp. minorée) est
convergente

v' Utiliser la propriété : si U,.,, = f(U,), (U,) convergente de limite | et f continue en l alors f (1) =
l

v" Utiliser les théorémes de comparaison lors de la résolution des problémes
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1. Définitions :
B On appelle suite numérique, toute fonction définie de N vers R
B L’ensemble de définition d’une suite est I’ensemble des entiers naturels supérieurs ou égaux a un
entier naturel donne.

2. Notion et vocabulaire
. . N R pr s
Soit lasuitew: =, et (E) son ensemble de définition
n - u(n)

B Cette suite est notée (U,,),,cg Ou simplement (U,,)
B L’image de n par u, u(n) est notée U, elle est appelée terme d’indice n (ou terme de rang n lorsque
E =NY).
B Lorsque U, est fonction de n, on I’appelle terme général de la suite.
3. Mode de définition d’une suite
v On peut définir une suite numérique (U,),eg par la donnée d’une formule qui détermine U,, en
fonction de n. une telle suite est dite définie par une formule explicite.
v On peut aussi définir une suite par la donnée :
- De son premier terme ou d’un terme défini par sa valeur numérique et son indice
- D’une formule de récurrence qui explicite le calcul de U,,,, en fonction de U,,. Une telle suite
est dite suite définie par récurrence.
4. Suite majorée, minorée et bornée
Soit (U,,)neg UNne suite numérique
B (U,)neg est dite majorée si et seulement si il existe un nombre réel M tel que Vn € E, U, < M
B (U,),cx est dite minorée si et seulement si il existe un nombre réel m tel que Vn € E, U,, > m
B (U,),cx est dite bornée si et seulement si elle est a la fois majorée et minorée.
5. Sens de variation d’une suite
Soit (U,),eg Une suite numérique
+ Sivn€eE, U, < Uy, alors (U,),cg €St croissante
+ SivneE, U, <U,.,alors (U,),cg est strictement croissante
+ Sivn€eE, U, = Uy, alors (U,) e est décroissante
+ SivneE, U, > Uy, alors (Uy) e st strictement décroissante
+ Sivne€E, U, = Uy, alors (U,) e est Constante

Remarque : on dit que Si (U,)ner €St monotone si elle est soit croissante, soit décroissante
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Convergence
a. Définition
Une suite numérique est dite convergente si elle admet une limite finie quand n tend vers +oo :
c’est-a-dire :

lim U,=1;l€R

n—-+oo

Une suite numérique est dite divergente si elle n’est pas convergente.

b. Propriétés (limites et comparaison).

Soient (Uy,); (V,) et (W) trois suites numériques.

S’il existe un entier naturel noté n, tel que 1’on ait pour tout entier n > n,, U, <V, et si

lim U, =1let lim V, =10, alorsl <
n—-+oo n—+oo

S’il existe un entier naturel n, tel que 1’on ait pour tout entier naturel n = ng, V;, < U, < W,

etsi lim V, = lim W, =1l alors: lim U, =1

n—-+oo n—-+oo n—-+oo
S’il existe un nombre réel [ et un entier naturel n,tel que I’on ait pour tout entier n > ny,

|U, — 1| <V,et lim V, =0;alors lim U, =1

n-+oo n-+oo
Toute suite croissante et majorée est convergente.
Toute suite décroissante et minoree est convergente.
Toute suite croissante et non majoreée est divergente
Toute suite décroissante et non minorée est divergente
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle 1. Si (U,,) est une suite, a valeur dans I,

qui converge vers un nombre réel aetsi lim f(x) = b, b € R, alors : hrp fWU,) =»b
x—a n—

Soit g une fonction continue sur un intervalle K ; soit (u,,) une suite a valeur dans K définie
par la formule de récurrence U,,.; = g(U,). Si (U,) converge vers a, alors a est une solution
de I’équation g(x) = x dans K.

Si lim V, = +4oo et si a partir d’un certain rang U,, = V;,, alors lim U, = 4+

n—-+oo n—-+oo
Si lim V,, = —oo et si a partir d’un certain rang U,, < V,, alors lim U, = —oo
n—-+oo n—-+oo

Soita e R} eta € R,

n n
Sia>1,alors lim = = 4o Sio<a<1,alors lim —=0
n-+oo n% n-+oo n%
7. Raisonnement par récurrence. Pour démontrer une propriété par récurrence :

Pour démontrer une propriété par récurrence,

v
v

On la vérifie au premier ordre (pour la premiére valeur prise par n)

On la suppose vraie pour un n supérieur ou égal au premier ordre

Page 58 sur 62



HABOU DJIBO MAHAMADOU
CSP COSPEBA / GUECHEME
COURS DE MATHEMATIQUE TERMINALE D
v On le démontre a I’ordre n + 1. Puis on conclut que la propriété est vraie pour tout n.
8. Suite arithmétique, suite géométrique
1. Suites arithmétiques
a. Définition
Une suite (U,,) e est dite arithmétique s’il existe un nombre réel r tel que : Vn € E, Uyy1 — U, = 7.
r est appelé raison de la suite.
b. Propriétés
Soit (U,)ner Une suite arithmétique de raison r et U, un terme de (U,,)
vV VneE U, =U,+n—-k)r

v' Lasomme S de p termes consécutif Uy, U1, ..., Ug4p—1 de la suite (U,) est données par la

formule :
(U + Upip-1) X p
Sp =Ux + Ugs1 + -+ Ugip-1 = 5
v' a,b et c sont dans cet ordre, des termes consécutifs d’une suite arithmétique si et seulement
sip = <€

2

2. Suites géométriques
a. Définition
Une suite (U,)nep est dite géométrique s’il existe un nombre réel q tel que Vn € E, U1 = qU,, q
étant la raison de la suite
b. Propriétés
Soit (U,,)neg Une suite géométrique de raison q et U, un terme de (U,,)
v vnenU, =q" kU,
v' La somme S de p termes consécutif Uy, Uyq, ..., Ug4p—1, de la suite (U,) est donnée par la
formule
_ Ur(1 —qP)
1-q

v' a,b et c sont dans cet ordre des termes consécutifs d’une suite géométrique si et seulement si

S

b’ =axc
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CHAPITRE N°9 : SERIES STATISTIQUES A DEUX VARIABLES

(DOUBLES)
Objectifs :

A la fin de ce chapitre, 1’¢léve doit étre capable de :
v’ Représenter un nuage de point
v" Déterminer le point moyen
v' Déterminer les équations des droites de régression et tracer ces droites
v' Calculer et interpréter le coefficient de corrélation
1. Nuage de points, point moyen d’un nuage
i. Définitions
P est une population d’effectif N, sur laquelle sont définis deux caractéres X et Y.
{x1, x5, ..., x,}, ’'ensemble des modalités du caractére X, noté My ;
{1, Y2, -.s, Vi }, 'ensemble des modalités du caractére Y, noté My ;
@ I’application de P dans R X R définie par : ¢(a) = (X(a) ;Y(a))
x; et y; deux modalités respectives de X et Y.
F la représentation graphique de My X My dans le plan muni d’un repére orthogonal.
v' On appelle effectif du couple (xl- ;yj) le nombre d’antécédents de ce couple par
I’application ¢ ; cet effectif est noté : n;;
v’ On appelle série statistique double de caractére (X ;Y) ’ensemble des triplets (x;; y; ;1)
v/ On appelle nuage de points associé a la série statistique double de caractere (X ;Y) la partie

de F dont tous les points ont un couple de coordonnées (xi ;yj) d’effectif non nul.

NB : lorsque les n;; = 1, on a une série statistique double linéaire.

q

=,

p
i=1j=1
ii. Représentation du nuage de points par un diagramme cartésien.

X; 1 2 3 4 5 6 7 8
Yj 40 45 50 60 55 80 90 125
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Nuage des points

140

120 LJ
100
[
80 ( J
=
60 ( J Py
PS [ J

40 ( J

20

0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Xi
iii. Point moyen

On appelle point moyen d’un nuage de n points M; de coordonnées (x; ; y;) telles que :
P

R )
Xe =x=2/ % e Ye =Y =2/ Vi

i=1 i=1
2. Ajustement linéaire
Suivant la forme du nuage de point M;; (xi ;xy). On peut essayer de trouver une fonction qui modélise

le lien entre les deux caracteres X et Y, de telle fagon que la courbe d’équation y = f(x) passe « le
plus trés possible » du nuage de points.

I. Ajustement affine par la méthode des moindres carrés
On démontre et nous admettons que pour un nuage de meilleur ajustement au sens des moindres carrés
ordinaires. Ces droites s’appellent droites de régression. L une appelée droite de régression de y en x

et a pour équation:y = ax+ b. L’autre appelée droite de régression dexeny et a pour

équation: x =a’'y + b’.
_Cov(X;Y)_ o _ ,_Cov(X;Y) (b= E— '
B2 A 7705 B

p p
1 NyxXq + NpXy + -0+ Ny Xy 1 ny: + Ny, + o+ Yy
x=—Znixl-= ety=—Zn]y]=
ng+ny,+--+n, N,1 ng+n,+--+n,
]:

i=1

D

p 2
P oni(x; — %)% 1 Yoy -y 1
V(X)) === ;,( i = %) =— nx? | —x2etV(Y) = =2 ! ;,( ) =) =— ny? | = y?
n; N n; N
i=1 14 j=1"7 j=1

i=1

V(X) est la variance de la série (x; ; n;) et V(Y) est la variance de la série (yj ;nj)
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La détermination de la covariance notée Cov (X ;Y) peut se faire suivant la forme du tableau statistique
que I’on utilise. Par exemple :

> Pour les tableaux simples de la forme ci-dessous

X; X Xy Xp

Yi Y1 Y2 Yo

D
1
Cov(X;Y) = NZ Xy — Xy
i

» Pour les tableaux a double entré de la forme ci-dessous

Xi
X, X, Xp Total
Yj
V1 N1 N21 Np1 Ny
Y2 Ny Ny Np2 N;
Yq Nygq Nygq Npq Ny
Total N, N, N, N
AR
Cov(X;Y) = N z Z n;ixy; | — (xy)
i=1 j=1

ii. Ajustement linéaire par la méthode de Mayer
La méthode de Mayer consiste a partager la série double en deux sous séries d’effectifs égaux (a une
unité prés, car le nombre de valeurs peut étre impair).
On calcul les coordonnées des points moyens G, et G, de chague sous série. La droite passant par les
points G, et G, est une droite d’ajustement du nuage passant par le point G(x ; ¥) appelée droite de
Mayer du nuage.

3. Qualité de I’ajustement linéaire
La qualité de 1’ajustement linéaire se mesure par le coefficient de corrélation linéaire noté r et defini
par :

_Cov(X;Y)  Cov(X;Y)
"T .0 T vovm

o(X); a(Y) sont respectivement les écart types de X et Y.

Remargue :
v" r ale méme signe que la covariance
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v —1<r<i1
v" Interprétation
- Si|r| =1, alors on dit que I’ajustement est parfait. Dans ce cas, les résultats sont fiables
- Si 0,87 <r <1, alors on dit qu’il y a une forte corrélation entre les variables. Dans ce cas les
résultats sont encore fiables.
- Sir < 0,87, alors on dit que la liaison entre les deux variables est lache. Dans ce cas, les
résultats ne sont pas fiables

- Si|r| est voisin de 0, on dit qu’il y a indépendance linéaire statistique.

FIN DU PROGRAMME
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