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LOGIQUE ET RAISONNEMENTS
Quelques motivations

* Il est important d’avoir un langage rigoureux. La langue frangaise est souvent ambigue.
Prenons I'exemple de la conjonction « ou » ; au restaurant « fromage ou dessert »

signifie 'un ou I'autre mais pas les deux. Par contre si dans un jeu de carte on cherche « les as
ou les cceurs » alors il ne faut pas exclure I'as de coeur. Autre exemple : que répondre a la
question « As-tu 10 DH en poche ?» si I'on dispose de 15 DH ? « |l y a des notions difficiles a
expliquer. C’est le but de ce chapitre de rendre cette ligne plus claire ! C’est la logique.

Enfin les mathématiques tentent de distinguer le vrai du faux. Par exemple « Est-ce qu’une
augmentation de 20%, puis de 30% est plus intéressante qu’une augmentation de 50% ?».
Vous pouvez penser « oui » ou « non », mais pour en étre sar il faut suivre une démarche
logique qui méne a la conclusion. Cette démarche doit étre convaincante pour vous mais aussi
pour les autres. On parle de raisonnement.

Les mathématiques sont un langage pour s’exprimer rigoureusement, adapté aux phénomeénes
complexes, qui rend les calculs exacts et véritables. Le raisonnement est le moyen de valider
ou d’infirmer une hypothése et de I'expliquer.

1. PROPOSITION :

Une proposition est une phrase soit vraie, soit fausse, pas les deux en méme temps.

Exemples :

-« Je suis plus grand que toi. »
—«2+2=4>»
—«2%X3=7T»

~«Pour tout xeR,ona x*>0 »
2. OPERATIONS LOGIQUES::
Si P est une proposition et Q est une autre proposition, nous allons définir de nouvelles

propositions construites a partir de P et de Q.

2-1) L’opérateur logique «et »

La proposition « P et Q » est vraie si P est vraie et Q est vraie. La proposition « P et Q » est
fausse sinon. On résume ceci en une table de vérité

P\Q|V|F
v |V]|F
F |[F|F

FIGURE 1- Table de vérité de « Pet @ »
Exemplel : soient les propositions P"(ﬁzl) et Q"(‘—ﬁ‘:—\@) La proposition P est vraie si Q

est fausse Donc La proposition "petQ" est fausse

Exemple2 :si P est la proposition « Cette carte est un as » et Q La proposition « Cette carte est
cceur » alors La proposition « P et Q » est vraie si la carte est I'as de cceur et est fausse pour
toute autre carte.
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2-2) L’opérateur logique « ou »

La proposition « P ou Q » est vraie si 'une (au moins) des deux proposition s P ou Q est vraie.
La proposition « P ou Q » est fausse si les deux proposition s P et Q sont fausses. On reprend
ceci dans la table de vérité :

P\Q|V|F
v v | v
lT 1\'? I_"

FIGURE 2 — Table de vérité de « P ou @ »

Exemple : soient les propositions P"(ﬁZl) et Q"(‘—\E‘:—ﬁ)

La proposition P est vraie si Q est fausse

Donc La proposition "PouQ" est vraie

2-3) La négation « non »

La proposition « non P » est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie.
On note P la négation de La proposition P

P

1
0

AaAlo -o|

FIGURE 1.3 — Table de vérité de « non P »
2-3) L’implication =
La proposition « (non P) ou Q » est notée « P = Q ». Sa table de vérité est donc la suivante :

p| gq| (P=9)
11 1] 1
110/ 0
o] 1] 1
o] o] 1

FIGURE 1.4 — Table de vérité de « P = Q »

La proposition « P = Q » se lit en francais « P implique Q ». Elle se lit souvent aussi «si P est
vraie alors Q est vraie » ou «si P alors Q ».

Par exemple:

1)"0<1"="y2 =1" est fausse

2)"1+2=4"="{2 =-1" est vraie Eh oui, si P est fausse alors La proposition « P = Q » est
toujours vraie.

3)0<x<100=+/x <10 est vraie (prendre la racine carrée).

3) xe]-o0;-4]= x2+3x—4 > 0est vraie (étudier le bindbme).

4) "sinx=0=x=0"est fausse (regarder pour x =211 par exemple).

Remarque :

Les propositions suivantes ont la méme signification :

1 si ABCD est un carrée alors ABCD est un parallélogramme.

[0 ABCD est un carrée implique ABCD est un parallélogramme.
[1 Pour que ABCD soit un parallélogramme il suffit qu’il soit un carrée.
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[1 Pour que ABCD soit un carrée il faut qu'il soit un parallélogramme

En générale : siona: P = Q on peut dire que :

Q est une condition nécessaire pour que ABCD un parallélogramme est nécessaire pour que
ABCD soit un carrée

P est une condition suffisante pour que ABCD un carrée est suffisante pour que ABCD soit un
parallélogramme

2-4) L’équivalence <

& L’équivalence est définit par : « P < Q » est La proposition «(P = Q) et (Q = P)». On dira
« P est équivalent a Q » ou « P équivaut a Q » ou « P si et seulement si Q ». Cette proposition
est vraie lorsque P et Q sont vraies ou lorsque P et Q sont fausses. La table de vérité est :

plg |(Pea)

111 1

110 0

011 0

0]0 1 FIGURE 1.5 — Table de vérité de « P < Q »
Exemples :

1)"0<-1"<"J2 =1" est vraie

2) Pour xeR et X' eR I'équivalence xxx'=0<>x=00u x'=0 est vraie.

3)Voici une équivalence toujours fausse

(quelle que soit La proposition P): « P < non(P)».

2-5) Loi logique ou une tautologie.

Activité : En utilisant les tableaux de vérité ; déterminer les valeurs de vérité des propositions
suivantes :

1-(((P=>Q)et(@=>P)] = (P=10Q)

2-P=>QetQ=R>(P=>R

Définition : On appelle une loi logique toute proposition constitué par des propositions liées
entre elles par des connexions logiques est qui est toujours vraie quel que soit la valeur de
vérité des propositions qui la constituent.

Une loi logique s’appelle aussi une tautologie.

Proposition 1 : Soient P, Q, R trois proposition s. Nous avons les équivalences (vraies)
suivantes :

1) P < non(non(P))

2.(PetQ) & (QetP)

3.(PouQ) & (QouP)

4. non(P et Q) < (non P) ou (non Q)
5. non(P ou Q) < (non P) et (hon Q)
6.Pet(QouR) & (PetQ)ou (PetR)
7Pou(QetR) & (PouQ)et(PouR)
8. « P = Q» < «non(Q) = non(P)»

Démonstration : Voici la démarche de démonstrations : Il suffit de dresser les tables de vérités
de et comme elles sont égales les deux propositions sont équivalentes
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3. Quantificateurs et fonction propositionnelle
Si une proposition P dépend d’'un parametre x on I'appelle fonction propositionnelle

Définition : Une fonction propositionnelle sur un ensemble E est une expression contenant une
ou plusieurs variables Libres dans E et qui est susceptible de devenir une proposition vraie ou
fausse si I'on attribue a ces variables certaines valeurs particulieres de 'ensemble E

Par exemple « x> >0, La fonction propositionnelle P(x) est vraie ou fausse selon la valeur de x.
La proposition « ¥xeR:x*>0» est une proposition vraie

Lorsque les propositions P(x) sont vraies pour tous les éléments x de 'ensemble E

3.1 Le Quantificateurs V: «pour tout» :

On lit « Pour tout x appartenant a E, P(x) »

Sous-entendu « Pour tout x appartenant a E, P(x) est vraie ».
Exemples :

«Vx e[L;+00[ : x* 21)» est une proposition vraie.

«VxeR:x*>1)»est une proposition fausse.
«VneN:n(n+1))»est divisible par 2» est vraie.

3.2 Le Quantificateurs 3: «il existe»
La proposition 3xeE/P(x)est une proposition vraie lorsque I'on peut trouver au moins un x de

E pour lequel P(x) est vraie. On lit «il existe x appartenant a E tel que P(x) (soit vraie)».
Exemples :

1) «3IxeR:x(x-1)>0)» est vraie (par exemple x = 1 (1 vérifie bien la propriété).

2)«3IneN:n*-n>n)»est vraie (il y a plein de choix, par exemple n=3 convient, mais aussi n=10
ou méme n=100, un seul suffit pour dire que La proposition est vraie)

3) «IxeR:x* =-1)» est fausse (aucun réel au carré ne donnera un nombre négatif)

3.3 La négation des Quantificateurs :

La négation de «Vxe E:P(x))»est «Ixe E:P(x)».
».

(
La négation de «3xe E:P(x))»est «VxeE:P(x)
Exemples :
1)La négation de «VxeR:x* >1)»est La proposition IxeR:x* <1
En effet la négation de x* >1est non(x* >1) mais s’écrit plus simplement x* <1.
2)La négation de « VxeR:x+leZ)»est «IxeR:x+1gZ)»
3)La négation de «IxeR:x* =-1)»est «Vxe R:x* #-1)»
4) La négation de P :«VxeR;3y>0:x+y>10» sa negation est :

P «IXeR; VY >~0:x+y=<10»

Remarques

L’ordre des Quantificateurs est trés important. Par exemple les deux phrases logiques :
«VxeR;dyeR:x+y>0» et IxeR;VyeR:x+y>0 sont différentes. La premiére est vraie, la

seconde est fausse. En effet une phrase logique se lit de gauche a droite, ainsi la premiére
phrase affirme « Pour tout réel x, il existe un réel y

(qui peut donc dépendre de x) tel que x +y > 0.» (Par exemple on peut prendre y =|x|+1). C’est
donc une phrase vraie. Par contre la deuxieme se lit :

« |l existe un réel y, tel que pour tout réel x, x +y > 0.»

Cette phrase est fausse, cela ne peut pas étre le méme y qui Convient pour tous les x !

On retrouve la méme différence dans les phrases en frangais suivantes. Voici une phrase vraie

« Pour toute personne, il existe un numéro de téléphone », bien sdr le numéro dépend de la
Prof / ATMANI NAJIB http://www.xriadiat.com/ 4
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personne. Par contre cette phrase est fausse : « Il existe un numéro, pour toutes les personnes
». Ce serait le méme numéro pour tout le monde !
Remarques :

1)Quand on écrit «IxeR: f (x)=0)»cela signifie juste qu'il existe au moins un réel pour lequel f
s’annule. Rien ne dit que ce x est unique. Afin de préciser que f s’annule en une unique valeur,
on rajoute un point d’exclamation : 3xeR: f(x)=0

2)Pour la négation d’une phrase logique, il n’est pas nécessaire de savoir si la phrase est
fausse ou vraie. Le procédé est algorithmique : on change le « pour tout » en «il existe » et
inversement,

Exercicel : Donner la négation et la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes
1P:"vxeR/x*>0"

2) P: "IxeR/x*-2=0"

3)P:xe [L‘ 2[

4)P:" VneN/%eN"

5)P:(vxeR);-1<cosx<1

6) P:(VneN);(3meN):n<m

7) P:(3neN) 2n+1 est pair

8) P:(vneN);v/neN

9)P:(vx eR);(3y eR):y —x >0

10)P:(3x eR);2x +4=0

11) P:(3x eR);x* =2

12)P:(3x eZ);XZeZ

13)P:(vx eR);(3y eR):y*=x

Solution :

1)P:"3xeR/x2<0" etona P:estfausse
2)P "vxeR/x*-2#0" etona P:estvraie
3)P : X%[:L'Z[

4) P HneN/geN" et on a P:est fausse

5)P (3xeR);cosx~1 Oucosx<—1 etona P:estvraie
6) P (IneN);(vmeN):n>m etona P:est vraie

7) P (vneN) 2n+1 estimpair  P:est fausse

8)P (IneN);J/negN etona P:estvraie

P 9)(3xeR);(VyeR):y-x<0 etona P:estfausse
10)P:(3'x eR);2x +4=0 on a P:est vraie

11) P: (3x eR);x*=2 ona P:est fausse

12) P (VXEZ);%gz et on a P:est vraie

13)P (3xeR);(WyeR):y*=x etona P:estfausse

Exercice 2 Ecrire a l'aide de quantificateurs les propositions suivantes :
1. Le carré de tout réel est positif.
2. Certains réels sont strictement supérieurs a leur carré.
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3. Aucun entier n'est supérieur a tous les autres.

4. Tous les réels ne sont pas des quotients d'entiers.
5. Il existe un entier multiple de tous les autres.

6; Entre deux réels distincts, il existe un rationnel.
Solution :

1. "vxeR/x*>0"

2."Ix eR,X>X°
3. (VneN);(ImeN):n<m

4.(E|XER)Z(VI’IEZ);(VITIEN*)ZXi%
5.(3neN);(VmeN)(3k e N):n=mxk
6.(VxeR);(VyeR)/x<y=32eQ/x<z<Yy
4. RAISONNEMENTS

Voici des méthodes classiques de raisonnements.

4.1. Raisonnement direct : On veut montrer que La proposition « P = Q » est vraie. On
suppose que P est vraie et on montre qu’alors Q est vraie
Exemplel: xeR;yeR

0<x=<2
Montrer que : :LLE >~1
0<y=<2 x vy
1 1
_>._
0<x<2 x 2 11 11
0<y<2 |1 17 %y 272
Solution : =Y —>= y
:>1+l>1
Xy
Exemple2 : XeR" Montrer que : L =1-Jx=x=0
1+\/§
R 3
Solution : 1+\/;_1—\/§:>(1+\/;)(1—\/;)—1

:>1+(\/§)2:1:>1+x:1:>x:0
Exemple3: 1) Montrer que :(V(a;b)eRZ):aZ+b2:0:a:0 etbh=0
2) XeR" et yeR" Montrer que: x+y+2=2Jx+2/y =x=y=1
Solution: 1)@2+h?=0=a?=-h?=a2eR"
Or on saitque a?2e R donc a2e R" "R~ donc a2=0 donc a=0
Et puisque a2+b?=0 alors b=0
2) x+y+2=2x+2Jy = x-2Jx+1+y-2,Jy +1=0

2 2
:>(\/;—1) +(\/§—1) :O:>\/;—1:0 et \/9—120 d’apres1)
:>\/;:1 et \/y=1:>x:1 et y=1
Donc : x+y+2=2\x+2[y = x=y=1
Exemple4 : Montrer que :(V(a;b) e R?):a2+b2=1=|a+b| <2
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Solution : 1)supposons que : a2+hb2=1

Or on sait que V(a;b)eR :(a—b)2>0

Donc : a2—2ab+b?>0 et puisque : a2+b2=1 alors :
1-2ab >0 Donc 2ab<1l et a2+b2=1

Par suite : a2+b2+2ab<2donc (a+b)2<2

donc \/(a+b)2 S\/E donc |a+b S\/E

Or on sait que a2e R" donc a2e R" nR™ donc a2=0 donc a=0
Et puisque a2+b?=0 alors b=0
2) x+y+2:2\/§+2\/§:>x—2\/§+1+y—2\/§+1:0

2 2
:>(\/;—l) +(\/§—1) :0:>\/;—1:0 et \/§—1=o d’apres1)
:>«/§=1 et\/yz1:>x:1 et y=1
Donc:x+y+2:2\/§+2\/§:>x:y:1

Exemple5 : Montrer que si acQ et beQ alors a+beQ
Solution : Prenons aeQ et beQ. Rappelons que les rationnels Q sont 'ensemble des réels

s'écrivant 2 avec peZetqeN".
q

P

Alors a=-— avec peZetqeN"; De méme b=
q

- avec p'eZetq eN"donc
q

_ PXA*+XP or je numérateur pxq'+qx p'esthbienun élémentde Z; le

a+h=P1 P ;
q axq

p!
q!

"
dénominateur gxq’ est lui un élément de N*. Donc a+b s’écrit bien de la forme a+b=%avec
q

p"eZetq" eN"Ainsi a+beQ

Exemple6 : on considere la fonction définie sur R—{—%} par :

f(x)= 2XX++21 Montrer que : |x—1|<%:>%|x—]js|f (x)- f (1)|s%|x—1|

Solution : |x—]1<1:>—1<x—1<£:>£<x<§
2 2 2 2 2
_ X+2 1= x+2—2x—1: 1-x
2x+1 2x+1 2Xx+1
1-x
2x+1

Ona: f(x)-f(1)

Donc : |f(x)-f(1)|=

:|1—X|><L
|2x+1]
Etona: |x—]4<:>%<x<g:>2<2x+1<4

1 1 1 1 1
32'< |2x+1| -<E:>Z|X—]JS|f (X)— f (1)|S§|X—1|

) 1 1 1
Donc : |x—1|<5:>Z|x—]43|f (x)-f (1)|§E|x—1|
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Exemple7 :Montrer que : neN:n—HeN

n+2
Solution :
Ona: neN donc n+1<n+2

donc 0< L 21 donc n—He‘N
n+2 n+2
Exemple8 : Montrer que pour tout Vxe[-2;2]: 2\2 - Ja-x2.

Solution : 'inéquation est définie ssi voici le tableau de signe :

T [0 -2 2 +4oo

4—z? —¢+¢—

D, =[-2,2]
Soit xe[-2;2].
Zﬁ—mz(zﬁ)_(m)z 8-4+x?

22 iJh—x2  22+b-x

4+x2
N2-Ja-xe=——""" 0
22 +/4-x2

donc Vxe[-2;2]: 242 = J4—x?

4.2. Raisonnement par disjonction des cas :

Si I'on souhaite verrier une proposition P(x) pour tous les x dans un ensemble E, on montre La
proposition pour les x dans une partie A de E, puis pour les x n’appartenant pas a A. C'est la
méthode de disjonction des cas ou méthode cas par cas.

Donc : Si on montre que les deux proposition P = Q et P = Q sont vraies (et puisque la derniére
proposition est une loi logique) on peut conclure que Q est vraie.

Exemplel: Montrer que pour tout VxeR:|x-1 <x2—x+1.

Solution : Soit xeR. Nous distinguons deux cas.

Premier cas : x>1  Alors|x—1|= x—1.

Calculons alors (x2—x+1)—(x—1)=x2—x+1-x+1
(X2=x+1)—(x-1)=x2-2x+1+1=(x-1)2+1>0 Ainsi x2-x+1>[x-1
Deuxiéme cas : x < 1. Alors|x—1|=—(x-1).

Nous obtenons (xz—x+1)+(x—1)= X2—x+1+x-1=x2>0.

Et donc x2—x+1>[x-

Conclusion : Dans tous les cas x2—x+1z|x—14.
1

J1+X

Exemple2 : résoudre dans R l'inéquation (E): l—§>

Solution : soit S 'ensemble des solution de(E)

et Xe]—l;-l—oo[ on a'X€S<:>ﬂ> L
' 4 J1+x

1cas:si Xe[4+0] alors 4—x<0 donc S=@
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2 cas : si xe|-1,4[ alors 4—x>0 donc

2

-x, 1 (4_)( <:>x(x2—7x+8)>0

TN TR j>[¢11+_xj
7-\17 ] 7—J1_7]

@XE}O;—} donc S, = [0; 5

2

7-7]
2

Donc S = S]_USZ ::|O|

Exemple3: résoudre dans R I'inéquation (1): |x-1+2x-3>0
Solution : soit S I'ensemble des solution de (1)

soit xeR: on va déterminer le signe de : x—1

T [—oo 1 400
z—1 —f)+

si X6[1;+00[ alors [x-1=x-1

donc l'inéquation (1)devient : X—1+2X-3>0<>3x-4>0
4
X-420< ng donc : Slz{gﬁoo{m[l&oo[:{%ﬁoo[

si XE]—OO;l] alors |X—1I = —(X—l) =—Xx+1
donc l'inéquation (1)devient : —X+1+2X-3>0<x>2
donc S, =[2;+uo[ N]-0;1] =2

4
finalement: S=S US, = [5;4-00{

Exemple4 : Montrer que pour tout VxeR:y/x2+1+x>0.
Solution : Soit xeR. Nous distinguons deux cas.
Premier cas : X>0  Alors x2>0 donc x2+1>1>0

donc Vx2+1>=0 etona x>0 donc vx2+1+x>0
Deuxiéme cas : X<0.ona X2+1>x2

donc +/x2+1>=+/x2 donc +/x2+1>|x| or x<0
alors on a: Jx2+1>—x donc x2+1+x>0

finalement : VXxeR:/x2+1+x>0
Exemple5 : résoudre dans R I'inéquation (1): x?—|x-2/+5=0

Solution : soit S I'ensemble des solution de (1)

soit xeR: étudions le signe de : x—2

Premier cas : si X€[2;+0[ alors [x—2/=x-2

donc I'équation (1)devient : XZ—(X—2)+5:O<:> X2—x+7=0
A=1-28=-27<0 donc: S, =9
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Deuxiéme cas : si Xe |-»;2[ alors |X—2| =—(X—2)=—X+2

donc I'équation (1)devient : X2+(X—2)+5:0 S X2+x+3=0
A=1-12=-11<0 donc S, =9

finalement: S=§,US,=¢

Exemple 6 :Montrer que n(n+1)(n+2) est un multiple de 3 pour tout neN.
Solution : soit ne Non a 3 cas possibles seulement pour n

N=3K ou N=3k+1 ou N=3k+2 aveckeN

lcas: n=3K

n(n+1)(n+2)=3k(3k+1)(3k+2)=3k" Avec k’'=k(3k+1)(3k+2)

Donc n(n+1)(n+2) est un multiple de 3

2cas: n=3k+1
n(n+1)(n+2)=(3k+1)(3k +2)(3k+3) =3(3k +1)(3k +2)(k +1) =3k’
Avec k'=(3k+1)(3k+2)(k+1)

Donc n(n+1)(n+2) est un multiple de 3

3cas: N=3K+2
n(n+1)(n+2)=(3k+2)(3k+3)(3k+4)=3(3k +2)(k+1)(3k +4) =3k’
Avec k'=(3k+2)(k+1)(3k+4)

Donc n(n+1)(n+2) est un multiple de 3

Conclusion : VneN n(n+1)(n+2) est un multiple de 3

4.3. Raisonnement par contraposition :

Le raisonnement par contraposition est basé sur I'équivalence suivante :
La proposition « P = Q » est équivalente a « non(Q) = non(P) ».

Donc si I'on souhaite montrer La proposition « P = Q »

On montre en fait que non(Q) = non(P) est vraie.

Exemplel: xeR etyeR

Montrer que : X#2 et Y#2 = 2X+2y—-Xy—2#2
Solution : soitxeR ety e R

Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montrons que : 2X+2y—-Xy—-2=2= Xx=2 ou y=2
Ona: 2X+2y—-xy—-2=2= 2x+2y—-xy-4=0
=x(2-y)-2(2-y)=0=(2-y)(x-2)=0
=2-y=00u x-2=0 =y=2 ou x=2

Donc: X#2 et y#2=2X+2y—Xxy—2#2

Exemple2: xeR etx=#-5
X+2
Montrer que : X#-8 =>——#2
X+95

Solution : soitxeR etyeR
Utilisons un Raisonnement par contraposition :
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X+2
Montrons que : : ——=2= Xx=-8
X+5

X+2
Ona: ——=2= x+2=2(x+5)
X+5
= X+2=2x+10=x=-8
X+2
Donc: x#-8 =>——#2
X+5
Exemple 3 : Soit neN. Montrer que si n2 est pair alors n est pair.
Solution : Nous supposons que n n’est pas pair
Nous voulons montrer qu’alors n2 n’est pas pair

Comme n n’est pas pair il est impair et donc il existe k eN tel que n=2k +1.
Alors nz=(2k +1)2=4k2+4k +1=2(2k2+2k)+1=2k'+1avec k'=2k?+2k eN.

Et donc n? est impair.

Conclusion : nous avons montré que si n est impair alors n2 est impair. Par contraposition ceci
est équivalent a : si n2 est pair alors n est pair.

Exempled: xeR;yeR

Montrer que : x#y=(x+1)(y-1)=(x-1)(y+1)

Solution : Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montrons que : (x+1)(y-1)=(x-1)(y+1)=>x=y ??

Ona: (x+1)(y-1)=(x-1)(y+1)= xy-x+y-1=xy+x-y-1
= -2X=-2y=>X=Y

Donc : x#y=(x+1)(y-1)#(x-1)(y+1)

Exemple 5: Soit neNet peN

Montrer que NX P est pair ou N?-p? est un multiple de 8
Solution :
e Sinou p sont pairs alors NX P est pair

e Sinou p sontimpairs alors
n=2k+1 et p=2k'+1 avec keNk'eN
Donc n2—p?=(2k -|-1)2 —(2k’+1)2
n2—p2=4(k(k+1)-K'(k'+1)) eton a: m(m+1) est pair
n2—p2=4(20—-2p)=8(a-)=8K" donc n2- p? est un multiple de 8

4.4. Raisonnement par 'absurde :

Le raisonnement par I'absurde repose sur le principe suivant : pour montrer « P = Q » on
suppose a la fois que P est vraie et que Q est fausse et on cherche une contradiction. Ainsi si P
est vraie alors Q doit étre vraie et donc « P = Q » est vraie.

Exemplel: Soient a>0 et b>0 Montrer que si i:Lalors a=bhb.
1+b 1+a

Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant que 11:% et azb.
+ +a

Comme ﬁz%alors a(l+a)=b(1+b)donc a+a?=b+b2d’ou a2-b2=b-a. Cela conduit a
+ +

(a-b)(a+b)=—(a—b)Comme a=balors a—b=0et donc en divisant par a—b on obtient :
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a+ b =-1. La somme des deux nombres positifs a et b ne peut étre négative. Nous obtenons

. . . a b
une contradiction. Conclusion : si — =——alors a = b.
1+b 1+a

Exemple2 : Soit f la fonction numérique définit sur R par : f(x)=x2+2x
Montrer qu’il n’existe pas de nombre positif M tel que : vxeR ona: f(x)s M

Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant qu’il existe un nombre positif M tel
que: vxeR ona: f(x)<M

F(X)<M = X2+2X<M = X2+ 2x+1<M +1
- (x+1)2<M +1:>J(x+l)2 <YM +1 5 [x+1 <M +1

UM +1<x4+1< UM +1 = M +1-1<x< UM +1-1 WxeR

Nous obtenons une contradiction car il suffit de prendre : X = VM +1
Donc notre supposition est fausse donc : il n’existe pas de nombre positif M tel que : VxeR on
a: f(x)<M

Exemple3 : Montrer que 220

Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant que 2eQ

Donc il existe aeNetheN'; tel que J_:% avec anb=1

\/§=%:a=b\/§:»az=(b\/§)2
= a2=20? = a? est pair = a est pair
FEtona: 2=%:>3.2=2b2:>4k2=2b2:>2k2=b2

= D2 est pair = b est pair
a
b
Cad : aAnb#1 Nous obtenons une contradiction

Doncona: \E: avec @ est pair et b est pair

Donc notre supposition est fausse donc v2 ¢ Q

Exemple4 (Contraposée ou absurde)
Soient a;beQ

1)Montrer que : a+by2=0=a=b=0
2)en déduire que : a+by/2=a'+b'V2=a=a et b=l
Solution :1) Nous raisonnons par I'absurde en supposant que b =0

a+bx/§=0:>b\/—=—a:>—%=\/§

Or a;be@Q donc —% € Q@ mais on sait que J2 ¢ Q Nous obtenons donc une contradiction

Donc b =0 et puisque : a+by2=0 alors a=0

2) supposons que : a+by2 =a’+b'\/2 donc a—a’+by2-b'V2=0
donc a—a’+J§(b—b’):O etd’aprés 1l)onaura: a—a'=0et b—b' =0
donc a=a’ et b=b’

Prof / ATMANI NAJIB http://www.xriadiat.com/ 12



http://www.xriadiat.com/

Exemple5 (absurde)
On considere 'ensemble : A={1;2;3;4;...;n} avec n un nombre entier impair

Et soient X, ; X,; X35 X, ;... ; X, des éléments de 'ensemble A distincts deux a deux

Montrer que : Jie A/ X —I est pair

Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant que :

Vie Al X —I1estimpair

onadonc: S=(x-1)+(X,—2)+(%—3)+...+(X,—N) un nombre entier impair

Car c’est la somme d’'un nombre impair de nhombres impairs

Or: S=(X+% +X+..+% )—(1+2+3+..+n)=0 est 0 est pair

Nous obtenons donc une contradiction donc :

die A/ X —1 est pair

4.5. Raisonnement par Contre-exemple :

Si 'on veut montrer qu'une proposition du type Vxe E:P(x)est vraie alors pour chaque x de E il

faut montrer que P(x) est vraie. Par contre pour montrer que cette proposition est fausse alors il
suffit de trouver xeE tel que P(x) soit fausse. Trouver un tel x c’est trouver un contre-exemple

a La proposition vxeE:P(x)
Exemplel : Montrer que La proposition PZ(VXE[O;].])ZXZZ x est fausse :

Solution : sa négation est : |5:(3 XG[O;l]):x2< X

2
On posant : x:% on aura : (%j <% donc La proposition P est vraie donc P est fausse

Exemple2 : Montrer que La proposition P:(vVxeR)(VyeR):x2+y2>x+y est fausse :

Solution : sa négation est: P:(IxeR)(IyeR): x2+y2<x+y

2
On posant: x=1 et yzé on aura : 1%(%} <1+% cad %<% donc La proposition P est vraie
donc P est fausse
Exemple3 : Montrer que La proposition P :(v(a;b)eIRZ):\/aZer2 =a+b estfausse:

Solution : sa négation est : P:(3(a;b)eR?):vaz+b2 =a+b

On posant: a=4 et hb=3 on aura : Ja2+h2=+/16+9 =+/25=5 et a+h=4+3=7donc La proposition
P est vraie donc P est fausse

Exemple4 : Montrer que La proposition suivante est fausse :

« Tout entier positif est somme de trois carrés »

(Les carrés sont les 02, 12, 22, 32,... Par exemple 6=12+12+22))

Démonstration. Un contre exemples : les carrés inférieurs a7 sont 0,1,4 mais avec trois de ces
nombres on ne peut faire 7.

.. . 1
Exemple5 : Montrer que La proposition P:(VxeR'):x+=>>2 est fausse :
X

. L —= . 1
Solution : sa négation est : P:(IeR’):x+=<2
X

On posant: x=-1 on aura: —1+i:—2<2 donc La proposition P est vraie donc P est fausse

Exemple6 : on considere la fonction f définie sur R par :
f(x)=2x2-x+3 Montrer que : f n’est ni pair ni impair
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Solution : f est n'est pas pair ssi (IxeR): f (-x) = f(x)
f est n'est pas impair ssi (IxeR): f (-x)=—f (x)
Onaeneffet: f(1)=4 et f(-1)=6 donc

f(-1)=-f(1) et f(-1)=f(1)

Donc f n’est ni pair ni impair

Exempl7 : Montrer que La proposition P:V(a;b;c;d)eR*; al¢b:>a+c;tb+d est fausse :
q prop q
C#

— azb
Solution : sa négation est : P:H(a;b;C;d)€R4;{c¢d et a+c=b+d

Ona: 223etl20et 2+1=3+0

donc La proposition P est vraie donc P est fausse
Exemple8 : Montrer que La proposition P:(vxeR)(JyeR):x2—xy+y?=0 est fausse

Solution : sa négation est : P:(IxeR)(VyeR):x2—xy+y?#0
Onposant: x=1lonaura:1l-y+y?2cad Yy>-y+l1
A:(—1)2—4=—3<0 donc: y2-y+1>0 donc: y2-y+1#0

donc La proposition P est vraie donc P est fausse
4.6. Raisonnement par équivalence :

Le raisonnement par équivalence_repose sur le principe suivant : pour montrer que P est vraie
on montre que « P < Q » est vraie et Q est vraie donc on déduit que P est vraie.

1
Exemplel: VX>0 X+;Z 2

X2 +1 X2 +1

. 1
Solution: X +—>2 & >2&
X X X

>2

x2+1 X2 +1-2x

-2>0——————>0
X

) i
o X +1_2X20<:>(X Y >0
X X

2
et puisque on a :(X - >0 donc ¥vx>0 x+122
X X

Exemple2 : soit xeR Montrer que : |X_HSE@ESLSZ
2 5 x+1 3

Solution : |x—]1§1<:>—ls x—lsi<:>—1+2£x—1+2£1+2
2 2 2 2 2

Exemple3 : résoudre dans R I'équation (E): vx*+1=2x

soit S 'ensemble des solution de I'équation (E)

Solution :

Methodel : XeS =X2+1=2x=~/x*+ 2=(2x)2
BB

SX+1l=4x =3 =1 xZ:E:x:—oux:——
3 3 3
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Remarque : on ne peut pas affirmer que :

3
X = % et x= —? sont les solutions de I'équation

2
3 fl 243 243
Et inversementon a : —£ +1=,|—-+ :ii_i
3 3 3 3
2

3 NG L 23

L = +l=,=4+1=—"

Donc : 3 ¢S etona: 3 3 3

Methode2 : XeS VX2 +1=2x et x>0 < x> + 2:(2x)2

1
o X +1=4x% et x>0 & Xz:g et x>0

N

3
@(XZ?OUXZ—? )et x>0

Donc: S = {ﬁ}
3

Exempled: xeR etyeR

Montrer que : |x—y| <2{x*+ Yy’ +xy

Solution: XeR etyeR
|x—y|§2\/M<:>|x—y|2S(Z\/M)2

S X =2XY + Y2 <AX +4y* +4xy < 3x* +3y° +6xy >0
<:>3(x2+2xy+y2)20c>x2+2xy+y220<:>(x+y)220

On sait que (X+ y)2 >0 (vraie)

Donc: VxeR et VyeR : |x—y|32\/m

Exemple5 : 1) Montrer que :(v(a;b)e(R+)2):a+b:0<:>a=0 etbh=0
2) XeR et yeR Montrer que: M+\/yTr1:2<:>x:y=0

Démonstration : 1)a) :>:(V(a;b)E(R+)2):a+b:03a:0 et b=0

Supposons que ; a+b=0 et(a=0 ou b=0)et (a;b)e(R*)2

Donc a+b > 0contradiction par suite a=0 et b=0
b) < inversement si a=0 et b=0 alors on aura a+b=0

donc : (v(a;b)e(R*)z):am:O@a:O eth=0

2) XeRet yeR

VX2+1+y2+1=2 & /X2 +1+/y2+1-2=0
<:>(\/x2+1—1)+(«/y2+1—1)=0 or Vx2+1-1>0et \/y2+1-1>0
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SAX2+1-1=0 et y2+1-1=0 = Vx2+1=1 et \Jy2+1=1
ox2+l=1let y2+1=1<x2=0et y2=0<x=0et y=0

Donc :VX2+1+,y2+1=2<x=y=0

4.7. Raisonnement par récurrence :

Le principe de récurrence permet de montrer qu’une proposition P(n), dépendant de n, est
vraie pour tout neN. La démonstration par récurrence se déroule en trois étapes :

1étapes : l'initialisation on prouve P (0) est vraie

2étapes : d’hérédité : on suppose n > 0 donné avec P(n) vraie

3étapes : on démontre alors que La proposition P(n+1) au rang suivant est vraie

Enfin dans la conclusion : P(n) est vraie pour tout neN.

Pour expliquer ce principe assez intuitivement, prenons I'exemple suivant :

La file de dominos : Si 'on pousse le premier domino de la file (Initialisation).

Et si les dominos sont posés I'un aprés I'autre d’'une maniére ‘a ce que la chute d’'un domino
entraine la chute De son suivant (hérédité).

Alors : Tous les dominos de la file tombent. (La conclusion)

Exemple 1:Montrer que : Vn e N;3" >1+2n .

Solution : notons P(n) La proposition suivante : ¥n € N;3" >1+2n . Nous allons démontrer
par récurrence que P(n) est vraie pour tout neN.
1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons 3° >1+2x0 donc 1>1.

Donc P (0) est vraie.
2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire :

3">1+2n
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que : 3" >1+2(n +1) ?? c'est-a-dire Montrons que 3" >2n+37??

Ona: 3" >1+2n d'aprés I'hypothése de récurrence donc 3" x3>3x(1+2n)

donc: 3" >6n+3
Or on remarque que : 6n+3=>2n+3(on pourra faire la différence (6n+3)-(2n+3)=4n>0)

donc: ona 6n+3>2n+3 et 3" >6n+3 donc 3" >2n+3

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n > 0, c’est-a-dire

vneN;3" >1+2n.
o . nx(n+1)
Exemple 2: (Récurrence) Montrer que pour tout ne N*, 1+2+3+..+n=—>—-2.
Solution : notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout ne N*,
1><(1+1) 2

létapes : l'initialisation :Pour n=1 nous avons l:T =5 =1 donc 1=1.
Donc P(0) est vraie.

. et s gies . . L n><(n+1)
2étapes : d’hérédité . Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : 1+2+3+...+n= —

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
(n+1)x(n+2)
2

??

Montrons alors que : 1+2+3+...+n+(n+1)=
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Ona: 1+2+3+..+n+(n+1)=(1+2+43+..+n)+(n +1)

1 2
et on a d’aprés I'hypothése de récurrence: 1+2+3+...+n+(n+1)= (n+ )Z(n +2)
donc 1+2+3+..+n+(n+1)= nx(;Hl)+(n+1)=(n+1)(g+1j=—(n+1)(n+2)

Donc P(n+1) est vraie.
nx(n+1)

Conclusion: Par le principe de récurrence ona : VneN";1+2+3+...4+n= >

Exemple 3:Montrer par récurrence que :pour tout entier n>5: 2" >6n
Solution : notons P(n) La proposition : « 2" >6n »

1étapes : Initialisation : Pour n=5:2> =32 et 6x5=30 donc 2° >6x5
Donc P(5) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie c’'est-a-dire : 2" >6n
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 2" >6(n+1) ??

Or, puisque 2" >6n (d’aprés I'hypothése de récurrence)

Donc: 2"x2>6nx2 donc 2" >12n (1)

Or on remarque que : 12n>6(n+1) (2)

Eneffet: 12n-6(n+1)=6n-6>0

Car: n>5donc 6n>30 donc 6n—-6>24>0

On conclut par récurrence que : Pour tout n>5: 2" >6n

Exemple 4:Montrer que : Vn e N;n®+2n est divisible par 3

Solution :montrons 3k e N/n®*+2n =3k

1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons 0°+2x0=0 est un multiple de3
Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie

c'est-a-dire : 3k e N/n®+2n =3k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ e N/(n+1)* +2(n+1) =3k’ ??
(n +1)3 +2(n+1)=n’+3n*+3n+1+2n+2=
=(n*+2n)+3n°+3n+3=3k+3(n* +n+1)=3(k+n’+n-+1)
:3(k +n’+n+1)=3k’ avec k'=k +n’*+n+1
Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence on a: Vne N;n®+2n est divisible par 3
Exemple 5: (Récurrence) Montrer que pour tout ne N™ :
n nx(n+1)x(2n+1
YK =P +22 43+ 40P = (n+1)x( )
k=L 6
Solution : notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout ne N*.
1><(1+l)x(2+1)_1><2><3_
6 6
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donc 1=1. Donc P(0) est vraie.

nx(n+1)x(2n+1)

2étapes : d’hérédité . Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : Zkz =
k=1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
(n+1)x(n+2)x(2n +3) .
; 2"

Montrons alors que : £+2*+3 +..+n’+(n+1)’ =

Ona:’+2+3+.4+0°+(n +1)2:(12+22+32+...+n2)+(n +1)2

nx(n+1)x(2n+1)

etona: ?+22+3+..+n’= d’aprés I'hypothese de récurrence donc

(n+1)(2n+1)

P42 43 4.+t +(n+1) +(n+1)’

~(n+1 [ n(2n+l), ] [ 2n+1+6(n+1)]

:(n+1)(—2” - J

Et on remarque que : 2n*+7n+6=(n+2)(2n+3)

Donc : £+2°+3 +.4+n*+(n +1)2=(n +1)x(n +2)x(2n +3)
6
Donc P(n+1) est vraie.
nx(n+1)x(2n+1
Conclusion. Par le principe de récurrence on a : 1 +2°+3* +..+n% = ( 23 (2n+1)

Exemple 6: (Récurrence) Montrer que pour tout n e N”
n n2x(n+1)2
DK =1r+2°+3+. 407 =#.
k_
Solution : notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout ne N*.

p TTRT . 2 2
létapes : l'initialisation :Pour n=1 nous avons 1@%;
4

donc 1=1. Donc P(0) est vraie.
; . o D5 n2x(n+1)2
2étapes : d’hérédité . Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : Zk :T
k=1
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

=(n+1)2x<n+2)2:((n+1><n+2)j2 -

Montrons alors que : Y k*

) 4 2
n+l
Ona: Zk3 st n+1
k=1
0o, on2x(n+1)2 . )
etona: Zk :T d’aprés I'hypothése de récurrence donc
k=1

n+l 2 2 2
Zk3=—n X(2+1) +(n+1)3:(n+1)2(n72+n+1j=(n+1)2(—n +jn+4j

k=1
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:(n+1)2(n4212) :(n+1)2(n+2) _((n+1)(n+2)}

22 2
Donc P(n+1) est vraie.

n n2x(n+1)2
. . . . * 3
Conclusion. Par le principe de récurrenceona: ne N” : Zk :T
k=1

Exemple 7: (Récurrence) Montrer que pour tout ne N* :
k=n
> (2k+1)=1+3+5+...+(2n+1)=(n+1)".

k=1
Solution : notons P(n) La proposition

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout ne N*.
1étapes : linitialisation :Pour n=1 nous avons 1+3=4 et (1+1)2 =4 donc 4=4.

Donc P(0) est vraie.
k=n
2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : ) (2k+1)=(n +1)2

k=1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
k=n+1
Montrons alors que : Y. (2k+1)=1+3+5+...+(2n+1)+(2n+3) = (n+2)" ??
k=1
k=n+1 k=n
Ona: ) (2k+1)=)(2k+1)+(2n+3)
= a1
k=n
et on a d’aprés I'hypothese de récurrence: » (2k+1)=(n +1)2
k=1
k=n+1
donc > (2k+1)=(n+1)"+(2n+3)=n’+2n+1+2n+3=n’+4n+4
k=1
k=n+1
donc ) (2k +1)=(n+2)" donc P(n+1) est vraie.
k=1
k=n
Conclusion: Par le principe de récurrence ona: » (2k+1)=(n +1)2 vne N’
k=1

Exemple 8:Montrer que : Vn e N;4" +6n—1 est divisible par 9

Solution :montrons que : 3k e N/4" +6n—-1=9k

1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons 4° +6x0-1=0 est un multiple de 9
Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie

cest-a-dire: Ik eN/4"+6n—-1=9k donc 4" =9k —6n+1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ e N/4™ +6(n+1)-1=9k’ 27

4" +6(n+1)-1=4x4"+6n+6-1

=4x(9k—6n+1)+6n+6-1=36k +4-24n+6n+6-1

=36k +9-18n=9(4k +1-2n)=9k" avec k'=4k+1-2n

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence on a : Vne N;4" +6n—1 est divisible par 9
Exemple 9:Montrer que : Vne N;7" —1 est divisible par 6
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Solution : 1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons 7° —~1=0 est un multiple de 6
Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie

c'est-a-dire : Gk e N/ 7" —1=6k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k'e N/ 7" —1=6k’ ??

7™ _1=7x7"-1=T7" ><(6+1)—1:6><7" +7"-1=6x7"+6k

7" 1= 6(7" + k) =6k’ avec k'=7"+k

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence on a : Vne N; 7" —1 est divisible par 6
Erreur classique dans les récurrences

Exemple 10 : Pour tout entier naturel n, on considere les deux propriétés suivantes :
P (n) : 10" —1est divisible par 9

Q (n) : 10n + 1 est divisible par 9

1) Démontrer que si P (n) est vraie alors P (n + 1) est vraie.

2) Démontrer que si Q (n) est vraie alors Q (n + 1) est vraie.

3) Un éléve affirme : " Donc P (n) et Q (n) sont vraies pour tout entier naturel n.
Expliquer pourquoi il commet une erreur grave.

4) Démontrer que P (n) est vraie pour tout entier naturel n.

5) Démontrer que Q (n) est fausse pour tout entier naturel n.

On pourra utiliser un raisonnement par I'absurde.

Exemple 11 :Soit P(n) la propriété dénie sur N par :

7" —1Est divisible par 3

1) Démontrer que si P(n) est vraie alors P (n + 1) est vraie.

2) Que peut-on conclure

Remarques : La rédaction d’'une récurrence est assez rigide.

Respectez scrupuleusement la rédaction proposée : donnez un nom a La proposition que
vous souhaitez montrer (ici P(n)), respectez les trois étapes (méme si souvent I'étape
d’initialisation est trés facile

Exercice: acR etbeR telque: ae]-L1 et be]-L1

a+b
1+ab
a+b la+b|
&
1+ab |1+ab|

< la+bl2<[L+ab|2 < a2+b2+2ab <1+a%h?+2ab

Montrer que : -1< <1

Solution : -1<

<lela+h|<[1+ab|

Donc : -1< a+b <1le(a2-1)(1-b%) <0
1+ab

Donc :ae]-L1 et be]-L1 =-1<a<1et -1<b<1
=la|<1let|p|<1=a’<1 et h2<1=a’-1<0 et 1-h?:-0
= (a?-1)(1-b?)<0

a+b

Donc : ae|-L1] et be]—l‘l[:>—1<l ab<1
+

Exercice 4 Traduisez les propositions suivantes en langage courant puis déterminer sa
négation et la valeur de vérité :
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1) P:(vxeR);(3yeR): x>y
2) P:(IxeR);(VyeR): x>y
3) P: (VXeR)'x2>4:>x>2
4) P:(IxeR);x*

5) P:(Ve>0) [Elxe 1+—neN}J/x<g+10

Solution :
1)Pour tout x appartenant a R il existe au moins un y appartenant a R tel que x est supérieur

strictementa y et P:(3xeR);(vyeR):x<y

P:(vxeR);(3yeR):x>y Estune proposition vraie car I'lorsque je prends x je peux trouver vy il
suffit de prendre : y=x-1

2) il existe au moins un y appartenant a R tel que Pour tout x appartenanta R ona X est
supérieur strictementa y et P:(vxeR);(3yeR):x<y

P est une proposition fausse car 'lorsque je prends X je peux toujours donner ay la valeur:
y=x+1

3) P:(VxeR);x*24=x>2

Pour tout x appartenant a R si x* est supérieur ou égal a 4 alors x est supérieur ou égal a 2
P:(3xeR);x* >4 et x<2

P est une proposition fausse car 'lorsque je prends x=-2 ona (—2)2 >4 et-2<2

4) P:(IxeR);x* =4

il existe au moins un y appartenant a R tel que x* est égal a 4

5:(VXEJR);X2 #4

P une proposition vraie car il suffit de prendre : x=2

5) P:(Vg>0);(HXG{1+%;neN*}J/x<g+10

Pour tout & supérieur strictement a O il existe au moins un x qui s’écrit sous la forme 1+=
n

avec ne N tel que x est inferieur strictement a £+10

5:(35>0);(VX6{1+1;neN*}J/xZnglO
n

Soit ¢ >0 x<g+10<:>1+1<g+10<:>1<g+9<:>n>
n n &+9

1 1
Donc pour n:E( j+1 onprend X=1+— etona X<&+10
+9 n

P Est donc une proposition vraie

Exercice 5 A l'aide de la méthode des tables de vérité, dites si la formules PouP est une
tautologies.
Solution :
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Exercices d’applications
1. (Raisonnement direct) Soientae R";b e R”

Montrer que si a<b alors aga—;bgb et 0<+ab<b

2. (Cas par cas) Montrer que pour tout Vn e N;n(n+1)est divisible par 2 (distinguer les n pairs
des n impairs).
4. (Absurde) Soit ne N* Montrer que vn*+1 n’est pas un entier.

5. (Contre-exemple) Est-ce que pour tout xe Rona x<2=x*<4?
6. (Récurrence) Fixonsunréel aeR™

Montrer que : vn eN;(1+a)’ 21+nxa.

Exercices.

Exercice 1: P, Q des propositions ; Ecrire la négation des propositions suivantes :

1. Toutes les voitures rapides sont rouges ;

2. Tout triangle rectangle posséde un angle droit

3. Dans toutes les prisons tous les détenus détestent tous les gardiens

4. Pour tout entier x il existe un entier y tel que pour tout entier z la relation z <y implique la
relation z < x + 1.

5. il existe un mouton écossais dont au moins un coté est noir

6. a) (PetQ) Db)(nonP etnonQ) c)(P= Q)

Exercice 2 : Supposons que les chiens aboient et que la caravane passe. Traduisez les
propositions suivantes

En langage propositionnel. On note p : les chiens aboient et q : la caravane passe.

a) Si la caravane passe, alors les chiens aboient.

b) Les chiens n’aboient pas.

c) La caravane ne passe pas ou les chiens aboient.

d) Les chiens n’aboient pas et la caravane ne passe pas.

Exercice 3 : Démontrer les énoncés suivants par récurrence :

1)VneN n’—n estdivisible par 6
2)VneN n°—n est divisible par 30

3)Vne N n"—n est divisible par 42
Exercice 4 : Déterminer les valeurs de vérité des propositions suivantes :
1. (3 est un nombre impair) = (6 est un nombre premier)
2. (V2 est un nombre irrationnelle) = [(Vx € R) (1 + 2x < x2)]
3. (5 est positif) = (3 divise 18)
Exercice 5:
1)Donner une condition nécessaire et pas suffisante pour :
a) x € [1,2]
b) n divise 6
2)Donner une condition suffisante et pas nécessaire pour :
a) x € [1,2]
b) n divise 6.
Exercice 6 : Etudier la vérité des propositions suivantes :
1.VXeR:2x* +x+3>0
2.V(a;b)eQ?:av2+b 0

n+1

3. VneN':(—=¢N
n

Exercice 7 : écrire la négation des propositions suivantes
Q;(3xeR):x<2=x*>2019 Pi(vx eR)ix #2=>x" =4
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Exercice 8 : Ecrire a I'aide des Quantificateurs la phrase suivante :
1) « Pour tout nombre réel, son carré est positif ».

2) « Pour chaque réel, je peux trouver un entier relatif tel que leur produit soit strictement plus

grand que 1 ».
3)« Pour tout entier n, il existe un unique réel x tel que X > Nx».

Exercice 9 : Ecrire avec des Quantificateurs les propositions suivantes puis dans chaque cas

dire si la proposition est vraie ou fausse.

1)Tout entier naturel est pair ou impair.

2)Tout entier naturel est pair ou tout entier naturel est impair.

3)Il'y a un entier plus grand que tous les entiers.

Exercice 10 : Ecrire avec des Quantificateurs les propositions suivantes :
1)f est constante sur R (ou f est une fonction de R dans R).

2)f n’est pas constante sur R

Exercice 11 : En utilisant le raisonnement par contraposé montrer que :
si Xe |Li+oo et ye |Li+o]

X#Yy=x -3xzy> -3y

Exercice 12 : Etudier la vérité des propositions suivantes :
1.E|X€]RZ‘X2—X‘+3X=0

2.3x>=0:x*+3x=0

« C’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

Que I’on devient un mathématicien
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PROF : ATMANI NAJIB

Cours de lere S Sciences expérimentale BIOF

FONCTIONS - Généralités

Lecon :

FONCTIONS - Généralités

Présentation globale
1) Définitions d’une fonction et Domaine de définitions.

2) Fonctions paires et Fonctions impaires
3) Les variations d’une fonction numérique

4) Les variations d’une fonction et la parité d’'une fonction

5) Les variations des deux fonctions : aof et f+a

6) comparer deux fonctions (fonctions positives et négatives) Fonctions majorées ; minorées ;

bornée
7) Les extremums d’une fonction numérique

8) Etude et représentation graphique de la fonction polynéme du 2iem degré: X — sax?+bx +c

9) Etude et représentation graphique de la fonction homographique : X ——>

¢ ax +b
cxX +d

10) Etude et représentation graphique de la fonction polynéme: X——ax®
11) Etude et représentation graphique de la fonction : X—f>\/ X+a

12)La composée de deux fonctions
13) Fonctions périodiques

1) Définitions d’une fonction et
Domaine de définitions
1-1) Définition :
Une fonction est un procédé qui a un nombre x
appartenant a un ensemble D associe un

f

nombrey.Onnote:x FH=> vy

ouencore f Xy

ou encore Yy =f(x)

¢ On dit que y est 'image de x par la fonction f

¢ On dit aussi que x est un antécédent de y par la
fonction f

1-2) Exemples

Exemplel:

a)Les fonctions numériques sont, le plus souvent,
définies par une expression mathématique, comme
par exemple :

3% +2x% -1
f(x :X2+2X—5 ou X)=———
(%) 900 ="z
ou h(x) = 2L ou 1(x) = VX
5x—4

prof: Atmani najib

Sin X —cos X
tan x

f S’appelle une fonction polynédme

g S’appelle une fonction rationnelle

h S’appelle une fonction rationnelle et s’appelle

aussi une fonction homographique

Une fonctions homographique s’écrit sous la
ax+b
cx+d

| S’appelle la fonction racine carré

R S’appelle la fonction circulaire ou fonction

trigonomeétrique

Exemple2 :

Soit la fonction f définie par , f (x)=3x*-1

1)Calculer l'image de 1 ety/2 et -1 par f.
2)Déterminer les antécédents éventuels de 2 par f,

R(x) =

forme : h(x) =

Réponses : 1) f (1)=3x1"-1=3-1=2 et
f(ﬁ):sx(ﬁ)2—1=6—1=4
f(-1)=3x(-1)' ~1=3-1=2
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2) f(X):Z ssi 3xx*-1=2

ssi 3xx*=2+1ssi 3xx*=3ssi x*=1
ssi X=-lou x=1

donc les antécédents éventuels de 2 par f
sont -1 et 1

1-3) Domaine de définitions
activités

a. On considere la fonction définie

1
par:XHm

Parmi les valeurs suivantes, laquelle/lesquelles
n'a/ont pas d'image parf? 0;2;-3; 3.
b. On considére la fonction définie

g
par : X > 1/x-3

Parmi les valeurs suivantes, laquelle/lesquelles
n’a/ont pas d'imageparg? 0;2;-3; 4.
c. On considere la fonction définie

h
1
par : X > NG
Parmi les valeurs suivantes, laquelle/lesquelles
n'a/ont pas dimageparh? 5;-6;9; 7.
Définition
Pour une fonction f donnée, 'ensemble de tous
les nombres réels qui ont une image calculable
par cette fonction est appelé ensemble de
définition de la fonction f, que 'on notera D f
Exemple 1
Déterminer 'ensemble de définition des fonctions
suivantes définie par

3

1) f(x)=3x*—x+1. 2) f(x):zxx_4.
3) f(x):xf)i 4) f(x)=X73><_—21X.

5) f(x)=v3x+6. 6) f(x):zXZX_—‘Si_g.
7) f(x)=x*=3x+2. 8) f(x)= _i)i:;g.
9) fxe 2t 10) (02228
) (X) \/m ) (X) X2 +1

11) f(x):@. 12) f(x)= X2,

x-1
13) f(x)=3x —l+\/—x .
X

X 2sin x
— 15) f =
|2x—4|—|x—]4 ) TR 2cos x—1

—-2x* +2x+13
R i vt
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14) f(x)=

17) £(x)=yx+(243-+2)x-2V6

|x—4|-[x-1
18) f(X)=————"—
8) 1) X’ +2|x/-3
19) f(x)=+2x-1+3-5x.
Solutions

1) f(x)=3x>-x+1
f Est une fonction polynbme donc Un réel a

toujours une image. Donc D, =R

XS

2x—4

Pour les fonctions du type fractions
rationnelles, 'ensemble de définition est
lensemble des nombres pour lesquels le
dénominateur est non nul.

D, ={xeR/2x—-4=0}

2) f(0=

2x—4=0 ssi x:%:z Donc D, =R—{2}

On dira aussi que 2est une valeur interdite pour la
fonction f

2x*
2

3 f0)=5—

D, ={xeR/x*—4=0}

X*—4=0ssi x*-2°=0 ssi (x-2)(x+2)=0

ssi x—2=0 ou X+2=0 ssi X=2 ou X=-2
donc D, =R-{-2;2}

9 f(x)=5

D, ={xeR/x*-2x#0}

X’ ~2x=0ssi x(x’~2)=0 ssi x=0 ou

x2—2=0 ssi X=0 ou x*=2
SSi x=0 ou x=+2 ou x=-2

donc D, :R—{—\/E;O;\/E}
5) f(x)=+-3x+6.

Pour les fonctions du type racine carrée, 'ensemble
de définition est 'ensemble des nombres pour
lesquels l'intérieur de la racine est positif

D, ={xeR/-3x+6>0}

3x+6>0 SSi —3x>-6 ssi y< O

Ssi x<2
Donc D, =]-x;2]
-5
6) f(x)=—sr > .
) 1) 2x* —5x -3
D, ={xeR/2x*~5x-3=0}
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2x*-5x-3=0 a=2 etb=-5 et c=-3
A=b’ —dac=(-5)' ~4x2x(-3)=25+24=49=(7) >0

:—b+\/X et Xz__b_\/Z
2a
. = ~(-5)+v49 _7+5 12_3 ot
2x2 4
(9B 51 2 1
Po2x2 4 4 2

Donc D, :R_{_l;g}
2

7) f(x)=v2x*-3x+1.

D, ={xeR/2x* —3x+1> 0} soit A son

discriminant
a=2
A=b?—dac=(-3) ~4x2x1=9-8=1>0
I ) R N S XZ:—(—s)—ﬁ=g=1
2%x2 4 2x2 4 2
T |—00 1/2 1 +0o0
P(z) + 0 — 0 +
D 1
onc D =}—oo,§}u[l,+oo[
8) f(X)Z —9X+3.
X+1
sz{XeR/_9X+3ZOetX+1¢O}
X+1
—9x+3=0 SSi —9x=-3 ssi x=%
x+1=0 SSi x=-1
r  |—oo -1 I 4o
—9x+3 + + 3] —
z+1 — (R + +
—9r+3
r+1 o + 9 B

Donc D, =}—1,ﬂ
X+1
D e

D, ={XG]R/—2x2+x+3>O}

2x*+x+3=0 a=-2 etb=1 et c=3
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A=b?—dac=(1)’ —4x(-2)x3=1+24=25=(5)" >0
Donc on a deux racines

_ S 4 g et o 125 6.3
2x(-2) -4 * 2x(-2) -4 2
z —00 -1 3/2 +00
a3 - 0+ ) -
Donc D, =[—1,§}
2
|X—5| . 2
10) £ (x)=5— D, ={xeR/x* +1%0}

x*+1=0ssi x*=-1
Cette équation n’admet pas de solution dans R
Donc D, =R

£

11) f(x):_
f(x)eRssi xer et x=0

Or on sait que |x|>0 pour tout xeR
Donc f (x)eR ssi X#0
DoncD, =R—{0} =R"
12) f(x)=¥**2. p,

x—-1
D, ={xeR/x>—2etx =1}

D, =[-2,1] U 1,400
13) f(x):3x2—§+\/3

D; ={xeR/-x>0Oetx =0}
D, ={xeR/x<0etx 0}
D, =]—oo,0[

={xeR/x+2>0etx—-1+0}

_x
|2x—4|—|x-1

D, ={xeR/[2x—4|—|x-1#0}
2x—4|—|x-1=0 ssi [2x—4|=|x-1
ssi 2x—4=x-1ou 2x—4=—(x-1)

ssi 2X—X=4-1ou 2x—4=-x+1
ssi X=3 ou 2Xx+x=4+1

14) f(x)=

ssi X=3 ou 3x=5 ssi

5
Donc: Dy =R—{§;3}

=3 ou x=§
3
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2sin x
15) f(X)==———. D, ={xeR/2cosx-1+0}
2cosx—-1
. 1
2c0sX—1=0 ssi COSX:E

1 . ﬁj
COSX=— SSI COSX=cC0S| —
2 (3
X=%+2k72’ ou x:—%+2k7r ou keZ

Donc: D, :R—{—%+2kﬂ;%+2k7z/k ez}

-2x* +2x+13
1) 1= e

—2x*+2x+13

2

ZOetxz—x—G;«éO}
X°—X—-6

D, ={XER/

- On détermine les racines du trinbme
—2x% +2x +13:
Le discriminant est A' = 22 — 4 x (-2) x 13 = 108
et ses racines sont :
_—2-\108 1+3\3 of , _—2+4/108 _1-3V3
Co2x(-2) 2 2o2x(=2) 2
- On détermine les racines du trindme x> —x—6:
Le discriminantest A =(-1) 2—4 x (-6) x 1 =25
et ses racines sont :

oo ~(-1)-V25 _1-5 _ et
2x1 2
. —(-D)+V25 145
X,'= ==—>=3
2x1 2
- On obtient le tableau de signe :
X -I -4 2 J lﬁ 0
4 2r413 - t t t -
16 t t - i i
S+ li+d _ : _ s :} ~
1 -1-0
D, {1‘2‘5;_2@}3;1*2‘@]

17) £ (x)= % +(23-V2)x-246
D, ={XGR/x2+(2J§—J§)x—2J€zo}
A=b?—dac=(2V3+2) ~4x1x2/6

A=12-46+2+86 =14+4/6

14+4J6=14+2x2J§xJ§:(2J§)2 +2x2\/§x\/§+(\/§)2
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14+4\/€:(2\E+\E)2
Ona A=14+46 >0 donc

X1:—2\/§+\/§+\/14+T«/§:—2«/§+\/§+‘2\/§+\/§‘

2x1 2x1
23 +42-[2\3 42
et X, =
2x1
Xl:—2x/§+«/§+12\/§+«/§:2«2/§:ﬁ et
X
X2:—2J§+J§—2J§—J§:—4J§:_2ﬁ
2x1 2
X —o __')\E ,\E +ao
| Bfi-2)x-246 + 0 -0 +
On a-donc: D, =]—oo;—2\/§]U[\/§;+oo[
- dl-|x-
18) f(x :|

D, ={xeR/x* +2|x-30}
XZ+2|X|—3=0<:>|x|2+2|x|—3=0 on pose
X=X doncl'équation devient :

X?4+2X -3=0

Le discriminant est A =2%2 -4 x 1 x (-3)= 16 et
ses solutions sont :
-2-\16 _ —2++/16
2x1 2x1
Doncona: |x=-3 et |x=1

X, = =1

3etX,=

|x|=—3 n’a pas de solution
|x|=1<x=1ou x=-1donc D, =R—{-1,1}
19) f(x)=+2x-1++/3-5x.

D, ={xeR/2x—1>0et3—-5x >0}

D, = XER/XZletXS§
2 5

Donc D, =[l§}
2'5
2) Fonctions paires et Fonctions

Impaires

2.1 Définitions

a. Ensemble de définition centré

Soit f une fonction. Soit D; son ensemble de
définition : On dit que D, est un ensemble de

définition centré si et et seulement si :

Pour tout réel x, si x € Ds, alors -x € Ds.
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Exemples Exemples d’ensembles
d’ensembles centrés non centrés
]—oo,+oo[ ]O,+oo[
* (ou "-{0}) {1}
{11} {12}
44 43

2.2. Fonction paire
On dit qu’une fonction f est paire si et seulement
Si:

1. Son ensemble de définition est centré
2. Pour tout réel xde Dy, on a:  f(-x) = f(x)

M (—x:f(w)r——i‘i)—fM (.f )]

"
-3

|
)
T

Remarques :

- si n est un entier pair, positif ou négatif, la
fonction définie par f(x) = kx" est paire.

(C’est d’ailleurs de cet exemple que vient la
dénomination de fonction paire)

- la fonction x — |x| est une fonction paire,

- la fonction x +— cos(x) est une fonction paire,

- 'opposée d’'une fonction paire est une fonction
paire,
- I'inverse d’une fonction paire est une fonction
paire,
- la somme de deux fonctions paires est une
fonction paire,
- le produit de 2 fonctions paires ou de 2
fonctions impaires est une fonction paire.
2.3. Fonction impaire
On dit qu’une fonction f est impaire si et

seulement si :

1. Son ensemble de définition est centré,

2. Pour tout réel x de Dy, on a : f(-x) = -f(x)

Remarques :

-Si n est un entier impair, positif ou négatif,

la fonction x — kx" est impaire,

-la fonction x — sin(x) est impaire,

-la fonction x->tanx est impaire,

-'opposée d’une fonction impaire est une
fonction impaire,

-I'inverse d’une fonction impaire est une fonction
impaire,

-la somme de deux fonctions impaires est une

5
- le produit d’une fonction paire et d’'une fonction
impaire est une fonction impaire.
- la courbe représentative d’'une fonction impaire
est symétrique par rapport a l'origine.
2.4 le graphe et la parité de la fonction
- la courbe représentative d’une fonction paire
est symétrique par a I'axe des ordonnées.
- la courbe représentative d’'une fonction impaire
est symétrique par rapport a l'origine.
Fonction paire Fonction impaire
II | |'
'Ilﬁg.ez " r'l_- o) IIi (Cp) . . Il,

1
/ \ [ \ |
! \ : \
ll'll / \\ III : IH \ (
| / ] 3 -f— i S ac
pr— f.r' T: v |l|' = : ‘ \,) IJ' T
L R e ;
/ A | maths —inler /
A/ e | ;
fl

maths + inter ‘

Exemple 1:

1) Soit f une fonction tq : f (x)=3x*-5
Donc D, =R car f est une fonction polynéme
- Pourtoutréelx, si xeR,alors —xeR

f(—x)=3(-x) -5=3x*-5

f(—x)=f(x)

Donc f est une fonction paire,

2) Soit g une fonction tq : g(x)=§
X

ona g(x)eRssi x=#0

donc D, =R’
-Pour tout réel x, si xeR", alors —xeR”
3 3
—X)=—=——
J9(X)= =
Donc g est une fonction impaire,
3) Soit h une fonction tg : h(x)=2x*+x’

g(-x)=-g(x)

h est une fonction polynéme donc Un réel a
toujours une image. Donc D, =R

Pour tout réel x, si xeR, alors —xeR
h(—x) 2(—x)3 + (—x)2 =-2x*+x°

h(-x) = —(2x3 - x2) #—h(x)

Donc h est une fonction ni paire ni impaire,

s
onat(x)eR ssi x—2=0 ssi x=2
Donc D, =R—{2}

4) Soit t une fonction tq : t(x)

fonction impaire,

prof: Atmani najib
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ona -2eD, mais —(-2)=2¢D,
Donc D, n’est pas symétrique par rapport a O

Donc h est une fonction ni paire ni impaire,
Exemple 2:

Etudier la parité des fonctions suivantes définie
par :

) feo=X"1 2 f(x):x2+§.

3) f(x)=xlx_|1. 4) £(x)=A1-x

5) f(x):x?is. 6) f(x)=|x-2x* +4.
7) f(x):ﬂ.

2
x* -1

Solutions :1) f(x)=

ona f(x)eRssi x%0 donc D; =R’
-Pour tout réel x, si xeR", alors —xeR"

%) -1 2 _
) f(—x):( X_)X :-XX !

f(—x)=—f(x)

Donc f est une fonction impaire,

2) f(x):x2+1 ona f(x)eRssi x#0
X

donc D, =R’

-Pour tout réel x, si xeR", alors —xeR"
1

f(=x)=(-x)’ Loy —1:(—x2 +—]
- —X X X
f(—x)=—f(x)
Donc f est une fonction ni paire ni impaire,

X
x* -1
x*—1=0 ssi x*=1ssi x=1 ou x=-1

donc D; =R-{-1,1}
- Pour tout réel x, si xe R—{-1,1}, alors
—XGR—{—L'l}

3) f(x)= ona f(x)eRssi x*-1+0

=X x|
f(=x) = _
- (=) (_x)2 1 x*-1

f(—x)=f(x)

Donc f est une fonction paire
4) f(x)=v1-x*.

D, ={xeR/1-x* >0}

prof: Atmani najib

1-x>=0 ssi x*=1ssi x=1 ou x=-1

T oo oo

1 1
0 + 0 -

|_I‘_’ —

Donc D, =[-11]
- Pour tout réel x, si xe[-11], alors
—Xe [—1,1]

f(—x)= «/1—(—x)2 =y1-x?
F(=x)=f(x)
Donc f est une fonction paire
2x°

5) f(X):m

D, ={XGR/x2+5¢0}

x> +5=0 ssi x> =-5 pas de solutions
Donc D, =R

- Pourtoutréelx, si xeR,alors —xeR
3

f(-x)= 2(_2)() = _22)(3

- (—x) +5 X°+5
f(—x)=—f(x)

Donc f est une fonction impaire

6) f(x):\x\—m.

D, ={XER/2x2+4ZO}

Or on sait que 2x* >0 Pour tout réel x, donc
2x*+4>0+4 donc 2x*+4>4>0
Donc D, =R

- Pourtoutréelx, si xeR,alors —xeR

f(—x)= |—X|—«/2(—x)2 +4 =|x|-+2x* +4
F(=x)=f(x)
Donc f est une fonction paire

7) f(x):\/f. Df:{XeRlxzo} Donc

D, =R" =[0;+]

Ona 2eR"mais -2¢R" Donc f estune
fonction ni paire ni impaire
Exemple 3 : Soit la fonction définie par :
5f(x)+ f(—x) = 2x* —3x Pour tout réel x
1)montrer que f est une fonction impaire
2)donner une expression de f(x) Pour tout
réel x
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Solution : soit xeR -
Ona5f(x)+ f(-x)=2x>-3x (1)

Pour tout réel x

On remplacant x par —x on trouve :

5f(—x)+ f (x) = 2(—x)’ —3(~x)

Donc : 5f(=x)+ f(x) =-2x>+3x(2)

(1)+ (2) donne : 6( f(—x)+ f(x))=0 donc:
f(=x)+f(x)=0

donc: f(-x)=-f(x) ¥xeR

Donc f est une fonction impaire

2)ona: 5f(x)+ f(—x)=2x*-3x

Et puisque f est une fonction impaire donc :
5f(x)— f(x)=2x°-3x

4f(x)=2x’-3x <

Exemple 4 : Soit la fonction définie par :

|x|+1
f(x)=-—— et (C, ) lacourbe de f Dans le
2|x|-3
repere (O;T;T) orthonormé
Montrer que (C, )symétrique par rapport a I'axe
des ordonnée

Solution : D, Z{XER/ZX—3¢0}={XER/X¢§}

Donc: D, :R—{—ﬁ;g}

Il suffit de montrer que f est une fonction paire

- Pour tout réel x, si XeR—{—%;%} alors

—XER—{—§;§}
2

B e G
SRR TR TR
Donc f est une fonction paire
Par suite la(C, )symétrique par rapport a I'axe
des ordonnée

3) Les variations d’une fonction
numerique

3-1) Sens de variation d’une

fonction :fonction croissante -décroissante -
fonction constantes

Définition : Soit f une fonction et D, son

domaine de définition
Et soit | unintervalle inclus dans D,

prof: Atmani najib

Dire f que est strictement croissante sur |
( croissante sur 1) signifie que :

Six el etx,el tq x <X, alors
F(x)=<f(x) (f(x)<f(x))

Rq : Une fonction croissante « conserve l’ordre ».

- Dire f que est strictement décroissante sur
I (décroissante sur | ) signifie que :
Six el etx,el tq x <X, alors

F00)=106) (F(x)2f(x))

Rq : Une fonction décroissante « inverse [’ordre ».
- Dire f que est constante sur | signifie que :

Sixel etx, el tqx <X,
alors f(x)="f(x,)

- Une fonction défin_ie sur un in_tervalle I est
monotone sur cet |n_tervalle_5| elle est : soit
croissante sur | soit décroissante sur |

lllustration graphique :

Fonction strictement crotssante
sur [gB]

Fonction crosssante sur [g, 5], mais
1oy strictement croissante

Exemples : 1) Soit f une fonction tq :
f(x)=7x-5

f est une fonction polynébme donc D, =R
Soit x, eR et x,eR tg X <X,

Donc 7x < 7X, car 7>0

Donc 7X —5<7X,—5

Alors f(x)= f(x,) d'ouf que est strictement
croissante sur R

2) Soit g une fonction tq : g(x):%
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g(x)€R ssi x=0DoncD, =R~{0} =R
a)Soit X, €[0;+0[ et x, e[0;+0[ tq X, <X,

1 1 2 2
Donc —>— Donc —>— car 2>0
X X X%

Alors f(x)> f(x,) douf que est strictement
décroissante sur [0;+oof
b)Soit X, € |-;0] et X, € |-0;0] tq x, <X,

1 1 2 2
Donc —>— Donc —>— car 2>0
X2 X1 X2

Alors f(x)> f(x,) douf que est strictement
décroissante sur |-;0]
b)tableau de variation :

r | —00 0 —00

f(z)

3)

X -3 -2 2 3

Propriété : Soit f une fonction numérique
définie sur un intervalle |

On dit que f est strictement constante sur |

ssi il existe un réel k tq: f(x)=Kk

pour tout x € |

3-2) Le taux d’accroissement d’une fonction
a)Définition : Soit f une fonction et D; son

)

-+
=
i
]

domaine de définition
Et soient x, e D; et x, e D; tq X, #X,

prof: Atmani najib

On appelle Le taux d’accroissement (taux de
variation) de la fonction f entre x, et X,

Le réel noté T(x;X,) esttq:

f(x)-f(x)

T(X;%X, )=

(Xl 2) X =X
Exemple : Soit f une fonction tq :
f(x)=3x*+2

f est une fonction polyndbme donc D, =R
soient x, eR et x,eR tq X, #X,

f0)=f (%) _ (34 +2)-(3%"+2)

T(X1;X2)= X =X, B X =X
2_ 2 B 3 2_ 2
T ()= X?X_Z;z = (z_xxz)
2 2
X =X, ) (X +X
T(X;%)= L xlz—)(xX1 2):3(x1+x2)
2

b) Le taux d’accroissement d’une fonction et
les variations :

Propriété : Soit f une fonction numérique
définie sur un intervalle |

e On dit que f est strictement
croissante(croissante) sur | ssi pour tout X, €|

et x,el et X #X, onaM>0
X =X,
( f (Xl)_ f (XZ) 20)
X =X,
e On dit que f est strictement
décroissante(décroissante) sur | ssi pour tout
xeletXxeletXx#X, ona

f00)- (%) g F)=(%) o,

X =%, X =%,
¢ On dit que f est constante sur | ssi pour tout
xeletxeletXx#X, ona

f(xl)—f(xz):0
X~ X%,
Exemples :
1)Soit f une fonction tq : f (x)=3x*+2
D, =R
soient X eR et x,eR tq X #X,
T(%:%)=3(X+X,)
a)Soit x, €[0;+0[ et x, €[0;+o0]

ona:

http://www.xriadiat.com/



http://www.xriadiat.com/

Donc x, >0 et x,20 Donc X +X,2>0
Donc 3(X +X,)>0 car 3~0

Donc T (x;%,)=3(%+X,)>0

d’ou f que est croissante sur [0;+oo[
b)Soit X, € ]-0;0] et x, € ]-0;0]

Donc X, <0 et x,<0 Donc X +X,<0
Donc 3(X +X,)<0 car 3~0

Donc T (x;%,)=3(%+X,)<0

d’ou f que est décroissante sur ]—oo;O]

b) résumé : tableau de variation :
f(0)=3><02+2=2

v 4 — D

S )

0

\2/

2)Soit f une fonction tq : g(x)zﬁ on
+

a f(x)eRssi x+1#0 ssi x=-1

Donc D, =R-{-1}

soient x, e D, et x,eD, tq X #X,
g —g(X

i) - 908)=80%)

ona:

X =%
gl )= X X :X1(X2+1)_X2(X1+1)
9(%)-9(x) x+1 %+l (% +1)(x,+1)
)= X% L = L
T(4%) (D) (% +1) =%, (% +1)(x,+1)
a)sur | =]—o0;—1[

Soit x, € -0, =1 et x, € |01 X #X,
Donc x,<-1 et x,<-1 Donc x+1<0 et
X,+1<0 Donc (X% +1)(x,+1)>0

1

— >0 sur
(%, +1)(x, +1)

Donc T (x;%,)=

| :]—oo; —1[

d’'ou g que est strictement croissante sur
| :]—oo; —1[

b)sur J = |-1;+oo

Soit X, e]—l; +oo[ et X, e]—]; +oo[ X, # X,
Donc x, >=-1 et X,>-1 Donc X +1>0

et x,+1>0 Donc (% +1)(x,+1)>0

prof: Atmani najib

1
Donc T (x;X,)=———=>0
onc T(x;X,) (x1+1)(x2+1)>

sur J = ]-1; +oo

d’ou g que est strictement croissante sur
J = ]—1; +oo[

C) résumé : tableau de variation :

r |—o0 —1 400

f@) A7/

3-3) les variations et la parité :

Propriété : Soit f une fonction numérique

définie sur un intervalle | cR" et soit I’ le
symétrique de l'intervalle |

Si fest paire alors :

of est croissante sur | ssif est décroissante
sur |’

o f est décroissante sur | ssif est croissante
sur |’

Si f est impaire alors :

of est croissante sur | ssi f est croissante sur |’
e festdécroissante sur | ssif est
décroissante sur 1’

Conséquences :

Si f est paire ou impaire alors il suffit d’étudier
ses variations sur D, "R" et en déduire ses

variations sur D,

Exemple :Soit f une fonction :tq : f(x):x+)1(
1)Déterminer D, et étudier la parité de f
2)Calculer Le taux d’accroissement T (x;;x,) de
fentre x, et x, deux éléments de D,

tq X, # X,

3)Etudier les variations de f sur | =]0;1] puis
sur J =[1;+o0]

4)En déduire les variations de f sur D,
5)Dresser le tableau de variations de f sur D,
Reponses : 1)ona f(x)eR ssi x=0 Donc
D; =R—-{0} =R’

-Pour tout réel x, si xeR", alors —xeR’

f(—x):—x+i:—x—1:—(x+lJ
- —X X X

f(—x)=—f(x)
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Donc f est une fonction impaire,
1 1 1 1
2) f(x)-f(x)=|X+=|-| X, +—|=X%+—-X,——
R e
:X21XX2+X2_X22XX1_X1=X1XX2(X1_X2)+X2_X1
X XX, X XX,

=(xl—xz)(xlxxz—l)
X XX,

T(xl;xz)z(xi_XZ)(Xixxz_l)x 1 _xxx-1

X, X X, X=X, X XX,
a)sur 1=10;1] Soit x, €]0;1] et x, € |0;1]
Donc 0<x <1 et0=<x,<1 Xx,+1<0
Donc 0=<xxX,<1 et x #X, Donc xXx,-1<0

xX,—1

etona 0<xx, Donc T(xl;xz)le)(szxz<o
d’ou f que est strictement décroissante sur
| =]0;1]
b)sur J =[L+0[ Soit X, €[L+oo[ et X, & [1;+0]

Donc X, =21 et x,21 Donc XxX,>1 et

X, # X, Donc XxX,>1 Donc XxX,—1>0

) _ XXX -1 <0
X X X,

d’ou f que est strictement croissante sur

J= [1; +oo[

3) f est impaire et le symétrique de | :]0;1] est

etona 0=<xx, Donc T (x;X,

lintervalle 1'=[-1;0[ et le symétrique de

J :[1; +oo[ est 'intervalle J':]—oo; —1]
Donc : f est strictement décroissante sur |
Donc f est strictement décroissante sur |’

f est strictement croissante sur J Donc f est

strictement croissante sur J’
5) le tableau de variations de f sur D,

1
(x) +1

T —o0 —] 0

PN

Variations

de f(x)

\.,

prof: Atmani najib

10
5) Les variations des deux fonctions :
of et f+a
Propriété : Soit f une fonction numérique
définie sur un intervalle | et ¢ e R*

¢Si a R alors les fonctions f et af ont les
mémes variations sur |

eSi a R alors les fonctions f et af ont des
variation opposeées sur |

of et a+f ont les mémes variations sur |
Exemples :

1)soit la fonction définie sur[0;+oo[ par :

. : 1
On sait que la fonction f:x— — est
X

décroissante sur [0;+o0[ et puisque 6=0donc
la fonction g =6f est aussi décroissante sur
[OH—oo[

2)Soit f et g les fonction numérique :

f(x)=x> et g(x)=—%x2 D, =D, =R
1

h(x)=—=x*+5

(x) X

Onaa= —% < 0 Donc alors les fonctions f et

g ont des variation opposées surR
g eth ontles mémes variations surR

T |—0C 0

INE
f(z)

+00

o0 +00
g

T —oo 0
(

AN

6) comparaison deux

fonctions (fonctions positives et négatives)
Fonctions majorées ; minoreées et
bornée :

6-1) Comparaison de fonctions

Définition 1 : On dit que deux fonction f et g sont
égales si et seulement

si : Elles ont méme ensemble de définition :

D, =D, =R

et Pour tout xe D, :f(x)=g(x) etOnécrit: f =g

oo

g(x)
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Exemple : Les fonction f et g définies
respectivement par :

f(x)=\/% et g(x)=

Sont-elles égales ?
Réponse :
Déterminons leur ensemble de définition :

x-1
X+

w

x-1
Pour f, on doit avoir: —— >0 et x—-1#0 donc
X+3

ce qui donne D; = |—o0; =3[ U[L; +oo[

Pour g, on doit avoir Xx—1>0et Xx+3>0

ce qui donne D, =[1;+o0

Onadonc D; # D,. Les fonctions ne sont donc pas
égales. On écrit: f #g

On remarquera cependant que sur [l; +oo[

on af(x)=g(x)

6-2) Définitions : Soit | un intervalle et soient f et
g deux fonctions définies

Sur |. On dit que :

1)f est inférieure a g sur I lorsque : f (x)<g(x)
pourtout Xel.Onnote: f <g Surl.

2)f est positive sur | lorsque : f (x) >0 pour tout
Xel.Onnote: f >0surl.

3)f est majorée sur | lorsqu’il existe un réel M tel
que: f(x)<M pourtoutXx el

4)f est minorée sur | lorsqu’il existe un réel m tel
que : m< f (x)pour toutX € |

5)f est bornée sur | lorsqu’il existe des réels Met m
telsque: m< f(x)<M Vxel.

(f est majorée et minorée)

Interprétation graphique :

1) f (x)<g(x)pourtout Xel ssila courbe (Cg )
de la fonction g est au-dessus de La courbe (C, )
de f surlintervallel

2) f (x)=0pourtout Xe |l ssilacourbe (C, ) de
la fonction f est au-dessus de I'axe des abscisse
sur l'intervalle |

6-3) Exemples :

Exemplel :Soit f et g les fonctions numériques
tel que: f(X)=x+1let g(x)=x"+x+2
Comparer les fonctions f et g

Solution : D; =D, =R
g(x)—f(x)=x*+x+2—(x+1)=x"+1>0
vxelR

prof: Atmani najib
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Donc: f(x)<g(x) wxeR donc f=<g
Exemple2 Soitf et g les fonctions numériques
1
tel que: f (X): X et g(x)=;

Comparer les fonctions f et g
Exemple3 Soient les deux

. 3x2+1 1+3x?
fonctions : f(x)=22"- et g(x)=— 2
()="7 o)==

- ona f(X)eR ssi \/X_ZER et x=0
or on sait que x*>0 donc I eR pour
tout xeR

alors f(x)eR ssi x=0 donc D; =R”

- onag(x)eR ssi [x=0 ssi x=0

donc D, =R"

alorsD;=D, =R’

on sait que % =|x| et 3x?+1=1+3x* donc

f(x)=9(x)

donc finalement on atrouvé que : D;=D, =R’

et f(x)=g(x)

Donc: f=g.

Exemple4 Soient les deux

x> — X
X

fonctions : h(x)= et t(x)=x-1

- onah(x)eR ssi x=0 donc D, =R’

- ona t(X> est un polynéme donc D, =R
Exemple5 Soit f la fonction numérique tel que:
f()():(3x+1)(2—x)

4x* -1
Etudier le signe de le fonction f
. 1 1
Solution : 4x*-1#20< x# _Eet x>
Donc : D, :R_{_l,l}
2 2
A 3 ; 2 oo
341 - - J; + 1 -
21 | | |
)11 - - -0 4+ +
2x+1 - + + + +
(dr+l)i2-x B N B N B
Ll [[' Lf
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Exemple6 Soit f une fonction numeérique
définie sur R par: f (X) =—X*+X
Démontrer que f est majorée sur R .

Solution : On met la fonction sous la forme
canonique :

f (x):—x2+x:—(x2 —x)=—[(x—;j2 —2]:—[%2]11
1 1

f(X)SO ssi XE}—oo;—%[u[—l'l[u[zﬁoo[

1
La fonction f est donc majorée sur R par M :Z

Exemple7 Montrer que la fonction g définie sur
R par g (X) =4sin X —3 est Bornée.
Solution :Ona ¥xeR —1<sinx<1 donc
—4<4sinx<4
donc —4-3<4sinx—3<4-3
donc —7<g (X) <1 gestdoncbornée sur R.
Exemple8 Soit f une fonction numérique tq :
1

f(x)=

(%) x> +1
1)Déterminer D,

2) Démontrer que f est majorée sur R .
3) Démontrer que f est minorée sur R . Conclure

Solution :1)D, ={x eR/x”+1#0}

x* +1=0 < x* =—1 pas de solution dans R
donc D; =R

2)Ona VxeR X°20 donc x2+1>0+1
<1

Donc X2+1>1 donc —
X" +1

f (x)<1 par suite f est donc majorée sur
R par M =1

2)Ona VxeR X°>0 donc x2+1>0+1
Donc X*+1>1 donc X +1>0

Donc: 0< f(X)

par suite f est donc minorée sur R par m=0

donc

prof: Atmani najib
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conclusion: 0<f (x)él vxeR

f est donc bornée sur R.
Exemple9 Soit f une fonction numérique tq :

2X° +7X+7
f (X) =72
X +3X+3
1)Déterminer D,
2) Démontrer que f est minorée par 1.

3) Démontrer que f est majorée par % .Conclure

Solution :1) D, :{XER/x2+3x+3¢O}

A=-3<0 pas de solution dans R donc D, =R
2) soit VxelR

2 A+ TX+T-1(X+3x+3) 2
f()()_1:2x +7x+7_l: ( )_x +4x+4

X 4+3x+3 X +3%+3 X 43K43
2
f(X)—l— (X+2) or xX>+3x+3>=0 A=-3<0
X° +3x+3 cara=

(signe de a=1)
Etona: (x+2)2 >0 donc f(X)Zl vxeR

f est donc minorée sur R par m=1
2) soit VxeR

T X411 X

f(x)--= <0

3 K4+3x+3 3 3(x2+3x+3)

. ., 7
par suite f est majorée par 3

. 7
conclusion : 1< f(x)sg vxeR

f est donc bornée sur R.
Exemplel0 Soit f une fonction numérique tq :
x-1
f (X) =2
X“+X+m
1)déterminer les valeurs de m pour que D, =R
2) Soit g la fonction numérique tq :

avec meR

1
x) = . :
9( ) N déterminer les valeurs de m pour
que vxe{-2lJona: f(x)=g(x)
Solution :

1) D, =R VxeR:X* +x+m=0
X>+X+m=#0 ssi A=b’—4ac=1-4m=<0

. 1
Ssi m>—
4
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2) f(x)=9(x) vxe{-21 <
x-1 1

X2AX+Mm  X+2

o (X=1)(X+2)=x"+X+M <

X+ X=2=xX>+Xx+m
f(x)=9(x) Vxe{-21} & —2=m
7) Les extremums d’une fonction

Numérique
7-1)) Définitions :

I: C f J

maths — infer

T
T mfa)” miaths — inter

Soit f une fonction numérique définie sur un
intervalle ouvert /et soit ael

> Dire que f (a)estune valeur maximale
de fsur I (ou f (&) estun maximum de f sur |
) ssipour tout quex e7:f (x)<f (a

> Dire que f (a)estune valeur minimale de f
sur | (ou f (a) est un minimum de f sur | ) ssi
pourtout x e7:f (x)=>f (a)

7-2) Exemples d’applications :
1° Soit f une fonction numérique tq :
f(x)=5x*+3 D, =R

Onapourtout x eR x*>0 Donc 5x°>0
car 5>0

Par suite 5x*+3>3 etona f (0)=3
Donc pour tout x eR f (x)>f (0)

d'ou f (0)=3 est un minimum absolue de f sur R
2° Soit g une fonction numérique tq :
g(x)=—4x’+1 D, =R

Onapourtout x eR x>0 Donc —4x°<0
car 4<0

Par suite —4x*+1<1 etona g(0)=1
Donc pour tout x eR g (x)<g(0)

d'oti g (0)=1 est un maximum absolue de g
sur R

prof: Atmani najib
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7-3) Exemples :
Exemplel : Soit f une fonction numérique tq :
f (x)=-4x*+4x +5
1°a) montrer que f (x )=6—(2x —l)2 pour tout
X eR
b) f (x)<6 pourtout x eR

2° calculer : f [%j et en déduire les

extrémums de f sur R
Réponses: 1°a)ona D, =R
6—(2x —1)" =6—(4x*—4x +1)
=6—4X2+4x —1=-4x*+4x +5
Donc : f (x):6—(2x —1)2

\Y

b) Donc pourtout x eR ona (2x —1)2

Par suite —(2x —1)2 <0 donc 6—(2x -1)

Donc pour tout x e R f (x)<6

. 1 1 Y 2

2°ona f|=|=6-2x>-1| =6-(1-1)" =6
2 2

on apour tout x e R 6—(2x —1)2 <6 alors

f(x)<f @

Donc f (l
2

2

0
6

IA

=6 est un maximum de fsur R

Exemple2 : Du tableau de variation on a :

X -5 -2 2 5

Jto

Le nombre 2 est une valeur maximale de f au point
X, =2

Le nombre 0.5 est une valeur Minimale de f au
point X, =—2

Exemple3:
Soit f une fonction numérique tq :

f(x)=-x*+4x-3
Montrer que 1 est le maximum absolu de f

sur R
Solution : D, =R

Montrons donc que : f (x) <1 et que I'équation
f (x)=1 admet une solution dans R
f(X)-1=—x*+4x-3-1=-x"+4x—4
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f (x)—lz—(x2 —4x+4):—(x—2)2 <0

Donc f(x)<1vxeR etona:

f(x)=le f(x)-1=0—(x-2) =0 x=2

Donc ’équation f (x) =1 admet une solution

dans R

Etona: f(2)=1 donc: f(x)<f(2) vxeR

que f (2):1est le maximum absolue de f sur R

Exemple4 :Soit f une fonction numérique tq :
2x° +3

f(x)= x*+1

1)Déterminer D,

2) a) Démontrer que f est majorée par 3.

b) est ce que 3 est une valeur maximale de f ?
3) a) Démontrer que f est minorée par 2.

b) est ce que 2 est une valeur minimale de f. ?
Solution :

1)D; ={x eR/x*+1%0}
x* +1=0<« x*> =—1 pas de solution dans R donc
D, =R

2) a)soit WxeR

’ 2 +3-3(X+1) 22 43-3y%_
f(x)-3:2x2 LA : ( ):2X +32 3 -3
X +1 X +1 X" +1
2
Donc f(x)‘3: 21130 par suite f(x)<3 VxeR

f est donc majorée sur R par M =3
b) on remarque que : f (0):3
donc f(x)<f(0) wxeR

Donc 3 est une valeur maximale de f
2) a)soit WxeR

2x* +3
f(x)-2=22"° oo
(x X2 +1
1
Donc f(x)-2= )

0<f(x) wxeR

par suite f est donc minorée sur R par m=2

2x° +3—2(X2 +1) ) X2 4+3-2x2-2
X +1 X +1

b) on remarque que : f (X)>2 vxeR

2 n’est pas donc une valeur minimale de f
conclusion: 2< f (x)<3 WwxeR

f est donc bornée sur R.
Exemple5:Soit f une fonction numérique définie

oy

prof: Atmani najib
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1)étudier le signe de f

N2
2) a)Démontrer que f est majorée par T .
2 .
b) est ce que T est une valeur maximale

def?
Solution :1) soit x e JI;+o0

) SAE_ (R 2)

x-1 (x- 1)(@ JE)
f(x): X+1-2 _ x-1
(-D(Vx+1+42) - (x=1)(Vx+1+42)
1

-0

f(x):7M+\/§

Donc f(X)>O si x e [1;+o0

N

2)a) Xxe L+ montrons que f(x)sT

soit X € [1;+o0[ donc x>1 cad X+1>2

donc Vx+1>+/2 donc Vx+1++/2 =22

1 1
donc <
\/x+1+\/§ 2\/5
2

donc f(x)=< e Vx € J1; 400

f est donc majorée sur R par M =3
conclusion: 2< f(x)<3 WwxeR
b) on remarque que : f (0)=3
donc f(x)<f(0) wxeR

Donc 3 est une valeur maximale de f

. ) 2
f est donc bornée sur ]l, +oo[ par T
b) puisque f(x)= g Vx € J1; 400

—— N’est pas une valeur maximale de f

4
Exemple6 :Soit f une fonction numérique

Jx-2
Ix+2

définie sur JL;+oo[ par: f(x)=

1) )Déterminer D,

2) Démontrer que —1 est la valeur minimal de f
3) Démontrer que f est majorée par 1 et est ce que
1 est une valeur maximale de f ?
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Solution :1)

D, ={xeR//x+2#0etx>0} = {xe R /X #~2etx> 0}

D, = [0;+oo[
2) Montrons donc que : f (x)>-1 et que

I'équation f (x):—l admet une solution dans R*

_Wx=2 . 2Jx

f(x)—(-1)=f(x)+1= 1= >0
(0-(-)=1(x)o1- P 2ua- B
Donc f(x)>-1VxeR" etona:
f(x)=—1es f ()10 2% _gex—o

\/§+2

Donc I'équation f (x)=—1 admet une

solution dans R*
Etona: f(0)=-1 donc: f(x)>f(0) vxeR

Ont dit que f(0)=-1 estle minimum absolue
de fsur R”

3) soit xeR" f(x)—l—\/;_z— -

= 1= <0
\/;+2 \/;+2

Donc f (X)<1 VxeR"

Donc f est donc majorée sur R™ par M =1
Et puisque f(x)=1 n'admet pas de solution

dans R*
Donc 1 n’est pas une valeur maximale de f

¥

f est donc bornée sur ]1; +oo[ par ——

4
b) puisque f(x)ig VX € [ +oo

2

T n’est pas une valeur maximale de f
Exemple7 : Soit f une fonction numérique tel
que : f(x)=x*-2x+3

1)a) Démontrer que f est minorée.

b) est ce que f admet une valeur minimale ?

2) Démontrer que f est non majorée.
Solution : D, =R

1)a) f(x)=x"-2x+3=(x"-2x+1)+2=(x-1) +2
Donc f(x)—2=(x—1)2 >0
Donc: f(x)>2 VxeR donc que f est minorée

par 2

etona: f(l):2 donc: f (X)Z f(l) vxelR
Donc f admet une valeur minimale c’est 2

2) Démontrons que f est non majorée.

prof: Atmani najib
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Supposons f majorée donc: IM e R: f (x)<M

vxelR
@VXERi(X—1)2+2SM

@VXeR:(X—l)ng—Z

<:>VXeIRi:./(x—1)2 <<M -2 (on peut toujours
supposer M >2

o xeR:|x-1<JM -2

Doncona: —vM-2<x-1<JM -2 VxeR
Doncona: —+M-2+1<x<JM-2+1 VxeR

absurde
Donc f est non majorée

8) Etude et représentation graphique
des fonctions x ——ax * +bx +c
8-1)Résumé : f(x)=ax’+bx+c et a=0

1° Dans le repére (O;T;T) la courbe(C, ) c’est
une parabole de sommet W («; B) et d’axe de
symeétrie la droite x =«

2° Les variations de f_

Sia>0
x —cD - +oo
2
Flx \ j[_%:l /’
| /
& \\\_/
(=) e
ol _&
2ex
Sia<0
x —C0 —i 00
Zex
&
e R - R

B
I F -2y
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2-2) Exemples :
1° Soit f une fonction numérique

tg: f (x)=2x>-4x -2

On a f est une fonction polyndme donc D, =R
Onaa=2etb=-44etc=-2
(f (x )=ax?+bx +c)

b 4
Donc —2—a=2X2=1 et (f (1)=2—4—2=41)

Pour tout réel x e R on peut écrire sous la
forme :

f (x):a(x +%)2—%=2(x —1)2_4

SoitW (1;,-4) Donc dans le repéré (0;i; ) |

a courbe(C, ) c’est une parabole de sommet
W (1-4)
et d’axe de symétrie la droite x =1

Tableau de variations de f_

Onaa=2>0donc:

J(x)

W (1-4)

prof: Atmani najib

16
2° Soit g une fonction numérique tq :

g(x):—%x2+2x +1

ona g est une fonction polynéme donc D, =R
1

Onaa:—E etb=2etc=1

(9(x)=ax?+bx +c)

Donc _izz et ﬂ:—A:—iZ=3
2a 4a -2

Donc pour tout réel x e R on peut écrire sous la

bY A 1 2
f ; = — | - ==-=(x-2)"+3
orme : g (x) a(x + Za] " 2(x ) +

(g (2):—%(2—2)+3=3J
SoitW (2;3) Donc dans le repére (0;7;7) la
courbe(C, ) c'est une parabole de sommet

W (2;3) et d’axe de symétrie la droite x =2

Tableau de variations de f_

Ona a:—%<0 donc :

€T — o0 2 4o

ra | N

1/ \\
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9) Etude et représentation graphique 2 1] o[ 1] 2] 3] 4

des fonctions homographique : R 50213
¢ ax +b

X— a0 et c=0

cx +d (C, ) estI'hyperbole de centre W (1;2) et
9-1) Résumé et propriété :1)Soit f une fonction d’asymptotes les droites d’équations

tq: f (x):ax—er ona f(x)eRssi cx+d=0 [respectives Xx=1et y=2
cx +d

d
Ssi x i—d— donc: D; :R—{——}
c C

dans le repére (O;T;T) (C, ) estI'hyperbole de

centre W (—%;%j et d’asymptotes les droites

d a
d’équations respectives X = _E et Y= E

L , a b
liércas:si A= =ad-bc>0 .
c d
Tableau de variations de f : . =t
x — O —i_" oo

F(x) 7 et s

a b
2iércas:si A= =ad-bc=<0 )
c d Exemples2:
Tableau de variations de f : Soitg une foncgon humerique
tg: g(x)=
x —oo —4 oo X =2
onag(x)eR ssi x—2=0 ssi x #2
s Donc D, =R—{2}
9-2) Exemples : 1 0
Exemple1: Soit f une fonction numérique tq : A= 1 T 2>0

_2x +1

f(x
() X -1
ona f(x)eR ssi x—-1#0 ssi x=1 T |—o0 2 +4o00

Donc D, :R—{l} A= i 1JJ:_2_1:_3_<0 f(x) / A

e Donc le tableau de variations

eDonc le tableau de variations de e Représentation graphigue
2x +1
X—> -1 o[ 1| 2] 3] & 5
x -1
r | —oo 1 oo 1/31 0] 1 3| -2 -5/3

) N ]

e Représentation graphiqgue

(C, ) estI'hyperbole de centre W (2;-1) et

d’asymptotes les droites d’équations
respectives x=2et y=-1
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10) Etude et représentation graphique
de la fonction polynéme : x——ax®

Exemple : Soit f une fonction numérique
1

définie par : f(x)= Zx3

1) Déterminer D,

2)étudier les variations de f et dresser le

tableau de variation
3)tracer la dans le repére

gC ) de f
olutions : 1)D, =xeR

2)soient x eRet x,eRtq X; <X,

(O ;T;T)la courbe

1
Donc: X13 < X23 Donc: ZX13 < 1 X23

Donc: f(x )< f(x,)
Donc f est strictement croissante

Tableau de variation

S —

1/4| 2| 65

prof: Atmani najib
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11) Etude et représentation graphique
de la fonction polynéme: x——+/a+x

Exemple :Soit f une fonction numérique
définie par : [ (¥)=x+2

1) Déterminer D,
2)étudier les variations de f et dresser le
tableau de variation
3)tracer la dans le repere
C,)def

olutions : 1)

D; ={Xx eR/x +220} ={x e R/x -2} =[-2,+[

2)soient x, e[-2;+oof et x, €[-2;+o0[tq X; <X,

(O ;T;T) la courbe

Donc: X; +2 <X, +2 Donc: X, +2 < fx, +2

Donc: f(x)< f(x,)
Donc f est strictement croissante

Tableau de variation :

a 2 Foc
_7—0—'):.
S _—
n"/if_
X 2| 1] 0| 2|7
f(x)| o 1| 2 2|3
.
5 I
P e e
.2/f -1 < o 2 3 5 B8
-1
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12)La composée de deux fonctions

13-1) Définition : Soit la fonction définie sur
I'ensemble | et g la fonction définie sur I'ensemble J

telque: vxel f(x)eld

La composée des deux fonctions f et g est |a
fonction notée : go f définie sur | par:

(gof)(x)=g(f(x)) wxel

On peut alors faire le schéma suivant :
x—f(x)=y—>g(f(x))=z

13-2) Exemples

Exemplel : Soit les fonctions fet g

Telque: f (x)=x2-2x+3 et g(x)=2x+1
Déterminer: gof et fog

Solution:ona: D, =R et D, =R donc

D, =R et D;, =R

(9o f)(x)=g(f(x))=g(x2-2x+3)=2(x2-2x+3)+1
(geof)(x)=2x2—4x+7
(fog)(x)="f(g(x))=f(2x+1)=(2x+1)2-2(2x+1)+3
(fog)(x)=4x2+4x+1-4X—2+3=4x2+2
Remarque :1) La composée de deux fonctions
n’est pas commutative

c-a-d. gof # fog

2)Soit Df et Dg les ensembles de définition des
fonctions f et g.

D,.. ={xeR/xeDetf (x) e D, }
Exemple2: Soit les fonctions f et g définies par :

f(x)=3x+4 et g(x)=$

1) Déterminer D

2) déterminer : (g f)(x)
Solution : 1) D, ={xeR/xe Dyetf (x) € D, |
Ona D; =R et D,=R—-{-1} donc
D,.; ={xeR/xeRetf (x) = -1}

fxX)=-1< 3x+4:—l<:>3X:—5<:>—§:x

Donc: D :R—{—§}
3

2)ona: D, =R et D, =R—{-1}

S
€10, -B-{]
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1

3X+4+1

(9o F)(x)=9(f(x))=9(3x+4)=

(go f)(X)ZSX+5

Exemple3 : Soit les fonctions f et g définies par :

X X+3
X)=—— - 2re
g( ) X+2 et (x) x+1
On pose : h(x)=(ge f)(x)
2) déterminer : h(x)
X+3

~ 3x+5
Les fonctions h et k sont-elles égales ?
Solution: 1)ona: D, =R—{-1} et

D, zR—{—Z}
D,.. ={xeR/xeD,etf (x) € D, }
D,.; ={xeR/x=-letf (x) = -2}

1) Déterminer D,

3) Soit la fonctionsk définie par : k(X)

X+3

fx)=—2<
X+1

-2

<:>—2(x+l):x+3<:>—3x:5<:>x:—g

g(x+3)
X+1

Donc: D, :R—{—§;—1}
3

h(x)=(gf)(x)=g(f(x))=

X+3 X+3 X+3
h()=—Xrl - x+l __ x+l x+3
x7+3+2 X+3+2x+2 3x+5 3x+5
X+1 X+1 X+1
Donc : h(x)= X+3
3X+5

3)Les fonctions h et k ne sont pas égales car
ils n’ont pas le méme ensemble de définition :

D, =R—{—§;—1} et D, =R—{—§}
3 3

Exemple4 : exprimer les fonctions suivantes a
I'aide de fonctions élémentaires :

Dh(x)=3 2) h(x)=x+3

3) hy(x)=3Vx+4

Solution : 1)h1(x):3XL_1 ona: h(x)=(ge1)(x)
Avec f(x)=3x-1 et g(x)=§

2) 1, (x)=4x+3 ona: h,(x)=(g- 1)(x)
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Avec f(x)=x+3 et g(x)=+/x
3) hy(x)=3/x+4 ona: hy(x)=(g° f)(X)

Avec f(x)= Jx et g(x)=3x+4

13-3) Variations d’une fonction composée
Théoréme : Soit une fonction f définie sur un
intervalle | et une fonction

g définie sur f (1).

=> Si f et g ont méme variation respectivement sur |
et f (1) alors la fonction

go f Est croissante sur I.

=> Si f et g ont des variations opposées
respectivement sur | et f (1) alors la
Fonction go f est décroissante sur I.

Remarque : Il peut étre intéressant de
décomposer une fonction en fonctions élémentaire
La fonction g ° f est décroissante sur |

Exemplel : Soit f la fonction f définie sur

Un intervaIIe[O; +oo[ telque: f (X) =—-5X2+7

On va décomposer une fonction en fonctions
élémentaire :

v(X)=-5x+7 et u(x)=x2
La fonctions f =vou
La fonction U est croissante sur [O; +00[ et
u(x)=x2e[0;+[ et

V est décroissante sur

[0;+00[ Donc d’apres le théoréme des fonctions
composées, f =VouUest décroissante sur [0; +oo[
Exemple2::Soit la fonction h définie sur ]—oo;l] par
h(x)=+1-x
1) Décomposer h en deux fonctions élémentaires.
2) Déterminer les variations de h.

Solution :1) La fonction h se décompose de cette
facon h=go f

onaalors: f(x)=1-xet g (x)= Jx
2) On sait que :
=> f est décroissante sur |-o0;1]

> g est croissante sur f (]—oo;l]) = [0;+oo[

Donc La fonction h décroissante sur ]—oo;l]

On a alors le tableau de variation suivant

prof: Atmani najib
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hix)

13) Fonctions périodiques :

Définition :On considére une fonction réelle f dont
on note D I'ensemble de définition.

On dit que f est périodique de périodeT siles deux
conditions suivantes sont vérifiées :

a) VvxeDona x+T eD

b) vxeD ona f(x+T)=f(x)

et la période de f c’est le plus petit réelle
strictement positif qui vérifie les conditions
Exemple de fonctions périodiques :

1. Une fonction constante sur R est périodique ;
tout réel non nul en est une période.

2. Lafonction X—> E (X) est périodique, 1 est une
période ainsi que tout entier non nul.
3. les fonctions sinus et cosinus sont périodiques de
périodeT =27 et la fonction tangente est
périodique de périodeT =7
4) La période des fonctions : f :X — cos(ax) et
. 2
f:x—>sin(ax) a=0estT ="
a

Exemplel : Montrer que la fonction
fix—>x- E(X) est périodique de période 1.
Solution: D, =R
a) VXxeR ona x+1eR
b) VXe R on a:

f(x+1)=x+1-E(x+1)=x+1-E(x)-1=f ()
L'application f est donc périodique
de période 1.
Exemple2 : Quelle est la période des fonctions

suivantes :
1) f :x—>sin(4x-1) 2) g:x— cos(5x)

3
3) Trouver une fonction de période T =—

Solution:l)T=2_”=2_”=ﬁ 2)T=2—”
a 4 2 5

) 87
3)Une fonction est.h: X — COS(? X)

Remarque : La périodicité permet de réduire
I'étude des variations d'une fonction a un intervalle
de longueur égale a la période
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Donc pour tracer la représentation graphique d'une
fonction T-périodique, il suffit donc de construire la
courbe sur un intervalle de longueur T puis de
translater autant de fois que nécessaire.

Exemple3 : Observons une courbe
représentative de la fonction cos ona T =27 et

sur [-7; 7] dont la longueur est égale a 27 La

courbe se répete tous les T =27

Exemple4 : courbe représentative de la fonction
sin :

Ny

Exemple5: Soit f une fonction numérique
définie sur R et périodique de période T =2

Telque: f (X)=2X—X2 ‘v’Xe[O;Z[

1)Tracer la représentation graphique de la fonction

sur [-2;8] dans un repere (0;i )

2) calculer: f(4.1) ; f(-3.5); f(265.11)

Solution : dans lintervalle I, =[0;2[

On a f est une fonction polyndme donc

D, =R

Onaa=-letb=2etc=0

(f (x)=ax?+bx +c)

Donc —2 ——_ =2
2x(-1)

Donc la courbe(C, ) c’est une portion parabole

7

=1 et (f(1)=2-1=1)

de sommet A(1;1) et d’axe de symétrie la droite

x =1
Pour Tracer la représentation graphique de la

fonction sur [—2;8] il suffit de Tracer la

représentation graphique de la fonction sur
I, =[0;2

et utiliser les translation 2ki avec k eZ

prof: Atmani najib

21‘)(Tll§ilf‘r(:2+2.1) = f(24)=f (2+40.0)= 1 (0)
f (41)=2(0.1)-(0.2)" =0.19
f(-3.5)=f (-4+05)=f (0.5)

5
5)=2(0.5)—-(05)"=0.75
265.11) = f (2x132+1.11) = f (1.11)
f(1.11)=2(1.11)-(1.12)" ~0.98

15) Applications : Position relative de

courbes, interprétation graphique
d’équations et d’inéquations

y=m

7 " N
/ Y

Le but de ce chapitre est de pouvoir déterminer par
le calcul, entre 2 courbes, quelle courbe se situe au-
dessus de I'autre et sur quel(s) intervalle(s). Il te
permettra d’interpréer ensuite, dans des probléenes
plus concrets, des situations liées “a la physique, la
chimie, I"économie, ?

1) Position relative de deux courbes et
intersection

Soient (C, ) la courbe représentative de f et

(C o ) la courbe représentative de g .

v |
; o P //"— \\\\
E} 3 __-/ / 1 \ 2 "x_ 3 4
/ i pd
.I/ \
"\_CI
/
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On peut établir les relations suivantes :
M (x;y)e(C;)ssiy=f(x)

M (x;y)e(Cg) ssiy=g(x)
Aux points d’intersection de (C, )et de (C . ), ona
M e(C;)et M &(Cy)
donc soit f (x)=g(x)
A retenir :
e les solutions de I’équation f (x )=g (x )sont
les abscisses des points D'intersection de (C, )
et de (C g ) .
e les solutions de I’inéquation f (x )>g (x )sont
les abscisses des points de (C, )situées au-dessus
de (C o ) .
e les solutions de I’inéquation f (x )< g (x )sont
les abscisses des points de (C, )situées au- dessous
de (C ; ) .
Un cas particulier : équation f (x )=m et
inéquation f (x )>m
e Les solutions de I’équation f (x ) =m sont les
abscisses des points d’intersection de (C; )avec la
droite d’équation y =m
e Les solutions de I’inéquation f (x ) >m sont les
abscisses des points de (C, ) situés au-dessus de la

droite d’équation y =m .

ftelleque f (x)=x°-4x?+3

22
représentative de

Exercicel : Soit la courbe (C, )
et la droite (D)

d’équation y =-X —3

1- Résoudre graphiquement I’équation f (x )=3
puis I'inéquation f (x )<3 .
2- Résoudre graphiquement 1’équation f (X ) =0

puis I’inéquation f (X ) >0

3- Résoudre graphiquement 1’équation

f (X) —X —3 puis I’inéquation f (X )S—X -3
Réponses : 1) f (x)=3 La solution est I'ensemble

des antécédents de 3 : S ={0;4}

2- f (x )=0La solution est 'ensemble des
antécédents de 0 : S = {a;l;b } Avec -1<a<-0.5
et 3.5<b <4

f(x)=0 S =[a;1]u[b;+o[

3- f (x )=—x —3La solution I'ensemble des
abscisses des points d’intersection de (C; ) etde D :
y =-x -3 donc S ={-1,2;3}

f(x)<—x-3 S =]-0;-1]U[23]

Exercice2 : Soient f et g les deux fonctions
définies sur Rpar: f (x)=x?-3x -4 et
g(x)=3x +12

1) Tracer Les courbes (C, ) et (Cg )

2) Résoudre graphiquement et algébriquement
I'équation f (x)=g(x)

3) Résoudre graphiquement et algébriquement
I'inéquation f (x ) >q (X )

4) Trouver les points d’intersection de la courbe
(C; )avecles axes du repére

Réponses : 1) Les courbes représentatives
(C;) (enrouge) et (Cg ) (en bleu) sont données

dans le repére ci-dessous

2) Quelques exercices d’application
prof: Atmani najib
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2) a) résolution graphique de I'’équation
f(x)=g(x)

Il suffit de chercher les abscisses des points
d’intersection des courbes (C, ) et (Cg)

Onadonc x =-2 et x =8 donc S ={-2;8}
b) résolution algébrique de I'équation
F(x)=9(x)

f(x)=g(x) ssi x’-3x —4=3x +12 ssi

x?-6x -16=0
a=1etb=-6 e c=-16

A=b?~dac =(-6)" —4x1x(~16)=36+64=100=(10) >0

—b-+A

—b++A
= _TN2 et x
X 2 oa

2a

. _~(-6)+V100 _6+10 16

. =8 et
2x1 2 2
y _—(—es)—Jlo_o_6—10_—_4__2
2 2x1 2 2
donc S ={-2;8}

3) a) résolution graphique de I'inéquation
f(x)>g(x)

La courbe (C, ) estau-dessus de (Cg) Si

X € |—o0;—2[ U 8;+o0

Donc S :]—oo;—Z[u]S; +oo[

b) résolution algébrique de I'inéquation
f(x)=g(x)

f(x)-g(x) ssi x?-3x—4>3x +12 ssi
x?—6x —16>0

prof: Atmani najib
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Lesracinessont: x, =8 et x,=-2

X —0C
v’—6x—16

Donc S =]—oo; —2[u]8;+oo[
5) a) Intersection de la courbe (C, ) avec I'axe

des abscisses
Les points d’intersection C et D de la courbe
(C; ) avecl'axe des abscisses ont leurs

ordonnées nulles, et leurs abscisses sont les
solutions de 1" équationf (x )=0

f (x)=0 ssi x*-3x-4=0
a=leth=-3etc=-+4

A=b?—4ac =(-3) ~4x1x(-4)=9+16=25=(5)' >0
~(-3)+V%5 345 8 —~(-3)-v25 -2

= 2:—:7:—1

oo 7 2 =X 2x1
Donc les points d’intersection de la courbe (C; )
avec I'axe des abscisses sont :
C(-L0) et D(40)
b) Intersection de la courbe (C, ) avecI'axe

des ordonnées
Le point d’intersection de la courbe (C, ) avec

I'axe des ordonnées a une abscisse nulle
etona f (0) =0°-3x0-4=-4

Donc le point d’intersection de la courbe (C, )
avec I'axe des ordonnées est : E (—4;0)

Exercice3: Soient f et g les deux fonctions
définies sur Rpar: f(x)=-x"-2x+3 et

x-1
g(X):x+2

représentatives de fet g

et (C, ) et (Cg) Les courbes

1) Dresser le Tableau de variations def etde g

2) a) Trouver les points d’intersection de la
courbe (C; )avecl'axe des abscisses

b) Trouver le point d’intersection de la courbe
(Cg ) avec 'axe des abscisses

3) Tracer Les courbes représentatives (C; )

et (C, )dans le méme repére
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4) a) Résoudre graphiquement I'équation

f(x)=9(x)

b) Résoudre graphiquement I'inéquation

f(x)zg(x)

Réponses : 1)a) f (x)=-x*-2x+3

on a f est une fonction polyndme donc D, =R

Onaa=-letb=-2etc=3

(f (x)=ax?+bx +c)

Donc —2 =2
2x(-1)

Donc la courbe (C, ) c’est une parabole de

sommet A(-14)

et d’axe de symétrie la droite x=-1
Donc le tableau de variations de f

=-1 et (f(-1)=4)

T —oo —]

S(x)

oo

NG

1)b) g(X)Z:T_; ona g(x)eR ssi x+2#0

ssi x=-2Donc D, :R—{—Z}

1
A= =2+1=3>0
1 2

(C,) est'hyperbole de centre W (-2;1) et
d’asymptotes les droites d’équations
respectives x=—2et y=1

Donc le tableau de variations de g

T |—00 —2 400

AN

g(x)

2)a) Intersection de la
courbe (C; ) avecI'axe des abscisses

Les points d’intersection C et D de la courbe (C; )

avec l'axe des abscisses ont leurs ordonnées
nulles, et leurs abscisses sont les solutions de

I"équationf (x)=0
f (x)=0 ssi —x*-2x+3=0
A=b?—dac =(-2)' —4x3x(-1)=4+11=16>0

prof: Atmani najib
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_—(-2)+\16 _2+4_ 6

= = =_3 et
2x(-1) 2 -2
X, = i V16 —1donc les points d’intersection
2 2><(—1)

de la courbe (C, ) avec I'axe des abscisses sont :

A(-3,0) et B(10)
b) Intersection de la courbe (Cg ) avec |'axe

des abscisses

g(x)=0 ssi & 0o x-1=0e x=1
X+2

le point d’intersection de la courbe (Cg ) avec
I'axe des abscisses est : C(1;0)

3)Représentation graphique

Les courbes représentatives (Cf ) (en rouge) et

(Cg ) (en bleu) sont données dans le repére ci-

dessous

4) a) résolution graphique de I'’équation
f(x)=g(x)

Il suffit de chercher les abscisses des points
d’intersection des courbes (C, ) et (Cg )

Onadonc x=1 donc S={1}

4)b) résolution graphique de 'inéquation
f(x)=g(x)

La courbe (C, ) estau-dessus de (Cg) Si
x e ]-2;1]

Donc S = ]-2;1]
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Exemple4 : Soit f une fonction numérique tq :

= Jx+/x =/x

1)Déterminer D,
2) Démontrer que f est minorée.

3) Démontrer que f est majorée par % Conclure
Solution :1) D,

2)soit xeR™ ona X+

Donc: y/X++/X 2\/; donc
= Vx+/x =x >0

f est donc minorée sur R* par m=0

2)soit xeR"
X+ \/_ X+ x+\/_
fwmfxw_w%g )_

={xeR/x>0}=R"

X=X

X-x Jx 1
R

i>0 donc1+ 1 =1

Donc /1+ >=1donc f1+ +1>2
1
Donc ——M donc f (x)=<
1+i +1 2
ﬁ

etona: f(O):O<% donc VxeR"* f(x)<%

Si XeR *:

Par suite f est majorée par —

Conclusion : 0< f(x)<% VxeR*

f est donc bornée sur R".
Exemple5 : Soit f une fonction numérique tq :

f(x)=x2+2x\/§+x—4

1) Démontrer que f admet une valeur minimale
3) Démontrer que f n’est pas majorée
Solution : 1) D, ={xeR/x>0}=R"

Soit xe R”

f(x):x2+2x\/;+x—4:x2+2x\/§+(\/;)2—4
f(x)=(x+\/§)2—

prof: Atmani najib
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Donc f (X)+4=(X+\/;)220
Donc f(x)+4>0 donc f(x)>—4
Etona: f(0)=-4 donc f(x)> f(0)
Donc f (0) = —4 est une valeur minimale de f au
point X, =0
2) Démontrons que f est non majorée.
Supposons f majorée donc: IM e R: f (x)<M

vxeR"
& VxelRY :(x+\/;)2—4sM

@VXER*:(X+\/§)ZSM +4

SVXER  X+X <M +4 (On peut toujours
supposer M >0

@VXGR*:(J_) +2x= \/_4{ j_(zjz <JM+4
@VXER+Z[&+%j g\/m+%
JM:Z+%—%

2
@VXGR*:XS( M +4+%—%j Absurde

@VXeK:&S

Donc f est non majorée

Exercice6 : Soient fetg eth les trois fonctions
définies par:
2
; (x)= 6x°+8x+11

(x-1)°

h(x)=x*+2

2X+3
et g(x)= ) et

1)a) Etudier les variations de g et de h
b) Etudier le signe de la fonction ¢

2)montrer que : VX € R—{l} :f(x)=(ho

9)(x)

3)Etudier les variations de f dans les intervalles :

et [ 1]

2X+3
x-1
Ona g(x)eR ssi x—1#0 ssi x=1

Réponses :1)a) g(x)=

2 3
Donc DQ=R—{1} A=1 - =-5<0
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(C,) Est 'hyperbole de centre W (1;2) et
d’asymptotes les droites d’équations
respectives x=1et y=2

Donc le tableau de variations de g

r |—oC 1 +o¢
NN

1)ajon a nest une fonction polyndme donc D, =R

g(x)

Donc le tableau de variations de h

@T —oo () oo

~,

b)étudions le signe de la fonction g sur_R-{1}

h(x)

r —oo = 1 oo
2ax+3 lJ} { }
r—1 0 }
e |

D,.s :{XERIXE D,etf (x) e Dg}
2)montrons que : VxeR—{1}: f(x)=(hog)(x)

(hog)(x)zh(g(x)):h(2x+3J

x-1
2 2
(h g)() 2X+3 +2:4x +12X+9+2X° —4x+2
x-1
6x° +8x+11

(1)
()=
Donc VXER—{l}: f(X):(ho

9)(x)

3)Etude des variations de f dans les intervalles :

a) Sur }oo;—ﬂ :

Ona VxeR—{1}: f(x)=(h-g)(x)

Puisque g est décroissante sur :l—oo;—g} et

VX e}—oo ——} g(x) €[0;+0[ et h est
croissante sur [0;+o[ alors f =hog est

decroissante sur :|—oo;—:23}

prof: Atmani najib
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b) sur [—g;l{

. L 3
Puisque g est décroissante sur [—5;1{ et

VX e {—g;l{ 1 g(x) € |-0;0] et h est
décroissante sur |-;0] alors f =hog est
. 3
croissante sur {—E;l[
c) sur JL;+oo :
Puisque g est décroissante sur ]1; +oo[ et
Vx € JL;+0o[ g(X) € ]0;+o0[ et h est croissante sur

]0;+00[ alors f =hog est décroissante sur
]1; +oo[

Donc le tableau de variations de f :

+00

\/N\

r |—oo —3/2

f(z)

http:// abcmaths.e-monsite.com

« C’est en forgeant que I’on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

Que I’on devient un mathématicien

prof: Atmani najib
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Cours SUITES NUMERIQUES
avec Exercices avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB

1BAC BIOF

http://www.xriadiat.com/

LES SUITES NUMERIQUES

[) ACTIVITES

Activité 1 : suite définit par une
formule explicite ou une formule
de récurrence

Des gradins sont constitués de
poutres comme ceci (voir dessin)
On considére la suite U des nombres de poutres par
niveau en commencant par le haut qui sera appelé le
rang 0, le nombre de poutres de rang n € N

est noté U, .

[ ]

1)formule de récurrence
a)donner les valeurde U,, U,, U, , U,

b) comment passe-t-onde U, a U, ?

(Donner une relation entre ces deux termes)

c) en déduire les valeurde U, , U, , U,

d) utiliser la calculatrice pour obtenir les valeurs de
Uyy , Uyge puis Uy,

e) utiliser la calculatrice pour trouver la plus petite
valeur de n telle que U, >500

2) formule explicite

a) trouver une formule qui donne directement U |

en fonction de n
(Commencer par U,, U, , U,,U, puis généraliser a n)
b) retrouver les valeurs de U,;,U,, puis U,

c) retrouver algébriqguement la plus petite valeur de n
telle que U, =500
3. pour aller un peu plus loin :

soit S, =U, +U, +U, +...4+ U, la somme des nombres
de poutres qu'’il faut au total du rang 0 au rang n

a) donner les valeurs de S;,5;,S, et S,

b) observer la figure et expliquer pourquoi

s, :4(uo+u3j
2

puis verrier que I'on retrouve bien S3

i Wil

c) calculer S1o par un raisonnement analogue

d) montrer que S, =(n +1)2

Prof/ATMANI NAJIB

€) en déduire la hauteur maximale de gradin que I'on
peut construire avec 1000 poutres au total et préciser
le nombre de poutres qui restent

Activité 2 : Suite définie uniquement par une formule
de récurrence :

soit la suite U définie par: U ,, =0.95U +5

et U, =200

1)calculer: U, U, , U, , U, Uo, Uy

2) essayer de trouver la plus petite valeur de n telle
que U, <100

3. un club a 200 membres inscrits le premier mois,
Chaque mois, 5% des membres partent, mais le
responsable arrive toujours a obtenir 5 nouvelles
inscriptions

a) montrer que le nombre d’inscrit le ne mois est un
b) que semble devenir le nombre d’inscrits a long
terme ?

Activité 3 : suite définie uniguement par une formule
explicite

Soit la suite V' définie par: U_, =100+100x0.95"*
1) caleuler: V,, V, , V; , Vi, Vigoet Vo

2) que semble-t-il pour les suites V et U ou U estla
suite de Activité 2 précédent ?

Activité4 : Une personne a recu deux offres de deux
société commerciales pour une durée de 4 ans.

La société A propose un salaire de 4500 Dh pour le
premier mois et une augmentation de salaire de

75 Dh chaque mois.

La société B propose un salaire de 3500 Dh pour le
premier mois et une augmentation de salaire de 3%
chaque mois.

Soient &, et b, les salaires proposés respectivement
par les sociétés A et B pour le nieme mois.

1- Calculer les salaires des 4 premiers mois pour les
deux sociétés.

2- Trouver une relation entre a,,; et a, puis entre
b,..eth, .

3- Calculer les salaires du 10 éme mois pour les deux
sociétés.

4- Quelle est la société la plus bénéfique pour la
personne ?

http://www.xriadiat.com/ 1
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[Il) GENERALITES

1) Définitions et notations.
Définition : On appelle suite numérique toute

application de N (ou une partie | de N) vers R
u:l->R
n—u(n)=u,
Notation : Si U est une suite numérique définie
Sur N

L'image de 'entier n par U se note U, et s’appelle

le terme de rang n de la suite

L’entier N s’appelle I'indice du terme U,

La suite numérique U se note : (U,) .. ou (U, )

Remarque : On peut aussi définir une suite a partir
d’'un certain rang.

1
Exemple :1/ (un)neN définie sur N par U, :n—

+2
uozl;ulzl;uzzl;%:l; """
2 3 4 5
2/ (V ) définie pour tout N> 3par V, =L
n /=3 n-2
v, =1V :l'v :l'v =1' ......
A A A &

2) Comment générer une suite

Une suite numérique peut étre définie de deux
manieres différentes :

a) Suite définie par : une expression explicite

Dans laquelle le terme U, de la suite (Un)n est
définie en fonction de n
Exemple : Soit (Un)n la suite définie par :

U,=2n+3 vneN

1)Calculer : les quatres lere termes de la suite (Un )n

2) Calculer:  ynen Unpa—U,
Solution :1)u, =2x0+3=3 u, =2x1+3=5
U =2x1+3=5 u,=2x3+3=9

2)U,,, —U, =(2(n+1)+3)—(2n+3)

Uy —U, =2n+2+3-2n-3=2

n+1

b) Une suite définie par : une expression
récurrente
Ces suites s’appellent des suites récurrentes, elles
sont définies par le (ou les) premier (s) terme (s) et
une relation entre deux ou plusieurs termes
consécutifs.

Prof/ATMANI NAJIB

Exemplel : Suites récurrente du premier ordre

soit (un )nEN la suite récurrente définie par :

U, =2
un+1 = 5un _7

Calculer : uj;u,;u,

vneN

Solution:Onau,, =5, -7

Pour n=0 on a: U,,, =5U, —7 donc u, =5x2-7
Donc: u, =3

Pour n=1ona: u,, =5uU, —7 donc u, =5x3-7
Donc: u, =8

Pour n=2 on a: u,,, =5U, —7 donc u, =5x8-7
Donc : u, =33

Remarque : Il faut bien écrire les indices : U, ; n’est
pas U, +1

Exemple2 : Suites numériques du second ordre.
soit (V).

Vo =Lv, =-1
Vo, =2V, —3V,

la suite récurrente définie par :

vneN

n+2
Calculer : v,;v,;Vv,

Solution: Onav,,, =2v,,, —3v,
Pourn=0ona:v,,, =2y, -3y, donc v, = 2v, -3y,
Donc : V, =2x(-1)-3x1=-5

Pour n=1on a: v,,, =2V,,, —3v, donc v, = 2v, —3v,
Donc : v, =2(-5)—3(-1)=—7

Pour n=2 on a: v,,, = 2V,,, —3v, donc v, = 2v, —3v,
Donc : v, =2(-7)—3(-5)=-14+15=1

3) Suites majorées, suites minorées, suites
bornées.
Activité1 : Soit (U, )

w2 suite définie par :

1
Montrer que : vneN :—<uU, <1
2

Solution :1) Montrons que :

1y =1 n+1 :(2n+1)—(n+1
2n+1 2n+1

Donc U, <1 wneN

u, <1722
).

" >0
2n+1

http://www.xriadiat.com/
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2)Montrons que : %< u, ??

1 n+1 1 2(n+1)=(2n+1) 1

u,--= = = >0
2 2n+1 2 2n+1 2n+1
1
Donc —<U, VneN
2
_ 1
Parsuite:: VneN :E<un£1

On dit que la suite (Un )neN est majorée par 1 car

u, <1 vneN

: . o 1
On dit que la suite (un )neN est minorée par > car

1
E<Un vneN

On dit que la suite (Un )neN est bornée car : vneN

l<unsl
2

Activité2 : Soit (Un)neN la suite récurrente définie
u, =0

par: vneN
wﬂzﬂmn+2

1- Calculer les 3 premiers termes.

2- Montrer par récurrence que : vneN :0<U,
3- Montrer par récurrence que : vneN : U, <2

Solution :1)Ona u,,, = ,/un +2

Pour n=0 on a: U, = /U, +2 donc u, = J2

Pour n=1 on a: U, =4/u, +2 donc u, = J2+2

Pour n=2 on a: U, =/u, +2 donc U, = \N«/E+2 +2

2) Montrons par récurrence que : vneN :0<U,
1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons U, =0

donc 0<u,.

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence :

Supposons que : 0< U

3étapes : Montrons alors que : 0 < u,,??

Orona: U, =,u +2>0

Donc: wneN :0<U,

3) Montrons par récurrence que : vneN :U, <2

Prof/ATMANI NAJIB

1étapes : lnitialisation : Pour n=0 nous avons U, =0

donc U, < 2.

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence :

Supposons que : U, <2
3étapes : Montrons alors que : U,,; <277

ona: U, <2donc U, +2<4=Ju, +2 <4
<2

n+l —

=Uu

Donc: vneN :0<uU,
Parsuite:: vneN :0<u <2

On dit que la suite (un )neN est majorée par O car
u, <2 vneN

On dit que la suite (un )neN est minorée par Ocar 0 <u_
vheN

On dit que la suite (Un )neN est bornee car : VneN
O<u, <2

Définition : Soit (Un)nel une suite numérique. (I c N)
¢ On dit que la suite (un )nEI est majorée s'il existe un
réel M tel que :Vnel U, <M

¢ On dit que la suite (Un )nel est minorée s’il existe un
réel mtelque :Vnel m<u,

» On dit que la suite ((Un )nel est bornée si elle est
majorée et minorée.
Exemple : Soit (Vn )nzl la suite définie par :

v, —Jn+1-Jn vneN

1)Montrer que (Vn )nzl est minorée par O

2)Montrer que (Vn)

1> €St majorée par %
3)Que peut-on déduire ?

Solution :1) Montrons que : Vne N 0<v_ ??

(«/ﬁ—\/ﬁ)( n+1+\/ﬁ)
Jn+1+4n

n+l-n 1

n+1+\/ﬁ: \/n+1+«/ﬁ

v, =Vn+1-yn=
(03] -(h)

Vﬂ: =

Jn+1+4n

Donc:0<V, VneN"

(Le conjugué)

>0

Donc :(Vn )nzl est minorée par 0
http://www.xriadiat.com/ 3
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2)Montrons que : Vv, S% ? Vne N’

L1 1 1 2= (Vn+1+vh)

"2 Jn+l+J_ 2 Jn+1+n

Ona:n>1 etn+1>2 donc v/n>1 et yn+1>+/2
Donc : Vn+1++/n>1++/2 donc

—( n+1+«/ﬁ)s—1—\/§

Donc 2—(\/n+1+\/ﬁ)£l—«/§ et puisque : 1-+/2<0

Donc vn—%-<0 vne N’

Donc v, 4% vne N’

1
est majorée par

Donc la suite (Vn )nzl 2

3)Donc la suite (Vn )nzl est bornée car :

VneN" :0<v, <%

Exercicel: Soit la suite récurrente (un)neN définie par :

vYneN

U,, =U, +2u +2
u, =-1

Calculer U; et montrer que (un )neN est minorée par 1

Solutions :

Ugy =Ug? + 20, +2=(=1)° +2x(-1)+2=1+-2+2=1
u,~1=u2+2u, +2-1=u2+2u, +1=(u, +1)° >0
Donc:1<u, vneN

Donc : (Un )neN est minorée par 1

Exercice2: Soit la suite recurrente( ) définie par :

u, =1
7un VneN

u =
"2u +1

Montrer que (Un)neNest minorée par 1 et majorée par 3.

Solutions : Montrons par récurrence que :
O<u, <3

vneN

létapes:n=0ona: O<u,<3car 0<1<3

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothese de récurrence :

Supposons que : O0<u, <3
<37??

Ona:0<u, donc 0<2u,+1et0<7u,

3étapes : Montrons alors que : O<u

n+1l
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Donc 0<u,,; (1)

[N 7u, —3(2u, +1)

—3= n
2u, +1

Etona: T 5 .
u, +

u —_—
un+1_3= :
2u, +1

et puisqueona: O<u, <3

Onadonc: u,—3<0 et0<2u,+1
<3(2)
De (1) et (2) en déduit que :0 < U

Donc u,,, —3<0 Donc u

n+1

n+l <3
D’'ou VneN :0<u, <3
Exercice3 : Soit la suite récurrente ( ) definie par :
u,=3n°+6n-4 wneN

Montrer que (un )neN est minorée
Solutions : Soit NeN ona:

u, :3n2+6n—4:3(n2+2n)—4:3((n+1)2—1)—4
u, =3(n+1)" -7

Ona:yyey (N+1)°>0

Donc : 3(n+1)° >0 donc (n+1) ~7>-7

~7  parsuite (U,) .

Donc :u, = est minorée par -7

Exercice4 : Soit la suite récurrente (Un )neN définie
2+cosn

3—sin\/ﬁ

Montrer que (Un )nEN

Par: u = VneN

est bornée

Solutions :Soit NneN on a:
—1<cosn<l wneN et-1<sin'/n<1
:1<2+cosn<3et —1<—sin/n<1
:1<2+cosn<3et 2<3-sin/n<4

1<2+cosn<3et y<
2+cosn

%, 3- sm\/_ /

<u </donc

Propriété : Une suite (un )nel

Donc

Donc

Donc :

3- 5|nJ_<}/

Donc :

Cad: n oy ESt bornée

est bornée si et
seulement s'il existe un réel positif M tel que :
vnel |u <M

Exemple : Soit la suite récurrente (Un )neN définie par
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u,=(-1)"sinvn  wnen

Montrer que (un )neN est bornée

Solutions : Soit neN on a:

|un|:‘(—1)”sin \/ﬁ‘:‘(—l)”Hsin \/ﬁ‘ =‘sin \/ﬁ‘él
Donc |Un| <lvneN

Donc : (un)neN est bornée

4) Monotonie d’une suite.

Activité 1 : Soit la suite récurrente (Un )neN définie

par:u =——
" n+2

Montrer que : U ., —U. <0 vneN

VneN

Solutions : Soit neN ona:
(—(n+l)] ( -n j -n-1 n
Uy, — U, = - = +
n+1+2 n+2 n+3 n+2
(-n-1)(n+2)+n(n+3) -2
= = <0
(n+3)(n+2) (n+3)(n+2)

Donc : U,,,—-U, <0 donc u,,, <U, VneN

n+l~ “n

On dira que la suite (Un )neN est décroissante

Activité2 :soit (Un )neN la suite récurrente définie

u, =1
ar .
P u.,=4u +2

n+l n

vheN

vneN
Solutions :1étapes :0n a U, = /U, + 2 -2

Pour n=0 nous avons U, =1 donc U, < U,.

Montrer par récurrence que U, <U,,

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : Supposons que : U, <U,

3étapes : Montrons alors que : U,,, <U.,, ??

Ona:u,<u,, donc u,+2<u,, +2

Donc : \/un +2< \/UM +2 donc u,,, <U,,,

Parsuite:: vneN :U, <U ,

On dit que la suite (Un )neN est croissante

Définition : Soit (Un )nel une suite numeérique. (I c N)
On dit que la suite (Un )nel est croissante si: Vnel

Ymel ;mSn:>um£un
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On dit que la suite (un )nEI est décroissante si :
Vnel Vmel :m<n=u_ 2U,

On dit que la suite (Un )nel est monotone si elle est
croissante ou décroissante sur 1.

Théoréme : Soit (Un )nEI une suite numérique. (I c N)

e La suite (un )nEI est croissante si et seulement si:
Vnel U, 2 Uy = (P)

e La suite (un )nEI est décroissante si et seulement
si: Vnel U, <U,

Démonstration :

On suppose que la suite (Un) . €st croissante donc

n

vnel Vmel :m<n=u, <u,

D’ou (et puisque n + 12n) alors: U, = U,
Inversement : On suppose que la suite (un)nel vérifie
la propriété (P).

Soit n et m deux entiers telsquen=mon a:

U, <Ug,, <Ug, <...< U, Donc la suite : (u,)

nel
est croissante.
Exemplel: soit (Un )neN la suite récurrente définie

u,=Lu =1
Par::{0 '

vheN
l"|n+2 = 2un+l - un - 2

Montrer que suite : (u, ) _ est croissante.

Solutions : Montrons par récurrence que U,,, <U_
létapes: Ona u, <u,

Donc la proposition est vraie pour n=0

2étapes : Supposons que : U, <U,

3étapes : Montrons alors que : U,,, <U,,, ??
Ona:u,,—U.,=2U,-U —2-U

<0

n

Donc u,,, —U,,=U,,,—U —2 etona: u,,—U
Donc: u,,,—U,—2<0 donc u,,,—Uu,,, <0

n+l —

Parsuite:: W¥neN :U ., <U

Donc la suite (un )neN est décroissante
Exemple2 : Soit (Un )n la suite définie par :

n2k

eN*

u, = vneN*

k=1

Etudier la monotonie de la suite (un )neN
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Solutions :
2n+1 n 2k
n+l 5k

n k n k
Un+l—Un:Z—— 2_: 2_+
k Tk i3k

>0 Donc:u <u vneN*
n+1 n n+l

Donc la suite (un )neN est strictement croissante

Exemple3 : Soit (Un) la suite définie par :

neN”
n
u,=) —— VvneN’
" Sn+k
Etudier la monotonie de la suite (un )neN
n+1 1 n 1
Solutions : U, —U, = -
o kz_;n+l+k ~n+k

n+l 1 n+2
Etona: )| = - onpose kK'=k+1

—=n+l1+k {f—Sn+k

Et puisque K’ est une variable on peut I'appeler k'
nz+1 1 n+2 1 n+2 1

“n+l+k Zn+k’ En+k
Donc :
g1 n 1 1
_kZ:;n+k = n+ k 2n+1 n+2 n+l
i u”_2(n+1)(2n+1)>0 vnell
2n+1
ng — U, = >0 VneN’
n+1

Donc la suite (Un )neN est strictement croissante

Exercice5 : Soit (U ) la suite récurrente définie

_8(u, -1
par : U,+2 vneN
U, =3

1) Montrer que (un )neN est minorée par 2

2) Montrer que (un )neN est majorée par 4

3)Etudier la monotonie de la suite (un )nEN

Solutions :1) Montrons que 2< U, VvnelNe
létapes:n=0ona: 2<uycar 2<3

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : Hypothése de récurrence :

Supposons que: 2< U,

3étapes : Montrons alors que : 2< U, ??

Prof/ATMANI NAJIB

8(u,-1)-2(u, +2) 6u,-12
u,+2 B u,+2

u

n+l

—2=6(u“—_22) et puisque ona: 2<U,
+

n

Donc: U,—22>0et u +2>0
-2>0
vneN

Donc: U,

donc 2<U,
2) Montrons que U, <4 wn e NS

<4car 3<4

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : Hypothése de récurrence :

u, <4

létapes:n=0ona: U,

Supposons que :
3étapes : Montrons alors que : U, <47??
8(u,~1) 4(u,+2)-8(u,-1) —du, +16

=4 unn+2 ) u +2 u +2

4_u”+1:4(4—un):4(4—un) et puisque on a :
u,+2 u,+2

u, <4

Donc: 4—U, >0 et u +2>0

Donc U,,; <4 parsuite U, <4 wvneN
34 8(u,-1) - 8(u,=1)-u,(u,+2) -u’+6u -8
Tt u+2 " U, +2 Y

On va factoriser —U° +6U —8 : A=36-32=4>0
—6+2 —6-

Xl:_—2:2 et X, 26_—2224 donc:

~u,” +6u, -8=—(u, -2)(u, -4)

-(u,-2)(u, -4)

u +2

n

Donc: u u =

nl U
Orona: U, =2 etu <4

Donc : unl_unzwgo donc la suite (Un )n N
* U, +2 <

est strictement croissante

[II) SUITES ARITHMETIQUES ; SUITES

GEOMETRIQUES

1) Suite arithmétique.
Activitél Compléter les suites de nombres suivantes :

5:-2:1:4;...;....;...;16
10;5:0;-5;...;....;.... ;-2
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Activité2 : soit (un )n la suite définie par :
u,=3n+8 vneN

Calculer u,,,—u

Solution : U,,, —u, =(3(n+1)+8)—(3n+8)
u,,—Uu,=3n+3+8-3n-8=3=constante

On dit que la suite (un )nEI est une suite arithmétique
Définition :On appelle suite arithmétique toute suite

(un )nel définie par son premier terme et par la relation

récurrente :Vnel u,,=u, +r

n

Ou r est un réel fixe. Le réel r s’appelle la raison de

la suite (un )nel .

2000 aYaY

Exemple : soient Les suites (u”)neN et (Vn )neN

définies par:U,,;, =U =3 et U, =2 VneN

V.=Nn2+2  vneN

1)La suite (un )neN est arithmétique de raison r = -3
et de premier terme Uy = 2

2V, =2V, =3,V, =6

Ainsi: Vi —Vo=1etV,-V, =3

La suite (Vn) n’est donc pas arithmétique

neN

(Un )an Est suite arithmétique si et seulement si
2u,,,=u,+uU,, Vn=p

Preuve : soit (Un) suite arithmétique de raison r

n>p

Onadonc:u,,=u,+retu,,,=u,+r

~ “n+l

Donc:u,,-U,,=retu, —u =r donc:

Uy o —Upy =Ug — U, Donc : U,,+u,= 2un+1

Inversement : soit (un)an suite tel que :
2u,,,=u,+u,, vYnzp

Montrons que (Un) est une suite arithmétique ??

n>p

donc u,,-U,,=U ,—U VYNn=p

Ona: 2u,=u,+U,,
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Donc la suite : (u,,; —u,) . estune suite constante

Soit r cette constante donc: U, —U, =T

n

Donc (Un )an est une suite arithmetique

Application : Déterminer le réel x pour que les
nombres (3x — 1) ;(1 — 4x) et (x — 5) soient les termes
consécutifs d’une suite Arithmétique pour laquelle il
faut déterminer la raison.

Solution : (3x — 1) ;(1 — 4x) et (x — 5) soient les
Termes consécutifs d’'une suite Arithmétique

Ssi 2(1-4x)=(3x—1)+(x-5)

—8x+2=4x—6<:>—12x=—8<:>x=§

Donc les termes de la suite sont :

3xz—1:1 et ZI.—4><2=—§ etg_5:_E
3 3 3 3 3
Donc : —§—1=—§=r
3 3

Soit (un )nEI une suite arithmétique de raison r et U,

'un de ses termes. Soit n un entier naturel

%1=up+r
%z=u 41 +T

an/l‘l'r

U, =U, +(r+r+---+r)

-
(n—pltermes

En faisant la somme membre & membre on obtient :
Dot : U, =u, +(n—p)r

Propriété : Soit (un )nEI une suite arithmétique de
raison r et U, 'un de ses termes

Ona:Vnel u,=u,+(n-p)r

Remarque : Si U, est le premier terme d’'une suite
arithmétique de raison r alors : U, =U, +Nr

Si U; est le premier terme d’une suite arithmétique de
raison r alors : U, =U; +(n—1)r

Application : Soit (Un )n une suite arithmétique tel
que U, =3et U; =9

1) Déterminer sa raison r
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2) Déeterminer son premier terme U, .
3) écrire u, en fonction de n
Solutions : 1) la raison r ??
. . 2 —_ —
ona:V(n;p)eN2 u =u +(n-p)r

Pourn=5etp=lona:U; =U,+(5-1)r

Donc: 9=3+4r<dr=6<r=

N | w

2) le terme U, ??

u1=uo+(1—0)r<:>3:u0+g<:>uo:3_22

N W

3) u, en fonction de n ?
3 3
u, :u1+§(n—1)<::>un :3+§(n—1)

3 3
u,==+—=n Vvn
=5t eN

e la suite récurrente définie

Exercice6 : Soit (un)
_ 2u, -1
1
par : " u,
Uy =2

VYneN et on considére la suite

(Vn )neN définie par :

1
v, = VneN
u,-1

1) Montrer que (un )neN est une suite arithmétique

2) écrire u, en fonction de n

Solution :
1) Vor =V = L - 1 = L - !
un+1_1 u, -1 M_l u, -1
un
u, 1
Vi —Vp = - =
u -1 u -1

Donc (Vn )neN est une suite arithmétique de raison

1

:—:1
u-1 2-1

r =1 et de premier terme v, =

2) écrire U, en fonction de n

Ona (Vn )neN est une suite arithmétique de raison
r =1 et de premier terme v, =1

Donc: V, =V, +nr=1+nx1=1+n

1 1
Puisque : V, =u 1 donc u, —1=— donc u, =i+1
u, — v \

n n n
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donc un=vn+1=1+(n+1)=n+2
\ n+1 n+1

n

Propriété : Soient (un )n une suite arithmétique

p un entier naturel et S, =u, +U_, +U,,+---+U,

(n—p+1)
—

Ona: s, = up+un)

Avec : n— p+1 le nombre des termes de la somme

u, :le premier terme de la somme

u, :le dernier terme de la somme

Preuve : Soient (Un )n une suite arithmétique de
raison r et p un entier naturel et

Sy =Uy +U Uy o+t U, +U U

p+1 p+2

Donc:S, =U,+U,_; +U, ,+..+U,,+U,, +U,

p+2 p+1

En faisant la somme membre a membre on obtient :
25, = Uy U, )+ (U g +Up g )t (Uyy + U0 )+ (U, +U, )
Etona: u,, +u,, =(u,+kr)+u, +(n—k-p)r
Donc : U, +U,,, =U,+u, +(n—p)r

Donc: U, +U,,, =U,+U,

Et par suite :

2s, :(un +up)+(un +up)...+(un +up)+(un +up)
Donc:

2s, :(un +up)+(un +up)...+(un +up)+(un +up)

n-p+1
Donc :2s, =(n—p+1)(u, +u,)

. n-p+1
Donc :s, _(n=p+y) ; )(up+un)

Remarque : On note la somme :

S, =U, +U ;+U) o +..+U _,+U +U, par:
k=n
Sn = uk
k=p
k=n
n+1
Sip=Oona: S, ZZUK :—(u0+un)

k=0

k=n
Sip=lona: S, =2Uk =2(U1+Un)
k=1

Exemple : calculer en fonction de n les sommes
suivantes :
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k=n
1), :Zk =1+2+3+..+n
k=1

k=n
2)S, =Y (2k+1)=1+3+5+...+(2n+1)

k=0
Solutions :1) On pose : u, =n

Ona: (Un )n une suite arithmétique de raison r=1

Car:u,,—-u, =1
k=n n

Donc: S, = Y K=U, +U, +U;+..+U, ZE(U1+U”)
k=1

n
Donc : S, =§(1+ n)
1)on pose : v, =2n+1

Ona: (Vn )n une suite arithmétique de raison r=2

Car:v, , -V, =

Donc

' LSl n+1

S, =) (2k+1) =V +V, +V, +.. 4V, = —(V, +V,
k=0

Donc :

r N+l n+1

. =——(1+2n+1)=—=(2n+2) =(n+1)?

Exercice7 : Une entreprise de transport possede 40
camions en décembre 1991.
L'évolution de l'entreprise est telle
gue celle-ci doit acheter 8 camions
supplémentaires chaque année.

1) Calculer le nombre de camions que possede
I'entreprise en 1992, en 1993 et en 1994.

2) Ces nombres forment une suite.

a) Donner la nature de cette suite.

b) Préciser le premier terme u, et la raison de cette

suite.

¢) Donner l'expression du nombre Un de camions que
possede l'entreprise I'année n.

3) Quel est le nombre de camions que possede
I'entreprise en 2002 ?

2) Suite géométrique.

Activitél Compléter les suites de nombres suivantes :

1:2:4:8;...;....;...:128

1:3;9:27;...;...

TR R
2 4 8

Définition :On appelle suite géométrique toute suite

(un )n définie par son premier terme et par la relation
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récurrente : U,,; =qu, Ynel ol g estun réel fixe.

Le réel g s'appelle la raison de la suite (u, ), .

Le premier terme et la raison d’une suite géométrique
s’appellent aussi les éléments de la suite
géomeétrique.

. . o u
Exemplel : soit la swte(un )n définie par: u,,, = ?n

VneN et U, =2

la suite (un )n est une suite géométrique de raison
1 :
q= Eet de premier terme U, = 2

Exemple2 : soit la suite (Vn )n définie par :

v,=2x3" VvneN
Vn+l _ 2X3n+1 L
Y 2x3"

n
Donc la suite est géométrique de raison 0 =3
)
Soit (un )n une suite géométrique de raison (

et p un entier naturel on a :

Up,y =QU,
up+2 = qup+l
u, =qu,,

En faisant les produits membre a membre on obtient :
U, =gxQgxgx..xqu,
n-p

Dot U, = q"Pu

p
Propriété : Si (Un )nel est une suite géomeétrique de
raison ( et si p est un entier naturel alors :

— P
=0 U, Vnel
Cas particuliers :

1) sip=0 alors : U, =q"U, 2)sip=1alors: U, = qnflul

u

Exemplel : Soit (un )n une suite géomeétrique tel que
3

U,

2
2) écrire U, en fonction de n

3 ) : .
etu,= T 1) Déterminer sa raison (

Solutions : 1) laraison (q ??

ona:V(n;p)eN? U, =q""u,

http://www.xriadiat.com/
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Pour n=4 etp=lona:U, =q*u,
ponc: 2= 2 o =tegel
onc: 1 126 3 2

2) u, en fonction de n ?

n-1 n-1
Un=[1j xu1<:>un:§(lj vneN
2 2\ 2

Exemple2 : Soit (Un) la suite définie par :

neN

" WneN et on considére la suite

(Vn )neN deéfinie par :v, :1_u£ vneN

n

1) Montrer que (Vn )neN est une suite géométrique

2) écrire U, en fonction de n

2 2

Solution:1) v, , =1- —1-

Vo, = 3(1—3J Donc v,,, =3V,
u

n
Donc (Vn )neN est une suite géométrique de raison
q =3 et de premier terme Vv, = -3

2) écrire U, en fonction de n

Ona (Vn )neN est une suite géométrique de raison
q =3 et de premier terme v, =-3

Donc : v, =U,xq" <V, =—3x3"=-3"vneN

. 2 2
Puisque : v, =1-— donc u, =——donc u, =
u

1-v, 1+3™

n

Proposition : Soient (un )neN une suite géomeétrique
de raison q, et U, I'un de ses termes.

Et Sn=Up+U +U, ., +...+U,_,+U._; +U,

p+1l p+2

Sig=1alors: s, =(n—-p+1)u,

n-p+1

g™

Sig#1alors: S, =U, 1-q

Prof/ATMANI NAJIB

Preuve : Soient (un )neN une suite géométrique de

raison q, et U D 'un de ses termes.

Soit Sn = up +up+1 +up+2 +...+Un_2 +Un_1 +Un

Si g = 1 tous les u, sont égaux

et S, =U,+U, +U, +..+U; (n—p+l)termes
Donc: S, :(n— p+1)up

Sig#1
Ona:s§,=uU,+U

U, +etU ,+U U

p+1l p+2

Donc : GS, =qu, +qu,., +qu
Donc :
qsn = qup+1 + qup+2 + qup+3 ot qun—l + qun + qun+1

S, — s, :up “Upn

prr T Uy .+ QU +QU, , +QU,

. i _ n-p+1
Par suite : S,(1-0)=u,-u.g

1_ n-p+l
S, =U, |

1-q

Application :
Exemplel Un jeune homme se préparait a
'examen du baccalauréat ; son pére, pour
I'encourager, lui demanda ce qu'il désirait en

récompense

Mon examen devant avoir lieu le 20 juin, répond-t-il,
donne-moi seulement 1 centime le 1°" juin, 2 centimes
le lendemain, 4 centimes le surlendemain, en doublant
chaque jour jusqu'au 20 inclusivement. Et donne mois
la somme. J’'emploierai cet argent pour faire un voyage
pendant les vacances.

Le pére pensa gu'avec cette somme son fils n'irait pas
loin ; mais au bout de quelques jours, il commenca a
s'apercevoir de son erreur.

Avec quelle somme le fils va-t-il pouvoir partir en
vacances ?

Solution : Les nombres de centimes a payer
chaque jour sont les termes d'une suite
géométrique de 20 termes dont le premier est :
U, =1 etetlaraison =2

U, =2 (La somme a donner le 2 iem jour) ...
Uy, =... (La somme a donner le 20° jour)
Donc: U, =U xq" " =1x2""=2""

u,, =2 =2 =524288 Centimes

http://www.xriadiat.com/ 10



http://www.xriadiat.com/

La somme totale a payer serait :
1 92011
S,y =U +U, +U, +...+U,, =U, ———
20 1 2 3 20 1 1_ 2
S0 = 2%° —1=10485.75 Centimes

S,, =1million500dh  Joli voyage !

Exemple2 : calculer en fonction de n la somme
suivante :

k=n-1 k 2 n-1
Sy = . (lj :1+1+(1j ++(1j

o \ 2 2 \2 2

. 1Y
Solutions :1) On pose : u, :(Ej

1
Ona: (un )n une suite géométrique de raison J = E

1 (1jn
Uy, 1 1Y 2 1Y
e 5= > (2) 1—% 2[1 (2)]

n k=0 1_7
2

Propriété: @, b et C sont trois termes consécutifs
d’'une suite géométrique

si et seulement si b> =axc

Preuve : (En exercice)

Application :

Déterminer le réel x pour que les nombres : (1 + x?) ;
(3 + x) et 10 soient les termes consécutifs d’une suite
géomeétrique dans cet ordre et déterminer sa raison.
Solution : (1 + x?) ; (3 + x) et 10 sont trois termes
consécutifs d’'une suite géométrique

si et seulement si (3 + X)2 =10x (1+ X2)

< XP+6X+9=10x*+10 < 9x* —6X+1=0
= (3x-1)'=0=3x-1=0= x:%

10/3

Donc :les termes sont : Eetgethdonc g=——>-=3
9 3 10/9

Exercice8 : soit (un )

1
Uy = E(lzum—l —Uu, )

nen @ suite définie par :

vneN

et on considére la suite (Vn )neN définie par :

vn:un—sin vneN

1
1) Montrerque U_, =—U_+—
) q n+1 9 n 3n+2

Prof/ATMANI NAJIB

2) a) Montrer que (Vn )neN est une suite géométrique
dont en déterminera la raison et le premier terme

b) écrire V, et U, en fonction de n

k=n

c) calculer la somme : S, = Zuk =Uy+U +...+U,
k=0

Solution :1) Montrons par récurrence que

1
un+1_§un+3nT vneN
létapes: n=0 u —1u + 2 —2+2—4
' 9% 3 9 9 9
Donc la proposition est vraie pour n=0
A . . 1 2
2étapes : Supposons que : U, = §un + 3
3étapes : Montrons alorsque : u,., =—U,, + o

9 3

etona: U, = 2—17(12un+1 -u,)

1 2
U, = E(lzum—l - g(unﬂ - WJJ

u —i(3u +£) Donc u —lu +_2
n+2 27 n+l 3n n+2 9 n+1 3n+2
L _ 1 2
Parsuite:: VvneN :U,,, :§un +3nT
1
2a)ona:Vv,,=u_, —T

) 1 2 1 1 1
Donc:v,,, :§un +3”7_W:§u” _W

1 1 1
Vo = 5 u, _3_n donc Vi = §Vn
Donc (Vn )neN est une suite géométrique de raison
1 :
g= 9 et de premier terme v, =1

2) b) Ecrire v, et u, en fonction de n

Ona (Vn )neN est une suite géométrique de raison

1 .
q=§ et de premier terme v, =1
N 1Y
Donc: v, =V, xg" <V, =| ] VneN

Puisque : u, =V, +i donc u, = l + 1
3" 9 3

http://www.xriadiat.com/ 11
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k=n
2)c) Sy = D U, =Up+U +...+U, 27
k=0

1 n
u, =V, +Ww, Avec w, :(gj

neN et (Wn )neN

Ona (Vn) sont deux suites

g , 1 , 1
géomeétriques de raison ( :5 et q =§donc

k=n k=n k=n
Donc S DA D
k=0 k=0 k=0
1 n+l 1 n+l
1_ - 1 - n+:
s—k:nu =\ [9) +W (3j 2 —(ljl
n kzok 0 1_1 0 1_1 8 9
9 3
3330
~* g 8lg) 202

Exercice9 : Soit (un)

neN

u

un+l = -
un +2 VYheN

U, € |-1;0[

1) Montrer que —-1<u, <0 VneN

2) Montrer que (un )neN

la suite définie par :

est une suite strictement

croissante
u
3) Montrer que U, , 2——= VneN
u,+2
o U,
Et en déduire que : U, >2——— VneN

Noes

Solution : 1) montrons par récurrence que
-1<u, <0 WvneN

létapes:n=0 ona: -1<u, <0
Donc la proposition est vraie pour n=0

2étapes : Supposons que : —1<u, <0

3étapes : Montrons alors que : —1<u

n+1

Ona: -1<u,<0donc:1<u,+2<2

Donc: 1<4/u +2—<\/—donc

et puisque : 0<—u, <1 alors: 0 <
u +2

n

Donc: —-1< <0 donc -1<u_. <0

un
1
Ju, +2 "

Prof/ATMANI NAJIB

<07??

J_ Ju +2

<1

Dou: -1<u,<0 WvneN

2) Montrons que (un )neN est une suite strictement

croissante
u u
u,,—u, = L——Uu, = L (1— un+2)
u,+2 u, +2
u
et puisque : 1—Ju, +2 <0 et <0

Alors : u,,, —Uu, >0 donc (un )neN est une suite

strictement croissante

u
3) Montrons que U,,, > —= VneN
Ju, +2
Soit neN ona:u,2>u, car (un)neN croissante
Donc : y/2+U, >/2+U, cad 1 1
J2+u, 2+,
, u, u,
et puisque : u, <0 alors: >
J2+uU, 2+,
un
Donc: u,,, > vneN
J2+U,
u
3)Soit neN ona:0>u,, > L
2+,
Donc: 0<—u —hn
n+1 N rens
J2+u,
En donnant a n des valeurs on trouve :
0<—u, < —th
./2+u0
0<—u, < —
J2+y,
0<-u, , <2
J2+U,
0<-u, < e
J2+U,
7 _UO
Le produit des inégalités donne : 0 < —u -
U, +2)
u0
Donc: u, > — VneN
U, +2
http://www.xriadiat.com/ 12
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Activités sur les suites

Activité 1:

Jeu d'échec et suite géométrique.

Le jeu d'échec fut inventé par un mathématicien
indien. le Roi le communiqua en fut si émerveillé qu'il
dit a l'inventeur de choisir lui-méme la récompense
gu'il désirait.

Or I'échiquier se compose de 64 case.

Le mathématicien demanda 1 grain de blé pour la
premiére case, 2 grains pour la deuxieme, 4 grains
pour la troisieme et ainsi de suite en doublant toujours
le nombre de grains d'une case a la suivante jusqu'a
la derniére.

Tout le monde fut étonné de la modicité d'une pareille
demande ; mais on fut bien plus surpris quand le
mathématicien, ayant fait son calcul, prouva au roi que
son royaume ne suffirait pas a produire en plusieurs
années tout le blé qu'il demanderait.

En effet, si on se sert de la formule pour avoir le
nombre de grains, on obtient

S=2% -1=18446 774073 709 551 615.

On peut savoir a peu prés combien il a de grains dans
un kilo de blé et combien un hectare de terrain produit
en moyenne de kilogrammes et donc combien
d'hectares il faudrait pour produit le nombre demandé.
On trouve que la surface entiere de la terre
ensemencée ne serait pas suffisante.

On a aussi calculé que cette quantité de grains
couvrirait & la hauteur de 1 m la surface de la france
considérée comme plane.

Activité 2 :

1) La population d’un village de montagne diminue
tous les ans de 20 %. Sachant qu’en 1996 elle était de
1 875 habitants, compléter le tableau suivant :

Année 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000

Nombre

d’habitants

2) Montrer que les nombres d’habitants sont des
termes d’une suite dont on déterminera la nature et la
raison.

3) A l'aide de la calculatrice ou d’un tableur :
a) Déterminer la population de ce village en 2010

b) Donner I'année d’extinction de ce village si on
suppose la diminution de la population constante

Prof/ATMANI NAJIB

La célebre suite du mathématicien italien
Fibonacci

La suite de Fibonacci tient son nom du mathématicien
italien Leonardo Fibonacci, qui a vécu a Pise au Xl|e
siécle (1175-1240), d'ou son nom de Léonard de Pise, en
référence a Léonard de Vinci.

La suite de Fibonacci se construit facilement : chaque
terme de la suite, a partir du rang 2, s'obtient en
additionnant les deux précédents, les deux premiers
termes étant 0 et 1. Le troisiétme terme est donc
1(0+1=1), le quatrieme terme 2 (1 + 1 = 2), le
cinquieme 3 (1 + 2 = 3), le sixieme 5 (2 + 3 = 5), et ainsi
de suite. Le début de la suite du célebre mathématicien
Fibonacciestdonc:0,1,1,2,3,5,8,13,21 ..

Appelons (u.) la suite de Fibonacci. On adonc u, =0 ; u
=1 et pour tout n entier naturel,

on a alors Uz = Uns + Un.

Chaque terme de cette suite, a partir du rang 2, est donc
la somme des deux termes précédents.

La suite de Fibonacci n'est ni arithmétique, ni
géomeétrique.

En effet, u —u=1-0=1etu.-u.=1-1=0. La
différence entre deux termes consécutifs de cette suite
n'est pas constante donc la suite de Fibonacci n'est pas
arithmétique.

Son premier terme étant 0, elle ne peut étre géométrique.
On remarque également par exemple que u./u.= 3/2 et
que us/u, = 5/3. En définissant une suite en prenant les
termes de la suite de Fibonacci & partir du terme de rang
2, on obtient donc une suite qui n'est pas géométrique :
le rapport entre 2 termes consécutifs de cette suite n'est
pas constant.

C’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un
proverbe.

C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et
exercices Que I’on devient un mathématicien

http://www.xriadiat.com/
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Cours BARYCENTRE avec exercices d’applications et de réflexions avec solutions

PROF: ATMANI NAJIB

http://www.xriadiat.com/

1BAC BIOF

BARYCENTRE

[) ACTIVITES

Activité 1 : Sur une barre rigide de poids
négligeable et de longueur 1m on considere
deux boules métalliques de 500 g en A et de
350 g en B. M un point sur la barre. Déterminer
la position de M sachant que le systeme et en

équilibre.

Activité 2 : Soit ABC un triangle rectangle en A

et AC = 24AB.

1- Montrer qu'il existe un et un seul point ¢ tel
que : 2AG-2BG+2CG =0

2- Tracer le point G.

3- Si le plan est rapporté au repere (A;E;ﬂ)

ou I est milieu de [AC], quels seront les
coordonnées du point G.

[I) DEFINITIONS ET PROPRIETES :

1) Vocabulaires

Définitions : Soit A un point et @ un réel non
nul ; le couple (4, a) s’appelle un point pondéré.
Plusieurs points pondérés constituent un
systeme pondéré

2) Barycentre de deux points pondérés.

2.1 Définition

Soit Z ={(4, a); (B, B)} un systeme pondéré

tel que a + B # 0 ; le barycentre du systéeme
pondéré X est le point G qui vérifie :

aAG + SBG =0

On écrit: G = Bar{(4, a); (B, B)}

2.2 Propriétés de barycentre de deux points
pondérés

Soit 2 = {(4, a); (B, B)} un systeme pondére, tel
quea+p#0

et G = Bar{(4, a); (B, B)} On a donc :

aAG+ SBG =0

et par suite : pour tout réel k non nulon a:

ka AG +kBBG =0

Et donc G = Bar {(4, ka); (B, kB)}.

Propriété :

a) Le barycentre d’un systéme pondéré de deux
points ne varie pas si on multiplie les poids par
le méme réel non nul

b)Si a = S le barycentre du systeme pondérée

Prof/ATMANI NAJIB

{(4, a); (B, B)} s'appelle I'isobarycentre de

A et B qui n’est que le milieu du segment [AB].
Construction :

Exemplel : Construire G = Bar{(4, 4); (B, -5)}
G = Bar{(A, 4); (B, -5)} donc : 4AG-5BG =0
4K§+5(§ﬂ+5ﬁ):6¢3—4§ﬂ+Séﬂ+5K§:6
< GA+5AB=0< AG =5AB

Donc le point G € (AB)

.A AB

(]

Exemple2 :
Construire G = Bar{(4, ¥8); (B, —/2)}

1 1
G = Bar{(4, ﬁx@), (B, \/Ex( JE))}
Donc : G = Bar{(4, 2); (B, -1)}
e Soit 2 ={(A4, a); (B, B)} un systeme pondéré,
telquea+ B #0
et G = Bar{(4, a); (B, B)} On a donc par suite :
aAG+fBG=0
Soit M est un pont quelconque dans le plan (P)

on adonc:
a(m+m)+ﬁ(W+m):Oc(a+ﬂ)m+am+ﬁm=0

MA+—L B
a+p a+p

Propriété :Soit Z = {(4, a); (B, f)} un systeme

pondéré, telque a + § #0

et G = Bar{(4, a); (B, B)}.Pour tout point M du
¢ WA+ B

a+p a+p

ou (a+ B)MG =aMA+ SMB

Cette propriété s’appelle la propriété

caractéristique du barycentre.

Propriété : Si G = Bar{(4, a); (B, B)} alors les

points A, B et G sont alignés.

Preuve : Il suffit d’utiliser la propriété

précédente en posant A = M dans la propriété :

D’ou : on conclut que : MG =

plan (P)ona: MG =

Onaura: AG=—% Aa+— P 2B
a+p a+pf
Donc : AG = B AB
a+p

D’ou les vecteurs AG et ABsont colinéaires et
par suite : les points A, B et G sont alignés.

http://www.xriadiat.com/ 1
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Propriété : Le plan (P)et rapporté a un repére
R(O:i; j)Soient A(x,;y,) et B(xs;Ys) des points
du plan et G = Bar{(4, a); (B, B)}on a:
oG- oA+ L o8

a+p a+pf
et donc on a les coordonnées de G :
aX, + [BXg

X =

© o+ f
y. = AYatBYa
© a+b

Preuve : (Il suffit d’utiliser la propriété
caractéristique du barycentre en posant A = O)

Exemples :1)Dans le plan (P) rapporté a un
repére R(O;T;])Soient A(3;2) et B(41)
Et soit G = Bar {(4, 1); (B, -5)}

. :—xA+5xB
Solution :ona:J 4 donc
yG:_yA+5yB
4

27
4
. 3
yG _Z

Donc : G(E;éj
44

Exercicel : Soit ABC un triangle et soit :

| = Bar {(B, 4); (C, -3)}
Déterminer les coordonnées du point | dans le
repere R(A; AB;AC)
Solution : on a: donc (4+(-3)) Al =4AB-3AC
donc Al =4AB—-3AC donc dans le repére
R(A;ﬁ;ﬁ) 1(4;-3)
Exercice2: E et F deux points du plan tels
que :EG =2EF et E ¢(AB) et G est le barycentre
des points (A;2) et (B;-3)
1)Montrer que G est le barycentre des points
(Ei-1) et (F;2)
2) en déduire que les droites (EF) et (AB) se

coupent et déterminer le point d’'intersection
Solution : EG =2EF < EG =2(EG+GF)

& EG =2EG+2GF < -1EG-2GF =0
-GE+2GF =0 Donc G est le barycentre des points
(Ei-1) et (F;2)

2) on a G le barycentre des points(E;-1) et (F;2)
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donc G <(EF) eton a G est le barycentre des

points (A;2) et (B;-3) donc G (AB)

Donc les droites (EF) et (AB) se coupent en G
Exercice3: Dans le plan (P) rapporté a un
repére (O;T;])Soient A(0;5) et B(3;2)

Et soit G = Bar {(4, 1); (B, 2)}
1)Déterminer les coordonnées de G
2)Déterminer et dessiner 'ensemble suivant :
(C)={M <(P)/|MA+2MEB| =6}
_0+6_
Solution : 3
oS4
° 3
D’aprés la propriété caractéristique du
barycentre on a :Hm+ 2%” = 6cm < Hsmu =6cm

2
doncG(2;3)

3

< [3|MG| = 6cm < 3MG = 6em < MG = 2cm

Donc I'ensemble des points est le cercle de
centre G et de rayon r=2cm

3) Barycentre de trois points pondéres
Propriété et définition : Soit Z = {(4, a); (B, B);
(C, )} un systéme pondéré, telque a + g +y #
0
Il existe un et un seul point G qui vérifie :
aGA+ SGB +yGC =0
Qui s’appelle barycentre du systéme pondéré <
Propriété : Soit £ ={(4, a); (B, p); (C, )}
Un systeme pondéré, telque a + +y #0
et G = Bar{(4, a); (B, B); (C, v)}
si M est un pont quelconque dans le plan (P)
¢ As—P VB+—7 W
a+p+y a+pf+y a+pB+y

Dmm:(a+ﬁ+7ﬂWé=aWﬁ+ﬁW@+yM6
Preuve : Méme démonstration que dans le cas
précedent.
Construction :

http://www.xriadiat.com/ 2
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eExemple:

1°Construire G = Bar{(4, 1); (B, -1) ; (C, 3)}
G = Bar{(4, 1); (B, -1) ; (C, 3)}donc d’apreés la
propriété caractéristique du barycentre on a :
(1+(-1)+3)MG =1MA+(-1) MB + 3MC

On pose: M =B on aura:

3%:ﬁ+3ﬁ©%=§BA+BC

2°Construire G = Bar{(4, 4); (B, 1/2) ; (C, -3)}
Donc d’apres la propriété caractéristique du
barycentre on a:

(4+1/2-3)MG =4MA+1/2MB -3MC

On pose: M =C on aura :

3cG-4cA+CBocG=2CaricE
2 2 3 3

Exercice 4 : Soit ABC un triangle et G point tel

que :2AC =3AG-GB

1)montrer que G le barycentre de :

{(4, 1); (B, 1); (C, 2)} et construire le pointG

Solution : 2AC =3AG-GB < 2AC-3AG+GB=0

c>45@+§6}6ﬂ6+@§:ﬁc:—ﬂé+é§+266:6

< -AG+GB+2GC =0<GA+GB+2GC =0

Donc G le barycentre de : {(4, 1); (B, 1); (C, 2)}
b — C =

Ona:® AG= AB+ AC
a+h+c a+h+c

1 2 I T T
Donc : AG=—AB+-AC donc:AG:lAB+1AC
4 4 4 2
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Propriété :Le plan (P)et rapporté a un repére
R(0:1; j)Soient A(x,;y,) €t B(Xs:Ys) €t C(x:¥c)
des points du plan

et G = Bar{(4, a); (B, B); (C, v)}

ona:oG-= OA+ B oB+—72 0C
a+pf+y a+p+y a+pf+y

et donc on a les coordonnées de G :

_aX, + [BXg + ¥y X

X

G

a+ LB+y
V., = AYA+LYs +7Yc
© a+ LB+y
Propriété :

Le barycentre d’'un systeme pondéré de trois
points ne varie pas si on multiplie les poids par
le méme nombre non nul :

Bar{(A, a); (B, B); (C,y) =

Bar{(A, ka); (B, kpB); (C, ky)} pour k # 0
Exercice :

Soit G = Bar{(4, a); (B, B); (C,y)}oua+ B #0
et G' = Bar{(4, a); (B, B)}

Montrer que G = Bar{(G', (a + B)); (C, y)}
Propriété :

Si G = Bar{(4, a); (B, B); (C,y)aveca+ [ #0
et G' = Bar{(4, a); (B, B)}

Alors : G = Bar{(G', (a + B)); (C, y)}
Remarque :La propriété d’associativité nous
permet de construire le barycentre de trois
points pondérés.

Exercice 5 : on utilisant La propriété
d’associativité Construire le barycentre G du
systéme pondéré {(4, 2); (B, -3); (C, 5)}
Solution : soit E = Bar{(4, 2); (B, -3)}
D’aprés la propriété caractéristique du
barycentre on a : —ME =2MA—3MB

On pose : M = A on aura : —AE =—-3AB
Donc : AE =3AB

D’aprés la Propriété d’associativité on a :

G = Bar{(E, -1); (C, 5)}

D’apres la propriété caracteéristique du
barycentre on a : 4MG = —-MA+5MC

On pose : M =E on aura:

@:eﬁ@—e:gﬁ

http://www.xriadiat.com/ 3
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¢
Cas particulier
Si les poids a; B et y sont égaux le barycentre
de {(4, a); (B, a); (C, a)}
S’appelle le centre de gravité du triangle ABC.
Exercice 6 : Soit ABC un triangle.et G le centre
de gravité du triangle ABC et | le milieu du
segment [BC] . Monter que G est le centre de

gravité de (A1) et (1;2)
Solution : G le centre de gravité du triangle

ABC

Donc G est le barycentre de :

{(4,1); (B, 1); (C, 1)}

I le milieu du segment [BC] Donc | est le
barycentre de : { (B, 1); (C, 1)}

D’aprés la Propriété d’associativité on a :

G est le barycentre de : { (I, 2); (A, 1)}
Exercice7 : Soit ABC un triangle. Pour tout
point M on pose :V = 2MA+MB—3MC

1) Réduire I'écriture de V et monter que V ne
dépend pas du point M

2) soit K = Bar{(C, -3); (B, 1)} montrer que :
V =2KA

3) Soit G= Bar{(4, 2); (B, -1); (C, -3)}

Montrer que : Pour tout point M on a :
2MA—-MB -3MC =2GM

4) en déduire I'ensemble des points M tel que
|2MA-ME - 3MC| = [2MA + MB - 3MC|

Solution : 1)
V:2m+m—3m=2m+m+ﬂ3—3(m+ﬁ)

V = AB-3AC donc V ne dépend pas du point
M

2)on a : 2MA+MB-3MC = AB—3AC Pour tout
point M donc si M =K on aura :
2KA+ KB —3KC = AB—3AC

Eton a: K = Bar{(C, -3); (B, 1)} donc : KB-3KC =0
Donc : 2KA= AB-3AC donc :2KA=V

3) d’aprés la propriété caractéristique du

Prof/ATMANI NAJIB

Barycentre on a :
2MA-MB - 3MC = (2+(-1)+(-3))MG =-2MG = 2GM

4) Hzm—m—am—cu - H2m+ W—al\/l—cu
< [2GM | =[2KA| < 26M =2KA < GM = KA
Donc I'ensemble des points est le cercle(c) de

centre G et de rayon r =KA

Exercice 8 : Soit ABC un triangle tel que :

AC =6cm et AB=5cm et BC =4cm

a) Construire G le barycentre de :

{4, 1); (B, 2); (C, 1)}

b) Déterminer et Construire 'ensemble (E)des

points M du plan tel que :||m’+ 2W3’+Wf||: AC

c) Déterminer et Construire 'ensemble (F)des
points M du plan tel que :

|[MA+2MB +MC| = [[sMA+ 2MC]|

Solution : G est le barycentre de :

{(4, 1); (B, 2); (C, 1)} donc G est le barycentre
de : {(B, 2); (I, 2} d’aprés La propriété
d’associativité du barycentre

Donc G est le milieu du segment [BI |

b) D’aprés la propriété caractéristique du
barycentre on a :
AC

|4MG| = AC = GM =~ =15
Donc I'ensemble des points est le cercle de
centre G et de rayon r =1.5cm

b) Soit g’ est le barycentre de :
{(4, 3); (C, 1)} Donc d’aprés la propriété
caracteristique du barycentre on a : VM < (P)

MA+2MB +MC =4MG et 3MA+MC =4MG’
Donc: M e(F) < 4MG =4MG’ < MG = MG’
Donc : (F)est la médiatrice du segment [GG']

. . — 11—
Et pour construire le point g’ ona: AG’ =ZAC

4) Barycentre de quatre points pondérés
http://www.xriadiat.com/ 4
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Propriété :Soit 2= {(4, a); (B, B); (C, y); (D, 6)}
un systéme pondéré, telque a+ f+y + 5 #0

Il existe un et un seul point G qui vérifie

: a@+ﬂ@+y§+5G—D=6

Qui s’appelle barycentre du systéme pondéré
Propriété :

Soit Z ={(4, a); (B, B); (C, y); (D, 8)} un systéme
pondéré, telquea+ f+y + 5 # 0 et

G = Bar{(4, a); (B, B); (C, y); (D, 8)}

si M est un point quelconque dans le plan (P)

ona: MG=2NMa+LPvB+YNME+ 2 MD
S S S S

ou s=a+pf+y+0o

Preuve : Méme démonstration que dans les
cas précédents.

Propriété :Le plan (P)et rapporté & un repere

R(O;T;])Soient A(Xa;¥a) €8 B(X5;Ys) €t C(%e:Ye)
et D(x,;Y,)des points du plan
G = Bar{(4, a); (B, B); (C,v); (D, 6)}
ona:0G=%0A+LoB+Zoc+2oc
s s s s
Et donc on a les coordonnées de G :
axX, + BXg + ¥y Xe +OXp
s
AYp+LPYe +7Yec +IYp
s

Xg =

Yo =

ou s=a+pf+y+38

Propriété : Le barycentre d’un systéeme
pondéré de quatre points ne varie pas si on
multiplie les poids par le méme nombre

Non nul : Bar {(4, a); (B, B); (C,v); (D, 8)} =
Bar{(A, ka); (B, kB); (C, ky); (D, k6)}

pour k #0

Propriété :Si G = Bar{(4, «); (B, B); (C, y); (D,
d)aveca+p#0ety+46#0

Si G' = Bar{(4, a); (B, )}

et G" = Bar{(C, y); (D, 6)}

Alors G = Bar{(G', (a + B)); (G", y + 8)}
Remarque : La propriété d’associativité nous
permet de construire le barycentre de quatre
points pondeérés.

Exercice9 : Dans le plan (P) rapporté & un

repére (O;i; j) Soient A(-11) et B(0;2) etC(1-1)

et D(L0)Et soit G = Bar {(4, 1); (B, 2)}
1)Déterminer les coordonnées de

K = Bar {(4, 2); (B, 3)}

2)Déterminer les coordonnées de L le centre
de gravité du triangle ABC

Prof/ATMANI NAJIB

3)Déterminer les coordonnées de Barycentre
des points(A;2) et (B;3) et (C1) et (D;-1)

. _=2+0_ -2
Solution :1) | © 5 5 doncK(_gﬁj
246 8 5'5
“ 5 5

2) les coordonnées de L sont:
oDt tle | =1><(—1)+1><0+1><l:0
RS S Y I 1+1+1

Ly, +1yp +1y Ix141x2+1x(-1)
T Ll T

Donc L[O;Ej
3

. _ax, +bxg +cx +dxp

¢ a+b+c+d

_ ay, +by, +cye +dy,
a+b+c+d

2
3

G

. 2%, #3508 +1x X +(-1)xx, -
) 5
20y, +3xyy +xy, +H-1)xy,
=
5

o[ 4}

55

Application :ABCD un rectangle tel que :
AB = 2BC Construire le barycentre du systeme
pondéré {(4, -2); (B, 3) ; (C, 1) ; (D, 1)}
Cas particulier :Siles poids «a ; § et y sont
€gaux le barycentre de :

{4, @) ; (B, @) ; (C, a) ; (D, §)} s’appelle le
centre de gravité du quadrilatére convexe
ABCD

ExercicelO : soit ABCD un quadrilatére
convexe

Soit H le barycentre du systeme pondéré
{(4,2);(B,5);(C,-1) }

Soit K le barycentre du systéme pondéré
Soit E = Bar {(C, -1) ; (B, 5)}

1)Montrer que ﬁ:—%ﬁ et Construire E

2
5
7
5

2) Montrer que H est le barycentre du systéeme
pondéré {(4, 1) ; (E, 2)} et Construire H

3) Montrer que K est le barycentre du systeme
pondéré {(D, -3) ; (E, 2)}

4) a) Montrer que D est le barycentre du
systéme pondéré {(K, 1) ; (E, 2)}

b) en déduire que(AK)||(DH)

http://www.xriadiat.com/ 5
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Solution :
1)on sait que si M est un point quelconque

dans le plan (P)ona:

- 1, -
E:Z(SMB—MC)

Pour:M=Bona: BE :—%% et on peut

Construire E

2) ona: E=Bar{(C,-1); (B, 5)}

et 5+(-1)=4

D’aprés La propriété d’associativité on a H le
barycentre du systeme pondéré {(4, 2); (E, 4) }
et puisque Le barycentre d’'un systéme pondéré
ne varie pas si on multiplie les poids par le
méme réel non nul on trouve donc que H est
le barycentre du systéeme pondéré

{4,1);(E, 2)}

on sait que si M est un point quelconque dans
le plan (P)ona:

H :1(2W+m)
3
Pour: M=A ona: ngﬁ et on peut

Construire E

3) D’aprés La propriété d’associativité on trouve
gue K le barycentre du systeme

Pondéreé {(D, -6); (E, 4) }

Et puisque Le barycentre d’un systeme pondére
ne varie pas si on multiplie les poids par le
méme réel non nul on trouve donc que K est
le barycentre du systéme pondéré

{(D, -3); (E, 2)}

4) a) Montrons que D est le barycentre du
systéme pondéré {(K, 1) ; (E, 2)} ?

Puisque K est le barycentre du systeme
pondéré {(D, -3) ; (E, 2)}

Pour tout point M du plan (P)on a:

—MK =-3MD + 2ME

Donc : 3MD = MK +2ME
Donc : D est le barycentre du systéeme pondéré

{(K,1); (E, 2)}

4) b) Pour tout point M du plan (P)on a:
3MH =2ME + MAet3MD = 2ME + MK
Donc :3DH =3MH —3MD

3DH =3(MH —MD)

Donc :3DH = MA—- MK

Donc :3DH =—AK Donc : (AK)||(DH)
Exercicell : ABC un triangle

| et J et K points tels que : 2BI =3BC

Prof/ATMANI NAJIB

Et 8CJ =CA et 5AK =2AB
1) Montrer que | est le barycentre des points

pondéré [B;lj et (C;_—3]
2 2
2) Le plan (P) est rapporté au repére
R(A;ﬁ;ﬁ)
a) Déterminer les coordonnées du point J

b) Déterminer une équation cartésienne de la
droite (1K)

c) Montrer que les points | et J et Ksont

alignés.

Solution :1)

lei-3ci-2Bi-3(CB+BI)

2 2 2 2

~lei-3cB-3Bi-—Bi+3BC--2BC+3BC=0
2 2 2 2 2 2

Donc : %ﬁ—g(ﬁ:() par suite : | estle

barycentre des points ponderé (B;%) et (c;?}

2) dans le repére R(A;E;A—C) ona: A(0;0)et
B(L0) et C(0;1)

a)Ona: 8CJ =CA donc: 8CA+8AJ =CA
Donc : 8AJ =—7CA donc : AJ =%A—C

Donc: J [O;Z)
8

b) la droite (1K) passe par | et de vecteur
directeur

IK etona: | estle barycentre de (B;%) et

1 3

—x1——x0
XI — 2 2 :—1
(C;%?’) donc : -1 2
£x0—§><1
y, =2 2~ _3
: —1 2

Donc : I(_—l;ﬁj
2 2
Etona: 5AK =2AB Donc : R:%ﬁ

Donc : K z;0 Donc : 1K ﬂ;ﬁ
5 10 2

L’équation cartésienne de la droite (IK) est:

3

9
S2x——y+c=0
>* 10”7

http://www.xriadiat.com/ 6
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| e(1K): donc : g(_%j_%[gjﬂ::o

3 27 21
< -———-—+c=0<c=—"
4 20 10
Donc : (IK): §x—3y+§=o
2 10 10

(IK):15x -9y +21=0
c) pour Montrer que les points | et J et Ksont
alignés il suffit de montrer que J e(IK)

Ona: (IK):15x -9y +21=0 et J(O;gj

Etona : 15x0—9g+21:—21+2120

Par suite : J (1K) donc les points | et J et K

sont alignés.
Exercicel2 : ABC un triangle et | un point tel

que : Al :%ﬁ et K le symétriqgue de A par

rapporta C et J le milieu du segment [BC]

1) exprimer | et J et K comme le barycentre
de points pondérés a déterminer

2)quelle est le barycentre des points pondérés
(A1) ;(B;2) ; (B;-2) et (C;-2) ?

3)Monter que les points | et J et K sont
alignés.

Solution :1)

eOn a J le milieu du segment [BC]

Donc : Jest le barycentre des points pondéré
(B;1) et (C;1)
«Ona: H:%ﬁesﬂzzﬁosﬂzzﬂu@

< IA+21B =0 Donc: | estle barycentre des
points pondéré (A1) et (B;2)

eOn a: K le symétrique de A par rapporta C
Donc : 2KC = KA

Donc: KA—2KC =0

Donc : K est le barycentre des points pondéré
(A1) et (C;-2)

2) on a: K estle barycentre des points
pondére (A1) et (C;-2) donc :

1KA +2KB —2KB —2KC =0

Donc : K est le barycentre des points pondéré
(A1) et (B;2) et (B;-2) et (C;-2)

3) D’aprés La propriété d’associativité on trouve
que K le barycentre des points pondéré (J;-4)
et (1;3) par suite : K e(1J) donc les points | et

J et Ksont alignés.
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Exercicel3: ABCDuncarréet | et Jles
milieux respectivement des segments [BC]et

[CD]et M et N deux points tel que : AM Z%AB

et m:%m

ldeterminer le barycentre des points pondérés
{(A3); (B, 1)} et {(A 3);(D 1)}
2)soit G le barycentre des points pondérés
(A;3) ;(B:1) ; (C;1) et (D;1)

3)Monter que les droites (MJ) et (NI) et (AC)
sont concourantes en G

Solution :1)on a: m=%ﬁ©4m:m+m’

Donc : 3MA+MB =0
Donc : M est le barycentre des points pondéré
(A;3) et (B;1)

De mémeona: mziﬁ@4m=m+m

Donc : 3NA+ND =0

Donc : N est le barycentre des points pondéré
(A3) et (D;1)

2) soit G le barycentre des points pondérés
(A;3) 5(B;1) ; (C;1) et (D;1) et puisqueJ le
milieu du segment [DC] alors J estle
barycentre des points pondéré (C;1) et (D;1)
D’aprés La propriété d’associativité on trouve
gue G est le barycentre des points pondéré
(M;4) et (J;2) par suite : Ge(IM)

De méme ona: | le milieu du segment [BC]
alors | est le barycentre des points pondéré
(B;1) et (C;1) et d’aprés La propriété
d’associativité on trouve que G est le
barycentre des points pondéré (N;4) et (1;2)
par suite : G e(NI)

Soit H le centre de gravité du triangle BCD
donc
H est le barycentre des points pondéré (B;1) et

(C;1) et (D;1) par suite D’aprés La propriéte

d’associativité on trouve que G est le
barycentre des points pondéré (A;3) et (H;3)

donc : G le milieu du segment [AH] et puisque

ABCD est un carre alors : H [AC] donc

Ge(AC)

Conclusion : les droites (MJ) et (NI) et (AC)

sont concourantes en G
http://www.xriadiat.com/ 7
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Exerciceld: Aet B deux points tel que :
AB =4cm et soit :(F)I'ensemble des points M du

plan tel que :m =3
MB
1)montrer que : M (F) <> MA —9MB’ =0
2)soit G le barycentre des points pondérés
(A1) ;(B;3) et K le barycentre des points

pondérés (Al) ;(B;-3)

a) Montrer que : M e(F) < MG+MK =0

b) En déduire 'ensemble(F) et le tracer
Solution :1) M e(F)®%=3<:> MA = 3MB

—2 —2
M e(F)< MA —9MB =0
2)a)
—2 —2 — _— — -

M &(F)«< MA ~9MB =0« (MA-3MB)(MA+3MB) =
Et d’aprés La propriété caractéristique du
barycentre on aura :
MA+3MB=4MG et MA-3MB=-2MK
Donc : M e(F)c>M—A2—9W2 =0< -8MAMK =0
Donc : M (F) < MAMK =0
2)b) d’aprés a) en déduit que(F) est le cercle
de dont un diamétre est [GK]

Exercicelb: Aet B deux points tel que :
AB=4cm et | le milieu du segment [AB]
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1)soit :(E)'ensemble des points M du plan tel

que : IM+AB =4 et soit H le barycentre des
points pondérés (Al) ;(B;3)
a) Montrer que : H e(E)
b) Vérifier que : M € (E) < HM-AB =0
c)déterminer la nature de I'ensemble (E)
2)soit :(F)I'ensemble des points M du plan tel
que : MA*-MB* =8

a) Montrer que : YM €(P) ona:
MA? — MB? = 2IM - AB

b) En déduire que(F)=(E) et le tracer
Solution :1) On a : H le barycentre des points
pondérés (A1) ;(B;3)donc : m:%ﬁ

Etona IH =IA+ AH donc m=—§AB+§E

Donc W%E par suite m-E:%ABZ:4

DoncH e(E)

b) M €(E) < IM:AB=4 < IM+AB = IH-AB
@(W—ﬁ)-@:O@W-ﬁ:O

c)de b) on déduit que (E)est la droite
perpendiculaire a (AB) en H

2)a) MA’-MB? =0 < (WA-W)(WH W): 2IM+AB
Car d’aprés La propriété caractéristique du
barycentre on a : MA+MB =2MI

2)b)

M e(F) < MA?~MB? =8 & MAsAB =4 & M € (E)
Donc (F)=(E) par suite (F) est la droite
perpendiculaire a (AB) en H

Solutionl16 : Aet B deux points tel que :
AB=3cm et | le milieu du segment [ AB]

1)soit :(C)I'ensemble des points M du plan tel

que : MA’ + MB? =9et soit H le barycentre des
points pondérés (Al) ;(B;3)

a) Monter que : M €(C) < MI :g
b) Déterminer la nature et tracer 'ensemble(C)
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2)soit :(C")I'ensemble des points M du plan tel

que : m-m:_;

a) Montrer que : M €(C') < Ml =1
b) Déterminer la nature et tracer 'ensemble
(€)
Solution :1)on a :

- —\2 —  —\2
MA’ + MB? = (MI + 1A) +(MI + IB)

2

= 2MI? + 21A% + 2MI (|B+|A)=2M|2+%
Car: IB+1A=0

2
M e(C)<:>2MI2+AB

=9 Ml =§
2

b)en déduit que (C)est le cercle de centre | et

de rayon r 22

2) 2) MAME = (Wi 1A) (i + 14) = wi* - 2

Donc: M e(C')<= Ml =1
2) b) en déduit que (C’)est le cercle de centre
| et de rayon r=1

C’est en forgeant que I'on

devient forgeron » Dit un
proverbe

Prof/ATMANI NAJIB
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Cours PRODUIT SCALAIRE avec exercices avec solutions

PROF: ATMANI NAJIB

http://www.Xxriadiat.com/

1BAC BIOF

PRODUIT SCALAIRE DANS 7,
Etude analytique (1)

) BASE ET REPERE ORTHONORMES
Définitions : Soit B(T;]) une base de V,.

1) La base B est dite orthogonale si T] =0

2) Labase B est dite normée si ”TH :Hjuzl

3) Une base orthogonale et normée s’appelle une
base orthonormée.
4)Soit O un point du plan

Soit R(O;T; ]) un repere du plan (P)

On dit que le repére R est orthonormé si la base
B (T; ])) associé a R est orthonormée.

On pose : i=0l et ]zﬁ

) EXPRESSION ANALYTIQUE DU
PRODUIT SCALAIRE.

Soit B(f; ]) une base orthonormée de V, .
Soient: u=xi+Yy]j et v=xi+Yy'j deux vecteurs
deV, ;ona Uy = (x7+ y])(x'ﬁ y’])

Et d’aprés la bilinéarité du produit scalaire on a :
uv=xxii+yy'jjcari.j=0

uv=xx+ yy' puisque: ”?H =let ”]H =1

On a donc la propriété suivante :
Propriété :L’'espace V, est rapporté & une base

orthonormée B(?;])

Soient: u=xi+yj et v=xi+Yy'] deux vecteurs
deV, ;ona:

1)uv =Xxx + vy’

2) Ju]= e y?

HULve xX'+yy' =0

Si A(X4; Ya)et B(Xg;Yg) alors

T i
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Exercice : dans Le plan (P) est rapporté a un
repére orthonormé R(O;T;]) Considérons les

points A(L,-3)et B(3;7) et C(-3,1)
1)Montrer que le triangle ABC est rectangle en C

2)Calculer la surface du triangle ABC
Solution : 1)

Methodel : BC(~6;-6) et AC(-4;4) et AB(2;10)
AB = HEH =/22+102 = /104 = 2/26

AC =432 =42

BC =72 =642

Puisque : AC2+BC2=32+72=104 et AB2=104
Donc : AC2+BC2?2= AB?

Donc : le triangle ABC est rectangle en C
Methode?2 : ?C(—G;—G) et FC(—4;4)

Donc : AC-BC =24-24+0 Donc : AC 1 BC
Donc : le triangle ABC est rectangle en C
2)puisque le triangle ABC est rectangle en C alors :

S =%CAXCB=%4«/§X6«/§:24

[II) PRODUIT SCALRE ET LIGNES
TRIGONOMETRIQUES.

1) L’expression de cos :
Le plan () est rapporté a un repére orthonormeé

R(O;T;])

Soient: U=xXi+Yy]j et v=xi+Yy'j deux vecteurs
deV, ;ona UV :HﬁHxH\?Hcos(ﬁ;Q) =xX"+yy'
. - - X'+ yy’
Par suite : cos(u;v) = yy
Jx2ryzx X2y
2) L’expression de sin :

L'espace V, estrapporté a une base orthonormée
B (T; ])

http://www.Xxriadiat.com/ 1
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&l

ﬂ(x; y) et a la mesure da I'angle polaire (T;G)
Puisque 7(1;0) alors : u-i = xet puisque ](0;1)
alors
ﬁ-] =y D’autre part: u-i= Hﬁ”x‘ﬁ”cos(ﬁﬁ) = Hﬁ”cosa
65 =i« s (i3) = [ os{ 5 -« |
u-j= Hﬁ”sin a

X = HGH cosa
On peut conclure que : -

y= Hu”sin o
Et par suite : U= Hﬂ“ c0s af+”l]usin aj= “ﬁ”(cos ai+sin a])
Cette écriture s’appelle I'écriture trigonométrique du

vecteur u”".

ﬂ(x; y) et a la mesure da I'angle polaire (T;l])
et w le vecteur tel que : HGH = HWH et (G;W)E%[Zﬁ]
D’aprés I'écriture trigonométrique du vecteur W
ona :Vv:“Vv”cos[a+£jf+”ﬁ”sin[a+£j]

2 2
W= —HWHSiﬂ af+”vﬁ”c% aj= —Hﬁ”sin ai+ Hﬁ”cos aj
o [i] =[]y =y ]
Par suite Vv(—y;x)

D’ou on peut conclure que : v-wW=—X"y + Xy’

— — — —_— . 72' — —_—
etona: v-w= Hv”-”wusm (E—Gj = HVH-HWHCOSG

ol : (ﬁ;\?) = @[ 2] Ce qui nous permet de confirmer

que : HGH-H\?HSin 0 =—Xy+xy'

Prof/ATMANI NAJIB

Théoréme :L’espace V, est rapporté a une base

orthonormée B(f;]) Soient ﬁ(x; y) et \7(x'; y')

o)
sing = XX' — )E,y dej (ﬁ;f/)
)M

Exercice: dans Le plan (P) est rapporté a un repére
orthonormé R(O;f;]) Considérons les points

A(5;0)et B(2;1) et C(6;3)
1) Calculer COS(E;A—C) et sin(ﬁ;A—C)
2)en déduire une mesure de I'angle (EE)

AB-AC

Solution : 1) cos(ﬁB';A—C): =5 EH et
X
. det(AB:AC
sin(AB;AC): HFE& - AC)

etona: E(—B;l) et A—C(1;3)
AB.AC =-3x1+1x3=-3+3=0

det(mﬁ)=‘ :

AB =|AB| = [(-3)7+12 =110 et AC =10

1
=-10
3

— 0
cos(AB;AC):\/l_OX\/l_oz
R —— ~10

S|n(AB;AC):m:—1

2)ona: AB.AC =0 et AB=AC donc le triangle
ABC est rectangle et isocele en A

(AB:AC) - [2]

/ car:
/ (ACiBC) =7 [27]
\ et sin(AB;AC)=-1

\:
\

I‘-,

http://www.Xxriadiat.com/ 2
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Donc : (AB;BC | = AB; AC )+ AC; BC 2]

IV) DISTANCE D’UN POINT PAR
RAPPORT A UNE DROITE.

1) Vecteur normal sur une droite.

Définition : Soit D(A; l]) la droite passante par A et

de vecteur directeur U ; tout vecteur n non nul et
orthogonal a u s’appelle un vecteur normal sur la
droite (D).

Remarque :

Si n est normal sur une droite (D) ; Tout

Vecteur non nul colinéaire avec n est aussi
Normal sur la droite (D).

Si (D): ax + by + ¢ = 0 est une droite dans le

plan alors

l](—b; a)) estun

vecteur directeur
de
la droite (D), et le

vecteur n(a;b)

est non nul et
orthogonal a u

donc normal sur la droite (D).
2) Equation d’une droite définie par un point donné
et un vecteur normal.

Soient A(X,;Y,) un point donné, et\?(a;b) un
vecteur non nul. Soit (D) la droite qui passe par A et
gui admet v comme vecteur normal.

M(xy)e(D) e AMy =0 a(x—x,)+b(y-y,)=0
< ax+by—(ax, +by,)=0

Propriété : Soient A(X,;y,) un point donné, et
n(a;b)un vecteur non nul. La (D) la droite qui

passe par A et qui admet n comme vecteur normal
a une équation cartésienne de la forme :

(D): a(x—x,)+b(y—y,)=0
Exercice : déterminer une équation cartésienne
de la droite (D) qui passe par A(0;1) et qui admet

n (2;1) comme vecteur normal

Prof/ATMANI NAJIB

Solution : on a (D) qui passe A(0;1) et n(2;1) un
vecteur normal donc : une équation cartésienne
de la droite (D) est: 2(x—0)+1(y—1)=0

Donc: (D) : 2x+y—-1=0

Exercice :donner un vecteur normal a la droite (D)
dans les cas suivants : 1)(D):x -2y +5=0

2)(D):2y -3=0  3)(D):x-1=0

Solution : un vecteur normal a la droite (D)
d’équation cartésienne : ax+by+c=0

Est ﬁ(a;b)

1)(D):x =2y +5=0 : ﬁ(l;—Z) un vecteur normal
2) (D):0x+2y-3=0: Nn(0;2) un vecteur normal
2) (D):1x+0y-1=0 : N(%0) un vecteur normal
Exercice : dans Le plan (P) est rapporté a un
repére orthonormé R(O;T;]) Considérons les
points A(-3;0)et B(3;0) et C(1;5)
1)déterminer une équation cartésienne

de la droite (D) perpendiculaire a la droite (AB)

Passant par C
2)déterminer une équation cartésienne

de la droite (A) paraliéle & la droite (AB)

Passant par C
Solution : 1) Soit M un point du plan (P)

M (D)< CM-AB =0 6(x—1)—(y-5)=0
& 6x-y-1=0

Donc: (D):6x—y—1=0

1)soit M (X; y)un point du plan (P)

M €(A) < CMen=0

Avec N un vecteur normal a la droite ( AB)

Le vecteur : E(G,—l) est un vecteur directeur de
la droite (AB) etona: 5(1,6)

Onadonc: M e(A) < (x-1)+6(y-5)=0

< X+6y—-31=0 Donc: (A):x+6y—31=0

Exercice : dans Le plan (P) est rapporté a un
repére orthonormé R(O;T;]) Considérons les

points A(1;2)et B(-2;3) et C(0;4)

1)déterminer une équation cartésienne

http://www.xriadiat.com/ 3
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de la droite (D) médiatrice du segment| AB]

2)déterminer une équation cartésienne de la droite
(A)la hauteur du triangle ABC passant par A

Solution : 1) (D)/ax+by+c=0

Avec ﬁ(a,b) un vecteur normal a (D)
AB(-3,1) Donc :(D)/-3x+y+c=0

Or 1 (D) | estle milieu du segment[ AB]

| XatXg YatVs Donc |(__1,§j
2 2 2 2

Donc: -3 —1 +§+c=0<:>§+§+c=0<:>c=—4
2) 2 2 2

Par suite : (D)/-3x+y-4=0

2)(A) la hauteur du triangle ABC passant par A
Donc : (A) perpendiculaire a (BC) passant par A
Donc E(Z,l) un vecteur normal a (A) donc
(A)/2x+y+c=0etona Ae(A) donc
2x1+2+c=0«<=c=-4

(A)/2x+y—-4=0

3) droites perpendiculaires

Proposition : Le plan () est rapporté a un repere
orthonormé R(O;f;])

On considére les deux droites : (D):ax+by+c=0
et (D'):ax+by+c'=0

(D)L(D) <= nln < aa+bb' =0

Avec n le vecteur normal de (D) et n le vecteur
normal de (D’)

Exercice :(D) 2x+3y-1=0et (D’ gx—y+4:0
Etudier la position relative de (D) et (D)

un vecteur normal de(D) Solution :ﬁ(2;3) est

ﬁ'(g;_lj est un vecteur normal de(D")

ﬁ-ﬁ=2xg+3x(—l)=3—3=0 Donc n.Ln'

Donc (D) L (D)
4) Distance d’un point par rapport a une droite.
Définition : Soient (D) une droite et M, un point

dans le plan. La distance du point M, a la droite
(D) est la distance M H ou H est la projection

orthogonal de M, sur (D).On la note : d (MO;(D))

Prof/ATMANI NAJIB

Preuve : Soit la droite (D): ax + by + c =0 et
M, (Xo; ¥, ) ;Soit H la projection orthogonale de M,

sur (D), ﬁ(a; b)est normal sur (D).

On a pour tout point A(X,; Y, )de la droite(D) :

MoAn =(MH +HA).n = MoHn+HAN =M H.n

Donc: M,H.n=M,An

On conclue que ‘MOH.H‘ =‘WA.H‘ par suite

HMOHHHHH :‘MOA.H et finalement : M H e |
I

En passant a I'expression analytique :

n(a;b)) et MgA(Xy —Xo; Ya—Yo)

Par suite : M H = [a(%, = %), +b(Ya = Yo )

Ja? +b?
M, H = |ax, —ax, +by, —by,|
Ja? +b?
M_H = |ax,, +by, —ax, —by,|
JaZ +b?

OrA € (D) & ax,+by,+c=0<ax,+by,=—C
Dol M,H = [-c—ax, —by,| _[ax, +by, +¢|

Ja? +b? Ja? +b?
Théoréme : Soient la droite (D): ax + by + ¢ =0 et
M (X%; Yo ) un point dans le plan.

La distance du point M, a la droite (D) est:

M H = |ax, +by, +c|

Ja? +b?
Exercice : Soient la droite (D) d’équation :
(D):3x+4y+5=0
1)Déterminer les coordonnées du point H la
projection orthogonale de O sur (D)
2)calculer La distance du point O a la droite (D)
3)Déterminer les coordonnées du point O’ le
symétrique de O par rapport a la droite (D)
Solution :1) puisque H est la projection orthogonale
de O sur (D) alors H est le point d’intersection de la
droite (D)et la droite (A) qui passe par O et

perpendiculaire a (D) on va donc résoudre le

http://www.Xxriadiat.com/ 4
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(D):3x+4y+5=0

systéme suivant : On trouve :
(A):4x-3y=0
-3 -4 -3 _
X=— et Yy=— donc H —3—4
5 5 5 5

Autre méthode :Soit H (x,;y, ) ona:
H e(D) < 3x, +4y,, +5=0
OH est normal a la droite (D) donc colinéaire avec
u(3;4)Donc: 3k e R/OH =ku < {XH =3k
yy =4k

Pour déeterminer X, et y, onva donc résoudre le

(1)x, =3k
systéme suivant : <(2)y,, =4k

(3)3x, +4y, +5=0

On remplace (1) et (2) dans (3) on trouve :

y -3

— H™ ¢
k=—1Donc: 5
5 y _—_4
"5

_Jax, +by,+¢| [3x0+4x0+5| 5,
Va? +b? V3 + 47 o

3) O’ le symétrique de O par rapport a la droite (D)

2) d(0:(D))

Donc H est le milieu du segment [OO']

Donc: O'H=-OH onpose: O'(X;y)

IV R

Donc : 5 5@ 5Donc:O’(—ﬁ;—gJ
4,4, 8 55
5 5 5

Exercice : dans Le plan () est rapporté a un
repére orthonormé et direct R(O;T;]) Considérons

les points  A(L;,—1)et B(4;-1) et C(-2;2)
1) Calculer : AB-AC et det(ﬁ;ﬁ)

2)en déduire une mesure de I'angle (EE)

3)Calculer la surface du triangle ABC
4)déterminer une équation cartésienne

de la hauteur du triangle ABC passant par A
5)déterminer une équation cartésienne

de la bissectrice de I'angle (EE)

Prof/ATMANI NAJIB

k]
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Solution :1)ona: N?;(B;O) et TC(—3;3)
AB+AC =3x(-3)+0x3=-9

det(ﬁ;ﬁ):‘i 3-s

2)soita une mesure de I’angle(E;A—C) ona:

et sin(AB;Ac): dEt(AB;AC)

AB|x||AC

cos(ﬁ;ﬁ)z ‘_

AB =[|AB||=3:+02 =3 et AC= W2
9 -\

Donc: COS@=——==—— et SiNa =

W2 2 NI

3z
Donc: a =—
4

9 2

3)ona:s =E‘det(ﬁ;ﬁ)‘ =9 eme

2 2
4)soit(A) la hauteur du triangle ABC passant par A
Donc : (A) perpendiculaire a (BC) passant par A
Donc BC(~6,3) un vecteur normal a (A) donc
(A)/-6x+3y+c=0etona A(L-1)e(A)donc

—6x1-3+c=0<c=9
(A)/—6x+3y+9=0 donc: (A)/2x—-y—-3=0

4)soit(D) la bissectrice de I'angle (EE)

Pour Chaque point M (X, y) de la droite (D)
Ona: d(M;(AB))=d(M;(AC))
ooy YU [x+y]
JO2 412 07 +12
o 2)y+1=|x+y|

On remarque que (D) se trouve dans le demi plan tel

que : {y+120 donc: v2(y+1)=x+y

X+y=>0

Donc : 'équation cartésienne de (D)est

{x+(l—\/§)y—\/§=0

y+1>0

(D) est un demi droite

C’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un
proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

Que I’on devient un mathématicien



http://www.xriadiat.com/

Cours PRODUIT SCALAIRE (cercle) avec exercices avec solutions

PROF: ATMANI NAJIB http://www.xriadiat.com/

Dans tout

PRODUIT SCALAIRE DANS 7’
Etude analytique (2) -Applications-: cercle

un repere R(O;?;])orthonormé.

I) EQUATION D’UN CERCLE

Définition :Soient Q un point et r un réel positif, le
cercle de centre Q et de rayon r est 'ensemble des
points M dans le plan () qui vérifient :QM =r on le

note, C(Q,r) :C(;r)={M € (P)/IQM =1}

Remarque :On peut considérer le point comme étant
un cercle de rayon nul.

1) Cercle défini par son centre et son rayon.
Soient Q(a, b) un point et r un réel positif,

M(x, y) € C(Q;I’)(:» QM =r

= QM2 =12

< (x—a)?+(y—b)2=r?

Exemple : déterminer I'équation cartésienne du
cercle de centre Q(—1;2) et de rayon r =3
Solution : 'équation cartésienne du cercle est :
CQr): (x+1)2+(y-2)2=3

Cad: X2+ y2+2x—4y—-4=0

Propriété : Soient Q(a, b) un point et r un réel positif,
le cercle C(Q,r) a une équation cartésienne de la
forme :¢(Q,r): (x—a)2+(y—b)2=r2

2) Equation réduite d’un cercle

Ona:M(x,y) € C(Qr) < (x — a)*+ (y — b)2=1r2
Sx2-2ax+a2+y2-2by+b2-1r2=0

= x2+y2+ax+fy+y=000:a=-2a;p=-2bet
y= a2+ b2 - 12

Propriétél : Tout cercle dans le plan a une équation
delaforme:x2+y2+ax+By+y=0

ou a, B ety sont des réels.

Propriété2 : Soit (C) L'ensemble des points

M (X;y) du plan tel que :
X?+y2—2ax—2by+c=0

Avec @; b; Cdes réelles

eSi: a?+b?-c>0

Alors (C)est un cercle de centre

Prof/ATMANI NAJIB

I T et T Ty O =TT
eSi: a2+b2—c=0 alors (C):{Q(a;b)}
«Si: a2+hb?—c =<0 alors (C)=¢
PREUVE :M (x;y)e(C) <

< x2+y2—2ax—2by+c=0

< X2—2ax+a?+y?-2by+b?+c-a2-h2=0

& (x—a)2+(y-b)?=a%+h2—c=0

e Si: a2+b2—c >0 alors (C)est une cercle de
centreQ)(a;b) et de rayon R= Jaz+b2—¢
eSi: az+b2—c=0 alors (C)z{Q(a;b)}

Si: a2+hb?—c =<0 alors (C)=¢

1BAC BIOF

Exemples : Déterminer L'ensemble(E) dans les

cas suivants :

1) (E): X2+y2-x +3y —4=0
2)(E): x2+y2-6x +2y +10=0
3) (E): X2+y2-4x +5=0

Solutions :l)a:%;b:_§;02_4

Ona 1a2+b2—c:(%J2+(—§j2—(—4)=£+%+4:§>O

Donc : Q(__a;__b) donc ot =3
2 2 2 2

R=+a*+b*- :@

Alors (E ):est un cercle de centre
1-3 V26
Q(=:—)et de rayon
(2’ 2) Y 2

2)a=3b=-Lc=10 a®+b* ~c=3+(-1)2-10=9+1-10=0
Alors (E):{Q(B;—l)}

3)a=2;b=0;c=5

a’+b?—c=4-5=-1<0 alors (E)=¢

http://www.xriadiat.com/
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3) Cercle définie par son diamétre.
Propriété : (Rappelle)

Soient A et B deux points distincts dans le plan
'ensemble des points M

qui vérifient MAMB = 0 est M

le cercle de diametre p\
[AB].Ce qui nous permet i "
d’énoncer la propriété U

suivante :
A(X4; Ya )€t B(Xg;Yg ) deux points distincts dans le

Propriété : Soient

plan, le cercle de diameétre [AB] & pour équation :
(X=X ) (x=%5 )+ (Y= Ya) (Y~ ¥g) =0

Exemple : Déterminer une équation du cercle de
diametre [AB] avec A(L;2)et B(-3;1)

Solution : M (Xx; y)e(C)@m.W=0
MA(L-X;2-Yy) et MB(-3-x;1-Y)
M(xy)e(C)<(-3-x)(1-x)+(1-y)(2-y)=0
Donc: (C):x2+y2+2x—3y—-1=0

4) cercle définie par trois points ou Cercle
circonscrit a un triangle

Soit ABC un triangle,
les médiatrices du
triangle ABC se
coupenten Q le
Centre du cercle
circonscrit du triangle
ABC

Exemple : le plan (P) est rapporté a un repére
R(O;f; ]) orthonormé. Soient les points
A(2;3) B(0;1); C(—4;5);E(52)et F(2;4)
1)Ecrire I'équation du cercle circonscrit au

Triangle ABC.
2)Ecrire I'équation du cercle circonscrit au triangle

OEF.  Solution : 1) Soient | (12) et J(-1;4) le
milieu respectivement du segment : [ AB] et [AC]
Et soit (A) la médiatrice de [ AB]donc (A) passe par
1(L2) et AB un vecteur normal a (A)

Etona: AB(-2;-2) donc une équation de (A)est:
(A):-2(x-1)-2(y-2)=0

Prof/ATMANI NAJIB

Donc : (A):-2x+2-2y+4=0 donc (A):-2x-2y+6=0
Donc (A): x+y—3=0 (aprés simplifications)

Et soit (A')la médiatrice de [ AC]donc (A') passe
par J(—1;4)et AC un vecteur normal a (A)eton
a: AC(-6;2) donc une équation de (A")est:
(A"):-6(x+1)+2(y-4)=0 donc: (A"):3x—y+7=0
On a Q est le Centre du cercle circonscrit du triangle
ABC donc le point d'intersection de (A) et (A') onva

donc résoudre le systeme :
(A):x+y-3=0
(A"):3x—y+7=0
Et la solution de ce systéme est : (—1;4) donc

Q(—L‘ 4) est le centre du cercle circonscrit du

triangle ABC et le rayon est :

r=AQ=,(-1-2)" +(4-3) =10

Et 'équation du cercle est: (x+1)2+(y—4)2=10
(C):x2+y2+2x—-8y+7=0

2)déterminons I'équation du cercle circonscrit au
triangle OEF.
On sait que I'équation du cercle s’écrit sous la forme :

(C"):x2+y2—2ax—2by+c=0
Etona: Oe(C')<c=0
E(52)e(C') <> 25+4-10a—4b =0
F(24)e(C') < 4+16-4a—-80=0

on va donc résoudre le systéeme :

19
a:_

10a+4b =29 8
a+2b=5 = b=2
Ly 16

¢= c=0

Et I'équation du cercle est :

(C’):x2+y2—¥x—%y:0

http://www.xriadiat.com/
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Il) L’INTERIEUR ET L’EXTERIEUR D’UN
CERCLE.

Définition : Soit C(€;r)un cercle dans le plan.

a) L’ensemble des points M dans le plan qui vérifient
QM < r s’appelle la boule fermée de centre Q et de

rayon r, il s'appelle aussi l'intérieur du cercle C(€;r)

b) L’ensemble des points M dans le plan qui vérifient
QM > r s’appelle I'extérieur du cercle C(Q; r)

Application : La résolution graphique de quelques
systémes d’inéquation

Exemple : Nous allons résoudre graphiquement le
systéme :

11
X2+y2-2Xx—-4y+—=<0
X2+Yy2+2x—-4>0
X2+ y2—2x—4y+1741=0
est I'équation du cercle (C)

de centre B(1,2) et derayon r = g

X2+ y?2+2x—4 =0est I'équation du cercle (C')
de centre A(-1,0) et de rayon r' = 2.
L’ensemble des points M qui vérifient (S )est

I'extérieur de (C') intersection l'intérieur de (C)

a4 /

Exercicel : résoudre graphiquement le systéme :
(1):x2+y2—4x=<0

()9,
(2):x—y-1>0

Solution :

o (1)ix2+y2—4x<0<(x—2)2+y2<22

Prof/ATMANI NAJIB

Donc les solutions de cette inéquation c’est les
couples (x; y)des points qui se trouvent a l'intérieurs

du cercle (C) de centre Q(2;0)et de rayon r =2

¢ (2):x—y—-1>0 :les solutions de cette inéquation
c'est les couples (X; y)des points qui se trouvent au-
dessous de la droite d’équation : (A): x2+y2—4x=0
(Demi plan qui contient ©(2;0)
Car :2-0-1=1>0)
Finalement I'ensemble des solutions du systéme c’est

les couples (X; y)des points qui appartiennent a la

partie colorée.

Exercice2 :Résoudre graphiquement
(x2+y2-4x-6y+9)(2x-y+1)<0

Ill) POSITIONS RELATIVES D’UN CERCLE
EST D’UNE DROITE.

1) Propriété

Soit C(O;r)un cercle de rayon r strictement positif et

(D) une droite dans le plan. Pour étudier les positions
relatives du cercle C(O;r)de (D), il suffit de

déterminer la distance de O a (D). soit H la projection
orthogonal de O sur (D)

1)si d(0;(D))=0H »>r

Soit M un point de la droite (D) on a:

OM = OH > r donc tout point de la °

droite (D) est strictement a
L’extérieure du cercle (C)

e)nmo =0

2)d(0;(D))=0H =r

Puisque OH = r alors H est un point
Commun entre (D) et (C). &
Soit M un point de la droite (D)
Difféerentde Hon a : R
OM>0OH=r

Donc tout point de la droite (D)

Différent de H est strictement &
L’extérieure du cercle (C).
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() N (D) ={H} Ontdit que la droite (D) est tangente
au cercle () en H

3)d(0,(D))=QH<r

Dans ce cas le cercle (C) et
la droite(D) se coupent en
deux points M, et M,

et H est le milieu du
segment [M,M, ]

Exemplel : Etudier la position du cercle de centre
Q(12) etde rayon R =2 avec la droite d’équation
(D):x+y+2=0

Solution : on calcul d(€,(P)) ?

L+2+2] |5 52
d(Q(P))=re=="r =" >
) TR

Donc : droite (D) est a

L’extérieure du cercle (C) _{,./‘Z':
e©)ND) =9 [

R=2

Exemple2 : Etudier la \
position du cercle (C) de )

centre Q(1;2) et de rayon R =2 avec la droite
d’équation (D):x—-y+2=0
Solution : on calcul d (Q(P)) ?

d(0,(P) o2 V2,

Donc : le cercle (C) et la droite

(D) se coupent en deux points A et B
Déterminons les coordonnées des points
d’intersections ?

On va résoudre le systéme suivant :

O (x-17+(y-2)2=(2)
<:>{(2)x—y+2=0

Ona: (2)ex+2=y

En remplacant dans (1) y=x+2

On trouve : (1)(x—1)2+(x+2-2)2=(2)’
Donc: (x—1)2+(x)2=4 < x2-2x+1+x2=4

Donc: 2x2—-2x—-3=0 A=28

Prof/ATMANI NAJIB

Donc: x = 24247 et x, = 2-2J7

4 4
Donc: x, ::]'JM/7 et x, =_1_‘/7

2 2
Si: x, = 1+2\/? onremplace dans x+2=y
On trouve : y, :1+ﬁ+2: 547

2 2
Si:x, = 1_2‘/7 on remplace dans x+2=y
On trouve : > /
1-\7 57 /—/
Yy, = +2= ya: /
2 2 7 # //

Donc : les points [ o & |

d’intersections sont :

A{“*ﬁ 5**/7] et : A‘“ : "_./

2 2
g[1-V7 .5-47
T2 2

Exemple3 :Etudier la position du cercle (€C) de centre
(1 2) etde rayon R=1 avec la droite d’équation

(D):y=3

Solution : on calcul d(Q,(P)) ?

(D):0x+1y-3=0
0+2-3 |-

d(Q,(P))= =

Donc : la droite (D) est tangente au cercle (C) en A

Déterminons les coordonnées du point d’intersection
ou point de tangence ?

L'équation de (C) est (x—1)2+(y—2)2 =12
On va résoudre le systéme suivant :

_ [0-es(y-2)-1

=1=R

(2) y = 3 44
En remplacant dans 7
y =3 dans (1) / .“\
On aura: ‘

(1)(x-1)2+1=1<=(x-1)2=0<=x-1=0
Donc : X =1 donc point de tangence est A(13)

http://www.xriadiat.com/ 4
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2) Droite tangente a un cercle.

Dans tous ce qui suit le rayon du cercle est
strictement positif.

Définition : Une droite (D) est dite tangente a un
cercle (@) s'ils se coupent en un seul point.
Propriété : Une droite (D) est dite tangente au cercle
C (Q,r)sietseulementsid (Q, (D)) =r

Soit € (Q, r) un cercle dans le plan ou Q (a, b) et A
'un de ses points.
Soit la droite (T) la tangente a C (Q,r)en A

M (x;y)e(T)am.E:O
& (X=%)(Y=Ya)+(a=x,)(b=y,)=0
Propriété : Soient Q (a, b) un point et € (Q, r) un

cercle dans le plan et A I'un de ses points. La droite
(T) tangente a C(Q,r) en A a pour équation :

(X=X2)(Y=Y¥a)+(a=x,)(b=y,)=0

Exemple : Soit (C) le cercle d’équation :
X2+y2-4x-2y+1=0 (1)

1)Vérifier que A(0;1)e(C)

2) Ecrire I'équation de la tangente au cercle (C) en A.
Solution :1) On a : (?+12-4x0-2x1+1=0

Donc A(0;1)e(C)

2)L’équation de la tangente au cercle (C) en
A.??

a=2b=Lc=1:a’+b’-c=22+412-1=4>0
Donc (C) cercle de centre Q(_?a;_?b) cad Q(2;1)
AQ(-2;0) et AM (x-0;y-1)

M(xy)e(D)< AM-AQ=0

-2(x-0)=0<-2(x-0)+0(y-1)=0=M(x;y)e(D)or

M(xy)e(D)ex=0

Donc : L’équation de la tangente au cercle (C) en
Aest:(D):x=0

Application : Soit (C) le cercle d’équation :
xX2+y2-2x-2y-6=0

1)Vérifier que le point A (3, —1) appartient au cercle
2- Ecrire I'équation de la tangente au cercle (C) en A.

Prof/ATMANI NAJIB

Exercice :

Soient le cercle (C): (x —2)2+ (y — 1)2=4 et A(5,6)
1- Vérifier que le point A est a I'extérieur de (C)

2- a) Déterminer I'équation de la droite (&) passante
par A et parallele a I'axe des ordonnées.

b) Vérifier que (8) n’est pas tangente a (C).

3- Soit (A) une droite qui passe par A et qui n’est pas
parallele a 'axe (Oy) et dont 'équation réduite est :
(A)y=mx+p

a) Déterminer I'équation de (A) en fonction de m
uniquement.

b) Déterminer m pour que (A) soit tangente au
cercle (C).

4- Soit B(4,5)

a) Montrer que la droite passante par B et paralléle a
I'axe des ordonnées est tangente au cercle (C).

b) Soit (A") une droite qui passe par A et qui n’est pas
parallele a I'axe (0Oy) et dont 'équation réduite est :
(A") y = mx + p ; Déterminer m pour que (A) soit
tangente au cercle (C).

Soit (C) le cercle de centre Q(-1,2) et de rayon 3.
Déterminer les équations des tangentes a (C) et de

vecteur directeur ﬁ(—2;1) :
3) Equation paramétrique d’un cercle.
Le plan () est rapporté a un repére R(O;T; ])
orthonormé.
Considérons (C) le cercle de centre Q(a, b) et de
rayonr. Ona: W:®+W(l)
Si M(x, y) dans R et M(X, Y) dans R’ ou:
R(O;T;])et R'(O;T;])

. : X=a+ X
Alors (1) se traduit analytiquement par :

y=b+Y

X=a+rcosa

X =rcosa
y=b+rsina

. et par suite :
Y=rsina

Réciproquement 'ensemble

(C)={M (x; y)e(p)/{":aﬂcom}

y=b+rsina
Ou a et b sont des réels et r un réel positif
Est le cercle de centre Q(a, b) et de rayon r
Exemplel :Déterminer I'équation paramétrique du

cercle (C )de centre Q(1-2)et de rayon r -2

Solution : I'équation paramétrique du cercle (C )de

centre Q(1,-2)et de rayon r =2 est:
http://www.xriadiat.com/ 5



http://www.xriadiat.com/

x=1+2c0s0 avec (49 € R)
y=-2++/2sin6

Exemple2 : Déterminer 'ensemble (C ) des points

M (x;y) du plan tel que :
{X:3+‘/§COS‘9 avec (96 R)

y=1+J§sin€
i . | X—3=4/3C0s8 X=3++/3cosd
Solution : V3 o +3
y—1=+/3sin6 y=1++/3sin@

(x=3)" +(y-1)° =(\/§cos¢9)2 +(\/§sin 9)2 =3
(x=3)" +(y-1)° =3((cos0)’ +(sin0)’ ) =

(x=3)" +(y-1) =3’

Donc I'ensemble (C ) des points M (x;y) du planestle

cercle (C )de centre Q(3;1)et de rayon R = J3

Exercicel : Le plan (P) est rapporté a un repere

R(O;f;])orthonormé. (C) L’ensemble des points

M (x:;y) du plan tel que :{x=2+_2cosa avec (0 €R)
y=2sin8

1) montrer que(C) est le cercle (C)dont on

déterminera de centre Qet de rayon Ret une
équation cartésienne

2)soit le point A(—1;0) ; montrer que A esta
lextérieur du cercle (C ) et déterminer les équations

des deux tangentes au cercle (C) passant par A
3) déterminer les équations des deux tangentes au
cercle (C) et qui sont paralléles a la droite :

(D) : 3x—4y=0
4)a) Soit la droite (A) d’équation : y = X
Montrer que (A) coupe le cercle(C ) en deux points

a déterminer

4)b) Déterminer graphiguement I'ensemble des points

M (x;y) du plan tel que:x2+yzgxgy
4

Solution :1) X=2+20059® X—2=2c0s6
y=2sind y—0=2sin@

(x=2)" +(y—0)’ =(2c0s8)’ +(2sin8)’ =

(x—2)2+(y—0)2

4((cos 6?)2 +(sin 9)2 ) =

Prof/ATMANI NAJIB

(x=2)"+(y—0)" =22

Donc 'ensemble (C) des points M (x;y) du plan est le
cercle (C )de centre ©(2;0)et de rayon R =2

2) A(-30) 5 (C) :(x-2)" +(y-0) =2°
Ona:(-1-2)"+(0-0)° —-4=9-4>0donc A esta
lextérieur du cercle (C )

Soit (T )une droite qui passe par A et tangente au
cercle (C) et soit: ax+by+c=0 wune équation
cartésienne de (T) avec(a;b)=(0;0)

Puisque (T )est tangente au cercle (C) alors :
fdee

Etona: Ae(T) donc: —a+c=0 doncon trouve:

a5
2

d(Q,(T))=R cad

a~/5
2

(T) est: 2X—/By+2=0 ou 2x+~/By+2=0
Par suite les équations des deux tangentes au cercle
(C) passant par A sont :

(T,) : 2x—/By+2=0 ou (T,) 2x+/By+2=0
3)(D): 3x-4y=0 Q(2;0)
Puisque (T)[|(D) donc on pose :

oub=-—

b= et 'équation cartésienne de

(T) : 3x—4y+c =0 et (T )tangentes au cercle (C)
|6 +c]

Donc : d (€,(T))=R < cad =
3 +(—4)

2.

[6+¢| =2 [6+¢|=10<6+c=10 Oub+c=-10

c=4ouc=-16
Donc les tangentes au cercle (C) sont :

(/) : 3x=4y+4=0ou [T, ] :3x—4y~16=0
4)a) On va résoudre le systeme suivant :
{(x—2)2+(y—0)2 =22

y =X
Donc: (X=0 oux=2) et y=x

Donc: y =X et 2x* —4x=0

Donc : (A) coupe le cercle(C ) aux points :
0(0;0) et B(2;2)

_ —y<
4)b) —X2+y2§xsy<:> x=y=0 ol y=0
4 X2+y2—4x<0  |(x—2)2+y?2-4<0
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L'inéquation : (X—2)2+y2—4<0 détermine
'ensemble des points M (x;y) du plan qui se trouve
a l'ntérieur du cercle (C ) ou sur le cercle(C )

Et L'inéquation : X— Yy <0 détermine 'ensemble des
points M (x;y) du plan qui se trouve au-dessus de

la droite (A) ou sur la droite (A)

Voire la figure ci-dessus :

Exercice?2 :le plan (P) est rapporté a un repére
R(O;T; ]) orthonormé. Soient les points
A(3;4) B(41); C(2-3)
1)montrer que les points A ; B et C sont non
alignés
2)Ecrire I'équation du cercle (C)passant
par A ; B etC

Solution : 1)on a: ﬁ(l;—s) et E(—l;—?)

det (AB; AC)=| ",

=-10=0

Donc les points A ; B et C sont non alignés
1)Soient | (ggj et J(3;,-1) le milieu
respectivement des segments : [ AB] et [BC]

Et soit ( D)la médiatrice de [ AB]donc (D)passe par
| et AB un vecteur normal a (D)

M (x;y)e(D)c»W-E:OQ(X—EJ—3(y—gJ:O

< x-3y+4=0

Donc: (D):x-3y+4=0

Et soit (A) la médiatrice de [BC]donc (A) passe par

Jet BC un vecteur normal a (A)

M(x;y)e(A) < IM-BC =0 x+2y-1=0

Prof/ATMANI NAJIB

Donc : (A):x+2y—1=0 (aprés simplifications)
Soit Q est le Centre du cercle circonscrit du triangle
ABC donc le point d’intersection de (A) et (D) onva

donc résoudre le systéme :

X—3y+4=0
{x+2y—1:0
Et la solution de ce systéme est : Q(—11) donc
Q(—l;l) est le centre du cercle circonscrit du triangle
ABC etle rayon est: "=AQ=\/M=5
Et l'équation du cercle est : (x+1)2+(y-1)2=25
(C):x2+y2+2x—2y-23=0
Exercice 3 : le plan (P) est rapporté a un repere
R(O;T; ]) orthonormé. (C,,) L'ensemble des points
M (x;y) du plan tel que :
(Cp):X2+y2—2mx+2y+2m=0 avec m Paramétre réel
1)Déterminer I'ensemble (C, )
2) a) Montrer que Vme R—{1} (C, )estun cercle dont
déterminera le centre Q3 et de rayon R

2) b) Determiner 'ensemble des centres € lorsque
meR-{1}

2) b) Montrer que tous les cercles (Cm)passent par
un point fixe | dont déterminera et tracer
(Co)i(C.)i(Cy)

3) a) Montrer que la droite (A) : x=1 est tangente

A toutes les cercles (C,))
3) b) Soit m s ‘73 et m=1 et le point A(0;1)

Vérifier que A est a 'extérieur des cercles (C, ) et
que la droite( Al ) n'est pas tangente aux cercles (C, )
Solution :1) (C,) ? pour m=lona:
(C,):x2+y2=2x+2y+2=0&(x-1)2+(y+1)?=0
< X-1=0ety+1=0<=x=1et y=1

Donc : (C,) est le point E(1-1)

2)a) (C,):x2+y?-2mx+2y+2m=0<
<:>(x—m)2+(y+1)2=(m—1)2
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Donc : (C,,)est un cercle de centre Q (m;-1)et de
rayon R, =|m-1 vmeR-{l}
2) b) Onpose: x=m et y=-1avec meR—{1}
On a donc: I'ensemble des centres Q_ lorsque
meR—{1} estla droite d'équation : y =1 privé du
Point E(1-1)
2)b) 1(a;b)e(C,) vme R—{1}
< a?+b?-2ma+2b+2m=0
< m(2-2a)+a?+h2+2b=0 Vme R {1}

{Z—Za =0

o < a=1et b=—1Donc:tous les
a2+b?+2b=0 one

cercles (C,, )passent par un point fixe |(1-1)

3) a) L'équation de (A) est: x+0y—-1=0

m-1 =|m-1=R
N1 + 02 "

Donc : la droite (A) est tangente a toutes les

Et d(Q,.(A))=

Cercles (C,,)(on peut montrer que (A)coupe en
(C,) un point unigue)

3)b)Ona: X2+ y2-2mx+2y+2m=2m+3

Et puisque : m>-_73 alors : X2+Yy2-2mx+2y+2ms>0

donc A est a I'extérieur des cercles (C,))

|2m—2| 2

Montrons que : d (Q,,,(Al))= =~ — R
(O ()= EME_ 2 g
Donc : (Al) n’est pas tangente aux cercles (C,)
2
Car: =R =R
’5 m m

Exercice 1 : Déterminer les ensembles :
(M) ={M (x, y) € (P)lx2+ y2 - 2x + y + 1 = O}
(F2) = {M (x, y) € (P)/x? + y2 - x + 2y + 4 = O}

Prof/ATMANI NAJIB

Exercicel :

Soient les points A(-1,0), B(1,2) et C(5, —-2)

1- Montrer que les points 4, B et C ne sont pas
alignés

2- Ecrire I’équation du cercle circonscrit au
Triangle ABC.

Exercice 2 : Soit 'ensemble :

(Cm ) ={M (x, y) € (P)Ix2+y2-2mx+dmy +4m? — 1 = 0}
ou m est un réel.
1- Montrer que pour tout m dans R, l'ensemble (C,)

est un cercle et déterminer ses éléments.
2- Déterminer I'équation cartésienne du plus petit

cercle (C,).

3- Déterminer 'ensemble dans lequel varient les
centres Q_ quand m décrit R

4- a) Déterminer pour quelles valeurs de m le point
A(-1,2) appartient-il a (C,,)

b) Soit M (Xy; Y, )) un point donné dans le plan,
existent-ils toujours des réels m

qui vérifient My €(C,))

5- Déterminer s'il existe I'intersection de tous les
cercles (C,,)

C’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un
proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

Que ’on devient un mathématicien
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Cours CALCUL TRIGONOMETRIQUE ET EXERCICES AVEC SOLUTIONS

PROF: ATMANI NAJIB

1BAC BIOF

http:// xriadiat.e-monsite.com

CALCUL TRIGONOMETRIQUE

) RAPPELLES

1) Cercle trigonométrique
Définition : Le cercle
trigonométrique est un cercle [
de centre 0 l'origine du plan
derayonR =1

Orienté une orientation positive.

et admet une origine I

2) Les abscisses curvilignes

Soit (C) le cercle
trigonométrique d'origine I,
considérons l'intervalle | = m, m] : ,
tel que O l'abscisse de I sur l'axe HEN
perpendiculaire sur (0I). Si on : :
fait enrouler le segment qui {
représente ] — m, ] au tour du

cercle (C) on remarque que

chaque point N d'abscisse a de
l'intervalle ] — 7, ] s'associe

avec un point unique

M du cercle trigpnométrique.

Le réel a s'appelle I'abscisse
curviligne principale du point M

et inversement si a est un réel de l'intervalle | - «, n],
alors il existe un point M unique de (C) qui s'associe
avec le point N(a).Le réel a représente aussi la

- = (= -

mesure de I'angle géométrique centrique [IOM }

Considérons le cercle trigonométrique (C) d'origine I.
(A) est la droite Passant par I et perpendiculaire a (0I)
et d'unité égale a 0jJ.

Soit M un point sur le cercle (C) et d'abscisse
curviligne principale a.

Si on suppose que la droite (A) est un file qu'on peut
enrouler autour du cercle (C)

on remarque que la point M du cercle (C) coincide
avec une infinité de points de la droite (A); et qui ont
pour abscisses

oo .. (@ = 67), (@ - 4n), (a — 27), (@), (a + 27) ... ..

Prof/ATMANI NAJIB
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En générale : chaque point Nk de la droite (A) qui
coincidera avec le point M aura pour abscisse a + k2@
Ces réels s'appellent les abscisses curvilignes du
point M sur le cercle (C).

Définition :Soit M un point sur le cercle (C) et
d'abscisse curviligne principale a. Les réels qui
s'écrivent de la forme :a + 2km ou k est un entier
relatif s’appellent les abscisses curvilignes du point M
sur le cercle (C).

I) TRANSFORMATION DE cos (¥r-p) ET
CONSEQUENCES.

1) Formules de l'addition :

Activité : Soit M et N deux points sur le cercle
trigonométrique d’abscisses curvilignes

Respectifs x et y.

1- CalculerOM.ON de deux facons différentes.

2- En déduire co s(x — y) = cosx. cosy + sinx. siny

3- Calculer cos (x + y) en fonction des valeurs

trigonométriques de x et de y.

4- Calculer sin (x + y) et sin (x — y) en fonction des

valeurs trigonométriques de x et de y.

Propriétél : Pourtous réels x et yon a:

cos (x — y) = cosx. cosy + sinx. siny (1)

cos (x + y) = cosx. cosy — sinx. siny (2)

sin (x + y) = sinx. cosy + cosx. siny (3)

sin (x — y) = sinx. cosy — cosx. siny (4)

Exemple :1)Calculer cos = et sin -
12 12
St

2)Calculer 0035—” et sin—
12 12

3) monter que : cosx =cos(x +%)+cos(x —%)

4) monter que : sin(x+2—”)+sin(x—%ﬂ)+sinx:0

Solution :
1) COS£=COS Z—z =COS£COS£+Sin£Sin£
12 4 6 4 6 4 6
0 s l2]3|=
sinx |0 L | 2| £ |1
2 2
cosx | 1] ¥ | Y2 |1 |0
2 2 2
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siINn—=SsIn| ——— [=SIN—C0S— —CO0S—SIn —
12 (4 6) 46 476

EE B1_Ji2
2 2 2 2 4
5z T T T T . T . T
2) COS— =C0S| —+— [|=C0S—C0S——SIn —SIn —
12 4 6 4 6 4 6
BB B -
2 2 2 2 4
.57 . (ﬂ ﬂj LT T T . T
SIN—=SIN| —+— |=SIN —C0S— + C0S —SINn —
12 4 6 4 6 4 6
VR B1 G
2 2 2 2 4

3)( cos(x+%)+cos(x—%) =cosx¥¢

VA VA VA .. V4 ..
cos(x+§)+cos(x—§):cosgcosx—smgsmx+cos§cosx+sm§smx

s 5

1 . 1 . 1
==00S X ———S5IiN X+=C0S X+ —SiN X =2x=C0S X = C0S X
2 2 2 2 2
4) o 2, . 2r . 2w . T\ . T
) sin(X+—) =Sin XC0S— +Sin —C0S X =SiN XC0S| 7 —— |+Sin| 7—= |COS X
3 3 3 3 3
. 2r . .
sin(X +—) =—sin Xc0s = +Sin = oS X
3 3 3
. 2, . 2t . 2% . AT T
sin(x——) =sin xc0s— —sin —C0S X =SiN XCOS| 7 —= |-Sin| 7—— |cOS X
3 3 3 3 3
. 2 . T .7
sin(x——) =-sinxcos = -sin—Ccos x
3 33
sin(x+%ﬁ)+sin(x—%ﬂ)+sinx:—Zsinxcos%+sinx:—sinx+sinx:O
Exercicel :

Soient : 0<a<% et O<b<% et cosa:sinb:%

1)Calculer : sina et cosb
2) Calculer : sin(a+b)

Solution : calcul de cosb :

2
ona 0032b+sin2b=1©coszb:1_6]

NG e

coszb=§<:>cosb=— ou cosh=-—
4 2 2

Ne

Or: 0-<b-<z donc: cosh =—
2 2
calcul de : sina

2
. . . 1
0N a:cos’b+sin’b=1<>sina=1-cos’ a < sin’ a:l—[E

. 3 ) _
donc : Slnzt’i:Z donc Slna:73 ou Slna:—g
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&

s .
or 0<a<E donc: Sina=

2
2)ona: sin(a+b)=sinacosb+sinbcosa

+
3 31
—X +§X

2 2

Donc : sin(a+b) = %
.11z

et sin—
12

1 3
==+
2 4

Exercice?2 : Calculer cos%

2) Formules d’angle double.
D’apres propriétél ligne (2) on a:
cos(2x) = cos?x — sin?x et on sait que cos?x +
cos(2x) == 2coszx - 1

cos(2x) = =1 - 2sin?x.

D’apres Propriétél ligne (3) on a:
sin(2x) = 2sinx. cosy

Propriété2 : Pour tout réel x on a :
cos(2x) = 2cos?x - 1 (1)

cos(2x) =1 - 2sin?x (2)

sin(2x) = 2sinx. cosx (3)

T . T
Exemple :calculer cosg et smE

Solution : on a z_ 2% donc cos%= 003(2
D’aprés : cos(2x) = 2cos2x — 1 (1)

T VA
On a Donc: cosZ: 200325—1 donc :

N

1+cosz 1+— ) \/5
coszz: 4 _ 2 _c*F
8

2 2 4

V2 %

T
donc: COS— =
8

Or 0<Z<£donc: cosZ >~ 0 donc: coszz
8 2 8 8

2+42
2
D’aprés : cos(2x) = 1 = 2sin2x (2)

T
donc: COS— =
8

On a Donc: COS£=1—25inZZ donc:
4 8
1—cos% 1—\/E

8 2 2 4

donc: sinZ = /2_\/5 ousinZ=— ﬂ
8 4 8 4

T
Or 0<=<—donc: sin£>-0 donc: sinZ =
8 2 8 8
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sin2x =1

g

2 ou cos—=—1/2+\/E
4 8 4

2+«/§

4

2-2

4




s 2+«/§

COS— =
8 2

. T
Exercice3 : Sachant que sinx:% et 0< X-<E

calculer : c0s(2x) et sin(2x)
Solution : on a: cos(2x)=1-2sin”x
1 2 7

2
Donc : cos(zx)zl_z(_j =1-=2==
3 9 9

Et on a: sin(2x) =2sinxxcosx il faut Calculer cosx ?

on a: cos’ x+sin?x=1 Donc : cos? x =1-sin? x

1Y 8
2 2, _
Donc : cos"x=1-| = | donc: COS X=—
3 9
8 8
donc : COSX:? ou COSX:_%

B

VA
or 0<x<§ donc: cosx=?

1 {8 248

donc : sin(2x) = ng_z_

3 9
Exercice4 :Montrer que : M_@zz VXG]O;Z{
sinx  cosx 2
Solution :
sin3x  cos3x _ sin3xcosx—sinxcos3x _ sin(3x—x)
sinx  cosX Sin X cos X  sinXcosx

_sin(3x-x)  sin2x _ 2sinxcosx _
© sinXcosX  SINXCOSX  SINXCOSX
3) Formules du demi-angle.

D’apreés : propriété2 ligne (1) et (2) on a:
Propriété3 :Pour tous réels x et y on a:

2

OS2 = 1+ cos2x (1)
2
sin2x = —1_0232)( 2)

D’aprés propriété2
s X
Propriété4 :cosx = 200825—1 @
¢ . . X X
cosx=1-2sin2— (2) sinX =2sin—cos— (3)
2 2 2
Exemple : montrer que :
1) 1—cosx+sinx=23in§ sin5+cos5
2 2 2

2)si a e R et sina=#-1 alors

1-sina T a
—— =tan?| ———
1+sina 4 2

Solution :

l)ona: 1-cosx+sinx=2sin 25+ 23in§cos5
2 2 2
. X . . XX
Car: cosx=1-2sin2— (2) et sinx=2sin—cos— (3)
2 2 2
DONC : 1—cos x +sin x = 2sin ~| sin > + cos >
2 2 2

2)ona:l-sina ﬂ—cos(%—a} et 1+sing =1+ cos(%—a}

ya
E_a —Q

DoNc : 1_ging =2sin2| 2— | etl+sing = 2cos? ZT
2

Donc : 1-sing =2sin?| Z-% | etlssing =2cos?| £ - &
4 2 4 2

(z a)Y
1-sina Sm(4_2J T o«
Donc : = —tan2?l 2=
(4 ZJ

1+sina T
Sina COS(—)

Exercice5 : Montrer que : ¥xeR
1) sin? 2x—c0s 2X —1=—2c0s” Xx C0S 2X
2) 2sin® x+12¢0s* x =5c082x +7
Solution :

1) sin’ 2x-cos 2x-1=(2cos xsin x)2—2c052x+1—1

4c0s” xsin® x—2¢0s’ X = ~2€0s” X C0S 2X

2) 2sin® x+12¢0s” X = 2sin’ x+12(1—sin2 x) = —10sin® x+12
:_Tm(l—c032x)+12=—5(1—0052x)+12=5c052x+7

4) Formules de la tangente.

Soient x et y deux réels tels que: (x + y) #% +km ona

sin(x+Yy) sinxcosy+cosxsiny

tan = =
(x+) cos(x+y) cosxcosy-—sinxsiny

Six ¢%+ kmety ¢%+ km alors : cosx. cosy # 0

Sin XCOS Y +CoS XSin 'y

tan(x+ )_ COS XCOS Y _ ftanx+tany
y ~ cosxcosy—sinxsiny 1—tanxxtany
COS X COS Yy

six¢£+ kz etx¢£+ km
4 2 2

On en déduit que : si x ¢%+ k% etx ¢%+ kr
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2tan x
1-tan2x

tan 2x =

Si (x—y)¢%+ km etx¢%+ km ety¢%+ km

tanx—tany
l+tanxxtany
Propriété 5: Soient x et y deux réels tels que :

tan(x—y)=

x¢%+knety¢%+knona:

tan x+tany

T
1) Si (x+ y) #—=+km alors tan(x+y)=——
) Sey) 2 (x+y) 1-tanxxtany
2) six#Z+kZ alors : tan2x=m(2)
4 2 1—tan2x

3) Si (x - y) ¢%+ e alors :

tanx—tany
l+tanxxtany

tan(x—y)= (3)

Applications : Calculer tan% et tans—ﬂ

(1)

12
Solution :
tan” —tan = 1—i
7 z_z 46 3_A3-1
tan—=tan| ——= |= =—= -2-3
12 6) 1_tanZtan” 14— V3+1
476 B
1
VA T
tan= +tan=  1+—=
tan5—”=tan(£+zj= 4 6 _ \/1§=“/§+1=2+\/§
12 46 1—tan§tan£ 1-— J§_1
46 3

Exercice6 : Calculer tan %

Exercice7 :
1- Résoudre dans R I'équation x2+2x-1=0
2- En déduire tan (%)
Solution : 1) utiliser le déterminent A

2tan x
2) utiliser : tan2x = ——
1-tan
5) Les valeurs trigopnométrique en fonction de :

X
t=tan (=
an(z)

1) D’aprés Propriété 5 (2) et si x ¢%+ km

etx#m+ 2kn

Prof/ATMANI NAJIB

(2) on remplacant : x = dd
2x 8
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2tan >
tan x =

On posant : t = tan (5)
1-tan2— 2

on en déduit : tan X = i
1-t2

X
2) D’aprés Propriété 4 (1) ona: COSX = 200825 -1

et on saijt : 1+tan2x =
C0S2X

par suite : COSX = -1

1+tan25
2

si x # m + 2km alors : on peut conclure que :

1—tan25
COS X = )2(
1+tan2—

2

2

1+t2

X .
On posant t = tan (E) on en déduit: COSX =

s . . X X
D’aprés Propriété 4 (3) on a : sin x =2sin ECOSE
Six#m+ 2kn

. X X
Alors on peut conclure que : sin X = 2tan ECOSZE

X
2tan —
d'ou : SinXx =

X
On posant: t=tan (=) on
1+tan2— 2

en déduit : SINX =
1+t2

Propriété 6:Soit x unréeltelque : x #t + 2kmon a:

2
)

1+t2

t
- @

1) COSX =

. 2

2) SInX =
1+
Sidex¢%+knetx¢n+2kn

3) tan x = 2 3)
1-12

2

L : a
Application: soit aeR tel que : tanE

Calculer cosa et sina et tana
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1-t2
1+t2

22

122 1
1++/22

Solution : ona cosa=

2t 22

sina = = =
1+t2  1+4/22 3
2t 22

tana = =
1-t2 122 22

Exercice8 :1- Montrer que tan (%) = 2—\/§

2- Considérons I'équation :

(E): 2cosx — 2sinx — 1 —\/§= 0

a) Vérifier que m + 2k n’est pas une solution de
I'équation (E)

b) en posant : t = tan (g), résoudre I'équation (E)

(remarquer que 4-— 2\/§ = (\/5—1)2

3- Représenter les images des solutions sur le cercle
trigonométrique.

6) Transformations des sommes en produits

De la propriété 1 et de (1)+(2) on peut conclure que :
cos(x — y) + cos(x + y) = 2cosx. cosy
Sionpose:x—-y=petx+y=gqalorson peut

déduire :x = P19 o y - P9
2 2
On peut conclure que :
cosp+cosq= 2cos( ) cos(pzq)

De la propriété 1 et de (1)-(2) on peut conclure que :
cos(x — y) = cos(x + y) = —2sinx. siny
Sionpose:x—-y=petx+y=gqalors on peut
P+q P—q
et y=
= 2

Py in (229

déduire : X =

cos p - cos q = -2sin (

De la méme fagon on peut montrer les autres propriétés :
Propriété 7: Pour tousréelsp, g, ona:

P—q

sinp + sin ¢ = 2sin (P23} . cos ( )
sinp-sinq=2cos(w)-51n(%)
cos p+cos q = 2cos( )c (pzq)
cosp-cosqz-Zsin(p+q).sin(%)

Application :Transformer en produits les expressions
suivantes :

Prof/ATMANI NAJIB
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1) A(X) =sin 2x+sin4x
2) B(X)=C0sX+C052X+C0s3X+C0S4X
Solution :1)

A(X)=sin2x+sin4x = 28in[2x;4xjcos(2x;4xj

sin 2x +sin4x = 2sin 3xcos(—2x) =25sin3XC0S 2X

2)ona:

COSX+C0S3X = 2005[3)(;)(}005(3)(2_)(}: 2C0S2XC0S X

COS2X+C0S4X = 2003(4X;2chos[4)(;2x) =2C0S3XC0S X
Donc : B(X)=2c052XC0S X+2053XC0S X = 20 X (03 2X +C03 3X

X BXx
Etona: cost+cosBx:ZcosEcos?

Donc : B(x)=4cosxcosgcos‘r>—2X

Exercice9 : Résoudre dans R I'équation :

sinx + sin3x + sin5x + sin7x =0

7) Transformations des produits en sommes.

De la propriété 1 et de (1)+ (2) on peut conclure que :

cos(x — y) + cos(x + y) = 2cosx. cosy d’ou :
1
COSX. cosy = 3 [cos(x = y) + cos(x + )]

De la méme fagon on peut montrer les autres égalités

Propriété :Pour tous réels x, yon a:

COSX. COSy =% [cos(x + y) + cos(x — y)]

sinx. siny = —% [cos(x + y) = cos(x — y)]

sinx. cosy =% [sin(x + y) + sin(x — y)]

La linéarisation d’'une expression c’est de I'écrire
sous la forme d’une somme.

Application : écrire sous la forme d’'une somme
1) cos2xxsindx 2) sinxxsin3x  3) cos4xxCos6x
Solution :

1) costxsin4x:%(sin(2x+4x)—sin(2x—4x)):%(sin6x—sin(—2x))
= l(sin 6x+sin 2x) = lsin 6x+£sin 2X

2 2 2
2) sinxxsin3x = %(cos(x+3x)—cos(x—3x)) = %(cos4x—cos(—2x))

sin x xsin 3x =%(cos4x—cos(2x)) = %cos4x—%cos(2x)

http:// xriadiat.e-monsite.com 5




3) cos4xxcosbx :%(cos(4x+6x)+cos(4x—6x)):%(cos4x—cos(—2x))

COS4X x COSBX = %cos4x—%cos(2x)

ExercicelO: calculer

1) cosY—xcos‘r)— )sm ><c085—
12 12 12

12
Solution :

1) 1 5 1 1z
COS—XC0S— =—| COS| —
12 12 2

T 5t 1(
COSEXCOS—I— COS 7 +COS

zj:%[_“ﬁjzﬁ

5t Tr b5rx
+—— [+CO0S| ———
12 12 12

2) 5 1( . (Tr 5« . (Tr 5«
sm XCOS—Z— sinf —+—|+SIN| ———
12 12 2 12 12 12

I 5 1( . ) 1 1) 1
SiIn—xc0S—=—=|sinz+siIn— |==| 0+= |==
12 12 2 6) 2 2) 4

12

Exercicell : Montrer que

1) sin3—”+sin7—” = Zsin(‘%jcos(%j
11 11

11
27[]
11

57
sin3—”+sin7—ﬂ tan( j
11 11

11

2) sm——smL :—2005(5 jsm[
11 11 11

3) en déduire que:

1

sins—”—sinY—” tan[znj

11 11 11
Solution :

377 T 3z Iz
1) sini—’lr+sin71—7lr:25in 11211 cos 11211

. 3r . Ir . (57 27r 5z 2
sin—+sin— = 2sin| — |coS| — =2sin—cos—
11 11

11 11 11 11
3 Ix 3z _In
2) S|n3—”—sm7 =2c0s 11 11 sin 11 11
11 11 2
3 T 5 27r 57 . 2rx
sm——sm——ZCos sin =-2C0S—sin—
11 11 11 11 11 11

R 372' . 772' . 572' 272'
i e 2sin| — |cos| —
BT _ (11) [11)

KV T~ 57 27
sin — —sin — —
11 11 Zcos(lljsm[llj

T 57 8 C(2m)
CoS| — SIn| —
11 11

Exercicel? : Montrer que

Solution:ona:

Prof/ATMANI NAJIB

. (57 2 57
SIn| — CoS| — tan
11 11 [5;;] 1 1
=—tfan| — |x

11

(277) B [27[)
tan tan| —
11 11
C0S 2X —C0S 4X
C0S2X +C0S4x

=tan3xxtan x

C0S 2X —COS4X = —25in(2xz4xjsin[zxg4xj = 2sin(3x)sin x

et cos2x+cosdx = —Zcos[zxzzlxjcos(zxjxj =2€0S3XC0S X

C0S2X—Cos4x _ 2sin3xsinx sm3x sin x
donc : =tan 3xxtan x

COS2X+C0S4X  2C0S3XCOSX cosSx COS X
car: cos(-x)=cosx €t sin(-x)=-sinx

Exercice 13: Montrer que vx e R

2 5X 2 3X . .
Ccos ?—cos ?:—sm4x><sm X

Solution :
» DX 23x 5x 3X 5x 3X
€0s" ——008" — =| C0S—+C0S— || COS——COS—
2 2 2 2 2 2
5x 3] (5x_3x
cos 2 1 cos ¥ = 2c0s| 22 |cos| 22 :2cos(2x)cos(lj
2 2 2 2 2

Sx, 8 (5x_3x
cos§fcoss—xzfzsin 22 |gjp| 2_2 :723in(2x)sin[5
2 2 2 2 2

Donc : cos’ 5?X—cos2 %X = Zcos(2x)cos[§)x—25in (2x)sin [gj

:—2C08(2X)><Sin(ZX)ZCOS(;jSin[;]:—Sin(4X)SinX
Exercice 14: Montrer que vx e R

1) sin3x:sinXX(3—4sin2x)

2) c0s3x=cos x(4cos’ x-3|

3) cos(4x) =8cos* x-8cos” x+1

4) sin(4x) = 4sin x(2cos* x—cosX)

5) cos’x= %(3cosx+c033x)

Solution :
1) sin3x =sin(2x+ x) =sin 2xcos X +C0s 2xsin X

= 25inxcos” x+(1-2sin’ x)sin x = 2sin x(L-sin’ x)+(1-2sin* x)sin x
= 2sin x—2sin° X-+in - 2sin’ x = 3sin x—4sin® x =sin x(3-4sin’ x|

2) cos3x =0 (2X+ X) = €0S X 0S 2X —sin 2xsin x
=cosx(Zcos2 x—1)+sin Xx 2008 XSin X = 2008* X — 00 X — 2008 Xsin” x
= 200" x—cosx—Zcosx(l—cos2 x)=Zcos3 X—C0S X—2C08 X +2008” X
=4cos3x—3005x=cosx(4cos2 x—3)
3) cos(4x) = c0s(2x 2x) = 2cos” 2x~1=2(2cos’ X —1)2 -1

=2(4cos’ x—4cos’ x+1)~1=8cos* x-8cos’ x+1
4) sin(4x) =4sin xcos x(2cos” x—1) = 4sin x(2c0s’ x—cos x)

sin(4x) =sin(2x 2x) = 2sin 2xc0s 2x = 2x 2sin xcos X (2cos’ x~1)
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5) cos®x = %(3003x+cos3x) g¢
Methodel

%(3005x+cos3x):%(3005x+cos(x+2x)):%(3cosx+cosx0032x—sinxsin2x)
= l(3cosx+cos X(2cos” x—1)—2sin xsin xcos )
4

1 1
=Z(Zcos3 X—C0S X —2C08 X+ 205° x+3cosx):z(4cos3 x)z cos® X

Methodel

3 2 1+c0s2x
C0S” X =C0S" XX COSX =

1
XCOSXZE(COSX+COSZX><COSX)
i, 1 1 1 1 1 3 1
00" X ==/ C0S X+ (COS3K+C0SX) | == €08 X+ 003 3K +=C0S X = =C0S X+~ COS 3K
2 2 2 4 4 4 4

cos’ X = %(3cosx+cosSx)

Exercice 15 p(x)=sin2x-sinx €t Q(x)=1+cosx+cos2x
Montrer que :P(x)=sinx(2cosx-1) et
Q(x)=cosx(2cosx+1)

Solution :

Q(X) =1+ cosX-+C0s2X =1+ €05 X+ 2€05° X~1=Cos X+ 2¢0s” X =C0S X(1+ 2€05 X)
P(x)=sin2x—sin x = 2sin xcos X —sin x =sin x(2cos x—1)
Exercices 16:

1- Linéariser : 2cos2x. sin (2x)

2- Linéariser : cos® x

1) LES EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES.
1) Rappelles

Propriété : Considérons I'équation (E) cosx =a ol a
est unréel :

1) sia<1oua>1alors 'équation (E) n"ladmet pas de
solutions.

2) les solutions de I'équation cosx = 1 sont les réels
2krou k € Z

3) les solutions de I'équation cosx = —1 sont les réels
m+2kmrouk €Z

4) Si -1 < a <1 alors il existe un seul réel a

dans ]0, «[ qui vérifie cosa = a et I'ensemble

de solutions de I'équation (E) sera:
Sp={a+2kn;keZ}U{-a+ 2kn;kelZ}

5) En générale : les réels qui vérifient I'équation
cos(A(x)) = cos (B(x)) sont les solutions des équations
A(x) = B(x) + 2km ou k € Z ouA(x) = -B(x) + 2kn
OUkEZ

Exercices17 :1. Résoudre dans R I'équation :

B3

2

s
cos (2x+ —)=-
( 4)

Prof/ATMANI NAJIB
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Représenter les images des solutions sur le cercle
trigonométrique.
2. Résoudre dans R I'équation :

V3 V3
— 1 —
cos (x +—) =sin (3x 5 )

Déterminer les solutions dans lintervalle] - m, m]

Propriété :

Considérons I'équation (E') sinx = a ou a est un réel :
1) sia<1oua>1alors'équation (E') n'admet pas
de solutions.

2) les solutions de I'équation sinx = 1 sont les réels :

%+ 2kw ol k € Z

3) les solutions de I'équation sinx = =1 sont les réels—
%+ 2k ol k € Z

4) Si -1 < a <1 alors il existe un seul réel a dans
]—% : % [ qui vérifie sina = a et 'ensemble des

solutions de I'équation (E') sera :
Sg={a+2kn;keZ}u{nr - a+2kn;k €L}

5) En générale : les réels qui vérifient 'équation
sin(A(x)) = sin (B(x)) sont les solutions des équations :
A(x) =B(x) + 2kt ou k € Z Ou A(x) = T — B(x) + 2kn
oukeZ

Exercices18:

2

1. Résoudre dans R I'équation : sin (3x +£) =-
6 2

Représenter les images des solutions sur le cercle
trigonomeétrique.
2. Résoudre dans R I'équation :

V4 V4
- 3 +—)=gj -
cos (3x 3) sin (x 6)

Déterminer les solutions dans l'intervalle] — =, m]

Propriété :Pour tout réel q, il existe un et un seul réel
. T T ., .
a dans | mtervalle]—E,Eqw vérifie tana = a ,

et 'équation tanx = a aura comme ensemble de
solutions Sg = {a + km ; k € Z}.

En général 'équation : tan(A(x)) = tan (B(x))

est définie pour les réel x tels que :

A(x) #% + km et B(x) #% + km et a pour solution

'ensemble des réels x solution de I'équation :
A(x) = B(x) + kn

http:// xriadiat.e-monsite.com 7




Exercices19 :

1) Résoudre dans R, I'équation tan (2x +%) = -1

2) Résoudre dans R, I'équation cosx - \/gsinx =0
Exercices20 :1) Résoudre dans R I'équations

. T
suivantes : COS2X = COS(X —Ej

2) Résoudre dans [0; 7| I'équations suivantes :

ofacg)onls

3) Résoudre dans }—% ; %[ I'équations suivantes :

tan [Zx—zj =1
5

Solution : 1) ona 0032x=cos(x—%j SSi
2x:x—£+2k7r ou 2x:—(x—ZJ+2k7z
3 3
Ssi 2x—x=—%+2k7r ou 2x+x=%+2k7z Ssi
x=—2 4 2kx ou X—£+2k—” et K eZ
3 9 3

S —{——+2k7r Z KTy e Z}
3 9 3

2 sin(Zx—zj sm(——x] '
)ona 3 1 SSi

2X—£:£—X+2k7r ou 2x—£:7r—1+x+2k7r
3 4 3 4

SSi 3X=£+£+2kﬂ ou x:7r—£+£+2k7r
4 3 4 3

Doncx_7—ﬂ+2k—7r ou x:lg—”+2k
36 3 12
. Encadrementde7—ﬂ+2k”:
36 3
0< 7—ﬂ+&<7r et K eZ
36 3

2k

Donc 0£l+—£1 Donc —lgkﬁg Donc
36 3 24 36

—0,29<k<12et K eZ

Donc k=0 ou k=1

1

5%

Pour k =0 on trouve

Prof/ATMANI NAJIB
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Ir 2z _3lx

Pour k=1 ontrouve X, =——+—
36 3 36

. Encadrementdex:llg—2”+2k7r
0<]f—27r+2k7z<7r et K eZ

Donc 0£g+2k <1 Donc —Eﬁks—i Donc

—0,54<k<0,04 et K €Z
Donc k n'existe pas

e Donc S[o,”]:{7ﬂ-.3lﬂ.}

36’ 36
T
3)ona tan (ZX_EJ =1 est définie ssi

2x—£¢£+k7r SSi 2x¢£+£+k7r
5 2 2 5

Ssi 2x¢7—”+k7r Sssi x;t7—7[+k—ﬂ Donc
10 20 2

D=R- 7—ﬂk—”kZ
20 2

T
or on sait que : tan (Zj =1 Donc

tan (ZX - Zj =tan (zj
5 4

Donc 2x—£:£+k7z Sssi 2x:1+£+k7r Ssi
5 4 5

Or Or krx
2x=—+k7z SSi X = —+4—
20 40 2
Encadrement de 9—7z+k—7[
40 2
_r_97 k_”_ﬁ et KeZ  donc
2 40 2 2
—l<i+5£— donc ——SESE
2 40 2 2 2 40
donc ——SESEd c —gsk_— Donc
40 2 40 2

~1,45<k<055¢et K eZ
Donc k=0 ou k=-1
97r

Pour k=0 on trouve X =
40
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Or =«

40 2

1z

Pour k=-1 ontrouve X, = 20

Donc S = —E;g—ﬂ
40 40

2) L’équation : (E): acosx + bsinx + ¢ =0
Si abc = 0 I'équation (E) se raméne a une équation
usuelle.

Soient a et b deux réels non nuls on a :

acosx+hsinx = \/a2+b2(

a b .
———=C0S X+ ——=—==SInX
Jaz+h? Jaz+b? j

2 2
Or: (Lj +(L] =1
Jaz+b? vaz+b?

donc :ll existe un réel ¢ tel que :

a b
cosQ :W et sing :W
Par suite :
a.cos x +bsin x = /a2 + b2 (cos ¢ cos x +sin gsin x)
et d’aprés la formule d’addition
acos x+bsinx = MCOS(X—(/))

Soit a, b et ¢ trois réels non nuls :
acosx + bsinx + ¢ = 0 © acosx + bsinx = —c

a2+b2cos(x—¢)= -

N a ) b
ou cosg :W et sing :W
—C
a2+b?
ca revient a I'étude d’une équation usuelle.
Propriété : Soient a et b deux réels tels que :
(a, b) # (0,0) on a pour tout réel x :

acosx+bsin x =+/a2+b2 cos(x—go)ou le réel ¢ est

& cos(x — @) =

\/m et sing \/m
L’équation acosx + bsinx + ¢ = 0 se raméne a :
___°

az+b?
Exemplel : cosx-sinx a=1 eth=-1

calculons : ya? +b? = 12 +(-1)° =2
cosX—sinx = \/—[\/_COSX—\/_SIHX]—\/E(COSZCOSX—S"’IZSian

déterminer par : cosg =

cos(x — @) =

Prof/ATMANI NAJIB
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COS X —Sin X:\/ECOS(%+X)

Exemple2 : Résoudre dans [0;27] I'équation :

\/§cosx+sinx:«/§

Solution : Transformation de : J§cosx+sinx
b=1et a=+3

Donc : a’+b? :\/\/§2+12 =J4=2
NA)

«/§cosx+sinx:2 —cosx+lsinx =2 coszcosx+sin£sinx
2 2 6 6
\/§cosx+sinx=2005(x—%)
2cos(x——) 3o J3eosx+sinx=+3
cos| x-Z =£=cos e 2c0s| x-Z =B
6 2 6 6

ox-Z=Z okr ou x-Z__ % okg

6 6 6 6
@x:%+2k;r OU x=2kr keZ
Donc : :{o;f;zﬂ}

3

Exercices2l : Résoudre dans R I'équation :
\/§cos(3x) +sin(3x)+2=0
IV) LES INEQUATIONS TRIGONOMETRIQUES
Rappelles

s . . 1
Exemple :Considérons l'inéquation cosx ZE

Tout d’abord il faut résoudre I'équation cosx ==
les images des solutions de cette équation sont :

M(%) et M'(—%) et on constate que les réels qui

i ., . 1
vérifient 'inéquation cosx ZE

sont les abscisse curvilignes des points qui se situent

sur'arc M1IM (en rouge sur la figure)

http:// xriadiat.e-monsite.com
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]

. VA
et par suite on peut conclure que S = [_E 3
les solutions dans [0,27] sont :
T 5r

S ,2TC = O, - U - 27T

o.2n] = [ 3 Jul 3 ]
Exercices22 : Résoudre dans [0,3n] 'inéquation :
2cosx + \/§ <0

Exemple : Résoudre dans [0,2z] l'inequation

516 E o/6
N
. A

, . 1
suivante : sinx > >

. 1 L. .
sinx>= ssi SINX >SIN—
2 6

donc S ={£,5—”}
6 6

N

Exemplel : Résoudre dans [0; 27] linéquation

suivante : tanx—-1>0

Ona tanx-1>0 ssi tanx>1

T
On sait que : tanz =1 Lesarc MJ et MJ'en rouge

correspond a tous les points M (x) tg X vérifie

tanx—1>0 Donc

Exemple2: Résoudre dans [-7 ; z] Inéquation
suivante : 3tan X—\/§ >0
On a 3tan X—\/§20

NG

ssi tanx>—
3

Prof/ATMANI NAJIB
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V3

. /2
On sait que : tan—=—
6 2

Les arc MJ et MJ'en rouge correspond a tous

les points M (X) tq X vérifie 3tan x—+/3>0 Donc

Exercices23 : 1)Résoudre dans [-7;7| I'équation :

\/§cosx—sinx:1

2)Résoudre dans [-7; 7| 'inéquation :

J3cosx—sinx>1

Solution : Transformation de : \/§cosx+sinx
b=-leta=+3

Dong : ya?+h? =~/\/§2+(_1)2 =J4=2
«/§cosx—sinx:2 ﬁcosx—lsinx :2(coszcosx—sinzsinx
2 2 6 6
chosx—sinx:Zcos(H%)
«/§cosx—sinx=1©2cos[x+%j=1

Vs 7)) 1 Vs
& 2008| X+— |=1< cos x+—j:—:cos —
6 6) 2 3

ox+Z=Z 2k OU x+Z =2 okz
6 3 6 3

<:>x=%+2k7r ou X=—%+2k7r keZ
T
e Encadrement de—5+2k7r:
—ES—%JerizSﬂ et K eZ
1
Donc —1£—§+2k <1
Donc —lsks§ et K eZ
4 4

Donc k=0 on trouve

2

e Encadrement de%+ 2k
- < %+ 2kz<rx

Donc —1£%+2k <1
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Donc —ZSstE Donc —lsksi
6 6 12 12

T
Donc k=0 on trouve Xz=€

Donc S = _f;ﬁ
ndd 2'6

2) Résoudre dans [-7;7] 'inéquation :
J3cosx—sinx>12

\/§cosx—sinle<:> 2005(x+%]21<:> cos(x+%]2%

Onpose: X :x+% donc cos X 2%

3 3 6 3

Exercices24 : 1) a)Résoudre dans R I'équations
suivantes : 2sin®x—-9sinx—5=0 et en déduire les
solutions dans [0; 2]

b) résoudre dans [0; 27] I'inéquation suivante :
2sin® x—9sinx—-5<0

2)Résoudre dans [0; z] linéquation suivante :
(2cosx—1)(tan x+1)>0

solution: 1) a)on pose t =sin X

2sin” x—9sinx—5<0 ssi 2t* -9t -5<0

On cherche les racines du trinéme 2t* —9t—5:
Calcul du discriminant : A=(-9) 2—4x 2 x (-5) = 121

9-4121 1

Les racines sont: t = —-— et
2x2 2
t, _94viZl ‘121:5 Donc sinx:—E et sinx=>5
2% 2 2

Or on sait que —1<sinx <1 donc I'équation sinx =5
n‘admet pas de solutions dans R

] 1 L ] T . T
sinX=—=ssi sinx=sin| —= | ssi x=——+2kx ou
2 6 6

X:ﬂ—(—£j+2kﬂ'
6

ssi x=—%+2k7r ou x:%[+2k7z et K eZ
SJR={—%+2|(7Z;%+2|(7Z'”(EZ}

e Encadrement de—% +2kz: 0< —%+ 2k <27

et K eZ

Donc 0£—%+2k£2 Donc iSKSE Donc

0,08<k<102et K €Z

Donc k=1

Pour k =1 on remplace on trouve

——£+27r—£
& 6 6

e Encadrement de%[ +2kzr : 0< %Z +2kzr <27

et K eZ

Donc 0£Z+2k£2 Donc —lsksi Donc
6 12 12

—05<k<04let K eZ

Donc k=0 on remplace on trouve X, = %[
11z 7x
oone Su.=| 45}

1) b) 2sin®*x—9sinx—5<0 ssi
Z(Sin x+%)(sin x—5)<0

Or on sait que —1<sinx<1 donc—-1<sinx<1<5
Donc sinx—5<0
Puisque sinx—5<0 et 2>0 alors

Z(Sin x+%)(sin x—5)<0 ssi sin x+%20
o 1 . . ( 7[)
ssi sinx>—= ssi sinx>sin| ——
2 6
L'arc en rouge correspond a tous les points M (X)

tq X vérifie sin x > _%
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donc S = [0; 7—”} u[g; 24
6 6

2) linéquation (2cosx—1)(tanx+1)>0 est définie

dans [0; 7] ssi x¢%+k7z

Donc D=[O;ﬂ]—{%}
) 1 . T
2c0sX—1>0 ssi cosx=E SSi cosxzcosE

tanX+1>0 ssi tanx>—1 ssi tan x > tan (37”)

T iz
L ] p n £
|
Dgr-] - I - - -
fuins] + + - +
| rpaser=] Y b 1) - + ? _
donc S = O;Z ) 1;3—7[
3 2 4
Exercice25 :
1. Résoudre dans [-, 7] 'inéquation :
1
sin (3x +£) <-—
4 2

2. Résoudre dans [-, 7] I'inéquation :
dcos?x — 2(1 + \/E)cosx + \/ES 0
1+tanx S

3. Résoudre dans [, 7] 'inéquation : — >0
sin2x

Exercice26 :

Résoudre dans [—% , 14?”] I'équation sin3x 2%

Exercice27 :: soit Xe R on pose :
A(X) = cos3x —3sin x+3\/§sin(x+%j
1) calculer cos3x en fonction de COS X

Et calculer sin (X+Zj en fonction de COS X et SIN X

Prof/ATMANI NAJIB
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2) en déduire une écriture simple de A(X)
. 1

3)a)Résoudre dans | =[-7; 7| 'équations: A(x) =3

., . 1
3)b) Résoudre dans | l'inéquations: A(x) SE
Solution : 1)
€0S3X = €os(2X + X) = COS X C0S 2X —Sin 2Xsin X
=005 X[2c0s? X 1)+ 5in X x 2008 Xsin X = 200s* X — 008 X — 2008 Xsin? X

=2008° X—008 X — 200 X[ 108 X ) = 2¢08° X — €08 X— 208 X+ 2¢08’ X

= 400s° x—3cos x = cos x[ 4cos? x—3)

N7

. T . VA . T .
Sin| X+—|=SIn XCOS—+COSXSIn—=—(SII’1X+COSX)
4 4 4 2

2) A(x)=cos3x—3sin x+3\/§sin(x+%j
=4co0s’ x—3cos X —3sin x+3(sin x+cos x) = 4cos’ x
3)a) A(x):l<:>4cos3x:1<:>0033x—E:O
2 2 8
[cosn oo s Gemmn ]
< | cosx——|| cos“x+—=cosx+— =0
2 2 4

Car: a®—b? =(a—b)(a2+ab+b2)

, 1 1 x2+ixitog
coS X+Ecosx+—=0<:> 2 4
X =c0s X

Puisque : A<0 alors cette équation n'admet pas de
solutions dans R donc :

A(x)=1<:>cosx=1<:>cosx=cosZ
2 2 3
x=—2 4+ 2kz ou x:%+2k7r et K eZ
Donc: S, .= —z;Z
-] 3'3
3)b) A(x)slaa cosx—1 coszx+1cosx+1 <0
2 2 2 4
) p 1 1
Puisque : A<0 alors cos X+EC05X+Z>0

Donc : A(X)S%@COSXS%@COSXSCOS%
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1. «/3
Azﬁ( |n( _7_7z-j_ 714.@}
/ 8 9 9
A ;
. Azﬁ S|n7—”—5in7—ﬂ+£ — 3 Donc A__
8 9 9 16
] /3 AT w3 _
donc S = 0’5 U > Exercice 29: soit : ee}o;%{ tel que : 3sin@+5c0s0=>5
Exercice28 : on pose : 1) monter que : 5sin@-3c0sd =3
. . 2r . 3t . Arx Lo .
Azsmgxsm?xsm?xsm? 2) déduire la valeur de : cos@ et siné
o 4r 11 5p Solution :1) 3sin@+5c0s0=>5<>3sin@=5-5c0s 4
1) monterque:sin—xsin—z—(—— s—) 0
9 229 c>35in6’=5(1—cos(9)<:>3sin0=5><25in2E
2) monter que : 0035_”><5in2_”:1 sinﬁ—ﬁ 9
9 9 2 9 2 Car:l—cose=23|n2E
3) en déduire que : A:i . . . .0
16 Donc: 3sin@+5c0s@ =5 <> 3sin@ =10sin2—
Solution : 2
. . 1 . .0 0 . .0
Ona: smaxsmb:—E(cos(a+b)—cos(a—b)) 3sin@+5c0s0 =5 < GSmECOSE:mstE
. .4 1 5 3 ) )
1) sinZxsin 2 == cos(—”j—cos(——ﬂ) Car: smb’:ZstcosQ
9 9 2 9 9 2 2
. ) .0
sinfxsind'—”z1 cosf—c055—” 35|n9+5c059:5<:>6cos£=105m€ car Sin—#0
9 9 2 3 9 2 2 2
. 3
Donc : SiﬂZXSin4—ﬂ-=l(l—C055—ﬂ-j Donc: 3sm9+50039:5<:>tangz—
9 2.2 9 2 5
) . _ 1 . . 2tan€ 1_tan2§
2)Ona: cosaxsmb_—E(sm(a+b)—sm(a—b)) Or on sait que : g g — 2 etcosg=— 2
5t . 2% 1(. n . 7[) 1+tan2§ 1+tan25
cos?xsm—:— smg—sm—
\/_ S(Ztanzj 3[1—tan22)
Donc :Coss_ﬂxsinz_ﬂzl Sin7_ﬂ-__3 Donc: 3sin@+5co0sé = 0 — 0
9 9 2 9 2 1+tan2— 1+tan2z—
2 2
3
3) déduction : A=—2 10x3 3(1_9)
1 X
6 3sin@+5co0s0 = S _ 25 =&=3
A= sinzxsin4—” ><:~7in2—”><sinZ 1+g 1+g 34
9 9 9 3 25 25
A 1{1 cos5”j><sin 2nxJ§ 2on ale syst 3sin@+5c0s9 =5 o resolvant
=—| -—C0s— — X on a le systeme: ) on le résolvant on
2\2 9 9 2 y 5sin@-3cosd =3
J3(1. 2 57 . 27\ \3[1. 27 1. 7z B )
A:T(ES'”K”—COSE”S'”?”):T 5° ”?”—E sl ?ﬂ—? trouve:c089=% et sm@:%

C’est en forgeant que ’on devient forgeron » Dit un proverbe
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

Que ’on devient un mathématicien

Prof/ATMANI NAJIB Année Scolaire 2018-2019 Semestre2 http:// xriadiat.e-monsite.com 13




Cours LA ROTATION DANS LE PLAN avec exercices corrigés

PROF: ATMANI NAJIB

1BAC BIOF
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LA ROTATION DANS LE PLAN

) LA ROTATION DANS LE PLAN

1) Définition :

Définition :Soit Q un point dans le plan et 8 un

" nombre réel, la

rotation de centre
Q et d’angle 0 est
I'application qui

M transforme tout
point M en M’ tel
que :

OM =QM’

(oM, M) = a[27]

On la note par : R (Q, 6)

Remarque : SiI'angle de la rotation est non nul,
son centre est le seul point invariant.

Exemples :1) La symétrie centrale So est la
Rotation de centre O et d’angle

() M
2)L’identité 7dP est la rotation d’angle nul.
(Tous les points de (P) sont centre de cette
rotation)

Exercicel : ABCD est un carré de centre O

tel que : (ﬁ,ﬁ)positif. Soit I', la rotation de
centre A

7T .
et d’angle > etly une rotation de centre O et

d'angle o .

1) Déterminer r,(A); r,(B);r,(D),

2) Comment choisir & pour avoirr, (A)=B?
Comment choisir & pour avoirr, (A)=C ?

Solution : rA[A;%J et
I, (O;)

o rA(A) = A Car le centre est le

seul point invariant.

Prof/ATMANI NAJIB

AB = AD

(ﬁ,ﬁ)zg[zﬁ]

er,(B)=D Car][

er,(D)=B" avec B’ le symétrique de B par
rapporta A
2) ro(A)=B<:>a=%

L(A)=Coa=x
2) Propriétés de la rotation
Propriété : Soit R la rotation de centre O
On a les propriétés suivantes :
1)La rotation conserve les distances : si R(A) = A’
et R(B) = B' Alors A'B' = AB
2) La rotation conserve le coefficient de
colinéarité de deux vecteurs et par suite conserve
la linéarité des points
3) La rotation conserve le milieu et le barycentre
d’'un systéme pondéré.
4) La rotation conserve les mesures des angles
géométriques
5) La rotation conserve les mesures des angles
Applications :

Exercice2 : ABC est un triangle.

On construit a I'extérieur deux triangles ABD et
ACE isoceles et rectangles en A

1)Montrer que : BE=CD

2)Montrer que : (BE)L(CD)

Solution :Soit I la rotation %

T
de centre A etd’angle —

2
AD = AB
Ona:J),—
(E,ﬁ)z%pﬁ]

donc : r(D)= BO

AC = AE
Ona: .
{(AC,AE)EE[Zﬂ]

Et puisque la rotation conserve les distances
Alors de® et ® en déduit que BE =CD
2)onar(D)=B etr(C)=E

Donc : (ﬁ,@)zg par suite : (BE) L (CD)
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Exercice3 : ABC est un triangle tel que (EE)

positif. On construit a I'extérieur les carrés ABDE
et ACFG

T
Soit I' la rotation de centre A et d’angle >
déterminer : r(E) et r(C)

Et Montrer que : (ﬁ,ﬁ)s(@,@)[zﬂ]

Solution : 4
G _,_-a-"'"_'—f! \'
on a :{ﬁ:f i T \
(AE. A8 = 2[2r] \ \,ﬁ\
Donc : r(E)=80 \ \a
- \a_ o
Etona :{AC AG ) .
—— :
(AC,AG): 2] / )
Donc : @r(C)=G ~ 4

Etona: r(A)= A®© car A le centre de la rotation

De : @et® et® en déduit que (ﬁ,ﬁ)z(@,cﬁ)[zﬁ]

Exercice4 : ABCD est un carré de centre O
tel que : (ﬂ,@)positif.

| et J deux points tels que : ﬁ:%ﬁ et
Bi-1BC
4

Montrer que (OI)L(0J) et Ol =0J
Solution :il suffit de montrer

que : r(1)=J%¢ i \
Onpose: r(1)=1' ™ / \
: )_I \ L /J \
OA=0B I N |
Ona:]____ _  donc \ /\La
(oA 0B )= 2[2r] \‘L&f
r(A)=8B

Etona: ﬁ:%ﬁ donc : ﬁ:%ﬁo car la
rotation conserve le coefficient de colinéarité de
deux vecteurs

Et on sait que : ﬁ=%ﬁ9

De © et ® en déduit que BI'=BJ donc |I'=J
Donc r(1)=J par suite : ol=0)
(a,a)s%[Zﬂ]
Exercice5 : ABCD est un carré de centre O
tel que : (ﬁ,@)positif. Soit (D) la droite

Prof/ATMANI NAJIB

parallele a (BD) et coupe (AD)en M et coupe
(AB) en N et Soit I'la rotation de centre O et

d’angle % . E et F lesimages M et N
respectivement Par la rotation I

1)Faire une figure et Montrer que (EF)L(MN)
2)Déterminer 'image de la droite (BD) par la

rotation I
3)Montrer que DN =FA et (EF)||(AC)

Solution :1)
ona:@r(M)=E
et:r(N)=F®

de O et ® en deduit
que:

(w,ﬁ)sg[zﬂ]

donc :(EF) L(MN)

2)on a: {OB =oc

(0B.0€ =2 {2x]

Donc: r(B)=C O
0D =0A

Etona: { donc r(D):Ae

(cﬁ,&\)s%[zﬁ]
de @ et @ en deduit que:r((BD))=(AC)

3) DN =FA ¢

ona: @r(D)=A€t Or(N)=F

donc: DN =FA

(EF)II(AC) 5%

Ona: (MN)I|(BD) et r((8D))=(Ac) et
r((MN))=(EF)

Donc : (EF)||(AC) car la rotation conserve le

parallélisme
Exercice6 : ABC est un triangle isocéles et

rectangles en A tel que :(E,E)positif etO le

milieu du segment [BC].D et E

deux points tels que : AD zgﬁ etCE :%ﬁ

Montrer que ODE est un triangle isocéles et
rectangles en O
Solution : il suffit de

montrer que : r(g)=Dp ¢
On pose :r(E):E' E o

OA=0C A
Ona:

(&,&\)sg[zﬁ]

http:// xriadiat.e-monsite.com 2




Donc : r(c)=A0

OA=0B

Etona: donc: r(A)=|39

OAOB|=Z
(0A 08 =2[2x]
Etona: cE-2CA ©
3
De 0¢et®et®: en déduit que : /TE':%@ O carla

rotation conserve le coefficient de colinéarité de
deux vecteurs

Et on sait que : Ap-2Ag ©
3

De®et © en déduit que : AE'=AD cad E'=D
OE =0D

OE,0D)=~
(oE.0D)= 2]
Donc ODE est un triangle isocéles et rectangles

en O
Exercice7 : ABCD est un carré tel que : (ﬁéﬁ)

Donc : r(E)=D par suite : {

positif. et AED et AFB deux triangles
équilatéraux

Montrer que les points : E et C et F sont alignés
Solution : soitl la rotation de centre A

et

d’angle —

7 . T
3 r(’*?)

et soit K I'antécédentde C par I
Ona: r(B)=F

AB = AF
Car

(ﬁﬁ)zg[zﬂ]

AD = AE

Etona: r(D)=E Car)__ __ _
ona: r(D) ar {(AD,AE)_E[Z”]

Etona: r(K)=C

donc : AK = AC et (R,E)E%[zz]
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puisque : AB=BC donc B appartient a la
médiatrice du segment [AC]

et AD=DC donc D appartient a la médiatrice du
segment [AC]

etona: AK = AC et (RE)E%[%]

donc : AKC est équilatéral donc K appartient a la
médiatrice du segment [AC]

Donc les points : K et B et D sont alignés

Et puisque la rotation conserve les alignement
des points alors :les points : E et C et F sont
alignés

Propriété :La rotation R (Q, 6) est une bijection et
sa bijection réciproque est la bijection R (Q, - 6)

Preuve: R (Q,0) (M)=M' < {QM —QM’

(oM. am’)=6(27]

N {QM':QM & R(Q,-6)(M') = M

(oM,aM )= -6[27]
Propriété : (Propriété fondamentale de la rotation)
Soit R (Q, 8) la rotation de centre Q et d’angle 6
si R(M) = M’ et R(N) = N' alors (W\[,—M—N')se[zn]
Preuve : Ona:
(W,W)E(W,W)+((W,QM')+(QM MN)[27]

= (M, QM| [27]car : (MN i = (MW", @i | 22]
(la rotation conserve la mesure des angles orientés)
D'ou : (W,!W)+(Q—I\II’,W)EO[27I]

ExercicelO : ABCD est un carré de centre O
tel que : (OTA,O—B’) négatif. Soient M, N, P et Q quatre

points dans le plan tels que : DQ =%ﬁ et

@:%FD etmzéﬁ etngﬁ

la droite (AN ) coupe les droites (DM )et (BP)

Respectivement en E et F

la droite (CQ)coupe les droites (DM )et (BP)
Respectivement en H et G

Soit I la rotation de centre O et d’angle — 7z/2
1)Faire une figure dans le cas ou : AB=6cm
2)Montrer que : r(M)=N et r(N)=pP et r(P)=Q
etr(Q)=M
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3) a)Montrer que : r(F)=G

b)en déduire que : le triangle FOG est isocéle et
rectangle en O
Solution :1)

Et puisque AM =%E et la rotation conserve le

coefficient de colinéarité de deux vecteurs
Alors : r(A)r(M)=Zr(A)r (]

cad : Br(M):%E etona: Wzéﬁ

donc: r(M)=N

de meme : on montre que : r(N)=P et r(P)=Q

et r(Q)=M

3) ajon montre que : r(F)=G ?

Puisque : r(N)=P et r(A)=B alors: r((AN))=(BP)

Et Puisque : r(P)=Q et r(A)=B alors : r((AN))=(BP)

Et puisque : r(P)=Q et r(B)=C alors:

r((BP))=(QC)

Donc : r((AN)N(BP))=r((AN))nr((BP)) car rest

une application injective

Donc : r({F})=(BP)n(QC)={G} par suite : r(F)=G
OF =0G

3)b)Ona: r(F)=G donc:
(@,@)E_g[zﬂ]

Donc : le triangle FOG est isocéle et rectangle
en O

« C’est en forgeant que I’on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs

et exercices
Que I’on devient un mathématicien

Prof/ATMANI NAJIB http:// xriadiat.e-monsite.com




Cours LIMITE D’'UNE FONCTION Avec Exercices et exemples avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB

1BAC BIOF
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LIMITE DUNE FONCTION

1)Introduction et activités

La limite d’une fonction, c’est en gros « vers quoi
tend » la fonction.

Le plus simple est de prendre un exemple : la

. 1
fonction inverse : f:x— =
X

=L
Y=%

ﬁ —_— X

On voit bien que quand x tend vers +«, la
fonction « tend » vers 0, c’est-a-dire qu’elle se
rapproche de plus en plus de 0 par valeur
supérieure sans jamais la toucher.et bien on
appelle cela une limite, puisque la fonction « tend
vers » quelque chose. on note cette limite de la

. .1
facon suivante : lim ==0"

X—>+00 ¥

Et on prononce cela « limite quand x tend vers
e 1 )
plus I'infini de — est égal 0 plus».
X

Pour l'instant retiens juste la notation et cette
notion de « tendre vers », de toute fagon au fur
et a mesure de la lecon tu assimileras de mieux
en mieux le concept de limite avec les exemples.
2) LIMITE FINIE EN a.

Propriété: neN" et ke R”

Les fonctions : x—x2 ; x> x°

;X X" X kX XHk\/N; X > kx|
Tendent vers 0 quand x rend vers 0.
Exemple : Calculer les limites suivantes :

. . .1
1) leggxg 2) leﬂg5|x| 3) IX|L13§|X|3

Solutions:1) Iirrng:O 2) Iin35|x|:0 3) Iirrg%|x|3:0

Prof/ATMANI NAJIB‘K

Propriété :Si P est une fonction polynéme alors
lim P(x)=P(x,)Une fonction polyndme P c’est

X—Xg
une fonction qui s’écrit de la forme :
P(X)=a, +aX+a,x’.+...+aX"

Exemple : lim5x* +2x—8=5><(—1)2 +2x(-1)-8=-5

x—>-1
Définition : Soit f une fonction définie sur un
intervalle pointé de centre a et [ un réel. On dit
que la fonction f tend vers [

quand x tend vers a si: lim f (x)-1=0.

X—a

Propriété: Si sur un intervalle pointé de centre q
ona: |f(x) - I < u(x) et limu(x)=0alors
X—a

lim f (x) =1

X—a

Exemplel :1)monter que : Iirrg x? cos(zj =0
X—> X

2)a)monter que : Vxe|-L1] ‘x2+5x‘36|x|

()

<x> etona limx*=0
x—0

b)Calculer lim x* +5x
x—0

Solution : 1) xeR"

{3
X" COs| —
X

Donc : |imx? cos(zj =0
X

x—0

<1

donc

2)a)ona : ‘xz+5x‘:|x(x+5)|:|x||x+5|
Et puisque : xe]-L1] alors: 4<x+5<6
alors : |x+5/< 6 donc [x*+5x <6|x

b) puisque : Iin36|x|:0 alors : limx* +5x

x—0

Exemple2 : monter que: |im2+x2sin[1j:2
x—0

il

<y etona limx*=0

x—0

Solution : xeR"

t

Alors : lim f (x)=2

x—0

<1 donc:

|f(x)-2=x2
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Exemple3 : monter que: Iin)1 J2x+1=3
. 1
Solution : VXE{—EH—OOI:

2|x 4
2x+1+3

etona 2x+1+3>3 donc: |f(x)—

x)-3=[V2x+1 3\
i< Zjx-4
3
et puisque : Iirq|x—4|=OAIors : lim f (x)=
Exemple4 :On se propose d’étudier la limite de
JI+x2-1

la fonction : f(x)=Ten 0

On remarque que : (Vx € R¥) :

f(x)_(J1+x2—1)(J1+x2+1)_ Lix2—1
B x(\/1+7+1) B x(\/1+7+1)

(on a multiplié par le conjugué)

f09= e

(Vx € R)(Jf(x)| < |x|) et puisque Iing|x| =0 alors

D’autre part :

lim f (x)=0

x—0
Propriété : Soit f une fonction définie sur un
intervalle pointé de centre a

)| =0« lim f(x)=0

X—a

ona: I|m|f

X—a

Remarque :
lim| f (x)|=1< lim f (x)=1ou lim f (x)=—I
Propriété :Si f admet une limite [ en a alors

cette limite est unique.
Exercice : Calculer les limites suivantes :

1) Iin;3x2 +2x+1

2 _
2)lim 3X2—X 3) JAx+1+3

-1 2x° +3x—4 x>2 X% 43X+ 2
Solutions :1)|irT213x2+2x+1:3x22+2><2+1:17

2)“ 3x2—-x 3x12— 2
-1 2x% +3x—4 2><13+3><1 41
3) lim VAx+1+3 \/4x2+1+3_£ 1

2 X2 +3x+2  22+3x2+2 12 2
3) Limite infinies en %~
Activité : Considérons la fonctionf: R — R

X x2
Prof/ATMANI NAJIB "h

La courbe représentative de f est la parabole
de centre 0(0,0)

1- Compléter le tableau suivant :
X 1|10 |10° |10° |10%
f(x)
Que remarquer-vous ?
On voit bien que quand x tend vers +«, la
fonction « tend » vers +«, c’est-a-dire qu’elle se
rapproche de plus en plus grand

on écrit ; lim f(x):+oo
X—>+0

2- Compléter le tableau suivant :
X -10* | -10° | —-10° | =10 | -2
f(x)
Que remarquer-vous ?
On voit bien que quand x tend vers —oo, la
fonction « tend » vers +«, c’est-a-dire qu’elle se
rapproche de plus en plus grand

on écrit: lim f (x) =+

X—>—00

Propriété : Les fonctions :

X X2 X X" (n € N9); X /X ; XX
Tendent vers +~ quand x tend vers +«
Exercice : Calculer les limites suivantes :

1) lim x* 2) lim X 3) lim-7x°
Solutions :
1) lim x* =+ 2) lim x®* =+ car 2014 pair

3) lim—-7x° =+ car 2014 impair

4) Limite finie en *«~
fix—> 1
X
1)Compléter le tableau suivant :
X 1)10°|10° |10° | 10"

f(x)

Activité :Soit la fonction :
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On remarque que quand x tend vers +«, la
fonction « tend » vers 0, c’est-a-dire qu’elle se
rapproche de plus en plus de 0 par valeur
supérieure. On note cette limite de la fagon

) o1
suivante : lim ==0"

X—>+0 X
2)Compléter le tableau suivant :
X -10"” | -10° | -10° | -10 | -1

f(x)
On remargue que quand x tend vers —o, la
fonction « tend » vers 0, c’est-a-dire qu’elle se
rapproche de plus en plus de 0 par valeur
inférieure. On note cette limite de la fagon

. .1
suivante ; lim==0

X—>—o0 ¥
Propriétés : les fonctions xn—>§; XH%;
k k k
X — 1 X — X ——,
X 4 X

et k e R* Tendent vers 0 quand x tend vers +,

Exemple . Calculer les limites suivantes :

1) Ilm— 2) I|mi 3) I|mi 4) lim = 4
- X° = X'

X400 X

) I|m

2023

Solution : 1) lim i_o+ 2) lim iS=O‘
X—>—0 ¥

5
3) Ilm——O 4) I|m—4:0+ 5) lim 22__o*

—>—® X X—>—0 X X—>+0 X2021

6) lim —— - =0"

x>0 x 2023

5) Limite infinies en un point

o, . . 1
Activité :Soit la fonction: f:x—> =
X

1)Compléter le tableau suivant :
X 10* | 10° | 10* | 10 1

f(x)

On remarque que quand x tend vers O par

valeur supérieure la fonction f «tend » vers +»
c’est-a-dire qu’elle devient de plus en plus grand

On note cette limite de la fagon suivante :

.1
lim ==+
x—>0" X
2)Compléter le tableau suivant :
X -1| -10 | —10? | -10° | —10%

f(x)
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On remargue que quand x tend vers 0 par
valeur inferieur la fonction f «tend » vers -«
c’est-a-dire qu’elle devient de plus en plus petit
On note cette limite de la fagcon suivante :

.1

lim==-o0

x=>0" X
Exemple : Calculer les limites suivantes :

1
1) lim = - 12
x—»O*X X—0" "X x—0" x
5) ”m_—l 6) Iim3x+7+i
X—>0+\/; x—0" \/;
Solution : 1) |Imi—+oo 2) I|m—‘35:—oo
x—0" X x—0" X
3) lim i+oo 4) |Im¥=—oo
x—0" X x-0 X

-1 1
lim—==-0 6) lim3x+7+-—==0+7+00=+0
) x—»O*\/; ) x—0" \/;

6) LIMITE A DROITE, LIMITE A GAUCHE.

: : x—1x
Exemple :Soit la fonction f : x ﬁ

x2-1
Déterminer |XILT} f(x) et |XILT} f(x)
x=1 x=<1
Solution : vxe R-{-11}
Si:x>1: f(x)= (x=Dx __ x
(x-1)(x+1)  x+1
Donc : lim f (x )_Iimizl
ot ix+1l 2
Si:x=<1: f(x)= —(x=1)x __ X
(x-1)(x+1)  x+1
Donc : lim f (x)= Iim—iz_l
oy o x+1 2

Remarque : lim f (x)=lim f (x

que - lin (%) i (%)
Théoréme : Une fonction f admet une limite [ er]
a si et seulement si elle admet une limite a droite
de a égale a sa limite a gauche de a égale a [.

limf (x)=le limf(x)=1 et lim f (x) =1

X—a X—a X—a
X>a X<a
(x+1)2

Exemple :Soit la fonction f : x

=1

Etudier la limite de fen x, =-1
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Solution :Déterminons  lim f (x) et lim f (x) ?

Xx—>-1 x—-1
x>=—1 x=<-1

Solution : vxe R—{-11}
2
Si: —1<x<1: f(x)— (X+1) __x+l
[x+1|x -1 x—1
Donc : lim f (x) = lim—X*2 =
iy i x-1
Sit x<-1 (x+1)2 x+1

Donc : lim f (x)=lim

x—>-1 x>-1x—1
x=<-1 x<-1

génzlf(x):gnglf(x):Odonc . xlmf (x)=0
Exercice : Soit la fonction g définie par :

g R—->R

xH2x2-x+3six21

x> -—x2+x+asix<l

Déterminer a pour que la fonction g admet une
limite en 1.

7) OPERATIONS SUR LES LIMITES.

1)Opérations sur les limites finies.

donc :

Propriété :Soient f et g deux fonctions tels que :

limf(x)=1et limg(x)=l'ona:

X—a X—a

lim(f+g)(x)=1+1" et Ixigal(fxg)(x):lxl’ et

X—a

I|n;|f|( )=|I| et lerr;(;j(x):%si I’'#0

et Iim[éj(x)zﬁsi I’ #0et Ixig;ﬁ(x)m/l_ si 1-0

X—a

Ces propriétés sont vraies a droite et a gauche
d’un réel a.

,, 2

Exemple: ljim M3+ _3_ 4
-1 2x—1 1

2) Opérations sur les limites

Toutes les propriétés qui seront citées dans ce

paragraphe sous forme de tableau sont admises

limf ] I i +e0 | —ca | +oo
].lmg -EI + oo - 00 + - 0 - 00
li[[lf"'g £+ T oo — oo + oo — gn | Formeind

Ces propriétés sont vraies si x tend vers :
at;a—; to0ou—x

Prof/ATMANI NAJIB ‘ﬁ

Formes indéterminées : Veut dire qu’on ne
peut pas calculer la limite directement, il faut
faire d’autres calcules car il y a plusieurs cas.
Exemplel :1)f(x) =2+ x?, g(x)=5-x?0na
lim f (x)=+00; lim f(x)=—w

X—>+00 X—>+0

et lim f(x)+g(x)=-

2)f(x)=2+x2,g(x)=5-xo0na
lim f (x)=+w; lim g(x)=-o

X—>+00 X—>+00

: , . 17

et lim f(x)+g(x)=lim x*~x+7= lim [1——+ = 400
X—+% X—+0 X+ X X

Dans les deux exemples on a le méme cas que

dans la derniere colonne du tableau mais on a

deux résultats différents
lim x2— \/§

X—>+0

Exemple2 : déterminer :
ona limx2=+o;: lim —+/X = o0
X—>+00 X—>+00

Donc Formes indéterminée : "+o0w0—o"

lim x2— /X = lim x{l—ﬂjz lim xz(l_LJ

X—>+00 X—>+00 X2 X—>+00 X\/—
puisque : IlmT_o et lim x2=+o0
X—>+0 y X—>+00
alors : lim x2—+/x =+
X—>+00
tmf | ¢ |00 de0|g<0] 0 | 0 [+w| 0| tw
img | £ |to| -0 te| -o|te| -0|+0| -0| -©
ﬁlnf!g P 4| =0 | =co | o |fomeind|formeind| <00 | 40 | -0
limf | f20| 0" | 0 |too| =00
1 1
lim — - |+o0| -0ca| O 0
f £
lim f £ £ £ #£0 + co 0 + co
lim g £'#0 | +oo 0 § 0 + oo
. f £
lim = —_— 0 + oo + oo ? ?
g £

] 1
limx* +x+2+=
x—0

Exemple3 : déterminer : x

1
I|mx +x+2=2 et IIm—:+oo
x»OX

Solution:ona:

: 2 1
Donc : limXx® +X+2+—= =+
x—0 X
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Exemple4 : déterminer :

3 3
1) lim X +12 'mx—+12
x—>1(X_1) X—)+oo(X_1)

3) lim 2x° +X* —x+4

X—>to0

Solution : 1)ona: Iirrl1(x—1)2 =0" et

3
limx® +1=2Donc : lim—="1 — 4o
x—1 x~>1(x 1)
1 1
x3(1+) 14—
3 3 +3
2ona: jim XL X/~ lim x—X

X—>+0 (X _1)2 X—>+o0 X2 [1_1j2 X—>4o0 (1_ 1}2
X X

etona: |Imi3—0et |Im1—0 et I|m1+i=1

X+ ¥ X—>+0 X X—>+00 X
. 1 . x4l .
et lim1-==1 Donc: lim >=+0 car lim x=+w

X—>+00 X X400 X— 1 X—>+0

3) lim 2x3+ x* —=x+4 = lim 2x° 1+i—i+£3
oo X o0 2X 2x%2 X

.2 .1 .1
X4 X X+ DX x40 2X
lim x> =+ donc lim 2x% + X% =X +4 = +oo

X—>+00 X—>+00

lim 2x® + x> —x+4 = lim 2x* 1+i_ 1 +£3
e X 2X  2x2 X
.2 . 1
X——0 X7 xo—0 2X x——0 DX

=-0w donc lim2xX®+x*—Xx+4=-ow0

X—>+00

Exemple5 : On veut déterminer

lim x°

X—>—0

. 3x+1
lim——-—
x-1" X5+ X —2
ona:lim3x+1=4
x—1"
ona:limx*+x-2=0"
x—1*
X ‘—c:: — 2 la— 4o
[ I
x24x—2 ‘ - (3
L +0- 0 @®
3x+1
Donc lim ————— =+
-1 X% 4 X —2
Remarque :1) Eviter d’écrire ces expressions
? 2
qui n‘ont pas de sens mathématique : o et -
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2)Ne pas utiliser +« ou —= dans les opérations
dans R (+« et =~ ne sont pas des réels)
Exercices : Déterminer les limites suivantes :
lim 3x2—x \/4x+ -3

-1 2%° + 2X — 4 Hzx —3x+2

3) Limites d’'une fonction polynéme en t«

lim f(Xx)=+w0

X—>+00

Soit f une fonction polyndme de degré n tel que
f(x)=a, +ax+a,x’+..+a,X"

avec a, =0 Ona:

a a a
puisque lim ——+ aln_1+ 2 +..+224+1=1
o g XU a X a X a,x

alors lim f (x)= lim a,x"
X—>+00 X—>+00
Méme chose si x tend vers —«
Propriété : La limite d’'une fonction polyndme en
+ (—o) est la limite de son plus grand terme
En +oo (=)
Exemple :
lim 2x% + x* = x+4 = lim 2x* = +oo

X—>+0 X—>+00

4) Limites d’une fonction rationnelle en
Une fonction rationnelle est le rapport de deux

f(x)
g(x)

f(x)=a,+ax+ax’+..+a,x"avecan#0

fonctions polynémes : h(x)=

g(x)=b, +bx+b,x*+...+b x"avec b, #0

h(x)=

a, +aX+a,x’ +..+ax"
b, + b, X +b,x* +...+b_X

h(x) = al;x a,x an>; at:x
bmx'"[ 0+ b1m71+ 2+t rnlJrlJ
b,x" b,x b, x b, X
. a.On + a'ln—l + 2n—2 ot = +1
et puisque @ |j, &X &X X ax 4
oy blm_1+ bzm_z+...+bm*1+1
b, x" b,x b, x b, X
: . ax"
lim h(x) = lim
X—>400 X—>+00 mem

Méme chose si x tend vers —«
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Propriété : La limite d’'une fonction rationnelle
en +« (—«) est la limite du rapport des termes
de plus grand degré en +« (—«)

Exemples :
22X -Tx L Tx X
1) lim—————=Ilim—=lim—=—w0
x>t X —10X° +14X° o0 14XT X0 2
2 9y 95
2) lim 23X 2 _ iy 22Xy 1
X—>—0 X° +2X xo—o ¥ D

Remarque : La propriété précédente n’est vraie
que si x tend vers +« ou —

8)Limites des fonctions trigonométriques.
Propriété : Soitaunréelona:

1) limsinx =sina

X—a

2) limcosx =cosa

X—a

3)si a= X +kz limtanx=tana
2 X—a

Propriété : SoitacR"

sin X tan x

a) im——=1 p) lim——=1
x—0 X x—0 X
. SInax tan ax

c) lim =1 p) | =1
x—0 ax x—0 ax
Iim1—cosx 1

C) x—0 X2 N 2

Exemples : Déterminer les limites suivantes :

. Sin2x _ . 3sin X —cos X
D1im 32X oy i CosVx -1 3)I|m\/_—
x-0 Sjin 3x X—0* X xe% X—E
6
Solution : 1)
..sin2x .. sin2x  3x 2 2 2
lim— =lim X — x—=1IxIlx—=—
x->08iNn3x x>0 2Xx  sin3x 3 3 3
. CoS+/Xx—-1 .
2) lim L directement on trouve une
x—0* X
formes indéterminée : .0.
0
lim cos X_lzlimfl 1—005\2/; :“m7£ 1—0(2)sh :7£Xl:7l
x—0" X %0t 2 (\/;) h—0" 2 D 2 2
o 2

(On pose Ix = h)

3 1im \/§smx;cosx

x—>Z
X_i

° 6
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On montre que : /3sin x—cosx:ZSin[x—%j

Zsin(x—”j
lim J§smx—cosx=lim 6

i a z T
x~>6 X —= x~>6 X —=

6 6

T
X—>=<h->0

On pose x—gzh) donc 5

Donc : — 21im S”:]h —2x1=2

h—0

Exercicel : Soient les fonctions tels que :
2
f(x):\/2x+l(—3x2+x) et g(x):fx—;(&+1)
X_

-3x+1 X2+1 .
k(x):x(x—z) et h(x)= 5 sin x

1)Déterminer : leggf(x) et lim f(x)

X—>+00

2)Déterminer : XI|%r+rlog(x) et Ixiigg(x)

3)Déterminer : Iingh(x)
4)Déterminer les limites aux bornes du domaine
de définition de k

Solution :
1)Déterminer : lim f (x) et f(x):\/2x+1(—3x2+x)

lim2x+1=5 et Iirr;—sx2 +x=-10

x—2 X
Donc : lim f (x) = J5%(-10)=-105

lim 2x+1= lim 2x=+4o

X—+0 X—+0

Donc : lim «/2x+1=4®

X—>+00

Etona: lim=-3x+x=lim-3x*=—o

X—>+0 X—>+0

Donc : lim f(x)=—

X—>+0

e 2) limg(x) ? et g(x):_2X2+1(\/;+l)

X—>+0 (X—3)2
Ona: lim+x=+o donc: lim JX +1=+o0
N _9y2
Et lim 2 +21= lim 22( =-2 donc : lim g(x)=—o
o (x=3) o X hutll

« 2)limg(x) ? et g(x):zxj;)zl(&u)
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|in;&+1: J3+1 et |in;—2x2 +1=-17 et

. 2 Ay T _
legg(x—S) =0" donc : leir;g(x)_ 0
3) limh(x) 2,
. 1sin
limh(x) = lim X2+1sinx
x—0 x—0 X X
sin x
Or Img—_l et puisque : Ilrrgx2+1:1 et
X—>! X
limx2=0"
Xx—0
. X2+1 .
et lim> j =+ alors : limh(x)=+x
-0 X X—0

4) k(x)= x_(iszl) donc : D, =]-;0[U]0;2[ U]2 4]

-3x+1 -3x .. -3

e limk(x)= lim — = lim —-=lim —=0
X—>+00 ><—>+oox —2X xo+o X X+ Y
. -3x+1 =3x . -3

e limk(x)=lim ———==lim —-=lim —=0
X——00 xa—oox —2X xo-o X X0 ¥

e lim-3x+1=1 et I|mx -2x=0

x—0

Etude du signe de : x* —2x

xr —oQ 0 2 +00

r(x—2) + ¢ — ¢ +

limx*-2x=0" et limx*-2x=0"

x—0" x—0"

Donc :

Donc : limk(x)=-w et limk(x)=-+wo

x—0" x—0"

lim-3x+1=-5etlimx*-2x=0" et limx*-2x=0"

X—2 x—2" X—2"

Donc : limk(x)=-w et limk(x)=-+xo

x—2" X—2"

Exercice?2 : calculer les limites suivantes :

N2x-2 2%*+3x2—4x—

1)] 2) ||mw
o2 X2 +3x-10 X1 X1
3) lIimyx’+x-x  4) lim tan x-1
x—)z X—

Solution : 1) |in;ﬂ-2=o et limx’ +3¢-10=0
X= X
on trouve une formes indéterminée :

B, ()

C2 X1 3K-10 2 (x2 +3x—10)(\/§+ 2)

Prof/ATMANI NAJIB ‘ﬁ

B G IV S SRS S

HZ(\/&.Q) (x=2)(x+5) HZ(\/ﬂJrz) (x+5) 14
3
2) Ix'ﬂf 2X +iz<2_—14x—1 5
Ona: x3—1:(x—1)(x2 +x+1)

Et 2x°+3x2—4x—1=(x-1)(2x* +5x+1)

Donc :

Iim2x L T (x-1)(2¢ +5X+1) im2x +5x+1 8
S oL (X- 1)(x #x+l) o oextl 3
3) limyx*+x-x ?

Ona: limx*+x=+0 donc: limyx*+x =+

X—>+0 X—+0

Et lim-x=—0

X—>+00

on trouve une formes indéterminée : "+ —wo"

lim VX +x -x = lim (Vo x x| (e +x+x)

X—>+00 X—>+00 ( ’X2+X+X)
X2+ X—X* X
lim vx*+x —x= lim = lim
X—>+0 x—»m\/x X +X x—»m\/ 2(1_1_1)_1_)(
X

—lim——% or x - +» donc |x|=x

o X (1+)1(j +X

. X . 1
= Ilm —_— = Ilm —_——
X—+0 X—+0 1
x[ [1+1)+1] (1+]+1
X X

tanx-1
4) lim - On pose x—2=h donc X g eh o
oy oy 4
4
tan[h+7[)
. tanx-—1 . 4
li = li
N T h—0 h
4 _
4
tanh+tan§
Or:tan(h+1j= 4 :tanh+1
1—tanhxtan% 1-tanh
. tanx-1 .. 2 tanh 2
lim—==1im =—x1=2
H% X_ﬁ h—0 1— tanh h 1
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9) Limites et ordres. Exemple2 : Soit la fonction :
Propriété :Si sur un mterval_le pointé de centre oy (x2 +x4)sin£ déterminer - "ng £ (x)
aona:|f(x) -1 <u(x) et |XlrgU(X)=0 alors X ~
-
. . .1
. : ~1<sin=<
Ilmf(x):l Solution : YxeR"on a 1_smx_1 et

X—a
(On peut citer les mémes propriétés a gauche et | x2+x*>0donc —x*—x* < (x2 + x“)sin oy

adroites de a ou +w ouU —0.) ' X
Propriété :1) soit f est une fonction définit sur un | et puisque :

intervalle de la forme | =]a—r;a—r[—{a} limx? +x* =lim-x* = x* =0alors :
x—0 x—0
avec aelR et r>0

Si f admet une limite en a et f positif surl alors IX'_rE f (X) =0

lim f (x)>0 Exemple3 : Soit la fonction : f : x> x+sinx-1
X—a

2) soit f est une fonction définit sur un intervalle déterminer : lim f (x)

Solution : ¥xeRona —-1<sinx<1 donc:
x—2< f(x)<xet puisque :

de laformel =Ja—-r;a—r[—{a}

avec acR etr>0
Si f admet une limite en a et g admet une limite

ena et f <gsurl alorslimf (x)<limg(x) lim x=—coalors : lim f (x)=—o0
3)siona: g(x) < f(x) < h(x) et si Liir;g(x)zl Exemple4 : Soit la fonction : f X1 LFSINX

1+/X
i - lim f (x)=1
et mhm lalors §I?aa (x) déterminer : lim f (x)

Les pro\pnetgs prece(?entes sont vraies si x tend Solution : YxeR® ona 1+\/;2 & ot
vers a a droite, ou a a gauche, ou +« ou —«~ en

tenant compte des conditions pour chaque cas. 0<1+sinx<2donc 1+sinx < 2 donc
(On peut citer les mémes propriétés a gauche Lex | Jx
de a.) 2
Propriété :1)Si sur un intervalle de la forme k (X)‘Sﬁ etona XILTOT =0 donc:
; < limu(x)=+o0 .
Ja,a+rfona:u(x)<v(x)et lim (x) lim f (x)=0
X—>+00
alors : xIIT V(X) =+ Exercice3 : Déterminer les limites suivantes :
-
2)Si sur un intervalle de la forme Ja, a + r[on a: 1)I|mx sml 2) 1im <X 3) |im ﬂ
_ X o o % (24 COS X)
u(x) < v(x) et limv(x)=-o
x—>a* . X
_ 4) lim 1+ ————
alors : lim U(X):—OO e 24X +1

x—a*
La propriété précédente est vraie si x tend vers
a a gauche, ou +«~ ou —= en tenant compte des
conditions pour chaque cas.
Exemplel: Soit la fonction : f : x> 3x* +5x+1

Solution : 1)on pose : f(x):xzsinl

ol

limx?>=0 Alors : lim f (x)=0
x—0 x—0

vx e R <1 donc:‘f(x)‘gx2 eton a

déterminer : lim f(x)
X—>+00

2) lim £% 2 on pose :

COS X
Solution : YxeR"on a 3x*> <3x*+5x+1 et et xoi0 X3 (x) X

3

puisque : lim 3x* = +ooalors : lim f (x)=+o0

X—>+00 X—>+00
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vxeR" |cosx|<1 donc :‘f(x)‘si etona Iim%:o Alors : lim f(x)=0

X|3 x40 [y X—>+00

1+sinx

3) lim —1*S"X__ 2 on pose f(X)=—pon X
x*(2+cosx)

x>0 X% (2+C0S X)

L+sinx <2 donc0< f(x)sg2

VxeR" —1<cosx<1 et —1<sinx<ldonc: 0<
2+C0S X X

Et puisque : 1im 0=0 et lim = =0 Alors : lim f(x)=0

X—>+0 X—>+0 Y2 X—>+00

4) lim1+ X

X
o 244X+l 2+ +1
vxeR" 2+\/x“+12\/x_4 cad 2++/x* +1> x?
1 1 1
————<—donc: |f(x)-1<=
2+4xt 41 X2 109 x|

Et puisque : lim - —o Alors : lim f(x)=1

X—>—00 |X| X—>—0

? on pose : f(x)=1+

donc :

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »

Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices Que I'on devient un mathématicien
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Cours : LA DERIVATION Avec Exercices avec solutions

PROF: ATMANI NAJIB

1BAC BIOF

http:// xriadiat.e-monsite.com

LA DERIVATION

l) DERIVATION EN UN POINT
1) Activité
Déterminer la limite quad x tend vers a de

M Dans les cas suivants :

X—a

1- f(x)=3x"-x+5 et a=-2
2

2 t(x)=2 M graz2

3- f(x) =sin3x et a :%

4- f(x):‘2x2+x—3‘ et a=1.

2) Définition :

Définition : Soit f une fonction numérique définie
sur un intervalle ouvert de centre a.

On dit que f est dérivable en a si la limite

f(x)-f(a) . .
Temste et est finie. Dans ce cas on

appellera cette limite le nombre dérivé de la
fonction f en a et se note f'(a).

Exemple : On considére la fonction f dénie sur R
par f (x) = x* + x—3. Justifier que f est dérivable

lim

X—a

en -2 et préciser f'(-2)
Solution :

lim _ im = lim

X—>—2 X—(—2) X—>—2 X + 2 X—>—2 X + 2

_iim U2 1 s (2
X—>—2 X+2 X—>—2

Donc f est dérivable en en-2 et f'(-2)=-3

Remarque :Si f est dérivable en a et
f (X)_ f (a) _ f’(a)

X—a
On pose: h=x-asixendvers aalors h tend
vers 0 et on obtient
f(a+h)-f(a)

lim

X—a

lim
h—0

=f'(a)

Prof/ATMANI NAJIB

Application :Calculer le nombre dérivé de
f (x)=x’+xen a =1 en utilisant la deuxiéme

formulation de la dérivation

Solution : lim f(a+hg_ f(a)

h—0

_m(1+h)3+1+h—2 i 307 +30+ 141 h -2

h—0 h

i f(1+h)-f (1)
=lim :

h—0

. h*+3h*+4h

3) Dérivé a droite dérivé a gauche.
Activité : Soit f la fonction définie sur R par :
{f (x)=3x*+x;x<0

—limh?+3h+4=4=f'(1)
h—0

f(x)=-2x*+3x;x20

{(9-1(0) [()-1(0)_,

Montrer que lim =3 et que lim
X0 X—O x-0" )(—O
Que peut-on conclure ?
Solution :
f(x)-f(0 —2x°
jim )= Oy =2 X fim-2x+3=3= £,(0)
x-0" x—0 x-0" X x-0"

3 s’appelle le nombre dérivé de la fonction f a
droite de O
On dit que f est dérivable a droite en 0

jim L= FO)_ iy 3 4%

=lim3x+1=1=f/(0)

x—0" x=0 -0 X X—0"
1 s’appelle le nombre dérivé de la fonction f a
gauche de O

On dit que f est dérivable & gauche en 0

Mais on a: f;(0)# f;(0)

Donc : f n’est pas dérivable en 0.

Définition :1) Soit f une fonction définie sur un

intervalle de la forme [a, a + r[our >0

On dit que f est dérivable a droite de a si la limite

f(x)-f(a)
X—a

appelle cette limite ; le nombre dérivé de la

fonction f & droite de a et on le note : f;(a)

lim existe et est finie, dans ce cas on

x—a*
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2) Soit f une fonction définie sur un intervalle de

la forme]a—-r,alour>0

On dit que f est dérivable a gauche de a si la

f(x)-f(a)
X—a

cas on appelle cette limite ; le nombre dérivé de

la fonction f & gauche de a et on le note : f;(a)

limite lim existe et est finie, dans ce

X—a~

Théoréeme : Soit f une fonction définie sur un
intervalle ouvert de centre a.
f est dérivable en a si et seulement si elle

dérivable a droite et & gauche de a et f;(a)=f/(a)

Preuve : En exercice.
Exemplel : soit f une fonction définie par :

f(x):\/;...le

f(x):%x2+%..x<1

étudier la dérivabilité de f en x,=1
Solution :ona f(1)=+1=1

mf(x)—f(l):"m&—lz

x-1 x-=1

_ lim &2‘1
Sk

x—0"

1 1 ,
ZEZ fd (1)

x-1 x-1
Donc f est dérivable a gauche en 1
etona: f{(1)=1;(1)

Donc f est dérivable en 1 et f'(l):%

Exemple2 : soit f une fonction définie par :
f(x)=x*-|x|
étudier la derivabilite de f en x,=0

Solution :
f(x)—f(O): im X* =X
-0t X

lim

x—0"

= lim x-1=-1= 1;(0)

x—0"

x-0
donc f est dérivable a droite en 0

f(x)-f (0): lim X2+ X
x-0

=00 X
Donc f est dérivable a gauche en 0
Mais ona: f;(0)# f;(0)

lim

X—0"

= limx+1=1=f;(0)

X—0"

Prof/ATMANI NAJIB

Donc : f n’est pas dérivable en 0.
Exercicel : Soit f la fonction définie sur R par :

f(x)=3x"+xx<0
f(x)=-2x*+3x,x20

1- Montrer que f est dérivable en a=—-2.

2- f est—elle dérivable en 0.

Exercice2 :Soit f la fonction définie sur R par :
f(x) :‘x2 —2x—3‘+2x

1- Ecrire une expression de f sur R sans valeur
absolu.

2- Etudier la dérivabilité de f a droite et a gauche
de -1.

3- f est-elle dérivable en —-1.

II) INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES.

1) Rappelles

Déterminer I'équation réduite de la droite qui
passe par A(-1,3) et de le

Coefficient directeur -2

2) La fonction affine tangente a une fonction.
Soit f une fonction dérivable en a et f'(a) son
nombre dérivé en a.

:—f(x _ (a)—f’(a);x;to

Posons : u(x) = f'(a)(x — a) + f(a) on aura :
f(x)=u(x)+(x—a)g(x)
La fonction u est une fonction affine et s’appelle
la fonction affine tangente en a.
Propriété : Soit f une fonction dérivable en a. f
admet une fonction affine tangente en a de la
forme : u(x)=f'(a)(x—a)+ f(a)
Application :Déterminer une fonction affine

2X
x> +1°
Propriété : Toute fonction dérivable en a est
continue en a.
Preuve : Puisque f est dérivable en a alors :

f(x)=f'(a)(x—a)+ f(a)+(x—a)@(x)

tangente en -3 de la fonction f (Xx)=
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en passant a la limite : lim f (x)= f (a) donc f est

continue en a

La réciproque de la propriété précédente n’est
pas vraie : f(x) = |x| est continue en 0 mais pas
dérivable en 0.

Remarques :1) La fonction affine tangente en a
d’une fonction dérivable en a est une
approximation de f au voisinage de a

On peut écrire alors : f(x)~f'(a)(x — a) + f(a) au
voisinage de a

2)Sionpose x =a+ h;onaura:

f(a + h)~f'(a)h + f(a) qui dit que si on ne connait
pas f (a + h) et si h est petit, on peut" essayer de
mettre " f'(a)h + f(a) a la place de f(a + h).
Exemple : donner une approximation de sin3
Solution :Si on veut une approximation de sin3,
on peut prendre :f(x) = sinx et a =m (car m est
I'élément le plus proche de 3 dont le sinus est
connu) h = 3 — m (pour avoir :3 =1 + h)

On a alors f(a) = sint =0 et f'(a) = cosmt = -1
(a prouver) ce qui donne :
sin3=sin(ft+h)~-1x@3-n)=m-3.
Exercice3 : soit f une fonction définie sur

f(x)= 2

...8ix=0

tan >
2

|-7; 7] par :
£(0)=0

1)étudier la dérivabilité¢ de f en 0

2)Donner une valeur approchée

du nombre : f(10‘5)
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Solution : |imf

x—0

X

=2lim—2—=2x1=2
x—0 X
tan—
2

Donc f est dérivable en 0 et f'(0)=2

2)on a f(a + h)~f(a)h + f(a)
Donc f(0+10°)~ f(0)+10°f'(0) a=0 et h=10"

f(0)=0 et f'(0)=2
Donc f(10*5)~210*5

3) Interprétations géométriques.

Soit f une fonction dérivable en M (a, f(a))
Soit x un élément de Df différent de a
et N(x, f(x)) (A)=(MN); le coefficient directeur

de (A) est le réel : m=M
X—a

f(x) N )T/)/

f@|

|
|
|
a X

En faisant tendre x vers a et a la position limite

une droite (T) qui

passe par M(a, f(a)) et qui a pour coefficient

f(x)-f(a)
X—a

(car f est dérivable en a)

Donc : (T): y = f'(a)x + p et puisque (T) passe par

A(a, f(a))

alors: f(a) = f'(a)a+ pdoncp = f(a) - f'(a)a

et on peut conclure que :

(T):y = f(a)x + f(a) - f(a)a

Finalement ; (T): y = f'(a)(x — a) + f(a)

La droite (T) s’appelle la tangente a la courbe

Cf en A(a, f(a)

directeur : lim

X—a

qui n'est que f'(a)
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Théoreme :Si f est dérivable en a alors sa
courbe représentative Cf admet une tangente (T)
en A(a, f(a)) d’équation :

(T):y = f(a)(x - a) + f(a)

Exemple :

Déterminer I'équation de la tangente a la courbe

de la fonction f(X)=sinxen A(0, £(0))

Solution :lim )= F(O) _ iy SiX _y ¢4
x—0 Xx—0 x>0 X

Donc f est dérivable en en O

(T): y = f(0)(x - 0) + £(0)

L’équation de la tangente a la courbe

en A0, f(0)) est: (T): y=x

Remarque :1) La tangente (T) a la courbe Cf en
A(a, f(a)) ce n’est que la droite qui représente la
fonction affine tangente a la fonctionf en a et qui
est u(x) = f'(a)(x — a) + f(a) et :

PM = f(x) - (f(a)(x = a) + f(a)) = p(x)(x - a)
2) En pratique au lieu de représenter la droite (T)
on Représente seulement une partie de (T) avec
deux fleches de direction et ceci afin de ne pas
trop charger le graphe.

/

Théoreme :1) Si f est une fonction dérivable a
droite de a, alors son graphe admet une demi-
tangente a droite de a :

(Ty):y=fj(a)(x—a)+f(a) x=a
2) Si f est une fonction dérivable a gauche de a,

alors son graphe admet une demi-tangente a
gauche de a :

(T,):y=1/(a)(x-a)+ f(a) :x<a
Exemple : f(X)=|-2x*+x+1
On a: f est dérivable a droite de 1 et f/(1)=3

(a prouver) et est dérivable a gauche de 1 et

f, (1)=-3donc la courbe représentative de f

admet deux demi-tangentes en A(1, f(1)).
(T,):y=3(x-1) x=1

(Tg):y=—3(x—1)xs 1

Qu’on peut représenter par :

a) Cas particulier si f est dérivable en a et

f'(a) = 0 alors I'équation de la tangente est :

(T): y = f(a) c’est une droite parallele a I'axe (0x)
b) Le vecteur directeur de la tangente en

Aa, f(a)) est u(L; f'(a))
Donc pour tracer une tangente on peut
Seulement a partir de A tracer le vecteur u”

Par la méme facon que le paragraphe précédent
on peut montrer le théoréme suivant :
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Remarque :

Dans cet exemple, au voisinage de a, on ne peut
pas confondre la courbe avec un segment

(f n'est pas dérivable en a) on dit que la courbe
représente un point anguleux en 4 (1, f (1))
Exercice 4: soit f une fonction définie par :

f(X)=@+x)V1-x*...0<x<1

f(x)=vx"—x...x>1

1)déeterminer le domaine de définition de f
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2)étudier la derivabilité de f a droite en x,=0 et

donner une interprétation géométrique du résultat
3)étudier la dérivabilité de f a droite et & gauche

en x, =1 et donner une interprétation
géométrique

Solution :1) xe D, <1-x*>0et 0<x<1
ou xX*-x>0 et x>1

xeD; & -1<x<lou x>1

xeD; < xe[0;+00] donc: Dy =[0;+[

2) étude de la dérivabilité de f a droite de x,=0

Ona: f(O):l

f(x)-
X~ 0

-

1+x1x—1 Xy1-x2 +41-x* -1

N/

(Jl_x+1) JI-x 41

lim f(x) ( )_1 f{(0)

x—0"

Donc f est derlvable adroiteen 0
Interprétation géométrique du résultat :
La courbe de f admet un demi tangent en

A(0, 1).de coefficient directeur 1= fd'(O)
3)a)étudie de la dérivabilité de f a gauche en
X,=1 Ona: f(1)=0 soit 0<x<1
f()-F(0)_@eix _[@)-x) ~(Lex)
x-1 x-1 (x- 1)«/1—x2 N

Et puisque : limy1-x* =0" et lim—(1+ x)2 =4

X—1" x—1"

Donc :

2
Alors : |imﬂ:—oo donc: |imM:—oo
x—1 ,1_ X2 X1 x-=1

Donc f n'est pas dérivable a gauche en x, =1
b)soit x>1

«/x— -0 X(x+1)(x- 1) X +X
x-1 (x 1)\/x \/x —X

Et puisque : Ilm\/x —-x=0" et limx*+x=2

x—1"
2 —
lim X +X =+ donc: IimM
x—1" /X3_X x—-1

x-1"
Donc f n’est pas dérivable a droite en x, =1

xl

Alors :
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Interprétation géométrique du résultat :

La courbe de f admet un demi tangent en

A(1,0) paralléle & I'axe des ordonnées dirigé vers
le le haut

Exerciceb5 : soit f une fonction définie par :

f(x)= |x2 —1|
1)étudier la dérivabilité de f a droite en x, =1 et

donner une interprétation géométrique du résultat
2)étudier la dérivabilité de f a gauche en

X, =1 et donner une interprétation géométrique

du resultat
3)etudier la dérivabilite de f en x, =1 et donner

une interprétation géomeétrique du résultat
4)donner I'équation de la demie tangente a droite
alacourbede f enen x,=1

4)donner I'équation de la demie tangente a
gauche ala courbe de f enen x,=1

Solution :1) f (x)=|x*-1]

étude du signe de D x2 -1
x*-1=0<(x-1)(x+1)=0< x=-loux =1

f(X)=x*-Lx e -0, 1] U[1L;+0]
f(x) :—(x2 —1);x e[-11]

f(1)=[r-1=0

a2—1 FoQ N

Donc

1)étude de la dérivabilité de f adroiteen x,=1
—_ 2_ — —_

i f(x) f(l):"m Xt -1 O:Hm(x 1)(x+1)

x-1 x-1 x-1

Donc f est dérivable a droite enx, =1et f;(1)=2

=limx+1=2

x—-1"

x—1* x—1" x—-1"

Interprétation géométrique du résultat :
La courbe de f admet un demi tangent a droite en

A(1, 0).de coefficient directeur f;(1)=2

2)
~(x -1)—0:I

x-1

fx)-f()

1 —(x—l)(x+1): lim-(x+1)=-2

x-1

im

X1

=lim

X1

[im

x-1

x-1

Donc f est dérivable & gauche enx,=let f;(1)=-2

Interprétation géométrique du résultat :
La courbe de f admet un demi tangent a gauche

en A(1, 0).de coefficient directeur f;(1)=-2

3)f n’est pas dérivable en x, =1 car: f;(1)# /(1)

http:// xriadiat.e-monsite.com 5




Interprétation géomeétrique du résultat :

La courbe admet un point anguleux en A(1, 0).
4) 'équation de la demie tangente a droite a la
courbede f enen x,=1est:

y=1(%)+fi(%)(x=%)
5) 'équation de la demie tangente a gauche a la
courbe de f enen x,=1 est:

y="f(%)+f5(%)(x=x)

y="1(1)+f,[)(x-1) & y=0-2(x-1) (A, ):y=-2x+2

Illl) FONCTION DERIVEE D’UNE FONCTION.

1) Introduction

Exemple : Soit f la fonction définie par :

f(x) = 2x2 + x.

Soit x un réel quelconque, déterminons le nombre

dérivé de f en x (il est préférable d’utiliser la

deuxieme définition de la dérivation en un point)

f(x+h)-f(x) 2(x+h)2+x+h—2x2—x
h

lim =lim
h—0 h—0 h
2P dxh+ 20+ x+h-2x-x . h(4x+2h+1)

h—0 h h—0

=lim4x+2h+1=4x+1= f'(x)
h—0

On peut remarquer donc que f est dérivable en
tout point x de R, la fonction qui associe a x son
nombre dérivé f'(x)

S’appelle la fonction dérivée de la fonction f sur
R et se note par f".

Activités :1- Déterminer la fonction dérivée de la
fonction sin sur R.

2- Déterminer la fonction dérivée de la fonction

X= % sur Rx+ et sur Rx—

2) Dérivabilité sur un intervalle.

Définition :Soit f une fonction dont 'ensemble
de définition est Df , a et b deux €léments de Df
telsque:a<b

1) On dit que f est dérivable sur 'ouvert] a, b si
elle est dérivable en tout point de ]a, b[

2) On dit que f est dérivable sur le semi-ouvert
[a, b[ si elle est dérivable sur ]a, b[ et dérivable a
droite de a

Prof/ATMANI NAJIB

3) On dit que f est dérivable sur le fermé [a, b] si
elle est dérivable sur Ja, b[ et dérivable a droite de
a et a gauche de b

Remarqgue :Une fonction qui est dérivable sur [a,
b] et dérivable [b, c] n’est pas nécessairement
dérivable sur [a, c] sauf si f{(b)= f/(b)

3) Fonction dérivée d’'une fonction.

Définition : Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle ouvert I. La fonction qui associe a tout
élément x son nombre dérivé f'(x) s’appelle la
fonction dérivée de la fonction f sur I.

Exercices : Déterminer les fonctions dérivées
des fonctions :
l.x->CsurR 2. x~ x2surR.

3. X \/;sur Rx*+
4. X %sur R*+ et sur R+—. 5. x » sinx sur R.

6. x > cosx sur R.
Tableau des dérivées des fonctions usuelles

i Fonction f
f(x)=0 flx)=k
Sfx)=1 flx)=x
flx)=a Flx)=ax
Sf(x)=a flx)=ax+b

F(x)=mx"" e flx)=x"
£ (x)= - = flx)=L
x -
.;"":1'!—::1_ Flx)=Afx
Flx)=—sinx Flx = cosx
S x)=cosx flx)=sin x
Fx)=—asin(ar+5b) flx)=coslax+b)
J(x)=acos(ax +b) Sx)=sin(ax +b)
_,-'"|1'|=“3_1_='.+tan'-x Sflx)=tanx
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Exemples : Déterminer les fonctions dérivées
des fonctions suivantes :1) f(x)=11

2) f(x)=7x+15  3) f(x)=x> 4) f(x)=sin(5x-1)
Solution :1) f'(x)=(11) =0 2) f'(x)=(7x+15) =7
3) f'(x):(x3)’ =3x1 =3x?

4) 1'(x)=(sin(5x-1)) = (5x-1) cos(5x-1)=5cos(5x~1)
IV) OPERATIONS SUR LES FONCTIONS
DERIVEES.

Rappelle :A partir de deux fonctions f et g on
peut définir :

1) la somme :

(Vx € Dr N Dg) (f + g) (x) = f(x) + g(x)

2) Le produit :

(Vx € Dr N Dg) (f x g)(x) = f(x) x g(x)

3) L'inverse : (Vx € Dy) si x # 0 alors

o

4) Le quotient : (Vx € Df N Dy) si x # 0 alors
(=Lt

9 g(x)
5) Laracine : (Vx € Dy ) si x 20 alors
(7)) =7

1) La somme
Soit f et g deux fonctions dérivables en a,

étudions la dérivabilité de la fonction (f + g) en a.

Ona:
004000 T(a)-g(a) . T(x)-T(a)+g(x)-g(a)
zm(f(xx):;(a)+g(xx):g(a)]=mf(xx):;(a)%g(xx):g(a)

=f'(a)+g'(a)=(f'+g)(a)

En général : Si f et g sont dérivables sur un
intervalle ouvert [ alors la fonction (f + g) est
dérivablesurliet(f+g)=f'+g'

Exemple : Déterminer la fonction dérivée de la

fonction suivante : f(x)=x2+7x+15—1+\/§
X

Solution :

f'(x):(x2+7x+15—£+\&j =(x2)' +(7x+15)' —[lj +(ﬁ)

X

Prof/ATMANI NAJIB

f’(x):(x2+7x+15—1+\/§) =2x+7+l2+ 1

X X m
2) Le produit :Soit f et g deux fonctions
dérivables en a, étudions la dérivabilité de la
fonction (f x g) en a.

f(x)xg(x)-f(a)xg(a)

Ona leﬂg 2
_im f(x)xg(x)-f(x)xg(a)+f(x)xg(a)-f(a)xg(a)

(on a ajouté et retranché le méme nombre)

f()(9(0)-9(@))+9()(f(x)-(2))

=lim
limf (X)Wﬂmg(a)w

=g'(a) x f(a) + f(a) x g(a) =(f'g + g'f)(a)

(lim f (x)=f(a)car f est continue)

En général : Si f et g sont dérivables sur un
intervalle ouvert I alors la fonction (f x g) est
dérivable sur [ et :

fxg)=fg+gf

En particulier : Si f est dérivable sur un intervalle
ouvert I et keR alors la fonction kf est dérivable
sur I et :(kf) =k f'

Exemples : Déterminer la fonctions dérivée de la
fonction suivante : f(x)=(5x*+1)(3x-1)

On utilise la formule : (uxv) =u’xv+uxv’

£/(x) = (5% +1) (3x~1)) = (5% +1) x(3x1) + (¢ + 1) (3x-1)
£/(X) =10xx(3x—1)+3(5x" +1) =30%" ~10x+15x" +3
f’(x)=45x*-10x+3

3) Puissance
On utilisant la propriété précédente et par
récurrence prouver que :

(") =nf"f"

Exemple :Déterminer la fonction dérivée de la
fonction : f(x):(3X+4)3

On utilise la formule : (u") =nu™ xu’

f'(x):((sx+4)3)' = 3x(31+4) " x(3x+4) =3x3x (3x+4) " =9(3x+4)’
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4) L’inverse :Soit f une fonction dérivable en a et
f(a) # 0 étudions la dérivabilité de la fonction

1 11 -f(a)
— ena Ona:jim ¥ _f@) - fx)f(a)

f X—a X—-a

—-(f(x)-f(a ' '

x> x-a f(x)f(a) f(a) f
En général si f est dérivable sur un intervalle
ouvert I et f ne s’annule pas sur I alors :

!

n__r
A

Exemple :Déterminer la fonction dérivée de la

fonction : ¢ (x)= 1

sin x

On utilise la formule : [1) Y
u u

, 1Y (sinx)  cosx’
O e R
(sinx)"  (sinx)
fo¢t
g
et en utilisant les propriétés du produit et de
l'inverse on peut montrer que :

Si f et g sont dérivables sur un intervalle ouvert I

5) Quotient :En remarquant que :

et g ne s’annule pas sur I alors : [ij _f'xg-fxd Xg‘zfXQ

g g
Exemple :Déterminer la fonction dérivée de la
fonction : £ (x)= 3x-1
X+2

On utilise la formule : [Uj _uv-w

v v

o (3-1) (3x-1) (x42)-(3x-1)(x+2) 3(x+2)-1x(3-1) 7

r-23)- et Aedeis
X+2 (x+2) (x+2) (x+2)

Application :

Montrer que la fonction tan est dérivable sur les

intervalles de la forme

Ik = -n/2+ kn,n/2+ kn[ (k € Z) et que

(Vx € Ix )(tan'x = 1 + tan?x).

6) La racine :

Soit f une fonction dérivable en a et f(a) >0

étudions la dérivabilité de la fonction /f ena.
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Ona:

”mm_m:"m(Jf(x)+Jf(a))(Jf(x)-Jf(a))
o (10 +F(a))(x-a)

(On a multiplié par le conjuguais)

_iim f(x)-f(a) im f(x)-f(a) 1
S Tea) 0o ([T

Mz[f_'](a)

2t

En générale ; si f est dérivable sur un intervalle

ouvert I et strictement positif sur I alors |/f

X—a

! f!
est dérivable sur I et(|/f | =——
(\/_) 2\/?
Exemple :Déterminer la fonction dérivée de la

fonction : f(x)=\/x2 +8X

On utilise la formule : (JJ)

u(

2u

f’(X)Z( ,X2+8X)'= (X2+8X)’ _ 2X+8 _ X+4
X2 +8x 20X +8x  X*+8x

Exercice6 : Soit f(X)=vx*-x

Etudier le domaine de dérivation de f et

déterminer sa fonction dérivée.

Solution : D, =]—o0;0]U[1;+o0

Ona: f(x)=4/u(x) avec u(x)=x"-x

Etona: u(x)>0 VxeD, —{0;1}

Donc f est dérivables sur D, —{0;1}

— (¢-x) 2

:( " _X) =2\/x2—x_2\/x2—x

vxe D, —{0;1} : £'(x)

Remarque :

Pour calculer la dérivée de |f|, on procéde
comme suit :

-Exprimer |f| sans le symbole de la valeur
absolue sur des intervalles de Df

-Calculer la dérivée des fonctions obtenues sur
ces intervalles.

Déterminer la dérivée de la fonction

f(x)=‘3x2+x—4‘
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Propriété :

1) Toute fonction polynéme est dérivable sur R.
2) Toute fonction rationnelle est dérivable sur tout
intervalle inclus dans son domaine de définition

Tableau des opérations sur les fonctions
dérivées

f, Fonction {
T S , foy _
f I.Tl—m—1+taﬂ v | flx)=tanx
Sf(x)=u"+v flx)=u+v
fx)=u"-v flx)=u—-v
f(x)=ka Sflx)=ku
[ x)=u"xv+ux/ flx)=uxv
Fx)=m" =u' flx)=u"

u . 1

flxi=—— flx)=-

I i

Fix)= ' 1.'—:r:=1." f'l."-'|'=£

.

f(x)= )=

=5 flx)=+fu

Exercice7 : Calculer les fonctions dérivées des
fonctions suivantes :

3
1) f(x):4x4—%x3—x+1 2) f (X)=;

3) f(x)=4J/x-1 4) f(x)=cos2x+3sin3x

5) f(x)=(3x"+2)(7x+1)  6) f(x):5xl+7
& f(x):xzil

Solutions :

!

1) f'(x):[4x4—%x3—x+1j :4x4x“‘1—%><3x2 -1+0=16x*-x*-1

Prof/ATMANI NAJIB

2 (5] () o)

3) 1(x)=(ax-1) =t 0= 22

4) f'(x):(0032x+3sin3x)'=—Zsin2x+3x3c053x=—25in2x+90053x
5) f(x)=(3x2+2)(7x+1)

On utilise la formule : (uxv) =u’xv+uxv'

() =((3¢ + 2)x(x 1)) = (3¢ +2) x(Tx+2) + (31 +2)(7x+1)
f’(x)=6x><(7x+1)+7(3x2+2)=42x2+6x+21x2+14=63x2+6x+l4

X
Nt (X): x*+1

4 ' '
_uv-uv
V2

On utilise la formule : (E]
'

f'(x):( : ]’:(7X)'(X3+1)_7X(X3+1)’:7(X3+1)—7xx3x2

x*+1 (x3+1)2 (x3+1)2
X3 +7-21x 7-14x°
£(x) = -
) (¢+1) (1)

Exercice8 : Calculer les fonctions dérivées des
fonctions suivantes ;

1. f(x)=—2x4+x3+5x2+x+1

2.f(x)= (3x2 +1)(2x+3)

3x% +x
X)=
(%) 5x% +1
3x% +x
X)=
(%) 5x% +1
V2xi+1
f(x)=——
5. (x) X% +1
5 f(x): sin 2X
' cos3x+1
Exercice9 : déterminer f’(x)dans les cas

suivants :
1) f(x)=9x+2

3. f

4. f

2) f(x)=5x*-3x+2

3) f(x):x+§ 4) f(x):ziti
®) 1E(X):xzx+1 ®) f(x):(ZXil)s

8) f(x)=v2x’—6x+4

7) f(x)=(5x-3)’
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2

kl

X
9) f 10) f(x)=x+
) f(x)= 1+I ) F(x)=x+-—
11) f(x)= 2xX+31 12) f(x)=xcosx
13) f(x)=tan’x 14) f(x)=cosxxsinx
5
COS X +5in X (1+2x+x%)
15) f =———— 16) f =y
) (X) COS X —Sin X ) (X) 4

x-1 sin 2x
2+ x2 18) f(X)_l—c052x
Exercice 10: Etudier le domaine de dérivation de
f et déterminer sa fonction dérivée dans les cas
suivants :
1) f(x)=x*+3x-1  2) f(x)=4sinx

3) f(x)=x*cosx 4) f(x)=Vx+x

17) f(x)=1+x+

5) f(x):% 6) f(X)=7 s
7) f(x)=X=3 8) f(x)=/x-4

-1

2X
9) f(x)=(2x+3)

Solution : 1) f(x)=x+3x-1 D, =R

f est une fonction polynéme donc dérivable sur R
vxeR f’(x)=(x2)’+(3x—1)'=2x+3

2) f(x)=4sinx D, =R

f(x)=4u(x) avec u(x)=sinx

Puisque U est dérivable sur R alors f est une
fonction dérivable sur R

vxeR f'(x):4(u(x))’=4cosx
3) f(x)=x*cosx D, =R
f(x)=u(x)xv(x) avec u(x)=x"et v(x)=cosx

Puisque U et V sont dérivables sur R alors f est
une fonction dérivable sur R

On utilise la formule : (uxv) =u’ xv+uxv’

f'(x) =((x4)><(cos x))' =(x“)' x(cosx)+(x*)x(cos x)
f'(x)=4x*x(cosx)—x*xsinx = 4x® cos x — x* xsin x
4) f(x)=Vx+x* D, =R" =[0;+o]
f(x)=u(x)+v(x) avec u(x):\/;et v(x)=x3
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Puisque U est dérivables sur R’ etV est
dérivables en particulier sur R’ alors f est une

fonction dérivable sur R’

!

VxeRY 1 f(x)=(u(x)) +(v(x )) —F+3x

5) f(X)=—= D, =R" =]0;+0]
X
Ona: f(X)=L avec u(x)=+/x

u(x)
Puisque U est dérivables sur R,

Donc f est dérivables sur R’
- (1 ' u'
On utilise la formule : (—j =——
u
vxeR" :f’(x)::L
2x\/§
6 1
6) f _— D, =R—<-L~=
) ( ) Ax* +3x-1 f { 4}
Puisque f est une fonction rationnelle alors il
dérivable sur D, =R—{—1;%}
estona: f(x)zi avec u(x)=4x?+3x-1

u(x)

f'(x)=6

_u_ 4X +3x— l _6 8x+3
u’ 4x +3x— 1 (4x2+3x—1)2

0 110- ‘;*:i’ o[}

Puisque f est une fonction rationnelle alors il

dérivable sur D, :R_{%}

f(x)=u(x)/v(x) avec u(x)=4x—3et

v(x)=2x-1

2

On utilise la formule : [EJ _uv-w
v v

f,(x):(m(-sj’ (43 (2x-1)-(4x-3)(2x-1) _4(2x-1)-2x(4x-3)
2x-1 (2x-1)° (2x-1)°
4(2x-1)-2x(4x-8) 8x-4-8x+6_ 2

(2x-1)" (2x-1)° (2x 1)

8) f(x)=vx*-4 : Dy =] 2] U[2; 400
Ona: f(x)zm avec u(x)=x’-4

f'(x)=
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Etona: u(x)>0 VxeD, —{-2;2}
Donc f est dérivables sur D, —{-2;2}
VxeD; —{-2;2} :

=) L

20 —4 x4
D, =R

9) f(x)=(2x+3)

f(x)=(u(x))

On utilise la formule : (u“)' — nu™

avec u(x)=2x+3

f’(x):((2x+3)5), =5x(2x+3)" x(2x+3) =5x2x(2x+3)' =10(2x+3)’

Exercicell : soit f une fonction définie sur

f(x :ZCOS_X_l;si...O<x<7r
| =]-7;z[ par : sin x
f(X)ZM;Si...—ﬂ'-<XSO
x—1

1)monter que f est dérivable en x,=0

et donner I'’équation de la tangente a la courbe de
f enx,=0

2)a)etudier la dérivabilité de f en x,=-1
b)donner les équations des demies tangentes a a
la courbe de f enen x,=-1

Solution : 1)étude de la dérivabilité de f a droite
en x,=0

. F(x)=f(0) . - ) _

jim L= F(0) _ o ocosx=1_ o 1-cosx 1

x->0" x-0 x>0 XSinX  x-0" X2 sin X
X

iim T)=FO) 5 L g0
x-0 2

Donc f est dérivable & droite enx, =0et f;(0)=-1
lim f(x)-f(0) _ lim |x+1 _
Xx—0" X—0 x>0~ X—1

Donc f est dérivable a gauche enx, =0 et
f(0)=-1

g

Et puisque : f;(0)=f,(0)

.o x+1
lim——=

x—0" X —

-1= fg’(o)

Donc f est dérivable a enx, =0 et f'(0)=-1

Interprétation géometrique du résultat :
La courbe de f admet une tangent en O(0, 0).de

coefficient directeur f'(0)=-1
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I'équation de la tangente a la courbe de f en
X, =0 estiy="f(x)+f'(%)(x—%)
y=f(0)+f'(0)(x-0)
y=0-1(x-0)<=(T):y=—x

2) lim M: lim Lzlz fd'(_l)
x—>-1" X+1 x> X-1 2
Donc f est dérivable a droite enx,=-let fd’(—l):%
lim M: li X 1 fg’(_l)
x—>-1" X+1 x—>-1" X — 2

Donc f est dérivable a gauche enx, =-1et
f'(—l):—% mais ona: f(-1)= f/(-1)

Donc f n’est pas dérivable en x, =-1

Interprétation géomeétrique du résultat :

La courbe admet un point anguleux en A(-1, 0).
b) I'équation de la demie tangente a droite a la
courbe de f enen x,=-1 est:

y=f(-1)+ f{ (-1)(x+1) avec x>-1
y=0+%(x+1)©(Td):y:%x+% avec x>-1

I'équation de la demie tangente a gauche a la
courbe de f enen x,=-1 est:

y=f(-1)+f;(-1)(x+1) avec x<-1
1 1 1
y:O—E(x+1)<:>(Tg):y:—Ex—§ avec x<-1

Exercicel2 : soit f une fonction définie par :

f(x):m[ZxHT

x-1

1)déterminer le domaine de définition D, de f

2) déterminer le domaine de dérivation de f et
déterminer sa fonction dérivée
Solution : 1) xe D, < 3x-22>0 et x-1=0

Donc : D :E;l[u]lmoo[
2)ona f(x)=g(3x—-2)xh(x)

Avec : h(x)=(2x+lj3 et g(x)=+x

x-1
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On sait que : g est dérivable sur R et la fonction
polynébme D, x —3x—2 est dérivable sur D,

xX-2>0< x>§ donc la fonction x—>g(3x—2)

est dérivable sur D, —{%}

donc : f est dérivable surD; —{g} cad D, =D; —{%}

Vxe Dy :

£/(x)=(g(3x-2)) xh(x)+g(3x—2)x(h(x))

!

(9(3x-2)) :(3x—2)lxg’(3x—2):3xﬁ

Car: g'(x)z(\/;)lzﬁ

(h(x))' =3[2Xx_+11) x(zxx:rllj

(2x+1)' _(2x+1) (x-1)-(2x+1)(x-1) _ -3
x-1 (X—l)2 (X—jl_)2

Donc :

3 2x+1Y’ 9 (2x+1Y
f'(x)= X +\/3x—2—( J
( ) 24/3x -2 (X—lj (x—1)2 x-1
Exercicel3 :en utilisant la dérivée calculer les

limites suivantes :

2018 -
1)"m(x+2) -1 i 2sinx-1

x—>-1 X+1 z

2018

Solution:1) on pose : f(x)=(x+2)" ona:fest

dérivable sur R en particulier en -1 et
f(-1)=(-1+2)"" =1

(x+2)™ -1

o= lim FOO=TED gy

x=(-1)
Et puisque : f'(x)=2018(x+2)"" (x+2) =2018(x+2)
Donc : f'(-1)=2018x1""" =2018

(x+2)2018 -1
x+1

Donc : lim

x—>-1 x—>-1

2017

Donc: lim =2018

x—-1

Prof/ATMANI NAJIB

2) lim 2sinx-1

X—)g X ——

6
on a: f est dérivable sur R en particulier en

z etf(£j=25in1=1
6 6 6

on pose f(x)=2sinx

Donc : lim

T
X—>=

Et puisque : f'(x)=2cosx
Donc : f’(—j=2003£=2—3:\/§
6 2
2 -1
Donc : lim =1 =3
X—>= 4
6 X——
6

« C’est en forgeant que I’on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux

calculs et exercices Que I’on devient un

mathématicien
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Cours LA DERIVATION (APPLICATIONS)
Avec Exercices avec solutions
PROF : ATMANI NAJIB

1BAC BIOF

http:// xriadiat.e-monsite.com

LA DERIVATION -APPLICATIONS

I) Activité

La courbe ci-

contre est la courbe de la fonction :

—
e ————

1)Déterminer graphiquemenJIa monotonie de f

suivant desintervalles de R

2)Dresser le tableau de variations de f
3)déterminer f'la fonction dérivée de f

4)Trouver une relation entre le signe de f'

et sa monotonie

Ill) DERIVATION ET MONOT ONIE D’'UNE
FONCTION

Rappelle :Si g est une fonction positive sur un

intervalle I, alors (Vael)limg(x)>0

Propriété :Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle 1.

1) Si f est croissante sur I alors f'est positive sur I.
2) Si f est décroissante sur I alors f'est négative
sur I.

3) Si f est constante sur I alors f' est nulle sur 1.
Preuve :

On suppose que f est dérivable sur I et que f

f(x)—f(a
est croissante sur I. Posons g(x)= La()
X_
g est positive sur I(C’est le taux d’accroissement

entre x et ad’une fonction croissante).
En passant a la limite et d’apres le rappelle

ﬁ Prof/ATMANI NAJIB

(Vael)limg(x)zlimM:

f'(a)=0
X—a X—a X_a (a)
d'oll (vael)f'(a)>0donc f'"est positive sur /.

Remarque : Sifest dérivable et strictement

croissante, on ne peut pas conclure que f'

|est strictement positive.

Exemple:
f(x) =x°; 0n a f est strictement croissante sur R m
ais sa fonction dérivée qui est f'(x) = 3x2 n’est

pas trictement positive sur R, elle s’annule en 0.

2. Une fonction croissante sur I ne vérifie pas
toujours la condition f'= 0 sur [

Soit f dont le courbe représentative est
ci-contre,on a :

f est croissante sur [-1,4] mais elle n’est

méme pas dérivable sur [-1,4] car elle n’est pas
dérivable en 1.(fd'(1) # f4'(1))

-t

N7

1) DERIVATION ET EXTREMUMS
Propriété :Soit fune fonction dérivable sur un
intervalle ouvert | et ael

Si f admet un extremum relatif en a alors f’(a)=0

Preuve :On suppose que f
admet un extremum relatif en a donc :
(on suppose que c’est un maximum reltif)

(3r>0)(vxela—ra+r[); f(x)< f(a)
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D’ou : (VXe]a—r;a[);wzo

Donc : lim M: f,(a)=0
X—a~ X—

D’autre part : (VX € ]a; a+ r[);w <0

Donc : Iimw =f,(a)<0

puisque f est dérivable en a alors
fy(a)=f,;(a)="f'(a) donc: f'(a)=0 et

f’'(a) <0 Finalement: f'(a)=0

Remarque :1) Une fonction peut admettre un
extremum relatif sans qu’elle vérifie la condition
f'(a) = 0. Sur la figure ci-contre f admet un
maximum relatif en 1 et f n’est méme
dérivable en 1.

2)La réciproque de la propriété précédente est
fausse ; f(x) = x® on a f est dérivable sur

R ; f'(x) = 3x2 et donc f'(0) = 0 et pourtant f
n‘admet pas d’extremum relatif en O.

(Courbe ci-contre)

Propriété :Si f est dérivable en a et admet un
extremum en a, alors sa courbe représentative
Admet une tangente paralléle a (0x) en A(a, f(a))
Preuve : Puisque f est dérivable en a et admet
un extremum en a alors f'(a) =0

ﬁ Prof/ATMANI NAJIB

et donc Cr admet une tangente (T) en A(a, f(a))
d’équation :

(T):y =0(x - a) + f(a)

(T):y = f(a)

(T) est donc paralléle a 'axe de abscisses
Propriété : (Admise)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.
1) Si f' est positive sur I alors f est croissante
sur I.

2) Si f' est négative sur [ alors f est décroissante
sur I.

3) Si f" est nulle sur I alors f est constante sur I.
Remarque :

Le faite que I est un intervalle est nécessaire.
sur la figure ci-contre on a :

(Vx € R#)(f'(x) < 0)

Mais on ne peut pas dire f décroissante sur Rx
car f(-2)=4>f(1)=1

Cette fonction est définie comme suite :

X<0

X°..
1...x >0

X

Propriété :Si f est dérivable sur un intervalle I et
sa fonction dérivée est strictement positive sauf
sur un nombre fini de point ou elle peut s’annuler
alors f est strictement croissante sur [

Exemplel :f(x) = x8

Sa fonction dérivée est f'(x) = 3x? est strictement
positive sur Rx

et s’annule en 0, on peut dire que f est
strictement croissante sur R.

Remarquer que pour cette fonction f'(0) = 0 et
pourtant f n"admet pas d’extremum relatif en O.

Exemple2: f(x)= ;1x—3
X_

D, =R—{3}
Puisque f est une fonction rationnelle alors il

dérivable sur D, =R—{3}

f,(x):(4x-3)' _ (4x-3) (2x-6)~(4x-3)(2x-6)

2x-6 (2x-6)’
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oy 4(2x—6)-2x(4x-3) 8x-24-8x+6  -18
f (X): = =(2X_6)2

> 5 <0
(2x-6) (2x-6)

Donc : vxeR-{3} f’(x)=(2_186)2 <0
X_

Donc f est strictement décroissante sur les

intervalles. [i;+o0[ €t J-oo;1

Exemple3: Soit f(X)=xvx*-x
Etudier les variations de la fonction f
Solution : D; =]-o0;0]U[1; 400

Ona: f(x)zx,/u(x) avec u(x)=x"-x
Etona: u(x)>0 VxeD, —{0;1}

Donc f est dérivables sur D, —{0;1}

VX e D, —{0;1} :

()
24/%x% —x

2x—1  4x*-3x
2U0x2—x  24x% —x

O )

f'(x)=vx*—x+Xx

Puisque : 2Vx*-x >0 Vxe D, —{0;1}

Le signe de f'(x) estle signe de 4x*-3x

Le tableau de signe de : 4x* —3x est :

€ —o0 0
4r?—3x + H[] —

3/4 +oo

O +

Ona: f'(x)>0 VX e]l;+oo[ etvx e ]—oo;O[
donc f est strictement croissante sur}% ;+oo[

et sur |-oo;0

Propriété :Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle ouvert I eta € I.

Si f' s’annule en a en changeant de signe a droite
et & gauche de a alors f admet un extremum en a

ﬁ Prof/ATMANI NAJIB

1 1
Exemple : Soit f (x)=§x3+5x2 —2X

Etudier les extremums de la fonction f

Solution: D, =R WxeR f'(x)=x*+x-2
Le signe de f'(x) estle signe de x*+x—-2
f'(x)=0x*+x-2=0

A =9 deux solutions : X, =1 et X, =-2

Donc voici le tableau de variation de f :

+00

@]+ 0 E

10/3 +0oc
/ \\\ _ [‘/
o0 =i/

i

!

Du tableau de variation de f en deduit que :

f admet une valeur minimal relatif c’est —% enl

f admet une valeur maximal relatif c’est 1% en -2

Exercice 1: On considere une fonction f dérivable
sur R représentée par sa courbe C en noire ci-

dessous.

_Ia :: ‘T\J— I3 II‘ '5 \

On a également tracé les tangentes a la courbe
de f aux points d'abscisses -4, -1, 3 et 4.

1)Déterminer graphiquement f (—4), f'(-4) ;

f(-1); f'(-1); £(3); f'(4)

2) Déterminer le signe de f'(3) et f'(5)
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solution :1) f(-4)=-1; f'(-4)=3

4

f(-1)=0:f'(-)=-3 : F(3)=2 1(4)=0

2) f'(3)>~0et f'(5)<0

Exercice2 : soit ABC un
Triangle équilatéral et la
longueur de son c6té est a

On construit a l'intérieur un
rectangle 1JKL

(Voir la figure)

on pose Cl =BJ =x

1) Déterminer lintervalle qui ¢
contient x

2)Déterminer la valeur de x pour

que la surface du rectangle IJKL soit maximal
Solution :1)Ona: 0<Cl+BJ<CB donc 0<2x<a

[ o

donc O<x<% donc XE}O;%[

2)cherchons la surface S(x)du rectangle IJKL ?

S(x)=NxILona: IJ=a-2x
Calculons : IL ?? soit H la projection orthogonal

de A sur (BC)

On a H est le milieu de [BC](car ABC un
Triangle équilatéral) et sur le Triangle AHC on a
Ie(HC)

Et Le(CA) et (IL)|[(HA) d’aprés thalles on a :

B3

Cl IL CH :g et AH=—a et
2 2

—=——-cetona:
CH AH

Cl =x donc : IL=J§X

VXE}O;%[ S(X)=\/§X(a—2x)=_2\/§xz+a\/§x

la fonction S est dérivable sur}o;g[ etona:

S'(x)=—4\3x+aV3  S'(x)=0ex=1

ﬁ Prof/ATMANI NAJIB

Donc voici le tableau de variation de S :

x |0 q a/2
S'(x) — q) +
V’E”‘-j
S(x) D/ 8 \\D

la surface S(x)du rectangle IJKL est maximal si

. a )
et seulement si x = Z et la surface maximal est :

1V) DERIVEES SUCCESSIVES.

Définition : Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle ouvert I et f' sa fonction dérivée. Si f'
est dérivable on dit que la fonction f est deux fois
dérivable et (') s’appelle la dérivée seconde de
la fonction f.

En générale on définit (sous réserve d’existence)
les dérivées successives sur un intervalle ouvert [
par :L'initialisation : f©) = f
et la formule de récurrence (Vn € N)(f®*1) = (f®))’
Exemple : montrer que : vneN"et VxeR

e{ o)
COS" ’ X =CO0S x+n§

Solution : raisonnement par récurrence

Pour n=1 cos” x = cos’x = —sin x = cos(x +1%)
Supposons que : cos™ x = cos(x + n%)

Montrons que : cos"™™ x = cos(x+(n +1)%j ?

’

cos™Y x=(cos(”) x) =(cos(x+n%j) :—sin(x+n%)

)

:cos(x+n%+%J:cos(x+(n+l)

NN
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V) LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
Définition : Une équation différentielle est une
éqguation ayant pour inconnue une ou plusieurs
fonctions ; elle se présente sous la forme d'une
relation entre ces fonctions inconnues et leurs
dérivées successives. L'ordre d'une équation
différentielle correspond au degré maximal de
dérivation auquel I'une des fonctions inconnues a
été soumise.

On s’intéresse a I'équation (E): y" + w?y =0
Dans cette notation y représente f(x).
L’équation (E) est une équation différentielle de
second ordre.

Montrer ce qui suit :

1. si f et g sont solutions de I'équation (E) alors :
(V(a, B) € R2)(af + Bg) est aussi solution de (E)
2. Montrer que les fonctions :

u(x) = coswx et v(x) = sinwx

sont solution de I'équation différentielle (E).

3. En déduire que (V(a, B) € R?

(v = acoswx + Bwx) est solution de (E)

On admet que la réciproque est vraie

Propriété :Les solutions de I'équation
différentielle

(E): y" + w?y = 0 sont les fonctions :

y = acoswx + B sinwx ou a et f sont des réels.
Il existe une seul solution g de I'équation

différentielle (E) qui vérifie : g(x,)=y,

et g'(x,)=2, OU X,, Y, et z, sont des réels

Exemple : soit I'équation différentielle
(E):y"+4y=0

1)Résoudre I'équation différentielle (E)
2)Déterminer la solution g qui vérifie :

g(0)=1et g'(0)=2
solution : (w=2)1) la solution générale de

I'équation différentielle (E) est :

La fonction : F(x)=acos2x+bsin2xou a et g sont

des réels

2) F'(x)=-2asin2x+2bcos2x VxeR

Donc : = &
2b=2 b=1

F'(0)=2

ﬁ Prof/ATMANI NAJIB

Donc : F(x)=cos2x+sin2x

On peut écrire F(x)sous la forme :

F(x):ﬁsin(2x+%j
Exercice3 : Soient les fonctions suivantes :
1
1) f(x)=3x"-2x+1 2) g(x)=§x3—x2 +x-1

X+ x+1

(x-1)

Etudier les variations de ces fonctions et
déterminer les extremums s’ils existent

3)h(x)

Solution : 1) D, =R f est une fonction polyndome

donc dérivable sur R
vxeR f'(x)=6x-2=2(3x-1)

Le signe de f’(x) estle signe de 3x-1

f'(x):0<:>3x—1=0<:>x=%

Donc voici le tableau de variation de f :

x —o0 _(]; oo
F@ - 0+
+oo +0o0
f(x) \\_;/

f' s’annule en% en changeant de signe a droite

et a gauche alors f admet un extremum en%

Du tableau de variation de f en deduit que :

f Admet une valeur minimal absolue

c'est % en % donc: ¥xeR f(X)z%

1)D, =R g est une fonction polynébme donc
dérivable sur R

vxeR g'(x)=x*—2x+1=(x-1)’

http:// xriadiat.e-monsite.com 5




Puisque : g'(X)>0 et g s'annule seulement en

x =1 alors la fonction g est strictement croissante
sur R et g n'admet pas d’extremums

3)h(x)

_ x>+ x+1
(x-1)

D, =R—{1} = |-o0; ] U J1; o0

XxeD, ©x-120<x#1

Puisque h est une fonction rationnelle alors il

dérivable sur D,

(2x+1)' (x—l)2 —-2(x2+ x+1)(x—1)'

(x-1)°

vxeD, : h'(x)=

=3(X+1)= 3 x+l
(x—l)3 (x—l)2 x-1

'(x)

Puisque: vxeR—{3} >0 Le signe de h'(x)

2

(x-1)

est le signe de x+1
x—1

Donc voici le tableau de variation de h :

T —

h'(z)

h(x)

h' s’annule en-1 en changeant de signe a droite et
a gauche alors f admet un extremum en-1
Du tableau de variation de f en deduit que :

f Admet une valeur maximal relative
c'est - % en -1

Exercice 4: Soit la fonction : f (x)=4x>-3x* —6x
Montrer que f est majorée sur lintervalle :

4o

|1:]—oo;1] et minorée sur l'intervalle : 1,

et bornée sur lintervalle : I;{—%;l}
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Solution : 1) D, =R f est une fonction polyndme

donc dérivable sur R
vxeR f'(x)=6(2x2—x-1)=6(x—1)(2x+1)

Le signe de f’(x) estle signe de (x—1)(2x+1)

f'(x)=0<=x=1 ou x:—%

Donc voici le tableau de variation de f :

x |—00 -1/2 1 +00
f@l + 0 - 0+
7/4 +00
f(z) _5/1

Du tableau de variation de fon a:

e fest croissante sur }_w;_l} et décroissante
2

sur {_1;1} en deduit que f Admet une valeur
2

: 1 . :
maximal en —Esur I, C'est n donc :

vxel, : f(x)<— donc que f est majorée sur

!
4
” . 7
lintervalle : I, =]-o0;1] par n

o fest décroissante sur {—%;1} et croissante

sur [1;+oo[ en deduit que f Admet une valeur
minimal en 1 sur |, c’est -5 donc :

vxel, : =5< f(X) donc que f est minorée sur

lintervalle : 1, par -5

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant réguliérement

Aux calculs et exercices Que I'on devient

Un mathématicien 'ﬁ
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Cours ETUDE DES FONCTIONS avec exemples et exercices avec solutions

PROF: ATMANI NAJIB

1BAC BIOF
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ETUDE DES FONCTIONS

I) CONCAVITE ; CONVEXITE ; POINTS
D’INFLEXION

1) Activité :Soit la fonction g définie sur R par :
g(x)=2x"-3x*

1. Déterminer les dérivées premiére et seconde
de la fonction g.

2. Dresser le tableau de signe de g"“(x).

3. La courbe représentative de g est représentée
ci-contre

Etudier graphiquement La position relative de la
courbe cg par rapport a ses tangentes.

4. Que peut-on conclure ?

2) Définition et propriétés.

Définition : Soit f une fonction dont la courbe
représentative est Cy.

1) On dit que la courbe est convexe si elle se
trouve au-dessus de toutes ses tangentes

2) On dit que la courbe est concave si elle se
trouve au-dessous de toutes ses tangentes.

3) Un point d'inflexion est un point ou s'opére un
changement de concavité de la courbe Cy

/X

Graphe d'une fonction concave

Graphe d’une fonction convexe

Poimnt d'imnflexiormn emn A

Remarque :Si f est dérivable en a et Cr traverse
sa tangente en A alors le point A est un point
d’inflexion

Théoreme : Soit f une fonction deux fois
dérivable sur un intervallel.

1) Si f" est positive sur I alors Cr est convexe
sur 1.

2) Si f" est négative sur I alors Cr est concave
sur 1.

3) Si f" s’annule en a en changeant de signe
alors Cr admet un point d’inflexion en A(a, f(a))
Remarque :Les conditions du théoréme
précedent sont suffisantes ; on peut avoir une
courbe convexe, concave ou un point
D’inflexion sans I'existence méme de la dérivée
seconde.

Exemple : Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)=$x4—2x2+x+§

1. Déterminer les dérivées premiere et seconde
de la fonction f.

2. Dresser le tableau de signe de f"(x).et étudier
la concavité de la courbe de f et déterminer les
points d’inflexions s'ils existent

Solution :1)

’

f’(x)=(ix4—2x2+x+zj L g axs1=tesaxaa
12 3 12 3

14

f7(x)= Ll _ax+1) =x?—4
3

2) f"(X)=0x* -2" =0 (x-2)(x+2)=0&
&> X=—20UX =2




_2 2
T T
1

; o
xr2—4 + 0

-+

(Cy ) est convexe sur Jo;—2]U[2;+oq]

(Cy)est concave sur [-2,2] et A(L f (1))et

B(-1, f (-1))sont les points d'inflexions de (Cf)
Exercicel : Soit la fonction f définie sur 1 =[0; 7z]
par: f(x)=sin’x Etudier la concavité de la

courbe de f et déterminer les points d’inflexions
s’ils existent sur |

Solution : Vx e[0; 7]

f'(x)= (sin2 x)’ =2(sin x)’ (sin x)zil —2¢0S XSin X

f'(x)=sin2x= f"(x)=2cos2x Vxe[0;7]

k
£"(x) =0 cos2x = O<:>2x—E+krr<:>x—%+—ﬂ
Et k e Z donc les solutions sont : x=% et x=3—”

X e [0;72'] = 2X e [0; 272']

2x (0 3 3; 27
cos2x| + é} - + -
On a donc
T 0 —T 3—1_ s
) A ¢| [:] r

Donc :(C )est convexe sur [0 }UF”
4

|
Jo
<

B(%ﬂ %) sont les points d’inflexions de Cf)

1
2

(C )est concave sur {3” 3” et A[%
4

II) DEMI-TANGENTE VERTICALE
Introduction : Soit f la fonction définie sur R+

par:(Vxe]R+)f(x):\/§
(010 1

= |lim —= =4
x-0

X—>+0 X
La fonction f n’est pas dérivable a droite de 0.

lim

x—0"

Ona:

X—>+0 X

Soient x # 0 et M(x, f(x)) un point de la courbe
Cr la droite(OM) a pour coefficient directeur

m= “/_ 1 doncelle a pour vecteur directeur
X X

G(l;i] et le vecteur \7(&;1)) est aussi vecteur
Ix

directeur de la droite (OM) si on fait tendre x vers
0 (a droite) La droite (OM) "tend" pour une
position limite vers une droite (T) de vecteur

directeur ](0;1) Donc sera paralléle a I'axe (0y).

Propriété : Soit f une fonction définie sur un

intervalle de la forme [a, a + [

Si f est continue a droite de a et

f(x)-f(a) _
x—a

Alors la courbe Cf admet une demi-tangente

verticale a droite de a.

Interprétation géométriques

lim +00

x—a*

fiix)—fila)
| i A0 g

=il r—a

Exemple : Soit f la fonction définie par :
f(x)=x*V1+x
1. étudier la dérivabilité de f a droite en x, =—

2. donner une interprétation géométrique
Solution : D, =[-1+oq[

(- F()_ xer-0_ ¢

1) lim = lim
o X+] o x+1 o1 X+1
2
P e I I
= _— e _— = = — =40
oL (X+1) V14X 2T (x+)NI+x o lex O

Donc f n'est pas dérivable a droite en x, =—

2)Interprétation géometrique :

La courbe Cf admet une demi-tangente verticale

a droite du point A(-1; f (-1)) dirigée vers le haut

f(x)-f(-1)
X+1

[IBRANCHES INFINIES.

lim

x—>-1"

Car: =400 (+x+=+)




PROF: ATMANI NAJIB

I) BRANCHES INFINIES.

1BAC BIOF

X—>too

Si: lim f(x)=z0w

Si: lim f(x) =00

X—a

La droite (A) :y

= ax+Db est une Asymptéte oblique a (C, )

signifie que : lim(f(x)— (ax+b))=0

La droite (A) d’équation y =best une Asymptote
a (C,) au voisinage de o

SRS S SEETN TS S

(C;)estaudessus de (A) & (f(x) —(ax+ b))> 0
(C,)estendessous de (A) < (f(x)—(ax+b))<0

La droite (A) d’équation x=a est une

Asymptote a (C,) au voisinage de a

parabolique de direction (Ox)

La courbe (C,) admet une branche

La droite (A) d’équation y =ax+b
est une Asymptote a (C;) au

voisinage de .

La courbe (C,) admet une

branche parabolique de direction
la droite (D), d’équation y = ax

Détermination de la nature de la branche infinie dans le cas : hrzl f(x)==00
Si: iim L™ Si:tim i ™ caxo Si: gim " 4o
x>t Y x—to ¥ x>t ¥
lim (F(x) —ax)=b lim (f(x) - ax)= e
.................... - ,..---- \

7

La courbe (C,) admet une

branche parabolique de direction
(Oy)

http:// xriadiat.e-monsite.com
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Exemples :
Exemplel : Soit f la fonction définie par :

2x-1
1:(X):sx—e

déterminer les limites aux bornes de D, et

(Donner une interprétation géométrique des
résultats)

Solution : Dy = R—{2} = ]-o0;2[ U ]2;+00]

. 2x-1

1) lim f = lim
)x—>2 ( ) x—»2" 3X—6
lim2x—1=3 et lim3x—-6=0"et lim3x—-6=0"
x—2F x—2" X—2"

@€ o0 2 4o
30—6| — O -+
Donc : lim f (x) =+ et lim f(x)=-o0

X—2"

Interprétation géométrique des résultats :
La droite (A): x=2 est une asymptote vertical

a la courbe Cr

x—2"

2) lim f(x)= lim 272 _ jim 2X_2
X—>+00 X—>+0 JY — 6 X—>+00 3X 3

lim (%)= lim 2712 jim 2X_2

X—>—%0 x>0 3X—F x>0 3X 3

Interprétation géométrique des résultats :

La droite (A): vy =§ est une asymptote

horizontal a la courbe Cr
Exemple2 :

x2+1
X

’x2[1+1j || (1+1j

Ona: f(x)= ) _ X vx e R
/ 1+

lim f = lim —+—Z=1lim

X—>+00

Soit f la fonction définie par : T (x)=

X—>+00 X—>+30

(|| =x car x — o)
La droite (A):
a la courbe Crau voisinage de +o

—X / 1+
lim f = lim ———2 = lim- 1+

X—>—00

y =1 est une asymptote horizontal

X—>—00

La droite (A’):
horizontal a la courbe Crau voisinage de -

X—>—0

y=-1 estune asymptote

4

Exemple3 : : Soit f la fonction définie par :

x-1
f(x)= 2+7

lim f(x)=2 et lim f(x)=2 car:

X—>+00 X—>+00

im XL oiim X oiim oo

X—>00 N xo X2 Xxow X

Donc : La droite (A): y=2 est une asymptote

horizontal a la courbe Crau voisinage de ®
étudions la position de courbe (C, )et la droite

(4) 2

-1
f(x)—2=x— le signe et celui de x-1
X2

vx e R"

Ona:

T —00 0 |

eI

Donc la courbe Crest au-dessous de (A): y=2

Sur l'intervalle ]—o0;0[ W ]0;1] et la courbe Cy est
y =2 Sur l'intervalle [1;+oo
1(;2)

Exemple4: Soit f la fonction définie par :

-{3}
montrer que la courbe Cr que la fonction f admet

une asymptote oblique au voisinage de +w et au
voisinage de —coque I'on déterminera

Solution f(x)=2x-14-2 e 1 (x)-(2x-1)-

au-dessus de (A):

Crcoupe (A) au point

Vx e R* f(x):2x—1+L
X—3

1

X—3
, .1 1
lim f(x)-(2x-1)=lim —=—=
X—>+00 ( ) ( ) xo+0 X—3 400
Donc : la droite (A): y = 2x - 1 est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de +o

Etona:lim f(x)-(2x-1)= lim ig:o

X—>—00 X—>—00 X —

o

Donc :

Donc : la droite (A): y = 2x - 1 est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de —w
Exemple5 :Soit la fonction définie par :

f (X) = \/; etudier les branches paraboliques au

voisinage de +




Solution :Ona: Df = R+ et lim f(x)=+w et

f(x)_ lim

Jx 1
X—+0 X

lim —==0

X—>+00 /

Donc la courbe Cr admet une branche
parabolique vers I'axe (0Ox) au voisinage de +«
Exemple6 :Soit la fonction définie par :

lim

X—+0 X

f(x)=x° étudier les branches paraboliques au
voisinage de +o
Solution :Ona: Df = R+ et lim f(X)=+0 et

) ¥

X—>+00 X

= lim x? =+

X—>+00

lim

X—>+0 X
Donc la courbe Cr admet une branche

parabolique vers I'axe (0y) au voisinage de +«
Exemple7:Soit f la fonction définie sur R* par :

f(x):x+\/§

Solution :Ona: Df = R+ et lim f(X)=+0

m: im X+x 1
x40 X

=liml+—==1

X—+o0 ﬁ

et lim

X—>+0 X

Mais lim f(x)-1x = lim JX = 4w

Donc la courbe de la fonction admet une branche
parabolique vers la droite (A): y = x.

Propriété :Soit f une fonction définie au
voisinage de +«. La droite (A): y=ax+b (a#0)
est une asymptote oblique
au voisinage de +« si et seulement si :

jim )

X400 Y

=a (a#0)et XIi%rﬂof(x)—ax:b

Preuve :D’aprées la propriété précédente : On
peut écrire f(x) = ax + b + h(x) ot lim h(x)=0

X—>+0

f(x

one - lim ) _ iy @+b+h(x)
X—>+0 Y X—>+00 X

lim a+9+@=a

X—>+00 X X
D'autre part : f(x) - ax = b + h(x) limh(x)=0

X—>+0

donc lim f (x)—ax:b

X—>+0

Exemple: Soit f la fonction définie par :
f(x)= Ix2+1

1)Déterminer D,

2) montrer que la courbe Cr que la fonction f

admet une asymptote oblique au voisinage de
+00 et au voisinage de —oque I'on déterminera
Solution :1)Ona: x2+1>0 VxeR

donc D; =R
2)a) lim f(x)=lim ¥x2+1=+w

108y 1 .im@

X~>+oo

Et lim

X—>+00

x| /1+— X /1+—
= lim ————=Ilim ——~

X—>+0

= lim /l+i:1:a
X—>+00 X2

lim f(x)-1x= lim IX2+1-x

X—>+0 X—>+0

(Jx2+1—x)(Jx2+1+x): I T
X2+1+X o X2 +1+X

Donc : la droite (A): y = 1x est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de +w
b)De méme on a :

lim f(x)=lim IX2+1 =400
Et I'm

1
x2(1+]
f(x) VL jim —Xz

x| /1+— —X /1+—
= lim ——=—=lim ——~

X—>—00

= lim - /1+i =-1=a
X—>—00 X2

Etona: lim f(x)+1x= lim ¥x2+1+x

X—>—00 X—>—00

(Jx2+1—x)(Jx2+1+x) _ 1
= lim
JX2+1-X

o X2 +1-X
Donc : la droite (A): y = -x est une asymptote

oblique a la courbe Cr au voisinage de —o0

=X calr x —» +wo

X—>+0

Eton a:

= lim

X—+0

=—X car x —» —o

X—>—0

= lim =0

X—>—0




IV) LES ELEMENTS DE SYMETRIE D’UNE
COURBE.

1) Axe de symétrie :

Activité :Soit la fonction

ffR->R

x o V2X2 —4%x—6

1. Déterminer D ensemble de définition de la
fonction f.

2. Montrer que (Vx € Dy) (2 — x € Dy)

3. Montrer que (Vx € Dy) (f (2 — x) = f(x))
Propriété : Soit f une fonction numérique dont
'ensemble de définition est Dy.

La droite (A): x = a est un axe de symétrie de la
courbe Cr si et seulement si :

a)(Vx € Df )(2a — x € Dy)

b)(Vx € Dr )(f(2a - x) = f(x))

Preuve :Soit x un élément de Dy et A(x, 0), si
A'(x', 0) est le symétrique

—— e v ————

-
L eSS sssssmmew

de A par rapport a (A) x = a alors

X+ X'
2

bornes x et X' )

d’ou : x' = 2a - x et puisque (A) L (4A") alors

f(x) = f(x') ce que signifie : f(2a — x) = f(x)

Exemple: Soit f la fonction définie par :

f(x):m

1)Déterminer D;

=4a (a est le centre de l'intervalle de

1
2) montrer que la La droite (A): X = > est un axe

de symétrie de la courbe Cr

Solution :1)On a: f(x)=vx-x’

D, ={xeR/x-x*>0}
X—x*=0< x(1-x)=0< x=1oux=0
Tableau de signe :

a oo 0 1 +oo

r—ma2 (:) } [T[)

donc: D, =[0,1]
2)a) montrons que : si xe D, =[0,1] alors
1-xeD,?
xeD; =[0,1]=0<x<1=-1<-x<0=1-1<1-x<1
Donc: xeD; =0<1-x<1=1-xeD;

b) montrons que : f (1-x)= f (x) ¥9¢¢

f (1—x)=\/(1—x)—(1—x)2 =\/1—x—(1—2x+ x2)
1= X=1+2x—x* =/x—x* = f (x)

1
Donc : La droite (A): X = > est un axe de

symeétrie de la courbe Cr
Exercice2: Soit f la fonction définie par :

f(x)=3x"-2x+5

1
montrer que la La droite (A): X = 3 est un axe de

symétrie de la courbe Cr
Solution : Ona: D, =R

a)si xeD, =R a|0rS§—XER

b) montrons que : f(g_x): f (X)????

1
Donc : La droite (A): X = 3 est un axe de

symétrie de la courbe Cr
Exercice3: Soit f la fonction définie par :
1 1

f(x)=

( ) x-1 x-3

montrer que la La droite (A): X =2 est un axe de
symétrie de la courbe Cr

Solution : Ona: D; =R—{13}

a) si xeR—{13} alors4—xeR—{13} en effet:

xeR—{L,3}=>x=1 et x=3




=>-Xz-let x#-3=>4-x#4-1et 4—x#4-3
—4-x#3 et 4—x=1alors4-xeR—{1;3}

b) montrons que : f(4-x)= f(x) YxeR—{1;3} ¢
1 3 1 _ 1 3 1 _ 1 _ 1
4-x-1 4-x-3 3-x 1-x x-1 x-3

donc f (4-x)= f (x) Yxe R—{13}
donc la droite (A): X = 2 est un axe de symétrie

de la courbe Cr
Exercice4: Soit f la fonction définie par :

f (x)=cosx

montrer que la La droite (A): X=Kkz ; keZest
un axe de symétrie de la courbe Cr

Solution : Ona: D, =R

a)si xeR alors2kzr—xeR

b) montrons que : f (2kz—x)= f (x) VxR ¢¢

f(4-x)=

f (2kz —x) = cos(2kz —x) = cos(—x) = cos x
donc f (2kz—x)=f (x) VxeR
donc la droite (A): X =Kk ; k eZest un axe de

symétrie de la courbe Cr
2) Centre de symétrie.

Propriété :Soit f une fonction numérique dont
'ensemble de définition est Dy.

Le point Q(a, b) est un centre de symétrie de la
courbe Cf si et seulement si :

a) (Vx € Df)(2a — x € Dy)

b) (vx € Dy )(f(2a - x) = 2b = f(x))

Preuve :Q(a, b) étant centre de symétrie de la
courbe Cy, si M(x, f(x)) est un point de Cf alors
sont symétrique M' par rapport a Q est un point

!

_ X+
de Cy. soit M'(x', f'(x)) on a:

2

f(x)+f (x)=2b

2
car a est le centre de l'intervalles de bornes
x et x' et b est le centre de L'intervalles de bornes
f(x) et f(x') Par suite : x'=2a - x et f(x')=2b -
f(x)
et finalement :f(2a — x) = 2b - f(x)
Exemple: Soit f la fonction définie par :

et

x* =X
f =
(X) X+1
1) montrer que : V€ D, : f(x):x_2+i
x+1

2)montrer que le point Q(-1;-3) est un centre de

symétrie de(C, )

Solution: 1)Ona: D, =R—-{-1}

< 24 2 _ (x=2)(x+1)+2 _ X2 —X
X+1 x+1

X+1 - f(x)
2)a) montrons que si x e R—{-1} alors
-2-xeR-{-1} en effet
xeR—{-l} & x#-leo-xzle-2-xz-2+1
o -2-x#z-1le-2-xeR-{-1}
b) montrons que : f(-2—x)+ f(x)=-6=2b ??

2
f(-2—-x)+f(x)=—2-x-2+ +X—-2+——
( ) ( ) —2-x+1 x+1
2 2 2 2
=—6+ +—="b-——t—=-
-x-1 x+1 X+1 x+1

donc f (—2—x)+ f (x)=—6=2b vxe R-{-1}
donc le point Q(—l; -3) est un centre de symétrie
de(C,)

Exercice5 : Soit f la fonction définie par :
f (x)=sinx—cosx

montrer que le point Q(%;Oj est un centre de
symétrie de(C, )
Solution :

a)onasi xeR alors Zg—x:%—xd@

b) montrons que : f (%—sz 2x0—f(x) ??

w . T T .
f| =—x|=sin| ==X |—c0S| =—X |=c0S X—sin X
[2 ) (2 j (2 j
doncf(%—xj:ho—f(x) vxeR

donc le point Q(%;O) est un centre de symétrie

de(C,)

Exercice6 : Soit f la fonction définie par :
f(x) =4 +2x—2

1)Déterminer D,

2) Déterminer le domaine de dérivabilité de f et
calculer f'(x)




3) calculer lim f (x)

X—>—0

4) montrer que la courbe Cr que la fonction f

admet une asymptote oblique au voisinage de
—oo que I'on déterminera

Solution : 1) Dy ={xeR/4x* +2x—220}
4x* +2x-2=0< 2X*+x-1=0
A=’ —dac = (1)’ -4x2x(-1)=148=9=(3)' >0

2><2

T4 2

_4 “4_
4

. —ixC

4924202 + () — 0] +

Donc : p, :]_oo;_l]u[;;m[

4x* +2x-2>0 < VXE]—oo;—l[U}%;+oo[

Donc :

! 2 — '
f’( ) (m) (4X +2X 2) 8X+2

2J4x2 +2x -2 2\/4x +2x-2

4x+1
f’(X):—+ VXE]—O(D;—].[U}E;+OO|:
VaAxE+2x-2 2
3) calculons : Iir_n f(x)
lim f(x)= lim VAX? +2x—2
Ona: lim 4x* +2x—2 = lim 4x* = 4+
X—>—00 X—>—00
Donc: lim f (x) =400
’2 444X
4) lim f(x) ‘4X +2x— = |lim +
X—>—00 X X—>—00
|| 4+g—i
= lim # x — o0 dONC |x|=-

X—>—00

—X ,4+——
=lim ———= = lim-— ’4+——— —J4=-2=

X—>—0 X—>—0

(\/4x +2x-2 +2x)(\/4x +2x-2 —2x)

lim £ (x)+2x= lim V4% + 2x-2+ 2x = lim

X0 X0 X—=-0

( 4x2+2x—2—2x)
4x +2x=2-4%*

x\ /4+7———2x " x /4+7———2x " x /4+7———2x

2 2
X|2—— _c
( x) - 21,
4 2

= lim = lim =——=—-==
—x{ /4+2—22+2J —[ /4+2—22+2]
X X X X

1
Donc : donc la droite y=—2X—E est une

asymptote oblique au voisinage de —o ala
courbe Cr
Exercice7 :Soit f la fonction définie sur R par :

f(x)=x"-3x+3

1) Déterminer les limites de f aux bornes de Dy
2) étudier les branches infinies de la courbe (C, )

3) dresser le tableaux de variation de f
4) Etudier la concavité de la courbe de (C, )et

déterminer les points d’inflexions s’ils existent
sur R

5)montrer que le point 1(0;3) est un centre de
symétrie de(C, ) et déterminer 'équation de la

tangente (T) a la courbe (C, )en 1(0;3)
6) on utilisant le tableaux de variation de f
monter que I'équation : f (x)=0 admet une

solution unique o tel que : a<-1 et vérifier que
—2.2<a <-2.1 et déterminer le signe de f (x)
7) Tracer la courbe Cf et discuter suivant les
valeurs du parameétre m le nombre de solutions
de I'équation : x*-3x+3=m

Solution : 1) Ona: D :R:]—oo;+oo[ car f est
une fonction polynéme

lim f(x)=lim x*=3x+3= lim x* =+

X—>+0 X—>+0 X—>+0

lim f (x)=lim x*-3x+3= lim x* = —

X—>+00 X—>+00 X—>+00

2) étude des branches infinies de la courbe (C, ):

3
f(x)_x —3x+3_ 2 5.8
X X X

lim M

X—>+0 X

Et lim M

x>mo X
Donc la courbe Cr admet une branche
parabolique vers I'axe (0y) au voisinage
de +wo et —wo

3) le tableaux de variation de f ?

Y eR*

) 3
= lim x* -3+ =+

X—>+0 X

Donc :

] 3
= lim x*-3+> =+

X—>+0 X




VxeR
f’(x):(x3—3x+3)’ =3x"-3=3(x" 1) =3(x-1)(x+1)
Le signe de f'(x) estcelui de (x—1)(x+1)

x oo —1 1 +oo
@]+ 0 R
@) T~ -

4) Etude de la concavité de la courbe de (C, ) ?
VXeR ; f'(x)=3(x"-1) donc: f"(x)=6x

le tableaux de signe de f"(x) est:

x —00 () +oo

f@] -0+

Donc :(Cf)est convexe sur R,

(Cf)est concave sur R_" et f”(x) s’annule en
changeant de signe 0 donc 1(0,3) est un point
d'inflexion de (C, |

5)montrons que le point 1(0;3) est un centre de
symétrie de(C, ) ?

a)onasi xeR alors 2x0-x=-xeR

b) montrons que : f (—x)=2x3-f(x) VxeR ?
f (=x)=(-x)’ =3(—x)+3=—x* +3x+3
2x3—f(x)=6-f (x):6—(x3—3x+3):—x3+3x+3
donc f (—x)=2x3—f(x)

point 1(0,3) est un centre de symétrie de(C; )

VX e R donc le

l'équation de la tangente (T) ala courbe (C, )en
1(0;3) est: (T):y=f'(0)x+ f(0)=-3x+3
6) du tableaux de variation de f

On deduit que f admet une valeur minimal en 1
sur lntervalle [-L+oo[ etcest: f(1)=1

Donc: f(x)>f(1)=1 Vxe[-L+o[

Et limage de l'intervalle ]—oo;—1]par f est
lintervalle ]-o0;5] et 0 ]-o0;5] donc il existe un
a de |-o;-1] tel que f(a)=0 et puisque f est

strictement croissante sur |-oo;—1] alors quelque
SOit X#a ona X<a ou a<x<-1 donc
f(x)<f(a)ou f(a)=<f(x)<f(-1)

Donc: f(x)<0ou 0< f(x)<5

Donc : Vx e |—o;—1]-{a} ona f(x)=0 donc «
est unique et on utilisant la calculatrice en vérifie
que : f(-2.2)~-1.04 et f(-2.1)~0.03

Donc d’apreés I'étude précedent on a alors :
—22<a<-21

On deduit que : f(x)>0 Vx € |a;+x] et
f(x)<0 Vxe ]—oo;a]
7) Tracer la courbe Cf

A
|
b
—___\_T_‘
o
o
-
'
N
o
-
8]
w

Remarque : le signe de f (x) partir de (C,)?
a)sur [-oo;ar] f(x)<0 car (C,)est au-dessous
de I'axe des abscisses

b)sur Ja;+e0] f(x)=0 car (C, )est au-dessus

de I'axe des abscisses
) =3x+3=m< f(x)=m

Les solutions de I'équation : f (x)=m sont les

abscisses des points d’intersections de (Cf )
avec la droite d’équation : y=m

m me+ofulcl | m=1ou | melLy
m=5

nombre de 1 2 3

solutions




Exercice8 :soit f une fonction définie par :

f(x)z 1 1 ﬁ

2+ ————
X x-1

1) déterminer D, ensemble de définition de f

2) étudier les branches infinies de la courbe (C, )

3) étudier la position de courbe (Cf )avec son

asymptote horizontal
4) étudier les variations de f et dresser le

tableaux de variation de f
5) déterminer les points d’intersections de(Cf )
avec I'axe des abscisses f

6) montrer que la droite d’équation x :% estun
axe de symétrie de(C,)
7) tracer la courbe (C, )

Solution : 1)Xe D; & x#0et x#1
donc : D; =]—o0;0[ U ]0;1] U J; +oo[

2) étude des branches infinies de la courbe (C, )

] ] 1 1
a) l f =lim2+=——=2
lim f(x): lim 2+1—i:2
X—>—00 X—>—00 X X—l
Car: lim f(x): lim 1—L:O
X—>Fo0 X—t0 X X—l
Donc: lim f(x)=2 et lim f(x)=

X—>+00 X—>—00

La droite (A): y=2 est une asymptote horizontal
a la courbe Crau voisinage de +x

1 1
b)ona lim==+w et lim==-wet
x—>0" X x—0" X

Iim2—i:3
x-1

donc lim f(x)=+oo et lim f(x)=—oo

x—0" x—0"

donc La droite (A’): x=0 est une asymptote
a la courbe Cy

.o =1
=— et lim—— =40
x—1" X —

-1
c)ona lim——
x—>1" X —

et Iim2+£:3
x—1 X

donc lim f(x)=—oo et lim f(x)=+oo

x—1* x—1"
donc La droite (A °): x=1 est une asymptote
a la courbe Cr

10

3) étude de la position de courbe (C, )avec son

asymptote horizontal :(Vx e D )
1 1 -1

F(x)- 2_; x—1 x(x-1)

_X=1-x
x(x—l)_
si xe]0;] alors f(x)-2>0

Donc la courbe Crest au- dessus de (A): y=2

si X € |-o0;0[ UL +o0[ alors f(x)-2<0
Donc la courbe Crest au-dessous de (A): y=2

5) déterminons les points d’intersections de(Cf )

avec 'axe des abscisses : (Vx e Dy )

2y

f() o©2+1_i_o@uzo
X X-=1 x(x—-1)
2x2—x—1=0<:>x=1+2\/§0 :¥

Donc les points d'intersections de(C, ) avec

1-43.

I'axe des abscisses sont: [1+‘/_ } et B[— Oj

6) montrons que la droite d’équation x :% est un

axe de symétrie de(C,) :

Ona: D, = ]-0;0[u]0;1] UL +oof

a) si xe D, alorsl-xe D, en effet:

xeR—-{0;1} = x=0 et x=1

—>-xz0et x#-1=1l-x#1et1-x=0

alors1-x e R—{0;1}

b) montrons que : f (1-x)=f(x) VxeR—-{0;1} ¥¢¢¢

1 1 _,, 1.1 1,1
X

f(1-x)= 2+ﬁ_1 1

donc f (1-x) = f (x) Yxe R—{0;1}

. 1 i
donc la droite X = > est un axe de symétrie de la

courbe Cr




]
=

X

Cf)

Exercice9 : soit f une fonction définie par :

x> —2x+1
="

1) déterminer les limites aux bornes de D,
2)déterminer les réels a et b tel que :

f (x)=ax+b+é VX e Dy

3) étudier les branches infinies de la courbe (C, )

4) étudier les variations de f et dresser le
tableau de variation de f

5) montrer que le point Q(3;4) est un centre de
symétrie de(C, )

6) calculer f"(x) VvxeD, et étudier la concavité
de la courbe de f

7) étudier la position de courbe (C, )et son
asymptote oblique (A)

8) Déterminer les points d’intersection de la
courbe (C, )avec les axes du repére

9) déterminer I'équation de la tangente (T) ala
courbe (C, )en x, =2

9) tracer la courbe (C; )

Solution : 1)Xe D; < x#3

donc : D; = R—{3} = |-o0; 3[ U [3; 400

2
lim f (x)=lim *—2X*1_4 _
x—3 x—3" X—3 0

2_
lim f(x)=lim X -2+ _4 _
x—3" x—3" X—3 o+

11

2

. . X )
lim f (x)= lim — = lim x=—o0
X—>—00 Xx——co ¥ X—>—00

X2
lim f (x)= lim =— = lim X = +o0

X—>—+c0 X—>+00 ¥ X—>—+00

2)on fait la division euclidienne de x*-3x+6 par

Xx—3 on trouve : x*—2x+1=(x-3)(x+1)+4

¢ (X) _ X2 —2x+1 _ (X—3)(X+1)+4
X—3 X—3

Donc: a=leth=letc=4

3)Les branches infinies de la courbe (C, )

=x+1+i
X—3

a)li = et lim f(x)=—
)>!I—>rg! f(X) e X—3" ( ) >
donc La droite x =3 est une asymptote
a la courbe Cy

b) lim f (x)=—occet lim f (x)=+oo

ona: f(x)=x+1+%® f(x)—(x+1):é
0) lim f(x)—(x+1)=lim —- =% —0
X—>+90 x40 X —3 400

Donc : la droite y = x + 1 est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de +w
. . 4 4
d) lim f(x)-(x+1)=lim —=—/—=0
) X—>—0 ( ) ( ) x>0 X—3  —o0
Donc : la droite y = x + 1 est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de —wo

4) les variations de f et le tableau de variation ?

xeR—{3: f' | x+1+ 4 ,: _ 4 :(X—3)2—4

vxeR-{3}: f'(x) (x 1 X_?J 1 TR

£(x) = (x=8)° =2 _(x-3-2)(x=3+2) _(x=5)(x-1)
(X—3)2 (X—3)2 (X—3)2

Le signe de f’(x) est celui de (x—5)(x~1)
(x=5)(x-1)=0<> x-5=0 OU x-1=0<x=50U x=1
Le tableau de signe :

S 1 3 5 +C

f@o] + o - - )+
Le tableau de variation

T —oC 1 3 5 400
f(x) + l:l — — ‘JII +

0 +00 +ox
Jw) TN T~ 8 7

—C —ix &

5) Montrons que le point Q(3;4) est un centre de

symétrie de(C, ) ??




a) Montrons que si xe R—{3} alors
6-xeR—{3} ?

xeR-{3} & x#3c—x#-3c6-x#3<
<:>6—XE]R—{3}

b) Montrons que :  f(6—x)+f(x)=8=2b ?

+x+1+L

f(6- f =6-Xx+1
( X)+ (x) X+ +6 3

1 1 1 1
+ =8- + =
-X+3 x-3 x-3 x-3
Donc : Q(3;4) est un centre de symétrie de(C, )
6) étudie la concavité de la courbe de f ?
Vxe D ! f(x)=1- 4
RO
2(x—3)4 8(x 3)
(x— 3) (x— 3)

Le signe de f"(x) est celui de x—3

=8+

Donc: f"(x)=

Si x>3 (Cf )est convexe

Si x=<3(C, )est concave

7)F ()~ (x+1) =
Si x>3 alors f(x)—(x+1)>0

Donc la courbe Cr est au- dessus de (A
Si x>3 alors f(x)—(x+1)<0

Donc la courbe Cr est au-dessous de (A

8) a) intersections avec I'axe des abscisses
2

F(x)=0e X2 5 vxer(3):

—4ac=4-4x1x1=0

—1donc le point d’'intersection de la

S x2-2x+1=0 A=Db?

—b
X =—
2a

courbe (Cf )avec laxe des abscisses est A(10)
a) intersections avec I'axe des ordonnées

1 . . .
f (O)z—g donc le point d’intersection de la

courbe (C, )avec I'axe des ordonnées est C(O;—%j

9) 'équation de la tangente (T) a la courbe (C, )
en x,=2est y="T(x)+f'(%)(x=x%)

(o (2-5)(2-1) -3 et f(g)=22x2t1
re- (2-3° 1 3 T2 ="=5

y="1(2)+f'(2)(x-2) & y=-1-3(x-2) & y=-3x+5

=1
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9)La courbe (C,) :

Exercice 10: Soit f la fonction définie par :
f(x)=x2—x-2
1)Déterminer D,
2) Déterminer les limites aux bornes de D,

3) étudier les branches infinies de la courbe (C, )

4) étudier la dérivabilité de f adroite de 2

et a gauche de -1
5) étudier les variations de f et dresser le

tableaux de variation de f
6) tracer la courbe (C, )

Solution :1) D; :{XER/XZ—X—ZZ‘ﬁ

A=b?—4ac = (1)’ -4x2x(-1)=148=9=(3)' >0
x,=-letx,=2

r [ 1 2 +oo
=2 + 0 - (0 +
Donc : D; =]-o0;—1]U[2;+o0]
2)ona: VxeD,; —{0}
f(x)=vx*—x—2=|x| l——+£
Et puisque : lim /1——+—_1et lim /1__+_
Alors : lim f(x)=+w et lim f(x)=+

X—>—00 X—>+0




3) étude des branches infinies de la courbe (C )
au voisinage de —x© et +o

lim f(x)ih Xl—“l__JLTOO ,1_ _ <

X—>+00 X

(Jmﬂ)(mfx)

X—>+00

lim f(x X = lim
o )= X Ix2—x—24+x
2
1-=
lim f (x)—x=lim —x-2 = lim X :_%
\/x —X—2+X \/1_1_3+1
X X2
. 1
Donc : la droite y= X—Eest une asymptote

oblique a la courbe Cr au voisinage de +o

X

lim
xL—oo X—>+00 X X2
( x2—x—2+x)(\/x2—x—2—x)
Iim f(x)+x= lim
X—>—00 ( ) X—>—c0 \/XZ—X—Z—X
2
_1-<
—X—-2 1
lim f (x x_I| _I|m X ==
fim, £ 00 —x=Jim == 2

. 1
Donc : la droite y = —x+§est une asymptote

oblique a la courbe Cr au voisinage de —wo
4) étudie de la dérivabilité de f adroite de 2
et a gauche de -1

p— —_— 2_ — pa—
i T00=F() L exe2 L xe2
X1 X+1 X1 X+1 x> [y2 _y_9
f()-f(2) . AX-x-2 x+1
!Lr?* X—2 _xll—l X—2 _xllr—q’ ’XZ_X_2_+OO

Donc f n’est pas dérivable a droite de 2

et a gauche de -1
Alors la courbe Cf admet une demi-tangente

verticale aux points A(-1.0) et B(2.0)
5) étude des variations de f et le tableaux de

variation de f ?
X* —=x=2>0< VX e o0 =1 U]2;+oo
Donc :
f'(x)= (\/x —X- 2), (xz—x 2), 2x 1
2\/x -X-2 2\/x -X-2
, 2x-1 1
f (X)=m VXE]—OO,—].[U}E,+OO|:

Le signe de f'(x) est celuide : 2x—1
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6) tracer la courbe (C, )

alo

Exercicell: soit f une fonction définie par :

f(x)= 2cos(2x+%)
1) déterminer D, ensemble de définition de f

2) montrer que f est périodique de période
T = et en déduire le domaine d’étude de f

3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f
4) tracer la courbe (C, ) sur l'intervalle [-z; 7]

Solution :

1)D, =R

2)a)si xeR alors 7+xeR
b)

f(zr+x)= 2cos(2(n+x)+%): 2cos(2x+2;r+%j

f(r+x)= 2cos(2x+%j: f(x)
Donc : f est périodique de période T =

Remargue : la fonction : x—>cos(ax+b) est

périodique de période T _|2—| sia=0
a

Un domaine d’étude de f

il suffit d’étudier f sur un intervalle de longueur
T=nxn

donc par exemple : D, = [0; 72']




3) f'(x) etle tableaux de variation de f ?
f est dérivable surR et vxeR ona:

f'(x)= 2x—23in(2x+%j = —4sin(2x+%)
(0]

XE[O 7r]<:>0<x<7r<:>z<2x+Z<97ﬂ-

Etude du signe de f’(x)sur D,

On utilisant le cercle trigo en deduit le signe de

sin (2x+£j
4

Le tableau de signe de sin [2x+%j est:

2T " . o 9
Y 1 m 2

HiIl(').’I-‘-F%) + ¢| — + +

le tableau de variation de f :

3mIx
4 S
0+

V2 2
f(z) \_2/ \\Q

4) du tableau de variation de f :on deduit que
Que f change de signe en sur les intervalles

[O 3_”} et [3” 77[} cad (C, )coupe 'axe des
8 8 8

abscisses

On va résoudre dans | —[ 78 } I'équation :

f(x)=0
T
cos| 2x+— |=0
=0 _|os(25)
Ona:{ (X) 0@ 4
xel <2X+7[<9—ﬂ
4 4 4
2x+£:—ou2x+z=3—” V4 S5r
4 2 4 2 &S X=—0UX=—
8 8
Xel

On trace la courbe (C, ) sur lintervalle

D. = [O; 72']

Et on deduit le reste par les translations de
vecteurs kzi keZ
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Exercicel2: soit f une fonction définie par :
f (x) =4sin x+cos 2x

1) déterminer D, ensemble de définition de f

2) montrer que f est périodique de période
T =2r et en déduire le domaine d’étude de f

3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f

4)donner I'équation de la tangente (T )a la courbe
de f enen x,=0

5) calculer f"(x) en fonction de sinx
6)déterminer les points d’inflexions de la courbe
()

7) tracer la courbe (Cf) sur l'intervalle [-27;47]
Solution :1) D, =R

2)a)si xeR alors 2zr+xeR

b) f (27 +x)=4sin(x+27)+cos(2(x+27))

f (27 +x) =4sin x+cos(2x) = f (x)

Donc : f est périodique de période T =2x

Un domaine d’étude de f

il suffit d’étudier f sur un intervalle de longueur
T=2x

donc par exemple : D, =[0;27]

f est dérivable surD_ =[0;27] et Vxe D,
ona:

f'(x)=4cosx—2sin(2x)=4cos x—4cos xsin X
f'(x)=4cosx(1-sinx)

Etude du signe de f’(x)sur D,
Ona:1l-sinx=>0

f'(x)=0<> cosx(1-sinx)=0<> cosx =0.0u.1-sinx=0

= [0; 27[]

. . T
l1-sinx=0«<sinx=1< x=— Donc:

1

x |0 5 5 2w
fl(x)| + (b — LI[J +




4) I'équation de la tangente (T )a la courbe de f
f(0)+ f'(0)(x-0)

Avec : f'(0)=4 et f(0)=1 donc: y=4x+1

5) calcule de f"(x) en fonction de sinx :

On a f'(x)=4cosx—2sin(2x)

Donc: ¥xeR

f”(x)=—4sinx—4cos(2x)=—4sin x—4(1-2sin2x)
f”(x)=8sin2x—4sinx—4 =4(sin2x—sinx—1)
Etude du signe de f”(x)sur D, =[0;27r]

On pose : X =sinx donc : X e[-11]et I'équation

enen x,=0est: y=

sin2x—sinx—1=0 devient : X2—-X -1=0
A =9 les solutions sont : X, :—% et X, =1

Donc : f"(x)=8(sin x—l)(sin x+%)

Ona:sinx—1<0 ¥xeR
En utilisant le cercle trigo en deduit que :
14 117:}

1 1
SinXx+=<0&osinx<—-=—<xe
2 2 6 6

x |0 eu L

G
F@ - 6+

Donc :(C )est convexe sur [7” 11”}
6 6

(Cy)est concave sur {0,76} {1? 2,[} et A[76” _3]

2
et B[léﬁ—zj sont les points d’inflexions de (Cf)

7) La courbe (C, ) sur l'intervalle [-27;47]

21 =32

(Cf)

Exercicel3: soit f une fonction définie par :

sin x
f =
(X) 2 +C0S X

1) déeterminer D, ensemble de définition de f

2) montrer qu'il suffit d’étudier f sur [0; 7]

15
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3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f

4) tracer la courbe (C, ) sur l'intervalle [-27;27]
Solution :1)D; =R car 2+cosx=0 VxeR

2) Un domaine d’étude de f
a)si xeR alors 2zr+xeR

) f(2rex)—S2TEX) _ sinx g
2+c0s(27+X) 2+C0SX
Donc : f est périodique de période T =2rx

il suffit d’étudier f sur un intervalle de longueur

T =2zdonc par exemple : D =[-7; 7]

Etudions la parité de f ?

f(ox)= sin(—x) _
2+c0s(—x)

Donc f estimpair

Donc il suffit d’étudier f sur D

sin X
2+ COoS X

-1 (x)

=[]
3) f est dérivable sur D_ =[0; 7] et Vxe D,

ona:

F1(x)= cos X(2+cosx)+sinxxsinx  2cosx+1
(2+cosx)’ (2+cosx)’
Etude du signe de f'(x)sur D, =[0; 7]

Le signe de f’(x)est celuide : 2cosx+1

2cosx+120<:>cosx2—% Et xe[0;z]Donc :

2c0sX+1>0 < X€|:0;2?ﬂ:|

@ 0 s

i
V3

%“-«,,___*

+
/” 0

T
1.: \/ |

C’est en forgeant que I’on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux

calculs et exercices

Que I'on devient un mathématicien




Cours : Vecteurs de ’espace
avec Exercices avec solutions
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VECTEURS DE L’ESPACE

I) DEFINITION : Vecteur de l'espace
Définition : Soient A, B deux points dans
'espace &
Si A et Bsont distinctes alors Pour tout point M
dans I'espace € il existe un point unique N dans
'espace € tel que :MABN est un
parallélogramme et est écrit :u = AB = MN
Si A et B sont confondues alors : 0= AA=MN
(vecteur nul)
Remarques :Si O un point dans I'espace &
alors pour tout vecteur ude I'espace il existe un
point unique M dans I'espace £ tel que :OM =u
L’application: ¢ : € - V,

M — OM =u est une bijection
L’ensemble des vecteurs se note V,

Un vecteur non nulu=AB est caractérisé par :
Sa direction : c’est la direction de la droite (AB)
Sonsens:deAdAaB

Sa norme : HGH - HEH — AB

Deux vecteurs sont égaux s’ils ont

la méme direction, le méme sens, la méme
norme.

Deux vecteurs peuvent avoir la méme direction
de tels vecteurs sont colinéaires

/

AB=MN ssi ABNM est un parallélogramme
II) LES OPERATIONS DANS V, .
1) L’addition.
Définition : U et V deux vecteurs non nuls de
V, ; Soient les points O:A ;B
tel que u=0B etv=0C
la somme des deux vecteurs u et v estle
vecteur u+v=0D tel que : OBDC estun
parallelogramme
u+v=0B+0C=0D
Propriété :L’addition dans V, a les propriétés
suivantes :

Prof/ATMANI NAJIB

L’addition dans V, est commutative :

VU € V, et vV € V, u+v=v+u

L’addition dans V, est associative VU € V; et
vV €V, et vw €V,

(G+)+w=v+(d+w)

0 Est I’élément neutre pour I’addition dans
V,. VU €V,

Tout vecteur U de V, admet un opposé

u+0=0+u=u

noté —U :ﬁ+(—ﬂ)=(—ﬁ)+ﬁ =0

Puisque la somme de de deux vecteurs vérifie
les quatre propriétés précédentes on dit que :
(V;, +) est un groupe commutatif.

Soient U et v deux vecteurs de
_¥—7 V, ladifférence des deux vecteurs

= u et V est la somme de u et de

7
( )etsenote u-v

etonadonc: u-v= u+( q)

Exemple :
E +H ABCDEFGH un cube on
i ! pose :
! 6 Simplifier :
t=DC+DE+FH
Al o Solution :
Ona: AB=DC

t=DC + DE+ FH = AB+(DA+ AE )+ FH
(Relation de Chasles)
t=DA+ AB+ AE + FH = DB+ AE + BD Car
FH =BD (FHDB est un parallelogramme )
t=BD+ DB+ AE = BB+ AE =0+ AE = AE

2) Produit d’un vecteur par un réel.
Définition : VU € V, et vV €V,

Soit U un vecteur non nul et kK un réel non nul
et on pose : u=AB

sur la droite (AB) il existe un seul point C tel que
AC =ku
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Le vecteurv =k AB = ku s’appelle le produit du

réel k et du vecteur U
on pose pour tout kK dans R :

k0=0 et vu €V, 0u=0
ona: ku=0<u=0o0u k=0

Propriété :Le produit d’'un vecteur par un réel a
les propriétés suivantes :

VU €V, et vV eV, et vaeRvpeR
1) a(ﬁ+\7):aﬁ+a\7 2) (a+ﬂ)l]:al]+ﬁl]

3) W=u 4) a(ﬂﬁ):(aﬂ)ﬁ
Puisque (V,, +) est un groupe commutatif et le

produit d’'un réel par un vecteur vérifie les
quatre propriétés précédente on dit que :

(V;, +,.) estun espace vectoriel réel.

Remarque :

VUEV, et VVEV, et YvaeR vpeR
1) a(a—v):aﬂ—ag 2) (a—,b’)a:aa—ﬂl]

3) a(—ﬁu):(—a)(ﬂu):—aﬂu
[II) VECTEURS COLINEAIRES.
1) Vecteur colinéaires

Définition :On dit que deux vecteurs U et v
sont colinéaires s’il existe un réel k tel que :

V==Fk U

Remarque : Tout vecteur est colinéaire avec lui-
méme: U =k. U

Tout vecteur est colinéaire avec 0

car G 0= 6

Ona:u=AB et v=CD alors U et V sont
colinéaires ssi (AB) || (CD)

Si U et v sont non colinéaires alors U et V
sont non nuls

A et B et C non alignés ssi AB et AC sont
colinéaires

A et B et C non alignés < 3k eR/AC=kAB
Exemple :ABCDEFGH un cube et K milieu du

segment [EF ] et L milieu du segment [CF] et
M un point du segment [CD] tel que :

W:%ﬁ Montrer que : (ML) || (DK)

Solution : en utilisant la Relation de Chasles

Prof/ATMANI NAJIB

Ona : ML=CL-CM et puisque : L milieu du
1
segment [CF ] Alors : CL=§CF

e 11—
donc: ML:E[CF—ECDJ (1)

D’autre part On a : CK =CF +FK et
DK =CK -CD Donc : DK =CF +FK —~CD
et puisque : K milieu du segment [EF ]

1 — 1 B
Alors : FK :EFE donc : FK:ECD (car: FE=CD)
Donc : DK = CF +C5-CB = CF -2CB (2)
1
De(l)et(2ona: ML:EDK

donc W et W sont colinéaires

Donc : (ML)||(DK)

Propriété :Sion a: au+bv=0 avec

a#0 ou b=0 alors u et v sont colinéaires

Exemple : U et v deux vecteurs non
colinéaires
Déterminer les réels X et Y tels que :

x(ﬁ+2§)+ y(ﬁ+3\7):26+5\7
Solution : x(ﬁ+2\7)+ y(ﬁ+3\7):26+5\7<:>
X+y-2=0

~2)u+(2x+3y-5)v=0
(x+y—2)u+(2x+3y—-5)v ©{2x+3y—5=0

X+y=2 x=1
& &

2x+3y=5 y=1
2) Droite vectorielle

Définition :Soit U un vecteur non nul,
’ensemble des vecteurs colinéaires avec le
vecteur u” s’appelle : la droite vectorielle

engendrée par le vecteur U et se note A;
A, ={veV,/3keR/v=kul
A-=A = U et v sont colinéaires

Si U et V ne sont pas colinéaires

—

alors A, NA. = {O}
3) Détermination vectorielle d’une droite

Définition :Soient U un vecteur non nulle et A
un point de I'espace affine £. L’ensemble des

points M dans I'espace £ qui vérifient AM =ku
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ou k est un réel s’appelle la droite qui passe
par A et de vecteur directeur u. On la

note par D(A;ﬁ) :

D(Au)={M es/3keR/AM =kul

Remarque :

e Le couple (4, U ) détermine un repere sur la
droite D(A;ﬁ)

e Tout vecteur non nul et colinéaire avec U est
aussi vecteur Directeur de la droite D(A;ﬁ)

IV) VECTEURS COPLANAIRES.

1) vecteurs coplanaires.

Rappelle :

Un plan est défini par :

[1Trois points non alignés

[1Deux droites sécantes ou strictement
paralleles.

[1Une droite et un pomt exterleur a cette droite.

Définition :Soient U , Vv et W trois vecteurs
et Aun pomt I espace

on pose AB=u AC=v et AD W

On dit que : les vecteurs u , V et W sont

coplanaires ssi les points A, B ; C et D sont
coplanaires

Propriété :Soient U , vV et W trois vecteurs
dans I'espaces vectoriel

Les vecteurs u”, v et w sont coplanaires si et
seulement s’ils existent deux réels x ety

tels que w=Xu+ yv
Remarque :si U , vV sont deux vecteurs

colinéaires alors les vecteurssont W etv et U
coplanaires

2) Plan vectoriel
Définition :Soient U , V deux vecteurs non
colinéaires ; 'ensemble des vecteurs W dans
V, qui s’écrivent de la forme : w=xu+ yv

ou x et y sont des réels s’appelle le plan

vectoriel engendré par u , v

3) Détermination vectoriel d’un plan.
Définition : Soient u
colinéaires

et A un point de I'espace £

'ensemble des point M dans I'espace qui

vérifient AM = xu+ yv estle plan qui passe par

, V deux vecteurs non

A et de vecteurs directeurs u , V, on le note
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P(A;G;\?):{M eg/HXeR:Hyele:xﬁ+y\7}

Le triplet R(A;ﬁ;\?) s’appelle un repére du plan

(P) et le couple (x, y) s’appelle les coordonnées
du point M dans le plan (P) muni du repére R

v O

Ay

Exemple :ABCDEFGH un parallélépipéde de
centre O et I milieu du segment [ AD]

onpose EG=u FC=v et [O=w
Montrer que : U
Solution : On a :

donc A—C =l]
On considere le triangle ADF
et puisque : | milieu du segment [ AD]

: V et W sont coplanaires
EG=u etona EG=AC

et O milieu du segment [FD]

] .
on trouve : IO:EAF Donc : 10 = AK

et puisque : K milieu du segment [ AF |

cad AK=w

et On considérons le point L tel que A AFCL est
un parallelogramme on trouve :v = AL

Alors : AC u et v=AL et AK =w

Donc: U : V et W sont coplanaires
Exemple :ABCDEFGH un cube

M milieu du segment [HE ] et et N milieu du
segment [HG]

Les vecteurs MN , CH et AC sont-ils
coplanaires ? justifier

Solution :On considérons le triangle HEG et
puisque : M milieu du segment [HE] N milieu

du segment [HG] on trouve : EG=2MN
et puisque EG=AC: alors AC=2MN donc
Les vecteurs MN et AC sont colinéaires et par

suite Les vecteurs MN , CH et Rf sont
coplanaires
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V) PARALLELISME DANS L’ESPACE
1) Parallélisme de deux droites

Définition : Soient U , vV deux vecteurs et
et A et B deux points de I'espace

1)D(A;ﬁ)|| D(B;\?)(:) U, Vv sont colinéaires

2) AetB et C et D des points telique_: A=B

et C=D : (AB)||(CD) < 3k eR;CD = AB

Exercice 01: ABCDun tétraédre et E le milieu du

[BC] et soit les points Q.P ;N .M telque:
AN=2AD CQ=3CB CP=3CD AM =2AB

1)Tracer une figure

2)Ecrire MN et PQ en fonction de BD

3)En déduire que MN et PQ sont colinéaires

4)Que peut-on dire des droites (MN) et (PQ)

Solution :1)

2)W=W+M=—W+M=—2E+ZE
MN = 2BA+2AD =2(BA+AD)=2BD
Wg=%+®=—@+@:—3®+3€B:—3((ﬁ—@)
@:-3(ﬁ+@)=—3(ﬁ+cﬁ):—sﬁ

3)ona MN=2BD donc ?:%WO

ona PQ=-3BD donc BD =——PQ9

de® et ® on trouve : %W:—E@ donc W:_g@
3

donc : MN etPQ sont colinéaires

4)ona MN et PQ sont colinéaires

Donc (MN) et (PQ) sont paralléles

Exercice02 : ABCDun tétraédre et E le milieu du
[BC] et soit les points K ; L tel que:

1—

CL=~(AB+AC) etDK =~ CE -2 AD
2 4 2

Montrer que (LD) || (EK)
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Solution : pour montrer que(LD) || (EK) il suffit

de montrer que : LD , EK sont colinéaires ??

Ona: DK =%@—%ﬁ on utilisant la Relation de

Chasles

Donc : AK — AD =+ AB -+ AC - = AD
4 4 2
Donc: EK =( 2AB - AC+ 2 AD |-~ (AB + AC) et
4 4 2 2

puisque : EK = AK — AE
Donc: EK = S AB-1AC+ZAD —l(ﬁJrE)
4 4 2 2

1

Alors : ﬁ:lﬁ——ﬁﬁﬁo
4 4 2

Ona: H=E+E=E+%E+%E=%E+gﬁ

et puisque : ﬁ:ﬁ—ﬂ:—%ﬁ—gﬁere

de @ et ® on déduit que : ﬁ:%ﬁ

donc: (LD)||(EK)
2) Parallélisme d’une droite et d’un plan.
Propriété :La droite D(A;U)et le plan P

P(B;V: W) sont paralléles si et seulement si les

vecteurs U : V et W sont coplanaires
D(A;G)HP(B;G;W)@HXeRzﬂyeR/G:X\7+y\7v

Exemple : ABCDEFGH un cube
K est le symétrique du point D par rapport a H

Montrer que (AK) || (BCG)

Solution :on a: Rzﬁ+2ﬁz§d+2€$

donc: Les vecteurs AK : CB et CG sont
coplanaires

on déduit que : X e R:Jy e R/ AK = XCB + yCG
donc : (AK)|[(BCG)

3) Parallélisme de deux plans

Propriété :Deux plans P(A;G;V) et Q(B;J;\?)
sont paralleles si et seulement SI

u, Vv et u sontcoplanaires et u
coplanalres aussi

Remarque :Une seule condition n’est pas
suffisante

.V et V' sont
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EXxercices

ExerciceOl : EABCD A
un pyramide de base le =T
rectangle ABCD et soit
| le milieu du segment

[AE] etJ le milieu du
segment [BC] ' \b

Montrer que les vecteurs AB ; EC et IJ sont
coplanaires

Exercice02 : ABCDun tétraédre et soit le point M
de I'espace tel que : AM = ﬁ+%ﬁ+ﬁ

1)Montrer que M €(ABC)

2) En déduire que les vecteurs AM ; AB et AC

sont coplanaires
Exercice07: ABCDEFGH un parallélépipede

rectangle et | le milieu du segment [BF ]

1) les vecteurs CA ; DE etD—G sont-ils
coplanaires ?

2) les vecteurs Al ; DF etHE sont-ils
coplanaires ? (Justifier vos réponses)
Exercice03 : ABCD un tétraédre et soit les points

K ; L ; M ; N tel que : 2AK =AC-2AD et L le
1l . .
milieu du [BK] et BM =§BC et AN =—2AD

1) écrire les vecteurs m et W et AL en fonction
des vecteurs AB et A_C' et AD
2)Montrer que les points L ; M ; N sont alignés
et déterminer la position du point L sur la droite
(MN)
3) déterminer les réels o et [ tels que:
AD = a AL +,Bm et que peut-on dire des points
A:M: :D;L->
Exercice04 : ABCDEFGH A

un cube
On pose : ﬁ:]et AE =k
te ﬁz?

Et G=T+2j+2E avec | le

milieu du segment [HG]

1)Montrer que U est un vecteur directeur
de la droite (Al )
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2)soit la droite(A) passant par le point G et
paralléle a (Al) et le point M tel que

. 1*> .
AM =EAB+ZBG Montrer que M e(A)

Exercice05 : dans I'espace on considére les points
A:B;C;D;E telque:
2EA+4EB-5EC-ED =0

Montrer que les points: A ; B; C; D sont
coplanaires

Exercice06 : ABCDEFGH un
parallélépipede rectangle ou

pavé droit et soit le pomt | de

ﬁ

2)Que peut-on diredes points: | ; B; D; E
Exercice07: ABCDEFGH un cube et soient les
points :

M et N tels que:

EM = XEH et AN 158
3 3

I'espace tel que : Al = —AG
1)Montrer que :
IB+ID+IE =3IA+ AG et que
IE=-IB-ID

1)Montrer que :

w=§x+§ﬁ;

2)Montrer que les vecteurs MN ; EA et AB
Sont coplanaires
Exercice08 : ABCDEFGH un cube avec | le

milieu du segment [AB] et Jle milieu de [AD] et
K un point tel que : AK :%E

1) Ecrire les vecteurs El ;EJ et EK en fonction
de EA ; EF et EH

2) vérifier que : SEK =2EI +2EJ

3) En déduire que les points: | ; J; K; E sont
coplanaires

« c’est en forgeant que I'on devient forgeron » dit un
proverbe.

c’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices
que I'on devient un mathématicien
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Cours : géométrie analytique de I’espace
avec Exercices avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB
http:// xriadiat.e-monsite.com

1BAC BIOF

Géometrie analytique de I'espace

)LE REPERE DANS L’ESPACE et LA
BASE DANS V,
1) Le repere dans /espace (£) Soit 0 un point

dans 'espace () et I et J et k trois vecteurs
non coplanaires

Onpose: Ol=i et 0J=] et OK=k

Soient M un point dans I'espace, la droite qui
passe par M et parallele a (OK) coupe le plan
(Old)enM,

Ona: M, €(0OlJ) donc OM, et OI et OJ sont

non coplanaires
Donc : il existe un et un seul couple (x, y) tel

que : OM, = xOl +yOJ donc: OM —X|+y|

la droite qui passe par M et paralléle au plan
(O1J) coupe la droite (OK)enM,

Ona: M, €(OK) donc OM, et OK sont

colinéaires
Donc il existe un et un seul réelle z tel que :

OM, = zOK = zk
Et puisque OM;MM, est un parallélogramme
OM =OM, +OM,,

(VM € (€)@ (x, y, z) € R® 1 OM =xi +yi+zk
Propriété et définition: Soit O un point dans

et par suite :

l'espace (€), i et ] et K trois vecteurs non

coplanaires :

(VM € (€)@A! (x, y, z) € R® / OM =xi +yi+zk
Le quadruplet R(O;T;];E)s’appelle un repere
dans 'espace (€) ; on écrit M(x, y, y)
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e Le réel x s’appelle I'abscisse du point M dans
le repére R

e Le réel y s’appelle 'ordonnée du point M dans
le repére R

e Le réel z s'appelle la cote du point M dans le
repere R

Remarque :Pour définir un repéere de I'espace |l
suffit d’'un point et de 3 vecteurs non coplanaires
2) La base dans l'espace vectoriel V, .

i et ] etK trois vecteurs non coplanaires et U

un vecteur donné
Si O est un point dans I'espace (€) alors on sait
qu’il existe un seul point M dans (€) tel que :

u=0M et d’apres la propriété précédente :
31 (x, y, z) € R® | OM =Xi + yi +zk

On peut conclure donc > qu il existe un unique
triplet (x, y, z) tel que U= X|+y|+Zk
Propriété et définition: Soit i et J et K trois
vecteurs non coplanaires dans V,

Ona: (Vu e V3)@! (x,y,z) eR® /

U= Xi+yi+zk

Le triplet B (I; I; k) s’appelle une base de

I'espace vectoriel V, on écrit U(X; Y; Z)
e Le réel x s’appelle la premiére composante du

vecteur U dans la base g
e Le réel y s’appelle la deuxieme composante du

vecteur U dans la base g
e Le réel z s'appelle la troisieme composante du

vecteur U dans la base g
Remarque :Pour définir une base de I'espace
vectoriel V5, il suffit de trois vecteurs non

coplanaires.
3) Les opérations dans V, .

= u(xy;z)et V(X;Y';2") deux vecteurs dans
I'espace vectoriel V, muni de la base

B(T;];R)on adonc: U=Xi+Vi+zket
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v=Xi+VYi+z'k par suite :
u+v=(x+x)i+(y+y)j+(z+2)k
Dot : U+V(X+X;y+Y,;z2+2)

De méme on montre que si k est un réel
alors : ku(kx;ky; kz)

Si I est le milieu du segment [AB]

Xy +Xg Yat+Ys.Zpo+2
I :I A B1 A B’ A B
alors ( 5 5 5

= Dans I'espace muni d'un repere (O; i

Si A(X,;YaiZa) et B(Xg;Vgi2Zg) alors
N3’( B _ZA)

G(X; y;Z) et \7(X'; Y Z')sont égaux si et
seulementsi:x=x",y=y'etz=12.

[I) CONDITIONS ANALYTIQUE DE
COLINEARITE DE DEUX VECTEURS.

Soient B (T; ik E) une base de V; et a(X; y; Z)

70T,

Xg — Xp; Xg — X,5 Z

et V(X'; Y Z')Deux vecteurs non nuls.

On sait que U et Vsont colinéaires si et

seulement s’il existe un réel k tel que : v=Kkuet
ceci est équivalent a :
=kxety' =kyetz' =kz

et puisque u=0 on peut supposer l'un des
réels non nul x par exemple

et on aura: k——(l) ety’ ——y(2)

et z’=—z(3)
X

ce qui est équivalent a :

!

X
k=; et Xy'—yx'=0 et x2'—zx'=0

et de (2) et (3) on peut conclure :

X' X'
yz1=—Yyz et 2y=—12y

X X
d'ou: yz' - zy'= 0 et finalement :
yz'—zy'=0etxy'-yx'=0etxz'-zx'=0ce
y Y X X
7 7 '

qui se traduit par : =0 et =0

z
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et

X' o .
y,‘:o et Les trois déterminants s’appelle

X X
les déterminants extraits de |y Y’

!

7 1

Remarque : les déterminants extraits on les
trouve par la suppression des lignes

Donc : Si deux vecteurs sont colinéaires alors
tous les déterminants extraits sont nuls.
Remarquer que : cette propriété reste vraie si
I'un des vecteurs est nul.

Inversement : Soient U(X; y;Z) et V(X'; Y Z')
deux vecteurs non nuls.
Telsque:yz'—zy'=0etxy' —-yx'=0

etxz' —zx'=0

montrons que U et V sont colinéaires.

et puisque u=0 on peut supposer I'un des réels

non nul, y par exemple on aura :

y’:iy et x'=Lxet =¥
y y y

!

k=y;on obtient: Y'=ky et X'=kxet z'=kz

z donc, on posant :

ce qui est equwalent a:v=ku

par suite U et Vsont colinéaires.

Théoreme : Soient U(X; y;Z) et V(XY Z')
deux vecteurs non nuls.

les vecteurs U et V sont colinéaires si et
seulement tous les déterminants extraits de

X X
y Yy

!

Z 7

sont nuls c’est-a-dire :

vz'—zy'=0etxy'—yx'=0etxz'—zx'=0
Remarques : U(X; y;Z) et V(X'; y';Z') sont
colinéaires si et seulement si leurs coordonnées
sont des triplets proportionnels.

Exemple: u(L-12) et V(—Z;Z;—4) et V—v(l;l;Z)
1)étudier la colinéarité des vecteurs U etV

2)étudier la colinéarité des vecteurs U et W

1
Solution :1)

2220 et
2

-2
|=—4+4=0
-4

-1 2
4

et

‘=4—4=0Donc U et V sont colinéaires
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-11

2) =—2-2=—4%0
2 2
Donc G et Vv sont non colinéaires

Exercice :Soit I'espace (£) muni d'un repére
(O;T; ] E) ; et considérons les points

A(3;2;1) et B(2,5,3) etC(-14;-3) et D(2;3;3)
1. étudier l'alignement des points A, B et C

2. étudier I’aligﬂ’ement des points Aﬁet D
Solution :1) AB(2-1,1-2;3-1) < AB(L-12)
AC(-1-14-2-3-1) < AC(-2,2-4)

: ‘

2 1
=4-4=0 et
4 2

‘:—4+4=0 et

1 -2
=2-2=0
-1 2

Donc A, B et C sont alignés
2) AB(2-1,1-2;3-1) < AB(L-1;2)
AD(2-1,3-2;3-1) < AD(L12)

-11
) 2:—2—2=—4;«t0 Donc A, B et D ne sont pas

alignés

Exercice :Soit I'espace (£) muni d’'un repére
(O;T; ] E) ; et considérons les points
A(1,-21);B(-1,0,1);C(0,1,0) et E (7,6,1)

1. Vérifier que les points 4, B et C sont non
alignés

Que pouvez-vous dire des points A, B et E.

2. Déterminer le point D pour que le quadrilatére

ABCD soit un parallélogramme.
3. Déterminer le centre de ce parallélogramme.

/Il) CONDITIONS ANALYTIQUE DE
COPLANARITE DE TROIS VECTEURS.

Définition : Soient B (T; i E) une base de V,

G(X, y’ Z) ot \7()(1; yl’ Zl)et \TV(XN; y"; ZN)
trois vecteurs

le déterminant des vecteursU et V et W se
note : det(ﬁ;V;\Tv) etona:

. X X, X" y! y" XV X" X! X"
det(u;v;w): y ¥y oy'l=x -y +1

! " ! " ! n

. 7 7' 1 7'z y oy

(On a développé suivant la premiere colonne)
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Exemple :
20y o 2 -1
16 1 1]|=41 6 -3)|
+_53 é _12 #fy -6y S+l
_ 44129
—_1

Méthode de Sarrus (Pierre-Frédéric Sarrus 1798-1861)

NG
6 T K[ 6 1= (-2-6-12)-(3+2-24) =1

3 Y 23y

Théoréme :Soient B (T; ] E) une base de V3

et U(X;y;z) et V(X2 )et W(X";y";2")trois
vecteurs U et V et W sont coplanaires si et
seulement si det(ﬁ;V;Vv) =0

Remarque : Pour calculer le déterminant de 3
vecteurs, on développe suivant n’importe quelle

ligne ou n'importe quelle colonne
en tenant compte des signes : +-+

Exemple: B (T; ] E) une base et Soient
u(2;-4;3) et v(-L12)et w(3,1-1)
trois vecteurs

Est-ce que les vecteurs U et V et W sont
coplanaires ?

Solution :

213 11 1 3] |1 3
det(uvyw)=-4 1 1|=2 " |-(-4) +3

s 5 2 - 2 -1 11

det(u;v;w) = 2(~1-2)+4(1-6)+3(-1-3) =380

Donc les vecteurs U et V et W sont non
coplanaires
Exercice :Considérons les vecteurs

u(2m+13;2-m) et v(-L2;3)et w(-3,12)
déterminer le réel m pour que les vecteurs

Uet V et W soient coplanaires.

Solution :

u et v et W sont coplanaires ssi

det(ﬁ;Q;Vv) 0
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2am+l -1 -3 )1 11 3 |3
det(ﬁ;&;y}): 3 21 =(2m+1)‘3 2‘—3‘3 2‘+(2—m)‘2 1 X—Xg, a X=X,/ + Kk
2-m 3 2 Y-Ya|=k|b||{ Y=Yatkxb| (keR)
zZ-z c |
Ssi 1(2m+1)—21+5(2—m):0<:>—3m:10<:>mz—% o 2= [ZagH £
Application : Résolution des systemes de point Vecl.eu,
3 équations a 3 inconnus : dattache  directeur
Résoudre dans R3 le systeme : Ce systéme est appelé représentation
2X+y—-2=2 paramétrique de la droite (D) passant par
X—y+37=3 le point A(X,; Ya;Z,) et de vecteur
—X+2y+z=-1 directeur U(a;b;c)
1) On calcul: Remarques : Prenons I'exemple de la droite (D)
2 1 - X=-3+2K
-13 |1 -1 |1 - ; : _
A=l1 -1 3|=2 -1 +1 —_15-0 |de représentation {y=-k (keR):
2 1 2 1] |-1 3
-1 2 1 z=4+4k
Ona: A#0 1) Le réel k est appelé le parametre.
2 1 _ A chaque point de (D) correspond une et une
3 1 3 seule valeur de k et inversement.
B D’un point de vue pratique, B (3;2;5)
gA L2 1] 255 appartient a (D) si et seulement si il existe k tel
A A -15 3 que :
2 2 - 3=-3+2kK k=3
3 3 2=-k = k=-2
A 11| 2 54+ 4k P
N ST :
5 1 2 Ce qui est impossible donc B n’appartient
pas a (D).
1 -13 2) Le paramétre est souvent également noté a
A, L2 - 12 4 I'aide de la variable t.
== A 15 5 3) Une droite admet une infinité de
5 94 représentations parametriques.
Donc : S ={(§;E;gj} Il suffit en effet de changer de point d’attache ou
. . de vecteur directeur pour obtenir un systeme de
I\VV) Représentation parameétrique d’une  |représentation différent.
droite dans I'espace 4) la droite (D) passe par le point A(-3;0;4)
l'espace (€) est muni d'un repere (O; 3 k) et 6(2;—1;4) est un vecteur directeur de (D)
soitla droite (D) passant par le point V) deux équations cartésiennes d’une
A(XA; Yas ZA) et de vecteur directeur U (a; b;C) droite dans I'espace
- YV Propriété et définition :
M (X’ y; Z) < (D) < 3keR/AM =ku I'espace (&) est muni d’'un
repére (O;T;];E) et (D)
la droite passant par le
point A(X,; YaiZ,) etde
vecteur directeur a(a;b;C)
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Si abc =0 alors : le systeme :
X~ Xa — Y=Y — -1,
a b

cartésiennes de la droite(D)
Si ab=0 et c=0 alors : le systéme :

X—Xa — Y=Ya _ 1-1,
a b c
z-1,=0

cartésiennes de la droite(D)
Preuve :soit (D) la droite passant par le point

A(X,; Y, 24) et de vecteur directeur U(a;b;c)
et soit M(x;y;z)e(D)
M (xy;z)e(D)< IkeR/AM =ku <

s’appelle deux équations

s’appelle deux équations

X—X, =ka
y_yA:kb
z-2,=Kkc

Si abc#0 donc a=0et b=0 et c#0 alors:
X_XA:y_yA:Z_ZA:k

a b c
Siab#0 et c=0 alors:

X=X Y= Yn et 77, =0
a A

Exemple : soient les points A(—l;l;O)

et B(2,-11) et C(0;,-12)

1)Déterminer deux équations cartésiennes de la
droite(AB)

Est-ce que point C(0;-12)e(AB) ?

Solution :ﬁ(?); -2;1)
xr1_y-1l_z les deux équations
3 -2 1

cartésiennes de la droite(AB)
On remplace les coordonnées de C dans les
équations de la droite(AB)

Et puisque : OTH:& ~171 donc C ¢ (AB)

Donc :

Exercice : soit la droite (D)définie par les deux
2x-1 y+1 3-4z

3 4 4
1) déterminer un point et un vecteur directeur u
de la droite (D)

2) déterminer une représentation paramétrique
de la droite (D)

eéquations cartésiennes :

Prof/ATMANI NAJIB

Solution : 1) 2X3_1= y+1: 3-4z

4 s =
2x-3 (Y (i) _
3 4 -1
X_zzy-(-l):[z_i)
6 -2

. . 1 3
(D) la droite passant par le point A ?_l;Z et

de vecteur directeur 6(6;8; —2)

x:1+6k
2

1)une représentation est : < y=-1+8k (k € R) :

z:§—2k
4

V/) Représentation paramétrique d’un
PLAN dans l'espace

L'espace est muni d'un repere (O; i ;}'; %) .
Soit P(A;ﬁ;(/) le plan qui passe par
A(XA; Yas ZA) et de vecteurs directeurs
u(a;b;c)
v_—- ® v(a’;b;c')

M e P(A;G;(/)@akeR:ak'ele:kﬁ+k'\7

(X=%) (&) (&) ‘f X=X, +kxask'#a
S| Y=Yy |=Kb[+K|D | © |< y=Y,+kxb+k'%D
\Z-z,) (¢} (¢

| Z2=7,+kxC+k'x¢c'

point
dallache

premier  second
veclew  weclour
directewr  direcieur

Ce systeme est appelé représentation

paramétrique du plan P(A;G;V)

Exemplel : déterminer une représentation
paramétrique du plan passant par les points :

A(2,-15-3)etB(0;1,4) et C(-3,00)

http:// xriadiat.e-monsite.com 5




Solution : ABC est le plan passant par
A(2-1-3) et AB(-2;2;7)et AC(-5;13)
Sont deux vecteurs directeurs

Donc une représentation paramétrique du plan

X=2-2t-5t'
ABC est:|y__q1,44r (teR)et(t'cR)
1=-3+T7t+3t'

Le dernier systeme est une représentation
paramétrique du plan (ABC) c'est a dire que les
coordonnées (X ; y ; z) d'un point quelconque du
plan dépendent de paramétres qui sontici t et t’,
mais il existe d'autre représentation
paramétrique pour ce plan.

Exemple2 : déterminer les coordonnées d'un
point de ce plan ainsi que les coordonnées de
deux vecteurs directeurs du plan suivant définit
par une représentation paramétrique:

[(x =342t 4s
sy==24+¢—¢5

|z =35i-15s
(x=3+2¢t-45s
sv=24+1¢-1s
lz=0 +5¢-35¢

vous pouvez alors en déduire que c'est un plan
passant par le point
A et de vecteurs directeurs et ¥ :

3 2 -4
Al gl v|-1

0 ] -5
V/I) EQUATION CARTESIENNE D’UN
PLAN dans l'espace

Définition :

L'espace est muni d'un repére (O; 7 :7: &) .
Soit P(A;ﬁ;\?) le plan qui passe par A(X,;Y4;Z,)
et de vecteurs directeurs u(a; 5;8) , v(a'; 535")
I'équation cartésienne du plan (P) s’écrit sous
forme: ax+by+cz+d =0Avec : (a;b;c);t(O;O;O)
Exemple :
du plan P(A;ﬁ;\?) qui passe par A(L-3;1) et de

Déterminer I'équation cartésienne

vecteurs directeursﬁ(—2;4;l) et \7(—1;0;2)

solution : M (x;y;2)e P(Au;v) < det( AM;u;v) =0
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m(x—l;y+3;z—1)

x-1 -2 -
40 -2 - -2 -
<:>)Z/+f 411 2:0©(x—1)‘1 2‘—(y+3)1 2“+(z—1)‘4 0“:0

8(x-1)+3(y+3)+4(2-1)=08x-8+3y+9+4z-4=0
(P):8x+3y+4z-3=0

V/II) Position relative de deux droites
dans l'espace

Sécantes ”"
-"r'—"}
coplanaires
~—~_ Paral-
l&les (on -
confondues) i
Er—p s
pr4-Je
Deux 2
s
droites sont 4 B
\ j: S
|

o1+ oy
coplanaires

A B
Soient D(Au) et A(B;v)
On a 3 positions pour (D) et (A) :
Position n° 1

© (D) et (A) se coupent enun point

e .

Ce cas se rézlise lorsque i et u ne
sont pas colinéaires et le systéeme
formeée par les représentations des
deux droites admet une solution

Soient les droites (D,)et (A, )de
représentations parameétriques respectives
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X=-2+k X=-1-t
(D) {y=2-2k (keR) (A){y=2t (teR)
7=4+k z=1+t

Etudier la position relatif de (A,) et (D, )
Solution : ona: u(L-2;1) un vecteur directeur
de (D,)et v(-12;1) un vecteur directeur de (A,)

1
et puisque : !

_1“=2¢0 les vecteurs l] et \7 sont

non colinéaires donc les droites (A,) et (D)

sont non paralléles
on va déterminer l'intersection de (A,) et (D,)

Donc on va résoudre le systéme suivant :

2+k=-1-t t+k=1

t+k=1
2-2k=2t olt+k=le

t—k=3
4+k=1+t t—k=3

2t=4 t=2 On remplacant t=2dans
o o -
t—k=3" |k=-1 P

I'équation paramétriques de (A,)On trouve :
X=-3
y=4 Donc les droites (A,) et (D,) se coupent
z=3
en E(-3,4;3)
Position n° 2: deux droites peuvent étre non
coplanaires. Donc Il n’existe alors aucun plan
contenant ces deux droites.

Pour le montrer, il suffit de montrer que les deux
droites ne sont ni paralléles, ni sécantes.

A(D) et (A) ne sont pas coplanaire

.‘IA)

/ _’ 7
/ / (D}
/ " (P/j/

Ce cas se réalise lorsque i et i ne
sont pas colinéaires et le systéme
formeé par les représentations des
deux droites n"admet pas de solution

Soient les droites (D,)et (A,)de
représentations parameétriques respectives
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x=1+k x=2t
(D,)sy=-2-k (keR) (4,){y=1-t (teR)
z2=2+3K z=3+t
Etudier la position relatif de (D,)et (A,)
Solution :on a u(L-13) un vecteur directeur de

(D,)et: v(2;,-11) un vecteur directeur de (A,)

et puisque :

12 - -
1 ‘1=1¢0 les vecteurs U et V sont

non colinéaires donc les droites(D,)et (A,) sont

non paralléles
on va déterminer l'intersection de (A,) et (D,)

Donc on va résoudre le systéme suivant :

1+k =2t k-2t=-1
k-2t=-1
2-k=1l-tek-t=-3 <
k-t=-3
2+3k =3+t k-t=1
k=-5 _
= (oo mais le couple (k;t)=(-5;-2)ne

vérifie pas I'équation 3k -t =1
Car: 3(-5)—(-2)=-13=1
Donc le systéme n’admet pas de solutions
Donc les droites (A, ) et (D,)sont non
coplanaires

on a (D,)passe par A(L-2;2)et de
vecteur directeur de u(L-1;3)
et: (A,)passe par B(0;13) et de vecteur
directeur de
AB(-13;1) onva voirsiles Les vecteurs

u(L-13) et v(2,-L1)et AB(-13;1) sont
coplanaires ??
11 2

. 1 -1 21 2
det(AB;u;v)= 3 -1 -1=- 310 4
L g g 13 TR -

det(ﬁ;a;§)=14¢0 Donc les vecteurs l] et Y

et AB sont hon coplanaires
Donc les droites (A, ) et (D,)sont non

coplanaires
Position n° 3
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©(D) et {(A) sont coplanaires et
disjoints

/
@/

——
—

Ce cas se réalise lorsque i et ;7 sont
colinéaires et le systéme formé par
les représentations des deux droites
n’admet pas de solution

Soient les droites (D,)et (A;)de
représentations paramétriques respectives

Xx=1+k X=2t
(D,)<y=-2 (keR) (4,){y=1 (teR)
z=2-1k z=3-2t

Etudier la position relatif de (D,)et (A,)
Solution : on a (D) passe par A(1;,-2;2)

et de vecteur directeur de u(1;0;-1)

et: (A,)passe par B(0;1;3) et de vecteur
directeur de v(2;0;-2)

on peut voir que les Les vecteurs ﬁ(l;O;—l)
et v(2;0,-2) sont colinéaires

Car : v=2u Donc les droites (D,)et (A,)sont

paralléles
On remarque aussi que : Ag(A,)

1
1=2t 2
carlo,.1 o —%:t
2=3-2t |, 4 o

Donc les droites (D,)et (A, )sont strictement

paralléles
Position n° 4 : les droites sont confondues

D3

D4

L'espace est muni d'un repere (O;
10 %) .

Prof/ATMANI NAJIB

Soient les droites (D,)et (D,)de représentations
paramétriques respectives

x=k-3 X=-2t+1
(D;)sy=-k+3(keR) (D,){y=2t-1

7=2 1=2
(teR)

Etudier la position relatif de (D,)et (D,)
Solution : on a (D,)passe par A(-3;3;2)et de
vecteur directeur de u(L,-10)

et(D,)passe par B(L-12)et de vecteur
directeur de v(-2;2;0)

on peut voir que les Les vecteurs u(L-10)
et v(-2;2;0) sont colinéaires

Car : v=-2uDonc les droites (D,)et (D,)

sont paralléles
On remarque aussi que :

3=-2t+1 (2=t
Ae(D,) car {3=2t-1 <<2=t
2=2 2=2

Donc les droites (D,)et (D,) sont confondues

Exercice : Soient les droites (D) et (D’) de
représentations paramétriques respectives :

x=k X=2+6K
D) < y=1-k (keR) D)< y=-3-12K (KeR)
z=3-2k z=4+3K

Etudier la position relatif de (D)et (D’)
Solution :

M(x;y;z) appartient a (D) et (D’) si et seulement
si il existe k et k' réels tels que :

k=2+6k' k=2+6k' k=0
1-k=-3-12k' © < 1-2-6k'=-3-12k © k':—%
3-2k=4+3K 3-2k=4+3K 3-2k=4+3K

Cette derniere égalité sert a vérifier notre
résultat :
3-2k=3-0=3 et 4+3k=4-1=3.

k=0 et k':—% donc (D) et (D') possédent un unique point commun C

Dont les coordonnées peuvent étre calculées a
l'aide de k ou k' : C(0;13)
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(D) et (D’) sont alors contenues dans le plan (P)
passant par C et de vecteurs directeurs

u(L-1-2) et v(6;,-12;3)

E T

—_— ).{J
séeants Al
AT H
Une droite B
et un Strictement —— I-)f--P— (
lan sont saralleles /
p = ‘ = I 1 A
paralleles
~_ la droite H
est incluse !
ans leplan  Z[ 11
dans le pla |
f})— /(
Fa

A B
L'espace est muni d'un repére (O; 7 :7: %) .
Propositionl :La droite D(A;ﬁ)et le plan

P(B;v;w) sont paralléles si et seulement si les

vecteurs U et V et W sont coplanaires et
dans le cas contraire la droite coupe le plan
Proposition2 : soit la droite (D) passant par le

point A(X,; Ya;Zs) et de vecteur

directeur u(e;f;7)etun plan(P) d’équation
cartésienne: ax+by+cz+d =0

(D) // (P) si et seulement si aa+bf+cy =0

(D) coupe (P) si et seulement si aa +hf+cy #0
Preuve : une représentation paramétrique de La
X=Ka+X,
droite D(A;u)est(D){y=kp+y, (keR)
z=ky+z,
M(x;y;z) appartient & (D) et (P)si et seulement
si il existe k tels que :
X=Ka+Xx,
y= kﬂ"’ Ya
z=ky+z,
ax+by+cz+d =0
donc : a(ka+x,)+b(kB+y,)+c(ky+z,)+d=0
donc : k(aa+bpB+cy)=—(ax,+by,+cz,)—d

Prof/ATMANI NAJIB

"Si: ac+bpB+cyk =0 @

alors : ‘v
~ —(ax, +by, +cz,)—d
- aa+bp+cy

donc (D) coupe (P)en un point unique

* si:aa+bp+cyk=0 et ax,+by,+cz,+d=0
alors : (D)< (P)
*si: aa+bp+cyk=0 et ax,+by,+cz,+d=0
alors : (D)N(P)=¢ b
Donc (D) strictement e
paralléles a(P) “ 7
Soient la droite (D,) de

X=-4t+2
représentations paramétrique (D, ) y=2t-1

=3

(teR)
et le plan (Pl) d’équation cartésienne:
(R):3x+2y+z+1=0

Etudier la position relatif de (D,)et (P,)
Solution :
on a (D,) est de vecteur directeur u(—4;2;3)

Etona: 3(-4)+2x2+3%0
donc (D,)) coupe (Pl)en un point unique
ona M(x;y;z)e(D,)n(P) < IkeR/

X=-4t+2 X=-4t+2

y=2t-1 y=2t-1

=S
7=3t z=3
3X+2y+z+1=0 |3(—4t+2)+2(2t-1)+3t+1=0
t=1

donc (D,)) coupe (R)

2=3
au point A(-2;1;3)

Soient la droite (D,) de représentations

X=-4+5t
paramétrique(D,) y=-1-2t (teR)
7=-3+t
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et le plan (P,) d’équation cartésienne:
(R):x+3y+z+4=0

Etudier la position relatif de (D,)et (Pz)
Solution :on a (D, )est de vecteur directeur
u(5-21)etona: 5+3(-2)+1=0

donc (D,) est parallele a (P,)

on va déterminer l'intersection de (D,) et (Pz)
Donc on va résoudre le systeme suivant :

X=-4+5t
ona M(xy;z)e(D,)n(P,) e IkeR/ |y=-1-2
71=-3+t
X+3y+z+4=0
X=-4+3 X =—4+5t
o y=-1-2 y=-1-2t
1=-3+1 “lz=-3+t

(-4+5t)+3(-1-2t)+-3+t+4=0  [-6=0
Donc le systéeme n’admet pas de solutions
donc (D,) ne coupe pas le plan (Pz)

Donc (D,)strictement paralléles a(P,)
Remarquel :si (D)//(P)alors Tout vecteur
directeur de (D)est alors un vecteur directeur
de (P)

Remarque2:ll existe plusieurs facons de
montrer qu’une droite (D)est incluse dans un
plan (P).Une premiére méthode consiste a
montrer dans un premier temps que (D)est

paralléle a (P) puis dans un deuxiéme temps
qu’un point de (D)appartient a (P).

P ¢

Sécants % B

e

Deux
plans sont
~  Paral-
leles (ou

confondus) T .

Dr---7C
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Proposition :Soient deux plans (P) et (P’')
d’équations cartésiennes:
(P):ax+by+cz+d =0 et

(P):ax+by+cz+d =0
1)(P) et (P') se coupent si

et seulement si
a b

a b

C
#0 ou

!

a c
#0 ou |#0
a c

b!

Et leur intersection est une droite

2)(P) /1 (P') si et seulement si : E":O et
a ¢ b ¢
=0 et =0
a’ ¢ ‘b' c "
siaz0etb#0etc=0 D
()i (P ad=RC
a b ¢

L'espace est muni d'un repere (O; ?;;"; %)
Soient deux plans (P) et (P') d’équations
cartésiennes:

(P):2x+y-z+2=0 et (P'):3x+y+4z-1=0

Etudier la position relatif de (P)et (P')

Solution :ona: 2 i=—1¢0 donc (P) et (P')

se coupent suivant une droite (D)
Déterminons une représentation paramétrique
de la droite (D) intersection de(P) et (P’)

(D) a pour systéme d’équations cartésiennes :

2X+y-1+2=0
M(X;y; D
(eyz)e( )©{3x+y+4z—1=0

{2x+y=z—2 et on pose (Z=t)

x=3z+3
o
X+y=-4z+1

y=-52-8
X=3+3t
Donc : (D) y=-8-5t (teR)
z=t
(D) est la droite qui passe par le point
A(-3,-8,0) et de vecteur directeur u(3;-5;1)
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L'espace est muni d'un repére (O: 7 :7: %)
Soient deux plans (Q) et (Q') d’équations
cartésiennes:

(Q):(l—\/ﬁ)x—gyﬂ—ﬁzo et
(Q)%v@—z)x—y+vﬁz—2:0

Etudier la position relatif de (Q) et (Q')

2
Solution : ona: [1-v2 -0 eff V2 1 =0
o2 4 V2-2 2
N7 :
et\-— 1|_, donc(Q)/ (Q')
1 2

et puisque : —J2£-2
(Q) et (Q')sont strictement paralléles

Il est souvent demandé dans les exercices de trouver la
représentation paramétrique d’'une droite qui est
l'intersection de deux plans.

Ou encore de montrer qu’une droite dont on connait la
représentation paramétrique est l'intersection de deux
plans donnés. Voyons les différentes stratégies qu'’il est
possible d’employer :

Exemple: Soient les plans (P) et (Q)
d’équations cartésiennes respectives :

(P):x-y—-32-2=0 (Q):2x+y+z-1=0

Déterminer une représentation paramétrique de
la droite (D) intersection de (P) et de (Q).
Solutions :(D) a pour systéme d’équations
cartésiennes :

x—-y-3z-2=0

2x+y+z-1=0

Il va donc falloir étre capable de passer de ce
systeme a une représentation paramétrique:

x—-y-3z-2=0
2x+y+z-1=0

Une technique consiste a prendre une des
coordonnées comme parametre,

par exemple puis a exprimer les deux autres
coordonnées en fonction de z.
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X=y+3z+2 X=y+3z7+2 x=—1—%z+3z+2

Wysdzsdryrz-1=0 o < Yilzed=l o<\ 4],

3
2=z 2=z =7
x=1+—-2z
= y=—1--z
Z=2
Une représentation paramétrique de (D) est
x:1+gk
donc: (D) y=—1—%k (keR)
z=0+1k

(D) passe donc par le point A(1;-1;0)eta

. ~-(2 -5
pour vecteur directeuru 5;?;1

« C’est en forgeant que ’on devient forgeron » Dit un
proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

Que I’on devient un mathématicien
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