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Avant-propos

E‘r_m_m:::mu programme conserve, pour |'essentiel, lex objectifs du programme
précédent.

Au début du livre figurent - Quelques notions fondamentales - que le lecteur
pourra consulter a tout moment.

A la fin de chaque chapitre figurent les exercices ou problémes classés par
thémes, dans l'ordre des paragraphes du chapitre. On trouvens également dis
exercices ou problémes de révision portant sur tout le chapitre ef lex chapitres
précédents.

Exceptionnellement nous avons mis une éloile « i dex exercices un ped
difficiles.

D¢ nombreux exercices et problémes ont été évidemment empruntds des
récentes annales du Baccalauréat (compte tenn des modifications de
rogramme ).

{',iﬂjfpﬁ'ﬂﬂ# que écriture: cf. $2.5c¢ se lit: confére chapirre 2,

paragraphe 5, sous-paragraphe c.

Noupeaurés

i limites de suites ou de fonctions ont ée Irrpﬁ.m danx le méme
:::n;n:;:?:ﬂﬁ;" mS (suppression des quantificatenrs, introduction de suites
jonts e référence ).
?:::E irﬂﬁ’;:::tl .rx.rrrici.r ont été traités sous forme de travaux pratigues ;
nows n'avons pas traité entiérement les exercices mals nous avons donné
des indications afin de pouvoir guider, en classe, les éléves.

¢, nous remercions collégues el éléves qui voudront bien nous
f:;:;ﬂﬂ?:m toute remargue susceptible d'améliorer cet ouvrage.

Les Autewrs,
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Travaus pratigues
" in daenombifmenis alischiés & dea
b eamnalobne
c amples do situstions de probabiiiés isaues
expbrancns  AMEiOIeS imodalen durnas,

y pln domplal de dénombroments pour e
aicud O8 probabilités

1. Analyse

Le programme d'analyse porte sur les suiles ot les lonotions nuimdriques. oo Qui parmet d iludier dea situations

giscrétes of des situations eontinuos.

_ Poyr les suites, Nobjectil eal double © lournir quslques oulils efficaces pour I'élude du compartement global
ot asymptotique d'une sulte donnée. explarer, sur des exemples simples, quelques méthodes d approximations

d'un membng aL moyen de swlies.

_ Pour los fonctions, 'objectif principal est o expioifar M

dérivation at ['iniégration pour ['éude globale ot

locale des fonctions usuelies el des fonctions qul o'en déduisent de mankife simphs. Dueiques prodidmds
o impOrTEnCeE majeure fournissent un ferrain pour celie élude ; élude de variabions, recharche J extremums,
suge d'équations et d'indguations, calcul de grandeurs geométriques, approximation & une fonciion au moyen

da lonctions plus siMplos par encadrement,

Pour [ensemble du programme d'analyse, il convient d'axploiter aussi bien les aspects qualitatifs {monoclonia,

cofvargancea, ) que oS aspects quaniitalifs (maprations, @

neadrements, vissse de commigencs,

tion & une précision donnds, ... En plus, les fnlersctions entre suiles of fonctions sonl i souligner © mise en
aleur des analoghes 8t des différences, passage du continu au discret (approximation de nombros attachiés
i des fonctions au moyen de suites) et du discrel au continu (emploi des ressources du calcul différantiel
pour Fétude oa suites). En outre, les activitts sur les suites of fes fonclions na sauralent 38 bormer & des
axarcices portant sur des exemples donnés a priori; il convient aussi d'étudier des siluarions issuss de Malgsbre,
de ls ghométrie, des sciences et fechniques ot da la vie sconomique ot sociale. Enfin, il rinvient au professeur
g organiser 'enseignomont des divers points du programmae concernant les aultes ol les fonctions : Pordre
adoplé dans e texte qui Sull correspond & ung simpie commoditd o rédaction.

1. Sultes numériques

Le programme sa place dans le cadro des suites définkes pour tout antior Aaturel. on remarquaera Dyl
que les notiens et résultats s'élandant sans changament au cas das sultes délinies & partir d'un certain rang.
L'dtude des opdrations sur s sulbes n'est pas Bu programime,

Pour la convergence, ia point de vue adopté rests le méma qu'an Promibre. Les définitions par (e N) et (A, N}
of lintroduction de la droite numérique achevés R sont hors programme.

a) Comportement global d'une sulte

Les premiers éléments ont 6 mis-an place en
Pramiére [croissance, décrolssance). on ajoulera
in définition des sulles monolones, des suiles
porndes of des sultes phriodiguss.

b) Enpncéds vauels sur les ﬂ-m

Comparatson | !
— i, & partir d'un certain rang, X,>u, et ui
lim o, = +=, §lors lim x, =+=; énoncd anslogue
lorsque x =, of Bm o, =—*, f

— S & partir d'un certain rang, [x,~L|=<u, ot
sl lim 4, =0, alors lim x,=L

— Si, & partir d'un certain rang, x, =y, ot sl
lm x, =L el lim y, =L, slors LsL

— Si, & partir d'un cenain rang, U, S, = v, ot 8l

lim g, = fim v, =L, alors lim x, =L

Pour I'dtude de la monolonie ef Ioblention de
mmmmhim-ujimu
ia varation ded fonctions, ef, Sur oS axemphes
simples, e rmsonnement par récurmence. Aucun
énoncé ginémal sur le comportamant dos Sultes
du type U, ..~ f{u,) n'est pas au programme.

La signification inluitive des énoncés de co
paragraphe doit dtre mise an valeur. L'objectil est
d'apprandre aux dléves i las melire on muvre Sur
des exemples simples. On évilera on outre de
muitipliar los expmples posés a prian - il convient
d'exploiter loa situations mentionndss dans les
travaux pratiques (approsimation de nombres,

=




Ot rations
— Limite dune somme, dun  produil, d'un

ol

= lmage dune sulte par une fanclion -
donnd un fonation § définke sur un Intervalle | 8
une suile (u,) do points de |, 8 lim v, =& -h.‘
ou non) el 8l lim Fx)= 4 (links ou nuﬂ_l. f

L

UL T R
Comvergence o sultes monohones © ol
crolzsante maonss comerge.

¢} Suites de référence

Limifo ol comparaison des comporis:
sultes In(m): (a™) a rdel siricl e
o el

Travaux p
_En-nplﬂ d'dlude du o
forme o "I‘J.'i'l]
Thl.!i]
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a) Langage des limites of de & conffnuitd

| s fonctionn dludidos dans os paragraphe sont
S adinars wue un intervalle | de H
L emdusinn das Symiokes

fim flx} 8t Um Fflx)

suction  du symbole’ lim fixl lomgque &

=

yent @ 1 {cofie limite est alors égale & Ha)),
arique @ nappartent pas & I

acpar
puds |

gi { admal ura limite &n loul polnt de | on dii
gue [ sl sontines Sur 1

Toute fonction dérvable sur un intervalls est
pontinue sur cal intarvalla

Prolongement par confinuité d'une fonction defi-
nie o confinue sur ]&; &) et admettant uoe limite
en a (ou continue sur [a, b] =f admatiant una

limde &n bl

Toute fonction définie sur un intervalle | contenant
uh paint ¢ of dont les resfrictions pour X <o ol
pour X=¢ sont continues est continue sur |

image d'un intervalio par une fonction continue
strictemeni mMonoiond,

b) Enoncéds usuels sur les limites (admis) :

— pompRraison, compatibilitd avec I'ordro.

— Somme, produlf, quotent.
— Application & la recherche de la limite d'uns
tonction polyndme ou d'une fonction rationnelle

an = U Bn —=,

— Limite d'une fonction composde : 8i
lim fx)=b et sl :;_im& gly) =4

(o6 , b, A sont finis ou non), alors

N (groM{e) =A.

£) Cakcwl diffdrentiel
Dérivation ¢'une fonction cOMPOB&e.

i cofwiant @ inisfpriter graphgiamant ol faumdd-
qmmlnnﬂmﬂmmdﬁu
paragraphe, afin d'écliiter lawt signification.

Pour calls brive Intreduction, on s'appulena S
Fanaloge mwet o cas des sules. éludd on

Pramigre.

On' s'spplers sur le cas lm gih), abordé af

e
Pramidne.

La continuiie an un point, considénés iscliment,
ne doll pas Taire Fobjel d'une dtuds systimatiqus.
A propos d'examples irés simples Jélude hcale
(discontinuiés, polnts angukspux), on introduira
beidvemant, par restriction, les notions da lmite
& gauche al do limite & drofte, s, &n pasticalier,
do corivée b gauche et do dirivée & droite. La
notion de continuité sur d'aulres pasties de R que
g8 inforvaElies esf hors rOgQramme.

On observera que la conclusion da cel émonce
s'étend au cas d'une fonction définke sur un
imtorvalle [a, &) dértvable sur Ja, B ef ncdrmettant
f{a) pour limite en a {ou dérvable sur [o B

&t admattant f[b) pour limite en O}

constituant pas un obpectit en soi. fis fournissent
dos jalons pour I'étude d'une fonction - intervakles
do dérivabilith, limies aux bormes da tels
intarvalbes, intarvalies de continuitd.

-

Lorsque [intervalle considéré n'est pas  un
segrment, los loves doivent savoir déterminer les
axtrémitéa de I'intervalie image connalssant les
limites de la foncton auk extrémités de son
intervalle de définition.

Ces énoncés sonl calqués sur ceux relatifs aux
suites. || n'y o pas lieu de s'attarder & leur
présentathon : I'objecti! et d'apprendre aux éléves
& los motire en ceuvre sur des exemples simples.

: = nalt,




soiroissements finis . Gt
ne fonction ! dérivable sur un Segis
i i mer=matsla<h plors
mib~ )= A{b) — Ha) =MD

_ i |r[=m, alors [fib) - Aa)i <k

indgalid dea

Primitives d'une  fonclion
infervalie )
Définktion. Primitives d

ront d'une constante. Deux
fhons unuelies par loctunsdn
derivibms. _

d) Fenctions
— Fonctlon

oy

axponentisile; s

fanctionnelie, v
asymptotique. JEBENGHE
afline, mu  woiEln

h

b réel),




_—'_'_
de tracé da la courbe rapréssntative
temictieEn
\ples d'étude déquations flx)=A ou -
Tilna: | f[.l:?"--‘

yamples d'emplol de majorations et d'enca-
rarEEE d'une lonction par des lonctions plus
.impies [recherche de valaurs approchbdes en wn
point, rpchorche da limites. ). Examples d amplol
drindgalité sur e dérivéss pour oblontlon da
folbns |-'r'|n||:|-rﬂllﬂII-I'I$I

Expmples de recherche de solutions approchdes
gune éguation numérique.

3. Caleul Intégral

a) intégrale o'une fonction continue sur un
segmant

Eant donnd une fonction ! continue sur um
intarvalle | 81 un couple (&, B) do points de |, le
nomise F{b)—Fla), ol F ost une primiive da
gs1 ingépendant du chobi de F; ﬂﬂ#l'qlpllﬂl

in:ﬂngrmdnp.uhﬂul'ilmhnu‘rlLF{HﬂL

Cans-je cas d'uns fonction de signe constant,
interprétation graphique de l'intégrale & Vaide
o 'uril T

b) Propriétés de lintégraie

Relation do Chashes,
Lindsmrib :

]
| 4n=+m~:rndr-=r nruunﬂrnmdt
» l -

B
Positivité - si a=b ot f=0, alors J_ I'{ﬂ:lr_:-ﬂ.

Intégration d'une indgalita.
Inégalité de la moyenne :
= g me =M ol 8<b, alors

B
mib—a)= | f{ridi=mib—a),
— ui || =M, alors
1 At <m: [ =al,
Vaieur moyenne d'uné fonction.

€} Techniques de calcul

— Lecture inverse de formules de dérivation :
primitives das flonctions de  In forme

X — g'lax+ b). (exp g1 g, 070"
g

ol aw ~1, ot —

&
lg otant & valours siriglement positives),
= Intégration par parties.

Pour flous |es problémes de majoration,
d'encadrement o1 d'approximation des foncliond,
des |ndications dolvent &tro donndes sur fa
méthode & suivre. L exploitation, sur des exemplas
simples tols que @, In{1 + x), sin x, du théoréma
sur o sens ce variation, appliqué aux dirivées
d'ordre  convenable d'une fonction auxiliairs,
constitue un outll intéressant. Cepandant sucum
#noned sur les majorations tayloriennes nest au
programme, of il A’y a pas de catalogus o8
sHuntipns classiques A mdmorsor,

On pourra sur des examples, explorer ot itdrer
quelgues méthodes (dichotomie, tangenie, interc-
polation lindalre, ..} maks AuUCU COnrHisasncy
gur cas méthodes n'est exigible des élives

Par suite, #tant donndé un point a de |, la fonction
L3
X — ! fitydi o3t l'unique primitive da [ sur |

¢ ]
prenant |a valeur zéro au point a. En dehors L]
co cas, aucung connalasance n'es! exigible sur la
yariation d'une Intdgrale en fonction des bormes
d'intégration. Aucuno théorie de la notion d aine
n'est au programme : on admetira son existlance
ol sen propriatés démentaires. Les éléves dobent
connaltre 'gire des domaines usuels : rectangle,
triangle, trapbzo, secisur d'un disque.

Il conviant dinterpritor an tarmaes d aires carimi-
nes de  ces 1 (redation da Chashes,
intégration d'inégalités, valeur moyenne d'une
lanction, ...} afin déclairer lour signification.
















(V. +, *) est un R-espace vecton
o (U, +) est un groupe commiutati
o la loi de composition externe
suivantes : quels que soient les &l
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SUITES

NUMERIQUES

1.1 DEFINITIONS. EXEMPLES

a) Suite définie par son terme général en fonction de n

EXEMPLES

Rappelons qu'une suite numérique est une application d'une partie D de N
dans R

u:D—R
nt—= nind

Au lieu de win) on écrit w,, I'indice ou rang de w, étant n. On dit que u,
est le ferme général de la suite. L ensemble de définition de la suite est D.
La suite numérique u se note aussi (K, ),.n ou plus simplement (u, ).
Nows dirons «suite» au lieu de «suite numérique= &f nous Supposerons
(u,) définie pour lout entier naturel n==ny (n, entier naturel donné).

On peut définir des suites de la fagon suivante :

} an+1
e pour n entier =1, w, = -
e pour nEN, l'u"il'n"—;
n
o pour n EN, H*.HEG)—E

ol EG) est la partic enticre de .

b) Suite définie par u, et (VREN) U, = Nu,)

Une suite peut aussi étre définic par la donnée de u, et d'une relation de
récurrence :

{VI‘IEH} "_g-pl-ﬂ."n]l'

%=1 CamScanner
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EXEMPLES

REMARQUE

e Vous aver éfudie en 1" la suite définie par u, el _——-‘-—--\-'\\

{YanEM) by =N 4,

Une telle suite est unc sulte arithmétique de raison le rée| donné g
Rappelons gue : 4

(YnEN) by = N+ A,
o Vous avez également étudié en 1™ la suite définie par u, et
(YrEN) (TR [T

Une telle suite est une suite glométrique de ratson lo réel donné g,

Rappelons que -

(VaEN*) M, = au, i
|

Reéma g e =g ]
Tquons que st a # 0, a" =1 et u,=a"u, donc ([) est ENCOTE Vraie poys -

Mais 8i 0 =0, " n'a pas de sens et (1) n'est pas vraie pour n = {),

o Mous éudierons plus Join la suite (n,} délinic par wo=1 et la refas
FECUTTEnCE ; i Fation . ge

(¥nEN) Moiy=V2+u,,

On verra en exercices, i la fin du chapitre, d'autres modes de détermination d'yne
stile.

1.2 COMPORTEMENT GLOBAL D'UNE SUITE

a) Croissance et décroissance

EXEMPLE 1

On dit quune suite (),

p €51 crolssante si el seulement si, quels que
soient n et n+1 de D :

ﬂnﬁu.,”.

On dit qu'une suite (u, ), ., est décroissante i el seulement i, quels que
soient net n+1 de D

[ T

Les suites croissantes et les suites décroissantes sont dites monoiones.

Si les inégalités précédentes sont remplacées par des inégalités stncles
iy =ity OU B, > U, ), on dit que la suite est strictement croissante o0
strictement décroissante ou strictement monotone.

Soit la suite (u, ) définie sur N par -

By =N +n=1],
La fooction f : x +—s -'l“'l':-ldi.ﬂrﬂuﬂu'ﬂ., m:mmﬂﬂhﬁ”“‘
par :

fix)=2x+1.

Puisque f'(x)>0 sur R,. In fonction [ est strictement croissante sur R, done =
restriction & M. c'est-i-dire Ia suite (n, ), est strictement croissante.

p—

2
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i. SUITES NUMERIQUES

EXEMPLE 2 Soit la suite (u,) définie sur N par -

EXEMPLE 3

-8 "’-r
Sionm], ———

= '
LR

(e ol TS | |
- =(ﬂ i } 3 Nous aurons - 1P 1 si et senlement i :
H,

) s

[ B A

i

tn+ 1P =2n*

n+1<Vin

(W2=1)r=1

.

Va=1

= ‘L”‘_j+|r.
(VE-1){Vi+1)

ER R

i, ‘e L

W24+ 1=2414 donc la suite est strictement décroissante pour a3,

Soit I suite (&, ) définie par b,=1 et
iYreEM) Mo = V24,

w ol

: 4 ' u,
Pour étudier la monolonde de cette suite, au lieu d'éudier le rapport L comme

précédemment, étudions la différence u, . =, "
Démontrons par récurrence que : (YnENju, , , —u. 50 On a:
ity — bty =V3- 10,

Si, pour un entier naturel m, u, ., — 4, >0 alors :

L T e 1""“-T|'“.-44""-';2+If..1—"-."r1+u_

u.n.!I--'MJ'I“

= - L =1
VIt . +Vitu,

Donc - (YnEN)u, ., — i, =0, La suite est strictement croissante.

b) Suite périodique

On dit qu'une suite (i, ),op €5t périodique, de période P, 8'il existe un entier
naturel P non nul tel que, quel que soit n de D, n+P appartient & D et
|

i
Remarquons que si P est une période, 2P, 3P, ..., kP (kEN®) sont aussi

dﬂpﬁhﬂﬂ.ﬂndﬂﬂhﬂlhﬂupﬂhﬁp&iﬂdﬂ.éﬂm&mduﬂ‘.

2 [
S i
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3 b pour periode P=g oyt

EXEMPLE  La suite définie sur N par u, =sin

: ., T
(vnEN) H.,.=5In{n+ﬁ}j=sm (n5+21:r}1=.1in "_I’.".un__

c) Suite majorée, minorée, bornée

On dit qu'une suite (u, )., est majorée si et seulement s'j]

M tel que : existe un réej
(¥neED) n, =M.

On dit qu'elle est minorée si et seulement 5l existe un réel m tel que -
(¥nED) wEm a |

Une suite majorée et minorée est dite bornée,

EXEMPLE 1 Quel que soit 'entier naturel n, on o
~lscos({n’+1)=1

donc la suite de terme général cos (r?+ 1) est iorée i -
isirieg " est majorce par |, minorée par =1, Elle

EXEMFLE 2 Soit la suite (u, ) définic par =1 el
{

: 1
{I"II‘TEHJ """"ni i, + 4,
Calculons les premiers termes :

| 13
=3 ""'«‘Tﬂ-'-l.]]ﬂ

1 13 49

Démontrons par récurrence que tous les termes sont inférieurs & 6.
o Cela st viai, pour w,, u;, u,.

'.SII "l‘ﬁ-“ﬂfﬂ- "-ll-%un“”‘

I
Uy oS3 X6 +4

'n-ll"ﬁ-l

La suite (n,) ext done majorée par 6
Elle est aussi minorée par 0 : o
n de N, u,#0). La suite “Eﬁm encoTe, VOous frouvercz que, pour |

L*-3 CamScanner
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1.3 LIMITE D'UNE SUITE

a) Symboles Iim {u,)=+= et lim (u,)=-=

EXEMPLE 1

EXEMPLE 2

EXEMPLE 3

Définitions

1. On dit que la svite (u,) a pour limite += quand n tend vers +=

si, quel que soit le réel strictement positif donné, on sait trouver un rang

4 partir duquel u_ est supérieur & ce réel. On éerit lim (u)=+=,

2. On dit que In suite (u,) 8 pour limite —= quand n tend vers += si
lim (—w,)=+=. On écrit lim (u,)==-1=.

= e

Quel que soit le réel strictement positif x, nous admettrons qu'il est toujours
possible de trouver 107 (pEN*) tel que 10" =x. Donc pour monirer gue
i, = x, il suffira de montrer que &" = 10°.

Soit la suite (n™ ) délinie sur N, a élant un entier naturel non nul donné.
Sia=1, on it =
Sia=letn=I1,0na AT=pXaxXax.. 8

pe=ax]xl=x, =]

A= n.

Mous avons g™ = 10" (peN*) i as=10"

Soit Ia suite (V'n) définic sur N.
Mous avons Vaa= 107 st n =107,

Soit la suite géométrique (a”) définic sur N, a étant un réel strictement supérieur

al.
Posons @ =1+A (A=>0) el montrons par récurrence que pour toul n de N :

a1+ An (1)

e (1) est vraic pour n =0
e s a”=1+An, alors

'ﬂ'-. i Hﬂ'-ﬂ'
a"ttaE(l+anXl+Aa)
a"* '=1+Ain+1)+A%n
a" =l +Ain+lh

Donc (YnEN) a* =1+ An.
I en résulie que
(¥nEN) a” > An
nous arons donc a” > 107 (p EN®) si
An> 10F
10F
™

.#-1 CamScanner
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Nous retiendrons les résultats ©

|
Lo saites (a%) avee @ €N®, (V) (@) avec ari Sl

| }lmhﬂ'%

I 4+ quand p tend vers +. ‘

b) Symboles lim (u.)=0 et lim (u.)=¢

-
e L -

Délinitions

1. On dit que la suite (v} a pour limite 0 ou converge vers 0 =
tend vers += si, quel gue soit le réel strictement positif donné, on gy

trouver un rang & partir duquel |u,| est inférieur & ce réel. On fery

lim (u )=0.
2. On dit que la suite (u,) a pour limite | ou converge vers | quand 5
tend vers +% si lim (w,=0=0. On écrit lm (u =1L

A= &= A—=

—

Quel que soit le réel strictement positifl x, nous admettrons qu'il est toujours
possible de trouver 107" (p EIN* ) tel que 10* = x. Done pour montrer, dans
la définition 1, que |u,|=x il suffira de montrer que |u,|=10",
Lorsque u, =0, au licu de |u, | on peut écrire wu,.

= 3 1 !
EXEMPLE 1  Soil Ia suite ["—-) définie sur N*, o §tant un entier natirel non oul donné. Oa s

e A
VU que i ?ndﬂmFi;tlnclNl%dﬂm;!;im"' [pEH'}uil:Iﬂ"'dm
- .

pour m = 0", |
EXEMPLE it In suite —— difing
PLE 2 Smlllnul-.-ﬁdﬁmmlﬂﬂmnﬂmn#dm":iﬁalﬂ"dnn:siﬂ'lf"- |
" |
i - e !
XEMPLE 3 Soit In suite (™ b défime lm"ﬂi‘ﬁﬁ'.ﬂ rée] dﬂﬂrﬁ. O=g=1. Nous avons _].}I el
a
d'aprés, Pétude du § 1.3 (ex Iy 1
- emple 3), (VneN (; ( LTy
.. . J ]:nu: en posant — = ]-
[?HEH'j nn:_L
An’

Nous surons o < |0 * oy e b -
':PEH }“H‘Iu'dﬂmﬂna¥_
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I. SUITES NMUMBERN}ES

Mous retendrons bes résulings

Thisoreme

————

1
Les sultes (—) avec a EN*, ("n.-"'i)' {a”) avee < a < | ont pour limite
n" I |

0 quand n tend vers +«, |

¢) Suite convergente. Suite divergente

Lorsgu'une suite converge vers un réel [, on dit qu'elie est convergenie.
Nous admettrons que cefte limite [, quand elle existe, est unique.

Lorsqu'une suile n'est pas convergente, on dit qu'clle est divergente : 3
limite est +® ou —= ou |a suile n'admet aucunc limite. Par excmple Ia
suite de terme général (—1)" prend les valeurs 1 ou =1 : elle est divergenie.

1.4 MAJORATION OU MINORATION D'UNE SUITE PAR UNE AUTRE
SUITE

Nous admettrons les théorémes suivanis :

Théortmes
1. 5i, & partir d'un certain rang, v, = o, et si lim (v )=+=,
alors lim (u)=+=.
L

2. Si, & partir d'un certain rang, u,=v, et si lim (r,)=-"=,

T

alors lim (w,)=—>.

e -

3. Si, i partir d'un certain rang, |u, =] =0, et si lim (0,)=0,

e

alors lim (w,)=L

e =

4. Si, i partir d'un certain rang,
w,o=u,sp, etsi lim ()= lim (w)=1 alors lim (w,)=1/

e B 2L L x 11 FE R

P
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REMARQUES 1. Le théoréme 2 est une conséquence immédiate du théoréme | _--""--..
R le théoréme 1, les suites (—i,) el (-1, )} [mn“““ﬁ'-*u
2. Le théoréme 3 est un cas particulier du théoréme 4 [en effer, |y _ I
s'écrire —o, =i, —=v,, lorsque o, »>0]. a7
3. Le théoréme 4 est encore vrai si 'une des suites (v,) ou (w
partir d'un certain rang, sa valeur étant I, . =) €8t conmay, |
4. 1 sera commode, quand cela est simple, de prendre pour suites (¥, ) ou (
comparaison I'une des suites de référence du paragraphe 1.3 oy e ' o lde
suites, si A >0, de terme général : € lune g
An® (aelN*), avia, Aa™(a=1)
A A
—(aEN*), —. Aa”(0=a<]).
n™ n
Wous allons en donner des exemples.
EXEMPLE 1 Soit la suite de terme général u, =3n"—n—5.

EXEMPLE 2

EXEMPLE 3

Cherchons une minoration de In forme 3n®—n—5=An". Pour » 85567 grand
peut «négliger = —n =5 devant 3n° et penser que u, =3In° mais 4, <3n’, H-ﬁm-u.:
alors, qu'h partir d'un certain rang,

inf=-p—5=2n°
Inf-2n'-n-=-5=0
Rt =n-5=0,

1-V2l  1+v3]
- Elk N
T 14+ %2
3 ]""[ 3 ‘J"”['

Le trindme x°—x —5 admel pour racines

. 01 est nul ou du signe

du coelficient de x* pour xE]-—:—,
1+v12l

Mous avons =2.791. Donc pour =3, on a :

Int—n—5=22n7

D'sprés le théortme 1, lim (w,)=+m,

- em oo
Eﬂ-lﬂlﬁﬂlﬂﬂ'ﬁl‘m nEral = g% =
Pit ot ﬂ!‘-ﬂ: u,=n*(cos m—2),

cos n=|
coE n—2g] =2

. Cos g—Tug—]
AT{cos n—2)s —pt.

O i g i
nﬂﬁ‘{ a*) = donc, d’aprés le théoréme 2, Hm (w,)m=—o=.
e

Soit la suite de terme Renéral Uy = Va—\Va+l.
"n_[ﬁ-'h"ﬁ'l' {(Va+ Ve 1)_ n=ia+l)

VintVa+l Vin+va+l
hebe—to
ﬁ-l-\-'n + 1

Pour n>1, nous avoms |, <—L_
v

o



. SUITES NUMERIQGUES

—
EXEMPLE 4
EXEMPLE 5

On a  lim (L_}-lldnru: d'aprés le théordme 3, lim (1, )=0
i 11."," & H-P L] 'u-ﬁ, !

W = -

Soit la suite de terme générl u_ = "’: I
~ Ny
Pour n asscz grand, on peut «négliger» | et 3 devant n® et 2n’ et penser que

R I
W, ._.i:_; c'esl-h-dire (' “El Plus [!F-I!'C'EIEI'I!I-I!I'“ -

p _I[- A+l 1) |ae?42-2a7=) i
SO 123 2 2(2nt+ 1) 2(2n% 4 3)

Pour ne=1, nous avons

[ [ |
Uy =] & dn* 4 6=dn’ i -—]= -
2| an? (car 4n” +6adn’) et _r:n]_ {‘n,] 0 donc

d"apres le théoréme 3,  lim r,u_:ni-

[

Pour tout n de N*, jy =—nt 42 . L A

; ™ S = TR e e Cherchons & encadrer (u, )} par
deux suites de méme limite. On peul remarquer que, pour toul entier p tel que
Il=p=n, ona:

nrsl=n+psniin

1 1 |

donc B e M s
n'+n n+p mt+l
n n R n n f
B - A =5 i il_-.-+l-.—+-1_1+ -
n4n man aAf+n " mt+l ntel a4 1

comme il ¥ a n fractions dans chague somme :

n n
nx ST b
A en " ne+1
.. n® n+1
on peul ecrire : = =k, T
0 +n ne+1

L
— i, % |,

R |
Montrons gque q_l_m:_ "H-I E
|sfl=xilis daend L I
(n+1 ' AN i .-I:munﬂ =

D'oi, d'aprés le théoréme 4 (cf. remarque 3), lim (u, )= 1.

Hom o

1.5 OPERATIONS SUR LES LIMITES

Il nest pas toujours simple de majorer ou minorer une suile par une autre
suite, On démontre les théorémes suivants que nous admettrons :
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REMARQUES

Theoremes
L I, el si oo, alory u, 1-_4;_‘-‘"
M, A pour 4 a pour limite : u pour limite «
I r L+r
| + o 4
i = -
+ = + = +m
- - 00 =
i - on ne pent conclure
et si |o,| alors u,v, |
ﬂl“"”: Hemite a pour limite a pour limite -
i [ § I
1#0 +m +x
0 += on ne peul conclure
+® +x +=
.I
:Ii! ] ke = et si o, ‘hn:n
b il o ot a pour limite : a pour limite :
[
{ r'#a T
1#0 0 +=
] 0 on ne peul conclure
I +® (1]
+ = I +ox
+ +x on ne peul conclure

1. Les théorémes s'appliquent encore quand () st une suite consiante, la limile
de cetie suite étant ln vileur de cette consinnie.

2. Dans certains cas nous avons mis «on ne peut conclure =, Cela signific qu'il 0¥
a pas de théoréme général relatif & chacun de ces cas, On éudiern les limites
correspondantes sur les exemples renconirés,

3. Dans le deuxiéme ef le trobsiéme tableay nous avons mis, pour simplifier, des
valeurs absolues. 11 restera i préciser le signe de la limite de u.v, ot de ‘_ﬁm hes

exemples rencontrés, i u, v, cf E gardent un signe constant b partie i un certnin rang.




L. SUITES MUMERIQUES

EXEMPLE 2

EXEMPLE 3

EXEMPLE 4

: 2
fim ("’;;-F]ﬂ{ﬂ. 1™ iableau 1°* ligne)

LR B 81

im (n')m 4+

LT

"o 'Iinj Pln)=+= (cf, 2 tableau 2° ligne).

Flus généralement -

EIPmunPHyhﬁmhllthrdtthanInd vers +o et celle de son terme

de plus haut degre.

Pour n=2, on peut écrire :

5 | 5 |

B g e s T R

__l-:ﬂ“'l'ﬁl'l*'l: [:‘-‘-nn.‘nn}_t*'nl.*nt
3 n*=1 = 1 = 1
ol ) I

Jim (5)=0. wm()=0

B L ,
lim (:1.? +F)=2 (. I™ tableau 1™ ligne)

N -

. 1
lim {1 'FJ"" (el 1°" tableay 1™ ligne)

d"ois lim (u,)=2 (cf. 3° tableau ' ligne).

N e -

Pour n=1, on peul écrire ;

2 1 2 ]
S+ 2n—1 "’(“F_-’) B

o ] = n N
B n+3 3 3
n(1+2) g
lim (a*y=+m
2 i
AT
lim ————=5 d'od lim (u, )=+,
e 3‘ e i -
I+
n

Flus généralement .
Pin)

5 P et Q sonl deox polyndmes, ln limite de —— guand » feml vers + et celle

Mn)
du quotient des termes de plus haul degré. -

Soit une suite géomeétrique (u,) de raison a. Nous supposerons w,#0 el

ag{-1,0,1}

Rappelons le calcul de la somme S, = u,+w, +... + 4, qu'on écrit ¥, -

S, =gt Glig+ 87 Ug .4 0" lig+ @y
asS, = au,+a u,+ . v o ey atn, ot ey
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s membre ces égalites :
; pehant membre #
dTon en retri i

|I' IIEIH,.'H'-.'“ iy,

(1= a)s, =il a® ity

I Ko ‘u e |
o
Clomume s avons ““I‘F’“’"E avl, |5, L I

Etidions la limite de §, en utilisant les théoremes precédents. On pey FCTing

I, e
- P o g

B et

b
"o g =08

o Si la| >
im [a%| =+
o= -
an
lim |==——a"|=+=
B oew =

{produit d'une suife par unc constante non nulle, cf. remargue 1)

lim _‘fL-r—-_{ﬂn-'.-ﬂ"':.l-I
1=a 1=n0

- o

(addition d une consianic, ef, remargque 1)

Bn  [S.|=+=

-

Hm (a®)=0

fim (=% a") =0 (produit d'unc suite par une constanie) -

fim (__'_u, - H')'——n' (nddition d'unc constante] |
e, | S N Y I=a
(T
lim iy
[ s--]-'-l

1.6 ETUDE DE LA CONVERGENCE D'U
SANS CALCULER SA LIMITE T
Les théorémes suivants, que nous admettrons, permettent d'affirmer qu' 4
suite est convergente, donc que sa limite cxiste, sans qu'il soit M :
A

de la calculer,
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1. SUITES NUMERIQUES

EXEMPLES

Theoremes

. Toute suite crolssante ¢f majorée est convergente.
2. Toute suite décrobssante et minorée est convergente.

Seitles suites (u, ) et (v, ) définies ;|'.H:|-'||:' touit i de N*® par :

ek
i, * E el - E P
[t | F
(o entier strictement supéricur 4 b
Montrons que ces suites sont croissantes et majorées. Efles seront donc convergentes
d’apres le théoréme | précédent. |

Ftude de ()

= (4, ) el siriclement croissante car :

. i

Y . = [
(YnEN*) w, ., ~u, t“_”,::n
# (u, ) est mnjorée car :

iy =1 et si m@=2, pour tout entier p tel que 2@pan :

e T,
o |

p-p=lp p-1 p

11 | [ | 1 1
w<1+(G=3)+(-3)*-+G=5)

ar_-‘:l—l.
n

La suite {(w, ) esl majorée par 2. La suite (&, ) est siriclement croissanle el majorée
done elle converge.

Fiude de (v,)

e (v, ) est strictement croissante car !
|
=
(R0

(YnEN®) 1,.,-n=

o (1) st majorée car :
(WpEN®) p*=p® (puisque a>2)

par suite pour tout n de IN* :
t=3 ——"E Ly <2
p=1 P p=i P
La suite (v, ) est majorée par 2. La suite (v, ) est sirictement croissante €l majorée
donc elle converge.

3
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1.7 TRAVAUX PRATIQUES

EXERCICE 1

EXERCICE 2

3
Soit la suite définic par 8. =5 sur IN*.

1. Cofenler wy, Wz Wy Mo W3

Erundier la monetonic de la suite

"rl-

(1.'4.:4:5 formeres le rapporg ——=!
cl
¥ “'I'.-"I“'l":-"-tz

f;'—'::l-] |'!l¢|l.l]' H-El}.

My s -
2. Montrer que —— =2 powur n=S5.

"
3. Montrer que , >2" ity pour na=b (00 CCTITA e > 2bs, U3 >20, oy s
et on multipliera membre & membre ces inégalités. Vous pouves aussi mh;nm i

reCmence j,
4. el g timite de (u,) quand n tend vers +=7 (la suite (u, ) est m

o il 'n:n 2 & partir d'un certain rang ).  Minotée py
une suile plométrigue de rai pi ng

Soit In suite (u, ) définie par w,=1 et la relation de récurrence :

On peut représenter es termes de la suite de ln_fagon suivante : soit Ty
représeatation graphique de la fonction f: x = V2 +x définic sur [-2, ol

I la droite d'équation y = x, dans un repere orthonormé. -
ll"||
8]

M, M

My e

o I (LY

va I | |

] L | ]

| I | |

I 11

I

I | 1 |

] (I | ]

I 1 1]

| (It

[ (R

: ]

I 1l

! 2 -
2 1 o g : 1 r.r1I u;l A

1

FPar Huf“m Hlu'u” on méne L paralléle § Oz, elle D p d'ﬁl‘w

celle de M c'est-i-dire 2 i renconire Eﬂ. i e

;:::hﬁimd:!'. est u,. flug)=u;, Comme P, apparticnt & D d'équation ¥

:ﬂnmﬁﬂ:hmﬂﬂcinhmm :

Par M, on méne la paralléle & Ox, elle re nire IE:“H#[:PEH;H de My

E“um:":lﬁ!‘l]-h- Comme P, appartient 4 D, son Ibﬁ:l.‘llﬂ est ;. s
I SUCCERsIvVemen] .

sur 'axe O les différentes “f“,", Tl:,l“.'m““ de coordonnées, on i

Rt raog que I suite (u,) est erofssante, majorée par 3 %

J—

=
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I. SUITES NUMERIQUES

REMARQUE

EXERCICE 3

Traires fes questions suivarles -
1. Démontrer qur la suite et crolssante, (On montrera par récurrence que (Y EN)
e = b, =0, f, ¥ 1L.2a. éxemple 3)

2. Démontrer que la suite est majorde par 1 (YOUS FRESONDErer. par récurrence b
Conclure ghie T snife ext convergente (on énoncera le théoreme utilise ).

A On peut écrire pour tout # de M
(824, =23+ u, +1)

VI +2

i, ,.—Z=";’3+u_,—2='

e I [ S|

F"rnl-l-'zl o — o
Vien +2 Viem +i
-!“.. I—:l:ﬂ-‘-._—z—r
. T

. i |
En dédwire que |u, =2 —. Conclure gue lim (u,)=2.

(n verra au chapitre suivant un théoréme permettant d'affirmer que la limite | de
Ia suite wérifie 1'égalité [= %2+ [

Caleul du terme d'indice N de lo suite de nombres réels définie par
=2 et IYnEN) u ., =3n,+1.

CASIH) FX 18001
On vide les deux rones de programmation P, et P. (mode 0, PCL).

ENTER Kin 2 =compteur, indice du premier lerme =

P,
ENTER Min  « 1" terme =
ENTER Kin3 «le rang N=
P, 1 Kin+2 «| esl ajouté au compleur =
|+ 1xMR=Min «calcul du terme de rang suivant =
Kouwt 3—Kout 2= X>=0
MR
Application : indice du premier lerme el XN =40,
Mode .
P, 0 Run
2 Run
40 Run

P, on attend 17 5 et on obticnt W= 30394 10°%,

CASIO TG i
Mode 2 on sélectionne une zone de programme vide (par exemple P0).

“I| PREM,": 7T —= 1 exe
*U PREM.": 7 —= U exe
W T —e N exe
Lhll:0+] —= 1 gxe
FxlU+] —= U exc

J<N = GOTO1 exec
Reprenons I'application précédente.
Model Prog(d exe

] exe
z exe
4 exe

on patiente 1,5 s el on obtient 3,0394-10'
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Sy

CASIO 850F (Programmateur en Basic) -
Sélectionner une rone mémoire vide en mode | (appuyer sur "exe” apra
10 INPUT “I PREM.": | * *h8Q0e gy,

20 INPUT "U PREM. U

3 INPUT "N="N

0 I=1+]

S0 U=3=l+]

60 IF I<N THEN GOTO 40
0 PRINT "U% L "="U

Application :
Maode 0
Apres sélection de ln zone mémoire

L] exe
) exe
4 exe

on patiente 2,12 s et on oblient 3,0394- 10,
Avec une "boucke®

10 INPUT 1 PREM." 1
INPUT *"U PREM.~ U
INPUT "N="N

FOR J=1TO N~-1
U=3sl]+1]

NEXT )

PRINT "U%; J:*=": U

On patiente 1,24 5 et on obticnt avec les mémes données 3,03194- 10"

SZe88s
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i SUTTES MUMERIQUES

Exercices

comportamant global d'une suite
1.1 Lia  Sudbes de ferme géndral (T R
sontl-oblen crossantes? décroissantos? borndes?

1
1+n"

W o= T_l.?""l_ “'.1-""1" n'_".

™

1.2 Montrer gue la Sulte définie sur N par
v, =[=1)" +5ln n

sl bornés
1.3 Erudser la monotonie dos swdites délinies sur
I par :
n? !
Elo E:;.. L i-;

jal=nia—1)n=2)..51 & AEN' on posa
0 ="1.)

1.4 Solt la suile (w,) délinke par la donnés de v,
it

(YREN) 3ug, =24, +1
Cscuter. Suivant los valours de U, la monolonks
de (L)

1.5 Méme guestion gu'l 'ezercice précéden
aved by donnd o
(VnEN) taay=V3+0,

1.6 Trouver une période pour chacune des suiles
difinkes sur N par :
e

. L . i
un-unnE. [ I:ﬂia.

Sy i,
W, = gin =+ co8 N —;
i 2 3

by = EE}—E ol EE} ast 1a partie antibra do E

Majoration ou minoration d'une sulte par
une autre

1.7 Etudier

Hm (r+28inn®),  lim (20&(=1)"n)

L ] e -

1.8 Ewdier lim (3VnT+1=5n)

LR

1.9 Ewdior tim (VaT+n+1-VaT+1)

s om

1.10 Soit In suile délinie sur N par

-(2- 1}”.

Montrer, qu'l partir d'un certain feng.

o)

En dédulie lam  [u,)
i
1.1 Etwdier la limile do
1 1 Pl 1
e S aTra pieg - ATe2n+1

{On cherchara & majorer la sulte (u,) par une siita
de limite nulle.}

1.12 Eiudiar  lim Lol

v I rarers ]
R L

1.13 Soil la sulte [v,) dbéfinke par ;= -3 ol
MaEN) Uy, =u, A -n—Z

Calculer iy, g, Uy, Uy U
Bontrer que, pour A5, ana:

@0 8l u,.,=nT-n=2

En dédulre lim  {w.)

=

1.14 Soi Ia =sulte (u,) délinia par ;=1 &l
YaeEHN) U, .;=u,=2n"+30—1.
Montras que, pour REN®, on &
u, =0 ol Uy.==2n"+3In-1.
En dédulme lim {u,)L

s -

Opérations sur les limites

1.15 Trouver les Hmites, quand n tond vers 4=
de: n*=3nt=n=1,
an®+2n-1 Bn'+n"+1 n—1
En+3 " pren?+2’ ont+Sn+1

1.18 Trouver les limitea, quand n lend wers &=,
di :

2n+{-1y" n+coxn

In—(-1" 3n°+sinn

- o ‘
l‘|1? an ln'lﬂ i “H-'H’ﬂ"g"Wr *
G;Iguhrﬁ,.-nlnmqun.unnuﬂlupmﬂl
b
HOUS hfum;+;—1
En déduire lim S,

1.18 Pour foutl o de "'h-"'.l-"' E #*‘#




I. EXERCICES

Calculer 5, en fonclion de n en mettand

et L R N IR
pio+ THp +2)

g p+1 pil
En déduire  fim 5

Ao wm

1.19 Pour tout n de N*, 5, = ¥ p. En écrivant

=i
Ea=1+2+..+n
ol Br=fm+la—11+.+1,
calculer 25, puls 5. en fonction de n. En déduire
Hrm [:%’

Hoem i

1.20 FPour toul n da N, §'= ¥ P". En partant

=
du diveloppement de (x+ 1) ou lon remplpcon
BUcCessivamont x par 1, 2. ... A on dédiim e
calcul de S en fonction de S ot da n S, o=t la
somma de l'axercice Précddent)
Caleuler 8. on fonction de n uniguemant. En

=
diirduire ..rln:- L:—:}

1.21 Trouver la limite, guand n lend vk < =, do
?u _:In

<+

i, -

Limite de la somme d'une suite géomi-
trigua

1.22 Soit x le réel dont s développemeant décimal
ENirnitd st 014 14 1414, (périnda 14),

1. Dédmontrer que r oat s limite de la somme deg
tormas d'une suite géomitrique. Calculer .

2, Retrouver In valeur do ¥ en cafesilant 100x — x.
1.23 Résoudrs I'dguation :
EE-H.TALH TALMTALK TALK

sachant que 0 es! le chilfre zévo, chagua |eftre
reprisents un chiffre dans s Byitemes dbdcimal,
douk fotires ditféronies représantent deus chilfres
diffdrents, la fraction du premiar momboe  asl
irrdductible, le second membre ssl un divvelopge-
Ent dicimal do pdviods TALK

Sulte définle par u, et MaENw, ., =u,)
1.24 5oit la suite (u,) définke par u,=1 gt

neEN)

1
I.I'....,-El'.l'nfﬂ.

1. Construire les droites A et D d'dquations
1
‘Tespectives | y-Ex @l y=x dans un repére

orthonarmi,

Représantar sur l'axs des abscisses les lermes w,
Uy Ug, - (el § 1.7, Exerclce 2 du cours).

Que constaler-vousT
Mquhmuwﬁ:lﬂﬂmmqn
croissanie. Ou'en concluer-vous?

2. On pose WnEH}y_:T\

Détermines v pour R
geométrigue. En déduirg  jim i Mgy

1.25 Soll In suits (U, ) ddlinig Par .,
vnEN) u..,.-vi-:i;;ﬂ‘ C

1. Construira la représentatign
fonction NUMtigus de ia “n:i:ﬂ“q'q rﬂ”‘
X i—= VELTE ot |a droite o u'“" Miahg
dans un repére orthonarma Lintion ¥uy
Aeprésenter sur I'axe deg 5 e

Cury), gl

bicinsas

Uy, Uy .- 161§ 1.7, Exnrcicy 3 du

Que constaboz-vous?

Dédmontrer qua In BUie u, ) ost

minaride  Quen m:lm_z-v;m? l1:'‘m"'“'""“"'ﬂ-l )
2. Calcuter l'abscisse x, dy point d'p,

de Dot T,
Monirer que -

WREN o~ ol s K], ~ i e ki)
En diéduire qua
le, = x| =n ltig =2,
Qualie est ln limite de 1a suile (e, )7

3. Soit la-sulie (¥ ] wlirifiang ig fidatian
rcurtance que (i, of tolke Qs Wy =3, M
it Bur I'axe des abscisses les termes Yo ¥y b
Cue constatez-vous?T "
irer que la sults iv.) a1 Croissanty g
majorda par 4. Qu'en CONClunz- w7
Quelle est sa limite? (Procider Comme § 4
quastion 2.}
4. Calculer, & I'aide d'une calculatrice, o, iy
Wi W3 ¥y En diédulre un encadremant da L'}IL&

'#1.2‘5 Soit |a suite (v, ) détinie par lg=1 g -

VAaEN) u, =1 +i

Uy
1. Construlre |a roprésentalion graphigue I de ls
tonetion F:x —- 1+§ Pour x>0, ol la deose
D d'éqguation F=x dans un repére orthancrmb
Représenter sur I'axe des abscisses jos termes Y

Uy, Uy Uy, ... (61 § 1.7, Exercice 2 du cours). Oue
constslor-vous?

Démontrer que. » #ant un entier  naturel
quelcongue. la suite (u,,) est majorés par 2 ol
crolssante ef que la suite iy ) EEl Minoses par
2 ol décroissants, Qu'en conciusz-vous?

; k)
2. Bolt x' ot £ los racines de |'squation ;-li;-

E:.:Uppmam ¥<0<x" On définit pour toul 0

wla=%
TR &

Montrer quo {v,) est une suite gdométrique.
Qualle ost sa Iimita?

En déduire lim fei, ) i

s b

#ﬂ'“ On se prapose do montrer que les relationt -
Uy =3

¥n

36

tersace, B

A

R

.
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I, SUITES NUMERIQUES

L T

ddfinisasnt

af pour 1out o de N u, =
My ™

l@n L sulie ol gue ootle Sulle o3 convergenio.

1, Représentor graphiquement [a fonction [ dei-

i par
el

2z -0
pur tout x réel distinct de 9/2. Utiliser celte
raprésentation  graphlque pour conjeciurer e
comporiament de la sulte (U, ).
2. Démontrer gue pour tout o de B, o, <1,
3, Demontrer gue f Buike Bs1 cromEsants of qu'slle
oonerga
4, Demonirer que pour foul A de B

f{x)=

|ty = 1]

Fi
En déduing que pour foul n oo N i
lug=1]

lu, -H*—'T

fu=1)=

En dibduoire  lim  [u,]

il o
(Dapros Exercice Bag. E.
Parig-Créded - Verzaifes 1985.)

wr 1.28 Soit la suite (u,) définle par =2 of
i
1 1
(¥nEM) u,.._.-E[:u..,+I 1

Dn poss; pour out n e B :
=1

W = L
g+ 1

1. Démontrer quo : (YAEN)  V,.q= Vo
2. Calculer v, 8t ¢, on fonction do n.

! A
3, Démontrar que : (YREMN) 0=y, :&) .

E? diduire  Hm (v.] 8t lim ()

LERE] LR

Révision -
i
1.28 Soit la suite {u,) définie par u, et
(VAEMN) | iy q= 20, +1.
1. Démontrer qu'll axiste une valeur Uy pour
laquelie la suite (u,) 851 constante,

2. On suppose désormais u,=2 e on pose
L, =¥, W, i

D:!un:um h pour que (v,) Soil une suito
péamdtrigus,

3. Calculer v, puis u, an fonction do n.

& Etudier lim [u.)

LR
B Solt S =wvy+w ..t
B g+ ¥t
Calculer S, et 5, en fonction de n.
Etudier lim _(S,) ot lim_(S;).

U ;
1.301. Sait U = Maonirer, gu's partie d'un

bl o
cartain rang, =
[t

En dbduire gue (u,) aSl mojotbs par une Bulls
ghombirigue & parir d'un cartaln rang ol IFoUYer
tim el

L R
n* i :
2 Boil v, o Maontner, qu'ds partic ofun certaln
n
W

ol ok, ‘

TN, =,

ek Wi g

En déduire que (¥,] est majorde par une suite

ghombtrique & partic d'un cartain rang 2L rouwer
[ ]

. o
3. Soit "*.g_l' Moniror, gu'li partir d'un cartain

W 1
TR, ===

En déduire que (w,) est majorée par une suite
peométrique & partir d'un cortain rang of IFGUVer
Hm  (wg ).

4. Applications : trouvar les limites quand n tond

wirg 4o da
e 1 e nl
=1 +8" a-al

1341 Nombro &
Solt les suites (u,) ot (v,) définies pour Eout n de
M par .

1 1
lf“.-1+';i+..,+m

1
AT

1. Démontfer que les deux suites (o, ) et (v, sont
mﬂﬂl‘-ﬂ-ﬂm

2. Démontrer que  Hm v, =u,)=0, En déduin

om
que nHT. HU.I-—_llm (¥ )
On désigne cefte limite par &

3. Démontror qu'an ne peul pas trouver un entier
naturel non nul p fel qua w,=e ni un entier
naturel non nul p’ 1el que v <o

On adonc: (WRENT) b, <e<v,

4. On supposs o rationnel ; --i. ([ &IEH"*.

¥,

a) Démontrar qu'il existe un réel § [D<8<1) ol
2 L
qua : .-u"+hxbt'

b) Démontrer que e —u, @8l une fraction dé
dénominataur bl of aboutir & une coniradiction.
Conclure,

5. Donnar, & I'aide d'une calculatrice, un encadre-
mant de ¢ pour n==6.

N.B : Le nombre & es! la base des logarithmes
népdrions qu'on étudiera au chapitre 3.

n
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. EXERCICIS
132 On supposs 0 Uy~ Vo 0F pour toul 1 de IN°
{ WaVp = Yo¥y
1

i"n‘:?'-up 1 ¥ ¥

Démo . o Wi
ntror qua ; (YAEN] .= Ya b
:Zln dieiuing quen LA Sk { e, ) il griplssanie of d

s suite (v, ) o8l décroissanta

3. Démonirer qua lon sultts
canwBr e
3. Démantrer qisd

ju) ol (v,] sonl

|;'|.r.1 ez b, |:|

e ]

(vaaNl KU,
En dédubre. gue Iim (v, - )=0 8l Qqud

“m ‘uﬂ]r III'I'I I‘Iﬁ]' wcul“' mtm dﬂmi."-'

o

|ieTvibi
.__1.33 1. On délinil bes deux suites rholles o ef v
M e
U, + 2V,
un-- i - :3

W=, v =120 (¥ ENY
by, + 3V,

HI|l|r| F

On pose (VaEN') w,=v, - u,.

Démontror que la suile w ainsl définie est une
ulle glomdlrique

Calculer w, on fomclion de A et frouvar

lim (vl

2. Demontrer que U es! une sulte crolssants sl [
undr Sanlfe dcrolssanis,

Démontrer qus 81 v sont COnvargenias.

3. On pose (YeneEN') 1 = didy, + By,

Démontrer que fa suite 1 sinsl dafinie  ast
constanto.

En déduire la limite de v ‘st in limite da v quand
 lend vors +=

'*l.ﬂl Solt (u,) Ia suito définie par ey, =1 g
(VREN) oy =u,., L 1=

L. Démontrer que (Y eN) Up=n En déduire
lim  fu.)

N -

2. Démontrer que -
(vneEN) ":_uni-l"rl-T't"“"-

3 On considisre 1n BUID (v, ) da ter gémra

iy st ; i |

M

a) Calculer im (Vo= 1)

b} En dludiant ie signe de <17 Yy, Bludie
Crolssance do la suite {v,,,]-nﬂ' nul,'ll.-'u. ia .:,,.:‘:
(Waaunh 2 6tant un entier naturel Qublcs

NQue.
1
| Démontror que les sultes (Vi) 1 (v, . ) sont

*: 1.35'Sait § l'ensembig u:‘;:u:\'

“mwdrifinnt 1a relation de «

-Eul'rm-l“ I“‘l ‘. .h

¥neN) o, oot
F
1. Trouver doux Sultos peomgs B
rﬂ".-th L [H"]III-“ Hmnh 'ﬂﬂﬁqa e fioe H
2. Montrer qua a suite (Aq" & wfl®y
sont des réels quelcongues, Immﬁrﬁ' :"‘!f- W,

& Sur un axe d'origine O, on donng
of A, d'abscisses rospectives a et g, g COSA
les paints SOty
A; milieu de (A,, A,
My millksu da Ay Al

(VP EN) Ay millou o (A

Calculer, an fonction da a, b, n, l'absg
point A Quelle est la limile de W‘IH:I:"!? i
guand i 1and vers + =7

G;—T]SQH S l'ensemble des sultes g

woriliant la relation de récusrence - bl

(VrEN) v e, =0

-

1. Trouvor une suite géométrique non
(0"} pum Glbmant do 5. e

2. Montrer que In suite (™), 08 #lémant e g

3. Montrer que la suite (Aa" + [ I
A sonl des réels quelcongues, appartient § %

4, Trouver la suite () élémant de 5, telle que
g™ 1 &l L= 2

5. Solt 1a suite de terma géndral v, -;7. Maonknar

Vaay 3 !
e b partir d'un certain rang et qus (v

]

B3 maerde pour une  sulle gEométrigue de
raison E

4
En dédulre  lim {v,). En déduire In limit de la
Sulte do la quastlon 4,

NE‘? n-est un nombre entier natunel

A éludie |8 sulte do terme général u,, définie pas -
=2 al Up =20y =20 +3,

1. Démontrer qu'il oxiste un nombre entier natirel

b. Indépendant de 1, tel qua v, = u, + a1 50

e terma gédnédral d-une suite geométrique dont on

déterminera le premier tarme v, ot |a ralson.
En déduira Uy &n fonction de n.

L1}
S, = ‘Eu Vi
mﬁlr ?: en fonction da n et la limite de S,
M tend vers plus |'infini.
Calculer 1a Plus patite valeur de I'entier naturel 0
POUF que S, soll supérieur & 19989,

lnﬂpﬂlﬂ! -T"-gur

Calculer T, an fonction de n; T, admel-olle une
limite lorsque n teng mphﬂ Vinfini?

2. On pose
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I
B LIMITES

ET CONTINUITE

I‘.I.-m!\ toul ce qui suit, nous considérons des fonctions numériques o une
r.mn_Mr réelle ¢est-i-dire des fonctions dont les ensembles de départ et
d'armivée sont R ou une partie de R.

2.1 LIMITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE D'UNE VARIABLE REELLE

a) Symboles lim f(x) et lim f(x)

St x@® 1, comparons x* (aEN*) & x :

sioa=1,0na: X"=x'my

sta>],ona: x"=yy.. . X
Merxlix..®l
XX,

Donc si x= 1, (YaEN*) x"a2x
Mous allons utiliser ce résultat dans les exemples qui suivent.
Nous admettrons, d'autre part, que quel que soit le réel strictement positif

a il est possible de trouver une puissance de 10, soit 107 (pEN®), telle
que 107 =a. Donc pour montrer que flx)=a, il suffim de montrer que

fix =10,
Quel que soit le réel strictement positif a, nous admettrons aussi qu'il est

possible de trouver 1077 (p €N*) tel que 1077 <4, Donc pour montrer que
| fix)| = a, il suffira de monirer que Ifix) 107"

e Ona x*=10" [pEN') si x=10°. On congoit que I'on peut rendre x*
aussi grand que I'on veut pour x suffisamment grand. On dit que la limite
de x* est += quand x tend vers +=.

e On a aussi —x*==10" 5si x> 107, On dit que la limite de -x" est —=
quand x tend vers +=,

e On a également L—‘;Iiiﬂ" si |x|*=10°, Cette derniére inégalité est
vérifiée si | x| 10° puisqu'on a |x|* > | x| 107, Dire que [x| =10 signifie

CamScanner
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. = —10". On dit que la hmite de _I_

-

vers +% Ol VErs

: J F
o Nous avons Vx=10" et ausst 0<—=<10"7 si x2 |2, On

v dit
X Que Vi

| Ll
a pour limite + et que 7 a pour limite 0 quand x tend yery £

5x+1

X

définie sur R*.

e Soit la fonction [ x —
S5x
Pour les grandes valeurs de |x|, ﬁj;:;rT done fix)=S$,

Sx+1—5x

i)

o . :
On a |fix)-5]=107" 5i mﬁ]ﬂ " donc si |.r]-'arl[r" ¢'est-d-dire s Xz

Sx+1
X

Plus précisément :

ou si x=—10". On dit que la limite de f(x) est S quand » ;
Ou vers —, j SPReiyen 18

Dans les exemples précédents, nous avons étudié Je comportement de
pour x=10" ou x=-10" cest-d-dire pour xE[10°, +=] oy
XE]- =, 10¢), Plus généralement

Définitions

I. On dit que fix) a pour limble +=
= quand x tend vers +=
tﬁ.qudqmmlthﬁdimmlpnﬁﬂldm,mﬂm

B On dit que fiz) a pour limite — = uand
ﬁllllm.{ttdt—ﬁ.tjm+u.ﬂu£¢r:|t TN e Eeon e

m fi)=-= o0 lim f(r)==s,

LR ]

3. On dit que f(x)
pour limite
S quel que soit be régl :

Eewm =y

quand x tend vers += ou vers =%
positif  donné, on sait trouver

Ca | I-lﬂ&h'l.l.rl. f 1-3 sur Iﬂlﬂi -lﬂl'.'-l'l
ce il On éorit lm f(x)=] on blim .r-::;-lf-

On emploie aussi les notations -
Lurf quion lit «limite de fen 4=

l}r:-.r qu'en lit « limite de f on
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5 LIMITES ET CONTINUITE

b) Eymh-ulen» lim (k) et lim fx)

N == Hg

s Soit la fonction : k —= " (acN*) définie sur R.

Vous avez étudié en Premitre le comportement de cette fonction pour |h|
petit.

Si |h|=1, comparons |k|* a |h] :

sia=], ona: |k|™=|h|"=|h]|

sia>1, ona: [h|*=|h|=|h]x..x]|h]
[h | =|h]x12x..x1
[h]*= |kl

Donc si [k =1, (VaEN*) |h|" = |h|.

Il en résulte que |h*|=|k|*=10"" (pEN*) si |[h|=10"". On dit que la
limite de h"™ est 0 quand h tend vers 0.

- ) I
s Soit la fonction : h +— = définie sur R*=1=, 0[ W0, +=[.
1

On a %;-e! " si 0<h*=10". Cette dernitre inégalité est vérifiée si

0<|h|=10"" puisquion a: 0<h*=|k]'=|h]=10""

I
On dit que la limite de e est += quand h tend vers 0.

e Nous aurons aussi — h-!qi ~107 si 0< |k|=10"". On dit que la limte de
—%; est —= quand h tend vers 0.

s Soit la fonction : h — v'h définie sur R, = [0, +m!, ,
On a Vh=10"" si 0=h=10""". On dit encore que la limite de V'h est 0
quand h tend vers 0.

1 =
» Soit les fonctions: h +—+ -l— et h —s —— définies sur

Vh Vh
R* =)0, +=[.

| I g - A
A o et ——=—10" si 0<Vhs10", ce qui est vérifié si
gLt Vi

| 1 -
i de — et ——= sont respectivemenl +=
0 < h = 10°, On dit que les limites & 7 pecti
et —= quand h tend vers 0.

Dans les cxemples précédents, les ensembles de définition des fonctions étudides
sont :
R=)-=, +=
R*=]-=, 0[]0, +=]
R. =10, +=(
R? = ]0, +=,

Les fonctions sont défimles ou non en 0.

= *l
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Greneralisons |

Définitions

: Soit une (onction [ délinie sur un intervalle contenan; § .
éventuellement en 0.
1. On dit que fih) a pour limite 0 quand & tend vers g o dud

nné, on sait trouver Jue
le réel strictement positil donné, un
jtﬂ;m 0 (0 éventuellement exclu) sur leguel Jﬂ-‘l}[ el '“'{Titurl il.mu

réel. On écrit lim fih)=0.

2. On dit que fik) a pour limite += quand & tend vors 0 i, quel gy

it le réel strictement positil dnpm;'-, on sail trouver yp
-.Tn:'ne.mnl 0 (0 éventuellement exclu) sur lequel fih) esq Soné Ml‘“‘h;

réel. On écrit lim fih)= 4=,
P

3. On dit que fih) a pour limite —= quand # tend vers g -
lim [ =fth)|=+=. On écrit lim fih)=—=,

h—=0 b=

————

Des définitions précédentes nous pouvons déduire -

Avires définitions

—

4. On dit que fik) a pour limite ! quand & tend vers 0 s
lim [ f(h)~1]=0. On éerit lim f(k)=1.
=8

b

S.thdllqmﬂ.t}ipuurﬂnﬂu!uu+=ﬂ ou = guand x tend vers
Ty si Ia limite de fix,+ k) est respectivement [ ou += gy —x quand &
tend vers 0. On écrit lim fix)=1 ou += gy -,

On emploie aussi les notations :
fi:nj" qu'on lit «limite de fen0x

Ii'm fquon lit «limite de fen xy»,

Dans la définition 5, |y fonction f est définie sur un intervalle contenant x,
sauf eventuellemeny on Xy de sorte que Iy fonction ; § —. fixg + k) obtenue

SN posanl x=xo+h est définie gy
éventueliement en 0, SUr un intervalle contenant 0 sauf




| T LIMITES BT COMNTINUITE

EXEMPLE 1 Sodt f ! 1 v—= x" =2 définiec sur F. Montroas que Tim f= f{1)j=~1

fil+hymil+ ki =2(1+h)
=|+2h+h"-2~-2A
-y = |
i1+ hy=i=11]= M =150] =N

Ona viigoe lim =0

& = dl

EXEMPLE 2 Soit f:-x =iz ]1}, définic sur R—{2}=]-=,HuUR, +=]. Montroms que
A =

hm f=—= ;
1
2o ) = —
2+ e

On a vu que ‘Ii_.mu[-i_]- — i,

2.2 MAJORATION OU MINORATION D'UNE FONCTION PAR UNE AUTRE

Pour simplifier le langage, x, désignera un nombre fini ou non et I'expression
. au voisinage de x,- signifiera que I'on considére un intervalle conienant
x, 8i X est fini (x, éventucllement exclu) ou de la forme [a, +=[ ou

|-=, a] si x, n'est pas [fini.
MNous admettrons les théorémes suivants que l'on rapprochera de ceux

donnés pour les suites au § 1.4 :

Théorémes

1. Si, au voisinage de x,, f{x)= gix) et si lim g=+=, alors lim f=+=.
*» £

2. Si, au ml:ﬂnl:td:x.,ﬂ:]'li;{ﬂHﬂﬂn;n—i.lhﬂTf-—m
3. Si, au volsinage de Xy, iﬂ:]—uqmuﬂh;nnmu:;n:.
By
4. Si, au voisinage de x,, h(x)= f(x)=g(x) et si lim g=lim h =1, alors
= [a

lim f= 1
iy
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REMARQUES Ce sont les mémes remarques gue pour les suites (cf, § |_4,;x-—\'\

1. Le théoréme 2 csl unce conséquence immédiate du thépes
théoréme | aux fonctions x +— —f(x) et x —= ~glx)] me | h' l s

2. Le théoréme 3 est un cas particulier du théoréme 4 [en effer. ey
R L

peut s'écrire —glx)= fix)— I =g(x). lorsque g(x)=0]. By

3, Le théoréme 4 est encore vrai si I'une des fonctions g ey p eat
valewr | au voisinage de x,. SOnSLap, &
4. Quand cela est possible et simple, on appliquera les théorémes -

fonctions de référence renconirées précédemment @ n RLL[TP by

X — X" [aEN*), © j}—s "L-"‘.;;
| I
A o e e s
2" Vx

ou encore 5i A >0 (on verra que les limites ne changent pas) -
I bt AX", X —= AVT

A A
X — Kt —
‘tu ‘ﬁ"l-t

Au liet de la variable x, on pourra prendre la variable .
MNous allons en donner des exemples.,

EXEMPLE 1 Seoit f: x +— 2"+ 32"+ 5x =B définie sur R, Montrons que lim f= 4=,

=i I?l'g. Sx—-E>=0 et
2x*+3x" 4 Sx - B 2xt 4 3722t

lim (2x")=+= donc (théoréme 1) lim f= +s=,

& i

EXEMPLE 2 Soit f @ x b— 2Zx = x sin x définie sur R. Quel que soit x réel :

—1=sin x=]
== —gin x=|_

& 51 ¥=0, op & ¢
—X %=X &N X
x=lx—x gin x=13x

puisque 2x—x sin x=x el lim X= 4=, lim f=+= (théoréme 1).

o Six=0, ona: {
—l=zinx=|
en multipliant par —x qui est positif, on déduit -
X% —X §iN X% =y
d'od
=y —xsinzey
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* LIMITES ET CONTINUITH

S
pubques Iy — ¢ 5in x=x et bHm o=—=_, on Jéduit d'aprés be théorkme 2 :
i —td-
iim = —=
EXEMPLE 3 Soit f:x +— x"+3x—1 définic sur F. Montrons que lim f= fi2)=9. Posons
x=2+k et supposoms —I=h=] donc |=x=3 Le nombre & décrit lintervalle
[1. 3] qui est un imervalle fermé de centre 2
IA2+h)—9 = |(2+ AP +3(2+h)=1-9|
-[4-.—-1.F|+F|"-rﬁ-1-3h-i-'ﬂ
= [7h + .
Rappelons que quels gue soient les réels @ et b :
la+b|=]a]|+|b]
danc :
[fi2+h)-9[=7|k|+ A"
On a vu (cf. § 2,1 b) que, si |[hi=1, #¥=<|k| donc:
[fi2+h)—9|=8|h]|
puisque fim 8 [h|=0, on déduit d'aprés le théoreme 3 (la variable étant k) :
[ ]
lim fi2+h)=9 c'est=b-dire Iim flxi=9.
B o o1
EXEMPLE 4 Soit f:x —= B Ej définie: sur. R, 14 nombre EG) désignant I partie entidre
da ‘l Etudions Em |
b
i . |
ll:i;iﬂ.tﬂngrn‘.i:-rr:llﬁflmiqucnldqueﬂﬂ;-ﬁn+l.hplrhﬂlnﬂﬂld¢:¢ﬂ
EGJ.. n. Cherchons & encadrer [ par deux fonctions ayant méme limite quand x
tend vers 0
| |
puisque nﬂ% on dédant E&)i;
i I
puisque j—t:n-r]. on déduit I-l‘:E(:}
x
donc
l—l-:EG)-sl
x ' x
1
:—:"-r:fﬂ(;)-'r.r
deux fonctions qui encadrent la fonction [ ont pour limite 0 quand x tend vers
0. En effet :
lim x=0 et si, ~Isx=], [x-x'|=|x|+F=2]|x|.
.
D'aprés le théoréme 1..m:l-5mﬂtlirf-!l-
43
—
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§ X

2.3 LIMITE A DROITE. LIMITE A GAUCHE

EXEMPLE 1

EXEMPLE 2

1. Si la restriction de [ i D xg, +=[ admet une limite (finie oy

Definitions

Soit une fonction f dont I'ensemble de définition est D “—"m
Ty

cette limite est appelée limite de [ @ droite en x,. On la note |ﬁn}'::;
encore lim fixh e
2. Si la restriction de [ & DN ==, x| admet une limite (finke oy non)

cette limite est appelée limite de f & gauche en x,. On la note lim |, |

encore lim fix). D I
: . =
T4
Soit 2 x v ] pini cr RO,

o Considérons la restriction f, de f 4 )0, +=[ :
Tyl x

+
filx) =l e

Ifx)=1]=2]x|, lim 2|x|=0

=i

dong lim f,=1 et lim f=1,
L1} mn*

» Considérons In restriction f, de f & |—=, Of

¥ -x

:
fix)= -2y |

ftx)=(=1)| =2 |x], |§5-.|“zf.=j=cr

donc lim f,=—1 et lim f=-1.
L] [l

21
e définic sur R-{3}.

Etudions Ia limite de f quand x tend vers 3. Pour cela, posons x=34h (h#0):

m”}_mhtn 17+ zh_1+
h h h

Boit [:x —s

Si ‘ i z ' i
s Si :-{l.ﬂl-l-h}‘:-h,larﬂtrmllnndn:hr—--rhp,+=u[lpnu1|iﬂﬂ'"-

quand h tend vers 0. Ce qu'on écrit ¢ lim %....u,nﬂ“hmmm#.“
b el LR
I}, +=[ a pour limite +% quand x tend vers 3. On peut écrire ; lim f= +=.
1

o Si A<D, ﬂ:+n].-3.1_,1".:£ i
n

T+2h=§
e ___:.u; t-u-:u

.#-1 CamScanner



2. LIMITES ET CONTINUITE

24 120 (car h=0)

fy o= -

e | =

il h B
donc $i —=< k=<0, nous avons f{3 + &}i:;. La restriction de : h — e ==, f

.l i
a pour limite —= guand h tend vers 0, Ce qu'on écrit ;  lim T w, Donc la
LR

restriction de f 4 ]-=, 3] a pour limite =% quand x tend vers 3. On peul écrire

hm =g,
L]

2.4 OPERATIONS SUR LES LIMITES

Comme pour les suites, il n'est pas toujours facile de majorer ou de minorer
une fonction par une autre. On démontre les théoremes suivants identiques
4 ceux donnés pour les suites (cf. § 1.5) et que nous admelirons.

Thiéortmes

Quand x tend vers x, (fini ou non),

si f a pour limite : ol sl g alors f+g
n pour limite a pour limite
] I I+F
i + = i oo
{ —% -
4 ) X e [
= —= on ne peut conclure
si |f| a pour limite : et si | g alors | fg|
a pour limite : a pour limite :
i I w
1#0 + % +=
0 +x on ne peul conclure
+x +x + =
si |f| a pour limite : et si |g] alors El
a pour limite : a pour limite :
I'#0 :
f r!
1#0 0 +
] 0 on ne peul conclure
1 e {1
+x | +=
4 +x on ne peut conclure

a7
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§ 24 i
=

REMARQUES 1. Les théorémes indigués dans les trois tableaux sappliguent nalure]ls
quand [ est une fonction constante, la limite de cette fonction Clan nenl SNy,
cette constante. PIa vaey,

2. Duns certains cAs nOUS AVONS Mis <00 ne peut conclire = Cela
a pas de théoréme général relatif & chacun de ces cas. On &
correspondantes sur les exemples rencontrés,

Signilie o
, qu'j] -
udiers o i Ty

3. Dans le deuxiéme ef le troisieme tableau nous avons mis, poyr O
valeurs absolues, Il restera & préciser, 5%l ¥ a liew, e signe de Iy |:immitim:n ey
de 5 sur les exemples renconirés, fe e

EXEMPLE | Scit la fonction polyndme f: x — a x"+a 1" "4 i
(nEN® et a, #0). s AT 8y difinke g g
Pour tout x #0 on a

-
f{;': ﬂ-l.:. (] -|---_I'+ £ +—ﬂ£-_l+iﬂ_)_
a.x o x" [V
en appliquant les théorémes précédents
iy

)= lim_ (=)= tim(22)=0

n B - & -

'ﬂn-l

lim
i vm o m X

; a
el By (Y S e B e Sy }a:l
ko a K - LN L f

par suite quand x tend vers 4=, f{x} a méme limite que a,.x". On verra au'
L " & ¥ - #.
cst de méme pour I limite de f{x) quand x tend vers —m.‘:‘[}:}nc - T

Quuud:und-rmﬂ:w—m.wrurﬁmpﬂyn& viariahle réelle
mtm:llnurqn:mumduph:hnldmé. el =

Ainsi - im (2" +x"=1)= lim (2x%)= 4=

W em T

lim Oe'+x?—z)= lim (3x)=-=

K o i B

EXEMPLE 2  Soit la fonction rationnelle de la varinhle réelle x, ¢'est-a-dire le quiotient de deux

fonctions polyndmes de la variable réelle r -
aX" b, 3 e rax+a,
bax® b, [ x" 4+ b x+b,

et apparicnant & I'ensemble de définition de Lﬂ;‘n :d&nummqt:w. Pour fout #

[:x p—

- i, a

ax" [1+=ty 4 L L

fLaym [ a.x ﬂ.'t-—i'P'ﬂJ_.)
baxm | Eg:_l "-'J bn
o (14 by *"'+b,e-'+b,ﬂ)

qui peut sc mettre sous la forme :
ﬂ'-ﬂ-rl;—":?ﬂ:}.
#(x) ayant pour limite | quand x tend vers += o4 —=, Danc fix) a méme limiie
quand x lend vers += gy --ﬁ.ﬂnpn.rlﬁ'ﬂn:ﬁ.:

&!
M-'l'lﬂlm*"'n—i*mm_mhhmﬂll
méme limite que b gootient des termes de du numérsteur of 9

: plus hawl degré du numérnteus

g
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2 LIMITES ET CONTINUITE

) Quelques résultats importants

gy - Y
Ainsi : lim &';T; lim (?;—'r]- lim (2x*)= +

N = .- o om -

B e i

dx+1
I-I-II.:- ‘":.’:1"] .q-l-iﬂ;- Cj jlh;l L

,5 COMPOSITION DE FONCTIONS AYANT DES LIMITES

MNous admetirons les théorémes suivants :

Théoreme 1

Soit xg, I, I' des réels finis ou non et les applications :

f [}
E— F — R

oii E est un intervalle contenant x,, x, éventuellement exclu
F est un intervalle contenant I, [ éventuellement exclu.

Silim f=1 et si lim g=10', alors lim gof=1.
L™ I Xy

En particulier si (u,) est une suite (qui n'est auire que la restriction d'une

fonction & une partie de N) :

Theoreme 2

Si lim {H.}-lﬂiilimf=f alors lim flu,)=1I"

A &m I g

Mous allons donner des applications de ces théorémes dans ce qui suit.

26 LIMITES FAISANT INTERVENIR DES FONCTIONS CIRCULAIRES

s Montrons que (YxER) {sin -"E‘q-‘i

3,14
— g |.l.'ia1—r l:l-l'la;l‘-'—i'—

;:‘-],5? done  |x|>1.57
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comme |sin x| =1, on a bien |sin x| = [x|;

— J;l{%r, considérons le cercle trigonométrique muni d'up
orthonormé  direct (0, OA, OB), soit M le point du nﬂﬂp .

{ﬁi Dﬁ}- ¥ [2=].Hla pmjmﬂm orthogonale de M sur la m ..!:..
M’ le symétrique de M par rapport & (OA) (fig. 1). VA

ol

fig. 1

Nous admettrons que la distance MM’ est plus petite que la Ic ----'-'-_.-'_-;'
larc MAM'. La longueur de cet arc est 2 |x|. On peut écrire =
MM'=2 |x|
IMH =2 |x|
2 |sin x| =2 ||
Isin x| = |x]. s

s Pour |x| petit, on peut considérer que la corde et 'arc ont pratig em
méme longueeur 4\

2 |sin x| =2 [x|
Isin x| =|x] -
ef, comme sin x ot x sontl de meéme: signe pour x mrmmml "

peut dire que sin x=x donc m:—"-'l

Nous admettrons plus précisément que © | lim ﬂu_x__ 1

=g X I 244
» Etudions tim 12628 %
== I ¥
>

On sait que I-ma:-zﬂu’gm:ﬁ x#0:

) X
| -cos x Ism’i E["E |
= = M= .

* x

[ETEW
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j ik B ET e

I W=
Posons == el .ﬂlr.}'n:in;---_l...,
n
I | fan—
:-__-F el ﬂn_j-l"unF-_?
2"
On peut appliquer le théoréme 2 prbnlﬁml:
i _(n)=0 et bm fix)= tim S 2oy gon Jlim
_lfnr_rll_l“l:l el ‘thﬁﬂx}-llil‘n‘rh%f-t done fim

2.7 FONCTION CONTINUE

a) Continuité en un point. Continuité sur un intervalle

lim fix,+h)=|
o=}

¢cla signific que, quel que soit le rée] strictement positif donng
trouver un intervalle contenant 0 sur leguel

|ftxe+ k)~ 1] =a,
en particulier pour = -

[fixe)~ 1| = a.
Si l'on prend g = |'ﬂ1ﬂ§h'”- Lﬂ.’l‘u]‘-fi iJﬂ—x":'}_?_"[

C€ qui n'est possible que si flx,)=|, Done :

Une funﬂiun'.rwnﬂnutn :.mnu_-_hnuh.m - '*.T"": e qu
o lmite en x, est gate & gy, I "'“
Umhmmmuh st ontinue
brellpine, : hrvﬂgmhuuim i n




e

T L I

MEEE * -
gk et




T

Fi7.e

¢) Opérations sur les fonctions conlinues

Soit [ et g deux fonctions continues en X, On g donc E‘I‘ J.
lim g = gl x,). 1l résulte des opérations sur les Imﬁ_ln-{ﬂ_:i-,z?!:
ﬂ.'

Theoremes

Soit deox fonctions [ ef g continues en x, ¢f un nombre "
I. Les fonctions f+g, Af, fg sont continues en x,,

1 :
1 3,5i.*pnu,g(r.]#ﬂ,llmEH£mﬂmnﬂnnug%

o Il n'est pas toujours commode d'utiliser la définition pour démeg,
qu'unc fonction est continue en un point. Les théorémes pr

permettent de démontrer, d'une fagon immédiate et
continuité. Ainsi la fonction constanle : © i—s (A réel doj
fonction identique : x — x définies sur R €tant continues en
de R, toute fonction déduite de ces deux fonctions par un me
d’additions et de multiplications sera continue en tout point
exemple, quel que soit I'entier naturel n non nul la fonction ;
5t conlinue pour tout x réel et toute fonction polynéme -

Fr—ax"4a, x" '+ Ldaxta,
esl continue pour fout x réel.

e Toute ﬁ:l-:l']i:l:ign ﬂ-“ﬂﬂﬂﬂ"l‘: est e I'Il-lﬂﬁ!!n[ die f - .. .1.
done elle est continue en tout point od elle est définie,

* Pour tout x ¢+ ke (KEZ), Ia fonction tangente.s x s fin
est definie et elle est e quotient de deux fonctions contines dne e

continue,

e Pour tout x # ks (KEZ), la fonction cotangente - x +—s cotan

st definie et elle est Je quo

tient de deux fonctions continues d
continue. On peut énoncer : prad,

L3
nc
e

Théorémes

I.Mrmuhnmﬂamhmmm

2, Tﬂuelmthnrﬂhun&,hlmumih' <t cataa
nﬂmlnﬂ:mtwﬂipnlm&ﬂhmdm

m———
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1 LIMITES ET CONTINUITE

o

4 composition faisant intervenir la continuité

EXEMPLE

e« Soit [ une fonction continue en x, et g une fonction continue en fixs)
{(n a:

lim f=fix,) et lim g=g(flx,)).
iy Jlugh

D’aprés le théoréme 1 sur la composition de fonction ayant des limites
(ef. & 2.5), on dédut :

lim gof=g(f(xe))
donc gof est continue en x, :

Théoreme .

Si f est une fonction continue en x, et si g est une fonction continue en
fixg), alors la fonction gof est continue en x,.

Soit la fonction : x — sin(x”’+x~1) définic sur R, Celie fonction n'est autre
que gof avec f:x +—= x*+x—1 (fonction polyndme conmtinue sur R) et
gt X = gin x continue sur H.

Done gpof est continue sur R,

e Soit une suite (u,) définie par une relation de récurrence : W, ., = flu,).
Supposons que (i, ) converge vers | (fini) quand n tend vers += el que 1§
soif continue au point [ On a

lim (u)=! <t hm f=f).
i

D'aprés le théoréme 2 sur la composition de fonctions ayant des limites
{cf. § 2.5), on déduit :

lim f(u, )= f(1).

n—= -

De In relation de récurrence : u,, ;= flw, ). on déduit :

lim u,,,= Hm flu)

[ R =4

c'est-i-dire 1=f(I).
On peut énoncer :

Théoréme

Soit une sulte délinie par une relation de récurrence : w, ., = fla,).
Si elle converge vers [ et si [ est continue au point I, alors :

1= fl).




I e I . ——

b 2%d ¥ 2Aa

: =1 < iy <0, ot
EXFMPLE  Soit In suite (i) définie par iy, On SUPPOSE }
1"fl"|EH' HH.I:IH.'I'H-r

1 ier falirel
« La suite est croissunte, car, quel que soil n entier
“q'*-unnu;;‘ﬂ-

St aors =+ =yl #1)<0 puisque l'ona u, <0t Ul

ite « | > =1L
. I suite etant crotssante, u, = Mg = o
‘L‘:r‘uitr. €lant croissanlc ¢l Majorce par 0, admet une limite ;H[,_-L § l'ﬁ}ﬂ' ]
La fonction f:x +— 1" +x défimie sur F est continue sur R done . poin

Do, d'aprés Je theoreme precedent :
=+
PF=0

la limmite de la suite esi 0,

2.8 PROPRIETES DES FONCTIONS CONTINUES SUR UN INTERVAL

Nous supposerons que 1 st un intervalle de R fermé ou non, bﬂm&" I N

L

a) Image d'un intervalle par une fonction continue

Conformément au programme, nous admettrons le théoréme

Théorieme 1

Soit f une fonction continue sur un intervalle, I'image par -.=,._ _'
intervalle est un intervalle, .

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. ce théoréme perme
d"affirmer que f(1) est un intervalle mais f(1) peur Etre ouvert o
Par exemple, soit la fonction : x — x+2 définte sur R, cette
est continue sur R et I'image de Iintervalle ouvert 11, 21 est I
ouvert 3, 4[. Par contre. soil la fonction : x —s x* définie sur
fonction est continue sur R, l'image de I'intervalle ouvert -1,
Vintervalle [0, If qui est fermé & gauche et ouvert & droite.
On peul énoncer un autre théoréme plus précis que mous ad

egalement, lorsqu'il s'agit d'un segment c'est.a-dire un intervalle fermé §
gauche et & droite : T e LR







F2ka 2B

RESOLU  Manirer qué swm:;‘"" Sxt =t ta=1=0 admet:an moy i
ﬂﬁ“ﬂ'rﬂdﬁf i .FWETMI L& : * .t"'['jll“f‘f'.'l.'—[ m - L
nsidérons 1a fomction J: * F—= finic sur
E:minm :::r E: d:n: sur [0, 1]. D'aprés le théoréme 2, Iimage du seg
segme . M. !

me—-1<0<5=M
(vaelm M]) (3x€[0, 1]} fix)=a,
ir it 4 =0, il existe done au moins un élément X de [0, 1] te] que 1.
E‘!n:n':::mlli:n et fi1)#0, = est distinct de 0 et de 1 donc xE)0, o, ™
Plus généralement on démontre, de méme, que :
Si [ est une lonction continue sur la, b) et si fia) fib)<0, alors |1-"_ o %
admet au moins une racine appartenant & o, bl.

b) Cas ol la fonction f est continue et strictement monotone :ur._i

w Etude de |

Nous supposerons f strictement croissante. Le raisonnement est analo;
lorsgue [ est strictement décroissante.
Quels que soient x; ef xy de [ :

X=Xy == flx;)<f(x;)
X, >x, == flx,)>f(x;)
donc Xp#Exy == flx,)# f(x).

Il en résulte que tout élément de 'intervalle f(1) admet un
dans 1, [ est donc une bijection de I sur I'intervalle f(1),
De plus, si | est un intervalle ouvert i gauche ou & droite, f(I)
un intervalle ouvert & gauche ou & droite respectivement :
par exemple, sil=la, b[, fil)=]f(a). (b)Y

sil=[a, b[, fAl)=[fta), fib]

sil=la, +=[ etsilim f=+w=, f(I)=[fa), +=[.

w Etude de [

Lapplication f admet donc une application réciproque [~

bijection de f(1) . monire ol
continte. AlY;gus 1. Ondé (nous I'admettrons)

Em}ﬂfﬁ le sens de Varia

i = gt
&& A1), posons tion de f). Quels que soient Y et s,

11 Ef'tffd dm jll ﬂ_ﬂx
I:Ir'[}’:..! donc J;'II':.RKJ_:_I;:
le taux de variation de ' egp -

f '{J":.'!-,l""_t_i,_]= Xy %y
b=y j'[_:;,]a—ﬂm

e

—
== e
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nous remarquons que le taux de variation de ' est I'inverse de celui de
f donc de méme signe. f' est strictement croissante (resp. décroissante)
sur f(1) si f est strictement croissante (resp. décroissante) sur |. Nous
dirons que [ varie dans le méme sens que f.

Représentation graphique de [

Soit I' et 'y les représentations graphiques de f et f' dans un méme repére
orthonormé. Soit M(x, ¥) un point quelconque du plan et M,(x,, ¥,) tel que
x,=y el y,=x Ces deux poinis sont symétriques par rapport & la droite
d'équation ¥ =x appelée premiére bissectrice du repére orthonormé (fig. 4).

fig. 4

(On peut écrire les équivalences suivanies :

P e {r-ﬂ-ﬂ it [.r#rr't:r}

xEl yEf(1)
.h-ritl'j} er
g {I.E,ﬂl} <= M,EIl,

Donc FﬂF.mMsymét‘hmwnppnﬂhhwmﬂmhhﬂ:ﬁudu
repere. En résumé :

Théoréme

ﬂlfcﬂmﬂnuﬂmlneﬂmnmmutmmlnml,

« f est une bijection de [ sur intervalle f(I),
-r’ﬂlnuﬂhdhndtfm”rl.mnﬂnmdvﬂhﬂlmkmh:
sens que f,

. w&mlﬂhﬁgnplﬂquﬂdtfﬂj“,ﬁuumhguﬂu
nﬂﬁmﬁ.mﬂﬁm&hﬁmﬁwmﬂihmm&u

repére.




P28 §29.a

Elﬁw "+5x-22=0 admet racine
R L' Montrer gue |'éguation : x'+5x—21m= une e -
appartenant & W0, 1]. Donner une valewr approchée J_:Er_.t, d 102 p,,;“
Considérons [a fonction [ @1 i—= ;H»SJ:'—I.I définic sur |, mq
sur R car ¢'est une fonction polyndme. D autre part ¥

Fizy=5x"+5=5(x"+1})>0 sur R
donc [ est strictement croissante sur H
Jihy==22 et fili=3.8

Fimage de Pintervalle 10, I est Uintervalle ]=2,2:3.8[. La i
Iintervalle 0, 1] est unc bijection de 0, 1[ sur |-2,2; 3.8, 2i
1-2.2; 3.8 ndmet un seul antécédent x,. par £, élément de 10, 1, Ce qui yar
que 'équation : fix)=0 admet une racine ct une seule x, appartenant 9, o o
goncraloment on démontre que : ptlai it |

St J est une fonction continue ef strictement monotone sur [a, b] et 5§ fia
alors I"égquation : fix)=0 sdmet une racine ¢f une seule appartenant & Ja, b
Umne calculntrice donne fhar b -

fi0,5)=10,33125

Ji0.4)= =0, 18976
flO41)= —=0,1384...
F0.42) = —0,0869,,.
fi0,43)= —0,0352,..
f(0.44)=0,0164...

On a : fi043)f(0,44)<0 done, toujours d'apries le méme théoréme, 0,43 <x. <
Cefte méthade de ﬂll..-lll dﬂ‘ Ly £50 !ppﬂ.l_'c; mﬂh‘llff dex ;"bﬂﬂm. o, Fel

2.9 FONCTION : x — Vx(nEN*; xeR,)

Donnons un exemple important de fonction réciproque d'up
continue el strictement monotlone, 1

a) Etude de f: xi—+ x"(neh*: xER,)

Tﬂ“t d'ﬂhﬂl’d ﬂ.ll n:lp ]_u rmﬁm: X F— X Ht : & e
croissante sur R, . continue et

Si n est un entier strictement supéricur 4 1, Ja fonction pols A

- 2

£ = x" est continue sur R, et on sail (classe de Premiére) que -]
Sx)=nx""",

FL07=0 ¢t f{(x)>0 pour x>0 donc | est strictement croissante sur F
lim x®=+= d'oil le tableau de variations :

B = &=

x i Y

fixylo +

fix}|o » S=
On obtient la représentation graphique & la figure 5.
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y=x® (0 -mrrHlﬂ/
Faa

LY

uT

n) Etude de f 2 :.

Puisque [ est continue et strictement croissante sur R, I'application f (cf. -
§ 2.8 b) est une bijection de R, sur f(R, )=R, et elic admet une application '
Téciprogue [ ' qui est une bijection continue et sirictement croissante de
fIR,)=R., sur R,.
L'image unique du nombre réel x>0 par [~ s'appelle la racine #“™ positive
du nombre positif x. Cette image se note Vxetona [ : x — Vx définie
sur F,. Le symbole ¥ s'appelle un radical, I'entier strictement positif n
s'appelle 'indice du radical. Si l'indice du radical est n =2, on convient
' de ne pas |'écrire (pour tout x=0 on écrit Vx au lieu de Vx) et on dit '
- racine carrée > au lieu de = racine deuxiéme ». Pour a=3, on dit «racine '
cubique = au licu de «racine troisiéme =. .-
On peut écrire :

[Vix, VERL] y=Vx === x=y"
I Dans un méme repére orthonormé, la représentation graphique (fig. 5) de l
|I fliz— p=¥x ‘

se déduira de la représentation graphique de f : x — y=2x" par symétric
par rapport & la premiére bissectrice du repére (cf. § 2.8 b). Notons que

pour n=1 on a

y=x=4x,

¢} Opérations sur les radicaux '

Quels que soient les entiers strictement positifs n et p et les nombres réels .
a=0 et b=0 (sauf dans la dernitre formule ol b>0) démontrons les

cgalités ; ‘




Va=Va?

| Wa=Va
(Va)=a

o VaVb="'ab Vaie = Yak

Ve Vi

Nous utiliserons, pour cela, les formules connues sur les puissa B
Pour démontrer (1) ou (2), remarquons que |'application de R, daps

X —= x™ gt hijective, il suffit donc de montrer que les puisean
d'exposant np des deux membres de (1) ou de (2) sont égales:

(Va)*=[(Va)]P=a"

(Va®)=g" donc (1) est vérifiée.
(V¥a)*=[(VVa)F=(Va)=a
(Va)*=a donc (2) est vérifiée.

De méme, I'application de R, dans R, : x —» x" étant bijective,

vérifiée si les puissances d'exposant n des deux membres de (3) sof
[(Va)T=(Va)==[(Va)"} =a"

(Va")"=a" donc (3) est vérifie.

Vous démontrerez, de méme, les égalités (4) et (5) .,-.-:.-:i'-i~
puissances d'exposant n des deux membres. -

[) Continuité et limites contenant des radicaux

Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle I'et la fonction
x = Vf(x) définie sur I. On peut écrire Vf=gof avec :

I—"-E‘ =

X — fix)=X —+ VX,

e Si f est continue sur I, comme £ est continue sur R..-. I .'1
continue sur | [mmpﬂgi[hn de fonctions ﬂﬂl‘lﬁmlts}. i it

e X, ¢lant fini ou non, i ﬁmf=u', comme lim w’f-ﬂ
t' H""l s A f e L TR L

fonction racine n*™), alors lim V(x) =,

=Ny

% Etant fini ou nan, Ei lim -l.rn+m.| comme. I-h ..-:”'I:-'.-
lim ¥fix)=+=, - Xowam

L

Donnons des exemples d'application de ces résultats -




1. LIMITES ET CONTINUTTE

ﬂ-ﬂ-"'""_"-__

EXEMPLE 1

EXEMPLE 2

EXEMPLE 3

Soit les lonctions numériques de In variable réelle
I:x— (x=Nix-2)
Viix — Viz=1Nx-2)

| est définie sur B maks VT n'est définic que 8 (x — 1}x —2}=0 cest-d-dire sur
|-, 1112, +=[. La fonction f est continue pour tout x réel el en particulier elle
est continue sur les demi-droites ]—=, 1] et [2, +=[ dont V] est continue sur
|-, 1] et sur [2, +o[. On dit aussi que [ est continue sur |-, 1]U[2, +=].

Si'lll.f 1 +— Va'+ 2 +2+2x Emwdions la limite de [ quand x tend vers +m

-, Le discriminant de x*+ x4 2 et strictement négatil donc ce trindme est
:mmm du signe du coelficient de x* qui est 1. Dn'-cx‘+2:+2:-u:pnwmu:
réel et [ est définie pour tout x réel.

a) lim (2*+2x+2)= lim {x7)=<+w

W em -

lim Vx'+lx+2m+m

e

m 2x=+m=

e

donc lim  fx)=+wm,

h) On o de méme lim ViT+2xr+2=+o mais lim 2x=-=.

§ o = i ow e

Dnunmmmcmcmhmmﬂslwmwlmui
limites de fonctions polyndmes et de fonctions rationnelles (cf. § 2.1¢):

2R - I
- + —_ o—_ 1,.:
fix) 1".\' (t+r+}-;]+h-|:]- 1424+
r I
f(x)=—x 1+;+;;+Lr ear x=0
2..% )
ﬂn-x( 1f|+1+1-i+z
T
i —-1"‘ = = Hm xw= -
.Ll.ﬂf-{ l*x+F+1) l H e = =

donc la Hmite du produil est  lim .F'i.'-:".r-—'ﬂ.

§oea

Soit [ g e Wi+ 2x+2+x. Bludions lim fix)et lim fx)

i - e

Cmm:d-ml:mﬂnl,fuldﬂﬁﬁuwm:rhl

u}hmumﬂmmdﬂlhmu]ym on trouve lim ﬂ::-+u

e T S

bjﬂnnupeulprmédﬂmmﬂskmi}mmr lim _fr.n::f

]

iy

im Vit +2x+2=+=, mais hm :_--uﬂun_q:pmmq_:lwumhﬂn#-

de la somme ; _
ﬂzmnmm*mm.mﬂMhmHm-uqmmi

I{;]-x(~1al+3+ :r:l)
lim (u-.,fl+%+;2|+l)-n et __.-E;_xu—i-

|




conclure pour la limite du produit fix). 1l nous (At don
::.l:::unt:'rﬁtumdu. Pour x<0 on peut derire & i ¢
(VaT+2x +i+x}[_\v‘:’+1r +§-_¢}-
ﬂ-”"'“— "‘ﬁ'? +'1:ITI—I
2
I'(Z+z] r JF

£ x

ﬂtl--——"_—hi.—"'

2 1.2
|;|J+;+I—i-—: -1}l+I+Fuj
Jim '(:+3}-z. lim (-1}I+E+ 1-,*..)'._;2
Jm (243 i ) =

W -

lim .fl[l".'--_iji-l.

2.10 TRAVAUX PRATIQUES

Soit fa swite (u,) définie par u,=1 et (VnEN) u,, , = Vit u,
1. Montrer que la suile est croissante ef majorée par 2. Qu'en conclues-pa
I:H'DI.IE lmmdéﬁm““#ﬂ“ﬂﬁﬂﬂluil_ﬂ. ] daas o 1,

2. Trowver la limite | de cette suife, e
(f:x +—= V241 est continue sur [~2, +=[ donc en | car Ia limit
positive est positive done 1€[=2, +=[, On a alors I=%3+1 On




2. LIMITES ET CONTINUITE :

. r comparaison &
e d'une fonction pa
t:: jonction de rélérence
at pu &0 minorant | par une fomction,
,;,r::-rﬁarm-r-ira de f dans les cas suivants fex. 2.1

En

L)

i 28

aq Hxy=x'+x+1 o= 1.
59 f(x)=x"+3x &n xg=0.
5.3 fa)= x4 =1 on xp=1,
2.4 Nxj=2x2+3x"—4 &n +m,
25 fl;:rl-"-r’lr_r?—"-’:*-_ﬂ oy o,
2.8 Jl:]-J’{:ﬂ-’t%-E} on +=,

2.7 "”#.a_':.i‘ gn +=p o 1 en &
=

Ex?+3

2.8 f(x]= 'T'r“ g =,

29 ,,:,,.'Eji{ E{x) #ant la partio entiére de x,
-

guand & tand vars ==, VErE —,

Opérations sur les limites. Composition

p : ¢
Eredier les Nmites {on discuters éventuaismen
suivan! fes vElours des. riels donnds a. b &, ﬂ
des fonctions qui associent By nombne ripl X ;
nombre suivant quand il existe fex. 210 & 2.27) :

¥
270 —

o H3x—10
vers +m, vors —=,

quand x tend vers 2, Ve ==y

-4
V ——p— and x tand vers 2, vers =5,
i :!]u+;5}qu
WIS 4= YOS =88

e
-.—rm"E,ﬂ'I‘

By 27
12 e TS
i guand ¥ tend 3

, Vil =

- 3xt e At x4 2

BT+ 11x~6
= wers 1, vers 2. wors 3

213 quand x fond vers

1
2.14 HIFE}{H;T!*F“—_W} quand ® tend

vars 2, vers =, vers —o,

=1
and ¥ tond wars-1, vors, +=, verm
215 ]__x'-—il q x

1 ax
-_Ir'?_j! and » tand wars 1, vors
2.6 = T qu
+=, vors -,
27 -;_’-1—1—-;,—._'7 ip.i-lﬂd-i {ond vars 1, vers + i,
VBrs —%.

218 u-’+b.:r;n:.~r+d

+m, Wery =,

quand x tond vers 0. vers

n.ﬂi*&:'iqum x tond vers 1. vars
e \
+E, WerE —

tan 3x

guand x tend vers O,
ain 5x

2.20

2.21 2 quand x tond vers .
4 )

o

222 1522 X quand x tand vers 0 "

g3y LUANXFINK iand x tand vers 0.
.: %

mﬂi_‘;ﬂqmnd:un#mﬁ.

sin 2x
1 —con X

2.25 quand x tand vers 0.
R -

L

2.27 i=+1lun%w'ml ¥ tend vors 4=
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= EXERCICES

2.28 Soit les fonctions { of g détinies sur R par ;
g, M= <y gix)=,
Mox<l Nad=1, gix)=x
Etudior lun £ lim g, Iin gof
n L B o

Pourquol n'a-t-on pan lim gof = lim g?
L - B

2.29 On supposs x-lritqkeﬂ. Calcuber :

1
Salx)=tan A'+§l tln:_:-lt___ p—— Y i

il 2"
On démontrora of on ulifisess I'dgaalib
2
an g = C——
= tan & inn 2

En dédulre  Hm 5.{x}.

e 3w

2.30 Soit, pour :u;qke‘ﬂ.

- Pnfkl-mlmsg...mii_
ﬂ.ir}*tlhhn':r](i—lm'%} [1 ““*E—‘t}

R {x}={1+tan® x}{'f-r un’g,.. {T + tan® %}

ain 2o
£ sl o

L A Uaide do I'égalité cos g = ol l'on

remplacera o Successivrment par x, g Ei"
simplifier P,(x). En déduira |im P (x}.

2. Simplitier O, (x) ot R, (=] ot trowver hours limites
Quand  jond virs -,

Opérations sur les fonctions continues.
Compaosition

231 E{x) désignant Ia partie entidre do i, soi
1a Ilg-ﬁ:ﬂm'l Fid —= (=115~ E{x}] détinie
SUT =,

1. Montrer que ; .
VxEH] Hx+2)=ix)
Qe peut-on dire des points
Mix Hxl) of  Mix+2 Hx+ 207
2. Etudier la continuité ot faire o représentation
graphigus de |

2.32 E(x) désignant |a partie snliére da ¥, 80
Ia rﬁlnnnlm F:x—s E(x)+[x=E(x}F définie
sur R,

1. Montrer que ;
VeER) fx+1)=f[x)+1.
Que peut-on dire des points
Mix, f{ix}) et Mix+1, fx+1))7
F

2. Etudier In confinulté of fairg i ree
graphique do f :
2,33 Sait e fonction Fixr— g
“rﬂ:rpliw]'

1. Représantar graphiquement g _

 Farat [l o]

2. Etudior la continuité de .
3. Etudior la limite de f quand x lend yere

234 Salt f:x —

rxeq -Ih‘-‘“" ; .- .

mur IR,
Montror qua
f=valh—vag)
mves gixr—x=1
vox — |x|
hixi— xlax4,
difinies sur R.

En déduire que f ast continue sur B

Prolongement par continulté

2.35 Trouver un prolongement par continulie
¥ la fonction numdérique f de la m
x étant délinie par - T
Be®+5x—4 ‘E'_

iz =1

on considérs lo point .w,,-%_

238 Maéme question qu'd V'exercice p
avoee ™
¥+ 3t —0x -4

4t FEY]

= Mg==t,
237 Mbme question qu'd Fexercice 2.35 #voc
1-%2 cos x

fix)= .
1-%2 sin x

tam x.—1

M) =
2eos x -V

Propriétés des fonctions continues sus
intervalle

appartenant 4 [0, 1)
(indication - considérer ia fonction

0% i—= f[u:-i!iin
2.40 Erudier les variations de

Fid p—e Ppdeby —4
difinia sur B

66
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L LIMITES ET CONTINUITE

_.--"".-_--_

wuire que I'équation 25"+ By — 4 =0 acmot
£n B0 na ot une seuls x, apparienant & 10, 1,
yot (B e valour approchée da x, & 107 prbe
Qe a I'aide d'une calculatrice.

oar didfaud
41 Mibmos guestions qu'a lexercice précodant
241 WS

jon réciprogue d'une fonction contl-

Fone rletemant monotong

nud 5t

]
-,;g-lz St I ['E- o] — [1imf

B b AT Hdx +2
1. Montrer que [ est bijective

5. Lrudier les variations de f~! st représenter,
d'ﬂ, un méme repéte orthonarmeé, ! et =1

3, Calculer | [x}

.43 Soit 11 [0, +=] —= S 4x]
¥ —s O +2xT4E;
1. Monimed que [ aat bijactiva

2. Etudiar o3 variations de -1 ot
dgnd un mdme repbre orthonorma, [ ol ey

3. Calcuter ['(8) ot plus généralement I~*{x).

s 44 Salt la fonction [ dilinks sur [0, w] par:
flx) = cos K. X
pontrer que [ admel une fonchion réciprogue I
=piif [y LT I_'. * It. Euﬂ'l i 'I"ll'illlﬂﬂ'l '-I
reprisantation graphique de ™'

245 Mbenes quéistions qu'l Pexercice prbécbdent
-
v | ddlinie sur l E E} par : f{x)=%n x
. : T
246 Soit la fonction F délinle sur ]-—EE [+1. 18

Mal=tan = _
ianirer que | admel une Tonclion rbciproque | |
continue suf . Sens de variglion ef représania-
fien graphigue o

Fonctlon = x — ¥x

Wi-pos x

LAT Simplitiar
gin x

248 Simplifr
A= B0S 1AVE 4 VR0 - 14V 2
B=v3 0T+ ava=VT - 4V3)

[On romasgusrs que les nombras Tigurant sous
los radicaux % ou % sonl des oubed Ou Oos
Carres imples.)

C=vVI-2VaR + VIR

L48 Comparer fes nombios :
va, - WT B

2.60 Sait Ia fonction numdiigus de B varabls
vl e

fox s Ve=2Va=14 Vs 1 =1,

Trousar lensemble de définilion de ¢ Stmplifar £
&l congtruire =a représentation graphigue.

2.51 Soil in fonction f: x +—= E{x}+Vx=Ex)
difinke sur H. E(x) #tant ia partie sntkbre de x
1. Montrar qua © (Ve ER) flx-+ V= fxys 1,
Ous paul-on dire des poinks

Mz, fxh et Mx-1 fx)R

2. Etudiar In continuildé el Taire Ia regrésontation
graphique da £

Examiner & les fonclions f onl ene limite el
caleidar cofio limite guand efile dxials dand s cos
sufeants fox. Z52 & 261):

2.52 er;l-"':m.1 quand x tond vers 1, vers +wm.

253 r{:}-—;-—T_T:‘ quand x tand vers 0, vers

ol
254 pxym X311 and ¥ tend vers O (pour
Vi+1=1

jo numératour on uilisers 'identité remarqusbie
8’ =b"= (g - b}a® + ab + &%),

o el=1
1.E5 ot e ] & RN wors-0, VT8
bl T
.,
W i-Vaw
2.56 - Vxquand ¥ tand vers + =,
L e
2.57 I'-[:]--vl -:Er—:il guand x tend e+,
VOTD =,

258 fay= V't +2x -3+ mx quand ¥ tend vers
= gy —= (discuter sulvant bles vakeurs du
prramdire ndal mj,

259 flx)=Vx +5x+1+axr+ b quand x fond
vars += ou —= {disputer sulvant les valaurs des
paramétras réals & ot b}

260 flx)=Yx +x"+1+mx quand ¥ tend vers
4+ (dmculer subvant les valeurs du  pasmdine
roal m).

281 fix)= V' o+ bx v o+ mxVx + 2 quand
x tand vers +o (disculer subvant lés valours des
parambtren rdols a, b c, M

2.62 Eiudier bes limites, quand n tond wers +=,
i Suikboy !

A — 3T+ n+1=8a

b — VAT EAn— 1=Vl t1.
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1. EXERCICES

2,63 Etudier la limite, quand n isnd vers + =, do
la suite (u.) définie par

=3 o (VaEM u,,,~ VO, +6

284 Erudier In monatonie de la sulte {ii } didlinkg
fdin

+
"ﬂl Ll ""EH-I' ey ™ HI_FE'E

(On discutera suivant les valsirs du riol tig.]
Quelle est la limite g0 la suite? (On rappallers
BVeC soin loa théorames utifises.)

Hévigion

2.85 1. Etudier les variations de -'
Fodfi— x*4 y'—0 537
dbfinie sur R,. En déduire que I'équation @
x4 x—0537=0 i1

lﬂ'l'I'I[-l Lnhe racing of uhe saule x, appartenant
i [

2. On se propose de trouver un encadremant da
Xy en dcrmnd Udguation {1} pows la forme ¢

0,53y
% ;1:".- 2
On considére la suite (v} définke par b0 ot
(YaeM) Ly ﬂfﬂ?
Va1

&) Construire 1a représentation graphigue [ de
0.537

B X — oy définie sur R, ot la drotte D

d'équation y=x dans un repéra orhonormd,

Représenter sur |‘axe des abscisses ins tormas [

Wy b el §.T, Exerclce 3 du coural Que
constater-vous?

Oy, =08

I"-I'FI‘I'_ 'if'i“,!lr. 'l-]'.I !

[y = x| = (0,8)" ", _
¢ En dédulre gue la sulls 'I:".' i e
ot montrer que : bt

(¥pEN) "-?F{":D": *:'rl.“_::

d) Donnar, & Falda :'uir: me
approchée de x, " pros par g
calculant un cerlain nombre de termes g

¥ B
E“E':IEI méthode de caleul da Xy o2l aomals
méthade o tdration.) T

2.66 On considéry ia suite {u,) dﬂ&u

ug =2
fw‘!Eﬂ. u“,‘-l__-'!_;r- !
1. Dans un plan affine muni d'un repli orke
narmé (0, /) tel que |7 = 17 ] =2 em; eeds
I murh-r:mpfmntm:hhw
A o
suf )0, +=[ par F!',.'I}"‘E"; Ii_hl.__
d'dquation y =, .
On précisera les points communs & ceg &
courtas, n:' [
2. Etude do I suits (u, )
&) Montrer par récurrence que u, st b i dh
POUF Ut 'm ot wivifie 1-<w, <4,
&) Montrer que 18 suite (u,) st crols

€] En déduire o comportement de la
poUr m — +® gt calculer uadiam
limite.

3. Roprésenter les 4 promiars de la siite
be ropdre (O, £ [y sur 'axe (O, 7), & F'aide




JE30 FONCTIONS LOGARITHMES,
EXPONENTIELLES

ET PUISSANCES |

(

MNous allons donner de nouvelles applications des notions de limites et
continuité et découvrir de nouvelles fonctions dont I'emploi est trés fréquent.

Mous utiliserons, pour cela, certains résultats relatifs aux dérivées vus en
classe de Premitre.

3.1 PRIMITIVES D'UNE FONCTION CONTINUE SUR UN INTERVALLE

Definition

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle 1 de F (fermé
ou non, borné ou non).

On dit qu'une fonction F définie sur 1 est une fonction primitive fon
plusﬂmpbmmtuneyﬁmhimjdt!m!ﬁﬂuhmﬂﬂl?ﬂnﬂ
pour fonction dérivée f sur 1.

Par exemple, une primitive de [ : x —= x* + x définie sur R est la fonction
} -

F:.xn—-%—+%d£ﬁni:sﬁﬁwpnmlnut:r&:1

F AL
(x) 3 73 ’

3

X i
Une autre primitive est la fonction @ x — ui-+T+! définie sur R.

Plus généralement nous admettrons que, si [ est une i-:mui?q ::-mrfnu: sur
1. elle admet au moins une primitive F sur 1. Une autre primitive de f sur
| est F+C. C étant une constante réelle arbitraire, car la dérivee de F+C
sur 1 est: (F+Cy=F=f

Réciproquement si F et G sont deux primitives de f sur I, pour tout x
del: (G -FY{x)=G'(x)—- F(x)=fzx)—f(x)=0

9
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- nous admettrons que §i unc fonction admet une dérivée

fonction est consti]
écrire : = F+C. Eno

e sur I, donc G—F est constante .”___!::.
ngons ces résultats : " L,

&

Theéoreme |

Si f est une fonction continue sur 1, elle admet I'IH -
infinité de primitives. Si I'une d'elles est F, "ensemble des primbi..
f sur 1 est I'ensemble des fonctions F+ C oit C est une fonction gynee

| reelle arbitraire.

Parmi les primitives précédentes, cherchons. celle qui m,_{. e
donnée a au point x, de 1:

Fx)+C=a
d'oi la constante C=a—F(x,). On peul énoncer :

'l'lﬂqrém:l

Sifeslumhuﬂlnnmnﬁnmsurl,ﬂtﬂtumm,gf .
sur 1 qui prend une valeur arbitraire donnée en un point di

En particulier, pour ¢=0, C=-F(x;). La ff.".lm‘:tiﬂn: X —+ F 'f"?."" '
est la primitive de f sur 1 qui s"annule au point x, de L. j

3.2 FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

a) Deéfinition. Premiéres proprietes

Considérons la fonction f: x +—» % définie sur R?, Elle est ¢or 3.

R?. donc elle admet, d’aprés le théoréme 2 précédent, une primitive @
setle sur B¥ qui s'annule pour x =1,
:

Définition »

-

s

1 primitive d.“ ; sur
la fonction [ : x — - qui s'annule pour x=1.

Le mot «népérien » provient du nom de Neper (ou Napier), 5. thé

Y
il
N
)

écossais (1550-1617) & qui I'on doit I'invention des logarithmes




1. FONCTIONS LOGARITHMES, EXPONENTIELLES ET PUISSANCES

On désigne la fonction loganithme népérien par le symbole In. Ainsi, d'aprés

la définition,

H* ——
(vxeR?) (In)'(x) j |
et [In1=0]

interprétation géomeétrique

Construisons, dans un repére orthonormé, la courbe I” représentant la
fonction

b)

=¥

g 1

1
f:xr—r;surH:.

Soit 'application A1, +o] —= R,
X —+ s(x),

A(x) étant 'aire de la partie du plan hachurée limitée par I', Ox et IIH
droites paralléles & Oy et passunt respectivement par A(l, 1) et M(x. ;}

o Si_h=0 (fig. 1), A(x+h)— A(x) est comprise enire les aires de deux |

rectangles :
fix+hyxh et fix)xh.
On peut écrire :
fx+h) % h<A(x+h) =A@ < flx) % h
_f[-“['h]":.’f{j +h}--{f1=}"=ﬂ.t]. {]} i

h




REMARQUE

c) Formules

o Sih< () (fig. 2), on peut écrire ; -
frxyx (=hy<Alx)= df:+h}¢ﬂx+ﬁ}xt.ﬂ

J{-[I}_J‘llq-h,":ﬂx‘l'ﬁ}
~h

fix)=<
}{sﬂx + ﬂ:*— ALx)

<flxt+h).

x+h x

fig. 2

Puisque [ est confinue au point x, lim fix + h)=f(x). Don
b a i) [t o =T

et (2):
. Alx+ k)= A#(x) e R
lim = =
e h ﬂ:x} X

Ce qui montre que € admet f pour fonction dérivée sur [, +=f
est une primitive de f sur [1, +=[, de plus ; A(1)=0. 11:"

Alxi=In x

Si D<x<1, en sppelant cncore £(x) I'aire de Ja wﬁu :
droites paralicles & Oy et passant respectivement par Mjulﬂ et M
verrez, de méme, que £(x) qui est un nombre pnllﬂi' ul.

Alx)=—In x = In x.

® Supposons a>0 et x=(),

Cherchons une rt]nllun entre In ax et In x,

; etant des réels |
par f: x —s TS,
e ax + b d'un intervalle I si ¢ est une. fo







32c §32.4d

On peut aussi écrire :

: I
Ina '-InF=-ln 2" =—nlng

Done : (Yn€Z)(VeER?) [a*=ning)

¢ 5i a>0 et nEN*, calculons In Vg, Posons h.ﬂh

b =g
ninb=ln g

1
Inb=—=lna
n

In 1.:#'[;--_]. In a.
"

SipeET et geNe. In W=é In a”

=£ln a.
q

Pour avoir upe cgalité de la forme (1), nous sommes amenés §

‘I'FEI}I:\ME'H'HWEH*,'I | Vat=ql I

Il en résulte alors, en posant

-'n -

(Va EQ)(YaeR?) [ma*=aing |

d) Etude de |a

fonction logarithme népérien

La fonction logarithme népérien est définie af A pour dl!l'i:vief e

sur RE. Puisque :

sur e, Emd:lum. les limites de In en +o g en 0.
Une calculatrice noys monire que pour x «

de plus en plus ll'l%! In x
=de plus en plus grand «, Plys Précisément noys aurons In x = 107 (p!
sl nouy Irouvons un entier nal

urel n tel que
In.tiitni‘hlﬂ"
Inx=pn In2a= 100

une cilculatrice donne —L= 1.44269... Pour avoir In x =107 ﬂ iffit d
choisir n entier malurel dl,- maniére gue

0"

na—_

In2

on prendra g2 L3 10", puig T2 Adnsi -

T4
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e) Un isomorphisme de groupes

D'une facon générale, toute fonction dérivable sur up e
sur cet intervalle. Ce résultat sera démontré au chapity,
La fonction In est dérivable sur R* donc co

nlmng
strictement croissante sur R? donc (cf. §2.8 b) ¢fle ,}}
R* sur l'image de R? qui est R.
Nous avons vu, d'autre part, que quels qu.-. mmm 1“

In ab=1n a+1In b, i _:
Dune fagon générale, soit ¢ une application d'un ensemble &
loi de composition interne « dans un ensemble F Eq

composition interne 0. On dit que ¢ est un :
(F, o) si et seulement si :

(¥(a, B)EE?) plash)= [ﬂ}nw{ﬁ].

Si, de plos, ¢ est bijective, on dit que @ esl un somorohisee &
sw ‘F |:l} i i - et TR
Nous pouvons énoncer -

Théortme

- _L_|. :

multiplicatif
S o s,

3.3 FONCTION LOGARITHME DECIMAL

s
a) Définition. Propriétés 1 =
Pﬂlll RTT] Enm' rﬂahr n. on 2 ln o e I
' 10" =pn In 10,
Il est commode de rouver une fﬂmlim - L.
fonction soit . Pour cela, il suffit déerine & Vimage de 10" par

In 10 -
nig " .

et Ia fonction cherchée est - g
In 10°
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piih B3Aa =
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Fig. 4
REMARQUE 0Ona wquhglﬂulf-:—:ﬂ. On dit que 10 est 1a base des Io

La base des logarithmes népériens est le nombre ¢ tel que In :"f-%
Une caleulatrice donne e=2,718281 828, N d
On peut fabriquer d'autres fonctions logarithmes, si n;:-ﬂﬂ":-]lu es sur §
X == E quon nole log, x. MNous avons Encore ¢ I‘“lu 'I_T'_"I..;_I,"._n_a_ aibe h
base de ces nouveaux logarithmes,

3.4 FONCTION EXPONENTIELLE

a) Définition. Etude de la fonction exponentielle

On sait que la fonction In ; x s In % est une foneti
strictement croissante sur R*. Donc (¢f, 2.8 b) c'est une.




— _'-.E:!l-.'h..-: :l -1

e e L
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‘» Si aER? et aEQ, par e
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« On démontre les formules sur les puissances qui li:mllu
celles & exposants entiers relatifs. Quels que soient a >0, b >0, a

a"a®=a**"

El; di -
(@) = o
(ab)* =a®b"

6) -5

Ces formules se démontrent en prenant les logarithmes né
exemple démontrons 'égalité (5) (vous démontrerez les autres é
la méme facon) : b

Ina"=Bna*=af Ina=Ina™"
donc (a") = g™,

c) Isomorphisme de groupes

La fonction exponentielle est une bijection de R sur R®. D (), po
a=g¢ on peut écrire - =
et = gt
ou encore ;
exp aXexp f=expla+g).
Donc (cf. §3.2 ¢):

Thiéaréme

La fonction exponentielle est un isomorphisme du groupe addit
(R, + ) sur le groupe multiplicatif des réels strictement positifs (1

EXERCICE
A la fin de la I année, L wpmmrﬂﬂ 7 dﬂ::f:rd;uicm par an.
p+0,08p = 1.08p, &=
A la fin de lo ¥ pande | : ]
< la population est 1,08 (1,08p)=(1,081'p, ...y o lo fin

n° annde elle est (1,08)°p (par récurrence ). :

Au bout de combien d'années n, li population ast-elle doublé? tripté)

(LOBYp=2p <en (1,08)" =2
<= n In(],08)=1n2

in2

Int1,08)

la population double au bout de 9 4oy

B i T e




‘I 1. FONCTIONS LOGARITHMES, EXPONENTIELLES ET PUISSANCES

In3

(1,08

De méme : (108 p=3p =t n=

la population triple au bout de 15 ans,

2. La population double au bout de 20 ans, lorsque le taux de croissance est I, si
et seulement si :
(1+1)°=2
20l +1)=In2
In2
h{1+l]-ﬁ
14 1=e®=1035...
§ =35 e

3.5 FONCTION : x — a* (a=0, xER)

Si a >0, quel que soit x réel, on sait (cf. § 3.4 b) que : a* = ¢" ““. Rappelons
que si 1, J, K sont des intervalles de R (fermés ou non, bornés ou non)
et f:1 —= J, g:J — K deux applications, on & les résultats suivants :

« Si [ et g sont toutes deux strictement croissanies ou toutes deux
strictement décroissantes, alors gof est strictement croissante.

e Si I'une des fonctions f ou g esl striclement croissante el ['autre
strictement décroissante, alors gof est strictement décroissante.
Considérons les applications
f:R— R et g:R— R
x+— X=xIna Xb— "

on peut dire que a*=e*""=gof(x). Nous pouvons alors étudier les
variations de x —= a* sans l'aide de la dérivée.

¢ Sia>l, Ina>=0 et f est strictement croissante de méme que g donc
gof est strictement croissante. Nous avons le tableau de variations :

x - +=

rina - A 4=

nlnelhl .n ,t' +@

 Si 0=a<l, Ina<0 et f est strictement décroissante tandis que g est
strictement croissante donc gof est strictement décroissante. On a :

x — +o

xIna +m Yy ==

alzﬂ,ll.ﬁl + 06 -.,,‘ n

s Sia=1, (Vx€R) a*=e""*=¢"=1

=1 CamScanner
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1

- a|

fig. 6 ¥
REMARQUE  Si a#1 et a>0, appelons I, et ) les courbes représcntant
Eb— g" €l X —s (J Les points de ', ot Iy d'ab

ont méme ordonnée puisgue

(3) =emimermeman : -

donc, dm-mmhntr:p&::mhumméi‘u,jﬂndﬂ |

la symétric orthogonale par rapport & la droite

i

3.6 FONCTION PUISSANCE : x —» x* (x>0, aER)

Cuels que soient x>0 el o réel, on sait que x* ="
Considérons les applications d |

f: Rt — R el i'ﬂ"r

X —= X=alnx J'.'F l—+

on peut dire que x"=¢"""=gof(x). Nous p
varations de x +— x* sans I'aide de la dérivé .
e Si a0, f et g sonl strictement croissants llﬂtlﬂ ‘3‘*"'__"__'

x l (1] _'l"l'?

In x —m ,_..--"' "H'i'"l
a In x % +o
lim x*=lim ¢*"*=0

=0 =il .




¥, FONCTIONS LOGARITHMES, EXPONENTIELLES ET PUISSANCES

pous  pouvons prolonger par continuité en 0 la fonction puissance en
définissant In fonction h par :

si x>0, hix)=x"
gi x=0, h{0)=0.

Soit M{x, h(x)) odt I'on suppose x>0, Le coefficient directeur de la
demi-droite [OM) est :
an_‘,-xrl-f‘.'"”-l

X x

_si a>1, lim £*“"'"""*=0 et In courbe r:pféununt h admet une

g—=0

demi-tangente portée par x'Ox (fig. 7);
Y

¥
lig. 7
— sia=1, h(x)=x et la courbe représentant k est la demi-droite définie
par y=x et x=l}

— si0<a<l, |1|:n g s = Lo pn exprime cette propriété en disant que

la courbe r:prﬁsr.num h admet une demi-tangente portée par y'Oy.

e Si_ a<0, [ est srictement décroissante tandis que g esl strictement
croissante donc gof est strictement décroissante

x 0
Inx == o
aln x + o
x* =g o




el

14 AT i XT.b

. =0, In fonction : X —* :"-_I Hmﬁ;m? g
:n%"‘d:midrnilc ouverte parallele & Ox.

3.7 CROISSANCE COMPAREE DE: X > InX, X i—s ye
(x>0, a>0)

a) Introduction

Supposons x>0 et a>0, on sait que les fonctions :

X —+Inx, x— x" x I—l- ol

sont strictement croissantes sur R%. Une calculatrice nous d
¥ 10 40 70 -

fnx 2,30 3,69 425

x 1 000 i [N 343 000

2202646 2,35.10" I,SI'- l:'I'F'
que X — X wunnhbmmnupmom:m\:mu*
penser que :

i 25 i LS i )

§oem & X § == ‘—-I--f

b) Etude de quelques limites

Nous supposons x>0 et a>0.

m Etude de  lim ir:‘_.t

1--- X

Nous avons lim Inx=+= et lim x=+=. On ne peul cone
s P i r-i b

la limite du quotient !Ei
X

J--“
résuliera que lim —==(Q Montrons, pour cela, que ﬂi‘
In x=2Vx. On prendra alors ¢[;}-J'£‘=i 1
X X
- s







LB

I . H . ]
Posons K-;dnil Inxm = — : -

Ilm X=4m, lim -lnx)
x
dong :

(Va ERS) [T <" Tae=0 |
e -] -"fl |

On peut dire que, lorsque & tend vers 0, le comnae S
celui de x". TNt de

Frude de  lim —_

;-h-l-.I

- =
Nous avons lim ¢ = 4o et lim z* -=+wdun=mr

o= W -

la himite du quotient. On peut écrire -

rl

x tr-n!t‘""" =

-

. <

en posant X =yx — g | ( s U EAmes b
alnx=x|1-@&a F - Nous avons ;

AR [ | . i
117 e S YR T (1--a£—‘)=1 x(1-g
T i ok il X N om & .: 7 ; .\.I.:..IT-_JE.I.('.-] :
il en résulie que '
T ﬂ
lim X=+o, llm Pl
d’ob :
(YeeR* -ﬂ- 4
) Jim sl RS

Quand x tend vers +=x, le comportement de f'ﬁt

i |I| '. "'
B

Etude de  lim x"e"

= P“l
Nous avons lim x" =4 el lim e~ 'm-[ i
L R T L -l.- ".'

conclure pour la limite du produit ¢, On rem

n'est autre que inverse dt e dont on t"iu:l:”ﬂt‘tlﬁlhﬂ

le théoréme relatif i |y I|m|l= de inverse d'une fonction
'f‘IFuEHﬂ lim x"e™" g

W .
Quand x tend vers +u, o =mm;;__=nﬂ.;1_ '




3. FONCTIONS LOGARITHMES, EXPONENTIELLES ET PUISSANCES

" GATION AUX SUITES

APP

'| E_|.|-|'|it«E5

des suites (in m), (@"), (n”) avec a réel>0 el a réel

Certaines des suites sont définies sur N et d'sutres sur N*. Nous
supposerons, pour simplifier, que n EN®.

nous supposerons également a réel strictement positif donné et a réel
donné.

Les suites {Inn), (a"), (n™) ne sont autres que les restrictions & N* des
fonctions étudiées précédemment ;

xr—=Inx, xprH— a', xr—s x°

(in peut dire aussi que ce sont les images par les fonctions précédentes de
la suite: n — A dérmawﬂ'dm{d.iﬁlhﬁmimunnllnm
méme limite que ces fonctions quand x tend vers += :

¢ lim (In n)=-os,

e

s lim (a®)=+= 8@ a>]

- -

0 si O<a<l
I si a=1l

Rappelons que nous avons déjia éudié cette derniére suile qui esl une suife
géomérrigue (cf. § 1.3).

e lim (n")=+= si a>=0

.

0 si a<

I si a=0.
Nous avons également étudié cette suite par une autre méthode (cf. § 1.3)
lorsque a SN

b} Comparaison des comportements des suites (In n), (a"), (n")

Nous avons déji (cf. § 3.7, a) comparé les comportements de :
ftr—Ilnx, XiF— X, XX, XrH—+ &

en donnant & x des valeurs entiéres., Nous allons déduire des limiles
classiques trouvées aun § 1.7 b des limites relatives aux suites de référence
{(Inm), (a®) (n™).

Btude de i —")
]

(']
A ——-

o Si >0, on sait que lim ?-n done

=1 CamScanner
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o Si a<0, '-:—'J-n'*'hn e

lim (Inn)=+=et lim (n ")=+= (car "lﬂi}i"

si a<0, ('" ")-+m
e - -
=
e =2
Sl a=0, ("“‘)-n
Sia<0, lim FJ=+"' ks

mlmd:( ) pour a#0,

Biude de  tim ("—_]

L

Soit u,,:r:—_. Posons v, =In u,. q

v, =hln ﬂ—nlnn=ft(ll'|.ﬂ—ﬂ:h:

. In 2 In - o
tim (5F)=0. tim (Ina-a=)=mna dnmf
esiag>lina>0et lim (v,)=+= d'ob:

LI

lim (u,)= lim (e%)=+,

e Si0<a<l, Ina<0et lim (v)=-x dod:
- sl
lim (w,)= lim (&% )=0.
I, i LEE D ]

Théoreme

Quel gue soit le réel a :

sia>1, lim {-L}=+-=-.

[ n

Si0<a<l, fim {3—-}=u,

On peut dire que, lorsque n tend vers +=, le
celui de (a"), pour a# . ' '
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Exercices

Wombre 8~
3.1 Simplifer  Bn utilisant  des  exposants
rationnels ;
V3 - 20 aE + V343

vava

Vv 128
3.2 Simplifer o0 uilfEant  dos  oXposants
ranonnes

V2T IEVE

v

3.3 Soit a=0 et b=0. Simplifier :
"h—.:bhl' 4+ P b':].;
%+ 300 b}~ at bt - 3b0
— i %

Pour guelies valedrs de a af b, colle. dernién
expression n'esl-sile pas définie?

3.4 Rbsoudre dans F
(14 )0 = {1 — g} (1 = )8,

&5 Simplitier e*=%: o
3.6 Simplifier 87 <10 Va

Equations. Inéquations.
Systémes d'équalions

Détormingr los rdels o 8t ¥ sachant gue joi. 3.7
i 3.27)

&7 Biin x*=8{ln x) 4inx =1
3.8 log(dx ~5)+log(3x +T)=4 log 2.
3.8 nix+3)+in{x+F=In{x+11)
310 " =28 "= 1.

F1 hnfina"+e" " j=1f=Inx
.19 g3R 23T L 708

313 3° 740" "= 1458

3‘1‘ .-J.,d_'_El-a-l "_Ell"_zf'lﬂ
_Elra!l|‘3l‘11+$liﬂ.

9,45 2% o @i a1 -3 P,

:-1? lﬂ"- ’n,. = 2=
3.18 log; x> logy{3x —2).

L -
3.18 log, _cy hm-tr.ng:g

a.m{ Sx+dy=2y
In l—lil'p_r_-ln 7.

log, e+ 7
a :Iq..--_..
l - i

n Xy >

354 L""- ¥**" (@3>0 dor

Placement d' capital T
Innunlhmm“n ‘ Terets
3.23 1. Un capital [ 08
4t 64 onioe sanse

Au bout de comblen d'anndes
doutie? riple? i

2. Détorminer o 1aux ﬂﬁ'ﬂIﬁ'
capital double au bout de § .,*.

Limites de fonctians
Etudior les limites sulvantes ox 3344

.24 lim (x4 1)

3.25 iim x3, fim &%,

e i
326 fim {Hlj; lim_ 'I':~l~'%;:|"'r‘;I
#om X == )

.27 um (sin x7%,

5l

328 im (x+1)0

B =

3.28 lim (2x—Inx)

330 1m (e —x*+1)

[

331 lim "":_*”.'l.:u.-;:-m‘

o

3.32 iim x{in x).
& emf)

3.33 um o fing® (a0, j':v-_ﬂ,l'.
§ il

X




A4lnx n 0 on +m.
LE =t 'd’, )
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1. EXERCICES

En taisant varier, dans (1) 'entior p do n & 20 -1,

démonirer. qud
! A
u,,—;-:lnﬂt:u,. n
Donnar un encadremant de In 2 pour 0 =10.
A Démontrer g ;

1 1
e Y
an-th i, n

En déduire  im (b}

B

A, On posa, pour toul n da N :

1 1
mmlesedmoinpy

1 1
ok B e e e LT
"W, 'H-E = i i

#) Demantrer que © (YneNY W, W,
Etuidier Il-rn h-,,-— )

[} L‘I-imnn:m que les sultes (v.} ef (w,) sont
tonvergenies o1 ont méme limite ¢ (quen ne
demanda pas de caleubor)

€] Donnar un encadrement o ¢ Pour p=10,

o) Cuelies valours taut-ki ﬂmrhaf 4 n pour avolr
una valeur approchée do ¢ & 1072 prés par détayt?

3.55 1. Etudier 1a limits. .;r.ﬁ
tend vars 0; vors +uxi vprg' *

:.nnupmpmu-mm'
chée de I racine de I'squation

Paxd

|mmlilmwhn-1:§,
a) Montrer que /:x —s i
e Uk seiln Inhiurti-m;_

&) Montrar que (1) est ag
de la forme :

uy=9

H"Em Uy ey = gles,)
Aeprésenter sur I'axe des ab
u:q ul L ] ‘rﬂl FTI' rl" g w ¥
COUTE].
) En déduire une valour g
par difaul do Ix racing de l" ation |
nant & I'intervaile {9; 10], i 3




COMPLEMENTS
SUR LES DERIVEES

ous avons utilisé précédemment des résultats relatifs aux dérivées établis
en Premigre. Nous allons les rappeler brievement et les compléter.

Nous supposerons les fonctions définies sur des intervalles de R, fermés
ou non, bornés ou non.

4.1 RAPPELS DE LA CLASSE DE PREMIERE

2] Fonction dérivable. Nombre dérivé. Fonction dérivée (ou dérivée)

Définitions

Soit une fonction [ définie sur un infervalle contenant x,.
Duﬂltqmjeﬂdﬁwﬂeupﬂni;.i_ﬂmlmml‘HMnn
intervalle 1 contenant 0 lel gue :

(Whel) fixg+h)=a+bh+ heth),
oit @ et b sont des réels et £ une fonction définte sur 1 telle que lim £ =0,
-

Le réel b (dont on admet unicité) est appelé le nombre deérive de |

N X

On dit aussi que @+ bh+he(h) est un développement limité d'ordre 1 au
voisinage de 0 de la fonction : I —= fixg+ h)
Faisons k=0 dans 1'égalité précédente, nous avons

fixa)=a,
d'aprés les théorémes sur les limites :
lim flx,+h)=a+ lim (Bh)+ lim hethi=a
=0 o boeB

donc lim f=fix,) ce qui signific que f est continue en X, Enongons ce

Y

resultat

55




§d.lL.a

b) Interprétation géométrique

§4.0.b

ons plus Join que la réciprogue ¢t ausse : une fonction pey
:-dumfm‘;:mm u:pdﬁﬂﬂmiﬂl'ﬂl_i _He en ce point.
Rappelons le théoreme suivant établi en Premiére ;

Théoreme

fonction [ définie sur un intervalle contenant x,, b
sl,.?lt:ﬂmf st dérivable en x, si et senlement si le taux ¢

J’f:-”;'ﬂ‘*‘-"' a une limite finie quand h tend vers 0.
Cette limite est le nombre dérivé de f en x,.

Notons que cette limite est aussi lim ﬁ-ﬂ"_ﬂ-’-ﬂ
=ty X -xu

Rappelons encore les définitions suivantes :

Definitions

Si une hmﬂunfmdmﬂﬂtmmtpnhtxd'n_w'f_
que [ est dérivable sur 1 ef la fonction qui associe & tout x
nombre dérivé de [ au point x est appelée fonction dérivée

simplement dérivée) de [ sur L : .
On note cette fonction dérivée : f ou encore : %.

?‘mit I la _rtprésanlt_ui__inn graphique d'une fonction f dans un plan rapporf
a un repire (0, [}, Mylxg, flxy)) et M(x,+ h, f(x,+ h)) deux poif
dl.ﬂ!l’ll:l‘-a '[J-I' #ﬂ'} de I- {'Ilig_ I' FEE-: mﬂ.ﬂ‘ﬂ}.

Le coefficient directeur de la droile (M M) est ﬂj-__fﬂ.'* "‘:"H 2

S1 [ est dénivable en Yo I droite D, passant par M, et de © I
directeur lim M

Papigt A = f(xy) est appelée tangente en M, oy




tig. 1

et e i crtsne de D 1 e dstc de Dy
Plx, YJED, == M,P et i, sont colinéaires
X = Xq 1
W "'.ﬁ-'n] f(xg)
<=t (x—x3) fi{xg)— (¥ = flxy)) =0
<=y = fx) + (x— x5) Fi{x5).
Une équation cartésienne de la tangente D, est donc : '

e =0 ‘|

¥ = fi{xg) + (2 = xg) f{x,)

La fonction : x —= f{xg)+ (x = x,) f(xy) définie sur R, de représentation
graphique Ja tangente D, est appelée fonction affine tangente i [ en x,.

42 EXTENSIONS DE LA NOTION DE DERIVEE

a) Fonction dérivable & droite ou & gauche en X,

Si lim -““*”';'ﬂ’“-}nf (IER), on dit que f est dérivable & droite en
g = 0"

le nombre | est le nombre dérivé & droite en X,

La représentation graphique de f admet une demi-tangente i droite en
M, (xo, flx,)) de coefficient directeur | (les considérations précedentes sont
encore valables en remplagant la droite (MgM) par la demi-droite [MM)

obtenue pour h>0).

T 95
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EXEMPLE  Soit la fonction f : £ +— x”+|x| définic sur R,

Si lim ﬂ’n*-*;*ﬂ"]-ffiEH}.unﬂmIm

oo B : : =
Le nombre | est le nombre dérivé i gauche en x,,
La représentation graphique de [ admel une demi-tang
M, (5, fix)) de coefficient directeur [ (considérer, de mg
[M M) pour k<0). S :
Pour comprendre ces nouvelles notions, nous allons dopner o

+h) = fixg) .. . fixy—- Fr } gy
wquﬁ-ﬁ - ’ém"m—_@_xng o

e Six=0, fix)=x'+x
fix)-fO) Ftx

x—0 x *
fim fix)1=-f10) I
wem @t I"ﬂ

In fonction f est dérivable & droite en x, =0 et In représentation
admet une demi-tangente i droite en O de coefficient directeur

eux<0, firjmx’—r
.fru—,im:l_f-,;
=0 X ==
Fil]'l J'r{-t]'—.ﬂﬂ_}-
ki =0

e Lkl

Jl Iw“ﬂﬂ f el *r“ﬂh{l: h o S

én ﬂd:k coslficient diractp.r _I'“ €0 3 =0 et I admet une demi-t
a4 deux demi. = J
tangentes on O n'ayant pas méme support, m&. jue.

La lﬂnctiun [ est comi
! ¥ . nue en 0 et alle o' 2 | prHEg
dérivés & droite et i gauche yont oot T:t pas dérivable en 0 puisqu




—

;‘" -_:.-_-I--." i
AR

r 1
ol b ol e s Y, gl s,

i . -..:: I
_4—,2.:‘_ :.T = e




15— =
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4.3 DERIVEES USUELLES

a) Rappel des résultats de Premiére

REMARQUE 5i vous n'aver

Si 4 >2, le coelficient directeur de la demi-droiie [u-'"

mi ﬂl) VI'SE=3 Ve %
— V__"‘H‘ﬁ

=7
ﬁ”llhﬁ F
l'.-t‘-l
d'i::lim -, {hld'ultl'lqﬂrlﬂ.‘“hhh,_.

+lm-ﬂlﬁmtﬂlﬂuﬂ-}qx,hmm
Myl xy, fix,)) une demi-tungente & droite (ou i nﬂ.}m .

fix)~ ﬂ"'l
X=

Si les dérivées existent :

Foanctions
X —= x"(nel) X —s px"!
a b
X — ax+b —_— a' :
a'x+h g {a'x+p
X f— ﬁ .tl—-—-r—!-—-
2V
X — C05 Y X —+ —gin x
& —= %in x X — cos x
|
A F—= lin x Il——r—-“
co8" x
X —= colan x e o .I e (O
sin
f+g
Af(AER)
fe
1
/
!
B

X =+ colun x,

(EEE) et ¢ o FO% X . e
el colin y T Pour x#kz. Vous appliquercs Fi de e

bl {llr.'rivi:: ' quotien !}
K




4. COMPLEMENTS SUR LES DERIVEES

privées de x — Inx et de x — o

b D
« Par définition, I fonction logarithme népérien est Ia primitive définie sur
- - L I
R de la fonction .t'I——FI, q-ui s annule m;-l donc ln dérivée de
x —= In x sur R* est In fonction x —= %‘mwmﬂ‘d-Ijll]:
(vxeR?) ﬂn]"[,t]ni-
En particulier : (Iny(1}=1
ce qui veut dire que :
lim In{1+k)—In l_1
o h
tim In{l +'H=1
a—e N
Au voisinage de h=0, on peut écrire :
M-l-l*a'{h]. lim e =0
] o
Ini{l+hi=h+helh)
On obtient ainsi le développement limité d'ordre 1 au voisinage de 0 de la
fonction : h — In{1+h).
o Soit la fonction exponentielle définie sur R
exp: X —+ £.
| f:.'""'l':'
Si h#0 et quel que soit x, réel, cherchons !II_IL = Rappelons que
=gt e Xyth=lny
=g == L=lny
done
r_’..i-._fl'ﬂ ?_jrn
] Iny—Iny,
lim y= lim e == Yo
A= h=0
: ¥=¥ I | | 5
= = -—--hlf
N YTy, o my-iny, (w09 1
¥== 1 -.F._rﬂ I‘




part | 4.4, J __. -
donc (composition de fonctions avant des limites . §
. I""”'—;"- . %, Ty
J?Tltll T-‘Z l-: .
(vxER) ep/W=epx) |
Vous remirquerez que la fonction exponenticlle est 4
particulier : _ e
(exp)(0)=exp(0)=e"=1
ce qui veut dire que :
Ih'l'l ﬂ’i = l!I'n- I
iy =¥ n'.l i =
e =1
l"fl'l h =1

Au voisinage de h=0, on peut écrire :

et =1

= l+-ﬂ!{ﬁ]. “.:I'I g=0

e* =1+ h+ he(h)

On ebticnt le développement limité d'ordre 1 au
fonction : h — &"

-

4.4 COMPOSITION DE FONCTIONS DEHWABI._EE

Soit [ une fonction dérivable en x, el g une [.um:ﬂm“
Etudions si gof est dérivable en x,. N
Puisque [ est dérivable en x;, il exisle un intervalle 1 contenm

(YVRET)  fixg+ h)=fixg)+ ' (xe) + el h)
a ¢tant une fonction telle que lim a(h)=10. {
Puisque g est dérivable en .I"{-t..}:ihl'::im un intervalle J contenant 0 £
(VKET) & fixa) + k] = [ fxg)] + kg’ [ fCxo) ] + kBLK):

B étant une fonction telle que fim Biky=0,
bmi

D'apres (1), on peut poser f(x,+ h)=fix,)+k avec k=hf{xg)+
L'égalité (2) peut alors s'éerire au voisinage de h=0 T

g lfoxe+ i = g [ fxo) [+ [ o) + )] @[ 560 ]+ Byt

=& f0x) ]+ W (x) ' flxa) ] + he(h)

=Roftag)+ b g of(xg) % fixg) +he(h)

Ol ¥ el & sont des fonctions de h de limite 0 quand & tend

——




‘ 4. COMPLEMENTS SUR LES DERIVEES

/-’_; développement limité (3) nous monire que gof est dérivable en x,, le

pombre dérivé étant :
£ 0 flxg) % f(x5).
§i x, décrit un intervalle, on peut conclure :

Thiéoreme

_sl_raud&{uhhnrulWﬂﬂ:ﬂﬂrhihhml’hq:pr
I#ulw.m:nfdmmh-hquﬂ
fetlona:

(gofy=(g'ofixf.

Applications
1. Soit f : x — ax+b définic sur R et g une fonction dérivable sur un
intervalle 1 image par f d'un intervalle 1. Pour tout x de I,

(g'ofMx)=gllax+b)

fix)=a

on convient d'écrire : :;un’{:}n[g{u +b)]. On obtieat la formule établic
en classe de Premiére :
(VxEl) [ [rlax+ b)) =ag'lax + &)
1. eSoit [ une fonction dérivable el strictement positive sur un intervalle I.

1
La fonction g : x —= Inx est dérivable sur R? et (Inylx)=2.

|
(VxET) isnn'l::}-ﬁﬂ fix)

¢'est-i-dire ©
L)
{In fY(x} )"
« Soit f une fonction dérivable et strictement négative sur 1. Etudions la

dérivée de In |f].
(vxel)  In|fxl =tn[-f(x1]
Fix)

1
IlnIfiﬂIF'q{'ﬁ{-ml -y

si f est dérivable et non nulle sur 1, on @ sur cet

Lu- nly=%

Done dans les deux cas,
intervalle :

161
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pad

tion d sur nm.hw-;[ ot g% Lt
:;.IIS::: fl:ri“:ﬂl;?:mw . le nombre dérivé étant l'.t"i'.f-_.-r_.-f = exp
(VxEl) {gﬂmxltﬂp[ﬂ;ﬂxmk

Donc si [ est dérivable sur 1, on a sur cet intervalle «

(exp [ =exp fX [

En particulier :
(vaER?)(VXER) a'=¢
(@'Y =(e"""Y=e""* In g

whna

(@'Y=a"Ina

e SIS
4. Soit f une fonction dérivable et strictement posilive sur un inty
et a :.mfréel quelcongque. Considérons la fonction f* définie sur |
=[xl
£ (x)=¢=ire)
[0 = (el el 21O
af(x) - Caniyy ,
.Ff-tix-r-i"ﬂ“-nf' Ifx_mx}._'.;_jl

Done si f est dérivable et strictement positive sur I, quel que soit
a, onasurl:

() =aff

En particulier en posant fix)=x donc fx)=1:

(VxER*)(Ya€R) (x*V=ax™""

C'est ln méme formule que lorsque I'exposant est un entier relat
L 4.3 a), : T

S |
A1 "on prend "-E dans Ia formule (1), pour toute fﬂﬂﬂlﬁlf- wa

strictement positive sur 1 :

(AY =514

¢ est-di-dire - W]‘]" - I

VY

g




4. COMPLEMENTS SUR LES DERIVEES

_.--""'-._----_
 INEGALITES DES ACCROISSEMENTS FINIS
4.

Soit une fonction f dérivable sur [a, B] (a<h),

¢ Supposons que [ s0it bornée sur [a, b] ¢'est-d-dire qu'il existe deux réels
met M tels que m=f=M sur [a, b,
Considérons les fonctions définies sur [a, b]

g:x +— f(x)—mx
h:xv— fix)—Mx

Pour tout x de [a, b] nous avons :

glx)=f(x)-m=0
hix)=fi(x)-M=0

donc g est croissante et h décroissante sur [a, b] d'ou :

gla)=glh)
hia)=h(k)

e est-h-dire :

fla)y—ma=f(h)— mb
fla)—Ma=fib)—Mb

ce qu'on peut écrire :
mib—a)=fb)=fla)=M(b—a)
o En particulier si |f| =M sur [a, &], on a:
-M=f=M

d'olt —M(b—a}=f(b)—fla)=M(b—a)
|f(b)—fla)| =M(b~a).

On peut énoncer :

Théoréme

‘ Soit une fonction [ dérivable sur [a, b] (a<b).
o Sim==Msur[a, b], alors m(b—a)= f(b)-fla}=M{b=a).
o Si|f|=Msurfa bl, alors |f(b)—fla)| =M(b—a)

Nous allons donner une application de ce théoréme en travaux pratiques.

48 TRAVAUX PRATIQUES

Soit Ta swite (u_ ) définie par =2 et (YnEN) u, . =)
avee @ f o pb—s | #Inll+x) définie sur 1= 1, +={.

:1' E':f”:'tﬂrrﬂ'" Péguation @ 1 41n(1 + x)=x adme! une rocine unique x, appartenant

——

e

| S
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4.7 DERIVEES SUCCESSIVES

148

§dn.

d’ordre 1) de |,

On note aussi [ sous la forme :—Jf d’of :

Plus genéralement la dérivée n“™ de f se note Egllﬂmﬂl‘l

( Considérer £ : “""m,mmummm[

Montrer que [VHEHJ' 2% N, = Xo
[;';l'mu raisonnercz par récurrence.)
Xg— U,
3, HaﬂmrdenE".} Yo~ Uy e ™ ‘3

.:u = “- "'I == I
3F

En dédiire Ii.m. i b, )
( Vous montreres [n en uultunt les inégalités des ac

H::llr—I'- dﬂl‘lﬂ ‘.I"l-:.-"-

_ e
ﬂ.l.’_!lii sur [u,, x] = ﬂh]'ﬂﬂn]'ﬂi{gg—; _-!l"l

'I i
o= Wy 53 (=) )

Si f est dérivable sur un intervalle I, elle admet une d

et notée f. 5i f est elle-méme dérivable sur I, :llt i
définie sur 1, notée 7 et appelée dérivée seconde (ou d's :'
tion f.

Plus généralement, on définit les dérivées sr.n::asslm dl,':. " sur I, &

existent : y

”': =

[ o=y

flllﬁt‘.ﬂ'ﬂ Ijr

pa:i&:s dérivée troisiéme (ou d'ordre 3), dérivée qualtrié
“ {I{Iudnriren}dcf On dit alors que f:stm. f
valle

Par analogie, la dérivée [ de [ est aussi appelée M

_d rdf . d*f
Fgi () won e 2

I.
-||- o

——
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Exercices

Développement limité d'ordre 1

41 Soit 1 fonction 1:x —= x"+x" Oifinie

sur R

1. Trouver un

voisinage de 0 de la fonction
B —e ({14 h).

2. En déduire une valeur approchés de f(1.017).

4.2 Soit ia fonction {: ¥ —= x° difinie sur R

1. Trouver un dévaloppemant limité d'ordre 1 ou
voisinggs de 0 de ka fonction :

ho—= fxg+ K

2. Splt un cube de métal dont les orétes ont pour
kangueur ¥, & la températune de 0 degré el pour
longueur = & la température de [ degrés. On
appalls contlicient de dilatation lindaire ke nombro
a bl que -

Iimitd d'ordre 1.8

x= Xl +al)

S| vy o4l le volume du cube & 0 degrd ot v son
volume @  degrés, on appells coefficlent de
dilstation cubsque ke nombre § 18l que -

= v+ 8,
En prenant f = x = x = xoaf, montrer que f=3a.
4.3 Donner un diveloppemant limité d'ordre 1 i
valsinage de 0 de la fonction -
h b sin{x,+h),

En déduire une valeur approchibe de sin (817,
Compirar avec lo résultat obtenu en cherchant
directement sin (61" & I'aide d'una calculairics,

Exilensions de la notion de dérivés

Etuctier i fes fonctions suivanias détinies sur R
;n;:}t cérivabies & droite ou - d gauche (o 44 4

84 15— |£-1] BN xg =1,
48 1 x — Ixlz+ )| an x,=0 &1 on K==,

L= T g — |.=r"-l|*2|'rl-3qn K=
= =10 e,

i
4.7 v ;ll—i.a—‘_miﬂt:uﬂﬂ

Examiner si Ia représentation graph Y
aﬂm:f des tangontes ou ﬂ'!m.l'-flﬂ_ﬂ'lﬂ:'i:‘ifl -t;:.f
cor -pﬂrmrimtmammaudm'-
angentes dans les cas swivents fex. 4.8 4 d.14)
48 six=0, fx)=V'r

sx=0, Hx)==-v_jg

i I'grigina.

4.9 100)=V[x] & lotiging

4.0 tixy=Vix=1F en Myy, gy
411 Hix)=VER =) 4 Voriing ot o |
432 100 V-2 T34 Coriging gt au 1

4.13 f{x)= "'I'IF_L! & roriging.
4.14 -F[l']'-\fl——t_ :’i en M2, 0.

Calcul de dérivées (opératione .
‘H:I'M} s e ¢ P g ]

Calculer fes dérivées, quand olies
fanctions f définias par fex. 4,15
415 f(x)=(x2+3x + 71" A
4,16 r{:]-{x—ﬂ‘}:x-aﬁi.q-q',t.

4
44T Hx)=x + 14—
b=y iy

4.18 m:].-z:(;;_:}f

'.-H' ﬂﬂ*llh'x-m l*i,
2 =1

424 fix)=tan® ¥ -4 un'ri-ilﬂ!
4.25 f(x}= /i =ax 52 »
$.26 f(x)=xix+ Vi o,
827 fx)= V2 sin® x -1,

‘-H “H}- 1#:*—_;:-;51_
= x

428 fix)= (e - 1)/FE T,
430 fx)= Vi visn

106
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4 COMPLEMENTS SUR LES DERIVEES

__...-r"'-.-_
a3t A=A

| I.[T-TEFE}
112 r|::|=-1.'_'T:T__

1+x
PR r|=+“\'|1-:

i34 )=V

A

X =2x+3
'-.':_r"ﬁ—' Vx """'
&5 fx]= o1+ T+l =x

438 Hxn=ix®+ Sx=1)e"

437 h;r|-ln!—"'l

538 f(x)=x- (On suppose x>0}

| 439 Soit 1 la fonction définie sur B do la fagon
[ sulvanis

i oxal,  Hj=x" sHn =

W =i i) =0

Calcuber Fix) pour x¥ 0,

Ly gérivhe I a-1-afle une limits en 07 Calcuber
gl ]

Ou'en conchsd-yous?

4,40 Wmes questions qu ol 'mosTcios précident
Vi

1
| gl el Haj=a" skn :;
| slr=0, HOj=0

441 Memes gquestons qu'l Nexercios 4,41 avec ©

I'Itl'

g ¥E0 fix)=

Bx=0, [pOy=0

Dérivae logarithmigue

147 S04 1 une lonction gerivable &t non nulle
| st in inborvable |, On appolle dirheda iﬂ-ﬂlﬂlhl'ﬂb'

F
Qi de I i fonciion = difinie sur |

1. Caiculer la gérivie lagariihmigue de ¢ = Fg"h™
dans s goux Cas

4w, @, v sont dos antiers relatifs of 1, @ H sont
Sirivables et ne s annubont pas sur |,

O m f y sond des rdels et |, g, b sont dérivables
" trictemend positives sur L

% Apgiication . calcuber la dérivee logarithmique
Hult s ddriwbo, ,Guand  adlos uxisient, de
L b= T+ 1)

(5~ 4 x5 1"

Primitives

4.43 Calculer lea dérivées, quand elles axistent,
das fonctions |

X
i — I'I'III:I.I'IEI..

X p—e rnr'llh(;-'*f}r.
X p— ln|h:+‘u"'5":|_'-ﬁl (h rbei donnd).
En déduire les primitives des fonctions .

Calcular, mmmtmmﬂwmm
tonctions délinias par (ex. 4.44 & 4.56) :

H41
Sl ey
4.45 f(x)=——.

COf X
48 =T

447 f{x)=cotan x.

sin x +cos x

448 f{#}-'—'“—'—'—-ln = ORI

4.49 ﬂ:#l"' s

ato ﬂﬂ_r‘-l-:-l-a"!

.r' r+‘l

451 fix)m ——— (metire f{x) -nu- in Fum-

[
llﬂ+ﬂ"l""_|'—_i}

M rdx® x4 . .
g .
farm Ii""ﬂ""l"_1+l#+1

8,53 fx)=(x®+x)0™" 2,

A4.62 fix)

[ i
4B ) T
455 f{x)=(sin 2a) 0™ ",
456 flx)=x"2" (mottre f{x) sous [a forme

I".-:fu
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4. EXERCICES

Calcul de limios

b1+ h)
4.57 On rappelio que lim ———=1.

LY -
En déduim

1
lim llﬂ{l"';}. .l.l":_:'lnh_*r

: 5N X
1M —————
1...u||'|1_'|: "":}

=1
4.58 On rappelie que lim

A=
En' diédiibie :

# .
-1 rles—1 ] "
lim = . T ! ', lim x¥{gi- g}
-+ BAS X R T P | u

Tangente & une courbe

4.59 Equation de Ia tangente & ia an
graphique de  fix +— x*x—1) gy paint
M{1, 0

4.60 Equation de la tangenie & ia raprésentation
Graghique de f: x — 3in x au pobnt Myi=, 0),

4.61 Sait ! ia fonction numdrique de In varisble
riodle - ¥ i— ax” (o donnd non nul)

8) Former ['squation de |a langents & &' (g
reprissentation graphique I de | au point M da I
o sbscissy x,

B} Si M ost distinet de lorigine, A coupa ks axes

de coordonndes COx of Oy respectivement en T at
T". Solenl m In projection de M sur Ox paradidie-

2l On supposo ba repédre. orihonorms,

1. Trouver I'ensombie des poinis P dé coordon-
nées o 8t 8 d'ad Mon Peul menet deux tangantey
i I' porpendiculairss.

2.0n appella nafmale & I' au point M da I s

perpondiculaite & la tangente & T an M Farmar
Féqualion de cette normaie.

A Sl M et distinet da Vorigine, |s normals & T
#n M coupe Oy en N. Calcular mh.

462 Soli §ia foneiian numdrigue de g vafiande
({11 — ; (8 donnd nen mul),

4) Former P'dquation de g lngente & & ia
représontation graphique I de | i paint B ga
d'“’:i‘m My,
&) A coupa les axon de Cobrdonntes on T af T
Mantrar gue M est is millsy il Saman (T:T1

En dédulre une consiruction Foeomstrique de A
connalssant i

£} Si O est I'HPETH‘II dés coordonndes, montrer
que o produit OT =87 est constang quand M
déorit I

wﬂ E"] ﬂ"+| a Hmll. ﬁl?k i |:-_- 1
nie sur R, -

Monirer qua pour tout ¢ " ety
-l B
| sy ~ix5} g8 lun =y

Ju.-x.l-':_(g'r“"

En déduire tim (u),

4.64 Soit la suite (o) difinia
(VP EM) by = flus,), avec ;6

nke sur R2. N
1. Montrer que (¥nEN) 2

o
2. Montrer que |F_;ﬂ|-:im

Lo s

3. On appeile x; Ia racine pe

| |
pir
%

...-. xy -
loa =] = (5) =,

En déduire lim (TR S [

L]

4.65 Solt 1 Ia fonction PR
role délingn Siif H_{_ p.::_ ; ;

MR
1. Montrer que Féquation - fix)=
solution unkque dans I'ini

Lo but de |a suite de catte partie o8
une valeur approchde de a.

2. Etudier los variations ﬂH'

déduire qu'il existe un réel A AP
Firntarvania =00 tel que

appartenant & I'intervalie [%.1]

ke fix) =0

1%
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4. COMPLEMENTS SUR LES DERIVEES

apit (Ualmer subte céfinie: AT
St

-

{ oou tout enther naturel, ey = My}

priat Ut pour tout antior m, v, &5t blém

4 Maor
AL
ofp!
.ﬂm]i-‘qlilm qQue  EeayTa™ flu.) = Ha),
Al Eruﬁrar ren ytifisant le & que POUF tout ontier

fuansl P
- |I-|'...L'“I'E|#||“i_“|-

oy ER deduire que 18 guitle (@a)y u SOmMRIgE

e i

& En wtilisant e
i_|],mwﬂque
2 (e r = @, =) <0,

En déduire que & est compris ontre U, o Unsrs

Déprminel U yalaur approchée de o a 10
priss, 80 justifiant la mathoda employéa.

{Probiéme. 3° partie. Bee .
Paris-Crdtail-Versailles 1985.)

sons do wariation de [ dans
pour tout entier naturel n on @

Dériveas guccessives

4,56 Calculet los darivens successives de la
ianction polyndme

oy — ¥t=xt 487 =2xl+x=1.
Ouells est la dérivée n™™ d'une fonction poly-

mina O la variable réelle X de degré AT
Oue peut-on dite des dorivees sulvantas?

487 1. Calculer los dérivies succassives, quand
ailas oxistent, de ln fonclion

|
§ :r_-; {raigonner par réCuTrEnea)
5. Caloulor les dérivées SuCCESalves. gquand skles

pakgsent, de la fonchion :

14+x
¥ p—— —
1=x

B
Ill.zu on derirm sous (n forma A+ ——;}
1 " -

1. Méma question avec in foncllon
2x=3
[ = 13(=~= 20

I i

/ G o
[qu'on derira sous |8 forme ===+ 75
J =1 K=
468 Calcubor fa dérnda A de

[ oK jf— |I'I“ & )

&89 1. Damamrer que, pour toul X rikisl, 18
dirivite 0™ de la fonclion cosinus: Bst:

L [I! + n%]

1 —
0% lu dewineted da is tonction sinus #ab

i [+ 1 ;]

En déduire In décvee "™ de la fonetion :

Kt cosfax+b) e de la fonction

X — sin{ax+bl, & st B étant deux’ nombres

rials donnds.

2. Calculer la b | ' rnchian
L G B sl SO
4.70 On posa

Ol=1 -8l [(WREN]) nl=nln—1n=21.21

(quion it factorislte i
lliq:‘lrdfi-l T-Iﬂ que ﬂ:;:ﬂ:ﬁ I g
_nlp=1}..(n=p+7) ol
plg=1)...1 plin=p)l
C® o8t un coefficient binomial (voir chapitre B).
1. Démontrer que sl 0=p=<n-1, ' .
CE =Ch., +C2CH.
3. Solt f et g deux fonctions dértvables n fois sur
un intarvalle | Démontrer par récurrence la
formule de Lelbnlz @ i
(g™ = g+ CHf Vg +...+ CEA*#ig) 4.
+Chig™™.

c2

3. Calculer la dérivée de '™ da:
X b= (7 +3x=1)8ln X
471 Soit 1 une fonction polyndme du 3* degri.
Démontrar guie
(vx,eR) (vhER)

hi
fla ¥ p:-;{m+w+% Fixgh+ = X

gl fx)m2e® - x¥ +3x =T, calculer f3.002) par
défaut avec une | infarieurs & 107% &

1077,

Rivision

4.72 1. Mantrar qua I"dquation cos X=X adrmal

une racing x, wniqua dans I intarvalle E. 1].

2. Soit la suite (1,) définko par =05 ot
{'l'ﬂElﬂ l.l,..,.'.'-':ﬂ- [T

Blontrer qud e ] 0.5 U, =1,

1
3. Manirer que |{cos)ix)| <08 sur [51].
Lﬂmqwmtwnmmmﬂ:
[0y — %ol =09 g — 2l
|“-'lu-|"mr1"r!&1~

En déduire lm {u,).

fem § =

&, &) Construire, dans un repéro orthonormib, In
droile d-éguation ¥ = X af [a courbe ropréasnkmnl ;

X b m:w{ﬂ.g].

b Heri‘mdﬂuWhm
B Wy ilys wem

5
L




) Donner une valeur approchbe de x, & 1077 prés
par défaul en ulilsant des encadremants de X,

473 A On suppose x réel et [x|<1. Pour

nEN', on considére les sommes:
Bla)m e e xTe & x"

‘ par des termes de fa suite {u, ).
I
|
|
Syx)=1+2x +3x7+ _+ nx"""

Sala)=2+6x +12x%+ b n{n—1)x"""F
1. Mettre S_(x), 5:x), S5i(x) sous forme de

fonctions rationnelies de x

2. Etudier les limites, quand n lend vers +=, de

nx" ot n¥x".
3. Démonirer que :

tim [Sie)]=[ tim S, [x)]

tim_[Sifxp]=[ tim S,

. new

&)

1o




ETUDE D’UNE FONCTION |

NUMERIQUE |
D’'UNE VARIABLE REELLE |

Nous supposerons le plan rapporté i un repére (0, ©; ), 'axe des abscisse
étant x'0Ox, celui des ordonnées y'Oy,

SIMPLIFICATION DE LA FONCTION ETUDIEE '

Lorsqu'on étudic une fonction, on examine tout d'abord si l'on peut la
simplifier.

5.1

FAEMPLE | Soit Ia fonction numérique de la variable réelle f : Vix —8x +4. Pour lout x de
I"ensemble de definktion @

A= Vi =+ H=2Vix-1r=2(x—1|

done [ est définie pour toud x réel el sa représentation _:nphhu sl la réunion des
dews demi-droites fermeées définics . par ;

y=2(x—1) [y-—z;;- 1)
{.thl %],

EXEMPLE 2 Soit Ia fonction f: X —= y=%3 cos x—sin x + | définic sur R. Nous savons
transformer une cxpression de la forme a cos x+ b #in x :

. Vv | " LA
3 eos x —sin :—I{Tm x-i:{n r)-I(mme—:mEun .t}

- ms(%-v r)
diou ¥ =2 cos 3+I)+l.
X=X
En posant y=l=Y

¢e qui revient & faire un changement de repére, on est ramené A ["étude do la
. fonction plus simple : X — Y =2 cos X.

h-—__



Ease————=—

|

5.2 ENSEMBLE DE DEFINITION ET ENSEMBLE D'ETupg

EXEMPLE 1

EXEMPLE 2

:t.;f_ludtd: la parité et de la périodicité permet de réduies o
inition de ln fonction f. Le plus petit ensemble sy (... . iy
est 'ensemble d'étude de f. g Treeiny

Soit f: x —= cos’ x sin 2x définie sur R, : 1
f"-'l".!'EHJ Iﬂ:.‘l"l‘ﬂ']-ﬂ:j = i

donc [ est périodique, de période =. On étudiera f sur un m
Cette fonction est impaire, il suffit donc de I'étudier sur [n_.},]'

i

[—;. ll] s'en déduira ct la représentation graphique sur [‘Iﬂ}
& : Y .!i- i B

de celle sur |0, ;] par rapport & origine O do fepére,

i L i . ...
Hﬂu;r aurons alors étudié [ sur [-E'ﬂ Qui €5t un intervalle d'amy
déduirons alors "étude de [ sur Jes autres intervalles J'amndis
wntervalles |a représentation graphique de f se déduit de celle nr :
translations de vecteurs kai (ke Z). SO

Suitj':.l'r—-iln.t-iin‘:dél'ininiurﬂ. Nous avons

(VxER)  fix+2e)=fix)
donc f est périndigue. : B
2w, Nous a:f::n .'E: de période 2. On étudiera f sur un int valle d'am
lv:EH_]' ﬂf—#}zﬂxj'

H’{""l. ,HI'F—I'IJ_ Le miliey | dg (M. M) .{&l]]r #oit h ooty

X+w—% w FLE)4 O =gy v
ol {.[r ”-ﬂ;".__
¥l

{4 i
M-_._ (e t |
1= et
- | [
| . 1
i |
TN
T ! ' |
g [w) ] EE T
2
i I
fig, 1

Le poing | appartient & g droite A d'équation I-_r i . "&, '{‘.‘:"'-':__
symétriques dans s syméirie ore At Fﬁi gibmtelhl -
d amplitede w, I'une des On éoudiera f sur un ol

5,

12

barnes étunt =, ¢'estd [_-* !] "'%
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;3 ETUDE DES VARIATIC
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a) Rappel de qmlqugll jéfiniti
T ‘ ] d I| ] = i,
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538 §5Lb

Etudier les varintions d'une fonction numérique f définie syr oy
de R c'est partager, lorsque c'est possible, D en un nombre ting 47
tels que sur chacun d'eux [ soit "R

ou bien constante &

ou bien strictement croissante

ou bien strictement décroissante.
Nous dirons que deux fonctions [ et g varient dans le méme gu.
intervalle I si et seulement si I'on sail partager | en yp =
d'intervalles partiels tels que sur chacun d'eux f et g sojent |
strictement croissantes ou toutes deux strictement décroics
contraire, sur chacun de ces intervalles, I'une des fonctions gy
croissante et l'autre striclement décroissante, nous dirons que f
en sens contraires sur . Nous excluons le cas ol I'une des fone
constante sur un intervalle partiel. T

&
b) Composition de fonctions strictement monotones (Rappels)

Soit f une fonction strictement monotone sur T et £ une fonction stri

monotone sur J{f(1)CJT). Soit gof Ia fonction composée définie s .4
taux de variation entre x, et x, quelcongues, distincts, de | ests

g[fx) ] e[ fix)] _ gtn)—g(x) Y=

SRR
e

X=X, Y2=N XX )

©n posant ;= f(x;), ¥,=f(x,), ce taux de variation est strictement !' _
gy ) —gly,) o }-;—y1=ﬂ:?}uﬂx,]_ '
Fi=MW" X3=X, X3 =X i

sonl de méme signe cest-i-dire si f et £ sont toutes deux s rici
croissantes ou toutes deux strictement décroissantes et
el sur J; ce taux de variation est strictement négatif si

glyd=pgiy)) e fx )= fix)
Ya=¥ X d
sont de signes contraires c'est-b-dire si I'unc des deux fonctions [

strictement croissante et |'autre strictement décroissante sur Jes e
correspondants [ ou J. T

On peut énoncer :

= i | | -1

Théoréme

strictement  décroissantes respectiveme tervalles '
(SMCI), la fonction composée g o f uf‘mm :-mi- S
Fune des deux fonctions f ou g est strictement croissante et 'nutre
strictement décrobssante syr les intervalles correspondants t'nﬁJﬁJ‘. .
fonction composée EOf est strictement décroissante sur 1. i

—

T _ i
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' 5. ETUDE D'UNE FONCTION NUMERIQUE D'UNE VARIARLE REELLE

/,,——-;ﬂm avons utilisé ce theoreme au chapitre 3 pour étudier les variations

des fonctions; x —= a® et x r—= 3" (cl, §3.5 et 3.6),

Applications

Ce théoréme peut alissi s'énoncer -

Soit deux fonctions [ et g strictement monotones respectivement sur les.
intervalles 1 et J (fiNVCT), Ia fonction composée gof varie sur | dans le
méme sens que [ ou sens contraire suivant que g est strictement
croissante ou strictement décroissante sur J.

Cest sous ceite forme que nous allons utiliser le théoréme, Nous
supposerons que |'on sait étudier le sens de variation de [ et nous utiliserons
des fonctions g connues :

1. On sait que la fonction affine g:x +—= ax+b définic sur R est
strictement croissante sur R si @ >0 et strictement décroissante sur R si
a<0. La fonction gof n'est autre que la fonction : x — afix)+&.
Donc - . , _
sur tout intervalle ot f est définie, In fonction : x — afix)+ b varie dans
lc méme sens que f, ou en sens contraire, suivant que I'on a 2 @ >0 ou a<0.
Ce résultat est indépendant de b. '

2. On sait que la fonction g :x +— x° définie sur R est strictement
croissante sur [0, +={ et strictement décroissante sur | ==, 0]. La fonction
gof n'est autre que f*: x —= [fx)]. Donc :

la fonction f° varie dans le méme sens que f sur tout intervalle oi fix)=0
¢l en sens contraire sur toot intervalle on f(x)=0.

3, On sait que la fonction g:x H%H&ﬁrﬁe:m-ﬁ* est strictement
décroissante sur |— =, 0 et sur }0, +=f. La fn_nnﬁqﬁ gof n'est autre que
1 1

F,'.Ilv—-!-m"i. Done ¢

Ialmctlnn}rurhmw:mmiedumdlm&_;ﬁﬂ_u
Intervalle oi ﬂ:}amsl:n:m

4. On sait que la fonclion g:X —+ Yx(nEN®) définie sur R, est
strictement  croissante sur. R,. La fonction gof n'est autre gue
vf: x — ¥f(x). Donc:

s fonction /] varie dans Je méme sens que f sur tout intervalle oit f(x)=0.

: 1 :
EXEMPLE  Soit b étudicr Je sens de variation de [2x k—= W Hﬁﬂﬂmﬁ-
Indiguons, dans un uhm.hmﬂewiﬂunﬂtcmimhlw“
précisant I'application du théoréme utilisée :

CamScanner
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P5he B3ke B33

& bl ]

¥+

(x4 17
(application 2)

Ix+1F+4 N
(application |)

VI FIT+4 5
{application 4)

1

—_— A
Vil + 17 +4 3
(application 3)

c) Addition de fonctions strictement monotones ’

Soit deux fonctions f et g variant dans le MEme seny oo

el X3 g5l ; < 3

&

Hr:1+m_tg—1’{xd-ﬂm_ﬂx¢}-_ fix)  gix).

=X - . TR
il est du signe commun de E—T:f;@ et de &L jm
On peut énoncer : :

¥

EXEMPLE

ol sur 0, 4w, Done I somme T -

stniciemeni décroissante syy ==, 0 &1 sur 0. +af,

d) Emplol de |a dérivée

Les définitions e les théorémey Néu&lgnu ne s'utiliscnt que dans
particulicrs. simpjey, 1
bons les théoremes d'un emploi plus Bénéral, donnés
16
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fi4 1 5%a

héoreme précedent nous donne une ¢
T ::EIcmmn en x, mais celle condition n'est
l'exemple suivant. Soit f définie sur R® par

|
-i ﬂ"ft"h ﬂ::-;

six>l, fix)=x*

clle présente un minimum en x,=1 majs f n'est pay
point le nombre dérivé & gauche est =1, le nombre

5.5 BRANCHES INFINIES

Nous allons poursuivre notre étude locale
Finfini. On dit que Ia représentation graphig
infinie si et seulement s |° i

devient infinie,

ées

a) Asymplotes paralleles aux axes de coordonn
Définitions

Soit T la représentation de :
i {D,I.jf'_i. graphique de f dans un plan

lm f=p gy lim f=p,
2. La droite D d'équation =
i

118
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i

. Le théoréme précédent nous donne une_condition _
REMARQUE extremum en X, mais cette condition n'est pas m"““m "
I'exemple subvant. Soit [ définic sur R* par - “ﬂwf

so<rel, fix)=s

six=l, fix)=x

:Il:p:iﬂnuunmiuimmm:,-lnnjsfn*mm
point ke nombre dérivé A gauche est —1, ke nombre .';}-'“

5.5 BRANCHES INFINIES

Nous allons poursuivre notre étude locale, cette fois-ci an -
Vinfini. On dit que la représentation graphique T de f g
infinie i ¢t seulement si 'une au moins des coordonnées g

devient infinie, ot i

a) Asymplotes paralléles aux axes de coordonnées
Definitions

Soit T' la repré graphique de f dans un plan rappore & o
uphr{n,E”, f dans un plan rapporté 3
1. La droite D d

lim f=b ou limf=p,

fi. La drofte D d'équation x = x, est une asympiote & I" si ef seulement

ER e N L T
-

=% ou lmf=+ ou limf=—r,
H"’ “ = L

i

“I‘f:*"'ll o I[m_f:
iy T

K

fig..2 ‘

118




AT Bt | 8y br e ot
.‘r- 1 _1:..:‘.\._'_.._ B

i —_—— =

AT eanl Encore il

= :{:"‘ﬁll'- ok IR B

% Asymptote d'éque
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n Interprétation géométrigue

REMARQUES

c) Etude de quelques exemples

EXEMILE |

Dans le 1" cas (fig. 4), soit H, P, M des points
respectivement sur Ox, D, T
PM =HM - HP= J—ax—h

la limite de PM est nulle quand x tend += on --:ar-

Dmh!'m{ﬁn.j! spit H, P, Hdupnluudﬁ
respectivement sur Ox, I", I :

PM = HM - HP = f(x) - ~8kx)

1. Lé:udndullgntdnmpumutd: « placer = I

par
la courbe asymptote [~ c'est-b-dire de savoir Inguelle
=dessus = de 'nutre.

2. 5i le repére est orthonormé, hﬂmdnpujntdummﬁ v
(x5 :n'ulilndmn:cdémm;m ax+ by + ¢ =0 est

lax, + by, + e
Va'+ b

La distance du point M| x, fix}) b lasymprote D " équation y= s + :r’-.‘,' z
le repére est orthonarmé i =L AR

[fix)—ax — b
___—-—r
V+a?
cetie distunce tend vers 0 quand x tend vers += gl —

T x'+4
Soit f:x ) (3 -1§a—37 efinic sor R—{1, 2}. Los branchis’ Iafi

représentation graphique I e [ correspondent aux cas :l.i,vm'!h

& lm f= 4= (saymplote d'Equation x =)
I-I







r—l—l———i

BN

122

EXEMIFLE 2

pour chercher, dans ces deux derniers cas, une L
mettons f{x) sous la forme m'ﬂ' Qi

I

ﬂ:i-u+b+pm—|

la limite de ¢ ﬂfnl nulle quand x tend vers +e= gy —o
O peut écrire = gx B —, gL -
St feres = T On dbtcrmine , 6, ¢ pup g

par division de x*+x =1 par x 1, On trouve : ' .

I
=x+
fixi=x I-I--I—_—I-,
O o bien, pour tout x o[ -
fixy=x+2+ g(x) avec m‘..t}-'t—l—i el oo a lim @ = jim
- il

La droite D J'équation ¥y=x+2 esl unc asymplote 4 Ia courbe

o

Mais & n'est pas toujours facfle de melire fix) sous ln forme

. H.I]--ﬂ.':+b+|plf..t}.,
’iulll'mt-l_rdi-pﬂnnlmﬂtqllﬂ'ﬂ.l'lﬂ
ANguon a (1), on peut écrire -

Eﬂ b eix)
) = '”;*_x_ el le}-n-t-i!-l-.ﬂli
d'ol, quand x temd vers +w oy -

™ vers . g —oo

() fim 1%
b limT—ay a i fx) ~ ax )= by




s, ETUDE D'UNE FONCTION NUMERIQUE D'UNE VARIABLE REELLE

/i’..n-"";iwnqmmml i I'on & (2) et (3), la limite de f{x)—ax—b est nulle
vers +® ou —= el In droile d'équation y =ax+ b est bien une u;:m'tﬁ
représenlation graphique de f. . plote

X
Soil, par gxemple, [ xbF— —:_'_] définic sur D= )—=, 0JU I, +={. Les
pranches infinies correspondent W
o tim [ =+ (asymptote d'équation x=1);

ie l

* 1 Il L
o lim -‘—i-hm—-um t = 4+ donc lim f=+;
am X - - - -

s de meme Ii-l'l-'l f=tm;

Cherchons, dans ces deux derniers cas, une asymptote d'équation ¥ =ax+ b. Pour

tout x de Dy
i 1 [ )= fj._
x x Yx=1 x Yz=¥

Pour tout x:-I.1:|-.1: cl @-,[‘,i.
e x x=1

d'oh  lim LFE-!l, dope a=1.

PP

|| x x=1 - 1 x!

X == —-—X=
A v:—-l r’x’ =1 || x'
— —tx
=1 x—1

x
et V- -x ||',| 1 +I.-~|-=
x

1 1
d'oh lim [f(x)~ax]=3 donc b=z,

L
La droite D, d'équation ¥ -:+~i esl une asymplote.

Pasition de la courbe par rapport & D, :
| |

Fﬁ-ﬂ_:}—ﬂ—b'r‘;——l-i
|-;+1-"

pour tout x>=1, ona:
0<i-=<1
I

ﬂﬂd“‘I-idl
X
|| 1 I
done : < afl— + =2
X X

1 1
el —————

R
5 x

done PM =0, la courbe est au-dessus de I, (fig. 8, page suivanic).

123
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Pour tout x <0, |x|=-x et o, v =
L5U, ¥ x—1

doi fim 2y gone =, y

- X

&
VE-Peri-x [ a1
: | == | ==
¥ e

d’oli  lim [ﬂx'.l-'ﬂ!}'—%mb."]i'

FE_ et |

fix)-—axr= -

v ' ] ]
La droite D, d'équation y=—x —3 est une asymplote.
Position de In courbe par rapport & D, :

PM = f(x)~ax— b=~

pour ool x<0, on a I—l-‘*l
x

: >
ST
x x

donc PM >0, la courbe ey au-dessus de D, (fig. 8)
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grane hes F"nrlm“q““

Lcdmﬂ:r:x:mpl:précﬁdmtm:m&uiuiémﬂuhﬁnﬁd.ﬂﬂ

et, si cette limite est a, [Ihﬂhﬂhﬂﬂ'ﬂﬂlﬂlﬂxt:ﬂ?m+wm-ﬁ
E!Mmmqmmmmmiﬂwmmm N
«branches paraboliques » par analogie avec la parabole qui se trouve dans
cetie situation :

Definitions

Soit ' la représentation graphique de f. On suppose que la limite de f
en += ou —= est += ogu —=, Dans ces conditions :

1. i tim {0, on dit que " admet une branche parabalique dans la

dlrectinudrﬂ::.

2. Si lhm‘n }—+w ou ==, m:ﬁtqu-l‘ﬂmﬂmwmﬂ

dans la dlﬂﬂlﬂn de Oy.
j"{r}

3. sitim L2 =4 e lim(f(x)—ax)=+= ou —=, on dit que I' admet
unthrmhtpnuhnﬂqutdmhditﬂhnd&hdﬂﬂrdﬂﬂﬂﬂ:nm

EXEMPLE | Soit la fonction logarithme népérien : 2= Inz On sait (cf. §3.2d) que
lim Inx=+4e,

P

On & vu aussi (ef. § 3.7 b) que lim ?-n. Donc, d'apres In définition |, la

= -

représentation gruphique I' admet une branche parabolique dans la direction de Ox.

EXEMPLE 2 Soit la fonction f:x — x+In |x|+¢™* définie sur R*. Les branches infinies
correspondent Aux Cis SUHVARLS ;

o lim f= —m (asymptote y'Oy).

o Quand x femd vers —=,

lim x==-®, Hm Inls|=+= lim e *=+m '

i —= 1 p e

Uunf:pempummlmpnwhlinitedﬂhm1+lnfll+r".ﬂnpﬂl-ﬁuh: |

|
=8
f{:j-:{l-rhlll £ |
En pasant X = —g,
i El e XD m BXL
T i W - -~ R x

125
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donc lim fir)="em, o

¥ . T

[ f—

On & oussi:  lim P'rijn lim [I+%f—f+£.)-_.ﬂ_r Ih:ln,;':' L
- x v

nition 2, In représentation graphique .de [ admet une branche nara '

direction de Oy (fig. 9). ' ' B =,

o Quand x tend vers s+,

lim x=+=  “lm lo|x]=+e; lim etw0r
o - W o - m s

Donc Ia somme fix)=x+In [z|+ ¢~ a pour limite + e,

i XD e (1+'l‘-'+r1~.£)'

o - X L o : lt.

lim In_.r_ﬂ‘ lim (r*lj-uxu-_n_-
X x

L~ P

donc  lim f?nimu.

B -= 3

m {fix)-ax)= lim (lnx+e")=+m.
Donc, d’apres la définition 3, In représentation graphique I" de f admet .'
parabolique dans la direction de In droite D d’équation y=x. On peut
préciser : soit H, P, M les points de méme abscisse x respectivement 3
I ifig. 9). Pour x> :

PM=HM - HP=f(x)-x=In x+£-*>0

donc T est au-dessus de D et, cette fois-ci, lim PM=+=,
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Pour loul x de ==, O{ U1, +of : 3k
Ifz=-1N=-x1

fiix)= (x=17 1J—'r
b ]-!‘u'ﬁilf? 1) Niz=1p :-t

X —r 1] |

fix) = =

fix) “-‘H""\% N e ﬁ

nous avons éludié les branches infinier au § 5.5¢, H-m:-lu
asymplotes sont les droites d°équations :

rw]

|
-y
Forhaty

r-—r-i
o Demi-tangente en O
Si x<0, E-— I S \!‘I

X Ye—1 =T x—1
(x)
.-nfT ndm:hmpﬁmuhﬂmunpﬂnduflhﬂﬂﬁ

gauche & "origine, portée par x'x (fig. 11)

i

3

— s —

L R e S . S —




I'-|'| 5
e i représenier -
' |'.- ;riL el pEe
. remarquerez  qu

o -

EXERCICE 2

. Y
aison de la




L %

EXERCICE 3

L ‘_*

R e i ————

BT o ¥ =%
2 2 T
/ fig. 13

2. Mantrer que I'édquation :

Wnx=x

admel wie racine of une sewle dans chague infervalle ]‘%*hrii'l" o

unigue dans ]-—;+A’w,-;-+kr[-
ElA)=tun 4 —4=—37 842
2(4.50)=tn(4,50)- 4.50=0,137 ...
Bl4.49) = tan(4.49)— 4 49 = — 0,067 ...
donc A49 < =4 ),

Pragrammation o ‘une fonction pour calculer différentes valeurs de celle ‘;:1"
Soit { la fonction numérique de variable réelle définie par f(x)=3In.
CASID FX 18OP
Mode 0

M _PCL

+ o Mificher un nombre qui appartient & V'ensemble de définition de Ia f6

Fi
AXMRE In+MRe* =

Muode .
Caleul de fi2,05)
105 P, .onobtient U934







Exercices

Simpiification de la fonction étudiée

Simpiifier 1{x} ou se ramener & une fonction plus
aimple par changemaent do repdre of constriine
courbe représentative dans les cas  sulvants
fox. 5.1 & 5.6

5.1 f{x}=4 cos® x—2V3 sin x cos x r2sin® x,
52 Nx)={x—1P+x=1,

5.3 fx)=(x +V2+ Va)x - VB4V
[+ V'i"'—‘u."'_.‘.}l::r -3
5.4 fx)="8x" +12¥ + 4,

1 o —
5.5 rm-;[v:;- 17 -Vix =11}

5.6 f[l’j'—ﬂi L] '|-'|I

Emg'mi de définitlon el ensemble

Trouwer I'ensemble do dédfinition O of dtudier sl [
ot parrd ou impaine ou pdriadigue oo W oxiste
des nombras roels a, P, O fefls gue pour fout =
de D
a=x)= f{x} oo 8- x)=-7fx}
au e PYe e+ O

Interprédaion goomdirigie fex. 57 84 5.21) .
| x|

B.T fix)=
VxT-9

fx]+1

58 fix=

e
xt=10x"+ 8

59 flx)= —
Wit —Bx e

5.10 fix)= -
x
511 Hay={x=1)"+(x -1+ 2

512 fixj=x —Eix}, E{x] dtant la partie antiére
o X,

5.13 f(x)={=1)"""[x - E{x)]
B4 f{x)=[x—E(x)} ] +Eix},
5.15 fix)=cos x - cos® x.
5.16 f{x)=cos” x cos 2x.

517 n‘lﬂ‘ﬂ"&!"‘

cos 3x
BB f{x)= TR

518 fix}=veos x—cos &

5.20 f{x)=sin %*ﬂngﬂln E

521 Ax)=x—23lnx

Elude des variations

522 1. Solt [ et g deux fonctions positive
wartant dans lo mbma S8 sur un inken
Monirar qua Fp'mhllurrdmhm
fetg i

2. Application : étudier les variations de

5.23 1. Ewdisr les varintions de
1o \’m
sans l'aide de la dérivée [on mettra 2%+ xs
saus la forme six+a)®+ @] |
2. Contrdler & 'aide de la dérivia;

5.24 1. Ewudier les variations de
¥+ 2k
X+1

sans aide do la déchebe an mattra f{x) sous

formae ax + b |--E— ;
&1

2. Contrbler & Faide do (a diérivie.

i xp—s

Extremums d'une fonction

5.25 Trouver les extremums da
Fix b= @ cos® x+2b sinx cos x+o ain® x+d
on mettant fix) sous la forme
Acos Zx+Bsin2x+C.
Puls sous la forme K cos(2x—a)+ L

inmmanpun.nnﬂnnuH‘ﬁHf:
A, &l una drodte variable D a une directior
On poul toujours choisir e repéns orth
manidre que cette direction soit calle d 1
droite D'a, alors, une équation de la !
(A paramétre  réal). Dihnnhmllﬁﬂl_ !

maniére gue in somme des carmds des distlanc
des points A, A, A, & cotte droll e
Par qued point remarquable, |a drolie obben
passe-t-alle? AL

Gandraliser & n points A, ﬂ.,,,h,,.l_ﬁl‘ :

527 Un plan dtant rapportd A& un
arthonorme, soft Molxa. yo) un paint do
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5. ETUDE D'UNE FONCTION NUMERIQUE D'UNE VARIABLE REELLE

_..--"""'-_--_

j ripble D passe parf M, ol coupa ﬂl:ﬂ
o G0 gr':n B on suppose que |'abscisse de

Al
g ™

¥ ardonnde de B sont des nombres stricte-
AW positis. La distance de deux points qualoon-
raflt B0 ast désignée par d(P. O). !
it et D (on prenant pour inconnue Fangle
petd e Dx ot 08 O de maniére que :
o 5 distance giA, BY soit minimale;

o |g somme 0. A)+ di0, B) soit minimule;
"' pracutt 10, A)x {0, B) soit minimal

dans espace, un repme orthonorme
?E.Eﬂ?;ril'qs axes Ox, Oy, Oz On considéde les

P s (P) et (O) 'équations respactives

P} Ex—y+2r—6=0,

(@ 2x+2y—z—4=0,
:,.m,,mrculllﬂﬁ
a mh.-ulq.r la distRnce de M1| El _1'} i {Pi ol .'
. et an dédulre la distance de A & la droite (D),
erszction de (P} et de (C).
5 Déiermingr un systime déquations paramétri-
ques e |a droite (D), le paramdtre étant L
& Pouf gulle vabsur de ! ia distance do A & un
salnt de (D est-alle minimale? Retrouver ainsi la
datance de A (O]

granchas Infinles

Etudier tos bramches infinies des représentations
praphiques des fonctions [ dédinies par (ex. 529
& 5.3}

.IJ
529 Nxjw—

r—1
530 1 41
. | x}) [_i'l-j: mr
RS ol
fx) = -
¥?
5. =
32 Aix) M =Ax+2
-.l
o
i =t propeg
5.34 Fqg}-?ﬂ;‘l
2 con ¥—1
535 sy 3 ain w4+

T ¥—-Talnx+3
X536 Naj=VixT—gx+2
4 537 fix)=Sx+3VT -1,

—

M 5.%R Ne)jmy J‘_lll
|

5.39 Nx)=x+1+VE

540 Soit @ o B doux réals of / Fapplication 36
R vars B délinke par -

Nx)=ax+b-VET+1.
1. Etudier la limite do ! quand x tend vers moins
Finfini (discuter suivant ies valeurs de #)

2. Dderminor & o b pour qué la représantation
graphique (C) do [ sdmette pour asymplole,
quand ¥ tand vers moins I'infini, la droite (D)
d'éguation 2x - y+2m0, S
(Exercice Bac. E Mavoo 1977.)

5.41 Soit ! la fonction de R dans R définie par
¥ r— Hx}=3x-3in{2e"-1|

gt soit [ la représentation graphique de cefte
fonction dans un plan muni d'un repére (0. L L
Démontrer que " admet frois asymptoles poassent
par un méma poini On ne demande pas de
conatrulng I,

Etude de fonctions et construction de
courbas., Courbes asymplotes

Etudier et représenter graphiquement fes fonc-
toms définies par fex. 542 & 578) .

5.42 r{;a-f-.

x=1

+1

843 No=r o
s 1= (159

5.85 fjx)=(=1)""[x~E{x)} E(x} éant la par-
tie eniibre de x

546 fix)=|x—E(x}F+E(x).
5.47 f{x)=cos® x cos 2x.

5.489 .'M-:hh+%ﬂﬂui_—1§ﬂn$t.

5.50 f{x)=Vcos 2x - cos x. .
§51 fix)j=V=4sin r+Bpinx=3
5.52 f{x)=x-2sinx 3

sin 2x
1+sinx S

554 Hx)=v-ZF s an=1. )
555 ()= Vit v2x+3. v
B f)ma+Varsia o

5.53 fix}=

%=1 CamScanner




f. EXERCICES

5.57 fix)=Sx+3Ve" -1,

5.58 f(x)= rJI_T.
N

5.58 fix)="x"=fx+5
glxy= V" =8x+5],
580 fx)= V" +3x -3, on déduire la construc-
fion de la courbe d'éguation -
- eI —d=0,
581 fx)=5x+20+ 3V + B en déduire la
construction de ia courbe d'dquation :
(¥ —5x— 201" =9 (x" + Bx),
582 fxl=V2r'—x en déduire Pétude e Ia
représentation graphique do

g% —= VeosDx—cos x 41,

x.'l‘
583 Fﬂh':l-i +%; placer ln eourbo représsnia-

tva par repport b celle représentant
&
g - s —

(ke deux courbes sont asympiotes I'una b ('autre).

=2
5.64 J::}-i-i-;j; placer |a eourts représen-

talive par rapport & celle représsntant
¥ —s =t
¢ 2

(les déwx courbes sont asympiotes I'una & I'autre).

1
585 fx)y=2xT41 . plaper la courbe repié-

sentative par rapport & celie représentant
g K 2T
ez doux ' courbes sont asymptoles Pune & 'autre).

]
586 f{x)w 2

5
5.67 f(x)=x—1in|x]|

588 /x)=inicos x)

5.68 fx)=in|(x=14x -2
5.70 flx}=x In x|

71 flx)=(x-1)a".

5.72 flx)=".

573 Ha)=a™" "
5.74 f(x)=xa",
575 Hujmx=in x ="

b
876 fix)=" (21 x~3)

577 f{x)=x" (on ﬂma;mt ’
5.78 f{x)=x* {on suppose x>0)
5.79 fix)=x""" (on suppose :&-‘ti:.f,-
5.80 Efudier la fonction f:_.t:;ll-;;.:.'
sera amend, pour dudier fe signe g -.‘

4 dtudier les variations de g : »

Qualle est la tangente & I'origine 4
rapréseniant 17 Montrer que les

d'abscisses x-E+h- (kEd) &g

F'une des deux droites dﬁqm_[i-n
ef gque I est r-'ll'ull'lh -
Construire [,

58 Emfurdunﬁm“ e
ment h ‘fﬂ-ﬂchn - = 1 B s il

5.82 Etudior de méme ef représen
ment la foncthan [

s :l—-*'i/}':lyl:._

5.83 Sait la fonction f d-n-{ﬁ}

par
F{I}-;—ﬂ_!-.: :_-'I'I'

1. Déterminer les restrictions
wie P sux intervolios 10, 1 &t
dérivable on 17
Guel a81 o signe de l'ln'l‘

nécEssaing o = w’— ﬂ ﬂh

2 rmrmﬂu mattre u"

f(x)=Z =1+ ¢(x) 0t Ia fonction « tand vers 28
nuw:mﬂm+. WL e

En déduire une hw d'une amn b ]
courbe représentative de £ "

3. Construire In courbe
un nephre arihononmé ITH.

Famiile de fonctions

5.84 Soit lus fonctions 1., définies pat
nf:]'w_f“‘m "'I'

{m paramdétra réel),

a) Démontrer que, lor:

représantatives G, des

dis points fixes,

bjﬂuﬂuﬂhmdlm
valsurs do m7

) Quand 1, possede: des exr
nbacisseg lum Asn nulles, qual
dea  points 1

CofTaspondantes?
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goit f 18 fonction difinke par
E'F"' : '_-1:-:4-':!'!1"1!["‘".-‘"
. paramiire rivel)
: . o sons de varlation da I, sulvani los
2) E|-.1|'MF m. L courbe reprssantative dans un
I|_-I'l.I:-"' e i wi llﬂﬂ {l:l. Eﬂ .Im n.rrr"

montiee gue G, passe par un point fxe

|oraque
y Ol 8t ansemble des points représantatits
) UM S janctions [, d'abscissa non

sgud vana?

;_ﬂ! axl
peyitli, 1O

in tonction définie par
falx)= WimE —x 1L

¢ jps valours du paramétre reel m,
finlas de la courbe roprésentative

535 Goit s

Erudior, Suniil
a4 tl.-.].n.;’_‘hﬂ'ﬁ 1
¢, dans les cas suivants S

1
ma—2 m= m'-'i.' mm T,

o rs i

587 Soit 1, la fonction définie par
I = W — 1 a7 +mx 1

Erudier, sulvant les valeurs du parambtro réel m,
jos branches infinies de ia courbs feprésania-

il G
Construire G5 08NS a8 cas SUvants

m=0 m=1 med m=3.

Aijection réciproque d'une bijection

5 B8 Soit f la fonction numérique de la varinbia
¥ gofinke parf

i i a1

i) =1n P
Juf lansemble E dos points de R pour lesquels
catie expression @ un sems. (C) est ia courba
raprésentative de la fonction £ conatrulte rakative-
ment & un repére orthonarmé {C, L1k

1. a) Quel o8t Mansemble E de définition da la
tonctign 7

b Etudses lo gons de variations de k ainsl que
sei limites dventuelies aux bomes de I'ensemble
E

| On pose pour toul x appartenant & E:
Flu)=rix)=x.

Etudiar (s limite dventustie do ¢{x) lorsque x tend
wors + = ainsi gue ko signe de ¢(x), Que paul-on
BN OoNCilEnE e :F}?

i) Tracar (%)

2 %54 A limage do Jn2 tnS par ! el°F
I'application de Jin 2, in 6 sur A, définde pour toul
v apgartenant @ [In 2, In 5 par Flx]= f{x].
Ir:'-::-r.*.rer g F admel une application Flcip oo Ui
G donf of précisers les propriéiis . sens des
varations, sontinuith

racer sur la mbme figure gque () la courbe
fegiresenintive da 4.

- L ETUDE D'UNE mm’"nuﬁm:wuﬁlfm_muﬁ
_H__'___._.--""-_

}\5.89 Soit a 1 Safioia de B vers R par :
P} = In bu® — x~ 2| pour x Slkment de R
flx)==1+in(x+2)+e" pour = Gbment de R:.
1. Etudlor [a contimilté of la dérvabilith de | sur
son mfsemble de définitkon.

2. Etudsar les variations de [ el tracer sa courbe -
riprésantative dans un replm orihonormsd.

3. Soit ¢ I restriction de /4 |- =, 1],

Montrer quo g ost bijective da |- =, =] wers un
intervalie qus I'on détanminars.

Calculer g~ "(2)

Discussion graphique d'équations

xlx=1)
fon o N —
£ =2

2 Ulillsor la courbs C reprisentant [ pour
discuter, suivant les vakeurs réelles du parambire
m. la nombré da racines :I-:riqu_n!nn_:

P e{i=mx+2m=0. s
3. Utiliser la courbe G pour discuter dgalement,
suivant les valours de m, he nombee @b racines de
I"dquation :

cos 20 +2(1=m)cos wadm+1=0

of Vinconnue o appartient & [0, 2=]
4. Trowver les p M do C dont los coordon:
nbsy sont dos ontiers relatiis (i sera

e
décriro ¥ sous la lorma =t b+-;—_—a}

5.91 1. Etudier et représenter graphiquement i
fonciion .
[ox = :1-__‘} +"="'ﬁ_—-'ﬁ'

2. En déduire la nombre de racines da ['équation -
Yx s P+ V=1 =m,

{ineonnue dtant te nombre réel x, is paraméire

réel dtant m,

§.92 1. Etudier at roprésenter. graphiquemant |a

fenction J

: foxt—= Bainz—ianx

2. En dédulre la nombre da racines de Laquation :
m 1

+

gin X COSX

nnmmmunmmmrm:.hm.mh
paramitre rbal dtant m.

=8,

Révision

5.03 Dans ce problémo on étudie la famille da

fonctions /, définies par:
'll-"!'""'lﬂ'“"'m

ol A eat un nambre réel non nul




i EXERCICHES

Ia courbe représentative , do /,, dans un ropére
orthonormé (O; £ /). avec la drodte T d'pquation
¥~ £ La partie Il donng une méthode de calcul
approchd de 'abscisse de ces points dans ie cas
particulier ol & =1

A, 1. Donner Pensemble de définifion o8 F, {on
distinguara s deux cas © 4 >0 et 4<0).

2. a) Existe-1-il un lon enire les doux courbas )
el .7

b) Solt I' la représantation graphique do la
fonction  logarithme népérien. Trouver, lorsque
A =0, ume translation qui transforme I en &,

3. On pose ¢, [x)=1,(2)=x

#) On suppose A <0 Etudier les variations de ¢,
ainsl que ses limides aux bormes du domaine de
définition. En déduire le nombre da points
d'infersection da ¢, ot 91

B) On suppose A >0 Etudier les variations do g,
minsi que ses limites aux bomes du domaine de
définition (on pourra par exemple metire x an
Tacteur dans 'oxpression de ¢, (X) pour détermi-
ner la limite @ 'infini). Eablir que la plus granda
valeur prise par ¢, (x). quand x décrit le domaine

da EI#Hnilliufl. o @, ot mu]--u:—-t in A

¢) Etudier, quand A décrit 10, +={, les variations
de miL). en déduire san signe.

d) Comblen, lorsque A est positd, ¢, et 9
ont-alles de points communs?

B. Etude du cas particulbesr 4 =1

1. &) Représentor graphiguement 1a courba &, ot
la drolte ) dans un repére orthonarmé (0. 1 [);
on prendra comme wnitdé 3 cm

b} On appaile P et O los poinis o' inorsection de
€y et da Jr P est e point d'abscisse négative p,
O lo point o' absoisss positive q. Démanirer qua -
2< g

2. On ea propose de calculer une valeur agpra-
chibir et 7. On dafindt la sulte o par :

H‘n"ﬁ
{ 1 -.r.,:u_j PouT ToaE m da M.

&) Représonter & V'aide de la courbe &, les lermes
g, iy, Uy sur (0, ).

b} Montrer qué e suite © esi crokssanie el
rajorde par g

e) Monirar, on utifizant par exemple lindgalite
des accroissements finis, que q-uﬂﬂsl};’.ﬁ

pour touf a de N,
d) En déduire que, paur fout n dao M,

g-id,= 7
ol ‘oo la Sulld o converga vers g,

@) Déterminer und valeur approchde de g & 10°F
pros en justifiant la méthode cholsis

|Probidme parfiel. Bac. & Dvon 1985 )

5.94 A 1. A toul réel X tel Que coe - o
AREACHE J'[x].--.ln Fm :] '“I s A

a) Etudier la fonction ! ainsl définig.

by Construire (8  courbd  faordsmmien
notéa (], ;

2. On note S I'ensemble des solutie o
ﬂi:mrfﬁﬂnnrﬂ. “i
8) Reésoudre cette équation,
b) On considére-la fonction :
g:R-§ — R

¥ +—= =in|cos x4\

Montrer que Ia courbe représentativg T
Vimage de () par une translation, =

3, On note T la restriction de 1 4 [o

-

a) Montrer que | admet une
?J".mnular?“{m Y

b) Dessiner 8 courbe représentative o
notde (C). B

4. Sofl I sulte v définle par u:,--}.;- ek
iy = F{Ety g ) N b :
a) Montrer que I'équation flxjmx
solution wnigue ¢ dans F S e
3zl

Danner un encadremont de ¢ dans un inters
de longoeur 1077, A

&) Monlrer par récurranc m.w s Taimed
a suite u appartignnent & [u.;-. 4

Mantrer que o o8 |
ast convergente et trouver sa limil

B. 1. a) Résoudre dans €: #*-2z'¢

(o rdal donnd), = 5

&) En déduire | forme  trigonomal

solutions de : £ -2 cos o+ 1 0 (r
21 50T R

2 On pose P, (z)= £ < 25" cos o'+ ¥
um - 1

Pulzy=(r' =2z cos E-I-'l} o
[r‘—.ﬂ: mEir% .
-

3 Pt
I1 [1'-1E.rmi L Py
B=8 2 A

a) Caleuler P, (1) of en déduir

X

e
) 0n pose: (Mal0 i [}
Hufo)= [] sin (2 2%), b

fque I'on hole

LT}

136
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5. ETUDE D'UNE FONCTION NUMERIQUE D'UNE VARIABLE REELLE

gin f
T H L )=
wionired A pRICiEs s sin —
an
g aat |8 limite de H,{a] lorsque a Tend vers
|..._'FE'FI ﬂl‘.‘du'r, qIJ'F

= 2w tn—l!ur_ n
:.m-ﬂ-ill'l =5 - ST

(Probidme partiel. Bac. C. Paris 1504.)

595 So 1 1a fonction oéfinie sur [0, 1] par la
. 5.8 fn gl

r .l.ll-:a-l— [«

T i
me g8 PIOPOSA dibtudior  un  algorihme
- soproximation de la solution & da éguation

'r:"

1. Etude de L

41 Etugior 16 Send oo varation da f &t lracer
Jse de  sa  courbe représantative  (unité
graphique | & om)

i Bragver gue Féquation f{x)=a admet une
wolution a &t une seuls Appartenant b0, 1)

-1 Ditarminer I'image de [0, 1] par f: an dbduire
|
gus & appariont A [i:l. 5].

2. O considbre ln suite (v,) définia par la relation
de rhoUMTENEE U, o= fUy) ot 18 condition imitinla
1

= -
L

51 Prower que, pour tout entier n, v, appartient
o]
3
b Mantrer gue o, =a; en dédulre gue
-u._.—-Jiuq—u.'EE.ErW".

:) Biatdle pat rébcurtance sur o, qua pour loul g,
::_‘ oy "".'l'"l‘-

3. Commrponce de (u,) vars &
u) Démontrer que, pour tout Elément x d![n._il
~0.18 % F{x <0 '
on dbduire que .
[ #{or) = flm)| = 0,16 x - n].

b) Prouver que, pout tout entisr n>1,
|u, —a|=(0.18)" |1y~ al;
on déduite que (U, ) coOnVarge were o

¢} Calculer una vabour décimale approchds de a
i la précision 1077,

Détarmines un entier p tel que |u, = #|<107" (on
ne demands pas de calculer byl

(Probléme Bac. C. Groupe | 18985}

5.96 A. 1. Variations et représeniation graphique
(C) de f : x #=—= 1 Limmuﬁumﬂw

=2
normé (0, £ ).
Lmrqumtﬂ}ldmmmmd-m
B. Solt g la restriction de f & 10. 2
1. Etablir que g admet une fonction réciprogue
g~". Calculer g~ (¥}
2 Diterminer g~ "ol 81 conatrulfe A eourba
représentative.
C. A tout réel a=>0, on associe

a+1—x
- —m —— F "1""‘1
[ R I|1-I'|'h,“_.]lu-I Ja I

1. Etudier les variations do g,

2. On considére Ja point 1, (a—1, =In &) Ecrire
urvo dquition de la courte (I,) représantant g, en
pronant pour repdrs {1, £

3. Etablir que [r_:m:rmﬂ-unpﬂmw
g‘mpmqmdtpp-mlppﬂmﬂhn fou ol 8 est
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6 CALCUL INTEGRAL

6.1 RAPPELS ET NOUVELLES NOTATIONS H

a) Introduction

MNous avons vu au § 3.1 que toute fonction f cenfinue sur un intervafle |
admet une infinité de primitives c'est-a-dire des fonctions Hll:l'.l!:l:lﬁlt]li
dérivée f sur I.

Si 'une des primitives est F, toutes les primitives de [ sur [ mg a
fonctions F+C ol C est une constante réelle arbitraire, »

Il en existe une seule qui prend une valeur arbitraire donnée en un Jimt
donné de 1. e
Nous avons donné au § 3.2 b une interprétation géométrique de la notion
de primitive liée 4 la notion d'aire. Nous y reviendrons au §6.1.c.

b) Intégrale d'une fonction continue

Soit F et G=F+C deux primitives de f sur I. Quels qu-:r.im:nlh:l
aetbhdel:

F(b)~F(a)=(F(b)+C)~(F(a)+C)
=Glb)—Gia).

Donc le nombre Hh}-F{u}mhﬁpmdmdu:hnhd:hpﬂﬂiu.

Définition

Solt f une fonction continue sur un intervalle 1 et F une peimitive de /
sur I. -

Soit a et b deux Eléments quelcongues de 1,

'3
Le nombre F(b)— Fla) s"écrit [ f(6)dt et s'appelle Vintégrale, de @ &
a,u;.hnkmu-mi[l'm]_:.

LIH nombres a et b sont les bornes de I'm"[iﬂl'}ﬂt;

138
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xEMPLE  Proeons 1=10, +l




i ole

Considérons, de méme, la partie 4, limitée par I', Ox et les parallajas 3 n
el passant rnsp::ctw:mmt par Ala, fla)) et P(x, fix)). La ]',tth A2
hachurée dans les ﬁnure.s 1 et 2. Soit I'application R

: [a, b] — R,

Alx) étant I'aire attribuée i la partie A,.

+
k=
=¥

fig. 1

o 5i h=>0 et a=x+h=p (flig.1) désignons par mih) gt;ﬁ
respectivement la plus petite valeur et la phm mnﬁu '?ilhlﬂ,i

[x, x+ k)

Al{x+h)— A(x) est comprise entre les aires de deux rectangles : mih)x h
et M(h)xh : iy .3:.’

mih)xh=£(x+h)~ Alx)=sM(h)xh
e m(h)< Alx+ .ﬁ;-.i"!{.r]

= Mh).

o Si h<Oet asx+h=b (fig. 2), on a de méme ;
mih)x(=h)=A4(x)~ :!{r+h}:u{.!|}x{-h}

n&m(.ﬁ}u Mik) sont cnnm-:hpluspHImwlnurﬂh :
de fsur [x. x+ k], d'oi ﬂ” =

m[“‘.ri[x} :'El’.':-l-.lr}

Mm_ .

nous avons encore les inégalités m;-_ =
o lim mik)= Iim H[h}-,ﬂj:]

By o -

+h e
|i Hﬁ-‘ ; Alx) ﬁ:& Sﬁhﬁ
- L WE Hi#

—




] A A ]
e s = e
!ﬂ w . "" ‘mef 'I'I"'"-"\.--:J-L-‘-\—'“i-:"- e Y
T et e i e L
Y s % 3 1 B iy
. i f aDmc ©
pour x=a dong ;
- & |
- i |

F I == LK

e

L e
inue el postiive
e o B e b R
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b) Linéarite

= -

Graphiquement, si a=c=b et si f est continue et positive & ;,.,,
la partie définie par Dl
asx=h Y
0=y=f(x) Rl
el la somme des aires des parties définies par (fig. 3);
[ﬂli.‘l:it‘ {r.-r:.:-:b':"
0=y=fix) 0=y=fix)

-
Vi -
] H :

e
=
I i_ljl
.’
|

‘ |
-
. AR

o
=
"
= 3
L

.

fig. 3 -

REMARQUE J‘mm-ﬁn-ﬁ:u}
= ~{Fla)-F(c))
-—j fiey de
la relation de Chasles peut s'éerire 2
Lﬁ”ﬂl‘fﬂﬂﬂ—rﬂl‘-}:ﬂﬂu' .

o

[

-

® Soit f et g deux fonctions continues a, bl, f+

sur [a, b] et si F et G sont dﬁpﬁmm[]

La, b], F+G est une primitive de f+g sur [a, b] pui
(F+GY=F+G'=f4g

On peut éerire :

[ Lo+ o) ae =y ¢

nly
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Done, pour toutes fonctions [ et g continues sur [a. b] (a<b):
Graphiquement si I'on suppose, de plus, f et g positive sur [g, 51 5
de la partic définie par (fig. 4):

[ﬂ-t.tib
0=y=fix)

est inféricure i "aire de ln partie définie par :

ga=x=h
L0=y=g(x).

* Supposons f continue et m=f=M sur [a, b] [n-t:!i-] a3

fm dmf,ﬁ:}dmrm d

des primitives de: x+—m et de: xi—= M sur
respectivement : X —s myx el : * — Mx. Do :

lm:l.'-:j fyarsimel

m(b—ﬂ]i-ﬁj j;[l':'l.d.lihltﬁ—-‘nrl

Ces |ﬂéﬂ“tﬁ! p:“ym‘t aussj ‘E - h - SRR
accroissements finis (ef, § 4.5 M re
derivable sur [a, ] (a<Bb) : ) Rappelons que, -I:i':ff,ﬁ : I

sim=f=<M sur [a, b], alors m(b =
T T BT A i

Dans ces inégalités, remplagons I par K — E”r
Pour toute fonction f continue sur [, bl {n-:bg

m=f<M sur g b — mib~a)e rm

e —— ____ _'|~

—_—

£ =M sur fa, 5] = IL







e T W ——

f62.d Bole E&I2I

Si l'on suppose [ positive sur [—a, a] les aires des partieg
o - ~

—-aga=x=I(
0=yv=f(x)

fig. 5

e) Intégrale d'une fanction continue et impaire

Soit f une fonction continue et impaire sur [

notations précédentes, vous VEITEZ que @
Glx)=—Fix) d'ot 1=0 et pour x=g :

O=x=g
0=y<f(x)

-, al (a3

il

0). Aveg

j_'_fmumu

Les aires des parties définies par :
{-dixiﬂ
Sfix)=y=p
sont opposées
du signe — I'a

re de Ia partie au-dessous de

7

[0 K

.' ]

o

. I&t

f) Intégrale d'une fonction continue ot périodique

Soit f une fonction

Pour tout x réel, on peut éerire =

146

[{l-;i-’.-;j':
0<y=/ix)
(on suppase f positive sur [0,

4 .

&

il i

(8
wrly!
; o .
al et on convient d'
Ox) (fig. 6)

,

-H (A&

)

R -~

continuc sur R et de période P,







F&la

Fonction
sur R 0
sur R a {constante)
sur RsiaEN
sur R* si a entier <—1 - 7
sur R? si a€(R-Z)
sur R* %
sur R si a#0 cos(ax + b)
sur R si a#£0 sin(ax + b)
® w | iy S
S ] 'i‘P' k‘l!"..E'i'.‘.'ﬂ'[ ‘:k EIH mﬂ] +“II!I
sur Jkm, w+ ko[ {kEI} En-I!T- l'l*ﬂﬂﬂlﬁ?.r‘l
/et g ont pour primitives F F+
et G sur un intervalle | £
A réel donné, f a pour
primitive F sur | Af
ol [ et g ont pour LA
dérivées f et g’ sur | fa+le
f et g ont pour ! T
dﬁ-wéurﬂg‘awlct :Fﬂ_’--fﬂ."
g ne sannule pas sur |
[ a pour dérivée [ et d
est définie sur | gy tn‘rl 1l
[ a pour dérivée f sur | et £
f ne s'annule pas sur | | f

déja
'dﬂﬁhmhu:hndu
colonne du tableau p

.Hmli en donnerons d'l.uqu M

bt Pabi= i Wnﬂ'ﬂ".’n mmﬂ

= '\-7.-\.

W TR =

.

e 3 == ; .-L
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b) Intégration par parties

EXEMPLE 4

EXEMPLE

Caltulont 1= L'mu* ¢ siny £~ sin® 1y di,

Au lieu de linéariser fir)=cos' ¢ sin £ —sin’ 1, cherchons. & mettre [ sous h, =
d'une somme de fonctions de primitives conmues ; -

fiii=cos" t sin t — (1 —cos” 1)sin ¢
=gos" [ sin f —sin £ +cos® { sin I v

Ce qui montre que f est la somme de trois fonctions de primitives connues, sue
# i—= cos' tsin [ a pour primitive : 1 —= = cost 1
f e —x%in i a pour primitive : f = CO8 [

[ +—= cos’ Fsint a pour primitive : fl—-—-%'umi'l. i

|

1 | 1 b
Dﬂﬁ1=[——ﬂn 40085 f == ] s L
1 0% ]Cﬂ! I l"l":! 12.

ISNI!-{ et g deux fonctions dérivables sur [a, b]. On sait que T'o
ﬂ"l-
gr=Fg+fe.

Puisque: f el g sont dérivables sur [a, B], elles sont l:mmumt:ﬂ:; -
Supposons f' et g' également continues sur [a, k], alors :

{#"‘ﬁ' =(fe} sont continues sur [a, b] et admettent des intégrale
On a; i

13 L] 13
[ Gercwar=[ riewars | fogwar

-

; E e

lﬁ!}ﬂ!}]‘.'ﬂj_f-:f}_;{fldf+f fieyg'ceyde _
ce qui permet de ramener le calcul de | tégrales second 1 L
& celui de I'autre intégrale, <'il est pi“mm:d:p;: Cette :lﬂhqd; e
s'appelle une intégration par parties. On peut énoncer

Théareme

Si f et g admettent des dérivées continues sur (a, b}, aloes :
[ rogwa=[rosonk- I}m st

Calculons 1.-frr‘ dr, 1'#" 1
2 (il
Gatte intégraln estde In forts Iﬂuﬂuu ave fir)=1 H'ﬁj*,l =

Les dérivées ' ot ' sont continues sur [0, e
précédent. Nous avons : ﬂ"l"lﬂﬂu-g'lm“p‘? .L.H,_._...
T Ll

T=(te! Lulerm-mmq n
' Li=e—(e—1)=1.
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i
Equation de la droite (AB) : y=—x
L1
Equation de 1a droite (ADN) : y=h,
Fquation de l1a droite (CD) -
Mix, YE(CD) <= CM et T colinéaires
I—-a x,—da =
= % A L]
e h{;-u]-j{x,—*it_}-_f_l!
=0 AR
X =g

mtA&cnm-L'irdr+I'hdr+
Xy " a, FpTa@

A ] e [l

II -—-n.

::E = '&{ﬂ-.:i} it
3 tAlE b
-h{“ +.=|"Iﬁ1 ‘
2

Posons Xy — Xg= b, a el b sont les Ibm‘dﬁmdn. I._. N,

sire (ABCD) =22 |

Si X0 = Xy C.ﬂﬁt'é-di.l't 51 ,b::l:ﬂ' o ﬂhﬁnnl rﬂh"ﬂﬁl o ,

EXEMPLE 2 Ajre d'un Hﬁtlrrdr&nm

Soit un eercle de centre O et de rayo .. o e E
m mﬂh,ﬂgt: f*r?-ngchmm - C o




FLE=
sk
o ol

—_— e ——
i

B

L
o R
‘orthogonal

e Tty
1 s
.'-.-'-\.-.1'. H
':',ll'a-l:'j_'r'l =

Bl I &

S R
= .:1__.;5'.-: -J* L |

.-"l:l-l.l:-' e

CamScanner




f b,

f=x=w
[ﬂ‘}'i sin® X,

- * | =cos 2
:u'r:!!l.!nL 'iin'.!dI'HL . dr

=..'.L ;——L:m!:dl :
o]

z
On peut remarquer que aire (A) est égale & D'aire du m:tanﬂ:m e

_________-.——- >

”WHIMHHM..

fig- 10

EXEMPLE 4 Soit Ia fonction f: x +— i.l..‘+l+£i.dﬂ'mfn._1mi R
On peut écrire pour foul x # 0,
fiz)=2x+ 142712

o i Et:—u m—:xr‘ﬁu-‘.t}
fx)=2-2x =2 5 o=

hmnﬁmf+:+lulﬂumdnmﬂmmd¢fm
qmsﬂl:mkdmmiwlm-!cﬂ.b*ﬂhmm
nn-.m[llﬂhmmnnnrmuhh

X — i

Fix) 2

{ I=x=?
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Travaux pratiques Caleul d'une .rmd,gr-mir,

Ia machine étant rapide, mettre pour n un no

ix.

|
Soit @ calculer J; -
f+x

CASIO FX 1R80P
Cette machine comporte un caleul d'intégrale automatique “ﬂ e de bor
résulials - e

MODE O

Pl PCL L
;.-!Il.ll'i:hef un nombre qui appartient & I'ensemble de définition de la |
Min

I+{MRx*+1)=  "On éerit Ia fonction” I
MODE 1

Pl

0 Run “bome inféricure de I'intégrale”

| Run “borne supéricure de I'intégrale”

On attend 8 s 10 et on obtient 0,785 3982

CASIO EX TiWWH
Cette machine ne comporte pas de calcul dintégrales, -!'-I,':ul!.f 1i

“lormule des rectangles” (ef. e:u:in:i.ﬂ'.l:tlmﬂhmf !
—(ﬂn1+f(a+—‘}+ +.f(w+t.=-cij£ ”

"BORNE INF : 2 — A gxe
"BORNE SUP"; 7 — B gxe

"WB DIVT: T — N exe
0 — 5 &xe
(B=A}+N — P exe
A —e X 4 exe
LWL:+(1+X) — ¥ exe
S+Yep —s § exe
X+p — X exe
g:-:ll g GOTO ] EXe
MODE |

ﬂn-ppdhlewumt.hmﬁhndudn

précédent. N =256, on obtient 1=
Mwhﬂlﬂ?mmmﬁ

CASIO FX B50P (en basic)
On utilise In méthode précédents :
10 INPUT "N=":'N
INPUT "A="; A
INPUT "B=": B
P=(B-A)N N
S=0
J‘IE‘AL,F'{ J )
= I+K¢.¥} 5 b
S§=5+Y+P §m i e
;Jf-JH-P , AR

y S _
b4 ALE="§ Ny

ﬂh‘ﬂﬂsss
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b 65

Cela signific que la fonction U : z —= U(z) est une p imitive |
[a, b]. Cette primitive s'annule pour z =a donc : -

£
m:;-J’ S(z) dz.
L]

Le volume du solide est : "

b
"-"=I Siz)dz
&

w Volume d'une bowle de ravon R
S(z)=w(R*—2%)
M
v=j rr[li'.z—z’]d:=2fr{ﬁ’"f-}.dﬁg
~H

V=2x [R‘.'z--z;-]..'h (E’.'-E;_-J_-- r

m

“




ﬂ“. BE ¥ o
"\-\.-,- Il!I||

il P

¥ _.-l'\:"",-\.ﬂl"-'--\-.l- _.-.F- *’-'r" i e, i

_,.ﬂ\.ﬁ.- i

CamScanner




I 6.5

m Volume d'un cine
En remplagant la pyramide par un céne de som 10, d

de rayon R, de hauteur h :
m}-(h):rﬁ

iz JeleCh -
‘Il.h 1 _...“:Ir
- —

w2 (e 2 AR
L
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Pour tout x réel, on a;

y'mze™i® 2 et
a LB

IR S o o %
ay'+hy=0 == a(z‘e‘i'-;ﬂ : )"'-ﬁ"e-"!, ""f_qif

<> '=0
- y=Ae il

L'ensemble des solutions de I'équation différentielle (2) est l'ens b

fonctions définies sur R par =t
N |
—— y=Ae™' | (A conslante réelle arbitraire).

En particulier, si I'on connait la valeur v, de la sululmn? I-ﬂ,,
¥o=A et la solution unique est définie sur Rpar: y= Yoe =

c) Travaux pratiques

Aprés une injection intraveineuse de glucose, de glycémie décrolt & parfi
d"un certain instant choisi comme origine des w:ifn lol * i T O

g +hkg=0
ol g est une fonction dépendant du temps ¢ (120), .l’ﬂ'r.ﬁ! .
::-Mm#m!

k une constante strictement itive appelée
A Uinstant 1 =0, w0)=2, g

thﬂumﬂipﬁﬂﬂﬂ:ﬂhnpmﬂ-

2. hlﬂﬁkfmmt_dttrh:n:ﬂﬂw
Un sujet a un taux de glycémie de l.!ﬂd'f'ﬁltunll—ﬂ,ﬁ

Indications
1. glt)m2e™ . »

r{rlh_'_lh-.'u LB |

' ' g

! ] 4+ I
LA mm-‘; k

¢0)" | Zacsilua o

i (i "

AR

Lm-1m-uf# Sl an




quation di

//_‘-—-——-_
ﬂ.ﬁunllﬂtl l'.l"" +b r‘mﬁ -
J"""Ef
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(A, constante réelle arbitraire)

~(n+3)

< y=jelt +-"'-;'=" TR
A

~(er+D) o
i

en posant A,=

(3) == y=Ae"" 4+ A,

en remarquant que r.+rg=—£, =
= N . .
L'ensemble des solutions est I'ensemble des fonctions définies sur |

* S5i b —dac=0, on a = Lt el
2a

{3) == =4 {ﬂﬂnmlant:r&]l:ﬂh{m; ’
<=> :=Ax+B (B constante réclle a
<> y=(Ax+B)e L',

L'ensemble dﬁsﬂmmuttmnmﬂtdﬁw

= s
— ':j L ¥= M: c+B)e”L" | (A et B constantes rée
5 fles. I:hilﬁhﬁ |

Ry f s
mmmmlmmum&mdﬂm woun des ¢

(At S il S
ribik =y 20 d systeme st |!

o par By, anl
i'a.-E"'l'-ﬂ.

I?np;.ﬂ.nﬂﬂ:.m:ﬂuﬁmmhuav&ﬁmmt
.:- -
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6 CALCUL INTEGRAL

Flx)=e™(cos Bx+i sin Bx)=¢™" cos fx+ ™ sin fx
F(x)=a¢™ cos Bx— Be™ sin Bx + ilae”x sin Bx + Be™ cos px)
= ae™(cos Bx + [ sin Bx)+ iBe™ (cos Bx +i sin Bx)
=(a+iB)e™e™
= [ + l'ﬁ_'!-l"m Ay atle

Donc si rEC, on a encore : (¢7 ) =re™ pour tout X réel.
On démontre que, si F et G sont des fonctions & valeurs complexes
admetiant des dérivées F' et G sur un intervalle 1, on a (utiliser la définition \

donnée de la dénvee)
(FGY =FG+ Fl'.

[l en résulte alors que le raisonnement et les résultats trouvés lorsque
b* — 4ac =0 s"appliquent lorsque b —4ac <0 et 'ensemble des solutions est
I'ensemble des fonctions @ valeurs complexes définies sur R par:
J' =A1':r|_l +“1€rrr‘
r, et r; élant les racines complexes de 1"équation caractéristique, A; el Az
&tant des constantes complexes arbitraires. On peut poser
r=a+if ¢ r=o—Ip (g #0)

d'od
(5) yoem At PR o (s RS
=™ (A ™ +A5eT" )
= ™ [ A,(cos Bx +i sin Bx)+A{cos Bx— i sin Bx)] :
i(6) | y=e™" (A cos fx+Bsin Bx) |
en posant ;
[.Al.ll+.l,
B=i(A, = Az)-
Réciproquement, soit une fonction & valeurs complexes définic sur R par
complexes arbitraires. On & (5) en prenant

(6. A et B étant des constantes
1 Byl S
L,=E(h+?)'iia’h iB)
1 By 1
= ——-— == i
Az z("‘ .') 5 (AT

Donc 1'ensemble des solutions & valeurs complexes est défini sur R par (6)

ol A et B sont des consianles complexes arbitraires.
3 obticnt des solutions 3 valeurs réelles.

Si A ¢t B sont réels, on :
uﬁnnivmuru:hﬂlldtﬂnlﬂw[ﬁ}.m

Réciprogquement soit une 50l _
que A et B sont réels. Pour x =0, ln valeur de la solution est réelle et égale

i A, Pour x=r-i%. la valcur de la solution est réellc et égale & ¢9B donc
B est réel. Done I'ensemble des solutions b valeurs réelles est défini par
lﬁ}nhhctﬂmﬂdﬂmnﬂmdﬂﬂw.- S
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EXEMPLE  Soit I'équation différentielle : " —2y' + 2y =0. cnumuum;:

qm;wmcm;-u:lmhdﬁv&mmnhma”
L'équation caractéristique est: r —2r+2=0. Le
Nml=2==]=F, Lunumdul&qmmwutﬂhﬂqmu

=1+l et r=1-i -

Mous avons a=1et f=1.

L'ensemble des solutions & valewrs réclles est I mmhh dﬂf
définies sur R par

y=c'Acosx+Bsinx), A etB constantes réelles &
La solution cherchée est telle que, pour x =0, s
d'autre part ; e
y'=e'(Acosx+Bsinx)+e'(-Asinx+B cosx
pour x=0: Yo=A+B=B
la solution cherchée est définie sur R par -
F=yae" sinx.
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Egercices \ -5

propridtés des intégrales et des primilives
§.1 Sait [ une fonction continwe sur |
[a, b]ia< Db} :
1, Demontrer que || est continue sur [q. hj;
2, Damontrér I iigakitd - _

_rr{nur| :]_ﬂ iyl .

£.2 Soit f et g deux fonctions continues. Ilﬂ'[l.'-h] .
ot & un nombra rdel quelcongue. Mattre |'im:ﬁm]la__. I

L[II:}+M‘MF’“ ' e ,h |

cous |a forme d'un’ polyndme en ), m'ﬂmni
sylvant las puissances dicroissanias.
En deduire |indgaité de Cauchy-Schwarr

” rmu:::u:] U Fixidx ) x u’ n‘tﬂﬁ}"

6.3 Soit ! une lonclion continuo et mil‘-‘:“.ll.g.l'
[a, B] (a=b). Sell g UM fonction continue et
positive sur [8. B} Démontrar que : e ;_.,

i — e W -

Fesla. 61 rmgmdr-.*[ui. gltmw

6.4 Soit la fonction F définle sur R ﬁlr"'

Fia)=x? ﬂnl sl xwl

F{o)=0.
1. Manirer que F:nmhﬂmﬂﬁuﬁi!dﬂqﬁ;

sur R par ;
r’ 1 ’ .
fx) -'El'ﬂﬂ-:--ﬂlg i Hrﬂ.'u.'

1o} = 0,
2 Qualies sont _
désdying qu”uma m

Sur un intarvalie urﬂ
imiervaile.




6. EXERCICES

6.23 J:"'“ e

624 Eun‘ T dt.

6.25 fm"!-ﬂ:mn& .
cos” f

n.:m[

rime

¥
6.28 Lr’z" dr.
8.29 f{im‘ £+ 008" 1t

B.30 Soit n un entier naturel et f. la Tonction
aéfinie gur [ﬂ. 1—':] par ;
sin .
{ll’

nm}' .
1. Maonitrar que £, st continue sur [0, = ']

2. Soit |, -J;rman Caleuter I, -1, En dédulre

I, lon distinguora deux cas sulvant que n est piltir
ou Inm._nlrl.

Intégration par parties
631 Calculer ;

f:r.lnxd!. f:mnrm‘.

w
8 OD=ym—
2

fr’ﬂn ¥ dx fﬁ"m:u
Plus génaralamant, sodl -
b= [ =™ gin x'dx

-

J,= | x" cos x dx (nEN)

trouver des relations de récurrence entre cos
intégraos.

6.32 Calculer fu-"{-r-ﬂwn fdt (a et x nl-h

quelcongues).

634 Caleuler "‘[.‘T:i?;&.

{Dnﬂmpnnh!unﬂhﬁ-i

1|,~

rﬁﬁ o

sur [ r] 8t on écrira =
une intdgration par nlrﬂu._ln

6.35 Soit | -L.nw —xdx '
" i

1. Par une lnﬂnuﬁm pi!"r rhlern,

Filation de récurrence L "":‘ﬂ.zcl

2. En déduire L, of b, ‘__ EN.
3. Mantrer que




.-""-'-_ .‘- _rl. j——... : AN
aide de deux intégrations par .44 soit W fanction nur
H E.l.'ilﬂ'r L] e . = A1k I,“ A1 e U s i i
l‘,‘rllﬂl & " h
" .L x¥o " di,

5 limite @& I, lorsque k tend nrl\m.

ant |
i (Exercice. Bac. C. Alx-Nige 1Hﬁ.]

ude de F 11— fﬂnhr

" m
sA1 Soit ln fonction F 2 X —= LW
wur R Calcular Fix) ot Fix) ol ces numuml
g\&'ll"f-'-“ |

§.42 1. Soit I une fonction continue sur [a, bl =
 fonction dérivable sur un intervalle |,

afljCla, &)

wlr]

pemantrer qué la tanction F: Jn—t- [ Hﬂdl& LS
4t dérivable sur 1 et que 'on a pour tout x de | : 1 =
Fia) = f[alx)] = a'(x). .

3. Soit [ une fonction mm-i. T{I;}l:t_?{; lt,ﬁ.
fanctians dérivables sur :
:::I::s dans [s, b} Démontrer que la fonction F :

,-.-J’ m]d:uﬂﬂhﬁmﬁiltrlﬂllﬂlﬂﬂ '
]

a pour tout x.de 1° 3
Fix) = r[ﬂiﬂ]ﬁﬂ'ﬁnl—l‘[-hﬂﬂn‘tﬁf-* -i .

3. Application,  Solt  Fuxi—= r ﬁ?_ﬂﬁt .
définle sur R Calcuber le}#-ﬁii“ﬁlrfﬁliﬁﬂ? >

.43 Soit & fonctlon nummdil-l;ﬂrﬂh
roualbo

Fini [ TR
AR EE RS L
5 O :

On pose pry = R
i ;1+ifi+ii "".'

1. Montror que F est définia s R ﬂ'”nﬁﬂ
impale  (indieation : on remarquera F‘ﬂ.ﬂ

[ noar=a[ nnar) Cwa
L Monirer que | .

sl 1=0,

1 -H' ﬂ'[l}" 4

En déduire g, pour x=0, ||_r

e .:m 2

3. Montrer que ; _ .“.
! fi il

LA

.‘“m o Ll

T




. EXERCICES

B.50 Calculer I'aire de ln partie du plan limithe
par les douw paraboles @ dguations

1
y=k"=3%+3, y=- -i_-xhs: ug.

B.51 Construire la courba d'quition
2y =x%a"—¥"), ondonne a0,

[on étudiera bes éléments de symétrie el on
calculera p on fonction de k),

Caleuler I'aire de la partio du plan limitée par cette
Lo

6.52 1. Erudier la fonction numérique f définse
par flx)= - 1 5 B tracer sa courbe représentative

(C) dans un reptre orthonarmé (G, 7).

2. Montrer que la fonction g définke sur 1. =| par
@ix]= f{x) - x est continue et strictemant décrais-
sante sur [1, +=[, Déterminer ses limites lorsque
X tend vers 1 par valours supériguras et (orague
x tend vars +®. En dédulre quiil existe un seul
pomt  dinfersection de (C) et de la droite

d'équation y = x On désigne par o I'abscisso de
co painl Vérifler que o <o

3. Calculer on fonction de o I'aire de la portion
du plan ensemble des points M de coardonndas
{x y) whrifiamt

G
ir{t]-:rlnl.
8.53 Solt / la fonction numérique de variatle
remlle définke par
fleym1—|o® =™,

1. Etudier la continuité et 1a dérivabilith de /.

2. Etudier los varlations de o construire sa
COurtss - rapréaoniative dlru un plan munl d'un
repére orthonormé (O, & ).

. Soil A un néal nbgatil. Déterminar ialie A
da lensemble des points du plan dont fos
coordonnées (x, y) vérifient

A=zx=0 &t Ni)sp=1.

Mnnu-r qus AfA]. a una limite lorsque 4 fend
vars —=,

Caleul de volumes

On suppose espace rapporté 4 un repére ortho-
nmn;l (0, [ [ k), d'axes Ox, Oy, Oz (ex. 654 &
&.53

6.54 Solt A la partio du plan (x0z) définie par
[ EF L
AD=r=fiz), fionction continue sur [a, b].

L'ensemblo des points do I'espace engondré par
la rivolution de & autour de Oz est un solide do
ridvolution.

1. Dédmontrer quoe 8 volume de ce solide el

" New| [(Hr)Pdr . ol

2. Soit T ellipse d'équation ‘-':+:t..1“"

plan (xOE),
Calcular o voluma du salida Hmh par |.
ticn de I awtour de OF

Examiner la caa particuller ol .tqg,

6.55 Calculer le volume du solide w
la révolution (cf. ex. 6.54) autour de .,f#"
partie & du plan (xOy) définke par ' 5

[Oli_t-:.
Yeysa®
6.56 Calculer le volume du solide s

la révelution (cf. ox. 8.54) .mﬂ. 'D!i; y
partie 4 du plan (xOy) définie par

O x = _ 1
0=y =sin® x -+
6.57 1. On suppose que S est uﬁ ......

polynéme de degré 3 au plus. e
Démonirer o rwmmmsmm

f smu:-— [ﬂal*ﬁh}+ﬁ 1'

2. Képler (1571-1630) détermine je w
tonnEau par cotte Tormiule. 'Elll:.lfn'
d'un tonneau do hautedur 28 cm, les di
doux bases mesurent Eum:. e

|rnmmrummnmu
doux bases masure 24 cm. e |

6.58 Démantrar que Is volume ﬂ"lm e do
Pyramide @t

veiis +.1-'+-.-’I-ﬁ2r‘-*-‘ -
am.rmmm-nudum ases, b s
hauteur du tronc de pyramide, £ :
méthoces silvantos ¢ | r T DRSS
1. Err ulilizant fa NI’I'I'II.I:FI w-:ﬁ“ "‘_a‘
'i"f S{z)dz, te sommet de Im
ﬂﬂb"l--ﬁ. .
2. En_utiisant fa formule des 3 nive
“r E-Eﬂr =t -:. ‘_-_- L

m Nmmﬂwthlﬂmd,ﬁl :'ﬂ-'h*:'-

?_?“[H’“-l-ﬂ*d-ﬂﬁf*,
R el B étant les rayons des

hauteur du trone de céne, par les de
donndes & I'axp rﬁum

Moyenne d'un-hnﬂu

I-lﬂ'l’m-uwnmuﬁh
t —= asin

tnn..,-:-n danuiq?r [ﬂ_, I‘Fl

E 5 —

R

» .:"'".ll'l .
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—
461 Trouvet & moyanne d@ la fonction ©

X
— aur 1
v ik

- - e
it | la fonction réelle de ia variable réello
iﬂnnm gur lintervakie

" +|’]
"'[ il
par ”;lr]-r- |I=+‘t.l.l'l-.l' 1
. Etudier cetie fonction 8l tracer sa courbe

(aprésentalive dans un ropére
2. Montrer qu'll existe un réel unique X, Bppacke:

pand & 1 el que I'{iq.!-—~

,t'ﬂ'i{i, ’*'.E""L‘H-h #

= -'"-'-m e o -r- [
9, Calouler I_ fx)dx, Quelle est [ valeur { ;
moysnng e § sur Uintervallo 17

Encadrement et valeur approchée d'une
intbgrale

§.53 Etudier es varintions: de; | p—s — 111I'
|2, 4]
En déduire qud -

(VIER,4D e t TE’ wo M|

En dédubre un lnuudlm di l-f—dl--.

O P firy= ‘h'f_i"' m ,
On partage la ugmm [0, 1) on SW
mikme  ongueur —II'E,E “:r las paln E

£, 0.2; :,,-rﬂ.;l.,..._:_,—lf - :
mnlm qm: - - | . o .u. L .

wie{t,2,3.4, 8
ﬂ-ﬂlﬂT‘E

Vexercice

On considire las r
ont

hmmml [_
-'IIIT u' " |

1'1_"11}- 4

Llnll.grm|““h
m:

do i




. EXERCICES

& 589" Soit la suite (u,) définie pour tout entier

nafurel N> pas
1o
- o
¥ 2in2 3ma

1. Démontror que qu?r que sait Fentier nafurel
=2

=in{ln n}

L
nlilnn

1 j"" daf 1
- =
(F+M)njp+1) J, tind plnp

2. Démontrer que la suite (v, ) est décrolssante et
minorde, Su'an conciuez-wous?

Equations ditférentielles
~ﬂl.?’l‘.l Risoudrs I'dquation différentislo -

r'=-£5l:+nm:—q.

‘;i'p 6.71 Resoudre 'eguation dilférentialle :
L L e B

6.72 1. Résoudre Féquation différentiotls «
=2
4. Trouver une solution de ia forme :
K —= py=Pix)
(P polynémae) de I'équation dilférontlelle -
yl=3y-u

En déduire toules les solutions do |'équation
différentislle précédants (on possrs Y=k

ﬁ.?ﬂ St x le nombre d'atomes de radium d'une
substance radioactive & instant ¢ La fonction
FoUp—= x=fif) ost dérivable sur R &t I'on &, &
tout instant ;

x'=—k% |k réel non nul donné).
A llingtant =0, le nombre d'atomes de radium
o8t ¥,

1. Denner I'expression de x en fonction do X, k*
ot L

2. On supposa [ évalué on années ot k7 = 51074
Au bout de combien danndes, le nombre
d'atomes de radium a-t-ll diminud do moité?

‘ﬁ-l'ﬂ Sait @ latempdrature d'un corps & Ninatan]
f La température ambiante est 20 °C. On pose
x=g~20, on supposs in fonction:
dirivable sur B el & tout instant, on o :

x'=—k'x  {k réal non nul donnd).
Pour =0, #=70"C. Au bout de 5 minutes,
1. Calcubar # an fonction de mesurs en minutes.,

2. A quelle empératurs sefa o eorps 1y boul de
20 minutos?

6.75 Trouver [ solution da |'équation ditts-
rantialle © y* e '~ 2y =0 sannulant pour x =0 st
doni In dérivile prond la valeur y) pour x =0

P e—s k

¥

“6.79 1. Trouver las "-ﬂl'lﬂ,iﬂil"l. numriues

B.77 Trouver une solution de ia T

X —= yy=a m{ix-i) +_h_,|i|l;(2'.- il
de I'équation ditférentiells - |-
Ef—r'—jf-nlﬁ(_i_ffa o

En déduire toutes les solutions de (1) fon pa
V= i+ 2). il
6.78 Solt w un réelle non nul, Trow
de Iequation diftbrentielle :
yim —‘.'r e

pranant la valaur y, pour :nﬂ-ﬂ: b
prend fa valour s pour x =0, A

varatie oo solutions. de. Féquatien
rpatiella

L =

rq"'".f; T ih ¥
i
2, Trouver une solution de la __1,-- -

En déduire toutes les fonctions
variabla réelle solutions de I'équation
précédents (on posera y =y, +z).
6.80 1. Trouver la solution de I
rentislle: p* + 2y* + 10y =0 qui s'anny
it gui prand ta valeur o i
2. Construire la représentatio
solution précédents (on m re
tangente aux deux courbes d'dq
ol pp==-0"") ™ 1

8.81 Trouver une solution de
X pyma o8 X+ b

de l'équation différantietle :

En désduine
¥=¥itz)

7 .




i (o partage un corps 8n n petits dléments’
583 \sa Am; A 1o distance d, d'un point O at
mass® Lo o dun plan P, e moment d inertia
apport & O ou D'ou P a pour valeur

p Sipa par 1& :
srochée © & (am,jd%. Sa valeur exacls est
g iml

bigralke asspciéo b cette SO

L gesignara 68 moment dinerie respectivament

N R - |
psf lo: @ hamogdne ¢'est-a-dire quo
gira by COrp3 : q
nn.%;lﬁlﬂgﬂ j= corps BN A potits m da
' ¢ (ou diéments d'aire A5, ou éléments

amy; am,
Aw), bo quotienl Y7 (nu LT

A7 ot constant. Le nombre g est appelé
IR i"".’ 1

asse spécitigue lindaire {ou _superficiefie ou
wolinmigue)

1, Soit liols BX0S orthogonaux deux & deux : Cx,
dy, Oz Démoniret les dgalites -

los = Loy t E._r-nlr_
i .
la™ I-":II‘ ¥ 11-1'.!r T 1:ﬂk “E {Iﬂl +=m +lﬂ.l\]

- 'I:H + I_ﬂlr
2 Une barre homogéne est assimilée & un
wegment do drolte de longueur 2£ et da massa M.
Caleuler son moment dinerlle par rapport au
milieu O de la barre (choisir un axe d'origine O,
contenant e sogmen! et  une - subdivision
[ Koy cocs K absi k".i da [ﬂ.ﬂ.

dp wiluma

~
Oin dédulm 1= HT

1. On donne une plague homogéne rectanguiaine.
do gimenaions 4, b et de masse M, définie dans
un plan affine euclidien rapporté & un repbre.
arthonarmé d'axes Ox, Oy, par: iy e

Cateular I, on considérant des diéments rectan-
Quiaires dédfinis par | {

M,y S XN
pule yi—E_ - y 1
2 2

Caleuler 1, ot Iy, o OZ est un axe perpendicu-
laire ar O au plan Ilﬂjl'l da ia plague. .

1 1 | e
RAEONEES - — MaT, —= MBT, == M{a%+ Y.
sy 12““‘2“’"12“’. +j|’.!j;

6.B4 Lospaos atant :
D"hmmil m‘ h e Sy e
Plasg, 2} 1aks que ; ¥




I 6, EXERCICES

Calculer 'dénergie mise en jou pendant une 1. Soit ¢ un Hément de [0, =k m, N
périods {on rappelle gue la puissance & ['instant dldment de N @ —
¢ qul P=w), Calouler la pubssance moyanne el ]'" . b——
; L W di. (Rponse  colte puissancs Moyenng oSt "m'.% o H ﬂ‘m'E r
cos ¢, V, étant ia différence de pul!unlh-l a) Calculer fe nombre complexs : G,
#;h.;nu,tllﬂbnnulﬂ-uﬂimm cos ¢ s'appelle la Eﬂ'ﬂd”i"mﬂﬂfﬂ““m\ﬂ
{actiour de puissance | nf S |
BNy oy =
Révision Culr) = =
: e I =
+L‘Iﬂ On considire 1a suite (u,) délinia par LR
vAeh L asi e S e h..ﬂ t=0. C,{0)=n.
; Eokink & b) L'application C, du[ﬂ.-]llm
1: Soit f la fonction numérique de la variabla cantinue sur [0, "'F e
Sikdatic & définle  par )= —— Guel est !.UiﬂﬂquulpnurtﬂuEt.Ttﬁa-
_ I'ensembio de définition de 17 ' ; Il\l'llw,Lll t
;-Ia:urrtm que [ est siriciernent décroissante sur - 1+E_m-.1_ﬂ;f!_‘_
1, +xf g t
2. Maontrar que, pour 1out entier & au molns égal 1.1“'&
&2 ona: qtmrﬂtrmlr'lppﬂl:lﬂun
; i) 4t associe
hf Moo,
& ln k in !ﬂ+1 &
| En déduirs une minoration de o, par une -.Li._‘i' e ':
| intégrale. W Tl
I wef e ¢ "H_t‘h L
[ !,Gih:ulull fxjdx =, on fonction de 3 R s ...;:.-- |
peut étre prolongés en une lqﬁqhn"
(nEN. n>32), puls  fim 1, sur [0, =} ¥
e l_:dlha (o, ) a-1-alle und limite quand n tend vers A q‘“' pnur ot "'
m
{Exercice Bac C. Lille 1985.)
" 6.91 On notera N l'ensemble des entiers naturels, an déduire que -
K* lensgmble des entiers natureds non nuls, N
;ammhlt des entiers naturels privié des nombres ".'L
er 1,
A. On considéro les suiles u el v difinies sur N° A, w‘mip_rm (,-_ l.-*-*
par wy =1 el v, = 1al, pour toul m, dhément de N 1
 JEs | 1 i L i-lﬁml_ 1=
HF-F-FF*,_*? 'I t -'.lu"*-ﬁ.."' o
\ ?—uﬂ-if(t-ﬁ T
1 1 1 = Ir TN T {1
&l V=] 4 . P \; L
1%2 2x3 {n=1)xn €. On considar Ia fonc
'a) Trouver deux reals A et B que; pour tout sur [0, wlpar:
n, dlement de IN' - h{ fi0)=2 ot mwmam
) iﬂ—1}:-tn nni ." a4
En déduire que, pour tout n, dlément de N -
| 1 i
'H o
n .
Bb) Montrer que la suite & st croissante, qua
toul n, élément de IV - b, =v, que la sulte & esl
mﬁnfh. Conclure. .
F_. mmuqmﬂnmunmwﬁ
3 Ilil- 1 @t oun dldment III M A
._q-ﬂ =,
| ?l‘-r;gﬂ-.ufirmﬂ '-1.951




; 6 CALCUL INTEGRAL

x . L

5) Moniret gue | est dédivable sur [a =] ot que

1 fonction dbrivee I est continue sur ce segment.
En dadulne lexstonce d'un réal M Tel quo, pour
tout 1, dbdmant de [, =] :

[FEry] =M.
1 On pose, pour toul a, alement de N :

5
o,

Iy [ rqruinam'

pontrer, #n ulilizant une intégration par parties,

L
lim |, =0 i \

-

3, Diduire de o guestion 2. qul

fam {——u‘} u.“v

Ao

{Problémes. Bac. O Alx-Marseile’ 1981.)

§.82 Pour chague entier k. siriclemant positl,
! an délinil une application r. do H dans B qui &

T On  appaila fy
application de B dans B qul & tout 3 assock

tout x assochke fix)=

T b
g "'-".I'T'l"

1. &) Démontrer que pour chagque k> 1, ia lonc-
tion f, oét cromsants sur FB° | en déduire, subant
la parith de Uenter k b0 sens de variation des
fongibans

t) Ewdior, en disculant suivant les valours de
ka1, les limites de f(x) et H—'-{--:!qul.l'ld " lilﬂll
WipIG =,

Jue pout-an &n déduire pour les branchas infinios
des courbes représentatives G, des fenctiona 1,7

¢] Démontrar que les courbes C, passant par
doun pointa fixes: construire sur una miéma figure
of dans un plan munl d'un repdre urﬂ-nmnﬁi
i0. 7 /) los courtes G,. Cy, Cy On pricisern, &'
¥ & lleu, los asymploles. &n prendra 2 cm pour
Wb )

2. it 1,), s 1@ sulte réolle définie par
tl-.
o= -[. fixidx
4) Dimontrer gue la fanctinn

X —= In{:-l-'!.'"?'-r-—.'l_l L~

os1 une primitive de la fonction & —s ——

(in désigne la fonclion logarithmi
En déduire In valour de L

b) Calculer 1.
'-‘! D*mﬂm que. memﬂ#!‘ ﬂ'ﬁ-.

t'h'ﬁ"{ﬂ'-"!"n-t
En déduire lyetly. o

—

_ i_i

o} Démontrar gues "‘_I:H ﬂmﬂﬁm hllmil =

dﬂllllﬂllr,,ﬂm#w“-r-

3. Soit w, un nombre réel tel que O<ug<!: on

difinit par récurrence une . mhhﬁﬂﬂmﬂm é

posant, pour k>0 fixd, :
Uy~ fultgh = () pOUIT ni‘l-

&) Démontrer, par ra-u.lmnu. q;u_l ll*-ﬂlﬂ__l
!hlﬂmﬂmm -0
&) On suppose que k=2 L
Varitinr que pnuruutmﬁlrnh-'l ﬂl'll

En ddulre que ﬂh{ﬂ:}.“i una limite m
on précisera) quand n tond vors +-.f-

[
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6 EXERCICES

¢l Détermingr los limites respactives de f(x) o1 de
fi#i
=== lofsque & tend vers +®,

4. On considére 'spplication |
i1 — R
b — d{f)=2=2t+Int

D Métuds dos variations de 4 sur 30, 1] (sons de
wafiathon do 4 & limites:- do ¢ aux bomes de
l'infervalle de definition) dédulne Naxistonce d'un

unkgues nombre réal o dikment da ]I:I,;[ ol que

e} =0 ol jusiifier que pour toul nombre réel !
dldment do [a 1] on a: Inf=2r=2,
Utitisar indgalitd précedenie pour démonirar que

pour toul ¥ &lément de [dr. ;] :
Fu T

fixyse [ 9L

L=

En doduire la imite de f(x) lorsges x tond vars %

5. Dinontrer qui pour tout nombeoe rdel © aldment
de 1, +={:
In P =1,

Déterminer in limite de f{x) lorsque ¥ tend vers 1.

8. o) Résumar dans un tabloay I'élude s varig-
tians dil (8

Ih] P?n note (G} s courts représantativg de § ﬂfﬁ
0 plan rapportd b un repdre - orthonormd (0,

et (G =(C)u{o)

Donngr Fallure de la courbe (G} en précisant 1a
tangante &n O of los droltes asympiotes.

mm d'une famille de fonctions numeérigues
EE DA L i uw'on me chorghara

& caloier, iy Pﬂ
On congidére, pour chaque entier n supdrieur oy
fgal & 2; l'application

G i I vE — R
K — pﬂ{.ﬂ'r —-d'f

et en désigne par (I',) la courbe reprasentative de
@, dans le plan rapporté & un repérs orthonormi.

1. na:m!mmmmmm. 2= p<m,
wr la position relative des courbes (I.) et
m

2. Damantrer que g, ﬁum.nmmlm
ﬂ:ﬂl'lnwh i +=[ ot u;:ll:ihr #sa fonction
En déduire que (I',) admat une unigue tangente
paraliivla & I’qun ‘abscisses en un point
d'abscisse i, = n=" et d'ardonnde v, -p_{u_:r.

2. a) Montrer q“i:: suile lﬂ.l-uﬂt mﬂlﬂl‘l

ot préciser sa lim
[ tout naturel
,dmi.ﬂ{:.“.'. i o

o+ 1)

T:.'-ﬂ

4, Etudier la limiie do la siite W*'h":!-'
|Probidmes, Hac G Bondoaox-F

6.94 m:&pmmmmh
définfe sur [0 +={ par "lt.'l-mi

o) =1, uqmmrr'nmrauunriu.
Dans fa partie N, mm&mmﬂnﬁdi‘
d'une  valaur  spprochde  da |

J-.L 'Inxdl'.
3

I Etude de la fonction f
1. Dérivation oe ] .
Mmlmquinﬂﬂﬂvﬁhw‘ﬁl +-[’n* ,____'_
In dérivbe do | sur cot inunih e
2. Signe de |

&) Détarminer les nl:j'r'lhml x=0

fix)=0. On rangera ces numhr-: o0 une
sirictemant crolssante (a,, 8, ﬂ....l‘, Ry R
b) Etudior lo signe da £ -
3. Encadrement de e T
) Prouver que pnur tout nﬂnﬁifiﬁ
i -t "r -
-:fm: e

En dédulre la limite de :m e
4,
) Détarminet. Jos ‘nombres réals
u:}" ot coux tels que flx)= ~
mnmru an des sukhes
(By: By 1o Oy }ﬂt[‘d{ﬂn--ﬁ-
&) En déduire Ia

reprisantative G de et d-ll cou

tives H. mn——‘ﬂHﬂﬁﬁi-

Comparer jes m
d'abscisse b,. ainsi quo I
au point d'abscisse c,.

4. WHu.'nm-ﬂf 3
a) Elmhrhﬂﬁdp;




=

8 prnu\'ﬂ'l' gue [ o8l dérivable au point O
calcuter 110}
g. Courbe roprésantative de f
o) Dresser |8 lableau de variations de f sur
rintervalie [0, 3w,
4} Tracer sur une méme figure les courbes H,,
H a1 C on s limitant & Uiniarvaie [0, ar]ntpimr
lag points & By g, oloX,
¢t utilisera jes valeurs approchdes x, =448 ot
1, =773.

|'Lrn|!l': graphiques . 1 cmsur llaxe des sbacisses,
5 em sur Faxe des ordonndes.)

i| Approximation de Iintégrale J
1, Transfarmation de J

o
Pour toul &lameant & da ['é. ‘E]- an poEs

R 5
Flu) l "—';- dt ot pour t-nutllltrnlm:.dt[u. 5]
¥

= s

-]
on pose Gix) '-J =

L 1

a) Prouser que pour foof aldément x da [ﬂ.-?i]:

Gix) = Flw} - Fl=(1—x])
iOn pourra comparer les dérivbes - des  deux
membrs.)

'.',In:ﬂ

B} En déduire gue J-J: = dr.

2. Approximation de J
Snit (u,) la sulte définie par |

g -fnn nf df et sl p=1, u,.-fl" sin =t at.

2] Prouver que., pour fout 7=1,
P R S ""r._

1" gin wt
[ i 1
ols [ L =1

v Ak b E
b) Etablir que, pour tout ¢lément rﬂ{ﬂ.ﬂ 1

= :
[} :ﬂnrﬁi 2pn.

En déduire une majoration simple de r,

©) Montrer que J= lim _{us+ FE ORI

L

3, Caleul des intdgrales o,

a) Calculber uy 8t oy,

b} Etablir que pour tout enthet ni-;,.
"-‘3[F-""”*”'“"ﬂ+ﬂ'!;

4. Conclusion 7

A partit des résultats obtenus on 2. 8t 3, |

uine mm&:uﬂﬂ'@”

de J & la précision 107
d'etlectuer ce caloul)

tnmr

F

mm&ﬂmﬂt#ﬂnﬁ
wwmnhmmmiﬂhm
mmmmnmmdqw;_

'_h. . =

n'l:l] TR

il

d‘l
o o :;:,,...,,. e m




r . EXERCICES

1. Caleuksr 1.(a).

2, Démontror que pour tout ontior n >0 et tout
réal t positil ou nul, on &

e
ﬂif,,lﬂi-;;.
En déduire un encadremant de | (a),

3. @) Démontrer gue pour foul antier 7 >0, ona :

1 &t

525)
{00 pourra wlitisar B, 1. a))
&) Ddtorminar alors une nouvells majoration do
Isfm), puis 18 limite de 1, (4) quand n tond wers 4

4. a) Etabllr pour tout entier n=2 une relation
entre | [a) ot 1, ()

{On pourra utiliser une intbgration par parties, |
O) En diduire que pour tout entier n=2 on g -
R L it
Bolah=1 (I'I':I-if-é-ll..."‘*"—‘;}
Colte dgalitd reste-1-olie valable pour n =17

S.Dimnnlmquupuurmmndulu.n[nni:

& & at ]

| H.{‘ T T n:)'
{Frobiéme Bac. ¢ Espagne 1987 )

B.96 Pour tout entler nature n, on note I,

'application de {#. g] dans R définie par-
sin{2{n+1 i

fn‘ﬂ"*iH ‘pour & appartenant @

]a -E] ot L{0)=2n+2 Le but du probiéme est

ﬂﬂmummnum—uﬁm
gérmdral -

i, -f faix)dx et de calculer sa limite.

A. PréNminalres

1. Montrer que f, est continue e
déduire que la suite u eal bien dé

2. Monirer gua Hasy =, n!'l-'

3. Calouler u,, Uy Bt Ug.

B.hhmdlum,pmﬂt
gence de u,

1. Monirer que :

i
2. Caiculer | dx, ot
n:tuml nan mul,




2 COURBES PARAMETREES

7.1 DEFINITIONS. EXEMPLES ) - .,.:t'.‘. (2

a) Introduction

b) Définition

DU PLAN

Nous supposerons le plan P rapporté & un repére orthonormé (O, i n—
Nous appellerons P le plan vectoriel associé @ P.

A tout instant t{rER) un point M a pour coordonnées :
{"=““‘” e oors o Al
y=bsinr (a>0, b>0donnés).
Cherchons & construire I'ensemble des poinis M lorsque ¢ dﬁﬂk SR
Pour cela, nous allons étudier les variations des hﬁcﬁuﬂ éfinies sur R
fiil b—e @cos |
fyztr— bsinit » '.l
ol gmmnﬂu&ﬂﬂmﬁ itﬂdlﬂhfﬂm Es
F:R— P

La fonction F n’est plus une fonction f e la variable ré
fi et f

B e
Soit f, et f; deux fonctions nun&hﬂﬂ Iéfin
lﬂmﬂm Sy HE;F'! . -
F"ﬂl e
r:fm '
est appelée fonction ﬂméﬂn h v
coordonnées f, et fr. .
ﬂl*mmmmuﬂm

.#-1 CamScanner
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[ ]

on dit que T' est une courbe paraméirée de paramétre . Sa - ...5:*5*
paramétrique est définte sur D par : T e
[I' fi(1) i 8
y=[L1). O
En cinématique, I est la trajectoire de M relativement au repére ory
(O, L [} considéré et le paramétre est I'instant ou la iﬁﬂ% 5
M & chaque instant r(rED) est définie par (1). A

REMARQUE Sil est la représentation graphique de la fonction

f.‘n—-—n -
X — y=f(x),

on peut dire qu'une représentation paramétrique de rmm ' 1."'—
X=[
L-=-ﬂr1
€) Construction d'une courbe paramétrée 24O

® Période et symétries

Reprenons l'exemple de Vintroduction. Les fo Stioe e
el _E: il fp— -E' Sill i ont pour ﬁ.r“l ﬂﬂ 2-::', ﬂnmlt _.'1. ; I-.-;:IH-..
(¥tER) F(t +2m)=F(1).

On dit que F est périodique, de période 2. Les points comre
paraméires ¢ et  +2x sont confondus. Donc, lorsque ¢ dé
damplitude 2, le point M décrit I’ en entier.
Les points correspondants & 1 et —; ont méme absci
opposées, donc I admet 'axe Ox pour axe de symdtiie.
Les points correspondants 4 ¢ et 7 — ¢ ont des abscisses ,
u ordonnée, dont I' admet |'axe Oy pour axe de :"*_'_'-:
d"étudier f, et f, et par conséquent F m-'-[l]:.{f + 80it T, la cc
pour obtenir I" on fera les symétries précédentes : . ‘
la partie I, de I' correspondant & [--§; ﬁJ est la symétrique de T
rapport & Ox: Dt - R
la partie I'y de I' correspondant i
a Oy;

|.1 1-I I --F.

el
la partie I, de I" mm I. [:rf -ﬂﬁ
i ﬂ"_ r E T ity i
I UTLUT,UT, et coute T chereht cart
temps. précédents est [0, 2o7] qui st un ntervalie &
L !- i i .-t‘..'r >
’ .ﬁ“'—r—- 7 "'"1. A LS DI .
- f"l"tﬁﬂ:lﬂﬂj T sn r,




..
=
LlE

fitny 0 = =&

T AL -

x=fi(1) a N 0 .
y=fft) | 0 A f €. N
O (R .

Do la courbe T (fig. 1),




7.2 TANGENTE A UNE COURBE PARAMETREE

Une équation cartésienne de I est donc I'équation (2). N
On verra en géométric (chapitre 10) que " est -tln: hﬂ et
particulier ot @ = b, I est le cercle de centre O et de rayon q,

REMARQUE  Si I'on suppose, dans 'exemple précédent, que rE[ﬂ.ﬂ. Ia trajectoire ge g

REMARQUE

incluse dans I'¢Irfps=r F.On dit sussi que I'équation cartésicnne dy
2

trapectodre est £;+:£-5- I-

La trajectoire est définie par :

: ST | PR
K ¥ " -
—— o . ] =
R PR
f=x=a oo plus simplement xa

Oy by ,Hll.'l_.

Si les fonctions coordonnées f, et f, sont dérivables sur D, on
fonction vectorielle F : t +— ﬁﬂum;jr-r_-j:“}fﬂt;' Vi
lonction vectorielle dérivée de F est |a fonction :

F:D—+ R | }
I — F(O=file)r + il
Le vecteur F'(t) est le vecteur dérivé de Fau point t. En ¢
vecleur est le vecteur-vitesse du point M(f(r}, £A1)) 4 Tin
mmﬁhmﬂ=ﬁ:}.ﬂnhmhm’sﬁ%. 7S
Si & #0, on appelle tangente & T au point M Ia droite n sant par M et
vecteur directeur § = F{y), ek
Dans le cas de I'ellipse de représentatio ique
prés n Pﬂ'améh'lqmi
{:=,|",{u==a COs I
y=f{)=bsint (a>0, b=0, -'gﬂj'u )
fi0) =0 et fi(0)=b done |a tangente :n.t{n,{l}ﬂL sarallile 3 Or (fi
1i(3) =t <t £:(3)=0 donc 1a tangente en B(0, b) est paralldle |
Si T est la représentation graphique de 1 fonction dérivable s f}
f:D ——I-'H 0 -2, 3

Un vecteur directeur de la oM
Le coclficient dirccicur de ceti tungente o ) S

—-._‘hﬁ—r =0 !,!__ = - —

Y ' . '_.'.ﬁ‘_ =
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EXERCICE 1

gxercices résolus .

—'rh
‘ g PARAMETRAR 0 FLAN. ‘
|

Soit I'ellipse T de représentation’ paramétrique

X=y cos |
[y-“ﬁll (a=0, b>0, t€R).
Trouver une dquation cartésienne de la tangente & T en Mylta). .
La fonction vectorielle F - l!—himﬂ-+iih!rlﬂmvﬁhm51ﬂnm ‘
tout f de . on &
1

1-1':1-—~§shrf+&im‘:itr &
el Fifi#0 car a=0, b=0 et sinf et cos { ne sont jamais nuls simultas
Done Iellipse T" admet une tangente en tout point hﬂnmnﬁﬁnr},#-ndﬂﬁ‘
directeur (). ]
memmmmmm&hwmﬁ.irmpﬂlﬂnﬂm '

b sin £,). Un point P(x, ¥) apparticnt & D, si et seulement si les vecteurs M
Fiif,) sonl colinéaires c'est-aidire si el seulement i h :ll-ltrmiﬂfm du

(WM.B. (1)) dans o base (£ ) est aul:
X-a o8ty -#ﬁ:i',n ..

y=b sin t o i
c'est-d-dire, aprés simplification,
bx gos !--tgx.ﬁh;a-.@
X ¥ i ]
Ol ENcore : —e0s fat—sinf=1
£ b b iy Y
c'est-d-dire : -?F-F%fﬂh i

EXERCICE 2 Représenter graphiguement la courbe I'_dont une @ U‘F .. .- r métri
défin

k.dqmmwmmhmmﬂ{ﬁ.fﬂ-w

[::ﬂ ;r: {1 deeaie ‘w '

fi{l].-r.ﬂ-:.h'l;'- i =SS “
2 st une pamdufmﬂma.ﬁ -U‘:

suffit donc d mmmﬂﬁw )

Roix nhl.mi'm: COMPMCICIN PAILS;
(YreR)




FT3.b 4T

Dol le tableau donnant les variations de f, et f; que e |
lndbodl b

!
f 0 3 .
ek 1 +
V2 .
x=fii1) 1] ..-" = o
y=/fit) 0 - I N
fue) 2 + 0 -

On placera les points O(0. 0), A1, 0) et a(‘—z@f 1). les tangent

admettent respectivement lex vecteurs de coordonnées (1, 2), (0,
comme vecteurs directeurs,

Lorsque t décrit R, les coordonnées des points de T sontl compr
1a courbe I' est & Uintérieur du carré de sommets (=1, =1} (=1,
d’ol la représentation de I ifig. 2). Ve e




e g e .. e
1. COURBES PARAMETR

1. Calculer les eoordonnées de M. en fonction de
2. Construire I'ensemble décrit par M lorsque le




Exercices

Tangente & une courbe

Diterminer  wna  dguarion oo e fangenig @
'ansembie des points Mix. y) (ex. 7.1 of T.2)

[ 4

Py
| 1+1
p= 165 P
pour {=0; pogr =3
‘r.'l :'-'
LN
3 2
T.2 P
e |
= ¢

pour f= 1. pour f=2 powr f=13

7.3 Scit l'eliipse I' de représentation paramitri-
qua difinie sur B par '

¥=48 cos I
¥=bsin

i@ =5 =0 ot ke plan do I' est rapporté & un repéne
oriRGnGrma).

1. Former une équation de la tangonts & " au
paint M de I” associd & una valaur gualcongue du
parmmtre

2. Soit T et T' les tangenies & I respectivemant
&n Ala, 0) et A{-a 0) 5i [# ke |2 1angenls en
M & I' coupe T et T respectivement an P ol P,
Montror gue AP-AF* ast constant,

¥ Soll F ol F les points de Ox d'!_bunh:un
respoctives o = VaT— b® 8l ~c= - 4"~ b°, Mon-
Iref  que fes droites (FP) ot (FP)  somt
pefpandiculaires, aingi que les droites (FP) ot
{FP.

Courbes définies par une représentation
paramélrigue

Aeprésenter graphiguomant les courbes I dom
ung feprdsentalion paramdtrigus sl définie par
fex, T4 & T.41)

7.4 l[r-msar
¥ o= eog 680

7.5 {::ﬂ;

x == gin f
?_5{ __ sint
¥ 24contl

TJ ) :-T+;.l

78]’

_ptr' oot

=20 o
larsque | déerit R
Cinématique du polnt

Lo plan est rapporté & un repé
o, L)

7-13 Les coordonnées do M sont & tout
do F : o

{_i- t—art
y=3t—

du mlmﬁmn ficin G, I

wifooens
ﬁ'ﬂ_' o




7, COURBES PARAMETREES DU PLAN

_...-""'--_
¢ vectour-vibesse b Vinstant | (f=0) est
: Uity =o'+ (1 =0}

a [hncstant f=0, g moblls M 25t an A da
::lm.-unnnﬁﬁ‘l i1 0.
1. Détarminer, on fonction de I, les coordonnées
', point moblie M at en déduire une dguation
::rlHll!ll'lﬂn du support de ka trajectoing.

consiruire cotte trajectoire. Quel est lo sons do

% . du mabife?

ﬂ.npl.n:ﬂl'l'lﬂ
7.47 Les coordonmises da M & toul Instant f de
;:i_ 2w) sont
x=cos f—an |

{Jr- cos !4 sin b
§, Cuolla &5l la irajecioine da M?
5. Que peut-on dire de ia norme du vecteur-
vitesse do M7

748 Les coordonnées de M & toul instant I de
P sont
2R
AR
2Rt
T

1. Détormingr une équation. cartésienne du sup-
part de |8 trapectoing.

2. Quelle ost colle trl}lcl_;luh'?

Erude oo fouxy goomafriques 8 Daide o' para-
g e

719 Les notations sont csafles de ['exercice
proposé an trovaux pratiques (cf. § 7.3). Solt Kie
point dlamétralemant opposé & H. LB,
Monttet que |a tangente en M @ la cycloide passe
par K & tout irstant £ {fw0 2=l '

7.20 Les notations sont encore celles de
Faxefcice proposé an travaux pratiques (cf. § 7.3)-

2
O consbiére le point N tel gue Eﬂ-imﬂ ']

paint O tol que f_ﬁ-ﬂ; CM. Construire fes trajec-
foires décrites par M et Ch

721 On donne, dans la, plan orer
uh repere orthonormé direct (0, 1 1),
di conlra O ol de myon A I
Soi (7 o corcle de centre C of de rayon A tangent
axtbripurament & " an H

On pose (7 OH) =1 [2=] ot on appelie M ls point

de € tel qua (G, CM)= 1 [2#]

=

tﬂ'ﬂﬂ!ﬂ'uq‘. i i IH;I:_I .1... iy
deerit R (Une tolle courbe &8t una ca

7.22 Dans un plan orlentd rapportd & u
erhencrmd directs (0, £.f), on' donne |

S

I

Révision

AjZe. 0) (a>0) Soit A el A’ des droites '
Mf‘mﬂ ar O 6L A 8t o vecteurs drectout
at ', ﬂ]_ BUpROY |

Taime (2] of TVaim3e f2e)
1. Calcular tan 3@ en fonction de tan o,
2, Calculer les coordonndes du pelnt d'inter-
pection M de & st & en fonction du paramétie
= ian &

3. Gonatruire. In courbe décrite par M. lorsqua 1

- el

5
. -

Les parties B et € sont m‘ﬁ

partie A -
i I b b e =

. KDL =D

ooy B’




7. EXERCICES

i ‘affixe
A tout réal t on assocle le point Mi(f) d'a
riry=ft)+igir). et an nnlup-ﬁ l'ansemble  des
oints M) lorague | déoril
E'nhﬁaﬂ :Ea cotte partie ost d'dludies guelgues
Propriéiés do 85

1. Pour tout entier naturel m, on note A, I8 point

L] { ] ﬂ

a) Placer A, A,, A, A; ot la tangonte on A, & 5

&) Tracer 'are Agh, de 8 carrespondant aux réals
3=

refo.3]

Préciser les points de cet arc ol las tangentes &

& sont paraliblos aux axes

1. n) Daterminer, on fonction de £ le miaduke ot

F'argument de z(r),

O} Prowver qu'dl existe une similitude de cEnife O,

dont on priécisara les éldmants, tells quep, pour

bout réet ¢ ; M{t-i soit Uimage do M(f)

c) Quelio est Vimage. de l'are de courbe AAL,
par cefte similituga?

3. On admet que tout are ALA, Ly B une longuour

Cor 01 Qu'une simbiitude de rapport & pranslorma
un arc de longueur £ 86 un are de longueur ki,

8} Calouler £, gn fenction de o ot de n; en
déduire s iongueur Ly oo AA

b} Etudser Ia limite de L, lorsque n tend vers o
Intarpréter gdométrigquement ca FebaLftat

4. On donne &= | G P +|n-*{m Far.

Calowler ¢ on déduira ia vileur de la limite
oblenue en 3. &

(Probléme. Bac. Aix-on-Provance - Nics 1885}

7.24 N.B. : I n'est pas nécessaire o'avair iraltd
la partie B. pour aborder la sulte.

Solt P un plan affine suciidien orientd ragporé
au repdra orthonorme direct (0, 1 [): les polnts de
P sonl repdrés soit par leurs coordonnbas 2 )
501t par feur affixe ¥ +/y. Le but da ce problsme
o5t 'itude de 'ensemble (T) des points M{f), tER,
du plan P, de coordonnéas (x{r), FUI) Relles qus

{IU}- o' cos t

¥it)= o' sin ¢,

A. 1. a) Vérifior, pour tout 1 rbol, les relations -
oS ¢ = 8in t =2 cas(l + /4]
ot cog F+ 8in =2 gin{r+ xid)

b) Etudier les  variations des fonctions
ITLE x(1) et yit = yif) sur Cintervalie
B LS

6} Tracer dans le repére (O, [} la poriion de i),

ensemble des points M(f) larsque ¢ dbcrit [0, w/z

los
(1)

2. Calculer, pour tout rée| ' a3
:u{qul_t}- _uT} ot "ﬁ )

En déduire que l':ngh{ﬁn.

of on donner une mesure.

Donner I'expression de Lﬁ- "ok
valsur approchée & 1077 priw.
Etudier la limite dventuelle do L2 jq
verg - =, .

B. 1. Monirer que les fonctions:
solutions sur H d'une méme dquat
linézire ot homogéne du second
cienis constants. '

2. Résoudre sur R I'dquation diffe
X" =20+ 2=,

o

T

F dans P qui, au point H'-:_riﬁ_ﬁ_
dre 18 point M, d'affixe Z, tolla-
ol z{t) est I'alfine du point.

partia A, ST
a) Précisor la nature de f, et
remarguables, T
&) Monirer que, pour tous
Soit G f'ensemble des ap;

Mantrer que (G, o) est un groupa oo '
hmﬂr:rmﬂnfu;jﬁ? -

2. a} Montrer que,
LD = MEr ) -
En déduire que, PoUS tout réel 1, |
&) Montrer que, si M, =M(r,) est &
conaue dn ) Tonsarbin (1)

C. 1. Pour tout réel ¢, on Hnlg"'g.'-\

D. Ehnl_l P un réel lixé non nul. On
MI0) ot on définit les




T i A

4.1 ENSEMBLES EQUIPOTENTS. EHS,EIIM

a) Ensembles équipotents

PROBLEMES e
DE DENOMBREMENT

qui se présentent. Fn.r nxr.mp}:. dans |.pn

nombre de tiercés dans l'ordre? Quel est le o
désordre? Quelle relation amtn-j-il ntre ¢
Quel est le nﬂmbmdamhﬂd#rﬂw o
dans un jeu de 32 cartes?

ﬂnscrepnrurﬂnudﬁmmmm"m
pour la signification des maots: “
prolongement.

ll.,_

S LI ':"'-\-F‘- "

1 i .n-l.}
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Lorsque E est vide, on dit que son cardinal est nuj - o
E est non vide, 'entier naturel # précédent (dont on admetss '1 =
le cardinal de E : card E=n. R
Un ensemble qui n'est pas fini est appelé ensemble infinj, Par @

I Q R oSS e

¢) Cardinal de la réunion d'ensembles finis

® Soit E et F deux ensembles finis de cardinaux n e P non nul..
(c'estii-dire ENF = ). Désignons par N, I'ensemble {1, 2, ..
non nuls inférieurs ou égaux i I'entier naturel k. [ existe
de E sur N_ (card E=#n donc E et N, sont Eqw]x ;
bijection g de F sur N,. Soit ¢ I'application de EU F-'{ur N,
six€EE, e(x)=f(x) N
sixEF, glx)=glx)+n
P(E)=fE)={1.2, ... n} ot g(F)={1,2,..,p} done
-I,I:'fFI={n+Lr|'+3, ._,,n+p}_ A

d'on pEUF)={1,2, .. ..+n+:..‘..n+.p}-il“|.".-q;. '

Tout élément de {1, 2, ..., n} a un antécédent uniqua;qt
une bijection), il n'en admet pas dans F. v
Tout élément v de {H+ l, ..o m+p} a un antécédent nique p
c’est Pantécédent unique de y—n par g; il n'en admet’ pas
Donc tout élément de N, ., a un antécédent unigua dnie.

est donc une bijection de EUF sur Noop Eup'i
equipotents d’oi TR

card(EUF)=n+p d

card(EUF)=card E+card F.

e Si I'un des deux ensembles est vide; par exemple s E,Lﬁ'a.r
EN@=@ e EUG=E

donc card(EU@) =card E =
on A encore card(EU@)=card E+card .
Theoreme 1

Quels que soient les ensembles finis E et F disjoints :

L S




FElLe WRIA

: card (EUF) =30
e :nrdf:Equ-md E +card F—card(ENF)

)= M+ 15 card (ENTF)
dhali & card(EMFi=5

il ¥ a donc 5 éléves éudiant 4 la fois 'nnglais et 'allemand

15 éndiant seulement ['anglais
10 éudiant seulement |'allemand.

e Soit E et F deux ensembles finis tels que ECF (fig. 2),

fig. 2

F—E est le complémentaire de E dans qu:lunnﬂnﬁnn .
Les ensembles E el E sont disjoints donc d'aprés le lh&:ﬂlﬂpa

card{ EUE )=card E+card E

c'est-a-dire card F=card E +card E
done card E=card F.
Théoreme 4

Soit E et F deux ensembles finis tels que ECF on a #
card E=card F

) Cardinal du produit cartésien de deux ensembles f-lnl:

-II-
"l

> ﬂ

EXEMPLE  Soit E={a,, a3, a.-.} F{by, by} deux ensembles ﬁnisg n
et @ -:-—-—- ﬂ
by

=1
(a8  la,b,) b
by '[":1. ;j (4, b;].' E::: !%
E#F"{l’ﬂ’n l.}l [":* by, (ay, by), (a,, l':}, lay, byl

={(a,. b, b,), (ay, b)), (a,, b3} o{(a,, | 4
=(Ex{b,)U(Ex{b,}) Bal. (2

Ex{b}et E % {b,} sont disjoints donc

‘ﬂgﬁﬂ'ﬂuﬂ (Bx{b,}) + (eard Ex| Iﬁ
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8 PROBLEMES DE DENOMBREMENT

Mais card(E x{b,}) = card (E x {b,}) ~card E. v
&'l card ExF=2card E=(card E)x(card F.
Cas général , w2 l.i

s Soit E={4,, a,, ..., a,} un cnsemble fini de cardinal n .F-{&}w 4
ensemble & un &ément: cnnduﬂmm!'qqdhlﬁm du’ﬁrFM o |
P:II'+

RxRi=—sB, =

(&}]Hn‘ b & = el I

uuuppliummm}em;,mmnim v e "{
wdmmﬂ-mdﬁ. _':'

8.2 NOMBRE B'
DANS UH E




| Bla

S

b) Cas général

i
“lg i | \

Si fla)=a on aura f(b)=a ou bien fb)=g8 que 1'on s¢
segments partant de Uextrémité o de la figure. Si fla)=
ol bien f{d)= 8,
Les chowx des images d'un élément quelconque de E sont
uns des autres, On obtient ainsi le schéma de la figure 3
applications de E dans F. i
Le chemin en rouge oblenu en partant du point de départ
extrémites de 1"arbre représente I'application [ telle que ;-
fla)y=§. fib)=a, fle)=8.

A tout chemin est associée une application de E dans F 1 & toule applic
de E dans F est associé un chemin unique donc le nombre d’applic
de E dans F est égal au nombre de ces : '
Le nombre des chemins est 2x2x2=2"=§ l'l'.'f'.;i_',i,-ﬁ?
.;[m“; F' I.- o T e . e

D'une fagon générale nous supposerons les ensemb
nous désignerons par (A, B) 'ensomble des

dans I'ensemble B. Soit E, un ensemble de car
ﬂrdlnﬂ-mSaitatmﬁlﬁnmﬁE",;' e

_ 5-"'-3;-'.1.1_'{:;};' 8
i est le complémentaire de {4} dans E, (car

amwn#& dans F, on peut asspei

- qui est unc application de E, , dans F,. |

'
-
L=y
=“I

i

»inl o




K PROBLEMES DE DENOMBREMENT

EXERCICE
RESOLU

Réciproquement & toute application de E__, dans F, correspond n .
prolongements distincts de E, duns F, (ils différent tous par les n choix |

possibles de I'image de I'élément ), On a donc |
card (7 (E,, F,))=n ~card (F(E,_,, F,))
on écrit successivement

card(# (E, ,F,))=n-card (7 (E, . F,))
card (F(E, _,, F,))=n-card(F (E,_,. F,))

card (# (E;, F,))=n+card(# (E,, F,)

On a card (7 (E,, F,))=n (I'unique élément de E, a n images possibles).
Aucun des termes écrits dans les égalités n'étant nul, en multipliant membre
4 membre et en simplifiant on obtient

card (7 (E,. F, }"l- n?.

Théoréme

ensemble & n éléments (n=1) est n”.

Le nombre d'applications d’un cnsemble & p w.-@i‘ﬂ iuﬂ‘T

] x 2
L g "Ly

On lance cing fois une piéce de monnaic pour jouer & pile ou face. Déterminer
Considérons par exemple, le résultat PFPPF ol P signific «|
«Faces. On obtient ce résultat en faisant I'appl ation  de
2" tirage, ..., 5 tirage} dans 1'ensemble F, = {Pile, Face cef




ike §83in

cela revient & mettre b 4 la 1" place, encore b & la 2* place, I":i
oo [ 0t la p® place. Ce qu'on écrit sous la forme: =~

':-b. b. L I]

que 'on appelle p-liste d'éléments de E.
L'ensemble des p-listes d'éléments de E est noté E® Le non

p-listes est le nombre dapplications de N, dans E cest-i- “ =

Theoréme

Soit E un ensemble fini non vide et pEN* ;
card (E*) = (card E)".

REMARQUE ~ Au licu de p-listc on dit aussi p-uplet ou arrangement avee répétition de pgl
de E. Au lieu de (b, b, a, ..., 1) on peut écrire plus simplement bba__ ¢,

Travaux pratiques

o Une classe comporte 30 édver. Un cours Iﬂrquw:d‘,ﬁw AT et A

déterminez le nombre de maniéres de constituer le groupe des ﬂlﬂ-’:" T
eel enseipnemen, i

Considérez pour cela les deux cnsembles : E ensemble des éléves, B estm
deux éléments {participe, ne participe pas). TEEH—.

s Combien de mois de quatre letires distineres ol ’ .
Valphaber ? oA peut-on Omstituer

8.3. NOMBRES D'INJECTIONS D'UN ENSEMB
DANS UN ENSEMBLE FINI MRLSEN

Soit E, et F, deux ensembles non vides de cardinaux respectifs p
Soit [ une injection de E, dans F,, f(E,) est une partic & p

F.: [ ne peut donc exister que si na=p, N
On suppose donc 1= pw=n,

a) Etude d'un exemple i
Soit Ey={a, b, c} et Fy={a, B, y, 8} deux ensembles. O

bien f(a)=§ ou bien f(a)=y ou bien f(a)=& que I'on sch
an (§ 8.2 a) par quatre branches issues d'un point de dépar
Si fla)=a on ne pourra pas avoir f(b)=a (injectivité de
ftb)=§ ou bien f(b}=1y ou bien f(b)=3 (il n'y a plus que 3
les uns des autres comme au paragraphe précédent.
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H. PROBLEMES DE DENOMBREMENT
L] b [
i i I
] | I
i i l
1 I ¥
: p—o",
i\i
I i i |
: 1-:::::-' |
| I ¥
| te e
E—
/l\;-{:
F : i
E i
:/?{:
v F-{__:
i\i
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Le nombre de choix possibles pour a est 4. :
Le nombre de choix puisiblt-apunrﬂetbestdxﬂ-ll r
Le nombre de choix possibles puwa,bctun:alxzxz-n L3
Le nombre d'injections de E, vers F, est 24,
~
Soit E, et E, deux ensembles {inis de cardinaux respectifs p et n, désignons
;m‘.ll:E F,) I'ensemble des injections de E, dans F, (1sp=n).
Emtnl.méﬁémenlduﬂ on a _ 1
E,=E, u{a} 2 .‘
oil E,_, est le complémentaire ﬁu{n}ME lwdﬂ,.,nﬁ—tﬁ’m
inj:c’au::d'#ﬂ dans F, unmtmﬂmuhﬁun B,...qﬂiﬂtu-
application injective de’ E,., dans F,. I
Réciproquement soil a mnpﬂhlﬂnnmn:ﬁﬂ&
n—p+1 prolongements injectifs possibles de a & E, (les p—1 €l
de E, ., ont p — | images distinctes dans F,, ﬂﬂ'ihnnﬂ p—1)
images possibles pour a). Ces n—p+1 ns sont tc
car elles différent par I'image de 1'élément a.




FELB BRI

c) Notations et définitions

Done card{ JE,, F,))=(n—p+card( J(E, . F,)).
On écril successivement ; .
card NE,, F.)=(n—p+ I]wd}ﬁ[ﬂ,_,. F.)

card ME, ,, F)=(n—p+2)card(J(E, ;. F,)

" card WEy, F.ym(n—1)card IEs, Fide

On a card J(E,, F,)=n car toute application de E, dans F, est inje

D'oll en multiplant membre & membre et en simplifiant, car
termes nest nul, on obtient ;

card HE,, F )=nin—1)...(n—p+2)n=p+1)

Théoréme

Le nombre d’injections d"un ensemble ayant p éléments dans un ensemble
ayant n eléments (1=p=un) est nin—1)...(n—p+1).

Soit un ensemble E={a, b, ¢, .... t, u} de cardinal m Considérons
injection de M, ={1,2, ..., p} dans E ; T
| b—e b
R |
pr—a
on obtient une p-liste (b, 1, ..., a) appelée arrangement sans répétition de
éléments de E. Les éléments d'une telle p-liste sont tous distincts,
Le nombre de ces arrangements est le nombre d'injections de r
et se note AL, ' L ﬂ’“f‘
Soil un entier naturel n=1. On note n! et on it -factorielle - I'enti
naturel : H!=H{H_" IIH'!] A, ] I j bl I‘.-" .
On pose également 0!=],
On peut écrire si l=p=n :

o Mg
Al =a(n=1)..n—p+1)="0"Doln=p+I)n—p)..2:F

n! (n=p)...2:1 :
(n=p) -
Par extension, si nEN, A'=—2____
- PR
1
Hﬂfﬁ Déterminer le nombre disposer :
o = distinetes de sorte qu'il y @it aw plus un ob ww A
ToE: - Le nombre de dispositions est le nombre d'injections de I'cnser
~ lenscmble dex cases : i
.j - s ﬂ-hﬂnﬂ; ot
! .
— m — —

|




2. 20 chevaux participent 3 upe course. Ddterminer fe mammrﬂm
an‘:uﬁ;'ﬂm]._. 5 5 N -
Le nom i. Tardre est fe . nEOts sans rép
3mm:numh-uiﬂmmjw-‘: = nombre d'arrangements W répétition de

Al= 20 19% 18~ 6,840,

BRE DE BIJECTIONS D'UN ENSEMBLE FINI NON VIDE
B Eﬂ#‘ UN ENSEMBLE QuI Lul EaT'gumFm'Em -

Soit deux ensembles finis E, et F, m% ayant

déléments n (ensembles mﬂ[ﬂfm Siject on de B, sur
gocgion de Ey dans F,. Réciproquement i f est une apg

de E, dans F, fE) posséde n cléments (les n i
€léments de E_) et AE,) est un sous-ensemble ¢ F, qu
donc ﬂE.)ﬂF.-.Ilﬂdm surjective, étant ective, f
nombre de bupaﬁuﬁ;.hg.wp-_ H{ﬁm dibee d
dans F, c'estaedire AT=n(n-1Kn-2)...

——
=

T T - s s
On appelle permutation d'un ensemble E non vide toute
sur ]m LR 7

II résulte du théoréy




VEA,. BESEm fHLb

b) Montrez que towde permufafion de E est une transposition oy lﬁ o
diews franiposifions,
Il v a 3=6 permutations de E, vous montrerez qu'il ¥ a troig ¢

deux permutations différentes de Iidentité et des trlllpuilﬂmm _
permutalions circulaires (expliguez pourguai). i

EXERCICE 2 Monirez que pour tout entier naturel non nul n
T =nlsan,

8.5 NOMBRE DE PARTIES DE CARDINAL DONNE
D'UN ENSEMBLE FINI

Svit E un ensemble fini non vide de cardinal n (n=0). D-Eﬁm-

I'ensemble des parties de E ayant p éléments. On cherche i.
card &,(E).

a) Etude d'un ensemble

E={a, b, c¢}. Déterminons les cardinaux des ensembles J;E;,
IAE), F(E), ToED

T Ey={3}, card Fy(E)=1

IWE)={{a}. {6}, {c}}. card 4,(E)=3
TAE)={{a, b} {a, c} {b. c}},  card TyE)=3
"lrll:E.'={‘{“u b, E]’I’t card F(E)=1.

b) Cas général

e35i p=0, il y a une scule partie ne contenant aucun
card TJUE)=1.

 Supposons p >0, soil N, le sous-ensemble de N {12, ..., p}. Soit fun

. injection de N, dans E {; existe car card N, =card ‘E}.Ii(]ﬂ,
sous-ensemble du E ayant p éléments (fig. 5).
Tnumpamtﬂapélémmchp:mEMMnuamm
injection de N, dans E, mauilnyapuunl:uéduchuhd: ¥
Eh:rchml:nomhred‘m;ulmmidnﬂ




A chacune njections associer
Ammdﬁmi i on peut une
Pl pour tout x de N,, on ait ; bix)
mﬂﬂmmmt a toute bijection b de N * #
N, dans E telle , M ; ]
?]t i ?’;{H,}-A. y quh puw tuut x
y a donc autant d'injections § de N,
hueﬂhnmdcﬂpmh ’*m-‘i-g.ﬁ d“’
par p! injections d’ol ;

card J(N,, E):
cnt ,0)- SN B #é; '
" ¥ "'" \

;:#{H"‘""lill!_,nﬁ{n'__m'i"rl' .
g ‘.P‘E'ml'll ! ;

Une partie i P Mfdh

l‘.lln uﬁlml:‘a]ﬁn'h;liﬂﬁﬁn

g

h}dmnﬂpdm“im
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8.6 PROPRIETES DES COEFFICIENTS Ci. TRIANGLE DE PASCAL

Lorsqu'on a choisi 1 as eof 2 rois, il reste 8-3=35 carjeg 3 i
12 = (44 4)=24 carles aulres que des as et des rois. Le nombre de ok «
parmi cos 24 cartes est Oy, M, ;1
Le nombre de mains cherché est donc i

1

oot 241
ijt‘;xt:“’#ﬂﬁﬂmnlmm,

e (YnEN} C =Cl=1 (nombre de parties 3 0 ot & n Elémente o

ensemble de n éléments). e

: g
¢ La formule trouvée, quels que soient les entiers naturels n et p et

' lels gua

p=n, j =
n!

" plin—p)
montre que C{=C] " Cette derniire égalité est également Evidente &
remarquant que chaque fois que I'on forme une partic A i p élémer

un ensemble E & n éléments, le complémentaire de A dans E es
4 n—p éléments. 11 v a donc autant de parties & p éléments que de
it n—p éléments. - N

» A l'aide de la formule (1) on peut calculer CF +C2*! o érifie
quels que soient les entiers naturels n et p tels que p+l=m, ona

Chli=C+CRm,

n l‘.'ﬂ:llt WSS démﬁhtrcr :2} par un mimmnt_ 'ﬁm' .
Soit un ensemble E & n+ 1 éléments. Considérons un clément g de
nombre de partics de E & p + 1 éléments, contenant a, est le noml
parties & p éléments de E—{a} auxquelles on adjoint a. Ce m

d‘ﬂni: Cir % it o
Le nombre de parties de E & p + 1 éléments, ne contenant pas a, est CF
Le nombre total de parties de E i p+l Elﬁlli:nis-gﬂ Ifﬁh::_:_-?— O

Ce4cett e
C'est aussi C271 g

En résumé : '_

Formules

Quel que soit I'entier naturel n, C2=Cr =1, ¥
Quels que soient les entiers naturels n et p tels que p<m,

Cracier, ' ,
Quels que solent les entiers naturels n et p uhqnnkﬂ
citi=creco, .
e :.;
202 1 _ L




A PROBLEMES DE DENOMBREMENT

La d-:r:}i:':n: relation permet de calculer les nombres C! de proche en proche.
On obtient un tableau appelé triangle de Pascal,

]

1010 5 1

LA
—

[y
L

Les nombres de la (n+ 1)™™ ligne s'oblicnnent @ partir des nombres de la
n“™ ligne en utilisant la troisiéme formule (Ci=C;+Ci c'est-d-dire
15=10+5).

8.7 BINOME DE NEWTON

Soit a ei b deux nombres réels, ou complexes, cherchons & effectuer
(a+b)"=(a+bXa+b)...(atb),

n étant un entier naturel non nul.

Le développement est la somme de termes de la forme a®™b" " Il y a
maniéres de choisir les p facteurs oi 'on prendra @, on prendra alors
dans les facteurs restants. Le coefficient de a®b" * est donc C%. En faisant
varier p de 0 i n, on déduit la formule du bindme de Newton :

. Théoreme
Quels que solent les réels ou complexes a et b el 'entier naturel non
nul n:
(a+b)"=7 Cla’b"". (ny
=R




L

187 §RE

REMARQUE

EXEMPLE

8.8 NOMBRE

Les nombres C° sont appelés coefficients binomiaux.
La formule du bindme peut aussi s "écrire :

(a+b) = E Grraraehs

(a+b) = E Cra™ "B (puisque Cy =Cnr),

.....

On utilisera 'une ou l'aul:c des formules (1) ou (2) suivant que I""‘E_
ordonner suivant les puissances croissances ou décroissantes de a.

Une sutre démonstration de la formule du bindme est proposée & I'exercice 8.3)

Calculons le développement de (a+bJ. Les umfﬁr:iinls:ﬁnﬂﬂili@;: :
calculés i 1'aide du triangle de Pascal. :
O lin sur fa ligne nm =6 :

Coml, Cl=6 Cl=15, C3=20, C3=15, C5=6, E{:‘-
d'oi (a+b"=a+6a’h+ 152t +20a’b" + l."i_n"ﬁ"i*ldh’fi-.b‘“

DE PARTIES D'UN ENSEMBLE FINI
o Si nEN®, en faisant a=b=1 dans la formule du bindme, on d&

or C), est le nombre de parties & p. .ﬂﬁ“mu d" ey .:E:i: -
ey _-. i

En faisant varier p de 04 n, lnmmm:E C"mﬂnmﬁ-*
les parties de E. ik LT
¢ 5in =0, on ne peut plus appliquer la formule du bi
de toutes les parties de E est encore 2°=1. Donc :

Théoréme
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Exercices

Ensambles équipotents. Ensembles finis

B.1 Montrer que touls injection antre | doux
gnsembles finis ayant l& méme cardinal 81 une
bijaction

B.2 montrer gua toute surfection entre  doux
gnsembles finie ayant ln méme cardinal st une
B chiog.

8.3 Sait E ot F deux ensambles finis non wides,
f une application de E dans F

1. Monirer quia si f est surgsetive alors
card E=cand f{E)=card F.

2. Monirar gua sl | ast injective: alors
card E= card ME)=card F,

3, Montrer qua s { a8t bijective alors
card E=card /[Ej=card F

Arbre

&4 pans wn tournol deux: jousurs: A of B
g alfrontent, le gagnant sera o [Suswr qul gagne
doux parties de sulle ou un folal de hokS parties.
Odimrmindr 1ous §es rédsulials possibles & alda
d'un arbie

Dénombraments

8.5 De comblen de manigres paul-on ranger cing
objets différents dans trols bolios (une bolts paeut
cantenir 0, 1, 2. 3. 4. 5 objais),

B.6 Comblon pout-on former de mols de 1, 2,3,
4 ou & (ottres aveo e lettnes du mol MATHS (une
lottre peul Atre rdpdtde jusqu'd § folsk

B.7 Un numérs de teléphons comporta 8 chiffros
[un chiffre pout dtre répdté jusqu's 8 fols),

1. Diéterminer le nombie dé numéros possiblas.

2. Déterminer le nombre dé numéros possibles
sachan! gue fes deux premiers chiffres ne peuvent

#re
10-11-12-13-14-15-16-17-18-10.

88 Une porsonne weul prendre 0 ou 1 ou
plusiours objets parmi 10 objets. Déterminer o
Aamibre de chol: possibles.

B.8 1. Combien peut-on écrite de nombres diffé-
rants ayec & chitfres distinets & chodslr parmi loa
S chiffres 1, 2,3, 4, 53

2. Dans les miémes conditions qu'd In guastion
précddents, comblen peut-on en bdcrire dont le
chiffra des unités ost 17

8.10 Le foyer d'un lycée comporte 40 adhérants,
daterminer is nombre de bursoux comprenant un
présidant, un vice-président et un irésorisr,

BT Soit o un entier naturel. Résoudre I"éguation
20+ 50= A,

B.12 Montrer que AL =pAS [ +AZ ,

B.13 On considére trois personnes voulant man-

gor chacune un giteaw, Il y & 5 pitsaux, combien
¥ a-t-il de choix possibles?

8.14 Cing enfanis se mettant en rang. Combien
¥ a-t-fl de maniéres de les dEposer les una
dofrigr les aulfes?

B.15 Beprondre ‘exorcics précaédent dans e cas
ol fes 5 enfanis doivent faire une ronde.

8.18 Gendraliser fps doux exercices précédents
dans e cas de n enfanis,

X 817 tuatre gargons ol deux [illes veulent

s'asseoir sur un banc, Sachant que les deux filles
voulant rester Ffune & cbid de 'euire déterminer
le nombire de manibres de les disposar sur le banc.,

Y 8.18 Quatre filles ot trols gargons veulent
$'ass0oir sur un banc. Détermines le nombre de
maniéres de les disposer sur e banc sachant que -

1. Les gargons: sont les uns 4 cdbtd des autres
ainsi qua les fitlen,

2. 1l n'y & pas de gargon & cbié 'un de Mautre, ni
de filke & coté I'upe de 'autre.

.’““m D tarmmdne: umnm#wlmn-dumﬂ
THEQOREME (chacune des lettres figuro une souls
fois) dans charcun des doux cas :

1. Los socents permettront de dislinguer les E.
2. En supprimant lés accents.

820 En sinspirant de l'exercice précédent, diter-
miner le nombre d'anagrammes du mot MAMAN,
8.21 Reprendre I'exercice pricédent avec o mot
BACCALAUREAT,

8.22 Dans un jou de 32 cartes combien peut-on

former do mains de B cartes contenant | "

1. 3 piques exactement. v« W

‘2. 2 piques el 2 carreaux exactement. Ty

3. 1 rei ot 1 trifle exactement. ’

8.23 Dans une classe il y o 20 gargons et 13 ke,

sachanl gque Inn doit  dtire .
daterminer | '-H e

1.umnmuﬂnhem

SO o
rlmhmwmnmm. i




B EXERCICES

faite wne excursion posséde un mini-bus de
12 places. Sachant que dolwant partle dewux mon-
towrs ditarminer -

Y. Le nombre de templissages possibias du mini-
bus

2. Le nombre do rompllssages posaibles sachant
que seul 'un des monibeurs connail kB e de
Fexcursion of doll donc ndcessairemant la faire

3. Lo nombre de remplissages aachani qua dou
dos moniteurs N peuvent montar ensemilo.

4. Lo nombne de remplissages sachanl gue dous
des monilaurs me péuvent monter qu ensembla

B.25 A un jeu teldvisd un candidat dolt répondre
& T questions sur un bolal de 10

1. Combéan do chobd a=t=-d7

2. Combimn e chox a-1-ll sachani qu'il dail
réspandre aux irols premiénes guestions?

3. Combden de cholx a--il &' dolt répondre & 3
dos 4 premidres gquesiions?

B.26 Combien de mains de 13 cartes peut-on
constituer dans wn peu non irequd de 52 86

1. Efles eontisnnent bes quatre Tods.

2, Elles contiennent axactement un ol

3, Elles contennen! ay moing un rod

4, Eligs contionnent ke mol de tréfle of au moins
quatre pigues,

5. Elles contlonnent exactement 5 cartes d'une
coulewr, 4 d'une auire, 3 dune auira o1 1 d'ung
RELL

B2T Quatre |ousurs décident de jousr aux
domings. chacun recevanl T domings au hasard,
Comblen y a=1=ll do distribulions possibles des
28 dominos?

B.28 Un groupe de quatrs Personnos so partagent
un peu de 32 cartes {8 carles chadtuna), Combian
¥ &-t-il g distributions possiblos?

B.28 Un sac contiant 7 boules rouges et 3 boules
noires. Ddiorminer la nombre de manléres de tner
deux boules de méme couleur,

Coefficlonts binomiaux

B.30 pémontrer la formule du bindme de Newtan
on utifisant une démonstration par recurfancE,

B.31 Montrer que, quels gue solant les entkors n
ol potels gue 1=,

pCh=nCi s,
8.32 Montror que quels que soiont les onllers o,
P G leis qua n=p>g>0,
- CRCR-g=CRes.
B.33 calculer las sommes suivanios :

1. A=CE+CRay+ . +Ch
:.a-m::aﬂ:-::uﬂ-...ﬂn 2)in=1)n,

'1{ 8.35 Raymond CQuonealw, 'dn'ri' I'un 3

3. 5= (-0 ie= };—.ﬂ‘-

[

5y= E cip-_ Sa=

O s TR T

8.34" Calculer jos sOmMMes sulvanies
,:_q.,nll-l_.::u- 'h-."":- *HH*"

s,-n:: + 201+ ..+ nCy
§y= 1 +2CL 430+ .+ {n+1]CL.

8.35 Réscudre dans N I'équation
5 '] 1
Gi-'l"‘ﬂ:-l"i“n'sﬂr.

Révision

OUNVTRQES, Propose quatorze
E,, contenant dix vers chacun.
Pour composer un poéme, il suggire de cho
un vers dans chaque ensembile. i
Le vers cholsi dans E, est | m
podma 1

Le wers cholsi dans E; o5t le d
podeme, aic.

Cethe régla sara respectée dans lm.h'

1. Raymond Oueneau intitule nfﬁ
mille milliards do podmas. = LI 5
2. Deux vers de E,, 58 hrminmtr
= dastin -,
Comblen y -a-i- I.I‘dl podmes B8 b
= dastin = 2l
3 L'un d-n:,pﬁhmmmluhu&' g

Lo wieus marfn brafon oa

D'aveuns par-dessus foul p.rtﬂnl'
Surr Imﬂqw bahut I cholsit sa ¢

Ly,

Un frdre mibmo bas ast i : .“"ﬂq
Eife affrain fn ﬂl.rrrmmﬁ'" rvandiaur
Le loup est amateur de cog of de cocofte.
ﬂnmpmﬂm-apnhm a ta b
I voudra rotrouver le germe adul -
Ellwm-'uumm-tmﬂﬂmh

ﬂ'ﬂl'umwﬂnj-:nimm
Le mammildre ast rol nous o

Combien y a-1-d de
de ces quitorts
Cnnﬂunrlﬁd-m COnten

Irois de ces quatorze vers?

Lﬂnlinﬂﬂmmﬂmm
ﬁuit-hnﬁuql-tﬂjm

.
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—

combien y a-t-il o podmes satisiaisant & Ia régie
(A}? Et combien d'entre- eux linissent par lo maot

L destin T

(Bag. A;, Orldans 1984.)

'f' £.36 1. On donne dans lo plan o droites sécantes

Apux & deud, lrois quelconquos o ontro  olles
piblant pas concourantes. On a0 proposs de
ralculer 1o nombre de réglons du plan qu'elles
dgierminent, 8 rdgiana élant des snsembles de
polnts disjoints doux & deu
Sail 4, le nombre do ces régions détermindes par

l o droltes (1=pa =1}

1. Trouver ung relatlon entre Uy ot i,y

2. En dédulre i, &0 fonction de .

1. Conlrdber la résuital précédent avec une Tigume

pour =4

|| On donne 50 poinig distincts A, A, . A,
n=3) coplanaires, trols qu&1mnquu de cos

pnmta n'#tan pas allgnés.

1. Calculer e nombre de droites jokgnant les
pobnts by, A, o AL deux &' deus

@) Denombrer les paires de droiles passant par
uf point A T=isna)

51 En déduire e nombre de points d'intersection
des droltes précédentss autre que las points &,
A vag WPy

3, Virnifier les résultats procédonts dn faisant ung
figure pour =4

B.37 1. Dénombrer fes applications de {a, & o}
dans {1: 2}. Parmi les applications précédentes,
genombrer celles qul ne sonl pas surjectives ot

application ast sutjective si tous les dléments de
fensemble darrvie admettent ou  moins  un
nnddcddant)

2. Soit E un ensemble de cardinal nin=3)

Dénombrer les applications de E dans {1, 2],
Farmi ces applications. dénombror celles qui ne

Dénombrar las ications de E dang
ayant pour image {1, 2}, {2,3} ou {1, 3}.
ﬂ-in{;?hru collen qui ont pour image {1}, {2}

. q_u'w

2. On supposs ces droiles sacantes deux & deux.

catles qui sont surjectives {on rappelle quiune

.Plﬂlﬂﬂ'ﬂv:.#;;,

son! pas surpectives ob colles gui sant surjectives.
3. Dénombrer les applications de E dana {1 2, s}}

Diﬁﬂ-liihrﬂ ruin applications non surfectives da E
dans {1. 2, 3

?ﬁnnmi:m las applicalions 'Iu‘jlﬂl'u- de E sur
1,23

4. Soll F un nu-mhlid-urdhllﬂ-—lltl‘m
appfication de 'ensambie E précédent dans
a}nimnnlruqu.rmmﬂmﬂnﬂﬂnﬂrm
s 2 Mémants de E ont méme image of tous les
autres ont des images distincles of distinctes de
I précbddante.

B} Dénombres les lagons de choisir 2 dlémants de
E ot lour image commune dans F.

&) Dénombrer |umﬁv:ﬂm:d-Ean

o) Application | dénombrer les surjections de
{a b e der{T A}

5. Dinombrer les .lppilnuﬂmi non  sufjactives

d'un ansemble & o dléments dans lui-méme.

les coordonndes sonl des entiers natureis) dans »
1..0n donne Aln, ). Trouver o L
:hﬂﬂhﬂﬂilﬂﬂﬂlﬂﬂﬂllﬂ'lﬂ'dm #

paralitlement aux axes de coordonnées dans le
sens posifif de chacun des axes).

Tt :
I |

2 T Al oo il
lﬂ‘lﬂ-lﬁlhﬂﬂ-lp =

Mo ebial e wumw
f-n.l—:u. { —_—

.#-1 CamScanner



B8 PROBABILITES

9.1 INTRODUCTION

EXEMPLE 1 Soit I"épreuve - tirer ay hasard une carte d'un jeu de 32 'I'-'l'téi.
trugqué toutes les cartes peuvent ire tirées (nous dirons. ¢ tous
possibles) e1 ont <l méme chance » d'étre tirées - on dit g
probabilité d'étre tirdes vl dgu
A ce tirage d'une care correspond 32 résultats possibles. On a
sur 32« de tirer une carte quelconque fixée (par exemple le roj

que In probabilité de tirer le roi de carrean est % On dit aussi que fa

g

de I'événement « tirer be roi de carreaus est =

EXEMPLE 2 Soit I'épreuve : lancer un &

les faces ont «la méme chance dapparaitre «, ] ¥ a & résultan P
résultats possibles som equiprobables. !

Sachant qu'il n'y g qu'un seul § |y probabilité d'ﬂtﬁi%l
probabilité de I'événement =tirer 5= est %} pr

EXEMPLE 3 ﬂnl:i:unuhusaIdlmnmd'

U jeu de 32 cartes. Combien s
quelle est la probabilité de tirer 4 corurs? Lexpression =au |
fous les tirages de 4 cartes sont possibies et ont « la méme ¢
mdumm]cu:hﬂ;mlim_ . .
Le uurrnhre}.d_e Hriges possibles est C3, (un tirage correspond i w
de 4 cartes : e
L<nombea de Eges conteoant 4 coury. (6 i el -
considérée ) est G car un timge favorable cormes ﬁﬂnd ous-ense
Pris parmi les 8 du jeu, il
On a donc C chances sur Oy

=
-
&
;
==
g

DU Encore que tous Jes brages sont dauin )
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9.2 DEFINITIONS

EXEMPLE

REMARQUE

Des considérations intuitives : - -

définitions el propriétés, B (PIECEOSIIEE BN IORES (PR (eeanes
I.“" q:-unlriidl':fe un ensemble non vide (1 (ensemble des éventualiiés) associé
i une cpreuve donnée. Cet ensemble () est appelé un univers.

On se limitera aux épreuves ol le nombre d"éventualites est fini, dans tout
le chapitre 1'univers {1 sera donc un ensemble non vide fini. Les éléments
de 'univers £ (éventualités) seront aussi appelés les cas possibles.

On appelle événement toute partic de {1 c'est-d-dire tout élément de
"ensemble (f1) des parties de (1.

On lance deux fois de suile unc piece de monnaic ¢t on note Je cdté vu de la pigce
(P pour pile et F pour face). L univers nssocié i celte épreuve st

{1 ={(P, P); (P, F); (F, P); (F, F)}.
Soit A I'événement = obfenir le méme résullal su cours des deux lancery= on & :
A={{P, Pk (F, Fi}.

Si card (1=, le nombre d'événements ¢'est-a-dire le pombre de parties de 1 est 27

Un événement qui contient une seule éventualité (singleton de 1) est appelé
un événement élémentaire. Un événement est une partic de {1 ¢'est-d-dire
un élément de 7(f1) donc si a est un élément de £l, {a} est un événement
¢lémentaire.

La partic pleine {1 esl appelée I'événement certain.

La partic & est appelée I"événement impossible.

e complémentaire dans {} de I'événement (partie) A est appelé I"événement
contraire de A on le note A

A B est 'événement « A et B». Dire que < A ¢l B = est réalisé cela signifie
que les événcments A et B se produisent simultnément,

A U B est I'événement - A ou B -. Dire que « A ou B » est réalisé cela signifie.
que I'un au moins des événements A ou B se produit.

Si A et B sont dis joints c'est-i-dire si ANB={J, on dit que A et B sont

deux évenements incompatibles.

9.3 PROBABILITE SUR UN ENSEMBLE FINI. PROPRIETES

Nous supposcrons que f} est un univers fini non vide
“‘{ﬂi. ﬂl‘ EEED | Hﬂ}'

Un événement quelcongue A est une partie de n. Si elle n‘dﬂpﬁ vide,
c'est la réunion d'événements Elémentaires et nous écrirons ;-

A-lﬁ.ll_{g}. cm =

ob 1 est inclus dans {1, 2, o0 £ =




F¥Ya oAb

a) Probabilité

Definition

Soit un univers (1 ={w,, ey, .., @, . Une probabilite sur ceq

une application
Pr: :ﬂﬂ] — qu
definie par :
(1) la donnée des probabilités des événements élémentaires

(vie{l,2, ... n}) P({w})=p .

Ol Pis Pis wwny P, S0DE des nombres réels positifs dont Ia somme e
(21 P =0;
(3) pour tout événement non vide A=|_J) {e }, P(A)=TF p.
m e

b) Propriétés d'une probabilité

Pifl)=1

2. Etudions la probabilité de la réunion de pluss

s L =

Considérons. tout d’abord, deux événements incompatibles :
» Soit A un événement quelconque et I'ensemble 'HH;I:'E.I*:-Z.

PAUD)=P(A)=PA)+0=P(A) +P@). |
non. imposs

1o

e Soit A et B deux événements incompatibles _ﬂ;
(c'est-b-dire non vides) : e )

- R

AsUfo} et B=Ufa} avce 103

Done AUB= U {w} i
FLerany]
HJ'LUH-}“J E A= E mt E F;-ﬁﬁj'f?{
: e gl T )

On peut résumer les deux cas étudiés - ,'J;

pour tout couple (A, B) d'événements incompatibles

PLAUB)=P(A)+ WB),
(¢ '
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9. PROBARILITES

3. Vous démontrerez aisément par récurrence que

si A, Ag, L, A, sont des événements incompatibles deux & deux

P(A,UAU...UA =T P(A,).

f=l

4.' Si A. et B sont des événements guelcomgues (A et B ne sont plus
necessairement incompatibles). On remarque (fig. 1) que

fig. 1
AUB=AU{B-A)

A et B— A sont incompatibles donc

PIAUB)=P(A)+P(B-A). (4)
B-A ¢ ANB sont incompatibles done :

P[{B-A)U(ANB)|=P(B—A)+P(ANB)

c'est-d-dire : PMBI=P(B-A)+PANB)
d'od : P(B-A)=FB)-FANB)
que I'on reporte dans (4) ¢
PMAUB)=PlA)+ P B)-PF(ANB). Donc

pour tout couple (A, B) d'événements ;
PIAUB)=PA)+PB)-P(ANB)

REMARQUE Les trois formules donnant la probabilité de la réunion d'événements sont &
rapprocher de celles donnant le cardinal de la réunion d'ensembles finis (of. §8.1.¢).

On remplacera P par card.
5. Soit A un événement quelcongue et A I'événement contraire. Ces deux
événements sont incompatibles donc

P(AUA)=P(A)+P(A)
c'est-i-dire P(11)=P(A)+P(R) ,
1=PlA)+P(A)
d'oll | (YAET(Y)) P(A)=1-PA)

L*-3 CamScanner
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UE  Pour calculer PLAJ, dﬁtpﬂﬂsplﬂlllm.phﬂﬂmm
de 'événement contraire P{A

REMARQ
6. Soit A et B deux événements tels que ACB {{l':.!‘)ﬁl
1l
j.
!
" "—
el

i
A et B=A sont incompatibles donc :

P[AU(B-A)]=P(A)+P(B-A)
¢ est--dire P(R)= I’(h}HP{E-—A‘&.‘-‘iﬁ.

Comme P(B—A)=0, on déduit que, si ACB, alors P(2
En particulier on a AC{l done PlA)=1. On ;putt
dizant que : i

9.4 EQUIPROBABILITE

Définition

MFmMmmuﬂm‘mmﬂﬂ
si et seulement si fous les événements |
probabilite.

Dans le cas d'équiprobabilité, unditqmpm re
Q. Soit 0 ={uw,, w, ..., w,} [mﬂn-“m‘.@h

P({a})+. .,+r{{.,,§;..;. ,'
S'il y a équiprobabilité on a

P{w})=.. -ﬂm
a0l {"I"fEfljl.....a}} P{.-f“ } F
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REMARDQUES

EXERCICE 1

EXERCICE 2

EXERCICE 3

i
Py
i

Si A est un événement réunion de k événemenis élémentaires on a

k card A
A O

Chacun des éléments contenus dans A est appelé un cas favorable on a
donc dans le cas de I'équiprobabilité :

nomhbre de cas [avorables
nombre de cas possibles

PiA)=

Le calcul de probabilité se raménera donc, dans ce cas, & deux calculs de
denombrement

L équiprobabilité sera signalé dans les exercices par des cxpressions comme : ol
hasard, indiscernable au toucher, non pipe, non rogoé, eic,

(n tire au hasard 5 cartes d'un jeu de 32, Quelle ext la probabilité d'obtenir 3 corurs
exaciement parmi les 5 cartex tindes T

Le mot «au hasard « signifie que 1'on est dans le cas d'équiprobabilité.

Le nombre de cas possibles associés i cetle épreuve est le nombre de manieres de

tirer 5 cartes parmi 32 : Cj,. .
Le nombre de cas favorables c'est-d-dire le nombre de maniéres de tirer § cartes
contenant exactement 3 coeurs s'obtient ainsi: le nombre de maniéres de tirer
3 cocurs parmi les § cocurs est Cy; les deux cartes qui doivent compléler |a main ne
doivent pas étre des cceurs ef soni donc & prendre parmi les 32— 8=324 cartes qui
ne sont pas des cceurs, il ¥y a C3, maniéres de les prendre.

A chaque choix des caeurs on peut associer tous les choix possibles des deux cartes
qui ne sont pas des ceeurs donc le nombre de mains favorables est Cg x C3,.

La probabilité de I'événement « tirer 3 corurs exactement sur 5 cartes» est @

GxG., 9 oo B

Cx

On lapece deux dés non pipés. Déterminer la probabilité de eﬁm\q: u-‘luq
6 en faisant la somme des dewx nombres lus. ! E
Les deux dés élant non pipés, il ¥ a équiprobabilité des couples de résultats possibles
qui sont au noembre de 36, Les couples favorables c'est-i-dire les awplﬂ_ dont la

somme fait & sont :
(1, 5% (51% (2;4): (4:2Ix 13.3)

Il v a donc 5 cas favorables. Dol la probabilité de réaliser A :

5
PiA) l.ﬁ.wll,l_'i'?.

Une urne contient trois boules blanches et quatre boules rouges indiscernables an
foueher. i
L. On tire simultanément deux boules de I'urne, déterminer la probabilité p, de tirer ﬂl
denx bﬂuin FOEES. ; k i i |
Fﬂ" tire ume boule, on note sa coulenr, on la remel dans l'ume et Fon tire une |
denxiéme boule. Quelle est la probabilité p, de tirer deux boules rouges. .
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9.5 TRAVAUX PRATIQUES

REMARQUE

EXERCICE 1

EXERCICE 2

Les réponses sont Y {7

1.1l ya équiprobabilité, car les boules sont indi

boules donc C3 maniéres
hee de cas possibles : il ¥ a sept
zn:&:! anmh' de cas favorables : il ¥ a quatre botles "“‘HI "

de pmnﬂ-ft deux boules roUCS
AR

C; 4x3 LI
PEETTa %6 7 0.286.

boules (nombre dig
Il v a 7" mani¢res de prendre les deux

inscmjll‘riu i deux éléments, les deux hrl;nﬁ!1 d-m un '“UIH# ¥
De méme le nombre de cas favorables est 4% d'oi .

M= "?-_I. ’ﬂ'-ﬂ."‘

Lorsque le tirage de différentes boules dans une urne se fait ‘
d:m:';lm exhaustil, lorsqu’il ¥ 4 remise de la boule dlmlm_-
an parle de tirage Bernoullien. ;

Dans un aquariwm, i v a: § poissons rouges, 3 polssons noirs & 3
dFEERTEE, o
Avee une épuisetie, on péche an hasard trots poissons que I"gn mel dans wn,
E\ﬁ'rmmr la probabilité des événements suivants .

\ : lex 3 poissons sonf de méme coulenr

ﬂ : les 3 poisvons sonl de trols coulenrs différemtes
C: lex 3 poissany sonl de dewx coulenrs exactement.

= Au hazard = indique qu'il ¥ a équiprobabilité, Lhﬁmﬂ: .

sont de méme couleur = signifie gue les trois poissons sont:
sonl noirs cf ces deux événements sonl incompatibles. L'&
I"événement conlraire de AUH i

i
Les réponses sont : P{A) IE[II' FI.'BI-— HEI-E

On dispose d'un dé 4 six faces portant les numérox 1, 2,3, 4, §
dimee fnukk {fmdn; un entier naturel, 1sk=6, p, .h-.'

numéro k. Ce dé est déséquilibré de fagon que p,, Pa, Do Pas:
ardres les termes conséeutifs d'une suife am.uﬁ. a e

Calculez soux forme de fractions irnéductibles, Puis Pae Pas Pﬂ’.ﬁ'l.:

Il n'y & pas équiprobabilité; on & p, +p, +p,+p_.+p_,_+p£-ll

P, soni six lermes conséculifs d'une suite arithmétique.
3oL 13 ¢ SN O

-F-l--'_--.'

60 4 = m+ o m F.-E-E_ h:ﬁ‘;
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9. PROBABILITES

EXERCICE 3 On obtlent une grille en noircissant certaines cases du tableauz
& b e id !

|
2

3

" . 3 =

- Combien de grilles différentes peur-on obtenir, sachant qu'on pew noircie un
mﬂﬂwﬂmﬂ:#m#ﬂi 167

2, Combien puu--::-;n Mr.dq-ﬂﬂummmﬂmicm noires? |

3. Deux jonewrs A et B disposent ['un ufhumfnmmum.nhmﬂﬁ
Smﬂukmrﬂ{muiwﬂm:twmﬂmﬁnd
Si A a noirei ( a, zuh.uamn.qummhpmamﬁnw .

suivants : 4
E, : B a une et une seule case noire commune avec A? ny T
E;: B n’a awcune case noire commune avec A7 TR

E,: B a au moiny une case noire commune avec A7 v el

andnmemk:rﬁm‘rm mwﬂm*mm e ot Tl

Indn:nnunL
I. Le nombre de grilles dd‘:l'&rmr.i esl h—npmhwﬁl; lﬁﬁ;:mi
E:m:mhilt{nnh:l! pas noircie]. -y L d
.'t.ﬂmdﬂnrmn:r_ le nombre de sous-cnsemble: Iéfnents
ics, 17 Ies, ) 14T e .-ufnp-u:m
st by b ) .. T
3. PE)=GR=ons PEI=Er=gm EimB e
- mrw e W Hni -
. ll-ﬁ
"li"!"';I '1 . a
-u:r-ru:-.llirb S l_
'-=H|-|.'II|- f =2 i 1
i
J‘tf "'I.l - tr
I
- -"";H'F."l
P L . -
1 l.ll'"lnl."l. i
s - j..,.l..-lh_-.r. .
- s Wy
j ! HF i"‘" -
1 I v IH
L] t'l* r
W ! |




Exercices

9.7 Une uine contiont 5 boules indiscernables au
towcher, 3 blanches ot 2 rouges. On tire simullang-
ment 3 baules. Qualls &3t 1a probabilité Pour que

1 Deuxn  boules et doux  seulement EHEf]
Blanches?

2. Una of une seuls boule soii Blancha®
3. Trois boules solent bignchas?

8.2 On jette deux dés non Plpés, Quelie ost |a
probabilitd pour que la somme des nombres
Bpparus sodl pakre?

8.3 On jotte trois diks non plpés. Qualis es1 1s

probabilité: pour que s ROmma des  Aamboes
SppaTUs soil dgale & 157

84 Une urme contiant 10 boules indiscernablos
4 foucher © 4 rouges, 4 bisues ot 2 blancheg,

1. .0n tive simultanément 3 boules

Qualie o3t |a probabdite < de  tirer axachemant
1 boule de chague coulaurs

2 Mime quostion lorsgue is lirage est bernouliisn
lon fait 3 firages successife d'une bBoule en la
refmetiant ehagque fais dans 1 urme)

8.5 On tire simultanément 3 cartes d'un jeu non
trugué de 52

1. Oualle et s prooabild  de  tirer un rel
BNACTEIMmBntT

2 Ouolle est ls probabilité de tirer un rod et un
CORUT oxactemient?

8.8 10 couples da TONgeurs - 4 couples de sourfs
el & couples de mulots, cohabitent dans une formas

larsgue e lormisr so Procure. un chal pour les
BEBrminee;

1. Quolle o0l 1a probabilité pous que les doux
promiars rongedrs qui soront MaNQGES Bor fe ohas

a} appartionnant: & un mémae cougle?
b) solent une souris ef un mulgr?
(Cn supposora: que toules les Paires de fongours

possibles onl la méme chance d'dtre s dey
promibras victimes du chat.)

2 Quelie e8! la probabiiité POUT gue les guatng

prafmbsts fongeurs croquas par fa chat

8) sppartionnent & 2 couples ditférents axac.
tomamni ¥ u

b} appartiennent b 3 couples #I'H'i_jlﬂr: CNEE-
temant? i

(On pupposers encors que o chat ARG indiffd:

romment les mulots ou fes sourls, les miles ou
los femelies, of, par conséquent, gue tous les

groupes de 4 QU
ont la méme chance de cane
victimes du chat)

1. Aucung pile '-""‘ﬂ'ﬂﬂlﬂl
2. Exacternent une pile solt
3. Au moins une pile soil ¢
9.8 On choisit deux. can
10 cartes numdrolées 1
probabifith pour que la sg
deux cartes firdes B0
CAS Sulvants - j . i
- On tire les deu cartes. simutany
200 tire les dolix AGrTEE &1ie ragivem
remalite ia premigre dans I'urne.

3. 0n fire |os deux cartes sucosssy
remettant la premidre dans |'urne. 1

8.9 1 y a dans un vrolr 3 p
de couleurs différentes. On
chaussures, calculer la pro
1. Elles appartiennent 4 Ia
L 11y ait un Pind droit sl un

1. Pour qus le mm'_s:_'
it : il

2. Pour que les trols num
rleurs ou dgaux 4 3.

- Pmrmhpq.t_nm_:__ ,

Irois boules noires ot une bod
B Une saule fols trols
probubliités d'mvolr:

216
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e

{, Doux peTIORnEs- BU mMoing  descanden! au
mAme dtaga

3 [eux personnes descendent au méme dtage,
pes muires descendent chacune & des dtages
différents ef ditférents du précédent.

5. Une parsonme descand & un mm-r daux & un
b, ross A un aulre,

8,43 Dans une lotade da 100 billets, 2 d'enire oux
sont u.gnnnt‘u.

1, On prond 12 billets, quelle esf la probabilité de
gagner au moins une {ais?

2. Comblen taut-l prendre de billets pour que ta
probabilité @0 gagnar au moins une lols  soft

Fl
sirictement supérieurs A E’?

§.14 On dispose do trols dés nomaux A, B, ©
on bes pEtte B On nole &, b, ¢ les points manguds.
Ouelle ost la probabilité pour que  Pdguation
g’ e by + =0 nadmalie pas de racine rdella?
pdmatie une recing doubla? admatte deux racines
réalbes distinetes?

8,15 Une urne contient dix jeions numdrotés 5,
o409 @5 9,4 8 25 22 et 27. On supposs gue
fous les jetons ont la méme probabilité détre tirds
de P'urng

1, On extrait simultanément ckng jetons de cette
[Tyl

i) Quelle osl & p-rnhablll'l:d- o obtenir cxachamant
fraks jplons portant un numéra pair?

B Quelle esi la probabilite d'oblenir au moins
froks jotons portant un NUMBRe pair?

2. On exiralt simultanément x jetons . .de celte
wrne, sachant que 2 x <@

Calcular, @n fonction de x |a probabilitd p
d'oblanir au moins un jeton porant un RUMerS
divisila par 3.

9.6 Dans un vivier nagent X polssons. (x=6) ;
guatre fruites, deux brochets. le resie esl consti-
fé par des walrons & des goujons.

{n phehe au hasard of sans ramise N0 pOLSI0NS,
Sait A I'dvénement . =Parmi los trois poissons
pichég, on a exaciement dedx Inuites, =

Soll B évinement ; = Parmi les frols poissons
péchds, on @ un brochal, ot un seul. =

1. Calculer an fonction de x la probabilitd, de
I'événement A; la probabilité de “dwinoment B.

2. Calculer en fonction de x la probabilité p de
I'vénmment - = Avoir plchd deux trulles af un
brochal, =

3. Calculer, en fonction de x, ia probabilité p* de
I'dvénemaent ALB,

4, Calculer ¢ nombre de poISSOnRS ¥ pour gue
Fon ail p"=8p

9.17 Un éléve se présonte 4 un examen, ayanl
tludié soulement deux des seize chapiires do Son
cours. Lexaminateur & prépand seire sujets por-
tard chacun sur un chapitre différent. I fail Girer

au candidat simultandmant o1 au hasard 0 ques-
flons (1=nr=16); on enlend par =au heaard =
I'dquiprobabilith des firages

&) 8l n=2, guslle esi la probabilité pour que ba
candidal fire au moins. une gquesbon quil @
ludise?

b)) Pour quslies valeurs do n |8 probabilits pour
que I candidal tire au moins une guestion. qu'il

1
o studiéa sst-sils sirlciemant supbrisure & i'i'

8.18 Los taces d'un dé cubique sont numdrobies
respactivemant :

[ 1 R
On suppose que. lors d'un lancer, & probabilitd
dapparition de chague face esi kx, x é&tant le

numéro de la face of k étant un nombre réel,
Deiterminer k.

9.19 Dans une population de 100 personnes, Il ¥
8 40 bruns, 35 on! les yeux bleus at 20 sont bruns
aukx yeux blaus. On cholsil une parsonng -au
hasard, quelle est la probabilitd pour que &
personne lirde posséde au moins I'un des
carachires @ bruns, youx bleus.

9.20 Une pochstte contient 12 hamefons: 4
dorés, 8 bronzés.

Parmi les hamecons dorés. 3 sonl du numéro 18,
1 du numidra 16

Parmi les hamecons bronzés, 3 sont du numdro
18, 5 sont du numaro 18,

i, On  exirall simulffanément & au  hasard
3 hamecons de la pochette.

Caleuler sous forme de fraclions irréductibles los
probabilités des dvEnemenis suivants @

A =0n extrall exactemant deux hamegons
dorndg. =

B =0n sxtrait trofs hamegons du ouméro 18.=
G ;= 0n extrait au plus un hamegon numéng 16 =

9.1 Une urme contieni 50 boules numénohies de {
1 i 50. : -
On extralt ung boule de urne.

1. Quelie est la probabilith pour que ls numéno
porté par cette boule solt un multiple de 4 ou
da 67

2. Quelle est la probabilité pour que le numéro
porté par cetie boule soit un mulfple de 4 et
de 87 '51

N.B.: On supposs que lous les trages sont
dquiprobables.

9.22 Quatre camarades Claude, Dominique,
Louls, Rond décident (indépendamment) d'aller su
gindma i mdma jour, & la mémea heure. 1| ¥ &
quaire salles de cinéma dans la ville. On suppo-
sera I'équiprobabilité dans le choix des salies.

ol

.-._.l.l_

Dominique, Louts, Rend solent salles
ditlarentirs. ool

- A

o
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9 EXERCICES

Lowts sa trouvent dans ia mdma zolli Sang ke
SEUE mltres., ~

4, Calcules la probakbilité pour gue deux camars-
des expctemant 80 retrouwvenl danfs B mame
cindrma, e doud autros diEn! dans l.'lulu:: &0 s
dintincios |

M. B : Loes résuiiats sonl donnés sous forme de
fractions irmdductibles

Révision
i
923 A. Soit la fonction numériqgue ! de
varinble réplle x délinie par
¥ =Tx+10
{x+1F
1. Déterminer 'ensemble de définition 9 de f ot

¥ )m

montrer quil existe frods réels a, b, ¢ tels que,

pour lout ¥ 9,

”x:l.-u-i- b " e
41 (x+ IF'

i. Etudior fos varintions de Ia fonction | et fracer

23 raprésentation graphique (C) dans un .plan

TMIi dlun | repdre orthonarmeé (O 0 ) lunitd
Cr

A, Soit la fonction
Fil=1, +=| —= R
& —t LI"“H".

#) Caleuler Fix) pour x > -1,
b) Variations e! rogrésentaticn graphigue de F,

S

h

‘diftérentas, M, I'Junﬂd

x=5 o i.-;.fqm
Quelle est la limite de ¢ :
¥oarm +=7

B. M. Dupont proposs ll]m

un sac contient n bnuh. <
supérifur ou égal & 1) et
— M. Durand tirs ur"
dire quo les tirsges sont 4
coulaur, In remet dans la s
ung nouvells boule.

— Si les 2 boules tirkes
verse 1°F & M. Durand.

— Si o5 2 boules tirdes
verse 10 F & M. I.'ll-:l'.vlrluclT v

M. Dupont.

1. Calculor fos probabilités: o iu'u.
miEnts R

2. On pose x, &1, xym IE x
la jeu B3t équitable sl : ‘;
Détarminer 1 pour que H’ .
3. Diterminer :
MRS, F’“‘i" “I

<. :
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Problemes posés
au concours general
et aux
Olympiades internationales de mathematiques -
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A

e

ia partie 1-sond indépandantes.

"‘”1,"’,',:: por 1 gt ML, il interviendra des
m.“;..ﬂnr. dépounues d'une oxprassion axplicita;
el choeait @n vain A leur en donner une. Par
f:,.,'i,*. dans cas midrres parties, on nhésitera pas
j faire gppel, autant da fois quon e jugera

agaaine, & i'afiirmation sukvanie, sdmisa - loute
Hn roissante 81 majorde, ainsi que toute suite
ne @ el Minorée, CoNVerge,

crpissan

e yia do In tagon habituslle .

g’ I'ensemble des rdols positifs,

ersamble des réels strictement positits,

Al rensomble dos naturels non nails.

N

I
1. a) Soit I'application p de K dans R" délinia par

]
X p— p!x}-[t 1—1—3 -
Gous quelle condition sur ¥ a-t-on Fégalité :

— == |
Vpix+1)= ".-"'j:[x'llrri?

g Mantrer qu'il n'existe pas d'appllcation q da
F dans R° wriliant

e 1
iveeR) Yaglz+l)= qﬁx!+§,

2. On s'intéresse sux applications ¢ do BT qul
satisfon? aux deux conditions (A) ot (C) que voicl :

R—— =l
(A xR "-.-"ﬂ:-l-i:-'h.-"ﬂh":i-ﬁ.

() ¢ est dérivable, & dérivée positive, el
I'spplication dérhvie ¢ oSt crossanta.

i) Montrar quo 'ensemble & de ces applications
fant pas wvide.

bl Montrer que tout didment de £ est strictement
manotone of, par conséquent. s'annule au plus
o0 0

o] Soit ¢ £4; 0 désigne un antier nalural,

Pour x&H" fixd, le rapport H dépand-il

oo N7
Lersque » est dans 'intervalie )0, 1} dtablir que

o# rappar ast encadrd par -I!n] Y 'T"ﬂ +1:’
Veln+1)  Velm

Paur fowl nENT
3. Solt £ £ On pose -

8 =g}
b=g'0) (nombre dérivé & droite).

Calculer o(n) an fonetion de a et n.

Dans Ihypothése a 40, calculer ¢'(n) en fonction
a8, boston

Problemes posés au concours général

nmummnmm.mum-n-m
L ; !
de & o) Que ——— inddpandant de x:
Viglx) '

comparer @ ot b, on ulilisant (A), o1 détarmines ¢
4. Pour ¢4 ot xER' on pose g,(x)=e{s+ 1},
virifier que g, 51 #ément de & Supposant cefie
fols {0} =0, déterminer ¢,, puis ¢

||
On considére I'application g de R’ dans R*
définie par f — git)= ‘et on assocle 4
tout réel strictemant positil t, ses images succes-
sives fy=gifg), fy= gits) oo b= Gllaoh —

Les questions 1. et 2. font étudier la suite
nr—-r_qu:nut,utmulqmﬂhnln‘ul

—_—

L
=

i |a progression .
mm;u ;.-m.u_mm ]
d'una fonction, ]

:;'F:t* dans R*. Soit ueg« mm

el T:-!E ‘Démontrer que hw nu—-*;;.-t* Rl
d&mmuqu‘mm

(EAENISHR ﬂl#ﬂ!‘.‘:'-

2) On 8o

quil existe p EN® €

a mlors I, >4, p_t.l.lr twt “F qﬁ:
|——r m wﬁ'

En pose t"ur? {nt,)=L Démontrer t"'_

llm{l'l['tll',h{n*lr T B ‘,, -1).

.#-1 CamScanner



PROBLEMES POSES AU COMNCDURS GENERAL

3. Montrer bridvemant que Uapplication @ définla
sur B par

P Bl ——
8 W2

o6t Lne bijection de F° dans [1, +=|

Csignant en nbrégd par 8, . A .. |08 valours
da cette application en LER"™ 1 =g(t,), ... on
forme la suite 0 —s o, 008 produits succnsshs

G =Hp 0=l .. a,=f84, 8.
O a dang
T4y 141, 1+,
a,, - i

V1421, VI+2, VITZL
Varifier, 1, atant donné, que cote suite n —- i,
ol crotssante ol qu'elle est majorde (on pourrs
#ablic : T+ L<V1+28 )

Sa limite dépend de 1 on la note hif,). Démontres
quer la fonciion b ainsi obbenue est eroissania. ai
quelie e8! prolongeable én O par continuité. On
cofviant oe designer dédsormais par I i—= fir) la
fenction prolongde.,

4. a] Etablir I'égalit nm:% n{;}.

4
&) Encadngr "(5) puis hid) Tous s résultats

intormédinires  nécessaires  seront affichéa
clairament; an pariculior on indiguera dog witleurs

apprachdes de F-.. l;. t:. r.-. "5. !l. EOLr ru'-‘%. ok

los valeurs &, cofrespondantes JuEsgLE =5,
On poufra remarquer QuE o, SexXpiifme, sans
radicaux, au moyen de fy. Iy, .., I, ., Dans un but
oo contrdle des calculs i est indiqud (mais on ne
chercham pas & le prouver) gue les intervalies

[‘r & .nrn vl -1 ""n;n B |
.'! L
'E-"rﬁll 2

sont emboités; on se sorvira du mellleur d'entre
&ux pour encadrer Ail,)

¢} Reporter ces informations sur un dessin gon-
nant Fallure de o variation de'la fonction
o= M(f) sur Mintarvalle [0, 4],

Il mest pas demandé d'éablir que h ost une
application continue. On I'admaettra pour ta partie
il s,

On vew! construire les applications f de R dans
R** qul satision| aux doux conditions By &t ()
gue waked ©

(B)  (YxER}  fx+ 1= x4+ VT

(O} ¢ st dérivable, & dérivbe positive, et
l'application dérivée ( est continee ot cromssanto.
On désigne par ¥ 'ensamble do ces applications,
ot on &6 place, pour 1, L ‘o 3. 8) dans
I'hypothése ol F n'est pas vide,
1. ) Soit r€7. Etablir :

(¥xER)  Vilx =)= rix=vix)

B) Montrer que ! est une bijection de R dans R**,
par f lorsque x décrit I. "

comme pramier tnrmadu s as tH
partio 1. .ﬁ"ﬂ-"

Ewablir : (vnEMN), —-—-.__,II Iy
E\Kﬂ;ﬁ-ﬂ:.. ;

e 0T ) ity sevdem

Exprime

Flxg+n) .
m a l'aide de I, [ it
1

Déenanirer "ﬁﬂ.ﬂﬂ i —E' ; II-.I-I-,il-l.'_-._'.'l: .
fonction construite dans la parfie

3. 2] On suppose en outrs
mnaldd!lfh varifie fig)=1.
Soit 1" la bijection réciproque
¥ ER™", axprimer ™'(y) sous forme
gralo ol figure la fonction h,

b) Démontrer que 7 n'est pas vids,
particuligr un ot un seul Mément f da
fi0)= 1. {On commencera par cony
tion (B) en une condition sur 1-*,
Comment 5 obilenneni lous les aL
de 77 Donner l'aliure des

graphiques.

€] Justifier la propogsition suiva i =]
application continue U de R** g

£ dsigna Iensamble des sultes réeled

I'H{.Iﬂ'].:ﬁ'r-i" i

vérifiant pour ehaqus entier na1 ka rels
Kooy = (40 + 2}, 4 x

constant, priciser los oo ' '
de x, ot x, quand a jend vers
1015 Qo 0, b, 1, 0, By

#) Calcutor 3,5, - &, b, o

=,




PROBLEMES POSES AU CONCOURS GENERAL

e

'-
—— nig.
p) Monired giee ba suitn {bﬂ}"r. il Corvange
dr

Ltilisar bos doux sulles {-.—')"r ol

O ﬂ.;-urfl =

"'L"_':| in valeur de la limite ost détorminde
||I'.I:_.|
dans |8
gy En ak
guand A
BT B
Wi Fifch
3, A chagque eniir f on pssocian une fonction
satynomiale alnsi délinia - g, est la fanction
~anstante dgale 4 1 el pour na=

=17

i

- .}
quostion 3
udiant, solon o rbel ., ko comportemant

rand viers Findink de la sulte (a8, = B, e
ronsemble des sultes de E gul tendant

ERUE

41 Erablir pour na 1 L ralation
#noy = (41 + 2V g0 T Fn e

by Bpitl, -L e [dhe " dl (e désignant in base dos

jagarithmas napdriens).

Caleuler b ot 1y
fonirer que M suibe (|5} .o Sppartent & E.

. Daterminor la limite de ta sulte (E} .

mal
a4 Justifler I'écritura
3=0 1

a-1 8 % 1
10 + 1
14 + 1

) | e

4, Soit P, 'unigue fonction polyndme tolle. que
len ait P, = P, =g, La vérification da I'existance
of da l'unleild de P, n'est pas demandées; on
aomaltra sgalment que les coefficients de P, sont
des nombres ratfonneis

s) Calculer i, en fonction de P,(0) et de F_ﬂ.ﬂ_l-
&) Montrar que les subtes (P (00, o 81 (Pa(1))nee

sppartiennent & E On rappelle que o @&
iratiannel.

5. a) O, désignant la fonction polynomiale définie
gar
g
Q. fr)=1 *-ﬁ'l'i—l‘r..."‘mr

Caleuler O, (t) - 044 (on convient qua Qglf)=1).
b) Etablir 'égalité suivante, ol u est un nbel
auedeonqui et w.-%f_'-:-' [en convenant que
o

1)
1 B=A l—'l lr-klw' ¥
Palz+u)= E sy i
{zw} .:'?ui AT T Sl
cl En admettant que. pour f ficd, I8 sults
A b—= Q,{f) comvarge vers o', détarmines ln limite

oo o suite fn — h“umnﬂ._ﬁ
T St el Dl et

W, !

pOUTTE Montner Qb Pour toul ndel o N existe U
mrltlnhlh-ﬂhﬂiﬂhiﬁ:_ln“: =

eplag < sk
m—*"’"*‘-"l‘*fﬁ:?

En déduite que pour loute suils ¥ do E la suite

Zn)  ast convergenie: diterminer sa limite an

w!r L]
fonction de x, of do ¥,

Il. Géomdtrie. Premier problame

|
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PHOBLEMES POSES AU COMNOOUES GENERAL

Les axorgices I, 1), of le probléme de géomdire
L sont indépendants
L'smplol d'instruments de calco! est surarise

Il Exercice

Détorminer toutes los applications u de R dans
R dérivables pour x =0 e vérifiant la conditon
suvante :

Pour Toul nombre réal ¥ onoa: i2x)=2u(x)

Ditermibner toutes los applications F de B dans
R. dérivables pour ¥ =0 at vérifiant la: sondition
sukvante :

Pour tout nombre réel x on o - F{2x)= Flx)®

. Exarcice

O el g dtant deux entiers positils, démantrer ln
rélalion sulvante -

Laes base_
nu:g‘u ?i.-rﬂhgnpyll E

Il Probléme da ghoméirie
Préambuln

Dans toul le probléme un triangle est considérd
COmme une Suile (ou un = triplal =) de trols points
non alignés, I'aire d'un triangle sera toujours
considérée comme un nombre positit. Il est
conseillé do faire quelques figures simples.
notamment pour les questions do géometrie dans
leapace.

Les parties A., B, C., D sont. dans une trds large
mézufe, inddpendanies.

Un irlangle POR sera dit inscrit dans fs triangla
ABC 8 les points P, O, A son! respactivernont
silués sur les segments BC, CA. AB et sont
distincts des extrémilés de cos ssgmanis: un bl
triangle POR inscrit dans be triangle ABG sern
qQumlitid de cavien =i les draites AP, BO, CR sont
concourantes,

A A un tnanglo POR inscrit dans e trisngle ABC
on associe les six nombres reels o, ts. Uy, ¥, ¥y
¥y sirictement positits définkes par fes: relations
Buivantes

BP=u,BE, PLuyv BC, CO=u L OK=vA,
A=y AB, Al = v AR

1. Calculér en fonction do u, ot de v, la rapport
de |'aire du friangle ARG @ Falre du triangla ABC,
Montrer que e rapport da Falre du trangle POR
i Falre du trinngle ABG a pour valeur

iy u].”‘ “+ I".I".rtl.i,.

L Montrer que si lo. triangle POA est cdvion ia
relation (1) sulvante ost wrifide -

(1} Uy Ul = ¥y Wavry = O

M #ant le point do concours des droites AP, BO,

CH, on pourra co e mpport do Faire du
triangle AMB & I'a

utiliser fon propridtss des barycenired..). ;
On admetira, dans la suite, que la relation (1)

s g

il

caraciiriss les trangies POR
triangle- ABC qui sonl céviens

3. Montrar gu'll exkEle wn : T
friangla ABC, edvion, :I'.hwm“h- Ty

ca triangla

B. Dans l'espace orientd on connidire . ' ;
al un vectour unitaire & orthogonal § 5, ©

1. a) Sait © un point de w, 7, 7 degy
lindairameant Indépéndants de = e
of @ étant doux nombros pdals fie
difinie par la réprésantation 1T

t —= OMit)=cos t[d *ﬂ51+ih_r .

est un cercle si ot seulemont sl |g 1
suivante est wrifide | : N

(2] fa+ ipP =0 =0"~ 2.5y,
(¢%. 3% & -7 représentent des prody

=1},

&) La relation (2) dant wirifide, exe
fanction de u, v, k a, 8 (on ne ¢
ot fi) un vecteur normal 8u plan dy eerd
difini et fe rayon do co carcle, o o
Montrer alors que la représentation py

P O (£} = cos 17 +sin 17 dfini
du plan w. Exprimer en fonction de o v o
voclaur directeur du grand axe de ﬁ‘
ta longueur di co grand axe, T

2. On suppose que J =all ¥ = bl 0<bw

&tant un repére arthonormal dé =, O
cercles da 'espace qui se projelient
ment sur le plan = suivant Vellipse

-:?-;:j—h-l:l dans e repére (0, [ ).

3. Montrer que I'image d'une wlipss par une
application affine injoctive est una alligse.

C. Dans cefte partie €. on

plan sur un plan (deux courbas tang
point se transforment en deux courbes
au point image). R
1. On considére trols réels A,
posiifs fids. Montror qu'il existe un b

tod quo 'on alt e
i3 WW=ptw UVed+u UN=

Pour un tel triangle on considérs le cercle
cantré au point de concours des bisss
intérigures of tangent mux cotés VW,
respociivernent aux points |, J, K: col
lalde des éléments géombtriques aingi
peul-an interpréter A, w, ¥?
On dédult alors immédiatement du

on A 2. que lo triangle LK inscrit ¢

donte et un triangls A

29 o G B pour e
atfine ou plan qui transforme respec
B, Conl v, W. ies points P, 0. R |
IMages respectives I, J, K. o Qo |

M




PRUOBLEMES POSES AU CONCOURS GENERAL

.--"'"--_
né un triangle POR inscril dans fe d) U, POUF loul vecteur 40
&“E:;’;' TE,E maniref “’“'j', Eﬂl:l un:ﬂ:'g 5[V ;E]mmu ."'H?'-
tri yvomant on P. G, R aux ; . T TR ———
angente FEaRE lamont i la_ triangis PO st &) Donner uune Inberpritaion ol de®h
. II - -
E:J.E:HH.:;""" que cotte allipse es! alors uniquse. .:r’: ﬂ:ﬁwﬂldﬂﬂ 's projection orthogonale
fdisrn un PR w81 LN : BN
pans |'espace on Conk 3. a) Solt | une spplication lindsirs de £ dars.
f,"m_qg.'u ABC situé dans w Un plan IH nﬂn folla que. (/) 0t $o8l & un st “F”""
N endiculsire ¥ COUPS FREORCUVEIRNL #11 L vectaue U non il de & U ot A7) e Sorert s
F*"W, lns droites Tﬂm"““ A = mandes colindaires, c'eat-&-dirs qﬂﬁ? | sost cittarent
y i 1 par ' Y ol
mﬂf*:::r:ni peut choisir |8 direction de 5 ;MM .t ‘.#__‘- o .
pcnat ﬂwl-nn ait qusa hm : . . = e
VoW Wil Uy W= + 18 Yot iy = & ~ (E ) formant une base da £
it AN e Pour V- x,#, + £, caicutar [, ()] smfomction
n.q..:lplﬂf i pombre. oo direation de -pl.ln!- tﬂ‘.’ de .-".t:-“- : T e e
posskdant celle propriétd; on ne chofchara pas & -n.-[i!.. f'l‘"d] e -'_[';w}ﬂ \ |
s detOTMAnEs 9L A IR e
5. On suppose que io triangls UVW est sockle of T Mwa
aue I'angle en U es! :Imé. Etm:nmﬂm de tv—= Omir=cos i +8in (V. 1
zion prioideTie: o .0, 7) #tant .
::.-:::: pormal A = on demands de définir dans 'EE. M 5 'ﬁ'w N T S
s base formée des vectaur (kA AB, K AKD, ) un Cue pout-on dire des lignes do nivesu définies.
wpctout normal & un plan S wiirifiant . (4) dans Pﬂ’[ﬁ NG ] =A wutva I'Iﬁ'l-'ﬂl:i VR
| ypothise 00 AB, BC. CA onl respactivement T e ey e e o .
pour mesure 5, 3, 4, Les coordonndes de oo B} Soit F une application aifine du plan = o
Tecteur normal dans cette base seront donndes lui-méme, { Iapplication CHe
avec doun décimales ef Une précision da 51077 suppose que d(f
. conditions sur f
0. Dans lespace orienté on ponsiddrs un plan = LR
o1 un vecteur unitaira K orthogonal & = £

gésignant 'ensemble des vecleurs de w, & toul
couple Yy, V;) d'¢iéments de & on associe la

scalaing Sgal-au prodult mixie [f. 'il"... -"".'t]: on Il
natara [V, ¥, On & dong -
[Vy, Ei'-l- k *[ﬂ'l"q:]-

1. Monirer qu'h touts application findnlre ¢ da &
dans £ on peul assoclar un nombre réal @t un
soul (e} tol que, pour tout couple (¥, ¥, da

vocteurs du plan, U'on ait

[ &y fﬁr}]'d{ﬂfqn V.l

2. Goit Ioiipse E délinia par lo représentation
paramdinkgLa

¢ e Om (f)=a cos i +b 8in
10, 7 [} étant un repbre orthonormal de = et a, &l
ges constantes telles que 0<b<a On suppose

confue une application affine ' de w dans
fei-méme wirifiand les conditions suhmnias?

i} #(E) = E, c'est-d-dire que I'image de E par @
et E:

i) L application lindaire @ assochéa d B ast 1ale
que oiy) soft positil nan . L
#} Montrer gque b point O est invariant par @,
&) O peul dcrira 4

w(al)=a cos.al + b sin af &
\ eltf)=ncos AT+nsinpl
Mantrer que dig}=1 ol que |'on peut prendn J
bt 1§ : o S 1
i +2, -#.' - L
¢) Calouler [G7m, ; b ’{, ;
&) Cuicular [0 10)] patr i pole e

e
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o - Savt
L oaorerees T [ P [ B far  prrcfaldm

e Sl p s
J; .Lh-o;;'mn pécossiie, B pArNG. ampit &
L
SRCIHATTEE, e didle i

smporipRcs SOASIENE e
”::l:ﬂ'l‘-‘d:ﬂpﬂl:l"unr part @ rensemble ded |
& h
avpicices, dautte part au probiamie
|, Exercice

iro points A, B,

n considbre dans espaco QUi %
g 0 non coplanalies tels qud AC =80 m AB=CD.
L J K L osont reapocthamant lid milbsux A0S

ts [AB]. [AC]. (GO} [BD]
*ﬂm :|¢|.|!|" les poimts I, J. K, L senl dans un
b plan P. Détermingr le point N do P el gue
ia somma de ses distances aux drolles (AD) et

(BC) sall minkmle

Il. Exercice

{in considers dans e plan quatre points A, B, G M

1. S0it D un point du plan tel quo DA=CA ef

DE=CH,
Monirer gull exisis un point N du plan tel que
A S MA, NEB<MB af HD=MG

2. Sowent A B, © trods points du plan teds que
o @it -
ABE'=AB,  AC=AC BLOC<SBC
Etamiie 'existence d'un pobnt W' du plan whrifiant
MA=MA, MB=MB MCsMGC

i, Exercice

1. Solent i, ¥ doul nombred complages.
Etablr Uindspadits

far] Bl s e = ] o = wi

2. Etant donné quatre nombres complexes I, I;
£y By, montrer gurils vk

.i-l Jfll'-; E Ih"’i’rl-

ITmps juld

Probléme

N désigne 'ensemblo des entlers strictement
pasititd,

Dans ke probléme on ne consldére quo des suitis
oe nombred reels; une tolle sude donl lo darme
gndral x, est défini & partic d'un mng n, sera
nOtie X = (¥, )., A fOute Suite o=(u,) _, o«
BESOCH |es deux saites

.Ii.“ — l.-p"u qun-ud al -ﬁ.’ﬁ' - l'ﬁ-l‘uﬂ’ll =1
dalinies par
Ayuy =gy = My of dgu, e TS - T1Y
(€ 0si-b-etite
* Aabutlpsar 2 it bl

anfin pour 101 rang v tal ¢
on pose ; -

A
Uty ==
Les partios 1. ot II, ot A
indépendante. thf. o,

. i:- ]

A. 1. Quelles sont lss sy ,".m :
la suite assockee S.u soil ung 4
2. Déterminer les sultes (u, )
tion suivante.: ol est difind
suite “"W.:Ju-: ﬁ “i1'
pourra considérar d'abord §
nullé, ”
B. On dira que I8 suite
propridtd (P) si elle satish
{P.] et (Ps) suivanies : L
(P} la suite ulﬂrﬁ-&
désigne cefte limite, on &,
iy = € P R
(P,) 1a sulte ._J_.";'_-:‘).- i
nolée &, différents de 1.
1. Dans cetle question
vérifio (P} et que £=0.
a) Montrer que A ‘appart)

b) Prouver qu'il e i
= n, on ai . .ﬂ.,_-n[.el'ﬂr'
c) Montrer que la suite
Tl

o F e
) En supposant A non
ment la. convergence
k dtant un entier pasitit
I cas ol k=0, -
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PFROBLEMES POSES Ay CONCOURS GENERAL

padle @sl In position de larg H'H:I' da " par
:mﬁff-'“ b in droite MMT O pourrs atudier ln

signe de wilxp—m sur b, x:L om étant Iy AT
Ao 1o droite WM,

2. Pour *£[0,1] on définit la fonclion & par
ix) = elelxl]

a) Etsdier los variations de &. Dans le plan,
{pujours rAppoTte & un rapire oribononmal trRCr
ia courbe représentative (I de @ o1 précisar. on
jz |ustifiant, 82 posttion par rapport & In . droits
f=x =l

¥ i

Quelins sont les tangentes & T aux bomes de
10, 117

b) Soit AEN, 1. On considére Ia syt
U= (b difinks par oy = a et par U,y =eli,)
pour 1= 1. Menirer que colle suite CONVITON wiry
. On pourra etudier les suites (u,. ,).., of
[Uanlnay @0 utiliser 9 Une lustration QrEp i gL

serd appréciéa; un raisonnemont rigouredx st
AeCHERAIIS

B, On rappalle que & désigne 'unique racine da
Fégquaton x =g} @l * I courbe représaniative
[

On congidére sur © les points M et M d'abscissos
refpactnegs x ol @(x) On suppose & différant de 7
1. Montrad que la droife MM coups la droite
d'équation ¥ —x =0 &n un point O unique. Caley-
ler Vabscisse Alx) de O et montrer que I'on pout

BCrire

- Awlx}—x\

[P(x)+ x —2ele)]

{On rappedle gus B} =ela{x)). |

2. Montrer gue la condition 0= x=+¢ sniraine
0 i =S ALx =

A Ayant choisi a & 0, /. montrer que 1'an. pout
definie ume suita (X, ), ., DEr 5, =& al, pour f=1,

par x. = Alx, ). Eludier ln commargence do callo
suile

Ale)=x

By oy

4. Montrar que la swlle { } a5 dilinie
mei

it comvorgs vars une limite que I'on précisen

C. 1. indiguer le nombre maximium 0 e cdcima-
i3 que pout afficher volre calculatrice. Pour toute
fEpression E calowde & 'side’ do colle-cl on
deésigne par E la valeur affichée avec o décimales.
Exécuter, dans |'ordre; les instructions sukvanies &
l Donner & & la valeur 072,

2 Calculer a{al:

3. Caleulor ${aj:

4. Caloular aia)=a:

o 51 |e{&)-a| est intérieur ou égal & S-307R,
arrdler los calculs:

8. Cadculer Afa) ot reprendre- 4 |'instruction 2, en
donnant & & la veleur Alg).

. Soit ¢ ia demibre valaur de Alal obtenus.

On suppose que pour *E[072, 073 on &
e(r)— o{x)] < b -
Colculer o(A~7 Dire. avee quells précision,
lonction de's, £ représants '

S

3. Soit 1a suite récurrenty Béfinag -
PaF Uy, = e{u,) pour na1 cthed bt

Détermines une valeur de I'enfiar potits
possible, tolle que pour naem mﬂ'-'.mr-l e

|f=u,|<10""
{Coneours Géndral 1588)

Le probléma et lexercice sont indépendants

Exarcice

Soil (A.B.C, D} un téirabdre non aptati ot G
I'isobarycentrs do ses sommats.

1. Montrer qu'il existe exactement trols plans
muﬁﬂmuuﬂh“ﬁuﬂm.
suivant un parallélogramme. I

2 Que peut-on dire du tétrabdre i ces ol
paralldlogrammes sont des camds?

Prabléme

Le plan osl rapportd & un repdre orthonormal
direct (0. [[). aMixes e coordonnées saromt
toujours pris dans ca :

1

I désignera o point o affixe 5

Pour tout polnt A et lout nombre réel r=0, on
notora I'(A, r} Ja cercle de centre A ot de rayon r,
ﬂD{A.r:hﬂhmnnuuﬂdumnﬂd-mm |
rM:‘:'Iﬂ-hdh lensembie des points M tels que |
< r),

Dans tout lo probléme, ! désigners |'application
qul au point M d'alfixe ¢ xssocie o point M = (M)
datfixe ' =z + 1%

Bl K 5! une partio quelconque du plan, on notera
(K} l'ensamble des points: A{M) lomsqua M décrit |
K. el on notera ('(K) lensemble des points M
tols que fM} s0it dans K X

: 1 . Uy
Ewde de quelques proprdtés géométriquas de |, |
utiles pour la suite du probléme. |
1. Quels sont les points invariants par 17
ngu: de méme les points invariants par muﬁ
g=lalk '

2. Déterminer un translormation s du plan telie
que, pour tous points M et N, on alt &'—m
si et saulemont si M=N ou H-r[Hh. _::L_'
o VR S
lmr s M R !

tout polnt M extériour au disque DIl £y
I = IM (an m-“ H:_" Ml,h.: _.!._ 3 1
4. Soit A lensemble des points M
coordonndas (x. y) vérilient ;
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[MES POSES AU CONCOURS GENERAL

rRORI

Sovl g mame ¥ I'onsembla des points M dont s
coordonnées (¥ ¥} wirifiond

~Jercl ®u AT r='='.ﬂ.
Roprisenter graphiquament A ot V., ot monter que
f

éi:r::nﬂll'im f{&) el montrer qud fa) est inglus
dins 4.

%, Soit (I un carche tangent en 0 & Uaxe Ox, M

int de (I distinct de O :
E:np';:ﬂ:-:nlfm de ta dioite (MM &l de (ry?

"

&Y ET DEFBITIONS
EHFIJ: ;T:- gonl deux nombres réals ol X=X+ Iy
on notora x=Aa z ol g--lrn..:_; gn nofera T le
complexe conjugud de z el |z} la module da z
Boit [ty henn, WNe S0ile dit pombres  compdlexes

abfinia & partir du rang n,. 01 [P.)... 12 suite

des points -dalling u,, pour &= Mg
5 mxisie un rdel k=0 el que pour toul n=n,
of aif [w, | =k on dire que les suites (), .., of
(P}, on BONL DOMeRS.

S les suiles (Reu,)as, OF (1M i ]a.,, Sont
convargontes, da Hmites respectives a el M, on
dir gue 185 SUibes {u, ], -, 0 [Po ) g, CONWEIGEN,
gue &= o+ i est la limite de la sulte (), .., 8
qus ja point L d'affize ¢ o8t la limite de a suite
{P ) sm: ON notera alors (im w, = ¢ et lim P, =L
On pourra wliliser sans ddmonsiratian 1es propsia-
fts suivanies des suites de nombres complaxesy |

&) lim o, = F 8ot seubsment s im |, — ¢ =0,

) Bilim ., = & alors lm T, = o1 lim [u, | =] 8
de plus # 0. alors Wl axiste A, tol qua u, 0 pour

. 1
foelet rraeryg, L SLMEe {—'—} consargne af
&,

L=t
I == ==
Uy

&1 Si lim w, = ol lim v, =, alors

lmju, = wol=d+ & ol e, =05

Soil & un point do plan, afl-a 'alfime de A On
dalinit la suite (M.}, .5 DEr rdCUTencs comma
UL ML= A M=) powr foul /1, Oin nadara
I, l'atlize da M_ 5, = Re r, 8l p,=im 2. On as
proposs dang catte parths d'Sludisr M oomporis-
mand de [ suile (M.}, dons qualgues cas,

1. a) On suppose qua la suibe (M), ;. Comvanga
Duslle ¢l &a limite?,

*
Quslies soni les Hmites possibles de (M, ),..7
Etudier alors Ia convergence de Ia  Sults
L PR

2. On supposs que a es! un nombre réel. Discutes
ﬁT u_nhnndln h:bpwmﬂlHMH
Al m

convargent. Soil a = lim ":“
Mantrer qu'll n'y & gus dai
pour (a, A). T SO
Etablir alors 18 conmvergons ‘de
ot (Man, idnse: TV Sorales

. EH‘ mm q'"l. II:-_.
Soit A =fim [z,|. Montrer
En déduire la convergence
”rn”'rll-ﬂ“ ! _I L3

Qualles sont les vRleurs pos:

5. ﬂ"“ml‘!“hﬁh .' 33

s &

1
Soit = lim iz_ﬂ, +EI. :
; i)

Etudier la. convergance, d

puii celle des suites (i},
Quellos sont les Hhcrrl 5

On note (1 l'encambie des p
sulte (M), .o (définie au 1)
stationner (c'ast-4-diro
distinct do O}, ol § o, .
ﬂﬂﬂmm‘"mwm ar
qualques propridtés de fl.
e S L .‘. T,
1. Montrer que (1 posséde un centrs da
mt e “"'“ﬁ'ﬂﬂlﬂl i S
2. Boit J le point d'affixe
inclus dans D{J. 1) (& dé
En déduire que, -lorsqus AE S
st strictement décrolssants. Bt
Etablir que ¥ contient & §

. = e AR
montres gue la suite G"'. ' j n

5t o

4. ) Montrer quo A oS d
si Bl sxiste un entier K

ol quo la suite (M,
Prouver gue [1 eal

e
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pron 58 droula Sur daux jours. Chacun ces
;r"pl aurs, les candidals ont A résoudm brols
ﬂ:‘f:rl.'l-i_'ﬂ!l an guakng Heuroes.

afe un seul triangle dont bes cObés Soni

(Y ;
;,,., naturels consécutils inls qu'll existe un angle
sriangle doulse d'ury autre.

v {¥]

2 Trouver tous les entiers x dont be produit des
chitfres d# i‘deriture dbcimale de x est épal &

oF L0 = 22
4 a. b, c @tant des resis, & étant non Bul, on
congidere la sysbimo réal -
g b DX T =Xy
{uf*—b:r_.,-rﬂ--:..

RETE

On pose : A= (b =1} ~4ac. Démonirer que.:
_ sl A<0, 1 nexiste pas de solutlon;
_ 51 A=0, i axiste une solution unigue;
5i 40, i existe du MoOins deux solutiong.
& Dans un lraddre; on pout cholsir un sommal

161 que I'on pulsse consirulfe un triangle avec hos
arftes reouns O8O0 SOMIMEE.

§ ¢ atant une fonction numéngue tella qu'il axiste
ur risgl & Pl que

1 =
fix-ahn5+\“'ﬁ:']--[i':nlf.
démontrer qua [ ast pﬂrlﬂrdiqu;. Dnnnu' un

sxpmpie d'une talke fonchion aveg A = 1i
B |&] stant la partie entiéne do & calcular ']

LGS
.r:r1] I‘n-hi i +[n+2’]
s e

(1968)

1 Démontrer qu'il existe une infinité de naturels
8 fels gqua n"+a ne soil preamier pour auwcuna
vikawt di n, gl

2 4, a, .. a, et des réels, on considére In
fonction | difinie par 4 y
cos{a+x m“"“h,a cos (8, + 5}
2 gonl
Mantrar que f(x;)=f(x,) =0 implique que x, o8
COMGIu . X, rrml'uln -r.=:I 8 { =

fix]

*

3 2 dtant un nambire donmng, discuber pour chagus
T:tl-:u- de k n:;n:rlu entre 1 &t § I'existence d'un
ieiaco » cBida de lorigueur ' ef (&~ K)

olympiades internationales de mathématiques

4 Soit un demi-carcle do diamétre AB, C un point
du demi-carcle of D lo proplé orthogonal de ©
sur la droite AB. . _
Démonirer que ke centre du cercle inscrit dans e

mbmqﬂig avec los cantres des deur :
corcles tangents 3 CO et au demi-cercie ABC.
§ On ss donne npnuﬂdﬂmﬂln.lluﬂh:
avil exste au moms ("7%) auedissbees
convexes ayant feurs sommets parmi ces points.
On suppose n =4 et que trols points ne 30Nt pas
alignés.
6 Démontrer inggalitd - 3 ‘:
8 B, AL
(e + XMy + ) = ﬂ’i_*fa?‘ nVth Gf T
sous les conditions : L~ -
220, x>0, Gy >T o Ly>a &
1 Soit a,<R, 1<i<n n>2 Démontrer que
I'indgalite = i i }

- weia) — =l

#1 CamScanner
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OLYMPIADES INTERNATIONALES DE MATHEMATIQUES

§ Uno matrice carrde d'ordre n st constiiudo do
naturels 8, posHifs ou muls et (els qgue

e e o [ PS5, S WRE ST R E )
_
Démontror que ln sommes des dlémanls de ln

SN
matrece aal A moing égala A i Lot

e — (1871}
1 Pour 1owl ensemnble da dix maturals dcrils &
Vaide do deux chiffres (en Systema déscimal), 1
oEsle AU mone dieux sous-engembled disjoints
aEnt s sommes des &lements S0l dgales

2 Pour tout naturs| =4, toul quadrilatérg ing-

Erptitle peul bire SREOMpagd &n o Quadriiaténgs
ECriptblas

3 Ouvls qus Bavont ies entiers natureds moat o
onn -

el 1
Z2mi2ny &N
el + )l
4 Risoudre 9ans R ls . systheng forme  og
VeEsbguniion
3 = g b2 ¥ X0
B e guain b Lad kg
FmiLtation
1.2.3 4. 5),

Gedulteg P& une
CHeudairs SUr-  ipg indicog

5 1 ot g son Beux fonctions Téoles tolles que -
| F n'ssy Pas la fenctian Marljg:
b ¥ix. e R I7ix)) = 1:

G X+ y)a fix - Fi=2f ) giyy
Mantrer gus .

YYER  p(yi| =1

& Etarl donng QU plans paral)
feux distinets, j BXile un 1dir i
lummnwunppanhm i chi

BS. deux

« U - n OFE VBElaumg hitmirgs Fily
b3 points P, Ps i P, sppariie un mian
Eontenmnt | gy BOIONE mif kg 2N mdma el dyy 1
que 8i B sy I -
fop, *ﬁF,i ) i-ﬂ'F_I-IT,
ol | BRE) dsigne a norme du vecteur G513
2 Eximtie-g.fj dans l'espace § irois . dimg

FRBSmbia fin| A Ron Eonisny dans un mémg Hﬂ
1 aalisfainang & in Bropridng

POur 10Ut couple g poiis (2. 9) de'M | o

unmupuqf,ql-ld i b g ScHir)
ufﬂinmllmllﬂu. il

R T T ol T 1=0
ddrmag BU moing uhn FREANG il

C—

4 Un soldat doy veritior quy

dans un torrain Byant | il
dquilatéral  (frontidres COMmp
d'action de son ClBur gyt g,

la lengueur de |a hautour gy o 0 H .
Partant d'un SamMmet, que) doit g LIl

51l veut minimiser ja Ehamin
rant toute la régiony o8

5 Soit G un gnsemble I'l-n-n
constantes f awsc x)=g
réwis). satistaisant aux cop

”fl >0 GEG alors goreg
gife]) (e Vensemble g
compogition.) -
(2 Si 1£G alors t'eg & f(a

1 =
C=2on)

] Pour tlout reg. FER
Démantrar qu'y existe un rig)
FEG, fk)mk inl TRl

! Trols founurs A, B, C ytillse
Carlges. Syr & dn

30
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OLYMPIADES INTERNATIONALES DE MATHEMATIQUES

//:u—,,_,d. ax0 casos el 1 Soit lensemnble S={1,2, . s}, (a=1).
e de DermuUtations

ol U % | n e nl las On déskgne par o, (k) 8 nomiboe |
e :nr""ﬁﬁ,,‘ aux conditions de 5 ayant axactement k points fiaes. Prouver

§
o oo ahcouns qu -
| ] .
" dapangle aat I O autani div CASES i l‘i-ﬂ"'- .
ik (M|
. PE qlml.ﬂ" e EaS0E noires. “ - - L.

r\-!"'l'l‘t. H

§ ja nambEe Aa cases blanchos du ) ..f:
- :.\. j - . ' -I 9 e - ] -
gl (1) On appelie permutation de S foute Bjection.

i ':.- _—— .l'" “ﬁllﬂ' v La =4 i .
|l i @ pour lﬂ-‘lﬂlﬂl - : - . |.:::. ot
flﬂ“‘m‘”r:;:;m:mu}qurpmﬂﬂm mmmeﬁ&.ﬂﬂ

Ll i 1 R 4
yn 1o -‘"‘;;‘“p H.,uﬁ:, los sultes @y g - dg point fixe de [ lout i 8l que fi=L
. 2 Soit ABC un triangle dont fous les angies soat

e |'ensambie dos valeurs o8

§ Trow
. b i ki prbl .
E-;-n.ﬂ-',uum brc+d a+c+d chtés AB 8t e
Prouver que |'aire du AKNM et l'aire
b ¢ d prenneni des valBurs réalles Mnnar . w NM et lain
:?;::1;“ posklives arbitraires. Ill-l Ithmll ABC-sont : _

. ndme nan réduit & une constante, Fn Tl e g ety
fﬁ,i?,"n‘é"“mm Si 0 dbsigno le nombre i . _ ﬂ“i"'-""": 3
senpirs & distincts loka que [Pk F =1, démon- at & un entier supériout ou eguiaz
e Gl Prouver qu'll existe n entiers non tous nuls &,
- ki .;ﬁ-l-l- .!M: = ; A= _:-\.:_11. Aiag s
n—degri [P)= 2, o rhradin ek kIS L ay S T
(1074 (1), pour tout !ﬁ-xﬁ“-_‘ﬁ.lﬂ;lgfg:g X
(2] |agx +asx +‘=‘H.!§Ip-—-—r-:"".tﬂ oo o i

L= ahtalif I.1. "

el
g
3
it
i 293
.r uhy 3
N
r.

1Duumumr1mﬂmmwmur:duriulpw_r
wsuolies || existe cing résis positils ou nuls x,,
5, 5, &y, vorifiant s relations suivantes -

L] L] 5
E by, =& E i";r. =a EF#-..I_'
bt =1

2 O we danne un plan |1, un point P appartenant
& 11 81 un point O n'appartenant pas & 1.

T tous, - it IR S RRSUE [(g)sFele qisne
Juatant ;H s0i1 maximum. - L@ e “esntre deux guelconqu

3 Dane un plan on se donne deux corcles sécants.
G, ot C,. A ost un de leurs points communs. Les:
poirts M, et M, parcourent respectivement, dans.

wns, les cercles Cy ot Cy, chacun avec

Moo M, passent simultanément au peint A
Mositnes qu il existe un point fixe du plan, iﬁ i I

Celamimng squidistant de “1“"'.
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Accroissements finis (inegalité des)

Alres

Anthmetiqua {sulla)
Arrangament avec repatition
Arrangemant sans répolilion
Asymplote

Baso des logarithmes
Barnoullien (frage)
Buaction

Bipzctive [application)
Binomiaux (coalficiants)
Bormes (suwia)

Brancha infinie

Branche paraboligus

c

Caraginal

Cartesian (produit)

Cas favorable

Cas possibla

Cartain (evanement)

Chastas (relation de)
{Cindmatique

Colindaires (vecteurs)
Combinaison sans répétition
Composition dos applications
Constante (lonction)
Continua (Tonction)
Convergenie (suite)
Coordonnies

Corps

Crossante (lonction)

Date

Décratssante (fonciion)
Cemi-tanganta

Déirlv (nomibre)
Dérivée [fonciion)
Dinivies (SUCoessives)
Dérveloppeméent Tmitd
Disjaints (ansambles)
Distlance

Divergonto (suita)

E

wathon . différent il

E:uipmnnu-{amum‘udnl
qutm&hﬂlll&m
quiva
quivalancd irqllﬂnnj
senamant Sy
winamint imlrﬁg
vénemen! impossibla

103

151

20

186

198
118-119

78

214

12
12-59-199

Index
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"

EWMH:J;[%
Exhaustit {ti A

E1v|:|:n:|-_n'va-r|1iallrl'aii M '
Extremum absolu :
Extremum relatil

- -
Factoriella vl
Finis (ensembles)
Fonction affine tangenta
Fonction Bxpons

Fonction puissance
Fonction: vectarielio:




A

Accrolssements finis (inégalité des) 103

Aires

Arithmétique (suite)
Arrangement avec repatition
Arrangemant sans népatition
Asymptote

Base des logarithmes
Barnoullien {tirage)
Bijpction

Bljactive (applicalion)
Binomiaux (cobfficients)

" Bomese {suite)

Branche infimea
Branche parabolique

c

Cardinal

Cartdsien (produil)

Cas favorable

Cas possible

Cerlaln {éwdnemant)
Chasles (ralation de)
Cinematique

Colingaires (vecteurs).
Combinaison sans répétition
Composition des applications
Constanie (fonction)
Continue: [lonstion)
Convergents {suite)
Coordonn

Corps

Cromsante (fonction)

Crata

Décrolssanta (fonction)
Demi-tangonta
Dérivd (mombira)
Darivise (fonction)
Davivibes (Succossives)
Développemant Timite
Disjoints (ansambdes)
Distancea

Divergente (suite)

E
guation différontielle

guipotenis: E:uﬂm nbleEs)
quiprababil '

151
196
118-119

78
214

12-59-199
21

117
125:
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sabilités
linédaires
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