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Avant-propos

i D tous nos oches. seuls ceu quaa
nows ascomplissens pour e outres
@ ealar] wnaimiend b Deind i

Lewis Coarmadl {1832+ 8978)

Cette citalion de 'outeur d’Alice au poys des merveilles, qui avant
d'éhe romancier ful professeur de mathématiques &  'université
o’ Oxlord, illusire parfaiternent ce qui a molive la conceplion de ce lvre,
en particulier, mais aussi de tous les manuels de la collection METHOD', 4
laguelle il vient des lors s'ojouter,

Dans la citafion, les aulres, c'ast vous, éléves, parents. collégues, ...
Bref, lous ceux qui veulent @ travers 130 meéthodes, 140 exerclices
comiaes, plus de B0 algorithmes et prés de F0 questions ouverlas pour |e
Grand Oral, comprendre el approfondr ce nouveau programme
d’'enseignement de specialité mathéematigues en voie génerale de la
classe Terminale,

Lo méthode, c'est le fondement de cet cuvrage. et de tous les
manuels de oelle collection, s sont concus autour de méthodes
destinées & écloircir volre esprit mathématique,

En effet, les 130 méthodes res complates présentées dans ce livie
sont systématiouement lluskrées d'exemples comigés en détall, afin de
wous permetire d'ocquérr les nofions mathématiques melatives @ ce
nouveay programme de Terminale.

Ce demier insiste sur I'acquisiion des compétences mentionnées
cdans son contenu, & savoir : CHERCHER, MODELISER, REPRESENIER,
RAISONNER, CALCULER, COMMUNIQUER. Dans ce cadre, laes méthodes,
exercices et rubriques [réflexes, astuces, emeurs classiques, le jour de
I"&épreuve, le jour du Grand Cral) Blustrés d'algordthmes, en rapport direct
avec Ui, vous son! proposds,

5 vous connaissez la collection, vous pouvez constater que nous
avans ennchi cet ouvrage de la rubrique : le jour du Grand Cral, Elle est
loncdomentale dans la measure ou ce Grand Oral & un coeflicient 10,

Dans cette dermiére, nous avons proposé, par chapitre, des questions
qui pour la plupart font reférence G des exercices euwe-meémes en llien
avec des méthodes llusiréas d'exemples.

La lsle de ces guestiont ouverles relatives & des sujels purement
mathematiques ou fransversaux n'est pas exhaustive, mais une piste
pour frouver deux questions interessantes et orginales. a alaborer avec
wvos professeurs, afin qu'elles solent présentées au jury le jour du Grand
Oral.
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Avanl-propos

Il ne ' agit pos de relaire dans son intégralité un exercice auquel il est
fait rétérence dans la plupart des questions que nous avons proposées,
car vous n'aver gue 5 minutes pour présenter votre sujel, mak d'en
donner les résultats essentiels. puls ensuilte de les développer en
répondant aux questions que 'on vous posara pendant une dizaine de
minutes,

Feullelez ce e, of vous constaterez qu'll v en a d'une parl pour
tows les godts, et d'autre part pouwr tous les niveaux. donc cholsissez deux
cuestions bien maitrisses qui sont en adéqualtion avec volre personnalité
el le projet auguel vous vous destinez, dont il sera d'ailleurs question
pendant les 5 demiéres minutes du Grand Cral,

Des futues mathématiciens aux tulurs physiciens, &n passant par ceux
qui sz destinent 4 la méadecine et autre, vous avez tout ce qu'll faut pour
acquerr les bases qui vous meaneront a la réussife.

Guant aux o fans i d algodthmes et de raisonnements « tendus s qui
vaulent aller plus loin, rendez-vous aux demien exercices des chapilres.
Hous persons que vous allez Etre a servis i |

Taws les exercices lonl référance a des méthodes, alin de vous aider
o les resoudre, avanl de vous o jetery sur lews comeclions. Pour |es
algorthmes nous ne nous sommes pas atendus sur des explications a
n'en plus finr, SAUF, powr ceux qui font infervenic des sublilités qui parfois
peuvant vous bloguer,

De méme que I'on n‘apprend pas a jouer ou fennis assis sur son
canape, en lisant un manuel théeongque ou an regardant jouer un grand
champion, I'apprentissage des mathemaliqueas nacesile d'aller sur le
o terraity v | Il fau! pratiquer, c'est-G-dire prendre une feulle blanche, sa
calcutatrice, son ordinateur et son crayon pour résoudre un probléme
posé dans un énoncé et ne pas se contenter de reproduire une solution
sans la comprendre.

Les salulions des problémes posés dans cet ouvrage sont détallées ef
recigees par rapport aux réoctions de nos ancians Sléves que nous
remercions au passage pour lewr collaboration,

Alors bon courage. au fravail, maois surtoul n'oubliez pos que o
mellleure solution d'un probléme quel qu'll soil [mathématique ou non) :
st la vdtre |

Bruno CLEMENT ¥avier MERLIN
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Chapitre 1
METHODES SUR LES SUITES

Maous allons vair comment :

i) Conjecturer & comporiemeant o’ une suite

2) Ealsonner par récumence

3) LHillser les suites arthmétiques et aéométigues

4) Etudier le comporternent global d'une suite

5) Etuddier le comporement asymplofique d'une suite

&) Déterminer des resullats empingues

1. Comment conjecturer le comportement d'une suite

On ova vous expliquer commeant vous pouver Stuclier expenmenialement les
bornes, la monotonia e la convergence d'une suite,

Cela repose sur uliisation de o colculatnce, de graphiques, de tableurs ou
d'algorithmes.

METHODE 1 : Comment conjecturer le comportement d'une svite
a partir du graphe (n, U,) pour nzn,

m Cas d'application

Lorsque la suile est de la forme U, =1H{n) et gue lo courbe représentative de |

s obfient facilement sur Ln: ' +v.|_ ;

B Principe
On conpclure le comporiement de o sule & parfr de o courbe
raprdsentalive de [,

B Exemple : Conjecture? le comportement de (U ) fetle gue U = - +&n-5.

Sur le graphique suvant, la courbe représente la fonclion | dédinie sur l_ﬂ:ﬂf.i_
par 1) =-x" +8x -5 et les points ont pour coordonnées (n W),
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Conjectures

On peul conjecturer que (U ) n'est pas monotone mais décrolt a partir de

n=3, n'est pas minorée mais majree par U, =4 e enfin qu'elle n'est pas
convergente puisqu'l semble qgu'elle fende vers —o

METHODE 2 : Comment conjecturer le comportement d’une suite
a partir du graphe « WEB »

B Principe

On construit 'escalier ou lNescargot de convergence a partir de o cowbe
representalive de | el la drolte d'équation v = =,

Les conjecturas sont emises a parlir des premigres valeurs de [a suite
reprasaeniees sur I'axe des abscissas.,

B Cas d'application
Lorsque la suite est de la formel |, = (U} et que la courbe représentative de |

s'oblient facllement & ol varle la suite.

jl U = 3U +4
W Exemple : On considére o suite (U ) définie par | ™ -2U, +9.
u,=0
% + df
x4+ 9
2] Tracez o droite (D) d'éguation v =x ef Io cowbe représenialive de [ sur
|'_IU.' IJ, puls représentez les premiers fermes de la suile (U] sur I'axe des

abscisses en lassant apparailre les Irails de consfruciions fgrophe & Web al.
3) Que peuvl-an conjecturer sur le comportemeni de (U, ) ¥

1] Dresse le tableav de varations de f definie sur |0 2 | | par f(x]=

1) f est une fonction definie et dérivable sur |0 1] etfona:
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3{-2:;-*?!—:&}{3;:-4:}_ 35 0
(-2%+ 9] (-2%+9)
On o donc le tableau de varalions suivant

F{x) =

b ] |

f'(x) -

4/%

2) On oblient le graphe « WEB » suivant ;

L1

o

B e e -

O e -

L (- I E BT
] &3 84 B4 i 1

3) Ce graphique permet de conjecturer que la suite (U, ) est crolisante, que

U e lﬂﬂ l_ et qu'elle converge vers 1.

METHODE 3 : Comment conjecturer le comportement d'une suite
avec un algorithme

B Principe
On crée une boucle de longueur finke gqui permet de calculer les termes de la
suifer,

B Cas d'application
Touvjours, mais plus specifiguemeant quand les méethodes 1 et 2 ne peuvent
s"appliquer.




Dans 1o masure ou LI" asl la somme des inverses des entiers allan! de n & 2. 1

ne va pas élre facile de frouver une fonction simple de la varable réelle telle
que U =1in) -

On peut toujours catculer «a la mainy les premiers termes de la suite pour
avor une dée de sa monolonie, mais ce sera vite lassant el insuffisant pour
eluciier son éventualle convergence.

On vous propose "algonthme suivant pour mieux cemer ce demier probléme ;

def wun)z

u=({1l/n)
for 1 in range(n):
usys (17 (n=i+l) )

. reETuIn u

En mode i Run v on obfient por exemple
33> ull)
ds
>>> u{2)
1. 0833333333333333
> u(3)
0,9405595080000880
»»» ui4)
0.88452380952 38095
>3> u(100)
0. TOES34304E1824
»>> u(1000)
0.6538672430595375
a3 W(10000)
?.é%ﬁ:::lﬂllﬁiﬁﬂﬂi

On conjecture que la suite est décroksante, majoree par son premiler terme,
U =15, claremen! minoree par 0 el semble converger vers un nombre peu

différent de 0.4932.
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METHODE 4 : Comment conjecturer le comportement d'une suite
avec un tableur

| Principe
On enlre la formule gui va bien el o I'éternal » copier-coller fait le reste,
On peut éventuellement insérer un graphique (A U, ) pour visualiser.

B Cas d application
Toujours, mals plus speciliguement quand les méthodes | el 2 ne peuvent
s‘appliquer.

w. =[_,Ir| -
® Exemple : Conjecturez le comportement de (U, ) définie par {Uﬁ.'ﬂ :

On entre en B3 la formule 1o sB2+A2 3, on copie, on colle de B4 a B12 e I'on
obfient ;

e b L - L R N

8
Un
]
]
]
]
&
L[]
15
21
28
S
45

o ol ol =l o ol ] L bl | A

12

Le nuage de points comespondant est :

L ' an =

i [ ® 4
i - | g ¥ —— -
i [ 1 i i
i [l [ '
i i i i ‘!
i [ ¥ i q
By - - — - el e e i e e e e Rl B
i [ 1 i i
1 L] L ] - L]
i [ P i i
i [ ¥ i i
. = o e m R - T I I T —
i [l ¥ - i
i L] [ i L]
i [ 1 i [l
i i i i i
L S — e, it il i it e, " i, e, il
' [ [ i i
i [ P i i
1 ] * i [
i i i i i
I —— - - il ity -l & R S+ - B o SO, s
i B [ i q
i e ¥ i i
i H 1 i l
i - [] W i ]
k. o i L i i
H I ] 13 & 0 s

On conjeclure que (U, | esl crossante minoree par 0, nan majoree, qu'elle es
croksante et qu'elle ne converge pas puisqu'l semble que lim U, =42,




& Chapitre 1

2. Le raisonnement par récurrence

METHODE 5 : Comment raisonner par récurmrence

B Cas d'application
©On doit prouver qu'une proprieté (F) est woie pour nzn, avec n el n

entiers naturels, n, efant fixe,

® Principe
On vous consadle les frois élapes suivantes pour rédiger volre démonsiration
PO TECLUmence,

1) Initialisation : Monirer que (P, |est wiaie.
2) Hérédité : Montrer que pour nzn, quelcongue, ona:

(P ) vrale = (P} vraie .
3) Cenclusion : Conclure par récumance que (P ) est vrale pour tout N, .

B Exemple : On a conjecturd dans la méthode 2 que la suite (U ) définie par

JU 3+ 4
" L3+ 9 étoit croissante et que U |0 .
Iuﬁ =0

Pow nel.onconsdére (P) :a Ozl sl <l n

Monirer par récurence que la propriéte (P ) esf vrale pour fout ne M,
Que pouver-vous an déduire §

Inktiallsafion ; (F. | est-elle vrale 2

U =0et Ll=f[|l=]=f[ﬂ}=%.dﬂnc O=U, <U <1et (F,)est waie.

Hérédité : Four nxn, quelconque (ici n, =0), est-ce que l'ona:

(P, ) vraie = (F_,) vraie #
- Soll nelN, supposons que (B )est vrdie, (Cecl &sl ce que l'on appelle
I'hypothese de recurence (HR), quiiciest: DU <UL, <),
- On dolt monfrer sous cetle hypothése que (P) est vrale cest-a-dire que
0=U_ =U_ <l
- Comme { est siictement croissante sur | 01

0=l =U, <1=1{0)<f{U )=1(U_ )= ()=

- Finalement 0=U_ =U . <l et (P ) est vroie,

sUh U<l

] -
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- Comséquence ; pour toul ne i, (B ) wiale = (B, ) vrale .

Concluslon : Par recurence, pour foul ne M, (F, | ast vigie.

On en déduit d'une part que U, :% (U, E[D:I[]n et donc que U, est définie

pour toul n, puis d'autre part que les conjechwres émises 4 la methode 2
concemant e comporiement global de (U, ) sont vraies.

En eflet ona bien U, €| 0 &t comme U, U la suile (U, ) est croissante,

3. Suites arithmétiques et géométriques

Les meéthodes sont simples mais les calculs souvent lowrds,.. Entrainez-vous |

METHODE 6 : Comment utiliser les formules

B Rappel des formules

Suites arithmeétiques Suites geometriques
U, =U +r U, =qU ol g=1
Expression de U_ U =U +(n-p)r U =™
Somme de termes | . e 1y 10T - 1-'3"‘””"1
consécutifs l ] 2 { }, 1-q
A.-pplll'ldl'll -|+?+_”+H=k&‘h.|} E-I-{n-l-q: +___+‘q-=.|"ﬂi_
par copur Z |-
1# 1 : premier fernie ; DT @ demnier terme | Nb de.T @ noonbee cle termes,
H Principe

Comme dons toules les formules on identifie ce que 'on connait &t 'on
remplace dans la formule pour frouver Ninconnmue,

B Exemple : On considere la sulle (U ) définie par -l

U, =U, +2
U, =0 '

Déterminez U en fonclion de n, puis §=U, +U, +--+U, de deux fagons.

La suiter (U, | estune suilte arthmétique de raisen 2 de terme connu U, =0.

Onadonc:U =0, +(n-3)x2=0+In-6=2n-6.

$=(Nb de 1].[

FT+DT

- ofte)o

2434

304 .
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Pour calculer cetle somme on pouvail aussi appliquer 1a formule de gauche &
apprendre par coeur, en effet ;

Swmdede--+34 -i"“*?-r----l-l?lﬂﬂk

17=18
= 306,
2

METHODE 7 : Comment montrer qu'une svite est arithmétique ou
geomeétrique et I'exploiter

B Cas d'application
Lorsqu'une sulte (U ) n'est nl ardthmétique, nl géoméligque, 1 se peut gu'une

suite auxdiale [V, ) construite & partir d'elle le solf.
On applique alors a (V] les formules de la méthode 4, puls on revient a (U ).

u Astuce

Dans la situation qui vient d'&lre décrile. | peut &fre intéressant d'exprimer L),
en fonclion de v en débul d'exercice el d'onnoter « *n celle demigre
egalite.

B Principe
On peut monfrer que (V) est arlbmeétique en prouvant que V-V esl

consfant.
On peul montrer que (V. ) est géométrigue en justifiant que V, =0 puls en

e |

v
prouvant que v ast constant,

-

D'une facon générale, on paeul aussi chercher & exprimer V| en fonction de
V, en ulilisant Mosluce,

REMARCQUE : Celte demiére fechnique est hrés efficace pow led sulles
auxiliaires définies @ partic de suites (U ) définies par une relalion de

récurence de la forme U, =all +b(suites arithmeélico-géomeéefigues) : I faut
utiliser I'étgile [cf. exercice 8] |

B Exemple : On considére (U )el (V) telles que ;

k. J |
Lr|=._.._.':'.._._. o
e ..zu_.-qen.:ku_

U =0 U,-2

On a monté dans lo méthode 5 que (U,) est définie et que U, | 02]] .
Justifiez alors que la suite (V. ) existe et ne s'annule pas. puis montrez qu'elle

est gaomeinigue.
Exprimez ensuite V. en fonction de n, puis U, en fonction de n.
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Comme U |0 ona U =2 et U =] donc (V) existe ef ne s'annule pas.

Yo =1 Al 4
Vo Wy=2 U, - LI,L 2 =2l +9 Ll,, 2 Jb=-3 LIr 2
Vo et U2 U1 OLed e STIS R VIS P R T
U, -2 TR
U -1
Finalement \E’: —i l:u 2’} i ?et (V. ) est géomélique de ralsan ?
Comme le pfen'mar1ermede["-"}eﬁ';=3: ::-% on en deduil que ;
211
v -(3] 3):

. y ; . =1
Nous allons exprimer U, en fonction de V., 4 partir de la lomule V, = T
puis remplacer V. par ce que nous vanons de trouver,

V- H:\-‘v‘ (U, ~2)mlh, = 1= VU, ~U, =2V, < 1= U, {V, < 1) = 2V, =1,

2V, -1 :{?][]J"

o :_? [ﬁ]"

4. Comment étudier le comportement global d’une suite

Finalement an obtient + U =

Etudier le comportement global d'une sulte consiste @ démonirer les
conjecturas émises concermant ses bomes el sa monolonie,

METHODE 8 : Comment procéder quand U, =f(n), (n=n,| et que
I'on peut étudier f

m Principe
On dresse le tableau de varations de o fonction | sur un interdalle inclus dons
| 040 . puis on en deduit le comporiement de la suile,

B Astuce

5 une suite est croissante, elle est minorée par son premier lerme el si elle est
décroissonte, elle est mojorée por son premier feme. donc T vout mies
commencer par 'elude de la monatanie.
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® Exemple : On a conjectug dans la méthode | que la suite (U,) felle que

U =-m +6n-5 n'est pos monofone mais décroit & partir de n = 3, n'est pas

minorée mais majorée par 4 ef enfin gu'elle n'est pas convergenfe puisqu’elie
tend vers - ,
Cémontrer ces conjeciures.

Démonstration de ces conjectures
La fonction | définie par f[x) = -x* +éx-5 est définie ef dérivable sur |0+ e

Frona '(x)=-2%+4 d'odle lableau de vanation subant ¢

x K] 3 R
() + 0 -
4
f ___.--""--' —‘_\\
-5 _an

REMARGUE ; fim f(x)= lim x° 4+§+%].

On déduit de ce tableau que (U, ) est majorée par 4, mals qu'elle n'est pas
minoree {li_r;nl = --x:}. donc qu'elle n'ast pas bomee,

De plus. pournzd, nzn+i=fin+fzfinf=U_ =U , donc (U, ) décroit & partir
clu rang 3, mais n'est pas monolone.

METHODE 9 : Comment procéder quand U, =f(n), (nzn,| et que
I'en ne peut pas etudier f

m Principe
On &ludie le signe de U -U pow la monolonie, et I'on procede par

encaodements successifs pour déterminer des bomes éventuelles,

B Exemple : On o conjecturé dans la méthode 3 que (U ) telle que :

étalt décroissante, majorée par son premier ferme Ul = 1,5 el minorée par (0,

Démontfrer que (U )est décroissante, puls gue % zU = 3

1_. -U - —I+|.u||--.l|—||. I £ t ]-[ld—L.‘-uu‘u—I]
AR TS n Zn+l Mn+2) \ln n+ 2n
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I . -2

U, -U s0=U_ sl = Lawite (U,) est décrobsante.
(U, ) est décroissante done majorde par son premier ferme U =15

I
Le ferme U, est la somme de (n+ 1] termes fous supéreurs ou dgaux A E

donc : ;n+1}x%£Un 5%+-§1~i =l ﬂuéil.ln.

On en dedult gque % sU g % et donc que ka suite (U, ) est bomée,

METHODE 10 : Comment faire quand U_, = (U, ) avec f dérivable,
croissante sur | et U, 1 pour tout n (I étant un intervalle)

® Principe
On montre par rscurence que la suite est monotone &t éventuallemeant
bomée aprés avorr étudié la fonclion | sur 'intervalle L.

B Exemple: Monfrez por récurmence que g suite (U] deéfinie par
4

m vérifie pour foul ne V. lo proprigté (P.) : "0=U =U_ <I".

U, =0

Déduiser-en ke comportement giobal de for sulle.

|u. -

Clest o texto o 'exemple de la methode 5, ce qui nous invile 4 vous renvoyer O
L0 covreclion,

5. Comment étudier le comportement asymptotique
d’une suite

Etudier e comportement asymptotigue d'une suite consisle esentisllemen! 4
déterminer son éveniuale imite.

METHODE 11 : Comment utiliser les définitions des limites

B Rappels

i) On dit guune sulle I'lLl,] converge [orsquil exste un nombre rdel L tel que

tout intervalle cuvert de centre L contient tous les lermes de o suite & partir
d'un certaln rang. ce qul s'écrit aussi :
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ve=0,3n, eR/¥nz=ny, U -l <2 (.
2} On dit gu'une suite tend vers 4+« (respechivement == | st tout intervalle du
type | A+=| (respectivement | A]) confient tous les termes de la wite &

parte d’un certain rang. ce qui §"&crif aussi
al YA=0, 3n f¥nzn, U = A losque imU = += (i)
b) YA<0 3n, /vnzn, U, <A lorsque Timl, = - (iii).

B Cas d'application

On ulilise ces rappels pour démontrer las th&orémes du cours relatifs aux imites
[comparaison, convergencs monolone, suites adjacentes) que ['on préférera
aeneralement oux deéfinitions pour éludier le comporemant asymptotique des
suiles,

Cependant, dans les exercices théordques relatifs aux limites, on peut avolr &
ufiliser les définitions relatives au comportement asymptoligue des suites pour
demonirer des propriales,

B Principe
Pour montrer gqu'une suite converge vers L on se donne un 20 &f l'an
cherche a prouver (i),

Pour monirer qu'une suite tend vers. +20 ou ==, on s donne A et |'on essaie
clé prouver (i) ou (i),

REMARCGUE : Il est fréquent gue ['on alt & raisonner por Mabsurde,

m Astuce
Guand on fravaille sur les inegalités, | ast frés fréquent d'avolr a uliliser la
propriété suivante : Yae Bvbe R jo+bl= |n:|!--]b| |

Exemple : On admet que toute partie non vide A et majorée de X, admet
une borme supéreure notée supA qui st le plus pefit de ses majorants.

On considére une suite (U, ) croissante majorée.

1] Monirez qu'elle converge vers supA ol A= |U,. ne .

2] Monirez alors par 'absurde que towus les termes de (L) sont infédeurs ou
egaux a la limite de (U ].

1) Soit €0,
Commee supA est le plus pefit des majorants de (U, ) on peut affimer que

a=5upA-z n'esl pas un majorant de (U, Jdonc § exisie un rang n, pour
lequel a :LL:‘.
Comme (U, | est croissante, Ynzn, a<U, sU, ssupA.
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On a les implications suivantes :
vnan, a<l <U ssupA

=%nzn, supA-e<lU, ssupA=v¥nan, -e<lU -supA<D

=vnzn, U, -supA<e.

Fnalement Ye=-0dn,eR/vnz n:,.|l..l, - supﬁq <¢ et donc (U, } converge vers
wWpA.

2) 5" existe un terme ny lel que Lr,h =L=lImU_ , comme L=supA, supA n'esl

pas un maporant de fa suite (U ) ce qui esl absurde comple lenue de la
défintion de supA.

Finalement, tous les terrmes de (U ) sont inférews ou gaux 4 la limite de (U ).

REMARCIUE : On demonire de méme que lous les lermes d'une suife (L)
décreissante convergenle sont supériews ou égaux G la limite de (U,).

METHODE 12 : Comment procéder quand U, =f(n), (nzn,) et que
I'on peut étudier le comportement asymptolique de f

B Rappels
1} Thécrémes de comparaison
a) Siau vosinage de +=, ona Vv, =l avec imV, = += alors iml), =+ .

b) Siau voisinage de +=.ona U, =V avec imV, =—=» alors fiml, =—=.

) Si au voisinage de +=, ona U -l <V, avec limV, =0 alors liml, =L,

dl Si ou volsinage de +¢, on o V. sU =W avec limV. =limW =L alors
i) =L [théoréme des gendarmes).

2) Théorame donnant Im q” (siqg = 1, la imite est 1)

F=—=eX

Si ge Jem=] | R | e

alors ﬂ_{ﬂqﬁ n'exstepas | =0 = or

| Principe
On s’y prand comme avec les lonclions en uliisont eventusllement les
rappels.

u Aftention
Il s& peul que |a suite alt une limite sans que la fonclion en ail une,
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Exemple : La fonction x — ﬂn[ 2 +—1-] n'a pas de limite en +=, mais la suite
®

M— ﬁn[ nm+ % ] =ii!‘|[ l—:] converge vers 0,

B Exemple : fludiez le comportement asymptolique de la suite (U, ) définie

oy, = 202,03
Y T 4
. : o 2—-"1] [2--5—]
Ve iy dake |im[§J 68 A2 < [ LI 5, SO
A L b o+l r'rE{H--I;J [1+—l;
n" n"
done lint), = 2.

METHODE 13 ;: Comment utiliser les theoremes de convergence
monotone

B Principe
Apres ovaolr efudié & comportement glabal d'une site, on paut appliquer le
théorimea sulvant si elle vérfie sas hypothéses,

Théorémes de convergence monofone

1) Toute suite croissante majoree converge (proprigté demontrée dans
"exemple de o mathode 11).

2) Toute suite décroissante minorés convernge.

3) Toute suife crolssante, non mojorés, tend vers 4,

4) Toute suile décrolssante, non minorée, fend vers —=.

m Cas d'application
Quand la méthade précédente ne peut pas Cappliquer.

B Inconveénient
Comme e montre 'exemple, ces théorémes ne permeattent pos, dans un cos
de convergence, de déterminer la limife.

B Exemple: On o vu dans lo meéthode 2 que la suite (U) définie par
I / I ! 3

U =ttt —  [nz)est décroissante, puis que =<l =,
Pl e on =l pusque 3 2

Monlrez qu'elle converge.

La suite est décrolsante minords, donc d'aprés un des théorémes de
convergence monolone elle converge.

Quant a savolr quelle est sa limite, o est plus difficile.
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METHODE 14 : Comment déterminer la limite d'une svite telle que
U,., =f(U,) lorsque la fonction f est continue

B Principe

On monfre que la swite converge oavec @ théoréme de convergence
monotone puis on poasse ala imite dans U_, =1(U,].

En notant L sa limite, cela donne L=}, ce qui prouve que L est solution de
%= f{x).

On résoul x=Hx), puis on &limine |las selulions qui ne conviennant pas powr
trouver L.

HJH + i
“ 22U +9 est croissante

® Exemple : On a vu que o suite (L) definie par

et que pour fouf neN. U, |0l [methode 10}
Montrez qu'elle converge et délerminez sa limife.,

Motons dans un premier temps gue la suite est dans 'intervalle ferme |_I:I:I_|i.

Dans un second temps, la sulte ést crolssante maojorés par | donc d'apeés un
cles théorémes de convergence monotone, elle converge vers une fimite L de
Vintervolle | 071,

- o+ 4 5
J lienit . R ent L= t
En passant a la limite dans U, A -9 on oblient L 0 donc L es
. Ix+d
f = g
solution de x Sid
~ 3x+d

A~ + )= A 0= 28" S +d o x=loux=2

e
Ona LELID:I_] donc L= 1.

METHODE 15 : Comment procéder avec deux suites adjacentes -
Approfondissement

m Principe
On appliciue e ihdoréme des suites adiacantes,

Théoréme des suites adjacentes

3 une suite est croisante, une oulre décrosante ef que g limite de leor
différence est nulle alors efles sont dites adjocentes at convergent vers la
meme limite [démaoniré dans "exemple).
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B Cas d'application

Quoand on charche un encadrement d'ompliifude connue dun el
guelcongue [la racine d'un entier par exemple).

En ellet, si (U, ) et [V, ] sont deux suites adjocentes de limite commune L, avec
(U,) croissante et (V) décroksante, d'aoprés la propriété prouvee dans
Fexemple de la mathode 1], pourfout nefMona: I sLs V.

Cela donne un encadrement de L dont l'amplilude g, =V, U, peul &lre aussi
proche de 0 gue 'on veut puisque ima, =0.

B Exemple : On considére deux suites adjacentes (U, ) et (V) oo (U, ) estia
suite croissante ef (V) la suite décraissante.

1) Monirez par 'alsurde que pouwr foutn, U =V, .

2] Démaontrer alors le theéoréme des suites adiacentes en ufilisant les théorémes
de convergence monalfone,

JPour n =2 on congdére Jes suites (U | et (V) définies por !

U =5.33..3 [ndécimales) et V. =5,33:--4 [n décimales).

Monirez que ces deux suites sont adfacentes et délemminer lew imife.

1) Supposons qu'll exisie N fel que V, <U,.
Notons & =2 ; Ve .

Comme (U,) est croksante, et (V) est décrolssante, powr tout nzN. on g
V.=V, <U, =U, . ce quientraine que U -V 2l -V, =2e>¢.

Celda signifie, qu'd parlr d'un certain rang, U, -V = e, el conlredit le lait que
lim(U, -V, }=0.

Par I'absurde, pour fout n, U, = V..

2) D'une part, (V, ) qui est décroissante est majordée par son premier térme, et
d'outre part d’aprés 1) U, =V,

La suite (U, Jest donc crofssante, majorée par le premier lerme de (V. ), donc
c'opres les théorémas de convergence monotones, alle converge vers une
lirnite L,

De méme la suite |V, ) converge vers une limite L° .

Comme les deux sultes sonl convergentes, im{U, -V, j=mU, -ImV, =L"'-L",
Finalement, on a: O=lim{U, -V |=0=L"-L"=L'=L", ce qui démonire le
theoréme des suites adjacentes.

3 U, -U =533.33-533.30=00.03 ((n+1) décimales) = U, =U,
= (U, Jest croissante.

V=V, =533.40-533.34=00.06 ((n+]) décimales| =V, =V,
= (V) est décroissante.
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W

o L i R il
Vo=l =00 1= 10 -[m}_.ﬂml"-f,. u, ) llm[m] 0 cor hID e

D'aprés le théoréme des suites adjocentes, les suites (U] et (V) convergent

vers la mame [imite [ = 5,3333,..33..

Comme |[0L-L=53.33...-533-...,.ona 9 =48 etdonc L= ? =E .

6. Comment déterminer expérimentalement
des résultats

Mous allons vor comment déterminer expéimentalement une ropidité de
convergence, puis comment on peul uldiser les suites el un olgarthme pour
obtanir une valewr approchée de la solufion d'une equation ou d'une aire.

METHODE 14 : Détermination d'un seuil pour conjecturer

une vitesse de convergence

B Principe

Avec un tableur, on lait afficher les 50 ou 100 ou ... premigres voleurs des suites
el I'on donne le premier indice o porlir duguel les fermes de la suile sond
nlérdeurs ou egaux a une dislance fixée de sa limite.

Avec un algorithme, on utfise une boudle condifionnelle qui donne le premier
indice a poartir duguel les termes de o suite sont inférewrs ou égaux & une
distance fisge de salimite.

B Cas d'application

Lossque I'on a démontré gue deux suites monotones convergant vers la méme
fimite, on peul se demander celle qui fend le plus vite vers cette limite
commune,

B Exemple : Cn considére les suites (U, el (V. ) définies par;

U +4 | |
U, =—= V==V 4—
. “21,-.'“-,9 E‘I Fel .EI r.+|u:“-:||
U¢=ﬂ "l.l",:.=?

O a vu dans la méthode 14 que la suite (U, ) est monolfone et converge vers
1. On admet que ko suite (V. ) est également monatone el converge vers 1.

1) Sur la page d'Excel sulvante, quelle formule faul-ll entrer dans les cellules B3
et C3 pour qu'un « copier-coller » vers le bas permette d oblenir les termes de
(U.)et (V,) #
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A B c
1 n U, v,
2 0 0 2
3 1

Quele suite tend le plus vite vers sa limite ¥

Déterminez 'indice minimum a portiv duquel les termes des suifes sont & une

distance infénsure ou égale & 107 de leur imite L= ).
2] Répondez a cette demiére question avec un algorthme.

1) On entre en B3 ta = (3*B2+4)/(-2°B2+Y) n et @n C3 1 e ={1/2)*(C2+1/C2).

On abilient alors ;
A B iC

1 n U. \I"
2 #] ] 2
3 1 0444444 1,25
4 2 0.557534 1.025
5 3 0777184 1.000305
& 4 0,850371 1

40 38 0,999998 1

41 39 0,999999 1

Cest losuite (V. ) qui tend le plus vite vers 1.

En effel, dés I'indice n =4, la distance entre V. el L = | &s! intérhgure 4107,
alors qu'l faul ¢ attendne » 'indice 39 pour que la distance entre || et L= |

soll inférieure & 107,

2) Dans l'olgorithme suivant, n est le seul & parfr duguel |I-U|<b o0 b
cdésigne la dilance maximale souhaitée enire les termes de la suite et sa
Hmite, dont on a décidé dans cette question qu'elle soit 107 = 0,000001,

senpen {(3em+d) S (=20 w+5)

def aib,L)i

=i
n=i
wihill=s abe(L=-g)>b:
n=n+l
us=f {u)
recern{nl

En mode ¢ Run n on obfient :

> s {0.000001)
349
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Pour la suite (V) on modifie |'agarithme précédent de la fagon suivante ;

el Tx):
ratorn 0.5° (x+(1/2))
ief afb,L}:
'-"-2
=
while aba(L-v)3bi
n=n+l
=L (%)
returm (n)

En mode ¢ Bun p on obfient ;
>>»> s8(0.000001,1)

1

On refrouve bes résultals oblenus avec le tableur, heureusement pour nous |

METHODE 17 : Comment encadrer par dichotomie une solution de
I'équation f(x) = k sur un intervalle | o0 f est monotone

B Principe

On a vu dans la méthode 13 que la résolution d'une équalion pouvail
permelttre de déterminer la limite d'une suite, 1 va s'agr ici du probléme
nverse.

En eflet, &tont donné une fonclion | conlinue sticlement monolone de
|ayiby | vers f{[a.b,]) el un réel k def{[a,:b, ]), nous savons d'oprés le
théoreme des valeuwrs infermediaires que I"'équation f{x) = k admet une solufion
unique x, swr | Qb |.

Pour déterminer une approximation par dicholomie de x,, on commence par
consiruirne deux sultes odjocentes qul convergent vers X, de la fagon

suivante,
Les pramiers termes des suiles sont o, efby, .

Ensuite, si f[ ] ;b“ ] est entre fla, el k on prend a_ . =ﬂ"+b" at b, =k,
snononprend a_ =g elb = S ;b“ .

Enfin, on réalise un algorithme pour calculer les fermes de ces sultes, ce qui
permeat d'obleni un encadrement ou une approximation de .

B Cas d'application

L'énoncé fail éludier une fonchion pour montrer gu'une aqualion gu on ne
sait pas résoudre exactemnment admel une salulion unlgue, puis demance Une
approdmation ou un encadrement d'amplitude donnée de cette solution.
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B Exemple: Monfrez que 'éguation x* +x+sink=4 oadmel une solufion
unique x, sur LD..?J el donnez un encadrerment d'amplitude égale a 10 de

celfe salution,

La fonction | est définie par f{x) = x* +x +35inx st dérvable sur |0.2] et l'on a
t'{x)=3x" +1+cosx =0, car pour toul x=0, I'(x)=1+cosx . donc I'(x)=0 ef
i(0)=2>0.

La tonction | &st donc continue et shictement crolssante de |ﬂ_EJ sur

f{[0.2]) =[HOL1{2)]=[0.10 +sin(2)].

Comme 4| 0,10+sin(2) | puisque 10+5in(2)=10.2, d'aprés le théoreme des

valeurs intfermédiaires pour les fonclions stictement monotones, on en deéduit
que l'aquation fix] =4 admet une solution unique sur L{}.?J‘

L'algorithme sulvant va donner 'encadrement demandé.

rom math import .ain
def [(x):
renurn XYeIivsnin(x)
def dichol(a,b,i;k):
c=f (&)
while [ (b-a}>i):
d=({a+h) /2
e=f (d)
if{{{k=e)*(k=c}))<0):
b=d
Loe2
Al
recurn{a,;b)

P

En mode o Run » avec as=0, b=, =0,0000001 [on entre une amplitude plus fine
que celle demandée pour u assurer » | &f k=4, ce qui donne :

*>>» dicho(0,3,0.0000001,4)
{l.dc2302 4040 THESE, 1.2243037021026306}

Le couple que |'on vient d'obtenir donne l'encadrement ;
12243DE4;HE¢:1224333.
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METHODE 18 : Comment encadrer une aire comprise entre (Ox)
et (Cf) pour une fonction f continue, monoctone positive sur un
intervalle | - Méthode des rectangles

B Principe
On constrult deux suites égales a des sommes de reclangles qui encadrent
I'are cherchée, On va vous Nustrer cala powr vous aider a bien comprandre,

Sur la figure suivante I'aire des rectangles en pointillés majore 'aire delimités
parx=ax=bh [Ox) et (CI]. et 'ore des rectongles en trails pleins lo minore.

S5il'on note (V) I'aire en pointillé et (U, )I'aire en traits pleins des rectangles.
les deux suites convergent ven | oire cherchée.

2

14

f (b-a)  2bea) y
LI

D'autre pat ona :
_-;-! bl‘-u.l'l.buﬂ _n—! § .b"':l tl"-'ﬂ.l
g;_‘z}[ib_| > JlkT]E! u,_gqm. = ][ J

J n

Ensuite, G 'aide des formules précéedentas, on réalise un agorithme avec une
boucle de longueur finie pour encadrer |'are cherchée et alficher I'amplitude
V. -U de 'encodrement.

B Exemple : Sur la figure précédente o fonclion F est définie par [[x)]= Jx,
as| etbh=5,
Ecrire un algorithme quw permet d'encadrer [‘aire délimitée par x=aq, x=b,

(Ox) et {Cf) pour n quelcongue.
Danner ke résultat trouve pour n = 100,
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L'algarithme déduit du principe pour cel example st le suivant :

m MmACh 1EsSrt aAgQre
ief f(x):
refusn agre (x)
ief aire{a,b,n):
s=1 [a)
e=f (b}
o 1 in range{l,n}:
a=a+f [a+1* | (b-a)/n))
t=t+f {b-i* { {b-a}/n))
u=s* [ (b-a) fn)
v=t* ({b-2) /n)
dealbs (Lu=-1)
seturn {u,v,d)

En moclhe o Run oy ovec a=1, b=5 et n=100 on obafient ;

>»>» aize(l,5, 100)

(E-TE2LAS04TEE4TOE, 6.8115TTTELTE4AT, 0.045442T7180G0854E5)
.

Le triplet que |'on vient d'obtenir donne les deux bomes de 'encadrement et
son ampliitude,

Reéflexes
SITUATIONS REFLEXES
s O délermine les premiers fermes de
la suite et des termes de rang plus
1. On qolt conlsciute le elenva avec une calculatrice, un

comportement d'une sulte. ORI, U Saleor ol UA

algorithme.

On dolt montrer qu'une
proprieté est vrale pourtous | On fait une démonstration par

2 les enfiers n a partir d'un reCUTence.
cerfain rang.
On dolt montrer qu'une suite o K,

B (V] est arithmétique. L =V=.=a

. W
On doit montrer qu'une suite || Y. b ou bien on exprime V.
4. | (V] jamais nulle est V.

géomeétrique. an fonchon de V.
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On deit utiliser une formule
relative aux suites
5. ithrméliqises cu Il ot les apprendre par coeur,
géometriques,
On ufilise une fonction ou on
On delt montrer gu'une suite
b, S8 banide; pmcéd-_s par encadrements
suCCessils.
Oin ulilize unie fonc tion.
2 On doit éludier la monotonie On détermine le signe de U -U_,
‘| d'une suite (U, ). On falt une démonstration par
racumence.
On procéde comme avec les
On doit étudier le fonctions.
8. | comportement asymplolique Théoréme de convergence
d'une suite. rmonotone.
s Théoreme des suiles adiacantes,
On demande un résultat
?. | expérimenial concermnantune | = On ulilise un algordthme,
sulfe.
Astuces

B Guand vous devez prouver gquune suife (V) définke a portr d'une suite
(U, } et géométngue, vous pouves avolr la chance de tomber sur ;

Mot = W, - | aprés avolr montré que V. =0et U, = i ;
V. ol - 2 3
n

3
Il fout alors penser d methre & coeflicient de U en factew au numérateur et

au dénominaleur.

Cela donne v E =% i

B Pour monfrer qu'une suite n'es! pas monotone, il sullit de rouver p el que
UL =U, etklelque U =U_,.

Par exemple, la suite (U ) définie par l._i,,=1—l]-r n'&st pas monotone car
I=Ur.r‘l"'ul. =—i Et —|=|...|I ,-_L‘I:='|_

B Urne somme de n lemes est minorée por n fols le plus petit, @ majorse poar
n fols le plus grand.

B 5 l'on solt quune suite définie par une relalion de récurence esl
convergente on peul iaire tendre n vers = dans la relation de récurance
pour avor une idée de ce que peut étre la limite.
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B Fouwr les olgotithmes ol infervient une lonclion £ i faut miewx la déefini
# d'enfrée » comme on I'a fait dans a3 algodthme:s des méthodas 14, 17 e 18
car dans [a suile on n'est pas obligé de retaper toute la fonction en ulilisant 1.
En plus, powr une mame melthode corespondant 4 une aulre fonction, i suffil
ce changer la fonclion (el dventuslemen! quelques outres paramétres) pour
s‘adapter a I'énoncé.

Erreurs

B 5 vous dever déemontrer par récumence qu'une propriele ast vraie pow
tout nzn; el que vous ne veriiez pas que la proprigté est elfectivement vrale

pour n, . volre démonshration ne vaudra RIEN.

B Evitez d'appliquer les formules des suites arthmétigues et géomeétriques
avec des suites qui ne le sont pos.

B U =1U.) avec U =l powr tout n, et f crolssante swr |, entraine que (U, )

est monotone mais n'entraine pas nécessairement que (U ) est croissante.

Le jour de I'épreuve

B Redigez vos démaonistrations par récumence an rols temps ¢
1) Initialisation

2) Héredité

3) Conclusion

B Il et gquasiment cerlan que ll'on vous demonde de compleler un
algorithme. Cest vral, en particuller pow ce chapilre, mals aussi pour fous |es
alres,

B 5 vous avez a déterminer la limite d'une suite non classique, la seule
méthode consiste & prouver une inégalité, puls & appliquer un des théommes
dhe ComparQson.,

B 5ivous aver a eludier une suite (U, ) lelle que U, =HU ). pensez a uliliser

voire calculairice, wn graphique ou un algonthme  pour conEciurer e
comporement giobal ef asymplotique de la wite,
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Le jour du Grand Oral

Sujets mathématiques

B Question | : Poura >0, approximation de -JE par la méthode de Héron
Cette question abordée 4 l'exercice & revétl un intérét historique dans la
mesure ol slle faif ntervenic les nombres mationnels et pemet a lMNaide des
syites de déterminer une opproximation de o rocine de n'imporfe quel
nombre positit.

En effet, les Pythagorciens avaien! découvert |'existence de ces nambras car
la diogonale d'un came de cdté 1, qui vaul -,5 it un nombre mationnel ce
cui fut démaoniréd par Euclide qualre siscles plus tard,

s avaient d'alleurs décidé de tenr secréte 'exilence de ces nombres
jusqu't ce qu'un dénommeé Hippase de Metaponte trahisse le secret,

Au = siecle ap. J-C., Heéron d'Alexandre a propose o méthode qui est
I'ongine de I'exercice & qui propose, en demiéne quedlion, un algorithrme qul
peut &tre inféressant de présenter avec e sujet,

B Question 2: Conjecture ef démonsiralion par récurrence relalive @ une
suife

Cette question est souvent abordée dans le livee mok I'exercice 4 nous parait
intéressant. En effet, | fail intervenic une sulte ni afthmétique, ni géoméfrique,
dédfinie par une relafion de récumence dont on émet une conjeciure relative &
son exprassion explicite grace a  sa représentation graphique, puis que 'on
cdémonire par récumence.

B Question 3 : Elude de la convergence d'une série

Celle question abordée o "exercice 12 est intéressante pour ceux qui
anvisagen! des &udes supéneurss en mathématiques dans 1o mesure ou alle med
an ceuvre des notions fondomentales qu'ils peuvent rencontrer @ majoration.,
utilisation de la définition théordque de la limite d'une suite, rasonnement par
I'absurde avec utiisation de I'inégalité Wangulare [a+b < |d+| .

B Queslion 4: Deéferminalion d'une approximafion de la solulion dune
equation

Cefle quastion est abordée dans les exercices |3 el 14, Aprés avoir donng une
equation dont on ne sait pas déterminer une solution exacte, | nous semble
ntéressant de présenter une méthode utiisant les suites [dicholomie, méthode
de Newlon-Rophson, méthode de o séconte)l pour en frouver yne
approxmation et de I'appliguer au fravers d'un algodthme,

B Question 5 : Encadrement du nombre d'or par deux rationnels

Cette question abordde & l'exercice 146 a 'avantaoge de présenter un nombre
que I'on refrouve dans les arts ef o nature, mais aussi dans la vie courante : les
cartes que vous avez dans vos portefeuilles sont des rectangles d’or, c'est-a-
dire que le rapport entre leur longueur &t leur largewr est &gal ou nombre d'or
dont une approxdmation e 1,618, La rdsolufion de cetl exarcice monirera ou
jury vos compétences de calcul et de rasonnement, ainsi que celles relatives
aux algorithmes.
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Sujets fransversaux

B Question &: Modélisation de ['évolufion d'une population doiseaux
d'effectif constant enlre deux lles & 'aide de sultes arithmélico-géoméligues
Cette question qui peut &fre conjuguée avec la specialité SVT est abordéa &
Fexaercice 11, | permet de modélser les effectits d' oseaux présants sur choque
fe au cows du temps O Noide de suiles arthmelico-geomeingues. La
resolution du probléme suppose linfroduction de suites géomeétrigues
auwiliaires et donc de connaitre parfaitement les tormules qu'elles vérifient. En
dermiere queastion, il est propose de déterminer un seull avec un aigadithme, ce
qui, en outre, peut également s'obtenir avec la calculatrice.

B Quesfion 7: Modélisalion de ['évolution d'une parl de marche a l'aide
d'une suife arithmetico-géoméfrique

Cette quesiion qul peut &lre conjuguée avec la spéacialité 53E5 &4 abordée &
I'exercice 8. | permet de modéliser une port de marché pour un opéaleur
teléphonique a I'oide d'une suite arthmé&tico-géometrique et se lemmine par
un algarithme pour la determination d'un seull,



Chapitre 2
METHODES SUR DES FONCTIONS
DE PREMIERE

Les fanctions eludiées dans ce chapitre sont ou programme cle Premiére mais
Ha plupart des méthodes font intervenic des résultats de Terminale,

Dans ce chapitre, nous ne ferons pas intervenir la fonclion exponentielle car le
prochain chapitre est entiérement consacré a elle et sa réciprogue.

Mous allons voir comment ;

1) Etudier le comportemeant global d'une fonction

2) Etudier le comporiement asympiolique d’une fonchion
3 Btucher le comporfemant ponciual d'une fonction

4) Procéder avec des fonctions spécitiques

5) Utlllser o méthode d'Euler

1. Comportement global d’une fonction

On va vous expliquer comment vous pouvez etudier, les varations, les bomes,
la parité ef la convesilé o 'une fonchion.

METHODE 1 : Comment déterminer une dérivée avec les formules
de base et I'exploiter

B Rappels
1) 5if a une dérvée positive sur un intervalle | alors elle est croksante sur .
21 5H g une dérnvée négative sur un inferdalle | alors elle est décrotssante sur |,

REMARCGUE : On vous rappelle qu'un infervalle | de & est un sous ensemble de
A tel que si a et b sont dans [ alors intervalle fermé de bomes a et b est inclus
clans I

B Erreur classique
En général, une réunion d'infervalle n'est pas un intervalle |
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2) Lés formules de base concemnoant les dérivees sont rappelées dans le
tobleau suvant ;

Ensemble ol I'en peut
Fonclion Dérivée apiliquer laf e
kavec ke R 0 R
X' pour ne M\ |0) A B
Tout intervalle nclus
_ih pour ne M\ (0] _% dons B ouinclus dans
® 3
J_ | Towrt infervole inclus dans
x % fosv|
5iry COs X R
CO% X —sin X B
Tout intervalle ne
i confenant pas de
lan letan x = . rombre de la forme
[ it
(2K + ug avec kel
: . Tout intervalle oo U et V
tix + Vid di+ Vi sont dérivables
. Toul intervalle oo U est
kUlx)avecke R kU [x) disvoble
; : Tout intervalle o0 U et V
L) W(x) U] Wix) + Uix) V' (=) sont ddivables
" U feiVsc] = LRV ' Tout intervalle oo U el V
% Likd "*J’IEE:II‘ LA sont dénvables et oo Vv
ne s annule pas

m Principe

Four étudier les varations d'une fonction., on colcde sa dérivee avec le
tableou précadent. on étudie son signe, on applique le théoréme du premier
rappel el on résume dans un tobleaw.,

B Exemple : Etudiez les varlalions de [ définie sur & par fix)=x" +x" =Sz + 3.
La fenction f est-elle bomeée sur | L+o| 2

La fonction { est dérivable sur £ ef 1'(x)=3x" +2x-5,

La tonction dérvés st un findme du second degré de discriminant &4 >0,
cdonc ' est du signe de -a = -3, c'est-t-clire négative enfre ses racines qui

valent ——:- et 1, et positive alllewrs,

En anficipant sur les méthodes suivantes, nous allons étudier les limites de f aux
bomes de won ensemble de définition, c'est-t-clire an —= &t 42,
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1. & 3

Alnsi, on a limx" +x" -Sx+3= I]rm-:"[l:- == [=fimx’ el I'on en déduit
il o W e ® r——
CjLie _I]m!--:-: et _H_mr-m.
Le tableau de variations de [ est donc le suivant :
5
-0 - i +oo
3
+ D - 0 +
254
et 00
—e 0

La fonction { n'est pas bomee sur | L+ . Cependant. elle y est minorée par 0.

METHODE 2 : Comment déterminer une dérivée avec la formule
{‘v‘uﬂ}' =(V'oU)xU' et l'exploiter

m Principe

Pour appliquer cette formule, il suffil de remplacer o xn par « Ux) »n dans les
formules du tabieau de o méthode précadenie ET de mulliplier les dérivées
par o U'{x) n.

Ainsl, si U est une fonction : [LI"]J =nlr ; [-.I'E}F = % s (sinl) =Urcosl ...

L'expioitalion de cette dérivée est la méme que doans la methods
précédente.

B Astuce

Pour dériver une fonchion qui s'écrit comme une fonction usualle ena vy ol U
st lonchion usuelle en o x n, on vous consedle de rediger de la fagon suivante :

1) On &crit | en fonction de u ans fare Inferveni lo varioble x. en précisant
tout de méme ulx) et U'(x),

2) On applique la fomule de celte méthode an écrivant ¥ en fonction de u
el U,
3) On donne finclement f(x].

Four que foul solt bien clalr, on va vous dérmver la fonclion | définie sur £ par
fi=)= sin{:t:} [qui ne peul pas & déniver par application du tableau de o

méthode 1. el nécassite donc la formule de cefle mélhode).

1) Ona f=sinu avec ulx)=x" et U(x)=2x,
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2) L'application du principe dorne ' = (cosu) =/ (ne surout pas oublier u' 1).
3) Finalement, on oblient '(x) =(cosx® |« 2x.

® Exemple : On considére Ia fonction f définie sur B par f(x)= 2% + ﬂnrlej.
Etudiez les variations de f et prouvez gue | est pasilive.,

La fonclion est dérvable sur B comme somme de lonctions dérivables & I'on
a: (%)= 4+ 2xcos{x*) = 2x( 2+ cos(x7)).

~1zcos(x*) = 122+ cos(x* ) donc la dérivée est du signe de 2x.

Onen deduit le fableaw suivant :

X | —en 0 +oa
{f - 0 ¥

l\\\‘//"

0

D'aprés ce tableau ka fonclion ast bien positive sur .

METHODE 3 : Comment encadrer une fonction

B Principe
On encadre [ fonction a partir de son tableou de variations.

B Exemple : On a vu dans la méthode | que la fonction f définie sur & par
() =%’ +%° =5x+3 avall le tableau de varlaftions suivant :

-0 —; i +om
+ 0 - 0 +
; 256 L
— ----\‘\""G

En déduire un encadrement de Fsur |002].

D'aprés le tableau de varations précédent le minimum de fsur [%2] est 0
el dans la mesure ol 1[0 = 3 el H{2) = 5 donc, on en déeduil que sur Lﬂ:EJ ona:
Dxifx)ss.
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Astuce : 5i vous imagine? que vous vous deplacer sur les u fléches », de l'image
par | de 0 (ici 3). & 'image par f de 2 (icl 5). I'alfifude minimale et I'alfitude
maximale ateintes au cows du deplacement donnent respectivement la

bome inférieure ef la bome supéreure de fsur |0.2].

METHODE 4 : Comment étudier la parité d'une fonclion

B Principe

On vérfle que Nensemble de définition de la fonclion est symétrique par
rapport & 0 et 'on calcule {{-x).

5 pour tout x de cet ensemble f{-x) = {[x) alors la tonclion est paire, st pour tout
% de cel ensemble f{=x) = =f{x] alors [a fonction est impaire, sinon elle n'est ni
i, i P aires,

B Consequence graphique
La courbe représeniative d'une fonclion paire est symelricue por rapport G
I"axe des ordonndes et celle d'une fonclion impare par rapport & O.

8 Exemple : On considére la fonchion f définle sur & par ifx) = x" + 5x =sinx.
Etudiez la parté de f. Quelle conséquence graphique peut-on en déduire ¢

L'ensemble de définition E de | et symétique par rapport a zéro et 'on a
fl=x) = (=x)’ +5(=x}-sin(=x) ==x* =5x+sinx =—f[x) donc | est impaire el sa
courbe représentative est symeftrique par rapport a O.

METHODE 5 : Comment étudier la convexité d'une fonction
et I'exploiter

m Rappels
1) Définition de la dérivée seconde et généralisalion

La dervée seconde d'une lonchion [ deux fois dévaible sur un intervalle | est
la fonction notéa ° qui est éoale 4 la déivée de la défvée de f,

REMARGIUE : Pour n enfier naturel gquelconque, on générafise & fa fonction 1™
qui est lo deénvée n'*me d'une fonclion f n fois dénvable sur un infensalie |.

2) Définition d'une fonclion convexe sur un intervalle |
Une tonchion | définle sur un infervalle |, de courbe représentative C,, st

convexe sur | lorsque tout segment| MN | sécant a C, en M et N esl au-dessus
de C,,




32 Chapitre 2

3) Définition d'une fonclion concave sur un intervalle |
Une fonction | définie sur un infervalie |, de courbe représeniative C, . st

concave sur | losqgue fout segment [MNJ secant @ C;, en M et N est en
dessows de C, .

4) Proprigtés équivalentes

Pour une fonclion | deux fobs dérivable sur un intervalle |, de courbe
représentative C,, les propriétés suivantas sont équivalentes.

Propriété 1 : La fonction f est convexe sur .

Propriété 2 : Toute tangente & C, est en dessous de C, [voir graphique clu 2}].
Fropridgté 3 ; La fonction ' est crolssante surl.

Proprigté 4 ; La tonction * est positive sur [,

5) Propriétés équivalentes
Pour une fonchion | deux ok derdvable sur un infervalle | de courbe
représentative C, | les proprietés suivantes sont equivalentes.

Proprigtéa | 1 La fonction f est concave sur |,
Froprete 2 : Toute langente a C, est auv-dessus de C, (voir graphique du 3)).

Fropriete 3 : La fonctlion 1 esi decroissante sur L.
Froprgté 4 : Lo loncltion et négative sur .

m Principe
On ulilise une des proprieles precédantas pour en déeduire une autre,

m Cas d'application
Lonqgue I'on donne la cowbe représentative d'une fonclion | sans donner son

axpression flx] 1 faul uliiser la proprigte | ou 2 pour justifier une convesxité.
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Lonsque 'on donne la cowrbe représentative d'une fonction 1 sans donner
son exprassion et sans fen préeciker o autre sur la fonction £, 1 faul utiliser lo
propiéié 3 pour prouver une convesife,

Lorsque 'on donne 'expression flx) d'une fonclion | deux ok dérvable, que

Fon salt dérver deux lok, on détermine 7(x] el I'on éludie son signe pour
efuchier Io convedis oe |

B Astuce

Lomsque 'on cherche la convexité d'une lonclion | en étudiant le signe de
(%) on vous conselle de présenter le résultat & I'aide d'un tableau,

B Exemple: Efudiez la convexité de la fonction f définie sur |O1] par
f{x)= -é[r" +x) puls déterminez la position relative de sa courbe regréseniative

C, et de la drofte (D) d'équation y =x=glx) lorsque x|01].

La fonction | est deux Iois démvable sur Lﬂ,]_] IV |'|::;|=EI[4;=+|'| e

f*(x) = 6x° = 0 donc f est convexe sur | Q1] (propriégte 4).

On constate que f(0)=g{0)=0 et f(l)=g(l)=1 donc la courbe C et la
droite (D) sont sécantes en O(0,0) et A(L1),

Comme la fonction f est convexe sur |0.1]. la sécante | OA| est au-dessus de
C, [propriaté 1).

METHODE & : Comment démontrer une inégalité en ufilisant
la convexité

B Principe
On utllise une des qualre négalités de convexité en précisant | et so
Convesdie.

Inégalité 1: 5i une fonction F el convexs sur un intervalle | alors pour tous rdels
a et bde | el tout réel A delintervalle |01] ona:
f{1u+{l—h}b]g:-.l‘{u'ntl—i.]flb].

Inégalité 2 : 5i une tonction | est concave sur un intervalle | alors pour fous réels
aetbdelel tout réel & delintervalle |01 ona:

at(a)+(1-a)t(b) < t{ra+(1-2)b).
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Inégalite 3 : Four n enlier supeérauwr ou &gal d 1. & une fonction | st convexe
sur un intervalle | alors pour fous reels x....x de | et lous reels strictement

posilifs 3, .- telsque  +--+} =]l 0oha!
(o +- = A X )= 0% )+ -+ 1(x.):

inégalité 4 : Pour n entier supérieur ou égal @ 1, s une fonction | est concave
sur un intervalle | alors pour fous réels x,-.x, de | et tous réels strictement

positils L, telsque L +--+k =l ona:
Al )£+ Hx )= TAx + R )

REMARCIUE ;: Ces inégalites sont demonirées aux exercices 13 et 20.

B Cas d'application

Il fout penser & cette méthode quand on vows demonde détudier o
convexlé d'une fonction, pus de démontrer une inégalité avec des sommes
de coefficients qui font 1.

B Exemple : On consiclére la fonclion f définle sur E par f{x)=x"
|} Etudier la convexite de {.

2) Montrez que pour tout x réel Jlérﬂg} -2 <y,

3] Monirez que pour tout enlier naturel n non nul et powr fout x réel :

o
b A BEEE o
n[;] P Rl SERE ¥ T
n

1) La fonction | es! deux fois dérivable sur & avec (k) =4 e 1°(x)=12%" =0
donc | est convexe sur R,

d d

2) Pourtout xréel on o : 3[-%:“%} -2z a[%n+-§} <X ;2 =% '+-§.
Cefle Inégalité peut ' é&crire f[%x*-g-xl]z:%fix]-gt[l]. c'est donc un cas

parficulier de Ninégalité de convesité |, qui est bien sir waie puisque | esd
convexe sur =,

3) Pour fout entier natured n non nul e pour fout x réel ;

&
x i Py "
H[ L] an] 5xl*...*x:.=.

- - “ e &
oM 5!_.+ +H"'-—Ix,‘--+—T
n n i

]

g

Cefte inégalité peut s'écrire r{-’x,+ +lx,]sl!{x1}+ +t(x,). c'est donc
n nt n n

un cas parliculier de 'inégalite de convesilé 3, qui bien sor est vraie puisque |
esl convexe sur 2.
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2. Comportement asymptotique d’une fonction

Eludier le comporlemant asymplobique d'une fonclion consite & se
demander commen! efle s& comporle au voliinaoge de 4+ [limiles,

asymplotes,...).

On commence par regarder sila limite de la fonclion se o voit » en ulilsant des
opérations du sityle aux suivantes (=2)(-=)=+x ou [—=) =+roU

1:—~_r.-:|+[—;t]=—m:ﬂ+_l-.r‘+=: =
Malheureisement on se relrouve souvent face a des opérations illicites que
I'on appelle formes ndéterminéges (Fl) dont les principoles en Termingle sont les

5Ui"-f{!|l'|TEE-:E !%twec o= [w;+[-1|:i:ﬂ:|w].
e

Il s& peut aussi qu'unea fonclion n'ait pas de limite an 0 . mais que 'expression
dans laquelle elle figure en ait une (parexemple, f{X)=s5inx n'a pas de limite

&n 42, malks gli)=x+8nx en a une (méthode 7)).

Mous allons vous donner des méthodes pour lever ces cos indéterminégs,

METHODE 7 : Comment lever une forme indéterminée en l'infini
en factorisant par le terme dominant

B Frincipe
On met les termes de plus hout degré en toctewrs, on simplifie et on tombe la
plupart du temps sur une forme qul n'est plus indaterminge.

B Cas d application
Ceftte méthode o marche » loujours aves les fonctions rationnelles,

% — 3

W+

B Exemple : On considére o fonation f définie par fix) =

Etudiez le comportement de [ au voisinage de £,

x’{l—?)
% 3 |
i f(x)=lim ———=limx car lim—= lim—-=0,

% 1+_'|- Pt g i
X

Finalement ||E'|f =—2 &) lkmf= 42,
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METHODE 8 : Comment lever une forme indéterminée en l'infini
par comparaison

m Rappels

On rappallie les 4 théorémes de comparaison | Q=+ ou a ast un réel),
5 pour tout x o un intervalle de bome g ou confenant o :

Hu(x)=f(x) ets I}ﬂu[:{k = alors imf(x) =+,

2t x)=w(x) el s ['Q:'v'l?ii=—'-"- alors llml[:]:—w.
3)|f(x)-L| sulx) et limu(x)=0 alors limf(x)=L.
ajuix)=tix)=vix) et JIID}u:x]=Ijﬂle]=Lulm [imfl}:-’.]:L.

B Principe
On monifre une inegalifté el 'on appligue e théoréme | gui va:-bisn .

B Cas d'application
Cette méthode o« marche » souvent losqgue la fonction comporte des sinus ou
des cosinus car ces deux fonchions sont & valeurs dans 1-1’!] . donc bomees,

B Exemple: fludisz le comportfement en ['infini de [ définie sur 8 par
fix)= x +sirx.

Onag: =lssint <= x=lsx+sinx<x+l.

Comme f{2)<x+] avec lim x+1=—=, par comparakon (théoréme 2) :

g

fim (%)= -

Comme x-1=f(x) avec lim x-1=+=, par comparaizon (théoréme 1) :

lirmn f{x) = 4ee,

METHODE % : Comment lever une forme indélerminée par
changement de variable pour se ramener a une limite connue

B Principe
L'objectif est de e ramener 4 une limite connue en posant U agal G une
exprassion dépendant de x,
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B Cas d'application

- ) <ire X e :
Onse rmmens a I'IE;— =1 qui ast paour l'instant la seule imite connue.
sl

-

B Exemple: Eludier le comporternent en linfini de [ définie sur & por

) = :-:n'n[ 'J:E ]

N pHosE U =

® | —

oA
41— .
. . sin0 sinu
S X = alornu =0 done Im xsin— = lim 2 — alm—=]
P W Caazd | 1] u= gy

;' I'IF’IIIIHIM'
ko Bt qul gl
Siru)

REMARGIUE : Il ne faut surfout pas écrire sur la feuille s IS fen ne vous

empeche de le faire au brouiflon pour vous faciliter I'écrilure de la limite

cofrespondante el c'est méme fortement conseillé dans le cadre de celle
methode |

METHODE 10 : Comment lever une forme indéterminée en l'infini
en ufilisant une expression conjuguée

B Rappel
Les expressions ::r{;q].,llﬁ{x|+1:1:x].l|'u[x} el n{x],fufﬁj—b{xj,ﬂv{xh.m-::-nr clites

conjuguesas el leur prodoit vaul u:uqx}-b:v:::]. donc Yexprime sans |es
radicoux initicux.

B Principe
On mulfiplie ke numérateur et le dénominateur d'une forme indéferminégs par
I'expression conjugués, pour lever |'indéterminafion.

B Cas d'application
Losqu'uneg fonclion comporte un [des) lerme(s) imationned{s].

B Exemple : Eludier le comportement en +=de lo fonction T définie sur & par

Hx) =% +1-x.

Comme 'expression % +4%° +1 n'est jamais nulle, on peut &crire ¢
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im f{x) = fim [Jx: ”'H]Hx: L KJ

= IMm-—— = ——
e ' {mﬂ-:] e |y e

METHODE 11 : Comment montrer qu'une droite est asymptote a
une courbe en l'infini et étudier leurs positions relatives

B Rappels

Si ."_."_1.! =b alors la drolte d'équation ¥y =b est asymplote a (G len +=.

5 lim f = b alors la drofte d*équation y =b ast asymplote a (C,)en —=.

3 fimi(x)-[ax+b)=0glors la drolle d'equation y=at+b est asymplote G
(S, Jen += |approtondissement).

S _Ii_rﬂf[n‘]-[c::ﬁ +b) =0 alors la droite d'équation y=ax+b est asymplote &

(S Jen —= ([opprotondssement).

H Principe
On applique une des praprgtés précédentas pour prouver qu'une drofte esl
asymplote,

On étudie enfin le dgne de Hx)-y [prendre y=b ou y=ax+b) pour

déterminer la position relative de la cowbe ef de son asymptote puk on
présente le fout dans un tableauw powr faciiter le travail du corecteur.

X" — 3%
¥al
Monfrez que la drofle (A) d'équalion y=x-4 est asymplote obique @ Ig

B Exemple : On considére Ia fonclion | définie par f{x) =

courbe représentative (C,) defen zx el éludier la position relafive de (C,)
etde (4).

=B = (x—d){x+]1) 4

%
—E—d: — .
{ ) %l %l

1(x)-(x-4) -

e,
x4l

Ona Iim(i{x)-{x-4))= |iml=c+dnn-c (A) est asymplote a (C) en =,
m—tem s o |

L'expression H{x)-(x-4)= ﬁ est du signe de (x4 1) donc ona:

X — =] ¥y
fx)-(x-4) - *
Position | (C,) en dessous de (A) (C,) ou-dessus de (A}
refative
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3. Comportement en un point d'une fonction

Eludier e comportement local d'une foncltion consisle & se demander
commient &lle se comporte au vosinage d'une valeur réelle a  (limibe,

conlinuité, dérivabifité, longenle, approdimalion affine. point d'inflexicn,
solution de fx) = k).

Pour cela on rempace x par a dons | expression de la fonclion.

Cerfaines opérafions sont connues du style (-2)(-«)=+x ou (=) = 4= ou

{.-:;l_'-]-l-.‘-',f_]:--".i'_ﬂu +¥ =+,

Drautres ne sonl pas connues et dépendent de la fonclion &t on les appelle
des formes indélermninées (Fl).

Lias Fl essentelles sont les mdmes qua cdarms e poragraphe précédent, oesl-a-
dire ;

0 a L
= t=gvaecaed [+n)+(-) = 10x{=n).

Il se peul aussi gqu'une lenclion n'ait pas de limite en a, mais que |'expression
clars laqualie alla figure en ail une (par exemple, (%)= g.-.:_t n'a pas de imite

en 0, mals g(x) =% sln% en a une [méthade 17)).

Mous allons donner des méthodes powr lever ces cas indétermings.

METHODE 12 : Comment lever une forme indéterminée du type g

avec a=0 ou ‘;—‘ enack

W Principe
1) Cette forme est o semi » incéterminds car on sait que ko imite est infinie.
2) Pour cholsk entre +» et —o, on applique o regle des signes, oprés s'éfre

demandé sile dénominateur tend vers 07 ou 07,
Louvent | faudra éfucker im et lim .

] ey
pLe- el

B |nterpréetation géometrique
Losque Imf(x)=4»x ei [ou] !liﬂtffx}=t'.i‘: la droite d'équatlion x=a e

CEE-] L8]

asymptote vericale o (C; ).
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B Exemple: Eludiez le comporement de [ définie par f(x)= x,'f; au
o

volinage de -2, Que peulon en déduire ¢

Le tableou suivant donne le signe de x° -4

= . = _2 4 T3
:|n:E —4 - o = o +
On dédult de cela :
1Iirr1:—5=—3 lim x-5=-3

=limls—met {77 = limf =+ .
= iy = — 4 =65 -

i %° —4 =0°
T P

On deduit de cela que la droite d'équalion x= -2 st asymplote verlicale &
la courbe représentative de (C, ).

METHODE 13 : Comment lever une forme indéterminée - en

a R avec une simplification

® Principe
On simiplifie I'expression, puis on reamploce x par o dans Mexpression simpliliés

powr frouver o imite charchaa,

B Cas d'application
Lorsgue |a fonction ast rolionnealle,

B Exemple: Fludier le comporlement de la lonchion [ delinie por

r:r;:% au voisinage de 3.
. (x=3)(2x+7) . 2x+7 13
i) =i (—-d)(x+3) - x+3 &

REMARQUE {approfondissement] : Dans le cas de cel exercice, on dit que g

fonclion g définle sur F/{3] par glx)=Hx) fele que 9{3}=§ et e

prolongement por conlinuité de fen 3.
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METHODE 14 : Comment lever une forme indéterminée en ac®
avec une expression conjuguée et une simplification

B Principe
On multiplie par "expression conjugués pour fare apparaitre la simplificotion.

B Cas d'application

Lorsqu'une fonction comporie des termes imationnels,

B Exemple: Fludiez ¢ comporfement de k fonction f définie par

ll[;::|:—-a—~‘:|‘l'+3,l_2 au voidnage de |

die3-2 o (Vxe3-2)(x+3+2)  ((x+3)-4)
mTxr u-u[«.l’_hz} N (x- )3 +2)
i — = m '

- N)Vxs3+2) -=-'[m+:;;=1'

METHODE 15 : Comment lever une forme indéterminée % en

ac R avec un taux d'accroissement

B Principe
On Iinterpréde [a limite comme cefle d'un taux d'accrolsement d'une fonction
clérivable en a . Ansl, la limite cherchée est Ma).

B Cas d'application
Lonsque le dénominateur est de o fomme ax + b (mettre o en focteur sl est non

nul différent de 1).

B Exemple: Reprenez l'exemple de lo méthode précédente avec cefle
mefhode.

Posons g(X)=+x+3 .

Comme g est dérivable sur |-3;+ | [donc en |} avec o'(x) =

|
,ona:
2+ 3

alx)-all} I I
=1 =gy
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METHODE 16 : Comment lever une forme indéterminée en e ®
en se ramenant @ une limite connue

B Principe
On e ramene a une limite connue par changement de varable.

® Cas d'application
S

Four, linstant, on se rameéne G ”T:u_ = | qui est |a seule limite connue,
uml )

B Exemple: Fludiez & comporfement de ko foncfion [ définie par
sin(2(x-1))

flx] -

a voldnage de 1,

On pose u=2(x-1) [ceqdclmn&%:x—l] carquand x = 1, u= 0,

sinf 2(x - n . . .
De la, lim l ) Y a8y (Car im _1).
" =a’ A |_ u=all L1 =) u T
2
Asfuce : Au brouillon, on peut auwssi travailler avec |'ecriture interdile pour gue

tout solt plus clair et plus rapide, ce qui donne :

sin2{x~1) sinZ(x-1) sinQ sinu
I ——— — — = —— =i —_—=2
rr--l--lI W 1 A —dm E‘ - l} 2 _t::._ uggi u
tﬂu-.lﬂ-
e g

Au niveau de o redaction. on endéave I'ecrifure interdite el o ast Comact.

METHODE 17 : Comment lever une forme indéterminée en ac R
en utilisant un théoréme de comparaison

B Principe
On wlilise les theorsmes de o méthode 7 cor s sont ousst volablbes aw
volsinage o’ un poind.

B Cas d application
Catle méthode o« morche o souvent longue la fTonclion comporte des sinus ou
dey cosinus car ces deus fonclions sont & valeurs dans ;_—1'1_| , donc bornides,

B Exemple: Eludiez le comporferment de la fonclion | définle par

fl=)=x ﬁin[ i l au voldnoge de 0.
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Sur J—rﬂ[ et sur jD+:rL ona -z s!n[ —1~ ],~.‘.i donc en multipfiant membre &
LR

membre par ¥ positif ou nul, on oblient —x* = x° 5In{—] J <X,
®

Fnalement comme —x° =f(x)sx* avec I_Im—x: =|_iﬂx" =0, par cCompaEaison
{théaréme des gendames), on a JIEHI =10,

METHODE 18 : Comment éludier la confinuite et la derivabilité
d'une fonctionen ce®

B Rappels

S limf(x)={a) alorst est confinue &n o.

o Hx)=tHa) s p i

5i '!32’2,{— =f avec fe® (limite finie) alars f est dérivable en a ef 'ona
Fla)=B.

Si 1 est dérivable en a alors elle est confinue en a .

H Principe
onoapplique les résuliats precéedents.

B Cas d'application

Lorsau'une fonction est définie par morceaux, il vy a tovjours des problémes de
continuité el de darvabilite qux valeurs a chamigres »,

B Exemple : On considére Ia fonction f définie sur & par:
fle)=—x"+1 sxe[-L]
f(2) =x% <1 sixe Jmr=If s Jran]
Etudier la confinuité et la dérvabilifé de o fonctionen x = 1

Ona Imf =lim-x* +1=0 at Imi=imx*-1=0,
r F By

I

Donc imf =0=1(1) ettest continuve en |.
”“]‘—|{|3=Iin_l—x'+l min—l}{—:-:-l]

Ona lim

- a = i =% =} = =2 _
R {H-]] sl E':.;_“ e “‘F““ |—-|-"'{ ]
PR L i ) S e L i

= i |=2.
e e | et (%=1) z=r (%=1} [I_F:I;Iti'i+] 2
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La limie a4 gauche est différénte de la limile 4 droite donc le taux
d'occroissement de f n'a pos de imite en 1 et la fenclion n'y est pas
dérivable.

REMARCGWUE : Comme nous le vemrons dans g méthode suivanie (S, ) n'a pas

de tangente au poinf d'abscisse |, mais deux demi-tangentes. Celle de
gauvche a pow coefficient directew -2 et celle de droite a pour coefficient
directeur 2. COn dit que le point d'abscisse | est un point anguleusx.

METHODE 19 : Comment déterminer la fangente a (C,)en un point
d'abscisse ae R

B Rappels

Si f est dérivable en a alors la tangente @ (C,) au point d'abscisse a a pour
équation réduite : y=Flal(x-a)+Ha).

5 |imM
K=k

L]

== alors | n'est pas dérvable en a mais (C )adme! une

tangents vericale au point d'abscisse o .

5 ke toux d accrossement admet une limile d gauche, différente de la limite &
droite, alors le point d'abscisse a de (C) est un point anguleux ayant deux
demi-tangentes (valr exemple de la méthode 18 - Approfondissemeant].

® Principe
On applique les thécremes précédents.

® Exemple : Fludiez la tangente & (C,) aux points o'abscisses 0 et | pour la
fenction | deéfinie par f{x)=+x.

La lonction f est definie sur | 0+« | mais n'est pas derivable en 0.
Hx)-10) . 1
X

=fim—=lim—==+» donc (C) odmel une

-0 wesll g —u.qf;

tangente vericale {d'équation x = 0) au point o abscisse 0.

Cepencont l!ﬂ

D'aulre port, pourx > 0 ona I'(x) =

I
2x
On en dedult que 'l = % et donc que (C,) admet une tangente d'équation

vual[:r.-lhluilxi-% au point d'abscisse |,
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METHODE 20 : Comment déterminer |'approximation affine
d'une fonctionen aeR

B Rappels

5 f et dérivable en o alors 'approximotion aoffine de { en o est la fonclion g
définie par g{x)=F{a)(x-a)+Hu).

m [nterprétation graphique
Considérer que numérquement, on a f(X)=g(x) pour x volsin de a, revient &

considérer que wr le plan graphique, la courbe reprasentative de | et sa
tangente au point d'abscisse a sont proches,

B Principe
Onapplique lo formule ¢ texto u.

B Exemple : Donnez une approximation affine de la fonchion f définle par
fixi=x"+2¢ +1 en 2. En déduire wne valewr approchée de fl2,001) sans

vhiiser la calculatrice puis lo comparer & la valeur exacte de f{2001) que
donne volre calculalrice.,

L'approximation demandée est gix)=F{2){x-2)+#2). Comme (2}=17 et
{2) =20 puisque f(x)=3%" +4x, ona g(x)=20x-23,

La valeur approchée de 1(2,001) demandée est 9{2,001)=40,02-23 =17.02 &
la calculatice donne f{2.001)=17,020008001, ce qui prouve que la valeur
approchés donnée por ['approximation affine est excellentes,

METHODE 21 : Comment déeterminer un point d'inflexion

m Rappels
Dréfinition : Un point d'inflexion de la cowrbe représentative d'une fonction f est
un point ol la tongente froverse lo courbea,

Propriété ; 5i une fonction | est deux fols dérvable sur un intervalle |aib| et
Cjue polr €& F'bi. f* annule an changeant de dgne aloes e point I[_c,ﬂc];

st un point d'inflexion de lo cowrbe représentative de f,

B Principe

5 on donne la représeniation graphique d’une fonction | sans donner (1), on
applique o déinition pour déterminer lefs) pointfs) dinfleslon, sinon on
détermine (%] lorsqu'elle est deux fols derivable et on applique la propriaié,
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B Exemple : Déterminez le(s]) point{s] d'inflexion de la courbe représentative
(C, ) de la fonchion f définie sur & par f{x)=x"+ 3",

La fonchion f est deux fois dérivable sur 2 avec F(x)=3x" +éx et ’[x)=6x+8.

Far conséquent la fonction P s'annule en =1 en changean! de signe donc
I[-1F{-1)=2) est le seul paint d'inflexion de (C, ).

METHODE 22 : Comment montrer qu'une équation f{x)=k ol
k £ R admet une solution unique et en donner une valeur
approchée

B Rappel
Thécréeme des valeurs intermédiaires pour les fonclions strictement monctones
5 | est continue ! skictement monotone d'un intervalle | sur un intervalle

J=f{l} alors I"équation fix) =k ol k € J admet une solutlon unique sur L.

REMARCUE : &i uwne fonction dérvable sur un intervalle | @ une dérivée de signe
comnstant qui ne s‘annwe pas sur un infervalle de | alors efie est sirictement
monafone surl,

m Principe
On applique le théordéme précédent pour monirer que |'equation admet une
solution unique &t I'on en donne une valewr approchée a la calculalrice.

B Cas d'application

Lorsqgue I'on vous demande de monfrer qu'une équalion admea! une solution
unique, puis que 'on vous en demande une approxdimaltion, c'est que I'on ne
sait pas la résoudre ef donc qu'll fout appliguer cetfe mathode.

B Exemple : Monirez que ["'equation X +x=4 admet une soluftion LNiCjUe o
sur I'infervalle U:EJ . Donnez une valew approchée de a o 0,00001 prés.

Posons f{x)=x" +x.

Résoudre x° +x=4 sur U."IJ revient & résoudre f(x)=4 sur LI:EJ .

La fonction fest dérvable sur | 12| ef £(x)=3x" +1>0. donc f est sirictement
crofssante de |=| 12 surd=| 210,

La lonction | est continue et sinctement monotone de | sur J.
Comme 4el), daprés le théordme des voleurs intermédiakes pour les
fonctions stictemeant monotones, 'équaltian K =4 admel une solulion

unijgque o surl.

Avec [a calculalnece, an obltient o = L37879.
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4. Comment procéder avec des fonctions spécifiques

En génércl, vous n'almez pas ks lonctions de ce paragmiphe car vous
mangues de mathodes pour les eludier,
C'est bien pour cela gue |'on va vous en donner.

METHODE 23 : Comment &ludier une fonction définie par
morceaux

B Principe
On étudie le comportement global de la tonction sur chagque morceau &t son
comportement local au vokinoge des valews « chamigrzs .,

B Exemple : On considére Ia fonction f définie sur & par :
f(x)==x*+1 sixe[-LI]
F(x)=x" -1 sixe oI wflien]
1) Montrez que Fest poire, puis étudiez sa confinuité et sa dénvabifite.
2] Dresser le tableou de variations de f sur [ﬂ:-.-_n'[ :

3) Trocez la courbe représentative de f.

1) L'ensembie de définiion de f est B qui est syméique par rapport & 0.

D aulre part :

-Sixe| =k, —xe| =L et f{-x)==(=x] +1==x +1=1f(x)

-5 Xe |-l w L], —xe i1 w L] ot f[—x}:{—:-‘.f—!:f—l:fﬂx}
Finalement. | est paire et donc () ) est symétique par rapport a (Oy).

On a vu dans 'exemple de la méthode 18 que | est continue, non dénvable
en 1 el gue le point d'abscikse | de (T, ) st un point angulews, donc comme |

est pore, elle &t continue non dérvabile en -1 et le point d'abscisse -1 de
(C, ) est également un point anguleux.

2)Si xe |0 clors I'(x)=-2x<0 sur O] .
Sl xe Lo alors P'(X)=2x>0 sur [U+] .

Onen dedult le tableaw de variation subvant sur |_EL' Hr.[ .
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3) On frace g courbe sur I_IJ:-l-:I:l . puls on compléte par symétrie par rapport G
I'oxe des ordonnées puisque | est paire @f 'on obtient :

METHODE 24 : Comment étudier une fonction avec valeur(s)
absolue(s)

B Principe

Aucun théoréme ne permet de darver directement la fonclion.
Cela condult & la délinie par morceaux en ulilisant la propriété suivante :
si U(x) 20 alors [Ufx) =U(x)

st U(x)s Oalors U(x) =-U(x).
On s raména ainsi au cos precadent, ce qui parmet |'éludes de la fonclion.

B Exemple : Eludiez la fonction définle sur & par f(x) = t:" - I| :

On applique lo propréte rappelée ce qui améne & etudier la fonction |
f(x)=-x"+1 sixe[-L]

I(x)=x"-1 sixe Fm-Tulbme]

Vous averz fous reconnu o fonction que 'on a éludiée dans I'exemple de o
méthode précédente... On vous renvoie donc ¢ sa résalution,

deéfinie sur ¥ par
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METHODE 25 : Comment s'y prendre avec une fonction
frigonométrique

B Rappels

1) On appele pérode d'une fonction f, tout réel T>0 tel que pour tout x de
I'ensemble de définition de {: {x+T)="f(x].

Gluand elle existe, la pénade la plus inféressante est la plus petite.
REMARCIUE ; Les fonclions constantes n'ont pas de plus pafife pérode.

2) Pour trocer la cowbe représentative d'une lonction 1. pérodidue de
panode T, 1 wifit de la fracer sur un ntervalle de longuaur la pénode T, ef de

compléter par des frandafions de u&cleurskﬁ. ol keZ .
Pratiquement, cela revient a répéter @ gouche ef a droite le motil
corespondant au traceé de la cowbe sur un infervalle de longueur T,

3) Les fonctions X —sinX et ¥ — cosx sont définles sur E el pérlodiques de
pénode 2, alos que X —tanx est définle sur R-—{i’_i‘kﬂ}% ok e :?_il avec
L1

une péfode égale a .,

®m Principe d'étude

1) On redull I'intervalle d'étude en inferprétant graphiquemeant les proprigies
algebriques de o fonclion gui mettent en evidence une pérode e des
syrnelries,

2) On éfudie la fonclion sur cet infenwalle reduil.

3) On trace lo cowbe de la fonclion sur cet inlervalle puis on la compléte
aveds sEs proprietés géomeirigues [mikes en evidence au 1].

W Exemple : Etudiez la fonchion f définie sur 8 par {x) = 2cosx-cosdx,

Pourtout xR . ona:
a) f{x+2n)=2cos(x + 2n)-cos(2x + &r) = 2cosx -cos 2x = f(x).
Onen dédult que 2z est une période de 1,

b) f{—x)=2cos(-x)-cos{-2x) = 2cosx —cos2x ={x] donc { est palre.

Ainsi, si la courbe représentafive (C)) de f est racée sur | x|, on I'obfient sur
| =min | par symelre par rapport & {D?i [l est paire), puls sur B par translations
de vecteurs 2km , ol ke Z il est périodique de periode 2 ),

On commence donc par &tudier la fonclion sur | 0= | .
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La fenction | est dervable sur |Oix| et:
(%) =-2sinx + 25in2% = -25InX + 4sinxcosx = 2sinx (205X —1).

Sur Lﬂ::J . 2sinx z 0, donc swr cetintervalle 1(x) est du signe de 2cosx - 1.
I " L] i r i
Ona Ecme:‘.ﬂ:-cns:-:z.—i. donc si r.e[ﬂ:%j alors T{x)z0 el si e E‘.ﬂ:]

alars F{x) 20 (ce quijustitie le signe de T(x) dans le tableau de variations).

On en deduit le tableau de vanafion suivant :

il
a
fixi | O + 0 i
3
2
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METHODE 24 : Comment éludier une fonclion irrationnelle

B Principe
Lorsque I'on est géné par une &luce de signe (dérvée, position relative), ou le
calcul d'une limite, 1 laul penser 4 |'expression conjuoues.

B Exemple : Dressez le lableau de varalions de Ia fonclion f définie sur B par
fx)=x+dx +4,

2% Jx:-r#-r.‘d:

La fonction f est derivable sur B ef f'{x)=1+ = ., qui est du

-

x4+ 4 N+ 4
signe du numerateur car e dénominateur &) foujours stictement positif.

Sur [Oi4=| .ona Ve +44+x>0, donc I'>0 s cetintervalle.
Sur J-—:-::ﬂj. ona Vi +d-x>0, w.llf+4+x est du signe donc du produil
suvont
{ﬁ.‘xz +4 -x}ldx‘"+4+x’h X d-x'md,
Onen déduit que 1" >0 sur lintervallie |-=:0| .

Finalement, F>0 sur 2 el f est shictement croissante sur B,

D'avire part  lim f(x) === sams aucun problems car @ n'y a pas de torme

o,

inceterminge,

En -= , on a une forme indéteminége du type (o) +(+2).
Il suffit o' ulilser |'expréssion conjuguées de T pour $'en sorflr, en effet |

t:dﬁ]{pm] 4

=Hm

Gdesd)  aedeed)

imf{x)= .”E',

e E o

Fnalement, on abifient & lableau de varialions suivand :

" = =00
fi=) +*

]
f /
0
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5. Comment utiliser la méthode d’Euler

La méthode d’Euler permet d'obtenir des valeurs approchées d'images de
réals par ung fonclion | nconnue O parle de renseignements connus sur o

valeur en un point (y, =f(x,)) et sur cerfaines propriélés de sa fonclion
dérivée (1'(x) connue, F'(x)=kfix) avec keR ...).

Les approximations successives reposent sur ke tait que pour b positit ou nagatit
vokinde Dona:

fle+h) = '{a)h+f{e) [approdmation affine de Ten a ) (),

les élapes permettant d'oblenr ces approximations s | X,.B] sont les
suivantes ;
1) On oo découpe » I'inlewnlle[xa.bj an n morcaaux de méme longueur, ce gui

revien! par exemple a prendre un pas h= b =%

=0 [de toute tacon posilit).

2} On ufilise (I} avec a=x, ce qui permet d'oblenir 'approdmation :

f(x, =h) =[x, Jhet{x,)=F(x, Jh+y,.
En posant x, =x,+h, on oblient f(x)=f(x, |h+y, et & I'élape suivante on
remplace f(x,] par son approximation y, =f(x. |h+y,.

3) Cela &tonl, en posanl X =x +h, en reuliisant {l] el en notant vy,
I'approximation de flx,) obtenue i vient :
fx. ) =f{x +h)=F{x)h+f{x )= h+y, = y..

4) En généralisant le procédé, pour k entier de Uintervalle Lﬂ.ﬂ—l} on obtient :
%, valeur connue
¥y =[x, ) valeur connue
%, =# +h )
Yeu =2 )h+ v,

REMARCGIUES ; 1) Théoriguement, les approximations sont d'autant plus précises
que h est pefit et donc que n est grand, mais pratiquement plus n est grand,
plus les machines occumulent les ereurs d'arondi, done il ne faul pas prendre
n frop grand.

2] Pour oblenir des approximations des images sur Ninfenvalle 1_l:r,xuj an prend

par exemple e pos he= LA 0 (de toute facon négatlf] ef on applique &
n
procede,
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3] Pour abtenir des approdimations de part et d'autre de %y, C'esl-G-chre sur un
intervalle |a,b | le contenani, on peut conshruite une suite d'imoges avec un

pas h positif pour« aller » jusqu'd « b », puls prendre e pas -h pour aller fusgqu'a
# a1 » comme on l'a fail dans 'algoithme de 'exemple de la méthode 27,

4) Lorsque l'on relie les points M, {xﬂh _]I on abtient une cowbe v approchee ¥
de fa courbe représentafive de |,

METHODE 27 : Comment uliliser la méthode d'Euler avec le
tableur Excel

W Frincipe
Pour que foul soif bien clar on va vous expliquer commant on compléde o
feuile o Excel suivante :

‘1! pos Dérivée de f x f{x)
| 2|
L3
L4
5
4 E [
On antre ;
i) Le pos b en AZ.

2) La dérivae en B2, puis on cople ef on colle vers le bas,

3) Le nombre donl on connail limage en C2, &l son image en D2,

4) La formule u 2C2+5A%52 » en C3, puls on copie at on colle vers le bas.

5) La formule o =B2*$A%2+D2 v en D3, puls on cople et on colle vers le bas.

B Exemple : On considére la fonction f lefle que 1{0)=1 ef I'(x) = 2x.

I} Adapfez ko feuillle d'Excel précédenle a cel exemple pow dresser Je
tableay de valews de fsur | 01| avec un paside 0,1,

2) Montrez que Ia fonclion f est définie sur & par f{xl=x: +] .

3) Comparez les valewrs exactes et les valeus approchées et fracer les
courbes comespondantes,

1) On entre :

al lepash =01 ean AZ.

I} La dérivée c'est-G-dire 1« =2*C2 n» en B2, puls on copie et on colle vers & bas
pour obteni cette dérivée wur 11 cellules,

clDenC2etf | en DE

d) La tormule 1 =C2+8A%32 » &n C3, puls on copie et on colle vers le bos pow
obtenir les nombres allont de 0 & | avec un pas de 0,1,

&) La tormule o sBE2*3A32+D2 » en D3, puis on copie et on colle vers le bas pour
obtenk les valewrs demandées,
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On oblient alors :

2] Ona bien =) =2x et 1{U) =1 donc { est la fonction de I'énoncé.

|« [ 8 c D
1 Pex | Dériviedel x i(x) (Euler)
- 0.1 o o 1

E¥ 0.2 01 1

il 0.4 0.2 1.02

5] 0,6 0,3 1,06

L5 0.8 04 112

) 1 0.5 L2
i 12 L] 1.3

. 14 0,7 142

10 Lb 0.8 1.56
1! LB 09 1,72
1, i 1 L3

3) On compléte le tableau du 1] avec la colonne E en enfrant en E1 la formule
w=C2A2+] n, qui copiée el collée verns lg bas permet d'oblenir les valeurs

exacies de |,

On ablient :

Y TYR - — ¢ B B
E1l  ras Derivie de f x Hx) (Evler) =)
12 o 0 0 1 1
;[_1_ 0.2 0.1 1 1,01
i.i | 0.4 02 Loz 1,04
l 5 0.6 0,3 1,06 1,00
i 6 0.8 0,4 L1 1,16
L ! 03 12 125
'I -3 L2 0.6 13 1.36
=] 14 6.7 142 1.45

10 L6 0.8 156 1,54
11 | 1.8 0,9 172 L&l
s 2 1 1,9 2

On constate gue les approximafions sont relativement bonnes.
En sélectionnont la plage [C2:EI12) et en insérant un nuage de point on
obtient les courbes suivantes |

— i}

fix) Eular
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METHODE 28 : Comment utiliser la méthode d'Euler avec un
algorithme

B Principe

On troce la courbe point par point sur un inlervalle en ulilisant un pas @ cholsie
el la lormule qui caraciérise la méthode d'Euler : T{a «h) =Te)<h+f{a),

B Exemple : On considére g fonchion | définie sur Jﬂ;+r|_ telle que F(x) =& et

Consftruire un algorthme an langage Python qui permel o obtenir Ia courbe
v approchée » de fa fonction fsur j0;10].

On peul utiliser Nalgorithme subvant ;

1 def deriv_f(x):
2 return 1%
3
4 import matplotlib.pyplot as plt
5 import numpy as np
E Flt-ﬂxii Etﬂ; 13}"41 3]}
7 plt.grid
Ex=l
9 y=o
I8 xl=]
11 y1e@
12 h=0,81
13 absce[]
14 ordo=[]
15 for 1 in range(9,1001):
18 s=x+h
17 y=y+h*deriv_f(x}
18 absc.append(x)
19 ordo. append(y)
28 abscls[]
21 ordol=[]
22 for § in range(®,101):
23 x1=xl-h
24 ylsyl-h®deriv_f(x1)
a5 abscl.append(xl)
26 ordol.append(yl)
27 plt.grid()
28 plt.plot(absc,ordo,color="black™,linewidth=2.8,1inestyles"-")
23 plt.plot({abscl,ordol,color="black™  linewidth=2.8,linestyle="-")
38 plt.show()

REMARGUE : On a construit deux fistes pour ovoir des approximations des
imoges de - port el d'oufre de |, et donc des poinis d'abscisses cormpimsas
enfre 0 et 10 fremarque 3 de linfroduction de cefle partie).
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On lance 'algodthme et 'on oblient ;

"-‘ L] L]
8 10
Réflexes
SITUATIONS REFLEXES
. Caracténsation geometnicue
1. | Cenvexité d'une fonction Sigra de 1'(x)

2. |Forme indéterminée en |’ =

Faclorsation du terme dominant

Exprassion conjugues

Comparaison

EATRLY
u

=

Se ramenear a lim
sl

0
3. | limf=—
s 4]

simplification
Toux d'accrokssement
Compoaraison

. SO
a& ramenear a lim = |
e L)

4. i:nfn% (o =0)

La limite de la valeur absclue de t est
e firie.
0 ew 0 au dénominaleur ¥

5. | Détermination d'asymptotes

Verticale : IiEnf = o
Horizontale ; Iig‘rl =

Orlicpuee IILrg[f{x]—{u:-: +2))=0
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= Non verticale : y=Ha)=Mal{x-aq.

: o Hix)=Ha)
4. |Tangente(s) ena . ‘rﬂﬁ'ﬂ”iﬂ-'}m?=ﬂ at {

confinue en o
» Point anguleusx

Positions relalives des

G :wrh-:{ﬂ,l.”:-] * FElude du signe de f(x)-g(x).

= O ufilise le théoréme des valeurs
intermeédiaires pour les fonctions
strictemeant monotones el la
dichotomie

Montrer gu'une eéquation
8. | admet une solulion unique et
en donner une approximation

9. | Utiliser la méthode d'Evler fla+h)=Fla)=h+f[{a)

Astuces

B Tracez la cowbe représentalfive de lo fonction que vous étudiez A la
calculatice pour verifier la coherence de vos rasullats,

| 5 En;nf et de la forme « % plorsaque Fadt une frachion rationnelle, alors o oad

racineg du numgrateur el du dénaminataur,
f{x)-ta . Hx)-fa = "o
(6)-fla) . Hx)-f(a) x-a _fla)

i = = —
=ag(x)-gla) *== x-a alx)-gla) gla)
dérivables en o et que g(a)=0.

quand f et g sont

B Pour tracer la tangente & C, au point d'abscisse a. avec [ dérvable en o,

on uliise le fait qu'elle pase par A{cr.l{up] et que v en sl un vecteur

i
i'{a)
direcieur.

B Les solulions cde T(X) =X, sont les solutions de gix)=0, avec gix)=f{x)=-x.

Erreurs

B Trop d'éléves ne préclent pas |’ ensemble de dérmvabilité.

B i Dx= pest une forme indéterminée et ne vaut pas 0,
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B Cublier de justifier la sticte monotlonie quand on veul monfrer quiune
equafion admet une selulon unique.

B || st faux d'écrire que fc) =01 & 107" prés enfraine f(c) >0, On peut juste
en déduire 1{c)z 0.

B Trop d'entre vous crolent @ tord qu'ls savent frocer une cowrbe el
I"exploiter. En cours d'année, faites-le toujours avec soin dés que vous en aves
I'opportunité.

Le jour de I'épreuve

B Véritiez la cohérence de volre tableau de variations,

Par exemple, une fonclion ne paut pas éire crolssante de 0 d =« |

Cette véilication est frés importante car efle permat d'éviter des emeurs de
calculs faltales en débul d'exercice,

B Cn vous conselle de prasenter toute étude de varations dans un tableau.

B Rédiger une elude de limite consiste 4 identifier la forme indétermings et 4
montrer au comecieur commeant vous o levez.

B Sachez applquer la méthode 22 en long. en large, et en travers.

B Frenez la peine de fracer las cowrbes, car une belfle courbe paut methe
"exominateur dans des dispositions favorables. On vous rappelle gqu'au BAC
vous aurez une note entiére. donc que vous avez tout intérét a rendre une
copie qui plait, puisque le corectaur est obligé d arondi.,

Le jour du Grand Oral

Sujets mathématiques

B Question |: Elude de la confinuité el de la dérivabilité d'une fonction
frigonométrique

Cetle question est abordée plusdeus fob dans les exercices, mals nous vows
consellons I'exercice 18 car 1 fail intervenir les fonctions sinus et cosinus sur
fesquellas vous ne serer pas inlerogsas O |'écrt, ce qui par conséquent peaut
alre valorisont pour ce Grand Oral, Cel exercice el d'autant plus intéressant
gu'll permet d'oblent des inégalités successives a partir d'&lude de fonctions
pour finir por démonter o dérvabiiitée en un point d'une fonction
trigonométrique délinle par morceaux.
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B Question 2 : Ulilizsafion de "'approximation affine d’'une fonction

Cette question est obordée a l'exercice 8 permet de donner des
approximations d'imaoges de réels por une lonclion sans utiliser la calculalrice.
Clast N'occasion de monirer ou jury voi capacités a dériver une fonction, G
appiquer la fomue d approxdmalion et 4 calculer mentalement, ce qul
devient de plus en plus rare pour la plupart des &léves.

B Queston 3 : Ulilizafion de la convexité pour démonirer une inégalife

Cette guestion abordée aux exercices 13 et 20 est assez délicate (surtout &
Mexercice 20) mals peut élre Irds valorante si vous avez bien comprls
comment montrer les inégalilés de convexité et les appliquer dans des cas
poriicuiars,

B Queshon 4 : Elude d'une fonction trigonoméfrique

Comme nous |'ovons évoqué a la quesiion |, vous ne serez pas interogés &
Fecrit sur les fonctions sinus et cosinus d'oD I'intérét de présenter I'étude de
I'une cd'entre ellas au Grand Oral, Pour cela, au niveau de ce sujel, on vous
propose de présenter celle de 'exercice 1.

B Question 5 : Elude d'une fonction avec une fonclion auxiliaire

Ce n'est pas vraiment orginal, mais N'exercice |4 en propose une bonne
flustration. C'est vral. pour toutes les questions. mais en particulier pour celle-ia
car N'exercice est long : donnet les résullals essentiels des dilférentes parfies
sans détallier les calouls pulks laissez e jury vous poser ks questions qui vous onfd
permis de les délerminer, La nofion d'asymiptolique obligue lait 'objet d'un
opprofondissement du programme, ce qui en sera d'avlant plus valorisan!
PO Vours 51 vous la maitrisez,

B Question 4 : Leclure graphigue et ulilisation de la méthode d'Euler

Cette question est aborckée & 'exercice 14 qui tait indervenic une lecture
graphique &t la méthode d'Buler ensuite appliguée avec un tableur et un
algorithme.

B Question 7 ; Determination de la derivee n*™ d'une fonchion

Celte question est tatée 4 l'exercice 15 et fait l'objet d'un
approfondissement dans le programme, d'ol son inférdt pour & Grand Oral.
En plus, il fait intervenir i 'enchainement & ; conjecture - démonstration, qui est
fondamental au niveau des mathématicques.

Sujets fransversaux

B Gueslion 8 : Probléme d'opfimisation

Cefte question peut &lre conjugués avec les spécialités 3VT, Physique-Chimis
o 5ES car elant donnée une lonclion qui modélse une situation concréte on
peul avor 4 délerminer une valeur pour laguelle elle admel un exremum
local (instant d’efficacité moaximale d'un médicament, vitesse moximale pour
aborder un viroge sans déraper, bénéfice maximal d'une production...).
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B Question ¥ : Comperdement d'un phénomeéne local ou & long ferme

On est dons le méme cas que dans la guestion précédente mais 'on
slinférasse au comportemeant de la fonction qui modéise la situation concréte
ay voiinage d'un point ou lorsquielle fend vers s (vilesse imite, dvolution
of'une malode...).



Chapitre 3
METHODES SUR LES FONCTIONS
EXPONENTIELLES, LOGARITHMES

ET PUISSANCES REELLES

Ce chapitre repranc certaines methodes que 'on a vees dans le chopiine
précedent en les adaoptont aux fonctions exponentislles. logorithmes el
puissances réalles,

Pour ce demier type de lonctions nous donneront un sens aux fonctions
pulssances de la forme X x* powr o réel el x shictement positif, ce qui

genéralise "éhude des fonclions de la lome X - xF avec p entier relalif vues
dans les classas antérauras.

1. Fonctions exponentielles

On vous rappelle qgue la fonclion expanentielle est 'unigue fonction | définie
et dérivable sur R qui vérifie f(0)=1 et I[(x)=H(x) pour loul ¥ réel,

sans rop anticiper sur la suile, on vous consaltle vivement de memaorer sg
cowbe représentative et ce que I'on peul en déduire.,

On o déduit 3 de cette courbe que :

. ; . . . : -
» 2" et croissante et convera et =0 lime =0 IIme® =+ ! in — =+
S 4 R R=-4

¥ i x
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En culre, les régles qul s'appliguent aux puissances enfigres relatives
s'appliiguent aux exponentielles c'est-G-dire que pour tossoetbona;

” a'a® = g™"

a°
2 E_h =T

3) (e° }b =a™ avec en parficulier {E“T e pour pel

METHODE 1 : Comment etudier le comportement global d'une
fonction exponentielle

B Rappels

Pour tout xréel ; exp’(x)=axp(x).
Pour tout x ob ulx) est dérivable 1 exp’(u(x])) =u'(x )=exp ju(x ).

B Principe
Pour dériver, on appligue les deux formules précédentes,

Four I'étude de signe | laul lacloriser par les termes exponentiels car ils sont
positifs,

5i 'on ne peut pas étudier le signe avec un théoréme de seconde [signe de
o 4+ b) ou de premiéne (sione de axs + bx + c). il faul résoudre une iInéquation.

Pour justifier e signe de la dérvee apres la resolution d'une ingquation on vouws
conselle de faire une phrase justificative (cf. exemple)],

B Cas d'application
Lorsque "on peut &tudier le signe de la dédvae asser lacilement.

W Exemple : Efudiez? hes varialions de | définie sur 8 par ”'ﬂ i %e:"" Tt

Ona f(x)= %xﬂe’“' -2e" = 2e' (e - 1) guiest du signe de ™" - car

2 =0,

Cela nous oméne a résoudre par exemple F(x)z0= ' -120.

fix)z 0= e™ —tﬁﬂ‘:—“‘l’!‘"“ltl*:‘zh+ltﬂ‘:'.ﬂt-§l.
Phrase justificative du signe de '(x) : § =z -% clors F(x)z 0, sinon '{x) <0,

Fnalement t est crolsante sur \\—-Elr-n-rl et décrolssante sur J—:H—%J .

L
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METHODE 2 : Comment étudier le comportement global d'une
fonction exponentielle avec une fonctlion auxiliaire

m Cas d'application

Quuand le signe de la dérivées n'ast pas évideant a déterminer a prion, ce qui est
souvent le cas lorsque la dénvee comporte des lermes o hybrides» (termes
trigonométriques et polynomioux. termes exponenfiels et polynomiaux ou
tarmes logarithmigques et polynomioux ... ).

B Principe

On déduit le dgne de la dérivée 4d partir de son tableau de variafions ou de
celul d'une fonchion auxiiaire dont elle dépencd.

REMARGUE : On peut avoir a ufiliser le théaréme des valeurs inferméediaires,

B Exemple : Eludiez les variations de f définie sur B par f(x)=2e" +x° +1.
La lenclion f est dérvable sur R avec (x)=2e" +2x.

La fonclion dérivée comporte deux termes hybrides | & et %) donc déterminer
son signe n'est pas &vident 4 prior. On va donc étudier ses varations pour en
déduire son siane,

La fonclion 1* est dérvable sur R avec 1°|X)=2e" +2>0 ., donc la fonction
est Crolssante sur K.

Dautre part, sans rop anficiper sur les methodes suivantes, on o :
Ima2e” + == car Ime" =0, el Im2e" +2%¢ =+» car Ime" = 4,
el [ | o el

fpree 3

Posons | = Ret J = R pour appliguer le théoréme des valeurs intermédiaires.
La fonction 1* &st continue et strictement monolane [ 1* > 0) de | sur ).
Comme Oeld, d'oprés le théorme des valewrs intermédiaoles powr les

fonctions shiclement monotones, équation 1'[x)=0 admet une solulion
Unilcue a sur .

A l'aoide dela calculatice o = =0.557 aroncie & 3 décimoles.

On en déduit le fableaw suivant ;

¥ -t a 3
— 40T
Variotions de ' B
signe de - 4] *

4o e
e® «a’ +1
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METHODE 3 : Comment écrire une expression de f(a) sans
I'écriture e® lorsque le nombre a est solufion d'une équation
exponentielle

m Principe
On determine we® » en lonclion de wan groce a 'éguation dont wan est
solufion.

B Cas d application

Lorsque 'on est dans la situation de I'exemplie de lo méthode précédente et
cue ['on demande une-axprassion de o] sans terme exponeniiel.

B Exemple : On reprend 'exemple de o méthode 2 et 'on demande de
monirer gue f(a) = -2a+l].

f(a)=0—=2e°+20=0=e"=-q.
On en dédult que fla)=2|e® |+a +1=2{-aj+a + =g -2a+1,

METHODE 4 : Comment étudier le comportement asymplotique
ou local d'une fonction exponentielle

B Principe

Il faut s& ramener & une des 5 limites suivantes par des franstormations
o’ écriture [développement ef foctormsation) ou des changermants de varoble.

u I-'F."I
= +a0 el Hmu“e“=D:IlmE = )
Li——2 u—ﬂ u

[
imae*=0"' lIme‘=+» 'Pour neM. Iim
i [

LomaT

FPour ces limites, u désigne la variable ou une fonction de la varable x gui tend
vers '« ou D losque x fend vers a avec a réel ou = [composition des limites).

N

REMARCGIUE : Pour ne T, lim -Ui = [im —l =0 car IEET = .

gt e g
u"
Ce résultal peul s'appliguer sans: posser G linverse el wllser la froisieéme frndke
en évoquant daons o rédoction les crolssances comparées ce - e gt
iU en s flo premiére 'emporfant sur la seconde),

L'important est de Bian montrer au comrecltew commeant vous levesz les formes
ndéterminges par transformation d'écriture et de Ui préciser laquelle de ces
cing limites & conndilre par Coaur vous ulilisez,
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m Cas d'application

DhEs qu'un cas indélerming se presants avec une lonclion exponentieie, | faul
w toper ¥ dans une de ces 5 limites avec une rédaction appropriée comme
nous "avons fall dans Nexemple avec les parentheses.

B Exemple : Etudiez les imites sulvantes ;

il . . &+
e & lime ™ Im—=
[ ) rrmrdE u--rx —H

: Im (¥ +x)e’ .'j{_rﬂa{e; —J]-

Lime ™ = lime* =0 (inulile de préciser u lorsque c'est évident),

e

1t

Lime™" = ime * ™ = lime" =+ (Il fout blen lever la Al au niveau de X° =X,

¥ 8 e s ate
apres < est une ¢ histolre ¥ de compaosition de limite &l de redaction comme
clans le cos précédeant).

{h%J =3

e+ e’ -
Lim 3 = Ilrn-—:;:-: = Ilim — =% [croBsances comparéas de Xve'
Bl o sl ['I_ 'I ] e |

el X% en +=).

Lim(x* + x)e" = lim x"&" +xe" =0 (lmites de la forme lim x'e" =0 avec n=2
el n=1).

Four la dermigre imite on pose: U = % [changemeant de variabie),

5 x lend vere == alorsu fend versDdonc ona

e 1 e’ -1

=1 [limite usuelbe],

Limx|e® —1|=fim=x{e" -1) = lim2x
b emam J-I-ﬂu i

=2 car fim

METHODE 5 : Comment résoudre une équation fonctionnelle
faisant intervenir une fonction exponentielle

B Principe
On e lakse guider par Nénoncé qui nows amene a &tablr une éguation enfre
la tonclion cherchee et sa derivee,

On ulilise alors ke fait gue la fonctlon exponentisglie est "unigque fonction définie
el dérivable sur R quivérifie 1{0) =1 el F'[x)=1{X) pour lout X réel,

B Cas d'application
Lonsque o fonchon cherchée verfie entre aulre que pour fous réels x et v ona
f{x + ) = H{z]}Hy) il faut penser & cette méthode.
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B Exemple : On cherche lensemible des fonctions [ définies el dénvables sur
K lelles que pouw tous x el y réels, f(x +y] = H{x)fly] (il avec 1'[0) = 2.

REMARQUE : On va raisonner par analyse et synihdse,

Analyse : On suppose qu'une fonction f est solution du probléme posé.
1) Mantrez par I'alasurde que | ne s'annule pas, puis que f{0) =1,

2] Pour a fixé, en dérvant membre @ memibye Hosx)=Fa)f(x). puis en
donnant une valew parliculiere & X, détermingz une relalion enire I° et L.
3) On considére la fonclion k définie sur & par kix)= r{%]_

Calculer k(0] déterminez une relafion enfre k' et k. idenfifiez k el finalement
donnez la seule fonction f qui peut élre solution du probléme posé,

Synthése : Véiifler que F est effeclivement solufion du probléme posé puls
repondez a la question initicle.

Analyse : On suppose qu'une fonchion | est solution du probléme posé.
1) Supposons qu'l existe o fel gueflla)=0.

Sous cette hypothése, pour tout xréel, I{x)=t{({x-u)+a)=T(x~a)f{u)=0. ce

qui est absurde puisque f n'est pas lo fonction nulle car sinon on aurait
1'(0) =0, ce quin'est pas ke cos.
Par consequent, par 'absurde, | ne s"annule pas.

En remplagant x et y par 0 dans {ij. 1{0)=1{0)=f(0) donc comme {0)=0
i

o oprés ce qul vient d'éfre déemoniré, ona (0} = %ﬂ: = .

2) Pour a lixé, en dérdvant membre G membre I'égalité f(o+x)=1[{a)l(x). i

vient t'(a+x) = fla)f(x).

En prenant x =0, il vient 1'(a) = {{a)=F'{0)=2(a) car I'|0)=2.

Pour tout a réel fixe, T'(a)=2Ha) donc comme la variable a es! une variable

muette, pour toul x reel U'(x)= 2f{x).

3) h:{mﬂ[%]ﬂ{m:L

D'aulre part. k'(x) =[f[§]] =—;t'[%]=%uﬁ[%}=f[;}=k{x}

Commee o fonction k verifie K'(x)=k(x) et k(0) =1 &t que la seule fonction qui
verifie cela est la fonction exponentielle ona k(x)=e".
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Finalement, on en déduit que la seule fonction | qui peul élre solution du
probléme posé est 1(x) = I[ %]' k(2x) =& dont la dérivée est (x) = 26

=y

Synthése: On a bien f{x-y)=e""" =™ e =f(x)i{y) et (0)=2

donc la tonction | telle que f{x) =g ast 'unique fonction qul est sclution du
probléme posé,

2. Fonctions logarithmes

On vous rappelle gue |la fonction logarthme népéien aesl la biection
reciproque de la fonclion exponentielle,

Cela pamel d'en déduire les propriélés sulvanies ;

Propriété 1 : I'ensembie de définition de x—Inx est [+ |
Propriété 2 : pour tout xréel Infe’ )= x ., ef pour fout x > 0, ™ =x,

Propriété 3: les cowbes représentafives de Xe—Inx ef x—ea" sont
symétricques par rapport 4 la droite d équation y = x,

[ oprés la propriété 3) lao cowbe représantalive de x —nx est donc :

On dédult de cette cowbe que :
La fonclion logarithme neépéran est crossante ef concave
Inl=0;d0<x<] Ink=0:8 1 <% Ink>=0: Hr‘r;im: =—= 1 Hming =+ ; IIrnIn—”:D

¥ =il T=awril x
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Enfin, les proprigtas algebriques des exponentielles et la proprigte 2 parmeattent
de montrer que pour g el b stictement positifs »
1) Infab)=Ina+Inb.

s |
Z f{m]:! O=Ink.
1 In 5 na=In
3) Pour pe I, Ino® =plna avec en particulier ln—l=—lm::|.
a

4) |nJ'=§E|nu.

METHODE & : Comment &tudier le comportement global d'une
fonction logarithme

m Rappels

Fourlout x> 0: fn'{:c]:—l.

X

Pour tout % réel ol u(x) est dérvable avec uix) =0, la fonction x --lrll'l{l.ll:?:!} et
dérivable et @ In'(u(x)) = EUT{E']T' .

B Principe

Paur derver, on appligue les deux fomules précédentes.

Pour I'étude de signe on procéde comme avec les exponenfielles, gu'il y ait
une fonction audliaire ou non.

B Exemple : Eludiez les varafions de f définle par fi{x)=-3{x+1)in{x+1)+7x.

L'ensemble de définition de fest L+ .
La fonction | est dérvalsle sur |Fi+| efsurcelintervalle ona:

1
(41}

Four eludier le signe de la dérivee on résoul par exemple 1'(x) 20,

+7=-3In[x+1)-3+7=-3In{x +1)+4,

r'(x) =~3[En[n +)+(x+1)=

—Ellntx+l}+daEI:-A;Eln{xﬂ}-::-%.:ln{xﬂlcrei 2 e o el 2 ye]

&
=el-lzx.
&

Alnsi, sl —lexze® -] alos #{x)=z0 et sinonf'(x)<0. La fonction | est donc

i 'y
croksante sur |'infervalie J—'F:—l-ﬂeﬁJ et décrolsante sur 'infervalle J|_| +e]'.'+c-'-|. .
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METHODE 7 : Comment étudier le comportement asymptotique
ou local d'une fonction logarithme

B Principe
Il faul s& ramener & une des 5 imites suivantes par des fransformations
d'éeriure [développement el factorsation) ou des changements de variable.
_ c oo dnu Infu+1)
imlnu = == @ Iminu =+ pourne N, Im — = 0 et Imuinu=0: Im

r | Lt m ) | =all sl u

Pour ces limites, u désigne la vanable ou une lonclion de la varable x qui tend
vers '« ou O lorsque x fend vers a avec a réel ou = [composition des limites).

A
REMARQUE : Pour nie N, lim -t = lim =+ cor im =0,
[r— lnu [rp— Inu [ra—— 'J"

U‘.
Ce resultal peul s'oppliguer sans posser 4 Ulinverse 2 biilker la froii@me fmile
en évoquant dans ko redoction kes crolssances comparées de uss U” et

Ui N en += (la premigre 'emportant sur la seconde).

Limportant ast de bien montrer au comrecteur commeant vous levez les fommes
ndéterminées par transformalion d'ecriture et de lui préciser lagquelle de ces
cing limites 4 conndilre par coeur vous ulillsez,

B Cas d'application

Ces qu'un cos indélemming se presente avec une tonction logarithme, 1 fout
i toper ¥ dans une de ces 5 limites avec une rédaction appropriée comme
nous "avaons fait dans 'exemple avee les parenthéses.

B Exemple : Etudier les imites suivanfes :

inx - |
+ 4 & ¥ - =

fiminx-3) : fimin(x’ -x): -Hﬂ:-:’—x ;X7 4+ x)inx ;B xin ;H]
Limin(x - 3)=liminu = -
] eenl}

i
Limin{x* -x) = Ilmln[ X V=g }= fim I =+,
L e x" il
%

Inx Inx 1 Inx :
Lim = llm—x—— = lim — =0 [croBsances comparées de X nx et
'\......;:-H:_x sl Ha I v emal x"\-l

XX Bn o+ ).

Lim{x + xJInx = limx*Inx + xinx = 0 (limites de lo forme limx"Inx =0 avec n=2
el n=1).
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Pour la demigre imite on pose u = —I'- ([changemeant de varable).
%

8w bendd vers soc alors v fend vers O donc ona :

f Inf1+u)

: 17 a1 . :
Lirn heyy 1+ — k = lim=In{1+u)=fm =1 [limite vsuealle)
| W e L 1] w3

femnm

METHODE 8 : Comment résoudre une équation ou une inéquation
avec i In n ou « exp » ou monfrer qu'une équation en « In » se
raméne a une équation en « exp » et réciproquement

m Principe
On part d'uvne équation ov d'une néquation. puis en rasonnant par
equivalence, on e ramenes a une aufre,

Pour cela la régle consiste & ufiliser d'une part les propriétés algébriques de
fonctions de definitions et d'autre part lewr réciprocité. en solant 2 lerme en
wing (ou en wexpy selon 'éguation de dépoart), puls en prenont
I'exponenfielle membre a memibre [ou le loganthme, selon le terme que "ol a
isole).

B Cas d'application

On demaonde de résoudre une équation ou une inéquation avec o lnn ow
o axp 0, ou bien de prouver que résoudre f{x) = k revien! o resoudre glx) = x.

| Astuce

Dans ce demier cas, sl vous o pataugez n en parfant de x) = k vous pouvez
toujours partr de 'équalion glx) = x comme dans 'exemple.

B Exemple: Monfre: que résoudre E]_;-ﬁ".lf'-l-E‘-'_]n:I revien! 4 résoudre

¥ i

e - =],
Donnez e nombre de solulions de ces équations aind quune valeur
apprachée de chacune a 107 prés en etudiant a fonclion | délinie sur & poy

fx)=e” -e".

On applicue |'astuce @
| - = o B el -1 2a
EJn{Ia—e‘}:;mlnﬂha j:Exc-Er"' 'ze™ = lse™ =0
ce'(lve?)=e" ce'+l=e* ol=e¥ -¢',

Soit f définie sur 2 par f{x)=e™ -&",
Ona fix)=3e"-e"=e"(3e™ -] guiest dusigne de 3e™ -1 care >0,

On résout par exemple 32 - 120 pour frouver le signe cle 1 (x).
F(x})z0=3e™ -120=e™ 3%'='IHEZ' ;eln%-uiu :z—lnfi:.ﬂ::z—%ln:i,
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Ainsi: sl % 2 —%ma alors (%) 20, sinon I({x)<0.

D'aulre part on a Ime™ = fime' =0, lime" -e'=lime’(e” -l)=+= ef

A LI, =g sy 2 A
t[-lln3]=e:'"’-a:'" et gt g g3 L 1 2 B
2 303 43 33 ¢

On en déduit e tableaw suivant

" |
—a -— In3 e
2

i'(x) - 0 +

0 i

. \-@/

Sur J_a—.-,_%lnﬂj (%) <0 donc sur cet intervalle Hx) = | n'a pas de solulion,

Posons 1= J—%Irﬂ.w{ el J= }%ﬂ\- ;

La tonction f est continue et strictement monotone de lsur J = ) (F > 0 surl).
Comme lel, d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaies pour les
fonctions stictemeant monotones 'équation I{x)=1 admel une solulion unique

g surl, doncsur 2.

A l'aide de la calculatice on oblient ! o =0.281200 & 10™ prés.

METHODE ¢ : Comment déterminer le plus pefit entier n tel que
k"<10" avec O<k<letpel

B Principe
1) Onécrit: k™ =10% <= Ink” 2 In10™® <= nink = pInl0 < nz *—FI?II'FIE'IIEI |
r
—pin 1D :
2 On calcdle une voleur approchéde de = el en général Ientier

cherche est EH‘[[ —f:rFTD

: ] + | [Attentlon quand la valaur approcheas est proche
i

cle I'entiar).
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B Erreur classique
Attention |l faut changer de sens linegalité quand on divise par Ink car Ink est
sfrictement negatif.

B Exemple: Construisez un algorthme en langage FPython qui permel de
frouver le plus pelit entier n fel que (0.8) <107,

Verifier que volre algonthrne est comect en résolvant l'inggualion.
L algarithme peut &lre le suivant

def £(x):
return O.8%%
def =mib,L):
=1
n={
whils abs(L-u)>b:
a=n+l
w=f ()
reTush(n)

En mode ¢ Run » on obtient :

555 5 (0.000000001,0%
53

Reésolution de |'inéquation :
_ =#InlQ

(0.8) 5107 =In(0,8)" 5In107 = nin(0,8) = -9IN10 = n = Tns 92,8 Bingo |

On refrouve bien que l'antier cherché est 93,

METHODE 10 : Comment résoudre une équation fonctionnelle
faisant intervenir une fonction logarithme

B Principe
Comme dans la melhode 5 de ce chapitre, 'énonceé nous ameéne a &tabli
une acquation entre la fonction cherchée et sa dérves,

On utilise alors le fait que la fonction logarithme &3t N'unique fonction définis el

cérivable sur Disod  quivérfie 1(1)=0 et ¥(x) =% pour tout x > 0,

m Cas d'application
Lorsaue la fonclion cherchée vérfle entre autre que pour fous réels sirictement
positifs x el v ona fx y) = Hx) + Hy), il faut penser & cette methode.,

B Exemple : On cherche I'ensemble des fonchions f définles sur 2, felles que
pow fous x et vy rdels siicternent! pasitifs, Tk vy} = f{x) + iyl avec I'(1) =3,
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REMARCUE ;: On va raiscnner par analyse e synthése,

Analyse : On suppose qu'une fonclion | ast solulion du probleme pose.,
1) Montrer gue K1) =0,
2] Pour a fixé, en défvant membre & membre flax)=T(a)+f(x). puls en

donnant une valew parliculiére & x, délerminez |°.
3) On considére I fonction k définie sur ® par k(x) nérm.

Colculez k{1), déterminez k', identifiez k et finclement donnez la seule fonclion
f qui peuf éfre solution du probléme pose.

Synthése ! Vérlier que | est effectivement solufion du probléme posé ef
répondez 4 la guestion initiale.

Analyse : On wppose qu'una fonction | ast solution du probléme posé,
1) M=10=) =)+ =11 =11+ =1{1)=0.

2) Pour o fixg, en dérivant membre & membre 'aégaiité f{ax)={a)+f(x), i
vient af'{ax) =F(x),

(1)

En prenant x =1, 1 vient af'(a) =1"(1}, puis I'{a) = T % car I'(lj=3.

—

Four loul a réel lixé, F'|@)=— donc comme la variable a est une variable

Q| o

muette, pour tout x réel F'(x)= % :

3) kg|]=%f(1}=ﬂ.

: . T T S 1
D'autre part, ¥'(x) =[.§|{:¢1] —ar)=as2o ],
Comme la fonction k verifie I:'{x].ml: avec k(l}=0 et que la seule lonclion

qui vérifie cela est la fonction logarithme népérien on o k{x)=Inx.

Finalement, on en déduil que lo seule fonction | gui peut &tre solution du

probléme pose est f(x) =3k(x)=3Inx dont la dérivée ast Fx) =E ;
-4

Synthese : On a blen [{xy)=3Inxy =3{Inx+Iny}=3Inx +3Iny =H{x)+1{y] ei
(1} =3 donc la lonction [ telle que f(x)=3Inx ast I'unique fonction qui est
salution du probléme posé,
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3. Fonctions puissances réelles

Définitlon ;: Par définition, pouwr x =0 et e R, x* =a"™ .

Propriété : Cetle définiion géndralse celle relative oux pulisances enlidres
vies dans les closses anténeuras et donc étend les propriétés de ces demidras
QU pUissances réalles,

Cas parficulier: Pour % =0 &t ne ', le nombre x* ¢ appelle racine n*™ de x

] i
clans la mesure o [x“] =% e,

REMARGUES ; 1) Concrétement, c'est le nombre qui multiplié n fois par lui-

I
meéme donne ¥ ce qui géndralse o racine caree I-.E =x* ] d'un nombre
strictemen! positif,

2] Pour x skicterment positif on note auss ¥ = #;

Cette définition n'est pas s anodine car pour x strictement posifif, elle induit
I'existence de fonctions tout & fait nouvelles 1 X+ x*, X x¥, K= x" ...

L'objet de cette partie est de donner des méthodes permettant o éludier les
propratés globales, asymplotiques el locales de ces fonctions éventusllemeant
composees avec les tonctions usuelles déjd rencontrées,

Régle d'or: 5i une fonction | est telle que fix)=u(x)"". cela suppose que

Ll THH]

u(x) =0 et 1 faut systématiquement écrire que f{x)=e"
éafude.

pour fouke

METHODE 11 : Comment étudier le comportement global d'une
fonction puissance réelle

B Principe

On applique la régle d'or ef les propiétés relatives au comportemant global
cles fonctions exponentieles et logarithme népérien.

B Exemple : Eludiez les variations des fonclions Fsuivanites sur ji+x| |

I} £ définde par f(x)=x"

2] t definle par f(x)=x™,

1) On applique la régle d'or, ce qul donne ; f(x] = et
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La lonction | est donc derivable sur 0.+ avec f‘[x]:%e“.‘r" =0 sur
10,+=| donc | est croissonie.

2) On applique la régle d'or, ce quidonne & [{x) =& el

La fonclion | est donc dérivable sur [0,+=]| avec T'(x] =1’[Inx|x%xe""'§ Ui

est du signe de Ircsur |0+« donc | est decroissante sur |0L1] et croissante sur
| La=e| .

METHODE 12 : Comment etudier le comportement asymptolique
ou local d'une fonction puissance réelle

B Principe
On appligue la régle d'or ef e propriaiés. relatives ou  comportaman
crsymptotigue ef local des fonclions exponentisles et logarithme népérien.

Generalisation : Au niveau des limites, on généralise frofs imites comportant o”
pour fe N, au imites comportant O pow rréal positif, ce qui donne :
Pourre®_. IIm E—v =420, Im In— =0 at Ilmu’lnu 0
e wensm [T
Pour ces limites, u désigne ta varable oo une foncllion de ta varialxle x oui tend
vers '« ou 0 lonsgue x tend vers a avec a reel ou = [compoasition des limites).

REMARCQUE : Pour re R _,

(T3 | & U | [N v
i = = i — =0 cor Iim—=--~ar el Im —— = lim — = += cor Ilm——ﬂ
Ut E"' [TREE ,E"" ur JEIEEa Inu TR ] !['ﬁ Lr'
o u

Ce résultatl peut s'appliquer sons passer 4 linverse el wliliser les frols imiles de
cette methode, en évoquant dans o réedaction les croissances comparées de
Us e’ Uil gf usinu en = (la premiére 'emportant sur lo seconde qul
I'emparte sur la roisiéme ).

B Cas d'application

Dés quiun cas indédeming e présante avec une fonclion pussance réelle, i
faut «topers dans une de ces 3 limites avec une rédaction appropriée,
comme nous I"avons falt dans 'exemple avec les parenthéses.

B Exemple : Etudiez les imites suivanies ;

I A |
im — : limx" : lIm i Iirr'
PR h': Cual . J'n{x-. & x} W
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1

Inx Inx

LimT= Lim—=0 [crofssances comparées de X Inx el X - %2 an e ).
% %3
Lmx® =lime™ =&” =1 car Imxinx =0 [imite de la lome Imx"Inx =0 avec
a=sdl -, | Tl ]
n=1).
Az o + i 1w
n'l—x—=llm d " =I-'|Imr~'“—_= n'm—z-‘\';—=Ilm-z—:-eF =
B o N b - S n"-j:" R nx LR 2] nx_
In[:n:' ‘I--]] Ir‘rx'+ln[l-—]
-4 . X
¥ B
caor ""l - =+ [Crolisances comparees de X=— xX™ &l Xi—sIny en 4o ).
x =1 &~ a ™~
Limm =lirm = fimilrx =
S e ol xlnx

Comne #mxln:-: =0 (imite de o forme II_r'Qx“Im-: =0 avec n=1), an en déduil

i LT

- =1
lim = [if—=1
que iy vl U (limite usuedle).

D'outre part, comme Emlnx = -, kg fimite cherchée est -« |

Réflexes
SITUATIONS REFLEXES
r O loctorse au moxinom: par les
] Signe de la dérivée d'une lermes exponentiels
" |fonction exponentielle o On éluclie le signe de ce qul reste en
résolvant une inégquation
= Attention a l'ensemble de definition
5, |Sone deladénvie dune |* Soonceibiesion o actorbée. on
© | fonction logarithme

= On &lucke le signe de ce qul reste en
résolvani une inéqguation
s Onse raméene & une des cing limites

. du cours par :
3 Umite d“":: fanction fransforrmaiion o ecriture
VARV, (développement ou factarisation)

el (eu] changement de variable

= O se ramens 4 une des cing fimites

ite d b du cours poar ¢
4. :‘j Sty i A transformation d'ecrifura
agartthme (developpemeant ou faciorisalion)

el [ou) changement de variable
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»  Pour calculer une valeur prise por kg
foncfion on donne des valeurs a x et
y dans I"égquation fonclionnelle.

5. | Equations fonctionnelles » Penser & raisonner par ' absurde,

= Serappeler que:

(tou) (x) = Flu(x))=u'(x).
= || faut applquer la régle d'or donnée

&. | Fonctions puissances réelles dans l'infroduction du paragraphe 3,
cest-drdire u(x)"" =™ |

Astuces

B Le terme &% ad loujours positif sur 'ensemble de définition de v, ce qui
permat ce ne pas d'en occuper quand on &udie le signe d'une exprassion
dont il est facteur.

Exemple : @ * (x* +2x - 3} est dusigne de (x° +2x-3) sur R-{0} .

B Penser que ™ =|e" }ﬁ, car celo vous senvirn pour tactorser une expression
dont vous cherchesz e signe.
Exemple: ™ +2¢" -3=(e') +2¢' -3=(e" -)(e" +3).

B Guand onrésout K" <107 avec ke 1] . on tombe toujours sur nz.. Sice

n'est pas le cas, vous avez oublié que Ink < 0 et donc de changer le dgne de
Finggalité... Crest mat |

Erreurs

B Quand on étudie le sdone d'une expression avec des o Inw, il ne fout surtout
pas oublier de préciser les valeurs pour lesquelles I expression existe,

B Dans les calculs de limites, les redactions sont souvent imparfaites, ce qui
peut amener |'examinateur 4 vous sanclionner. || faut toujours montrer que par
une fransformation d'acriture. vous vouws ramenez a une limite connue.

Exemple : Ecrire directemeant que HI'I:II ¥e"' =0 peul étre corsidéré comme

insuffisant.
En ellet, 'examinateur peut penser que vous ulilser le falt que o +==0=0 »,
ce gui est complétement faux pusgue o = =0 » est une forme indéterminge.
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=
=0 car I‘|n:a|:— =43 OU Svoouer e
ratt o

&
- = lim —
el

Il faut &crire ]I_.rph:te" =_ILr1_'|=r

= |®

" S ¥
Crolsances compareas pour justifier gue im —= .
5wl g

Le jour de I'épreuve

B Avant de dériver, justifiez que la fonclion est dérivable sur son ensemble de
clésfinibicon.

B Pouwr &fudier & signe d'une expression &n o &xp s ouen i lne, 1 faut résoudre
une inéquation, ef non une équation.

L. T

B Sachez dérver In.[u[:-:i] 2t & anune raction de seconds.

Le jour du Grand Oral

Sujets mathématiques

B Quesfion |: Elude d'une fonclion exponenfielle ou logarithme népérien
avec une fonclion auxiliaire

Cette queshion clasigue est abordée O maintes reprses dans le [hvre mais en
parficulier oux exercices ¥, 12 &t 15 [ce dernler exercice 2o inférassant dans la
mesure ol il fait inlerven une fonclion délinie par morceaux avec une elude
ponctuelle de dérvabilte), | est frés Irggquent que 'étude du signe de la
dénvée d'une fonction exponentislle ou logarithme népéren ne soif pos
avidente por la résolufion d'ung ingquation ; d'ou l'intérdt dune fonclion
auxilicire pour $'en sorlir, 5 vous prenez ce genre de suje! classique, il vous faut
absolument connditre les fomules relatives aux fonclions exponentielles et
logarithmes népérien [darnvees, limites, propriélés olgabriques).

B Queslion 2 : Elude de tangentes parficuliéres d'une fonclion exponentielle
ou logarithme népérien

Cefle question abordés en parficulier aux exercices 1] et 14 consste &
cléterminer une ou des tangentes particuliéras d'une fonction exponeniialle ou
logarithme nepénen, ce qui peut éventuellement passer par 'application du
théoréme des valaurs infermadiaires.

B Question 3: Elude d'une suife définie par une relalion de récumence ol
infervient une fonction exponentielle ou logarithme népérien

Cette question abordée & 'exercice 13 suppose la maitrise des méthodes
relatives aux suvites délinies par une relation de récumence de la lome
U, =% ) (conjectures, principe de récurence, théordémes de convergence

monotone).
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B Question 4 : Leclure graphigue faisant intervenir une fonction exponentielle
ou logarithme népérien

Cette question consiste a utiiser une représentation graphique powr rouver
Mexprassion analylique d'une fonction., Clest classique, malks g partie A de
Fexarcice 10 présenfe un énoncé refativerment orgingl de ce sujet avec en
plus l'infervention de la notion d'asymplote oblique qui est un
approfandissement du procgramme.

B Question 5 : Résolution d'une équation fonclionnelle
Celle question fraitée aux exercices 17 &t 18 consiste & frouver une ou
plusieurs fonclions qui vérifient une propréle algebrique parliculiére. Ce sujel
paut &tre frés valorsant comple tenu de son ohiginalite.

B Queslon 6: Reésolulion approchée d'une équalion différentielle par la
méthode d Euler

Cette queastion abordée 4 I'exercice 19 donne I'occasion de présenter au jury
la methode d’Euler et de I"utiiser au sein d'un algodthme an langage Python,
ce qui est irés 4 o o mode » dans le nouveou programme.

B Queshion 7 : Détermination de In2 par la méthode de Briggs

Cette question abordée poar Briggs (1561-1630) et reprise dans le e &
Fexercice 20, Ce sujet relativerment dilfficile sera frés « payanl ¥ si vous &n
madilrisez les grandes lignes. A 'origine, Malgorithme de Briggs &tail deslting &
céterminer une valeur approchée du logarifhme décimal de 2 &t non de son
logarithme népéren, ce qui peul amener l& juy a vous demander la
ditférence entre les deux (on vous rappelle que si Non note o log » la lonchion

i

legarithme decimal, pour tout x =0, logx = e el pour toul x réel logll' =x.

Sujets ransversaux

B Queshion 8 ; Probléme d'oplimisafion

Cette question peut &lre conjuguée avec les spécialités SVT, Physigue-Chimis
ou SES car &tant donnée une fonction exponentielle ou logarithrme népérian
qui modelke une dtuation concrete on peul avor o détermines une valeur
pour lagquelle elle admet un extremum local (instant d’efficacitd maximals
cl’'un médicament. coll minimal d'une produclion... ).

B Queslion 9 : Compordement d'un phénemene local ov & long terme

On ast dans e méme cas que dans lexercice précadent, mais |'on s'intéresse
au comportement de la fonction au vokinage d'un point ou lorsqu'elle fend
vers +o [lension aux bomes d'un circuil RC, évolution d'une fempérature,
clembvie d'un atome radicactl, évolution d'une maladie, évalution d'une
part de marché...).



Chapitre 4
METHODES SUR LE CALCUL INTEGRAL
ET LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Il va étre question dons ce chapitre de calcul intégral e d'équalions
différentielles dont nous allons donner en infrocuchion quelques notions pour
que foul soit bien clar par la suite,

Pour ung fonction { continue positive sur un inftervalls |, |8 nombe noié
_[:l.[x Jobx est I'cire en unité o’ aire définie par 'ensembie des points M(x.y) teks
asxsb

CLrE . comme l'illusire |'exemiple sulvant :
O=y<f(x)

yeie)

10

s £ L o Aire A

h 2 4 6 &
.

Unité d'aire (2,5 petits carreaux)

Sur cet exemple le nombre ‘I':l{::]dr-: est I'are A en unité d'oire, c'est-G-dire e
nombre de reclongles loncé:s que conlienf 'aire A o2 qul donne
I:rlx}dn = Eﬂé = X)) cor I'agire A content 50 pelik camreaaux.

On géneralise cetle définition de 'intégrale aux tonclions qui ne sont pas
Torceément posifdes sur un intervalle | de g méme facon que dans "exempls
sUnant
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Sur cet exemple e nombre I:flxjd}: est A —A +A ollesaires A, A, et A

sont exprimess an unité o’ aires.
Comme I'unité d'are est lo méme que dans 'exemple précédent, on obtien

5 10 20 g .
= B = 1' B H’ E’ . E
A, 55 2.A, 55 4 et A 3 E 8 expimées en unité d'alre, ce qu

donne finalement [ f(x)dx=2-4+8=6.

REMARCUE : Il existe des fonchons non conlinues pour lesguelles les cafinilions
précédentes se gendrafisent (les fonchions en escalier poar exemphe),

Théoréme fondamental du caleul intégral : Pour une fonclion | définke ef
confinue sur [ab |, j:f{.:]-dx = [F{x }I =F fo )-Ha] o0 F désigne une primitive de
fsur |ab|, c'est-d-dire une fonction telle que F(x)=f(x) sur [ab|.

L'application de ce Ihéoréme suppose qu'll va fallor faire I'inverse de ce que
'en fait lorsque 'on dérive une fonctlion, ce qui s'appelle lNinfegrer et fera
Fobjel de la premiere parlie, dans laguelle nous donnerons en oulre deux
applications de o détermination exacte d'une intégrale (valelr moyenne
d'une fonction sur un infervalle et calcul de la valeur exacle d'une aire entre
dewux courbes).

La continuité d'une fonchon | définie sur Lu.bj i assure 'existence d'une
primitive Fosur |al |, mals F n'est pas toujours exprimable avec les fonchions

wsuelles, ce qui ne permet pas d'appliquer le théoréme londamental el
nécessite donc de dégaper des méthodes relatives & d'aulres proprigiés des
intégrales pour les &tudier, ce qui fera 'obiet de o seconde partie.

Dans  une  trolsiéme parlie nous étudierons comment donner des
approdmations dlintégrales en ufiisant fréequemment des algarithmes: en

langage Python,

Enfin, dans une quatiéme partie, nous vemons des méthodes relafives aux
equations différentislles pour lesquelles 'inconnue est par exemple une

fonction y de la varable x quivérdfie v =2x (1), v =y (2]. y"+4y =0 (3]...

Commee vous &las lous des irés bons éldves, vous avel fous compris pourcuod
celffe qualiéme partie succéde aux précédentas avec l'aquation (1) pulsgu'il
sulfit d’intégrer X 2%  pour frouver une de ses solulions gui est par exemple

la fonction y définie sur B par y(X)= %",

Quant aux équalions [2] et (3], les melleurs d'enlre vous ont déja déterminé
une de leurs solutions, mais comme on es! bien gentil on propose pour les
éléves moins brllants la lonclion définie sur  |0.+%| poar y(x) =—i Rour
I'équation (2} et la fonction définie swr B par y(x) =sin2x pour I'éguation (3],
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Quuant a trouver loutes les solutions de ces équations el donc de las résoudre,
c'est une problémafique a laguelle se propose de répondre la qualtdéme partle
dans le cas d'équations différentietles paticuliéres,

1. Méthodes de calcul d’une intégrale avec les tableaux

Les méthodes de ce chapitre font intervenir des tableoux de primitives &
connaitre par coaur au méma titre que les tableauy de dénvaes.

METHODE 1 : Comment utiliser le tableau des primilives en « x »

B Rappel
La dérvation &tan! linéaire, I'intégration I'ast aussi,
Ainsl, pour tous réels o et b, et toutes fonctions | el g intégrables sur un

intervalle lona: [(af(x)+bg(x)jx = af t{x)ax + b g(x)dx.

B Principe
On applique les formules du tableau suvant

Une Ensemble sur lequel on peut appliquer
Fanetion primitive la formule
- x=! S pe N, sor B, sinon sur tout intervalle inclus
® (pez-{-I) [ 2= :
p+l dans &
|
= nx| Sur tout intervalle inclus dans &
| .
R =
N 7% 24x :
sinx - COEX 2
CO8K irx 2
e o 2

B Exemple : Determines _I::‘::- - d4x -uE--- .T }j

Avant d'appliquer les formuies du tableou, powr inféegrer. on vous conseile

v 3 .
d'écrie que — =3x™ .
-

Cela donne

2

_[ 1;‘—4x+2——+—ldx_j tx —dx+2 - 31‘=+—]dx

|t

. o . AL 3—T+Ex

3 2

Jx

43
EJ-I [E-Ex 42:+—+JI—-?+4J§-
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METHODE 2 : Comment ufiliser le tableau des primitives en « u(x) »

| Principe
On pose ux) egale d une expression pour & ramenar a uliliser une des
formules du fableau suivant :

Fonction Une Ensemble sur lequel on peut appliquer
primitive la formule
W Fur(x) (peZ—{-1) Lll‘xlﬂil 8 peli, sr foul intervalle o0 L st
o+l clérivable, sinon sur tout intervalle o U
et dérivablie et ne s annule pas,
i) In|Lfl "H Sur tout intervalle ol U est dérvable et
U(x) ne s annule pas.
Urix) 2 ﬁi[“} Sur tout infervalle o0 U est dérvable el

stictement podiive.
JOix) P

P x )sinU{x) -cosU(x) | Surtoul intervalle ol U est dérivable.
rix)cosU(x) sinl| x) Sur tout intervalle o0 U est dérivable,
r{x)e gt Sur tout intervalle o0 U est dérivable.

B Exemple : Déferminez | = jjl{d:q-l-z}{:: - +-I_|" ox .

Posons, U(x)=x"+x+1.
Ale | IF(2)=25+1, et ce n'est pas toul a fall (4x+ 2).
En fait, on o 27 (X)) = 4x + 2 et ce n'était pas si difficlle...

TU"l::ui

Finalement, | = j_lli‘tflx:rLF{x]dx = EiT], - %{U‘ (=0 (=1)) = 40.

METHODE 3 : Comment appliquer plus vite la méthode 2 lorsque
U(x)=ax+b (ne R et bER)

m Principe

On applique e résultat sulvant : i F est vne primitive de | sur un intervalle | alors

pour fous a el breels telsque ax+bel ona Ifl_m+b}dx=—|F{m:+bj.
o

o .
7 P b

W Exemple : Détermines !':

ici, f est lo fonction inverse de X 2x+1 [qui ne s"annule pas sur |_—2.—1J J.
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On a donc F[:-:'|-—In|2r.-1 e r.inrhr:que}' —-dx -[ In{:bn[] --—In3.

METHODE 4 : Comment déterminer la valeur moyenne exacte
d'une fonction continue sur Lﬂ:hJ ou en donner une valeur

approchée

B Rappel

Pour une fonction | confinue sur [ab|, sa valeur moyenne p sur |ab| esi

donnée par la lomule ; p = —Ij'blix]dx :
b=-a-=

B Principe
1) 8§ on soit intégrer { sur lﬂ-b}. on applique la formule précédente & elle

donne la valeur exocte de la valeur moyvenne p.

2) 5l on ne sait pas intégrer |, mals gque 'on connait son expression on peut
consfruire un algorithme qul donne une valewr approchés de fl{:f.]d:-: ar
une des méthode de la porfie 3 puis diviser par b-a |, ou blen, comme on 'a

foiit dans I'exemple construire un algorthme qui pemet de prendre un granc
nombre d'images par | de réels différents de 'intervalle Ln.bJ et &n fare la

MOYenne,
3) Enfin, si 'on dispose d'un graphique sans connaitre 'expressian de |, on

deétermine J':I{:a: jcdx en I'inferprétant comme une aire et on divise par b-a.

B Exemnple : On considére la fonclion définie sur £ par flx)= X
1) Calculez la valeur moyenne de fsor |02 ].

2] Retrouver cetfe valeur avec un algaorithme en langage Python,
3] On considere la fonclion [ dont la représentalion graphigue esf ia suivante

Donner sa valeur mayenne sur llintervalle | 4.6 |.

1 ez 17 [T 4
” H=?—ﬂ[:'“:-:ld:=EIﬂId:=§[mj_L=§.
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2) L'idée est de calouer un grand nombre de valews prises sur |0:2] el d'en
fare la moyenne.

Pour cela, on vous propose U algonthme sulvant :

def £Fix):
FeTULn -ERN3
def moyenne(a,b,n):
a=f (a)
for in range(l,n):
s=g+f (a+i* | (b-a)/n))
u=s/n
raturn (i)

En mode « Run v on obtient ;

»>3> moyenne (0,2, 200000)
1.3333233333500334

On obflient une valeur approchdée de p rés proche de sa valeur exacle gui
est % (' aprés 1)),

3) On a vu en intraduction de ce chapitre que j;f[x}dx mZ2-4+8=4 doncla
6 __6

6-(—4) 10

REMARGQUE : Dans cel exemple on abiient ia valeur exacle de p' car le calcul

d'aires donne la valeur exacte de I'infégrale.

valeur moyanne |- demoancdée ast 1’ = =04

METHODE 5 : Comment calculer une aire

B Rappels
Pour les cas qul vonl subvre, on vous rappelie que les ares Al, AZ et A3 son!
données en unités o aires.

Une unité d'alre est I'ake en cm’® du rectangle de dimensions H at I;H [eris

fonce sur [es figures).

Il swifit de multiplier par I'aire en cm® du rectangle de dimensions H et F‘

pour ovor les ares Al, A2, ou A3 en iy,
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=]
=1

A, = [ (k(t)=h(t))ai

B Principe
On applique "'une des frois formules précédentes sans oublier de multiplier par
I'unité d'aire, si on demande |'agire en cm’ .
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B Asluce
Quand on vous demande une aire en om?® , mullipliez dés le départ par I'unilé
d’'ore comme cala vous ne I"oublierez pas & la fin |

B Exemple : Donney la valeur exacle des gires Al, AZ et A2 précédentes en
ey’ sachant que :

H:Ecm : IGI=Icm ra =15 rhb=2s Hx}v—r-ﬂ' : g{a:)r-T

k[n]-iz—:ﬁﬁz: hx) = 0,1 + 2.

L'unité d'aire est de 2cm’ donc ona :

'ﬁH:EL::(‘ET}‘:”] -.rn: ,,_ Fq-u-ﬁ-—] 4+2 cm',

Il est clor que A, = A puisgue g[x: = -f{x]}.

A=2f) [N_+1 [nm +2]}1Ix :j —x:.]::l:::‘.?[-.r—;—ﬂ

N

2. Autres méthodes de détermination d’intégrales

Les méthodes de ce chapitre lont intervenir des propriétés des inlégrales qui
pemattent de les déferminer guana les méthodes 1, 2 et 3 ne wifsent pas.

Capendant, elles finkssent souvent par se ramener & 'une d'entre alles, mais
parfols non, comme ke montre les exemples des méthodes 7 et 10,

METHODE & : Utiliser une intégration par parties

B Rappel

5w et v sont dervables O dérivees continues sur LU.EJ cHows

[Cu{x)v'(x )i =[u|x}u|x}]: ~ U (x)vix)dx .

REMARCIUE : Trés souvent u ef v sont deux fois dérvables ce qui assure que [es
hypothéses du théordme sont safisfailes, puisque si v’ of v' sont dénvables alies
sont forcément conlinues. Quand ce sera le cas, on dira que u el v sont deux
fais denivabies, donc que 'on peut intégrer par parties.
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B Principe
Le principe consiste a ramener le calcul de _[:ui_xiu':::]dx . que l'on ne sail

B, .
pas calculer avec les methodes 1.2 ou 3, au calcul de Lu (%)w{xjcx que Fon
peut déferminer avec elles.

Il taut partois faire plusieurs intégrations par parfies successives powr 3'en sorlr,
mais attention ! 51 vous commencez a deriver u, 1 faut deérver sa dérivee ef
ainsi de sulte sans quoi vous aller faire une page de calcul pour finolement

u retomber » sur I:u[:t]h"I x|y = I:U{x]v'[!{}dx pclest inulile |

Vous avez comprs que l'important est de cholsir les bonnes fonclions u et v,

B Cas d'application
En géneéral, quand vous aurez G faire une ou plusieurs intégrafions por parties,

Fénoncd vous e précisera .
Pour des intégrales du siyle |x"sinfax+b)dx. |x"cos{ax +bjdx. |x"e™“dx

ou | x"Infax+b)dx avec nenfier naturel non nul.

Pour les frols premigras, on dérive X X" [gventusliement plusieurs fols) el pour
la demiére on dérve x—Infax+b) gue Fon ne sdil de toute fagon pas
mtegrer [dans ce demier cas ¢ nn peul &lre nul auguel cas on pose v(X)=1).

Il peut ariver que vous ayez 4 faire une ou deux intégrations par parties pour
frouver une relation de récumrence concemant vne sulle dont le terme général
el delini & partir d'une integrale,

B Erreur classique

Il @5t assez rare de e des copies ol || est précisd gue 'on peul inlégrer por
parties, C'est géenéralement possible cor les fonctions sont deux tois dervables
el c'est blen de le préaciser |

W Astuces
Quand vous avez une expression de la forme I:{ﬂ:+ﬁﬂ+flgﬂljdl avec g

qui n'est pas une fonclion logarithme népérien, | &5t souvent inféressan! de
dériver x s tx® + i +v, car on diminue la puissance de 1, || ne reste plus que
X = 2ox + 3, mais s on lait une aulre intégration par partie en dérivant celle
cdemigre fonction, § ne reste plus gu'une constante el... c'est gagne |

Quand vous avez une expression de la forme j':{ux=+|1:~:+ﬂr;|{x]dx avec g

qui est une fonction logarithme nepéren. [l fout dériver g.
Quand vous infégrez v X] el que vous trouvez une primitive v(X), pensez que

v(x)+k avec k bien choki en est également une, sans quoi vous risquez de

o patauger » avec ]':u‘{x}u[n]du (cl. exemple),



B Exemple : Détermines !:In[: + 3.

S vous over bien lu les lignes préceédentes vous saver qu'il laut deriver &
logarithme népérden donc poser u(x)=In(x+3) el v(x)=1 (on n'a pos e

choix),

Cela donne par exemple u'(x)= —I3 et v(x)=x MAIS I st beaucoup plus
.

judicieux de prendre v(x)=x+3 sinon vous rsquez d'avoir des soucks avec

ﬂu'{x}v[x}dx,

Cela &tant, comme u el v sont deux fols dérivabdes sur | 01|, par intégralion
par parties on obliant

jIn[x+3}dx=[{1+3]1n{x+3]]ﬂ _[ = {[:+3]-In{u+3]1] Ilc:lx
-[{x+3||n{:+3}|l‘—[:1:{{:—:+3]In:1+3}—xl=H[n-1—'l}—3l'n3=#lnd—3In3—|.

1%+ 3

METHODE 7 : Utiliser la définition

u Rappel
On vous a rappelé en infroduction que l'intégrale d'une fonction | peut se
cléfinir & partr d'une aire en unité d'aire,

B Principe

On calcule 'are powr déterminer Nintégrale.

B Cas d'application

Quand la fonction f n'est pas donnée (caos des exemples de Ninfroduction) ou
que I"'on ne peul pas intégrer f avec les mélthodas 1, 2 ou 3. mals que sq
repraseniation graphique comespond & des aires calculables  [Ihangles,
rectangles, irapézes, portions de disques [cl. exemple))

On peul remarquer dés a présent gue la methode 18 du chapitre relafif gux
suites: parmel de déterminer une valeur gpprochés d'une alre el donc de

donner celle d'une intégrale. Cette valew approchée peut parfols méme
permeltre d'émetire une conjecture qui donne sa voleur exacte.

L'ideal etant bien sir de démontrer la conjecture dans ce dernier cas, mais ce
n'est malheursvsemeant pas toujours possible,

B Exemple : Détermines j::'JIi—H‘Td'H aprés aveir conjecturé O quelle figure
geomelique comespond la repreésentalion graphique (C,) de la fonction |
définie sur | -1,1| par F{x)=J1-x% .
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Tragons la courbe (C) ) pour émelire les conjeciures demandées :

On peut conjecturer que (T, ) est un demi-cercle de cenire O et de rayon | ef
donc que infégrale ast égale 4 I'are du demi-dique de centre O de rayon |

- TR
g vaut 5 Demontrons.cela |

L'équation du cercle de centre O est derayon 1 est x® +y* = 1.
Or x4y =l=y =l oy=2fl-% .

Par conséquent. comme |e demi-cercle de centre O e de rayon |
comespondant aux y posifits, 1 o pour équafion y=4f1-x7 .

On en déduit gque |'ake grisée est % et finalement que jlﬁ |- dx= T—:";

METHODE 8 : Utiliser la linéarité

m Rappel

On o déja vu que pour tous réels a el b et toutes fonchions | et g ntégrables
sur un intervalle lona @ [(af(x)+bg(x) ik =af f(x)dx +b[ gfx)dx

m Principe

On calcule deux combinaons linsares de deux intégrates | el | que I'on peul
déterminer avec le theoréme londamental (expressions de la forme al + bl)
s on resoul ke systéme obtenu pour les rouver.

W Exemple : On donne | = j_rr_:ﬂs":-: oy et = _[_Tsfn: xchx.
Celcuez | # Jetl=Jel en deéeduire | af 1

14 J= I;Hcm: X +Sir® ® | clx =j;1|:l:w. =[x:[ =1.
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I-1= _[: (cos® x ~sin’ x Jox = _L*r:m 2x o = [EI sin?a:L =0 [pour une primitive de

X e o8 2% on applique la méthode 3).
Ainsi {:rj:; et donc |=J=~E’5.

METHODE 9 : Utiliser la relation de Chasles

H Rappel
Etant donng trois réels a, b, el ¢ d'un intervalle |, si | est une lonclion confinue

sur |, alors I:f[x}:l:u j:ﬂ:-:’,tix .:I:TI:-L}:;I:I :

B Cas d'application
GQuand f(x) comporte des valeurs absolues & que 'on vaul appliquer e
theordme fondamental.

® Exemple : Détermines | =[x - dx.

On ne conndit pas de primitive de | définie par 1(x) =1ﬂ:—q sur | =17 3, mais
on en connail une sur [=1; 1] etsur |1: 3].

En effet, sur [=1: 1], x* =120 etdonc f(x)=-x"+1.

De méme, sur [1: 3], x* -1z0etdonc f(x)=x"-1.

H!-

; ! 3 2 T 4
Finalement I = I_1fi:r:}dx +L f{xpeix = [—E + :::| + [_ = HI ol

20
— =8,
3

3

METHODE 10 : Utifiser F définie par F(x) = [ f(t)at

® Rappels
Propriéte 1 : 51 F est une primitive d'une fonction | définie et continue sur un
intervalle | alors ensemble des primitives de [ sur | est lo lamifle de fonctions F

définies sur | par F (x) =F(x)+k avec keR.

Propriété 2 : 5i une fonclion T et continue sur un Infervalle | contenant le réel a
alors la fonction F définie sur | par Flnj-j:fflld'f &3t la primitive de | qui

s'annule an a.

REMARGILIE : Avec cetle deuxiéme proprété, on a F'(x)=Ff(x) méme si on ne
saift pas exprimer Flx) avec les fonclions vsvelles ou leurs composees.
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m Principe
L'énonceé donne la marche & suivre an proposant d utlliser les deux proprigtés
précedentes,

B Cas d'application

Lorsque | n"admet pos une primitive parmi les fonclions usualies,

B Exemple : On considére ['intégralke r=J'IL‘ di, Ia fopclion F définle sur

oTeF
[0:1] par F(x)=[[rzdt aind que la fonclion G définie sur [n::}J par

G x) = F(lanx).
Déterminer 7, G puis .

Coup de pouce : | = ranL: .

On a Gx)=F(lanx)=tanx = f(fanx) = {1+ tan x) = *[1+tarf x) =1

{1 +tan® x]

car d'aprés la propriélé 2on a F(x)=f(x)= I ! 3
B
Comme G'(X)=1 on en déduit que Gix)=x+k (ke R] d'aprés la propriété 1.

or, G{D]:F{IunmuHm:‘[:rlT]-di =0, d'ol 0=G(0)=0+k. ce qui permel

d’en déduire que G(x)=x,

Finalement, on obient | =F(1) = F{ tan?

T 4
- [EJ 7

3. Approximations d’intégrales

GQuand les méthodes précédenfes sont &puisées, 11 ne meste plus gu'une
solution powr avolr une idée de la valewr d'une infégrale @ en délarminer une
valeur approchée,

Clast ce que nows vous proposons avec les methodeas suivantes,

Il va étre quesfion d'algodthrmes, n'hésitez pas a les programmer pour Bian
woLUs imprégner des nolions quiils mettent en oeuvre,
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METHODE 11 : Comment donner une valeur approchée d’'une
intégrale a partir d'un encadrement

B Rappel

$i gsfshsur[a:b]avec asb alors j:g{tms I:HTH’('S j:hum lorsque  les
trois toncfions sont continues sur |a.b|.

Cas parficulier: si f20sur[a:b]avec asbalors [Miljdt=0 (positivite de
Pintégrale).

W Principe

Onencodre fsur |G B, por deux fonctions dont on connait une primitive,

B Exemple : On considére | définie par | = I;E*"Jd! , ainsi que les fonctions i et

g définies sur | -1:0] par hju)=e’ <l-vetglu)=hiv) -%u".

] Mantrez que 05 hiu) en dressant fe lableau de variakions de h,
2) Montrez que glu) < 0 en dressant le talideau de varialions de @.

3} Déduisez de 1) et 2) que l+u=e” 5!+—u+% pow ue|-1:0).

4) En déduire que |-» <e™ '-‘J"’"J"EE'T pourx =[0 : 1].

5) En déduire une valewr approchee de | & 0,1 prés par defaut.

1) Lo fonction h ast dérivable sur |_-'I .‘{}IJ etl'ona hiu)=e"-1.

@ -lz0oe’ s lus0 done b est négalive sur |-1:0).
On en dédult que la fonction h est décroissante sur Mintervalle | =10 |,

Le tableau de varlafions de h sur L—!.Dj ast donc le suivant :

L =1 0

h{v) -

hé\‘
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On peut donc aflimer que hjuj=e"-1-uz0 el donc que & =l+u sur
Fintervolle ]_—'I ; EII].

2 La fonction g est dérfvable sur 'intervolle |-1:0] et l'on a
gv)=h(u)j-u=e"-1-u=h{u) 2 0 d'aprés la question précédente,

Ona done e tableau subvant -

=1 o

d'(v) ¥

On peut donc affrmer que g{u}=a"—1-u—%sﬂ et donc que e £l+u+%
sur |-1:0],

3) Daprés 1) et 2) pour tout u de 1_-1 :DJ ana lsusa’s I-.-a.n%.

4) Si xe| 01| alors —x° =[-10] el donc on peut remplacer la varable u de
Iinégalité précédente par -x° ce guidonne I-x" se™ < 1-x° +fi-iur | €:1).

5) On intégre membre & membre |'négalilé précédente sur |0] ef I'on
obtient

i s P 3 1 s ],:" r‘-" _ﬂ} :{:-
J(1-%7)ex < [ & ﬁxsju{lv-x +E]ﬁxa[xvil£!5[x Efr-fal,

2 2 1
On en déduit que Ea!aaq-ﬁ.

Fnalement, on peut affimer que |:n% 4 0.1 prés par défaut.
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METHODE 12 : Comment encadrer l'intégrale d'une fonction
continue, monotone et positive par la méthode des rectangles

B Cas d'application

Losque | est conlinue, monoione et posilive,

B Principe
Oin utilse la définifion de Ninfégrale et la méthode 18 du chapilire: sur bes suifies
aui repose sur un algorthme dont on vows rappeile ke rinclpe @

’ . : ! !
wn-r g 2021 e

Dans la masyre od I:T[n]dx est en unilé d'aire, 'are comprise enfre [Ox),
(1), et les droites d'equalionx=aet k= CPH'E." ir'llégrure est encadrés par
ks suites U = Zf[u-qb L i[b g 2= -l'.'l

n

L'algarithme de la méthode 18 rappelé claprés exploite ce découpage de
[::::I::} en n parfies. permet d'encadrer une intégrale e de donner une

amplilude de cet encadrement.

8 vous voulez un encadrement d'amplilude 1077 donnde, 1 faul rdsoudre

Finéquation d'inconnue n suivante @ V, - —-b—ﬂ |[“J:| fluﬂb]ﬂ'ﬂ
n

En outre. sl vous cherchez une valeur approchée a 107 prés de Mintégrale 1

sulfit de prendre la troncature @ p décimoales de la bome supérieuvre de
Vencadremeant.

B Asluce
S I'énonce ne demande pas la plus pefite valewr de n qgui donne la valewr

approchée demandae & 107 prés, alors vous prenaz une grande valeur de n
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aque peul supporter "algorthme afin d'oblenir les mémes p premigres
décimoles du minorant et du majorant et c'est réglé |

REMARGIIE ! 5i I fonchion es! monotone négative, 'algorithme suivant reste
valable car il renvoie les aires des reclangles mulliphées par =1 [les nombres

r[mfb—:’-] et r[b—ibT'“—} élant négalils). ce qui comespond bien & la

definifion de lMNnkegrale powr fes fonclions negatives.

En langage Python, l'algorthme qui permel d'encadrer Ili-f;;di [aui

comespond O 'estration dou princips avec a=1. b=5 =l l[x|=d';| el e
suivant :

Ezom MATH impoIc SQEE
def Lx):
FETUDT SgIE(xX]
def alre(a,b.8)1
a=f (a)
o=f (B}
for 4 in range(l.n) =
munsf (a+l® | (-a) S nd)
=t+f(b-1" [ (b-a)/ n))
u=3" | (b-a) fa)
v=t* | (b-&)/n})
d=aba [u-v)
retunn (U, ved)

51 I'on veut par exemple une valeur approchée a 107 prés de lintégrale. on
passe en mode o Bun 4 en appliquant 'astuce avec une assez grande valeur
cle n el l'on obtlient :

22> plre(l,5,50000)
(6.786843815466159, &.T86942T00004273, T.BEES43811431568-05)

Fnalement [ Jxdx = 6,786 & 107 pres.

B Exemple : On reprend lintégrale de 'exemple de ia méthode précédente,
c'est-a-dire l'infégrale | définie par | = ]';e'*'m.

1) Donner la valeur minimole de N qui permet d'obtenir un encodrement
d'ampiitude 107,

2] Vérifier avec "algorithme que la valeur de N est bien la bonne.

3) Donner une valeur approchée de | & 107 prés,

1} Résalvons il{l}—t{ﬂﬂr%gm-*:.ngm—;‘znzm‘*xlﬂ-!_‘:nzﬁﬂim.

La wvaleur M cherchée est N = 433,
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2) On prend 'algorithme suivant pour répondre & la question :

from BAED I1mpoIt exp
def E{x):
recurn exp{-x¥*2)
def airefa;b;n):
a=f (a)
t=f (b)
for 1 in range(l,n):
s=a+f (a+1i" ( (b-a)/n))
c=c+f (b—-1* ((b-a)/m))
u=s* | (b=-a) /s n)
v=g* [ (b-a})/n)
d=abs (u-v)
r=turcn (u,v,d)

En moce o Bun v, on abitient :

»»> aire(0,1, 632) B

(0. 7T473240746870875, 0.T46323803%25%4468, 0.00100019075764068493)
=»> alre(0,;1,633)

(0.7473232851316177, 0.7463246T744541636, 0.0009586106774541037)

Bingo ! C'est bien N = 433 qui convient,
3) On en déduit que | = 0,747 & 107 prés, Clest plus précis que dans 'exemple

de la méthode précédente, mais | a fallu la « force » de 'informaolique pour
obtenir ce résullal,

METHODE 13 : Comment donner I'approximation d'une intégrale
d'une fonction continue et positive par la méthode des milieux

B Cas d' application
Lorsque [ est continue el positive meme 4 elle n'est pas monotone,

® Principe
On utilise la definilion de 'intéorale et le principe llusiré par la figure suivante
puis on construil un algorithme  quil permel de donner ["'approximation
demandee,
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Comme nous sommes bien gentils nous allons vous expliquer ce principe en
détal, pus prendre 'exemple de 'approximoation de Fﬂdx vu dans la
methode précédente.

Sur cette figure, pour k entier compeis enfre | et n. les poinfs A, sont les points
D-0
e

de la cowbe d' abscisses respectives a+ (X —uw% =0+ (2k-1)=

La somme des ares des reclangles donne une approdmation de ['aire
compise enfre les droites d'éguations x=a, x=b, 'axe de abscisses el la
courbe représentative de .

En terme de suites cette approximation est donnde par ;
U, = thl[m-[:a:- |}n;].
Fat

REMARCIUES : 1) Cette méthode ne donne poas un encadrerment comme o
précédente mais elle n'oblige pas la fonchon a élre monolone,

2] Pour &fre sir d'avolr une valeur opprochée perfinente; I suffit de prendre
des valeurs de n suffisament grandes qui stabifisent les premiéres decimales de
U, comme nous le feront dans les exemples.

3) Powr les fonclions neégalives la remargue de [‘exercice précéden! reste
valahiaz,
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En langage Python, I'algorthme qui permet de donner une approximation de
j'fdrfdx par le principe que |'on vient de décrire est le suivant :

from mach import agreo
def £(x):
ISCULD SQET{x)
def airefa,b,;n):
a=f (&)
h={b-8)/n
for L in rangef(2,n+l):
s=g+f (a+(2%1-1)* (h/2}))
u=ath
geturn {u)

En mode « Run 4, on obtient :

»»» sire(l,5,50000)
6. TE6093256806946
»»> adre (1,5, 100000)
6. TB6E2I25T9510375

On relrouve bien la valeur approchée 4,784 a 107 prés oblenuve avec lo
methode précedente, mais on fait méme mieux pusque &, 78687325 en est

uneda 107 prés,

B Exemple : On reprend linfégrale de Nexemple de o méthode précadeante,
clest-a-dire I'intégrale | définie par 1= [ e™dt,

Danner une valeur approchee de | @ 107 prés par ko méthade des milleux &
I'aide d'un algorithme en langage Pylhon.

On prend I'algarithme suivant pour répandre G la gquestion :

from math iEpast exp
def £(x):
return exp (=-x**2)
d=f aire(a,b;n):
s=f (a)
h=({b-a}/n
faor 1 in range(2,n+l):
amx+f (as(2*1=1)* (h/2))
u=3*h

i
eturn (u)
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En mode « Run », on obfient :

»3»> pire (0,1, 10000)

0. T468241331192451

>»>» aire(0,1,100000)
0.7468241328154885

»»» aire(0,1,10000000)
0.T4682413281238%8

Cest asser pulssant : on oblient 0,74482413281 & 107" prés, ce qui blen sir est
cohérent avec les résultats trouveés dans les exemples des deux méthodes
précedentes.

METHODE 14 : Comment donner I'approximation d'une intégrale
d'une fonction conlinue et positive par la méthode des trapézes

B Cas d'application
Lorscue | est continue el posifive m@nme si elle n'est pas monotone,

A Principe

Comme pouwr les deux méthodes précédentes, on ulilise lo définifion de
Fintégrale & le principe llusiié par g figure swivante pus on construit un
algorithme qui permet de donner I'approximation demandée.




102 Chapitre 4

La somme des aires des ropazes donne une approximation de I'aire comprise
entre les drofles d'équafions x=a, x=b. l'oxe de absclses et la courbe
représentative de f,

Le preamier frapéze a pour hauteur h et des bases de longueurs f{a) et f{a+h)
fla)+t{a+h)
=g
Pour k entier naturel comprls entre 1 et n, en msonnant de méme |e kk4me
fla+(k—1jh)«f{a+kh)

5 -

donc son are ast A =shx

trapeze a pour are A, =hx

En terme de suiles celte approxmation de 'ore par cefte mélhode e
clonnde par

o fla+{k=Tjh)=1{a+kh)

U, =3h e

REMARCQUE : Les frals remardgues de o methode precedenies resfent volables,

En longage Python, I'algorithme qui permeat de donner une approximation de
jlldﬁdx par le principe que |'on vient de décrire sl ke suivant :

from math import AGrE
def Fix):
seturn SqQEc {x)
def aire(a,b,n):
a=f (a)
h=(b=-a)/n
for 1 in range(2,n+l):
g=a+f (a+ (2¥4-1) " [(R/2))
u=sih
re=cucn (u)

En mocle « Bun v, on obtient ;

*»>»> aire(l,5,100)
E£.TBEBSE40T214T705
>»> paire(l,5;1000)
£.TEBEED2E80R0B45E
»>> mire(l,5,10000)
&.TEERG3IZ54964T382
»»> aire (1,5,50000)
€. TE68532581852]
»»>» aire(l,S,100000)
&, TEERS32582595T0%

On refrouve bien lo valeur approchée §,784889325 a 107 prés oblenue a la
meéthode précédenta,
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B Exemple : On reprend l'intégrale de 'exempia de la methode 0. c'eska-
f re A to : T
clire l'intégrale | définie par r=Lmdr dont il a fallu utiliser « "arfilede » pour

b1
EroUver due s valeur exachs sl : ”

Donner une valew approchée de | & 107 prés par lao méthade des frapézes O
I'aide o 'un algarithme en langage Python,

On prend I'algorthme suivant pour répondre A la question :

from math impsrt agre
def £(x):
ceturn L/ (l+xve2)
daf aire{a,b,n):
=0
h=({b-a)/n
for 1 in range(l,n+l):
s=5+ (E[a+(i=-1)*h)+E(a+i*h}} /2
et Ll
recurn (il

En mode & Bun g, on abbtant @

33 alre (0,1,50)
0.TBS381456T308138
»»> aire{0,1,100)
0. 7853939596T30T819

Finalement. on obtient 0,7853 & 107 prés pour d'awsez pelites valeurs de n ce
qui prouve I"efficacité de cette méthode.

METHODE 15 : Comment donner I'approximation d'une intégrale
d'une fonction qui est continue et positive par la méthode de
Monte-Carlo

B Cas d'application

Lorsque | est cantinue et positive méme si elle n'est pas monotone.

B Principe

Celte méthode est radicalement ditférente des trols précédentes dans ko
mesure ol &lle consiste d déterminer une aire, donc une intégrale, sans uliliser
des aires de reclangles ou de frapézes dont la somme converge vers 'aire
cherchéa,

En elfel, 'idée est de deéterminer la valkeur approchée d'une are conlenue
dans un reclongle d'aire connue en uliisant des troges de points aldéatoires
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dans celui-cl, comme 'llistre la figure wivante, avec 'exemple qui nous a
servi de fil rouge daons les trols méthodes précédentes.

In [24]: montecarlo(4060)

2100 -
175 4
150 -
125 1
100 -
075

025 4
000

Dut[24]: @.76375

Aveac un algorithme que bien sir nous allons vous donner, on a génaré 4000
points aléatoires dans le rectangle de dimensions 4 et 1(5)=+5=2.23 et

ceux repreésentés sur la figure sont dans 'ore compeise entre les droltes
d'équations x=a=1 x=b=5, 'awe de abscisses et la cowbe représaniative

de | défirie sur | 04| par f{x)=x.

La valeur 074375 que renvole 'algodthme est lo proportion des points
reprasentés sur la ligure.

Pour avoir une valeur approchée de |'are cherchée 1 suffit de muttiplier cetle
praportion par I'aire du rectongle de départ dont N'are et 4% 5 =8944,

L' opproximation de I"are cherchée donc de L}-J':«-::l: avac calte méthode asd

donc 0,76375= 8,944 = 6,83 ce qui cohérent avec les approximations données
par les autres methodes,

Comme on vous sent impalients, on vo vous donner "algorithme en langoge
Python qui permel de genérer ce beau nuage de points et leur proportion
parmi les 4 000 points générés aléatoirement dans e recltangle initial,
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1 from math import szqri

2 et Fx):

3 Feturn sqriix)

4 fmport mptplotlib.pyplet as plt

£ from rendom leport wunifors

& def montecarlofn):

7 plt.asds (f1,5,0,.7(5)])

g x=funiform(i,5} for i in range(n)]

] ye{undlfara(o,F(5)) for 4 dn rangeln)]
1m g=[f{nfi]) for § in range{n}]
i1
12

1T
for L in range(n):
13 it yli)ez[1]:
14 nbresnbrasl
15 plt.scatter{x[i],¥[i])

if ple. show()
17 return{nbre/n}

REMARCQUES : 1) Celte méfhode ne donne pas un encadrement mais elie
n obige pas la fonclion & éire monotone.

2] Lorsgue n es! frop grand l'algodthme arame » un pew donc Mordinateur
N cime pos,

4] Pour avoir une valeur asser bonne de 'opproximalion vous pouvel?
appiquer 'algodthme plusiews fols avec une méme valsur de n et faire o
moyenne des proportions oblenues.

B Exemple : On reprend llinfégrale de 'exemple de lo méthode 7, cest-g-dire
Mintégrale | définie par I=j‘_||-.||f— ¥ o dont nous avons démontré qu'elle valail

'
excctement 5

Determinez une valeur approchée de | avec la méthode de Monte-Carlo et
vidriflez la cohérence de volre résulfat & I'cide de la phrase suivante qui
connent les 10 premigres décimales de r ;
i Clue j'aime & faire connaifre ce nomive ulite aux sages n
(3, 14 15926535 il suffit de compler le nombye de letires par mal...)).

On prend I'algarithme subvant pour répondre 4 la qoestion :

1 from sath isport sget

i def fix)i

3 return sgrifl-w**2)

4 fmport matplotlib.pyplot ss plt

% from randce jmport unifors

# def momtecarlo{n):

T ple.exis ([=1,1,9,7(2)])

| ws[uniform(-1,1) for L In ramgein})
a y=[unifora{@, f{e}) for L In rangefn))
in e=[f{=[i]} for L in rangeln)]

11 nkcEwl

12 for | in range(n):

1 if y[i)<zli]s

i4 n

is plt.scatter(x[il,y[i]])

18 plt.show] )
i? returninbre/n}
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En mochs « Bun w, on abtient

l!n [32]: montecarlo(5088)

10

08 1

06

04 4

a2

o B EL § Y, :
100 -0.75 -050 -025 000 025 050 075 100
jout(32): e.7822

o

Comme 'aire du rectangle qul conbient ce nuage de points vaul 2, une
approxmation de 'intégrale | par cette méthode est 2x0,7822 = | 5444 ,

Comme la valeur exacle de 'infégrale | est % d'aprés ce que 'on vient de
déterminer on en déedull n= 2« 15644 = 31288,
C'ast bien molns juste que la phrase, mais au fond, qul la connait 2

On aurail pu reprendre 'algorithme pour obtent une valewr plus précise mails
cedte méthode est aléatoire | il faul jover le jeu |

4. Equations différentielles

On vows a proposé an infroduction du chapitre trois equations différentieies
dont on vous a donng one sclution.

L'objectit de cette partle est de réioudre cerfaines equalions différentielles
clest=f=dire d'en déterminer toules les solulions délinkes sur un infervalle | de
longueur maximale =1 aventusllement de donner certaines d'enfre elles gui
verfie une condition particulisre,

Enfin dans les cos plus compliqués, nous verons comment uliliser la méthode
d'Euler pour s'en sortir j[opproefondissement).
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METHODE 16 : Comment montrer que f est solution particuliere
d'une équation différentielle

B Principe
On remplace ¥y par 'expression de | donnée af 'on se demande si ago
rcarchie b,

B Cas d'application
Il et fres fréquent que Non vous donne une famille de lonchions (por exenmpls

on vous définit f par f(x)=ox® +bx+c) el que vous ayez & trouver parmi ces
fonchions, celle qui est soluticon.

Il fout alors appliquer le princlipe &t proceder par identification.

B Exemple: Déterminez a et b de focon O ce gque | définie swr I par
f{x})=oe" +b soit solufion de y'+2y=e"+3 (E).

La tonchion | est dérivable sur B et P'(x)=ae".
On en dédult que '(x)+ H(x)=oe* + 2(ae" +b)=3ae" + 2,
La fonction f est donc solufion de (E) lorsque 3oe” + b =e" +3,

Cl =

3a

) BN . |3a=1 N .
Par identification, iib 3 &l o solution particuligre cherchée ast

b.

Tt i —

ka fonction | définme sur 5 par {(x) = Ee' *g .

METHODE 17 : Comment résoudre y'=fet I'exploiter

B Principe

Résoudra I"'équalion différentislle v =1 revient a déterminer |"'ensemble des
primiifives ce | sur un infecvalle ol elle est définie.

Pour cela, on applique les méthodes 1, 2, 3 ou 4 el la propriété | roppelée
dans la méthode 10,

REMARCIUE POUR TOLTES LES EQUATIONS DIFFERENTILLES

Chaque fois que l'on demande la résciution d’'une équation différentielie, I es)
frés frequent quensuite il soit question d'en donner une qui vérfie une
condifion.
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B Astuce
Lorsque 'on veul trouver la solulion de l'equation différentielle y' =1 dont la

courbe représentafive passe par Alab). c'est la lonclion F definle par
Fix) =_[='f{t]di+b d'aprés la propriété 2 de la méthode 10, ce qul évite la
résolufion générale et permet un gain de temps (cf. exemplel.

B Exemple : On considére ['équafion différentiele [E) @ v =™ =1{x],
1) Resalvez [E), puls donnez a solution de [E) dont la courbe représenfalive
passe par AllL2),

2] Donner directement la solution de [E) dont lo cowbe représentalive passe
par A(l. 2} sans résoudre (E).

1) Far application de la methode 3, une primitive de | ast la lonction F définie
sur B porr F(x) = %Eﬁ"’.

D'aprés o propriété | de lo méthode 10 'ensemble des solutions de (E] est
donc la famile de fonclions F délinies sur & por F {H}=%E“" +k avec kreel.
Pour trouver to solution particuligre demandée, i suffit de frouver k tel que
F (1)=2. ce qui donne E[I}:—éa"‘a—k =2, done k= E—%E’ et par conséquent
la solution porficuliére demandee est la tonction G définle sur R par
Gix) = %E‘“‘"’ —%&5 +2.

2) Pour répondre @ la question on applique INastuce, la solution cherchée ast
donc la fonction G définles sur & par:

1

Gix)= I-: e’ 'dl+ 2 = [Elei‘“-"l + 0= Eez..: 1

-EE!'*?.

METHODE 18 : Comment résoudre y'=ay avec a=0 et l'exploiter

REMARCUE : Dans cette méthade, camme dans la suivante, on o choil le réel
a non nul car sinon on se relrouve dans le cas de la methode précédente,
donc applique cetle demiére ef c'est plie !

B Rappel

Propriélé : Pour ae R, 'ensemble des solutions de v =ay est la famile de
fonctions F, définies sur 3 par F;[H}:EE"' .

B Principe
On applique la propriété précédenta.
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B Exemple : Résolver M'equalion v =-2y el en déduire la solution felle que
v{0)=3.

L'ensemble des solutions de ¥ =-2y est la lamilles de fonctions F. définles sur
R par F.(x)=Ce™.

Four détaerminer la solulion pariculiérs demandea, Il reste 4 délerminer & réal
C tel que F,(0)=2. ce quidonne Cxe® =3, soit C=13 et donc que la fonction

cherchée est G définie sur R par G{x)=3a™",

METHODE 19 : Comment résoudre y' =ay+f : (E) avec a=0
quand on conngit une solution particuliere et I'exploiter

® Principe
Etant cdonnee une solution particuliere y, de |'equation [E), on pose y=2+y,

ol y &st une solution de (E), puls en rasonnant par équivalence, on déleming
z an utisant la méthode précédente, puis on an déduit v,

Ce principe consiste a effectuer un changement de varlable entre v et 2 pour
obtenir une équation différentfiele en 2 que 'on sait résoudre (a volre niveau, 1
n'y an a que 2 ! cefle des deux méthodes précédentas).

B Asfuce

Losque pour foul x réel, o fonction { est constante. c'est-b-dke quand par
example H_'h:} =1, on vous consalle cde relenr gu'une solution poarbiculibne de

I'equation (E) est la fonction vy, delinie sur 2 par f¢{1}=—1—}.
L

B Cas d application
Quuand on peul déterminer une soiution parliculigre de (E).

B Exemple: Resolvez l'equation dilférentiefle y'=-2y+e' +3=2y+[(x) (E)
en ulitsant kes solulions des exemples des méthodes 16 ef 18.
En déduire ensuite la solufion de [E] qui vérifie y(0)=2.

L équafion [E) peut s'écrire v+ 2y =8" +3 el 'on a vu dans I'exemple de o
méthode 16 qu'une solution parficuliére de cette equation est la lonchion vy,
3

définie sur R 'n,rﬂl_:»:}=5te* o

Celda &tan! posons y =z +y, avec y solution de [E] el appliquons la methode,

¥ solution de (E) =y =-2y+f :-[1+y,}' =-2z+y, )+l =2 vy, =-22-2y, +1
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='=-2r (car vy, =-2y,+! puisqgue y, et solution de (E)]=2=Ce™

[exemple de la méthode précédente] < yv(x)=2(x)+v,(x)=Ce™ + %e' +g :

C'est gagne ! L'ensemble des solufions de (E] est la tamile de tonctions F_

définies sur R por . (x) = Ce +5I-E!' +§,

Four déleminer la solufion particuligére demandée, il reste a déeterminer le réel

C tel que F.|0)=2. ce qui donne C+%=E. soit E:El al donc que la

fonction cherchée est G définie sur R par G{x) = ée‘:' . -::-_a' +%.

METHODE 20 : Comment résoudre une équation différentielle
avec un changement de variable donné et I'exploiter -
Approndissement

REMARGUE : Dans cette méthode, on esf un peu a log mite du programme,
mais bon ! Fulsque le changement de vanable est donne cela revient o Io
meéthode précédente (Attention fout de méme a l'ensemble de définition des
solutions).

B Principe

Crest comme dans la meéthode précedente, mais le changement de varioble
paut &fre du slyle y= EI' . Y= qu_, ¥ =lnz. ce qui suppose une condifion sur
I'ensemble de définition de z el donc sur celuide v,

| Astuce

Pour aviter les problémes ligd aux ensembles de définifion des solutions
evoqués dans la remarque, on vows conseille de raisonner par analyse ef
synthése, C'est-O-dire a déderminer les fonctions qui peuvent &tre des solulions

puis a vérifler qu'elles le sont, wr des intervalles & déterminer, en lonclion de
leurs expressions litérales.

B Exemple : Résoudre "équation différentielle y'=3y* (E) en ralsonnant par

: , I
analyse ef synthése et en vliisant le changement de varable y = =

En deéduire ensuite les solutions de [E) qui verifie v(3)=2.

Analyse
|

Soit v une solulion non nulle de (E) et 2 telle que v = o
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Ona vy = —1,. . donc I'équation (E) & écrit —i = 31—],, en tonction de 2. ce qui
e 7 2
nous améne d I'=-3 pour =0,

Tiens, tiens ! On retombe sur la méthode 17 pour déterminer les solutions de
cetle derniére, qui est donc la famile de lonctions 2, délinkes sur B par

Z\x)=-3x+k aveckréel

On an déduit que 'ensemble des solufions de [E] ne paut &fre que la fonclion
nulle et la famile de fonctions y, définies sur foul indervalle inclus dons

R'h:%} pﬂrv_{x]ch:}“‘k avec kréel.

Synthese

Pour tout x e Rk(Ei, F.‘|3}=La =3y: [z} donc les fonctions v, définies
3) (~3x +k)°

sur tout infervalle mclus dans B I%J sont effectivement solufions ainsi gue 1a

fonction nulle.

Four déterminer lo ou les solutions poarliculieres demandess, | reste &

|9

déterminer le réel k tel que v, (3)=2, ce qui donne " 2. solt k==" el

=
donc que les solufions cherchées sont les tonctions F et G delinies

respectivement sur J—nr% et JL‘EH‘-":[ par F(x)=G(x)= _llsT

=3x 5

METHODE 21 : Comment déterminer la courbe « approchée »
d'une solution d'une équation différentielle avec la méthode
d'Euler - Approfondissement

H Rappel
Dans l'introduction de la paoartie 5 du chapitre sur les fonchions de premiére, on
a montré gue pour une fonction | dénvable, la courbe o ssée » de | ensemibbe
8 Yaleur connue
¥, =H{x, ] valeur connue

des painis M(x_,v, ) tels que h avec un pas hy donne,
A, =X 4+

e
.:qu:a-l =t T'[:'il. ll‘l + '!"-u

pemet d'obten une cowrbe approchée de la cowbe représentative de |
dautant plus proche de cetle dernidére que h est petit [méthoede d'Euler).
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REMARCUE : Nous avons appligué celte méthode dans I'exercice 19 du
chapitre précédent et dans 'exercice 14 du chopifre sur les fonctions de
premiére mais confrairement & ce que nous allons voir dans cette méthode,
F'(x) etait connue ; il va donc fallelr consiruire un algorithme différent !

m Principe
L'idée esl de remplacer I'(x, ) en utiisont I"équation différenlielle 4 résoudre,

ce qui modifie ['algodthme que nous avons evoque.

Pour que tout soit bien clof on va vouws expliquer cela avec un exemple
comme on |'a fait powr déterminer des valeurs approchees d'intégrales dans
la partie précédente.

Frenons par exemple I'équafion diflérentielle yv'=2y+3 (E) donl on va
déterminer une cowbe approchése de la solulion qui vérfie y(0)=1 par la

méthoce d'Euler pour xe|-5.3].

Pour tester la validité de la mathode, nous comporerons la courbe approcheés
donnge par la méthode d Euler a celle de la courbe de o solution exacte qui

corespond 4 la fonclion G delinie par G(x) = %E:' ug .

2

3 une fonclion | est solution de "équalion dilférentielle [E] cherchée aloes
P(x, )=21{x )+3=2y +3 ce qui donne vy, =(2y, +3)h+y, en remplacan!
clans la sulle définie par récurrence donnée dans e rappel.

Il ne reste plus qu'a construire un algorithme en langoge Python gui donne la
cowbe exacte ef la courbe ¢ lssée n de I'ensemble des points M{J‘-.-Yr.l fels
%, =
Y, = HO)=1

cjue " avec un pas h donng pour mesurer la pedinence de
_il',h. - KJ_ E

Yea = EIF- * 3.'1 +¥y
la méthode o' Euler,
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En langage Python, on peul prendre I'algorithme wivant ;

1 import matplotlib.pyplot as plt
2 from math import exp
3 def F(x):
4 return 2.5%exp(2%x)-1.5
5plt.axis ([-5,3,-5,508])
Eplt.grid
7 xwid
By=1
5 wl=G
10 yl=1
11 wd=d
13 3=y
13 h=9.1
14 abscs[]
15 ordo=[ ]
16 for i in range(®,51):
e u=x+h
18 yeyrh=(2%y+3)
15 absc.append(x)
28 ordo.append(y)
21 abscl={]
22 ordol=[]
23 for 1 in range(®,51):
24 al=mxl=-h
25  ylwyl-h*(2°y1+3)
25 abscl.append(xl)
27 ardol.append{yl)
28 absci=[]
29 ordo2e[]
30 for i in range(®,51):
31 x2mxi+h
32 y2af(x2)
33 absc.append(x2)
LT ordol. append(y2)
35 absc3=[]
38 ordods=[ ]
37 for 1 in range(9,51):
38 ®3=x3=h
39 y3=Ff(x3)
A absc3, append(x3 )
41 ordod.append(y3)
42 plt.grid()
43 plt.plot{absc,ordo, color="black", 1inewidth=2.8,linastyle="-"}
a4 plt.plot(abscl,ordol,color="black", linewidth=2.8, linestyle="-")
45 plt.plot({absc2,ordo?,color="black",linewidth=2.8,linestyle="--")
46 plt.plot{absc3,ordod, color="black", linewidth=2.8,linestyle="--")
47 plt.show()
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Les courbes oblenues sont kes suivantes ;

500

REMARCIUE : On conslale une différence sensible & porfir de x = 2, enfre a
courbe exocle en frait pointilé et ka courbe approchée en brail plein, mais
c'est volortaire de nofre part : prenez par exempie un pas h = 0,01 (igne 13)
el des boucies de fongueur 501 fen remplaogant 51 par 501 aux lignes 146, 23, 30
et 37) ef vous ne visualiserez pas o différence entre les deux courbes,

B Cas d'application
Lorsgue 'on connail ¥' en lonclion de y avec y(x,) =Y, mais gue 'on ne saif

pas trouver ceftte solution particulidgre de 'équation diférentielle avec les
methodes des précédentes,

REMARCIUE ; Afin de vous monirer 'efficacilé de la méthade, ¢'est par soucis
pedagogique gue nous 'avons ilusirée par une equaktion gue l'on soail
ressoudie.

& Exemple : On considére I'équalion différentielle y' =y? +1 (E],
Tracer la courbie approchée de la solution de [E) définie sur |- L5 LEJ tele que
yio)=0a,

Coup de pouce ! Kégler les v enfre <20 ef 20, prendre un pas de 0.0001 ef
cdonc des boucies de longueur | 5000,

La courbe obtenue est la suivante :
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L' algorthme en langage Python qui permel d'obleni la courbe ast e suivant ;

1 import matplotlib.pyplot as plt
2 plt.axis ([-2.5,2.5,-20,20])
3 x=8

& :'rllﬂ

S x1=8

6 yl=0

7 h=8,8891

8 abscs[]

9 ordo=[ ]
18 for i in range(9,15080):
11 w=x+h
12 y=y+h®(y**241)
13 absc.append{x)
14 ordo.append(y)
15 abscl=[]
16 ordol=[]
17 for i in range(9,15088):
1B ¥l=xl-h
19 ylsyl-h*(y1**2+1)
28 abscl.append{xl)
21 ordol.append(yl)
22 plt.grid()

23 plt.plot({absc,ordo,color="black” , linewidth=2.0,linestyle="-")
24 plt.plot{abscl,ordol,color="black™ ,linewidth=2.8,linestyles"-")

25 plt.show()

Réflexes

SITUATIONS

REFLEXES

On doit calevler une intégrale

Dians 'ordre :

On ufilize le lableau des primitives en
H{§ SR

On ufilize le tableau des primitives en
wufx) »ense demancont sil'on n'est
pas dans le cas particulier ou 'ona
ulx] = axth,

Cin tente une intégration par parties.
O se laisse guider par ["énoncé qui
peut nous inviter & ufilliser la relation
de Chasles, la définifion ou bien la
lindarité: de 'intégrale,

L'énenceé fait intervenir une
fonction F{x )= ["1(tidf

On se rappelle gque Fx)=Hx) «f
que Fla)=0.
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On doif intégrer membre a

3, | membre une inégalité sur un " Onsasurequelinegalisestvicie

sur [orb| avant d'intégrer.

intervalle |aib|
On doit determiner une valeur [* Un encadre ou on ufitise une des

4. | approchée d'une intégrale quatre autres méthodes [rectangles,
avec un algorithme miliews, tfrapéres, Monte-Carol).

o Dans 'ordre
- Bien u repérer » "aire & calculer.
= Former 'infegrale parmettant de
I"'ableni en unités d'are.
= Mulfiplier par le nombre de cm® de
'unite d'aire dés le debul.

» On détermine les constantes qui
it vont bien » ou l'on appiigque la
methode d'Euler,

5. |Caleul d'une aire en em”

On dolt frauver la selution
&. | particuliére d'une équation

différentielle
s O e raména a 'une des deux que
On doit résoudre une F . iy
7. I"on sait résoudre ; ¥ =1 ou v =ay
équation différentielle S
Astuces

B |l est souvent judicieux de mulliplier et de diviser une expression par une
mé&me constante non nulle pour la mettre sous o fome Fu(x))xu'(x) ce qui

paemel ensuite d'an donner une primitive s 'on connail une primitive [,

a = e ‘jl by
Exemple : 2 = --' i = -l x) . dont une primitive est

(201 S(-zsl)  60(x) dulx)

B Une are es) loujours posilive, mas pas une inlegrale,

B 5 vous devez dédulre d'une inégalifé comportant des ax, bx®, cx’ , une

a | 4
inégalité comportant des ﬂ%. b%. ch, I faut strement infégrer mambee .G

membre avec foutes les précautions que cela suppose,

W 5 vous devez étudier la parité de F[:rt}:J'l‘_:fli}dT, VOUS pouver écrire que
Fi=x) = [ t(t)dt=—[" t{t)alt. puis en ullisant la parité de f. comparez || 1{t)dt

2
el I__ﬂ'r}d? an les interprétant comme des aires.
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Erreurs

B Trop d'eléves cublient de mullipher par 'unité d'are quand une aire n'est
ppas demondee en unité d’'alre.,

B MNe pas tenir comple de lNnlervalle d'infégration quand on intégre une

fonclion peut vous amener & donner une primitive fawsse.

Exermple : Une primilive de | définie par l{z)= -1- LT j—-r.,ﬂ|_ ast par exemple o
®

fonction F définie sur cet intervalle par Fl:::}=Fr1|}':| =In[-x) car <0 el non

Fix)=Inx {dansce cas i ne lau! pas oublier la valew absolue),

B Quand vous détermines "aire A d'une fonction neégalive | sur un infervalle
5 5

| b | par la methode de Monte-Corlo on o Lﬂ:l}d’r =-A el non L fit dt=A

(il ne faut pos oublier de mulliplier par <1},

B Dans les algordthmes en langage Python, gul sont nombreux dans ce

chapifre, linstruchion d for | in range (0] » renvoke une Boucle de longueur i ol

commencea a0 et we terming & n=1, et non une boucle de 1 an.
Pour cette demigre 'instruction est (aloriinrange (Ln+l) »,

Le jour de I'épreuve

B Ce chopitre ne sera pos abordé ors de 'épreuve écnle, d'ol I'intérétf de
présenter une question qui le conceme le jour du Grand Oral.

B Méme si vous ne serez pas évalee 4 Fécnl sur le caloul infegral, si vouws
anvisage de (oire des sfudes supereuras scientifiques ou dconomiques on
wvols conselle de blen assimiler les mathodes qul le concemse.

Le jour du Grand Oral

Sujets mathématiques

B Question | : Caleuls d'infégrales par différenfes méthodes

Cette question classique est abordée en particulier 4 I'exercice 5 et repose,
c'une port wr "application du théoréme fondamenial du caleul inféaral el
les proprigtés de lNinfégrale, mails aussi sur la définition de I'intégrale en tant
cuaire,

B Question 2 : Détermination de la moyenne d'une fonction sur un infervalle

Cette question obordée 4 l'exercice 6 consiste & déterminer fa valeur
moyenne d’'une lonclion sur un intervalle. Dans Nexercice que nows venons
c’'évoquer, nous vous avons donng un algarithme qui peme! de mettre en
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evidence cette nofion de moyenne d'une fonclion continue, avec celle plus
intuitive de moyenne d'une sérhe dscréte [moyvenne d'on nombre fini de
valeurs comme celle que vous faltes los du calcul de volre moyenne
timestriclie de vos notes dons une matdre), || nous semble intéressant de
metire en évidence que le calcul théorigque de la moyenne d'une fonciion sur
un intervalle est d auvtant plus preche de la valewr renvoyée par I'algorifhme
cue le nombre d'images déterminges sl grand.

B Question 3 : Elude d'une fonction définie par une intégrale

Ceftte question abordée aux exercices 8 et 21 (ce demier &fant asez difficile)
permet de monirer des propriétés exacles d'intégrales de fonclions dont on
ne connail pos de primitive pami les fonclions weeles, ce qgul empéche
Mapplication du théoréme londamental du calcul intégral, | nous semble
primordial d'évoquer que o primitive qul s'annule en «as d'uvne fonction |
définie s un intervalle |, dont on e connall pos de primitive parmi les
fonctions usuelles est la fonction F définie pow tout x de I'intervalle | par

F(x) = [ f(t)dt. En outre, pour bien maitriser ce sujel, I est évident que vous

dever connaitre parfaitement les proprigtas de l'intégrale (définifion comme
une dire, linéarité, relation de Chasles, inversion des bomaes, encadmement).

B Queslion 4 ; Déterminalion d'une approximation d'une infégrale par une ou
plusieurs méthodes

Pour cette question, § ne s'agit pos comme dans la question précédente de
céterminer des proprhéiés exoactes d'intégrales de fonclions dont on ne
connalt pas de primitive, ce qui empéche l'applicafion du théoréme
fondamental du calcul intégral, mok d'en delerminer des approdimations por
urie mathode geomalique [reclangles, mileux. trapezes) ou aléatore
{Monte-Cardo) comme nous 'ovons foit dans 'exercice 9. Nous vous
conselions de présenter en détail I'une de ces méthodes en |'appliquant dans
un algadthme et de lakser |e jury vous intemroger sur les aulras &' le sauhaite,

B Question 5: Résolution exacte d'une équation différentielle

Ceftte quastion ast abordée dans les exercicas 10, 11 et 12 [dans ce demier on
propose en phus de comparer une solulion exacle G une solution approchée
obtenue par la méthode d'EBEder)] consiste a déterminer 'ensemble des
solutions d'une aquation differentielle pus 4 en déleminer une solution
particuliére qui vérifie une condition donnée,

B Question & : Elude de suites définies par des infégrales

Cette guestion frailée aux exercices 14 et 18 lall appel aux propriétés de
Fintéegrale (lindarité, encadrement) car les fonclions qui dépendent de o nn ne
permeatten! pas en genaral d'appliquer le théoréme londamental du calcul

ntegral cdans lo meswve ol 'on n'en connail pos de primitives, Cela suppose
de bilen connaitre les méthodes relatives oux suites  [monotonie,

CONVErgence...).
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B Question 7 : Algorithme de Brouncker
Cette question assaz difficle présantée d |'exercice 19 consisie & conjecturer

i
el a montrer gue lg sdrie Z 1

converge vers In2, Cela passe par
SN (& 2) o o B

Futilisolion de la constante o Euler qui esl la mite de la série E-:E -In[n). ce

Fmi
gue nows avons conjecturé et démontré dans 'exercice (lo convergence de
celfe demigre séne vers la constante o Euler peut laire I'objet d'une question
en elle-mame).

B Queslion 8 : Inlégrales de Wallis
Ceftle question difficile, abordée & 'exercice 20, consiste & déterminer o

valeur explicite des termes de la wite (| ) définie par | = Esin"‘xdx el aen

étudlier le comportement asymptotique. 8 vous mailrisez bien les notions
abordées dans cel exercice (intégration par parties, capacités de calculs,
proprietés des sultes) vous pouver esperer une excellente note.,

Sujets fransversaux

B Question ¥ : Equations horaires d'un cenfre de gravité et application

Cette question est plus relalive 4 la spéciafité Physigue-Chimie qu'd la
spéaciaiité Mathématiques mais dans la mesure ol &le fait intervenir o
cdéatermination de primitives el I"exploitation d'equations. c'ast d'une cerlaine
facon utiiser les Mathématiques au service de la Physgue-Chimie, comme
c'est toujours 2 cas dons 'enseignement supérieur,

B Question 10 ; Défermination d'un bénéfice ou d'un coldf moyen

Cles! une autre facon d'aborder o question 2 pour ceux qui ont choisl o
specialité SES losgu'un bendfice ou un codl es! moddlise par une fonclion
confinue sur un infervalle. On vous donne donc les mémes consels qu'a la
cjuestion gue nous venons d évoouer,



Chapitre 5
METHODES DE GEOMETRIE DANS L'ESPACE

MNous allons voir |

1) Quatre méthodes fondamentalas &n géoméfrie vectonalle non repanda
2) Les méthodes précédentes en géomefie vectonelle repérée

3) Comment caractérser analyliquement las plans, droites et sphéres

A Comment déetermminer des infersectons avec les equalions et les
represeniations parcomeaingues

3) Comment délerminer des distances avec les eéquations e las
represeniations poramétnagues

&) Commen! &'y prendre avec les barycentres

1. Méthodes en géométrie vectorielle non repérée

METHODE 1 : Comment utiliser la colinéarité et la coplanarité

B Rappels

1) Toules les régles du calcul vectoriel dans le plan se généralisent a l'espace,

2) Deux vecteurs u el v non nuls sont colindéakres s'll existe Ke® tel Que
E = -'l:'u" &

3) Touvte colinearité entre deox vecteurs faisan! intervenir 3 points permet de
demonirer un alignement.

4) Touvte colinearite entre deux vectaurs lasant intervenir 4 points permet de
demonirer un parallélisme entre deux droites.

5) §i w est une combinalson linéalre de deux vecteurs non colinéaires U et v
(w.u et v coplaonaires] alors foute droife de vectewr directeur w esl

parclléle & oyl plan cliogs par u el v ce auil permel de démonfrer un
parallélisme entre une droite et un plan.

&) Siun veclew normal 4 un plan esl colingéaire 4 un vecleur narmal G un auire
plan alors les deux plans sont paralléles ce qul parmet de démonirer un
parallélisme de plans.

u Principe
Touvtes les démonstrations reposent sur 'ufiisotion de lo relafion de Chasles ef
les proprietés precedentes.
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u Cas d'application
Quand aucun repare n'ast ntroduit pour effectuer les calouls,

B Exemple: On considére qualre points non coplanaires A, B C, ef D, ains

que les points M et N tels que : AM=AC +2A0D et BN = 28D +3AC .
tonirer que o droife [MN] est paralléle au plan (ABC| aprés avoir consfrult
une figure.,

A

On va utiiser lo propriélé 5 des rappels.

MM =MA + AB + BN = CA+2DA + AB+ 28D + 34C =EE+E{E_D +ﬂ}+ﬁTE

= 2AC + 2BA+ AB =—AB + 2AC .

MN est une combinason lineare de AR &t AC donc la droite [MN] a5t
paralléle au plan (ABC).

METHODE 2 : Comment utiliser le produit scalaire pour montrer
des orthogonalités

B Rappels
1) Toutes les regles de calcul relalives au produit scalaire dans e plan se
généralkent 4 l'espace.

2 Y L_'.l it v 1on riuls, uetv Colinéaires Sy = iﬁnﬂ,

3) ¥ 0 etv nonnus, uel v orfhogonaux —usv=0 ce qui permiet de
déamontrer une orthogonalité droite-droite.

4) Une droite est orthogonale & un plan lorsque Pun de ses vecteurs diecieuns
est orthogonal & deux vecteurs non colinéaires du plan ce qui permet de
camontrer une erthogonalité droite-plan.
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5 Deux plans sond perpenciculoires lorsque deux de leus veclaurs nomaux
sont orthogonaux ce qgul permet de démontrer une perpendicularité plan-
plan.

®m Principe
On fait apparaitre des produits scalaires de vecteurs orfhogonowx at
colinéalres pouwr démonfirer que ce produll scalaire el nul,

H Exemple : On considére le cube suivant !

Monlrer en utilisant ke produil scalaire que [HB) est orthogonale & (FAC).

B oFA = (FIE +EB) o FA = FE o FA+ BB FA.

Le vecteur HE est normal au plan {ABF) contenant FA donc HEsFA=0.

Le quadriatére ABFE est un camé dong ses dingonales sont perpendiculaires el
EBe AF =0.

Finalement on en déduit que HBFA=D.

Cn demonire de o méme facon que
FB + FC = (G + GB) + FC =G + FC+GB « FC = 0.

Le vecteur HB est orthogonal & deux vecteurs non colindaines du plan (FAG),
cdonc # ed nomaol ou plan [FAC), el la deoite [HB) est orthogonale au plon
(FAC].

METHODE 3 : Comment utiliser le produit scalaire pour déterminer
un angle géométrique

B Rappel

Pour frols points distincts A, B el C on o ; ABAC = AB AT wCOSBALC: .

H Principe
On détermine AB .« AC, AB et AC pour en déduke cosBAC avec la propriélé
rappeléa ce qui donne finalement une valeur exacte ou approches de BAC ,
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B Exemple : Pour le cube suivant de Cdte 1, | designe le milleu de | CG |,

H G

Déterminez une valeuwr approchée au degré prés de "angle géomeéfrique BlA .

IB+lA=IB . [ﬁ+ﬁﬁ]=lﬁ-!ﬁ+fﬁ--iﬁ=lﬂ: car comme BA est nomal au plan

(BCG) qul confient IB ces deux vec!ELlﬁ sont uthugnr_r_ﬂUx.

En remplacant dans la formule [BdA=IB=lAxcosBlA on obfient I'égalitée
187 = IAxIBxCosBIA el 'on en dédult que cosBlA = E

En appliguant le théoréme de Pythagore dans le fdangle ICB rectangle en C
on obtient |B* = I1C* +CB* -[%T +F :% dong 1B = '—3—-%.

En appliquant e théoréme de Pythagone dans le fiangle ICA reclangle en C
2

on oblient 147 =IC? + CA? -{—;] SCA =%+EA='

En appliquant le théordme de Pythogore dans le friangle CBA rectangle en B

on obflent CA* =CR* +BA* =F +F = 2, donc en remplacant dars I'égalité

précédente on a IA =—‘:+2=§. ce qui donne finalement iA:E:% el

25 i 2 |5
~ B 5 5 2 5
BlA® —— m B e 3w @ w—
RS T U T T

2
En ullisant « cos™'n ou 4 Arccos » avec lo coculalice en mode degré on

obfient BlA = 42* arondie au degré prés.



Méothodes de géomatnie dans l'espace 125

METHODE 4 : Comment utiliser le produit scalaire pour déterminer
la distance d'un point a un plan

B Rappel

Considérons la figure suivante :

P | F

On a 1E"nl:|nl{m*m}-;*rimﬂ?l-mll:itthMxﬁnHMHH car
a'ure  port AH et n sont arfhogonaux el d'auslre part HM el n soni

colinéaires.
ARA « n|

u Principe
On applique la formule précédente que 'on vous conselle de savaoir
reclérmontrer cormmee on | o foll.

Finalement la distance MH de M au plan [P) est donc diM(P)) =

B Exemple : On consiclere le cube suivant de cote | ;

Déterminez la distance du point H au plan [FAC).

On a vu dans l'exemple de la méthode 2 que le vecteur HE est nomal au

plan (FAC).

Cela etont, pusque F est un point du plan, la distance du point H au plan
|ﬁ ﬂ

(FAC]) est donc por exemple d{H.|_FM}}=W—,

On a F . F-Tﬂtu:|ﬁ . lm’*F-ﬁH ={AF +FF s ﬁ!l =|HF: +q=HF= car comme FB es

nommal au plan (EHF) gui confient HF ces deux vecteurs sont orthogonaux,
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En appliquant le théoréme de Pythagore dans le tangle HEF rectangle en E
on obfient HF =HE* +EF* = F 4+ F =2 done [FF « Al = 2.

En appliquant le théoreme de Pythagore dans le iangle HFE rectangle en F
on obfient HB® = HF® +FB® = 3 done ﬁl =HB =3,

=
On oblient finalement d{H.(FAC)) = |I:L——E| 2 EJ_

el

2. Méthodes précédentes en géométrie vectorielle
repérée

Cavand I'enonce introduit un reépére on vous conselle de résoudre le probleme
geometique analyfiquement en uliisant les coordonnées des points et des
veo e urs,

D' ailleurs, mé&me 'l f'est pas queshion de repére dons I'énoncé § est souvent
intérassant o en infroduire un pour se ramenar a une mathode analyliquis,

METHODE 5 : Comment utiliser la colinéarité et la coplanarité
avec les coordonnées

u Rappels

Définlion1 : Une base de l'espace est lormée de lrols vecleurs non
coplanaires.

Définition 2 : Dire gue k a pour coordonnées (a.f.y) dons la base (uv,w)

signifie que K= ol + j]; - ';-w.
Définltion 3 : Un repére de |'espace est lomé d'un point &t d'une base,
Définition 4 : Dire que M a pour coordonnges (a.f.y] par rapport au repére

[AG,G,EI signitie que AM =uﬁ+jﬁ + TT.I' .

Propriété : Deux vecteurs non nuls de "espace sonl colingaires quand lewrs
coordonnéss sonl proporionneles.

m Principe
On ulifise les rappels dela méthode | avec les coordonnges,
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Exemple : On considére qualre poinls non coplanaires A, B C, ef D, et les
poitifs M et N tels que : Fﬂ:A_‘C+EA_'D et BN =280+ 3AC.

Monlrer que la droite [MN) est paraliéle ou plan (ABC) en introduisant le
repére (A AB.AC.AD).

AM = AC + 28D donc M[0.12).

ET'J=E_D+3A—C:‘B_.|I&L+E=E—A+ EE-— H-E L'lm:—ﬁ-h:iﬁ.pzml
On en déduit que N(-13.2).

Koy — Hpy = -1
Far consequent MN Y=Y, =2 ce qui permel de refrouver d'une autre fagon
I, =I, = ﬂ

au'd la méthode 4 que MN = -AB + 2AC, cest-a-dire gue las frobs vecieurs sond
colinéaires et donc que (MN) est paralléle a (ABC).

METHODE 6 : Comment utiliser le produit scalaire pour montrer
des orthogonalités avec les coordonnées

| Rappel
x x'

Dans un repéere orthonorme si Ly et vy alors Uev =+ yy' +2°,
z vl

B Principe

On ulllse les rappels de o méthode 2 aovec les coordonnéas,

® Cas d'application

Quand le repére infroduit dans |"énonceé est orthonomé ou que 'on peul
introduire un repére orthonormmé.

B Exemple : On considére le cube suivant :

H G
E—4—F
pl. L e
4
A B

Monirer que a droite [HB] est orthogonale au plan [FAC) en infroduisant e
repére orthanormé A, AB.AD, AE |,
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Ona A(0.0.0), B(LO.G). H{0,11), F(LO.1) et C(110).

1 -]
On en dédult que HB}-1. que FA|0 puis que FClI .
=] - | -]

Par conséquent on a alors FASHB=(=1)(D+(0)-N+(-)(-N==1+1=0 et
FCoHB = (O)( 1+ (=1 +(=1)(=1) = =1+1=0

On en déduit que HE est normal au plan [FAC) et donc que Ia droite (HB) est
orthogonale au plan (FAC).

METHODE 7 : Comment utiliser le produit scalaire pour déterminer
un angle géométrique avec les coordonnées

B Principe

On ulilse la formule AB-AC =ABxAC xcosBAC  de la méthode 3 en
déterminant AB-AC. AB el AC &4 parlr des coordonnées en intraduisant un
repEne s 'anonce n'en propose pas un.

B Exemple : Four e cube suivant de cdie |, | designe le milieu de | CG |,

Déterminer une vateur approchée au degré prés de |'angle géomeéfrigue AlA
aprés avoir infrodult le repére | A AB,AD, AE }

Dans le repére I.AEEE] on a A[0.0.0), B(LOD) =t I{ i.'I.-;— ce qui donne

=] 0
1A -1 et IBl-1 .
| |

2 2
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On deduit de celo ; :
ﬁ-@ﬁ-[-]I{Dj-{-l]{-l}-[-%j[- ].1*

A'J["”:*{"";*['il};EH'E' ;
5= \(m} P

En remplacant dans la farmule [BdA=IBxlAxcosBlA on obtient I'égalité

| —

Bl —
& LA

En
| e

f‘:ﬁ
IS o

58 AdE — 5 55 4B
—.--—:-l:— cosBlA . et done cosBIA = = ==,
a2 2 W5 35

En uiiisant « cos™n ou g Arccos » avec la calculatice en mode degré on
obflient BlA = 42° arondie au degré pres,

METHODE 8 : Comment utiliser le produit scalaire pour déterminer
la distance d'un point @ un plan avec les coordonnées

u Principe

AN +
On utilise la farmule d{M[Hh% de la méthode 4 en délemminand
|A"ﬁ F|| at H 4 parlir des coordonnées en introdulsant un repére i I'énoncé
n'eén propose pas un.

B Exemple : On considére le cube suivant de cdte | ;

Détemminer la distance du point H au plan [FAC) aprés avor infroduit le repéne
(A.AB,AD, AE ).

On a vu dans 'exemple de la méthode 2 que le vecteur HE est nomal au
plan (FAC).
Cela &lanl. puisque F est un point do plon 1o distance du point H au plan

e g
(FAC) est donc par exemple d{H.(FAC))=——— .

&
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Dans le repére (AABAD.AE) on a H(0.L1), F(L0,1) et B(LO,0} ce qui donne

| |
HFl-1 el HB|-1.
0 i

On en déduit gue :

[FF « 8] = |10+ (=1 (=1)+ (0) (-1} = |2} =2 et [FB] = J(1)" +(=1)" +(-1)" = /5.
fF-He 5 z«f'

HOE

On obfient finalement d(H,(FAC)) =

3. Méthodes sur les caractérisations analytiques
des plans, droites et spheres

METHODE % : Comment déterminer une équation d'un plan et
I'exploiter directement

B Rappels

a
1) Du plan & une de ses équations ; Taul plan de vectewr nomal flb a une
-

equaotion de la forme ax+by+cz+d=0.

2) D'une equafion au plan: L'ersemble des poinls M(x.y.2) lels que
ax+by+cz+d=0 avec a. b &l c non fous nuls est un plan dont un vecteur
u::
normal est n
C

3} 5iun point estsur un plan, ses coordonnéas verifien! une quelconque de ses
equotions.

4) 51 un kiplet vérfient une équation d'un plan alos 1| comespond aux
coordonndes d"un point du plan,

B Principe
a

Une équalion d'un plan, dont on connait un vecteur nomal NiB et un poaint A,
c

estde la loime aX<by+cz+d=0.
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On determine d en ulisant le falt que les coordonnées de A veérfient
"equation.

W Cas d'application

Towus les cas: car lorsgque le plan est délini d'une autre focon, on peut se
ramenar au principe précédent en déterminont un vecteur nomal au plon
[wolr I'exemple - approfondissement] et en utilisant un de ses points.

W Exemple : Monltrer que les poinfs A(1L0.-1), B{0.2,-1) et C[2,1,3) délinisent
un plan et donnez une equation de ce plan. Le point D{1.0.-1) est-il un paint
du plan (ABC) #

-1 1
AB[2 et ACHI n'ont pas leurs coordonnées proportionneles donc s ne sont
4

pas colinearas.
Donc les rois points A, B et C ne sonl pas alignés et définissent un plan,

a
Cherchons nlp nomal & (ABC) cest-t-dire tel que neAB=0 et ne AC =0,
[

Cela Impose 3 [on exprime deux INnConnues en
a+b+dc =0

lasdmg |T=
e )
C=—-b
4

tonction de I'autra).
En prenant b=4. on obtient a=8 et ¢ =<3, et donc (ABC) a une aquation

de la forme Bx+4y-32+d=0.
A(1L0.-1) = (ABC) = 8(1)+ 4(0)-3(-1)+d=0=d=-11.
Finalement 8x+dy~-3z-11=0 est une équation de | ABC).

Comme 8(1)+4{0)-3(-1)-11=0, les coordonnées de D vérflent |'éguation
précédente donc D ast un point du plan (ABC).
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METHODE 10 : Comment déterminer une représentation
parametrique d'une droite et I'exploiter

B Rappels

|) De la droite @ une de ses représentations parameéfriques : La droite (D)
¥}
passant par e poinf M, (x.v..2;) et diigée por le vecieur ;v: Qa pour
¥y
i: =X, +w,f
représentation paramélrique le systéme i-.a =Y, +v,l avec teR.
2=z, +v,l

Z) D'une représentation paramétrique a la dreite : L'ensemble des poinls
Jx m X+l

Y=y, +v.,t ol | vare dans B est la drolle passanl par

M(x.y.z) tels gue
E

Al
M, (%, ¥e,25 ) dont un vecteur directeur est viv. .

Vs

3 5 wn point sl sur g drolfe | comaspond @ une valeur de | dans 'une
quelconqus de ses représentations porométriques,

4) 5 un friplet (x.y.z) comespond & une unique valeur de | dans une

représeniation paramétnigue d'une droite alons | corespond aux coordonnaas
d’'un point de la droite,

B Principe
On applique o direct » le premier rappel.

B Cas d'application
Tows les cas, car si la doite est définie par deux points A &t B, on peul s
ramener au pincipe précédent en considérant que c'est la droite passant par

A de vecteur directeur AB .

B Exemple : Determine: vune représenfalion parameéfique de o droile [AB)
sachant que A[lL=1.2) el B(0.1.3). Le point C(4.0.<2) eskil un point de (AB) #

-1
(AB] est la drolte possant par A(L-12) de vecteur direcleur AB|2 .
1
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x=1-1
Une représentation paromeétrigue de [AB) el dong @ Jy=<14+2t avec te R,
-._z' 241

Pour savoir sf C(4.0.-2) est un poinl de (AB). on remplace x y et z por les
coordonnéas de C et I'on se demande si la valeur de | oblenuve dans les trols
équations st la méme [4° rappel),

S c'estle cas le point C est sur (AB), sinon C n'est pas un peint de [AB).

4=1-1 Fersid

Ainsl {0 =-142t = |t=+ donc Ce(AB),
2
-2=241 f—d

METHODE 11 : Comment déterminer une équation d'une sphere et
I'exploiter - Approfondissement

H Rappels

I} Une équafion de la sphére de cenfre (X,.v,.2,) et de rayon R est
2 2 3
(x=%a ) +{¥=¥a) +{z-2a) =F".

2) 5 un point est sur une sphére ses coordonneées verfient une quelcongue de
L8 enuations.

3) 5 un friplet vérifient une équation d'une sphére alors | corespond aus
coordonnées d'un poaint de lo sphée,

4) L"derilure canonigue de l'exprassion I +al de la varable | esl [ t+%] £ %_

5) Il exdste une unique sphére crconscrite a un étraédre (proprigté démontrée
a I'exercice 17 - Approfondisserment).

B Principe
On applique la lomule precédente quand on peul frouver le centre ef le
ravon d'ure sphére définie géométriquement [ce peul &lre par son diaméire).

Guant au probléme inverse, cest-d-dire |a détermination du cenfre et du
ravon d'une sphére dont on a une équation [voir 'exemple), 1 faut mettre les
parties ena xn, oy » et iz nsous forme caononique pour s'en sorfi.

B Exemple : Monfrer que I'équalion ¥ —dx+y" +2y+27 +102+21=0 [E] esl
celle d'une sphére donl vaus donnerez le cenire el i@ rayon.
Le point A[2,2.-5) eskil un poinl de cetle sphére
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Les misas sous forme. canonique sont 17 —4x =(x —‘2]j -4, ¥ +2y :11.r+‘r]: -1 &t

2 +10z=(z+5) - 25.

En remplagant dons "équaltion (E) on oblient :

(=21 —d+(y+1) =1+{z+5) -25+21=0=(x-2) +(y=(-0) +(z-(-5)) =2=3°
L'&quation (E) est donc celle de la sphére de caenfre (2.-1-5) ef de rayon 3.

ona (2-2) «(2=(=1) +(-5-(-5)) =07 + ¥ +0° = F donc les coordonnées

ca A vérlient I'équation de la sphére ce qul prouve g le point A el wur la
sphére,

4. Méthodes sur les déterminations d’intersections avec
les équations et les représentations paramétriques

Dans toutes les méthodes, sauf la demidre, il faul résoudre un systéme el
miterpréter gEoméiicuerment lNensemble de ses solutions qua I'on noterc [5).

METHODE 12 : Comment déterminer une intersection plan-plan -
Approfondissement

B Principe
La systéme a résoudre est formé par deux éguations des deux plans.
jax+by+cz+cd=0

Il est donc de la forme | : : :
Lu:'l:—h'f+ﬂ z+cd' =0

Interprétation géomeétrique de solulions
1) 515 =& alors les plans sont siriclement porollébes,

2) 5i 5= |{a+ke, D+kp, c+ky), ke R] alorsies plans sont sécants selon la droite
Lr
passant Alob.c) de vecteur directeur Ulp .
‘_.l'
3) 5i le sysléme se ramene a une équation alors on a deux équalions
ditférantes du méme plon.

B Exemple : On considére les points A{L3.0), B(=LLI, C(0.1.0) et le plan (F)
d'équation x+y-22+1=0.Déterminez (F){ABLC).

En ufiksan! la méthode ¥ on montré que le plan (ABC) a powr eqguation
2%-y+21+1=0,
X+y=22+1=0

O ot done résoucne J .
|2% -y +22+1=0
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En sommant membra & membre on oblien! 3x+2 =0 el done x = '%'

En remplacant dans la premiére équation ona ! y= -% + 22,

Fnalement les solutions du systeme sont les iiplets de la fome &

[_-g.,_%+iz.z]=[—§.—%.D]+zqﬂ.1u.

0
(P) [ ABC) est donc la droite passant par F[—%.—%.UJ dirigée par V(2.
1

METHODE 13 : Comment déterminer une intersection droite-plan

B Principe

Le systeme a résouche est forme d'une équaltion du plan et d'une
représeniation parameatrique de la droite,

ox+by+ct+d=10

X =x, + il

¥ =¥y +pt

2=2,+v

Il &st done de la forme

Interprétalion géométigue de solulions
1) 5i 5 =@ alors la droite et siictement paralléde au plan.

2) 8 le systéme a une solufion unigue alors la droite coupe le plan en point
clont les coordonnéeas carasponcent a la solution du syshémea.,
3) Sile systéeme a une infinite de solutions alors o droite est incluse dans le plan.

W Exemple: On considére les points A(L3.0), B(=LLI) et ke plan [P)
d'équation x+y-22+1=0, Délerminez (F)~(AB),
En ulilisant la méthode 10 on monire qu'une représentation paroméaiique de

[%=1-2K
la droite | AB) est!y=3-ﬁ:.
li.".:h:
Am =k
On doit donc résoudre 17 =7~%
l-r"f-l"!-rh[}
En remplagant dans la demiére équation on obtlent ;
5 -
- -2)- = == iz =l 2= ]
(1-2K) +(3-2)~2(K) +1= 0 = k=2 = (xy.2) = 3“]
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Finalement (P)r(48) est ke point K| -%%-E] ;

METHODE 14 : Comment déterminer une intersection droite-droite
- Approfondissement

B Principe

Le sytéerne a résouche est lomnée par deux représentalions paramelriques des
deux droiles.

XX, + Al

Y =¥y +ul

Z=Z,+4l

Xo=xy+ A

y=y,+pt

2+ Tl

Il st done de lg forme

Interprétation géometrique de solutions

1) 5i 5= & alors les droites ne sont pas séecantes,

2) 5ile sysléme a une solufion unique alors fes droites sont secanfes an point
clont las coordonnéas comaspondant a la salulion du sysiéme.

3) Sile systéme admel une intinité de solutions alors on a dewx représentations
paramétrgues différentes de la méme doite.

B Exemple : On considére les poinfs A(L3.0). B(-LLl) et la drioite (D) passant
par E(l,-10) de vectew directeur G{E‘.Li}. Détemminez (D)~ AB).

x=1+3
= _[lastz e =k
On déit résoucke 1% ' 1 let=3-Zk=N42i=1-21 =11=0 ce qui
x—
a et =3-21 4
y=3-2% fm—
Z=k

erst absurde donc (D) ~(AB) =@
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METHODE 15 : Comment donner une intersection droite-sphere -
Approfondissement

B Principe
Le sterme a resoudre est forme por une represeniation paramelnique de o

dirolle et une &quation de la sphére.
X =x, +it
ymy, +pl
i= I,;, + Tr

(x=x,) +(y-v,) +(z=2,) =F

Il st done de la fome

Interprétalion géometrique de solulions
1) 5i 5 =02 alorsla dolte ne coupe pas la sphéne,

2051 5= | riplet (x,.v,.2,) alors la droife el la sphére sont tangentes au polnt
M, (%55 2o).
3) §i 5= 2 triplels (x.y,.2) o (X.y..2.) alors la droite coupe la sphere oux

points M (x.y,.z,) et M,(X..y..2.).

B Exemple: On considére la droile (D) passant par E(L-L0) de veclheur
directeur EIE.LJ} et la sphére [5) de cenlre (2{].-1.0) de rayon R = Jé .
Déterminez (D)rm(3).

x=1+2 »=1+2 x=1+2 [a=1+2

o : y=—l+l y=-I+1 y=—l+1 y=-lst

NS Yr o 04 i =0+t Dk:EH’r 2=04+t
(x=1f +{y+ )] +28 a6 [(2) (tf +F =6 [& =6 b=l

La droite (D) coupe la sphére (5] en A(3.01) qul comespond & t=1 el
B(=1-2Z.-1) qui comespond @ t=-1.

METHODE 16 : Comment donner une intersection plan-sphére -
Approfondissement

m Principe
Il taut déterminer g disfance du centre 3 de la sphére (5) au plan (P) en
ufilisant une des méthodes 4, 8 ou |7 puls comparer cette distance d{£L(F))

au rayon R de la sphéne.,
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Interprétation géomeétrique de la comparaison de d(,(P)) et R
1) 5 cd€L(F)) <R alors (5)~(P) est le cercle du plan (P) de cenfre e projeté

orthogonal de 0 sur (P} et de rayon r = “Iﬁ: - cF (CL(F)] -

2) 5i d{£2.(F)) =R alors (5)~(P) est le projeté orthogonal de 0 sur (P).
3) i J(€L(P)) =R alors (5}~ (P)=2,

REMARGUE ; Dans celte interprétation il est question du projefé arthogonal
d'un poinf sur un plan c'est pourquoi on vous renvole O kK méthode |7 powr le
déterrniner.

B Exemple : On considére e plan (P) d'équation x -2y + 21 + |5 =0 el o
sphére (5) de centre ({1,-1.0) de rayon R=1,

Determinez (Fym(5).

|
Le vectew n|-2 est normal ou plan (P} et le point Al=1500) [par exemple)
2

ast un point du plan donc on paul déterminer |A_£1 . F* af H pus applicuer 1o

I
I={=15)=16&

Comme ALl -1-0=-1 on cbtien |E.F1=|{ta}m+[_1}{_?]+gm:2;]=13 &
0-0=0

ﬁ=.||f1-" #(=2) +2° =% =3 ce quidonne dl:flfP]}=|E]-ng=t—§=6.ﬂ=E_

de la méthode 8 pour déterminer la distonce de

formule d{L(F)}=

a [P).

On en deduit que (P)n(S)=@.

5. Méthodes sur les déterminations de distances avec
les équations et les représentations paramétriques

METHODE 17 : Comment déterminer la distance d'un point
a un plan

B Rappels

Définition 1: Le projeté orthogonal d’'un point M sur un plan (P est le poind
d'intersection enfre [P) el la draile passant par M orthiogonal a (P) [point H sur
Ia figure).
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Définition 2 : La distonce de M & (P) est d[M(P)) =MH.

yd | ’
H-F{

2l

Propriété : On a vu que MH=d(M.(P)] = donc sl ax+by+cz+d=0 st

une équationde [Plona;

8 B H:J:+b=+cr
= -ox, by, —cz, =d

ax, +by, sz +d=0

On en deduit que :

1%&‘4 =|'=‘.l{#.,|,_—1-'..#].-nrl:||'L'g.-"M -y )+e(z,, _;‘H
=|mh' +by,, + 2, —ox, ~by, "*:11.|
=|l'-:1!'!,._., +|i'.'l'j",_. +¢Im+q

AN Fq g lax,, +by,, +c2,, +d|

Finalement on oblient : MH=d{M(P})] = —= . :
H -Jn' +b' +¢?

B Principe

Comme celte demigre formule n'est pas explicitement au programme on
vous consalle de savol la redémontrer (Cca peut tomber...) et de I'uliliser powr
verilier vos calculs aprés avoir déterming la distance d'un point 4 un plan par
la détermination du projeié orthogonal [H sur la figure).

Pour déterminer les coordonnées du projeté orthogonal Hix,.y...2. ) d'un point
M %, ¥y 2, ) sur un plan (P) d'equation ax+by+cz+d=0 i faut l'interpréler
comme |'infersection entre [P) et la droite (D) passant par M orthogonale a |P)
6 |
donc de vectew directeur nib.
=
X=X, +Qnk
¥ =¥, +bxk
z=1z,+Cxk
ax+by+cz+d=0

Par application de la méthode 13 le triplet solution de (5):

comaspond aux coordonnées de H.
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La distance cherchée est alors MH = J[::,: —:-'.Hf +1 ¥ = v,,_.]: +(z, —IM}E :

B Cas d'application
GQuand on peut déterminer une représentafion paraméfrique de (D) et une
dquation de (P) o0 gu'ales sont donnéeas.

B Exemple: Déterminez la distance enire le paoint M{LLI} et le plan (F)

d'égquation x = 2y + 22 + 15 = 0 aprés avolr détermine? les coordonnéges dy
projeté orthogonal de M sur le plan (P).

|
Le pian ) admet nl-2 comme vecteur normal donc la droite [D) passant par

2
M orthogonale & |P) admet n cormme vecieur directeur,

%4k
Une représentation porométigue de [D) estdonc @ Jy =1-2% .
[Z= |+ 2

xml+k
y=1-2%
=1+
X=-2y+22+15=0
projete orthogonal du point M sur le plan (P).

La solufion du systéme donne donc les coordonnées du

| &
h=-?
‘:I{=T+k %= |+k 1 T
A=—-=
Comme y=1-% = =k =) ? . on
7mls=2k z=14+2% =ﬂ
-2y +2241520 [lek-2(1-%K)+2(1+2K)+15=0 |7~ 9
.
| ¥
A
k'l
F 41 23 e | ] 32
ﬂb-ﬂ'EﬂT H[—E.?.—F el donc MHT;"-—I—-?"
LB, %
) [}

Par corségquent ona : d{M.[P))=MH = J[-I—E-'T+[ %]:[-:;T?]I = %‘5 .

Vérification : L' opplication de la formule démontrée dans les rappels redanne

bien a[mcﬁ-}]nj_'"i"ifiq t.lj‘-'f.
F+{-2)+2
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METHODE 18 : Comment déterminer la distance d'un point @ une
droite

B Rappels

Deéfinitlon 1 : Le projeté orthogonal d'un point M sur une droite (D) est ie point H
cf’intersection entre (D) & le plan (P) passant par M orthogonal & (D).

Définition 2 : La distance de M a (P) est d{M,(P})=MH.

P}

A
{0) M
H Principe
Pour déterminer les coordonnées du projeié orlhogonal H(x,.y..z, ) d'un poin
il
M(% Yoo Zy) Ut une droite (D) de vecteur directewr vib passant par
i

Alx,.v..z, ) 1 faut I'interpréter comme intersection entre (D) el le plan (P)

i |
passant por M arthogonale & (D) done de vecteur nomal vib
C

- o :I{h-l-ﬂ-:-ck

S 3 . ‘ y=y. +bhxk

Far application de la méthode 13 le friplet solution de (5): 0 ; i

ax+by+czed=0
avec d el que ax,, +by,, +c2, +d =0 corespond aux cooardonnées de H.

B Cas d'application

Quand on peut déterminer une représentation paramétrique de (D) &t une
equation de |P) o0 gu'elles sont données.
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B Exemple : Délerminez lo distance enire le point M(LL]) et la droite (D}

I
passant par A(l,2,3) de vecteur directeur V-1,

|

Le plan |P) ordhogeonal & D) passant par M admet v|-]1 comme vecteur
0

normmal donc it a une équation de la forme x-y+d=0.

Comme M({LL]) estun point de [Plona |-l+d=0 ce quidonne d=0,

On en deduit qu'une équation de (F) est x-y=0.

Jl:=|+1‘.'
Une representation paraomeétnique de [D) ast iy =2-k.
=3
.:I:=I+Jl:
La solution du systéme :=§_h donne donc les coordonnées du projele
x-y=0
arthogonal du point M sur le plan (P).
' I
k=—
%mlak *=1+k g
- - = —k. =
Comme Y=2 E:x =i =4 2, on obtient H[EEB] el donc
=3 z=3 3 2 2
x-yul |l+k—(2-kK)=0 =3
I'=-3
3yt
2 2
— | 1
MH=~=]== .,
2 2
F=l=2

METHODE 17 : Comment déterminer la distance entre deux
droites - Approfondissement

B Rappels
1) Deux droites non coplanaires admettent une unique perpandiculaire
commune [propriégie démontrée 4 Nexercice 14]).
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2) La distance entre deux droites (D) =t (D°) est d =hnmgi i PQ {sur la figure
suivante P=Maif Q=N].

B Principe
On traduil en terme de coordonnées e fail que M E{AG]. que Hela,;]. =3

e MM el n sont colinéaires pour tomber sur un systéme de 9 équalions & 9
inconnues !
Rien que go.., mais rassurez-vous, dans ce cas c'est lacile G résoudre,

La resolution de ce systéme donne les coordonnées de M et N donc la droite
(MN] &l la distance MN.

REMARCIUE : 51 I'on veut juste lao perpendiculaire commune il est plus rapide de
Vinterpréter comme l'inlersechion des plans [A.G.ﬁ} ef EE:H] Qi n deésigne un

vecteur orthogonal & o ef v,

B Exemple: On considére ko droite (D) passant par A(LL=1) de vectewr
direcleur G{—L—I,ﬂjj et la droite [D°] passan! par B(-1.-1.2] de vecteur
direcliew ;[—L .1} fvoir figure du principe].

Determinesz la perpendiculalre commune qux draites (D) el [V ainsl que g
distance enfre ces deux droites.

Ky = I= Ay
M{xr.u?m+zr.l.} £ [Dj::' ¥ia l'-|=ll-.?.,"-|I ¥

Ly =—1

Hy = =1=

”{xﬁf'l"wzujﬁitr}:' ¥u = -1
Zu=2+hy
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Cherchons un vecheur ﬁﬂﬂ.t::.c] qui st orfhegenal 4 uetv.
nsu=0=-a-b=0=h=—a.

nev=0=-ags+c=0=c=aqa.

En prenant a = |, on oblient n{L-11).

Xy — %y =K V=l =(1=hyl=k  |[Ay=d-k=2 (L)
MN=kn={y, =¥, =k ={=1=(1=a,) =% =d{r,#k=2 (L).
1h-Ia-=K 243, (1) =k he—k=-3 (L)

:':.M:n
’ I ?ﬂl :U. IM‘G,G,III.]

'}‘-u: iy =
(L)=(Ly)+{Ly) = -k =3k =1 E:u“ T et .
My==2 %= lH{L—I.D:

'!"A.=‘I

Ir,.=u

La perpendiculare commune 4 (D) &t (DY) est [MN),

La distance entre (D) et [D') est MMN=43.

6. Comment s'y prendre avec les barycentres -
Approfondissement

METHODE 20 : Comment utiliser la définition du barycentre

B Rappels

1) G est barycentre de |(A.q )..(A.q )] o0 g+ +q, =0]siel sevlement si

aGhA + +a,GA =0.
REMARCGIUE : 51 a =..-=aq, on pare d'isoboarycentre.,

2) Le barycentre est invariant quand on multiplie les coelfficients a,.

un meéme nombre non nul.

B Principe

.a, par

On utilise cetle définition quand un point &st barycentre d'un systéme de n

points pondeares ou pow prouver gu e en est boarycenire.

Dans ce dermier cas on part de aGA +--+a.GA el I'on prouve que ce
vectewr ast le vecteur nul par uliisafion de la relation de Chosles et de

I"&ronce,
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B Erreur classique
Quand g + - +a, =0 e barycentre n'existe pas... Alors vitez d’en parler |

B Exemple: On considére un lelrgédre ABCD, les points E. F. G milieux
respeclifs des seamients !_AEJ. !_ﬁ.C J et LADJ, l'isobarycenire H de BCT, el e

mileu | de | AH |.
Faire une figure el manfrer gque | est MNsobarycenire de EFG.

U L e L [T Bl
=—HE+—-HC+—-HD==|HB+HC +HD |=0.
5 E4-E C+2 D 2[E___‘

On en dédult que | est I'sobarycenire de EFG.

METHODE 21 : Comment réduire la fonction f(M)= é‘ a MA,
(fonction vectorielle de Leibniz) et ufiliser cette réduction

B Rappels
1) Deux cas peuvent se presenter ;

Cas 1: Eq_ =0 +---+4,=0 &t le vacteur H{M) ne dépand que des points

A A el ne dépend pos du point M bien qu'au départ B solt &crlt en
fonetion de ui,

Cas2: iq =@ +-+a, =0, etsil'onnote G=Bar{{A.q).-(A,.q )l clors:
rgmhz_qM: Sa, [MG=(a++a, )MG.

Enl

2) En géometrie analytique, si O est le centre du repére, en remplagant M par
O dans la formule précéadente. on oblient :
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- Zqﬂﬂ
OGe=— |
Zq
&y 4+ CLK,
=
ﬂl-q--- hﬂﬂ_
Gy, = #
Par conséquent si A (X,¥,.2) ). A (%..¥..2,) alors {1y = 1:* +Eﬂ¥ .
1 T
nlz14_...+|:|l_zﬁ
I,g; =
. Q4+,

B Principe
Four uliiser ces lonmules on procéde selon fe cas @

Cas 1 : On écrit par exemple que e vecteur f{M) est:

ﬂM}‘ﬂm +g}[m -I-.n"'._-."’k_!}* 'H:I'"Im +E-.J‘!'_~..,.}

[+ +un]m'ﬁ+w1:+ -+ a R =a AR 4+ R, =TTA).
ke it e B

Cas 2: On infroduit le barycentre G=Bar{|A.a)..[A.a )] et l'on applique
a formule qui permet de récuire ke vacleur.

B Cas d'application
L'énonce permet de se ramener a déefterminer 'ensemble des points M tels

que IW}I =k = 0 [souvent une sphére) ou tels que II{_M'}I . IcT[hT! [souvent un
plan mediateur),

B Exemple : On consicléra un fiangle équiateral de 'espace de cdfé o,

Déterminer dans chaque cas l'ensemble des points M de l'espace fels que

1) ii’MA+MB+m Iw. ’q
2) |20A + MB + MC] = |[2MA + 2M8]

I} On introduit le barycentre Ge=Bar{(A2)(BILICT)] = l'on obfient
ﬁ}-ﬂ*m-m-ﬂn-l]hﬁ_{}-dm,
D'autre part on a : g(M) = MA -MB mﬁ] =BA .

Finalement Il{M}I=|g{M*-=-i4MG|=H:-MﬁG=u-=-MG=% el 'ensamble

cles points cherchas at la sphére de centre G de rayon % .
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2) D'aprés 1) ona : (M) = 2MA +MB +MC =4MG .

D'avtre part en introduisant Pisobarycentre | = Bﬂr{[hE].{E.?]} qui est milieu de
| AB | an obtient (M) = 2MA + 2MB = (2 + 2)Mi = 40

Finalement  [f{(M}| = [n(M)| = |4M5] = |44 = MG =M avec G=I, donc
Fensemble des points cherchés et le plan médiateur du segment |1G .

METHODE 22 : Comment déterminer un lieu de barycentres

B Principe
Four que fout soil bien clalr on va vous expliquer ce principe an s appuyant sur
un exemple.
Ainsl nows allons expliguer comment déterminer |'ensemble des barycenires

G, du systeme de points pondérés {{&k}.EB.I\:+2}.IC.3€.-3].[D.-4I:-2]]-
losque k décrit R.

Pour cela il faut :
1) déterminer les valeurs de k pour lesquelles G, exisle,

2) écrire la relation vectorele que verifie G, .

3) mettre k en facteur ce qui donne une équation de la lorme KV =W _ ol
V et W sont des vecheurs qui dépandent de G,

4) récluire les vectaurs V et W en ullisant la méthode pracedente,

B Exemple : On va résoudre 'exemple du principe.

1) Comme la somme des coelficients est 3, G, existe loujours,

2) Les points G, vérfient : kGA+(k+2)GE+ (% +3)GC + (% -2 GP =0 .

3) On en dédult : k(G A+GB+2G,C -4GD | = 2GB -3G,C +3GD .

4) Par application de la méthode pté_::édanfa .
a) G, ) =GA+GB+26C —4GD =f A )=AB +IAC 48D @ et
b} elG, ) =-2GB-3GC +2GD =3GE avec E=Bar|(B.-2).(C.-3).(D.2)} .

— k=

Finalement an a ku=-3GE et danc EG, =3

Lorsgue e réel k decril X, & reel 11,—: deacrit egalemient Z donc I'ensamibe das

points cherchés est la droite passant par E de vecteur directeur 0,
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METHODE 23 : Comment utiliser la propriété d'associativité

B Rappel ; propriété d'associativité
Proprigte avec 4 poinfs (admis)
St G =Bar|(A,0 (A0 (A0 i AL0,)
alors
G=Bar|(A.a. (G, +a, +0,)] avec G, =Bar(A..a, (A, kAL, )

a condition que . +a, +a, =0 ;

ou bien
G =Bor{(G,.a +0, {G;.q, +a,)] avec G, =Bar{{A.q, k(A .q.)} e

G, =Bar (A, )i(A.0,) @cendition que o +a, =0 et a,+a, =0 ;

uu bh“ L3 ]
toul autre regroupemenl & condition que las barycentres partiels
(5. Gy.Gy, ) existent.

Genéralization
Oin généralise a n points pour fout n entier supérieur ov égal a 3.

B Cas d'application

1) Pour montrer que frobs points sont alignés. 1 suffit de montrer que 'un d'entre
eux ast barycentre des deux aulres,

2) Pour monfrer que quatre points sont coplanaires. 1 sulfit de monirer que 'un
c'entre eux est barycenire des Irois aulres,

3) I est rdquent gu’'un barycentne soit commun a plusieurs drottes de 'espace,
ce qui permel de prouver que les droites sont sécantes dans le cas de deux
droites &t concourantes dans le cas de plus de deux droites,

B Principe

Dans chague cas, on part d'un barycentre de trois points ou plus &t 'on
applique o propiélé d'ossociativité pour écrire ce barycentre comme
barycanite de deux points (ou irois points pour monirer une coplanarnié).

B Exemple : On reprend la figure de 'exemple de o méthode 20 el 'on
infraduit les points J el K, miieux respechifs de | BD | ef| BC |.
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On nofe L e barvecentre du quadnilatere ABCD.
Monirez en uiiisant la propriéteé d'associafivité que ;
1) les points G, L el K sont allignés,

2] les droites (FJ) et (GK) sont sécantes,

3) tes paints |, E, G et F sont coplanaires.

1) Ona L=Barj{A1).(B1L(C1).(D)] . done en regroupant A et D d’'une part,
puis B et C d'autre parl, comme G =Bar [(AILID.I) (G mileu de |AD]) et
K -Ect{[ﬂ.?].{ﬂ.l}} (& miiev de |BC|), en appliguant la  propriete
d'ossociativite on obtient : L=Bar{{G.2).(K.2)] ce qui prouve que L, G et K

sont alignés.

2) On a L=Bar [(A1).{8.1).(C,11.(D.])} . donc en regroupant A el C d'une part,
puis B et D d'oulre part, comme F=Bar[[Al)(C1)} (F miieu de |AC|] et
J=Bar [(B,1),(D,))} () mileu de |BD|), en appliquant la propriété d'associativité
on obfient : L=Bor{(F.2).(12)] ce qui prouve gue L. F et J sont aiignés et donc
que (Fl) et (GK) sont sécantesen L.

3) Comme | st le milleu cle | AH| on a: [=Bar j(A1)H1)}.

L c'est un peu mons immedial que dons les deux questions précédentes
clans la mesure ol il faut inferpréter | comme un barycentre des frals points E, F
el G,

Il suffit d'applquer la propriéte d'ossociativité « & 'enversn aprés avolr
multiplié les coefficients par 3.
Ainsi, | =Bar [{A3).(H3)] avec H=Bar{(B.1).(C.1L(D.1)] ce guiaméne &

| =Bar {{ A3) (BN CILDA) = Bar (A LB LA DS ANDD]

En regroupant A et B, puis A el C et enfin A el D, comme E=Bar{(A).(B1).
F=Bar{(AD(CN) e G=Barl(Al.(D1). en appliquant la  propriétd
d'associativité on obfient : |=Bar [E2).(F.2){G2)] ce qui prouve que les
points . E. F el G sont coplanakres.

REMARCIUE : On refrouve e résullal démaoniré dans N'exemple de o meéthode
20, c'est-g-dire que | est l'isobarycenire du fiangle EFG.
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Reéflexes
SITUATIONS REFLEXES
On doit montrer un L .HHEE lers v bieurs: ciifec beurs clas
1. 5 droites af les vecteurs nomaux des
parallélisme.
plans,
Din coloul de uits scalares avec
On doit montrer une =R E S y
2. les vecteurs directeurs des droites et
orthogonalite.
les vecteurs normaux des plans.
3 On doit déterminer un angle On ufilise o formule du produit
" | géometrigue. scolare avec cosinus,
4 On doit déterminer une On raisonne cvec le projehé
" | distance. orthogonal et la lormule adéquate.
5 On demande une équation Cin cherche un vecteur nommal du
" | d'un plan. plan.
On demande une I faut un podnt et un vecteur
& rﬂ:présuniaﬂﬁn paramétrique directeur de la droite.
d'une droite.
f { |
On doit diteriiner ohe .IE aut r¢MU¢e un '.'-'!"5 amea e
7. interpréter gaoméalnguement la
infersection.
solution.
& On doit montrer qu'un point Cn utilise la définition vectorielle ou
" | est barycentre. la proprigte d' associativile,
5 On doif réduire la fonction On se demande sl la samme des
" | vectorielle de Leibniz. coafiicleEnis est nulle ou non.
On doit déterminer un lieu de CIn rdcluit les fonc ions veciores]les ofa
10. | barycentres ou un ensemble bl e e
de points. 2 '
Astuces

B Pour calculer un produil scalaire définl G partir d"un polyédre, § est judicieux
cla «suivre » les arétes pour taire appardgifre des produits scalakes de vecteurs
colnéaires ou orthogonoaux.

B Dans les conliowalions de lespace fakant ntervenir des distances 1 esl
souven! judicieux de faire intervenir des plans médiateurs (exercices 4 et 10).
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B Un exercice en geéomélrie non repeéree peul devenir un exercice an
agdéométria repérée en infroduisant un repére [orthonarmé pour calculer des
produits scakoires).

W Four gogner du femps. on peul éviler d'oppliquer le theoréme de
Pythagore en apprenant par coeur gue la hauteur d'un fnangle equilatéral de

coOte wan asl h:u%. el que o diogonale d'un came de cole wah est

d=ﬂ~ﬁ-

Erreurs

B FPorler du borycentre d'un systéme de points pondérés dont 1o somme des
coetficients ast nulle est une grosse ereur, car dans ce cas, l& barycenire
n'existe pos.

B Il est faux d'appliquer la fomule donnant le produit scalaire de deux
vacleurs dont on connalt les coordonness {I._I-; = XK WY R'J quand le repére

n'est pas orthonorme.
B Dans espace :
I Uensembie des points M tels que MA = MB et le plan mediateur de | AB |. et

non la médialrice de | AB |, et encore moins le milieu de | AB| |

2) L'enieamble des poinis M tels que AM = R > 0 est [a sphére de cenfre A et de
rayon K, el nen le cercle de centre A et de rayon R.

Le jour de 'épreuve

B Faites de belles figures : cela vous adera G mieux raisonner « valorisara
volre cople.

B Lo geométrie dans I'espoce se préte bien aux QCM ;i faut vous entrainer
en vous rappalant que dans un QCM, 1| ne s'agit pas de chercher une solution
mais de trouver les bonnes réponses parmi calles qui vous sonl proposéeas,
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Le jour du Grand Oral

Sujets mathématiques

®m Question | : Proprietés d'un cube

Cette question abordée aux exercices |, 2. 12 et 13 fait infervenir des
propiefés de paorallélisme el d'orthogonalité dans un cube. Les
déemonstrations de ces proprieiés peuvent &fre reallsées en geomeiie repérés
ou non, A cet égard, | peut &lre inléressant de proposer deux déamonstrations
d'une méme proprigte,. Celte dualité vous est d'oilleurs proposée dans les
deux premiéras parties du chapitre, au sein desqualles nous Vous PrOPOSoNS
des démonstrations différentes de la méme propriéte,

B Question 2 : Propriéiés d'un tetraddre régulier

Cette question aborcése dans 'exercice 3 conssle a uliliser, entre autre, &2
prodult scalagire pour déterminer des distances et des angles au sein d'un
talraédre régulier. La dualite évoqués dans la question précédente reste
d'actualité pour celle-cl.

B Question 3 : Propriefes d'une pyramide

Catte queastion abordée & |'exercice 4 propose de démontrer le méme genre
cle propriaiés qu'da la question précedente, au sein d'une pyramide réeguliére
el non d'un tétraédre. Sur le plan historique, 1| peut étre intéressant d'enrdchir
celte quesfion avec une rélérence aux pyramides d Egypte.

B Queshtion 4 : Infersections de droites ef de plans en géoméfrie repérée
Celle gquestion abordée en parliculier dans les exercices 5 &l & consisle 4
interpreéter la résolution de systémes faisant mtervenir des éguations de plans et
des représentalions paraméfriques de croifes pour déterminer les intersections
demandées.

B Question 5 : Distance d'un point & un plan ou une droite

Cefte question est abordée aux exercices 7 et ¥ dans lesquels elle fail
infervenir la nofion de projeté ofbegonal. Cependant, § n"esl pas toujours
nacessaire de laire inferveni celte nofion pour déelerminer la distaonce d'un
paint a un plan. En elfet, | suffit d'appliquer les lormules des méthodes 4, B
17 pour "en convaincre (on vous consaille de savoir redémonirer ces formules
si wous choisissez cette question).

B Queshon & : Perpendiculaire commune = Distance enfre deux droifes
Ceftte question relativement difficile est abordee 4 'exercice 146 et repose sur
cles notfions qui seront rés valorsantes s vous les mailrises,

B Question 7 : Intersections de droifes ef de plans avec une sphére

Comme lous les problemes dinfesections, cetle question fall intervenir o
resolution de systémes mais aussi cefle de distance d'un point @ un plan [pour
IMintersaction d'un plan avec une sphére). Ce sujet aborcdé & "exercice 8 n'est
pas st difficile méme "1 falt "'objet d'un approfondissement.
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B Question & : Uliizalion de la fonclon veciorielle de Leibniz

Cette fonclion uilisée dans les exercices 10 et 14 permet de rédure des
vecteurs dépandant d'un point M. La réduction que I'on vient d'évoauer fall
intervenir la définition veciorelle du barycentre d'un systéme de ponls
pondérés. Blle a pour but de d'oblenk une égalité simple faisant infervenir un
ensemble de points M 4 déterminer [sphére ou plan méediateur).

B Question 9 : Ullisalion de la proprieté d'associalivité du barycentre

Celte propriété est utilisée en long, en large et en frovers a o deudiéme
quastion de 'exercice 14. D'une lagon générale, alle permet de démonirer
gue frols points sont alignés, qualtre sont coplanakes ou enfin que des droites
sonf sécantes ou concouranfes [gquand elles sont au moins au nombre de
frovis).

BN Question 10 : Lieux de barycenires

Cette question aborcdée G 'exercice 15 conskle a déterminer le iew d'une
famillle de borycenires de syslemes de poinls ponderds dont les poics
dépendent d'un parameétre réel,

B Question 11 : Sphére clrconscrite & un félraédre

Cette question, comme les deux précédentes, esd aswez simple quand on a
bien comprs la methode qul amenes a la résoudre. || vous suffit de reprendre
Mexercice 17 pow la comprendre. Elle consiste d'abord o démanirer que la
sphéare existe en rasonnont par 'absurde a partir de plans mediateurs, puls a
la déterminer,

Sujets ransversaux

W Question 12 ; Structure de la molécule de méthane
Cette guestion qui peut élre conjuguéese avec la spécialité Physique-Chimie

corespond @ la question 2 car une molécule de méthane de formule CH, se

modélisve dans 'espace par un 1é&lraédre régulier dont les sommets sont les
alormes o hydrogéne el le cenlre de gravité l'alome de carbone.,



Chapitre 6
METHODES SUR LA COMBINATOIRE
ET LE DENOMBREMENT

Mous allons volr comment

1) Dénombrer des situations avec o peu i d'issuss

2) Dénombrer des situations avec « beaucoup » d'issues
3) Uiliser las forrmules relalives aux coalficients binomicoux
4) Produire des algoriihmes relafifs au dénormbrerment,

Dans 'intégralite du chapitre, pour un ensemble finl 2, la notation card(l
dégane son nombre d'&léments,

Four dénombrer avec des ensaembiles finis | est parfols astucieux de refenr les
ey propriétés subvantes -

Iy S Acn et A désigne le complémentoire de A doans 0O alors
coardA = cord(} —cardA..
2) Four deux ensembles A et B, card(A UB ) =codA +cardd —cord | 8 ).

Enfin gquand i v g équiprobabiiiié, o 'en note O 'unlvers d'une expérence

aléatolre &t A un avénement de celle demiére, sa probabilite  est
carcis,
P{A])= -
(A carci)

1. Comment dénombrer avec « peu » d'issues

On modélise le dénombrement par 'oulil le plus appropnie corespondant aux
guatre meathodes de celte partie,

On applique ces méthodes quand il y a moins d'une cingquanfaine d'ssues
possibles.

METHODE 1 : Donner une liste d'ensembles

B Principe
On procéde par élopes successives comme dars Fexemple de celle
m&thode,
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B Cas d'application
Quand il n'y a pas trop d'Esues (moins de 20].

B Exemple : On exfralt smultanément deux bouwles d'une vne U confenant 5
bowesnumeératées 3 5:6:8: 9.

1) Par quel abjet mathématique peut se modéliser ce Hroge.

2] Donnez le nombre de firaoges pour lesquel e produll des numéros est
divisible par 12.

1) Un lroge se modelise por un sows-ensemide d deud ééments des cing
boules de |'umea.

2) Pour répondre 4 cette question on dresse la liste des sous-ensembles de
Fume a deux &lements contenant 3. puis ceux contanant 5 mais ne contenant
pas 3, puls ceux confenant & mols nie contenant pas 3 et 5, &t aind de suite...

Il faut tews les donner mais une seule fols !

On obfient : [3:5):{3:6):{3:8):{3:9}):{5:4}:{5:8}:{5:9}) :[&:8): {6:9}:{8:9}.

Les ssues favorables sont @ [ 3:8):[&81:18:9

Il v a donc tros froges pour lesquels le produit des numénos est divisile par 12,

METHODE 2 : Conshuire un tableau

B Principe
On construit un fableow d double enfrée pour lister fous les cas.

B Cas d'application

GQuand le dénombrement se modélike par un couple et qu'll n'y a pas trop
d'issues [moins de 50).

REMARGUE : L'exemple de cefle meéthode monfre que plusieurs méthodes
peuven! intervenir pow dénombrer une situation,

B Exemple : On exfralt simulfangément deux boules d'une vme U confenant 5
bouwles numeérofées 3: 5: 6 8; ¢ ef une boule d'une une ¥V confenant cing
boules numéroldes de 94 13

1] Far quel abjet mathemalique peul se modéliser ce lirage ¢

2] Dennez un tableau qui permet de lister les issues possibles.

3] Donnez le nomlve de tirages powr lesquels fa somme des numeéras est
divisile par 7.

1) Un frage se modélise par un couple contenant un sous-ensemble 4 deux
gléments des cing boules de 'ume U et une boule de V [ex. {{SJBI.! l], o ol

I'idée de construire un fableau & double entrée afin de donner la somme
cemandée pour chogue ksue,

Z) En ufisant la solufion de 'exemple de la méthode précéedente on peut
conshruire le tableau suivant pour dresser [ fistes des issues possibles ;
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v
rd 10 I 12 13

L

135

13:6]

145

(39)

(5:6)

158}

)

\6:8]

16:9}

(&)

3 On dénombre donc sept tirages pour lesgquels la somme des numéras est
divisible par 7 (cases grisées),

METHODE 3 : Construire ou imaginer un arbre

B Principe

Chaoque chemin suivi sur larbre représente une ssue.,

B Cas d'application

On applique cefte méthode quand on ne peul pas appliquer les deux
precedentes ef qu'll ¥y a une notion d'ordre, ce qui par exemple et le cas des
tirages successifs,

REMARCIUE : Cefte méthode peut s"appiquer quand I v a un grand nomibre
d'isues comme le monire l'exemple de cette meéthade.

B Exemple: On exfrall successivermen! sans remise 3 boules d'une ume
canfenant neul boules numérolées de 1 a9,

1] Par quel objet mathématique peut s& modéliser ce tirage ¢

2) Deéterminez e nombre de firages pour lesquels fa premigre boule lrée est

paire,
3] Bépondez aux mémes guestions 5 le firaoge est avec remise.

1) Un trage se modélise par un friple! sans répeélition des 9 boules de 'ume,
por exemple(B,.6,.8, ), d'ol 'idée d'imoginer un arbre (il y a rop de cos pour
ke construire enfiérement] pour dénombyer, car i v a hrop de cas pour
applquer la méathode | et comme le modéle nest pas un couple la méthoda
2 ast également inapplicable.
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2) Larbre qui modélise la siteation posséde 4 bronches de rang | Il v @
4 boutes palres). 8 branches de rang 2 (une boule ayant été tirée, il ne reske
plus que 8 boules possibles) et 7 branches de rang 3 (deux boules ayant été
tr&es, il ne reste plus que 7 boules possitsles).

Ceda donne 4 x 8 x 7 = 224 frages pour lesquels la premigre boule firge st
paire.

3) Un trage s& modélse par un biplet avee répétitlon des ¥ boules de M'ume,
par exemple (BB B, ).

L arbre qui modélise la silualion de la dewdéme question poséde 4 branches
de rang 1 (il y a 4 boules pares), ? branches de rang 2 [puisqu'i v a répétition
¥ boules resten! possibles) et ¥ branches de rang 3.

Celo dorne 4 x 9 X 9 = 324 trages pour lesquels la pramiére boule tirde esd
paire.

METHODE 4 : Construire un diagramme

B Cas d'application
Guuand un énonce introduit une population vérfiant trais critéres [ou plus) dont
certains individus en varfient un, deux ou frols (ow plus).

® Principe

On construll un diagramme &t |'on délemine & cardinal de chaque partie en
commengant par lo partie corespondant au plus grand nombre de critéras,
puls. celles qui corespondent & un critére de moins ef ainsd de suile [voir
example].

Comme le monire 'exemple, 1| & peut que 'on soll ameng 4 résoudre un
sysierme.

B Exemple : On considére un groupe de 140 individus qui parlent au moins
Fangiais, 'espagnol ou Mallemand,

Farmi eux ;

J0 padent au moins 'espagnol (a)

&0 parent au moins anglais (b)

315 parent ou moins Mallemand o)

20 parent au moins 'espagnol et 'anglais [d)

15 parent au moins "'anglals et 'allermand (e

5 partent les rods langues f1),

Combien d'individus parent I'espagnol el 'allemand mais ne parent pas
I'anglais #

Pour répondre a la question on commence par uliliser [as données (t), [e). (d)
el (b} powr construire le dicgramme suivant :




Mathodes sur lo combinatoire af ke dénombrement 159

Espagnol

¥ 30

[

On cherche x, cé qul nous amens O consichérer ke systéme suivant en uillisant
hes cufrEs clonmdéesy o

(x+y+z+60=140 |X+y+Z=80(L)
X+y+20=70 =y =230 {L.)
x+2+15=135 x+z2=20 (L.)

(L, )={L;)=(L; ) donme x = 10. gui est le nombre cherche.

2. Comment dénombrer avec « beaucoup » d’issues

Onea déja effleurs 1o guesiion dans I'exemple de la mathode 3 dans la mesure
o 1l y avalt un grand nombore d' issues, ce gui rendalt lo construcion etfeclive
cle 'arbre impossible,

Il s'agit dans celle parfie de vous présenier deus nouveaux i oulils iy pour
modéliser ce genre de situalions & dénombrer,

METHODE 5 : Uiliser les principes multiplicatif et additif avec des
k-uplets

B Rappels
1) Cardinal d'une réunion d'ensembles deux a deux disjoints - Principe addilif
c'est la somme des cardinoux des ensembiles; soif :

cord{ A, Lo A )= cordd, + -+ CcandA, .

2) Définttion d'un k-uplet : pour k enfler supdrdewr ou égal & 1, un k-uplet es
unie suile ordonnée de k élérments d'un ou plusieurs ensemibles,
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3) Definition d'un prodult cartésien : pow k enfier supensur ou egal a 1, on
appefle produit cortesien des ensembles AL A l'emsemble nole A x.x A

des k-uplels de latorme (g0 ) avec g e A, -.q € A,.

4) Cardinal d'un prodult cartésien - Principe multiplicatif : <'add & produil des
cardinoux des ensembles, soft card(A, == A ) = cardA, = corda, .

5) Cas particulier des k-uplets d'un ensembile A tel que cardA =n :

a) Dans ce cas A =-=A =A donc card(Ax- xA)=(carda) =, ce qui
corespond au nombre de k-uplets de A,

ni
b] Quant au nombre de k-uplets d'éléments distincts de &, c'est N=

(n-k)! ;
REMARCGUE PRATIQUE : On peul retenir ces formules mals dans kes cas ol n

n'est pas frop grand (inférew ou Bgal & 10), on vous conselle de présanter les
résultals comme dans o présentation 2 de 'exemple.

m Principe

On modélse une Bwwe favorable comme un k-uplet d'un ou plusiewrs
ensembles,

On procéde par élapes successives en appliquant les principes mulfiplicalif e
aclditif.

B Cas d'application
Lorsaue la nolion d'ordre intervient dons une sitluation & dénombrer (lirages
sucoessils ou qui s’y raménent).

B Exemple: On exirail successivemen! avec remise 5 boules d'une ume
contenant 7 boules rouges numérolées de | & 7. et 10 boules vertes
nuwmerotees de | a 10,

COn note 2 'univers de cefle expérnience aléatoire, c'esf-a-dire 'ensembie des
ey possibles ef 'on conddéne les événameants sulvanis

A ! obtenir un tiroge unicolore

A : ablenir un firoge bicolore

C ! oblenir 4 boules rouges et une boule verte.

1] Determinez les cardinaux de 2, A, Bet C.

Z] Déterminez les prababilités de A, Bef C,

3] Eepondez aux questions précedenfes dans le cadre d'un lirage successif
san:s remise.

1) Four répondre & cette question nowus allons vous proposer deus
présentations différenbes, apeds avolr cepandant remaorgued, qu'ung isus e
modelse par un S-uplet des |7 boules de 'ume,

Désferminons les probabililés demonckees avec deux rédactions différenies,



mmodm sur o combinatoire ot e dénombrement 161

Présentation 1 : on rédige avec les ensembles et leurs cardinaux

Déterminatlion de card2
Comme 'ume conlien! 17 boues ona cardl=17" =1 419 857.

Determination de cardA
On appligue e principe additil en additionnant les tirages unicolores rouges
fensemble R, } et unicolores verts (ensemble V, ).

Comme 1 v a 7 boules rouges on o n:'.ﬂrdﬁ._ =7 =16807, et en rakonnant de

méme avec les boules vertes on obtient cardV, =10° = 100 000 ce qui donne
finalemeni :
cardA = cardR, +cardV, =7 +10° =114 807 .

Determination de cardB

Vous pouver additionner les trages avec exactement une boule rouge. puis
ceuw avec exactemen! deux bBoules rouges el gind de suile jusquta
exactement quatre boules rouges @ bon courage ! Mous, on préfére mmarquer
que B est I'événement confrare de A ce qui donne :

corclh = cardA = card) — cardA = 1 303 050,

Détermination de cardC
a) Les cas favorables 4 C avec 4 boules rouges e une boule verle dans cet
ordre sonl les élements du produll carlésien E=R =V o0 R, désigne

I'ensemble cdes 4-vplets de boules rouges et v, 'ensemble des |-uplefs de
boules vertes.

Par application du principe multiplicatif :
cardE = cordR, xcardV, =7 «10' = 24 010,

k) Le rasonnement précédent peut tre effeciué autant de fok gque I'on peut
placer une boule verle dans un S-uplef C'est-G-dire 5 fols.
A chaqgue fois on frouve caordE = 24 010 ssues fovormbles.

Fnalement, par application du principe addifit ;
cardC = SxcardE = 5x 24010 = 120 050

21 En utilisant la formule rappelés an infroduction du chapitre on obtient :

cardA 116807 4871

= s 2 _0. o &3 décicies,
—erddts 1410857 ~ gaggy o2 anondlie & 3 decimales

F(A)

(B) = S8 _ 1303050 _ 78650
Tcardnl 1419857 83521

= 0918 arondie a 3 décimalas,

& cardC i 120050
cordd 1419857

F(C) = 0,085 aronche & 3 décimales.
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Présentation 2 : on rédige directement avec les p-uplets et les principes
multiplicatif et addilif

| ) Détermination de cardil
Un frage se modélise parle 3-uplet = @ @ @ 1 ).
Onadong :

cadQ =17 x17x17x17x17=17" =1 419 857,

Détermination de cardA
On applique le principe additil en additionnant tes froges unicolores rouges
fensemble R, | et unicolores verts [ensemble V, ).

Cosfavorablesa K, (R ;R KR K ).
Onadonc:card R, =7 x 7x 7x 7 x 7 = 7' =16 807 (principe multiplicatif).

Cosfavorablesa V, [V : V1V V1V |,

Onadonc:card V, =10 x 10x 10x 10 x 10 = 10° = 100 000 {principe
mdtiplicatif).
Finalement cardA = cardR, +cardV, = 7* +10° =114 807 (principe addilif).

Détermination de cardB (méme réponse gu'avec lo présentation précédente)
Vous pouvez additionner les tirages avec exactement une boule rouge, puls
ceux avec exactement deux boulss rouges et agind de swile jusgqud
exaclement quatre boules rouges ; bon courage | Mous, on préfére remarquer
que B est |'événement confralre de A ce qui donne :

cardB = cardA = card{ - cardA = 1 303 050,

Détermination de cardC
o) Les cas favorables a C avec 4 boules rouges et une boule verle dans cet

ordre se modéllsent par les S-uplelsde lotorme (R R B : K : V ) dont le
nombre et N=7x 7« =« 7«10 =24 010 &n appliquant e principe multiphic ofif.

] Le rakonnement précédent peut étre effectué autaont de fois que |'on peut
placer une boule verle dans un S-uplet C'est-a-dire 3 fols,
A chague [ols on frouve M= 24 010 ssues fovorables,

Finalement, par application du principe additil @
cordC = SxMe 5= 24 010 = 120 050,

2) En utilisan! la formule rappelée an infroduction du chapitre on obtient @

cards, 1148807 &871 it -
= = = =L d 1 v
PM} coarctd 1419857 83521 e
N corcB g 1303050 _ Fa050
card() 1419857 B3521

corcd. 120060 :
= - =0, clie & 3 décimales.
( } —ardt 1419857 0.085 amon a C &5

= (1,918 arondie 4 3 décimales,

F(8)
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3) Puisgue le ftroge es! successif sans remise i s& modélse por un S-uplet
d'éléments distincts des 17 boules de I'ume,

Far la sulte on privilégiera la présentation 2 ce qui évite une rédaction avec les
produils cartésiens et une justification des formubes gui lul sont propres,

Question 1 : Déferminafion de card2
Par application du principe mulliplicatil cardQ = 17=18x15x 14=13 = 742 550.

Détermination de cardA
On applique le principe additil en addifionnant las frages unicolores rouges
(ensemble R, ] et unicolores verts [ensemble V, ).

Far application du principe multiplicatl comme i y a 7 boules rouges et 10
boules verles on o ;

cardR, =7x6x5x4=x3=2520 ef cardV, =10=9x8x=7=&=30 240 .
Fnalement on obtient @
cardA = cordR, + cordV, = 2520+ 30240 = 32 740

Détermination de cardB

Vous pouver additionner les lirages avec exactement une boule rouge, puis
ceux avec exactement deux boules rouges ef ains de suile jusgu’d
exaciement guatre boules rouges @ bon courage

Mous, on préfére remarquer que B est I'événement confraore de A ce qui

donne cordB = cordA = cordl - cardA = 742560 — 32740 = 709 800.

Détermination de cardC

a) Les cas fovorables & C avec 4 bolles rouges el une boule verle dans cet
ordre & modélisent por les S-uplets de aforme: (B B R RV ) dont le
nombre est Ne 7x6x5«4= 10 =8 400 en appliquant le principe multipiicatif.

b] Le rakonnement précéden! paul Elre effectus avtant de fok que 'on peul
placer une boule varte dans un S-uplet c'est-d-dire 5 fols.

A chague fols on frouve N =8 400 issues favorables,

Finalement, par application du principe additif cardC = 5« = 5« 8400 = 42 000,

Guestion 2 : En utiikant la tomule rappelée en infroduction du chapitre on

abtiant
carda 32780 3
PiA) = = = — = 0,044 arroncke & 3 décimoales,
{ ) corcdty 7425460 48

cardB /0?8000 &5

FB: ] =
(B) carcdf) 742580 48

= 0.956 arondie & 3 décimales,

_cardC 42000 25

= = = 0,057 arondie 4 3 décimoles,
card() 742580 442

P(C)
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METHODE & : Utiliser les combinaisons et les principes précédents

m Rappels

1) Deéfiniion d'une combinalsen : pow k et n entiers naturals avec k<n, on
appefle combinaison a k éleéments d’'un ensemble E a n &é&éments, toute partie
cle B 4 k eléments (la partie de E 4 O élemeants est 'ensemble vide).

2) Nombre de combinaisens d'un ensemble @ n éléments : le nombre de
ni_ 31!
kl_kﬂn—hﬂ'
EEMARCUES 11} On obhient facilkemeant ce nomilye avec la calculaince.

combinaions a k eléments d'un ensemble d n Sléments asi [

2] Lorsque k est enfier qui n‘apparfient pasa | &a | . on convient que [;:]r 2.

B Principe

On modélise la situation par une combinokson et I'on applique les principes
additif ef mulliplicatif en &fant rés prudent dons Napplication de ce dermier
comme dans l'exemple {il ne s'aglt pas de meltire des signes o x o sous fous les
paints virgules comme ovec les p-uplets),

m Cas d'application
Losque la nollon d'ordre n'intervient pas dons une situation 4 dénombwer
{tirages simultanés ou qul s'y raménent).

B Exemple : On extrait simultanément 5 boules d'une wne confenant 7 boules
rouges numerclees de | 4 7, el 10 boules vertes numeéroiées de 1 a [0 fméme
ume que dans 'exemple de g methode precedentea).

On note 0 'univers de cefle expénence aiéatoire, c'esft-dire I'ensemble des
isues possibles el I'on considére les événements sulvants ;

A ! obtenir un iroge unicolore

B : oblenir un firoge bicolore

C : obtenr 4 boules rouges et une boule verfe

1) Determinez les cardinaux de 2 A, Bet C.

2] Déterminer les probabifités de A, Bel C,

1) Dans la mesure ol le lirage est simultané une issue se modélse comme une
combinakon 4 5 eléments de 'entemble des 5 boules de 'urme car la nelion
d'ordre n'intervient pas.

Déterminafion de card?

Comme 'ume contient 17 boules e que l'on tire 5 boules on a:
f

n::«::;lru:li'.t:!]'Tlr =4 188,
|5,

Détermination de cardA
On applique e principe additit en addifionnant les frages unicolores roudges
(ensemble R, ] et unicolores verts [ensemble V, ).
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7

Comme | vy a 7 boules rouges el 10 boules verles on a cardR, =[5

];=21 et
J

1
cardV, =[ : =252 ce gui donne finalement

cardA, = ccr-:;:IR_,, 1-:::‘:-::["-.:", =N+ 252 =273,

Deétermination de cardB

Vous pouve: additionner les tirages avec exactement une boule rouge, puls
ceux ovec axactement deux boules rouges et aind de soile jusgu’a

exactement qualre boules rouges: bon courage [ Mows, on  prefens
remarguer que B est I'événement confrake de A ce qui donne

cordB = cardA = cardf - cordA = 4188 - 273 = 5915,

Détermination de cardC
Les cas lavorables a C sont de la forme [RRERV] el le seul u; » sous lequel

on peut meltre un signe axwn est le 4* lorsque l'on applique le principe
mulliplicatif car il n°y a pas de notion d'ordre.

En effet, i faut raisonner globalement sur les 4 boules rouges puls sur la boule

varte car alles cormespondent & des boules de couleurs différentes donc
oppartenant & des ensembles disjoints.

Cela donne cardC =lin[1:}]=35:- 10 = 350,

2) En utilisant la formule rappelée en infroduction du chaplitre on obflent ;

cardA 273 i

A= e == —0,044 4 3 décimales.

Fr(A) cordG” 5185~ 58 0,044 arondie & 3 décimales
cardB 5915 45

P(B) = =200 84 954 amondie a 3 décimales,

(B)=ordn ~ 4188 ~aa - 07 e

P(C)=STGC _ 30 _ 20 _ 0 057 cirrondie & 3 décimales,

T eard(y 4188 442
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METHODE 7 : Utiliser les combinaisons avec repétitions -
Approfondissement

B Propriété
Four p & n enfiers naturels avec p nan nul, & nombre de solulion(s) de
I'équation x +--+x, =n dlinconnu le puplet d'entiers naturels (x,,--.x) est

= ;p; I' [démontrée a 'exercice 22).
B Principe

On modélise une ssue favorable comme une solution de I'équation énoncée
dans lo propriélé précédents et on 'applique. On peul dvantualament avoir
& uliliiser le principe additil.

m Erreurs classiques

1) Cerfalines solutions ne comespondent pas foujows @ une issue, § fout donc

ke soushaie,

2) En général les situalions gul enftrent dans le codre de cetle methode ne

comaspondent pas a des cas d'éqguiprobzablité, |l ne faut done pas appliquer
condaA

la formule P(A) = ——=

Four s'en sortr on & roméne a un cos déquiprobabiité comme doans
Fexemple [numératage ou colonacge).

pour déterminer lo probabilité d'un dvénemant A,

m Cas d'application

Lomsque la notion dfordre n'infervient pas dans une situation &t que des objets
identiques inferviennent dans lo combinakon qul la modélise (loncer de dés
idenfiques, tiroges simultands de boules de couleurs différentes mak non
numerotees, ...

B Exemple: On extrall simultanément. ou hasard. 7 boules d'une urne
contenant 8 boules blonches, 12 boules nolres, & boules rouges et 5 boules
Beves.

on nole 0 'univers de celie expénence alealole, c'esi-g-dire 'ensembile des
issues possibles et I'on considére les événements suivanis ;

A fabilenir un tirage unicolore

B : oblenir un lirage avec exactement 2 boules Dlanches

1) Déterminer les cardinoux de . A et B.

2] Determines les probabiliteés de A el B,

1) 5i 'on note %, %, %, & x, les nombres respectils de boules banches,

noras, rouges el bleves extraites o d'un firage des 7 bowles, une Bsue paeul
sinterpreter comme une solufion de lequation X +x.+x,+x, =7 [E]

dlinconnues les entlers naturels = . .. x, & x, avec comme condilion
% =bé el x, <5 carlln'y a que 4 boules rouges el 5 boules bleues,
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Déterminafion de cardl
Card est donc le nombre de sclufions de I"'éguation [E) comrespondant a la
condifion.
. s F+d-] 10
Le nombre de solutions de I'équation (E) est N =[ 41 }: 3 l: 120,

5 %, =7 [Bvenamenl impossible puscu'l n'y a que & boules rouges),

I'équation [E) devient x +x +7+x, =7 soit » +x, +x, =0 dont le nombre de

solutions es! 1.

8 ox, =7l'équation (E] [événement impossible puisqu’l n'y a que 5 boules

Dleues), 'equation (E] devient x +x.+x,+7=7 s0it x +x.+x, =0 donl le

nombre de solufions est 1.

5t x, =4 [&venemen! impossible puisqu'll n'y a que 5 boules bleves) I'équation

(E) devient x,+x, +x, +&6=7 soil x, +x, +x, =1 dont le nembre de solulions esl
}+3-1 31

& [ 3-1 Hzf’l

Fnalement, card=N-5=115.

Détermination de cardA

Rien de plus tacke | C'est solt tout blanc, soit foul nokr (il n'y a pas assez de
boules des deux autres couleurs pour obfenr un firage unicolore rouge ou
bleu) donc cardA =2.

Détermination de cardB
CardB est le nombre de solutions de I'equation (E) comespondant a x, =2 qui

devientdonc 2+xX,+X, +%, =7 50l X, +X, +X, =23 (il n'y a avcune solufion &
soustraire car loutes les solutions comespondent O des lirages possibles).

5+3-1 i
Fin i = - =2,
alement carclB [ 31 ] (2] 21

2) ATTENTION : les thagss ne sont pas équiprobables |

Pour vous en convaincre, | sulfit par exemple de considérer les firages
unicolores blanc et noir. Pulsqu'l v a plus de boules noires que de boules
blanches la probabiité d'obtenir un frage nolr st plus probable que celle
d'en obtenir un blanc.

Paour se ramener & |'hypothése d'équiprobabilité il sufiit de numérctées de | &
8 les boules blanches, de | & 12 les boules noires &t ginsi de suite,

Une Bsue devient alors une combinaison & 7 eléments de 'ensemble des

31 boules de 'ume donc card(} = l'?]: 2 629 575.

Détermination de cardA et P|A) lorsqu'll y a numérolage

Comme i v a 8 boules blanchas et 12 boules nokes, par application du
principe additit on oblient ;
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8) (12) 800 1 .
clh = H =R00 &t PLA)= = = (0, 0003 i | e
caran [?) [?} e PIA) = Si575 ~ Tos183 i cocd

Détermination de cardB et P|B| lorsqu'll y o numérctage

Comme on veul exactement 2 boues blanches pami 8 &t 5 boules d'une
autre  couleur  parmi 23, en appliguant e principe  multiplicafil

B 23
dﬁu[ ]x[ 942172
it 51
Q4 S2

e o e : les,
SEIETE 0.358 arrondie @ 3 décimales

Cela donne P{B) =

3. Comment utiliser les formules des nombres [:J

- n -
On a vu dans la partie précédente que le nombre [kl désignait e

| kin-k)!
fombre de combinaisons a k &émeants o'un ensemble d 6 déments et N'on
wous 0 conseille de e déteminer G la calculafrics.

En lait ce nomixe peul se delerminer sans calculatrice en procedant commee
aved 'exemple suivant.

101
Pour délerminer por  exemple [ 5 F i st de déterminer
M =10x3x4=120 [(ou numéatewr on mulfiplie les 3 enbes

3nd
immédiaternent inférdeurs ou égoux & 10 et au dénominateur on prend 31).

Les méthodes de celle partie proposent des propridtas permeltan! de

. n nl
cletermimner les nombres [I:J =m wons necesgrement avolk G utiliser o

calculatrice car parlois le calcul n'est pas aussi simple gque dans |'exemple
précedant.

METHODE 8 : Utiliser la formule | " |=| "
k n-k

B Principe
On appdigue la laormule o texto .
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B Cas d'application
Gluand on doil déeterminer [E

3 . n
sans calculalice avec k supsreur 4 =

§
W Exemple : Déterminez [ f] .

H 'on appiigue o formule donnés en infroduction 1 fout deteminer
'1ﬂ1|_|ﬂx*?=a~.- S
[? | Pwbi-ml

Comme 7= E = 5, on applique o formule ce qui donne :

IHHFEB
—_— =120
(3)=loe)s ®

METHODE 9 : Savoir utiliser (x + *,r]“ = i[:J x"*y* pourk=n
kul

entiers naturels (formule du bindme démonirée a I'exercice 21)

REMARCILUE : Camme les nomibires i:

interviennent dans le développement

de puissances du bindme [x+y] on les appelle coeflicients binomiausx.

W Principe

On applique la lormule de (X + ':.Fjr' en donnant des valeurs parficuliéres 4 x et
¥ pour démontrer une formule. ou toul smplement poor obtenc le
dévaloppement de [x+ ',.-'}ﬂ idans ce demier cas lorsque i ast uno enfler
nfédeur ou égal a & on vous consellle de vous gider de la méithode suivante).

B Cas d'application
Guand on demonde de demontrer uree formute de somme refotive aux
coaffickents binormidux,

B Exemple : Déferminez N = F.-

L]
d'un ensemble & n éléments.

l puis deduisez-en e nombre de parties

La somme demandée comespond & x=y=1 dans la fomule du bindme ce
quidonne N= )n:;[: = i[:]nr-' xF=(lsl)) =2

Ewl
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Pour un ernsemble 4 n éléments i v a une partie 4 0 alement ("ensamble vide),
des parties a un élement, des parties d deux &éments et alnsi de suite jusqu'a
la partie G n &éments qui est I'ansemble li-méme.

El compte tenu de o défintion de [:] qui est la nombre de parlie(s) a k

dlément(s) d'un entemble d n élément(s}. d'aprés ce qul vient d'étre vu la
somme de foul ce pellt monde [gqul comespond au nombre de parfie(s] de
"ersemble dn aléments) est N=27.

METHODE 10 : Uliliser la formule et le friangle de Pascal

B Rappels

+]
Pour k &t n entiers naturels non nuls tels que k<n. [ |.;n 1J+[n ] = [ﬂk ] (relation

K
de Poscal démonirée & |'exercice 20).

® Principe

La formule précédente permel d'oblenir e coefiicients hinomiloux par le
friangle de Pascal comme e dacrl le schama suivanl (les coeflicients sont en
aras et on les oblient ligne aprés ligne en appliquant la formules de Pascal
pour les coalfickents non exirémes (les coelficients extrémes valent 1) :

Pulssance | :1:1

Puissance 2:1:1+1=2:1

Pulssance 3:1:;142=3:2+#1=3;1

Puissance 4 11 1+3=4:3+3=6:3+1=4:1
Pulssance S5:1:1+4=56:4+6=10;6+4=10:4+]1 =5:1

B Cas d'application
Daveloppement de (x :t',f}" pour ni pas frop grand o (n= &),

W Exemple : Développer (x+y)

1) On écrit la gne donnant les coefficients de la pussance 4 du bindme &
partir des coefficients de la pussance 5 ¢

Fulssance 5:1; 1+4=5;4+6= 10644 =10 4+ =51

Pulssance &:1: 1+5=6:5¢10= 15 |0+10=20;: 10+5=156:5+1 =& :1

2) On affecte le premier coefficlent a x°, le wecond & x*y et ainsi de suite an
diminuant de | la pussance de x &f en avomentant de | calle de v,

Cela donne  (x+y) =x* +6x"y +15x"y + 20’y + 157y + &y’ +y*, puis en
altemanta+n el u—-n, {::r.—'f}" = ' — &y #1580y - 200y #1500y — Gy vt
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4. Algorithmes relatifs au dénombrement

Dans ce paraggraphe, comme dans fous les préecedents relalils aux
algorthmes, nouws vous donnerons ces demiers en langage Python
conformameant au programme  de mathéematiques en vigueur, comme nous
I"avons toujours fait dans ce livre.,

Nous detallerons les éémenis de langage de algodihme de la méthode |1,
an o vols invitant a vous ¥ reporter powr blen comprendre ceuy que |'on
conshruira dans la suite de ce chapitre,

METHODE 11 : Coefficients binomiaux du triangle de Pascal

| Principe

On s'inspire de la construction ligne par ligne du friongle de Poascaol pour
imaginer un algorthme qul donne un coelfficient binomial mpossible a oblaenir
exaclement a la calculatrice alors que la pussance du langage Python le
peanmet,

B Cas d'application

Lorsque M'on veut oblenir les coefficients d'une puBsance du bindme
supéeneure ou égal 4 7. ouw quand la calculatnce ne permet pas d'oblenir
exaclemeant un grand coefficlent binomial.

En efftel, c'esl o pussonce du longage Python qul permet par exemple

880
o’ obienir { 150 ] comme e monire |'algorthme du paragraphe suivant.

m |'algorithme en langage Python

huf ngng_:ulvante (L}
ii=1]
LL.appand (1)
n=len{L])
for kK in cange [l.,m):
LL.append (L[k=-1]1+L[k])
LL.append(l)
return 'LL
d=f pascal it(n,p):
L=11,1)
for L in rangs (O,A=1):
Li=ligne suivante (L)
L=1LL
seturn LIp)
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On passe an mode o run » et 'on obtient ;

= pansal LT iS00, 150)

L1443 T3S 102678 1 9456000000541 171 55B0EE1AL TRISSIR4TIRSSE T4 BTETAL ST LR S0A0EEY
I 3624 T 00 0I5 08731 S8 150A1 SR ATASE5 T2 CI0BS0TIITHIOI4EESETTE40 4B 501 300T
33431 7B E9ED

m Compréhension de I'algeorithme

La parfie ligne_suivante (L) pemet de passer d'une ligne du iangle de Pascal
a la suivante. Pour cela :

1) on commeance par crésr une ligne vide (LL=]])

2) onla fait se lerminer par | [LLoppend[l]) donc a ce sfade LL=[1]

3) on définif n powr la boucle finke qui suit [ou départ n est la longueur de
L=[1.1] donnée dans la partie suivante donc n=2)

4) on crée une boucle finlke en daterminant les fermes de LL qui suivent | au
niveau du tiangle de Pascal en ulilisant sa lormule [ou départ k ne prend que
la valeur | donc en fin de boucke LL=[1.2])

5) on termine la ligne du triongle de Pascal par 1 (au départ LL=[1.21] ce qui
comaspond bien aux coefficlents binomiaux du camé)

&) on renvoie LL powr la metire 4 la place de L dans la partie suivante [au
clépart dans la partie subvante la ligne L=[1.1] devient L=[1,.2.1]).

La partie pascal_it (n,p) permet d’obteni le coellicient binomial [n] p
&

Pour cela :

1) on commence par créer L=|1.1] [coelicients binomiaux de la puissance |
dur bindme)

2) on crée une boucle finle pour | allant de 0 4 n - 2 [attention c’est blenn - 2,
el non n - 1} avec comme instruction de remplacer L par LL & chagque étape,
Pour i = 0 on oblient les coelliciants bnomiaux de o pussance 2 = 2 + i, pus
pour i = | ceux de la puissance 3 = 2 + 1 el gind de sulfe jusqu'a T=n -2 qui
donne ceux de lg pussancen=2 + i,

3) on renvoie ke lerme de rang p de la liste, c'est-G-clre e [p+l)* car on
commence au femme de rang 0.

Cela donne dont Bien [;]

B Exemple: Modifiez 'olgovifhme précédent pour obfenir direclement les
coefficients binomiaux de o pulssance 10 du bindbme.

Il suffit cde supprimer la varable p et de renvoyer L, ce gui donne :
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dsf ligne suivantce (L):
Li=[}
LL.append{l)
a=len (L)
for k in range (1,n):
LL.append (L{k-1]+L[k])
LL.append (1)
return LL
def pascal_itin)i
L=f1,1]
for 4 in Tange (0,n=1}):
LL=ligne_suivante (L)
L=LL

réeturn L
On oblient :
>>> pascal ic(l0)
[1, }ﬂ, 45, 120, 210, 252, 210, 120, 45, 10, 1}

METHODE 12 : Génération de combinaisons ou de p-uplets

H Principe

On construll des listes a p alements distinets d’'un ensemble 4 n eléments ce
quisuppose donc que p=n.

Four cela § taut par exemple ulilser les instructions o asrandint{l.n)» el
o b=randint{l.n) » gqui renvoient deux entiers aléaloires entre | et n.
Cependant, les deux enfiers devant &lre distincls, sl a = b, 1 faul redonner ces
deux instructions jusqu’a les obtenir diftérents,

®m Cas d'application

Lomsque 'on veul simuler une situalion oléatoire modélsée par une
combinason ou un k-uplet,

B Exemple : Dans une classe de 36 éléves on veul chaldr frais représentants de
manigre aléatoire. Donner un algorthme en langage Python qui permet ce
choix,

Il faut déterminer 3 entfiers distincts de 'ensemble des entiers compris enfre | el
34,

Pour résoudre ce probléme on peul uliliser |'alganithme sulvant ;

ief groupe={n):

From random isport randine

ﬂpb;ﬂ"ﬁpﬂ;'ﬂ

while a==b or a==¢c or be=g;
a=randint(1l,n)
b=randinc(i,n)
cwrandine (1,n)

L=[a,b,c]

ceturn L
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Chapitre 6

On obfient par exemple :

>»> groupe (36)
[.215.-+ 22, 3]

REMARGIUES : 1) Linstruchion « while » assure I'obteniion d'enliers disfincis,
£] Cel algonithme permet également doblenir un p-uplet d'éléments distincts
fil suffit de considerrer les éléments géngres aléaloirement dans "ordre de lewr

sefie),
3] Pour obtenir un p-uplet quelcongue, il suffit de supprimer 'instruction
o witile m
Réflexes
SITUATIONS REFLEXES
Les 4 oufils sont :
[ listes des ale i
On doit dénombrer une ] Les [istes des dlemens

situation avec peu d'issues.

2] Les tableaux
3] Les arbres
4] Les diagrammes

On doil dénombrer une

Oin utilise les principes additif et
multiplicatit avec :
1] Les pruplets [ordre)

% sl!u NS RAEVEOUP 2] Les combinaizons {pas d'ordra)
d’issues. : kst
3] Les combinaisons avec repétifion
{pas d" ordre mais répetition)
On ulilise la formule théorque de
On doit démontrer une a
3. farmule litérale falsant [ ] el les propriétés de ces nombres
intervenir les coefficients 3
binombaus oves évenlusliement la lomiuke du
bndmie.
On ulilise :
On doit t?éwluppw le 1} Le friongle de Pascal
4, |binéme a une puissance 5 : i
éria (de 1a10) 2] L'algorithme de 'exemple de la
numérique n (de 1 a 10). rbthads 11
Din constnt un algonthme en
insplrant de celul de la méthode 12,
Si g nofion d'ordre sans répétifion
5. | On doit simuler une situation. intervient 'algorithme reste valable,

Shla notion o' ordee avec repétition
intervient on supprime la condition
it while ... 1.,
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s 5} v a équiprobabiliié on ulilise la

carcA

card)

» 5l n'y a pas équiprobabilité, on 8’y
rameéne en procédant a une

g, |On deit déterminer une différentiation fictive [colorage ou

probabilite numératage) .

s 5'1 y auau moins » dans I'expression
d'un &vanement A il ast souven plus
facile de délerminer la probabiité

P(A) puis dappliguer P(A)=1-P(A].

foerrinale: P[_,ﬁ.; =

Astuces

B GQuand le nombre folal dissues n'est pas fop grond [(moins d'une
cnguantaineg), n'hésiter pas 4 lister tout les cas pour dénombrer.,

B Fowr déterminer sans calculaldce un coefliclent binomial n'hesitez pas

rn 25 251 25x24
. = = = I = L
n_p] lex [23} [2} 22 - 25x12-300)

ulilisesr o formule [g ] =

B Pensez & inlrodulre T dans une somme [aisant intervenir les coefficients
binomiaux pour faire apparaitre la fomule du bindme avec des valeurs
particuligres données d x et v,

e walk
Exemple : 3.2 {k

14

=Zr""w?:-c[:]=['l+?jn=3“.

L]

B Lorsqgu'une situation de dénombrement a beaucoup d'ssues et que vous
avez du mal pour trouver le modele du dénombrement, il sullit de se poser les
deux questions (3, et Q. sunvaniles el de cholsir le modele salon les réponses
pour s en sorfir,

G 3 Y a-l-l une notion ' ordre #

QL. o Y o-t-il repatition 7

1) Sila réponse est oul & Q) et G, le modéle est un p-upled,

21 5l lo réponse est ocul @ Q, mals non a Q. le modele est un pruptet
d’elements distincts.

3) Siba réponse est non & Q, el Q, le modéle est une combinakon.

4) 5i la reponse est non @ @ mais oul & Q, le modele est une combinaison
avec repetition,

B On vous conselle d'opprendre par ccaur que le nombre de fagons de
ranger p abjels identiques dans un n-uplet avec psn [au plus un objel par
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il
(n-p)!

W case n) est [“] et que si les abjels sont différents ce nombre est car
P

clest frés olle quand on applique le principe additif,

Erreurs

B Quelgue soit e modéle choid, 1l faut tout compler, mais une seule fois |

Par exemple. quand wvous appliquez le principe mullipglicatif avec les
combinaikons on ne peut pas placer de signes «t x » sous tous les poinls virgules
de{ : i

On peut uniguement les placer sous les o séparan! des sous-ensembles
disioints ci'&lements [intersection vide).

Exemple : Une ume conflent 27 boules dont ? boules blanches numérotées de
1 @9, 7 boules noires numérobées de | a 7, 6 boules jounes numérotées de 1.4
6 el 5 boules verles numerotées de | O 5,

On exfrall simultanément & boules de caette ume et I'on se demande quelle est
& nombre de tirages avec exactement 3 boules blanches, 2 boulas noires et |
boule joune (&vénement A).

Un trage fovorable d A est de la lome {E:B;B;hl;l'-.i:,l} el pour ne pas compler

plusieurs fois les combinaisons de cette farme on ne peul placer de sgne o x
que sous les 3* et 5° up en rasonnant globalement sur les ensembles de
boules blanchss, noires puis jounes.

O obtient oedA = [;]xl;]ﬂp: 10 584

W Lorsgue le modiéle du dénombrement esl une combinaison avec répélition
f & peul que cerlalnes soluliens de I'équation envisagée dans e codre de
cette méthode (méthode 7) ne comespondent pas a des lirages possibles. 5i
c'est le cas, il faul donc les soustralre pour obleni le nombre de trages
comespondant 4 une siluation.

Exemple ;: On reprend |'expérience aléololre de 'exemple précédent, mais
sans numéroter les boules, = I'on se demande quel est son nombre d'ssues,
Sil'on note %, x., x, el x, les nombees respectils de boules banches, noires,

jaunes et vertes exiraites lors d'un trage des & boules, une ssue peul

sinferpréter comme e solufion de I'équation X +x. +x, +x, =6 (E]

d'inconnues les enliers naturels ¥, x.. X, &l x, avec comme condltion x, <5

car il n'y aque 5 boules verlas,

La condition impose de soustraire la solution ((:0:0:4) qui comespond a x, =4.

d+d-|
4=

J-!:[?I—I=E-¢—!=EE sclufions donc 83 trages

Fnalement, il v a [ 3

possibles,
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B Quand on crée une boucle finie en langoge Python PMinstruction wfor 1 in
range [1.n+l) » donne un nombre de n et non de n+l ltération(s) dans la
mesure ol | varle de 1 a n.

Quant a llinstruction wior i in range(n+1)n, elle donne un nombre de n+l
itérations dans la mesure ol | varie de 0 & n.

Le jour de I'épreuve

B Frenez le femps de choisir ["'outil de dénombrement adapté a lo situation
cdr snon vous risquez d'ovoir lout volre exercice foux, Tows les mols de
I'énonce ont lewr iImportance [ex. un firane successif avec remise st différent
d’'un tirage successif sans remise, lui-méme différent d'un firage simullané... ).

W Nous ne perdrez pas de points si vous listez tous les cas d'une glualion pour
les compler,

Le jour du Grand Oral

Sujets mathématiques

® Question 1 : Dénombrement d'une sifualion avee un diagramme

Cefle queshion abordée G 'exercice 4 permel de dénombrer des situations
dans le cadre d'une population d'individus qui peuvent présenter une ou
plusisurs caracténstiques. Dans la masure ol e sujet est relalivement simple,
faut vous attendre G de nombrauses questions posées par le jury.

B Question 2 : Les problémes de firages

Celle gueshion abordée aux exercicas 5, & el J esl primordiale caor elle fall
infervenir les moddéles fondomentaux de dénombrement [p-uplets, p-uplels
d'elements distincts, combinaisons). Lars de votre présentation, insistez bien sur
ke lait que le cholx du bon modéle de dénombrement dépend des notions
d'ordre et de répétition.

B Question 3: Elude de siluations modélisées par des combinaisons avec
répétitions

Cette quesfion est un approfondissement gue nous avons oborde aux
exercices 8 et 22, Pour p &t n enfiers naturels généralement non nuls, elle fait

ntervenir le nombre de solution d'une equation X+ +x_=n dinconnue le
p-uplet d'entiers nalurels (x..... x_ ). Mous avors proposé 4 la question 4 de
Fexercice 22 une démonstration o elégante » qui prouve que ce nombre el
n+p=1j
[ p=-1
jury., En eflet, en génaral | n'y a pas equiprobabiité donc 1l est hory de

S wous cholsikser celle question. Bl Taut vous mislier des guestions du
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corcls,

carclil

cerfaines solufions de I'éguation ne comespondent pas a un événement de o
situation aléolore envisaogée [comme c'est le cos dons cerfaines queslions
cles exarcices mentionnes),

el parfols, 11 est possible que

question d'appliquer la formule P{A)=

B Question 4 : Autour de la formule du binéme
Ceatte question sl abordée dans les exercices 2, 10 et 21. Le premier ast un

[al
exgrcice théordgue qul fait infervenic ka formule [1+v}"=z{:]x"f", L

L e
second permet de développer une puissance rakonnable du bindme en
utilisant le rangle de Pascal [14623-14662) et e trolsiéme démonire la lormule du
ri ri nrl) . ;

+ = 51 vous cholsissez
k-—1l _I{] t k
cesupel, nows vous consedllons d uree parl de saver démontrer cetle fommule
ef, cdfavtre port de pouvelr justifier pourquol efle pame! de consfruiire e
triangie de Pascal.

bBindee en ulifisant la formube e Poscal @

B Question 5: Algorithme donnant les coefficienis binomiaux a partir de la
formule de Pascal

Cet algorthme est non seulement donné, mak aussi détailé a la méthode 1 1.
Il est basé sur la formule che Poscal que nous- avons evogue a la gquastion
précédente. Daillewrs, les commentaires refalifs a celte demigre rastent
o' aclualite pour celle-ci.

B Question & : Généralion de groupes aléaloires

Cette guestion fraitée aux exercices 11 et |12 consiste a générer une liste
aléatoire (p-uplet cu combinaison) aprés avorr, éventuellement. effeciué un
dénombrement comme nous "avons fait dans les exercices que 'on vient
d’&voquer.

B Question 7 : Denombrement ef jeux contemporains

La plupart des jeux populaires sont roités dans les exercices 15, 16, 17, 18 et 19.
5 wous présentez ce et vous pouvel enrchir les exercices en proposant des
calculs de probabiifés de gagner. On vous conselle de chobr deux jeux
parmi ceux que 'on vous propose, en détaillon! bien comment vous modelise?
les déenombraements qui les caractérsent ef de aisser le jury vous interager sur
lesaulres, 51 le souhdile.

Sujets ransversaux

B Queslion 8 : Preuve irréfulable & l'alde de la molécule d"ADN

Cette quastion peut é&tre conjuguée avec lo spacialité SVT. Il s"agit de montrer
fque la probabiité que deux personnss différentes alent le méme ADN est
cuasiment nulle en utifisant le dénomibrement.



Chapitre 7
METHODES SUR LES PROBABILITES

bDe nombreuses nofions de ce chapilre frouven! des applications dans
beaucoup de domanes [Economia, SVT, Physicue...).

Nouws nous elforcerons d'ulliser les TICE aussi souvent que possible pour vous
familiariser avec les possibiifés des tableurs et de I'algorithmique.

On vous consaiile de bien ravailler les exemples pour assimiler une théorie
pariois lormellement compliquée.

Cavand il y a equiprobabilité, la probabiite d'un evénement A est donnée par
la formule P(A) = S2da

cordil
connagilre les methodes relathves au chapltre sur g combinoiore & e
dénombrement, dans lequel nows avons par allleurs propossé de nombreux
calculs de probabilités.

. ca qui implique de savolr denombrer ef donc de

Ainsl, nous allons donner des méthodes relatives a des nolions de Framiére ef
a la lof binomiale, puls approfondr ce qui a été vu sur les varables aléalores
en nous ntéressant a des opérafions les concemant dinsd qu'a leur
concenfration autour de lew esparance pour démontrer des résultab
jusqualors intuitifs,

1. Méthodes sur des notions de Premiére

L'objet de celte portie est de rappeler des nolions essentielles de Premiere
gue 'an refrouvera doans les aulres méthodes du chapilre e dans les
exercices,

METHODE 1 : Comment déterminer les parametres fondamentaux
d'une variable aléatoire a parlir d'un tableau donnant sa loi

B Rappels
Si la lol de probaobiité d'une varioble aléatore X qui prend un nomibre
draisonnable s de wvalgurs x  (enviion une dizaine) de probabilités

p,=FP(X=%) estdonnée par un fableau comme dans MNexemple alors ;

1) L'esperance mathematique de X est E(X)=3 px = %

2) La variance de X est V(X)=3p (x -x| = Zpx’ ~E(X) =E(¥°)-E(X)’
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3) U'écort type de X est a(X)= .,F{K]

m Principe
On applique les formules précédenibes o laxto v,

m Astuce
Quand vous donnez la lol de probabiilé d'une varable aléatoke la somme
ces p doll &tre égale 4 1 : sinon, cest laux |

Exemple : On lance un dé pipe dont les laces sont numérofées de | a ¢ et
pow lequel la probabilité de sorfie p d'une foce esl proporfionnelle au
numeéro o i » qu'ele porte,

On mise 182 € el on lance le dé,

§i l'on sort un numeéero infériew ou égal G 2, on perd o mise [Aie ), si l'on sorf un
numero supérew ou égal & .5, on gagne 224 € et sinon on gogne 203 €

O note G la variable aléatolre qul comespond au galn algébrique du jeu.

1} Déterminez p en uliisant I'énonce et le fait que la somme des p. vaut |,

2] Determinez la loi de probabifte de G aprées avoir déferming les valeurs
qu'elle prend [univers image de G,
3) Donnez alors 'espérance, la varlance et I'écart type de G puls commeniez

I Comme o probabiité de sortie p d'une face st proportionnelle au

PL_P:_Py_P._P:_Py
numémniuqualepa‘rﬂ-unn1 g R

Onendéduit que p, =2p. p, =3p,. p, =4p,, P, =350, P, = 6D,
Comme ona p, +p, +P, +P, +P,+p, = 1. i vient 21 p =1 et donc n'-il'l'

Finalement, on a p,:-l-. p..:-—i;,p 3 j—.p =—f-:- et p =-E-.
EI'EI’EI‘E!"E}‘EI

2) Le gain algebrgque comrespond 4 lo perle ou au béndfice que réalise e
foueLr,

La varoble aldatore G prend donc les valews =182, 2038-182=21 ef
724 - 182 = 42 &t sa loi de probabilite est la suivante :

o “182 21 42
p=P(G=a) 3 14 LA
71 71 3]
3) On a E(G) = [h152]3—+21x1+4?:¢ﬂ=3.
71 21
On en déduit que V(G)=(- IEL?} :-r—-.-?l' :4—-4?’ :c—-3] = 5794 et donc

21
ave o{G) = V(G) = /5794 = 76 m‘nndlie & l'unite,
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Dans la mesure ol l'espérance ast strictemen! positive, le jeu ast favorable au
foueur, MAIS 'éecart tyvpe ast enorme, ce gui slanifie que & jeuw est hyper riscue
el qu'll faut s"abstenir o’y tenter sa chance |

METHODE 2 : Comment utiliser les formules sur les probabilités
condifionnelles

B Rappels
Soit A et B deux eévénements non certains de probabilités non nulles,
1) Définition
. P(AmB) , )
P.(B)= A et bien sir P{A~B)=P(A}=P,(B) =P(B)=F(A).
2) Propriétés

Toutes les propriétés vraies pour les probabilités non conditionnetles le restent
pour les probabiités conditionnelles.

Exemples: P, (B)+F. (B) =1 et P(BuC)+P, (BAC) =P, (B)+P, (C}.

3) Formule des probabilités totales
Si ALA AL estune lamille de sous ensembles non vides d'un univers {1 telle

ue U.ﬂ. =0 etsipowi=j AmA =2 (parliion de 1) alors :

P(B)=P(BAA )+ +P{BAA ) =P(A JxP, (B)+-+P{A, )=F, (B).
En particulier : P(B)=P(A~B)+P(A~B) =P(A) =P, (B)+P(A)=F. (B).

® Principe
En général, les exercices de probabiités conditionnelies sont structurés de la
facon suivanke :

1) On vous demande de construire un arbre pondérd du style av suivant :

Y gy e Ay,

. <
<
.,<“
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2) On vous demande d'en déduire des probabilités.
Pour cela :
al lasomme des probabiités des branches ssues de la méme orgine vaul | :

b) les multiplications Infuitives pour oblenlr au bout des demiéres branches les
probabilités des infersections comespondent a "'application de la tormule de la
définition (sur la figure on a représente P(A ~B ) )

c) la somme des probabiités diinfersaction faisant intervenir B1 donne PBI1).
ce qui comespond a "'application de la formule des probabilités folales,

3) On vous demande d'en déduire une probabilité conditionnelle sachant que
B1 est connu.
5 l'on vous demonde par exemple B (A, ], § fout appliquer la deéfinition en

P{A, B )
_Fl:_BT (F[B1) est obtenua au 2]).

REMARCGUE : Lorsque 'on ne peul pas affecter de probabifités ¢ certaines
branches en debul d'exercice, il foul se loisser guider par 'énonce, qui
propose inévitablerment une démarche pour les abilenir,

ecrivant que F (A )=

Exemple : On lance un dé cubigue dont les faces sont numerolées de | 4 6.
Si le numéro obtenu est inférdeur of égal & 2, on fire une boule dans une wme
A, sinon on fire une boule dans une urne B,

L'ume A confien! 2 boules rouges el 3 boules verfes.
L'ume B conlient 5 boules rouges et 2 boules verles.

On considere alors fes évenements suivants ;

A ! i Tirer une boule dans 'ume A &,

B : « Tirer une boule dans 'ume By,

C 1o Sorlir le2 numéro du dé infériaur o gal & 2

K : w Tirer une boule rouge »,

V' : & lirer une boule verte u,

I} Construiser un arlve pour Musfrer fa situation,

2] Determinez ka probabifité de irer une boule rouge.

3] Une personne elfectue 'expérience, @ la fin de laquelle, elle ftent une
boule rouge.

Cluefe ast o probabilité gue o boule gu'elle fiant vienne de 'ume A 7
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1) L'arbre sulvan! modéiise ka situation :

2) L'énoncé demande P(R) =P(CR)+P(C nR) = 5';-§+§x§,%+ Ez?i -

PR) &4 32’
105

1 2
F B -
3) L"énonceé demande F,[A] =R (C)= (Cn }_ 3 5_ 7

METHODE 3 : Comment montrer que deux événements sont
indépendants

®m Rappels
A el B sont indépeandonts 8 et seulement si PLAAB) =P{A)=P(B).

B Principe

Quand lNindépendance de deux eévénemends n'est pas physiquement
évidenle [lancers de pigces ou de dés, tirages avec remise), 1 faut déterminer

P{A~B} et P{A)xP[B) séparément, puk les comparer pow le savolr,

B Exemple : Dans une closse de 30 éléves, 10 font au moins de o photo, & au
moirs cdu thedire el 2 font les deusx.

O choisit un éléve de la classe au hasard,
O consicléne alors has evenaments suivants
A o L'éigve fail de la photo n

B :w L'éldve fait du thedlne n

1) Construlsez un diogramme powr modeliser ka situation
2) Les éveénements A el B soni-ls indépendants ¥
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1) On peul modealiser 1o stuation de o fagon suivante

10 1 & 1 |
el 1' = i 5F w . B =
21 Pl A) =3 et P{B) o Er:lﬂr'lrr:F'{A} P{8) TE
I
15
sonf independants.

P{A~B)= % =— donc P{ANB)=P(A)=P(B) el les deux événements A et B

METHODE 4 : Comment simuler une situation et confronter les
résultats empiriques et thécriques pour une marche aléatoire

B Principe
Avec Excel, la lonclion u sENTim*ALEA[))+]1 » avec me permet de sorlir un
enfier alealoire enfre | et m, ce qui st Irds utile pour les simulations.

Dans les algorithmes, on peut avoir  imbriquer des bouckes de longueur finies
les unes dans les autras pour réaliser les simulations demandées [attantion aux
retraits en langage Python),

Ensuite, on compare les fréquences expenmentales aux probabilités afin de
mesurer [a perfinence des sinmulations.

®m Cas d'application

Lomsque I"on connait la résolution du probléme en termes de probabiités, sinon
il vor éfre difficile de measurer la pertinence de la simulation.

En revanche, une fois que 'on a mesuré la validitée du modeéle expénmental,

celte simulation peut permetlire de répondre de lagon empiigue G des
problémes ol o théorie des probabilifés est plus difficile a mettre en ceuvre,

woire impossible,

Comme nous sommas bienveillonts, nous vous avans illustné ce que 'on vien!
de développer dans la question 4 de l'exemple de celte méthdde,
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B Exemple : On ploce un pion surla cose 0 ci-dessous !

=4 =3 =2 =1 o I 2 3 4

Oin lance 4 fois une piece de monnaie parfaiternent équilibrée,
5i elle tombe sur File, on déplace e pion d'une case vers la droile, sinon on
déplace le pion vers la gauche,

Cn e demande quelle est ia probabiite de terminer e parcours sur o case 0.

1) Simulez 1000 parcours avec Excel, et donner 5 fréquences expardmentales
des fins de parcours sur ko case 0,

2) Constuisez un aigorthrme en langage FPython pour oblenir d'une aulre
fagon les fréquences expérmentiales précédentes.

3) Donnez la probabiflé de terrminer le parcours sur 0 en construlsan! un arbre,
puls compares la aux frequences oblenues avec les simulations.

4] On reprend cet exemple, mais au feu de lancer 4 ok lo piéce, on la lance
100 fois,

aj Pourquoi I'arbre eshll plus problématique & consiruire #

) Donnez un olgorithme qui permel de répondre empidguemeanl o o
cpuestion,

1) L'iklée est de compter +1, un deplocement vers la droite &t -1, un
déplacemen! vers la gouche, dadditionner les 4 déplocements &l de
compter ke nombre de fols ol le tolal fait 0.

Consicérons la page d'Excel suvanie ;

A B L= D E F

1000

On enfre en Al 1 o= SIENT[2ALEA()I=] ;1 =1) », ce gul permet de sorfir un o | »
au un o -1 » avec une probabilité de 0.5 pour chacun,

On cople, 8t on colle an figne jusaqu'a D1, puls on entre en E1 ko somme de Al
a D1 (u=Al+B1+C14D1 u).

On cople la ligne Al ET, et on colle | 000 lols vers le bas.
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Ersuite, il sutfit d’ obtenir la fréquence des 0 dans la colonne E, On 'oblient en
enfrant en F1 2« =NBSIEL [E 1000 :0)/1000 ».

La touche u F¥ » permet d'oblenir d’oautres simulations de parcours.
On a oblenu les réquences suivantes : 0,357 ;0,387 ; 0,372 ; 0,347 : 0,349,

2) L'idee est de construire une boucle de longueur N {ici 1000), dans laquelle
an inclut une boucle de longueur n (ici 4).

Ainsi la boucle de longueur 4 va &hre réalisée | 000D fois.
L' algorithme sulvant simule la situation :

1 from random import random

2 def ploni(N):

3 s=[0,0,0,0,0,0,0,0,0]
4 for i in range (N):

-] cm=d

B for j in range(4):
7 x=random( )

B if n<8.5:

L] c=c~]

i@ else:

11 c=C+]

12 s[c]l=s[c]+#l

13 for i in range(9):

12 s[i]=(s[i])/N

15 return(s[4])

En ligne 3, on cree une lisle avec 7 termes nuls,

En igne 4, on commence les N= | 000 simulations.

En ligne 5 on enfre la position du pion au départ [ottention e numérologe
commence & 0],

En ligne 4, on commence les n=4 lancerns de pléces.

En igne 12, on gjoute | dans o liste 5, selon o position du pion.,

En igne 14, on détemine les fridquences des | 000 simulations.

En ligne 15, on sort la fréquence de position finale du pion sur la case (.

En mode « Run w on oblient :
Im [54]: plonl(lipa)
Cut54]: 0, %63

Im [55]1 pheal(looe)
out[5s]: @.368

In [56]: plondl i)
Dat{%a]: B.383

fn [57]1 plonifissa)
Cat[57]: 0,37

1n [58]1 plonl{1880)
Out[58]: 0.358
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3) Avec 'arbre donne en annexe, on oblient sx lois o O o sur 14 cas possibles,

Comme il y a équiprobabilité, la probabilité cherchee ast donc % =(L.375.

On constale que les requences ampriques oblenues sonf proches de cefle
probabilité,

Il suffit d’auvgmenter e nombre de simulations (10 000 par exemple) pour
obtanir touvent des frdquences expérimentales plus procheas de la probabillité
0.373.

Annexe :

Cirsw o'arrivibe
— P 4
P
L_F 2
—
FL_¢ o
=+ P 2
L F
2 — P 0
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2
",
[ F o
— P
— - (7]
F
‘ —F -
=P 0
L_f 2
— F
— P 3
F
—F -d

4) a) Pour cette question, I'arbre va &ire difficle 4 construire dans la mesure ol
1a 2% branches quand Il se termiine,

b} Puisque I'algorithme donné a la guestion 2 est un modéle pertinent de la
marche aléatoire, il suffit de "'adapter pour répondre 4 cetle question.
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Ainsi on peul prendre

1 from random import random

2 det plon(N):

3 s=101"[@]

4 for 1 in range (N):
5 cu5@

6 for § in range(10@):
7 x=random( )
& if x<@.5:

9 c=g-1
im glaes

11 c=g+l
12 s[c]=s[c]+l

13 for L in range(igl):
14 s{i]=(s[i])/n
15 return{s[58])

En mode & Bun 4, on abtiant :

In [2]: pion(l2eQo0)
Out{2]: @.e8082

METHODE 5 : Comment simuler N échantfillons de n épreuves
indépendantes avec un algorithme et I'exploiter

B Cas d'application
On est exoctement dans la situation de 'exemple de lo méthode précédente,
mai on va aller plus loin [dons le cas de 4 lancers uniquement).

En elted, on va vous expliquer comment construire et exploiter un algorithme
cui permet de donner les frequences exparimentales donnant la position du
pion sur chague case a la fin de N marches aléatoires de 4 déplacements.

® Principe
Comme dons 'algorthme de 'exemple de lo méethode précedente, 1| faul
o imbricuer n  deux boucles finies pour fine par déterminer les fréquances

expérimentales de terminer sur chagque case.

Four que toul soit bien clar, 1 sulfit de commenter pourquai I'algorithme
suivant pemet de répondre & la guestion dans le cadre de cel exemple,
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1 from random import randos
2 def pion(N):

3 s=[0,0,0,0,0,0,0,0,0]
4 for i in range (N):

5 c=d

& for § in range(4):
7 x=random( )

B if x<8.5:

- cec=]

iB else:

11 C=c+l

12 s[c]=s[c]+l

13 for 1 in range(9):

14 s[i]=(s[i])/N

15

return(s)

Voida! Clest tout simple | Il suflil de demander la liste «intégrales en fin
c'algoithme ce qui donne por exemple :

In [59]: pion(lee0ea)
out[59]: [8.8639, 8.8, 0.25183, 0.8, 0.37299, 0.8, 0.25002, 0.0, 0.86126]

SAUF que | 5i c'é&tail ausst simple, on n'await pas consacré une mathode pour
cela..,

En effel, dans le cadre de cel exemple. fout va bien car | n'y a que ¥ ssues
possibdes @t donc on peut alficher lMintégralité de la liste, ce qui vous avez
deving va étre begucoup plus problématique s y a 41 Bues comme dans
I"'exemple de cette methode.

Alors, que falre 7 Toul simplemeant, travaller sur "algoithme précédent pour
répondre aux queshions posdes,

Cela consiste G exploiter la liste 5[] créée méme sil'on ne peut pas alficher son
integralite,

Pour que tout soit bien clak, nous allons vous llustrer cela dons Nexemple.

B Exemple : On jette 40 fois un dé cubique dont 2 foces sont rouges, el
4 faces sont jounes ef I'on compte le nombre de lancers ol les 4 foces jounes
sont visibles [succés de probabilité p).

On note X la varable aléaloire, qui o cette expérience, associe le nombre de
sUCCes,

L'idée est de construire des algorthmes. gul donnent des approximafions de
probalyifés prises par X, @ partir de por exemple N=I100 000 simulalions de
40 lancers. quil donnent les fréqguences expermentales de sorties des nombre
dle sUCCes envisages.

1} Déterminez p et expliquez pourguad X prend 41 valeurs.

2] Donnez un algorthme qui permet d'obltenic une approdmation de P{X=17).
3) Modifiez cet algorithme pour obtenir une approxmation de P(X = 17).
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4) Enfin, modifiez ce demier algorthme pour oblenir une approdimation de
FlO<X = 20), puls explque; pourgquol il permel de repondre aux deux

guestions précédentes [d'ol Nintéréf de le garder au & chaud j).

1) On obtient un succes lorsque l'une des deux laces rouges est cachée, ce

qui perme! de deduire que p==§= %
On peul avolr de 0 & 40 succés ce qui justifie que Ia variable aléatoire X prend

4] valaurs.
2) Lalgorithme suivant répond & la question :

1 from random import random
2 def dep(N,n,p):
s={n+1)*[8]
for 1 in range (N):
C=g
for § in range(n):
x=random{ )
if x«<p:
c=c+l
s[c]=s[c]+1
11 for 1 in range(n+l):
12 s[i]=(s[i])}/N
13 return(s[17])

-
BTN - RN U - T T

En mocle ¢ Bun » on abtient :

In [67]: dep(1080060,48,1/3)

out[67]: ©.06852
Onadonc P{X=17)=0,06] & 0.00] prés,

3) Pour répondre 4 la question, on peut modifier I'algorithme précadent de ko
fagon suivante :

1 from random [mport random
2 def de{N,n,ph:

3 s=[n+1)*[0]

4 for 1 in range (H):

5 [0

] for { in range(n):
F i s=randoml )

a iF wip:

9 tmg+l

b1 sfc]=s{c]+1

11 for 1 in range(n+l}:
12 s[i]={s[1i]}/n

B for { in range(l,n#l):
14 s[i]=s[i]+s{i-1]

15 returni{sl171)
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Il sutfisait de rajouter e lignes 13 et 14 pour Len sorfie {travall sur la liste s[] ).
En mode « Run », on obtient :

In [68]: de(looeee,48,1/3)
Out[68]: ©.91633

Onadonc P(X<17)=08146 G 0.00] prés,

4) Four repondre a la question, on peut modifier I'algorithme précédent de o
facon suivanke ;

1 from random import random
2 def dei(N,n,p,a,b):

3 s=(n+l)*[@]

4 for £ in range (N):

5 =i}

] for § in range(n}:
7 x=random( )

8 if x<p:

- £sC+]l
19 s[e]=s[e]+1
11 for i in range(n+l):
12 s[i]=(s[i])/N
13 for i in renge(l,n+l):
14 s{i]ws[i]+s[i-1]

15 return{s[b]-s[a])

Il suffisait de moditier la ligne 2. en infroduisant deux bomes a et b et de
renveayer s[b] - sla] pour s'en sortie [fravail sur la liste s{]).

ATTENTION | Four ablenir P(10 < X < 20)=P(X < 20)-F(X =9). Il faut bien enfrer
b=% et NON b=10|

En mode ¢ Bun », on obtient :

In [73): del({100000,48,1/3,9,20)
out[73]: ©.8936400000000001

Onadonc P(10=X < 20)=0.894 4 0.00] prés.

Comme P(X=17)=P(X217)-P(X 214}, pour délerminer une approximation
de P(X=17) 1 sulfit de prendre cet algorthme avec b=1/ et a=14é ce qui
donne en mode « Buny

In [74]: del(100080,40,1/3,16,17)
Dut[74]: ©.06050000000000003
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Clest moins immédial pour P(X<17) cor avec algorithme | foul prendre
a=0 donc i retoume P(X<1/)=-P(X<0)=P[X<17)-P(X=0)=P(X<17) coar
F{X =0) =0, MAIS comme dans ce cas P|X = 0] est négligeabls par rapport a
P{X =17}, on n'ast pas loin de la vérité,

En effetl, en mode o Kun s, on obtient :

In [75]: del(100000,40,1/3,9,17)
Gut[?!i-]: 8.91633

REMARCIUE : Four éviter de négliger F(X = 0), on peut penser & I'évenement
confraire car P(X <17)= r-F’{I < F?}=I -P{18 < X < 40),

2. Comment s’y prendre avec une loi binomiale

On vous rappefle d'abord qu'une épreuve de Bemoulli est une expénence
aléatoire qui a deux ssues possibles, 'une considénde comme un succs el
"autre comme un echec, dont les probabilités respectives sont souvent nolées
petg=1-p.

REMARQUE IMPORTANITE : 5i I'on note X lo varioble aléatoire qui associe e
nombre de succés & une épreuve de Bernoulll, elle ne prend qgue les valewrs 0

et | avec d'ovlre part E(X)=p. V(X)=p(l- p) ef a|xl=,|||p“—p}_

Ersuite, la repafition de facon indépendante d'une méme épreuve de
Bemoulll s"appelte un schémo de Bermoulli.

Enfin, 51 un schéma de Bemoulll comparte n répétitions indépendantes ef que
I'on note p la probabilité d'oblent un succés & 'épreuve de Bemoull gui lul
corespond, alors on dit que la variable aléatoire X, qui d ce schémo ossocie
le nombre de succeas sull la lol binomiale de paramétres n el p.

REMARCGIUE : Lorsque X suit une kol binomiale, on peut noter X - B(n,p].

METHODE & : Comment reconnaifre une variable aléateire X qui
suit une loi binomiale et I'exploiter

B Cas d'application

Quand un énonce commence 4 vous présenier uneé expdrience aléatoire quil
consiste en une répdtition : il faut tout de sulle vous demander si ce n'est pas
un schéma de Bemoulli et $'1 v a moyen de rdpondre aux questions en uilisant
urie variable aléatolre qui suit une ol binomiale,
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B Principe
3 ohel est b2 cos | laul rediger en preckont e schama de Bemoull el
eventuellernent déling lo variable aléaloire X ~Binp) % 'énoncé ne I'a pas

fait [cf. exemple].

Ensuite, s X~-B{np), on ulise les propdéles suivantes powr répondre aux
questions (gq=1-p).

A

Loi de probabilité de X : Four k entier compris entre Det n, P(X=k)= [:Jp"q“" :
Espérance de X : E(X)=np
Variance et écart type de X : V(X)=npq et par suite a(X) =.,F[K] =1||r1pq A

REMARGCIUES ; [) Pouwr k enfier compris enfre 0 et n, F[H=k]=[;]p*q” el
P(X sk)=¥ P(X=1) s'obliennent directement avec une colculalice sans

crvair Baesoin o entrer s formuoles,

2] Pour k non nul, il est fort possible que vofre calculatice ne renvole pas
Plk<X). il faut alors penser & la formule relative & I'événement contraire

puisque d'une part, F[REII=I~P{kEIj=F—F‘EI <kj=1-F(X <k=-l) el que
d'aulre part, la calculatice renvoie P(X <k-1).

3) Powur a et b entiers compris entre 0 el n avec a < b, il est fort possible que
vofre calculalrice ne renvole pas Plaz X s b), auquel cas il faut penser que

PFlazXzb]=P(Xzb)-P(Xza-1) (Atention | C'est bien a -] ef non a).

B Exemple : Four se rencre au Lycée, Falricia renconfre sur 3o roufe [0 feux
fricolares indépendants deux d deux.

Chaque feu a une probabiité p = 0.4 d'éfre vert lors de son passage.

On donnera une valewr arondie & 3 deécimales des probabiités demanclées.

I} Quelle est la probabiife qu'elle renconfre exactement 3 feux verls

2] Quelle est la probabilité qu'elle renconfre moins de 2 feux verts ¢

3] Quelle estla probabilité gu'elle renconfre plus de 5 feux verls 7

4] Quele est lo probabilité qu'elle renconfre enfre 3 ef 7 feux verts #

2) Déterminez les valeurs arondies a deux décimales de g =E[X] el & [X] puis
donnez ks valeus oamondies & 2 fois deécimales des probobififes
Flu-ogsXsu+a), Plp-20s Xz p+2o) el P(u-3a= X s u+3g),

Qu'en penser-yous ¢
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Un rajet peutl se modéliser par un scheéma de Bemaoulli,
En eftet, un trajet peut s'interpréter comme n =10 répétitions indépendantes
d'une méme épreuve de Bemoulll, qui consiste & se présenter a un feu en
esperant qu'll solt vert [succés de probabilité p=0.4 ).

5 lMon note X la variable gleatolre gui a un irglet asocie le nombre de succds,

edle suil done la loi binomiale de parametres n=10 el p=0.4.

Cela dtand, il sulfil d'interpréter les guestions avec X al d'ufiliser la calculalrice
pour y réponclre.

1) On nows demande F{X =3)=0.215,

2) On nous demande P(X <2) =P(X < 1) = 0,044,
3) On nous demande P(5<X)= I-Fﬁﬁ « K}u 1-P(X<5)=0.165.

4) On nous demande P(3<X<7)=082.

5) On a peEX)jenp=10x04=4 et anJ—an-p]-Ja#uD.ﬁ:JZdulﬂﬁ

arondie a deux décimoles.

Plh—o<X=p+0)=P(2455 X< 555)=P(3<X<5)=0.666 .
Plu-2ozXzsp+2a)=P02<Xz71)=P(l=X=7)=0%82.
Pli=30<X<p+30)uP(-065=X=8,465)}=P(0=X<B)=0,998,

Intuitivement, l& nombre moyen de feux verts que Palricia aura renconfiré par
trajet, aprés un assez grand nomibre de irajets, peut éfre évalué & 4,

On consfate que lonsgue 'on s'ecarte de p d'une distance inféreure ou
agale 4 2o la probabiité d'y frouver X devient rés proche de | dons o
masure ol elle st minorée par P(p-2e= X< p+ 20)=0.982.

METHODE 7 : Comment simuler vne situation et confronter les
résultats empiriques et theoriques pour une loi binomiale

B Principe :
MNous sovons gu'l ne vous o pas achappé que nous avans deja effectud o
smulalion dont 1 est question dans cette méthode pour tralter "'exeample de o

endthiode 5 nukan'll comespand & X - n[ 4::-.% )
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Il suffit donc d'adapter &l de compléter les dgorithmes donnés dans celle
méthode 5 pour répondre @ la problémotique posée par celle-ci, comme
nows allons ke faire dans 'exemple.

Pour les caolculs fthéorques, en langoge FPython. 1 faut importer la fonchion

o knom » gui relourme ::] i

REMARCGUES : 1) Guond on ne peuwt pas afficher lo lsle compléte des
fréquences expanmentales et des probabilités theéariques, Il faul adapler les
algorithmes gul s determinent en ravailant sur les Bsfes refournges, comme
nous |'avons explique et llustré dans lo méthode 5.

2) Comme nous l'avons vu dans la méthode 4. lintéréf d'un modéle
expérimenfal qui « fonctionne » et de 'appliguer & une situation ov ['en n'a pas
de théorie (cf. Exemples des méthodes 1] et 12) |

B Exemple : On reprend 'exempie de lo méthode précedenfe. et I'on vous
demande, dans chacune des questions de celui-ci, de proposer un algorthme
an langage Python qui permel de comparer les résultals théoriques Qux
resullats empirgues issus o une simulation de 100 000 frajets,

1) Comparez la loi de probabiité de X ot la ste des fréquences emplricues
poncluelies a 'alde d'un algorthme en langoage Fython,

2] Comparez la loi de probabilifé cumulée de X et la ste des frédquences
empifques cumuléas a I'aide d'un algorithme en langage Pythaon.

3] Donnez un algorithme qu permet de renvoyer des valeurs approchees de
E(¥] et a(X) el de les comparer aux valeuwrs théorigques.

1) On peul utiiser I'algorthme suivant pour réponcre & la question :

1 from random import random
2 from scipy.special import binom
3 def binomial(N,n,p):

4 se(n+1)*[8]

- e=(n+l)*[a]

G for 1 in range (N):

Fd =g

B for j in range(n):
9 w=random( )

12 if wep:

11 CwC#1

12 g[c)==s[c]41
13 for 1 in range(n+l):
15 s[ij=(s[i])/N
15 for i in range(n#l):
16 efi])=binom(n,i)*(p* 1)*(21-p)**(n-1)

17 return(s,e)
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En mode ¢ Bun v, Il renvoie

In [77]: binomial(100800,18,0.4)

out[77]:

([0.00612,
8.04003,
e.12108,
9.21524,
0.2507,
9.20214,
8.11047,
8.84191,
8.01068,
8.90152,

8.00011],
[@.006846617599999997,
8. 84831878395999999
8.12093235199999998,
8.21499084799999398 |

2. 250822656,
9.2006581248,

8.1114767 3600000085,

@. 842367 328000000006,

8. 01261583 2000080005 ,

@, 0015726640000000000,
6. 0001084857650000000006] )

On consiate que las listes sont sensiblement les mémes |
2) On peul utiiser I"alganithme suivant pour repondne & la question :

i from random import random
2 from scipy.special import binom
3 def binomialcum{MN,n,p):

4 s={n+1)*[@]

5 e=(nt1)*[e]

[ for 1 in range (N):

r i Cwi}

B for § in range(n):
9 w=random( )

18 if x<p:

i1 c=g4l

12 s[c]=s[c]+1

13 for 1 in range(n+l):
14 s[i]=(s[i])/n

15 for 1 In rangel{n+l):
16 e{i]=binom(n,i)*(p**1i)*(1-p)}**(n-i)
17 for i in range(l,n+l):
18 sfi]=s[i]+s[i-1]
19 for 1 in range(l,n#l):
20 efi]=e[i]+e[i-1]

21 return(s,e)
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En mode ¢ Bun v, Il renvoie

In [78]: binoaialcus{166808,18,8,4)

out[7a]:

([@-0as9s,
a. :

Q. 168G,

0. 3a147,

B.GATAT,

2.8352,

2. 95567,

29882,

.93,

L

1.0],

[0 EMdGE] TSARPIISNT,

BB IS TAPL Foeehasn

0. LET IS TS AROS 000N,

8. M IAARBLG,

B BNYI0%ITTE,

o_BRITELINE2A,

0. 0452951184,

2. 0877054454

0. 9933322784,

8. 9396351424,

1.8])

Comme dans lo question précedente, on constaote que les listes sont
sensiblement les mémes |

3) L. powr linstant, on n'a pas encone d'algordthme |

On va donc en conslrure un, en délerminant la moyenne pondérée du
nombre de succes par les frequences de sorfie &l 'écarl type comespondant
our 8 en sorlir,

Cet algorithme peut &tre le suivant :

1 from random import random
2 from math imsport sqrt
3 def binosialesp{l,n,p):
s={n+1})*[2]
ml=n"*p
el=sgqre{n®p"(1-p)})
for 1 in range (N):
cowi
for § in range(n):
s=randos] )
if =ep:
c=g+l
13 s[c]=s[c]+l
14 for 1 in rangeln+l}:
15 s[1]=(s[i]}/N
il

EEE\PHHFWJ

148

17 1w=ia

18 for § in range(n+l}:
19 mem+i®s[ ]

0 I=l+f=*2"(si]}

F g=sqri{l-a**2)
22 return({a,ml, & el)
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En mode ¢ Bun v, Il renvoie

In [5]: binomialesp(lecese,10,0.4)
Out[5]: (4.006210000000001, 4.0, 1.5506487145385297, 1.5491933384829668)

Encore une lols, on constate que les wvaleurs approchées de m et &
demandées sont sensiblement les mémes que les valeurs théorques mi et el |

METHODE 8 : Comment délterminer un infervalle de fluctuation
empirique et théorique en fréquence a un seuil donné

B Rappels

Pour o e jﬂl . I'intervalle de Huctuation en réquence d'une variable aléatoire
X-Binp) ou seuvll de a est 'intervalle EEJ ou a &l bsont les plus pelits

entiers compris entre 0 et 1 tals que l}—u:F‘EH za) &l l-;-ﬂ-; P(X<b).

La determination de cetl intervalle permel de savair i une experience G priori
aléatoire |'ast vraiment a un seuil donné (cf, exaemple : soupgon de triche 1),

REMARQUE : Lorsque vous donnez un infervalle approche de llintervalle exact
chaisissez une valeuwr par défout de o borne inférewe el par exces de la
bome supéreure,

B Cas d'application

En général, on demande ces intervalles aux seulls de 95 % (o =095 ou (=i
99 % [ =0,99).

B Principe
L'idée est d'utiliser la calculatice ou de construire un algorithme.

Avec la colculatrice, on peut procéder par elapes succassivaes an déterminant
des probabilités cumuiées de valeurs judiclevsement chokies.

Comme vous &bes tous de bons éléves, vous aver deving que les probabilifés
les plus grandes peises par X comespondent aux valeurs qu'elle prend autour

de son espérance p =E(X) dans des intervalles de rayons a. 26 voir 3o,
C'est pourquol. on peut commencer par chercher P(Xsp-a), P(Xzp+o),
P(X=p-2g), P(X<p+20) puls a alfiner u.

Une aulre lagon de procéder consisle dresser lo lable des probabililés
cumulées, de o méme fagon qgue 'on dresse (g table des valeurs prises par
une fonction. ce qui est plus rapide [avec les demigres calculalrices on peul
utiliser la fonction qui Inverse la loi binomiale).
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Enfin. on peut consinvre un algorthme en longage Python qui permel non
seuleament de donner l'intervalle de fluctuation theorgue en fréquence, mas
aussi un intervalle de flucluation empidque en fréquence & partic d'une
simulation.

m Astuce

Four un schéma de Bermoulll donné, 1 ast plus astucieux de donner ["intervalls

de fluctuation en fréquence

a b . )
et | I*
n'nJ plutd! gue l'intervolle j.cr.b‘l car si on

change le nombre de répéfilions sans changer l'épreuve de Bemoulll
I'inlervalle en fréquence ne chonge pas, alors guee "'avire change.

B Exemple : On reprend 'exemple de la méthode 5 ol 'on est sir gue e dé
est parfaitement équilibre.

Ainsi, an jette 40 fois un dé cubique donl 2 foces sont rouges, el 4 faces son!
faunes et N'on comple le nombre de lancers ol les 4 laces jounas sont visiblas

[succeés de probabilité p).
On nate X o vaviable algatoire, qui a cetle experdence, associe e nomibe de
SLCTRS,

1) Justifiez que X suit une lof binomiale dont vous préciserers les parameéfres,

2] Avec un algorithme, donnez un infervalle empitique de fluctuation en
fréquence de X au seull de 95 % et comparez le d I'intervalle théorique au
Mermne seuil,

3] Bepondez 4 la question précédente au seull de 99 %

4) Un Joueur amive avec son dé rouge ef Joune, le lance 60 fois et oblient
30 svccés Qu'en pensez-vous #

1) L'expéfence paut se madélser par un schéma de Bernoulil.
En effel, elle peut s'interpréter comme no= 40 répétitions ndépendantes d'une
meme épreuve de Barnoulll, qul consiste 4 jeler le dé et a se demander si l'on

oblient unsucces, donlt la probabilite est p= EI a

Alnst. X sult I lo! binomiale de paraméires n =40 ef p = %

2) I suffit de modifier I'uvn des algorithmes de la méthode 5 pour épondre a la
ciuestion.
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On peul prendre par exemple ;
1 from random import random
2 from scipy.special import binom
1 def Fluctuation({N,n,p,cl):
4 s=(n+1)"[@]
5 e=(n+1)* @]
L] for i in range (N):
7 =i
a8 for § in range(n):
9 x=random( )
i if w<p:
11 =g+l
12 slc]=slc]+l
13 for 4 in range{n+i):
14 g[i]=(=[1]) N
15 for i in range{n+l):
16 efi]=binom{n,i}" (p*"i}"(1-p)*"(n-i)
17 for 4 in range{l,n+l):
i s[i]e=s{i]#s[i-1]
19 for § in rongefl,nél):
30 efi]=e[i]4a[i-1]
| a=g
22 for 4 in range{n+1):
23 AF (s[i])e(1-e1}/2:
24 a=g+l1
25 b
6 for i in range{n+i):
7 i (s[1])«{2#c2)/2:
8 b=b+ 1
25 al=8
kL for 1 in range{n+l):
31 if (e[i])<(1-cl)S2:
X2 al=a1+l
i3 -3 ET:]
14 for 1 in range{n+l):
35 i (e[d))er+c1)/2:
36 bil=bisl
37 a=afn
3n b=b/n
k5] al=alfn
aa bl=bl/n
41 returnia,b,al, bl)
En mode & Run p, on obtient ;

In [7]: fluctuation(100000,48,1/3,8.95)
out[7]: (0.2, 8.475, 0.2, 8.475)

La, on oblient carément les mémes bomes |

Pour la suite, nous noterons cet intervalle ; L,y = 0.20,475 |.
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31 Avec le méme algorthmea on enire cl=0.99 et 'on oblient :

In [8]: fluctuation(1ea006,48,1/3,0.99)
Cut[8]: (9.15; 8.535, 9.15;, @.525)

On oblient encore les mémes bomes |

Pour la suite, nous noterons cetintervalle : |, =| 0,150,525 .

4} La fréquence de réussite | du joueur n'apparfient pas a lNintervalle |, mals

apparfient & l'intervalle |, ., .

Par conséquent, au seul de 5 % on paut affimer gue le jovewr fiche. en
revanche, on ne peut poas 'affimer au seul de 99 5.

3. Comment utiliser les propriétés relatives aux
opérations sur les variables aléatoires

Dans cette partie, on va approfondir ce qul a &lé vu en Premidgre sur les
vanables aléatoires, en éudiant les propridglés de cartaines opdrations qul leur
sont appliqueass,

Ces prophiéetes permettent, enhe aulre, de déedulre les  parameires
fondamentaux d'une vardabde aléaloire Y, & partir de ceux déterminés pour
une vanable akkalore X sans avor a determiner |a loi de Y. qui méme porfois.
est impossible G déterminer (cf, exemple de la méthode 11),

Avant de commencer, on vous rappele gu'elont donnée une varable
aléatolre X sur un univers O telle que pour tout | enfier comprs entre 1 &t n,

X(Q)=|x ], lavariable aléatoire Y = H{X) est définie par Y(Q) = {f(x)].

METHODE 9 : Comment s'y prendre quand Y=aX+b

B Principe

On montre qu'une varable aléatoire Y se dédult d'uvne vanable aléatolre X
par une fransformation affine, c'est-a-dire qu'l existe a &t b réels tels que
Y =aX +b &l 'on applique les propriétés | et 2 rappelées dans ce principe.

Pour monirer ceta, 1 se peut gque vous ayez 4 infroduire une variable oléatoie
mtermediaire comme dans |'exemple.

Proprieté | : E(aX +b)=aE(X)+b
Propriélé 2 : V{aX+b)=a"V(X) ef donc o(aX+b)=|dea(X).
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B Cas d application

Deés que l'on vous demonda de détemminer les paramedres fondamanious
d'une vonable cléatore Y, oprés vous avor fall déterminer ceux d'une
vanable aléatoire X, | faul penser a cette méthode.

® Exemple : Dans I'exemple de la méfthode |, on vous a présenté un jeuw,
Celui, de miser 182 € puls de lancer un dé pipé pow lkequel les faces sont
numérofdes de | @ 6 et dont la probabilité de sorfie p d'une face est

proportionnelle au numéro ¢ [ qu'elle porte.,

M "'on sortail un numéro infériew ou égal @ 2, on perdall la mise [Aje ), si l"'on
sorfail un numeéro supeniew ou egal a 3. on gagnail 224 € [Oups 1) et sinon on
gagnalt 203 € [Bof 1.

En notant G la variable aléatoire qui comespondait au gain algébrique du jew.
an a v que E[G) =3 el a(G) =76 & l'unite prés,

L'organisatew du jeu constale que peuw de jousurs s’y risquent el propose alors
un aulre mode de réliibutlion pour les atlirer,

FPour cela, il propose une mise de 2 € el décide de diviser par 100 les gains non
algébricues du jew.

On note G' la varable aléatoire égale auv gain algebrque d'un jousur pay
rapport & cette nouvelle rélrityufion.

1} En infraduisont la varable aldatoire X qui & I'expérence associe le gain non
algébrigque d'un joveur, exprimez G el G' en fonction X.

2) Déduisez de la guestion précédente gue G° se déduit de G par une
franstermation affine que vous détermineraz,

3] Deduisez de la question précédente l'espérance el 'ecart ype de G', Que
pENSe-vous de o8 nouveau jeu £

1) Notons X 1o variable aléotore égale au gain non algébrique du joueur pour
e premier jeu.

Four ce premier jew, la mise était de 182 €, done G=X-182.

FPour le second jeu, comple tenw du mode de rémunaralion, il est clar que

X
G's—=2.
100
2) D'apres la question précédents on o G+ 182 =X, donc Il vien! osament
G+ 182 |
ve G'= -2= G=0,18.
. 100 00

3) En appliquont les fomules de celle méthode, on dédoll de la question
précedente ainsi que de l'énonce que E{G‘}:%E{G]—D, 18=-0,15 et

o(G') = ﬁuiﬁj = 0,76 arondie & 2 décimoles.

Tiens, flens | La jew est devenu défavorable ou jeusur (comme par hasard) e
'ecart type ast divisé par 100, ce qui le rend 100 fols moins risque ef donc plus
tentant.
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Il ne faut cependant pas jover a ce jeu, pour lequel le gain moyven aspars sur
un assez grand nombre de parties est de =0,15 €, ce qui signifie intultivement
que le gain le plus probable aprés 1000 parfies est estimeé & =150 €.

METHODE 10 : Comment s’y prendre si Y est une combinaison
linéaire de variables aléatoires 2 a 2 indépendantes

B Principe
On monfre qu'une varable aléatore Y se dédul de variaobles aléalokes
X. X . deux a deux indépendantes. par combinason lindaire, cest-G-dire

qull exste A -k reels lelk que Y=3LX + -+ X el l'on applique les
propriafés | et 2,

Proprigté 1 : E(aX. + +a X J=hE(X )+ =L E(X,)
Proprigté 2: V(aX + 43 X )= V(X )+ +2V(X ) et por conséquent au
niveau de I'écart type alA X, +- +hn}':h1=,j:-.,=‘~.f{:-:,}+ e b T

REMARCGIUES ; 1] Ces deux propriefes permettent de deémonfrer des
conclusions dejd données qui élaient jusqu’alors intuilives el de les affiner.

Four iusirer ce propos, prenons l'exemple de o méthode précédente, dans
fequel on a concly intuithvement que s 'on jouall 1000 fols. on msquall de
perdre =150 €,

Four | enlier compris entre | &t n, 5 Non note Yoo =G+ +G, OU G designe
o variable agofoire gain algélvigue au M lancer, comme les lancers sonl
indépendants on a E(Y,,,, ) =1000=E(G])=1000={-{.15)= |50 €.

Ce qui est inféressant avec la propriété 2, c'est que 'on peut déterminer lo
vanonce de Y, =G+ +G, . ef donc son écart lype,

Ainsi V(Y. = 1000V (G)) = rmﬂxmu%x%——ﬂ;“ et o (¥ )= il

Finalement, sur 1000 parties, ce n'est pas si o énome B comme ecarl type.
mais enfin, comme ['espérance esf de ~|50€, avec un el écart type. Il est forl

probable d'obltenir un gain algélyigue négalif, c'est-a-dire de perdre |

= P,

2] I est clair que ces deux proprigltés genégralisent calles vues 4 a methode
précédente dans la meswe ol pour une variable aléatoire consfante égale a
l.onakEfl) = 1.

B Cas d'application
Lorsque les varables aléatoires XX sont deux a deux indépendantes, ce

aui st notamment le cas pour un schéma de Bermoulll et por allleurs pour N
réapéfitions de ce schama.
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B Erreur classique
Il ne faut pas cublier les camés dans la fomule de la varance, ainsi on a par
exemple V(X -Y)=¥(X)+V(Y) et NON: V(X-Y)=V(X)-V (¥} !

B Exemple : On reprend "exemple de lo méthode 5 mais au ey de lancer le
dé 40 fois, on décide de le lancer n fois pour n entier naturel non Nl

Aingi, on jette n fois un dé cubigue dont 2 lacas sont rouges, el 4 faces sonl
aunes ef 'on comple le nomibre de lancers ol les 4 faces jouneas sont visibhas

[succes de probabilté p = % )

D'auvtre part, on considere la vanable aléaloire M"=x‘_+;ﬂi' il pour |

entier enfre | et n, X désigne & nombre de succes obilenus au fme  firoge
(e'est-d-dire | ou ).

1) Déterminez 'esperance el Meécarl-lype de M, en lonclion de n.

2] Déduiser-en la plus pelite valeur de n pow laqueile o longueur de
Vintervalle | = Lp-i::r{.ﬂuL']-: 0 +3|:I[Mn}_| est inféreure ou égale & 0.01.

3) En raisonnant avec l'intervalle  1=|p-3a(M,):p+3a(M,)|. que pouve:
vl conclure de la question précedente 7

1) L'application de o propriéte | améenes & ;
vl XX N . np 3
E(M,) <E| = = B s 4K = R epn g,

L'application de la proprigté 2 améne & ;
npil-p) pll-p) 2

VM, =V 2 = v e 4, -

n " n o
|
Jrl- %5
On en déduit que ofM, )= P-P) o L3 V2 .
Jn O
2) On doit résoudre INinéquation dxa{M_j <001 :

: J2 3242
& MI1z00l=4 < 0,01
Iﬂl ﬁ}E L] }l:m- i Ult:”

fout au minimum 180 625 lancers powr gue la longueur de |'infervalle

I=|p~3a(M,) : p+3a(M, )| scit inférieure ou égale & D.ﬂl=ﬁ :

<afn o425 < Jn = 180625 <, donc i

3 On a déejd vo, sans pour 'instant le déemaontrer, qu'l est quasiment cerlain
que la varable aldalore M, soil dans l'inlervalle |, ce qui permel d'en

conclure qu'a partir de la valeur n = 180 425 lancers, on peul eslimer gue

F[|M,,_ -] < ]-% ] = 1. Randezvious & la qualiéive parfie pour plus de figueur |
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METHODE 11 : Comment s'y prendre si Y est un produit de
variables aléatoires deux a deux indépendantes

® Principe
On montre gu'une varable aléatore Y se déduil de variables aléaloines
X. X, deux @ deux Indépendantes. por prodult, cest-t-dire que

Y=X = =X &f!'onapplique la propriélé.

Propriété : Pour i enfier compris entre | et n, o les variables aléatoires X sont
indépendantes deux a deux alors (X, xx X Y= E(X Jx--xE[X_ ).

B Cas d'application
Quand |l y a independance physique évidente enire les variables aleatores X

prises deux a deux et que I'on demande 'espérance de Y sans demander sa
lal ce probabilité, qui d'aillleurs partol st quasiment impossible & délerminer.,

B Erreur classique
Ninventez pos une formute sur lo vardance et dona 'écart type du produit car
a volre niveau il n'y en a pas.

EEMARCQUE ! Comme doans 'exemple, seul un algorithme pewl permeiine de
déterminer une approximation de la varionce el donc de "écarl lvpe.

W Exemple : On jefte cing dés identiques parfaiternent équiibras dont les faces

sont numérotées de | a & el 'on note P lo varable aléatoire qui & Nexpérience
associe ke produll des faces supdheuras des des,

I} Determinez 'esperance de P en expliquant valre démarche.

Z] Pourquoi est-l problématique de donner la lol de probabifté de P et donc
san eécont type §

3) Déterminer des valeurs approchées de l'espérance ef de "écart type de F
avec un algonithme qui simule "expénience aléatoire;

1) §i 'on numérate fictivement les dés, pour | enfier compris entre | et 5, on
peut considerar les vanables aléatoires X qul O un lancer associe e numeéro
de la toce supatieura cu dé i,

Il est clok que lo varable oléatoire P vérille P=X ==X, avec les voriables
aleatoires X egakes &l indéependanies deux & deux.

On a done : E(P) =E(X, = xX, ) =E(X, )= =E(X, )= EX,)) -

Reste & déterminer E(X,) el <'est plié |
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La varable aleatore X, prend les valeurs 1, 2, 3, 4, 5 et § avec la prababilite :;-

pour chacune done E[H,}-é+2x;}+3t%-h:;--5#%-6::;!.%.;.

3
On en dédult que E(P) = E] = % - 525,21875.

2) Déterminer 'univers image P(0) est déja un probléme. alors donner les
probabilités de chague produit possible : Faul pas éver |

Guuand & I'écart type, 14 on est en plein dédine |

En effet, on peul juste remarquer que les entfiers de P(£1) sont compris enfre

T=lxlxlxlxx] & 77746 = 6", puils que par exaemple 17 est imposible & obteni
puisqu'd n'est pas le produit de 5 enfiers compris enfre | et 4, el puls aprés ¢

3) Pour répondre & cette question, Nidée et de simuler n fois 'expérdence. de
genérer n valeurs prises par P, de les ranger dans une liste, puis de laie la
moyenne &l I'écart-type de la série statistique renvoyée par la liste.

L'algorithme suivant répond O la question |
1 from random import randint

2 from math import sqrt
3 def loiprobaprod{n}:

i s=5*[e)
5 L=[]
[ for 1 in range(n):
7 for 1 in range(5):
B s[i]=randint(1,8)
9 pe=l
1@ k=8
11 for 1 in range(5):
12 pep*s(i]
13 L.append(p)
14 k=0
15 for i in range(len{L)):
16 k4L [ 1]
17 m=k/n
18 L)
19 for 1 in range{len(L)}):
20 vayd{(L[i]-m)}**2)/n
21 e=sqrt(v)

22 return(m;e)
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En mode « Run » on ablient ;

In [11]: loiprobaprod(lo0ea)
Out[11]: (529.2403, 731.8092186874468)

In [12]: loiprobaprod{28888)
Out[12]: (525.66955, 724.813139489061)

In [13]: loiprobaprod(38088)

Out[13]: (522.2333, 712.3226B895808446)

REMARCGIUES : 1) Ne prener pas une frop gronde valewr de n, sinon vofre
ordinclew ne va poas aimer |

2} On n'est pas si loin de la valew 525 donnee par la théone, quant a la valeur
de 'écart type, elle esl énome par rapport & 'espérance.

4. Comment étudier la concentration d’une wvariable
aléatoire X autour de son espérance p=EX)

Sans vous le dire, d'une certaine lagon, on o déjd aborde le probléme dans
certaines meéthodes déjd vues dans ce chapilre,

En ellel. dans la méthode B, il a été question de déterminer un ntervalle de

fluctueation en fréquence {E;El a unseul o= _|EI',I'|_ donné pour une varable
nn

aléatoire X ~B{n.p). c'est-a-dire de rouver les plus pelils entiers a et b compris

entre 1 el n tels que ’-IﬁE--.F{xhn} et ‘LE'?'-cP{xihj donc s que

a<PlozX <b).

A cet effel, dans lo melhode par élapes successived avec lo calculalrice,
nous vous avons consellle de chercher a el b 4 autour s de E(X)=p=np en

déterminant P(Xzp-a) et P(X<u-2¢) pour frouver a, puls P(Xzp+o) ef
P{X = p+4e) pour obteni b,

C'est une fagon de se demander comment est concentrée [a voriable
aléatolre X autour de son espéraonce en ulilsant son écart type, puis de
formuler des conclusions relatives 4 'expérence aléoaloire qui lul camespond
[soupcon de inche par exemple).

Dans cette partie, § va s'agir, enfre aulre, d'utiliser des propriétés theongues
pour etablir des inegalités el les exploiter comme nous Favons dejd foilt dansla
troisigme question de 'exemple de la meéthade 10, mais avec plus de rigueur,
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METHODE 12 : Comment donner une inégalité de concentration
avec un algorithme et I'exploiter

m Principe

Aves un algorithme, on simule une expérence aleotore relative G une
varable oleatoire X d'espérance y et d'écarl-type a, puls on détermine o

frequence des situalions pour lesquelies la distance entre X &ty asl supérieurs
(o intérewsa) & une valeur ¢ € _p'l que |'on se fixe (cl. exemplea).

B Cas d'application
Guand aucune théore ne permel d'aélable une inégalité de concentration
parce que ['on ne connail pas la variaonce (et pordok méme pas 'espérance),

Cependont, dans ke cas contraire, | peut ére inléressant de comparer les
résulfals empliques el théorigues pour mesurer la perfinence du modéle
exparimeantal.

On vous a déjd explique cala 100 foi, en long, en large &t en travers |

B Exemple : On reprend 'exemple de la méthode précédente,

Alnsl, on jette cing dés identiques parfaiternent équilibrés dont les foces sont
numéroides de | O 6 2t 'on note P la varalde aléaloire qul & I'expérence
associe e produil des faces supeneures des des,

O a vu dans 'exemple de la méthode précédente qu'une valeur amondie O
l'unité de 'esperance de P est 4 =E(P) = 525

1) A [laide d'un oalgodthme, delerminer une approximation de
PollP-1]=200) et F_.(lP-u|=400) aprés avor expliqué a quol

correspondent ces dewux probabilites,
2] Que pensel vous de fa concenfrafion de F aulaour de son esperance §

1) Expliquons @ quoi comespondent P, ef P .

F.., est la probabiité que la vanable aléaiolre P soit a une distance inférieure

ou éqala a 200 de son espérance p = E(F) = 525, Cest-t-clire & la probalbilité
cle 'dvénemeant (a (3252F < 725) »n.

P @stla probablité que la varable déatolre P soit & une distance inféreure
ou éqale & 400 de son esparance p = E[F) = 525, c'est-0-clirer & la probabilite
de I'événement (1 [125<F <925) ».
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L'algorithme suivant répond 4 la guestion

1 from random import randint
2 def loiprobaproda(n,m,cl):

s=5"[@]
L=[]
for i in range(n):
for 4 in range(5):
s[i)=randint(1,6)
p=1
for 1 in range(5):
pep*s(i]
L.append(p)
k=i
for 4 in range(len(L)):
if abs(L[i]-m)<=cl:
k=k+1
m=k,n
return{s)

En mode & Bun », au bout d'un certain temps. cel algorithme renvoie

In [119]: loiprobaproda(leesa,525,280)
Out[119]: @.2288

In [120]: loiprobaproda(206886,525,208)
Out[120]: @.21525

In [121]: loiprobaproda(30886,525,2008)

Out[121]: ©.2193

In [122]: loiprobaproda(18668,525,460)
Out[122]: @.5272

In [123]: loiprobaproda(20888,525,400)
Out[123]: &.5279

In [124]: loiprobaproda(30008,525,480)

-
L K N

Out[124]: @.5209

2) Grace 4 cet algorithme, on peut affimer que P, =022 el P =053 a

deux décimales prés.

Ce n'est pas terrible au niveau concenfration autour de |'espérance |

Comple tenu de ces résultats empidgues. on peut conjecturer que la varable
aléafoire P a un acart type relotiverment grand, ce qui ed confrme par
lexemple de la méthode 11 puisque I'on a frouvé une approdmalion de

I'écart type d'environ 720,
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METHODE 13 : Comment appliquer et exploiter les inégalités de
Bienaymeé-Tchebychev et de concenfration

m Rappels

1} Pour une variable aléaloke X d'espérance p de variance V el tout réel
d>0ona:

ViX)
ﬁ!

P{X-p

258)s (Inégalité de Bilenaymé-Tchebychev).

2) En utiisant la tormule refative & Mevenemen! confraire, sous 83 rmémes
hypothesas, il vient (on peul uliiser directement cetle demilére négalité) :

P{IX-p)<8)z1- v;:x]

(Inégalité de concentration « autour » de 1 ).

B Cas d'application
Il faut connagitre V., ce qui n'est par exemple pas le cas de 'exemple de g
méthode précédente |

m Principe

On applique une des deux lomules rappelées, puis comme dans 'exemple,
on en déduit la réponse & lo question posée,

REMARQUES : 1] L'ineégalite est o lorge n, cest-G-dire que l'on peul faire
beaucoup plus o fin p avee un algorithme ou encore avec g lol binomiale peor
exemphs,

2] Cependan!, elle revél un interél corsidérable sur l2 pian théarique coar on
en déduit kes principes propres aux  dewvx méthodes suivantes flol faible des
grands nombres).

B Exemple : || On considére une variable aléatoire X d'espérance p=E(X).
de varance V et d'écart-type o= Jv.

al Majorez les probabilités P(X - 2 20) et P(|X-i230) en uliisant
I'ineégalite de Blenaymeé Tchebychev.

bl Minorez les probabiités P[X-i{<20) et P(X-1<30) en ufilisant
I'inégalilé de conceniralion de X avlour de u.

2] On reprend 'exemple de la méthode 5.
Alngl, on jette 40 fols un deé cubigue donl 2 faces sonl rouges. el 4 foces sonl
jaunes et 'on comple le nomibyve de lancers ol les 4 laces jounes sont visibrles

fsucces de probabilité o = é;.
5 'on nofe X la variable aléaloire, qQui O cetle expenence, assacle e nomlbye

de succeés, Il est cloir gue X sult la lol binomicle de paraméfresn =40 et p = %

et donc que u=E{?{}=$:Ii33 et ﬁ=u{1]=.f¥{x}=ﬁ=%=3_
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al Déterminez P(|X -] = 20) et P(|X -] = 30) & l'cide de volre calculatice

puis cammenterz les résulfals par ropport aux majorafions de la quastion 1) al.
b} Déterminer P([X-uf<20) et P(|X-u|=<30) & I'cide de volre calculatrice

puis commenter les résulfats por rapport aux minorations de la question 1] B).

1) a) En uvtikant 1f n&gd]i& cle Bﬂnuﬂm'lévh:heb}rch-av $

o g 1
P{X—plz20)c——= -—--r--l:l.‘ii el P{IX-plz830)s —=—===012.
fobf= )= (krh2se)s ==
b) En ufilisant I'inégalilé de concentration outowr de p
PlX~pl <20)2 1o me = 1=z 1= 2075 o
(20} i 4 4
PX-i| <3e)2 V- —r = 1= m1-1 = E 088,

(3 o 9 9

2) a) Les cas lavarables a I'éevénement « |H —j.ll zdo v comespondent aux
valeurs de X donlt la distance & p est wupérieure ou égale & 2o C'est-G-dire &
Ievenement « [X < p-2o)u(p+2e < X)

Comme n=1333 et =3, cet dvénement est o (X<7.33)u(19.332X) » et
par conséquent sa probabllité est PO X< 7)+P(20=X < 40)=0,043 .

Les cas favorables & I'événaement & |.‘n: - u| = 3a » comespondent aux valeurs de
X dont lo distance @ p es! supédrieure ou égale a 3o ceska-die 4
'événament « (X =p-3o)u(p+3c2 X)

Comme p=1333 el o=3, cel événement est u (X=4,33)(2233<X) » et
par consequent sa probabilile est POz X< 4)+F(22< X < 40)=0.005.

Il est clair gue les mojorations de la question 1)a) sont vrales, malks elles sont frés
Wlargess, ce qul n'enléve pas le caractére théorque fondamental de
l'ingégalité de Bienaymeé-Tchabycheay,

b} Les cas lavorables & I'événement i [X - | < 20 1 comespondent aux valeurs
de X dont la ditance & p est skictement inféreure & 26 cest-b-dire &
IFévénement u p-20 <X < p+2a n,

Comme p=1333 ot a=3, cet événement est u (7,33 <X <1933} » el par
comnséquent sa probabiité est P(Bs X< 19)=0957.

Les cas tavorables & I'événement « [X~p| < 36 » comespondent aux valeurs de
X dont lo distonce @ p est skrictement inférdeurs & 3¢ cest-d-dire &
événement o [p-30 < X< p+30)
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Comme pu=1333 el =3, cet evénement est « (433 <X <22.33) n e par
consequent sa probablite est P{5< X < 22)=0,997.

Il est Clair que les minorations de la question 1)b) sont wiales, mais elles sont rés
wlarges s, ce qul n'enléve pas le caraclére théonque fondomental de
IMiregalité de concentralion.

METHODE 14 : Comment s'y prendre avec les inégalités
précédentes avec une moyenne de variables aléatoires X,

indépendantes deux a deux de mémes parametfres

® Principe

On considére la variable aléoaloire M= L:Ei comme on |'a dejh fai
r

dans I'exemple de la méthode 10, puis I'on applique les propriglés relafives &
M. en remplogant dans les deux inegalites de la methode précedente.

Pour i entier compris entre | et n,sil'on note p=E(X ) & ¥V =V(X ] i vienl alors
aisement gue pour foul & >0

P(IM, —p| =8} = F-E' (Inégalifé de Bienaymé- Tchebychev pour une moyenne),

P, —p| <3) 2 1- vng? (Inégalilé de conceniralion peur une moyenne),

REMARCGUES : 1) On peut uliiser directernen! ces deux inggaiités sans avalr
redeémonirer que E(M. }=p ef V(M. )= X et remplacer dans les inégalites de
n

la methode preécadente pour les obitenir,

2] On a deja weffleure » 'ogpplication du principe de cette méthode dans
l'exemple de lo meéthode 10, dans lequel il o été question de deétermniner ko

| ,
valeur de n paur laguele P 1M, v,ui = Eﬁi soit proche de 1.

Cependant, en toute rgueur ; proche de | ne veul den dire |
Mals, en revanche, deéterminez o plus pelile valew de nopow Que par

SRS F'[ |.r..-'|" = "’I < ﬁ t = 0,99, & ¢'est Agoureux [cl. exempla) |

B Rappel
Cette demiére inégalité permet de donner la lol falble des grands nombres
par une applicafion éémeniaire du Théoréme das gendarmes, & savair :

Y5> 0, ImP(M, ~y| <8)=1.

[ PN )
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REMARCIUE : On a souven! ufiise celte ol infuitivement §$'en vous en parler
dans les algorithmes. En effel, elle explique pouwrguol il suffit d"augmenter le
nombre de simulalions d'un algorthme powr cbilenlr des approximations plus

proches des résultals Ihéorgues, Au niveau des probabilités, sa portée est
considérable [

B Cas d'application
Etant donné un réel & = 0. quand on vouws demande la valewr minimum de n
pour que F(|M, -u| = 3) s;:? ou gue P(|M, -l ::E}z?--r% . arlors 1l faut penser

a ufiiser cette méthode.

B Exemple: On reprend lNexemple de o methode [0 avec les mémes
notaticons.

Alnsl, on jefte n fols un dé cubigue dont 2 foces sont rouges. et 4 foces sont
jaunes ef 'on comple le nombre de lancers ol les 4 faces jounes sont visibles

[succés de probabilité p= %}.
X +o+X
]

En oufre. on considére o varable aléatoire M, = — . ol pour | enher
enire | et n, X désigne le nombre de succes oblenus au F#me firage (ceskd-

die | ou 0 dont on sail gue p:E[M}:—; avec d'ouvfre part

2
VIX)==V(X)=V=2.
1} En utilisant l'inégalfite de concentration de o moyenne, délerminez o valew

minimum de n pour laquelle P

|
- " i | e D_.W
M-H = 15
2] En utilisant 'inégafité de concentration de la moyenne, délerminez o valewr

minimum de n pour laquele P 1."#1, v.u| = ﬁ] = 0, 9999 el commentez

. W I 2 |
1) On sait que F’[|h"|r,-u|qﬁ]-af-ﬁf cdonc en prenant "_3’ I'llll:l'.E- ef Enﬁ,
2
; i g 20000
i - e B 3 PR =Y P —saariy
i PUM" 5‘ lmJE [ 1Y n
“ﬁ:-]
Celo améne d résoudre 1- =099 pour répondre 4 la question.

1= =099 =001z SNz AP, = ne FEFRER.

p=g i =

¥

Le nombre ndemandé est donc 222 223,
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2) On adopte la méme demarche, qul comple tenu de la nouvelle ncerdilude
0% amenes Q :

20000 20000 20000

- 09999 = 00001z —— =nz

“n 0,000

Le nombire demaondé est donc 222 222 223,

=Nz 220730 =nz 2T

Oups| Ca loit begucoup par rapport au nombre précédent, lu-méme
relativement arand par rapport au nomibre 180 25 frouve dons 'exemplie de
la méthode 10,

a::lﬂj='

pulsque 'on o donné une préckion de la o proxdimité » de o probablité par
rapport & | [plus gronde gue 0.99).

Oul. mais 1d, on s'est pas contenlée de préciser que F{Fﬂa&,1 -pl=

Reflexes

SITUATIONS REFLEXES

s Onse demande s "on est dans un

On demande des probabilités cas d'équiprobabilité ou sil'on peut

1. |dans le cas d'une expérience s'y rameres.

aléatoire. »  Sinon, onrevient cux formules de
base [exercice 1)

»  On détermine sa ol de probabillite
avec un lablegu si c'asl possible ef

On demande de déterminer on &n déduit son espérance e son
2, | les paramétres d'une variable acont type,
aléatoire. = On se demande si elle ne vénfie pos

une loi binomiala,
s On constnsl un algorihme.
On doit résoudre un exercice (= On cornshruil un arbre pondérs et on
3. | gui est relatif aux probabilités applique la formule des probabilités
conditionnelles. folales et conditionnallas,
= §'in'y o posindependance

4 On se demande si A of B sont physique, on compare P{A~B) et
2 événements indépendants. B(A)<P(B).

On veut déterminer des *  On construit un algorthme avec des
approximatiens pour une i

% | stiaiion aléaloine impossible tfz:czs;;lnnem-mbnqueesnpm.rr
5'e !

a modéliser théoriguement,
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5. E:iﬁ::i:iu::::f:ﬂi:' s Oinse demandce s on n'est poas o en
H : face » d'un schama de Bemoulll,
méme épreuve.
On dolt @émeltre une décision
7 pour une situation aléatoire o O déterming les intervalies de
" | qui correspond @ un schéma fluctoation aux seuils de 95 % et 99 5.
de Bermnoulli.
33:::::1;:: :::::::: '; - n O ose dﬁfmclnld& E:i I"on p@u’r. ecrire Y
8 |. : en fonction d'opérations faisant
I'on demande ceux d'une e
varlable aleatoire Y.
On demande une majoration
ou une minoration de la e || faut penser aux inégalités de
9. | prebabilité d'une variable Bienaymé-Tchebychev et de
aléaleire aulour de 1on concentration.
espérance.
Astuces

B Lo somme des probabiités des evenements elementaires d'une expernence
aléatoire falt | : vinfiez vos calouls st ca n'est pas le cas,

B Lisler tous les cas d'une stuation losqu'l v o peu de cas (arbras, tableoux &
double enfrée] ne fail pos perdre de points.

Bl lawt penser que PAUB)+P{A~BI=P[A)+P[B} lomsgue l'en wvous
demande de déterminer PF(AWB). car en général, 'énonceé vous a fail
calculer P(A). P(B), et P{A~B).

W Dés que Mexpoession o au mains » appordit doms une question relative a une
probabilité 3 foul penser a 'événement confrare el donc & la lormule

P(A)+P(A)=1.

B Dés que vous connasser 'espéronce el 'écart type d'une varable
aléatoire X et gqu'en vous les demande pour une variable aléaloke Y, il faut se
demander sl Y =aX +b en introduisant &ventusilemeant une vanable cléolcire

awiicire comme dams Fexemple de la mélhodea ¥.

B C'est vral pour tous les chapitres, mais notamment dans celul-cl, ol les
algorithmes sont nombreux ef parfols compligués, Quancd un algodthme vous
donne du o fil & retordre ». prenez peu de simulations &1 utilisez des a print(s) »
pour savolr ol vous en éles,
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B Dés que l'on vous demande un nombre minimal de répétitions pour minorer
ou majorer une probablité § fout penser aux inégalités de Bienaymeé-
Ichebychev et de concentraficn pour 10 moyenne.,

Erreurs

B Une probabilite est un nombre compris enfre 0 &1 1. donc si vous en frouvez
une égale a 3,0l y a un problénme. ..

B || ne faut pas confondre P (B) et PlA~EB).

Faour lake la difference, posez-vous la question : Que sais-je 7 5 vous ne savez
rien, c'est PLA~B)., sinon vous savez « Ap, et c'est P, (B).

B || ne faut pas confondre des &vénemeants incompalibles el des évanements
ndependants, On vous rappelle que deux evénements A el B sont ;
1) incompatibles losque A~B=©

2) indépendants lorsque P{A~B)=P{A)=P{B)
m Attention! F(ALUB}j=P{A}+F(E) uniguement |orsogue A et B sonl des

événements incompatibles.

B AHenlion! Pl{A~B|=P|A}=P(B] uniquement lomque A & B sonl des
evenements indépendants.

B Appliguer les formuies gl donnent Mespérance &t o vaonce o 'une

combinason lindéake de varables aléafoires qui ne sont pas indépendantes
deux a deux, c'est FAUX |

Le jour de I'épreuve

B Sachez ulliser volre colculatrice pour déferminer des probabilités el des
intervatles a des seuls donngs daons le cadre d'une ol Binormiale.

B 5 vous dever laire un arbre, i laul commencer par e faire au o broudlon s
puis prendre une regle pour qu'll soll présentable.

B Clest vral pour tous les chapilres, mois plus particuliérement dons les
exercices de probabiités ; il taut penser & uliliser les guestions précédentes
pour répondre a une nouvelle question.

B |l est forl probable que I'on vous donne un algorithme d compléter le jour
ce 'épreuve, donc on vous conseile de bien reprendre ceyx de ce chapitre
car is font intervenir quasment loules les nofions vues dans les aulres,
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Le jour du Grand Oral

Sujets mathématiques

® Question | : Espérance de gaoin a un jeu - La roue de la forfune

Cette question abordée a 'exercice | revétl un intérél historique cor elle est 4
'orgine des probabilités (en pleine Renalssance). En effel, un jeu d'argent
elant défind, 1| est legifime de e demander sl 1'on g une esperance de galn
posttive si 'on v joue el avec quel ique 7 Le probléme etant posé, | est
intéressant de se demandar comment évalue cetfe espérance el ce risque i
I'on modifie e mode de rétribution du jgu (ce que propose |'exercice ).

B Question 2 : Probabilités condifionnelles - Probléme de fiabilité

Celte queston gui est souven! abordée dans le lvre, 1'est plus particuérament
a l'exercice 4, dans lequel 1| est question de la fiabilité d'un lave-vasselle, 5
vous choisissez ce sujel, | nous parait intéressant de mettre an évidence
comment sont structures les axercices de probabilifes conditionnelles (ce que
nows avons détgilé a la méthode 2 : arbre, formule des probabiités totales,
application de la formule des probobilités conditionnellas).

B Question 3: Estimalion a partir d'un infervalle a seuvil donne pour une
variable aléatoire qui sulf la lof binomiale

Celte question abordée a Nexercice & permet de savor sl le résultal d'une
experience a prior aléaloire est suspect 4 un seul donné, c'est-a-dire par
exemple si un jouewr fiche, comme dans le cos de 'exercice 6.

B Question 4 : Comparaizon des résultats théorigues d'une situation aléafoire
a ceux renvoyes par plusieurs de ses simulafions

Cette question abordée dans les exercices 7 el 9 consisle a & demander <
des algorithmes gui smulaent une situation aleatolre sont perlinents, c'ast-a-dire
si les volewrs qu'ils renvoient sont en adéquation avec les résultats théoriques.

B Question 5: Déterminalion des propriélés d'une varlable aléaloire
qu'aucune théorie ne permef d'obtenir
Celle question abordés aux exercices 8, 18 e 17 consiste & uliliser des
algorithmes pour démontrer des proprégtés |(probabilités o événements,
espérance, écart type) védfiées par une varable aléaloire dont il n'est pas
évident de donner la loi de probabiité.

B Question & : Elude d'une variable aléatoire qui suit la lof géomeélriqgue de
paraméfre p

Cette question, raitée dans les exercices 15 et 16 peut &re valorisante cor elle
tait I'objet d'un approfondisement du programme. Cependant, qu’ll s'agisse
de la démonstration de |'exercice 15 relative 4 |'espérance ou de |'algordthme
cle 'exercice 14 (qui 'un ou I'aufre peuvent faire 'objet d'une question). nous
vous consallons de bien maitriser les notions parlois delicates gquis meftent en
ceuvie § vous chobissez ce sujel. 5 c'est le cas, 1Ty o moyen d'avor une
exceldente note,
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B Question 7 : Approximalion d'une lol binomiale de paraméfres n ef p par
une lof de Polsson de parameélre A = np
Comme la précédente, cette question difficile, aobordée 4 M'exercice 17 fail

I'ohiet d'un approfondssement du programme, d’og son intérét. Atlention
malgre toul | o démonsiration n'est pas dvidente,

Sujets fransversaux

B Question 8 : Rupture de sfock ef probabilifés

Cette quastion qui paut éfre conuguee avec lo spécialité SE5 et an rapport
avec la qguestion 7 et falt rétérence a 'application de la ol de Pobkson
proposés a la question 2 de I"exercice 17,

B Question 9 : Applicalion de la planche de Galton & la propagation d'un feu
Cette quesfion qul peut &lre conjuguée ovec la spécialité SVT est une
application écologique orginale de la théore el lo smulation développées &
I'exercice 11 concemant la planche de Galton.

En effet, imaginez un chemin qui fraverse une torét rectangulaire qui l'isole de
villages que cHtoke cette demiére. Dans la mesure o0 beaucoup d'incendies
se sont prodults dans la forét sulte & des négligences humaines, par souchs
ecolegigque, on désire protéger les villages sans detruire ['integralite de la forét,
Il sutfit de la a tailler » en Fiangles pour que les villages solent aux exirémilés de
laurs bases pour les préserver du feu.

Finalement la bille devient le feu, les clous, les arbwes parmi lesquels il se
propage de fagon aléatoke el les vilages quand elle est lallée, les bacs de
réception situés aux extrémités dans lesquels lo bile et donc le feu onl peu e
chance de ferminer.

B Question 10: Applicalion des probabilités conditionnelles ef des suifes &
I'aménagement d'un domaine skiable

Cette question qui est llustrée a I'exercice 5 peut &lre conjugues avec o
specialité SVI. En effel, suite a 'enquéle, selon le modéle, au bout d'un assez
crand nombre o' annses, on démontre que 40 % des spartifs aui fréquentent lo
station vont prafiquer e ski, d'od 'intérét de priviiégier 'aménagement des
pistes pluld! que les 2ones de Snowboard.,

B Question 11: Datation au carbone 14 ef simulafion de décroissance
radicactive

Celle question illustrée G Nexercice 14 consste 4 delerminer I'age de vesliges
cdécouverts par les archéolopues, Elle se conjugue évidemmenl avec (o
spacialité Physigue-Chimie et les algorithmes proposes sont intéressants dans la
mesure ol il propose des boucles avec récursivité, ce qul est a la limite du
programme donc valordsan! s cette notion est maitrisée.
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B Question 12: Le probléme de la surréservalion dans les compagnies
aériennes

Cette question est abordée & 'exercice 12 & se conjugue naturellement avec
la speécialités 5ES. Jusqu'd combien de bilels peul-on proposer pour gque g
probabiité que plus de clenls gue de siéges disponibles se présentent &
I'embarquement soll inlérieure d une valew donnée ¢ Telle est la question.
Comme cdans la question précédente, dans 'algorithme proposé § vy a une
boucle avec récursivité, ce qul peul élre Irés valoant sl la notlion est bien
expiques.
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Chapitre 1
METHODES SUR LES SUITES
EXERCICES & CORRIGES

Exercices

E Elude de suite U =f{n}] - Méthodes 8 et 12

Eludier e compartemant des sultes dans chagque cos.
1) (U,) telle gue U, =rf +n-1.

2 (V) telle que V. =(=1},

3) (W) lefle que W _l_l
M+

| 2 Etude de séries - Méthodes 6 et 12
Etudier s comportermant cles sultes dans choaque cos.

1) (U,) telle que U, = ZK

2) (V) telle que V, = E[-:::

sl

3) (W,) fefle que W, = {

(5]

Sultes définles par une relation de récumence d'ordre 1 - Méthodes 2, 3, 5,
10, 13 et 14

U, =3
1) On considére o suite (U ) telle que | | .
Ur ml - _l"'ln * I
2
a} Conjecturez le comporfement de la swulte (U ) avec un algorithme en

langage Python,
k) Démontrez ces conjectures,

Viml

2] On considére la sulle (V) fele que |Ys :
V., =2V, +I]

0] Conjeciure? le comportermant cie la suite (V) avec graphe o WEB u.

b) Démontrez ces conjecturas.
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Wy =1
W, =2W +n’

a] Conjecturez intuilivement le comportement de la suile (W ).
b} Demontrer ces conjecturas,

3) On consiclére |a suile (W, ) telle que {

E Conjecture « moins classique » et récumence - Méthodes 1 et 5

U =5

U, =U +&-5"

I} Représentez graphiquement (n, U, ) powr n< 5.

2) Quelle conjecture peut-on émethre quant 4 l'expression de U, en fonction

dend
3) Donnez une expression possible pour 1.

4) Démentrez par récumrence que |'expression de U donnée au 3) est exacte.

On considére la suite (U, jdéfinie par l

E Le principe de récumence - Cas différents des exercices 3 et 4 - Méthodes
Seti2
Manfrez par récumence la proprgté (F) dans chaque cas, puls répondez 4 la

quasfion posée.
n. +1] 1
1) On considére (F,): vnel, 3Kk .=r"[n_L{.M_
)

Déduisez-en le comportement asymplolique de U = Et—a_ F

He=ll m
2) Poura >0, on considére (P ): vne M, (1+na)s(1+ al .
Deémonirez alors que lim g =+0 pour q réeal strictement supeérieur a 1.

[E Poura > 0, approximation de Ja par la méthode de Héron - Méthodes 5,
7.13et14
On considére la suite (U ) définie par son premiler ferme U, >0 el la relalion

derécurence U, = 5'[ U, + U% ] o a estun reel sinclement posilif.

1) Montrez par récurence que la suite (U ) est 4 lermes siricltemenl posdlils,
(¢ -a)
U
3} Dedulsez de la question précédente que pour ne I, U :-:«..lra puUis que o

suiter (U} es! decrossante & partir durang 1.

4) Monitrez alors gue la suile (U ) converge vers une limile L, puis que L= Ja.
5) Construisez un algorithme en langoage Python qui ufilse cette méthode pour
frouver une valeur amondie d dix decimales de 'qllﬁ "

2) Montrez que pour toul ne M. U.E.-: Q=
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E Sultes arithmétiques el géométriques - Méthodes & ot 7
On considére las suitas (U ) et (V) définies par ;

et gfh=t

U, =u,+2 |V, =5V

|

1) Exprimez L el V. en fonclion de n.

1] 10
2) Déterminez 5= 3 U, et T=3V,.
fal)

Wmd

Suite arithmeético-géomeétique - Méthodes 6,7, 12 et 16

Un opsrateur de t&léphonie moblle constate que, chaque année, i perd 8 %
cle ses précédents abonnés el que par ailleurs, i gagre 3 millions de nouveaux
abonnes.,

En 2020, l& nombre d'abonnés est de 20 milions,

On s'intéresse au nombre d abonnes, en millions, pour I'année 202040,

En supposant que cetle évolution s poursuil de la méme fagon, la siuation
paut &tre modélsées por une sulte (U, ).

L ="
1) Justili U} est céfini " ;
. LS E‘EQUE‘ H}Ei LY {U .ﬂ,?EJ,,—3

2) Monkez que la suile (V] définie par V =U -37.5 esl une suile

ol

geomatrique dont vous donneraz e premier terme et la rason.
3) Exprimez V. puis U en fonchion de n.

4) L'opératewr peut-il espérer dépasser 30 milllicns d’abonnés 2 5i oul, en quelle
année § Justifier par un algorithme en longage Python.

9 Suite définie par son premier terme et la relation de recurrence U, =f(U_)

avec f croissante et suite auxiliaire arithmétique - Méethodes 2, 5, 6, 7, 12 ot 14
On considére les suites (U, ) et (V) telles que :

Juﬂ -l
[V =

|
= VY = .
U~ etV =y
U +a

Partie A
1) Quelles conjectures peut-on émetire quant aux comportements global et

asymptotique de la suite (U ) & partir d'un graphe « WEB » 3

2) Montrez por récurence les conjectures relafives au comportement global
de la suite émises au 1) {(bormes et monotonis).
3) Déduisez de la question précédente que (U ] converge vers une limite L

cjue vors délerminanag,
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Partie B
1) Montrez en uliisant la porlie precadente que U et V. axstent pour foul n.

2) Menfrez que (V) est une swite arithmetique dont vous donnerez le premier

ferme &1 o rakon.
3) Déduisez-an V., puls U, en fonclion n.

4) Redémontraz alors les conpeciures relatives aux comportemants global &1
asymptotigue de la suite (U, ).

ilﬂ Suite définie par son premier terme et lo relation de récumence
U., =fU )avec f croissante et suite auxilicire géométrique - Méthodes 3, 5, §,

7. 12et 14
On considére les suites (U ) el (V] telles que :

IUd='5
U, +2
A 2 etV == :
e, e T
,U"‘ U, +3

Partie A
1) Quelles conjectures paut-on émettre guant aux comportements global et
asymptotique de la suite (U, ) & partir d'un algorthme en longage Fython 7

2) Menlrez par récurrence les conjeciures relatives ou comporlemen! globxal
cle la suite émiges au 1} (bomes et monotonie].

3) Déduisez de la question précédente que (U, ] converge vers une fimite L
que |'on déterminera,

Partie B
1) D'aprés la parfie A menfrez que 1, el V., exislent pour tout ne .,

2} Monirez que (V) est une suite géomeélrigue donl vous donnerez le premier

terme et la raison,
3) Deduisez-en V. puls U &n fonction n.

4) Redémonirez que la suite (U, ) converge vers L.

11 | Modéle d'évolution - Systéme de deux suites - Méthodes 3, 6,7, 12 ef 16
On observe une popuiation de 50 millons d'okeoux, d'effectf constant au
cours du temps. qui vit sur I'le Mourice et 'e de lo Réunion,

On note respectiverment o, el b, . les effectits respechils en million: d’clseaux
sur |'le Maurice ef 1'le de la Réunlon au 1 juillet de 'année 2014 + net 'on
donne a, = b¢ =25,

Davtre part on constate guenire le 1+ juillel de 'onnée 2014 + n et e = uille)
de l'année 2014 + [n + 1), 30 % des ckeoux de I'le de la Kéunlon migrent viers
I'le Mawice et 20 % des olseaux de [le Mawice migrent vers la Eéunion.

a. =05 +15
b, =05 +10"

1) Mentrez que 'on a
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2] On considére d'autre parl les deux suites auxiiares (A ) et (B, ) definies

respectivement par A, =g -30el B =b -2X.

Monlkrer que ces dewx suites sont geomeiigues et donnez e premier lerme el
ka roison de chaoune delles,
3) Exprimez A et B, pus g et b, enfonclion de n,

4) Eludiez la monotonie des suites (o, ) et (b, ) puls interprétez ce rédsultat,
5) Eludiez la convergence des suites [a) et (b, ] puis interprétez ce résultal.

&) Construisez un algorithme: en langage Python permetfant de déterminer &
porle de quelle dale le nombre d'oikeaux wur e Mowrics serg supansur O
F¢ miflions et donnez cette date.

f 12 |Exercice théarique utilisant les définitions des limites - Méthode 11

1) Montrez gu'une suite croissante non majorée tend vers +#,
2) En déduire qu'une suite décroissanta non minorée fend vers —= |

By
3} On considére la svite. (U, Jlele gue U = le pour ne IV .
]

a) Montrez que Yne V.U, -U = EI -

[}

b] Montrez que (U] est crobsante, puis en dédulsez-en par I'absurde en

ullsant la question a) que iml, = 4o,

i 13 Approximation par dicholomie de la solution d'une équation - Méthode
17
On considérs la fonchion | définie sur LD:?J par f(x)=e" +2x-4.

1) Etudiez les varialions de | et préckez les images par fde 0 el 2,
2) Montrez que I'équation 1{x)=0 admel une solution unique o .

3) Donnez un encadrement d'amplifude égale a 107 de celle solution &
I"aide d'un algarithme en langage Python que vouws donnerez,

i 14 | Approximation par la méthode de Newlon - Raphson puis de la sécante
de la solution d'une eéqualion - Méthodes 3 et 14

Parfie A = Algorithme de Newton - Raphson
On reprend les nolations de 'exercice précédent et I'on considere la ligure
suivante |
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Pour frouver une valewr approchee de a, on consirult 1 suite (X, ) de la lagon

suivante [méthode de Mewton-Raphson) :

a} On prend comme premier teme x, = 2.

bl Pour nzl, x est la valew pour loguels lo tangente 4 la courbe
représeniative de f au point A (cf. figure] coupe I'oxe des abscisses.

1) Exprimez x, en fonction de x,. f{x,) el F(x;).
2) Exprimez x_, enlonclionde x . f(x, ) et Fix,,).

3) Construisez un algarithme en langage Python qui ulilise celte mathode pour
frouver une approximation de o & 107 prés,

Partie B - Algorithme de la sécanfe
On reprend les notations de |'exercice précédent et I'on considére la fioure
suivante :
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Pour frouver une voleur approchée de o, on conshruit la suite (x_) de la fagon

suivanie [methode de la secante) :
a) On prend comme premier ferme x, =0,

b} Pour nz1, x, est la valeur pour loquelle lo sécante (A _A) coupe |'axe des
abscisses.

I) Exprimez x, en fonction de x .a, H{x;) et {{a).

2) Exprimez x,_, en fonction de x.. a, {{x,) et {{a).
3) Construisez un algarithme &n langage Python qui ufike celte méthode pour
trouver une approdimation de a a 107 prés.

15 | Approximation d'une aire par la méthode des rectangles - Méthode 18
On considére la lonclion | définie por f[x}:ﬂ.sf el I'are (A) grisge qui
Ozx=4

Osystx)

représente 'ensaemble ces points M{x.y) tels gue :

S

L & 4

Déterminez un encadrement d'amplitude 10™ de I'aire [A) avec la méthode
cles rectangles (methode 18] en donnant un algorithme en langage Python.

1+45

ll'ﬁ Suites adjacentes - Encadrement du nombre d'or - par deux
rationnels - Méthodes 3. 5 et 13

Proprieté admise (démentrée @ la méthede 11) : Tous les lermes d'une suite
croissante convergente sont inférheurs 4 sa limite et tous les termes d'une suite
décroissante convergenfe sont supérews a sa imite,

x4

On considére la fonction | définie sur | 1:2 | par H{x)= T
X,

1) Dressez le tableaw de variations de | et en déduire que :

vae[l: 2] fx)e1: 2].
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2) Soit (U,) et (V,) tel = Y=

olt (U, ) &t [V,] teles que e :
- Ui =tU) T |Veu =HY,)

a) Conjecture? e comporfement global el asymplotique de choague suite 4

I"aide d'un algorthme en langage Python,

1) Montrez por récumence o propnisfd

(B.): vneM, l<U <U  <2etlcV, _ <V <2,

) Démontraz alors les conjectures émises au al.
3) Montrez la propriéieé :

(GL): "nei. VvV -U Lt :

L TPy e L

Li]

4) Déduisez-en par récurence que la propriété (R ): 0=V, -l < [%] est vrale

pour tout ne [N,
5) Dédulsez-an un encadrement d'omplitude strictement inférieurs & 107 du

'l+-.|'r§
2

nombee ci"or

par deux ralionneds.

17 | Avec deux suites interactives - Encadrement de /14 par deux rationnels
Méthodes 3, 5. 9, 12 et 15

Proprieté admise (démonirée a la méthode 11) : Tous les termes d'une suife
croissante convergente sont inférewrs & sa fimite &t tous les termas d'une suite
decroikiants cnnvsrgen’re sonbsuperdews & sa lmite,

On considére les suites (U ) et (V) telles que :

U, =2 V, =7
mnvn el U,.|+"H"H'
g e B A

1) Conjecturez @ comportement des deux suites avec un algodthme en
langage Python.
2) Montrez por récurence la propriégté (F ) ¥neM U, >0 etV =0,

3) On considére la suite (W, )telle que W, =V, =1,
a) Montrez que ﬂs.\ﬁ.i'_,sil'lﬁ!,,

b) Déduisez-en par récurence la proprigté (Q): YneM 0=W, <

c) Déaduisez-en limwW, .
4) Montrez que (U ) est croissante et (V] est décrolssante,
3) Deduisez des questions precedentes que les sultes (U) et (M) convergent

vers la méme [imite L.
4) Déterminez L &t donnez un encadrement a 107 prés de | par deux
rationnels (coup de pouce : monfrez que la suite (1) définie par T =UNV, est

constantel).

2
73
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18  Récurrence double - Approfondissement - Méthodes 3, 6ot 7
W=0:U-=2
U . =4l +5J .

On considére la suite (U, ) définie par

1) Canjecturez le comportement de la swuite (U] avec un algorithme en

langage Python,
2) Mentrez que la sulle (5) définie par § =U  +U est géoméligque, puis

exprimez 5, en fonchon de n.
3) On considire les suites (V, ) et (T,) définies par V, =(=1'U, et T, =V, -V,.

=l

a) Exprimez 1, en fonction de §_, puls E T &n fonction de n en ullisont cette
[

exprassion el la question précédente,
arel

b} Calculez la somme . T, en fonction de n et U, en uliisant la définition de
iy

(1) cest-a-direl =V, -V, puls dédulsez-en U en fonclion de n en
utilieant la question praecedeante,
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Corrigés

1 Etude de suites U =t{n] - Méthodes & et 12
1) En général quand U, =f{njavec f « facle »n & étudier sur |Bi+x| . le fableau

de vanations de f permet de conclure mais ce n'est pas une régle générale
fef, (M)

La suite (U, ) esttelle que U =n® +n-1=f(n)avec f(x)=x" +x-1.

Il suffit de dresser e tableau de vardations de f sur |._£}.'+:r.1_ pour répondre & la

qurestion,
La fonction [ est dérvable sur |Oex| et (%) =2x+1=0sr [O:4=] d'ol le

fababea

x |0 o

Flx) *

++m

e

|

Finalement la sulte (U, ) est crolssante, minorée par -1, non majorée et non
convergente pusqu’elle tend vers +=

2) La suite (V,) esttelle que V. =(-1 doncona:

Vo=V =-l:\V.=1:V,=-1...

Finalement lo suile (V) e non monotone, bomée entre -1 et 1 &t ne
canverge pas puisqu’elle prend successivemeant les valeurs 1 et -1,

3) La sulte (W,) est telle que W, = —'-I =1{n) avec f{x)= IL
= * X
Il sutlit de dresser le fableau de varations de | sur | i+ pour répondre 4 la
question,
La fonction | est dérivable sur | Or+| et 1'(x) =_“;_ﬂ- 0 sur [0:4[ d'oll le
+ X

tableau de varnations suivan! ¢

» 1 +

"%} =
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Finalement la suite (W )est decroissanie, minorée par 0. mojorée par 1 =t
converge vers 0,

|2 Etude de séries - Méthodes 6 e 12

Dans Menseignement supéreur ces suites définies par des sommes s'appellent
des sérkes et font I'objet de nombreux théordmes et interviennant dans de
nombreuses Epreyves,

Guand on ravaille sur une serie (3, ). en general en eludie sa monotonie par

I'étude dusigne de 5, -5, .
Asfuce : Pensez a calculer les sommes quand cela est possible.

L]
1) La suite (U, ) est telle que U = ZH. done :

it

U -U =S k-Sk=Yk+(n+1)-Fk=n+1-0,
il =l ol (|
Finalement U, = U, &t la suite (U )est croissante donc minorée par son premier
ferme U =|.
Ynz2 U =U_ +nzl+n, car d'aprés lo question précédente U _ = 1.

Comme lim l+n=+=, par comparalson, on déduit de I'inégalité précédenta

que liml, = +c et donc que (U, ] n'est pas majoree,

REMARCIUE : On vous conseille d'apprendre par ccaur que celle somme qui
nin+l
comespondant 4 o somme des n premiers enfiers naturels est égal & Lu—} :

2) La suite (V) est lelle que V nz[%] donc v“_,-'u',=[%] =0, ce qui
=]

prouve que pour fout enfier nofurel n. V_ >V, el donc que (V) est

croissante. Elle est donc minorée par son premier termme V, =1

Pour le majorant, c'est plus problématique 4§ 'on ne pense pas que pour

TR 'I-qful
al Y= .
gl d=57g

Pl
En prenant q=%. on cbiient V. = 5] ]:. 2. ce qui prouve

aue (V) est majoree par 2.
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e

Commee -I~-%.- 1. Ml—%] =0, on en déduit que imV, =2 el donc que lo

swite (V) converge vers 2,
3) La suite [W ) est telle que :
n 1]‘ i i . i i I . i
W = - K= —| + ¥ K= - k=V_+U .
=31(3) )-33) 2= 3) Fx-veu

Compte tenu des résulfals précédents (W )est crolssante, minorée par 2 el

non majorée car elie tend vers 4« (1+U, 2V +U el lim{1+U ) =liml, =+=).

Comme la limite de o suite (W) est +=, elle ne converge pas.

E Suites définies par une relation de récumrence d'ordre 1 - Méthodes 2, 3, 5,
10, 13 et 14

Attention | Confrarement aux suites de "exercice |, celles qui sulvent ne sont
pas définies par une relalion du type U, =f(n). mais par un de leur lerme et
une relation de récurrence du type U, =f{U_ | sauf pour la demiére.

Dans la plupart des cas. en Terminale. la tonclion 1 ast croksante et lo wite est
monotons (mais pas forcément croissante @ ¢f. la premiére svite).

On paut conjecturer le comportement des sulles arfice a des algodthmes (cf.
la premiere sulte) ou un graphe o« WEB » (cf. la deuxigme suile ).

Ces conjectures ne constituent en rien des démeonstrations. pour démonirer
ces conjectures dans les cas suivants, § faut utiliser les methodes 5. 13 et 14,

U, =3
U, =

(=2 ]

1) La suite [U }esl tele que avec IE.‘:!:%.‘:H qui esl

|
= +1=f{L
2 1 1 ."l}
crofsante sur B,

al L'olgordthme sulvant permel d'émettre des conjectures relatives au
comporlement de la suite (U] :

i=f £(x):
=artiprn 0.5%x+)1
£ uin):
w=3
for L in range(l,nD+l):
u=f {u)

Fenurn (i)
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REMARCLIE : On constale icl l'intérél de la derniére astuce donnée en fin de
chapiire qui consiste & Introdulre f en début d'algorithme, En effel, sl I'on dolt
emetfre les confectures avec une suite définle par une relafion de recurence
¢l 'ordre [ faicant interveniv une aufre fonction f: on change [ ef c'ast plis |

En mode « Run » on obtient par exemple

x> uald)

v -

s w o

»>> u(2)

e -
s e

>>> a(3)

. =
2,135

o

3> u(%0)
2. 000000000000003
3> w(l00)

2.0

On conjeciure que la suiter (U,) est décrolssante, qu'elle est minorée par 2,
majorae por 3 el gu'enfin elfle converge vars 2,

b} il reste & prouver ces conjectures en utilisant les méthodes 5. 13 et 14,

Montrons done parrécumence que Ynell | (B ) : 22U, sU, <3 est wale.

Initialisation ; (P, ) est-ale vrale 2
U, =3 et U =25donc (F,): 2=U =U, =3 est vraie,

Hérédilé : Soilt ne 1, supposons que (P,) est vraie,

D'apeés 'hypothése de récumence (P): 22U <U =3 est vraie,
Comme | est crolssante sur | 23],

2=<U <l <3=42)=H{U_, )=, )=1(3).

Or 251{2)=2, f{U)=U,... 1(U,) =U,., et 2.5=1(3) = 3, donc
(B 2=U . <U_, <3 estwaie,

Finalement (P, ) st vrale = (F__, ) est vraie ,

Conclusion : Parreécumence, (P, ) el vigle powr tout ne N,

Cette démonsiration par récurence prouve que lo sulte (U, ) est décroissante,
gu'elle est minoréde par 2 et majores par 3.

La suite (U,) est décroissante minorée por 2 donc d'aprés |'un des théorémes
de convergence monotone elle converge vers une fimite L
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Comme (U ) converge, on peul passer a la limite dans lo relolion de

recumence ce quidonne | = %L +| etdoncl=2

v, =1
Voa=2¥ +1=1(V,)
{[x)=2%+ 1 quies! croissante sur R .

a) Relotivement & celle sulte, on oblient le graphe ¢« WEB » swivant qui permet
de conjecturer que (V) est croksante, minorée par | &t non majorée, et énfin

qu'ells ne converge pas puisaw’ efle fend vers += |

i -

™

2) La site (V] est telle que ovec la fonclion t telle que

W owm A gy 4 o oy [} u I

b) Montrens donc par récumence que Yne M, (F): 1=V, =V, est viale.

Initialisation : (F.) est-ele vrale 2
V, =1 et ¥V, =3 donc [F}: 1=V, =V, esl vigie.

Héredite : Soil ne [N, supposons que () esl vrale,

O'aprés 'hypothése de récumence (P ): 1=V, =V, est vrale.

Comme [ est croissante sur | L+, 1=V 2V = (1) =0V )=V ).

Or isi{=3 WV, )=V . (VM )=V _.donc (P_): 1=V _, =V _, estvrale,
Finalement (P, ) @st vrale = (P__, ) est vraie .

Conclusion ; Par récurence, (P, ) es! vrale pour tout ne M.

Cetle demonstration par recumence prouve que lg suite (V) es! croissante el
qu'elle est minorée par 1,

Monirons par 'absurde que [V, ) est non mcjorde el tend vers 490 .
Sl 'on suppose que (V) e mojorée, comme elle et crolsante, d'oprés 'un
cles fhéorémes de convergence monotone &lle converge vers une limite L,
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Alors, L est solution de [(x)=x, c'esl-O-dire vers L = -1, ce qgui esl absurde
puiscue pour loul ne N, V. =1,

Par I'absurde, la suite (V) est crolssante non majorée, donc d'aprés 'un des
théorémes de convergence monotons alle tend vers += .

W, =1

3) Lo sulte et felle que
) (W) o L i

etl'onn'apas W _ =1{W } G cause
du noqui e traine o,

Il parait assez évident gque (W, ) est aobsante. minorée par | et non majorée
car élle tend vers +« :reste 4 le prouver |

Monftrons d'abord par récurence que Yne N, (F): 1= W, est vrale.

Initialisation : (F, ) est-elle vrale ¢
W=l donc (F,): 1=W, est vraie.

Hérédité : Soit n= I, supposons que (P) estvraie.
D'aprés I'hypolhése de récumence (F): 1= W, est vraie.
l=eW =1z l+n=W +n=W_ donc |P_): 1=W,, esltvrale.
Finalement (P, ) est vrale = (P, ) est vrale .

Conclusion : Por récurrence, (P, ) est vrale pour fout ne I,
La suite (W, ) est donc minorée por |,

Comme W_ -W =2W +n-W =W +n>0carW =1, ona W _ zW el donc
ba suite (W ) est crobsante.

Enfin pour nz L, I=W_ =2+ n=N=2W_ +(n=l)=ns1=W .
Comme IImn+l=+=, daprégs I'indgalilé précédente, por compoargison,

imW =+« et donc la sulle (W, ) n'est pas maojorée et ne converge pas.

4 Conjecture « moins classique » et récurence - Méthodes 1 et §

UL=5
On a la suit fell 3 ;
nala suite (U, ) eque{ ol +8n-5

u

s

1) Représentons graphiquement les paints A (n, U] pour ns 5,
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Az,
3 "
-
#
’
L
W P
-
A
HJ .'_-'
-
-
-
[
19 "‘Jg’
= :‘lﬂ .'l,.l‘
- = -
B R S
a CF] 1 11 7 75 F] T ] ] i

Lo suite et représantee par les points et e lissage sert & rapondre 4 o gqueshion
suivante.

2) Compte tenu du lissage on peut conjeclurer que lo suite (U Ja une

expression de la forme U =an’ +bn+c.

3) Si o site (U )est effectiverment telle que U =an’ +bns+c alors

U=5
necassairement (U =0 impose :
U, =l
c=5 c=5 c=S E=5 e=5

gd+b+c=0 =a+b+5=0 —=a+b=-5 = a+b=-5 =ia=3
da++c=1 |4a+20+5=1 |4a+Zb=-4 |Za+b=-2 b=-8

Par conséquent la seule expression possible de U, est U =3 -8n+5 i la
conjecture est vraie,

4) Montrons par récurence que pour toul neli, (R): U =30 -8n+5 esl
wrae.

Intialisation : (F) ) est-elie vrale ?
U, =5=3=0° ~8=x0+5 donc (F,) est viaie.

Hérédité : Soit ne N, supposons que (P, ) est vraie,

D'aprés I'hypothése de récumrence (B): U, =3 -8n+5 est yrale.

On doit montrer sous cette hypothése que ;

(P}t U, =8(n+1) =8{n+1)+5=3n" - 2n est viale.

On sait gue U, =l +«86n=5, donc d'apres 'hypothése de récurence on en
déduit que U, =3n° -8n+5+6n-5=3n" -2n.

Finalement (P, | est vrole = (P, ) &5t vraie .
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Conclusion : Par récurrence, (P, ) est viale powr fout ne IV,

Fnalement : ¥ne M, U =30 -8n+5 .

E Le principe de récumence - Cas différents des exercices 3 et 4 - Méthodes
S5eti12
1) Monirons par recumrence que pour toul ne N :

Pica Ti{2n+]
(A3 L E ) st viaie.
=3

Initialisation : (P, ) est-elle yraje 7

3 D=G{G+I}Lixﬂ+ll done (F,) est vraie.

3K =0 =

=

Hérédité : S0l ne N, supposons que (P) est vrale,

n{n+1)(2n+ 1)
&

e
D'aprés 'hypothése de récumence (P,): zk," = est wrale,
r

On doit prouver sous cette hypothése que
= (n+1){n+2){2n+3)

Impee 1
(Pl XK= est vrake,
) T &

bamel  wem njn+1)(2n+1 :
On a Zk-:tkw[nﬂ‘f: l *E -=+|n+i}' d'apres 'hypothese de
[ ey

récumence,
msl o nfn+1{2n+1

£n déveioppant : 3k =D oy
=

(n+){n{2n+T)+&(n+1)) (n+1){2n" +7n+5)

- 4 = 2

_(n+1){n+2){2n+3)

= b

Finalement (F, ) est vrale = (F..,) &st vrale .

Concluslon : Par récurrence, (P, ) et viale pour foutne [T,

On en déduit que :

1] | 1 |
= |+ L a 1*}[ 4 ]
U i 3 _i:ikz ”‘“"‘FHEF'""“ ﬂin[ “.Ihn(2+ﬁ]_ﬁ [ ri, 2 n
1 t-ﬂnj ﬂl i 45:‘1“ -

Finalement on oblient imlU, =

&’ - ap?
|

- i

2) Prouvons que pour fout ae B, et foul ne N (P):(1+na)s(l+a) est vrale
(inégalité de Bemaoulll),
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Intialisation : (F. ) est-elle vale 2

Ona: 1=(1+0xa)<(1+a) =1 donc (P, )est vraie,

Hérédilé : Soit ne N . supposons que (P, ) est vrale.
Ona: 1+(n+lla=(l+na)+as (1+a) +a d'oprés'hypothése de récumence.

Il reste & prouver que (1+a) +a=(] +n‘:"" el c'est g gognd iy |
Comme
(1+a) +a-({l+a)™

={1+a) (1-(1+a))+a= [I+ﬂ}“{~u|+u=~::[|—{1+u]“]n< 0,
on en déduit que (1+a) +a<(1+a)”, donc que 1+(n+lja<(l+a)” et par

consequent que (P Jest vigie.
Finalement (P, ) est vrale = (P, ) &5t vraie .

Concluslon : Par récumence, (P, ) est vrale pour tout ne 1.

Soit g un réel strictement supérisur & 1.
Comme g > |, il existe a>0 tel que g=1+a.

D'aprés ce que |'on vient de démontrer: vnel, (1+ma)s(1+a) =q", donc

d'aprés cetle inegalité, comme ﬂ_rp{hnc:}nm. par comparaison, on en

deéduit que E_T_q“ =40,

E Poura >0, approximation de Ja parla méthode de Héron — Méthodes 5,
%, 13 et 14 - Approfondissement

On a lg site (U ) définie por son premier ferme U, =0 et la relation de
I

recurence U, =35

a
LL+U—

. n

ol a est un réa stictement positif,

1} Monfrons par récurrence que la suite (U, ) est a termes shictement positils en

commeangant par poser que pour ne M, (F,) 1 U, =0,

Initialisation : (P, ) est-elle vraje 7
Ona U, =0 donc (F, ) est vrale.

Hérédité : Soit ne N . supposons que (B) est vrale c'est-g-dire que U_ > 0.
Comme a=0, d'oprés I'hypolhese de récurence U, =—;[LL. *UE l =0 donc

(P st vroke,
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Finalement (B,) est vrole = (B, ) est vrole .

Conclusion : Par récurence, (F.) est vraie pour fout ne M, donc la suite (U, )
et 4 termes stictemeant poslifs,

2) Mantrons que pour tout ne M, B, -a= T,

: »
; [u +.E] -4 Lﬁ+zu+g;_;_4u

- I a : —_1 *E - — ) U"' =
U “'[z[”"*U.D “'4[_”" u,] = 4 = P
2 e &
SR psagiet (B-a)
= 4 4 4

n

3) Comme pour tout r'uEI'Lt -H.J,I 20, on déduil de 'égalité précédente

que pour tout ne N, I, —a=0 et donc que LE, =a [i).

Comme U >0 daprés 1], en passant & la racine dans (i), on obfient
U,,_,E«.IE pour foul ne N ce qul prouve que pour nef°, U =Ja.

1 r.:] 2 1 a I a-IF

Comme, U -U ==l +—]-=U == —=l [==| ——= |, que U >0 el que
o 2[_ U 27320, ]z{uﬂ d 9

pouw nel U >Ja=0=F2a=02a-1F

I'Iv|-|-|"|-||-.5|::|-

on en déduit que powr nelT,

Celo prouve que pour neld U =U et donc que la suite (U ) est
décrolssante a partr du rang 1.

4) D'aprés la question précédente, la suite (U, ) est décroissante minorée [por

Ja) a parfie du rang | donc d'aprés M'un des théorémeas de convergence
monotone la suite (U, ) converge vers une fimite L.

Comme (U jconverge, on peul passer @ la limile daons la relafion de

L TﬂDL: =0,

recurence ce quicdonne L-%[l+—?—}aﬂ-[+$t}ﬁ_-

Comme L 20 puisque U =0 on en déduil que L=sfa.

Finalernent, (U, ) converge vers Ja.
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5) Pour I'algodithme en langage Python on prend par exempla U, =4 (enlerle
plus preche de «.Irl_ﬂel as=|f ce quidonne :

def £{x):
FELLER ﬂ,&*[ﬂ+{17ﬁ:jl
def afny;
u=4
for A in range(l,n+l):
= ()

r=Crm ()

En mode o Run p, on les valeurs n=10 el n=11 [assez grandes pour assurer les
cix premiéres décimales égales 1) et I'on oblient :

2> 13{10)
4.123105625E1TE6]
23> w(ll}

4.123105E62581T786]

On oblient 4, 12310562548 comme valeur arondie a dix décimales de -Jﬁ .

7 sultes arithméliques et géométrigues - Méthodes § et 7

U, =4 V=4
et

l"rl'lnl 'LL"'E .llllln-!":'ﬁvn

respectivement arthmétique et géométigque donc on va appliguer les
formules données dans le tableau de la mathode & (T signitie termes) :

les deux suites (U ) et (V) deéfinies por { sont

Suites arithmetiques Suites géométriques
th-lL4q qniltﬁa ol q111
Expressio
“aey, U, =4, +(n-p)r U, =™,
Somme de termes ™T1+DT1 - e st
consécutifs (N> cle ”[ 2 } '[F”[ —I-q J

1) Lo suite (U, )est arithmelique de roson 2 el l'on connail U, donc en
appliquant la formule ona: U, =l +(n-3)x2=4+n-4=n-2,

La suite (V,)est geomeélrique de roson 5 et l'on connait V) donc en
appliquant la formule on obtient : V. =57V =5 x4,

2] En appligeant la lomule relafive oux fermes conséculifs de o suite
arthméfique (U, jon obtient :

5=3, nmlﬂ-_%i".a];lh[ﬁfa];:m,

ek
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En appliquant la formule relative aux termes consécutifs de la suite
geamétriague (V. ) on obtient :

g " 1 n -
TSy ey, oSl 4, 81004 81 8"o)_ 48628124

=B BB BT A - 8 5

@_] Suites arithmético-geométrique - Méthodes 4,7, 12 et 14
1) En 2020, le nombre d'abonnés est de 20 milions donc U, = 20.

D'une année al'autre, il reste [1- % }LIF = 0,924, abonnes et il y a 3 millions de

nouveaux abonndés donc on a bien U = 0,941 +3.

2) CommeV, =U -37.50n a: M +375=10 = c'est I'étolle qui consiste &
exprimer U_ en fonclion de V, dont on a parlé a la méthode 7|,

Onac:
gk -
V. =U_ -375=0%4) +3-37.5=0%9A) -34.5 = 0.92(V, +37.5)-34.5

=l

= 0,92, +34,5-34,5= 0,92,

On en déduit que la suite (V) est géoméligue de rason g=0%2 el de
premier terme M, =U, -37.5=20-37.5=-17.5.

3) D'aprés la question précédente, V., =gV, =—1?.5r{D,?2}". donc en ufilisant
I'étoile une deuxieme fois, 1| =V +37.5=37 5-17.5«092".

4) Comme 0z0.92<1. mﬂ.ﬂ“ =0 donc limll, =37.5 ce gui prouve qu'l
existe un indice n, fel que U_ =30.

L'algerithme en langage Fython qui donne le seull n, cherché est le suivant :

return Q.52 "x+3
d=f a(b):

windle tcesk:
o=+l
u=f fu)

recusn(n)

En mode ¢ Run # on obtient :
3> 8(30)

=

Fnalement 'annge cherchée ast 2020 + | | = 2031,
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E Suite definie par son premier terme el la relalion de récurrence U, =f(U_)

avec f croissante et suite auxiligire arithmeétique - Méthodes 2, 5, 6.7, 12 et 14
Ona les suites (U et (V) telies que :

U, =1

Partie A
1) Le graophe o WER » relafif G la sulte (U, )est le suivant ;

UsusU2 U u/uﬁ

oo

-
]
i
1]

On peut conjeciurer que (U |est décroissante, majorée por 1, minorée par -2

el convergente ver -2,

2] Pour montrer que (U )est decrolssante, maojorée par 1. minorée par
=2, T siffit de prouver par récurence que pour fout ne M, (P ):<2<U_, =U_<I
est vrale,

Avant de se o lancers dans o récumence, ComMmMe on aura d Composer

Finegalité de réccurence par | délinie par I{x}:H . nows allons dresser son
+

tableou de variations de f sur LAE:!J.
+5)=(x=~4

(x+3) “{. }= i — >0 sur
(%+3) (%+5)

La fonclion | est dérivable sur | -2 ] et T(x)=
| -2:1). donc | est strictement crolssante sur | -2:1].

Initialisation : (F. | esl-alle viaie 2

I \ 4
= = = = e 1 o , &
U, =1etl Ednnc (F): =2<U =U, <1 esl vroke

Héredité : Soit ne M| supposons quea (F,) est vraie.
Drapeés 'hypothése de récumence (P ) -2<U_, <U <1 est veaie.
Comme | est stictement crolisante sur | -2

=2<l =U =1=f{=2) <1{U_,) = H{U, ) =1(1),
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Or —2=1{~2). t{U,..} =U,_.. {1} =U,_, et f{1) = -% <1, done ;

{lel: AE{UM:EUA,.'EI est vraie.
Finalement pour tout ne M, (P, ) est vrale = (P, ) est vrale ,

Conclusion : Far récumence, (B, ) est viale pour fout ne N,

3) La suite (U, )est décroissante minorée donc d'aprés un des théordmes de
convergence monotone on en dedulf que (U, ) converge vers une limite L,

Comme (U )est convergente, on peut passer a la limite dans la relation de
recurence ce quidonne L =1(L), donc L est solution de f{x)=X.
Ona:
. X —4
f(Rl=x——=X
(x) X+5
oX-d= +Enetx=-S=n +dx+d4=0etx=-5 =ox=-2

Finalement L=<2 ef donc lasuile (U, ) converge vers <2,

Partie B
1) D'aprés le 2) de la parlie A :
YneM -2<U =1, donc YneM U =-5alll =-2 & par comséquent les

suifes (U, ) et (V. ) sont définles pour tout ne N,

| 1 1 1

AV .=V = - = -
' et n un-.-l+2 U""'E. _U_:I..—“i*.j LI" +2
U5 1 Ue5-3 U 42

1
T3 46 U+2 3(U.+2) 3(U.+2) 3

Denc on endéduit que V=V, i

Finalement (V, ) est arithmeétique de raison %da premier femme V, = '+2 a %

[c'est une coincidence que I8 premier terrne &t la ralson soent dentiques).

3) D'aprés la question précédents 1V =‘f,+nx~|-=i+5= 1_"—-“:-I
" 3 33 3
Comme V = .ﬂnuluuﬁa-i donc :
'.+ Ll
o) L 3 g -t
n+l n+l n+l



4) Ona U, =1(n) avec | définie par 1{x) = ‘2’“;'.
b

La fonction | est définie. dénvable sur Ninfervalle |_EI.'---1:1_ el l'on a

_,2""-( +'|}_{-ﬂ‘_;r_+“{l|} = -3 - < 0 c'air le lableau de varnaltions :
(£+1) (£+1)

f(x) =

B +

)
F(x) -

— ]

On refrouve bien que (U, )est décroksante, que U & _!-E': IJ et que Imll, ==2.

l 10 | suite définie par son premier terme el la relation de récumence
U, =t{U, ) avec f croissante et suite auxilicire géométrique - Méthodes 3, 5, &,
7.12et14
On alessuites (U, Jet (V, ) telles que :
U, =5
U, «2
Al &2 ety =—2 .
= R
Ui = +3 "

n

Fartie A
1) On uliise 'algorithme suivant pour émefire les conjectures relatives ou
comporement de la sulte (U,) :

def £Ix):
recurn [(2*x+2)/ (x+3)
=t u{ny:
u=5
for 4 in rangs(l.nm+l):
u=f (u}
TETULn (d)

En mode ¢ Bun », on obtient ;
3> u (1)

Laa
>>> ui{2)
1.1111111111111112
>»>» a3}

e L el b ]
i s Pl s i

>3 @ 50)

>>> u(100)
O
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On peut conjecturer que (U ) est décroissante, minorée par |, mojordée par 5
et converge vers |.

2] Pour monlrer gque (U )est décroissante, majorée par 5, minorée par 1, 1 suffil

cle prouver par recurence gue la propriglé sulvanie esl vrale :
Pourfout ne N, (B ): 1<, =U =5.

Avant de se ulancern dans la récumence, comme on Qura a composer

I'inegalité de récurence par f définle par f{x)= 2% +32. nows allons étudier la
X+

monotonie de fsur | £S5,

La fenction | est dérvable sur | L5 et fona:

i 3)-{2x%+2)1

B+ 4o e
(x+3) (x+3)

Fnalement la fonction | est stictemant crolssante sur ]_L'.'S] ;

Fix)=

Initialisation : (F, ) est-alle vrale 7

U, =5 et U, -%dﬂnc (F): 1<l =U, =5 est vrdie,

HeérédHé : Soil ne N, supposons que (P,) est vrale,
D'aprés 'hypolhése de récumence (F): T<U_ =U =5 est vrale.
Comme | est sticlement croissante sur | 5] ¢

Il =U, 5=« U, )=HU, )=H{3).

Or = t{1), HU ) =U . U ) =U, . el us‘;:%::&. donc ona:

(F.): 1<U_,=U =5 estwiaie,
Finalement, pour tout ne M, (P, )est vrale = (F_, ) est vraie

Conclusion ; Parrécurence, (P, ) est wale pow tout ne N,

3) La swite (U ) est deécroissante minoree donc d'aprés un des theoremes de
convergence monotone on en déduit que (U, |converge vers une fimite L

Comme (U | est convergente, on peul passer a la limite dans lo relalion de
récumence ce quidonne L =1L}, donc L est solution de f(x)=x.

Ona:

%42 .

=% ®
{: w43

o2+ 2= +3x et =23 x4 x=-2=00tx=2-3 =x=-200ux=]
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Finalement, comme U, =1, L=1etla wite (U, ) converge vers |,

Partie B
1) D'aprés la deuxigme guestion de la parfie précéedente Yne M, 1<l < 5.

donc YnelN U =-3elll =] et par conséquent les suiles (U, et [V, )sont
cléfinies pow fout ne M.

gJ,_,+E+ 4U_ +8

Y +2 U +3 7 U 43 M +8 U +2

2) Comme V_, = TRl E"‘r+2_'| = U T = 4x TR =4V la suite
U +3 W +3
(V. Vst donc gorméhiciue de Taion 4 ef de prerier terme vﬁ!&l%t%.

3) D*aprés la question précedente 1V, = 4"V, =4° :-c% =47,

Exprimons. U, en fonclion de V.. puls U, en fonction n en ufilisant I'expression

precedente.
Ona:
vﬂ.ﬂ”?cv,{uﬁ-l]-uﬂz
= UV, -l -V,ﬂ?-:rU#{'hfﬂ-r}-‘#,.-EJ:hUﬂ-%J—ii-
i=|
Finalement, on obtient : U, =3 %742
4 =7 -1
.'r’+--:re,E
4) On peul écrire U = "'E .donc comme 4=1 ona Im4™ =+» el par
i P
-in-.

comnsequent liml, =1 [on doil savor par Coeur que pow g =1 ,ET (" =+a).

11 | Modéle d'évolution - Systéme de deux suites - Méthodes 3, &, 7, 12 et 14

a,., = 0.8a, +0.30,

1) Ona: { el YneMN, g +b =50,

b,., =0.20, +0.7b,
Ulhl =ﬂ.-&3n +ﬂ.3:~'ﬂfﬂ —Clnl - ﬂm =ﬂ,5ﬁ:|r, +1‘5

Par conseéquent : ;
= L:._, =0.2(50-b_)+0.7,_ b, =05 +10

2)Ona: A, =a -30=05=a +15-30=05=_-15=2D05(_ -30 )05 A .
donc la suite (A )est géométrique de raison 0.5 et de premier terme A, = -5.
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On a: B =b_ -20=05xb +10-20 =05 10 «0,5 (b, 20 )«0.5 xB .

Fra

donc la suite (B, ] est geomelrique de raikon 0.5 et de premier terme B, = 5.

3) On cdéduit de la question précadente que ;
A =(0.5) A, =(0.5] =(-5) et B, =(0.5) 8, =(0.5) ={5).

Finalement :
(0.5) (-5)=A =q -30=q =(0.5)(-5)+30 e
(0.5 (5)=B =b, -0 =b =(0.5]"(5)+20.

HJhOna:
a,.,-a,=(05)" (-5)-(0.5 (-5)=(0.5)"(-5)(0.5-1) = (0.5]'(-5)(-0.5) > 0.
Finalement pour tout ne M. a_, »a, etlaswilte (o) est crolssante.

Ona:
b, —b, =(0.5]"(5)-(0.5] (5) =(0.5] (5){0.5-1) = (0.5 (5)(-0.5) <0.
Finalement pour tout ne N, b, <b, etiowite (b,) est décroissante.

Interprétation : Le nombre d'ciseaux de IMe Maurdce augmente el celui de I'le
cie la Réunion diminue,

3 Comme -1<05<1, jl_ﬂﬂ'ﬂ.ﬁ" =0 el les sites (g,) =t (b,) convergent
respeciivement vers 30 af 20,

Interprétation : Au bout d'un relativement grand nombre d'anndes le nombre
d'oBeaux de 'le Maurice sera proche de 30 milions el celui de e de la
Réunion proche de 20 milions.

&) L'algarithme suivant permet de répondre a la question :

def C{x):
renurn 0.5'%+15
def mib):
=25
n=0
whils gd=h;
n=n+l
w=f (u)
return o)

En modke o Bun » on oltient :

»a> A[25)
3

L'algorithme renvole le seul n=3, ce qul corespond au 1# jullet 2017.
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| 12 |Exercice théorique ulilisant les définitions des limites - Méthode 11
1} Sait (U, june suite crossante non maojoree et A= 0,

La suite (U, ) n'est pas maojorée donc il existe un rang n, fel que 4|fl-,:;l_iﬁ|| :
Comme d'outre part la suite (U] est crossante ; Ynzn,, Ll,u =l et donc
Ynzn, A< I.ln= <l . ce qui prouve qu'a partir du rang n, fous les termes de la
suite sont dans l'intervalle | A+ et donc gue liml), = +=.

2) Soit [V, ) une suile décroissante non minorée.
La suite (W )telle que W = -\ est crolssante non majorée donc d'aprés la
question précédente imW, = 4+=, d'ol lim| -V, ) =+= el par wite imV, = —=,

i
3) On ala suite (U, ) telle que U, =Z% powr ne .
k)

2
a)Ona: vnel Uy, -U, = E__EE— b Ll

sl etk N+l N+2 2n
Celle demigre somme de n lermas a 1ows 18 fermes supanaurs ou goux au
1 =1 L}
demier qui est = donc Ynel?" U, - - ——=—,
bl . Uo=2 p2nxa=5
i
bjGnal -l = EI: e I;-Il]ndcn::!ﬂwn’ra (U, ] est crolsante,
rml km

Supposons que la suite (U ) est majorés.
D'aprés un des théorémes de convergence monotone comme la suite (U, jest
croBsante mojorée alle converge vers une limite L

En prenant e:%. comme la suile (U ] converge vers L. en ufiisant la

définition de la convergence de (U ) vers L. 1| existe un rang n, e 17 tel que
Ynzn,, [LL,-—L|-:-L i

Comme on a In=nzn,, onendedult gue Ynzng, U, - L|H— it
Finalement, en utiisant al, (i) et (i) : Ynzn, -s.|ﬂ|J_,,. -1 f:.'-
2% U ~0) (L =U f £ LU =y 4, Y < 5+ 1

Ainsl on ablient :% < ~51~ ce cul est absurcle,

| —

Par I'absurde, la suite (U, Jest non majorée.

Finalement comme la suite (U, ) est crolsante non majorée, d'aprés un des
theoremes de convergence monofong on en deduit que limU, = 4,



Exercices ef comgés 251

I 13 Approximation par dichotomie de la solution d'une équation - Méthode 17
On a la fonction { définie sur Lﬂ.‘i_{ par f{x)=e"+2x-4,

1) La fonction | est dérivable sur | 2] et 'ona f(x)=€"+2>0 donc elle est
strictement croigsante sur | 0:2 | avec ((0)=-3<0 et 1{2)= e =0,

2) Lo fonction t est conftinue et stictement monolone de r=|_r:r,2_| sur
J-L-—E.E:J.

Comme Ocl, d'oprés le théoréme des valeurs inlermédiokes pour les
fonctions strictement monotones 'équotion f{x)=0 odmet une solution
unique o surl.

3) L algorithme en langage Pyihon demande est ke sulvant :

from mach impors exp
def L{x):
return eXpi{x)+2Yx-4
def dicho(a,b,4i,k):
c=£{a)
while (| [b-aj>1i) :
d= (a+b) f2
e=f (d)
LE(( (k=) (k=C))<h):
b=d
elae:

and

En mocle ¢ Bun » on obtiant :

>>> dicheo (0,2, 0.000000001,0)
[O.040851404500637, Q0.3408414954319596)

Le couple que |'on vient d'obtenir donne I'encadrement |
0. 840841 < @ < 0,B40842 |
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i 14 |Appr-:-:imaﬂnn par la méthode de Newton-Raphson et de la sécante de

la selufion d'une équation - Méthodes 3 et 14
On a la figure suivante avec les notations de I'exercice précédent :

1) Exprimons x, en lonchion de x_ . f(x,) et I'{x,).

L'equalion de la langente en A, est yul'(x,)(x-x;) +f(x,) et donc x est
fix.)

ER

solution de 0=1(x,)(x-%,)+f(x.) ce quidonne x, =x, -

2) Exprimons x__, en lonclion de x_, f{x ) et I'(x_).
U'équation de la tangente en A, est y=1(x J(x-x, )+lix,) et donc x_, est

r
solfion de 0= 1'% )(x=x.)+f(%.) ce quidonne X, =%, ——on)

Fix.)

3) On peul répondre 4 la queslion avec 'algorithme suivant :

from math impoit aXp
def £ix):
saturn expix) 42V x-4
def deziv f£(x):
seTusn expix)+d
def ufn):
u=3
for A in rangel{l.m+l):
w=u= (L{a) )/ (deciv_£(u)})
paturn (a)

En mocle « Run » on obtient ;
33 w(l0)
0.84064146553783738
>»> a(ll)
0.840B414653783738

Une approximation de o & 107 pres est donc 0840841,
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Partie B - Algorithme de la sécante
On ala figure suivante avec les notations de 'exercice précédent ;

A

1) Exprimons ¥, en lonclionde x .a, H{x ] et {{a).
H{xs)-1(a)

L'équalion réduite de (AA) et Y=mMx+p avec m= e
=

el p solulion
de f[a)=m=xa+p ce quidonne p=f{a)-m=xa.
j Hx)-1{a) ;
L'équation de (A.A) est donc ¥ = m(x -ﬂ]*l{nj-ﬁqx-n]*nu}.

-
Comme x, &3 labsciste du point d'intersechion enfre [AA) el 'oxe des

M‘gl_qpf[a].dﬂnc X =0 s (a).

abschsesona: 0= -t
ke I{Kn.'_l{‘:"]

2) Exprimons x., en lonction de x_, a. {(x,] et {[a).

f(xo)-ta)

L'équation réduite de [A A) est Y=mx+p avec m= =

r=1

solufion de Ha)=mxa+p ce quidonne p=f{a)-mxa.
fix.,)-f{a)
X —0

M=

L'égquation de (A _A) estdonc y=m(x-a)+l{a)= (x=a)+f{a).

Comme x est 'obscikse du point diinlersection entre (A_A) el Naxe des

'..'[_..__“"-J_r{ua{xﬁ-r::]+l|:u]-d::=nr: X =0- sk ]fi“]*

absciksesona: 0= Pl ... il
L S | f(x. ,)-fa
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3) On peut répondre a la queastion avec "algorithme sulvand ;
from math ispaorc exp
def £ {x) 1
return eXpix)+2ix-4
def a(n;a):
=
for 1 in range(l,n+l):
u=a-( (u=-a)/ (E[u)-L(a))"Lia))

En mocke o Run oy on obfient :
»»» u(20,2)
0.8408414552581311

3> ui{2l,2)
0,8408414553365877

Une approximation de a & 107 prés est donc 0,840841.

15 Approximation d'une aire par la méthode des rectangles - Méthode 18
On a la tonction | définie par t(x)=0.5%" et l'aire (A) grisée qui représente

O=x<4

PFensemible des points M=, v} tels que : "
pe Ly) toR v {ﬂ:‘.rﬂf{:i

-

I

4
]

L' algorithme suivant répond & la question ;

Hgef flx):
Fetgrn Q,55)e2
dgef aire(e.b,nlz
from math il=nors sgQre
F=aqcs (@)
T=agT e (B
for i in zange(l,njsx
p=a+f (a+i* [ (-2} n))
cecef (b=31% [ {B=a8)/0) )
u=s" | [E-a) FE)
=t | (b-a) fa)
d=msha [m=59)
ronurn (u,v,d)
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En mode « Run » on ablient ;

»>> aire(0,4,10000000)
(10.66EEES066667504, 10.6666550666660587, 7.9995856335441072-07)

Un encadrement d'amplilude 107 de 'are (A) done :
10, 866666665 < (A) < 10,666666.

ilﬁ Suites adjacentes - Encadrement du nombre d'or % par deux
rationnels - Méthodes 3. 5 et 13

Propriété admise (démonirée & la méthade 11) : Tous les ftarmes d'une wuite
crossante convergente sont infédews a sa limite et tous les termes d'une suite
decrolssante convergante sont superiews a sa limite.

2+
x+l

La fonction fest définie sur | 1:2 | par f(x)=

1) La fonction t est dervable sur | 112 et

2(x+ 1= {2x =11
r(x)= { }{f“l: ! 1»&5!..#{1;2]. denc o fonction | el
(x+1) (x+11

strictement croissante sur LI :?_J .

On en cdédult e tableaw de vardations sulvant ¢

- ol L b
3
3
I
3
)
2.5 .
Comme b.‘ﬂc[i:ﬂ. on dédull du  tableou  précédent que

wne[E2].Hx)e[k2].
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2) Ona (U,)et (V,) telies que {u"ﬂ l{v“d

U= 1) [V =1(v)'

a) Conjecturons le comportement de chague suite aved 'algorithme suivant ;

def Elx):
recurn [2=x+1) S (x+1)
daf c[a):
u=1
=3
£or A in zange(l,n+l):
u,v=L{u), Liv)

return (u; v)

En mode « Run w on oblient :

xax cil}

(1.5, l.feRcfedadboRdtny)

>33 G2}

{1-8; 1.62%)

> of3)

(1. 815084615084 6154, 1.81504TL£1004T615)
22 (50}

(1. &LA0RACGRAETLGRES, 1. ElA0I3IGAET4DAGE]
»»» o104

Ll.{-llE".fl.'l.]!'EH'H-':'-“-'.'-. 1. EIBOIICAAT46AGE)

On conjecture que la suite (U, ) est crolssante, minorée par 1, mojorée par 2 el

converge vers une limite L dont une voleur approchée a 107 prés es!
.41 BOA3SBR7 496895,
On conjecture que la suite (V, ) est décroissanie. minorée par 1, majorée par 2

el converge vers une limite L dond une valeur approchée a 107 prés ast
1L.&180339887 49895,

k) Montrons par récurence que pour foul ne N
(B llsl sU, <2etlzsV <V <2 estvraie.

Initialisation ! (F. ) est-alle vrale @
u, =1, u,ng, V,=2 ef v,u.g. done (PB,)i 1l <U, <26t 12V, <V, <2 eg

vrake,

Hérédité : Soit ne N, supposons que (F,) est vraie.

D'oprés 'hypolhése de récurence (P ): IsU sU  <2et 12V, =V <2 edl
vraje.

Comme f est crolssante sur | 1:2] et que pour fout x de | 1:2| on a f(x)e[1:2]
chaprés 1) on en déduit 121U )< U, =2 e 12KV, )= HV.)=2.
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Eﬂmm I{Uﬂ} - Llru-1 - rl.unﬂ } - UJ-:-:' = I:|:'|'l'ln l' - llull1'|q-l E! I{vm-} - I|'Illm-: {r Uﬁéﬁ
IMinegaliteé précedente (P ): lsll <U  <2etl<V =V <2 estvrale,
Finalement powr tout ne M. (P, ) estvrale = (P, ) &st vrale .

Concluslon : Par récumence, (P, ) est vrale pour tout ne [,

c) On déduit de la question précédente que la suite (U,) est croisante
majorée (par 2).

D apres un des théorémes de convergence monolone on en dédult que (U, )
converge vers une limite L.

Comme (U] converge on peut passer a la limite dans lo relation de
2+

L+1

Alnst, L est une solulion de Méqualtion I{x]=x.

récumence ce qui donne =l.

fo]=H-=-%:T]=x~::21+l=x{x+l] eix=-lox’-x-1=08tx=-I
*

-=-x=%=ﬂ.ﬁ1ﬂuuu=“f=ma.

1+n,||'§

Finalement. comme L | i.ij, an en dédult que L= T .

D méme comme (V.) est décroisante minorée [par 1), d'oprés un des

théordmes de convergence monolones on en dedult que [V ) converge vers

une limite L.
Comme (V. )converge, on peul passer a lo limite dans o relotion de

récurence ce qul donne ELH11 =L al gonc L= 1+f comme dans lo quesiion
précedente.
3) Montrons la proprigte @

vﬁ quﬂ

< v -u).

(R.): el V.-l SV e~ 4

Pour ne N,

Voot o Dt AL+ (VU # 1) = (2, + (Y, +1) v, =L,

Lol - i Vsl U+l - (L« 1)V +1) (U + 1)V, +1:|'

Yne N, I:.'I.I_,ﬂi:t"nfl'*f.ﬂ-fE:iUﬁl;:E-::-vﬁEH.ﬂ-ﬁ.uI 15% o de mame

L+

on monire  que -:fnei'-LD{v1 153 ce qul perme! de déduire que
1 1 11

‘:r'nEH.EI-:UﬁHvaHs-_E—xE-I.
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| 1

U av=T) 4

proprieté admise en infroduction U <L <V ). on en déduit inalement que
=L

W | i
’“’"Eﬁ-ﬂ‘*{u—"@“—ﬁﬁgi"’n-un]- ce qul démonira que la propriété

(@) YneM. V_, =U_,

Comme Ynel, O< el que V-l =0 [car d'aprés la

= w--r-—---r---r-r---v" _un o '}'
(U + TV, ) 4

4) Déduisons par récurence de 'inégalité précédente que la propriété

(V, =L, ) est vrale.

(R.): 0=V, -U, E[%J est vraie pour tout ne N

Comme YneM 0=V, =L, || suffit de prouver par récurrence que pour foul

ne i la proprsté (1): V, -U, 5[%] est vraie,

Initialisation : (1, |est-alie vroie #

=]
U, =1etV, =2 donc (T,): 1=V, -U, 5[%] =1 est vicie,
Hérédité : Soit ne M, supposons que (P, ) est vraie.
D'aprés "hypothese de réoumence (1) V -U, = (%J est vrale.
Daprés la question précédente que V., -U_, = &[\I’H =, ).

En mullipliant par %I'hfpc:m&se de recurence : %:"{1 =) =

| ]""

]
Par conséquent V_ -l = ::Ia{"d'n -} 5[%]"“ et donc (T, ) est vrale
Finalement, pour tout ne N, (1) vraie =(1_,, ) vraie.

Conclusion : Par récurrence, (1 ) est vraie pour tout ne N.

"

On en déduit que (R, ): 0=V, ~U, = [-l-] &5t viale pour fout ne i,

5) Dans un premier lemps, comme les deux suites (U, ) et (V) converge vers e

l+~.|'§
=

vnel, uﬁg-'*fsv

-

nomibwe  dor d'aprés o propigtée admise  en  introduction
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Dans un second lemps, YneM. 02V, -U, 5[%] donc I sulfit de trouver n, tel

Tie

e [%] = 10" pour répondre & la question car U, et V, seront les deux
rationnets qui u donnent » 'encadrament.

]

On obtient 4 lo calculatrice que e plus pefit indice n tel que [%] <|0¥ est

n=%.

6765 , ., 10946

Finalerment les rationnels ), = —— et V, =
4181 6765

avec V, -l <107 ce quirépond & la question.

—-—-]+f-ﬂ"'i"

sont tels gue U, < A

17 | Avec deux suites interactives - Encadrement de /14 par deuvx rationnels
Meéthodes 3, 5. %, 12 et 15

Propriété admise (démontrée & la méthode 11) : Tous les fermes d'une sulle
crobsante convergente sont infédeurs & sa imite &t tous les termes d'une sulte
clacroissante convergante sonl supériewrs a sa limife,

On ales suites (U, Jet (V, ) telles que :

‘L' =E "l.l":lu?-
AN el U +W
uﬂ..r_'uﬁlrvﬁ} V,._.l:"“-——'z

1) L"algodthme suivant perme! de conjeciurer le compaortement des suites.

def =(nl:
u=z
=7
for A in range(l,n+l):
u, ve (2%uhy) S (usv) , (usv) /2
return(u,v)

En moche & Bun p, on abtient

=33 o(0)

(£, 7}

=55 a(l)

(3.111111313131111313, 4.5)

>>> c(2)

(A.678832116TRBEAZLE, J.BOESEESESEER5555Y)
>33 (3]

(d: fHlidi0lgdTeRld, 4. MIlFI030lT1¥IEL)
>3 a(50)

(3. T41E5TIRETTINSLS, 3. T4165T3IBE6TTIE41T)
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On conjecture que la suite (U, ) est croissante, minorée par 2, majorée par 7 el
converge vers une fimite L dont une valew approchée & 107 prés est 374145,

On conjecture que la sulte (V) est décroissante. minorde par 2, majorée par 7

el converge vers une limite L dont une valeur approchée a 107 prés es
374185,

2) Montrans por récumence la proprieté (P, J: YneM, U =0etV =0,

Initialisation : (F, ) est-elle viale 7
U, =2=0 et V¥, =7 =0 donc (F,) est vraie,

Heredite : Scil ne N, supposons que (P,) est vraie,
D'aprés 'hypothese de récumence (F): U, >0et V=0 est vioie,

Sous celle hypothése, T est trivial que U = %— =0etV, = % =0 et

donc que [P, Jest vraie.

Finalement, pour tout ne M. (F,) vraie = (F_,) wale .
Concluslon : Par récumence, (F, ) est vaie pour fout ne M.

3) Onala suite (W, ) telle que W, =V, L,
a) Délerminons dans un premier femps W, enlonclionde U et V.

V.U 2V
wrl--l_."{'ia-r'-uﬁ--l . 2 _"irﬂ '*'U."
(Vo +U F -4Vl vioavy +u®  (V-u )
2(V, +U.) E{V,q-u,_] 2(V +)

Dans la mesure ol Yne N, U =0elV =0, 1 est dvident que 0= W, .

D'avire part, ¥neh, U ~0=Ynel, -U <l =>¥nelM. V. -l <V, +U

V. -U
fal 5] I .
‘*'r.*U..E fil

=YneNM,

t?ﬂ_uﬂ" =_1 e “un_un=lwluvn_uﬂ

Elun'}un} 2 vl'l 'i'un 2 1"Illll +L|i'|

ufilisant I'inéggalité précédente (i), que 'on mulfipie membre & membre par
|

SW, 20, on obfient W, < JW,.

1
Finalement, Yne M, 0=W, ziw" .

En remarquant que W, = U} el en
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b Montrons par récurence la propriete () YneM, 0=W, = %5-

Cn a vu dans fa guestion precedante que pour lowt neli, W =0, donc en
remarguant que W, =520, on en dédult que pourtout neN, W z0.

Pour prouver que (G ) est vraie il sulfit donc de prouver par recumence que

5
Ynel, _—
neM W < =
initialisation : {E&D]a-s’r-elle vratie §

W, =V, -LL = Et?—Stimc (Q) est vrale,

Hérédité : Soitn e N, supposons que (Q, ) est vraie.

Dapres 'hypothese de recumence (Q ) W, < % est vrale.
D'aprés la question précédents ona W, < ;w
En muitipliant I'hypothése de récurence par %. on oblient = 'h‘u",, _,-—- done

on en déduit que W, E%ﬂ < ?jﬁ et par conséquent que (@) est viaie.

Finalement. pour tout ne N, (Q,) woie =|Q, ) viaie |

Conclusion : Par récumence, (Q, ) est vraie pour loutne M.

c)Comme 21, Iim2" =40 donc Iimi=ﬂ.
I n—..-.:-E""

Pour tout neM, 0=W, 5-5—. CveC fﬂlgin'“ donc d'aprés le théoréme des

gendarmes comme on en deduit gue limW =0,

DU, -V, =¥y,
Ejnvrr"unl:uﬁ"'vn} Un\"rﬂ‘urf ur‘ivn_l"lﬂ}_ unwn 0
BT U Y, UV, U eV

On en deduit que pour foul nel, U zU, et donc que la site (U,) est
crolsante.

W, +L V=L, W
VoEY = A Y=ot n Thepq,
e 7 " 7 % =0

On en deduit que pour toul nel, V=V, el donc que la suite (V) est
décroissante.
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5) D'aprés les deux questions précédentes les suites (U ) et (V) soni
adjocentes donc elles convergent vers une meme fimite L.

&) Dans un premier temps dans la mesure oU les deux sultes (U ) et (V)

convergent vers la méme fimite on peul penser & passer 4 la limite dans les
relafions de convergence maol malheureusement on oblient dans les deux
cas L=L, d'od l'idée d'utiliser le coup de pouce.

Ainsl, dans un second lenmps, comme

=WV =j‘u “I'::'; KLL;*.-’, =UVM =T. on en déduit que la suite (T) est
n+ n

constanteetdoncque T =T =UV, =14,

Enfin, comme les deux suites (U et (V) convergent vers la méme fimite L,
allors on en déduit que :
Mt =14 = MmUYV, = 14=liml, «IimV, =14= =14=L=T4 corL>0.

En ulilisant la proprété donnée en infreduclfionona U < Jids V., et en ulilsant

W=V =l < % . il suffit de frouver un rang n, lel que ES'*- < 107 powr répondre

@ lo question car U, et V_ seront les deux rafionnels qui o donnent »
IFencadrement.

On obtient 4 la colculalice que le plus pefit indice n tel que ;T <107 ast

n, =13.

Finalement les rationnels LI, etV repondent 4 la gquestion.

18 Récurrence double - Méthodes 3, & et 7
Uy =0: U, =2
|U,:=au, +50,°

(2]

On ala suite (U, jdéfinle par

1) L'algorithme suivant permet de répondre @ la question [iI foul penser &
utiliser la varable auxiliaire t au départ de la boucle et chonger v en v puis v
en | dans cet ordre sans quol vous n'allez pas obitenir la rdcurence double)

ief ain):
L b
y=2
for 1L in range(l,n}):
=g igeh ity
]
V=i

canucnit)
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En mode ¢ Run » on ablient ;

»»» u{2)

10

5> u(d)

=8

>3 uw(50)

18938 T0TERZ0T2ES141986E06EEB1BISEETO250

On conjecture que la suite [LI,,] ast crolisante, minorée par son premier fame
U, =0, non majores e non convergente puisqu'alle semble tendre vers 452,

2 Ona: 5 =0 +U_, =40 +3 +U_ =50, +U )=55 . donc la suile (§,)
est géomeélrique de rakon 5 de premier teme 5, all, +U = 2.
Onendéduitque: § =5"5, =5"=2.

3) Onalessuites (V. )et (1) définiespar V. =(=1)'U, et T =V =V..

a)lOna:
L=V.-Y

= (=) U = (=0 = (= U+ (-0, 2 (- U, 2 = (S

On an diduit alors que :

=T s =T (s x2=2F (<8 =25 (-5)
] w=ll =D =l k=l

e S, ST 2 ey g e

=B o 2t = i {513_3{[ 5) 1}.

b) D'autre part comme 1, =V, , -V, ona:

bmn=1 Eari-] emri=] E=n-|

2 k= E{‘“’t-:_vnlsui.""';q_ > Vi =E"l"l -3 M=V -V =(-1)u,.
] e ) W) ot k=

Onen cédult que @

(1)U, = 5'[{—51" = |].=-{-|f“u,, = {-?3’-]—{{-5]" -1)=-u. =%[5" Lf=l ]



Chapitre 2
METHODES SUR DES FONCTIONS
DE PREMIERE
EXERCICES & CORRIGES

Exercices

[_l_ Comportement global (élude des variations et des bomes) - Méthodes 1

et3
Etuclier es varicfions et ks bormes ces fonctions | suvantes sor Mindereoile | o
elles sont cléfinies,

1) | définie par f{x)=x" +&x—1sur | =|_—_5:DJ-
2) t définie par 1(x)=2¢" + 3" —12%+10 sur |=|-33|.

A
sur T | 0051,
o T g '“ J

4) f définie par f(x) = (x+1)x sur I=| k4],

3) 1 définie par f(x) =

[}

4= | H
B|H

511 chéfinie par (x)=tanx—x sur |=l-

J_

! 2 Comportement global (élude des variations et des bormes) - Méthodes 2
et 3

Etudier les vanofions &t les bormes des fonchions | subvantes sur lnbecealle | o
elles sont délfinies,

1) f définie par f(x) =% +x+1 sur I=|-1;2].
2) f chéfinie por f(x) = (cosx—x+1)" sur I=|=3m:2x|.

| 3| Convexité - Méthodes 1, 2, 5 et 21

Etudiez lo convexilé des fonctions | suivantes sur 'intervalle | ol elles sont
défindes el 'existence d'éventuets poinfs d'inflexion relafifs 4 la cowlbe
reprasentative de I.

1) | définie sur & por f{x)= B~ d,
2) t définie sur |L+=| par f{x)= e *: 5
A -
2
(2x=3)

3) | délinie sur 0,42 par f(x) =
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E’ Convexité - Méthodes 5 et 21
On considéere la tonction { définke sur L-S,EI-J dont lo courbe représentofive e

la suivante

1) Etudiez lo convexité de f en précisant le ou les éventuels points d'inflexdon.
2) Blucliez las vanations de la fonction dérivée ' de |,

5 Comportement asymptotique et local - Méethodes 7. 11, 12 et 13

Etudiezr le comportement des fonctions { suivantes aux bomes de leur
ensemble de définifion &l donnez une équation des éventuelles asymplotes
paralléles aux axes de leur courbe représentative.

1) f est définie par f{x)=x" +éx-1sur =R,
2) 1 définie par fix)=2x" -3x" =12 +10 sur |=R.
25+

3) f définie par f(x)= g 1=%\[-3}.
4) T definie par 1(x) = h*: sur =R\ {-T1}.
W =
. %% —%+3
53) [ définie poar “ﬂ:T sur l=R\ {1},
o

é) t définie par f[x}:% sur l= R\ f=1:1).
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@ Comportement asymplotique et local - Méthodes 8, 10, 14, 15, 14 et 17
Etudiez le comportement des fonctions [ suivantes aux bormmes de leur
ensemble de definition.

1) f définie par f{x)=x+sinx sur =K.

{
2) f définie par f(x) = !-Elnil] sur | = B |coup de pouce ; rFmI—:E =1).

3) | definie par f(x)= WX ex4l-x sur R,

4) { définie par f{x) = ——'2::._3 sur | 3.4) U 4.5 de deux fagons.
5) f definie par f{x)= 20 sur | -10{ w 01].

@ Centinuité et dérivabilité - Méthodes 15, 16 et 18

Etudiez la continuité af o dérvabilité des fonctions | suivantes au vokinage de
a et donrnez une inferpretalion graphique du résulial,

lrl:-:]|=—:«:1 +4sixe[-22]

|Flx) = =% -4 six & Fon-2 o P

2) t definie par f{x) = =T,

1) 1 définie par end=-2elta=2,

J i 'FSIHEH ;
3) T définke por an =0 [coup de pouce : Iinq-s-'-rl! =1]).
w1
HO)=1
f[}t] a cosx-1
4) | définie par en ® en a=0 [coup de pouce : ulliser un taux
1o) =

d’occroissemeant).

Approximation affine - Méthede 20
Donnat une approximation affine des fonclions | suivantes au voisinage de a,
puls donnez sans calculatdce une approxdimation du nombre (b)),

1) | dhéfinie par rm%_ o=1et b=101.

2) 1 définie par F{!}=ﬁ. a=1etb=07%8.

3) t définie par f(x)=(1+x). a=2 et b=2.1,
4) f définie par f(x)=x"+x, a=0 et b=-0.01,
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Ei Fenctlion frigonométrique - TVI - Méthodes 1 ef 22
On considére la fonction { définie sur R por f{x) =x" +2x+cosX.

1) Dressez le tableau de varalions de |,
2) Montrez que I'équation I{x) =0 admet une solution unique .

3) Donnet une vaieur arrondie & rojs décimaoles de a.

i 10  Etude d'une fonction rationnelle - Méthodes 1.7, 11 et 19

On considére la fonction f définie sur 2\ {1} par (x)= L‘:"'] ;
o o—

1) Eludiez les imites de | oux bomes de son ensemble de déliniion el en
cédure d'éventualles asymptotes paralléles aux axes.

2) Déterminez la fonction dérivee ' de t.

3) Déduisez des questions précédentes le jableau de varations de |,

4) Dennez une équation de la fangente (T) & la courbe (C)) au point A

ol abscicse 3,
5) Menirez que la droife (A) d'équation y=2x+1 aest asymplole obligue &l

déterminez sa position relative par rappaort & (C, ).
&) Tracez avec soin (C,). (A) et (T).

i 11 | Btude d'une fonction higonemétrigue : wondulations n - Méthodes 1, 4
et 25
On considére lo fonction | déefinie sur & par f{x)=sindx+2Zsinx ef I'on nole

1C) sa cowbe représaniative,

1) Expliques pourquol I'élude de | sur | Ox | permet d'obleni (C, ).
2) Dressez le tableau de variafions de fsur | Oix ).

3) Tracez [C,) et justifiez e fitre de I'exercice,

I 12 | Etude d'une fonction irationnelle définie por morceaux - Méthodes 2, 11,
18,19, 23, 24 et 24

On considére la fonction | délinle sur & par ((x) = ,lﬂf ~¢x+3| af 'on note
() so cowbe représaentative,
On admet que lo droite (D) d'équation x = 2 est axe de symétre de (C,).

1) Définissez  par morceoux afin de "exprimer sans ke symbole de valeur
absolue,
2) Bludiez o dérvabilité de | en 3. Que peut-on en déduire concemant (C, )

3) Dressaz le lableau de variations de |,



Exarcices of comigés 269

4) Montrez que la dioite [A) d'équalion v = x- 2 est asymplole obligue 4 (C)

8N .
5) Tracez (C, ), ses demi-langentes et e asymplotes,

“3 Linégalité fondamentale de convexité avec deux réels a et b puls

application - Methode &
1) On considére une lonclion | convexe surun inlervalle |, deux réals a et b de
L un réel A de lintervalle [0,1] ainsi que les points Alaf{a)). B{b.t{b)) et

M(ra+(1-2]bat{a)+ (1-k)f(b).
a) Montrez que le point M est un point du seamenid LA.E‘].
b) Deduisez de la question précedente ti(Aa+(1-A)b) <af{a)+ (1=L)f{b) (i)

2) On reprend les hypothéses de la queastion précéedente, MAIS on considére
aue la fonction | est concave,

Cage devient linégalité (i) ¢

3) Application = Monfrez que pour ot x réet sticiemeant posifit on a ;

25 < 3,’?"; 1.

14 | Lecture graphique - Méthode d'Euler - Méthodes 1, 27 ef 28

500t T une fonction définle et dérvable sur 2, dont o dérvée T el de la
,E“—*'ﬂlli:u;: a, b. el ¢ sont des réels), et dont la courbe
2 +bx+c
représeniative de cetle dérivees est |

forme Fix)=

111
G
|

e R

|
I
|
|

|

R Syeevpnyan I N
|

|

w2l
ool bl o

I

I
T
I
|
oy
|
|

1) Variations de |

al Donnez les variations de | 4 parte de la courbe représeniative de so
fonction dérivee 11,

b) Déterminez '(x) por le calcul & partic de s cowrbe représentalive.

c) Retrouves les variations de | par le calcul,
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Z) Courbe « approchée » de la cowrbe représeniative de f sur | -1,0| avec la
methode d'Euler sachant que f{-1)=1.

My ==

a) Expliguez pourquol la suite de points M [(x..y.] tels que ' !
1.1|rl1 N
X=X, +00
o avec n entler de 'intervalle | 0100 | permet de répondre
Vo = ¥ +11(%,) %001 e ke e
a la question.

b] Expliquez comment compléter la poge d'Excel suivante pour insérer un
graphique qui permet de répondre A la question, &t donnez ce graphique.

B_a | 8 ] ¢ | o
Pa: Derivee de f X fix)

¢) Donnez un glgorithme en langoge Python qul permetl d'obtenr e
graphique praceden! el donnez ce graphigue.

‘ 15 | Dérivée n#™ d'une fonction - Approfondissement - Méthode 1

]

On considére la fonction | deéfinie sur |0i+=| par TIH]=;1 ef 'on note I sa

dénves n#* e oo n entier non nul,

1) Déterminez 1™ powr ns 5.
2) Conjecturez une formule qui donne '™ (x) en fonclion de n,
3) Demontrez par recurence la formule conjeciurée,

Etude d'une fonclion rationnelle avec une fonction auxiliaire - Méthodes
1.3.7.11, 17 et 22

On considére la lonchion | definle sur 3 par f{X) =

I) Etude d'une fonction auxiliaire

On considére la fonction ¢ définie sur & par g(x)=x" +3x+8.

a) Dressez la tableau de varations de g.

b] Montrez que I"équation g(x)=0 admet une solulion unigue « dont vous

donnerez una valeur approchée a 107 poés,
) Déduiser des questions précédentes le signe de g en fonclion de x.

#) Tableau de variations de f
) Etudiez la compaortement de [ aux bomeas de son ansemble de définition.
b) Exprimez '{x) en tonction de glx).

c) Déduiser des deux guestions précédentes le fableau de variations de 1.
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3) Asymplote obliqgue

ox el

% 1

) En déduire que o courbe représentative (C,) de la fonction f admet une
asympiote oblique (A) dont vous donnerez une équation,

C JEtludiez la position relative de (C)) ef (4).

a) Montrez qu'il existe quatre réels g, b, c et d ltels que f(x)=0x +b+

4) Courbe représentative
o] Déterminez les abscisses des points | ef | de (C,) admettant une tangente

paralléte a (A).

b] Monfrez que He)= 3u2+'2 at dédukez en une valeur approchée de fla) &

107 prés,
c) Tracez (C,). (A).

[E Détermination d'une fonction rationnelle puis élude de cette fonction et
d'une fonction déduite - Méthodes 1,4, 7 et 17
3%’ +ax+b

% +1
Déterminer les réels a el b pow gque la cowbe représentative de g ait pouwr
tangenta la droite (T) d'équation y = 4x+3 au point 1{0;3),

1) On considére la fanclion g définie sur R par g{x) =

2] On considére la fonction | définle sur & par I'{:-'.}:’Ei.;':—‘I"'-'r'—:ﬂr de courbe
X"+
represeniative (C)).
o) Determinez a et p lelsque f(x)=a+ ,ﬂx
X'+

) Dressez le tableau de variations de f.
c) Etudiez la position relative de (T, ) et de (T).

3x + 4lnf+ 3
) On considera la fonction h definie sur X par hix) = #Iji-— de courbe
X*

reprasantative (G ).
a) Montrez que la fonction b est paire. Que peut-on en dédure pour (C) @
b) Tracez (C ). (T) & (C,].

18 | Etude d'une fonction tigonométiique définie par morceaux - Méthodes
1,3.18, 23 et 25
1) On considére la fonclion g délinie sur | Oix | par g(x) = xcosx —sinx.

a) Dressez le tableau de varations de g.
b) Déduisez en la signe de q.
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10) =1

#) On considére la fonction f définie sur |0 | par ; 3
L] T[:At:||=-5-'|~':|~¢-:]-E six & Prx]

a) Etudiez la continuite de f,
iv) Dresset le tableau de variations de |,
<) Montrez en étudiant la fonclion h définie par hix)=x-sinx que pour tout

réef xz0ona:0=x-snx.
. |
d) Montrez en éludiant la fonction k défirie par k(x) =sinx—x+% que pour

+
tout réel X=0ona! Xx=snx < EE {coup de pouvce : Sfudiez les varialions de k'

pour avor le signe de K'(x)).
a) Deduisez des questions c) el d} que | est dérvable en 0,

19 | Fonction trigenométrique déduite d'une fonclion rationnelle - Méthodes
1,2, 7. 11 et 25

w5

Partie A
On considére la fonction | définie sur 2\ {-2} par t(x)= ‘2- K;
+

et 'on note ()

sa courbe représentative,

1) Etudiez 1as imites de f oux bomes de son ensembile de définition.
21 Dressez le lableau de varlations de 1.

3) Déterminez les réels a, b et ¢ tels que fix)=ax+b+ xfi ;

4] Dédusez de o question précédente que (C) admet une asymplole
oblique [A).
5) Eludiez lo position relative de () et (A) ef roceres,

Partie B
1=sin x
2 +5inx

On considére la fonction g définie sur & par g(x)= at l'on note ()

50 courbe reprasentalive.
[Coup de pouce : a(x) =(fou)ix]=fjuix )] avec u(x)=sinx]

T i 'IE
1} Montrez pour tout b réel, g[ﬁ h]-gLEi}h].

Quelle est o conséquence graphique de cette égalité 7
2) Expliquez comment on peut ablenk (C,) sur R & parlir de sa construction
| &.w
sur | ===,
172 zJ
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3) En utiisant led définitions des fonctions crobsantes el décroisantes [donc

pas la dénvée de g), dressez le tableau de variations de g sur L-Erg en

i 5 R T
précisant lo valeur exacte du maximuom de g sur | -l

22)
(Coup de pouce ; Utiisez les variations de | sur | =1:l| aprés avair prouve que
I'équation sinx =-2 +ﬁ admet une solution unique a sur {—-Er—é} dont vous

donnerez une valeur approcheée & 107" prés.)
4) Construisez (C, .

20 Linégalité fondamentale de convexité avec n réels x,. .x puis
application - Méthode &

1) On considére une lonclion | convexe sur un infervalle |, nréels x x .- x de
I et nréels sictement positifs A 5., A lelsque & +h, «+i =1.
D'avire part, on note (i, ) I'négalité f(ax, +--+ kX )< Af(x )+ -+ 0(x.).
o}Justitiez que (1,) et fi‘,l sont vraies (coup de pouce | exercice 173).
b} Pour n entier supéneur ou égal & 2, justifiez que si (I, ) est vaie aloss (1,,) e
vrake ([coup de pouce ; poser ii.,x, = ii.,, ]-,-r el A, = i.‘*., ).

il

| |a]
c) Justifier alors que (i, | st vraie pour lout n entier supérieurcu égal a 1.
2)Que devient l'inegalite (I, ) losque | est concave sur | #
3) On considere n oréals X,k %, positils & n reels siictement  positils
A dyouh, tesque d +h, + xR =1

fx.+---+
Frouvez que Jx +---+ X, = TH"
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Corrigés

1 Comportement global (élude des variations et des bornes) - Méthodes 1
etd

1)  est définle par 1(x) =%" +éx -1 sur | =|-5:0].

La fonction fest dérivable sur =] -5:0 | et '(x)=2x+6 d'olle fablequ

% | -5 -3 0
Fix) - 0 -

| —a\\\_‘ /—l

wxel fl:-:}e[—Hl'—I].

2) { est définie par f{x)=2x" +3x" —12%+10 sur I=|-33 |,
La fonction f est dérvable sur =] -3;3 | et ;
F(x)=&x" +&x-12=8(x-1)(x + 2) d'ol le tableau :

x -3 2 | 3
()

+ 0 - 0 +
30 55
19 3

Tx &l 1!:}&[3:55].

3) T et définie par f(x) = i“ +3E sur | =] 005 ).

-

=0 sur |, cd'ol |e

-
-

La fonchion | est dérvable sur I=|0:5] et {x)=
(x+43)

tableou de vanations suivant :

® Q a5
"(x) +

e

J
3

111
vRel T i |
X € [H}E‘j EJ
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4) {est définie par f(x) = (x+1)x sur 1= k4.
La tonction f est dérvable sur | =| k4 | ef F(%) = ofx +[x+ l}nﬁ- >0 surl d'oule
*

tableau de varations suivant :

® | 4
F'(x) %

— |0

2

vxel f{x)e[210].

4

5) 1 est définle par f{x)=tanx-x sur |=[-

e | H

J.

La fonction | est dérvable sur I={--}:ﬂ et F(x)=1+ton"x-1=ton’' x =20 wrl

A | E

d'ou le tableau de varialions suivant :

v |- L
4 4
Fix] i
o
57
f
= PR
&4

R %
vKel f[u}a\-—HTl :J'

2 comportement global (étude des varialions et des bornes) = Méthodes 2
et 3

1) 1 est définle par 1{x)=+x" +x+1 sur I=| =12,

Comme le discriminant de x° +x+1 est A=-3 <0, lNexpression x° + x4+ est du
signe de a =1 donc strictement positive,

On en deduit que Lo fonction | esl dervable sur l=|-k2] avec

fix)= <Ll qui est du signe de 2x+1 d'ou le tableau de varations

2x 444
siibvant
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Fix)

vxel, f[x}el%:-ﬁJ.

2) 7 est définie par 1{x) =(cosx —x+1)" sur | =|=3=:2x ],

La fonction f est dervabile sur | =) -3n:2n | el :
l"{'.h:]=3{Eﬂﬂ-h€+1]2{-$fﬂﬂ-"ﬂ <0 car ~1s35inx d'ol le tableau de variations

Subecinl i

® -3n

2n

Fix)

27"

\[E _En]"

vrel, T[:lEL[Eainf .-2:-'::*].

3 | Convexité - Méthodes 1.2, 5 et 21
1) { est définie sur B par f(x)=x" +3x° -Px+ 6.

La fonction f est deux fols dérvable sur B avec P(x)=3x"+éx-9 et donc

() =du+b.

On a donc le tableau de varations suivant ¢

X

=0

-1

i)

0

Convexilé de |

Concave

Conveses

Le point i[—i.l?} et un point d'inflexdon,
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e x4 2
2) | est délinie 0, «» fix)= .
) | est definie sur | prm (=) e
La fonction | est deux fois dérvable sur |0+« avecl(x)= 4 - &t donc
(x+3)
’.tiaz' 'E-ﬂ S .- BN
(x+3) g
La fonction | est donc concave.
3) t est définie sur |0+ por f{x)= .
.] L { {2}1-..3]1
La fonction | est deux fois dérvable sur Jﬂ,‘+=ﬂk avec I'{n}:— 2 - et donc
|2+ 3)
?4
(%)= =0 sur JOneen] |
(2x+3)° Biet

La fanction f est done convess,

4 | Convexité - Méthodes 5 et 21
On ala fonction | delinie sur | =33 | por la courbe refrésentative sulvante

1) La fonction | est convexe sur | -3i-1| et concave sur | -13].
Le point || -L-1] eslle seul point d'inflexion.

21 On déduit de o guestion prececdente que lo fonction denvée [ est
croissante sur | -3:-1| el decroissante sur | -13 .
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5 Comportement asymplotique et local - Méthodes 7, 11, 12 et 13
1) f est détinie par f(x)=x"+éx-lsri=R.

lef{x}=limf[l+2-il]=+d:.
g w-ape LI

2) 1 est définle par f(x)=2% -3x° -12x+10 sx = R.

Limt{x)= !Ex‘{i—%—ﬂﬂ{—?]. donc limf=-—= et limf ==,

e &

3) t est définie par f(x) = E"*; sur 1= R\ {-3).
2+l]

o
(4}
Limf(x) = lim 2= m 22

NG

La droite d'équafion v =2 est asymptote hotizontale en -2 aten 4= .

b

=2,

lim 2+ 1=-5
i = T F(%) = 420
limx+3=0° :;'_f{ )
=]
an-a
Im2%+1=-5
ey
- = lim H{x) = —=.
Lol =

La droite d'équation x =-3 est asymplote verlicale.

4) { est définie par f:x}=5"L: sur | = R\ (=11},

% -
:{[2+—]] [E+—IJ
x x
— e N

(=)

La droite d'équation v =0 est asymplote horzontale en —= eten +«.

=ﬂ|.

Lim f{x) = lim

On justifie lesw 0° »n et les e O »avec le tableou de signes suivant :

M — -1 1 +
o | + 0 - 0 +




Exercices ef comgés

Iimh+l_ | [In'|,2:c+l=—1

vl e

il = limb(x) m e et 177 = lim %) =+,
limx® —1=0" == imx*—1=0" 3

<y iy

l[n?hq.'luﬂ "ﬂ;l'21+1=3

Ll o

wel il

4 R = liml[{x) = == &t ) = limif (%) = 420,
fimx® ~1=0° :;'[ } firnx® —1=0° :;',’{ )

| wel wal

Les droites d'équation x = -1 &t x = | sont asymplotes verticales.

5) f est définle par 1{x) = 21 x+3

=EA1
g 1,3 2 1,3
lef{x]_IEmI{ e "] [ 2 E]

RG]

On en dédult fim t{x) =+ et lim {x) = =,

D'aufre port :
lf-n'lli‘f ~X+d=d
47 =limt{x)=
l}mx—l=ﬂ‘ Rl
il
IHJ?EH? -%+3=4
< = limf{x)=+=.
fimx —1=0° )
wml

La droite d'éguation x = 1 est donc asymptote verticale.,

:
61 1 est définie par 1(x) = ﬂ—"lum =RAL-E1).
—_py 3[2-.!_,.1i {2-.1--!}.]
Lim () = lim == lim XL 22l

e —————— = m —=
ORTET R )
-~ x

La droite déquation y = 2 esl donc asymplote horzontale en 2=

Pour justifier « 0° » el les « 07 3 on a le méme lableau de signe qu'au 4).

IIn‘iE:?ux-Iui Iin"%Ex:—x-InE

e b

i = limi(x) =+ et {™ = imt(x)=-=,
||r'r't|r—'l=t]' -t HT:-:—'I=D' s )

soet )

La droite d'équation x = -1 est donc asymplote verlicale.
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tinotiz] ) (Be])

3
el xE_] et (X=T)(X+1) = (x+]) 2

&  Comportement asymptotique et local - Méthodes 8, 10, 14, 15, 16 et 17

1) | est deéfinie par H{x) =x+sinx sur =R,

Pour tout xcR, sink<l=x+5inx =x +1 donc poar comparaison comme
ji_l_‘ﬂxa-ln—n on en dédult que erI't_x-l-s]nx:-m.

Pour tout xR, -lssinx = -l+x<sinx +x donc par comparakon comme
Am=1+% =+ on en déeduil que lim x+«5inx =«

2) 1 définie par f[:}=;sln[%] s | = B (coup de pouce "ﬂﬂﬂ =1).
u
Pour tout xe®R, O< ﬂni s1=0x< xstni <|d donc daprés le théoréme des

gendarmes, comme lim{x| =0 on en déduit que limf(x)=0.

Pour cdéterminer Ia limite ent=, T foul fare un changement de vardable en

1 :
pasant u=-£ cor guand X —=a+tealors U—=0 & l'an se raméne aind &

sinu 1
lim—=1=1i sinl = |,
lf—iﬂ ] !-F;H [H]

3) 1 est définie par F{x)=x* +x+1=x sur 2.

}Hf{x}: fim :’[1+;1—+-—I=-]—:¢=+:.

= !1'

Pour la limite en += || fout penser a l'expression conjugués.
Ansipow tout xeR ona:

Hﬁ‘ +x+l—x”*f:-:"+x+l+}:} LR 4

”:H:: = = = = . .
Jx'+x+1+:-'. ]H'+I+]+K :1'.!.'+}:+1+.‘-{

xh+£} HU+£]

Par conséquent lim f(x)= lim : = lim

=
+
el
P
L
i
-
e,
+
i
| =
o T
§
S
i
i
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-,|"2x_3

4) { est définie par f(x)= sur | 3.4 v [4.5].
Méthode 1 : avec |’ axpfasmn cnﬂh.:guée,

. w.l'ﬂ -3 of2%x+1+3 2%+ 1=9 | 2x-4) 1 1
Limt{x) = fim = [irm " =llm Mo -
= (*) = - -4 ;E:I:+T+.'3 S £ 32:44-3 il w4 & 3

Méthade 2 : avec le taux de varation e 1:}1‘2{ +1.

Limf(x) = _.g—{:.: St4)

LRt | Ed

=g'(4) car g est dérvable en 4.

2

1
2+l f2xe]

aue la limife cherchée est bien % ;

Comme g'(x)=

. on en deduit que g’(d]:-; el l'on refrouve

sinSx

5) t est definie par I‘I:]-— wr| 10 w J0.1].
Limi(x) = lim5x SN3% = lims5+ S ﬁm“ﬁ—i llimite usuelie).
=] v-sd) 5% u u

7  Continuité et dérivabilité - Méthodes 15, 16 ef 18
l{xl:-f-r#ﬁxe[ui:?}
(%)= -4sixe po-d o Rrwd
Continuite en -2 et 2

En a=-2; Pﬂ”“'=9ﬂ“’-4=“ el pﬂf{x|=ym_“:+4=u donc

e == = = K=

1) { est définie paor ena=-2eta=2,

limf = 0 =f{-2) el par conséquent la fonclion | est conlinue en -2,

Ena=2; Tlcml[x]=1ir'r'|--r.*+4 Oet ﬁrnf[:-:] Fm::*-—-l:ﬂf.i{m:’; Iiml‘- =f{2)

el par conséqueant la fﬂnc’rk:ln { st ::mﬁnue en 2,

Dérivabilité en -2 et 2

1{x)-F(-2) 2 (x-2)(x+2)
En a==21: Jim ——II ——If —_— = -2=-4 =l
;:u _" 2" ::l:_l-} !4.2‘ :-:_-:! H_*E £__:::': 2
f{x)=1(-2) ke [(=x+2)(x+2)
—_— == = —_— = ""'1
= K—{=2) ;*-nj x+2 h-'-':]- X+ 2 el <hnG-an

By 3= [ ¥ By

en deduill que la fonction | n'esl pas dérvable en -2,

Cependant, au point d'abscisse -2, la courbe représentative de | admet une
cdlemi-tangente 4 gouche de coelficient directeur -4, &l une demi-tangente &
droite de coefficient deecieur 4 [point angulewx).
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e o MHN=2)  Faq (x-2)(-%-2)
En CI—E- !:I:::ﬁ T 'E _I:!:lzi :1'_'2 _1:!!;:; E_E =§{':;—x—2=—ﬁ 'Ef
|imM llm ,4_"'141:1 )i+ :I_|im::+2=4 z—4 donc on éen

—d =2 =2 ¥=2 3 x—2

x

déduit que la fonction | mest pas dénvalbile en 2.

Cependant, au point dabscikse 2, la courbe représentative de f admet une
demi-langente & gauche de coeflicient directeur -4 ef une demi-tangente &
droite de coefficient direcieur 4 [point anguleux).

REMARCUE : On aurait pu limiter l'étude & -2 el ulifiser la parité de la foanction.

2) f est définie par Hx) =[x +x-2| en a=1.

Confinuité en 1
La fonchion | esl continue sir & comme composée de fonclions continues
donc en particulier en a=1.

Dérivabilité en 1
En utilsant la propriété ju(x)=u(x) si u(x)=0 et [u(xf=-u(x) & v(x)<0. la
tonction t peut se définir par morceowx de la fagon suivante ;

Hx)=x" +x-28ur J=: -2 +:r[

t{x)=-x"-x+2sur[-2:1]

f{x)-1{1)

~xd - O | TR
Oon a Hr_rg-—-—-—:lln;: X —X42 1: X }_Iln;q-x-i‘;:-E et
- ¥ -1 -} | :_r-; -1 -t
{EAET N S - XK= +2
b o i ) B T RS )| o ]'=r1m;x+21=3=—3 donc on en
sl x_l n-5} x_'l . .:._II 3 =+1

] =] 2| CEN)

deéduif que la fonction | n'est pas dérvable en |.

Cependant, au point dabscisse |, la courbe représentative de | admet une
demi-langents a gouche de coelflicient directeur =3, el une demi-tangente G
droite de coefficlent directeur 3 [point anguleux).

f(x) = sin2x ;
3) f est definie par - en =0 (coup de pouce : Ilmﬁ=ll.
il ¥
f{ﬂ}—l
Continvité en 0
’-.['."5"[“1'='.'ﬂgn2“='.‘”..;‘2"ﬂ;f:‘ﬂ E”Hnu 2=1(0). donc | n'est pas

conlinue en 0, et donc non dérmvable en I:il.

REMARCIUE @ Cerfains prétendent que lorsgue Fon doit étudier o confinuité el
o dénvabilite en un point, Il fout commencer par letude de la dénvabiiite, car
toute fonction dérivable en un point y est continue. Cel exemple prouve que
ce n'est pas forcement une bonne idee car la confraposée de o proprigte "en
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grcrs” @st vrale, 4 savoir @ foule fonction non confinue #n un point n'est pas
dérivable en ce point.
Graphiguement il v a un saul de discontinuité an 0,

t(x) = cosx- 1

4) | est détinie par X en a=0 (coup de pouce : ulillser un faux
f{0) =

d'accroisement].
Continuvité en 0
En posant Q(x)=cosx, on oblient ;

) . Cosx =] g(x)-al0] . :
!}fﬂl{ii:l:ﬂ——-—-;—~=I!m—u;uT=g{D]=—5|nD=ﬂ cor dune part g o
dérivable en 0, ef d'autre part g'(x)=-sinx.

cosx-1

Finalement lim =0 =1{0)et donc f n'est pas continue en 0, et donc nor

clénivable an 0,

Graphiquement il v a un saul de dscontinuile en 0,

8 Approximation affine - Méthode 20
Dans les quatre réponses on ufilise I'opprodimation affine de fenca s :
f{x)="F{a)(x-a)+f{a).

1) 1 est détinie par !I':H'l=%. a=1eft b=101.
Au volsinoge de a=1, on a Hx)=F{IHx-1)+H{)=-(x-N+1=-x+2 car
F(x) =-— etdanc F(l)=-1.
®

Onaalers fik)=HL01=-101+2=097,
2) 1 est définie par {x])= L La=1eltb=0%8.

s 1 1 1. 3
Au voisinage de a=1, on a f{“]=f’“1[1"1l+fl“=-1{!-”+§=-II + car
Fix)==-

H filj=—=
- et donc (1) y

]-i-h!}

On a alors 1) =1(0.98) =-

*3

% 0,245+ 0,75 = 0,505,

3) f est définle par f{x)=(1+x)", o=2 et b=21.

Auvoinage de a=2 ona:

Hx)=0(2)x-2)+H2) =27 (x - 2)+ 27 =2F|x-1) car ['(x)= 3|:I+:¢] et donc
F(2)=27.
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On a alors f(b) = {{2.1)=27(2.1-1) = 27 11= 29,7,

4) { est définle par f{x)=%"+x, =0 el b=-0,01.

Au volsinage de a=0, on a (x)=T(0)(x-0)+{(0)=x car '(x)=3x"+1 &!
donc (0] =1,

On a alors H{b) = 1{-0,01) = -0,01,

E Fenction trigenemétrique - TVI - Méthodes 1 et 22
La fonction f est définie sur R par f{x)=x" + 2x+CcosX .

1) Dressons le tableau de varations de |,
Limites aux bornes

Pourlout xréel, -lacosxs =+ 20 -12 X + 2+ COsx 2 %7 + 2x+ 1.
Au volsinage de —=, ona f(x)sx’+2x+1 avec IMmx® +2x+]=—» donc par
o

COMEaroison ll_r“nl = =ah
Au vosinage de «o, ona x° +2x-1=f(x) avec limx +2x-1=+» donc par

comparason limf = =,

Variatiens

La fonction f est dérvable sur B ef'ona (x) =32 +2-snx,

Pour tout x réel, 2-sinx >0 car sinx 51, donc '(x) > 0 ce qui prouve que [ est
sifictement croissante sur 2,

Tableau de variations
" ~f: 40
F'{x) ¥

iyl

2] Montrons que I"'équation H{x) =0 admet une solulion unique « .

Posors =R et J=R.
La fonction | est continue &t sirictement monotone de § sur J.
Comme 0eJ, d'oprés le théoréme des valeurs intermadiaires pour les

fonctions strictement monotones. 'equation Hx)=0 admet une solution
unigue o surl,

3) Avec la calcuiatrice a = -0.420 amondie & trols décimales,
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10 | Btude d'une fonction rationnelle - Méthodes 1.7, 11 et 19
P —x
=]

foeted) | ot

La fonction f est définie sur B\ I} par f(x) =

1} ©n a limf(x)=llm i , d'ob imf=—x et
e
X

Il_rl"af:-!-::,
D autre part :

!Ir_ni:-:*—x+l=2 ‘IETE:::—:{H:F:

7 = limf(x)=—= et { = limi{x) = +=.
lm’;x—]:l}' ol lillu-t=ﬂl‘ Ll

T li-'l-

On en déeduit que la droite d'aquation X =1 ast asymplote verticale,

2) Lo fonction 1 est dérivable sur R\ [} etl'ona:
(x-Dx=D-(2¢ -xe)) 2 —ax
(x=1) (x=1y
Comme (x=1F =0 sur B\, Fix) est du signe 2x*—4x qul est une
exprassion du tecond degré de racines (0 et 2,

() =

3) On déduit des deux questions précédantes e tableau de variations de |
subvant

X '

Fix) ¥ 0 - -0+
=]

I -r""." \

4) La tangente (1) a la cowbe (C, )au point A d'abscisse 3 a pour &quakion

y =F{3}{x—3}+f13}=g[x_3]+a : g‘“% ‘

i :f.+t 20 —x+ 1= 2 +1)(x-1T) 9
'5 G f e e L E.u =i ——
otk X~ (2x4D)= x=1 x=1

Llrn{f{xl ﬂ-ﬁn;%-ﬂ donc la droile (A) d'équalion y=2x+1 est

asymptote oblique & (C,) en 2= .
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Pour élodier la position relalive de [(C) &t (A) on eludie le signe de

I‘EI}-‘#=;—E qui est du signe de x-1sur R\

X i) 1 ot
2
21 - +
Position relative (4) ()
de au-dessus cla ciclessus cle
(C) et (4) (<) (a)

&) Le tracé demandé ast ke suivanl :

4

11 | Etude d'une fonction trigenométrique : « ondulations » = Méthodes 1, 4
et 25
La fonction f définie sur R par () =sin2x + 24nx et 'on note (C,) sa courbe

reprasenialive,

1) On a f{-x)=-sin2x-2sinx (o fonction x«ssink est impake), donc la

fonction | est impaine af wa cowrbe représentative ast symélrique par rappor &
Q.

D'aulre part, f{x+2x) = 8nl2x + dn) + 265in(x+ 2x) =u4n2x + 2sinx = (%), donc |
ast périodique de période 2n.

En fragcant () sur Lﬂ;:], on I'obfient sur l—n:nJ par syméfie por ropport @ 0O
{ear | estimpaire) el donc sur un intervalle de longueaur 2n,

Comme | esl pérodique de période 2r. on en déduil (C,) sur R & parlir de

sa reprasentalion sur | —mn | par fransialion de vecteurs Zri avec keZ.
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2) La fonchion  est dérvable sur B avec (x)=2cosZx + 2e0sx.,
On  en déduit que '(x)=2({2cos x=l+cosx)=2(cosx+){2cosx=1)en

appliquant la formule cos2x = 2cos™ %=1,

Comme 2(cosx+1)z0 sur B [cosxz-=1 swr R, F[x] est du signe de
2cosx =] dont on eludie le signe sur |Oix| en résolvant par exemple
Fingéquation 2cosx =120,

Ecm:—lzﬂﬂmsxa%-zﬂs.ﬁag.d’m e tableau de variations de [

() -

0 0

3) On obtient le fracé de (C, ) suivant, ce qul justifie le titre de 'exercice.

ANA

12 |etude d'une fonction irationnelle définie par morceaux - Méthodes 2, 11,
18, 19, 23. 24 et 24
La fonction | est définie sur 2 par f(x)= .IIIE;:= -4 +3| &t 'on note  (C,) sa

courbe représentative,
On admet que la drolte (D) d'équation X = 2 est axe de symélre de (C).

I} On utilse le fait que st u(x)=0 alors ju(x) =u(x). et que sl u(x}=0 alors
()| =-u(x).
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Alnsi, on a le lableauy sulvant :

M ] | 3 e
% =dx + 3 + 0 = 0 +

|x=-#x+3| Wedxae+d 0 < +d4x-3 0 W —dx+]
f(x) Jx:—#:-:+3 0 -Jl—fqn-#:-:—.'} 0 o S |

2) Dansla meswe ol 3 est une valeur « chamiére n, 1§ faut revenir a la deéfinition
pour étudier la dérvabiité en 3.

f{3+h)- f{3+h)-f
Gryest donic omend & eludisy fing ool g e JEER) IS
mg h p=s h
i (B +h)-1(3) ““m,;'—{ma} +4h+3)-3 o hihe6)
R h o h 0 R re  h

::HITLﬁ L = imi in+é =
,'f:',';,‘“ Jnhi—h ,,";,;":' -1

On déduit de cela que | n'est pas dérvable en 3 el gque sa cowbe
representative vy admet une demi-langente verticale & droile de 3.

De méme, la limite du toux d'accrossement en 3 pour h > 0 &st infinie donc o
cowbe représentative de | admet une demi-langente verticale a gauvche de
3, donc finolement une langente verticale ouv point d'abscisse 3,

3) Lo fonction | est dérivable sur fout intervalle inclus dans &5\ [13] et
; 2% -4
Fix)= sur ool [iee
Ut) s =i Pies]
, E:{+4 '
ix)= SLIr
-..‘ +4) = } :{

LImI{x}—hm x“l—i+1|=+x.
e X

Ona finalement e tableaw de varlations de f suivont :

— 1 2 3 v
'(x) - + 0 - +

| w_________ﬂﬂﬂlan-ﬂf__’

{Jx —ax+3-(x-2))(x —4x+3+(x-2))
{Jr: ~4X+#3+(x- i}]

4) Umf(x)-(x -2)
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(7 - 4x+3)-(x-2) -1
M = M — =0,
S Jx'—4x+3+{:-:—2] **“Jx*—4x+3+[:~:—2}

On en déduit que la droite (A) d'équation ¥y =x-2 est asymplole oblique &
(S Jen =,

) On obtient le trace suivant compte tenu de la symeétre d'axe (D).

13 | L'inégalité fondamentale de convexité avec deux réels a ef b puis
application - Méthode &

1) Soit | une fonction convexe sur un infervalle |, deux réels a et b de |, un rédel
i de lintervalle |01] ainsi que les points Alalf(a)). Blbf(k)) et

Mka+(1-2)b.at(a)+(1- 1) (b)) .
ra+(1-2)b-b =ki{a-b)
M)+ (1-2)f{b)-i(b)=A{f(a)-f(b))

=1BA avec iLe |0.1] done le point

M appartient au segment | AB| ce qui prouve «au passage n que le el
ra+(l-L)b appartient a l'infervalle fermé d'exfrémités a et b,

B3] Comma la fonchion [ ast convexe wr lNinfervalle d'axfrémites a & b, e
segment | AB | est au-dessus de ko courbe représentative de | sur l'intervalle

cl’exirémilds a et b,

Le point N{ka+(l-k)bt(ra+(l-%)b)) de la courbe représentalive de | esl

donc en dessous du point M{ka+{1-A)b.at{a)«(1-L (b)) du segment | AB |
ce qui prouve que flha+(1-A)b) = xja)+(1-x)Hb) (i

2) Avec les notations précédentes, st la fonction est concave alors e poind
Mka+ (-3 )b (A +H—Hb” de la courbe représentative de | est au-dessus

du point M{Aa+(1-Ajb.af(a)+(I-2)f{(b)) du segmen! |AB| ce qui prouve
aue l'inégalité (i) devient Al{a)+(1=-A){b) = f{ia+{1=L)b) (8.



290 Chapitre 2

3) Pour touf x réel sinclement positif :
Fx+1 2fusl sl _ 2 1 27 |
£33 j—-l= g — R —fl s J=x+—xl
2% 3,’ s lee =-BJE+3J‘ ’3:: .

En posant 1(x)=Jx cette demidre indgalité s écrit ;

2 | £ 2 |

_I +—r — — X - — a

3{14] 311} rfjx 3:11

ca=x el b=1 gul es!

On reconnall lNinégalité de convexité (i) avec L=

- |
vrake puisque [ est concove sur J'EI.+='.| [f'!:r.]:—T <0].
- Aa)

L b

14 | Lecture grophique - Méthode d'Euler - Méthodes 1, 27 ef 28

La fonction | ast définie e dérvable cir 3, ef sa déarivée " et d'une part de

la lome I'ix}:-_hiinir a. b et ¢ sonl des réels), et d'aulre part sa

W D
cowbe représentalive est la suivante ;

P SRR G B 0 LTl (Ot SR o
i i i [ I I
I Jz | i I

| I 2 Y TN (N S (e |9
1 I L A 1 1
| | | — @ T
I i | _{{ | i L
-3 z_/ o 1 2 3

— L L i i i

I e RS S N (—— L
| i | T B
i i I I I i

T B o I - [ e P R

I) Variations de {
a) Par lecture graphique, on détemine le signe de ', et on en déduit alors les

varations de f

Fix) -
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b) Déterminons 'ix) porle calcul & partie de sa courbe,

Ona I'(-2)= ~—§. f'{n%}zn et (1) =§. ce qui peme! de former e systéme

suvant ;

-4 +0 2

d-Zbrc 3 |A4+a)=-2{4-2b+c) [sp-2c=-]
i=l+a=0 0= ==

2+a 2 3(2+a)=2(l+b+c) o+2c=7
l+b+c 3
On ablient clors ci=l, bal, c=2 ef done Fi(x)=—20
2 x*+x+§

c) Le dénominatlewr atant strictement positil (discriminont stictement négalit
et dgne du coefficient de x° positil), F(x) est du signe de 2x+), ce qui
pemmel de relrouver par le calcul les variations de la fonction f.

?] Courbe « approchée u de la courbe représentative de f sur | -1,0| avec la
méthode d'Euler sachant que f(-1)=1.

%g = =1

a) Explquons pourgquol la wile de points M [x.y,) fels que L’ : ef
D=
%o = % + 0,01 tier de I'intervalie | 0:100 t de répond
) avec n entier de lintervalle |0 permet de répondre
Yo = Yo +1(x, ) %001 o190

a la question.

On vous rappelle que pour h & voisin » de 0, M'approximabion d'Euvler repose sur
I'égalité fla+h)={a)«h+fla), ce qui permet en réitérant d'obteni
flasZh)=f{a+h)xh+Ha+h) une fok que fa+h) a ete oblenu a la
pramiére élape et gind de sulle...

Comme [(=1)=1, 1 est normal de partir de M, (=1:1).

Dans Nexercice pour passer de I'élape n a 'etape n + 1, 1 es! proposé de
prendre un pas de 0.0]1 pour oblenk 101 points qul & approchent » la couwrbe
représaniative de la fonction | par la méthode d'Euler.

Ceda donne v, =f(x_, )=flx, +h)=F{x )= 001+f{x )=y, +F(x }=00] et bien
r %, =%, +0,01,
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b Expliquons comment compléter lo page d'Excel suivanie pour insérer un
graphique qul permet de répondre G la question,

E A 8 Codiib il
1 Pas  Dérivée del x f{x)
]

2

|

=

En AZ, on entre le pas c'est-a-dire 0,01,
En B2, on enfre la dérvée cest-O-dire « =(2*C2+1)/(CZA2+C2+5/2) », puk

on copie el on colle jusqu'd la ligne 102,
En C2, on entre =1 puisque M (-1:1).

En D2, onentre 1 puisque M, (-1:1).

En C3, on enfre = C2+ 3$A%2 », puis on copie et on colle jusqu’a la figne 102,
En D3. on entre 'approsimation o' Euler ¢ =B2*($A32)+ D2 ». puis on cople &l
on colle jusqu'a la ligne 102,

Ensuite on insére un graphigue [insertion - nuage de points - cowrbe lsée),
cpres avolr sélactionné les colonnes C et D.

On oblient la cowbe suivante ¢

fix)

-15 1 05 0 05

) Retrouvons celle courbe avec un algorthme en langage FPython.
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On entre I'algorithme suivant :

1 def derdv f(x):

2 return (2%x41)/(x**2+x45/2)
3

4 import matplotlib.pyplot o plt
3 1mport nuepy A np

&plt.axis ([-1,0,08.8,1])

7 plt.grid

& x=-1

S ynl

18 h=d,.81

11 absc=[]

12 orde=[]

13 for i in range(9,181):

14 x=x+h

s y=y+h*deriv_f(x)

L& absc.append(x)

L7 ordo.append(y)

18 plt.grid()

15 plt.plot(absc,ordo,color="black", linewidth=1.8,linestyle="-")
2@ plt. show()

On lance I'algorithme et I'on obtient :

1000

0975

0950

0925

0900

0850 1 - -

0825 ¢

0.800 . T T
=10 =08 0.6 0.4 0.2 0.0

15

Dérivée n™ d'une fonction - Approfondissement - Méthode 1

La fenction | est définie sur [0:+=| par f(x) = L atl'on note 1 so détivée nitme
X

pour n entier non nl,

1) Détarminons 7" pour ns 51
Ona: f”"[:;}-m— F"Ix} f'“{xl-u-—-. (= 1. e 1
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2) On peut conjecturer gue pour tout entier nnon nulf™ (x) = (1) — o
X

Feel

3) Démontfrons par récurence la formule conjeclurée,
P H
Pour ne I, pasons (P ) 7 (x)=(-1) HT
b

Initialisation : (F,) est-alle vrale §
i M |
(-1 o> i

=1"{x) donc (P} est vraie.
X

Hérédité : Pour nz 1 queliconque. est-ce que I'on a (P, ) viale = (P._ | vrale ¥

n L} !
= Soitne ', supposons que (P, ) est vrale c'est-0-dire que I'"'(x) =(- ]:| b

On doit monftrer sous celte hypothése que (RB_,) est vraie c&slﬁdm que

el aer (4 1)1
() x) = (-1 C

En dérivant membre a membre 7' (x) = (- " _J on oblient :
i

w A1) ....[ml]t

I x)=—~(-1) ———=1-1)

= Conséqguence : pour foul neN*, (P ) vrale=(P ) vruie L

-.I'a-1|1-|

Conclusion : Par recumence, pour tout ne N, (R ) est vrale,

I 16 | Etude d'une fonclion rationnelle avec une fonction auxilicire - Méthodes
1.3,7.11, 1% et 22
. S
La fonction | est définie sur R par flx}_—.%}:ﬂa
|} Elude d'une fonction auxilialre
La fonction g est definie sur & par g{x)= % +3x+8.
al La fonction g est délinie et dérvable sur R avec g'(x)=3x"+3>0 ef

I'I'_'l'_j 8

L
Far consequent ||2‘|Q = - &l img =+ &t "on a le tablequ sulvant :

i it o +
g'(x) +
e
Q -
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b) Posons |I=R et J=H.
La fonction g est continue e strictement croissante de lsur | (%) =0 sur ).

Comme Oel, d'aprés le theor@éme des valeurs inlermédiares pour |es
fonctions shictement monolones 'équation g(x)=0 admet une sclution

unique a surl
Par dichotomie. a=-L51 & 107 prés.

c) ['aprés les questions précédentes

b =¥ 0 7
ol %) - 0 +
2) Tableau de variations de f
3 _t_E] .
!‘hx: %’ =|Im“[1+H: x*}

a) Umf{x) = lim Jdone Imf = = et IImf =4

Gd) =)

x x*

) La fonclion { est dérvable sur B et :

(x)= (3% +2x (27 +1) = + 27 =3 )(2x) R +35° +8x  %g(X)
(" +1) (Ca) ()

Comme {,-,‘G +I}: =0, Fx) est dusigne de xg(x)sur .

c) On déduit des deux questions precédentes l& lableau sulvant ;

% —o5 a 0 it
fix) + 0 - 4] &
e 4

3) Asymplote obligue

alOna:
cxed (Qxsb)[xF «Nrensd ad +hd +(0+c)x+(b+d)
X+ Dt = ; = ; .
x*+] % +1 X+
a=| a=1|
P aniiicetion 17 &P oidone Hit)ekei=Et4.
a+c=0 == X +1

b+cd=-3 o=-4

4

H:[H --E-,-
o

X+d
= fim| -

W 4]) s

b) Hr::{r{x} =(x+1))= Itr'n[-

L]
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On en deduil que la courbe représentalive (C)) de lo fonction | admet la
crolle (A) d'equalion y=x+1 comme asymplole cbliique en +=,

c) Posifion relafive de [C) et (A) :

W - '-'d i sild
fa)—{x+1) L =
| ) (3)
Position relative de (C,) et (3) | Ay-dessus de Ausclessus de
(A) ()

4) Courbe représentative
a) Dons la mesure oU le nombre dérivé en a est le coeflicient directeur de la
tangente @ (C,) ou point d'abscisse a, les abscisses de | et 1 sont solutions de

(%) =1((A) a pour coellicient directeur 1).
{x)= 1‘='E—T—EE=EI*= s+ 3 + 8=+ 2"+l " + B -1=0

(% +7)
A= {-4—\{'?:‘4*‘-“?’ !

Les abscisses cherchées sont done —4-J17 et 417

a2 olse’-3 g+ 20 2o -3)-(3a+2)(a +1)

b) f - =
] {'-'1] 2 P B 2 2':‘:‘:*‘:'
20 + 20" - 630’ +3a+ 20" +2) _g® _3g-8 ala) _o
2(a* +1) 2[et +1) et + |]: '
3x(-151)+2 .
On en déduit que fla)= ol i . ==126 4 107 prés.

2 2

c) Tragons (C, )el (A) :
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17 | Détermination d'une fonction rationnelle puis élude de cette fonction et
d'une fonction dédulte - Méthedes 1, 4, 7 et 19
A Lax+b
xtad
Pulsque la courbe représentative (C_) de g o pour tangente au point 1(0:3) la

1) La fonction g est définle sur & par gix) =

droife (T) d'équation y=4x+3 celaimpose g(0)}=3 el g'(0)=4 (g'(0) est e
coefflicien! directeur de la tangente (T) & (C,) au point d'abscisse 0 c'est-a-

dire en 1],

Axd a3 (Gx+a)(x® +1)-[3x° +ax+3){2x)

3=ﬂlﬂl=b=ﬂlﬁl=wiﬁ[!}= [ +1)

3¢ +4n+3

4=g(0)=a=g(x) =237

2) La fonchion | ast définie sur R par 1= t8X43 o sa cowbe

X +1
représentative est notée (C)).
&y =“{x=:]}*ﬁ"=uftﬂ:+u
x+1 x +1 1+
el donc f{x) =3+ ,,4” .
X+

, donc par identification a=3 et f=4

B) Lo fonction | & dérvable ax R el avec 'expresion frouvés au a) on o
4({x" +1)=[4xM2x
L il e el ) W

sx(1=x7) qui est du signe de (1-x7) car

{x:+lf (%% 1)
4 _.owrR.
[x* +1)
; - 4% o 4 -
D'autre part jmfix}qjm 34— |=lm| 3+ —— |=3.

f{Hl.} s :-:[l+lq]
e «

Onoen deduit le tableau de varations suivan)

¥ - -1 | 4
Fix) 0 0
3 5

( ---‘-\"“-h | ‘_’_’__,..«-J' ""--._,_‘_‘
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c) Pour &tudier lo position relative de (C,) et de (1) on étudie le sane de

Ax— x| x* +1 3

ﬂ-“]-{"'?‘!+3]={3+ f-:. ]—{4x+3}= A{ ]= e (-x) qui est du signe

s | x4 LY |
cle =¥ car _1 =0 r R.

x4+
On en déduit le fableaw suivant :
X - ﬂ' EE
flx)=(4x+3) + 0 -
(1) (Ci)

Position relative de (C) et (T} | au-dessous de Au-dessous de
(C) (1)

REMARCIIE : Le paint I{0.3) est un point d'inflexion.

3%+ dfx|+3

ef sa courbe
% 4]

3) La fonclion h est définie sur B par hix)=

représentative est notée ().

3(-x) +dl-x]+3  3x' s de+3
(-%)" +1 x
gue la fonction h ast paire,

al ¥xe R hi—x)= hix). donc on en dédui

La courbe (C,) est donc symétrigque par rapport & (Oy).

b) Tragons (C), (T) et (C) :

Sur [+ | |x|=x denc (C;) et (S ) coincident. Ce n'est pas le cas sur ==
ot (G, ) s"oblient par symétrie par rapport & (Oy) (d'aprés 3) a)).
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I 18 | Etude d'une fonction trigonométrique définie par morceaux - Méthodes
1.3.18, 23 et 25 _
1) La fonction g es! définle sur |Oix | par gix) = xcosx —dnx,

al Ona gix)e=lxcosx+x{=sinx)-cosx ==xsinx =0 car =x=0 el sinx=0 sur
Lﬂ:n_].

L& tabledw de varalions de g est donc le suivant :

® 0 o
aix) =

g

b) ©n déduit du tableau précédent qua alx) =0,

f(0)=1
2) La fonction | est définle sur | Qx| par .
Lo:= r.::-:]ﬁ’% sixe] 0]
a) Comme I.Iﬂﬂx} = Emﬂ; =1=H0) la fonchion | est continue en 0.

Finalement, comme xmﬂ% est conlinue sur | Oix| comme quotient de

fonctions continues dont le dénominofeur ne s'annule pas, o fonction f est
conlinue sur |Oix|.

b} La tonction | est dédvable sur | Gixj etl'ona:

(cosx)(x)=(sinx)(l) alx)
» X

Fix)= <0 (d'aprés 1)),

On en déduit le tableaw de variations de | suivant @

% 0 R
f'(x) -

*+ 9

c) La fonction h définie sur Lﬂ'-nﬂ:l_ par hix)=x=sinx es! dérivabie sur LD*"""‘I, el
W{xj=1-cosx =0 cor |z cosx.

Comme vxz0 -lz-sinxsl=x-lsx-sinx=h(x) aovec Imx-l=+x par
comparaison ]Fﬂi‘t =+at , o "ol le tableau suivant :
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W(x) +

0

On en déduit que vx =20, hix)=x-sinx z0.

3
d] La fonction k délinie sur |+ por l::{x]:s&nx—x+% est dérvable sur
|Oi+e| el K'(x)= ::ns:-1+%n’ dont le signe n'es! pos évident & détermminer,
c'ol V'icdée d'étudier les varations de k' comme le suggére le dcoup de
jaauceE i,

La fonction k' definke sur |+ est derivable sur [0+ et I'on a
k7(x)=—sinx+x=h{x) =0, d'ol le tableau suivani :

F 0 4t
k(%) +
>
K
4=
k'(x) i
—
[ 4
0
k(%] +

: |
Finalement powr fouf xz0ona. Dok(x) et donc X -sinx s%-

¥
e) D'aprés cj et d) pour tout x20 ona; 05 x-sinx si— el par conséquent

3
v 20, -%ﬁﬂﬂx-l <0,

En mullipliont I'inégalite précedente par & powr x=0 on obtient que pour

tout x>0 —E‘} <I0X_1_t(x)-1(0) <0,
&

On recommencea (o méme mullipication por ;I pour ¥ =0 pour finolemeant

fix)-1(0) fix)-1{0
ﬂbfaniquemm!uut:ﬁ:-ﬂ-—:-:; {”x{ '- [.'-:: U{ "-_=E].
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D'aprés celle demigre inegalité, en appliquant le thewéeme des gendamies
f{x)-1(0)
i ————

ned =

=, ce qui prouve gue | est dénvable en D avec 1'[0)=0.

19 | Fonction trigenomeétrique déduite d'une fonchion rationnelle - Méthodes
1.2,7. 11 et 25

Partie A
La fonction | est définie sur B\ {-2] par fix)=

représaniafive.

L=

—

=3

el l'on nole () so courbe
2+

1) Umft(x)= lim

: = cdanc Imf =z—= et IMf=+.
T EJ ¥ I+_2 - -

~
fim(1-x")=-3 lim[1-x")=-3

Sl O+

= limf{x) =+ ot = limf({x) ==

Im(2+x)=0" 7 im(2+x)=0" =7

s g

2) Lo fonction | est dérivable sur B\ |-2} et l'ona:

(=224 x)= (1= )]) - ax-1
(2+x) (24 %)

—x¥—dx -1 car (2+x) =0 sur ®\-2].

fx)= gqui esl une expression du signe de

L'exprassion du second degré —x° - 4% -1 a pour racines —2-.J3 et 2.3
cl'ou le lobleau de variations de T suivant ;

K - 203 -2 ~2++3 o
(=) - 0 + + 0 -
e £ #—'?JE

i ~~a A ,:r "'--..__*_
.n|+2.’||'.-'3- . =it
c _(ox+b)(x+2)+¢c ¥’ +(20+b)x+2+c

A0 3 m+b+x+i' %+2 e x+2 GG PO
a=-1 a=-1

identification 120+b=0<=1b=2 uf{u}=-n+2—%,
beo=1 Co==3
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4) On a Iﬂ{f{x]—{—x-rﬁ}}: ﬂm—%:ﬂ donc (C,) admet la droite [A)

L

d'équation ¥y = —x+ 2 comme asymplote oblique en 2=,

5) Pour délerminer la position relative de (C) el [A), on &ludie le signe de

flx)=(-x+2)= _;'._LBE sur ®\|-2} etl'on résume dans le tableau suivant :
*
® = -2 et
fix)=(-x+2) + -
(<) (4]
Pﬂiﬂb:l"l- I'EEF'IZITI"H"E dEf '_‘:rj Bf ['.'I’ MEHUE s NJ'CI'E‘EEUS 'E!'E‘
Y (<)

Construisons (C, ) et (4) :

Partie B
La fonction g est définie sur R par g(x)=

1-siy x

T et l'on note (C, ) sa courbe

représenboative.
On remarque dans un premiar temps en ullisant e o coup de pouce » que
pour tout X réel gix)=(feu)(x)=f{u(x)) avec ulx)=sinx,

1) Pour h réel, ﬁin[ % -h = cosh donc :

lsin[-;-r-rh

g[%—h]:g[g+hl= ficash).
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On an dédult que [C’,;} ast symétrique por rapport a la drofte (D) d'équation
n

}l:=—r-.
2

2) Pour foul x réel glx«2g)={(sin{x+2r)) =f{dnx)=g(x) car x+ssnx es

perodique de pérode 2z,

On paut abtenir (C, ) sur {—Ea—;I a parfir de so construction sur \.—%I—;J par
symétrie parrapport & (D) (d'aprés 1)).

On compléte ensuite par trandalions de vecteurs EImT pour KeZ pour
obteni (C,) s R,

3) On remarque o 'abord que X~ sinx est conlinue et shictement croissante

o
e |=| === sur J=|-1:1].
=55 sor 3=1-1)

Comme —1+-.EEJ. d'aprés le théoréme des valeurs intermédiokes pour les
fonctions sticiement monotones I'équation sinx = -2+3 admet une solution
unique a sur |,

Par cichotomie a=-0.27 & 107 prés.

On applique o' autre part la définition pour étudier les varations de q.

En effed, pour a el b réels :

—%Sﬂibs’u:rﬁnl—glﬂﬁnﬂislnbﬂﬁhu :+—Igslnasslnb£—2+~f§el donae

-% casbso=H-1)st(sing) <1(sinb) <t(-2+ 4"3'] =4-2.3

[La fonction | est crolkssante sur !_-l:-2+-f§ J.}

On en  déduit  que -giﬂ'shﬂ i :-Dﬂg{d}ﬂg[h}idwiﬁr el par
conséquent que g est crolssante sur l—;; :uJ .

On démontre de méme que pour a et b réels :

uﬁnsbil—;: d—iﬁzg{ulzgfb}aﬂ. al donc que g est décroksante sur

3/

Finalement, an obtient e tableaw de varalions suivant ;
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x| _= p G

2 2
4-23

2 3 B * 5

4) La courbe représentafive (C,) de g est la suivante :

20 | Llinégalité fondamentale de convexité avec n réels x, .x, puis

application - Méthode &
1) Soit | une fonclion f convexe sur un intervalle | noréels x.x.. .x_ deletn

réeels stictement positits & A4, telsgue A+, +-+h =1,
D'avire part, (I, Jest lindgalité flhx, + -+ Jshf(x )+ -+ 1{x.).

a) U'inégalité (I, )corespond & A =1 el s'écril done f(x,) = f(x,) ce quiest vrai.
Linégalité (),) comespond & i, =1-% avec k= |01 el s'écrit donc
Fla, # (0=2 s )= if(x ) #(1= 2 ) (X ) ce quiest vral o' aprés "exercice 13.

b] 5ol n un entier supéreur ou égal & 2.
Supposons que (1 ) est vraie.

Maonfrons sous cette hypothése que (i,,) est vrale,

{ mad

Considérons I{Za,x,] 00 %, %yir-sk, 500 e rdels de | ot Moy, Nl
réels strictement posilifs fels que 2 +3, +-+k +4  =1.

En posant ih,x_ =lil., ]y el k= ih, on obilent :
-] [ ]

'[nhi.l""‘- }=T[,§,m+i.n.,x,..]=rtiw:-f+i1~:~n}xﬁ.11.
Comme (I,) estvraie ona: H{dy +(1-0; Jx.. ) s i Hy )+ (-4 JFx, . J(H).

Comme f;y}=f[i§1:&;n, ]: T[Z:‘;:x,

avec i-:'— = | an peut appliquer (1) a
bl el

1(y) ce quidonne f{y)= ¥ 211(x ).

al "":.

On en dédult que ;
- - =al
P {7 O O O | B :-.,,Z_i-ur[x,h (1=Ag )X, )= A0 )+ 2 (x0 ) = TR M%)

=l 'Lli'
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D'aprés (i) : f[f:-ﬁn.]s;:‘:mm.

c) D'aprés al et b). par récumence, 'inggalité (I,) est vraie pour tout entfier n
superieUr ou dgal a1,

A=l Frel
2) Lorsque | est concave sur |, Ninégalité (i, ) devient 3 at(x )< I'{E.E,xl l
-l

L=l

3) Soit nréels x,.x. .- %, positits et n réels sticlement posififs L 4., & tels que
l"l +.?l! + +j'|r| =i ].,

X o+ ¥X
Ona e+ gﬂﬂ::,‘-fa% ¥ '+IT1'| X, 'J%“-* . +%xﬁ1

On reconnalt I'inégalité de la dewdéme question avec f(x)= -f; et pour tout |

enlier compris entre 1 et n, A =E, qui bien sir est vroie puisque la fonclion

J'll-'lr‘\f'; est concave sur [(i4=| [f'[;-:} = deE «:ﬂ].



Chapitre 3
METHODES SUR LES FONCTIONS
EXPONENTIELLES, LOGARITHMES

ET PUISSANCES REELLES
EXERCICES & CORRIGES

Exercices

l Elude de varialions de fonclions exponentielles - Methode 1
Eruu-ﬁz Ies wariations des lonctions suivantes sur leur ensemble de délinition

1) définie par fix)=2"" +x-1
2) { définie par f{x) :e“” -3x+)

2 Elude de variations de fonclions logarthmes - Méthode &
frl_n_qu-.‘-' les vormtions des lonctions suearntes sur leur ensemble de définifion @
i) | cléfinie por f{x)=xnt-x+3

2) t définie par f{x)=In{x* + 1]+ x

3 | Etude de wvariations de fonctions puissances réelles - Meéthode 11 -
Appmfundlssrmtnl
Etudier les variations des lonctions suivantes sur leur ensemble de datinition ¢

1) | définie par fi{x)=(x*+1}*
2) T définie par f(x)=x*

i Comportement local el asymplotique avec la fonclion exponentielle
Méthode 4

Eludiez le comportement des tfonctions subvantes aux bomes de lew ensembie
de definition :

1) T définie par f{x)=e"-x+1

21 1 définie par fix)=e" =x* -3
3) | definie par f(x)= xe -1

W —||

A) T définie par f{x)=x
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E Comportement local et asymptotique avec la fonction logarithme
népérien - Méthode 7

Etudiaz | comportemant des fonctions suivantas aus bomes de leur ansamibie
de délinition

1) { définie par fixj=Inx-x+1

2) T définie por f{::j =% Inx-xinx+3
(1

3) I delinie par Hx) = xlni -]
T

Eﬁ Comportement local el asymplotiqgue avec des fonclions pulssances

reelles - Méthode 12 - Approfondissement
Etudiez le comportement des fonclions suivantes aux bomes de lewr ensemble

de definition ;

1) f définie par f{x)=(x* +1}3',
2) 1 cléfinie par 1(x)=x"

3) 1 définie par 1(x)=(e*+1J

E} Résolution d'équations et d'inéquations - Méthode 8
Résolvez les équalions et inéquations sulvantes :

1) e -3=0
2) e™ _4e" +3<0
-3, !ﬂl:?:—r':l'l-

4) Inj == + 4x +3)=In3
S nfx+lj+inix+3)=in3
&) tnl{f+u—2}~;ﬂl

7) X+ =221

Ei Inégalités de convexité avec les fonctions exponentielles et logarithme

népérien - Méthode & du chapiire précédent
On admet que ko lonction exponentielle est convexe et que la fonction
logarithme népénen ast concave.

1
On rappele gue powr a=0 et na 17, Yo =aor
1) Montrez que pour loul x réel, e° = 2e? -1,
2] Monitrez que powr ne [ et nréels sinctement positifs x,,....x_ :

K . i ] o
,."|||:r:. M- = —ﬁ—'-‘]—i’- (inggaliteé arithmeélico-géomeatrique).

Coup de pouce: Pensez a uliliser la lonction logarithme népéren ef sa
concavile.
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E Etude d'une fonction exponentielle avec fonction auxiliaire - Méthodes 1,
2etd

On considére la lonclion | définie swr 5 par f{x)=

ef I'on note (C,) sa

-
courbe représentotive dans ke plan rapporté d un repére arthogonal [D?I}

Partie A
On considére la fonchion g definie sur B poar g(x)=e"=x-1.

1) Dressez le tableaw de varictions de .
2 Déduiser-an le signe de g, puls I'ensemble de dafinilion de 1.

Partie B

1) Détermines les limites cde | aux bomes de son ansemble de définition,
2) Interprétez graphiquemaent les limites précédentes,

3) Dressez le tableau de varlations de |,

4) Donnez une equalion de la tangente (T) a (C,) en O,

5) Donnez la position relafive de (T) et (C).

&) Tracez soigneusement (T, ). {T) ef ses éventuelles asympicies,

i 10 | Lecture graphique - Fonction exponentielle - Théoréme des valeurs

intermédiaires - Méthodes 1, 3 et 4
On considére la fonction | délinke et dérvable swr & dont la couwrbe

representative [, ) dans un repere orthonormes {DTI] st la suivante ;

e

b r-.r:..'-r--r-r-r-r——---n

m Le point [|0.1) est centre de symétrie de (T ).
w Lo droite (D) est asymplote & (C) en 2= .
s La droite (T) d'équalion y=(l-e)x+] est la langente a (C,) en .
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Partie A - Expression de
1) Montrez qu'l existe une fonclion g dérvable sur R, admettant comme
fimite 0 en += telle que f(x)=x+1+glx].

21 Monitrez que pour foul xe X, f(x)+f{-x)=2.

3) Déduez-en gue la fonchion dérivée F de | et palre.

4) On admet qu'll exisle a et b réals tels que g(x)=(ax +bje™ .
Déterminez a et b,

Partie B - Elude de |
1) Montrez que Fix) =1+(2x° —I]e"""-

2) Dressez le tableow de varialions de 1 sur | Oi+=) |

3) Montrez gue I'équation 1'(x) = 0 admet une solufion unique a sur | O:4=| et

donnez une valewr approchée de o & 107 prés.
4) Déduisezr-en le tableauw de variations de { sur Lﬂ:q-:i:{ -

5) Déterminez Ha) sous forme d'un quotient de deux polyndmesen a.,

i 11 Fonction exponentielle - Tangente particullére - Méthodes 1 et 4
On considéne la fonction | définie sur & par f{x)=xe"" +1 el 'on nole (C,) sa

courbe représentative dans un repere orfhonamoal [GIT] ]
Partie A - Etude de la fonction
1) Déterminez limt . Gue peut-on en déduire pour () 7

2) Détermireer l‘nﬂ\f .
3) Daterminez le tableau de variations de [,

Partie B - Elude d'une tangente pardiculiére
Soit ae B, le but de celte parlie est de chercher s'il existe une tangente (1)

a (C, ) qui passe par O,

1) Pour o e R quelcongue, donnez une équation de (1 ].

2) Démontrez que (T,) passe par O si et seulement si I-a’e®™ =0,
3) Démontrez que | est I'unique solulion sur |0+| de |-x'e' = 0.
4) Repondez au probléme posé dans cette partie.

i 12 Etude d'vne fonction logarithme avec une fonclion auxilicire - Méthodes
&et7

Partie A - Etude d'une fenction auxiliaire
On considére la fonclion g délinie sur [0i+x| por gx)=2x" -142Inx.
1) Dressez le tableaw de varafions de g.
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2] Montrer que "équation gi{x)=0 admetl une solulion unique o donl vous

donnerez une valeur approchée a 107 prés.
3) Deduisezr-en le signe de g.

Partie B - Elude d'une fonction logarithme a l'alde de la partie A

On considere la tonclion | definle sur |0is=| par {{x)= Ex—m—_:': et I'en nole
X

(C,) sa cowbe représentative dans le repére arthogonal lﬁ:ﬂ .

1) Déterminez les limites de f oux bormnes de son ensemble de définition.
2) Dressez la tableau de variafions de | jullisez la partie A).

3) Montrez que la droite [A) d'équation ¥=2x est asymplote obilique el
etudiez la position relative de (A) et (C,).
4) Tracez (C,) et [4),

13 |Etude d'une suite définie avec une fonction logarithme - Méthedes & et 7

Partie A - EBlude d'une fonction logarthme
On considere la fonction | deéfinie sur | Oi+«| par rlx}-ln{x*l}réx‘,

On note (C,) sa courbe représentative dans un repére orthonomée (0.7

1) Dressez le tableaw de variations de f,

3 Déeterminez 'équation réduite de la tangente (1) a4 lo cowbe
représemiative () au point d’abscisse 0.

3) Tracez (C;) et (7).

Partie B - Elude d'une suite définie avec la fonction f

U, =1

U, =tu,)

1) Construlsez le graphe o WEB » relatif & catte suite,

Z) Quelles conmjectures peut-on emetire relaliverment aux comportements
globol et asymplofique de cette suite ¥

3) Montrez par récumrence que (U ) est crobssante minonde par 1.

4) Montrez par 'absurde que (U, ) n'est pas mojorée.

5) Déduisez-en iml, .

On considére la suite (U ) définie sur I par



312 Chapitre 3

Etude d'une fonclion logarithme - Tangente particuliere - Méthodes &, 7
etd

Partie A = Elude d'une foncton legarithme

Cn considere la fonction | définie sur |E+«| par qu].:lnx—# af I'on note
(C,) sa cowrbe représentative dans un repére orthonormmé {D.T.i] .

=]
D'autre part. on note (C_) la courbe représentative de x—inx sur [T+ .

1) Dressez le tableow de variations de 1.
2] Donnez une interprétation graphigue de Ilrg{f{u—lnx] aprés Vol

déterming cetle limite,
3) Eludliez la position relative de (C,) et (C,).

4) Tracez (C,) et (C).

Partie B - Elude de tangentes particuliéres
Dans celte parlie, on cherche les tangentes a (C)) passant par O,

1) Solent ae Jt+e el (1,) lotangenie a (C)) au point d'absclsse a.

Monirez que (1,) passe par O sl el seulement si f{a)-af'{a)=0,

2} Soit h la fonction définie sur [L+=] par hix)=1(x)-x"(=).

Monftrer que résoudre h(x)=0 equivaut a résoudre sur Jl‘+=r.1_ I"equation
(inx)’ =(Inx)" <inx=1=0.

3) Soit k la fonclion définie sur [0i+a| par k(t)=F -+ -t-1,

Mantrez que 'equation k(1) =0 admel une solution unique o et donnez une

valeur approchée de a a 107 prés.
4) Montrez alors qu'll exste une unigue tangente & (C,) passant par O el

precisez [a.,

E 15 | etude d'une fonction logarithme - Fonclion auxiliaire - Dérivabilité -
Methodes & et 7

Partie A - Fenclion auxiliaire
On considére la fonction g definie sur | i+« par g{x) = -—E-i =In{x+1j,
¥ &

1) Dressez le tableou de varalions de g.
2) Déduisez-an le signe de g;

Partie B - Elude d'une fonction logarithme définie par morceaux
On considere la fonction | definie sur | Oi+e| par;
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1n{1+xi
X

f{x)=
f{O)=1

'S-IHE}D:*-#![.

1) Montrez que s JEI.‘H':L, ona (%)= E;E:—.‘I- .

2] Dressaz alaes le tableau de variations de f.

3) On s'intéresse dans cette quastion, a la dérivabilité de f en O,

a) Montrez que f est confinue en 0.

b} Monfrez en eludiant les variations sur |0+ de la fonction h définle par

b ]

hix)=In(1+x] -[ * +% + %] et en calculant (1) que pour tout réel x positit on

. .

AT 3
aln(l+x)sx T

) Montrez en raisonnont de méme, que pour loutl réel ¥ posiit on a

=

X
-H.'-""-‘_iln Ij-}'.' .
> <In(l+x)

d] Dédusez de b) et c) gue f est dérivalbile en 0, puls donnez une éguofion de
la tangente (T) 4 () ou point d'abscisse 0,

4) Tracez (1) et (C,).

i 16 |Fonction logarithme - Lecture graphigue - Algorithme - Méthodes 6 et 7
Sur le graphique cidessous, on a froce, dans le plan muni d'un repére

orthonormeé [GTT ] la courbe représentative (C,) d'une fonction f définie el

. - q\
14 [ (<

A
R 1

dérivable sor JD.'+--:-|_ :

T T T T
.4 3 4 E

On dispose des informations suivantes :
- A(LD), B{E2), C{O:2) :

- (BC) est tangente & (C,) en B ;

- Jae ]D‘-i—'r[ E’rbE]ﬂ:ﬂ[. x>0 l{x)=

a+binx
X

1) ) En utilisant le graphique donnez (1) et £(1).
b) Déterminez 1'(x) en tonclion de g et b.
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c) Déduisez-an les réels a el b et |'expression de f(x).

2) a) Etudiez les limifes de | aux bornes de son ensemble de définition,
b) Dresser le tableau de variation de f.
3) Montrez que I'équation ({x)= | adme! deux solufions o el § avec a<fp.

que vous encadrera? entre deux enliers,

4) On considére |'algorithme sutvant :

Variables : g, b, m son! des réels,
Iniialisation : Alfecter & a la valeur (.
Aftecter 4 b la valeur 1.

Traiternent : Tant que |b-a| =0,

Affecter &« mulo volewr >(a+b).

51 fim) <1 alors Alfecter & wanla valeurum

sinon Affecter & b lo valeur m.
fin de 5i.

Fin tanf que.
Sorie - Afficher a.
Alficher b.

a) Compréhension de I'algorithme
Expliquez a guol comespondent les valeurs a et b que renvole |'algodthme a1
justitiez pourguoi en completant e tableau suivant on las obtient.

Etape 1 Etape 2 Efape 3 Etape 4 Elope 5

) Vérnfier que votre raiionnement est exacte en programmant 1" algorthme
en langage Python,

17 |Résolution d'une equatien fonctionnelle avec la fenction exponentielle -
Methode 5
On cherche "'ercemble des fonctions §, délinies &t dérvables sur B telles que

pour tous x-at y réals, f{x + y) = %f{x}ﬂﬂ (i} avec 1*(0) =12,

REMARCIUE : On vous propose de raisonner par analyse et synihése.

Analyse : On swppose qu'una fonclion | ast solution du probléme posé,
1) Montez par I'aobsurde que | ne s'annule pas, puis que 1(0)=3.

2) Pour o fixé, en dérvant membre & membre f{ﬂ+!]=%f{ﬂ]f[:ﬁ}. puis en

donnont une valeur particuligre 4 x déterminez une relation enfre {* et f.
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3) On considére la fanction k définie sur & par k{x) = %t[%] ,

Calculez k(0), déterrninez une relation entre k' & k& idenliliez k el finalement
cdonnez la seule fonction | qui peut &tre solution du probléme posé,

Synthése : Védfier que [ est eflectivement solution du probléme posé el
répondez a la question initiole.

18 | Résolution d'une equalion fonclionnelle avec la fonclion logarithme
népérien - Méthode 10

On cherche 'ensemble des lonclions | définies sur B, telles gque powr fous x el
y réels stictement positifs. fx y) = fix) + fiy) avec I'[1}) = 5.

REMARCUE : On vaus propose de raisonner par analyse ef synthése.

Andglyse : On suppose qu'une lonchion | est solulion du probléme posé.
1) Montrar que f[1) =0,
2) Powr o lixé, en dérdvant memibre G membre Hax)={a)+{x). puis en

donnant une valeur particuliére a & déterminez ',
3) On considére la fonction k définie sur 2, par kpc}=_5'r1x].

Calculer k(1), déterminez K, identifiez k et finalement donnez I seule fonction
i qui peut &fre solution du probléme posé,

Synthése : Vérflez que [ et effectivement solufion du probléme posé et
répondez 4 la guestion nltiale.

19 | Résolution approchée d'une équation différentielle par la méthode
d'Evler - Methode 28 du chapitre precedent

On considére la fonction f défiie sur R par '{x)=e™ avec 1(0)=1 ef 'on

chearche a délerminer une cowbe approchée de la courbe représeniative de
la fonction | par la méthode o Euler.

REMARQUE : Une aufre facon de formuler I'énoncé consisle & demander
qguelle est la courbe approchée de lo solufion de I'équation differenticie

d'inconnue la fonction y lelle que v'=e™ avec y(0) =1,

1) Monirez que ka courbe « Issée » de I'ensemble des points M{x_.v. ) fels gue

avec par exemple h =001 répond ala question.
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2) Donnez cetle courbe sur |-5,5| 4 Faide d'un algorthme en langage
Python que vous préciseres,

@ Algorithme de Briggs - Méthodes 5 et 15 du chapitre sur les sultes

Etant donnés trois réels stictement positifs o, b et x tels que a<x <b dont on
connait les valewrs exactes de Ina et Inb. 'glgordihme de Rigas propose de
donner une valeur approchée du logarthme népéren de x en ufilsant la

propriété ln.,r'Eﬁ =%Irmﬂ=m—u+lﬂ {i] lorsgue a el b sont des raels strictemeant

’,
pasitits dont on connait ke logarithme népéran.

En langage Python. cet algorthme peut étre le suivant ol x est un réed tel que
< x<e" avec k entler naturel (nécessairement non nul) :

from math 1=portc. exp, =grt
def briggs(x,;k;1):
a=]
b=exp (k)
la=0
1b=}
wWwhile{ (b=x)>1):
if (=gt (ath) <=x) :
a=agrt [a*b}
la={la+lb) f2
elpp:
b=agrt (a*b)
1b= [ la+1lb} f2
return (la,lb)

Partie A : Compréhension et pertinence de ['algerithme
Dans cette partie on choisil de prendre x=29 . k=4 el i=01

1) Pourquoi e cholx de k = 4 convient-il

21 Complatez le tableqy suivant daons lequel la colonne « E » corespond o
Fenfrée «ny dans lo boucke conditionnelle tont que 'on entre dons celte
boucle.

El;l E, ' E,
a |
b e =546
1s] 0
=] 4
-J;]'E e x7.4<29
b-29 | 54,6-29=>0,1

3) Déterminez une valewur arrondie A & décimales de In2? 4 la calculalrice, puis

conjecturez les comportements globaux el asymplotigue des suites de
nombres a, b, lo et lb.
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Partie B : Démonstralion des résultals donnés par I'algorithme
Dans cette partie, on s& propose de démonirer les conjectures émises 4 o
parfie A dans le cas général,

On considére un rédel x et un entler naturel k non nul fels que lex =",
1) Définissez qualre suites (a,), (b, ). (la,) et (b, ) qui donnent les réels a, b, la

el Ib de chaque colonne E_ du tableau demande dars la question 2 de la
porfie A dans le cas ol x est un réel quelconaue de intervealle |_ | e J -

2) a) Monlrez que sl 0 <u= v alors D-E'US.'QFU?E‘E.
k) Montrez alors por récurance que pour fout ne M @
=g =a_ =xsb_ =b =&,
Coup de pouce : Rasonnez par disfonction des cas el ulilisez la guastion
précédenie.
3) Monirez par récurence que la =Ina_ el Ib, =Inb,
Coup de pouce: Raikonner par disjonclion des cas et ulfiser (i) pour
déamontrer 'heradité,
4) a} Monlrez en raisonnant por disjonction des cas que pour lout ne M ¢

B =G E%\F{bﬂ -a. ).

En dédure en utilisont 2) que pour fout ne ™. b, -a, E—JEI:I::-,, -a, .

F.

b} En etudiant la fonction f définie sur | x.e® | par {1)= .ff l
-

qu'll existe un reel y& |0 tel gque b, -a  <y(b, -q,). puls en déduire par

. Monlrez olors

élapes successives que b, —a, =7 =%,

<) Montrez alors que im(b, ~a, ) =0,

5) Monirez alors que les suiles [a, ) et (b, ) convergent vers x el donc que la,
el b, convergent vers Inx.
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Corrigés

1 EBlude de variations de fonctions exponentielles - Méthode 1

1) I est définie par f{x)=e™ +x-1.

La fonclion | est derivable sur & &t (%) =-e7 +1.

Pour eluchier le signe de f'(x)=—e™ +1. il faul par exemple resoudre Mx)z 0

clest-l-dire -e™ «120.
Comme, 2" +]lzl0olze” oinlzine™ Slz-x=0<x, on en déduil que
§ixz=0 I(x}20.sinon i'(x)<0.

On en dédult le tableau de varations subvant ;

* - 0 4

F(x) - 0 .
| R amEw ____,__/"
0

2) 1 est définie par f{x)=e""-3x+1.

La fonchion f est dérvable sur R et '(x)= 4e* -3,

Pour etudier le signe de f'(x)= 4 -3, I faut por exemple résoudre F'(x)z0
c'est--dire 4" -320,

On a -'1-&"“"320':-&“'1EEQIHE‘“_:EIHE =0z -lli:vc--hlrl.E r:r::z-lil-rlng]
4 4 4 4 4
donc on en dédult que si x 2::-[ I+En%] alors (%) =0, sinon F'{x) <0,
: 1, . 3Y) .2+ 3, 3} . 3 3 .3 3 3 3
D'autre par, I{:[Hln;]]_e u3[1+In-i~]+I=I+EIHE-E+1_1-:‘~IHE.

REMARCUE : I fout foujours détailler ce genre de calcul powr un exfrema local
cved les fonclions exponentielles ef loganthmes méme si on ne I'a pas foujours
fail par la suite. En revanche, a de rares exceplions prés, on a toujows donné
les valeurs exactes d'un madimum ou d"un minimum local

On en cdéduit le tableaw de variations suivant :

| 3

—a —| l&In= e
* 4 a]

F(x) - 0 .
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2 | Elude de variations de fonctions logarithmes - Méthode &
1) t est definie par f{x)sxinx-x4+3.

La fonction | est dérvable sur [0:+e] et /(x) = Ixhx-n-x[-}{]- l=lnx.

Pour etudier le signe de I'(x)=Inx. Il fout por exemple resoudre IMinequation
F{x}=0 c'est-a-dire Inx =0,
Comme Inxz0o=xzl.onendeduitque si x=1 1(x) 20, sinon '(x) <0,

O en daciuit le tableaw de varialions suivant :

* —r7 | 4
[ x) - 0 +

N ——

2) f est définie par f{x)=In{x® +1)+x.
La tonction | est dérvable sur B el :

x " |:
F(x)= IR Sl A ,+j =05 2,
Fad bl |
O en cdéduit le tableau de vanations suvant
-1 =

X
Fix) i

3 | Elude de variations de fonctions puissances reelles - Methode 11 -
Approfondissement

- L Wi
1) Pour fout x réel, ©° +1=0donc f ast définie sur E &l 'ona f[x}:e“" 8
! . L 1 2% _onda) i
La fonclion | est dérivable sur & avec I(x)= E:-: = 19‘ qui est du signe
*
de x ce qui donne le tableau de vonations suivant :
x -1 0 e
F(x) - a ¥

N
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2) La fonction { est définie sur [0.+=] etl'ona f{x)=ef™,

La fenclion | est dérivable sur |0.+¢] avec i'i_::]:[g—}:im: +'J§:¢£~JE"E" cui

|
est du signe de 1nk'+-J';:-: N { |n:i:+]]
2 'J J" -Jr“

De Ita f'{x]zﬂ:%lnh!aﬂatnx2-2:-::ae'l.dnnc si x =& alos F(x)=0,

snon '{x) <0,

O en décult le tablaaw suivant @

X 0 (- B e
i"(x) - 0 +
! \ /
ot

4 Comportement local et asympletique avec la fonclion exponentielle -
Méthode 4
1) f et définie sur R por f(x)=e" -x+1.

}ng:ﬂ::}=—=r. car Ima' =0 el ji_r['_l.:—xﬂ}:w_

Lirmf{x) = lim x

a 1 e’

— = |mae cOr fim-—=4+0 [Crosances comparées de
H -“ B x

X—a" ol xe—x en «c),

REMARQUE IMPORTANTE : Quand vous levez une forme indélerminge avec les
fonclions exponenfielles el logarthmes, il faul uliiser une des miles 4
apprendre par cceur dons volre cours (el bien o préciser dans vole
rédaction), aprés éventuelement avoir fransformeé I'écriture de départ de Ia
fonclion [développement, factorisalion...) pour la faire apparaitre.

2) t est définle sur & por f(x)=e"” —x* -3,
{E"l 3 o’

= g .
=+ caf lm—e=lim—s=4+= |[croissances

Limf{x) = lirn x* S i =

L

x* X

comparées de u— e’ el u—1F en +=) et Ilrgx‘ = 3,

3) t est deéfinie sur R par f(x)=x"e" +x-1,
Il n'y a pos de fome Indéterminge en += cor Imx'e’ =+» pusque

[

ime' =+» (et Imx* =+=) et im(x=1)=+=.
g s sl 4 s
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Limx‘e" +x=1=-= car "'ﬂ e’ =0 (imite usuelle de la forme mx“ﬁ ={)
avec n=2)et im(x=1) ===,

I
4) 1 est definie sur B par f[x}nx[e; -1].
L1 F

En posont u=l quand x tend vers == dlors u tend vers O &t l'on g

im (x) = IImEFTE =1 (limite usuelle).

Lwnfi::}-lm*m[&' -1|=0 car Ium& l[ma =0,

LEH] mail :l-l:l:ll

|
En posant u-;. quand x lend vers 07 alors u tend vers += &t l'on a

fmf(%)=fmx
A=) wd
ETe ] il

L TS i ¥
o -I]-: et 1 "m[f-‘_‘l],.% pulsque I'en a lim 5- = 4
kg i e AW | L] e |

[crossances comparéas de Ue—e“ al Ur—U en =),

5 Comportement loecal el asymptelique avec la fenction logarithme
népérien - Méthode 7
1) | définie est définie sur |0:+x| par [(x)=Inx-x+1.

Umf{x) =fiminx -x + 1= - cor limlnx = -,
n—aid a s i —ad}

I
Limf{x)= fim x[%—h— =—% Cor "H'IT=U (crojssances comparées de

Xe=lnx &t Ho—ex &n o ).

2) t est définle sur |[Oi+=| par f(x)=x"Inx-xInx +3.
L’Imf{:-:}_—ﬁ car Iimrlnx I1rn.'-'.ln.'i: [lrnites usuelles de la forme IMm X Inx =0

remal

aves Nn=2 af n=1]|.

Limif{x})= lim %inxl 1- l+

= J=+r.- car liminx =
% xtInx i

3) 1 esh définie sur |—i-1] s [Oiee] par f{x)= x1n{ I IJ

En posant U:l. quand x tend vers == alors v tend vers 0 &t 'on a
®

Hm:-:ln”+1 = fim n{ufl]

W ® s}

=1 {limite usuelle).

&=l

LEES

Limxln[l+i]= 498 Car ﬁl‘l‘lh‘l{—t +'I]=Iiminu ——
® e 5 W

wg=1
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En posanl us= i. quanc x tend ves 00 alors v tend vers 4 &t 'on a

H In[ [:+ ]] lnu+ln |+':]

Infu =+l
|me|n[l+l)= fim Y = lim
In[ e
Inu | [51F]
= lim — =0 car [im— =0 [croissances comparaes de U= Inu el
eI ] | ] W=z L)

Ue— U 2 ],

é Comportement local el asymplotique avec des fonclions puissances
réelles - Méthode 12 - Approfondissement

1) Pour toul x réel. x* + 1= 0 donc fest définie sur R etl'ona f[xl—e*”' -
Limt(x) = lim & ime" = o ([compesition des limites)
-'F'ml .

2) La fonction | est définie sur [0.+] etl'ona f{x)=e

LJMJ;Im:=IImx'5‘In: =0 (limite de la forme lImx'Inx=0 avec r=l} donc
a—sl ==} ] 2

e T - R BiE 1
I.IE;'{H"W =&’ = | (composition des limites).

Lirm J:In: =+, donc limfix)= lIme* =+= |[composition des limites).
o Bxail [

)
3) Pour tout x réel, &" + 1> 0 donc f est définie sur & el l'ona f(x)=e"

irje" =1
Comme Ime’ =0, iminfe® +1)=Inl =0, donc 1im%ln:e' +1j=0 el par suite
i f{ %) =lime* =&° =1 [composilion des limites),

R i

Au voisinage de +e

l1n{E’ +1) =-]Ir|le' [ PORE
X X e

J:}-‘l[lne* +1n[|+%” - x+:n[:+a—],]].

|n[t+—', " |+—]

7 avec ."".1."'_:""_' =0, on en déduil

Comme l[.!-ril'l{]-l-—I'J]:l
: L e

que Iilrllﬁ-l-ln{a'ﬂ]n:l el donc que Ilmf:szirn;re":e {composition des
3 s u il L

Hmites).

E Résolulion d'équations et d'inéquations - Méthode 8
I e -3=0ce " =3ohe™ ' 2indo-x+2=In3=x=2<In3.
Onadongc 5={2-In3],
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#) FPour résoudre cette inéquation. 1| laut lactoriser et faire un lablaau.

En posant X=g&", 8" -48"+3=X -4%X+3=(X-1)X-3) e! par conséquent
e -de' +3z0c(e" -1)[e" -3} 0.

D'autre part ¢" =1z=0oce" zlox=0 el @ -3=0oe" =3 x<Ind, ce qui
pamnal de construire e tableaw suivant ;

b - 1] In3 -2
e -1 - 0 + 0
e -3 - - 0
(=" -)(e" -3) £ 0 - B +

Onadonc b= LEF:IHEJ p

3) REMARGUE : Atention | Avec les équations ef inéquations comportant des
logarithmes népérien : il faul commencer par donner 'ensemble sur lequel on
travaille,

Cn doit avolr x-1>0 el donc dans la sulte on travaille sur [+ |

Sur (e, In(x=T)=4 =™ = t‘*:ﬂ:-:l-re‘rf]i:w[.dnnﬂ Eulhe‘}.

4) On doit avolr x° +4x+3 >0 (X+1)(x+3) >0 x e =3 w |-li+of .
On travaile donc sur |- =3 o |-l .

Sur o= v |-liee

In(x* +4x+3]=IN3 S %" +4x+3=3 X +Ax =0 x =0 0Ux =4,

Onadong 5= {-4:1:!} car -4 et () appartiennent & __|-f-f:;-31_ u‘|- I:~n-=r.'|._ E

5) On dolt avalr

X m =,

x4+ 1=0 .--.{': . |
x+3=0 |[x>-3
On travaille done sur |=li+=| .

Sur |<lies ¢
In(x+1)+In{x+3) =In3 = In(x +1)(x +3) = In3 = In(x* + dx +3) =In3,

Tians, fiens | On retombe sur I'équation précédenta |
Sauf que I'on ne travaille pas sur le méme ensemble &f que -d¢ |-l ce

qui entraine que S =0},

6) On doit avoir x° +x~2>0= (x-1){x+2) >0 = xe -2 w |l
On fravaille done sur J-—W—E!_ | I:--'.f{ .

Sur |- w e, In(xF+x-2) =0 = x s x -2zl x’ex-320




324 Chapitre 3

= E[_]_ﬁ :—Zlu}l:_h;ﬁj.

2

I
7) Pour celle equation on travalile sur j0,+=| carsinon x* n'existe pas.
4

=3 = x =81, 'ensemble des solutions de

Comme x*-23lox <3 ~=-[x'-'

I'équation est 5= |0.81].

IB Inégalités de convexité avec les fonclions exponentielle el logarithme

népérien - Méthade & du chapitre précédent
Dans cel exarcice il est admis que la fonclion exponentiele est convexe el
gue la fonction logarthme népéren est concave.

[ ]
D'autre part, pour a>0 et ne i, Ya=a"

1) Montrons que pour tout xréel, & = 2ef -1,
| | ; o . |

Dnﬂre'zie:f—l-::-—e‘ —zeloel I s_g +—e’,
2 B 2° 72
En posant f(x)=e", cette inégalité s'&crit f[%x+%xﬂ]g—£ff:ﬂ+%r[ﬂ} qul est

une inégalité de convexilé vraie car | est convexe, ce qul démontre I'inégalité
de départ.

2} Montrons que powr ne I et n réels stictement positifs x,,...x, :
ot xxx, s ¥ YR inegalite arthmético-géomatiaue).,
(&l

- M S LI
‘”II-KMSHLT-.-q:.‘:“H- H.”‘.']":'; 1

-

0 ! SRS
e In(x, x--xx, 5!n{-—T—-]
-:h-!-ln{x,n --H!n}ﬁ.[ﬂ{—lﬂl-h- +-I:r:ﬁJa:nllfﬂx1+---+lnxﬁ}s[n[-l:-'.,+---4-1::_ ]
rn mn n n n n
En posant f{x) =Inx [quiest une fonction concove), cette inégalité s écrit |
%T[x,}+---+%ff1ﬁ;£ll%:¢,+---+£1ﬂ].

On reconnait une inégalifé de convexié qui est waie pusque la fonction esl!
cancave, ce qui prouve I'inéagalité de depart.
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9 | Etude d'une fonction exponentielle avec fonclion auxiliaire - Méthodes 1,
2etd

La fenction | est définie sur & par Hx)=

= el sa courbe représentative
=

clans le plan rapporté a un repére orthogonol {Oﬁ] ast notée ().

Partie A
La fonction g est definie sur R por g({x)=e"-x-1.

I) Limg=+» car Ime’ =0 et im-x—1=+=.

B
]

- 0 I
Lirng(x) = lim R[E—— I——]= w0 Cor fim - + {crolssances comparées de
i & ® " i 1

Xi—a" ol X—x an +2].

La fonction g est dérvable sur B et g'(x)=8"-1.

Comme gi(x)s0=e' -1s0=e sloine” sinl=xs0, on en dédult que d
x <0 alors g(x)<0, sinon @'(x) =0, d'ol le fableau de variations suivani :

X i3 4] -
a'(x) - 0 +
W +0
(8]

2) D'aprés le tableau de variations précédent pour tout x rdel la lonclion g est
positivie ou nulle.

Par conséquent, YxeR. e -xz] el donc vxeR & -x=0, ce qui prouve
cjure | est définie sur X .

Partie B
1) Limf = fim —2—— = im —— = ~1 car lime* =0.
-l 4 ———a E. J.—-—l-E. -
]
\ A %
Limft = me:.r : [x - =0 car Iimi_:El (crosances comparses de X —a’
=g BT [1_, et =
a"

el X3 en =),

2) La cowbe (C,) admet deux asymplotes horzontales : la droite d'équation
y=-1en —= et celle d'équation y=0 en +=.
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3) La fonclion | est dérivable sur & et l'ona:
(e -%)-x{e" -1 (1-x)e"
(e-x) (e xf
Ceflle expression est du signe (l1-x) swr R, d'ol le tableou de varations
suivant ;

l‘[:{].:

— | +

X
F(x) *

0
L
a-]

r /"

=1 0

4) L"équolion réduite de la tangente (T) & (C;) en O est:
y=F{0)(x-0)+1{0) =y =x.

5) Pour denner la position relative de (T) et (), il suifit d'étudier le signe de

¥-fe"-x] x(l-2"+x
f[ﬁ’-"f:l{x'-ﬁv ‘:” -h= { }- [ ]n ME:]1 qul est du
- e - (& -x] e -x) (e"-x)
sgne de -x car Si—x}tﬂ sur 2.
On a finalement :
b =i 0 i
fx)-y + 0 -
_ () (1)
Paosition relalive au-cessus de au-clessus de
de (C,) et (T) (1) (<)

&) Tragons soigneusement (C, ), [ 1) ef ses deux asymptotes horizontales :

REMARGIUE : Le point O(0.0) est un point o'inflexion,
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i '||'_J_| Lecture graphique - Fonction exponentielle - Théoréme des valeurs
intermeédiaires - Méthodes 1, 3 et 4
La fonclion | est definle ef dédvable sur 2 el sa courbe représentalive (G )

dans un repere oribonorms !DTT} esf o suivanie @

T T T LT LT T

s Le point [{0.7) est centre de symétie de (C, ).
a La droite {Dl est asymplote a (C) en 4=,
m Ladroite (1) d'equation v =(l-e)x+1 est la tangente a (C,) en .

Partie A - Expression de
1) Pour repondre 4 10 question, on va rakonner por analyse et synihése,

Analyse

3"l existe une lonclion g, dérivable sur X . admeltanl comme limite 0 en 2=
talle que f(x)=x+1+g(x) alors gix)=f(x)-(x+1).

Synthése
e Comme [ est dérivable sur B | la fonction g I'est aussi.

a La droite (L) qui et asymptote obliqgue a [T, en 2= a pour equalion
y,=y, 0-I
X,—% ~=1=0

réduite y=rmx+p avec ms= =l etdonc vy=x+p.

Comme 0,1} est un point de cetle drolle, ses coordonnées vérfient son
equation reduite donc 1=sp ce qui enlraine que I'équation réduite de (L) es
y=u+1.

Comme (1)) qui est asymplote oblique & (C,) en £+, on en déduit que
}mg{xi=‘I!T_{ij—{x+ﬂ}=ﬂ.

m Finalement g existe et g(x)=Hx)-(x+1).
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2) Comme 1(0.1) est cenire de symétrie powr fout xe R les points Mlx,r[xﬂ el
N|-x.f(-x)) ont pour milley | donc %n ¥ clest-a-dire

T ix) ";'["” =T f{x)+1(—x) = 2.

3} En dérivant membre 4 membre 'égalité précédente on oblient I'égaliié
suivante '(x)-1"{-x)=0<F(x)=F({-x), donc ' est palre.

4) On admet que g(x)=(ax+bje™ .

aOna ({0)=] el F(0)=l-e [coelficient direcleur de lo tangente au paint
d'abscisse 0], d'ol g(0)={{0)~1=0 &t g({0)=F|0)-1=-&.

s Comme g‘{x]:ne"{ﬂc:: +b}[—ﬂ:&"“}=-g'{ﬂ]=n et g(0)=b, on en

deduilt que a= -8 el b=0.

a Finalement 1{x)=x+1-{exx)e™ =x+l-xe™",

Partie B = Elude de 1
I' Fw |ﬂL|‘| b4 ré’ﬂl. ITH*: I—{E""='I +=‘_EH]EH\-:'|}= I-I-{E,l: _ I}E—l‘til'

2) Pour tout x réel I*(x) = dxe™"' + (2x° ~1)(-2x)e™" = 2xe™"*'(3-2¢7).
Sur [Oien| . 2%e™"' 20, donc (x) est du signe de 3-2¢' dont la racine

pﬂiili*-"ﬂeﬂ-";j.
Dautre part  F(0)=1-& el ﬁmf'{x]-lin1l+l21L:-—t=Jxe-] car
L ot i+ E‘t E“

% U
im — = Irm—u=CI' [croissances comparées de u—u at u—a* en +«=) &f

b E,' e E

1
fim — =0 puisque lime” = lim e’ =

LR L

Oinoen deduit e tableau de varations de ' suvant :

® 0 o % et
f( x) + 0 =
E-EI"'-: +1
-2 1
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6,

3) Sur \:—i—w\‘ '(x) > | donc 'equation I(x)=0 n'admet pos de solufion sur
cal intervalle,
Posons Izlﬂ:-—?i— et J={I—e:2e7 + I[.

La fonclion ' est continue et stictement monotone de | sur Jcar 1*(x) >0 sur

IMirdervalle 1.
Comme 0el, d'aprés le théorédme des vaoleurs inlermédiores pour les

tonctions shrictement monotones I'éqguation F(x)}=0 admet une solution
unicue o surl,
Finalerment I"équalion 1'(x) =0 admet une solufion unique a sur | B+ |

A l'aide de la calculatice. a =0.514 107 prés,

4) On en deduil le tableau de variations de fsur [ 0] -

b 0 7] i

F'(x) = D +

f === /—' w

fle)

5 Ona fla)=a+l-ue™" et f'{u]=1+{2{c:’—1}e‘=="=ﬂ, donc on en déduil

I @ 2a° + ¢ =1
— af par suite que o)==+l ——=s —Fx—|
2ot =1 pa 1 (@) 2ur =1 20 =1

aue _Er-n-‘-'l N

11 |Fonction exponentielie - Tangente particuliére - Méthodes 1 et 4
La fonction f est définie sur R par 1(x)=xe™" +1.

Fartie A = Elude de la fonction
I} Umf(x)=limxe'e”+1=1 car lmxe"=0 (imite usuele de la fome

sl

fim x"e" =0 avec n=1).

On en deduit que [C) admel comme oymplole horizontole la droite
d'équation y=1&n -= .

2) Umf(x)= limxe’e" +1= += cor Ime" = +n.
! B 1 e

ot

3) La fonction | est dérvable sur & avec f(x)=e" +xe"' =" (x+1) qui esi
dusigne de x+lcare™ =0 sur 5.
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Onen déduit e tableau de variations de | suivant ;

x g
'(x) - 0 +
1 )

Partie B - Etude d'une tangente particuliére
1) Lo droite (T, ) o pour équation :

?:f‘[ﬂ]{x-ﬂj+ftﬂ]=iu+‘|}au-l lx-ﬂ}+mﬂ-l "']={u+”ﬂ‘mlﬂ-ﬂ:&“'t+t.

2 (1) passe par O sief seulement ¢ les coordonnées du point O(0:0) verille
I'déquation précédente, c'est--dire si et seulement sl 1-a’e™ =0,

3) Comsidérons la fonction g définie sur  |:+=| par g(x)=1-x"e"".

Ona a(0)=1 et !Jﬂ!—x’e'e" =—= cor lime’ =+,

D'autre port g est deérvable sur [Oise| est g(X)=-2xe™ ~-xe" <0 car
e =0 et x>0 sur |04 .

La fonction g est donc striclement decroissante sur [(nse=] .

On applique e theoréme des volews infermédiores powr les fonclions
strictement monotones 4 Ia fonction g pour repondre & cetle quasiicn.

Posons 1= |lr+w| et J= || .
La fonction g est confinue et sirictement décroksante de | sur J carg’(x) <0 sur

Fintervalle |,
Comme Qel, d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires pour les

fonctions strictement monotones I'équation alx)=0 admet une solution
unique a sur .
Comme g(l) =0 onen déduit que a=1.

Finalement | est'unique solution sur |i+=| de 1-x%e™ =0,

4) D'aprés 2) &t 3] a=1 &t donc lo tongente cherchée a pour équation esl
(T,) d'équation y=2x.
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i 12 IEiudt d'une fonction logarithme avec une fonclion auxiligire - Méthodes
det?

Partie A = Elude d'une foncton auxiliaire
La fonclion g est définie sur jﬂw[ par g{x)= 2% =1+ 2Inx. .

1) une part !Fnr_ng = — COr Ilmlnx =—,
]
g

D'aulre part, ona limg =+« car lIm 2% =1= 0 el limInx =+,

: ; 3.
; e = 60" +— = T
Enfin, la fonction g est dérivable sur [(+=] et g'(x)=6x = 0 sur J+=| ce

aul permet de construire |2 tableau suivant :

® 0 i e
o) +

Q -

—

2) Posons |= |Oi+=| et 1=R.

La fonchion g est continue el sirictement croissante de | sur J car ¢'(%) =0,
Comme Del, d'oprés le thecrame des valewrs interméediores pour les
fonctions sictement monolones. 'équation g{x)=0 admet une solulion
urvigue o surl,

A I'oide de la calculatice, o =0.84 a 107 prés.

3) On déduit de la question précédenie le dane de g ;

% ] o +
ol x) = 0 +

Partie B - Etude d'une fonction logarithme a l'alde de la partie A

La fonction | est définle sur JD.'H!_ par I{u]:?x—lnf" at [C,) désigne sa
v

cowbe représentative dons le repére arthogonal {D,Ti} :

. Inx §
1) Umf =+= car lim— = -» puisque lIminx = — ef limx* =07,
& m=a s Ealy waul}
LB sl (R e ]
Irix

Lmf=+= car m—=0 [crokances compardes des fonctions x—x° et
il Ty x-

X—Inx an += ).



332 Chapitre 3

[ : ]xl ~{Inx){2x)

&,

2) La fonclion 1 est dérvable sur [0i+«| et P(x)=2-- = . donc
. ™ ¥ =Y 5

£(x) = 2% x:‘ 2xlnx 2 2% ::: 2Inx . ﬁiz ! qui est du signe de gx) sur 054+
car sur cel intervalle x* >0,
On en dédult le fableau de voriafions subvant

® = i A

Fx) - 0 +
i s
Ha)

3) Comme f(x)-2x =_Ir1_3: et que I'on a vu que IIm-m—:=U_ on en dédui
e kS

que la droite |A) d'équation y = 2% est asymptole oblique a (C, ) en 4ee .

Le tableau suivant donne la position relafive (4) et () ¢

* 0 | .
Signe de
inx . 0 :
3
Position (C) (4)
retative de au-dessus de au-dessus de
(C) et (&) (4) (C)

4) Tragons (C,) et (4) :
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i 13 | Etude d'une suite définie avec une fonction logarithme - Méthodes & et 7

Partie A - Etude d'une fonction logarithme

La fonction f est définie sur L{J:q-zl par [[x)=Infx+1)+ %:f.: -

Sa cowrbe représentative et notée (C, ) dans un repére orthonome {DTT] :

§] !.ir]"ﬂn{x + )= fim i = 4+ [composition des limites) donc limf = 4+,

La fonction 1 est dérivable sur 01| et I(x)= = +x >0 sur [0 d'oile
- +

tableou de workoations suivant @

X ¥ s
F(x) +

f

4]

2 L'équation réduite de la tangente (T) a (C,) ou point d'abscisse 0 ast
y=F[0)(x-0)+1{0)], c'est-O-dire y=X.

3) Tragons (C; ) el (T) :
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Partie B - Etlude d'une suite définie avece la fonction §
. . |y, =1
La suite (U ) est définie sur N .
e (U,) r i par {'—L.. =I'[_LI,1}

1) Le graphe ¢ WEB » relafif & cette suite est le suivant ;

[

i L 1
;""t B R i i b

# On peut conjecturer que la suite (U, ) est croissante. minorge par 1, non
maorée al gue '!I_n_lu,, = 45,

Pournel posons (P) : 10 =L .
Initialisation : (F,) est-elle vrale 7

Ona U, =1etlU =In2 +—é= 119 & 107 présdone (F): 12U, =U, est vraie.

Hérédié : Soit ne N, supposons que (F,) est vraie,
D'apeés 'hypothése de récumence (F): 1=U <, estvrale.
Comme f est croissante sur | E+«| . d'aprés I'hypolhése de récurence on en

déduit que 1)< L, )= l.[l.!,,_,:i::-.uhlnnﬁ+—l:r.l..-l,,,1 — | .

Par canséquent (B, ) estvraies, ;
Finalerment (P, ) est viale = (P, ) est vrale,
Conclusion : Par récumence, Yne M. (F, ) e vrala.
La suite (U, ) est danc crobsante minorée poar 1,

4) Supposons que (U, ) est majorée,
D apeés I'un des theoremes de convergence monolone, comme [a suite (U )
est croksante majorée, elle converge vers une limite L solution de fx)=x,

Il taut donc résoudre celte demiére dqualion pour déleminer L,
S5i @(x) =f(x)-x. résoudre I(x)=x équivaul arésoudre afx)=0 sur | Oive] .
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La fonclion g est dérvable sur | B+x| et

ey = ] N CTe(x=(x+)) %
Al el o Bl ity x+1 g
On en dédult le tableaw de variations suivant ;
¥ o 00
aix) *
-‘
o
0

Dapés e tableau précédent la seule solution de g(x)=0 sur LU:H:L ast 0,
donc L =0, ce qul est abswrde car la suile (U, ) est minorée par I.
Paor I'absurde, (U, ) n'est pas majorée,

5) Comme (U ) est crossante non majorée. d'aprés ['un des théorémes de

convergence monctone iml, =+,

14 | Etude d'une fonctlion logarithme - Tangente particuliére - Méthodes &, 7
etd

Partie A - Etlude d'une fonction logarithme

la fonction 1 est définie sur |b+=| por I{H}=rﬂ'!—rln—lx el sa courbe
représentative est notée (C,) dans un repére orthonomé {Dj.j—].

2
D'avtre part, {Cn} &sf la courbe représeniative de x—linx.

| .
1) On a lfr'r'lrf{xis—-n-:- car !Ii‘l':—ln! =+ pusque lln}ln:h:ﬂ' el limf=1+ car
X il " - LIPS +m

rxl

wall wal

firmi g = 400,

(R

D'outre part | est dérivable sur Jld—f[ et

1
3 1 l " 1 1
f B | - o = _I".'\-D'Siﬂ' I: o .
(X) X l (Inx)’ “+x{[nx]“ Jived




336 Chapitre 3

Onen déduit e tableau de variations de | suivant ;

X 1 e
Flx) +

-

A 0Ona Iinl[flx}ulnx]=_liri—#=ﬂ car liminx = 4.

On en dédult que {Eﬁ} est asymptote a (C,) en 4.

3) Comme Hx)-Inx= _IL <0 sur ]I.w.l_ cor sur cel inlervalle Inx =0, on en
nx

deduit que (T, ) est en dessous de {Cq} ST JI:H-:F_.

4) Tragons (C;) et (C) :

=
b
"
-
LLn
-
-
-
L

Partie B - Elude de tangentes particuliéres
Dans cette partie, on cherche les tangentes & (C)) passant par O,

1) Solent ae |t el (T,) la tangente  (C,) au point d"abscisse a.
L'equation réduite de (1) est y =l{a){x-a)+H{a) donc (T,) passe par O siel
setdlement 4 les coordonnées de O vérflient cette équation c'est-d-dire 4 el
seulement si {{a)-af'(a)=0.
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2) Soit h la fonction définle sur [+« par hix)=1(x)-xF{x}.

SLI'I' Jh*ﬂl__ h{x}:n;:.lnx __I_:':- l+ 1 - =|:]
Inx % xflnx)
3 3
‘::“ll'l}l:——r_.'|_.'_lr =ﬂﬁ{1“3} -{|ﬂ!]‘ =Inx=1 i
X (inxy (Inx)"

=(Inx)’ -(Inx)" -Inx-1=0.

0

3) La fonction k est dérvable sur JID+-:n|,_ et
H‘{1]=EF = 2f=1=(t=1)(3t=1) >0 sn Ji:+nr.|_.

D'autre part |idr_nk.1|im|“{:-l-_'.-_' = v, d'ol le tableau de varations

AR

suiveant :
f i} i 40
K'(1) b
- -
k 3
-1

Posons |= |Di+| et J= |-+ .
La fonction k est conlinue et stictement manotone de | sur J (k'(t) >0 sur 1),

Comme 0Qel, d'aoprés le théoréme des valeurs inlermédiares pour les
fonctions stictement monotones ['équation k(tj=0 admet une sciufion

unique a sur .
A I'cide de la calculatice. on oblient o = 184 & 107 prés,

4) On deduil de lo question precedenle que sur  [E+=|  'equation
llnx}] —[Fn.:.]: ~(Inx)-1=0 admet pour unique solution la valeur & an telle gue
Ina=a, cCest-t-dire a=e" =629 & 107 prés.

La tangente au point d'abscisse a=e" =429 (4 107 peds) est donc 'unique
tangente a (C, ) passant par O,
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i 15 | Etude d'une fonction logarithme - Fonclion auxiliaire - Dérivabilité -
Methodes & et 7

Partle & = Fonclion auxilialre

X

La lonction g est delinie sur | Ol+=| par g(x]= - —In{x +1).

% ® . |
Lim =" lim = lim I=1 et limin{x +1}=ynllnu=+w- done
i x| 14— I+ =
L X *

img = =

Davlre part g est derivable sur | Oree| et :

(=« l=xil) 1 1 w4l
(3 1f x4l (xel) (x40)

=-—2__ 20 sur | Or4ee| -

Q%)= _{:m:r

On en dedult le tableau de variations de g sur | Oiee]

x o o0

aix) -

2 —

i

2} On déduit du tableau précédent que pour tout x réel positif g(x)=0.

Partie B - Elude d'une fonction logarithme définie par morceaux
La fonction | est définie sur | 0+ par:

’f:xjhln“;“ 51}:E]D:"'""'[_
lf!ﬂ]u[
1] «
L J [H—HJ{K}—{IH{H-I-“”“ x:.l_||'|[:|:+t} Q{H]
1) Sur [Oi+=| ,ona I'(x] = = = = -

21 Daprés la guestion préacédende sur jﬂ:-n-t-l f'{x} ast du signe de g(x) donc
négotive.
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=0 car

D'autre poart on a: 'll_‘rptl{_xj:_ﬁﬂ

imﬂﬁ=ﬂ [crofssances comparées de X—Inx el x—x en =) el

T H_
|

:-n[hﬂ .

firm = M e—a,
I H I il H
Im{ 1+ x)
Comme on a IIr_r;l =1, on obfient = lableou de varations de  sulvant @
Kn ®
x ] 49
Fix) | # -
I
f
+ E

3) On s'intéresse dans celle guestion, & la dérivabiité de fen 0.
in{1+x
a)] Comme lir_vuv—{—l =1=1{0). { est conlinue &n 0, ce qui justifie I'éfude de i
dérivabilite.
x

3] La fonction h définie por h[x}=ln{l+x}—[x—-?+g] el dérvable wr

P I rJ 33 4
LD:"'""'L el h{}l] =m—“—ﬂ.+# }="-=—m =0 sur an""'“"-l_.
Comme hi0) =0, on en déduit le tableau suivant :
x |0 o
Wix) [ O -
h —

On déduit de ce tableauw que pour foul réel x posilif on a hix) =0 et donc que
T 3
pour fout réel x positi m[hx}s.x-%a«% .

<) La méthode ullisée dans la question précédente nous inclte 4 éludier la
2
fonction k définie sur | Oi+=| par k[x}-ln{lﬁx}-[x-%].
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La fenction k est dérvable sur | 0isx| ef k’[x}-:ﬁ-[hx]-:--mFizl} sur
+ +X

LD: ML . d'od le tableau suivant ;

A 0 o+
K'(x) | O +
k L
0

On déduit de ce tableau que pour tout reel x positif on a k(x) 20 et donc que

'y

pour tout reel x positit on a x—”—é-sln[h::L

2 £ B ]
d] D'aprés b) el c) pour tout x=0. E—EE-SH'L“+H]5.H—EE-+%-.
2 3 .3
On en deduit que pour tout x>0, *%5|ﬂ{1+1}*l5-%+% et donc

finclement que pouwr tout x>0, ___I_ﬂrnﬂﬂf]vx =”Ml_rl:l::'LI:f.——1-+i {i).
2 L x=0 2 3

On a lnégaiité (i) avec I_]ﬂ —%+:—’;=ﬂ donc d'oprés le thégéme des

f{x)=t0
M: --|~ af par conséquant que § est

gendarmes, on en dédult que I:g = 5

dérivable en 0 avec {'(0) = --; :

La tangente (T) & (C)) au point d'abscisse 0 a donc pour équation réduite
Y = l’[ﬂ][x-ﬂ]q-f[ﬂ]---—;ml.

4) Tragons (T) et (C,) :

\r‘

-1
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i 14 | Fanction logarithme - Lecture graphigque - Algorithme

Dans te plan munl d'un repére orthonomee [G,?.T}. la courbe représentative

(C,) de lsur Jiex| estlasvivante :

L] u :'_ T L L] L
-1 ] 1 2 3 4 5
=1
On dispose des informations suivantes :
- A(LO). B(E2), C{0:2) :
- (BC) est tangente a (C,) enB;
a4+ blnx

- 3ae ]ﬂ-w[ etbe }Dm[ x>0, (%)=

X

1) o) Comme B(L2)e(C, ). ona f{l)=2.
Comme la langente en B d’abscisse | est hordzonlale ona (1) =0.

] La lonchion | est dénvable sur |+=| etlona:

k>
— %] ={c+binx)
{(x)m 2 o 2O,
b X
c) D'aprés | ja} comme (1) =2 el (1) =0, on obfient :

c1+Bind

i =2 fo=d D{a::
b5 —a-binl B b-a=0 I::I=i::|!=='2r
T-ﬂ

Fnalement t est définie sur [+x| par fix) =

2+ 2Inx
%

2) 0} Um(2 +2Inx) = -
o)

fiminx = lﬂ‘.’J et limx =0, donc limf = =
m=ail el a
SR L% |

2 _lnx It '
J_In1 (%) = lim T + ET =0 car lim— =0 (crossances comparnées de X —Inx

R i

el X x en +x |,
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~2lnx
H!

b} La tonction I est dérvable sur Jn:w:|_ el f'{x)= [ramplaces les réals o

et b dans 'expression obtenue au | 1b)).
On en dedult que T(x) est du siane de —Inx sur P"”'L et donc le fableau

suivant ;

" 0 | s
i'{x) + 0 -

| —--'"'"HE\\\,
” 0

3) On applique le théorme des valeurs intermediaires pour les fonclions
shictement monolones & la fonction | powr répondre & cette quastion.

Posonsi= k1] et J= |-=:2] .
La fonction | est continue et shictement croissante de | sur J car F(x) >0 sur |

saul en 1.
Comme le), doprés le théoréme des valeurs intermédioires pour les

fonctions stictement monotones I'équation f{x) = | admet une solution urique
a surlavec O<a<| (f()=2=1).

De méme en posant 1= |+« et J= |02 . on montre que "équation f(x)=1
admel une solulion uniquee B sur L

Comme f{5)=104 & 107 prés el 1(4)=093 & 107 prés. on a f(5)=1 ef
f(4) <], ce qulprouveque S<P<é.

Finalement I'équation f{x) =1 admel deux solutions o et B telles que a<f
avec D<aclet S=p<é.

4) On a |'algorithme: suivant ;

Variobles : a. b, m sont des réals,
Inffiolsation ; Atfecter d a la valeur 0.
Affecter & b lo valeur 1,

Traiternent : Tant que |b-a| > 0.1

Affecter Gumula ggjggg_%l::nbj .

5 fim) <1 alors Affecter & ua »la valeur c mn
Sinon Affecter & b la valeur m.
Fin de Si.
Fin fant que.
aortie : Allicher a.
Afficher b.
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] Compréhension de l'algorithme
L'algorithrme consiste & procéder par dichotomie en testant & chaque étape s

f( ﬂ;b]c | tant que |b-al< 0.1,

S5 clest le cas, comme la fonction | est croissante on remploce la voleur de

iawy de 'élope précédente par m= ue

b. simon on remplace o valewr aboe

de I'élape précédente par m = 'E'L;' :

Ainsl @ chague etape, on réduit I'amplitude de 'encadremant de o moltieé s
jusquida oblenir les dewr valeurs o & b que revole 'algorihme car efles
comespondent G un encadrement de o inféreure ou egal a 0,1,

Le premier encadremen! etan! d'amplifude 1, les oulres seront d amplilude
0,5:0.25:0,125;0,0625.

Celo explique la nécessité des 5 étapes pour oblenr un encadrement de o
d'amplifude inféheura & 0.1,

En comparant & chagque étape f{m) (déterminez @ la calculalrice) & 1 on
oblient :

Efape 1 Etape 2 Etape 3 Etape 4 Etape 5
a 0 0 0.25 0,375 0,4375
b 1 0.5 0.5 0.5 0.5
b=a [ 0.5 0.25 0,125 00625
m 0.5 0.25 0375 0.4375 STOP

L'algorithme revoie donc les valeurs a=0.43/0 et b=0,5.

b) En langage Python, |'clgorithme peut éfre le suivant
from math impozt log
def £ix):
rectorn [2+2%Yog(x) ) %
def dichol{a,b;i,k}):
whilef(b=-a)>i):
m={a+b) /2
LE(E(m)<l):
&=
R
b=m
raturn(a,b)

En mode « Run », on obtient :
»>»>» dicho “:h- lr U.l.- -1'.'
(0.4375, 0.5)

On retrouve las deux valeurs a et b donnees dans la question précedente ce
qui confime I'exactifude du rasonnement vogud dans celle-cl.
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17 |Rrésclution d'une équation fonctionnelle avec la foenction exponentielle -
Méthode 5
On cherche Mensemble des fonclions {, définles el dérvables sur & teles que

pour fous x et y réels, f(x +y) = %f{xum i} avec (0] =12,

Analyse : On suppose qu'une fonclion Fest solufion du probleme posé,
1) Supposans qu'll existe o lelgue f{e)=0,

Sous celle hypothése, pour fout x réel, I{xj-r{{:u:-a:}-u]n%l{x-u]r{u}-ﬂ

ce qui est absurde pubaue T n'est pas la fonclion nulle car dnon ol aurait
'{0) = 0. ce qui n'es! pas e cos,

Par conséquent, par 'absurde, | ne s"annule pas,

En remplagant x et y par O dans (i) f{ﬂ}=%r{n]:r{ul donc comma f(0)=0

O
d'oprés ce qui vient d'étre démontré, ona -EI-I'{D] = F:::E}u | donc #{0)=3.

2) Pouwr a fixé, en dérivant membre a membre T{G+Hj=%f[njl{x], I vient
!'{u+x}=%l‘{u]t'[x].

En prenant x=0, I vient '{a) = E'r[u]x 1(0) = 4f(q) car F(0)=12,

Pour tout a réel fixé, I'(a)=4f{a) donc la varable a est une varable muette el
pour fout x réel '(x)=4f(x).

Y
4

st 0035 (3 )5

Comme la fonclion k vérifie K'(x)=k(x) etk(0)=1 e que la seule fonclion qui

3) k(0) = %t[ ].%u{nj -1 car f(0)=3.

verifie cela est la fonction exponentielle ona k(x)=e".

Finalement., on en déduil que la seule fonclion | gui peul &fre solulion du
probléme posé est f{x) nr[i:] = 3k(4x) = 3e” dont la dérivée est '(x)=12e",
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Synthese
Eﬂn_]n_‘e I{:‘;*F-Iihimm-rl ‘hd.-.-.d, -EEJ.-EI-.- IEI{EEJ.- Hkh’}t%rix}f[?} vess

F(0)=12 pusque f'(x)= 12e* on en déduit que la fonction | définie sur B par
f{x)=3e" esfl'unique fonclion du probléme posé.

18 | Résolution d'une equation foncltionnelle avec la fonction logarithme
népérien - Méthode 10

On cherche 'ersemble des fonctions | définies sur 2, telles que pour tous x ef
y réels stictement positifs, T{xy) =1[x) + fly] avec (1) = 5.

Analyse : On suppose qu'une lonction | est solution du prabléme pose.

1) H(1) = H{1= 1) =t (1) +1(1) =21(1) donc O=F{1).

2) Pour a fixé, en dérivant membre d membve flax)=1f{a)+f(x). 1 vien
al'{ax) =1"(x).

)

En prenant x =1, vient af’'(a) ={"(1), puis i'(a)= car I'(l)=5.
o

Pour toul a réel fixé. I"{ﬂ]:% donc la variable a est une varlable muette af

pour fout x réel F'(x) =§ ;

3) k(1) = E'f{l}:ﬂ car 1{1)=0.

D autre parl, k' (x) =[-:qu}] =-5£r';:.] =éx§:-= ,-TZ .

Comme la fonction k vérilie k'{x}:l avec k(l)=0 et que la seule fonction
®

qui vérifie cela est la fonclion logardthme népéren on a k{x)=Inx.

Finalement. on en déduit que la seule fonction | qui peul étre solution du
probléme posé est H{x) = 5k(x)=5lnx dont la dérdvée est Fx) ﬂr% ;

Synthése : On a bien {(xy)s= Slnxy = S(inx +Iny)=Sinx+Siny =f{x)+1{y) el
I'(1)=5 donc la fonclion | définie sur 2. telle que I(x)=5Inx est 'unique
fonction du probléme posé,



346 Chapitre 3

19 | Résolution approchée d'une équation différentielle par la méthode
d'Euler - Méthode 28 dv chapitre précédent

La fonction | est définie sur R par (x) = e avec (D) =1 &f I'on cherche &

cdéterminer une courbe opprochée de so cowbe représentalive par o
méthode d'Euler,

1) Dans 'introduction de la partie 5 du chapifre 2, on a montré que powr une
fonction | dérivable, la cowrbe o lissee n de 'ensemibie des points M{x. .y, ) tels
%, valeur connue
¥, = f{x, ) valeur connue :
cyue « o avac un pas b donng, permel d'oblenir une
W m K+
Yo =F (0 N4y,

courbe approchee de la courbe représentative de | d autant plus proche de
cetle demigre que h est palit iméthode o’ Euler).,

Comme {'(x, ) e at HO)=1 la courbe ulissée n de 'ensemble des points
%, =0
s = |

® =¥ +|"|: avec mf E‘I‘E'm]:llﬁ h=ﬂ.':” [}Ui's I"I::—D_E”_
mal T Tim

Mix..v.] lels que

| 8™ xh +¥.
repond a la question.

2) La courbe approchée sur | -3,5 | avec les valeurs du pas proposées est la
suivante :

200

L5 4

150 -
125 - '
100 7 1
075
050 -
0.25

ks

e [ N PN [ S S— — .

0.00 i . .



Exercices et comiges 347

L algorithoee &n langage Fython guil permet d'obitenir cette courbe est le
suivan!

1 from math import exp

2 def deriv_f(x):

3 return exp(-(x**2))

4 import matplotlib.pyplot as plt
5 plt.exis ([-5,5,0,2])

& plt.grid

7 x=0

g y=1

9 xl=0

18 yi=1

11 h=@.01

12 absc=[]

i3 ordo=[]

4 for 1 in range(@,581):

15 w=w+h

16 y=y+h*deriv_f(x)

17 absc.append{x)

18 ordo.append(y)

19 abscl=[]

20 ordols[]

21 for i in range(8,581):

22 x1l=xl-h

23 yl=y1l-h*deriv f(x1)

24 abscl.append(x1)

25 ordol.append(yl)

26 plt.grid()

27 plt.plot{absc,ordo,color="black"™ , linewidth=2.8, linestylea™-")
28 plt.plot{abscl,ordol,color="black”,linewidth=2.8,linestyle="-")
29 plt.show()

20 | Algorithme de Briggs - Méthodes 5 et 15 du chapitre sur les suites

L algaorithme proposé par I'énoncé est e suivant:

from math imporc BxXp, =0Tt
def briggs(x,.k.1):
a=1
b=exp ikl
1a={
1=k
while [ (B=xK)>1):
if(agee{avb) <=x) :
a=sgre(a'b)
la={la+lb} /2
b=agrt (a*b)
1b=(la+lb} /2
retarn(la,lb)
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Partie A : Compréhension et pertinence de 'algorithme
Dans cette partie on cholsit de prendre X =29, k=4 ef | =0,000001.

1) Le cholx de k=4 convient. car comme a=| el b=e' =546, on a d'une

part inggalté l=a<MW=x<e'=b et daultre part les valews exactes des

logarithmes népénens des réels a et b pulsque Ina =1 et Inb=lhe* =4,

2) Complétons 2 lableay demandé ;

E? EI E! E.I
) | e* =74 e’ =201 e =21
b e' =544 2 = 54,4 a8 = 54.4 g* =33
le3 0 p 3 3
I 4 4 4 3.9
Job | €' =742 | =202 | e =331-29 | e** =257
b-29 | 54.6-29=0.1 54,6-290,1 24, 6-29 =01 33.1-29=0.1
E, E, E,
a ™™ =257 =l el 5 3T 45 < 29
b e =33 ¥ = 3900 ¥ = 9.2
la 3.25 325 3,3125
b 35 3375 3375
Ju_l.-; e 0. | & 274509 | ™M 28329
b-29 33.1-29 0.1 29.22-29=0,1 29,22 =290,
E; B E,
a g M - 98,32 g e 2877 gt W L 98,09
b @ = 0020 g = 29,92 ¥ = 99 70
[s] 23,3437 5 3359375 33671873
b 3,375 3.375 3.375
Jab | e w7729 | @ _ 989929 | @™ _ 2911529
b -2 222 =2=01 2.02=-2 =01 29.22=-29=01
E,; EII
a W _ an 0o )
b eI L 9911 g? ¥ L 29,05
[#] 3671875 334671875
b 3,37 109375 3.349140625
Jab | e = _ 200529 | STOP acause de la ligne suivante
b-29 2011-29=0,1 STOP car 29.05 - 29 0.1
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3) Ala calculatrice, la vatew amondie demandée est IN29 = 3.3467296 .

On conjecture que :
a1) La suite des nombres a est croiisante, converge vers 29 et bomée entre | @l

9.
b Lo suile des nombres b est décroissante, converge vers 27 el bomée enfre

29 et &',

c) La suite des nombras la est crossante, converge vers In2? et bomée entre 0
el In2%.

d} La suite des nombres b est décroksante, converge vers In2? et bomée
enfre In29 et 4,

Partie B : Démensiration des résultals dennés par 'algorithme
Dans cette partie, on se propose de demontrer les conjeclures émises a o
partie A dans le cos géengral,

Soit un réel x et un entier naturel k fels que l<x<ca’,
1) Les quatre suites (a, ). (b, ). (la, ] et (lb, ) demandeess sont:

a, =|
|EI¢=D
I {la,):
(V) g o el =2 g G <x

a.., =a, ella =la, sinon

h¢ = Et
I, =k

b,.. = .5, et b, = % i Jab, >

b =b, etlb , =b_ sinon

(b, ) &t (5, ) s

REMARCGIUE : La question suivante justifie "'existence de ces qualre sultes,

2) a) Soit deux réels v et v tels que 0 <u g v ji].
En multipliant membre a membre |'agalité (i) par v et v siiictement positits on
obfient raspectivement 0 <u” <uv et 0 <uv = v ce qul donne !
Daur suv v,
Comme u &t v soni siictement positifs, por passage @ la racine ;
Dcus= -J"; <V,

b) Powr tout ne N, posons (B ) : 1za, =g, sx=b, <b &',
Intialisation: (F,) : lco, <0 <x<b <b, <& eslale viae 7

Remarque préliminaire : Comme l-x<e' ona D<l=a, =x=e'=b, el donc
0 <a, =b, ce qul entrdine a, < fJob, <b, d'aprés la guestion précéedente.
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Deux cas peuvent se présanter :

Cas 1: Jab, =x el donc on o o =Jab, sxetxzb =b,<b,. ce qui
entraine dans un premier temps que o, <x<b, <b, <e'.

D aprés la remarque préliminare. a, = m =a,. ce qui enfraine dans un
second temps que l<sa, <a =x<b <b, <e" el donc que (F,) est vraie dans
C& O,

Cas 2: fob, >x ef donc on a: a,=q 0o zxetx < b, =b,. ce qui
enfraine dans un premier fempsque 1sa, sq sxsb,.

D'aprés la remarque preliminaie b,:ﬁh,?abq, ce gqui enfraine dans un
second temps que lsa, sa sx=b b, =e' et donc que (F,) est vrale dans
ce cos,

Par disfonclion des cas la propriété (F,) est vraie.

Heérédité : Soit ne N, supposons que (P, ) est vraie, c'est-d-dire que ;
lz2a. za  =x=z=b _ zb <&,
On dolt prouver sous cette hypothése que (P, ) est vrale c'est-t-dire que :
lzq,zq . .<xsh . <b, =&,

Remarque préliminaire : ['oprés 'hypothése de récumence O<a , =b .,
clonc on endeduit que g, = ,fﬂmbﬂ_, =b, ., d'oprés la question 2)a).

Deux cos peuvent se présenter :

Cas 1: ..|||ctr_4br_ <x el donc on a: a_, =.,||G b sxelxzb  =b, _<b_ ,
(hypothése de recurence pour x<b | ce qui enlragine dans un premier

tempsque a,.=x=<b, .<b = &' [hypothése de récurence pour b_, <&
D'aprés la remarque prélimingire, o, =.4a,. b, =a. .. <& gui entraine dans
un second temps que l=g _=<g_.=x=zb _,z<b_=se" [hypothése de

récumence pour 1< a | et donc que (P, ) est vraie dans ce cas.

Cas 2 1[“:'“13.:“ *>x eldonc ona: g =0, 20, sxelx< 1|E=P.-.,r =b__
(hypothese de recumence pow a <X ) ce qul enfraine dans un remier

tempsque 1sa =0 . <x=<b . [hypothése de récurence pour l<a ).
D'aprés la remarque préliminaire, Ja, b, =b,. sb,,, ce qul entradine dans
un second femps que l=g =g _ sxsh =b ze' (hypothése de
récurence powr b, <€) et donc que (P, ) est viole dans ce caos.
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Far cisjonction des cas, la proprigte (P ) est vraie,
Finalement powr ne M. (P ) estwigie = (F, ) est waie.
Conclusion : Par récurence, vne M, (P, ) est vrale,
3) Pour ne M, posons (F) @ 1o, =Ing_ et Ib,_ =Inb,_.

Initialisalion : (F,) est-elle vrale #
Ona Ing, =Inl=0=lq, et Inb, =ine" =k =lb, donc (F;) estvraie.

Héréddité : Scit neli, supposons que (F) est vrale, c'est-a-dire que Ia, =Ina,
et Ib, =inb, .

Deux cas peuvent se présenter :
Cas | : .||'l:|ﬁl::ﬂ zx efdoncona:iaq,, = .||'u,.i::,_ atb., =b, .
Cas2: Jab >xetdoncona:a_=q elb = ,,'E,J::n11 :

Dans les deux cas, on ulilse 'hypolhése de récurence ef 'égalité (i) powr
démontrer les égalités,

Cas 1: On a Ina,, =1nJ=:T::=—,;I'}1n{:rnbnl=%ﬁlnc:,,+Inbnj=—;1lﬂﬂ+lhn]l=lﬁm.
puis Inb,,, =Inly, =lb, =lb,_, .
Cas 2: On o Inb,, =!n.4|'uE=%In{g_bﬂ]:%{lnﬂ"*Iﬁbﬂ]:%{luﬁﬂbﬂ}:Ime
puis Ina | =lna, =la, =la_ .

Par clisfonchion des cas, (P, ) est vrale.

Analement pour ne 4, (F,} estvrale = (F;) esl waie.
Concluslon : Parrécurence. Yne i, (F, ) est vraie.
4) a) Deux cas peuven! se présentear,

Cazl: 1,||'||:||,.I::|‘,. zxieldonconaia = 1||E:b,L b, =b .

Dans ce cas:

e o Y B e )

ce qui donne finclement : b, -a, =3:-;‘=1%--:ll:m,H -q ).
L +4a,
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Cas2;: Jab, -x etdoncona: g, =g etb = Job, .
Dans ce cas:

001 -6 = B~ (- )+ )

ce qui donne finalement 1 b, -q , = r%:[b; -Q.)-

D aprés la question précedente, powrtout nel |, 0<a, <b, donc '-JE-.' 5.,,5:

et par suite ﬁ%_ar%_.
"I+ ﬂI'I ﬂ+ ur-

On en déduit que quelgue soit lecas; b, -a,_, s F@F{m -a, ) (ii).

D'aprés 2 ona lsa donc 'I:-'...,,"u_“,::a qui entraine ﬂﬁﬁ+i££+£ &l

par suite ! < 1 en passan! & lNinverse (e qui el possible car les
N P el 20

nombres sont de signe constant).

En multipliant membre & membre par Jb on obtient %5 % ce
n * ﬂ"l- n +

qui perme! de deduire de I'inegalite (i) que b, -a_ , = %[bﬂ =, ) {i).
+

™

b] Dressons le tableau de varations de la fonction | deéfinie sur | xe' | par

J
Jrs

Comme X z | >0 cette lonchion est dérvable sur ix.a‘] atl"ona !

(1) =

[ I 1.5 |
o 2] 2v5ga A,
(1) (Fielf  (Vief
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Onoa danc le tableau de vanalions suivant

t x @
Tt i
o
f ’///””,”/'-’//‘.E'3 2
Jx
J}l: +1
5
D'aprés 2), pour tout ne ki, b, £|x.e* | done pourfout ne N f{b, )= —
a4+

Comme l'inégalité (il s'écrit b, -a_, =f(b, )(b,-a,) on en déduit que

i

E.'.i
b|1|--'| mufl-'li 5 [bn_lun"'
e’ +1
Il est alors clor que le réel § = 'f' e J0.1[ répond & la question, cest-t-dire
e+

vérifie inégalité b, ,-a., =y(b,-a_ ).

Par étapes successives, on dédult de celte demiére inggalité que :
b, -4q, !-‘Ttbn-'l *qnurIET-lbn-z "'nn-:"ﬁ'ﬁ':[bn-: 'ﬂnq}i sy {bu -G,:,}.
Commeona b, -a, =10-1=9,livient b, -q_=y" =9,

g) On g 0<b, -g <%" avec Im%" =£T¢1'n =0 puisque =l<y<] donc
c"oprés @ théoréme des gendarmas on en dédult gue imib, -a, ) =0.

5) D'oprés l'inégalité lsa, <qa, =sx<b,, <b =& au 2]b) la sulte [a,) est
crolssante el la sulte (b, ) est décrobsante avec pourtout neM q <xzb..

D'aprés 4)c) lim(b, -a,)=0 donc les deux suites sonl adjocentes el
convargant vers la méme limite L.

Comme pour tout nel o <x=zb, el que les deux suites (o) ef (b))
convergent vers L, par passage alalimile Lesx sL donc L=X.

D'opeés 3] lo =Ina, el lb, =Inb,, donc comme les wites (a,) et (b))

convergant vers x el que la tenction logarithme népérlen esl continue on en
deduit que la, =lna, &l b, =Ink, converge vers lnk,



Chapitre 4
METHODES SUR LE CALCUL INTEGRAL
ET LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
EXERCICES & CORRIGES

Exercices

| ] Primitives avec le tableau des primitives en « x n - Méthode 1
I'_'re1&rmlrsez une primitive des fonctions | suivantes sur 'intervalle | :
) {x)=x"+5x+3 swr I=R

2 H{x) =% - = sir = &'
b

. 3 . I .
3) x = +J!_ﬁ-5 wr l=%"

4) fix)= —]1-1- sur =2

a) Hx)= :'{:m}t—ﬂiil‘m—l sUr lm X

=

x

—2a" sur I_J

&) F{x)=

h.-l.-l
k| =

COS X 21

| 2 Primitives avec le tableau des primitives en & u(x) » - Méthode 2
Déterminez une primitive das lonctions | sulvantes sur l'infervalle | :

1) f{%)={=2x+1){-=* +x+2]j~sur =R
2 Hx)=(&x-3)(x* —x+5) sur1=R
2n+ 2

3) Hx)=—0 - sur |=R
(=% + 2% -5}

4) f{x)={x+3)" < wri=R
5) 1x) =E'5-"¢-'-3F—'D'.ih;+:4: +2 Jsur =R

&) f{x)m— sur |=

_-E_J Primitives avec o u(x) = ax+b » - Méthode 3
DEtermines une primitive des loncilons T suivanbes sur 'intervalle | ;

1) f{x)=

= gr | = —-'—I
2n-1 N
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2) f(x)=e" " sur =R
3) H(x) =sin(5x-1) sur =&

[;4_'__1 Primitives par intégration par parties - Méthode 4
Détermingz une primitive des loncilons { suvantes sur l'infervaile | ;
1) Hz)=In[x+35) sur | = .I'S"“"!.

2) f(x)=xe™" sur =R
3) f(x)=x"cosx sr I=R

@ Calcul intégral - Méthodes 1,2, 7 et ¥
Calcules les ntégrales suivantes :

) 1= [ +x)ax

3) 1= f:cc:f xickx

- - 5 -4
Coup de pouce ! Cos?K =08 X -5 X = Co8 X = -£+ Ec-:}s?x .
8) 1= [ |x - faix

5) 1= " Ja-xax

Coup de pouce : Interpréfer cetle infegrale comme une aire.

E Valeur moyenne - Algorithme - Méthode 4
On considére la fonction | définie sur 2 par H{x) =xe™ .
1) Déterminez la valeur moyenne p de | sur L{J.E_].

2) Donnez un algorithme en langage Python qui permet de frouver une valeur
approchées de ju.

7 | Courbe de Lorent - Coefficient de Gini - Calcul d'aire - Méthodes 1. 5
et?
Dans une enfrepeise (E/) de N salarids, on sinléresse 4 la répoarfition de o

masse salariale M. en ragant la courbe o fissee » (C,) sur | 01| de la proportion
cles solariés les plus pauvees en fonclion de la propartion de la rmoasse solariale.
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.y |proportion de ta masse satarbie |

0 02 04 086 0.8 1
|proporiion des employes kes phis pauvies

Cetle courbe (] qul s'appelle une cowbe de Lorenz & powr but de mesurer

"omplew des inégalités salarales au sein de 'enfreprise et permet entre autre
de donner le coefficient de Ginl y, qul comespond & I'alre grise sur la figure,

I} lecture graphique

a) Quelle pourcentage de la masse salariale revient aux 40 % des employés les
plus pauvres

k] A quelle pourcentage des salares les plus riches comespond 40 % de la
mste salorole §

¢) Donnet une approximation de v, .

?) Propriétés de la courbe (C, ) (vraies pour toules les courbes de Lorenz)
a} Pourquol (T, ] posse par les points O el A ¢
b) Pourquoi (C,) est sous |OA] #

Coup de pouce : Pour x % des employés ks plus pauvres se répartissant v % de
la masse salariale la moyenna de lewrs salaires est inférdeure a celle des aulres,
c) Pourquoi la fonclion dont (C)) est la courbe représentative est-elle

croissante 7
d} Pewrauol 1, e [n.-;J ?

3) Comparaison de la réparlifion de la masse salariale de frois entreprises

a) Déterminez v, sachant que (C,) est la cowrbe représentative de la fonclion
{ définie sur [0,1] par {(x) = -%:J -%:ﬁ . %x.

ba] Pouwr deux aulres enfreprisas (E; ) &l (E; ). on note respectivament [{:j] e

(Cy) leurs courbes de Lorenz. L el I les lonctions definies sur |0.1] par
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Lix)=x* et L (x)=x" qu'elles représentent ef enfin v, el v, leurs coelficients

che Gini,
c) Comparez la réparfiiion de la masse walariole dans (@ frols entreprises en
justifiant votre démorche.

E Elude d'une primitive définie par une intégrale - Méthode 10
-1

dt.
J1=fF
1) Montrez que | est déndvable et donnez sa fonclion dérvée 1,
) Montrez que [est impaire,
3) Determinez la fonclion dervee de o fonclion F definie sur  |kx| por
Fi=) = f{cosx),
4) Déduisez de la guestion précédente "'expression de F(x).
. f[ % et imf(x), puis If—% : r[ -ﬁ]

On considére la fonction T definie sur =11 par f(x}= fﬂ

et lImi{x)

oy

W=l

&) Déterminez alors f[%

an ulilsant 2).

E] Approximation d'une intégrale par des algorithmes - Methodes 4, 12, 13,
14 et 15

| a
O considére Minfégrale I=J'u&"d:r: dont on ne connait pas 1o valeur exache

dans la masure ol [a fonchion | cdéfinie sur Lﬂ:lj Ear !{H}:E" i’ adrmed pos de
primitive pormi les fonchions usuelies,

Partie A - Interprétation de | comme une aire
1) Montrez que [ est crolisante et positive sur | B31].

2] Interprétez | comme une aire que vous metrez en évidence.

Partie B - Approximation de |

Déterminez une approximation de llintégrale | a 107 prés par des algorthmes
en langadge Pyihon utisant chacune des méthodes proposées.

1) Méthode des rectangles

2) Mé&thode des milieux

3) Méthode des trapézes

4) Méthode de Monte-Carlo

“__ﬂ Résolution d'une équation différentielle y' =1 - Méthodes 2, 10 et 17

On considére la fonction | définie sur & par f{x)= xe™ el |'égualion
clifférentialls (E] : ¥ =1.

1) Réscudre (E), puls determiner la solulion parficuliere qui vérifie y(0)=13.

#) Déterminer directemen! la solufion particuliérs demandée 4 la question
précedente sans passer par la résolution de [E).
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11 | Résolution d'une équation diférentielle y =ay+f - Méthodes 14, 18

ety
On considére les equalions dilferentielles (E] : y' =2y +sint &l [E'): y'=2y.

1) Résoudre (E°).
Z) Déterminez une solution parficuligre y, de (E] définie sur R telle que
Yo%) =asinx + boosx,

3 Déduisez ka résolution de (E) & 'oide des deux queasthions précédentes.
4) Déterminez la solufion de (E} telle que y(0) =1,

i 12  résolution d'une équation différentielle par analyse et synthése
Méthode d'Euler - Méthode 20 ot 21

On considére |"équation différenfielle (E) @ v' = z.ﬁ .

1} Résoudre (E) en rasonnant par analyse et synthése,
2) Determinez les solutions de (E) telles que y(0)= 1.

3) Tracez la courbe approchée de la solulion de (E) définie s | 0.5 felle que

Y(0)=1 avec la méthode d'Euler el comparezda avec o cowbe de la
wolufion exache en expliguant volre démarche,

13 | transformation d'écriture pour calculer une intégrale - Méthodes 3 et 8
2
e e

O considéne la fonction T définie sur |_D:-.-m|_ par f{x)=

1) Dresser le tableau de variations de f.
2) Tracez sa courbe representative (C)) dans le plon rapporte G un repérs

orthonomeés [D..’.I}.

3) Determinez a ef b fels que I{x1=i+ 2 t
241 x+?

4) Pour ae B _ en déduire |_ = f:f{x]::l:-'..
53) Détermines E\r_‘r_‘l_l_‘ el interprélez cette limite géométriquement.

i_]i Suite définie par une intégrale - Méthodes 3, 8 et 11

On considére |a sulte (1) définie pour foul ne ¥ par |, =J'-=':]x g
+

1) Déterminez |, .
2) Montrez que pourfourt ne M, |+l , = —.

|
n+l
3) Déduisez-en | et 1.
4) Montrez gue la sulte (L) est décroissante a fermes posilifs,

5) Déduisez-an que (1] est convergente et déterminez sa limite,
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i 15 |Encadrement & I'aide du calcul intégral - Méthode 11
1) Montrez en intégrant membre a membre enfre U el xeR_ lNinequation

costsl gue YxeR,. sinx=x,

3 Réappliquez cette méthode trois fols & parlir de cette demigre Inagalité
pour obtenir un encadrement de sink par deux polyndmes de degrés impais
el de Cosx por deuws polmdmes de degrés poirs.

‘E Aires et fonclions exponentielles - Méthodes 3 el 5
On considére la fonction g definie sur | 1| par g(x)=1+e™.
On nole [En} g courbe représentative dans un repere arthogonal et 'aire (A)
definie par 'ensemble des paints M{x.y) tels que [0sx<] .
lo=y=gix)

La courbe (C,) efI'are (A) sont représentees ci-dessous :

0 05 1

Le bul de ce probléme est de partager 'aire [A) en deux domaines de méme
aire, d'abord par une droite paralléle a 'axe des ordonnées (partie A), puis
par une droite paralléle G 'oxe des abscisses (partie B).

Partie A
Soit ae Lﬂ:lj. (A) et (A,) les ares en unités d'dire matéralisées sur la figure

suvante

(Cg)
| —
" oan | e
|
0 al
0 0.5 !

1) a} Exprimez (A} en fonclion de a.
b} Expximez (A, ) en fonction de a.
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2) On considére la tonction f définie sur | 0:1] par f(x) = 2% - 2e™ +E| .

a) Dressez le tableau de variations de .
b)) Montrez que I'équation f{x) =0 admet une solution unique .

c) Donnez une valew approchée de o a 107 prés.
3} En deduire une valew approchee dexan tel que (A )=(A,),

Partie B
On adme! dans celte partie qu'l existe un seul réel b positil 12l que |a droite
d'équation y =b sépare 'aire {A) en deux domaines de méme alre.

1) Justifiez que b < |+,;,,

2) Déterminez la valeur exacte de b.

i 17 Approximalion d'une aire par la méthode des rectangles - Méthodes 5, &
et 12
On considére la fonction | définie sur & par [{x)=(x+2)e™ el l'on nole (C,)

w01 courbe représentative dans un repére orfhogonal,

Partie A - Elude de f
1) Déterminez les points d'intersection de (C,) avec (Ox) et (Oy).

2) Détermine? les limites de | aux bomes de son ensemble de délinition.
3) Dressaz le tableaw de varialions de |,

Partie B - Approximation d'une aire par la méthode des rectangles
1) Daons cette question on «approche & 'ore {A) définle par 'ensemble des

Ozx=s1

points M{x.y) tels que Oy si(x) par 'aire: grises subvante

OS5

] -1

Onconsidéne |"algornthime suivanl qui donne la valeur de Faore orisées ©
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Variabkles k st un nombire entier
5 &gl un nombre reel
Initialisation Allectar & 5 la valeur O

Traitement Pourkalantde 04 3
Affecter & 5o volewr 5+ IF![ E ]

Fin Pour
Sorlie Alficher §

Donnez une valeur approches a 107 prés de la valeur de § que donne cel
algarilihme.

21500 Ne .
Dans cette question on « découpea » I'intenvalle |_El.'lj &n N infervalles de méme

longueur ce gui donne N rectangles oau liew de 4 comme au ).
Quelle valeur de 5 renvoie I'algorithme en langage Python pour M= 10072

Partie C - Valeur exacte de (A) et u validité » des approximations

1) Déterminez la valeur exacte de [A) en unités d are par une Intégration par
parties.

21 Donnez des valeurs approchées a 107 prés des emrewrs commises par
rapport aux valaurs renvoyées dans la partie B,

18 | suite d'intégrales - Algorithme - Méthodes & et 11
On considére la suite (1, ) définie sur I par | = _F_:x“e“clr. = _[;L{njdx dont on a

vu & "exercice ¥ que |, = L4627 & 107 prés,

Partie A - Détermination de valeurs exactes de termes de |||

1) Déterminez 1.
2) Monftrez en intégrant por parfies que pour tout ne M. |, = Ele —nT"'IL.
3) Determinez alots les valewrs exactesde || ef |,.
Partie B - Etude d'un algorithme
On considére |"algorithme sulvant en langage courant :
Initialisation Aftecter  nla valeur |
Affectsr @ u la valeur EIE —%
Traitement Tant que n<21
Affecter a u la valaur —;e— HTHU
Affecter @ n la valeur n+2
Fir fant que

Sortie Adflcher u
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1) Quel lerme de (L, ) renvole cetle algarithme: ¥

2] Donnez une valeur approchée de ce terme a 107 prés en programmant
cel algorthme en langage Fython.

Partie C - Elude de la convergence de (| )

1) Montrez que Ynel, | =0,

2) Montrez que (| ) est décroissonte.

3) Deduisez de 1) et 2} que (L) converge vers une limite L.
4) Determines L (coup de pouce : encadres x"e” sur [ C:1]).

i 19 | Fonction legarithme - Algorithme - Suites et infégralion - Constante
d’'Euler - Algorithme de Brouncker - Méthodes 1, 7 et II

On considére la fonction f définie sur | B+« par f(x) = e In{ ]

J

Partie A - Elude de celte fonclion logarithme
1) Déterminez imf .

2) Dressez le tableau de variations de .
3) En deduire le signe de |,

Partie B - Algorithmes permettant de conjeciurer les comperlements des deux
suites

Faur lout ne T, on consiclére les wites (U ) &t (V] suivanies
1

U = z_= +— et ¥ =U.-In(n).
et K n
1) On considére I'algorithme suw‘unf en langage courant :
Variables i el n sont des entlers nalurels
U st un réel
Entrée Demander n
Initialisation Allecler G u la valeuwr O
Traiterment Pouriallant de | &n

Allecler au la voleur U+ i]

Fin Pour
Sortie Alficher u

a) Donner la valeur exacie renvoyéa pour n=3 .

Iz} Donnez les valews approchees renvoyées par 'algodthme powr n= 100,
n= 1000 et n= 1000004 | prés en le programmant en langage Python,

c) Donnez 3 congclures relatives a la monolonie, aux bomes el o g
convergence de lo suite (U, ).

2] a) Modifiez cet olgorthme en langoge Python afin de compléter lo
clawdéme ligne du tableau subvant :
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n 4 5 & ! 8 ' 10 | 100 | 1000 | 1500 | 2000
W

b) Dormezr 3 comectures relafives d loa monotonde, aux bomes et a lo
convergence de lo suite (V).

Partie C - Démonstrations des conjectures (constante d’'Euler)
1) Montrez que la sulter (U, ) est crolssante, donc minorée,

2) Monfrez que pour fout ne V. V_, -V, =f(n).
3) Déduisaz alors de la partie A que (V) est décroissante, donc majorée,

4) a) Monfrez que vkell, _[[EI e }dx 20
¥ x

b) Dédukez de la quastion précédents que Yke I, Infk+1j-Ink < % puks que

pour fout ne I, Infn+1)=U,,
c) Montrez alors les conjectures relatives & la convergence de chaque suile.

Partie D - Algorithme de Brouncker
Dans cette partle, pour tout nel on considére lo sulte (5,) définle par

o |
S = LTI TD)

2]
I-L;dx.

., la fonction | définie sur B par f|:nc]n=—I et l'intégrale
_

1) Au niveau de la ligure wivante, delermine? les ares des rectangles A A,
A AL A AL A et AL en fenant comple des informations subvantes :

1
a) Le rectangle A_ o pour longueur i
|
b] Lesrectangles A, el A, onl pour longueur i

c) Lesrectangles A.. A,. A, &t A, onf pour longueur El
d} Compte fenu de lo comstruction, on oblien! par exemple, gue le rectangle

A, a powr hauteur f[gJ—f[%J

&) Exprimez chague aire comme l'inverse du produit o'un nembre impair par
e nombre par qul lul succéde (par exemple ; 182 =13 14 | afin de frouver la
queastion suivante.

REMARCQUE : Aprés celo, vous ne pouver pas dire qu'on n'eslt pas sympa avec
VOLIS.
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i
A
it
Az ! L a
s Ay
LT 1d | B ! Ay
Az i
A
LL b
I
na :
By
Ay
a3 |
LR
L] ¥ L] LI} V2 11 I..{. 1% Ll ir LI ] 1] ]

2} Quelle conjecture peut on émetfre quant & la convergenca de (5§ ).
| 1 1

3) Montraz gue pour foul ke M, = - i que ;
foiakon it {3:+1}{ﬁ:+2] %+l EA2 oW
it 1 1 | 1
- P— ——Y e = ) = 3 e ¥ — ——— el Y —
i §ﬁ+1 tlﬂk+l Ek Hll R"'] Zk 2§k 24-...-:|k+1

Coup de pouce : Développer les sommas pnur v voir plus cloir |

+1
5) Exprimez alors 5, en fonction den, V., et V., pus monlrez en ufilisant ia

parfie précédente que (§, ) converge vers In2.

#al 1 ] . )
4) Monfrez que E e =U. +m . puis donnez 3, en lenclionden, U, el U .
]

20 Intégrales de Wallis - Méthodes 1, 2, 6 et 11

Pour n enfier nalurel, on considére la suite () telle que | =Eﬁin“ xolx
(infégrales de Wallis).

Partie A = Calcul de |
1) Détermiinez |, et |.
2) Pour nelf ‘x{i}_ . exprimez | en lonclion de |, en integrant par parfies

_ (3 -
|, = [ Fsinxsin™ xdx .

|:- '!I EETC] L_._“I:M

3) En déduire que |, = '
(2 (nl))* 2 {2+ 1)l
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Partie B - Comportement global et asymplotique de |

1) Montrez que (1, ) ed décrosante bomée,

2) Montrez que (| ) converge vers une fimite L,

3) Monfrez que la suite (U ) définie pour ne!¥ par U =nll , es une suite
conslante que vous determinerez et dont vous deduirez L.

b pus lim o,

4) Détermines _!I_r'n :

fi

21 |Fonctions définies par des intégrales - Méthodes 6,7, 8, 10 et 11

On consiciére les deux fonctions f et g définies par f(x)=[" fjﬂm ef

afx)= [ —::IL

1) Montrez que g est définie sur R, dérivable sur R et préckez g',

2) a) Donnez une relation simple enlr-a fetgsur 27,

b) En déduire que | est définke sur ', dérivable sur R° el préckez 1.

c) Monfrez que | est définie sur R et pradsez sa parité.
3) A l'aide d'une intégration par parties, déteminez Iimt :

moost-1

4) On considére la fonction h definie sur &7 par h(x) = I .

a) Montrez que pour t=0, —%5 cost=-1<0.

) En déduire ﬂmh[x] s limf{x} el anfin Iirnt:;u] en ulilisant la parite de ia
.:-n

fonction f.
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Corrigés

E Primitives avec le tableau des primitives en « x n = Méthode 1
On note F une primitive des fonctions { sur I'intervalle |

! F{x}=§rx3 +§x’+3x sur l=R.

2) f{x)=x"-2% =F(x)= %1’ +§ix“ = —;r"-.-% sur l=R",

REMARCGIUE : N'heésitez pas & passer gux pussances negafives avant de
déferminer une primifive.

| b SR
30 H)=-3xt + - =)=t s+ o = 2Jfx =-5% =
) Ona () LA :'i: = F{x) EI Ex Jx = 5x

3 3. .
— =R =X =0 ur =R .
2 2 r

4) F{x)=-Injx|+&* =—In(-x)+&" sur I=2".

REMARCGUE : Cet exemple monire l'imporfance de 'intervalle d'infégrafion car
comme x <0 ona |x=-x.

5) f{x)=2cosx—3sinx—x" = F(x)=2¢nx + 3cosx + x™ = 24inx +3cm:-:+—| sur

A

|=R"

6) F(x)=3tanx—2e" sur l= |-2:2 |

) F(x) o 1= |52
E Frimitives avec le lableau des primitives en « u(x) » - Méthode 2
Determinons une primitive F des tonctions | sur llintervalle |

I} On a f(x)=u(xjv'(x) avec u[.‘:}=-x=-}r.+2 chonc F{x]:uiﬂ &t

[—::+}=:+Er
finclement F{x)= r sur |=R,

5 3 Ut [
2) Hx)=3 [z (%) avec u(x)=x"-x+5 donc Fl{:«:}:E—-é—j =u’(x) et
finalement F|::-1:|=[x*—x+5;|: sr |=R.
3) Comme on a f(x)=u(x)u”(x) avec u(x)=-x"+2%-5, on en déduit que
u™(x) l ]

F :P:ln W == -,
t -3 (%) 3(-n? +2x-5)

sur i=H.
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4 On a I{x]aill.r'{:-:}e““' avec u(x)=3 +6x+2 donc F{x}n—zla“'" et

finalerment F{x)= %e“"‘"l wuri=R.

5/0n a H{x)=30'(x)cosulx) avec u(x)=x"+x+] donc F(x)=3sinu(x) e
finclement F(x) = 3sin(x" +x +2)sur I=R.

3
&) f{x)=u'{xu(x } avec u(x)=Inx donc F{H]nu [’[}= |

> E{lnu}’ sur l=R".

3 | Primitives avec u u(x) = ax+b 1 - Méthode 3
Déterminons une primitive F des fonctions f sur l'intervalle |.

2 —éxu‘“]
2x-1" 2 u(x)

1) f[:{}:%x umcu{x]-h-l-:ﬂml:J—m:%[.
On en dédult gue F{x]:%ln},u{xﬁ: %In[—ut:]}:%Fnl—ﬁ:H] sur | = J-mili .

2) t(x)=e""* avec a=-2 el b=35 donc F[x}-ée"'ﬂ--%e‘*ﬂ" wri=R.

3) F{x}=-%cm{53u'l_:| surl=2.

E! Primitives par intégration par parties - Méthode 4

Déteminons une primitive F des fonctions f suivantes sur l'intervalle |,

1) 1l faut dérver le logarithme népérden donc poser u(x) =In(x+5) el v'(x)=1
(on n'a pas le choix).

Cela donne par exempls U'(x) =

T et vix)=x MAIS || est beaucoup plus

judicieux de prendre vi{x)=x+35 sinon vous risquez d'avoir des soucis avec
Ju{xpvix)dx.

Cela étant, comme u &l v sont deux fois dérvables sur |-5:+#| . par integration
par parfies on obtient ;

fin(x-+ )k = (x+ S)in(x + 5) - [ 222

%+ 5

che = (% +5]Inix+ 5}—j|d:{ =[{2+5)in{x+5)-x.

21 Il faut intégrer "'exponentiele donc poser u[x] =X Vi(x)=€" |onn'apasle
choix}.

Cela donne u'(x)=1 &l v(x}=-2" ce gqul ne va poser de probléme pour
déterminer [U'(x)v(x)dx.

Cela &iant, comme u et v san! deus fols dérvobiles sur &, par intégrafion par

parties on oblient
Jrerdn = e - eV dx = —xe™ — 8™ = (-x-1)& .
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3) Lo, i faut fare deux intégrations por parlies successives pour ven sorlir ce
qul suppose qgue losque 'on a posé v, | faut dérdver v’ 4 lo seconde.
Il faut dériver le polyndme pour abalsser sa pulssance, donc poser U(x)=x" et

v'{x)=cosx [onn'a pas e choix).
Celo donne u'(x)=2x el v(x)=sinx ce qui va poser un probléme pour
déterminer jLI’[!]h’{:'-']dh'_ ce qui supposera une seconde intégration par

parfie aprés la premiérne,
Celo étant, comme u ef v sonl deux fols dérvables sur B, par intégration par
parfies on obliant

jx’ cosxdx = x* sinx -Jhﬂnxd: fi.

Pour déterminer jir.sinxd:t.. on reinlégre par parfies en posant U(x)=2x et
v'(x)=sinx.

Cela donne u'(x)=2 et v(x)=-cosx ce qui ne va pas poser de probléme
pour deéterminer ll.l'l:xi‘-'{xidx.

Ce&la étant, comme u et v sont deux fois dérvables sur &, par intégration par
parfies on obilient ;
J 2xsinudx = ~2xcosx - [2(~cosx)dx = ~2xcosx +2|cosxdx = ~2xcosx + 25inx .

En remplacant dans (i), on obfient ;
jx’ CosXaK = X7 SinX - (~2xcosx + 28inX) = Zxcos X+ (x* - 2)sinx .

5 Caleul intégral - Méthodes 1,2, 7 et 9
Calculons les intégrales demandéas.,

1) 1= [+ xet = Eﬂ %;?l =§

2) On a vu dans la question & de 'exercice 2 qu'une primitive de lo fonction
Inx

* —s ? sl ® -——%[In:]: don | = I-In?x[:h: =[%{lnx}:j|: =§I |

3) La c'est plus délficat car on ne connait pas de primitive directe de la
fonction x —cos™ 2 el I'an ne peul pas ulilser le lableau des primitives avec
ux) et u'(x).

La meéthode dans ces stualions de puissances de co ou de sinxk consisle G |es
firedariser, c'est-G-clire 4 les exprimer comme combinaison lindale de cos(kx)
el de sin(kx) avec ke N (Cest-G-dire dans ce cas parliculier & vliliser le coup
de pouce].

- - - - -
s 11
CO% 2% = Cos® X =sin® x = cos® :lc—{1—~::c:rs=x] =2cos" X-1==cos" x =E+Eccﬁix -
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On a alors | =J:¢ﬂ:'-: wclx =_[:E+§I+:mﬂx}dx =|tE +715in2x s

4) Comme on ne connall pas de primifive de la fonclion X — ]x - | [ S L‘].EJ i

faut penser a utiliser la refation de Chades pouwr intégrer sur des intervalles ol
I'on peut supprmer e symbole de voleur absolue {on vouws rappelle que sl

u{x}=0, u(x)| = -u(x) et que si ufx)z 0. ju{x) =u(x}).

Ainsion @t 1= [Tk = [Ljc=tfebe o+ [TR=jx = [[ (- +1 )t + [T =1 Jelx .
Hﬂﬂlﬂﬁ1Eﬂf!=r~£+l | + r‘—z-x *=---=1-
| 2 - |

REMARCIUE : Il v a plus rapide. En utilisant o définitton de 'infégrale comme
une qire, I'intégrale cherchée ast 'aire grisée sur o figwe ci-dessous ol 'on a
trace la représentation graphique de x =[x ~1|.

i

[} 1 2

N vient immadiaterment que | =1 il fallail y penser),

5 0 fout uliliser le coup de pouce et raisonner comme on I'a fait dans la
remargue de |'exercice précedent, mais c'est un pau molns évident,
Voyors done de quelle aine il s'agit en la grisant aprés avoir fracé la cowrbe

représentative de & — JA—x°

Oul | Cela ressemibde bien au demi-cercle de centre O et de rayon 2. Voyons
celo de plus prés.
le cercle de centre O el de ravon 2 a pour équalion x" +y =4, donc

'!'I': = 4 -_:ﬂ: H

On en deduit que pour x=|-22 | et yz0.ona y= -|,||I-l - ce qui comespond
a 'équation de la représentation de x — -u.r‘-i =

mxd*

Finalement | est I'alre du demi-cercle, donc | = !'Eq\l'd e =2m.
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& | Valeur moyenne - Algorithme - Méthode 4
La fonction | est définie sur R par f{x)=xe™ .

| . 2 L
E_Dque dxnﬁj'ﬁxe el .

Il faut & taper » dans la methode 2 pour intaegrer |
En effet, f[x;=-%{—:?h:}e": =_%u‘t::|9“‘*' dont une primitive F sur |0.2] est

définie par F[u}:——;a“” .,

2

1) On demande p=

On en déduit que :

Yopioga I Tea T 3ol Tpoa: aooibmgne
p=i];:~:a m_ﬁ[_ie J;-—E[e :L-—Efle —1]-;[1—-& ) = 0,245421.

2) Lalgorthme en longoge Python o permet de froover une valeur
approchde de p paut éfre le sulvant :
from mMath isport exp
def £(x):
zeturn X'exp(-(x**2))
def moyenne(a,b,n):

s=f(a)

for 4 in range(l,n):
s=a+f (a+i* { (b=-a)/n))
u=3/n

retuEn {u)

Er mochka « Bun b, on abtient

*»»> moyenne (0; 2, 1000000)
0,2454210719615953

REMARCUE : C'est cohé@rent avec o valeur exache !

7 | Courbe de lorenz - Coefficient de Gini - Calcul d'alre - Méthodes 1, 5
et
Dans une entreprise (E)) de N salaries, 'éenonce donne la repartition de la

masse salariale M, en ragant la courbe o fissée n (C)) wr | 0.1] de la proportion

clas salariés les plus pauvres en fonclion de la proportion de la mosse salarale.
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0 02 04 086 0.8 1
|proporiion des employes kes phis pauvies

Cetle courbe (] qul s'appelle une cowbe de Lorenz o powr but de mesurer

"omplew des inégalités solarioles au sein de 'entreprse et permet entre oulre
de donner le coefficient de Ginl y, qul comespond & I'alre grise sur la figure.

I} lecture graphique

a) Far lecture graphique image de 0.4 ast 024 donc 24 % de o mdsse

salariale revient aux 40 % des employvés les plus pauvres.

1) Ly, 1 faut bien lre I'énoncé, en fait § suffit de déterminer I’ antécédent de 0.6

puls de rédiger la réponse par rapport & la question demandée.,

L'antecédent de 0.6 est 0.43, ce qui signifie que 63 % de la mase salarale

revient aux 40 % des employés les plus pauvres.

Foar conséquent | y a 37 % des salariés les plus riches & qui revient 40 % de o

masse salanale.

cl My @ 25x20 =500 pelits careaux pow une unité d'aire, el I'aire gisée an

confient envilion 32 (ce nest quiune lectures approdimative) donc
a2

=2 0,064,
=35m0

Z) Propriétés de la courbe (C, | (vrales pour toutes les courbes de Lorenz)

a) Comme 0 % des salarés les plus pouvres se partage 0 % de o mosse
salaricle el 100 % des salanias les plus pavvres se porage 100 7% de la masse
salarale, | est normale que la courbe (C)) passe par les points O{0.0) et

A(LT).

2] On ufilise le coup de pouce. en notant M 1o mosse salarale et M le nomire
d’employés,

S x % des employés les plus pouvres w2 répartissent v % de la masse salardale,
(ce qui comespond au point M{x.y) de la courbe de Lorenz) la moyenne de
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. W o M ; “m-‘f}!M
leurs solaires &5 m= el la moyenne des autres est M = ———
x=N ; (100 x) <N
avec m=m'.
.,,qM (100 -y) =M
cdedu L 50t s
On an it que ﬁ{im-x}xw S0
v ﬁ = (100-x)y = (100-y)x =y < x.

Comme ce qui es’r vrai pour les powceniages, I'est aussi pour les proportions (il
sulfit de diviser par 100), on en déduit que () est sous | OA .

) Plus la proportion des salanés les plus pauvvres augmente, plus la proportion
de la masse salariale qu'ils s& partagent augmente, ce qui explique que (L)

ast la courbe représentative d'une fonclion croisanie.
d) Dans un premier lemps v, estune airedonc Ogy, .

Dans un second temps la cowrbe est dans le fangle OAB avec O(0.0), A{LT)

et B{LD) d'aire El.ce qui explique que v, 5% &l montre finalement que :

|
r.e'}lﬂ,
3) Comparaison de la réparfifion de la masse salariale de froi: entreprises
a) Délerminons v, sachant que (C)) est la courbe représentalive de la

fonction | definie sur | 0.1] por §(x) = ~§x" 4--23—:: 4--&.'-;.

Le segment | DA | ayant powr égualion y=x.ona ¥, -j;l:u-f,lnl]ndx.

Ajnisi, T.=]: 1—{-1\:’%3:{ +41]Jﬂx (—x ——:: -.-%x]::lx ce qui donne an

4

3oy Ny 3T 8 1.3
t I = e | D s
intégrant ¥, = [hﬁ ~SX g% | =335 1& 0,0625.
REMARCGUE : Finalement nofre lecture graphigue n'éfall pas sl mavvaise !
b] Powr deux aulres enfreprses (E.) et [E;). on a 7. =I;{x-g[x}]dx et

vy = [o(x = (x))cx.

Aingi 7. =I'[ X — % Jedx =[%:-F *—; u’l = EI ~—; =% = 0,166 pour I'enfreprise (E.) et
_[{:r. x| cx tr[ X u-—x"]ﬁ ~4E= E = Eln (0,333 pour I'enfreprise (E, ).

) Plus le coeflicient de Gini est grand moins o répartition des salaires est

dquilable, les cas exirémes étant quand il vaul 0 et il :

Dans le premier cos, tous les safarigs ont le méme salaire el dans & second,

tout le monde travallle gracieusement sauf un |



374 Chopitre 4

C'est pourguol, les saloires sont migux réparfis dans (E) que dans (E,) et

finalement que dans (E, ).

[ﬂ: Etude d'une primitive définie par une intégrale - Méthode 10

La fonction f est définie sur |-E1| par f[:;:_{: !'I =t
IR

1) Par définifion, | ast la primitive qui sannule en 0 de la fonction définke sur

e -] . . |
-kl par %— cdonc elle est dérvable et Fix)=glx) = ;
J |' :,i]_“: ;E-:ﬂ."

Z) La représentation graphique de la fonclion g definie sur -1  par
-1

._;q"

alx)= ast la suivante :

Pour Dzx <1, f(x)=—(Al) donc (A )=-1{x) ol (Al) représente I'aire foncée
an unites o aire,

D'autrs part, (A2) = -j ﬁd’r - 3=cn =1{-x) [inversion des bomes).

Comme g est paire, (A2) = (Al) done H{-x)=-f(x].
On en déduit que pour fout x tel que D x <1, I =x)=-f{x).

5 =-lexs0 alors Ds—x<1, dr_::r'rr: on peul remplacer x par =x dans 'egaolilé
précédenie ce quidonne T{x)=-I{-x) = f{-x)=-f(x).

Fnalement, ¥x e |-E1| . f{-x) =-t{x) donc | est impaire.

3§ xe |kn oclors cosxe |-L)| donc F est définie el dérvable sur [0in|
comme composée de fonctions dérvables el F(x] = I"{cosx)x(-sinx).
= snx sinx  sinx

Jl-cos WJSind x Esinxt sinx

comme x & |0 , sinx =0 et |51n::] = sinx.,

On a finalement F(x)= :-a[ —sinx) = =1 puisque
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4) Vaprés la question précedente, | existe ke R telque Fix)=x+k.

Comme F{ }_I[cm—J_I{D] 0. on en dédul que EI_§+I: donc gue

k= -g el finalement que F(x) = ::--%.

9 {g)-(eod)(3)-3-5--3
() oot (i)-5-5-3

A . ; n
L_|__r||1f|:n} e I_rml [cosx)= |:||_1.;F|[xl =F(0)= =i

=

En utliisant 2}, cest-g-dire que t esl impare on en deduit que f[-%}- E,

@ Approximation d'une intégrale par des algorithmes - Méthodes 4, 12, 13,
1d et 15

L'&nonce déinil l'nlégrabe | = _I:e“’d:-: cdont on ne connat pos la voleur exoc s

dans fa mesura ol la fonction | définie sur | ;1] por f(x)=e" n'admet pos de
primitive parmi les lonclions usuelles,

Partie A - Interprétation de | comme une aire
1) La fonction | définie par f{x)=e" =0 est dérvable sur [O1] el

I"(x)=2xe” =0 sur | 0:1] done [ est positive crolssonte sur | :1] .
21 Uintégrale | est |'aire grisée suivante en unités d'aire ;

(Cf) : courbe représentative de




3rs

Partie B - Approximation de |

Déterminons une approximation de Uintégrale | &

107 prés par des

algorithmes en langage Python en utilisant chacune des méthodes proposées.
1) Méthode des rectangles

On peut uliliser I'algarithm

from math

i

-

def

& suvant @

iBpOET EXp
fix):

reTurn exXpix *2)
airea,b,.n):

a=f (a)
t=£(b)
for %

in range(l,n):

a=g+f (a+i" [ (b=a)}/n))
t=r+f (b=1%( ([b-a) /n))

u=s*( (b-a) /n)

v=c*( (b-a)/n)

d=abs (u-v)
retorn (u, v, d)

En mode « Run », an obtient ;

»»> aire(0,1,20000)
(L.4626087899540872,

2) Methode des mileux

1.462624704085507,

On peut utiliser I"algorithme subvant

from
idet

et

math 1mportc
fiix):

recurn expl(x*v2)
aize(a,b,n):
a=f{a)
h=(b-&) /n

=xp

¥
-}

£.5914091419780%-035)

1 ifn Dange (2, n+l):

s=g+f (a+(2%1-1)*{h/2))

u=ssh
serurn [fu)

En mode « Run b, on oblient

»>> aire(0,1,10000)
1.462651743641651

>>> aire(Dd,1,20000)
1.4626517453408447



Exercices ef comgés
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3) Méthode des frapéses

On peut utilser I'algorithme suivant ;
frde MATHh imporT eXp

daf

def

fix):

TETUIT: EXpixreZ)

aire(a,b,n):

=0

h=(b-a}/n

for 4 in range(l,n+l) i
a=z+ (L {a+(i-1)*h)+L{a+i*h)}/2
u=a*h

raturn (a)

En moche « Bun v, on obtent

>>> aire(0,1,10000)
1.4626517504376502
>33 aire(0,1,20000)
1.462651 747035802

4) Méthode de Monte-Larlo
On peut utiliser I'algorithme suivant ¢

1 from math import exp
2 def f(x):

return exp(x**21)

4 import matplotlib.pyplot as plt
5 from random import uniform

& def montecarlo(n):

F i

8

b ]
18
11
12
i3
14
15
1]
17

plt.axis ([e,1,8,7(1)])
s=[uniform(9,1) for i in range(n)]
ys[uniform(8,f(1)) for i in range(n}]
z=[f(x[i]) for 1 in range{n)]
nbre=6
for 41 in range(n):
if y[i)«z[i]:

nbresnbre+l

plt.scatter{x[i],v[i])
plt.show()
return{nbre/n)

En mode & Bun g, on obtant :
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In [98]: montecarlo(5888)

257

407

15 1

10

Qo

Out{98]: @.5386

L'alre du reclangle de base étant lxe'= 2,718, l'are cherchés matérolsée
par les points st done 0,3386=2.718 = | 4439 .

Conclusion : Dans les ol pramigras mathodes, on obtient 14627 comme

valeur approchée de | & 107 prés. Pour la méthode de Monte-Caro la valeur
a5t un peu différente, mais cest normal @ cest une methode dont le principe
est aléatoire (en prenant plus de points, en recommencant et en effectuant
les movennes des valaurs renvoyees, on peul espérer une valeur plus proche
cler la valaur exacte),

i 10 | Résolution d'une équation dilférentielle y' =1 - Méthodes 2, 10 et 17
La fonction | est définie sur & par f{x)=xe™ el |'équation différentielle (E] es!
clefinie par v =1.

1) Résoudre [E) consiste O trouver loufes les primitives de | définies sur &,
On a vu dans 'exercice & qu'une primitive F de | sur B est définie par

Fix) =—%E": . donc "'ensemble des solutions de (E) est la fomile de fonctions

F définles sur & par F (X)) = -%E"J sk avec k réel,
Four delerminer la solution particuligre qui verifie v(0) =3, 1 suffit de trouver e

réel k tel que £ (0)=3, ce qui donne -—il-hk:n 3 efdonc k= %

La solution particuliéne cherchée est donc la fonction G définie s & par

Gix)= —%e”t +% .
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2) La solution parficuliére cherchée est G(x) = [ tedt +3 = [__;E-ﬂl =

c'est-t-dire G(x)= -%e"’ +%+3=—%e"’ +£.

11  Résolution d' une équation différentielle y' =ay+1 - Méthodes 16, 18 et 19
L'énoncé donne les équations ditférentielles (E} 1 v =2y +dnx et [E') : ' =2y,

1) L'ensemble des solufions de (E') est la fomille de fonctions F, définies sur 2
par F.(x)=Ce™ avec C réel,

2) Soit y, définiesur B par y,(x}=asinx +bcosx une solution de [E).

Ona y, (#)=acesx-bsinx donc y, est solufion de (E) lorsque pour tout xe R

ona!
acosx ~bsinx = 2{asinx +beosx )+ dnx = (o -2bjcosx+ (Za+b + )sinx = 0.

2
a-Phal M==E 3 ]
Cela donne = = Kle=——sini——cosx.
[:a:m:-n:u - Yo(X)=-gnx-ge
5

3) Cela etanl, posons y = z+y, avec y solution de (E).
y solution de (B} <y =2y+sinx <= (z +v, ) =2z +y, )+sinx
=24y, =224 2y, +5inx

= 2'=27 (car y, =2y, +sinx puisque y, el solufion de lE!h:-z{x}:Ce"

(d'aprés 1)) = y(x) = 2(x) + ¥y (X) = Co™ ~ Ssinx - zcosx.

C'est gagné ! L'ensemble des solufions de (E) est lo fomile de fonctions F.

définies sur R par F.(x)=Ce™ —%s[n:—%r:m:«: :

4) Pour déterminer la solution particulidre demandée, @l reste & déterminer le
reel C tel que F (0)=1]. ce qui donne E—%:I. soit C=% el donc que la

fonction cherchee est G définie sur 2 par G(x)= ge:" - Esin:-t ——]cmx .

5 5
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i 12 | Résolution d'une équation différentielle par analyse et synthése -
Meéthode d'Euler - Méthodes 20 ef 21

L'equalion diflerentiefle (E) est delinie par y' = 2.;",_' .

1) Analyse
On remarque o' abord que la fonction nulle est solution de I'équation (E).

Pour v =0, I'équation (E) s'écril E}l = |, c'est-a-dire {-,‘Ir';}' = | ce gui donne
¥

J.;, = X+k en intégrant el donc y =(x +k;: civac k risal,
On en déduil que Mensemble des solulions de (E) ne peul &fre que Ia famile
de fonctions vy, qul sont définies sur tout Infervalle inclus dans B\ |-k} por

v, (x) =[x +k)" avec k réel et la fonction nulle.

Synthése
Pour tout xe BNk, v (%)= 2(x+k)=2J(x +k) = 21||I'h"n: (%) lorsque x+k=0,
ce qui prouve que |'ensemble des solutions de {E] est la tamille de tonctions vy,

chefinies sur |-ki+=| par v, (X)=(x+ k) et la fonction nulle,

2) Pour délerminer les solulions particuliéras demandéess, il reste a détermniner
les reels k tels que v, (0) =1. ce qui donne (0 +I:f =], soit k=21 el donc que
les solutions cherchées sond les fonclions F et G definies respectiverment sur
|-kaw| et Jier| par F{x)=(x+1) e G(x)=(x-1 .

3) Pour répondre & la guestion || sullit d'utiliser un algorithme en langage
Python qui frace lo courbe de la solufion exacte ef celle de la solution
approches et de comparer les deux cowbes comme le sulvant ;
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1 from math import sqrt
I def deriv_fix):
3 return 2*sqrt{x)
4 def g(x):
5 return (x+1)**2
& import matplotlib.pyplot as plt
T plt.axis ([8,5,0,48])
Gplt.grid
9 xed
16 y=l
11 x1=0
L2 yl=l
L3 h=2.1
14 abse=[]
15 ordo=[ ]
16 for i in range(@,58):
¥ w=mth
ia y=y+h*deriv_f(y)
19 absc.append(x)
m ordo.append(y)
21 absci=[]
22 ordol=[}
i3 for i in range(®,5%01):
4 xl=xl+h
5 yl=g{xl)
16 sbscl.append(xl)
7 ordol.sppend(yl)
28 plt.grid{)
i plt.plot{absc,ordo,color="black” , linewidth=2.8,linestyle="-"}
10 plt.plot{abscl,ordol,color="black"™, linewidthe2.8, linestyle="--")
£1 plt. show()

En mode ¢ Bun p on obfient :

&

e w B U B MW ¥ 8

1 2 3 : §

On constale que la courbe exocte en frait pointilé, qui représente la solution
exacle F, est proche de celle en trait plein, que ["on oblient avec la méthode
d'Euler.

REMARCIUE ; Il suffit cle prendre un pas h plus pelif pow ne plus observer de
différence anlre les deux courbes [n'oublier pas de régler la longuew de o
boucle finie pour les obtenir sur | 0.5 ).
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i 13 | Transtormation d'écriture pour calculer une intégrale - Méthodes 3 et 8
2

La fonction f est définke sur hﬂ:ml par f(x)= e
X+ 3x

1) imft=0 cor imx” +3x+2=+x.
2

La fonction [ est dervable sur | Qs et P(x)s -————(2x43) <0 sur
[H'+33+2r

|_EF:+-:-¢L cl’ad le tableau de variations de | suivant :

b 4 'D- i

i"{x) -
|
f
* o

2} Tracons sa couwrbe représentalive (C,) dans le plon rapporté & un repére
orthonomé (0,i]).

a b _ﬂ[:+2}+b{1+t}_[u+b]x+{?u+bp

x+1 x+2  (x+1){x+2) = x*+3n+2
) d+b=0
Par ichenfilication, Honc a=2 et b=-2.
{Eﬂ*-b:?

4) Sans la question précedente, l'intégrale | n'est pas évidente & calculer car

on ne paut pas détermingr de primitive de | en appliquant les formules des
fablegux sans cefte tfransformation d'écriture.

a ef 2 E "
Pour weR.. L=_Lr[:3m=J‘E{m_m]m=2{|n[::+u-inp:+2|]ﬁ. done
el e | o4
I“=2|:1nxa-EI=2[Inu+2_ln§.=2 Inﬂ‘h +In2 |,
1 o T+i] 1+-1J 1
o o T+—] Fe= e
(¥ i

= lim i_ =ZIn.
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Gaométriquement, I'miégrale |, comespond, en unités d'alres, a 'alre grisee
au 2}, Quand a tend vers 4=, |'gire grisée tend vers 2In 2,

REMARCQUE : Cela parail paradoxal puisque la courbe ne rejoignant jamals
M'asymplolte on peut penser & pricn Que cetle aire est infinke,

En Fail, NON. car plus a devient grand, plus "aire devient pelite et la définifion
mathémalique de o Imite nows améne 2 In 2.

14 | suite définie par une intégrale - Méthodes 3, 8 ef 11

On a la suite (1, ) définie pour tout ne N par |, ‘-J';]_“_dg,
b M

1 g:j;ﬁd.ﬂ=[ln[l+xi]; -In2.

§ " i A=l —_ r=l ¥ L] '|'I
2 'F'nE[’l'.I,_+L_,=L&—H-dx+=x ax= [ A 2X dh!-“lﬂ oo

J+x 0 Jex 2 fex
e ]
=-l=xdx_|:r‘|+i:|u_n+'l'
1

3) D'apras la queshtion précédente, vYnel, |, = t-_l---l—lﬂ donc | =1-L =1-In2

| | 1
af |.: ==i —|I =-i—{1—|ﬂ2"= —"E— +:|I'IE'1

-

4) wxe[ol], Z=z0=, = j';-l%:ix =0 [positivité de I'intégrale).

l+x
y el ™ el M :_'{:.,:_l:
fowm [ = 2w [ X T W dx .
hi=h I]ﬂ: th L l+x L l+x
M {x=1)

Comme i e [0:1].

] sl=vnel, L, -l s0=YneN, |, =L on en
+ X

dédull finalement que (1) est décroissante & termes posiifs.

5) Puisque que () est décroisante minorée (por 0), d'aprés I'un des

théorémes de convergence monoatone elle converge vers une limite L.
Comme () &st convergente, on peut passer 4 la limite dons la relafion de

récurence L, +L = n—l-i .donc A =0 et finalement L=0,

i 15 |Encadrement & I'aide du calcul intégral - Méthode 11
) 5ot xe R .

vhe[0x], cost<l= [ costdt < [ Idt = [snt] <[], = sinx <x.
Finalement, vxeE_, sinx <x.
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Z) Premiére application de la méthode du 1) : Salt xR,

vte[0x]. sintst= [ sintdt < [ tdt = [~cost] 5[%1 = ~CosX +1 5%.

3

Finalement, vx< &._, I—% < COs X

Deuxiéeme application de la méthode du 1) : 50t x=e &,

vte[ox], 1-% < cost = _[D 1-31; ]d'ra. I;cmid’r:[t_%]' < [sint],
d o

!I{J
= X-—=<s5inx.
&

5
=

. X
Finalement, YxeR , x- T < 8lnx .

Troisieme application de la meéthode du 1) : 5ait x=3 .

vte[0x]. T—% < sint = L[t—'—;}dlaj;smmt:{%, ?;]; s[-eost],

24
:-Ei—£~'—m5x+lz-cmxf1—£+§:
2 24 SR B
k. a
Finalement, ¥xe & . mﬁx;—.‘l-i P iy
2 M

On déduit des résulfols précédents que powr fout x = 0:

3 ) z

X X" X
——+Xasindsx & c—slscosn s ———41.
-] 2 24 2

146 | Aires ot fonctions exponenfielles - Méthodes 3 of 5
La fonction g est définie sur |01 por gix)=1+e™.

On note [Egﬁ w1 courbe représentative cdans un repére arthogonal et 'are (A)
O<x=<1]
O=y=g(x)’

La courbe (C, ] etl'are [A) sont représentees ci-dessous :

ast définke par I'ensemble des points M(x.y) tels que

(Cg)

(A)
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ie but de ce probléme est de partager 'aire [A) en deux domaines de méme
aire, d'abord par vne drolte paralléle 4 I'axe des ordonnées (partie A), puls
par une droite paralléle  'oxe des abscissas (parfie B).

Partie A
On sait que a=| 0], avec (A) et (A,) les aires en uniiés d'aire matéralisées

sur la Egure suivante

(€9)
|
" oan | @2
|
0 al
0 0.5 1

al (A)=[a(x)dx=[7(1+e")ax=[x-e ] =(a~e7)-(-l)=1+a-e™.

b] (A;)= ]:Ql“]‘?b‘- '=[K-E"}; =(l-e"|-[{a-&*)= E-n-gl-ra"’ :

2) La fonction fest definie sur | 0] par f(x)=2x-2e™ +-EI- .
a} La fonclion | est derdvable sur | G:1] et '(x)=2+2e™ >0.

O en diddult le tableaw de variations suivant @

® 0 a |
i"[x] +

.1
&

b) Posons | =[0:1] e J=l—2+—':2—iJ .
= | G
La fonction { est confinue el strictement monotone de tsur J car £(x) >0 surl.
Comme 0el, [—2+-|- =163 <0 at :.,T—-é =163 =0 |, d'aprés le théoréme des
[~

valeurs infermédiaires pour les fonctions strictement monotones, I'éqguation
f(x) =0 odmel une solution unique a surl,

c) Al'alde de la colculalrice o = 0,45 4 107 prés,
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3) D'aprés 1), l-ﬁ-.}=m=]-::-I+:::-ﬂ'“:]—-u—é+a'“f:r2nnze"+énn
= Ha)=0=a=¢.

Par conséquent a =045 & 107 prés.

Partie B
On admet dans cette parfie qu'l existe un seul réal b positil el que la droite
d'équation ¥ =b sépare 'aire |A) en deux domaines de méme are.

1) Il sufiit de raisonner en lermes o’ aires pour justifier Minégalité b <1 +é A

B4

Laire du rectangie ABCD est h:;- et celle du rectangle DCFE est I--;: .

Comme [A’] {gire comprise entré la courbe et le segment |DC]) st inféreura
I"aire du rectangle DCEF, elle-méme inférdeure @ 'ore du rectangle ABCD

[!_.L,; l+-l= on en déduit que 'are [A') est inférfeure a I"are du rectangle
e

=

ABCD.

La valeur b telle que la drolte d'équalion y=b sépare 'ake (A} en deux ares
agales st dong stictement nféraure & h& .

2) D aprés la guestion précedente il taut trouver la hauteur b du rectangle de

A
base | AB | de longueur | qui est &gale O % C& qui Nous ameeng 4 ;
1

oot fr-o L4 -2 - o) -2
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Approximation d'une aire par la méthode des rectangles - Méthodes 5, &
et12

La fonchion | est definie sur £ par NX)=(x+2)e™" el sa courbe représentalive
clans un repére orthogonal est notée ().

Partie A - Elude de f
I Ona H{0)=2 eflasolution de {x)=0 est <2 donc les points d'infersechion

de (C,) avec (Oy) et (Ox) sont respectivement 1(0.2) et J{-2.0).

2) Umf=lim(x+2)e™ == car im(x+2)=—= et Ime™ = Ime" =4=.

T

: ¥ 2 ] a
Limf = lim §+e_’]=ﬂ (crolssances compardées de X—x ef X — &' an +» el

fime” =+
Bl

-

3) La fonction | esl dérivable sur 2 et F(x)=e" —(x+2)e™ ={-x-1je™ quiest
dusignede -xXx-lcare™ =0 sur 5.

On en déduit le tableau de vardations de | suivant @

- = a0t

x
I'(x) + a -

./E\.

- 0

Partle B - Approximation d'une aire par la méthode des rectangles
1) Dans cefte question on « approche » 'are (A) déefinie par 'ensemble des
ill.‘} cx=l

paints M{x.y) tels que 1‘355’51'{“]'

par I'alre grisée subvante

L L
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On a I'olgorddthme suivant qui donne lo valeur de I'alre grisée :

Variables k &st un nombre enfisr
S est un nombire réeal

Initialisation Aftecter a5 la valewr O

Traitement Pourkallontde 0 a 3

Affecter a § la valeur E+%Il%]

Firn Pour
Sortie Afficher 5§

Traduisons cel algorithme en langage FPython pour donner la valeur
approchée demondée |

from math impozt exp
det Lix):
return (X+2) *exp({=X)
def airef{a,b,n):
a=f{a)
for 4 in range(l,n):
s=s+f (a+i* ((b-a)/n))
u=s* | (bk-a) /n)
recarn (a)
L algorithmee renvois :
> aire(0,1,4)
1.6419051073075083

La valeur approchée & 107 et donc 1,642,

2) Soit Ne M".
Dans cette gueastion on « découpe » Mintervalle |_EI':IJ en N infervalles de méme

longueur ce qui donne N rectangles au lieu de 4 comme au 1).

L"algorithme en langage Python ast le méme mals I laut entrer n= 100,

L algorithme renvole alors

»>>» alre(d,l,100)
1.5329€66245T1983E18

Partie C = Valeur exacte de (A) et u validité » des approximations
1) On doit Intégrer par porfies A= L::x +21e7dx, donc il faut inlégrer

'exponentialle, ce qui nous améne & poser U(x)=x+2 ef v(x)=e".
Comme u'(x) =1 &l que 'on peut prendre par exemple v(x)=-&" avec u el
v dewusx fols dérivables par intégration par parties :

1 I 1 s 1 _'
A= [ (x+2)e dx =[(x+2)(-e7 )| -] -="ax=[(x+2)(-e }1 + [ e 7dx
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[-(x+2)e” ] +[-"] =[~(x+3)e”] =—te+3= 3_3 = 15284 107 prés.

2) Les valeurs approchées & 107 prés par excés des emeurs commilses par
rappoert aux valeurs renvoyéas dans la porfle B sont 0,114 pour N = 4 e 0,005
pour N o= 100,

I'IEI Suite d'intégrales - Algorithme - Méthodes & et 11
La suite (L) est définie sur 1 par |, _{n e cx donton avu b 'exercice 9 que
I, = L4627 o 107 pres,

Partie A - Déterminalion de valeurs exacles de termes de ||, )
1) Déterminons | = [ xe ' = [ 1 (x)ckx.

On a f[x) =—;{Ex}e" =%u'[x]e en posant U(x)=x". donc une primifive F,

de la tonction | sur |_{],1J ast par exemple définie par Fx) = El.g-- =g,

| _,' ¥ i
On oblient alors | = o
-Gt [2 L EE 2

21 Montrons en intégrant par parties gue pour loul ne . L., = % —"—J’IL
.- j:x""e":ix -I;tx“' «i(x))dx done comme on conngit une primifive de |

d'aprés la question précedente, pour I'intégration par parties, on va Vinfégrer,
ce qui nous améne & poser U(X)=x"" et v'(x)=1(x}.

Comme U(x)=(n+1)x" et que l'on peul pendre par exemple
""'{1]=F-.{!}=Ele’:,

Comme u el v sont deux fos ﬂérivui:ﬂss piar MTégrnﬁnn par parlies ona &
2 J{x"“'ﬂiﬂ]dnn[ ""x E ]; f[[nﬂ}x = ]ﬂx--e-n+ljx

Finalement, on en dédult que pourfout ne ¥, |, ==e-—I.

3) D'aprés ln quasiion :uécéﬁente lexs w::lfa-urs exactes demandédes soni

|

_1 il
R [:z HJ—?H 53} 31



Partie B - Elude de l'algorithme
L algorthme en langage courant proposé est le suivant :

Initialisation Aftecier an la valeur |
Affecter & u la valeur EIE! - -I—

2
Traitement Tant que n< 21
| n+l

Aflecter a u la valeur Ee - Tu

Aftecter an la valeur n+2
Firy fant gue
sortie Alficher u
1) L algarithme renvoie L, car quand n= 1?9 "algerithme calcule |, , n prend la
valeur 21 et s"aréte comple tenu de la condition n < 21.

2) Tradusons cet algorthme en langoage Python pour donner la valeur
approchée demondés ;

from mATh 1mporc exp
detf £ix):
rEnurn exp(x)
der T (m):
n=1
U=, 5*F(1l)=0.5
while nem:
a=0. 5% [(1}={ [n+l} f2) *u
n=n+d
ratarn (u)

L algarithme renvole ;

=33 I(21)
0.114000757E46T2E7TH

Par conséquent |, =0.114 & 107 prés,

Partie C - Etude de la convergence de (1 )
1) Sur |G:1], ¥neN, x'e® =0, donc ¥nel¥, L= j;:-:"’e‘:dx::ﬂtmsilhlié de
intégrale).

2 -k = j;x""ﬂ“’{fx - I;x"a“ dx = j::“e‘z (% - 1)ckx,

Sur | 0:1), powr tout ne N, Xe” =0 et (x-1)=0 donc x"e” (x-1)=0 ce qu
implique que |, -1, = [ X’e” (x~)dx 0. donc que pour fout ne !, I, 5|, ce
qul prauve que (| ) est décraissante,

3) D'apres 1) et 2) la suite (1) est decrolssante minorée, donc d'aprés I'un des
theoreémes de convergence monotone alle converge vers une limite L
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4) On vlilizse le coup de pouce |
ol o 20|
Comme on a 05xs]l=0zx"21I=1<8" <86 = x"am"ﬂ"sﬂwlx"}.

ntegrant cette demiére inégalité membre G membre on oblient :
[[xax <1, sef,xax.

Puisqie Ilr.":‘im = X" _ L on a finclement l =l = = fil.
] n+l e+l A+ Fi+ |
Comme on a l'inegalité (i) avec lim —I = fim il =0, d'apres l& theordme

des gendarmeas on en déduit gue L =liml, =0,

i | Fenclion logarithme - Algorithme - Suites et integration - Constante
d' Eulir - Algorithme de Brouncker - Mil'hudls 1.7t

La fonction | définie sur |_I +¢| par f(x)= —] [ ]
L X

Partie A - Etlude de celte fonction logarithme

I} Umt=0 car ||m|n[-“- = limin = limin =i =0 pulsque
- r sl x+'|_ vl 1 Ll
:-E[H ] -
X L
Fona im 11 l.
-|--;:
2) La fonction | est dérivable sur |14 et:
I}lx-nl] :-:[l]
+IF
Fix)=~ . X+ R B P | Faee] .
(x+1) *, x{x*ij
x4+1

On en dédult le tableau de varations de | suivant ©

I S

Pix) +

|
- =112
2

3) On en déduil que powr tout x| lie=| | H{x) <0
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Partie B - Algorithmes permettant de conjecturer les comporements des deux
sultes

Pour tout ne ¥, onales suites (U, ) et (V) suivantes :
1

I | 1
U, _?;E _I+E+ G el V. =U_-In{n).

1) On a 'algorithme suivant en longoge courant :

Variables it n sont des entiers naturels
U et un res|

Entrée Demander n

Initialisation Affecter & u la valeur 0

Traiternent Pouriallont de | an

Allecter G u la valeur u Tll

Fin Pour
Sortie Afficher u

: 1M
=31 t LATIL AP A
a) Powr n=23, 'algorithme renvoie g te e

by} Tradusons ["algorithme en langage Python pour répondre o la question ;

def s(n):
A=)
for 4 in range{l,n+l);
=41 /1
ranurn (8)

Pourn= 100, n= 1 000 et n= 100 000 I'algorithme renvole :

w=> & ([ 100)

L. A8T3ITTELITEIREZY
>»> 5(1000)
T.4854T70B605503%3
5> a(100000)
12.000146129863335

Les valeurs approchées renvovées pour N= 100, n=1000 et n=100000 & 1
prés sont donc respectivement 5. 7 et 12.

c) Donnons 3 conjectures relafives a la monolonie, oux bomes et 4 o
comvergence de la suite (W) ;

Monoctonie : (U ] es! crolsante,
Bommes : (U ) ne semble pos majorée (pas évident], mals minorée por son

premier ferme U =1,
Convergence ! (U ) ne semble pos converger mak ce n'est pas évident

(affaire & suivre, mais déja déemontré dans 'exercice 12 du chapitre | ].
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#) a) Modifions 'algorithme précedent en langage Python afin de comipléafer
la deuxieme ligne du lableau donné dans l'enoncé ;

fram math Lfmpoart log
def afn):
=0
for 4 in range(l,n+l):
sug+l/a

r=turn (2=1og (n) )

On entre sucoessivament les valews de n cdu iableau ef 'on oblien ;

n | 4 [ 5 | & | 7 [ 8 [ % [ 1o ] 100 | 1000 | 1500 | 2000
V, | 0497 | 0474 | 0,458 | 0.645 | 0,638 | 0,432 | Dié26 | 0.582 | 0578 | 0,578 | 0577

b} Donnons 3 conjeclures relatives 4 g monofone, aul bomes & a o
convergence de la suite (V) 1

Monatonie ; [V, ) est décroissante,

Bornes : (V. ) esl majorée par son premier lerme V, = 1 el minorée par 0.
Convergence ! (V.| semble converger vers une limite dont une valeur
approches est 0,577 |affalre & subre 1],

Partie C - Démonstrations des conjectures [constante d'Euler)
[ ]
U, . - =Z~l-~ 1=_]..,. >0, donc pour tout ne i U, =U, , ce qui prouve
=k ik nsl
gue la swite (U ] esl sticlement crolssante. donc minorée par son premier

terme U =1,
2) Soit nel¥ . V., -V =L -In(n +'r]._{uﬂ -Inin))= ﬁ#n I j<n o+ ).

i | n
| tV =V &e——sinn)=In{n+1) =2 — sin—=fn].
kot B T n+1* (n)=in(n+1) n<l Ir'In-|~l (")
3) Lorsque ne M. ne| L+ | donc d'oprés la partie Aona f(n)<0.
D apres la question précedente vnel, V=V, <0 et donc V, <V, ce qui
prouve que |V ) est décroksante majorée par son premier lerme YV, =1.

4) a) On a ﬂ:k:;ﬂk+1:—lslﬁl=~ﬂ5—l—l. donc an en déduil que
k+l x k k x

1 1
- kk+1].
i sur [kik+1]

Par conséquent, par infégration membre @ membre on obtient
— . Eal 1 1
rke N, ! [E }::m,:n.

x



b) vkel¥, J:'[-;-;I]dx = |:-;::-1an7| t[.li;—'l-ln[lca-u]-[l-lnkj

= E] —In(k+1)+Ink =0 d'aprés la quedtion précédente,

Finalement, Yke I, In{k +1j-Ink = L—i »

n

Onen déduit que vnel’, 3 (Infi+1)-Ink) < ZE =U..
el |

On a vreld, ¥ (Infk+1)-ink} = ¥In{k+1)- ¥ink =In[n+1)-Inl=In{n+1) donc

F W=l val

pour fout ne [, In(n+1}=U_,

c) D'aprés la question précédente on sall que pour tout ne I, Infn+1j=U, .
Comme Eminin+1) = iminw =+« par comparalson, on déduit de 'inégalité
Famaa

précédente que liml, =+ ef donc qu'elle ne converge pos et n'est pas

minoréa puisqu'elle tend vers o« [démontré d'vne autre fagon a 'exercice 12
clu chapitre 1)

D'avire port on a vu que o sulte (V) est décrolssante. donc s F'en monire

qu'elle est minorée, d'aprés I'un des théorémes de convergence monolones
on en déduira qu'elle converge,

Et c’estle cas !
En effet, pour tout nel'. Inn+l)zU =In{n+1)=Inn=l -Inn=V, donc
comme 0<in(n+1)-Inn, on en déeduit que Ynel, D=V,

Lasuite (V) converge donc vers une limite v,

REMARQIUE : Cette imite y dont une valeur approchée est 0,577 & 107 prés
{2)al de la partie B) s'appelle constante d'Euler.

Partie D = Algorithme de Brouncker

Dans celte paortie. pour foul nel. lo swite (5] est définie par
- |

5, = '

" Elﬁ:-ﬂ]{ﬁu!}

la fonction | est définie sur B par T{x}=-~l- et l'intégrale
| = > ]d:u.
_L —dx.

1) Au niveay de la figwe suivante, § s'agit d'expeimer les ares des rectangles
AL AL AL AL AL AL A el A, comme des inverses d'un produit de deux

enhars comnsecutils dont le premier est impair.,

Pour v parvenir, # faut absoclument tenir compte des nombreuse indicalions
données dans |'énonce.
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1 Ny
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: J‘j : J i
% i : : H‘ :
| | 1333 eves]
| £, SHSSH EREtA HIAE
Fs LE2L3 | NS AT B AT I
an :1 ] 1I'I 2 13 Td Lk 18 llf 18 ]
A=lxs =
2 =2’
2y | 1 (2 1 11 1 1 ]
A3 75
o f’E]-lli]].lx[i-E].lxi.LF '
4 114 2 4 15 3) 4 15 30 5xb
TR .'i],,l L i_l];l,;:_i: 1
“TaT\\a) 2] 4\7T2) 414 58 7x8
A= {2 3))-ax(B- ) e e e
B 1l\a 4 8 \9 5)] 8 45 90O %x10
A=t ()13 2x(-1) -t e
g 14i8 4 8 1% 5] 8 45 90 ¥=I10
A= (S)13)) =28t Z == s
8 18 2 g L1 3 8 3 132 =2
A= (2)(2)) 2 -3) 2t o
g 1.8 4 8 113 7) 8 91 182 13x14
R ST L ) S
~8lle) 2 Bl15 2] 8 30 240 15x18°
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2) On comnstate que la somme des B akes el égale 4 5. donc on peul
conjechrer que (§,) converge vers I'are comespondant 4 l'ensemble des

lex=?
points Ml xv) lelle que clast=gedire | —de =|Iinx| =02,
(x) v Jiee =[] -
1 I
3) Montrons que pour fout ke M, m e uls e
' S S mENE2) Ee Ee2 0

j!l

L

k+1

A | | 1 el o | o IR . |
= i BTl 3o E“‘Em- )

5

Pourtout ke N ;
o ez ksl 1
Zeal H+2 (Zkal)[Zk+2) (K+l)(Zk+2) (Hal)[Z+2)

On en déduit que :

= | s | | A | n i B 31
. “g.::mm]:?mz] “E[an'mq]“gm+l'§a:+f§:&+l'§§m‘

| 1g 1

Four plus de clarté nows noterons (I} I'égalité 5, = E

i-ﬂ&"‘ll El.:lk'l'l
Prouvans que "-;_"_ ! E—I—Eﬁ:l :fl—lf_:—t en ufilisant le coup de
4] Sk 2k mk 2u7k
pouce.
Comme ZL 14244, on conslate que I'on lait fa somme des

o+ 1 3 2an+1

inverses des nombras entiers impairs compris entre | et 2n+l.

Comme ﬁll A oL e donne |a somme des inverses de tous les
e 1273 Tmn

nombres entiers compris enfre | & 2n+1 i st nomal de lui enlever la somme
des entiers pairs compris enfre 2 el 2n pour obieni la somme precédente,

C:::mme la mmme chas inverses des IEH‘IHEH ;:u:lhrs r:um:::rbs Ernlre 2 el In e
4 2]
— e} btient bie =¥ - -u ———% -
Ez: Z bl "Ezm E Z ...b: Et_..lc

7:--I I:ii

En reportant dans I'égalité (i) on -:}bﬁan’r E!IEH"S
=118

5~‘Zr‘:’,_.r52m ().

kel

Cups |
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4) Montrons que El:_;l =l + . puis exprimons 5. en fonction den, U, et
k=t

L en ulilisant IM'éagalite (i) gue I o wen’r de démonfrer.

C'est le méme principe que dans la guestion précedente ;1 fout développer
la somme pour ¥ volr plus cloir |

=) 1 1 ] 1 =
Eneflel, calaodonng » —=-4—% ..+ —4 _.
ékﬂ 1 2 n n+l ?"—‘q

PREL N
A taa

:-r1_.

En remplacant dans (i), hhan’r v

|
S _'U:I"I-I 2 r- ?[U F'I-l-1] l".:hlm-r Uﬂ_?{n+lll
5) Exprimons alors §, en foncfion de n, V__, et V.. puls montrons en uliiisant la
parfie précédente, cest-d-dire que la suite (V) converge vers la constante

d'Euler v, que finclement (3 ) converge vers In2.,

Comme pour foul ne ', M, =l -In(n) ona V, +In(n}=U, ,d'ol;
1 1

e g A

2n+1) T 2(n+)

S, =V, +In[2n+1)-(V, +In(n)) - +In{2n+1)=Inin).
On en dédult que :

1 el
il Y e
. o 0 " EII"I-I-]]+ [ n } e

' “+In[1'+%].

Il vi'y plus qu'er posser & la limite et & est plig |

Cela donne lins, = y-y-0+In2 =In2. ce qui déemonire |a conjeciure donnee
& la question 2).

20 | Intégrales de Wallis - Méthodes 1, 2, 6 et 11

Pour n entier naturel, on o la suite (|} telle que | :E sin” xdx (intégrales de
Wallis).

Partie A - Calcul de |
= : g z -
)l = [ =[x 3 =5 e L:Jﬂ-sinxdx=[-c:mx]u- =1:

2) Pour nel\fll. on a | = [snxsn™ xdx = [Fu(x)v'(x)dx en posant
u(x)=sin""x et v'(x)=sinx.
Il vient alors U(x)=({n-1)sin"" xcosx el vix)=-cosx
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Comme i el v sont deux fois dénvalbies sur [D: -;—J e intégrant par parfies on

abtiant :
I =[u!x]v{x [E ujflf[x}vl x )elx = [—~5Tr["" chs:::E‘ +(n- l}jﬂisfn“" xcos xdx

= [n—l}LE'iin“" x(1-sin” x Jeix ={n—|]j'${sin"'“‘x—5rﬂ‘ x)ex = (n-1)(_. -1 )

n—1
n hs

Fnalement, ona: | =(n=1)l . =(n=1)|, =nl =(n=1)|_, = =

H-1 =n [12-
3) D'aprés la question précédente, |, = I,H =5 el
Fml HE:

bal

| 2n)! _ ()}
nx2(n=1)x-x2  2(nl)

Comme d'une part T[2~1=(2n-1)%(2n-3)x--x1=
]

el d'autre part [2k = 2n=2(n=1)x-=x2=2"(n!). on en dédult que :
Eal

(2n) =
(2 () 2

I, =

D'apréds lo question 2] et les calculs précédents ¢

HHE-LE

1-.[3: )2 (2ny)

2 “nel (et
K+l (n+Nx-1 LHP
H i }H 2" (nt)

Partie B = Comportement global et asymptotique de |

= - F— .
1) On @ |~ = [3(sn™ x-sin" x)dx = [7sin” x(sinx - 1)dx <0 car sur [ﬂ.EJ

simMx z0et sink-1<0=sin" x{sinx~1)= 0 (positivité de 'intégrale).

Finalement, wnelN, |, <L, donc la suite () est décrossante el par

conséquent majorée par son premier teme |, = —;- 5

D'avire porf, Tne M. ¥ —sin"x est positive non nulle sor {D%J donc Yne M.

|, =0.
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2] La suite (| ] est décroisonle minorge [par 0), donc d'oprés 'un des
théordémes de convergence monolone, (| ) converge vers une fimite L.

3) vnel \{I}.
=2, =, = (n- I, = ¥ne N\ ol = (=1 .

=vne N AL U =U  =¥nel \ [}, U, =U, =I}, ..E.

On en déduil que Yne N, LI =% at donc en passant 4 la limite [puisque

(. ) converge vers une imile L) que : * =0, ce qui implique que L=0,

4) fim I"-=1

ait une forme indéterminége de type o g W voyons donc commend
on peul s'en sortir |

Comme (|} est décrobsante shictement positive :

vne N\ | <l 5L, = e N\l 12 Lﬁ%=r .

Comme mﬁ'ﬂﬂﬁ‘iﬂ;'l' d'apres linégalite (i), en

appliguant le théoréme des gendarmes, on oblient Irrn 1';:‘ i,

vnel. nll,. ’gj’mE M. ni; =%=¢ﬁ:vne N qﬁ:ExE,
Comme ir_.’ll;'_‘li‘ﬂ:“,?_,"}_Jgﬂ.nnﬂhﬂant E."lﬁﬁ =J§_

21 Fonctions définies par des intégrales - Méthodes 4, 7.8, 10 et 11
Les deux fonctions f et g sont définies par H(x)= “m'm et g(x)= j--:n

1) Pour xR, la fonclion t— E%'" ast définie of confinue sur tout intervalle
de bornes | et x, donc g est définie sur 7.
Par définition. sur 27, g et la primitive de a—% qui s annule en |, donc

CUE-K

elle est dérivable sur 3 el g(x) =
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2) a) Pour x e &, 1 sulfit o apphquer la relation de Chasdes a | pour répondre &
ka guestion,
En effel, pour xe K :

()= [ S5l [t = [ St [ %Lkt < g(30)-0¥)

b] Par composition, | est définie sur R, dérvable sur 7 ef la fonction I ast

définie par F{x) =3g(3x)-a(x) = SS3X 05X

X X

c) Soit xeR.
La fonction ’r—‘r:""'s%r ast définie et continue sur tout intervalle de bomes x el

3x, donc | est définie sur &

Il suffit d'ulifiser la définition de I'intégrale en ferme d'aires pour détemminer la
parité de 1.

Soit xe R,

Comme I:—-c"%i esi impare, les ares (A) et (A.) en unités d'aire

reprasenieas sur la figure suivanie sont egales.

On en déduit que [p.,}=_]"5‘:l"idt j"F-“f-'dm{A.] el donc que

}--:» Cﬂsl -{: s COs 1

cht (Inversion des bomes), ce qul prouve gue pour tout
= !I:L. 1:-x}.f[}r.}.
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Sl xe R olos -xeR . donc en appliquant le résultal que 'on vient de
démontrer f(x) =1{-{-x)}=1f{-x).

Finalement wxX e R, f{-x)=1(x). donc { est une fonction pare.

3) Soit xe® .
Posons U[T}=~:- et v'(1) = cost. ce qui implique u*[|]=_F!et wit)=sint.

Les fonctions u et v sont deux fois dérivables sur {_:::31 | done en integrant por
parties f(x) sur cetinfervalle on obfient :

tx)=[u(tvinT = [ uit)e(t)dt - [""‘I "“—’“di

Dans un premier temips, [srm]j = 5';‘3" —H:x et donc comme pour u=3x ou
=%, ~lzsdnuzl=-2s ™M 1 gvec fm-t=lim-=0, on en dédul
L L | U

d’aprés le theorame des gendarmes que ﬂm ﬂﬁ ={).

Dans un second terps sor l_x:.?rxj, —]ﬁﬁﬁfgl:-—T—!-sﬂi—Tﬁll:_ donc en

infégrant membre O membre anfre et 3x> % {x eR, ] onoblent ;

f"-—cﬂ fﬂqt_r —di = [I J"ﬂd* [ I‘[IL

- 13 %
Fnalement comme on a Lj . ef ) I avec
t, 3z x i Jx =
fim 2. = Iimu-'- +-' =0, en appliquant le theoréme des gendarmes avec
peet X X fem M ¥

'inégalité fi) on obtient fim j‘ i .0,

Par conséquent, ILL'n! =0.

:m:u::sl-lm_

4) La fonction h est definie sur £, poar hix) = j
al On a démontré a l'exercice 15 de ce chc:nltre que powr 120,

-%-54::1:&5!'-'!5(} ).



b)Solt xeR.

Pour te|x:3x|, 1>0. done sur cet infervalle ,% g St

=0 Finégalité (i),

=0 [on divise par

En intégrant membre & membre l'inégalité précédente entre x et 3x > x
(x e R.). on obfient :
j."-%-_:n sh{xjsﬂwlvér :—.mx}snﬂ—%ﬁ% = —2x" <h(x) < 0{i.

Comme Im{-2x")=0, en appliquant le théoreme des gendarmes ovec
W=

Iinégalité (i) on obtient II‘I'_:I';II'IEH] =0,
wel"

Pour xe R :

h[x}=_[""‘it”=:u— f'"%cn =1(x) [T =1(x) - (IN3x ~Inx) = F{x) ~In3.

Comme limh(x) =0, on en déduit que limf(x)=In3.
55 =

Comme | est paire, l.?f[:}:@f{u}:ina [on pose u=-x) et enfin

1!2[{:1]: In3.



Chapitre 5
METHODES SUR LA GEOMETRIE
DANS L'ESPACE
EXERCICES & CORRIGES

Exercices

|1 Paraliélisme - Méthodes 1 ef 2

On vous demande de fralter cet exercice sans uliliser de repére,
On considére le cube sulvant ol | et | sont les milleux respectils des segments
|DB | et | AH] :

H G

1) Montrez que les vecteurs AH, HFE et IG sont coplanakres. QUe pouvez-vous
an dadvire relativement 4 la droite [1G) e au plan [AHF) 2

2) Montrez que les veclteurs 1] et CH sont colinéakres. Que peul-on en déduire
relativement aux droites (L1} et {CH) 2

3 Monfrez que le vecteur HB est nomnal aux plans: [FAC] et [EGE). Que
pouvez-vous en deduire relativernent aux plans (FAC) et [EGD) #

=

| 2 Paraliélisme - Méthodes 5 ef &

On reprend 'énoncé de 'exercice précédent que 'on vous demande de
fraiter en géoméblie mepérée en Infroduisant e repére  orthonome

(0. 5A.DE.BH).

—

F_;_!_J Distances et angles dans un télraédre régulier - Méthodes 3. 4, 20 et 23

On considére un téfroédre régulier ABCD (les quatre faces sont des tiangles
equilatéraux de coté a) d'scbarycentre G et dont G e I'kobarycenire do

fiangle ABC [les points | el J désignent les mileux respectits des segments
| ABJ et |BC] ).



A

I Menirez que la hautew issue de D du téfraédre est | DG,
2) Montrez que Ge|DG' | et déterminez sa position sur le segment.

3) Expliquez pourquol les quatre hauteurs du tétraddre, les qualre distances de
G aux faces, les qualre distances de G aux sommels et les quatre angles
géométiques de sommet G et d'exirémités deux sommets quelcongques sont
guatre 4 quatre de méme valeur,

Exprimez alors en fonciion de a

a) la hauteur,

b) la distance de G a une lace.

c) la distance de G a un sommet,

o} une valeur arrondie ou degré prés de "ongle géométrique de sommet G el
d'exirémilés deux sommaets guelcongues,

4 Distances et angles dans une pyramide - Méthodes 5, 6, 7, 8, 20 ef 23

On considéra lo pyramide SABCD de sommet § [donc de boase ABCD) dont les
faces sont des fiongles eéquilaléraux de colé a.

On note G 'kobarycentre de la pyramide &t O lNintersection des dicgonoles
ciu quadrilaténs ABCD.
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1) Mantrez que le quadniatérs ABCD est un losange, puld que la droile (30)

ast la hauteur de [a pyramide issue de §,

4 Monfrez alors que le quadilatére ABCD est finalement un camé, puis
exprimez en fonclion de « a» la hauteur h =50 de la pyramide,

3) Montrez que G &st un point de LS'DJ &t donnez sa posifion sur le segment.

4) Expliquez pourquol fes qualre distances de G oux sommeals de 1o base, les
guatre distances de G aux foces latérales et les qualre angles géométriques
AGE, BGC , CGD et DGA sont qualtre 4 quatre de méme valeur,

5 On sa propose de déterminer les valeurs précédentes & 'alde de

coordonnées de points dans le repére {IDT]'E] de la figure.

a) Déterminez les coordonnées des points A, B, C. D, § e G.
b) Exprimez en fonction de a la distance de G aux sommets de la base.
) Exprimesz en fonction de a la distance de G aux laces latérales,

d] Donnez une valeur amondie au degré prés de |'angle géométrique AGE .

E Caraclérsalion analytique de plan et de droiles dans I'espace - Méthodes

9. 10et12

L'espace est rapporté au repére orthonomé (O.11kK).

On considere les points A(EZ:7), Bl2:0:2), C{XE3). D(2-&1). E(4Bd)el la
=3+

droite (I) dont une représentalion parameélrique est (y=5-4k |
Z=-1+2k

1) Montrez gue A, B et C définssent un plan.

2) Donnez une équation du plan [ABC).

3) Le point D est-l un point du plan (ABC) 7

4) a) La droite (V') est-elle orthogonale & (ABC) #

b) Délerminez Mintersection de () et (ABC).

5) Etudiez la position relative de la drolie [DE) ef du plan [ABC).

E Caractérisalion analytigue de plan et de droites dans |'espace - Méthodes
2.10,12, 13 et 14

L'espace est rapporté au repére orthonomé EGETE} .

1) Donnez une eéquation du plan [ABC]) o0 A{l:=1:2), B{O;1; =3). C(2:0; 1)
apres avolr moniré gue ce plan aexiste.

2) Montrez que les deux plans (P) &t |P') d'@quations respectives
N4+y+Z-5=0 et 20+y-2+1=0 sonl secants selon une droite (D) dont vous
donnerez un point et un vecheur directeur,

3) Déterminez I'intersection de (D] et (ABC).

4) Déterminez 'intersection de [D) et (AB).
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E_ Caractérisations analyliques - Droites et plans de I'espace - Méthodes 9,
10,12, 13 et 14

L'espace est rapporté au repére orthonomné (040 k).
On considére les pants A(GD2), B((:4:0) et C{20:0).

1) Démontrez que 2X+ ¥+ 22 =4 ast une egqualion du plan (ABC).
2) a) Déterminez une équation du plan (P] passant par A et orthogonal & la
droite [BC).
b) Déterminez une représentation parometricque de la drolfe (D) Intersection
des plans (P) et (ABC).
c] Quelle droite particuliére ast (D) pour le thaongle ABC 2
3 On note |IV)] la médiane ksue de B du angle [ABC).
| XK=
a) Monfrez qu'une représentation paraméltrique de (D) est !',r =4 -4k" Ovec
2=k’
k' rael,
b) Mantrez que ABC e un frangle socéle de sommet B.

-i-E'}

55

b) Guel point parficulier @st H pour le fiangle ABC 7

5 Montez que H est le projelé orthogonal du point O sur le plan [ABC) et
déterminez la distance du point O au plan (ABC).

0l oo

4) a) Monirez que H=(D)~(D') a pour coordannaes [

E Intersections d'une droite et d'un plan avec une sphére - Méthodes 10, 11,
12,15, 16 et 17
L'espace est rapporté au repére orthonomé f{}.i._f,f I

On considére le plan (P) d'équalion X+y+Z-4=0, la sphére (§) de centre
0{L2.3) de rayon R =5 dinsi que les points Al-12.-1) el B(0.0.3).

1) Déterminez une représentation parameéfrique de la droite [AB).

2) Déterminez une équation de (5).

3) Déterminez 'intersection entre (AB) et (5),

4) Déterminez 'intersection enfre (P} et (5).

Ei Distance d'un point & une droite ~ Méthodes ¥, 10, 13 et 18
L'espace est rapporté au repére orthonomé ED.F.T,!?] -

On cansidére les points A(L-13), B{-12.0) et C(0.-11),

1) Déterminez une représantation paramefrique de la droite (AB) .
2] Délerminez une équation carféslenne du plon (F) ocrthogonal & (AB)
passant par C.
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3) Dédubez-en les coordonnées du projelé arthogonal C, du poind C sur la
droite (AB) puisia distance d{C.(AB)) du point C & la droite{ AB) .

10 | Ensemble de points avec un télraedre orthocenhique - Méthodes 2, 20,
21 et 23

On considere le tétraedre ABCD el que ABC, ABD et ACD sont trols friangles
nocéles rectangles en Aavec AB=AC = AD=a el I'sobarycentre A’ de ABC.

1) Monfrez que le fangle BCD est équilatéral pus que la droite (AA') est
orfthogonale au plan (BCD) en railsonnant avec les plans mediateurs de | BC |
el |DC.

2) Determinez AA" en fonchion de a.

3) On note G I'sobarycenire du 1&raédre ABCD e 1 le milleu de lECJ.

a) Bxprimez AG en lonction de AA . puis déduisez AG en fonction de a.
] Determinez Nensamble des points M de 'espace lels que ;

[MA -+ ME « MC + MO = 2[MB + M.

[ 11 | optimisation dans un tétraédre orthocentrique - Méthodes &, ¥, 10 et 13
On considera le (étrogdre ABCD tel que ABC. ABD =1 ACD sont Irols angies
socéles rectangles en A avec AB = AC = AD = a (tétaéde orthocentricque de

la question précedente].
Davtre part on nomme E. F et G les milieux respectifs des segments {AEJ,

[ECJ : LEAJ el 'on rapporte 'espace au repére orthonome {ﬂﬁ_ﬂ.ﬁ.m].
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1) On comsidére le plan (P} passant par A arthogonal & (DF) &t & point
d'intersection H entre [P] et (DF).

a) Déterminez une représentation paramétrique de (DF).

k) Délerminez une équalion cartésienne de (P,

c) Déterminez les coordonndes de H.

d) Montrez que (EH] et [HG) sont perpendiculaires.

2] On considére un paint quelconque M de la drolte [DF), ce gquisuppose qu'l
axiste kK e B vérfiont I'égalité DM =kDF .
la but de cetle guestion est de déterminer le point M pour lequel 'angle
geométique o =EMG est maximal,

3 -

Montrez tEME m okt -k,
a) Montrez que > oAb

) Montrez que MEG est isocéle de sommet M. puis gue ;
. |
EMxsin| = | = z
i 2 } P/
c) Monfrez que pour a variable de | 0.z
[a

— | mck=imal,

12 J

d) En déduire que a maximal = EM minimale.

e] Déterminez finolement le point M pour lequel I'angle géoméirique o = EMG
st roximal, puls donnez une valeur arroncie au degré de cet angle maximal.

¢ maximal < sin

———

I 12 |intersections de droites avec un cube - Méthodes &, 10 et 14
On considére le cube ABCDEFGH suivant ol M et N sant les miieux respectifs

de |EH| et |FC | et P le point tel que HT’:%E.

L'espace est rapporté au repére orthonomé A AB.AD, AE) .

1) D&termine les coordonnees des poinks M. P, F. G el N.

) Déterminez une représentalion parametrigque des droltes (MP) et [FG) puls
les coordonnées du point d'intersection L de ces deux droltes,

3) Déterminez alors une représentation paramélrique des droites [LN) et (CG).
puis les coordonnéeas du point d'intersection G de ces deux droites.

4) Le tdangle QFN est-l rectongle en Q 7
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| 13 |section d'un cube - Méthodes 5, é, 9, 10 et 13
On considére le cube ABCDEFGH d’aréte de longueur |,

E W H

L'espace est rapporté au repére orthonomné (A, AB,AD,AE)
Surla figure. 1 1370 . J[ﬂ:%ﬂ]. K[2:01 | ot La:t0) avec a=|0i)
Partie A

1) Déterminez une représantalion paramétrique de la droite (1),
2) Demontrez que la drolte [KL] a pour représentation parameétrique ;

EL 3].

:-4+[-::| Fi 4

Y=k avac K'e R.
z=1-k

3) Montrez que les droltes (11) et [EL) sont sécantes < et seulement 5l a= —‘:- H

Partie B
Dans cette partie on pose {:+=% el donc L[—;:i.'f.]] .

1) Démontrez que le quadrilatére IKIL st un porallélogramme.
2) Sur la figure suivante on a représenté la seclion du cube ABCDEFG por le
plan (LK) cest-d-dire 'ensamble des points r:::lrnmuns au cube el au plan.

8
a) Prouvez que NP est nomal au plan (LK.

5
b) Déduisez-en que Ba+9y+ 52 ~-11=0 est une equation de [LIK].
c) Dédulsez-en les coordonnéas de M et M.
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i 14 Ensemble de points - Associativité du barycentre - Approfondissement -
Méthodes 20, 21 et 23
—

On considére e téhaédre suivant ol .#-F:EAE, ACT =
ST ey
Ci==C0D.

3

Les points | et J sont les milieux respechits des segments | AC | et |BD .

1) Déterminez 'ensemble das polnts M tels que :
) |2AA + 18 + WAC - WD) = [WA -]

L3} |2ﬁ’ﬁ"ﬁ+ﬁ—ﬁ"cl =Fﬂ+m.

2} a) Interprétez P, Q. R, 5, | & J comme des barycentres de deux des qualre
paints A, B, Cel D,

b) Dédubsez-en por application du théordéme du barycentre partiel que les
segments] GR | |[P5] et [1] sont concourants [Coup de pouce : montrez que

ces segments sonl concowants en un banveentre des quatre points A, B, C e
D alfectds de coeflicients adéquals qui en faif est le mifeu |PS|),

I 15 |tieux de barycentres - Approfondissement - Méethodes 20, 21 et 22
On considére la famile de barycenlres G =Bﬂ:{{ﬁ~.k}.[E,—ﬁtl.{Ck+2ﬂ ol k

varke dans B et A, B &t C sonl frois paints non alignés de l'espace,
D'avire part on note | e miiew du segment | AC |,
B

a8

1) Montrez que G, existe powr tout ke R.

2) Déterminez et représentez ba liew décrt par la famillie G, lofsaue k décrit X .

3) Déterminez et représentez le e décrll par la fomille G, lorsque k décril
Vintervaile | 0.1].

4) Déterminez el représentez le lieu décrl par la fomile G, lorsque k décrit X,
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iE | Existence et unicité de la perpendiculaire commune @ deux droites non
coplanaires - Distance enhre ces deux droites - Approfondissement -
Methodes 9, 14 ef 17

On considére deux droftes (D) et (D) non coplanaires de vecteurs direcheurs

respectifs u et v, un vecteur normal N orthogonal & u et v, ainsi que le plan
(P] contanant {D) et dont n est un vecteur.

(o}

e

1) Montrez que (D) et (P) sont sécants en un paint |,
2) Déduisez-en qu'll exisie une seule perpendiculaire commune a (D) &t (D),
3) La propriété est-elle vroie siles droites sont sécantes en un point 1 #

IErile v

4) Application : 'espace esf rapporté au repéra arthonorme [D,'l,i.lr:}.

On considére les poinfs. A(ELO), B(O:2:0), C0:0:0) ef D(O:0;-1).

a] Déemontrez que les droites {AB) et [CD) ne sont pas coplanaires.

b} Donnez une représentation paramefrique de fa perpendiculalre commune
a [AB) et (CD) aprés avoir justifié son exislance,

) Déduiser-en la distance enfre les deux droifes.

l 17 | Existence el unicité d'une sphére circonscrite & un fétraédre -
Approfondissement - Méthodes 1,9, 10, 11, 12 et 13
On considére la figure suivante oo ABCD est un télraddre, (F), (F) el (F) les

plans medioteurs respeclils des segments |AB|, [BC| el |DA|. ainsi que o
droite (D) = {F )~ (F;) el le point 2= (D)n(F).

Sur la figure les points 1 J of K désignent s mileux respechiis des seamenis
LAEJ. Lﬁﬂ] el LDP-.J
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i) Montrez par 'absurde que les plans (F) et (F) sont sécanks selon une
ciroite (D).

2) Montrez par I'absurde que (D) coupe [F'n] enun point Q.

3) Déduisez-en qu'll existe une unique sphére crconscrite au félraédre ABCD.
4) Application | 'espace et rapporté au repére orthonome {'DT_iE} \

On comsidére les points A(1:1:0). B2Z]). CIEX]) e D{O:X-1) et 'on
conserve les nolalions des questions precedentes.

a) Montrez que ABCD est un télraddre.

b) Déterminez une représentation paramétrigue de la dioite (D).

c) Détermine? les coordonnses de .

d) Déduber-en une équalion de o sphéne crconscrite au téfradéce ABCD,
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Corrigés

1 Paraliélisme - Méthedes 1 et 2
Ona la figure suivante ;

Iann:lﬁ-ﬁfﬁuéﬁq-E:%ﬁ-ﬁ.

Onan déedult gue les vecieurs AH, HF et IG sont coplanaires el donc que la
droite (1G] est paralléle au plan [AHF).

2) En oppliquant e théoréme des milleux avec les vecheurs dans le Irangle
AHC Il vient : ﬂ=§kﬁ-l . Cela prouve que les vecteurs [ et CH sont colindalres
et donc que les droites [1J) et [CH)] sont paraliéles,

3) Montrons en ulllisant le produil scalaire gue HE est orthogonal a FA=GD
{on a FA =00 car AFGD est un parallélegramma).

ona: H—Eiﬁ= {H_.E-n- ﬁ}-ﬁ =ﬁ§-ﬁ+E_E. oFA.

Le vecteur HE est normal au plan (ABF) contenant FA donc HEsFA=0.

Le quadriatére ABFE est un camé donc ses dingonaies sont perpendiculaires ef
EBeAF =0,

Finalement on en déduil que HBFA = HEGD =0,

On démontre de la méme lacon que en HBFC = HBED =0 en écrivant au
départ que HE = HG+ GB pour prouver que HEFC =0,

Le veacleur HE est d'une part orthogonal 4 dews vecltewurs non colinéaires du
plan (FAC), et daulre part orthogonal G deux vecteurs non colinégaires du
plan (EGD), done il est normal aux deux plans gui inalement sont poralléles,

[2] Peraliéisre ~ Méthodes 5 ot &
On introdult le repére orfhonormé (D.DADC.DH| pour tralter les questions

aved |es coordonnédes des points el celles des vecteurs dans o base
orthonomée tﬁiﬁﬁﬁj
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Avec la figure suivanle on va pouvolr delerminer les coordonnses adaguales.

1) Dans le repére I_Dfﬁﬁﬁﬁ] ona:
A(LO.0). H(0.0.1). E(LLI). l{%% ] &t G(O.L1).

Dans la bose fﬁﬂfﬁt} on en deduit quea

= 1
AH|D . FF1 &t IG

i
2
1
> -
o |

Cherchons s'll existe a et p réels tels que aAH+pBHF =IG.

_E+ﬂ= _i

Cela améne 4 résoudre B = 1 desolution : (a.B) =[ L%]
2

o=
On en dédull gue m+—;ﬁi=t_§r. donc que les vecteurs AH, HF et IG sont
coplanaires, &t inalemant que la droite (1G) est paralléle au plan [AHF).
2) Dans le repére (D.DADCDH) ona:
11 | P |

C(0.10). H(0.0.1]. F[E.E.ﬂ] ef J[E.u.i],
Dans In base [ERD"EEFF} on en déduit que :
1]

CH|-1, et 1)}~
1

bl | —

B3| —
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I est clar Gue %E'H'ul'.l. ce qui prouve que les vecteurs [ et CH sont

colinéaires, et donc gue les droites (1) et (CH) sont paralliébes.

3) Dans le rapére 15:-,[:-_&9_(:.@] ona:
A{L0.0), C(0.10), F{LLI}. H(0.0.1), B{LLO). G(O.L]), D{0.0.0) et E(1L0.1).
Dans la base [D_A.ﬁﬁ] an en dédult que :
0 <3 ]

FA = GD|-1, FC =ED|0 at HB|1 .
-1 i A

On oblient alors :
e1} HBFA = HBGD = (110} + (1 =1} = (=1} = 1) = O

b} HBFC = HEED = (1)(=1)+ ({0} +(=1)(=1) = 0,

Le vecteur HB est d'une par orthogonol & deux vacteus non colinéaires du
plan (FAC), el d'oufre part orthogonal & deux vecteurs non colindaires du
plan (EGD), donc 1| est romnal aux deux plans gui finalement sont paralléles,

3 Distances et angles dans un télraddre régulier - Méthades 3. 4, 20 ef 23
Ona la figure subvanie :

A

I) DGAB =l:ﬁ+ﬁ}-r5 =DleAB +1GAB =0+0 =0 car les médianes (DI] et (IG*)
sont aussi des hauleurs puisque les Irangles ABD et ABC sont éqguillateraux,

De méme on a: DG +BC =[B1+1G') +BC =DJ «BC G #C 0 0 0 ,
Comme DG est orthogonal aux deux vecteurs non colinéaires AB et AC. du
plan (ABC) 1 es! nomal au plan et donc LDG'] a5t la hauteur du tétragdre
Bsue ce D,



416 Chaopitre 5

2) On a G=Bar{(A1).(B.1).(C.1).(D.1}} . donc en regroupant A, B et C. comme
G =Bar{(A1).(8.1).(C.1)} . en appliquant la propriélé d'associativité on obient
G =Bar{(D.1).(G.3)} . ce qui prouve que Ge|DG'|.

Comme G =Bar{(D.1),(G"3)} on peut écrire que : GD+3GG" =0

On a GD+3GG = ﬁﬁﬁ+3{ﬁ+ﬂﬁ}= 0= 4GD+30G =0= DG =4DG

=DG-= %DE‘ ce qui donne la pesition de G sur | DG’ |,

3) Compte tenu de lo syméire de la ligure, les qualre hauteurs du tétraédne,
les quatre distances de G aux faces, les guatre distances de G oux sommedts,
el les quatre angles geometiques de sommet G et d'extrémités deux sommels
guelcongues sont qualre 4 qualre de méme valaur,

Ainsl pour répondre oux questions a). b), c) et d) on va déterminer
respectiverment DG, GG, GA et AGH.

Four gagner du temps on ulilise la 4* astuce ! la haulewr d'un tiangle

3

aquilatéral de coité s anest h= n? :

a) En appliguant le théoréme de Pythagore dans le fiangle DGl rectangle en
G' on obflent : DF =DG™ +GT°.

P, ., po—" N J—.
On a: OF =DG* +GF = ﬂ? =DG" + Equ -=-IGI =DG +ﬁ
= r'!=|.E :—.-—ll-.- !——l;l— :-.----I- :=|-§- l::-.l-:l- 2= '|: .-E-l: “JE

DE™ =39 1% 139 12?7 "z° "3% =0 =gz a7y
La hauteur d'un tétraédre régulier d'aréte a est donc hlug,
b) Comme [?_Gm%DG'. GG':IFDG' et donc GG’ = ;IDG‘ %- £2
Dans un télraédre régulier d'aréte a, la distance de l'lsebarycenire aux quat
I'uclsnidtn£.
12
EI(:IHE}GDIG'D-G'GHE%-G%EG%.

Dans un télraédre régulier d'aréte o, la distance de l'iscbarycentre aux quatre
Jé

sommets est d tnT .
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REMARCWE : La malécule de méthane de farmule CH, peul éfre modélisée par

ce telraedre réguiier dont I'atome de carbone est le cenire de gravite G du
tafragdire eof los atomes d'hydrogéne ses sommets avec o =108.7pm [l pm

est égale 4 107" m),
d} En appliquant la formuole du prodult scalakre avec cosinus on peut écrire
ave : ﬁ.aa;mxsaxcm@:cﬂcmﬁs:gu:cmﬁa (E).

Il reste & déteminer GAZGE pour dédule cosAGB de I'égalité précédente ef
ensuite la valewr amandie demandeée.,

On a I'égaolité (i) :
GA - GB=(GG +GA) + (GG +GB)=GG* +GG « GB+GA+ GG +GA - GB.

Comme GG est nomal au plan [ABC) qui confient les vecteurs G'A et GB
son produit scolare avec ces deux vectewrs est nul.

D'aultre part d'aprésblona ! GG7 = u% ' = ?_Idﬂ; ;

Enfin, GATE = G'A=CBxcosAGB = G'AT x cos120° = ‘%[% :-ru-";—il U
En remplacant dans I'égalité i) : GAGE = E—Lﬂ: - E'n::: == EI“: .
En remplacant dans "egalite (E) :

—Elﬂ: = gﬂzcmﬁﬁhﬂ = cos AGB =—% x

On en déedult que AE"}E, = | 0¥ armonce ou degné pras.

Dans un télraédre regulier les qualre angles géométiques de sommet G el
d'extrémités deux sommels quelconques ont une valeur arondie au degré
prés de 1097,

E Distances et angles dans une pyramide - Méthodes 5, 6, 7, 8, 20 et 23
On a la figure suivanie :
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1) Cna Ab=8BC=CD=DA donc le quadrilatére ABCD ast un losange &t par
conséquent OA=0C ef OB=00D.

Ona 5A=5C et OA=0C donc les points § et O et por conséquent le vecteur
5O appartiennent au plan médiateur du segment | AC .

Comme le vecteur AC est normal & ce plan qui contfient SO ona: 55.AC =0,

Ona 58 =50 et Of=00 donc les points § et O et par conséquent le vecteur
SO apparfiennent au plan médiateur du segment |BD |.

Comme le vecleur BD est normal & ce plan qui contient S0 ona: 55 .80 =0,

Le v&ct&urﬁ st orthogonal @ deur vectews non colinéoires de la face
ABCD donc normal a cefte lace ce qui prouve que (3Q) est la hauleur de la
pyramide isue de 5.

2) En appliquant le théoréme de Pythogore dans les tiongles 50OA st SOB
rectangles en O vienl OA7 =5A° 507 =’ =K (I} et OB? = 58" -80° = K.
On en dédult qua OA =08 el donc que las diogonales du losange ABCD soni
de méme longueur ce qul prouve que c'est un camé.

Comme ABCD est un camé de cdié a, ses diagonalas ont pour longueaur a2 .

On en dédull que Ob = 4::|--"'£E . done en remplagant dans (1), [ﬂ%] =0 -

ce qui donne ¥ = %u’ at finalement h= ufg.

3) On o G=Bar|(51).(A1)B(C),(0. r;-; ., donc en regroupant A, B, C et D,
comme I'sobarycentre du camé ABCD est O =Bar[(A1).(B.1).(CIL.(DI)] en
appliquant la propriété d'associalivilté on obfient G=Bar{($.11.(0.4)] . ce qui
prouve gue Ge|O§|.

Comme G =Bar|[5.1).(0.4)] on peut écrire que : GS+4G0 =

0.
On a G5+4G0 =0 G0+ 05+ 450 =05G0+05=2000G=
danne la posifion de G sur |05 ].

4) Compte lenu de la symétrie de la figure, led qualre dittances de G aux
sommets de la base. les quulre drslunc&s de G aux laces latérales et les

guatre angles géa::mélnque;ﬁﬁﬁ BG:’: CGD el DGA sont quatre & quatre
de méme valeur,

5 a) Donnons les coordonnéss de points A, B, C, D, § el G dans le repére
(©Lk).
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J2

On a vu que DA:GE:GC:GD:QE doncona:

A aﬂ.ﬂ.ﬂ ., B ﬂ,aﬁ.ﬂ . -ﬂﬂ.ﬂ.ﬂ & E.—nﬁ,ﬂ .
. 2 2 2
a2 P .
On a vu que GS-hud--f et que UG:EDS doncona:
J2 V2
S[EI.EL-:T b G Ilﬂ,aﬁ :
12} La distance de G aux sommeats de la base est GA,
2
2 - 2
Comme GA0 muGA:ﬁu-"’E—] +ﬂ=+[—u% =u-—-{-3:.
Y2
10

i
g

o0 N est un vecteur nomal au plan (SAB), ce qui nécessite la détermination

¢) La distance de G aux faces latérales est por exemple d(G.(SAB)) =

de n.
e
Motons Nl un vecteur nomal au plan | SAB),

T
<2 | B
2 5

0

Les vecleuwrs ABl a2 et SA sont deux vecteurs non colinéaires du plan

2

0 o, S b
Fi

(SAB) donc on est amené & frouver a, B et 1 tels que nAB =0 et RSA=0.

. ﬂ[._g:j-.—i_].pﬂ ﬂﬂ]:ﬂ
5 neAB =0 2 2 —a+f=0
our celar 4 [— J_ J_ -:*u 0 CE quil par
Mas A = 0 =Yi=
o(afZ)r(-02)-0

1

exemple nous améne & prendre (a.f.y)=(L11) et donc nil .
1



Da &, comme GAJD On o :

le.-[Su"lB” = IGH = m—= %G "

d) On va utlliser la famule (1) : GA - Gh = G (58 cos AGE .

o2 0

On a GA[0 : el GB % donc ﬁ-‘ﬁ-ﬂmﬂ*[-ﬂ%]‘-%& et
o2 i

Gﬂ:&ﬂ%]‘+f+.nng]i= %zﬁﬂ:ﬁﬁxﬁrﬂ:é—iﬂ

En remplacant dans la formule (1) : %n’ = lﬁ%q* «COs AGE ,

Finalemant cm.ﬂﬁﬂ-ﬁ &l une valsur amoncie au degré prés de |'angle

géomélique AGB est 887,

E Caractérisation analytique de plan et de droites dans I'espace -
Méthodes 7,10, et 12

L'espace est rapporté au repére orthonomé (O111k].
On a les points A(L27), B{20:2), C(313), D{3-&1), E(4:-8:-4)et la drolle

X=3+2K
(LY) dont une représentation paramdiricise ast (Y =5-4k .
I=-1+2%
1 2
1) Comme —;= :—EI les coordonnées de AB-2 et AC|-1 ne sonl pos
-5 -4

proporfionnelles, kes deuy vacleurs ne sont pos colingares, donc les frois poinds
A, B et C ne sont pas alignés et déefinissent un plan.

1 2
2) Déterminons nlb nomal & AB-2 et ACI-1.
-5 -4
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"

. on  peul

—

{ﬁﬁ:u {n-—a:-se:
Comme =
b-4c

e el

ﬂg{ﬁﬂi—&::u lc=a
AL =0 o | i

=
b+d4c=2a b=-2a

prendre por exemple a=1, ce qui donne nl-2.
1
Le plan (ABC) a donc une equalion de la lame x-2y+2+d=0.
Comme B(2:0:;2) estun point deceplanona 2+2+d=0 el donc d=-4 ca
qui enfraine que X -2y +I-4=0 esl une équation de {(ABC).

3) Comme 3-2{-4)+1-4=12=0 le pont D n'esl pas un paint du plan [ABC].

2
4) a) La droite (D) a pour vecteur directeur V|-4=2n, donc ¥ el n sont
2

colinéaires cette droite est arthogonole a [ABLC).
b) Pour déterminer Nintersection de (DY) et [ABC) 1 laut résoudre le systeme

X= 3+

y = a— 4k

z=-1+2%

x-2y+z2-4=0

(X =3+2 X=3+2K k=1

y=5-4k ¥=5-4k x=5
= o=

T==T4+2% I=-1+2k y=1

[ X=-2y+2-4=0 |3+2XK-2(5-4K)-1+2%k-4=0 |[z=]

donc Pintersection demandée est fe point 1| 511).
1 x=3+k

5) Comme DE|-2. une représeniation paraométrique de [DE) est (y=-6-2%
-5 2=1=5k

ovec keH.

Pour déterminer 'intersection de la droite [DE) et du plan (ABC) 1 fout résoudre
x=3+k

. Yo = -2K

le syské 5 :

systeme (5) s
X-2¢y+2-4=0

X =T3+k x=3+k x=3+K

y==b=2k _ |y =t y = == 2k

ook S 1z=1-5 = Lt donc  le

H=2y+2-4=0 |[F+k-2(-6-2k)+1-5k-4=0 12=0

wiléme (5) n'a pas de wolution et la drolte (DE) est strictemeant paralléle au
plan (ABC).
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& Caractérisation analytique de plan et de droites dans I'espace -
Méthodes 7, 10, 12, 13 et 14

L'espace est rapporté au repére orthonomné (040 jk).
1 |
1) Comme =2 ] les coordonnées des vecteurs ABl2 el AGH ne sont pos
2] T 'y
proporfionnelles, is ne sonl pas colindares el donc les frois points A, B et C ne
son! pas alignés ef définksent un plan,

EEMARCIUE : Dans da sulle du livee, on n'écrirg plus powguol dewx vecheurs
n'ont pas de coordonnees proportionnelies car ¢ est foufouwrs tivial

a
56l njp un vecteur normal au plan (ABC) done orthogonal aux vecteurs AB et
c

AC .

+]
a

e
donc an
_:

reAB =0 —a+2b-5c=0 -a+2b=5c b =éc |
S = > = =
mAC =0 (O+b-c=0 a+b=¢ a+b=c i
-1
prenant © = | on oblient nj2 .
i
Une équation du plan [ABC) &5 done de la forme -X+ 2y +1+d=0.
Comme C(2:0:1)e(ABC), -2+1+d=0 el donc d=1, ce qui mplique qu'une

équafion du plan (ABC) st -x+2y+241=0.

2) Pour caraciésdser intersection des plans (P) el [P') d'équations respactives
X4+y+Z-5=0 el Zx+y-Z+1=0 nows allons résoudre le systéme :

Xty +I=5ml)

{Exfr—z-qu:ﬂ'
y-i‘—gx
[x--v-z-s-ﬂ ,.:L{Wl-ﬁ-x _::.{?H-d-jx.ﬁ 3 1
244y -Z+1=0 y—2=-1=2% 2r=6+x 1=3+%:¢

En prenant x=2k l'ensemble des solutions (xy:z) du systeéme est tel que
X=X
Yy=2-3K ovec keR.
I=3+K
2
La drolte (D) passe donc par E(0:2:3) ef admet pour vecteur diecteur v|-3 .
1
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3) Pour determiner 'intersection de (D] et (ABC) 1l fout résoudre le systéme ;

X =2k
y=2-3K
r=3+k
-X+2y+Z+1=0
8
=
x =2 x= 2k PRI
'::i:fh = ::';;:k = ?m done la droite [D)
%e2yezel=0 |-ZK+22-FK)+3+k+1=0 |7
3=E
| 7
16, 10 29
coupe |ABC) en h.?.—?.?}.
-] X ==K
4) Comme AB{2 . une représentation paromeétrique de [AB) esl {(y=1+2K
-5 I=-3-8
avec K'e R,
Pour déterminer |'intersection de (D) el [AB) on peul résoudre la systéme :
=k’ = 2k
1+ & =2-3k .
-3-5'=3+k
k' =2 k' = =2k k= =2
I+ '=2=-3% o ll-4k=2-% <= 'k==-3 donc le syitéme n'a poas de
-3-K'=3+k -3+1k=3+k I:=E
3

salution donc les deux drodies ne sont pos secantes &t leur intersachon est wvide,

7 | Caractérisations analytiques - Droites ef plans de I'espace -
Méthodes 9, 10, 12, 13 et 14
L'espace est apporté au repére orthonomeé I:'Dﬁi':j .

On a les points A[C;0:2), B(0:4:0) et C{2:0:0).

2
I) Comme las coordonnéas des vecleurs ABl4 et ACID ne sont ppas
-2 -2
proporfionnelles les deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc les frois points

A, B et C ne sont pas alignés el définissent un plan,
Fuisqiue les coordonnéas cles points A, B et C vériflen! "éguation 2x+y+22=4

cast une équation du plan [ABC).



2 1
2) a) Comme BC|-4 est colindaire & n|-2. n est un vacteur nomal & (P), ce
0
plan a une équation de la lorme X-2y+d=0.
Pulsque A(0:0:2) est un point de (P) on o d=0 et une équation de (F) est
x=2y=0.

2] Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D] intersection

dles plans (P} ef [ABC) améne & résoudre E‘“ ‘; *? =4

5 . donc en prenant y=2k on

% =2y
[?x+v+2:=4:’[x=?1,r =
=2——2l-'jl'

K=y =0 Ay +y+ 27 =4

X o= 4k
obfient que (y =2k ovec ke R esf une représentation paramélrique de la
1=2-5
droite (D),
c) Toute drolte du plan (F) est arthogonale & (BC), donc en parficulier la droite
(D) qui est une droife du plan [ABC).
Comme celle drolte passe par A pulsgque A est un point commun a [P) et
(ABC], c'ast la hautew du triangle ABC ssue de A,

3) La droite (') est la médiane issue de B du friongle (ABC),

a) Le rileu | de E._""'":j s T |[.:.l. X VautVe Zo+1s

] ce qui donne

2 2 2
I EO:1)-
Four k"=0 et K =1 on oblient respectivement les coordonnées des points B et
Xx=K
| donc une représentation paramétrique de (D) est -l':,.f =4 -4k avec k' réel,
z=k'

b Comme ona:

BA= 07 +(0-4) +2° =J20 =25 e BC= [ +(0-4) +0° =y20 =25, on en

cleduit que ABC est un triangle socéle de sammet B.

4=k
4) a) Déferminer H={D])~I(C") revient & résoudre le syshéme ;{25 = 4 - 4k'.
25k =K'
ok dk =k kal 5 B
e=d-dk = 4=k ZGH[E E
2-Sk=k  |2-Fk=dk K=z
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REMARCQUE ; Pour oblenir les coordonnéges de H, on remplace par exemple k
par % dans la représentation paramétrique de (D).

k) La mediane (D) Bsue du sommet du frangle Bocélae ABC de sommet B e

aussi la hauteur de ce iongle ssue de B,
Le point H étant ['intersection des deux hauteurs [O) et (D') du ftriangle ABC
c'est 'orthocentre du fhangle (ABC).

2
a3l colinéare au vecteur nl normal au plan (ABC)
2

5) Le vecteur OH

O o] o] o

d'équation 2x+y+22=4 car U—H=%ﬁ. dorc la droite [OH) est orthogonale

au plan [ABC) avec He | ABC) el par conséquent le point H est bien le projeté
arthogonal du point O sur le plan (ABC).

La distance du point O au plan [ABC) est donc ;
_— E.).+[£]‘+[§]' =,l :|.¢.¢=lg=£.
P 7 7 ? ? 3

8 Intersections avec une sphere - ﬁpprn!nndhsimnni - Méthodes 10, 11, 12.
15,16 et 17
L'espace est rapporté au repére orthonomé [O,11k).

On a le plan (P) d'équation x+y+2-2=0, lo sphére (3) de centre (12,3}
de rayon R = 5 ainsi que les points A{-12.-1) el B{0.0.3),
1

1) La draite ﬂ.ﬁ-ﬂ} conlient le point B et admet AB|-2 comme vecleur direcleur
4

Jx=|¢:
y==% ovackeR.

cdonc une représentalion paramédrique paut éfre : l
Z=3+4k

2) Une équation de (5) est (x-x,) +(y-y,) +(z-2,) =F* donc avec
2{L2.3) et R=+f5 oncbfient : (x=1)" +(y-2) +(z-3) =5.

3) Pour déterminer lNintersection enfre (AB) et (5] 1 faut résoudne be systéme ¢



x=k
‘ﬂ':-—ﬁ
w3+ 4K
(x=1 +(y=2)" +(z-3) =5
=k =k
y=-2% y = -2
Ona: 7=34 4k Pz =T edk

(x=1F +(y-2) +(z-37 =5 |1y +(ZK 2] +@ +4 3) =5

wak Xk

¥om =2k g
r=3+dk SEmuk

2k + bk =0 k=ﬂ¢ﬂ.lk=—§

Avec k=0 et k:—% on obfient respeclivernent (xy.z)=(0.03) et

(xy.2)= —%;I?EJ donc la droife coupe la sphére en M{0O0.3) e
2413
N-377)

4) Pour déterminer l'infesaction entre (F) el (5) on commence par déterminer
la distance d(QL(P)) du point 2 au plan (P).
1

Comme @(0,0.4) est un point du plan (F) et Afl un vectew nomal & ce plan
1

ona: d((P))= |T:Iﬂ " |]*j§‘1 N Ef :

Puisque d{fL(P)) = 2% <5 =R l'infersection entre (5) et (P) estle cercle (C)

du plan (F) de centre le projeté orthogonal €1, du point @ sur (F) ef de
4 J33

= JR7-cF(QP)) =, [5-—= .
rayon 1= JR° —cf (.(F)) -,’ Rk

Pour déterminer les coordonnées du centre €, du cercle (C) i foul

déterminer l'intersection entre le plan (P) et la droite (D) orthogonale & (P)
x=1l+k

pasaont par 2 dont une représentation paorameéfrique est (y=2+k avec
=34k
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1

ke B dansiamesure o elle passe por £ et dont nfl est un vecteur drecteur
1

puiscu’d esl normal a (P,

X m|+k

y=2+k

z=3+k

Xey+I=-d=0

Alnst on doit résoudre le systéme :

% =14k x=1+k xa ek
=7+k
y=2+k =2k ¥
Ona: AETI = — & T I T
x+y+z-4=0 |(14k)+(2+k)+(3+k)-4 =0 k“%

En prenant k =—-§ on obtient (xy.z) =[§t§§] donc le centre du cercle (C)

1 47
t e gl [
= ﬂ"[a 33
L'intersection entre (P) et () es! donc le cercle du plan (P) de centre
Vi 7 V33
el gt e 1 - -
“.3 3 3] et cle rayon r 3

9 Distance d'un point & une droite - Méthodes 9, 10, 13 et 18
L'espace est rapporté au repére orthonomé EU.E.T,E i .
On ales paints A(L-13). B(-12.0) et C{0.-11).

-2
1) La drolte (AB) passe par B(-120) et adme! powr vecleur directeur AB| 3
-3
(X=-1-2K
donc une représentation paorametrique de cette doite est @ (y=2+3k avec
Z=-3K
ke,

-2
2) Le plan (F) ordthogonal & (AB) donc ABl 3 est un vecteur normmial & ce plan
“

quia donc une équation de laforme -2X+3y-3z+d=0.
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Comme C[(0.-11) est un point de (P) en remplagant dans I'équation
précédente on g, =3=-3+d=0 donc d=4¢§ & inalement =2%+3y-374+6=0
est une equation de [P).

3) Pour délerminer les coordonndas du projeté arthogonal C du goint © sur la

X=—]— E'k
droite (AB) 1 faul résoudrs le systéme ; ;": 13;3&:

%+ Iy=3z+6=0

Ona:
X ==1-2 %= -1 2 x=—1-2k
y= 2+ Ik & y=2+3k & ¥o=2e3k
z=-3K z=-3% 2= -3k
Dxaly-3z+6a0 |=2(~1=2)s 3(2+3H)-3(-3k)+4=0 lk=_il

En prenant k——% on cblient [xy.z)=

.....
]
|m
|_
—lh:l

1 donc le projeté orthogonal

du point C sur la droite (AB) est C,.[?— il
3
B
On en dédult que CC, % et donc que o distance d{C.(AB)) du point C ala
10
1

10 ]'" 253

draite: (AB) est d{C.(AB))=CC, = J‘ln —:::] [_: -3l

i 10 | Ensemble de points avec un télraédre orthocenhique - Méthodes 2, 20,
21 et 23

On g le télragdre ABCD tel que ABC, ABD =1 ACD sont trols tiangles isocéles
rectangles en Aavec Ab=AC=AD=0.

Le point &' est le centre de gravité du friongle BCD, cest-a-dire le point el
gue AB+ AC+AD=0.
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1) En appliquant & théoreéme de Pythagore dans les frols tangles ABC, ABD et
ACD on oblient DC =BC =ED=¢|-,,|"§ donc le tiangle BCD est équiatérol de

cote afZ.

L'sobarycentra A" de ABC est donc &galement le cenifre de son cercle
crconscril donc A'B = AT,
Comme d'autre parl AB=AC on en déduit que A el A sont des paints du

plan médiateur de LECJ et donc que AR en est un vactewr,
Comme BC et nommal au plon médiateur de LBCJ on en déduil que
AN « BC =0,

En ralsonnant avec le plan médiateur de LDCJ on monire de méme que
AA +DC=0.

Le vectewr AA est arthogonal & deux vecteurs non colinéaires du plan [BCD)
donc i est normal & ce plan et ia droite [AAT) est orthogonale au plan (BCD).

2) Les hauteurs d'un hangle équiatéral de coté de longueur L ont pour

NE]

horguer L? (4= astuce],

La houteur ssue de D du frongle DCB a done pour longueur a2 x -EE- = ﬂ% :
Comme A est l& centre de gravilté de BCD. Al =§ % =u% el por

uhlq,

conséqguent AT =

D'autre parl. a hauteur issve du sommet d'un fdangle rectangle socéle dont

la longueur des coles adigcents ausommel st L esl égale L% (4= astuce
demi-diagonale d'un caré de cble L) donc Al= *"E

D'apres la question precédente le nangle AA'T asl rectangle en A’ donc an
appliguant le théoréme de Pythagore | vient AF = AA" + A,

On en déduit que AF - AT = AA™ = ":-—Er—m=-—_-="-._

J3

Finalement, AA = ek ::IT ;

3

3 a) On a G=Barf{AILBI(CIDY) . donc en regroupant B, C et D,
comme ['sobarycentre du frongle BCD est A =Bar|(B1)L(C1). (D) en
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appliquant la propriété d'associofivité on obtient G =Bar{(A1).(A%3)} . ce qui
prouve que GA+IGA' = 0.

Ona: GA+3GA =0 =GA+3(GA+ AR | =0 = 4GA+3AN =0 = AG = SAA'.

| L2

On en déduit que @ AlG = EM = ;xu£—u£

— mm— — s

veclonelles de Leibniz de cette question Iﬂm:lmlnrmﬂnssemenlp.
Comme Ga=Bar[(AILBI)(CH(DI)] et 1= E.u::r{{B. I].{C,I}I lex  fonctions

vectonelles de Leibniz se simplifient en devenant (M) = 4MG et g(M) = 20l .
Ainsi, on a [f(M)f = 2ja(M)| = MG = 2f2M] = MG =

Finalement I'ensemble cherché es! formé des points équidistants des points G
el |. c'esi-G-dire e plon médiateur du segment | Gl.

11 Optimisation dans un tétraédre orthocentrique - Méthodes 6. 9, 10 et 13
On a la figure suivante ol les faces ABC, ACD & ABD du 1éfroédre ABCD sont
cles triangles socéles de sonmel A &t ol E, F, G sont les milieux respactifs des
segments | AB |, |BC | et |CA|.

L'espace est rapporté au repére orthonomé (A AB.AC,AD) .

1
2
% esf colinéaire a

1) a) Comme D{X0:1) ef F[ :l}] on en déduit que DF

I-».:II—
r-.:ll—

-1

1
nll donc qu'une représentation paramétrique de [DF) est :
-2
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y=K avec Ke .

b) Comme le vecteur n{l  est normal @ (P) une équation de (P] est de la
-2

forme X+y-22+d=0,

FPulsque A{(:0,0)e(P). en remplagant dons I'équation précédente on oblient

d=0 etdonc 'équation cherchée est X+y-2z2=0,

) Pour déterminer les coordonnées de H 1 fout résoudre le systéme ;

i=k
y=k
z=1-%
Kay=22=0
1
k==
3
=k ¥k 1
Gnadanc {7 Sk = x=E'='H[-I-'l-l]
7=]-2% z=1-2% ?_l 3’3’3
X+y=-22=0 k+k-2{1-2Z%}=0 3
1
=3
L 239 T il
32 & 3
| | =1 1 1 1
d — t =0, EHl- ¥ GHl=——==—=
}CummElzulEG[EJES ol e
1 1
3 3

B GH ={‘EI][5|']*[';][‘EIJ*[';]{%} F%*% =0 et les droltes sécantes (EH)

el (HG) sont perpendiculaires en H.

2) Le point quelconque M appartient a la droite (DF), donc il existe k&R el
CjLkes f:ﬁ-_—ﬁ.

Le bul de celle guestion ast de déterminer le point M pour lequel 'angle
géométricue a =EMG est maximal.
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1,,.,—El=k{—l~—l:}] oK
2 (Y]

EI] D_Mtﬂﬁ1fm-ﬂ=k[%-ﬂ]ﬂ-1~rm o -
z, - 1=k(0-1) Zu=1-k

On en cdéduit que &
E 1Y [k 2 B k1K

: 2
. . 5

T = | e = B - s o e e g . b I_ = = k'__......l: -
EnA [2 2] [2] +({1-k} 4 E+4+4+ 2k +k 3 5 +

I
| L

b) En raisonnant comme dans la question précédente ona ¢
. (K ]" k1Y et
GW =|=| #|] === -k} =EM".
[2_ [2 EJ ke
Finalemeant EM = GM &1 e triangle MEG ast Bocéle de somme! M.

Comme & oangle EMG est socéle de sommet M on a lo configuration
suivante ol P désigne le mileu de |EG | [lo médiane (MP) issue du sommet M

est aussi la hawtewr Bsue de M &l la bissecirice de I"angle au sommel du
triangle Bocéle EMG) :

Commee E[EI:U:I]] et G[D:—;:IJ ,on en dédult que EGl= et donc que :

2
0

= CEPER

; y : 1
En remplacant dans la relation (a)] on obtient : EM:sln{E ] = (b).
2 232

) Montrons gque pour e varable de |O.x) :

o maximal = sin[%J mairnc {e).
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Soil a estunréel variable telque : D<o<a, =n.
Ona 0l e Lo g
B=525 %5
sur Pinfervalle I.D.EJ. en prenant e sinues membre @ membra, cette indgalité

. done comme la lonction sinus est sirictement croissante

equivaut a linégalité 0= sln{-:-] < sin[ Ezm ] = ﬂng =] ce qui prouve que

[ sine 1 = sin[ = J
Hi

On en dédult findlement que a=a, < .'.inv;:rE = ﬁinf'!—’-'éﬂ— = [ sin%J Cesk-a-dire
I'équivalence (e). | -

d} Avant cle monirer l‘éﬂuhulence on remarque que EM =0 et donc EM =0

ce qui entraine que 51n[ } T—-—- (d) d'aprés (b).

D'aprés I'équivalence (c) et I'égalité (cl]

o moaximal = nn[ ] rmaximal == ERMminimecle .
. Eﬁx
&) D'aprés a). EMF = %E -ghi donc EM = grr.‘ —-gh-é = 1(k).
Il sutfit donc o' étudier la fonclion | sue 2 pour repondre & la question,
5
% -=
La fonclion | est dérivable sur B et Plk) = TR qui est du signe de
2 -i:-k =Ek+-&
5
3 -—sur K.
2

On a donc le tableau de varations suivant

L= RN ]

Fik) =

[ '-\\ & /

Le point M pour lequel 'angle géomelrique o =EMG est maximal est fel que ;
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k=§ et vérifie donc [}_M=§ﬁ.

D'apes le lableou de variofions pracédent, la valeur ﬂni%]a 1 el

W2 <EM
J3

maximole pour EM = T

On en déduit que sin[EE

5 el finalement que

fan® - | =J1"§
[ﬂ Jm Eﬁn% ?

a,., = 102° au degré prés,

I 12 |Intersections de droites avec un cube - Méthodes 4, 10 et 14
On ale cube ABCDEFGH suivant ol M et N sont les milieux respectils de LEHJ et

[FC | &t P le point tel que I-'I_F'zi-lﬁ.

L'espace est rapporté au repere arthononmme IA.A_.BEE} ;

il 3 LT L0 o (e e o )
IanliD.E.I].F{d1I.i].F:I.D,H.GH.LI:EINLLE.2]

1
est colindéare & U2, une représentation paramétrique de
o

2) Comme MP

¥=k
(MP) e v:%f?i: avec kel®,

?=l
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ﬂ = I
Comme FG|1, une représentalion paraméfdque de [FG) est {y=k" avec
0 z=1
k'e .
k=1
Faour cblenir les coordannées de L | suffit de résoucine % + 2k =k,

=]

Onobfient k=1 ef I:'=—;~.-::e qui donne L[I: %:ll.

4]
3) Comme L[NI-2 est colinéaire & v[4, une représentalion poramétrique de
| 1
?

N =

(LN] est (y==—+4dk avec keR.

T = +k

o M= - =

%=1
Comme CG[0, une représentation paramétrique de [CG) e Jy:l avec
1 1: =14k

K'eR.

l=1
Pour abtenir les coordonnees ce L il suffit de résoudre (= +dk = 1

-;‘+|:=I+l::'

1 i3 7. 3
Dn-c:-bli-ErnH:mé et k"= B,cequ[dcmna G[I.L EJ'

3
A
0

0
4) Comme PRI e ﬁﬁ; an a m--%rﬂ.dm les vecteurs PQ el
|

o
a

8

NG ne sont pas orthogonaux ce qui prouve que le dangle QPN n'est pas
rectangle en Q.
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i 13 |Section d'un cube - Mélhodes 5, 6, 9, 10 et 19

Ona le cube ABCDEFGH d'aréte de longueur 1.
E J H

K

i
i
[
. S S
Fa
Fa

I
B =

L'espace est rapporté au repére orthonomné (A AB,AD, AE).

Surla figure.  13:0 |. J[U:%;l]. K(2:01) ot L(:20) avec ae|0:).

Partie A
-1

i) Comme I_% . une représentation parametrique de la doite (1J) est
|

¥=1-k

v=5l+5|k aves Kel.
In:k

2] Comme KLl . une représentation paraméticue de la droite (KL) est

3 'l
x-—+[t::—;]lc
y =k’ avec kK'e R,
zm|=k'

3) Les droites (1)) et (KL} sont sécontes § &l sulement si e systeéme
1= k....,[.:;--]k'

| %... 311: = ' admet une solution unique.

k=1-k
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3 3. 1 [

-k ==+l a=-2 ik =% Pk
4+[EI 4]' ll;_.l:'=..i h_z k‘_z
1 $ S | |
E"'Ek:‘k' ':“k..+k.l=3| 3 -ﬁ'lkrI:E = k':—_z-'
k=1-k ;,k=_+(n-_]k- 1_3 _3][ ) Jand
S % _2_4+Lﬂ aNz) 177

Alngl les drofbes (1)) et (KL sont sécantes sl et seulement & a= l A

4
Partie B

Dans cetle partie on pose o u% el daonc L[% 2 ) ﬂ].

N
i

1) Comme Kl-— & Ll-— on a K= et le quaddatére IKIL est un
| |

Lad
(]

paraiiélogramme,

2) Sur lg figure wivante on a représente la section du cube ABCDEFG por le
plan {LIK).

- J_H

=] 4
0] Comme ﬁ% et E-E:n n'ont pas des coordonnéas proportionnelles s ne
| |

sont pas colinéakes donc les frois points [, J et K ne sont pas aligneés et
clefintsent un plan.

D'auire part on o d'abord n -ﬁ-{EH-I}*{?}[EI +5=-8+3+5=0 ef enuilte
8

]--5 w-2-3+5a0, donc n¥ est normal au plan (LK)
&

1)
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by] On déduit de la question précéedente gu'une equation du plan (LK) est de
la forme 8x+ 9y +5z+d=0.

Comme | st un point de (LK) B{l}+?{%]+5[u}+ﬂ=ﬂ donc d=-11 &f une

gquation de {lJK) est Bx+9y+52-11=0.

0 X=1
c] Comme BF|0. une représentalion paraméhique de la droite [BF) est y=0
1 i=k
avec KkeE.
Fuisgque M es! le paint d'intersection de [BF) et (LIK] lo deélenminalion de ses
K=
coordonnées améne a résoudre :_':’
Bx+9y+52-11=0
-2
x=1 x=1 3
y=0 y=0 x=1 3
M 1:0: = 1.
7=k 2ok “ly=0" [ 5]
B eWyebhz-11=0 Badk=11=0 . _3'
5
) %=
Comme DH[D, une représentation paramétrique de la drolte [DH) est {y =1
| z=k
avec ke H.
Pulscue N est le point d'intersection de (DH) et (LUK) o détermination de sas
=0
coordonnéss ameéne a résoudre :=I'|I:
Bx+Py+52-11=0
2
®x=10 I=u l::E
W o | o | Xm0 { '2']
= = MO =|.
=k 2=k "Ifnl 5
Bi+Py+0z-11=0 |?+5k-11=0 I_g
" 5
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Ensemble de points - Associativité du barycentre - Approfondissement
Meéthodes 20, 21 et 23

On & le Tétraddiie solvantao ﬁ:%a—ﬂ. a—c;:%m. ::_Enéc_ﬁ et ﬁ:%ﬁ.

Les paints | ef J sont les miieux respectils des segments | AC | et |BD |.

1) a) Notons f{M) = 2MA+ MB + MC—-MD et g(M)=MA-FC les deux fonctions

vectonelles de Leibniz de celte question.
Comme o somme des coeflicients des vecteurs de g(M] = MA-MC est nulle

c'est un vecteur constant done de glM) =g{C) = CA.
D'autre part, en notant G =Bor {{ A2).(B1)(C.1).(D.-1)} ona: [{M)=3G" .
Finalement an oblient :

[2MA + WAB + MC - MD| = [MA - MC| = [i{(M)] = lo(M)] = [sM&T] = [<A]

; 1
M==AC.
=0 E_AE

L'ensemble chercheé st donc la sphére de centre &' &t de rayon —%N: :

b} En notant K le milieu de | AD | on a : h{M) = MA + MD = 20K .
On an dédult ;

IWMME 'ﬁ |4 0] <= [ - (] = o] =[]
MG =
l:b wmble -r:herché est donc le plan médiateur du segment | GK |.

2} a) ﬁ:%ﬁaﬁ=ra=.ﬁ=mﬁﬁ.=.a=-zrp+ﬁ=.ﬂﬁaa
=F=Bar{(A2):(B.1)} .

De méme :
E]=H-mr{{h2].’l[l1}}. R =Bor I{E.I’].‘{B.l}} et 5=E:H{EC.E}:{D. 1) -

Comme | &t Jsonl les milleux respectifs des segmeants LAC_] el LBDJ .
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I=Bar {(ANAC)] et J=Bor{(B.1):(D.1)}.

b} On ulilise le coup de pouce powr inlerpréter le milleu lFSJ COMmma un

barycentre des qualre points A, B, C et D affectés de coellicients adéquals,
Le milieu G de |PS | est tel que G =Bar AT ER E-ur{[F.S!:{S.Sj} :

Par conséquent en appliquant le théoréme duv barycentre parliel on a
Bar (| A2):(B1):(C.2):(D0 )] =Bar [{P.3):{5.3)} =G car P=Bar|(A2)(B])] et

S=Bar{(C.2):(0.1)) .

Comme Ge=Bar{lA2):(B1:(C.2:(D)). pusque od'une pat on a
Q=Bar{(A2):(D.1)} et que d'autre port on a R=Bar{(C2Ep@E1)}. en

appliquant le théoréme du barycentre partiel au point G i vient
G =Bar {(Q3):(R.3)} =Bar |(Q.IL(R.1)} ce qui prouve que G est le milleu du

sagment | QR |,

Comme GuEir:l'!IIP'-.E'I.'[B,'I}:{C,E}:{DJ}} . puisque dune pat on a
| =Bar Hh?]:[ﬂ.‘i}} et que d'autre part on a J=Bar[(B.1}:(D.1)). en appliquant

e théomme du barycentre parfiel av point G @1 vienl
G =Bar {(14):().2)] =Bar [(L2):(L1)} ce qui prouve que Ge|ll].

Finalement tes frois segments | R |, |P5 | el [1] sont concourants en G.

15 | lieux de barycentres - Approfondissement - Méthodes 20, 21 et 22
On a la famille de barycentres G, =Bar [{Ak),(B.~2),(Ck+2)] ol k vare dans

R et A B et C sonl trols pomts non alignés de 'espace.,
Dautre part le point | ast le miliew du segment |_J"~C} s

A

1) Pour tout keR la somme des coefficients des poinls dont G, est le

barycentre est égale & 2, donc elle ast non nulle, ce qui asure 'existence de
G, pourfout ke E.
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2) Comme G, =Bar [(Ak).(B~2).(Ck+2)| ona: kG A-%GE+(k+2)G,C=0.

On en dédull que k

GkA—QG;CB+GtEj+2$kE=ﬁ. donc comme la somme
ey

des coefficients de la fonctlion vectorielle de Leibniz @ ast nulle, on a par
exemple (G, )=(B)=BA+BC=28l, ce qui donne 2%BI+2GC=0 ef
finclement CG, =kBl.

Le lieu décrit por la familke G, lorsque k décrit & est done la drolte passant
par C de vecleur directeur Bl

3) Le lieu décrt par la lfomille G, losque k décrit Mintervalle |_ﬂ'.l_j el e
segment | CK | o0 K est tel que CK =8I,

A

4) Le llew décrt par la famile G, lorsque k décrit R est la demidrolte [CK)

car CG,, = k°BI,
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14  Existence et unicité de la perpendiculaire commune & deux droites non

coplanaires - Approfondissement - Distance entre ces deux droites -
Methodes 7, 14 ot 19

On a deux droites (D) et (I¥) non coplangires de vecteurs direcleurs

respectits u et v, un vecteur nomal n orthogonal @ u et v, ainsi que le plan
[F) contenant (D) &1 dont n est un vecteur,

1) Supposons que (D) et (P) ne sont pas secants en un point 1,

Dans ce cas ([¥) est paraliéle & (P) et done le vecteur v est une combinalson
linéaire de u el n. o

Il exister donc deuxréels a el § fals que v =au+fn.

v = ufl+|3i:|:~;ﬁ={uﬁ+ﬁﬁj-r_1:- D=uﬂﬁ+ﬂxﬁz :ﬂ:ﬁxﬁ =p=0

v=ou el donc (D) paraliéle & (D),

Ceci est absurde car comme &8s croites (D) et (D) ne sont pos coplanaires

eles ne peuvent pas &fre paralléles.
Par I'absurde, (I¥) et [P) sont sécanis en un point L
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2) La droite () passant par | et de vecteur directeur n est une droite de (P)
sacante a (D) enun point J.

D'une part [k=inw=0 et [v=irv=0, ce qui asure que (L)) est une
perpendiculare commune & (D) et (D) et d'autre part "'unicité du point |

assure 'unicité du point J el par conségquent 'unicité de la perpendiculaire
commune (1] a (D] et (D).

3) Le résultal reste wrai car 'unigue perpendiculaire commune aux deus
droites est la droite passant par | et perpendiculare av plan contenant les
deux droites,

REMARGIUE : Sl les droltes sont paraliéles, il y a une Infinilé de perpendiculaies
COHMMUnes,

4) Application : L'espace est rapporté au repére orfhonormé (O,11k).
Onales points A(l:1; 0). B(Q:Z1), C(0:0:0) et D(0:0:=1).
-1
al Comme ABll . une represenialion parameftricque de o droite (AB) est
1
X= 1=k
yv=l+k aovec ke R,
=k

Comme CDI0 . une représentafion paraométicque de la drolte (CD) est

-2
x=0
y=0 aveckeR.
z=-2

Déterminer I'infersection des deux droftes [AB) el [CD) améne 4 résoudne
I=k=0 k=]
I+k=0={k==1 quin'a pas de solulion donc les deux droiles (AB) et [(CD)
k=-2 k=-k

ne sont pas secantes.

Comme AB ef CD onl des coordonnéss non proporfionnelies, les deux

vecteurs ne ‘onl pas colinéaires et las deux drolles non sécantes [AB) et (CD)
ne sont pas paralléles et done finalement elles ne sont pas coplanaines.

b) ¥ apeds la question précédents, eles admettent donc une perpendiculaine
commune unique (LI} avec le(AB) et Je(CD).
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% m|=k
Comme le[AB). lexisle ke R telque Jy, =14k, .

=k

%; =0
Comme le(CD), Il exisie k, e R telquely, =0 .

2, =2,

Déterminons un vectaur n orfhogonal & AB et CD.
c
rwAB =0 {—a+b+:=D [
o —

]
Comme {_ -:':;G,Eunpmnunlnﬂ,ﬁ].
nCD=0 -2c=0 la=b o

Comme 1) et n sont colingaires i existe AeR tel que J=3n ce qui enfraine

X, =X =A
Y,—¥i=k.
z,=-2 =0
|:l:}—:ﬂ::=l —I.-I-P:|=.L l--l

C:::rnn‘raih--f, =hi=l-k=L <=lk=0.o0on en déduit que I(1:1:0) et
12,-Z =0 -2k, ~k =0 k, =0
gue J(0:0:0),

REMARGUE : Le fail que |=A esl que J soif e cenlre du repére est une
coincidence propre 4 I'exercice,

n

Une représentation paraméinique de (1) ast

1

o B
Ll
oo

c) La distance entre les deux droites est 1) = ,j.[n- I« (0=17 +0* =42,

17 | Existence et unicité d'une sphére circonscrite @ un télraedre -
Approfondissement - Méthodes 1,9, 10, 11, 12 et 13

On a la figure wivante o0 ABCD esl un tétraogdre avec [F). (FL) e (F) les
plans médiatewrs respectifs des segments LABJ LEEJ et LDAJ.

On considére égolement la drolte (D) = (F )~ (P ) etle point =(D}~(F,).

Enfin les points |, J &t K désignent les millews respectifs des segments L.ﬁﬂj. LESCJ
el |DA].
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-
i

i

¥

g

1

L]

]

1) Supposons que les plans (P) et {F:.'j sont paralleles.
Comme les vecteurs AR el BC sont respectivement normaux oux plans (F) et

(F;) el que ces plans sont paraliéles, les deux vecteurs sont colineaires et par

suite les points A, B et C sont alignés,
Cela est absurde puisque ABCD est un télraedre done les plans (F) ef (F) ne

sont pas poraliéles ef par conséquent sécants selon une drolte (D) dont un
vecteur directeur n st narmal au plan (ABC) (les vecteurs AB et BC non
colinéalres du plan {ABC) sont erthogonaux & n),

2) Supposons que (D) de vecteur directeur n et [F) sont paraliéles.
Comme DA est nomal & (F,] et que (D) et (F) sont poralidles alors les

vectewrs DA et n sont orthogonoux et donc DA est un vecteur du plan
(ABC) puisque le vectaur n est normal & ce pdan.

Cela indult que les vecieurs DA, AB ef AC sont caoplaondares et done que les
points A, B, C et D le sonl également.
C'est absurde pubgque ABCD est un tetragdre. ce qul prouve que (D) et (Fy)

ne sont pas paralléles el par conséquent que la dioite [D]n coupe ke plan {F',.]
&n un point 0.

3 Comme Qe(F)ona: DA=08.
Comme Q2e(P,) ona: QB=0C.
Comme Qe(P) ona: A=0D.
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Finalement on en déduit que OA =0 = QC =00 ce qui démontre |"exktence

c'une sphére de cenlre 1 crcanscrite au téfraddre ABCD.
L'unicite de @ comme infersection des plans (F), (P,) et (P,) assure 'unicite

cle ta sphére.

4) Application : 'espace est rapporté au repére orthonome {C!ﬁi}
©On a les points A(l:1;0), BiG:Z]). ClG&O1) et DIG:E-1) et I'on conserve les

nolations des quashions précédentes,
a) Pour montrer que ABCD ast un télraédre it sulfit de prouver que les droltes
(AB) et (CD) ne sont pas coplanaires ce que I'on a fait 4 lo question 4) a) de

I"exercice précédent.

b) La droite (D) est Mintersection de (F) et (F,) ce qui nous oméne dans un

premier termps & déterminer une équalion de chacun de ces plans,
-1

Le plan (P} admet ABl comme vectew nommal donc il @ une équation de la
1

forme -X+y+z+d=0.

— FI §, = - o —
Comme I( l est un F‘ﬂlﬁ" de : I} 2 +d=0 donc d et

finalernent -x+v + ;—g =0 est une équation de (F ).

Le plan (F,) admet BC|-2 comme vecteur normal donc il a une équation de
o

ta forme -2y +d=0.
Comme J(0.11) est un point de [F‘,]. -2+dd=0 donc d=2 et inalement
=2y +2=0 est une équation de (F,).

Pour frouver une représenfation paraméiique de (D). on est amené &
considérer le systéme @

3 _ N _
_x+y+z—§_ﬂg[—Ex1+i‘v+21—3_ﬂg{r2_xi s
“2y+2=0 e Pk i
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x=—§l+k

En prenant 2=k on oblient {y=1 avec ke R, comme représentation
=k

paramétrique de (D).

¢) Pour déterminer kes coordonnées de @ 1 faul résoudre le systéme formé par
une repeeésentation paraméhigue de (D) et une équation de (P ).
1
Le pian (F, ) admel DAl comme vecteur normal donc il a une equation de la
|
forme x+v+24+d=0,

11 1 yo 11 |
Eﬂm“\ﬂ K[EPEJ-E '&5‘1' un ﬂﬂTﬂI’ Ei"E!' {Fa.ln ‘i""i-‘_'z"‘l'dIﬂ dﬂn‘: dI—E E"'

finalement x +y +2- 3 =0 est une équation de (7).

1:—51+k.
Le systéme qui permet d'oblenir £ est donc : v=|l
Fay
|
LI
‘x+y+z 5
xn——|+k x=_l+|,; k=0
2 2 |
Ona: o :“'yul -:-4“::'5-
=k z=k ]
L.t+',r+zu-él-tﬂ ---Ein+l:+|+l:-é-=nﬂ |z =0

Le centre: de la sphére croconscrite au telraédre ABCD est donc ﬂ[ -El, !,IDJ .

cf] Pour determiner une equalion de la sphere circonscrile au léfrasdre ARCD
B

o O pa|

i taut son rayon R =0A= %] +0 = “=% car DA

i |
Une équation de la sphére ast donc [r:+%] +(y- 0+ =—3 .



Chapitre 6
METHODES SUR LA COMBINATOIRE
ET LE DENOMBREMENT
EXERCICES & CORRIGES

Exercices

E Liste d'ensemble - Méthode 1

On considéra une urmne confernant 4 boules blanches, 3 boules nores el
2 boules rouges.

On exhrall au hasard simultanément 3 boules de cetle ume &t |'on considérs
bes évenements A, B, C et D suivants.

Acle firage-est unicolore,

B :le trage comporte exactement | boule blanche et 2 boules nolras,

C :le tiroge ne comporte pas de boules blanches,

[ : e tirage comporte au moains vne boule blanche ou une boule rouge.

1) Détermine le nombre d'issues possibles en les fistant.
2) Déterminez les cardinaux de A, B, C &t D.
3) ¥ a-1-i equiprobabilité ¥ Pourguoi §

@ Tableau - Méthode 2
Un buflet propose un repos avec une antrée el un plat parmi trais eniréeas

1) Donnez e nombre de repas possibles en construisant un tableau,
2] Déterminez le nombre de repas avec E, ou F,.

| 3| Arbre - Méthodes 2 of 3
Suite o une demande de o clientéls & bulfetl precédent rajoute S son reeeru
deus dewserts (D,.0.) et propose un repas avec une enfrée, un plat &t un

dessert,

1) Donnez e nombre cde repas possiles en construosant un fabdea.
2) Proposez une autre modélisation pour donner le nombre de repas possibles.
3} RDeterminez le nombre de repas avec E, ou P,
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@ Diagramme -~ Méthode 4

On considére un groupe de 140 musiciens gui pratiguent au moins le violon, la
clarinette ou le planao.

Pormi eux :

75 pratiquent au moins le violon [a)

&5 pratiquent au moins la clarinette (b)

435 pratiguent au mains le plano ()

25 pratiguent auv moins fa clarinette et le piano (d)

15 pratigquent auw moins le violon et le piano [e)

10 prafiguent les frois nsiruoments ().

1) Combien de musiciens ne prafiquent que le viclon ¢

2) Combien de musiciens prafiquent e viclon et la clodnetle mak ne
pratiguent pas le piano 2

3) Combien de musiciens ne profiquent que la clarinette

E Tirage successif avec remise - Méthode 5

On considére uree ume contenant & boules blonches numérotées de 1 a 6,
! boules noires numéralees de | & 7 et 8 boules rouges numérotées de | G 8.
On exirail au hosard successivement avec remise 5 Doules de celle ume e
I'on considére les événements A, B, C et D suivanis,

Acle froge est unicolore,

B :le trage comporte exaclement 2 boules blanches &t 3 boulas nairas,

C !le tirage ne comporte pas de boules blanches,

Dz e firage compaorte au moins wne boule Rianche.

1) Déferminez le nombre d'ssues possibles [ card |,
2) Déterminez les probabilités des événements A, B, C et D.

E Tirage successif sans remise - Méthode 5§
On reprend 'ume de 'exercice 5 mais on effectue un firage successif sans
remise de 5 boules.

Rapondez aux mémes questions que dans 'exercice 5 dom ce cos.

7 | Tirage simultané - Méthode &
On reprend 'ume de 'exercice 5 mals on effectue un tirage simultané de
5 boules.

Repondez aux mémes aquestions que dans l'exercice 5 dans ce cas.

:E] Combinaison avec répétilion - Méthode 7

On reprend 'ume de Mexercice 5 maols sans numérofer les boules &t &n
effectuant un frage simullané de sept boules.

1) Determinez l& nombre de firages possibles,
) Déterminez le nombra de firages avec exactement 4 boules blanches,
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E Formule du binéme - Méthode ¢

Exprimez en lonclion de n lerminez les deuvx sommes 5=i5“’i:] el
amil |

S{x)= ix" [:] et axpliquer pourquol 5(x) permel de refrouver 5.
L]

10 | péveloppement du bindme - Méthodes 10 et 17
1) Développez (1+ 2:-:.]=| en uiiisant le triangle de Pascal.

2) Pourquol est-il plus problématiaue de développer (1+2x)° avec la méthode
de la question précédente 7 Comment résoudre e probléme

11 | Génération aléatoire d'une combinaison - Méthode 12

Suite & des suspicions de friche, juste avant le départ d'une course de Fl de
20 monoploces, on désire contrdler la conformité d'un échanfilon de quatre
c'entra alles de lacon aléalalre,

Donnez un algorthme en langage Python pemmettant de résoudre ce
probleme,

i 12 | Représentation d'un groupe d'individus - Méthodes 5, & et 12
On considére un groupe de 50 personnes dont 30 lemmes et 20 hommaes,

1) Ce groupe souhaile désigner un bureau pormi ses membres avec un
prasident, un vice-président, un Irdsorier el un secréfaire dans le cadre de o
aréation d'une association.

Combien de burecux sont-ils possibles ¢

21 Combien de bureaux soni-is possibles avec 2 hommes el 2 femmes

3) Pour les représenter & un conarés, le groupe souhaite désigner de facon
aléatoire rols personnes parml les memibyes non fitulores d'une fonction au
burec.

Comblen de cholx sont-ils possibles ¥

4) Donnez un algodthme en langage Pylhon qui pemet de désigner frois
personnes au hasard dans e cadre de la guastion 3.

13 | Mots mulliples et variés - Méthodes 5 et 12

1) Le procédé ASCH propose de coder 128 caractéres (letires de 'alphabet
europeen en minuscule et majuscule, chiffres romains, ponclualion, retowr a la
figne ...) en langoae binokre (woecession de | ef de 0 de longueur donnée).,

a) Quel doil étre la longusw minimale des mots codés en binaire pour coder
I"'ersemble des | 28 caracténes §

] Sur le plan informalique. que vous rappelle le nombre frouvé & la question
précédenta ¢

# Lanagramme d’un mot est un mol fomeé & partie d'une permutation de ses
fetires qu'll it wn sens ou non,

o1} Déterminez le nombre d'anogrammes de JEAN,
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b) Proposez une methode permettant d'oblenr un anogramme aléatore de
JEAN & partir d'un programme en langage Python.

) Pourquoi est-l moins simple de donner les anaarammes de ROBERT 2

En différenciont les deusx letires o B i, puis en divisan! par un nombre que vous
déterminerarz. donnez le nombre d'aonagrammes de ROBERT.

d} En vous insprant de la gquestion précédente, déterminez le nombre
d’anagrammes du mot ANAGEAMME.

14 | Uincentournable fourmi - Méthodes é ef 12
On considére le quadrllage sulvant :

] i I l'
i
i i I i
N SRR R [ I .
i [ ] i
i [ i i
) I (AR (N D
i [} | I
i i i i
[ | i [
’n [ 3 1 i

Une tourmi se déplace sur ce quadrllage en partont de A avec d choque
élope un déplacement d'une andte vers o droffe ou vers le haut.

1) Daterminez le nombre de trajels amenant la fourmi au point B.

2) Froposer une méthode permetlant d'obtenir un chemin aléalolre de A 4 B
a partir d'un programme en lkangage Python,

3) Parmi ces rajel déterminer ceux qui passent par ke point C.

4) sachant que la fourmi se déplace sur & ardtes, quelle ed o probabilité
gu'elle atteigne e point B 7

3 Sachant que la fourmi se deéplace sur & arétes, quelle ed la probabiite
gu'elle atteigne le point B ean passant par C ¢

&) Sachant que la sourks atteint le point B, quelle est la probablité gu'elle pase
parC?

15 | Le Lote - Méthode &
Le Loto consiste & choisir & numéras au hasard pami 49,

1) Combien de grilles sont-elles possibles #
2) Combien vy a-1-il de griles avec exaclement 4 bons numénos 7

14 | U'Euro Million - Méthode &

L'Eure Million consislte & choisir 5 numéros au hasard pormi 50 et deux étoles
parmi 12 numigros.

1) Combien de grilles sont-elles possiles ¥ Pourquoi ne pas s'&tre limité au
teritoire francals §

Z) Combilen y a-i-l de grilles avec exactemeant 4 bons numeros of une bonne
élofle 2
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iE Le Loto sportif - Méthode §

Le loto sportif consiste par exemple a miser sur 10 matches en cholsissant pour
chagque match 1, N ou 2 selon respeciivement que I'équipe qui regolt gagne,
fait malch nul ou perd.

1) Combien de grilles sonf-alles possibles ¢
2) Combien de grilles sonf-ellet passibles avec axaciemant 8 bons pronostics 7

18 |Le PMU - Méthodes 5, & ef 12
Le PMU propose de miser par exemple sur les 5 premiers chevaux a l'amivée
(auintet) d'une course de 15 partanis,

1) Combien de guintets dans I"ardre sont-ils possibles

#) Combien de quintels dans le désordre sont-is possibles 2

3) Combien y a=t-l de guintels dans le désordre avec exactement 3 cles
5 chevaux al'amivée ¥

4) Simulez un quinfet aléatore en longage Python.

19 | Le Poker - Méthode &

Le Poker consisle par exemple d obtenir une main particuliére de 5 carles
dans un jeu de 32 cartes {4 houteurs du 7 au 10, puis valet, dame, roi et as, el 4
couleurs (irefle, pique, camaau, cosur]).

1) Combien y a-t-i de camés possibles (4 carfdes de méme hautewr) 2

2) Combian v a-1- de lulls possibles (3 cartes de méme hauvleur assoclaas G
2 cartes d’une autre hauteur) 7

3) Combien y a-i de doubles paires (2 cartes de méme hauteur associés a
2 cartes d'une autre houtewr et une carte d’'une hautewr différente des 2 déjb
ENVISCaEs].

l 20 | Démonstrations de la formule de Pascal - Méthodes 8 et 10
1) Pour k &t n entiers naturels non nuls lels que ks n. démontrez en utiisant la

\
cléfinition de [n]_ L. CjLiE [Kn1)+[:]=[n:1i (formule de Pascal).

k)] kin-=k)
21 Redemontrez cetle formule par un raisonnaement  ensembliste u.
oz : : 199 oy
: H + .
3) Application ; déterminez sans calculalrice 197 )% 198

i 21  Démonstration et application de la formule du bindme - Méthode ¢

1) Montrez par récumrence en uliisant la tormule de Pascal gue pour tous xet v

réels (= w,.r]” = if‘"‘f ( : ] pour Esn entiens nalurals [fomule du bindme).
k=D Lo?

2) Déterminez i;-u‘[:J ;
]
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22 | Démonstation et application de la formule des combinaisons avec
répétition - Méthode 7
1) Determinez le nombre de couples d'enliers naturels (X, ) tels que :

X +x. =n [nel).

2) En utiisant 1). déterminez le nombre de friplets d'entiers naturels teks que
X +¥, 4%, =n (nelN).

3) Plus genéralement, pow pe ¥, on cherche 4 délerminer le nombre de
pruplets d'enfiers naturels tels que X + X, +.--+ X, =n (ne ),
a) Montrez en utilisant la formule de Pascal sous la forme ;
(3o e &) e o502
AR s P+l —ip p+l
b)] Monfrez par récurence que ke nombre de p-uplets d'enfiers naturels que

=1
Fon cherche est [ ";p |

4) Une idée génlale ! Pour ne M &t pe 1", relrouves le résultal précédent en
quelques lignes, en pensant 4 uliliser des (n+p- 1_] ~uplets formes de signes o + ¢
et de nombres 1.

Coup de pouce: le 4d-uplet (2201), qul est solution de |'égualion
X o+x 4%, 4%, =5 dinconnu le d-uplet d'entiers (X.x,.X,.X, ). corespond au
B-uplef (LL+LL+.+1).

5) On lance troks deés idenfiques dont les faces sont numdéroléas de | & &,
Combien existe-4l de lancers avec exactement une tols le numéno 2 3

(formule des combinaisons avec répétition).
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Corrigés

1 | Liste d'ensembles - Méthode 1

1) On commence par lister |'ssue O 3 boules blanches, puis celles a 2 boules
blanches e alns de suile jusqu'a 0 boule blanche ce gquil doone ©

BB, {BBN] [BBR] BN (BR:RY : [BiNER Y (NN IR INERGR]
Finalement sil'on note 0 'ensemble des Bsues possiblas on g cordQ =9 .

2) 1l suffit de compter les cas favorables aux dvénements parmi les neuf ssues
possibles pour répondne & la question.
Onobtient : cardA =2 ,cardB =1, cordC =3, cardD =8,

REMARCGUE : Four oblenlr cardD=8. il est judicieux d'utiiser lo formule

cardD =carck) - cardD car I'événement contraire D comespond & la seule
issue [M:MN:NY (notez que e« ou s de cette question comespond la réalisafion

du premier éveénement, du deuxiéme ou des deux).

3) Il n'y o pas équiprobabilité car, par exemple. '&vénemeant &lémentaire
(B:8:B] est plus probabile que I'événement éémentaire [NNN] pulsqu'll v a
plus de boules blonches que de boules nolres.

2 Tableau - Méthode 2
1)y a b repos possibles comme le monine le fableau demandé :

F.I F:
E, EF) X EF) X
E, (E.F) E.F) X
E, (Es.R) (EsF:) X

2) Les cas favorables 4 la situation comaspondent aux croix du tablaau,
Ily a donc 4 repas avec E, ou P,

E Arbre - Méthodes 2 et 3

1) Crest mains imméadiot que dans |'exercice précédent,

En effel, si l'on veul madelser la stualion avec un tableaw il faut par exemple
commencer par lister tous les couplas (plal, dessert) en ullisant 1o méthode 1,
puis associer @ chacun une des 3 enfrées ce qui donne le tableaw sulvant ;

(F.D;) (F.D;) (F.D,) (F2.0;)
E, (E.F.D) x| (ERD,) x|(ERD) x| (EFRD) x
E, (£.F.D) EPD) | (ERD) x| (EBRD) x
E, (E,F.D,) (E,.PD,) | (EPD) x|(EPD) x
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2) On peul modéliser la situation par un triplet de la forme {EF.D‘] ou construire
un arbre avec 3 branches de 1"* espéce et 2 branches de 2¢ et 3* espece ce
cui donne N=3x2x2=12 repos postibles en appliquant e principe
mulliplicatil.

3) Avec le tableau les cas lavorables G la situation comespondent aux crobx.

Iy adonc N=8repas avec E ou F..

Avec l'aulre modéle 1| laul additionner le nombre de hiplels de la forme
(E.F.0) et (EF..D) mais ne pas oublier de soushraire 2 cor sinon on comple
deux fois les plets (E,P..D,) et (E,.P.D.).

Por application des principes additif ef multiplicatif, le nombre de cos
tavorables a la sitvation est card(E, WP, )=1x2x2+3=1x2-2=8,

REMARCIUE ; Comme il est foujours plus delical de denombrer des évenemenls
avec des o ou y guavec des o et » sous peine d oublier la soustraction el donc
de compler 2 fois les] méme(s) événernent(s) on vous conseile d'appliquer la
formule card(E, P, ) =cardE, + cardF, —card|E, mF, ).

Avec l'exemple de cefle guestion les cas favorabies & E ~F, sont de la forme
(E.F.D) ce qui donne card(E,~F)=I=I=2=2 en appliquant le principe

rulfiphcatif,
COn refrouve bien card({E, wP.)=4+46-2=8.

4 Diagramme - Méthode 4
Commencons par représenter un dicgramme pour modéliser la situation en
ufilisant dans 'ordre les informations (i), [2). (d) & [b)

%, y et z sont respecitivernant les riéponses aux questions 1), 2) et 3],
Comme il ¥ a 140 musiciens. en uliisant le diogramme et les nformations [a) et
(€] on peul construire le systéme suivant :
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X+y+z+45=140 [X+y+2=95 (L)
Xey+lomiS i+ y =0 (|5
Y+2+250=45 y+2=40 (L,)

La résolufion du systéme donne les réponses aux questions.
Guestion 3 - La soustraction membre @ membre (L, )=(L, ) donne z = 35,

Guestion 2 - En remplagant z par 35 dans (L, ) on oblienty = 5,
Question | - En remplagant y par 5 dans (L, ) on obfient x = 55,

E Tirage successif avec remise - Méthode 5
On peut modelser ke tirage par un S-uplet des 21 boules de 'ume.

1) Compte tenu de la modélisation. par application du principe multiplicofit
ona card( =27 =4 084 101,

Z) Détermination de P(A)
Les cos favorables a l'évenement A sont les suivants :
(B.BBBB), (MMMMN) e (RERRER).

Par application des prdncipes additif et multiplicatit cardA = 4" +7* + 8* = 57351

et donc P(A) = 5?:“:'; = I:ﬂ 1=0,014 arondie & 3 décimales,

Détermination de F(B)

Les cos favorables d M'événement B avec les 2 boulas blanches aux 2 premiers
tirages sont de la forme (B.B.MNNN).

Par opplication du principe multiplicatit e nombre de coas favorables & o
situation qui vient o' &ire décrite est & =7° =12 348,

Four répondre & la qguestion @ suffl d'appliquer le principe additif en

remarguant que l'on peut effectuer le raisonnemeant précédent autant de fois
gue |'on peut placer les 2 boules blanches dans les 5 positions possibles c'est-

f
ﬁﬂ::lirei = |0 ok,

Onoblient done cardB = 10123458 =123 480 .

123480 40 - @
m = (), s [j ¢ el
y 01" 133 0.030 arondie @ 3 décimales.

Fnalement FB) =

Deétermination de P(C)

o

iy a 15 boules qui ne sont pas blanches cordC = 15* =759 375,

Finalement P{C) = 229010 Sk

IDI= 5807 =0, 184 amondie a 3 dacimoles,
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Détermination de P(D)
Il sutfit de remarquer que |'évenemeant D est I'événement contraire de C et
d'oppliquer la fomule adéquate pour répondre A lo question.

Ainsi P(D) =P(€) =1-P(C) =1- ﬁs]af; . :ﬁg - 0,814 anondie & 3 décimales.

6 Tirage successif sans remise - Méthode 5
On peut modéliser le fraoe par un 5-uplet d'éléments distinets des 21 boules
e 'urne.

1) Comple tenu de la modélisation, par application du principe multiplicatif
ona cond( =21x20x 19 18«17 =2 441 880,

2) Détermination de P{A)
Les cas lavorables 4 I"'evénement A sont les subvants :

(BEBER). (NNHMMNN) e (RERRR].

Par application des principes additif et mulliplicatif on a ;
cardA=(6xbxdx3x)+ (7 nbubxdxI)+ [(Bulxbubud)=9 960

Finalement P{A) = :,?Ebgﬂ = 2{?334? = 0,004 amondie a 3 décimales.
Détermination de P(B)

Les cas tavorables a 'événement B avec les 2 boules blanches aux 2 premiers
tirages sont de la forme (BB.MANN).

Par applicalion du principe multipficatif le nombre de cos favorables a lo

slualion qui vient o’ éire décrife esl 6x5=7=6x5=6 300 .

Pour répondre & la question i suffl d'appliquer e principe additif en

remarguant que 'on peul effectuer le raisonnement precedent autant de fols

que I'on peul placer les 2 boules blanches dans les 5 positions possibles c'ast-
I

5
a-dire =10 fok.
ir L2

On obfient donc cardB = 10« 4300 = 43 000,

63000 25 .
Hnal i = = =, =ad imales.
alement P(B) TA4 1850 " 949 0,026 arondie a 3 décimalies

Détermination de F{C)
Les cas favorables & I'événement C sont de la forme (B.B.B.B.B) donc comme

il y a 15 boules qui ne sont pas blanches cordC = 15=1ax 3= 12x1 1= 360 360,

Finalement P{C) = ;m = ;:g = 0,148 arondie G 3 decimales.

Détermination de P(D)
Il suffit de remarguer que |'événement D el 'evéenemant confraire de C et
d’appliquer la formule adéquate pour répondte & la question,
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Aisi P(D) =P(E) = 1-P(C) = 1- 12 = 222 0,852 amrondiie & 3 décimales,

Tirage simultané - Méthode &
On peut modéliser le froge par une combinaison é § éléments des 21 boules
e 'ume.

1
1) Comple tenu de la modéfisation ona carcdf = [:'; ]: 20 349,

Z) Déetermination de P(A)
Les cas favorables a l'événement A sont les suivants ;
{B.B.BBBY. {N.MMN.MI et {R.E,E',E.Rl ;

N T
Par application du principe additif on o cardA = [5 J+[ ]-‘ E} =83,

5 _-5__

Les cas favorables a 'événement B sont de la torme [BENNN] .
Par application du principe mulliplicatit & nombre de cos favorables &

I'evénement B cardB = [;J::{;J =535,

925 25 . ;
F = — = L. \ . i
Finalement F(B) ™~ %89 0.026 arondie a 3 décimales
Détermination de P(C)

. |
iy a 15 boules qui ne sont pas blanches cordC =[ :] =3 003,

Finalemant P{C)= Eﬁ = % = [}, 148 arrondie 0 3 décimales.
Deétermination de P(D)

Il suffit de remargquer que 'événement D est 'événemant contraire de C et
d’'appliquer la fomule adéquate pour répondre a la question.

Ainsi P{D) =FlE] =1-P(C) =1_$ = % = 0,852 amondie a 3 decimales.

E Combinaison avec répeétiion - Méthode 7
5 I'on note x,. x, el x, les nombres respectils de boules blanches, nofres el

rovges frées on peut modélser le trage par un hiplet (X,.%;,%;) denliers
naturels solulion de I'équation x, +x, +x, =7 avec x, < é.
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1) Compte tenu de la modélsation, por application de la formule des
combinakons avec répélition avec p=3 et n=/ on oblient finalement

?;iil—] _]=[z]_;=35_|=35 fil taut refirer lo  solution

comespondant @ x, =7 carlln'y a que & boules blanches).

corcd ='

#) Powr répondre a la question. || suffit de déterminer le nombre d'issues
passibles comaspondant d %, =4 ce qui condult 0 déterminer le nombre de
solutions de l'equalion 4+ x, +x, =7, 500 x, +x, =3,

Par application de la formule des combinaisons avec répétition avec p=2 el

n=3 le nombre cherché est H=[3;2|_1}=[T]=4'

9 Fermule du binéme - Méthode 9

Détermination de §
La somme § peul s'écrire Ezir"‘f" [:] ce qui ast le développament de la

(=]

pussance n du bindme avec x= | ety = 5d'o0 S=|:l+5}“=-ﬁ“.

Determination de 5(x)

De la méme facon 5x] peult s'écrire 5{}:}:&!"“:‘[“] ce qul est le
L

k)

développement de la pulssance n de [1+x) d'ol $(x)=(1+x}

La somme 5 est tout simplement 5{3) ce qui permet de retrouver §=3(5)=§6".

10 | péveloppement du bindme = Méthodes 10 et 11

1) Les coefficients de la puissance 5 du bindme s"obliennent par le nangie de
Poscal décrit & la méthods 10,

Coefficentz de lopulssance 5:1: 1+4=5:4+46=10:4+4=10:4+]1=5:1.

Mrsiona: (1+26) =1+ 5x(2¢)+10% (2 ) #10= 20§ +5x 2% | + 2¢ } .
Finalerment on obfient : (1+2x)’ =32x* +80x* +80x * +40x* +10x +1 .

2) Pour les pulssances strictement supéreures a 4 'obtention des coelliclents
binomiaux devient plus fastidieux avec le frongle de Poscal, d'ol Midée
d’utiiser I'olgorithme donné dans MNexemple de o méathode 8 pour les obleny,
O SOVOR ;
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def ligne suivante (L):
LL=11
LL.append (1)
np=len(L)
for B in Eange [l.n)i
LL.append (L{k-1]+L[k])
LL.append (1)
raturn LL
def pascal it(n):
L=(1,1)
for 1 in rang= ([(Q0,n=1}):
LL=ligne suivancte (L)

En mode « ron, on obfient :

e e PI-L'I]._F.'I.E {2)
[1, &, 28, 56, 70, 56, 28, 8, 11

Cela permel d'oblenk le développement de 1+ ih'.f cjui est

T4 8 20+ 2B (2x) 456 (2x) +70x(2x)" + 56x(2x) +28=(2x)" +Bx(2x) +(2x}
= 254x% + 102457 + 1792x* + 17925 + 1120%% + 44827 + 1 12%" 4+ b+ ) ,

E 11 Génération aléatoire d'une combinalson - Méthode 12

On adapte Malgorthme de 'exemple de la méthode 12 a 'énoncé ce qui
danne |

def groupe(n) &

from random import randint

.-th:-d‘-'ufg;ﬂ,ﬁ

while paewl or pgems o pgwmed op heess sr pessd oz S s
a=randinc(l,n)
b=randinc(1,n)
ce=randint(l,n)
d=randint(l,n)

L=[a,b,c,d]

recurn L
On passe an mode o ron s ef lon oblient

>»x groupe (20}
[1. 2, 10, 15]

_LZ__| Représentation d'un groupe d'individus - Méthodes 5, & et 12

1) On modélise un bureau par un 4-uplet d'éléments distincts des 50 personnes
du groupe ol le premier element est le présdent, le second est le vice
président, le frolsidqme le indsorder et le demier le secrélaire,



462 Chaopitre &

Par application du principe multiplicotit 1 y 0 M = 50x49 <48 =47 = 5527200
bureaux possibles,

2) On modélise un bureaw comme un 4-uplet d'élements distinets contenant
2 femmes el 2 hommes parml las 50 pesonnes du groupe.
Par application du principe multiplicotit | y a N =30=x29x20=19 = 330 600

bureaux possibles avec 2 femmes et 2 hommes dans cet ordre c'est-G-clire de
la forme (F. F. H .H).

Comme Il y a [; =& tagons de placer 2 Fu et donc 2 « H» dans le 4-uplet,

par application du principe addilif 2 nombre tolal de bureaux respectant la
parité est N, = =N, = | 983 &00.

3) On modélise les trols représentants par une combinalson G 3 éléments des
446 membres qui n"occupent pas une fonction ouw bureau,

llyadon:c N, = [ ZEJ = |15 180 représentalions de 3 personnes possibles,

4) On ulllise 'algorithme cde la méthode 12 avec n = 46 en notant de 1 & 45
I'ensembile des membres qui n'ont pas de fonction.

Algaorithme

def groupe(n):

from random isporc randinc

a,b,c=0,0,0

While a==b oz a==¢ or b=—gi
a=randint[1,n)
b=randint{l,n)
c=randinc(l,n)

L=[a,b,c]

return L

Echantilon aléatolre :

»»> groupe (46)
(2, 22, 7)

i_E_Mu'I: multiples et variés - Méthodes 5 et 12

1) a) Un mol de longuewr n forme avec des | et des 0 comespand & un n-uplet
de 1 ot de 0.

Il y adone 2 mols différents de longueur n formés avec | ef 0, ce qui nows
amene a résoudre 'inéquation 2% = 128 pour déterminer la longueur minimale
cdemandee qui comrespond doncan = /.

o] Four avor de la marge et traduire éventusllement plus de caractéres on a
cheisi de prendre n = 8, ce qui permet de coder 2° = 256 caractéres el nous
amene en informatique 4 la notion d'ectet.
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A a) ll y a4 lettres differentes donc les anagrammes de JEAN comrespandent
aux permutations de 4 lettres.
Il vy o donc 4 | = 24 anogrammies de JEAN,

2] Il sulfit o affecter & chaque letire Penlier qui le pasitionne dans le mot JEAN
et d'uliliser I"algorithme de 'exercice | | avec n=4.

Algorithme ;

def groups(n):

from random import randine

ﬂ;h‘pﬁrﬂpu';n; fl

While a==h or a==g or a==d or b==g or b==d or c==d:
a=randine (1, n)
berandincil,n)
c=randint (1,n)
d=ramndintc (1, n)

I=[a,b,c,d)

On passe en mode o ronos &1 l'on obtient :
>33 gEGUpe(4)
[4, 2, 3, 1]

Cela donne 'annagramme NEA.

c) I esl moins simple de délemminer les anagrammes de ROBERT car il v @
2 lettres o R » el si 'on alfecte a chaque lettre 'entier qui le positionne dans le
mol, deux permutalions peuvent comespondre au méme anagrammee (ex. les
pemutations (1, 2. 3, 4, 5. 4) et (5 2. 3. 4, |, &) comespondent toutes les deix
au mot ROBERT).

En différenciant les leftres o K» (R, el B, par exemple) on oblient :

4l = £20 permutalions.

Pour oblenir ke nombre d'onagrammes | sulfit de diviser por le nombyre de
tagons de permuter R, et K, dans les permutotions precedentes ce qui donne

i) = 340 anagrammes de ROBERT.

21

d] En différenciant les 3 dAp et les 2 aMy on oblient 9= 342 880
permulations.

Pour obteni e nombre d'onagrammes il suffit de diviser par le nombre de
tagons de permuter les o A n et les « My dans les permutations précedentes ce

o6 =30 240 anogrammes du mot ANAGREAMME,

L dlonre
b ETRET

IE L'incentournable fourmi - Méthodes 4 et 12

1) §i I'on note O un deplacement d'une aréte vers la drolle et H un
déplocement d'une aréte vers & hout, un trajed qui refle A a B peut se
modéliser par un d-uplet comportant 4 lettres « D » ef deux letres u H n.
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Le nombre de hajels demandés sl donc le nombre de fagons de placer
2 lettres a H » dans le 4-uplet, c'est-a-dire ['5 =15.

2

2) 51 l'on altecte & D & nombre | et & H le nombre 0, un trajet refiont Ao B
slinferpréte comme un d-uplet compariant quatre | et deux 0,

Il suffit donc de ogénérer de facon aléaloire un tel 4-uplet en adoptant
I"algorithme de 'exemple de la méthode 12 G cel énoncé.

Algorithme :

def chemin()

from random import randint

a,b,c,d,e,f=0,0,0,0,0,0

while asbscsdsnsfisdy
a=randint (3, 1)
b=randint (0, 1)
cerandinc (0, k)
d=randint (0, 1)
e=randint (0, 1)
f=randint (0, 1)

I=[a,b,c,d,&,£]

racurn L

Chemin oléatcls reliant A B :

»>3> chemin()
{1, 0, 1, 4, 1, 0]

3} Pour reller A 4 B en possant poar C, B faut un sewl « Hy dans les 4 prembers
éléments du d-uplet &t un saul dans les 2 derniers.

For application du principe multiplicatif cela donne [‘:' lr{ :‘: ] =§ trajets,

4) Un trajet se modélse par un duplet des lettres uH» et « Do ce qui nous
amens a dénombrer 2 =64 frajets possibles.

Drapees 1] 0l y a 15 cos laverables donc la probabilite demandee est F, = E p

3) L'onivers ast le méme que dans la quastion 4) el d'aprés 3) le nombre de

cas favorables est 8 donc la probabiité demandée est F. = E% = —]- :

8

&) Dans cette quastion on sail que la sours alteint le point B donc I'univers de

cette situation aléaloire &l 'ensemble des chemins qui relient A G B e son

cardinal vaut 15 d'apeés ).

D aprés 3] le nombre de cos lavorables est 8 donc o probabilité demaondés
T - |

est Py =—.
i I
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15 | Le Loto - Méthode &

Une grle de Loto e modélite par une combinaison a & éléments de
I'ensemble des 4% numaeéros.

1) Compie tenu de la modeélisation iy a {‘:? ] =13 983 814 grilles possibles.

2) Si 'on note B un bon numéro et B un mauvals, les cas favorables & la
queastion sont de la forme {H-:E:B:E:B‘.BI '

Por application du principe multiplicafif, en rakkonnant globalement sur les
4 bons numéros et wr les 2 mauvais, le nombre demandé est ;

[i]x{";]ﬂa 545.

116 | LEuro Million - Méthode &
Une grille de I"Euro Million peut s'interpréter comme une combinaison de la
forme IH;H:H:H:H,:“:'E ol e i Ny désigne un des 50 numéros et les« = ¥ une

cles 12 atoles,

1) Par application du principe multiplicatil, en rakonnant globalement sur les
5 numeéros af sur les 12 étolles, ke nombre demandé ast ;

20N (12

[5 H[.E _ 1398 388 140.

Oups |t Déja qu'au Loto avec exactement 10 fols molns de grilles possibles 1
faut parfols attendre plusieurs froges avant d'avolr un gagnant du gros lof, en
s fimitant au marché frmangais, avec 'Euro Milllon, on aurail pu attendrs
longlemps pour avor un gognant du gros lot si 'on n'avail pas envisage les
paris 4 la zone Eura.

2) Les cos fovorables a la sitvation sont de la forme EI*&N:H:MFI:-:;} ou N

=

césigne un bon numéro, N un mauvals, * ene bonne éfole el = une
i jslTis TN

Par applicalion du principe multiplicatif, en rosonnant globalement sur les
bons numéros, les mauval, la bonne el la mouvase étole, on oblient le

nombre de {i]u(df

numeros el une bonne éloile,

s

IIE]"E IID] = 27 000 grilles avec exactemen! quatre bons

E 17 | Le Loto sportif - Méthode 5
Lne grile du Loto sportif s& modélize par un 10-uplet des éléments 1, N et 2.

1) Compte fenu de la modélisation le nombye de griles possibles est donc
N =3" =59 049
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2) Les cos favorabdes 4 la question avec les § premiers pronostics bons et les
2 demiers mauvas sont de lo forme [B:B;B:E:E;E:B:B:B:B} (B désigne un bon

pronostic et B un mauvais).
For application du principe mulliplicatif le nombre de griles que "on vienl
d'évoquer est M, =lxlxlx belxlxlxlx2x2 =4,

iE | =
Dans la mesure ol l'on a [ 1?] = 45 fagons de « ranger i ies deux lettras B dans

e 10-uplet, por application du principe aoddilif le nombre de grilles avec
exaclement 8 bans pronostics est N, = 45x4 =180,

18 |Le PMU - Méthodes 5, & el 12

1) Un guintet dans l'ordre peut s'interpréter comme un S-uplet d'éléments
distinets de 'ensemble des |5 chevaux,

FPar application du principe mulliplicatil || y a donc :

15xld=13=12x] =340 360 quintets dans 'ordre possibies,

2) Un quintet dans le désordre peut o'interpréfer comme unes combinalsen
5 éléments de |'ensembile des 15 chevaux,

Onen déduit gu'ily a !]:] =3 003 quintets dans e désordre possibles.

3) Les cas faverables a la siluation sont de la forme EB‘.B:E:E:E} ol B désigne un

cles chevaux du quintel a 'arivée et B un cheval qui n'est pas dans les
2 premiers.

Par applicalion du principe mulliplicatif, en raonnant globaolement sur les
3 chevaux du quintet gagnant a 'arivae et sur les 10 chevaux qui ne sent pas

B
dans le quinlet, le nombre demdnds 4 [;H 'E”] - 450,

4) On adaopte 'algorithme de la méthode 12 avec n = 12 pour ablenir un
quintet aléoiore.
Algorthme ;

95 groupa (R}

from FAROOE 1EpOTLT FARAIRT

By by i Oy =iy O 0, 0, 0

whlle peeh op peeS op el o EEE of Deeg of Deegd of Deep op O] of S o deegl
ARTERAIAE (1, 8)
E=pandint il,nm)
c=randinc {1l n}
g=randint{l,n)
e=randint (1,1

L=n, b, o dw]

rerurn 5

Giuintet aléalore

»>» groupe{ls)
[13, 2, 10, 14, €]
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i 19 |Le Poker - Méthode &
Une main de 5 cartes peut se modeliser par une combinalson @ 5 éléments de
I'ensemble de 32 cartes,

1) On va commencer par dénombrer e nombee de carés d'as puls appliquer
ler principe additil pour répondre & la question.

Les cas favorables & un caré d'as sont de la forme ﬂkﬁ;ﬁ:kﬁ} ol A désigne

un asal A une carle qui n'est pas un as,

Par application du principe multiplicafif, en rokonnant globalemeant sur les 4 as

el sur la demiére carte ke nombne demancé ast [: * EE] m 2B,

On peut effectuer le rasonnement précédent autant de fols que 'on peut
choisic une hauteur parmi 8 cast-g-clire B fois.

Par application du principe oddiif e nombre de camés possibles esl
Bx28=224.

2) On va commencer par dénombrer le nombre de fulls aux as par les rols (3 as
et 2 roks) puk appliquer le principe additit pour répondre a la guestion.
Les cas favorables aux fulls aux as par les rois sont de la forme [ACAARE]L ol

A désigne un as el R un rol

Par application du principe mulfiplicatil, &n rasonnant globalement sur les 3 as

el les 2 rois, on dénombrre [;]x{ 4

2} =24 fulls aux as par les ros.

On peut effectuer le rasonnement précédent autant de fols que 'on peul
choii 2 hauvteurs pormi 8 en tenant comple de Il'ordre [por exemple, les fulls
aux as por les rois sont différents des fulls oux ok par les as), cest-t-dire
Bx7 = 56 fok.
Far applicalion du principe odditif le nombre de fulls possibles esl donc
hax24=1344,

3) On va commencer par dénombrer le nombre de doubles paires d'as et de
rols (2 as et 2 rok avec une carte d'une aulre hauteur) puis appliquer e
principe additil pow répondre 4 la quashion.

Les cas favorables aux doubles pares d'as et de ros sont de la forme
{.ﬂ-.:ﬂv.:E:E‘;El ol A désigne un as, R un rol et E une carle d'une autre havlew.

Par applicalion du principe multiplicafif, en ralsonnant globalement sur les

208, les 2 rok et la demi@ne carte on dénombre [4} ] { 24] B doulles

2

paires d'as et de rols,

On peul effectver le raisonnement précedent aulant de fois que Mon peut
choisr 2 hauteurs poarmi 8 sans tenir comple de l'ordre [par exemple, les
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doublas pares d'as &1 de rols sonl les mémes que celles de rois ef d'as), c'est-
&-dire {g] - 26 tos.

Par application du principe additif le nombre de doubles palres possibles est
conc Z8=864 =24 192.

20 | Démonstrations de la formule de Pascal = Méthodes 8 ef 10
1) 50it k et n deux enfiars nc:lureh non nuls tels que K=n,

rn n! nt n
Ona: ]
_!:—1] {k-w[n (k—T))! "RIn-KN  (k-Tin+1-k}  Kl{n—k)I "
On va réduire celte demigre exprassion ou meéme dénominateur en multipliont
K . n+l-k
par = la premiére fraction et par la seconde.
i n+l=k
Celo donne :
1: i n*l-k il nifksnal- k) (n+lj=n! {n«1)!

k [I: Mn+ -k}l n+l—k r:u:n Tk) T Kln+l-k)  Klnsl-k)! kin+l-k)
Celle demidre exprassion est bien [ « !J ce qui démonire e resollal,
21 50if k el n deux enfiers naturels non nuls fels que kK<n.

On va compler de 2 facons ke nombe de parlies & k éléments d'un ensembile
a n+l dléments que I'on peut noter par exemple E= [x,x 1,

Premiere facon : Far délinition le nomiye de porties & k ééments de E est
M+ E]

Deuxiéme fagon : Pour compler le nombre de porfies & k ééments de E on
comple celles qui contiennent por exemple x, et 'on ajoute celles qui ne &

confiennent pas.
Les parties qui contiennant x, sont de la forme [z, | avec k-1 élément & la

place des pointilés choisis pami les n qui restent [puisque x es! dans ces

parties), lly a donc [kn 1} parties & k ééments qui confiennent x, .

. ; n —
Les parfies qul ne contiennent pas x, sont au nombre de ‘,RJ puisqu'l ¥ a
n slements distincls de x,.

L& nombre de parties da E 4 k éléments de E ast donc lkn ]]+[:J !
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Par ce rasonnement « ensembiste » on redémontre que [l‘:n ) [ ] 1“ +)

3) Application
199 (199 (200 200 00| 200199
D"“[wr)"[mﬁ]' T?EJ-[E{IJ-I?E]-[ 2 ]-—E—.Im,uw.wm.

i 21  Démonstration et application de la formule du binéme - Méthode 9
1) Montrons por récurence gue powr toul ne i :

(P.): {x-ﬂ"-grw[:]aﬂ —

Initialisation : (. | est-alle vroie 2
Zx""’f'[ J x”v‘[gJ= l=(x+vy) donc (F,) est vraie.

ey

Hérédité : Soil ne N, supposons que (P, ) est vrake,

D'aprés 'hypothése de recumence (P): (x+v) = ix""f‘[n] est vrale.
L]

On doit prouver sous cetle hypothése que (P ): [:-:+',-"| E:”“"y‘[ ]
ast vrale,

On peut ecrire que (x+ 'f]m =(x+y)(x+ ﬂn ={x+ ﬂix“—'f [:] d'apres
I'hwpothese de recurmrence, ) |

A ce stade developpons [x + ﬂgx"“?’{ :] et nolons [d) ce développerment :

L n % Pk i = i n'll . e n - . JiEe] n
oy (D)o (1) vge 1)y 1) v

mi) k.-' kmf} k' Em) H Fm k’ L =] h
Attention. cela va devenir « technique n car nous allons travailler sur 'indice k

de [o deuxime somme en posant k' =k +1 ce qui suppose que k=k'-1.

Lorscue k varke cde 0 an, K vare de 1 4 n+l c2 qui nous amene 4 I'égalité
suivante :
N T ]
IJ E [k' [

Dans cette demigre somme k' est un indice «muet v donc on peut le
remplacer par k ce qui permet de revenk au développement [d) et donc
d'écrire ;

|x+f}""=!?‘-+ﬂ§“m*ﬁ[:] > x MH""‘[ J 2 -,.-1_,-[ J

Ll ]

Sy (g)-Bxv(,
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Mous alions fraovaller sur celfe dermera somme en commengant par isoler la
premier terme de la premigre somme et le demier de la deuxleéme afin de
i réUnT ¥ sous e méme signe somme les lermes resfant, ce qui donne :

i_,*nn.t?, n} "z"x,my,[ ] fﬂd_glm...f[;]*if-,.f[kril oy

S I B A G et

ml

Or d'aprés la formule de Pascal

n ]J...l :]= { n;] ce qul permet de simplifier
cette demiére somme de la focon suivante :

x"""ix“'“*y"‘ [: + y™ =:"‘L+ix“"“'y‘{":]+?‘“’.

i
R+l <l .
Comme 0 =| &i Pt = | on peul toul regrouper sous le signe somme de
-

la f{ﬂ;ﬂn suivante ;
T +Zr.““‘*5-"’ el

]w. xh.[nﬂ if_,f[n.l

Fel

or G Eee()

kel

Par conséquent (B ) [=+ ',.-'}“" = E:-:"*“‘y’* [ n::- I] ast vrale,
i 8

Finalement (P, ) est vrale = (P, ) @st vrale .

Conclusion : Par récumence, (P, ) eshvrale pour tout ne N,

2) Appiication: ¥ (-1)

:]=i{l}m{—1f‘[:} corespond au développement
L

de (x+y) avec x=1et y=-1 donc la sommeest (1-1) =0,

22 | Démonstration et application de la formule des combinaisons avec
répétition -~ Méathade 7
1) Pour toute valeur de x. Efﬂl:n] (entiers entre 0 &1 n). les couples d’entiers

naturels (n-x..x,) sont les solutions de 'équation x, +x, =n (ne ).

Cetle équolion a donc (n+1)= ' h_: I] sclutions.

2) D'aprés 1], pour toute valeur de x, s[0in], I'équalion x,+x. =n-x, [neN)
admel (n=x, «1) solulions.
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L'équation x, +x, +x, =n (ne N} admel donc ill’l-—!a-h” sclufions.
mg =l

[+ 2)(n+1)
2
{n +2}|n+ ] [n+ 2

Comme i‘n—xj +l=(n+l)+n+{n=-1)+-+1= . on en déduilt que
=il

Féquation X, +x, +x, =n (ne ) admef solulions.

3) Plus gendralement, powr pe N, on cherche & déterminer le nombre de
p-uplets d'entiers nalurels fels que x, +x, ++x, =n (ne ).

el

a)] Pour peli et nel tels que ps=n. posons (R ): i{k}=[n+l
i p+l

déamontrons cette proprété par récurence,

Initialisation : (F. ) est-elle viale 2
I ] [ ]n- ]d::m:: (P,) est viale.

Heérédité ; Soil nel, supposons que (P ) esl wvroe, c'esl-g-dire que

5(s)-(0o

Emmt, P =+

@5t vrake.

On doil prouver sous celte hypothése que (P,) est wioie cesl-O-dire que

E[ 5 ] - [:;:1:] est vraie,

e P

Z[ ]. [ } Lo . done comme on a E[:} ;”J d'aprés 'hypothése
k=g F
!
cle récmrenca.unendéduitque:z k ![n+l - n+'l]1
i b B ﬂi'.l
D'oprés la tormule de Pascal [n+IJ+[n+l]-[n+2J donc E[k .[n+2
P+l ¥ P+ iR Lp=+l

qui prouve que (P, ) st wrale.
Par conséquent, (P, ) est vraie = (P, ) est vraie,

Conclusion : Par récurrence. pour toul ne ¥, (P ) est vae.
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b] Powr n entier lixé, montrons por récumance swr pe [ que le nombre de
p-uplels denfiers: nalurels sclulion(s] de l'equalion X+ =X =n esl
N, = J (proprigté (P, )).

Nep=1
p=1

Inialisation : (F, ) ast-elle vrale 7
[y

L'équation x, =n admet une seule solution (x, =n) el ["*""] (3

):1,dmc

(F, ) est vraie.

Hérédité : Scil p e 17, supposons que (P, ) est vrake, c'est-a-dire que le nombre
de p-uplet(s) d'entier(s] naturel(s) solution(s) de M'squation ®,+ -+ =n est

N, =[n+p—IJ1

P

On doit prouver sous cette hypolhése que (P, ) est vraie c'est-a-dire que le
naombve de  (p+l-upletfs) d'entierls] natureal(s) solutionfs] de |'éguation

X+t X, =n est N, -{'Hp
o

L'équafion X +x, +-+X +X =N S&crl X +X, +---+% =n-¥_, . qui admel,

pour %, fixé de [on], exoctement [n-x;_,-:p-l] solutions o aprés
-
I'hypothése de recumence,
" L | =]
L'équation x, «X, 4.+ +%_, =n admet donc ¥ [n " :ﬂ ] selutions.
=l =
e (n—X =1 = e -1
Comme on a E[ pae ]=[n+p 1]+[n+"-' 2]4-""!'[ P ]1—[1:1r ] e
B pr-1 o=l p-1 p=1! lp-1
Pone! .
nombre de solulions de |I'éguation s'écrit E[;’ t]:[ﬂ+ﬂp IH]:.[H:}]
em=1 a

d'aprés la question précédente.

On en déduit que (P, ) est viale,
Par conséquent, (F, | est vale = (P, ) est wale,

Conclusion : Par récurrence, pour fout pe I, (B, ) est vrale,
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4) On aurail pu commencer par 1d, maik on a pensé que les démonstrations
précedentes. etaient rés formalices sur le plan de 'apprentissage des
compétences évoquées dans le programme:.

Comme I'flustre le coup de pouce, une solution de I'équalion x,+ +x,=n
d'inconnu le p-uplet (... %, | comespond G un (n+p=1)=- uplet comportant n
nombre « 1 et (p-1) signe «+» et reciproquement, c'est-a-dire gue toul
(n+p-1)-uplet comespond G une solution,

Comme l y a (p=1) lagons de placer un signe o +» dans un (n+p=1)- uplet
on refrouve que le nombre de sclutions de I'equation X «---+x. =n d'inconnu

le pruplet (x,...%_ ) comporte [H;P]J] solutions:

Pas mal... Mais. il fallalt avolr I'dée de départ.

3) Sil'en note x,. %,. x,. x,. %, e x, l&s nombres respectils d'oblention des

numéros 1, 2, 3, 4, 5 et & los d'un lancer des 3 dés ldenfiques on peut
modéler un lancer comme un 4-uplet d'entiers naturels solution de I'équation
“'I+:.'I*“'l+xl II.HI *HI =3'

Les cos lavorables & la diuation comrespondent aux solutions telkes gue Xy = 1,

ce oqui nows aména a déterminer e nombre de solulions da 'aguation
XoHlEx, +x, +x, +x, =3, 500t X +x, +x, +x, +x =2,

On apphguee la formule des combinaisons avec répéfition en prenant n=2 &t

2+5-1 f & 61 &x5
51 J dJ [ﬁ—d_] [EJ 5 5 lancers avec

excactemeant uree tols ke numeaero 2,

=5 ce qui nous donne [




Chapitre 7
METHODES SUR LES PROBABILITES
EXERCICES & CORRIGES

Exercices

m La rove de la fortune - Méthodes 1 et 9

on o mise 10 € et on lonce un disgue parfaitement crculaire divise en 10
secteurs angulaires de méme aire,

Farmi eux | esi joune. 2 sont verts, 3 sont rouges et 4 sont bleus,

S I'on tormbe sur le secteur jaune on gagne 146 € swr un verl on gagne |4 € sur
unrouge 12 € et sinon on perd la mise.

On note G la variable aléafoire, qui associe & ce e, e gain algébrique du
foueUr.

1) Daterminez la lol de probabilite de G, son espérance et son ecart fype.

2) Uomgansatewr du jeu change son mode de rétribution en proposant une
mise de 20 € et en multipfiont s gains par 2.

On note G° le nouveau gain algebrique du jeu.

Dteminez 'espérance et I'écart type de 7 et dites ce gue vous &n penser.

@ Des jetons dans des urnes - Probabilités cenditiennelles - Méthode 2

D'une part, une ume A confient trois jetons verls el deux jetons jounes et
c'outre part, une urmna B contient cing jetons verts et trol jetons jounes,

On fire d'abord un jeton dans 'ome A 51 est vert, on reliee un jelon dans
I'ume A, sinon, on tire un jeton dans 'ume B.

On considere alors les &venements suivanls @

V, i it Le premiar jeton tird est vert u,

V. tule deuxieéme jelon fird est verl n.

1) Construisez un arre pour llustrer |"expérence aléalore,
2) Déterminez la probabifité P(V. ).

3) Déterminez alors la probabiité P, (V).

@ talien ou espagnol ? Indépendance 7 = Méthode 3

Dans une classe de 2 eléeves, 8 pordent espagnol, 12 parldent anglars ef 4
parent les 2 langues.

On choilt un &léve de la claosse au hasard et 'on consiclére les éveénemenits
suivants |

E; wil parle espagnol n

ALl porle anglais »

1) Faites un diagramme pour llustrer la sitieation.

2) Les evénements E et A sonf-is indépendants ¢
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j Panne d'un lave-vaisselle - Probabilités conditionnelles - Méthode 2
Une entreprise prodult un love-valselle sur trols sites A, B et © dans les
condifions sulvantes :
&0 % de lo produciion st assurée par be die A,
30 % de la production est assurée par le site B,
Le reste est assuré por e site C,
L'enfreprise constatle qu'avant 5 ans d'ufilisalion les pourcentages qu'un lave-
vaisselle tombe en panne selon le site ol ils sont produils sont les suivants ;
37 % pour |2 sibe A,
25% pour le site B,
12 % pour be site C.
On choisil un lave-vaisselle gu hasard parmi ceux produils par cette entreprise,
On note E I"événement @ o le lave-vakselle lombe en panne avant 5 ans i,
1) Construire un arbre pondéré pour llustrer la situation.

2) Déterminez la probabiité P(E).

3) Le lave-vaisselie tombe en panne avant 5 ans,
Guelle ast la probabilité que le lave-vaisselie provienne de C ¢

E ki ou snowboard - Probabilites conditionnelles et suites - Methode 2

Une enguéte réalisée chagque hiver sur une populalion composée de sporfifs
auil peuvent pratiquer le ski ou le snowboard révéle que :

a) S un sportit pratique le ski un hiver, alors la probabiité qu'l pratique &
snowboard ke suivant est égale & 0.2,

b Siun sportll pratique e snowboard, alors la probabilite qu'il pratique le skile
suivan! est égale & 0.3,

Pour nel’, on nate p, =P(A ) la probabiité gu'un spordil, qui au départ
pratique le ski. l& pratique au n'*™e hiver suivant,

1) Compléiez 'arbre sulvant &

Anii

Ansi

-4" +1

|
=

2) Montrez que p,, =055, +0.3.
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3) Dans cetle question, pour ne ¥, on pose U, =p, =0.6.

a) Montrez que la suite (U | est une suite géomélrque dont vous donnerez la
raison ef @ premiear ferme,

] Pour nel¥, déduisez de la question précédente 'expression de u,_ . puis
celle de p enfonction de n.

c) Mentrez que la wite (p,) est convergente el interprétez sa imite dans le
confexte de |'exercice,

& Lancer de 2 dés - Loi binomiale = Méthodes & et 8
On lance n ol deux dés honneles &) 'on note X le nombre de los ol 'on
obtfient un doubile 4,

1) Determinez la loi de probabilité de X, son espérance el son écarl ype en
fonction de n.

2) Do cette quadtion, n= 180 et 'on demande de délaerminer !

a) L'espérance p de X et son écart type o.

b) les valeurs amondies & hok décimales des probabiités P(X=y) ef
Plp-kxo=Xzp+kxo) pourkégald |, 2et 3.
c) Les phis pelites voleurs réelles a & b lelles que DO025=PlasX) el
0,975 <P|b = X} & l'alde de volre calculalrice,

d] Ce que représente IMinfervalle [E EJ
nn
3) Un jovewr lance les das 200 ok et obtient 13 lok un doubie &,

u'en pensei-vous ¥

E Simulation de l'exercice précédent - Comparaison avec la théorie -
Méthode 5, 4, 7T et 8

On veul confronter les rdsulfals théorques et empidiques dons la situation
aleatoire de |'exercice précadent lorsque n= 180,

Donnez des algorithmes an langage Python qui permettent de comparer des
approximations el les valeurs exactes :
1) De 'espérance p ef 'écart iype o,

2) Des probabiités P{X=p) et Plu-kcosXzpu+kxeo) pourkeégaold |, 2 et 3,
3) De Nintervalle de Huctuation au seui de 95 &.

E Loi de probabilité difficile @ déterminer - Méthodes 11 et 12

On considdére une ume contenant 4 boules numérotées 2. B boules
numérotéas 3 et 12 boules numénoiées 5.

On exirall simultanément 3 boules de 'ume et |'on note P la varable aléatore,
qui a l'expérience, asocie le prodult des numéros des boules.

1) Pourquoi fa loi de probabiité de P n'est-alle pas évidenie a déterminer §
2) Construisez un algorithme an longoge Python qui permet d oblenir des
appraximations de 'esparance p et de l'écart type a de P, puis donnez-les.
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3) Construisez un algorithme en langage Python qui donne des approdmations
de Plu-2<FPsp+20) el Plp-40 <P =<+ 40). puls donnezdes.

|9 | Dé tétraédrique - Lo binomiale - Méthodes &, 7. 8 et 10

On lance 180 fois un de tétraddique parfail comportant 3 faces blanches e
| face bleue,

On nole X la variable alealoirs qul o cette axpénience associe le nombre de
fois ou les froks faces blanches sont visibles.

PARTIE A : Résultals theoriques
1) Déterminez la 1ol de probabilite, I'espérance p et l'écart type o de X.

2) Déterminez les probablites PIX=y). P(p-g<X<p+a). Plu-20<X<u+2a)
el Flp-3oc<X<p+3a).

3) Daterminez les intervalles de fluctuation en frdquences aux seulls de 95 % et
79 % de lo variable aléatoire X,

4) Un jouveur vient avec son propre deé. e lance 100 fois et oblient 33 succés,
pense-vous que son deé est fruqué 2

PARTIE B : Résulfats emplriques @ comparer avec les résullats de la partie A

1) Donner un algorthme gui permet d'obtenir des approximations de
lFespérance ef de I'écart type de X, puis compare? les resultats oblenus G
ceux de o porlie précédente.

A Donner un algorthme qui permel d'oblenic des approximations des
probabilites Plp-g<X<p+a), Plp-2a<Xop+2a) el Plu-3a<X<p+3a),

puls compare? les résultats obtenus d ceux de la partie précédente.

3 Donner un algorthme qui permel d'oblenir des approximations des
infervailes de fluctuation en fréquences aux seulls de 75 % ef 92 &% de lo
varable aléatoire X, puis comparez les résultats obenus & ceux de la partie
précédente.,

PARTIE C : Résultats theoriques pour le lancer de 5 dés

Ay lleu de lancer 180 fos un dé, on lance 180 fols 5 dés et 'on nole Y la
varable aléalore qui d 'expérience, associe be nombre de succéds oblenus.
Determinez 'espérance et I'écart type de la variable aléatoire Y,

I 10 | pe tetraédrique - Concentration d'une variable aléatoire autour de son

espérance - Méthodes 13 et 14
on reprend le dé félraedique de lNexarcice précédent.

1) Dams caette guestion, comme dans 'exercice précédent, on lonce ce dé
180 fols,

a] Déterminez des minoronts de Plp-20<X<yu+2g)= F'{|}l.’. - |1| <20) el
P{u=3a<X<p+3a)=P(X-y| < 3a) en ulisan! I'négalité de concentration,

b} GQu'en penser-vous par rapport aux résultals oblenus 4 la deuxeme
gqueastion de la parlie A de 'exercice précadeant ¢
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X+ + X

2) Dans cetle question, on lance e dé n fols &t 'on note M =-2
n

les variables aléatolres X, pour | enfier compris entre | et n, désignent le

nombee de succes oblenus au #m firage Cest-G-dire D ow 1.
a) Justitiez que pour fout i, E(X ) =p= -‘} e V(X )=V = %

b] Monfrez en ullizant 'inégalité de concentration pour [ movenne que pow
3

toutréel 5=0
|
F[EM"E 16na*

¢ Déduiser-en alors l& nombre de tirages minimal pour leguet ;

| | '3_
F”ML'_II{E =0,99.

i}

ﬁﬁ):l—

I 11 1a planche de Gallon - Loi binomiale - Méthodes 2, 5 et &
Une planche de Galton a 4 rangées peut élre schémalsée de o lacon
suvante !

% I iy H; iy
Bocs da réciption

Au niveau de cette schematisation, les points sont parlaiternent positionnes et
représentent des clous parfalts,
Quand elle rencontre 'un d'eux, I bile se drige avec une méme probabilifé
vers o droite ou vers la goauche,
Pour nous, qui regarcons I'expérience, la gauche sera losqu'alle se déploce
vers B, .
REMARCUE : Attention, les bacs sont numérofés é partir de 0 of non de 1 !
On note X la varable aléatoine qui d 'expérence associa e numéro du boc
dans lequel fombe la bille.

Partie A - Modélisation théorique de l'expérience aléatoire

Dans cette parlie, on prend une planche de Gallon a 10 rangées.

1) Justifiez que X suil une ol binomiale dont vous donneraz les parameétres
2) Désterminer la lol de probabilité, I'espérance p et 'écart type o de X,

3) Daterminez un majorant 4 deux dacimales de F’[EK - n[ = 2a) el interpretez

e résultat dans le conlexte de 'exercice.
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4) Comparez ce demier résultat a celul oblenu en ulilisant Ninegaolité de
Blenaymea-Tchebychey et commentez.

Partie B - Modélisation el simulation de I'expérience aléaloire pour 5 lancers
Dans catle question, on prend une planche de Gallon @ 10 rangées, on lance
5 boules et pour k entier compris enfre 0 et 10, on nole N la variable aléatoire

qui & I'expérience associe le nombre de boules obtenues dans le bac B, .
REMARQUE : AHtenfion ! Les variables N, ne sont pas indépendantes deux a
deux.

1) Déterminez PN, =3) et P(N, = 2).
2) Dennez P((M, = 2)~(N, = 3)) en utisant les principes additit et multiplicatif

evoques daons le chapitre sur le dénombrement,
3) Décuiser des questions précédantes, la probabilité F,,!_z (M, =3).

4) Determine des approxdmations des probablités de lo premigre el de la
deusieme question par une smulation a 'aide d'olgorfthmes en longage
Python qui ne font pas intervenir de résuitats théoriques.

' 12| Le probléme de la surréservation - Méthodes §, & of 7

Une compagnie aedenne dispose o 'une flotte dA-340 et o A-380.

Les avions A-340 et A-380 ont respectivemnent 239 et 514 siéges.

Comme toutes les compaognies, elle pratique 1o suréservation, qul consiste &
vendre plus de billets que de ploces compte tenu des personnes qui ne se
présentent pas lors de 'emborqueamenit.

Une etude statistique "o omenés G constater, qu'en considérant les
désisternents Indépendants deux d deux, la probabilite quun cllent gul a

reserve un vol ne se présente pas a l'embarquement est p = % .

Fouwr des vols de |'A-340 et I' A=380, on note respeclivemeant X et Y les variables
aléataires qui comaspondent aux nombre de desistements.,

1) Lo compagnie décide de vendre jusqu'a 250 billets pour les vals de ses
avions A-340,

GQuelle est la probobilité que plus de clenls que de ploces disponibles se
présentent 4 N'embarquement pour un vol oo tous les billets ant &lé réserveés ¢
2) Répondez 4 la méme question si elle décide de vendre jusqu'd 550 billels
frour les vols de ses A-380,

3) Lo compagnie constole gue malgré cetle surésarvation, trop de places
rastent vicles lors des vols ce ses avions.

Elle cherche jusqu'd combien de billets elle paut melire en vente wr chagque
type d'avion afin que o probabilité, que plus de clients que de ploces
disponibles se présenfent & I'embarquement pour un vol ol tows les billefs ond
élé réservés woit inférieure a 0,01,
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Dans cetle question on suppose que e nombre de ploces mesersees esl
supéreur aux nombres de places disponibles sur chague type d'avions.

a) Expliques pourguai le probléme n'est pas simple 4 résoudre theorquement,
b} Construisez un algorthme en langage Python gui permet de résoudne 1o
problEme por une sinulation.

Coup de pouce : On vous conselle duliliser une récursivité, cest-dedire une
nstruction qui utilise la définition de I'algorithme dans I'algorillhime.

c) Vérifiez avec volre calculatice que la simulation est pertinenie.

13 |sendage - Méthodes 2,5, & et 8

Lors du premier four d'une éleclion municipale. 1 y o 3 candidats dont les
prénoms sont Noél, Olivier et Patricia,

Parmi les suffroges exprimés au premier four, Noél en oblient 40 %, Olivier 15 %
el Paftricia 45 %,

Mo&l e Pafricia son! donc retenus powr le second lour. pour lesquekk les
votants du second tour restent lidédes,

En ocufre. pour ce second ltouwr, Olivier s'exprime en faveuwr de Noél &l parmi
ceu qui ont voté pour lui, 80 % suivent sa consigne de vote,

On interoge une personng au hosard et 'on congsidere les evanements
sUvants

N, 1 La personne a vole pour Nogl au premier tour y,

0, 1 La personne a volé pour Olivier au premier tour »,

F ;ula personne a vole pour Palricio au premier towr p,
N, :u Lo personne a volé pour Noél au deuxiéme four ».
F, :u la persanng a volé pour Noéd au deuxéme tour .

Partie A - Elude théorique de la situation
1) Construisez un arbre pondéré pour modéliser la situation aléatolre,
2) Déterminez alors P{M, ).

3) On interroge de lacon independante 1000 administrés et 'on note X la
vanable aléatoire qui ou sondage associe & nombre de personnes qui
complent voter pour Noét au second tour.

0] Déterminez la loi de probabilité de X, son espérance el son écart type.

b} Déterminez les Intervalles de lluctuations en fréquence de X aux seulls de
25 % et 97 % el commentez.

Partie B - Simulation dv sondage
Construbsz un algodthme en langage Python qul permet de simuler e
sondage et commeaniaz,

14 |Radicactivité - Datation au carbone 14 - Méthode 5
Les organismes vivants contiennent naturellement du carbone 14 (“C)

provenant de I'imferaction des rayons cosmigues avec le carbone présentd
chans 'atmosphére.
La proportion de "*C porrapport au carbone “C présent dans un organisme

=
-I-l.

vivant est constante, égale a 13=107- .
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Ala mort d'un organisme, les échanges avec l'atmosphére cessant,

le carbone 14 qu'l contient se désintégre a raison d'enviion 12 pour 1000
tows les 100 ans, alors que le carbone 12 n'évolue pas.

On appelle demivie d'un nombve N d'atomes identiques le temps au boul

duguel il n"en reste plus que g . ca qui comaspond au temps au bout duquel

un de ces atomes a une probabilifé égale G 0.5 d'étre désintégré sl 'on
considére les désintégrations indépendantes deux & deux,

Fartie A - Elude théorique de la datation au carbone 14
Cette partie fait infervenir des méthodes du chapitre relatif oux fonctions
exponentieles, logarithmes et pusances.

1) Déterminer la demi-vie du carbone 14.

2) Sur un site archéologique, T a &té découvert des frogments d'os dans
lesquels la proporfion de carbone 14 par rapport au carbone 12 &lait égale &
5x100" . Déterminez une valeur arrondie d 'année prés de I'age de ces
fragmenids.

3) Dans une grolte, 1 a eté decouver! un foyer contenant du charbon de bois.
A quanfité égale. un morceou de boikk aoctuel contient 1.5 fois plus de
carbone 14 que ce choarbon de bols découvert. Déterminer une valeur
arrondie a I'onnée prés de ["age d'occupation de la grotte.

4) Lorsque g fenaewr an carbone 14 d’un organisme mort devient inférisure G
0.3 % de sa valewr inifiale, on ne peul plus effectuer une dalation pedinents
au carbone 14, Determinez I'Gge 4 portir doguel un organBme morl ne peul
plus &lre dale au carbone 14,

Partie B - Elude algorithmique de la datation av carbone 14
Ketrouver las résultals précédents avec des algorithmes en longoge Python
ralatifs a des simulations de situations aléofoias,

Coup de pouce: Il faut utliser des boucles récursives qul reprennent la
définition de I'algodthme de départ en incluant un compleur ou sein de cette
définition.

15 | Lol géométique - Méthode 1

On répéte plusieurs ol une méme épreuve de Bemoulll dont la probabilité
d’oblenir un succés ast p, jusqu’a obtenir un premier succés et 'on note X la
varable aléatore qui d I'expérence associe le nombre de répétitions qu'il fout
pour obtenir ce premier succas,

REMARCGUES @ 1] On dit que X suitla loi géométigue de poraméire p.

2] Conflrairerment aux variobles aléaloires vues jusqu'a présenl celle loi
discréle n'est pas finie car X peul prendre un normbre infini de valeurs,

1) Determinez la loi de probabilitée de X,
2) Determination de 'espérance de X,

a)] Montrez que pour tout nel el Le J,U.IL on o In[n:n"] u:n[li:;qﬂnx]. puis

gue fimin{nx")=-= et enfin que limnx" =0.
) F——=
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b} Pour ne M. prouvez que powr xe [0 | SHE:-:jwikxx’-" =t—'.“‘_",

b= =%xi |=X

-t .

puls que 5(x)= 3[1.'11_ 5 [x)= I }= en utiisant la guastion précédente.

- X
Coup de pouce : Simplifiez 5 (x)-x=5_{x). puls o sorfezyn 5_[x] .
) Déciuisez en Nespérance de X,
3) Dans cette question, on admet gue la vadance d'une varable aléatoire X
cul sult une ol geomelrique de parameétre p st ViX)= I;—_F !

Dans & cas d'une planche de Gallon o 10 rangées, on a vu qu'en lancant
5 boules la probabiité d'obtenic 3 boules dans le boc Bé et 2 dans e bac B3
afait p=0.001177.

On decide d'elfectuer pludeurs lancers de 5 boules jusqu'd oblenir pour o
pramigre fois cette demigre situalion et I'on note X la variable aléatoire qui &
I"expérences associe & nombre de lancen nécessales.

a) Déterminez 'espérance y et l'écart-type o de X

b) Déterminez alors P(X =u} ef P(|X -4 < 25).

i 14  simulation de la loi géomaéirique - Méthode 5

On reprend la planche de Galton @ 10 rangges, sur laquelle on lance de
maniere répétitive 5 boules et "'on note X la varable aléaloire qui donne le
nombre de lancers ol 'on ablient pour la premigre fois 3 boules dans le bac
B, =t 2 dans le bac B,. c'est-a-dire que 'on se place dans le contexte de la

froisiéme question de I'exercice précédent.

Construisez un algorthme en langage Python qui permet de renvoyer des
approximations de 'espérance p el 'écart-type o de X ainsi que des

probabiiités P(X =n) et P(JX -4 < 20).

1? Loi de Poisson = Evéenements rares = Approximation de la loi binomiale =
Application - Méthode &

Soit X une variable aléaiore qui sull une ol binomiale de porameafres n et p
avedc na frés grand » et p o proche » de 0 (pratiquement lorsque Nz 30, p<01

el np<13).

1) Dans cette question on pose m=E(X)=np el l'on se propose de monfrer

gue longue n fend vers +, o tend vars O et m fend vears une limita finie non

nulle, alors ona P(X=k)= %E"’“.

a) Montrez que :

vk e [0in], P[H=k|=[ﬂx”_—h_“:n—k+|] o
n n
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=i

=k
] Montrez que r[i_n_‘-_m{l—%] =-im et an déduse-en que m[l—?] .

c) Déduisez des 2 quastions précédentes que lorsque n tend vers +0 ona
P{X=k)= % - [loi de Poisson de paramétre m).

21 Un arficle fait 'objet d'un réapprovisionnement hebdomadaie,

Chague semaine, la probabilifé qu'l soit en uplure de stock est de 1,25 %,

On note X la variaoble aléataire égale ou nombre de ruplures de stock dans
Manrge, gue 'on suppose en oulre ndépendantes,

a) Guelle lol sulf X 2

b} Justifier que I'on peut faire une approximation de ko lol que suit X par ung
ol de Poisson donl vous préciserez le paraméfre me & .

¢] En utiisant cetle approxdmation calculez P(X =0) et P2 < X).

18 | Marche aléatoire selon les points cardinaux - Distance a l'origine -

Méthode 5
On considers le quadrillage suivant ¢

Seule dans le désert, FPatricio decide de poarfir du point O, en cholsissaont
chaque seconde, de faire un pas d'un métre vers une direction cardinale de
fagon aléatoire.

On note D la varabie aléotoire qui & Mexpénaence asocie o distance enfre

Falriclo et le point © au bout de k heuras de marche.
1) Pourguoi est-il mpossible de donner la loi de probabiité de 0, ¥

2) Pourgquoi est-l impossible d'exprimer D, por opérations sur des vanables

alégtoires ndépendanies dews & deux ef donc son espérance ¥
3) Donnez un algordthme en langage Python qui permet d'obtenir une bonne
approximation de I'esparance el de I'écarl type de D,.

4) En utilisant cet algoithme, donnez des approximations de |'espérance af de
I'écart type de D,. puis de D,.
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5) Que penser-vous des résultols oblenus 2

I 19 Marche aléatoire dans n'importe quelle direction - Distance & l'origine -
Méthode 5

Guelguee temps plus tard, Patriclo décide de recommencer "expétence de
lexercice précedent, mais en chobissant & chague pas une direction
auelconque, d bien gue s elle se frouve en M 4 l'instant 1, une seconde plus
tard elle et n'importe ou sur le cercle de centre M et de rayon 1.

On note O] la varable aléotoire qui & I'expédence associe la disfance enfre

Fafricia et le paint O,

Répondez aux mémes questions que dan: 'exercice précédent en
remplacant D par I et commentez,
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Corrigés

m La roue de la fortune = Méthodes 1 et §
1) Determinons la lol de probabilile de G, son esperance et son &carl type,
Le gain algébrique G prend les valeurs 16-10=4€, 14-10=4¢, 12-10=2€ &1

enfin =10 € avec des probabdlilés respectives —1- i ,:.3, et % ce gul donne

1010 1
la loi de probabilités de G.
On en deduit que :
| 2 3 4
- e e il B e -"-'-I —_— -
E(G) 453-:“:' :-'.m-l-?:]ﬂ IDI]{} I,
(G) n 6+ s Z (10 i (2] = 24T =63,
10 0 10 10

REMARGUE : Ce jeu est défavoroble au jovew avec un écart lbype pos
convaincant pour lenter sa chance |

2) On va prendre une varoble aléatolre auwdiaire pour rdpondre 4 lo question,
Si l'on note X le gain non algébrique du jovewrona GaX=12 et G =2X <20

cequi donne G+12=X et par conséquent G'=2G+4,

On en déduit ;

E(G)=E(2G+4)=2E(G)+4=0 el a(G)=a(2G+4)=|2a(G) =4:f11=13,27,
ce qui rend | jeu equitable mais plus isqué ; | ne fout loujouwrs pas jover G ce
NCHUVEDU e |

@ Des jetons dans des urmes - Probabilités conditionnelles - Méthode 2
1) L'arbre demandé est le suivant ;@
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3) En utilisant la formide des probabiilés conditionnelles, on obtlent
— 2.8 1
p(7)-"Y) 5% 4 s
AT ) noonon

20 20

E italien ou espagnol 7 Indépendance 7 - Méthode 3
1) Le diogramme qui llusire [a situation est le sulvant :

4 1 . 8 1 &
2) D'une parl P{EnA)=— =< eld'aulre part P(E)xP|A)=—x— == donc
’ Bl i e Port FEP PN == %~ 25
on en déduit que P{E~A)=P(E)=P{A), ce qui prouvent que les événements E
el A ne sont pas independants.

4 Panne d'un lave-valsselle - Prababllifés condiiannalle: - Méthade 2
1) L'arbre pondénd qui illusire [a situation est le suivant
E

fan
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2) D'aprés |'arbre précédent et la lormule des probabilités tolales ;
F(E) =P{A~E)+P(BAE)+P(CAE)=0.6x0.37 +0.3x0.25+0.1x0.12 = 0.309..

PlCmE)  0.1x012

3)Ona F(C)= PIE) - 5309

= 0,039 qui es! lo probabiité demandée,

5 | 5ki ou snowboard - Probabilités condifionnelles et suites - Méthode 2
1) Complétons I arbbre demandé ;

Jlull‘

A

2) Montrons que p_, =050 +0,3.
Pos =P{A L )J=08=p +03{l-p, |=05xp, +0.3.

3) Dars cette question, powr ne ™, ona y, =p, -0,4.

a) Comme pour nel', u =p, =04, onen deduit gue u +0b4=p_ [*].

En utilisant une premiére fois () !

U,=p, -06=05xp, +03-0,6u5xp, -03=05{u, +06)-03=05xu, .
On en dédull que la suite (v.] est géometique de raison g=0.5 el de
premier teme U, =p, -04=1-04=0.4.

b] D'aprés la question précédente U, =g xu, =(0,5) =0.4 donc on oblient

en uflisant une deuxiéme fois (*) que: p_=(0.5] «0,4+0.6.
c) Comme -1<0,5<1, ﬂ[!mn.ﬁ“" =0 donc limp, =0.4.

Lorsqu'un spodtit falt du ski ou départ, la probabilité qu'l continue ou bout
cf’'un u asse grand nombre d'anneas b est égale 4 0.4,

& Lancer de 2 dés - Loi binomiale - Méthodes & et 8
1) U'expérence aléatoire ed un schéma de Bemaoulll,
En effet. on repéte n lois de fogon ndépendante une méme apreuve de
Bermoulli qui consiste & jeler 2 dés et se demander si I'on oblient un double &,

ce gui constitue un succés de probabilité pe= ﬁ{ ,
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On peut done écrire que : X - B{n =)

Loi de probabilité de X : Four k enfler de |G|, P(X= h.} [J_, [%J

T
. _ ||I _"4'
Espérance ef écartfype : i = E(¥)=np E el a=o(X)= Jgnpl{l-p %

21a) Comme ona n=180: u:%:ﬁ at ==T=E.Eﬂ'.

b} Avec la calculatice, on obtient :

PX =p)=P(X=5)=0,178,
Pli-osXsp+a)=P(28=X=7.2)=PRB=Xs7 )=0748 .
Pn-20=X=p+20)=P(0.6=X=7.4)=F(1=X=7)=0,964
Plu-3e=X<p+3a)=P{-ls=Xc1L4)=PO0<X=11)=0,995,
¢] Avec lo calculafrice, on oblien! a=1 &t b= 10.

%%J =[D,DD5:D,D-56] ast  lintervalle de
fluctuation en fréquence au seull de 5% de la varable aléatolre X, c'ast-a-
cdire l'intervolle dans leqguel la eguence de succées 4 une probabilite
supeneura ou egale a 0,95,

13

3) La fréquence de succes du joveur est | = ool 0,045 gl . donc au seull de

d) Par corséquent, Iw=[

25 %. on peut atfimer que les dés sont frugués |

1} Simulation - Comparaison avec la théorie - Méthode 5, 6, 7 et 8
1) On peut utiliser |'algorithme suivant en simulant N fois I'expérence aléatore,
puis en prenant par exemple o valewr M= 100 000 :

i from randoe import random
1 from math import sgqri
3 def binomialesp{M. n,p):

5 s=(nl)*[0]

5 ml=n"p

& elssgri(n“p*(1-p))
i for i in range (H):
B Cwild

2 for § in range(n}:
18 w=random( )
11 if wdp:

12 cmg4l
12 sfe]=s[c]+1

is for & in range{n+1):
1% s[i]=(s[i]}/N
16 il

17 1=

18 for £ in range(n+l):
19 memii*s[i]

2@ 1=1#4**2*(s[1i])

21 ensgre(l-m*™2})
F réturn{m,a], e, e1)



En mode ¢ Bun v, Il renvoie

In [6]}: binomialesp(lodota,180,1/36)
Out[6]: [(4.993099999999999, 5.8, 2.2007592189742176, 2.284792759228492)

In [7]: binomialesp(loooa,188,1/36)
Out[7]: (4.998740000000001, 5.0, 2.201144795873275, 2.204792759228492)

In [B]: bincmialesp(l00e09, 180, 1/36)
Out[B8]: (5.00422, 5.8, 2.2078320116349444, 2.204792759220492)

Bingo | Les résultats ihdonqueas et empriques coincident,

2) Pour determiner P(X=u)=F{X=35) on peut uliiser I'olgorthme suivant en
smulant M tois Nexpérience aléalore, puis en prenant par exempée la valeur

Mo= 100 000 :

1 from random import random
2 from scipy.special import binom
3 def binomialponct{M,n,p.k):

FEEEEBcavnunas

16
17

ss(n+l)*[@]
e=(n+1)*[@]
for 1 in range (N):
c=8
for § in range(n):
x=random( )
if x<p:
c=c+l
sfc]=s[c]+l
for 1 in range(n+l):
s[i]=(s[i])/N
for 1 in range(n+l):
e[i]=binom(n,1)*(p**1)*(1-p)**(n-i)
return(s[k],e[k])

En mode ¢ Bun g, Il renvoie @

In [11]: binomialponct(180606,180,1/36,5)
out{11]: (8.17786, ©.1779540390528857)

In [12]: binomialponct(188688,188,1/36,5)
out[12]: (0.17978, ©.1779549390528857)

In [13]: binomialponct(l@o0od,180,1/36,5)
Out{13]: (8.17941, 9.1779540390528857)

Encore une fols, Ia simulation el convalncante |

Pour deéterminer Plp-kxosXsp+kxo) pour k égal & | ou 2.on peut ufiliser
"algorithme suivant en simulant N fols "'expédence aléatoire, puis en prenont
par exemple la valeur N = 100000 :
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i from random import random
2 from sclipy.special import binom
3 def binomialcws{M,n,.p,a,b):

A s={nsl)*[0]

5 e=(n+i}*[@]

@ for & in range {H}:

F =i}

8 for § in rangeln):
k| ==randoa( )

ia if =<ps

1 cwgsl

iz s[c]=s[c]+1

i3 for 4 in range{nsl);
1 s[i]={=[11}/N

18 far 1 In rangelnsl):
15 e[i]=binom{n,1)*(p* i)*(1-p}**(n=-1)
b for 4 in range(l, nsel):
18 s[ijes[i]4sfi-1]
19 efi]=a[i]+e[i-1]

B returnf{s[b]-sfa].e[b]-e[al}

En mode ¢ Run », on obfient :

In [27]: binomialcus|idoeds, 189, 1/36,2,7)
ﬂl.lt[]?]:l (8. FEETIDNFINTFFIIe, 0. TAEIESE10E252062)

In 28] binosinlcum|jdcda, 180,31/36,3,7)
Dut{28]: (0.7521ER9599999999, 0. TABAGEE106282062)

In [29]r binomialcum( 1008, 180,1/36,3,7)
Out{29]: (9. TARAZ00000000001, 0. T4R466510E282062)

In [30]: binomislcus{3100809,150,1/36,0,9)
Out[30]: (9.9619000000000001, O.0530135008185080)

In [31]: binomialeus( 100660, 180,1/36,0,9)
out[31]: (0.963980900000%093, @,9639135006185880)

In [32]: binoslalcus(100000,180,1/36,0,%)
Out]32]: (0.9643699999099090, B.9EIF1ISDIGLE5EED]

Les résultals restent probanis avec cef algorithme !

Four déterminer F{p-3xg< X <p+3xg|. il laut déterminer une approximation
el la valeur de P(0=X<l1l), ce qui pose probléme avec |'algorthme
précéden! coar on e peut pas prendre a=-1, & 4 'on enfre a=0, on
determine P(l=X<11) ce qui revient & negiiger P(X=0) comme on I'a
expliqué en fin d'exemple de la méthode 5,

Contrarement 4 ce demier exemple, doans la mesure o0 le nombre 0 est
proche de 5 on mque d'écarter une volew non négligeable, d'ol Ndée
o’ utiliser I'évenemen! conlrare el d'appliquer |'olgorithme précédent ou de e
madifier en supprimant tout simplement a, sfal et ela). ce quidanne :
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i from random import random
2 from scipy.special import binom
3 def binomialcum(N,n,p,b):

4 ss{n+l)*[@]

5 e=(n+l)*[@]

(-] for i in range (N):

7 =0

-] for § in range(n):
9 x=random( )

18 if x<p:

11 cmc+l

12 s[c]=s[c]+1

13 for i in range(n+l1):
14 s[i]=(s{i])/n

15 for 1 in range(n+l):
16 e[i]=binom{n,1)*(p*=L)*(1-p)**(n-1)
i7 for 1 in range(l,n+#l):
18 s[i]==[i]+s[i-1]
19 efi]=e{i]+efi-1]

0 return(s[b],e[b])
En mocke o Bun v, on abtient :

In [39]: bincaialcum(l00668,188,1/36,11)
Out[39]: (0.9957590999999099, 8.99521637369@5131)

In [40]: binomialcum{1086008,186,1/36,11)
I:h.lt[-lll]_: [H.E'Q‘E-'I-E-, 8.9952163736905131)

In [41]: binceialcum(l0e0ee,188,1/36,11)
out[41]: (@.99521, @.9952163736905131)

Les rasultals expérmentaux sont encore contormes 4 la theoe |

3) On paul utiiiser |'alganthme suivant en simulant N ol 'exparance aléalore,
puis en prenont par exemple la valeur N = 100 000 pour répondre G la
cjuestion ;
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1 from randos import random
2 from selpy.spseial isport binom
2 def Fluctuation{h,n, p.cl}:

4 s={n+l)*{0]

5 e={n+1)"[8]

[ for 4 in range (N):

7 £ mil

[ fer § in range(n):
L x=randos{)

18 if =ip

11 =g+l

12 s[e]=s[c]+1

13 for i in range(nel):
14 sfi]={s[i]}/N

15 for L in range(n#l):
i6 e[i]=binca(n,i)*(p**1)*(1-p)**(n-1)
17 for 4 in range{l,n¥l}):
in s[i]=s[i]#s[1-1]

b=
=]

for 4 In range{l,ntl):
e[i]me[i]+e[i-1]
a=il
for § in range(n#i):
i (a[L])ef1-e1)/2:
CTETS |
(2]
for 4 in range{n#l):
if (s[i))e(14cl)/S2:
bwk+1
nl=@
for 4 in range(n+l):
if (e[i])ef1-cl)s2s
ali=misl
bl=id
for 4 In range(mel):
if {e[i])eliscl)/2:
biwbli+l
a=afn
b=b/n
al=alSn
bis=hl/n
returnia, b, s, b1)

FEERNERESNEERRENSREREER

En mode ¢ Bun b, on abtient @
In [43]7 fluctuation]loes, 188,1/36,0.55)
Dut[43]:
9. PI5555555555555556,
8. 08555555855558568
0. 005555555555555556,
. D5555555555555555)

In [44): fluctuation(1006ea,180,1/36,0,55)
Dut[44]:
(0. DOSSER5LLE55555556,
. 05555555555555555,
8. BRS555555555555556,
0.05595555855555558 )

Tn [45]: Tloctuation{100088, 168, 1/35,8.55)
out[45]:
(0. PSS LESEERSGSE505E,
0.0555555585558555%,
2. 0SS 555 55555555550,
B . B5555555555555555)

Drans k=s brols coas, on oblient exactement les mames bomes |
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E Lol de probabilité difficile @ déterminer - Méthodes 11 et 12

1) A parl remarquer que P prend des valeurs enfre 8 et 125 avec cerfaines
valeurs inferdites du style 17, 19, 23, 69...

On o déja du mal avec |'univers image de P, C'est-d-dire les valeurs que prend
ceite varlable aléatoye alors si vous cherchez absolument & donner sa lof de
probabiliié ef son écart type : bon courage: !

REMARCGIUIE : Ce n'est cependant pas impossible en ulilisant les combinaisons
;J =10 produits possities.

2) L'olgorithme sulvant permet de répondre 4 la guestion en simulant N fols
I'expérence aléatoire, puls en prenont par exemple N = 100 000 :

avec répétitions pulsqu'in'y a que

1 from randoa isport random
= from math import zgrt
A def loiprobaprodin)

4 s=3*[@]

5 L=[]

[ for § in range{n}:

) (4]

B d=i

b il

10 far L in range{d):
11 x=randoa(])

12 i we={1f6)2

13 c=cHl

14 elif mo=(2/6):
15 ded#l

15 elie:

17 Emn

18 s=[2%%c,3%"d,5" "]
1a pai

a k=i

b | far 4 in range(3}):
22 pep®s[i]

3 L.appendip)

L L

25 for 4L in range{lenfL)):
25 bemicsl [£]

a7 m=k/n

LB Wl

25 for 1 in range{len{L}):
I s (L[L])-m)**2)/n
¥ e=gqri(w)

n return(m, e}

En mocle « Bun b on obfient :

In [2]: lodprobaprod( o0
Gut[d]z (72,3408, T OFSIEEOTIFIVVES)

In [3]: ledprobagreed| D)
Out[3]7 (72.34702, M0.040284135879044)

In [4}: lefprobeprod( 0o )
Outfa]: (T2.27583, SE.82510457037474)

Fnalement, on obtient p=7/2 et o=38.
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3) Lalgorithme suivan! permat de repondre 4 la question en simulant N fais
I'experence aldéaloire, puls en prenant par exemple N = 100 000 :

1 from random import random
2 def loiprobaprodi(n,m,cl):

3 sw3*[08]

a L-[]

5 for i in range(n):

-1 c=g

7 d=9

8 ]

a for i in range(3):
18 x=random{ )

45 | if x¢=(1/6):

12 cwc+l

13 elif xe=(2/6):
i4 ded+1

15 else:

16 s=gtl

7 s=[2"%¢,3°"d,5""e]
18 p=l

19 for 1 in range(3):
20 p=p*s[i]

a1 L.append(p)

22 k=2

3 for i in range(len(L)):
24 if abs(L[i]-m)c=cl:
15 kuk+l

2% print(k)

2 n=k/n

28 return(n)

En mocle & Bun b, on obfient :

In [8]: loiprobaprodi{leeees,?2,28)
22293
Outf8]: ©.22293

In [9]: loiprobaprodi{18@060,72,28)
22884
out[9]: @.22084

In [10]: loiprobaprodi(100608,72,20)
22073
out[10]: ©.22873



In [13]: loiprobaprodl(leoede,72,48)
459149
Out[13]: ©.49919

In [14]: loiprobaprodl(leeese,72,4@)
50258
Out[14]: ©.58258

In [15]: loiprobaprodl(180086,72,40)

58331
out[15]: ©.50331

Finalement. ona P(p-20=Psp+20)=022el Pp-40<FP s p+40)=0.50.

9 pé tétraédrique - Lol binomiale - Méthodes & 7, 8 et 10

PARTIE A : Résultats théoriques
1) L"expérence ast un schéma de Bamaouilll,

En elfel, on répate n= 180 foi de lacon independante une meéme éprauve
de Bemoulli qui consiste & jeler un dé en 2 demandant € les tros faces

i . ! 2 |
blanches sonl visinles, ce qui constitua un succas de probabilile p= 3

La variable aléatoire X sult donc la lol binomiale de paramétres n= 180 et

p=%, e qui peut s'écrire X ~E[ I&l%] .

L8 1 q 1A i
Loi de probabiiité de X : Four k enfier de | 0180 |, P{X=k)= [ ][4]{-5] ;

Espérance ef écarl type : p.1mh=45 EIG-,’#E 3 J-ﬁ- =~ 5,81,

2) Ala calculafrice on obtient ;
P(X = p)=P(X = 45) = 0,049,

Fin-g<X<ps+a)l=P[3219 <X <3081 |=F {0 <X <50 }=0.654 ,
Plu-20<X<p+2a)=P(33,38 <X < 58,12) =P34 < X < 54)=0,953,
Plp=-3c<X<p+30)=P{27.57 <X <62.43) = P28 = X = 62)= 0,957 .

3) Toujours @ la calculatrice., on obtient ;

34 57 31 &0
bis = \_tm 1..:,,_H,J [0.188;0,317] e Ia_.=\_ﬁ;ﬁjz[u,|?2:n,334].

4) La fréquence de succés du joueur est | = % =033 donc 1 ¢l el Fel,,.

Cela pemel d'affimer qu'au seull de 95 % e dé est ruqué, mak qu'au seull

de % %, il ne "ast pas.
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PARTIE B : Résultals empiriques @ comparer avec les résultats de la parfie A
1) On peut uliser |'algorthme sulvant en simulant N fols 'expérience aléatoire,
puls en prenant par exemple o valsur N = 100 000 :

1 from random import random
2 from math import sqrt
3 def binomialesp(N,n,p):

2 s=(n+l)*[@]

3 ml=n*p

& el=sqrt({n*p*(1-p))

7 for i in range (N):

g i

o] for § in range(n):
i x=random( )

11 if xdp:

12 cec+l

13 sfc]=s[c]+1

14 for 1 in range(nsl):
15 s[i]=(s[i])/n
Frerh

16

17 1=8

18 for i in range{n+l):
19 mem+i®s[1]

20 1=1+i**2*(s[i])
21 ensqre(l-m**2)

¥ return(m,ml,e,el)

En mochs « Bun b, on abtient @

In [20]: binomialesp(100660,186,0.25)
Qut[20]: [45.005700000000004, 45.0, 5.884552309179342, 5.889475019311125)

In [21]: binomialesp(loeeda,188,98.25)
Out[21]: (44,95632999999998, 45.8, 5.821676986152E18, 5.B09475019311125)

In [22]: binomialesp(leeeee,150,0.25)
Out[22]: (44.97381, 45.9, 5.886498723311197, 5.509475819311125)

Comple tenu de ces réesullals la simulation est irés salislaisante.
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# On peul uliiser les algonthmes subvants en simulond N fois Pexpérience
aleataire, puis en prenant par exemple la valeur N = 100 000 ;

Pour la probabiité P(X = 45) ¢

L from random isport random

2 from scipy.zpecial import binom
3 def binomialponct{MN,n.p,k):

4 s={n+l}*[0]

5 e={r+1}*[8]

& for 1 in range (N):

7 C=i

B for § in range(n):

9 x=random( )

18 if wdps

11 c=g+l

12 s[c)=s[c]+1

13 foar 4 in rangeln+l):

14 s[i]=(s[i])/N

is for i in range{n+l):

18 e[i]=bincmn, L}*(p™=i)*(1-p)*={n-1)
17 return{s[k],.e[k])

En mocdle & Bun », on obtient ;

In [32]: binomialponct(10000@,188,8.25,45)
out[32]: (B.87841, B.B6B53334364748787)

In [33]: binomialponct{190009,180,8.25,45)
Cut[33]: (0.06737, ©.06B53334364740707)

In [34]: binceialponct(loeesd,lBe,0.25,45)
Out[34]: (9.096897, 0.86853334364740707)

Pour les probabiités P(40< X< 50), P(34 <X <56) et P28 < X< 62) :

1 from random {mport random
2 from scipy.speclal isport blnom
3 def binomialcws(N,n,p.a,b):

4 s={n+1)=[a]

5 e={n+1)"[@]

& for § in ronge (N):

7 cuil}

i for § in rangeln):
5 s=randos] )

15 if wep:

11 cagél

12 s[c]=s[c]¥1

13 for 1 in range{nsl):
14 sfi]={s{1])/N

15 for L in roanpe(mel}:
18 e[i]=binca{n, L) (p*=L)*({1-p)"=*(n-1)
17 for L in range{i,nél):
i s[i)=s{i]+s[i-1]
13 ef[i]=efi]+e[i-1]

0 return{sf{b]-sfa],e[b]-efa])
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En mocle ¢ Bun », on obtient @

In [28]: binomialcum(100686,180,8.25,39,58)
ﬂu‘lt[ﬂ] I:-H-.EEHH, B.65631BB16337B262)

In [29]: binomialcum(10000a,188,8,25,33,56)
out[29]: (9.9515000000000001, @,9527560057987956)

In [30]: binomialcus(100000,180,0.25,27,62)
Out[38]: (@.9975700000000001, B.997443968318445)

La simulation resle pertinente por ropport av modele theorique,

3) On peut utiliser |'olgorithme wivant en smulant N ol 'expérience aléaloine,
puls en prenant par exemple lo valews M= 100 000 :

1 froa randea import random

2 from sclpy.speclal isport bince
3 def floctuation(h,n.p,cl):

4 s={n+l)o[a)]

5 e={nsl]"[@]

[ for i in ronge (H}):
7 =il

&

§

fer § In range(n):

E=rancoal )
1] if x<p:
i1 c=c+l
12 s{c]=s[c]+L
LR Far i im ronge{n+l):
4 s[4]=(s[1])}/m
15 far L in rengel{mel):
18 e[i]=binca(n, i)*{p**1)*(1-p)**(n-i)
7 for § in range{l,n+i}:
18 s[i]=sfi]es{i-1]
15 far 4 in range{l,nel):
28 efi]=e[i]+e[i-1]
21 LTt
22 far 41 in range{mel):
FE if (s[i])efl-c1)f2:
ld a=a+l
23 b=l
a6 for 1 in renge{n+l):
a7 if (s[i])e<(1+cd)i2:
28 Bab+l
29 al=f
o for § in range{n+l):
31 if (efi]y=(r-cL)f2:
32 al=nlsl
13 bl=d
LT for i in range{n+l):
35 i (e[i])<(i+cd)/2:
k1. bl=bisl
3 g=a/n
18 b=b/n
35 al=alSn
40 Bl=bifn

41 returnie,b,al,bl)
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En mocte & Bun n, on obhtient :

In [36]: fluctuatlon(lobesd, 188,8.25,8.95)
Out[36]:
(@.1BBEB5E06E8688EE8,

8. 31666666666666665

B.188E5568BE8BE8658,

0, 31 GE5EE0606L66605 )

In [37]: fluctuation(lB0eed,188,8.25,0,.99)
out[37]:
(0.17222222222232233,

#.3333333333333333 ¥

8.17222222222222222,

©.3333333333333333)

Une fols de plus, la simulation est excellenia.

PARTIE C : Résullats théoriques pour le lancer de 5 dés

Déterminons MNespérance et I'écart type de la varkable aléatoire Y.

Si 'on numénote las dés de |1 a 5 et que pour i entier compris entre | et 5, on
note X la varable gléatoire qui au dé N° i associe le nombre de sucods sur les
180 lancers, alors on o Y=X +X,+X +X, +X, avec les variabies X
indépendantes deux a deux (indépendance physiqua).

Par conséquent E(Y)=E(X +- <X, )=E(X )+ -+E[X,)=5«E(X )=51=225 et
comme la varfance estVY)=V{X +.. +X, )=V(X |+ .+leﬂ=5w{:{r}=5¢;,
an en deduil que u[‘r’]:«ﬁu=ﬁn—325=%= 12,99

10 pe tétraédrique - Concentration d'vne variable aléateire autour de son
espérance - Méthodes 13 ef 14
Onreprend e dé étraédrique de 'exercice précédent,

1) Dans cefte question. comme dans 'exercice précedent, on lance ce dé
180 s,
a) D'une fagon génarale, pour ung varable agidaloire X o espérance p et de

-

varnance ¥V, pour fout §>0, ona: F{|xu;||{ﬁjz1-i=lu£.

)
- .'I.

En prenant & =2¢, puls 5= 3a on obfient de fagon universalle, donc le cos de
la varoble aléotoire X de cet exercice que :
1 8

) o 1 3 . Ly
P“K—]lfu Eﬂ:hl".dq]"- 11-‘ I—ﬂ.?ﬁ .P”.:':—pll{SEltl—ﬁ—l—a—a—ﬂ,w.

b) Dans la deukdéme queshion de lo partie A de 'exercice précédent on o
obtenu P(p-20<X<u+20)=0953 et Plp-3oc<X<p+3a)=0997, ce qui

nos donnall comme minorants respectifs 0,95 > 0.75 et 0,99 > (.89,
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Clest la confrepartie du caractére universel de I'inégalile de concentration, o
minoration est bonne, mais scuvent irés o large b, ce qu'iliusire cet exemple.

2) a] Les variables aléatoires X corespondent ou nombre de succés oblenus
a une éepreuve de Bemouli (et non @ un schéma de Bemoullil]. donc

E{}{.Iupu-% et V(X )=V=p(l-p)= ::-s-eg =-I% (ct. infroduction de ko parlie 2
du chapitre 7).

b} Dans cette question comme E(M, J=1=p =% et V =% an remplagant

dans I'inégaité de concentration pour la moyenne P(M, -y <8) -~ on

3
16n5°

obtient F{|M, _TH . E}:: -

c) Sil'on prend 5= ]Tllﬁ dans I'inégalité précédente on oblient akément que :

1 | 30000
" -dl<im ) e
i 30000
Il suffit donc de résoudre lNndgalité I—T‘n—:ﬂ.?? pour répondee 4 la
cjuestion.
Comme |- 2099.= 001z Sne 20000 = |87 500 . le nombre de
1 ey 16&n la=0.01

lancers minimal demance est 187 500,

11 |La planche de Galton - Loi binomiale - Méthodes 2, 5 et 4
Une plonche de Galton d 4 rangées ast schématisée de la focon wivante !

Bl e——

i 8 8 Hy 1y Iy

Au niveau de cette schematisation, les polnts sont parfaitement positionnés et
représentent des clous parfalfs.

uand elle rencontre 'un d'eux (o bile sa dirige avec une méme probabiité
vers i droite ou vers la gauche,

Pour nows, qui regarcions l'experience, la gauche sera lorsqu'elle se deplace
vars B .
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Les bocs sont numeralés o partir cle O of non de |}
X est la varable adéatolke gui a I'expérience assocle le numéro du boc dans
lequel tomibe [a bile.

Partie A - Modélisation théorique de l'expérience aléatoire

Dans cette partie, la planche de Galton a 10 rangéss.

) L'experience est un schéma de Bernoulli.

En efletl, onrépéte n=10 fok de facon indépandante une méme épreuve de

Bemoulli qui consiste @ se demander s lo bile se déploce vers la droite
losqu'elle rancontre un clow, ce qui constitue un succés de probabHité p= it .

La variable aleatoire X qui a 'expédence assocle le N? du bac dans lequel alle
tombe asl donc égale au nombre de succés relatifs au schema gue 'on viend
dhe décrire.

Par conséquent la varable aléatoire X sult la loi binomiale de paramétres

n= 10 &t p:%.c&qufp&uts‘écr‘r& x-a[m.é] .

?) Lol de probabilité de X :

Four k entier de |0,10]. P(X =k) =[ 1:]][%][—2-'-]ﬂ¢ =[ IEJ[HEI_T .

Espeérance el écart type ; |:|.u1l_'}x§t-5 et u=1‘5x% -%zlﬁﬂl.

3) En utlisant ko formule relalive & I'événement confralne : _
P(|% -y =z 2a)= 1~F{|Hw:.:| z En]:- 1-P({[X-p| < 2a)=1-P{p - 20 < X < p+ 2g).

Comme Plp-2o0<X<p+20)=P{lB4<X<918)=P(2<X<B)=0979. on en
déduit que P(X -z 20)=1-0.979 =0.02] et donc que la valeur 0,03 est un
majorant de celle demiére probabilité.

Concrélement, cela signffle que 'on a une probablité inférieure & 0,03 de
tomber dons'un des bacs N0, 1. % et 10,

4) D'une fagon générale, & donc doans e cos de cel exercice, pour une
variable aléatoke X, d'espérance p el de varance V, pourfout §=0 @

F{]K—}:| zd)< 451 (Inégdiité de Bienaymé - Tchebycheav).

cr!

En prenant & = 20, celo donne P(|[X -y = 20) < i

1
—I—D.EE.

Bien s0r que le majorant donné por |'inégalité de Bienaymé - Tchebychev est
bon, maik par rapport 4 la valew 0,03 frouvde & la question précédenta ; clest
tout de méme tres large |
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Comme on 'ao déja foil remarquer. c'est la confrepartie du caractérs
universel de |'indggalilé de Bienayme - Tchebyvhey,

Partie B - Modélisation et simulation de 'expérience aléafoire pour 5 lancers
1) U'expérence qui consiste a s demander combien de billes « atterssent »
dans le bac B, est un schema de Bemoulii.

En effel, on repale n=5 (o8 de logon indépendante une mamea apreuve de
Bemoulll qui consiste a se demander si la bille finit dans le bac B, (succes de

&2
Par consequent, N, suit la loi binomiale de paramelres n=35 et p=0,205, ce
qui peul s"écrire N, =B{50,205).
Avec la calculatice, on obtient PN, = 3]=0.054,

probabilité p=F[?€=&]={m][-l—]m=ﬂ.2¢}$j,

En raisonnant de meme N, suill la ol binomiole de poramélres n= 5 &
p=0117.
Avec la calculatrice, on oblient PN, = 2) = 0,094,

2} Un cas lavorable a I'événement o [N, =2)~ (N, =3) » esl par exemple
modélisé par le S-uplet (B,,8,.8,.8,.8 ), donc par application du principe
mullipiicalit et les probabiités déterminégas G la question précédente o
probabiité de cet évenament est p:{n.n?]’u[{:-.:aua]’ =0,0001179.,

On peut effectuer ce rakonnement avtant de fois gue 'on peut plocer 2 lois

B, dans le S-uplet c'est-t-dire [;’] =10 fois.

Finalement, par application du prncipe additl, on en déduil que
PN, =2) (N, =3))=10=0,0001179 =0.00117%. ce qul finalement est un
evanamant rare [cl. dernier exercice de ce chapilre sur 1o 1ol de Poison 1),

Il va falloir 4 charger » sur le nombre de simulations pour la question suivante |

3) 11 faut tout simplement remplacer les probabiités determinges dans les

guestions précédentes dans la formule qui donne une  probablité

conditionnelle, ce gui donne :

PI{Ny =2) (N, =3)) 0,0001179
P(M, = 2] 0.074

Rya(M=3)= =0,0013,

4) La, les algorithmes sont moins évidents dons la mesure ol 1 faut simuler N
lancers (par exemple 100 000 ou 1 000 000) de 5 boules ol chague boule suil
un schéma de Bemoulll de 10 répéiifions,

Il taut donc & imbrguer i 3 boucles finies pour s'en sorlir |
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Pour déleminer des approximalions des probabilités P(N, =3) et P(M, =2) on
peut uliliser I'algorithme suivant @

ifrom random import random
2 def GaltonS(M,n,p, k,m):

3 L=[]

4 for 1 in range (N):

5 la{n+1)*[@]

& for 1 in ronge(5):
7 C=i

B for 1 in range(n}):
a w=random( )
18 if w<p:

i1 c=c+l
12 1[e]=1l[c]+1

13 L.append(1[k])

i3 d=a

15 for 1 in range(len{L)):
16 if L[i)=em:

17 d=d+1

18 return(d/N)

En mocle o Bun o, on obtient :

In [254]: Galton5(190009,18,1/2,6,3)
out[254]: @.@5561

In [255]: GaltonS{1eoeed,18,1/2,6,3)
out[255]: @.85471

In [256]: GaltonS{100008,10,1/2,6,3)
Out[256]: ©.05347

In [261]): GaltonS{1800es,10,1/2,3,2)
Out[261]: ©.0945

In [262]: GaltonS5(l00008,10,1/2,3,2)
out[262]: 9.89481

In [263]: GaltonS({100000,19,1/2,3,2)
Out{263]: ©.0933

C'est en parfaite adéquation avec les résultatls théorigques |

Pour déterminer une approximation de la probabiité P((N, =3)~(N, =2)). 8

faut tronslormer un peu e précédent en créant une autre liste &t en
changean! la condition.

Cela donne par exemple
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1 from random import random
2 def GaltonS(N,n,p,k, kl,m,ml):

3 L=[]

! M=[]

5 for i in range (N):

6 le{n+1)*[&]

7 for 1 in range(S):

B c=g

| for 1 in range(n):
i) x=random( )

1 if w<p:

12 c=c+l

13 1{c]=1[c]+1

14 L.append(1[k])

15 HM.append(1[k1])

15 d=

i7 for 1 in range(len(L)):
1B if (L[i]==m and M[{]==ml}:
19 dudsl

28 return{d/N)
En modcle ¢ Bun », on abtient :

In [268]: GaltonS(l1eee00e,10,1/2,6,3,3,2)
Out[268]: 0.801232

In [269]: GaltonS(1000009,10,1/2,6,3,3,2)
Out[269]: @.001189

In [270]: GaltonS(1960000,10,1/2,6,3,3,2)
out[270]: 9.801235

Cest une fok de plus conforme 4 la probabiité délerminge & la question 2.

12 Le probléme de la sumréservation - Méthodes 5 6 et 7

1) La situation est un schiéma de Bemoulli,

En effel. on répéte n«e 250 fol une méme epreauve de Bernoulli qui consiste o
se demander si une perscnne qui a pris un billel ne se presente pas 4
Fembarquament, ce qui canstitue un succas de probabilité p = I_:} .

Ainsi X es! lo vanable aléalcire qui O "expérence assoche le nombre de

sucoés, elle sult donc la lol binomicle de parameélres n=25el p= % , Ce qui

peut s derre X - B[ H"TLJ .

En terme de probabilité, I'événement qul comespond au cas ol plus de clients
gue de ploces disponibles se présentent a I'embarquement est (X < 10).
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En effel, § por exemple exacterment 3 clienls ne se présentent pas
"'embargquement, alars 247 'y présentent ef | va manguer 8 siéges, ce qui
améne 4 justifier que la probabilité cherchée est P(X < 10) = 0,00035,

2) En rabonnant de la méme fagon avec |I'A-380 et en notant Y 1o varable
aléalokre qui est égale au nombre de clients qul ne se présaentent pas a

Fembarquement, ona Y - B[ E-Iﬁ.%} el l'on demande P(Y <33} = 0,00057 .

3) a) En terme de probabifité, s n bilets sont réservés, les événements qui
comespondant au cas o0 plus de clients que de ploces disponibles se
présentent a l'emboarguement pour les avions A-340 =t A-380 s'écrivend

respectivement (X <n-239) = (X=n-240) el (Y <n-516)=(Y =n-517).
Il s*agil donc de frouver la valeur de n moaxdimale pour que lorsque X et Y qui

suivent la lol binomiale de paraméfres n et p u-i-lﬁ on aif P{X =n-240)<0.01

et P(Y <n-517) 0,01,

Et co, ce n'est pas focile, puisque lorsgque n vare les probobiiles cumuleeas
agalement, alors a moins d'uliliser une approximation de la lol binomiale par
une outre lof (ol nomole guil n'est plos ou programme), qui permel de
rasaudre une equation donnant elle-mame une approximation de n, puis de
procéder par élapes succesiives en essayonl gautourn de celle
approximation, on resque de chercher un bon moment |

) Pour 'algorithme que I'on vous propose, on g ullisé le coup de pouce & la
ligne 14,

1 from random import random
2 def surresi{N,n,p.Ns):

3 s=(n+l)*[@]

4 for 4 in range (M):

= o=

6 for 4 in range(n):
7 x=random( )

8 if wep:

9 c=c+l

18 s[c]=s[c]+1

11 for 1 in range(n+l):
12 s[i]=(=[i])/N

13 for § in range(l,n+#l):
14 s[1]=s[i]+s[1-1]
15 if (s[n-(Ns+1)])<0.81:
15 return{surresi(N,n+l,p,Ns))

i return{n-1)

Pour une folk, ce n'est pas forcément évident de savoir ce qu'il faul prendre
camme valeur pourn el Ns lorsque I'on passe en mode o Run .
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Aingl, o Msn représente lo nombre de s$éoes disponibles de chague type
d'avion et n le nomive de billets d metire en vente pour finir par arriver & la
valeur modmale demandes,

D" aprés les deux premiéres queastions on sait que I'on peul « parfiry de n=25%0
pour I'A-340 et de n = 550 pour | A-380,

En tenant compte de ces considérations, en mode « Bun », on obtient :

In [51]: surresl{100000,250,8.1,239)
Out[51]: 254

In [52]: surresl{looeod,550,0.1,516)
Out[52]: 556

c) Lorsque I'on prend X - 5[254,% l P(X=n-240)=F(X <14) =0,007 <0.01 &

4 X-B

255.%]. P(X =ni-240)=P (X <15)=0,013 =001 . ce qui prouve la

pertmence de o simulation,

i e xnalsm..i'a]. P(X <n-517)=P(X <39) =0,009 <0,01 ot 4

X - a[ 55?.%]. P(X <557 =517 ) =P (X <40 )=0,013 50,01 . ce qui prouve encore

ka pertinence de la simulation.

13 |sondage - Méthodes 2,5, 6 et 8

Partie & - EBude theorique de la situation
1) L'arbre demandée est le suivani :
1

Ny —— Lt

04

nl.ﬁ
F H
| —

2) DV apres 'arbre et la formule des probabilites folales :
PN, )=0.4x1+0,15x0,8=052.
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3) a) L'expénence et un schéma de Bemaulii,
En effet, on rdpéte n= 1000 fok une méme épreuve de Bermoulll qui consiste G

sa demander si une personne va voler pour Moél, ce qui constitue un succeés
de probabiité p=P(N, )=0.52 d"aprés la question précédente.,

Ainsi X esl une voariable aléotore qui suit la lol binemiale de parameédres
n=1000 &f p=0,52. c& gul peut s écrire X - B(1000:0,52) .

Loi de probabiiité de X : Four k enfier de | 0,1000 |,
Frg*x.:r-:}:[ ":!'Em]{n,sz}“[:_n.ﬁ:}‘““ =[“f'°

Espérance ef écart type :
E(X) =1 =1000x0,52 = 520 et a(X) = =+520<0,48 = /24,6 = 15.60 .,

].[u.ﬁ:ef (0.48)°

b) Avec la calculalrice on obfient L,, =|0.489:0.551| et [, =[0.479:0.561].

Au seuil de 95 % on ne peul pas alfimer que Noél wera elu cor la bome
inférieure de |, n'est pas supéreure & 0.5. Bien sir, on en déduil que I'on ne

peut donc pas 'affkmer au seul de 99 B

Fartie B - Simulation du sondage
On paut simuler N sondages de | 000 personnes ab renvoyer bes résultals pour

s& laire une idée de la realité.
Pour cela, on peut uliliser I'algorithme subvant &

1 from random import random
2 def sondage(M,n,p):
L=[]
for i in range (N):
=0
for j in range(n):
w=random )
if x<p:
e=c+l
s=[c,n-c]
L.append(s)
returnfL)

— =
Mﬂﬂ'ﬂﬂ"d‘ﬂlﬂ-ﬁw
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En mode o Run », on oblien! par exemple @

out[72]:

[[5@5, 495],
(524, 476],
[546, 454],
5@2, 498],
520, 488],
[498, S04],
[499, se1],
583, 497],
531, 469],
(499, 561]]

On constate que sur ces 10 simulations, |y en a trols o0 Noél n'est pas &lu, ce
gul confirme la conclusion théorique,

14  Radiocactivité - Datation au carbone 14 - Méthode 5

Partie A - Etlude théorique de lo datation auv carbone 14
1) 5 l'on considére W atomes de corbone 14, il n'en reste plus que

[1—]&]:M=U.?BE=N au boul d'un siéche, 0,988° =N de 2 siécles, el par

site 0.988" =N au bout de n sigclas.
Compte tenu de la définifion de lo demi-vie, cela nous améne O résoudre
I'équation 0,988 «N=0,5=N d'inconnue n,

Ona:
0.988" s M =0.5=xN=0,988" = 0.5 = In0,988" =In0.5 = n=In0.988 = In0.5
In0.5 .
= =57 les].
0 0,988 57,41 [secles)

Par consequent la demivie demandée est T= 5741 ans.

2) 5 I'on nole n le nombre de siecles des frogments d'os, | est solufion de
I"équation :

09887 <13 =10°" =5 10" =0.988" =%xm4 =0,384 = In0.988 " =in0,3 84
In(, 384

g , = ; = =/, 1 .

=nx=In0.Y88 =In0.384 = n Ino. 79,488 (siecles)

On obfient donc 7928 ans & |'année prés, ce n'était pas hier |

3 5 'on nole n e nombre de socles do choarbon de bois, 1| est solution de

Féquation : 0.968" x15= 1= 0,988" = L—'S 5 % = 0,646 = IN0,988" = In0, 666
':“:E = 33,67 (sibcles).

On oblien! donc 3367 ans & I'onnée prés, cedl déid moins longltemps qu'd o
guestion pracédente.

= nxind, Y88 = In0, 466 = n =
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4) 5 l'on nofte n le nombre de siecles pouwr lequel la datalion devient
impossible, 1| est solulion de I"éguation ;

0,988" = 0,03 = In0,988" = In0,03 o nin0.788 = In0,03 = n=
On obtient 290 sigcles, |y a de la marge.

In0,03
In0, 788

= 290,45,

Partie B - Etude algorithmique de la datafion au carbone 14
1) L'idée est de partir d'un grand nombre N d'aotomes el de construire une
boucle avec récunsivité [coup de pouce] qui comple le nombee minimal

d’itérations qui permet o’ oblenr un nombre d’olomes restant inférisur A ;—4 !

L algorithme suivan! peul convenir ;

1 from random import random
2 def demivie(N,k,p):
for 1 in range(N):
if random()<p:
H=N-1
if (Mx(1000000/2)):
return(demivie(N,k+l,p))
return(k+l)

- R LT

En mode « Bun », on oblient :

In [172]: demivie(l000090,8,0.812)
Out[172]): S8

C'ast bien conforme au calcul théorqgue qui donne une demi-vie entre 57 el
58 siecla,

2) Dans cette question, les proporfions sont pasées de L3<1077 a 5«10,
cdonc puisque le nombre d'alomeas de carbane 12 n'évolue pas, 1 suffit de
compler le nombre de siecles enlre les deux proportions.

On peul multiplier ces proportions par n'importe quel nombre pour répondre G
la question et ainsi travailler sur cdes nombres entiers. On va par exemple
muifiplier par 10" ce qui nous améne & produire un algorithme qul comple e
nombre de siécies pour gue 'on passe d'un nomive de L3«10° = 1300000 &
510" = 500000 atomes de carbone 14,

On peut par exempla utiliser 'algodihme suivant pour répondre & la question :

1 from random import random
2 def age(MN,k,p):
3 for i in range(N):
if random()<p:
H=H-1
if (Nx(Seeeed)):
return{age(M,k+1,p)})
return(k+l)

B o=~ O AN B
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En mode « Bun n, on obtient ;

In [174]: age(1200000,0,0.012)
Out[174]: 80

C'est encore conforme av calcul théorngue qul donne un dge enfre 79 el
80 sigcles.

3) On ufilise |'glgorithme précédent en mulfipliant par exemple par 1000000 e
valeurs numériques cans cetle question, ce qui nous oméne & donner le
nombre de secles qu'l fauvt pour passer de 1500000 atomes & 1000000,

L' algorithme devient

1 from random import random
2 def age(N,k,p):
for 4 in range(N}:
if random()<p:
Nel-1
if (N>1000000):
return(age(N,k+1,p))
return(k+l)

B oo B

En mode & Run », on obtient :

In [178]: age(1500868,08,8.0812)
Out[178]: 34

C'est encore conforme au caloul théorque qul donne on Gge entre 33 &
34 siécles.

4) On adopte la méme mélhode que dans les questions précédentes en
miullipliant les nombres par 1000000, ce qui amene 4 |'algorithime suvan! pour
repondre a la question :

1 from random import random
2 def age(N,k,p):

3 for i in range(N):

4 if random()<p:

5 W=N-1

& if (N>38ee0):

T return{age(N,k+1,p))
] return(k+l)

En mode ¢ Run s, on oblient :

In [180]: age(1000080,0,8.012)
out[180]: 290

Clest tovours conlorme ou calcul theorigque.
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15 | Lol géométrique - Méthode 1
1) On peut oblenr un succés & la premiere apreyve ou jamals, Lo varable
aleatoire X prend dong une infinité de valeurs entiéres a partir de 1.

Pour un enfier k supéreur ou egale a |, 'evénement (K =k} corespond &

Foblention de (k- 1) &checs aux premiéres fentalives et d'un swuccés a la ke,

donc comme les tentatives sont indépendantes dews & deux on obtien ;
P(X=k)= [lupj' =

2) a) Monlrons que pour ol nel” el xe jﬂl on a In|nx"‘}=n[mmnflnx].
n

4 m L.
puUis que 1'.Fﬂ'niln{rmu: ']::—-:-'..Et enfin que mnx" =0.

FormaE

En ufiisant les proprietes algebrigques du logarithme nepéren, Il vient ;

. Irir
In(rx” }=lnn+Inx" = Inn+nlnx = n{ —_ +!m:J ;
n
I
Comme lim T=i:1 [croksances comparées de nisn 8l nsinn en 4= | el

Inx <0 car x& |0.1] . i vient aisément Mln(m’}nﬂrﬂ_n{ﬂn’lnnx |=—=.

Comme on a nx" =f~.|"“'“""I , d'aprés la imite précédents, par composition des
mites on en déduif que Iimny" = ime” ‘= lime* =0.
Man ] Fena P

b) Pour ne N, prouvons que pour x& j0.1] E,,[H}=ihf"=ﬁ[]-f —n:::'}.

On utiise le coup de pouce powr déemonirer le résulial,

D'abord on a §,(x)-xx$, ()= ikn X —xikxx"" =ik‘.x}t ¥ —ih .

=l =l ksl wel

En développant celle dermiére différence de sommes, i vien! :
Sﬁ[:l-l:}— ¥ Sr_lx} = {1 Py R | P ﬁ:ﬁ"’"] —{.:l:. 2% 43 " ] p

On déduil de cela que §_[x)-xx5, (X)=1+x+X" +- 42~ —nx", donc comme

TN PSS P . on obtient finclement §_ (x)-xx§, (x) = 1|-ﬂ ~rx".
=W =M
1-x" - ey 1 [1=%
Finalement (1-x)5 (x}= - -nx” etdonc § (x)= ¥ kxx 1ol o " |.

Draprés la quastion précédents, limnx” =0, donc comme Imx" =0 puisque
Tleamea. B P

x& |01 . on en déduif finclement que 3{x)= lim 3, (%)= =
et W :I_xj‘
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c) D'aprés la question précédents 'espérance de X ast ;
E(X)=2k(1-p)" xp=pk(1-p|" =pS(1-p)=p=

1.1
(-0-p) P P

3) Dans cette question, comme p=0.001179, on-a p=— )

= ——— = 848 ol
p 0001179
.-.:=J"? =J0-W332' = Bd5 .
=

0,0000014
P(X = jt) = P(X = B48) = 0,998821 «0,001179 = 0.000434 .

P(]% - ] < 2a) = P(|X - 848] < 14690) = P(B48 - 1690 < X < 848+ 1690) = P(1 = X < 2537).
Oin doit donc déterminer ;

i r ) i 2
%{T—pf”p=px%[l—p}l"=px%= I-{I—r::n]”":1T [somme des fermes

ki Emf

:‘b:':' 1]
d'une sulte géometrique pour le calcul de ZH -p)" ) ce quidonne :

P([% —n| < 26) = 0,95.

14 | simulation de la loi géométrique - Méthode 5

Dans 'égnoncé, on reprend la plonche de Galton & 10 rangées, sur loquelle on
lance de maniere répelitive 5 boules et X ast la variable aléatoire egale au
nombye de lancers ou 'on oblient pour lo premiere fois 3 boules dans le bac
B, et 2dansle bac B, Cest-0-dire un succes.

L'algorthme que I'on donne répond & la queastion mals pour une fols 1| mérite
cjuelopues explicoations,

O simude N lancers de 5 boules et 'on range dans les shes L el M les nombwes
respectifs de boules que confiennent les bocs B, et B, 4 chaque lancer.

La lsle Q donne les rangs des tenlatives ou 'on ablient un succés sur les N
smulalions, ca qui ne repond pas A nolre question : pour nows, gquand on en o
un, il faut repartic & o 2éro ».

Alors on a décidé de creer [a liste B ou le premier terme ast O ef les autres ceusx
cle Q. dans 'ordre, excepté e demier.

La liste renvole alors les rangs ol |'on oblient le succés espéré.
Ersuite. & partir de cette série stalislique, on loif la moyenne, I'écart type puls

on détermine expérdmentalement des approxdimations des probabiités
demancléess,
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L'algorithme est le sulvant :

1 from random import random
2 from math import sqrt
3 def GaltonS5(N,n,p,k,kl, m,=1):

4 L=[]

5 M=[]

8 Q=[]

7 Re[0]

8 for i in range (N):

9 1=(n+1)*[8]

1@ for 1 in range(5):

11 c=ig

12 for 1 in range(n):
13 swrandom| )

13 If x«<p:

15 =g+l

16 1[c]=1[c]+1

17 L.append(1{k])

18 M. append(1[k1])

18 for 1 in range(len(L)}:
28 if (L[i]==m and M[i]==m1):
21 Q.append(i)

22 for 4 in range(Q[-1]):

23 if (L[i]==m and M[i]==m1}:
24 R.append(i)

5 T=len(Q)*[0]
26 for 4 in range(len(Q)):

27 T[4]=Q[1]-R[4]
d=d

28

29 for 4 in range(len(T)):

38 ded+T[1]

31 m=d/Llen(T)

32 vl

33 for 4 in range(len(T)):

34 veva( (T[1]-m)"*2)/1en(T)
35 e=sqri(v)

36 nbrel=5

37 nbral=g
38 for L in range{len(T)):

1g if T[i]=wint{m):

4 nbrel=nbrel+l
41 if abs(T[i]-m)<2%e:
42 nbrez=nbrez+l

43 return(m, e, nbrel/len(T),nbre2/len(T))

En mode o Run p, en prenant N = 10 000 000, au bout d'vne pelite demi-heure,
il rervoie |
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In [3]: GaltonS(leeeosese,18,1/2,6,3,3,2)
out[3):

(844.421759286525,

843, 2081483999393,
@.000843910389629158187,
0.949469275394138)

REMARCILES ; 1) Il fout a forcer » sur le nombre N, car sinon on risque d'avolr du
mal & déterminer la frdquence expénmentale qul donne une approxmation
de PlX=pu).

Z] FPour obtenir une approximafion de celfe derniére, il faul par exemple
prendre la froncature de m (inl [m)]] car lo iste T ne conlient que des enliers,
clonc s vous ne faites pas cela vous obliendrez 0.

Méme avec 10 millions de simulations, on ne lombe pas oot & fal sur les
valeurs théordques de p et g, mal les frdquences expérimentales, elles,

corespondant aux probablités P(X =p) et P(X-u| < 2s).

17 | Lol de Poisson = Evénements rares - Approximation de la loi binomiale -

Applicalion - Méthede &

Soif X une variable aldatolre qui suit une lol binomiale de paramétres n el p
avec ni frés grand » el p o proche » de 0 (pratiquement losque Rz 30, p<0]
et np <15).

1) Dans cette question on pose m=E(X)=np et 'on se propose de montrer
que lorsqgue i fend vers «, p tend vers 0 &t m lend vers une limite finke hon

nulle, alors ona P(X =k)= T—le‘"‘.

al Montrons que :

~r+¢E|u;n].P[ﬁ:u}:[ﬁu“—n-“‘x--.x“‘:*'j i -2

Comme X suit la loi binomiale de paroméfres n et p, pour tout keiﬂ:n],

n A n m mY
P{X=k)n|" 0" (1-p)™" = x..,] .:h_,.,]
F ) [E R{1=p) kli{n-k]! [n L' n
L Y
it que P(X=k)= %2 LU T
On en déduit que P(X=k) = -loxcah nJ
Fnalement, comme {n"'k}l-:n*{n-Hu-n:l_n-kﬂ-l'_i qui est un produit de k
non=1__ n=k+1] m [ my"
termes. vkej0n]. F'{K:I:}n[-x M ]x-_-jn:['l-._
non r k! n
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2] Montrons que ,!LT_I“[ = %] = =m el déduons-en que 1im[ I-E

m[l-ﬂ] :n-k]xln{l-—] (n- g}x[__] Inll-_}

5]

m
u i’y LY foxn

m
iim m -1 ef Ih1{n~k}[——l=l[m[—rn+ ~-m. dong
" 1 el row o ; | e n
)
my mi" W]
EmEn[l-—J ==m &l lrm{l——] =lime"* * —a™,
Pl n Pl n Fresli

) Déduisons des 2 questions précédentes que losgue n tend vers +« ona:

P(X=k)= %E’M (loi e Polsson de paraméire m).

[1_‘ ]
vaefom-1. im =92 im0 =|rm[:‘ﬂ]=|‘
o T n b n [ == n

n=k+1

Cela implique Hm[-:-:— vee i

vers «= ona: P(X=k) =—r;l:-a"“ (loi de Poisson de paraméire m).

J:-'I et finalemeant que lorsque n tend

REMARCIUE PRATIQUE : la loi de Poisson de poraméfre m=np est une bonne
approximation de ka loi binomiale de parameéfres n el p lonsgue nz=z30, p=0.1
el np <15,

2) Uarlicle fail I'objet o'un réapprovisionnemen! hebdomadaire,

Chaque semaine, lo probabilité qu'il soit en rupture de stock est de 1,25 %,

La variable aléolokre X esl égole ou nombre de ruptueres de stock doans
"annés, gue |'on suppose en oulre ndépendantes.,

a) Donnons la loi que suit X,

La variable aléatoire X suit la loi binomidie de paramétres n= 52 e p=0.,0125,

ce qui peul s'écrire X ~ B(52:0,0125)

b} Justifions que I'on peut laire une approximation de la kol que suit X par une
loi de Pobson dont nows allons vous précker le poramétre me X

Comme cna n=52230, p=0.0125 501 el np=0.465<15 on peut fake une

approximation de lo loi que suit X por ko ol de Polson de paramétre
m=np=0.45.
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c) En utlisant cette approximaltion calculons P(X =0) et F(2 < X).
0,65
ot
P(2<X)= E-F'[E < :i:'] = 1=-P(X<2)=1-(P(X=0)+P({X=1)+P(X = 2)) =0.029.

P‘{:‘i:ﬂ]: e g 0,522,

18 | Marche aléateire selon les points cardinaux - Distance @ l'origine -
Méthode 5

1) Expliquons pourgquoi 1 est impossible de donner la lol de probabilité de D,.
Comme 0 chaque seconde § y o 4 directions aléatokes possibdes, en | hewe
donc 3400 secondes, ca donne 4% chemins possibles, dont. on vous
I'occorde, plusaurs donnent une méme valeur de D, mais il es! évident qu'll
ast impossible de donner sa lol de probabiile.

A part dire qu'ou bout d'une heure on se frouve sur un point de coordonnéas
enfiéres du disque de centre O et de rayon 3400 m, on ne peut pas affimer
grand-chose.

2) Expliquons pourquoi 1 est impossible d'exprimer D, par opérations sur des

variables aléatoires deux 4 deux indépendonles e donc de donner son
esperance theoroue,

La seuie chose dont on est s, el qu'au premier déeplaocement, an se frouve
a |l mde Q.

En elfel. au deuxigéme, on e refrouve en O, d une distance de 2 m ou -.E m
cle O,

Et ensuite. cela se complique puisque | distance & O, aprés le troliEme
déplacemeant, dépend de celle aprés [& second @ un truc de fous |

Il @st done impossible d'exprimer [, par opérations sur des varables aléatoles
indépendantes deux a deus.

3) Donnons un algorithme en langoge Python qui permet d' obtenir une bonne
approxmation de 'espérance el de I'écart-lype de D,.

Comme on vous o explique aux deux questions precedentes, pulkquavcuns
théore ne permet d'oblen D, 1| ne reste donc plus qu'd simuler N frajets

d'une heure de Patricia (par exemple 1000), puis a déterminer la moyenne ef
I'écart lype de cete sére de distances « pour 5'en sorfir u.
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O peut utiliser ' olgorithme suivant ;

2 from math import sgrt
3 def marcheim(N,n):

4 s=[8,0]
5 Xe[]
& ¥=[]
7 L=(N)*[@]
g for 1 in range(N):
9 ]
18 y=0
11 for i in range(n):
12 k=random( )
hE | if ke={1/4):
15 et
L5 y=y
16 elif kem(1/2):
17 Xmy-1
18 y=y
19 elif ke=(3/4):
NE
y=y+1
eloe:
K=
y=y-1
s[@]=x
s[1]=y
X.append(s[@])
Y.append(s[1])

for i in range(N):
L[i]=sqre(X[i]*=2+¥[i]""

sCwi

for 1 in range(N}):
scesc+l[i]

m=sc /N

v=4

for 1 in range(N):
veurd(L[i]-m)**2/N

essqrt(v)

returnim,e)

CESRARRUNHERRERRRURES

En modhe « Bun y, an simwlant 1000 marches aléatoires de Palricia, on obfient ;

In [9]: marchelm{leoe,3609)
Out[9]: (53.699063578359535, 28.309487514493245)

In [19]: marchels(1008,3600)
'Dut[iﬂ]. (52.74178258422132, 1?.3?55?‘533]’554]&}

On en déduit que E(D,) =53 m et a(D,)= 28, ce quifinalement n'est pas si loin
clu point de départ dans la mesure ou l'on pourrail en &fre d jusau'a 3.6 km.

4) Utilisans cel algorithme pour donner des approximations de 'espérance e
de |I'écart type de D,. puls de D, .
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On ulilise I'algorithme précédent, mais en prenant n=7200 &1 n= 14400 pouwr
smuler respectivement les marches de 2 &t 4 heures.

Ern moche ¢ Bun w, an smulant 1000 marches oleatoires de Falrdcia, on obifient ;

In [11]: marchels(10808,7200)
Out[11]: (76.80143797190615, 39.2223804153629)

In [12]: marchels(1606,7200)
Out[12]: (74.55595252396496, 38.340415073100364)

In [13]: marchelm( 1094, 15468)
Eh.rt[l!]: (1&9.355341955&-?4—51, 55.95&?15243?5232}

In [14]: marchelm{1008,14408)
Out[14]: (106.31817594720358, 57.59699179001339)

On en deduit que ED:)=75 m avec oDy )=37 e que ED,)=108 avec
|, )= 56 ce qul dans les deux cas n'est pas s loin du point de départ dans fa

measura ol 'on pourail en &fre a jusqu'a 7.2 km pour le premier et 14,4 km
pouwr le second.

5) Tiens, Hans | Il seamble que losque 'on multiplie le lemps do frajet par 2,
I'esperance et 'écart type soient mullipliés par ﬁ : c'est un probléme ouvert
que nous ne chercherons pos A démonbeer.

51 vous avez une solution Smple conforme ou programme, envoyez-la nous, on
et} curjeux |

19 Marche aléatoire dans n'importe quelle direction - Distance & I'origine -

Méthode 5
1) 2] La, c'est pire que dons a partie A cor @ chaque seconde, | y o une
infinité de direclions possibles.

3) Cependant, on peul modifier I'algorithme de MNexercice précédent pour
oblenir une bonne approximalion de I'espérance et de |'écart lype de 0.

L'idée esl d'envisager 4 cas avec un nombre aldéatoire o |y compris entre O
el | qul s'ajoute ou se soustralt a l'abscisse x précédents (ce qui donne
X, =% =l| el deprendre v, =¥, N R

En effet, dons chaque cas on prend une direction aléatolre 4 partir de
M. (%2 ¥a ) vers M (X..Y..) avec:

MM = (X =% ) (Yo =y ) = (2 1) o [IF = F w1 =1

Comme ona MM, =1, cela corespond bien a chaque seconde a un pas
de longuewr 1 dans nimpore quele direction.
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L algarithme que I'on vous propose a4l le subvant :

i from random import randos
2 from math import sgrt
3 def mprchela|N,n):

4 s=[a,2]
5 x=[]
8 Wl
T Le(N)*[0]
a far 1 in raagelh):
¥ Wi
1 yel
i1 for L in rangeln):
12 k=random( )
13 l=randes( )
14 if ki=[L/d):
15 =]
14 yeyregri(1-1"=2)
17 elif ken( 142
in wex-]
11 yuyngre(l-1""2)
ellf ke={3/a):
e+l
yoy-sqrt{1-1**2)
elfe:
i« |
y=y-agri{1-1"*2)
sf@]eu
2[1]=y
X.appemd (2]08])
v.append(s[1])

for L in range(M}:
Lli]=sqref{s[i]==2s¥[L]""2)

for 4 in raage(l):
se=tesl[E]

m=zc /N

wail

for i in range(i):
veve{ (L[]-m}*=2}/m

e=igrt (v

returnie,e)

Esgsynr oy uEYEREENRS

En mocke « Run v, en simulant 1000 marches aléatoires de Patricia. on obtlent ;

In [19]: marcheZm(108@,3500)
Out[19]: (53.0536356322615, 25.301265106691215)

In [20]: marche2m(1600,360@)
Out[20]: (52.53605796810384, 28.237534995357985)

On en deduit que E(D]) =53 m et (D) =28, ce qui corespond aux mémes
valeurs gue celles ebtenues pour la vorioble aléatalre [,

Etonnant, non #

Pas tant que o, car quand vous éles sur un paint M, aprés n déplacemenls,

avec le second modéle, vous vous refrouvez de fogon aléatoire sur un point
du cercle de cenfre M, el de rayon |, alors gu'avec le premier vous

o afferssez » sur un des gqualre milieus M, N, P ou Q du came de cenlre M_ de
cdléd 2 comme |'illustre la figure suivanle ;
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b E

=

Comme finalement les points du cercle ne sont pas si loin de 'un des points
M, N, F ou Q. avec un nombre conséquent de marches alealoires [ici 3 600,
répetées | 000 fois), @ n'esl pas alonnan! gue 'en lombe s la méme
esperrance af le méame ecarl type.

REMARQUE : Cele réflexion ne constitue pas une démonstration.

4) Compte tenu de ce que 'on vienl d'évoquer, 1 est fort probable que
Fespérance et I'écarl-type de D) el D) soient respectivernent les mémes que

ceux de D, et D,, ce que nous allons vérifier avec 'algorthme précédent en

prenant n=7 200 et ne= 14 400 pour simuler respeciivement les marches de 2
el 4 heuras,

On obfient :

In [25]: marchelm{10e8,7208)
ﬂl.r'.'[ﬁ]: (75.96091233847846, 40.17277132127554)

In [26]: marche2m{l0ee,7200)
Out[26]: (76.38682373011928, 39.20777305508696)

In [27]: marche2m(1898;,13400)
Out[27]: (184.79211232353069, 57.098658671367968)

In [28]: marche2m(1000,14400)
Out[28]: (105.95325623738895, 55.83525359622628)

Ces resultals sont conformes G ce que nous avons évoque en debul de
aueastion.

5) On peul donner la méme conclusion que celle de la partle précadente,



QUL : Méthod' Terminale 5pé Maths est-il le livie de maths dont vous
avez besoin 7 Pour le savoir, répondez vite aux questions suivantes -

Voulez-vous connailre foules les méthodes d'éludes de
suites 7

Vouler-vous decouvrir foutes les astuces pour « gssurer »
avec kes fonchions ef la géométrie dans l'espace 7

Voulez-vous = gssurer » avec la programmaotion, les
algerithmes et Pylhon 7

Voulez-vous savoir quelles sent les emeurs les plus
frequemment commises en probas ?

Voulez-vous visiter en avani-premiére les coulisses de
la Terminale et profiter en exclusiviteé des conseils des
professeurs pour votre Grand Oral ?

Voulez-vous réussir en Malhs cette année 7

Voulez-vous dés & prasent, commencer O vous préparner
a laprés-bac ?

SOLUTION : si vous avez répondu OUl au moins une fois, alors pas une
seconde d'hésilation | c'est Méthod'™ Terminale spé Maths qu'il vous
faut |

MéthodiX est la collection de référence d'ouvrages al'usage des éléves
de coliége, lycée, des Studiants de licence ef des classes préparatoires.
Cet outil unigue en son genre vous permettra de préparer efficacement
vos examens ou les concours selon les cas... Chague ouvrage de la
collection contient :

» toutes les méthodes essentielles sur un sujet donné,

» les astuces a connaifre et les erreurs a éviter,

+ des conseils pour préparer les confroles du jour J.

» les exercices incontournables et les corrigés détaillés.
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