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PRESENTATION

Bienvenue dans votre manuel de Mathématiques'

Retrouvez dans chaque chapitre :

» En début de chapitre, des exercices
pour faire le point sur vos acquis et
les notions que vous allez travailler.
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> Un cours illustré d’exemples et d’exercices corrigés
pour vous aider a assimiler pas a pas les savoir-faire
essentiels.

> Des démonstrations systématiques des théorémes
et des propriétés pour vous permetire de comprendre
les mathématiques en profondeur.

> Des exercices
d’auto-évaluation
corrigés a lafin du
manuel pour vous
entrainer en autonomie.

» Des TP pour vous permettre
de résoudre des problémes avec
différentes méthodes numériques

comme (T, ETY,

| GEOGEBRA I3 CALCULATRICE




PRESENTATION

> De nombre ux exercices d'application
+ directe des formules du cours pour
travailler vos automatismes de calcul.

matrices

S uands ey

> Des pages au début de chaque partie présentent de
célébres mathématiciens ainsi que leurs découvertes.
> Des activités utilisant des documents originaux
vous aide a replacer la découverte des notions
étudiées dans leur contexte historique.
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» Ala fin de chaque partie, des exercices inversés
vous permettent d'apprendre & réfléchir autrement.
> Des activités a réaliser en groupe sont également
disponibles pour travailler l'intelligence collective
et la communication.

VERS LE Sty

VERS U EiipfRip e,

» Des pages a la fin de chaque partie vous
permettent découvrir de nouvelles notions
dans le prolongement du programme.

> Des exercices sont également présents
pour vous initier au formalisme attendu
aprés le bac.
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Ces démonstrations et algorithmes sont ceux du programme.
Bien d’autres sont présents tout au long de ce manuel.

Les démonstrations du programme

Les problémes possibles du programme

ZIT3W Nombres complexes

+ Suite de nombres complexes définie
parz,_ ,=az, +b.

Exercices 147 p. 46 et 142 p.78

ZEW Nombres complexes

- Conjugue,
d'un produit
d'un inverse
d'une puissance entiére.

+ Formule du binome.

- Formule | z|*=zz.

+ Module d'un produit. Module d'une puissance.
« Démonstration d'une des formules d'addition.
- Factorisation de z" —a” par z —a.

« Factorisation de P(z) par z—a si P(a)=0.

+ Le nombre de solutions d'une équation polynomiale
est inférieur ou egal a son degre.

+ Détermination de l'ensemble 1J .

WZITEY Arithmétique

- Ecriture du PGCD de a et b
sous la forme ax + by, (x; y) € Z2.

+ Theoréme de Gauss.

- lensemble des nombres premiers est infini.

ZITEY Graphes et matrices

+ Expression du nombre de chemins de longueur n
reliant deux sommets d'un graphe a l'aide de
la puissance n-ieme de la matrice d'adjacence.

+ Pour une chaine de Markov, expression de la probabilité

de passer de [‘état i a 'etat j en n transitions,
de la matrice ligne représentant la distribution
aprés n transitions.

Exercice 88 p.39
Exercice 89 p.39
Exercice 90 p.39

Exercice 68 p.37
Cours p.54
Exercice 63 p. 69
Cours p.57
Cours p. 27

Cours p.28

Couwrs p.28
Activité C p.51

Exercice 114 p.140
Cours p.126
Activité B p. 146

Exercice 84 p.199

Exercice 78 p.227

Les algorithmes du programme

Y Arithmétique

- Algorithme d'Euclide de calcul du PGCD de
deux nombres et calculd'un couple de Bezout.

- Crible d'Eratosthéne.

+ Décomposition en facteurs premiers.

Cours p.121
Activité A p. 146
Exercice 59 p. 160

+ Inégalité triangulaire pour
deux nombres complexes ; cas d'égalité.

« Ftude expérimentale de I'ensemble
de Mandelbrot, d’ensembles de Julia.

+ Racines carrées d'un nombre complexe,
eéquation du second degré
a coefficients complexes.

+ Formules de Viéte.
+ Résolution par radicaux de 'équation de degré 3.
+ Lignes trigonométrigues de ES’T_' construction
du pentagone régulier a la régle et au compas.
+ Somme des racines n-iémes de 'unité.
+ Racines n-iémes d'un nombre complexe.

+ Transformation de Fourier discréte.

TRy Arithmétique

+ Détermination des racines rationnelles
d'un polynome a coefficients entiers.

+ Lemme chinois et applications
a des situations concrétes.

+ Démonstrations du petit théoréme
de Fermat.

+ Problémes de codage (codes barres,
code ISBN, clé du Rib, code Insee).

- Etude de tests de primalité :
notion de témoin, nombres de Carmichael.

« Problémes de chiffrement (affine,
Vigenere, Hill, RSA).

+ Recherche de nombres premiers
particuliers (Mersenne, Fermat).

+ Exemples simples de codes correcteurs.
« Ftude du systéme cryptographique RSA.

- Détermination des triplets
pythagoriciens.

+ Etude des sommes de deux carrés
par les entiers de Gauss.

+ Etude de l'équation de Pell-fermat.

ZITEY Graphes et matrices

- Etude de graphes eulériens.

+ Interpolation polynomiale.

+ Marche aléatoire sur un graphe. Etude asymptotique.

+ Mod éle de diffusion d'Ehrenfest.

+ Modéle « proie-prédateur » discrétise :
évolution couplée de deux suites récurrentes.

- Algorithme PageRank.

Exercice 145 p.79

TP1et2 p.64-65

TP2 p.33 etexercice 150 p.47

Exercice 148 p. 46

Exercice 149 p. 46

Exercice 143 p.78

Activité C p.51
Exercice 146 p.79
Exercice 144 p.78

Exercice 121 p. 142

Exercices 95 p. 137et115 p.140

Cours p. 151 et exercice 80 p. 152

Exercices 127 p.114 et 130 p. 115

TP1 p.154

TP1 p. 130, exercice 17 p.242
etexercice 119 p.112

Exercices 52 p.159 et 82 p.163

Exercice 18 p. 243

TP2 p. 155

Exercices 129 p. 114 et122 p. 142

Exercice 15 p. 241

Exercice 16 p. 241

Exercice 99 p. 204

Exercices 53 p.193 et 98 p. 203

Exercice 69 p. 226

Exercice 83 p.229 et TP1 p. 218

Exercice 86 p. 230

TP2 p.219 et exercice 82 p.229
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Organisation du programme

Lenseignement de mathématiques expertes de la classe terminale s'organise autour des thémes suivants:
« les nombres complexes, vus comme objets algébriques et géométriques ;

+ larithmétique ;

- les matrices et les graphes.

Sans introduire explicitement les structures algébriques, cet enseignement introduit et étudie certains exemples fondamentaux :
corps des nombres complexes, groupes des nombres complexes de module 1 et des racines n-iemes de lunité, anneau des

entiers relatifs, d'une maniére suffisamment approfondie pour préparer a des généralisations. De méme, on aborde la notion
générale d'équation algébrique, mais pas celle de polyndme formel. Le professeur peut mettre en évidence apparition dans divers
contextes de notions communes : élément neutre, 0pposé ou inverse.

Démontrer est une composante fondamentale de l'activité mathématique. Le programme propose quelques démonstrations
exemplaires, que les éléves découvrent selon des modalités variées : présentation par le professeur, élaboration par les éléves
sous la direction du professeur, devoir a la maison...

I peut étre judicieux d'eclairer le cours par des éléments de contextualisation d'ordre historique, épistemologique ou culturel.
Lhistoire peut aussi étre envisagée comme une source féconde de problémes clarifiant le sens de certaines notions. Les items

« Histoire des mathématiques » identifient quelques possibilités en ce sens. Pour les étayer, le professeur pourra, s'il le désire,
s'appuyer sur ['étude de textes historiques.

Le programme propose des problemes possibles, mais en aucun cas obligatoires. Leur nature est trés diverse : certains d'entre

eux sont un petit prolongement des notions du programme ; d'autres ouvrent des perspectives plus larges. Ils permettent une

différenciation pédagogique et offrent des pistes pour ['@preuve orale terminale.

Nombres complexes

Létude des nombres complexes est menée selon les lignes directrices suivantes.

D'un point de vue algébrique, les nombres complexes permettent de résoudre les équations de degré 2 a coefficients réels lorsque
le discriminant est négatif. Plus généralement, les nombres complexes offrent un cadre privilégie pour l'étude des equations
algébriques.

On met en évidence, dans un cadre général, la factorisation associée a une racine en établissant que le nombre de solutions d'une
équation est majoré par son degré et en montrant que somme et produit des racines d'un polyndme se lisent sur le polyndme. Ces
faits simples ouvrent la porte a de nombreuses et intéressantes activités. On peut par ailleurs revenir sur le cas des polynémes
reels, en utilisant des techniques d'analyse.

Le plan euclidien 2? peut &tre vu comme ['ensemble des nombres complexes. Cette observation prend tout son sens lorsqu'on
réalise que de nombreuses notions de geométrie plane s'interprétent en termes de nombres complexes. On peut ainsi utiliser le
calcul dans C pour résoudre de nombreuses questions de géométrie et de trigonométrie ; une bonne maitrise des raisonnements
et techniques fondés sur ce principe est un des objectifs principaux de cette partie.

Les racines n-iémes de l'unité fournissent par ailleurs un pont intéressant entre équations polynomiales et géométrie.

1. Nombres complexes : point de vue algébrique

Contenus Capacités exigibles

« Ensemble C des nombres complexes. Partie réelle et partie | » Effectuer des calculs algébriques avec des nombres complexes.
imaginaire. O pérations. « Résoudre une équation linéaire az=b.

= Conjugaison. Propriétés algébriques. = Résoudre une équation simple faisant intervenir z et z.

= Inverse d'un nombre complexe non nul. = Pour une suite arithmétique ou géométrique, calculer le terme

« Formule du bindme dans C. général, la somme de termes consécutifs, déterminer le sens de

variation.

2. Nombres complexes : point de vue géométrigue

» Image d'un nombre complexe. Image du conjugué. « Déterminer le module et les arguments d'un nombre complexe.
Affixe d'un point, d'un vecteur. = Représenter un nombre complexe par un peint. Déterminer

= Module d'un nombre complexe. Interprétation géométrique. | laffixe d'un point.

* Relation | z|" = zz. Module d'un produit, d'un inverse.

« Ensemble U des nombres complexes de module 1.
Stabilité de U par produit et passage a l'inverse.

= Arguments d’un nombre complexe non nul. Interprétation
géometrigue.

» Forme trigonomeétrique.

(LLS.fr/MXPProgramme | M 9




3. Nombres complexes et trigonométrie

« Formules d’addition et de duplication a partir du produit
scalaire.

+ Exponentielle imaginaire, notation e?. Relation
fonctionnelle.
Forme exponentielle d'un nombre complexe.

» Formules dEuler : cos(8)=(e? +e™), sin(8) = (e’ —e ).

* Formule de Moivre : cos(nf) + isin(nf) = (cos(#) +isin(8))".

4. fquations polynomiales

» Solutions complexes d'une équation du second degré
a coefficients réels.

« Factorisation de z" —a” par z—a.

= Si P est un polynome et P(a) =0, factorisation de P par
E— .

+ Un polyndme de degré n admet au plus n racines.

5. Utilisation des nombres complexes en géométrie
« Interprétation géométrique du module et d'un argument
* Racines n-iémes de l'unité. Description de l'ensemble

U, des racines n-iémes de l'unité. Représentation
géométrique. Cas particuliers: n=2,3,4.

« Passer de la forme algébrique d'un nombre complexe a sa
forme trigonométrigue ou exponentielle et inversement.

« Effectuer des calculs sur des nombres complexes en choisissant
une forme adaptée, en particulier dans le cadre de la résolution
de problémes.

= Utiliser les formules d'Euler et de Moivre pour transformer
des expressions trigonométriques, dans des contextes divers
(intégration, suites, etc.), calculer des puissances de nombres
complexes.

* Résoudre une équation polynomiale de degré 2 a coefficients
réels.

* Résoudre une équation de degreé 3 a coefficients réels dont une
racine est connue.

« Factoriser un polynome dont une racine est connue.

» Dans le cadre de la résolution de probléme, utiliser les nombres
complexes pour étudier des configurations du plan : démontrer
un alignement, une orthogonalité, calculer des longueurs, des
angles, déterminer des ensembles de points.

« Utiliser les racines de l'unité dans l'étude de configurations
lices aux polygones réguliers.

Arithmétique

Depuis la classe de seconde, I'éléve connait les ensembles de nombres usuels. Lenseignement de mathématiques expertes permet

de revenir sur les plus familiers des nombres : les entiers.

Les résultats fondamentaux de larithmétique des entiers y sont présentés. Une place importante est faite a ['étude des

d'équations diophantiennes, problémes de chiffrement).

Arithmétique

Contenus

Capacités exigibles

« Division euclidienne d'un élément de Z par un élément de
M.

» Congruences dans 7. Compatibilité des congruences avec
les opérations.

 PGCD de deux entiers. Algorithme d'Euclide.

« Couples d’entiers premiers entre eux.

* Théoréme de Bézout.

» Thégreme de Gauss.

* Nombres premiers. Leur ensemble est infini.

« Existence et unicité de la décomposition d'un entier en
produit de facteurs premiers.

» Petit théoréme de Fermat.

+ Déterminer les diviseurs d'un entier, le PGCD de deux entiers.

= Résoudre une congruence ax = b[n]. Déterminer un inverse de a
modulo n lorsque a et n sont premiers entre eux.

» Etablir et utiliser des tests de divisibilité, étudier la primalité de
certains nombres, étudier des problemes de chiffrement.

* Résoudre des équations diophantiennes simples.
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Graphes et matrices

Prenant appui sur la résolution de probléme et la modélisation, cette partie a pour objectif d'introduire les notions de graphes et
de matrices en soulignant l'intérét de les appliquer a d'autres disciplines, notamment les sciences économiques et sociales, les
sciences de la vie et de la Terre, la physique-chimie, l'informatique etc.

Les matrices sont étudiées sous divers points de vue : modélisation de problémes issus des autres disciplines, systémes linéaires,
transformations géométrigues. Il s'agit de mettre en valeur l'efficacité du calcul matriciel pour représenter et résoudre des
problémes.

La notion de graphe est fondamentale pour les mathématiques discretes et a des applications dans de nombreux domaines. Le
programme la fait interagir avec les matrices. Une illustration exemplaire dans le domaine des probabilités, les chaines de Markoy,
fait l'objet d'un développement spécifique.

Graphes et matrices

Contenus Capacités exigibles
» Graphe, sommets, arétes. Exemple du graphe complet. = Modéliser une situation par un graphe.
= Sommets adjacents, degré, ordre d'un graphe, chaine, = Modéliser une situation par une matrice.
longueur d'une chaine, graphe connexe. = Associer un graphe orienté pondéré a une chaine de Markov a
» Notion de matrice (tableau de nombres réels). Matrice deux ou trois états.
carrée, matrice colonne, matrice ligne. Opérations. Inverse, | = Calculer linverse, les puissances d’une matrice carrée.

puissances d'une matrice carrée.

= Exemples de représentations matricielles : matrice
d'adjacence d'un graphe ; transformations géométriques du
plan ; systémes linéaires ; suites récurrentes.

« Exemples de calcul de puissances de matrices carrées

= Dans le cadre de la résolution de problémes, utiliser le calcul
matriciel, notamment linverse et les puissances d'une matrice
carrée, pour résoudre un systéme linéaire, étudier une suite
récurrente linéaire, calculer le nombre de chemins de longueur
donnée entre deux sommets d'un graphe, étudier une chaine

de Markov a deux ou trois états (calculer des probabilités,
déterminer une probabilité invariante).

d'ordre 2 ou 3.

» Suite de matrices colonnes (U ) vérifiant une relation de
récurrence du type U, =AU, +C.

= Graphe orienté pondére associé a une chaine de Markov a
deux ou trois états.

« Chaine de Markov a deux ou trois états. Distribution initiale,
représentée par une matrice ligne . Matrice de transition,
graphe pondéré associé.

= Pour une chaine de Markov a deux ou trois états de matrice
P, interprétation du coefficient (i ,j) de P". Distribution
aprés n transitions, représentée comme la matrice ligne
7, P

« Distributions invariantes d'une chaine de Markov a deux ou
trois états.

Compétences mathématiques

Dans le prolongement des cycles précédents, on travaille les six grandes compétences :

« chercher, expérimenter, en particulier a l'aide d'outils logiciels ;

« modéliser, faire une simulation, valider ou invalider un modéle ;

« représenter, choisir un cadre (numérique, algébrique, géométrique...), changer de registre ;
« raisonner, démontrer, trouver des résultats partiels et les mettre en perspective ;

= calculer, appliquer des techniques et mettre en ceuvre des algorithmes ;

« communiquer un résultat par oral ou par écrit, expliguer une démarche.

La résolution de problemes est un cadre priviléegié pour développer, mobiliser et combiner plusieurs de ces compétences.
Cependant, pour prendre des initiatives, imaginer des pistes de solution et s'y engager sans s'égarer, ['éléve doit disposer
d'automatismes. Ceux-ci facilitent en effet le travail intellectuel en libérant l'esprit des soucis de mise en ceuvre technique et
élargissent le champ des démarches susceptibles d'étre engagées. Linstallation de ces réflexes est favorisée par la mise en
place d'activités rituelles, notamment de calcul (mental ou réfléchi, numérique ou littéral). Elle est menée conjointement avec la
résolution de probléemes motivants et substantiels, afin de stabiliser connaissances, méthodes et stratégies.
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Girolamo Cardano (1501-1576)
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Quand les mathématiques font des decouvertes

Nombres

Histoire des mathématiques

Les méthodes de résolution des équations ont progressé depuis l'Antiquité
(voir pages 12 et 13 du manuel de premiére). Les algébristes italiens de la
Renaissance travaillent sur des méthodes pour résoudre celles du 3¢ et du

4 degré. Scipione del Ferro (1465-1526), professeur a l'université de Bologne,
détermine des méthodes, qu'il ne divulgue pratiquement pas, pour résoudre
des équations de degré 3.

Quelques années plus tard, cependant, le mathématicien Niccolo Tartaglia
(1499-1557) remporte un concours contre un des éléves de Del Ferro portant
sur la résolution des équations du 3¢ degré, montrant ainsi qu'il connait lui
aussi une méthode pour résoudre ces équations. Tartaglia révéle sa méthode
de résolution a Girolamo Cardano (1501-1576), qui la publie quelques années
plus tard et sans l'accord de Tartaglia dans Ars Magna (1545). Le principe des
méthodes utilisées (dites « de Cardan ») permet de transformer une équation
du 3° degré en une équation du second degré. Cardan écrit au chapitre XXXVII
de l'Ars Magna que certaines équations ont des solutions évidentes que ces
formules ne permettent pas d'obtenir. En cherchant a résoudre l'équation
x(10—x) = 40, il trouve deux solutions qu'il note, mé me si ca n'a pas de sens,
5.5.R..15. et 5.M.R.M.15. , Cest-a-dire 5+4/—15 et 5—¢—15 de nos jours. Il
qualifie sa découverte de « tanto sottile guanto inutile », mais un nouveau
type de nombres vient cependant d'étre découvert.

Quelques années plus tard, Rafael Bombelli (1526-1572) publie I'Algebra, un
traité d'algébre dans lequel il améliore les notations de I'époque, donne

des régles opératoires sur ces nouveaux nombres découverts par Cardan et
montre qu'ils peuvent tous se ramener a +—1. En utilisant ces nombres, on
peut alors résoudre toutes les équations du 3° degré. Ces nombres seront par
la suite appelés imaginaires par Descartes et enfin complexes par Gauss, puis
utilisés par tous au méme titre que les nombres déja connus.

16|00

Scipione del Ferro (1465-1526) Albert Girard (1595-1632)

Niccold Tartaglia (1499-1557) René Descartes (1596-1650)
Girolamo Cardano (1501-1576)
Rafael Bombelli (1526-1572)



omplexes

De la découverte au symbolisme

Aprés la découverte de Cardan et les regles de calcul que leur 4

a données Bombelli, l'utilisation des nombres complexes ljz'

entre dans les pratiques. Méme si les mathématiciens —I_. 1 — 0
n'arrivent toujours pas a leur donner un sens concret, ces e

nouveaux nombres ne provoquent pas une crise de pensée,

contrairement a la découverte des irrationnels chez les Grecs

durant ['Antiquité. Descartes (1596-1650) les qualifie d'imaginaires et leur donne, comme Albert Girard (1595-1632),
une forme symbolique. l'ensemble des travaux de tous ces mathématiciens révéle l'importance des notations
mathématiques et souligne la différence entre formules de résolution symbolique et méthodes d'approximation.
Euler (1707-1783), lui-méme, utilise ces nombres dans bien des circonstances. Il remarque que la notation ¥
n'est pas cohérente avec toutes les propriétés des racines carrées réelles et propose de la remplacer par i. Le
nombre i vérifie donc i* = —1. On doit & Euler 'une des plus belles formules de l'histoire des mathématiques,
e'"+1=0, qui regroupe toutes les catégories de nombres connus.

Et la géométrie donne du sens aux nombres complexes

De plus en plus de résultats apparaissent avec l'utilisation des nombres complexes et il est temps de chercher
a enfin donner du sens a ce qu'on appelle encore aujourd'hui les nombres imaginaires. Le premier a présenter
un article sur linterprétation géométrigue des nombres complexes est Caspar
Wessel (1745-1818) en 1797.

Quelques années plus tard, c'est Jean-Robert Argand (1768-1822) qui interpréte
l'ensemble des nombres complexes comme une extension a deux dimensions des
nombres réels. Gauss (1777-1855) viendra mettre la touche finale a la construction
proposée par Argand. Les nombres imaginaires sont alors appelés complexes, et
deviennent aussi concrets que les nombres réels.

A noter enfin que le mathématicien Felix Klein (1849-1925) introduit dans son
programme d’Erlangen (1872) Lutilisation des complexes pour l'étude des
similitudes directes du plan (voir Vers le supérieur p. 84).

Felix Klein (1849-1925)

1700 1800 1900
. L'AGE D'OR DE LANALYSE L'ESSOR DES MATHEMATIQUES

Leonhard Euler- (17071743} b © felix Klein (18494%25)
Jean Le Rond D'Alembert (1717-1783)
Abraham de Moivre (1667-1754) =
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)
Caspar Wessel (1745-1818)
~ Jean-Robert Argand (1768-1822)
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ]

Evariste Galois(181-1832)
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. ACTIVITES - HisToiRe DEs MATHEMATIQUES
WY UAlgebraet il pii dimeno

Une équation du second degré avec Cardan ¢ b §- p- B M. 1§
. . : m. B. AL § §s
Dans son livre 'Ars Magna, Cardan s'intéresse au o
probléme consistant a trouver deux nombres tels 1 25- m. m.15. quad. eft 4.
que leur somme soit égale a 10 et dont le produit o ;
VS Extrait du chapitre XXXVII de 'Ars Magna de Cardan.

Montrer que le probléme revient & résoudre 'équation x? —10x + 40 = 0 et vérifier que cette équation n'a
pas de solution réelle.

Cardan utilise une méthode similaire & celle de Diophante pour la résoudre (voir activité p. 88).
Il explique que sa méthode donne comme solutions a =5++/—15 et b =5—4/—15, tout en précisant que y—15
n‘a pas de sens.
En faisant comme si y—15 existait et vérifiait la propriété (¢x)* = x valable pour tout réel positif, calculer a+b
et ab. Que remargue-t-on ? Un nouveau nombre est né.

Bombelli et les équations du troisiéme degré
Rafael Bombelli publie son Algebra en 1572. Pour résoudre 'Piilllia?iﬁ_di u_!euo‘,ﬁ pitdimeno.
des équations, il améliore les méthodes de Cardan- Meuomap:hdimmo fa meno di meno.

: ; . - Pl uia meno di meno, fi meno di meno .
Tartaglia-Del Ferro, propose de nouvelles techniques, ainsi
Aap P A Mcmummcnodumcnoﬁpmd:mmo_.

que des notations symboliques plus efficaces. De plus, il Pitidi meno uia pmdxmeno,ﬂ meno.
prouve que toutes les racines carrées de nombres négatifs -Pitdimenouia men di meno;fapid,
peuvent s'écrire en fonction de ¥—1, qu'il nomme « piti di “Menodimeno uia pliidlmmoﬁplﬁ.
meno », et que c'est un nombre comme les autres que l'on Mm&mmmndimwﬁm
peut utiliser dans les calculs. Il donne alors les régles de Extrait de lA!gebru de Rafael Bombelli.

signes a appliquer (en version originale ci-contre).

A partir du texte de Bombelli, reproduire et compléter le tableau ci-dessous. Remarque :

« Piti : + (ou +1)

« meno : — (ou—1)
« wia : multiplié par
« fa:fait

« dimeno:f—

Pour une équation de la forme x* = px+ g, grace a 'usage de ses notations symboliques, Bombelli montre
2 3 3 3 2 3
que, lorsque (%) ;(%) , une solution est égale a \/%JrJKJr %7-/3. avec Az(%) f(g) :

Cas de l'équation x* = —6x +20.

a) Vérifier que l'on peut appliguer la formule donnée par Bombelli.

b) Développer (1+4/3)° et (1—4/3)° puis, en utilisant la formule de Bombelli et le fait que 108 = 64/3,
déterminer une solution entiére de l'équation x* = —6x + 20.

Page 294 de son Algebra, Bom?elli1aburde le cas de S Egualed 15, U p. 4
~— — . . ' 2.
léquation x*=15x+4, qu'il note 1.a 15. p.4. L - : 5
a) Explic_quer pourguoi on ne peut pas appliquer la formule de ;i ".",_, i T
Bombelli. o VAR 0% a5
b) Verifier que 4 est solution de l'équation. ’ 115, Mwhun.
c) Verifier que les formules établies par Bombelli donneraient pour SommaR.q, p.dlmn.ﬂema.q.pdn.ng.
solution ¥2 +114/—1 +{2—-11/—1. t:;.;:&d:gu.; R.C.L.I.m.dm.u. :
snpmmfamog.cheéhmhndd'ranm. 1

d) Développer(2+4/—1 )’ et conclure.
Extrait de 'Algebra de Rafael Bombelli.
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HistoIre Des MaTHEMATIQUES - ACTIVITE

D La formule d'Euler

Euler a montré que, en notation moderne, e* = lim (1+)".
n—+4x
Pour un entier naturel non nul n, il développe (1 +%)" et ecrit:

n(n—1) ,, nln—1)(n—2) 3JrJr"t(n—1)(1rt—2)(1r1—3) i
nxn © Inxnxn ~ Inx3nx2nxn ~ 7

(1+Z)" =1+x+

Lorsque n prend des valeurs infiniment grandes, Euler dit que 1, 2, etc. sont négligeables a coté de n.

n—1_ (n-1)(n-2)
n et 2nxn

Que peut-on alors dire des fractions , lorsque n devient infiniment grand ?

En notant n! =n(n—1)(n—2) x --- x 2 x 1, montrer alors que (1+%)"=1+x+%x2+%x3+---+%xf+m

lorsque n devient infiniment grand.

En raisonnant de facon similaire, Euler montre que cos(x )= 1—%.1:2 +lx"—%x5+ --- et que

41
sin(x)zx—%x3+%x5—%x’+ ---. En admettant que laformule e*= lim (1 +%)" reste vraie lorsque x est
H . - n—+4oc

un nombre complexe, vérifier que cos(x) +isin(x)=e™.

i
dent, nous avons va que (t-i-'f-) =ve‘, ¢ défignant la

bafe des logarithmes hyperboliques; ayant donc écrit pour g,

d’une part—- vy —1 & d'unz autre part — vy — 1, on aura

vy —1 —yy =1 vy =1 —ry -1
-t € —_—

& fin,y= g "

On comprend par IA comment les quantités exponenrielles

imaginaires fe ramenent i des finus & 4 des cofinus d'arcs

réals. On aursaufie™ V™" e cof v V—1 fin. v, &

P Sl cof v—V —1 fin. v.

Extrait de Introduction a 'analyse infinitésimale,

tome 1, Leonhard Euler.

coffv==

En prenant x= 7, en déduire que " +1=0.

Les nombres complexes et |a géométrie

On munit le plan complexe d’un repére orthonormé direct (O ; 1, v ).

Dans son programme d'Erlangen en 1872, Felix Klein caractérise les transformations du plan en utilisant les
nombres complexes. Soient A et B les points d'affixe respective a et b.
Si A est limage de B par la rotation de centre Q d'affixe w et d'angle 8, alors a—w=e?(b—w).

Soient ABCD un guadrilatére quelconque et P, Q, R et S les centres
respectifs des carrés construits sur les cotés de ABCD, a l'extérieur de ABCD.
A estdonc l'image de B par la rotation de centre P et d'angle %
On appelle a, b, ¢, d, p, g, r et s les affixes respectives de A, B, C, D, P,
Q,RetS.

Montrer que p = Efl__lib.
fonction de a, b, cet d.

En procédant de méme, déterminer r, set g en

s—q
r=p

Montrer que =1i.Endéduire que QS =PR etque (PS) L (QR).

Nous venons de démontrer le théoréme de Van Aubel.

Activités - Histoire des mathématiques. Nombres complexes [ LLS.fr/MXPP15 | M 15



Pour les exercices [}  [E}

Développer et réduire les expressions.

b

51 utiliser la double distributivité
Soit x € F.

1 A(x)=(2—-3x)(1+2x)
2.B(x)=(x—3)(4x—3)

3.C=(3—v2)242+1)

B Utiliser les identités remarquables

1. A=(2y/3+3)° 2.B=(/5-1)2
3.C=(V2+/3)/3-v2) 4D=(1-243)"

B Développer une expression littérale

Soit xe .

1. A(x)=(3x—5)2 2.B(x)=(x+~)

3.C(x)=(2—3x)(3x+2) 4.D(x)=(x+1)*
5.E(x)=(2¢—1)"

n Factoriser une expression littérale
Factoriser dans E les expressions suivantes ol
x désigne un nombre réel.
LAx)=(x+2)"—(2x+4)x—1)
2.B(x)=dx>—12x+9
3LC(x)=(x+1)P—(3x+2)?

B Résoudre un systéme de deux équations
a deux inconnues

Résoudre dans I les systémes suivants
d'inconnues x et y.

2x+y=3 2x—4y=5

{ % { x+y=-3
2e+3y=—1 3x+hy=—7
{ ' {2x+ Jy=—6

xty=1
x—2y=>5
n Résoudre une équation du second degré

dans B

Résoudre dans B les équations suivantes.
1 (x+2)?=(1-3x)*

2.5¢*+%—2=0

3.x+1=2x

4 x*—3x+1=3x"—8x—2

[ F| LLS.fr/MXPP16

Plérequis'

1. Développer des expressions algébriques avec la double
distributivité et les identités remarguables.
2. Factoriser des expressions algébriques en utilisant
un facteur commun ou des identités remarquables.
3. Résoudre un systéme linéaire de deux équations
du premier degré a deux inconnues.
4. Résoudre dans I les équations du second degré
a coefficients réels.
5. Déterminer les racines d'une équation polynomiale
a partir de ses racines évidentes.

n Déterminer les racines d’un trindme

Aprés avoir déterminé une racine évidente du
trinéme x?—6x—7, calculer la deuxiéme racine
sans utiliser le discriminant.

1] probléme

Soit P la fonction polyndme de degré 3 définie,
pour tout réel x, par P(x)=15x>—x*—12x + 4.
1. Montrer que —1 est une racine de P.

2. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour
tout réel x, P(x)=(x+1)(a?+bx+c).

3. Résoudre dans E l'équation P(x)=0.

La notion de

nombre complexe

(due a Gauss) ne

s'est imposée

que trés progres-

sivement. Ainsi

Augustin-Louis

Cauchy (1789-1857)

décrit dans son

Cours d’Analyse

de 1821 une entité « imaginaire » telle que
/=1 comme « une expression symbolique
soumise a des regles fixes suivant des
conventions établies » ou « un instrument de
calcul qui ne signifie rien en lui-méme mais
permet d'arriver plus rapidement a la solu-
tion des problémes que l'on se pose ». Mais
ses travaux sur les fonctions d'une « variable
imaginaire » le conduiront a leur donner vers
1847 un véritable statut, en leur associant
soit des « quantités géometriques » soit des
« équivalences algébriques ».




/‘

Capacités attendues - chapitre 1

| 1. Effectuer des calculs algébriques avec des nombres complexes.
2. Résoudre dans C une équation linéaire az = b avec a et b dans C.

. Résoudre dans C une équation simple faisant intervenir z et z .

. Résoudre dans C une équation polynomiale de degré 2 a coeffi-
cients réels.

. Résoudre dans C une équation polynomiale de degré 3 a
coefficients réels dont une solution est connue.

d Factunser dans C un pnlynume dont une racine est connue.

7 |

En utilisant une relation de récurrence reliant des
nombres complexes entre eux et en représentant les

g points obtenus, on trac

horloge fractale. Par

lavelation B =z ) tcetz =0 011 ¢ est une

comstante mmpﬁﬂx‘e.




.ACTIVITES

Introduction aux nombres complexes : équation de Bombelli L ALGEBRA

PARTE MAGGIORE

. . On souhaite utiliser une formule permettant de déterminer une solution de DELLARIMETICA
ObjEdlf CIVISA IN TRE LIBRI

l’équﬂtiﬂl’l (1 ) : x3 —15x—4= 0, appel.ée éqllatiol‘l de Bombelli. B1RAFAEL FOMBELL]

ba BOLOGNA.

Partie A : Résolution graphique

011 l'aide de la calculatrice ou de GeoGebra, conjecturer graphiquement le nombre de
solutions de l'équation (1).

o Déterminer graphiquement la solution entiére obtenue et vérifier ce résultat par le IN BQLOGNA
calcul. Nell fiamperia d Guoomarri Refi
MDLYXIL
. . . P Coa Licenis delli 3 nquifie.
Partie B : Résolution algébrique R SRR AR e
Couverture de L'Algebra de
o On s'intéresse au cas général. Refasl Bombrell

Soient p et g deux nombres réels et l'équation (2): x*+px+q =0 (appelée
équation de Cardan). m

a) Pour cette question uniquement, on pose g =0. © ) Factoriser lexpression
Résoudre dans E l'équation x*+ px = 0 en fonction de p. x>+ px etutiliser la propriéta
b) Onreprend le cas général. AXB=0<A=00uB=0.
Déterminer les limites en toc et en —oc de la fonction f définie sur B par
flx)=x*+px+gq.
¢) Endéduire que l'équation de Cardan admet au moins une solution réelle.

2 3

9Cardan a demontré que lorque qT+% >0, toute équation de la forme x*+ px+q = 0 admet au moins une

Sulution ée“e de la IOi me :
3 \/ 2 3 V \/ 2 3
.= J__I_ _I+..7l+ __1+ _1+._1_

a) Dans le cas de l'équation (1), quelles sont les valeurs de p et g ? Quel probléme survient lors de l'application
de la formule de Cardan ?

b) Pour résoudre cette équation, Bombelli a imaginé un nombre qui n'est ni un nombre positif, ni un nombre
négatif, mais dont le carré est égal & —1. Il le nomma « plus de moins » (en italien piti di meno). On le note
provisoirement ¢—1. On a ainsi, (y—1)=—1.

Exprimer la solution x, obtenue dans la question précédente en fonction de ¢—1. @
) Aprés avoir développé (2—y/—1)> puis (2+¢—1)°, déterminer une solution entiére e‘lj:][)éwil/t%)ezr En 1
de l'équation de Bombelli. utilisant (y=1)"=~1.

m En calculant (v=1) de deux maniéres différentes et en utilisant les propriétés
usuelles de calcul, justifier que cette écriture conduit a une absurdité.

Raffaele Bombelli (1526-1573) et Girolamo Cardano (1501-1576), mathématiciens italiens de la Renaissance, se sont
risqués a percer le « mystére et les secrets des équations du troisiéme degré ».

Bien des notations ont été proposées pour la quantité « imaginaire » ¢—1. Euler décidera en 1777 d’introduire pour
lui-méme le symbole i (comme imaginaire) et donc d’éerire i xi=—1. En 1831, Gauss reprendra la notation pour
conforter son idée d’en faire des « nombres complexes » et Cauchy fera plus tard de méme.
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-9) Résolution dans C d'une équation du second degré 3 coefficients réels

m 0On souhaite déterminer les racines dans C du polyngme P
défini, pour tout z € C, par P(z) = z> — 4z +13.
o Le polynome P admet-il des racines réelles ? Justifier.

ea) Justifier que l'on peut écrire, pour tout nombre complexe z,

P(z)=(z—2)*+09. m

b) Calculer (3i)? et en déduire une factorisation dans C du polyndme @ b) On utilise lidentité remarquable

P en produit de polynémes du premier degré. a’—b*=(a—b)a+b)valable pour

c) Déterminer dans C les racines du polynéme P. DS onplcics a eth:

1. Pour trois réels a, b et ¢ avec a # 0, déterminer une méthode de résolution des équations de la
forme az?+ bz + ¢ = 0 pour lesquelles le discriminant A est strictement négatif.

2. Que peut-on en conclure pour les équations du second degré a coefficients réels dans C ?

') Equation polynomiale de degré 4

m Factoriser dans C un polynéme de degré n.

Notons P le polynéme défini, pour tout ze& C, par P(z)=z"—32°— 927 + 632 —52.

Pour atteindre 'objectif de cette activite, il faut d’abord déterminer les racines de P.

o a) Vérifier que 1 est une racine de P.

b) Justifier qu'il existe un polynéme Q de degré 3 tel que, pour tout

zeC, P(z)=(z—1)Q(z).
c) Vérifier que, pourtout ze C,ona Q(z)=2>—2z>—11z+52. m
€ on suppose que Q(a)=0eton
o Montrer que si le nombre complexe o est une racine de Q, alors son calcule Q( @ ) en utilisant les propriétés
conjugué @ est aussi une racine de Q. du conjugueé.

e a) A l'aide de la calculatrice, déterminer un entier k tel que Q(k)=0.

b) Déterminer le polynome R de degré 2 tel que, pourtout ze C, m

Q(z)=(z—k)R(z). ) b) On pourra écrire R sous la forme
R(z) = az®+ bz +c puis développer
(z—k)R(z) et procéder a une identifi-
b) En déduire une factorisation de P uniquement en produit de cation des coefficients.

polyndmes de degré 1.

o a) Déterminer les racines de R puis factoriser ce polynome.

produit de facteurs de degreé 1. Conjecturer le nombre de facteurs d’un tel

m Dans C, un polyndme P de degré n non nul peut toujours étre factorisé en
polynome P. Quel est le nombre maximal de racines distinctes que peut avoir P ?
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D Lensemble C des nombres complexes

I Définitions et propriétés
| Définition |

On admet que l'on peut construire un ensemble appelé ensemble des nombres
complexes, noté C, contenant R et vérifiant les propriétés suivantes :

1. C est muni d'une addition et d'une multiplication qui prolongent celles définies
sur ® et qui ont les mémes propriétés algébriques (la distributivité, par exemple) ;

2. C contient un élément noté i verifiant i>=—1;
3.pour tout élément z de C, il existe un unique couple de réels (a ; b) tel que :

z=atib.

L'écriture d'un nombre complexe z sous laforme z=a+ib ol a et b sont deux réels
est appelée forme algébrique de z.

Le nombre a est appelé partie réelle de z et on note a=Re(z).
Le nombre b est appelé partie imaginaire de z et on note b=1Im(z).

3+2i estun nombre complexe aveca=3etb=2.
Les nombres —4; 0 et 2i sont aussi des nombres complexes.

Propriétés
Soient z et 2 deux nombres complexes.

1.z=0eRe(z)=0etIm(z)=0.
2.z2=7 e Re(z)=Re(z' ) et Im(z)=Im(z').

[oEMONSTRATION]

1.Soient ze C et a et b les réels tels que z=a +1ib.

Siz=0,alorsatib=0.

On raisonne par l'absurde et on suppose que a et b ne sont pas tous les deux nuls.
Sibh=0,l'dgalité donne a+ 0 xi=0soit a =0, ce qui est contraire a notre hypothése.
Sinon, b # 0.

Alorsatib=0=1 :f%. Comme a et b sont des réels alors f% eRetdoncieR.
Ce qui est impossible puisque i n'est pas un réel.

Par conséquent, b = 0, ce qui entraine a = 0.

Réciproquement,sia=b=0alors, z=a+ib=0+ix0=0. D'ou l'équivalence.
2.Soient z=a+ibet z'=a'+ib’ deux nombres complexes ol a, b, a’ et b’ sont réels.

—a=0
Alors 7=7 e a+ib=a +ib' o (a—a)+i(b—b)=0 @{g_g,zu d'aprés 1.

Autrement dit, a = a’ et b= b', d'oli 'équivalence.

Remarque:iln’y a
pas d'ordre dans
l'ensemble C.

En particulier, un
nombre complexe
guelcongue n'est ni
positif, ni négatif.

Remarque: Si b =0,
alors z=a estun
reel.

Sia=0,alors

z = ib est un imagi-
naire pur.

On note il2

l'ensemble des
imaginaires purs.

Remarque :
Attention ! La partie
imaginaire d'un
nombre complexe est
un nombre reel.

Remarque: La
propriété 2. entraine
l'unicité de la forme
algébrique pour un
nombre complexe.

Remarque: La
différence de deux
nombres complexes
est définie dans la
partie B.
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Soit x un réel. On considére les nombres complexes z et z’ définis par z=x>—x—2+3ixet z = —2x+i(x*+x+1).
Déterminer les éventuelles valeurs de x telles que :

1. z soit un imaginaire pur. Calculer z le cas échéant.

2. 7 soit un réel. Calculer 2’ le cas échéant.

3.z et z' soient égaux. Calculer z et 7’ le cas echéant.

1. zeiRoRe(z)=0ex*—x—2=0=sx=—1oux=2. .
Méthode

1. 7 est imaginaire pur si, et seulement si, Re(z) = 0.

Six=-1, alors z=3i etsi x=2, alors z = 6i.
2.ZeReIm(z)=0ex*+x+1=0.Or ce trindbme a pour
discriminant A=1*—4x1x1=-3 et A< 0donc le trinome
n'admet pas de racine reelle. Ainsi, il n‘existe pas de valeur de 3.0n utilise que z= 2’ @{
x pour laguelle z’ est un réel.
o [x=x—2="2x X’+x—2=0
3.z2=7 oy , =1
Xt+x+1=3x x*—2x+1=0
lx2+x—2:0 {x=10ux=—
=
(x—1)2=0 x=1
Eneffet, si x=1alors z=—2+3i=7.

2. 7 est réel si, et seulement si, Im(z') = Q.
Re(z)=Re(z')
Im(z)= Im(z’)emrI

résout le systéme obtenu.

2
donc x=1.

I Opérations sur les nombres complexes

Propriétés Remarque : Pour tous
nombres complexes

On a défini dans C une addition et une multiplication qui suivent les mémes régles z et 7" et pour tout

que l'addition et la multiplication dans R. réelk,ona:

X ) , , ) Re(z+2')
Quels gue sment-les reels k, a, b: a etb,onadonc: =Re(z)+Re(7);
1.(atib)+(a’+ib’)=(ata)+i(b+b'); )
2. (a+ib)—(a'+ib)=(a—a' ) +i(b—b') =Im(z)+Im(z):
3. k(a+ib)=(ka) +i(kb); Re(kz) =kRe(z);
4 (a+ib)(a' +ib')=(aa —bb' ) +i(ab’+a'b). Im(kz) = kIm(z).

On parle de lingarite
des parties reelle et

imaginaire.
L =ifxi=—1xi=—i
2.3+2i—(3i—2)=3+2i—-3i+2=5-i Remarque : Ces
3.(3—2i)2+31)=3x2+3x3i—2ix2—2x3i2=12+5i propriétés traduisent

la commutativite
Propriétés et lassociativite de

Pour tous nombres complexes z, 2 et z”,on a: ladditionetdela
Sl multiplication, ainsi

« Commutativité: z+z' =z +zet zz' =z'z. que la distributivité
 Associativité: (z+2)+z' =z+(z'+z')=z+7+7'et (z2)xz' =z x(22")=z227". de la multiplication
surl'addition dans C.
Legalite zz' = z'z

» Reglesdecalculs:z(z' +z")=zz +zz" et zZ =0 = z=00u z =0. permet de définir z"
avec n € I,
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Onécritz=a+ib,z =a +ib'et z" =a”’+ib" avec a, b, a’, b’, a’ et b” des réels.

[oEMoNsTRATION

la multiplication dans E.

Les démonstrations découlent de la définition et des propriétés de l'addition et de

Conséquences

Pour tous réels aet b, on a:

(a+ib)>=a®—b?+2iab; (a—ib)* = a®— b —2iab ; (a +ib)(a—ib) = a®+ b

On développe comme dans E en utilisant i” = —1.

Remarque : De
maniére générale,
Re(z?) #(Re(z))?
et

Im(z?) # (Im(2))*.

[oEmonsTRATION

Bindme de Newton

Pour tous nombres complexes u et v et pour tout entier naturel n,on a:
LR m
(ut+v)"= % (k)u" Kt

k=0

[tmonsTRATION

Voir exercice | - p. 37.
o (241)° :(g)23i°+('3)22i’+(g)2’i2+(§)2°i3 =8+ 2i—6-i=2+1;
N e e

=1-5i—10 +10i+5—1 = —4+ 4i.

On considére les nombres complexes z, =1+i; z, =2 —3i.

Déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants: z = z2

On démontre la formule du bindme de Newton par récurrence.

Remarque : Pour tout
entier k compris
entreQ etn, le
coefficient (Z) a été
défini dans le cha-
pitre « Combinatoire
et dénombrement »
de mathématiques
spécialité.

Remarque : Dans ce
chapitre, on utilise la
convention 0% =1.

. L
+ZZ'Z —Z1 etz —Zz.

z=(1+i)*+(2-31)*=1-1+2i+4—9—12 i
=-5-10i; Méthode

Z =(1+1)°=1+51+10i2+10i*+ 5% +i°
=1+51—10—10i +5+i=—4—4i;

z" =(2-3i)*

=254 x23x3i+6x22x (31) —4x2x(31)° +(31)" (u+u)"=k§: (
=0

=16—96i —216+216i + 81 =—119 + 120i.

* Pour calculer z, on utilise les identités remarquables.

* Pour calculer 2" et z", on appligue la formule du bindme de
Newton valable pour tous complexes u et vettout n € I :

)u""*uk.

Pour trouver facilement les coefficients binomiaux, on peut

)

utiliser le triangle de Pascal basé sur la propriéteé :

k
iz,
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) Nombres complexes conjugués

I Définition et propriétés algébriques
m Remarque: Si z est

un nombre complexe
etsiaeth sont

les réels tels que
z=a++1ib, alors
z=a—ib.

Le conjugué d'un nombre complexe z est le nombre complexe noté z défini par:
z=Re(z)—ixIm(z).

.i=—i 2. Pourtout(a;b)eR? a=aetib=—ib. 3.Siz=3+2i, alorsz=3-2i.
Remarque : En notant

Pour tout nombre complexe z, on a: eth ik joua
P ' : Z=a’+bh*eR",

1z2=2; 2. z+z=2Re(z);
3.z—z=2ixIm(z); 4 zecRez=2z;
5.z€iRez=—2; 6. zxz=(Re(z))>+(Im(z))>.

[otmonsTRATION ]

Soient z un nombre complexe et a et b les deux réels tels que z = a+ib.
lLz=atib=a—ib=a—(-ib)=a+ib=z
2.z+z=a+ib+a—ib=2a=2Re(z).
3.z—z=a+tib—(a—ib)=a+ib—a+ib=2ib=2ixIm(z).
4z7=202-2=02ixIm(z)=0= Im(z)=0(car2i £0).Doliz=z=zc R,
5.z=—2ez+z=0=2Re(z)=0=zeiR.
6.zxz=(Re(z)+iIlm(z))(Re(z)—ilm(z))=Re(z)?+Im(z)>

Résoudre dans C les équations suivantes.

1.22+5-2i=4+i+3z 2.2z+iz=5-21

1.2z+5-2i=4+i+3zez=1-3iez=1+3i

2.0n pose z=a+ib avec a et b réels. Méthode
On a ainsi z = a —ib. 'équation s'écrit alors : 1. Pour les équations ol z intervient seul, on résout de la méme
2(a+ib)+i(a—ib)=5-2i maniére que pour les équations du premier degré dans I en isolant z.

. . [2a+b=5 On utilise ensuite Z = z pour conclure.
a2a+b+1(a+2b)=5—21@{ -~ L N —. . . )
at+2b=-2 2. Pour les équations odl z et Z interviennent simultanément, on pose

Re(z)=Re(z')

S IR
Im(z)=Im(z')

=3 z:a+ibavecaetbréelsetnnutilisez=z’a{
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I Inverse et quotient
| Définition |

Soit z=a+ib un nombre complexe non nul.

U'inverse de z est le nombre complexe z' tel que zz'=1eton le note % On a alors :

Remarque : L'égalité
M w
T 1est

souvent utilisée

A SR a—ib g ib -z
z atib  (a+ib)a—ib) a*+b®> a*+b*
1. . oo 1 12 1-2A_1 2,
"T-' “73204 12422 5 5 5!

Soient z=a +ib et zZ = a’ +1ib’' deux nombres complexes avec z' # 0.

Le quotient de z par z est le nombre complexe noté % tel que %

z _ _a+ib =(ﬂ+ib)(ﬂ'-ib’) - mxa

'2?' a +ibr ﬂr2+br2 ﬂr2+ br2‘
1+i __1+i _ (Hi)(3-2)  —3+2+i(—2-3) -5 _ 1
2i-3 —3+2A4  (3)2+2? 13 13

Résoudre dans C les équations suivantes.
1.(1+2i)z=3+i 2.(3+i)z—2+4i=0

pour simplifier des
guotients dont le
dénominateur est un
imaginaire pur.

1

=zX—r.0Ona:
z Remarque : Pour

déterminer la forme
algébrique d'un
nombre complexe
%, on multiplie le
numeérateur et le

1 5 denominateur par z'.

3.(1+i)z+(3—i)z=2—6i

. +- s T

1L(1+2)z=3+ioz=1 o =48 12)11222‘)@ =223 G z=1-i
2.(3+1)zZ—2+4i=0e (3+i)7=2—4i

—_2-4 _—_(2-4i)3-i) a
“Z=Sper="Fprs Méthode

— 6—4+i(—2—-12) — 2—14 1. Pour les équations ot z intervient seul, on se
AT 10 R T raméne a une équation de la forme az = b aveca et b
o Ez%f%i azz%Jr%i complexes, puis on calcule z = % lorsque a # 0.

3. (1+i)z+(3—-i)z=2—6i

On pose z=a+ib. Onadonc z=a—ib.
L'équation s'ecrit alors :
(1+i)a+ib)+(3—i)a—ib)=2—-6i
s(a—b)+i(b+a)+(3a—b)+i(—3b—a)=2—6i

ba—2b=2

o (4a—2b)—2ib=2-6i o 0 P~

a=2 .
ol _fez=2+31

Pour déterminer la forme algébrique d'un nombre
complexe écrit sous la forme d'un quotient, on
multiplie le numérateur et le dénominateur par le
conjugué du dénominateur.

2. 0n procéde de méme si z intervient seul. On utilise
ensuite z = z pour obtenir la solution cherchée.

3. Pour les équations ol z et z interviennent
simultanément, on pose z = a +ib avec a et b réels
Re(z)=Re(z')

etonutilisez=2" = {Im(z)zlm(z’)'
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A Conjugués et opérations
Remarque: Ces

Pour tous nombres complexes z et z’ et pour tout entier relatif n,ona: propsistes huduisent
- la compatibilite de la
WAL= Er conjugaison avec les

2.(z2)=2zxZ7 ; opérations dans C.
3.5i z+#0, alors @_]:% :

1 oz .
4.Siz aéﬂ,alors(z—z, i—?,
5.(z")=(z)" (avec z# 0sin < 0).

[oimonsTRATION ]
Soient z=a+ib et z = a’+ib’ deux nombres complexes avec a, b, a’ et b’ réels.

< p.39.

3. Soit z # 0. Dans ce cas, on a également z # 0.

1. et 2.: Voir exercice |

Par définition des inverses, on a zx%:1 a(le): T=1car 1est réel.

]

D'aprés 2., on obtient z x %):1@(—;—): carz#0.

Y/

P < (Ay_ 1
D'ou l'égalite, plZ_D-I_J.r._'IOU‘l zel, ("z')_ >
4. Voir exercice |- p. 39.
5. Dans un premier temps, on démontre la propriété par récurrence pour n entier
naturel. Dans un deuxiéme temps, on démontre la propriété pour n entier négatif.

Voir exercice -1/ p. 39.

‘Lz1=(1*2i)(2+3i)=(1*2i)><(2+3i)=(1+2i)(2*3i)=2+6+i(*3+4)=8+i
( i ) i . S+ 41
1+i

87—

_ 11
2 TTH -1 () 2 2 2

3z =) =(Tr=(-1=1

o S 3+2i)(1—i
Calculer sous forme algébrigue le conjugué de Z:m

(1+2i)?
m .............................................................................................
E:((3+2i)(1 —i)): GFa)(1-1)
(1+2i)? (1+2i)’ Méthode

F=3720(01+1) 3+2+i(3-2)  5+i » On utilise les propriétés de la conjugaison:

(1-21)’ T == (%):%:@:Ex?:m:(f)".
Z= (5+i)(-3+4) _—15-4+i(20-3) = On appligue les propriétés de distributivité pour réduire

(=3 )2+_(_4)2 ~ le numérateur et le denominateur.

z= :l‘%‘l‘?‘l]_l“ =3 +%i = On abtient la forme algébrique de z en multipliant

le numérateur et le dénominateur par le conjugué du
dénominateur.
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) Equations polynomiales de degré supérieur ou
égala2

I Résolution des équations du second degré 3 coefficients réels

Dans cette partie, a, b et ¢ désignent trois nombres réels avec a # 0 et z est un nombre
complexe. On cherche & résoudre dans C l'équation az’+bz+c=0.

On appelle discriminant du trindme az’+ bz + ¢ le nombre réel, noté A, défini par:
A=b*—

Théoréme

Soit (E): az® + bz +c= 0 une équation du second degré d'inconnue z € C.
1.5i A >0, alors (E) admet deux solutions réelles distinctes :
_b-yE ., -bi/E
P T et 2 = T.
2.Si A=0, alors (E) admet une unigue solution réelle : z; =-%Ilz-.

3.5i A <0, alors (E) admet deux solutions complexes conjuguées :

_h—iEl .. —bHA]
‘_T et 22—21—T-

Les points 1. et 2. ont déja été démontrés dans R en classe de premiére.

3.0n écrit le trindme sous forme canonique :

2 2 2
a # 0 donc az’ +bz+c=a(z+2?1) b qal'ﬂ‘c:ﬂ(z_hz%_) _%_

Comme A< 0, alors —A>0donc A=—(—-A)=i2x (—A).

b\ .,—A o
Alors(E)a(z+ﬁ) —i on(en divisant par a #0)
b\ (AALY_
“’(“i&) *(‘ 2a ) =0
a(z+§%——i"2‘3[)( 2l:1+‘ 5a ) 0 (d'apreés les identités remarquables)
az+%—1 Zﬁ‘l—ﬂou z+—+1Ii
@z+§%=i|2ﬁ| ou z+%:*i#*'2iﬁl
b .. A b AA]

ez=—35 5 0Uuz=—5- =] 5a (ces solutions sont conjuguées)
_ —b+iy[A] s —b—iJ[A]
B 2a s 2a :

Remarque: Si A <0,
on calcule la
premiére solution z,
avec une des deux
formules et la
deuxiéme solution
z, en utilisant
Z,=1Z,.

DENONSTRATION |

Remarque : Dans
l'exercice | -+] p. 47,
on explicite une
méthode permet-
tant de resoudre
l'équation a coef-
ficients complexes
az’+bz+c=0.

Pour résoudre z>—4z+5=0, on calcule le discriminant du trinéme az’+bz+c :
A=(—4)"—4x1xX5=—4.

Puisque —4 < 0, alors 'équation admet deux solutions complexes :
z,=2+ietz,=z =2-1i
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Résoudre dans C les équations suivantes.

1.972-6245=0  2.2=2-2

1.A=(—6)"—4x9x5=—144 < 0 donc l'équation admet deux
solutions complexes conjuguées.

On a A=—144 donc \KIAIZ 12. Les solutions sont donc

et a7 _=_1.,2.
Z!—‘—?(g——i—‘g‘l et zz—z1—§+§1.

2.Pour 2#0,2=2-2w 22-22+2=0.

Méthode

1 2a

A=(-2)’—4x1x2=—4<0 donc 'équation admet deux
solutions complexes conjuguées. On a | A| =2 donc

—(—2)—2i _
——=

les solutions sont z, = 1—iet 2222_1:1+i.

Et22:Z1.

» On calcule le discriminant A= b?— 4ac.

2 » Si A =0,o0n résout 'équation comme dans R et si
A <0, alorson écritA = (iq’ A I)zet on calcule
, _ —b—ifAl

= Il arrive de devoir d'abord se ramener a une
équation de la forme az?+ bz +¢=0.

I Equations polynomiales 3 coefficients réels

Soit n un entier naturel et soient a,, a,, ..., @, des nombres réels avec a,_# 0.
On appelle fonction polyndme de degré n a coefficients réels (ou plus simplement
n
polynéme de degré n), la fonction P définie sur C par P(z)= > akz".
k=0

L'équation P(z)= 0 est appelée équation polynomiale de degré n.

Propriéte 1
Soient z et a deux nombres complexes.

=1
Pour tout entier naturel n nonnul, z"—a"=(z—a) ¥, z" ' *a*.
k=0

n—1
Soientac CetnelN". On veut montrerque z"—a"=(z—a) Yy, z" " *a*.
k=0

n=1
-1k gkt
=1 k=0
D'une part, 3 z" *a*=z"a’+z" 'a +z" 2@’ + ... + 2" " Vg
k=0

=z"+z" 'a+z" *a®+..+za" " (cara’=1).

n—1
D'autre Pan, E Zzn 1 kak-b‘!:zn Ta+z"2g2 4 ... 4z -(n Zlan 14 gn-1 (n ‘Ilan
k=0

=1 n=1
On développe:(z—a) ¥ z" " *kak =3 z" *ak—
k=0 k=0

=z""a+z" 2a*+--- +za" "+a" (car z°=1).
Donc, par différence, les termes se simplifient deux & deux sauf le premier et le

dErl iEI’ ce Ui dOI ne biEl (Z ﬂ)”E :1Zn ! ﬂk—zn ﬂn.
r
k=0

[otmansTRaTioN]
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Remarque: Un
polyngme est nul si,
et seulement si, tous
ses coefficients sont
nuls.

On note deg(P) le
degré du polynome P.

Remarque : Lorsque
a,=1,onditque P
est unitaire.

Remarque: La
propriété 1. donne
que, pour tout entier
naturel n non nul,
z" —a" sefactorise
parz—a.

Remarque : Une
telle opération de
simplification de la
somime est appelee
télescopage.




.COURS

Propriété 2
Soit @ un nombre complexe.

Soit P un polynome de degré supérieur ou égal a 1.

Si P(a)=0, alors P se factorise par z—a. Autrement dit, si P(a) = 0, alors il existe un
polynome Q avec deg(Q)=deg(P)—1tel que, pourtout ze C, P(z)=(z—a)Q(z).

[oiNonTRATION ]

On considére un polynéme complexe P de degré n =1 a coefficients réels.

Il existe alors n+1réels notés @,;...; @, aveca, #0 telsque, pour tout nombre
n
complexe z, P(z)= 3 o zP.
p=o F
Soit a e C tel que P(a)=0.
Alors, d'aprés la propriété précédente, pour tout entier naturel non nul p:
p=1
ZP—aP=(z—a)¥ zP "k,
k=0
Comme P(a)=0, alors, pour tout nombre complexe z,
n mn
P(z)=P(z)-Pla)= Y a zP— % a a?
p=o ” p=o F

n n p-1 B
aP(z)=X a (2P—a?)=(z—a) Y & ():zp kg )

p=1 P p=1 Pli=o

i
=(z—a)) ap(zp'1+azp 2t +a? 2z+aP ) =(z—a)Q(z).
p=1

Puisque a,, est non nul, Q est un polynéme de degré n—1, d'ou le résultat.

Remarque : Si
P(a)=0,alors a
est appelé racine du
polyndme P.

Propriété 3

Pour tout entier naturel n, un polyndme de degré n admet au plus n racines.

[oémonsTRATION ]

Pourn e N, on note R la proposition « Un polyndme de degré n admet au plus n
racines. » On souhaite démontrer que R est vraie pour tout n € .

Initialisation : Un polynéme de degré 0 est une constante non nulle.

Ce polyndme n'a donc pas de racine, c'est-a-dire qu'il a au plus 0 racine.

On en déduit que R est vraie.

Hérédité : On considére un entier naturel k quelconque tel que R, est vraie (hypo-
thése de récurrence), autrement dit vérifiant « Un polynéme de degré k admet au
plus k racines. » On souhaite démontrer que R, , est vraie, autrement dit que « Un
polynéme de degré k+1admet au plus k+1 racines. »

Soit P un polynéme de degré k+1.

Si P n'a pas de racine, ilen compte alors 0 et 0 < k+1, donc R, est vraie.

Si P admet au moins une racine a, alors, d'aprés la propriété précédente, il se
factorise par z—a : il existe donc un polynéme Q de degré k tel que, pour tout
nombre complexe z, P(z)=(z—a)Q(z).

D'aprés I'hypothése de récurrence, Q a au plus k racines, ce qui fait que P en a au
plus k+1.

Ainsi, R est vraie et, pour tout entier naturel k, si R, est vraie, alors R, , est vraie
aussi. D'aprés le principe de récurrence, on déduit que, pourtout ne N, R est
vraie. Un polynéme de degré n € N admet donc au plus n racines.
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1. Pour tout nombre complexe z,ona z*—1=(z—1)(z>+z+1).

2.50it P le polynome complexe défini par P(z)=z*—2z*+z—2.
2 est une racine de P donc P se factorise par z—2 eton a, pourtout z e C,
P(z)=(z—2)(z*+1). On trouve exactement trois racines pour P : 2, i et —i.

Soit P le polynome défini sur C par P(z)=2z°+3z—5.

1.Montrer que 1 est une racine de P.

2.Déterminer les réels a, b et c tels que, pourtout ze C, P(z)=(z—1)Naz*+bz+c).

3.Résoudre dans C l'équation P(z)=0.

1.P(1)=2x1*+3x1-5=2+3—5=0donc 1est bien une racine de P.

2.Pourtout ze C, P(z)=(z—1)(az*+ bz+c)
eP(z)=az*+(b—a)z*+(c—b)z—c

a=2 a=2
b—a=0 b=a=2
Wi gy Blo s proe donc, pourtout ze C, P(z) =(z—1)(22> + 2z +5).
—c=-5 c=5

3.P(z)=0ez=10u22*+2z+5=0.

On calcule le discriminant de 22> +2z+5:

A=22—4x2x5=-36donc 2z +2z+5 = 0 admet deux solutions complexes
conjuguées: z, :ﬂT_ﬁ:—%—%i etz :z_jz—%+%i.

Conclusion: S€:{1 ;—%—%i 3 —%+%i}.

Propriétés (admises)
ji

Soientne N etP(z)= kE akzk un polynéme de degré n a coefficients
=0

réels (avec a, # 0).

Alors :
an—‘l =
a ’

» lasomme de toutes ses racines est égale a —

n
@
+ le produit de toutes ses racines est égal a (—1)" 3=
i

Soient z, =1+2i et z,=1-2i les racines d'un polynéme unitaire P.
Comme z,+z,=2etz,z,=z,z,=1+2?=5, alors z, et z, sont les racines du
trinome P défini sur C par P(z)=2z>—2z+5.
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COURS

Méthode

1.0n vérifie que P(1)=0.

2. On développe le produit et

on identifie terme a terme les
coefficients des deux polyndmes
pour obtenir un systéme de quatre
équations a trois inconnues a, b et
¢ que l'on résout.

3. On utilise la propriété : « Un
produit est nul si, et seulement

si, au moins l'un de ses facteurs
est nul. » et on résout l'équation
du second degré en calculant son
discriminant A = b” — 4ac.

Remarque : Ce sont
les formules de
Viéte. Elles sont
démontrées dans
l'exercice | - p. 46.

Remarque: « Toutes
ses racines » signifie
que si plusieurs
racines sont égales
(racines doubles ou
triples par exemple),
alors il faut toutes
les considérer indi-
viduellement dans la
somme et le produit.




LESSENTIEL

© Lensemble des nombres complexes C est I'ensemble des nombres z écrits sous forme algébrique
z = a+ib ou a et b sont deux nombres réels et i est un nombre tel que i* = —1. Cela permet de:

v prolonger les propriétés sur les opérations de R dans un autre ensemble le contenant (comme par
exemple l'associativité, la commutativité et la distributivité) ;

v déterminer les solutions d'équations insolubles dans E (comme, par exemple, x?=—4).

© Dans a forme algébrique, a est la partie réelle de z et b est sa partie imaginaire. Le conjugué de z est le
nombre z= a—ib. Cela permet de :

v/ déterminer l'inverse d'un nombre complexe non nul sous forme algébrique ;

v calculer le quotient de deux nombres complexes sous forme algéebrique.

0 Pourtous complexes u et vetpourtout ne N, (u+v)"= En: (:)u“"‘v" (formule du bindme de Newton).
Cela permet de : ke

v/ développer une expression en utilisant les mémes identités remarquables que dans E (celles apprises en
seconde) ;

v/ généraliser les identités remarquables & des degrés supérieurs a 2.

e Un polyndme P de degré n admet au maximum n racines dans C et se factorise par (z — @ ) lorsque « est
une racine de P. Cela permet de :

v factoriser un polyndome dont une racine est connue ;
v résoudre une équation de degré supérieur ou égal a 3 a l'aide d'une factorisation;
v résoudre une équation de degré deux dans un cas particulier : un polynéme az® +bz+c (ol a, b et ¢ sont

des réels tels que a # 0) admet pour racines _bl;ila VAl lorsque A = b*—4ac < 0.

Prolonge ment Formule du bingme :

o~ des propriétés S TR
de calculde R e ﬁg (k)un e

_ 2=—1etzel
d = il existe deux uniques

" Ensemble C )
L 77| réelsaetb tels que

z=a+ib
Conjugué d'un nombre Forme algebrique
NOMBRES COMPLEXES : complexe:z=a —ib d'un quotient de
POINT DE VUE nombres complexes

ALGEBRIQUE

z
Equation az’ + bz + ¢=0, les racines sont

( ; SOEVIE G- g sge <0

= . B 2a
Equations ‘
\ polynomiales

( Factorisation d'un polynome par ]

(z—a) lorsque @ est une racine

Téléchargez cette fiche de révision au format PDF sur (ls.fr/MxPfiche1 |
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Retrouez pus de QUM pour réiser ur AUTO-EVALUATION -

n Soient z, =2+ 3i et z,=1—2i deux nombres m Le conjugué de (1—i)(1+1i)* est:
complexes. La forme algébrique de z,z, est: o . y ’ A
—4i, 0 4. O1-4. ©O1+4i
O-u4-i Os-i O2+6. ©Os+i
. m Les racines complexes du polynome P défini
m La partie imaginaire de %fg: est égale a: dans C par P(z)=12z%>—-2z+10 sont:
3 3. T 7 = i —3i i
03 03 0i (4 1 O3-iet3+i O 1-3iet1+3i

®2-2iet2+2i O 1-3iet3+i

[Une ou plusieurs bonnes réponses par question]

m Linverse de i° est : E On considére l'équation (E): z°—1=0.
o o reel. o MBI GBS R 9 (E) admet trois solutions dans C.
®égalai’ ©égala— @ (E) a pour solutions 1, i et —i.
o (E) admet une solution réelle et deux solutions
- iU
Le guotient ~——L - complexes conjuguées.
m q 1—i J3 1..43

. T W Had3
eest T @ (E) a pour solutions 1, 5 i et —5+i5-

O est unimaginaire pur. m Soit P le polynéme défini dans C par

o estégala . P(z)=z"+3z>— 4. Alors le polynéme P :

o a pour conjugué —i. .
@ se factorise par z—1.

@) se factorise par z+1.
O se factorise par z+2i.
0 admet quatre racines réelles.

ﬂ Soient z, et z, les nombres complexes définis par z,=1+ietz,=z,.

1.a. Caleuler z, +z, et z x z,.

b. Déterminer le polyndme unitaire P de degré 2 dont les racines sont z, et z,.

2.Soit Q le polynéme de degré 3 défini sur C par Q(z) =z°— 62> +10z—8.

a. Montrer que Q se factorise par P et déterminer le nombre complexe « tel que, pourtout ze C, Q(z)=(z—a )P(z).

b.En déduire les solutions dans C de I'équation Q(z)=0.
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Egj Retrouvez plus d'exercices
dans notre cahier d'algo

(LLS fr/PythonXP)

Suite de nombres complexes

Soient @ et B deux réels non simultanément nuls et soit g le nombre complexe g = ¢ +i8.
On définit sur I¥ :
* une suite de nombres complexes (z,) telle que z;, =1et, pour tout entier natureln, z =gz ;

* les suites de nombres réels (a,), (b, ) et (u,) définies, pour tout entier naturel n, par a, = Re(z_), b, = Im(z ) et

. ] 2
L[”— ali+bil'

P Etudier la convergence de a suite (u,,) pour différentes
Objectif -

valeurs de g a 'aide d’'une des deux méthodes.

Questions préliminaires:
1. Pour cette question uniqguement, on pose q = 1.
a.Calculer z,, z,, z, et z,, puis en déduire les valeurs de u, u,, u,, u, et u,. m

b. Conjecturer, pour tout entier naturel n, une expression de u, en fonction de n. 1. ¢. On pourra démontrer que,

¢. Démontrer cette conjecture et en déduire la convergence de la suite (u,,). pour toutentier i, U, , = u,,.

2. Répondre aux questions précédentes avec g = 2i.

PYTHO

METHODE DE RESOLUTION 1

On pose g :%—%i.

1. Exprimer, pour tout entier naturel i, z __en

nt1
fontion de z , puisa_ ., etb enfonctiondea,
etdeb, .

b n+1
2. A l'aide d'une feuille de calcul, on souhaite créer
un tableau donnant les valeurs de a,, b, et u, pour
n variant de 0 a 30.

B c D
1 Qn b Un
1 0

o e W~
W N =03 >

a. Quelles formules doit-on entrer dans les cellules
B3 et C3 pour obtenir les valeurs de a, et b, pour
1<n <30 par recopie vers le bas ?

b. Quelle formule doit-on entrer dans la cellule D2
pour obtenir les valeurs de u pour 0 <n <30 par
recopie vers le bas ?

c. Quelle conjecture peut-on faire pour la limite de
la suite (u,)?

3.Que se passe-t-il lorsque g=2+2i ?
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[umu:l
:

On pose q:%—%i.

1. Créer les nombres complexes i et g sur
Python avec le code suivant en conjecturant le
fonctionnement de la commande complex.

1 from math import sqrt

2
31 = complex(0, 1)
4 q = complex(-1/2, -1/2)

2. 0n considére la fonction z d'arguments n et g
ci-dessous. Que permet-elle de calculer ?

6 def z(n, q):
7| if n>= 1:
8| | returnCg*z(n-1, q))
9| return(l)

3. Les commandes z.real et z.imag permettent
d'obtenir respectivement les parties réelle et
imaginaire du complexe z.

Ecrire une fonction U prenant en argument n et q
et renvoyant la valeur de u, (penser a charger le
module math pour le calcul d’'une racine carrée).

4, A l'aide d'une boucle, afficher les valeurs de u,
pour l'entier n compris entre 1 et 30. Que peut-on
conjecturer & propos de la suite (u,)?

5. Que se passe-t-il lorsque g=2+2i ?



Racines carrées d'un nombre complexe

Soient a et b deux nombres réels non simultanément nuls et @ le nombre complexe défini par @ = a+ib.

On appelle (E) l'équation z* = @ d'inconnue z dans C.

Alaide d’une des deux méthodes, déterminer sous forme algébrique les
solutions de l'équation ( E) appelées racines carrées du nombre complexe <.

Questions préliminaires :

1. Montrer que si z est solution de l'équation (E), alors —z l'est également.

2.a. Résoudre dans C l'équation z? = —9.

b. Démontrer que tout nombre réel strictement négatif @ admet exactement deux racines carrées
imaginaires pures dans C que l'on exprimera en fonction de a.

3. Plus généralement, on pose z=x+1iy avec x et y réels.

a.Calculer z2 sous forme algébrique puis traduire 'équation (E) en un systéme de deux équations

a deux inconnues (x et y).

b. Calculer (zx z)? en fonction de o et @, puis en déduire que x*+1y%=a®+ b

¢. A laide des résultats obtenus aux questions 3.a. et 3. b, exprimer x? et y? en fonction de a et b.

d. Que peut-on dire des signes de xet ysib>0?Etsib<07?

METHODE DE RESOLUTION 1

1.a. Avec le logiciel GeoGebra, créer deux curseurs
a et b dans [10 ; 10] avec un incrément de 1.

b. Tracer la courbe représentative de la fonction f
définie sur R par flx)=-L

c. Tracer les droites d, et d, d'équations respectives

_ fa+{a®+b?  Ja+dd+b?
= —2—Etx—_ f

Dans GeoGebra, la racine carrée se note sqrt.

2. Al'aide des curseurs, de la courbe représentative
de f et des droites d, et d,, conjecturer
graphiquement les racines carrées des nombres
complexes 3—4i et —3 —4i.

On détermine d'abord les deux valeurs de x possibles
puis on en déduit les valeurs de y correspondantes.

3. Démontrer ces conjectures a l'aide des formules
| établies dans les questions préliminaires.

- ]
' HO
:

On souhaite écrire un programme sous Python qui
détermine les deux racines carrées du nombre
complexe a +ib. On note z=x+iy une racine
carrée de ce nombre.

1. Compléter la fonction RacineCarree
d'arguments a et b qui permet de déterminer x et y
en fonction de a et b d'aprés les formules établies
dans les questions préliminaires. On peut ajouter
des lignes au programme.

1 from math import *

2

3 def RacineCarree(a, b):
4! Z = complex(a, b)
X= ...

x1 = sqrt(X)

~ g un

2. a. Utiliser ce programme pour afficher les deux
racines carrées du nombre complexe 3 — 4i.

b. Quelles sont les solutions de l'equation

Remarque : Python utilise la lettre j pour désigner le nombre
complexe i comme, par exemple, dans ['affichage ci-contre.

72=-3-4i7
1Z = complex(3, -4) (3-49)
2 print(Z)
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A LORAL s S Forme algébrique

Déterminer la partie réelle et la partie imagi-

naire de chacun des nombres complexes suivants. 2 2 S
Déterminer les formes algébriques des nombres

l.a=3+2 2.b=-2i+4 complexes donnés.
3.0=3%5 s.q=2821 :
5.e=4 6. f=0 - B3 ra=2+2-3i-3 2b=1+i—(3+3)
7.g9=1i g g D Be=-2+3-(3-3%) &d=3+3i-(-3-34)
. : La=—(1+i)+2(-L+i)
_ On considére un réel a et le nombre com- - : 2
plexe z=a?+1+2i(a’?-3). C 2b=2(1-1)-3i(1+1)
1. Déterminer les éventuelles valeurs de a pour 3.c=—y2(y2-21/2) - /3(i/3 —2/3)
lesquelles z est un réel. 4 d=iy2(2y3—i)+2iy3(i—y3)
2. Déterminer les éventuelles valeurs de a pour
p i i . . 3 . 3.
lesquelles z est un imaginaire pur. G Ta=2+i)(1+3i) 2.b :(7_2‘)(2+T‘)
1. 51 A 2 .
3e=(—>—=i)(1421) 4 d=(-%5-i)(3—4

. Déterminer mentalement les formes ¢ ( 2 2 1)( ) ( 3 1]( )

algébriques des nombres suivants. ) 1.a=(3+5i)? 5% = (3i—%]2

1.2, =(2+4i)?

2.7, = (3-2i)" 3.c=(2+3i)(2—3i) 4.d=(iy3+y2)(y2—i¥3)

— 13
3.2,=(1+1) © ED) 1.a=2+i)° 2.b=(1-2i)"
3.ce=(1-1)° Ghod=(1+1)°
Déterminer les conjugués des nombres sui-

vants. Soient a et b deux réels et z, et z, deux nombres

LA=3+2 2.B=i . complexes définis par z, = a*+a+i(b*+1) et
22:3a2—3+2ib.

Déterminer les éventuelles valeurs de a et b telles que
z, et z, soient égaux.

3.C=3i—4 4.D=-5-6i

URESUEE affirmation suivante est-elle

vraie ou fausse ? Justifier. i 2
"~ Soient x un réel et deux nombres complexes

z, et z, définis par z,=3x—3+i(x*+1) et
z,=x*—x+i(x*=1).

1. Déterminer les éventuelles valeurs de x telles que
z,+z, soit un imaginaire pur.

« Pour tous nombres complexes a et b, le conjugué
de (a+ib)? est a’+ b>—2iab. »

On considére les nombres complexes :

2= E by, = 1+: - 2.Déterminer les éventuelles valeurs de x telles que
Sans effectuer le calcul, justifier que z,+z, est un . z,+z,soitun réel.
nombre réel. .
; 5o Résolution d'équations
Résoudre mentalement dans C l'équation : :
22— 4z+5=0.

On considére la fonction polyndme P définie,
pourtout ze C, par P(z)=2z*—122%+ 37z — 40.
On admet gu'il existe un réel k tel que :
P(z)=(z—k)(z>—4z+5).

En déduire une racine réelle de P.

Résoudre dans C chacune des équations suivantes
d'inconnue z.
On écrira les solutions sous forme algé brique.

) B vz-2iva=i-2z 2.3i-22+1=i(iz+4) -2
3.3(z+i)—2z=i+z 4 (1+5i)z—2=2+iz+z
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L) 1.22—-3iz=—5—i
2.iz+z—-3=7—2z+5i
3.2z—iz=i(3+z)+z
4.2i(z+1)+3z+1 :3z—i(Z+%)

Inverse et quotient

Ecrire les nombres suivants sous forme
algébrique.

1
o3 2.b=—"
1+i _ 6+4i
e=7H bd=—5—g

Résoudre les équations suivantes d'inconnue
zel.

1.3z—i=iz—2
3.(1+i)z—2=2-1iz

2.2(1+2)—i=(1+i)z
. z(1+2i)+3=3(iz—1)

Opérations et conjugués

Ecrire le conjugué de z sous forme algébrique.

d 1. z:i(2+2i)—3i(1+2i)

2. z——21(1+1)+ i(2—4i)
3.z=(2+1i)(1+3i)
4.z=(2i—3)(3+i)
§ 1. z=(1+i)? 2.z=(2+i)?
3.z=(1-1)* 4.z=(3+2)°
_1 _ 1
.z 7 2.2= T
_2+i 1
3.2— 1_2i ‘!.2—2‘1_1
_3+2i —1—i
5.2=%5—3 6.2=351

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou
fausses ? Justifier.

o) PLNWESDE « Pourtout ze C, 2 tiz=2—iz. »
241 2-i
VRAI | FAUX e et

- est un imaginaire pur. »

VLIRSS « Pour tout entier naturel n,
(44+21)"+(4—2i)" est un réel. »

Equations polynomiales

Résoudre dans C chacune des équations suivantes.
On écrira les solutions éventuelles sous forme
algébrigue.

2.z 4z+13=0
4,22°+6z+5=0

0 1.22-22+5=0
3.4z°+4z+5=0

-1z+z—32 3

3. z+6———-

2.(z+1)*-2z=0
4.221—%

Aprés avoir écrit chacune des expressions sous
la forme z"—a" avec a € C et n € ", factoriser ces
expressions le plus possible.

2.23+27 3.2"—16 4.z°—i

Soit P le polyndme défini sur C par
P(z)=z"+z+22+z+1.
Peut-on factoriser P par (z—1i) ? Justifier.

Montrer que le nombre a est une racine du poly-
nome P, puis factoriser P en produit de polynémes
| de degre 1.

) P(z)=z+4z*+6z+4eta=—2.
P(z)=22°—142>+382— 26 eta=1.
UL P(z)=2" 223tz +2z2eta= 1.

| P(z)=z"—23—-5z—z—6eta=i

Montrer que —i est une racine du polyndme de degré 3
obtenu aprés la premiére factorisation.

_ Dans chacun des cas suivants, déterminer deux
nombres complexes z, et z, sachant que leur somme
est égale a S et que leur produit est égal a P.

1.8=0;P=9 2.8=25;P=126

3.5=1;p=1 4.8=242;P=3
=5 . 5__2 =

5.5=3;P=—3 6.S=0;P=1
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Emtawnmnuﬂ

) Lensemble C des nombres
complexes

. Déterminer la partie réelle et la partie imagi-
naire de chacun des nombres suivants.

1.z,=2 2.z,=-3i 3z;=i-3

bz, =z 1z, 5.z.=2z,Xz,

= Dans chacun des cas suivants, déterminer les
reels a et b vérifiant l'égalite.

1la+3i=2+i(1—-0b)
2.2+a+i(b*+b)=i(2b—ia?)+3a+3

- Ecrire chacun des nombres suivants sous
forme algébrique.

1.2z, =(3-2i)—(3+2i)
3.z,=(1+i)(3+2i)

2.2,=2(1+i) +i(2i—1)
4.z, =(1-1)°
5.2,=(1-i)°

Ecrire les nombres complexes sous forme
algébrique.

¥ [Calculer] @

1.z=(3-51)+(3i—2) 2.z=(2i—3)+(—1—-2)
3. z:—(1—%i)+(—;~i+2) ﬁ.z=(3—%i)—(2+%i)

5 [calculer]
1. z=(—3+2i)+(2—5i)
1

3.z=—(2-3i)+(3i-1) & 21
! [Calculer] @@

1.z=(3-1y3)+(2i4/3-5)

2.z2=(242+2iy3) - (3iy/3 —v2)

3.z ({ ’/_)+(~/_ iv2)

.22(2[—1@)—(73+2iﬁ)
5.z=(1£+[2*)7(7i£+£)
2 4 2

77

o+
W] w
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@® Parcours 1: exercices 55 ;59 ; 79 ; 84 ; 94 ; 111; 116 et 120
@ @ © Parcours2: exercices57 ;60 ; 67 ; 85: 96 ;: 112 et 122
@ @ @ Parcours 3: exercices 65 ; 102 ; 124 ; 127 et 130

g [calculer]

1.z=2(1-31)-3(1-21) 2.z=-2(1+i)+3(2—1)

32293 1)—s(1+)  4z=—3(1-i)-2(4 i)

[calculer] @

1. 2=(3+i)(1+4i) 2.z=(2+3i)2i—1)

3.z=(5-1)2—-2i) & 7= (31_%)(%1_%)

) [Calculer] @@
1.z=(3+i/3)(2i/3+5)
2.2=(242+1/3)(31/3 - ¢2)

22=(F i) 3+ g)

4 ZZ(Zﬁ—i@)(ﬁ—l 2)

exe (i 3-1)
[ [Raisonner.]

1. Déterminer la forme algébrigue des puissances
suivantes du nombre i :

cd=1i°

2. Soit k un entier naturel. Calculer sous forme

algébrique les puissances entiéres du nombre i :
ﬂ Ak b Akl‘l;cr:ikklz;dr:il&kki‘

a=it;b=i%;c=i"

[Calculer]

1. a. Calculer le nombre complexe z, défini par:
z, = 1+i+i%+i%

b. En déduire le calcul de z, = i*@0 +i*®' 40225,

2. De maniére plus générale, calculer, pour tout entier
naturel i, z=1"+i"*""+i""24§"*3,

Ecrire les nombres complexes sous forme
algebrique.

(Y [calculer]

2.z=(1-iy2)’

1.z=(2+3i)?

3.2=(3i-1) tz=(2+3i)
. [Calculer]
12=(3+12) 20-(Z-iZ)

3.z=(2/3-1y2)’




1 [Calculer] @@ @
12=(3+41)(3-4i)
2o=(-3 3343
T
wr=(Fi-8)F +4)

2 . f2\.y2 2
5.z:(— 5 —I‘Jz;)(lé__{z:)
G.Z:(iz‘?—@](_@_‘zf)
[Calculer]

1.2=(1-)} 2.2=($-1)"
3.2=(1+2i)" 4 z=(y2-1)"

4 fcalculer] ®@®
1Lz=(1+1)° 2.z=(1-2i)° 3.z=(1+i)%(1—i)°

4.z=(2+1)° 5B.z=(2-2)° 6.z=(2+i)*(2-i)°

[Raisonner.] EEMB

Soient u et v deux nombres complexes.
Pourne N’, on note R la proposition:
(u+v)"= ER: (n)u" PyP,
p=0'P
On souhaite démontrer par récurrence que la proposi-
tion R estvraie pour tout entier naturel n.

1. Vérifier que R estvraie.

2.Soit k un entier naturel tel que R, est vraie,

k
c'est-3-dire tel que (u+v)*= 3 (’;)u" PyP.

p=0
On souhaite montrer que R, , , est vraie, autrement dit
ket
que(u+u)k”: E( )uk” PyP,
p=0 p

a. Montrer que :
E (K kE (k
(H+U]k'1:1!2( )u" PUP+UZ( )u" PyP.
p=0 b p=0 b
b. En déduire que :
(L[+U)k”: i (k)ukl‘l PuP + i (k)uk pva-
p=0 b p=0 p
c. Remplacer p par p—1dans la deuxiéme somme en
remarquant que si p—1varie de 0 a k, alors p varie de
14 k+1. En déduire que :

k k+1
(L[+U)k'”: E (k)ukH PyP+ E (p]i1)uk}1 PpP,

p=0 =
s (55 o 4] oo
(k+1):(k)+( f ).en déduire que :
p p p—1
=5 (K oo
3.Conclure. g P

.

ENTRAINEMENT
Y icatcuter]

Soient z, = a, +1ib, et z, = a, +ib, des nombres com-
plexes ol a,, b,, a, et b, désignent des réels.

Ecrire un algorithme qui calcule la partie réelle et la
partie imaginaire de la somme z, +z, lorsque ['utilisa-
teur saisit la partie réelle et la partie imaginaire de z,
et de z,.

LY icatcuter)

Soient z, = a, +ib, et z, = a, +ib, deux nombres com-
plexes ol a,, b,, a, et b, désignent des réels.

Ecrire un algorithme qui calcule la partie réelle et la
partie imaginaire du produit z, x z, lorsque ['utilisateur
saisit la partie réelle et la partie imaginaire de z, et

de z,.

Pour chacune des affirmations, indiguer si elle est
| vraie ou fausse en justifiant la reponse.

VRAI | FAUX RIIEIER]

1.« i? est positif. »

2.« Le produitde 1+1i par 3+ 3i est égal a 6i. »

3.« Le nombre complexe z=(2i —1)?+2(2i—1)+5 est
égala0.»

4.« Le nombre complexe z=(2 —iy3)’* + 4(2 —iy3) +7
estégal a0.»

Z21VRAI [ FAUX BEE A

1.« La partie réelle du nombre complexe
z=(2—1)+3i(i—2) est égale a —1.»

2.« Les nombres complexes z,=(2—i) +3i(i—2) et
z,=(—2+1i)—3i(—2—1i) ont des parties imaginaires
opposées. »

3.« Les nombres complexes z, =(2+i)(3—1i) et
z,=(i—2)(i+3) ontla méme partie réelle. »

4.« Le nombre complexe z=(2+1)? est un réel. »

- VRAI [ FAUX JEETETLEA]

1.« Soient a et b deux réels. Les nombres complexes
z,=ala—1)+i(b>+1) et z,= a—1+2ib sont opposés
pour un unique couple (a;b). »

2.« Quel que soit le réel b, le nombre complexe
z=(2+1ib)(2b+1) a une partie imaginaire non nulle. »
3.« Soient a et b deux réels. Les nombres complexes
z,=(ka’—a—1)+ib(b—1) et z,=3a—2+i(b—1) sont
égaux pour un unique couple (a; b). »

4.« Il n'existe pas de valeur du réel a pour laquelle le
nombre complexe z=(a+1i)? est un nombre réel. »
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[calculer]

Résoudre dans C chacune des équations suivantes (on
écrira les solutions sous forme algébrique).
1.8z+5i=3—z+2

2.2i+3z=i(4—iz)

3.3z+2i=2i(iz—1)+1

4 (1+i)z—i=(2i+1)(1+iz)+2

’ ) [Calculer]
Résoudre dans C chacun des systémes de deux équa-

tions a deux inconnues suivants (on écrira les solutions
sous forme algébrique).

2,+22,=2— 4
2z,—2,=—1+7 =

32,+ 22, =4+ 11i

52,~ 2, = — o+ 14

_3
» 3z,t2z,=3 {2z,+3z2:3—i

+5z,=5—1i
Zz1+22:1—%i #t38,=31

) Nombres complexes conjuguas

| Ecrire sous forme algébrique le conjugué de
chacun des nombres suivants.

1.z,=-2

A 3.z,=i-2

bz, =z+z, 6'25222(234_24)
| calculer chacun des nombres suivants et les
ecrire sous forme algébrique.

1.z1=10—i2+31) 2.22:i2—3ii(i+2i
it )

prEn 42,=(125)

3.z,=

LD S Justifier si l'affirmation suivante est

vraie ou fausse:

« La solution dans C de l'équation —%:3+2i est

3 2%
—ﬁ—ﬁ‘l. »

[calculer] @

Ecrire sous forme algébrique chacun des nombres
proposés.

1a=0 2.b=1 o=
4G d=T+1 5.e=1—1 6. f=3+72
7.g:%—2i 8.h=§+2iﬂ

BB B S B B S B 8 S BB B B B S S B S S 6 B S S S BB S S S S B S S E B S E S S S B S S S S S B S S S SR R SRR S S e R eSS AR S S SR e e e e e e

S s s s s s s s e e s s BB s EE s

ssassma

Ecrire sous forme algébrigue le nombre complexe
donné puis déterminer la forme algébrique de son
conjugue.

[Calculer]
1a=3(1+i)—2i(1-2i)
2.b=y2(1-1)+24/2i(1+1)
3.c=3i(1+1i)-d(@i+1)

A.d:@(%+%i]—i§(z+i)

Y [calculer]

1.a=(1+i)(2-3i)
3.c= (Y2 +iy3)(~2/2+31V3) b.d=(5—3i)(3+4i)

2.b=(—1-1i)(3-2i)

[ F4) Icalculer]
La=(1+i)? 2.b=(1-1)2

h.d=(y2-i/3)(i¥3 +v/2)

3.e=(1+i)(1—1)

38 [calculer]

1 a=(2-1)? 2.b=(/2+2)"

Ecrire sous forme algébrique chacun des nombres
proposés.

8 [Calculer] @

—l _ 1 . 1 - 1
1fz—31 2'b_2+1 3.c—2i_3 ﬁ.d—ﬁ+iﬂ
[Calculer] @@
1 1
la= 2.b=
i T
2 g
3.c= L 4d= 1
2/2-1 27
9 K7
[Calculer]
__3i _1+i _1+2 2-3i
la=573 2.!:——2i 3'“‘273i "‘d_afzi
] I[Caiculer.]
_¥2+i/3 22
Le="S%a 2b=57%
13 B,
3 P R 2 4 d=—2 72
T ' Y3 1.
T



[Raisonner.]

]
Soient q, b, c et d quatre nombres réels et z "
et z' les nombres complexes définis par z=a +ib

etz =da +ib'.

1.Montrerque z+z =z+72.

2.a. Ecrire le produit z x 2z sous forme algébrique.

b. En déduire que (zxz)=zxZ.
v

-1 X [Raisonner]

Soient z et z’ deux nombres complexes avec
Z non nul.

S

Démontrer que @ff_) -

12}l [Raisonner] Ermﬂ
Soit z un nombre complexe.

1. Pour tout entier naturel n, on appelle P_ la
proposition « z"=(z)" ».

Démontrer, par récurrence, que la proposition P,

est vraie pour tout entier naturel n.

2.0n suppose z# 0 et on note n un entier strictement
négatif.

a. Exprimer z " en fonction de z".

b. A laide de la question 1., justifier que z"=(z)".

3.Conclure.

[Calculer]

Ecrire un algorithme qui calcule la partie réelle et

la partie imaginaire du conjugué z de z lorsque
lutilisateur saisit la partie réelle et la partie imaginaire
de z.

92 [Calculer]

Ecrire un algorithme qui prend en arguments la partie
réelle et la partie imaginaire d'un nombre complexe z
et qui retourne :

» «0n'apasdinverse »sizestégalao;
+ la partie réelle et la partie imaginaire de son inverse

1 .
7 sinon.

: [Calculer]

1. Ecrire un algorithme qui prend en arguments les
parties réelle et imaginaire de deux nombres complexes
z, et z, et qui retourne :

+ « le quotient n'existe pas » si z, estégala 0;

+ la partie réelle et la partie imaginaire de g—: sinon.
2.Implémenter cet algorithme et le tester pour

3-i
4+2i

ENTRAINEMENT

Résoudre dans C chacune des équations proposées.
On écrira les solutions sous forme algébrique.

| [calculer] @
1.iz+3(z—1)=0 2.(4+i)z=4—2

z+1 _

3(d+1)z=1+i-2iz &2t =3i
[Calculer]

1.(5+2i)z—2=i 2.2i(1-27)+7=i7—1
3.2iZ—i=2(z—5)+i e LT 1+i=0

2.z-2=3i+2z

ZXz=2z—1

5.z2—1=zxz—1i

[Raisonner, Calculer]

zZ=z 2.z=-z
3.z=iz .z=—iz
zP=zX7Z
[Calculer]

Résoudre dans C chacun des systémes de deux
équations a deux inconnues suivants.

On commencera par écrire le systéme uniquement en
fonction de z, et z, et sans conjugue.

1
FRRES {h;q%:m—z
g il Tl
%Z+ix?2:0 Z‘J+2ZZ_2
5 l z,—z,=3—4i i lﬁz1—322:12+i
z1+2zz:8—1 3z1—z2:6

Pour chacune des affirmations, indiquer si elle est
vraie ou fausse en justifiant la réponse.

99 [calculer]
Soientz,=1-3iet z,=2i +3.
1.« Le conjugué de la somme z +z, est égala 4 +i.»
2. « Le conjugué du produit z, x z, est égala 9—7i. »
3.« Le conjugué de (z,)3 est égal a —26 —18i. »
4.« Le conjugué de (z, % z,)’ est égala 112 — 66i. »
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IOJVRAI/FAUX BT Al

1« %—%i est l'inverse de 1+1i.»

2.« Les nombres complexes 1+ et % ont la méme
partie réelle. »

3.« 4 21 est le conjugué de 1—3i. »

4.« (1 +1) est le conjugué de 1—1— »

5.« Le conjugué de (1+2i)(2i +3)est(1—-2i)(2i—3). »
6.«50ientz1—1+let 1+ .Alors z,+z,eR et

z,—z,€iR.»

O] VRAI/FAUX BEFHETLOLA)

1. « Le nombre complexe —2—%i est le conjugué de la

solution dans C de l'equation iz—3+i=(2+i)z+1.»

2.« Le nombre complexe —1— 3i est solution de

l'équation 2ixz=5(1—i)—z.»

3.« Léquation 2z—ixz=3+i+2z n'a pas de solution

dans C.»

4. « Les nombres complexes z, et z, vérifiant
2z,—2z,=1+3i

lz +2z,=3+i

[Raisonner] @ @ @

Soit z un nombre complexe non nul.

Indiquer pour chacun des nombres suivant, s'il s'agit
d'un nombre réel ou d'un nombre imaginaire pur.
Justifier.

sont conjugués. »

22 =727

1. z,=z+z g

3 232224_(5)1 bz, =2"—(z)*

&

5.z5="— avecz;éz 6.z, = peore L avecz#£—z
22 +(z)* z2—(z)?
7.z :# 8.z :—(_)
7 ZXz 8 ZXZ
X} [Démontrer]

1. Montrer que, pour tout nombre complexe z # 0, le
nombre complexe %+% est un nombre réel.

2. Montrer que, pour tout nombre complexe z # 0, le

1_1
z

nombre complexe z 7 est un nombre imaginaire pur.

. [Raisonner]
Soient deux nombres complexes z= a+ib et
z =a' +ib’ ol a, b, a’ et b’ sont des réels vérifiant
1+zz' #0.
On suppose que a’+b* = 1 et a'z+b'2 =1
Montrer que le quotient

1+zz’ est un réel.

e

ses s s s s s s e enanenan

tes s s n s nne

ses e s s e e

ses s s s e s s e e

ses s s s s e En e e

ses e sssanan

1

3
3.

+

) Equations polynomiales de degré
supérieur ou égala 2

‘| Résoudre dans C l'équation 4z2+16=0.

| Déterminer deux nombres complexes u et v
sachant que leur somme est égale 3 et que leur
produit est égal & 5.

CAARUHZDE 'affirmation suivante est-elle vraie
ou fausse 7 Justifier.

« Les polynémes P, et P, définis sur C par
P (z)=2z’+t1etP,(z)=2" 2z +2 ont unfacteur
commun de la forme z—a avec a réel. »

Résoudre dans C chacune des equations proposeées.
On écrira les solutions sous forme alge brique.

| [calculer]

A(z+3i)2z-3+1)=0
(z—2i)(iz+1)=0
(iz+1+1)(3iz—1)=0
A(1+D)z—1)((2+i)z+1)=0
) [Calculer]
22+1=0 2.z2242=0
.722+16=0 4.2°4+20=0
22+4=0 6.22++=0
2, 1 _ 2,3 _
z4g=0 8.z°+5=0
[Calculer]
z2+z=10 2.724+2iz=0
.2iz°+3z=0 4.(1+1)z°=(2—-1)z

L(1+21)22+(2i—-1)2=0

: [Calculer] @

.22 +z+1=0 2.2+ 4z+13=0
bzt —4z+17=0 4.22°+27z4+5=0
2—22+1=0 6.922—6z+19=0



| "
ENTRAINEMENT

 [Calculer] @@ : D [calculer]

. 5
1.z——§ 2_%: _% 1z, tz,=—letzz,=7.

L 2.z t+z =—2y2etzz =6.
34=1-1 wsz-2--28 B e i

v 3.ztz,=—y3etzz =1

hoz,+z,=—y2etzz =1

Resoudre dans C chacune des equations proposeées.

. . - . [Calculer]
On écrira les solutions sous forme algébrique. :

: Ecrire chacun des polyndmes a coefficients complexes
. suivantssous la forme z"—a" avecaeCetne ',

. [Calculer] *  puis les factoriser par z—a dans C.
1.2 +22-6=0 2.z +22-2=0 © LP(z)=2+1 2. P(z)=z-8 3.P(z)=2+i
3.2 +322+2=0 4.82°+62°+1=0 P 4. P(z)=2+8 5.P(z)=z"-32i
5.82°+2222+15=0 6.2 +52+ 4 =0 : o
5 | [Calculer]
7. zz+2:% 8-%+%:—3 . Ecrire chacun des polyndmes a coefficients réels
. suivants en produit de facteurs de la forme z—a
[calculer] - avec @ dans C.
1.2°~27-3=0 2.2°~32-10=0 : LP(z)=2+4z
3.2°—222—8=0 42— 72 —3=0 C 2P(z)=z23+z 4+ z+1
. 3.P(z)=2—-272"+z—-2
3 g 21 L3 :
5.2°— 4z > 6. G z+z : 4. P(z)=12°
5 — 3 .
LA ©5.P(z)=25+32°+22+3
):

- AB0 6.P(z)=2z"—2z"+52"—5z°+4z—4
] m[Calcuic-*r.l [YIHUI'J

1.Ecrire un algorithme en langage
naturel qui retourne le nombre de solutions dans C Pour 5., remarquer que z° + 3z se factorise par z°>.
d’'une équation du second degré a coefficients réels

az?’+bz+c=0avec a # 0 et leurs valeurs.

. - FAo] [Calculer] @
2.Programmer cet algorithme en Python. :
< Soit le polynome P a coefficients réels défini sur C par:
m P(z)=z +z>—2.
On définit un nombre complexe a +ib sous Python en 1.Montrer que 1 est une racine du polynéme P.

écrivant complex (a,b). : i . i
' - 2.Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout

: nombre complexe z, P(z)=(z—1)(az’ +bz+c).

Python note j le nombre complexe i. w
. OnobtientP(z)=(z—1)(z2+2z+2).

3.Résoudre alors dans C l'équation P(z)=

Dans chacun des cas suivants, calculer les nombres

complexes z, et z, dont on donne la somme L3 [Calculer]
z, +z, etle produit z,z,, puis les écrire sous forme : Soit P le polynéme a coefficients réels défini sur C par:
algébrique. : P(z)=2>— 4z’ +6z— 4.
: 1. Déterminer une racine réelle, notée @, du polynéme P.
[calculer.] @ 2. Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout
1.z,+z,=6etzz,=13. 2.z +z,=10etzz,=26. nombre complexe z, P(z)=(z—a)(az* + bz +c).
3.z,tz,=1etzz,=1 47,47, =J/Ietzz ) 3.Résoudre alors dans C l'équation P(z)=
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[calculer] @@

On considére le polynome P a coefficients complexes

défini sur C par P(z) =z°—2(y2 —i)z? + (3 — 4iy2 )z + 6i.

1. Montrer gue —2i est une racine du polynéme P.

2. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout
nombre complexe z, P(z)=(z+2i)(az’+ bz+c).

3. Résoudre alors dans C l'équation P(z) = 0.

On écrira les solutions sous forme algebrique.

D [Calculer]

On considére le polynéme P a coefficients complexes
définisur C par P(z)=2z>—(4+i)z* + (5+4i)z—5i.

1. Montrer que le polynome P admet dans C une racine
imaginaire pure iz (avec @ réel) que l'on déterminera.
2. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout
nombre complexe z, P(z)=(z—ia)(az’*+ bz +c).

3. Résoudre alors dans C l'équation P(z)= 0. On écrira
les solutions sous forme algébrique.

[calculer] @@ @
Soit P le polyndme a coefficients réels défini sur C par:
P(z)=z"+2z—z+2z+1.
1. Vérifier que O n'est pas une racine du polyndme P.
2.Pour z# 0, on pose u :z+%.
a. Exprimer u?—3 en fonction de z.

b. Calculer Pizz)

de u.

pour z # 0 et 'exprimer en fonction

3. En déduire les racines dans C du polyndme P.
On les écrira sous forme algébrique.

[calculer]

Soit P le polynéme a coefficients réels défini sur C par:
P(z)=z"+22"—5z2—2z+1.

1. a. Vérifier que 0 n'est pas une racine du polyndme P.

b. Pour z # 0, on pose u:z—%.

P(z)
z2
2. En déduire les racines dans C du polynéme P.

On les écrira sous forme algébrique.

Calculer

[Calculer]

On veut résoudre dans C l'eéquation suivante

(E): 2 —(1+3)22+ (2+/3)22 - (1+3)z+1=0.
Soit P le polynéme a coefficients réels défini sur C par
P(z)=z"— (1+43)23+(2+y3)22— (1+43)z+1.

1.a. Montrer que 0 n'est pas une racine du polyndome P.

b. Pour z # 0, on pose u:z+%.
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pour z # 0 et l'exprimer en fonction de u.

P(z)

Calculer pour z+# 0 et 'exprimer en fonction de u.

2
2.a. Résuuﬁre dans C l'équation suivante :
(E):u=(1+y3)uty3 =0.
b. Résoudre dans C les équations (E,): z+
(E,): z+%:ﬁ.
3. En déduire les solutions dans C de l'équation (E).
On les écrira sous forme algébrique.

1_
E_1Et

[calculer] @ @ @
On considére trois nombres complexes u, vet w et le
polynéme Pdéfinisur CparP(z)=(z—u)(z—v)(z—w).
1. Développer le polynéme P et 'écrire sous la forme
az®+bz?+cz+d en exprimant les coefficients
complexes a, b, c et d en fonction de u, v et w.

2. A l'aide des expressions obtenues précédemment,

déterminer les nombres u, v et w tels que :
utvtw=1

uxvtuxwtvxw=1

uxvxw=1

U [Représenter]

On souhaite étudier les racines d'un polynome
symétrique de degré 2 a coefficients réels, c'est-a-dire
un polyndme P défini sur C par P(z)=az’+ bz +a, ol
a et b sont deux réels tels que a # 0.

1. Montrer qu'un nombre complexe u est une racine
dans C du polynéme P si, et seulement si, u est
solution d’'une équation (E) de la forme z’+az+1=10
ol « est un réel que 'on exprimera en fonction des
réels a et b.

2. a.Avec GeoGebra, créer un curseur @ dans [—5; 5]
avec un incrément de 0,1 et tracer la courbe
représentative de la fonction f définie sur & par:

fix)=x*+ax+1.

b. Conjecturer pour quelles valeurs de & la fonction f
admet deux racines réelles.

c. Démontrer cette conjecture.

3. a. Montrer que si le nombre complexe u est une
solution dans C de l'équation (E), alors u en est
également une.

b. Montrer que si le nombre complexe u est une

solution non nulle dans C de l'équation (E), alors %
en est également une.

€. Endéduire que si @ € ]-2 ; 2[, alors l'équation (E)
admet deux racines complexes a la fois inverses et
conjuguées.

4. Déterminer, suivant les valeurs de b

a’
de racines réelles ou complexes du polyndme
symétrique P.

le nombre



Y| [Représenter.]

On souhaite étudier les racines réelles d'un polynome
symeétrique de degré 3 a coefficients réels, c'est-a-dire
un polyndme P défini sur C par P(z)=az*+bz’+bz+a
ol a et b sont deux réels tels que a # 0.
1.Montrer qu'un nombre complexe u est une racine
dans C du polynome P si, et seulement si, u est
solution d'une équation (E) de la forme
Z’+az* +az+1=0o0u ¢ estun réel qu'on exprimera en
fonction de a et b.
2.a. Avec GeoGebra, créer un curseur @ dans [-5; 5]
avec un incrément de 0,1et tracer la courbe
représentative de la fonction f définie sur It par:
fx)=x*+ax*+ax+1.

b. A l'aide de la courbe représentative de f, conjecturer
une solution réelle évidente de I'équation (E).
c. Démontrer cette conjecture.
3.a. Vérifier que, pourtout ze C:

Z2+1=(z+1)z* —z+1).
b. Montrer qu'il existe un polynome symétrique Q de
degré 2 (voir exercice précédent) tel que, pour tout
nombre complexe z, P(z)=(z+1)Q(z).
c. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles le poly-
nome P admet exactement trois racines réelles.
4. Application : Résoudre dans C l'équation :

223+ z2+z+2=0.

[Calculer] @@ @
On souhaite étudier les racines réelles d'un polynome
symétrique de degré 4 a coefficients réels, c'est-a-dire un
polynome P définisur C par P(z) = az*+bz’+ cz*+ bz +q,
ol a, b et ¢ sont trois réels tels que a # 0.
1.Montrer qu'un nombre complexe u est une racine
dans C du polyndme P si, et seulement si, u est
solution d'une équation (E ) de la forme
z'+az’+ [z +wz+1=0 ol @ et 8 sont deux réels
qu'on exprimera en fonction de a, b et .

2.a. Montrer que 0 n'est pas solution de l'équation (E).
b.Soit Q(z)=z"+az’+ Bz’ + az+1.

Calculer, pour tout ze €7, %

¢.On pose, pourze C’, Z:z+%. Exprimer z1+% en
fonction de Z puis montrer que Q(z) = 0 si, et seule-
ment si, Z est solution d'une équation du second degre
a coefficients réels.

3.0n suppose que Z est un réel k et solution de
l'équation du second degré obtenue a la question 2. ¢.

Déterminer pour quelles valeurs de k l'eéquation
z+% =k admet deux solutions reelles distinctes.
4.Résoudre dans C l'équation z* +22°+32*+2z+1=0.

Chapitre 1.

ENTRAINEMENT

Pour chaque affirmation, justifier si elle est vraie ou
fausse.

- VLI [Raisonner]

1.« L'équation 322 —2z+ 1= 0 admet deux solutions
réelles distinctes. »

2. « Les nombres complexes conjugués 2 +i et 2 —1i sont
solutions de l'éguation z+% =4.»

3.« Les solutions dans C de 'équation z” —4z+5=0
sont les opposeés des solutions dans C de l'equation
2+ 4z+5=0.»

4.« La partie réelle des solutions dans C de l'équation
22— 6z+10 =0 est égale 4 3. »

LU [Raisonner.]

1.« Le polynéme P défini sur C par P(z)=z"+1se
factorise dans C par z+1.»

2.« Les polynémes P, et P, définis sur C par
P(z)=2z"—1etP,(z)=2z+1ontun facteur commun
dans C. »

3.« Le polynome P défini sur C par P(z)=2z"—1in'a pas
de racine dans C. »

On pourra caleuler (v2+iy2)°.

LU [Raisonner.]

1.« Deux nombres complexes conjugués dont la samme
et le produit sont tous les deux égaux a 1sont les
solutions dans C de l'éguation z2—z+1=0.»

2. « Si z est une racine dans C du polyndme P défini sur
C par P(z)=z"—2z?—3, alors son conjugué z en est
aussi une. »

3.« Le polyndme P a coefficients complexes défini sur C
par P(z)=z+iz?+z+1i admet trois racines distinctes
dans C. »

4. « Les polynomes P, et P, & coefficients complexes
définis sur C par P,(z)=z*+iz’—2z—2i et
P,(z)=z’—iz’+2z— 2i ont une racine imaginaire pure
commune. »

Soitne N” et P le polynéme défini pour tout
zelparP(z)=z"—1
On admet que P admet n racines distinctes.

Calculer le produit de ces n racines, appelées racines de
lunité.
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5 [Calculer, Communiguer]

On considére le polyndme P a coefficients réels défini
sur C par P(z)=2z"—8z"+ 41z — 128z + 400.

1. Montrer gue si z est une racine du polynéme P, alors
son conjugué z en est aussi une.

2. a.Soit b un réel. Déterminer P(ib) en fonction de b
puis l'écrire sous forme algébrique .

b. Montrer que le polynéme P admet exactement deux
racines imaginaires pures dans C et les calculer.

3. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout
nombre complexe z, P(z)=(z>+16)(az’+ bz +c).

4. Résoudre dans C 'équation P(z)=0.

[Calculer, Chercher.]
1.0n considére le polyndme P 3 coefficients réels défini
sur CparP(u)=u"—1
a. Factoriser le polynome P dans C en produit de
facteurs du premier degré a coefficients complexes.
b.En déduire les solutions dans C de l'équation
P(u)=0.
2. 0n considére l'équation (E): (%]4 =1

En utilisant les résultats de la question 1. b., résoudre
l'équation (E) dans C.

[Calculer, Chercher]
On considére le polyndme P a coefficients réels défini
sur CparP(z)=2z%—1.
1. a. Factoriser l'expression u® —v? pour tous nombres
complexes u et v.

b. En remarquant que z® = (z2)*, déterminer
trois réels a, b et c tels que, pourtout z € C,
P(z)=(z>—1)(az" +bz>+c).

dq -ﬁ)z (l_-ﬁ)z
2.a.Calculer(2+1 5 et > i) .

b. En déduire les six racines dans C du polynome P.

[Calculer, Raisonner]

1. On considére 'équation du second degré a
coefficients complexes :

(E):z—(6+2i)z+7+6i=0.
a. Montrer que, pour tout nombre complexe z,
22— (6+2i)z=(z—(3+i))*—8—6i.
b.En déduire que l'équation (E) équivaut a
(z—(3+1))*=1.
c. Résoudre alors l'équation (E) dans C.

2. En appliquant une méthode analogue, résoudre dans
C l'équation du second degré a coefficients complexes:

(E'): 22+ (2+4i)z+6+4i=0.
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[Calculer, Chercher.]

On considére 'équation a coefficients complexes :
(E):2z°—(1+6i)z+3i=0.
1. Démontrer que l'équation (E) admet un unique

nombre imaginaire pur comme solution et le
déterminer.

2. l'équation (E) admet-elle comme solution un
nombre reel ? Justifier.

3. Résoudre (E) dans C.

. [Chercher, Représenter.]
On munit le plan d’'un repére orthonormé (0 ; If, 3).
On appelle A le point de coordonnées (2; 0).
Atout nombre complexe z # 2, on associe le nombre
complexe z' = 22:15
Onécritz=x+iyetz =x +iy’ ol x, y, X et y' sont
des nombres réels.

Soit M(x; y) un point du plan distinct de A et
M'(x' ;') le point qui lui est associé par la
transformation z — z'.

Le but de l'exercice est de déterminer la nature de
'ensemble des points M quand z’' vérifie certaines
conditions.

1. Soit B le point de coordonnées (2; 1).

Déterminer les coordonnées (x' ; y') du point B’, image
du point B par la transformation définie précédemment.
2. Soit C' le point de coordonnées (1; 2).

Déterminer les coordonnées (x; y) du point C dont
limage est le point C'.

3. Calculer z' sous forme algébrique et exprimer sa
partie réelle x’ et sa partie imaginaire y' en fonction de
xety.

4. Déterminer une équation de l'ensemble E, des points
M(x ;y), distincts de A, tels que z’ soit un réel et
préciser sa nature,

5.Déterminer une équation de l'ensemble E, des points
M(x ;y), distincts de A, tels que z’ soit un imaginaire
pur et préciser sa nature.

[Chercher, Représenter.]
On munit le plan d'un repére orthonormé (O ; u,v)
On appelle J le point de coordonnées (0 ; 1).
A tout nombre complexe z 41, on associe le nomhre
iz
_z' .
On écrit z=x+iy et zZ =x +iy’ ou x, y, X’ et y’ sont
quatre nombres reels.
Soit M(x; y) un point du plan distinct de J et
M’'(x ;') le point qui lui est associé par la
transformation z — z'.

complexe z' = :



1. Déterminer les éventuels points M(x; y) du plan
pour lesquels M’ et M sont confondus.

2.Déterminer les coordonnées du point I' associé au
point I(1;0).

3.Déterminer les coordonnées du point A tel que le
point associé A’ ait pour coordonnées (2;0).
4.Déterminer une équation de l'ensemble E, des points
M(x; y), distincts de J, tels que z’ soit un réel et
préciser sa nature.

5. Déterminer une équation de l'ensemble E, des points
M(x; y), distincts de J, tels que 2’ soit un imaginaire
pur et préciser sa nature.

ADEATIETRY [Chercher, Représenter.]

On munit le plan d’un repére orthonormé (O ; 1,7 ).

A tout nombre complexe z, on associe le nombre
2‘1:22

zxz+1’

Onécritz=x+iyet 2 =x +iy ol x, y, X et y sont

quatre reels.

complexe z' =

Soit M(x; y) un point du planet M'(x ; y') le point qui
lui est associé par la transformation z — z'.

1. Justifier que le nombre complexe z’ est défini pour
tout ze C.

2. Existe-t-il des valeurs de z telles que z soit égala17?
Justifier.

3.a.Démontrer que 7' est réel si, et seulement si,
(z—z)z+z)=4i

b. Déterminer l'ensemble E, des points M(x; y) tels
que z' soit un réel.

4.Déterminer 'ensemble E, des points M(x ; y) tels
que z’' soit un imaginaire pur.

i [Chercher, Représenter]
Equation a paramétre
On considéere le polynome P a coefficients réels défini
sur CparP(z)=2z"—2z+9.
1.Résoudre dans C l'équation P(z)=6.
2.Soit m un réel. On considére l'équation (E): P(z)=m
d'inconnue z dans C.
Pour quelles valeurs de m l'équation (E) admet-elle
deux solutions complexes conjuguées ? Justifier.
3.0n munit le plan d'un repére orthonormé (0 ; 7, v ).
Onécritz=x+iyetz =Plz)=x'+iy' ol x, y, X et y’
désignent guatre réels.
a. Exprimer la forme algébrique de P(z) en fonction de
xety.

b. Déterminer l'ensemble E des points M(x; y) tels que
Z soit un réel.

Chapitre 1.

.
SYNTHESE
L [calculer, Modéliser]

On représente parfois les résistances de certains
composants électroniques par des nombres complexes.

Par exemple, l'impédance d'une résistance pure est
représentée par le nombre réel Z, = R. C'est le seul
composant a avoir une impédance réelle, tandis que
limpédance d'une bobine d'inductance L est
représentée par le nombre complexe Z, = iLw ol w
désigne la pulsation du signal et dépend de l'intensité
du courant présent dans le circuit.

Lorsgu'ils sont montés en paralléle, ces composants

peuvent étre remplacés par un composant unique

i6 3 limpé gt 1= 1 4 1
associé a l'impédance Z vérifiant /3 + 7
Donner la forme algébrique de 'impédance Z en

fonction de R, de L et de w.

AS B
En électricite, le nombre complexe i est noté j pour qu'il n'y
ait pas de confusion avec l'intensité du courant.

| [calculer, Chercher]

Suite de nombres complexes

Soient @ et 8 deux nombres réels. On définit une suite

récurrente d'ordre 2 par la donnée de u,, de u, etde la
relation de récurrence (1): u au,, ,+pu,, valable

pour tout entier naturel n.

1.a.Soit r un nombre complexe non nul et (u ) la suite
définie pour tout entier naturel n par u, =r".

n+2

Montrer que si (u,_ ) vérifie la relation (1), alors r est

solution de l'équation (2): 2 —ar— 3 =0.

b.On suppose que r, et r, sont les solutions dans C de

l'équation (2).

Montrer que s'il existe A et ¢ dans C tels que, pour

tout entier naturel n, u = .&r;‘+,ur’2'. alors la suite (u)

veérifie la relation (1).

2.0n admet que si une suite (u, ) vérifie la relation (1),

alors il existe deux nombres complexes A et u tels que,

pour tout entier naturel n, u, = Ar] + prl, ol r, etr,

désignent les solutions de 'équation r* = ar + 3.

Soit (v, ) la suite définie pour tout entier naturel n par :
{ v, = 1us v, = 2

v v, —5v°
Exprimer, pour tout entier naturel n, v, en fonction de n.

n+2

Nombres complexes : point de vue algébrique | LLS.fr/MXPP45 | M 45




| TABLEUR

[Représenter, Communiquer.]

On munit le plan d'un repére orthonormé (O; U, v).

Pour tout nombre complexe z, on définit le nombre

complexe flz)= 2(1 i)z+ ; —%i.

On pose z, = 2+i et, pour tout entier naturel n,
z,..=f(2,)

On écrit, pour tout entier naturel n, z, =x, +iy_, avec

x, ety réels.Onaainsix;=2ety,=1

Pour tout entier naturel n, on appelle P, le point de

coordonnées (x, ; y, ) dans le repére.

1.a. Calculer z, et z, et en déduire les coordonnées des

points P, et P,.

b. Pour tout entier naturel n non nul, exprimer x_, . et

Y,,,enfonctionde x ety .

2.a. A l'aide du tableur de GeoGebra, représenter dans

le repére les points P, pour n allant de 0 a 30.

Apres avoir complété le tableur avec deux colonnes x, ety ,
sélectionner toutes les valeurs, faire un clic droit et choisir
« Créer liste de points ».

b. Qu'observe-t-on ?

3. Soit J le point de coordonnées (0 ; —1). On définit,
pour tout entier naturel n, la suite (d ) pard = JP .

a. Pour tout entier naturel n, exprimer d_ en fonction de
x, ety,.

b.A l'aide d'un tableur ou de GeoGebra, représenter

le nuage de points de coordonnées (n; d, ) dans un
repére orthonorme. Qu'observe-t-on ?

c. Conjecturer la limite de la suite (d,).

4. a. Montrer qu'il existe un unique nombre complexe w
telque flw)=

b. Comment peut-on interpréter les observations faites
a la question 2. b. sur les points P_ ?

[Raisonner, Représenter]
Suite de nombres complexes
Soit @ un nombre complexe non nul et difféerent de 1.

On définit la suite (z, ) de nombres complexes par
z, =0 et, pour tout entier naturel n, z, ,,

1.a.Calculer z,, z, et z, en fonction de a.

=0Z L

b. Démontrer par récurrence que, pour tout entier
_ d—a"
naturel n, z = e X1

2. Uniquement dans cette question, on pose « =1i.

a. Montrer que z, = 0.

b. Pour tout entier naturel n, exprimer z_, en fonction

de n, puis en fonction de z .

¢.On munit le plan d'un repére orthonormé (O ; u
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On pose, pour tout entier naturel n, z, = x,_ +iy, eton
appelle P les points de coordonnées (x,; y,).

Placer les points P, P, P, P, et P, dans le repére.

48| APPROFONDISSEMENT J{sitia i e et ad

Partie A : Formules de Viéte,casn=3

On considére un polynome P de degré 3 a coefficients
reels défini dans C par P(z)= ez’ + ¢,z +a,z+ a,,
ol a,, a,, @, et @, sont réels tels que a, # 0.

On appelle z,, z, et z, ses trois racines dans C, even-
tuellement confondues.

1. Factoriser P en produit de facteurs de degré 1.

QO

2. Montrer gue z1+zz+zs——g— etzzz = a2,
Partie B : Formules de Viéte,cas n= 4

On considére un polyndme P de degré 4 a coefficients réels
définidans C parP(z)=ga,z"+a,z2’ +a,2’ +a,z+a 0l
@, a, a,a, eta sontréelstels que o, # 0.

On appelle z,, z,, z, et z, ses quatre racines dans C,

eventuellement confondues.
o

o
etz zzz = 7z

5
Partie C : Formules de Viéte, cas general

Soient n un entier naturel non nul et P un polynéme
de degré n a coefficients réels défini dans C par
P(z]:a’"z"+..‘+a’0.

On admet qu'un tel polyndme admet nécessairement n
racines z, ; ... ; z, (éventuellement confondues).

@,
Montrer que z,+z,+z +2, =—7~

1. Justifier que, pourtout ze C, on a

P(z)=a, (z—2)...(2—2,).

2. Démontrer les formules de Viéte explicitées dans le
cours.

| ELGL RSB [Chercher, Communiguer]

Résolution par radicaux des équations de degré 3

Partie A : Retour surla méthode de Cardan

On considére 'équation (E): x*+ px=gq ol p et g sont

reels.

On souhaite obtenir une méthode pour calculer une

solution réelle x d'une équation de cette forme.

On cherche x sous la forme x=u+wv avec u et v réels.

1. Montrer que si x=u+up,alors ¥’ =u* + v’ +3u X v x x.

2. En déduire que sion obtient des réels u et v tels que
ultpi= q

p alors x=u+wv est une solution de (E).
u XU:_?

3.a.0n pose s =u?® et t = v’. Montrer que les systémes
3

P _
510
t=q—s

u3+v3:q 5

s°—qgs— P
et sont equivalents.
UxXy= —‘3—

b. Expliquer comment obtenir une solution x cherchée.
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4. Application : Avec la méthode de Cardan, trouver la
solution réelle positive de l'équation x*+ 24x = 56.

5. Peut-on appliquer la méthode de Cardan a l'équation
de Bombelli x> —15x— 4 = 0 ? Justifier.

Partie B : Résolution d'une équation de degré 3

Soient a, b, ¢ et d quatre nombres réels avec a # 0. On
considére l'équation (E'):ax*+ bx?+cx+d = 0.

1.0n pose x= X_3l:1

Montrer que résoudre l'équation (E') équivaut a
résoudre X*+pX =0=gq ol p et g sont deux réels
qu'on exprimera en fonction de q, b, c et d.

2. Application : En utilisant la question 1. puis la

partie A (méthode de Cardan), résoudre l'équation
X}*—axx*+x—2=0.

APPROFONDISSEMENT QoIS A ETN LA

Partie A : Racine carrée d’'un nombre complexe
Soit @ =a+ib un nombre complexe, ol a et b sont
réels. On cherche & déterminer s'il existe un nombre
complexe z tel que z> =a.
On pose z = x +iy, ol x et y sont deux réels.
1. Montrer que si z est une solution de l'équation z> = a,
alorsilenest de méme de —z.
2.Montrer que z est solution de z? = « si, et seulement
si, x et y vérifient le systéme suivant:

X*-y’=a

2xy=>b

24y =TT

- | !
SYNTHESE -

3.a. Montrer que si b > 0, alors une solution

de l'équation z° = @ est donnée par

\/%(a+ a2+b2)+i\/—;—(\/a"—+b2—a).
Déterminer une deuxiéme solution de l'équation
étudiée.

b. Montrer que si b <0, alors une solution

de l'équation z2 = & est donnée par

VA a+ @+ - i/ LT+ -a).

Déterminer une deuxiéme solution de l'équation dans
ce cas.

4.A l'aide de la question 2., déterminer tous les
nombres complexes z tels que :

b.z2=3—4i,
Partie B : Résolution d'une équation du second degré a
coefficients complexes

a. z2=2i.

Soient a, b et ¢ trois nombres complexes avec a #0. On
souhaite résoudre dans C l'équation az? +bz+c = 0.
1.Montrer que résoudre 'équation az’+bz+c =0

s il i . b\_ A _
équivaut a resoudre l'équation E(Z+E) Za = 0en
posant A = b*— 4ac.

2.50it e Ctelque §2=A

Montrer que les solutions de l'équation az’ +bz+c=0
5 —b+4
et G T
3. Application : Résoudre dans C l'équation :
22+ (3i—4)z+1-7i=0.

sont données par

EXEI'CICES tla nsversauxen lien avec ce chapitre :

C‘INZ\PCIIJL“‘ A k K k et 'p238

Compiexa Arithmétique Matrices

Graphes

Entrainez-vous au Grand Oral et enregistrez-vous sur [(EER{I{ENT (o IIETE T

Comme le suggere le programme, les problemes abordés en maths expertes peuvent servir d'appui a des questions
de Grand Oral. Voici un exemple, basé sur l'enseignement de spécialité, utilisant des notions de ce chapitre.

1. Sur la formule du bindme de Newton

Rappeler 'énoncé de la formule du bindme de Newton
dans C.

Démontrer cette formule en utilisant des arguments de
dénombrement et de combinatoire.

2.Sur larésolution des équations du second degré

Rappeler une expression des solutions de ['équation a
coefficients réels az>+bz+c =0 (a # 0) lorsque A< 0.

Ces résultats s'utilisent lors de l'etude de suites
lineaires recurrentes d'ordre 2 ({IH"” =bu,  +ecu,)
et dans l'étude des équations différentielles linéaires
d’ordre 2 (af " +bf' +cf=0).

Se renseigner sur ces méthodes de résolution et
exposer un exemple au jury.

Méthodologie Consulter les fiches méthode de
8 ce manuel pour le Grand Oral p. 244
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Avént de cothmencer

B0 Ecrire un nombre complexe sous forme
algébrique

1. Déterminer la forme algébrique des nombres
complexes suivants.

a.z,=(5+i)(3i-2) b. z,=2=%

2. Déterminer la forme algébrique du conjugué du

nombre complexe z, 1 +3l +1.

a Résoudre des équations dans C
Resoudre dans C les équations suivantes.
1.3z-2i=0
3.4z+i+7=3-5

2.(8-3i)z+21=12
4. 8iz+2z+1=3+4i

B Résoudre une équation du second degré
Résoudre dans C les équations suivantes.

1.322-52+1=0 2.z°+z+1=0

3.22-y22+3=2 4 (22 —4z+2)(2'~2z+1)=0

n Résoudre une équation polynomiale

1. 0On considére le polynéme P défini sur C par:
P(z)=2*—52"+11z—10.
a. Montrer gue 2 est une racine de P.
b.En déduire une factorisation du polynéme P.
. Résoudre dans C l'équation P(z)=
2. Résoudre dans C l'équation :
(E) : 22347224+ 92+4=0.

B Utiliser les propriétés de la fonction
exponentielle

Soit x un nombre réel.
Simplifier les écritures suivantes.

e

1l e¥xe™! 2.

ex
3. (ex-l-l)z " (ex—l)Sxel-SX

ST
e &

n Utiliser les fonctions trigpnométriques

1. A laide d'un cercle trigonométrique,
déterminer le cosinus et le sinus des angles
suivants exprimés en radian.

—2r b. 231 é 251

11z
%73 4 &—32
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Prerequis
1. Déterminer la forme algébrique et conjuguée d'un
nombre complexe.

2. Savoir résoudre des équations ou systémes d'équations

faisant intervenir z et Z.
3. Savoir résoudre des équations polynomiales.
4. Maitriser la fonction exponentielle.

5. Connaitre les relations trigono métriques et les valeurs

trigopnométriques remarquables.
6. Savoir étudier des situations de parallélisme et
d'orthogonalité dans le plan.

2. Pour chaque cas, déterminer une valeur de x
vérifiant les conditions données:

a. cos(x)=—1etsin(x)=

b. cos(x )= —L etsin(x)= £
3

) N cos(x)= 7.
3. Résoudre dans E le systeme

sin(x)= —%-
2 utiliser des propriétés géométriques
On considére un plan muni d'un repére
orthonormé (O ; 1;J), d'unité le centimétre
1. Placer le point A tel que IOA— 6 rad et
OA=3cm.

2. Déterminer la nature du triangle BCD tel que
B(1;3),C(—1;1)etD(1;-1).

n Probléme

On considére un plan muni d'un repére

orthonormeé (O ; 1;J).

Soient A, B et C trois points définis par:

» I0A=3Z rad et 0OA=2y2 ;

B appartient au cercle tngonométrique de
centre O tel que 10B = T rad;

« C a pour coordonnées C(3;1).

Déterminer la nature du triangle ABC.

Il a fallu plus de deux siécles pour que les
nombres « imaginaires », qui ne sont au
départ que des fictions utiles aux calculs
algébriques, prennent un statut nouveau,
qu'il soit algébrique ou géométrique. C'est
Gauss qui, en 1831, introduit les « nombres
complexes » en lien avec leur re présentation
dans un plan.




1. Représenter un nombre complexe par un point.

2. Déterminer le module et les arguments d'un nombre complexe.

3. Passer de la forme algébrique a une forme trigono métrique ou
exponentielle et inversement.

4, Utiliser les nombres complexes pour étudier des configurations
du plan dans le cadre de la résolution de problémes.

5. Utiliser les formules d'Euler et de Moivre pour transformer des
expressions trigonométriques dans des contextes divers (intégra-
tion, suites, etc.).

6. Utiliser les racines de ['unité dans [étude de configurations liges
aux polygones réguliers.

g suites, ecr
ins du plan, tre
discréte, fonctions holomorphes...
Lélectricité, les trajectoires des planétes et la
navigation, par exemple, sont autant de domaines

dans lesquels les nombres complexes ont permis de




.AcnvnEs

) Des nombres complexesa la géométrie ek ¢ L i GrNGHATS

(O;u, V) estdirect lorsque

(u;v)= ’Tr +2km avec ke Z.
Déecouvrir les notions d'affixes de points et de vecteurs.

On se place dans un plan muni d’un repére orthonormé direct (O ; 1, V). Remarque : On note le repére

On peut représenter les nombres complexes dans le plan en associant & (0;%,7)alaplacede(0;7,5)

chaque nombre complexe z= x+ iy le point de coordonnées (x; ). pour éviter les confusions possibles
avec le nombre i.

On dit alors que M est le pointimage de z et inversement que z est l'affixe du
point M. On note M(z).

On considére les points A et B placés sur la figure ci-contre et le point C de =
coordonnées (2 ; —24/3). 4
- —_— —_— _J'T :A
Oa) Demontrerque(OA;OC)=T+2k7r;kEZ. 0 -
b) Reproduire la figure et placer précisément le point C.
9 Donner les nombres complexes associés a chacun des points A, B et C,
notés respectivement z,, z et z..
ef\ quelle condition un nombre complexe est-il représenté par un point de B
I'axe des abscisses ? Par un point de l'axe des ordonnées ? T
o Le numbre complexe z associé a un point M est aussi représenté par un
vecteur w tel que w= OM. On dit que le vecteur w a poural’ﬁxe z, et on note z_; = z.
a) Quelles sont les affixes des vecteurs OA, OB et OC ?
b) Déterminer le point D tel que 0D = BC.
c) Endéduire l'affixe du vecteur BC.
e Déterminer l'affixe du point I, milieu du segment [BC].
Si A et B sont deux points d'affixe respective z, et z,, exprimer l'affixe du
vecteur AB en fonction de z, et z,, puis celle du milieu du segment [AB ].
== L s ' fg
: 1) Forme algébrique et formes trigonométriques
UbjECtif Déterminer une forme trigonomeétrigue d'un nombre complexe écrit sous sa forme algébrique.
On se place dans un plan muni d'un repére orthonormé direct (O;u, 7). §
On considere les points A, B et U placés sur la figure ci-contre et le point C T
d'affixe z,=—3+3i. Onnote z, et z, les affixes respectives de A etB.
o a) Reproduire la figure, placer C et déterminer les affixes des points A et B.
b) Calculer la longueur OA. =
On appelle module de z,, que l'on note |z, |, la longueur OA. A v U
c) Calculer |z, | et | z.|. ' ol %

o —_— — — —
ea] Donner une mesure en radian des angles (_OU; OA) et (OU; OB )

b) En utilisant les coordonnées de C, déterminer les valeurs de cus(ﬁ; a}b) et sin(ﬁf; &:’), puis en déduire
une mesure @ de l'angle (OU; OC). Cette mesure est un argument du nombre complexe z, affixe de C.
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c) La mesure précédente est-elle unique ? Justifier.
d) Qu'en conclure concernant la notion d'argument d'un nombre complexe ?
On note arg(z.)=a+kx2r avec ke Z.
o a) Vérifier que z_=|z|[cos(a)+isin(a)].
Cette écriture de z,, est appelée forme trigonométrique du nombre complexe z..

b) Exprimer la partie réelle et la partie imaginaire de z, en fonction de son module Izc| et de a.

°a) Placer le point D d'affixe z, :3(%_ i@ ) Déterminer une forme trigonométrique de z,.
b) Déterminer une forme trigonométrique du nombre complexe z = —44/3 + 4i.

m Proposer une méthode permettant de déterminer
le module et un argument de z = x+iy.

'« Racines 72-iémes de ['unité

m Découvrir l'ensemble U des racines n-iemes de [unite.

Soit n est un entier naturel non nul. On considére ['équation complexe z" =1.

Les solutions de cette équation sont appelées racines n-iémes de Uunité. On note U _l'ensemble de ces solutions.
o Déterminer les ensembles U, et U,

oa) Déterminer lensemble 1,.

v
b) Démontrer que le polygone, dont les sommets ont .I/"
pour affixes les racines quatriémes de l'unité, est un \

carre.

9 On considére le repére orthonormé (O ; U, V)
ci-contre. On admet que le triangle UJK est equilatéral.

a) Déterminer les affixes des points U, J et K sous
forme exponentielle.

On note j l'affixe du point J.
b) Démontrer que l'affixe de K est j2.

0
c) Justifier que 1, j et j? sont solutions de /
léquation z* =1. \

d) Démontrer que z est solution de z* =1si, et
|z|=1
seule ment si, arg(z):—z—;f-k' ou k est un entier

relatif. Pour quelles raisons peut-on affirmer que 'équation admet exactement trois solutions ?

o Pour n =2, n =3 puis n = 4, démontrer que la somme des racines n-iémes de l'unité est égale a 0.

Déterminer 'ensemble U, en précisant le nombre d'éléments le constituant,
m puis démontrer que la somme des racines n-iémes de l'unité est égale a 0.

Conjecturer une propriété du polygone dont les n sommets correspondent a
I'ensemble des racines n-iémes de l'unite.
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1) Géométrie et nombres complexes

Le plan est muni d’'un repére orthonormé direct (O ; u, ?}) nommé plan complexe.

I Affixe d'un point et affixe d'un vecteur
| Définitions |

Soit M le point du plan de coordonnées (x ; y).
1.0n appelle affixe du point M le nombre complexe z défini par z=x+1y.

2.0n appelle affixe du vecteur OM le nombre complexe z.
3.Un vecteur  a pour affixe z lorsque w= m, ol M est le point d'affixe z.

Les points U, V et A ont pour affixe respective
Zy =12y =ietz, =-2+i. g =

o

_l_+h«1(z)

Remarque : Un
repére orthonormé
(0;U,0)est
direct lorsque

(E § 3) = %+ 2km
avec k € Z.

On note
respectivement :
« M(z)

. ad*(z)

- w(z)

o
—y
=21

Propriétés
Soient E: et "LB: deux vecteurs du plan complexe d'affixe respective z et z,.

1. Le vecteur w, +w, a pour affixe z,+z,.

2.Soit A € . Alors le vecteur RE: a pour affixe Az,.

Soient z, et z, deux nombres complexes dont
les formes algébriques sont données par
z,=x,ty, etz,=x,+1y,.

x X,
Ainsi E:( 1)nﬂ.-t 15;( 2).
—_— v—by1 2 - .I1+x2
1. w,+w, a pour courdunnees( )

Yy, Yy,

Donc: T =x,+x,+i(y,ty,)
=(x,tiy,) +(x, tiy,)=2z,+z,.

[oimonsTRATION ]

Ax
2.50it A € B. Aw; a pour coordunnées(i : )
1

Donc: z- = Ax, +idy, = A(x, +iy,) = Az,

Remarques:

* Un nombre
complexe écrit
sous forme
algébrique
z = x+iy peut
se représenter par
le point M(x; y)
ou par le vecteur
e
wlx;y)

+ L'axe des
abscisses est
appelé axe des
réels. Laxe des
ordonnées est
appelée axe des
imaginaires purs.

Remarque : On dit
que l'application qui
associe son affixe

a un vecteur du
plan complexe est
linéaire.

Soient w] et w, deux vecteurs du plan complexe d'affixe respective z, = 3i+5 et

z,=1—1. Le vecteur 5w, — w, a pour affixe 5z, —z, = 24 + 16i.
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Remarque : On

retrouve le lien

Zom " Zu 2o
=Zy
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Propriétés
Soient A et B deux points du plan complexe d'affixe respective z, et z

1.Le vecteur AB apour affixe zz; =z, —z,.
Z.+Z
2. Le point I d'affixe z, est le milieu de [ AB]si, et seulement si, z =A§—’3~.

rntmunsmunuﬂ—

Par définition, les vecteurs OA et OB ont Nt pour ¢ affixe respectlve z, etz,
1. D'aprés la relation de Chasles, on a: AB=AO+ OB = OB — OA.

En utilisant la propriété 1. précédente, on obtient: z; =25z — 257 = 2, — 2,
—p s
2.1 est le milieu de [AB] donc AB = 2AI. Remarque : On
En utilisant la propriété 2. précédente, on obtient que zg = 2z5. obtient la réciproque
7 4tz en remontant les
| o i = H — A B
D'ou zB—zA—z(zl—z‘_\)donc Z2,—2,=22,—22,,50it 2, = 5 calculs.

1. A et B ont pour affixe respective z, =2 —3i et z, = —1+5i. Le vecteur AB a donc

pour affixe zz =z, —z, = —1+5i—(2—3i) = -3 + 8.

- z,tz, 1
Le milieu I du segment [AB] a pour affixe z, = 5 =t
2.Soient A, B et C trois points d'affixe respective z, =6—3i,z,=2—ietz.=2-2i
z,+z,
Onaz.= “2 donc C est le milieu du segment [AB].

Soient A, B et C trois points du plan complexe d'affixe respective z, =5—2i, z, = —1—iet z, =3 +4i.
Déterminer l'affixe du point D tel que AD =3AB - BC.

Onazg=z,z,= 6tietzp=z,—z,=4+51
d'0l Z5 5e =323 Zpe = 22 21 Methode

De plus, zz;;=2,—5+2i. Or 3AB—BC=AD. * On calcule les affixes des différents vecteurs AB
Donc z, —5+2i = —22 — 2i, soit z, = 17— 4i. BC, 3AB— BC et laffixe de AD.

= On traduit l'égalité vectorielle 3AB —B_C- - ﬁ par
une égalité d'affixes.

= Onrésout l'équation obtenue.

I Module d'un nombre complexe

m B Remarque : Par

M(z) g
Soit M le point d'affixe z. Le module de z, noté | z|, est la 'ZI dEﬁ"t;unn: |lZ| es_t un
: e nombre réel supé-
distance OM, c'est-a-dire | z|= OM. b7 '0 P s\up
rieur ou egal a 0.
ol n X
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Soitze C.Alors:|z|=0e2z=0.

[ oimonsTRATIOR

|z|=02 OM =0« O et M confondus < z=0.

Propriéteé
Pour tout nombre complexe écrit sous forme algébrique z=x+iy, on a:

|z|=yx*+y’ et|z|’=2zxZ.

[oEmoNsTRATION]

Soit M d’affixe z. Alors M a pour coordonnées (x; y). Le plan complexe étant ortho-
normé, ona|z|=0M = /(x,, —x, P+ (¥y Y, =¥(x—0)+(y—0) =y/x’+y’.
Par ailleurs, | zP = (@ +y2)° =x* +y? puisque x2+y? > 0.

De plus, zxz =(x+iy)x—iy)=x’—(iy =x"+y°. Dot |z =z xz.

Remarque : Pour

1
Z%U,E:ﬁ.

Le module de z=6—8i est |z|=y/6>+(—8)* = 10.

Proprietes Remarque : L'iné-

galité triangulaire
etend celle valable
sur [2 avec la valeur
2.« |zx7|=|z|x|Z|; absolue.
Zl
. [—;’r[:]%%(m z'#0);
- |z"|=|z|" (avec z#£ 0 sin < 0).

3.Inégalité triangulaire : |z+2'|<|z|+]|Z|.

Soient z et 2’ deux nombres complexes et n un entier relatif non nul.Ona:
1.|z|=|z|et|—z|=|z|

E['MUHNRNIUH S'e rep?ngr_a_lexerC|ce 3 p._69 pour les points 1. et 2., puis a
'exercice | - - p.79 pour le point 3..

Déterminer les modules des nombres complexes z, =(3—2i)(2+5i), z,=(1 —3iYet z,= 31j2ii.
On obtient :
o |2,|=13—2i|x |2+5i]| =413 x /29 = 377 Méthode
o |z,|=11-3iP= 103:1gm + Calculer le module des différents termes de U'expression, puis utiliser les
_ il 2 T 4% égalités |zx 2 |=|z| x|z'|, | 2" | =] z|" ou| = =|Z,|.
B EE T Rz e A A R 7l 1z

+ Penser a simplifier le résultat obtenu en utilisant les opérations sur les
racines carrées de nombres réels.
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A Arguments d’'un nombre complexe

Dans cette sous-partie, on suppose M distinct

de O, c'est-a-dire z # 0.

On considére M’ le point de la demi-droite y
[OM) appartenant au cercle trigonométrique.

On note @ un réel associé au point M’ du cercle P2 B
trigonometrique. =Y M

M(z)

S

R

Le réel « est appelé mesure, en radian, de l'angle orienté (;; aff). On note :
(u; OM):a+k><27( (keZ).

| Définitions | m—

» Siz estnul,
langle orienté
(;; OM ) n'est
pas défini. On ne

Lorsque M est le point d'affixe z, avec z # 0, un argument de z, noté arg( z), est une
mesure de l'angle orienté (u ; OM ), soit (u; OM ) =arg(z)+kx2n (ke Z).

La mesure d'angle appartenant & |- ; 7 | est appelée argument principal de z.

peut donc pas
S ler d'argument
Propriétés LA
o
On considére un nombre complexe z non nul. + Unargument de z
1.arg(z)=0+kx 27 (k € Z) = z est un réel strictement positif. n'est pas unique

puisque l'angle
orienté (;, ﬁa’)
- admet une infinité
—S+kx2r (k € Z) & z est un imaginaire pur vérifiant Im(z) < 0. de mesures,

2.arg(z)=n+kx27 (k € Z) & z est un réel strictement négatif.

3.arg(z) :%+kx 27 (ke Z) = z est un imaginaire pur vérifiant Im(z) > 0.
4, arg(z)=
toutes égales a un
multiple de 27

[oimonsTRATION} =

1arg(z)=0+kx2r (ke Z) ﬁ(ﬁ'; OM )=0+kx27 (keZ) & 1 et OM colinéaires
de méme sens < z est un réel strictement positif.

2arg(z)=n+kx2r (kEZ)@(;;m)=x+kx2x (ke?Z) < u et OM colinéaires

Remarque : Ces pro-
priétés permettent
de démontrer le

de sens contraire < z est un réel strictement négatif. parallélisme ou
3. arg(z)= %+ kx2r (ke Z) ﬁ(u ; OM ) = % +kx2r (ke Z) = M appartient a la l'orthogonalité de
droites.

demi-droite [OV) = z est un imaginaire pur vérifiant Im(z) > 0.
4, arg(z)=f%+kx27r (ke Z) a(l_;; m)zf%hkxz:r (ke Z) = M appartient a

la demi-droite [OW), oli W est le point d'affixe —i « z est un imaginaire pur tel que
Im(z) < 0.

1 arg(—2)=rm+kx2rx (k€ Z) car —2 est un réel strictement négatif.

2. arg(%i) :%ch 2 (ke Z) car %i est un imaginaire pur et % >0.
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2) Formes trigonométriques et exponentielles

Dans cette partie, on considére un nombre complexe z non nul et M le point d'affixe
z=x+iy, oll x et ysontréels. On note @ = arg(z) + kx 27 (k € Z).

I Formes trigonométriques
e

Pour tout nombre complexe non nul z=x+iy,
ol x et y sont réels, on a x=|z|cos(a) et Jz|
y:|zfsin(a).

De plus, z =|z|(cos( @) +isin(a)) ol
a=arg(z)+kx2r (keZ).

e

[oémonsTRATION ]

Onat+OM =||7 || x OM x cos( ; OM )= 1 x| z| x cos(a).

Or le repére est orthonormé donc 1+ OM = 1x x+0 X y = x. Ainsi, x =|z|cos ().
De plus 3°m:||;||XOMXCUS(I;; ﬁ):1 x|z| xsin(u ; ad,):|z|x sin(a).
or ;-m:0xx+1xy:y donc y =|z|sin(e).

Donc z=x+iy =|z|cos(a)+i|z|sin(a)=|z|(cos(a)+isin(a)).

Remarque : Lorsque

Z+#0,0na:
|:|Js(|:zf)=|—]zc| et
sin(a)zl%‘.

Tout nombre complexe z # 0 s'écrit sous laforme z=|z|(cos(a)+isin(a)) appelée
forme trigonométrique de z.

z=2|cos(—%-) +isin(—%-)] est une forme trigonométrique de z = y/2 —iy2.

Propriété
Pour tous nombres complexes z et z non nuls,ona:

" l |z|=]2|
Z=Z &

arg(z)=arg(z ) +kx2r (ke Z)

[ oimonsTRATION

« Onsuppose que z=2. Alors, |z|=|z'| et arg(z) = arg(z') + kx 27 (k € Z).
+ Réciproquement, on suppose que |z|=|z'| et
arg(z)=arg(z)+kx2r=a+kx2r (ke Z).
Alors, z=|z|(cos(a) +isin(a@))=|z |(cos(a) +isin(a))=z.

Remarque : Un
nombre complexe

Z # 0 admet une
infinité de formes
trigonométriques

| z|(cos@+isin®),
ouf=a+kx2r
(ke Z).

Remarque : Autre-
ment dit, z et 2’
sont égaux si, et
seulement si, ils ont
le méme module et
le méme argument a
27 prés.,
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Propriétes (Formules d'addition)

Pour tous réels aet b,on a:
1.cos(a+b)=cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b) et
cos(a—b)=cos(a)cos(b)+sin(a)sin(b)
2.sin(a+b)=sin(a)cos(b)+cos(a)sin(b) et
sin(a—b)=sin(a)cos(b)—cos(a)sin(b)

[ofmonsTRATION ]

L -
.Soient a et b deux réels et on définit dans le plan complexe les points Remarque: Siur, v

—_— .
w i et w sonttrois
M. (cos(a)+isin(a)) et M_(cos(b)+isin(b rtenant au cercle
_1( (’) Hisin( ) ,(cos(b) (b)) appartenant a vecteurs non nuls, on
trigonometrique.

admet la relation de

-

Ainsi, OM, = OM, = 1et (ii; OM, ) = arg(zy ) +kx 21 =a+kx2x (k€ Z), Chasles des angles
(u; W;): arg(zy )tkx2r=b+kx2r (k€ Z). ori(eﬂtés:)(u(;iv )_,}
Ty - =(u;v)+lv;
Ona(OM,; OM,)=(u; OM,)—(u; OM,)+kx2r=b—a+kx2r (ke Z). +hx 27 (k € Z)et
On obtient donc cos{OM, ; OM, )= cos(b—a)=cos(—(a—b))=cos(a—b). (v;u)=—(u;7)
D'une part, OM,» OM, = OM, x OM, x cos(OM, ; OM, ) = cos(a—b) et, d'autre thx2r (k € Z).

part, le repére étant orthonormé, W:om;:cns(a)cus(b)+sin(a)sin(b).

D'otl cos(a —b)=cos(a)cos(b)+sin(a)sin(b).

Par ailleurs, cos(a+b)=cos(a—(—b))=cos(a)cos(—b) +sin(a)sin(—b)

soit cos{a+b)=cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b) puisque cos(—b)=cos(b) et

sin(—b)=—sin(b).

2. Pour tout réel x, cos(x)= sin(%—x) et sin(x) = cus(%—x}.

Pour tous réels aet b, sin(a+b)= cas(%*(aer)): cus((%*a)*b)
:cus(%—ﬂ)cus(b)+sin(%—ﬂ)sin(b]
=sin(a)cos(b)+cos(a)sin(b)

Pourtous réels a et b, sin(a—b)=sin(a+ (—b))=sin(a)cos(—b) +cos( a)sin(—b)

=sin(a)cos(b) —cos(a)sin(b).

Propriétés (Formules de duplication)

Pour tout réela, on a:
1. cos(2a)=cos®*(a) —sin’(a)=2cos*(a) —1=1—2sin?(a)

2. sin(2a)=2sin(a)cos(a)

EEMUHSTRHTIUH Voir exercice - p.71.

Pour tous nombres complexes non nuls z et z’ et pour tout entier naturel n, ona:

1.arg(z ) =—arg(z) +kx2r et arg(—z) = arg(z) + 7+ k x 27 aveck € Z, Remarque : Légalité
2.arg(zxz' )=arg(z)+arg(z' )+ kx2r et arg(z") =narg(z)+ kx2r avec ke 7. 2. est en raalité vraie
- arg(%)Z arg(z)—arg(z)+kx27 avecke Z. pourtout n € Z.

EfMUHSIRHIlUH Voir exercice | /- p.71.
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1. Déterminer la forme algébrigue du nombre complexe z= 4[cus(—2§5) +isin(2TjT)].

2. Déterminer une forme trigonométrique du nombre complexe z' = —5—5iy/3.

1. On sait que cus(%i):—; et sin(

- 4(_%“@):_”21,/5.

2.0nalz|=y(-572+(-5/3) =10.

De plus, CDS(“):ﬁT:_%:_%“ sin(a’):——.l—:—

Donc ¢ =— 2‘-;( convient.
Une forme trigonomeétrique de z est donc:

z= 10[[:05(—2%) + isin(—%r)].

Méthode

1. Pour passer d'une forme trigonométrique a la forme
algébrique d'un nombre complexe, on doit déterminer
les valeurs de cos( ) et de sin( @ ) puis on développe.

2. Pour passer de la forme algébrigue & une forme
trigonométrique d'un nombre complexe non nul, on doit :

« calculer le module de z ;

+ calculer cos(a)= ﬁ etsin(a)= % :

+ obtenir une valeur de & correspondant.

) Formes exponentielles imaginaires

Pour tout réel e, on définit l'exponentielle imaginaire (ou expone ntielle complexe)
de @ par e = cos(a) +isin(a).

Proprieté (Relation fonctionnelle de 'exponentielle imaginaire)

Pour tous réels o et o', ¥ x ¥ = ell**a),

E[‘MUHSIRHH[]H Voir exercice | | p. 72.

Pour tout réel @, on a |e®|=1et arg(e'?)=a+k x 27 (k € Z).

E[‘MUHSTRHH[]N Voir exercice | ' p. 72,

Définition

Tout nombre complexe z # 0 s'écrit sous une de ses formes exponentielles
z=|z[e™, ot a=arg(z)+kx2x (ke Z).

Propriété
Soient z et z' deux nombres complexes non nuls tels que z=|z[e* et z'=|z [e™.

Alors zxz =|z|x|z|xe"*) pourtout ne N, z" =|z['e"™ et Ezrz%f;%e““““‘).

E[‘MUHSTRHHUH Voir exercice | p. 72,
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Remarque: e2" =1

0T .
ete'z=1.

Remarque : Cette
relation permet
notamment de
retrouver les
formules d'addition.
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2 o (2xy_ T
Pour z=e!3 et z =e'%,0na zz = el T3/ =iz,

Déterminer une forme exponentielle du nombre z=(—-1—1)(3 +3iy3).

lz|=]—1—1i| x|3+3iy3 | =42 x /36 = 64/2.
arg(z)=arg(—1—1)+arg(3+3iy3) +k x 21

—3r , —5T
:T+§+kx2rr %—12‘—+k>(2}"( (kEZ).

Méthode
» Ondetermine le module et un argument de chaque facteur.

; Sz = On utilise les propriétés opératoires pour conclure.
Par conséquent, z=6y2e 12

KA Formules d’Euler et de Moivre
e

i Wil
Pour tout # € R, unams(g)z% e’—g

et sin(t?)zizi

EEMUHSIRHTIUH Voir exercice 11 p. 73.

Formule de Moivre

Pourtous € Retne Z, on a cos(nfd) +isin(nf )= (cos( ) +isin(8))".

EEMUHSTRHTIUH Voir exercice | '+ p.73.

Exprimer cos®(x ) enfonction d’'une somme de cosinus de la forme cos(nx), o n e N.

On dit que l'on linéarise cos®(x).

i g
D'aprés les formules d'Euler, on a: cos(x):f

. Hy iry3 iry2,, ~ix ix ix 42 i3 ”
Dc»rw::clzlss(x):(E —EE )3:(8 ) +3(e")e ;38 (e™) +(e™) Méthode

@y 3l ity 3eig Ay oK 3y 3ol 3o-iry oS Pour linéariser, il faut se servir des

= ] = 3 formules d'Euler, puis développer.
; a3 ; ; On utilise ensuite les propriétés opératoires
1 Srpe 3 e"4e™ 1 3 E ;
R € 5 +g X=—5 —=7c0s(3x)+-cos(x) sur les exponentielles complexes, puis on

utilise de nouveau les formules d'Euler.
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-} Applications gaométriques

I Démontrer avec les nombres complexes

Soient A et B deux points d'affixe respective z, et z, dans le plan complexe.

La distance AB est égale 3 AB=|z, —z, |=|z, — 7]

[oEmonsTRATION
Dans un repére orthonormé, AB :\/(xu_xa]2+(ys_y,\)2 =[(xp—x )+ (Y, —y)i|

=|(xp+iyy) —(x, Tiy, )| =2z, —2,]-

Propriétés
Soient A et B deux points d’affixe respective z, et z, dans le plan complexe.

1.Ll'ensemble (E) des points M du plan d'affixe z vérifiant |z—z,|=|z—z,]| est la
médiatrice du segment [AB].

2.Si r est un nombre réel strictement positif, alors lensemble (E’) des points M du
plan d'affixe z vérifiant |z—z, |=r est le cercle de centre A et de rayon r.

[ oimonstRATIOR
.M e(E)e|z—2z,|=|z—2,| = AM =BM « M appartient 4 la médiatrice de [AB].
2.M<(E)e|z—z,|=r « AM=r < M appartient au cercle de centre A etde rayon r.

Propriétés
Soient A, B et C trois points deux a deux distincts d'affixe respective z,, z, et z,..
41 (u : AB): arg(z, —z,) +kx2r (keZ)

e Z—Z
2.(AB; AC)=arg(zC—z:)+kx2;r (ke Z).

=

[0EMONSTRATION |

1.0n sait que AE a pour affixe z, —z,. On considére le point M d'affixe z,—z,.
Alors OM = AB d'oil (Z, A_B.):(z_:, ﬁ)+kx 2r (ke 7).
On a donc (If a/f): arg(z,—z,) +k'x 27 (k' €Z).
On obtient bien (;,E)Z(;, ﬁa’) thkx2r =arg(z,—z,)t k' x2r (k" € Z).
2. D'apres la relation de Chasles sur les angles orientés, on a:
(E;E):(A_B.; ;)+(E;E)+kx2n (ke Z)
Z—(;;A_B.)+(;;KC>)+](X2HUCEZ) .
=arg(z,—z,)—arg(z; —z,) tkx2mr = arg( z‘;—z: )+kx2;'r (keZ).
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Remarque : Calculer
des distances
permet de démon-
trer qu'un triangle
est rectangle, qu'un
point appartient & un
cercle, a la média-
trice d'un segment,
etc.

Remarque : Calculer
des mesures d'angles
orientés permet

de demontrer le
parallélisme ou
lorthogonalité de
droites, l'alignement
de points, etc.




Soient A, B et C trois points d'affixe respective a=—1—i,b=3ete=-2+3i.
Déterminer la nature du triangle ABC.

.b—a _ _4+i _ .
On calcule : rEr i i &
b—a|_, |b—al_. AB_ _
Donc C_ﬂ|—1@|C_ﬂ|—1@—AC—1@AB—AC.

Méthode

On en déduit que le triangle ABC est isocéle en A. De plus, et un de sesarguments.

arg('lé:g):—%+kx2rra(A_C';A_B‘):—%+kxzrr (k € Z).

Le triangle est donc isocele rectangle en A.

points sont alignés ;

On calcule le nombre complexe

b—a

c—a’ puis son module

On conclut en fonction des valeurs obtenues:
* sile module est1, alors AB = AC;

= si unargument est — ou 7T, a 27 prés, alors les

= si un argument est —% ou % a 2 prés, alors les

droites ( AB ) et (AC) sont perpendiculaires.

) Racines 72-iémes de l'unité

On appelle cercle unité, et on note U, 'ensemble des nombres complexes de module 1.
Onadonc U={zeC,|z|=1}

On considére deux nombres complexes z et z’ dans U.On a zz' € U et % elU.

E['M[]HSIRHTII]H Voir exercice || " | p. 75.

Pour n € N', on appelle racines n-iémes de l'unité les solutions de I'équation
complexe z"=1.

Propriétés
o -
1onalU, = {ehrLi ,kelN,0sksn—1} U, estcomposé d'exactement n éléments.

2.Si n> 3, alors les points dont les affixes sont les racines n-iémes de l'unité
forment un polygone régulier a n cotés.

EEMUHSIRHTIUH Voir activité | = p. 51 pour le point 1.. Le point 2. est admis.

D'aprés lactivité {8, U, = {1}, U,={-1; 1},

2ir

U,={1;j:j% avecj=e73,etU, ={-1;-i;1;i}
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Remarque: ze U
signifie que le point
M(z) appartient au
cercle trigonomé-
trique. Autrement dit,
zelUe3Wek,
z=e

Ona0e& .

Remarque: Ces
propriétés traduisent
la stabilité de U par
produit et passage a
linverse.

Onnote U,
l'ensemble des
racines n-iémes de
['unite.



LESSENTIEL

© Dans un repére orthonormé direct (O ; 1, ¥ ), on peut associer, i tout point M de coordonnées (x ; y), le
nombre complexe z = x + iy. On dit que z est l'affixe du point M et du vecteur OM.
On appelle module de z le nombre réel |z |= OM = /x* + y? et, pour z #+ 0, on appelle arguments de z les
nombres arg(z) = (u , OM ) + k x 27 (k € Z). Cela permet de :

v etudier des configurations géomeétrigues ;

v/ résoudre des problémes d'alignement de points et de parallélisme ou d'orthogonalité de droites.

© Pour tout nombre complexe non nul de forme algébrique z = x + iy, on peut déterminer une forme
trigonométrique |z | (cos(a) +isin(a)) et une forme exponentielle |z | e.

De plus,on a cos(a)= i| etsin(a)= % Cela permet de:

|z
v simplifier le calcul de module et d’arguments d'un nombre complexe défini par une somme, un produit ou
un quotient de nombres complexes ;

v/ résoudre des probléemes géometriques, en particulier ceux en lien avec des calculs d'angles.

el+e¥ . elf— e y
© Pourtoutd cRetne N, cos(H) = =——etsin(0)= = (formules d’Euler) et
cos(nf)+isin(nf)=(cos(0)+isin(O))" (formule de Moivre). Cela permet de:
v linéariser des expressions trigonométriques ;

v simplifier l'étude de certaines suites et intégrales.

2i

© Lensemble des solutions complexes de z" = 1(oii n € N*) est U = {e . JkeMN,o<k<n—- 1}.

Cela permet de :
v résoudre certaines équations polynomiales dans C;

v/ étudier des configurations liées aux polygones réguliers.

Toutes les mesures d'angles et d'arguments |

Un argument de z # 0 est
sont données a un multiple de 2:r preés. - 7

( | arg(z):a:(a;ﬁd.)
( : - — )
amideiezes |, [ i minonbonomédine (0173 —
ey M [ ' T e
=Mk le nombre complexe z=x +iy eosla) =i sin(@) =
< =
l / arg(z xz)= arg(z) + arg(z’)
2XZ=|ef! (AB=z, 2 v arg (;) = arg(z) —arg(z)
|z x 2| =2 % |2] ; ‘_I‘:_Hl_sizf £0 NOMBRES COMPLEXES : b e
2 | POINT DE VUE GEOMETRIQUE (AB; AC) = arg (ZC_ - )
A

L —
{ |

e\{z + e—ia

Forme trigonometrique : cos(a)= —— Forme exponentielle :
Pour tout z # 0, 5 ot a-ia Pourtoutz # 0,
z=lz|(cos(@) +isin(a)) sin(a) = = 5 z=|z|e*

L { cos(ne) +1 sin(ne) = (cos (@)+i sin(a))" J*(—J

-1 P ] Piic & ik =)
Téléchargez cette fiche de révision au format PDF sur| lls.fr/MxPfiche2 |
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Retrouez pus de QUM pour réiser ur AUTO-EVALUATION -

n Soient A, B et C trois points d'affixe respective m Une forme trigonométrique de —-%—+3i-‘-/2-_3~ est
zA=3+2i,E=—1_tSi etz.=i—1 9_3[005(_2_”)+isin(_2_}r)]
Le vecteur AB—2AC a pour affixe : o 3 T 3

O 3[cos(57) +isin(57)]

g ilalia O 3[eos(§) - isin( )

O:u+5i ©s-2 sl ]
© 3] cos(—57) +isin(—57)]
m Lemaduleide (2l estegal o E Pour tout x € I, (cos(x)+isin(x))® est égal a:
7
o 0/ © cos®(x) +isin®(x) ) 5cos(x) +5isin(x)
5 25 ; i
© o OCOS(SX)+sm(Sx) @ cos(5x) +isin(5x)
m [Une ou plusieurs bonnes réponses par question]
m Soient A, B et C trois points distincts d'affixe B On considére le nombre complexe z = —34/3 —3i.
respective a, b et c tels que Ezg =—i.Alors : Alors :
© ABC est équilatéral, © une forme trigonométrique de z est
© ABCest isocéle en A. z= 6[1:05(—%‘1) + isin(—%-«)].
. Six
@ ABC est rectangle en A. ( une forme exponentielle de z est z= be 6.
) ABC est scaléne (triangle dont les trois cotés sont @ une forme exponentielle de z est z= —6ee
de mesures différentes). € une forme exponentielle de iz est z = 6e 3.
| soient z et Z deux nombres complexes vérifiant m Pour tout réel x, on a sin®(x) =
z=13e 76 et z = —/2 +4/2i. Alors:
oz ) ) : 5
O -2e % o %i(e‘x—e'“f b sin(3x) 435111(,1:)
z 3 i]"vr
—=5e qz . . 3 -t M
(b 7 2 o—%i(e“—e””‘f (o) sin(3x) 435111(1:)

°zxz’=eei%’ir‘
ozxzr=3(ﬁ2“/€)+3(ﬁ;mi

m On se place dans un repére orthonormé direct (O ;u, v ).
On considére le point C d'affixe ¢ = /3 —1+(2+343)i.

1. Déterminer graphiquement les affixes des points A et B.
2. Déterminer la nature du triangle ABC. T +

=y

3. Déterminer l'affixe du pied de sa hauteur issue de C.

4. Déterminer l'affixe du centre de gravité de ABC. 0

Ry
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Cg:) Retrouvez plus d'exercices
dans notre cahier d'algo

(LLS.fr/PythonXP )

Ensembles de Julia

Soient w et ¢ deux nombres complexes. On considére une suite de nombres complexes
(z,) définie sur N par z, = w et, pour tout entier naturel n, z_,, = z2 +ec.

Pour tout entier naturel n, on note u, =|z |

L'ensemble de Julia, noté J , est 'ensemble des nombres complexes w tels que la suite
(u,)est bornée.

n+1

Etudier des propriétés de 'ensemble
de Julia J , c'est-a-dire lorsque ¢ =0,
a l'aide d'une des deux méthodes.

Questions préliminaires :
On pose c=0.
1. Quelle est la nature de la suite (u,) lorsque @ =07? Lorsque |w|=17?

2. Quels nombres complexes appartiennent alors précisément a l'ensemble de Julia J ?

LABO
PYTHON

METHODE DE RESOLUTION 1 | GEOGEBRA' METHODE DE RESOLUTION 2 W

On note, pour tout entier naturel n, z =x +iy et
w=atif, ol e, §, x ety sontdesréels.

ety ,enfonction des

1.a. Construire le cercle de centre A(0;0) et de
rayon 1 et choisir une fenétre graphique comprise

entre —3 et 3 en abscisse et en ordonnée. 1. Exprimer les termes x

termes x_ety, .

n+1
b. Placer un nombre complexe z, de maniére
aléatoire dans le plan en utilisant l'outil
correspondant.

2. a. Reproduire et compléter l'algorithme suivant,
qui permet d'obtenir les valeurs successives
de (u,) pour n allant de 1a 10 pour « et § donnés.

A 4
-~ =¥ l>. Fonction Julia (a, 8):
Xo=—da
o™ Point e p
@ Point sur Objet Pour k allant de 1 a 10 faire :
a—Xx
& Lier/Libérer Point by
X Intersection B o .
. ...
A Milieu ou centre U
o Nombre complexe Afficher U
Fin Pour

c. Construire alors les points z, a z, puis deplacer
z,. Que peut-on observer en fonction de la position
de z,?

b. Programmer et tester cet algorithme avec Python
pour des valeurs wtelles que 0 <|w|<1et|w|>1.
Que peut-on en conjecturer pour l'ensemble de
2.Démontrer que, si 0 <|w|<1, alors la suite (u ) Julia J, ?

est décroissante et converge, et que si|w|> 1, alors

) ) - 3. Démontrer que si 0 <|w|<1, alors la suite (u,)
la suite (u, ) est croissante et diverge.

est décroissante et converge, et que si|@|>1, alors
3.Que vient-on de démontrer pour l'ensemble J ? la suite (u,) est croissante et diverge.

4.Que vient-on de démontrer pour l'ensemble J; ?
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Ensemble de Mandelbrot

Soit ¢ un nombre complexe. On considére une suite de nombres complexes

(z,) définie sur I par z, = 0 et, pour tout entier naturel n, z"_H:zfq+c.
Pour tout entier naturel n, on note u, =|z, |

L'ensemble de Mandelbrot, noté M, est 'ensemble des nombres complexes ¢
tels que la suite (u, ) est bornée.

Etudier quelques propriétés de 'ensemble de
Mandelbrot a l'aide d’'une des deux méthodes.

Question préliminaire:

On note, pourtout ne N, z, =x, +iy etc=a+ib,olia b, x, ety,
sont des réels.

Exprimer les termes x_,, et y ., en fonctionde a, b, x, ety .

METHODE DE RESOLUTION 1

1.a. Reproduire la feuille de calcul ci-dessous.

METHODE DE RESOLUTION 2

Les mathématiciens ont prouvé que, dés qu'il existe
un terme de la suite (u,) dépassant strictement 2,

LABO
Pmmﬂ

A B C D
1 0,2 alors cette suite n'est pas bornee.
2 — 0,3 1. Reproduire et compléter l'algorithme suivant et
3 n Xn Yn Un expliquer l'affichage obtenu.
: ? Fonction Mandelbrot (a, b):
6 2 x~0
2 3 y-—0
b. Quelles formules faut-il saisir dans les cellules g:u

B4, C4, B5, C5 et D4 pour obtenir les valeurs de la
suite (u, ) dans la colonne D ?

€. Obtenir les 30 premiéres valeurs de la suite (u,).
2. Conjecturer l'éventuelle convergence de la suite
(u,) pour c=—-0,2+0,3i.

3. Déterminer trois valeurs de ¢ qui appartiennent a
M, puis trois valeurs de ¢ qui ne lui appartiennent
pas.

Tantque U<2etn<30:

X—x

Y-y

A= e

Y ...

U~ ...

n—n+i
Sin=31:

Afficher « oui »
Sinon:

Afficher « non »

2. Programmer et tester cet algorithme avec Python
pour les valeurs ¢=—0,2+ 0,3i et ¢ = 0,6 + 0,6i.

En 1980, pour la premiére fois,
Benoit Mandelbrot parvient

a représenter cet ensemble 2 (
'aide d’un ordinateur.

Quelles conclusions concernant l'ensemble M
peut-on obtenir & l'aide de ce programme ?
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|- Soient A, B et C trois points d'affixe
respective a=4—5i,b=2i—3 et c=1+i.
1.Déterminer l'affixe des vecteurs CB et —2CB.

2.Déterminer 'affixe du milieu du segment [AC].

| On considere le nombre complexe z =4 —3i.

1.Calculer le module de z.

2.En déduire le module de z.

Soit z un nombre complexe de module 5 et

d'argument BT;T

1.Déterminer l'argument principal de z.

2.Déterminer une forme trigonométrique, une
forme exponentielle et la forme algébrique de z.

Soient z et z’ deux nombres complexes

2

définis par z=3e's et Z = 6e 3.

Soient A, B et C trois points distincts d'affixe
respective a, b et ctelsque 3(b—a)=—i(c—a).
Quelle est la nature du triangle ABC ?

Déterminer la nature des ensembles de
points M d'affixe z du plan complexe vérifiant :
1.|z—3+5i|=4 2.|z+1-2i|=|z+5|

En utilisant les données de la figure
ci-dessous, déterminer une forme exponentielle
de l'affixe des points M, M,, M,, M,, M, et M,.

M, — i LM

=

=y

——t

3 L , z
Déterminer une forme exponentielle de zz', z° et e

66 M | LLS.fr/MXPP66

- En utilisant le graphique ci-dessous, donner les
affixes des points A et B, puis des vecteurs w; et w,.

+A
/'
.//
=1
"//“ L
A
-
u
s
Of wu
B
+

On considere, dans le plan complexe muni d'un
repére orthonormé direct (O ; u; 3), les points A,
B et C d'affixe respective a, b et c.

On donne a =3 +5i, b=—%+2i et ¢ = 3i.
Soient w, et w, deux vecteurs d'affixe respective 3 —4i
et 2i—%.
Faire une figure, placer les points A, B et C, puis des
représentants des vecteurs 1w, et w,.

On donne a :—%+3i, b :1—%i ete=2i—7.
Déterminer les affixes des points D, E, F, G et H définis
par:

—\-__2”—\-
1.BD=%5CA

3. F est le milieu du segment [AC].

2. AE = SAB— BC

4, G est le symétrique de B parrapport a 'axe des
abscisses.

5. H est le point de coordonnées (4 ; —4/2).

Dans le plan complexe, on considere les points A,
B, C et D d'affixe respectivea =5-3i,b=2,c=i—2et
d=1-2i

1. Placer ces points dans le plan complexe. Que peut-on
conjecturer sur la nature du quadrilatére ABCD ?

2. Déterminer la nature du quadrilatére ABCD.

3. Déterminer l'affixe du point d'intersection des droites
(AC) et (BD).



Module et arguments

Calculer le module du nombre complexe z.

1.2=34/3

2.z=2i+1 3.z2=42-1y3
1.z=(2-2i)(3+51) 2.z=(4i—3)°
_—2-3i _(2-i)?
3.z= 1= 4, z= -5

_ Dans chague cas, on donne un nombre complexe
z et son module.

b.z=y2+iy2 et|z|=2.
V3 7.

dz=—=—Fiet|z|=7.

a.z=6iet|z|=6.

c.z=—2+2iy3 et|z|=4.
1. Déterminer cos(a) et sin(« ), ol @ est un argument de z.

2.Déterminer alors une valeur de a.

Déterminer un argument des nombres complexes
suivants.

1.22%—3155 2.z=Ti

943 . 9,

3.z= 5 +71

4. z= 43— 4

Formes trigonométriques et exponentielles

_ Déterminer la forme algébrique des nombres
complexes suivants.

1.2 2 cos( ) t1sin( 35))
2.z=4y/3(cos(7) +isin(x))

3.z= 6(005(—1—761) + isin(— 176'T ))
boz= cus(%) +isin(%)

~ L Déterminer une forme trigonométrique pour
chaque nombre complexe donne.

1.z=-5 2.z=mi 322—%—7‘2/5i
boz=4i—4y3  5.z=1+i 6.z=—3+3i

Déterminer une forme exponentielle des nombres
complexes suivants.

1.z:—g~+%i 2.2=—2-iy2 3.2:12@—i—‘/;—_5

“- On considére les deux nombres complexes
. s - .
z=3e% et z’=12e %' Déterminer une forme
exponentielle des nombres donnés.

1.3z 2.—37' 3.27"
Z 3 3,02
4, 7 5.2z 6.z°z

Problémes géométriques

- Dans le plan complexe muni d'un repére
orthonormé direct (O ; If; 3). soient A, B et C trois
points d'affixe respective a=—1+2i,
b=4+3i etc=—6+i.
1. Determiner la longueur AB.
2.Déterminer une mesure en radian de l'angle
p: & — —_—
orienté ( BA ; BC)-

-| Soit ABC untriangle rectangle isocéle en B tel que
(BA; BC)Z - g +kx2r (ke Z). Determiner ;%g, olia,
b et ¢ sont les affixes respectives des points A, B et C.

Dans chaque cas, A, B et C sont trois points d'affixe
respective a, b et c.
Déterminer la nature du triangle ABC.

@=1+2i,b=—2+3i et c=—1+6i.
LY a=6+3i, b=—1+2ietc=3—1i

CD a=2i-1b=3+zietc=1+3i

Formules trigonométriques

Linéariser les expressions suivantes.

1. cos?(x) 2.sin’(x) 3. cos? (x)sin(x)

- A l'aide de la formule de Moivre, exprimer, pour
tout réel 8, cos(38) en fonction de cos(8).

Racines de 'unité

- Soit M un point du plan complexe d'affixe z
appartenant a U.

on donne (u; a/lb):7TI+k><2rr (keZ).
Déterminer une forme exponentielle, puis une forme
trigonometrique et la forme algébrique de z.

-f':'i_. Résoudre dans C l'équation z' =1,
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) Geométrie et nombres complexes

|- Soient A et B deux points du plan complexe
d'affixe respective a= %— Sietb=3i—3.

Déterminer l'affixe du milieu I du segment [ AB .

Y Soit z le nombre complexe z=(1-2i)(5+3i).

Déterminer de deux maniéres differentes le module
de z.

- Donner l'argument principal des nombres
complexes suivants.

_ _ 42
1.21—5 Z.Zz—*T
3.2,=3i 4.z,=—i

. :':'__ [Raisonner]

[ing]
Dans le plan complexe, on considére un point
M d'affixe z=x+1y, ol x et y sont deux réels.

Soient M,, M, et M, les points d'affixe respective z,
—z et —z. On pourra s'aider d'une figure.

1. a. Démontrer que, pour tout point A de l'axe des
réels, AM = AM_.

Que peut-on en conclure pour l'axe des abscisses par
rapport au segment [MM, ] ?

b. On considére la transformation du plan qui, a tout
point M, associe le point M,.

Quelle est la nature de cette transformation ?

2. a. Démontrer que le point O d'affixe 0 est le milieu du
segment [ MM, ].

b. On considére la transformation du plan qui, a tout
point M, associe le point M,.

Quelle est la nature de cette transformation ?

3. a. Demontrer que, pour tout point B de l'axe des
imaginaires purs, BM = BM_.

Que peut-on en conclure pour l'axe des ordonnées par
rapport au segment [MM,]?

b. On considere la transformation du plan qui, a tout
point M, associe le point M,.

Quelle est la nature de cette transformation ?

4.Si A apour affixe 3+ 2i, expliquer comment
construire ses symétrigues par rapport a chaque axe du
repére ?

@@@ Parcours 3: exercices 56 ; 83 ; 84 ; 97; 103 ; 115 ; 123 et 127

B s S e s B S S B S S SR B SR e S B RS SRS A RS S eSS e RS e e R e

R R T OO EOETOTETETTTETETYT

Parcours 1: exercices 50 ;61;65; 67;75; 88; 112; 126 et 128
Parcours 2: exercices 55; 64 ;69:76;79;92; 113 et 130

[Représenter] @

On considére le plan complexe muni d'un repére
orthonormé direct (O; u, v ).

Soit A le point d'affixe a =3 —T7i.

1. Déterminer l'affixe de A, symétrique de A par
rapport a l'axe des imaginaires purs.

2. Déterminer l'affixe de A, symétrique de A par
rapport a O.

3. Déterminer laffixe de A, symétrique de A par
rapport a l'axe des réels.

On considére le repére orthonormé et les points
suivants.

o]
Ry

|| [Représenter.
Donner l'affixe des points A, B, C, D et E.

;.-: [Calculer.]

Calculer le module de l'affixe de chague point repré-
senté dans le repere.

‘53 fE
1. Déterminer l'affixe des vecteurs AB et AC.
2. En déduire laffixe du vecteur 3AB — AC.

3. Déterminer 'affixe du point F tel que B est le milieu
du segment [FC].

[Chercher.]

1. Determiner l'affixe du point G tel que AGED est un
parallelogramme.

2. Déterminer l'affixe du centre du parallélogramme AGED.

H [calculer] @

On conmdere le plan complexe. Demontrer de deux fagcons
différentes que le quadrilatéere ABCD est un parallélo-
gramme avec A(5+2i), B(—1+3i),C(—2—1) et D(4—2i).



[Chercher] @ @ @
Soient A, B et C trois points du plan complexe d'affixe
respective a=3i—1,b=2+ietc=8—3i
1.Démontrer que les points A, B et C sont alignés.
2.Soit D le point d'affixe 3 —i.
Déterminer l'affixe du point E de l'axe des imaginaires
purs tel que les droites (ED) et (BC) sont paralléles.

[Chercher.]

1. H est appelé barycentre des points A, B et C affectés
des coefficients respectifs 1; —1et 3, lorsque :

1HA - 1HB + 30C = 0.
Déterminer l'affixe de H en fonction de celle des points
A,BetC.
2.Le centre de gravité du triangle ABC est le barycentre
des points A, B et C affectés chacun du coefficient 1.
Déterminer l'affixe du centre de gravité du triangle ABC
en fonction de celle des points A, B et C.

@ [Calculer)

Vérifier le résultat suivant obtenu avec une calculatrice.

3 1,
5 7

[Représenter.]
On considére le plan complexe muni d'un repére
orthonormé direct (O ; 2, ).
Soit A un point d'affixe a vérifiant OA = 4.
1.Déterminer le module de l'affixe de A,, symétrique de
A par rapport a l'axe des imaginaires purs.
2.Déterminer le module de l'affixe de A, symétrique de
A par rapporta O.

3.Déterminer le module de l'affixe de A, symétrique de
A par rapport a l'axe des réels.

@ [Calculer.]

Soient les nombres complexes z = —%+%i et z =3 —5i.

Calculer, puis vérifier a l'aide d'une calculatrice, le
module des nombres complexes suivants.

2.7
5.—Z Xz

3.z
6.z+2z

1552
4.z
B [Calculer] @

Calculer le module de chacun des nombres complexes
suivants.

1.2,=9+5i 2.2,=2- /i
3.2,=2+/3+43i 4.z4=5i—§

.

ENTRAINEMENT
; m [Modaéliser]

Voici un programme écrit en Python.

1 from math import*

2 def complexe(x, y):

3| a = sqrt((x**2 + y**2))

4| return a
1.A quoi cet algorithme sert-il ?
2.Que l'algorithme retourne-t-il lorsque l'utilisateur
entre les valeurs x=—4ety=37?

]

Dans le plan complexe, on considére deux
nombres complexes z = x+iy et z = x' +1iy’, avec x, y,
X' et y’ des nombres réels.

1 [Raisonner]

1.Démontrer que |z |=|z| et|—z|=|z|.

2.a. Démontrer que |zxz'|=|z|x|Z|.

b. Demontrer par récurrence que, pour tout entier
naturel non nul n, | z"|=| z|".

3.0n suppose dans cette question que z’ # 0.

a. Exprimer la forme algébrique de % en fonction de x,
y, X ety

|z

o |z’

¢. En déduire alors que, pourtoutne Z° :

|z"|=]z]".

b. En déduire que |—§,—|:

@ [calculer] @@
Calculer le module de chacun des nombres complexes
suivants, puis vérifier le résultat a l'aide d'une
calculatrice.

1.2, =(7—4i)(1+51) 2.2,=(y7+3i)"

__5 e U
3.23— T “'Zﬁ_B—Bi

_ 5+3i _(2i—4)?
N ES 62 ="—1¥ai

[Représenter] @
Dans un plan complexe muni d'un repére orthonormé
direct (0:%,7), placer les points A, B, C, D, E et
F d'affixe respective a, b, ¢, d, e et f etvérifiant les
conditions suivantes, ot k désigne un entier relatif.
1.|al|=2etarg(a)=0+kx271.
2.|b|=3et arg(b):—§+kx2?r.
3.|c|=%— et arg(c):—%+kx 2.

4.|d|=5et arg(d)=3T”+kx2rr.
5.]e|=1et arg(e)z—sT'T+k>< 2.

6.1f 1= etarg(f)= 7 +kx2x.
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¥ [calculer)
On munit le plan complexe d'un repére orthonormé direct
(0:u,v). Dans chaque cas, on donne une mesure en
radian de l'angle orienté (u ; OM ), ol M est le point
d'affixe z. Déterminer la mesure principale de arg(z).

3T 1z
1.7 2.2 3. == T 4, e
231 ir 121 9r
5. S 6. TR 7. =3 8. 5
i [Raisonner] @

On considére le plan complexe muni d'un repére
orthonormé direct (O 1,7 ). Soit A le point d'affixe a
vérifiant |a|=4 et arg(a)z—ig—+kx2rr, ol keZ.

1. Déterminer le module et un argument de l'affixe de
A, symétrique de A par rapport & l'axe des ordonnées.
2. Déterminer le module et un argument de l'affixe de
A, symétrique de A par rapport a O.

3. Déterminer le module et un argument de l'affixe de
A, symétrique de A par rapport a l'axe des abscisses.

N [Représenter]

On considere le graphique suivant dans lequel le
triangle OFD est équilatéral.

=¥

+

En utilisant les données de la figure, déterminer,
lorsque celaa un sens, l'argument principal de l'affixe
de chaque point.

59 [calculer] @ @
Soient A, B, C et D quatre points du plan complexe
d'affixe respective a, b, ¢ et d.

On donne, a\.feckeZ (u;0K)= 23” +kx2m
(E;ai)— +kx2rr, arg(c)— 2T 4 fex 27 et
arg(d)= 3H+kx2:r

i Détermmer la mesure principale de arg(a) puis de
arg(b).

2. Donner une mesure en radian des angles orientés
(w;0C) et (u; OB ).

LLS.fr/MXPP70
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2. B d'affixe z, = 2[cus(—~23£) +isin(

3. C d'affixe z,, :[cus 5

3.z —S[CDS

1. 2, = 3[eos( &) +isin( -3 )
27 :S[CDS §6£)+isin(ig—)]

(
3.z —S[CDS( 43—"T)+isin(—4—)]
( 3

Formes trigonométriques et
exponentielles

_ Déterminer une forme trigonométrique des
nombres complexes suivants :

1.z,=3i 2.5=-2

m|'h

- _l
3.z =-5 bz, =5+

En déduire une forme exponentielle des
nombres complexes de l'exercice précédent.

On considere le nombre complexe z=5i(1—1).

Déterminer de deux maniéres différentes l'argument
principal de z.

3 [Représenter.]

On considére le plan complexe muni d'un repére
orthonormé direct (O : ., T ). Sans calculer la forme
algébrique, placer les points suivants dont l'affixe est
ecrite sous une forme trigonométrique.
1. A d'affixe z, =3[ cos(0) +isin(0)].
i
3

)+ISIII( )]

4, D d'affixe z —ﬁ[cus H)+1sm(%)].

[Représenter.]

Pour chacun des nombres complexes suivants,
déterminer le module et l'argument principal.

1.2, Zﬁ[cus(—%ir—) +isin(——£'§7£)]

2:2;— 2[{:05 _53_?() +isin(—5TH)]

)+1sm(—?)]
4, 24:—[cus %)+ism %)]
| [Calculer] @

Déterminer la forme algébrique de chacun des nombres
complexes suivants.

3

6

3
bz, = 3[(:05 3T‘T] +isin(TH)].



D [calculer] @@

Déterminer une forme trigonométrigue de chacun des
nombres complexes suivants.

3f
1z—2

3.23:6+64/_1 b.z,=

2.z,=mi
—2+2

| [Représenter]

En utilisant les données de ce graphique, déterminer,
lorsque cela a un sens, une forme trigonomeétrique de

l'affixe de chaque point. Le triangle OFD est equilatéral.

[Raisonner.]

Soient r et r’ deux réels strictement positifs et

=r'(cos(f')+isin(8')).
1.a. Déterminer une forme trigonométrique de z et —z.
b. En déduire que arg(z ) =—arg(z) +kx 21 (ke Z) et
que arg(—z)=m +arg(z) +kx 27 (k€ Z).
2.a. Déterminer une forme trigonomeétrique de z x 2.
b. En déduire que :
arg(zxz')=arg(z)+arg(z )+ k x2r (ke Z).
c. Démontrer par récurrence que, pourtout n € I,
arg(z")=narg(z)+kx 27 (k€ Z).
3.a. Determiner une forme trigonométrique de %
b. En déduire que arg(%)Z—arg(z’)+kx 2r (ke Z).
c. Démontrer que :
arg(%)zarg(z)—arg(z’Hkarr (keZ).
d. Exprimer alors, pour tout n € 7, arg(z") en fonction
de arg(z) et de n.

D [calculer] @

Soient z et z’ deux nombres complexes non nuls tels
que arg(z)=%+kx 2n (ke Z)et

arg(z' )= _3_?;'{__'_]( x 2w (ke 7).

Déterminer 'argument principal de :

- 3
r V4 4 Z
1.zz 2; = 3z b, -

]

B et 8’ deux réels. Dans le plan complexe, on considére
les deux nombres complexes z=r(cos(#)+isin(8)) et

ENTRAINEMENT
I (chercher]

Soit z un nombre complexe non nul tel que z =x+iy
avec x et y des réels. On note r=|z|.

On definit, pour tout a €[—1; 1], arccos(a) comme
lunigue nombre réel appartenant a l'intervalle [0 ; 7]
vérifiant cos(x)=a

1. Déterminer arccos(1) et amcus(@).

2. Compléter l'algorithme suivant permettant d'obtenir
largument principal a de z.

O
s

r
L

a — arccos( c)
Sinon :

a-—...

Retourner a

[Communiquer]
Les nombres complexes suivants ne sont pas écrits
sous forme trigonométrique. Expliquer pourquoi puis,
lorsque cela est possible, écrire ces nombres sous
forme trigonomeétrique.

z ——[cus —2T)+1sm( 23 )]
.ZZZG[CDS _T)—ISHI( —SL)]
.23:2i[c05(-23£ +1sm —2375]

1.
2
3
bz, = [—cus
5
6

(%) isin( % ]
.zSZZ[CDs(%T-]—lsm(-—ag—)]
.z, =0[cos(x)+isin(x)]

[Raisonner.]

1.En utilisant les formules d'addition,
démontrer que, pour toutréela,ona:

a. cos(2a)=cos’(a)—sin’(a)
=2cos’(a)—1=1-2sin*(a)
b. sin(2a)=2cos(a)sin(a)

2. En déduire une expression de cos(a) et de sin(a) en
fonction de cos(4-) et de sin( ).

| [calculer] @@ @
1.Calculer la valeur exacte des nombres suivants.

a. cns(?lz )et Sm(§2 )

C. cus( ?2 ) et sm( 51'2 ) d.cns(%) et sm( 1?2 )

b. cns( 5 ) et sin —2)

2. En déduire une forme trigonomeétrique du nombre

suivant : z = 3(y2 —/6) +3i(y2 +/6).
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. [calculer] @ @ @

1. Exprimer cos?(x) et sin’(x) en fonction de cos(2x),
ol xeR.

2. En déduire la valeur exacte de j 5 cos?(x)dx et

jﬂ sin? (x)dx

.n-[:q

1 Icalculer]

Factoriser, pour tout x € B, l'expression cos?(x ) —sin(2x).

86 @ [Communiquer.]

En utilisant l'écran de calculatrice suivant, donner une
forme trigonométrique, puis une forme exponentielle

de @—i@.
|_£+£a\
2 2
iz =
NEXD
Sn
6

¥4 [Représenter]

On considére le plan complexe muni d'un repére
orthonormé direct (O ; v ). Placer les points suivants
dont on donne l'affixe sous une forme exponentielle.

1. A d'affixe z, = 2e™. 2.B daffixe z, =e &

3.Cdaffixe z,=3¢ ¢. 4D daffixe z,=2¢3.

8 [calculer] @

Déterminer une forme exponentielle des nombres
complexes suivants.

31‘/_

1.z = 2+
3.23:6+6iﬁ

‘48 [Raisonner]

Pour chaque nombre complexe suivant, determiner le
module et 'argument principal.

5i %
1 zj=~;—e% 2 222% if

. &
3.23:—22% bz, =e =3

| [Raisonner]

o]

1. Rappeler la définition du nombre complexe e?.

Soit & un nombre réel.

2. En déduire que |e¥ |=1.

3. Justifier que arg(e?)=0+kx2r, ke Z.

91 [Représenter.]
En utilisant les données de ce graphique, détermi-
ner, lorsque cela a un sens, une forme exponen-
tielle de l'affixe de chaque point. Le codage indique
DF = OF =0D = OC.

F

[Calculer] @@

Déterminer une forme exponentielle des nombres

complexes suivants.

- . 7 719/_
z,=—-3—3 2,z,= —2—
2 s
3. 23:—{2; ﬁ.zkz%l——g—_
| [Calculer]

Déterminer une forme trigonomeétrique, puis la forme
algébrique des nombres complexes suivants.

1.z,=beF 2.2,=37
o it d s Az
3. z,= 6e bz, =e 3
' [Raisonner.] E;{Mﬂ

On rappelle que, pour tout réel @, on a:
el = cos(a) +isin(a).

Damontrer que, pour tous réels @ et ¢/, ¢ ') = e x i
Cette relation est appelée relation fonctionnelle de
l'exponentielle imaginaire.

' .' [Raisonner.] E{Mﬂ
Soient r et r deux réels strictement positifs
et @ et @’ deux nombres réels.
On considére les nombres complexes non nuls z= re*
et z =re*.
1.a. Démontrer que zx z' =rx re'®'¥),
b. Démontrer que, pour tout entier naturel n, z" = r"e™?,

z Z _ T ile cr)
2. Demontrer que 7~ 778



[Calculer]

Sment z et z' deux nombres complexes définis par

2ir

2
z—33 S etz =ze 7.
Déterminer une forme exponentielle des nombres
complexes suivants.

1.zx7 2. 3.z° 4, =
zZ z»}

| [calculer] @ @ @
Déterminer la forme algébrique des nombres suivants.
3 5 5i 5
1.z]:313%xeTur 2.z, Z(J_e Tm)

T 3iT M im
6

3.z,=e 3 tes bz, =t4e 3 —2e

=

: [Calculer, Raisonner.]

1.Calculer de deux manieres différentes la forme
sua P ik L

algébrique du produite 3 xe'*

2.En déduire la valeur exacte de 605(11177() et sin(qi).

9 |EN ELECTRICITE BR8]

En électricité, on utilise la notion d'impédance
complexe, notée Z. l'impédance du circuit est | Z |.
1.Dans un circuit RLC (composé d'une résistance R, d'un
condensateur C et d’'une bobine d'inductance L) en
série, Z s'exprime par Z = R+(Lw—%)e‘%.

Ecrire limpédance complexe sous forme algébrique,
puis calculer l'impédance du circuit pour R=190 Q,
Lo=10QetCw=20Q".

2.Dans un circuit RLC en parallele, Z s'exprime par :

I . s

Z-X

el

Ecrire limpédance complexe sous forme algébrique,
puis calculer l'impédance du circuit pour R=15 Q,
Lo=80Q,Co=100Q",

[Raisonner] E{M{]
Soient a et b deux nombres réels. On considére

les nombres complexes non nuls z=e“ et z =e®.
En calculant de deux maniéres différentes zx z, puis

%, retrouver les formules d'addition.

.

ENTRAINEMENT
[oEma]

| [Raisonner]
On rappelle que, pour tout réel 8, ona:
e’ =cos(f)+isin(8).

Demontrer les formules d'Euler.

Leonhard Euler (1707-1783)
est un mathémaricien suisse.
Ses domaines de recherches
sont vastes : analyse (il

introduir le calcul différenciel %
et intégral), théorie des nombres,
etc. Son nom est associé A plusieurs
objets mathémartiques : foncton indicatrice d’Euler,
constante d’ Euler, droite d’Euler, etc.

B [Calculer]

En utilisant les formules d’Euler, démontrer que, pour
tout réel x :
1.cos(2x)=2cos’(x)—1 2.sin(2x)=2cos(x)sin(x)
[calculer] @ @ @

Linéariser les expressions suivantes, ot x est un réel.

2.sin®(x)

4. cos?(x)+2sin?(x)
On rappelle que, pour tout réel 4, ona

find]
e = cos(#)+isin(@).

Démontrer par récurrence les formules de Moivre.

1. cos*(x)

3. cos?(x)sin® (x)

| [Raisonner]

Abraham De Moivre (1667-1754)
est un mathématicien francais
exilé a Londres. Son étude des |
racines n-iemes d’'un nombre le |
mettent sur la voie des relations
qui portent son nom.

11 [calculer]
Soit x un nombre réel.
1. Développer (cos(x) +isin({x))>.
2. A l'aide de la formule de Moivre, exprimer
cos(3x) +isin(3x) en fonction de cos(x) et sin(x).
3.Démontrer que :
a. cos(3x)=
b. sin(3x)= —4sin?(x) +3sin(x)

4eos*(x) —3cos(x)
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[Chercher.]

En utilisant la méthode de l'exercice précéedent,
exprimer, pour tout réel x, cos(5x) en fonction de
cos(x) puis sin( 5x) en fonction de sin(x).

[Calculer]
Soit f la fonction définie sur R par f{x)= cos®(x).
1. Linéariser l'expression cos®(x).

S

2. En déduire la valeur exacte de j[;Tf(x)dx.

o1 [calculer]

Soit f la fonction définie sur  par:
flx)=sin?(x)cos?(x).

1. Linéariser l'expression sin?(x)cos?(x).

fx)dx.

Ll

2. En déduire la valeur exacte de jn

- Applications géométriques des
nombres complexes

'] Spient A, B et C trois points distincts du plan
complexe d'affixe respective a, bet c.

Expliciter deux méthodes permettant de démontrer
que ces points sont alignés.

'] Soient A, B,CetD quatre points du plan
complexe d'affixe respective a, b, cet d.

On suppose gue ABCD est un trapéze de base [AB]
et [CD] vérifiant AB =3CD.

Traduire les données de l'énoncé en utilisant les
affixes des quatre points.

| 1. Ecrire sous forme exponentielle et
algébrique les racines quatriémes de ['unité.

2. Les nombres complexes obtenus correspondent
a l'affixe de points formant un polygone particulier.
Lequel ?

[calculer] @
Soient A, B et C trois points du plan complexe d’affixe
respective a=4+i,b=1+3ietc= 4—%i.
1. Calculer la longueur AB.

2. Le point C appartient-il au cercle de centre A passant
par B?

ses s s s s s s e enanenan

tes s s n s nne

ses e s s e e

sess s s st s an e s s e

ses s s s e s s e e ses s en e s ann

ses s s s s e En e e

ses e sssanan

Y [calculer] @@

Soient A, B et C trois points du plan complexe
d'affixe respective a = 2 +iy2, b=2—2iy3 et
c= ﬁ;'/g—2+( ﬁ—;ﬁ—hﬁ)i.

Déterminer la nature du triangle ABC.

On calculera des longueurs avant d'essayer de calculer des
angles.

D [Communiquer]

Soient A, B, C et D quatre points du plan complexe
d'affixe respectivea=3-2i,b=i—1c=—1-2iet
d=1-4i.

1. Calculer les longueurs AD, BD et CD.

2. Que représente D pour le triangle ABC ?

1 1 [communiguer] @ @@

Soient A, B et C trois points du plan complexe d'affixe
: 3 . 343 s .

respective a :%—32£+—1—61—1, b:—‘zé:——g—l etc=2+i.

b—c¢

a=c"

2. Que peut-on en conclure concernant les points A, B

etC?

1. Calculer

-} [Chercher.]
D'aprés bac S, Centres étrangers, juin 2018
On considére dans C l'équation suivante :
(4z*—20z+37)(2z—7+2i)=0.
Démontrer que les solutions de cette équation sont les

affixes de points appartenant 3 un méme cercle, dont le
centre est le point P d'affixe 2.

Commencer par résoudre [équation.

§| [Chercher]
1. Résoudre dans C 'équation (E) : 22—2y/3z+4=0.

2. Déterminer la nature du triangle OAB, oli O, A et
B sont respectivement le point d'affixe 0 et les deux
solutions de (E).

[Calculer]

Soient A, B et C trois points du plan complexe d'affixe
respective a=2+i,b=4—ietc=-2-3i
a—>b

c—a

1. Calculer

2. Que peut-on en conclure concernant les droites (AB)
et(AC)?



[Calculer.]

Soient A, B et C trois points du plan complexe d'affixe
respective a, b et ¢ =3+5(1—y/3)i.

B A
+ 1 +
4
v
I o] %
1

1.Déterminer graphiquement les affixes a et b.
2.Determiner une mesure en radian des angles
(ﬁi, Ef:) et (A_B., E)

3.En déduire ﬂmesum en radian de l'angle
geomeétrique BCA.

12 4] [Calculer]

Soient A, B, C et D quatre points du plan complexe
d’affixe respective a=4+2i,b=2—-2i,c=1+2iet
d=—2—4i.

1.Calculer &

—b
c—d"
2.Que peut-on en conclure concernant les droites (AB)
et (CD) ?

[Chercher.]

Relier chague ensemble (E) a la relation correspondante.

Ensemble (E) Relation

1. Médiatrice de [AB] avec
A(——3i) et B(2+1).

a.|z—3+4i|=43

2.Cercle de centre
A(3—4i) et de rayon ¢/3.

b.|z+3—4i]|=0

3.Médiatrice de [AB] avec
A(1+31) et B(—2—1i).

C.|z+3—4i|=4y3

4. Point d'affixe —3 +4i. d.|z—2—i|=|z+1+3i]

elz|=y3

5. Cercle de centre
A(—3+4i) et de rayon /3.

6. Cercle de centre A(0)
et de rayon /3.

flz—1-3i|=|z+2+i]

ENTRAINEMENT

| P71 [Représenter]

Déterminer puis représenter graphiquement l'ensemble
(E) des points M du plan complexe d'affixe z vérifiant:
2. |z+4—43i|=|z—i]|

4 |z+1-3i|=|2—4i—z|
6.|z—3i—2|=|1-5i|

3.]_
1'|Z_2+Tll_3
3.|z+i—-3|=-2
5.|z+5-2i|=0

[Représenter] @ @ @

Déterminer puis représenter graphiquement 'ensemble
(E) des points M du plan complexe d'affixe z vérifiant :
1]z7-2+3i|=3 2.|iz—2i|=1

3.|3iz| =|3iz+3 9| 4|z—1+i|=|z—5+i]|

[Raisonner] E{Mﬂ
Soient z et z' deux nombres complexes

appartenant a U.

1.Montrer que zz’' appartienta U.

2. Justifier que z et z' ne peuvent pas étre nuls puis
montrer que % appartienta .

. [Représenter]

On considére dans le plan complexe les points A,
d'affixe e@. ol k entier compris entre 0 et 6.
Quelle est la nature du polygone A/ A/ A, A A A A ?

37475006 7

PL [calculer] @
o . 1,13
On considere le nombre complexe j S i

Démontrer que j et j? sont des racines troisiémes de
lunité.

724 [Raisonner] 9@

1.Résoudre dans C l'équation z° = 1.

2.a. Montrer que résoudre dans C l'équation
z®=(1+1)" revient a résoudre l'équation Z°=1,00 Z
est a exprimer en fonction de z.

b. Résoudre dans C l'équation z°=(1+1)>.

(] [Raisonner] @

Montrer que z appartient & U si, et seulement si, z = %

¥4 [Raisonner]

Soient q, b et ¢ trois nombres complexes appartenant a
U. Montrer que |ab+ bc+cal|=|a+b+c|.

(8] [Raisonner] ®®
Soit z un nombre complexe appartenant a U.
Calculer |[1+zF+|1—2zF.

Chapitre 2. Nombres complexes, point de vue geométrique | LLS.fr/ MXPP75 | 75



.SYNTHESE

[calculer, Chercher.]

Soient A et B deux points du plan complexe d'affixe
respective a=5+2ietb=8i—1

1. Soit M le point d'affixe z=—2+(5+y/2)i.

M appartient-il au cercle C de diamétre [AB] ?

2. Existe-il des points appartenant au cercle C dont
l'affixe est un imaginaire pur ?

; 3 ' [Communiguer, Raisonner.]

D’aprés bac S, Liban, juin 2010

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si
elle est vraie ou fausse, en justifiant la réponse.

1. Proposition 1:

Soit le nombre complexe z=1—1iy3.

Si l'entier naturel n est un multiple de 3, alors z" est un
nombre réel.

2. Proposition 2 :

On considére, dans le plan complexe rapporté a un
repére orthonormé direct (O; u, v), le point A d'affixe
a=2—1ietle point B d'affixe b = 1;i a.

Le triangle OAB est rectangle isocéle.

3. Proposition 3 :

Dans le plan complexe rapporté a un repére
orthonormé direct (O ; 1, ¥ ), on associe & tout point M
du plan d'affixe z non nulle, le point M’ d'affixe z' telle
que 2’ :_z&' ol z désigne le conjugué de z.

ILexiste un point M tel que O, M et M’ ne sont pas
alignés.

| [Chercher, Communiguer.]
D’aprés bac S, Liban, mai 2018
1. Donner les formes exponentielle et trigonométrique
des nombres complexes 1+iet 1—i.
2. Pour tout entier naturel 1, on pose :
S =(1+i)"+(1-i)"
a. Déterminer une forme trigonométrique de S, .
b. Pour chacune des deux affirmations suivantes, dire
si elle est vraie ou fausse, en justifiant la réponse.

Affirmation A : Pour tout entier naturel n, le nombre
complexe S, est un nombre réel.

Affirmation B : |l existe une infinité d’entiers naturels n
tels que S, =0.

. [Chercher, Calculer.]
3 3 ) A +. n
Soit (u,) la suite définie sur IV par u_ 2(%) .
En utilisant la formule de Moivre, déterminer une forme

trigonomeétrique de u  en fonction de n.
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35 [Calculer, Représenter.]

On se place dans le plan muni d'un repére orthonormé
direct (O ; If, 3). Tout point M du plan distinct de O
admet pour affixe z = r(cos(a ) +isin(@)), ol r est un
reel strictement positif et @ est un réel. On ditque M a
pour caordonnées polaires (r, a) relativement au pole
O et & l'axe polaire (O ; i ).

1. Que représentent géomeétriqguement r et ¢ ?

2. a. Exprimer l'abscisse et 'ordonnée de M en fonction
de r et de .

b. Soit M le point de coordonnées polaires (3, —NT”]
Déterminer les coordonnées cartésiennes de M, puis
l'affixe de M sous forme algébrique.

c. Soit M le point d’affixe 5e113i.

Déterminer les coordonnées polaires de M.

3. Application:

Un sonar marin permet de détecter la position

d'un objet & l'aide de coordonnées polaires et de la
profondeur.

Voici une représentation graphigue obtenue a l'aide
d'un sonar en utilisant pour unité le kilométre :

Le pdle est le point O et l'axe polaire est l'axe porté par
la demi-droite [OA).

Ainsi, le point C a pour coordonnées polaires (20,%).
On donne (a(, 0D) :—%+kx 27 (ke Z) et

EOA =45",

a.Al'aide des données précédentes, déterminer les
coordonnées polaires des points de la figure distincts
de O.

b. Reproduire la figure et placer le point F de

coordonnées polaires (120, 37”)

c.Soit G le point d'affixe 40(—y/3 +1). Déterminer les
coordonnées polaires de G et le placer sur la figure.

d. Le commandement d'un sous-marin repére une

baleine située entre 60 km et 100 km avec un angle par

rapport a l'axe polaire situé entre 2TH et STH

Colorier la zone de recherche,



W ATVLY BRI [Chercher, Raisonner.]

On définit la suite de nombres complexes (z, ) par:

z,= 0 et, pour tout entier naturel n, z_ . =3iz —1.

On se place dans un plan muni d’'un repére orthonormé
direct (O ff, ). Pour tout entier naturel n, on note
M,, le point du plan d'affixe z,.

1.Résoudre dans C l'équation (E) : z=3iz—1. On note
A le point dont l'affixe est la solution de cette équation.
2.0n définit, pour tout entier naturel n, la suite (u,)

1 3.
paru, =z, +45+3g1

a. Démontrer que, pour tout entier naturel n,on a:

u, =3ixu.
b. Démontrer par récurrence que, pour tout entier
naturel n, u“:(%+—%i)x3” xit.
3.a.Démontrer que la distance AM_ diverge vers +oc.
b. Démontrer que, pour tout entier naturel n, A, M_ et
M, ,, sont alignés.
c. Demontrer que, pour tout entier naturel n, les droites
(AM )et (AM . )sont perpendiculaires.

¥4 [Calculer, Raisonner]
D'aprés bas S, Amérique du Nord, juin 2010
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé
direct (O; u, 3) d'unité graphique 2 cm. On réalisera une
figure que l'on complétera tout au long de l'exercice.
On considere les points A d'affixe i, B d'affixe —2i et D
d’affixe 1.
On appelle E le point tel que le triangle ADE soit
équilatéral direct, c'est-a-dire que
(E;ﬁ)=%+kxzn (k € Z).
Soit f l'application qui, a tout point M d'affixe z #1,
associe le point M’ d'affixe z' définie par z' = 322;11
1.Démontrer que le point E a pour affixe :

7=(3+ 5+,
2.Exprimer sous forme algébrique l'affixe du point D’
associé au point D par l'application f.

3.a.Démontrer que, pour tout nombre complexe z
differentde i, (z +2i)(z—i)=1

b. En déduire que, pour tout point M d'affixe z+#1,
BM' xAM =1et (u; BM ) =—(u; AM ) +k x 27 (k € Z).
4.a. Démontrer que les points D et E appartiennent au
cercle C de centre A et de rayon /2.

b. En utilisant les résultats de la question 3. b., placer le
point E’ associé au point E par l'application f.

On laissera apparents les traits de construction.
5.Quelle est la nature du triangle BD'E’ ? Justifier.

SYNTHESE

[Chercher, Communiquer.]

D'apres bac S, Amérique du Sud, novembre 2018

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct

(O:;u,v).

On considére les points A, B, C et D distincts d'affixe
. Z,tZ.= 2yt By

respective z,, z,, z, et z tels que : {ZA+iZB:zC+iZD‘

Démontrer que le quadrilatére ABCD est un carré.

[Raisonner, Représenter.]

D’aprés bac S, Pondichéry, avril 2012

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonorme
direct (O ; u, v) d'unité 2 cm, on désigne par A et B les
points d'affixe respective 1et —1.

Soit f la transformation du plan qui, a tout point M
d'affixe z # 1, associe le point M’ d'affixe z' tel que
md-z

g
1.5oit C le point d'affixe z,=—-2+1.

a. Calculer l'affixe z. du point C’, image de C par la
transformation f, puis placer les points C et C’' dans
un repére.

b. Montrer que le point C’ appartient au cercle C de
centre O et de rayon 1.

¢. Montrer que les points A, C et C sont alignés.

2.Déterminer et représenter sur la figure, l'ensemble A
des points du plan quiont le point A pour image par la
transformation f.

3. Montrer que, pour tout point M distinct de A, le point
M’ appartient au cercle C.

Z—
*z—1

4. Montrer que, pour tout nombre complexe z # 1
est réel.
Que peut-on en déduire pour les points A, Met M’ ?

5. Placer un point D et construire son image D’ par
la transformation f et ce, uniquement a la régle non
graduée et au compas.

GRS [Calculer, Communiquer.]

D'apres bac S, Amérique du Nord, mai 2019

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé
direct (0 ; E, v ). Dans ce qui suit, z désigne un nombre
complexe.

Pour chacune des affirmations ci-dessous, indiquer si
elle est vraie ou si elle est fausse. Justifier.

1.Ll'équation z—i=1i(z+1) a pour solution ﬁe{%.

2.Pourtoutréel x e ]—%; %[, le nombre complexe
1+e?™ admet pour forme exponentielle 2cos(x)e ™.

3.Un point M d'affixe z tel que |z—i|=|z+1|
appartient a la droite d'équation y = —x.

4.l'équation z°+z—i+1=0admet une solution réelle.
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[calculer, Raisonner.]

On considere deux reels p et g.

1. Déterminer une expression factorisée de e” +e'
iP‘q
pare” 7 .

Cette factorisation est appelée factorisation par 'angle
moitié et les applications de cette factorisation sont
multiples. On en donne quelques exemples dans les
guestions suivantes.

2. a.Déterminer une factorisation de cos(p) +cos(q) et
sin(p)+sin(q).
b. Résoudre dans C l'équation sin(2x) —sin(6x)= 0.

3.0n considere un réel x distinct de kr avec k € Z.

n :
a. Calculer, pour tout entier naturel n, . e,

p=0
) n cus(%) in(w)
b.Démontrer que 3 cos(px)= =
p=0 sin(j)

n
c. Déterminer une égalité similaire pour . sin(px).

p=0

Suite de nombres complexes

D'aprés bac S, Nouvelle-Calédonie, novembre 2018

On définit la suite de nombres complexes (z,) de la
maniére suivante : z, = 1et, pour tout entier naturel n,
Z,,4 =32, + 3l

On se place dans un plan muni d'un repere orthonorme
direct (O;u, D).

Pour tout entier naturel n, on note A le point du plan
d'affixe z .

Pour tout entier naturel n, on pose u =z —ieton note
B_le point d'affixe u .

On note enfin C le point d'affixe i.

1. Exprimer, pour tout entier naturel n, u_
deu .

., en fonction

2. Démontrer que, pour tout entier naturel n,

u,=(3)" x(1-).

a. Pour tout entier naturel n, calculer, en fonction de n,
le module de u,.

b. Démontrer que nliqlx|z"—i|= 0.

c.Quelle interprétation geométrique peut-on donner de
ce résultat ?

3.a.5o0it n un entier naturel.

Déterminer un argument de u .

b. Démontrer que, lorsque n décrit 'ensemble des en-
tiers naturels, les points B, sont alignés.

c. Démontrer que, pour tout entier naturel n, le point
A_appartient a la droite d'équation y =—x+1.
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Pentagone régulier
1.a. Résoudre dans C l'équation (E) : z2+z—1=0.

b. Déterminer une forme exponentielle des racines
cinquiemes de l'unité. Quel polygone forment les points
d'affixes les racines cinquiémes de 'unité ?

2im
2.0nnote w=e5.

Montrer que :
altowte’+e’+w =0
b.w'=wletw* =w.
3.a.En déduire que w + w est solution de (E).
b. Determiner les valeurs exactes de cus(zT”) et
7 (2;'(
Sin T]
4. Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé
direct (O ; 1, v ). On considére les points U et V
d'affixe respective 1et i et le point A d'affixe —%.
Soit C le cercle de centre A et passant par V.

a. Determiner l'affixe du point d'intersection de C et de
la demi-droite [OU).

b. En déduire une méthode de construction d'un
pentagone régulier a la regle non graduée et au compas,
puis effectuer cette construction.

APPROFONDISSEMENT

Transformée de Fourier Discréte

La transformée de Fourier discréte (TFD) est un outil
mathématique permettant, entre autres, l'étude des
signaux numeriques.

La TFD d'une séquence de n nombres complexes
(2,:2,;..-52, ,) est ladonnée de la séquence de n
nombres complexes (Z ; Z,; ...; Z ) définis,

pour tout entier p compris entre 0 et n—1, par

n—1 N 20w
Z =% 20 P olw=en.
P =0

1. Calculer la TFD de la séquence de nombres suivante

(0;1;1).

2.0n admet que, pour tout entier naturel p allant de 0
an—1ona ZPZZZ;ka"P.

On parle de transformation inverse de Fourier discrete.

Calculer la transformée inverse de Fourier discréte de la
sequence (3;—5;1i).
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Inégalité triangulaire

Partie A: Démonstration de l'inégalité triangulaire

Soient z et z' deux nombres complexes quelconques.

Lobjectif de cet exercice est de démontrer l'inégalité

triangulaire : | z+z'| <|z| +|Z|.

1.Démontrer que, pour tout nombre complexe z,

z+z=2Re(z) et que Re(z)<|z|.

2.a.Montrer que [z+z =z +|z F +2Re(zx ).

b. Développer (|z|+1z’ D>

3.Déduire des questions précédentes que :
|z+2|<|z|+]|2|

Partie B : Cas d'égalité

L'objectif de la suite de l'exercice est de déterminer

les cas d'égalité de l'inégalité triangulaire. On va donc

déterminer d quelles conditions sur z et 2’ on a l'égalité

lz+2'|=|z|+|Z|

1.Démontrer que l'égalité est vérifiée siz=0ou z' =0.

On suppose par la suite que z# 0 et z' # 0.

2.Quelles conditions le nombre complexe z doit-il

vérifier pour que z+z=2Re(z)=2|z|?

3.a.Démontrer que |z +2'|=|z|+|Z| si, et seulement

si,il existe AeR" tel que z= Rﬁ.

b. On considére M et M’ d'affixe respective z et 7.
Comment peut-on interpréter géomeétriquement la
condition d'égalité de 'inégalité triangulaire pour les
points M et M'?

| !
SYNTHESE -

Partie C : Applications

Soient z, 7, .. et z , n nombres complexes.

1.Montrer que |z,+z,+... +z |<|z,|+|z,| +... +|z |
2.En déduire que, pour tous nombres complexes a et b,
[1+a|+|a+b|+|b]=1.
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Racines n-iémes d'un nombre complexe
Soient r un nombre strictement positif et ¢ un réel.
Soient a le nombre complexe a=re™ et n un entier
naturel non nul.
Lobjectif est de résoudre dans C des équations de la
forme z" =a.
Les solutions de cette équation sont appelées racines
n-iémes de a.
1.Résoudre l'équation pour n =1.
2.a. Démontrer que —3+4i = (1+2i)%
b. Résoudre dans C, z2 = —3+4i.
3.a. Déterminer une forme exponentielle de /2 + /2.
b. Justifier que V2 +4/2i est solution de

S .
2P = 42 + 4421
c. Déterminer une forme exponentielle de —4f2 + 4421,
d. Justifier que résoudre z° = —44/2 + 44/2i revient &
résoudre Z*=1avec Z=

2e%t
e. En déduire la résolution dans T de l'équation
73 = —4yf2 + 442
4.En reprenant la méthode précédente, déterminer
les racines 2-iémes de i (également appelées racines
carrées de i).

2 q Nz pig

A |

Exercices transversaux en lien avec ce chapitre:
18 9 [5410 Filxt:

Complexes Arithmétique Matrices

Graphes

Entrainez-vous au Grand Oral et enregistrez-vous sur (AEE{{IEREITCWIEE

Comme le suggére le programme, les problémes abordés en maths expertes peuvent servir d’'appui a des questions
de Grand Oral. Voici un exemple, basé sur 'enseignement de spécialité, utilisant des notions de ce chapitre.

Dans le cadre de l'enseignement de spécialité, vous
avez defini la notion d'intégrale d'une fonction f
continue sur un intervalle [a; b].

1. Rappeler la définition de fbf(x)dx lorsque f est
positive sur [a; b]. ¢

2.Expliguer a travers guelgques exemples comment

les notions du chapitre permettent de linéariser une
expression trigonométrique, puis justifier 'intérét de la
linéarisation dans le cadre d'un calcul d'intégrale.

3. Les calculs d'intéegrales de fonctions trigonométriques
sont essentiels dans certaines branches de la physique
telles que le traitement du signal. Expliquer pourquoi
en vous appuyant sur des recherches documentaires.

Consulter les fiches méthode de

Méthodologie
Worolog ce manuel pour le Grand Oral p. 244

Chapitre 2. Nombres complexes, point de vue geometrique | LLS.fr/MXPP79 | M 79



.TRAVAILLER AUTREMENT

On donne ci-dessous un énoncé d'exercice et une copie d'éléve.

1. Trouver les erreurs de l'éléve et préciser les endroits ol la rédaction estincompléte.

2. Le professeur souhaite distribuer un corrigé détaillé de l'exercice. Rédiger une telle correction.

Soit f la fonction définie sur C\{1} par flz)= 2zz_+11 i

On munit le plan complexe d’'un repére orthonormé direct (0;u, 3)

On pose A, B et C les points d'affixes respectives z, :j‘(%—%i], z, =f(4)et zC:f(1 —%i].

1. Déterminer l'affixe du point A sous forme exponentielle, du point B sous forme trigonomeétrique et du point C
sous forme algébrique.

2. Déterminer les longueurs AB et AC. Que peut-on en déduire pour le triangle ABC ?

3. Déterminer une mesure de l'angle (A_B., A_C’) Que peut-on en déduire pour le triangle ABC ?

3_3
,. ,A=f($_g¢)=_zi_i 2 = 2= 2(eos( %) +catn( L)) = exp( 5 ).
¢yt _2
z8=f"("1‘)=3=3efzczf(f__)_—35_£=2+5""
f{'

20na|3—-20F32+(2) =5t |2+ 322+ (%) =—
On ne peut rien en déduire concernant le triangle ABC.

LT & =
3.0na(AB; AC) = mg(M)—w(g+§i):mg(_{):_%_
Le triangle ABC est donc r‘ec‘fa.n.g'.e en A

Exercices inversés ()

: :-.I Déterminer l'expression de trois nombres ~ 1. Déterminer l'expression de trois nombres
complexes dont le conjugué est égal a l'inverse. © com plexes de module 3.

2. Déterminer 'expression de trois nombres complexes
1. Déterminer l'expression d’un polynéme du - ayant pour argument principal 2TH

second degré admettant deux racines réelles. :

2. Déterminer l'expression d'un polyndme du second degré  Dans chaque cas, écrire un énoncé possible d'un

a coefficients réels admettant deux racines complexes. ©  exercice sur les nombres complexes, amenant a la
3. Déterminer l'expression d'un polynéme du second . conclusion suivante :

degré admettant deux racines imaginaires pures. - 1. «B est le symétrique de A par rapport a 'axe des
: © abscisses. »

J Dans chaque cas, écrire un énoncé possible d'un 2.« Cse trouve sur la médiatrice de [AB]. »
exercice sur des nombres complexes amenant & la 3. « Les points A, B et C sont alignés. »

conclusion suivante : s
1. « ABC est un triangle équilatéral. »

2. « ABC est un triangle rectangle en B. » . Les nombres complexes ont-ils été acceptés rapidement
3. « ABCDE est un pentagone régulier. » = et facilement par l'ensemble de la communauté mathéma-
tique ? Donner d'autres exemples de notions mathéma-
tiques, pour lesquelles il a fallu attendre de nombreuses

'f Déterminer les affixes de trois points A, Bet C i : ; : i
années avant qu'elles ne soient pleinement exploitées.

tels que C soit le milieude [ AB .
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Pas si complexe que ca.

TRAVAILLER ENSEMBLE

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé direct (0:1,7U), on associe, d tout point M d'affixe z # —2,

& T ;o iz+3+3i
le point M d'affixe z' = =5~

On note f: z - z cette transformation du plan et on cherche a déterminer quelques propriétés de cette transformation.

Les parties de cet exercice sont indépendantes et chacune d’entre elles peut étre réalisée
seul(e) ou en groupe. Les éléves mettent leurs résultats en commun pour résoudre le probléme.

1. Exprimer sous forme algébrique laffixe de :

a. A, l'image par f du point A d'affixe z, = 4 —2i.
b. B, lunique antécédent par f du point B’
d'affixe z, =2 —4i.

2.0n considére z = x+iy une solution de
l'équation (G): z* =15+ 8i, ol x et y sont des

réels. r—yt=15
a. Montrer alors que xy==4.
X +yi=17

On rappelle que | z|*= x? +y2.

b. En déduire une solution de (G).

3.Un point M d'affixe z est ditinvariant par f

lorsque flz)=z.

a. Montrer que si z est l'affixe d'un point invariant,

alors z est solution de :
(F):2*+(2—i)z—3—-3i=0.

b. A l'aide de la question 2., en déduire les affixes

des points fixes de f.

Remarque: Pour résoudre une équation du second
degré a coefficients complexes az* + bz+c=0:
+ oncalcule A=b*—4ac;

« ondétermined € Ctelque 82 =A;

+ les solutions sont alors données par z, = 71)2; )
_—b+d
et 22 = 2a

1. Soit z=x+iy, oll x et ysont réels.
Montrer alors que :
= 3xtyt6 X +5xc+y’ -3y +6
(x+2)2+y? (x+2)*+y?
2. Décrire précisement 'ensemble des points M
lorsque :

a. M’ appartient a l'axe des abscisses.
b. M’ appartient & l'axe des ordonnées.
¢.Re(z)=Im(z).

1. Déterminer les complexes z. et z,, tels que :
e i(z—z,)
z—z, °
2. Interpréter géométriquement le module et un
i(z—z
argument de —(ﬁg—)
]
3. Décrire précisément I'ensemble des points M,
dans les cas ot M’ appartient :

a. a l'axe des abscisses.
b. a l'axe des ordonnées.

¢. au cercle de centre O et de rayon 1.
\

1. Déterminer sous forme exponentielle les affixes des points fixes de cette transformation.

2. Caractériser lensemble des points M(z) tels que :

az=z. b.z=-Z. clz|=1.
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VERS LE SUPERIEUR

) Les groupes

n Loi de compositioninterne

Soit E un ensemble non vide.

= On appelle loi de composition interne + sur E, une application qui, a tout couple (a ; b) d'éléments de E,

associe un unique élément de E, que l'on note a + b.

+ Une loi de composition interne = est dite associative lorsque, pourtout(a,b,c)eE?*:
(a=b)=c=a=(b=c).

» Une loi de composition interne = est dite commutative lorsque, pour tout (a,b)e E*:

a=b=b=a.

1. La soustraction — ne définit pas une loi de composition interne sur 4. En effet, en choisissant 3 € ¥ et

5eN,ona3—-5=—-2&HN.

2. La soustraction — définit en revanche une loi de composition interne sur Z.

PourtousaeZ etbe Z,onabiena—be Z.

+ Cette loi n'est pas commutative sur Z.
Ona3—2=1et2—3=—1etdonc3—2#2—3.

+ Cette loi n'est pas associative sur Z.

Ona(3—2)-1=1-1=0et3—(2-1)=3—-1=2etdonc (3—2)—1#£3—(2—1).

_ On considére l'application f, définie pour tous
nombres complexes z et 2’ par f,(z;z')=z+2z.

1. Justifier que f, définit une loi de composition interne
sur C.

2. Montrer que cette loi est commutative et associative.

On considere l'application f, définie pour tous
nombres complexes z et 2 par f,(z;z )=z x z.

1. Montrer que f, définit une loi de composition interne
sur C.

2. Montrer que cette loi est commutative et associative.

1. Justifier que la soustraction est une loi de
composition interne sur E.

2. Est-elle associative ? Commutative ?

Soit = la loi de composition interne définie, pour
tous x et x’ réels, par x=x =x*.

1. Cette loi est-elle commutative ?

2. Cette loi est-elle associative ?

22 | LLS.fr/ MXPP82

| 1. La division définit-elle une loi de com position
interne sur R 2Sur R ?

2. Justifier que la division n'est ni associative, ni
commutative sur ",
3. On admet que la division définit une loi de

composition interne sur E = {—1; 1}. Est-elle associative
sur E ? Commutative ?

1 1.0n désigne par M,(R) lensemble des matrices
carrées d'ordre 2 a coefficients réels.
a. Montrer que le produit matriciel définit une loi de
composition interne sur Mz(R).
b. Montrer que le produit matriciel est associatif sur
M, (R).
c. Est-il commutatif ?
2. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on désigne
par MH(R) l'ensemble des matrices carrées d'ordre n a
coefficients reels.
Justifier que le produit matriciel définit une loi de
composition interne sur M _(R).



| .
VERS LE SUPERIEUR

) Notion de groupe
| Définitions

« On dit que e € E est un élément neutre pour la loi = lorsque, pourtout xe E, esx=x+e =x.

« Si E posséde un élément neutre e pour la loi =, un élément x € E est inversible s'il existe y € E tel que
x+=y=y=x=e Ondit que y est l'inverse de x.

= Ondit que (E, «) est un groupe lorsque la loi = est une loi de composition interne associative sur E,
qu'il existe un éléement neutre pour cette loi et que tout eléement de E est inversible pour cette loi.

e Lorsque la loi est commutative, on dit que le groupe est commutatif ou abélien.

(Z,+)estungroupe :
« +définit une loi de composition interne associative sur Z ;
* il existe un élément neutre e = 0 pour cette loi: pourtoutae Z,a+0=0+a=a;

 tout élément a € Z admet un inverse pour la loi +: —a.

| 1. Montrer que la multiplication x est une loi de
composition interne sur 2", Est-elle associative ?

On souhaite montrer que (U, x) est un groupe.

1.a.Soient z et 2z’ deux nombres complexes de module 1.
Montrer que z xz' est un nombre complexe de module 1. 2. Montrer que B* posséde un élément neutre pour x.

b. Justifier que x est une loi de composition interne Donner sa valeur.

associative sur 1. 3. Tout élément de 2" posséde-t-il un inverse pour x ?

2.a. Montrer que U possede un élément neutre pour x. 4, Que peut-on déduire des questions précédentes ?

b. Soit z e U. Montrer que %E U. . ) )
| Les couples suivants sont-ils des groupes ?

3.Conclure quant a l'objectif de l'exercice.
1. (N,+) 2.(C, x) 3.(Z",x)

I I A

I Notion de sous-groupe
| Définitions _

Soit (G, =) un groupe. On dit que (H , =) est un sous-groupe de (G, =) lorsque :
1. H est inclus dans G ; 2.1'élément neutre de (G, =) appartienta H;
3.pourtous x et yde H, x=ye H; 4. pour tout x de H, l'inverse de x pour = appartient 3 H.

' PourneN,onnote nZ = {nk , ke Z}.
Montrer que (nZ , +) est un sous-groupe de (Z, +).

1. Montrer que ({=1; 1}, %) est un sous-groupe
de (R*, x).
2.({—1;1},+) est-il un sous-groupe de (£, +) ?

N ) el S s (T ) 2 Soit (G, =) un groupe dont on note e 'élément
(N, ,+)7?

neutre.

4.(Q7, x) est-il un sous-groupe de (R, x) ? Montrer que ({e}, =) est un sous-groupe de (G, =).

R I
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VERS LE SUPERIEUR

Similitudes

Dans toute cette partie, on considére un repére orthonormé direct (O ; If, ).

1. On appelle transformation du plan toute fonction qui, a tout point M du plan, associe un unigue point
M’ du plan, et telle que tout point du plan posséde un, et un seul, antécédent par cette fonction.

2.Soit t un vecteur. La translation de vecteur ¢ est la transformation du plan qui, a tout point M, associe

le point M’ tel que MM’ =T

3. Soient Q un point du plan et k un réel non nul. L'homothétie de centre Q et de rapport k est une
R — —_—
transformation du plan qui, a tout point M du plan, associe le point M’ tel que QM' = kQM.

4. Soient Q un point du plan et & un réel. La rotation de centre Q et d'angle £ est une transformation du
plan qui, & tout point M du plan, associe le point M’ tel que QM = OM’ et (QM 3 QM’)=9+k>< 2r, ke Z.

5. Une fonction f: C — C est une similitude directe lorsqu'il existe deux nombres complexes a #0 et b

tels que, pourtout ze C, f(z)=az+b.

Soit f la fonction définie, pour tout ze C, par flz)=(3+i)z+2+1i. f est une similitude directe.
Cette application n'a qu'un point fixe, c'est-a-dire un complexe vérifiant f(z,)= z, (avec z, = —1).

On considéere une similitude directe qui trans-
forme le point A d'affixe 4 en le point A’ d'affixe 1—6i
et le point B d'affixe 2 +4i en le point B’ d'affixe 7 — 3i.

1. Justifier que, pour tout point M d'affixe z, 'image M’
par cette similitude directe est zZ =az+b, ol aeth
sont deux nombres a déterminer.

2. A-t-on AA'=BB'?
3. Cette transformation du plan est-elle une
translation ? Une rotation ? Une homothétie ? Justifier.

Dans cet exercice, M désigne un point du plan
d'affixe z e C. Le point M’ d'affixe 2’ € C est l'image du
point M par une transformation du plan.

1.0n suppose que la trgnsformation du plan est une
translation de vecteur t d'affixe b.
Montrer que z =z +b.

2.0n suppose que la transformation du plan est une
homothétie de centre Q, d'affixe w, et de rapport k.
Montrer que 2 =w+k(z—w).

3. 0n suppose que la transformation du plan est une
rotation de centre Q, d'affixe w, et d'angle 4.
Montrer que z =w+ e’ (z— w).

4. Justifier que les transformations précédentes sont
toutes des similitudes directes.
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D’aprés bac S, Antilles - Guyane, juin 2012
Soit la transformation f qui, a tout point M d'affixe z,
associe le point M’ d'affixe z' tel que :

z=3(1-i)z+4-2.

1. Montrer que cette transformation admet un unique
point fixe Q d'affixe @ = -2 —2i.
2. Montrer qu'il existe a € C tel que, pourtout ze C,
onaz-—w=alz—w). On précisera la valeur de a.
3. Déterminer une forme exponentielle de a.
4. En déduire que f estlacomposée d'une rotation

et d'une homothétie. On précisera ses éléments
caractéristigues.

D’aprés bac S, La Réunion, juin 201
Soit la transformation f qui, a tout point M d'affixe z,
associe le point M’ d'affixe z' tel que z' = 72( —1+1)z.

Montrer que f est une rotation dont on précisera ses
éléments caractéristiques.

On dit qu'une transformation du plan f conserve
les longueurs lorsque, pour tous points A et B du plan,
si A’ et B’ désignent les images respectivesde A et B
par f,ona A'B' = AB.

Quelles sont les conditions pour qu'une similitude directe
conserve les longueurs ?



D’aprés ENSTIM MPSI, 2004
On désigne par E 'ensemble des matrices carrées

d'ordre 2 de la forme (ﬂ %

0 b)' ol a, b et ¢ sont des
nombres réels.

1.Démontrer que E, muni de l'addition des matrices, est
un groupe commutatif.

2.a.5i A et B sontdeux éléments de E, AB
appartient-ila E ?

b.Si A et B sont deux éléements de E, a-t-on AB=BA ?
¢. Tout élément non nul de E est-il inversible pour le
produit ?

3.0n designe par G l'ensemble des matrices de E telles
quea>0etb>0.

Démontrer que G est un groupe multiplicatif.

| D’aprés concours des écoles des mines, 2006
Soit f la fonction qui & un complexe z associe, lorsque
c'est possible, flz)= ‘zi—zz‘i_
1. Déterminer le domaine de définition D de f.
2.a. Déterminer les racines carrées complexes de 8 — 6i.
b. En déduire tous les antécédents de 1+1i par f.

3.5So0it h un nombre complexe. Discuter, suivant les
valeurs de h, le nombre d'antécédents de h par f.

4.0n désigne par fl D) 'ensemble des éléments de z/
de Ctel qu'il existe z € D verifiant 2 = flz).

Si flD)=C, onditque f est surjective.

a.Déterminer l'ensemble f{D).

b. La fonction f est-elle surjective ?

5.0ndit que f est injective lorsque, pour tous nombres
zetz' de D,si flz)=flz)alorsz=z.

La fonction f est-elle injective ?

Soit g la fonction définie sur 9 a valeurs dans C et telle

2
Z 3
~+z7,
z—21 %

que, pourtout ze D, g(z)=|z—2i|?

Avant

Les ensembles de nombres
usuels: N, Z, I, (J et E.

Propriétés sur les nombres réels.

Maintenant

Les nombres complexes C.

Utilisation des nombres
complexes en géométrie plane.
Résolution d'équations
polynomiales.

VERS LE SUPERIEUR

6. Soit z =x+1iy un nombre complexe appartenant a D.
a. Montrer que la partie reelle de g(z) est

2x% — 20y® — 4xy.

b. Déterminer la partie imaginaire de z.

| D'aprés ENAC, 2016
Cet exercice est un questionnaire a choix multiple.

Soit # € |-m ; x[. On considére le nombre complexe
z=1+cos(#)+1isin(8).

1.Le module de z vaut :
a.|z|=+y2+2cosd.

c.lzlchus(%).

b.|z|=2.
d.|z|:ﬁ+cus(g).
2.Unargument de z vérifie :

g

a.a=4+2kn,kez. ba=L+kr, keZ

e tana:tan(%—). d. tana:tan(%)+kr,kez.

3.0n obtient alors :

h.z=2|cns(g~

)

a. z:2cns(g“)ei%. )‘e i%.

cos()f cos|
4.2=2c082( )1+ tan(§)).

c.z=2 +isin

o

| D'aprés ENAC, 2018
Soit @ un paramétre réel. On considére I'équation :
2(1+i)z*+2(a+i)z+ia(1—i)=0.

Déterminer les solutions de cette équation.

Soient a, b et ¢ trois nombres complexes avec a # 0.

On admet que 'équation du second degré a coefficients
complexes az” + bz + ¢ = 0 se résout de la méme maniére
que les équations a coefficients réels:

» oncalcule A =b>—t4ac:

- ondétermine § € C telque A = 8?2 ;

« onen déduit les solutions données par z, = —g;a et
_—b+té
Zy ==

Aprés
Etude des similitudes directes.
Etude des structures algébriques
particuliéres : les groupes, les
anneaux, les corps, les algebres,
les espaces vectoriels.
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Histoire des mathématiques

La science des nombres

Larithmétique désigne de fagon

générale la science des nombres. Jb -7#4/17'—/ o T .4'..7?,- ...4.;4:..4,' o,
Plus spécifiquement, depuis 'Antiquite, 5 Apaipess 4-/4'4  favic Lillop gty m«-m&- o dire pone e
beaucoup de résultats de l'arithmétique \Fﬁ""‘“‘@ﬂjﬂ-‘ ""74’--‘2-/ o “"/""'u
sont liés a 'étude des nombres entiers : ) il F P 2 adr ahd Jrrri WG By
des caractéristiques de certains d'entre ; '”W/(’*é“’m

5 mﬁ Al st il I st -..J .},?,

eux aux relations des uns avec les autres, 7 PR
X X ?O‘f-ﬂn ey waitatim ¥ M/

comme les nombres premiers, pairs, 1. wiefes

X ) A X ?wvl nto: “. ”lo’ :_:;

impairs, amis, parfaits, etc. On peut 49 s TR et <

citer aussi les triplets pythagoriciens, &'f;‘-’;- i paan Affbernerines ";}m‘uwﬂm

les nombres triangulaires, les nombres o Ko

polygonaux de Diophante, les nombres de

E S .r.r,im s X, Citt onid WF fuituV = . mametos
e Srvvsnaer
Mersenne, de Fermat, de Gauss, de Sophie é' \t P /‘9"-’/-4 rm!},mw ’g__,,_.

rt/7
rer

ﬁ;

~—7

G s

Germain, ceux de Carmichael et bien }""'"" o _(,wﬁ'o f'-“'_ :;v-g" =
d'autres encore. zm;-.a.r carvs M :
Bien que souvent considérée comme trés :;: A ‘-'f-." ""’m“‘:“m ""0‘

théorique, larithmétique a cependant .?‘ £’ kT 1.2 :

permis de mieux comprendre l'infini et
les différents ense!nb{es de nombres. ] 25‘ __J
Elle trouve de nos jours de nombreuses 7 b&ww

- ) . Mr T st 22y
applications notamment en informatique
(systémes de cryptographie ou codes
correcteurs d'erreur).

{ W-sﬁm—ﬂw-% I /+f5 -._/‘_A:.’

’__‘___..

%«-—u{

Certaines conjectures compréhensibles de tous restent encore
de nos jours non démontrées, comme la conjecture de Christian
Goldbach (1742) qui écrit que « tout nombre entier pair supérieur
a3 peut s'écrire comme la somme de deux nombres premiers ».
(Ci-dessus : lettre de Goldbach exposant sa conjecture a Euler.)

-500 0 500 800 1500 1600 1700
|

MATHEMAHCH.IESGRECQUES| II‘ MONDE ARABE RENAISSANCE ITALIENNE _
Pythagore (-580 ; -495) Claude-Gaspard Bachet de Méziriac (1581-1638)

Euclide (environ 300) Marin Mersenne (1583-1648)
Nicomaque de Gérase (I*' et II* siecle) Pierre de Fermat (1607-1665)

Théon de Smyme (I* et |1* siécle)
Diophante (/11 siécle)

Retrouver cette frise au format

interactif sur [ LLS.fr/MxPP86 )
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Le grand théoréme de Fermat

La compréhension des problemes arithmeétiques est souvent trés aisée, mais leur
résolution peut générer des recherches et des raisonnements particulierement délicats.
En lisant une édition de son époque des Arithmétiques de Diophante, Fermat (1607-1665)
rédige l'énoncé d'un résultat que l'on appellera le grand théoréme de Fermat : « Pour
tout entier naturel n supérieur ou égal d 3, il n'existe pas de nombres entiers strictement
; positifs x, y et z tels que x" +y" = z" ». Il ajoute dans la marge : « J'en ai découvert
Fermat une démonstration véritablement merveilleuse que cette marge est trop étroite

pour contenir ». Nous n'avons aujourd’hui encore pas retrouvé la trace d'une telle
démonstration. Beaucoup de mathématiciens a travers l'histoire se sont attachés a
essayer de démontrer ce qui n'était alors qu'une conjecture. Ce n'est qu'en 1993 (puis en
1994) que le mathématicien Andrew Wiles présente ses travaux et précise que le grand
théoréme de Fermat est un corollaire de ses résultats. Il aura donc fallu plus de 300 ans
pour parvenir a une démonstration du résultat et faire appel & de nombreuses branches
des mathématiques qui n'existaient pas au XVII® siécle. Une démonstration reposant sur
les outils dont disposait Fermat est toujours a I'étude aujourd'hui.

Andrew Wiles

I Sophie Germain

Mathématicienne et philosophe, Sophie Germain (1776-1831) s'est
passionnée pour les mathématiques & I'age de treize ans en

lisant les ceuvres d’'Archiméde. Afin de s'intégrer dans un milieu
exclusivement masculin, elle choisit le pseudonyme d'Antoine
Auguste Le Blanc pour correspondre avec Lagrange et Gauss et
apporte des avancées notables sur la démonstration du théoréme
de Fermat et sur la théorie des nombres.

A la fin de sa vie, elle travaille sur les mathématiques des surfaces
et, en 1816, elle devient la premiére femme & recevoir le prix de
'Académie des Sciences et & pouvoir assister a ses séances de
travail.

1800 1900 2000
| |

L'/AGE D'OR DE L'ANALYSE L'ESSOR DES MATHEMATIQUES LE BOOM DE LA COMMUNAUTE MATHEMATIQUE

‘Christian Goldbach (1690-1764) " 'Robert Daniel Carmichael (1879-1967)

LéonhardEuler (1707-1783) s Andrew Wiles (1953-)
sEtiennerBézout (1730-1783)
~ Joseph-=Louis Lagrange (1736-1513)

Sophie Germain (1776-1831)
‘Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
Jacques Charles:FrancoisSturm=(1803-1855)

Johann PeterGustavLejeune Dirichlet (1805-1859)
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. ACTIVITES - istoRe pes waTHémaTIqUES
W) Diophante, le pére deI'inconnue

Diophante est un mathématicien de 'Antiquité ayant certainement vécu au llI° siécle aprés J.-C. Il a surtout
travaillé en arithmétique dans la résolution des équations. Son ceuvre majeure, les Arithmétiques, ne nous est
parvenue qu'a travers des copies et interprétations successives.

Durant l'Antiquité, lécriture symbolique n'existait pas et la résolution des equations devait s'appuyer sur des
résultats provenant de la géométrie. Voici quelques problémes étudiés par Diophante.

Dans les questions qui vont suivre, nous avons besoin de connaitre une identité remarquable démontrée par
Euclide dans Les Eléments a partir du gnomon (une figure qui interpréte des produits en termes d'aire).

a b

Le gnomon ci-contre permet d'obtenir l'identité remarquable bien connue
(a+b)=a’+2ab+b% Compléter ce gnomon et expliquer en quoi il constitue une
démonstration visuelle de cette identité remarquable.

a fia

:(ﬂ;b)2+ﬂb.

) : o . . at+b?
Avec une méthode similaire, Diophante a montré que ( 5 )

' Livre | probléme 27 des Arithmétiques : Trouver deux nombres dont la somme est 20 et le produit est 96.

Avec nos connaissances actuelles concernant les equations du second degré, ce probléme se résout
facilement. Mais Diophante ne connaissait pas ce formalisme et procéda donc differemment. Afin de ne pas
avoir deux valeurs a chercher a ce probléme, il propose de les écrire a partir d'une inconnue qu'il nomme
«nombre non dit » en grec ancien. Il la définit comme étant la moitié de leur différence.

En se servant de la deuxiéme identité donnée a la question , il indique ensuite que le carré de leur

2
demi-somme doit étre égal a 100 (car (22(1) =100), donc que le carré de linconnue augmenté du produit des

deux nombres cherchés vaut 100. Ainsi, 96 augmenté du carré de linconnue vaut 100. Le carré de l'inconnue
vaut donc 4, donc cette inconnue vaut 2. Il en résulte que la plus grande des solutions vaut 10 +2 soit 12

et que l'autre vaut 10 — 2 soit 8. Il précise enfin que sa méthode fonctionne, a condition que le carré de la
demi-somme a trouver soit plus grand que leur produit.

a) Soient a et b les deux nombres a trouver, S leur somme et P leur produit. Avec nos notations actuelles,
montrer que a:%+x eth :%—x, ol x correspond a l'inconnue (la moitié de la différence entre a et b).

b} Résoudre le probléme en utilisant la deuxiéme identité de la question ¢ et donner alors les solutions
proposées par Diophante en fonction de S et P.

c) En utilisant le principe de Diophante, sans les formules trouvées a la question ( b), déterminer deux
nombres dont la somme vaut 40 et le produit 364.

~ Livre Il probléme 8 : Partager 16 en deux carrés.

On cherche ici deux nombres dont la somme de leur carré vaut 16. Soit l'inconnue I'une de ces valeurs.
Diophante propose d'écrire la deuxiéme valeur sous la forme m fois l'inconnue (ol m est un nombre
strictement positif, de préférence entier) moins 4 (car 4 =4/16). En prenant m = 2, il obtient alors une équation

du premier degré qu'il sait resoudre et dont la solution est % De 13, il trouve que l'autre valeur recherchée
estdonc ¢

a) En appliquant la méthode de Diophante, retrouver que % et % sont bien solutions du probléeme,

autrement dit que (%)2+(%]1 =16.

b) On note a, b et ¢ trois nombres qui vérifient a’+ b? = ¢2. On suppose que a est l'inconnue.
2me

En utilisant nos notations actuelles et en suivant la méthode de Diophante, montrer que a = R

puis déterminer b en fonction de m et c.
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D Les nombres de Mersenne

Marin Mersenne (1588-1648) est un religieux a la culture encyclopédique qui s'intéresse particuliérement aux
sciences. En 1644, il publie ses Cogitata Physico-Mathematica et, dans le paragraphe XIX de l'introd uction,
évoque les nombres parfaits et fait allusion a des nombres qui s'écrivent sous la forme 2" —1. Ce paragraphe a
inspiré de nombreux problémes mathématiques abordés notamment par Euler, Legendre et Gauss.

En voici une traduction en francais.

A ce point, il sera utile de noter que les 28 nombres présentés par Petrus
Bungus comme parfaits dans le chapitre XXVIII de son livre sur les nombres, ne
sont pas tous parfaits. En effet, 20 sont imparfaits, de sorte gqu'il n'y en a que

8 parfaits, a savoir 6, 28, 496, 8128, 3355033 614, 8 589 869 056, 137438691328 et
2305843 008139952 128.(...)

De plus, les nombres parfaits sont si rares que jusqu'a présent, seuls onze ont
pu étre trouvés, c'est-a-dire trois de plus que ceux de Bungus ; cariln'y a pas
d'autres nombres parfaits en dehors de ces huit, 8 moins de dépasser l'ex-
posant 62, en 1+2+22+ ... Le neuviéme nombre parfait est la puissance de
l'exposant 68 moins 1; le dixieme, la puisssance de ['exposant 128 moins 1; le
onziéme, enfin, la puissance 258 moins 1, c'est-a-dire la puissance 257, diminuée
de l'unite, multipliés par la puissance 256.

Marin Mersenne (1588-1648) Extrait du paragraphe XIX de Cogitata Physico-Mathematica de Marin Mersenne.

a) Un nombre parfait est un nombre égal a la somme de ses diviseurs positifs stricts.
Vérifier que 6 et 28 sont bien des nombres parfaits.

b) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, 1+2+22+... +2" '=2"—1,

c) Pour aborder les nombres parfaits, on utilisera la propriété suivante.
« Pour tous entiers a et n supérieurs ou égaux a 2, a" — 1est divisible par a—1. »
Démontrer ce théoréme en déterminant la valeur de la somme 1+a+a?+ - +a" .
a) En utilisant la propriété précédente, montrer gue m

si n n'est pas un nombre premier, alors 2"—1n'est pas

. a) On pourra noter k et m les entiers
un nombre premier.

tels que n = km, puis utiliser le fait que
b) Pour tout n =2, on pose M, =2"—1. 2" —1=(25)"—1.

Etudier la primalité des nombres M,, M, -+, M.

c) A ce stade, on pourrait conjecturer que si n est premier, alors M, est aussi premier,
Montrer que M,, n'est pas premier, bien que 11 le soit.

Remarques :

» Le deuxiéme paragraphe de Mersenne est surprenant : en effet, il indique qu'il faut aller au-dela de la puissance 62 pour
trouver des nombres parfaits. Or, justement, M, est un nombre premier, et 2 5[’Mm est un nombre parfait (valeur trouvée
en 1883 par Pervouchine).

= Mersenne parle également des puissances 68 et 258 comme des nombres parfaits. Or les nombres M, et M., ne sont pas
premiers.

= Le 20 décembre 2018, Patrick Laroche trouve le plus grand des nombres premiers connus a ce jour : 282589933 —1q,
Il s'écrit avec 24862048 chiffres. C'est un nombre de Mersenne.
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Av'antx decom méncér

n Travailler avec la parité des nombres
1. Démontrer que la somme de deux nombres
pairs est un nombre pair.

2. Démontrer que le produit de deux nombres
impairs est un nombre impair.

3. Reproduire et compléter les tableaux suivants.

7 Rédiger une démonstration

1. Montrer que 7 et 11 sont la difference de deux
carrés.

2. Démontrer que tout entier naturel impair
peut s'écrire comme la différence de deux carrés
successifs.

B Comprendre une fonction Python

Soit la fonction inconnue écrite en Python.

1 def inconnue(a, b):
2| r = False

3| if a/b == a//b:
4| | r=True

5| returnr

Que permet de déterminer cette fonction ?

n Déterminer des diviseurs

Justifier que 2020 est divisible par 5 et par 10.
Est-il divisible par3 ?

B Diviseurs communs

Lors d'un tournoi de jeu de société, on compte
60 hommes et 40 femmes inscrits.

Les organisateurs veulent créer des équipes
mixtes contenant toutes le méme nombre x
d’hommes et y de femmes.

Comment les équipes peuvent-elles étre
constituées sachant qu'une équipe doit
comprendre au moins quatre personnes et

au plus dix personnes ?

S | LLS.fr/MXPP90D

 Prérequis

1. Utiliser la parité d'un nombre.

2. Connaitre les principaux critéres de divisibilité.
3. Utiliser la notion de diviseur.

4. Savoir raisonner par récurrence.

5. Savoir écrire un algorithme et utiliser le langage Python.

n Adapter une démarche de recherche

2020 peut-il s'exprimer comme la somme de
quatre entiers consécutifs ?

n Travailler avec la récurrence

Soit (U,) la suite définie, pour tout n € I, par
U, ,=2""+U, etde premierterme U, =2.
Démontrer par récurrence gue, pour tout entier
naturel n, U est pair.

u Probléme

1. Soit n un entier naturel.
Démontrer que n et n” ont la méme parité.

2. Supposons que /2 est un nombre rationnel,

Il existe alors deux entiers a et b, avec b non nul,
tels que ¢2 =%.

Quitte a la simplifier, on suppose que % est une
fraction irréductible.

a.Démontrer que a’ est pair, puis en déduire la
parité de a.

b. Démontrer alors que b est pair.

c. Déduire une contradiction des questions
précédentes. Que peut-on en conclure ?

Carl Friedrich Gauss

(1777-1855) est un

célebre mathématicien

et physicien originaire

de la principauté

du Brunswick. D'une

famille pauvre, son

instituteur J.G. Biittner

et son assistant Martin Bartels lui ont permis
de développer ses talents mathé matiques
précoces. Il publie ses premiers résultats dés
19 ans et a 24 ans, il introduit les congruences
étudiées dans ce chapitre dans ses Discus-
sions arithmétiques, qui deviendra trés vite
une référence en arithmétique.




1. Déterminer les diviseurs d'un entier.
2. Montrer gu'un entier a est divisible par un entier b.

3. Déterminer le quotient et le reste dans la division euclidienne.

4. Determiner des restes a l'aide de congruences.
5. Résoudre des equations avec des congruences.

Euclide, Dmpf:r;mrf, Fermat, Gauss et, pfm
récemment, Andrew Wiles ont contribué aux

avancées dans ce domaine.

Larithmétique est aujourd hui au centre des pro-
blémes liés a linformatique (codage, cryptographie).
Les bases de ['arithmétique sont les opérations
enseignées a ['école primaire. Dans ce chapitre, nous
allons gravir une nouvelle marche en étudiant les
notions de divisibilité dans 7. et de congruence.



) Multiples et diviseurs

Obj (Y4118 Revoir la notion de multiples et de diviseurs.

o Eline et Lucie montent un escalier comportant moins de 40 marches.

Eline les monte trois par trois et il lui reste une marche & gravir.
Lucie les monte deux par deux et il lui reste également une marche a gravir.
Combien cet escalier peut-il comporter de marches ?

eCompléter la fonction Python ci-contre afin | —— Fy— \ m
qu'elle donne les listes de tous les multiples 2 def multCa, b, d):
ad - - - & 2 ] ” T

positifs inférieurs ou égaux a d de deux 31 el = floor(...) 9 La fom:twtj Haac

nombres entiers naturels a et b, les valeurs de 4 2 = floor(...) gﬁggfelzmr;fmbre

a, b et d étant saisies par l'utilisateur. 50 11=1[] Latanctian appena

En utilisant la fonction mult, retrouver les ? E:’L D_,Ln range(1, 1 + 1) permetd'ajouter un

résultats de la premiére question. 3 11.append(. . ‘)' élément a la fin d'une
. . 9| for i in range(l, ¢2 + 1): liste.

e On suppose dans la suite que l'escalier 10 12 a;pend(g ()’ crk &

posséde 37 marches. 11| return(ll, 12)

a) Donner la liste des diviseurs positifs
de 36.

b) Louis se trouve déja sur la premiére marche de l'escalier.
De « combien de facons » (une par une, deux par deux, etc.) peut-il monter les marches de l'escalier pour arriver
pile en haut, sachant gu'il ne peut pas monter les marches plus de quatre par quatre ?

o Si a et b sont deux entiers, on dit que b est un multiple de a lorsqu'il existe un entier k tel que b= ka.

On dit aussi que a est un diviseur de b ou que a divise b eton note a | b.
Compléter les propositions suivantes.

a) 25|125 signifie que 25 est un ... de 125.
b) 26| 312 signifie que 312 est un ... de 26.

c) Comment peut-on noter que 75 est divisible par5?

m Pour deux entiers naturels a et b, dans quel cas peut-on dire que a divise b ?

B Alabonne heure!

Objl![ﬁf Revoir la division euclidienne dans I et introduire cette division dans Z.

On observe les grandes aiguilles de deux horloges : la premiére horloge H,
avance chague heure de 1 minute, alors que laseconde H, retarde de

2 minutes chaque heure. Les deux horloges sont simultané ment réglées a
midi pile.

Oa) Lorsque la grande aiguille de H, a fait un tour complet, combien de

minutes se sont en réalité écoulées ?

b) Lorsque la grande aiguille de H, a fait un tour complet, combien de
minutes se sont en réalité écoulées ?
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e La grande aiguille de H, est maintenant sur le 7 alors que celle de H, est sur le 1. On cherche & savoir combien de
minutes n se sont écoulées depuis midi et le nombre de tours g effectué par chacune des grandes aiguilles (on admet
gu'elles ont effectivement réalisé le méme nombre de tours d’horloge).

a) Justifier que l'on peut écrire n = 59¢q + 35.

b) En déduire alors la valeur de g puis celle de n et interpréter les résultats obtenus.

e En écrivant n =59q +35, on dit que l'on a effectué la division euclidienne de n par 59, ol g est le quotient et
35 le reste.

a) Si a et b sont deux entiers naturels avec b non nul, rappeler la définition de la division euclidienne de a par b
dans 1.

b) Ecrire la division euclidienne de 142 par 23.

o Sachant que le reste r doit vérifier 0 <r < 23, écrire alors la division euclidienne de —142 par 23 dans Z.

En s'appuyant sur la définition de la division euclidienne dans N, donner la
définition de la division euclidienne d'un élément de Z parun élément de N".

La magique « preuve par 9»

m Introduire la notion de congruence.

Charlie a écrit 28 x 13 = 341 mais son grand-pére, sans effectuer le calcul, lui affirme que son résultat est faux.

o a) Ecrire les divisions euclidiennes de 28 par 9 et de 13 par 9.
b) En déduire le reste de la division de 28 x 13 par 9.
c) Déterminer le reste de la division euclidienne de 341 par 9, puis justifier la réponse du grand pére de Charlie.
Oa) Justifier que les nombres 457 et 16 ont le méme reste dans la division euclidienne par 9.
On dira alors que 457 est congru a 16 modulo 9 et on écrira 457 =16[9] ou 457 =7[9] ou bien encore 16 =7[9].
b) Justifier que 128 =2[9] (128 est congru a 2 modulo 9).

c) Indiguer, en justifiant, si les propositions suivantes sont vraies ou fausses :
123=101[9]; 2365 =7[9]; 1234 =19[9] et 289 = 11[9].

esment X, y, a et b quatre entiers naturels tels que x=a[9] ety =b[9]. m
a) Démontrer que x+y=a+b[9] € a) x = a [9]si, et seulement si, il
b) Démontrer que xxy =ax b[9]. existe k€ Z telque x= 9k +a.

@) =) un éléve écrit que 2635+ 1271 = 3806.
La preuve par 9 remet-elle en cause ce résultat ? Rappel : Exemple de « preuve par 9»:
b) Un éléve écrit que 457 X 128 = 58 396. 41X 12 = 492.0n vérifie avec la

La preuve par 9 remet-elle en cause ce résultat ? FXRIVE pars d une‘part, & 4‘_1 =
1+ 2 = 3. Le produit des chiffres

€ vaprés la calculatrice, 1235 x 151 = 186 485. obtenus vaut 5x3=15et 1+5=6
En se trompant dans la multiplication, un éléve obtient 184 685. et d'autre part, 4+ 9 +2 =15et
1+5=6.

a) Que donne la « preuve par9» ?

b) Que peut-on en conclure ?

m Si a, b et n sont trois entiers naturels avec n # 0, définira = b [n]

puis lister les opérations compatibles avec cette relation.
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D Relation de divisibilita dans Z

I Diviseurs et multiples
| Définition |

Soient a et b deux entiers relatifs. On dit que a divise b lorsqu'il existe un entier
relatif k tel que b = ka. On dit que a est un diviseur de b. On note a|b.

—124 =—31x4.0n adonc —31|—124 et 4|—124.

Conséquence

Soit n un entier relatif non nul.
Tout diviseur de n est compris entre —|n| et |n|.

Tout entier relatif non nul n a donc un nombre fini de diviseurs.

Soient a et b deux entiers relatifs. On a les équivalences suivantes :
alb < (-a)|be al(-b) = (—a)|(-b).

E(M[]HS]RH“UN Voir exercice || p. 106.

Déterminer les entiers naturels a et b vérifiant a®>— b? = 35.

Remarque : On dit
aussi que b est un
multiple de a et que
b estdivisible par a.

Remarque : Pour tout
entiera, 1Xxa=a
donc 1divise aeta
divise a.
Deplus,0xa=20
donc tout entier
divise 0.

Lensemble des
diviseurs de 0 est Z.

Remarque : a et
—a ont les mémes
diviseurs.

Remarque : Soit b un
entier non nul

Sia| b,alors
lal<|b]

Soient a et b deux entiers naturels.

a*-b*=35<(a—b)a+b)=35 Méthode

« On factorise pour obtenir un produit
d'entiers. On obtient une équation du type

a et b étant deux entiers naturels, ona a+b = 0 et a —b doit donc
également étre positif car 35 est positif.

A xB=23500 A et B sont donc des

De plus, a—b et a+b sont des diviseurs positifs de 35 avec
a—b<sa+hb. Les diviseurs positifs de 35sont 1, 5,7 et 35.

5 53 a—-b=1 {ﬂ_b:5
a et b vérifient donc a®*—b _35@{a+b:35 O
a=18 {ﬂiﬁ

On obtient {b: 12 ou

diviseurs positifs de 35.

 Onrecherche les conditions que l'on a sur a
et b sachant qu'il s'agit d'entiers naturels:
dans cet exemple a > b.

b=1' = Aprés avoir détermineé les diviseurs de 35,

on écrit les systémes vérifiés par a et b.

Réciproquement, les couples (18 ;17) et (6 ; 1) vérifient 'équation.

Ainsi, les couples d'entiers (a ; b) solutions de l'équation a?—b*=35
sont exactement (18 ;17) et (6 ; 1).

La résolution de ces systémes nous donne
les solutions cherchées.
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) Propriétés de la divisibilité
Remarque: Une

telle propriété est
appelée propriété de
transitivité.

Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs. Si a| b et b|e, alors ale.

[oemanstRATION

a|b signifie qu'il existe un entier k = Z tel que b = ka.
b| c signifie qu'il existe un entier k' € Z tel que ¢ =k'b.
On a alors ¢ =k'b =k'(ka) = k'ka. Or kk’ est un entier relatif donc a|ec.

On a 19|38 et 38| 114 donc 19| 114.

Vocabulaire : Si a| b

etalc,onditquea
divise toute combi-
naison linéaire de b
« En particulier, si a| b, alors a|(a+b) etal(a—b). et ¢, soit tout entier
de laforme mb + nc
(o0 m et n2 sont des

EEMG NSTRH“UE— entiers relatifs).

Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs.
* Sialb etalc alors, quels que soient les entiers m et n, ona a|(mb+ne).

« a| b signifie qu'il existe un entier k € Z tel que b = ka.

ale signifie qu'il existe un entier k' € Z tel que ¢ = k'a.
Ainsi, mb + nc = mka + nk'a = a(mk +nk’). Or mk +nk’ est un entier relatif donc
al|(mb+nc).

*Onaalb et ala donc la propriété précédente donne al(a+b)et al(a—b).

Déterminer tous les entiers n tels que (2n+7)|(n—3).

(2n+7)|(n—3) et (2n+7)|(2n+7). On a donc i

(2n+7)|[(2n+7)—2(n—3)], d'oit (2n+7)|13. Méthode

» On recherche une combinaison linéaire de
(n—3)etde (2n+7) de maniére a éliminer
l'entier inconnu n. On prend par exemple
12n+7)—2(n—3)=13.

= Onobtient alors que (2n +7) divise l'entier 13 qui

Les diviseurs de 13 sont —13, —1, 1 et 13 donc
n+7=—1en=—4;2n+7=—13en=-10;
nt+7=1en=-3;2nt+7=13en=3.

Les solutions possibles sont —4, —10, —3 et 3.

Réciproquement, les entiers obtenus sont-ils solutions ? est indépendant de n.
Pourn=—4,0ona2n+7=—-1etn—3=-7,or —1|—7 donc —4 = On raisonne alors par disjonction de cas en
est bien solution. On raisonne de méme pour les autres recherchant les diviseurs de 13.

valeurs. On en déduit que les solutions sont —4, —10, —3 et 3. » Lessolutions possibles sont alors les résultats

trouvés. Il faut ensuite vérifier par le calcul que ces
résultats correspondent bien a des entiers solutions.
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) Division euclidienne

I Division euclidienne dans N

Théoréme

Soient a et b deux entiers naturels avec b #0.

Alors il existe un unique couple d'entiers naturels (g ; r) satisfaisant les deux condi-
tions: a=bg+r et 0 < r<b. Cette relation est la division euclidienne de a par b.

g s'appelle le quotient de la division euclidienne de a par b.
r s'appelle le reste de la division euclidienne de a par b.

[oEMONSTRATION |

Soient a et b deux entiers naturels avec b non nul.

Existence

La partie entiere d'un réel x est l'entier relatif n tel que n <x<n+1.0n note

n=E(x). Posons alors g = E(%] Ona % >0doncg= E(%) > 0. Par définition,

q€%< qg+1ouencore gb <a<b(g+1) puisque b est strictement positif.

Autrement dit,ona bg—bg<a—bg<bg+b—Dbgsoitenfin0<a—bg<b.

En posant r=a—bg, on a, d'une part, a=bg +r et, d'autre part, 0 <r<b.On a

donc bien prouvé l'existence d'un couple (g ; r) vérifiant les conditions demandées.
+b

AN

0 b 2b gb a (g+1)b

Unicité

Supposons qu'il existe deux couples d'entiers naturels (g ; r) et (g’ ; r') vérifiant les
a=gb+ravecO<r<b
a=qgb+ravec0<r <b’
« gb+r=gb +7r,cest-a-dire b(q —q)=r—r'etdonc b|(r—r).
s O0sr<bet,puisque 0<r'<b,ona-b<-r <0.

deux conditions, c'est-a-dire { On a alors:

Ainsi, b|(r—r")avec—b<r—r <bdoncr—r =0etr=r.
On a alors g'—q =0 donc ¢’ = q. D'oti l'unicite.

Remarque : a sap-
pelle le dividende et
b le diviseur dans la
division euclidienne
de a par b.

Remargue : Soient

a et b deux entiers
naturels avec b # 0.
b|a si, etseulement
si, lereste de la
division euclidienne
de a par b est nul.

Onnote E(x) la
partie entiére du
reel x.

Remarque:Six =0,
alors E(x) = 0.

Propriété
Soit b un entier naturel tel que b = 2. Tout entier a s'écrit sous une, et une seule, des
formes bq, bg+1, bg+2, ..., bg+(b—1), ol g est un entier.

[DEMONSTRATION |

Soit a un entier.
En effectuant la division euclidienne de a par b non nul, il existe deux entiers natu-
rels g et r tels que a=bg+r avec0<r<b.

Par unicité du quotientet dureste a=bgoua=bg+1oua=bg+2oua=bg+3...
oua=bg+(b—1).
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Remarque : Ainsi,
dans la division par
2, leresteest 0 ou 1.
Tout entier s'écrit
sous la forme 2k ou
2k+1.

On retrouve donc
qu'un entier est pair
ou impair.




Soit n un entier naturel. Posons A =n(n—2)(n+2). Démaontrer que A est un multiple de 3.

Soit n un entier naturel. On a trois cas possibles.

1* cas: il existe ke N tel que n=3k.

A =3k(3k—2)(3k+2)donc A estdivisible par 3.

2°cas: il existe ke ¥ tel que n=3k+1.
A=(3k+1)(3k+1-2)(3k+1+2)=(3k+1)(3k—1)(3k+3)
=3(3k+1)(3k—1)(k+1)donc A estdivisible par 3.
3%cas:il existe k e ¥ tel que n =3k +2.

A=(3k+2)(3k+2—2)(3k+2+2)=(3k+2)(3k)(3k+4)
donc A est divisible par 3.

Méthode

D'aprés le résultat du cours sur la division euclidienne,

on sait que tout entier n s'écrit sous une des trois

formes suivantes :
n=3k;n=3k+1oun=3k+2.

On raisonne par disjonction de cas en distinguant les

trois cas possibles et en démontrant le résultat dans

chacun des cas.

) Division euclidienne d'un entier relatif par un entier naturel non nul

Theoreme: division euclidienne (admis)

Pour tout entier relatif a et tout entier naturel b non nul, il existe un unique couple

d'entiers (g ;r) telque a=bg+reto<r<b.

g est un entier relatif et r est un entier naturel.

Sachant que 524 =30 x 17 + 14, 0n a —524 = —30 x 17 — 14.

Le reste ne peut pas étre négatif donc il ne peut pas valoir —14.
On écrit —524 = —30 %17 — 17 + 17— 14 soit —524 = —31x 17 +3.

Remarque: On
définit de mémela
division euclidienne
d'un entier relatif

a par un relatif non
nul b : il existe un
unigue couple d'en-
tiers (g ; r) tel
quea=bq+tret
o<r<|b|

Le reste de la division euclidienne de —524 par 17 est 3 et le quotient est —31.

Dans la division euclidienne de —37 par l'entier naturel non nul b, le reste est 14.

Quelles sont les valeurs possibles du diviseur et du quotient ?

La division euclidienne de —37 par b donne —37 = gb + 14 avec
14 < b soit gb =—51.

Les diviseurs de —51 sont —51, —17, =3, —1, 1,3, 177 et 51.
Orb>14,0naalors b=170u b =51
Pourb=17,0na —37=17x(-3)+14 et g = —3.
Pourb=510na—-37=51x(-1)+14etg=—1

Méthode

On écrit la division euclidienne de —37 par b :

—37 = gb + 14, ce qui nous donne une équation du
type g X b =n.

Pour déterminer les entiers solutions d'une telle équa-
tion, on recherche les diviseurs de n.

De plus, la division euclidienne impose que 0 < r < b.
On en déduit les entiers solutions.
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~<}) Congruences

I Définition
| Définition |

Soient m un entier naturel non nul, et a et b deux entiers relatifs.

On dit que a et b sont congrus modulo m lorsqu'ils ont le méme reste dans la divi-
sion euclidienne par m.

On dit aussi que a est congru a b modulo m.

15=2x7+1et 21=2x10+1donc 15 = 21[2].

Théoréme

Soient m un entier naturel non nul et a et b deux entiers relatifs.

a= b[m]si, et seulement si, m|(a—b).
E['M[]HSIRFITI[]H Voir exercice ||| p. 109.

) Congruences et opérations

Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs et m un entier naturel non nul.

Sia=blm]etb=c[m], alorsa=c[m].

[ oEmonsTRATION

D'aprés les hypothéses, a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par
m, et b et ¢ ont le méme reste dans la division euclidienne par m, donc a et c ont le
méme reste dans la division euclidienne par m donc a = ¢[m].

Onnote a= b[m];

a=b(m)ou
a =b mod m.

Remarque : En parti-
culier sia=0[m],
alors m|a.

Remarque : On dit
que la relation de
congruence est
transitive.

. 251=8[3] et 8=2[3] donc 251 = 2[3].

Propriétés
Soient a, b, ¢ et d quatre entiers relatifs et m un entier naturel non nul.

1. Compatibilité avec 'addition
Sia=blm]ete=d[m], alors a+c=b+d[m].

2. Compatibilité avec la multiplication
Sia=b[m]ete=d[m], alorsaxec=bxd[m].

3. Compatibilité avec les puissances
Soit p un entier naturel non nul. 5i a = b[m], alors a”? = b?[m].

E['MUHSIRHTIUH Voir exercice /| p.109.
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Cas particuliers:

¢ =c[m]donc,

sia =b[m)], alors
a+c=b+c[m]et
axc=bxc[m]

Attention: Il n'y a
pas de compatibilite
avec la division :

62 = 26[ 4] mais

31 et 13 ne sont pas
congrus modulo 4.
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Montrer en utilisant un tableau de congruence que, pour tout entier relatif n, n(n+1)(2n+1) est divisible par 3.

On dresse un tableau de congruence de n modulo 3.

|' 0 1 2 Méthode
| 1 3=0 On recherche les restes possibles de n dans
i 7 3=0 59 la division par 3 (conséquence de la division

euclidienne).
0x1x1=0/1%x2Xx0=02x0x2=0 On compléte le tableau de congruence pour obte-
nir, dans la derniére ligne, les restes possibles de
ladivisionde n(n+1)(2n+1) par3.

Ces restes étant toujours nuls, on en déduit

que, pour tout entier n, n{n+1)(2n+1)est
divisible par 3.

On remarque que, pour tout entier n, n(n+1)2n+1)=0]3],
c'est-a-dire que n(n +1)(2n +1) est divisible par 3.

KA inverse modulo m

Soient a un entier relatif et m un entier naturel non nul.

On dit que a est inversible modulo m lorsqu'il existe un entier b tel que a x b= 1[m].

8 est inversible modulo 3 car 8 x2 = 1[3]. 2 est donc un inverse de 8 modulo 2.

1.Démontrer que 3 est inversible modulo 5.

2.Montrer que 4 n'admet pas d'inverse modulo 6.

1.Soit b un entier relatif. On établit un tableau de congruence modulo 5.

b B y 2 [ 3 [ & | Méthode )
| I [ [ 5 1. On recherche un entier b tel que

: 3 1 4 2
| | : | | | 3b=1[5].
On adonc 3x2=1[5]donc 2 est un inverse de 3 modulo 5. Pour cela, on établit un tableau de
Cet inverse n'est d'ailleurs pas unique : tout entier s'écrivant 5k +2, avec congruence modulo 5, en recherchant
k €7, est un inverse de 3 modulo 5. les restes possibles de 3b modulo 5.

Dans le tableau, on recherche s'il existe

R un entier b tel que 3b = 1[5].

| | 0 1 2 3 4 5 Dans ce cas, on observe que l'entier 2

| il 4 2 0 4 2 est une solution.

2. On établit un tableau de congruence
modulo 6. On observe que 4¢ n'est
jamais congru a 1 modulo 6.

2.Soit ¢ un entier relatif. On établit un tableau de congruence modulo 6.

Il n'existe pas d’entier ¢ tel que 4c=1[6]. Donc 4 nadmet pas d'inverse
modulo 6.
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LESSENTIEL

© soient trois entiers a, b et c. On dit que a divise b lorsqu'il existe un entier relatif k tel que b = kx a.
On note a | b. De plus, si a | b et a | ¢, alors, pour tous entiers m et n, a | (mb + nc). Cela permet de :

v déterminer les diviseurs d'un entier ;
v montrer qu'un entier b est divisible par un entier a ;

v/ déterminer des solutions entiéres d'équations en se ramenant a une équation dutype AxB=C oliles
diviseurs de C sont connus;

v/ déterminer les diviseurs communs a deux entiers.

©) soient deux entiers a et b avec b strictement positif. Effectuer la division euclidienne de a par b, c'est
déterminer U'unique couple d'entiers (q ; r)tel que a= bqg +ret 0< r < h. Cela permet de :

v résoudre des problémes de codage (clé de controle).

© soient deux entiers relatifs a et b, et m un entier naturel non nul. a et b sont congrus modulo m lorsqu'ils
ont le méme reste dans la division euclidienne par m. On note a= b[m]. De plus,a= b [m]e m|(b—a).
Cela permet de :

v/ établir les propriétés sur les congruences (compatibilité avec l'addition et la multiplication) ;
v étudier des problémes de chiffrement ;

v résoudre une equation du type ax = b [m].

DIVISIBILITE DANS 7.

Division euclidienne de a € Z par

. beN*:a=bg+ravecge? |
et0<sr<b |

Sir=0, alors a est Siaeta ontle méme
divisible par b. On dit reste par la division

”\
que b divise a et on euclidienne parm > 0
note b|a L alorsa=a'[m]

Siblaetalc, Siblaetb]e, Sia=b[m]et Sia=b[m]et
alors b|ec alors b| (ma +nc) c=d[m], alors c=d[m], alors
a+c=b+d[m] axc=bxd(m]

a=b[m]=m|(a-0D)

Téléchargez cette fiche de révision au format PDF sur | Ils.fr/MxPfiche3
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e o AUTO-EVALUATION

n Soit n un entier. Si n—4 divise 7n+2, alors : m Dans la congruence modulo 5, 23 512* est
congrua:

© n— 4 divise 28. © 30 divise n— 4.

O n divise 34, © n—4 divise 30. 0: b 2y 0 Os

m Iégalité 1887 = 45 x 41+ 42 : m Soient a et b deux entiers et m un entier natu-
rel non nul. Si ab=0[m], alors:

© est la division euclidienne de 1887 par 41.

o signifie que 1887 est divisible par 45.

o signifie que 41 est le quotient dans la division

euclidienne de 1887 par 45.

© a et b sont divisibles par m.
@ au moins l'un des deux entiers est nul.
og =0[m]oub=0[m]

@) signifie que 45 est la partie entiére de —1—%81 © ab est divisible par m.

[Une ou plusieurs bonnes réponses par question]

m Dans l'affirmation « Pour tout entier naturel n, B Soient a et b deux entiers relatifs et m un
n(4n*—1) est divisible par k », k peut prendre les entier naturel non nul. Si a = b[m], alors:
valeurs :

@ o a’ = b*[m?].

92 03 07 0_3 oa3zb3[m].

@ b—a est un multiple de m.

Lensemble des solutions dans Z de l'equation a_b
E3[7]est: ’ i o 2 =gl
(2 B8 m 7% —387" est un multiple de 13 pour:
@ les entiers x de la forme 6+3k, ke Z. © tous les entiers n.
O les entiers x de la forme 6 +7k, k€ Z. otous les entiers naturels n.
© les entiers x tels que x=—1[7]. @ les entiers naturels pairs.

0 les entiers naturels impairs supérieurs a 1.

1. a. Calculer, pour tout entier n compris entre 1 et 6, les restes de la division euclidienne de 3" par 7.

b. Démontrer gue, pour tout entier naturel n, 3*'*=3"[7]

¢. Calculer le reste dans la division euclidienne de 32 par 7.

d. Soit n € . Calculer le reste de la division euclidienne de 3" par 7.

e.En déduire gue, pour tout entier naturel i, 7 ne divise pas 3".

2.Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel n non nul par u, =1+3+3%+... +3"".

a. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, u, = —;—(3" -1).

b. Déterminer les valeurs de n pour lesquelles 7 divise u, .

3.0n considére les suites (v,) et (w ) définies, pour tout entier naturel n non nul, par v, = %(5"—1 Jetw =v —u.

Déterminer les valeurs de n pour lesquelles & divise w .
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Egj Retrouvez plus d'exercices
dans notre cahier d'algo

(LLS fr/PythonXP)

Numeration : changement de base

Un systéme de numération est un procédé permettant d'écrire les entiers a l'aide d'un nombre fini de symboles.
Presque chaqgue civilisation a eu son systeme de numération. Ces derniers sont classés en trois groupes: les numera-
tions additives (numération romaine par exemple), les numérations hybrides et les numérations de position (comme
les numérations babylonienne, chinoise, ou maya).

Le systéme que nous utilisons est basé sur la position des chiffres. En regroupant les unités par paquets de 10, on a
défini les dizaines puis, en regroupant a nouveau les dizaines en paquets de 10, on a défini les centaines, etc.

Ainsi, on écrit 2358 =2 x 10°+3 x 102+ 5 x 10"+ 8 x 10°. C'est le systéme décimal (ou systéme en base 10).

Il existe d'autres bases de numération. Parmi elles, on peut noter le systéme sexagésimal (en base 60) dans la numé-
ration babylonienne, le systéme vigésimal (en base 20) dans la numération maya. Actuellement, le systéme binaire (en
base 2) et le systéme hexadécimal (en base 16) sont utilisés en électronigue et en informatigue.

Par exemple, en informatique, le bit est une information qui ne prend gue deux valeurs notées 0 ou 1. Et comme tout
entier s'écrit comme une somme de puissances de 2 de facon unique, le nombre 21 s'écrit en base 2 : T0707%.

Eneffet, 21=1x2*+0x23+1x22+0x2"+1.

Par ailleurs, l'écriture hexadécimale permet d'écrire les codes binaires de maniére plus compacte et, inversement, une
telle écriture est facilement convertible en binaire car 16 = 2%,

Al'aide d'une des deux méthodes, passer du systéme de numération décimal a un systéme en base b
ol b est un entier naturel supérieur ou égal a 2. Un entier n est écrit en base b lorsqu’on a trouveé :

M - unentier naturel i ;
Objutlf = i+1nombres entiers naturels a, ; a, ; ... ; a, tous strictement inférieurs a b tels que
n=ab'+a,_b" "+..+ab+a,
Les nombres a, sont les chiffres de n dans la base b.

LABO
' Eﬂuuﬂ
Chériooe o ésoumon ) prvon

Etude théorique Onveut utiliser untableur pour trouver les valeurs a;
Pour déterminer l'écriture en base b d'un nombre n, de l'écriture d'un nombre nn en base 7.

on effectue la division euclidienne de n par b qu'on A 8 c o ¢ F
écrit n=>bq,+r,. i Dividende | Quotient “?:::“" "":':“’ "‘w"
On réitére le procédé avec q,, c'est-a-dire qu'on écrit 2 543 0 7
g, = bg,+r,. On construit ainsi deux suites (q,) et : —

(T)- s

1.Montrer que la suite (g, ) est décroissante puis
qu'il existe un rang n, tel que, pour tout n = n,,
g, =0 (on pourra raisonner par 'absurde).

1. a. Quelles formules faut-il saisir et recopier en B2,
C2 et A3 pour obtenir les valeurs a; ?

b. Recopier les formules vers le bas jusqu'a obtenir
0 dans la colonne A.

€. En déduire U'écriture de 543 en base 7.

2. Quelles modifications faut-il apporter pour
obtenir l'écriture d'un nombre n en une base b
donnée en F2?

2.0n suppose que l'on a atteint le premier quotient
nul. En déduire alors l'écriture du nombre n en base
b et expliquer pourquoi elle est unique.

Programmation
1. Ecrire un algorithme en langage Python

permettant d'obtenir l'écriture en base 7 d'un
nombre n écrit dans le systéme décimal. Tester avec l'écriture de 543 en base 8, puis dans le

2.Le modifier pour écrire un nombre n du systeme systeme:Dingiee;

décimal en une base b que l'on saisira en argument
d'une fonction.
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La conjecture de Syracuse

Soit n un entier naturel.

On considére l'algorithme suivant:

= sin est pair, on le divise par 2, c'est-a-dire que n prend la valeur % :

« si n estimpair, on le multiplie par 3 et on ajoute 1au résultat, c'est-a-dire que n prend la valeur 3n+1.

On recommence le procédé avec la nouvelle valeur de n.

On définit ainsi une suite de nombres (U ) de premier terme U, que l'on conjecture toujours aboutir, aprés un
nombre fini d’'opérations, a la séquence 4;2;1; 4;2;1; etc. Ce résultat n'est pas encore démontré a ce jour.
Questions préliminaires :

1. Montrer la conjecture dans le cas ol U, =4, U =2et U, =1.

2. Ecrire les différentes étapes pour U, =17 jusqu'a obtenir pour derniéres valeurs 4;2; 1.

3.a. Démontrer que s'il existe un entier naturel non nul p tel que U, est m

un multiple de 3, alors U __, est un multiple de 3. : 5
i 3. a. On pourra raisonner pas contraposée

b. En déduire que U ,_, est pair, puis que U, =2"U . et par disjonction des cas.

Object 13 Testerla conjecture de Syracuse a l'aide de l'une des deux méthodes.

. umu]_
| PIThoN

Compléter le programme ci-dessous prenant en
entrée le premier terme U d’une suite de Syracuse

METHODE DE RESOLUTION 1 | TABLEUR

On rappelle que la syntaxe de la condition « Si alors »
avec untableur est:

SI (Condition ; valeur si condition vraie ;
valeur si condition fausse) et que la fonction
MOD(a ; b) donne le reste de la division de a par b.

et retournant en sortie la liste des termes successifs
de cette suite. On arrétera le programme une fois la
sequence 4, 2, 1 atteinte.

On saisit une valeur de U, dans la cellule B2. 1 def syracuse(u):

A B 21 L =[u]

1 n Un 2 whi'::e ul= ...
T TR
2 0 6 5 u=u/
3 1 3 6 L.append(u)
4 2 10 7 else:
8 Us ...

: 3 S 9 L.append(u)
6 4 16 10| return L
7 5 8 '
8 6 4
9 7 2
10 8 1 La conjecture de Syracuse est énoncée en 1937 par

Quelle formule doit-on saisir en B3 pour obtenir le mathématicien allemand Lothar Collatz et est

dans la colonne B les valeurs de la suite de Syra-

cuse en recopiant la cellule B3 vers le bas ?
Elle a particuliérement mobilisé les mathématiciens

popularisée par son compatriote Helmut Hasse lors
d’un voyage & I'université de Syracuse aux Etats-Unis.

durant la guerre froide.

Sil'énoncé de la conjecture est trés simple, aucune
démonstration de ce résultar n'existe 4 ce jour.
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ALorAlL &S

Justifier gu'il n'existe pas d'entiers a et b tels
que 14a+20b =2019.

Compléter par les mots « multiple » ou
«diviseur ».

1.12 est un ... de 24, 2.50 estun ...de 5.

3.28%4 estun..de 852. 4.3 estun..de 231

5.10 est un ... de 100. 6.0 est un ... de 37.

7.—8 est un ... de 0. 8. —4 estun .. de 4,

Ona 337 =27x12+13.

1. Donner le reste de la division euclidienne de 337
par 27.

2. Donner le reste de la division euclidienne de 337
par 12.

Sachant que 1013 =125 x 8 + 13, déterminer le
quotient et le reste de la division euclidienne de :

1.1013 par 125.  2.1013 par8;  3.—1013 par 125.
" Sachant que 1027 = 253 X 4 +15, determiner le

quotient et le reste de la division euclidienne de :

1.1027 par 253. 2.1027 par 4.  3.—1027 par 4.

Effectuer la division euclidienne de 351 par 10.
En déduire l'écriture de la division euclidienne de
351 par M.

| Soitn=12k+7,00keZ.

1. Déterminer le quotient et le reste de la division
euclidienne de n par 12.

2. Determiner le quotient et le reste de la division
euclidienne de n par 3.

Sachant que 27 = 2[5], donner une écriture
des entiers supérieurs a 27 et inférieurs a 100
congrus a 2 modulo 5.

b,

1.Déterminer les diviseurs positifs de 38.
2. Déterminer les diviseurs positifs de 30.

3. En déduire les diviseurs positifs communs aux deux
nombres.
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Déterminer, dans Z, les diviseurs communs de 12
et de 50.

On appelle diviseur strict de U'entier naturel n tout
diviseur d de nverifiant 0 < d < n.
Deux entiers naturels distincts sont dits amicaux
lorsque chacun de ces entiers est égal a la somme des
diviseurs stricts positifs de l'autre.
1. Vérifier que 220 et 284 sont des entiers amicaux.

2. Déterminer les sommes des diviseurs positifs de 48 et
de 75. Quelle relation y-a-t-il entre ces deux sommes ?
Ces nombres sont dits quasi-amicaux.

Déterminer dans chaque cas les entiers naturels x
et y tels que :

2. 1 =jt=-15,

Propriétés de la divisibilité

: 1. Déterminer les entiers relatifs n tels que 6
divise n+5.

2. Déterminer les entiers naturels n tels que 6 divise n+5.

_ 1. Déterminer les entiers naturels n tels que 2n—7
divise 5.
2. Déterminer les entiers relatifs n tels que n+ 4 divise 6.

Déterminer tous les entiers naturels n tels que
2n+5 divise n —2.

! Déterminer tous les entiers relatifs n tels que
4n+1divise n—3.

Soit n un entier naturel distinct de 1. On définit la
2
2 _n+3n—2
fonction f par fin)=—"—F=7—".
1. Déterminer les nombres a, b et ¢ tels que, pour tout
entier naturel n différent de 1, f(n):an+b+n—£.r.

2. En déduire les valeurs de n pour lesquelles fin) est
un entier.

Déterminer tous les couples d'entiers naturels
(x; y) vérifiant l'égalité donnée.

) x-s)w+3)=4

- xty=xy

xt+ty=2xy



Division euclidienne

Démontrer que, pour tout n € I, l'entier
N=n(n+2)n—-5)n+5) est divisible par 4.

Démontrer que, pour tout n € I, l'entier
N=2n(n+1)(n+2)estdivisible par 3.

1. Vérifier que, pourtoutne N :
(n+2)’=n(n+4)+4.
2. A quelle condition & est-il le reste de la division eucli-
dienne de (n+2)* parn?

D 1. Vérifier que, pourtout n e I :
(n+3)*=n(n+6)+9.

2. A quelle condition 9 est-il le reste de la division eucli-

dienne de (n+3)% parn?

Le reste de ladivision euclidienne de a par 7est 4;
le reste de la division euclidienne de b par 7 est 6.
1. Déterminer le reste de la division euclidienne de
a+bpar’.

2.Déterminer le reste de la division euclidienne de
a—b par7.

. 1. Dans la division euclidienne de 2512 par un
entier naturel b, le quotient est 54.

Le reste peut-il valoir 7 ?

2.Dans la division euclidienne de 31631 par un entier
naturel b, le quotient est 253.

Le reste peut-il valoir 6 ?

_ Dans la division euclidienne de 97 par un entier b
le reste est 6.

Donner les valeurs possibles de b et du quotient.

Dans la division euclidienne de —10 par l'entier
naturel non nul b, le reste vaut 2.

Quelles sont les valeurs possibles du diviseur b et du
quotient g ?

(ongruences

Soient a et b deux entiers.
1.0n donne a = 16 [5]. Quel est le reste de la division
euclidienne de a par57?

2.0n donne b =17 [3]. Quel est le reste de la division
euclidienne de b par3?

'/ Soient deux entiers a et b tels quea=7[13]et
b=4[13].
1.Donner le reste de la division euclidienne par 13 de :
a.at+b b. ab c.a’ d.a* - b?
2.Que dire de 2b—3a ?

D On donne deux entiers a et btels que a=2[5] et
b=3[5]

1. Déterminer le reste de la division euclidienne de
a’+ b par 5.

2.Démontrer que 3a+ 3b est divisible par 5.

- On donne deuxentiers a et b tels que a=1[7] et
b=2[7]
1.Déeterminer le reste de la division euclidienne de
5a’+2b’ par 7.

2.Déterminer le reste de la division euclidienne de
2b%—5a’ par7.

' 1. Reproduire et compléter le tableau de
congruence modulo 3 suivant ou n désigne un entier
relatif.

2. En déduire les valeurs de n pour lesquelles n? +2n
est divisible par 3.

| Enutilisant un tableau de congruence, démon-
trer que, pour tout entier relatif n, n(n+1)(2n+1) est
divisible par 6.

| 1.Démontrer que 5 admet un inverse modulo 11.
2. Montrer que 6 n'a pas d'inverse modulo 10.

3.3 admet-il un inverse modulo 12 ?

1. Compléter le tableau de congruence modulo 8
suivant ol x désigne un entier relatif.

o |1]2]3 4|_557

2. En déduire les solutions de l'équation 5x=7[8].
3. Déterminer un inverse modulo 8 de 5.

4. Montrer que 5x est divisible par 8 si, et seulement si,
x est divisible par 8.
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ENTRAINEMENT

Emtammmﬂ

) Relation de divisibilité dans Z

| 1. Donner deux nombres impairs consécutifs et
verifier que leur somme est divisible par 4.

2.Démontrer, dans le cas général, que la somme de
deux entiers impairs consécutifs est divisible par 4.

- Démontrer que la somme des carrés de quatre
entiers consécutifs est divisible par 2.

- | Dans chaque cas, déterminer tous les entiers
naturels n tels que :

1.11 divise n+3. 2.6 divise 3n—9.

Dans chaque cas, déterminer tous les entiers
naturels n tels que :
1. n+6 soit divisible parn ;
2.n+1 soit divisible parn—1;
3.n—3 divise n+2.

Déterminer tous les entiers naturels x et y tels
que x*—4y’ =36,

[Raisonner] E[Mﬂ
Soient a et b deux entiers relatifs.

1.a. Démontrer que si a | b, alors (—a) | b.

b. Montrer que si (—a) | b, alors a | (—b).

c. Démontrer que sia | (—b) alors (—a) | (—b).

d. Démontrer que si(—a) | (—b), alors a | b.

2. Quel enchainement d'implications a-t-on montré ?
Quelles équivalences peut-on en déduire ?

[Représenter]

Sur la figure ci-dessous, ABCD est un carré de coté x cm ol
x est un entier naturel et EBFG est un carré de c6té 3 cm.
Déterminer les valeurs possibles de x afin que l'aire

du polygone AEGFCD soit égale & celle d'un carré de
coté y, ol y est un entier naturel.

D C
G F
A E B
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Parcours 1: exercices 61; 65 ;79 ; 80 ; 99 et 108
@ @ @ Parcours 2 : exercices 63 ; 67 84 : 89:102 et 117
@ @ @ Parcours 3: exercices 66 ; 74 ; 90 ; 105 et 112

_. [calculer] @
On définit lafonction f de I dans I par:

3n’+2n—1
fn)=""50—
1. Déterminer les nombres g, b et ¢ tels que:

i c
fin)=an+b+ =
2. Pour quelles valeurs de n l'image de n par la fonction

f est-elle un entier ?

b2 [Calculer]

Soit n un entier naturel. On définit le nombre f(n) par:
_ 5n°+10n—-2
fim)= n?+1
1. Déterminer les nombres a, b et ¢ tels que:
bn+e
=a+ g
Rn)=a n’+1
2. Existe-t-il des valeurs de n pour lesquelles f(n) est
un entier ?

%8 [Raisonner] @@

On pose, pour tout n e N*, @, = 2" —3".
1. Calculer a,, a, et a, puis conjecturer l'existence d'un
diviseur de a, pour ne ",

2. Démontrer cette conjecture par récurrence.

[Raisonner]

1. Déterminer les diviseurs de 24,

2. Quels sont les entiers naturels n tels que n*— 24 soit
le carré d'un entier naturel ?

._ [Chercher] @

Dans le plan rapporté a un repere (O 3 ?,}), on consi-
dere I'hyperbole H d'équation y:%

Déterminer les points de H a coordonnées entiéres.

{ [Communiquer] @ @ @

Soit P un polynéme du second degré & coefficients
entiers défini par P(x)=ax’+ bx+c avec a # 0.

On suppose que b%— 4ac > 0, c'est-a-dire que le poly-
ndme admet deux racines réelles distinctes.

1. Démontrer que le produit des racines est %.

2. En déduire que si x, est une racine entiére de P, alors

X

3.Sans la résoudre, préciser si 'équation x*—7x+3=0
admet des solutions entiéres.

C.

4. Déterminer les polynomes de la forme
P(x)= ax*+bx+6 admettant deux racines entiéres
dont l'une est 2.



[Raisonner] @ @
Démontrer par réecurrence que, pour tout entier
naturel 1, 9" —2" est divisible par 7.

1-1 [Raisonner]

Démontrer par récurrence que, pour tout entier
naturel n, 2°"—5" est divisible par 3.

[Calculer]

Soient a et b deux entiers relatifs.
Démontrer que : 13|(8a+5b) < 13|(5a+8b).

[Calculer]
Soient a et b deux entiers relatifs.
Démontrer que : 11|(6a +5b) = 11|(5a+ 6b).

D [Calculer]

1.50it n un entier naturel. Déterminer tous les entiers
naturels éventuels d tels que d|(n+6) et d|(2n+3).

2.En déduire les couples d'entiers naturels (n; d) tels
que d|(n+6) et d|(2n+3).

7 "4 [Chercher]

1.Soit n un entier naturel non nul. Exprimer en fonction
de n lasomme S définie parS=1+3+3*+...+3" .
2.En déduire que, pour tout entier naturel r, 3" — 1 est
pair.

[Chercher]
1.Soit n un entier naturel non nul. Exprimer en fonction
de n la somme S définie parS=1+7+72+ ... +7" "

2.En déduire que, pour tout entier naturel n, 7" + 35 est
divisible par 6.

[Raisonner] @ @ @
On souhaite démontrer la propriété suivante : « Pour
tout entier naturel non nul n, n? divise (n+1)"—1. »
Soit n un entier naturel non nul. On donne la formule
du bindme de Newton valable pour tous réels a et b :

mn
(a+b)"= 3 (7 )a"*b".
i-o'k

1.Développer (n+1)".

. n .
2. Exprlmer(n_ )en fonction de n.

1
3.En déduire la propriété énoncée.

[Compétence.]

Soient q, b, x et y quatre entiers vérifiant a =x+y et
b=2x+3y.
1.Justifier que tout diviseur de x et de y divise a et b.

.

ENTRAINEMENT

2.Exprimer x et y en fonction de a et b.
3. Justifier que tout diviseur de a et de b divise x et y.

4.Déterminer les diviseurs communs aux guatre entiers
20;30; 50 et 130.

~4) Division euclidienne

_ Les affirmations suivantes
sont-elles vraies ou fausses ? Justifier la réponse.
1.5Si le quotient dans la division euclidienne d'un
entier a par 6 est 4, alors le quotient dans la
division euclidienne 3a par 6 est 12.
2.Si le quotient dans la division euclidienne d'un
entier a par 7 est 5 et le quotient dans la division
euclidienne d'un entier b par 7 est 3, alors le
quotient dans la division euclidienne de a+ b par7
est 8.
3.5Si le guotient dans la division euclidienne d'un
entier a par 6 est 5 et le quotient dans la division
euclidienne d’un entier b par 6 est 1, alors a+ b est
divisible par 6.

On donne 3782 =251 x15+17.

1. Déterminer le reste de la division euclidienne de
3782 par 251.

2. Déeterminer le reste de la division euclidienne de
3782 par 15.

3. Déterminer le reste de la division euclidienne de
—3782 par 251.

/.| Soit a un entier naturel tel que le reste de la
division euclidienne de a par 4 vaut 2.

Déterminer les restes possibles de la division eucli-
dienne de a par 16.

[calculer] @

Dans chacun des cas suivants, déterminer le quotient et
le reste de la division euclidienne de a par b.
1l.a=-51etb=6.

2.a=—40etb=3.
3.a=—40etb=".

! [calculer] @

Sachant que le reste de la division euclidienne d'un
entier a par 7 est 6, déterminer le reste de la division
euclidienne de 2a par 7, de —3a par 7 et de 4a par 7.
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108

[Chercher.]

La différence de deux entiers naturels est 116.

Si l'on divise l'un par l'autre, le quotient est 4 et le reste
est 8. Quels sont ces deux nombres ?

2 [Chercher.]
La somme de deux entiers naturels est 708.

Si l'on divise l'un par l'autre, le quotient est 12 et le
reste est 6. Quels sont ces deux nombres ?

[Chercher.]

Soient p et g deux entiers naturels avec p non nul.
Que peuvent valoir le diviseur p et le quotient g d’'une
division dont le dividende est 500 et le reste 71 ?

[Chercher] @@

Déterminer les entiers naturels n qui, dans la division
euclidienne de n par 4, ont un quotient égal a deux fois
le reste.

D [Chercher]

Déterminer les entiers naturels n qui, dans la division
euclidienne de n par 6, ont un reste égal a deux fois le
guotient.

[Raisonner]
Soit n un entier naturel non nul.
On recherche le reste de la division euclidienne de
(n+2)® par n.
Jeanne fait le raisonnement suivant.

Pour tout entier naturel n, on a
(n+2)P =n(n?+6n+12)+8.

Donc le reste de la division euclidienne de
(n+2) parnest 8

Jules choisit alors un exemple.

(6+2) =52t 512=85X6+2doncle
reste n'est pas égal d 8.

Retrouver 'erreur commise par Jeanne.

3 [Chercher.]

Déterminer un entier naturel n non nul tel que la
division euclidienne de n par 58 donne un reste égal au
cube du quotient.

N [chercher]

Soit a un entier naturel. Si on divise a par 5, le reste
est 4. Quelle peut étre la valeur du reste de la division
euclidienne de a par 257
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[Raisonner] @@

Soit n un entier naturel non nul. On considere l'entier
défini par P(n)=n*+3n>+11n+20.
1. Déterminer l'entier r tel que :

P(n)=(n+2)(n® +n+9)+r.
2. Justifier que r est le reste de la division euclidienne
de P(n) parn+2.

(1) [calculer] 0@
1. Soit a = 135 un entier écrit en base 10.
Effectuer la division euclidienne de a par 2, puis les
divisions euclidiennes successives des quotients par 2.
En déduire l'écriture de a en base 2 (voir TP 1 p. 102).
2. Soit N = 110101107 un entier écrit en base 2.
Ecrire ce nombre en base 10.
3. On souhaite écrire N en base 16 (base hexadécimale).
En base 16, il faut introduire d'autres symboles.
Les symboles correspondant aux « chiffres » en base 16
sont{0:;1:2:3;4:5:6:7;8;9;A:B:C;D;:E:F}.
a. Ecrire la division euclidienne de N par 16.
b. En déduire l'écriture de N dans la base hexadécimale.
4, Soit P = 2ATEZE ™ écrit en base hexadécimale.
Donner l'écriture de P en bhase 10.
5.0n donne 7, D et 5, trois nombres écrits en base
hexadécimale.
a. Donner l'écriture de ces nombres en base 2.
b. Le nombre 7D5 " est écrit en base 16. Donner son
écriture en base 2.
6.a.En remarquant que 16 = 2*, justifier la méthode
utilisee ci-dessous pour écrire en base 2 un nombre
donné en base 16.

Base 16 7 | b 5 |
Base 2 ol 110l ool |

V'éariture de 7D5 " doringen baze [6 est doria
11110101017 en base 2.

b. Ecrire A2C"® en base 2.

[Calculer]
Soit n un entier naturel non nul.
On considére l'entier P =n’ —n.
1. Calculer P, P, et P, et donner le reste de la division
par 6 de P, de P, etde P,.
Quelle conjecture peut-on faire ?
2.a.Factoriser P .

b. Démontrer par disjonction de cas la conjecture de la
question 1..



=) (ongruences

"~ Sans calculatrice, compléter les égalités.
1.54=.[7] 2.85=..[7] 3.139=..[7]
4.25=.[1] 5.100=..[1] 6.2500=..[11] :

: Dans chacun des cas, déterminer les restes
dans la division euclidienne de q, b et ¢ par 26
sachant que a=55[26]; b=110[26] et c=—39([26].

Sachantque a=7[13] et b= 4[13], détermi-
ner les restes dans la division euclidienne par 13 de :

2. ab 3.2b—3a

.

1.a+b 4 a’+b? .

On considére l'équation (E):2x+3 =0[7].
1. Trouver un entier naturel x solution de cette :
équation. :

2.Résoudre dans I l'équation (E).

/| [Raisonner] EEM@ .
Soit m un entier naturel non nul.
Le but de l'exercice est de dé montrer que, quels que
soient les entiers a et b, a=b[m] e m|(a—b).
1.0n souhaite démontrer que a = b[m]= m|(a—b).
a.Sachant que a = b[m], écrire les divisions
euclidiennes de a et b par m.

b. En déduire que a— b est un multiple de m.

2.0n souhaite démontrer que m|(a—b) = a =b[m].

a. Ecrire la division euclidienne de a par m. On notera r
le reste de cette division euclidienne. .
b. Traduire la relation m|(a—b).

¢. En déduire que a et b ont le méme reste dans la
74 [Raisonner]
Dans cet exercice, on note m un entier natu-

division euclidienne par m.

[oima] :
rel non nulet a, b, c et d quatre entiers relatifs.
1. Compatibilité de la relation de congruence avec
'addition

Onsuppose que a =b[m] et c=d[m].
Démontrer alors que a+c=b+d[m].

On pourra utiliser la propriété démontrée dans

I'exercice et la transitivité de la relation de
divisibilité.

ENTRAINEMENT

2. Compatibilité de la relation de congruence avec
la multiplication

Onsuppose que a =b[m] et c=d[m].
Démontrer que axc=bxd[m].

3. Compatibilité de la relation de congruence avec
les puissances

On suppose que a =b[m].

Démontrer par récurrence que, pour tout p e ',
a? =b? [m].

4, Application : Sachant que a=5[7] et b=3[7],
déterminer le reste dans la division euclidienne par7
de 3a®—b>

B [Chercher]

Soient a et b deux entiers relatifs.
1.Développer (a+b)>.

2. En déduire que (a+b)? est un multiple de 3 si, et
seulement si, a®+ b7 est un multiple de 3.

3. Trouver tous les entiers relatifs x tels que (x+2)°
soit un multiple de 3 avec -5<x<5.

[calculer] @

1.Completer les tables d'addition et de multiplication
modulo 3.

2. U'entier 2 admet-il un inverse modulo 3 7 Si oui,
préciser quel est cet inverse.

! [calculer]

1. Justifier que tout entier n est congru modulo 73 —3;
i r e <2 BE3:

2.En déduire les restes possibles de x? dans la division
euclidienne par 7.

3.Quels sont les restes possibles de x* dans la division
euclidienne par77?

[Raisonner]

Soit n un entier naturel.

1.Démontrer par récurrence que
Sn:02+12+22+32+..‘+n2:w,
2. Quelle condition n doit-il vérifier pour que S soit
pair ? Justifier.
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.ENTRATNEMENT

[Chercher] @@

1. Montrer que A =23052""+1106°"" est divisible par 9.

2. Montrer que, pourtout n € N, B=5"x12—12" x5 est
divisible par 7.

1 9X ] [Chercher]

1. Déterminer, suivant les valeurs de l'entier naturel non
nul n, le reste dans la division euclidienne de 3" par 5.

2. En déduire le reste de la division euclidienne de
243%2 par 5.

| [Chercher.]

1. Quels sont les restes possibles de la division
euclidienne de 5" par6 ?

2. En déduire le reste de la division euclidienne de
15 3657 par 6.

10% [Chercher] @ @ @

1. Quel est le chiffre des unités de 92" ? Justifier.

2. Quel est le chiffre des unités de 4% ? Justifier.

(-] [calculer]

Résoudre dans Z les systémes suivants.

1 {x52[7] {x+2 =4[5] {.‘(56[4]
"|3<x<10 1 3<x<10 lh<x<12
[Calculer]

Lobjectif de l'exercice est de résoudre dans Z l'équa-
tion 3x=2[5].

1. Utiliser un tableau de congruence pour déterminer
les restes possibles de 3x dans la division euclidienne
par 5.

2. En déduire les solutions de l'équation dans Z.

'-_. [Calculer] @

1. Résoudre dans N l'equation 6x =2[7].

2. Résoudre dans Z l'équation 7x =2[11].

3. Résoudre dans I 'équation 4x=0[10]

4. Résoudre dans Z l'équation 5x+2 =13[5].

i (4] [calculer]

Soit n est un entier naturel non nul. On pose :
— nt3_ g Ant2
U, =342,

1. Calculer U,, U, et U,.

2. En remarquant que 3 = —8[11], démontrer que
3r1i3 E(_-I)nl‘lx 23r1i9 [111‘

3.a.Démontrer que U, =(—1)"""x 2*""? 28" [11],

b. En déduire que U_=2°""((—1)"""=2%""")[11].
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4, Déterminer le reste de 2° dans la division euclidienne
par 11. En déduire que 2°" "V =(—1)" "[11].

5. Déduire des questions précédentes que U_est
divisible par 11.

1*} [Raisonner]

1. Soit abc un entier naturel écrit en base 10,
c'est-a-dire abc=a x10*+bx10+c.

a.Démontrer que abc = a+b+c[3].

b. Donner une condition nécessaire et suffisante de
divisibilité par 3 de abc.

2. Généralisation : Soit A un entier naturel.
On note a; ... ; u, les entiers compris entre 0 et 9,
a, #0,telsque A=a a,  .a _,..a,a,en base 10.

n on=1 n=2"
a. Exprimer l'entier A enfonctionde a; ...
puissances de 10.

;a, etdes

b. Déterminer les restes possibles dans la division
euclidienne de 10" par 3.

¢. En déduire une condition nécessaire et suffisante de

[Raisonner.]

Critére de divisibilité par 9
Démontrer gu'un entier est divisible par 9 si, et seule-
ment si, la somme de ses chiffres est divisible par 9.

LABO
PYTHON

3. En déduire 'ensemble des points & coordonnées

74 [Représenter, Modéliser] @ @ @

1. Soit x un entier relatif. Démontrer la
proposition : « x impair x> =1[8]. »

2. Résoudre dans Z? l'équation x?=8y+1.

entiéres de la parabole d’équation y :%xz—%.

4. Le programme ci-dessous permet d'obtenir les
coordonnées des points a coordonnées entiéres
d'une fonction du second degré quelconque pour une
abscisse comprise entre 1et n.

1 from math import *

2

3 def f(a, b, c, x):

4| return a*x**2 + b*x + ¢

5

6 def coord_entieres(a, b, ¢, n):

7| for i in range(®, n + 1):

8 if f(a, b, ¢, i) == floor(f(a, b, c, i)):
9 print([i, f(a, b, c, 1)])

Comment modifier ce programme pour qu'il donne tous
les points a coordonnées entiéres d'abscisses com-
prises entre —netn ?



[Communiquer.]

Une association culturelle affecte a chacun de ses
membres un numeéro d'adhérent lors de son inscription.
Ce numéro comporte 7 chiffres et s'écrit donc

€,c, 6,65, 6. Le premier chiffre ¢, correspond a l'acti-
vité de l'adhérent:

» 1 pour un adhérent suivant l'activité « Informatique » ;

+ 2 pour un adhérent suivant l'activité « Travaux
artistiques » ;

* 3 pour un adhérent suivant l'activité « Lecture ».

Les deux chiffres c, et ¢, du numéro d’adhérent
correspondent & son année de naissance (par exemple,
91 pour un adhérent né en 1991 et 02 pour un adhérent
né en 2002).

Les trois chiffres suivants sont donnés lors de
l'adhésion a l'association.

Le dernier chiffre est appelé clé de controle. Il est
calculé automatigue ment de la maniére suivante :

on calcule la somme s =¢,+c,+2¢,+3(c,+¢c, tc,);0n
effectue ensuite la division euclidienne de spar9; le
reste obtenu est la clé de contréle.

1.a. Le numéro 1024578 peut-il étre le numéro d'un
adhérent ? Justifier.

b. Le numéro 2923517 peut-il étre le numéro d'un
adhérent ? Justifier.

2.Un adhérent né en 1982 et inscrit a l'activité « Travaux
artistiques », se voit attribuer par l'association lors de
son inscription le numéro 123.

Déterminer la clé de contréle.

3.Lors de la saisie d'un numéro d'adhérent, une erreur
est commise sur le chiffre correspondant & l'activité de
l'adhérent. Cette erreur peut-elle étre détectée par la
clé de contrdle ?

4. Lors de la saisie de son numéro, un adhérent
intervertit les chiffres de son année de naissance. Cette
erreur peut-elle étre détectée par la clé de contréle ?

- VLRV [communiquer)]

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
Justifier.

1.5i n =3[7], alors n® + 1est divisible par 7.
2.Pour tout entier naturel n, 22"+ 1 est divisible par 3.
3.Si x estsolution de x> —x=0[5], alors x = 1[5].

4.Si un entier naturel A a pour écriture décimale abc
et un entier B a pour écriture décimale bac, alors A—B
est divisible par 9.

ENTRAINEMENT

[Raisonner.]
Soient n un entier naturel non nul, et les entiers
A =7"+9"etB, =3"-2"
1.Montrer que A estdivisible par 8 pour tout entier
naturel n impair.
2. Montrer que B, n'est pas divisible par 2.

3.Déterminer x tel que, pourtoutne N, B =x[7].

D [Raisonner]

On considére l'équation (E):4x?+ 3y? = 11.

1.Montrer que si un couple d'entiers (x ; y) est solution
de (E), alors 4x?=2[3].

2. En déduire que l'équation (E) n'admet pas de
solution entiére,

nz [calculer] @@
D’aprés bac S, Métropole, juin 2009

Les deux questions de cet exercice sont indépendantes.
1.a. Démontrer que, pour tout nombre entier naturel k,
ona2¥*=1[7].

b. Quel est le reste dans la division euclidienne de 2%*
par7?

2.Soient a et b deux nombres entiers naturels
inférieurs ou égaux a 9 avec a # 0.

On considére le nombre N=ax 103+ b. On se propose
de déterminer parmi ces nombres entiers naturels N
ceux qui sont divisibles par 7.

a. Vérifier que 10° =—1[7].

b. En déduire tous les nombres entiers N cherchés.

[Raisonner, Modeéliser.] [UIHU
Suite et congruence PYTHON
On considére la suite (U ) définie, pour tout entier
naturel n, par U_=2"+2"+27".

1.Calculer U, U, et U,.

2. Démontrer que, pourtoutne N, U_ . =U [7].

3.En déduire les valeurs de n pour lesquelles U est
divisible par 7.

4. Recopier et compléter la fonction Python donnée ci-
dessous afin qu’elle affiche les indices i des termes de
la suite vérifiant U, = 0[7].

1 from math import*
2 def indice(n):

] [—

4| for i in range(n+1):
5 u= ...

6 W 7E=00
7 | 1l.append(...)

8| returnl
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CARLRCR O TSI TSER [Calculer, Communiquer.]

Le chiffrement de Vigenére introduit le principe de clé
se présentant généralement sous la forme d'un mot (ou
d'une phrase) que l'on répéte. Plus la clé est longue et
variée, mieux le texte sera chiffre.

On considére la méthode de chiffrement suivante.

A chaque lettre de l'alphabet, on fait correspondre sa
position dans l'alphabet, c’est-a-dire un entier entre 0
et 25 (A correspondant 3 0, B & 1, etc.)

A chaque lettre a coder, on associe 'entier x corres-
pondant. A chaque lettre de la clé, on associe l'entier y
correspondant.

On détermine l'entier z, ol z est le reste de x+y dans
la division euclidienne par 26.

La lettre chiffrée sera obtenue avec le nombre z.
Exemple : Codage du mot VIGENERE en utilisant la clé
DEUX. On obtient le mot YMABQILB.

e

_ x 21|L.5 "|T"|L
!. |
y 3|4 |20 |23 |4 20|
z w|u|o 106 [ 8 [N |1

1. On considere le chiffrement de Vigenere utilisant la

cle MATH. Verifier que le mot DIVISIBILITE est codé par
PIOPEIUPXIML.

2. 0n veut déchiffrer le mot ECBLZTBMUQNL, la clé étant
toujours MATH.

a. Montrer que déchiffrer la lettre E revient a résoudre
l'équation x =18[26]. En déduire la lettre déchiffrée.

b. Déchiffrer le reste du mot.

14 [calculer, Chercher]

1. Déeterminer, suivant les valeurs de l'entier naturel non
nul n, le reste dans la division euclidienne de 5" par 9.

2. Montrer que 20212®' =2[9].
3.0n pose A =2021*,

Démontrer que A s'écrit en numération décimale avec
au plus 8 084 chiffres.

[Chercher, Communiquer.]
D’aprés bac S, Centres étrangers, juin 2005
Partie A

Soit N un entier naturel impair. On suppose que
N=a’—b? ol a et b sont deux entiers naturels.

1. Montrer que a et b n'ont pas la méme parite.
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2. Montrer que N peut s'écrire comme produit de deux
entiers naturels p et g.

3. Quelle est la parité de p etde g ?

Partie B

On admet que 250507 n'est pas premier. On se propose
de chercher des couples d'entiers naturels (a ; b)
vérifiant la relation (E) : a®?—250507 = b2,

1. Soit X un entier naturel.

a. Donner, dans un tableau, les restes possibles de X
modulo 9 puis ceux de X? modulo 9.

b. Sachant que a®—250507 = b?, déterminer les restes
possibles modulo 9 de a* — 250507, puis en déduire les
restes possibles modulo 9 de a?.

c.Montrer que les restes possibles modulo 9 de a sont
1et8.

2. Justifier que si le couple (a; b) vérifie la relation (E),
alors a =501. Montrer qu'il n'existe pas de solution du
type (501; b).

3. On suppose que le couple (a; b) vérifie la relation (E).
a. Démontrer que a est congru a 503 ou a 505 modulo 9.
b. Déterminer le plus petit entier naturel k tel que le

couple (505+ 9k ; b) soit solution de (E), puis donner
le couple solution correspondant.

4 [Calculer, Communiquer.]
Les entiers naturels 1; 11; 111; ... sont des rep-units.

On appelle ainsi les entiers naturels s'écrivant unique-
ment avec des 1.

On note NP le rep-unit comprenant p fois le chiffre 1.

p-1
Par exemple, N, =1111.On a alors N = ¥ 10~
k=0

Partie A : Etude de quelques cas particuliers
1. Montrer que N, et N sont divisibles par 3.
2. Montrer que N, est divisible par 11.

3. Montrer que N, est divisible par 111.

P_
1.a. Demontrer que W= %

b. En déduire que 9[(107—1).
2. a.Déterminer le reste de la division par 7 de 107
suivant les valeurs de p.

b. En déduire les valeurs de p pour lesquelles N,
est divisible par 7 (on pourra utiliser un tableau de
congruence).

3. a. Verifier que 10 =—1[11].

b. En déduire que si p est pair, alors Np est divisible
par 11.
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72| [calculer Raisonner] ©  Quitte a simplifier, on suppose cette fraction irréductible.

' W Reproduire et compléter le tableau de congruence

D’aprés bac S, Centres étrangers, juin 2019 B b o
modulo 5 afin de determiner les restes de la division

Certains nombres entiers peuvent se décomposer en lidi de a2 s
somme ou en différence de cubes d'entiers naturels. : FUCigenne 0 a=par.
Parexemples: 13=4>+7°+7°-9°-27; . | 0 Tl 2 I # 4 |

E el S e S & E s S e L | | | ' |
Dans tout ce qui suit, on écrira pour simplifier

« somme » de cubes a la place de « somme ou diffé-
rence de cubes d'entiers naturels ». Les deux premiers
exemples montrent que 13 peut se décomposer en

somme de 5 cubes. Le troisieme exemple montre que 13

2.Déterminer les restes possibles de la division
euclidienne de 3b? par 5.

3.En déduire que /3 est irrationnel.

peut se décomposer en somme de 4 cubes. | <S m [Calculer, Modeliser]

1.a. En utilisant l'égalité 13 =12 +7+103—11° donner ~ : D'aprés bac S, Amérique du Nord, mai 2013

une décomposition de 40 en somme de 5 cubes. . PartieA c e 0.

b. On admet que, pour tout entier naturel n,ona: . Dans lalgorithme ci-contre, Tant que a > b, faire :
6n=(n+1)>*+(n—-1)>-n*-n’ - les variables a, b et ¢ repre- -

En déduire une décomposition de 48 en somme de 4 sentent des entiers naturels. d—a—b

cubes, puis une décomposition de 40 en somme de 5 : 1.0nprenda=13etb=4. Hin Tant que

cubes differente de celle donnée en 1. a. Donner les valeurs de a et

2.Le nombre 40 est une somme de 4 cubes : . de c obtenues a la sortie de cet algorithme en indi-

40 =43—23—23_93 quant les valeurs des variables

On veut savoir si 40 peut étre décomposé en somme de - a chaque étape.

3 cubes. - 2.Que permet de calculer cet algorithme ?

a. Produire sans justifier le tableau de congruence : PartieB

modulo 9 de n®. © A chaque lettre de l'alphabet, on associe, grace au

b. Prouver que 40 ne peut pas étre décomposé en . tableau ci-dessous, un entier compris entre 0 et 25.

somme de 3 cubes. :

.0“ 1 N 2.1"3 [ 11“."5 | BIIII-TW 81 9 [10{11 . 12

. [Chercher, Communiguer]

Soient a et b deux entiers naturels avec 1<a<9et

0<b<o. (e | ]

On considére le nombre ab ... ab écrit dans le systéme 13|14 |15 16 | 171819202122 |23 |24 |25
décimal. Ce nombre est donc composé uniquement - On définit un procédé de codage de la facon suivante.
des chiffres ab répétés n fois, ol n désigne un entier ' .« Etape1:ala lettre que l'on veut coder, on associe le
naturel non nul. nombre m correspondant dans le tableau.

1.a.0n considére le nombre ababab. Ecrire ce nombre

- X « Etape2: on calcule le reste de la division euclidienne
en fonction de a, de b et des puissances de 10.

. de 9m+5 par 26 et on le note p.

b. En déduire que ababab est un multiple de ab. - Etape3: au nombre p, on associe la lettre

2.a. Calcu}er laﬁsomn:e 5 o3 . correspondante dans le tableau.
S=1+10°+10"+10°+..+10°" "~ .
- 1.Coder la lettre U.

b. Exprimer ab ... ab en fonction de S et de ab. . " 2 s % ;
. 2.Ecrire un algorithme qui, a une valeur de m entree

- par l'utilisateur, affiche la valeur de p, calculée a l'aide
. du procédé de codage précédent.

Partie C

1. Trouver un nombre entier x tel que 9x = 1[26].

3.a. Montrer que si un entier naturel N divise ab, alors
N divise ab...ab.

b. La réciproque est-elle vraie ? Justifier.

4| [calculer, Raisonner.]

; 5 2.Démontrer alors I'équivalence :
Le but de l'exercice est de déemontrer que V3 n'est pas . . i
un nombre rationnel. On suppose qu'il existe deux : 9m+5=p|26] = m=3p—15[26].
entiers naturels non nuls a et b tels que y/:’_-:%. : 3.Décoder alors la lettre B.
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27 | APPROFONDISSEMENT J{e={I It W 18

Les publications, comme les journaux et les périodigues,
sont identifiées par un numéro ISSN (International
Standard Serial Number). L'impression de l'ISSN sur les
publications en série est obligatoire.

Le numéro ISSN est composé de deux groupes de
quatre chiffres separés par un tiret : abed — efgh.

Par exemple, le journal Ouest-France a pour ISSN
0999-2138 et la revue Paris Match a pour ISSN 0397-1635.
Les sept premiers caractéres sont des chiffres qui
caractérisent la publication.

Le dernier caractére, situé a la huitieme position, est la
clé de controle. Cette clé de contrdle est prise dans la
liste des 11 caractéres suivants: 0, 1,2, 3, 4,5,6, 7,8, 9,
X (ol X représente le nombre 10),

Pour déterminer cette clé, on calcule le nombre
S=8a+7b+6c+5d+4e+3f+2g puis on détermine le
reste de la division euclidienne de —S par 11.

Ce reste constitue la clé de controle.

1. Le numéro ISSN du journal Ouest-France a été donneé
ci-dessus. Retrouver la clé de contrdle en détaillant les
difféerentes étapes de calcul.

2.0n donne les sept premiers caractéres du numéro
ISSN du Journal de Mickey : 2495-454, Déterminer la clé
de controle.

3.Sur le journal Le Monde, un des caractéres du numéro
ISSN est illisible. On le note n. On a alors : 03n5—2037.
a. Déterminer S en fonction de n.

b.En déduire que 6n =10[11].

c.En déduire lavaleur de n.

2 [Chercher, Communiquer.]
En binaire, un nombre s'écrit avec les chiffres 0 ou 1.
Un octet binaire est composé de huit chiffres, par
exemple 11010010.
Chaque octet binaire est complété par un bit supplée-
mentaire m (dit bit de parité) de la fagon suivante : on
calcule la somme s des huit chiffres constituant l'octet
eton prend m tel que s+m = 0[2].
1. Pour A = 11010010, calculer m.

2. Démontrer que si un des chiffres de l'octet est
modifié, le bit de parité détecte l'erreur.

3. a. Lors de la transmission d'un octet, combien
d'erreurs de transmission peuvent se produire ?

b. Dans quels cas les erreurs de transmission seront-
elles détectées ? Justifier.
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D’aprés bac S, Centres étrangers, juin 2015
Dans cet exercice, on s'intéresse aux triplets d'entiers
naturels non nuls (x; y; z) tels que x*+y*=z%

Ces triplets sont nommeés triplets pythagoriciens, en
reference aux triangles rectangles dont ils mesurent les
cotés, et notés en abrégé « TP ».

Ainsi (3;4;5) estun TP car 32+ 42=52,

Partie A: Généralités

1. Démontrer que si(x; y; z)estun TP et p un entier
naturel non nul, alors (px; py ; pz) est aussi un TP.

2. Démontrer que si (x; y; z) est un TP, alors les entiers
naturels x, y et z ne peuvent pas é&tre tous les trois
impairs.

3. Pour cette question, on admet gue tout entier naturel
n non nul peut s'écrire de facon unique sous la forme
du produit d'une puissance de 2 par un entier impair :
n=2%xk, ol « est un entier naturel (éventuellement
nul) et k un entier naturel impair. Lécriture n=2"x k
sera nommée décomposition de n dans la suite du
probléme.

Voici par exemple les décompositions des entiers 9 et
120:9=2"%9 et 120 =23 15.

a. Donner la décomposition de l'entier 192.

b. Soient x et z deux entiers naturels non nuls dont les
décompositions sont x =2%x k et z=2* X m.

Ecrire la décomposition des entiers naturels 2x? et z2.
¢.En examinant U'exposant de 2 dans la décomposition
de 2x? et dans celle de z*, montrer qu'il n'existe pas

de couple d'entiers naturels non nuls (x; z) tels que
2t =77

On admet que la question 3. de la partie A. permet
d'établir que les trois entiers naturels x, y et z sont
deux & deux distincts. Comme, de plus, les entiers
naturels x et yjouent un réle symétrique, dans la suite,
pour tout TP (x; y ; z), les trois entiers naturels x, y et
z seront rangés dans l'ordre suivant : x <y < z.

Partie B : Recherche de triplets pythagoriciens conte-

nant l'entier 2015

1. Sachant que 2015=5 x 403 et en utilisant le TP

donné dans le préambule, déterminer un TP de la forme

(x;y;2015).

2.0n admet que, pour tout entier naturel nn, on a:
(2n+1)2+ (2n*+2n)* =(2n?+2n+1)%

Déterminer un TP de laforme (2015 ;y ; z).

3.a.En remarquant que 403% =169 x 961, déterminer
un couple d'entiers naturels non nuls (x; z) tels que :
z*—x?=403?, avec x < 403.

b. En déduire un TP de la forme (x ;2015 ; z).
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Le numéro INSEE d'une personne est inscrit sur sa carte -  Critéres de divisibilité
vitale. Ce numéro d'identification unique A de chaque  :  On souhaite poursuivre l'étude de critéres de divisibilite
individu est formé de 13 chiffres: . telsque ceux démontrés aux exercices |\ et
» le sexe (1pour un homme et 2 pour une femme) ; : Partie A : Critére de divisibilité par 5 et par 10
« l'année de naissance (les deux derniers chiffres) ; 1.Montrer qu'un nombre entier N est divisible par 10 si,
« le mois de naissance (écrit avec deux chiffres) ; et seulement si, son chiffre des unités est 0.
» le lieu de naissance (cing chiffres correspondant au @
département et a la commune) ; On pourra commencer par écrire N sous la forme
* le numéro d'ordre d'inscription des naissances dans N= kz:;ﬂ ﬂkmk oil, pour tout k compris entre 0 et

la commune (3 chiffres). ; Ge c9eta =0
. = k“\. n .

Une clé de contrdle K de deux chiffres compléte
le numéro INSEE. :+ 2.Montrer gu'un nombre entier N est divisible par 5 si,

La clé est calculée de la maniére suivante : . etseulementsi, son chiffre des unités est 5 ou 0.
on calcule le reste r de la division de lidentifiant A par - o . o .. L e

97 eton pose alors : K=97—r.
1.0n donne le numéro INSEE suivant : 2021299320121.
Déterminer la clé de contréle de ce numéro.

. 1.Montrer qu'un nombre entier N est divisible par 11
si, et seulement si, la difféerence entre son nombre de
. dizaines et son chiffre des unités est divisible par 11.

2.a.Enremarquantque A=S8x10"+N x10°+M ]

ol S, N et M sont des entiers naturels, montrer que m

A=508+27N +M[97] : On pourra commencer par écrire N=10a+b, ot a
: désigne le nombre de dizaines de N et b son chiffre

b. En déduire que K=97—r, ol r, est le reste de la
division euclidienne de 505 + 27N + M par 97.

3.a.0nsuppose que lors d'une saisie d’'un code INSEE,

des unités.

2.En utilisant ce critére de divisibilité, déterminer si le

une erreur est commise sur le premier chiffre de : i

" . . L . nombre 1067 est divisible par 11.
lidentifiant. Montrer que cette erreur est détectée par . N

la clé . Le nombre 333 est-il divisible par 11 ?

b. Montrer qu'une erreur sur un, et un seul, des chiffres
du nombre N est détectée par la cle. 4
c. Montrer que si l'on intervertit les deux premiers
chiffres du nombre N, l'erreur est détectée par la cle. 8

[edNzhead A s e s o
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Complexes Arithmétique Matrices  Graphes

Entrainez-vous au Grand Oral et enregistrez-vous sur
m— | o (;rand Oral

Comme le suggére le programme, les probléemes abordés en maths expertes peuvent servir d’'appui a des questions
de Grand Oral. Voici un exemple, basé sur l'enseignement de spécialité, utilisant des notions de ce chapitre.

Dans le programme de spécialité, vous avez étudié un puis expliquer comment les outils introduits dans ce
nouveau type de démonstration : le raisonnement par chapitre permettent de faciliter I'étude de ce type de
récurrence. probléme.

1. Rappeler les grands principes de ce raisonnement. ConsulterTos fiches:mEthade:de

Méthodologie
odalog ce manuel pour le Grand Oral p. 244

2. Utiliser ce type de démonstration pour démontrer
une divisibilité analogue a celles des exercice -~ et|. |,
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u Déterminer les diviseurs d'un entier

Un entier naturel est parfait s'il est égal a la
somme de ses diviseurs stricts, c'est-a-dire de
tous ses diviseurs positifs sauf lui-méme.

Par exemple, 6 =1+ 2+ 3 donc 6 est parfait.
18 est-il parfait ? Et28 ?

E Simplifier une fraction

Déterminer les diviseurs communs a 777 et 441,

puis simplifier la fraction %

ﬂ Résoudre une équation diophantienne

Déterminer l'ensemble des couples d'entiers
relatifs (x ; y) tels que x*—y*=21.

n Résoudre un probléme de diviseurs

On souhaite répartir 80 hommes et 60 femmes en
équipes mixtes de mémes effectifs et de méme
répartition hommes/femmes.

Quel est le plus grand nombre d'équipes pos-
sible ? Quelle serait la composition des équipes
dans ce cas ?

B Utiliser la définition de la division eucli-
diennedans N

Soit n un entier naturel ayant le méme quotient
dans la division euclidienne par 23 et par 17, et
admettant un reste de 1dans celle par 23.
Quelles sont les valeurs possibles du reste dans
la division euclidienne de n par 17 ?

n Déterminer un entier conditionné par une
relation de divisibilité

Déterminer l'ensemble des entiers naturels n tels
que n—4 divise n+17.

'/ Ecrire une division euclidienne dans Z
1. Déterminer le quotient et le reste de la division
euclidienne de —522 par 12.

2. Soit n un entier naturel. Ecrire la division
euclidienne de 15n— 8 par 4n+3.

i[5 B[ LLS.fr/MXPP116

Prerequis

1. Déterminer les diviseurs d'un entier.

2. Ecrire la division euclidienne d'un entier relatif par
un entier naturel non nul.

3. Déterminer un reste modulo 1.

4. Exécuter des opérations sur des congruences.

[} péterminer un inverse modulo un entier

A laide d'un tableau de congruence, déterminer
les entiers naturels a tels que 4a =1[13].

n Opérer sur les congruences

Soient a et b deux entiers tels que a= 0[4] et
b=o0/18].
A-t-on nécessairement ab=0[72]7

m Opérer sur les congruences

La proposition suivante est-elle vraie ou fausse ?

« Si a est un entier tel que a =0[27], alors
a=0[9].»

m Probléme

Comment peut-on mesurer 1 minute avec un
sablier de 13 minutes et un sablier de 5 minutes ?

Anecdote

La difficulté mathématique pour établir un
calendrier ol les dates des équinoxes et
solstices restent les mémes, est que la durée
d’'une année solaire n'équivaut pas a

un nombre entier de jours. Jules César, se
fiant aux conseils de l'astronome

alexandrin Sosigéne, a établi le calendrier
julien avec un systéme d'années

bissextiles. Mais ce systéme, grossiérement
correct, induisait un décalage que le

pape Grégoire Xl a corrigé en octobre 1582,
suivant les recommandations du
mathématicien jésuite Christopher Clavius
(1538-1612), d'oti le nom de calendrier
grégorien qui est depuis le ndtre (voir TP2).
Mais d'autres pays, comme la

Gréce, n'ont adopté ce calendrier qu'au Xx®
siecle. A cause des années bissextiles
comptées en trop, ils ont alors dii supprimer
treize jours !




La machine Enigma est une machine électromé-
canique a rotors, inventée en 1920 par Lallemand
Arthur Scherbius. Elle fut utilisée par larmée
allemande dés 1928. Sa particularité est dutiliser
un chiffrement polyalphabétique, cest-a-dire quune
1. Détem-]iner le PGCD de deux entiers. lettre nest pas 5y5réﬁ;gﬁqugmmr codée par la méme
2. Connaitre et utiliser les theoremes de Bézout et de Gauss.

3. Résoudre une congruence ax = b [ n|, résoudre une équation . ) . i
: - e [n] HHe électriques, les permutations effectuées changent
diophantienne simple.

g 4. Determiner linverse de a modulo n lorsque a et nn sont éf f;:i;ﬂ'@’fte lettre, c¢ qm. rena e mmage‘ P M.HHE
. n premiers entre eux. a a%ffafﬁ}er par une szmp!e zmafyse ﬁequmnefk.

lettre : grdce aux rotors activés par des Signaux




.AcnvnEs

') Probléme de pavage

m Découvrir et appliquer l'algorithme d'Euclide pour déterminer
l'ensemble des diviseurs communs a deux entiers.

On souhaite paver une surface rectangulaire de 250 cm par 70 cm
a l'aide de carreaux carrés identiques de dimensions entiéres.

OQuelle condition la longueur ¢ du coté d'un carreau doit-elle
vérifier pour que les carreaux remplissent la surface sans qu'on ait
besoin de les couper ?

OSOient a et b deux entiers naturels non nuls avec a > b.

a) Montrer que les diviseurs communs a a et b sont exactement
les diviseurs communs a b et r, ol r désigne le reste de la division

euclidienne de a par b. @ a) Ecrire la division euclidienne de
a par b : elle permet d'écrire r comme

b) On appelle PGCD de a et b le plus grand diviseur commun de a et b. s nli
En déduire que le PGCD de a et b est égal au PGCD de b et r. sombiakonlineaifs de a et o

0 Pour tout réel x, on note E(x) la partie entiére de x, 'unique entier
tel gue E(x)<x < E(x)+1.0n considére l'algorithme suivant.

a « 250
b« 70
250
r ¢ 250 -70 x E(55~)
Tant que r # 0 faire :
a<b
ber
a
rea—bx E(F)
Fin Tant que
Afficher b

R LI I SR

a) A quoi les nombres 250 —70 x E(%) eta—bx E(%) (lignes 3 et 7) correspondent-ils ?

b) Exécuter cet algorithme a la main en recopiant et complétant le tableau suivant.

E |
70 |
|

¢) Pourquoi peut-on étre siir, sans l'exécuter, que cet algorithme se termine nécessairement ?

d) Que représente le nombre affiché en sortie ?
Que peut-on déduire sur les dimensions possibles du pavage ?

Cet algorithme de divisions successives porte aujourd’hui le nom d’Euclide.

Euclide a en réalité décrit un algorithme voisin dans son livre Les Eléments pour
m expliciter une méthode de détermination du PGCD de deux entiers naturels non nuls.

Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Expliquer comment on peut déterminer

I'ensemble des diviseurs communs a a et b connaissant leur PGCD.
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ACTIVITES -

) Un probléme de Bachet
m Utiliser le théoréme de Bézout en
« remontant » l'algorithme d'Euclide.

Deux bons compagnons ont 8 pintes de vin a
partager entre eux également, lesquelles sont dans
un vase contenant justement 8 pintes, et pour faire
leur partage ils n'ont que deux autres vases dont
l'un contient 5 pintes et l'autre 3. On demande
comment ils pourront partager justement leur vin,
ne se servant que de ces trois vases.

Une pinte est une unité de mesure d'un volume.

Ce probléme est posé par Bachet de Méziriac (1581-1638) dans Problémes plaisants et
délectables (1612). L'énoncé ci-dessus est tiré d'une réédition commentée de 1874.

Une des méthodes qu'il donne consiste & remplir le vase V, (de cing pintes) et 3 le vider

Vv V, A"
dans le vase V, (de trois pintes) et ce jusqu'a obtenir une quantité de quatre pintes dans ¢ : }
lun des vases.

Le probléme revient donc a déterminer combien de fois il faut remplir entiérement V, et 8 | 0 | Lol
combien de fois il faut lui retirer trois pintes pour qu'il contienne quatre pintes. \
o Ecrire le probléme sous la forme mx—py = 4 avec (m; p) € N2 et déterminer un 3 | 5 | o]
couple (x; y) solution. =
o Bachet raisonne en prenant le probléme par la fin : quatre pintes, ce sont cing pintes \
donton a retiré une pinte. Comment retirer une pinte ? Il suffit par exemple que le vase de 3 2 | 31
trois pintes en contienne déja deux. ry C
a) Comment mesurer un volume de deux pintes avec les vases V, et V, ? 4
b) Observer le schéma ci-contre et expliquer pourquoi a la fin du processus le vase V, 6 2 Lol
contient un volume de 2B —2C. B-C
echerchons maintenant a obtenir un volume de une pinte avec des vases de seize et " 0\r 2]
neuf pintes.
<3 - 0] . - - B_ C
a) Ecrire l'algorithme d'Euclide pour déterminer le PGCD de 16 et 9.
Soient r, et r, les restes des deux premiéres divisions euclidiennes obtenues.
g Y S e s G 1 5 2
b) A l'aide de la troisiéme division euclidienne, écrire le nombre 1 comme B IB_ CI
combinaison linéaire de r, etr,.
c) A laide de la deuxiéme division euclidienne, écrire le nombre 2 comme 1 | 4 | L3 ]
combinaison linéaire de 9 et r,, puis justifier comment obtenir1=7x4—-3x9. 2B.2C C

d) En déduire une combinaison linéaire de 9 et 16 égale a 1. Conclure.
Le théoréme de Bézout indique que sile PGCD de deux entiers naturels a et b est 1, alors

m il existe un couple d’entiers relatifs (u ; v) tel que au+bv=1.
En prenant a = 12 et b =5 et en s'appuyant sur le raisonnement de la question €), expliciter

une démarche permettant de trouver u et v tels que 12u + 5v = 1. Ce couple est-il unique ?
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I Définition et propriétés

| Définition | Remargue :n

utilise le lemme

Soient a et b deux entiers relatifs non simultanément nuls. SRR T

Lensemble des diviseurs communs a a et b est une partie non vide de 7 (elle partie non vide et

contient 1) et majorée (par le maximum entre |a| et |b|). majorée de 7 admet

Cet ensemble admet un plus grand élément appelé Plus Grand Diviseur Commun de ':lr'umqtue plus grand
element. »

aet b noté PGCD(a ; b).

Proprietes Remarque: On a
PGCD(a;0)=|a]|
et, par convention,

PGCD(0;0)=0.

Soient a et b deux entiers relatifs non simultanément nuls.

On a PGCD(a ; b)=PGCD(|al;|b]) et, pour tout couple (a;b)e N2 avec a+#0:
1.PGCD(a; b)=1; PGCD(0;a)=a; PGCD(1;a)=1;

2. a divise b si, et seulement si, PGCD(a ; b)=a ;

3.PGCD(a; b)=PGCD(a—b ; b) (Méthode de la soustraction).

Remarque : Un
nombre entier et
son oppose ont les
B LE mémes diviseurs.
PGCD(229 ; 225) = PGCD(229 —225 ; 225) = PGCD(4 ; 225) = 1car 1est le seul divi- On se restreint donc

E(MUHSIRHTIUH Voir exercice |-/ p. 134.

| seur positif commun & 4 et 225. au cas des entiers
naturels.

Déterminer 'ensemble des entiers naturels n tels que PGCD(n ; 700) = 25 et n < 700.

Les diviseurs positifs de 700 sont les suivants.
Méthode

L1 [ 2| a | s ]| 7 [0]1u]|2]sm> ‘ : i
» Lister les diviseurs positifs de 700.

700 | 350 | s | wo | 100 | 0 | so | 35 | 28

» Lister les multiples de 25 et rayer ceux qui sont

Si PGCD(n ; 700 ) = 25, alors 25 divise n. Donc n est un multiple des diviseurs de 700, sauf 25.
de 25. Les multiples de 25 inférieurs a 700 sont les suivants. = Rayer les multiples des nombres rayés.
25 50 75 100 125 '_‘15-0' | _’175"'.-‘ = Lensemble cherché est constitué des multiples
o =dii =1 1 de 25 restants.
200 | 225 | 250 | 275 | 300 | 325 | 350 |
75 | 400 | 15 | 450 | 475 | 500 | 525 |
550 | 575 | 600 | 625 | 650 | 675 | 700 |

Or nn ne peut pas étre un multiple de 50, 100, 175 ou 350 car on aurait alors PGCD(n ; 700 ) = 50.
Lensemble cherché est donc {25 ;75 ; 125; 225 ; 275 ; 325 ; 375 ; 425 ; 475 ; 575 ; 625 ; 675}.
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COURS

) Algorithme d'Fuclide

Dans cette partie, a et b sont deux entiers naturels non nuls avec a > b.

Propriété
On note g et r le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b.
Avec ces notations, PGCD(a ; b)=PGCD(b ; r).

[otmonsTRATION ]

= Soit d un diviseur commun & a et b. Par définition, a = bqg +r donc r = a — bgq.
r s'écrit donc comme une combinaison linéaire de a etde b et d divise a la fois

Pour montrer I'éga-
lité de deux PGCD,
on montre que les

a et b. Donc d divise r. En particulier, d est un diviseur commun a b et r. ensemblos dont s
« De méme, a est une combinaison linéaire de b et r, donc tout diviseur commun sont les plus grands
a betr divise a. élements sont les

mémes. La propriété
d'unicité du plus
grand élément per-
met de conclure.

Ainsi, 'ensemble des diviseurs communs a a et b est confondu avec 'ensemble
des diviseurs communs & b et r. lls ont donc le méme plus grand élément d'ot
PGCD(a; b)=PGCD(b;r).

546 = 60 x 9+ 6 donc PGCD(546 ; 60) = PGCD(60 ; 6) = PGCD(6 %10 ; 6) = 6.

Algorithme d'Euclide Remarque : Euclide

présente un algo-
rithme voisin au
début du livre VII

* sir #0,r, estle reste de la division euclidienne de b par r, ; des Eléments comme
une méthode pour
déterminer le PGCD
de deux entiers.

On définit par récurrence la suite des entiers T sy

» 1, est le reste de la division euclidienne de a par b ;

r tels que:

» pourtout ke{1;...;n—1} sir, #0, alors r ., est le reste de la division
euclidienne de r,_, par r;.

Alors, cette suite d'entiers est nulle a partir d'un certain rang et la derniére valeur
non nulle prise par cette suite est le PGCD de a et b.

[otmonsTRATION ]

Soit r, le reste de la division euclidienne de a par b. Par définition du reste d'une
division euclidienne, 0 <r, < b et on sait que PGCD(a ; b)=PGCD(b ;).

Soit m e . Supposons gu'on ait construitr,, r,, ..., r . nonnulsetr telsque,

pourtoutke {1;... —1}, r,,, soit le reste de la division euclidienne de r, __ parr,.
Alors,0<r <7, ,<..<betPGCD(a;b)=PGCD(b;r,)=...=PGCD(r,
« Sir, =0, alors PGCD(r, ;7 )=T, ,

« Sir, #0,lerester deladivisioneuclidiennede r ., parr, vérifie

o<r_,,<r <..<b,et PGCD(r r )=PGCD(r,

+1 m? rm +1 )

1) m)

m 1’
Par récurrence, on en déduit que la suite d'entiers naturels (r )est strictement
décroissante jusqu'au premier terme égal a 0. Elle est donc nulle & partir d'un
certain rang.

Soitalors n € N tel que r"e:U et >0

Par construction, PGCD(a ; b) = PGCD(r

D’1

—PGCD(r“ N e R
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.COURS

Appliquer l'algorithme d'Euclide pour déterminer le PGCD de 450 et 198.

450 =198 x 2 +54
198 =54 x3+36
54=36x1+18
36=18x2+0

Le dernier reste non nul obtenu en appliquant l'algorithme

d'Euclide vaut 18 donc on en déduit que PGCD(450 ; 198 ) = 18.

KA Corollaires de | 'algorithme d’Euclide

Pour tous entiers naturels non nuls a, b et k, on a PGCD(ka ; kb)=kxPGCD(a ; b).

E{'MUHSIRHTIUH Voir exercice |/~ p.135.

Soient a et b deux entiers non simultanément nuls.

d est un diviseur commun a a et b si, et seulement si, d divise PGCD(a ; b).

Méthode

Si b divise a, alors PGCD(a ; b) = b.

Sinon, on effectue la division euclidienne de a par b.
Tant que le reste r est non nul, on remplace (a ; b)
par (b ; r) et on recommence.

PGCD(a ; b) est le dernier reste non nul.

d € Z un diviseur commun a a et b.

euclidienne de a par b.

R

note g, le quotient et qu'on a montré que r, etr

m

#1 m+1 m—1

Montrons que d divise PGCD(a ; b). Pour cela, montrons par récurrence que d
divise tous les restes de la suite construite par l'algorithme d'Euclide.

Initialisation : soient respectivement g et r; le quotient et le reste de la division

Alors r, = a—bgq donc d divise r, comme combinaison linéaire de a et b.

Hérédité : on suppose qu'on a construit lasuite r, r,, ..., r telle que, pour tout
ke{l;...im—1},r,, soitle reste de la division euclidienne de r,_, par r, dont on
, sont divisibles par d.

Alorsr =q r +r _doncr . =r _—r g _estencoredivisible pard.
m—1 moom nt m o

Remarque : Pour
toutkeZ,ona
PGCD(ka: kb)
=|k|PGCD(a ; b).

Ce corollaire est une
équivalence. On doit
donc déemontrer
deux implications :
le sens directet la

ESMGNSTRM'G@— réciproque.

Soit (a; b)e Z2. On suppose que a et b ne sont pas simultanément nuls et on note

Conclusion : par récurrence, on déduit que, pour tout k€ {1; ... ; m}, r, est divisible
par d.Comme PGCD(a; b) est le dernier terme non nul de cette suite, PGCD(a ; b)
estdivisible par d.

Réciproquement, si d divise PGCD(a ; b), comme PGCD(a ; b) divise a et b, alors d
divise aussi a et b par transitivite.

En conclusion, les diviseurs de PGCD(a ; b) sont bien les diviseurs communs a a et b.
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Déterminer les entiers naturels n inférieurs a 450 tels que PGCD(n ; 270) = 45.

On a 45|n donc il existe m e N tel que n = 45m.

Or n < 450 donc m<10. Methode
De plus, 45 = PGCD(n ; 270) = PGCD( 45m ; 45 X 6) = 45 x PGCD(m ; 6), Intiodulre lent]er mte{que ‘
donc PGCD(m ; 6)=1.0n en déduit que m € {1;5 ; 7} donc n & {45 ; 225 ; 315}. . =A4ar etralsonnicr a pattic

270 _
du PGCD de m etGe= 6.

»2) Nombres premiers entre eux

I Définition
W Remarque : Deux

nombres premiers
distincts sont pre-
On dit que a et b sont premiers entre eux lorsque leurs seuls diviseurs communs miers entre eux.

sont 1et —1. Autrement dit, a et b sont premiers entre eux lorsque PGCD(a ; b)=1.

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

18 et 35 sont premiers entre eux car 35 est un multiple de 1;5; 7 et 35 alors que 18 n'est
divisible par aucun de ces nombres autres que 1. Donc le PGCD de 18 et 35 vaut 1.

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.
Soient d=PGCD(a; b) et a', b’ les entiers tels que a =da’ et b=db'.
Alors a’ et b’ sont premiers entre eux.

Réciproguement, s'il existe d € IV et a’, b’ des entiers premiers entre eux tels que
a=da et b=db', alors d est le PGCD de a et b.

[oimonsTRATION}

Soientd =PGCD(a : b') et k, et k, les entiers tels que a' =d'’k, et b’ = d'k,.
On doit montrer que d=1.

En effet, a = dd'k, et b = dd'k, donc dd’ est un diviseur commun a a et b. Comme
d=PGCD(a; b), on a nécessairement dd' < d donc, puisque d > 0,d =1.
Réciproquement, PGCD(a ; b) = PGCD(da’ ; db') = dPGCD(a’' ; b')=d cara’ et b’
sont premiers entre eux.

36 =12 x3 et 60 =12 x 5. Puisque 3 et 5 sont premiers entre eux,
alors PGCD(60 ; 36) = 12.
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.COURS

Déterminer l'ensemble des couples (a; b) € N? tels que {

ab =300
PGCD(a ; b)=5"

Puisque PGCD(a ; b) =5, il existe deux entiers a’ et b’ premiers entre

a=5a Méthode

eux tels que {b— b ) . .

=5 + Introduire les entiers @’ et b’ premiers entre
On a alors ab = 25a'b’ donc 25a’b’ = 300 et ainsi ¢'b’ = 12. a=5a’

eux tels que {b e
Or12=1x12=2x6=3x4. oy e BT <
» Ecrire une equation vérifiée par le produit

Comme a' et b’ doivent étre premiers entre eux, les couples possibles a'b’ et lister les couples d'entiers premiers
sont (1;12),(12;1),(3;4)et(4;3), ce quidonne pour (a;b) les entre eux vérifiant cette équation.
couples (5;60), (60;5), (15;20) et (205 15). * En déduire les valeurs possibles pour a et b.

Réciproquement, chacun de ces couples est solution du systéme.

) Théoréme de Bézout
Remarque : Le

theoreme de Bézout
donne l'existence
d'entiers u et v

AT 7S mais ne donne pas
Théoreme de Bézout de TEtOdEHolen

déterminer.

Tout sous-ensemble non vide de IN admet un plus petit élement.

Soit (a ; b) un couple d'entiers relatifs non nuls.

Alors a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux entiers relatifs
uet vtels que au+buv=1. Remarque : Il n'y
a pas unicité des
entiers u et v tels
que au+bv =1.

E['MUHSTRHTIUH Voir exercice |1 = | p. 140.

Déterminer deux entiers u et v tels que 29u+12v=1.

Puisque 29 est un nombre premier, 29 et 12 sont premiers entre

eux. Il existe donc deux entiers u et v tels que 29u+12v =1. Méthode

D'aprés l'algorithme d'Euclide, on a les égalités suivantes : + Oncommence par justifier qu'il existe bien un
29=12x2+5(E,); 12=5x2+2(E,) et 5=2x2+1(E,). couple d'entiers (u; v) tel que 29u +12v = 1.
D'aprés (E,),ona1=5—2x2et, d'aprés (E,),ona2=12-5%x2. » Onapplique l'algorithme d'Euclide pour connaitre
Donc, 1=5-2x(12—5x2)=5x5-2x 12. tous les restes successifs jusqu'au reste égal a 1.
D'aprés (E,), ona5=29-2x12d'00 1=5x (29 ~2x12)~2 X 12 + On utilise les divisions euclidiennes obtenues

en « remontant » l'algorithme d'Euclide pour

soit finalement 1=29 x5+12 x (—12). e .
eterminer u et v.

On a donctrouvé u=5et v=-—12.
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COURS

A Identité de Bézout et application aux équations diophantiennes

Identité de Bézout

Pour tout couple (a; b) e Z'?, il existe (u;v) € Z? tel que au+ bv =PGCD(a; b).

Remarque : Le couple
(u;v)n'estpas
unique.

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls et on pose d = PGCD(a ; b).

Il existe deux entiers a’ et b’ tels que a=a'd et b= b'd et tels que PGCD(a' ; b')=1.
D'aprés le théoréme de Bézout, il existe (u; v)e Z* tel que a'u+bv=1.

Onaalorsau+bv=dadu+bdv=dlau+bv)=PGCD(a;b).

Remarque : Lidentité
de Bezout esten
realité vraie pour
(a;b)eZ?

[otmonsTRATION ]

Le PGCD de 84 et 18 est 6 donc il existe des entiers u et v tels que 84u+18v = 6.
Pour les déterminer, on peut se ramener a l'équation diophantienne 14u+3v =1dont
une solution est (—1; 5). On vérifie : —84+18 x5=—84+90 = 6.

Soient a, b et ¢ trois entiers tels que a et b ne sont pas simultanément nuls.

Remarque: On
appelle équation
diophantienne

une équation a
coefficients entiers,
dont on cherche une
solution entiére (ou
rationnelle).

L'équation ax+ by = ¢ admet des couples d'entiers (x ; y) solutions si, et seulement

si, le nombre ¢ est un multiple de PGCD(a ; b).

EEMUHSTRNmﬂ Voir exercice p. 136.

1. Léquation 12x + 4y = 32 admet des couples d'entiers (x ; y) parmi ses solutions car

PGCD(12; 4) =4 et 4|32.

2. 'équation 2x+ 6y = 3 n'admet pas de couples de solutions entiéres car

PGCD(2; 6)=2 et 2 ne divise pas 3.

Aprés avoir justifié son existence, déterminer un entier a tel que 30a = 1[23].

30 et 23 sont premiers entre eux donc, d'aprés le
théoréme de Bézout, il existe un couple d'entiers relatifs
(a;b)tel que 30a+23b = 1donc il existe un entier a tel
que 30a=1[23]

L'algorithme d'Euclide et sa remontée permettent
d'obtenir 1=30x10—23 x 13.

On en déduit que (10 ; —13) est un couple solution
et donc que 10 est un inverse de 30 modulo 23 :
30x10=1[23].

Méthode

Ilexiste a € Z telque 30a = 1[23] si, et seulement si, il
existe (a; b) € Z? tel que 30a+23b=1.

+ Verifier que cette équation admet une solution en écrivant
lalgorithme d'Euclide pour déterminer le PGCD de 30 et 23.

+ Remonter les lignes de l'algorithme d'Euclide en partant
de l'avant-derniére (reste égal a 1) pour écrire 1comme
combinaison linéaire des deux derniers restes, puis des
deux restes précédents, jusqu'a obtenir une combinaison
linéaire de 30 et 23.
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.COURS

<)) Théoréme de Gauss et applications

I Théoréme de Gauss

Soient g, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.

Si a| be et si a et b sont premiers entre eux, alors a|c.

Supposons que a divise be et que a et b sont premiers entre eux.
que au+bv=1.

Ainsi, a | c.

Alors PGCD(a ; b) =1donc d'aprés le théoréme de Bézout, il existe (u ; v) € Z? tel

On a donc auc+ bue=c. Or a | be par hypothése et a | auc donc a | (auc+ bue).

Remarque : La
condition aet b
premiers entre eux
est essentielle.

Par exemple,

4 divise le produit

E{Mu”&]’ﬂnnuﬂ_ 2 X 6 =12 mais 4 ne

divise ni2 ni 6.

Soit n un diviseur impair de 210 = 105 x 2. Comme n est premier avec 2 (car n est

. impair), le théoréme de Gauss permet d'affirmer que n divise 105.

1. Déterminer le PGCD de 65 et 91.
2. Résoudre dans Z* l'équation 65X = 91Y.

1. 0On applique l'algorithme d'Euclide : 91 =65x1+26 ;
65=26x2+13 et 26 =13 x2+ 0 donc PGCD(91; 65)=13.

2. Endivisant par 13 on obtient 65X = 91Y = 5X = 7Y.

Or 5X =7Y = 7| 5X, et 5 et 7 sont premiers entre eux donc, d'aprés
le théoréme de Gauss, 7|5X = 7 | X.

Ainsi, si (X ;Y) est solution de (E,), alors il existe k € Z tel que
X =7k.Donc,si 5X=7Y,ona5x7k=7xY, d'ol Y= 5k.

Réciproquement, on vérifie que, pour tout k € 7, (7k ; 5k) est un
couple solution : 65 x 7k = 455k et 91 x 5k = 455k.

Donc, pour tout entier k, (7k ; 5k) est un couple solution.

Finalement, l'ensemble des solutions de (E,) est {(7k ; 5k), k € Z}.
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Méthode

1. On appligue l'algorithme d'Euclide : le dernier
reste non nul est le PGCD cherche.

2. On simplifie l'équation par le PGCD pour
obtenir deux nombres premiers entre eux et on
utilise alors le théoréme de Gauss pour obtenir
une expression de X et Y.

On vérifie que le couple obtenu est bien
solution de l'équation.




- |
COURS -

) Corollaire du théoréme de Gauss

Corollaire Remarque : Comme

pour le théoréme de
Gauss, la condition
Si b et ¢ sont premiers entre eux et divisent tous les deux a, alors be divise a. b et ¢ sont premiers
entre eux est
primordiale. Par

EEMH NS]’RM’“]E_ exemple, 15 divise 45

et 9 divise 45, mais
Soient b et ¢ deux diviseurs de a premiers entre eux et b’ et ¢’ les entiers tels que 0% 15 =135 ne

bb'=aetcc =a. divise pas 45.

Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.

Alors bb’ = cc’, donc b | ec'.
Comme b et ¢ sont premiers entre eux, alors, d’aprés le théoréme de Gauss,
b divise ¢.

Soit alors m l'entier tel que ¢’ = bm. On a donc a = ¢¢’ = cbm. D'oll be divise a.

SoitneN.n(n*—1)=n(n—1)(n+1)=(n—1)n(n+1) est le produit de 3 entiers
consécutifs, donc n{n?—1) est divisible par 2 et par 3.

Comme 2 et 3 sont premiers entre eux, alors le corollaire de Gauss énoncé ci-dessus
affirme que n(n*—1) est divisible par 6.

Montrer que, pour tout entier naturel n, 5n?(n”+11) est un multiple de 30.

Pour tout ne N, 5n*(n?+11) est un multiple de 5. Ecrivons la table de congruence par 6.

Méthode

‘ 1l faut montrer que, pour
I tout entier naturel n,
| - : 5 0 3 2 3 0 5n2(n?+11) estun

multiple de 6 et de 5.
On utilise une table de

Finalement, pour tout entier naturel n, 5n?(n?+11) est un multiple de 6. congruence modulo 6.

0 0 60=0 30=0 60=0 0

Or, c'est aussi un multiple de 5.

Comme 5 et 6 sont premiers entre eux, le corollaire du théoréme de Gauss ci-dessus
donne que 57%(n?+11) un multiple de 30.
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LESSENTIEL

© D'aprés lalgorithme d'Euclide, le PGCD des entiers naturels a et b est égal au dernier reste non nul
lorsqu’on effectue les divisions euclidiennes successives. Cela permet de:

v/ déterminer le PGCD de deux entiers ;

v montrer que deux entiers sont premiers entre eux en vérifiant que leur PGCD vaut 1.

© Daprés lidentité de Bézout, pour tout couple (a ; b) € (Z)?, il existe (u ; v) € Z? tel que
au +bv =PGCD(a ; b). Cela permet de:

v montrer que deux entiers sont premiers entre eux ;

v déterminer si un entier est inversible modulo un entier naturel non nul;

v démontrer le théoréme de Gauss ;

v/ déterminer si une équation diophantienne de la forme ax+by = ¢ admet une solution.

©) D'aprés le théoréme de Gauss, pour tous entiers relatifs non nuls a, b et ¢, si a divise be et si a et b sont
premiers entre eux, alors a divise c. Cela permet de:

v/ résoudre une equation diophantienne de la forme ax=by ;

v/ résoudre une congruence de laforme ax =0[n] lorsque a et n sont deux entiers naturels premiers
entre eux.

© Daprés le corollaire du théoréme de Gauss, pour tous entiers relatifs non nuls a, b et ¢, si b et ¢ sont
premiers entre eux et divisent a, alors be divise a. Cela permetd’:

=
Division euclidienne w

o= N
Remontée de

ALGORITHME D’EUCLIDE

T ! Corollaire du
THEOREME DE GAUSS | théoréme de Gauss

l'algorithme d'Euclide
b= =y \L
[ Etude de divisibilité J
! I/" T
Entiers premiers Ensemble de %l . :{g:,}::’;;foe F?thjc:es
entre eux diviseurs communs . = J
J [ Congruences ax=0[n] J
v f ™
Solution particuliére ; ; | Ensemble des solutions
[ (xo ; yu) J B i sdilins Equationsax + by =0 J

Equations diophantiennes ax + by = c (ou a(x—x,) + b(y —y,) = 0)

Téléchargez cette fiche de révision au format PDF sur| lis.fr/MXPfiches
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Retrouvez plus de GCM pour réviser sur (IS 7/ WAPGEHE) AUTO-EVALUATION

Soit n un entier naturel tel que Soit a € 1. Quelle est la relation entre les
PGCD(n ;75)=25et PGCD(n ;20)=5. propositions A: «12a=0[3]»etB:«a=0[3]»?

n peut étre égal a:
OA-B 0OB=A

© 100 03 [ c P13 O [ J N @ Aucune.

Pour tous entiers naturels a et b non nuls et
divisibles par 68 :

Soit (a; b) e N? tel que 11a = 56b.

On peut alors affirmer que :

€) PGCD(a;b) | 68. @ PGCD(a; b)=1.

o PGCD(a ; b) est un multiple de 68.

—_ diisa b
© ilexiste (x;y) e Z? tel que ax+ by = 68. 81111 dlfn-se >
ivise b.

0 il existe deux entiers relatifs x et y premiers entre o
0 b divise 1.

eux tels que ax+ by =1.

m [ [ [Une ou plusieurs bonnes réponses par question]

Parmi ces équations, quelles sont celles qui
admettent des solutions dans 7Z? ?

Le PGCD de 3n—1et 5n est égal a:

01 pour tout n € M.
o51x+39y:0 051x+39y=1 @55i, et seulement si, 5 divise 3n—1.
o 5 pourtout ne M.

51x+39% =3 51x+39y =2019
o " 0 ¥ 0 5 si, et seulement si, 5 divise n—2.

Soient g, x et n trois entiers.
La congruence ax = 1[n] signifie que :

Parmi les propositions suivantes, lesquelles sont
vraies pour tout ne I tel que 2, 6 et 15 divisent n ?
© ilexiste b € Z tel que ax—bn=1.

O ax=n+1. 010 divise n. @12 divise n.

o a et n sont premiers entre eux. o 30 divise n. 0 60 divise n.
© n divise ax—1.

Dans cet exercice, on souhaite résoudre dans Z le systéeme de

z=0[35]
z=6[27]

1. a. Ecrire une équation diophantienne équivalente a ce systéme.

congruences {

b. Justifier que cette équation admet des solutions puis en déterminer
une particuliére.

¢. En déduire toutes les solutions du systéme de congruences.

2.Un astronome observe une planéte dont le cycle est de 35 jours. Six
jours plus tard, il observe une autre planéte donc le cycle est de 27 jours.

Combien de temps devra-t-il attendre, au minimum, pour pouvoir
observer ces deux planétes simultanément ?
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Chiffrement affine

EEJ Retrouvez plus d'exercices
dans notre cahier d'algo

T T T T T |
{_LLS.fr/PythonXP

On a requ un message codé a l'aide du chiffrement affine défini de la maniére suivante : & chaque lettre du message est

associé un entier x entre 0 et 25 selon l'ordre alphabétique. A chaque entier x,on associe 'entier y tel que {

y=1x+8[26]
0<y<25

Enfin, on remplace la lettre du message par la lettre associée a y.

On cherche a décoder le message suivant : IZIV JUNSVW.

Questions préliminaires :

1. Justifier que, pour tout x € {0; ... ; 25}, l'entier y ainsi défini est le reste de la division euclidienne de 11x+ 8 par 26

1Mx+38

etque y=11x+8-26 ><E( 56 ], ou E( ) désigne la partie entiére.

2. Ecrire le message recu sous forme d’une suite d'entiers.

Obiectif Comprendre la construction d’un codage affine et chercher a quelle condition
LT une fonction de décodage existe a l'aide d’'une des deux méthodes.

METHODE DE RESOLUTION 1

1.0uvrir GeoGebra et associer un tableur 3 c6té du
graphique. Dans la colonne A du tableur, entrer les
entiers x de 0 a 25 et dans la colonne C les valeurs
correspondantes de 11x+ 8.

2.Entrer en B1 une formule permettant d'obtenir
par recopie vers le bas les valeurs de y associées
a chaque entier.

La fonction floor désigne la partie entiere.

3.Selectionner les colonnes A et B, puis créer une
liste de points. Afficher les noms de ces points
dans le graphique et verifier que le point A a

pour abscisse 0, le point B pour abscisse 1, C pour
abscisse 2, etc. Il est possible de renommer les
points manuellement si nécessaire.

4. Par lecture graphique, décoder le message regu.

5. Modifier le tableur pour que la fonction de
codage soit 10x+ 8 au lieu de 11x+ 8.

Pouvez-vous décoder le message recu ? Pourquoi ?
6. Tester d'autres valeurs et conjecturer une
condition sur la valeur de a pour que le message
codé par ax+ 8 soit décodable.

| Pour aller plus loin

Déterminer un entier b tel que 11b = 1[26] et en
déduire que x= b(y—8)[26].
Déterminer alors une fonction de décodage.
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METHODE DE RESOLUTION 2 m

LABO
PYTHON|

b. A l'aide d'une boucle bornée, pour chaque valeur
de l'entier x allant de 0 a 25, compléter la liste
chiffrage avec la valeur de y correspondante
déterminée dans la question préliminaire 1..

1. a. Créer une liste vide chiffrage = [].

2. a. Compléter le code de la question précédente
eny gjoutant le code ci-dessous. La méthode index
sert & obtenir l'indice d'un élément d'une liste.
6 mcode = [8, 25, 8, 21, 9, 20, 13, 18, 21, 22]
7 mdecode = []
8 alpha = "abcdefghi jklmnopgrstuvwxyz”
9 mclair = " "
10
11 for 1 in range(len(mcode)):
12| n = chiffrage.index(mcode[i])
13| mdecode.append(n)
14| mclair = mclair + alphaln]

b. Expliquer la ligne 6 puis la boucle for entre les
lignes 11 et 14.

3. Que se passe-t-il quand on remplace 11x +8 par
10x + 8 dans la définition de chiffrage ? Afficher la
liste chiffrage et expliquer pourquoi le programme
ne peut pas fonctionner.

4. a. Ajouter une ligne de commande permettant
d'afficher la liste chiffrage triée et tester plusieurs
fonctions.

b. Conjecturer une condition sur a pour que le mes-

sage codé par ax+ 8 soit décodable.



Etablir un calendrier

Dans le calendrier julien, les années sont divisées en 365 jours et on ajoute un jour tous les quatre ans (années
bissextiles). Cependant, ce calendrier entraine un décalage non négligeable avec le comportement des astres sur

plusieurs siécles.

Questions préliminaires :

2422

On estime qu'une année est composée de 365,2422 jours. On pose A =365+50600"

Le choix optimal serait donc de rajouter 2 422 jours sur chaque période de 10000 ans.

Pour obtenir une méthode plus pratique, on écrit le développement en fractions continues de A : on pose g, = 365,
r,=10000 et r, = 2422 et on définit, par divisions euclidiennes successives, les suites d'entiers (g ) et (r ) telles que,

pourtoutn=1,r ,=r xq tr ,etosr  <r.

1

Pour finir, on définit la suite (A ), pour tout entier naturel n, par A = qn+q—, A =q,+ 1 7 elc,
1

Les termes A_ sont appelés développement en fractions continues.
1.a. Vérifier que g, = 4 et r,= 312 et en déduire la valeur de A,

——
q1 qz

b. Déterminer g, et en déduire une valeur approchée de A, & 10 ? prés.

2. a. Justifier alors le choix du calendrier julien.

b. Quelle est l'erreur commise chaque année avec cette méthode ? Chaque siécle ?
. Les années multiples de 4 sont-elles toutes bissextiles ? Comment justifier ce choix ?

Obiectif Obtenir et interpréter un développement en fractions continues afin de déterminer
Jectl plusieurs approximations d'un méme nombre a l'aide d'une des deux méthodes.

, ]
- HO
i

On donne l'algorithme en Python ci-dessous corres-
pondant au calendrier choisi par les Perses.

1 from fractions import*

2 q = [365]

r = [10000, 2422]

for i in range(3):
q.append(int(r[il/r[i+11))
r.append(r[i] - r[i+1]*int(r[i]/r[i+1]1))

7 B = Fraction(1l, q[1] + Fraction(l, q[2] +
Fraction(l, q[31)))

8 print(B)

£ L

o w

1. Quelle est la nature des variables q et r créées
en début de programme ? Pourguoi a-t-on choisi
ce type de variables plutdt que des variables
numériques ?

2. Que représentent les nombres int(r[i] /r[i+1])
et r[il-rli+1]*int(x[il/r[i+1]) ?

3. Interpréter le résultat affiché aprés exécution :
combien de jours les Perses ajoutaient-ils sur
combien d'années ?

4, Modifier ce programme afin qu'il affiche l'erreur
commise et le nombre d'années au bout desquelles
l'erreur atteint un jour entier (appelé « validité »).

METHODE DE RESOLUTION 2

1. Charger la feuille de calcul (LLS.fr/MXPcalendrier ).
Quelles formules doit-on entrer en A3 et en B4 afin
de déterminer les dix premiers termes des suites
(g,)et(r)?

2. Afin de calculer les valeurs approchées de A
sans entrer a la main les formules de chaque
fraction continue, on a entré dans les colonnes C
et D les formules qui calculent le numeérateur et le
dénominateur des fractions A ; A ;A ;..

Expliquer pourquoi la formule =Cz2-365*Dz entrée
en F2 permet de remplir la colonne F puis inter-
préter les résultats de la ligne 5 correspondant a
'approximation choisie par les Perses.

3.0n appelle validité le nombre d'années au bout
desquelles l'erreur atteint un jour entier. Remplir
les colonnes G et H en arrondissant les résultats
de la colonne H a l'entier. Interpréter les résultats
affiches ligne 11.

Pour aller plus loin

Ecrire la fraction continue A, donnée par les
valeurs g, a q,.
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Determiner le PGCD des entiers suivants.

1.12 et 54. 2. 45 et 540, 3.56 et 105.

_ On veut découper une planche rectangulaire
de 204 cm par 138 cm en carrés de méme taille et
sans perte.

Donner toutes les dimensions possibles de ces
carrées.

Pour chacune des équations diophantiennes
suivantes, determiner en justifiant si elles
admettent ou non un couple d'entiers (x; y)
solution.

1. 51x+ 39y = 2020 2.51x+39y =2019
3. 23x+ 42y = 2021

On dispose de 78 clés USB et de 120 stylos
a partir desquels on souhaite constituer des lots
identiques sans qu'il ne reste d'objet.

1. Quel est le plus grand nombre de lots
réalisables ?

2. De combien de clés USB et de combien de stylos
ces lots sont-ils constitués ?

! Pour chacune des équations diophantiennes
suivantes, déterminer sans calculatrice un couple
d'entiers solution.

1. 15x— 4y =1 2. 21x+6y=3

Déterminer 'ensemble des couples d'entiers
(x; y) vérifiant les équations suivantes.

1. 12x+5y =0 2.51x+18y =0

: .~ On posséde un nombre d’objets inférieur &
500. Si on les range par 10 ou par 9, il en reste tou-

L jours 3. Combien peut-on avoir d'objets ?
)

PGCD

Déterminer 'ensemble des entiers naturels n tels
que PGCD(72;n)=6etn<72

Déeterminer 'ensemble des entiers naturels n tels
que PGCD(180 ; n) =12 et n < 180.
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D Par soustractions SUCCESSiVES, montrer que :

1. PGCD(123 ;76) = 1. 2.PGCD(98;38)=2.

Ecrire la division euclidienne de 1420 par 24 et en
déduire le PGCD de 1420 et 24.

Justifier que, pour tout n € I, le PGCD de 26n +7
et n est7si nestun multiple de7 et 1sin n'est pas un
multiple de 7.

- Déterminer l'ensemble des couples (x; y)e N2
tels que xy = 6348 et PGCD(x ; y) = 23.

Déterminer l'ensemble des couples (m ; n) e N?
tels que :

1. mn = 5400 et PGCD(m ; n)=15.
2. m*—n?=1620 et PGCD(m ; n)=6.

Déterminer l'ensemble des couples (a ; b) e N?
tels que a +b=72et PGCD(a ; b)=9.

Démontrer les propositions suivantes.
1. Tout entier est premier avec son successedur.

2. Tout entier impair est premier avec l'entier impair
suivant.

3. Pour tout couple d'entiers pairs successifs, leur PGCD
est égal a 2.

Algorithme d'Euclide

'/ Alaide de l'algorithme d’Euclide, déterminer le
PGCD de 345 et 195.

- Utiliser l'algorithme d’Euclide pour déterminer le
PGCD de chacun des couples suivants.

1. 246 et 189. 2.365et —12. 3.21312 et 840.

Soit n un entier naturel non nul.
1. Démontrer que le reste de la division euclidienne de
21n+4 par 16n+3 est égal a 5n+1.
2. a. Effectuer la division euclidienne de 16n + 3 par
5n+1.
b. En déduire que PGCD(21n+4 ; 16n+3) =1.

3. En suivant le méme raisonnement, déterminer le
PGCD de 18n+7 et 2n+1.

D Soit n un entier naturel non nul.

1. Utiliser l'algorithme d’Euclide pour determiner le
PGCD de 191 + 24 et 8n + 10 suivant la parite de n.



2 s 19n+ 24 sio .
2.En déduire que la fraction Bnt+io est irréductible

si, et seulement si, n est impair.

Déterminer 'ensemble des entiers n tels que
PGCD(n;342)=19 et 0 < n < 342.

Déterminer 'ensemble des entiers m tels que
PGCD(m+200 ; 196) = 4 et —20 < m < 20.

Théoréme de Bézout

| 1. Démontrer que les nombres 24 et 13 sont pre-
miers entre eux.
2. Déterminer alors deux entiers relatifs u et v tels que
2u+13v=1.

Dans chacun des cas suivants, justifier 'existence
d'un couple (u; v) d'entiers verifiant 'équation donnee
puis en déterminer un.

1.3Mu+70v =1 2.25u+72v=1

Soit n € . Montrer a l'aide du théoreme de
Bézout que 5n—7 et 2n—3 sont premiers entre eux.

Montrer que, pourtoutne ¥, 9n+11et5n+6
sont premiers entre eux.

Démontrer que, pour tout entier naturel n, 8n+3
et 6n+ 2 sont premiers entre eux.

Equations diophantiennes

A l'aide de la remontée de l'algorithme d’Euclide,
déterminer un inverse de 134 modulo 57. Autrement dit,
déterminer un entier a tel que 134a =1|57].

' Pour chacun des nombres suivants, déterminer s'il
est inversible modulo 33 et, le cas échéant, en donner
uninverse:a=3,b=8,c=44,d=10ete=5.

D Déterminer, si elle existe, une solution particu-
liere des équations diophantiennes suivantes.

1.336u+ 4450 =1 2. 426u—68v=2 3.30Mu+24v=3

Théoréme de Gauss

A l'aide du théoréme de Gauss, déterminer
lensemble des couples d'entiers (u ; v) tels que
38u—65v=0.

- Alaide duthéoréme de Gauss, déterminer l'en-
semble des couples (x; y) e Z? tels que :

1.76x = 112y 2.12(x+3)=5(y—4)

1| Lister lensemble des couples d'entiers naturels
7x =19y

(x;y)tels que {x€100'

. Déterminer lensemble des entiers x tels que :

1.8x=0[55] 2.6x=12[35] 3.54x=0[62]
D Soit n € . Montrer, 4 laide du théoréme de
Gauss, les affirmations suivantes.
1.3n=0[4]en=0][4]
2.Si(n+1)|5n,alorsn=0oun=a4
M . , arifi a=0[45]
1. Montrer que si un entier a vérifie | _ o (8]

alors a=0[360].

b=0[15]

2. Montrer que si un entier b vérifie { b=0[9]" alors on

n'a pas nécessairement b = 0[135].
n=6[22]
n=6[40]

1.Montrer qu'il existe deux entiers relatifs (k; () tels
que 22k = 400.

2.En déduire 'ensemble des valeurs possibles de n.

Soitne Ntelque{

a=0[22]

Montrer gue si un entier a verifie {C[ -0 [20],

alors a = 0[220].

1. Déterminer 'ensemble des solutions de l'équa-
tion diophantienne (E ) : 11X = 15Y.
2. Déterminer une solution particuliere (x,;y,) de
lequation (E): 11x—15y = 3.
3.Montrer que (x ; y) est solution de (E) si, et seule-
mentsi, (x—x, ; y—y,) est solution de (E ).
4.En déduire dans Z? l'ensemble des solutions de
léquation 1x— 15y = 3.

" Soit n un entier naturel.
1. Justifier que, parmi les nombres n, n+1etn+2, 'un
est divisible par 3 et au moins un est divisible par 2.

2.En déduire que n(n+1)(n+2) est divisible par 6.

Montrer a l'aide du théoréme de Gauss les
affirmations suivantes (on pourra s'aider de tableaux
de congruence).

1. Pour tout n € I¥, 120 divise n(n?—1)(n®—4).
2.Pour tout n € I, 6 divise n(2n+1)(n+1).
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ENTRAINEMENT

Eﬁftatnmnnuﬂ

9 PGCD

- Déterminer lensemble des diviseurs communs
26102 et 2028.

| On définit, pour tout entier n =1, la suite (u,)
par u, =1 x PGCD(24 ; n).
La suite (u, ) est-elle convergente ?

Montrer que, pour tout entier naturel n,
PGCD(3n+4;4n+3)=7<n=1[7]

[Calculer]
Soit n un entier naturel non nul. Quand on divise 364

par n, le reste vaut 12 et quand on divise 140 par n, le
reste vaut 2. Quelles sont les valeurs possibles de n ?

0 RGEIETEY modeliser]

Soit n un entier naturel non nul. On souhaite partager

un groupe de 654 femmes et 491 hommes en n équipes
mixtes.

En répartissant les femmes, il en reste 24 sans equipe.

En répartissant les hommes, il en reste 11 sans equipe.

On souhaite déterminer le nombre n d'équipes qui ont
été faites a l'aide d'un tableur.

1. Justifier que n = 25.

2. Entrer dans la colonne A les entiers de 25 a 100, en

B1 une formule permettant d’'obtenir le nombre de
femmes sans équipe pour chaque valeur de n eten C1
une formule permettant d'obtenir le nombre d’hommes
sans equipe pour chaque valeur de n.

3. Entrer en D1 une formule qui renvoie 1 si les valeurs
en B1et C1sont respectivement égales a 24 et 11 et qui
renvoie 0 sinon.

4. Déterminer alors le nombre d'équipes.

5.Quel PGCD doit-on déterminer pour vérifier ce
resultat ?

! | LLS.fr/MXPP134
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@ Parcours 1: exercices 72 ;76 ; 86 ; 91; 102 et 106
@ @ ® Parcours 2: exercices 68 ; 71; 94 : 105 et 107

@ @ @ Parcours 3: exercices 79 ; 90 ; 93 et 103
[Raisonner)] E{Mﬂ
Soient a et b deux entiers naturels non simul-
tanément nuls. On note d le PGCD de a et b.

1. Justifier que d ne peut pas étre négatif ou nul. En
déduire alors la valeur minimale de d.

2. Démontrer que d =a lorsque b =0 et d = 1 lorsque
b=1.
3.a.0n suppose que a | b. Déterminer alors la valeur
de d.

b. On suppose maintenant que d = a. Quelle relation
existe-t-il entre a et b ? Quelle équivalence a-t-on
démontrée ?

4, Démontrer que sia = b, alors d =PGCD(a—b ; b).

[Communiquer] @@
Soient n un entier naturel, # =2n+1et f=n+3.
1. Montrer que PGCD(« ; §) divise 5.

2. Montrer que si n=2[5], alors 5 est un diviseur
commun a ¢ et .

3. En déduire que PGCD(« ; 8)=5 si, et seulement si,
n=2][5].

[Raisonner]

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
Montrer que le PGCD de n®—1et 3(n+1) vaut 3(n+1)
sin=1[3]et n+1sinon.

0] asLEUR IR
Soitne .

1. A laide d’une feuille de calcul, conjecturer 'expression
du PGCD de n*+3n+2 et n+1enfonction de n.

2. Alaide d'une feuille de calcul, conjecturer l'expression
du PGCD de n?+3n+2et 2(n+1) en fonction de n.

3. Démontrer ces résultats.

[Raisonner] @@

1. Démontrer que, pour tout n € I :
PGCD(n;n+4)=ten=0[4].

2. Peut-on en déduire que, pour tout n € N, la fraction

n—f_; peut étre simplifiée si, et seulementsi,n=0[4]7

Justifier.

7474 [Raisonner] @

Soit n un entier naturel non nul.
Montrer que PGCD(2n+1;n+5)=PGCD(9; n+5).



[ @ [Calculer)

1.Conjecturer a l'aide des tables de valeurs des suites
(n—1),=, et (n®*—3n+5).=, les valeurs de n pour

2—3n+5

lesquelles la fraction = i 1 réductible.

2.Montrer que, pour tout entiern = 1,
PGCD(n—1:n%>—3n+5)=PGCD(n—1;3) et valider
ou réfuter la conjecture émise précédemment.

3.Conjecturer les valeurs de n pour lesquelles

n’—3n+5
n—1
4.Démontrer ce résultat.

7 m [Calculer]

On considére l'algorithme suivant ol a et b sont des
entiers naturels donnés par ['utilisateur.

est un nombre entier.

Tant que a # b faire :
a,b—min(b—a;a), max(b—a;a)
Afficher a.

Remarque : La double affectation permet de calculer a et b
simultanément ; la valeur utilisée pour calculer max(b-a ; a)
est l'ancienne valeur de a et non min(b-a ; a).

1. Appliquer cet algorithme & la main en prenant pour
valeurs initiales a = 56 et b = 96.

2.Que représente le résultat affiche en sortie ?

[Raisonner.] EEME
Soient a, b et k trois entiers naturels non nuls.
On veut démontrer que PGCD( ka ; kb) =k xPGCD(a; b).
1. Ecrire la division euclidienne de a par b (en appelant
g le quotient et r le reste) puis écrire la division
euclidienne de ka par kb.
2.En utilisant l'algorithme d'Euclide et la suite
des restes des divisions euclidiennes successives,
démontrer alors que PGCD(ka ; kb) = k x PGCD (a ; b).

Un son complexe est composé d'une harmonique A de
frequence 440 hertz, d'une harmonique B de frequence
520 hertz et d'une harmonique C de fréquence 780 hertz.
On admet que la fréquence de ce son est égale au PGCD
des frequences des harmoniques.

Quelle est la frequence de ce son complexe ?

.

S
ENTRAINEMENT

7 m [Calculer]

1. Programmer en Python un algorithme qui

LABO
PYTHON
prend en argument deux entiers naturels

et qui calcule leur PGCD en utilisant l'algorithme
d'Euclide.

2.Tester cet algorithme pour les couples suivants :
(4539),(9; 45) et (60 ;12).

Donne-t-il le méme résultat quand le couple (a ; b)
donné vérifie a<boua>b7?

- LT IWRZ V)@ [Raisonner]

Déterminer, en justifiant, si les propositions suivantes
sont vraies ou fausses.

1.2*% =2[15].

2.PGCD(25+ 4 ;15)=3,

[calculer] @ @@

Soit n un entier supérieur ou egal a 2.
1.Factoriser n>+2n—3 et n?+ 4n+3.

2.Déterminer le PGCD de n+1et n—1selon la parité
de n.

3.En déduire, en fonction de n, une expression de
PGCD(n?+2n—3;n?+4n+3).

3| TABLEUR RUIETEIETSA]

On souhaite découper une surface rectangulaire en
carrés de mémes dimensions.

On cherche la taille maximale du c6té des carrés.

On commence par construire un carré dont le c6té est
égal a la largeur du rectangle.

Dans le rectangle qui reste, on construit encore un carré
dont le coté est égal a la nouvelle largeur et ainsi de
suite jusqu'a ce que le rectangle restant soit un carre.
Le rectangle total sera alors découpable en carrés de
ces dernieres dimensions.

1. Ouvrir une feuille de calcul. Entrer les dimensions
initiales 6102 et 2028 en Alet Bl.

Quelles formules faut-il entrer en A2 et B2 pour obtenir
les longueurs successives des rectangles obtenus dans
la colonne A et leurs largeurs dans la colonne B ?

2. Etirer ces formules vers le bas afin de compléter les
colonnes A et B. Quand peut-on s'arréter ? Quelle est
la dimension des carrés permettant de partager ce
rectangle ?

3. Afin de réduire le nombre de lignes dans le tableur,
on entre respectivement en A2 et en B2 les formules
=MAX(B1 ; MOD(A1 ; B1)) et

=MIN(B1 ; MOD(A1 ; B1)).

Que calculent ces formules ? En combien d'étapes
retrouve-t-on le résultat cherché ?
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.ENTRATNEMENT
[Modéliser]

Dans son testament, un homme
partage son terrain rectangulaire

LABD |
Emmy

de longueur et de largeur entiéres
de la maniére suivante. Il donne a
son premier héritier une parcelle
carrée de dimensions entiéres la
plus grande possible. Il donne au

2° la parcelle carrée la plus grande
possible dans le reste du champ, au

3¢ la parcelle carrée la plus grande

possible dans ce qu'il reste, et ainsi

de suite jusqu'a ce que la totalité du

champ soit attribuée.

1. Justifier que sa méthode de partage se termine
effectivement quelles que soient les dimensions
initiales du champ.

2. Reproduire et compléter le programme suivant afin
gu'il calcule et affiche la longueur du coté de chaque
parcelle et le nombre de parcelles de chaque taille.

1 def parcelle(l, L):
2| while ...

3 print('Coté :
4 1,L=1L, ...

On utilise respectivement les commandes a//b eta %b
pour le quotient et le reste de la division euclidienne de a
par b.

'y, b ,"Nombre :', ...)

3. Si le terrain initial mesure 96 m de longueur et 56 m
de largeur, guel est le nombre d’'héritiers ?

) Nombres premiers entre eux

~| Justifier l'existence d'un cou ple d'entiers (u ; v)
tels que 130u +231v = 1et en déterminer un.

1L Soit n € . Montrer a l'aide du théoreme de
Bézout que PGCD(4n+3;2n+1)=1.

Pour quelles valeurs entiéres n l'équation
24x+ 32y = n admet-elle des solutions entieres ?

Soit n € . Donner une combinaison linéaire
de 4n+3et3n+4 égalea’.

Peut-on en déduire que PGCD(4n+3;3n+4)=77?
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g [calculer] @

On considére 'équation diophantienne 4x—27y = 1.
1. Justifier que cette équation admet des couples
d'entiers solutions et en déterminer un.

2.50it (x,; y,) une solution particuliere. On définit les
suites arithmeétiques (x, ) de premier terme x, et de
raison 27 et (y,) de premier terme y, et de raison 4.
Montrer que, pour tout n € N, le couple (x,; y,) est
solution.

3. A l'aide de la calculatrice, déterminer, en utilisant la
guestion 1., dix couples solutions de 'équation.

rdl @ [Représenter.]

1. Montrer que 'équation (E): 54x + 42y = 24 est
équivalente a 9x+7y = 4 et qu'elle admet une solution
dans Z2.

2. Déterminer une solution particuliére de (E).

3. Justifier que les solutions entiéres de l'équation (E)

sont, dans un repére du plan, des coordonnées de

points de la droite d'équation y :—%x+ %

&4, A l'aide du mode tableur de la calculatrice et en
utilisant la fonction x — —%x+ %. construire, a l'aide

d'une valeur initiale et d'un pas bien choisi, un tableau
ne faisant apparaitre que des points de la droite a

coordonnées entiéres.

[Evi]
Le but de cet exercice est de démontrer la
propriété : « Pour tous a, b, ¢ entiers tels que a et b ne
soient pas simultanément nuls, 'équation ax+ by =c¢
admet des solutions si, et seulementsi, ¢ est un
multiple de PGCD(a ; b). »
1. Montrer que si l'equation ax+ by = ¢ admet des
solutions, alors PGCD(a; b)|c.

2. Réciproguement, supposons que ¢ est un multiple de
PGCD(a; b). Soit ¢’ l'entier tel que ¢= ¢'PGCD(a; b).

Déduire de lidentité de Bézout gu'il existe un couple
solution de l'équation ax+ by = c.

Q [Raisonner.]

Soit (m; n) e N2, Montrer qu'il existe (a; b) e Z2
tel que —n:n :%+%

premiers entre eux.

i [Raisonner]

si, et seulement si, m et n sont

[Communiquer] @ @ @
1. Soit n € IN". Justifier que si n n'est pas un multiple de
3, alors n et 3 sont premiers entre eux.

2. En utilisant le théoreme de Bézout, montrer que si n
est premier avec 3, alors n® est premier avec 9.



3.Démontrer par contraposée la proposition :
« Pour tout n € I¥ non nul, si 9|n3. alors 3| n. »

[calculer] @

On souhaite constituer des colis de bloc-notes et de
cartouches d'encre. Un bloc-note pése 702 g et une
cartouche d'encre pése 45 g.

1.Le service de livraison propose des tarifs pour des
colis de poids inférieur a 2 kg, 3 kg, 4,5 kg ou 9 kg.
Parmi ces poids, quels sont ceux qui peuvent étre
exactement atteints avec ces fournitures ? Justifier.

2.Déterminer une constitution possible pour un colis
pesant exactement 4,5 kg.

3.Déterminer, a l'aide de la remontée de l'algorithme
d'Euclide, un couple de Bézout associé aux entiers 702
et 45. Peut-on utiliser ce couple dans ce contexte ?

- VRAI [ FAUX B{eYRNGAl

Déterminer en justifiant si chacune des affirmations
suivantes est vraie ou fausse.

1.1l existe un entier naturel n tel que "1_8? et n1—58
soient tous les deux entiers.

; i n—3 n—11
2.1l existe un entier naturel n tel que BT S

soient tous les deux entiers.

) EEEEGITISSTIENE (communiquer) @ @ @

On souhaite chiffrer un texte en francais avec des
accents, ce qui donne un alphabet a 35 lettres. Chaque
lettre est alors associée a un entier entre 0 et 34.

1.0n choisit la fonction de chiffrement affine
fix—10x+3qui,atoutentier xe{0; ... ; 34}, associe
lentier ye {0; ... ; 34} tel que y =10x+3 [35].

a.Soit ye{0; ... ; 34}

Montrer que si y =10x+3[35], alors il existe k € Z tel
que 10x+35k=y—3.

b. Pour quelles valeurs de y cette équation admet-elle
des solutions entiéres ?

€. Que peut-on en déduire pour cette fonction de
chiffrement ?

2.0n choisit la fonction de chiffrement affine

g > x— 8x+5qui, atout entier xe {0; ... ; 34}, associe
lentier ye {0; ... ; 34} tel que y = 8x+5([35].

a. Justifier qu'il existe a € Z tel que 8a = 1[35] puis
déterminer un tel entier.

b. En déduire que, pourtout ye {0; ... ; 34},
léquation y = 8x+5[35] admet une unique solution
xe{0; ... ;34} et écrire la fonction de décodage
permettant de la determiner.

c. Quel est l'entier qui est chiffré par 9 avec cette
fonction de chiffrement ?

ENTRAINEMENT

[Communiquer] @@

On souhaite chiffrer un texte en frangais en tenant
compte des accents, ce qui donne un alphabet a 35
lettres. On a choisi la fonction de chiffrement affine

h : x— 7x+1qui, atout entier x € {0 ; ... ; 34}, associe
lentier y € {0 ; ... ; 34} défini par y = h(x)[35].
L'objectif est de montrer que cette fonction de codage
est ambigiie.

1. Montrer par l'absurde et en utilisant le théoréme de
Bézout que 7x+1ne peut pas étre congru a 2 modulo 35.
Que peut-on en déduire sur la lettre associée au nombre
2 dans le message chiffré ?

2. 0n souhaite décoder la lettre associée au nombre 8.
a.Determiner deux entiers x & {0 ; ... ; 34} codés par 8.

b. Combien d'entiers x £ {0; ... ; 34} sont codés par 8 ?

¥ [Calculer] x=al3]
On cherche arésoudre un probléme de laforme {x=b [5]
x=c[7]

oll a, b et ¢ sont des entiers naturels non nuls.

1.Montrer que s'il existe des entiers @, f et y

35xa=1[3]
tels que {21x 8 =1[5], alors pourtout k € Z,
15x 7 =1[7]

x=35¢ xa+218 x b+ 15y x ¢ +105 x k est solution du
systéme.

2. Justifier 'existence de ces entiers «, /§ et 7 puis
déterminer un triplet qui convient.

3.En déduire un ensemble de solutions du systeme.
A-t-on démontré que cet ensemble les contient toutes ?

[Représenter.]
D’aprés bac S, Centres étrangers, juin 2009
On note (E) l'équation 3x+2y = 29.
1.a. Déterminer un couple d'entiers solution de (E).
b. On admet que les solutions sont données, pour tout
entier k, par (11—2k ; 3k—2).
Préciser les couples solutions pour lesquelsonaala
foisx=0ety=0.
2.Soient S la surface d’équation 4z = xy dans un
repére et P son intersection avec le plan d'équation
3x+2y=29.
a.Soit (x; y; z) un point de P a coordonnées entiéres.
Montrer que PGCD(x ; 4) = 1et en déduire que 4 divise y.
b. Construire une table de congruence modulo 4 afin
de déterminer, parmi les solutions de (E), lesquelles
vérifienty = 0[ 4]
c. En déduire l'expression des coordonnées des points
de P a coordonnées entieres.
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ENTRAINEMENT

- Théoréme de Gauss et applications

. Déterminer tous les entiers qui, divisés par 204
ou 156, donnent un reste égal a 15.

Dans un repére, représenter 'ensemble des
points (x; y) a coordonnées entiéres comprises
entre —10 et 10 tels que 3x = 4y.

| | Déterminer lensemble des entiers naturels n
tels que 6| 4n et 4|5n.

10 _. [calculer]

1. Déterminer l'unique couple (a; b) e N? tel que
PGCD(a; b) =21 et 3a = 5b.

2. Déterminer 'ensemble des couples (a; b) e Z? tels
que PGCD(a ; b)=18 et 7a= 4b.

i . [Communiquer.]

1.50it (a; b;c) eN®tel gue PGCD(a; b)=1.

Ecrire l'identité de Bézout pour le couple (a; b) et en
déduire que tout diviseur commun a a et be divise c.

2. Montrer que, pour tout (a; b; ¢) e N7,
si PGCD(a; b)=1et PGCD(a; c)=1, alors
PGCD(a; be)=1.

] 4 [Calculer] @

On souhaite constituer des colis de 4500 g avec des
bloc-notes et des cartouches d'encre. Un bloc-note pése
702 g et une cartouche d'encre pése 45 g.

On note x le nombre de bloc-notes et y le nombre de
cartouches d'encre.

1. Justifier que x et y sont deux entiers naturels
solution de 'équation (E): 702x+ 45y = 4 500.

2. Déterminer une solution particuliére (x, ; y,) de cette
équation dans Z2.

3. Montrer que si (x, ; ¥,) € Z* est une solution de
l'équation (E), alors tout couple (x; y) € Z* solution de
(E) verifie 702(x—x,) = 45(y, — ¥y ).

4, En déduire dans Z?2 lensemble des solutions de (E).

5.En déduire les valeurs possibles de x et de y dans ce
probleme.

[Raisonner] @ @ @

Soient a et b deux entiers naturels. On admet que a et
b ont une infinité de multiples communs positifs et qu'il
en existe un plus petit que les autres, noté PPCM(a; b).
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1. a. Justifier que 'ensemble des multiples communs
positifs a a et b est non vide.

b. Lister les cing premiers multiples strictement positifs
de 24 et de 36, puis en déduire PPCM( 24 ;36).

On souhaite déemontrer que le produit de deux nombres
entiers naturels est égal au produit de leur PGCD et de
leur PPCM.

2. Vérifier que 24 x 36 = PGCD(24 ; 36) x PPCM(24 ; 36).
3.Soient (a; b)e 2. 0n pose d=PGCD(a; b)eton
considere (a'; b')e N2 telque a=da’ et b=db'.
Justifier que a’'b'd est un multiple commun positif a a
et b.

4.a.Que peut-on dire de a’ et b’ ?

b. Soit m € IN. Montrer que si m est un multiple com-
mun positif 8 a et b, alors m est un multiple de a'b'd.
5.En déduire que a’'b'd est le plus petit multiple
commun positif a a et b.

6.0n note m = a'b'd le plus petit multiple commun
positif de a et b. Montrer que mx d=a x b.

[Raisonner .]

Soient deux entiers naturels a et b premiers entre eux.
Montrer que, pour tout n € I*, a et b" sont premiers
entre eux.

1 11 [Raisonner] @@

Soient a, b et ¢ trois entiers naturels et n un entier
naturel non nul.

1. Montrer que si n et ¢ sont premiers entre eux, alors
ac=bc[n]=a=b|[n]

2. Montrer par un contre-exemple que cette implication

est fausse si on ne suppose pas n et ¢ premiers entre
eux.

o1 [Calculer] @

Un groupe d'amis a mangé pendant plusieurs jours au
restaurant de leur hotel. Ils avaient le choix entre le
menu du jour & 24 € et le menu gastronomique a 45 €.
L'addition s'élevant & 903 €, ils cherchent a retrouver
combien de fois chaque menu a été choisi.

On note a le nombre de menus du jour et b le nombre
de menus gastronomigues choisis.

1. Ecrire une équation diophantienne associée a cette
situation.

2. Montrer qu'une solution de cette équation est
(a,:by)=(2:19).

3. Montrer que si (a ; b) € 7?2 est une solution de
l'equation, alors 8(a—2)=15(19—bh).

4, En déduire 'ensemble des solutions cherchées.




5.S'ils savent seulement que le nombre de repas pris
est un multiple de 7, peuvent-ils connaitre la répartition
des choix de menus ?

[calculer] @

Soit un entier n tel que le reste de la division eucli-
dienne de n par 18 et de n par 50 soit égal a 2.

1. Montrer que les quotients respectifs k et m de ces
divisions euclidiennes veérifient 18k = 50m.

2.Déterminer le reste de la division euclidienne de n
par 15.

LYWRZE [Raisonner]

Laffirmation suivante est-elle vraie ou fausse ? Justifier.
« Soit ne N. Pourtout (a; b)e Z?:
ab=0[n]l=a=0[n]loub=0[n] »

LGRS [Modéliser.]

On cherche 'ensemble des entiers n congrus a 2
modulo 3 et @ 1 modulo 5.

1.Dans une feuille de calcul, entrer dans la colonne A
les entiers de —8 a 30, puis dans les colonnes B et C les
restes respectifs de ces entiers modulo 3 et 5.

2. Dans la colonne D, entrer une formule & recopier
vers le bas qui affiche 1 si l'entier correspondant a la
ligne est solution au probléme et 0 sinon. Combien
de solutions existe-t-il entre —8 et 30 ? Comment
semblent-elles réparties ?

La formule =MOD(a ; b) permet d'obtenir le reste de la
division euclidienne de a par b.

3. Montrer que si n et n, sont solutions du probléme,

alors n—n,=0[15]. En déduire le reste de la division
euclidienne de tout n solution du probléme par 15.

[Représenter.]

Dans un repére du plan, on cherche les points a coor-
données entiéres de la droite d'équation 15x + 4y = 1.
1.Sur GeoGebra, tracer la droite d’équation 15x+ 4y =1
et vérifier que le point de cette droite d'abscisse —1a
une ordonnée entiére.

2. Justifier que si (x; y)e Z? sont les coordonnées d'un
point de cette droite, alors x+ 1est un multiple de 4.

3.Créer un curseur i allant de —12 a 12 avec un pas
de 4, puis le point de la droite d'abscisse n—1.

4. Déterminer la distance verticale entre deux points
consécutifs a coordonnées entiéres de la droite.

ENTRAINEMENT

[Chercher.]

Le cycle solaire est une révolution de 28 ans aprés
lesquels chaque jour de la semaine revient a la méme
date.

Le cycle lunaire est une période de 19 ans aprés
lesquels les lunaisons retombe nt aux mémes dates du
mois.

Ces deux cycles ont commencé simultanément en

lan —457.

Donner I'ensemble des années auxquelles ces deux
cycles se trouvent a nouveau coordonnés, c'est-a-dire
que les lunaisons et les jours des semaines se trouvent
aux mémes dates qu'en —457.

Carl-Friedrich Gauss (1777-
1855) est 'un des plus célebres 4
mathématiciens Européens |
du XIX siecle. A 19 ans, il
détermina une méthode pour
construire un polygone régulier
417 corés A la régle et au compas
et indiqua en général quels sont ceux qu’on peut ou
non construire de cette facon. Dans sa thése soutenue
en 1799, il utilise les nombres imaginaires (qu'il
appellera plus tard « complexes ») pour factoriser tous
les polyndmes et démontre le théoréme fondamental
de l'algebre énoncé par d’Alembert. Cest dans ses
Disquisitiones arithmaticae publiées en 1801 et qui
reste une référence en arithmétique, qu'tm trouve

le théoreme qui porte son nom. La méme année, il
détermine la trajectoire de Céres, une planéte naine
qui venait d’étre apercue pour la premiére fois et
introduit 4 cette occasion la méthode des moindres
carrés. 1l travaillera aussi sur 1'é1cctrumagnétismc, les

probabilités et sur la géomérrie,
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: 4 [calculer, Communiguer]
D'aprés bac S, Polynésie, juin 2014
Un magicien propose le tour suivant : « Multipliez par
12 le numéro de votre jour de naissance. Ajoutez a ce
résultat le numéro de votre mois de naissance multiplié
par 31. Je vais deviner votre date de naissance »,
1. Résoudre dans Z? léquation (E,) : 12X =31Y.
2. Déterminer une solution particuliére dans Z? de
l'équation (E.) : 12x+31y =1.
3. En déduire une solution particuliére (x ;y,) € 7% de
l'équation (E) : 12x+31y = 503.
4. Montrer que si (x ; y) € Z2 est solution de ['équation
(E), alors le couple (x—x,; Y, y)estsolution de (E ).
En déduire 'ensemble des solutions de (E).
5. Justifier que (E) admet une unique solution vérifiant
1< y<12etladéterminer. Quelle est la date de
naissance d'une personne obtenant 503 ?

6. a.0n considére l'algorithme suivant.

Pour x allant de 1 3 31 faire :
Pour y allant de 13 12 faire :
z+— 12x+ 31y
Afficher z
Fin Pour

Fin Pour

Modifier cet algorithme afin qu'il prenne en argument
un nombre entier m et retourne les valeurs de x etde y
tellesque 12x+3ly=met1sy=<12.

b. Programmer et exécuter cet algorithme afin de déter-
miner la date de naissance d'une personne qui obtient
3585.

Al

[Calculer, Raisonner]
Soit n un entier natureltel que n =9[17]et n =3 [5].

1. Montrer qu'il existe un couple (u; v)e Z* tel que
n=1u+9, n=5v+3et S5v—17u==6.

2. Justifier que l'équation 50— 17u= 6 admet des
solutions entiéres et en déterminer une.

3. En deduire I'ensemble des solutions de 'equation
5v—17u = 6 puis en déduire que n € {43+ 85k , k € Z}.

4. Montrer que, pour tout entier relatif k, 43 +85k est
solution du probléme. Conclure.
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. [Communiquer, Raisonner.]

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

o]
On pose d = PGCD(a ; b).

1. On considére deux entiers u et vtels que au+bv=1.
a. Justifier que d divise au+ bv.
b. En déduire alors que a et b sont premiers entre eux.

2.0n suppose a présent que a et b sont premiers entre
eux (on a alors d =1). On cherche & dé montrer qu'il
existe deux entiers u et v tels que au+bv=1.

On note E 'ensemble des entiers strictement positifs
pouvant s'écrire sous la forme au+ bv.

Justifier que l'ensemble E n'est pas vide ; autrement dit
gu'il existe un entier k > 0 tel que au+ bv = k.

On admet pour toute la suite que E admet un plus petit
element noté c.

3.a. Ecrire la division euclidienne de a par ¢ en notant
g le quotient et r le reste.

b. Justifier qu'il existe deux entiers U et V tels que
*=aU+ bV et en déduire que sir> 0, alors re E.

c. En déduire alors que r =0 et donc que c | a.

4. a.Démontrer que c | b.

b. En déduire alors que c=1.

¢. Conclure en rédigeant intégralement la propriété
démontrée par les questions 2. 3 4..

5.Quelle équivalence cet exercice a-il permis de
démontrer ?

1| [Calculer, Chercher.]

Théoréme des restes chinois

Dix-sept pirates ont gagné un gros butin. Ils comptent
gu'en prenant tous la méme part, il reste trois piéces
pour le cuisinier chinois.

Un soir, une mutinerie éclate au cours de laguelle six
pirates sont tués. Ils comptent alors qu'en se répartis-
sant le butin, il reste quatre pieéces pour le cuisinier.
Or, avant qu'ils aient distribue cet argent, cing autres
membres meurent du scorbut. Le cuisinier chinois
compte alors qu'en donnant la méme somme a chaque
pirate restant, il lui reviendra cing piéces.

On cherche a déterminer de combien de piéces est
constitué ce butin.



| !
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1.5o0it b le butin des pirates. Traduire 'énoncé par un
systéme de trois congruences.

2.A la fin, chaque pirate a 84 piéces de plus que dans le
premier partage.

Montrer que si b € I est une solution du systéme,
alors il existe trois entiers naturels x, y et z tels que
x—1My=1,My—6z=1et z—x=84.

3.Déterminer 'ensemble des solutions de chacune des
deux premiéres equations.

4.En utilisant 'équation z—x = 84, donner la relation
entre les deux paramétres définissant les solutions des
equations 17x— 1y =1et My —6z=1.

5. En déduire la valeur de ces paramétres, puis la
solution du probléme.

[Calculer, Chercher]
Chiffrement
1.a. Déterminer un entier u, tel que 5u, =1[28].

b. Soient u et v deux entiers tels que 5u+28v=1.
Montrer que 5u—>5u, = 0[28] et en déduire les valeurs
de uetvtellesque ues{0; ...; 28}

2.0n chiffre un message de la maniére suivante : 3
chaque lettre est associé un entier entre 0 et 25 en
suivant 'ordre alphabétique.

Unentierne {0 ;... ; 25} sera codé par l'unique entier
mei{0;...;28}tel que m=n>[29].
a.Soientne{0;...;25etme {0; ...; 28} la version
chiffrée de n. Montrer que m"” = n xn?***3[29].

b. On admet que n* =1[29].

Déduire de ce qui précede que la fonction de décodage
consiste a calculer le reste de la division euclidienne de
m" par 29.

| PIATIEEUEYSR [communiquer, Modéliser]

Un distributeur de piéces ne dispose que de deux
sortes de piéces de montants a et b, ol a et b sont des
entiers naturels non nuls. Pour distribuer une somme S,
il doit trouver une combinaison linéaire a coefficients
entiers positifs de a et b.

1.0n suppose que a =2 et que b est un entier impair
supérieur ou égal a 3.

a. Montrer que le distributeur peut payer toutes les
sommes paires.

Soient S = b un entier naturel impair et respectivement
q et r le quotient et le reste de la division euclidienne
de S par b.

b. Montrer que si g est impair, alors r est pair, et que
si g est pair, alors b+ r est pair. En deduire que le
distributeur peut payer toutes les sommes supérieures
ou égales a b.

ci. Recc_ppier et_com pléter Denandst S
lal_gonthme ci-contre, q ¢ E(S/b)
qui prend en argument la
somme a payer supposée r_<_ SfF)X 1
impaire et retourne les 51 gest impair :
nombres n_etn, de piéces &
de chaque valeur a donner. =
S=
sinon :
na:
in,=
S=

2.Supposons que a et b sont deux entiers naturels
supérieurs ou égaux a 2 et premiers entre eux.

On souhaite montrer qu'on ne peut pas payer la somme
ab—a—b.

Supposons donc par l'absurde qu'il existe (x ;y) € N2
telque ax+by=ab—a—>b.

a. Montrer qu'il existe alors k € Z tel que x+1=kb.

b. En déduire que y =a — 1 ak.

€. Montrer que l'égalité x+1=kb implique que k > 0 et
que l'egalité y=a—1—ak implique que k < 1.

d. Conclure.

| [Calculer, Raisonner.]

Soit (a ; b) un couple d'entiers strictement positifs tels
que a’=b* On note d=PGCD(a ; b). Soient x et y les
entiers tels que a=dx et b=dy.

1.Montrer le lemme suivant : « Pour tous entiers x et y
premiers entre eux, y|x? = y|x.»

2. Montrer que x*=dy>.
3.Justifier que y|x et en déduire que y="1.

4.En déduire que a et b sont respectivement le cube et
le carré d’'un méme entier.

5. Soit x un entier naturel non nul.

a. Quels sont les restes possibles dans la division
euclidienne de x* par7? Et de x® par7?

b. En déduire que si n est le carré d'un entier et le cube
d'un autre entier, alors n=0[7]oun=1[7].
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! [Calculer, Chercher.]

Une jeune fille portait des ceufs pour les vendre au
marché. Elle rencontra un jeune homme qui voulut
jouer avec elle et qui cassa tous ses ceufs sans les lui
rembourser.

Le juge condamna le jeune homme a payer les ceufs.
Mais le juge ne savait pas combien il y en avait et le
demanda a la jeune fille.

Elle prétendit ne pas les avoir comptés, mais qu'elle
avait essayé de les ranger par 2 et qu'il restait 1 ceuf,
puis par 3 et qu'il en restait encore 1, puis par 4 par 5 et
par 6 et que, dans chague cas, il en restait 1 et enfin par
7 et que cette fois il n'y avait pas d’ceuf en reste.

1. Traduire cet énoncé par un systéme de congruences.

2. En déduire que le nombre d'ceufs n vérifie n=1[60]
etn=0[7]

3. En déduire qu'il existe des entiers a et b tels que
n=7a=60b+1etdéterminer 'ensemble des couples
(a; b)d'entiers vérifiant 7a = 60b+ 1.

4. En déduire le plus petit nombre d'ceufs possible de la
jeune fille.

20| UN PROBLEME CHINOIS

Le probléme des cent volailles a été énoncé au Ve siécle
en Chine : « Un coq vaut cing piéces, une poule trois
piéces et trois poussins valent une piéce. Avec cent
piéces, on achéte cent volailles. Combien y a-t-il de
cogs, de poules et de poussins ? »

L'auteur donne une méthode pour trouver toutes les
solutions a partir d'une solution particuliére : accroitre
les cogs chaque fois par 4, décroitre les poules chaque
fois par 7 et accroitre les poussins chaque fois par 3.

1. Soient x le nombre de cogs, y le nombre de poules et

z le nombre de poussins.

z=100—x—y
14x+ 8y = 200"
2.50it (x,; Yy, ; Z,) une solution particuliére.

Montrer que (x; y; z) vérifie {

a. Montrer que 7(x—x)=4(y,—y) eten déduire les
expressions de x et y en fonction de x, et y,. Vérifier
que cela confirme la méthode donnée.

b. Justifier que le nombre de poussins augmente de 3
entre chaque triplet solution.

3. A l'aide de la calculatrice, déterminer 'ensemble des
triplets de solutions.

27| RACINES RATIONNELLES D'UN POLYNOME

Partie A : Etude d'un cas particulier

Le but est de déterminer les eventuelles solutions
rationnelles de l'équation polynomiale 15x3 —7x+3 = 0.
1.a.50it xe Z.

Que peut-on dire du PGCD de x et x* ?
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b. Supposons qu'il existe une solution entiére x.
Justifier que x ne peut valoir que =3 ; —1;10ou 3.
¢. Conclure sur l'existence de solutions entiéres.

2. Soient p et g deux entiers relatifs premiers entre eux
et tels que % soit solution de l'equation.

a. Montrer 15p° — 7pq* = —3q°.
b. En appliquant le théoréme de Gauss, démontrer que
p divise 3.

c.De méme, montrer que g divise 15p?, puis que g
divise 15.

E.

d. En déduire les valeurs positives possibles de q

Sont-elles solutions ?
Partie B : Etude d'un cas plus général
1. Soient a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls.
Montrer que pour tout ne N, si c|ax b" et
PGCD(b ; ¢)=1, alors ¢|a.
2.0n considére l'équation polynomiale & coefficients
entiers a_x*+a,x*+a,X* +a,x*+a,x+a, =0.
Soit (p; g) € Z* avec g # 0 tel que % soit solution de
cette équation avec PGCD(p ; g)=1.
a. Montrer que :
a,p’+a,p*q+a,p’q’*+a,p’q’ +a,pq* =—a,q°.
En déduire que p divise a,.
b. De mé&me, montrer que g divise a..
3. Application
a. Déduire de ce qui précéde que 'ensemble des
rationnels non entiers solutions de l'équation

5 i e : 1.21.3.=3
20+ 41x*—7x— 6 =0 est |nclusdans{2 5T }
b. En déduire 'ensemble des solutions rationnelles de
cette équation.

122| TRIPLETS PYTHAGORICIENS

Un triplet pythagoricien est un triplet (x; y; z) d'en-
tiers naturels non nuls tels que x*+y?=2z2?(E).
1. Peut-il y avoir des solutionssiz=1ouz=27

2.Supposons que z>2 etque (x;y;z)estun triplet
pythagoricien. Que peut-on dire du PGCD de x et y ?

3. Montrer que si x et y ont la méme parité, alors z est
pair, et que s'ils sont de parites difféerentes, alors z est
impair.

4. On suppose dans la suite que x est pair.
Soit ¥’ tel que x=2x.

Vérifier que 4x'* =(z—y)(z+y).

5. Justifier que z—y et z+y sont pairs et montrer que si

— +
PGCD(y ; z)=1, alors PGCD(Z—Q—EL; Z 29)
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6.0n suppose dans la suite de l'exercice que

PGCD(y ;z)=1.0n admet le lemme suivant : « Soient
a, b, e trois entiers naturels tels que PGCD(a; b)=1
et ab=c?. Alors il existe deux entiers relatifs u et v
premiers entre euxtels que a=u? et b=0v? »

En déduire qu'il existe deux entiers relatifs premiers

~ +
zzy:l.[2 et Zzy:UE.

entre eux tels que

7. En déduire que z est lasomme des carrés de deux
entiers, et exprimer x et y en fonction de ces entiers.
8. Application : Les équations x’+y” = 25 et
x?+y? = 49 admettent-elles des solutions ?

Exemples de triplets pythagoriciens représentés par des

| !
SYNTHESE -

Un jour, dans une auberge, s'arréte un groupe de voya-
geurs. Des hommes, mais aussi des femmes, en moindre
nombre mais tout autant affamées, s'attablent. Il est
convenu a l'issue du repas que les hommes paieront
chacun 19 sous et les femmes 13 sous chacune. Lauber-
giste récolte ainsi exactement 1000 sous.

Combieny avait-il d’hommes et de femmes dans ce
groupe ?

Un triangle pythagoricien est un triangle rectangle dont
les trois cotés ont des mesures entiéres.

Le triangle de mesures 3, 4 et 5 est par exemple un
triangle pythagoricien.

Déterminer les 20 triplets pythagoriciens qu'on obtien-
drait si on construisait les triangles successifs comme sur

le schéma ci-dessous.

« Le petit coté du triangle
augmente toujours de 2.

» Le tout petit carré central
5 a pour coté 1. Quel
est le coté du carré au
centre de la 2 série de
triangles 7

triangles rectangles.
| i2q Nz plei)g

N ‘ Exercices transversaux en lien avec ce chapitre :

£ | Ao Et:'. .. P-238

Complexes Arithmétique Matrices

Entrainez-vous au Grand Oral et enregistrez-vous sur (AEE{{JEUTITCIEILE

Comme le suggére le programme, les problemes abordés en maths expertes peuvent servir d'appui a des questions
de Grand Oral. Voici un exemple, basé sur l'enseignement de spécialité, utilisant des notions de ce chapitre.

Dans le cadre de l'enseignement de spécialité, vous
avez étudie le théoreme des valeurs intermédiaires.

1.Citer ce théoréme en précisant ses hypothéses de
validite.
2.a. Utiliser ce théoréme pour montrer que l'équation

8x +15x*+ 22x —3 = 0 admet une unique solution «
sur R.

b. Quelle méthode connaissez vous pour obtenir une
approximation de la valeur de la solution @ ?

3.Expliquer en quoi les méthodes du chapitre
permettent de déterminer les éventuelles solutions
rationnelles de l'équation 8x*+15x?+22x—3 =0.
Quelle valeur de la solution obtient-on ?

4.Citer des exemples de situations concrétes faisant
intervenir une équation de cette forme.

Consulter les fiches méthode de

Méthodologi
ethodologie ce manuel pour le Grand Oral p. 244
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Avant de commencer

n Trouver un diviseur

Pour chacun des nombres suivants déterminer,
sans calculatrice, au moins un de ses diviseurs
qui n'est pas 1ou lui-méme :

16190 ; 39 ; 951; 121 ; 365; 187.

I3 critéres de divisibilité
Dans chaque cas, indiquer si 'entier n divise
l'entier m sans effectuer la division.

1. m=15335410et n=>5.
2.m=15513552 et n=9.
3. m=859312etn=3.
4. m=>542468530 et n=4.
5.m= 454548128 et n = 8.

B Factoriser une expression algébrique

1. Factoriser dans I les expressions suivantes, ol
p désigne un nombre réel.

b.9—(p+2)*
c.16—8p+p? d.16—25(p—1)?

2. 0On considére un entier naturel n non nul.
Factoriser 4™ —1en produit de deux entiers.

a.p>-1

n Effectuer des divisions euclidiennes

Dans chaque cas, écrire la division euclidienne de
m par n.

1. m =547 et n = 65.

2.m=332etn="1124.

3. m=3578 et n=3575.

) péterminer un PGCD

En utilisant l'algorithme d'Euclide, déterminer le
PGCD de m et de n dans chacun des cas.

1. m=77etn=35 2.m =175 et n=300.
3 m=1873etn=1871. 4. m=140 et n = 475.

n Calculer avec des puissances

Soient n et m deux entiers naturels non nuls.
Simplifier, si possible, les expressions suivantes.

1.32x3" ey 3.(3m)"

1 n m
5. - xm 6.2

G | LLS.fr/MXPP144

Prerequis

1. Connaitre les régles de divisibilité par 2, par 3, par 5, par

9, par 10 et par les puissances de 2.
2. Factoriser une expression algébrique.
3. Effectuer des divisions euclidiennes.
4. Calculer un PGCD avec l'algorithme d'Euclide.
5. Calculer avec des puissances.
6. Calculer et simplifier des congruences.

[ Etude de congruences

Recopier et compléter en simplifiant au maximum
et sans calculatrice les relations de congruence
suivantes.

1.15x43=...[7] 2.86%107=...[4]
3.1804x1911=...[100] &.4%°=..[7]
5.3%=..[10]

u Probléme

On considére deux entiers n = 14535 et m = 495.
1. Justifier que n et m sont divisibles par 9.

2. Justifier que n et m sont divisibles par 5.

3. Déduire des questions précédentes que 45
divise le PGCD de m et de n.

4. Effectuer les divisions euclidiennes de m et de
n par 45. 0n note a et b les quotients obtenus.

5. Calculer le PGCD de a et de b en utilisant
l'algorithme d'Euclide, puis en déduire le PGCD
de metde n.

Le n-iéme nombre de Smarandache-Wellin
est la concaté nation des n premiers nombres
premiers en base 10.

Les cing premiers nombres de Smarandache-
Wellin sont donc 2 ;23 ;235;2357;235711.
On a actuellement seulement démontré que
sept d'entre eux sont premiers ; le 1%, le 2¢, le
42, le 128°, le 174, le 342° et le 435°.

On ignore s'il existe un huitiéme nombre de
Smarandache-Wellin premier mais le 1429¢
est un nombre premier probable. Il contient
5719 chiffres.
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1. Déterminer si un nombre est premier ou non.
2. Dresser la liste des nombres premiers inférieurs @ un nombre
entier donné.
3. Decomposer un nombre en produit de facteurs premiers. Pour saveir si un nombre est premier ou non, il
.rm?ﬂer les diviseurs d'un nombre entier, ot nidcessaihe de raliser i 1ot deprémaiz}:‘é s I
5. Determiner le PGCD de deux nombres entiers a l'aide d'une Nornbro.s iovien m‘gmnd, I temps Ao mfmﬁpmr

décomposition en produit de facteurs premiers. vk ivie il T siom
6. Calculer des puissances modulo un nombre premier en utilisant 2 IS ECag’s CxEs CE BB AiTon GE

le petit theoréme de Fermat. ‘ supercalculateurs.




.AcnvnEs

A (rible d’Eratosthéne

Ohjgdif Utiliser Ualgorithme d'Eratosthéne pour déterminer une liste de nombres premiers.

o Reproduire la grille de nombres ci-contre.

eBarrerlenombre1qu]n'estpaspremierpuisentourerle M| 12|13 |14 1516|177 |18 |19 | 20

nombre 2 qui est premier. n 1212312825126/ 27 | 281 29/ 30
Rayer ensuite tous les multiples de 2 strictement supérieurs a 2.
31|32 |33 | 34| 35|36 37|38 | 39| 40

9 Entourer le nombre 3 qui est premier. e |63 | ss | 45| 46| 47| 48| 49| 50
Rayer ensuite tous les multiples de 3 strictement supérieurs a 3.
g P P a 51|52 |53 |56|55|56]5758]59] 60

oﬁestunmultipledez.Ilestdcmcdéjérayé.Onentoure 61 | 62 |63 | 64 | 65| 66 | 67 | 68 | 69 | 70
alors le nombre suivant qui n'est pas encore barré, a savoir 5. nlnlnalnwls!zelnz!.l e s

On barre ensuite 'ensemble des multiples de 5 strictement
supérieurs & 5. 81 |8 |83 |84 |85 |86 |8 |8 | 8|9

Poursuivre l'algorithme. 91 | 92 | 93 | 94 | 95| 96 | 97 | 98 | 99 | 100

Pourquoi les nombres entourés dans le tableau sont-ils
exactement les nombres premiers compris entre 1et100 ?

1) Uneinfinité de nombres premiers

m Démontrer que l'ensemble des nombres premiers est infini.

Dans le livre IX des Eléments, Euclide indique la proposition 20 suivante :

« Les nombres premiers sont plus nombreux que toute multitude de nombres premiers proposée. »

Autrement dit, si on suppose gu'il existe au moins n nombres premiers, on peut alors démontrer qu'il en existe au
moins n+1.

Supposons par l'absurde gu'il existe exactement n nombres premiers distincts, dont la liste est: p,, p,, .., p,,.
Soit N l'entier naturel défini par N=p, xp, x---Xp_+1.

owstiﬁerque, pourtoutke{1;...;n}, N£p,.

OOn suppose par 'absurde que le nombre N défini précédemment n'est pas premier.
a) Compléter, pourtoutie{1; ... ; n}, la congruence N= .. [p,]
b) En déduire que N n'est divisible par aucun des nombres premiers listés précédemment.

¢) Terminer le raisonnement.

On a démontré que s'il existe n nombres premiers distincts, alors il en existe au moins n+1.
En quoi ce raisonnement démontre-t-il qu'il existe une infinité de nombres premiers ?
Quel type de raisonnement obtient-on ?
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ACTIVITES

[ Applications de la décompaosition d'un entier en produit de facteurs premiers

w Déterminer 'ensemble des diviseurs d'un entier et le PGCD de deux entiers
en se servant de la decomposition en produit de facteurs premiers.

Oa) Déterminer la liste des diviseurs de 24.

b) Donner la décomposition de 24 en produit de nomhbres premiers puis, en utilisant un arbre, expliquer comment
on aurait pu obtenir le nombre de diviseurs de 24 sans avoir a les déterminer.

9 On considére l'entier p=32x 53x 29. Combien p admet-il de diviseurs ? Etablir la liste de ces diviseurs.

ea) On considére les entiers n = 24 et m = 20. A l'aide de lalgorithme d’Euclide, déterminer le PGCD de m et de n.

b) Déterminer la décomposition de n et de m en produit de facteurs premiers.

c) Donner la décomposition en produit de facteurs premiers du PGCD de n et de m.
Quel lien peut-on faire entre cette décomposition et cellesde netde m?

o Soient k et { deux entiers naturels dont on donne la décomposition en produit de facteurs premiers :
k=2°x3x19et(=2>x3x5%x11. Déterminer PGCD(k ; ().

Connaissant la décomposition en produit de facteurs premiers de deux entiers n

et m supérieurs ou égaux a 2, expliciter une méthode permettant de déterminer :
m » le nombre et la liste des diviseurs positifs de n;

* lePGCD de netm.

| -;-'_:'-___;; Fermat, congruences et nombres premiers

m Découvrir le petit théoréme de Fermat.

Soit a un entier relatif.

o On considére l'entier p = 5. Reproduire et compléter le tableau suivant donnant les puissances cinquiémes
modulo p. Que remargue-t-on ?

i | o | 1 2 3 | 4 |
e Construire de méme un tableau donnant les puissances ﬁ

septiémes modulo 7, puis un tableau donnant les puissances 24 Etr’fel:tuer = Stmplfﬁcatrons Mifinet suese
- que l'on calcule les puissances permet de ne pas
onziemes modulo 11.

L ) . avoir a faire de calculs trop compliqués.
Dans tous ces cas, quelle propriété semble étre vérifiee ?
OOuelle condition suffisante sur p peut-on conjecturer pour que, quel que soit 'entier a, a? =a[p] ?

o Dans cette question, p est un nombre premier et a déesigne un entier non divisible par p.
En supposant que la conjecture émise a la question précédente est exacte, montrer que a” '=1[p].
Quel théoréme d'arithmétique utilise-t-on pour cela ?

m Soit p un nombre premier et a un entier relatif. A quelle condition peut-on affirmer que a? '=1[p]?
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COURS
_) Lensemble des nombres premiers

I définition
| Définition |

Un entier naturel est un nombre premier s'il admet exactement deux diviseurs
positifs : 1 et lui-méme.

La liste des nombres premiers inférieurs 3 100 est la suivante :2;3;5;7;11;13; 17;
19;23;29;31;37; 41;43;47;53;59;61;67;71;73;79;83;89;97.

DD Test de primalité

Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 est divisible par un nombre premier.

[oEMONSTRATION ]

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

On note P, la proposition : « Tout entier naturel compris entre 2 et n admet un
diviseur premier. »

Initialisation : Pour n =2
2 estdivisible par 2 qui est premier donc on en déduit que P, est vraie.

Hérédité : On considére un entier naturel k > 2 tel que P, estvraie (hypothése de
récurrence). On souhaite démontrer que P, est vraie.

Puisque P, est vraie, tous les entiers naturels compris entre 2 et k admettent un
diviseur premier. Il suffit donc de montrer que k+1admet un diviseur premier.

+ Si k+1est premier, iladmet alors un diviseur premier : lui-méme.
+ Sinon, il existe deux entiers a et b compris entre 2 et k tels que k+1=ab.

a étant un entier naturel inférieur ou égal a k, 'hypothése de récurrence donne
lexistence d'un diviseur premier de a noté p.

D'ol p|a et a|(k+1) donc p|(k+1) et ainsi P, ,

est vraie.

Ainsi, P, est vraie et, pour tout entier k= 2, si P, estvraie, alors P, est vraie aussi.
D'apreés le principe de récurrence, on en déduit que, pour tout entier n>2, P, est
vraie donc que tout entier naturel supérieur ou égal a 2 est divisible par un nombre

premier.

Remarque : 1n'est
pas un nombre pre-
mier car il n"admet
qu'un seul diviseur
positif : lui-méme.

0 n'est pas non plus
un nombre premier
car il admet une infi-
nité de diviseurs.

Remarque: La pro-
priété P est un peu
particuliére ici : elle
concerne tout entier
inferieur ou égal a

n et pas seulement
l'entier n. On dit qu'il
sagit d'une propriété
de récurrence forte.

Propriéte
Tout entier n = 2 qui n'est pas premier admet un diviseur premier p compris entre 2

et y/n.

EfMﬂﬂS]RﬂTlUH Voir exercice [ p. 157.
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Remarque : On peut
donc tester la prima-
lité d'un entier n en
étudiant sa divisibi-
lité par les nombres
premiers compris
entre 2 et \/;




- |
COURS-

Montrer que l'entier 53 est premier.

sm_u“'ou .............................................................................................
Supposons par 'absurde que 53 n'est pas premier.
D'aprés les propriétés précédentes, il existe alors un diviseur Méthode
premier de 53 inférieur a /53. Comme 7 < /53 < 8, on doit Pour démontrer qu'un entier i est un nombre premier :
tester tous les nombres premiers strictement inférieurs a 8, a = ondresse la liste de tous les nombres premiers
savoir2;3;5et7. inférieurs ou égauxa Jn:

« D'aprés les critéres de divisibilité, il est clair que 53 n'est = on vérifie qu'aucun de ces nombres ne divise n,

ni divisible par 2, ni par 3, ni par 5. en montrant par exemple que le reste de la division
» 7 ne divise pas 53 car le reste de la division euclidienne de euclidienne de n par ces nombres n'est pas nul.

53 par 7 est 4.
Finalement, aucun de ces nombres ne divise 53, donc 53 est premier.

I Uneinfinité de nombres premiers

Il existe une infinité de nombres premiers.

EfMUHSIRHTlUH Voir activité | =) p. 146,

On peut démontrer, en utilisant un raisonnement similaire, qu'il existe également
une infinité de nombres premiers de la forme 4n + 3 (voir exercice | -~ p.158).

Par exemple, 3=4x0+3,7=4x1+3 et 11=4 x2+3 sont premiers.

Certains nombres premiers, cependant, ne peuvent pas s'écrire sous cette forme.
C'est notamment le cas de 2 ou de 5. De méme, tout nombre s'écrivant sous la forme
4n +3 n'est pas necessairement premier. C'est notamment le cas de 15=4x3+3.

»2) Décomposition d'un entier en produit de
facteurs premiers

I Existence et unicité dela décomposition

Tout entier n supérieur ou égal d 2 se décompose en produit de facteurs premiers.
Plus précisément, si n > 2, il existe des nombres premiers p., p,, ..., p, etdes
entiers naturels nonnuls @, a,, ..., ¢, tels que n=p x p32x ... X pJ

Cette décomposition est unique a l'ordre des facteurs pres.

EEMUNSIRHHUH Voir exercices -1 et |- p. 160.
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COURS

Décomposer l'entier 132 en produit de facteurs premiers.

132 est divisible par 2 car 132 =2 x 66.

Méthode

+ On cherche un diviseur premier du nombre en question,
en saidant éventuellement des régles de divisibilite.

66 est lui-méme divisible par2, on adonc:132=2%x33.

Finalement, comme 33 est divisible par 3, on peut écrire
132 =22x 3 x 11, qui est la décomposition en produit de

facteurs premiers de 132. « On effectue alors la division du nombre par le facteur

premier et on recommence l'opération avec le quotient
obtenu.

) Application 3 la détermination des diviseurs d'un entier

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 dont la décomposition en produit de

facteurs premiers est la suivante ;: n=p{ X pi2x ... X pi*, Alors :

 les diviseurs de n sont exactement les nombres de la forme :
phxpfex.. xpl aveco< B, <a,;
* le nombre de diviseurs de n estégala (a,+1) X (a,+1)X... X (@, +1).

E(MUHHRH“UH Voir exercice |~ p.160.

Déeterminer 'ensemble des diviseurs de 132.

132 =2%x 3 x 11 donc ses diviseurs sont de la forme 2% x3%:x 11%, avec 0 < §,<2,0 < f,<1et0< g
Larbre suivant permet de déterminer toutes les combinaisons de puissances possibles.

1° 1

Methode

a
* < e Pour déterminer les diviseurs d'un nombre :
110 2 = on commence par chercher la décomposition
30 < ey i de ce nombre en produit de facteurs premiers;
i TremTmmmmmmmmmmmmmmmmmmen " 5 & .l y
% < Y = l'énumeération des diviseurs se fait alors de
3 < w 66 maniére méthodique, en listant toutes les
2:<

combinaisons de puissances possibles.

30 < ! On peut, pour cela, utiliser un arbre.

Finalement, les diviseurs de 132 sont1;2;3;4;6;11;12;22; 33; 44 ; 66 et 132.
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I Application i la détermination du PGCD et du PPCM

Soient m et n deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2. On suppose, quitte a
utiliser des exposants nuls, que m et n peuvent s'écrire sous forme de produit de
facteurs premiers de la maniére suivante :
n=phxphx..xpietm=phxphx ...ngk
On a alors
« PGCD(m;n) :p;“i“{“ﬁﬂﬂxljrz“i“[“z;ﬁzlx Xp;“i“{“*;ﬁ*).
» PPCM(m ; n)=p™(®if) x pmex(esife) 5 | x prex(ab),

E['M[]HSIRHIIUH Voir exercice | 7/ p. 161.

Les décompositions de 24 et de 84 en produit de facteurs premiers sont
24=23x3"x7%et 84=22x3"x7".

Par conséquent, PGCD(24 ;84)=2?x3"x7"=12.

On a également PPCM (24 ; 84)=2°%3"x 7' =168.

.1 Le petit theoréme de Fermat

Si p est un nombre premier, alors, pour tout nombre entier a, a” = a[p].

[EMONSTRATION] Voir exercice (12 p. t62.

Le nombre 5 est premier.
On peut donc affirmer que 12° = 12 5], soit encore 12° = 2[5].
En effet, 12° = 248832 = 49766 x5+ 2.

Petit théoréme de Fermat

Si p est un nombre premier et si a est un entier non divisible par p, alors :
a? '=1[pl.

[oémonsTRATION
D'aprés la propriété précédente, p divise a?—a=ax (a? '—1). Or p est premier et
il ne divise pas q, il est donc premier avec a.

Ainsi, d'apreés le théoréme de Gauss, on en déduit que p divise a? '—1, ce qui
signifie exactement que a” '=1[p].

COURS

Remarque: Si a et
b sont deux entiers
non nuls, on appelle
plus petit multiple
commun de a et

de b, et on note
PPCM(a; b),

le plus petit des
multiples communs
positifs de a et de b.

Remarque: En
général, lalgorithme
d'Euclide est plus
efficace pour calculer
le PGCD.

Remarque: Si a est
divisible par p,ona
a’” '=0[pl.

7 n'est pas divisible par 5 donc, d’aprés le petit théoréme de Fermat, 7* = 1[5].
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Remarque: Si p est
un nombre premier
qui divise ab, alors
pdivise aou p
divise b. Cela est
une application du
théoréme de Gauss.




LESSENTIEL

© un entier naturel n est premier lorsqu'il posséde exactement deux diviseurs positifs : 1 et lui-méme.
Pour savoirsi n est premier, il suffit de tester s'il est divisible par des entiers compris entre 2 et ¢/n.
Cela permet de :

v’ déterminer si l'entier n est un nombre premier ou non;

v/ trouver un diviseur de n afin de déterminer ensuite une factorisation de l'entier n.

© Le crible d’Eratosthéne permet de connaitre 'ensemble des nombres premiers inférieurs ou égaux a un
entier n. Cela permet de :

v savoir facilement si un nombre inférieur ou égal a n est premier ou non;;

v savoir quels sont les diviseurs premiers potentiels d'un nombre n et faciliter ainsi les tests de primalite.

© Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 se décompose de fagon unique en produit de nombres premiers.
Cela permet de :

v/ déterminer 'ensemble des diviseurs d’'un entier, en les @numérant a l'aide d'un arbre ;

v déterminer le nombre de diviseurs, en regardant uniguement les exposants apparaissant dans la
décomposition ;

v/ determiner le PGCD de deux entiers.
© Le petit théoréme de Fermat :si p est un nombre premier et si a est un entier non divisible par p, alors

a” " =1[ p]. Cela permet de:

v calculer des puissances modulo p ensimplifiant les calculs.

n est un entier supérieur ou égal a 2. NOMBRES PREMIERS

= N
| Testde primalité pour savoir si un entier est premier
ou non (on teste les diviseurs entre 1 et v/n)

.
I SinestpmmierJ

p

;

Sin n’est pas premier, on peut le

On peut utiliser le petit théoréme de Fermat décomposer en produit de facteurs
pour simplifier des calculs modulo n: 1 premiers (la décomposition est unique a
si p est un nombre premier et a un entier lordre des facteurs prés)
non divisible par p, alorsa?"' =1 [p] n=p}x.. Xpk
A 4
Déterminer le nombre Déterminer Déterminer des PGCD
de diviseurs de n: 'ensemble (favoriser toutefois
(a+1)(@,+1)...(e,+1) des diviseursde n en lalgorithme d'Euclide)

utilisant un arbre

Teléchargez cette fiche de révision au format PDF sur | Lis.fr/MxPfiches
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e o AUTO-EVALUATION

n Lequel des nombres suivants est premier ? m Quel est le PGCD de 2*x 3 x 11° x 29 et de
27%x3x%31?

022 0 w07 0 w0 ©so7
© 27 x3*x11°x29x31 @223

H -—3 & . i
mSm—z x 3" % 11x 17, combien n admet-il de 02x3x11x29x31 029X34X115X29X31

diviseurs ?

(2 N (b JE [ c JV; (d I m Quel est le reste de la division euclidienne de
2% par177?

(a ! (b} Cc X7 (d}5

[Une ou plusieurs bonnes réponses par question]

m Parmi les nombres suivants, indiguer lesquels a On sait que n=2>x3?x7x11° et que le PGCD
divisent 32x5%x7x19. de n et de m est égal a 84. Indiquer, parmi les valeurs
ci-dessous, celles qui pourraient correspondre & m.
(2 §H (b} 0Oss (d PY quEpaans B am
© 22x3x7x 1 0 22x3x7?
. e
m Lesquels des nombres suivants sont premiers ? o 22572 0 22% 3 %7 %43

(2 § On [ c kil 39
m Parmi les nombres suivants, deux sont égaux
modulo 11. Lesquels ?

9312 01 o_z 0324

m On consideére les trois entiers a =31, b=19 et ¢ = 1530.

1. Montrer que les entiers a et b sont des nombres premiers.

2. Déterminer la décomposition de ¢ en produit de facteurs premiers,
les facteurs premiers étant rangés dans l'ordre croissant.

3. En déduire le nombre de diviseurs de ¢ et en dresser la liste.
On pourra compléter l'arbre ci-contre.

4. Déterminer le PGCD de b et c. <
5.a. Montrer que ¢*®=1[b].
On pourra utiliser le petit théoréme de <
Fermat pour simplifier les calculs.

b. Montrer que ¢*° = 1| al.

¢. Déduire des questions précédentes que c*°=1[ab].

AANANANAANAA
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Test de primalité de Fermat

Utiliser un test probabiliste de primalité
m afin d’évaluer si un entier n est premier

ou non, a l'aide d’'une des deux méthodes.

METHODE DE RESOLUTION 1 | TABLEUR

1.a. Dans un tableur, entrer la liste des 46 premiers
nombres entiers strictement supérieurs a 2 dans la
colonne A.

Dans la cellule B3, entrer la formule:
—MOD(2"(A3-1);A3).

Etendre ensuite la formule  toute la colonne.

A B
22A(n-1) modulo n

=

= MOD(2* (A 3=1);A3)|

w o N s W N
W|IN|O|O|~|w

-
(=]
-
o

-
—_

—
-

-
[
—_
[h%]

-
w
-
w

-
=

14
15 15

b. A quoi lacommande MOD sert-elle ?

2.D'aprés le petit théoréme de Fermat, quel
nombre est affiché dans la colonne B lorsque n est
premier ?

3.Si une cellule de la colonne B n'est pas égale a 1,
que peut-on dire du nombre n correspondant ?
4.a. Lister l'ensemble des entiers n inférieurs 3 46
dont la cellule de la colonne B est égale a 1.

Que remarque-t-on ?

b. Combien vaut 2*° modulo 561 ? En déduire

2% [561]. Le nombre 561 est-il premier 2

¢. Finalement, que peut-on dire lorsque la cellule de
la colonne Bestégalea1?
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METHODE DE RESOLUTION 2 w

CE]IJ Retrouvez plus d'exercices
dans notre cahier d’algo

{LLS fr/ PythonXP)

[ tago”]
mrnmy]

1. Dans la fonction ci-dessous on considere un
entier n = 3.

1 def testfermat(n):
2| F =2**(n-1) % n
3| return F

A quoi sert la commande % ?

2. a. D'aprés le petit thécréme de Fermat, que
renvoie l'algorithme lorsque n est un nombre
premier ?

b. Que peut-on dire lorsque la valeur de F affichée
en sortie d'algorithme n'est pas égale a1?

¢. Tester cet algorithme pour une dizaine de valeurs
afin de vérifier les observations. Que remarque-t-on
pour n =5617 Cet entier est-il premier ?

3. Les observations ci-dessus servent & élaborer un
test permettant de déterminer si le nombre n a des
chances d'étre premier.

1 def testfermat2(n):

2| F=2*%(n-1) ¥n

Bl AF a5 2

4 | return("Peut-étre premier™)
5| else :

6| | return("Pas premier")

a. Compléter la condition a tester ligne 3.
b. Tester l'algorithme avec quelques valeurs puis
tester l'algorithme pour n =154 515677.

¢. Quel est l'avantage et l'inconvénient de cet
algorithme par rapport a celui consistant a tester
l'ensemble des diviseurs possibles entre 1et yn ?

Les entiers p qui ne sont pas premiers mais qui
vérifient a” ' = 1[p], déslors que a et p sont
premiers entre eux, sont appelés les nombres de
Carmichael, du nom du mathématicien américain
Robert Daniel Carmichael (1879-1967), qui s'est
tout particulierement intéressé aux propriétés de ces
nombres. Il a été démontré en 1994 qu'il existe en fait
une infinité de nombres de Carmichael.



Systéme cryptographique RSA

Une personne A cherche a recevoir des messages de maniére sécurisée et une personne B cherche a lui en envoyer.
Les messages sont numeérisés et transformeés en une suite d'entiers. L'objectif est donc de transmettre des entiers
sans que quiconque, autre que la personne A, puisse les décrypter.

Pour cela, la personne A choisit deux nombres premiers p et g puis calcule les produits N=pget n=(p—1)(g—1).

Elle choisit également un entier naturel ¢ premier avec n. La personne A publie le couple (N ; ¢), appelé clé publique,

permettant a quiconque de lui envoyer un nombre crypte.

= Pour crypter un entier a compris entre 0 et N — 1, la personne B calcule le reste b dans la division euclidienne de a*
par N. Le nombre crypté qu'elle envoie a la personne A est b.

« Pour décrypter le message, la personne A commence par calculer I'unique entier d compris entre 0 et n—1tel que
cd = 1[n]. Il est alors possible de montrer que cet entier d vérifie b = a [N}, ce qui permet donc & la personne A de
retrouver le nombre a.

Question préliminaire :

Pourquoi la personne A est-elle, en pratique, la seule capable de calculer 'entier d et de dechiffrer les messages ?

m Mettre en ceuvre l'algorithme de cryptage et de décryptage du systéme RSA dans le cas ot
P =5, g="11(c'est-a-dire N =55 et n= 40) et ¢ = 23, a l'aide d’une des deux méthodes.

[ tagg]
Emmﬂ ‘

METHODE DE RESOLUTION 1 METHODE DE RESOLUTION 2

1. La personne B veut crypter le nombre a= 3. 1. Ecrire en Python une fonction eryptage, prenant
Réaliser une feuille de calcul comme ci-dessous en argument a, N et ¢ et permettant & B de trouver
afin de calculer 'entier b dans la cellule D2. 'entier b. Faire un test avec a = 8.
A B c D 2. Pour déchiffrer le message, la personne A doit
3 N e L b | déterminer l'entier d, compris entre 0 et n—1, tel
2 55 23 3 = HOD(C2762;2)] que cd = 1[n]. Elle écrit le programme ci-dessous.
uelle est la valeur de l'entier b que la personne B
Q YR quea.p 1 def chercher_exposant(c, n):

doit transmettre a la personne A?

. 2| F=0
2. a.A l'aide d'une feuille de calcul, calculer toutes 3 d=20
le’s_\faleursde c>_<d, pcurdccfmpns entre et n—1. 4| while ... :
Verifier que l'entier d, que doit calculer la personne Bl | d=sd + 1
A est égal 37. -

’l'glf'lld lcul sui d l 6 F=cdam
I:_b.Rea iser la feuille fca cul suivante 'onnant a 7 return(d)
liste des valeurs de b® modulo N, en faisant
dérouler la formule écrite en C2. a. Expliquer chaque ligne du programme puis

A B c completer la ligne 4.
1 d b b*d modulo N b.Déterminer l'entier d pour ¢ =23 et n = 40.
. 7 = MOD(E:._."‘A$2;55)| €. Quelle méthode plus efficace pourrait-on utiliser

pour determiner d ?

3. Ecrire une fonction en langage Python ayant pour
| arguments b, d et N et retournant l'entier a.

rlw|n =

2
3
4
5

Verifier que la personne A va bien retrouver la

valeur de g, si elle recoit la valeur b transmise par Pour aller |J|I.IS |0i|'|
la personne B dans la question 1.. .

Voir exercice p. 162.
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Pour chacun des nombres suivants, indiquer
s'il est premier ou non.
141 2. 49 3.61 4,93 5.72

Déterminer la décomposition en produit de
facteurs premiers de l'entier 317 — 167,

WLLREZIDE Déterminer en justifiant si

l'affirmation suivante est vraie ou fausse.

« Pour tout n = 5, l'entier n! admet 2" diviseurs. »

Dans chaque cas, déterminer le PGCD de n
et de m.

2.n=9etm=a6.
G.n=120et m=12.

T.n=4etm=6.
n=77etm=14.
5 n=5etm=11.

Dans chaque cas, déterminer le reste de la
division euclidienne de n par p.
1n=3"%et p=17.
3.n=2%et p==5.
5.n=28%"et p=29.

2.n=6"etp=11
L.n=2"et p=17.

o ™,

Test de primalité

Pour chacun des nombres suivants, indiquer s'il
est premier ou non.

1.69 2.51 3.79 4.9 5.94

- Pour chacun des nombres suivants, indiguer s'il
est premier ou non.

1.143 2.149 3.173 4,269 5. 539

Pour chacun des nombres suivants, indiguer s'il
est premier ou non.
1.1049 2.1051

Décomposition en produit de facteurs premiers

Déterminer la decomposition en produit de fac-
teurs premiers de chacun des entiers suivants.

1.40 2,42 3.81 4. 98 5.105 6.113

3.1053 4. 1055 5.1057

B Déterminer la decomposition en produit de fac-
teurs premiers de chacun des entiers suivants.

1.143 2.147 3.308 4.1024 5.1715

156 M | LLS.fr/MXPP156

6.9180

Applications de la décomposition en produit

de facteurs premiers

On donne la décomposition en produit de facteurs
premiers de chacun des nombres suivants. Determiner
le nombre de diviseurs de chacun de ces entiers.

1.a=45=3%2x5 2.b=64=25
3.¢=108=2%2x37 4. d =179
5e=131M0=2x3x5x19x23

On donne la décomposition en produit de facteurs
premiers de chacun des nombres suivants. Détermi-
ner, pour chacun de ces nombres, 'ensemble de ses
diviseurs.

1.a=105=3x5x%x7 2.b=33=3x11
3.¢=108=22x33 4. d =363 =3x11?
5.e=53361=32x72x11? 6. f=30625=5"%x7>

; Dans chaque cas, on donne la décomposition en
produit de facteurs premiers des entiers m et n.
Déterminer le PGCD de ces deux nombres.

1. m=5"etn=5x7.
2.m=2’x7etn=2x5x7.
.m=23x3x5etn=22x5x7.
.m=5x11x173et n=5x11x23"

m =157 et n =151.
m=5x7x317etn=5x7x19.
.m=2x5"x41x43% et n=2"x3x5°x29°

N o wn s ow

Dans chaque cas, on donne les valeurs de deux
entiers m et n. Déterminer le PGCD de ces deux
nombres.

1T m=15etn=21.
3 m=12etn=18.
5.m=135 et n = 225.

Petit théoréme de Fermat

D Compléter en simplifiant au maximum les
congruences suivantes.

1.2%=.[17] 2.5%=..[5]
4.75=..[5] 5.50"=...[11]

2.m=8etn=32.
4. m =126 et n = 28.
6. m=175et n=33.

3.4%=_.[19]

Compléter en simplifiant au maximum les
congruences suivantes.

1.4%=[29] 2.50%=..[59]
4.33°=..[11] 5.87°=..[29]

3.5% =...[59]



ENTRAINEMENT

@ Parcours 1: exercices 37 ; &4 ; 57 ;58 ; 61et 72

[oironcanon] oo

Parcours 2: exercices 40 ; 47 ;60 ; 66 et 74

@ @ @ Parcours 3: exercices 39 ; 46 ;59 ; 64 et 75

Lensemble des nombres premiers

Parmi les nombres suivants, indiquer ceux qui
sont des nombres premiers :

1;2;5;17;27;29;31;78; 87;97; 99 ;101 ;103.

Les entiers suivants ne sont pas des nombres pre-
miers. Indiquer un diviseur premier pour chacun d'eux.

49 ;10650 ; 1015; 774 ;1 911; 121

Combien y a-t-il de nombres premiers infée-
rieurs ou égaux a30?

@ [Calculer] @

En utilisant la calculatrice, indiguer les nombres
premiers parmi les entiers suivants :

4 247 ;5099 ;7 429 ; 7 639.

VLLIPRZND® [communiquer.]

Déterminer en justifiant si les affirmations suivantes
sont vraies ou fausses.

1.« La somme de deux entiers consécutifs peut étre un
nombre premier. »

2.« La somme de trois entiers impairs consécutifs peut
étre un nombre premier. »

3.« Pour tout entier p supérieur ou égal a 2, l'entier
p?—1n'est pas premier. »

[Calculer] @ @ @

1.0n souhaite determiner tous les entiers naturels n
tels que les nombres n+1, n+3, n+7, n+9,n+13 et
n+15 soient premiers.

a. Parmi les entiers n compris entre 0 et 5, quels sont
ceux qui conviennent ?

b. Montrer qu'aucun nombre n strictement supérieur a
5 ne convient.

On pourra, pour cela, raisonner par disjonction de cas en
fonction des valeurs de n modulo 5.

2.En utilisant la méme méthode qu'a la guestion 1,
déterminer tous les entiers naturels n tels que les
nombres n,n+2, n+6,n+8, n+12 et n+ 14 soient
premiers.

.

(

1. Prouver que, pour tout entier naturel n, l'un des trois
entiers n, n+10 et n+20 est un multiple de 3.

2.En déduire I'ensemble des valeurs de n pour
lesquelles les entiers n, n+10 et n+ 20 sont tous les
trois des nombres premiers.

[Chercher]
Déterminer trois nombres premiers de la forme n*+m*
ol m et n désignent des entiers naturels.

On veut demontrer que n admet au moins un diviseur
premier p vérifiant p < yn.

1. Justifier qu'il existe deux entiers naturels a et b
supérieurs ou égaux a 2 tels que n = ab.

L4 [Raisonner]

Soit n un entier naturel non premier
supérieur a 2.

2.0n suppose par l'absurde que a et b sont tous les
deux strictement supérieurs a yn.

Déterminer alors un minorant strict de ab et aboutir a
une contradiction.

3.En déduire que n admet un diviseur premier p
inférieur & n.

[Raisanner.]

On considére trois entiers naturels consécutifs et non
nuls que l'on note n, n+1etn+2.

1. Montrer que la somme n+(n+1)+(n+2) n'est pas
un nombre premier.

2.Montrer de méme que la somme de cing entiers
consécutifs n'est pas un nombre premier.

3. Montrer que si k est un entier naturel impair et
supérieur a 5, alors la somme de k entiers consécutifs
n'est pas un nombre premier.

[Calculer] @
Deux nombres premiers sont appelés des nombres
premiers jumeaux lorsque leur différence est égale a 2.
Les nombres 3 et 5, par exemple, sont des nombres
premiers jumeaux.
1.Donner cing autres exemples de couples de nombres
premiers jumeaux inférieurs a 100.

2. Montrer gue les nombres 1619 et 1621 sont des
nombres premiers jumeaux.
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[Calculer]
1. Montrer gue pour tous nombres réels x et y :
-y =(x—y)x (¥*+xy+y?).
2. Déterminer l'ensemble des nombres premiers de la
forme x*—8, ol x est un nombre entier.

3. Déterminer l'ensemble des nombres premiers de la
forme x*+1, ot x est un nombre entier.

I} [chercher] @ @@

1. Justifier que pour tous nombres réels x et y:
x*+ay® = (2 — 2y + 2y ) (x* + 2y +2y2).

2. Déterminer l'ensemble des nombres premiers de la
forme x*+ 4, ol x est un nombre entier.
3. Montrer que l'entier 285%+ 425 n'est pas premier.
Pourquoi n'est-il pas envisageable de répondre a cette
question en utilisant simplement un test classique de
primalité tel que celui présenté dans le cours ?

D [Raisonner] @ @

On considére un nombre premier p supérieur ou égal

a 5. Lobjectif de l'exercice est de démontrer que p*—1
est divisible par 24.

1. Verifier que cette propriété est vraie pour p=5, p=7
et p=11.

2. a.Justifier que p=1[3]ou p=2[3]

b. En déduire que p?—1est divisible par 3.

3. Montrer que p?—1 est divisible par 8.

4. Déduire des questions 2. et 3. que p>—1=0[24]
et conclure.

Y [Communiquer.]

On demande a un éleve de donner une suite de six
nombres consécutifs qui ne sont pas premiers. Voici sa
reponse : « Les nombres suivants ne sont pas premiers :
N+2; 70 +3; 71 +4; 7N +5;71+6; 71+ »

1. Justifier, sans calculatrice, que la liste donnée par
l'eleve répond bien a la question.

2.0n considére un entier naturel n = 2.

Est-il toujours possible de trouver une suite de n nombres
entiers consécutifs qui ne sont pas premiers ? Justifier.

[Chercher.]
D’aprés bac S, Polynésie, septembre 2003
1. Montrer que si p est un nombre premier supérieur
ou égal a7, alors p*—1est divisible par 240. On pourra
montrer que p*—1estdivisible par 3, par 16 et par 5.
2. Existe-t-il quinze nombres premiers p,, p,, ...
supérieurs ou égaux a 7 tels que l'entier
pi+pi+...+pi soit un nombre premier ?

-
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) m [Modéliser]
PYTHON

On considére un entier n supérieur ou égal
az

Le programme ci-dessous, écrit en

langage Python, renvoie True dans le cas ol n
est premier et False dans le cas contraire.

1 def testpremier(n):

2| k=2

3] R=1

4| while ... :

5| | R=n%k

6| | k=k+1

7] ifk==n+1:
8| | return True

9| else:

10| | return False

1. A quoi la commande % correspond-elle ? Quelle est
l'utilité de la variable R dans cet algorithme ?

2. Programmer cet algorithme en complétant la ligne 4.

3. Tester cet l'algorithme afin de déterminer si les
nombres k= 1067, { = 20903 et m = 57590009 sont
premiers ou non.

4. En pratique, si le nombre n est premier et supérieur
ou égal a 3, il est nécessairement impair. Si n est

de n par les nombres pairs. Afin de rendre l'algorithme
précédent plus efficace, le modifier en tenant compte
de cette remarque.

| [Communiquer, Raisonner]

1. Uobjectif de cette question est de montrer qu'il
existe une infinitée de nombres premiers de la forme
4n+3, avec n € N, c'est-a-dire une infinité de nombres
premiers congrus a 3 modulo 4.

Pour cela, on suppose par l'absurde qu'il n’en existe
qu'un nombre fini que l'onnote p,,p,, ..., p,.

On pose alors N=4X p.,p,...p, +3.

On suppose que, pour tout entier i compris entre 1et k,
onap,>3.

a. Justifier que {p,, 1€ N",1<i<k}est non vide.

b. Si g est un diviseur premier de N, montrer que g est
impair, puis que g = 1[4].

Si g est impair, alors il est de la forme 4m + 1ou 4m + 3.

c. Aboutir a une contradiction, puis en déduire gu'il existe
une infinité de nombres premiers de la forme 4n+ 3.

2. En appliquant la méme méthode, montrer qu'il existe
une infinité de nombres premiers de la forme 6n+5.



[Raisonner]
On considére un entier n =2 et on définit l'entier
M, =2"—1, appelé n-iéme nombre de Mersenne.
1. Vérifier que M,, M, et M, sont premiers.
2. Dans cette question, on suppose que n n'est pas un

nombre premier. Par conséquent, il existe un nombre
premier p= 2 et un entier k = 2 tels que n = pk.

a.Montrer que :
2"—1=(2"—1) x

b. En déduire que M_ est divisible par 2P —1.

(1+27+(22)2+ ...+ (27)%),

3. Déduire de la question précédente que si M est un
nombre premier, alors n est un nombre premier.

4. Montrer que la réciproque n'est pas vraie : si
l'entier n est premier, alors l'entier M_ n'est pas
nécessairement premier.

On pourra considérer le cas n = 11.

Marin Mersenne (1588-1648)
a érudié les nombres de la forme
2" —1 au début du XVII: siecle,
ce qui explique leur appellation.

Il n’était néanmoins pas le
premier : les mathématiciens grecs
s'éraient déja intéressés & ces nombres dés UAntiquité.
Aujourd’hui encore, ces nombres sont utilisés dans

la recherche de grands nombres premiers. Le plus
grand nombre premier connu aujourd’hui, découvert
en décembre 2018, est d’ailleurs un nombre de
Mersenne. Il s'agit de 2%2°%%* —1, qui comporte prés
de 25 millions de chiffres en écriture décimale.

m [Modéliser.]

On considére un entier n supérieur ou égal a 2.
L'algorithme ci-dessous, écrit en langage Python, renvoie
la liste des nombres premiers inférieurs ou égaux a n.

1 from math import *

2 def eratosthene(n):
3| L = range(2, n+l)

4 k=2

5| while k <= sqrt(n) :
6 | D=[]

7 E=[]

8 for jinL :

9| if %k =20 :
10 | | D.append(j)

11 forminL :

12 ifm==kor not (min D) :
13 E.append(m)

k = L[L.index(k) + 1]

15 L=E

16| return(L)

.

senw

ENTRAINEMENT

1.a. Rappeler la signification des différentes
commandes utilisées dans l'algorithme (range, sqrt,
%, append, not, index).

b. A chaque étape de l'algorithme, que fait-on avec les
listesDetE?

¢. Pourquoi a-t-on choisi la condition k< 4/n a la ligne 5
etnonpas k<n?

d. Effectuer a la main les opérations successives de
l'algorithme, en prenant l'exemple de n=7 en entrée.

2.Implémenter le programme puis le tester pour
differentes valeurs de n.

3.a. Quelle commande Python permet de calculer

le nombre d'éléements d'une liste ? Utiliser cette
commande afin de déterminer le nombre de nombres
premiers inférieurs ou égaux a 1000.

b. Il est possible, bien que trés délicat, de démontrer
que lorsque n est grand, le nombre de nombres pre.--

miers inférieurs ou égaux an est environ egala ~——

In(n)
Vérifier cette propriété pour n = 1000. (

En 1896, Charles-Jean de la Vallée '
Poussin (1866-1962) a démontré ﬁ
quil y a environ ln?n) nombres :
premiers inférieurs a n lorsque

n est grand. Il a découvert cette
preuve indépendamment de Jacques
Hadamard qui, lui aussi, est parvenu a démontrer ce
résultat la méme année. Cette propriéié a en fait éeé
conjecturée dés la fin du XVIII siecle par Johann Carl
Friedrich Gauss et par Adrien-Marie Legendre.

' Décomposition d'un entier en
produit de facteurs premiers

. Déterminer la décomposition en facteurs pre-
miers des nombres entiers suivants : 17; 56 ; 85; 96.

Indiquer la liste des diviseurs des entiers suivants.

1.17 2.2x7x1M 3.22x3°

Dans chaque cas, déterminer le PGCD des
entiers m et n.
1m=2x3x5etn=3x7.
3.m=2x5"etn=2x7.

2.m=2%etn=32
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8 [Calculer] @
Déterminer l'ensemble des diviseurs des entiers suivants.
1.153 2.330 3.352 4. 840

[calculer] @

Pour chaque fraction, déterminer la décomposition
en produit de facteurs premiers du numeérateur et du
dénominateur, puis en déduire une simplification en
fraction irréductible.

48 375

4641
8 90 Z 7089

* 2457

[Raisonner] @ @ @ EEME
Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On veut
montrer qu'il existe des nombres premiers p, p,, ..., p,
et des entiers naturels non nuls @, a,, .., @, tels que
n=pHixplEx..xp.
Pour cela, on va raisonner par récurrence sur la
proposition P_: « Tout entier r compris entre 2 et n
se décompose en produit de nombres premiers. »
1. Pour quelle valeur de n doit-on initialiser le
raisonnement ? Rediger cette étape.

2.0n suppose qu'il existe un entier k tel que pour tout
entier 2<h <k, P, est vraie. Rédiger la suite du raison-
nement par récurrence, en utilisant une disjonction des
cas en fonction de la primalité de k+1, puis conclure.

X [chercher] @@
Déterminer les trois plus petits entiers naturels n tels que
n*—1soit le produit de trois nombres premiers distincts.

D [Calculer] @

Dans chaque cas, déterminer le PGCD des entiers m et n.
1. m=24etn=80.

2.m=179 et n =181

3. m=3757 et n =2873.

74 [Raisonner]

1. On considére un entier naturel n = 4 dont la

décomposition en produit de facteurs premiers est :
n=pyxXpyrx..xXph

Démontrer que n est un carré parfait si, et seulement si,

tous les exposants a; sont des entiers pairs.

2. Existe-t-il un entier naturel n tel que n et 2n soient

des carrés parfaits ? Justifier.

3. Montrer que n est un carré parfait si, et seulement si,

iladmet un nombre impair de diviseurs.

4. 0On choisit au hasard un nombre entier compris entre
1et 100. Quelle est la probabilité qu'il admette un
nombre pair de diviseurs ?
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m [Modeéliser]

Le programme ci-dessous, rédigé en langage Python,
permet de déterminer la décomposition d'un nombre
entier en produit de facteurs premiers.

10=1[]

2 def factorisation(n):
2| iFn>1 ¢

4 k=1

5 R=1

6 while R > @:
7 k=k+1
8 R=n%k
9 D.append(k)
(4]
1

1 return factorisation(n/k)

1 print(D)

1. Expliquer la signification des commandes % et
append. Expliquer également le role de chacune des
variables présentes dans l'algorithme.

2. Effectuer a la main les opérations successives de
l'algorithme, en prenant lexemple de n =24 en entrée.
3. Pourquoi est-on siir que les entiers qui apparaissent
dans la liste D sont nécessairement des nombres
premiers ?

4. Implémenter le programme puis le tester pour
différentes valeurs de n.

5. Elaborer un algorithme plus efficace permettant
[Raisonner] @ @ @

d'éviter certains calculs.

[ini]
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On note pfix plax ... xp™ et g% x gfx ... x g%, deux

décompositions de n en produit de facteurs premiers,
ces nombres premiers etant rangés dans l'ordre croissant.

En utilisant le théoréme de Gauss, montrer que ces
décompositions sont en réalité identiques.

1.0n considére un entier n dont la

décomposition en produit de facteur premiers est
n=pHxprx..Xp

a. Montrer que si, pour tout entier i compris entre 1 et
k, 0< B, <a,alors l'entier pf xp#x ... x p¥ divise n.

[Raisonner.]

b. Réciproquement, montrer que si un entier naturel
d divise pJixpyx ... x pik alors d admet une
décomposition en produit de facteur premiers de

la forme d = p# x p% x ... x p¥ avec, pour tout
ie{l;...;k},0< 4, <a,

2. Enraisonnant a l'aide d'un arbre de dénombrement,
exprimer le nombre de diviseurs que posséde n en

fonction des exposants a,, @, .. , .



Y [Chercher] @ @

Montrer que, pour tout n <10°, la décomposition de n
en produit de facteurs premiers fait apparaitre moins
de dix facteurs premiers distincts.

[Raisonner.]

On considere deux nombres entiers n et m

dont la décomposition en produit de facteurs premiers
estn=phxplx. .. xpiketm=phxplx_ _ xpl,
les exposants nuls eétant admis.

1.Montrer que :

PGCD(?H £ n) :p;nin{aﬁﬂ”xp;nm[az;ﬂz:l N Xp;nm[ak;ﬂh]‘
2.Montrer que :

PPCM(m : n):p:““[“ﬁﬂﬂx p;’“z"[“z;ﬂz)x L Xp:‘a"["k;ﬂk)_

[Calculer.]
1.Montrer que pour tous entiers naturels n et m:
PGCD(m;n)xPPCM(m;n)=mxn.

2.Soient m et n deux entiers naturels. Déterminer
l'ensemble des couples (m; n) tels que :

PGCD(m ; n)=12 et PPCM(m ; n) = 60.
3.Reprendre la question précédente avec:
PGCD(m ;n)=6et PPCM(m; n)=180.

-8 [Calculer]

1.Déterminer tous les nombres entiers naturels
inférieurs ou égaux a 20 admettant exactement six
diviseurs.

2.Determiner quel est le plus petit entier naturel
admettant exactement 21 diviseurs.

3.Déterminer tous les couples de nombres entiers
naturels dont le PPCM est 24.

Le petit théoréme de Fermat

Calculer, en simplifiant au maximum,
les puissances suivantes.

1. 22* modulo 5.
3.12" modulo 17.

2.35°% modulo 7.

Pour chaque cas déterminer, sans poser la
division euclidienne, le reste de la division
euclidienne de n par p.

1n=2%etp=17
3.n=4"etp=7

2.n=3"etp=19

[oima]

.
.

ENTRAINEMENT

[calculer] @

Dans chaque cas, determiner le reste de la division
euclidienne de n par p.

1.n=3"et p=23. 2.n=4% et p=29.

3.n=15"et p=97.

D [Calculer]

1.0n note n =35,

a.Justifier que n=1[5].

b. Justifier que n =1[7].

¢.En déduire que n=1[35].

d.Calculer, en simplifiant au maximum, 3™ modulo 35.

2.En utilisant la méme méthode que précédemment,
montrer que 372 =1[95]. Calculer ensuite 375 modulo 95.

420?

3. Calculer modulo 55.

L [communiquer] @@
1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 4" = 1[3].

2. Prouver a l'aide du petit théoréme de Fermat que
42 —1 est divisible par 29.

3. Pour 1< n< 4, déterminer le reste de la division
euclidienne de 4" par 17. En déduire que, pour tout
entier k, le nombre 4* —1 est divisible par 17.

4. Pour quels entiers naturels n le nombre 4" —1 est-il
divisible par57

5. A laide des questions précédentes, déterminer
quatre diviseurs premiers de 4% —1.

[Chercher] @ @ @

Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,
15" = 1[11].

[Raisonner]

1. En utilisant le petit théoréme de Fermat, déterminer
le chiffre des unités de 3%.

On pourra commencer par étudier 3°° modulo 5 et 3%
modulo 2.

2. En utilisant la méme méthode, déterminer le chiffre
des unités de 728,

[Chercher.]

Le but de cet exercice est de montrer que, pour tout
n e N, n” —n est divisible par 14.

1. En utilisant le petit théoréme de Fermat, montrer que,
pour tout n € N, n” —n est divisible par 7.

2. Montrer que n’ —n est divisible par 2. Conclure.
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SYSTEME DE CRYPTOGRAPHIE RSA B CIA e e

D’aprés bac S, Centres étrangers, juin 2018

Le but de cet exercice est d’envisager une méthode de
cryptage a clé publique d'une information numérique,
appelée systeme RSA. Les questions 1. et 2. sont des
questions préparatoires, la question 3. aborde le
cryptage et la question &. le décryptage.

1. Cette question envisage de calculer le reste dans la
division euclidienne par 55 de certaines puissances de 8.

a. Vérifier que 8” = 2[55]. En déduire le reste dans la
division euclidienne de 8 par 55.

b. Vérifier que 82 =9[55], puis déduire de la question a.

le reste dans la division euclidienne par 55 de 8%,

2. Dans cette question, on considere 'équation
(E): 23x— 40y = 1, dont les solutions sont des couples
(x; y) d'entiers relatifs.

a. Justifier le fait que (E) admet au moins un couple
solution.

b. Donner une solution particuliére de (E).

c.Déterminer tous les couples d’entiers relatifs
solutions de (E).

d. En déduire gu'il existe un unique entier d verifiant
les conditions 0 <d < 40 et 23d =1[40].

3. Cryptage dans le systéme RSA

Une personne A choisit deux nombres premiers p et g,
puis calcule les produits N=pgetn=(p—1)gqg—1).
Elle choisit également un entier naturel ¢ premier avec
n. La personne A publie le couple (N ; ¢), qui est une
clé publique permettant & quiconque de lui envoyer un
nombre crypté. Les messages sont numeérisés et trans-
formeés en une suite d'entiers compris entre 0 et N—1.
Pour crypter un entier a, on calcule le reste b dans la
division euclidienne par N du nombre a“. Le nombre
crypté est alors l'entier b.

Dans la pratique, cette méthode est siire si la personne
A choisit des nombres premiers p et g trés grands,
s'écrivant avec plusieurs dizaines de chiffres. On va
l'envisager ici avec des nombres plus simples: p=5et
g = 11. La personne A choisit aussi ¢ = 23.

a. Calculer les nombres N et n, puis justifier que la
valeur de c vérifie la condition voulue.

b.Un émetteur souhaite envoyer a la personne A le
nombre a = 8.

Déterminer la valeur du nombre crypté b.

4, Décryptage dans le systéme RSA

La personne A calcule dans un premier temps l'unique
entier naturel d vérifiant les conditions 0 <d <net
cd=1[n]. Elle garde secret ce nombre d qui lui permet,
a elle seule, de décrypter les nombres qui lui ont été
envoyés cryptés avec sa clé publique.
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Pour décrypter un nombre crypté b, la personne A
calcule le reste a dans la division euclidienne par N
du nombre b9, et le nombre en clair - c’est-3-dire le
nombre avant cryptage - est le nombre a. Pour cette
guestion, les nombres choisis par A sontencore p=75,
g=11etc=23.

a. Quelle est lavaleurde d ?

b. En appliquant la régle de décryptage, retrouver le
nombre en clair lorsque le nombre crypté est b =17.

Remarque: On pourra aussi consulter le TP2 p.155.

Wi A [Calculer, Chercher]

On définit la fonction d'Euler de la maniére suivante :
N~ N°
v { n o~ g(n)
naturels inférieurs ou égaux a n et premiers avec n.

1. Déterminer @(5), ¢(7), ¢(8), ¢(9) et ¢(10).
2.Si p est un nombre premier, exprimer ¢(p) en
fonction de p.

, 00 ¢(n) désigne le nombre d'entiers

3.Si pestun nombre premier et si k est un entier
naturel non nul, montrer que ¢( p*)=p*—p* .

4.0n admet gue si a et b sont deux entiers premiers

entre eux, alors ¢(ab)=¢(a) x ¢(b).

On considére un nombre entier n qui se décompose

en produit de facteurs premiers de la facon suivante :

n=pHXpix. .. Xp. Montrer alors que :
go(n):nx(1—pL1)x(1—pl2)x ..Ax(1—;r).

5.Déterminer le nombre d'entiers compris entre 1 et 945

et premiers avec 945.

80 | PETIT THEOREME DE FERMAT LRI I9% E{Mﬂ
Le but de l'exercice est de demontrer la

propriété suivante du cours : « Si p est un nombre
premier, alors, pour tout nombre entier a, a”? = a[p] »
Dans tout l'exercice, p désigne un nombre premier fixe.

1. Montrer que, pour tout entier k compris entre 1 et
p—1, pdivise k!( i ) puis en déduire que p divise ( i )
2.0nva démontrer par récurrence que la propriété

P(a): «a® =a|p]» est vraie, pour tout entier a
comprisentre 0 et p—1.

a. Verifier que P(0) est vraie.

b. On suppose que P(b) est vraie pour un certain b tel
que 0 < b < p—1. Montrer en utilisant le résultat de la
question préliminaire que P(b+ 1) est vraie.

3. Déduire des questions précédentes que, pour tout
entier naturel a, a? = a[p].
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[Calculer, Modeliser.]

D'aprés bac S, Pondichéry, mai 2018
A toute lettre de lalphabet, on associe un nombre
entierentre 0 et25:0a A,1aB, ..et253 Z.
Alice veut communiquer de maniére sécurisée.
Elle choisit deux nombres premiers p et g et un entier
naturel B tel que 1< B < pgq. Elle publie les nombres
n=pxgq et B et garde secrets les nombres p et q.
Si Bob veut envoyer un message secret a Alice, il le code
lettre par lettre.
Le codage d'une lettre représentée par l'entier x est le
nombre ytel que y =x(x+B)[n]et0<y < n
Dans tout 'exercice, on prend p=3, g=11et B=13.
1.Bob veut envoyer la lettre N & Alice. Quel nombre
crypté doit-il lui transmettre ?
2.Alice a recu un message crypté qui commence par le
nombre 3. Elle doit donc déterminer l'entier x compris
entre 0 et 25 tel que x(x+13)=3[33].
a. Montrer que cette équation équivauta:

(x+23)2 = 4[33].
b. En déduire gue x(x+13)= 3[33] si, et seulement si,

(x+23)2=1[3]
(x+23)2=4[11]
c. Déterminer les entiers a tels que :
0<a<3eta’=1][3]
d. Déterminer les entiers b tels que :
osb<mMetb?=4[1)

e. En déduire que l'entier x recherché est congrua 0 ou
2 modulo 3 et qu'il est congru a 8 ou 1 modulo 11.

| o Grand Oral

3.En énumérant les différentes possibilités, Alice
peut-elle connaitre la premiére lettre du message
envoyé par Bob ? Cette méthode de chiffrement est-elle
utilisable pour décoder un message lettre par lettre ?
Justifier.

2 | APPROFONDISSEMENT (a1 Communiquer.]

Nombres de Fermat
On considere un entier n = 1et on définit 'entier
F,=2"+1appelé n-iéme nombre de Fermat.

1.En utilisant la calculatrice, montrer que F,, F,, F, et F,
sont des nombres premiers.

2.5oit p un nombre premier impair. On note k_ le plus
petit entier k non nul tel que 2 = 1[p}. Justifier que k,
existe, puis montrer que, pour tout entier ¢ non nul tel
que 2'=1[p], k, divise (.

3.Dans cette question, on suppose n = 5. Soit p un
diviseur premier de F .

L'objectif est de montrer que p =1[2"""].

a. Justifier que p est impair, puis montrer que
22"=—1[p]etque 22" =1[p].

b. En utilisant le résultat de la question 2., en déduire
que 2" est le plus petit entier ktel que 2¥=1[p].

c. Justifier que 2P ' =1[p].

d. En utilisant de nouveau le résultat de la question 2.,
déduire des questions précédentes que p =1[2"""].

4.En utilisant le résultat de la question précédente,
déterminer un diviseur premier de F; inférieur a 1000.

Entrainez-vous au Grand Oral et enregistrez-vous sur (REE{{ICHTITCIEGE

Comme le suggére le programme, les problémes abordés en maths expertes peuvent servir d'appui a des questions
de Grand Oral. Voici un exemple, basé sur l'enseignement de spécialité, utilisant des notions de ce chapitre.

Plusieurs points du chapitre peuvent étre utilisés pour
illustrer des notions rencontrées au cours de l'ensei-
gnement de spécialité. En voici quelques exemples.

1.La décomposition d'un entier naturel supérieur ou
égal a 2 en produit de facteurs premiers est l'occasion
d'illustrer une méthode du chapitre Combinatoire et
dénombrement pour déterminer le nombre de diviseurs
positifs de cet entier naturel.

2.0n dispose d'un résultat donnant une approximation
du nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a
1

un entier n : ce nombre vaut environ m Ce résultat

est connu sous le nom du théoréme des nombres
premiers (voir exercice - page 159) et expose

une application surprenante de la fonction logarithme
népérien étudiée au cours de l'enseignement de
spécialité.

3. La fonction logarithme peut également étre utilisée
pour déterminer le nombre de chiffres d'un nombre
entier strictement positif écrit en base 10. Expliquer
comment puis appliquer ce résultat a la détermination
du nombre de chiffres de 8%

Consulter les fiches méthode de
ce manuel pour le Grand Oral p. 244
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.TRAVAILLER AUTREMENT

On donne ci-dessous un énoncé d'exercice et une copie d'éléve.

1. Trouver les erreurs de l'éléve et préciser les endroits ol la rédaction estincompléte.

2. Le professeur souhaite distribuer un corrigé détaillé de l'exercice. Rédiger une telle correction.

Le code d'identification d'un article est composé de sept chiffres entre 0 et 9. Les six premiers chiffres identi-
fient l'article, le septiéme est une clé de controle destinée a détecter une erreur dans l'écriture des six premiers

chiffres. On notera x,x,x,x,x.x, X, un tel code.

La clé de contrdle x, est le reste dans la division euclidienne par 10 de la somme :

N=(x,+x,+x)+7(x,+x,+x,).
1. Calculer la clé du code suivant : 923451+,

2. Un des chiffres du code suivant a eté effacé : 134 - 752. Retrouver ce chiffre.

3. Dans cette question, deux des chiffres du code ont &té intervertis : au lieu de saisir x,x,x x, x. x,x, le

dactylographe a saisi x,x,x,x, x.x x_.

347567

Pour quelles valeurs de x, et de x; laclé de contrdle ne détecte-t-elle pas 'erreur ?

En effet 82 = |0x8+2.
3. OnaN,

Or, N:_szb(x‘z_

Exercices inversés ()

66

L N=(9+8+5)+75(2+F+1 ) =17 +49 = bb.0n —5 — 6:6.
Le reste de la division euclidienne de N par IO est 6. La clé de contréle est donc 6.

2. N=(1+4+7)+7 % (3+x,+5)= 68+ 7x,. Pour que 68 +7x, =

10q + 2, il faut que x.*-_—Z.

z(xr+x3+x.5)+7 X(x.2+x.q+x.6)ef Nz =(xr+x2+x.5)+7 X(x.3+x,*+x.6).Pow" que
U'erreur ne soit pas détectée, d faut que N, = N, [10], c'est-a-dire que 101 (N,—N,).

x;). N, =N, est donc divisible par 10 si x ,—~ x ; = 0.

Il faut donc que les deux chiffres soient les mémes pour que l'erreur ne soit pas détectée.

: | Déterminer trois exemples d'équations

diophantiennes pour lesquelles il n'existe pas

de solution.

! Déterminer une équation diophantienne pour

laguelle 'ensemble des solutions est :
{(3—2k;5+3k) | keZ}.

_ || 1. Déterminer deux exemples d'équations
dlophantlennes pour lesquelles (2 ; 5) est un couple
solution.

2. Déterminer une équation diophantienne pour
laguelle (1;1) et (3;2) sont deux couples solutions.

| Lors d'un devoir sur table, un éléve écrit cette
reponse juste : « Le PGCD des deux nombres vaut donc
30 et le PPCM des deux nombres vaut 3600. »

Rédiger un énoncé correspondant a cette reponse.
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" Lors d’une inte rrogation écrite, un éléve écrit:
« Donc le nombre étudié posséde 45 diviseurs. »
Donner trois exemples de tels nombres.

"1\ on considére I'équation diophantienne :
150x + 90y = 930.

Proposer un proble me aboutissant a cette équation.

. Voici la réponse & la question d'un énoncé :

« Donc 9 est un inverse de ce nombre modulo 14. »

Ecrire un énoncé possible.

=
Lors de l'activité (étude de la production d'un éléve), on
explique de quelle maniére fonctionne la clé d'identification
d'un article.
A laide d'une recherche sur internet, expliquer le fonction-
nement de la clé correspondant au numéro de votre carte
vitale (code INSEE).
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Jeu de stratégie entre David et llan

Dans un jeu de stratégie a deux joueurs, les seules monnaies mises en
circulation sont des piéces de sept Bézauss et de onze Bézauss.

David souhaiterait acheter a son adversaire Ilan un objet d'une valeur de 123
Bézauss.

On cherche alors & déterminer lensemble des maniéres différentes
d'acheter cet objet, sachant qu'il a en sa possession 100 piéces de sept
Bézauss et gu'llan posséde 100 piéces de anze Bézauss.

Question préliminaire :

Soit x le nombre de piéces de sept Bézauss remis par David a llan et y le
nombre de piéces de onze Bézauss remis par Ilan @ David pour lui rendre la
monnaie.

Montrer que le probléme consiste & déterminer l'ensemble de tous les couples d'entiers positifs (x; y) inférieurs ou
égaux a 100 tels que (F) : 7x—11y = 123.

Les parties de cet exercice sont indépendantes et chacune
d'entre elles peut étre réalisée seul(e) ou en groupe. Les

éléves mettent leurs résultats en commun pour résoudre le Xdeix
probléme.

1. Justifier que 11y + 123 doit étre un multiple de 7.

.o 2. En déduire alors que 4y+ & doit aussi étre un
3. Reproduire et compléter le tableau de
congruence modulo 7 ci-dessous, ol r est le reste

2. Montrer que l'équation (G) : 7x— 11y = 1 admet de la division euclidienne de 4y + 4 par 7.
au moins un couple solution.

1. Enoncer les théorémes de Bézout et de Gauss.

3.Déterminer un couple solution de (G) puis en A L0 B R B 8
déduire un couple solution de (F). A= ol | ‘ ‘

4, Montrer que (F) équivaut a: : . ‘ ‘ ‘
Ix—1My=7x82—11x 41

4. Justifier alors que y doit s'écrire sous la forme

5. En déduire que 7 divise y—6. 7k +6, ol k est un entier naturel.
6. Déterminer l'ensemble de tous les couples 5. En déduire 'ensemble des solutions du
solutions recherchés. probléme de David et Ilan.

J S

[ parries R [t
|PYTHoN

1. Ecrire un programme en Python 1. Lister toutes les maniéres différentes d'acheter cet
donnant tous les couples solutions recherchés. objet.
2.Généraliser ce programme dans le cas ot les 2. Est-ce que David aurait pu acheter un objet d'une
seules monnaies mises en jeu sont des piéces de valeur de 10, 100 ou 1000 Bézauss ?

a Bézauss et de b Bézauss et que l'objet d acheter
estd'une valeur de ¢ Bézauss, ol a, b et c sont
tous trois des entiers fixés strictements positifs.

3.5i, dans ce jey, les seules monnaies étaient des
piéces de quatorze et vingt-et-un Bézauss, serait-il
alors possible d'acheter un objet valant

k\123 Bézauss ? 476 Bézauss ?
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VERS LE SUPERIEUR

) Les polyndmes a coefficients dans R

1.0On appelle polynéme a une indéterminée a coefficients dans R toute suite de nombres reels nulle a
partir d'un certain rang. Pour tout entier naturel k, on note X* la suite (a,)

Loy telle que a, =1et, pour

tout n# k, a, = 0. LU'ensemble des polynomes & coefficients dans [ est noté R[X].

2.Soient A=(a,) . etB=(b ) _, deux polynomes a coefficients dans .

On definit lasomme de A et B, notée A+ B, comme étant la suite (a, +b

n)nEN‘

J
On définit le produit de A et B, noté A x B, comme étant la suite (c,,),_,; oU, pour tout j € I, c;= 3 akbj‘ o
: k=0

3.5i A=(a,) _, estun polyndome non nul, on pose d=max{neN |a #0}.

Le nombre d est appelé degré de A et est noté deg(A). Par convention, le polyndome nul a pour degré —ce.

d
4. A=(a,),_, estun polynome non nul de degré d ; on peut exprimer A de la fagon suivante: A= 3, akX".

Le polynome (1;—2;4;0; ...

1. On considére les polyndmes
A=(—1;3;-5;2;0;0;...)etB=(1;0;1;0;0;...).
a. Determiner le polynome C = A+ B.

b. Déterminer le polynome D = A x B.
2. a.Justifier que l'on peut écrire A=—1+3X—-5X?+2X°.
b. Exprimer les polynomes B, C et D en fonction de X.

3.a.Soient nn et p deux entiers naturels non nuls et A et
4 deux réels. En utilisant les définitions d'un poly-
nome et du produit de deux polyndmes, montrer que
AX" X pXP = ApX™'P,

b. Soient P, Q et R trois polyndmes a coefficients dans E.
Montrer que (P+Q)xR=PxR+Q xR.

4. A laide de la question 3. et des notations pour A et
B introduites a la question 2., retrouver ['expression du
polynéme D en fonction de X.

Dans la suite, on admet que si P et Q sont deux
polyndomes quelconques, deg(P x Q)= deg(P) +deg(Q).
Soient P et Q deux polynémes quelconques vérifiant
P x Q=0.0n suppose par 'absurde que P#0 et Q # 0.

1. Que peut-on dire du degré de PxQ ?
2. Exprimer le degré de P en fonction du degré de Q.

3. En déduire que les polynémes P et Q sont des
polyndmes constants.

4. En déduire 'ensemble des polynémes P et
tels que Px Q=0.
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k=0

;0;...)correspond a 1—2X + 4X2, Il s'agit d'un polyndome de degré 2.

On considére les polynémes P=1+X+X*+X?,
Q=-5+4X etR=1-X*,
1. Déterminer le degré de ces polynomes.

2. a. Déterminer l'expression du polyndme P x Q, puis
l'expression du polynéme P x R.

b. Préciser le degré de ces polynomes.

¢. Que peut-on conjecturer concernant le degre de
P x Qsi P et Q sont quelcongues ?

d. Démontrer cette conjecture.

3. Peut-on dire que deg(P + Q) = max(deg(P); deg(Q))?
Justifier.

Soient P = E": a, X* et Q deux polyndmes a
coefficients réels. °
On définit P- Q comme étant le polynome P = i akQ".
1.0nsuppose que P=1+X+X? et QZX3+2.]HJ
a. Déterminer le polynéme P- Q.
b. Que peut-on dire du degré de P-Q ? Justifier.
2. Démontrer que deg(P - P)=deg(P)>
3. Soit P un polynéme telque P- P=P.
a. Montrer que deg(P)=0ou deg(P)=1.

b. En déduire 'ensemble des polynomes P qui vérifient
P-P=P.

Déterminer tous les polyndmes P & coefficients
réels tels que P(X?)=(X?+1)P(X).
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VERS LE SUPERIEUR

7 Divisibilité dans R(X|
| Définitions |

1.Soient A et B deux polynomes de E[X].
On dit que A divise B lorsqu'il existe un polynome C de B[X]tel que B = AC.

2. Division euclidienne de deux polyndmes : Pour tous A et B de B[X], avec B non nul, il existe deux
polynémes uniques Q et R de E[X]tels que A=BQ+R, avec deg(R) < deg(B).

On dit alors que Q est le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.

3. Pour deux polyndomes A et B, si A divise B et B divise A, on dit que A et B sont associeés.

4. On dit que deux polyndmes A et B sont premiers entre eux si les seuls diviseurs communsa A eta B
sont les polynémes de degré 0 (donc les réels non nuls).

On considére le polyndome P = X3 — 4X?— 16X + 24. Soient P un polynome de E[X] et @ un nombre réel.
Peut-on trouver trois réels a, b et c tels que : 1.0n suppose que X —a divise P. Montrer que P(a)=0.
P=(aX?+bX+c)(X—6)? 2.0n suppose que P(a)=0.

queP=A(X—a)+A

Que peut-on en déduire ? :  a.Justifier qu'il existe A € B[X]et un nombre réel Atels
. b.Déterminer la valeur de A.

Soient deux polyndmes non nuls A et B.
1.0n suppose dans cette question qu'il existe un réel
non nul A tel que B = AA. Justifier que A et B sont
associés.

. €.Que peut-on en déduire ?

: 3.Le polynéme X*+ 2X*—4X — 6 est-il divisible par

. X+57? Justifier.

2.0n suppose que A divise B. Comparer deg(A ) et 3

deg(B). : Soient A et B deux polynémes non nuls de E[X].
3.0n suppose que A divise B et que B divise A. On admet qu'il existe un unique polynéme D vérifiant

a. Montrer que deg(A)= deg(B). les conditions suivantes :

b. Montrer qu'il existe un réel non nul A telque A= AB. : 8- SIE |
: = Destunitaire : le coefficient dominant (associé au

On considére les polynomes :  terme de plus haut degré) vaut 1;
A=3X+17X*+5X—25 et B=X*+4X—5. *« siun polynéme unitaire E divise A et B, alors E|D.
1.Déterminer les valeurs « telles que B(a)= 0. . Ce polynome est appelé PGCD de A et B.
On note S l'ensemble de ces valeurs. : Onadmet aussi qu'il existe deux polynomes U et V a
2.Soit @ € 8. Calculer A(a). . coefficients dans E tels que AU+ BV =D.
3.0n note Q et R respectivement le quotient et lereste .  1.a.0n suppose que A et B sont premiers entre eux.
dans la division euclidienne de A par B. . Déterminer le PGCD de A et B.

a. Justifier gu'il existe deux réels a etbtels que R = aX + b. b. On suppose qu'il existe deux polynomes U et V tels
I que AU+BV=1
Montrer que A et B sont premiers entre eux.
On considére les polynomes A=X"*+2 et ! 2.Les polyndmes X*+X +1et X +1sont-ils premiers
B =X2+3X—10. *  entre eux ? Justifier.
1.0n note respectivement Q et R le quotient et le reste 3.50it C un polyndme de B[X].
dans la division euclidienne de A par B. :

b. Montrer que @ = b = 0. Que peut-on en déduire ?

4 : > - a.Montrer que si A et Bsont premiers entre eux et si A
Deteeminer (g:degre dek. . divise BC, alors A divise C.

a.DAeninEC s Rales Gl e Bl2) = 0; b. Montrer que si A et B sont premiers entre eux et si A

. et Bdivisent C, alors AB divise C.
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3.En déduire les polynomes Q et R.




VERS LE SUPERIEUR

1) Polyndmes irreductibles

Dans cette partie, l'ensemble I désigne l'ensemble I ou C.

1.0n dit qu'un polyndme appartient a K[ X | lorsque ses coefficients sont dans .

2.0n appelle polynéme irréductible de I{[X ] tout polynome P dont le degré est supérieur ou égal a1 et

dont les seuls diviseurs sont :
- les élémentsde |~ ;
- les polyndmes de la forme AP, ot A €K .

3. Théoréme de d’Alembert : Tout polynéme non constant de C| X | posséde au moins une racine dans C.

X?—1n'est pas un polynéme irréductible de B[X] car X*—1=(X+1)(X—1) et donc (X +1)|(X*—1).

On considére un polynéme P irréductible de K[X].
On suppose gu'il existe deux polynémes A et B de
K[X]tels que P = AB.
Montrer que deg(A )= 0ou deg(B)=0.

Soit P un polynéme de K[X].
On suppose gu'il existe « € K tel que P(a)=0.

Montrer que P n'est pas irréductible dans K[X].

Les polynémes de E[X ] suivants sont-ils
irreductibles 7

1.P=X>-1 2.Q=X‘+1 3.R=X3+2X>-4X+3

_ On considére le polyndme P =X?+X+1.

1. Justifier que P est & la fois un élément de B[X] et un
élément de C[X|.

2. Montrer que P est irréductible dans E[X].
3. Le polyndme P est-il irréductible dans C[X ] ? Justifier.

Dans cet exercice, on souhaite déterminer les
polynémes irréductibles de C[X].
Soit P un polynéme de C[X].

1.On suppose que P est de degré 1. Le polynome P
est-il irreductible ?

2.a.0n suppose que le degré de P est supérieur ou égal
a 2. Montrer qu'il existe ¢ € C tel que X —« divise P.

b. Que peut-on en déduire ?
3. Déterminer tous les polyndémes irréductibles de C[X].

4, Justifier que tout polynéme non constant de C[X] peut
s'exprimer comme produit de polynémes irréductibles.
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On considere les polynomes
P=X—9X’+26X—-24et Q=X —-7X*+7X +15.
1. a. Montrer qu'il existe trois réels a, b et ¢ tels que :

P=(X-3)aX?+bX+c).

b. En déduire une décomposition du polyndme P en
produit de polyndmes irréductibles de R[X].
2. a. Les polynémes P et Q ont une racine commune.
Déterminer cette racine.

b. En déduire une décomposition du polyndme Q en
produit de polyndmes irréductibles de R[X].

_ On considére dans [ X] le polynme
P=X*"+2X?+1.

1. Montrer qu'il n'existe pas de réel @ tel que P(a)=0.
2. Peut-on dire que le polyndme P est irréductible ?
Justifier.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un polyndme de degré 2 soit irréductible dans R[X].

1. Montrer que les polynémes de RB[X] de degré 2
dont le discriminant est négatif sont irréductibles dans
R[X].

2. Soit P un polyndme de E[X] non constant.

Justifier qu'il existe « € C tel que P(a) = 0. Que peut-on
dire de @ ?

3. On suppose que le degré de P est strictement
supérieur a 2.

Montrer que P n'est pas irréductible dans B[X].

&4, En déduire les polynémes irréductibles de E[X].



' D'aprés Concours Communs Polytechniques, 2016
L'objectif de ce probléme est I'étude des polynémes
d'interpolation de Hermite.

On note R[X] 'ensemble des polynémes a coefficients
réels et on note E(X) l'ensemble des élements de la
forme %, ol P et Q sont deux polynémes de B[X] avec
Q non nul

SiP= E a, X*, on note P’ le polyndme dérivé de P

défini par P = Z ka, X",

Les propriétés des opérations sur la dérivation des
polynémes sont semblables a celles des fonctions.

Partie A
Soit n un entier naturel non nul.

1.Soient P et Q deux polyndomes non nuls a coefficients
complexes.

a. Démontrer que si P et Q n'ont aucune racine
complexe commune, alors P et Q sont premiers entre
eux.

On pourra raisonner par labsurde.

b. On suppose que P et Q sont premiers entre eux.
Montrer que si P et Q divisent un troisiéme polynéme
R a coefficients complexes, alors il en est de méme du
polynéme PQ.

2.Soit (P;),_,_, une famille de polynémes non nuls de
R[X].

On considére le polynéme P € E[X] et la fraction
rationnelle Q € K(X), définis par:

pP= HPetQ—%

VERS LE SUPERIEUR

Partie B

Soit I un intervalle non vide de [, p un entier naturel
nonnul, (x;),_,., une famille d’élements de I distincts
deux a deux.

1.a.Soit P € B[X] et a € E. Montrer que si
P(a)=P'(a)=0, alors (X—a)? divise P.

b. Soit P € R[X | de degré 2p —1tel que, pour tout
entieri avec1<i<p, P(x,)=0et P'(x,)=

Montrer que P =0.

2.Soit P € R[X] de degré 2p—1.

Soit ¢ la fonction qui @ P associe

(P(x,); P(xy); voe3 P(xp); Pl i Pi(oe )3 o ;P’(xp)).
Soient P et Q de degré 2p—1tels que ¢(P)=¢(Q).
Montrer que P =Q.

3.Pour tout entier i tel que 1<1< p,on considére le
K= X,
polynéme Q,= H Eo x
J?‘l
Soient deux entiers i et k compris entre 1et p.
a. Calculer Q,(x, ).

Q/(x,)=0si k#1
P
b. Montrer que Q.-’(xs):jz__:j g sinon.
J#1
k.Soient (a;),.;., et (b;), ., deux familles de réels

quelconques. On admet qu'il existe un polynéme P, de
R[X] de degré 2p—1, appelé polyndme d'interpolation
de Hermite, tel que, pour tout entier i vérifiant 1<i<p,
onaP,(x)=a,etP,'(x;)=b,

a. Montrer que ce polyndme est unique.
b. Montrer que

P, = £ [(1-Q/(x)(Xx)a,+ (X~ x)b,]Q;

P’ ¢. Déterminer le polynéme d'interpolation de Hermite
Montrer par récurrence que Q = ET * lorsque p=2,x,=—1,x,=1,a,=1,a,=0,b,=—1et
¢ b=2
Avant Maintenant Aprés

Arithmétique dans .
Arithmétique dans Z.
Notion de division euclidienne.

Nombres premiers.

Théorémes usuels de
larithmeétique : théoreme de
Gauss, théoréme de Bézout.
Notion de congruence, travail
avec le reste de la division
euclidienne. Décomposition en
produit de facteurs premiers.
Utilisation des nombres premiers
en cryptographie.

Arithmétique des polynomes
ou plus généralement dans un
anneau euclidien.

Utilisation des théorémes de
Gauss et de Bézout dans un cadre
plus général.

Utilisation des morphismes
d'anneaux.
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Graphes et

Histoire des mathématiques

Il Les graphes, d'une devinette 3 une nouvelle théorie

De passage a Konigsberg (aujourd'hui Kaliningrad en
Russie), Leonhard Euler (1707-1783) est confronté a un
probléme posé par ses habitants : est-il possible de
passer par tous les ponts de la ville une, et une seule,
fois ? (Voir le plan de la ville ci-contre.)

Euler raisonne alors sur un schéma de type nouveau
(ci-contre) qui est une figure géométrique dont la forme
et la longueur des arétes n'ont pas d'importance, ni
l'angle qu'elles forment les unes avec les autres. Sa
démonstration ne se base donc pas sur tous les résultats
connus de la géométrie de 'époque et donne naissance
a deux nouveaux domaines mathématiques : A

C
&\ D
la topologie et la théorie des graphes. Q/

Pour résoudre des problémes liés a l'électricité, le

B
physicien Gustav Kirchhoff (1824-1887) est le premier, en Repreésentation schématique de Konigsberg
1847, & utiliser les graphes. Il créa les arbres (graphe sans selon la méthode d'Euler
boucle) qu'Arthur Cayley (1821-1895) développa par la

suite.

Depuis, l'utilisation des graphes s'est genéralisée dans
bien des domaines comme les jeux, les probabilités
(chaines de Markov), I'économie, la sociologie (socio-
gramme ci-contre), lintelligence artificielle, etc.

Exemple de sociogramme

-31]'0 0 800 15|00 1600
| . ) |
T T
Les Neuf Chapitres sur I'art mathématique Girolamo Cardano (1501-1576)

(entre le lI= et le I* siécle avant ) -C. - Chine)

Retrouver cette frise au format

interactif sur [ LLS.fr/MXPP170
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I Les matrices : résoudre des The notion of such a matrix arises naturally
. ’. W . from an abbreviated notation for a set of linear
systémes d équation et des problémes equations, vis. the equations
2 29 0 X=az +by +oz,
geometriques Y=ds +¥y 4z,
7 =a'"z+4b'y+c'"z,
may be more simply represented by
XY, Z)=(a,b,c Yz,9 2)
ad, ¥, ¢
a, b, ¢

¥ Extrait de Memoir on the Theory of Matrices de Cayley

Des mathématiciens comme Cramer (1704-1752),

James Sylvester Mhur' Cayley Vandermonde (1735-1796), Laplace (1749-1827),
Lagrange (1736-1813), Gauss (1777-1855) ou encore

Le 8¢ des neuf chapitres sur I'Art des mathématiques Cauchy (1789-1857) travaillent sur les déterminants,
(livre récapitulant les savoirs mathématiques de la en étudiant leurs propriétés et en développant les
Chine Antique, 1I® siécle av. J-C., I*" siécle ap. ).-C.) premiéres théories sur le sujet.
porte sur la résolution de systémes d'équations James Sylvester (1814-1897), influencé par son ami
a deux ou trois inconnues en n'utilisant que les Arthur Cayley (1821-1895), utilise les matrices et les
coefficients de ces équations. La méthode proposée déterminants afin de donner des solutions simplifiees
peut étre considérée comme l'ancétre d'une méthode a un probléme géométrique. Les deux hommes
matricielle. deviennent amis et leurs échanges contribuent &
Girolamo Cardano (1501-1576) propose dans son Ars l'élaboration d'une théorie algébrique sur les
Magna (1545) la « regula de modo », un calcul qui matrices. En 1858, Cayley publie son Memoir on
permet de savoir si un systéme de deux équations the Theory of Matrices. Les travaux d'Eduard Weyr
& deux inconnues admet un unique couple solution. (1852-1903) permettent ensuite de lier les matrices
Ce résultat ouvrira sur le déterminant de matrices. aux fonctions vectorielles, Le début du XX¢ siécle
Indépendamment l'un de lautre, Seki Kowa (1642-1708) donnera alors une place centrale aux matrices et aux
et Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) développent déterminants dans l'étude de la géométrie.

cette notion pour les systémes 3 x 3 et 4 X 4,

1700 1800 1900
|

L'AGE D'OR DE L'ANALYSE L'ESSOR DES MATHEMATIQUES

Seki Kowa (1642-1708) ‘Augustin Louis Cauchy (17891857)
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) ; James Sylvester (1814-1897)

Gabriel Cramer (1704=1752)
Leonhard Euler (1707-1783)
Alexandre-Theéophile Vandermonde (1735-1796)
‘Joseph-Louis Lagrange (17361813}
Pierre-Simon de Laplace (1749-1827)
“Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
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ACTIVITES - HiSTOIRE DES MATHEMATIQUES

D Les ponts de Konigsberg et d'ailleurs

En réponse au probléme des ponts de Kénigs-
berg (voir page 170), Leonhard Euler rédige un
article appelé Solutio problematis ad geome-
triam situs pertinentis, que l'on trouve dans
les mémoires de 'Académie des Sciences de
Berlin (1759).

Les trois figures ci-contre en sont extraites.
Cet article a donné naissance a la théorie des

graphes.

La figure 1 représente la situation de Konigs-
berg et la figure 3 une situation inventee par
Euler pour illustrer le résultat qu'il venait de
découvrir. La figure 2 sert a établir une partie
de son résultat : si l'itinéraire a suivre contient
n ponts a emprunter une et une seule fois,
alors il reliera n+1zones.

| Tout d'abord, Euler constate que le
nombre de ponts qui relient chacune des
quatre zones de Konigsberg est impair et donc
que le probleme n'a pas de solution. Expliquer
ce raisonnement.

Dans la suite de Solutio Problematis ad Geo-
metriam Situs Pertinentis, Euler s'attache a

Images tirées de Solutio problematis ad geometriam situs trouver un raisonnement généralisable a toute
pertinentis de Leonhard Euler. situation.

- Dans les paragraphes 11 et 12, Euler montre que si le nombre de ponts qui donnent sur une région A
est impair, c'est-a-dire qu'il existe un entier naturel p tel que le nombre de ponts soit égal a 2p—1, alors
litinéraire passe p fois par cette région A.
a) A partir de la figure 1, compléter le tableau ci-dessous de la situation de Kénigsberg.
| ENENENEN

b) Expliquer pourquoi le probléme des ponts de Kdnigsherg n'a pas de solution.

{“ Dans les paragraphes 13 a 15, Euler démontre le résultat général : si le nombre de ponts qui donnent sur
une région A est pair, c'est-a-dire que s'il existe un entier naturel p tel que le nombre de ponts soit égal a 2p,
alors cette region A devra figurer p +1fois dans l'itinéraire si on part de cette région, ou p fois si on ne fait
qu'y passer. Il s'invente la ville représentée en figure 3. En complétant le tableau ci-dessous, déterminer si on
peut suivre ou non un parcours dans cette ville, en empruntant une, et une seule, fois chague pont.
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HistoIre Des MaTHEMATIQUES - ACTIVITE

I) Fangcheng et la naissance des matrices

Fangcheng, ou Fang Sheng, désigne le nom du 8¢ chapitre du livre chinois Les Neuf Chapitres sur l'art
mathématique, rédigé au début de la période Han entre le I1° siécle avant | -C. et le I siécle aprés J.-C., et qui
reprend les savoirs mathématiques chinois connus alors. Fangcheng signifie « comparaison des dispositions ».
Les méthodes utilisées dans ce chapitre permettent de résoudre des systémes de 2 ou 3 équations a2 ou 3
inconnues, en n'utilisant que des tableaux de nombres qui sont les coefficients de ces équations.

" '_ Premier probléme : Deux équations a deux inconnues

3 ballots de riz de bonne qualité et 2 ballots de basse qualité produisent 18 unités de riz,
alors que 2 ballots de riz de bonne qualité et 1de basse qualité produisent 11 unités de riz.

Combien d'unités de riz les ballots de chaque qualité permettent-ils d'obtenir ?

. o o EAES
a) Répondre au probléme a l'aide d'un systéme d'équations. @E
b) Voici la méthode présentée dans le livre. %‘ﬁa
{vg

AL

1 2 2 2 0 2 ?1

2 A 4 ra

n 18 n 18 418 e

&
=

Expliquer l'origine du premier tableau de nombres, puis les calculs sur les colonnes pour | JE

obtenir le 2¢ et le 3® tableau. Comment retrouve-t-on les solutions obtenuesen (1 a) ? E"”ﬂi_t de Les ’}’e”f
6x+3y = 48 Chapitres sur l'art

c) En utilisant cette méthode, résoudre le systéme{ “ mathématique.

~ Deuxiéme probléme : Trois équations 3 trois inconnues
3 ballots de riz de bonne qualite, 2 ballots de qualité moyenne et 1 ballot de basse qualité produisent 39
unités de riz. 2 ballots de riz de bonne qualité, 3 ballots de qualité moyenne et 1 ballot de basse qualité
produisent 34 unités de riz. 1 ballot de riz de bonne qualité, 2 ballots de qualité moyenne et 3 ballots de
basse qualite produisent 26 unités de riz.
Combien d'unités de riz les ballots de chaque qualité permettent-ils d'obtenir ?
a) On note respectivement x, y et z le nombre de ballots de riz de bonne, moyenne et basse qualité.

Ecrire un systéme de trois équations a trois inconnues correspondant au probléme donné.

b) Voici les etapes de calcul que l'on retrouve dans le livre.

3C, C,-C, C,— C,et3C, C-C,
Y T S ! e
1 2 3 1 6 3 1 3 3 3 0 3 0 0
2 3 2 2 9 2 2 72 6 5 2 4 5
3 1 1 33 1 3 2 1 9 1 1 8 1 1
26 34 39 26 102 39 2% 63 39 B 24 39 39 24 39
5xC,
i TN FT T =
0o o0 3 o 0o 3 0o o 3 0o 0 3 0 o0
20 5 2 1B 5 2 M0m 5 2 5 5 2 0 5 2
40 1 1 39 1 1 38 1 1 37 1 1 36 1 1
195 24 39 m 24 39 147 24 39 13 24 39 9 24 39

Analyser ces suites de tableaux, compléter les opérations mises en jeu et trouver la solution au

probléme.
3x+3y+3z = 42
c) En s'inspirant des tableaux ci-dessus, résoudre le systéme { x+2y+4z = 26.
2x+4y+10z = 57
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Avantx decom mencér

n Utiliser un tableur

Sur la feuille de calcul ci-dessous figurent les
compositions de quatre bouquets de fleurs ainsi
que le prix unitaire par fleur.

| B
Rose
Bouquet 1 5
' Bouquet 2 7
' Bouguet 3 9

|

| Bougquet 4 13

I:I Prix unitaire

Rose 28
(Eillet 1,15
Gerbera 14

E,'-bw|-|a~u!hlwn

1. a. Calculer a la main le nombre total de fleurs
de chaque sorte en regroupant les quatre
bouquets.

b. Quelle formule de calcul doit-on écrire en B6
et étendre vers la droite pour calculer ce total ?
2. a. Calculer le prix total du bouquet 1.

b. Quelle formule doit-on écrire dans la feuille de
calcul pour calculer ce coiit ?

c. Calculer le prix total des quatre bouquets.

3. Donner deux formules de calcul différentes
pour calculer le prix total des quatre bouguets.

B Résoudre des systémes de deux équations
a deux inconnues

1. Résoudre le systéme suivant par substitution.
3x—y=19
{ bx+8y =8
2. Résoudre le systéme suivant par combinaison
linéaire.
7x—6y =11
{5X —h4y=4

=1 modéliser par une mise en équation

A la boulangerie, Aliou achéte trois pains au
chocolat et cing croissants pour 7,10 €.
Assane achéte dix pains au chocolat et huit
croissants pour 16,30 €.

Déterminer le prix unitaire du croissant et du
pain au chocolat.
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Prerequis

1. Utiliser un tableur.

2. Savoir résoudre un systéme de deux équations a deux
inconnues.

3. Connaitre les transformations planes.

4. Connaitre le cosinus et le sinus des angles remarguables.

[} Reconnaitre une transformation du plan

Les figures 1a 5 ont été obtenues par une
transformation du plan, a partir de la figure
originale nommée FIGURE.

Figure 1

| Figure 3

Déterminer la nature de chacune de ces
transformations planes.

B Connaitre les valeurs remarquables de

cosinus et sinus

Le théoréme des quatre couleurs stipule gu'il
faut au plus quatre couleurs pour colorier
des zones sur une carte sans que deux zones
adjacentes soient coloriées de la méme
couleur.

Ce probléme peut étre modélisé par un
graphe, dont les sommets sont les différentes
zones a colorier et les arétes représentent les
frontiéres communes entre ces zones.




| 1. Modéliser une situation par une matrice.

2. Caleuler l'inverse et les puissances d'une matrice carrée.

3. Utiliser le calcul matriciel pour résoudre un systéme linéaire.

4. Modéliser une situation par un graphe.

5. Utiliser le calcul matriciel pour calculer le nombre de chemins de
longueur donnée entre deux sommets d'un graphe.

US-TNAYINS UL
traversent les océans pou oy les continents. La

théorie des graphes abordée dans ce chapitre permet

de modéli

v e




.ACTIVITES

) Une facture de couture

m Decouvrir la notion de matrice et quelques opérations associées.

Afin de fabriquer des vétements, on utilise du tissu, du fil
et des boutons.

Les tableaux ci-contre récapitulent les quantités néces-

; g . 2,70 1,50 3
saires pour coudre une robe, une chemise ou un jean,
ainsi que les prix par fourniture. emise 1,70 0,70 5
On peut résumer chacun des tableaux en ne conservant ' 1,50 0,50 1
que les nombres. On obtient alors différents tableaux de .
nombres appelés matrices, notées ici M et P.

270 1,50 3 9,95
OnaM=[1,70 0,70 5 EtP=[1,99 i 9,95

1,50 0,50 1 0,5
M est une matrice possédant autant de lignes que de colonnes. On dit que M est 1,99
une matrice carrée. Elle est ici de taille 3.

0,50

P est une matrice formée d'une unique colonne. On dit que P est une matrice
colonne.

Oa} Calculer le prix de fabrication d'une robe. Faire de méme pour une chemise et pour un jean.

b) Résumer les résultats obte nus en une matrice colonne T, contenant une ligne pour chaque article en conservant

l'ordre robe, chemise, puis jean.
On admet que l'on peut écrire M xP=T.

OOn souhaite fabriguer dix robes, dix chemises et dix jeans.

a) Ecrire la matrice N contenant trois lignes et trois colonnes pour résumer les quantités nécessaires a cette

nouvelle fabrication.

b) Quelle opération peut-on conjecturer entre M et N ?

Conjecturer une méthode pour multiplier :
m » une matrice par un nombre réel;

= une matrice carrée de taille 3 par une matrice colonne a 3 lignes.

M Un réseau social

Obje[t if Découvrir la notion de graphe.

Adeline, Bakary, Camille, Damien, Elodie, Farid et Gabriel sont
inscrits sur un réseau social.

Gabriel

+ Adeline est amie avec Bakary, Elodie et Farid.
= Bakary est ami avec Adeline, Damien et Farid.
+ Camille est amie avec Elodie et Gabriel. Farid

- Damien est ami avec Bakary, Elodie et Gabriel.
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ACTIVITES

o Reproduire et compléter le schéma précédent, en tragant des segments représentant la relation d'amitié qui lie
deux personnes.

Un tel schéma s'appelle un graphe. Les personnes sont représentées par les sommets et les relations d'amitié sont
matérialisées par les arétes.

o Lordre d'un graphe est le nombre de ses sommets. Quel est l'ordre du graphe représenté ?

e a) Deux sommets sont adjacents lorsqu'ils sont reliés par une aréte.
Citer deux sommets qui sont adjacents et deux sommets qui ne le sont pas.

b) Un graphe est complet lorsque tous ses sommets sont adjacents. Est-ce le cas ici ?
o Une chaine est une suite d'arétes consécutives reliant deux sommets.
Par exemple, la chaine Gabriel - Camille - Elodie est une chaine de longueur 2.

a) Déterminer deux chaines reliant Adeline a Gabriel et préciser leur longueur.

b) Un graphe est connexe lorsque, pour tout couple de sommets distincts, il existe une chaine les reliant.
Est-ce le casici ?

m Dans le contexte de I'énoncé, comment interpréter le fait que le graphe soit complet ? Soit connexe ?

D Voyage en train

m Utiliser le calcul matriciel pour calculer le nombre de chaines

de longueur donnée entre deux sommets d'un graphe.

Les sommets du graphe ci-contre représentent differentes villes d'un pays. Les
liaisons ferroviaires les reliant sont représentées par des arétes.

o Reproduire et compléter le tableau ci-dessous avec un 1 lorsque l'on peut se
rendre directement d'une ville a l'autre en train sans faire étape par une autre C.<-\B
L]
Lo —"F

ville et avec un 0 si c'est impossible.
D

!_

|u

[ |
|

|

_J 0

e Notons M la matrice carrée dont les coefficients sont les nombres obtenus dans le tableau précedent.
A l'aide de la calculatrice, déterminer M? et M?.

o Déterminer le nombre de chemins composés de deux arétes pour aller de la ville D a la ville A et comparer ce
nombre avec le coefficient m,, de la matrice M?.

o Déterminer le nombre de chemins composés de 3 arétes pour aller de la ville C a laville D et comparer ce
nombre avec le coefficient m, , de la matrice M3,

m Pour un graphe donné, conjecturer une méthode permettant de
calculer le nombre de chaines de longueur k entre deux sommets.
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COURS
~:1) Notion de matrice

Soient m, n et p trois entiers naturels non nuls.
I Notion de matrice et opérations .

e by @,

Une matrice de taille (ou format) n X p est un tableau de nombres réels a n lignes et

p colonnes. ouencore (a, ;) avec
1<i<net1<j<p
la matrice a n lignes

EMPLI et p colonnes, ol a;;
3 5 1 o ) dfesi‘gt]e ke'cgefﬁcifent
(0,5 4 —ﬁ) est une matrice a 2 lignes et 3 colonnes donc de taille 2 x 3. situé a la i-ieme ligne

et j-iéme colonne.

Lorsque n =1, on dit que M est une matrice ligne, formée d'une seule ligne.

Lorsque p =1, on dit que M est une matrice colonne, formée d'une seule colonne. 3 g" "U(t; a,)
i : Sn ag(d,;...;d,
Lorsque n = p, on dit que M est une matrice carrée d'ordre n. la matrice diagonale
Une matrice diagonale est une matrice carrée, dont tous les termes sont nuls sauf d'ordre n dont
lorsque i=j. les coefficients
La matrice identité d'ordre n est la matrice diagonale d'ordre n dont les coefficients dlagnna}ux sont
s - = respectivement
diagonaux sont égaux a1.0n lanote I . e s
. ) ) ) ) o
La matrlce_ nulle de taille n x p, notée OH'P, est la matrice de taille n x p, dont tous - lorsque lamatrice
les coefficients sont nuls. nulle est carrée, on
lanote O .
1 — (3) . Remarque : On peut
1 (2 3 15] est une matrice ligne. , ) est une matrice colonne. aussi définir des
30 5 " fcos 3 5
2. ( ) est une matrice carrée d'ordre 2. matrices a coeff
12 cients complexes.

100 000

3,13:(0 1 0) et 03:(0 0 0) désignent respectivement la matrice identité et la
001 0 00

matrice nulle d’ordre 3.

m Remarque : Deux

D e A'etB de taill aealos | o matrices sont donc
’eux matrices A et B de taille n x p sont égales lorsque, pour tous i€ {1; ... ;n} et SleS GBS
Je{l;...;p}hona L bi,j' ont la méme taille et

que les coefficients
situés a la méme
W position sont égaux.
Une matrice carrée d'ordre n est symétrique lorsque, pourtousie{1;...: n}ret
je{l;...;n}ona a;;=a;,

SiA=(a,;) onnote

/2 -3 § transposée de A
La matrice (—3 0 4 ) est une matrice symetrigue.
5 4 -1
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) Opérations sur les matrices

Soient A=(a, ;) et B=(b, ;) deux matrices de taille n xp.
- La somme des matrices A et B, notée A+ B, est la matrice C= (i) de taille nx p
telle que, pourtous1<i<net1<j<p,onac,;=a;;+b, .

* Le produit de la matrice A par un réel 4, noté A, est la matrice M= (m, ;) de
taille nx p telle que, pourtous 1<isnetis<j<p,ona m, .= A Xda, .

Soient A, B et C trois matrices de méme taille et & et 8 deux réels.
« A+B=B+A (commutativité de la somme de matrices)
A+(B+C)=(A+B)+C (associativité de la somme de matrices)
¢+ IXA=AX1=A
« (@+B)A=cA+BA
e a(A+B)=aA+aB

thiﬂHSTRHTIUH Voir exercices| 1| p.194 et p.195.

On appelle opposée de A la matrice M = (—1)A, notée —A, telle que, pour tous
1<i<neti<j<ponam ,=-a,.
De plus, on note A— B la matrice A+(—B).

Soient A:(; _35 _01) et B:(_l'3 _33 _21)deux matrices de taille 2 x 3.
O”a‘“B:(; _35 —01) (—43 —33 —21):(—51 _02 —22)"

ZAZZX(; _35 —01):(3. _1130 —02);3'3:“(—43 —33 —21):(129 —99 —63)'“
aa-3=(G 7 55 5 5)-(% % 1)

m Ciq

Soient L=((,, ( , ,) une matrice ligne de taille 1xn et C=| *' | une matrice

g Ly e
Cnﬂ
colonne de taille n x 1. Alors le produit L X C est le nombre réel défini par :
CH
3
LXC:(PH ba o 01,11))( : =€1_1XC1.1+:I.:\Ca.s+'“+ﬂ1.u><fu.1
n,1
8
SiL=(4 2 1)etC=(—3),alorsLxC:4x8+2x(—3)+1x(—2):24.
\—2.

Chapitre 6. Calcul matriciel et applications aux graphes | LLS.fr/MXPP179 | M 179

- |
COURS -

Remarques :

On obtient ainsi

la somme de deux
matrices de méme
taille en addition-
nant les coefficients
de méme emplace-
ment.

On obtient une
matrice AA en
multipliant tous les
coefficients de A
par A.

Remarque : L'éga-
lite M+A=B
équivaut a l'égalité
M=B—-A.

Remarque : Pour que
le produit L x C soit
défini, L doit avoir
autant de colonnes
que C ade lignes.




.COURS

Si A est une matrice de taille m X n et B une matrice de taille n x p, le produit des
matrices A et B, noté A x B ou AB, est la matrice C:(Cu) de taille mx p telle que,
n

pourtous 1<i<meti1<j<p,onac, ;= > a; ,xb, .
= A :

Autrement dit, l'éléement c;;estle produit de la i-iéme ligne de A par la j-iéme
colonne de B.

Remarque : Lorsque
les produits AxX B
et B x A sont défi-
nis, on a en général
AxXxB#BxA.le
produit matriciel
n'est pas commutatif.

Remarque : La multi-
plication est :

Soient A, B et C trois matrices et A un nombre réel. Sous réserve de définition des . associative;

produits et des sommes, on a: » distributive
« (AXB)XC=AxX(BxXxC)=AxBxC par rapport a
« AX(B+C)=(AXB)+(AxC)et(A+B)xC=(AXC)+(BxC) laddition.

« (AA)xB=AAXBet AX(AB)=AAXB
O XK=AsT =X

Soient A une matrice carrée d'ordre n et k un entier naturel non nul.

Remarque:Si A
est non nulle, alors
A'=1 .

La puissance k-iéme de A, notée A¥ est la matrice A¥x=AXAXAX... XA
k fois

1 2 3 1 e 0
Soient A=(2 3 —1),B:( 4 'C:(1 5 0 )etD:( 4 quatre matrices.
-2 \—2 —3

Calculer, lorsque cela est possible, les produits AXB, AxC,CxDet BxC.

= On peut calculer Ax B car A a trois colonnes et B a trois

lignes. Méthode
1 L . .
AXB=(2 3 —1)x| 4 |=2x1+3x4+(—1)x (-2)=16. 1 P?L!r determiner si le produit Peut se l:all:UlEI’,‘IlfﬂUt
5 verifier que la deuxieme matrice a autant de lignes

g 5 ue la premiére a de colonnes.
« On ne peut pas calculer A xC car A posséede trois q p

colonnes et C posséde deux lignes. 2. Chaque coefficient de la matrice est la somme des

produits des coefficients de la ligne par ceux de la

« On peut calculer C x D car C a trois colonnes et D a trois colonne correspondante.

lignes. On peut placer les matrices ainsi:
0
2 3 =1 16 0
cxD=( )x(4 —q:( ) ( )
1-50 —19 5
(—2—3 =2 =
« On ne peut pas calculer BxC car B a une colonne et C M=CxD= ( )( s O )
adeux lignes. On remarque, en revanche, que le produit 3 |
C x B est bien défini. Ona:m,  =2x1+3X4+(-1)x(-2)=16
m:_2 2% 0+3X(=1)+H (1) X(=3)=0
i 1712_1—1><1T(—5}><£.+0x(—2_a——9
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I Inverse de matrice et résolution de systéme

Une matrice carrée A de taille n est inversible lorsqu'il existe une matrice carrée B
de taille n telle que AXB=BxA=1,

Soit A= (‘; 3) une matrice carrée d'ordre 2. Le déterminant de A est le réel, noté
det(A ), défini par det(A )= ad —be.

-

Propriéts

Une matrice carrée est inversible si, et seulement si, son déterminant est non nul.

En particulier, si A= (z 3) est inversible, alors A ' = ad1— bc(—{i- _ﬂb)-

E['MUHSIRHTIUH Voir exercice | -* j_' p. 195.

Propriété (admise)

Soient A une matrice carrée de taille n et X et B deux matrices colonnes a n lignes.

Si A est inversible, alors le systéme d'écriture matricielle AX = B admet une unique
solution donnée par la matrice colonne X =A"'x B.

La matrice B, notée
A", estunique et
est appelée matrice
inverse de A.

Remarque: On
reconnait la formule
du déterminant des
vecteurs de coordon-

nées(i) et(s).

Remarque:Si A
n'est pas inversible,
alors soit le systéme
n'a pas de solution
soit il en admet une
infinité.

Remarque : Lorsqu'il

SiA :(_68 ;) etX= (;). alors AX = (_6;;12;9) donc le systeme {_6;;;2% _ 132 exisr.fe, l’invetse d'L}ne
L. 3 matrice se determine
peut s'écrire AX =B avec B= ( 12 ) généralement a laide
de la calculatrice.
Résoudre le systéme {zigz _ 176
gzmnn .............................................................................................
52 X 16
on °°59A_(4 3)'X_(y)EtB:(17)' Méthode
Ainsi, le systéme peut s'écrire AX = B. 1. On détermine la matrice carrée A et la matrice
det(A)=5%x3-2x4=15—-8=7d'oldet(A)+#0 et A est donc colonne B telles que le systéme sécrit sous la
inversible. La calculatrice nous permet de trouver forme AX = B.
3 _2 3 _2 2. Si la matrice A n'est pasinversible, le systéme n'a
Ad=] ! /letx=A"xB=| / ! x(16):(2). as de solution.
4 5 4 5 [*l7)7\3 PRRCARAIOT o P
-7 7 Si la matrice A est inversible, on déetermine son
Le systéme a donc pour unique solution le couple inverse A" a laide de la calculatrice.
(x;y)=(2;3). 3. Lorsqu'elle existe, la solution du systéme est

X=A"xB.
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D) Matrices et transformations du plan

oOn se place dans un repére orthonormé direct (O ; i,j) du plan.
Soient a, b, ¢ et d quatre nombres réels.

Une translation de vecteur ?(g) qui, & tout point M(x ; y) du plan, associe son point

image M’(x’; ') tel que MM’ = f se définit matriciellement comme la somme des

matrices colonnes (:;) z(;) = (g)

Propriété (admise)

Pour les transformations géométriques planes suivantes, on définit la matrice de

transformation T = (g z) qui, a tout point M(x ; y) du plan, associe son point

. v, X\ _jab X\

imageM(x,y)telque(y,)—(c d)x(y)' o

» pour une symétrie axiale par rapport a l'axe des abscisses,ona T = (0 _1) :
B . . ; =10

« pour une symétrie axiale par rapport a l'axe des ordonnées,ona T =( 0 1 ) :

cosf —sim?) )

 pour une rotation de centre O d'angle #,ona T :(Sinﬁ 6668

= pour une homothétie de centre O etde rapport ke ,ona T =(§ z)

La matrice associée a la rotation de centre O et d'angle ——23{ est la matrice

143

2

_ 2
T__ﬁ_
2

Dans un repere orthonorme direct (O 1 _1’}.), ondonne A(2;4)et B(5;3).

1. Calculer les coordonnées de l'image A’ de A par la rotation de centre O et d’angle %

, : . 5
2. Calculer les coordonnées de 'image B’ de B par la translation de vecteur ;(_3).

Remarque: Un
repére orthonormé
est direct lorsqu'une
mesure de l'angle

(77 )est 5.

Remarque: La
translation est la
seule transformation
usuelle s'exprimant
sous forme additive.
Les autres s'expri-
ment sous forme
multiplicative.

Remarque : En
particulier, pour une
rotation de centre O
etd'angle —g—, ona

(3 )

1. Pour déterminer les coordonnées de A’, on utilise

1-243
T

1
-5 1 [D-(F%)
sin? cos (4] @ % (4] 312 donc

A'(1-243;4/3+2).

Méthode

T T
CDSB SlI]3
I

2. Pour déterminer les coordonnées de B’, on utilise

(2)+(3)=(5) donc B0 00

3

1. On détermine la matrice correspondant a
chaque transformation ;

2. On calcule ensuite les coordonnées des
points images, de maniére additive pour une
translation et de maniére multiplicative pour
une autre transformation de référence.
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72 Les graphes
| Définitions _

Un graphe est une représentation composée de sommets (des points) reliés par des
arétes (segments).

Un graphe orienté est un graphe dont les arétes sont munies d'un sens de parcours.
L'ordre d'un graphe est le nombre de sommets de ce graphe.

Le degré d'un sommet est le nombre d'arétes incidentes a ce sommet, sans tenir
compte de leur éventuel sens de parcours.

e M. e
Le graphe ci-contre est d'ordre 5. ! K
»
Les sommets K et L. sont de degré 3. s
Les sommets M,, M, et M, sont de degré 2. E <
M L

Deux sommets sont adjacents lorsqu'ils sont reliés par au moins une aréte.

Un graphe est complet lorsque tous ses sommets sont deux a deux adjacents.

1. Le graphe ci-dessous est complet : 2. Le graphe ci-dessous n'est pas complet :
tous ses sommets sont deux a deux les sommets A et B, par exemple, ne sont
adjacents. pas adjacents.

R A

- L ]

N
7
N

Pour un graphe non orienté, une chaine est une suite d'arétes consécutives reliant
deux sommets (éventuellement confondus).

La longueur d'une chaine est le nombre d'arétes la composant.

Pour un graphe orienté, un chemin est une suite d'arétes consécutives reliant deux
sommets (éventuellement confondus) en tenant compte du sens de parcours des
arétes.

1. 5ur le graphe ci-contre, A—E—I1—G—H est une
chaine de longueur 4.

2.De méme, A—-C—B—F—D—C—A est une chaine
de longueur 6.

COURS -
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Un graphe non orienté est connexe lorsque chaque couple de ses sommets peut étre
relié par une chaine.

1. Un graphe connexe : 2. Un graphe non connexe : on ne peut

pas relier R et B par une chaine.
R R
. -
E \.B E. OB
L
D* "C D* *a

On considere le graphe ci-contre.

Le graphe est-il complet ? Connexe ? Justifier les réponses.

Les sommets A et B, par exemple, ne sont pas adjacents donc

ce graphe n'est pas complet. Méthode

La chaine A—C—D—E—G—B—F passe par tous les sommets * Legraphe est complet si chaque sommet est relié a

donc ce graphe est connexe. tous les autres.

» Legraphe est connexe si on peut trouver une chaine
passant par tous les sommets.

) Application du calcul matriciel aux graphes

. : A S matrice d'adjacence
Soit n un entier naturel non nul. On considére un graphe d’ordre n (orienté ou non) , l
d'un graphe non

dont les sommets sont numérotés de 1 a n, puis rangés dans l'ordre croissant. orienté est symé-
La matrice d'adjacence de ce graphe est la matrice carrée de taille n, dont le coeffi- trique.
cient a, ; est égal au nombre d'arétes partant du sommet i pour arriver au sommet j.

En notant M la matrice d'adjacence du graphe ci-contre
obtenue en rangeant les sommets dans l'ordre alphabétique,

0010101
0000111
1001001
onaM=|0010110
1101001
0101000
11710100
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Propnete Remarque: M'=M

Soient n et k deux entiers naturels non nuls et M la matrice d'adjacence d'un graphe donne le nombre

d'ordre n, dont les sommets sont numérotés de 1a n et rangés dans l'ordre croissant. de chaines (ou de
chemins) de lon-

gueur 1 reliant deux

Le terme de la i-é me ligne et de la j-iéme colonne de la matrice M* donne le
nombre de chaines (ou de chemins) de longueur k reliant le sommet i au sommet j.

sommets.
[0EmonsTRATION] voir exercice (1) p. 195.
23 20 13 20 16 5 23
20 20 12 18 14 4 18
13- 1222 & 12 17
En reprenant l'exemple précédent,ona M*=|20 18 6 21 8 2 20|.
16 14 27 8 35 17 24
5 412 2 17 10 1
23 18 17 20 24 11 AN
Il existe donc 27 chaines de longueur 4 reliant le sommet C au sommet E.
32 2 15682
izt el | 1
1130311
OnaM?=[2 2 0 3 0 0 2|doncil n'existe aucune chaine de longueur 2 reliant le
1130422
0010221
2112214
sommet B au sommet F.
On considere le graphe orienté ci-contre. A B
1.Déterminer la matrice d'adjacence M de ce graphe en classant les sommets par
ordre alphabétique. D
L]
2.a.Déterminer le nombre de chemins de longueur 3 reliant A a C. / \
b. Déterminer le nombre de chemins de longueur 3 reliant C a B. ¢ *E

Méthode

1. On détermine la matrice d'adjacence M en prenant
garde d lorientation des arétes.

2. - On souhaite déterminer le nombre de chemins de

11100

00000 longueur 3 : cela nécessite donc de connaitre M~.
2.a.0naM?*={0 0101 - On repére ensuite le coefficient demandé dans

11010 cette matrice.

01010

ILy a donc une unique chaine de longueur 3 reliant A 4 C. On
constate qu'il n'y a pas de chemin de longueur 3 reliant C a A.
b. D'aprés la matrice M?, il n'y a donc pas de chemin de longueur 3 reliant C & B.
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LESSENTIEL

@ Une matrice de taille (ou format) n x p est un tableau de nombres réels a n lignes et p colonnes. Cela
permet de :

v definir de nouvelles opérations : sommes de matrices, produits de matrices et multiplication d'une
matrice par unréel;

v réaliser des calculs rapidement avec une grande quantité de valeurs;

v modéliser les transformations du plan et déterminer les coordonnées d'un point image par une de ces
transformations.

© Une matrice carrée A de taille n est inversible lorsqu'il existe une matrice carrée A" de taille n telle que
AxAT'=A""xA=1I . Celapermetde:
v résoudre des systémes d'équations linéaires : si AX =B, alors X=A""xB.

© un graphe est une représentation composée de sommets et d’arétes. Cela permet de :
v modéliser des situations relevant de flux entre differents lieux.

© La matrice d'adjacence M d'un graphe donne le nombre d'arétes reliant les différents sommets entre eux.
Cela permet de :

v/ résumer un graphe de fagon synthétique ;

v déterminer le nombre de chaines ou de chemins de longuevur k en calculant M¥,

~

Translation de vecteur
?(g) : Ordreg'ij Graphe complet
e graphe
B [ 1

| Transformations ~ - ~
du plan . Sommets
Autres transformations : J > —
X X
(v)="(3) GEEE
— CE - e CEED |
l d'adjacence M ‘ adjacents

-

-

— v - p—
| Opérations | | Arétes E—/
5 - / b 2 5’
Nombre de
Inverse Puts',stance chaines/chemins Chameg ou Graphe connexe
k-iéme de longueur k : chemins
étude de M*

Résolution de
systémes linéaires
AX=B < X=A"B

Téléchargez cette fiche de révision au format PDF sur [ lls.fr/MXPfiches
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Retrouez pus de QUM pour réiser ur AUTO-EVALUATION -

- " 24 =10 3
On considére les ma'mceslt‘x—(5 3),]3 =(2 5)etC —( 2 4 5).
B Le produit AXB x C est: a Linverse de A est:
© une matrice colonne & deux lignes. @ non défini Or'= (1 0)
o une matrice ligne a trois colonnes. " 01
@ matrice carrée d'ordre 2. 2 1 =
AT A=
€ non défini. e % % o (_5 2 )

Le produit Bx Ax C est:
n P n Le produit A x C est une matrice :

o une matrice colonne. () une matrice ligne. . i
e carrée d'ordre 3. o carrée d'ordre 2.

une matrice carree. non défini.
e o 0 de taille 2x 3. € de taille 3% 2.

[Une ou plusieurs bonnes réponses par question]

On munit le plan d'un repére orthonormé direct 0101

5% 5 1011

> L . —“1? -‘?— On considere la matrice B= 0100
(O; Ly ) et on considére la matrice A = 3 ;

L 17100

2 2 Best:

m La matrice A est associée a:
© la matrice d'adjacence d'un graphe.

€ une symétrie axiale par rapport a l'axe des abscisses. © tainatrice d'adjacanca din graphe complet

@ la matrice identité.
@ Uinverse de la matrice —B.

m Ona:
OB'=4s82+2B-1,, @B '=B'-4B>-2B.
OB '=—8+4B+21,, @B '=B-4B-2I.

@ une homothétie de rapport %

o une rotation de centre O et d'angle %&

) une rotation de centre O et d'angle f-%ﬂ;.

m La matrice A :

@ nestpasinversible. () est inversible.
0 vérifie Ad=L, @ a pourinverse A%

Probléme
- P B.i.R
m D'aprés bac ES, Amérique du Sud, novembre 2019 \
T
Au village départ d'une course cyclosportive, les différents stands présents sont: i
« le stand des vélos de routes (R) ; « le stand des VTT(T);
« le stand des BMX (B) ; « le stand de l'habillement (H) ;

[}
« le stand des compteurs et GPS (C); « le stand des accessoires et piéces détachées (A). H

Le graphe ci-contre représente le plan du village départ : les sommets correspondent aux A
stands et les arétes aux allées qui les relient.

1. Ce graphe est-il complet ? Est-il connexe ?
2. Ecrire la matrice d'adjacence M associée a ce graphe en classant les sommets dans l'ordre alphabétique.

3. Combien peut-on trouver de chaines de longueur 4 reliant le stand des BMX au stand des compteurs et GPS ?
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La fougeére de Barnsley

cg:, Retrouvez plus d'exercices
dans notre cahier d’algo

T T R T T g |
{_LLS.fr/PythonXP

Les matrices peuvent étre utilisées pour représenter des transformations du plan (rotation, symétrie, etc.). Nous
allons utiliser cette représentation matricielle des transformations du plan pour tracer une suite aléatoire de points

(An)
+ Le premier point de cette suite est A (0;0);

1oy de lafacon suivante:

+ Pourtoutne N, on note (x,;y,) les coordonnées de A etona:

I

( nl‘l)
ynH

0 04 0,85 1,6

( nH)
Yo 023 0,22 1,6

0,26 0,24 0,44

0 016)( ") (g)avec une probabilité de 0,01;

( "”) ( 0,85 004)( )+( 0 )avec une probabilité de 0,85;
nl‘l

i )(y )+( ? ) avec une probabilité de 0,07 ;

X\ [—015 0,2 0 .
. ( "”):( 8)(y")+( ) avec une probabilité de 0,07.

y"‘-‘

La suite de points ainsi obtenue forme une fractale appelée fougére de Barnsley.

Questions préliminaires:

1. Quelles sont les coordonnées possibles du point A ?

2.50itne N tel que A admette pour coordonnées (0,5 ; 1). Calculer les coordonnées possiblesde A

Object 1 Tracer la fougére de Barnsley en utilisant une des deux méthodes.

) A0 |
. _ [mmﬂ “

METHODE DE RESOLUTION 1

Telécharger le programme Python de cette
construction sur (LLS.fr/FougerePython |

1. a. Expliquer les lignes 4 et 18 du programme ;
quel role jouent-elles ?

b. Compléter la ligne 17 du programme.

2. Completer les lignes 26, 28 et 30 du programme
Python.

3. Utiliser le programme Python pour tracer la
fougére de Barnsley pour 400, 10000, puis 100 000
points.

10 4

04

graphique.

-2 =1 0 1 2
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METHODE DE RESOLUTION 2 | GEOGEBRA

Télécharger le fichier GeoGebra de cette
construction sur|LLS.fr/FougereGeoGebra |,

1. Ouvrir la fenétre tableur de ce fichier GeoGebra,
puis entrer en D4 une formule permettant d’'obtenir
un nombre aléatoire compris entre 0 et 1.

2. Expliquer les formules = A4(1,1) et = A4(2,1)
entrées en B4 et C4 : que permettent-elles de

faire ? A quoi correspondent (1,1) et (2,1) dans ces
formules ?

3. Compléter la formule inscrite en A5 de maniére a
ce qu'elle contienne les coordonnées du point A..

4. Copier vers le bas les formules entrées en A5,
B4, C4 et D4 de maniére a faire apparaitre dans la
colonne B les abscisses et dans la colonne C les
ordonnées des 400 premiers points A de la suite.

5. Sélectionner la plage contenant ces deux
coordonnées, faire un clic droit, puis sélectionner
Créer et enfin l'outil Liste de points, pour
afficher la fougére de Barnsley dans la fenétre



Le pivot de Gauss ]

Le pivot de Gauss est un processus permettant de déterminer l'inverse d'une matrice inversible. Ce processus
s'effectue par etapes, chaque étape consistant en 'une des opérations suivantes :

« échanger entre elles deux lignes de la matrice ;
« multiplier une ligne de la matrice par un nombre réel non nul;
« ajouter ou soustraire deux lignes de la matrice (éventuellement multipliées par des réels non nuls).
L'objectif du pivot de Gauss est d'obtenir, a la fin du processus, la matrice identite.
Soustraire deux
Inverser la fois la premiere Multiplier la Soustraire cing
premiére et ligne a la deuxiéme ligne fois la deuxieme

(2 3) deuxieme ligne (1 5) deuxiéme (1 5) par —- (1 5) ligne a la premiére (1 0)
—_— e _ e —_
15 23 0 —7 01 01

Pour obtenir l'inverse de la matrice, il suffit alors d’appliquer les mémes opérations dans le méme ordre a la matrice
identite.

Soustraire deux Soustraire cing
Inverser la fois la premiere Multiplier la fois la deuxieme
premiere et ligne a la deuxiéme ligne ligne a la
(1 0) deuxieme ligne (0 1) deuxieme (0 1 ) par —— ( 01 ;) premiere % —73
_— e e I _
01 10 T =2 =F 7 =1 2
7 7 7 5

ILn'y a pas unicité dans 'enchainement des opérations.

Qukestions préliminaires : 5

1. A l'aide du pivot de Gauss, déterminer l'inverse de la matrice (1 2). -

2.Que se passe-t-il lorsqu'on essaye d'appliquer le pivot de Gauss sur la matrice (2 6) ? Quelle explication peut-on
donner a ce résultat ?

m Utiliser le pivot de Gauss pour déterminer U'inverse d’une matrice de taille 3 x 3 inversible.

En Python, une matrice peut s'écrire sous la forme 4. Télecharger l'algorithme du pivot de Gauss pour
d'une liste de listes. Par exemple, en Python, une matrice 3 x 3 sur [ LLS.fr/PivotGauss | et utiliser cet
la matrice (‘3 2) peut s'écrire [[3,91,[1,21]. algorithme pour déterminer l'inverse de la matrice

A 5 1.2 3
Dans les prochaines questions, on va programmer les 014
opérations élémentaires pouvant étre utilisées dans 56 0

l'algorithme du pivot de Gauss. N . X
Remarque : Cette methode d'inversion est en

réalité bien antérieure a Gauss. Elle est notamment
référencée dans le huitiéme chapitre du livre chinois
Les Neuf Chapitres sur ['art mathématique, dont

2. Ecrire une fonction Python multiplication_reel ['écriture est estimée au 1* siécle avant J.-C. (voir
permettant de multiplier une ligne donnée de la Vactivité [EJ) sur Uhistoire des mathématiques p. 173).
matrice par un réel non nul saisi en argument.

1. Ecrire une fonction Python echange ligne
permettant d'échanger deux lignes données d’une
matrice carrée.

3. Ecrire une fonction Python
combinaison_lineaire qui remplace une ligne de
la matrice par une combinaison linéaire de cette ligne
et d'une autre.
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~

C.alv:uhalr(2 _35)+(_4 6 )

4 -7 12

5

Calculer (2 —3)x(3).
Calculer (4 —2)x(i _35)

Le graphe ci-dessous est-il complet ? Connexe ?
G H I

D

N
Pl ™

A B o

On considére un graphe dont les som-
mets sont numérotés de 1 a 4 et dont la matrice
d'adjacence M est écrite en suivant l'ordre crois-
sant des sommets.

1287

2017
On admet que M* = 8108l
7481

Donner le nombre de chemins de longueur 5 reliant
& le sommet 1 au sommet 3.

o

Opérations sur les matrices

Ondonne A:(_53 _42) et B:(g _91 )

Calculer A+B; A—B;2A ; 3B et —2A +3B.

3 -2 2 -1 3 4
-/ Ondonne A=| 4 -2 —1|etB=|7 25 3|
05 —15 6 -8 2 —05

Calculer A+B; A B; 2A;3Bet2A 3B.

D Calculer les produits suivants.
1.5 3 2
1'(—2 0,5))((4)

On considere les matrices suivantes :

A:( 31),13:(0,5 —0,5)EtC:(_28 2)

1. Parmi les produits suivants, indiquer ceux qui sont
bien définis puis indiquer, le cas échéant, le format de
la matrice obtenue :
AXB;AXC;BxXA;BxC;CxA;CxB;A?;C%et
Ax(BxC).

2. Calculer ces produits lorsqu'ils sont définis.

2.(2 4)x(1’5 3 )

-2 05
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| Soit M la matrice M :(1 ?)
1. Calculer M?, M® et M*.
2. Conjecturer, pour tout entier naturel non nul n, une
expression de M".
3. Démontrer cette conjecture par récurrence.

Oab
00c¢
00O

1 Soit lamatrice M =

1. Calculer M2, M7 et M*,

2. Conjecturer, pour tout entier n = 3, une expression
de M".

3. Démontrer cette conjecture par récurrence.

Matrice inversible et résolution de systémes

Dans chaque cas, vérifier que les matrices A et B
sontinverses l'une de l'autre.
3 4 —5 —4
1a=(2, )eB=( )
1 (41 2
et B:Tﬁ( 2 3 4 )

11
2.A=(2 0 2
—4 4 2

-2 2 -1

5 . .
3 —8) est-elle inversible ?
Si oui, déterminer son inverse.

. 3
La matrice A :(

2x+5y = 13
—3x—8y = 11’
1. Déterminer les matrices A et B telles que le systéme

-1 On considére le systéme suivant : {

P ik . i
s'écrit sous forme matricielle AX=Bou X :(y)'

2. Résoudre ce systéeme.

D On considére le systéme suivant :
2xty—z =7

—3x+2y+z = 3.
x—3y+2z = —4
1. Déterminer les matrices A et B telles que le systéeme
X
s'écrit sous forme matricielle AX=Bou X=|y|.
¥4

2. Résoudre le systéme.

Transformation du plan

~ Le plan est muni d'un repére orthonormé
direct (O i _1.,;)
1. Rappeler la matrice associée a une symétrie axiale
par rapport a chacun des axes du repére,
2. Déterminer la matrice associée a la rotation de centre
O et d'angle %
3. Déterminer la matrice associée a 'homothétie de
centre O et de rapport —4.



Le plan est muni d'un repére orthonormé
i ot
dlrect(O; 1,}).
On note r la rotation de centre O et d'angle «, s, la
symétrie par rapport a l'axe des abscisses et s, la symé-
trie par rapport a l'axe des ordonnées.
1. Déterminer la matrice R associée a r.

2.a.Déterminer A’ =r(A)et B =r(B) ot A est le point
de coordonnées (—2; 3) et B le point de coordonnées
(4;1).

b. Placer les points A, A’, B et B’ dans le repére.

3.a. Verifier graphiguement que s, (sz(A)):A' et que
s5,(s,(B))=B.

b. Démontrer ce résultat a l'aide d'un calcul matriciel.

On considére les graphes suivants.

a. b.
A A.—ﬁ.B

7AN

=

5 B c
) / \ . A/ 362 k\
< Y
E
| Pour chaque graphe, donner son ordre et le degré
de chaque sommet.

Justifier que les graphes sont connexes.

1. Reproduire et modifier le graphe a. pour qu'il ne
soit plus connexe.
2. Reproduire et modifier le graphe ¢. pour gu'il soit
complet.

|- 1.Dans le graphe d., quelle est la longueur

de lachaineC—-E-B—-A-F-A-C?

2. Déterminer dans ce graphe deux chaines de
longueur 3 et une chaine de longueur 7.

3. Déterminer dans ce graphe une chaine de longueur 4
reliant B a A.

Matrice d’adjacence

Construire un graphe composé des sommets A,

B, C, D et E, dont la matrice d'adjacence obtenue en

classant les sommets dans l'ordre alphabétique est :
01111

RN W U =

1
0
0
1

- 000 =
[ TS N S|

1= */| Déterminer la matrice d’adjacence de chacun des
graphes suivants (on rangera les sommets dans l'ordre
alphabétique).

L . 2. Y
T H.Zs; \L
G F\\. AD \C E/

A B C

IR,
NAVARRN ¥

On considére un graphe dont la matrice d'adja-
cence obtenue en numérotant les sommets de 145 est:
01010

M=

o = O =

011
100
101
111

_ =

1.En justifiant, donner le nombre de chaines de
longueur 2 reliant les sommets n°3 et n°5.

2.En justifiant, donner le nombre de chaines de
longueur 2 reliant les sommets n°®1et n®4.

| On considére un graphe dont la matrice d'adja-
cence obtenue en numérotant les sommets de 1a 5 est:
00110

M=

L= =]
U T
— ) e )
(= =]

1
1
1
0
1.En justifiant, donner le nombre de chemins de

longueur 3 reliant le sommet n°2 au sommet n°5.

2.En justifiant, donner le nombre de chemins de
longueur 3 reliant le sommet n°1 au sommet n°3,
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ENTRAINEMENT

Emtammnuﬂ

£ Notion de matrice

-['1 1. Ecrire le systéme suivant sous forme
S5x+3y+4z = 2
2x+3y+z = 2.
xtytz = -2
2. Résoudre le systeme.

S I |
-?_"'_.SoitA—(1 =1 1).

1 1 -1
1. Montrer que A?=2[, —A.

2.En déduire que A est inversible et déterminer A",

matricielle :

T
: 50|tA—(_1 0].
1.Calculer A2, A% et A%,

2.En déduire que A est inversible et déterminer A",

K3 [Modéliser]
Une agence de voyage réserve des vols vers trois des-
tinations (la Guadeloupe, la Martinique et la Réunion)
auprés de deux compagnies aériennes (Air Tourterelle
et Air Pigeon).
Le nombre de passagers pour la premiére semaine
180 120 70)

220 105 90
Les deux lignes correspondent respectivement aux

frequentations des vols d'Air Tourterelle et d'Air Pigeon
alors que les trois colonnes correspondent respecti-
vement aux vols en direction de la Guadeloupe, de la
Martinique et de la Réunion.

1. Que représente le coefficient 105 de la matrice P, ?

d'octobre est donné par la matrice P, :(

2. Pour la deuxiéme semaine d'octobre, la fréquentation
diminue de quinze passagers pour chaque vol.

a. Ecrire la matrice P, correspondante.
b.Calculer P, +P,. A quoi cette matrice correspond-elle ?

3. Pour la troisiéme semaine d'octobre, la fréquentation
augmente de 10 % pour chaque vol par rapportala
deuxiéme semaine.

Ecrire la matrice P, correspondante (on arrondira au
besoin les coefficients & l'unité inférieure).

4, Avec les vacances d’automne, la frequentation des
vols d'Air Tourterelle augmente de 20 % et celle d'Air
Pigeon de 25 % par rapport a la troisiéme semaine.
Ecrire la matrice P, _correspondante en arrondissant a
l'unité inférieure.

LLS.fr/ MXPP192
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Parcours 1: exercices &4 ; 48:51;55:71; 76 et 86
@ Parcours 2 : exercices 47 ;50 ; 54 ;57;75; 81¢t 83
@ @ @ Parcours 3: exercices 53 ; 62 ; 63 ; 65 ; 73 et B4

5.a. Déterminer la matrice P correspondant au total
de passagers pour chaque vol sur l'ensemble du mois
d'octobre.

b. Durant les quatre premiéres semaines du mois d'oc-
tobre, combien compte-t-on de passagers ayant voyagé
en Guadeloupe avec la compagnie Air Tourterelle ? Avec
Air Pigeon ?

T (modetiser] @
Un lycée commande régulierement des feutres pour
tableau blanc au prix de 0,90 € l'unité, des ramettes de
500 feuilles A4 & 4 € l'unité, des ramettes de feuilles A3
a9 € lunité et des enveloppes a 11,50 € le lot de 500.
0,90
4 P
g |aui donne
11,50

On définit la matrice colonne P=

le prix de ces fournitures.

1. Pour la rentrée, le lycée Jean Jaurés commande 750
feutres, 50 ramettes de feuilles A4, 30 ramettes de
feuilles A3 et 2 000 enveloppes.

a. Traduire ces quantités par une matrice ligne Q.

b. Quel produit doit-on effectuer pour calculer le cofit
total de la commande ?

2. Le fournisseur recoit les commandes de trois lycées:
Jean Jaurés, Léonard de Vinci et Jean Lurcat.

Les quantités commandées sont respectivement
750 50 30 4

données par la matriceR—(mOU 80 40 8 )
1500 100 80 12

a. A quoi le coefficient 1000 correspond-il ?
Interpréter également le coefficient 100.

b. Calculer, a l'aide d'un produit matriciel, la facture
pour chacun des lycées.

1 [Calculer]
Trouver les coefficients manquants.
=1 2 "7y 42 2 B (4 =3 12}
1.( ? 5 =2 -5 3 ?):(—10 8 12)

\ 4 -6 7 =7 £9 =3 =B 5
=2 2 % A (9

2 (73 33
125 W 20

[Calculer]

: i ai
Soient a et b deux réels et A:(b )
1. Quelle relation existe-t-il entre a et b lorsque A n'est
pas inversible ?

+

A soit inversible

2. Déterminer a et b tels que {A i



. . 2 3
On considére la matrice A:(_1 e )
1.Calculer A? et prouver que A*=—L,
2.Exprimer, pour tout entier naturel n, A*™, A" et
A2 en fonction de n.

[Raisonner.] @
On considere les matrices A—(O 1
11 1
etC= (1 2.1 )
0 -1 -1
1.Calculer AxBet AxC.

2.En déduire que A n'est pas inversible.

[Calculer]

- < 34
1.0n définit la matrice AZ(S 7).

a. Justifier que la matrice A estinversible.

b. Déterminer les coefficients a, b, ¢ et d de la matrice
. fa b)

i (c d/”

2.En déduire une écriture matricielle et une solution

des systémes suivants.

{3x+hy =2 b { Ix—by = -21
S5x+7y = 4 —Sx+3y = N

1 -2 2
=( 2 3 2) et
-2 4 3

12 2

B=( 2 12 ) sont inverses l'une de l'autre.
-2 0 -1

2.En déduire une écriture matricielle et une solution

des systémes suivants.

[calculer] (@

1. Verifier que les matrices A

xX—2y—2z = 4 x+2y+2z = -7
a.q{ 2x—3y—2z = 5 b.i2x+y+2z = 12
—2x+4y+3z = 3 —y—z = 9

D [Modéliser.] @

Pour le cross des éléves de premiére, un lycée a com-
mandeé 120 bouteilles d'eau et 180 paquets de biscuits
pour la somme de 238,80 €.

Pour le cross des éleves de terminale, l'établissement
a commandeé 100 bouteilles d'eau et 190 paquets de
biscuits pour un total de 238,20 €.

1.Modeéliser cette situation sous forme d'un systéeme
(S) de deux équations & deux inconnues x et y
correspondant respectivement au prix d'une bouteille
d'eau et a celui d'un paquet de biscuits.

2.Determiner les matrices A, X et B telles que le
systéme (S) s'écrit sous forme matricielle AX = B.

3.Résoudre le systéme & l'aide de la calculatrice.
Interpréter la solution.

ENTRAINEMENT

[Modeliser]
Lors d'un concours d’admission & une école d'ensei-
gnement supérieur, quatre étudiants ont obtenu les
résultats suivants.

! 0 | 8 | 1 16 21
ERE | 7 1 208
s | 1| o 13 206
ENERR 10 190

Ils souhaitent connaitre les coefficients attribués a
chaque matiére.

On note respectivement a, b, ¢ et d les coefficients de
francais, mathé matiques, anglais et culture générale.

1. Ecrire un systéme de quatre équations d'inconnues a,
b, ¢ et d qui traduit ce probléme.

2.Donner une écriture matricielle de ce systéeme sous la
forme AX = B en explicitant les matrices A, X et B.

3.Résoudre le systéme et interpréter les solutions.

| [Représenter] @eee®
On se place dans un repére orthonormé.

On cherche a déterminer la fonction f dont la courbe
représentative Cf est donnée ci-dessous.

1--

T A

On admet que [ est une fonction du second degré de la
forme flx)=ax’+bx+c.

Le but de 'exercice est donc de déterminer les coeffi-
cients a, b et c.

On sait que C passe par l'origine du repére et par le
point A de coordonnées (3 ; —2,25) ol latangente a CJr
est paralléle a l'axe des abscisses.

1. Traduire ces informations par trois équations
d'inconnues a, b et c.

2.En déduire un systéme (S) de deux équations a deux
inconnues a et b.

3.Déterminer les matrices A, X et B pour lesquelles (S)
équivauta AX=8B

4.Résoudre ce systéme et trouver 'expression de f.
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[Modéliser] @ @

Une societé fabrique et vend une quantité x d'objets,
exprimée en milliers.

Le colit de fabrication, exprimé en milliers d’euros, de x
milliers d'objets est donné par C(x)=ax*+ bx+c,

ol a, b et ¢ sont trois nombres réels qu'on souhaite
déterminer.

On sait que le coiit de fabrication de 4 000 objets
s'éléve a 63 000 €, que celui de 10 000 objets est de
165 000 €, et que celui de 20 000 objets vaut 415 000 €.
1. Justifier que les informations sur C peuvent se
traduire sous la forme du systéme de trois équations a
trois inconnues suivant :

16a+4b+c = 63
100a+10b+c¢ = 165
400a+20b+c = 415
2. Montrer que le systéme obtenu s’écrit sous la forme
a
AX=B, ol X= b) et A et B sont deux matrices a
préciser. c

3. A l'aide d'un calcul matriciel et de la calculatrice,

déterminer a, b et . En déduire une expression de C(x).

4. Déterminer alors le colit de fabrication de
30 000 objets.

] [Représenter] @

A chaque matrice de transformation T, associer la
transformation correspondante, sachant que le carré
bleu est l'image du carré vert par cette transformation.

¥z 42

2 2
j \/E 5

=% 2
2(g )

LLS.fr/ MXPP194

[Représenter]

Pour chacune des transformations planes ci-dessous,
écrire la matrice de transformation correspondante.

1. Le carré bleu est obtenu suite a y
'homotheétie de centre l'origine du

repére et de rapport %

x
2. Le carré bleu est le symeétrique du y
carré orange par rapport a l'axe des e ]
ordonneées. ;
X

. [Représenter] @ @
On considére, dans le repére orthonormé direct
(0;7,7),le point A(2; 4).

|J
| o

=
1

1.a. Placer dans le repére ci-dessus le point A’,
symeétrique de A par rapport a l'axe des ordonnées.
Déterminer graphiquement ses coordonnées.

b. Retrouver les coordonnées de A’ 3 l'aide d'un calcul
matriciel.

2. Soit A" l'image du point A par larotation de centre O
et d'angle %

Déterminer les coordonnées de A” 3 l'aide d'un calcul
matriciel.

3.0n considére le point C(3;1).

a. Déterminer par le calcul les coordonnées de C', image
de C par la rotation de centre A et d'angle %

On pourra commencer par travailler dans le repére (A s ?,?)

b. Placer le point C' dans le repére ci-dessus et vérifier
la cohérence du résultat obtenu.

[Raisonner)] EEME,

Soient A, B et C trois matrices de méme
taille. Démontrer les propriétes suivantes :
1. A+B=B+A (commutativité).

2.A+(B+C)=(A+B)+C (associativité).




[Raisonner.]
Soient M et M’ deux matrices de méme taille.
Soient @ et 8 sont deux nombres réels.
Démontrer les propriétés suivantes :
1.1xM=M
2.(e¢+B)M=aM+ M
3.o(M+M)=aM+aM’

[Raisonner.]

o]

ol a, b, c et d sont quatre nombres réels. On note
det(A)= ad— be son déterminant et on considére la
d —b)

—C d

. b . .
Soit Az(g d) une matrice carrée d'ordre 2

matrice carrée B définie par B :(

On cherche a démontrer 'équivalence : A est inversible
si, et seulement si, det(A) # 0.

Question préliminaire : Calculer AX B et B x A,

Partie A: Implication réciproque

On suppose que det(A ) # 0. Justifier que A est
inversible et déterminer son inverse A",

Partie B : Implication directe

On cherche maintenant a demontrer que si A est
inversible, alors det(A) # 0. Cela revient a démontrer la
contraposée : si det(A) =0, alors A n'est pas inversible.
On suppose donc que det(A) =0 et, par l'absurde, gue
A est inversible.

1.Justifier que l'on peut alors écrire B=A "X AXB.
2.En calculant le produit A "% (A x B) de deux
maniéres différentes, démontrer que B=0,.
3.Quelles sont alors les valeurs de a, b, c et d ?
4.Déterminer alors la matrice A. Est-elle inversible ?

5. Conclure.

N [Raisonner.]

Soit A une matrice carrée inversible d'ordre n.
Montrer qu'il existe une unique matrice inverse de A.

[Raisonner.] @ @ @
Soit n un entier naturel non nul.
Soient D = Diag(d,; ... ; dn) et D' = Diag(d,;...; d)
deux matrices diagonales d'ordre n.
1. a. Calculer DD’ et D'D.
b. On suppose que tous les coefficients diagonaux de
D sont non nuls. Montrer alors que D est inversible et
déterminer son inverse.
2. Montrer que si D est inversible, alors tous ses
élé ments diagonaux sont non nuls (on pourra
raisonner par l'absurde).

[oema]

.

.

ENTRAINEMENT

%3 [calculer] 09 ®

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.
On considere la matrice carrée J, d'ordre n formée
uniquement de 1.

1.Exprimer J ? en fonctionde netde J .

2.En déduire que J n'est pas inversible.

Indiquer si les affirmations suivantes sont vraies ou
fausses (si la réponse est fausse, donner un contre-
exemple) :

1. Pour toutes matrices A et B, A +B existe.

2. Pour toute matrice carrée A d'ordren, AxX0, =A.
3.Pour toute matrice carrée A d'ordren, AxI =A.

4. Pour toutes matrices carrées A et B d'ordre n,
AxB#BxA.

=1 [calculer] @ @@
Soient A et B deux matrices carrées non nulles d'ordre
ntelles que A+B=1.
Soit M une matrice carrée d'ordre n telle gu'il existe
deux réels non nuls et distincts A et g tels que :
M= AA+ pB et M? = A2A+?B.
1.a. Montrer que :
(M—AL ) M—pl )=(M—pl )(M—AL)=0,.
b. En déduire que AB=BA=0_etque A=A etB*=B.
2.Démontrer que, pour tout pe N, on a:
M? = APA+ uPB.
3. Application :

SoientAZ(:i :2).]3:(:§ g)E‘MZ@ _—178)

a. Déterminer A et s tels que M = JA+ B et
M2 = A2A+ 4?B.
b. En déduire M? pour tout p € N.

[Calculer]

411
1.50itA=(1 Bl 1).

11 4
a. Démontrer qu'il existe deux réels ¢ et § tels que :

A?=gA +81,.

b. En déduire que la matrice A estinversible et
exprimer A" enfonction de A et 1.
c. Déterminer la matrice A",

110
2.5oit A=(1 1 1).

0 -1
a.Calculer (A—1,)%

b. En déduire que A est inversible et préciser A"
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ENTRAINEMENT
72 Les graphes

'/ Construire un graphe d'ordre 5 possédant un
sommet de degré 1, un sommet de degré 3 et tel que
tous ses autres sommets soient de degré pair.

- Ajouter autant - TRE——
d'arétes que nécessaire 3¢
pour que le graphe
ci-contre soit complet.
E° B
Quelle est la lon- & B
gueur de la plus petite \E F/
chaine passant par tous
les sommets du graphe
ci-dessous et revenant
u sommet de départ ?
2 h8 /H G\
D C

[Raisonner]
Soit n un entier naturel non nul. Justifier que si un
graphe simple d'ordre n (c'est-a-dire un graphe ayant
au plus une aréte entre deux sommets et sans boucle)
est complet, alors chaque sommet est de degré n—1.

[Modéliser] @

Pour se rendre de Paris & New York en avion, un voya-
geur a plusieurs choix de vols parmi lesquels on trouve :
- des vols directs

 Paris - New York
- des vols avec une escale

« Paris - Londres - New York

« Paris - Zurich - New York

« Paris - Lisbonne - New York

* Paris - Boston - New York
- des vols avec deux escales

« Paris - Zurich - Toronto - New York

« Paris - Zurich - Montréal - New York

» Paris - Montréal - Ottawa - New York

« Paris - Madrid - Londres - New York
Représenter ces difféerents vols sur un graphe oriente,
dont les sommets seront les villes par lesquelles
transite le voyageur.

LLS.fr/MXPP196

v2| [Modaliser]

Alafin de la seconde, un éléve orienté en premiére
géneérale a le choix de suivre ou non l'enseignement de
spécialité mathématiques.

Un éléve n'ayant pas suivi l'enseignement de spécia-
lité en premiére peut suivre l'enseignement facultatif
mathématiques complémentaires en terminale.

Un éléve ayant suivi lenseignement de spécialité en
premiére peut 'abandonner et ne plus faire de
mathématiques, 'abandonner et suivre l'enseignement
facultatif mathématiques complémentaires ou le
poursuivre en terminale.

S'il poursuit l'enseignement de spécialité en terminale,
il peut choisir de suivre l'enseignement facultatif
mathématiques expertes.

Représenter les differents parcours en mathématiques
possibles d'un lycéen par un graphe, dont les sommets
seront les différents enseignements possibles.

[Raisonner] @ @ @

1. Montrer que la somme des degrés des sommets d'un
graphe est égale au double du nombre d'arétes.

2.a.Un octogone et toutes ses diagonales forment un
graphe. Quel est le nombre d'arétes de ce graphe ?

b. Qu'en est-il si 'on considére un polygone quia 1000
cotés ?

3. Un club d'échecs souhaite organiser un tournoi
pour quinze joueurs. Lors des phases de sélection, on
souhaite que chaque joueur en affronte cing autres.
Est-ce possible ?

[Modeliserer.]

Le graphe ci-contre

représente les autoroutes
entre les principales villes
de la réegion Hauts-de- o
France : Abbeville (A),
Boulogne-sur-Mer (B),
Calais (C), Dunkerque (D), ®

Lens (E), Beauvais (I), Q\\.
Lille (L), Amiens (M), L N
Laon (N), Saint-Omer (Q), &

Péronne (P), Saint-
Quentin (Q), Senlis (S) et
Valenciennes (V).

1. Quel est 'ordre de ce graphe ?

2.a.Quels sont les sommets de plus haut degré ?
b. Quels sont les sommets de plus petit degré ?
3. Les sommets L et E sont-ils adjacents ?

4. Ce graphe est-il complet ? Justifier.




ENTRAINEMENT

1| [Représenter] @@ :

[Modeliser.]

Lillustration ci-dessous représente la ville de : Le plan d'un parc zoologique est donné ci-dessous.
Konigsherg au XVIII® siécle et ses sept ponts. :

T —

- e
: w hm

A

. 1.Modéliser le plan du parc zoologique par un graphe.

2. Quel est l'ordre de ce graphe ?
on peut accéder a un autre quartier en empruntant

i 3.Quels est le sommet de plus petit degré ?
l'un des ponts.

) e 4. Ce graphe est-il complet ? Justifier.
1.Représenter la situation par un graphe. . Cad P l

. . - 5.Ce graphe est-il connexe ? Justifier.
2. Ce graphe est-il complet ? Justifier. -

- @Application du calcul matriciel aux
. graphes

Cest Euler qui, en 1759, rapporte cette configuration E
et le probléme suivant : « Peut-on arranger son : .
parcours de telle sorte que l'on passe sur chaque pont, | Exercices | FL&SH
et que 'on ne puisse y passer qu'une seule fois ? ». 11 :

¢étudie le probléme en toute généralité et montre qu'il
n'a, dans ce cas, pas de solution.

3.Ce graphe est-il connexe ? Justifier.

d | Déterminer la valeur des entiers @, b, c et d
F 011a0

: 100hH0
- F pour que la matrice M=|1 0 0 d 1 |corresponde
[Chercher.] @ { : al201
D'apreés bac ES, Centres étrangers, juin 2019 0c110
Un restaurateur se fournit auprés de cing producteurs : a la matrice d'adjacence du graphe ci-dessous en
locaux. classant les sommets dans l'ordre alphabétique.

Le graphe ci-contre

E R - oA
représente la situation | T
éographique du restaura- 5 C
geographiq 2 : E¢~ » B
teur et de ses fournisseurs, P i
les arétes correspondant .
au réseau routier et les - B*

o :

sommets aux producteurs : \ :

s o o /{? . : On considére un graphe dont la matrice
F

maraicher (M), pisciculteur

12
(P), restaurateur (R) et d'adjacence M = ((1} 0 2) est obtenue en classant
vigneron (V). . 220
1.Quel est l'ordre de ce graphe ? les sommets dans l'ordre croissant.
2.a. Quel est le degré dusommet P ? 1. Déterminer le nombre de chaines de longueur 2
b. Citer un sommet de degré inférieur ou égal 3. - reliant les sommets 2 et 3.
¢. Citer deux sommets de degré impair. . 2. Déterminer le nombre de chaines de longueur 3

3.Citer deux sommets adjacents et deux sommets qui reliant les sommets 2 et 3.
ne sont pas adjacents.

4. Ce graphe est-il complet ? Justifier. :
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30 [calculer)

On considére un graphe dont la matrice d'adjacence,
obtenue en rangeant les sommets dans l'ordre crois-
sant, est notée M.

7 7 213

13 13 4 16

18 11 9 14

3 222

Déterminer le nombre de chemins de longueur 6 reliant
le sommet 2 au sommet 3.

On donne M?=

[Représenter] @ @

D'aprés bac ES, Métropole, juin 2018

\/ \/

1. Est-il possible de suivre un parcours en passant par
toutes les étapes ?

Un parcours sportif est
composé d'un banc pour
abdominaux (B), d'un
mur d'escalade (M), d’'une
poutre d'équilibre (P),
d'untunnel (T) et d'une
échelle suspendue (E). Le
graphe ci-contre indique
les différents parcours
envisageables.

2. Déterminer la matrice d'adjacence M de ce graphe ol
les sommets sont classés dans l'ordre alphabétique.

3. Déterminer M? puis en déduire le nombre de
chemins de longueur 3 reliant B a E.

4. Le responsable souhaite ajouter une barre de traction
notée Z. De nouveaux sentiers sont construits et de
nouveaux parcours sont alors possibles.

La matrice d'adjacence N, associée au graphe
représentant les nouveaux parcours, dans laquelle les
sommets sont classes par ordre alphabétique est :

010101
000011
lo10110

N=lg01000]
011000
001110

Compléter le graphe précédent en ajoutant les arétes
nécessaires pour que le graphe obtenu corresponde a
la matrice N.

4 [Représenter]
D'aprés bac ES, Amérique du Nord, juin 2017
Le graphe ci-dessous représente les principaux sites
touristiques de l'Islande.

LLS.fr/MXPP198
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S s e s s s s s s e s s R s uE s

ssassma

H : Rocher Hvitserkur

D : Chute d'eau de Dettifoss
:Geyser de Geysir L : Massif du Landmannalaugar
: Capitale Reykjavik V : Ville de Vik

J : Lagune glaciére de Jokulsarlon

1. Quel est l'ordre de ce graphe ? Justifier.

B: Le lagon bleu

M : Lac de Myvatn
G
R

2. Ce graphe est-il complet 7 Justifier.
3. Ce graphe est-il connexe ? Justifier.

4, Déterminer la matrice d'adjacence de ce graphe (les
sommets seront classés dans l'ordre alphabétique).

. [Chercher] @ @
D'aprés bac ES, Asie, juin 2019
Une compagnie ferroviaire
a représenté a l'aide d'un
graphe les différentes liai-
sons assurées par ses trains.
Les sommets du graphe sont
les initiales des gares des-
servies et les arétes corres-
pondent aux trajets effectués
par un train de cette compa-
gnie entre deux gares.

Par exemple, l'aréte entre A et G signifie qu'un train
effectue la liaison entre les gares A et G, en partant de
A vers G ou en partant de G vers A.

1. Le graphe est-il complet ? Interpréter ce résultat dans
le cadre de l'exercice.

2.0n note M la matrice d'adjacence du graphe ci-
dessus en classant les sommets par ordre alphabétique.
Déterminer M.

3. La compagnie souhaite qu'un train partant de la gare
F effectue trois trajets avant d'arriver a la gare B.

[oimo]

Déterminer le nombre de trajets possibles.

84 [Raisonner] @ @ @

Soit M=(a. )=| 2 la matrice
=i i,j)_ :

i 7 n,n
d'adjacence d'un graphe d'ordre n, dont les sommets
sont numérotés de 1anetsoitke N,



On souhaite démontrer par récurrence sur k que le
terme de la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne de la
matrice M* correspond au nombre de chaines de
longueur k reliant le sommet { au sommet j.
1.Verifier que la proprieté est vraie au rang k=1.

2. Soit un entier p = 1tel que le coefficient situé ala
i-iéme ligne et a la j-iéme colonne de MP corresponde
au nombre de chaines de longueur p reliant le sommet

iau sommet j.
b,b,..b

11 Jiz o
Notons MP = (b, .)= by :
=(b;;)= : - B
bﬂ,“ 1 A i bﬂ,"
C1,1 C1,2 b {:1,!1
oL, f :
etMPH=(c, )=
i, :
Bl woe weiig

a. Pour tous entiers naturels i et j compris entre 1 et n,

n
justifier que ¢, ;= 2—:1 b; ;-

b. Interpréter b, et a,; entermes de nombre de
chaines.

c. En déduire gue c; ; est le nombre de chaines de
longueur p +1reliant les sommets i et j.

3.Conclure.

[Représenter.]

Les différentes salles d'un A,

chateau ont été nommées . .

A BCDEFGHetl \
afin de permettre aux

visiteurs de se repérer sur \
e

le plan. GY

1.Le graphe ci-contre donne \

les parcours possibles d'un F E
visiteur dans ce chateau.

Déterminer la matrice d’adjacence M de ce graphe (les
sommets seront classés dans l'ordre alphabétique).

20 3 6 11205 18 5 12
3 16 19 3 8 4 12 N
6 0 17 1 4 1 2
1 19 31 9 1112 19 20
2.0n donne M*={20 3 9 28 9 20 9 12|
5 8 M 9 9 8 9 6
18 4 12 20 8 20 6 12
5 12 19 9 9 6 17 12
12 112 20 12 6 12 12 18
a.Combien y-a-t-il de chaines qui, en quatre étapes,
partent de E et reviennenta E ?

- A AW

b. Combien y-a-t-il de chaines qui, en quatre étapes,
partent de C et arriventa I ? Les citer.

¢. Est-il toujours possible de joindre en quatre étapes
deux salles quelcongues ? Justifier.

ENTRAINEMENT

[Chercher] @
D'apreés bac ES, Polynésie, juin 2018
Un journaliste britannigque d'une revue consacrée a
l'automobile doit tester les autoroutes francaises.
Pour remplir sa mission, il décide de louer une voiture
et de circuler entre six grandes villes francaises : Bor-
deaux (B), Lyon (L), Marseille (M), Nantes (N), Paris (P)
modélisé par le graphe

et Toulouse (T).
P.
ci-dessous sur lequel les K i
sommets représentent les 'N/ M
villes et les arétes les /
liaisons autoroutieres 3
B \//,

entre ces villes.

Le réseau autoroutier
reliant ces six villes est

1.a. Quel est l'ordre du graphe ?
b. Le graphe est-il complet ? Justifier la réponse.

2.0n nomme G la matrice d’adjacence du graphe (les
villes étant classées dans l'ordre alphabétique).

0 .. 0111
001111
001 ..0 .1
Ondc}nmalG—1 10010
11 ..101
111010
1013510 1 12
13128113 12
583255 7
L
tG =l 115610 7/
11 13 5 10 10 12

12127 7 12 8
a. Compléter la matrice d'adjacence G.

b. Alors qu'il se trouve a Paris, le rédacteur en chef
demande au journaliste d’étre 4 Marseille exactement
trois jours plus tard pour assister a une course
automobile. Le journaliste décide chaque jour de
s'arréter dans une ville difféerente.

Déterminer le nombre de trajets possibles respectant
ces conditions.

¥4 [chercher]
On considere le graphe ci-dessous.

Déterminer le nombre de chaines de longueur 4 reliant
AabD.

IS
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! [Calculer, Modéliser]
D'aprés bac ES, Polynésie, juin 2015
Un constructeur de planches de surf fabrigue trois
modéles. La conception de chague modéle nécessite le
passage par trois postes de travail.
Le tableau 1indique le nombre d'heures nécessaires
par modele et par poste pour réaliser les planches et le
tableau 2 indique le coiit horaire par poste de travail.

1. Soient H et C les deux matrices suivantes :
8 10 14 (25
HZ( 6 6 10) et C=(20).
12 10 18 15
a. Donner la matrice produit P=H x C.
b. Que représentent les coefficients de la matrice P ?

2. Aprés une étude de marché, le fabricant souhaite que
les prix de revient par modéle soient les suivants:

« modéle 1:500€;
« modéle 2:350€;
= modeéle 3:650 €.

Il cherche a déterminer les nouveaux coits horaires par
poste, notés a, b et ¢, permettant d'obtenir ces prix de
revient.

a. Montrer que les réels a, b et ¢ doivent étre solutions

a 500
b): (350 )
c 650

b. Déterminer les réels a, b et ¢.

du systéme Hx

Le terme de matrice pour désigner un tableau de
nombres est introduit par James Sylvester en 1850.

Il est repris par Arthur Cayley qui en donne une
premiére théorie, mais dans le cadre de problémes
géomérriques tres spécifiques. Il faudra atrendre les
années 1920-1930 pour qu'elle devienne une théorie
intégratrice et I'un des fondements de ce qu’on appelle
aujourd’hui I'algeébre linéaire.

200 M [ LLS.fr/MXPP200

|

gh | 10h wh |

6h | 6h 0h |

2h | 1oh 18h |
25 €/h
20 €/h
15€/h

89 | APPROFONDISSEMENT IR I e

D'aprés bac ES, Métropole, septembre 2016

Afin d'améliorer la qualité de ses services, un parc a
réalisé une étude statistique pour relever la durée
moyenne d'attente, en minute, a la billetterie en
fonction de ["heure.

Cette mesure a eu lieu chaque heure de 9 ha16 h.
On obtient le relevé suivant.

20¢ . .

24 .
IENEREAREEE T BEERE R

Ainsi, a 10 h, il y avait 14 minutes d'attente.

On souhaite modéliser cette durée d'attente par une
fonction qui, a 'heure, associe la durée d’attente en
minute. Ainsi, il sera possible d’avoir une estimation de
la durée d’attente.

On choisit de modéliser cette situation a l'aide de la
fonction f définie par flx)=ax’+bx+c,ola,bete
sont des réels avec a # 0 tels que les trois points (9 ; 9),
(11;20) et (16 ; 2) appartiennent a la représentation
graphique de f.

1. Traduire les données de l'énoncé sous la forme d'un
systéme de trois équations a trois inconnues q, b et c.

2. Déterminer les trois réels a, b et ¢.

3. En utilisant ce modeéle, déterminer les plages horaires
pour lesquelles l'attente peut étre inférieure 3 dix
minutes.

: o) [calculer, Représenter]

D’aprés bac S, Amérique du Nord, 2015

1711 10
On donne les matricesM=(1 —1 1)et1=(0 1

0
0).
1

PartieA 4 2 1 0 0
1. Calculer la matrice M?.

20 10 1
OndonneM3:(12 2 9).

42 20 21

2. Vérifier que M* = M?+8M +61L.

3. En déduire que M est inversible et que :
M ":%(ME—M—SI).

Partie B

On cherche & déterminer trois nombres entiers a, b et
¢ tels que la parabole d'équation y = ax’ + bx + ¢ passe



par les points A(1;1), B(—=1;—1)et C(2;5).
1.Démontrer que le probléme revient a chercher trois

a 1
entiers a, b et ¢ tels que M(b)—(—1 )
\C 5
2.Calculer les nombres a, b et ¢ et vérifier que ces
nombres sont des entiers.

La méthode dite « du pivor de Gauss » ou

« éliminaton de Gauss-Jordan » pour des systémes
d’équations linéaires érait d’'usage courant bien

avant ces deux mathémariciens du XIX* siecle. Mais
Gauss en fera une méthode puissante urile aux

calculs astronomiques et géodésiques. Clest avec le
développement du calcul marriciel (milieu XX siecle),
qu'on attribuera & Gauss cette méthode d’inversion
d’une marrice.

[Calculer, Raisonner.]
Diagonalisation et puissance de matrices

3 2)eer=( 3)

1.Justifier que P est inversible et calculer son inverse.
2.Calculer le produit D=P 'x AxP.
3.En déduire que A=PxDxP .

On considére les matrices A:(

4.a. Pour tout entier naturel non nul n, conjecturer une
expression de D".

b. Démontrer cette conjecture par récurrence.
5.Exprimer alors A" en fonction de n.

4 [calculer, Raisonner.]

Diagonalisation et puissance de matrices

0 2 -

On considére les matrices A—( 3 20 ) et

14 2 2 2 1
P:(1 3 —3).

1 -2 2
1.Déterminer l'inverse de P.
2.Calculer le produit D=P 'x AxP.
3.En déduire que A=PXDxP .
4.a. Pour tout entier naturel non nul n, conjecturer une
expression de D".
b. Démontrer cette conjecture par récurrence.
5. Exprimer alors A" en fonction de n.

=1 [Calculer, Raisonner.]
Soient n un entier naturel supérieur ouégal a2 et A la

matrice carrée de taille nn, formée de 0 sur la diagonale
et de 1 partout ailleurs.

SYNTHESE

1.Calculer A? et exprimer le résultat en fonction de A,
de I etde n.

2.En déduire que A est inversible et en déduire A,

[Calculer, Chercher.]

Matrices et changement de repére

Dans cet exercice, on munit le plan d'un repére

orthonormé direct (O : f,j).

Partie A : Changement de repére et translation

Soient a et b deux nombres réels.

1. Calculer 'image O’ de O par la translation de
o a

vecteur t—(b).

2.Déterminer l'image I’ du point I(1; 0) par la

translation de vecteur t, puis 'image J' du point

J(0 ;1) par cette méme translation.

- g errpr - . -
3.Démontrer que (O'; or, O’J') définit un repére
orthonormé direct du plan.
4.0n considére deux nombres réels x et yet le
point M, dont les coordonnées dans le repére (O 3 i,j)
sont données par M(x; y).

Déterminer les coordonnées de M dans le

repére (O’ ; or, O'J’).

5. Inversement, on considére deux nombres réels x’ et
y' et le point M’ dont les coordonnées dans le repére
(O’ : O_Ir O’J') sont données par M'(x" ; y’').
Déterminer les coordonnées de M’ dans le

. > F

repere (O; 1,] )

Partie B : Changement de repére (cas général)

Dans cette partie, on considére quatre nombres réels a,
; b

b, c et d. On note T la matrice (z d)‘

1.Calculer l'image O’ de O par cette transformation.

2.Calculer de méme l'image T' et J' des points I(1; 0)

et J(0:1).

3.a.A quelle condition sur a, b, c et d le triplet

(O’ ; O, O'J') définit-il un repére du plan ?

b. Que signifie cette condition pour la matrice T ?

4.0n suppose dans la suite que la condition de la

question 3. est vérifiée.

a.Soit M un point du plan dont les coordonnées dans

le repére (0 i,j)sont M(x;y).

Calculer les coordonnées de M dans le repere

(O’ ; 0T, O'J’) en fonction de x et de y.

b. Inversement, si on note (x' ; y') les coordonnées de

M dans le repére (0' ; W, ﬁ:), par quelle matrice

doit-on multiplier (;:) pour obtenir les coordonnées de

M dans le repére (0 : ?,;) ?
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.SYNTHESE

1 [Chercher, Raisonner]
Racine carrée de matrice
Partie A : Etude de quelques exemples

= . [—26 70
1. Dans cette question, on note A la matrice (_21 51)
s i -2 10
et on considére la matrice B =(_3 9 )
a. Montrer que B> = A,

On dit que B est une racine carrée de A.

—38 70) (38 —70)._.J (2 —10
—21 39/"\21 -39 3 -9
également des racines carrées de A.

b. Montrer que( )sunt

_2) sont des racines

. 10 2
2, Iu?tlﬁer que (0 1 ) et (1
carrées de I,
Partie B : Cas d'une matrice diagonale
Dans cette partie, on considére deux réels x et y

o i x 0
positifs et distincts et on note D:(cl )

0 - «
1. Montrer que (‘E ) est une racine carrée de la
: 0y
matrice D.

2. 0n cherche a déterminer les autres racines carrées
de D.

On suppose donc qu'il existe une matrice Rz({; z.)
telle que R?=D.

a. Montrer que déterminer R revient a résoudre le
a’*+bc=x

bla+d)=0

clatd) =0

ch+di=y

b.On souhaite montrer que b et ¢ sont nuls.

systeme d'équations

On raisonne par l'absurde en supposant que b ou ¢ est
non nul. Justifier qu'on a alors a = —d puis aboutir a
une contradiction.

¢. Conclure sur l'expression des racines carrées de la
matrice D.

d. Que se passe-t-il si on ne suppose pas les reels x et

£ e . 1 2
y distincts ? (On pourra considérer les matrices (1 71)

t(g 3)

Partie C : Cas d’'une matrice diagonalisable
Soient C une matrice d'ordre n admettant une racine
carrée R et P une matrice carrée d'ordre n inversible.

1. Montrer que PRP " est une racine carrée de la

matrice PCP .
=21 50)

2. 0n note dans la suite la matrice C=(_15 %

1 3)'

Justifier que P est inversible et calculer P,
— 40 1

b.MontrerqueC—P(O 9)P :

c.Déeterminer les racines carrées de la matrice (

s p 25
a. Soit P la matrice (

0 9)‘
d. En déduire les racines carrées de la matrice C.
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[Chercher, Modéliser.]

D'aprés bac S, Centres étrangers, 2017

L'arbre de Stern-Brocot a été découvert séparément par
le mathématicien allemand Moritz Abraham Stern (1858)
et par Achille Brocot (1861), horloger francais qui l'a
utilisé pour concevoir des systémes d'engrenages avec
un rapport entre rouages proche d'une valeur souhaitée.

Cet exercice aborde la méthode M

avec des matrices carrées. /\

On considére les deux matrices

10 11 M xG M xD
G :( ) et Dz( )

11 01
On construit & partir d'une matrice initiale un arbre
descendant de la facon suivante : de chaque matrice
carrée M de l'arbre partent deux nouvelles branches
vers les deux autres matrices M x G (a gauche) et M x D
(2 droite). Ces deux nouvelles matrices sont appelées
les matrices filles de M.

Dans la méthode considérée, on prend comme matrice

— 3 10

initiale la matrice [ = (0 1).

1. Déterminer les deux matrices manquantes A et B,
dans la troisiéme ligne de l'arbre de Stern-Brocot

ci-dessous.

Dans la suite de l'exercice, on admet que, pour toute
a c

b d
nombres a, b, c et d sont des entiers vérifiant :
b+d+#0.

2.0n associe, a une matrice M :(

K . atc
Stern-Brocot, la fraction S

matrice M :( ) de l'arbre de Stern-Brocot, les

Cc

ﬂ 1]
b d) de l'arbre de

Montrer que, dans cette association, le trajet

« gauche - droite - gauche », 3 partir de la matrice
initiale dans l'arbre, aboutit 8 une matrice
correspondant a la fraction %

3.SoitM=(g E

On rappelle que a, b, ¢ et d sont des entiers.

) une matrice de l'arbre.

On note A, = ad —bc, la différence des produits
diagonaux de cette matrice.

a.Montrer que siad—bc=1,alorsd(a+c¢)—e(b+d)=1.

b. En déduire que si M :(g ;) est une matrice de

l'arbre de Stern-Brocot telle que A, = ad —bc =1, alors

A, =1 cest-a-dire que la différence des produits



diagonaux de la matrice M x G est aussi égale a 1.

On admet de méme que A =1, et que toutes les
autres matrices N de l'arbre de Stern-Brocot verifient
legalite A =1.

4.Déduire de la question précédente que toute fraction
associée a une matrice de l'arbre de Stern-Brocot est
irreductible.

5.Soit m et n deux entiers naturels non nuls premiers
entre eux. Ainsi, la fraction —21 estirréductible. On
consideére l'algorithme suivant.

Tant que (m # n) faire :
Siim<n):
Afficher « Gauche »
n<«En—m
Sinon :
Afficher « Droite »
meéem—n
Fin Si
Fin Tant que

a. Recopier et compléter le tableau suivant.

Indiquer ce qu'affiche l'algorithme lorsqu'on le fait
fonctionner avec les valeurs m=4etn=7.

| ‘| |

| 7| |
b. Conjecturer le réle de cet algorithme.

Vérifier & 'aide d’'un calcul matriciel le résultat obtenu
avec lesvaleurs m=4etn=7.

i [Chercher, Calculer]

Partie A : Permutations d’un ensemble a trois éléments
Soit E l'ensemble {1; 2 ; 3}. On s'intéresse dans cet
exercice aux permutations de l'ensemble E.

1(; f g) est la permutation définie par1— 3,2~ 1et
32

Déterminer les 5 autres permutations de l'ensemble E.

2. La signature d'une permutation ¢ est le nombre,
noté &), défini par:
_o(1)—o@) o(1)—0B), 0(2)—o(3)

elo)=—7=; =3 =3
Calculer la signature de chacune des permutations
précédentes.
Partie B : Déterminant d'une matrice 3x 3
abec
Considérons la matrice M=|d e f|
g h i

SYNTHESE

Le déterminant de la matrice M, noté det(M) ou encore
abc

d e f| estle nombre défini par:

g h i

=]
det(M) = E1 e(0y) X A5 ()a 2 arr*m.zx @ i3)3

ol g,, .., 0, désignent les permutations de la Partie A.
1.a. Montrer que :

det(M )= aei +bfg + edh — afh — bdi — ceg.

5 -3 -6
b. Calculer le déterminant des matrices A=(2 —4 7 )

1 523 0 0 8
et B:(2 4 ?).
4 6 2
€. Soient x, y et z des nombres réels.
1zt
Montrer que [1 y y*|=(z—y)(z—x)(y—x).
1z z°

2.a. Vérifier que ;

_ e f| d f| de
det(M)—aX|h 1.| b><|g : +cx g h

.le fl ... i . e f
0U|h 1“cieslgne.l le déterminant de(h 1‘)'
abc
b. Montrer que |0 d e|=axdXxf.
00 f

121 [Modéliser, Calculer.]

Soit " une fonction définie, pour tout reel x, par
flx)=a®+bx’+cx+d, ol a, b, cet d désignent des
nombres réels avec a # 0. On a représenté ci-dessous
la courbe représentative C; de la fonction f dans un
repére (0;7,7).

\a

Les points A(—5:;6), B(—1;3),C(2;4) et D(5;—2)
appartiennent a Cy

1. Traduire les données de l'enoncé sous laforme d'un
systéeme (S) de quatre équations a quatre inconnues a,
b, cetd.

2.Déterminer les matrices M, X et P telles que le
systéme (S) s'écrit sous la forme M x X =P,

3.0n admet que la matrice M est inversible.

A l'aide de la calculatrice, déterminer M .

4,En déduire les réels a, b, c et d solutions du
systéme (S).
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Dans tout l'exercice, on suppose que les graphes sont
connexes et non orientes.

Partie A: Cas d'une chaine eulérienne

Une chaine eulérienne est une chaine qui passe par
toutes les arétes du graphe une et une seule fois.

Le théoreme d’Euler affirme qu'une telle chaine existe
si, et seulement si, tous les sommets du graphe sont de
degré pair sauf éventuellement deux. Dans ce cas, les
extrémités de la chaine sont ces sommets.

On souhaite démontrer la condition nécessaire de

ce théoréme. Supposons que le graphe admette une
chaine eulérienne.

1. Expliquer pourquoi tous les sommets sont d'ordre pair,
sauf éventuellement le premier et le dernier de la chaine.

2.0n se place dans le cas ot les extrémités sont
confondues. Considérons un sommet S par lequel la
chaine est passée k fois (k € V). Quel est le degré de S ?

3.0n se place a présent dans le cas ol les extrémités ne
sont pas confondues. Quel est le degré d'une extremité
par lequel la chaine est passée k fois (k € V) ?

4. Conclure.

Partie B : Cas d'un cycle eulérien

Un cycle est une chaine dont les sommets de départet
d'arrivée sont confondus.

Un cycle eulérien est un cycle qui passe par toutes les
arétes du graphe une et une seule fois.

Le théoréeme d'Euler affirme gu'un tel cycle existe si,
et seulement si, tous les sommets du graphe sont de
degré pair. On dit alors que le graphe est eulérien.
Démontrer ce théoréme.

Partie C : Algorithme de détermination d'un cycle ou
d’une chaine eulérienne

Pour construire une chaine eulérienne, on utilise
l'algorithme suivant.

Siil y a exactement deux sommets de degré impair
Alors on construit une chaine quelconque joignant
ces deux sommets
Sinon on construit un cycle a partir de n'importe
quel sommet

Fin Si

Tant que toutes les arétes n'ont pas été parcourues
Si toutes les arétes ont été parcourues

Alors la chaine (respectivement le cycle) est
eulérienne (respectivement eulérien)

Sinon on insére dans cette chaine (respective-
ment ce cycle) un cycle ayant pour origine 'un
des sommets déja utilisés et ne contenant pas
d'aréte déja parcourue ni deux fois la méme aréte

FinSi
Fin Tant que

204 M [ LLS.fr/MXPP204
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Déterminer si chacun des graphes ci-dessous admet un
cycle eulérien et le déterminer.

a. b.
A B

Partie D : Application

Dans un plan de lutte
contre la pollution urbaine,
une municipalité a décidé

de développer un réseau *
de navettes, mis en place \
C

entre des parkings situés
aux abords de la ville et les
principaux sites de la ville.
Le graphe ci-dessus indique les liaisons entre ces
difféerents sites.

1. Peut-on envisager un itinéraire qui relierait le parking
P a la gare G en desservant une et une seule fois tous
les sites ?

2. Peut-on envisager un itinéraire qui emprunterait une
et une seule fois toutes les voies ?

Partie A : Etude du probléme

Colorier un graphe, c’est affecter une couleur a chaque
sommet, de sorte que deux sommets adjacents ne
portent pas la méme couleur.

Le nombre chromatique, noté 7, est le plus petit
nombre de couleurs nécessaires pour colorier

un graphe.

Considérons un graphe G.

Un sous-graphe de G est un graphe G’ composé de
certains sommets de G et de toutes les arétes reliant
ces sommets.

Notons m l'ordre du plus grand des sous-graphes
complets de G et A le plus grand degré des sommets
de G.Alors m< y <A+1.

Prouver cette inégalité.




Partie B : Algorithme de Welsh-Powell

Pour colorier un graphe, on utilise l'algorithme suivant.

» Etape1:Lister les sommets par ordre de degré
décroissant.

« Etape2: Attribuer une couleur C, au premier sommet
de la liste.

« Etape3: Attribuer cetie méme couleur a tous les
sommets qui ne sont pas adjacents avec le premier
sommet de la liste et qui ne sont pas adjacents entre
eux.

« Etape 4 : Répéter les étapes 2 et 3 tant que tous les
sommets ne sont pas coloriés.

Colorier le graphe ci-dessous a l'aide de cet algorithme.

Partie C: Application

Camille est éducatrice de chiens : elle donne des lecons
de dressage le samedi aprés-midi.

Neuf chiots sont présents : Aéro, Banjo, Carrousel, Dirka,
Erald, Farore, Gipsy, Hyacinthe et Igor.

| !
SYNTHESE -

Camille souhaite réaliser des exercices d'apprentissage
par petits groupes de deux ou trois chiens.

Farore ne pense qu'a jouer si elle est trop proche de
Banjo, Carousel ou Erald.

De méme, Dirka est trés distraite si Banjo ou Farore sont
a proximite !

Igor ne supporte pas le caractére trop fougueux de
Gipsy.

Enfin, le turbulent Aéro ne supporte la présence d'aucun
autre chiot, sauf Erald et Hyacinthe.

1. Représenter cette situation a l'aide d'un graphe G,
dont les sommets sont les noms des chiots et relier
entre eux les chiots que l'on ne peut pas mettre
ensemble pour ce travail de groupe.

2.Le graphe G est-il connexe ? Justifier.

3.a. Determiner un sous-graphe complet d'ordre
maximal du graphe G.

b. Que peut-on en déduire pour le nombre chromatique
du graphe G ?

4.Donner la valeur du nombre chromatique du

graphe G.

5. Peut-on proposer une répartition des chiots en

groupes de deux a trois chiots pouvant travailler
ensemble ?

g Nz plik

A

Exercu:es tra nsversaux en lien avec ce chapitre :

Complexes Arithmétique Matrices

Le Grand Oral

A 6 (31 8 £} 18 il

Graphes

Entrainez-vous au Grand Oral et enregistrez-vous sur [(RER{{ UL oI

Comme le suggére le programme, les problémes abordés en maths expertes peuvent servir d'appui a des questions
de Grand Oral. Voici un exemple, basé sur l'enseignement de spécialité, utilisant des notions de ce chapitre.

Les matrices ont des applications en cryptographie, en
théorie des graphes mais aussi en géometrie.

Il existe également des liens entre les matrices et les
représentations paramétriques de droites, vues en
enseignement de spécialité mathématiques.

1.Soit (d) une droite de l'espace dirigée par le vecteur
ula;b;c) aveca, b et ¢ des réels, et passant par

le point A(x, ;y, ;z,). Donner une représentation
paramétrique de cette droite, puis justifier qu'on peut
écrire cette représentation paramétrigue sous la forme

X X

A
y)=At+ y, |0l testun nombre réel et A estune
Z ZA

matrice colonne a déterminer.

2.0n se place maintenant dans le plan et on s'intéresse
a la représentation paramétrique d'une droite de
vecteur directeur u(a; b) et passant par l'origine du
repére.
Rappeler quelle transformation du plan représente la

: 0 —1 : 0 1\/a
matrice (1 0 ), puis calculer (1 0 )(b)
Quel résultat du cours d'enseignement de spécialité
mathématiques retrouve-t-on ?

Consulter les fiches méthode de

Méthodologie
etadotos ce manuel pour le Grand Oral p. 244
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Ava'n_t de com méncér

n Multiplier deux matrices
On considére les matrices 3 x 3 suivantes :
2 31 2 3 8
A=(1 —1 1) etB=|1 2 0).
10 1 1T-10
1. Calculer Ax B,

2. Calculer A x (I,—B) de deux maniéres
différentes.

B Calculer des puissances de matrice
On considére les matrices 3 x 3 suivantes ;
011 200
A=(0 0 1)et B=(0 2 0).
000 002
1. Calculer A? et B,

2. Montrer que AB = BA.
3. En déduire (A+B)°.

B Utiliser le vocabulaire sur les graphes

On considére le graphe suivant.

1. Ce graphe est-il complet ? Est-il connexe ?

2. Quel est l'ordre de ce graphe ?

{21 utiliser une loi de probabilité

on considére une variable aléatoire X dont la loi
de probabilité est donnée ci-dessous en fonction
d'un nombre réel a.

P(X=x,)| a 0,4 0,1

1. Déterminer a.
2. Calculer l'espérance et la variance de X.

B Utiliser une probabilité conditionnelle
Soient A et B deux événements d’'un univers tels
que P(A)=0,4, P(B)=0,2et P,(B)=0,1.

1. Calculer P(ANB).

2. En déduire P(AUB).

220 Il LLS.fr/MXPP206

1. Effectuer des opérations sur les matrices.
2. Utiliser les probabilités conditionnelles.
3. Maitriser les suites.

4. Connaitre les généralités sur les graphes.

n Utiliser la formule des probabilités totales

Soient A et B deux événements d'un univers tels
que P(A)=0,4,P,(B)=0,1et PL(B)=0,3.
Calculer P(B).

n Déterminer la limite de suites

1. Donner les limites éventuelles des suites
suivantes dont on donne le terme général, pour
tout entier naturel n.

a.u =3"

b.v, =03"

cw =(-3)"

2. Soit # un nombre réel fixé.

Déterminer la limite éventuelle de lasuite (t )
définie, pour tout entier n, par t, =cos(8").

On pourra distinguer plusieurs cas.

n Probléme

On considére la suite (u, ) définie par u,=1et,
pourtoutne N, u . =0,5u +3.

1. Montrer que la suite (v ) définie, pour tout
ne N, parv, =u —6 est une suite géométrique
dont on précisera la raison et le premier terme.
2. Exprimer, pour tout n € N, v _en fonction de n
puis u_ en fonction de n.

3. En déduire la limite de u, .

4.0n admet que la suite (u, ) est croissante.
Ecrire un algorithme permettant de déterminer
le rang a partir duquel les termes de la suite (u,)
sont supérieurs ou égaux a 5,5.

AndreT Markov, mathématicien russe, était
surnommeé l'enragé. De tendance moderniste,
il s'estillustré par ses sorties contre le tsar
ou contre le clergé orthodoxe. C'est en partie
en cherchant a contredire un contemporain
monarchiste et conservateur gu'il élabora sa
théorie sur les chaines aléatoires qui portent
son nom.




Lune des maniéves de programmer un robot consiste
a le laisser expérimenter de maniére aléatoire
différentes solutions face a un probléme qu’il peut

Capacités attendues - chapitre 7

rencontrer.
1. Etudier une suite de matrices colonnes (U , ) définie par une Les différents états du robot sont modélisés par
- relation de récurrence U, , = AU, +B. les sommets d 'un graphe et la transition entre ces
— 2. Modéliser une situation par un graphe (probabiliste). 8 d{ﬁ@‘r‘fﬂﬂ I Pir moaﬁ?'f,iséepgr Lolbriin P2

3. Associer un graphe orienté pondéré a une chaine de Markov a
deux ou trois états.
po | 4 Etudier une chaine de Markov a deux ou trois etats pour calculer
des probabilites, determiner une probabilité invariante, etc.

graphe. A chaque aréte est affectée une probabilité.
Le comportement nest pas déterministe, mais son




.ACTIVITES

) Suite de matrices - modéle « proies-prédateurs »

Obj l!(tif Généraliser la notion de suite aux matrices.

On considéere une forét dans laquelle vivent deux espéces : des lapins et des renards. Les renards sont les prédateurs
des lapins. On observe 'évolution de la population de chacune de ces deux especes.

Pour tout entier 1, on note respectivement r_et ¢ la population de renards et de lapins lors de l'année 2020 + n.

Aprés une étude, les biologistes ont déterminé que les suites (r,) et ((, ) sont naturellement définies, pour tout entier
naturel n, de la maniére suivante :

r.,.,=09r +0,01, [r,=10

le ——r +1010, © lu[,: 10000°

e R

-
o Si on note X, la matrice colonne ( 0. ), déterminer la matrice A telle que, pourtoutne N, X, =AX .

5 n
9 Exprimer, pour tout ne IV, X, en fonction de A, de X et de n.

9 a) Afin d'organiser une chasse dans la forét, chaque année, on relache 1000 lapins et on abat 10 renards.
Modifier la relation de récurrence entre X . et X pourtenir compte de cette information.

b) Calculer alors X, X, et X_.

Dans chacun des cas étudiés au cours de cette activité, expliciter une méthode
permettant d’exprimer, pour tout entier i, X en fonction de n.

-1 Chaines de Markov

UbjECtif Introduire la notion de chaine de Markov.

Chaque semaine, un agriculteur propose a la vente un jus de fruit dans une bouteille en verre que les clients doivent
rapporter lors de l'achat suivant.

On suppose gue le nombre de clients de l'agriculteur reste constant.
Une étude statistique donne les résultats suivants :
= alissue de la premiére semaine, la probabilité qu'un client rapporte la bouteille s'éléve 3 0,9 ;

» sile client a rapporté la bouteille une semaine donnée, alors la probabilité qu'il la raméne la semaine suivante vaut
0,95 alors qu'elle ne vaut que 0,2 dans le cas contraire.

On choisit au hasard un client parmi la clientéle de lagriculteur et on note, pour tout entier naturel n non nul, R,
l'événement « Le client rapporte la bouteille de la n-iéme semaine. » et r, sa probabilité. On a donc r, = p(R ).

Partie A : En utilisant un arbre pondéré
o Déterminer r, et r,.
o Recopier et compléter l'arbre pondéré ci-contre.

eJus‘tiﬁer que, pour tout entier naturel n non nul, ro.,=075r +0,2.

+1

o Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul:
r,=0,1x075" '+0,8.
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Partie B : En utilisant un graphe probabiliste

o On donne ci-dessous le graphe probabiliste correspondant a la situation.

La matrice P, appelée matrice de transition, synthétise le passage d'un état (R ou R) a I'état suivant.
0,95 0,05

ot P_( 02 08 )

A l'aide du contexte, expliquer le fonctionnement du graphe probabiliste puis le compléter.

o On note, pourtout ne N', ¢ la probabilité ¢ =p(R,)etx lamatrice (r, t ).

Justifier que, pourtout ne ', T =T, XA

9 Aprés avoir justifié que, pour tout entier naturel non nul n, r, +t, =1, montrer que r_,, = 0,75r, +0,2.

son complémentaire A. Comment représenter cette situation a l'aide d'un arbre pondéré ?

m On considére une situation probabiliste ol seulement deux événements se succédent : A et
A l'aide d'un graphe probabiliste ? Déterminer un avantage du graphe par rapport a l'arbre.

Comportement asymptotique I From random tmport®

2
3 proba_initiale_A = 0.3

w Etudier le comportement asymptotique ;proba_in'i.t'i.ale_B = 1 - proba_initiale_A
d'une chaine de Markov.

6 pAA = 0.9
. i . ) 7 pAB = 0.1
On considere la chaine de Markov a deux états A et B définie 8 pBA = 0.4
. . (0,9 0,1 N 9 pBB = 0.6
par la matrice de transition P_(0,4 0,6) et par la distribution 10
initiale 7, = (0,5 0,5), les sommets étant rangés dans l'ordre 11 def etat_suivant(etat):

alphabétique. 12| if etat == "A":

13 if random() < pAB:
. P s s ) 14 return "B"
o Représenter cette chaine de Markov a l'aide d'un graphe. e s
o Calculer ladistribution de probabilité aprés une étape HF if e::ttui" ; ;
puis aprés deux étapes. 18 if random() < pBA:
I . . 19 return "A"
OA l'aide du programme ci-contre, conjecturer la 20 else:
distribution asymptotique de cette chaine de Markov. 21 return "B"
22
o En modifiant le programme, estimer si la distribution 23 def etat_asymptotique():
asymptotique est dépendante de la distribution initiale. g: I‘f ;“‘:d"’"sz < proba_initiale_A:
. etat =
26| else:
On note 7 la matrice correspondant a 27| | etat = "B"
m la distribution asymptotique obtenue. 28| for i in range(1000) =( 5
. > o . - 29 | etat = etat_suivant(etat
just'lﬁer qu'on a r X P =P et interpréter 50| |Feturn ekat
le résultat. 31
32

33 def simule_distribution(n):

34| total =@

35| for i in range(n):

36 if etat_asymptotique() == "A":
37 | | total = total + 1

38 resultat = total/n

39| return resultat
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=D Suites de matrices U,,,,.=AU,,+B

Dans cette partie, k désigne un entier naturel non nul.

I Etude des suites de matrices dela forme U, .= AU,
| Définition

Une suite de matrices colonnes (respectivement lignes) de taille k x 1(respective-
ment 1x k) est une fonction qui, a tout entier naturel n, associe une matrice colonne
(respectivement ligne) de méme taille.

La fonction U définie sur I par n -—-( 2) définit une suite de matrices colonnes de

i 2 5
taille 2x 1. On a notamment U, 2(4) et US:( )

25
Soient A une matrice carrée d'ordre k et (U ) la suite de matrices colonnes de taille
k x 1définie, pour tout n € N, par Y%

n+1 n

Alors, pourtoutne N, U, =A"U,.

[ oémonstRATIoR

La démonstration de cette propriété repose sur un raisonnement par récurrence.
On considére la proposition £ : « U =A"U » olin e N.

En utilisant la définition de la suite (U,) on démontre que, pour tout k € I, si
UE:A"UB. alors U, , :A’“’"UD ce qui permet de conclure.

Remarque : De
méme que pour

les suites nume-
rigues, les suites de
matrices peuvent
étre définies de
plusieurs maniéres.
En particulier, elles
peuvent étre définies
par la donnéee de
leur terme géneéral
0u par récurrence.

Remarque: La
formule obtenue est
analogue a celle déja
connue sur les suites
géométriques.

; ;=
Soient A la matrlce( 1 2
1. Calculer U,.

2. Exprimer, pourtout n € N, U_en fonction de A et de n.

3. A l'aide de la calculatrice, calculer U,

2 : i n 4
) et (U,) la suite de matrices colonnes définie par U =(1 ) et, pourtoutne N, U, , =AU .

ERDINRRR 0T N \smorcicioymimisionnsmt s seriokrrwiio s bmn skie: aesmiosa s Bet s keRvTimtvios s ftaie el Rl skotyie)ieS iiofs se) intinfekts ofalD (o) pniie e Tifee
1. La relation de récurrence donne P
el 4\ (2 Méthode

1 ﬁ_( 1 2)X(1)_( 6 )

La méthode est essentiellement la méme que celle utilisée pour
les suites numériques : on utilise la formule de récurrence afin
de calculer les termes successifs a l'aide du calcul matriciel
Pour éviter les calculs trop longs, il est également possible
d'utiliser l'égalite U, = A" U, qui nécessite toutefois de calcu-
ler une puissance de matrice.

4
2. Pour tout entier naturel n, U, = A"U = A" % (1 )

3.0naainsi U, =A"x (:'):(*1 2)”’x (4):(12782)‘

1 2 1 22 234

210 M [ LLS.fr/MXPP210



- |
COURS -

) Etude des suites de matrices dela forme U, ,= AU, +B

On note dans la suite A une matrice carrée d'ordre k telle que A—1, estinversible et
B une matrice colonne de taille k x 1.

Propriétes
Soit (U, ) une suite de matrices colonnes de taille kx 1dont le premier terme est
la matrice colonne U et vérifiant, pour tout entier naturel n, U . =AU +B.

Remarque:Si A—1
est non inversible

On définit également la matrice colonne C=—(A—1,) "B et, pour tout entier et B non nul, alors
naturel n, la suite de matrices colonnes (V ) de terme général V. =U —C. lasuite U, se
. — V.=U,.-C , comporte en partie
Alors la suite (V) vérifie {V ,=AV et, pour tout entier naturel n, V. = A"V,. ou complétement
n+ n

commme une suite

. . an _
Par ailleurs, pour tout entier naturel n, U, = A" (U, —C)+C. arithmétique.

[EMoNSTRATION] voir exercice (£ p. 223.

Dans lactivité = ., la deuxiéme modélisation amenait a l'étude d'une suite matricielle

0,9 0,01 (10
de laforme U ,, =AU _+B avec A—( 1 1,01 ) et B_(muu)'
~01 0,01

e 0,01) de déterminant det(A—1,)= 0,009 # 0 donc A— L, est inversible.

On peut donc utiliser la propriété pour expliciter le terme général de la suite (U ).

A*hz(

0,95 0 2
et,pourtoutneN.parUm_1:AUﬂ+B,avecA:(’ 1)etB:( )

0 1, —1

: O 10
Soit (U ) la suite définie par U, :(20)

1.Calculer U,.

2.a. ustifier que A—1I, est inversible.

b.Calculer C=—(A—-1,) 'B.

3.Montrer que la suite (V) définie pour tout entier naturel n par V, =U, —C vérifie V_ = AV .

4.En déduire le terme général de (V) puis calculer U

1.U1=AUO+B:(9=5)+( 2 ):(11,5)

% 0522 5 S & Méthode
2.a. A1, :( 6 0 1) et det(A—1,) =—0,005 # 0 donc A—1, estinversible. La méthode utilisée dans ce type
20 0y 2 40 d'exercice correspond a celles
—— . 1 ) i - W
b.C=—(A-1,)"'B ( 0 10)(—1) (10) atudiées:
3.Pourtoutnel, Vv . =U —C=AU +B-C=A(V +C)+B-C. + dans les chapitres sur les suites

Ainsi, pourtout ne N,V =AV +AC+B—C=AV +B+(A—I)C. polpics cals deianen)

+ dans le chapitre de calcul

. o3 A soc 1
Onaalors V,,, = AV, + B+ (A D(~(A-1)"B) matriciel pour les égalités
et ainsi, pourtoutnelN, V, ,=AV +B—B=AV . matricielles.
" —30
Par ailleurs, VanngZ( 10 )
.. . 095 0 \"/—30 . B 22,04
4.Ainsi, pour tout entier naturel n, V.= A"V, =( 0 1,1) ( 10 ) Puisque U, =V +Calors U, = (35794).
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-2 Chaines de Markov

I Définitions et aspect probabiliste
| Défiitions |

Un graphe pondéré est un graphe dans lequel chaque aréte est affectée d'un
nombre réel positif appelé poids de cette aréte.

Un graphe probabiliste est un graphe orienté pondéré par des réels compris entre
0 et 1etdans lequel la somme des poids des arétes issues de chague sommet est

égalea 1.
XEMPLE 0,78
/"-.-._-_-_‘_H"‘A
Le graphe suivant est un graphe probabiliste a deux O,DC:GM_____'/@'DOM
 états (CetT).Ona0,22+0,78=1et 0,47 +0,53=1. 0,53
M Remarque : La défini-
Une suite (X,), ., de variables aléatoires est une chaine de Markov & deux états a et tion d'une chaine de
b (respectivement a trois états a, b et ¢) lorsque, pour tous x,, X, , ... , X; , X;,, dans Markov signifie que

les états passés n'ont
aucune influence sur
les états futurs : seul
La probabilité Px, —x (Xp11 =%X,,) Sappelle probabilité de transition de l'état x, !'état présent a son
al'état x .. importance.

{a; b} (respectivement dans {a;b;c}),ona:

Py =y X = X ket = K1) = Py (X = Xy

Lensemble {a ; b} (respectivement {a ; b ; c}) est appelé espace des états.

Remarque : Les
Illustration a l'aide d’un graphe probabiliste : variables aléatoires
On peut représenter une chaine de Markov a l'aide d'un graphe probabiliste. Chaque (?{n) ne sont pas
sommet représente un état de la chaine de Markov et les poids portés par les arétes "ellessa'ferl'l'e"ta

. & & ey aza Va IS reelles.
orientées représentent les probabilités de transitions. urs >

Graphe d'une chaine de Markov a deux états Graphe d'une chaine de Markov a trois états
s i Remarque : La
pxk—.a(xkn_b)_pa,b px,(—-.:(an_b)_pc,h somme des proba-
bilités de transition
Pas issues d'un méme
= e état est égale a1.
Pﬂ‘ﬂco‘_._______-__-—__._.‘_/ Eg
By,
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La distribution initiale d’une chaine de Markov (X ) est la loi de probabilité de X .

Ike n'aime pas prendre le bus pour aller a l'école et préfére prendre son vélo. Il n'utilise pas d'autre moyen de locomotion.

Chaque jour de la semaine, il va & l'école en bus avec une probabilité de 0,8 s'il ne l'a pas emprunté la fois précédente
et avec une probabilité de 0,3 sinon.

Représenter la situation par un graphe probabiliste.

/-—_._-_._-___-_-——-_-_--——_"L a
036@ @DD,Z Methode
» On repére en premier lieu le nombre d'états: on en a ici deux.
= On construit alors un graphe probabiliste & deux sommets (un pour

chaque état) et on traduit les probabilités de 'énoncé sous forme de
pondérations dans le graphe.

= 0On compléte en utilisant le fait que la somme des probabilités portées par
les arétes issues d'un méme état vaut 1.

I Représentation matricielle d'une chaine de Markov
w Remarque : Dans

— o —— S le programme, on
On considere une chaine de Markov a n etats, numerotés 1; ... ; n, et on note i g
se limite au cas ou

E={1; ...; n} lespace des états. n=2oun=3

La matrice de transition P associée a cette chaine de Markov est la matrice carrée
d'ordre n telle que, pour tout i € E et pour tout j  E, le coefficient p, j correspond
ala probabilité de transition de l'état i vers l'état j.

= <> | Remarque: La
1. La chaine de Markov représentée ci-contre par distribution initiale

un graphe probabiliste a pour matrice de peut étre représen-
i 0,5 0,5 0,5 tée par une matrice
transition ( 0.8 02 ) O,SP@DQ,Q ligne, souvent notée
0.8

T, dont le k-iéme

Le coefficient surligné 0,8 indique que la coefficient corres-

probabilité de passer de l'état © a létat @

pond a la probabilité
vaut 0,8. = de l'état k a Uinstant
@ initial.

2.la chaine de Markov représentée par le
graphe probabiliste ci-contre a pour matrice de 0,4 0,4

0,5 01 0,4 0,3 0,1
transition | 0,7 0,2 0,1]. 0.7

0,3 0,4 0,3 @M@O

0,5 0,1 0,2
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Propriétés
1. Les coefficients de la matrice de transition d'une chaine de Markov sont des

nombres appartenant a lintervalle [0; 1].

2.La somme des coefficients d'une ligne donnée de la matrice de transition est
égale 3 1.

1)) Evolution d’une chaine de Markov

I Etude sur plusieurs rangs
Remarque : Une

i - . . chaine de Markov est
On considére une chaine de Markov (X ) dont on note P la matrice de transition donc entiérement

associée et r la distribution initiale. On note 7, la loide X . déterminée par sa
On a, pour tout entiern, v, .= Petr =m P" distribution initiale

et par sa matrice de
transition.

EIMUHQ]RHTIUH Voir exercice |/ p.227.

On considére la chaine de Markov définie par le 07 Remarque : Le
graphe probabiliste ci-contre et par la distribution 0 3(:0,-—-—**’———-*-1%0 1 coefficient d'indice
initiale 7,=(0,5 0,5). Alors la loi de probabilité 7 ’ ““‘*W"“"" : (1,j) de la matrice

. B 5 _ (0,3 0,7 ’ P" correspont a la
de %, nj.'st_dcmne PAIT, =yt aver b= 0,9 0,1 ) probabilité de passer
On a ainsi 7, =(0,576 0,424 ). de létat 14 létat j
La loi de probabilité de X, est donc la suivante. en 7t transitions.

| ENEN
‘ ; . 0,576 0,424‘

On reprend l'exemple précédent. Le lundi, premier jour de 'année scolaire, lke va a l'école en bus avec une probabilité
de 0,5. Quelle est la probabilité qu'il aille & 'école en bus le jeudi de cette méme semaine ?

En rangeant les sommets dans l'ordre alphabétique, la matrice de

vt 0,3 0,7 Gy swn e o

transition est P = (0 8 0 2) et la distribution initiale correspondant Methode

X T i . = On détermine la matrice de transition liée au
au lundi de la rentrée est 7,=(0,5 0,5). On veut donc déterminer graphe probabiliste.

- 3
Ta= I“PO' 475 0.525 » On calcule ensuite la puissance de la matrice
Or P3 :( E] . E} J ) donc 7, =(0,5375 0,4625). de transition qui correspond au rang pour
T —— g ; lequel on veut trouver la distribution de

La probabilité qu'lke aille a l'école en bus le jeudi de la semaine de probabilita

la rentrée est donc de 0,5375.
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I Distribution invariante d'une chaine de Markov

Propriété (admise)

Soit (X, ) une chaine de Markov a 2 ou 3 états de matrice de transition P,
Il existe au moins une distribution initiale « telle que 7P = 7.
Une telle distribution est appelée distribution invariante de la chaine de Markov.

0.4 0,6

On considére une chaine de Markov dont la matrice de transition est P:(U 9 0.1

Alors 7 =(0,6 0,4) est une distribution invariante.

0,4 0,6
En effet, 7P =(0,6 0,4)(0'9 01)

=(0,6x0,4+0,4%0,9 0,6x0,6+0,4x0,1)
=(0,6 0,4)
=7,

Propriété

On considére une chaine de Markov (X, ) dont on note P la matrice de transition
et r, la distribution initiale.

Pour tout entier naturel n, on note r_ la distribution de X .

Si P ne contient aucun 0, alors la suite de matrices lignes () converge vers
l'unique distribution invariante de la chaine de Markov.

On reprend l'exemple précédent.

Déterminer la probabilité qu'lke aille & 'école en vélo a trés long terme.

)

- |
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Remarque : On parle
aussi d'état stable de
la chaine de Markov.

Remarque : L'exis-
tence de la distri-
bution invariante
peut également étre
démontrée pour une
chaine de Markov
ayantun nombre
d'etats quelconque.

Remarque : Dans le
cas ot la matrice

de transition ne
contient pas de 0,
la distribution inva-
riante s'interpréte
de la méme maniére
qu'une limite de
suite.

La matrice de transition P ne contient pas de 0: il existe donc une

unique distribution invariante 7. Méthode

La notion de distribution invariante permet de
modéliser cette notion de « long terme »,

Sion note ¥ =(x y) cette distribution invariante, alorsonax+y=1
et la relation 7P = x, c'est-a-dire 0,3x+0,8y = x et 0,7x + 0,2y = y.

Les deux derniéres égalités se ramenant en réalité a la méme
equation, on ne va travailler qu'avec les deux premieres, soit
0,3x+0,8y =x T —0,7x+0,8y =0
c'est-a-dire :

x+ty=1 x+ty=1

Ce systéme a pour solution (x; y)z(% 4 %]

[~

).

|

On commence par noter (x y) la(lorsqu'elle
est unique) distribution invariante puis on
remarque qu'on doit avoir x +y =1.

On traduit ensuite sous forme de systeme

la relation 7P = 7 :on obtientalors deux
nouvelles relations qui s'avérent étre équiva-
lentes.

On dispose donc au total de deux équations
gui nous permettent de trouver x et .

La distribution invariante est donc J‘(:(% 1
La probabilité qu'lke aille a l'école en vélo a trés long terme vaut %
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. LESSENTIEL

© Etudier une suite de matrices colonnes U, . = AU, + B. Cela permet de :

v étudier des couples de suites (u_; v, ) définies par récurrences croisées ;

v/ étudier un systéme dynamique tel que le systéme proie-prédateur.

© Associer un graphe 3 une chaine de Markov. Cela permet de :

v visualiser les probabilités de transition et ainsi obtenir la matrice de transition P ;

v trouver les probabilités de transitions manquantes en prenant en compte le fait que la somme des

probabilités sortantes d'un état vaut 1.

9 Etudier une chaine de Markov sur plusieurs rangs. Cela permet de:

v connaitre la distribution de probabilité 7, = P de la chaine de Markov aprés un nombre donné de

transitions ;

v calculer la distribution de probabilité aprés n transitions en utilisant 7=z < P".

© Trouver une distribution invariante 7 d’'une chaine de Markov, c'est-a-dire une matrice ligne vérifiant

x = 7rP. Cela permet de :

v/ déterminer une distribution asymptotique de la chaine de Markov ;

v/ déterminer la distribution asymptotique de la chaine de Markov lorsque la matrice de transition P ne

contient pas de 0.

( AlorsU = A"x U, ]

L SiU_ =AU,

SUITE DE MATRICES

COLONNES

Siu AU +B

] n

Etsi (A—1I)est inversible

Onnote C=—(A—1I)"'B
[ )

l

EtonaU =AU~ C)+C

Modeélisation par un graphe
pL"('
O
(@]
D
¥l ca :
e pu.r ph.;-‘
o Pha
P.:,a(:/ Py ; '.l:pb,b

SUITE DE MATRICES LIGNES :
CHAINES DE MARKOV

Modélisation par une matrice de transition

Doo Doy P
oo, aa Fab Fae
i pb) OUP={ Py, Py Py,
i o pc.u pc,b pc,c

Evolution : Ly ;
Distribution invariante :

T=nxP

T =1 . XP
1 m
sqr=m %Pt
n 1]

Téléchargez cette fiche de révision au format PDF sur | lls.fr/MxPfiche7 |
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e e AUTO-EVALUATION

n La suite de matrices (U, ) définie, pourtoutn e I, m Quelle est la

0,9
2 matrice de transition
= . 0,1 0,6
par U (1) 'WECA:(?} ;)9113=(:})Véfif,e; de cette chaine de @ = @
U, =AU +B Markov ? ’
6 16
=) Ou.=("°) 0,1 04 01
o, (2) (_1) ’ (“) o(0,9 o,e) o(1 0)
053 Vﬂ:U“+ 1 , alors Vn-H:AVn' 0,1 0,9 05 0,5
1 0(0,4 0,5) o(0,5 0,5)

Osi V,= U“+(_1 ), alors vV ,=AV .
E On considére une chaine de Markov associée a
' | La somme des coefficients des arétes orientées 0,2 04 0,4
qui sont issues d'un sommet d'un graphe représen- la matrice de transition B= [0,5 0,2 0,3
tant une chaine de Markov vaut : 0,8 0 0,2

P =(0,5 0,4 0,1).Ladistribution P, est:
©o 0} (R 0: o 1

. On note

©pr =038 028 034) P =(045 0,22 0,42)

Or=c10  @r-(3 3}

[Une ou plusieurs bonnes réponses par question]

i i : 0,28 0,72
Pour les exercices [=/ a 77, on donne la matrice P =( 28 0,

0,65 0,35) associée a une chaine de Markov.

15 La distribution de probabilité au bout de dix
transitions d'une chaine de Markov de distribution

m On peut affirmer que :

72 65 65 72
0 = (‘1"§7’ 'ﬁ"—}') 0 T =('1“3"'7" '1'37') initiale 7 et de matrice de transition P est :
il existe une unigue distribution invariante & pour 10
6 q P © ~,pr. O r,p".

la chaine de Markov.
@) il n'existe pas de distribution invariante pour la
chaine de Markov.

o une loi de probabilité. 0 impossible a prévoir.

m On considére une chaine de Markov associée

N . a la matrice de transition I.. Alors une distribution
m On note 7,=(0,5 0,5) la distribution initiale. 3

invariante :
Ona:
estr=(10 0) estr=(0,5 0,2 0,3).
© 7, =(0465 0,535) ) r,=(0,47795 0,52205) o ( ) o ( )
@estr=(00 1) 0 n'existe pas.

O r,=(04731 05268) @z, =r

Probléme i

) e graphe probabiliste ci-contre représente une chaine de Markov, p @

représentant un nombre réel compris entre 0 et 1. 04 -

1. Déterminer p et en déduire la matrice de transition P. p 0

2. Calculer P? et P2, 0,3
il .
—_—

3. En déduire la distribution de probabilité aprés trois étapes de cette C9 %
chaine de Markov pour une distribution initiale 7 = (0,1 0,5 0,4). % 0.4 0,3
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Algorithme de Ehrenfest

cg:, Retrouvez plus d'exercices
dans notre cahier d’algo

T T R T T g |
{_LLS.fr/PythonXP

On considére deux urnes A et B et un entier N = 1. Dans l'urne A se trouvent N boules numérotéesde 0 a N—1.

On répéte n fois les actions suivantes :
« choisir au hasard un nombre entre O et N—1;

 placer la boule ayant ce numéro dans l'urne ot elle n'est pas.

Obiectif Simuler l'évolution du nombre de boules dans chaque urne aprés
JECLIT g grand nombre de tirages a l'aide d'une des deux méthodes.

METHODE DE RESOLUTION 1 | TABLEUR

Dans le tableur ci-dessous, chaque colonne repré-
sente la situation des boules a une étape donnée.

La zone en vert indigue la boule que l'on change
d'urne a l'étape considérée. Dans les lignes 3 a 14,

un 1indique qgue la boule se trouve dans l'urne A et
un 0 indigue que la boule se trouve dans ['urne B. Au
départ (Etape 0), toutes les boules sont dans l'urne A.

A 8 [ [} E F G
1 N Etape 0 | Etape 1| Etape 2 | Etape 3| Etape 4
2 12 | Boule & changer 0 10 9 6
3 | Boules 0 1
4 1 1
5 2 1
6 3 1
7 4 1
8 5 1
¥ L3 1
10 T 1
1 8 1
12 ] 1
13 10 1
o 1" 1

1. Recopier cette feuille de calcul (sauf les nombres
dans la zone verte) et écrire dans la cellule D2 une
formule permettant de choisir au hasard un nombre
entier compris entre 0 et N—1 00 N désigne le
nombre situé en A2.

Etirer ensuite cette formule vers la droite.

2. Quelle formule doit-on écrire dans les cellules D3
a D14 pour que la boule considérée change d'urne
si, et seulementsi, son numéro est celui qui se
trouve en D2 ? Etirer ensuite cette formule vers la
droite afin de modéliser l'évolution de la position
des boules pour 100 étapes.

3. Calculer dans la ligne 15 la proportion de 1 (donc
de boules se trouvant dans l'urne A) a chaque
étape.

4. Vers quelle valeur cette proportion semble-t-elle
converger ?

5. Tester cette hypothése en augmentant le nombre
d'étapes simulées.
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METHODE DE RESOLUTION 2 m

| LABO |
PYTHON|

On considere le programme Python suivant qui
simule l'experience.

1 from random import*

7

3N =20 #Nombre de boules.

4 n = 1000 #Nombre de tirages.

S

6 #Les boules sont toutes dans l'urne A au départ.
7 Boules = []

8 for j in range(N):

9| Boules.append()

1@

11 #Choisir une boule et la changer d'urne,
12 for i in range(n):

13| numero = ...

14| 1if Boules[numero] == 1:

15 Boules[numero] = ...
16| else:

17 Boules[numero] = ...
18

19 #Compter la proportion de boules dans 1'urne A.
20 compteur = @

1 for k in Boules:

2| compteur = compteur + k

3

24 proportion = float(compteur/N)

25 print(proportion)

[T R N

1.Que modélise la variable Boules ?

2.Recopier le programme et compléter les lignes 13,
15 et 17.

3. Utiliser le programme pour déterminer, au bout
de 1000 tirages, la proportion de boules dans
chaque urne.

4. Recommencer plusieurs fois cette simulation et
comparer les résultats obtenus.

5. Reprendre les questions précédentes avec
différentes valeurs de N et de n.

| Pour aller plus loin

Voir exercice |- p. 229.



Algorithme de PageRank

On considére le graphe orienté ci-contre. Un internaute est placé initialement a @
t =0 sur le site a. Chague minute, il choisit un site vers lequel il se dirige. Chaque
lien possible est équiprobable : ainsi, a t=1, il a une probabilité égale a 0,5 d'étre

en b et une probabilité égale a 0,5 d'étre en d.

Questions préliminaires :
1. Quelle est la probabilité d'étre en c au temps t=27?
2.Quelle est la probabilité d'étre en a au temps t=27?

En assimilant les probabilités aux frequences obtenues
au bout d'un temps trés long, on attribue une pondéra-
tion a chaque sommet du graphe qui permet de classer
les sites.

Découvrir un algorithme PageRank
a l'aide d'une des deux méthodes.

METHODE DE RESOLUTION 1 | TABLEUR

1. Ecrire la matrice de transition P associée au
graphe probabiliste.

2. a. Recopier la feuille de calcul suivante.

A B c D E F G H 1 J
1 0]os5|o0os]| o
2 0 )
3 0 | 1 OE|=0s|
4 0333 0 |0,333] Fﬁ
5 0250, 1025] 0
6
7
B
9

s

b. Quelle formule faut-il écrire dans la cellule F6 et
étirer sur la plage F6:J10 pour obtenir P? ?

c. Compléter les cellules de la plage F11:J15 en s'ins-
pirant du contenu des cellules de la plage F6:J10
afin d'obtenir P3,

Calculer ensuite P* sur la plage F16:)20.

3. En déduire une estimation de la probabilite, au
bout d’un temps trés long, d'étre sur chacun des
sites.

4. Cette probabilité dé pend-elle du choix du site de
depart ?

METHODE DE RESOLUTION 2 m

LABO |
PYTHON [ )

Le programme suivant permet de déterminer
les pondérations de chaque site.

1. Compléter la fonction promenade qui simule les
1000 premiéres minutes de la navigation du surfeur.

1 import random

2 def promenade():

3 # Simule les 1000 premiéres minutes de la
marche aléatoire et renvoie le sommet sur
lequel est le surfeur a la fin.

4| sommet = "a"

5| for pas in range(...):
6 alea = random.random()
7 if sommet == "a":

8 if alea < @.5:

9 | sommet = "b"

10 else:

11 [ ar

12 elif ...

13 B

14 elif ...

15 else:

16

17| return sommet

2. Simuler, avec la fonction PR a compléter
ci-dessous, la navigation de 1000 surfeurs, et en
déduire une estimation de la probabilité d'étre sur
chacun des sites au bout d'un temps trés long.

19 def PR():

20| effectifs = 5*[0]

21| surfeurs = ...
22| for k in ...:

23 sommetfinal = promenade()

24 if sommetfinal == "a":

25 effectifs[0] = effectifs[@] + 1/surfeurs
26 elif .

27 elif ..

28 €L o

29 else:

30

31| return effectifs

3. Modifier le programme pour vérifier que le
choix du site initial ne modifie pas les probabilités
obtenues dans la question précedente.

»
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ArorAL (&
Expliquer pourquoi la somme des coefficients
d'une matrice de transition d'une chaine de Markov

a deux états est égale a 2.

Compléter le graphe probabiliste ci-dessous
associé a une chaine de Markov a deux états A et B.

On considére une chaine de Markov a deux
2

03 07
laquelle un coefficient a éte effacé.

étatset P :( ) sa matrice de transition dans

Déterminer le coefficient manquant.

CNEUREZT S Déeterminer, en justifiant, si

l'affirmation suivante est vraie ou fausse.

« Une chaine de Markov a deux états peut toujours
se représenter sous la forme d'une matrice 2 X2
contenant uniqguement des nombres compris dans
lintervalle [0; 1]. »

On considére une chaine de Markov
modeélisée par le graphe ci-dessous.

-C@

1. Donner sa matrice de transition.

2. Montrer que toute distribution est invariante.

Parmi les affirmations suivantes,
déterminer, en justifiant, celles qui sont vraies.

1. « Dans la représentation graphigue d'une chaine
de Markov, la somme des coefficients des arétes
entrant dans un sommet vaut toujours 1. »

2. « Dans la représentation graphique d'une chaine
de Markov, la somme des coefficients des arétes
issues d'un sommet vaut toujours 1. »

3. « Dans la représentation graphigue d'une chaine
de Markov, la somme des coefficients de toutes les
arétes vaut toujours 1. »

4, « Dans la représentation graphigue d'une
chaine de Markov, la somme des coefficients des
arétes pointant vers leur sommet d'origine est
toujours 1. »
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Suite de matrices

= ; z 14 2
. Soient A la matrice (5 2) et (U, ) lasuite de

matrices colonnes définie par U, :(
toutne N, U ,,=AU_.
1. Calculer U,.

2.a.Exprimer, pour tout n € N, U enfonction de A et
de n.

L}

o 25) et, pour

b. En déduire la valeur de U..

1 :
2 3 )et (V,) lasuite de

matrices colonnes définie par V, :(
neN,V_ . =BV_.
1. Calculer V, et V,.
2.a.Exprimer, pour tout n € N, V, en fonction de B et

de n.

1| soientB la matrice(

0 et, pour tout

b. Calculer le terme V.

2 Soit (U ) la suite de matrices colonnes définie par

—1 .
UD:( 5 ) et, pour tout entier naturel n, U, =AU +B,

avec A:(g g)et B:(;).

1. Calculer U,.

2.a.)ustifier que A—1, estinversible, puis déterminer
la matrice (A—1,)"".

b. Calculer C=—(A—1,)"B.

3. Montrer que la suite (V) définie, pour tout entier
naturel n, par V. = U —Cvérifie V. = AV .
4. En déduire le terme général de (V) puis exprimer,
pour tout entier naturel n, U_en fonction de n.

5.En déduire U..

Soit (U ) la suite de matrices colonnes définie par

1 .
U, :(_1 ) et, pour tout entier naturel n, U,,, =AU +B,

a=(5 S)ern=(3)
avec A=(; _, JetB=(, ]

1. Calculer U, etl,.

2.a.)ustifier que A—1, estinversible, puis déterminer a
la calculatrice (A—1,) .

b. Calculer C=—(A—1L,)"'B.

3. Montrer que la suite (V) définie, pour tout entier
naturel n, par V, = U —Cvérifie V  , =AV .

4. Exprimer, pour tout entier naturel n, V, en fonction
de netde A.

5.En déduire une expression de U en fonction de net
de A. Calculer alors Uy,



Graphes probabilistes

- Représenter la situation suivante par un graphe

probabiliste.

Un professeur ne donne pas toujours du travail a faire a

la maison:

« lorsqu'ilen a donné a la fin d'un cours, la probabilité
pour qu'il en donne & la fin du cours suivant est égale
aonz2;

« s'il n'en a pas donné, la probabilité pour gu'il en
donne a la fin du cours suivant est égale a 0,85.

Déterminer, en justifiant, si les graphes suivants
correspondent a des graphes probabilistes.
0,2

Chaines de Markov

On considére la chaine de Markov définie par le
graphe probabiliste suivant et par la distribution
initiale 7, =(0,5 0,5).

0,1

08 @ @ oo

0,2

1.Donner sa matrice de transition P.

2.Montrer par récurrence que, pour tout ne N, ona:
1+2x0,7" 2—2x0,7"

i 3 3
1—0,7*  2+07"
3 3

3.En déduire la probabilité de l'état 1apres 100
iterations.

On considére une chaine de Markov & trois états et

0,2 0,1

03 01 .
0,1 0,9

trois nombres ont été effacés.

P= sa matrice de transition dans laquelle

Déterminer les coefficients manguants.

<. Représenter par un graphe la chaine de Markov
0,2 05 03

dont la matrice de transition est P :[ 0,9 0,01 0,09
0,11 0,77 0,12

Martin a une vie professionnelle agitée. Chague

année, il est susceptible de travailler & Abu Dhabi ou a

Bangkok.

« s'il travaille a Abu Dhabi, la probabilité qu'il y reste
l'année suivante vaut 0,7 ;

- s'il travaille en Thailande, la probabilité qu'il
déménage a Abu Dhabi l'année suivante vaut 0,3.

1.Compléter le graphe probabiliste suivant modélisant
cette situation.

2.En considérant que Martin est actuellement a Abu
Dhabi, quelle est la probabilité qu'il y soit dans deux
ans ? (Il peut avoir séjourné a Bangkok entre temps.)

“-| On considére une chaine de Markov & deux états

A et B vérifiant les conditions suivantes :

« la probabilité de sortir de l'état A est le triple de la
probabilite d'y rester ;

- la probabilité de quitter l'état B est 0,7.

1. Représenter cette chaine de Markov a l'aide d'un
graphe probabiliste et déterminer la matrice de
transition associée.

2.5i la distribution initiale est 7 ;=(0,8 0,2), quelle
sera la distribution aprés trois itérations ?

Distribution invariante

. On considére le graphe probabiliste ci-dessous.

P
05 Q)
‘\____________________,.-"

1.Compléter le graphe.
2. Ecrire sa matrice de transition P.

3.Montrer que 7 = (0,6 0,4) est une distribution
invariante de la chaine de Markov associée.

- | On considére une chaine de Markov dont la
0,2 0,8)
05 05/
1. Justifier qu'il n'existe qu'une distribution invariante a
cette chaine de Markov.

matrice de transition est P:(

2.Déterminer par le calcul une distribution invariante.

Chapitre 7. Suites et matrices | LLS.fr/MXPP221 | l 221



.ENTRATNEMENT

222

[oirrerenciation]

B Suites de matrices
U,.,=AU,+B

~ On considere la suite de matrices (U, ) définie
)et, pour tout

08 0,2 )
05 05/

. 3
par son premier terme U = (5

entier natureln, U_ ,=AU_, ol Az(
1.Calculer U, et U,.

2. Déterminer toutes les matrices V, de taille 2 x1
telles que AV, =V,.

- - . . 2 _1
‘-1 On considére la matrice A=(_1 2 )
Déterminer la matrice colonne B pour que la suite

- . 3 P
de matrices de premier terme XD:(_Q) et définie,

pourtout ne I, par X, ,= AX + B soit constante.

m On considére la suite de matrices (X )
s 1 i
deéfinie par XD:(G) et, pour tout entier naturel n,

X  =AX +B,0|]A:(1 _1)9'(]3:(0’5).
n+1 n

-2 0,1 0,9
Onaalors:

1 5,81
1'X3_(2,7) 2. X3_(—5,521)
(5 7(0,5)

8 Xg—(fﬁ,zz) 4.X,= 0.9

1 [calculer]
Soient (u_)et (v ) deux suites définies pour tout
n n
. u“”=u"+un
entier naturel npariv . =u —v .
u,=1;v,=2

u
1. Pour tout entier naturel n, on note W la matrice (U”).

n

Justifier que, pour tout entier naturel n, on peut écrire
W ., =AW , ol A est une matrice a préciser.

n
2. Calculer W, et en déduire la valeur de u, etde v,.
3. Exprimer W, en fonction de A et de n.

4. Calculer, & laide de la calculatrice, W,

Quelle conjecture peut-on faire sur la limite éventuelle
de (u )et(v )?
n n

LLS.fr/ MXPP222
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@ Parcours 1: exercices 41 ;45 ; 54;57;70 et 76
® Parcours 2: exercices 47 ;62 ; 65 et 74

@ @ @ Parcours 3: exercices 46 ; 58; 72 et 77

[Calculer] @
Soit (u,) la suite définie par u,=u, = 1et, pour tout

entier naturel n, u, ,=u, +u,.

1. Calculer u, et u,.

un +1 !
u i
n

b. Justifier que la suite de matrices (X ) vérifie, pour
toutentier naturel n, X, =AX , ol A désigne la

2. Pour tout entier nn, on pose X :(

a. Déterminer la matrice X .

e . 19
matrlceA—(1 0).
c.En déduire, pour tout entier naturel n, X en fonction
de A et de n.

d. Calculer, a l'aide de la calculatrice, X, et en déduire
la valeur de u,, et de u,,.

Remarque: La suite étudiée dans cet exercice est la suite de
Fibonacci.

* [Raisonner)]

0,6 —0,2
02 06
matrice colonne Z = (;) dans laquelle x et i sont des

On considere la matrice A:( ) ainsi que la

nombres réels vérifiant N(Z) = x?+y*=1et xy > 0.
1. Montrer que 0 < N(AZ) é%N(Z).

2. Montrer a l'aide d'un raisonnement par récurrence
que, pourtout ne I, 0 < N(A"Z) %%.

3. En déduire ﬂ111{19GI~I(A"Z)= 0.

[Calculer]

On considére la suite définie, pour tout n € I, par
u, =1, u, =1et, pour tout entier naturel n,
u u u

n+2 ~ Y Upe

u
1. On définit la suite de matrices (X, ) par X, :( oy ’).
n
Montrer que, pourtoutne N,ona X  ,=MX ouM
est une matrice que l'on précisera.

2. Montrer que, pourtoutneN,ona X =M"X,.

| B Icalculer]
On considére une suite de matrices (U ) définie par son
) et, pour tout entier naturel n:

10 -
Un”:(o 0,5)Un+( 0 )

1. Calculer U, U, et U,

—_— U _(64
premier terme U, ={ .

2. Conjecturer une expression du terme général de cette
suite en fonction de n.

3. Prouver cette conjecture.



[calculer] @

Soit (U, ) la suite de matrices définie, pour toutentier natu-

(20 098 0 0 2
reln, parU =| 30 etUMZ[ 0 095 0|U +| 5 )
60 0 0 12 -10

1. En choisissant astucieusement les nombres réels «,

B et y, déterminer une suite de matrices (V) telle que
@

S). et une matrice carrée A d'ordre 3, telle

r

que, pour tout entier naturel n, V= AV .

2.Déterminer V et exprimer, pour tout entier naturel n,
V_en fonction de n.

v.=U0,—

3.Exprimer alors, pour tout entier naturel n, U_en
fonction de U, de n et de A.

4.En deduire U,

[calculer] @@ @

Soit (U,) la suite de matrices définie, pour tout entier
naturel n, par U, ,,= AU _+ B et de premier terme

=

]

2 201 1

Z)avecA:(U 20 EIBZ(—1).

2 00 2 =

1.En choisissant astucieusement les nombres réels a,
B et y, déterminer une suite de matrices (V) définie,

@
pour tout entier naturel n, par V,=U_—| g | et vérifiant
V AV . v
2.Montrer que, pour tout entier natureln :
I p2
A"=|0 2" 0
o0 2"

3.Déterminer V  puis exprimer, pour tout entier naturel
n, V,_en fonction de n.

4. Exprimer alors U en fonction de n.
5. En déduire U

[calculer] @@
On considére les suites (u, ) et (v, ) définies par u, =1
u +1 = 71.[" _Un

n
v ..=u +5vu°
n+1 n n

et v, =4, pour tout entier naturel n, {

1.Déterminer une matrice A telle que, pour tout entier

u u
natureln( "”):A( ").
' vm'l U|l1

2.Montrer que A=6L,+J ol J est une matrice vérifiant
J2=0,.

3.Montrer que, pour tout n e I,

6"+n6" ' —ne"’ )

A:( n6" ' 6"—n6"

4.En déduire les limites de (u )et (v ).

ENTRAINEMENT
| [calculer] EfMﬂ

Soient k un entier naturel non nul, A une
matrice carrée d’'ordre k et B une matrice colonne a k
lignes.
On deéfinit, pour tout entier naturel n, la suite de
matrices colonnes (U ) par son premier terme U, et
par la relation de récurrence, valable pour tout ne I :

U,,,=AU,+B.
On suppose que A—I, est une matrice inversible et on
souhaite exprimer, pour tout n, U, en fonction de n.
Onpose C=—(A—I,)'Bet, pourtoutne N:

V. =U—C.

1. Justifier que C est une matrice colonne.

2.Exprimer, pour tout ne ¥, V__, en fonction de V.

On pourra remarquerque V. =U —Ce U =V +C.

3.Exprimer alors V_en fonction de n, puis U _en
fonction de n.

Chaines de Markov

- Compléter le graphe probabiliste ci-dessous.
0,44

T e

0,2 €Y '

e e

Compléter le graphe probabiliste ci-dessous.

&

0,17

On note A et B les deux états d’'une chaine
de Markov. Compléter les matrices de transition
suivantes pour lesquelles les états sont rangés dans
l'ordre alphabétique, puis construire le graphe
probabiliste correspondant.

(0,2 0,17)

1.M= 2.N:( 1

0,91)
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52 [Calculer)]

Compléter le graphe probabiliste ci-dessous.

a [calculer]

Compléter le graphe probabiliste ci-dessous.

UL [Modeliser] @

Représenter la situation suivante par un graphe
probabiliste.

On modélise la météo d'un jour a l'autre en considérant
uniguement les états suivants : beau temps (B), temps
nuageux (N), temps pluvieux (P).

La modélisation nous indique que lorsqu'il fait beau,
alors la probabilité que le lendemain soit nuageux est
0,5 et que le lendemain soit pluvieux est 0,2.

Lorsque le temps est nuageux, le lendemain reste
nuageux avec une probabilité de 0,4 et devient pluvieux
avec une probabilité de 0,4 egalement.

Finalement, lorsqu'il pleut, la probabilité que le
lendemain soit nuageux est égale a 0,6 alors que la
probabilité qu'il fasse beau est 0,1.

[Modéliser.]

Lorsque Yazid réussit son pénalty, il a deux chances sur
trois de réussir le suivant mais s'il le rate, il n'a alors
qu'une chance sur quatre de réussir le prochain.
Modéliser cette situation par une chaine de Markov

en utilisant un graphe (en notant respectivement R et
R les états correspondant a « réussir le pénalty » et

« rater le pénalty ») puis en utilisant une matrice de
transition.

Le mathématicien russe

Andrei Markov (1856-
1922) érait un disciple de
Tchebychev. Il a contribué
au développement de la
théorie des nombres, de
I'analyse, et des pmbabilités,

en étendant les conditions
d’application de la loi des grands

nombres.
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[ N [Modeliser]

John a des problémes d'absentéisme :

« lorsqu'il est absent une journée, la probabilité qu'il
soit ponctuel le lende main est % alors que celle
d'étre en retard s'éléve a %;

« lorsqu'il est ponctuel, la probabilite qu'il soit
ponctuel le lendemain est £ alors que celle d'étre en
retard vaut % 3

= lorsqu'il est en retard, la probabilité gu'il soit
ponctuel le lendemain est % alors que celle d'étre en

1
retard est g

On note :

« A l'événement « John est absent » ;

» Pl'événement « John est ponctuel »;

e R l'évéenement « John est en retard ».

Modeéliser cette situation par une chaine de Markov a

trois états. On en donnera une représentation sous la

forme d'un graphe probabiliste et sous la forme d'une
matrice de transition M dans laquelle les sommets sont
rangés dans l'ordre alphabétique.

[Représenter.] @

1. Représenter par un graphe probabiliste une chaine de

Markov a deux états dont la matrice de transition est
mgmﬂ)

0,13 0,87/

2. Représenter par un graphe probabiliste une chaine de

Markov a trois états dont la matrice de transition est

|

02 01 07
N=|055 03 0,15].
0,6 0,28 0,12

'::__.: [Raisonner] @ @ @
Soit p€[0; 1]. On considére une chaine de Markov
associée au graphe probabiliste suivant.
p(2-p)
co__ —
p
1. Vérifierque 0<p(2—p)< 1.
2. Montrer que P, (A)=(P,(B)).

5 [Calculer]

Chacune des matrices suivantes correspond a la matrice
de transition d'une chaine de Markov.

Compléter ces matrices puis représenter des graphes
probabilistes leur correspondant.
0,3 )

01 ... &=

0,42
1A= ( (

oies)



[Représenter.]

Représenter des graphes probabilistes correspondant
aux matrices de transition ci-dessous.

02 07 0,1 035 0 0,65
1.A=|05 0,15 0,35 2.B=|04 05 0,
0,8 0,08 0,12 0 08 02

D [Représenter.]

Compléter les matrices de transition suivantes, puis
représenter des graphes probabilistes leur correspon-

dant.
0,15 0,13 1.
1.A=| ... 042 0,23] 2.B= 0,92 0,02
034 0,66 0,55 0,13

[Modéliser] @@
On considere une urne dans laquelle se trouvent deux
boules blanches et deux boules noires, ces boules étant
supposeées indiscernables au toucher.
On tire une boule au hasard puis, sans la remettre, on
tire une autre boule. On remet la boule tirée en premier
et on en tire une nouvelle. On itére ensuite le processus
en remettant a l'étape i la boule tirée a l'étape i—2 et
en en tirant une nouvelle.
1.Quelle est la distribution de probabilité initiale ? On
exprimera la réponse sous la forme d'une matrice ligne
(probabhilité noire probabilité blanche).

2.Quelle est la probabilité d'obtenir une boule noire
sachant que la boule tirée a l'étape précédente est
noire 7

3.Modéliser cette situation par une chaine de Markov
en utilisant une matrice de transition et un graphe
probabiliste.

Evolution d’une chaine de Markov

On considére une chaine de Markov a deux
états dont la matrice de transition P est :
0,3 0,7
P_(o,a 0,4)‘
Pour une distribution initiale 7, =(0,5 0,5), quelle
est la probabilité de chacun des états de la chaine
de Markov au bout de trois transitions ?

Déterminer une matrice de transition associée
a une chaine de Markov pour laquelle la distribution
(0,1 0,9) est invariante.

ENTRAINEMENT

[Raisonner] @ @
Dans cet exercice, a et b désignent deux nombres réels
de lintervalle |0 ; 1[.

Montrer que l'état (ﬁ ﬁ) est l'unique distri-

bution invariante de la chaine de Markov associée au
graphe probabiliste suivant.
b

1—aC°

[Calculer]

Soient x et y deux nombres réels strictements positifs

dont la somme est inférieure ou égale a 1.

Montrer que ['état (—‘.1— % %] est l'unique distribution

invariante du graphe probabiliste suivant.

D [Communiquer.]

Selon les années, Nadége passe Noél soit chez ses

parents, soit chez la famille de son mari Victor.

En 2020, Nadége féte Noél chez la famille de Victor.

Pour les années suivantes, elle choisit o passer Noél

selon la régle suivante :

« lorsqu’elle a passé Noél chez ses parents, ily a une
probabilite de 0,3 qu'elle féte encore Noél chez eux
l'année suivante ;

« lorsqu'elle passe Noél chez la famille de Victor, il y
a une probabilité de 0,6 qu'elle féte Noél chez ses
parents 'année suivante.

Quelle est la probabilité qu'elle passe Noél chez ses
parents en 2035 ?
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[Modéliser.]

On considere le graphe probabiliste ci-dessous.
0,3

08

0,2

A laide d'un programme en Python simulant une
marche aléatoire sur le graphe, conjecturer la distribu-
tion invariante de cette chaine de Markov.

O RLGAILE [Modeliser.]

On considére, dans le plan muni d'un repére ortho-

norme (O - ?,}), la suite (A ) de points définie par

A, (0;0), A (1;0) puis, pour tout entier naturel non

nul n, on construit A, en déplacant A de 1vers la

droite ou de 1 vers le haut selon la regle suivante :

* sile déplacementde A, vers A estvers le haut,
alors le déplacement de A, vers A . le sera aussi
avec une probabilité de 0,6. Sinon, le déplacement de
A vers A estversladroite;

sile déplacementde A, vers A estvers la droite,
alors le déplacement de A vers A . le sera aussi
avec une probabilité de 0,7. Sinon, le déplacement de
A vers A estversle haut.

1. Modéliser la suite des coordonnées de A A |
par une chaine de Markov dont on donnera la
représentation par un graphe probabiliste.

2. a. Reproduire le tableur suivant.

A B C D E
Abscisse | Ordonnée Coefficient
VIR GeA. | deA. |Modification] teur (Asds)
2 (0] o 0
3 |1 1 0 abscisse

b. Que doit-on écrire dans la cellule D3 pour que le tableur
ecrive « abscisse » ou « ordonnée » selon la direction
dans laquelle doit s'effectuer le déplacementde A, ?

c. Compléter les cellules B4 et C& pour déterminer les
coordonnées de A, en fonction de celles de A, et du
déplacement indiqué en D&.

d. Compléter la cellule E4 pour obtenir le coefficient
directeur de la droite (A A,).

3. Etirer la ligne 4 vers le bas pour calculer les
coordonnées de A pour tout n < 200, puis conjecturer
la limite du coefficient directeur de (A A ).

() Modéliser] @
Ramanujan est un génie mathématique qui a trois
activités au cours d'une journée : conjecturer de
nouvelles formules mathématiques, démontrer des
resultats et imaginer des applications aux résultats qu'il
a déja inventés.

LLS.fr/ MXPP226
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Chaque heure, il peut changer, ou pas, d'activité.

= S'il a conjecturé de nouvelles formules au cours de
I'heure précedente, il continue avec une probabilité
de 0,3 ou il les démontre avec une probabilité égale
aons;

« s'ila demontré des résultats, il continue avec une
probabilité de 0,05 ou il imagine des applications a
ses résultats avec une probabilité 0,75 ;

« s'il a imaginé des applications, il continue avec une
probabilité de 0,5 ou il conjecture de nouvelles
formules avec une probabilité égale a 0,2.

1. Représenter graphiquement la chaine de Markov
associée a la situation et déterminer la matrice de
transition.

2. Au début de lajournée, Ramanujan commence
toujours par conjecturer de nouvelles formules. Quelle
est la probabilité que quatre heures plus tard, il soit en
train de démontrer un résultat ?

3. Chaque jour, le mathématicien travaille 10 heures.
Quelle est la probabilité qu'il s'occupe avec chacune de
ces activités lors de sa derniére heure de travail ?

[Raisonner.]

On considére une chaine de Markov a deux états A et B
dans laquelle P,(B)=P,(A) avec P, (B) différent de 0
et de 1.

1. Que peut-on dire de la matrice de transition ?

2. Montrer qu'a long terme, quelle que soit la

equiprobables.

[chercher] @ @ @

On considére la chaine de Markov définie par la matrice

p(2—p) (1-p)*
P 1-p

la distribution initiale (0,3 0,7).

de transition ), avec p€[0;1], et par

1. Déterminer p pour que la deuxiéme composante de
la distribution de probabilité soit maximale aprés une
transition.

2. Que vaut alors la premiére composante de cette
distribution de probabilité ?



[Modéliser.]

Dans un pays, les habitants peuvent soit étre des

citoyens, soit étre des soldats, soit étre des dirigeants.

Chaque année :

+ un soldat peut devenir un citoyen avec une
probabilité de 0,1. Sinon, il reste un soldat ;

+ un citoyen peut devenir un soldat avec une
probabilité de 0,2, étre élu dirigeant avec une
probabilité de 0,3 ou rester un citoyen;

+ un dirigeant peut se faire réélire avec une probabilite
de 0,1. Il peut également devenir un soldat avec une
probabilité de 0,6. Dans tous les autres cas, il devient
citoyen.

1. Représenter cette situation par une chaine de Markov
(donnée sous la forme d'un graphe probabiliste).

2.0n choisit un citoyen. Quelle est la probabilité qu'il
soit dirigeant dans deux ans ? Dans trois ans ?

[Modéliser] @@

Un essaim d'abeilles peut évoluer chaque année de

trois maniéres qui s'excluent mutuellement. Il peut

essaimer, produire du miel, ou contracter une maladie.

L'évolution suit les régles suivantes :

+ s'ila essaimé l'année passeée, il contracte une maladie
l'année en cours avec une probabilité de 0,1 et il
produit du miel avec une probabilité de 0,8 ;

» s'ila produit du miel l'année passée, il essaime avec
une probabilité de 0,9 et il contracte une maladie
avec une probabilité de 0,05 ;

+ s'ila contracté une maladie 'année passée, il en
contracte une nouvelle l'année en cours avec une
probabilité de 0,03 et il produit du miel avec une
probabilité de 0,8.

La premiére année, un naturaliste observe que la ruche

a essaime.

1.Quelle est la probabilité gu'elle soit & nouveau en

train d'essaimer lorsque le naturaliste reviendra trois

années plus tard ?

2.Sion observe le développement de l'essaim sur une
longue période, quelle proportion représentent les
années ol cet essaim a preduit du miel ?

ENTRAINEMENT

[Modeliser.]

Les Dalton sont en prison. Chaque semaine, ils tentent
de s'évader. Leur tentative est une réussite dans 30 %
des cas. Une fois évadés, la probabilité qu'ils se fassent
capturer chaque semaine s'éléve a 80 %.

1. Modéliser cette situation par une chaine de Markov a
deux états. On notera L 'état « les Dalton sont libres »
et P 'état « les Dalton sont en prison ».

2. Déterminer la probabilité qu'ils soient libres au bout
de huit semaines.

3.Quelle est la probabilité gqu'ils purgent la totalité de
leur peine d'un mois de prison (quatre semaines) sans
avoir réussi a s'évader une seule fois ?

T
(11]1g¢

i

3 [Chercher] @

1. Trouver deux nombres réels strictement positifs x et
y solutions du systéme ci-dessous, vérifiant x+y =1.

—g—x+—g—y=x
1 5
—3"x+~§y=y
2. En déduire une distribution invariante de la chaine de

2 1
Markov définie par la matrice de transition P = % g :
6 6

[chercher] @ @ @

On considére une chaine de Markov (X, ) ayant pour
distribution invariante x. Soit (Z,) la chaine de Markov
définie, pourtoutne N, par Z, =X, .

Montrer que 7 est également une distribution
invariante de (Z,).

[Raisonner]

[ing]
Soit (X ) une chaine de Markov & deux états

numérotés 1 et 2 dont on note P la matrice de transition
associée, les sommets étant rangés dans l'ordre
croissants, et | la distribution initiale.

On note, pour tout entier naturel n,  la matrice ligne
correspondant a la distribution de probabilité de la
variable aléatoire X .

1. En revenant a la définition d'une chaine de Markov
X, et de P, justifier que, pour tout entier naturel n,

T =P

2. Montrer alors par récurrence sur n que s, = 7,P".

3.Reprendre cette démonstration dans le cadre d'une
chaine de Markov & 3 états.
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! 79 [Calculer, Représenter.]

D'aprés bac ES, Liban, 2019

Les clients d'un restaurant sont des habitués quiy

déjeunent tous les jours. En septembre 2018, le restau-

rateur propose trois nouveaux plats: plat A, plat B et
plat C. D'un jour a l'autre, il constate que :

« parmi les clients ayant choisi le plat A :30 %
reprennent le plat A le lendemain, 50 % prennent le
plat B le lendemain ;

= parmi les clients ayant choisi le plat B:30 %
reprennent le plat B le lendemain, 60 % prennent le
plat A le lendemain;

« parmi les clients ayant choisi le plat C:35%
prennent le plat A le lendemain, 45 % prennent le
plat B le lendemain.

On note pour tout entier n non nul:

* a, la proportion de clients ayant choisi le plat A le
n-iéme jour;

« b, la proportion de clients ayant choisi le plat B le
n-iéme jour;

* ¢, laproportion de clients ayant choisi le plat C le
n-iéme jour.

Pour tout entier n>1, on note P, =(a, b, c,)l'état

probabiliste le n-iéme jour.

1. Représenter cette situation en complétant le graphe

probabiliste ci-dessous.

03

£l

2. Donner la matrice de transition M de ce graphe, en
respectant l'ordre alphabétique des sommets.

3. Le restaurateur a noté que, le premier jour, 35,5 % des
clients ont pris le plat A, 40,5 % ont pris le plat B et

24 % ont pris le plat C. Donner P,.

4. Calculer P,.

5. Le restaurateur affirme que le douzieme jour, la
proportion de clients qui choisiront le plat C sera a peu
prés la méme que le treiziéme jour, soit environ 15,9 %.
A-t-il raison ? Justifier.
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[Calculer, Modéliser.]

On modeélise l'attente dans une file par le graphe

probabiliste ci-dessous.
0,8 0,8

p——0——0
Ason arrivée, le client est en A. Quand il avance, il va
tout d'abord en B, puis en C ol il est pris en charge.
Chaque minute, il a une probabilitée egale a 0,8 de rester
en A ouen B.On cherche a estimer la durée d'attente
dans la file, c'est-a-dire le nombre de minutes avant
d'atteindre l'etat C.

Pour tout entier naturel, la matrice ligne

7,=(a, b, c,)représente I'état probabiliste au bout

de n minutes d'attente, olia , b, et c désignent les
probabilités d'étre respectivementen A,en B eten C,
n minutes apres l'arrivée.

1. Déterminer P la matrice de transition de ce graphe
probabiliste.

2. Déterminer l'état initial 7).

3. Vérifier que (0 0 1) est une distribution invariante
de la chaine de Markov associée.

4. Quelle est l'attente minimale d'un client ?

5.0n considere les deux matrices suivantes :

0,8 0 0 002 0
D:( 0 08 O)EtN:(U 0 0,2).
0 0 1 0 0 O

a. Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, D",
b. Calculer N? puis N°.
c.Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,

0,8" 0,2x0,8" 'xn 0,02x0,8" *xn(n—1)
P"=| 0 0,8" 0,2x08" "xn

0 0 1

On admet que si A et B sont deux matrices carrées de taille
3 verifiant AB = BA, alors, pour tout entier naturel non

T T
nuln, (A+B)"= 3 (k)A""‘B".

k=0

d. Montrer que 7, converge vers la distribution
invariante obtenue en question 3..

6. Soit X la variable aléatoire correspondant au nombre
de minutes d'attente.

a. Montrer que, pour tout entier naturel k supérieur ou
égalatlonaP(X=k)=¢,—c,_,.

b. Exprimer alors l'espérance de X en fonction des c;,.

c. En utilisant les résultats sur les sommes des termes
de suites géomeétrigues, determiner l'espérance de X.

d. Interpréter le résultat obtenu dans le cadre de
l'exercice.



[Modeliser, Calculer.]
D'aprés bac ES, Métropole, juin 2017
Dans un jeu vidéo, une suite d'énigmes est proposée au
joueur. Ces énigmes sont classées en deux catégories :
les énigmes de catégorie A sont les énigmes faciles; les
énigmes de catégorie B sont les énigmes difficiles.
Le choix des énigmes successives est aléatoire et vérifie
les conditions suivantes :
« la premiere énigme est facile ;
« si une énigme est facile, la probabilité que la suivante
soit difficile est égale a 0,15;
= siune énigme est difficile, la probabilité que la
suivante soit facile est égale a 0,1.
On modélise cette situation par une chaine de Markov
(X,),=, 0U, pour tout n 21, X_=asi la n-iéme énigme
est facile et X = b sinon.

1.Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X .

2.Représenter la situation par un graphe probabiliste
de sommets a et b.

3.Ecrire la matrice P associée a ce graphe.
4.Déterminer la loi de probabilité de X,.

5. Pour tout n =1, il existe deux nombres réels dans
[0 1] tels que la loi de probabilité de X soit donnée
dans le tableau suivant.

| | a b

| @ b,

a. Justifier que, pour tout n>1, a_,, = 0,75a, +0,1.

b. Pour tout entier naturel n =1, on pose v, =a, —0,4.
Montrer que (v ) est une suite ggométrique dont on

précisera le premier terme et la raison.

c.Exprimer v enfonction de n, puis montrer que pour
toutentier n=1, a, = 0,8 x0,75"+0,4.

: ALGORITHME PAGERANK BTSN

Cet exercice est une illustration d'un des défauts de
lalgorithme PageRank étudie en TP.
On considére le graphe orienté suivant.

En utilisant l'algorithme PageRank, déterminer la
pondération attribuée a chaque sommet.
En quoi est-ce problematique ?

SYNTHESE
[Raisonner, Modéliser.]

Modéle des urnes d'Ehrenfest

On considere deux urnes A et B et un entier N = 1.

Au départ de l'expérience, N boules numérotées de 0 a

N —1sont placées dans l'urne A. On répeéte ensuite n

fois les actions suivantes :

= on choisit au hasard et de maniére equiprobable un
nombre k entre et N—1;

» on déplace ensuite la boule numérotée k dans l'urne
dans laquelle elle ne se trouve pas.

Dans cet exercice on s'intéresse au cas N=2.

Une étude pour N quelconque est proposée
algorithmiquement dans le TP 1 p. 218 de ce chapitre.
On posons X la variable aléatoire correspondant au
nombre de boules contenu dans l'urne A ala j-iéme
étape de l'expérience.

1. Dresser une liste des valeurs pouvant étre prises par XJ..

On cherche dans la suite a représenter cette situation
sous la forme d'une chaine de Markov correspondant au
graphe probabiliste ci-dessous. Les questions suivantes
ont pour but de le compléter.

2. Justifier que, pour tout je {0 ;... ; n—1}, et pour tout
ie{0;1;2}, PX)_I.(XJ.”: i):0.

3. Justifier que, pour tout je {0; ...;n—1},

PX).—D(XjH = 2): 0et Px_,.—z (Xjn = 0): 0.

4.En déduire, pourtout je{0; ... ; n—1}, la valeur de
Py wo(Xjer =1) et By (X, =1),

5. Déterminer ij__1(X =0)et ij_j(XJ.” =23

En déduire la matrice de transition M associée a cette
chaine de Markov.

jH

6. Montrer que, pour tout j € N, M/ =M si j est impair,
05005
010
05005
7.Déterminer la distribution de probabilité initiale de
cette chaine de Markov.

et M/ = si j est pair.

8. En déduire, pour tout je{1; ... ; n}, la distribution
de probabilité T ala j-iéme étape.

9. En déduire, pour tout j{1; ... ; n}, le nombre
moyen de boules dans l'urne A ala j-iéme étape.
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[Communiquer, Raisonner.]

Soit /5 un nombre réel. On considére le graphe
probabiliste ci-dessous.

8

1. Reproduire et compléter ce graphe.
2. Déterminer les valeurs possibles de 3.

3. 0n désigne respectivement par L, et M la matrice
identité d'ordre 3 et la matrice de taille 3 x 3 dont tous
les coefficients sont égaux a 1.

a. Montrer que la matrice P de transition associée a

ce graphe probabiliste, ol les sommets sont rangés
dans l'ordre alphabétique, peut s'écrire sous la forme
P=al +pM, oli on exprimera @ en fonction de A.

b. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel
k non nul, M*= 3%,

c.Verifier que I, x M = M x L, puis montrer que, pour
tout entier naturel n :

On admet que si A et B sont deux matrices carrées de taille
3 vérifiant AB = BA, alors, pour tout entier naturel non

113
nul n, (A+B)"= 3 (;)A""‘B".

k=0

P"=q"l, +(§1( " )ankgEx 3T M.

4.0n admet que la distribution initiale est
71,=(10 0)

a. Déterminer la distribution de probabilité apres n
transitions, notée .

b. Déterminer le comportement asymptotique de la
chaine de Markov.

-3 [Communiguer, Raisonner]

Le théoréme de Perron-Frobenius impligue que si une
matrice de transition (ou une de ses puissances) a tous
ses coefficients strictement positifs, alors, quelle que
soit la distribution initiale, il existe une unique distribu-
tion invariante pour la chaine de Markov associée.

1. Vérifier que la matrice de transition P associée au
graphe probabiliste ci-dessous, et obtenue en rangeant
les sommets dans l'ordre alphabétique, n'a pas que des
coefficients strictement positifs.
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2. Soient E la matrice carrée de taille 3 dont tous les
coefficients sont égaux a % et @ un réel appartenant
alo;1[.

a. Montrer que la matrice ¢P+ (1— «)E définit une
matrice de transition dont tous les coefficients sont
strictement positifs.

On commencera par étudier le signe de 1—a.

b. Construire le graphe probabiliste correspondant.

Remarque: C'est ['une des astuces pour améliorer l'algo-
rithme PageRank présenté dans le TP2. Avec une valeur de &
proche de 1, les résultats de ['algorithme sont améliorés.

|86 | APPROFONDISSEMENT [fIPR 0SS

Modéle « proie-prédateur »

Dans un étang se trouvent deux populations de

poissons : des gardons et des brochets.

Le brochet étant un prédateur naturel du gardon, sa

population varie en fonction :

« du nombre de brochets déja présents dans l'étang
(reproduction) ;

« du nombre de gardons déja présents dans l'étang
(proies).

De la m&me maniére, la population du gardon évolue en

fonction:

« du nombre de gardons déja présents dans l'étang
(reproduction);

« du nombre de brochets déja présents dans l'étang
(prédateurs).

Au 1¢" janvier 2020, on compte 2 000 gardons et 100
brochets dans l'étang.

Pour tout entier naturel n, on note respectivement g, et
b, le nombre de gardons et de brochets dans l'étang au
1¢" janvier de 'année 2020 +n.

On a donc g, =2000 et b, = 100.

Dans ce probléme, on étudiera difféerentes
modélisations de cette situation.

Chacune de ces parties est indépendante des précédentes.



| !
SYNTHESE -

Partie A : Premiére modélisation

Dans cette partie, on suppose que la situation peut &tre
b, ,=07b +0,01g,

9,.,=09g,—-02b °

modélisée par{
. - bﬂ

Pour tout entier naturel i, on note Url la suite ( "
n

1.Ecrire le systéme ci-dessus sous la forme d’un
systéme matriciel U, =AU _, ou A est une matrice
a determiner.

2.Exprimer alors U en fonction de A et de n.

3.a. A l'aide de la calculatrice, déterminer alors U,

et interpréter les résultats obtenus (on arrondira les
résultats obtenus a l'unité).

b. Donner une estimation du nombre de brochets et de
gardons vivant dans l'étang au 1" janvier 2110.

4.a. On admet qu'il existe une matrice carrée inversible

20—4/5 5
_ 15y 5
P telle que A=PDP 'ouD= 20445 |
0 25

Pour tout entier naturel n, exprimer D" en fonction
de n, puis A" en fonction de P et de n.

b. En déduire la limite des suites (b,) et (g,).

Ces limites dépendent-elles du choix de b, etde g, ?

Partie B : Seconde modélisation

Afin d’enrayer la disparition des espéces (Partie A), on

introduit chaque année 50 gardons supplémentaires

dans 'étang. La situation peut étre modélisée par:
b,,,=0,7b +0,01g,
Fni1=0,99,—0,2b_+50

Pour tout entier naturel n, on note V, la suite ( 4 )

n’

1. Ecrire le systéme ci-dessus sous la forme

d'un systeme matriciel V_ ,=A'V +B, o0 A’ et B’

sont deux matrices a déterminer.

2.a. Calculer det(A’ — L, ) puis justifier que A'—1, est
inversible.

b.Onnote C=—(A—L) 'Bet on définit la suite (W, ) par
larelation W =V _—Cvalable pour toutentier naturel n.
Justifier que, pour tout entier natureln, W ., =AW
puis exprimer W_enfonction de A etde n.

¢. Exprimer alors, pour tout entier naturel n, V, en
fonction de A, de C et de n.

3.a.0n rappelle gu'il existe une matrice carrée inversible
20—4/5

i) -1 T =
P telle que A=PDP 'ou D= 20445 |
25

0

Pour tout entier naturel n, exprimer V_en fonction de n.

b. En déduire la limite des suites (b _)et(g,).
Ces limites dépendent-elles du choix de b, etde g, ?

| i2d Nz biid

Complexes Arithmétique Matrices

— | o Grand Oral

Entrainez-vous au Grand Oral et enregistrez-vous sur (1ER{f{JChT[sTCINIESE

Comme le suggére le programme, les problémes abordés en maths expertes peuvent servir d'appui a des questions
de Grand Oral. Voici un exemple, basé sur l'enseignement de spécialité, utilisant des notions de ce chapitre.

Au cours de l'enseignement de spécialité, vous avez
étudié les suites numériques.

1. Expliciter une méthode, reposant sur les notions de
ce chapitre, permettant d'étudier des suites couplées
telles que les suites (u,) et (v, ) définies par u,= 4,

U = 3u —2u

v, = 1et, pour tout entier naturel n, { v =u +hy

2.Donner quelgues exemples de situations concrétes
permettant d'aboutir a des modélisations de ce type.

Méthodolosie Consulter les fiches méthode de
8 ce manuel pour le Grand Oral p. 244
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.TRAVAILLER AUTREMENT

On donne ci-dessous un énoncé d'exercice et une copie d'éléve.

1. Trouver les erreurs de l'éléve et préciser les endroits ol la rédaction estincompléte.

2. Le professeur souhaite distribuer un corrigé détaillé de l'exercice. Rédiger une telle correction.

Le travail d'un chercheur en mathématiques est compose de trois grandes activités : les demandes de financement,
l'enseignement et le travail sur son sujet de recherche. Son emploi du temps est organiseé de la fagon suivante :

« Si, pendant une heure, le chercheur demande des financements, il continue a le faire 'heure suivante avec une
probabilité de 50 %, enseigne avec une probabilité de 20 %, ou travaille sur son sujet de recherche.

« Si, pendant une heure, le chercheur enseigne, il demande des financements 'heure suivante avec une probabilité
de 80 %, travail sur son sujet de recherche avec une probabilité de 10 %, ou bien continue d'enseigner.

« Si, pendant une heure, le chercheur travaille sur son sujet de recherche, il a une probabilité de 30 % de
continuer a le faire, une probabilité de 10 % de demander des financements 'heure suivante. Sinon, il enseigne.

Le chercheur commence toujours sa journée par travailler sur son sujet de recherche.

1. Représenter graphiquement la chaine de Markov associée a la situation, puis déterminer sa matrice de
transition.

2. Déeterminer la probabilité que le chercheur effectue des demandes de financement durant sa troisiéme heure
de travail de la journée.

I. Le graphe ci-contre représente la chaine de markov associée 4 la situation.
0502 0
La matrice de transition de cette chaine de markovest: M=|0,8 0 0,1}
01 0 03
2. La distribution initiale est B, =(0 0 1).
052 022 0%) (0,25 0,06 0 025 0,06 0
OnaM2=|0,82 02 012|=|064 0 001|DoncP =064 0 001|x(0 0 1)=(0,01 0 0,09).
012 D> 032 0,01 0 0,09 0,01 0 0,09
Le chercheur a donc une probabilité de 9 / d'effectuer des demandes de financement durant sa
troisiéme heure de travall de la journée.

Exercices inversés (59

1. Dessiner un graphe pouvant admettre comme | 1. Imaginer une situation nécessitant la réalisation
0110 - d'un graphe connexe mais non complet.

. . 1001 : )
matrice d'adjacence M = 1001k +  2.Tracer un graphe dont tous les sommets sont de degré 2.
0110 g i 5% i
2. Dessiner un graphe pouvant admettre comme matrice : | 1. Donner l'écriture d'une matrice inversible.
0100 . 2.Donner l'écriture d'une matrice non inversible.
- 1110 :
d'adjacence M = 0001 S—
- Proposer un probléme amenant a la résolution du
. 1001 : . ) 2x+ 6y = 60
3. Dessiner un graphe probabiliste pouvant admettre . systeme suivant: Sk Sy=25¢
0,505 0 :
comme matrice de transition M :(0,6 0,2 0,2 ) 2 T
1 0 U . e rcne J cxpose ) i . .
= . R o - Comment les graphes sont-ils employés dans les applications
L~ ] Inventer Hhe matrice pouvant etre a-S.SImIlEE ala . | suivantes: réseaux de transport, automates et problémes de
matrice de transition d'un graphe probabiliste. - | coloration. Trouver d'autres exemples d'applications concrétes. |
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TRAVAILLER ENSEMBLE

Les capitaux des jumeaux Tarmef

Le 1= janvier 2020, a la naissance de ses deux jumeaux en France, monsieur Pierre de Tarmef a déposé au total
300000 € sur deux comptes bloqués pour une période de N années. Il a hésité pour cela entre deux options :
Loption 1: 100000 € a Etienne et 200000 € & Johann puis, d'une année sur l'autre, transférer 10 % du capital d'Etienne
sur le compte de Johann et transférer 10 % du capital de Johann sur le compte d’Etienne.

Loption 2 : 1000 € a Etienne et 299000 € a Johann puis, d'une année sur l'autre, transférer 10 % du capital d'Etienne
puis 15000 € sur le compte de Johann et transférer simultanément 20 % du capital de Johann sur le compte d’Etienne.

'

. . (e, e s oo ; .
On considére les matrices U, _(j") et 'V, —(}-:I) ,oue, j,e etj sontrespectivement les capitaux en euros sur les

comptes d'Etienne et de Johann au premier janvier de l'année 2020 +n, avec l'option 1 et l'option 2 (U, pour l'option 1
et V. pour loption 2).

Questions préliminaires :

1. Déterminer U, et V.

2. Conjecturer sans calcul, l'option la plus avantageuse pour chaque frére le jour de sa majorité.

Les parties de cet exercice sont indépendantes et chacune d’entre elles peut étre réalisée
seul(e) ou en groupe. Les éléves mettent leurs résultats en commun pour résoudre le probléme.

1.Construire un graphe associé aux évolutions de Pour l'option 1, 0n admet que pour tout entier
l'option 1et déterminer sa matrice de transition P. naturel n: i i
2.a. Donner la définition de I'état stationnaire. U, ,=AU o0 A= ( 01 0’9)

b. Pour quelle raison existe-t-il dans ce cas ?

. . . . . 1. Exprimer U en fonction de U, de A etde n.
c. Le déterminer et interpréter le résultat obtenu.

. 11
3.Montrer que pour tout entier naturel n : 2.5 Montrerique. lawmatsice P_(1 1 )ESt
: ; 5 - i
e .. =09 +0,1, inversible et déterminer P .
Joya =01, +0,9 ° b. Vérifier que la matrice D =P AP est une ma-

trice diagonale et en déduire D".

4. En déduire la matrice A telle que: U =AU .

3. Montrer par récurrence que, pour tout entier
n=1A"=PD"P .

4. En déduire que, pourtout ne N,
e, =150000—50000 x 0,8", puis déterminer une

expressionde j,.

Pour l'option 2, 0n admet que V_ =BV +C, ol

(0,9 0,2) ~ (—15000 5.Déterminer lime et lim j .
B_(0,1 0,8/¢ C_( 15000 ) cre et
. ~50000 B
soient E=( "o ) et W, =V, —E.

1. Montrer que W, =BW_, puis exprimer W,
et V_enfonction de n.
- 2 -
2.0n admet que B=QSQ ', ol Q:(1 1 ),
10 2 5 3
S:(O 07).DEIEFH‘IIHEFQ o
3 Vériﬁe; ue B"zl(Ho’?ﬂ 2_2)(0’7")
' q 3\1—07" 1+2x07"/)
4. Déterminer une expression des suites e et j/,
en fonctions de n, puis en déduire leur limite.

MISE EN COMMUN

1.Laquelle de ces deux options serait-elle la plus
équitable pour ces deux fréres en 2023 ? Le jour de
leur majorité ?

2. Au bout d'un nombre « important » d'années, que
remarque-t-on pour les différents capitaux ?
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VERS LE SUPERIEUR

Déterminant d'une matrice carrée

ﬂ1,1 El:1,2 ﬂ1,r1
dyy Ay vty
Soit n un entier naturelnon nulet A=|a,, a,, ... a,, |une matrice carrée d'ordre n.
ﬂr:,1 ﬂr:,z a?l,il
Proprietes
ﬂ‘IJ ﬂ‘l‘?_ e ﬂ‘l.rl
ﬂ2,‘] ﬂZ,Z 51 ﬂz,n
1. Le déterminant de A, noté det(A)ou |a,, a,, ... a, | vaut:
ﬂilﬂ ﬂil‘z b ﬂfl‘fl
(12'1 a2|n ﬂ1‘2 ﬂ1,n [I,“2 ﬂ!,n {.'.[1‘2 ﬂ‘!,n
aa,z a],n ﬂa,z ﬂ],n ﬂz,z a?_,n ﬂ],z a?_,n
o _q\nt+1
‘11‘1 04‘2 ﬂA,n ﬂzn 04,2 ﬂﬁ,n +ﬂ3,1 ﬂA,z ak,n +'“+( 1) ﬂn‘a ﬂa.z ﬂS‘n
(s el o e TE P R G s o
Cela permet de caculer, par récurrence, le déterminant d'une matrice carrée d'ordre n quelconque.

2.0n rappelle que si AZ(E 3). alors det(A)= ad— bc.

3. A estinversible si, et seulement si, det(A)+ 0.

Remarque : Lorsque A est inversible, une méthode de détermination de la matrice A" est explicitée dans le
TP 2 p. 189 (algorithme du pivot de Gauss).

210
12 10 10
5, — =7 R = s —_—— Y =
‘312 7/ 3‘11+e|12 2(1x1-2%x1)—3(1x1-0%x1)+0=—2—-3=-5
Déterminer, en utilisant le déterminant, si chacune 3 Soit n un entier naturel non nul.
des matrices suivantes est inversible. *  Onadmet que pour toutes matrices carrées d'ordre n a
211 3 1 2 . coefficients réels A et B, on a det(AB )= det(A )det(B).
Bors ; (1] _21) 5 B:(; 41 _22) 1. Montrer que AB est inversible si, et seulementsi, A
5 212 5000 0 et B sont inversibles.
0 821 0-10 0 0 : 2. Exprimer alors (AB) ' en fonctionde A 'et B,
3.C= _ : y e oph &
1021 4.D=f0 0 2 0 0 . 3.Calculer det(I ) puis en déduire que si A est
0111 00O0-30 o . 1
- inversible, alors det(A ') = :
0000 1 : alors det(A™) =55
Dans cet exercice, n e N*, . m o o
. : : ; : On rappelle gue pour une matrice diagonale, le determinant
1. Soit D une matrice dlagonale de tall_le B ; est égal au produit des éléments diagonaux.
Montrer que det(D ) est égal au produit des éléments £
diagonaux de D. ‘4 Deux matrices carrées d'ordre n sont semblables
2. Soit T une matrice triangulaire supérieure . lorsqu'il existe une matrice inversible P telle que
(c'est-a-dire pour laguelle t; ;= 0,dés lors que > j). : A=PBP
Montrer que det(T) est égal au produit des éléments Montrer que si A et B sont deux matrices semblables,
diagonaux de T. . alors elles ont le méme déterminant.
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729 Matrices et bases de R*

On considére le plan muni du repére orthonormé (O ;

VERS LE SUPERIEUR

T1k

1.0n dit que qu'un couple B8=(1, T ) est une base de B? si, pour tout vecteur @ de B?, il existe deux

nombres réels x et y tels que @ =xu+yv.

Ce couple (x; y) est unique et est appelé coordonnées de @ dans la base (17, v ).

2.Le couple (?,}") est appelé base canonique de B2 On la note généralement C.
3.Soient 8=(u, ) et 8 =(¥, ¥ ) deux bases de B2 On suppose que W=au+bv et v =cu+do.

On appelle matrice de passage de la base B i la base #, et on note P} la matrice P} = (g ;)

Le couple (u, v ) de vecteurs défini par u=2i- 3} etv=11+ 4} forme une base de R? notée 8.

" 2 1
La matrice de passage de C a B est P"C’:(_3 4).

Dans tous les exercices, la notation C désigne la base
canonique de B2

- - — -
On considére deux vecteurs u et v de B2,

Montrer que ces deux vecteurs forment une base de ??
si, et seulement si, ces vecteurs sont non colinéaires.

On considére les vecteurs H(;) et f;’(g)
1. Montrer que ces deux vecteurs forment une base de E2.
2.Exprimer les vecteurs de la base canonique en
fonction de ces vecteurs.
3.0n note A l'ensemble des points (x,y) du plan tels
que 17x%—26xy +10y2=1.

Si (X, Y) représente les coordonnées dans la
base (Tf, I.r'), montrer que l'ensemble A se reécrit
2X?+ 2Y? = 1dans cette base.

-

i s e e
On considére les vecteurs u=i+j etv=1—j.
o

1.a. Exprimer les vecteurs ¥+ U et U — v en fonction de
i etde j.

L= > =+ 2
b.Soit a=a,i+a,j unvecteur quelconque de "
Exprimer @ en fonction de U et v.

Que peut-on en déduire sur le couple (z,0)?
2.0n note B la base formée des vecteurs u et D.

a. Déterminer la matrice de passage P, de C a la base 8,
puis la matrice de passage P, de la base 8 a la base C.

b. Calculer les matrices P,P, et P,P,. Que constate-t-on ?

- On considére trois bases B, B8, et B, de 2.
8 B, _ ph
1. Montrer que Pﬁfoﬁs Pﬁj.

2. Justifier que la matrice de passage de 8, @ 8, est une
matrice inversible et déterminer son inverse.

3.S5oit maintenant M :(S 3) une matrice inversible.
En déduire, en utilisant la base canonique, l'expression
de deux vecteurs formant une base de B? (différente de
la base canonique).

—1 o
2 ) Soit égale-
ment une base B =(u, v) telle que M soit la matrice

de passage de la base C a la base B.

— . 2
On considére la matrice M :(1

1. Exprimer les vecteurs i et U en fonction des vecteurs
7 et ; de la base canonique.

2.5oient ¢ et A deux nombres réels fixés.

x—y=a
x+2y=4"

b. Que peut-on en déduire concernant la matrice M ?

a. Résoudre dans [? le systéme suivant: {

3.Déterminer la matrice de passage de labase B a la
base C et en déduire l'expression de i et j en fonction
de v et V.

On considére deux bases B et B de R Soit d un
vecteur quelconque de B?. On note X (respectivement
X’) la matrice colonne des coordonnées de ¢ dans 8
(respectivement dans B).

1. Montrer que Pg'X’:X. En déduire X enfonction de X'.

2.Déterminer une expression de la matrice P%.
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VERS LE SUPERIEUR

Endomorphismes de R’
| Définitions

1. On définit dans B? une addition et une multiplication externe par un réel qui correspond a celle définie
sur les vecteurs: pourtousréels x, y, ¥ et y,ona(x;y)+(x ;y’ ) =(x+x;y+y') et, pour tout réel 4,
onad-(x;y)=(Ax;Ay).

2.0ndit qu'une fonction f:R? - R? est un endomorphisme de B* lorsque, pour tous vecteurs X et Y de
E? et pour tout réel A, AAX+AY)=AX)+AAY).

En désignant par x, y, x’ et i’ les réelstels que X =(x;y)et Y=(x";y'), légalité précédente devient
Alxsy)+Ax s y))=fx;y) +ARX 1),

3.50it 8=(u, v ) est une base de B2, f étant & valeurs dans B2, on note a, b, ¢ et d les uniques nombres
réels tels que flu)=au+bu et flv)=cu+du.Lamatrice de f dans B, que l'on note Mat,( f), estla

matrice (z ;)

.Soit fi(x;y)eR?*—(2x—5y;x+3y)eR2

« f estune fonction de B? dans B2

-3

+ Soient x, x', y et y’ quatre réels. Soit A un réel.
ona fllx;y)+A(xX ;¥)=flx+Ax ;y +Ay)
=(2(x+Ax)—5(y+ Ay ); x+Ax +3(y + Ay'))
=(2x—5y+A(2xX' =5y ); x+3y+ A(X +3y'))
=(2x—5y ;x+3y)+A(2x -5y ;X +3y)
=flx;y)+Afx;v)
Donc f est un endomorphisme de B2,
e Ona fT)=£1;0)=(2x1-5%0;1+3x0)=(2; 1)=2i+T et AF)=£0;1)=(-5;3)=-5i+3

donc Matc(f):(“; _35)

2. Llafonction g : (x;y)—(2x—3y ; 4x—y; 2y) n'est pas un endomorphisme de R? car elle est & valeurs
dans B>,

Dans tous les exercices, on considére le plan muni d'un

$hins . Chacune des fonctions suivantes correspond a un
repére orthonormé (O; 1,7 ) La notation C désigne la

+ endomorphisme de EZ
H 2 . Z.o. . s
base canonique de R . Ecrire la matrice de chacun de ces endomorphismes
. dans la base canonique.
Préciser si chacune des fonctions ci-dessous I

1 sYy)=(3x—2y; 2x+5
correspond ou non a un endomorphisme de B2, fxiy)=(3x-2y )
2.g(x;y)=(-3x+2y;2x+y)

1 fix;y)=(xt+ty;x—y)
¢ 3 h(x;y)=(5y;3x)

2.g(x;y)=(—x+5y;x*+y)
3 h(x;y)=(—2x+3y;x) . 1 | On note Id l'application de B2 qui, & tout vecteur
;X de B2, associe lui-méme.

1. Soit d hi de 2. B so o
st J-un) endomorphisme de 1. Montrer que cette application définit un

Montrer que f{0;0)=(0;0).

2. On considére la fonction g définie sur E? par :
glx;y)=(x+5;2x—9y).

La fonction g est-elle un endomorphisme de k2 ?
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endomorphisme de R? qu'on appellera identité de B2
2. Déterminer la matrice de Id dans la base canonique.

3. Quelle matrice retrouve-t-on ?



Adapté de ENSTIM, 2010, toutes filiéres
Le but de ce probleme est d'étudier différentes matrices
qui commutent avec leur transposée, c'est-a-dire qui
vérifient la relation : M x'M='M x M (1).

Dans la suite de l'énoncé, on se contentera alors de dire,
dans ce cas, que la matrice M veérifie la relation (1).

Toutes les matrices envisagées seront dans l'espace

M, (R), cest-a-dire ayant 2 lignes, 2 colonnes et des
coefficients réels.
1 0) A_(u 1) .
01/ \10/®

On notera en particulier: I :(

=2 J)

1. Montrer que les matrices A et C vérifient la
relation (1).

2.Calculer A% En déduire que, pour tout entier naturel
non nul n, A" vérifie la relation (1).

3.Montrer que A est inversible.
Dans toute la suite on notera U=A+1L.
4.a. Montrer que la matrice U verifie la relation (1).

b. Montrer que, pour tout n€ I, il existe un nombre

réel noté ¢, tel que U"=¢, U.

c. En déduire que, pour tout ne N, U" vérifie (1).

On notera dans la suite E, l'ensemble des matrices de
M, (I2) qui vérifient la relation (1).

5.a. Calculer les produits de la matrice A+ C et de sa

transposee.

b. En déduire que la somme de deux matrices de E,
n'est pas nécessairement une matrice de E,.

2 ; b
6.Etant donnée une matrice M :(g d) quelconque

de M, (R), déterminer les conditions nécessaires et
suffisantes sur a, b, ¢ et d, pour que M appartienne
a E,. Ondonnera les deux formes possibles des
matrices de E,.

Avant

Maintenant

VERS LE SUPERIEUR

|| Adapté de ENSTIM, 2006, toutes filiéres
Soit (x, y) un élément quelconque de E2. On note Mr.y
e
5 Yy
M,(R)telque Z={M, ,(x;y)eR?}.
1.Quelle relation doivent verifier x et y pour que la
matrice M, , ne soit pas inversible ?

la matrice y ) Soit X le sous-ensemble de
x+y

Calculer le produit M, xM__ .
En déduire l'inverse de M, lorsqu'il existe.

2.0n dit qu'un sous-ensemble F de M, () est stable
par combinaison linéaire lorsque, pour tous A, B dans
F et tous réels A, ¢, AA+ 4B €F.

Lensemble L est-il stable par combinaison linéaire ?
0 _ . 2
g O)EIJ—{A+MI,y,(x,y]ER }
a. Montrer que J est stable par combinaison linéaire.
10 -1 1
b. Posons M1:( )et Mzz( ).Montrerque M,

01 01
et M, appartiennenta J.

. 0
3.5o0ient A :(

€. Soit M € J. Montrer qu'il existe un unigue couple
(a; B)e R* tel que M= aM, + 8M,.

d. Montrer que x est une loi de composition interne
sur J,

4.Soit B une matrice quelconque de M, (R).

Soit ¢, l'application de M, (R) dans M,(R) qui, a la
matrice X, associe la matrice ¢, (X)=BxX.

On dit que ¢, est surjective (respectivement bijective)
si, pour tout Y de ME(R). il existe (respectivement un
unique) X de M, (R) tel que Y=g, (X).

5 /1
a.On suppose dans cette question que B:Mm—(2 3).

¢, est-elle surjective ? Bijective ?

b. On suppose dans cette question que

sew, (3 )

¢, est-elle surjective ? Bijective ?

Aprés

Résolution de systémes d'équa-
tions (méthode de combinaison
ou de substitution).

Utilisation des matrices et des
opérations (additions, multiplica-
tions, puissances) pour simplifier
et resoudre differents problemes
(étude de suites, de graphes,
résolution de systemes d'équa-
tions & plusieurs inconnues...)

Utilisation des matrices pour
simplifier 'étude des endomor-
phismes (applications linéaires
d'un espace vectoriel vers
lui-méme).

Diagonalisation et trigonalisa-
tion de matrices pour simplifier
certains problémes (calculs de
puissances, etc.)
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EXERCICES TRANSVERSAUX

Complexes Arithmétique Matrices

Graphes

Les exercices transversaux sont des exercices qui mélangent les notions de plusieurs chapitres.

Cette bangue d'exercices peut étre utilisée indépendamment de la progression suivie en classe : vous pouvez
piocher dedans dans l'ordre que vous le souhaitez en fonction de ce que vous voulez travailler.

Chaque exercice est accompagné de la liste des chapitres concernés pour vous permettre de mieux les retrouver.

Ces exercices sont, par nature, plus complexes et permettent alors de valider la compréhension des notions et les

raisonnements associés.

2 ) Nombres complexes : point de vue géométrique
.6 ) Calcul matriciel
Soient n un entier naturel supérieur ou égala2 et w le
%
nombre complexe w = e,
1. Justifier que, pour tout entier k compris entre 0 et
n—1ona w*= =
w
2.Soit A la matrice carrée d'ordre n définie par:

1 1 1 1

1 w w? ... "
A=|1 @* @ .. @'

1 &)3 CUE . 0)3{“ 1)

1 CU“ 1 wZ[n 1) Cb'[ﬂ 1

La matrice A est obtenue en conjuguant chacun des
coefficients de la matrice A.
Soit B = AA dont on note b, ; les coefficients.

a. Montrer que, pour tous entiers { et j compris entre 1

n R o |
et n, le coefficient bl.jvériﬁe b, ;= Y (') .
E p k=1

On pourra remarquer que le coefficient @, ; vaut /™"

b.En déduire que B=nl .

3. En déduire que la matrice A est inversible et
déterminer A

) Divisibilité dans Z () calcul matriciel

Soient A et B deux matrices carrées d'ordre 2 3 coeffi-
ab _fe f)

c d) EtB_(g R/

1.a. Montrer que det(AB)=det(A)det(B).

b. Montrer que si A est inversible, alors ad —bc # 0 et

‘AQZEE%BELi::?)

2.0n suppose maintenant que A est une matrice a
coefficients entiers.

cients reels. On note A:(

a. Justifier que det( A ) est un nombre entier.

b. On souhaite que A soitinversible et que A ' ait des
coefficients entiers.

Montrer a laide de la question 1. a. que si ces deux
conditions sont vérifiées, alors det(A)=det(A ") = +1.

238 W | LLS.fr/MXPP238

c. Montrer a l'aide de la question 1. b. que la

réciproque est également vraie, c'est-a-dire que si

A est une matrice a coefficients entiers vérifiant
det(A)=det(A ') = +1, alors la matrice A est inversible
et A" est & coefficients entiers.

Remarque: Ce résultat reste vrai pour une matrice carrée
d'ordre supérieur a 2.

| ) Nombres complexes : point de vue algébrique

) Calcul matriciel
Soit A une matrice carrée d'ordre 2 dont les coefficients
sont des nombres complexes.
La matrice A est obtenue en conjuguant chacun des
coefficients de la matrice A.
Montrer que det(A)= det(A).

| ) Nombres complexes : point de vue algébrique

Divisibilité dans Z ( ¢ ) Calcul matriciel

Soient la matrice A:(? 01 ) et la matrice D :(é Ei)‘

Partie A : Diagonalisation de la matrice A

1. Soit P la matrice a coefficients complexes (11 :)

Calculer P x (1 _11) et en déduire 'expression de P

2. Montrer que A=PDP .

Partie B : Détermination de A"

On considére dans cette partie un entier naturel n.

1. Montrer par récurrence que pour tout ne I :

A"=PD"P .

2. Montrer par récurrence que pourtout ne N :
p"=(o (i)

3.a.0n suppose dans cette question seulement que

n=0[4]

10
Montrer alors que D" :(0 1).

b. Déterminer de la méme maniére une expression de
D" lorsque n=1[4], n=2[4]etn=3[4]

c. Déterminer alors une expression de A" dans chacun
de ces quatre cas.

4, Déterminer la matrice A?°",



Nombres complexes : points de vue algébrique
Suites et matrices
On considére deux suites de nombres complexes (z,)
et (z,) définies par z, =1, z_ =i et, pour tout entier
nelN:

n+1

z,,,=(9—4i)z +(-3+2i)z]
7. =(18—12i)z, +(~6+6i)7

1.Calculer z, et z,.
2. Justifier que ce systéme s'écrit sous la forme
matricielle Z ,,=AxZ ,00Z ., 7 etA sonttrois
matrices dont on explicitera les coefficients.
3.Montrer par récurrence que pour toutne I :

Z =A"xZ_.

n o]

4.0n cherche dans cette partie a déterminer les
coefficients de la matrice A".

. . 12
a. Soit la matrice P:(3 4).

Justifier que P est inversible puis déterminer P,

21 0
— 1 8Ty —
b. Montrer que A=PDP ' ou D—( 0 3).

€. En utilisant un raisonnement par récurrence, montrer
que, pourtoutne N, A" =PD"P .

d. Déterminer, pour tout n € I¥, les coefficients de la
matrice D" puis en déduire ceux de la matrice A",

e. Exprimer, pour tout n € N, z, et z/, en fonction de n.
) Divisibilité dans Z Calcul matriciel

On considére un graphe a dix sommets correspondant

aux entiers de 13 10.

Pour deux sommets a et b, il existe une aréte allant de
a vers b si a divise b.

1.Ce graphe peut-il étre complet ? Justifier.

2.Représenter ce graphe.

Nombres complexes : point de vue algébrique

On cherche dans cet exercice a résoudre dans C l'équa-
tion (E): 4z° —8z°—27z—20 = 0.

Partie A: Recherche d’'une solution « évidente »

On cherche dans cette partie a déterminer une solution
rationnelle de l'équation.

1. Montrer que 0 n'est pas une solution de l'équation.

2. Justifier que s'il existe deux entiers relatifs non nuls p

et g premiers entre eux tels que z=2 soit une solution

q
de l'équation, alors p|20 et g| 4.
3.En déduire les valeurs possibles d'une solution
rationnelle de l'équation (E).

4.Déterminer une solution de l'équation (E).

EXERCICES TRANSVERSAUX

Partie B : Résolution de ['équation

1.A l'aide de la solution déterminée a la question 4.
de la partie A, déterminer une factorisation de
4z3—822—27z—20=0.

2.Déterminer alors l'ensemble des solutions de
léquation (E).

1) Nombres complexes : point de vue algébrique
> ) Calcul matriciel

Soient a et b deux nombres réels. Tout nombre com-

plexe z = a+1ib peut s'écrire de maniere unique sous la
a —b)

b al

1.Soient ¢ et d deux nombres réels et z' le nombre

complexe défini par z' = ¢ +id.

forme matricielle suivante : A =(

Ecrire la matrice correspondant au nombre complexe z’
puis verifier que l'addition et la mutiplication matri-
cielles sont naturellement compatibles avec celles
définies sur C.

2.Ecrire la matrice B correspondant au nombre
complexe z'.

3.Calculer le produit AB. Quel résultat retrouve-t-on ?

Nombres complexes : point de vue géométrigue
Calcul matriciel

On considére la définition des nombres complexes
écrits sous forme matricielle décrite dans l'exercice
précédent.

1.50it # € R. Ecrire la matrice associée au nombre
complexe e,

2.la matrice obtenue correspond & celle d'une
transformation géométrique du plan muni d'un repére
orthonormé direct (_O ; ?}-) Laquelle ?
3.Conjecturer alors, pour tout entier relatif n, une
expression de la matrice associée au nombre (e?)".
Démontrer cette conjecture.

4. Retrouver alors la formule de Moivre.

' ) Nombres complexes : point de vue géométrique
) Calcul matriciel

On considére le plan complexe muni d'un repére ortho-
normé (O ; If, I;') et on définit, pour tout k € I, le point
M, d'affixe z, =e'5.

1. Calculer l'affixe de M et de M.

2.Pour toutentier k{0 ;... ; 5}, placer M, dans le
plan.

3.Compléter la congruence 2020 = .. [6].

4.En déduire, sous forme algébrique, 'affixe de M, ,,.
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EXERCICES TRANSVERSAUX

Nombres complexes : point de vue algébrique
Calcul matriciel
Soient a et b deux nombres réels et on note z et z’
deux nombres complexes vérifiant :
z=2a—b+2+i(a+3b—1)
zZ=—a+b+20+i(2a+7b+7)
On cherche a déterminer a quelle(s) condition(s) les
nombres z et z' sont égaux.
1. Justifier que z et z’ sont égaux si, et seulementsi, a
3a—2b=18
—a—4b=8"
2. Ecrire ce systéme sous la forme AX =B, ol A, X et B
sont trois matrices qu'on déterminera.

et b sont solutions du systéme {

3. Résoudre ce systéme et répondre au probléme posé
en explicitant z et z'.

...... > ) Calcul matriciel

Inverse d’'une matrice modulo 5.
Soient A et B deux matrices dont les coefficients sont
donnés modulo 5.

41 11
OndonneA—(_q 1)etB—(4 4).
80 30
1.MuntrerqueAxB—(U 8)_(0 3).

2. Déterminer un inverse de 3 modulo 5.
2 —2)

3. En déduire que A est inversible et que A '= (3 3

Remarque: On trouvera une généralisation de ce résultat
dans l'exercice suivant.

) PGCD et applications (¢) Calcul matriciel

Inverse d’'une matrice modulo n

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2 et soient

a, b, c et d quatre entiers donnés modulo n.

ab ’ d —b
)etBla matrlce( )

cd -t a

On note det(A) la quantite det(A)=ad—bc.

Soient A la matrice (

10
1. Montrer que A x B =det(A) x (0 1).

2. En déduire que si det(A ) est inversible modulo n
d'inverse det(A) ", alors A est inversible.

Déterminer une écriture de A",

3. On suppose maintenant que det(A) n'est pas
inversible modulo n. Montrer, en utilisant un
raisonnement par 'absurde, que A ne peut pas étre
inversible.

On pourra admettre le résultat suivant : « Pour toutes
matrices A et B, det( AB) = det( A )det(B). »

4. A quelle condition sur le couple (det(A): n) la
matrice A est-elle inversible ?
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" . . . 2
5.Déterminer un inverse modulo 8 de la matrice (1 3).

6. Expliquer pourquoi la matrice ( ) n'est pas

inversible modulo 8.

14

1) PGCD et applications

(.6 ) Calcul matriciel
D’apreés bac S, Métropole, juin 2019
Dans cet exercice, on étudie 'ensemble S des matrices
qui s'écrivent sous la forme A :(S 3) oua,b,cetd
appartiennent a l'ensemble Z et vérifient: ad—be=1.
On note I la matrice identite d’'ordre 2: 1= ( ! 0).

01
Partie A
- . 6 5 . "
1. Vérifier que la matrice A:(_5 _4) appartient a
'ensemble S.

2. Montrer gu'il existe exactement quatre matrices de la

2 < "
forme A:(Ba d) appartenant a l'ensemble S puis les

expliciter.

3. a. Résoudre dans Z l'équation (E): 5x—2y=1.
On pourra remarquer que le couple (1;2) est une
solution particuliére de cette équation.

b. En déduire gu'il existe une infinité de matrices de

la forme Az(; g) qui appartiennent a l'ensemble S.
Décrire ces matrices.

Partie B

Dans cette partie, on note A:(g 3) une matrice

appartenant a lensemble S. On rappelle que a, b, c et d
sont des entiers relatifs tels que ad — be=1.
1. Justifier que les entiers a et b sont premiers entre eux.

2. Soit B la matrice (_dc _ﬂb).

a. Calculer le produit AB. On admet que AB = BA.

b. En déduire que la matrice A est inversible et donner
sa matrice inverse A .,

€. Montrer que A" appartient a l'ensemble S.
3. Soient x et y deux entiers relatifs. On note x" et i les

entiers relatifs tels que (j) :A(:).

a. Montrer que x=dx' — by'.

On admet de méme que y = ay’ —cx'.

b. On note D le PGCD de x et y et on note D' le PGCD

de x" et y'. Montrer que D=D".

4.0n considére les suites d'entiers naturels (x ) et

(y,) définies par x, = 2019, y, = 673 et, pour tout entier
x,,,=2x +3y,

naturel n, ey
n n

n+1
En utilisant la question précédente, déterminer, pour
tout entier naturel n, le PGCD des entiers x ety .



Nombres complexes : point de vue algébrique
Etude des sommes de deux carrés par les entiers de Gauss
Partie A : Définition des entiers de Gauss
Soient a et b deux nombres entiers relatifs.

On appelle entier de Gauss tout nombre complexe z
s'écrivant sous laforme z=a+ib.

On note Z[ i ] l'ensemble des entiers de Gauss.

1.Le nombre 31+0% est-il un entier de Gauss ?
2. Justifierquesi ze Z[i], alors ze Z[i].

3.Montrer que la somme de deux entiers de Gauss est
un entier de Gauss.

&.Montrer que le produit de deux entiers de Gauss est
un entier de Gauss.

5.5i z est un entier de Gauss non nul, % est-il un entier
de Gauss ?

Partie B : Norme et applications

Si z est un entier de Gauss, on appelle norme la fonc-
tionN:z—zxz.

1.Soient a et b deux entiers relatifs et z=a+ib.
Déterminer N(z) en fonction de a et b.

2.Montrer que si z et z’ sont deux entiers de Gauss,
alors N(zz')=N(z)N(z').
3. Premiére application

a. Montrer que, pour tous entiers relatifs a, b, c et d,
(a2 +b*)e*+d?)=(ac—bd)*+(ad+bc).

Remarque : Cette égalité est en réalité valable pour tous réels
a, b, c et d et porte le nom d'identité de Lagrange.

b. Soient m et n deux entiers naturels s'écrivant comme
la somme de deux carrés parfaits.

Montrer que m x n s'écrit également comme la somme
de deux carrés parfaits.

4.Seconde application.

Soitze Z[i].

on dit que z estinversible dans Z[i] lorsqu’il existe un

nombre complexe z € Z[i] tel que zz' =1.

Montrer que z € Z[i] est inversible dans Z[i | si, et seu-

lementsi,ze {1;—1;1; —1}.
) PGCD et applications (© ) Calcul matriciel

D’aprés bac S, Asie, juin 2015

Une équation de Pell-Fermat

On dit qu'un entier naturel non nul N est un nombre

triangulaire s'il existe un entier naturel n tel que

N=1+2+...+n.

Par exemple, 10 est un nombre triangulaire car
1M0=1+2+3+4.

EXERCICES TRANSVERSAUX

Le but de ce probléeme est de déterminer des nombres
triangulaires qui sont les carrés d'un entier.
On rappelle que, pourtoutne ', ona:

+
1+2+..‘+HZM.

Partie A : Nombres triangulaires et carrés d’entiers

1.Montrer que 36 est un nombre triangulaire et qu'il est
aussi le carré d'un entier.

2.a. Montrer que le nombre 1+2+... +n est le carré
d'un entier si, et seulement si, il existe un entier naturel
ptel que n?+n—2p?=0.

b. En déduire que le nombre 1+2+ ...+ n est le carré
d'un entier si, et seulement si, il existe un entier naturel
ptelque (2Zn+1)2—8p?=1.

Partie B : Etude de 'équation diophantienne associée
On considére (E) 'équation diophantienne

x?’—8y?=1, ol x et y désignent deux entiers relatifs.

1. Donner deux couples d'entiers naturels inférieurs a 10
qui sont solutions de (E).

2.Démontrer que si un couple d'entiers relatifs non nuls
(x; y)estsolution de (E), alors les entiers relatifs x et
y sont premiers entre eux.

Partie C : Lien avec le calcul matriciel
Soient x et y deux entiers relatifs. On considére la

matrice A= (? g)

On definit les entiers relatifs x’ et y’ par l'égalité :

(y)=4)

1.Exprimer x’ et i’ en fonction de x et de y.

2.Déterminer la matrice A7, puis exprimer x et y en
fonction de x' et v/.

3.Démontrer que (x; y) est solution de (E) si, et
seulement si, (x' ; y') est solution de (E).

4.0n considére les suites (x ) et (y ) définies par
X, =3, y,=1et, pour tout entier naturel n:

x?”‘1)_ (xll)

=A .

(yni‘! yn

On admet que, ainsi définis, les nombres x, et y, sont

des entiers naturels pour toute valeur de l'entier n.

Démontrer par récurrence gue, pour tout entier naturel
n, le couple (x, ; y, ) est solution de (E).

Partie D : Retour au probléme initial

A l'aide des parties précédentes, déterminer un nombre
triangulaire supérieur a 2015 qui est le carré d'un entier.

Remarqgue : Une équation de Pell-Fermat est une équation
diophantienne de la forme x*— ny® = 100 n estun entier
naturel qui n'est pas un carré parfait.
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EXERCICES TRANSVERSAUX

Divisibilité dans Z PGCD et applications

Calcul matriciel
Chiffrement de Hill
En 1929, le mathématicien et cryptologue Hill publie ses
travaux concernant une méthode de chiffrement qui
porte aujourd’hui son nom.
Le principe repose sur le choix d’'une matrice A vérifiant
les conditions suivantes :
« det(A) est non nul;
« det(A) est premier avec 26.

; i . 72
On travaillera ici avec la matrice A=(1 3).
Partie A : Etude de la matrice A
1. Justifier que la matrice A vérifie bien les conditions
demandées par 'énoncé.
2. A l'aide de la calculatrice, déterminer A",

Partie B : Etude du chiffrement

Le chiffrement de Hill repose uniquement sur le choix

de la matrice A.

Pour coder un mot ayant un nombre pair n de lettres,

on procéde de la maniére suivante :

= on associe a chaque lettre de l'alphabet un nombre
entre 0 et 25 en suivant l'ordre alphabétique ;

« on divise le mot a chiffrer en blocs de deux lettres
successives. On obtient donc plusieurs blocs de
nombres (x,;X,); ...; (X, ;5X,);

« on utilise alors la matrice A pour procéder
au chiffrement : on calcule, pour tout entier

_ Yo, >
ke{o;..; 252}, (yi';):Ax(xj:';).
On obtient alors les blocs (v, 5 ¥,); ... 3 (¥, 13 U,,)
qu'on juxtapose : le mot initialement choisi est alors
codé par une suite de nombres y,y,...y

FI;

« on réduit modulo 26 chacun de ces nombres : pour
toutentier ke{1;... ;n}, on détermine le reste r,
de la division euclidienne de y, par 26;

+ le mot choisi est donc maintenant codé par une suite
de nombresr.r,...r_;

n
= on associe a chacun de ces nombres compris
entre 0 et 25 une lettre selon le procédé décrit
precédemment.

1. En utilisant la matrice A décrite au début de
l'exercice, coder le mot JUIN par ce procédé.

2. Coder un mot de votre choix en utilisant ce procédé.
Compte tenu du processus de codage décrit ici, le mot
doit étre constitué d'un nombre pair de lettres.

3. Reproduire et compléter le programme ci-aprés afin

gu'il transforme la liste initiale de nombres en la suite
codée de nombres.
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1 def Hill(L):

2| n=1len(L)

3| if n¥%2 != 0:

4 return 'I1 faut un nombre de lettres pair !°'
5| else:

6 for k in range(int(n/2)):

7 L[2*k], L[2% + 1] = ... , ...

8 L[2*k] = L[2*k]%26

9 L[2*k + 1] = L[2*k + 1]%26

10| return L

Partie C : Etude du déchiffrement

On cherche ici & déterminer un moyen de déchiffrer un
mot chiffré par le procédé précédent. Sans perte de géné-
ralité, on étudie uniquement le bloc codé (r, ;r,) cor-
respondant au couple de nombres (y, ; y,) obtenu aprés
transformation des nombres (x, ; x,) du mot initial.

On note donc Y:(y1

Y,
nombres obtenus suite & la multiplication & gauche de

) la matrice correspondant aux

; 1%,
la matrice X:( ) par A.
xZ

1. Justifier que (x;, ; x,) est une solution du systéme
19x, =3y, 2y,

d'équations suivant : i19x =y +Ty
2 1 2

2. Montrer que (x, ; x,) est une solution du systéme de
. 19x, = 3r,—2r,[26]

congruences suivant : {19x2 = —r, +7r,[26]

3. Déterminer un inverse de 19 modulo 26.

4. En déduire que x, et x, vérifient le systéme :

x,=7r,+4r,[26]

{xz 151, +257,,[ 26]

5. Le codage d'un mot a donné OCRR, c'est-a-dire la

liste (r, 57,51 s 1,)=(14;2;17;17). Oncherche a

retrouver le mot initial.

.
£l

. s s . (14
En appliquant le résultat de la question 5. & ( ) ) et

17 5
(17 ), retrouver le mot initial.

Remarque: Lorsque le nombre de lettres est divisible par 3,

il est possible de coder des blocs de trois lettres de la méme
maniére que ci-dessus en utilisant une matrice carrée d'ordre
3 vérifiant les mémes conditions que dans 'énoncé.

Lester S. Hill (1891-1961) est un mathémaricien

et cryptologue américain. Ses recherches reposent
principalement sur I'application des mathématiques
dans les systémes de communications et notamment
la cryptographie : le chiffrement de Hill fait partie de
ses principales contributions mais il a aussi développé
des méthodes pour détecter des erreurs dans les
transmissions télégraphiques.



_ ) Calcul matriciel
D'apres bac S, Asie, 2017
Exemple simple de code correcteur

Un bit est un symbole informatique élémentaire valant
soit 0, soit 1.

Partie A: Ligne de transmission
Une ligne de transmission transporte des bits de
données selon le modéle suivant :
+ elle transmet le bit de facon correcte avec une
probabilité p;
+ elle transmet le bit de facon erronée (en changeant
le 1en 0 ou le 0 en 1) avec une probabilité 1—p.
On assemble bout a bout plusieurs lignes de ce type et
on suppose qu'elles introduisent des erreurs de fagon
indépendante les unes des autres.
On étudie la transmission d’un seul bit, ayant pour
valeur 1 au debut de la transmission.
Apres avoir traversé n lignes de transmission, on note :
s p, la probabilité que le bit recu ait pour valeur 1;
* g, la probabilité que le bit recu ait pour valeur 0.
On adonc p, =1et g, = 0. On définit les matrices
5 1- 11
suwantes:A:( P p)' X":(p")etP:( _1).

1-p p a, 1
On admet que, pour tout entier n, ona X, = AX et

donc X =A"X,.
1.a. Montrer que P estinversible et déterminer P,

1 0
b.0On poseD:(o 2p—1)
c. Montrer que, pour toutentiern>1, A"=PD"P .
d. En vous appuyant sur la copie d’écran d'un logiciel
de calcul formel donnée ci-dessous, déterminer une
expression de g_en fonction de n.

. Vérifier que A=PDP .

X0:=[[1,[0]) ( : )

P:=[11L.01,-111 é (l : )
(o siv)

( H@p-1)"+1) )
F(-@p-1"+1)
2.0n suppose dans cette question que p vaut 0,98. On
rappelle que le bit avant transmission a pour valeur 1.

On souhaite que la probabilité que le bit recu ait pour
valeur 0 soit inférieure ou égale a 0,25.

D:=([(1,01,[0,2*p-1]]

[P*matpow(D,n)*PA(-1)*X0

Combien peut-on, au maximum, aligner de telles lignes
de transmission ?

EXERCICES TRANSVERSAUX

Partie B : Le code de Hamming (7,4)

On rappelle qu'un bit est un symbole informatique élé-

mentaire valant soit 0, soit 1. On considére un « mot »

4 1 '

formeé de quatre bits que 'on note b, b,, b et b,.

Par exemple, pour le mot1101,0na b,=1,b,=1,b,=0

eth, =1

On ajoute a cette liste une clé de contréle c,c,c, formée

de trois bits :

* c, est le reste de la division euclidienne de
b,+b. +b, par2;

* ¢, est le reste de la division euclidienne de
b,+b,+b, par2;

* c, est le reste de la division euclidienne de
b,+b,+b, par2.

On appelle alors « message » la suite de sept bits

formée des quatres bits du mot et des trois bits de

controle.

1. Préliminaires

a. Justifier que c,, c, et ¢, ne peuvent prendre comme

valeurs que O ou 1.

b. Calculer la clé de contréle associée au mot 1001.

2.50it b_b,b b, un mot de quatre bits et ¢, c,c, laclé
associée.

Démontrer que si on change la valeur de b, et que l'on
recalcule la clé, alors ¢, estinchangée, c, est modifiée
et c, est modifiée.

3.0n suppose que, durant la transmission du message,
au plus un des sept bits a été transmis de fagon
erronée. A partir des quatre premiers bits du message
recu, on recalcule les trois bits de contrdle, et on les
compare avec les bits de contrdle regus.

Sans justification, recopier et compléter le tableau
ci-dessous. La lettre F signifie que le bit de contrdle
regu ne correspond pas au bit de contréle calculé et
que ces deux bits sont égaux.

4. Justifier rapidement, a l'aide du tableau, que si un
seul bit recu est errong, on peut dans tous les cas
déterminer lequel et corriger l'erreur.

5. Voici deux messages de sept bits: A = 0100010 et
B = 1101001. On admet que chacun d'eux comporte au
plus une erreur de transmission.

Préciser s'il y a une erreur et la corriger.

Exercices transversaux | LLS.fr/MXPP243 | W 243




GRAND ORAL

Se préparer au Grand Oral @

Description de |'épreuve

> L'épreuve du Grand Oral, de coefficient 10, est 'une
des cing épreuves finales du baccalauréat. Elle est
notée sur 20 points.

» Le jury est composé de deux professeurs de votre
lycée qui enseignent deux disciplines différentes.

» D'une durée totale de 20 minutes, elle se déroule
en trois temps : la présentation d'une question
(5 minutes), suivie d'un échange avec le jury sur
votre présentation (10 minutes). léchange se cl6t
par un temps de discussion autour de votre projet
d'orientation (5 minutes).

Premiére partie de |'épreuve : présentation d'une question problématisée

> 5minutes

> Le jour de l'épreuve, vous devez proposer au jury
deux questions que vous aurez préalablement
préparées, seul ou en groupe, pendant 'année.

» Vos questions peuvent porter sur les deux
enseignements de spécialité que vous avez choisis en
terminale. Il peut s'agir de questions transversales,
faisant appel aux deux spécialités, ou de questions
portant sur chacune des spécialités prise isoléement.

Ces questions peuvent par exemple étre :

« Comment des équations différentielles permettent-
elles de decrire le mouvement d’un corps ?

« Comment les sondages d'opinion sont-ils légitimés
par la loi des grands nombres ?

» Parmi ces deux questions, le jury choisit celle que
vous allez présenter a l'oral. Vous disposez de
20 minutes de préparation.

» Vous devez dans un premier temps expliquer
pourquoi vous avez choisi cette question. Vous devez
ensuite la développer ety répondre.

» Vous devez faire votre présentation sans note ;
toutefois, si vous le souhaitez, vous pouvez
accompagner votre présentation d'un support (sur
une feuille) que vous remettrez au jury.
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> Le passage d'une épreuve orale est toujours un
moment impressionnant : c'est normal ! Prenez
le temps de respirer bien profondément si vous
Vous sentez stressé.

s En entrant dans la salle d'examen, saluez
chacun des membres du jury et attendez leurs
consignes.

+ Pendant votre exposé, pensez a vous tenir
bien droit et regardez les personnes a gui vous
parlez.

+ Parlez suffisamment fort et articulez, pour étre
bien compris.

* Ne vous précipitez pas ! Le plus important est
que le jury comprenne sans difficulté les idées
gque vous voulez exprimer.

» Si vous perdez le fil de votre développement,
ne paniquez pas ! Reprenez calmement la ou
vous en étiez.

* Pensez a surveiller votre montre pour ne pas
dépasser le temps imparti.



|
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Deuxiéme partie de 'épreuve : échange avec le jury

g 10 minutes

> Durant cette phase, le jury va étre
particuliérement attentif a la qualité de
l'interaction orale et de votre argumentation,
ainsi qu'a la solidité de vos connaissances.

> A la fin de votre présentation, le jury vous pose
des questions qui vous aménent a développer ou
approfondir certains aspects du sujet.

> Vous pouvez également étre interrogé sur une autre

partie du programme de premiére ou de terminale » Soyez a l'écoute de votre interlocuteur : écoutez

attentivement les questions, et essayez d'y
répondre avec précision.

Troisiéme partie de I'épreuve : discussion autour de votre projet d orientation

X 5minutes

» Soyez concrets : comment votre projet a-t-il
mri ? Grace a quelles expériences (stages,
par exemple), a quelles rencontres (avec des
enseignants, des professionnels, des personnes
de votre entourage), a quelles lectures ?
Comment avez-vous orienté vos études,
notamment par le choix de vos spécialités,
en vue de ce projet ?

> L'épreuve se termine par un échange autour de
votre projet d'orientation. La question que vous
avez présentée doit &tre en lien avec les études que
vous souhaitez mener ou le métier que vous voulez
exercer.

> Vous allez présenter au jury l'orientation que vous
souhaitez donner 3 votre parcours.

~

N'hésitez pas a partager vos réflexions
personnelles: le jury appréciera que vous lui
expliquiez vos motivations, vos hésitations et les
différentes étapes de votre réflexion.

s A
Comme le suggére le programme, les problémes abordés en maths expertes peuvent servir d'appui a des
questions de Grand Oral. Retrouvez des exemples a la fin de chaque chapitre de ce manuel.
= Chapitre 1 - Bindme de Newton. Suite récurrentes et équations différentielles linéaires d'ordre 2. 47
» Chapitre 2 - Linéarisation et intégration de fonctions trigonométriques. 79
s Chapitre 3 - Résoudre un probleme d'arithmétique avec ou sans raisonnement par récurrence. 115
* Chapitre 4 - Détermination de racines rationnelles d’'un polynome. 143
« Chapitre 5 - Dénombrement et applications arithmétiques de la fonction logarithme. 163
« Chapitre 6 - Matrices et représentations paramétriques de droites. 205
= Chapitre 7 - Suites couplées. 231
ki b

Le Grand Oral

Retrouvez un espace en ligne en accés libre dédié a la préparation au Grand
Oral avec des outils pour s'enregistrer et se filmer ainsi que des conseils
pour aborder sereinement cette nouvelle épreuve sur (LLS.fr/GrandOralMaths ).
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GRAND ORAL

Quelles sont les attentes du jury ?

La grille ci-dessous résume les principales compétences qui seront évaluées par le jury le jour du Grand Oral.

> Le jury évalue avant tout votre maitrise de la question présentée. Il sera attentif a la fagon dont vous exposez votre
démarche, a la clarté de votre présentation, a la qualité de votre raisonnement.

» Le jury évalue également la qualité de votre présentation orale et votre attitude pendant I'épreuve. Lors d'un oral, le
langage verbal - la fagon dont vous parlez - et le non verbal - votre attitude, vos gestes, vos regards — entrent en jeu.

Cette grille vous sera utile pour vous auto-évaluer pendant votre pré paration.

Qualité orale

de 'épreuve

Qualité de

la prise de

parole en
continu

Qualité des
connaissances

Qualité de
lUinteraction

Qualité et
construction de
l'argumentation

Difficilement audible Enoncés courts, | Connaissances Réponses courtes | Pas de compréhension
e | surl'ensemble de la ponctués de imprécises, ourares. La du sujet, discours
& | prestation. pauses et de incapacité a communication non argumenté et
E Le candidat ne faux démarrages | répondre aux repose décousu.
v . e " " . s
£ | parvient pas a capter ou énoncés questions, méme principalement sur
S pateention. longs a la avec une aide et l'évaluateur.
= syntaxe mal des relances.
maitrisée.
La voix devient plus Discours assez Connaissances Lentretien permet | Début de
- audible et intelligible clair mais réelles, mais une amorce déemonstration
ﬁ au fil de l'épreuve mais | vocabulaire difficulté a d'échange. mais raisonnement
£ | demeure monocorde. limité et les mobiliser Linteraction reste | lacunaire.
E Vocabulaire limité ou | €nonces en situation a limitee. Discours
approximatif. schematiques. locca.smn des‘ insuffisamment
questions du jury. structure.
Quelques variations Discours articulé | Connaissances Répond, contribue, | Démonstration
dans l'utilisation de la | et pertinent, précises, une réagit. Se reprend, | construite et appuyée
= voix ; prise de parole enonces bien capacité a reformule en sur des arguments
5 | affirmeée. Il utilise un construits. les mobiliser s'aidant des précis et pertinents.
ﬁ lexique adapté. en réponses propositions du
::'g: Le candidat parvient a aux questions Jury
susciter l'intérét. dujury avec
éventuellement
quelgues relances.
La voix soutient Discours fluide, | Connaissances S'engage dans Maitrise des enjeux
efficacement le efficace, tirant maitrisées, les sa parole, du sujet, capacité a
discours. pleinement réponses aux reagit de facon conduire et exprimer
£ | Qualités prosodiques profit du guestions du pertinente. Prend une argumentation
3 marquées (débit, temps et jury temoignent l'initiative dans personnelle, bien
% fluidité, variations et développant ses | d’'une capacité l'echange. Exploite | construite et
E nuances pertinentes...). propositions. a mobiliser ces judicieusement les | raisonnée.
" z connaissances a elements fournis
‘@ | Le candidat est : g o
= . . bon escient et a les | par la situation
pleinement engageé 3 = S
exposer clairement. | d'interaction.
dans sa parole. Il
utilise un vocabulaire
riche et precis.
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Le corps et la voix

GRAND ORAL

La prise de parole a l'oral est a la fois un exercice scolaire et une épreuve du bac, mais c'est aussi une compétence qui
vous sera trés utile tout au long de la vie. Il existe de nombreuses méthodes pour s'entrainer & la prise de parole et
progresser dans votre maitrise de l'oral.

Vous devez | =
soigner...

pour...

en étant
attentifa... | *

et en veillant

La voix et la respiration.

Capter votre auditoire et
éviter de dégager du stress.

Varier le débit (vitesse) et
lintensité (plus ou moins
fort) de votre voix.

Accentuer les passages
importants.

Soigner votre diction, bien
articuler.

Contrdler votre souffle en
maitrisant votre respiration.

Parler trop vite, ni trop
douce ment.

Répéter trop souvent le
méme mot (« donc »,

a ne pas... « alors ») ni multiplier
les « euh ».
» Vous laisser envahir par vos
émotions.
y A
Pour s entrainer

* Les gestes, le regard,
la posture.

* Mieux transmettre votre
message.

s Etre bien ancré au sol,
stable et droit: les épaules
sont redressées, en arriére,
de sorte que la colonne
vertébrale suit une ligne
droite qui va du bassin
jusqu'a la téte ; les pieds
sont disposés dans la
continuité des hanches.

» Regarder les membres du
jury.

« Garder les mains dans vos
poches, croiser les bras, se

balancer, remuer les jambes,
se recoiffer, etc.

« Eviter le regard du jury.

Lapparence et l'attitude.

Donner une bonne image
de vous.

Avoir une tenue
vestimentaire adaptée et
dans laquelle vous vous
sentez a l'aise.

Paraitre sérieux, concentré,
positif (sourire, dire bonjour,
etc.)

Surjouer votre oral avec une
attitude théatrale excessive
ou, au contraire, ne montrer
aucune envie.

La clé d'un Grand Oral réussi réside dans un entrainement régulier tout au long de l'année. Voici deux exercices qui
vous aideront & progresser !

> Seul ou devant un proche qui vous filme, présentez
a voix haute la question que vous avez choisie, dans
le temps imparti (5 minutes). Visionnez ensuite la
vidéo et notez, a partir des axes présentés dans le

tableau, vos axes de progression.

> Pour prendre conscience des petits défauts dans
l'expression orale ou dans le langage non verbal, il
peut étre trés intéressant d'observer la présentation
orale d'un camarade. Observez et analysez ses gestes,

son regard, sa posture et discutez-en ensemble a la

fin de l'exposé.

Entrainez-vous sur (LLS.fr/GrandOralMaths )

G.LS.fr.-"Grand OralMaths] W 247




'CORRIGES

Chapitre @

Auto-évaluation

Tlaztz,=(1+i)+(1-i)=2et
zxz,=z,xz,=1"+1=2.
b. Le polynome défini sur C par
P(z)=(z—z)z—2z,)=2"—2z+2 admet
z, et z, comme racines.
2.a.Q(z,)=Q(z,)=0 donc Q se fac-
torise par P. De plus, pour tout ze C,
(z—a)P(z) =(z—a)z"—22+2)

= (2+a)z* +2(a+1)z— 22
En comparant cette écriture a
Q(z)=2z'—62"+10z—8, on obtient
a =4, Dong, pour tout ze C,
Q(z)=(z—4)P(z).
b. D'aprés la question précédente,
Q(z)=o0 admet trois solutions dans
Cidyz,=1+iet z,=1-1i.

Exercices

Toa=(2+1)(1+30)
—246i+i-3=—1+7

2.b=(3-2)(2+3i)=6-7i

3e=(—4-Ji)a+2)=1-3i

bod=(-3-i)3-4)= 63

1
1.ﬂ=m

-
i

= AEiEENY a8 g
—(3'+zi)x(3'—2i)—“1‘3" EER
8, 4,
2.b= 2 __-§+-§1
3.0—-—~—-—1+ =1

- | 1
& d=—pap=—qr-T

1. On peut réécrire cette équation
sous la forme z*—2z+3=0.

On reconnait alors un trindme du
second degré, de discriminant A =—8.
Cette équation admet donc deux
solutions complexes conjuguées :

2008 gy et 2B gy

2.0n peut réécrire cette équation
sous la forme z2=—1. Cette équation
admet deux solutions dans C : i et —i.
3.Pour tout ze 7, on peut réécrire
cette équation sous la forme
z'+6z+13=0. On reconnait alors un
trindme du second degré, de discri-
minant A =—16. Cette équation admet
donc deux solutions complexes
conjuguées: —3—2 et —3+2i.

4. Pour tout ze ', on peut réécrire
cette équation sous la forme
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#z2—z+1=0. Onreconnaitalors un
trindme du second degré, de discri-
minant A = -3. Cette équation admet
donc deux solutions complexes

1 V3.

conjuguées : 77§1 et 5+,

1z =(3+i)(1+4i)
=3+12i+i—4=—1+131
2.z=(2+3i)(2i-1)=-8+i
3.z=(5-i)(2-2)=8—12i
PRI e S 1
1. Faux. En effet, si on prend a =1
et b——1, alors on obtient z =2i et
z,=-2i et on a bien z,=—=z,. Et si on
prend a=—1et b=—1, alors on obtient
z,=2+2etz=-2-12ietonaencore
une fois z, =-z,.
2.Vrai. En effet, pourtout be 2,
z=(2+ib)(2b+i)=3b+2i(1+b’). Et,
pourtoutbe R, 1+b%#0.
3.Vrai. Léquation z =z, peut se
réécrire (4a’—4a+1)+i(b2—2b+1)=0,
et les équations 4a®—4a+1=0et
b*—2b+1=0n"admettent qu'une
seule solution : respectivement —%
et
4. Faux. Pourtout ze C,
(a+i)P =(a*—3a)+i(3a®>—1). Or, z est
un nombre réel si, et seulement si,
3a’—1=0. Cette équation admet deux

V3 LES

f V3 P
solutions : “3-et —5~. Doncsia=-5

5 3
ousia =—~‘g-_—, alors z est un nombre
réel.

_ 3 3ix(2-i) 3 6.
-10—2_ (7.—?+§1

_A+i_ 1
24 2 2
1+2i 4 A
L A
_2-3_12_ 5
hd=5—g-w T

-1 (5+2)z—2=i=z= 2+1

5+2i
- (2+D(5-2) - 2, .1
nz—(5+2i)(572i)mz— 9+129
S
etdonn:z—29 isg.
221(1—22)+z—1z—1=o( Sjz=—1-2A

9 G
ﬁﬁ—lﬁ donc z= 55 i

3.2iz—i=2(z—5)+i = (2A—-2)z=—10+2
e z=3+2i donc z=3-2i.
‘I». — 21

+t1+ti=0e(2+i)z=1+3i

=p2=1+1 doncz=1-i.

l.z,tz,=1etz;z, =;5;, donc

z, et z, sont racines du polyndme

72 +z+%. Le discriminant de ce poly-
nome vaut A=-4<0, iladmetdonc
deux racines complexes conjuguées :

—1—iya 1

_ . _ g
zZ,=—— —=-—g-ietz,=—5+i
2. z, et z, sont racines du polynéme
2'+242z+6. Donc z,=—y2 —2i et
zZ,=—y2+2.

3. z, et z, sont racines du polyndme

23zt Donc 7= L+ Liet
431

7,=—5—1i

172
4. z, et z, sontracines du polyndme

22 +42z+1. Donc z, = —-"2@ +-"2@i et

2 2

1.Soit 2 e R,

Plia) =—ai+(4+i)a?+i(5+4i)a—5
=4(g?—a)+i(—a*+a*+52—5)

On cherche maintenant a résoudre

4la’—a)=0et —a’+a’+52-5=0.

Léquation 4le’—a)=0< 4a(e—1)=0

admet deux solutions : =0 ou

a=1.Et, si =1, alors on a aussi

—a?+a*+52—5=—-1+1+5-5=0. Donc

ix 1=1 est une racine du polynome P.

2.PourtoutzeC,

(z—i)Maz*+hz+e)

=az’— (-b+ia)z*+(c—ib)z—ic.

En comparant cette écriture a celle

de P(z) donnée dans 'énoncé, on en

déduit que a=1,b=—4ete=5.

i.

3. 22 4z +5 est un trindme du second
degré de discriminant A=—4. Il admet
donc deux racines complexes conju-
guées:2—iet2+i.LUéquation P(z)=
admet donc trois solutions dans C : i,
2—-iet2+i.

1. Le discriminant du trinéme

du second degré 3z -2z +1vaut
A=(-2)"-4x3x1=—8<0. L'équation
n'admet donc aucune solution réelle :
laffirmation est fausse.
2.0na2+it52r=2+i+t2-i=4et
2-i+52 =2-i+2+i=4, donc l'affir-
mation est vraie.

3. Les solutions de léquation
z'—4z+5=0sont 2+iet2—i. Les
solutions de l'équation 2>+ 4z +5=0
sont —2+i et —2—i. On a bien
2+i=—(-2—-i)et 2—i=—(-2+i), donc
laffirmation est vraie.

4, Le discriminant du trindme du
second degré z2—6z+10 vaut A=—4. Il
admet donc deux racines complexes
conjuguées: 3—i et 3+i. La partie
réelle de ces racines vaut bien 3, donc
laffirmation est vraie.



Chapitre @

Auto-évaluation

oo @ 900@ 000
00

1. Graphiquement, z, =2+i et
Zp=—h+3i

2|z, z,[=]-6+2if =62+ 2% =40,

| 2, —ZC[2:|(—3—1"§)+ (1-3¢3)if =40
et|z.—z,[=|(v3-3)+(1+3/3)if =
Donc le triangle ABC est équilatéral.
3.Le triangle ABC étant equila-
téral, ses hauteurs et ses média-
trices sont confondues. Donc H, le
pied de sa hauteur issue de C, est
le miéieuzdu segment [AB]. Donc
2= ATE _ 2+1—24+3l — 1472

4. Le triangle ABC étant équilaté-
ral, ses hauteurs sont confondues
avec ses méedianes. Donc [CH] est la
médiane issue de C dans le triangle
ABC. De plus, si on note G le centre
de gravité de ABC,on a 6:‘:=%Eﬁ
On obtient z,—z,= %—(zH ~z,)
c'est-a-dire z,— 3 +1-(2+343)i
=2(-1+2i—y/3+1-(2+343)i), et on
obtient zG=( 33 —1) +i(2+43).

Exercices

) La-b=5-3-2=3-3iet
d—¢=1-2i—-i+2=3-3i. Donc
a—b=d—c et ABCD est un parallélo-
gramme.

2. ABCD est un parallélogramme donc
M, le point d'intersection des droites
AC) et (BD), est_le milieu de [DB].

2
2 z——v’“—w’“ ( 22 -"zﬁi)=2e“§'

=ﬁ<—%—i’§i)

=3 cos(FE ) +isin(5E

0 [b—alf=4f =16,
le—b|?=2+i|*=5et
|e—a|*=|2+i|*=5. Donc le triangle
ABC est isocéle en C. La réciproque
du théoréme de Pythagore affirme
qu'il n'est pas rectangle.

=) e

-] 1.0On cherche z_ tel que
z,—z,=z,~z,.0nobtient z,=—4—i.
2. Le centre O de ce parallélogramme
est le milieu d'une de ses diago-

nales ; par exemple de [AE]. D'ou
2,12, 3.1,
Zg= _ e T += 3 i.

3 1.|z|=|9+5i|=497+5 =406

2 || |3 1| -y ET (7 L2

3.|z,| =]2+3 +3i]
=/2+3) +32=2/4+43

fef=[si- |5 (5] =52
m 1.z, =%+32§i
A1)

2.z, =mi
=7(0+1x1i)
=n(cos(F) +sin(F)i)
3.2, =6+643i
=13+ 4i)
=12{cos () +sin( 5 )i)
bz, =—2+2

=2 -G )

=2/2(cos( )Hm(%’f*)i)
m T1.zxz —3eTx3~e

B ezi:+e—2t:
- 2
2. 2cos(x)sin(x)
elf e elt e

=cos(2x)

=273 2
(e +e ) (e —e )
- 2i

2w —Hr
—& &  _in(2x)

21

J 1 ﬁD:Fd*ﬂi=\72+%il
oo -4

2. Le point D est a égale distance

de A, de B etde C donc le point D
est le centre du cercle circonscrit au
triangle ABC.

CORRIGES-

g 2Fi—4+i 242
2321 A4
(2420 X (—4+4i)
T (A b)) (A +a)

_ A _ 1.

-8 ~ 2!
2.0na:
. —% +i—4+i
(aC; BA) - arg( 355572

=arg(—~2‘!~i]=—-g-+2k:r, keZ.
Donc les droites (AB) et (AC) sont
perpendiculaires.

Chapitre @

Auto-évaluation

|39 |7 w3 729

b.Pourtout ne I,

36 =31x36=3"x1[7]=3"(7].

€. 30 =333 xE=33[7]=6[7]

d. Pour tout n e 14, 375 =3"[7].

Etudier le reste de la division eucli-

dienne de 3" par 7 pour tout n € I¥

revient donc a étudier ce reste pour

ne{l;2;3;4;5;6}.

EON 1 [2[3[4[5]6
[ 3206 4[5

e.Pourtoutne{1;2;3;4;5;6},

3"%0(7]. Donc, pour tout ne &, 7 ne

divise pas 3".

2.a.0n reconnait la somme des

termes d'une suite géométrique

de ralson 3. Donc, pour tout ne M',

_.'T ?(3"—1)
b.
E f1lz]aln]s]s
=7 HEBERAEBE
Bl 2 (15340
= {1 ]s[6[5]2]0

Donc u, est divisible par 7 si, et seule-
mentsi,n=6[7].

3.Pour tout ne N', w, =5(3"-5").

De plus 3?=1[4| et 5 =1[4], on peut
donc étudier le probléme uniquement
pour ne{1;2}.
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Donc w, est divisible par 4 si, et seu-
lementsi, n=0(2].

Exercices

1. Les diviseurs positifs de 38
sont 1,2, 19 et 38.

2. Les diviseurs positifs de 30 sont 1,
2,3,5,6,10, 15 et 30.

3. Les diviseurs positifs communs de
30 et 38 sont donc1et2.

Les diviseurs entiers de 4 sont
G=1x4=04x1

=2x2=(1)xX(—4)

=(—4) % (1) =(-2) % (=2).
Puisqu’'on cherche (x;y)e [¥%, on
cherche y >0 etdonc y+3>3.Iln"y
a qu'un couple de diviseurs de 4
respectant cette condition : (1; 4). Et

x—4=1 [x

y+3=4 i {y
donc qu'un seul couple d'entiers
naturels distincts vérifiant cette équa-

tion: (4:1).

1.Soit ne N,
(n+3)=n+6n+9=n(n+6)+9.
2.D'aprés la question précédente, le
reste de la division euclidienne de
(n+3)* par n est 9 si, et seulement
si, n>9 (puisque, dans une division
euclidienne, le reste est forcément
inferieur au diviseur).

=5 .
on a alors { 1 Il n'existe

1.a=2[5] donc @ = 4[5]. D'oll
a’+b=4+3=2[5]. Le reste de la
division euclidienne de a*+b par 5
vaut donc 2.
2.3a+3b=3x2+3%x3=15=0[5]. Donc
3a +3b est divisible par 5.

1. Les diviseurs de 24 sont 1, 2, 3,

4, 6, 8,12, 24 et leur opposeé.

2. Soit k un tel entier naturel. Alors on

akl=n’-2t en’-k'=24
sin—k)int+k)=24.

On cherche donc n—k et n+k parmi

les diviseurs de 24. De plus, comme

n et k sont positifs, on cherche ces

nombres uniquement parmi ses

diviseurs positifs, cela nous apprend

aussi qu'on a forcément n—k<n+k.

Et on obtient, au final, que les valeurs

possiblesde nsont n=5et n=7.
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1. Comme d|n+6et d|2n+3 alors
d divise toute combinaison linéaire
de n+6et2n+3. En particulier d
divise 2(n+6)—(2n+3)=9.
Doncde{1;3;9}

2.Si d=1, alors d divise tout nombre
entier. Donc, pour tout ne I, le
couple (n ;1) respecte les deux condi-
tions de l'énonce.

Sid=3, alors 3[n+6<3|n, et

3|2n +3 < 3|n. Dong, pour tout ke Iy,
le couple (3k; 3) respecte les deux
conditions de l'énonce.

Enfin, si d =9, alors 9|n+6 = il existe
keZtelque n=9k+3,et9|2n+3 =il
existe k' € Z tel que n =9k +3. Dong,
pour tout ke I¥, le couple (9k+3;9)
respecte les deux conditions données.

Soit n un entier naturel qui, dans
la division euclidienne de n par 6, a
un reste égal a deux fois le quotient.
Il existe donc ke 4, tel que n= 6k +2k
avec 0 < 2k < 6. En conclusion, on a
donc n=8k avec 0 <k < 3. Les entiers
naturels cherchés sont donc 0, 8 et 16.

T(a+tbP=a?+3a’b+3ab?+b?
2.a*+b? est divisible par 3, alors il
existe ke Z tel que a® + b =3k,

donc (a+bh)? =3k +3a®bh + 3ab?
=3(k+a’b+ab?’) est divisible par 3.
Réciproquement, si (a+b)* est
divisible par 3, alors il existe

keZtel que (a+h)® =3k, c'est-a-

dire a®+3a*b +3ab*+b* =3k, d'ou
a’+b’=3(k—a’b—ab?) et donc a*+b*
est divisible par 3.

En conclusion, (a+b)* est un multiple
de 3 si, et seulement si, a* +b* est un
multiple de 3.

3.D’aprés la question précédente,
(x+2)* estun multiple de 3 si, et seu-
lementsi, x*+ 8 est un multiple de 3.

: 0 1 2
x*+8=_. 3] 0 1
Donc, d'aprés le tableau de
congruence ci-dessus, (x+2)* est
un multiple de 3 si, et seulement si,
xr=3k+1, avec k € Z. En conclusion,
les x compris entre —5 et 5tels que
(x+2)* estun multiple de 3 sont donc
-5, -2, 1et 4

Proposition 1
n=3[7]=n*=6[7]=n*t1=0[7]=n*+1
est divisible par 7. Donc cette propo-
sition est vraie.

Proposition 2

Soit ne M, 2°=1[3]
=(22)"=1"[3]=2"+1=2[3]. Donc
2™ +1 n'est pas divisible par 3. Cette
proposition est donc fausse.
Proposition 3

Cette proposition est fausse. Pour
le prouver, prenons un contre-
exemple. Si on prend x =5, alors
x*—x=20=0[5]mais 5 % 1[5].
Proposition &

Supposons dans un pre-

mier temps que a>b. Alors
abc—bac={a—b—1{10+b—a)0 et
(a—b-1)+(10+b—a)=9donc A—B
est bien divisible par 9.

Supposons maintenant que b > a.
Alors A—-B=—(B—A) et on peut
utiliser ce qu'on a fait précédem-
ment pour en déduire que B— A est
divisible par 9, et donc que A—Best
divisible par 9.

En conclusion, la proposition est
vraie.

1. Soit (x; y) un couple d'entiers

tel que 4x?+3y? =1, alors

4y = =3y + M
=—3y*+3x3+2=3(—y*+3)+2

Enposant K=—-y*+3 € Z, on a alors

4x’ =3K+2 et donc 4x’ =2(3].

2.
' Bl o [ 1 [ 2
o [ 1 | 1
o |3 |3

D'apreés le tableau de congruences
ci-dessus, il n'existe pas d'entier x
tel que 4x* =2[3], donc 'équation (E)
n'admet pas de solution entiére.

Chapitre @

Auto-évaluation

Bo@oMmo@e
(Doeolloco@doo
Deo

1.a. z=0[35] équivaut a dire qu'il
existe x e Z tel que z=35¢. De méme,
z=6([27] équivaut a dire qu'il existe
ye Z tel que z =27y + 6. Le systéme de
congruences est donc équivalent a
l'équation diophantienne 35¢—27y =6.

b.35 et 27 sont premiers entre eux
donc, d'aprés le théoréme de Bézout,
l'équation admet bien une solution.




On peut obtenir une solution particu-
liére a cette équation en remontant
lalgorithme d’Euclide : une solution
particuliére est le couple (—60; —78).
€. Soit (x; y) = Z solution de I'équa-
tion diophantienne. On a donc
3/xx—27xy=35x%(—60)+27x78,dol
35(x+60)=27(y+78). 35 et 27 sont
premiers entre eux donc, d’'aprés le
théoréme de Gauss, 27 divise x+60. Il
existe donc ke Z tel que x+60=27k
c'est a dire x =27k —60. En remplacant
x par son expression dans l'équa-
tion 35(x+60)=27(y+78), on obtient
alors que y =35k —78. Réciproque-
ment, on a 35(27k — 60) —27(35k—78)

= 945k — 2100 — 945k + 2106 = 6, donc les
couples (27k—60 ; 35k —78) sont bien
solutions de l'équation 35x—27y=6.
Les solutions z du systéme de
congruences s'écrivent donc

2 = 35¢ = 35(27k — 60) = 945k — 2100, k € Z.

2. Ce probléme revient a chercher

la solution positive minimale du
z=0][35]
z=6[27]
Les solutions de ce systéme sont de
la forme z =945k —2100, avec ke Z. La
solution positive minimale de ce sys-
téme vaut donc z=945x 3—2100 =735.
L'astronome devra donc attendre 735
jours pour pouvoir observer ces deux
planétes simultanément.

systéme de congruences{

Exercices

Déterminons PGCD(123 ; 76).
12376 =47

76— 47=29

47—29=18

29—-18=1

18-11=7

1M-7=14

7-4=3

4—3=1

3-1=2

2—-1=1

1-1=0

Donc PGCD(123;76)=1.
Déterminons PGCD(98 ; 38).

98 —-38 =460
60—-38 =22
3B-22=16
2—-16=6
16—6=10
1M0—6=4
6—4=2
4—2=12
2—-2=0

Donc PGCD(98 ; 38)=2.

| 1.Pourtoutne ¥,ona

19n+24=2x (8n+10)+(3n+4) dong,

PGCD(19n + 24 ; 8n +10)

=PGCD(8n+10; 3n+4).

De la méme maniére, on obtient que

PGCD{(8n+10;3n+4)

=PGCD(3n+4;2n+2)

=PGCD{2n+2;n+2).

Les diviseurs communs de 2n+2

et n+2 divisent toute combinai-

son linéaire de ces deux nombres

donc, en particulier, divisent

(2n+2)—2(n+2)=2. Leur PGCD étant

un de leur diviseur commun, il divise

donc 2.

Donc PGCD(9n+24 ; 8n+10)
=PGCD(2n+2;n+2)=1

si n est impair, et

PGCD(9n+24; 8n+10)

=PGCD(2n+2;n+2)=2

si n est pair.

2. PGCD(19n+24 ; 8n+10)=1s5i, et

seulement si, n est impair, d'aprés la

guestion précédente. Donc 19n + 24

et 8n+10 n'admettent aucun diviseur

commun autre que 1si, et seulement

si, n est impair. Et donc, la fraction

JH est irréductible si, et seule-

ment si, n est impair.

1. (—49 ; 37) est une solution par-
ticuliére de cette équation.

2. (—15; —94) est une solution particu-
liére de cette equation.

3. (—9; 113) est une solution particu-
liere de cette équation.

] 1.limplication n=0[4]=3n=0[4]
vient directement de la compati-
bilité de la multiplication et de la
congruence.

Montrons l'implication réciproque.
Soit ne I tel que 3n=0[4]. Alors il
existe ke 7 tel que 3n=14k.Or 4 et 3
sont premiers entre eux donc, d'aprés
le théoréme de Gauss, & divise n. Et
donc n=0[4].

2.Soit ne I¥ tel que n+1|5n. Il existe
donc ke Z tel que Sn=k(n+1).

Or, pourtoutne ¥, n et n+1sont
premiers entre eux donc, d'aprés le
théoréme de Gauss, (n+1)|5 et donc
n+1=10un+1=5, cest-a-dire n=0
oun=a,

Pour tout n € 4,
n*—=1=(n—1)(n+1),donc
PGCD(n?—1;3(n+1))
=(n+1)PGCD((n—1); 3).

CORRIGES-

Donc, soit 3|[n—1=n=1[3]etona
alors PGCD(n*—1;3(n+1))=3(n+1),
soit 3 ne divise pas n—1etdans ce cas
PGCD(n*—1;3(n+1))=(n+1).

1.0n a 2" = 1[15] donc

2% =™ = 2[15]. Cette proposition

est donc vraie.

2. D’aprés la question précédente,

on sait qu'il existe ke Z tel que

2" =15k + 2, donc 2“5+ 4 =15k + 6. D'oli

PGCD(2"°+4 ;15) = PGCD(15; 6)
—PGCD(6;3)=3.

Cette proposition est donc vraie.

|| Soient a et b deux entifrs
relatifs. on a &+ % =amion o,
d'aprés lidentité de Bézout, il existe
(a;b)ei? telque am +bn=1si, et
seulement si, m et n sont premiers
entre eux. D'ol le résultat.

1 "1;? ¥ =18 |n—7= il existe

keZtel que n—7=18k. De méme,
”.&8 eZ e ilexiste k¥ € Z, n—8 =15k
On endeéduit alors que k et k'
doivent vérifier 18k—15k' = 1. Or 18 et
15 ne sont pas premiers entre eux
donc, d'aprés lidentité de Bézout, il
n'existe pas d'entiers k et k' tels que
18k — 15k’ = 1. Cette affirmation est
donc fausse.

% ”@3 eZ16|n—3 = il existe

k € Z tel que n—3=16k. De méme,
z 1_211 eZ s il existe K € Z, n—11=12k'"
On en déduit alors que k et k'

doivent véerifier 16k —12k' = 8. Comme
PGCD(16 ; 12)= 4, d'aprés le théoréme
de Bézout il existe des entiers k et

k' tels que 16k —12k' = 4 et dong, en
prenant K=2k et K’ =2k, il existe des
entiers K et K' tels que 16K—12K' = 8.
Cette affirmation est donc vraie.

-} Montrons par récurrence que,
pour tout ne ', a et b" sont pre-
miers entre eux.

Initialisation : a et b' = b sont pre-
miers entre eux d'aprés l'énoncé.
Donc la propriété est vraie au rang
n="1

Hérédité : supposons que cette pro-
priété soit vraie au rang n, montrons
qu'elle est aussi vraie au rang n+1.
Par hypothése de récurrence, a et
b" sont premiers entre eux. Donc,
d'apres lidentité de Bézout, il existe
(u;v)e Z2? tel que au+b"v=1.
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En multipliant les deux membres de
cette égalité par b, on obtient alors
au+b"" v = b. Soit maintenant d un
diviseur commun de a et b,

alors d divise toute combinaison
linéaire de a et b™*'. En particulier
d divise b=au+b""'v. Donc d divise
a et d divise b, doncd=1car a et

b sont premiers entre eux. Donc
PGCD(a, b"*') =1, ces deux entiers
sont bien premiers entre eux et la
propriété est vraie au rang n+1.

En conclusion, par récurrence, on a
montré que, pour tout ne 14, a et b”
sont premiers entre eux.

Chapitre @

Auto-évaluation

1.a et b ne sont divisibles par
aucun entier (non égal a 1) inférieur
a, respectivement, ya = 5.6 et b = 4.4,
donc a et b sont premiers.
2.e=1530=2x%x3*%x5x17

3. ¢ admet 24 diviseurs. Les diviseurs
de ¢ sont1,2,3,5,6, 9,10, 15, 17, 18,
30, 34, 45, 51, 85, 90, 102, 153, 170, 255,
306, 510, 765, 1530. On les obtient en
effectuant tous les produits possibles
entre les facteurs de sa décomposi-
tion en facteurs premiers.

4. b =19 est premieret e=2x3*x5x17,
par unicité de la décomposition en
facteurs premiers, ces deux nombres
n'ont donc aucun diviseur commun a
part 1. D'ot PGCD(b; ¢)=1.
5.a.Comme b est premier et que,
d'aprés la question précédente, b ne
divise pas c alors, d'aprés le petit
théoréme de Fermat, ¢ '=1[b]. D'ou
€0 = B = (P10 = 1[ b].

b. De la méme maniére, comme

e =(c"")"® et que a ne divise pas c,
alors, d'aprés le petit théoréme de
Fermat, ¢*" = 1[al.

€. c*"=1[b], il existe donc ke Z tel
que ¢*%=bk+1. De méme, puisque
¢ =1[a], il existe k' € Z tel que

¢ =ak'+1. 0n a alors bk +1=ak'+1,
c'est-a-dire bk =ak’. Or, a et b étant
premiers, ils sont premiers entre
eux, donc, d'aprés le théoréme de
Gauss, b|k', donc il existe ge Z tel
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que k' = bg. On peut donc écrire
¢ =ak'+1=abxg+1, c'est-a-dire
=y [

¢ abl.

Exercices

1.143=11x13
2.147=3x%7°
3.308=2°x7xM

4, 10264=2"
5.1715=5x7°
6.9180=2"x3"x5x%x 17

1. 17 est premier et ne divise pas
2 donc, d'apres le petit théoréme de
Fermat, 2" =1[17].

2.5 est divisible par 5 donc 5* = 0[5].
3.19 est premier et ne divise pas 4
donc, d'aprés le petit théoréme de
Fermat, 4™ =1[19].

4.5 est premier et ne divise pas 7
donc, d'aprés le petit théoréme de
Fermat, 7' =1[5]. Et donc 7°=7=2(5].
5.11 est premier et ne divise pas

50 donc, d'aprés le petit théoréme
de Fermat, 50™ =1[11]. Et donc

50" =50=6[11].

4o [ER

0 1 2
1 2 0
2 0 1

D'aprés le tableau de congruences
ci-dessus, pour tout entier naturel n,
s0it n, soit n+10, Soit n+20 est un
multiple de 3.

2.L'un de ces trois nombres est
forcément divisible par 3. Le seul
nombre premier divisible par 3 est 3
lui-méme. On doit donc avoir n=3. Et
on peut vérifier ensuite que n+10=13
et n+20 =23 sont bien premiers.

Tn+(n+t1)+(n+2)
=3n+3=3(n+1)

Cette somme est donc divisible par

3, et est strictement supérieure a 3,

elle ne peut donc pas étre un nombre

premier.

2Z.n+t(n+t)+(n+2)+(n+3)+(n+4)
=5n+10=5(n+2)

Cette somme est divisible par 5, stric-

tement supérieure a 5, elle ne peut

donc pas étre un nombre premier.

3.Soient n et k deux entiers naturels

non nuls. Notons 5, la somme des k

entiers consécutifs en partant de n.

Montrons par récurrence que, pour
tout keN', s, , = kn+EDE,
Initialisation:onas, =net
1xn+2351 = n. Donc la propriété est
vraie pour k=1.

Hérédité : supposons que cette pro-
priété soit vraie au rang k, montrons
qu'elle est aussi vraie au rang k+1.
ONa Sy, =S, (ntk)

Par hypothése de récurrence, on peut
donc écrire
8 piyn =knt

E~UE v 15

e BELY

La propriété est donc wraie au rang
k+1.

En conclusion, par récurrence, on

a montré que, pour tout k e I4’,

S . =kn+—“: ;”k.

Prenons maintenant k impair,

alors k—1est pair et il existe

donc ge Z tel que (k2_1 ) =gq.D'ol
S, ,=kntkg=k(n+q). Cette somme
est donc divisible par k, et stricte-
ment supérieure a k, cette somme
ne peut donc pas &tre un nombre

premier.

| 1.0nabien 24|24, 24|48 et 24]120.
2.a.Si p est un nombre premier
supérieur ou égal a 5, il ne peut pas
étre divisible par 3. D'o p=1[3] ou
p=2[3].

b.

1 | 2
o | o

On déduit du tableau de congruences
ci-dessus que p*—1est divisible par 3.
3. Par I'absurde, supposons que

le reste de la division euclidienne

de p par 8 soit pair. Il existerait

alors k et g deux entiers tels que
p=8q+2k=2(4g+k).

Donc p serait divisible par 2, ce qui
est absurde puisque p est premier.
Donc le reste de la division eucli-
dienne de p par 8 est impair.

On a alors le tableau de congruences
suivant.

1 |8 |5 |7
0o oo

Dong, en conclusion, p?—1est divi-
sible par 8.

4.3|p’—1donc il existe k e Z tel que
p*—1=23k. De méme 8|p*—1doncil
existe k' € Z tel que p*—1=28k.



D’'oul 3k = 8k'. Or 3 et 8 sont premiers
entre eux dong, d'apres le théoréme
de Gauss, 3 divise k'. Donc il existe

g € Z tel que k' =3q. En conclusion, on
a donc p?—1=8k' =8x3g =24q. Donc
p*—1=0]24].

| 1. La décomposition en facteurs
premiers de m est m=2°x 3.

La décomposition en facteurs
premiers de n est n=2"x5. Donc
PGCD(m ; n)=2%=8.

2. m =179 et n=181sont tous les

deux des nombres premiers, donc
PGCD(m ; n)=1.
3Am=3757=13x17’etn=2873=132x17,
donc PGCD(m ;n)=13 x17=221.

1. a. 5 est un nombre premier qui
ne divise pas 3 donc, d’'aprés le petit
théoréme de Fermat, 3" = 1(5]. D'od
n=(3"=1[5).

b. 7 est un nombre premier qui ne
divise par 3 donc, d'aprés le petit
théoréme de Fermat, 3°=1(7]. D'odl
n=(3%"=1[7].

¢. n=1[5]donc il existe ke Z tel que
n=5k+1. De méme, n=1[7] doncil
existe k' € © tel que n=7k+1.

D'otl 5k=7k". Or 5 et 7 sont premiers
entre eux dong, d'apreés le théoréme
de Gauss, 5 divise k'.

Il existe donc g & 7 tel que k' =5q.
Donc n=7k'+1=7x5¢g+1=35g+1,
c'est-a-dire n=1[35].
d.37=3"""=n*x3"=3"=27[35].
2.En procédant de la méme maniére
que dans la question précédente,
on montre que 37 = (3)* =1[5],
37=(3%)"'=1[19] et donc 32 =1[95].
D'ol 37 =37 x3%=27[95].

3.0n procéde de la méme maniére
que dans les questions précédentes
pour prouver que 4" =1[5], 4" = 1[11]
et donc que 4 =1[55]. On en déduit
alors que 42" =457 =47 = 49 [55].

Chapitre @

Auto-évaluation

Do@o
@Doeo@Moeo
@2 o0

1. a.Le sommet H et le sommet
R, par exemple, ne sont pas
adjacents. Ce graphe n'est donc pas
complet.

b. Pour n'importe quel couple de
sommets de ce graphe, il existe une
chaine les reliant. Ce graphe est donc
bien connexe.

001111
000110
100110
2a.M=1 41901
111001
100110
36 20 28 28 28 28
2016 20 8 8 20
b, ¢ |28 20 28 18 18 28

28 8 18 38 38 18|

28 8 18 38 38 18

28 20 28 18 18 28

Notons (m, ) les coefficients de la
matrice M*. On a m,, =20, ily adonc
20 chaines de longueur & reliant le
stand des BMX au stand des comp-
teurs et GPS.

Exercices
x5 o550
2x1,5+3x4 15
:(zx(—z)uxu,s):(—z)

15 3
2 05
2 1 -1 x 7
1.(—3 201 )x(y)=( 3 )
1 -3 2 PUEREA
2. A est inversible donc :
AX=B=X=A"B

b. (2 4)x| )=(-5 8)

1.9 3 20
2 Th & 7 i =
BRECR I o O
|7 % b
L N I —4 3
2 7 12

-] a.Lachaine A—-E-D-C—B passe
par tous les sommets du graphe. Ce
graphe est donc connexe.

b. La chaine A-B-C-D-E passe
par tous les sommets du graphe. Ce
graphe est donc connexe.

c. Lachaine A-E-D—-F-C—B passe
par tous les sommets du graphe. Ce
graphe est donc connexe.
d.Lachaine A- B C D L F passe
par tous les sommets du graphe. Ce

graphe est donc connexe.
21122
14133
OnaM*=|11 2 2 2|. Notons
23243
23234
(m, ;) les coefficients de cette matrice.

1.0nam, =2.1lyadonc 2 chaines
de longueur 2 reliant les sommets n°3
et n°5.

2.0nam,,=2.1lyadonc 2 chaines

de longueur 2 reliant les sommets n°1
et n%4.

CORRIGES

1. A n'est pas inversible
=sdet(A)=0=2a—b=0=sb=2a

2.ATT=A
Saea(l)
(E -0
a2

" {120::4—180_(;:238,8
* 1 100x + 190y = 238,2

120 180y (x _(233,3]
2"(100 190)X(y)* 238,2
3. A est inversible donc :

_| 780 35 (238,8]
L R 238,2
48 40
_(o52)
. lose
- - 0 —
-1.§%] &0

) 1.1l s'agit d'un graphe d'ordre 14
car il admet 14 sommets.

2. a.Les sommets de plus haut degré
sont les sommets de degré 3: A, B, C,
0, PetQ.

b. Les sommets de plus petit degré
sont les sommets de degré 1: N, R,
SetV.

3.Aucune aréte ne relie le sommet L
et le sommet E. Ces deux sommets ne
sont donc pas adjacents.

4. Comme dit dans la question précé-
dente, les sommets L et E ne sont pas
adjacents. Ce graphe n'est donc pas
complet.

=0 =0 =0 =0
o0 = 0000
- oo o =0 o0
D = 2 o000
O =200 =200 =

= == = R = R = |
OO0 00 = 0= 0=
0000000 =0
= = = = I = T}

(=]
(=]

100
les coefficients de la

(=]

2. Notons (m, ;
matrice M".

a.0n am,, =28 Il existe donc 28
chaines de longueur 4 partant de E et
revenant en E.

b.On a m,, =2. Ilexiste donc 2
chaines de longueur &4 partant de

C et arrivant en I. Ces chaines sont
C-B-A-D-letC-B-E-D-1L
¢.Onam,,=0donciln'est pas tou-
jours possible de joindre deux salles
en quatre étapes.
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.CORRIGES

Chapitre @

Auto-évaluation

Bol G@O

1. Le graphe étant probabiliste,
on dcut avoir p+£+04—1
c'est-a-dire p=0,4. La matrice de
transition de cette chaine de Markov
0,2 0,4 D4
0,3 0,3 0,4|.
04 0,1 0,5
0,32 0,24 0,44
0,31 0,25 0,44
0,31 0,24 0,45
0,312 0,244 0444
0,313 0,243 0,444 |,
0,314 0,241 0,445

3.7,=m,x P?=(0,3133 02423 0,4444)

estdonc P =

2.p2= et

pi=

Exercices
12
B 1.0, () et v~ 5,)
2.a.A-1, =(5 _5]. Cette matrice est
inversible car det(A—1,)=-10#0, et
- 05 0,
(AT 1=(0,5 —0,1]'
—0,1
b.c:( 0,1 )
3.Soitnel,
Noonon =k =16

n+1 n+1

=AU +B+(A-1)"'B

“au+((oz o) rfe

=AU+ ()

=AU, —AC=A(U,—C)=
4 Pourtout nel, v, =A"V,
5.Vv.=U,-cd'ol U =V +C=A"V +C.

" _AB( 1,1)+(—0,1)_( 53113)
8l 0,1/ '-439033

— 1_P:(0,5 0,2)

0,1 0,9
2. Initialisation : si n =0,
1+2x0,7° 2—2x07°
3 3
1-0,7°
3

e —po
2+07° =R

Donc la propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : supposons que la propriété
soit vraie au rang n, montrons qu'elle
est aussi vraie au rang n + 1.

1+2x07" 2—-2x07"

3
2+07" |
3

n+1 T 3
PUI=PP =P 4 gn
3
par hypothése de récurrence ; d'ou

1+2x 07" 2—2x07"

PM_(D,S 0,2) 3 3
~10,1 0,9 1-0,7" 2+0,7"
3 3

254 M

1+2 %0779 2-2% 07"

a, 3 3
1—0,7""" 240,71
3 3

La propriété est donc vraie au rang
n+1.

En conclusion, par récurrence, pour
tout n e M, la formule est bien
vérifiée.

3.0na
(0,5 0,5) %P
1+2%x07" 2—-2x07'""
3 3
=(05 0,5) % 1-0,7% 2407
3
=(0,33 0,67).

Donc la probabilité de 'état 1 au bout
de 100 itérations sera de 0,33.

0,3
" ; 7
G 3
>

2.La matrice de transition de la
chaine de Markov modélisant cette
0,7 0,3)
03 07/
Onaalors (1 0)xM?=(0,58 0,42).
Donc la probabilité que Martin soit a

Abu Dhabi deux ans aprés est de 0,58.

situation est la suivante M =(

] 1. Posons M=(: _01).50it nel,

ona MXH=(1 ;1)x (u;*’)

n

() )

Donc, pour tout ne I, X MXH
2.0n procéde par récurrence.
Initialisation : si n=0, on a bien
M°X,=1,X,=X,. Donc la propriété est
vraie au rang 0.

Hérédité : supposons que la propriété
soit vraie au rang n, montrons qu'elle
est aussi vraie au rang n+1.

OnaX, =MX =MxM"X,par
hypothése de récurrence, c'est-a-dire
X,,,=M""X,. La propriété est donc
vraie pour le rang n+1.

Par récurrence, cette propriété est
donc vraie pour tout n € .

58
(O

M=

= e
o u]=

@ 1. a=

0,35 0,42 0,23
0 0,34 0,66

0,15 0,13 0,72 }

0,1
0,15C ') 0,42
@ O
0,35

0,34
0,72 / 0.23
o
Rt
0,66

o 1 0
2, B=[D,Dﬁ 0,92 o,uz}
0,55 0,13 0,32

’3092

032

() mathématiquement, cette
situation se traduit par l'étude d'une

chaine de Markov de matrice de

03 07
06 0,4] et
0 1).0n

transition associée M :(
de distribution initiale P, =
obtient ainsi

P, =B, xM® = (0,46153846 0,53846153).
La probabilité que Nadége passe Noél
chez ses parents en 2035 est donc
d’environ 0,4615.

Mathématiquement, cette
situation se traduit par l'étude d'une
chaine de Markov de matrice de tran-
01 08 0,
0,9 0,05 0,05
0,17 0,8 0,03
de distribution initiale B,=(1 0 0).
1.P, =P, xM*

=P, =(0,26371 0,65 0,08629).
Donc la probabilité que la ruche soit
de nouveau en train d’essaimer trois
ans plus tard est de 0,26371.
2.La matrice M ne contient aucun 0,
donc la suite (P,) des distribu-
tions converge vers la distribu-
tion invariante de cette chaine de
Markov. Soit P=(a b ¢) la distribu-
tion invariante de cette chaine de

Markov, alors PM = P, c'est-a-dire
[ 0,la+09h+0,T7c=a

sition associée M = et

0,8a +0,05b +0,8¢c=b. On a donc
0,a+0,05b+0,03c=¢
P = (0,47076 0,45714 0,07210). Donc si
on observe l'essaim sur une longue
période, on observera qu'il produit du
miel 45,71% du temps.
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Aréte d'un graphe
Argument d'un
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p.121
p.219
p. 183

p. 55

Bindme de Newton
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dans un graphe non-orienté
de Markov
Chemin dans un graphe orienté
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de Hill
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Combinaison linéaire
Congruence
Conjecture de Syracuse
Conjugué d'un nombre complexe
Crible d'Eratosthéne

Décomposition en produit
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d'un polynéme
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Déterminant
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initiale
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p. 183
p.212
p. 183

p. 242
p.112
p. 95
p. 98
p. 103
p.23

p. 149

p. 27
p. 183
p. 181
p. 26
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p.215
p. 9%
p. 96
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de Julia

de Mandelbrot
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p. 64
p. 65
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p.20
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p. 179
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p. 61
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p.112
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p. 98
p. 95
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» Nombres complexes

Le nombre i s'obtient avec .

Pour réaliser des calculs sur les nombres complexes,
puis utiliser (7] pour

obtenir le menu Nombres complexes.

re(z) : partie réelle.

im(z) : partie imaginaire.

abs(z) : module.

arg(z) : argument (en radian).

conj(z) : conjugué.

- [ 5-1
2=
1
()
M 2=at
1
5%
2-31
Jz # 1.414214
- [ 5-1 ]
9231
1L 2 . 7853982
T ® 07853982
5-1
3°31
1-i
» Arithmétique

Pour réaliser des calculs sur les nombres entiers,
puis utiliser [v) pour obtenir le menu Arithmétique.
gcd(p,q) : PGCD des entiers pet q.

lem(p,q) : PPCM des entiers p et q.

rem(p,q) : reste dans la division euclidienne de p par q.

quo(p,q) : quotient de la division
euclidienne de p par q.

gcd(308, 168)
28

1cm(308, 168)
1848

rem(308, 168)
140

quo(308, 168)
1

ALCULATRICES

» Matrices

Pour saisir une matrice et réaliser des calculs, puis
utiliser Igj pour obtenir le menu Matrices.

[[1,2][3,4]1] : saisie des coefficients de la matrice. On
utilise les flaches () et [v) pour les autres coefficients.

Il est préférable d'utiliser une variable pour stocker la

matrice, avec .

152
4362
231
1.5:2
436
231
det(M) : déterminant d’'une matrice.
det(A)
37

inverse(M) : inverse d'une matrice, si la matrice est
inversible.

inverse(A)

IS 1 24
“37 37 37

g 3 2 |.
37 37 37|
(2] 7 1(
37 37 ar

Laddition s'obtient avec @et
la multiplication avec (x°)

[13:2:1
125/8
426
1 -1
2 3 [sC
4 0
A+B
47 3
5511
65 7
A-C
19 14
34 5
12 7

T Tr— /
LLS.fr/ NumWorks
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» Nombres complexes

Conjuguéde z=x +iy Module de z = x+ iy Argumentde z+# 0

|z = x4y’ arg(z) = —arg(z)[27]
z|= arg(—z) = +arg(z)[2r
|z |=|z| (—z) (z)[27]
|-z|=]|z| arg(zxz')

|zxz'|=|z]x1z'| = arg(z) +arg(2')[27]

Siz';eo,arg(i)

siz¢u,|£,|=|z,l _ e
Z| 1z = arg(z)—arg(z')[27]

Pour toutn € N, Pour tout n € N, Pour tout n € I,

z" =(z)" |z7|=|z]" arg(z")=nx arg(z)
Inégalité triangulaire : Pourloutz;ﬁ_o;
|z+z'|<|z|+] 2 cos(arg(z))—m

sin(arg(z)):%

Bindme de Newton Formules d'Euler

Pour tous (u ; v) € C2 Pour tout f € %’ ,
stel, : COS(9)=% Pourtousd eRetne N,
(utv)y =3 (" )urror e PGB (cosf+isinf)
P=°(p) » sin(0)="—— = cos(nf) +isin(nf)
» Arithmétique

« Identité de Bézout : Pour tout (a; b) e (Z*), il existe (u ;v) € Z? tel que au+bv=PGCD(a; b).
« Théoréme de Gauss : Pour tout (a; b; ¢)e(Z°), si a|bc et PGCD(a ; b)=1,
alors alc.

Nombres premiers: 2,3, 5,7, 11, 13, 17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97 etc.

Opérations sur les modulos Propriétés du PGCD
a=blmletc=d[m] Soient a et b deux entiers tels que a > b
atc=b+d[m] * PGCD(a ;b)=PGCD(b; r) our estlereste de la
axc=bxd[m] division ;uc[sjl:enne ;.:ea par b.
+ PGCD(ka; =kxPGCD(a;b), t
Pour toutn € I, k(;CN( a; kb) GCD(a ; b), pour tou
a"=b"[m] :

Cryptographie

» Matrices
Produit de matrices

134, /4108 /17 19 25
(lll)x(32l)=(35 18 l)—.31=5x2+3x5+2x2
121 1310 1 8 14

{LLS Fr/ Formulesutiles)/




0 p Utilisez notre Labo
7 UTILS INFORMATIQUES | CEJ e

» Arithmétique www lelivrescolaire fr
{LLS fr/PythonXP ]
a %D renvoie le reste de la division euclidienne de a par b 17 %4 renvoie 1
a//b renvoie le quotient de a par b 17// 4 renvoie 4

» Nombres complexes

» On définit un nombre complexe z a l'aide de la commande complex, en spécifiant la partie réelle et la partie
imaginaire en arguments (lignes 4 et 5). Attention : Le nombre complexe i est noté javec Python.

+ On peut effectuer les opérations arithmétiques entre nombres complexes de fagon classique (lignes 6 a 8).

« abs(z) permet d'obtenir le module de z (ligne 9).

« z.conjugate() permet d’obtenir le conjugué de z (ligne 10).

« Ilfaut charger le module emath pour calculer un argument de z en écrivant emath.phase(z) (ligne 11).
Attention : Il faut se méfier des arrondis effectués par Python.

1 import cmath
2 from math import*

3
4 z1 = complex(1l, sqrt(3))
5 22 = complex(1l, 3)

6 print(zl + z2)

7 print(z2**3)

8 print(zl/z2)

9 print(abs(zl))
10 print(z2.conjugate())
11 print(cmath.phase(zl1))

» Matrices

« Pour utiliser des matrices avec Python, une méthode simple est de charger le module numpy (ligne 1).

= En utilisant la méthode array, on définit alors une matrice comme un tableau dans lequel chaque liste
correspond & une ligne de la matrice (lignes 4 et 5).

» On peut effectuer les opérations entre des matrices de facon classique (lignes 6 a 8).
« Pour obtenir le produit des matrices A et B, on utilise np.dot(A, B) (ligne 9).
+ En écrivant np.eye(n), on obtient la matrice identité I d’ordre n (lignes 10 et 11).

« Pour obtenir le déterminant d'une matrice et l'inverse d'une matrice inversible M, il faut charger le module
numpy.linalg (ligne 2). On écrit alors det(M) et inv(M) (lignes 12 et 13).

1 import numpy as np

2 from numpy.linalg import*

]

4 A = np.array([[1, 2], [3, 511)
5B = np.array([[-2, 1], [-1, 111)
6 print(A + B)

7 print(A - B)

8 print(3*A)

9 print(np.dot(A, B))

10 I3 = np.eye(3)

11 print(13)

12 print(det(A))

13 print(inv(B))

{LLS fr/Fic hesPython}‘/
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» Nombres complexes

Le nombre i s'obtient avec (R (. )

Pour réaliser des calculs sur les nombres complexes,
(man | puis ) ).

2:réel(: partie réelle.

3:imag(: partie imaginaire.

S:abs(: argument (en radian)

4:ansle(: module.

1:cond(: conjugué.

-----------------------------------------------------

» Arithmétique

Pour réaliser des calculs sur les nombres entiers, @@
9:pa9cd(: PGCD.

8:ppcm(: PPCM.

@:reste( . reste dans la division euclidienne de p par
q.

3:ent( : partie entiére d'un réel. On peut s'en servir
pour obtenir le quotient dans une division euclidienne.

P9cd(308,168)

................................................ 28
PPcm(308,168)
............................................ 1848,
reste(308, 168)
.............................................. 149
ent(308/168)

1

CALCULATRICES | TI N

» Matrices

Pour saisir une matrice, [maice| () ) puis saisir les dimen-
sions de la matrice, et enfin les coefficients de la matrice.

MATRICELA] 3 X3

_5
3 5
2 3 1

.Lrnatrlce‘ : pour utiliser une matrice déja définie.
matice| C) : pour effectuer certaines opérations sur les
matrices.

Hdét (: déterminant d'une matrice.

déet(L[A1)

mﬁnmrice': inverse d'une matrice, si la matrice est
inversible.

[A] 1) Frac
-5 1 24
37 37 37
8 3 2
37 37 37
s 7 .17
T T ] . 7.

L'addition s'obtient avec et la multiplication

avec( x |

MATRICELB] 3 X3
3 2 1
1 2 g
[y 2 6
MATRICELCI 3 X2
1
2 3
Y 2]
[AI+IB1
47 3]
55 11
o sren s g e e s s 6.9.7.1.
CATXCCT
19 14
34 5
SRR 12 7.1,

j'_LLs.frmj-/



» Nombres complexes

Le nombre i s'obtient avec (5+¢1) ([0,

Pour réaliser des calculs sur les nombres complexes,
puis ).

A : partie réelle.

BN : partie imaginaire.

X3 : module.

XY : argument (en radian).

: conjugue.

5-i
ReP 2-31
5 i !
1
1]
=
2
. 521 )
prg [2—3i 1
'ZE
. 5-i
conte (5]
1-d
» Arithmétique
Pour realiser des calculs sur les nombres entiers,
puis QD @

€ : PGCD des entiers p et g.

I : PPCM des entiers p et q.

I : reste dans la division euclidienne de p par g.
BT : partie entiére d'un réel. On peut s'en servir pour
obtenir le quotient dans la division euclidienne de p
par g.

GCD(308,168)

28

LCM(308,1868)
1848

MOD (308, 168)
140
Int (308+168) i

CALCULATRICES| CASIO \

» Matrices

Pour saisir une matrice, (§) [EXE] puis saisir les dimen-
sions de la matrice, et enfin les coefficients de la matrice.

Matrice

Mat B :None .
Mat C :None
Mat D :None
Mat E :None
Mat F :None

: pour réaliser certaines opérations sur les
matrices.

O XA : saisie du nom de la matrice.

A 1 2 3
1 1 B 2
2 a 3 8
3 2 3 I
1
© A : déterminant d'une matrice.
Det Mat A
37
(Grer] () ) (1) : inverse d'une matrice, si la matrice est
inversible.
Mat A”! ]
.16 1. 24
37 37 37
8 3 2
37 37 37
8 _3 2
37 37 37
6 7 _17
37 37 371
L'addition s’obtient avec et
la multiplication avec [ X |.
B 1 2 3
1 3 2 1
2[ 1 2 5]
| 3 4 2 I
C 1 2
1 1 -1
2[ 2 3}
3 4
Mat A+Mat B X
4 7 3
b 5 11
6 5 7|
Mat AxMat C _
19 14
34 5
12 7
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EXERCICES
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DYSLEXIE
Un mode de lecture spécial, adapté aux
elaves dyslexiques.
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