

https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

CHAPITRE 1 Suites numériques

« Avant-premiere

« Cours
1. Suites arithmétiques et suites géometriques (rappels)
2. Raisonnement par récurrence
3. Comportement global d'une suite
4. Comportement asymptotique (rappels)
5. Suites adjacentes
6. Comportement asymptotique des suites monotones
« Au ceeur des problemes
1. Exemples d'études de suites
2. Suites définies par u,,, = au,+b
3. Calcul de grandeurs (aires, volumes...)
4. Avec un logiciel =
. Applications — Exercices
« Rubrique a Bac
« Problemes

CHAPITRE 2 Fonctions : limites,
continuité, dérivabilité
Avant-premiére
« Cours
1. Limites d'une fonction
2. Notion de continuité
3. Dérivation
. Au cceur des problémes :
1. Etude de formes indéterminées ...
2. Branches « paraboliques »
3. Problemes d’optimisation
4. Comparaison de fonctions
5. Etudes de fonctions
6. Calculs approchés avec un tableur
ou une calculatrice @
. Applications — Exercices
« Rubrique a Bac
« Problemes

CHAPITRE 3 Exponentielle, logarithme
et fonctions associées

« Avant-Premiere
« Cours
{. La fonction exponentielle
2. La fonction logarithme népérien
3, La croissance comparée
4. Puissance réelle de ala>0)
5. Compléments sur les dérivées
« Au ceeur des problemes
1. ftude de nouvelles fonctions
2. Fonction logarithme décimal
3. Ftude de nouvelles suites
4. Avec un logiciel, une calculatrice W

+ Applications = Exercices
« Rubrique & Bac
. Probléemes
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66
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CHAPITRE 4 Calcul intégral

Avant-premiere
Cours

1. Notion d'intégrale

2. Propriétés de I'intégrale

3. Primitives d’une fonction

4. intégration par parties

5. Calcul de grandeurs : aires, volumes, etc.
Au cceur des problémes
. Caleuls d’intégrales
. Caleul d'aires

. Calcul de volumes
_ problemes de comparaison et d’encadrement

. Caleul approché d’une intégrale
. Applications — Exercices
« Rubrique a Bac

Wb L b —

Problemes

CHAPITRE 5 Equations différentielles
et modeles d’évolution

Avant-premiere
Cours :

L'équation différentielle y" = ay+ b

Au caeur des problemes

1. Equations se ramenanta y’ = ay+ b

2. Situations menant i une équation différentielle
3. Quelques modeles d’évolution
Applications — Exercices

. Probléemes

CHAPITRE 6 Nombres complexes

- Avant-premiere
« Cours

1. Généralités

2. Module et argument

3 I}Jotation exponentielle

4. Fquations du second degré

5. Nombres complexes et géométrie
- Au cceur des problemes

1. Résolution d'équations

2. Géométrie
- Applications — Exercices
« Rubrique a Bac

Problemes

CHAPITRE 7 Produit scalaire dans I'espace

« Avanl-premigre

« Rappels

« Cours
1. Produit scalaire dans I'espace
2. Geométrie analytigue

« Al caeur des problemes
1. Ftude des solides

2. Géométrie analytique
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o Applications - Exercloes 220
« Rubriguie & Mag 200
« Problemes 231

CHAPITRE & Droites et plans de Vespace 233

“ Avant premidie 234

“Lours 216

1. Rarycentie 236

20 Plans de Pespace 2

A Dioites do Fespace & 240

A Intersection de trois plans 24)

5. Demi-espace 245

© Al coenr des problimes 200

1. Problemes d'alignement et de CONCOUIS 246

2 Geomatrie analytique 248

1 Systomes lineaires 250

= Applications - Exercices 252

« Rubrique & Bac 262

« Problemes 261
CHAPITRE 9 Probabilités, conditionnement

et indépendance i 265

« Avant-premidre 2606

« Cours 268

1. Le point sur les probabilités 268

2. Probabilités conditionnolles . 272

3. Indépendance 274

» Meéthode 275

» Au coeur des problomes 276

1. Lhilisation de modeles de référence 276

2. Uilisation d'arbres de probabilités 278

3. Probabilités appliquées & d’aulres Sciences 280

= Applications - Exercices 282

« Rubrique i bac ; 291

« Problemes 293

CHAPITRE 10 Lois de probabilité ... .. 295

« Avant-premiere s 296

« Cours e e i 298

1. Dénombrement - ey o e e k)

2. Combinaisons L 300

3. Exemples de lois discrétes ] A0

4. Lois continues (généralités), lois uml'ormes Aldrs LrorsincREA 1Y

5. La loi exponentielle g

« Au caeur des problémes ; . s IR B8

1. Caleul de probabilités w308

2 A aelaloi uniforme o (L . 310

3. La désimégration radioactive AT . 32

4. Adéquation i une loi équirépartie ... 314

5. Simulations de référence - 316

« Applications - Exercices b st 319

« Problemes e i i R A 5L

CHAPITRE 11 Division euclidienne
et congruencesdans 7 331

« Avant-premiére 332
« Cours i 334
1. Divisibilité dans 2 334
2. Division euclidienne 335
3. Le langage des congruences e n3l6:
4. PGCD et PPCM de deux entiers ) 338
5. Les théordémes de Bézoul et de Gauss 340

« Aucanur des problémes 142
I Problemes de divisibilite 342
Ao Crieves de divisibilite 344
A Problemes de codage 4
A4 Problemes de rationaline 345
L'equation diophantienne ax + by = [ Mn
6. Problemes de Cryptographie 1an
7. Avec un logiciel 150
« Applications - Fxercices 352
« Rubrique & Bac Il
- Problemes 363
CHAPITRE 12 Nombres premiers . 909
« Avant-premidre 366
« Cours 168
1. Généralités sur les nombres premiers 168
2. Divisibilité et nombres premiers 170
3 Le théoreme fondamental de I'Arithmétique 371
4. Le théoreme de Fermat 373
- Au corur des problmes 374
I, Utilisation de la décomposition en facteurs premiers 374
2. Travailler « modulo p» (p premier) 376
3. Le systeme cryptographique R.S.A. 378
- Annexe 381
- Applications - Exercices 182
- Problemes 391
CHAPITRE 13 Similitudes 393
< Avant-premiere 394
« Cours i : 396
1. Similitudes : généralités 196
2. Eeriture complexe d’une similitude 398
3. Similitude directe, similitude indirecte 400
4. Similitucles directes 402
« Au caeur des probléemes 406
1. Ftudes de configurations 406
2. Problemes de lieux ei de constructluns sensmrsioved “BO8
3. Macros de similitudes sous Cabrl-.séometre - 410
« Applications — Exercices 412
« Rubrique a Bac 424
« Problemes 425
CHAPITRE 14 Sections planes de surfaces 427
= Avant-premiere ... .. ... 428
« Cours ] T R e k{3
1 Généralités sur Ies surfaces 430
2. Sections planes de surfaces 431
3. Cones de révolution 432
4. Surface d’équation z = x2+3.rz S, B e
5. Lasurface d'équation z = xy 436
« Au ceeur des problemes 438
1. Exemples d'étude d'une surface 438
2. Fonctions de xet yetsurfaces 440
3. Avec un logiciel W . oo, 442
« Applications — Exercices 444
PrEmiers SeCOUIS. .......co v inee e stene vimant s e
Toujours en panne ? oAb e el

Annexes ......n.,.qacﬁE. 4
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(OBJECTIFS )

e Compléter et consolider les
résultats essentiels sur les suites
numériques.

® Présenter et utiliser un nouvel
outil efficace : le raisonnement par
récurrence.

e Utiliser les suites pour Ila
modélisation de phénomenes
discrets et pour I’approxima-
tion de nombres.

« Je suis chose légere et vole a tout sujet.
Je vais de fleur en fleur et d’objet en objet. »
La Fontaine
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ﬂnt—;oremiére

1. OBJECTIFS

Deux objectifs sont assignés a cette entrée en matiére :

‘e renouer avec quelques techniques spécifiques aux suites (suites arithmétiques et géomeé-
triques, calcul de termes d’une suite récurrente) ;

e s’initier au raisonnement par récurrence.

2. RAPPEL DE QUELQUES RESULTATS SPECIFIQUES _

_La séquence 1 propose de retravailler avec les suites arithmétiques et géométriques, étudiées
en Premigre. En cas de défaillance, se reporter au tableau présenté dans le cours (voir page 10).

Séquence 1 Suites arithmétiques et géométriques

@ On considere la construction suivante, oi a, est @ Soit (u,) la suite définie par :
I'aire du n-ieme chevron. ug = 5 et u,,; = 05u,+3.

1) La svite (u,) est-elle géométrique ?

2) Montrer que la suite de terme général v, = u, —6
est géométrique.

3) Exprimer v, , puis u, en fonction de .

4) Montrer que la suite (1) est convergente.

“G)-

L ln P X

1) Montrer que (a ) est une suite anthmellquc et ©Onpose S, = 1+ 2 i (2) i

préciser sa raison. Calculer a . 3 : 3

"2) Calculer @, + ay + ... +ayq0 : A l'aide d’une formule sommatoire, montrer que
a) 4 I’aide d’une formule sommatoire ; 8,%3.
b) par un calcul direct. Calculer Sso 2 Paide de la calculatrice.

La séquence suivante remet en scéne le calcul de termes d’une suite récurrente : la calculatrice
et le tableur sont mobilisés.

Séquence 2  Calcul de termes sur calculatrice et tableur

@ Lasuite (uﬂ) est définie par : 2) Avec un tableur
g =0 et B3 [+ ‘ —| RACI_(BZ-i—ﬁ
I A B 1
u = Ju, +6. i . u(n)
At % ) [m Il‘.llII.L nule tapée en B 1
; st nAe &NV ) o TigaT 3 1124 '949974
Dans chacun des cas suivants, afficher Ta liste des ; DEX o Jt‘uLnu,mrlmumld mndﬂ
premiers [ermes, Jusqu’a ug, et conjecturer le compor- 5| 3298442634 Inlu.nmiL vers |L bas

tement de la suite (sens de variation, limite),

_9 Reprendre les questions de Iexercice 1 en modi-
fiant la valeur de Ug.

) 2] 3

Prendre uy = -2, u, = 10, u,y = 100, uy=3 ..

1) Avec une calculatrice
Utiliser le menu d’affichage d’une suite récurrente,
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3. LE PRINCIPE DE RECURRENCE

Nous avons admis implicitement en classe de Premitre qu’une suite est déterminée de maniére
unique lorsqu’on se donne u,, et une relation (dite de récurrence) du type u, , ; = f(u,).

Nous proposons d’étendre cette démarche 2 une phrase mathématique quelconque notée P, ,

Tc]alwc a un entier n, et pouvant prendre des formes variées : P, peut étre une égalité, une
inégalité, un énoncé en frangais, etc.

Exemple : considérons la phrase P,:12+224 42 = n(n+1)(2n + L

6
Séquence 3 peux propriétés de la phrase P,
1) Etape 1 : la phrase P, b) Etablir I'égalité :

a) Comment s’énonce la phrase P ?
(Remplacer n par 1.)

b) La phrase P, est-elle vraie ?

nn+1)2n+1)
6

+(n+1)2

_(n+1)(n+2)(2n+3)
2)Etape2: « P, implique P, , | » 6 '

a) Montrer que la phrase P, , | s’énonce ainsi :

124224 ...+ (n+1)2= 1+ D +2)(2n +3)  ¢) En déduire que, si P, est vraie, alors P, , | est
6 " vraie elle aussi.

Nous admettrons comme mathématiquement correct (en attendant une synthese dans le cours,
page 11) de conclure que P,, est vraie pour tout n = 1, comme une conséquence des deux
étapes précédentes.

La démarche esquissée, appelée raisonnement par récurrence, est résumée ci-dessous et
mise en pratique dans la séquence 4.

SI * Etape 1 : P, est vraic au départ (pour = O,oun = 1,...oun = ny).

* Etape 2 : P, implique P, , | (c’est le caractére héréditaire de P, ).
ALORS | on peut conclure que P,, est vraie pour tout 7 =0 (oun =1 ou n = n,).

Séquence 4 Pratique du raisonnement par récurrence

Dans les exercices 1, 2 et 3, montrer que la phrase P, @ Pour la suite (u,) définie par:
est vraie pour tout n = 0,
up = 10 et w, = fJu,+5,

n(n+1) P, estla chaine d. inégalités :

@ Laphrase P, est I'égalité :

O+142+4...4+4n = > ;
25U, 1 =<u,<10.

@ Laphrase P, est I'égalité :

.
03+13+23+ +Jr3=[M]-
LR 2 L]

1. Suites numériques 9
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1. Suites arithmétiques
et suites géométriques (rappels)

Résumé | Le tableau suivant rassemble les principaux résultats obtenus en classe de Premicre.

suite arithmétique suite géométrique
de raison r de raison ¢
caractérisation par =
. P n =Hu, +r u =gXxXu
une relation de récurrence ik " o "
T =rxn+b
caractérisation par n : u, = kxq"
L (u,, est une fonction affine o
une formule explicite n (k réel)
de n)
[ | relation entre deux termes _ = n-p
(n et p entiers) o % Uyt (n-p)r y, = U, xq
: N
remier 1-gq
S = somme de N termes anyenne S = (p ) X ——
kGl S = |des termes XN terme 1-¢
extrémes (sig#1)

Remarque : les résultats relatifs a la somme de termes consécultifs résultent des deux formules

sommatoires suivantes, qu’il est bon d’apprivoiser :

N(N+1)
2

1-gVN
1-

1+2+...+N = et 1+g+...+¢N-1 = (sig#1).

@ EXEMPLE 1
4

Calculerlessommes A = 5+9+ 13+ ... +61 et B = 524534 4510

* A est la somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison 4 - e
61 -5

nombre de termes est +1 = 15 etlamoyenne des termes extrémes est 33.

Donc : A =33x15 = 495
* B est la somme de neuf termes consécutifs d’une suite géométrique de raison 5
1-59

1_5,soit B =12207025.

Donc B = 52x%

Voir exercices 135 —

Le triangle de Sierpinski.
Les longueurs des cotés des trianales

- TN I
diminuent dans le rapport 5 + les aires dans le rappont 3

10
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',6537*.5
2. Raisonnement par récurrence

2.1 ENONCE DU PRINCIPE

| On cnvisage une propriété concernant un entier 1 que I'on note P, en général. Cette propriété

peut étre vraie ou fausse pour tout n, ou vraie pour certains entlers seulement.
P, peut s’énoncer par :

—une égalité, comme 124224 .. 4+ 42 = nin+ I)ff2n +1) (voir Avant-premiére) ;

—une inégalité, comme u, <3, olt (u,) est la suite définie par uy = 0et,sin=0,

Upyy = Ju, +6 (voir exemple 2 ci-dessous) ;
— une phrase, comme « 4" — 1 est un multiple de 3 » ;
—elc.

AXIOME“) * Sil'on prouve les deuX'étapes Suivantes :

Etape 1 Etape 2
P, est vraie au départ P, aun caractere héréditaire
P, est Si pour tout P

5 n ) IMPLIQUE
yraie _ _ n=ng, vraie

on peut alors conclure P est vrale pour tout n = ny.

2.2 MISE EN CEUVRE

e EXEMPLE 2

La suite (u,) est définiepar uy = 0 et,sin=0,u,, , = [u,+6.
Montrer que, pour tout 7 =0, u, < 3.

Etablissons les deux étapes du raisonnement avec la phrase P, : u, < 3.
. Erape 1"
Onabien uy =< 3 puisque I’énoncé nous indique que 1y = 0.Donc Py est vraie.

« Etape 2 : _
Supposons que, pour un entier n quelconque, n = 0, P, soit vraie, & savoir u, < 3.

On en déduit successivement u, +6 <9, puis ,fu, +6 < J§ (croissance de la
fonction x — /x).
Cette inégalité s’écrit encore u,, , ; < 3. Ainsi: P, vraie = P, | vraie.

» Conclusion : pour tout n =0, u, < 3.

~Voir exercices 6211 —

(1) Un axiome est une propriété admise au départ d'une théorie. Les axiomes sont le fondement d'une théorie.
Les théorémes sont des résultats déduits des axiomes.

"1/ Suites numériques 11
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3.1 _SUITES MONOTONES

7
(

(DEFINITION 1

Techniques
d’étude

3. Comportement global d’une suite

Soit (u,) une suite de nombres réels. On dit que :

* La suite (u,) est croissante lorsque, pour tout entier 1, 1, < i, , 1.

* La suite (u,) est décroissante lorsque, pour tout entier n, #,, = u,, , 1.
* La suite (u,) est monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante.

Trois techniques permettent I'étude de la monotonie d’une suite.
Elles seront illustrées dans les applications (voir exercices 12 15, page 29) ; une mise au point
plus compléte sera présentée dans Au ceeur des problémes, partie 1, page 18.

@ La technique fonctionnelle

Elle s"applique aux suites de 1a forme u,, = f (n) (f étant une fonction) et consiste a étudier
les variations de f sur [0, +oo[.
Le sens de variation de (u,,) s’en déduit.

© Les techniques algébriques

Elles consistent & comparer directement u,, et u

n+l -
- soit en ¢tudiant le signe de la différence u

nel " Hp s
Uy
u

n

- 50it en comparant le quotient

al si, pourtoutn, u,>0.

) Le raisonnement par récurrence

Voir Au ceeur des problémes, probléme 3, page 20.

3.2 SUITES MAJOREES, MINOREES, BORNEES

'DEFINITION 2

12

- ejxwm,m I

|

l,_[}’ﬁutl q’ .
]» Uy = =106 = 31 -0,6"1). Ainsiw, < 3

Soit (u,) une suite de nombres réels. On dit que :

* La suite (u,) est majorée s'il existe un réel M tel que, pour tout entier n, u, <M.
* La suite (u,,) est minorée s'il existe un réel m tel que, pour tout entier n, m < i
» La suite (u,) est bornée si elle est 2 la fois majorée et minorée. 3

Les techniques précédentes s appliquent encore ici :
—suites u, = f(n) :sifest majorée sur [0, +oo[, la suite () T'estanssi... -

—‘suues yoy = f (u,) :on pe?l rulsonnf{r p'ar recurrence (voir exemple 2 page 11).
L’exemple qui suit illustre une méthode algébrique.

Montrer que la suite de terme général u, = 1+0,6 + 0,62 +

g v + 0,67 est
majorée,

u,, est la somme de termes conséeutifs d’une suite géométrique, dong :

i.

----- -— Voir exercices 12117 —
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4. Comportement asymptotique
(rappels)

4.1_SUITES CONVERGENTES

(DEFINITION 3

Soit (u,) une suite numérique et a un nombre réel.

On dit que (u,) admet pour limite a si tout intervalle ouvert contenant a contient
tous les termes de la suite 3 partir d’un certain rang.

intervalle ouvert [

o 1
= T

to1t

tnus les termes dans I
i partir du rang ny

=Y

a P’extérieur de I : seulement un nombre fini de termes

* Lorsque (u,) admet pour limite @, on note lim u, = a ou plus simplement
lim u, = a,ce quin’est pas ambigu . Skl

* Lorsqu’une suite admet une limite finie a, on dit qu'elle est convergente. Dans le cas
contraire, elle est divergente.

* Si une suite est convergente, sa limite est unique (déja établi en classe de Premiére, ce résultat
sera prouvé a I’exercice 20, page 29).

4.2 SUITES AYANT POUR LIMITE + oo QU — oo

(DEFINITION 4)—

On dit qu’une suite (x,) admet pour limite +oo (respectivement — eo) si tout inter-
valle du type [A4, +oo[ (respectivement ]—eo, 4 ]) contient tous les termes de la suite
a partir d’un certain rang.

On note alors : lim u, = +oo (respectivement lim u, = —c0),
n = +eoo n—»=o0a

* Suites de référence

Cette définition a permis d’établir en classe de Premiére que les suites de termes généraux
JH, n, 112, n3, ... admettent pour limite +oo, ce qui ne choquera personne.

Ces suites de référence guideront I'étude d’autres suites.

» Suites divergentes

Elles sont de deux types ; une suite divergente peut :

— s0it avoir une limite infinie, comme (#2), (=n),

— soit de ne pas avoir de limite, comme (=1)" (voir exercice 21, page 29).

¢ Pour le caleul pratique des limites, les définitions 3 et 4 sont délicates. Les résultats qui
suivent sont plus abordables.

(1) Pour les suites, la question de la limite ne se pose que lorsque n tend vers + .

"1 Suites numériques 13
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4.4 THEOREMES DE COMPARAISON

Comme en classe de Premidre, nous admettons les résultats énoneés dans le tableau suivant :
= les quatre premiers déterminent le comportement 2 I'infini d’une suite (x,) par compa-
raison & d'autres suites (1,), (v,), .y dont le comportement est connu ;

! = le dernier résultat autorise le passage a la limite dans unc in¢galité,

A

THEOREME 2

(admis) —

hypothese 1 :

hypothese 2 :

une inégalité (i partir Comuat {3 Pinfini conclusion
; omportement 3 Pinfini
d’un certain rang) ! -
u, <X, limu, = 400 limx, = +oo
X s, limu, = —oo limyx, = -

(u,) et (v,)
convergent vers la méme
limite ¢

(x,) converge
etlimx, = ¢
(théoreme des gendarmes)

(x,) converge

x —Cl=u limu, =0 I
‘ i l " L etlimyx, = (¢
limx, = ¢
X, =y R 0 < {7
n=n etlimy, = ¢’ o ¢

| Ces résultats seront directement mis en ceuvre dans les exercices 30 4 32, page 30.

4.5 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE g” (q REEL)

Sig>1,alors lim ¢” = 4o,
S on— e

THEOREME 3
’Sl g = 1, alors la suite (¢") est constante (et a pour limite l)

Si—-l<g<l,alors lim ¢g" = 0.
"= +oeo

Si ¢ < -1, alors lasuite (¢") est divergente et n’a pas de limite.

Ce résultat sera démontré dans I'exercice 33. 1l permet, le cas échéant, de déterminer la limite
d’une suite géométrique, ou de la somme de termes consécutifs d’une suite géométrique.

&FXEMPLE 5

Etudier la limite de la suite (S,,) : S, =

l+x+...+x" (avec -1<x< 1),

Utilisons la formule sommatoire (voir le tableau de la page 10) :

| =xnt 1
S, = (car x # 1).
l-x
. + | 1 3 . . l
Comme lim x"*! = 0 (voir théoréme 3), alors lim S, = ;
N = toa "= 4eo l-x

e . \ Voir exercices 34439 J
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(;)I" HrsL

5. Suiles adjacentes

5.0 DEQUOLSAGHT-IL ¢

Ivemples D Approstmutions déchnmbes de

Ponn tont e == Lo omdesbpne tespectiverment pae o, et e, les approxinitions b m dé Iniles
e nombre e respectivement pae défant et pie exees,

Pulsgue e A EEESD2 0585, en rénilte gue

o= N dy = N sdg = 3000592 5, el

Cy ™ Aty m LS ve s VAL SO0,

entetaivque tnsutte (o, ) enterobmmnte, ecque lstite (e,) ent déerotainte ; d'ate par,
Gy 10 done ey, dy) o O (volr théorime 3),

D plus, reappatient & chaeun des intervalles emboités [ty

D Approximation d'une nire
. " . L I ULl S R
Sur- - fipore cicontre, 11 est elale que = )

I " el
[ll <y = |
]ll ==yt
(domaine «xous I comhe ») est enen-
dece par i, ety ol

Fabre A du domaine

f1i Wy
oSt somme des nires des o %
rectingles «sous i eomhe s (en sablé) ; (honiacee (00

o v estlsonime des nives des o recton- / i

ples wanedessus de I conrbe » (en 34N ERTAEAE Bctd T
june), 0 |

NS

Ce type de situation o joudé un role , . |
important duns Phistoire du caleul des 10T est découpé e intervalles de Fageur p (ein=4)
aires, Nous ¢tablivons (voir Aw canr des
problemes, patic 3 que

Fig. |

(r,,) esterolssante, (v,,) déeroissante, ef lim (v,~u,) = 0.
De telles suites méritent un peu d'attention,

(CDITINITION §) On dit que deux suites (1,) et (v,) sont adjacentes lorsque (u,,) est eroissante,
(v,) estdberolssante et lim (v, ~u,) = 0,

5.2 LE THEOREME DES SUITES ADJACENTES

THEORIME 4

Si llt.'IlK’h'illlL‘h' (ur,) et (v,) sont adjacentes, alors elles convergent et ont méme
Hmidte £ De plus, pour tout 1, u, < sy,

| Nous admettons ce vésulin,

16
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6.1 _SUITES MONOTONES NON BORNEES

THEOREME 5 — | i =
. S{ une suite (u,) est croissante et non majorée, alors lim 1, = +eo.
* Si une suite (u,) est décroissante et non minorée, alors lim n = =,

—
—‘-’-_’_-"

6.2 LE THEOREME DE LA CONVERGENCE MONOTONE

THEOREME 6
(admis)

Commentaires

'

&EXEMPI E6

' Par définition, la suite (u,,) est croissante, majorée

__eb&ir.s

6. Comportement asymptotique
des suites monotones

+ Démonstration

Soit (u,,) une suite croissante, non majorée et M un réel quelconque.
Il existe un rang n,, tel que u, > M puisque la suite n’est pas majorée.

La suite étant croissante, tous les termes Uy s Uy 415 Uy 49 - SONEsitués dans l'intervalle
1M, +eo[, ce qui traduit le fait que lim u, = +eo (voir définition 4). On établit de méme la
seconde assertion.

* Si une suite est croissante et majorée, alors elle est convergente.
* Si une suite est décroissante et minorée, alors elle est convergente. -

Ce résultat, difficile a établir car il découle de la construction des nombres réels, est capital en
Analyse : il livre un résultat asymptotique sur une suite a partir de son comportement global
(« croissante et majorée »).

Cependant, s’il affirme la convergence d’une suite, le théoréme 6 reste muet sur la valeur de
sa limite. On ne saurait en attendre davantage...

Le nombre d’Erdos.

On pose u =02 u, = 0,23 ;
uy = 0,235 5...5u, = 02357111317 ;...
(u,, s’écrit 0 virgule, suivi de la juxtaposition des
n premiers nombres premiers.)

Montrer que la suite (,) est convergente.

par 1, donc (voir théoréme 6) elle converge.

Sa limite ¢ est un réel mystérieux imaginé par le
mathématicien Paul Erdds (mathématicien hon-
grois, I'une des figures marquantes du XX® siecle, Paul Erdds (1913-1996)

éternel voyageur, S.D.F...) en 1945. 3
B — Voir exercices 46 et 47 —

1. Suites numériques 17
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/ u1\ée,§ )’lﬂrﬁﬁtzm&s

1. Exemples d’études
de suites

] |

Il s'agit d'étudier le comportement (global et asymptotique) de
suites définies par des moyens divers.

Pour ce qui concerne les outils mobilisés, nous meltrons I'accent sur :

e les résultats dégagés en Terminale (principe de récurrence, compa-
raison, opérations, théoreme de convergence monotone) ;

@ quelques techniques spécifiques (suites définics par une sommation,
par récurrence,...).

PROBLEME 1

Etudier la suite de terme général v, = 2" —n,

@ Observation et conjectures

Examinons les premiers termes de la suite (,,) .

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 5 12 | 27 | 58 | 121 | 248

n 9 10 11 12 13 14 15
i, 503 1014 | 2037 | 4084 | 8179 | 16370 | 32753

Sans hésitation, la suite semble étre croissante.

De plus, chaque terme est « presque le double » du précédent ; cela nous
incite & penser que (u,) se comporte «a peu prés» comme une suite
géométrique de raison 2 : nous conjecturons, pour conserver une marge de
sécurité, une hiérarchie du type u, = 1,5" par exemple, ce qui permettra
de comparer (u,) a une suite géométrique connue.

D’autres comparaisons sont possibles,
par exemple :

*u,=2"lpourp=1 ;
‘*U,Znpourn=1;
*efc.

@ Solution rédigée

e Sens de variation
Utilisons la différence :

Uy, —Uy =271 =20 (n41)4n =2n_1,
La suite géométrique n —» 27 cst croissante, donc 27 = 20 = | .
On en déduit que u,, , | —u, = (0, donc (u,) est croissante.

e Comportement asymplotique
Montrons d’abord par récurrence I'inégalité u, = 15" pour p = 3 .

e Etape | :sin = 3,u3 = 5 ¢l 1,5% = 3,375, donc I'inégalité précé-
dente est vraie.

18
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» Etape 2 : supposons que I'on ait, pourun certainn, u, = 1,5,

Alors u, .| = 2"*T—(n+1) = 2x21~(n+1).

Comme, dapres I'hypothese de récurrence, 2% = 1,5 + n, on en tire :
Uy ) Z2X LS5+ 2n=(n+1)= 15"+ 4 p_1.

Puisque n =3, onan—-1=0, donc U, =1,5+1,

* Conclusion : on a bien 1, = 1,5" pourtout n =3

Comme lim 15"

= oo, il résulte d’'un théoréme de comparaison
=% +4oo

que : lim u,
M= oo

+oo,

PROBLEME 2

Etudier Ia suite de terme génér: = l l 1
genéral u,, P + TR +;i'

(On €tablira, pour k = 2, I’inégalité 2 z 2 1 )
k2 k-1 k

@ Recherche d’une idée directrice

* AT'évidence, la suite est croissante, puisque u,, , | —u, = ( > 0
n+

Le comportement de (u,) a I'infini va donc résulter de la réponse i la

=0.

question : « la suite est-elle ou non majorée ? ».

* L'écriture de u, a I'aide du symbole «sigma» u, = Z 2 nous
k=1
; g i e 1 1 1
montre ]a voie : nous allons écrire I'inégalité — =< —— — - pour toutes les

K k-1 k
valeurs de k allant de 2 4 n, et nous additionnerons les inégalités obtenues...

@ Solution rédigée

; : ] i 1 e k1
Pourk?Z,lIestclaquuekzxk(k_l) =1k

» Ecrivons cette inégalité pour k=2, k=3, ..., k=n et
« sommons » ces n — 1 inégalités ; nous obtenons :

11 1 1 [l l) (1 l]
i s pn s b & 2 | 2 |
22 32 (n-1)2 n2 \1 2 2 3

. e |
soitencore u, — 1 <1 —--.
n

, ]
Onentire u, = 2—-,ouencore u, <2,
n

* Conclusion : (u,) est croissante et majorée, donc elle est convergente,
On peut déterminer une valeur approchée de sa limite ¢ a I'aide d'un
tableur: u,, oy = 1,644 8,

Pour une suite croissante deux possi-
bilités :

* soit (u,) est majorée ;

*soit limu, = +oo.

~ EFFECTUER UNE SOMMATION

On écrit en détail certaines inéga-
lités (« au début » et « 2 la fin ») :

1 _1 1

[ o — F=
22 1 2 (=)
1 __1 1

s — < - —= =
¥~z =3
1

=<

n n-1 n
Puis on additionne en observant les
simplifications.

La valeur exacte de ¢ ?
On montre que :
n?

£ = i 1,644 934 07

(voir chapitre 4, probléme 124, page 150).

1. Suites numériques 19
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PROBLEME3

Ftudier la suite définic par wy = O etw, = fu, +6.

@ Représentation graphique et conjectures

Lorsque u,,, = f(u,) (ici f(x) = Jx+6), on peut visualiser les
premiers termes de la suite a ’aide de la courbe ‘t?f et de la droite d’équa-

tion y = x seclon le procédé présenté en classe de Premiére et rappelé ci-
contre.
YA
\4’#
44 3
3 y=vx+
- V4
Y 2 i
\ i
14 :
1ty u,‘i Eu:
- 0 1 2 3 4 x

Fig. 2

On conjecture alors aisément que la suite (1,) semble :
— étre croissante et majorée par 3 ;
— étre convergente, de limite 3.

@ Solution rédigée

® Monotonie et bornes

Montrons par récurrence que, pour tout 7 = 0 :
Osu,<u =3

comme nous le suggere la figure 2.

n+1

* Erape | :
Onauy =0etuy = ,\/ém2,5,don00$u0£u] =3,

* Etape 2 :

Supposons que, pour un certainn,onait 0 < u, <u, . <3 ;alors :

6<u,+6=<u, +6=<9,
puis, la fonction « racine » étant croissante :

Jo=< fu,+6< Ju, +6<./9.
Cela prouve que :

0= Hy s < Wy y2 <3,
ce qui montre que la chaine d'inégalités est vraie au rang » + |

Conclusion : pour tout = (), onabien 0 < u, <u, |

3.
Cela montre que la suite (u,,) est croissante, majorée par 3,

20

/) EERERE
sur (Oy) /

! / i
: A :

1
u, reportden,
sur ((x)

o ;

X

L4

_:-_-S-UITES Uy =flu,)

Deux allures classiques
* L’escalier (fcroissante)

YA ¥
)

iy Iy,

* La spirale (f décroissante)
YA

-

] T
Uy Uy uy ou

—

o
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e Convergence et limite

* Puisque nous sommes & peu prés persuadés que (u,) converge vers 3,

cherchons une relation entre 3 —u, (e 3=u,:

3-u

n+l =

3+ u,+6

3_”::

P R
3+ /u”+6

Or3+ ./u,,+623,donc0$£3—u“l&%(S—N")

donc 3 —u

Il est alors
1

—_—

0=<3-u <
n 3,._,_1

La démonstration est laissée au lecteur.

* Conclusion : on a bien, pourtout n>0,0<3-y <
n
C i 1 3
omme lim gnei = 0, on en déduit que :

lim u, = 3.

De plus, I'inégalité précédente nous renseigne sur la rapidité de la conver-

gence : la suite (3" =

= 3~ ”;;"‘6 = [3_ ‘“"+6][3+’U’un+6]

facile de montrer par récurrence que, pour tout n =0,

1

n-1’

] étant géométrique, cette convergence est rapide.

Le calcul effectif des

” n u, n u,
premcesalemamante 150 7 | 2,999 987 98
cette sta'bll.lsatlon rapide | , 2,449 489 74 8 2:999 998
vers la limite. 2 | 2,906 8006 9| 2,999 999 67

3| 2,98442634 | |10 2,999 999 94
4| 299740327 |11 2,999999 99
5| 299956718 | |12] 3
6 | 299992786| [13] 3

@'rprétarf'on: 3-u, est m

distance entre 3 et u,, (car u, < 3).
L’inégalité s'interpréte ainsi: la

distance entre 3 et u, diminue dans

le rapport % (au moins) quand on

F

@se d’un terme au suivant. J

 RAPPORT D’ETAPES

Suites «, , ; = f(u,)
1) Représentation graphique
Elle permet des conjectures.
2) Monotonie, bornes
Les inégalités peuvent &tre obte-
nues par récurrence.
3) Limite €
*On cherche une relation entre
1€ et |u,—€.
* On en déduit une inégalité du type
u, - f' < x, avec limx, = 0

Dans (a_foulic

@ Avec une formule explicite
3”

n = ;;E

a) Etudier la monotonie de la suite () .

b) Montrer par récurrence que, pour n = 13, u, = 2",

¢) En déduire le comportement asymptotique de (u,,) .

On pose,pourn =1, u

© Suite définie par une sommation

En utilisant le résultat dégagé dans le probléme 2,
page 19, montrer que la suite de terme général

S

X o 1 —IZ est convergente,

n

© Suite définie par récurrence

On pose ug = O et,pourn =0 ;

a) Conjecturer graphiquement le comportement de la
suite (u,,) .

b) Montrer que, pour n =0 ;

¢) Prouver que (u,) converge et a pour limite 16.

Uy, = 3 Ju,+4.

0

= =
Su, <u,, <16,

21
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Cher Aes\waﬁf'émes

2. Suites définies par
Un + 1 =d Un + b

OBJECTIF

L’objectif est double :

@ nous entendons présenter quelques situations menant a I'étude de
suites définies par u,, | = a u,+b ;
¢ par ailleurs, il s’agira de se familiariser avec le traitement mathé-

matique standard de telles suites, qui s’appuie essentiellement sur une
suite géométrique auxiliaire.

Dans une réserve, une population initiale de 1000 animaux évolue
ainsi : chaque année, 20 % des animaux disparaissent (c’est le bilan

global des naissances et des déces) et on introduit 120 animaux supplé-
mentaires.

Décrire I'évolution de cette population au bout de n années (on la note
Pysavee py = 1000).

@ Modélisation

Il est clair que la suite (p,,) est définie par:
Py = 1000 et p, ., =08p +120.

La description mathématique de 1'évolution peut alors s’articuler sur les
deux questions suivantes :

— Peut-on déterminer une formule explicite de p,, ?

—Lasuite (p,) a-t-elle une limite ?

Bouquetin des Alpes (Capra ibex ibex).

@ Quelles idées ?
y
Y
1 000+
Ve
N
$"0 ;
5001 A
A2 ‘
1001
- ‘ ry
100 S0«  PPPPLO0 x
Fig. 3
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La représentation graphique (Fig. 3) des premiers termes de la suite (p,)
- rappelée dans la partie précédente (probléme 3) — nous persuade que la
suite semble converger vers ’abscisse du point d’intersection de la
droite y = x etdelacourbe €, (avec f(x) = 0, 8x+ 120).

Le nombre considéré — notons-le o - est solution de I'équation
0,8x+ 120 = x.Onentire a = 600.

L’idée est alors de considérer la suite des « écarts » p,—C.
@© Solution rédigée
* Posons, pourtoutn, v, = p_— .
Comme u, ., = 0,8u,+120 et o = 080+ 120, il vient, par
différence :
Ppiy—0=08(p,—a),soitv,,, = 08v,.
Ainsi, la suite (v,) est géométrique de raison 0,8,
* Comme vy = po—600 = 400, on en tire v, = 400 x 0,8”, puis
Pn = v, + 600, soit : P, = 600 +400x0,8".
Nous avons donc obtenu une formule explicite de B
*Le comportement asymptotique de (p,) s’en déduit: comme

lim 0,8” = 0,ilestclairque lim p, = 600.
n—»+4oo n— tes
Conclusion : I'effectif de la population se stabilise sur la valeur 600.
Cette stabilisation est relativement rapide, puisque u,, = 643 , u,, = 605
et u30 = 600 .

" UNE METHODE GENERALE

En voici le résumé.

Siu,,, =aun,+b (a#1):

1) On cherche I'unique réel a solu-
tion de I'équation x = ax+b.

En fait, la suite constante de terme
général o est une suite particuliére
vérifiant la relation de récurrence :
= au,+b W,

Uy g

2) On posle v, = U,—0C.

3)On montre que (v,) est
géométrique :

£

U,,, =au,+b
a=aa+b

donc: u,,,—a = a(u,—a) (par

différence), soit v,,, = av, (la
raison est a).

4) On exprime v, , puis u, en fonc-
tion de n.

Dans La foulic

@) Dans chacun des cas suivants, déterminer une
formule explicite de u,,, et étudier la limite éventuelle

de la suite (u,).
a)uy= 10etu,,  =04u,+5;
b)uy = 1etu,,; = 1,54,-3.

la suite.

© On pose u, = Lok u,,q = 100u,—63. ¢) Alors ?

11

a) A Iaide d’une calculatrice ou d’un tableur, calculer
les premiers termes et conjecturer le comportement de

b) En appliquant la méthode précédente, montrer qu’en
fait la suite (u,,) est... stationnaire.

Une fractale ; surface définie a I'aide
d'une suite réeurrente,.. dans le plan.

(1) Laméthode exposée ici sera analogue a celle permettant de résoudre une équation différentielle du type »* = ay + b (voir chapitre 5, page 155).
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3. Calcul de grandeurs
(aires, volumes...)

OBJECTIF

Le calcul, exact ou approché, d’une grandeur par un encadrement
a I'aide de suites adjacentes : voila I’objet de cette partie.

Nous insisterons sur les grandeurs géométriques pour lesquelles les
idées utilisées (déja imaginées par Archimeéde(V)) préfigurent les
méthodes du calcul intégral (voir chapitre 4).

PROBLEME

Calculer I'aire A du domaine plan (Fig. 4) - nommé « segment de
parabole » — défini par les inégalités :

{

Soit n un entier (72 = 1) . On partage le segment [0, 1] en n segments de

-

0=x=1

0<y=<x?

@ Le principe

longueur 1 et on désigne par :
n

* u, la somme des aires des rectangles situés au-dessous de la courbe (en
sablé sur la figure 5) ;

* v, la somme des aires des rectangles situés au-dessus de la courbe (en
jaune sur la figure 5).

Sans tergiverser, I’évidence géométrique nous autorise a écrire que, pour
towtn=1,u,<A<y,.

@ Calcul deu, etdev,

Qu'ils soient jaunes ou sablés, tous les rectangles ont pour « largeur » L ;
Leurs hauteurs sont, de gauche a droite : "
)2

Jz (!1
15
n

n-1

0

S G A s G)z [;2;)2 . (
) B) (5]

G+ ) (5 ()]

(1) Archiméde utilisa, pour le calcul d'aires et de volumes, la méthode d"exhaustion qui s"appa-
rente i celle présentée ici. 1l réalisa la « quadrature » de la purabole géométriquement,

* pour les rectangles sablés : (
n

n-1
i

2
P et
]

Ainsi, u, = ﬁ[[ﬁ

n—1

n

n

n

ety, = =u,

+=

24

y=x
| e mmemmm oo
A
0 1 x
Fig. 4
AY
s
1
.-nil.-- T X e
0 1 2. 1 X
n n
(pour n = 5)
Fig. 5
Nare =
La relati _ 1 :
arelation v, = u, + - se «voit»
n

sur le graphique: v, —u, est la

somme des aires des rectangles

},

qtanglc de dimensions 1 et |
n

jaunes non sablés (ils forment un

).J
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An cﬂy/p{e.s

Nous pouvons écrire I'expression de u, sous la forme :
1
u, = ;j(12+22+ vt (n=1)2),
Nous reconnaissons dans les parenthéses la somme des carrés des premiers
entiers. La formule sommatoire trouvée dans Avant-premiére (voir
séquence 3, page 9), permet quelques simplifications :

VR G TR

R

s ”Lj(u— l)f:é(zﬂ—- l),soit 2, = (n—l)(Zn-])_
G 6n?

I

@ CalculdeA

Déterminons les limites des suites (u,) et(v)
iy

Ade-d)

ey = =10, | 2 § T I
n = = g
6n? 6( MJ[ n)’ - ,,l_l,“:m"" iyt
_ 1 e
comme v, = u, +-,onendéduit: lim v, = l
n "= 4oo 3
Le théoréme des gendarmes et I’encadrement u, < A < v, nous condui-

1

sent a conclure: 4 =

Remarque : les suites (u,) et (v,) sont bien adjacentes, mais I’étude de la

monotonie de ces suites, moins évidente géométriquement, demande un
peu plus de travail (laissé au lecteur).

En détail, I'égalité :

124224 ... +n?
_n(n+1)2n+1)
B [

aurang n— 1, s’écrit :
124 ...+ (n-1)2

_(n=1)(m)[2(n-=1)+1]
N —
Limite de (u,)

On factorise le terme prépondérant.

Le théoréme des gendarmes s’appli-
que 2 la suite constatée égale a A.

Doans ta foutée

©® Le volume de la trompette !
(D’ aprés Calculus, Marsden-Weinstein, Ed, Springer.)

Calculer le volume du solide de révo-
lution (appelé trompette) obtenu en

faisant tourner autour de I'axe (Ox)

iy Ly 4

=x2

-

=

la parabole d’équation {y

:' 0=x=1

YA
H

située dans le plan (xOy) (Fig. a).
On adoptera le principe suivant:
i apres avoir partagé le segment [0, 1]
k en n parties égales, on encadrera le
i volume cherché par les sommes des

volumes de deux types de cylindres :
intérieurs et extérieurs a ce volume
( Fig. b).

b4

Fig. a

On admettra la formule : 14 +2%4 ... +n? = ==

n(n+D)2n+ DBn%2+3n-1).

=Y

(1) Ce probleme sera repris au chapitre 4 4 'aide du caleul intégral.
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Suites arithmétiques et géométriques

/;o;oﬁmzfions

Le principe de récurrence

Dans les exercices 1 et 2, exprimer u, en fonction de n.

1 (u,) estune suite arithmétique de raison r, vérifiant ;

(BN

auy=2er=

8

Quy=letugtu+..+uy = 2.

n

b) ug = 1 etuy,

2 (u,) estune suite géométrique de raison g, vérifiant :
2
Au, =5elg ==
u, el g 30
b)u, = 1etug = 2545 ;

g =2elugtu +...+u, = 24 573,

3 Montrer que chacune des suites ci-apres est géométrique, et
préciser sa raison.
aju, = 3"*2
{—1]" x62n+3 :
242422+ ., 42m).

B u. = 5k=3k
o) u,
d) u,

4 Calculer les sommes :

A=8+13+18+...+1998+2003 :
B=22+254284 4220
C=x+x>+...+x" (lorsque x# 1, puis x = 1),

S On considere la construction suivante, ot @, est I'aire de
la portion de plan comprise entre le carré de ¢6té 2n + 1 et ce-
lui de c6té 2n — 1, I'unité étant la Jongueur d’un carreau.

On

. — Mt —_—

a) Quelle est la nature de la suite (o, )7

b) Calculer a) +a, + ... +a,, 4 aide d’une formule somma-
toire. Veérifier directement & Iaide du dessin.

28

s
©6 Montrer par récurrence que, pour tout entier 7=
n3 —n estun multiple de 3.

@ 1) Développer, réduire et ordonner (n + 1)3.

2) En déduire, a I’aide d’un raisonnement par récurrence, que
pour tout entier n = 0, nd — n est un multiple de 5.

Grand homme et petit thédreme

On doit & Pierre de Fermat (1601-1665), juriste de profes-
sion et mathématicien amateur, le résultat suivant:
«Lorsque p est premier, n? —n est un multiple de p »,
connu sous le nom de Petit théoreme de Fermat.

Vérifié dans les exercices6et Tpourp = 3 etp = 5,ce
résultat sera généralisé dans les chapitres de I’enseignement
de spécialité (voir chapitre 12).

8 Dans chacun des cas suivants, calculer les premiers termes

de la suite, conjecturer une formule explicite de u,, et la dé-
montrer par récurrence.

ug =0 =4
a}{ : b) u, ;
Upyy = Uy th un+l=u i1
n
ug =3
c){ ;
U,y = J1+u2
1
uy = 3
9 Soit (u,) la suite définie par
n+1
urH-l = 3n u,

Montrer par récurrence que u, = 2.
3n

10 Lasuite (u,) est définie par son premier terme ug etla

relation u, , | = JunTli

Montrer par récurrence que :

a) lorsque u € [0, 4], on a, pour tout n, 0 < °<5;
b) lorsque € [5, 10], on a, pour tout n4<u <10.

<11 Etape 1: indispensable

Considérons la phrase P, :« 107 + 1 estun multiple de 9 ».
a) Vérifier I'égalité 10"+1 4+ 1 = 9% 107+ 107+ 1.

b) En déduire que la phrase 2, a un « caractre héréditaire ».
Youl-Bolire H x

(Cest-d-dire « P, implique P ! ».)

¢) Peut-on conclure que 2, est vraie pour tout entier n ?

(Cet exercice montre qQue, dans I'application de 1'axiome de

récurrence, la premicre étape ne saurait étre négligée.)
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Suites croissantes, décroissantes

Dans les exercices 12 a 15, étudier Ia monotonie des suites
(u,,) al’aide de la technique indiquée.

12 Avec ladifférence « Uy g —U, »

a)n, =

1
+E ' b) u, = ;32_.5,1_

-

1
T

Au, =3In+(-1)"; d) u, = n=3n,

13 Avecle quotient « "+ 1 N
u,

§oirs e
aun—B“,

1
5 X

I

b) u, = 0,1"x n?

3 2n-1
el TP,
4 2n

¢ u,

14 Avec la fonction fleu, = f(n) »)

n?— |
)i, = 2 =2 Q) u,

a)u,
nZz+1

= N+ cosn = ”2(3 -n)

15 Avec le raisonnement par récurrence

ug =35
a){
i =

n+l1 = n u

Suites majorées, minorées

16 Montrer que chacune des suites ci-aprés est majorée et en
déterminer un majorant.

2 2N . .

a)u, = 1+?.+___+(§) : b) u, = 10+2cosn ;
943414432 ), =
u,=9+3+ ; "= e

17 Dans chacun des cas suivants, étudier les bornes éven-
tuelles de la suite (u,,) 2 I'aide du sens de variation de la fonc-

tion f(u,=f(n)).
10n-3 ;

2
Au, = n- b) u, = '

1 1

n n ﬁ ’

(&)
—
=
]

18 Montrer, par récurrence, que 2 < u, <3 :

u“=3

L

u =
n+1 u

n

Comportement asymptotique

Avec la définition de la limite

@19  Convergence : interprétation de la limite

Soit (u,) une suite dont les premiers termes sont représentés
ci-dessous :

", A

10 12 14 16 18 20 22 n

012 4 6 §
D) Si limu, = 3, expliquer pourquoi tous les termes sont

situés dans le « tuyau » coloré, A partir d'un certain rang (le rang
11 sur la figure).

2) Peut-on encore affirmer cela pour le « tuyau » défini par :
2,999 = y=3,000 01 ?

@20 Unicité de la limite

1) On suppose qu’une suite (u,) admet deux limites distinctes
€, <b,. b_y¢
On pose alors ¢r = —

'>0‘

Montrer que la définition de la limite, appliquée 2 deux
« tuyaux » bien choisis, de rayon @, conduit 4 une contradiction.

2) Que peut-on en conclure ?

@21 En utilisant les définitions 3 et 4 du cours, montrer que la
suite de terme général (—1)" ne peut pas avoir de limite.

@22 Démontrer que si une suite (u,) est convergente, alors
elle est bornée.

Opérations algébriques

Dans les exercices 23 a 25, étudier la limite de la suite (u,) a
Paide des résultats du théoreme 1,

23 @u, =3n-1+1; bu,=1-5;
Qu, = (1-3n)(n*+n-2).
| 1

24 a)u”—l+§+§+ = ¢

1.1
b)u, = §+§+ ..+§

lﬂ
25 ayu, = (—5) +3 b) u, = varT
1

©) Uty = n+5"

1. Suites numériques 29
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Formes « indéterminées » Avec des suites géométriques

Dans les exercices qui suivent, étudier la limite éventuelle de Dans les exercices 34 a 39, étudier la limite de la suite ( u,).
la suite (m,) a laide de la transformation d’écriture
. » ﬂ_ rd -'I
proposée. Une syntheése sur la question sera présentée au 34 a) u, = Lol ; )i = 5 ( %J ;
chapitre 2. 3
- n "
206 ayu, =3In*-n+5; bu, =8n-n3, Ju, = [‘;J +(/.5_1) g
(Mettre en facteur n? dans le a), n? dans le b).)
3nt—n n 35 a)u wlad e L3
27 a) u, = 1—112 ¥ h) ”,-p — 2”2+ |, : n 4 8 n
\2 () H
(n+3)(=2n+1) _ 1.0 9) ...+(—) ’
Qu, = At S - h)u”—]+5+ 3 + 3
(Mettre en facteur le terme de plus haut degré.)
1 2 1 B
' 36 a) u =]——+——-—+...+(——‘) :
28 2u, = Jn-n; b)u, = “2/’_’_’]'_ n 39 27 3
n+

s 2 n
Deviner quel est le terme « prépondérant ». byu, = 08+0,82+...+08".
29, estlalongueur du segment [, B ] sur la figure ci- 32, (3)? 3\
dessous. 37 u, = (—) +z) +-+5) -

7}
¥
% @8 2)u, =3,77...7 (nchiffres 7) ;

b) u, = O‘ﬂ' éjé} (n séquences 67 ).

Piste Dans chague cas, u » €5t la somme des termes...

, (=D 3n+4n
ﬁg a) ”" = ?’_ ’ b} H” - 4n o
o o+ n+1
(Multiplier par I’expression conjuguée.) Qu, = = 32:'_31'_

Théorémes de comparaison

Un peu, de tout

Dans les exercices 30 & 32, étudier la limite de la suite (u a)

BN .y ; ;

I'aide d’un théoréme de comparaison. 40 Etudier le comportement 4 I'infini des suites (a,)
n’»

30 2 U, = cosn—n; b)u, =2n+(=1)", (B,), (c,) et (d,) :
_ . 2n%-5 a
—-1)n n = . _ n
31 au, = ———Sl:” b u, = ( ;) Qu, = (E—J sinn . " on+l b, = i
' b -2
n . ¢, =a,—2n, d = _n
82 au = L. by = 3—sinn 1= n = .
n :J!_i ) n n d ci'l + 2
33 Preuvedu théoréme 3 41 Soit, pour = 2, & i —-____J’-’ -
5 o . n+(-1)"
1) Démontrer par récurrence que, pour tout n = 0 et pour 1) Etablir les inégalités - )
x€ [0, + oo :
(1+x)" = 1 + nx (inégalité de Bernoullj), -ir?—- Sy -3 A
n+1 n D=1 .
2) Bn dediice oo bl > ‘." I_l:l: m‘f" I 2) Déterminer les limites des suites de termes généraux
o ‘ . A
3) A I'aide d’un théoréme de comparaison, en déduire la limite nad oo T

de g” lorsque -1 <g<1. 3) En déduire Ia limite de (u,).

30
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Suites adjacentes

€42 Onposc, pourtout n =1, a, = 7,22...2 (n chiffres
et b, = 7,22...23 (n—1 chiffres 2).

1) Montrer que les suites (a,,) et (b,) sont adjacentes.

2) Peut-on deviner leur limite commune ?

Dans les exercices 43 et 44, montrer que les suites (a,) et
(b,,) sont adjacentes et préciser leur limite commune.

(43 3}(1"=5—l et b;r=5+g;

n n

2 2
h} a" = 3n 5 ! el n = 3n“+1 g
n? 2
«d4 anzﬁrr—? _ 6n+1
S5n+1 LT T

Suites monotones

@45 On pose, pour tout 2 = 1,

n! = n(n—-1)x...x2x1 (n! selit«n factorielle »).

1) Montrer que la suite de terme général n! est croissante et
non majorée.

2) Quelle est sa limite ?

«46 On pose up = 1,38 u, = 1,3388; ...
u, = 1,33...388...8 (n chiffres 3 suivis de n chiffres 8).

1) Montrer que la svite (u,,) est convergente.

2) Montrer que, pour toutn, 0 < u"—g = 10",
Que peut-on en déduire 7

47 Onpose u; = 0,1 ;u, = 0,12 ;uy = 0,123 ;...;
ug = 0,123 456 789 10.

u,, estle nombre obtenu en juxtaposant successivement tous les
enticrs, 1,2, ..., n aprés la virgule.

Montrer que la suite (u,) est convergente.

Dyrdle Ae réel

Lalimite ¢ de lasuite (u,,) est appelée le nombre de Cham-
pernowne — du nom du mathématicien anglais qui I'a
imaginé en 1933. Ce nombre est irrationnel, et méme
transcendant : résultat prouvé par I'allemand Kurt Mahler
en 1961... sur son lit d"hdpital !

(Un nombre est transcendant s'il n’est racine d’aucun
polyndme & cocfficients entiers.)

Bréves de cours

<48 Une seule des trois suites (a,), (b,) et (c,) est géo-
métrique. Laquelle ?

=241 83—n o h) = p2e e = [o2
Q= 2L SR b, =gty oo o= el Ly

«49  Soit (u,) une suite arithmétique de raison r, telle que
uy = 0etuy, = 3.Calculerret ug+u; + ... +us.

©50 Montrer par récurrence que, pour tout 7 =0, 47 +2
est un multiple de 3.

51 Lasuite (u,,) est définie par :
uy=0etu, = /u+l.

Montrer par récurrence que, pourtout # = 1, u, = Jn—1.

©52 Etudier la monotonie de la suite de terme général :

= n3
u, = n—6n.

«53 Vraiou faux ?
« Si, a partir d’un certain rang, 1 - :-1 <u,<1,lasuite (u,)

est croissante a partir d'un certain rang. »

n+3
nc+2

<55 Onpose ug = 2002 et,pourn=0,u,, , = ,‘/uin
A l'aide d’un raisonnement par récurrence, montrer que, pour
toutn, 1 =<u,
Que peut-on en déduire ?

©54 Montrer que la suite de terme général est bornée.

-“Eltn.

«56 Etudier 1a limite éventuelle des suites de terme général :
2n?-1

a. =
n 3!’124‘1‘

c, = 1+§+...+(§) :

b,=2"+7";

3n 31440
eth, = :
3l 7 42"
(On pourra factoriser un terme, au numérateur et au dénomina-
teur.)

«57 Méme exercice avec a, =

@8 Onpose u, = 0,61 61...61 (n séquences 61).

Montrer que la suite (u,) est convergente en utilisant la
somme des termes d’une suite géométrique.

1. Suites numériques 31
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Suites définies par une sommation

Suites définies par une formule explicite ©62 Le nombre d’Apéry 1
On pose, pourtout n =1, u, = = lz +... +—15‘
@9 Un cas particulier ’ 132 n :
_ 5 i #2 1) Montrer par récurrence que, pour tout n = 1, u, <2--,
On considere la suite définie, pour n = 1, par u, = — n
2" 2) En déduire que la suite (u,) est convergente.

1) a) Etudier lim 2+ En déduire qu'il existe un rang n,,
n— +oa l{"

1,202 016 903 119 J94...

u . . . 1 . F oy
tel que, si n = ng, alors bl 3 - Préciser n,). C'est la limite de la suite (u,) de l'exercice précédent.
Uy 4 Le frangais Robert Apéry a prouvé, en 1979, que ce nombre
b) En déduire le sens de variation de (u,,) . est irrationnel. Est-il transcendant ? Nul ne le sait & ce jour,

-5
2) a) Montrer par récurrence que, pour n = 5, u, < (g)ﬂ

4 @63 Une heureuse simplification

b) En déduire la limite de la suite (u,,). On pose, pour n =1 :

1 1 1
@0 Généralisation =3t aa b T amel)
Soit k un entier fixé (k= 1) et éel (a>1). ;
( ) eta unkrbcl (@a>1) 1) Calculer u, u, et u5, et montrer que (1,,) est croissante.
n
On pose, pourtout n =1, u,, = pra 2) Pour tout & = 1, montrer 1'égalité :
u 1 1Y* S -
1) a) Vérifier I'égalité =1 = 5><(1+-) . k(k+1)  k k+1
iu n . i 4 4 v
L En déduire une expression simple de u,, et étudier lim u, .
u n—r+ea
En déduire lim —*1 _ oo
notes U, 264 Encadrement judicieux
b) Montrer qu’il existe un rang n,, tel que, si n = ny, alors : On considcre la suite de terme général :
y __n n_ . o L_n
i Y avecb:l(l+l). "on241 n242 7 n24n’
u, 2 a

1) Quel est le nombre de termes dans Ja somme définissant

¢) En déduire que (u,,) est décroissante. u, ? Caleuler uy, u, et uy.

2) a) Montrer par récurrence que, pour 7 = 1 : 2) Parmi les termes de la somme définissant u, , quel est le plus
u, < u%b”‘"ﬁ, petit 7 Quel est le plus grand ?
b) En déduire la limite de la suite (u,,) .

2
3) En déduire I'encadrement —~ - <u, < £
n+

TR |

61 A qui se fier ? Déterminer alors la limite de la suite (u,) .

On pose, pour n =0, u, = J/n*+6n-n.

1) A I'zide de la calculatrice, peut-on conjecturer le comporte- €65 Somme « harmonique »

ment de u,, lorsque n tend vers +eo ? On considére la suite de terme général :

. au, pourn = 103, 104 105, ...,1015,
(On calculera u,, p )7, y ey 1019) S, = 1+~1-+1+...+l.
6 23 n
2) Etablir I'égalité u,, = ———— . Endéduire lim u,. 1) Démont ,
a5 émontrer > St
| +g+] n—+ que,pourtout n =1, S, 2+S”_
N o n : :
2) Démontrer par récurrence sur k que, pour tout &, il existe

3) Expliquer le comportement « anormal » de la calculatrice. tel que S, = k. En déduire que la suite (S,,) est divergente.

32
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Suites définies par récurrence

Définitions diverses

@66 n fois 1a touche 35
On pose u, = 1 et, pourtout n = 0, Uy, = Sinu,

1A T'aide d'une représentation graphique, conjecturer le
comportement de la suite : sens de variation, limite.

2) Méme question en actionnant plusieurs fois 1a touche [51¥)
de la calculatrice.

3) a) Montrer par récurrence que, pour tout n = Q) ;
O<u,,,<u <1.
b) En déduire que (u,) est convergente,

4) A l'aide de la calculatrice, déterminer e

plus petit entier n,,
tel que u, <0,1.

@7 n radicaux

On pose, pour n =1 :

J2+

1) Définir (u,) par récurrence.

N2+ 2 (0 radicaux),

2) Représenter graphiquement les premiers termes de la suite,
et conjecturer son comportement.

3) Montrer par récurrence que (,,) est croissante, majorée par 2.

4) a) Montrer que, pour tout n = 1, 2-u, < %(2—:: )

b) En déduire que, pour tout n =1, 2 —u, < e~
¢) Quelle est la limite de (u,) ?
@38 n traits de fraction
1 1
Onpose uy = 1, u, = 2+1,u2 = . T
2+1
_ 1
U, = 1
2+ . o
: n traits de fraction.
1
2t el

1) Définir (u,) par récurrence.

2) Représenter graphiquement ses premiers termes.

1
D

3)Onpose o = — 1 + .2 et f(x) =
Vérifierque f(o) = a.

4) a) Montrer que, pour tout n = 0, u, =0 etque:

|
1u”+]—alf€z—1|u”—tt[.

b) En déduire que, pour tout n = qn’

sl —-u|*f~

c) Quelle est la limite de (u,,) ?

69 Une suite de carrés

Une suite (u,,) est ainsi définie :

uy = 16,u, = 1156, uy = 111556, ...,
chaque nombre étant obtenu a partir du précédent en intercalant
1 et 5 « au milieu » de ce nombre.

1) Déterminer la racine carrée de u , u, et uy.

2) Soit X le nombre qui s’écrit 333...34 en base dix (n -1
chiffres 3 suivis d’un chiffre 4).

Montrer que X = %(]O"— 1)+1.

3) Montrer que X2 = é(](}z”— ])+g(10"— 1)+1.

4) En déduire I'expression du terme général de la suite (u,,)
sous la forme d’un carré. BAC

@0 L’escargot
« Il'y a loin de la route aux escargots. »
Paul Eluard — Proverbes

B

A B

B‘J‘ AS u Aﬁ \
Ay A Bs
0 A

B,
44
( &
B,
A,
=
Aq A By 04,=¢

Dans le triangle isoctle O4yB,, 4, estlemilieude [4, B)].
On note B, le symétrique de A, parrapporta (OBy) et 4,,
le milieu de [4,, B,] . En itérant ce processus, on obtient une
suite de triangles isoceles 04, B, ( figure ci-dessus).

1) Pour n = 1, exprimer OA,, en fonction de 04,
I'angle . En déduire OA,, en fonction de n, £ et a

_p etde

2) Exprimer la distance 4, , A4, en fonction de n.
Calculer la longueur de la ligne polygonale :

AgAd Ay A, _|A,.
3) a) Vérifier que la longueur L, de la ligne polygonale peut
s"écrire

L = ¢ 1 - (cos )" _

n o
tan E

. S L . o
?rsfc Exprimer sina et 1 = cos o en fonction de 3

b) En déduire la limite de (L,,) .

1. Suites numériques 33
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Avec une suite auxiliaire

Dans les exercices de cette partie, la suite (n,,) estdéfinie par
récurrence,

11 s'agit d*étudier (u,) (formule explicite, limite...) en utili-
santune suite auxiliaire (v,) bien connue : en général, (v,)
ost géométrique,

Pour les suites du type « u, .\ = au,+b » on serepor-
tera a la méthode exposée dans la partie 2 de Au caeur des

probldmes ; pour les autres cas, nous donnerons tonte indica-
tion sur la suite auxiliaire.

Suites «u,, ;| =

an,,_+h »

Dans les exercices 71 a 74, donner une formule explicite de
u, of étudier imu .

71 iy =0

72 vy= 2 « Wy = Jf_’.u"— 1.
73 wy =1 ety = %n,ﬁ%.
74 uy=-3 e 1, =0995u,+1+10-,

75 Un modele d’évolution

On suppose que, sur une période donnée, la population d'un
pays est constante et égale & 60 millions d’habitants, dont
40 millions vivent en zone rurale et 20 millions en ville,
On constate que les mouvements de population sont décrits par
la régle suivante : chaque année, 20 % des ruraux émigrent A la
ville et 10 % des citadins émigrent en zone rurale.
On note respectivement V, et R, leseffectifs (en millions) des
citadins et des ruraux au bout de n années (¥, = 20 et
Ry = 40).
1) Montrer que, pour tout # = 0, ona:

Voer = 09V, +0.2R,

R,, =01V, +08R,°
2) Que vaut ¥V, + R,

En déduire que les suites (V,) et (R,) satisfont 2 :
Vaer =07V, +12 et R, ., = 07R,+6.

3) Exprimer R, et ¥, en fonction de n et étudier les limiles des
suites (R,,) et (V). Conclusion ?

34
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Autres relations de récurrence
@6 Letype «u, = au, +P(n)» P polyndme

On considere lasuite (1) définie par 1y = 1 et pour toug py «

|
= 1”"+ n

u (D.

n+l

1) Déterminer une suite arithmétique (vw,,) satisfaisant la rela.
tion de récurrence (1),

2) Onpose v, = 1, —W,.
Montrer que la suite (v,) est géométrique et préciser sa raison,

3) Exprimer v, , puis «,, en fonction de n. Délerminer la limite

n
de w,, puis de — lorsque n tend vers +oo.
n

@7 Une récurrence homographique

On considére la suite (1) définie par:

2u,+3
=0 et u = :
o nel = YA
) u,— |
1) On pose, pour tout entier n, v, = .
)Ong f " ou,+3

Montrer que la suite (v,) est géométrique.
2) Exprimer v,,, puis ,, en fonction de 1.

J) Déterminer la limite de (v,,) , puis celle de (u,,) .

78 Récurrence double
On consideére la suite (u,,),, ¢ py définic, pourtout n = 1, par:
wy=0,u; =1 et u, = Tu,+8u,_,.
1) Montrer que la suite (s,)  _ o, définie par :
\)

Sy = “n-l-

 tu,
est unc suite géométrique,

En déduire s,, en fonction de n.

2) Onpose v, = (—1)" u, eton considere la suite (¢

diblante o N)HEN
clime par £, =

el Ve
Exprimer ¢, en fonction de s, .

3) Exprimer v, puis u,,, en fonction de n (on pourra calculer,
de deux maniéres, la somme h+ o tt, 1)

L ‘ u
Déterminer |jm -

gn'

H = +oa "
@Y Avec des suites extraites

Onpose uy = 0 et,pourn = 1, W, = u, _ +n(=1)"*5L
1) Calculer Hys W, Uy, 1y, 15 et construire les points A, de
coordonnées (1 vty,) pour n = 0,1,2,3, 4,5,
2) On pose, pour to = A Wo=

POSE, pour tout n, V, = u, et Wy =ty 4

Démontrer que (V,) e (1V,) sont des suites arithmétiques.
" .| Y .( A :1 ¥ 1 S
Calculer v, e W,, en fonction de i et vérifier que, pour toul

entier 1 non nul, Wy = =ty .
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Calcul de grandeurs

@2 Volume de la sphére

L'objet de ce probleme est de déterminer le volume V d’une
Un calcul d’aire et deux calculs de volumes sont présentés ici. sphere de rayon R. Pour cela, on calcule le volume de la demi-
Nous  proposerons aussi un classique encadrement de sphere,  I'aide d’un encadrement par deux suites
longueur dans le probléme 89, page 40. * S

1) Le principe

¢80 Quadrature d’une cubique On subdivise le scgment [0, R] en n segments de méme

La courbe ci-aprds est la courbe représentative de x — x3 sur

[0, 1]. On se propose de calculer Iaire & du domaine situé
sous la courbe.

R
longueur — .
n

A i

1! '

= S 0 R
i | ddl | nEEE On est alors conduit 4 considérer n cylindres extérieurs et 7 — 1
o | [ ’ U T 1] cylindres intérieurs. On désigne par u,, le volume total des

. 0 1 i 3 n.l i = cylindres intérieurs et par v, celui des cylindres extérieurs.

I T 2 R ; 14
TR TEEREN RN (SO oy IR SN N UOUN SV R OO L OO O O Le volume V vérific alors u, < = < v,.
2
Pour cela, on partage I'intervalle [0, 1] en n intervalles de 2) Calculde u,, et v,
;. 1 i
méme longueur : (n=1). On détermine alors n rectangles R
intérieurs au domaine (u, est la somme de leurs aires) et n "
. . ’ kR
rectangles extérieurs (v, est la somme de leurs aires). n e - ,{h
Ainsi, u, < s <v,. (k-HI)R o . LM
1) Montrer que :
1
u, = (03 + 13+ ... +(n-1)%; ,
B 0 R

I 343
¥y = F( P+ +m-1)+n%). a) Montrer que le volume du k-iéme cylindre intérieur est :

33

5 -
2) Montrer par récurrence, que : (n*-k 3

_ nz(n+|)2_

b) Montrer que :
4

13423+ ... +n3

_mR} . 1 2_92 2 2
3) En déduire un encadrement de &, Calculer . R [(n" =15+ (n* =29 + ... + (n? - (n - 1)%)]

@1 Le volume du phare v, = “_’f[(nz_oz) (12— 12) 4 (n2=2%) 4 ...
Calculer le volume du solide "
de révolution obtenu en faisant
tourner autour de (Ox) la
courbe d’équation y=.f;c
(0=x=1) située dans le
plan (xOy),

3) Passage a la limite
a) En utilisant I"égalité :

nn+1)2n+1)
6 1

124224 . 40?2 =

=Y

| montrer que :
Principe : Encadrer ce volume
14n2=3n-1 ;4n2+3n-1

par la somme des volumes de n U, SR ———=— & v, R ———m——.

; o ont 6n-
cylindres intérieurs et de n
cylindres extérieurs, comme b) Etudier les limites de (u,,) et (v,) -
dans I'exercice 6, Dans la foulée, page 25. Conclure pour la valeur de V.

1. Suites numériques 35
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Xie

b) Conjecturer le sens de variation des suites (-

Avec un logiciel = ) €.

¢) A partir de quelle valeur de n la suite (u

) fourn;
. n telle by
décimales exactes de 1 7 ¢ hui

83 Quelques suites d’approximation derm
Le but de cet exercice est d'observer les termes de quelques 3) La suite de Wallis

suites qui cnnvcrge.m vers . (Nous admettrons qufe.les suites On pose a = 2x 22x42x ... x (2n)?
proposées aux questions A 1).A)2),A) 3) et A) 4) vérifient cette "
propricté : pour les suites (p,) et (q,) voir le probleme 89.)

|
1Zx32x .. x(2n- 1) 2n%]>

g e ; pourn=1.
La partic B) propose d"apprécier et de comparer leur vitesse de
convergence, enfin, la partie C) introduit un procédé d'accélé- ) Vérifier que lasuite (a,) est définie par :
ation de convergence. 2n +2)2
ration de g a = § E: _ ( )

3 % W1 T @32 M
Organiser alors le calcul des valeurs de a,, pour n < 1000,

L outil proposé est le tableur Excel.

A) Calcul des premiers termes dans la colonne F.
1) Les suites d’Archiméde b) Combien de décimales exactes de 7 obtient-on avec la
Les suites (p,,) et (q,) sont définies par: valeur @y gg9 ?
B, & 3= 2.3 : 4) La suite de Gregory-Leibniz
1 1 (_ )
2p,4, On pose b, = 4(]——+—+. ) pour n = 0.
q"+1=p +q & Pyt = JPydn4n 3°5 2n+

; a) Vérifier que (b,,) est définic par les conditions :
a) Introduire les valeurs de n (de 0 & 1 000) dans la colonne A,

et faire calculer les termes des suites (p,) et (g,) enBetC, b WD s (=1)n+t I ‘
pour n < 1000, comme ci-dessous. 0 +1 n+3

n Pn a, Calculer b, pour n < 1000, dans la colonne G.
0 b) Combien de décimales exactes de 7 obtient-on avec la
1 3 3,464 101 62 valeurih 2
2 3,105 826 54 3,215 390 31 1o
3 3,132 628 61 3,159 659 94 . i
y 31393502 3146086 22 B) Comparaison des suites
5 3,141 031 95 31427146 1) Comparer les vitesses de convergence des suites (p,),
: i (q,), (u,), (a,) et (b,) aTaide des observations préceé-
b) Conjecturer le sens de variation des suites (p,,) et (g,). dentes,
¢) Déterminer le plus petit entier n  partir duquel on obtient 2) Classer ces suites dans les deux catégories suivantes:
huit déeimales exactes. « suites rapides », « suites lentes ».
2) La suite de Descartes C) Accélération de la convergence de (b,)
On considere a suite (r,) définie par : Le procédé « Delta 2 », inventé en 1926 par Alexander Aiten,
, ; - rﬁ consiste 4 définir une suite (r”)ﬁ 5, par:
rg=7 © Taer = 5[0t Rty _ bb, ,-b2_,
4 4 t, = b _op o pourn=2
n= 40, 1+ bn £
Onadmetque lim r, = 2 ‘ " : .
aagad - a 1) Dans la colonne H, & partir de H4, faire calculer les valeurs
. ) X de (¢,) jusqu’a .
a) Organiser, dans la colonne D, le calcul des premiers termes (£,) jusqu'd £, oo
de (r,) . Sila valeur de 7, est placée en D2, on pourra utiliser b, accde b,
en D3 la formule : 4
2,666 666 67
=0,5"(D2+RACINE(D2/2+$D$2/2/47A2)). '
! ( sD5202) ) . 3,466 666 67 3,166 666 67
Calculer ensuite, dans Ja colonne E, les valeurs de v, = = . 2,895238 1 3,13333333
r .
(l n 075 In . 2) Est-il légitime d"affirmer que (¢,) accélére la convergence
. 9
["0,905330086 | 3,3137085 de (b,) ?
[ 0242025 192 5"”’2 iy 3) Combien de décimales exactes de T obtient-on avee 1
[ 0951859724]  3,15172491 valeur £, 0 ?
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Spirales géométriques

Les auteurs de sujets ont une prédilection pour les

suites géométriques de nature... géométrique.

Parmi les figures en vogue, c'est incontestablement la
_ spirale qui tient la corde. C’est un terrain idéal — bien

balisé — pour retrouver des segments dont les longueurs

sont en progression géométrique, et pour s'intéresser A
la somme des termes, i sa limite,. ..

@84 Avec une transformation

Le plan est rapporté au repére orthonormal (0;7, TBE
On considere 1'application £ du plan dans lui-méme qui, au
point M(x, y) associe le point M’ (x’, »") vérifiant :

T P
x—2(1 ¥)
o L g%
y' = 5(x-3)

1) a) Montrer que f admet un unique point invariant £2.

O Poser x" = x, y' = y et résoudre le systéme obtenu.

b) Prouver que QM = %QM.

¢) Etablir que le triangle QMM est rectangle en £2.

2) Soit My(1 +44/3,3).
Pour tout 7€ N, onpose M, ,; = f(M,).

a) En utilisant la premiére question, calculer £2M,, en fonction
den.

O-m Une suite géométrique.

b) Placer le point M, et construire les points M , M, , M3 et
My

¢) A partir de quel rang n, a-t-on: « Pour tout n = ng, M,
appartient au disque de centre £2 et de rayon r = 0,05 »?

3) a) Calculer MM, .

b) Pour tout entier naturel n, on note d,, = M,M, . .
Montrer que (d,,) est une suite géométrique dont on précisera
le premier terme ct la raison.

O=vr Encore une suite géoméirique.

)On note /, = dy+d,+dy+...+d, . Calculer [, en
fonction de n et en déduire la limite de /,, en +ee.

O-wr Somme des termes, limite.

4) Pour tout entier naturel n non nul, on note G, I'isobary-
centre des points My M M, ... M

n*

a) Montrer que, pour tout 7 >0, G, < ”l+6| :

b) En déduire la position limite du point G, lorsque n tend vers
+eo.

Utilisation Ae snites ankilinires

Le recours & des suites auxiliaires (arithmétiques ou
géométriques) peut revétir des formes moins standard que
celles dégagées A la page 34 : suites définies a partir de deux
suites conjointes, suite des différences « w,, , { —u, »...

@85 A partir d’un barycentre

Dans un plan P, soit un point fixe O et la suite de points M,
My ooes My crns tels que, pour tout 1 ;

]

oM

n+2

= 2aOM, ,  —a* OM,

oll a est un réel donné différent de 1.

1) Soit G, , | le barycentre de M, , , et M, affectés respec-
tivement des coefficients 1 et —a .

a) Vérifier que 0, G, , , et G, , , sont alignés.
b) Comment G, , , sedéduit-il simplementde G, ?

Dans la suite du probléme, on suppose que a = % et que M,

et M ont pour coordonnées respectives (2;0) et (1; 1) dans
un repére orthonormal d’origine O.
2) Placer sur un graphique les points My, M, et G, etexpli-

quer la construction par laquelle chacun des points G, et M,
se déduit des précédents. '

3) Onnote x,, et y, les coordonnées du point M, .

O-wr Voila enfin les suites a étudier.

a) Etablir une relation entre x, , 5, X, , ;. €t x,.

b) On considere les suites de terme général u, = 2"x, et
k] i

Vg = 2 Y

O-vr Premiéres suites auxiliaires.

Montrer que les suites w, = u, ., —u, etz =\
sont constantes.

n+1 " Vn

" Q=wr Suites des différences.

En déduire I'expression de u,, etde v, en fonction de n.
¢) Déterminer I'expression de x,, puis de y, en fonction de .

d) Comment se comporte le point M, lorsque » tend vers
+eo

T “Fl .
I g : { . lim = = += (¥
Utiliser le résultat de 'exercice 60 : lim o (
a> 1 etkentier).
=" Suites numeriques 37
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pilemes

@86 Moyenne arithmético-géometrique
Les suites (a,,) et (h,) sont définies par () < a(, < by, et, pour
n=10:

JJa, b, (moyenne géométriquede a, et b, )et

Byal =

h

n+l

= ,l—,(un +b,) (moyenne arithmétique de @, et b, ).
1) Organiser le calcul de a, et b, jusqu'a n <20 & l'aide
d'une calculatrice ou d'un tableur, avec a4, = 4 et b, = 9.

2)La construction ci-dessous permet d'obtenir géomé-
triquement @, , , et h, ., apartirde a, et h,.

/f) Un = b, “x

Décrire cette construction et justifier I"affirmation précédente.

3) Montrer par récurrence gue, pour tout 7= () :
0O<a,<a,,<b,, ,<b,.

4) a) En déduire que, pour tout n =0 :

b,,y—t,,<h,, —a,, puisque:

b 2

1 <5(b,—a,).

n+1 94
1
b) Prouver que, pour tout n = 0, b, —a, < (by—a,) X T

¢) Quelle estlalimite de b, - a, ?

5) Déduire des questions précédentes que les suites (a,) et
(h,) sont adjacentes. Leur limite commune est appelée
moyenne arithmético-géométrique des réels a; et by, .

@7 1’algorithme de Babylone

1) On considere la fonction f, définie sur |0, + cof par ;

; | 2
I(XJ = E(X + ;) .
a) Liudier Je sens de variation def.

h) Faudier Jes limites de Jen O et en + o, et montrer que la
courbe représentative ’6}- admet une asymptote obligue A,
¢) Représenter graphiquement €, et A. Préciser les coordon-
nées du point d'intersection de '€, avee la droite d'équation
Y = x.

38

uy =1
2) On définit une suite (u,,) par {u“ & ﬂun}'
Cette suite a déja été présentée page 27, (voir Dans la foulée,
exercice 7).
a) Représenter graphiquement les premiers termes de la suitg
(u,) surle dessin de la question 1) ¢).
b) Conjecturer alors le comportement de (u,) : sens dc varia-
tion et limite.

3)a) Calculer uy, uy, uq et 1ty SOUS forme fractionnaire.
b) Vérifier, a I"aide de la calculatrice, les inégalités :
Uy< J2<uy<uz<upy <.

¢) Montrer par récurrence que, pour n = 1

3

5 .

En déduire le sens de variation de (u,), ainsi que la conver-
gence de (u,).

S<u,, <u,<

4) a) Montrer que, pour tout n =1 :
un—ﬁ\ s%(u"_l—,ﬁjz.

b) Vérifier que ‘u,,— ,ﬁl < %

En déduire par récurrence gue, pour tout n =0 :
1\(27*1=1)

u, - ,ﬁl =< (EJ )

¢) Prouver que, pourtout n = 0, 2"+ _ | =+ 1,
En déduire la limite de (u,,) .

5) A l'aide de la calculatrice, déterminer le plus petit entier n
tel que :

[0,5]2“"- l < 10-100
En déduire que ug = /2 2 10-190 pras.

256 Eﬂﬁyfﬂm a nzwtgn

L'algorithme ci-dessus décrit, dont on retrouve trace dans
une tablette d'argile babylonienne (I¢* millénaire av. J.-C.).

permet d’approcher /2 par des fractions arbitrairement
odhies. fhi i 5 2
proches. (Ainsi Uy = 08" J2 a2 3x10-6 pres.)

Ce procédé décrit par Héron dAlexandrie (I siecle de

notre ere) a été entierement redécouvert au XVIrE siecle par
Newton, i I"aide d'une méthode géométrique trés puissanic:
Cette méthode sera 3 nouveau mise en ceuyre dans [
probléme suivant (pour la suite (c,) . partie D).
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@8 Approximations du nombre d’or

Le but de ce probléme est de définir le nombre d’or et d'envi-
sager Irois suites convergeant vers le nombre d'or (celles intro-
duites dans la partie Avec un logiciel).

A) Le nombre d'or

1) Résoudre dans R I'équation x2—x -1 = 0.

La solution positive, notée ¢, est appelée « nombre d'or »,
2) Démontrer les égalités :

¢2=¢+l.1+¢l=¢.~fl+¢ =¢et¢2+1 =¢.

20 -1

B) La suite (a,)

Onpose @y = 2 et, pourtout n =0, Ay = .

n

1) Montrer que, pour tout n = |

’

sa,=12.

[BS TRV ]

2) Prouver que. pour tout 7 = 1 , |“n+ -9 < iLl“n“M )
(Utiliser la question A) 2)). ?

3) En déduire. par récurrence, que pour n =1 :

Ann—1
la,—¢| < [%) |a; —¢| puis que:

la,—9¢| < [g)“ (pour n=1).

4) Prouver que (a,,) est convergente et déterminer sa limite.
5) Déterminer un entier n, telque, si n = ny,alors:
-6
|a,—¢| <1076,

C) La suite (b,)

Onpose by = 2 et,pourtout n=0,b,,, = /b, +1.

1) Montrer que, pourtout n =0, ¢ <b,, |, <b,=2.
2) En déduire que la suite (&,) est convergente.

3) A I'aide de la question A) 2) et de 1'expression conjuguée,
montrer que, pour tout n = 1 :

1
0= bn+ ] _¢ = j(bn _¢)
1 n
4) En déduire que, pourtout n = 1,0 b, —¢ < (g) .

Quelle est la limite de (b,,) ?

5) Déterminer un entier 1, tel que, si n = n,, alors:
|b,—¢| < 10°6.

D) La suite (¢,,)

Onpose ¢, = 2 e, pourtout n =0 :

c2+1
c = .
1+ | .
" 2c;, = |

1) Calculer ¢ et ¢, .
1 s x4
2) a) On pose, pour tout x > x flx) = Tk

Vérifierque f(¢) = ¢ et f'(¢) = O, puis montrer que la
fonction f est croissante sur I'intervalle [¢, + o|.

b) En déduire que, pourtout n =0 ;

¢$Cn+1

2

=¢, =
(Raisonner par récurrence.)

¢) Prouver alors que (c,) est convergente.

3) Montrer que, pour tout # =0 :
1 5
Chg1=9 < i(cu -9)°.
4) En déduire que, pour tout n = 0 :

l | +2+22+ ... +2"
¢ -0 ==
0‘--{'" q) (7)

a I'aide d’un raisonnement par récurrence.
Quelle est la limite de (c,,) ?

5) Le résultat obtenu sur tableur (voir Avec un logiciel, page 26)
montre que ug =@ i 10~ pras,

Montrer qu'en fait, d’aprés le résultat de la question D) 4), on a
cg=¢ 4 107153 pres !

Hit-parade

Aprés T et e (que nous introduirons au chapitre 3), le
nombre d'or ¢ recueille une cote de popularité dans bien
des domaines :

* en Mathématiques, on le croise dans des endroits aussi
divers que le pentagone régulier, le dodécaddre et
I'icosatdre, les suites, le triangle de Pascal (voir chapitre 9)
et jusqu’a la théorie des fichiers ! ;

» dans les Arts, on a tenté, au début du XX¢ sigcle, de I’asso-
cier & la beauté et a I’harmonie, quitte A le voir partout,
depuis la facade du Parthénon, jusqu'aux tableaux de
Raphagl, Léonard de Vinci, ... et  P'architecture de Le
Corbusier ;

* dans la nature, il est certain qu'il joue un role dans la crois-

sance de certains végétaux, dans I'agencement des graines
du tournesol (voir page 7)...

>

Poussée des
plantes nocturnes,

Paul Klee - 1923, 7
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@89 La méthode d’Archimede

Dans un texte intitulé « De la mesure du ccrf:lc », Archiméde
imagine la premiere méthode jamai.s.pmpnsgc pcrlnclla?l. en
théorie, le calcul de T avec unc préeision :ulsm.gr;‘lndc qu'on le
souhaite. Ce probleme suit les idées d’Archimede avec des
méthodes modernes. ‘

Soit € un cercle de rayon 1% on construit, pour tout n = 1,
deux polygones régulicrs P, ¢t Q, , ayant 3 X 2" cdtés, P,
éant inscrit dans € et Q, exinscrit & € (voir la figure ci-
dessous).

polygone
exinserit Q, \

polygone
inscrit P,

n=1(6 ciiés)

Nous admettons que le périmetre du cercle (égal & 27) est

encadré par ceux des deux polygones. Dans la suite, on note p,

et g, les demi-périmetres respectifs de P, et Q,-
Ainsi, p, <m<gq,.

) Lecas n = 1
Montrerque p; = 3 et g, = 2.3,
2) Expressionde p,, et g,

a) Evaluer, en fonction de n, I'angle au centre qui intercepte
I'un des cotés de P, oude Q,,.

b) En déduire les relations :

T
=3 K2" ;
J % an(3 % 2")

= 3x2ns [ T
Pi MM 3% 2

En pratique, ces expressions ne permettent pas un calcul numé-
riguede p, et q,.

Dans la suite, nous nous orientons vers un calcul de proche en
proche.

Archimede
de Syrucuse
(287-212
av. ).

40

3) Relations de récurrence

L
Jxn+l’

Exprimer p, et ¢, en fonction de n et a.

a) On pose a =

b) Exprimer sin(2a) et 1 + cos(20) en fonction de sing
el cosa.

¢) En déduire que, pourtout n =1 :

1 Irr 1
5 Sl t — .
qﬂ +1 2[},?” qn] ¢ P" +1 ‘/‘DH({T

d) Calculer g, et p, al'aide des relations précédentes.

4) Etude des suites (p,) et (q n)
a) Soit a et b deux réels vérifiant 0 < a<b.

a<Jaub<b (i)

2ab {a+b

a+b 2

b) Montrer par récurrence que p, <¢,, -

Démontrer les relations

gl a< < b (ii).

¢) En déduire que la suite (p,) est croissante et que (g,,) est
décroissante.

d) Démontrer que, pour tout n =1 :
' 1
9n+1 =P+ = i["'fn‘_‘pn) .
(On pourra utiliser (i) et (ii) 2 bon escient.)
. 1 ;
En déduire que, pourtout n = 1, g, —p, < ? , puis que les
suites (p,) et (g,) sont adjacentes.

e)Quevaut lim p, et lim g, ?
nN=r+w Nn—» 4 oo
5) A I'aide d’une calculatrice ou d’un tableur (voir exercice 83)

calculer les valeurs de p, et ¢, jusqu’a obtenir un encadre-
ment de 7 d’amplitude 10-10
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(OBJECTIFS

e Reprendre et compléter les
notions de limite et de dérivation.

® Approfondir les techniques de
calcul (fonction composée).

e Introduire la notion de conti-
nuité.

e Appliquer les résultats dégagés
a des problemes d’Analyse:
études de fonctions, problemes
d’optimisation, obtention d’inéga-
lités, résolution approchée d’équa-
tions...

« De nouvelles routes bien tracées, pour
aller toujours plus loin, nulle part. »

Emile Ajar
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1. OBJECTIES

Les activités qui suivent ont pour but :

o de renouer avec les techniques élémentaires permettant de calculer des limites (voir
sequence 1)

o do relier certains calculs a I"allure des branches infinies d’une courbe représentative (voir
séquence 2)

¢ d’introduire la notion de continuité (voir partie 3 et séquence 3).

2. LIMITES
Sequence 1 Calculs de limites
Q Etudier la limite éventuelle de fen+ece, e Etudier les limites éventuelles de fen 0. en distin-
a) f(x) = x2+8x=3 ; cuant deux cas (x>0 et x<0).
g 1 . . 5
2 1 2 = 3+-: e
b) fx) =3+ 1= PrR=3+zy BiM=
0 f(x) = ,\G:-‘.-%-l-?. QOnpose.pourx:—‘—%.ﬂIJ = .;2135
Z .. a) Vérifier que. pour x =0 :
@ Etudier la limite éventuelle de fen 0. -
- I o
s -
a) f(x) = (2x-3)(5x+1):b) f(x) = 2’ flx) = “f_\
i s i
1 ,  sinx e
=2—-—:d) f(x) = 3———.
9 /) T x b) En déduire la limite de fen + .

’er 2 Unexemple .3

W S
G~

a) Etudier les limites éventuelles de fen + o, en — > ¢t
enl.

@ Onpose.pourx#1, f(x) =

H

n

[}
-

b) En déduire que la courbe représentative de f admet
deux asymptotes, dont on donnera une équation.

© Lz courbe €, ci-contre est la courbe représentative
d’une fonction f définie sur R\{-2}.

Peut-on conjecturer raisonnablement ;

a)lalimitede f(x) en+«?en-o?en-2"?
b) Ia limite de f(x) —(I —;] en+ee’?

42
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3. NOTION DE CONTINUITE

Soit fune fonction définie sur un intervalle I et a et b des points de I(a<b).
Nous entendons ici amener i comprendre ce qui .

. < FyA ;
sera I'une des clés de ce chapitre, et que 'on peut | T 4
énoncer ainsi :

« 81 f admet une limite (égale & f(x))en chaque | S ‘ ‘B
point x de /, alors, du point A(a, f (a)) au point Li

B(b,f(b)). la courbe Cy se trace d'un trait
continu » (Fig. 1).

- [fla)

D’un point de vue plus formel, la fin de la phrase =

s’énonce ainsi : 0 ¢ | b
« Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b),

il existe un réel ¢ compris entre a et b tel que f(c) = k.» (1)

X

Fig. 1

La séquence qui suit propose une démonstration de ce résultat, qui sera énoncé dans le cours
(théoréme 8). Nous utiliserons la propriété suivante, admise (voir Cours, théoréme 7) :

«Si une suite (u,) a pour limite c et si lim f(x) = ¢ alors la suite (f(u,)) apour
limite . » SRR

Cette séquence est difficile et théorique : elle peut étre sautée en premiére lecture.

€ 3 Propriété des « valeurs intermédiaires »

Séque

-

Soit f une fonction qui admet une limite (égale &  On pose alors :
JS(x))entout point x d’un intervalle I ; a et b sont des

pointsde / (a <b). —si f(f%b"-‘] b
On peut supposer que f(a) < f(b). 5
Soit k un réel tel que f(a) < k=< f(b). a, = L;“'_‘ et b, =b,_ ,;
1) Onpose ay = a et by = b, puis:
) a, +b,_,
—sif((%b)sék,onposc: -8 f(—zf—)>k!
a+b _ ___an—-l+bn—1
ﬂ.’l = 2 et b] = b, an = an—l et b!i‘ L= 2
b Montrerque: a,_; <a,<b,<b,_, ;
—sif(a;b)>k,onposcal =aeth =%— " l 5
fla)<k<f(,) e b,-a,=2-2,
Montrer que : on
¥
ag<a,<b <b, et b-a = —2‘{-‘ 3) Prouver que les suites (a,) et (b,) sont adja-

centes. Soit ¢ leur limite commune.
2) On suppose avoir construit, de méme, les nombres  Montrer alors que les suites (f(a,,)) et (f(b,)) ont

(o Oy soueny Oy 5 By Bipwonves By vérifiant : pour limite f(c).
- - = &£, TR poo—
a4y<..<a, <b,_|<..<b 4) Conclure alors, A I'aide du théoréme «des
s | - gendarmes » vu en Premiere (voir théoréme 4), que la
el Jpwl ™Gy = an-1" propriété (1) est vérifiée.

Les fonctions satisfaisant 4 la propriété admise seront appelées « continues », ce qui est
Iégitime compte tenu de la « continuité » graphique de leur courbe,

2 Fonctions : limites, continuité, dérivabilité 43
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onrs
1. Limites d’une fonction

1.1 LIMITEEN + et EN — o

| Nous considérons des fonctions définics sur un intervalle de la forme [ M, +oo[ , et nous adop-
tons une définition analogue A celle énoncée pour les suites.

[ B?E-I-:INITION 1 Soit €'un réel ; nous dirons que f(x) tend vers ¢ lorsque x tend vers +o= quand
tout intervalle ouvert contenant ¢ contient toutes les valeurs de f(x) pour x
assez grand.

Nous noterons cela lim f(x) = ¢.
X — 400

Nous dirons que f'(x) tend vers +co lorsque.x tend vers +oo, quand tout intervalle

du type [A, +oo[ contient toutes les valeurs de f(x) pour x assez grand.

Nous noterons  lim f(x) = +oo.
X =) 4oo

On définit de maniére analogue la notation: lim f(x) = € (fréel ou € = +oo ou
€ = —co). i

Interprétation graphique : asymptote « horizontale »

Lorsque lim f(x) = £, la distance mM tend VA
X+

vers 0 quand x tend vers +oo (Fig. 2).
On dit alors que ladroite A, d’équation y = ¢, est

une asymptote & €, en +co. M
Il en est de méme lorsque lim f(x) = €. 4
X = =0 y={( m

Le théoréme 1 nous livre les limites en +co pour
une batterie de fonctions usuelles. Nous les
énongons  ci-dessous  (démonstration:  voir

Iexercice 1, page 66). ]
| Fit{. 2
THEOREME 1 -Chacune des fonctions suivantes a pour limite +oo quand x tend vers +oo : ;
—— x>y XX xoad; xes g (ne N¥),
. Chacune des fonctions suivantes a pour limite 0, quand x tend vers 4oo - ]
| 1 1
X — ¢ x> - X — = Fo
y : ] XN = — * -t
Jx X X2’ SR N
b %2

Remargue : une fonction n’admet pas nécessairement de limite en 4o : c'est le cas, par
exemple, de la fonction sinus, dont les v

: tion aleurs oscillent entre - 1 ¢t | sans se rapprocher
d"aucune valeur particulicre,
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1.2_LIMITE EN_a (a REEL)

' THEOREME 2
(admis)

Asymptote
paralléle a (Oy)

_ G’bur.s

Nous considérons ici des fonctions définies sur un intervalle contenant @ ou sur un intervalle
de borne a du type ]..., a[ ou ]a, vea L

Conformément au programme, nous ne donnons pas de définition rigoureuse du symbole
‘!Tﬂf (x) = ¢ (¢fini ouinfini) (le lecteur sourcilleux de le faire adaptera la définition | en

remplagam «pour x assez grand » par « pour x assez voisin de a »). Nous conservons le point
d’e vue intuitif adopté en classe de Premigre, et nous nous contenterons de rappeler quelques
résultats pratiques permettant le calcul effectif, rassemblés dans le théoréme qui suit.

1) Fonction « usuelle » définie en a ,
Lorsque f est une fonction polyndme ou I’une des fonctions x — /x, x — cosx,

X 7> sinx, ou encore la somme, le produit, le quotient ou la valeur absolue de telles
fonctions :

si f est définie en a, alors lim f(x) = f(a).
X—a

'_ 2) Fonction non définie en a

Si,pourx#a, f(x) = g(;) , 0ll g est une fonction usuelle (au sens du 1)) définie
en a, alors f admet une limite en a, et lim f(2) = gla);
B i axsa

~ 3) Un résultat & connaitre AL
_ 1 Sinx

~ = 10
x=0 X -

e EXEMPLE 1

2 —
Etudier la limite éventuelleen @ = 3 de f: x > ﬂj_lﬂ_) i
X —

Le trindme se factorise :

x24+7x-30 = (x=3)(x+ 10),
donc f(x) «se simplifie » :
six#3, f(x) = g(x) avec g(x) = x+10.

Nous concluons : lim f(x)= g(3) = 13.
x—3

Voir exercice 3 '

Lorsque lim f(x) = 4o (ou —eo), on dit que la droite A : x = a est asymptote & (o
X—a

(cette définition se généralise aux limites & gauche ou a droite, voir page 49).

Mlustrons quelques situations :

/ G ix=a JE\C;

Al e \\ / \.‘ -: X=a

-y
P
[

' 4 : via kg
; : ; L ; limfx)=-= i lim f(x) =+
Hm flr) =+ x=ua llnnf{.r}_—-:r. G x—=a I roa
X —=»dl X = r<u ; x>
Fig. 3 Fig. 4 Fig. 5

2 Fonclions : limites, continuité, dérivabilité 45
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1.3 OPERATIONS SUR LES LIMITES

| Nous rappelons ci-dessous les résultats algébriques qui nous renseignent, dans certains cas, sur
la limite d’une somme, d’un produit ou d’un quotient.
| Dans chaque cas, il s"agit de limites au méme « point a » (a récl ou @ # + @ ou = ).

THEOREME 3 1) Limite d*une somme limg

Les fonctions f et g ayant une limite a # | uge | <

(finie ou infinic) en a, la fonction |Jim f

[+ g admet une limite dans chacun | «

des cas décrits par le tableau ci- ¢ C+ 0| +00 | —o0

contre.
+o00 + oo + 29 7
— oo — 00 ? =0

2) Limite d’un produit limg

Les fonctions f et g ayant unc limite @ 20| 400 | —oo

(finie ou infinie) en a, la fonction fg |lim f

admet une limite dans chacun des cas | 7 ]

décrits par le tableau ci-contre. {0 0 | £oo | £oo
4eo + + oo — oo
—oo + oo — oo + oo

~ Remarque : si limf = 0 et limg = & e, on ne peut conclure ( 7 ).
a a

3) Limite d’un quotient limg
Les fonctions f et g ayant une limite = 20| +oo s
Y . f limf
(finie ou infinie) en a, la fonction p a
admet une limite dans chacun des cas ¢ é 0 0
décrits par le tableau ci-contre. 4
+o0 + oo ? 2
—co too ? ?

Remarque : si €' = 0, on peut conclure lorsque g garde un signe constant « au
voisinage de a » (voir exemple 2).

e EXEMPLE 2
’ ey

Déterminer la limite au point 3def: x — { 1 _;)1 :
X— =
Nous avons, sans difficulté, lim (1 -x) = -2 et lim (x-3)2 = 0.
x—3 x—=13
, 1
Or (x=3)2=0, donc lim = foo,
(x=3) 3
Par suite : lim f(x)= —c.
x—=3

Voir exercices 427 —

| Les situations marquées ? sont appelées formes indéterminées. Nous en étudierons quel-
. ques exemples (voir Au cceur des problémes, partie 1).

46

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

,_ebx/r:r.s

1.4 THEOREMES DE COMPARAISON

Les résultats ci-dessous permettent, dans certains cas, de déterminer la limite lorsque x tend

vers a (a fini ou infini) d'une fonction f, par comparaison 2 d’autres fonctions 1, v... dont le
comportement est connu.,

~ 1) Théoréme des « gendarmes »
Si, pour x « assez voisin de a », on a I'encadrement u(x) < f(x) sv(x),etsiu

et v ont la méme limite (en g, alors lim f(x) = ¢.
x—=ra

fiHEOREME 4
P

-

2) Cas d’une limite infinie
Si, pour x «assez voisin de a», on a linégalité f(x)=u(x), et si

lim u(x) = + 0, alors lim f(x) = +oo.
X—=a 4 xX—=a

(Enoncé analogue avec f(x) < v(x) et v(x) tend vers—ecena.)

| Nous admettons ces résultats.

e EXEMPLE 3

Etudier le comportement en + o de f: x — x —2sinx.

Comme sinx < 1, nous obtenons facilement f(x) = x -2

Puisque lim (x—2) = + oo, nous pouvons conclure : lim f(x)= +co.
X 4o X =% +oo

"_".Voir exercices 9211 —

1.5 LIMITE D’UNE FONCTION COMPOSEE

‘a, b, ¢sont chacun un réel ou I’'un des symboles + o ou — oo,

'THEOREME 5

i_tadmis) . Si lim f(x) = b et limg(y) = ¢, alors lim g o f(x) = €
r o x—a y—b x—a ( ey y
Le) sc!lé ma ci-contre facilite la compréhension de ce @ f £00
théoreéme. ' ? g
Il est commode de I'utiliser aussi dans son appli- y—— g =g(f(x)
cation. l l
a b ¢

e EXEMPLE 4

Etudier la limite éventuelle en + o den : x — Jx2 + x+ 1.
Décomposons u(x) selon le schéma x — x2 + x + 1, suivide y — /y.

Comme lim (x?4+x+1) = +ecet lim J}=+w,alors:

X = +oo Y+
lim Jx24+x+1 = +oo,
X =)+ 00 . '
— Voir exercices 12215 —

2 Fonctions : limites, continuité, dérivabilité 47
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1.6 FONCTIONS ETSUITES

‘ De quoi s’agit-il ?

! Nous allons dégager, dans ce paragraphe, deux résultats permettant de déterminer la limite

d’une suite & partir de certains résultats sur le comportement asymptotique oune fonctio
sous certaines conditions,

Nous admettons le résultat suivant qui concerne les suites (1,,) telles que :
n. = f(n) (ffﬂnctiﬁn).

n

THEOREME 6
(admis)

Soit (u,). une suie de terme général u, = f(n) (ffonction).

Si lim f(x) = £ (finiouinfini), alors lim u, = €.
S i n—ote

EXEMPLE 5

Etudier le comportement asymptotique de la suiteu : nn — Jnt+n+1.
Posons u, = f(n) avec f(x) = Jx2+x+1.

Nous avons établi (voir exemple 4) que lim f(x) = +e.
x—+

oo

Nous pouvons alors conclure  lim u, = + 0.
X 4o

.Voir exercices 1621 —

Remarque : 1a réciproque du théoréme 6 est fausse. 1l se peut qu’une suite de terme général
u, = f(n) ait une limite sans que la fonction en ait une en + <. C’est le cas, par exemple,

avec u, = sin(nm) ; tous les termes de la suite sont nuls donc limu, = 0, mais la fonc-
tion x — sin(7x) n’a pas de limite en + eo.

Le résultat suivant (encore admis) concerne les suites (v,,) telles que :
v, = f(u,) (ffonction).

"THEOREME 7
(admis)

— Soit fune fonction définie sur un intervalle I et (u ») une suite de points de .

Si lim u, = aetlimf(x)= ¢aos lim f(u,)= €(a gﬁ,‘,jsouinfuﬁs)_'_
n—+e x—a =+ fRoTR

6) EXEMPLE 6

Etudier le comportement asymptotique de (v,) avec v, = nsin(lj.

n
- (1}
sin| -
n

n

Sati — R 1 i
Nous écrivons v, = ; ainsi, v, = f(E avec f(x) = sinx

X .

: | s
Comme lim - = 0 et lim 22 _

= 1, nousco S [ =
i = e ncluons : . l—l}l'[:mv" =l

— Voir exercices 22226 —
48
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1.7 _ASYMPTOTE OBLIQUE

(DEFINITION 2)—

1.8 LIMITE A GAUCHE, |

Nous rappelons ci-dessous la définition d’une asymptote oblique, dégagée en classe de

Premiére S.

Si f(x) = ax+b+@(x), avec:
lim @(x) = 0, onditque la droite 4

X3+ 00 . s

d’équation y = ax + b est asymptote 2
G en + oo,

@X) =Yy —Yu

La définition est analogue en — eo,

o e

Remarques :
* Sim et M sont les points respectifs de A et Cé"f d’abscisse x, ona @(X) = ¥y —Vp CE qui

permet d’interpréter lacondition lim ¢(x) = O par « 6, serapproche de Alorsque x tend

VEIS + oo », £t

* Le signe de ¢(x) = y,,—y,, détermine la position de 6, par rapport a 4 : au-dessus

lorsque @(x) > 0, au-dessous lorsque @(x) <0.

~

LIMITE A DROITE

Conformément au programme, nous nous contenterons d’illustrer les notions de limite a
gauche ou 2 droite sur certains exemples, sans donner de définition formelle.

Considérons la fonction f, définie pour x # 2 par f(x) = };3_2 (Fig. 6).

Au voisinage du point 2, f prend des valeurs positives trés grandes et des valeurs négatives

trés petites, donc fn’a pas de limite au point 2.

J-,2[ > R Lo
Cependant, la fonction Iy ¢ - 3 , .
x-2 .
qui est la restriction a gauche de f, tend vers —e || l )
au point 2. Y
On écrit : :iglzf(x) = = o1 2 5
x<2 E
De méme : lim f(x) = +e°.
x—2
x>2
Nous dirons que fadmet au point 2 comme limite Fio ¢
‘i, 6

a gauche - o et comme limite a droite + c.

Remarques .

« Les résultats sur les opérations et la comparaison s"appliquent aux limites & gauche eta droite.

+ Si fadmet en a (réel) une limite A gauche £, une limite 2 droite ¢* etsi € = €7, alors f

admet pour limite {'en a.

2 Fonctions : limites, continuité, dérivabilité 49
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2. Notion de continuité

2.1 FONCTIONS CONTINUES —

Soit f une fonction définie sur un intervalle / contenant a.
* On dit que fest continue ena si lim f(x) = f(a).

x—=a
* On dit que fest continue sur [ si fest continue en tout point a de /.

Géométriquement, la continuité d’une fonction f sur un intervalle / correspond a I'idée intui-
tive selon laquelle, sur I, nous pouvons tracer la courbe représentative de fd’un trait continu
de crayon.

Les résultats sur les limites nous assurent que les fonctions pol ynomes, sinus, cosinus, racine
carrée, valeur absolue, ainsi que les sommes, produits, quotients et composces de telles
fonctions sont des fonctions continues sur tout intervalle ol elles sont définies.

Si la continuité est courante, elle n’est pas générale ; la fonction partie entiére E (£(x) est
le plus grand entier inférieur ou égal A x), par exemple, est discontinue en chaque point entier.
En ces points, la courbe représentative (Fig. 7) présente des « sauts ».

i ; T :, saut -

I
=
-

ad

Fig. 7 Fonction « partie entiére » E

2.2 THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

THEOREME 8 ' -'S.Oi't)}.l-l-ﬁe fonction déﬁﬁie'éf conrinué sﬁr' un intervalle I et a et

(@a<h)~ -
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe un réel c'co'mpris entre a et
btelque f(c) = k. - S E

b dcs points de [

««« Démonstration
Elle a été proposée en Avant-premiére (voir séquence 3, page 43). Mettons en relief les dew’
idées sur lesquelles elle repose :

~ la construction de deux suites définies 3 partir de
est construit en partageant en deux, par le milie
qui fournit un algorithme de
! dichotomie » ;

a = ageth = b, ol chaque temv
u, I'intervalle précédent ; cette construction:
caleul effectif de chaque terme, est nommée « construction p*

| __—le théortme des suites adjacentes (voir chapitre |, page 16)
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2.3 FONCTION CONTINUE STRICTEMENT MONOTONE .

'THEOREME 9

Soit fune fonction continue strictement monotone sur [a, 5] .
Alors, pour tout k compris entre f(a) et f(b), l’équanan fi (x) k a une solu-
tion unique dans [a, 5]. >

++« Démonstration
* L'existence d'une solution découle immédiatement du théoréme 8.
* L'unicité de la solution provient de ce que, pour une fonction strictement (et c’est I'hypo-
these essentielle) monotone, deux réels distincts ont des images distinctes, donc on ne peut pas
avoir f(c) = k = f(c")avecc#c’ ...

Commentaires \ * En d’autres termes, avec les hypothéses du théorgme, f réalise une bijection de [a, b] sur
| [f(@),f(B)] ou [f(b),f(a)]. Ce théoréme est parfois nommé « théoreme de la

bijection ».

* Nous admettrons que ce théoréme se prolonge au cas ot fest définie sur un intervalle ouvert

la, bl (a et b finis ou infinis) ou semi-ouvert, dans le cas oll les limites de f aux bomes de

I'intervalle sont connues.

Ainsi, par exemple, si fest continue, strictement croissante sur [3, + e[ etsi lim f(x) = £,
X—>+oo

alors pour tout k tel que f(3) < k< ¢, I'équation f(x) = k a une unique solution dans
[3, + e[.

2.4 RESOLUTION APPROCHEE D’UNE EQUATION

Les théorémes 8 et 9 s’utilisent, sous certaines conditions, pour la résolution approchée d’une
équation du type f(x) = k.lls permettent :

— de justifier I’existence de solutions ;

— de localiser ces solutions (voir exemple 7) ;

— d’en trouver des valeurs approchées a I’aide d’algorithmes.

e EXEMPLE 7
»

Etudier I’équation x3 + x = 3,

La fonction f: x = x3 + x est continue sur R et strictement croissante (c’est la
somme de deux fonctions strictement croissantes).

Les variations de f sont récapitulées | x [-oo 1T =
dans le tableau ci-contre, l
Comme f(1) = 2 et f(2) = 10, 10/
il en résulte que I'équation . =
f(x) = 3 admet une unique solu- J(x) o 2
tion o vérifiant 1 <a@<2. Nous
avons ainsi localisé a.
L ' . Voir exercices 38 et 39 —
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Conrs
3. Dérivation

3.1 GENERALITES (RAPPELS ET COMPLEMENTS)

([_)EFINH—'BN;;/ Soit f une fonction définie sur un intervalle /. eta un point de /.

On dit que f est dérivable en a lorsque le taux d"accroissement de [ en a admet une
\ limite [ en a, ¢"est-a-dire lorsque
)—f ; . fla+h)y-fla)
“'“ﬂ—”—ﬂ") = [ ou, écrit autrement, lim *{—-——T — = [,
x—a X-—4 k=0 ]
A . . i
l Dans ce cas, | est appelé le nombre dérivé de fena, cton le note f"(a).

\ Remargues :
* Lorsque fest dénvable en a. nous pouvons encore ¢erire :
\ (1) fix)—fla) = f(a)(x-a)+ (x - a)e(x - a) avee lim E(x —a) = 0. ouencore ;

i (2) fla+h)y-fla) = hf (a)+ he(h)y avee lim () = O (enposanth = v a)
bl

\ * Sifest dérivable ena. il est clair, dapres (1), que Tim f(x) = fla) . ce que nous énongons
L] il
| ainsi : « toute fonction dérivable ena est continue ena ». Toutelors, L réciprogue est fausse

L'écriture
différentielle

Les physiciens = et ils ont de bonnes rarsons — expriment volontiers une variation & aide du
symbole A ils notent amsi Av = v -« ot v = flx) - fla).

Avec ces notations, 1'égalité (1) s'éent Ay = /(a) - Av + Ave(Av), ou £1end vers O avee

P . dy i . . "
dy = f(a)dxou f(a) = —‘:_lul s cCest L notation différenticlle

l Avx. Nous exprimerons symboliquement cette ¢gahité par :
|
| d.

3.2 INTERPRETATIONS

' 0 Interprétation graphique : tangente

Lorsque f est dénvable en a, la courbe représentative de f admet au point A(a, f{a)) une
- tangente de coelficient directeur f"(a).
} Cette tangente a pour équation (on la déduit facilement de (1)) :
|

y=fla) = f'la)(x-a).
e Interprétation numérique : approximation alfine

pproximation affine, lorsque x €st

I Lorsque fest dérivable en a, la fonction f admet une bonne
| voisindea:

Sx)=fla)+f"(a)(x - a).

e Interprétation cinématique : vitesse

Si 1 f(1t) est la loi horaire d’un mouve

i ment, (¢ 4 e e s e
I I’instant ty- f o) est alors Ja vitesse instantanee
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3.3 _VARIATIONS D’UNE FONCTION ET EXTREMUMS

Lorsqu'une fonction f est dérivable en tout point d’un intervalle 7, nous pouvons définir la
fonction dérivée f”: x> f7(x) surl.
Avec la notation différentielle, f” se note encore 4f

dx’
Nous rappelons les résultats suivants, admis en classe de Premiére.

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle / ; ,
* si ladérivée f” est nulle sur 1, alors fest constante sur / ;

~*si f7 est strictement positive sur J, sauf peut-étre en des pomts isolés ou elle
s’annule, alors f est strictement croissante sur / ; s =
*si- f est strictement négative sur /, sauf peut-étre en dcs poml% isolés ol elle
s annule alors f est strictement décroissante sur /.

‘,-_ITI':IéOR‘EME 10

Commentaire Ainsi, Iétude des variations d’une fonction dérivable se raméne 2 la recherche des intervalles

sur lesquels la dérivée f” garde un signe constant.

e EXEMPLE 8

Etudier les variations de f: x > x3 - 6x2 + 1.

fest dérivable sur R et X |-o 0 4 + o0
fi(x) = 3x*=12x = 3x(x—4). f(x) ) ~ 0 =+
Donc :

ssur J-eo,0[, f'(x)>0, donc f est 1

strictement croissante ; e / \ /
* on proceéde de méme sur ]0, 4], puis ~31

sur 4, + o[,

er exercices 62 a 6? —

‘ Nous rappelons encore le résultat suivant, précisant les liens entre dérivée et extremums
| locaux. Le résultat essentiel (second point du corollaire) découle du théoréme 10.

"COROLLAIRE Soit f dérivable's;i.lr un intervalle ouvert I, et ‘;0 un réel de 1.
1) Si fadmet un extremum local en x;, alors f*(x,) = 0 ;
2) Si en x, la dérivée f” s’annule en changeant de SIgne, alors fradmet un

extremum local en x;; .

. Remarques pratiques :
« Les extremums locaux d’une fonction sont a chercher parmi les zéros de la dérivée, mais si
- ['(xy) = 0, x, n’est pas forcément un extremum local (contre-exemple : f(x) = x3 et
Xy = 0)
« Pratiquement, les extremums locaux sont aisément repérables sur le tablean de variations ;
ils correspondent aux changements de sens des fleches : ~7 ™\ ou N7
Ainsi, la fonction de I'exemple 8 admet un maximum local en 0 et un minimum local en 4.

2. Fonctions : limites, continuité, dérivabilité 53
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3.4 DERIVEE D’'UNE FONCTION COMPOSEE &

une fonction

Soit « une fonction définie sur un intervalle [ contenant le réel X, et v

définie sur un intervalle J contenant y, = u(Xg).
Si u est dérivable en x et siv est dérivable en yy, alors la fonctlon f =vounu

g ~ estdérivableen x, et f'(xy) = w'(xp) XV ‘o) - e

THEOREME 11

++« Démonstration ‘
Nous pouvons écrire le taux d’accroissement de v o u en X sous forme d'un produit :

vo u(x)—vo u(xy) _ v(u(x)) = v(u(xg)) u(x)- u(xg) |

X —Xg - u(x) —u(xy) X —X,
Le premier quotient a pour limite v'(y,) en x, d’aprés le théoréme de composition des
— . v(y)=v(yg)
limites (x —> u(x) suivide y — M ]
y-=

| Le second quotient a pour limite u’(x,) en xy. Dol le résultat.

Q) EXEMPLE 9

Montrer que f: x —> sin(x2) est dérivable sur R et calculer Fi{x).

u
) .. x> ulx) = x? .
Le schéma de composition y . montre que:
y > siny

F(x) = u'(x) xV'(y) = 2xx cosy ;donc f7(x) = 2xcos(x?).

Vou exercices 71 a 79 —

| Remarque : ce résultat prolonge celui établi en Premiére sur la dérivée de x — u(ax + b).

= Smtuune foncnon dénvable en to Alors
+ |a fonction f: x = [u(x)]", (n € Z) est dérivable en ‘CC, (sous la condmon -
u(xq) =0 pour n<0),et: :
f'(xy) = nu (to)[u(xn)]"-
. s: u(xg) > 0 la fonction g : x —> Ju(_) est dérivable en Xg,et:

' (x,)

COROLLAIRE

4 ({fg) =

» Démonstration

Ce[a découle du théoréme 11 en posant v(y) = y" (premier I‘CSlllt’lt) ou v(y)
(second résultat). _

Il
&

Q) EXEMPLE 10

Etudier la dérivabilité de f : x — cos3x elg X > o /x2
D'apres le corollaire, fet g sont dérivables sur R et - .

S'(x) = =3sinxcosly ; g’(x) = —X

N

Voir exercices 72, 76 et 771 —
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3.5 TABLEAUX RECAPITULATIFS

Derivees
des tonctions
usucelles

Opérations
el composition

A_t/ﬁ rtiste Le deruter mot

|
|

Conrs
fone ; 7
netion dérivée commentaire
Xk 4
| X A RO | k constante sur iR
X sl ne 7 surRsin =0,
- R¥ sin<0
v o il
] d R\ — sur 0, + o]
— -.\/.;-
A S X = cosy
sur R
AN VI LAY X —siny
ks . 1
X tany N — sur .,
Cosx )
fonction dérivée commentaire
[T w +v
au an’ a constante
uy u'v+uv
1 v
" "2
- - siv(x)20
" nv-=nuv
v vl

xX—=vounu(x)

X (3) X' (u(x))

X = lux) "

x = nul () [u(x)]n -t

ne Z

sin(x)20
lorsque n <0

X = iy

g B "(x)

2 Ju(x)

stu(x)>0

« Un tableau ne vit que par celui qui le regarde. »

Pablo Picasso |

2. fonctions
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1. Etude de formes
indéterminées

OBJECTIF —

Se familiariser avec deux techniques de base permettant d’étudier la
limite d'une forme indéterminée. ke

PROBLEME Pl
Etudier Ia limite en +c def:x— x—6.J/x etlalimite en 0 de: ' Ft
A \"I—) »\/.\“4‘4_-
g = B i (1]
@ Quelle idée ? Quelle méthode ? =
* f(x) se présente sous la forme « (+e0) — (+22) », d’ou I'idée de facto- Lorsque x => 4o, « X » est prépon- (G
riser le « terme prépondérant » pour se ramener i un produit. dérant par rapport a « Jx ». No
* g(x) se présente sous la forme « g » et comporte une racine carrée. = ;;;
Multiplier par I’expression conjuguée va permettre d’éliminer le symbole j_ MI:ZTHODE 1 -1
« A/ »au numérateur. ' | Y
Factoriser le terme _
@ Solution rédigée prépondérant (2]
L’idéal, avec les formes du type = - o]
6 . co ! |
. f(x) =x(l———] six#0. ou (+ 00) — (+ o). ; J
i e
6 ; . . = - .
i —— | = 1,ilenrésulte lim f(x) = +oo, : * i
Comme lim (1 x) i (L)  METHODE 2 T::
_n 5 . . . . =
vuld) = [Vx+4-2][Vx ‘;4 +2] _ ]4 , (six#0). L’expression conjuguée -
x[Jx+4+2] l st . S’avere efficace pour une somme | Re
déduit lim g(x) = —,soit: lim g(x) = -. comportant un radical (/). ; I
Onen Jl__H)g( ) Tord+2 ey 3 | plt

pﬂﬂﬁlif)mleﬁ g f 7

@ Fuudier les limites en +eo des fonctions : © Etudier les lmntes des fomuons suivantes au point

considéré, . :

34 2x - %

an:xr—rZX—S.r3;h)X:xH;'3_2 ; a)f:-"*"ﬁ;" -‘"."..l.’-e“"'m:

b)g:x—s —X = anp’

o | J‘+_1 JXx+953 :
Q)h: x> —5—— idkix— i s &
8y2 - | hix = (Jx2+x4 1) en +oo.,

I T —— ————m—
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o

2. Branches « paraboliques »

OBJECTIF

Lorsque f(x) tend vers +eo (ou —oo) 2 I'infini, il est possible que
%, n"admette pas de droite asymptote.

Nous allons présenter ici un autre comportement asymptotique assez
fréquent : la présence d’une « branche parabolique ».

PROBLEME

I 1 -
Etudier f: -\"—’-\“2—;‘ etg:xr> 2. /x—1 en +oo. )7\ J(x)—0 0. /

@ Que calculer ?
L’idée est de calculer et d’interpréter le coefficient directeur de la droite
(OM), c’est-a-dire % et sa limite en 4oo.

Nous saurons interpréter cette limite dans deux cas simples :
— lorsque cette limite est +eo (ou —eo), G, présente I'allure d’une para-
bole, comme la courbe d’équation y = x2 (ou y = —x2);
— lorsque cette limite vaut 0, ‘(a’f présente 1’allure de la parabole d’équation

y = Jx (ouy = —Jx si f(x) estnégatif).

@ Solution rédigée
» Il est clair que f et g ont pour limite +o0 en +es.

S = x—l, et gx) _ i—l, donc le premier terme a pour
limite +co et le second 0 (en +e2).

Ainsi, en +oo :
- ‘t?f admet une branche parabolique de direction (Oy) ;

- %g admet une branche parabolique de direction (0x).

f‘rf

M(x, f(x))

—

=Y

0

(OM) a pour coefficient directeur

x-0

- DEUX CAS A REMARQUER

1) Iim@ = +oo : branche para-
feo

bolique de direction (Oy).

type x? / %

ol

=Y

2) lim f(x) = +eo et

limf% = 0 : branche parabo-

+oa

lique de direction (Ox).

type Vx €

Bt i " _/"""'_-
Remarque : tout n’est pas dit ; il existe des comportements asymptotiques
plus complexes (voir exercice 4, ci-dessous). . .
X
t yr
Dans la U#m ée ]
© Pour chaque fdnction, étudier la limite éventuelle € Un autre comportement
en +eo de f(x) et de f-(f—) i I On pose, pour toutx, f(x) = x+ cosx.
x - g .. I ’ . )
Donner I"allure de la branche infinie correspondante. 1) Etudier la limite en +o de f(x) et f__(‘l)
;i 2. ; __r._‘ 2) Prouver I'encadrement v - 1 < f(x) S x+ 1.
f:x dx- x P e 3" En déduire I"allure de €, pour les grandes valeurs de.x.

2. Fonctions
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3. Probléemes d’optimisation

OBJECTIF

115" agit dappliquer les résultats sur la dérivation a la recherche d’extre-

mums d'une fonction.

. YA y=1-xt
PROBLEME l
Rectangle inscrit dans une parabole s |
Dans I'arche de parabole 2, d’équation y = 1-x? (avec y = 0),0n 0, 4
inscrit un rectangle ayant pour axe (Qy) , avec M et N sur (0x), Pet
Qsur P (Fig. 8). TN 0 oM | :
Quelles sont les dimensions du rectangle d’aire maximale ? R Fig. 8 '
ig.
@ Formalisation du probleme
Le choix de M (par exemple) détermine entiérement le rectangle. R
Notons x I’abscisse de M ; puisque (Oy) est un axe de symétrie du - RECHERCHE D’EXTREMUMS

rectangle, nous pouvons nous limitera 0 <x <1.
Les dimensions du rectangle sont MN = 2x et MP = 1
saurons sans peine évaluer son aire.

—x2, et nous

Ils sont & chercher parmi les zéros
de la dérivée... mais un tel zéro
n’est pas forcément un extremum.

@ Solution rédigée -
_ Seul le tableau de variations permet
+ Avec les notations précédentes, I"aire du rectangle est : de conclure.
a(x) = 2x(1-x%) = -2x3+2x.

11 sagit de déterminer le maximum (éventuel) de a(x) sur [0,1].
« La fonction a est dérivable et : ’*
a'(x) = —6x2+2 =2(1-3x2).| g b 1
On en déduit facilement le tableau : NE
de variations de a (ci-contre). a + 0 _ I
Conclusion : Taire est maximale 4 ,

1 = i
Jorsque x = —. g 3.3

NE 0/ BN

Le rectangle correspondant a pour

: . 2
dimensions — et 2’ :

J3 3

Dans La_foutée

Si LY Z\E
x—-——~,y=]_(_.) = =, |
A 2 |

e |

Les deux exercices suivants sont relatifs a la branche
de parabole’ P du probleme précédent.

@ Distance d’un point i la parabole

Quel est le point de P sité le plus prés de 'origine ?

O Le plus petit triangle

La tangente & 2 en S(x, y) coupe (Ox) en A el
(Oy) enB (x>0 et y>0).
Déterminer S pour que I'aire du triangle OAB SOt

minimale. ”’/J
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4. Comparaison de fonctions

OBJECTIE

Pour obtenir des inégalités entre fonctions, il n’est pas rare que les
méthodes algébriques échouent.
Dans ce cas, il s’agit de savoir tirer parti du calcul des dérivées.

PROBLEME

Soit € la courbe représentative de la fonction cosinus. Etudier la posi-

tion de € par rapport a sa tangente T au point d’abscisse g :

@ Comment aborder le probleme ?

Tapouréquationy—cosE = —sinE(x—E),soily = —x+Z. == : ;
K 20 2 2 " RAPPORT D’ETAPE

11 s’agit donc de comparer cosx et —x + T en étudiant le signe de leur
2 Pour comparer

deux fonctions fet g

e . a T
i R 2 *On considére la fonction diffé-
Nous allons étudier les variations de ¢ et ses zéros éventuels. rence ¢ = f—g.

* On étudie les variations de .
@ Solution * On détermine les réels x tels que :
- (x) =0.
@ extdevableau R r 4 On lit dans le tableau le signe de
et ’(x) = —sinx+1. _ | 2 s 00).
On a ¢@’(x) >0 sauf en des points -
isolés (oit sinx = 1). 4 ¥ +

Le tableau de variations ci-contre

s’en déduit. Q
T i 4 /{D/

Comme ¢ 3 = 0, il en résulte

que: £ ]

~sur ]— o, g[ , @(x) <0, donc € est au-dessous deT;

- - —_-- =+~

T T ST T

‘d’inflexion

- sur } g, +m[. @ (x) >0, donc € est au-dessus de T.

Au point A d’abscisse 0, € traverse sa tangente T : on dit que A est un point 0| l i ¥
d’inflexion de € (voir figure ci-conire). \ | - 2 /

ans (a fonlée

—

@ Montrer que, pourtout x =0 et n =1 :

T 5. g ks
© Pourtout 0 < x <3, prouver les inégalités :

' X=
(14+x)"=1+nx. a)sinx<sxy; btanx=x; ¢1 — 5 S cosx.

-—
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5. Etudes de fonctions

OBJECTIF _ N —

11 s"agit d'éwudier diverses fonctions (rationnelles, irrationnelles, trigo-
nométriques) & I'aide des résultats dégagés dans ce chapitre.
Nous proposons, & titre indicalif, un plan d’étude systématique, avee
deux réserves préalables :
« selon la fonction étdiée, certains points ne méritent pas d'clre
abordés ¢
* lorsqu'une fonction intervient dans un probleme, I'étude complete
n’est pas un but en soi ; on s’en tiendra aux seules questions posées.

LAN D’ETUDE D’UNE FONCTION

1) Ensemble de définition

2) Ensemble d’étude, propriétés géométriques de la courbe
Certaines propriétés, telles que parité ou périodicité, peuvent permettre de
réduire I’ensemble sur lequel on étudie la fonction.

3) Limites aux bornes de I’ensemble d’étude

4) Dérivabilité, variations
* On calcule la dérivée de la fonction sur les intervalles ol elle existe.
» Son signe fournit le sens de variation.

5) Branches infinies (éventuellement)

6) Représentation graphique avec quelques points et tangentes remar-
quables

7) Controle de certaines propriétés suggérées par la figure, comme la
présence d’un élément de symétrie.

PROBLEME 1

Une fonction rationnelle
1
x-2"
@ Sestdéfinie sur B\{2} et ne présente aucune propriété particuliere de
parité ou de périodicité.

Etudier et représenter graphiquement f: x — x - 1 +

@) fest dérivable sur J—es, 2[ etsur ]2, 4eo, avec ;

Ainsi, f’(x) estdusignede (x~1)(x-3).
Les variations de fs'en déduisent ; clles sont consignées dans le tableay ci-
contre,

ff(x)= i | __fx—2}2-| _(I—]](I—3)

60
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: -*"-s‘
ﬁ'w

© Branches infinies
11 faut savoir interpréter I'égalité f(x) = x— 1 + 1 -
x-2

. B , 1 _ )
Commexl_l:1:m 73 = et _tl_’,“}“ =3 = 0ladroite A d’équation

y = x—1 est asymptote 2 %’f €N +oo et en —eo. De plus :

1
s sur J—oo, 2[, = <0, donc ‘8 est au-dessous de A ;

1
*sur ]2, +oof, = >0, donc (G"f est au-dessus de A .

@ Représentation graphique

Il semble (Fig. 9) que £2(2, 1) soit centre de symétrie de G;.

Fig. 9

© Centre de symétrie

* Cherchons une équation de Cgf dans (£,7,7),avec 2(2,1). " CHANGEMENT DE REPERE

Si OM = XT+y7 et QM = X7+ Y7, la relation de Chasles: ;
* Partir de la relation de Chasles

OM = 0Q+0QM et traduire

OM = O£+ QM foumnit les formules de changement de repere ;

x=2+X I’égalité en coordonnées.
y=1+7Y : * Dans I'égalité y = f(x),
. . remplacer x et y par leurs expres-
sAlosMe 6,0y = x—1+—=V = X+ —, sionsenXet Y.
Y x=2 X

: 1 _ o Iei, Y =X+ 2 est la nouvelle
La fonction X — X + % étant impaire, il en résulte que £2 est centre de X

syméie de € €quation de €, dans (£2,7,7).
f-

PROBLEME 2

Une fonction irrationnelle

- 0 e
Etudier et représenter graphiquement f : x — EJZD -x2,

@ La fonction f est définie sur [-5, 5] et elle est paire.
Nous I'étudions donc sur [0, 5].

@ fest dérivable sur [0, S et, pour tout xde [0, 5[ :

“(x) = X (~2x) X —= =
x) = =X (-2X) X ——— = ——.
4 5 225-x2  5.J25-x2

Puisque f’(x) <0 sur [0,5], nous en 5

déduisons aisément le sens de variation de /' |—

(ci-contre), f'(x)|0 ”
9

J(x) '\0

Attention !
On ne peut rien dire sur la dérivabilité
de fen 5, car la fonction y — /v
n'est pas dérivable en 0 (valeur
obtenue pour x = 5),

X
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(3] Ftude de la dérivabilité en 5

Ici, le théoreme de composition est inapplicable ; il faut revenir au taux

d’accroissement

2
225 -x2
f)=f(5) _ 3 e _2A5-xd5+x _ __24‘5 X
x-5  x=5 5 _(Jf5-x) 5./5-x

Ona lim f—(i-)—:%(s—) = —oo, donc f n’est pas dérivable en 5.

Ici, 5—x>0,donc:
x=5=-(5-x)

~fi—xx5-x.4

x—5 - =
Nous interprétons tout de méme le résultat ainsi: 6 admet au point N
et iy ; s . A SAVOIR
d’abscisse 5 une tangente verticale. S

Lorsque le taux d’accroisscment

@ Représentation graphique tend vers 4o ou —oo, présence
S d’une tangente verticale.
LYy P

“INFO

Une ellipse d’axes (Ox) et (0y)
admet une équation du type :

xl y‘Z
4+ =1.
Nous avons complété le tracé (Fig. 10) par la symétrie d’axe (0y) : at b?
<€f est une demi-ellipse. C’est la réunion des courbes

d’équations y = iga}az—xz.

PROBLEME 3

Une fonction trigonométrique

Etudier et représenter graphiquement la fonction tangente:
sinx

tanx = —.
CosSX

@ tanx est définie lorsque cosx # 0, soit sur R \{g +kn, ke Z}.

@ Parité, périodicité

Il est facile de vérifier que tan(—x) = —tanx et tan(x + ) = tanx.
Ainsi, la fonction tangente est impaire et périodique de période Tt .

I1 suffit donc d’étudier cette fonction sur [0, g[ , puis de compléter le tracé

par la symétrie de centre O, et enfin par une série de translation
« horizontales »,

. ST 7 s # . ..
Le programme de constructionde €, se schématise ainsi :

/ ) T
Etude sur [0. 5[ S0y (ke Z).

62 o g

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

NIy

© La fonction tangente est dérivable sur
1
[On[etlan(\)———— >0, il
2 os?
r
Le sens de variation s'en déduit (voir le gL 0
tableau ci-contre). tan
De pIUS. lim tanx = +oo donc la droite

X—=

X<

RIH s

st el T
d’équation x = 5 estasymptoted €,,, .

O Représentation graphique
. Sur[ [ (Fig. 11).

* Sur R, apres avoir prolongé le tracé précédent par la symétrie de centre O et les
translations de vecteurs An7 (ke Z) (Fig. 12).

R4
..... S| T )
LAl i id g x
A= - Bl
Fig. 11 Fig. 12

De plus, pour x = 0, tanx = x (voir Dans la foulée, exercice 8), donc sur

[0, g[ - fém est située au-dessus de sa tangente en 0(0, 0).

Dans la fmle’e

x+3

S(x) =

C
tout x#-3, f(x) = ax+b+)—'_-1—3.

tive €.
3) Montrer que € admet un centre de symétrie.

() Une fonction f est définie sur [0, +eo[ par:

J(x) = —~2~[r

quement.

©® On considere la fonction f définie pour x #—3 par:

1) Montrer qu’il existe trois réels a, b, ¢ tels que, pour

2) Etudier la fonction f et tracer sa courbe représenta-

1) Etudier la dérivabilité de f en 0 ; interpréter graphi-

2) Etudier la limite en +o de f(x), puis de f &3 )
Interpréter grahiquement.

3) Etudier les variations de f et tracer sa courbe repré-
sentative.

@ On considere la fonction f définie sur R par :
f(x) = cos(2x)-2cosx.

1) Montrer que €, est invariante par :
—laréflexion d’axe (Oy) ;
~ les translations de vecteurs 2knT (ke Z).

2) Etudier les variations de fsur [0, m].
Rappel : sin(2x) = 2sinxcosx,

3) Représenter graphiquement f sur [0, 1], puis sur R.

2. Fonctions : limites, continuité, dérivabilité
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P
oo
- ET

Limite : définitions, opérations

Lications

Théoréemes de comparaison

@b Démontrer les résultats €noncés dans le théoreéme |,
page 44, & I"aide de la définition des limites.
Exemple : pour x — Jx en+ oo,
Soit A un réel positif donné ; Jx appartient  [A, + o[ pourvu

que J;'ZA,soil v=A%.Donc lim Ja_c = 400,
X 4o

@ A Taide de la définition, démontrer que la fonction
x +—> cosx n'apas de limite en + oo,

¢3 Déterminer la limite éventuelle de S(x) au point a, aprés
avoir éventuellement simplifié (voir exemple 1, page 45).

3x2—8x3

a) f(x) = ==",a=0;
X
N X245x+6
IRty v
. % . _x3-1
9/0) = —Tra =03 ) =T 5 a =3,

Dans les exercices 4a 7, étudier le comportement de fen + o, &
Paide des opérations sur les limites.

@ a) f(x) = 3x3+4x ;

94l
¢) f(x) —a2+x.

b) f(x) = =x=Jx;

2

@5 a) f(x) = =x(x+1); b) f(x) = 2-1-2;

0 1) = ~Sxlx.

1

:Z+l
X

@ a)flx)=2+

b) f(x) =.(1-x)(2-x)(3-x).
@ a) f(ix) = 3x2-x+1 (mettre x2 en facteur) ;

b)f()—

_ ¥
(ecrm: f(x) 30 J)

@ Deux résultats utiles

1) « Tout polyndme a la méme limite en + = que son terme de
plus haut degré. »
Démontrer ce résultat en posant :

P(x) = ax"+... +apx+ay (a,+#0).
2) Prouver le résultat suivant ;
« Toute fraction rationnelle (quotient de deux polyndmes) a la
méme limite en + « que le quotient simplifié des termes de plus
haut degré, »

66

Dans les exercices 9 et 10, étudier la limite de f en + o,

'\IHK

9 a) f(x) = cosx-3x; b) flx) = —

5E
A0 o /() = x2-E® ;b ) = 228,

(E est la fonction partie entiére : £(x) est I'unique entierpyy |

quep<x<p+l).

«11 Montrer que la fonction f: xl—>:csm(;], représenté. H

ci-dessous & I'aide du logiciel Maple, admet une limite en 0,

\

Limites d’une fonction composée

Dans les exercices 12 a 14, déterminer la limite éventuelle de | ¢

[ au point considéré,

d2 /) = 1 enses

A3 a) f(x) = ’ 3 entoo;b) f(x) = Sin«([r&) enl

a4 o s = s‘“{?”‘) en0; b) f(x) = 302X o
sm(Sx)

<15 En théorie de la relativité

Einstein a montré que la longueur £ et la masse m d’un objete:
mouvement sont des fonctions de sa vitesse y -

- J 2 m S
L(V) == Lu l-_Ei et m(V) = : 0 U

(c’est la vitesse de la lumigre).

Etudier T limite éventuelle des fonctions L et m lorsque ¥ e
vers ¢ (v <c) . Interpréter ces résultats. \
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Limites et suites

Suites (u,,) avec w, = [f(n)

Dans les exercices 16 a 21, déterminer la limite de la suite
(u,) al'aide du thévrime 6, puge 48,

16 a}u,,=*12+3"1 Du,=-n2+3;

2
Qu, = (!-;’:

b7 au, = (1-3n)n+1);h u, = Jn b
"
<18 a u, = ~2iln 4 ] : h)u = cm(iﬂj.
n 4 n
@9 a)u, = n2-5n; byu, = —=2n+n3,
@0 2y _2n+1 : _=3nt+n+1
) Uy n+1 By = 2n-3

21 ay+dy+ .. +a, .
2 u, = —————=———.0i1 (4,) est une suile arith-
n

métique de raison &,

-~
Suites (v,) avecv, = f(u,)

Dans les exercices 22 a 25, déterminer la limite de la suite (v,,).

@22 ayv, = 3+08; by, =32
_2"=1 . 3x27-]
6233)””"454»1' Wve = =%
(1 (1.

ﬂ a] v’, — HZSIH(;) : h} Vn = ﬂ.‘)]ﬂ(;‘;—zj f

v, = ntanG).

3.3 3
{25 v, = ’/3+-2-+Z+...+5;’.

@6 Limite et point fixe
Soit (u,) une suite vérifiant la relation de récurrence
Upsi =f(unj . .
1) Montrer que, si l fonction fadmet une limite en tout point el
si (u,) est convergente, alors sa limite ¢ vérifie £ = f({)
(autrement dit, £ est un point fixe de f).
2) Application : déterminer la (ou les) limite(s) possible(s) des
" suites vérifiant :

. |, ‘
a) l{”’-] = ,“{n"'s = I'j] Uyl = 6_m"ﬂ ¢
& Apd
) Banet = +u_-
n

Interprétations graphiques : asymptotes

27 La courbe 'ﬁf (ci-dessous) est la courbe représentative
d’unc fonction fdéfinie sur Dy = B[] 3},

Déterminer les limites aux bornes de 'ensemble de définition.

::—l “.jk I:."!

ol
o "i\\L

«28 Rechercher les asymptotes paralleles aux axes que peu-
vent présenter les courbes représentatives des fonctions

R |

suivantes :
(x) = 3_. b)fl'x)——l’
DAl = g ST
2x-3 1
= d ) = #
¢) fix) e ) f(x) 72

Dans les exercices 29 @ 31, montrer que lu courbe représenta-
tive de [ admet une asymptote oblique, et étudier sa position
par rapport & cette asymplote.

29 a) f(x) x—2+%; b) f(x) =

o
x2-1

X

3x-1- £
x2+1

30 a) fix)

b) flx) =x—-x" (n=1).

2x2-5x+7

31 jfix) =

Méme consigne, apres avoir montré qu’il existe trois réels a,

b, ctels que f(x) = ux+ b+ £ (voir exercice 32).

Kx2_4 2
32 -aJﬂxJ = -—xz—ﬂ_f-:—l i b) flx) = ;fx

Dans les exercices 33 et 34, montrer que la droite  est asymp-
totea Cpen + .

@3 f(x)=./x24+2x+3. %y = x+1.

34 fx) = ¥ Ty =

2" Fonctions : limites, continuité, dérivabilité 67
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. P . . ” ” .. - k =]
Fonctions continues Dérivation : généralités o
Dans les exercices 35 a 37, étudier la continuité de la fonction f @@l A I'aide de la définition. étudier la dérivabilitg g poi
au point a considéré, et représenter graphiquement la fonction f. de la fonction /: x — /x en distinguant les cas :
a)a>0; ba=0.
_xi-1 six<?2 .
@5 R e 2. <42 Dans chaque cas, déterminer tous les récls a tels que.
o ’ fa)=1.
36 f(x) = x-E(x),a = 2002. LS = 1 6 el =
E(x) estla partie entiere de x, définie dans ' exercice 10. VIEL = 3
i = : d) f(x) = sinx.
@7 S estlare g 0 f(x) = Ax; ) f()
colaréeer =3 > : 43 Déterminer une équation de la tangente & la courbe ‘%—au 3
o ' | point d’abscisse a :
z- . a) f(x) = 1-3x+x*,a =0;b) f(x) = .f.;,la =4.

) f(x) = cosx+sinx,a = ®;d) f(x) = il 1.

<44  Une fonction f dérivable est représentée ci-dessous.

3 I | : : yA 4

«38 Montrer que chacune des €équations suivantes admet une
unique solution @, et localiser o entre deux entiers consécutifs.

a)x3+5x =9 ; b)yx3+x2 =7

Ox2+./x-3=0; d) cosx—x = 0.

©39 1) Déterminer le nombre de solutions dans R de chacune | . | _
des équations : } . " :
1) Lire graphiquement les valeurs de f"(-2), f*(0), f'(1)

2) 5x3+8x-1=0; b)x3-5x =1 et f/(3). 3
) x* = 32x-48. 2) Donner un encadrement de f“(x) sur [-2, 0] et sur [1, 3].
2) Donner un encadrement d’amplitude 0,01 de chaque solution

4 I’aide d"un balayage sur la calculatrice. «45 1) Déterminer une €quation de la tangente au point d’abs- |

= cisse a  la parabole P d’équation y = x2—4x +5.

M ethode 2) En quels points de & peut-on mener une tangente issue d:

Iorigine ? Vérifier sur un dessin.

Encadrement par balayage )
Exemple (exercice 38, a)) : La fonctionf: x > x3 + 5x est Les exercices 4? et 47 utilisent U'approximation affin
continue, strictement croissante sur R et f(1) = 6, et J(xX)=f(a) +f'(a)(x—a) (pour x voisin de a),
Sf(2) = 13, donc I'équation f(x) = 9 admet une solu- ; <
¢ 1] . :
tion unique, @, avec 1 < az<2. Une table de valeurs de :?{25 su)i\r:;t::e-r’ pour x voisin de 0, chacune des approxima
f(x) entre 1 et 2, au pas 0,01, affiche sur la calculatrice ; ’
(Q+xPel+3x;fTex=14+%:- 1 1 -
x f(x) * l+2'1+;r”‘l b
: ; sinx=x ; cosx=1,
1,32 8,899 968 2) En déduire, sans calculatric |
, €, une val hée de:
1,33 9,002 637 nombres - SUFAPPIGE
i i 4= 1,0053 ;B = 41,0002 ’C =' Iﬂo‘ggﬁ :
: |
déduit 1,32< < 1,33, Dese s b oa 3
On en dédui : 33 - 0,997 E 1.0007 v F = sin(-0,01) ;
On peut alors obtenir un encadrement plus précis en affinant G = ?
Je pas du balayage. = c0s(0,02).

d? Sans calculatrice, donn de O
’ . . el ' er une valeur approch e o
» i » = ] Yot ' o Az nn -

40 Résoudre a 10 presléqualmn. sinxy = | =y, 25,02 en utilisant le caleul des dérivées.

68
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_peratlons sur les dérivées

Dans les exercices 48 & 57, déterminer le (ou les) intervalle(s)
sur le(s)quel(s) la fonction est dériveble, et calculer sa dérivée.

@8 2a) f(x) = 2sinx+3cosx 1 b) J(x) = 22+ Jx.

@9 2 f(0) = 37 b) fx) = .4_+_‘+_:+r+1
S0 a2 () = i 2 b)) flx) = -2 A f(x) = rl
&Sl 2 f(x) = (2x-1)x2: b) f(x) = 3xsinx.
@S2 a) f(x) = xJx: b) f(x) = cosxsinx.
@53 a) f(x) = cos’x: b) f(x) = (x+4)3.
S4 a) f(x) = (x+sinx)? : b) ) =@+x+ 1),
S5 - e ik
C a) f(x) Sy T b) (=) S
S6 a) f(x) = 5;:‘—“ : b f(x) =

ZX—23 ) x=—
@7 D) = IO e

1 + cosx 1+x°

Soit n un entier fixé (n = 2).

1) En utilisant une formule sommatoire. calculer de deux
manieres ladérivéedef: x— 1 + x4 ...

2)En déduire, pour x=1,
14+2x+3x2+ .. +nx"-1,

+x" . pourx=1.

une formule sommatoire de

3) Applications
a) Calculer les sommes :

A=14+2x2+3x22+...+16x25 &

B=1+23+3x3+...+20x3%/3.
- 2
b) Erndicr lalimite de u, = 142 # o + ... +—2
. 3 32 3a-1

@9 Fonctions x — x"./x (n=0)

On pose, pourlotil x=Z0etn=0, f(x)= xmx.
Montrer que f, .est dérivable sur ]O,+ee[ et exprimer
S, . 1(x) enfonctionde f (x).

ax+b
(cx+d)"
fixés et n un entier (n = 1),
Montrer qu'il existe une fonction affine g telle que :

5 _ g(x)
b (cx+d)"* l.

, 0l a, b, ¢ et d sont des réels

@60 Soit f(x) =

2. Fonctions :

[’I

ariations, extremums

61 Lacourbe ci-dessous est la représentation srapigoe &
f:x— 0.05(x®-6x"+ 3xF = 1657).

0=

|

[
I

—
p=
—
[ ]
i
I
an

— LY

%3

1) Lire graphiquement e signe de f"(x) sur [-2. 5]
2) Préciser en quels points f admet tn extremum relagf.

Dans les exercices 62 & 67, déterminer les intervelles sur
lesquels la fonction f est dérivable. et érudier les veriations de f.
02 2 f(x) = x¥-3x

2 +5x--1.

+2:b) f(x) =

03 2 f(x) = -1 b) f@) = - 4x.
64 a JX) =x(1-x): b fx) = r_l_b

X
65 () = =X—3 . oy Xodx+ 1
65 2 () Trls DW=
@66 a) f(x) = 3—cosx sur [0. =]

b) F(x) = -ﬁ sur )0, (.

@67 a) f(x) =x-95: B ) = HE-1).

68 Onpose. pour n =2, f(x) = x*
1) Résoudre I'équation f"(x) = 0

2)Pour quelles valeurs de n la fonction f admet-elle un
extremum local en 0 ?

<69 Préciser les extremums locaux de chacune des fonctions
suivantes sur I'intervalle indiqué.
a) f(x) = =x'+x* swR: b) f(x) = sinv—x swrR:
9
o) f(x) = x+ i sur J0, + o[ ;
d) £(x) = (x = 1)3.Jx sur J0. + .
@0 Dén

Peut-on trouver une fonction dérivable sur R, non constante et
admettant un extremum local pour toute valeur entidre ?

limites, continuité, derivabilite 69
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Dérivée d'une fonction composée

Dans lex exercices TUa T4, montrer que la fonction [ et
dérivable sur 1, et caleuler sa dérivée,

Breves de cours

d
B0 Soit f(x) = 203

(itudier les limites de faux hormes de son ensemble de Aéfinigiy

71 W f(v) = cos(v?) h) f(v)

cos(cosy),

NP

i

(en 1, distinguer deux cas),

A2 W) J\‘”‘-xl 5. h) f(x)

: p—
<81 Soit Clacourbe représentative de la fonction de I"exercie,
précédent.
Montrer que G admet en 4 oo ¢l
Gludicer les positions relatives de ‘Cet A

eo (INE Sy mMplote oblique 4¢

it

ey

sin[;) M Sy = sinz[l\' 1 E).

X2+ 4

73 W f(x) = JSHsine D) fy)

82 Rechercher les asymplotes paralléles aux axes que pey.

venl présenter les courhes représentatives  des fonctions

A4 W )

n

stivintes |
Dans les exercices T8 @ 77, montrer que la fonction [ est 3 B it I + L1
dérivable sur une réunion d'intervalles, et calenler sa dérivée. x> 9t | i v X

$=2 ' Sy X

1
Ex
|
—_—

JAS W ) = a2y h) [(x)

Les exercices 83 & 85 sont relatifs @ la figure suivanie, dang
laquelle f est une fonction dérivable sur 1%

6w f() = JP=5x16: ) [() = %
o I YA r
&7 ) f(x) = Jeosx b) f(x) = _II_ g
' sinlx

@78 Dérivée et parité

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle 1 de I centré en 0.

1) On pose, pour x € D, g(x) = [(-x). Caleuler g/ (x).

2) Application 1 !
Montrer quc :

) si fest paire, alors f” estimpaire ; «83 Déterminer [7(=3), /7(0), .f"(%) L) et fS7(3),

b) si fest impaire, alors /7 est paire,

3) Application 2

<84  Préciser les intervalles sur lesquels /“(x) garde un signe
Montrer que

conslant,

a)si f* estimpaire, alors fest paire ; 85
; ; — < Dresser le tables ariations de £ sur [—

b)si /7 estpaireet £(0) = 0, alors festimpaire, - rle tableau de variations de /* sur [-3, 3.

; Dans les exercices 86 a 88, on consideére la fonction ;
@9 Lectures graphiques VN
‘ . A3 —- 2_
Deux fonctions fet g sont représentées graphiquement ci-dessous : Jrxm 3 2x% +4x2 -5,
¥ .
& b <86 Décrminer le nombre de solutions de  1'équatior

J(x) = 0 ctdonner un encadrement damplitude 0,01 de chs
que solution,

<87 Esteil vrai que f admet trois extremums relatifs ?

: _ a88 hl.’[unu'ur que la droite 9 d’équation x = 2 estun axe &
' symétrie de ﬁf,"._

( Gl . 2.
-89 1) Etudier le sens de variation def:x ‘-'___3‘.?.'-"-2
’ l-x

. H 5 'I' Ty "W 5| i
Montrer que g o f est dérivable aux points d"abscisses 1, 2 el 2) Déterminer une équation de la wngente 3 €, au poir
. " L " o " ) A Al [y
3, et déterminer les nombres dérivés correspondants, d"abscisse 3. & T
70
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"Elllde de formes indéterminées

Pour chacun des exercices 90 a 96, étudier la limite éventuelle
de f au point considéré a l'aide des deux méthodes dégagées
dans Au ceur des problemes, partie 1 (on pourra parfois
enchainer les deux méthodes). Au besoin, on pourra utiliser le
résultat de l'exercice 8, page 66.

90 a) /(x) = LHT -
b) /() = 52 ens e
241
91 f(x) = 1.e:n—m.Di:r.cutf:r:suivantlzas\rahal.lrsdmz.
@2 a)f(x) - xJ;c—sz,en-l-w;
b) f(x) = N& , €N + oo,
93 a) f(x)-'j__ en9;b) f00) =1L eng,
4 - Jx+2 2 2:
94 a) f(x) B
b) f(x) = Lk S

JEr -2
@95 a) f(x) = Jx2+4x+3-x,en+;
b) f(x) = Jx*+4x+3+x,en—ce.
496 a) f(x) = x—Jx?+1,en+eo;
b) f(x) = x+x2+1,en—co.

Dans les exercices 97 & 99, étudier la limite de f au point a
considéré en remarquant que f(x) est le taux d’accroisse-
ment d’une fonction g, dérivable en a.

cosx—1

97 a) f(x) = va=0;
b) f(x) = sml'Sx) =0
98 a) f(x) = ______M.“ = 3
b) f(x) = lunxT—[l.“___g’

.'(—Z

@99 ((x) - EF¥I-16 g,
X

Ftude de branches infinies

Des asymptotes

<100 on pose f(x) = x’

24x+l’
1) Montrer qu'il existe quatre réels , b, ¢ et d tels que, pour tout.x:
ex+d
J(x) = e a—

ax+ b+ ;
x24x+1

2) En déduire que la courbe représentative de fadmet, en + e el
en — o, une asymptote 4, et positionner 6, par rapport ad

2x3-x+1

<10 é i =
1 Méme exercice avec f(x) =Py

tant la question 1).

, en adap-

@02 On se propose: d’étudier les branches infinies de 6,
courbe représentative de la fonction :
fixr Jx2-3x+1.

1) Etudier I'ensemble de définition de fet montrer que :

o

En déduire que €, admet un axe de symétrie.

2) Montrer que la droite d'équation y = x— % est asymptote 2

@pen+ooet étudier la position de €, par rapport & cette droite.

3) A T'aide de laquestion 1), étudier la branche infinie de €, en—ce.

@03 Par une méthode analogue  celle de I'exercice précé-
dent, étudier les branches infinies de la courbe ‘éf, avec
S(x) = Jx?+4x+2.

Des branches paraboliques

Dans les exercices 104 a 106, étudier la limite éventuelle en
+oode f(x), puis de f(x) ( ) . Préciser Uallure de la branche

infinie correspondante (’vo:r Au cceur des problémes, partie 2).

104 a) f(x) = P +x; b)f(x):J_}+%,

N _ xJx
<105 a) f(x) = =y b) f(x) = ]
106 a) f(x) = I+ 1 h}’j'(.v) = Je+Jx+l.

2 fonclions : limites, continuité, dérivabilité 71
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Problemes d’optimisation

@107 La volitre

Un 700 désire construire une volitre pour des perroquets,

formée de six cages attenantes, grillagées sur les parois latérales
¢t au plafond, comme sur la figure ci-dessous.

La hauteur des cages est fixée 3 5 m, et le zoo dispose au total
de 800 m? de grillage.

1) Avec les notations de la figure (x et y en métre), exprimer en
fonction de x la longueur y, puis le volume total V(x) des cages.
2) Déterminer les dimensions inconnues, de telle sorte que ce
volume soit maximal.

<108 Deux radians

1) Si crest une mesure en radian de

AOB , montrer que la longueur de

T'arc zﬁ? est &R et que I'aire du

‘\(.!
secteur correspondant est %0:)‘1’.2 C 0 R
2) En déduire que, si le périmétre
P du secteur est fixé, son aire s’exprime par :
P2«
2 (@+2)Y

3) Pour quelle valeur de & cette aire est-¢lle maximale ?

@09 Le gardien de phare

Pour des raisons obscures, le gardien d’un phare (point A) doit
rejoindre le plus rapidement possible la maison cdtiere (point
B). 11 se déplace en canot 4 la vitesse de 4 km-h! et & pied 2 la
vitesse de 5 km-h',

Oii doit-il accoster pour que le temps de parcours soit minimal ?
Note : 1a cote est rectiligne (droite A) et 1a dérive due au courant
nulle.

A(o) =

72

@10 La gouttiere
1) Le probleme
Contre la fagade reclangulaire
ABCD, on désire placer unc gout-
tidre en forme de Y pour évacuer M
les eaux de pluie recueilliesen C -,
et D (voir la figure). Jest le milieu

de [AB].

O doit-on placer le point M pour

que Ja longueur de‘luya‘u‘ 5(_)1t i b
minimale 7 (On néglige I'épais- ¢ r :

seur du tuyau.)

2) Méthode 1
Onposcx:HM.h=ADeld=AI. '
Exprimer la longueur f(x) du tuyau en fonction de x el

résoudre le probleme.
On montrera que f atteint son minimum pour une valeur x,

indépendante de h.

3) Méthode 2
Résoudre ce probléme en utilisant la variable & = HDM,

aprés avoir exprimé la longueur g( ) du tuyau.

@11 Le plus grand cornet
1) Le probleme
Dans un disque de rayon R, on découpe un secteur circulaire de
e radian.
En joignant les deux bords droits du secteur restant, on fabrique
un comet en forme de cone.
Pour quelle valeur de ale volume du cornet est-il maximal ?

i

2) Indications de résolution

On note r le rayon de base du cne, h sa hauteur et V(h) sor
volume,

a) Exprimer V'(h) en fonction de R et h, et déterminer h pour
que V() soit maximal,

b) Pour cette valeu ]
1 de h, exprimer r en foncti i
’ onc 5
— tion de R, pw

@12 Le cylindre de révolution

En faisant toumer un rectangle autour d’

un de ses cotés, 0°
engendre un cylindre,

Parmi tous les rect; .
et us !ea rectangles de périmeire fixé P, quelle est la for™®
tquiengendre le cylindre de volume maximum ?
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Comparaison de fonctions

¢113 Une fonction concave
On considere la fonction fdéfinie sur [0, #] par £(x) = sinyx.

1) Déterminer une équation de la tangente ’G’f au point

d'abscisse a.

2) Etudier la position de (Gf par rapport i cette tangente,

Convexe et concave

Les mathématiciens disent qu’une fonction dérivable est
convexe sur un intervalle lorsque sa courbe est située au-
dessus de chacune de ses tangentes : elle présente alors une

«bosse » tournée vers les y négatifs, Elle est dite concave
dans le cas opposé (cas de I'exercice précédent).

«114 Un point d’inflexion
On considere la fonction f définie sur [0, + eof par :
f(x) = .\'J)_:-lxz.
16
1) Déterminer une équation de Ia tangente 2 %, au point A
d’abscisse 4.

2) Etudier la position de ‘Gf par rapport 2 cette tangente.

3) Dessiner la situation correspondante (voir Aw caur des
problémes, partie 4).

«115 Trompe-I'wil

1) Sur I'écran graphique de la calculatrice, représenter les

courbes @ et € d'équations respectives y = gx—l et

¥ = ix3,danslafcnélre—1 sx<3Jet-lsys<3,

Positionner alors € par rapport 2 9.

2) Etudier cette méme position par le calcul des dérivées. Alors ?

@16 Entre corde et tangente

1) Démontrer chacune des inégalités :

a) 2:ctisimlc <x, purdsxs<:,;
b4

b)x<tanx=-x, pur0=sx=

L

=18 1A

Als

pour 0 s x =

e -]

T
C)l-—gxﬁcosxﬂ—-—x.
b 2

2) Dans chaque cas, en donner une interprétation géomeétrique.

<117 Signe d’une fonction
Etudier le signe de g(x) = 30x? + 19x2 = | sur R,

. N = 2
122 f(\) _I-3+,‘r_+T'

Etudes de fonctions rationnelles

Dans les exercices 118 a 127, étudier et représenter graphi-
quement la fonction f en prenant appui sur le plan d’étude
dégagé page 60,

118 s(x) = 3 +5x2-10.

119 s(x) = ¥3-3x242.
120 f(x) = %x“— 16x+ 1.
121 f(x) = x*-2x2+5.

123 fl(x) = 2":_3.

124 fix) = =~ 125 f(x) = —

| +x2 | +x2

126 Une fonction de courbe donnée

La courbe G, représentée ci-dessous admet pour asymptotes les
droites 9 et 4, et passe par le point 4(0, 1).

: c
On sait que f(x) estdutype f(x) = ax+ b+m.

: 5AY
\(‘r;f .4-
EIET /_? BEEN
| | )

H _2_

1) A I'aide des données et du graphique, déterminer d, a, b, et c.

2) Etudier les variations de f et préciser les extremums locaux.

3) Montrer que le point £2est centre de symétrie de ‘é’f.

127 Somme et différence d’inverses

On considere les deux fonctions fet g définies sur R\{-2, 0}
_ 1 1 _ 1 1

par f(x) = % +x+2 et g(x) = e

1) Gtudier les limites de fet de g aux bornes de leur ensemble

de définition. En déduire que les courbes représentatives ¢

of et
©, ont les mémes asymptotes.
2) Etudier les variations des fonctions fetg.

3) Etudier la position de ‘6’1- par rapport A sa tangente en
£2(~1, 0) , et les positions respectives des courbes ((,‘f et 6.

4) Représenter €, et €, dans un méme repire (O;7,7).

5) Montrer que £2est centre de symétrie de € et (£2:7) axe
de symétrie de 6, . '

2. Fonctions : limites, continuite, dérivabilite 73
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128 Lafonctionf: x = x* - 2./x
1) Etudier le comportement de fen+ e (limite, branche infinie).
2) Etudier les variations de fsur J0, + e[
3) Frudiera part la dérivabilité de fen 0. Interpréter graphiquement,

4) Tracer la courbe f(a’f.

@29 Lafonctionf: x = x + 4/x? -1
1) Vérifier que fest définie sur D = J—oo, =11 U1, + o]
et montrer que pourtout x € D :
S f(=x) = -1 ().
2) Etudier 1a limite de fen + e, puis déduire de (1) celle de fen —oo.

3) Montrer que, pour tout x € D\{-1, 1}, f’(x) ale méme
signe que f(x).
En déduire les variations de f sur ]1, + <[, puis sur J- co, ~1[.

4) Montrer que la droite 4, d’équation y = 2x, est asymplote
i ﬂgf en + e, On pourra & nouveau utiliser (1).

5) Etudier la dérivabilité de fen 1 eten-1.

6) Tracer ‘€f etd

130 L’ellipse et ’hyperbole
On considere les courbes € et §¢, d’équations respectives dans
un repére orthonormal :
. 3 50
g2 = XY
BErg=! = Barp”

1) Indiquer 2 I'aide de quelle transformation géométrique on
peut obtenir & et # & partir des courbes représentatives € et
%, des fonctions suivantes :

fix— g.\,"ZS-xi et grxw—> %ﬁ,"xz—ZS.

2) Etudier la fonetion f (ensemble de définition, parité, varia-
tions, dérivabilité au point 5).

3) Erudier la fonction g (mémes questions). Montrer en outre

que €, admet en + e I'asymplote Ay = %x.

4) Représenter sur un méme dessin 6, et €, , puis G et .

MHistoire Ae conrpes

C'est le Gree Apollonios de Perga (262-180 av. J.-C.) qui
| éudic les paraboles, les ellipses et les hyperboles comme
' sections planes d'un cone — il les nomme coniques.
Dix-huit sigcles plus tard, en 1687, Newton démontre les lois
de T'attraction universelle qui prouvent que les corps du
systeme solaire (plandtes, cometes...) décrivent des coniques,

74

Etude de fonctions tri

gonométriques |

@131 Fonctions « sécante » et « cosécante »
1

1) La fonction sécante est définie par sec(x) = .

a) Ftudier la parité et la périodicité.

admclﬂ( Jcommccenm e

b) Montrer que la courbe 6.
de symétrie. h
¢) Etudier les variations de la fonction sécante sur [{J, E['

d) Déduire des questions précédentes le tracé de €. -

2) La fonction cosécante est définie par cosec(x) = ——.
Vérifier I'égalité cosec(x) = sec (x - g) i

En déduire, sans étude, le tracé de 6pec -

132 Fonction « dos de chameau » (deux bosses)

Soit f(x) =

cosx — cos2x. E
1) Etudier la parité et la périodicité de f. - l

En déduire que I"on peut restreindre I'étude defafo, m).
2) Btudier les variations de f et dresser le tableau de variations.

3) Tracer la representallon grdphlquc de fsur [0, ] en plagant/ |

les points d’abscisses 0 33 T et mavec leurs tangentes.

4) En déduire le tracé de 6, sur [-3m, 3n], et justifier le titre de |
I'exercice. .
a33 i ¢ !

Fonction de « résonance » &
La fonction f: x+> xcosx est un exemple de fonctior
décrivant une vibration de « résonance », Cet exercice propost '_-!
I'étude de f et de sa courbe représentative I dans un repén |
d’origine 0.
- » ~
1) Montrer que f est impaire et que I"oscille entre les droites |
et @ d'équations respectives y = x ety = —x E
) a) Etud:crles points d'intersection de avec 9, puis ceux d: &
Tavec 9, 2
b) Mo ; i ; £
) Montrer qu’en dehors du point 0, les droites P et @’ sor |
tangentes a I"aux points d’intersection, 3
Quelle est 1a tangente & en 0 9 ) ¢;
3) Montre k.
rque fadmet un extremum local en x si, et seulemet |
si, tanx = 1 I
X "
En déduire, 3 I'aide o : o |
. ¢ & Paide d'un graphique, que f admet une infinl" £
extremums locaus. L
Donner une vyle Fo
dleur approchée du plus peti . tricte
ment positif), plus petit extremum (S i %*
. i
) Tracer @, G’ | o donner I'allure de I : o

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

-€ntre

ses)

ations.

plagant

itre de

Iction
)pose

.

les &

1x de

sont

ment

inité

qcte-

Calculs approchés,
courbes intégrales

¢134 Fonction arcsinus

Soit f une fonction définie sur [-1, 1] par f(0) = 0 e, si
1

JI=x2

1) Montrer que f est impaire (utiliser I'exercice 78).

xel-L 1./ (x) =

2) Avec laméthode d'Euler, décrite dans la partie 6 de Au caour
des problémes, avec le pas i1 =

0,01, utiliser une calculatrice
ou un tableur pour :

a) afficher une table de valeurs de J(x) pour 0<x<06 ;

b) tracer une valeur approchée de la courbe ‘éf sur l'intervalle
[0;0,6].

3) Avec le pas h = 0,001, déterminer une valeur
de 1(0,5).

T ;
Comparer avec la valeur de g fournie par la calculatrice.

jnfo

La fonction de I'exercice précédent est la réciproque de-la

approchée

fonction g, définie sur [— g g] par g(x) = sinx. On

I'appelle fonction « arcsinus ».

Ses valeurs sont données par les touches ou
ou des calculatrices.

@135 La fonction exponentielle

De nombreux phénoménes d’évolution sont modélisés par une
fonction dérivable fdont la dérivée f” est proportionnelle i la
fonction f elle-méme (voir chapitres 3 et 5). Nous allons
observer I'une d’entre elles par la méthode d’Euler.

Soit f une fonction dérivable sur R vérifiant f(0) = 1 et,

pour tout x: f'(x) = f(x).

1) Montrer que, pour tous réel a et i (h voisin de zéro), 1'approxi-
mation affine donnée par le calcul des dérivées s’écrit :

Jla+h)y=f(a)(1+h).

2) En déduire que, si I’on part de f(a), la suite des valeurs
approchées de f(x) obtenues par la méthode d’Euler, avec le
pas h, est une suite géométrique. Quelle est sa raison ?

. l n
3) Déduire de la question 2) que f(1)= (l + ﬁ] pour les

grandes valeurs de n. Donner la valeur approchée de f(1)
correspondanta n = 10 000.

4) Aaide d'un tableur, tracer une approximation de lacourbe ;..

Note : 1a fonction f, appelée exponentielle, sera éludiée au
chapitre 3.

2. Fonctions :

Problemes liés a la calculatrice ™

LS5 d — 3

136 Catastrophe !

(50 +x20)2 -2 500

On pose f(x) = 220

1) A I'aide de la calculatrice, donner une valeur approchée de

(50 +x29)2 puis de f(x), pour:
x=0,6;05:04:03;02:0,1et0,01.

Peut-on conjecturer la limite de fen zéro ?

2) En développant (50 +x29)2 simplifier I'expression de

S(x), pour x % 0., Calculer alors la limite de fen zéro.

3) Vaincre la tentation de se débarrasser de la calculatrice.

Un homme, nne thiprie

La fonction f de I'exercice précédent est une « fonction
catastrophe » au sens suivant : dans le calcul de valeurs
approchées, une faible variation de x donne une variation
considérable sur la valeur approchée de f(x) (ainsi, pour
x =04, f(x)=100,044, pour x = 0,3, une calcula-
trice a douze chiffres affiche f(x) = 0).

René Thom, mathématicien frangais contemporain, est
I'auteur de la Théorie des catastrophes, pour laquelle il
obtint, en 1958, la médaille Fields — 1'équivalent du Nobel
en Mathématiques.

@37 Une courbe insaisissable
Soit fla fonction définie sur [-2, 2] par:
S(x) = 577x3 - B16x% — 1154x + 1632.

1) A I'aide d’une calculatrice graphique, essayer d’obtenir sur
[-2,2]:

a) le sens de variation de f;
b) les extremums relatifs ;
¢) le nombre de solutions de I'équation f(x) = 0.

?tste Essayer de « naviguer » sur I'écran, de modifier les
paramétres de la fenérre...

2) Sens de variation

a) Calculer f”(x) et dresser le tableau de variations.
b) Si x;, est I'abscisse du minimum relatif, calculer S(xg) 2
I'aide de la calculatrice. Cette valeur permet-elle de résoudre
I'équation f(x) = 0 ?
3) L’équation f(x) = 0
a) Montrer que f(x) se factorise par (x2—2).
b) Résoudre alors « exactement » I'équation f(x) = 0.
¢) Controler sur I’écran graphique en effectuant un zoom dans
la région ;

{1.414 Al sx <1414 213

-2x109<yp=<4x10"?

limites, continuité, dérivabilité 75
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Utilisation d’une fonction auxiliaire

Le signe de la dérivée d'une fonction f n’est pas
toujours immédiat.
11 peut dépendre du signe d’une autre fonction g (fonc-
tion auxiliaire) que I’on étudie part.

Cette situation est fréquente dans les sujets de bac, avec
le scénario dramatique_ suivant :

*Actel:

—étude des variations de 8 (scéne 1) :

= & s"annule pour un unique réel ¢ (scéne?);

— étudier le signe de g (scéne 3).

*Actell:

—calculer f"(x) et montrer que le signe de fdépend de
celui de g (scéne 1) ;

— étudier le sens de variation de f(scéne?);

—montrer que f(@) = ... : pour cela, on utilise
égalité g(a) = 0 (scéne 3, facultative),

«138 Avec une fonction rationnelle

3 _
On considere la fonetion fdéfinie sur R par f{x) = xz ‘11 i
x4
on note C sa courbe représentative dans un repére orthonormal
(unité : 1 cm).

et

1) Etude d’une Sonction auxiligire
Onpose g(x) = x34+3x+8.

a) Etudier le sens de variation de g, et montrer que I’équation
g(x) = 0 admet sur R une unique solution e dont on donnera
un encadrement d*amplitude 0,1,

O-wr Acte 1, scénes 1 et 2.
b) Préciser le signe de g(x) selon les valeurs de x.

2) a) Caleuler f*(x) et étudier le sens de variation de f,

b) Erudier les limites de fen +eo et en —co puis dresser 1
tableau de variations de f.

3) a) Montrer qu’il existe quatre réels a, b, c et d tels que:

f(x) = ax+p4 SX+d
x2+1

b) En déduire que C admet une asymptote oblique A, et étudier
Ia position de C par rapport a 4.
Vérifier en particulier que C rencontre A en un unique point A,

4) Déterminer les abscisses des points B et B de C admettant
une tangente paralléle i A.

5) a) Vérifier que f(a) = %fx s en déduire une valeyr appro-
chéede f(a).

O~ Acte 1], scéne 3,

76

¢ed Bac

b) Tracer A et C en plagant les points A, B et B’ ainsi qu, oy
trois points /, J et K d’abscisses respectives 1, 2 et - 1, v
leurs tangentes.

\ariante

Pour I’étude du signe de la dérivée, on peut aussi uliliserl_g,
polyndmes et la factorisation...

«139 Triangle isocéle maximal

Un triangle ABC isocele, de sommet principal A, est inscrit dag;
un cercle de centre O et de rayon 1. H est le pied de la hautey;

= ——
issue de A. On note ala mesure en radian de 'angle HOC.,

)
On suppose que: 0 < @ < 2

A

1) a) Exprimer BC et Al en fonction de o
b) En déduire, en fonction de ¢, I"aire dy triangle ABC,

2) On considére Ja fonction £ définie sur 1:0, g] par:

flo) = siny(1 + cosa) .

Calculer la dérivée J” de fet prouver que, pour tout rée] gd

T ’
[O,E],onaf(a:) = 2cos2¢ + cosa—1.

3) a) Factoriser le polynome 252
factorisation ge [ (o).

O Ig Variante,

+X~1 eten déduire ur

b) Dresser e tableay de variations de £

4) Démontrer quil e
pour laquelle 4o
Préciser ce maxj

XISte une valeur de ¢ que I"on déterminer-

du triangle ABC €St maximale,
mum,

Quelle est g]ors la nature g triangle ABC 2
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@40 Encadrement de sin x et cos x

1) Soit x un réel positif ou nul.
Ftablir successivement les inégalités suivantes :

a) sinx <x ; b) l—% < cosx,

3

) .\'—% < sinx ; d) cosx = | -—E r_“
24

2) Application 1 : calcul numérique

a) Donner un encadrement de sin0,2 et de cos0.2.

b) Déterminer les 17 premigres décimales de cos (0,000 1),
3) Application 2 : limites de fonctions
sinx

a) Etudier la limite en 0 de T—311X
X

b) Etudier la limite en 0 de ﬁ 5

\_

4) Application 3 : limites de suites
Etudier le comportement & I'infini des suites de terme général :

nsin (1) et n2sin (l) -
n n

5) Application 4 : une étude locale

sm\ .
ysix#0

\l six =0

Vérifier que fest continue en 0, et étudier la dérivabilité de fen 0.

Soit f1a fonction définie sur R par f(x) =

Regqard sur...

.. la qualité de I'encadrement de cos x.

,/

e //‘

T
_y_1-2+24

@41 La fonction arctangente
Nous admettons qu’il existe une fonction f, définie et dérivable
sur R, et vérifiant f(0) = O et, pour tout réel x,

i) = ——.

I +x=

/ﬁleme.s

2. Fonctions

Nous avons obtenu (Dans la foulée, exercice 12, page 65) une
valeur approchée de /(1) ainsi que la courbe approchée €.
Le but de ce probléme est de compléter cette exploration numé-
rique par unc ¢tude théorique.

1) Parité

a) Montrer que la fonction g : x — f(x) +f(=x) est dérivable
sur R et calculer sa dérivée.

b) Calculer g(0) . En déduire que la fonction fest impaire.

2) Limite de f en + o

) Montrer que la fonction /i : x = f(x) +f(%] est dérivable

sur 0, + o=[ et calculer sa dérivée.

b) En déduire qu'il existe une constante c telle que, pour tout
x>0, onait; f(x) = c—f(%) (1).

¢) A I'aide de (1), prouver que  lim  f(x) =

X 4=

3) On considére la fonction wu, définie sur :I—g -r,)-t[ par
u(x) = tanx. -

a) Montrer que la fonction ¢ : x — fo u(x) —x est dérivable
T G
sur ]— 3 3[ et calculer sa dérivée,

b) Calculer ¢(0).
En déduire que, pour tout x de ]~§ E]: ona f(tanx) = x.

2
¢) Calculer les valeurs exactes de (1), f(-./_) f('\[-)

ainsi que la valeur exacte de la constante ¢,

4) a) Etudier le sens de variation de fsur [0, + o[ et dresser le
tableau de variations,

b) A I'aide des renseignements précédents, tracer la courbe € by
(préciser les asymptotes ct la tangente a I'origine).

I ‘fo
La fonction f du probleme ci-dessus est la fonction
arctangente ; cette appellation est justifiée par I'égalité

f(tanx) = x. On obtient des valeurs approchées de
arctanx a |'aide de 'une des touches de la calculatrice

[n] ou ou [vv][en .
La relation arctanl = 1—: (voir probléme 141, 3) ¢)) reste

la relation de base permettant d’obtenir des valeurs appro-
chées de r, depuis la célebre « égalité » de Leibnitz (1673) :

i ) O 0 .

. ik l: e e

3 arctan 1 3+5 7%%

: limites, continuité, dérivabilité 77
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@42 Unc famille de courbes @43 La statue de la Liberté

Le probleme est de déterminer la distance x A laquelle gy doi
placer un appareil photographique pour avoir une photo g la
statue de la Liberté prise sous un angle 6 maximal.

Le but de ce probleme est I'étude.d"une famille de fonetions et
la mise en évidence de propriétés relatives i certaines taneentes
aux courbes correspondantes.
Soit & un réel fixé, On définit sur [0, + oo 1a fonction £, par .
fix) = x—kJx. et on note €, sa courbe représentative On admet que @appartient a I'intervalle J(}, 5[:‘
dans un repere orthogonal (037, 7).
Les courbes €5 0\, 6,6, ¢

cscourpes G 4, G o f 4 = . . . . .

T 1+ 924 63 ont été représentées ci- . Gos tl vaiites :
a1'aide d’ ées numériques sont les sui

dessous & I"aide d’un grapheur. Les donnée ]
« I'appareil photo est 1,5 m du sol ;
« le piédestal a pour hauteur 45 m;

« la statue a également pour hauteur 45 m.

25 . | % B}
] 2 \9, e
1) Quelle est la nature de 6, ? Dans la suite, on suppose que
k0.

2) Etudier la dérivabilité de S en 0. Interpréter géomé-
triquement le résultat.

S(x) 1) Vérifier que Qest maximal lorsque tan 6 est maximale.
et de

3) Etudier la limite en + e de J(x), puis de
2) Démontrer la formule :

Si(x) —x . (On interprétera ainsi les résultats : €, admet une

branche parabolique dans la direction de la droite d’équation tan(a-b) = SN :
I + tanatand

y=x)

4) Montrer que si k< k', alors €, est au-dessus de €. 3) Exprimer tan @ en fonction de x,

Identifier alors €_,, €_,, €,, €,, €3 surle dessin.

5) On suppose que k> 0.

a) Dresser le tableau de variations de f; . On montrera que f;
admel un minimum relatif en une valeur notée a, . * =1 b5 &
b) Soit 4, le point de €, d’abscisse a; . Montrer que tous les ,LZ )ﬁere Aes tfmlfe.s
points A, sont situés sur une méme droite a préciser. ,

¢) Montrer qu'en dehors de O, €, coupe (Ox) en un unique
point B, dont on précisera I'abscisse by .

Vérifier que b, = 4a,.

d) Etablir que, pour tout k>0, latangente 2 €, en B; garde
une direction fixe (indépendante de £).

4) Déterminer x pour que tan 6 soit maximale.

6) On suppose que k< 0.

a) Ftudier le sens de variation de f; . En 1850, I Allemand
b) Démontrer qu'il existe un unique pointde €, ol la tangente Karl Weierstrasg

2 €, est paralléle ala droite d'équation y & 2x, o définit

Vérifier que ce point a pour abscisse a_ (voir question 5) a)). rigoureusement

On note £_; ce point. _ la notion de
¢) Montrer que, lorsque k varie sur J- e, O, tous les points £, limite,

sont situés sur une méme droite a préciser.

78 '
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(OBJECTIFS )

® Introduire de nouvelles fonc-
tions usuelles (exponentielles,
logarithmes, racines n-icmes...)
et dégager leurs propriétés.

e Les utiliser en Mathématiques
et dans les Sciences appliquées.

\ \ « L’invention des logarit
\\ en réduisant le temps de ca
\ \ de quelques mois & quelques jours,
_double la vie des astronomes. »

Pierre-Simon de Laplace
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:;/Xﬂnt—;o remiere

1._OBJECTIES D Pt —

1 s"agit d"introduire trois nouvelles fonctions. ,

¢ Concernant la fonction exponentielle, nous focaliserons notre attention sur les fonctions
dérivables sur R vérifiant, pour tout réel x, f’(x) = kf(x) (k réel donné). )

Ces fonctions apparaissent dans la modélisation de nombreux phénoménes continus, et
méritent une étude. Les résultats dégagés seront exploités dans le cours.

e Les fonctions racines n-iemes seront présentées A partir de la notion de réciproque d’une
bijection.

o La fonctionJogarithme népérien sera appréhendée selon deux approches complémentaires :
1'une numérique (calculatrice), I’ autre théorique, par le biais d’une équation fonctionnelle.

2. L'EQUATION « f’ = kf » (k REEL)

La séquence qui suit présente des situations variées faisant intervenir des fonctions dérivables
dont la dérivée est proportionnelle i la fonction :

f' = kf(ke R).

Séquence 1 Troissituations

@ Désintégration des noyaux radioactifs

Les noyaux. des atomes d’un corps radioactif se
désintegrent selon la loi suivante: si N(z) est le
nombre de noyaux présents  I'instant 1, pendant la
durée At, la variation AN(¢) du nombre de noyaux
est proportionnelle & Az et & N(¢). Les physiciens
écrivent ; ’

AN(t) = —kN()At (k> 0) .

En supposant que la fonction £ — N(¢) est dérivable,
expliquer pourquoi on peut écrire, pour tout £ :

N'(t) = —kN(@) .

1) Montrer que f ne s’annule pas (raisonner par
I’absurde).

2) Montrer que f(0) = 1 et que, pour tout x :
_ f(x)>0.
3)Onpose k = £’(0).
a) Soit a fixé, calculer la dérivée de la fonction :
x> fx+a)-f(a)f(x) .
b) En posant @ = 0, en déduire que :
S'x) = kf(x) .
® Courbes 3 Sous-tangente constante

Soit f e fonction

@ Un processus « sans mémoire » .
u dérivable sur R. Si Ia

On dit que Ja durée de vie de certains composants €lec-

80

troniques est sans vieillissement (ou sans mémoire) au
sens suivant : si () est la probabilité que la durée de
vie dépasse la durée 1, alors, pour tous fett” ;
Ja+r) = f(yx sy
(Cette égali.u’: seraexpliquée au chapitre 10))
Dfns la suite, on considére yne fonction f dérivable
sur R non nulle, vérifiang pour tous x et y ;

J(x+y) = f(x)xf(y) .

tangente en M 3 <gf

coupe (Ox) en T, on
Suppose qu'il existe up
réel k0 tel que, pour
towt M, TH = k7
(H étant le projeté ortho-
gonal de M syr (Ox)).

S

éj
H

Montrer que, pour tout x, f "(x) = %_f (x) -
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4 séquence précédente (exercice 2) a permis de dégager le résultat suivant :
« Si f est non nulle, dérivable sur R, et vérifie, pour tous réels x et y,
S(x+y) = f(x)f(p) ,alors £(0) = 1 et =kl
Dans ce qui suit, nous allons dégager des propriétés des fonctions [, dérivables sur R et
yénfiant

SO) =1 et f' =kf (k20).

S,_équg/n-(.(e 2 Propriétés des fonctions f (f(0) =1etf = kf) _

Soit f une fonction dérivable sur R et vérifiant ¢) pour tous réels x et a :

f0) =1let f"=kf (k+0). f(x+a) = f(x)f(a) (relation fonctionnelle).
1) Montrer que f"(0) = k.
2) Soit a un réel fixé. On considére la fonction 4) Unicité de la fonction

. On suppose ici qu'il existe deux fonctions f; et f5,
x> f(x+a)f(-x). 1 2
¢ I )/ (=) dérivables sur R et vérifiant :

f1(0) =£0) =1, fi’ = kfyet ;' = kfs.

a) Montrer que g est dérivable sur R et calculer g’(x) .
b) Calculer g(0). En déduire que, pour tous x et a

réels : a) Soit @ : x = f1(x) f,(~x) .

Sx+a)f(-x) = f(a) Q). Montrer que ¢ est dérivable sur R et calculer ¢’(x) .
3) Déduire de (1) les résultats suivants - b) En déduire que, pour toutx, @(x) = 1.
a) pour toutréel x, f(x)f(-x) =1 ;

¢) A I'aide du résultat de la question 3) a), conclure
b) f ne s’annule pas sur R ; que f, = f;.

Sila séquence 2 (question 3)) établit que les conditions f(0) = 1 et f’ = kf définissent
au maximum une fonction f;, rien ne nous assure I’existence d’une telle fonction !

Nous admettrons cette existence dans le cours ; cette existence ne surprend pas puisque la
méthode d’Euler nous a déja permis une construction approchée (voir chapitre 2,
exercice 135) de la courbe approchée de fdansle casot k = 1.

Voici les courbes correspondantes, obtenues a I’aide d’un grapheur, avec les pas respectifs
h=05,h=0,1,puis h = 0,01.

S

& =3 <f @ 1 2 3 -3 -2 -1 0 1
Fig. 1 Fig. 2

3
L

La fonction correspondante, associée & la valeur k = 1, est donc définie de manidre unique
par les conditions :
SOy =1 e [f'=[

Nous la nommerons fonction exponentielle.

3. Exponentielle, logarithme et fonctions associées 81
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3. FONCTION RACINE n-ieme___ ==

o Préliminaire : fonction réciproque d’une bijection
On désigne par ] et J des intervalles.

[ 1= J estune bijection signifie :
« Pour tout y de J, I'équation f'(x) = y aune unique
solution dans /. »

Onnote f~' I'application de J dans I, qui 4 y de J
associe LA solutionde f(x) = y

) s ~1(p) =
S =y équivaut 2 f70) = x
xel yeld

(f~1 estla bijection réciproque de f).

Dans un repere orthonormal, les courbes représenta-
tives de f et de f =1 (Fig.4) sont symétriques par
rapport a la droite A d'équation y = x. La symétrie
s 5 en effet, associe au point M(x, ) le point M”(y,x) .

Dans ce cas, a partir de propriétés connues de la courbe 6 (tangentes, asymptotes.. .), nous

pouvons obtenir des renseignements sur la courbe G- lels que : tangentes, asymptotes...
images des précédentes par s, .

Fig. 4

o Racine n-ieme d’un réel positif

Soit n un entier naturel non nul. Alors la fonction
« puissance n-iéme » : x —> x" réalise une bijection
de [0, +eo[ sur [0, +e=[.

Elle admet donc une fonction réciproque appelée
« fonction racine n-iéme » :

- =yt
{y = Wx signiﬁc{x 7

x=0

=

i - -
ou sont les touches de la calculatrice qui
permettent d’accéder aux fonctions « racine n-iéme ».

On remarquera que, d’aprés la définition, 1/x = x et

A = Jx.

Séquence 3 Familiarisation avec les calculs

Fig. 5

@ Simplifier I'écriture des nombres : I | ”
b) /- ot — ; o) (%a)" et Wam.
B, 3 ' 481, 4/0,0625, Ya
@zs te Comparer les puissances n-iémes.
125 [
91024, 3243, 3 27 (’I/(-:)". @ Comment peut-on écrire "4/%/a (a=0)?

© Simplifier I'écriture de :
@ Avec a>0 et b> 0, comparer; a) ¥ad xa ; b) Nva ;

a)’l/c;X‘L/i_)c[’.{/a_h; c):J (;5b>< abs (@a=0etbh=0)

82
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4. APPROCHES DE LA FONCTION LOGARITHME

La séguence qui Suitpropose de commencer par une exploration numcrique,
quence 4 La touche (] de la calculatrice

”]"‘“"""'-W".‘I" caleuler Inx pour plusicurs valeurs dex — 2) Comparer Inx ¢l I||(l) pour diverses valeurs de
(sans oublier lex valeurs 0, 1, des valeurs népatives, v = | j
comprises entre O et 1,,,), Que peut-on conjecturer ?
Conjecturer alors, pour la fonetion :

) 3) Trouver un réel x tel que
1) 'ensemble de délinition ; b i

oy a) Inx =200 ; -2

b) le sens de variation ; ) dnig 32000 | ) Mg K0,

¢) les solutions des inéquations : 4) Comparer In(ab) ¢t Ina + Inh pour diverses
Inx<0 ¢t Inxy>0,. valeurs de a > 0 et b > 0, Que peat-on conjecturer ?

Les propriciés conjecturées seront établies dans le cours ; la dernicre est la plus remarquable :
«pourtous réels >0 et h>0, In(ab) = Ina 4+ Inb »,

Nous proposons d'étudier, dans Ta séquence S, une propriété différenticlle des fonctions
dérivables vériliant une telle égalité,

_,équepc”e 5  L'équation fonctionnelle f(ab) = f(a) + f(b)
>

e
Soit f une fonction dérivable sur ]0, +ee| telle que,  b) En déduire que, pour tout ¢ >0 :
pour tous @ >0 ct h>0: . /_:m
[ (ab) = f(a)+[(]). : ua
¢)Onpose /(1) = k.
1) Montrer que /(1) = 0. En déduire que, pour tout x >0, f’(x) = j—z

2) Soit « >0 fix¢. On considere la fonction g, définic — 3) On suppose icique k = 1.

sur ]0, 4eo| par g(x) = [(ax)=/(x). a) Montrer que / est strictement croissante  sur
10, oo .

i dérivable s o Clablir
a) Montrer que g est dérivable sur 0, 4oo| ¢t ¢ . . -
> I b) Donner le signe de f'(x) en fonction de x.

I'égalité af " (ax) -f'(x) = 0.

a fonction In sera différente dans le cours (nous Iintroduirons a

ame si Ja présentation de | L différente cans fe COMS Vimsnduizans
M i le), les propriétés ici dégagces, établies de fagon différente,
1 . r

partir de Ja fonction exponenticl
seront reformulées.

Beqard sut ————————

|

|

| ' AN 2. g s .
| Le mathématicien écossais John Napicr (1550-1617) mit au point la premidre table de
... logarithmes en 1614,

aujourd’hui i désigner la fonction

Cest son nom, francisé en « Neper » qui nous sert

logarithme népérien (en abrégé In). John Napier

3 ['-x|1t1|wnlivllv, logarithme et fonctions associces 8
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1. La fonction exponentielle

1.1 GENERALITES D

THéOREME%éxisteune unique fonction f, dérivable sur R, telle que f* = f et
rotpnwoN 1 SO 51 .

& ) | I
/ * On la nomme fonction exponentielle ; elle sera no[ep exp. i : |
- e Iy = i -

Commentaires

L’existence est admise pour I'instant ; nous I’établirons au chapitre 4.

L’unicité a été démontrée (voir Avant-premiére, séquence 2,4)).

Dans une premiére approche, nous avons obtenu la courbe représentative de la fonction expo-
nentielle grice A la méthode d’Euler (voir figure 3, page 81).

Conséquences 1) exp(0) = 1.
pratiques 2) exp est dérivable sur R et exp’(x) = exp(x).
3) Signe : pour tout réel x, exp(x) > 0.

4) Sens de variation : 1a fonction exp est strictement croissante sur R.

««« Démonstration
* Les propriétés 1) et 2) découlent immédiatement du théoréme.

» Prouvons la propriété 3) : nous avons établi que la fonction exponenticlle ne s’annule pas
(Avant-premiére, séquence 2).
S’il existait a tel que exp(a) <0, alors, puisque exp(0) = 1 >0, la fonction s’annulerait
entre a et 0 (théoréme des valeurs intermédiaires).
C’est impossible. Donc, pour tout réel x, exp(x) > 0.

_+ La propriété 4) résulte de ce que exp’(x) = exp(x)>0.

1.2 LENOMBREE. . S

Notation ’ Nous posons e = exp(1).
Nous avons obtenu une valeur approchée de e au chapitre 2 (exercice 135) grice 4 I'égalité

n
' e = lim (l +1J , déduite de la méthode d’Euler
‘ "—r 4+ n i
La caleulatrice ") nous livre ;
e=2 718 281 828

(1) Sur Casio : =1 (0] ssur Texas 1189 : [2] [@] (1] 3]

84
_n
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1.3 PROPRIETES ALGEBRIQUES

COROLLAIRE

A = _ _ _
.EORE/)M tous réels aet b ; exp(a+b) = exp(a) % exp(b).

~ (Lafonction exponentielle transforme les sommes en produits.)

i Démonstration
__Elle a été effectuée dans Avant-premiére, séquence 2, 3).

* Pour tous réels a et b et pour tout entier relatif  :

S .— = EM . . Uk Y = 1. o
| RS exp(b) ’ €xpL-0) = exp(h)’
o cep(a) = (@], (1€ 2) ;o) = e (@, (n=1).

+++ Démonstration

| Pour tous a et b réels, on a, d’apres le théoreme 2 :

- *exp(a—b)xexp(b) = exp(a—b+b) = exp(a),d’ou le premier résultat ;

|« le deuxieme résultat se déduit du premieraveca = 0 ;

L. prouvons le troisieme : si # € N, un raisonnement par récurrence facile (laissé au lecteur)
permet d’établir que exp(na) = [exp(a)]”.

1 1

Sin<0,posons n” =—n.Alors exp(na) = exp(—n'a) = xp(a) = IO
a n

D’ou exp(na) = [exp(a)]” dans ce cas encore.

« Le dernier résultat provient de ce que [EXP(EH = exp (n%] = exp(a).

e EXEMPLE 1

Exprimer en fonction de ¢ les nombres exp(n) (ne Z) et cxp(%) ‘

exp(n) = exp(nx1) = [exp(1)]" = e" et expG): Jexp(1) = .Je.

|
|
Les deux derniers résultats du corollaire, avec @ = 1, donnent :

Voir exercices 1 47 J

1.4 1A NOTATIONe*

Nous avons obtenu, pour tout n € Z , larelation exp(n) = ¢” (exemple 1).

Nous poserons alors, par convention, exp(.x) = ¢* pour tout réel x.

La convention est I¢gitime puisqu’elle prolonge & tout réel x I'égalité obtenue sur les entiers.
De plus, les résultats du théoréme | et de son corollaire (nous laissons au lecteur le soin de les
reformuler), produisent des formules conformes & ['usage d'une notation puissance.

3. Exponentielle, logarithme et fonctions associées 85
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CConrs
1.5 PROPRIETES ASYMPTOTIQUES

ORtvE 3 R ¥ o
Cig - lim ef = 4o et lim ef = 0.Deplus, lim — = 4o,

L X=—= R b X

~+ Démonstration
* Prouvons que. pour tout x. e* = x.
La fonction ¢: x — e* — x estdérivable sur Ret @'(x) = e — 1.
Comme la fonction exp est croissante sur R et
e’ = 1.onendéduitque ©’(x) >0 sur]0. + [ - 0 5
el @'(x) <0 sur -, 0. Q -
Le tableau de variations s’en déduit (ci-contre).

Comme ¢ (0) = 0.ilenrésulte @(x) = 0 surR. P \
Linégalité e*>x et prouvée. Comme 0

Iim x = 4o alors lim X = + oo,

X — 4+ X — = 2=

X - 0a U

X > —x
* Lalimite de e* en - == se déduit du schéma de composition ci-contre :

(x
- ; .t . - s LY ~. ’
* Enfin, pour x >0, 0na c"'“] = 3 d'apres ce qui précede. Elevons au carré :

el

2 o 2
[cz:l =— soite’ =—,
4 4

On en déduit £

X A i s i 8
T 3-tequi conduit facilementa  lim = =

= 4 oo,

X+l
Interprétations

* La courbe Cevp ddmeten — e "axe (Ox) comme asymptote ;
seométriques

* clle admet en + e une branche parabolique de direction (0y).

1.6 COURBE REPRESENTATIVE

v
54 :
\(r\’
44
34
. 2 o8 [
Les propriétés précédentes (sens de
varaton,  lunites, branches nfinies) 7
penmettent le tracé de Corp iy, 6). /
On comparers ve yacé celu, ! /
approchié, de la figure 3, page ¥1. //
- Nous wons placé ey langentes aux *—-r___rii:r—-— ~
points dubscisses 0 1 | (voir I'exer- Yoos2 S g l 2
clee 28, page 99) pour cete demiére, Fig. 6
. il e ——
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2. La fonction logarithme népérien

2.1 PRESENTATION _

Nous avons établi que la fonction exponentielle est continue et strictement croissante de
Sy oo daps 10, + o[ I en résulte que pour tout y € 10, + o[, ’équation e* = y aune
unique solution (voir chapitre 2, théoreme 9). Autrement dit, la fon:

. : : ction exp est une bijec-
tion de ]~ oo, + oof dans J0, + oo (voir Avant-premiére, partie 3).

(DEFINITION 2>7 La fonction logarithme népérien est Ia bijection réciproque de la fonction exponen-
tielle. Elle est notée In.

S = Inx = @V
Ainsi : i équivauta 1* T ¢
X € ]0, +oof y réel
Conséquences | - La fonction logarithme n’est définie que pour x > 0 .
immeédiates
*Inl = 0, Ine = l,lné = —1,puisquee? = 1,el = eete! = e—l.

* Pour tout réel x : In(e*) = x ; pour tout x>0 : elnx = x.

2.2 REPRESENTATION GRAPHIQUE, LIMITES

La courbe représentative de la fonction logarithme se
déduit de celle de la fonction exp par la réflexion d’ axe
Ad’équation y = x (voir Avant-premiére, partie 3).

Nous en déduisons, par symétrie, que la courbe €,
admet en + o une branche parabolique de direction

(Ox) (Fig. 7).
Nous traduirons cela par :

. . Inx
lim Inx = +o et lim — = 0.
X +eoa X—=+0 X

De plus, €,,, admet en 0 ’asymptote (Oy).

D’oll lim Inx = —o=,
x—0

Enongons ces résultats asymptotiques dans le théoreme suivant.

THEOREME 4 / Inx

— limInx = —co, lim Inx = +ecet lim — = 0,

/ x—0 X =t X= 40 X

3. Exponentielle, logarithme et fonctions associées 87
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2 3 PROPRIETES ALGEBRIQUES —

" Le théoréme suivant rassemble les résultats.

-,Pou.i-'tﬂclyu{; _réél's'a eth strictemeht pusitifs et pour tout entier relatif n,ona:

B e ME 5 v .
THEORE e Inab = Ina + Inb (in transforme les produits en sommes) ;
/_‘ . e T . o
I - *ln;-; = Ina-1Inb et ln% = -Inb ;

o *Ina" = nlna et In'a = ;;lna (n entier, # = 1).

La démonstration utilise les propriétés analogues de I'exponenticlle ; elle sera proposée dans
Iexercice 27, page 99.

EXEMPLE 2

i, g
Exprimer en fonction de In2 et In3 les nombres A = In36 et B = In2.25.

*A = In(22x32) = In(22) + In(3%) = 2In2 + 2In3.

B = ln% = I9—In4 = In(32)-n(2?) = 2In3-2In2.

Voir exercices 20226 —

Etude | Puisque laréflexion s 4 (voir cours, partie 2.2) conserve le contact, il en résulte que la courbe
%), admet une tangente en tout point, donc la fonction In est dérivable sur 10, + oo[.

Soit x > 0 ; dérivons la fonction x — exp(Inx) = x.

1l vient In"(x) % exp’(Inx) = 1, soit, puisque exp” = exp :

In’(x) x exp(Inx) = 1, ouencore In’(x) xx = 1.
Enongons le résultat.

THEOREME 6

Conséquences | @D Sens de variation

; |
Pu = oa| 1 H i
isque s >0 sur]0, + o[, il en résulte que la fonction In est strictement croissante surit

@ Signe de Inx

*Inx = 0 équivautdx = 1
*Inx <0 équivautd 0 <x < | ;
¢ Inx >0 équivauta x> 1,

88
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3. La croissance comparée

3.1 COMPARAISON DE ¢, x" (pe N*) et Inx en +oo

Ve AL wi I
| Le vésultat suivant es( fondamental. 11 permet de retrouver tous les cas.

THEOREME 7 .+

. . Pourtout n# 1, lim !'-'—“ = 0ct lim ¢ = oo
Ei# X400 XM Xy bon XM :

— b

Ce résultat peut encore s énoncer :

L i . AL} " )
« A Pinfini, les puissances de x emportent sur le logarithme de x et I'exponenticlle de x
Pemporte sur toute puissance de x, »

<+« Démonstration
* Le premier résultat résulte immédiatement de

YA
ce que :
. nx
lim — = 0 (théoréme 4), 250
X=y4o0 X
* Pour le second, éerivons ¢
(5) " 200 -
er gV I

x" X " *
;’ 15() -

Le théoréme de composition des limites fournit

le résultat annoncé, compte tenu de ce que 100
: y
lim & = 4o,
b 50-

La figure 8 ci-contre illustre la croissance
comparée de e, x" et Inx, d’un point de vue

graphique. "
3.2 AUTRES RESULTATS
COROLLAIRET | & peg un polyndme, lim ff%l; s

(2 I'infini, I'exponentielle I'emporte sur tout polyndme).

COROLLAIRE 2 | | Ppourtout n= 1, limx"Inx = 0 et lim x"e* = 0,

x40 X =y = om

Ces résultats découlent du théoréme 7. 11s seront prouvés dans les exercices 48 et 49, page 100.

3. txponenticlle, logarithme et fonctions associées 89
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4. Puissance réelle de a (a> 0)

4.1 OTATION ab (a>0, b REEL) 8

(D EFINITION 3 Pour tout a > 0 et pour tout réel b, on pose :
ab = ebna (g gelit « a puissance b »).

* Cette définition est cohérente avec la définition usuelle des puissances entiéres: si n e 7,
a" et e"lna sont égaux puisqu’ils ont le méme logarithme, ce qui justifie I’extension.

* Nous venons de donner un sens & des expressions telles que 318 51-2 ou 2™, dont on
peut obtenir des valeurs approchées (calculatrices : touche [ ou [7]).
Mais la définition donnée de a® exige (logarithme oblige) que a > 0.

Commentaires

Re gles de calcul Pour tous réels a > 0, a” > 0 et quels que soient & et ¢ réels ;
q q
1

a’xa¢ = ab*c; ab== et (ab)° = abc;
a?

abxa’® = (aa’)® et In(a®) = blna.

«+« Démonstration : voir exercice 59, page 101.

Cas des racines n-iémes : pour tous @ >0 et n = 1, il est clair que les nombres %/z et a”

4 ; ; i1 P
ont le méme logarithme, a savoir: - Ina . On en déduit :
: n :

1
')'\/t_r=a".

4.2 _DERIVEE DE x — x“(¢ REEL)()

_:., .__;. - _4._ ...':.,._....I-_ '_5"""'-".‘__"' — — = LY -
= P o B 5 - ~ -

' 3
1L fonctum x> X (aréel ﬁm) est deﬂme et dénvable sur ]0 + oo[ = |
Sadénvéeestx»—a ax¢¥~1 / Sl S e

' THEOREME 8

-+« Démonstration
Puisque f(x) = x% = e@Inx fet dérivable sur 10, +eo[et 7 (x) = —-eﬂtlnr
X

Cela s’écritencore f'(x) = -Ofxxa = ax2-1
- .

EXEMPLE 3

Pour x> 0, déterminer la dérivée def: x — 2 /x.

[ 5

o 2 = i v = s 5
J(x) = x*xx? = x2, Donc f*(x) = .E'tz = .2.,\;-&

(7]

|

er erer: ices 57 i 61

(1) Ces fonctions, appelées « puissance ¢ », sont dés : :
o Sontdesormais hors programme, en i concerne leur étude gén
rale. Nous les chtoierons cependant dans certains problames - 5 ; ._I ¢ qui concerne Jour ¢tude §
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Conrs
5. Compléments sur les dérivées

5.1 NOUVEAUX RESULTATS

Les résultats concernant les dérivées de certaines composées sont rassemblés dans le tableau

suivant (ils résultent du théordme de dérivée d’une f onction composée).
fonction dérivées commentaires
Inn fﬁ sur tout inte U est déri
m § intervalle ol u est dérivable et u(x) >0
e u'e sur tout intervalle ot it est dérivable
ue on'u®-1 sur tout intervalle ol u est dérivable et 1(x) >0

@ EXEMPLE 4
Trouver la dérivée def: x r> e et g: x> (x24+ D)2+ 1,
festdérivable sur Ret f’(x) = cosxesine,

[ ] R

g(x) s'éerit (x2+1)2;  gestdérivable surRet :

1

#ix) = %xZ.r(.r2+ N2 = 3x/x2+1 .

" Voir exercices 67278 '

5.2 DEUX APPROXIMATIONS AFFINES EN 0

Pour une fonction fdérivable en 0, nous connaissons I’approximation :
P

S (x)=f(0) +/(0)x.

Appliquons-la aux fonctions f: x = In(1 +x) etexp; on retiendra :

A retenir Pour x voisinde 0, In(1 +x)=x et e¥X=1+x.

5.3 L'« EQUATION » f" = kf_ R

11 existe une unique fonction f dérivable sur R et vérifiant :
- ' = kfet f(0) = A (Afixé). Il s"agit de la fonction x — Aekx
/ : ' 7 /1] ] B4

THEOREME 9 -

.« Démonstration " -
e Existence : il est clair que la fonction x — Aek¥ vérifie les deux conditions.
1« Unicité : nous "avons établie lorsque A = | (Avant-premidre, séquence 2). La preuve est
identique avee A réel quelconque.

3. Exponentielle, logarithme et fonctions associces 91
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1. Etude de nouvelles fonctions

OBJECTIF -

I s’agit d’adapter les techniques usuelles d’études de fonctions aux
fonctions construites avec des exponentielles ou des logarithmes.

PROBLEME1

Etudier et représenter graphiquement la fonction :

Jeix—> ek (>0,

*Lafonction f est définie et dérivable sur R, et elle est manifestement
paire. Nous 1"étudierons sur [0, +oof .
* Calculons sa dérivée :

S (x) = —2kxek?,
Il est clair que f;’(x)<0 lorsque x>0, donc la fonction fi est
décroissante sur [0, +oof .
De plus, sans difficulté : x [0 + 00

lim e-%* = (. 4
X 4o fk

i onsignés dans le 1 :
Ces renseignements sont consignés o \50
tableau ci-contre,

* Nous avons représenté ci-dessous sur la figure 9 quelques-unes des
courbes €, représentant la fonction f; pour différentes valeurs de k

(k=05;1;2;3).

“ PREMIER CONTACT

Courbes de Gauss
Les courbes ci-contre sont d’un
emploi courant en probabilités et
statistiques(") — notamment la courbe

x2

Cos» d’équation y=-¢ 2 dont
I'allure

«en cloche» est bien
connue des utilisateurs. -

Fig. 9

. v : choist de {
(1) C’est la raison pour laquelle nous avons choisi de pré

senter ces Fanctions ici, bien que "
leur étude n'introduise aucune nouveauté technique,

92
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~ PROBLEME 2
; e .
~ Comparer les entiers n"+ et (n+1)", ol 1 est un entier naturel,
- @ idée
- La manipulation des puissances appelle des logarithmes : I'inégalité
pnt 1> (n+ 1)", par exemple, équivaut a (n + DInn>nin(n+1),
Inn 5 In(n+1)

it encore —
gl € n n+1

D'oil I'idée d’étudier le sens de variation def: x— 113 sur [1, +oof ,
X

Justifications

* Ina” = nina ;

* la fonction In est strictement crois-
sante.

/Cﬂfcu.’s auxiliaires

a

- @ Solution rédigée

; Inx = ’ 1-Inx « f() = Inl _,.
i x — — et dérivable sur [1, +eo[ et f'(x) = P J( 1 0;
L‘esens de va'rialion de f s’en déduit T N X = s f(e) = e _ 1 :
aisément (voir tableau ci-contre). ; s €
+ 0 - S
f ‘ ¢ lim L] = 0 (théoreme 4).

o

1 X —+o0 X
.f 0/E =

Conclusion : f étant décroissante sur [e, +e<[, on a, pour n =3,
Inn S In(n+1)
n n+1

Il reste a traiter a part les cas n =
théorie, 12 < 21 et 23 <32,

- BIEN NOTER

.Donc,pour n =3, n"+1> (n+1)". Quelle étude ?

Nul besoin de représenter graphi-
quement la fonction f. Seules les
propriétés utiles a notre probléme
sont ici étudiées.

1 et m = 2 ; on a, sans besoin de

Dans La fouléc

@ Une famille d’exponenticlles 3) Etudier les variations de fsur 12, 4oo].

1) Etudier la fonction g, : x ~—> e~ ** (k est un réel

L

donné, k>0).

2) Représenter sur un méme dessin les courbes repré-
sentatives C, de g pour k = 0,5; k=1;
k=2etk=3.

3) Pour apprécier la rapidité de la décroissance des
fonctions &, ‘et f; (voir probleme 1), résoudre f}es
inéquations :.a) g, (x) < 10-6;b) f;(x) < 105,

12, +oo| _ £,
1) Etudier les limites de f en 2 eten’ oo

2) Montrer que la courbe € ' admet e'r;'-'-i-:lc-q' une asymp-

4) Représenter graphiquement C et A.

© Un probléme de minimum

Probléme : on veut trouver (s’il existe) le point de la
courbe représentative de la fonction logarithme qui est
le plus prés de I'origine (en repére orthonormal).

1) Erudier les variations de g: x—>x2+Inx sur
10, +eof.

: : e B RS e o Montrer que g s’annule pour un unique réel
T P o~ r P q cel o et
‘ ® La [nuc_}muj-_.I‘.\__I'-? X 1 + 1“". ve, Kol

préciser le signe de g.

2) En déduire le sens de variation de la fonction
fix = x2+ (Inx)? sur 10, +oof.

3) Résoudre alors le probleme posé.

toté oblique'A, et positionner Cy par r;i{)pon AA.

3. Exponentielle, logarithme et fonctions associées 93
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2. Fonction logarithme
décimal

OBJECTIF

Presenter Ta fonction logarithme décimal et se familiariser avee son
emploi en Mathématiques et dans les Sciences appliqudes.

PROBLEME

Lafonction logarithme décimal (notée log) est définie pour x > 0 par :

Inx
gy = ——-

Inio’
D Caleuler log (10™) pour n entier relatif,

2) Etudier les variations de Ia fonction log ¢t la représenter graphi-
quement,

3) Soit N un entier (N == 1), Montrer que le nombre de chiffres dans
Pecriture décimale de N est 1+ F( logN) (olt E(x) est la partie
entiere du réel x),

4) Application : avee combien de chiffres s'éerit 2 0022 003 ?

@ Calcul de log (107) (n e 7)

In(10") _ nin10 _ "
10~ 1o ~ "

Nous notons en particulier que log 1 = log 100 = ( et logl0 = 1.

log(107) =

@ Ltude de la foncetion
* Un point de départ

Il faut bien noter que logx est de la forme logx = kxInx avec
]

k= 0 > 0. Tout en découle,

* Variations, limites, courbe représentative

Compte tenu de la remarque précédente, Ia [ onction log
tions et les mémes limites que la fonction In.

Nous I'avons représentée ci-dessous (Fig, 10).

ales mémes varig.

( N

Iig, 10

94

- PROPRIETES ALGEBRIQUES j

En fait log vérifie la méme égalité
fonctionnelle que In :

log(ab) = loga +logh,
et possede donc les mémes
propriétés algébriques.

Noter que

1

l
log/(x) &= om s
. 10 x
C¢ qui permet de placer [ tangente au

point A(1, 0,

.
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© Nombre de chiffres dans I’écriture décimale

1l

eatnie

Compt

_ Tout entier N est compris entre deux puissances de 10 successives : il

peN telque 10P < N< 10P+! .

~ dans ce cas, p + 1 est le nombre de chiffres.

» Solution

Soit p I'unique entier tel que 107 < N< 107+ ! ; alors ;

log(107) =< logN < log(107*1) (log est croissante) ;

onentire p < log N<p+ 1 (question 1)).
Donc E(logN) = p.

Le nombre de chiffres est donc p + 1, soit 1+ E(logN).

O Application

log(2 0022 903) = 2 003log2 002 =6 612,83... (calculatrice).

¢ tenu de ce que la valeur de log est trés simple sur les puissances de
Six (o stion 1)). mettons-les au premier plan.

685 exemples & ’appui : \

* N = 847
102 < 847 < 103.
N s’écrit avec trois chiffres ;
* N = 13 522 (cinq chiffres)
\ 104 <N<10°.

i

': INFO

Logarithme de base a

Inx

*On pose log, (x) = g pour

a>0.

* Ainsi In = log, (base e) et
log = log,y (base 10).

e log _ vérifie les mémes propriétés
a

Conclusion : 2 0022 993 g*écrit en base dix avec 6 613 chiffres.

algébriques que In.

Dans la l:fmte’e

© Grands nombres premiers

Le plus grand nombre premier connu en 1999 était
N = 26972593 _ 1  (découvert par Hajratwala,

Woltman et Kurowski).
Avec combien de chiffres s’écrit-il en base dix ?

© En sismologie

La magnitude d’un séisme d’intensité / est mesurée sur
I’échelle de Richter par :

1
M = k)g( ‘T } ;
0
oil /;, est une intensité de référence.

1) Placer sur I’échelle de Ri(jht{_:'r les séismes suivants ;
a) iles Macquaric (1989), / = | 995 x 1081, ;
b) Californie (1992), /.= 3,16 x 1071 ;

¢) Indonésie, iles Flores (1993), / = (1.3 X 1001,,.

3. Exponentielle, logarithme et fonctions associées

2) L’énergie E (en joules) libérée au foyer du séisme est
liée & la magnitude par la relation :

logE = a+ bM,
a et b étant des constantes.

Calculer a et b sachant qu’un séisme de magnitude 8
met en jeu environ 30 000 fois plus d’énergie qu'un
séisme de magnitude 5, lui-méme libérant une énergie
de 0,2 - 1020 joules.
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3. Etude de nouvelles suites

OBJECTIF

Les fonctions introduites dans ce chapitre permettent I'étude
de nouvelles suites. Nous allong illustrer cet aspect.

PROBLEME

no
On pose, pour n > 1, u, = [1 + 1) - Etudier la limite éventuelle de
n

(#,).(On pourra poser Vo = Inu,.)
@ Quelles idées ?

Suivre I'indication v, = Inu, = nln(l + l) n’apporterarien sil’onen
n

reste la (présence d’une forme du type « 0 X (+9) »).

11 faut songer (cn posant x = l) que v, s’écrit El(IT'+'JE—),c:ﬁ- qui est
n

le taux d’accroissement de la fonction In au

paint 1. (Ce taux a pour limite
In’(1) = 1 en0)

A RETENIR
© sol Deux taux d’accroissement
olution rédigée

Reconnaitre les deux taux suivants
1 In(1+x)—1Inl fournit deux limites classiques :
v, secntv, = E(}—J, avec f(x) = ———— _~ * taux de In au point | -

. In(1+x) 7
. P . . P m-—— = = %
Comme lim i = 0 et lim#(x) = 1 (voir plus haut), il en résulte }_,,, x In’l =1
n—s+oo N x=0
i *laux de expen 0 ;
que: lim v, =1,
n— 4o R
. . o lim = exp’(0) = 1.
* Puisque v, = Inu,, on a, inversement, u, = e, Py
Nous en déduisons facilement : lim u, = el = ¢,
N —3 +oa
(a foulé
aAns LA fonlee
v
@ Encore un taux d’accroissement @ Avee des racines n-iemes
.oer—1 On considere Jes uatre suites oénéral
1) Que vaut lim - ? _ q tes de terme gé
[ |
x =) an - L/ﬁ, f)” = H}'"_'_ 10, ¢, = (I{}n‘]‘/;:‘ et
2)En dédullrc la limite de Ja suite de terme général d, = 1fpi
u, = ﬂ(e”" l)- . Montrer que Jes quatr

€ suites ont la méme limite.
—_—
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Exponentielle : définition, propriétés

«1 Exprimer en fonction du nombre e chacun des nombres :

exp(2,8)
exp(0,8)

etC = exp[,ﬁ—S)xcxp(Z—,ﬁ).

A =cexp(-4),B =

«2 Simplifier chacune des expressions :
a) Jexe?; byel?xe; o edfe;

«3 Simplifier chacune des expressions :

a) (eX+e*)2—(eX-e™)2 ;b) e2 + e 2 (e*—e*)2.

=

@ Montrer que la fonction f;

@ On pose, pour tout x, f(x) = g .
l+e™
1) Vérifier 'égalité f(—x) = 6 —f(x).

2) En déduire que la courbe représentative de f admet le point
£2(0, 3) comme centre de symétrie.

r’fﬁ Soit u,
v, = e
Montrer que la suite (v,,) est géométrique et préciser sa raison.

une suite arithmétique de raison r. On pose

<7 Montrer que chacune des suites ci-aprés est géométrique, et
préciser sa raison.

Du, =e"; b)u, = Je";
eln+3)?
O, = 03 Dy = Gy

Dans les exercices 8 i 13, résoudre équation ou P'inéquation
proposée.

@8 a) exp(x) = 2 b) exp(x) < e2.
@ a)e>'=1;
@l ae**<0;

@l aet-r=c:

b)e3*-1=1.
b) (e*-e*)? = 0.

b)e-*<e,.

a2 a)(x+3)e'-*‘*'-;‘=0:h}§‘;>0-

=10 y 'J) e3-xxe2:-1 = [35+x]2.

a3 a)

98

;o(icﬂtian.s

Limites, courbe représentative

<14 Déterminer la ]i‘mite en + oo des fonctions f, g et h:

3 x
a)f (x) = eX+e™ ;b)g(x) T :¢) h(x) L%r'

@15 Ftudier la limite éventuelle en + oo de fetg:
X

eX4+x
. 2. L ; .
s b)g:x 3-2e*

x+3

DEE i1

@6 Déterminer la limite éventuelle en 0 de chacune de;
fonctions :

e*—1
a) x — =

3
T et

«17 1dentifier, parmi les courbes 6, , €,, 65, €, ci-des
sous, les courbes représentatives des fonctions :

x
o fycxes 285 'fz:xHI—%:
¢ R EeseT; s s xrrer—L.,

<18 Soit ¢ la courbe représentative de la fonction exponen-

tielle. Montrer que la tangente & € au point d’abscisse 1 passe
par I'origine du repére.

«19 Dela Terre 2 la Lune

Sil'on devait représenter graphiquement la fonction exponen-
tielle (dans un repire orthonormal, unité 1 ¢m) sur I'intervalle
[0, 25, montrer que la hauteur de la bande de papier depassemll
la distance Terre-Lune (385 000 km) !

La croissance exgonentielle

Hyper-rapide, elle est illustrée par |'exercice pl'é‘-‘édc'“' g
On I"évoque  propos de I croissance sans frein de cerainéS
populations, Rendez-vous au chapitre 5.

e — e ——
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"'-l_ogarithme : définition, propriétés
algébriques .

ﬂo Déterminer I'ensemble de définition de chacune des
fonctions ;

a)f: x> In(1-3x) ; b)f:x > In(x2-1) ;
Ofix—= In(x+ 1)+ In(x=1) 1 d)f: x — In(1 =e¥).

dl Exprimer, en fonction de In2 seulement, les nombres :
a)In32; D)Ind4 096 ; ¢ ln(é) v d) In0,0625.

@22 Exprimer, en fonction de @ = In2 et b = In5, les

nombres :

a) ln% v b) In625 ; ) In(10%) ; d) In0,08 :
1 2 98 99

e) ll'l§+ 1113 P ]n§§+ lnm

@23 Simplifier les expressions :

) In(e3) ; b) In./e + In: ;
) exp(In(3 + J/2)) ; d) In(e3./e).
@24 Méme exercice avec :

a) e-ln3 8 c) elni—lnz :

b) exp [—ln

i
d) ln(e]—m) : e) exp(Sin2).

@25 Laliste suivante comporte un intrus. Le débusquer.

A = InJe3+enB ;B = In(4e) ;
eln3—In2
C = exp(-2In2) ; D = ch3+in2’

@26 Démontrer que les fonctions suivantes sont impaires :

a) f définie sur ]-3, 3[ par f(x) = l"[g +i)

In(x+/x2+1).

Piste Pour g, penser a lexpression conjuguée.

b) g définie sur R par g(x) =

«27 Démontrer le théoréme 5 du cours.

Avec la représentation graphique

28 Soit A(a, Ina) un pointde G, .

1) Donner une équation de la tangente en A d €,

2) Montrer que cette tangente passe par I'origine du repére, si et

seulementsi, a = e.

3. Lxponentielle,

Deux applications

«29 Datation au carbone 14

Les archéologues et les paléontologues datent les objets
découverts contenant du carbone (restes d’étres vivants : os,
fossiles, ...) en mesurant la proportion de I'un de ses isotopes,
le carbone 14, encore présent dans I'objet.

En effet, 2 la mort d’un étre vivant, le carbone 14 présent dans
son organisme se désintégre au fil des années, de sorte que, si p

est la proportion de C,, restante au bout de N années, alors
N = -8310 Inp.

1) Le squelette d'un « Homme de Cro-Magnon » contient 5 %
du carbone 14 initial. Quel Age a-t-il ?

2) Lucy est la forme la plus ancienne d’Hominidé connu ; les
spécialistes lui donnent 4,4 millions d’années.

A-t-on pu raisonnablement dater les fragments trouvés i I"aide
du carbone 14 ?

3) Découverte dans un glacier en 1991, la momie Hibernatus
contenait 52,8 % (a 1 % prés) du carbone 14 initial.
Donner un encadrement de 1'age d’Hibernatus.

30 Radioactivité

La loi d’évolution d’un corps radioactif est donnée par la
formule N, = Nye~®!, a étant une constante positive et N, le
nombre d’atomes contenus dans un échantillon de ce corps au
temps £.

1) Représenter graphiquement la fonction 7 — N, .

2) On désigne par T le temps au bout duquel N = %ND.

Exprimer a en fonction de 7. Comparer N, , » 4 N, .
T est appelé « demi-vie » ou « période » du corps radioactif.

3) Au bout de combien de temps 1 g de radium perdra-t-il une
masse de 1 mg (la période du radium étant de 1 622 ans) ?
(La masse est proportionnelle au nombre d’atomes.)

Deny ¢ efaan.v,, Erois ﬂoﬁet

1898 : Pierre Curie et Marie - :
Sklodowska, son épouse,
découvrent le poloniumet le
radium dont ils étudient la
radioactivité ; ils obtiennent [
le Nobel de Physique en S
1903. .
1910 : Marie Curie isole le
radium avec A, Debierne; §
elle obtient le Nobel de
Chimie en 1911,
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£ otione inéquati ¢ Limites, croissance comparée |
Equations, inéquations, systemes Limites, el |

a limite de I’écart e
Le pour et (e contre 45 Lah . 5
Soit € et € les courbes représentatives des f““ﬂinn-

« La moindre chose contient un peu d'inconnu. Trouvons- x> In(x+1) etx > Inx. P
le. » Guy de Maupassant _ -

« Je suis I'équation triste au bras d’une inconnue, » ... Ny . | 5

Léo Ferré g

" 4 A la

Dans les exercices 31 a 43, résoudre I'équation, linéquation

ou le systeme proposé, apres avoir déterminé ensemble de : ~F e
définition des expressions en présence. to=l * | B I
3] aylnx=3,; b) In(3x-1) = 5 ; i
: = €
Inx+ In(x=7) = In2. ’ -
S)lnz+lole=1) Quelle est la limite éventuelle de « I'écart » AB lorsque x ten !
32 a)e*=-2; b)3e*=¢*; e.eSx-3=1, YOI  d
limites, si elles existent, des fonctions sy
33 a)e2-Tr=10; 8, e B o 46 Calculer les , [
) eF=3)(s*=4) =0, vantes en ( et en + o, {

34 a)In(x+1)+In(x+3) = In(x+7) ; a) x> 1+ (Inx)? ; thH'i‘EJE; c)xHx_mx,; 1
b) In(x2+4x+3) = In(x+7). * e
1-3 ; : a

35 ael =12 b) el +ix<In2. ‘47 1) Déterminer les limites de la fonctionf: x > Il:j+i

36 e*—14e*+33 = 0. (Poser X = e* b aux bornes de son ensemble de définition (quatre calculs). P
2) En déduire que C, admet deux asymptotes.

37 > = 5ex+24. (Poser X = e*.) 4

<48 Une preuve

Le but de cet exercice est de démontrer le corollaire 1 du
théoréme 7.
<39 a Se* - = 2 4 b) In(e2*—2e*+1) = 3. Pour cela, on pose, pour n = 1 :

3-10e P(x) = a,x"+a, x"" '+ .. +a,x+ay (a,+0).

38 ex—7+6e*=0. (PoserX = e*))

<40 a) (Inx)2-4Inx-77 = 0 ; ) ) xhn+l ax
Déterminer lim ~———.Endéduire lim ——.

b) e¥*—4e2*-77 = 0. (Poser X = ...) x> e [P(x)] x—+ e [P(x)|
49 Une autre preuve

Xay = ,
_ e'e 10 Démontrer le corollaire 2 du théoréme 7.
41 a e L5
5 <50 Déterminer les limites éventuelles des fonctions suivan-
tes en 0 et en + oo,
ef—2e” = -5
b . . (Poser X = e*, ¥ = ¢, Inx
){38"4-8)': 13 : ) a}x'_’ﬁ; b) x — JxInx ; ) x = xIn(Jx).

@2 > +12¢2-61c*+48=0. (Poser X = c* et S1 Déterminer les limites éventuelles des fonctions suivan-
factoriser, aprés avoir remarqué une racine évidente.) 1es en + oo et — oo,

H)XH)(ZC—:; b) x — (1 -3x2)e~ ; c)rH______.M
@3 a)e”-=1; b)e2x-3ert!+2e7+2 =0, % B

'S2 Méme exercice avec :
«44 Déterminer Je plus petit enticr n vérifiant ;

H 2.
a) 1,00017> 10'% ; b) 0,999 < 10-100, ) x> xe¥-x?; b) x > —s.
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@53 Démontrer les deux résultats suivants :

(I;A) = Oetlim (%xInx) = 0.

Pourtoutnn = 1, lim
X =>4 o0

Dans les exercices 54 a 56, déterminer les limites demandées

en remarquant que chaque fonction s’exprime a Paide d’un
taux d’accroissemnent.

@54 Deux limites de base

) 2
@6 b B0 o g B L

x—=0 X x—=0 X

Puissances — Racines n-iemes

@57 Soitxun réel strictement positif. Mettre sous la forme x&
les nombres suivants

il i 3

e Ry

@58 Sans calculatrice,
suivants :

3
12/10-12 ; 3243 ; 42 ;

simplifier chacun des nombres

IhJ

4
83 ;273 et 6250.75,

@59 Démontrer les régles de calcul sur les puissances (voir
cours, page 90).

Dans les exercices 60 et 61, mettre f(x) sous la forme
« x% » et calculer f'(x).

@0 a) f(x) = ¥x;
o) f(x) = x2x3x.

b) f(x) = xax ;

f N

61 a)f(x)———— b) f(x) = C)f(x)"—

Dans les exercices 62 a 66, résoudre I’équation proposée.

62 a)10% =3 b) 10~ = 2.
63 a)5% = 15625 ; b) 0,5%+3 = e.
64 a)2x+3 = 3x+2; b) 5/x = 2x.

65 a)3* = 4+, h) 2002% = 2003,

66 2)45—12x27-45 = 0; by 2+~ +22-% = 3,

‘?)Este Poser X = 27*,

&l

<78 a) f(x) = In(e*-3) ;

Avec les dérivées

Dans les exercices 67 a 78, préciser sur quel intervalle (ou
réunion d’intervalles) la fonction est dérivable, et calculer sa
dérivée.

@67 a) f(x) = In(B3x+2); b) f(x) = In(x2-1).
@68 ) /() = 3(hx)?; b) f(x) = In(inx).
@09 a) f(x) = xlnx—x; b) f(x) = In( +i)
<70 a) f(x) = &5, b) f(x) =

<71 a) f(x) = coosx b) f(x) = ex*+3x,
72 a) f(x) = b) f(x) = —

@3 a) f(x) = 55 b) f(x) = x*.

4 @) @) = e ) S = S ; :

147
-

15 a) f(x) = b) /(x) = (x2+ 1)02.

76 a) f(x) = ¥x2+x+1:b) f(x) = 1

et + 1

a) f(x)=Cx+2)3x+2

1
b) f(x) = —MM —.
(x2+ DJx2+1

b) f(x) = e-2¢™.

<79 En utilisant les approximations affines In(1 + x) =x et

e*= | +x, pour x voisin de 0, donner, sans calculatrice, une
valeur approchée des nombres suivants :

=Inl,003; B=¢e%! C=1l19-In2 et
D = e~003 4 ¢0.04, |

Les exercices 80 a 82 font intervenir la « dérivée n-ieme »
d’une fonction, c’est-a-dire la dérivée de la dérivée de .
dérivée (n fois). On la note f(m,

..desa

«80 Calculer la dérivée n-itme de la fonction x —> g3v

«81 Soit f: x — xe*. Montrer par récurrence que la dérivée
n-ieme de fest la fonction x — (v + nyev,

«82 Onpose f(x) = e¥cosy.

Exprimer /D(x) en fonction de LY.

3. Exponentielle, logarithme et fonctions associces 101
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L'équation f” = kf

e,

I ¢ude de telles «équations » - appelées « équations
€ e £ .

différenticlles » — sera poursuivie ef complétée au chapitre 5,
Les exercices suivants utilisent le seul théoréme 9 du cours.

83 Dans chaque cas, donner une expression de ()
( f éant une fonction dérivable sur R) en fonction de x et d’une
constante arbitraire.

31 bl s B

-0 ) 2f+3f" = 0.

1

a [’
o f

84 Une fonction f, solution de 'équation f* = kf, est re-
présentée ci-dessous.

0l 4 x
Exprimer f(x) en fonction de x.

85 Dans chaque cas, expliciter f(x) :
) [ +2f =0, £(0) = 7;b) f' -5/ = 0, £(0) = 60.

86 Méme exercice avec -

3 = 0,003, £(5)= 8;b) f* = ~0,2f, £(10)= 3.

@87 La premitre loi de Kirchhoff
Dans un circuit électrique comprenant une résistance r et une
bobine d'inductance L, on montre que si u est la tension aux
bornes de la bobine, celle-ci est parcourue par un courant i(f)

vérifiant : ri(f) + Lg—i = u (testle temps).

Sia t = 0 on coupe la tension, exprimer i(¢) en fonction de
t,r,Let i(0).

88 Croissance végétale

Au début de la croissance de certaines especes végétales (telles
que Je colon, le mais, ...), on estime que le poids de la plante
varie proportionnellement 4 lui-méme. Pour une espéce donnée
de coton, le poids P (en g par jour) varie en fonction de ¢ (en
Jour) selon I'équation P*(¢) = 0,18P(¢).

Sachant que P(1) = 2, caleuler P(30),

102

05 Au point C d’abscisse ~1, la courbe

<100 Déterminer 14 fonet

Breves de cours

—

.|

<89 Quelle est la dérivée de chacune des fonctions -

x—e' x— Inx ;.x'H{/.;'?

9() Résoudre les équations :

a)el-3x =2 b) In(1-3x) = 2,

<91 Etudier les limites en + oo eten—oo de:

120
54 7¢-3x

fix—

92 Calculerla dérivée de la fonction de I'exercice précéden,

<93 Soitf: x> In(x2-x).

Déterminer I'ensemble de définition de f et étudier les limite,
de faux bornes de cet ensemble.

Les exercices 94 a 97 sont relatifs a la courbe suivante, reprs.
sentation graphique d’une fonction f: x — (ax + b)ecx,

1,6 1 —|

1,44
24

<94 La courbe passe par les points A(-2, 0) et B0, 1).

Calculer g et b.

admet une tangente
parallele & (Ox) . Calculer ¢,

<96 Montrer que (Ox) est asymptote a Ia courbe en + oo,

<97 Déterminer les points d'intersection de la courbe avec la

droite d’équation y = x + 2

98 Etudier la limite en — oo cten+oodef: x s x2e3-%,

<99 Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

a)-‘f'-)x:i.\/;‘ s
b}x'-'-) ul—-'_’u\'! .

1

c) x — In(5x2 +Xx) ;

s L
eV 4]

,, ion f, dérivable sur R, et vérifiant
J" = 0021 et £(0) = 30 000
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[ Lafonction [ x !x+2+ln(xL1J
2 x+1

inet 'ensemble de définition de f et éwdier les
aux bornes de cet ensemble (quatre caleuls),

",Hﬂmrcr que la courbe '€, admeten 4= ¢t — = une asymp-
A ~ tote oblique A et préciser la position de "€, par rapponta A.
~ 4) Construire et A unité ;] ¢m).

&) Montrer que le point £2(0, 2) est centre de symétrie de (7%

Bi-

 2) Ludier, lorsque x tend vers = o les limites de [ (x) etde

/() Imerpréter péométriquement.
= X '

3) Culculer f “(x) et dresser le tableau de variations de f.

4) Tracer la courbe ’(.,.
(On préciseri la tangente au point d'abscisse ()

X

i ' . t N l -
~ <403 Lafonction f: x v -y et sa réciproque

1) Laude de f

a) Montrer que [ est définie sur B et quielle est ynpaire.

b) Faudier Lo himite de f en ~ o, Ln déduire hm f(x).

A =& v

¢ Faudier les vanations de f et dresser le tableauw de variatons,

2) Ltude de sa réciprogue

#) Montrer que f réahise une bijection de F osur J-4 1.

by Soit ye |1, 1], 8y = f (x), exprimer 1 en fonction
de v Exphiciter alors la fonction réciprogue y e f

) Donner le tableau de variations de .

S Courbey représentatives

Tracer Jes courbes e '(..g dans le méme repere, en piécivant
s tangentes en (0, 0)

«b04  Les fonctions « puissance o »

On pose. pour x > 0 et «f réel. [, fx) = x* = e”In,

1) Quedirede [, (x) lorsque ¢ = 0 ?lorsque o = 1 7

Dans la suite, en suppose que ¢ {0, 1}.

2) Faudier les limites de f,, enOcten +=, en distinguant Jes
deuxcas:a) x>0 ; h)y = 10).

3)On suppose que a < 0

Dresser le tableau de variations de f,, et tracer sa courbe repré-
sentative € danslescas: v = -2, ¢ = -1, ¢ = =05
aua=-01,

4) On suppose que o> )

4) On prolonge f,, enOenposant f, (0) = 0.

Montrer qu'ainsi f,, est continue en ().

b) Etudier Ta dérivabilité en 0 de la fonction ainsi prolongée
(distinguer lescas 2> 1 et O <z 1),

¢) Ftudier  lim

h b

en distinguant deux cas.

Interpréter les résultats,

d) Tracer les courbes €, 5, €, 5, €5 et € ¢ sur le méme
graphique.

Les exercices 105 et 106 étudient des fonctions qui intervien-

nent en probabilités : ce sont les densités de luis continues
(voir le chapitre 10).

@l05 Laloi de Gumbel

Cette loi permet de modéliser des valeurs extrémes de phéno-

menes (crue maximale d'une riviere pendant une période

donnée, etc.). Elle est décrite par la fonction £, définie sur B par :
Fix) = e-4me",

Etudier L fonction fselon le plan suivant :

1) Calcul des limites en 45 eten oo,

2) Calcul de f“(x) et sens de vaniation,

3) Courbe représentative.

406 Une loi « gamma »
La foncuon suivante penmet de modéliser des phénomenes aléa-

torres se produisant en moyenne ol fois par unité de temps

(lon @ gumma trols ») . f(x) = %!:&' . (x>0,

Caudier La tonction fsur [0, +e|
1) Limite en ves
2) Dénivée el sens de vanation

3) Courbe représemtanve.

A i l]jltlll'lllll‘“l' laparithme ot tonc Hons assogiees 103
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<107 Une fonction logistique

On appelle ainsi une fonction du type ;

Yy

I‘IH I +c{l-—"n'.

ol X . a et bsont des réels positifs donngs,
. 0 - : ] i .
Nous proposons d*étudier la fonction f définie sur R par:

wx . 10
T & =

1) Etudier les limites de fen—eo gten 4o,
2) Caleuler f(r) : en déduire e sens de variation de e

3) Tracer la courbe représentative de f.

4) Montrer que cette courbe admet le point 2(4.5) comme

centre de symétrie,

5) Vérifier que f satisfait A la relation « P = %f( 10-£).

Des ajv)vdimt?on.s

Clest en 1836 que Pierre Verhulst introduit les fonctions
logistiques pour affiner le modele exponentiel de Malthus
décrivant I'évolution d'une population : aprés une phase
exponentielle au début, la courbe ¢ infléchit (au point
d'inflexion, justement !) et se rapproche d'un « plafond ».

En Economie, ces fonctions modélisent aussi la demande

d'un certain produit (voir aussi le chapitre 5).

@08 En radiothérapie

Dans le traitement des tumeurs par irradiation, la proportion
S (x) de cellules cancéreuses résistant au traitement est fonc-
tion de la dose x d’exposition aux rayons. Lorsque chaque
cellule présente deux points d’attaque, ou « cibles », cette fonc-
tion peut étre décrite par: f(x) = 1-(1-e*)2 o kest

la taille moyenne d'une cellule (k>0).

1) Ewdier Ia fonction f selon le plan suivant -
a) valeurde f(0) et limite de fen +oo :
b) calcul de f“(x) et sens de variation ;

¢) courbe représentative € dans le cas & = | .

2) Soit A le point de la courbe d’abscisse %In 2

a) Préciser I'ordonnée de A et déterminer une €quation de la

tangente T4 € en A, sous la forme y = g(x).
Dens 1z suite, on étudie les positions relatives de € ety

b) On pose 9 (x) = f(x)-g(x).
Calculer @’(x), puis rp'(%]nZ).

c) Etudier le sens de variation de @” sur [(), +oo] ,
En déduire le signe de ¢’ .

d) Etudier alors le sens de variution de @, puis le signe de ¢,

En déduire que € traverse sa tangente T au point A,

104

109 Fonctions x — a* et.x = log,x (a 0)

. 3 ast o réed
1) Montrer que I fonction x = a* (a>0) estla Eciproqug

oneti ‘finie > () par log x =
de la fonction log,, définie pour x I i l

_ Inzi.
L
na

(C'est pour celle raison que v = d v estappelée I'ugct:un X
I. ‘ ction logarithme de base .
nentielle de base a ¢t log,, fonction log: )

g aphiquement dans un méme replre les fonctiong .
2) Représenter graphiquement dans L I

a) log et x = 10

) Ingl clyr—
3

2_'\“

@b10 La fonction de Gompertz

La fonction f est définic sur [0, +eof par:

L(0) = Acke™ ol A, B, k sont des constantes avee A4 >0,

B#0 et k=0,

1) Caleuler f(0) et étudier ‘.]_i’ll;lmf(f) (discuter selon le

signe de k et B).

2) Caleuler f'(¢) et dresser le tableau de variations de f
(distinguer quatre cas). :

3) Dans cette question, on suppose que k<—1 et >0, On

note E le point de la courbe ‘éf d’abscisse

In(-k)
B

{

a) Déterminer une équation de la tangente T 2 ‘t?f en E, sous la
forme y = g(x).

b) On pose p(x) = f(x)-g(x).

Calculer ¢’(x),

¢) Etudier le sens de variation de
En déduire le signe de o’(x).

d) Etudier alors
o(x).

Préciser alors les positions relatives de ‘€f

4)Onpose 4 =
aAk=2¢p

=0,5; b) £
c]k:ZelB:-O,S; d) £

puis qo’(m—gi)-) 3

@ sur [0, 4oof (discuter),

le sens de variation de ¢, puis le signe de

6. Tracer Ia courbe ¢

I

S

etT.

dans les quatre cas :
-2 et B = 0,5 ;
-2etB =_0,5,

Une fonction, Aeg modeles

Introduite en 1925 parB. Go

—¢en Biologie,

especes (avee 4

—en Eculogic‘
(avee k< () g

~-en Méducinc.

lumeurs caneg

i, 1a fonction
parfois de modg|e -

reuses (k <0, 5

<OetB>0);
pour déerire
B<():

Pour rendre ¢opp

: Tpertz pour des caleuls d’assu- g
precédente a fait sop chemin. Elle sert

Pextinction ¢'une population

Pte de la croissance des
0)."

4
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- Fonction logarithme décimal

* ¢l11 Un géant

Avec combien de chiffres s'éerit, en base dix, le nombre
A = 151517892

«b12 Chimie : pH d’une solution aqueuse

L'acidit¢ d'unc  solution est mesurée par son pH:
pH = —log[H3;0%], ob [H;0*] désigne la concentration
(en mol- L~") d'ions H,0*,

1) Quelle est la concentration en ions H,0* d’une solution
neutre (pH=7) ?

2) Comment varie le pH lorsque cette concentration décuple ?

3) La concentration (en mol - L-1)en H,0%* d'une solution
est comprise entre 0,1 (solution trés acide) et 1014 (solution
tres basique). Quelles sont les valeurs extrémes du pH?

@113 Astronomie : magnitude d’un astre

La magnitude apparente d’un astre d'éclat E est définic 2 partir

d'un éclat de référence E, par: M = logu(EE], avec la
0

convention : la magnitude augmente de 5 lorsque I'éclat est

divisé par 100.

1) Calculer loga.

2) Déterminer la magnitude apparente des astres :
Soleil : E = 4,786 x 1010E,, ; Sirius: E = 3,87E, ;
Lune: F = 1,2x l‘.'_lﬁE0 £ Vénus: £ = 43,65E,.

-

114 Acoustique : niveau sonore

Le niveau sonore en décibels (dB) d’un son de pression acous-

3 A
[ " tigue P est donné par la relation L = 20 ]ogp— ol
| 0

Py = 2x 1075 pascals est la plus petite pression perceptible

(en moyenne) par une oreille humaine.

1) Calculer les niveaux sonores correspondant & :
* P = P, (seuil d’audibilité) ;

) » P = 103P, (conversation courante) ;
» P = 10°P; (fusée au décollage).

2) Un walkman (2 la puissance maximale) atteint 105 dB, un
orchestre disco peut atteindre jusqu'a 130 dB.
Calculer les

rapports -—{i
Py

corres-
pondants.

Note : un niveau su-
périeur 4 90dB est
considéré comme dan-
gereux pour Ioreille.

" 3. Exponentielle, logarithme et fonctions associées

Etude de suites

@bl5 Intérét composé

Une somme § est placée A intéréts composés, avec un taux
annuel de 6 % et des échéances chaque jour. On note S, la
valeur acquise au bout de 1 jours.

n

1) Montrer que S, = 8Sx I,OGE.

2) Au bout de 200 jours, la valeur acquise est 2 374,62 €.
Calculer S.

3) Au bout de combien de jours la somme aura-t-elle doublé ?
triplé ?

«116 Unc suite récurrente
Une suite (u,) est définic par uy = 5 et u, . = J10u,.

1) On pose pour tout n =0, v, = Inu, - In10,
Montrer que la suite (v,) est géométrique.

2) Exprimer v, , puis u, en fonction de n, et étudier la limite

de (u,). '

«117 Une généralisation

Soit a un réel fixé ; on définit, pour 7 >—a, lasuite (u,) par:

a n
lf” = (I‘F;) ‘

1) Déterminer lim (Inu,).
n =+

n
2) En déduire que lim (1 +‘—’) =e9.
n— oo n

@18 A partir de factorielles

Onpose,pour n= 1, n! = n(n-1)x...x2x1 (n! se

i 3 i n"
lit « n factorielle »). Soit alors u, = —,pour n = 1.
n

» u n
1) Etablir Iégalité ! = (1 +1] ]
u, n

En déduire le sens de variation de (u,,) .

2) a) Pour x = 0, démontrer les inégalités :
(I+x)"=14+nx et In(l+x)<x.

n
b) En déduire I'encadrement 2 < (1 + 1) <e,pourn=],
n

¢) Montrer alors, par récurrence, que, pour n =6,
Wy sen,
3) Applications
n n
. ; n
a) Justifier I'encadrement : (—) =n'<s (g) pour n = 6.
e —

£ oy s w o I g
b) Etudier le comportement a I'infini de —.,ola> l.
a

105
e
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Toujours des fonctions auxiliaires

Voir la Rubrique @ Bac du chapitre 2. Les nouvelles
fonctions de ce chapitre occasionnent un déchainement
&étude de fonctions plus ou moins artificielles chez les
auteurs de sujets. Bien sir, le signe de la dérivée
déclenche I'intervention d'une fonction auxiliaire...
dans des énoncés balisés de fagon bienveillante.

119 Dans tout le texte, e désigne le nombre rée] qui vérifie
lne = 1.
On considere la fonction f définie sur 0, +eo[ par :
Inx + xe
J(x) = — Q0

X
On note (I) sa courbe représentative dans un repére ortho-
normal (O ; %, V) , unité graphique : 2 cm.
A) Etude d’une fonction auxiliaire

©-r Balise d'un énoncé bienveillant.
On considére la fonction g définie sur ]0, +oo[ par:

g(x) = —2lnx-xe+1,.
1) Déterminer les limites de g en 0 et en +eo .

2) Erudier le sens de variation de g.

O Questions classiques de l’acte 1 (voir chapitre 2,
page 76).

3) Montrer que, dans [0,5 ; 1], I'équation g(x) = 0 admet
une solution, et une seule, notée ¢.
Déterminer un encadrement de ¢ 4 0,1 prés.

4) En déduire le signe de g(x) selon les valeurs de x.
B) Etude de la fonction f

1) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de
définition.

2) Soit /'’ la fonction dérivée de f.

Vérifierque f'(x) = g? » puis étudier le sens de variation
%

de f sur JO, +eo],

O-wr Encore une gentillesse de I'énoncé.

|+ oe
202
O=nr Uliliser le fuit que g( o) = (),

3) Montrer que f(e) =

4) Donner le tableau de variations de f,

5) Construire (I").

106

¢ 4 Bac

@20 Le but du probleme est I'étude de la fonction f degyy.
In(e*-1)

sur 'intervalle 10, +oo[ par f(x) = or

A) Etude de fonctions auxiliaires

1) On définit la fonction g sur I'intervalle ]1, +eof par:
g(x) = 2x-(x=1)In(x-1). .

—

a) On admet le résultat suivant : limxInx = 0.
x—=0

En déduire la limite de g(x) lorsque x tend vers 1.

b) Calculer g’(x) pour x appartenant i I'intervalle ]1, +eo[,
¢) Résoudre I'inéquation 1—1In(x—1)>0, d’inconnue y
appartenant & I'intervalle 1, +eo[.

d) Etudier le sens de variation de g sur I'intervalle ]1, +oo.
¢) Montrer que I’équation g(x) = 0 a une solution unique,

notée ¢, dans I'intervalle [e + 1;e3 + 1], et étudier le signe
de g(x) sur chacun des intervalles 1, o et ], +oo .

2) Soit ¢ la fonction définie sur I'intervalle ]1, +oo[ par:

2_
o) = ]n(xx 1).

a) Déterminer lim ¢ (x) etprouver que lim ¢(x) = 0.
=1 X —3 +oa

b) Calculer ¢’(x) et montrer que ¢’(x) est du signe de
g(x2) sur 'intervalle 1, +o,

¢) Montrer que @ est croissante sur I'intervalle 114 ./Et] et
décroissante sur I'intervalle [ /e, +oo .

B) Etude de Ia fonction f

1) Vérifier que, pour tout x appartenant & I'intervalle 10, +eof,
ona f(x) = @(e¥).

2) En déduire

a) lalimite de 1 (x) lorsque x tend vers 0 :

b) lalimite de £ (x) lorsque x tend vers +oo

©) le sens de variation de £ sur Pintervalle 10, +oo et le fait

que f admet un maximum en In(Ja).

3)Montrer que, pour tout x de I'intervalle 10, +oo[,

2./a

flx)s ==
=1

4) Reproduire le tableau suivan et Je compléter en donnant des
valeurs approchées a 102 prys,

- A T B TR Tl e b
f(x)

5) Représenter graphiquement £ dans un repére orthogonal,
d'unités 5 em en abscisse et 10 em en ordonnée. On prendra 10
comme valeur approchée de ¢,
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Den e pour 1'ade de saltex

Certain problemen de e proposent en polnt orge
coeent hadermiere parteame dde de salte nn s
den Andpalites obtemies s dew fonctlonn el ey
théoremen e compieatvon, b, T démiele mnthém.
e releve davintape et méthode que du
o bachotpe w,

Les incahites s démonteent fe plas sonvent en édin
fes varbntlons de I Tonetlon diftérence, conformé
menta leméthode dégapée e chaplive 2,

@21 Onconsidere I fometion f définie sur 18 par;
[0 ey,
Onnote (1)l combe représentative de T Tonction f dans un
repere orthonormal (37, 7) (Unité ;4 em,)

A) 1) Déterminer b limite de f'en - e, puis I limitede fen 4o,

2) Erudier Te sens de variation de /.

3) Montrer que, pour tout réel x, f(x) =
En déduire que (1) admet, en

XAl rety,
oy e asymplote (A)

d) Tracer (A) et (1),

B) 1) Soient w et v les fonctions définies sur [0, o] par:

|
() = In(l4+=+4 et vty = In(l41)—14 ;!3.
Frudier les variations de w et v, En déduire que, pour tout

, - | ’ "
nombre réel £ positif s 1~ 5!3 <In(l+0)= 1,

I

| 2) Soit 1 un entier naturel (1 == 1).

On considere le nombre S, = f(1)+/(2) +... +f ().
'r | —¢ " | [*_021!‘_'_’|__cu
| a) Démontrer que o X = <8, <—7

b) On admet que la suite (5,) a une limite réelle L.

=]
2(e2-1)"

122 1. but du probleme est I'éude simultanée de deux
fonctions f et g (partic A), utilisées ensuite pour déterminer une
valeur approchte d'un certain nombre réel noté €. .

Le plan est rapponté i un repere onthonormal (O37,7) ; (unité

Montrer que |/, - - :

graphigue @ 2 cm).
A) Soit les fonctions [ el g définies sur I par

[(x) = x—c¢* et g(x) = (] -x)et.
Onnote ¢ et ‘¢ leurs courbes représentatives respeetives.

1) a) Déterminer les limites de [ et g en +ea elen —eo.

W) Montier que lndioite A d'éguation y = v estasymptote i
It conihe 67,

) Dirensen len tableann de viintions des Tonctions [ el g,

D) Ponn tout iée) v, o pose vy = f(v) pla),
Wy Montier qoe, g font réel v B0y - Lo pla), '.
) En e be vens de yaeation de Ta fonction b, !
) Démomtrer que "6 et G udmettent e anique point d'inter- |

wection, dont 1 nhaeisae ¢ appattienta [ 1, 2]
Dot unencudsenment de oz damplitade 101,

) Fltundtier, suivant Jew videnrs de x, ley prsitions relatives de 0 |
olde 07, !
3 Trencer lndroite A et les conrhes ¢ et 0 |
i
I Pour tont entier naturel g non wul, an pone ; I
I |
Y by f=Inn
) pai ’
# 2 ]
DA ide d'une caleulatrice, déterminer un encadrement de ‘

Sy damplitude 104,

2) o) L utilisant e bl de variations de L fonetion g définic
tans L partie A, démontrer que, pour tout 1éel x appartenant i

Fintervalle [0, 1], e =5 —,
| =X

I) Ln déduire que, pour tont nombre & = 2
|
-1—:._{{.,.. ’-l—: (___.k ]
et puis 2 I”k—l ’

¢) Pourtout n= 2, caleuler 8, -8, .

En déduire que L suite (5),) est décroissante,

3) Pour toutentier 12 20, onpose u, = Sy, -8, .

a) Vérifier que, pour toutentier #1220, u, == (),

) En utilisant le tableau de variations de Ja fonction £ définic

dans Ta partic A, démontrer que, pour tout réel x appartenant i

Mintervalle JO, L], 1 4x = ¢,

¢) Ein déduire que, pour tout nombre entier k == | ;

bl o ok puis que ln(ﬁ—l-] = l
k ' k k

d) Vérifier que, pour toul entier naturel # > 20,

"n, = |I1(-f-{-)—(-l-+i+ +l)
" 20) 21 22 "7 T
Montrer par réeurrence ue, pour tout entier > 2() ;
+ | I |
In('——J )':-—-+—+...+—.
21 21 22 n
¢) En déduire que, pour tout i > 20 :

21 1+ | .
h, < In(fﬁ)_ Iu(’T].pumquc i, = 0,049,

4) Onadmet que (5,) converge vers un réel noté C.
a) Justifier Pencadrement Sy, ~ 0,049 = € = 8.
b) Déterminer un encadrement de € d"amplitude 0,05.

3. L xponentielle, logarithme et fonctions associdées 107
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@23 Courbe recherche fonction
Une fonction f et sa courbe représentative € dans un repére
orthogonal (O, 7,7) , qui est représentée ci-dessous, possédent
les propriéiés suivantes :
* fest définie et dérivable sur R ;
* le point J est centre de symétrie de G ;
*ladroite D = (JK) est asymptote § Cen+ co et — oo ;
* ladroite T d'équation y = (1 -c)x+ I estla tangente a €
enJ.

7k

Le but du probléme est de déterminer une expression de f(x)
et de mettre en évidence d’autres propriétés de f.

1) Expression de f(x)
a) Montrer qu’il existe une fonction @, dérivable sur R,
admettant comme limite 0 en + oo et en — oo, telle que :

Sfx) = x+1+¢@(x).
b) Montrer que, pour tout réel x, f(x) +f(-x) = 2.
¢) En déduire que ¢ est impaire, puis que la fonction f”,
dérivée de f, est paire.

d) On admet que ¢ (x) estde laforme:
0 (x) = (ax + b)e™,

Calculer les constantes a et b.

2) Sens de variation de f

a) Vérifierque f'(x) = 1 +(2x2—
b) FEtudier le sens de variationde £ sur [0, + oo[ et dresser son
tableau de variations.

¢) Montrer que I'équation /“(x) = 0 admet une unique
solution ardans [0), + |, puis que 0,51 < < 0,52,

lyem#*+1,

d) Frudier alors les variations de f sur [0, + oo,

e) Exprimer le minimum f(¢x) sous la forme d'un quotient de
deux polyndmes en &,

3) Propriétés géométrigues de €

a) Etudier la position de € par rapport & D sur [0, + <[,
b) Etudier la position de € par rapport & T sur [0, 4 e,

108

124 Une famille de courbes
Pour k # 0, on pose, pour tout x récl :
Si(x) = x=2+ke™.

Les courbes représentatives €6, de f, sont dessines cj.
dessous, pour certaines valeurs du réel k.

1) Calculer J4(0) . Identifier alors chacune des courbes.

2) Montrer que toutes courbes ‘é’k admettent une méme asymp-

lote Aen + oo, et préciser, selon la valeur de k, I position de %,
par rapport i A,

J) i.l} Etudier le sens de variation de Jr etdresser le tableau de
variations en distinguant les cas k> () et k<0,

b) Lorsque k>0, préciser les coordonnées du point A x de
€} correspondant au minimum de Ji- Montrer que lorsque k

dei:r!l 10, + e[, les points 4, décrivent une droite fixe que I'on
précisera.

4? a? qutrer que la fonction f vérifie « I’équation
différentielle » :
"y . .

| Ji(x) = =filxX)+x - » pour tout réel .

‘1} Soil @ une drojte paralléle i A(D+# A). Montrer que 4
rencontre une seule foig chaque courbe ;. pour k> ou bien
chaque courbe €, pour k<0
¢) Prouver que Jog langentes 3
correspondants sont parally
5) Déterminer, ¢
tion de €, av,

€, aux points d'intersection
les entre elles,

n fonction de &, 1 nombre de points d'intersec-
¢c ladroite d*équation y = 2.
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@125 Un «truc » de banquier
(D"aprds D. Reisz, Bulletin de I'APMEP n° 383,)
Les banquiers calculent mentalement le temps approximatif de
doublement d'un capital, placé & intéréts composés, de la fagon
suivante : « Si 7 est le taux d'intérét (en %), le capital double au

Y.
i

bout de 2:9 années. »

On rappelle qu’au bout de n années de placement au taux f, la

Vgl B, X

valeur d'un capital est multipliée par (l " ﬁ;*‘o)ﬂ |

1) Etablir, pour x = 0, I'encadrement :
x2
X—% <In(l+x)=x.
2) En déduire un majorant de I'erreur dans I'approximation
In(1+x)=x.

3) Justifier le « truc » du banquier, pour les petites valeurs de ¢
(1< 14).

4) Enoncer des régles analogues pour déterminer mentalement
le temps au bout duquel un capital triple, quintuple, décuple.

«126 Encadrement de In(1 +x)

1) Etudier le sens de variation de 1a fonction :

] x%, %3
i x-—rx—5+§-—]n(1 +x). sur |-1, + oo,

En déduire le signe f'(x) sur cet intervalle,

2) Etudier le sens de variation de :
%2
g:x+—In(1 +x)—( _E) sur [0, + o[,

En déduire le signe de g(x) sur cet intervalle.

3) De méme, étudier le signe de :
h(x) = In(l +x) - (x—f-b 2%) sur [—%,0]-

4) Déduire des questions précédentes les encadrements :

2 2 3
] <x-X+X pourx=0;
a)x_zéln(lhr) =gty P

x2 2x3 %% {‘_3
h)x-7+7 ln(l+x)€x—r—2—+3]30“"

—-=x=0.

5) Application 1 ! une limite
In(l +x)—x
Fuudier I imite éventuelle en 0 de 205 =,
6) Application 2 : des approximations
a) Déterminer un majorant de 1'erreur dans I'approximation
x? X

suivante In( 1 +.rc)=‘.5wE +§,

b) Déterminer une valeur approchée a 10-1 prés des nombres
In1,000 03 et In0,999 97.

@27 La constance d’Euler-Mascheroni

1) On considere la suite (u,) définie pour n = | par:

a) Calculer Uy, Uy, Uy et uy sous forme fractionnaire, puis
sous forme décimale approchée.

b) Pour x = 0, démontrer les inégalités :

In(l+x)<x et r <In(l1+x).
En déduire que, pour k= 1 :
1 1
S Intk+1)- 7 O

¢) A I'aide d’une sommation portant sur (1), prouver que, pour
n=1:

U, 1-1<ln(n+1) =
En déduire que, pour n = 1 :

In(n+1)<u,<1+Inn 2.

d) Quelle est la limite de la suite (u,,) ?

¢) Déterminer un entier n,, pour lequel u, dépasse 100. |

2) On considere la suite (c,) définie pour n = 2 par: |
c,=u,_—Inn = 1+%+.‘.+ Il—lnn.
T

a) Calculer c,, , | —
En déduire le sens de variation de la suite (c,)) .
b) Montrer que, pour tout n = 2 :

¢, <l+In(n-1)-Inn.

Piste Utiliser (2).

qu'elle est convergente (On note ¥ sa limite.)

3) Calculer une valeur approchée de ¢,q goo 2 I'aide d’un

|
¢) En déduire que la suite (c,) est majorée (i I'aide de (1), puis ‘
tableur ou d’une calculatrice. [

Histoire A'un nombpre

Le nombre ¥ = 0,577 215 664 901 153 286 060 651

..., Qui apparait dans ce probléme, posséde une paternité
douteuse : certains attribuent sa découverte 2 Mascheroni,
d’autres a Euler qui en calcule 16 décimales en 1734. (La
performance d'Euler est d’autant plus impressionnante que
celui-ci ne possédait pas les moyens de calcul actuels qui ne
nous ont permis — voir question 3) du probleéme 127 -
d’obtenir que trois malheureuses décimales.)

Encore mal connu (on ignore toujours si ¥ est rationnel ou
non) ce¢ nombre intervient de fagon surprenante dans
plusieurs questions d' Arithmétique, Citons en une ; « Pour
tous les entiers compris entre 1 et n, le nombre moyen de
diviseurs est tes proche de Inm+2y—1 » (résultat
prouvé par Dirichlet en 1838).

3. Exponentielle, logarithme et fonctions associées 109 ‘

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

@28 Deux suites d’approximation de ¢

A) Etude de deux suites

On pose, pour 1 == 1 ¢
1
+...%— ¢ y =

|
U, = l+ﬂ+2! o = Uy

n

nxn!’
Rappel: n! = n(n=1)x ... x2x |,

pn R = — N,
1) Vérifierque ey = 2, v, = 3, Caleuler Uy, Uy, vyl vy,

2) Montrer que (u,,) est croissante et (v, ) décroissante.

3) Eludier  lim .
N o= 4 o n X ”!

En déduire que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

4) On note (leur limite commune. Déterminer un encadrement
de ¢ d’amplitude inféricure 3 10-2,

Peut-on conjecturer la valeur exacte de £9

B) Calcul exact de ¢
Soit n entier fixé (n = 1). On pose, pourxe [0,1] :

J(x) = (l PRIt +£:)e*".

1) a) Calculer £(0) et vérifier que f(1) = u,xe!,

b)Montrer que [ est dérivable sur [0,1] et que

’ xP . ;
J(x) = T *. En déduire que u, <e.

2) On pose, pour x € [0, 1] : g(x) = f{x)q.fi.
a) Calculer g’(x) et montrer que g est croissante sur [0, 1].

b) En déduire que ¢ —f-! <u,.

3) Déduire des questions 1) et 2) la valeur exacte de ¢,
C) e est irrationnel
Formulons I’hypothése que e est rationnel, ¢’est-a-dire qu’il

existe deux entiers naturels pet g telsque e = £,

1) Justifier I'encadrement u, <§ <V,

En déduire que

entier N = pg!-gq! u, vérifie
0<N<lI,

2) Conclure que e est un nombre irrationnel,

Le mombre e

La méthode précédente a éié imaginée par Leonhard Euler
(1707-1783) qui prouva ainsi Iirrationalité de e,

Un siécle plus tard, en 1873, Charles Hermite montra que e
est transcendant, c'est-d-dire qu'il w'est racine d'aucun
polyndme 2 coefficients entiers.

110

@129 Comparaison de moyennes

Soit @y, gy ooy @, 1 réels strictements positifs (n > 2).
On définit lamoyenne arithmétique /n, la moyenne géomé"ique
g et la moyenne harmonique 4 des nombres @y, ..., a, P e
relations : /

aj+...+a

n —af
m = , 8=1 ap...da,

n
1 1[i+_,,+_').
h o n\aq, a,

el :

1) Calculer m, g et h dans le cas ou n =3, a; =4 §

ay = 10 etay = 25.

2) Comparaison de m et g
a) Montrer que, pourtout x>0, Inx <x-1.

b) En appliquant I'inégalité précédente successivement, pour
@i a3

X = —,x=—,..,montrerque g <=m.
m m

¢) Dans quel cas a-t-on 'égalité g = m ?

3) Comparaison de g et h
a) En

1 1 1
—, =, ...— , comparer g et A.
ay ay a,

appliquant  I'inégalitt g<m aux nombres

b) Dans quel cas a-t-on I'égalité g = h ?

Curipsitis

* Des logarithmes a sensations

«L’intensité d'une sensation est proportionnelle au loga-
rithme de I'excitation qui la provoque. »

Cette loi énoncée par le physiologiste allemand Gustav
Fechner (1801-1887) explique le choix des échelles loga-
rithmiques adoptées dans divers domaines (acoustique...).

* Des logarithmes en Arithmétique

€ —

iy &t a peu prés le nombre de nombres premiers infé-
rieurs au réel x, »

Cest le théortme des nombres premiers, démontré par
Hadamard et de La Vallée Poussip en 1896.

* Le nombre e en Probabilités

—Lorsque n personnes récuptrent au hasard un des n

chapeaux laissés au vestiaire, la probabilité qu'aucune

delles ne récupere son propre chapeau est environ e”!
(pour n = 6),

— Lorsqu'un événement rare se produit en moyenne une fois
par an, la probabilité qu'il se produise  fois au cours d’uné

année donnée est égale A

e-n!’
= Voir la « loi exponentielle » au chapitre 10.
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CHAPp, Ta
£

OBJECTIFS
o Introduire la notion d'inté-

erale.

o Etablir le lien avee la notion de
dérivée, et définir les primitives
d’'une fonction.

| o Mettre en place quelques techni-

ques de caleul.

o Présenter quelques applications

du calcul intégral : calcul de gran-

deurs, étude de suites, etc.

C’est la révolte qui est la mesure, qul ['ordonne,
la défend et la recrée a travers [’histoire et ses

désordres. »
Albert Camus
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u

1. OBJECTIFS

T R
y /Jﬂnt-premtere

Deux objectifs sont visés :

o d’une part, relier la notion d’aire « sous une courbe » & celle de dérivée de la fonction repré-
sentée (voir séquence 1). C'est I'idée majeure du calcul intégral ;

o d’autre part, aborder la notion de primitiv
liaison avec le calcul de certaines aires, et en d
dans le cours.

2._CALC_U_L_D_’AIRES__ET_DERIMEES__

Nous proposons dans la séquence 1 d’envisager |’
* le cas particulier d’une hyperbole

YA . by

Fig. 1

Wej_ -

@ L’aire « sous I’hyperbole »
Pour tout réel ¢ = | » On désigne par S(2) I'aire dy

domaine défini par l S x <yt gt O&Eys-,% (en

jaune sur la figure 1).

1) Soit £5= 1 un réel fixé.
a)Pour (> o,  interpréter \\_
S(2) - S(1,) en terme d’aire, et :
encadrer cette aire par les aires de Wt
deux rectangles.

Fh--

y:

=

a2l

S(1) - S(¢,)
En déduire que 2 = z -
0

t t=1

b) Pour 1 < ¢, établir que :

l.‘:: o
IU I"!" {

¢) En déduire que S est dérivable sur [1, + oof ¢y que

. 1
5'(1) = ¥

-

e d'une fonction qui émerge naturcllement en
€gager quelques propriétés que nous énoncerons

aire des domaines suivants :
* un cas général (avec f croissante, continue)

Fig.2

~ Deux calculs d’ajres —

2) En étudiant Jes variations de ¢: /s Inz—§(1)
Sur [1, + o, prouver que, pour t = 1 -

S(2) = In¢.
© Un cas généra

SOI‘[ fune fonction Ppositive, croissante et continue sur
unintervalle [q, p7 .

Pour tout ¢ e [a, b], on désigne par S(¢) I'aire du
domaine défip; par a <

' FStet0=sy< t) (en
Jaune sur la figy e 2). i
Soit fo unréel fixé de [a, b],

1) Par upe démarche
précédcnl,

est encadré par S@) et (7).

(Distinguer Jeg Cast>¢) et t< )

2) En déduire que Ia fonction § est dérivable sur
la, b] e que, pour tout 1 ge a, b] .

S = sy,
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3, PRIMITIVES D’UNE FONCTION

s la séquence 1, 12 fonction § correspondant au cas général véri;
» vérifi

déri"“hle sur [rlr, b] et f'(r) = f(t) pour tout t de la, b] e les conditions : § est
 fagon gencrale, nous dirons qu’une fonction F est L
g Fest dérivablesur I'et F’ = f une primitive de f sur un intervalle /

Seq_@{{e 2 Primitives de quelques fonctions usuelles

@ Déterminer une primitive
sur dterm
R de chacune des @ Déterminer une primitive sur J0, + <[ des fonctions

fonctions : e
suivantes :
a)x— 13 b)x—x; ox—x?; a)x|—>l' h)xr—)L' (:)xn—a-l
x) ] xz'
d) x — 5x2 ; e)x—>3x2-Tx+2; e
@ On pose, pour tout x>0 :

f)x+— cosx ; g x+> sinx ;

flx) = Jx et F(x) = %xJ}-s.

I e i —X
JaErro i) x — e, Montrer que F est une primitive de fsur 10, + e[.
Seque €e 3 Quelques propriétés des primitives__ — e .
@ La famille des primitives @ Primitive prenant une valeur donnée en x,

1) Soit F une primitive de f sur un intervalle I Soit F une primitive de fsur ], et xo un réel de 1.

Montrer que la fonction : Montrer qu'il existe une et une seule primitive G de f
: G: x> Fix) +k (kréel) sur I, telle que G(x,) = Yo (0l yq est un réel fixé

est aussi une primitive de fsur . quelconque).

@© Le nombre « F(b) —F(a)»

i imiti L.
2) Soit F'et G detix pin! wefs % fsur I Soit F une primitive de f sur I, a et b deux réels de I
Montrer que ' — G est une fonction constante sur /. Montrer quele nombre F(B) — F(a) 1e heiigeTHss
Piste Dériver F=G. I’on remplace F par une autre primitive G.

Un préicursent I S ——

Au XVIIE siecle, les mathématiciens (comme Pierre de Fermat ou Isaac Barrow) progres-
sent dans deux domaines séparés : les problemes des tangentes (ct la longueur des arcs)
et ceux des quadratures (ou calculs d"aires). On doit cependant 2 I’ Anglais Newton €t
31’ Allemand Leibniz d’avoir, par des approches complémentaires, clairement établi que
| ces deux domaines étaient liés : ¢’est la naissance du calcul infinitésimal (calcul diffé-

| rentiel et intégral).

| i
| | Gottfried Wilkielmn Leibniz
Hlanovre 1716) e

I[,L'i[”il_-' 1646~

= - - _.__-__ S ——— e — ) 113

4 Calcul intégral
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1. Notion d’intégrale

1.1_AIRE DU DOMAINE ASSOCIE A UNE FONCTION POSITIVE

Le domaine
associé...

L'unité
d’aire

Aire du domaine
associé : deux
exemples

114

|

Nous appellerons domaine associé 2 une fonction f positive yA
sur [a, b] le domaine & délimité par la courbe 6, I'axe des
abscisses, et les droites d'équations x = a et x = b
(a < b) (Fig. 3).

Ce domaine est I'ensemble des points M(x, y) du plan tels
que :

as=x<p et

0=<ys<f(x).

Le plan étant muni du repere orthogonal (O, 1,.J), unité

E 2 YA
d’:.nre (en abrégé w.a.) est I'aire du rectangle bati a partir des
points O, I, J (Fig. 4). i lua
R “
aire 1 ii/
1/ i
0 1 X
Fig. 4
1) € est le domaine associé i la Jonction en escalier f repré- T
sentée ci-contre (Fig. 5). I LN ¢
Aire (€) = 21 ua, 1 (
(11 suffit de compter les carreaux.) T
-
B S
_l2 I 0 : i
— Fig. 5
est le domaine associé af: x v x2 g, ;
r [05 1] (Flg 6) Ay

Ail'f.'r (g) = % u.a.

(Résultat prouvé au chapitre 1, page 25.)

Fig. 6

Dans I'exemple qui précéde, comme dans & autres o o
5, nous a\"()_l'lS C&it‘ulé rflil’e &xbiis Ta

p"u "lh“][. » gl’il(.t‘ dunen '“{.I Cl]‘lLl’]l d l’t’l]‘.lc dc (]EI.IX .\‘l.li.th ll[..['l] S i un pa Ssage d
( | : I|: { ) I ) » II P l | .-l ‘ _LEI'I[G:.‘, SU1v] d S8 =
[ "H:” lt”'{' P' E . u v « Ue L .‘Unl.‘ ce pl'()t
e 24 \[l)llﬂ 1( “L“loﬂ que d ] L o t:d& pt:rl]'lct d:

) » ‘airp oo . "
calculer I aire « SOIIS‘LI courbe » pour toute fonetion continue positi <
la définition qui va suivre, Positive. Ce résultat justifie
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( 7 INTEGRALE D’UNE Fy

DEF] Nl_'_f_‘ @_ Soit fune fonction continue et Positive

Ce nombre est noté _[bf (x)dx

Vocabulaire | Ib se li

s ! J(x)dx se lit « somme deadbde f(x)dx »,
*Les réels q et b sopg
*Le symbole « dy »
démarche des concept
considéraient de « peti
Quant 2 la lettre x, el

symbole & I'exception

appelés les bornes de Pintégrale,

n’a L e 5
aucune signification particulire, si ce n’est celle de rappeler la

eurs.du calcul intégral au XV sidcle (principalement Leibniz), qui
tes différences sur x » (d’odi dx).

le peut 8tre remplacée indifféremment part, u, ... ou n’importe quel
deaeth: c’est une variable « muette ».

—

- ” b 1
Calculer les intégrales 4 = j kdx (k>0) et B = j N1 —x2dx.
a -1

Calcul de A
A estI'aire d’un rectangle de dimensions b —aq et~ 1 y=k
i d._ 7
A =k(b-a). g i
o b x
Calcul de B

La courbe € d’équation y = J1—x2 est
définie par les conditions y=0 et
x2+y?2 =1,

Nous reconnaissons dans la dernitre égalité
I’équation du cercle de centre O et de rayon 1,
dont %€ est la moitié supérieure.

Donc B est I’aire du demi-disque : B = g .

- Voir exercices 1 et2

1.3 INTERPRETATION CINEMATIQUE

-+ Pour un point mobile se déplagant sur une droite, ou sur toute autre ligne «continue » a la
‘ “vitesse instantanée v(t) (1 est le temps), que Nous SUppoSerons toujours positive ou nulle, la
; (distance d parcourue entre les instants #, et £, s’exprime par
f e €N 4
d = j v(f)dt.
; i f .
£ ot ) s et i
" (Nous n’espérons pas de « scoop sensationnel » avec ce résultat.... Il s"agit surtout de fourn
un support « sensible » 2 certaines propriétés qui vont suivre.)

4 Calcul intégral 115
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1.4 VALEUR MOYENNE D’UNE FONCTION CONTIN UE POSITIVE

; ' i ' sitive sur [a, b] (a < b).
(DEFINITION 2)_ Soit fune fonction continue et positive [ P )
La valeur moyenne de f sur [a, b] estleréel 4 = mL f(r)dr.

y J}

b )
Interprétation Puisque j pdt = p(b—a) (voir exemple 1), il est
graphique “

. b b
clair quej udt = Jf(r)dt.
a a

Ainsi, I'aire du domaine associé a fsur [a, 5] est égale
a celle du rectangle dont les dimensions sont b—a et
4 (valeur moyenne de f). Ce rectangle est sablé sur la
figure 7. Fig.7

Interprétation | Lavitesse moyenne d’un mobile est la valeur moyenne de la vitesse (ce qui est plutdt rassy-
cinématique | rant). En effet, avec les notations de la partic 1.3 :

vitesse moyenne =

" . i t
distance parcourve _ _ 1 I v(¢)dt = valeur moyenne de y,
durée du trajet =ty

1.5 _EXTENSIO ___A_U_X_EO_NC_TJ_O,N.S__D_EjI_G_N_E_Q_U_E_LC_ON*QU_E__ =

(DEFINITION 3) Soit f une fonction continue sur [a,b],aveca<p.

On appelle intégrale de a & b de fle YA
nombre ainsi défini : b

* si f est négative sur [aq, b] : T e ————

b g
Lf(x)dx = —aire(¥) ; \_/\_/_

* si fest de signe quelconque sur [a,b] :

I:f(x)dx = — aire(,)

=]

+aire(¥,) - aire(&,)

+aire(g,) - aire( ;). ..

| partiellement se déduj iété
‘ p : s fi(.:dmre des propriétés dy paragr, suiv
inchangée la définition de la valeyy moyenne ant. Cette extension laisse

@

Calculer Pintégrale de 0 3 4 de
f: X—=>3—x.

L’intégrale vaut :
:nirc(%‘-’])—niru{%‘,'z} =4,

la fonctiop

116
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2 . Propriétés

2.1 118 PROPRIETES ALGEBRIQUES

Soit. f une fomction cones
. J » TOW gRE Lz o
immediates o

i us mtervalle I Afors -
-l
“Pourtomtade I, J fix\de = 0 .

- i ] am =
PO o o b ot e de Tl Mea<eh -

. -3 R
Lﬂ”d“J Sixidx = | fixidr (relation de Chasles),
€ &

i il s
Cex pr PIIEER résaliene $recrement 4

¢ lx défimtion de Uintegrale, en terme o arre.
e fes rend tour aussi Svidentes

* Les dewn relatioms pricsde

l_‘f?:‘l{_-"l"';'rt'.a_-{:‘_'vr- ey
TR mens autonsent § dendre encore la defimtion de Mintéerale @

des bornes gurl rmgues . poar gue reste valable, de fagon formelle. la relation de Chasles. nons

devons avor -

*

e .

J ?‘1r'\-jr--J"'q tide = J..‘th =1
£ . '

Cela yustific ls défimmim oo st

DENINITION 4 Sout f une fonction comtimme sur un intervalle fcontenant a et b

)

Sta=h,onpose ’fl'lldt = -*flthh'
9 [l

Nlll.l\ avons ra s.urm.‘\lr dam 'J.' woreme sy ant, que nous .u!llh‘lll!ll\, [t‘\ MInCIpauy I'éillll.sl‘x
|
relatifs aun p‘rtl;‘l":{‘irt """“fh.‘.-.'\

0

THiORIME 1 1) Relation de Chasles (bornes quelconques)
3 Sort 1 une foncton contimee sir o intervalle | contenant «, b et ¢ Alors
i) | ;
. rfllldt*rf!,‘l’}llt = j Jody
21 Lincarite de 'imtegzrake

Sont f et g deun fomctoms contiaues sur un mtervalle fcontenant a et b. Alots, pour
jous iecls et g

I:lﬂfu’ - Bgix)ldx = aj:ﬂ,nd_; *ﬂj:g(,;m;_

o EXEMPLE 3

Cabouber Vistegrabe de 98 8 de f: x -~ 542 + 3, |
De 0o 11 awiegrade die ba fometion & == & st dgale & ; (voir page | et celle de

417 4 Enrgec & 3 \Liie s Jicgaing)

-

Collede [ 5 ) 4 3x ) st .
L G STTULR 1T ;I‘ 2 N ‘

Vuir evercicey 63 10 -

& Caloul negial "?
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2.2 INTEGRALES ET INEGALITES

' THEOREME 2/ /Soit fet g deux fonctions continues sur [a,b],aveca<b.

-
-

IRt 1) Positivité

—_—

; h
Si f=0 sur [a, b], alors : -[:f(x)dx =0.
2) Ordre (ou intégration d’une inégalité) :
b
Si f<g sur[a, b],alors: _ L flx)dx < J‘“ 2(x)dx.

3) Inégalités de la moyenne
* Si, pour tout x de [a, b], m < f(x) <M,

- alors: m(b—a)"é_l-bf(x)dng(b—“)-

[reax] <M -a).

St -S@_, pﬁ_:’ur tout x de [a, b] ._If(x)l < M , alors

- Démonstrations

1) La positivité résulte de la définition 1 : I'intégrale est une aire, donc positive.

2) Cest quasiment évident : on applique I'i

négalité du point 1) & Ia fonction positive g-f.
La linéarité livre alors le résultat.

3) Pour la premigre inégalité, il suffitd’intégrer, entre a et b, inégalité m < f< M : lesinté-
grales de x = m et x — M valent m(b—a) et M(b-a).

La seconde inégalité résulte de la premiere en remarquant que la condition | f'(x)| <M
signifie - M < f(x) < M.

Interprétation | Si f est une fonction positive sur [a, b],
de l'inégalité | m </(x) <M pourtoutxde [a, b],lIa premiére inéga-
de la moyenne | litédelamoyenne traduitle fait suivant : I'aire dy domaine &
associé & f(en jaune sur la figure 8) est comprise entre celle
du rectangle de dimensions m et b — (en sablé) et celle dy
| rectanglede dimensions Met b — @ (entourée en bleu).
Cette inégalité traduit aussi le fait que, si u est la valeur
moyenne de fsur [a, b],ona m < L<M.
(D’ot1 le nom : inégalité de 1a moyenne. )

telle que

Q_fx_EMﬂf_L‘_ o

5 5 P P T n+1 .
Etudier la limite de la suite (#,), avee o= j e o '

A n i
On a, pour toutxde [n, 1+ 1] : 0 < e =< e, dod 0 < u, < e,

Comme lim e™ = 0, onen déduit : [
"=+ oo

lim o, =9,
"=+ oo

——_Voir exercices 11316

118
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3. Primitives d’une fonction

OTION DE PRIMITIVE

3.1

La rubrique Avant-premicre (séquence 1, page 112) a permis, dans deux cas particuliers,

y £ . "
d ?la.b!tr un lien entre le calcul des aires et celuj des dérivées, en dégageant la notion de
primitive que nous définissons ci-apres.

- DFFlN I_T_IE) N5 Soit f une fonction définie sur un intervalle / de R. On appelle primitive de fsur / toute
e fonction F dérivable sur I, telle que, pour tout x de / ;

F'(x) = f(x).

Q EXEMPLE 5

Déterminer une primitive des fonctions :
sfix—x,gix—>xt et hix—x"(neN)surR;
sh:x— i et Cixw : sur |0, + o=[.

X x

1 1
On vérifie aisément que les fonctions F : x —> Exz ,G:x— :—,,x-" y

1 xt+tl K x> 2.\[;: et L: x — Inx répondentala question.

H:xw— 1

[ Voir exercices 18221 —

3.2 ENSEMBLE DES PRIMITIVES D’'UNE FONCTION

" Soit fune fonction admettant une primitive F sur un intervalle . Alors: .
.~ —pour tout réel k, la fonction G : x —> F(x) + k est aussi une primitive defsurl;
— toute primitive de f sur ] est de ce type. : i S gy R :

THEOREME 3

s+« Démonstration
LVoir Avant-premiére, séquence 3, page 113.

Interprétation Toutes les courbes se déduisent de €. par les translations de vecteur KT (k réel).
graphique | Elles réalisent un balayage de la bande de plan colorée (Fig. 9).

Fig. 9

4 Calcul intégral 119
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3.3 PRIMITIVE VERIFIANT UNE « CONDITION INITIALE>

"THEOREME 4

3.4 INTEGRALE ET PRIMITIVE

THEOREME 5

Conséquences
immédiates

120

- Démonstration ; voir Avant-premiere,

. | . s o ] e !.

Soit x,, un réel e I et y, un reel quelconque i_'
sur J vérifiant la « condition initiale » F(xg) = Yo

séquence 3, page 113.

e EXEMPLE 6
A1 4 E =
Déterminer la primitive F def: x > €0sx sur R, vérifiant ( 2) 0.
(ke R).

Une primitive quelconque de fsur R est du type F:xw> sinx+k

La condition F(g) = 0 fournit k = —1. Ainsi, F(x) = sinx—1.

Soit f- une fonction continue sur un intervalle / et @ un point de /.
La fonction F: x +—> f JS(#)de estune primitive de fsur /.
a

C’est I'unique primitive de f sur / qui s’annule en a. '’

««« Démonstration partielle dans le cas ou f est croissante

* Remarquons tout d’abord que F est bien définie sur I.
* Soit x;, fixé dans et x = X, ;alors, pour tout t € [xg,x],0na:

J(x0) <f(#) < f(x) (fcroissante),
X
donc f(xg)(x-x,) = L S()dt < fx)(x - Xg) (théoreme de Ja moyenne).
L’intégrale est égale 2 F(x) — F(x() (relation de Chasles) : on en déduit :

S(xg) < F() - Fx)
X —xU

< f(x), puisque x —Xx5>0.

étant continue, i = 5o s )=
fétant continue, ona lim f(x) = f(xy), d'on im +-00 = F(xo)

g Ty, X—Xx,
X}.\'U

= f(xp).

* Si x <, une conduite analogue donne |
’
|_ en x, etque F''(x,) = S(xp).
La fin du théoréme 5 s’en déduit faci]
' actiement (preuve laiss
'+ Nous admettrons le cas général. sée au lecteur),

| o Toute fonction continue sur un interyale I admet des primitives sur J
‘es sur /.

! ‘oreme ¢ PPexistence oncti " - -

| o Le théoréme 5 prouv ¢ de Ia fonctign logarithme Iny = Jq 1 i s el

! i - P
Pexistence de la fonction exponentielle qui egy sy réciproque

- (Cette existence avait é1¢ admise au chapitre 3, page 84

Scanné avec CamScanner
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j:f(:)d: =

F(b) - F(a) (notation - [F(1)1%)
ou F estune primitiye quelco

nque de f'sur /.

| Cela résulte immédialement

du théoréme 5 et de 1a séquence 3.

Qwemee, "

— : .
Caleuler aire A dy domaine associé 3 J1x = sinx sur [0, 7],

n
Onad = -[0 sinxdx et F: x — — cosx est une primitive de fsur R.

Donc 4 = F(m)-F(0) = —(=1)=(~1),s0it 4 = 2.
S S

Voir exercices 33 4 45 _—J

3.6_TA BLEAUX DE PRIMITIVES

Fonctio : — .
usu el|:: fonction une primitive commentaires i
X > a (aréel) X > ax sur R
o a+1
L Kt sur )0, + oo (1
(aréel, ax#-1) a+1
x— = x — Inx sur ]0, + eof
X
x> eX X e sur R
X — sinx X — — COSX sur R
X —> COSX X — sinx sur R
Opérations, fonction une primitive commentaires
composition :
P au’ (aréel) au
l u' +v u+v
u'e" e’
‘u® (o#-1) b sur tout intervalle ol 2(x) >0
i 4 oa+1 ———
' tout intervalle ou n(x
s —  Inu sur tout ! .
‘ L = < In(-u) @ sur tout intervalle od #(x) <0
' I

| S
| s—— s g . . . v rafr, x e —, el
(1) Ce résultat englobe le cas des fonctions du type x —> S Jx

(2) Ce résultat sera prouvé duns 'exercice 30.

4. Calcul intégral 121
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4. Intégration par parties

4.1 LEPRINCIPE I n——

: # ~ x - F s 'esu'e[v'
THEOREME 7 ~ Soit u et v deux fonctions dérivables sur [a, b] admettant des dérivé

continues. Alors :

b
jbu(r)v’(r)dr = [u(r)v(r)]f;—Lu’(f)V(f)df-

+«« Démonstration t

- . r o .
La fonction uv est dérivable sur [a, b] et (uv)" = uv' +u vb donc :
LE',S fonClionS uvr , u"l-’, et dU]’]C (HV)’ . sont confinues sur [as ]! 0 .

b b b , b, &
J' (uv)’(ndt = j (wv" +u'v)(t)dt = J u()v (r)df+L u (H)v(e)de.

LLa premiere intégrale est égale & [u(r)v(t)]f. Le résultat en découle.

4.2 INTERET ET MISE EN CEUVRE

La formule d’intégration par parties permet principalement : -

— de calculer certaines intégrales dont on ignore une primitive « i vue » (voir exemple 8) :
— de déterminer certaines nouvelles primitives (voir exercices 53 3 56) ;

— de déterminer des relations de récurrence (voir exercices 84,112, 113 et 1164 1 18).

Plutot que de mémoriser la formule, nous préconisons I’emploi d’une disposition systématique
des calculs, analogue 2 celle de I’exemple suivant,

Q-mmaﬁ\mﬂ_‘%ﬁ

bl

Calculer I = ersimdr.
0

t) =t ’ -
Posons (") oy %) =1

V'(#) = sint v(?) = —cost (par exemple),
Toutes les fonctions écrites sont contin

UES ; nous pouvons done effecty inté-
gration par parties : €I une inté

= |

n
1= ﬁrsinzdt = [~tcoss)? -jz(- cost)dr. '

i = T W ..
Soit I'= 29837 (=0c050) + [sin)2, |

L Finalement: I = 1.

1 Voir exercices 46163

Le choix des fonctions auxiliaires u et v peg Pas quelconque f P pu;foiu e
analyse préalable. Nous effectuerons une mise au point 3} ce sujet dans Ay m’“;‘ des
problémes, partie 1. -

-_—
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5.1 LECALCUL D’AIRES

THEOREME 8

Soit fet g deux fonctions cbntinﬁcs, a
et b deux réels de 7 tels quea<p, l @
Lorsque f< g sur [a, b], Iaire en -

u.a. du domaine limité par les courbes
G et ‘€g sur [, b] (en bleuté sur Ja 9 A
figure) est calculée par ;

. b §
aire(9) = [ (e(n-An)dr. G

Le domaine 9 peut étre décrit, si besoin est, comme I’ensemble des points M(x, y) tels que :

asx<bh

et

f(x)sy=gx)

5.2 LE CALCUL DE VOLUMES

L’espace est muni d’un repere orthonormal (O, I, J, K) et 'unité de volume (u.v.) est le
volume du cube construit sur (O, I, J, K).

' THEOREME 9 On considere uf solide () limité par |
les plans paralléles d’équations ;
z=aetz=>b(asbh).
Pour tout z(a <z < b), on note :
-+, le plan perpendiculaire & (Oz)
etdecotez;
» ¥(z) I'aire de la section du solide
par le plan 2, .
Lorsque & est une fonction continue

sur [a, b], le volume V du solide est
calculé (en u.v.) par;

b '
V= [ Hz)d.
a
' Cette formule de calcul de volume sera rappelée dans les exercices.

“4" Calcul intégral 123
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1. Calculs d'intégrales

OBJECTIF

Cette rubrique effectue un tour d*hori
caleul exact des intégralcs :
Pintégration par parties.
Pour les initiatives plus astucicuses ( transformations d’écritures, choix
des fonctions auxiliaires dans une inté

gration par parties non évidente),
nous donnerons une indication dans Iénoncé,

zon des principales techniques de
la primitivation par lecture directe, ct

PROBLEME 1

Lecture des tableaux de primitives

Caleuler les intégrales suivantes :

I= J:lS-"dx; J = r]-(—l'i el K = I],\-.fl +x2 dx.
0

¢ XInx

@ Quelle formule ?

* Pour le calcul de 7, il faut penser i
5 = e*I'S 5 o I'idée de se ramener
u(x) = xIns.

Comme u’(x) = In5, nous écrirons :

ladéfinition d’une puissance
2 la forme u’e*, en posant

1
- . (xIn5)
5 Ins><(ln5)><e: .

* Pour le calcul de J, I'idée est de reconnaitre dans )—I( la dérivée de Inyx .

On songe alors a transformer I'écriture :

u’
ce qui dévoile une forme du type « =

* Pour calculer K, le bon réflexe est de con

vertir les radicayy en Puissances.
Ecrivons donc :

I
xx24+1 = x(x2+1)2,
Cette Ecriture laisse espérer une forme du type « n’n®

», €N posant
”(x) — X2+ I.

Comme u’(x) = 2x,nousy sommes :

|

. . 1
Iexpression x+/x% + 1 est clairement de la forme 5uu

124

/ 14«7\4@-5 proﬁﬁme-s

‘QUE CHOISIR ?

Les formules du tableau
La forme y’en

On la retrouve (@ une constante
multiplicative pres) dans :

1 t""!-; 1
B e B g
x 2,r

La forme =
u
I faut savoir |5 débusquer dans -
e Cox?
Setr 1 ’;r-l-_l- s lanx ; eqe,

La forme 5’y

Penser 3 convertir les radicaux et

erses en Puissances ; par
exemple ;

les iny

1
—— .3 . 2x+ | s
R 7 Py TR
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@ Les calculs

*D’aprés ce qui précede, une primitive de x — 5% est la fonction

X - e 5 - Il [ 0 . .

I b _
2 [ogess] =L ‘ 4
i :’{) 3% =57, sit: 7 = o,

. 1
* Une primitive de x — —— g5 i :
p oy est la fonction x In(Inx), puisque

Inx >0 sur [e, e2]. Ainsi :

2
J = [In(lnx)]; = In(Ine2) - In(lne), donc J = In2.
1 3
* Une primitive de 2’42 28 -
est 3%" 5 nous obtenons donc la fonction
1 3
Z(x2 2 ool
X — 3(x +1)* comme primitive de la fonction aintégrer. Ainsi :
1

_T1 : 1§22
K = [§(x2+1)2]0 = §(22~1) ou encore K = 2@

PROBLEME 2

Intégration par parties

4
Calculer les intégrales 4 = j0(2t+ De'dtet B = J-elenxdx.
1

@ Le choix des fonctions auxiliaires

* La fonction # — (2¢ + 1)e~* estde la forme ¢ — P(f)e?, ou P est un
polyndéme. Dans ce cas, I'idée est de dériver le polyndme P pour en dimi-
nuer le degré. Nous poserons donc :

u(t) = 2t+1 et w'(t) =2,

V() = et et v(t) =-el.
« Pour la fonction x > x2Inx, il serait maladroit de dériver x2, car nous
ne connaissons pas d’emblée une primitive de Inx . Et quand bien méme !
La fonction x > xInx —x étant une primitive de x — Inx, persister
dans ce choix nous conduirait a intégrer la  fonction
x > 2x X (xInx—x), ce qui complique encore notre affaire...
11 faut savoir rebrousser chemin dans une impasse ; nous poserons :

_ ; 1
u(x) = Inx et uw(x) = -

v’f(,;) =x2 et vx)= %

(1) Le programme : « Pour ['iniégration par parties, on se limitera & des cas simples on

I'éléve aura i trouver lui-méme le recours @ la technique d'intégration par parties ».

Pour nous, ces « cas simples » sont ceux mentionnés dans les méthodes 1 et 2,

’

Rappel : une primitive de % est Inu

(si u>0 seulement) ou In(—u) (si
u<0).

“METHODE 1™

Fonctions « P(f)e? »,
« P(t) cos(wt) »,
« P(f) sin(oft) »
(P polynéme)

Poser u(t) = P(1).
Comme d°P’=d°P-1, on
obtient une intégrale plus simple.
Si d°P = 2, on itere deux fois le

processus.
.. METHODE 2 ™
Fonctions « P(¢)InZ »
(P polynéme)
Poser :
1
u(t) = Int u'(t) = 2
vi(1) = P(1)
125
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@ Les calculs

4 oh
*A = [-(2t+ l)e"]D—I —2e-'dt
0
= ~9e 4+ 1 +2[-e1]!
=-9e 4 14+2(-e4+1),
Finalement : A=3-11e-4,
"B = [T 1,
B [3 m][ LT e Un détail de calcul:ﬁ\,
eq 1 I3 < 1 l 2 i 1 |
e -X= = =x?%, et le coeffi :
3 3[3]1 el i g lent 3 |
3 « sort » de I'intégrale.
= e sfadia J
. 2e3 41
soit B = ,
. 9
PROBLEME 3

Transformations d’écritures

2 SANS CRAINTE
st dx -
Calculer I'intégrale 1 = j

on pourra chercher deux réels
1 xX2+5x+6 [ P

L’énoncé indiquera toujours com-
aetb vérifiant, pour toutx dans [1, 2], ———————_1, wul o B ] ; ment transformer efficacement I'écri-
x24+5x+6 x+2 x+3

ture de Ia fonction.
@ La transformation d’écriture

Nous avons —2— + b = (a+b)x+(3a+ 2b)
x+2 x+3 x2+5x+6
Une identification des coefficients (au numérateur) nous conduit gy Remarque :
systéme : (x+2)(x+3) = x2+5x+6.
a+b =0
S3a+2b=1"
Onentirea = 1eth = —1.
' s 1 ) 1
D . R e = e e ;
o x*+5x+6 x+2 x+3

@ Calcul de Pintégrale

D'apres la traanormalian et la linéarité ;

s L = |X+'3 [In(x+2)] ~[In(x+3)]

Donc / = In4—1In3 - (In5 - In4).
Finalement :

I = Iu:—g (environ 0,0 645),

126
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Dans la_foulic

@ Lecture directe du tableau de primitives

Calculer les intégrales :

1 c'J’:'f
Azjo 2+c’ _Jl J‘
X
9 1
C=j ji et D = ____2x_+_1___
4 xi/x 0 (x%+x+3)3

@ Avec une intégration par parties

Calculer les intégrales

Y

; m
E = _[ Bt+)Intdt et F = j4t2sintdt.

1 0

(Pour F, itérer deux fois le procédé.)

© Transformations d’écritures

a) Calculer G = l dr.
01+e!
el
18te =]- L
P 1+ e‘ 1 +ef
! dx 3 :
b) Calculer H = jﬂ I DG T2) aprés avoir
décomposé la fonction sous la forme :
Ay B (A et B réels).
x+ x+2

@ Une astuce
T

Calculer K = Iie‘sintdt a I'aide de deux intégra-
0

tions par parties successives.

SPECIAL CALCULATRICES

(Calcul formel d’intégrales)

Casio Graph 100

Texas TI 89

Calcul d’une primitive (de x — xm )
jea | [BE] [A2] .

[ (CALO) |

(] [0 E K D) EE]

Affichage :

I(Xf(l’rﬂ))

g [XZ+]]%
d 3

Calcul d’une intégrale ..
Celle de la fonction précédente, entre O et 1

NOODEXEDDFELDDLDE
Affichage :

Calcul d’une primitive (de x — x./1 + x2)

(CALC) et le choix 2 intégrale ; on saisit alors :
EORNEEREDDNCE D EE

Affichage : f7

. j[x-JXZn]dX
3

Joxd aenay, x0

Calcul d’une intégrale
Méme fonction, entre Q et | :

HOXNERENNIEOEEON
Affichage : ' J. Gl ‘w

——-m

i i _[w.‘-\ J(X72),X.0,1) j'

£

Dans le menu principal (MAIN), choisir le sous-menu F3

47 Calcul intégral
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2. Calcul d’aires

OBJECTIF .

Calculer I"aire de domaines plans. Nous insisterons sur les domaines
« compris entre deux courbes ».

PROBLEME

Dans un repére orthonormal (unité graphique ; 2 cm),

représenter le
domaine compris entre les courbes €, et €, d’équations respectives

y = cosx ety = sinx d’une part, et les droites d’équations x = 0
et.x = m d’autre part. Calculer son aire en em2,

© Représentation du domaine et expression de I’aire
Le domaine considéré est représenté sur |a figure 10,

7 AN . ;
Les deux courbes se coupent pour x = 3 y €valuons les aires des domaines

9D, et D, (théoreme 8):
n

* sur [0, ﬂ, sinx < cosx, donc : aire(9,) = J"(cosx—sinx)dx ;
0

‘.l'l:
o . . A
* sur [Z’ rt] » 8SINX = cosx, dong : aire (9,) = F(smx— cosx) dx.
0

@ Le calcul

s
s aire(9,) = [sinx + c:c»sx]é)1 = Wf2~1 (unité d’aire) ;

*aire (D) = [-cosx - sinx]" = 1+./2 (unité d’aire).
3 .
L’aire cherchée est la somme des deux, soit 2./2 un.a.

En cm?, cette aire vaut 4 X 2./2 = 8./2 (environ 11,3 cm?).

Dans la bﬁaute’e

© Entre courbe et asymptote

1) Etudier les variations de

asymptote oblique A,

2) Soit A > 1. Calculer I’aire en ¢m? du domaine
limité par I, A, et les droites d’équation x = 1 et
x = A (onnote a(A) cette aire),

128

sur ]0, +eo[, et montrer que sa courbe représentative ua.) du domaine
I" dans un repere orthonormal (unité : 2 cm) admetune <0107 (ci-contre),

".'I Y T T y=éink 1
i Ql :I i E7322 '
F Dy | N
& : T
0] T | N2 - 3
| L4 2 y
A O S y=cosx:
L EREELE
Fig. 10
. METHODE

L’aire d’un domaine limité
par deux courbes €;et 6,
On se rameéne a des intervalles ol

Ponasoit f < g, soit g=<f.

Une unité d’aire vaut 2 cm X 2cm,
soit 4 ¢cm?2,

3) Déterminer la limite de a(A) lorsque A tend vers +2.

I © Entre deuy paraboles
Fo ke g 'ai
Y Calculer I’ajre (en
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3. Calcul de volumes

OBJECTIF___

Calculer le volume de quelques solides gréce 2 la relation :

b
V = I S(z) dz (voir cours, page 123).
d

PROBLEME 1

Volume du céne, de la pyramide...

Soit 3 une surface plane d’aire S et O un point n"appartenant pas au
plan de :2, et situé i la distance /i de ce plan (Fig. 11).

Calculer le volume du solide T (Fig. 11) limité par & et toutes les
droites passant par O et par un point du contour de %.

Remarque : lorsque 9 est un disque, I est un cdne (droit ou penché) de base
% et de hauteur  ; lorsque % est un polygone,  est une pyramide.

@ Détermination de S (z)

Choisissons comme origine O et (Oz), la droite orthogonale au plan 2 de
la base @. Coupons le solide par le plan P, paralléle 2 P, de cote
z(0=z=h).

S(z) estI’aire de la section B,

obtenue (voir Fig. 12). zI / /
Soit alors I’homothétie de

centre O, qui transforme P en / hh @; /
P, . Cette homothétie a pour

rapport % (voir figure), et elle / /

) ! S(z)zs/ gsz/

transforme %Ben 23, .

Puisqu’une homothétie multi-
plie les aires par le carré du
rapport, nous avons :

S(z) = Sx(!—gz

e S 0 Fig. 12
@ Calcul du volume
La fonction S z — .S‘;Z—2 est continue sur [0, /1], donc le volume du
i 1

solide X s’cxpriinc,‘ en unité de volume, par :
. hS ..dz. S ¢ 24, S rz3"
= : = — = —=X| = 5
‘VJ J.U (2’) 2 ,112-[{12 o h? [3]0

ainsi Y = 3 Sh («un tiers de la base par la hauteur »).

Fig. 11

4. Calcul integral
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PROBLEME2

Le volume de la boule

Retrouver, a I'aide du calcul intégral, le volume d’une boule de rayon R.

@ Détermination de S(z)

Choisissons un repére orthonormal ayant pour origine le centre O de la
sphere, et représentons la situation (Fig. 13).

r(z)

Fig. 13

Le plan 2. perpendiculaire 2 (Oz) et de cote z coupe l1a boule selon un
disque de rayon r(z) = JR2-22, Ainsi:

S(z) = n[r(2)]2, soit §(z) = T(R? - 72).
@ Calcul du volume

La fonction S étant continue sur [-R, R],le volume cherché s’exprime (en

R
unité de volume) par V = J S(z) dz, soit :
-R

R 3-R 3 3
= 2y = T - 3R R
4 J'_R:lt(R z%)dz n[R z 3:} " n(R 3 +R 3 )

4

La géode. cité des sciences.

On en tire la formule connue : V = 311:23 .
frulée
Dans la foulée
@ Le volume du phare Contenance du chitean d’eay
Calculer le volume V A L’intérieur d’un chétean d’eay
du phare ci-contre, . a la forme du solide de révolu-
obtenu par révolution ) tion obtenu en faisant tourner
| autour de I'axe (Oz) autour de (Oz) la branche
du morceau de parabole d’hyperbole définie par :
d’équation ;
| - 2 z = 54x2-1,
zZ = |
g‘-- - 8
| (0=x=2) dans le | 0, ,Z,{,QO' o
{ plan (xOz) ; (unité: —— = Lunité étant Ledle 2 2m,
g =2 -1 0 2% caleuler I -contenance . du
" ' chiteau d'eau’(en hectolitres) -

130
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L &l

4. Problemes de comparaison
et d’encadrement

OBJECTIFS

IFsagit d"utiliser les résultats sur Jes intégr
cipalement intégration d'une inég
@ obtenir des indgalités ou des enc
o ¢tudier des suites définies 3 17

ales et les inégalités (prin-
alité) pour ;

adrements portant sur des fonctions ;
aide d’une intégrale,

PROBLEME 1

Encadrement de I3 fonction In(1 + X) par des polynomes

1) Montrer que,pourr =0, 1 ¢ < —l— =1-r+412,
1+1¢
b

h I - - - -l -.‘
2) En déduire que, pour v = 0, x - X" < TR T L e |
2 7 |
La démarche e
D i s En cas d'échec de Ja méthode algé-
*Les inégalités de la question 1) doivent s’obtenir algébriquement en brique, il nous resterait la méthode
1 o -
Etudiant le signe des différences. .. : o
a = SRRIEE analytique : les variations de la fonc-
* D’autre part, il n’est pas terriblement audacieux de remarquer que les

tion différence.
. x2 x2 x3
fonctions x — x——z—, x—=In(l+x) et x— x——2-+ T sont des

primitives des fonctions x —> 1 —x, x —> S 1 —x+x2,

Rappel (voir théoreme ) \
1l mieux : ce sont les primitives qui s’annulent en 0.
ya P q

X
D’ou I'idée naturelle d’intégrer les inégalités précédentes entre 0 et x. X Jo S()det est LA primitive de
@ Solution rédigée S qui s’annule en 0.

_ 12 2
DOna ———(1-p) = L=U1=) _ ¢

= = ; ce nombre est positif
1 +¢ 1 +1 1+t
' 1 A
lorsque ¢ = 0. Donc, pour tout £ = 0 : l-¢t=< Tae L’IDEE GENERALE
| ; —t+2)(1+1)-1 i :

De méme; 1:- 1+ 12— I i—t = o l)-’fi ) = 1+¢ De la sorte, si f est une fonction

g F 5 dérivable sur [a, b] (a <b) et si
Lorsque ¢ > 0 L = (), donc ; 3 <1-t+12, S est continue sur [a, h], tout

‘ P T R 14¢

encadrement de f’ sur [a,h)

2)Six=> 0, les inégalitéé de la question 1) sont valides sur [0, x], donc : fournit un encadrement de f sur

x RS x [a, b].
(] - s| —dt=| (1 =t+22)dr. >
‘ J()(I t) de . I{] I +f‘ N 'I'(]( ) .
2 e YL w2 W3
2 : Xe:: 3 e X
O“Emlrlftil I_.‘_._\'—?hln(l+.\)5.\-—?+3—.

4. Calcul intégral 131
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oy ey Aewaﬁ lemes

PROBLEME 2

Suite définie par une intégrale

1
On pose, pour n = 1, L = j t"¢~"dr. Sans calculer 7, :
0

) étudier le sens de variation de 1a suite (1) 3
2) déterminer, & I'aide d*un encadrement, la limite de la suite (/ )

@ Les bons réflexes

Pour chacune des deux questions, il s’a
sur I'intégrale 7, . Nous devons donc c
lités sur les fonctions i intégrer :

= pour la question 1), nous devons comparer ¢"e~! et tn+le~!

—pour la quetion 2), nous chercherons un encadrement de 7"e
[0, 17 qui nous permette de conclure,
pour les grandes valeurs de n, ¢7¢-
suite (7,) devrait tendre vers 0. ..

avec «une idée derridre la téte » -
" est voisin de 0 sur [0, 1], donc la

© Solution rédigée

1) Pourtout tde [0, 1], 0na ¢ = n+1 ,donc t7e~! = fn+lg-t

Intégrons cette inégalité sur [0, 1] ;il vient : =T g,

Donc la suite (7,) est décroissante.

2) Pour tout ¢ de [0, 1],0na0=e-t=< | , donc, puisque ¢ = ()
0. = z?re—r = fn.

En intégrant ces inégalités sur [0, 1], il vient :

] !
0 azj' tre~tde< | tndr,
0 0

1
it : =] = —_
soit : 0=<1, i
Comme lim —— = 0, nous concluons : lim 7, =0,
n—+4ee N+ 1 n— +oo
PROBLEME 3 WL
Suite définie par une sommation
On considere la suite de terme général :
: + . +... 4 £
ey e i 2n’

1) Montrer que,pourn =1 etk =1 :

th+1 1 "tk 1
J‘" L= f;,j —dr.
T 1/ H‘i‘k n+h-1 1T

2) En déduire un encadrement de «, , puis étudier la limite
de la suite (u,,) .

132

git d’obtenir des inégalités portant
ommencer par chercher des inéga-

=t sur

" LE FIL DIRECTEUR

Comment encadrer 1,?
L’idée est d’encadrer ¢ e~!, mais
« pas trop fort ».

Nous aurions pu obtenir :

Ostre-t<] gur [0,1],
ce qui aurait fourn; -

0/ <1,

Nous n’aurions Pas su conclure
quant a la limite de (7).
D’oti I'idée - majorer par une fonc-
tion dont I'intégrale tend vers 0.
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A u c&ey/f{es

¢) Les idées

» Tout repose sur la définition de chaque intégrale en terme d’aire, en

remarquant que
n+

figure ci-contre).

* L’encadrement de u,, va résulter d’'une sommation des inégalités, de

k =1 jusqu'a k
@ Solution rédigée

DSur[n+kn+k+ l],onal

n+k+1 dt
moyenne | J- —_ =

1
it 8 k(car(n+k+1) (n+k) =

n+

On établit de méme la deuxiéme inégalité en écrivant que, sur

[n+k-1,n+k],ona: _1__51
n+k '

2) En sommant les inégalités précédentes (de k = 1 an), on obtient :

zjrl+k+ld3 i 1 " on+k df
n+k k*lri+khk¥‘-[-,+k_1 f
. 2n+1 2
soit : J d—t--‘éu = ﬂg.
n+l I " n I
En calculant les intégrales, nous obtenons :
2n+1
ln[ . ) < 2.
n+1
Comme lim In(zn + 1) = In2, nous pouvons conclure :
n— +oo n+ 1
lim u, = In2.
n—+co

. 1
est I'aire du rectangle de cotés 1 et
T gle de cotés 1 e i

- INTERPRETATION
GEOMETRIQUE

(voir

T —

u+k—1"+kn+k+] x

1
:5;_ L] “ PR L
? donc, d’apres I'inégalité de la

|

aire de chacun des rectan-
n+k

gles sablés.

Premiére intégrale = aire colorée
en jaune.

Seconde intégrale = aire colorée en

\

vert.

Gémi!s des calculs

n+k+1 n+2 n+3
ZJ =1 a*
n+k n+1 n+2
2n+ 1
+ ...+
2n
2n+1
=_[ ... (Chasles)
n+1

.‘[an—t it r]

In(2n)—Inn

k ln(zn) = In2.
n

Dans La fonlée

(9] Encadrement de sinx et cosx

Soit x un réel positif.

A partir de I'inégalité cost < 1 et a I'aide d’intégra-
tions successives, montrer que :

. x2 :

a)sinx <x ;- h)l—Eécosx;
.x'é G o x2 x4
R : d G 1Tl
GrsgEAT . SRRl

O Ltude d’une suite

: |
1,17 (Msin?f dt,

On pose, pour = . ¥

—

1) Montrer que la suite (7 ) estdécroissante.

2) Encadrer convenablement 7, et en déduire que (I =)
est convergente.

(® Une autre sommation
On pose, pour n = 1 :

SR |
dn+1 4n+2

H" =

Sn’

Reprendre la méthode du probleme 3 pour étudier la
convergence de la suite (u,) et déterminer sa limite.

4 Calcul intégral 133
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s Aewoﬁ lemes

4

5. Calcul approché
d’une intégrale

OBJECTIES

S'initier & une méthode élémentaire de caleu] approché d’une intégrale,
d’un point de vue théorique et pratique (avec une calculatrice ou un
tableur). La motivation est double :

@ certaines fonctions, comme x > e-*?
s’expriment pas a I'aide des fonctions usy
tout calcul exact d"une intégrale ;

© méme si les calculatrices actuelles possédent de puissantes fonctions
de calcul approché, la méthode proposée a joué un rdle moteur dans

I'élaboration du calcul intégral et sert encore de point d’appui 2 la
conception de nouvelles idées.

, ont des primitives qui ne
clles, ce qui rend impossible

PROBLEME

La méthode des rectangles

Soit f une fonction continue, décroissante, positive sur [0,1], ‘@I sa
1

courbe représentative et I = “j f(x)dx,
0

Le segment [0, 1] étant partagé en n se

gments de méme longueur
(n = 1), on désigne par :

* 5, 1a somme des aires des rectan
(en sablé sur la figure 14) ;

*§, la somme des aires des rectangles situés au-dessus de la courbe
(aire sablée + aire en jaune).

gles situés au-dessous de la courbe

1) Expliciter .S, et s, a Paide des valeurs de E
2) Déterminer la limite des suites §,, et s, et montrer que S,ets,
sont des valeurs approchées de I 2 moins de M pres.

n
1

3) Calculer J = j

40,5 x10-3 pres.
0

1+x2

@ La démarche générale

Elle a €1€ exposée au chapitre 1, page 24, dans le cas d’une aire particuligre.
Les idées et les notations, ici introduites, procedent de la méme démarche,

@ Solution

n—1

=3 Z/G) e
k

=0

n

¥/

k=1

n

k

n

1S

)

1

134

|=_

Explication
Leurs hauteyrs sont :

Tous les rectangles ont pour base 3.,
n
SO, (1), waf

) pour
les plus g[;qlnfjrq .

’f[l)....,j[ ,f (1) pour

n n
@ plus petits, J
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2) Le graphique montre clairement que : s,<I<S§
-

De plus, d’apres les expressions trouvées : S,=8, = LO)-f1) :

n
De I'encadrement de I et de 1'égalité précédente. nous tirons :

O0<l-5,<8, —5,.donc 0 < I-s, < SO -f()

INFO

Les sommes S, et s,
Elles sont appe-

Iées sommes de

n
Riemann. en
el 0=<S§,-1<S§,-s,,dnc0<§, _J< LO) -f(1) _ I'honneur de
L2 Bernhard
. (0)—7(1 '
Comme lim f—}—”-f_(_) = 0, nous concluons * Riemann (1826-
H—3 4e=
1866) autcur d'une théone de
lim s, = lim S, =1; I"intégrale proche de celle que nons
n—4on nm— a-

deplus =5, ct I =S5, amoinsde L(N-L(1)
n

avons présentée.

, - . 1 ; :
3) La fonction f : x s T2 cst continue. décroissante, positive sur

10, 1]
Comme f(0) = T et (1) = ,I—,.nna:
LO-FA) _ g5x10-,

1 000
Cela montre que 7 =8 goq @ 0,5 102 prs,

Nous pouvons organiser le calcul de :

CALCULATRICES

Le symbole
pour calculer une somme
 Texas (T189)
Menu [F3] (CALC)

1 2 - .[I{HKIJ'E. ; . 45
= — —— |4 ...+ | —— || & I'aide d’un tableur, ¢ & (sum)
Stow = 17000 [-f{l muJ I {1000/ * 1o ¢ e
* Casio (Graph 100)
ou d'une calculatrice équipée de la touche [£]. o
. - Me AS ‘ ‘
Nous obtenons : S 000 = 0,7 851. fenu | fouc | CALC
§: %L

(En fait, la valeur exacte de / est g = 0,7 853 ... : voir le probléme 121).

Zbﬁ;_-zslﬂ_fazd ée

‘ @ Deux caleuls approches

A 1'aide d’une calculatrice ou d’un tableur, calculer une
valeur approchée, 2 1073 prés, par la méthode des

| rectangles, des intégrales A et B.

—_

& Calcul intégral
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f
e /
/ /
g /
'." Vi

Définition de l'intégrale

i b
Dans les exercices 1a 3, calculer Uintégrale | = L f(x)dx,

ot la fonction f est représentée graphiquement,

1 a)a =-2, v

bi=54 : 44 &

ba=-2,b=2: b g

da=0,b=4. ——
l-

2 a)az—-?,,

b=15:

b)a=-2,b=x.

Discuter,

3 a=o, YA

b=09.

!
4 Sachant que jo x2dx = % (voir cours, page 114), inter-

préter chacune des intégrales en terme d'aire, et calculer leur
valeur :

A= j;JJ_:dx : B = j; x(2-x)dx.

5 Intégrale et parité

1) Soit a un réel positif et fune fonction continue sur R,
Par des considérations d"aire, montrer que :

) si festpaire, alors [ f(x)dx = 2 _[u f(x)dx ;
b) si fest impaire, alors r f(x)dx =0,

2) Application
Calculer les intégrales suivantes :

n
5 1
e J-le[dr :B = Fxsinsxdr g Sl J'_lx,./‘[ + x4dx.
B T2

136

(CALLD S

Propriétés algébriques

———

.

6  Soit  une fonction continue sur un intervalle /, et g, j, ]
trois réels de /.

Montrer que j ) f(0)dt = J"’ f(t)dt - L f(0)dt.

7 Découpage d’un segment

Soit fune fonction continue sur [a, b] . Les réels x;, X1y
x, véfiant a = xy<x,;<..<x, = b réalisent y,
découpage de [a, b] en n segments.

n-1

Montrer que j: f(o)de = z (J'::”f(t)dr).

i=0

I 1 1
DSoitAd = | Ide,B = | xdeet C = | x2dx.
8 1)Soi j{) J-O -[0
Exprimer en fonction de A, B et C, les intégrales :

I = J;(3x2—4x+5)dx D J = J(:(3x+ 1)(2—x)dr ;
K= Il (x2-3x+ 8)dx.
-1

2) Calculer alors 1, J et K. (On rappelle que C = - )

W=

T

‘9 On considere les intégrales 4 = JE cos2tdt,
0

E s

4 . 4

B = |"sintdt et ¢ = [*
-[0 in et C -[o cos(2¢)dt.
1) Calculer 4 + B.. : . N
2) Exprimer A et B en fonction de C.

3) On admetque C = 0,5
En déduire les valeurs de A et B.

10 1) Calculer T'intégrale & jS' N9 —x2dx, A I'aide
: -3 i
d’une aire connue. S T

2) En déduire la valeur de chacune des intégrales :

3
J = I 3(x+ NO—xD)dy et L = J3( 39—x2—3)d'c.
- 0

3 2
3) Soit M = N

034,942

Calculer M + L et en déduire que M =~
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tégrales et inégalités
{1 1) Montrer que, pour tout x de [0, 1] :
. 1
O=x(1-x)<-
(l-x)= 3

[
2) En déduire que 0 < Jﬂx-“(l -x)3dy = 103,

12 1) Pour tout réel 1 de [0, 1], montrer que :

2 2
Ped o 12,
2 +1
. e — Log2
2) En déduire un encadrement de | Intégrale [ = I —dr.
0 1l+¢

20
@l3 Onconsidere I'intégrale / = J “2"(1
10 ¢

Montrer I'encadrement 0 < /< 5 x 10-7

14 Trouver un encadrement pour chacune des intégrales sui- *

vantes aprés avoir déterminé les extremums de la fonction sur
I'intervalle considéré,

g

1= [ sindde; g =J’ lnxdx K = j J1+2dr.
3

15 Soit £ une fonction continue sur [0, 1], telle que, pour
tout x de [0, 1], m < f(x) < M.
Déterminer la limite de la suite de terme général :

1
= j;’ f(x)dx.

a6 1 Soit fune fonction continue, monotone sur [0, + =[ et

vérifiant: lim f(x) = a (aréel donné).

X—+00

n+1
On pose /, = I f(1)de.
n

~ Montrerque  lim 1, =

n=—+o=
2) Applications
Dans chacun des cas suivants, étudier la limite de la suite (7,) .

= n+l ¢ )
W1, = [t

n+ |
a””=-[”i [ +12

s 1+£27

! S5+ 1Y
o/l = I” in(H_S)nlf.

17 Déterminer la valeur moyenne de chacune des fonctions
suivantes, sur I'intervalle considéré.

Q) f(x) = 5x—1,sur [0,4] :

b) f(x) = 3x2,5ur [0, 1] ;

9 f(x) = x243x-2,sur |1, 1].

Dans les exercices 18 a 20, déterminer une primitive de la
Jonction f sur Pintervalle I considéré.

18 a) f(x) = sinx, 7 = R ;

b) f(x) = x3+x2+1,/ = R.

19 a J(x) =3+cosx,f =R :
T T

b) f(x) = cm;2 = =]—§'E’:'

20 a) f(x) = c¥4+e*, 1 = R

b) f(x) =$,:= O],

21 Danschaque cas, montrer que Fest une primitive de / sur
I"intervalle .

a) f(x) = Jx, F(x) = %x[x+5,[= 10, + oof ;

D) () = —— F(x) =~ ] =Jo.3] :

lanx

¢) f(x) = —tanx, F(x) = In(-cosx), / =]12—t, TI::’.

Ensemble des primitives,
condition initiale

22 Déterminer I'ensemble des primitives des fonctions sui-
vantes sur l'intervalle [ considéré,

Afix—>x?-3x+1,I =R ;
b)f;x._)e3x+l“r =R:
C)f:I'—I-}(—i,Iz 10, + oo .

x

€23 Prouver, sans calcul de dérivée, que F et G sont deux pri-
mitives sur R de la méme fonction :

x(2x-1) x2-x-1
tG = —"
x2+1 et G(x) x2+1

F(x) =

Dans les exercices 24 et 25, trouver la primitive F de f sur 1
telle que F(x;) = Yo+

24 J(x) = = 2sin2x, I = R,xy = E.yn =1;

1
b) f(x) = x4+ L 1= 0,40l xy = 1.y, = 5.
x2
25 a) f(x) = % = 10, + o] Xg=€,) = S
b) f(x) = e, 1=R,x, =0, =0.
4. Calcul intégral 137
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tilisation des tableaux de primitives

Dans les exercices 26 a 29, déterminer une primitive de la
fonction f sur un intervalle quelconque de son ensemble de
définition (on ne cherchera pas a préciser cet intervalle).

@6 Avec les fonctions usuelles
a) f(x) = x+3¢%; b) f(x) = x2_2 .
X

O S = x5 O f&x) =3 @ S =

x2./x
27 Laforme u’e¥
W) f(x) = xe®+ D by f(x) = el-ax
©) f(x) = sinx ecosx . d) f(x) = .3_43
Jx
28 Laforme
u
. = W -
VW =gn Bw=
= el 2 = 1 s
YIRS Dl

29 Laforme u’'u® (¢ réel)
a) f(x) = (2x-5)3 ;

0 f(x) = xJx2+3;

b) f(x) = sinxcos?x :

x+1
d) f(x) =(—I*2T2—x—)i;

f) f(x) = e*f1 +e.

2
le(x)=J§_1‘
X2 +

30 Montrer que si u est une fonction dérivable, strictement

négative sur un intervalle /, alors In(~u) estune primitive de

’

u
— surl.
u

X
La fonction x — J. f(5)dt

31 Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonction F

est dérivable sur R et calculer sa dérivée,

a) F(x) = f;c'—"zdt . b)F(x) = E]n(r3+2)dl.

@2 Méme exercice avec :

x? Ix

a) F(x) = J' t2costdt ;b F(x) = j e e,
0 2x

.?)E.S te Poura) et b), penser a des fonctions composées.

138
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—
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b
Dans chacun des exercices 33 a 42, calculer L S(1)dt aprgg

avoir déterminé une primitive F de f.

33 a

0,b=1, f(1) = .

1l
I

34 a=0.b=1, f(1) =

1 +ef

35 a=l,b=2,f(t)=Ji1.
36 a=0,b=§,f(t) = col%'
37 a=0,b=1, f(t) = t:J2+1.
38 a=0,b=1, f(t) = tell -1
39 a=0,b=g,f(t)=—tanr.
40 a=0.b=3,f(r)=t-i%r'-l.
41 005, 10) = sintcost,
42 a=3,b=0, /(1) = L./,

43 1) Déterminer deux réels a et b tels que I'on ait, pour tout
réel x différent de —1 et de § -

— 1 _a b
x2-4x-5 x+1 x—_3°

2) Calculer I'intégrale 7 = J'2 5 dx
0 x“-4x_5"

@4 1) Montrer que la fonction F: x s In(x + J/x2 + 1)

est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

2) En déduire la valeur de 7 = (¥ __dx

LN TR

45 Dans chaque cas, calcule
tion fsur Vintervalle J -

a) f(x)

t la valeur moyenne de la fonc-

1]

H |-

I =Imn+1] (ne N*) ,
b) f(x) = X%, 1 [0,2];

¢) f(x) = sin(3.1‘+ g) I = I:(}, g]
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inlégration par parties

n
61 1) Soit K I'intégrale K = j e*eos(2x)dy,
- b3 L - - . {J
[pans les exercices 46 a 48, calculer 'intégrale i laide d’une

R ’ PR A T'aide de deux intégrations par parties successives, montrer
jutegration par parties, en tenant compte des indications. que

P , R s e |
46 j xetdy o (u(x) = x et v'(x) = &%, 5

0 5

. T bl n .

T 2) Soient [ = j e'cosxdx et = J- esinxdy,

7 .
47 J‘ (x+ 1)sin(3x) 0 g

0

(e(v) = x+ 1 et v'(x) = sin3x).

Calculer /+J et I -,

En déduire les valeurs de [ et J. [DAPRES BAC]
I
48 J:: Xx+ldy (u(x) = x - Vi) = Sy + 1),

@62  On considere les intégrales :

s m
 Jui G AD i 5 I = I 084, Ji= J sin“xdx.
Dans les exercices 49 a 52, méme consigne, sans indication. 0 s ] ® =

1) a) Montrer que I'intégrale 7 peut s"écrire :

49 J{: fcostdr, 50 I:; (£+ Dye'dr,

m
] = J- cosx(cosx — cosxsinZy)drx.
0

2 ! . -
51 j- Xlnxdy. 82 J'I E b) A I'aide d’une intégration par parties, montrer que :
! 0

S+l

n 1
I = J- sinZxdy — =/ .
. L . 3
53 Une primitive du logarithme

0

X - n .2 l
1) Calculer _[ Inzds & 'aide d’une intéeration par parties. ¢) Montrer de méme que J = j(, . 5{'
; g

Poser u(t) = Int et v'(1) = 1.

) ) 2) a) Montrer que [ +.J = '5__‘.'1 .
2) En déduire que la fonction F: x +— xInx —x est une primi- 4

tive de la fonction In sur 0, + e[, b) Montrer que J— 7 = 0,

Par une méthode analogue a celle de 'exercice précédent,
déterminer, dans les exercices 54 a 56, une primitive de la
Jonction f sur Uintervalle 1, a I'aide d’une intégration par @63 Onpose :

¢) En déduire les intégrales / et J. BAC

parties. T B
J= [3 sinfx o % = 13 )

54 1(x) = Xlnx., I = 10, + [ 5 T et jn (cosx)In(1 + cosx)dx.
1) Calculer J.

55 /(x) = 2xsin(3x),7 = R.

2) AT'aide d"une intégration par parties, exprimer K en fonction

, de J.
56 r(x)=x¥%* 1=R. .
Poser u(x) = x2 el v/(x) = xe*. En déduire la valeur de K.
Dans les exercices 57 a 60, calculer chaque intégrale a Paide
de deux intégrations par parties successives. Reﬁr ar A Sur...

Henri Lebesgue (1875-1941 ),
mathématicien frangais, qui
€labore et publie en 1902 une

-

x2sinxdy.

57 J'{

)

1 P T i
58 J P lhe.one de I'intégration révo
0 lutionnaire, plus générale que
- 3 celle de Riemann.
39 I (Inx)?dx.
n
el
60 J“ elsinrdr .
0

4. Calcul intégral 139
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Premicres applications

Les applications du calcul intégral présentées ici sont la

pour illustrer la portée de cet outil, sans difficulté de modé-
lisation.

D’autres calculs d’aires et de volumes seront présentés dans
la rubrique Exercices, pages 142 ef 143,
64 En cinématique

Un mobile se déplace a la vitesse v(7) = (2 4 5 (rens, v(t)
enm - s~ ) sur une trajectoire rectiligne.

1) Quelle est la distance parcourue entre les instants 0 et 300 ?

2) Quelle est la vitesse moyenne sur le trajet correspondant ?

65 Un calcul d’aire
YA

Calculer I'aire, en em?,
du domaine coloré, 3
'aide d'une intégration 0
par parties. ¢ unité ; 1 cm

@6 Volume d’un solide de révolution
1) Soit f une fonction

continue sur [a, ] . On G €
considére le solide T /\/
obtenu  en faisant !
tourner la courbe € :
autour de (Ox), et ] . b _:

limité par les plans
d’équations x = aetx = b.
Montrer que le volume de £ s’exprime, en unité de volume, par ;

V= jbn[f(x)]zdx.

?)Esﬁc Appliquer le théoréme 9, page 123.
2) Applications

Retrouver les formules donnant le volume :
a) d’un cylindre droit ;

b) d’un céne droit ;

¢) d’une boule.

«67 Intensité efficace
On considere un courant alternatif dont I'intensité A I'instant 1
est :
i(r) = 1, sin(100m¢) , ou J,, est une constante.
A o
1) Montrer que i est périodique de période T = 35"

2) Calculer la « valeur efficace » [, el i, ainsi déﬁni(.:.:

« 12 est la valeur moyenne de [i(f)]> sur intervalle
¢

[0, TT ».

140

Breves de cours

—_—

Les exercices 68 a 71 sont relatifs a la fonction f, représents,
graphiquement ci-dessous.

YA

_'2_71,6/iﬁ34557-‘

{ ~
68 Calculer 4 = ff(x)dx etB = j_zj(x)dr.

3 7
69 Calculer C = J‘7 fx)dx et D = _[_2 f(x)dr.

’
70 Calculer £ = j_z |f(x)|dx et F = L [3 -2/ (x)]dx.

71 Déterminer une expression de f(x) sur [-2, 4] et cal-

culer J‘: Lf(x)]3dx.

I 1 2
72 Comparer I = I x2e¥’dx et J = j xe¥dyx.
0 0

73 Calculer Ia valeur moyenne de la fonction x —> cos2y
sur [0, 7],

(Auparavant, exprimer cos2x en fonction de cos(2x).)

74 Déterminer 'ensemble des primitives, sur [0, + oof, de
|

T

75

Déterminer sur R |a primitive F de la fonction
i

Fisey ui vérifi =
ey q e F(0) = 10.

76 Calculer les intégrales :

2
a)Ad = J'I,Jz+ldr;

m
b) B = ch sinfcoszdr .
3

77 Vraiou faux ?

«La dérivée de Ia fonction F - X J'x- sin(34)dt est Ia fone-
0

tion x — 2xsin(3x). »

78 Calculer Jes intégrales suivanes

/ : 4 laide d'upe intégra-
tion par parties

a) [ = J.[:(l =30edt; B J = j;(l +30)Inede .
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ercices

Calcul d’intégrales et de primitives

79 Avec un polynéme trigonométrique

On pose, pour tout réel x, f(x) = cosZxsindyx.

D) A Taide de la relation cos2x + sin2x = |, exprimer
sin?x en fonction de cosx .

2) En déduire une primitive de f sur R,

TNéthode

Pour obtenir une primitive de x > cos™xsin’x ,lorsque m

ou n est impair, on se raméne i des formes du type u'u®
grice & la relation cos2x + sin2x = 1 .

Exemples :

* cos’x = cosx X cosx = cos(1— sin?x)?2

cos (1 - 2sinZx + sin%x)
* sin?xcos3x = cosx sinZx(1 — sin2x)
= cosxsinZx — cosxsinx. ..

Lorsque n et m sont pairs tous les deux, la méthode générale
est désormais hors-programme (c’est la linéarisation : voir
chapitre 6).

80 Quelques applications
Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de f et
s

calculer 'intégralede £, de O a 6

sin’x ; b) f(x) = cos?xsin3x ;

a) f(x)
¢) f(x) = sin*xcosx.
@81 Pour n =0, on considére la fonction f, définie sur

[0, =t] par :
* [,(0) =2n+1,

sin(u + %j X

smi

ssfilx) = six#0.

1) Montrer que f;, est continue sur [0, ).
L
2) On pose, pour n = 0, I/, = J.“ Sy(x)dx.
a) Vérifier I'égalité £, (x) -/, _(x) = 2cos(nx).
b) En déduire que la suite (1,) estconstante, et caleuler /.

Note : Cette fonction f,, sera réemployée dans le probléme
124,

82 1)Onpose,pour r#—1ett#1 :
: t
1) = ——.
=
Déterminer une primitive # de fsur I'intervalle ]1 ; + oo[.

2) Onpose,pour t#0, t# 1 ett#—1:
I
(=1
Déterminer les trois nombres réels a, b et ¢ tels que, pour tout 1
réel, t20, t#—1 etr#+1,0nait:
g(t) = ? + % + % ]

En déduire une primitive G de g sur I'intervalle ]1 ; + e[,

g(t) =

3) A l'aide d’une intégration par parties, calculer, pour x> |

*  tint

J(x) = | —5——=dt.
) Iz(:z—l)2
On exprimera le résultat sous la forme :

J(x) = h(x)Inx+AIn(x2-1)+ B

ot A et B sont deux constantes et h une fonction que I’on
précisera, BAC

2 dx
€83 Onpose K = ;
P J-Ji Jx2-1

1) Soit f 1a fonction de |1, + e[ dans R définie par:

S(x) = In(x+ Jx2-1).
Calculer la fonction dérivée de f.
En déduire la valeur de K.

2) Onpose J = Iir./x’l_ld_\-_
3

2 x3dx

NN

Calculer J a I'aide d'une intégration par parties.

D'APRES BAC

Démontrer que J = _[ -K.

e84 on pose,pour ne N, I, = r x(Inx)"dx.
1

1) Caleuler 1), puis 7, .

2) A I'aide d'une intégration par parties, exprimer /, .| en
fonction de 7, .

3) Calculer alors £, pour n =3

@85 Déterminer une primitive, sur 0, + o[, de Ia fonction
Jrxo— xtnx pour n =0,
4. Calcul intégral 141
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alculs d’aires

86 Loi exponentielle

1) Soit a et A deux réels strictement positifs,

A
Calculer I(A) = jn ac™dr,puis lim  J(A).

A =3 + oo
Interpréter graphiquement ces résultats, en terme d'aire.

A
2) Caleuler E(A) = jn ate™d¢,puis lim  E(A).

Ao +oo

Note ; cette loi sera ¢tudiée au chapitre 10,

87 Domaine illimité, aire finie

1) Etudier la fonction £ x = x— 1 + 2e~¥ et tracer sa repré-
sentation graphique €.

On montrera que G, admet une asymptote oblique A en + oo,

2) Calculer, en unité d’aire, I'aire du domaine plan limité par
%f A, et les droites d'équation :

x=0 et
pour A>0 fixé.

Be=

3) Etudier la limite de cette aire, lorsque A tend vers + oo, et
justifier le titre de I'exercice,

Dans les exercices 88 a 90, calculer, dans chaque cas, Uaire
du domaine coloré (en cm?).

88 Le hamac

-2 1 w| 4 2 3  «x
unité : 1 cm '

@89 Le pont
YA

|
| 14 (axe de symétrie)

0,5 '

0

unités : 1 ¢m sur (Ox), 2 cm sur (Qy)

142

9( La toupie

yi

~0.51

unités : 1 em sur (Ox), 3 cm sur (0y)

9] Unstandard
On considére la fonction f définie sur R par:

f(x) = In(x+~x*+9)

et (C) sa représentation graphique relative & un repere ortho-
normal (O37,7).

1) Déterminer les images de 0 et de 4 par f, puis I'antécédent de
0 parf.
2) a) Calculer la limite de fen + oo
b) Montrer que, pour tout x réel ;
ST = —2
x2+9—x
et en déduire la limite de fen— oo.

3) Montrer que, pour tout réel :

f(x) = i

Jx2+9

et en déduire le tableau de variations de la fonction f.

4) On considere la fonction g déﬁnie, pour tout x réel, par :
9

—aX _ _a=X
g(x) = e 23

et (C’) sa représentation graphique dans le méme repere
(O7.7).

a) Démontrer que, pour tout x réel, (g of)(x) = x.

On admettra de méme que, pour tout x réel, (fo &)x) = x.
b) En déduire que le point M(x ; y) appartient & (C) si, et
seulement si, le point M(y ; x) appartient a (CH.

¢) Démontrer que la fonction g est négative sur [0 ; In 3).

5) Soit D, et D, les domaines définis par :

D, = {M(.\';y] 0=x<In3 ;
gx)sy=0

—-d=x= 0}
O<y<f(x))

Vérifier que les domaines Dy et D, ontlaméme aire ; calculer

cetle valeur commune en unites dMaire.

D, = {M(-\‘ 1Y)
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calculs de volumes

Dans les exercices de cette partie, on peut appliquer le résultat
de Pexercice 66.

92 La trompette

Retrouver (chapitre 1, exercice 6, page 25) le volume de la
trompette obtenue par révolution autour de I'axe (Qz) du
morceau de parabole d’équation y =3, avec 0 <z < | .

'

o

93 Le vase

Soit A un réel strictement négatif.

Calculer le volume ¥, du solide obtenu par révolution autour
deI'axe (Oy) dudomaine &, limité par les axes de coordon-

nées (Ox) et (Oy), ladroite d'équation y = A et la courbe
représentative de x — Inx.

Etudier lim F,.
A—p—es

94 On pose, pour x>0, f(x) = M

1) Déterminer Jes limites de f en + e et 0.
2) Calculer f’(x) en fonction de x.

Montrer que f‘(x) ale méme signe que (Inx)(2 - Inx).
Déterminer le sens de variation de f sur ]0 ; + oo[.

3) Tracer la représentation graphique (C) de f dans le plan.

¢? P
4) On pose, pour p = 1, 1, = J’I (lr:zc) e

2) A I'aide d’une intégration par parties, calculer :

et Inx]
I, = — |dx.
: U I x?
b) Montrer que, pour tout p =1 :

/

2p+ |
‘U“‘l = -——'CT"“("}"'I)IF.

¢) En déduire 1, , 15 et Iy.
d) On fait ourner autour de "axe des abscisses I"are de courbe cons-
tiwé des points de (C), d'abscisses comprises entre 1 et ¢2, Le
point M de (C') d’abscisse x, décrit alors un cercle derayon /(x).
Calculer le volume du solide ainsi engendrée, en unités de
volume.

Comparaison, encadrements

95 Encadrement de In(1 + x)

1) Etahlirque, puru=0,1-u=< - =1,
| +u

En déduire par intégration que, pour x = 0 :

x2
A= =In(l +x)=x.

1
2) Onpose [ = _[0 In(4 + £2)dt.
Utiliser la question 1) pour obtenir un encadrement de /.

Donner une valeur approchée de /a 1072 prés.

@96 In(1+x) : un autre encadrement

Pour tout x appartenant & 'intervalle [0 ; + e[, on pose :
F(x) = j In(1 +e2)de.
0
On nc cherchera pas 4 calculer Fi(x).

1) Etudier le sens de variation de F sur I'intervalle [0 ; + os[.

2) Soit a un réel strictement positif.
a) Montrer que, pour tout ¢ appartenant a lintervalle
[l:14+a],ona:

1
l+a

=s-=1.

- =

a
l+a

b) En déduire que =In(l+a)<a.

3) Soit x un réel strictement positif.
Déduire de la question 2) que :

X 6—21 X
= = -2
Jy Tt =Fo <[ ear,

puis :
1 1 1

2% 1
—ln2—§ln(] +e 2-)£F(x):s;§__

-2x
2 e .

4) On admet que la limite de F(x), lorsque x tend vers + oo
existe et est un nombre réel noté 1.

o 1 1
Etablir = sj<-
ir que 21n2 1 5

+1
5) Pour n€ N, on pose u, = j" In(1 +e20)de.
n

a) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a :
0<u,<In(l+e2").

(On pourra utiliser le sens de variation de la fonction h, définie

sur [0; +oof par h(¢) = In(1+e29).)

b) Déterminer la limite de la suite (u,,) .

6)Pour ne N,onpose S, = ty+uy+uy+ ...+,

a) Exprimer S, i I'aide de Fetn.

b) La suite (8,) est-clle convergente ? Dans Paffirmative,

_D'APH ES BAC

donner sa limite,
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Q7 Encadrement de e
1) Montrer que, pour tout x = (), g% < | |

2) A T'aide d’intégrations successives, montrer que, pour tout
x=0;:

-2
l-xy<e"puise¥s|-y4X

3) Déduire de la question précédente que, pour () :
1

~7 1]
| ~o€p beg g >
! ! 2’2.

1oo0 -!
4) Onpose I = j e dr.
100

Montrer que 7= 900 - In 10 3 5x 10-3 pres,
r_x?
98 Majoration de I(1) = I e 2dx

3

k3 # - h__- --:
1) Pour tout réel 1 = 3 établirque 0 < & 2 < o 2 :

2) En déduire que, pour tout 1 = 3 , Iintégrale :
2

> R
I(A) = Le *dx vérifie 0 < (1) < 0,008 .

In f D
L'intégrale précédente intervient dans le calcul des probabi-
lités, en liaison avec la loi de Laplace-Gauss.

Ainsi, par exemple, lorsqu’on lance 100 fois une pitce de
monnaie équilibrée, la probabilité d’ obtenir plus de 65 faces

| i ;
est égale & peu prés & —=/(10). D’aprés le résultat
& 27

trouvé, cette probabilité est inférieure A LiLl 0,0032.
J2n

Les exercices 99 a 101 proposent des études de suites i partir

d’encadrements d’intégrales. Ils s’inspirent d’énoncés de
Bac.

- S l rn
@9 Soit (u,,) la suite de terme général u, = L T+ fzdf-

1) Etudier la monotonie de la suite (u,).

.f”
2) a) Montrer que, pour tout 7 de [0, 1], s = (",

b) En déduire la limite de la suite (u,).
3) a) Calculer u, .
|

b) Montrer que, pour tout n, u, + u o

n+2 -

¢) En déduire uy, us et uy.

144

v
@100 onpose,pour n=1,u, = L dv.

) I +x"

1) Caleuler 1, .

=

s —xn=
2) a) Montrer que, pour tout x =0, 1 —x | +x7

b) En déduire que l——l——féu,'é:l.
yEak 1 n+1 !

¢) Déterminer lim  u,,.
=402

I px?
0 1+x"

3)Onposcpour n=1:v, =

=l

- &
nx ",\" montrer, j
+Xx

a) En écrivant =
I +x

sous la forme

I'aide d'une intégration par parties, que :

I
Vi = In2—J In(l +x")dx.
0

b) En utilisant  I'inégalité  vraic pour tout (=) :
O=In(l+r)=1t (inégalité que I'on ne demande pas de
démontrer), montrer que :

I I
0= Jﬂ In(l +x")dx = i

¢) En déduire que  lim v, = In2.
=¥+ ca

4) a) Vérifier que, pour tout enticr n = 1 , v,+nu, =n,

b) En déduire que lim
i

n(l-u,) = In2.

@01 Encadrement de 400 !

1) Quand p € N* indiquer pour quelle(s) raison(s) on a :

p+1
Inp EEJ (Inx)dx < In(p + 1).
P

2)Pour ne N avee = 3, en dédy

ire un encadrement de
N2+ I3+ . +1Iny sous la forme -

b
Jﬂ(lnx)d.\* SIn2+m3+.., 4+ n< J’d( Inx)dx,

ot a, b, ¢ et d sont quatre nombres entiers 3 préciser,

3) Déterminer une primitiv
En déduire, pour n
forme :

eFdex s Iny sur 105 + eq.
=3, un encadrement de In(n!) de la

gimsIn(n) =< g,(n),
oll g, et g, sont deux fonctions que I'on précisera,

4) Calculer £,(400) et g,(400) 20,01 prés.

En déduire un intervalle (ny,n,], le plus petit possible, avec
M1y et ny entiers tels que ;

In(400!) € [n,,ng].

5) Déduire des valeurs de g,(400) et &,(400) deux entiers q
elrielsque 109 <4001 < 107

Soit N'le nombre de chiffres de 400, Que peut-on dire de N ?
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Calculs approchés d’int égrales

pans les exercices 102 a 105, vérifier que la fonction f est

continue, décroissante et positive sur (0, l], et calculer une

valeur approchée a 107 pres de | = J' S(x)dx a Paide

d’une calculatrice ou d'un tableur, en utilisant la méthode des

rectangles, décrite pages 134 ef 135,

n—1

g k _1 k
Rappel 5, = - z f(") S, = = 2 f["-'] sont des

k=0

valeurs approchées de / & moins de M_‘_) ;
n

102 o) = ——. @03 ;o= 5o,

ad04 1

1

Let,six#0, f(x) = SiX
X

105 s

1}

e~*?,

@06 Avec une fonction croissante

Soit p un entier naturel non nul et f la fonction définie sur

[0, 1] par f(x) = xP.0On pose, pour n entier (n = 1) ;

=I5 )= 132

1) En interprétant par un calcul d’aires, montrer que :

1 1
aS, <[ fOdx<s,;  b)s,-S, =~

2) En déduire la limite de la suite (s,,) _ , , puis que::

li [1P+2P+...+n¥’j 1
m = 4
n—3+e= nP+l p+ 1

o
2éja va
Le résultat précédent est évidemment cohérent avec les
(rares) formules que nous connaissons :

n(n+1)
-pourp=|,l+2+...+n=——2——v .
an+1)2n+1),
npourﬂ:2‘12+22+...+.f12=_'_'6___’
(124224 .. 403 _ 1
lim 3 ="
n—r+oo n

o ¥
On trouve respectivement les limites 5 ¢t 3.

d07 En s'inspirant de 1'exercice précédent (question 1)),

I - —
Giog B ] g 4
calculer une valeur approchée a 102 presde / = _[““/I +hde.

@08 Un cas général

Soit f une fonction dérivable sur [0, 1], telle que £ soit
continue et vérifie : il existe M réel tel que, pour tout x de

[0, 1], If’(.‘l:)f =M
N 1 l n k
Onpose I = Io JS(x)dx et R, = E,E"l f(;).

(R, estune « somme de Riemann « associée » & f, voir page 135.)

1) En utilisant une inégalité de la moyenne, montrer que, pour

touswetvde [0, 1] :|/(v)—f(u)| < M|v-u.
2) Etablir 'inégalité :

n k
[[-Rnl < Y [

k=1

sey=f (%) as|.

3) Déduire des questions 1) et 2) que :

M

|7-R,| =5

4) Déterminer lim. R, et un majorant de I’erreur commise
e ]

dans I'approximation /= R,, .

Les exercices 109 a 111 utilisent les résultats de lexercice
précédent.

109 soit f(r) = sin(ne?).
1) Montrer que, pour £ € [0, 1], | f/(¢)l < 2n
2) En déduire, 2 I’aide d’une calculatrice ou d’un tableur, une

1
valeur approchée de J = J’O f(t)de 3107 pres.

n
2 k
2 2’
e k=+n
Montrer que la suite (R,) converge et déterminer sa limite.

451‘-’11310 On pose R, =

@1l on pose R, =

1
- 3n+k’

Montrer que (R,,) converge et déterminer sa limite.

“\ l I

A
)

La gare TGV de I"aéroport de
Lvon:

Lt toiture inclinée est
decoupée en rectangles...
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Suites définies par une intégrale

Ces suites ne figurent pas explicitement au programme,
mais demeurent une source inépuisable de sujets, dont
voici le déroulement immuable : on considére des fonc-
tions fy, f5, ..., f,, définies et continues sur un
méme intervalle [a, b], et on définit la suite de terme
général :

I, = J'bfﬂ(t) dt.

Le tronc commun de tous ces sujets est d’obtenir une
relation entre plusieurs termes 2 1'aide d’une inté-
gration par parties.

Deux itinéraires possibles suivent, dans les énoncés :

- le calcul de termes, de proche en proche ;

—~T'étude de la suite (Z,) (monotonie, comportement
asymptotique) & I'aide d'inégalités sur les intégrales.

Calcul de termes

1 x2n+1
al2 Onpose!nz‘[ S

0J1 +x2

dx,pour n=0.
1) Calculer 1.

2) En intégrant par parties, montrer que, pourtout n = | :
@+ 1)l = f2-2n1, ;.

3) En déduire la valeur de 1,1, etl.

T
@13 Pour n e N*, on pose I = F’ b
0 cosx

1) Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout x e [0 ;E] :

1 _ acosx 3 bcosx
cosx  l-sinx |+ sinx’

En déduire une primitive de x A sur [0 ; E:I
cosx 3

2) Caleuler /.
3) Calculer la valeur de 1.

4) Pour n = 3, éablir une relation liant I, et ("
On utilisera une intégration par parties et la relation :
[, = | I
cos"x  cos"-2x " coslx’

5) En déduire les valeurs de /4, /, et I5.

146

NG i Eac

Comportement asymptotique

1 14 D'aprés BAC S, Polynésie, 2001.

Inx + xe

On pose, pour x>0, f(x) = )

n+l c:nl
SaitZ, = J‘c [%')d: etd, = J‘c” S(t)dtpourne |\,

e

1) Montrer i I'aide d’une intégration par parties que :
n+l n+2

I, ="

n e e+ 1’

2) a) Montrer que 4, = [, +¢.
b) Calculer /;, et 4.

3) Montrer que la suite (4,) converge verse.

63])15 D’aprés BAC S, France métropalitaine, 1999,

Dans cet exercice, n cst un entier naturel non nul.

{
2 d
On pose u, = -[0 (2;:23) ende.

1) a) Soit @ la fonction définie sur [0 ;2] par:

2t+3

() = = 5 . Etudier les variations de ¢ sur [0:2] .

=

En déduire que, pour tout rée] ¢ dans [0;2], % =)=

e |

b) Montrer que, pour tout réel 7 dang [0;2],0na:
!

!
Ec' = @(nen &}e

T~

Z
P 3 = =
¢) En déduire que in(e“ - 1) = u, = %ﬂ(e" = ]) .

h
d) On rappelle que lim (e _ 1] = 1
h—o\ h ’

Montrer que, si (,,) posstde une limite Lalos3=<L= 57
2) a) Vérifier que, pourtout tdans [0;2],0na:

2t+3 _ 2 1

t+2 ~ T
En déduire Vintggrale 7 = [ (2‘ + 3) dt

o\t+2 ’
b il
) Montrer que, pourtout rdans [0;2],0na | < ot < .
2

En déduire "

Welsu, <ent,

¢ r\( ) - » At on .
R (1) est convergente et déterminer sa limite L.
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@16  Dapres BACS. Asie. 1998,

Pour tout entier n de N* | on considere Pintégrale :
¢
I, = L (Inx)" dx.

1) a) Démontrer que, pour tout x dans I'intervalle 11, e[ et
pour tout n entier naturel, on a :

(Inx)"—=(Inx)"+150,

b) En déduire que la suite (7,) est décroissante.

2) a) Calculer 7, aT'aide d’une intégration par parties.

b) Démontrer & I'aide d’une intégration par parties que, pour
toutne N*, I =e~(n+ ni,.

¢) En déduire /5, I3 et I, .

Donner leurs valeurs exactes, exprimées en fonction de e, et les
valeurs approchées a 10-3 prés par défaut.

3) a) Démontrer que, pour tout n € N* I,=0.

b) Démontrer que, pour tout n € N* | (n+ 1)I, <e.

¢) En déduire la limite de 7, .

d) Déterminer la valeur de nf, + (1, +1, . ) eten déduire la
limite de n/, .

@17 Dapres BACS, Pondichéry, 2001

1) On pose, pour tout entier naturel # non nul ;

|
I”:m

J‘;u —x)"e~dx.

a) A I'aide d’une intégration par parties, calculer /, .

b) Prouver que, pour tout entier naturel 7 non nul :
1 ¢l
= — | e¥dx.
0<l,<= J'Oe d

En déduire lim /.

n——eo

¢) Montrer, en utilisant une intégration par parties, que, pour
tout entier naturel 7 non nul, ona:
|
‘rn+l = (n+ l)f _In'
. g s ”
2) On considere la suite réelle (a,), définie sur R*  par

a; = O et, pour lout entier naturel 2 non nul :
1y

U4y =0T (n+ 1)t

mtier n =1
a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier 1 I

| P
a, = E+(_'I)*!u'

b) En déduire lim «,

n—» +oo

Un peu de tout...

.+ dans le probleme de synthése qui suit, un grand classique
du genre.

@18 Dapres BACS, La Réunion, 1997,

Pour n entier naturel non nul, soit J/, la fonction définie sur
I = [0, +es[ par:

x." 3
Sy(x) = e,
ni

Soit a un élément non nul fixé dans /. Pour tout entier naturel r,
on pose

I(a) = I:f”(x)dx.

1) Calculer I(a) .

2) Montrer que, pour tout x de [ et pour tout n de N* :

Sa®) = f_ 1) =f,(x) et f(0) =0.
En déduire que, pourtout n =1 :
a '
I(a)-1,_(a) = —i€ ..

3) En déduire que pour tout n>0 :

In(a) = 1‘—( z :_—T}E_a.

k=0

4) Dans cette question, onpose @ = 1.

On appelle (u,) la suite numérique définie pour tout n € N
par:

i, = 1-[2 %}e" = J; f(x)dx.

k=0

On note €, la courbe représentative de f, dans un repere
orthonormal 2 (unité grahique : 4 cm).

a) Montrer que, pour tout entier naturel n, u, = 0 et donner
une interprétation géométrique de u,, .

b) Montrer que, pour tout entier naturel n, et pour tout

xe [0,1]:
- ]' n
f;l(.\) = mx i
¢) En déduire I'encadrement pour tout entier naturel n ;

nsu"$

(n+ D"
puis la limite de u,,.

n
d) Déduire enfinque ¢ = lim > L
H = 4ou k!

4. Calcul intégral 147
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119 Des courbes et des aires

A) Une famille de fonctions

On pose. pour tout entier n, f,(x) = x n /1 +x et on note
C,, lacourbe représentative de f, dans un repére orthonormal.
Les courbes C,, C,, C; et Cy sont représentées ci-dessous.

v

1) Montrer que les courbes (C n), = Passent par trois points
fixes.

2) Montrer que, pour tout x de [0, 1], £, , ,(x) <, (x).
Identifier alors les courbes C|, C, Cj et C,.

3) Etudier le sens de variation de f, sur [-1, + o[ et dresser le
tableau de variations.

Distinguer les cas : n = 0, n impair et n pair non nul.

B) Une suite d’aires l
On pose. pourtout n =0, a, = Iﬂ Jy(x)dx.

1) Interpréter graphiquement a,, .
2) Calculer ayy, puis a; & I’aide d’une intégration par parties.

3) Etudier la monotonie de la suite (a,).

4) Grace a un encadrement de /1 + x, établir que :

1
—_—=g =
n+1 n

En déduire la limite de la suite (a,,) .

5) a) Montrer que, pour tout x de [0, 1] :
0=<.2-/T+x< %(I -Xx).

b) En déduire que :

et déterminer la limite de (na,,) .
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@120 Ellipse et ellipsoide

A) Construction d’une demi-ellipse .
Soit @ et b deux réels strictement positifs fixés. On pose, pour

XE ["aaal :
o = Ll

) o,
Ftudier la fonction [ et tracer sa courbe representative € dans
un repére orthonormal (avec a = Geth=3)

B) Volume d’un ellipsoide de révolution

On considere le solide I obtenu en faisant tourner autour de
(Ox) la courbe € définie précédemment (X est appelé
« ellipsoide de révolution »).

1) Montrer que le volume de Z s’exprime, en unité de volume,
par:
a
V= 2;:]0 [ f(x)]%dx.

2) Calculer V. Que retrouve-t-on lorsque @ =

3) Application : calculer en
km? le volume de la Terre,
considérée comme un ellip-
soide de révolution,

avec b=06 378,137 km
(rayon €quatorial) et
a=6 356,752 km (rayon
polaire).

C) Aire d’une ellipse

On appelle ellipse la réunion des courbes C et Si0x(C), ob

S(ox) oSt l'c'l réflexion d’axe (Ox). Cette partie propose le
calcul de I"aire A de cette ellipse (en unité d’aire).

1) Vérifier pour réel x
asinx
Flx) = L} Ja? —¢2dt est bien définje.

Calculer F(0) .

que, tout I"intégrale

2) Montrer que 4 = 42 F("E) )
a \2

3) Prouver que la fonction F est dérivable sur [0. g:l ,etque:
F’(x) = a2cos2x.

4) Exprimer cos2x en fonction de cos(2x).

En déduire une formule explicite de £ (x) sur [0 E}
L] n, .

5) A I'aide des questions précédentes, établir que 4 = mab.
Quel résultat retrouve-1-on lorsque @ = b 2
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Les quaire probleémes qui suivent gravitent autour du nombre
r et de certaines de ses approximations,

«121 Un résultat de Leibniz

- o T b (= 1)
Onpose,pour n=1,u, = 1l =4 -4 . .
S 3 3 Ty

Vs T
On se propose d'établir que (u,) converge vers 1

A) Expression de «,, i I’aide d’une intégrale

1) Montrer que, pour tout réel 1 :

(I—12+f4+___+(_1)nr2n)_ I = (=1)n {2n+2
1+72 1+¢2°
. 1 dr 1 42n+2
2) En déduire que « — — (1 ¢
Lt -[0 [+ 2 = 0 ]_sz"

3) Montrer que, pour tout réel tde [0, 1], ona:
$2n+2

5
= tin+2

1 +12

L _J] d¢ 1
" Jdo 1412 2n+3

En déduire que

1
B) Calcul de I = | 1‘" -
0 +r*

On pose, pour tout x, F(x) = j(; 1 i!fz'

1) Justifier la dérivabilité de F et calculer F'(x).

I—t[ , u(x) = F(tanx).

2) On pose, pour x € [O, 2

T ’
a) Montrer que u est dérivable sur [0, 5[ et calculer u’(x) .
b) Calculer u(0) ; en déduire que, pour tout x, u(x) = x.

T
3) Déduire des questions précédentes que [ = i

C) Limite de (u,,) et valeur approchée de 1t

1) A I'aide de A) et B), déterminer la limite de la suite (u,) .
2) Déterminer un entier 1 tel que 4u,, soit une valeur appro-
chée de 7t a 102 prés.

3) Organiser, A I'aide d’un tableur (ou d’une calculatrice), le
calcul de 4:.'"".

P (uer.s?fm Leiﬁniz)

La formule précédente (due A Leibniz) n'est pas utilisée
pour le calcul de 7: la convergence est trop lente. Une
formule analogue a cependant permis i John Machin, en
1706, d’obtenir 100 décimales de T.

@122 La formule de Wallis

s
Soit 72 un entier naturel. On pose /, = J.Z sin"xdx.
0

1) Calculer 7y et I, .
2) A I'aide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout

L=""00 W,

n=2,ona

?)f.sfe Poser u(x) = sin"~lx et v'(x) = sinx...

3) Endéduire 75, I3, I, et I5.
4) Démontrer par récurrence que :

i _IX3X5Xx.x2n-1) w
Dy = et i, 3"

b) pour n = 1,

/ __2x4x6x..x(2n) |
LT 1@ %X (2n=1) 2a+1

2
En déduire que la suite (/,) est décroissante.

b) A I'aide de I'égalité (1), établir alors I'encadrement :
n

n+1""

T y ;
5)a) Pour x € [0, —} , comparer sin”x et sin”* Ix.

V<1, <1,_,,pourn=1.

I
. 2n+1

lim == = 1.
N =) +oo 2”

¢) En déduire que

6) Démontrer la formule de Wallis (mathématicien anglais,
1616-1703) :

’ T
lim w, = =, avec,pourn=1:
n 2 !
= +e=

- =( 2Xx4x6%...%x(2n) )3 1
n IX3%x5%...%x(2n-1) 2n+1°

. (2n+2)?
1T 2n+1)(2n+3)
niser sur un tableur le calcul des valeurs de w, jusqu'a obtenir

7) En remarquant que w

w, , orga-

une valeur approchée de a 102 prés. La convergence

NIH

semble-t-elle rapide ?

| YL LY AL
T &5%'?5533%%1% '.
;ﬁ@%gssmw«‘%
R e ks VA
mu%%amrmmwml%

7 "*"“—‘-‘NS - MAEL DBDULWERL MRS WBMIEW, ALEATNARESHL AAEEE 1
B e
(b Ly

T e Cdi b
ey e
- s ™ R ey
“'n:‘_::‘ ¥. 5y qrm.
el thaivin,d, f '} B '
'S Cgad 11 , ¢
B Totryly
bl
ey e,
bl d TS0 sk /
g . *
e e Bothns ot a

Sur une conpole du palais de L Décounverte, les 627 prenueres
decimales de mealeulees par Shanks apres 20 ans d'effout, (Une erreur
dpartir de L 328 decimale a ¢ie corrigée depuis 1949.)
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123 «m= %,% » Signé : Archimede

L1 —x)4
On considere l'intégrale J = Jn | +x2

1) a) Déterminer les réels a, by e, d, e, f, g et h, tels que I'on ait,
pour tout réel v :

__"‘Q_—_\_ = ax+brexttdd vexlofryg
] +x3
h
1+x2°

1
b) Calculer I'intégrale J'n()r‘J —4x5 +5x% _4x2 4 4) dx.

1 5
¢) En déduire que J = 2z -41,avec | = dx _
7 01+4x2

2) Calculer I en utilisant les questions du probléme 121,
partie B).

oo 22 .
3) En déduire que ©t = > avec une erreur égale 2 J.

4) a) Déterminer le maximum de la fonction x — x(1 - xX)
sur [0, 1].

(1—\')4 l

b)En déduire que =
) ue 1+ x2 28

puis  que
0=sJ=<4x10-3,

P (version A rehimede)
L’approximation précédente n'est pas la meilleure connue
par Archimede. Celui-ci obtint 7t = % , imbattable parmi

les fractions «simples» (voir la méthode décrite au
chapitre 1, probléme 89, page 40).

@124 Somme des inverses des carrés

Le but de ce probleme est d’étudier la limite de la suite de terme

général : u :i+l+...-!-l (n=

"2 2 n?
A) Expression de u, a1’aide d’une intégrale

- ™2
1) Calculer I'intégrale J = -[u (ﬁ - r] de.

2
2) On pose, pourtout k=1 : K = _[: [% - t) coskedt.

A I'aide de deux intégrations par parties successives, montrer

que K = l

k2
3) On pose. pour tout tde [0, 1] et n =1 :

D, (1) = —+ cosl + cos(21) +

5

cotcos(nt).

150

Déduire des qucﬂinnﬁ précédentes 1'égalité :

u, = 6 J’(__r)D{r)df
2
=], 65"

1) a) Vérifier que, pour tous réels act b :
2sinbcosa = sin(a+b)—sin(a-Db).

B) Etude de Pintégrale 7, r) D, (t)dt

b) En déduire, & I’aide d’un raisonnement par recurrence, que
pour tout n =1 et 1 €0, n):

1 (131
sin(n+—]f

2sin%

D,(1) =

¢)On considere la fonction g définie sur [0, ] par

g(0) = —1lectsit#0,g(1) =

Montrer que g est continue en ().
. sinx
Rappel : lim — = 1.

v—=0 X

d) Montrer que, pour tout 17 = | :

L ; ] d
I, = jﬂg(r)sm(;w i)r L.

2) a) On pose, pour x e] [ h(x) =
=

Montrer que h est dérivable sur ]0, g[ et que /’(x) est du

signede @(x) = x— tanx.
b) Etudier le signe de ¢ (x) en étudiant les variations de ¢.

¢) En déduire que |

a fonction h est décroissante sur ]0, Tt[.

d) Pour r e [0, 1], démontrer I’encadrement -

3 S8&()=-3

3) a) Soit o un réel tel que < <1t

On pose A,(a) = J o(t)v.m(n+ ]rdr

Démontrer que  lim A4

——— Mo - 2(@) = 0,2 0aide d’une intégration
ar parties.

b) En déduire que |7, = > Puis, en admettant que cette
limite existe, déterminer la limite de (L)

C) Limite de la suite (n,)

Conclure A 1'aide des questions précédentes,

(1) Ceue épalité sera reds

montrée au chapitre 6 (probléme 134) i
I"aide des nombres complexes, .
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. OBJECTIFS

| e Etudier Péquation différen-
. tielley” = ay+b.
¢ Décrire I’évolution de certains
phénomenes intervenant dans les
Sciences appliquées, a Paide de
modeles mathématiques discrets
(suites) et continus (fonctions).

\ « Le mouvement perpétuel et I’agitation
incompréhensible de la vie. »

Gustav Mahler
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1. OBJECTIFS

o Les Sciences dites «appliquées » (Mécanique, Electricité, Biologie, Economie,
Démographie, ...) fourmillent de situations conduisant i une équation différentielle, que

nous pouvons présenter grosso modo comme étant une relation entre une fonction et ses
dérivées successives, valable sur un certajn intervalle,

¢ Dans une équation différentielle, I'inconnue est [q fonction.

Nous dirons ainsi qu’une fonction fest solution de I'équation différentielle y* = ay + b sur
unintervalle I'si fest dérivable sur J et vérifie, pour tout x de / :

' (x) = af(x) +b.
e Nous allons, dans cette rubrique

— présenter une situation conduisant 3 une équation différentielle du type " = ay + b (a et
b sont des constantes) ;

— visualiser (sur une calculatrice ouun logiciel) quelques courbes des fonctions solutions grice
au « champ des tangentes » :

— construire, de fagon approchée, une courbe solution donnée grice 4 la méthode d’Euler.

| Laméiéo : un domaine oir fourmillent les équations
g S L i ot S ¢ différentielles d'une grande complexité,

2. PRES ENTATION D’UNE SITUATION

Séquence 1 — Loi du refroidissement de Newton _

Un thermometre indique la température d’une
piece (20 °C). On le place sur le bord d’une
fenétre, a I'extérieur, ol la température est de
4 °C. Au bout de trois minutes, il indique 8 °C.
La loi de Newton exprime que la température
J (1) évolue en fonction du temps 1 écoulé
depuis le changement de milieu du thermo-
metre (f en minute, f(¢) end°® Celsius) de _
la fagon suivante : il existe une constante k hos"d
telle que, pour tout ¢ = () :

1) On pose g(¢) = J—~4.

Montrer que g est dérivable sur [0, + oo et que, pour
tout t =0 : A

g = kg().

- -

2) En déduire que g(t-)

2(0)ek (yoir chapitre 3,
théoréme 9).

3) Exprimer alors J(¢) en fonction

! de ret calculer la
S = k(f(1)-4). constante k,

(On convient que = O lors du changement de

miilien) 4) Etudier et représenter graphiquement la fonction f

152
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J. LECHAMP DES TANGENTES

Considérons I'équation différentielle y* = — 0,5v+1 (1)

Les logiciels et les calculatrices équipés du calcul formel permettent une visualisation des

s'olunons de (1) en tragant, 2 intervalles réguliers, quelques tangentes aux courbes représenta-
tives correspondantes : ¢’est le « peigne » ou « champ » des tangentes.

o Sur le logiciel Maple, les instructions suivantes :

> with(DEtools) ; " _
> diff (v(x), x)=1-0.5%y (x) bty 16 0% TR Ve Vo A VG T B S B S

H B e T

B ey e i T L W O,

a o e e e e e e e e e S e e e T e
E y (x ) _— l st Sy (x ) ""'--“'-e."“--q" e T T T T T T T T T T e e,

> DEplot (",y(x),x=-1..4,y=-2..4) ; e e e
affichent le dessin ci-contre (Fig. 1). S S S S S e
" /’.--[‘.h i G B P I AP g o G i
i T
WA SR D DS Pl s 4

)‘///.-///'(///' A i A
Arz0v 7 s A s A s
LA P I E T EITLL LA
WA NN RS
LA AL LT ITELELL LA T TS
Ll VL L L L AL T L LT T
L2 ETV AL TFL T LTSS ENd
Fig. 1

Cela permet :
—d’observer que toutes les solutions ont pour limite 2 en + o ;
— de tracer, de facon approchée, 1 unique solution prenant une valeur donnée en 0 (par exemple).

o Avec une calculatrice

rCasio Graph100| | Avec le menu [DFFEQ] [is] [1:Seur], on saisit f(x) = 1,
g(y) = '_0$5y+lsx(] = O,yﬂ = 1.

[ Texas TI 89 \ Dans [Graph |, choisir ; dans I’éditeur [¥=], saisir
y; =—0,5y+1 puis yil = 1 (corresponda y,(0) = 1 si
tg = 0),¢et [GrapH].

Dans les deux cas s’affichent le champ des tangentes et la courbe de la solution particuliere f
telle que f(0) = 1.

Séque/n(e . JTEEEE ' N R L —

-
—

né ¢quation y” = isant varier a et b. Ne pas oublier des valeurs négatives de a.
Procéder de méme avec I'équation y” = ay + b en faisan p g

4. AVEC LA METHODE D’EULER —

: ion approchée
Seque_uc/e 3 Une construction app

B A I'aide d'un tableur, construire la courbe représentative approchée de la solution de I'équation différentielle:
¥ ___m_e(} Sl;n +dl vé;iﬁanl f(0) = | (voir chapitre 2, page 64).

5. Equations différentielles et modales d’évolution 153
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L’équation différentielle y’ = ay+ b

1 GENERALITES (M

* Une fonction solution, sur un intervalle /, de ’équation différenticlle y' = ay+ b estune
fonction f, dérivable sur I, telle que, pour tout x de / :
fi(x) = af(x)+b.

Sans précision, on prendra / = R. o
‘ En dehors des notations fonctionnelles habituelles, on s’autorise ’l écriture :

«y = e* est solution de I’équation différenticlle y” = y », étant entendu que, dans une
‘ €quation différenticlle, I’inconnue est une fonction.

* Résoudre I’équation différentielle y* = ay + b, c’est trouver toutes les solutions.

* Un peu de vocabulaire :

—T'équation y* = ay + b est dite du premier ordre, linéaire, & coefficients constants ;
—I"équation y* = ay est I'équation sans second membre associée 2.

2_RESOLUTION DE L'EQUATION y’ = ay (a REEL)

L’équation y* = ay est I’équation de référence dans ce chapitre. Nous en rappelons ci-

dessous les solutions (obtenues un peu différemment au chapitre 3) avec une démonstration
plus concise. &

THEOREME 1

Les fonctions solutions de I’équation différentielle ¥' = ay (aréel donné) sont les
fonctions x —> C e~ (ou C est une constante arbitraire), '

- Démonstration

* D'une part, il est évident que x —> Ce® est solution de I’équation Y = ay.

* D’autre part, si y est une solution, posons z(x) = e~ y(x) ; alors 7 est dérivable sur R et :
Z'(x) = e*(y'(x) —ay(x)) = 0 (car j’ = ay).

Il en résulte qu’il existe une constante C telle que, pour tout réel x, z(x) = C.
Onen tire : o

L y(x) = Ceux,
EXEMPILE 1

L

Résoudre I’équation différentielle 2y’ + 3y . 0.

. 3 | e N
Ici, @ = =5 donc les solutions sont les fonctions X+ Ce 2

Voir exercice 1

(1) Ces généralités s'étendent sans peine a ine quelconque équation différenticlle
(2) Lalocution « sans second membre » se congoit mieux si 1’

onderite y' — gy = p O | ————
i 4 i €équatio s second
membre associée estalors « y' —ay = () 5, » Fequation sans sec
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eaur.s

3 RESOLUTION DE L'EQUATION y’ = ay+ b (a, b REELS)

THEOREME% considere I'équation différentielle y* = ay+5b (1) (q, bréels, a#0), et

| I"équation sans second membre associée y* = ay. Alors :

e * il existe une fonction constante g, solution particuliére de (1) : g(x) = i i
a
ol e’n’semble des solutions de (1) s’ obtient en ajoutant g & une solution quelconque :
de I"équation sans second membre.
Ces solutions sont donc les fonctions x —> Cex — 2 (C réel quelconque).
a

| Démonstration

: b . e )
* La fonction g : x ~= est solution de (1) : vérification facile.

* Alors la condition « fest solution de (1) » équivaut a, pour tout x :

S'(x)—af(x) = b,soitencore f'(x)—af(x) = g’'(x) —ag(x).

Cette égalité s’écrit encore ( f—g)’ = a( f-g).

Ainsi : f'solution de (1) & f— g solution de I’équation y* = ay.
_Donc les solutions de (1) sont les fonctions : x — Ce4* + g(x) (C réel).

Le point de vue Voici les courbes représentatives (Fig. 2 et Fig. 3) des fonctions solutions de y* = ay + b,

graphique telles qu’on peut les visualiser avec le champ des tangentes (voir Avant-premiére).
“\_\__‘_—_
e £ y=- --b— —

L

Remarque :si a = 0, les solutions de (1) sont les fonctions affines x — bx + k.

11 existe une unique solution de I’équation différentielle y* = ay + b vérifiant la
condition initiale : y(xg) = ¥g (x; ety réels donnés).

THEOREME 3 ~
Dém‘onsira_tion
2 -".".T_.‘__Voir exercice 4, page 164.
_EXEMPLE 2 &

Déterminer la fonction f, solutionde y* = — 0.5y + 1, telle que f(0) = 4,

La solution générale de I'équation est x — Ce=05% +2.
La condition f(0) = 4 donne C = 2.Donc f(x) = 2e-05x 42,

et e —— Voirexercices 216

5. Fquations différentielles et modeles d’évolution 155
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_An _qégmxée.s proﬁ(Zme$

1. Equations se ramenant
~ 4

ay = ay+b

OBJECTIF.

Un brin de technique : il s’agit d'étudier cert

aines équations différen-
tielles se ramenant a la forme y* = ay +b (a, bréels).

Conformément au programme, toute indication sera donnée.

5 - METHODE
PROBLEME |
am , L’équation y’ —ay = f(x)
On considere les équations différentielles - [é f fonction donnée)
Wiy'-2y=1-6x e @ = y(5-y)s 1) On détermine une solution
a) Montrer que (1) admet une solution affine et résoudre (1). particuliére g (la forme est indiquée
b) Déterminer les solutions strictement positives de (2) en posant par I’'énoncé).

- =

)t
.

2) On montre que y—g est solu-
tion de I'équation « sans second
. ; membre » :
ax + b ; g est solution de (1) si;

a-2(ax+b) = 1-6x, Y'-a¥ = 0.
Cette égalité implique @ = 3 et b = 1.

a) Posons g(x) =

3) La solution générale est :

Doncg: x> 3x+1 est solution de (1). Y(x) = g(x)+ Ceax,

On en déduit : y solution de (1) &y -2y = 1-6x
ey -2y =g'-2¢g
S -g)-20r-g) = 0.
Ainsi y(x) - g(x) = Ce2* (C réel).

Les solutions de (1) sont les fonctions : x ~> 3x + 1 + Ce?* (Ce R).

b)z = :11—} est dérivable sur R (puisque y >0 )et :

4

# =t o 880 =—§+l,d0ncz' = -5z+1.
y y* y

Remarque : si C< 0, on peut avoir

z(x) <0 ,_(_d_gnt_:_ () <0 ) pour
certaines valeurs de x.
La condition y(x) >0
e C=0."- .,

On en déduit facilement z(x) = % + Ce™>%, puis y(x) =

lmpose Qan
Zﬁﬂnﬁ_(ﬂ_fﬁ_kt lee

) Résoudre I'équation différentielle ; @ On considre I'équation différentielle Y o= -2,

L - nX !
y'=3y = ¢*, S
En posant'z ‘= 2 "nontre "équati
) ‘ ) N pos; = - er que I"équation admet des
en montrant d’abord qu'il existe une solution yoo ; l RS
particuliere de la forme g : x v ge*, solutions strictement positiv

¢s sur [0, 4o ,
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2. Situations menant 3
une equation différentielle

OBJECTIFS

Nous nous contenterons d’envisa
probléme général ne I'est pas) issus d
appliquées, au sens suivant :

“ nous saurons obtenir facilement |’¢

Sauror quation différenticlle i
@ celte €quation est du type y’ = ayouy =qgy+h

ger des exemples simples (le
e laPhysique ou d’autres Sciences

PROBLEME1

Désintégration des noyaux radioactifs ()

Rappel : si N(t) est le nombre de noyaux d’
présents & I'instant  (f en années), |
pendant la durée Az (par désinté
eta Ar:

un corps radioactif
a variation A N(¢) de ce nombre
gration) est proportionnelle & N (¢)

AN(t) = -A At N@) (A>0).

1) On suppose que ¢ — N(r) est dérivable. Ecrire une équation diffé-
rentielle vérifiée par N et la résoudre.

i 1
2) On appelle temps caractéristique le nombre 7 = 7
Exprimer en fonction de 7 le temps f, s au bout duquel N(z) a
diminué de moitié (7, ; est la demi-vie ou période de I’élément).

3) Application : datation au carbone 14 .

Le carbone 14 est renouvelé constamment chez les étres vivants. A leur
mort, celui-ci se désintégre avec une demi-vie de 5730 ans.

Si un fragment d’os contient 71 % de sa quantité initiale de carbone 14,
quel age a-t-il 7

1)Si N est dérivable, on peut «passer a la limite» dans I'égalité:

AN() _
At .

Onentire N'(ty) = —AN(ty). :
Nous connzissons les SG]Iul.iohs_(chrfpi!rﬂ 3): N(t) = Nye *1.

= A-N() , lorsque ¢ tend vers Zp.

LN o gt L e g 2
2) L'égalité N(1) = =, $'crit: & A= 3.Dont = ==
: ' © In2
Ainsi, la demi-vie s’exprime par fy s = S B Tin2.

— " ' - T e

(1) Cet exemple a servi dintroduction @ la fonction exponentielle (voir thu;ulfu :
Séquence 1, page 80). Pour les applications, Yoir aussi les exercices 83 b 88 du chapitre 3,
Pages 102. Co '

Le carbone 14 radioactif est utilisé pour
la datation de fresques préhistorigues.

En posant N, = N(0)

5. [quations différentielles et modeles d’évolution
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Ae.s\fqoﬁ lemes

3) Pour le carbone 14, A = In2 _ (environ 1.21 x 10-4).

- n2
’(1_5 5730

In2
La condition N(¢) = 0,71 Ny fournit 1 = 0,71 ¢ 5730 '_

Onentire t = =5 730 M:ﬂ 831.
In2

Le fragment d’o0s a environ 2 830 ans,

PROBLEME 2

Régime stationnaire dans un circuit

Lorsqu’on met en marche un générateur de force électromotrice £ aux
bornes A et B d'un circuit contenant une résistance R et une bobine
d’induction L (Fig. 4), on note i(¢) Pintensité du courant qui circule en
fonction du temps (on suppose i1(0) = 0).

En appliquant la loi d’Ohm, exprimer (1) en fonction de t, et repré-
senter graphiquement la fonction 7,

Fig. 4
La tension aux bornes A et B est éoale d’une art & E, d’autre part a
et p p
Ri()+L gi , d’aprés la loi d’Ohm.
Donc i est solution de I’équation différentielle Ly’ + R = E
, T R E / i)
@ L’¢quation s’écrit y’ = —p Yt (forme« y’ = ay+b ). E
R
R
-=t
Nous en déduisons facilement i(¢) = E_E e L, régime quasi
R R -1__ .
soit encore en introduisant (comme au probléme 1) la constante de temps e
4
: E = 0 p
du circuit (*L‘ = %) : i(r) = E(l —-e "). 0 d
Fig. 5

La courbe représentative de i (Fig. 5) montre qu’assez rapidement on a

i(t) = % : un régime quasi stationnaire s’instaure.

Dans La fonlée

|
|
! @ Datation au potassium

sans vitesse initiale, sd vitesse f 1 v(¢) est solution
Le potassium est radioactif, avec une période égale 2 B Pl et R i
' . e I'équation différentielle y' 4%y = o (1 i

tys = 1,4-10° années. | _ )’ +.'m_}.)."h g (k>0 est

La Terre contient aujourd’hui 10,8 % de son potassium 1 coefficient de freinag_é, '8 Taccélération de 1a

initial. Quel est I'age de Ja Terre ? peSAntEne). R
| ‘ o Xprimer v(z) - en fonction- de ¢ et interpréter le
‘ €y Chute des corps avee résistance de Pair nombre ; = Sy
= > . ' l! — "”g
Lorsqu’un corps de masse m est liché en chute libre, N Tk
i - = R B
158
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3. Quelques modeles
d’évolution

OBJECTIF_

[?ﬂns les Sciences appliquées, certains phénomenes évolutifs (évolu-
tion de _populmimls, lois de croissance ou de décroissance...) peuvent
t:.ll‘c entierement ou partiellement décrits 2 I’aide de notions mathéma-
tiques que les spécialistes englobent dans la locution : « théorie des
s_\"stemes dynamiques ». Si des ouvrages entiers sont consacrés i ce
sujet, au coeur de la recherche actuelle, notre objectif reste modeste : il
s’agit de présenter quelques modélisations simples de phénomél;es
cmllp]exes al"aide d’outils discrets (les suites) et continus (fonctions
et équations différentielles).

« Ce qui est simple est faux.
Ce qui est compliqué est inutilisable. »
Paul Valéry

PROBLEME 1

Le modele de Verhulst : loi logistique continue

“‘Pour certaines populations vivant dans un milieu clos (comme des_

bactéries dans une culture), on constate que la croissance est quasiment
exponentielle au début, mais elle est freinée dés que la surpopulation se
fait sentir (manque de nourriture ou d’oxygéne, interactions dues a la
. promiscuité...). )

Le mathématicien belge Pierre Verhulst propose, vers 1840, le modele
suivant : on suppose que la taille de la population ne peut pas dépasser
une valeur maximale, et on note f(r) la fraction de ce maximum 2
Pinstant ¢ ; alors la fonction f est solution de I’équation différentielle :

y = Ap(-yp) (D

 * A _- ]
1) Résoudre I’équation (1) en posant T = -y
Z)Sachan_t que A>0 et f(0) = 0,01, exprimer f(¢) en fonction de
t et représenter graphiquement la fonction f.

) f(1) rep.réseme ‘une proportion; Nous pouvons supposer que
O0<f(t)<1 etdoncnous Jimiter & chercher des solutions de (1) dériva-
bles, qui ne s’annulent pas SU¥ 10, +.°<.’[‘

| i
de (1); alors la fonction z = = est dérivable sur

Si y est une telle solution -
[0, +eof et: .

’ 4 Z. l'—)/) . | _ 5 s

z :*%='J(—V:T"“-*“’1(;" = -Mz-1).

€2}

éemarque : ce modeéle est un raffine-

F

ment du modeéle de Malthus (voir
Premiére S, Analyse) pour lequel
y" = Ay,etquiconduit a une crois-

sance exponentielle : '

y(t) = CeM,

(Voir aussi les exercices 32, 34 et 44,

pages 167, 168 et 172.)

Le modele de Verhulst est un peu

Qus réaliste.
.

. Lquations diff¢rentielles et modeles d'évolution 159
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Ainsi,  est solution de I"équation différentielle z/ = — Az + A.
Cette équation se résout sans probleme :

2() = 1+ CeH (C réel).
Nous en déduisons la solution générale de (1):

1

0=——07
Y 1+ Ce?t

2) La condition f(0) = 0,01 permet de calculer C: C = 99,d’oi :

_ 1
f() = m (A>0).

L’étude de f, laissée au lecteur, permet d’obtenir sans mal la courbe repré-
sentative ci-dessous (Fig. 6).

Y
1 y=1
(J‘f
0,5 A
0 (nY9 %
A
Fig. 6

Commentaire : 1a courbe ‘t?f — dite « courbe logistique » — a I’allure d’une
courbe exponentielle pendant la premicre phase de la croissance, puis, a
partir du point A d’ordonnée 0,5, la courbe s'infléchit jusqu’a son
« plafond » (voir aussi exercice 107, page 104).

PROBLEME 2

Loi logistique discréte

Vers 1950, !’Eculogie nait en tant que science. Pour déerire P’évolution
annuelle d’une population dans une région donnée (comme celles du
hombyx, papillon du ver & soie), certains mathématiciens, comme
Stephen Smale, proposent le modéle suivant : on suppose que, dans la
région, la population ne peut dépasser un seuil maximal. Si on note
X, la proportion de ce maximum lors de Pannée n, alors :

X, .1 = rx,(I-x,),olrest une constante positive,

1) Montrer que 0 = r = 4,

2) On suppose que x, = 0,2,

Observer et commenter évolution de la suite (x,) lorsquon faif .-

varier r entre 0 et 4, a Paide d’une simulation sur tableur of d’une
représentation graphique de la fonction /2 x = rx(1 - v),

160

Quelques détails

’
L’équation est du type z° = az +}

b_ A _
=g T 2

L

Papilio machaon,
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1) La fonction f : x — rx(1 —x) admet sur [0, 1] le tableau de varia-

tions ci-contre (si 7> 0).

Comme x,, est une proportion, on a, pour tout n, x,, € [0, 1].

Pour que x,,, = f(x,) soit dans [0, 1], il est nécessaire que

Ainsi 0

=r=<4,

2) Simulation et représentation graphique

Nous avons calculé sur Excel les valeurs de u

der.
or =08
A B C

1 r uﬂ

2| 0,8 0[o,2

> 110,128
210,089 2928
3/0,065 055 677
410,048 658 748
= .

0,037 032 86

3161| 4,420 2E-308

3162| 3,536 1E-308

3163| 2,828 9E-308

3164 2,263 1E-308

3165 0

3166 0

=1.

R ]
~

n» €nmodifiant la seule valeur

Formule de calcul de u,,

En C3, la formule :
=$A$2*C2*(1 - C2)

est étendue vers le bas.

La suite semble converger (trés lentement) vers 0.

er =298

n u,

0] 02

A

0,448

2| 0,6924288

82[0,642 587 144

83[0,642 857 142| |

840,642 857 143

85]0,642857142| '

86]0,642.857.143]

87(0,642 857 143

810,642 857 143| °

E i g=ale
il i Rappel
gl | /0 | - Pour la représentation graphique des
_Uf_i__ g & 4 T Cf termes d’une suite récurrente, voir
' | L ! =) chapitre 1, page 20.

0 01 ; [ 1905 ;: | 1 | | L%

Fig.7
7% .
...................... \ . C;— = e
.0,1 1 1
E o X

of faeal | os |} !

Iig. 8

La suite converge (assez rapidement) vers 0,642 8 ... =

Rt’marque : nous observons en fqi,l que :
=$i0 < r<1,(u ) converge vers 0 (Ia population s’éteint) ;
n

s = 0,6428 ]
L.E— A i

=l

“Stl1<r=<3, (u,) converge vers 1 — - (la population se stabilise).
» r

5. Fquations différentielles et modeles d’évolution 161
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L’équation y’ = ay+ b

1 Dans chacun des cas suivants, résoudre Iéquation différen-

tielle.

r 3 s’
a) y =35y b-y+y=0;
07y +8y = 0.

Dans les exercices 2 et 3, mettre | "équation différentielle sous
laforme y’ = ay+b (aeth réels), et la résoudre.
2 a)y+ 2pi=43 2

b)y -5 =y
3y’ -2y+1=0;

d) J2y" = 2y-4.

3 2y =100p-3);

b) »* = 0,1(100-y) ;
©) ¥ = 2002(8-5y).

4 Démontrer le théoreme 3 du cours « I existe une unique so-
lution de I’équation différentielle Y = ay+b vérifiant la
condition initiale y(x,) = Yo (X, Yo réels donnés) ».

Dans les exercices 5 et 6, déterminer la solution de I’équation

différentielle satisfaisant la condition initiale proposée, et
donner Uallure de sa représentation graphique.

S a)y =4y-3,0) = -1 :
by =-yp+1,9(2) =6,

6 )y +0,03y = 5, 3(0) = 200 :
b) y* = 500-0,1y, y(10) = 0.

@b A raide d’un logiciel, nous avons représenté ci-dessous le
champ des tangentes d’une équation différentielle du type

Y = ay+b, ainsi que la solution f vérifiant £(0) = 2 et
) =1.

=
k2]

b
L
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A I'side du graphique, déterminer a et b, et donner I'expression

de f(x).

164

@) En utilisant une méthode analogue A celle de I’

A1 sib= 2, donner Iallure des ¢
<12 si f est une solutio;

A3 si 70 =

<14 si 7o) =f£%0) = 1 et

7
/)é)’vttCﬂttmfl.S

8 On considere les équations différentielles suivantes :

W:y = x2; @:y =3-05y;
=2y 3 4:y" =-y.

B):y' -2y =4; ( : :

Les figures ci-aprés donnent sommairement I"allure des courbes

représentatives d’une solution de (1), (2), (3)lel)(4). .
Associer chaque courbe 2 « son » équation différenticlle.

] d
/|0 x
¥

I

I

\‘
; %
J’J/
A | s

9 On considre la fonction S définie sur R par ;
Sf(x) = (5x+2)e3x,

1) Montrer que f est solution sur R de I’équation différentielle :
Y = 3y+5e3x,

2) En déduire une primitive de fsurR.

exercice
précédent, calculer lintégrale :

I= j3(2x+ 1)e~2xdx
. :

Bréves de cours

I?arzs les exercices 11 & 14, on considére Péquation différen-
tielle y’ = ay + b (1) (a, b donnés, a <0)

ourbes représentatives
des solutions de (1). .

n fle__(l), exprimer lim f(x

: ) en
fonction de a et de b, i i

0, montrer que fest constante sur 3.

lim “f(x) = 2, expri-

mer f(x) en fonction de x. wrtee

15 Dans

les deux cas suivants, déterminer Ia solution de
I'équation di

fférenticlle vérifiant la condition proposée.

a)y' = 3—?);.}:{0) =i s b]_v'+_}’ =] ,v(0) = 0.
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wercices

Equations se ramenanta y’ = ay+ b
Les exercices 16.a 21, portent sur des cquations « avec second
membre » du type ' —ay = f(x) (f fonction donnée).
Dans chague cas, la résolution s ‘appuie sur I'équation « sans
second membre associée » ; ¥ - ay
problémes, page 156). '

= 0 (voir An ceour des

16 0On considére I"équation différentielle -
(E) : 23"+ 3y = 6x-5.

1) Montrer que (£) admet une fonction affine -
g:x = ax+h comme olution.

2) Résoudre (E).

A7 Méme exercice avec (E) :
r -
27" + Wy =6x*=Tx+2 o give gy by,

I8 Méme exercice avee (F)

V4dr=ce® o grves(av+hled
al9 Méme exercice avec (E):

.“'*'_" = 8Ny o glA s Auny 4 Jicos

«20 On considére I"équanion différenticlic

V=2 = yed th

1) Résoudre I"'équanon différentielle (200 2" = 2y
désigne une fonction démvable sur )

= (), ouy

2) Soienta et b deun réels et sont i la fonction define sut B par

u(1) = (ax+ bie!
2) Déterminer @ et b pour que « soit solution de I'equation (1)

b) Montrer que v et une solution de I'équation (2) s, et seule-
ment si, veu est solution de (1)

¢) En déduire 'ensemble des solutions de (1)

3) Déterminer la solution de 1'équation (1) qui s"annule en 0.

i D APRES BAC i

21 On considire I'équation différentielle :
(E) 54°=2p = &>

1) Démontrer que la fonction u, définie sur R par
u(x) = xet, estsolution de (E).

2) Résoudre 1'équation différentielle (£) =2y = 0.

3) Démontrer qu'une fonction v définie sur & est solution de
(E) si, et seulement si, v —u est solution de (£).

4) En déduire toutes les solutions de 1'équation (£).

3) Déterminer la fonction, solution de (E) . qui prend la valeur

D’autres équations, d’autres méthodes

@2 Soit £ une fonction dérivable sur R, strictement positive,
vénfiant I'équation différentielle - v = Av(A4 —v) ol A etk
sont des réels donnés (k20 et 4 >0).

D Onpose = = !
3

Montrer que = est solution d*une équation différentielle du type
2" = az + h (onexprimeraact ben fonction de & et A).
2) En déduire qu'il existe une constante B telle que 1'on ait, pour
tout réel v ;

|

Préciser le signe de B compte tenu de la condition v(x) >0

y{x) =

pour fout v,

3 Donner allure de Ta courbe représentative d'une solution en

distinguant les dent cas suivants

a k>0 by k<0,

23 On se propose de résoudre I"équation différentielle :

V-2y= —=_ (E).

1) Soit g une foretion dérvable sur R et f1a fonction définie par -
flx) = e glx).

Montrer gue fest solution de (£) si, et seulement si :

1

7 e

g2'(x) =
l+e

3N

2) En déduire toutes les solutions de (£) .

@24 Une équation du second ordre
On considere les fonctions v dérivables sur R, admettant une
deénveée seconde et véntiant y(0) = 3.v(0) = ~ 5 et, pour
tout .t v (x) + 4y (x) + 3p(x) = 0.
(v estla dénvée seconde de y )

1) On pose, pour tout réel x, z(x) = e'y(x).
a) Calculer z(0) et 2°(0).

b) Montrer que 2 admet sur & une dérivée seconde et que, pour
tout réel x. 2 (x) = ~2z7(x).

¢) En déduire que z est solution sur R de |'équation différen-
tielle 2" = 4 -2z,

d) Exprimer alors z(x) en fonction de .

2) Montrer qu'il existe une et une seule fonction y vérifiant les

len(. : hypothéses de départ, et exprimer y(x) en fonction de x.
5. Equations diftérentielles et modeles d evolution 165
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Situations menant a une équation
différentielle

25 Courbes i sous-tangente constante

Soit f une fonction dérivable sur R, telle que f"(x) ne
s’annule pas. On appelle vecteur sous-tangent i la courbe ’G(
au point Mle vecteur m T (voir la figure ci-dessous).

YA

tangente en M
i "(r’f

i
b

T m

1) Exprimer I'abscisse de T, puis les coordonnées de mT en
fonction de I'abscisse x de M.

2) On suppose qu’il existe une constante a telle que, pour tout
x,ml=aT,

Montrer que f est alors solution d’une €quation différentielle,
et la résoudre. (En cas de panne,

voir chapitre 3, séquence 1,
page 80.)

26 L’équation de Newton

La loi du refroidissement s’énonce ainsi en général (voir la
Séquence 1 pour un cas particulier) : « La vitesse de refroidisse-

ment d’un corps inerte est proportionnelle 3 la différence de
température entre ce corps et le milieu ambiant. »

1) Traduire cette loi par une équation différentielle vérj fiée par
la température T du corps.

2) Dans une piéce ol la température est de 20 °C, une personne
verse du café (a 80 °C) dans une tasse. Deux minutes plus tard,
le café est & 60 °C.

Au bout de combien de temps la personne pourra-t-elle déguster
son café, qu’elle aime consommer 2 40 °C ?

27 Dissolution d’une substance

Lorsqu’on place une substance solide (comme le sel) dans
I'eau, la vitesse de dissolution est proportionnelle 4 la quantité
non encore dissoute, a tout instant.

On place 10 kg de sel dans un grand récipient d’eau & I'instant

t = 0 etonnote f(r) laquantité dissoute (en kg) a I'instant
f (en min).

1) Ecrire une équation différentielle satisfaite par /.

2) Sachant que le premier kilo est dissous en S min, exprimer
JS(1) en fonction de r et représenter graphiquement la
fonction f.

3) Au bout de combien de temps la moitié du sel est-il dissous ?

166

@28 Klimination d’une substance

Un réservoir de contenance 100 L est rempli d’eay dang
laquelle 10 kg de sel sont dissous. Ce réservoir est alimenyg par
un robinet d*eau douce de débit 20 1. . min™! ; en méme temps,
de I'cau salée s'échappe par une surverse au méme rythme, (e
sorte que la contenance reste égale 4 100 L.

On note p(r) la concentration (en kg - L-') en sel au bout e ;
minutes.

1) Que vaut y(0) ?

2) Expliquer pourquoi la masse de sel (en kg) présente est ;
*al'instant 7: 100y(1) ; _ y
al'instant 14 h 1 100y(1) = 20hy(t), si hest suffisamment
petit (1>0).

3) En déduire que y est dérivable sur [0, + o[ et vérifier I'équa-
tion différentielle ;
y =-=0.2p.

4) Exprimer alors y(¢) en fonction de 1.
5) Représenter graphiquement la fonction y sur [0, + o]

6) Déterminer le temps au bout duquel la concentration en sel 3
chuté de moitié. Ce temps est la « demi-vie » du sel.

@29 Alerte aux fumées toxiques

Une pigce a pour dimensions 4 m x5 m x 3 m . L’air présent
y est initialement chargé (3 ¢ = 0) de 0,001 % de co
(monoxyde de carbone).

Lors d’un incendie survenant at =0, des fumée

dégagent deux litres de CO par minute, ce
systeme d’

s toxiques
pendant que le
aération laisse €chapper le mélange gazeux a la
méme vitesse : ainsi, le volume de gaz
pigce.

On note f(¢) le pourcenta
Pinstant ¢,

reste constant dans la
ge de CO présent dans la piece a

1) En utilisant la démarche de'exe
festI'unique solution de I’équatio

,_ 10-% ; %
/= —3'—(100-j) vérifiant .£(0) = 0,001 .

reice précédent, montrer que
n différentielle :

Y 10
2) En déduire que, pourtout 1, f(1) = 100~ 99 9994™"3~ %

3) Sachant que le seuil de @;
haute toxicité du CO : i
pour I'organisme est de ﬂ
0,02 %, calculer le temps g
au bout duque] ce seui '
sera atteint,
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Quelques modeles d’évolution

Les exercices et problemes de cette partie son regroupés en
(rois themes :

— les situations isolées qui évoluent « sans frein » ;

— les situations d’évolution freinée ou entretenye ;

— les modéles d'interaction entre deux milieyy.

Theme 1 : évolution sans frein

3() La ville fantome

Une ville de Touest des Etats-Unis avait une population de
512 habitants en 1834 et de 256 habitants en 1840. On admet
que la vitesse de diminution de cette population est, & chaque
instant, proportionnelle i cette population,

En quelle année cette ville est-elle devenue wne « ville
fantdme » ?

@r.sfe La population p(t) a I'instant t vérifie, pour tout
réel t, une équation différentielle de la forme :
P'(t) = ap(t), oit a est un réel i déterminer,

Dimanche au petit matin, Edward Hopper (1950). "

31 Evolution continue d’un capital

Un capital de 1000 € est placé au taux d’intérét composé
annuel de 6 %.

1) Les modéles discrets
On note C,, la valeur acquise au bout de n années ; on pose
CO — 1000 .

a) Montrer que I’accroissement d’une année sur I'autre (soit

C,.1—C,)estpropoitionnel a C, .

En déduire que C, = 1 000 x 1,06".

- b) On suppose que ce capital évolue de jour en jour et on note
u, savaleur aéqqisg au bout de n jours.

Montrer que 1, .= -1 000 x:1,06365 ,

2) Le modéle continy ..

On suppose que le-capital évolue 2 chaque instant et on note

J(t) savaleur acquise aI'instant 1 (ren année, f(f) en euro).

On considére alors que f est dérivable et que, pour tout £ :
S = 0,06/(1).

a) Exprimer f(¢) en fonction de 1.

b) Comparer les valeurs acquises au bout de 1 an, 125 jours et
3 jours, avec chacun des deux modeles.

32 Le taux d’alcoolémie

Lorsqu'une personne absorbe & jeun une certaine quantité

d’alcool, on note  £(#) le taux d’alcoolémic (en gramme par

litre de sang) A I'instant 7 (r en heure) de son organisme. On

considere que f est définie par I'équation différenticlle :
S = ae”'~f(0) | f(0) =0

(@ est une constante positive dépendant de la personne elle-
méme et de la quantité absorbée).

1) On pose g(1) = e'f(1).
Calculer g’(¢) et en déduire que g est une fonction affine.

2) Exprimer () en fonction de a et de 1.
3)Onposea = 5.

a) Déterminer le taux d’alcoolémie maximal et le temps au bout
duquel ce taux est atteint,

b) Etudier la fonction f et la représenter graphiquement sur
[0, + e[
¢) Au bout de combien de temps la personne peut-elle prendre

le volant sans enfreindre la [égislation (le taux maximal autorisé
est0,5g.L1)?

33 Elimination d’un médicament
Lorsqu’une substance médicamenteuse est injectée directement
dans le sang, on considére que sa vitesse d'élimination est, a

chaque instant, proportionnelle & la quantité de substance réma-
nente a cet instant.

Si'on note y(f) la quantité présente a I'instant t, alors,pour
tout r :

y’(f) = —ay(f) '
ol a est une constante positive,

1) Si Q est la quantité de substance injectéea ¢ = 0, exprimer
() enfonctionde Q, a et t.

2) Application 1
Pour réaliser I"anesthésie d’un petit animal, il faut 30 mg de

penthotal par kilo de I'animal, et la moitié du produit est éliming
en 4 heures.

Dans le cas d’une opération durant 1 h 30 et pratiquée sur un
chat de 4 kg, évaluer la dose nécessaire a I’anesthésie, pour le
vétérinaire.

3) Application 2

Une dose d’un médicament est administrée 2 un malade.

Au bout de 2 heures, son organisme en contient encore 30 mg. !
et, au bout de 48 heures, 28 mg . L-1.

Pendant combien de temps ce médicament reste-t-il efficace
(On considere que le médicament reste efficace tant que son
taux est supérieur & 5 mg par litre de sang.)

\?)!.st' St Q est la quantité initiale administrée, les deux
renseignements de 'énoneé fournissent dewx conditions
permettant de calculer Q et a...
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Extinction rapide d’une population
Daprés J.-P. et F. Bertrandias, Mathémarigues pour les Sciences de la Vie,
Editions PUG.

Pour décrire I'évolution d'une population en extinetion en vue

de calculs d’assurance-vie, B. Gomperz 2 proposé en 1925 le
modele suivant :

si N(1) est le nombre d'individus en vie 3 ["instant 1, alors :

N(t)y = =kN()[H - InN(n)],
ol H et k sont des constantes positives.
1) Expression de N (1)
a) Soit y une solution strictement positive de I’
rentielle v* = —ky(H - Iny) sur [0, + oo,
Onpose z = Iny.

Montrer que z est dérivable sur [0, + oof,
tion de .

¢équation diffé-

ctexprimer z” en fonc-

b) En déduire une expression de z(1).

©) Montrer qu’il existe deux constantes positives M et ¢ telles
que l'onaait N(1) = Mexp(- cekty

{D?.Sfe Pour le signe de c, considérer que lim N(t) doit

étre égale a 0. Xk

Comparer cette expression avec celle donnée au chapitre 3,
exercice 110,
2) Etude de la fonction N

a) Etudier la fonction N: t+— Mexp (—cekt) sur [0, + oo
sens de variation, valeur de N(0) et limite en + o,
(On rappelle que M >0, ¢>0 et k>0))

b) Représenter graphiquement N dans le cas suivant
M =400, ¢ = 0,05 et k = 0,08. (On prendra comme
unités 1 em pour 5 en abscisses, 1 cm pour 50 en ordonnées, et
on placera la tangente au point d’abscisse 0.)

3) Vérification du modele
a) Montrer que ¢~ N(¢) est une fonction de Gomperz du

type précédent si, et seulement si, il existe une constante M > 0

telle que la fonction ¢ — ln(lnN—(n%j soit une fonction affine

det.
Piste Pour une réciprogue, poser :
]n(]n —MQ—] = at+b, isoler N(t) et identifier I'expres-
N(@)
siondu2)a),

b) Lors d’une étude expérimentale menée sur une population de
souris de laboratoire, on a constaté que :

In(ln%] ~ 0,087 — In20

(1 en mois, N(r) en nombre d'individus),
Montrer que N est la fonction du 2) b).
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Théme 2 : évolution freinée ou entretenue

@35 Croissance d’un individu

Le modéle de croissance proposé par L. von Bertalant'fy en
1938 repose sur le fait que la taille d’un étre vivant (anima] o
véeétal) atteint une valeur maximale L, et que sa vitesse (e

- 1 . -
croissance est proportionnclle & la « taille manquante » :
si y(1) estlataille au bout de 7 unités de temps, alors il exisie
tel que :

Y1) = k(L-y(1)).

1) Déterminer la solution générale de cette équation différenticlle.

2) Une espece de mais, qui atteint 1,80 m de hauteur, sort de
terre le 1¢7 juillet (3 ¢ = 0) et atteint la moiti¢ de sa taille Je
15 juillet.

a) Donner une formule explicite de sa taille /(¢) en fonction
det(tenjour, f(¢) encm)selon le modele de von Bertalanffy,

b) Représenter graphiquement la fonction f.

¢) A quelle date le mais aura-t-il atteint sa taille maximale, 3
2cmpres ?

‘36 Apprentissage d’une notion

On estime que, pendant une phase d’apprentissage, 1

d’un individu croit jusqu’d une valeur maximale :
de croisigre ».

efficacité
le « rythme

Supposons qu’une personne travaillant sur upe
nouvelle produise S unités le premier
tion attendue est de 40 unités par jou

technique
jour, alors que la produc-
t e

1) Un modele discret

Soit u,, la production au n-itme jour ; alors u

, 1 = 5 eton fait
Ihypothese que Uypy = 0,8u, +8. :

a) Exprimer u,, en fonction de n (voir chapitre 1, Au caur des
problémes, partie 2, pages 22 et 23)) '
b) Au bout de combien de

jours le rythme de croisiere est-il
atteint ? (Arrondir y "

A 'entier le plus proche.) -

2) Un modele continy

Soit f(#) 1a production au f-itme joursalors f(1) =
on considére que f’(r) = 0.22 x (40 —f(0).

a) Exprimer f(#) en fonction der,

b) Méme question qu'en 1) b).

5 et
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37 Injections a intervalles réguliers

A I'instant £ = 0 (f est exprimé en heure), on injecte dans le
qang, par piqire intraveineuse, une dose de 1.8 unité d'une subs-
tance médicamenteusc. On suppose que la substance se répartit
instantanément dans le sang et qu'elle est ensuite progressive-
ment éliminée. On note O(7) la quantité de substance présente
dans le sang & I'instant 7, exprimée en unités adaptées.

On admcl_ que le processus d’élimination peut se présenter
mathématiquement par I'équation différenticlle -

’
Q'(1) = -20(1),

ol A est un nombre qui sera détermingé expérimentalement.

1) Montrer qu'ona Q(t) = 1,8¢A

Calculer la valeur de A, sachant quau bout d’une heure la
quantité¢ de substance présente dans le sang a diminué de 30 %.

On donnera d’abord la valeur exacte, puis une valeur décimale
approchée & 104 pres,

2) Etudier le sens de variation de Q pour £ = 0, déterminer sa

limite en + oo, et tracer la courbe représentative € de Q dans le
plan 2.

3) Au bout de combien de temps Ia quantité de substance
présente dans le sang a-t-elle été réduite de moitié ?
On donnera la valeur exacte et une valeur décimale approchée a

10-2 prés (on ne demande pas la conversion en heures, minutes
et secondes).

4) On décide de réinjecter une dose analogue i 'instant ¢ = 1
(au bout d’une heure), puis aux instants t = 2, f = 3, etc.
On note R, la quantité de substance présente dans le sang 2
I'instant 1 = n, dés que la nouvelle injection est faite.

a) Montrerque R; = 1,8+0,7x1,8.

b) Montrer que R, = 1,8 +0,7R, etcalculer R,.

c) Exprimer R, , | en fonctionde R, .

d) Montrer que, pour tout entier n,on a :
R, = 6(1—(0,7)"+1).

e) Déterminer la limite de R,, quand n tend vers I'infini.

@38 Injection continue : la perfusion
Une personné; est placée sous perfusion de pénicilline, a raison
de A milligrammes de substance par minute.
Si Q(¢) estlaquantité présente dans le sang a I'instant #, alors
il existe k>0 tel que:
Q'(1) = A-kQ(1).
1) Sachant que Q(0) = 0, exprimer Q(¢) en fonction de k,
Aetl. . '
Calculer lim Q(1).

() +e

2) Donner I'allure de la courbe représentative de la fonction Q
sur i{}‘ + m[_

3) Sachant que la demi-vie du produit est de 3 h, calculer &.

4) Si I'on veut maintenir, i long terme, 80 mg de pénicilline
dans le sang, calculer la valeur du débit A.

Théme 3 : interaction entre deux milieux

Trois exercices dans cette rubrigue... voir aussi le
probléme 45.

@39 Kchanges entre deux milieux

Deux récipients A et B sont séparés par une membranc
perméable,

membrane

On place dans les récipients A et B deux solutions contenant
respectivement @, molécules (dans A) ct b, molécules
(dans B).

On suppose que, toutes les heures, 20 % des molécules passent
de A dans B et 10 % des molécules passent de B dans A. On note
a, et b, les nombres respectifs de molécules présentes dans A
ct B au bout de » heures.

1) Montrer que, pour tout n :
@, = 0,8a,+0,1b,
{b 0.2a,+0,9b,

n+1

2) On pose, pour toutn, u, = a, +b, etv, = 2a,-b,.
Montrer que la suite (u,) est arithmétique, et la suite (v,)
géométrique.

Exprimer alors u,, et v, en fonction de n.

3) Exprimer a,, et b,, en fonction de n et étudier la limite des
suites (a,,) et (b,).
Commenter les résultats.

@0 Epidémie : un modele discret

Dans une population d’effectif N, on note :

* M, le nombre de personnes atteintes d’une maladie le jour n ;
*J,, le nombre de personnes nouvellement atteintes le jour n
* G, le nombre de personnes guéries le jour n.

Alors on pose :

Mn+| = M"+J"+|—G”+]
Jpsy1 = aM (N-M,) aveca>0etb>0,
Gn+l = an

1) Montrer que M, <rM, ,avecr = 1 +aN-b.

2) En déduire que, lorsque 0 < r < 1, I'épidémie va étre jugulée.
3) Réaliser une simulation sur tableur avec N = 100 000 .
02:108<a=<0,5-100, et 015<b=<065 (faire
varier a et b). On prendra M, = 1 000 .

Notes : le modele précédent concemne une épidémie non mortelle
un modele continu sera présenté dans la rubrique Probiémes
(probleme 45, page 172).
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@2 Léquation p” = _ g2,

En Physique, le mouvement d'yp oscillateur libre non

g amorti
(oscillateur mecanique : ressort, pendule g

différentielle du second ordre, gy type: (E) p” = _ w2y
ol " estla dérivée seconde de I fonction p,et] :

‘  Sec aconstante
est la pulsation de Ioscillateur (w=0),

Chronophotographic
du mouvement d'un
pendule pesant, sans
amorlissement,

On désigne par € I’ensemble des fonctions vérifiant (E)
1) Exemples
Montrer que les fonctions suivantes appartiennent € : la fonc-

tion nulle, les fonctions x — cosmx et X+ sinwx, la

somme de deux fonctions de ¢ et le produit d’une fonction de
£ par un réel.

En - déduire que la fonction (avec A, B réels)
X > Acos@wx + Bsinwx appartient €.

2) Une propriété différentielle

a) Montrer que, si y € &, la fonction @2y? +y’2 est cons-
tante sur R,

b) Soit y une fonction de € telle que »(0) = y"(0) = 0.
Déduire de a) que y est la fonction nulle.

3) Résolution ‘
Soit y une fonction de € et z la fonction définie par :

(0) .
z(x) = y(x) —y(0) coswx — y—ﬁu—)sma)x.

a) Montrer que z € € ; calculer z(0) et z°(0).

En déduire que z est la fonction nulle.

b) Montrer alors que les fonctions de £ sont les fonctions de la
forme : x > Acoswx + Bsinwx

(A et B ¢tant deux réels quelconques).

4) Montrer qu’il existe une unique solutionde (F5) satisfaisant
& la condition initiale :

’ / ' ' ) oy "H |
20) = yo et y(0) =y (yget )y réels donnés)

5) Application ‘ ) .
Déterminer la fonction f solution de I'équation p” = =5y,
telle que /'(0) = 50 et f7(0) = 10.

43 Caractérisation différentielle de courbes
A) Une propriété géométrique
Soit n un entier naturel non nul et ¢ un réel (a0).

On désigne par %), la courbe représentative de Ia fonction :

a
X = — sur ]0, +oof.
,"”

1) Donner I'allure de y

2) Soit M un point quelconque de €, d'abscisse Xy. On
désigne par m le projeté orthogonal de M sur (Ox) etpar T
le point d’intersection de Ja tangente en M & fgﬂ avec (Ox).

YA

0

a) Déterminer I’ abscisse de T.

b) Prouver que m est le barycentre de {(O, 1), (7, n)},
¢) Application

Décrire un procédé de construction de la tangente 2 la courbe
€

n'

Que devient ce procédé dans le cas de I"hyperbole d’équation
3 =s

x
B) La propriété réciproque
Soit f une fonction dérivable sur 10, +oo[ et € sa courbe
représentative. On suppose que f”(x) # 0 pour tout x >0 .

1) Montrer que la tangente & % au point M, d’abscisse X

recoupe I'axe (Ox) au point To(-"n =

S (xq) )
f’(v\'n)‘ ’
2) On suppose que, pour tout point My de €, le projeté ortho-

gonal my de My sur (Ox) est le barycentre du systme

{0, D), (T.m)}.

Montrer qu™alors f est solution de 1'équation différentielle «
(E)  xv'(x)+av(x) = 0, sur )0, +oaf

3) Résoudre I'équation (£) .

(On pourra poser z(x) = a" yp(x) )

4) Enoncer alors une réciproque : « Si pour tout M de €, m est
le barycentre de { (O, 1), (T, n)}, alors... ».
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@4 Croissance d’organismes

Draprés 1-P. et F. Bertrandias, Mathématiques pour les Sciences de la vie,
Grenoble, Editions PUG, 1977.

Si I'on considére qu'un organisme est une population de
cellules, le développement doit tenir compte de I'interaction
mutuelle des cellules - ce que les spécialistes nomment Jes relg-
tions d'allométrie. Nous envisageons ci-dessous deux modgles
d’évolution du poids P de cet organisme.

1) Le modtle de von Bertalanffy (1938)

On note respectivement 7(1) , S(¢) et P(1) lataille, la surface
etle poids a l'instant 7. On admet qu’il existe un réel ¢ > 0 tel
que S = al? et P = aT3,
Le modele suppose que 1’accroissement du poids P est propor-
tionnel & la surface S et qu'il y a un freinage proportionnel au
poids :

P" = bS—cP,avec b>0 et e>0.
a) Montrer que 7 vérifie :

T' =

T

wl o
wWn

(voir exercice 35).
b) Exprimer alors T(r) en fonctionde t, b et .
¢) En déduire que le poids P évolue vers un poids maximum

P, .etquel'ona:
p <l
P =cP|[-Z)P_1].
y(Sall

d) Montrer que la surface S évolue vers un maximum Y

quel'ona:
5" = 28 (&)5_1
3 S '

2) Le modéle de F.]J. Richard (1959)

S1 p(1) est une grandeur liée 2 la croissance d’un organisme
(taille, poids...), un modéle général est donné par I’équation

différentielle :
r_c Yy é)““_l]
Y =37 —a[[y ;

ol ¢ et A sont des constantes (4 >0), et & un paramétre réel
(oxr#1).

a) Vérifier qu’il existe trois valeurs particulitres de ¢ pour
lesquelles on retrouve le modéle de von Bertalanffy pour la
taille, le poids et la surface.

b) Pour « = 2, vérifier que I'on retrouve Iéquation logis-
tique (voir Au caur des probléemes, page 159) et résoudre cette
€quation.

¢) Lorsque @ tend vers |1, vérifier que I'on retrouve le modéle
de Gomperz (voir exercice 34) et résoudre I'équation.
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@5 Epidémie : le modéle de D. Bernoulli

Daniel Bernoulli propose en 1760 la premicre modélisation
mathématique de propagation d’une épidémie. Pour chiffrer Jes
bienfaits de I'« inoculation » — ¢’est-d-dire du vaccin — dang |
prévention contre la variole, il compare les évolutions de dey
populations de nouveaux-nés, I'unc subissant la variole ¢
I"autre non.

On note §(z) et Y(¢) les effectifs de ces deux populations 3
I'instant #, en posant S(0) = ¥(0).

On suppose que, pour la population non exposée :

X = —uX)
ol £i(f) est le taux instantané de mortalité a Iinstant 7,
Pour la population exposée, on note a(f) le nombre de
personnes n’ayant pas encore contracté la maladie et b(¢) le
nombre de celles qui, I"ayant contractée, n’en sont pas mortes,
et sont donc immunisées.
On suppose que :

a’(t) = [-B-u()] a(1)
b'(t) = —u(t) b(t) + P(1 - @) a(r)
S(t) = a(t) +b(1)

11

ol & et 3 sont des constantes positiveset 0 < e < 1 .
1) Montrer que S'(£) = — u(¢)S(¢t) - af} a(t).
2) On pose, pour tout ¢ ;
= 5(9)
f() = Pt
a) Montrer que f*(¢) = Bf(r) - af.

b) En déduire que /(1) =

o+ (1~ a)eP, en remarquant
que a(0) = S(0).

1 ’
¢) p(t) = }__(r_) est la proportion des survivants n’ayant pas
contracté la variole,

Représenter graphiquement 1a fonction p sur [0, too[,
3) Pour comparer les deux populations de survivants, on pose :

= 30
g(1) Oh

a) Montrer que

Pswm =855
b) En déduire que g _ o= Ofierlt
g(t) (1 —o)+ qe-Bt
¢) Calculer g(0),
En déduire que g(¢) = (1-0)+ axebr,
d) Donner I tableay de variations de la fonction g.
Commenter ce tableau en comparant ¥ () et §(r).
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OBJECTIFS

¢ Introduire un nouvel ensemble
de nombres dans lequel tous les
réels possedent des racines
carrées.

¢ Exploiter ces nombres en tant
qu’outils de résolution de pro-
blemes d’algebre, de trigonomé-
trie et surtout de géométrie.

"« DEFINITION : la pataphysique est la
“ science des solutions imaginaires. »
Alfred Jarry
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1. OBJECTIF

Introduire les nombres complexes.

2. LA RACINE CARREE DE _ 1 ?

avec les algébristes italiens 3 pro
telle que, par exemple, I'équation x3 — 15x + 4
Citons les célébrités de I'époque : Gi

et Nicolo Tartaglia (vers 1500-1557
mélés de controverses sordides (accu
Scipione del Ferro, Antonio Maria F
pas les simples « porteurs d’eay ».

En tout état de cause, Cardan publie en 1547 (Ars Magna) le résultat suivant :

2 3 f L% a3
« Une solution de I'équation x3 = Px+q esr:*;j‘21+ %—’2’—74-3 g- 94——%.»

Si cette formule fonctionne 2 merveille avec I'équation x3 = 36x + 91 (voir exercice 1 ci-
dessous), en revanche, elle pose probleme avec 1'¢

(E).

ralomo Cardano (1501-1576) (dit Cardan en frangais)
) qui s’opposérent dans des défis « algébrigues » entre-
sations de plagiat, de vols de formules, etc.), sans oublier
ior et Ludovici Ferrari qui, dans cette affaire, ne jouerent

quation (E) : x> = 15x+ 4, puisqu’on

obtient « formellement » 1a solution: @ = 3/2 + F=121.% :1’,/2 - =121,
On doit 2 Rafaél Bombelli (vers 1526-1573) 1a lumineuse idée de calculer avec ces nombres
imaginaires (ils ne sauraient étre réels) en utilisant les regles usuelles du calcul, mais en tenant

compte systématiquement du fait que (/=7)2 = —|
Ennotant i = ,/~1 (notation due 2 Euler), on a par exemple :

(1+)+(2-3i) =3-2;i et (1+0)(2-3i) = 2-3i+2i_32 = 5
(voir exercices 2 et 3 ci-dessous).

Et ce faisant, le trds ingénieux Bombelli obt
dessous).

’Séqy(e_i

@ A I'aide de la formule de Cardan, trouver une solu-

—7

int la solution ¢ = 4 (voir exercice 4 ci-

« A la Bombellj »

tion x,, de I'équation :
x? = 36x+91 (E)).

Factoriser x3 —36x - 91 par (x—x,) et en déduire
toutes les solutions de (E,).

@ Calculs symboliques (sommes)

Mettre sous la forme x + iy (x, y réels) :
*(3+50)+(1-2i); *(3-2)+(-2+i);
c(3+)+(=3+i): *(4-3)-(1-4i);
*(=3+2]) =B+ +(3-4i)-5i+1 :
c(1+)+(1+2))+(1+3i)-2-5;.

174

@ Calculs symboliques ( produits)
Mettre sous la forme x + iy (x,y réels) :
*(2-50)(4+1) ; *(3-1)(3+i);

RCR SN ¢ ) I o
*(1-i)3; *(L+)%(1-4)2 *(1+45)3,
@3 =15x44 (Bombelli)

a) Montrer que 2+ =2411;:

(2-0)3 = 2-11i; (114)2 = (~=111)2 =< 131

b) En déduire une solution ¢ de
autres  aprés  avoir
(x—a).

(E), puis toutes Jes

factorisé 3 _ ISx-4  par
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3. VERS UNE « DEFINITION »

si I'utilisation des nombres imaginaires se répand de plus en plus aux XVIE et XVIII® sidcles
(en Analyse notamment), ’leur Statut est loin détre élucidé et induit bien des ambiguités
(définition du logarithme d’un nombre imaginaire, par exemple).

C'est la représentation géométrique des nombres imaginaires, initiée par le Genevois
Robert Argand et magisiralement parachevée par Gauss (1777-1855)  le contraire nous it
étonné - qui forgera définitivement le statut mathématique des nombres complexes.

Voici ce dont il s’agit :

« un nombre complexe est identifié i un point du plan repéré

par ses coordonnées (a, b) dans un repére orthonormal direct : M + M’
* les réels sont les points M(a, 0) (a e R) de I'axe (Ox) M
(axe réel) ;
*on définit I'addition de deux points par Ia régle du
parallélogramme : « Si M a pour coordonnées (a, b) et M’ “
a pour coordonnées (a’, b"), le point M” = M+ M’ a g g
pour coordonnées (a +a’, b+ b’) » (Fig. 1) ; Fig. 1
* pour le produit, c’est un peu plus subtil. ¥ M”
Argand propose la définition suivante : « Si M a pour coor- it
données polaires (r, 8) etsi M a pour coordonnées polaires
(+", 8"), posons que les coordonnées polaires du produit G et
M XM’ sont (rr’, 6 + 0") » (Fig. 2).
La séquence 2 approfondit les idées d’ Argand. 10 "
o J x
Fig. 2
’ / : F -
Seque e?2 Le point de vue géométrique
© Quand les complexes sont réels @ Des polaires aux cartésiennes
Montrer que le produit des points M(a,0) et  Soit (r, 0) les coordonnées polaires de M, (#’, 0")
M’(d’,0) estle point M”(ad’, 0). celles de M’ et (rr/, 0+ 6") celles du point

; . M” = X ’ i
{D}.s te Il faut revenir aux coordonnées polaires. Mx M (voir ci-dessus).

a) Exprimer les coordonnées cartésiennes de M, M’ et

@ Le point « /-1 » M?” en fonction de ces données.

a) Quel]"f’ sont les coordonnées polaires du poimt ) pyony e que, si M, M’ et M” ont respectivement
J(0,1) ? ' pour coordonnées cartésiennes (x,y), (x’,y’) et
b) Montrer que le carré J X J est le point de coordon- (x”,y"),ona:

nées cartésiennes (— 1, 0). .

; X =xx'—yy et ¥y =xy +yx’.

¢) Soit b un réel et m le point (b, 0) . ’ '

Quelles sont les coordonnées cartésiennes du produit  ¢) Comparer ce résultat avec celui d’un calcul 3 «la
mxJ? Bombelli » de (x +iy) - (x” +iy”").

Plus rien n’empéche (et du seul point de vue calculatoire, c’est on ne peut plus commode)
d’écrire a + bi 3 a place de M(a, b) (a, bréels), le nombre i étant alors le point J(0, 1).
E1¢’est ainsi que I'ensemble des nombres complexes (ou imaginaires) vont acquérir leur droit
de cité : ensemble des points du plan muni d’opérations parfaitement définies.

Note : notre conseil est de reprendre Ia lecture de ces deux pages (ot nous avons galopé A
travers plus de trois siécles dhistoire), une fois le chapitre achevé : chacun portera un regard

nouveau sur leur contenu avec des idées plus affermies. ..

6. Nombres complexes 175
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e
onrs

1. Généralités

1.1 _PRESENTATION DES NOMBRES COMPLEXES

| Nous admettons Je théoréme suivant qui fonde ce chapitre.

I existe un ensemble C contenant R, et vérifiant : : R

* C est muni d’une addition et d’une multiplication qui prolongent celles de R et
suivent les mémes régles de calcul. :

N * Il existe un élément i de C tel que i2 = — 1.

* Tout élément z de C s’écrit de maniére unique :

Z = a+ib (aetbhréels).

THEOREME 1

Vocabulaire

* C est 'ensemble des nombres complexes.

*Avecz = a+ib (aeth réels) :

—aest la partie réelle de z, notée Re(z) ;

— b est la partie imaginaire de 7, notée Im(z) ;

(Re(z) et Im(z) sont des réels.)

*Sib = Im(z) = 0, zest dit réel (on retrouve ainsi R = C).

Sia = Re(z) = 0, zest dit imaginaire pur (z = ib,avec be R ).

Egalité de deux | La demniére phrase du théoréme peut s’énoncer ainsj -

complexes « Deux complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont la méme partie réelle et la méme partie

imaginaire ».
Aveca, b, a’ et b’ réels, @ + ih = a’+ib’ équivauti @ = ¢’ eth = p’.
En particulier : a+ib=0a=p =9,

Le plan Le plan muni d’un repére orthonormal direct (0, €, &) est appel€ plan complexe (Fig. 3),
complexe car il permet d’« identifier » points et nombres complexes :

*30it z = x + iy un nombre complexe,

Le point M du plan de coordonnées (x,y) est ’”P
I'image de z (ou encore point associé 4 2): il est 7.
noté M(z) ; 1 M)
*au point M du plan de coordonnées (x,y) est C. B ]
associ€ le complexe z = x + iy appelé affixe de +1 i
M et noté z,,. axe réel @ A i R
(On introduit également !affixe d’un vecteyr d:si -2 -1 ¢ g 1 & x
U =xe +ye;,z; = x+iy.)
(Deux points sont donc confondus, si et seulement p° N
si, ils ont méme affixe et, de méme, deux vecteurs axe imaginaire
sont égaux, si et seulement si, ils ont méme affixe.)
Dans la figure 3, on a par exemple :

‘ zg=letzy, =i,

Zo=-2+ietzy =-1<i, Fig, 3

176
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1.2 OPERATIONS

Somme
el produit

Inverse
et quotient

(C,+ %) :
« un corps |
commutatif »

Q) EXEMPLE 1

‘242 = (@a+ib)+(a’ +ib) =

(@a+a’)+i(b+b);
*2:2" = (a+ib

)@ +ib") = aa’ + iap’ +iba' + i2hb’
= (aa"-bb’) +i(ab’ + ba').
(a+ib) + (a’ + ib') = (a+a’)+i(b+ b’)
(a+ib)x (a’+1i) = (aa"~bb") + i(ab’ + ba’)
On en déduit, avec 2 = -1:
—Z =-a-ib, puisz-z' = (a—a’)+i(b-b").

Siz = a+ib est non nul,

i1 onaa#0 ou b#0 et, par suite, a2+ b2£0. Alors, de
I"égalité (a + ib) x (a

—ib) = a®+ b2 nous tirons :

(a+fb)><( a__; b ]:1.

—i
a’+b? a’+ b2

- " o | e
Ainsi, tout nombre complexe z non nul admet un inverse note — et nous pouvons alors définir
z

le quotient 25, = X l (avec z" #0).
4

Mettre sous la forme « a + ib » (a, b réels) les complexes - L=

3-4i T 1+i

1 _ 3+4i _ 3+4i =i+if
3-4i (3-4i)(3+4i) 132442 25 25
=i _ (l-D(-i) _-2i _
1+i (1+i)(1-10) 2 ’
Noter que, dans la pratique, on ne retient pas la « formule » de la proposition 1 : on
fait intervenir « & propos » I'égalité (a + ib)(a — ib) = a%+ b2.

et

Voir exercices 1312 J

L’exercice 8 (page 190) prend en charge d’établir que :

e zX%(z2' xz") = (zx2z") xz"” : 1a multiplication est associative ;

v zX (z' +2") = zxz'+zxz" :lamultiplication est distributive sur I'addition.
En résumé :

« I’addition dans C est commutative, associative et tout élément admet un opposé ;

« ]a multiplication dans C est commutative, associative, distributive sur I’addition et tout
¢lément non nul admet un inverse.

Les mathématiciens disent alors que C muni de ces deux opérations (C, +, X) est un corps
commutatif.

6. Nombres complexes 177
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1.3 CONJUGAISON

DEFINITION 1)_‘ Soit z un nombre complexe : z = a + ib, a et b réels.

On appelle conjugué de 7 le nombre complexe z = @ —ib (lire « z barre »).

Ainsi, les conjugués respectifs de — 3,7, 1 — 57 sont =3, =i, 1+ 5i.

Nous tenons pour évidences premieres les résultats suivants :

*zréel équivauta z = 7 -
| *zimaginaire pur équivautd z = —7 :

* pour tout nombre complexe z, 7 = z ; .

*Siz = a+ib,zz = g2+ p? (déja utilisée dans le calcul de I'inverse).

. - . 11 H e 190 ' Ia

| Enfin, comme va le montrer 1a proposition 1 (preuve facile i I'exercice 16, pag )
conjugaison vit « en bonne entente » avec les opérations.

Proposition 1 | Pour tous nombres complexes z et z’, et tout entier 7 :

” —_ D - S ="7 ., N — =N -
z+2 = z47 T2 =32,z =322 ;20 = 2"

1

! (l’):é et (%):i (2" 20).
!_ z 2’ £ z’

1.4 PREMIER APERCU GEOMETRIQUE

D) Lorsqu’aucune ambiguité n’est a craindre, il est trés c
point A, z; Iaffixe du vecteur # et M(
| paragraphe 1.1.).

ommode de noter z,, Iaffixe du
z) le point du plan complexe d’affixe z (voir

2 Voici rassemblés ci-apres les premiers résultats essentiels :
* Pour tout pointA: z 55 = z,,.
* Quels que soient les vecteurs 77 et ¥ et le réel A

YA
Tavv = Ity el g5 = Agg Béy)
! (en particulier z_z; = —z., Zi_5 = 25-23).
"« Pour tous points A et B : A(z,)
. iy
S4B = Ip— 14 (th- 4). ‘—3_—'—'———— -
* I milieu de [4B] équivauta z; = %(ZA +2p). “AB = 208 =267 = 2p 7 Zosrt
- = ~ . Fig' 4
* La translation de vecteur 7 ameéne le point M(z) sur
le point M’ (2) tel que 2" = z+z.
(2D La figure 5 est A retenir : elle rend compte des M= 3) v M( ]
propri€tés suivantes (immédiates) : AT
*les points d’affixes z et z sont symétriques par
' rapporta (Ox) ; 0 o 1
* les points d’affixes z et —z sont symétriques par
ra ort 5 0- r—':: -------------------- . :-::\i
pp M'(-z) M,(2)
Fig. 5
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. /SN
2. Module et argument

2.1 COORDONNEES POLAIRES (RAPPELS)

Repérage | Tout point M du plan distinct de O est repéré par un couplede 3

c?ordonnées polaires (r, @) (r réel strictement positif et o
réel), ou ;

*r est la distance OM ;

* & est une mesure de Iangle (2;, O—M) (Fig. 6).

Si (r, @) est un couple de coordonnées polaires de M, tout H B
- autre couple de coordonnées polaires est de la forme (r, ") '
avec @’ = o+ 2kn (ke Z) ou encore @’ = @ [27] Flg s
(« ¢ estégal & & modulo 21 »).

Pour I'origine O, ona » = 0, mais & n’est pas défini.

e
—
—

Polaires et | Si (r, @) est un couple de coordonnées polaires de M, alors les coordonnées cartésiennes
cartésiennes | (x,y) de M sont telles que :

x = rcosa, y = rsinx.

| Réciproquement, si M(x, y) est tel que x = rcosax et y = rsino avec r>0, alors
(r, @) est un couple de coordonnées polaires de M telles que :

X .
| r=AJx2+y* et cosa:—,sma:{.
2

2.2 DEFINITIONS

@EF] NITION 2 Soit z un nombre complexe non nul, M le point d’affixe z et (#, ¢) un couple de coor-
données polaires de M. Nous dirons que :

« r est le module de z (notation r = |z|);
« o est un argument de z (notation & = argz[2m]).

Premieres | *Avecz = x+iy (x,yréels),ona: [z = x2+y? = z-Z.

prop riétés « Pour tout réel x, le module de x est la valeur absolue de x et :
i —six>0, argx = 0[27] ;
| —six<0, argx = n[2x].

« Soit z# 0 : z imaginaire pur équivauta argz = - [27].

i
2
"o " *La figure7 appuyée de résultats de base sur les angles
: orientés montre que, pour z # 0 :

i
Tad

12‘ = |z| et arg(z) = —argz[2x] ; 3

|-z = |z] et arg(-z) = T+ argz[2m] T

(ces résultats seront récapitulés dans la partie 2.4.). 0 =

« La lecture graphique de la figure 7 montre que

" Fig. 7
H+i = 42 et arg(l+i) = =[2

1 ..TI:].
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2.3 FORME TRIGONOMETRIQUE

' THEOREME 2 //---”'/ Soit z un nombre complexe non nul. i
= *Sir = |z et @ = argz[2n] ;alors z = r(cos&+ I :

2 = argz [2x].
s - *Siz = r(coso+isina) avec r>0,alors r = |z| et o gzl

-

=« Démonstration

N ions entre les coordon-
Soit M le point d’affixe z. Le résultat découle immédiatement des relations

7 : ; .2.), compte tenu
nées cartésiennes (x, y) de M et ses coordonnées polaires (voir paragraphe 2.2.) p
dez = x+iy,

>4 P i otri ez
Formes ‘ L’écriture z = r(coso+isina) estla forme trlgonorl}et_rlque d Zx "
trigonométrique | Par opposition, nous nommerons forme algébrique de zlécriture z = Y-
et algébrique | Pour z#0, les relations « de passage » sont résumées ci-dessous

= I ¥
r=lzgd = Jx2+p?; coso = = 5 sina = =

[ r
'| forme algébrique : | * [l forme trigon?rlr.lélrlque:
| | z=x+iy ) o |z =r(cosa+isina), >0
‘ LE —_— | = PFCOSC Y = rsino
@ _EXEMPLE 2
Quelle est la forme trigonométrique de 23 = —=1+4/3 et 2y = 24§22
*Onalz)| = 2,douz, = 2(-%“‘?) = 2(0052—-315+ i sin 2—“)

q 2 .1
*Avec |zo| = /5, il vient z; = 5 (_ qes .__) ; ceci est la forme
5E #
trigonométrigue !
(La différence avec ce qui précede est que Ion ne connait pas explicitement de rée]

2 :
o telque cosa = = et sing = :;_5 »Onaquand méme o= 0,46 rad )

Voir exercices 29 3 40 __J

Avec l'inverse | Soit z = r(cosa+ isina), avec r> ()

2 1 3
Nousavons 2 = |22 = z. 2 dop = = 2 - 1 .
z 2 r2X’ (coscx~151noc).

G 1 ; ok
Ainsi : = ;(cosa—-:smrx) =

&4 |l

1
7 (€os(— @) + i sin (- o)) .
\"_'—-—-—_
forme trigonométrique
Note : ce résultat (utile en soi) sera retrouvé et exploité d

Jorme algébrique

ans le théoréme 3.
Terrain miné | Laforme trigonométrique de —2(cos o + isine) est :

2(cos(ot+ ) + isin(a+ m)).,
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2.4 FORMES TRIGONOMETRIQUES ET OPERATIONS

THEOREME%it z = r(cosa+isin@) et z' = r’(cosa’+isin’) deux nombres

e complexes. Alors, on a:
> *2z’ = rr'(cos(a+a’) +isin(a+a’)) :

r
— ’_—,(COS(C!— o’)+isin(o—a’)) lorsque z” # 0.

<
+== Démonstration
Développons le produit zz” :
zz' = rr'[(cosacos o’ - sinasiner’) + i( sin arcos &’ + cos arsino’)] .
Avec les formules d’addition, il vient :
zz" = rr'(cos(a+ ') +isin(a+ a’)).

Avec o= -’ etr = l,.on obtient zz" = 1 d’ou:
r

%( cos(—a’)+isin(—a”)) (voir note page précédente).

_’—L

I

3]
-~

En remplagant alors e par — o¢” dans la « formule » du produit, on obtient la « formule » du
_quotient.

Noter la simplicité de la démonstration pour un résultat capital, ne serait-ce que par le corol-
laire qui découle immédiatement des théorémes 2 et 3 (comme le laissera voir I’exercice 43,
page 192, ou tous les circonspects de nature et les autres, aussi, sont attendus).

COROLLAIRE Quels que soient les nombres complexes z et 2

(Ici, on suppose z et z° non nuls.)
Produit  |zxz'| = |zl x|2'| |arg(zz’) = argz + argz’[2~]
Puissance |z"| = |z|* ne N|arg(z") = nargz[27]/
1
Inverse  |2| = =, (z#0) |arg Lrs —argz[2n]
z |21 z
. i LAl Rt El_ "0 Z ’
Quotient |Z| = =, (z2"#0) | arg| = | = argz - argz’ [2n]
z' |z | z
Conjugué |3 = 2 arg(z) = —argz[27)
opposé |-zl = Il - |arg(-2) = n+ argz [2n]

Le calcul dans € | Du point de vue du calcul algffbl'lquf‘., il esl_dm‘ls la r'mtu‘rc fics choses que ce tableau soit muet
sur le module et 'argument d’une somme (il n’y arien a dire ou peu).

Le « petit » schéma ci-dessous ravira les amateurs de formules simplificatrices : il indique les
formes a priori les micux adaptées aux divers calculs :

sommes, différences —————» forme algébrique
produits, quotients ——————» forme trigonométrique

6. Nombres complexes 181
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2.5 A QUOI SERT LA FORME TRIGONOMETRIQUE?

| L'éude de quelques exemples, simples (c’est un choix délibéré) mais paml les plus signif;-
‘ catifs, est un premier élément de réponse, étant entendu que la courte durée (une page) ne
saurait donner la mesure définitive des choses (donc, voir les exercices).

Le calcul ‘ La forme trigonomélriquc permet, dans certains cas, de calculer des produits, quotients, etc,,
algébrique | en évitant deffectuer Jes opérations indiquées.

©_EXEMPLE 3 ey
Calculer (1 + i,ﬁ)s.

Le nombre complexe z = 1 +,/3 a pour module 2, et la forme trigonométrique |

Zi= 2(—12- + z%) montre que %t est un argument de z. |

; 5w
Par suite, z5 a pour module 25 et pour argument T i

Conclusion :

(1+iJ3)° = 32@4#] = 16(1-i./3).

L .Voir exercices 44 147

La résolution

Si la forme algébrique est adaptée 2 la résolution d’équations du second degré, par exemple
d’équations

(voir page 184), c’est la forme trigonométrique qui tient le haut du pavé dans la recherche de
«racines n-iemes ».

Q\ EXEMPLE 4
&

Résoudre dans C I'équation 73 = 1.

gs)

Avec r = |2| et o = argz[2m], z3 a pour module /3 et pour argument 3 ¢x.
Comme 1 est de module 1 et d’argument 0 [2n], I'équation est €quivalente A :

(2= =1l (o) |

,  soit
3o = 2kn (keZ) a:%t(keZ)

On obtient trois solutions de module 1 et d’arguments 0, 23_r|: et 4—3-“ ; & savoir ;

1, .43 Lo 13
l,—§+r-2—etsonconjugue—i-;%_-,

(Selon une longue tradition, le complexe — % +i “_/2_3 est noté j.) {

- Voir exercices 48 et 49 q.

Trigon ométrie On s’en serait douté... (Voir, par exemple, les exercices 50, page 192, et 92, page 195.)
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3. Notation exponentielle

3.1_LANOTATION e

La fonction f définie surRpar f () = cosor+ isina vérifie -
f(OHfJf ) = f(@)-f(a’) (voir page précédente), f’(e) = i f(c) ; en prolongeant
les propriétés de la dérivation, ona f = cos + isin . d’oir -

o S = (cos) +i(sin)’ = —cos +isin = if.
Voila qui 1égitime 1a définition suivante.

KDEFIN[T]ON 3)—{  Pourtout réel o, on pose e/® = cosa+isina (),

Remarques :

. ,Amsi. tout nombre complexe z non nul, de module r et d’argument « s'écrit z = ref® :
c’est la _t'orme exponentielle de z. Par ailleurs, le théoréme 2 permet d’affirmer que, si
z=re%etr>0,alors |z| = retargz = o modulo 27.

* Nous tenons a souligner le fait que |e’®] = 1 et arg(ei®) = a[2n7].

* Une notation cohérente et efficace : les propriétés des arguments, données par le théoréme 3
et son corollaire, montrent la pertinence d’une notation exponentielle, dont la simplicité appa-
rait entierement si 1’on retranscrit ces propriétés :

: = 7 F eia 5 ; . —_ .
eilx i’ — ai(a+a’) 3 . = el (a-c’) : (e'“)" = einc ; €0 = g-ic,

eux
LT LT T
. . iz —i5 =
Exemples eefl0=1; ef=—_1; e2=i; e 2=-i; e'3=l+:‘£.
2 2

8

E _fE - "?_t
el+i=2e%; (1-i)® = (Jﬁe 4] = (SB)be M3 = 16.

3.2 FORMULES DE MOIVRE ET D’EULER

1) Formules de Moivre : pour tout réel & et tout entier 1 :
(cosa+isin@)" = cos(na@)+isinna
et (cosax—isina)” = cos(na)—isin(no).
2) Formules d’Euler : pour tout réel « :

THEOREME 4

eid 4 g-ic , el _ o—ic
coSsQ = ———— et sing = -—e—
2 2i

| Toutes ces formules résultent immédiatement des relations e/® = cosa+isina,
e-1® = cosa—isina et des propriétés des arguments.

(1) Pourquoi « & » ? Sur R, la solution de J(x) = kf(x) (kréel fixé) et £(0) = 1 est la fonction x — et
(voir chapitre 3). Alors... Euler conserva la notation.
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4. Equations du second degré

4.1_RACINES CARREES D’UN REEL

< . g — éel, sont appelées racines carrées de a. Noy
z?=a(aréel) | <Lessolutions sur C de Iéquation z2 = a, a réel, sont appelé sl il » it e
distinguons ici le mot « racine carrée » du symbole « [ 3)fqm scr

toute confusion et qui n’est utilisé que pour des réels positifs.

* Premier cas : g = () ; I"équation 22 = a équivaut a (z — JJa)(z + «{)‘?_1)_= 0. i
; . . :0,sia = 0).
On obtient deux solutions réelles Ja et —.Ja, pour a > 0 (une seule

*Secondcas: a <) : I’équation équivaut alors & (z — in/—a)(z + i “_a),'
Toujours deux solutions i /—a et —i J/~@ qui sont imaginaires conjuguées.
Ainsi, les racines carrées de — 1 sont + i, celles de —3 sont £ i./3.

4.2 EQUATI ON. ax? + bx + c= 0 (a, b et c réels ; 2 = 0)

; THEOREME 5 L’équation ax2 + bx+¢ = (a, bet créels, a # 0) admet des solutions sur C.

Soit A = b2 —dac le discriminant de I’équation. : '

*Si A = 0, une solution unique : x = — Ef:—! (réel).

*SiAx 0, deux solutions :

—réellessi A>0 : x — Hbz__;ta_[d_ ;

— complexes conjuguées si. A <0 e e b i;; iJ—-A .

««« Démonstration

2
La forme canonique a[(x + _b_J _d

2 Zrﬁ] du trindme et Jeg racines carrées du rée] A nous

livrent ces résultats.

| -

I Note : lorque b’ = 2b, on peut, comme dans R, utiliser Je discriminant «<réduit »
A" = b2 _ge, i

Résoudre dans C ’équation x2 4 y 4+ 1 = 0.
Calculons le discriminant A = —3 et appliquons paisiblement le théoréme,
Les solutions sont Jes complexes conjugués - :—1-——?_@ et :—-l—.__‘_“'/_i

2T
; T .
J=e eLj=j2=¢

o L

II's’agit des nombres complexes 3 (voir exemple 4).

Voir exercices 63268 —

184
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Cronrs

5. Nombres complexes et géométrie
5.1 AVEC LES VECTEURS

Etude | Soit # un vecteur non nul d’affixe
prchmlnmrc | De I’égalité (évidente) des affixes
|

| 2l = |z, =

zetAle point tel que OA = i

z, deAetzde %, nous obtenons :

04 = | et argz = argz, = (g, OA) = (e}, u) [2m].
‘ Il en découle que, si I vecteur %’ non nul est d’affixe z’, ona:

l zr , I — - —
arg(;) = argz —argz = (e, u')- (e, u) = (i, u) [27].

' En résumé, et en tirant quelques conséquences immédiates :

Proposition 2 ey
P \ Soit # et u” des vecteurs non nuls d’affixes respectives zet z°. Alors :

*lel = 7l et argz = (&, @) [2n] ;

. mg@) = (i, W) [27] ;

’

e T R - . » z ’
* 1 et u” colinéaires équivaut & = réel ;
z

/!

i = AT v 2 . oW
* i et u” orthogonaux équivaut 2 = imaginaire pur.
z

La colinéarité de 7 et u” se traduit par (7, ') = 0 ou 1t [27] et donc par arg(z_) =0
A

i

v e BT
ou 1 [27] ce qui signifie = réel.
&

En ce qui concerne I’ orthogonalité, on adaptera tout seul ce raisonnement.

5.2 ECRITURE COMPLEXE DE TRANSFORMATIONS

THEOREME 6 ~ Soit  un point du plan d’affixe @ et 6 un réel.
el » La rotation de centre £2 et d’angle 0 associe au point M(z) le point M’ (z")
_ e telque 2’ — ® = ¢%(z— ). _

« L’homothétie de centre £ et de rapport k (k réel non nul) associe au point
M(z) le point M'(z’) tel que 2’ — @ = k(z- ).

... La démonstration est effectuée aux exercices 84 et 85, page 194.

FLA oy ¥
e . -
Exemple Les quarts de tour : comme ¢ 2=jete = —i,lesécritures complexes des quarts de
important | (our de centre Q sont:
| Y-w=iz-0) e T-0=—iz-).
Lorsque £ = O (origine), onobtient: 2" = iz et g’ = —izg.

6. Nombres complexes 185
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1. Résolution d’équations

OBJECTIF

sation », etc,

PROBLEME 1

Soit w le nombre complexe
1) Donner sous forme trigonomét

Pe® (p, 0 réels avee p > 0)),
rique les solutions de =2

2) Donner sous forme trigonométrique les solutions dans C de I’
tion (E) : z3 = yp ot montrer que, si
(E), les solutions sont os Jgg et j2z,

w.

-

équa-
2o est 'une des solutions de

“

Solution

.0 .2

= J,se*i) .

1) Une astuce qui peut resservir () est d’écrire w = (
Dés lors, on a les €quivalences :
0

e wcbzzh(«/f)efg)zczb(z—@eiﬁ)[z+J,Eeigj = 0.

Do, les solutions de I'équation z2 = 4 (bien sdr opposées) :

AN
’\/.E,e 2!_'\{]"—)8 2'

2)Enposant z = rei® (r>0), I'équation (E) est équivalente 3 :

P=p r= %
; soit 6 2kn .
3o = 6[2n] 3a = 0+ 2kn ou a:§+—3-—(lce Z)
Nous obtenons trois solutions distinctes correspondant 3 k = 0,1et2:
e (9,2 TER L
3peid %e'(s*aj %c'(s"s)_

Soit z, I'une de ces solutions : z3

w (noter que z[; #0).

I est clair alors que Jzq et j2z, sont aussi solutions de (E). (On a, par

exemple, (jz,)? = Pz} z)=w.)

Comme zy, jz, et j2z, sont deux i deux distincts

(carzp#0, j#1 ¢
J2# 1), ce sont les trois solutions de (E). .

(1) « La différence entre une méthode et une astuce ? Une méthode est tne astuce g sert
plusieurs fois » (G. Polya mathématicien américain). a

186

LT
2i§

Lj=e det2=7

sont les solutions dans C de 23 = .

(Toul entier k s’écrit - 3n ou3dn+1
oU3n+2 (ne Z).

Or, modulg 2w,ong:

_ 0,sik = 3,
}ﬁbﬂt gE,sik:S;}Hl"
—_ = 3
13
%TE, si k.= 3n.42,

Voila pourquoi on a trojs solutions et

\ Pas plus.
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PROBLEME 2 (D’APRES BAC)

Soit @ un reck ‘
Résoudre dans L Péquation (£) : 22 -2z cos041 = ¢,
Résoudre alors dans T Péquation (7)1 292222 ¢cos0 + 1 =0,

Solution

o Résolution de ()

B Sduitest A” = o ; et

Le discriminant réduitest A" = cos20- | = —gjn2g = (isin0)2 .
Les solutions de (£) sont dong :

2 = c039+i5i119.::2 = co860-isin@, ou encore :

By = eif Zy = e-i0

¢ Résolution de (E ")

L'équation (£") est manifestement ¢quivalente & :

POINT D’HISTOIRE

Le théoreme de d’Alembert
« Tout polyndome (non constant) i
coefficients dans C a toujours une
racine dans €. »

Ce résultat fut démontré par Gauss
en 1799 aprés une tentative presque
réussic de d’ Alembert. Ce théoreme
est partout appelé « théoreme fonda-
mental de
I'Algtbre »,
saul... en France

: U on lui attache
2= 7 o z? =z, = ef® 0
: , c’est-d-dire & ¢ ou . le nom de
5 ..2 -— — - ]
Z solution de (E) 22 = z, = ¢-if & Alembert.
Le procédé mis en ceuvre dans le probléme | fournit alors les solutions
de (E') :
i i -if il
e —e?,¢ 2,-¢ 2
o A noter
La factorisation des polynomes n’est plus inscrite dans les programmes. En
conséquence, les résolutions d’équations basées sur les techniques de facto-
risation n’ont plus cours.
Restent quelques exercices — tels que I'exercice 2 ci-apres —ou « I'on facto-
rise en développant », ce qui ne souléve guere de difficultés.
Doans b fonté
‘ @ Les mauvaises méthodes @ Pourze C,onpose:

Soit le systéme d’inconnues réelles (x,y) :

f(z) = 22+ (3i-6)z>+ (10— 18i)z + 30i.

i x2—y24+x+1 =0 1) Montrer que :

B {(2x+ Iy =20 ' f(2) = (z+3i)(z2- 62+ 10).
1) Résoudre () 2) Résoudre dans C I'équation f(z) = 0.
2) Onpose z = x + iy (x,yréels quelconques).
Développer z% + z + | et montrer que : . Résoudre dans C I"équation :

24741 = 0& (x,p) solutionde (S).

3) Retrouver le résultat de la question 1) et tirer une

4 +3z22+2 = 0.

1 ’)‘ * e -.-2
legon de cet exercice. Pste Poserz = z2,

6. Nombres complexes
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r Ae.s\iqﬁﬁﬁme&

2. Géométrie

OBJECTIF

Etudier les configurations géométriques du plan 2 I'aide des
nombres complexes, avec Jeg propri€iés des affixes, modules, argu-

ments, eic. ou encore en mobilisant Iécriture complexe des transfor-
mations géométriques usuelles (rotations notamment).

PROBLEME1

I

Le calculateur prodige

En 1844, John Dahse calcule de téte (1) 205 décimales de 7t grice a la

dans la figure 8, dite « figure aux huit
carrés », Comment établir cette relation ?

J
—
R W o
—Ta] i Y ‘
o 1 A 5 Fig. 8

relation o+ f+y = ":_:

Rares sont les talents impossibles &
monnayer...

@ Déroutant, mais « simple »

Cet exercice peut laisser plus d’un matheux sur le bord du chemin..., mais
si 'on pense « complexes », ¢’est plutdt simple. Voici I'idée : Evaluer Ja
somme de trois angles, ¢’est calculer (sil'on s’y prend bien) la somme de
rois arguments, ¢’est-3-dire 1'argument du produit de trois complexes.

Si a, B et v sont les arguments de
Z1rvZy ez, a+ B+ y est I"argu-
mentde z, z, Zz3 (toujours mod 27t ).
@ Solution

On peut toujours supposer les carrés de ¢6té 1 et munir ensuite le plan du
repere orthonormal direct (O, &, &;) avec e, =0letg = OJ.
Par lecture graphique, nous avons :

* (€1, 0C) = a[2n] ; (&}, AC) = B[2n] s (€1, BC) = y[2n].
*z2y=3;z5= betze = 8+i.

On en déduit : 255=8+i;zE:5+ietzgg=2+i;
puis:  zge-ziEezge = 8+ +i)(2+ i) = 65(1+1).

Le produit z 5z - ZjC " Zpc apour argument (« mod 27 ») :

s R e T ,
* d’une part, 'argument de 65(1 + i), C’est-a-dire 1 :

+ d’autre part, la somme des arguments ¢, By dezsz, Zic et zzg.

D ou, I'égalité convoitée : o+pB+y=

=la

m P. Eymard et 1.-P. Lafon, Autour du nombre 7, Ed, Hermann, 1999,

188
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./4 " dﬁWe.s

ol

Los triangles OAB ¢t OCD sont isoceles rectangles en 0, de sens direct
F et Te point/ est le milien de [BC| (Fig. 9).,

Montrer gue (OF) est ort hogonale i (A D).

f @ Brieling
| Unc fois installé un repere orthonormal direct d’onigine O (quoi de plus

. naturel 7) : (O, €}, &) ctintroduites les affixes a. b, ¢ et d des points A,
I B, C et D, nous avons en perspective d'établir que o7 | an.

Noler que ceci est « dans nos cordes » (voir proposition 2, page 185) - la

}l:!
3l

condition équivalente est

—— imaginaire pur,
<ol
Plus ennuyeuse (en apparence) est la question : « Comment traduire que,

par exemple, le triangle OAB cst rectangle 1socele on () de senc direct 7 »
11 faut in-ter-pré-ter.

Du point de vue des transformarions. ccla signific que la rotation | 0, 5 \

transforme A en . Comme cette rotation trandorme Miz) en M (27 tel
que 2’ = iz (voir théoréme 6). 1 viemt b = ia

La fin en roue hibre (presguce)

© Lléments de solution

La solution est a rédiger (voir exercice S Cr-apres)

; 1 .
Ondoittrouver: z57 = si@a+ ). 245 = 10— 4

25/1}-1.5 (n fau(c?

O | os trois carres

La figure ci-dessous représente trois cares accolés. En
s'inspirant du procédé utilisé dans le probléme 1,
montrer que @+ f = y.

-~
m

H G

|
|

: /{ \B \ Y

? A B

D

L2

© \dtivite de redaction
Rédiger entiérement la solution du probléme 2 ci-
dessus.

UNE METHODE...

A adopter et a adapter
\BC équilatéral direct  ( figures)

[ -

r P: B O (transformations)

L 4
i

¢c-a =¢ "(boa)y (complexes)

(e, b, c aflixesde AL R, C)

0 L es trois trimgles equilaterany

Les tnangles OAB et OCD sont équilatéraux de sens
direct et BOCE est un parallélogramme.

Montrer que AED est un triangle équilatéral.

6. Nombres compleses 189
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A

Calcul dans C

Sommes et produits

Dans les exercices 1.a 5, mettre chaque nombre complexe sous
la forme algébrique a + ib (a, b réels).

1 i-(3+2i); h)2(6-5:‘)-—3(4+f).

2 2)(5+3)2; b (5-30)2; o) (5+3i)(5-3i).

A (+D(L+20) ;b i(5-i)(i-1).

b) (i-1)2; )+ i-1)+2.

j+n ;j4ri+1 :J.'-JJJ-!-Z ;j.'~h|l+3

oll n est un entier naturel.,

3
4 a)(1+0)?;
5
6

Soitze C.
Montrer que Im(iz) = Re(z) et Re(iz) = —Imz.

7 Etant donné un réel 6, on pose z = cos @+ isin@.
Montrer que Re(z2) = cos28 et Im(z2) = sin28.

»??5!‘-6 Utiliser les formules de duplication en attendant que
ce résultar devienne une banalité (voir théoréme 3).

8 Des preuves

Etablir les propri€tés algébriques des nombres complexes
mentionnés dans le cours, p. 176.

a) L'addition et la multiplication sont commutatives et associa-
tives,

b) La multiplication est distributive sur I’addition.

c)L'égalité -z = 0 impliquez = O ouz’ = 0.

Inverses et quotients

Dans les exercices 9 a 11, mettre chaque nombre complexe
sous la forme a + ib (a et b réels).

-1 2-3;
3+2i 3-5i i
10 a) ;b 3o c) T+
11 a A':fy i b) xiy;'y oll x et y sont des réels non nuls.

12  Débusquer I'intrus parmi les nombres suivants :

- [
18+2(u; 2110 4."‘3-
=22 l+i

(2= 8+

190

2
/A /,é;vlicﬂtwn.s

Conjugué S

Dans les exercices 13 a 15, déterminer le conjugué de chaque
) - . » L
nombre complexe (la forme algébrique n’est pas exigée).

13 a)3-11i: W8i; ©2i-7;: d)i(9+2i).

b) (2+50)° ;
d) i(1-i)3.

14 2 3 +i)(-13-2i) ;
o) (1+i)3(1-20)%;

2-3f i(1-9i) /-
1S o &5 Wart ©

l+i 1-i

16 Démontrer la propasition 1 du cours, page 178.

b uf3
17 Onpnse_;——§+:2.

Calculer ;2 et établir les relations :

1 ; =
4j+2=0;2=1;-=2=7.

18 Soit z un nombre complexe. Parmi les nombres suivants,
lesquels sont réels ? imaginaires purs ?
2+:zZ; (z+i2)(z-iz) ;

L]

z2-32 3

(i%z)(iz).

Un connaisseny

« Une expression symbolique
(qui n'a pas de sens en elle-
méme) soumise i des régles
fixes selon des conventions
établies » : telle est Ia présen-
tation du nombre complexe
adoptée par Cauchy (Cours
d’Analyse de 1'Ecole poly- -5

technique en 1821). Eq

d'ajouter concemant . le Auel:-‘.lin Luuis(‘ L.lch\.'h
symbole /=T : « Ce n'est 1I?%U-185?1 1
qu'un outil, un instryument de
caleul qui ne signifie rien
d’arriver plys rapidement g
I'on pose, » ]
Une telle « déf
apparence sey|
bases (das
brillante ¢
complexe.

en lui-méme majs permet
la solution des problemes que

nition » qui, en apparence, ne définit rien (en
ement) n’a pas empéché Cauchy de jeter les
1814) d’une théorie qui allait faire un

_ e longue et
amere © Ia théorie des fonctions de

la vadable
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premier apercu géométrique

19 Dans a figure ci-contre, -
(0, &, &) est un TEpere or- :
(honormal direct. 1
1) Déterminer les affixes : il
a) des points 0,A.B,C,DetE; o _?
b) des vecteurs OB, ;ﬁ)', >
FC.CB ¢t EB.

2) Vérifier que ADEC est un parallélogramme.

20 Barycentre .
1) Soit A, B et C les points d"affixes respectives :

—1+i 1+
1, -
. et(z).

Montrer que I"origine O est le centre de gravité du triangle ABC.

2) SoitA, Bet C des points d’affixes z , , z; et z et G le bary-
centre du systtme de points pondérés

{(4,2),(8,3),(C,-4)}.
Montrer que I'affixe z; de Gest :

1
zZg = m@zA +3zp—-4z7).
Piste Utiliser (2+3-4)0G = 204 +30B-40C.

21 Conjugaison

Dans la figure ci-contre la

droite A est parallele a 74

(Ox) et, par la réflexion 1:2

d’'axe A,ona: A /
sp(A) = A7 : A

et: SA(B) ¥ B’. r{\ﬁ

Montrer que les affixes B

des vecteurs AB et 5 e

A’B’ sont conjuguées.

Piste Vérifier que AB+ A'B’ est colinéaire & & et que
AB—A’B’ est colinéaire & &.

22 Affixe de certaines images

A, Met M’ sonttrois points du plan complexe d’affixes respec-
tivesa, zet z°.

Exprimer z* en fonction de « et z dans chacun des cas
suivants :

a) M est le symétrique de M par rapport 3 A ;

b) M” est I'image de M par la translation de vecteur 04 ;

©) M est le symétrique de M par rapport i la paralltle 2 I"axe
réel qui passe par A.

;3 Pour chacun des points A, B, C, D, E, Fet G de la figure
ci-dessous, donner le module et un argument de son affixe ainsi

que sa forme algébrique (procéder par lecture directe éventuel-
lement appuyée d’un calcul),

Dans les exercices 24 et 25, donner le module et un argument
de chaque complexe.

24 a)-5: b}%i; )-T7i: d)y1+i; e)i—1.

25 a).f3+i; Qi-3.

26 Montrer que, quelque soit f(te R) le nombre
complexe :
1= . 2t

1+12H-m est de module égal a 1.

b) 14i3 ;

27 Labande des seize

Déterminer la forme trigonométrique des nombres complexes
z = x+ iy de module 1, vérifiant -
esoitx = 0

esoit x#0 et t:m[J—") € {0, 1,-1, /3, -./3, ﬁ, _g}
X
Représenter les points associés i ces nombres complexes.

@E.ste Intervertir I'ordre des questions n’est pas mal non
plus.

28 La bande des huit

Soit z = x + iy un complexe non nul de module r et d’argu-
ment 6. : 5

Montrer que les nombres complexes suivants sont tous de
module # et exprimer leur argument & I'aide de 9 :

x—iy; —x+ly; —x—iy y+ix; —y+ix; y—ix ;
—y—ix.

\?)!.S f¢ Dessin, symétries, trigonométrie (un peu).

Note : le contenu des exercices 27 et 28 est A connaitre : il a son
role } jouer.

6. Nombres complexes 191
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Forme trigonométrique et opérations

Dans les exercices 29 a 31, calculer le module de chaque nom-
bre complexe.

29 a) (4+30)(12-5i); b)(2-7i)3.

T . 340, . a+ib

30 .‘](2_—;55" h)4_+_l“ c) ﬂ'—fbl
3-4i I !

31 VT D) Ei T aws

32 Représenter graphiquement ’ensemble des points M tels
que zet z2 aient le méme module.

Dans les exercices 33 a 35, donner la Jforme trigonométrique

dez, puis sa forme algébrique en tenant compte des conditions
imposées.

33 arg(iz) = %[Zn] etlz] = 2.

.. (@BY_ = 1
34 arb(l—-l-.r) = —Z[ZR] et |Z| = 5,
z _x =

36 Représenter graphiquement, pour chaque valeur de 6,
I'ensemble des points M(z) tels que arg(z2) = 6[2r].

—0- i 3 = i
a)0=0; hoe=mx; c)9—2, d) 6 5

37 Trouver un entier » (1 =n=25) telque:
arg(1+i)" = arg(1 +i/3)" = 0[2n].

Dans les exercices 38 a 42, mettre chague nombre complexe
sous forme trigonométrique.

B8 A-1+05; B(B-*; O U+ifE).
39 95710 wid

40 a}cos%—:‘sin%; b) sinll;;+fcosl£,7.
41 aj]—flan%; b) lun%+f.

i 2003
42 aj( J Pb)(2003+0)7 4 (2003 -0,

1+

43 Démontrer le corollaire du théoréme 3, page 181.

192

<50 1)Soitz = x+iy et z2

Utilisation de la forme trigonométrique

Dans les exercices 4 a 46, utiliser la forme trigonométrigy,
pour calculer la forme algébrique de chacun des nombyg
complexes.

44 a)(1+0)5; b) (A-1).
45 a) (1-i)5 ; b) (J3-30)*.

. (1+i3)’
46 a) (2.3-2i)*; b Y Tk

47 Montrer que (1—;)% = =27 par deux méthodes :
a) aprés avoir écrit 1 — sous forme trigonométrique ;
b)alaidede (1-/)2 = 1-2j+;2...

3

Rappel : j = _%H—z— sona j3 = letl+j+j2=

48 1) Montrer que z = r(cosa + isina@) (avec >0 et

o€ R) est solution de I’équation z> = —1 si, et seulement
; o e T 2km
si,r = 1 etilexiste ke Z telque @ = §+T'
2) En déduire que I'équation z3 = — 1 admet trois solutions et

que, si z, est I'une d’entre elles, les deux autres sont Jjzy et
J2z,.

<49 En s'inspirant de I exemple 4 (page 182) et de I’exercice

précédent, résoudre les équations :

azd =i, b)z¢+1 =0.

, 2 = a+ib les formes algébri-
ques de zet z=.

Montrer que, si || = l,ona:x2 = }_-_;_q et y2 = 1_‘]_

2

_ T B oo oo
2) On pose x = cosE ety = S'“§ (ainsi z = x+1iy est

de module 1). Donner la forme trigonométrique de 22 et e

S n :
déduire c0s§ et smg.

-

A chacun son A

La paternité du vocabulajre

* Imaginaire : Descartes, 1637,

* Nombre complexe : Gauss, 1831,

* Module : Argand, 1806.

* Notation |z| (module) - Weierstrass,

_ * Argument : Cauchy, 1838,

~* Notation i ; Euler, 1777 (reprise par Gauss).
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5] Donner |a forme exponentielle des nombres :
g: =33 St —i3 24205 (1-i)}; (JB+i).

52 Soit a un nombre réel,

Ecrire avee [a notation exponentielle les nombres :
a) — (cos@ +isin@) ; b) - cosa +isina ;

¢) sina+icosa ; d) —sina+icosar.

53 En utilisant la notation exponentielle, déterminer le mo-
dule et un argument de chacun des quotients suivants -

L+i 2i(1-i) 1 +i3
=i b——ms; og—2_
3+ 3+3i3 ~1+if3

54 Meéme exercice que précédemment avec :

17
a) (1-Hi; b)[%—fﬁ] v OB+,

Wtztﬁigne L

La relation e™+1 = 0, qui provoqua I’admiration
d’Euler lui-méme, a frappé les imaginations du XIX¢ sigcle,
du fait qu’elle contient « les symboles les plus importants,
union mystérieuse dans laquelle I’ Arithmétique est repré-
sentée par O et 1, I'Algebre par i, la Géométrie par 7 et
I’ Analyse par e » (Tobias Dantzig).

Au xx¢ siecle, plus personne ne s’émerveille devant le
caractére magique (?) des nombres complexes...

55 Soit o un réel (a¢g+kn pour tout k de Z) et

I = tanc.

—
~—

+i
1—i

1) Qu’elle est la forme exponentielle de z = 7

—

2) Mettre z sous la forme algébrique et en déduire que :

=, 2t
= csin20 = — -
cos2a P [

56 Chercher ’erreur
Soit & écrire sous forme exponentielle :
2 = 1 +cos26+isin26 (6 réel).

s
Que penser de ce qui suit 7 '

«On a 1+ cos26 = 2cos?6 et sin20 = 25m9c058,
d'oll z = 2cosB(cosB+isinb) = 2cosBei? :ceciestla

forme exponentielle de z. »

57  Soit zun nombre complexe de module 1 : 2 = 1
Montrer que :

Re(z) = %(z+£) et Im(z) = %[:—%]

»

Equations dans C

Premier degré

Dan\s les exercices 58 a 62, résoudre dans C [ "équation ou le
systeme proposé(e).

58 a)iz+2-i=0; b)@+5i)z=1-z.

59 a}—!—=3+:‘: h)z+l=2£.

zZ+i z

60 a)iz=1-i

; by (7T-i)z+3 = 0.

01 (iz+ 1)(z+3i)(E-1+4i) = 0.

62 a){%—z’=£’ ; h){22+z'= l—i.

z=iz" =0

Second degré

L’ensemble M de Mandelbrot
Avec un polynéme du second
degré :

P(z) = z24¢ (ce C)...
Les images des complexes :
zg =0,z = P(zy),

z, = P(z)), ..

iy = P(Zu— I)‘

sont bornées lorsque I'image

de c est dans M et dans ce cas seulement.
Forme fractale aux propriétés fascinantes, cet ensemble M fut

tracé pour la premigre fois en 1980 par Benoit Mandelbrot 2
I’aide d’un micro-ordinateur,

Dans les exercices 63 a 67, résoudre dans C chacune des
équations proposées.

64 a)z2+2z+5=0;
b)z2-./3z+31 = 0.

65 2+ 1)(22+2)...(z2+10) = 0.
66 (2-6z+10)(z22+62z+10) = 0.
67 (z2-22z+410)(z2-34z+410) = 0.

68 Soit 6 un réel donné, appartenant a [0, ] .
1) Calculer e 4 ¢=i0 ¢ gif. o-i6
2) Résoudre 1I"équation :
(22 =2(cos0) z+ 1)(z2 +2(cosf) =+ 1) = 0,

et montrer que les images des solutions sont les sommets d’un
rectangle.
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Géométrie avec modules

et arguments

69 Deux clés pour le module

1) Soit £ (@) un point du plan complexe et r un réel positif,
Montrer que I'ensemble des points M(z) tels que
|z—@| = r estlecercle de centre Q et de rayon r.

2) Soit A(a) et B(b) deux points distinets.
Montrer  que  I'ensemble  des points  M(z) tels que
lz—al = |z—b] estla médiatrice de [4B].

Dans les exercices 70 a 73, représenter graphiquement
'ensemble des points M(z) satisfaisant la condition imposée

(I'égalité |Z| = \E | peut servir...).

70 a)|z-3i| = 5 . b) |z = 2./2.
71 a)|z-1] = lz—il ;b)) = lz-2+1i].
a2 alz+il =1, b) lz-2+i = 7434

73 |-2iz+1-4i| = 4.

74 Soit-e C,avecz#1,

Z+1 ; ; .
Montrer que ?-__; estde module | si, et seulement si, 7 est réel.
e

?E_; fe Aucun calcul.

75 SoitA, B, Cet D les points d’affixes respectives :
@=-l+i,b==1-i o= 2iecd = 2-2i,

1) Placer les points A, B, Cet D.

2) Calculer les nombres complexes :

c-a o=h
d—a d-b’

En déduire Ia nature des triangles ACD et BCD.

A 11t sur...

La proposition 2, avec des points : - :
[b—a|l = AB ; arg(b-a) = (&, AB)[2n] :

. CA c—a gk
¢ a = —_— = A
=2 = 51+ =s(5=2) = (B, 10) 121,
Conseil ; on ne retient
pas; on revient aux el
vecteurs :
- z—
LS g ] -ﬂ’c[c
b~a z;z B(b)
sz A(ﬂ}
o] -

194

Ecritures complexes N

de transformations

Dans les exercices 76 a 79, donner Pécriture complexe 4,
chaque transformation. (Autre formu!an'mf de la consigne .
étant donné une transformation qui au point M(z) associ,
M '(z"), exprimer 3’ en fonction de z.)

76 a) Translation de vecteur — 22} + @5 .

b) Translation qui améne le point A(l+7) sur le poin
B(—1+2i).

77 a) Homothélic de centre £2(— 1 —i) etde rapport —3
b) Symétrie centrale de centre £2(2 + 5/ ).

, : T
78 a) Rotation de centre (1 +2¢) etd’angle =g
b) Quart de tour indirect de centre £2(3 - ).

79 Rotations de centre O et d’angles :

2n -2 T, =,
.I)?, h}“3—. C}3, d}3

Dans les exercices 80 a 83, identifier la fransformation qui, au
point M d’affixe z, associe le point M’ d ‘affixe z°.

80 a)z' =z+3-j; b)z' = 5z ¢z =z,
81 az

-z b)z' = iz : 0z = -z,

P [ :
82 a2 =iz b - e 3z, 0z’ = [l +2“/§J2.

83 a)=¢'3;. bz —i = “/52”(:—;).

Les exercices

s e 84 et 85 proposent la démonstration dy
théoréme 6.

84 La rotation

Soit r la rotation de centre €2 (@) et d’angle 0, M un point
d'affixe z et M’ = r(M) d'affixe z*

1) Montrer que, pourz= @, onaz’ # @ et -
I~ = z—@|: 4 (2—:—@ =
| arg )= 6[2x] .
En déduire quez’ — @ = e*'s(z—(u).

2) Examiner Je Clsz = ¢,

85 L’homothétje

Montrer que I"homothétie de centre

(ke B*) transforme le point Ag(
'—w = k(z-w),

‘?;.Sfc In = A«'-';;P

Q(w) et de rapport k
z) en M’(z%) tel que

ourtout réel A et tout vecteur i,
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Breves de cours

86 Meitre sous forme algébrique les nombres complexes :

oo I
=2 142,

87 Le nombre F]’_ X(1+) 4128 x

un nombre réel 7

88 Donner  quatre
(-t<6=m) tel que:

valeurs  distinctes du réel @
arg(z) = 0[2xn] implique : 22 est un imaginaire pur,

89  Ecrire sous la forme trigonométrique :

1 o8
Z(Z+-) ou z=e 2,

Ln

(nfgﬁ‘f‘)s | .
- M w
90 ontrer que O fﬁ)“ = Xi.

@J.Sf ¢ « Passer » a la forme exponentielle doit étre devenu
un « réflexe ».

91 L’inégalité |z + 2’| <|z| + |2|

Soit z et z deux nombres complexes et A et B les points
d’affixes respectives zet z+z”.

A T'aide de I’inégalité triangulaire OB =< OA + AB, montrer
que :

|z + 2| =< |2 +|2'].

n
92 cos-~ et sin-—-

12 12
Soit Ay, A, et A, les points d’affixes respectives :
Fru 2
zg=1, zij=¢'2 et z;=0¢8,

On désigne par K le milieu du segment [Ay4,].
1) Calculer I'affixe z; de K sous forme algébrique.

2) En utilisant la forme exponentielle, montrer que :

1
(X
zp = c(}s(lnz)-c 12,

3) a) Vérifier que «/8 + 4.\/'_¥ ,\/(;a
b) Déduire des résultats précédents que :

¥l /E]"I’rﬁ . H”]E - '\/E)_ﬁ
Lus-ﬁ = 4 cl 2 —4 :

93 Résoudre I'équation z2 + 2. 3246 = 0 ¢l meltre les

solutions sous forme exponentielle,

94 Petit tour d’horizon

Soit z; et z, deux complexes non nuls. Tl sagit d’établir que
les propriétés suivantes sont équivalentes :

Z) £ o
~2,| i (2) — estun imaginaire pur.
<2

“) |:| +.‘_'2| — |:|

Méthode 1 « Avec la forme algébrique »
Poscrz) = x| +iy) elzy = xy + iy, (x), ), Xp, V réels).

Méthode 2 « Avec le conjugué »

Prouver que (1) et (2) sont équivalentes a :
22,422z, = 0,

Méthode 3 « Géométrique »

Soit les points A(z,), B(z,) et C(-2z,).

Montrer que (1) équivaut a dire que AB = AC ou encore

04 L BC. Poursuivre avec des arguments.

Sons le conde

On n’aura pas manqué d'observer que les nombres
N in

:E
complexes @ = e 3 et j=e 3 et leurs «cousins»

proches tels j2, @, —@... ou plus éloignés: 1—j,
1 + @, etc. sont souvent en premiére ligne. Et s’il faut
savoir se plier aux exigences des calculs imposés par un
¢énoncé sur cette famille de nombres, la figure ci-dessous,
rapidement réalisée & main levée (au brouillon, par
exemple), en tout ou partie, livre des contrdles rapides sur la

justesse de ces calculs.

W+

* L’hexagone régulier (en jaune) : de nombreuses informa-
tions sont immédiatement lisibles telles que :
jP=j=-0;-j=®. misaussi |+ = @ ;
Jj+j* = -1,

* Les «pointes équilatérales » (en rouge) : il suffit de
est .,/_? (deux fois la
hauteur d'un triangle équilatéral de coté 1) pour « cueillir »
tout de suite ;

savoir que le rayon du grand cercle

LT

- =

cl=j =3 0

oA

1
JPej= =i+ =3¢

ele.
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ercLces

Résolution d’équations

e e

gz

Dans les exercices 95 @ 97, montrer quil existe trois réels
a b et ¢ que Ton déterminera fels  que
S@) = (z+ai)(z2+bz+¢) = 0 et résoudre Péqua-
tion f(z) = 0.

DS s = Be+i24(i-1)2-;,

96 1) = 2+ (4=-50)22 + (8 - 20i) 2 — 40,
97 f(:)=z3-%fzz~%z+§i.

98 On pose :

f@) = z3-(2+5)z1’-+(4+f)z-3(1 +1i).
a) Montrer que f(z) = (z-1-0)(22-z+3).
b) Résoudre]‘équatinn f() =0.

Les exercices 99 et 100 concernent le changement de variable

1
Z=z+ : ou Z = z —%. (On notera que, dans les denx

1 B ;
cas, z% + = S’exprime simplement en fonction de Z,)
<

99 1) Résoudre dans € I’équation ;
22— (1+2)z+.2 = 0.
2) Résoudre dans C les équations :

z+1=l et z+1=ﬁ'
z 2

3) Soit P(z) le polyndme :
P(z) = 28~ (1 + J2)23+ (2 + J2)22 - (1 +2)z+1.

a) Exprimer P(zzr) en fonctionde Z = z + % .
z

b) Résoudre I'équation P(z) = 0.

100 Résoudre dans C les équations :

a)z8 4232242241 =0

b)z4+223-522_2241 = .

?)E.ste Poser :

7 = 1. b) Z = z—-l
a) =z +; s . = g ¥

101 Onposcm:-“;—':z(l+f).

Calculer @? et en déduire les solutions de chacune des
équations : z2-4i = 0,22 +4i = Oetz'+ 16 = 0,

196

a04 on propose de déterminer

102 1) Expliciter, sous forme trigonométrique, les solutiong
de chacune des deux équations :
2n .2

o e f=

Zi_e 3 =0 et Zj—C‘ 3 = 0.

3 4 io S .i:?-
2) Etablir que, pour tout réel e, | + ¢'* = ZCObE g<.

3) Résoudre I'équation (z— 1)+ (z—1)3+1 = 0.

(On pourraposer Z = (z—1)3.)

n
103  Soit aun réel de Pintervalle ]-g 5[ .

On considere I'équation d’inconnue complexe 7 :
(E) : (1+i2)3(1 -itan@) = (1-iz)3(] +itane).

1) Soit z une solution de (E) .
Montrer que |1 + iz| = |1 —iz| et en déduire que z est réel,

2) a) Exprimer i_"'.%‘}' en fonction de ¢®,

b) Soit z un réel ; on pose z = tan ¢ avec —g<qu<E.

2

Montrer que (E) équivaut 2 une €quation d’inconnue ¢ et Ia
résoudre.

¢) Déterminer les solutions Z|y2p etzy de (E).

-?)Este (non indiquée dans le sujet) L'équation cherchée en
2)b) est ei®9 = Qlia BAC

les triplets de nombres
complexes (z,, 29, 23) tels que ;

[le = |22I = ’23| = ]
(S) Zy+zy4zy = |

212223 = 1

1) Vérifier que (1, i, —1) est solution de (S).
En déduire cinqg autres triplets solutions,

2) Soit (z, z,, 2Z4) une solution de ().

a) Montrer que Z1» %3 €L z3 sont non nuls et que :

Piste con Yugué d'un nombre complexe de module 1.

b) En déduire que, quel que soit - appartenant i C .
(:_-—|)(3“32)(:":3] = (z- 1)(z2 + 1),

¢) Quels sont alors Jes triplets solutions de (8) 2
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105 Transformation de ¢ + i

Xty

l}Vériﬁcrque X o= —= +ﬂ. y = ot M )| eten
e _ 2 2 2
déduire que :
x4y
eix4el = 2cos(x——;'v) cf( 2 ) ;
fx+y
eix gl = 2r'sin[x——- y) e f[T]

Note : plus que de mémoriser ces « formules » utiles, on retient

. ()
I'idée : factoriser chaque expression pare" 2/,
2) Application

Etablir les formules de trigonométrie :

COSX + cosy = ZCOSE—;—}’COS({;_}’) .

sinx + siny = 2sinx_'¥.’cos(%i)

106 Développer I’expression ne:f(g ”).

En déduire les solutions de chacune des équations :
a) cosx — /3sinx = 2 :

b) /3cosx + sinx = J2.

107 cos 2?“

2%
Onpose ® = e 7.

1) Calculer w® et prouver que 1 + @+ 0%+ w*+ 0* = 0.
;) 1Ste Somme des premiers termes d'une suite géométrique.

2)Soitu = @+ @t etv = 02+ 0.
Calculer u + v et uv et en déduire que u et v sont les solutions
d’une équation du second degré que I'on résoudra.

3) En justifiant ’égalité ¥ = @+ @, utiliser le résultat préce-

2n
dent pour calculer cos 5

108 Les réels a, b et ¢ étant différents de g + km , quel que

soit k dans Z, on pose :
z = (1 +itana)(1 + itanb)(1 + itanc).

1) Calculer (cosa cosb cosc) z et Im(z).

2) En déduire que :

tana + tanh + tane = tana - tanb - tanc si, et seulement
si,a+b+c = 0 [n] (attention : « modulo 1 »).

3) Application

51 e .1
Calculer tan ) et en déduire tan 3"
‘?)E.Ste d= a-:, b = %

@09 Laformule de Machin

On rappelle que pour tout réel #(¢ = 0), il existe un unique réel
T ;
o de [0, i[ tel que tanar = 1 : ce réel est noté Arctanz,

parfois tan-!¢,

1) Donner la forme algébriquede z = (5-9)*(1 +1i).

1 1
2)0 = = = R
) On pose & = Arctan 3 et f = Arctan 339

Montrer que — & est un argument de 5 — i et — 8 un argument
dez.

En déduire que 4 - f = ?ZI [2m].

3) Prouver en fait que 4~ 8 =

&~1A

-? iste On peut ne pas utiliser la calculatrice ; mais bon...

La chasse any Aécimales

i’ 1 1
1 o = _- .
La formule précédente 3 4 Arctan 3 Arctan 239

permit & John Machin, en 1706, de calculer les 100 premigres
décimales de 7.

La chasse au record de décimales de 7t s’est accélérée par
I'utilisation d’ordinateurs de plus en plus performants et
d’algorithmes de plus en plus raffinés (plus de 50 milliards
de décimales sont déja connues !).

Quéte vaine ? futile ? sans intérét (disent certains) ?

Rien n’est moins sur... (d’aprés P. Eymard, J.-P. Lafon,
Autour du nombre 7, Ed. Hermann, 1999).

@10 Sur le cercle

Soit z et z* des complexes de module 1.

zz’ — 1 ; z2-1
, est réel et que

1) Montrer que, si z’ #z,

est
imaginaire pur,

@E.ste On pourra (ce n’est pas une obligation) utiliser la
notation exponentielle.

2) Soit I, M, M " et M " les points d'affixes respectives |, =,
z’ et zz’. On suppose que zz’ # 1 . Montrer que

e pour 2" # 2, les droites (JM ") et (MM ") sont paralldles ;
spour 2’ = z, (IM") est parallRle A la tangente en M au

cercle trigonométrique.

Remarque : on peut « s"amuser » un peu. Par exemple, i quelle

propri¢té  géométrique  du  cercle correspond  1'égalité

z-(22") = (z2)- 2’ ?elc.

197
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Géométrie

Lorsqu’aucune ambiguité ne saurait étre raisonnablement
envisagée, les minuscules a, b, c... u, v, w, etc. désigneront
systématiquement les affixes des points A, B, C... U, V, W, erc
d’une figure. Quant au point O (dont la minuscule associée
pourrait préter a confusion), sa présence dans une figure Ie'
désignera implicitement comme origine du repére, ce qui
arrange tout.

Cette clause ne sera pas répétée.

111 Comparaison d’angles

Comparer les angles o et 8 de la figure ci-dessous.

0 A

112 on désigne par A et B les points d’affixes zy=2-i

€t zp = —-2i, et, pour tout nombre complexe z different de

2’_
Zp,onpose Z = )
Z_ZB

1) Déterminer, dans chaque cas, I'ensemble des points M(z)
tels que :

a) Z soit un réel ;

)
b) Z soit un imaginaire pur'(éventuellement nul) ;

¢) Z soit de module |,

2) Caleuler |Z ~ 1] x |2 - 2| eten déduire que, lorsque M(z)
parcourt le cercle de centre B et de rayon R, les points d’affixe
Zsont tous situés sur un méme cercle dont on précisera le centre

et le rayon.
@13 Entiers de Gauss et quadrillage

On note Z[i] I’ensemble des nombres complexes a + ib ol a
etbsontdes entiersrelatifs (a € Z , be Z ). (De tels nombres
complexes sont appelés entiers de Gauss.)

1) Montrer que le quotient de deux éléments de Z[i] s’écrit
X+ [y o x ety sont des nombres rationnels.
. TC

= . .
En déduire que e 3 ne peut s’écrire comme le quotient de deux
€léments de Z[i].
2) Etant donné un quadrillage, prouver qu’il est impossible de
trouver trois neeuds du quadrillage qui soient les sommets d’un

triangle équilatéral.

7’2)25156 Raisonner par 'absurde (le choix d’un repére va de
soi).

198

114 Droite et cercle d’Euler

On considere un triangle ABC, A, B” et C” les milieux dgy
cotés [BC), [CA] et [AB], G lecentre de gr:wi‘té du triangle
et I' le cercle circonscrit au triangle dont on désigne par 0 |
centre ct par R le rayon.

1) Soit i le complexe & = a+ b+ c et Hle point daffixe j,
Montrer que H est Dorthocentre du triangle et qgue

OH = 30G.

h—-a . . .
-E'DE.SI‘ ¢ Montrer, par exemple, que a7 est imaginaire pur,
Conséquence ?
2) On pose @ = ghbdg . 2 et 'on désigne par £ [e
e 2 2

) R
pointd’affixe @ et par € le cercle de centre £2 et de rayon 5

Soit U(u) le milieu de [AH] .

a) Montrer que @”— @ = w—u et en déduire que A" et U
appartiennent au cercle 6 etque [4’U | est un diamétre de €.

b) Montrer alors que le pied de la hauteur issue de A sur (BC)
appartient a €.

Note : on aurait évidemment les mémes résultats avec les points
homologues. Sont donc situés sur le méme cercle € (cercle
d’Euler) : les milieux des cétés, les pieds des hauteurs et les
milieux des segments joignant les sommets & 'orthocentre.

@bl5 Paramétrisation d’un cercle

1) Montrer que le cercle de centre Q(w) et de rayon r est
Pensemble des points M(z) tels que z = @+ rei®, e R.

onr.
€ sont
» et seulement si,

2) Soit A(a) un point du cercle % de centre O et de ray
Montrer que deux points M(z) et M(z’) du cercle

Symétriques par rapport 3 (0A4) i
z-z' = g2,

@Este Prouver que les deux propriétés signifient :
(OM, 04) = (O4, OM") [2n].

@16 Un circuit fermé
§0it trois points P, 0 et R d’un cercle € de centre 0.
Etant donné un point M, de €, 1a
menée de M, recoupe le cercle € o
4 (0Q) menée de M, recou
laire 2 (OR) menée de M, recoupe € en M,.
En M, , on recommence un circuit analogue.

(On convient qu’une drojte tangente a un cercle en un point M
de ce cercle « Tecoupe » le cercle en M)

1) Faire une fj

perpendiculaire 3 (OP)
n M, la perpendiculaire
pe € en M, etla perpendicu-

gure illustrant ces données.

2) Montrer que Ie circuit se ferme 2 I'issue du sixieme trajet.

»?)I.Sh.' Utiliser le résuliar de l'exercice 115,
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Les exercices 117 a 122 impliquent I’écriture complexe des
transformations.

117 Le triangle équilatéral
Montrer que chacune des relations :

c-a=~j*(b-a) et a+bj+c2 =0

caractérise le fait que le triangle ABC est équilatéral de sens
direct.

Wil

;
Rappel: e 3 = —j2 ; 3 = 1. 1+j+472 =0 ;e
118 Brouillon de solution

1) L’énoncé du probléme

On considere trois triangles équilatéraux de sens direct 044’
OBB’ et OCO’.
Montrer que les milieux U, V et W de [4’B], [B'C] et

[C’A] sont les sommets d’un triangle équilatéral de sens
direct.

2) La consigne
Décoder le brouillon de solution ci-dessous, justifier les résul-
tats qu’il indique et résoudre le probleme pos€.

J,EE/J ~j2 (0K)

o e
s A(a) = A (=j2a) | U:u = f—;+—b
—i%b+c
«B(b)—>B'(~j%) { Viv="Z
)
«Cle) > C'(~j2¢) | W:iw= J—;ﬁ

Est-ceque w—u = —j2(v—u) ?

«bl19 Triangles isoctles

Le parallélogramme ABCD étant donné, on construit des trian-
gles isoctles BCE et DCF de sommets B3 et D tels que les angles
(BE, IJ_(."J el (f}_(-.'., W] soient de méme mesure o,
Montrer que le triangle ALF est isocele en A et que :

(;l-}:?.zl_ﬁf) = &

120 Le théoréme de Napoléon

On construit extéricurement

au triangle ABC trois triangles 0
¢quilatéraux  BCP, ACQ el
ABR de centres de gravité U,

Vel W. R
Montrer que le triangle UVW

est équilatéral et de méme B L
centre de gravité que le

triangle ABC.

Piste Il est possible de P
« faire simple » :
*obtenir 3(v—u) = g—c+c-p+a->b
et 3(w-u) = a-c+b-p+r—b (attention : ne pas
simplifier) ;
* prouver, au passage, que p+q+r = a+ b+ ¢ (ne pas
manguer d'interpréter).

@21 La configuration de Von Aubel

Dans la configuration ci-
contre, les triangles MAB,
NBC, PCD et QDA sont
rectangles isoceles de sens
directen M, N, Pet Q.

M

1) Exprimer m, n, p et g en
fonction de a, b, ¢ et d.

2) Montrer que MP = NQ
et que MP est orthogonal A
NQ.

3) Soit K, L, U et V les milieux de [4C], [BD], [MP] et
NO].

a) Exprimer m + p et n + g en fonction de k et ¢.

En déduire que MNPQ est un parallélogramme si, et seulement
si, ABCD est un parallélogramme.

b) On suppose que ABCD n’est pas un parallélogramme.
Montrer que ULVK est un carré.

k+ €

?E.Sfe Prouver que # = ——eu-v=i(f-k).

(Bien siir, reste a interpréter...)

122 On considére la
configuration ci-contre obtenue
A partir de deux carrés ayant
un sommet commun et de la
construction de deux parallé-
logrammes.

Montrer que les centres des
carrés et des  parallélo-
grammes sont les sommets
d"un carré,

6. Nombres complexes
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L’étude des configurations

La quasi-totalit¢ des —o—

ViAo i ZA=z
exercices  sur  ce e
théme porte sur des Zp-z,

figures déd «ins- [———

F_-__'—-__-_‘_
: IZl =1 | 4B = 4¢
talh‘:es » dans un N
repere : le repére est Zréel |, Bet Calignés

donné i I"avance, les =

——— s
Zimaginaire
affixes  des £

points pur (4B) L(4c)
sont fixées, etc. |
Méfiance : 1'orienta- Z = +; | ABCrectangle
tion résolument nou- Isocleend
velle des Programmes() 4% ABC

«risque » de changer | Z = ¢ 3 | gquilatéral
la donne et de voir
fleurir quelques « vrais » exercices de Géométrie, dans

la lignée de ceux présentés dans la partie Géométrie
(exercices 111 3 122),

En tout état de cause, il est bienvenu de connaitre les

) ) ZmZ TiT
classiques du quotient: -C€_“4 _ A€ A BetcC
‘B=24  ZiF.

€tant des points distincts (voir e tableau ci-dessus issu

de la proposition 2 (page 185) et de I'encadré « Arrét
Sur... » (page 194).

123 paprspacs, Amérique du Sud, 2000 (extrait),

On désigne par I, A et Bles points d’affixes z; = l,z,=24
et ZB = 3 +i.

1) Calculer I'affixe ze

du point C image de A par la symétrie
de centre /.

Za=gz
2) Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe <2

24~z
En déduire le module et I'argument de ce nombre.

3) Soit D le point d’affixe zp, tel que z,

= ZC = ZA = Z.B "
Montrer que ABCD est un carré. '

124 biupres BACS, Asie, 1999 (extait
1 3.
Soit A, Bet C les points d’affixes @ = —2, p =
S + g’—f
c = 5T g

1) Placer les points A, B8 et C el montrer que O (origine du
repére), A, B et C sont sur un cercle que I'on déterminera.

(1) « L'objectif est ensuite de montrer la puissance de ce caleul
(calcul avec les nombres complexes) dans les problimes de Géamétrie, »

200

I —
2) Placer le point D d’affixe d = ) et exprimer sous forme

tri ‘g @78 'd'laorlg{
trigonométrique z* = E.Endc uire le rapp Ch

Quelle autre conséquence géométrique peut-on tirer de
I'expression de z* ?

125 Dapres BACS, Nouvelle-Calédonie, 2000 (extrait).

1) Montrer que les points A, B et C d’affixes zy=14j,
Zp =z, et 7o = 2z, appartiennent au cercle de centre |
d’affixe 3 et de rayon /5.

znr—3
2) Calculer -<

et en déduire la nature du triangle JAC,
ZA S

3)Soit E = 1,55(0) et D = r(o I_:](E).

2

Calculer les affixes de E et D et montrer que (AB) et (CD)
sont orthogonales,

La résplution A'eynations

Péché mignon ; lorsque la question 1 d’un exercice
consiste & résoudre une €quation, il n’est pas rare que
I'énoncé nous livre Jes images des solutions dans la
Question 2, histoire d’étudier leur configuration..

. on doit
en profiter pour vérifier les calculs,

126 papresacs, Guadeloupe-Guyane-Martinique, 2000 (extrait)

1) Pour tout nombyre complexe z, on pose :
P(2) = 22-3224 3,47
a) Calculer P(-1).

b) Déterminer les réels g et b
complexe z, on ait :

P(z) = (z + 1)(z2 + az + b).
¢) Résoudre, dans C, I'équation P(z) = 0.

tels que, pour tout nombre

2) Le plan complexe est rapporté i un repere orthonormal direct
(033, %) (unité graphique : 2 ¢m),
On désigne par A, B, C et G les points“du plan d’affixes
respectives :

B S=ky 2 By 3.zC=2-1' 3etz,=3.

a) Réaliser une figure et placer les points A, B, Cet G.

b) Calculer Jes distances AB, BCet AC.
En déduire Ia nagure du triangle ABC.

¢) Calculer un argument du nombre complexe -4 _~€

6~
En déduire la nature du triangle GAC,
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127 D’aprés BAC §, Amérique du Nord, 2001.
On considere le polyndme P défini par :
P(z) = 2%~ 62342422 _182+63 .

1) Calculer P(i/3) et P(~i4/3) , puis montrer qu'il existe un
polyndme Q du second degré & coefficients réels, que I'on
déterminera, tel que, pour tout z € C , on ait -

P(z) = (22+3)0(2).
2) Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.

3) Placer dans le plan complexe rapporté au repere orthonormal
(O;1,¥), les points A, B, C et D daffixes respectives
ZA‘ = EJE, zZp = —hﬁ), zo = 34203 et Zp = Z¢,
puis montrer que ces quatre points appartiennent 3 un méme
cercle.

O-vr Les voila : parions que z 41 Zps E¢ et zp sont les solu-
tions de P(z) = 0. Concernant i3 et —i 3, on s'en
doutait déja un peu : ces deux complexes vérifient z2 + 3 = 0
et donc vérifieront P(z) = 0 d'aprés la question 1). Un peu
de Géométrie pour finir...

4) On note E le symétrique de D par rapport 4 O. Montrer que :

Zp—Zp

2 = {(z)

Une tendance vient d’éclore ; 1’étude des applications qui au
point M(z) associent le point M'(z") avec:

LT
=c 3 , puis déterminer la nature du triangle BEC.

r_2=8 o =424
z- z—b

(a et b étant deux complexes fixés distincts).

Nous proposons I'étude de deux exemples et un rendez-

vous au probléme 133, page 203.

{ 128 D'aprés BAC S, Polynésie, 2001,

Dans le plan complexe P rapporté au repére orthonormal direct
(O, V) (unité graphique : 2 cm), on considere les points A
et B d’affixes respectives z, = —1 et zz = 3i.

Soit la fonction f de P privé du point A dans P qui, & tout point
M daffixe z, associc le point M” daffixe z” telle que :

i f[z“?’f] ().

z+ |

1) Soit C le point d'affixe z.. = 2-1.
Montrer qu'il existe un seul point D tel que /(D) = C.

2) Déterminer la nature du triangle ABC.,

3) A I'aide de I"égalité (1), montrer que, pour tout M distinct de
AetdeB:
_BM

’ (7 OMY = T 174 A1
oM —mc[(H,OM )= 2+(MA,MB)[2TE].

4) En déduire et construire les ensembles de points suivants :

a) 'ensemble (E) des points M tels que I'image M’ soit
située sur le cercle (I") de centre O, de rayon 1 ;

b) I'ensemble (F) des points M tels que Iaffixe de M’ soit
réelle.

129  papres BACS, Asic, 2001,

Le plan est rapporté & un repére orthonormal direct (O ; if, V).
On appelle f I'application qui, & tout point M d’affixe
z(z #-1), associe le point M* d'affixe z” telle que :
,  —iz=2
- z+1

Soient A, B et C les points d’affixes respectives a = —1,
b=2cetc=-1i.

1) Soit C” I'image du point C par f.
Donner I'affixe ¢” du point C” sous forme algébrique, puis
sous forme trigonométrique.

2) Calculer I'affixe d du point D ayant pour image par f le point

1
D’ d'affixe d’ = =
affixe 5

3) Pour tout nombre complexe z différent de —1, on note p le
module de z + 1 (c’est-a-dire [z + 1| = p)et p’ le module
de z' + i (c'est-a-dire |z" +{| = p’).

a) Démontrer que, pour tout nombre complexe z différent de
—1,ona: pp’ = /5.

b) Si le point M appartient au cercle (I") de centre A et de
rayon 2, montrer qu’alors M” = f (M) appartient A un cercle
(I"") dont on précisera le centre et le rayon.

4) Pour tout nombre complexe z différent de —1, on considére
z—2i

le nombre complexe @ = ——-.
z+1

a) Interpréter  géométriquement |'argument du
complexe @,

nombre

b) Montrer que z’ = —i@.

¢) Déterminer I'ensemble (F') des points M d'affixe 2 telle que
z" soit un réel non nul.

d) Vérifier que le point D appartient aux ensembles (I") et
(F).

5) Représenter les ensembles (™), (F) et (I'”) en prenant
4 cm pour unité graphique.

6. Nombres complexes 201
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rig

Ils sont partout

130 Arithmétique

« Tout entier est somme de quatre carrés » (sous-entendy pour
tout entier naturel N il existe des entiers naturels P q, retstels
que N = p2+ g2 +12 4 52),

Ce résultat, énoncé par Fermat (1601-1665), fut établi en 1770
par Lagrange {1?36:'1813).

La démonstration (« inaccessible » en Terminale S) utilise la
propriété suivante, dont nous allons donner une preuve a Iaide
des... nombres complexes: « Si deux entiers sont somme de
Quatre carrés, il en est de méme de leur produit »,

DSoitzy, z;, , et w, des nombres complexes.
Montrer que :

(|le2+‘22|2)X{1f01|2+|&72|2) - |z|51+22@|2
+|z|c02—z2m|[2.

2)Soitd = a2+ b2+ 2442, B = PP+ +rt+s2 o
a,b, ¢, d, p, q, ret s sont des entiers naturels,

Montrer que AB est somme de quatre carrés.

O Il n’est pas bien difficile de « deviner » zy, 29, @ et
@, (voir 1)) : songer simplement que si z = x+1iy avec
xe N, ye N alors |212 = x2+ 2 est un entier somme de
deux carrés.

@31 Cinématique
1) Pour 7 réel positif ou nul, on pose :
2ime+iZ

; : 1
z, = e?™ 7! = 6+.f3e :"etz,=§(z,+z;).

2imi+il

Montrerque z, = 3 + ¢ s

2) Deux points M et M’ tournent en méme temps sur deux
cercles, parcourus dans le sens trigonométrique et i la méme
vitesse de rotation constante de I tour par seconde :

* M tourne sur le cercle trigonométrique et & l'instant ¢ = (0, M
esten A(1,0).

* M’ tourne sur le cercle de centre £2(6, 0) de rayon /3 et
al'instant 1 = 0, M’ esten B(6, /3).

Soit m, le milicu de [MM’] alinstant 7.

Montrer que m, tourne également dans le sens trigonométrique
surun cercle 17, 4 Ja méme vitesse de rotation que M et M’ et
préciser le centre et le rayon de I ainsi que la position de m,
allinstant t = 0,

O-wr Interpréter et modéliser : les caleuls sont déja faits
(voir 1)).

Note : le résultat est général (voir ci-aprés),

202

Si deux points parcourent deux cercles dans le méme sens, avec
la méme vitesse de rotation, il en est de méme pour Je milicu de
ces deux points.

La tonche finate

La construction « moderne » des nombres complexes a été

€laborée vers 1835 par le mathématicien Irlandais William

R. Hamilton (1805-1866).

Elle consiste & considérer les nombres complexes comme

des couples de nombres réels (a, b) (ae R, be R)et

a définir explicitement la somme et le produit de tels

couples par :

(a,0)+(a’,b") = (a+a’,b+b") ;

(a,b)x(a’,b’) = (aa’-bb’, ab’+ ba’).

On a alors les propriétés suivantes (voir exercice 132) :

(1) (a,0) +(a’,0) = (a+a’,0) ;

) (a,0)x(a’,0) = (aa’, 0);

3) (a,5) = (a,0) +(0,b) = (a,0)x (1, 0)
+(b,0)%(0,1) ;

@ 0,1)x(0,1) = (-1,0). - . .

Les deux premiéres propriétés permettent 4 Hamilton

d’identifier le couple (a, 0) au réel q (et donc de le noter

simplement : a, et par suite d’observer que le carré du

couple (0, 1) est €gal au rée| —1 (propriété (4)). Notons i

ce couple (0, 1) (appelé unité secondaire par Hamilton).

En allégeant quelque peu les symboles opératoires, les

conventions précédentes et la propriété (3) font noter

@+ bi lecouple (a, b) ; les complexes et leurs opérations

viennent d'étre définis - —

« Dans la théorie des nombres i

simples, le symbole J—T] est

absurde, mais dans la théorie

des couples, le méme symbole

V=1 aun sens, i savoir la /-

racine carrée princi pale

au couple (-1, 0) »

Hamilton,

B W

R. Hamilton (1805-1866)

132 fitablir fes quatre proprictés énoncées ci-dessus.
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/ @33 Encorez’ = f(z)

Soit a et b deux complexes distincts, A et B les points d’affixes
act het, pour z # b, on désigne par M(z) le point d’affixe z.

I)Pour z# b, onpose z” = f(z) = —2.
’ z-b
’ MA
Montre 2 = — ¢t :
1) Montrer que |z°] 25 Ctdue, pour z #a

argz = (Aﬁ, Ei) [2m].

2) Prouver que I"ensemble des points M(z) tels que :
* 2’| = 1, estla médiatrice de [4B] ;
* 27 soit réel, est la droite (4B) privée du point B ;

» 2’ soit imaginaire pur, est le cercle de diamétre [AB] privé
de B.

-;7)?.5 te (Dernier point) : le théoréme de I'angle droit.

3) Montrer que |z — 1| X |z—b] = |[b—aql.

En déduire que, si M décrit un cercle de centre B, les points M’
d’affixe z” sont tous situés sur un cercle de centre /, oti / a pour
affixe 1. '

IT) On pose g(z) = i-f(z) et h(z) = -if (2).
1) Déterminer 'ensemble des points M(z) tels que :
a)lg(z) = 1;
b) g(z) soitréel;
¢) g(z) soit imaginaire pur.
2) Reprendre la question précédente en remplagant g(z) par
h(z).
3) Montrer que, pour z# b :
lg(z) —il x |z=b = |h(z) +il|lz—b] = |b-al.
En déduire que, lorsque M(z) décrit un cercle de centre B, les
points d'affixes g(z) (respectivement /(z)) sont tous situés

sur un cercle de centre J d"affixe i (respectivement de centre J*
d’affixe -i).

1) Mettre sous la « forme » f ou g ou h (en précisant a et b) :

‘2-iz
Z > *
] -z '

zZ f(‘—i—"J,(vuirm’:rr:'ir'a 128);
z+ |

— g~ &

z+> (voir exercice 129)

@134 Le bras articulé
Dans la figure ci-contre :
*A est un point du cercle
trigonométrique et 8 est la
mesure de I'angle (e}, (ﬂ)
dans I'intervalle [0, 2x[ ;

*Mesttel que AM = ¢ o
¢ est une longueur fixée avec
O0<(l<] et O
mesure dans  ]-m, m] de
I'angle {(Tfl., A—M).

On schématise ainsi le mouvement plan d’un bras articulé :
—le segment [OA] tourne autour du point O ;

~le segment [AM ] tourne autour du point d’articulation A.
La donnée d'un couple (6,8°) avec 0=<0<2m et

—m < 0" < délermine enticrement la position du point M :
un tel couple est appelé « commande ».

est la

1) Représenter la partie du plan que peut atteindre le point M
lorsque £ = 0.,5.

2) Evaluer I'angle (E‘I,A_'M) en fonction de 8 et 8" eten
déduire que I'affixe z,, du point M est calculée par :

2y = €if(1 + ¢el?’),
-Pt.ste 2y = Zom = Zgi+EZm-

3) Soit r le module de z,, et o¢ un argument de z,,.
Montrer que :

2 2
o gmgr e o185,
cos —F =
2_p2
* = @+ 0 avec cos@ = 1+r2r B

4) On suppose que ¢ = % et

P est le point du plan de coor-
données polaires ry = 1,2
et oy = 50°.

Trouver deux commandes
permettant de positionner M
en P

De fait, on demande d’expri-
mer 6 et 07 en degrds A
0,01 degré pres,  d'illustrer
d'une ligure et d*expliquer la
présence d'une symétrie dans une partie de la figure.

203
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@35 Sommes trigonométriques

Soit 71 un entier (7 = 1) et x un réel (x # 2kx quel que soit
ke Z).0npose:

C, = 1+cosx+cos2x+ ..+ cosnx ;
S =

4 SinX + Sin2x + ... + sinny.
L’objet du probléme est d"obtenir une formule sq
C, et S, etd’étudier leur comportement ag
n tend vers +eo, pour certaines valeurs de

Mmmatoire pour
ymptotique lorsque

X.
1) Question préliminaire
Montrer que pour tout réel ¢ :
; ; a iZ
| =i = —21’sin~2--e %

2) Onnote @ le complexe ¢ = eix |

a) Montrer que @ # 1 et que EoHiE = L@t} .

l-w
b) En déduire que :
sin[" ) le
2
Cp=— L cos ™
.
sin =
sin(n; l)x
et: S, = : sinEJ—r.
sin
2

Dans toute la suite du probléme on supppose que x = T ot
1

’on note :

b1 2n
C, = COS—+ cos=— + ...+cos(n—1)’-§ :
n n n

S, sinE+sin2—n+...+sin(n—I)T-c.
n n n
3) Déduire des résultats obtenus 2 Ia question 2) b) que :

1
c,=0 e s =

tan m
2n

s
Quelle est la limite de la suite de terme général T:' ?

4) On se propose de retrouver certains des résultats de |a
question 3), sans utiliser les formules sommatoires obtenues 3
la question 2).

1"(M-~/|’)E

KT
otk
a) Prouverquepour | <k sn-1,e " +e " estun

imaginaire pur et en déduire que ¢, = 0.

b) Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(¢) = sinwt.
s n—1 I A
n e il = il

4 |
3 no_ ; Titrm
puis que lm: e Iuj(t}d! et conclure.

204
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@136 Triangle équilatéral sur hyperbole

Soit & I'hyperbole d’équation xy = 1 (autrement dit 2 ¢ la
courbe représentative sur R* de la fonction inverse), A up Poing
de &, A" le symétrique de A par rapport 2 O (4" e Cest
clair) et € le cercle de centre A passant par 4.

Le but du probléme est de montrer que le cercle € recoupe
I'hyperbole & en trois points qui sont les sommets d'un triangle
équilatéral.

Note : on utilisera (question 3)) le résultat suivant « Soit
ue C, u#0 ;'équation z3 = u admet trois solutions, Si
z, est I'une d'elle, alors les deux autres sont jz, et ;2 z ».

YA

A

A?

On désigne par @ I'affixe du point A, M est un point du plan
d’affixe zet'onpose Z = z— g

1) a) Montrer que M appartient 4 € si, et seulement si 3
(zZ-0)(z-3) = 405,

b) Prouver que les trois Propriétés suivantes sont €quivalentes :

(1) M appartient 3 & () 2232 = 4; :

() 22-w?2 =:2_52

-?E.;Ce Puisque A appartient ¢ ¥, 2 — 52 =

c) En déduire que M appartient 3 € N & sj, et seulement sj ;

ZXZ = 40 (1)

22420z = 72425 ; @)
2) Montrer que le systéme de relations précédentes est équiva-
lent:

1Z] = 2| 1)

Z2Qwo+z) = 80B*20+2z) (@)

Piste Vérifier que (2°) s’obtient en mudtipliant (2) par Z2.

Est-ce légitime ? En déduire que M appartient @ € ~ ¥, si
et seulement si, M = 4° oy 73 = Swd-.
3) Conclure A I'ide du résultat rappelé en début d'énoncé.
Remarque : e résultat reste valide si I'un des points est le point
. ; . .
A", ce qui ne peut arriver que lorsque A est de coordonnées

(L 1) ou (=1, -1),
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Scala
Adng

OBJECTIFS
¢ Introduire le produit scalaire
dans I'espace.
o Approfondir I'étude des solides.

@ Développer la géométrie analy-
tique dans 'espace.

« Vertige ! Voici que frissgnne
| L’espace comme un grand baiser
Qui, fou de naitre pour personne
\ Ne peut jaillir ni s’apaiser. » T

Stéphane Mallarmé.
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1. OBJECTIFS

o Remettre nos pas dans des tr:
done (on T'aura compris) de renouer
de I'espace (orthogonalité,
(rappel des résultats essent
¢ Le second objectif est, naturellemen
l'occasion 8’y prétant, nous avons cho
de généraliser a I'espace une notjop g

€ométrique du plan.
Voild matire en effet & quelques soli

des réflexions.

2.JES._.P_R_O_BRIETESDLORTH_O_GDNALIT_E

vﬁmt—premiere

aces quine sont pas si anciennes est le premier objecti ; ,ll .s’agll
avec quelques éléments de la géométrie cuc-lldlem'le
Projection orthogonale, normes, distances, efc.) mais aussi du plan
iels, pages 208 ey 209, étoffé d’une série d’exercices, page 223).

, d'introduire le produit scalaire dans I'espace. _E‘r
isi d’examiner les questions que peut poser la tentative

Les résultats dégagés ci-apres seront redémontrés A I'aide du produit scalaire et/ou de la

géométrie analytique : preuve, s'il en est, qu’ils n’ont rien d’

/Séqy{er

@ La grande diagonale du cube

E H

On considere un cube ABCDEFGH.

1) Montrer que les plans (BDE) et (CFH) sont
paralleles, que (AG) perce ces plans aux centres de
gravité / ct J des triangles BDE et CFH et que
Al =17 = ]G,

Piste AG = 4B+ AD + AL,

2) Montrer que (AG) et orthogonale aux plans
(BDE) et (CFH).

Piste Voici le raisonnement « ype » ; (BD) est
orthogonale a deux coiés du triangle ACG
(vérifier), donc...

206

_Un cube, un tétragdre

anecdotique.

@ Le tétratdre trirectangle
Le tétratdre OABC est trirectangle de sommet O
(définition : (OA), (OB) et (OC) sont deux i deux

orthogonales) et H est le projeté orthogonal de O sur Je
plan (ABC).

1) Prouver que H est
Iorthocentre du trian gle
ABC.

2)a)La droite (CH)
rencontre (4B) en K.
Montrer que :

(OK) L (4B).
b) Etablir I'égalité - i
I N
OH? A2 OB? " oC2

Plste « Montrer que dans
un - triangle rectangle
(voir figure ci-contre) ;

| —

L1

h? ]

1

h

s Appliquer deuy fois.
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3. LEPRODUIT SCALAIRE : DU PLAN A L’ESPACE ?

* L'ensemble des vecteurs de I'espace sera noté 2.

* De multiples raisons militent pour ado

pter comme définition « provisoire » (statut définitif a
la page suivante) du produit scal

aire de deux vecteurs i et v de Z, le nombre :

PSR SR [ - &

ve= sl + 1512 - i - 7)2).
D’abord, I'expression considérée a bien un
avons pu définir le produit scalaire dans le
Et de nous féliciter de ce choix tres perspic
* Oui, mais...

Sens et, par ailleurs et surtout
plan.
ace.

, €'est ainsi que nous

Compte tenu des objectifs déclarés,
jugement » — que I"affaire n’est sire;
On n’aura pas manqué d’observer,
d’autant plus efficace que I'on disp
= d"une part, de diverses expressi
—d’autre part, de commodités al
Dés lors, un certain nombre de q
— A-t-on dans Pespace la « form

ment pas aussi simple. .,
en effet, que I’
ose :

ons du produit scalaire :
gébriques (bilinéarité notamment).
uestions méritent d'étre
ule » du cosinys -

usage du produit scalaire dans Je plan est

posées. Par exemple :

-9 = @] cos(i, 7) 2

Ce qui nous renvoie, au préalable, i ]a qQuestion :

@, v) 75
- Quelle est Iexpression du
= Va-t-on bénéficier de 1a re
On ne peut rien ?

«Dans I'espace, qu’est-ce que "angle
produit scalaire en repere orthonormal 7

lation de bilinéarité 77 . (5 H-V+ 0% sans laquelle
* Voici quelques premieres réponses :

Séquence 2

o Sur la bonne voje

@ L’expression analytique
Rappel :  étant donné up
RO T :’E) de I'espace et un ve
]2 = x2 +y2 422,
Exprimer en fonction des coo
u(x, y, z) et v(x', )", ) -

®La formule

du cosinus
Soit i7 et ¥ de

UX vecteurs non nuls,

1) On considere deux points @
. défini i d %
rdonnées des vecteurs © 1n1__’t = pom__%ts 4B 4" etB

repere  orthonormal
cteur a(x, y, z),ona

et O de ¢ et 'on

par :
04 =04 = i et OB = OB =3

“saser et ol Montrer que 1es angles géomg

1712, 1712 et 7 512 Sy | T SR 205 o
En déduire que - 2O sont égan,

0V = o +yy + 22" Piste Translation,

. " Note : un te] angle eép

© La relation de bilinéarit¢ o e
Soit  trois vecteurs

é i etde ¥ et

u(x, y, z), v(x,),2%) et et v

“,—{l:(rfl )}f} zl') :
oy ’ -

_ Voila donc défin; Pangle (7, V).

1) Dr_anncr__ I’-::xprcssi()n analytique  deg produits ~ 2) A aide deg Propriétés dy Produit sealuira d:
scalaires 7. 7 7. weli-(v4+ Ww). plan, montrer que : R -
2) Etablir alors Iy relation ¢ 04 OB

u-(Vv+w) = . V4+ i W,

= 04x0p X cos {OF
Vo= 7| [V cos (i1, ).

7- Pracdhiie v
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| ﬂ)@pels

Géométrie euclidienne (plan)

Planc__he" 1 ~ Produit scalaire

I e

=

u-v = |ul|]cos(z, v) n-v=uav En repére orthonormal :
i‘.,_('i.i:')_; u-v=xx'+yy
1712 [7@]? = x2+ y2

nlvexx' +yy =0

hu;v:v-u ||H+V|2‘[|H||2+|| 12+2%- v
u-(V+w) = -v+u-w =12 = |72+ 7|2 -27- ¥
i-(av) = aii-7) 2= 1912 = (i +¥) - (i-v)

MZ I Triangle

Théoréme de la médiane Relations mé triques

M %

médiane

B = C
MA - MB = AB? 8% 13
MA-MB = M[? - = b*+ 2~ 2pccosy (relation d’ Al-Kashi)
MA2 + MB? = 2M]2 +AI32 §= -bcsmA (fcrmu]e de Iaire)
— el a _ b :
MA2-=MB? = 2IM - AR Sind R :'n—C-’ (loi des sinus)

208
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Planche 3 Droites et cercles

Droite définie par un point et un vecteur normal

&, droite passant par A, de vecteur normal (7£0) :
Me 9 AM -ji = 0.

» Equation de 9, avec 4 (xg, yo) et 7i(a, b) :
a(x-xp) +b(y-y,) = 0.
» Equation ax+by+c =0 (a ou b non nul);

. droite de vecteur normal ;
' n(a, b).

Distance d’un point & une droite

Distance de M(x, y,) aladroite d’équation
ax+by+c =0:

M

|axo + byy+ ¢

d(M, D) =
| Ja? + b?
d(M, D) = MH = ﬁ"”fﬂ‘|—"|.
g Cercles

o I, cercle de centre £2, de rayonR : » Equation de I, avec Q(xy, y,) :

MeI'e QM? = R?, (x—x0)2 + (y—yp)? = R2.
o I', cercle de diamétre [AB]:__. o Equation de I',avec A(x 4, y,) et B(xp, yp) :

Me ' MA-MB = 0. (x=x,)(x=x5)+ =y, )y ~yp) = 0.
M
7. Produit scalaire dans espace 209

=
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;%t 7S

1. Produit scalaire dans I’espace

1.1_DIVERSES EXPRESSIONS DU PRODUIT SCALAIRE

DEFINITIC — * i i uetv 1 éelnoté - v
(DEFINITION 1 On‘ appelle produit scalaire de deux vecteurs # et v de Z le nombre r
== et défini par :

— — l —_ — - —

u-v= §(||n||2+IIVIIZ—Ilu—vIIZJ-

* Dans un repére orthonormal (O, 7,7, k), le produit scalaire de deux vecteurs
t(x,y,z) et v(x', y’,z") estcalculé par :

i-v=xx+yy +z7.

Remarques :

* Bien que rangé sous I’enseigne « définition », le second énoncé est celui d’un théoréme, que
nous avons démontré dans la séquence 2 (exercice I,

page 207) : sa place ici n’est donc pas
usurpée,
* La définition 1 prolonge I’une de celles quel’
plan ; de ce fait, il en découle la régle fondam
Toutes les propriétés-du produit scalaire é
I’espace a des vecteurs co planaires.

on peut adopter pour le produit scalaire dans le
entale suivante :

tablies en géométrie plane s’appliquent dans

Conséquence Deux vecteurs étant tou

jours coplanaires, la régle fondamentale rend immédiates
des relations telles que :
cu-uo= a2,
‘U-vV=v.q;
*(au)-v =i (av) = oii- V), (aréel) ;
i+ 12 = a2+ 1912 + 27 7 5 e,

1 ._2_LA_F_O_RM_U_L_E_D_U_C_OSII_\!_US_______

' THEOREME 1 Lorsque # et ¥ sont deux vecteurs non nuls de %, ona :

H-v= (2] |5 cos(i, v) .
««» Démonstration

et O un point de &, Pangle géométrique TOB
du point O chojsi (autrement di
ans [0, rt]

).

0 OA = i et OB = ¥ ne dépend pas
| des vecteurs i7 et V). Cet angle, mesuré d
est Pangle des vecteurs it et 7 (noté (iz,

Les vecteurs OA et OB ¢tant coplanaires

t, il ne dépend que
puisqu’il s’agit d’un angle géométrique,

OA-0B = OA X OB x cos 7OB .
Le théoréme 1 en découle (voir séquence 2, exercice 3, page 207).

210
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1.3 BILINEARITE DU PRODUIT SCALAIRE

Proposition 1

1.4 ORTHOGONALITE

"THEOREME 2

Conrs

Quels que soient les vecteurs i, Vet w de &, ona:
H-(V+wW) =t-v+u-w

-

Les vecteurs if, v et w n’ayant aucune raison d’étre coplanaires, la relation ci-dessus n’est
pas une banalité.

Pour sa démonstration, voir séquence 2, exercice 2 (page 207).

De fagon analogue 2 la situation plane, nous _avons
fi-v=0&i=0ouv=0ouilv.

Cela nous permet délargir la notion d’ orthogonalité de deux vecteurs :

Deux vecteurs sont orthogonaux lorsque leur produit scalaire est nul.

* Orthogonalité de deux droites

Deux droites de vecteurs directeurs « et v sont orthogonales si, et seulement si,
u-v=10.

* Orthogonalité d’une droite et d’un plan.

Etant donné une droite @ de vecteur directeur @ et un plan &, les propositions
suivantes sont équivalentes :

1) D est orthogonale a 2 ;

2) pour tous points M et Nde P, u - MN =0

_. 3) pour tout couple (v, A ) de vecteurs dlrecteurs de P, ona:
u v = u v’ =0.

s«« Démonstration
La premiére propriété est immédiate ; quant a la deuxieme, elle ne fait que traduire, 2 I’aide du
produit scalaire, les équivalences : & orthogonale 2 % < 9 orthogonale a toute droite de
P < 9 orthogonale a deux droites non parallgles de 2.

Q}EXEMPLE 1

Redémontrer & ’aide du produit scalaire que
(AG) («la grande diagonale ») est orthogonale au
plan (CFH) (voir séquence 1, exercice 1, page 206).

A Bvaluons le produit scalaire AG FH : F
' 4G-FH = (AE+EG)-FH__ \
= AE-FH+EG - FH. : 1D
- Avec (4E) L plan (EFGH), |
ilvient: AE- FH = 0. /
Les diagonales du carré EFGH sont orthogonales : .
EG-FH = 0.
Ainsi, AG-TH = 0.
«On tluntmlru lit de. méme (faites-le ') que AG-HC = 0.
« Comme (f 1, H() est un couple de vecteurs directeurs du plan (CFH),
d‘apru le théoréme 2, (AG) est orthogonale au plan (CFH)

 Voir exercices 749 __

. i T s
7. Produit scalaire dans I"espace 211

Scanné avec CamScanner



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

G’o urs

1.5_VECTEUR NORMAL A UN PLAN

Ce dont |
il s’agit

Etant donné un plan , tout vecteur dirccteur d'une droite orthogonale & P est appelé vecteur

normal &  (de préférence A « vecteur orthogonal » & ). L'intérét de cette notion est dans |
théoréme suivant,

THEOREME 3 * S0it A un point de € et 2 un vecteur non nul,

it L'ensemble des points M de € tels que AM - 7i = 0 estun plan de I'espace.
’ * Réciproquement, soit ? un plan de I’espace. Quels que soient /e ﬂi}:tA de Petle
vecteur normal 1i i P, P est 'ensemble des points M tels que AM-n = 0.

' Dans chaque cas, on dit que P est le plan passant par A, de vecteur normal », ou encore
le plan passant par 4 orthogonal a 7.

-« Démonstration

Nous la ferons reposer sur I'observation suivante :

| Dire que 1 est normal & @ revient & dire que P est orthogonal & une quelconque droite de
vecteur directeur 11 . Soit alors @ une de ces droites.

Le premier énoncé découle des équivalences suivantes :
M= 4 M i ] A
ANG. = appartient au plan passant par
AM- 7 = 0= dou & e orthogonal & 9.
M+#4 et (AM)1 9

Le second énoncé ne fait que réexprimer qu’étant donné un plan 2, quels que soient le point
A de Pet Z une droite orthogonale P, Pest toujours le plan passant par A et orthogonal 4 9.

6) EXEMPLE 2

Soit O un point de &, 7 un vecteur unitaire et # le plan passant par O ortho-
gonal a 1. On désigne par H le projet orthogonal d’un point M sur e plan 2,
Exprimer OH A I'aide des vecteurs 017 ef n.

Soit m le projeté orthogonal de M sur la
droite 9(0, n). Alors :

« OM = OH + Om (OHMm est un
rectangle) ;

nh

* il existe arréel tel que Om = o

On en déduit OM = OH + an, puis :

OM-i = OH. i+ ali)? = o,
En effet :

* O et H étant dans @, OH - 7
* i1 étant unitaire, [[77]2 = 1.
| Conclusion : - . .
| OH = OM-(0M - .

I
]

Voir exercice 10—
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2. Géométrie analytique

Dans cette partie, I'espace est muni d’un repére orthonormal (O, T, 7, k) .

2.1 AVEC_L’EXPRESSIONANALYTIQUE DU PRODUIT SCALAIRE

| * —— fe=ag . .
Rappelons que, dans un repere orthonormal (O, 7,7, k), le produit scalaire des vecteurs

(x,p,z) et ¥(x’, ", z’) est calculé par ;

) -v=xx+yy +27.
Découlent immédiatement de cette expression du produit scalaire les résultats affichés dans la
proposition 2 (dont certains nous sont déja connus : expression de la norme, par exemple).

Proposition 2 1) Coordonnées de #(x, y, 7)

x=u-T,y=u-7 e z=iik.
2) Conditions d’orthogonalité

u(x,y,z) et ¥(x’,y’,2z’) orthogonaux & xx’ +yy’ +zz" = 0.
3) Norme, distance

*Avec u(x, y,2) : |lal| = J/x2+y?+22.

» Avec A(xy, y 4, z4) et B(xg, yg,25),0na:

AB = [(xp—x,)2+(vp—y )%+ (z5—12,)2.

Q EXEMPLE 3

Seit A(-7, 12,-20), B(-3, 15,-55), C(20, 1, 0) et D(-8, -20, -5).
1) Montrer que (A B) est orthogonalea (CD).

2) Prouver que le triangle ACD est équilatéral, que le triangle BCD est isocéle
en B, et retrouver sans calcul le résultat de la question 1).

1) Nous avons 5(4, 3,-35) et @(—28, ~21,-5),d’ou:

AB-CD = 4% (~28) + 3% (=21) + (=35) X (=5) = = 112-63 + 175 = 0.
Ainsi, (AB) est orthogonale a (CD).

2) Avec 2_6(27,—11,20), AD(-1,-32, 15) et CD(~28,-21,-5), il vient
. sans probléeme :
AC% = AD? = CD?* = 1250,

* Conclusion : le triangle ACD est équilatéral,

De méme, avec 56(23,—14, 55) et BD(-5,-35, 50), on obtient :

BC? = BD? = 3 750.

Le triangle BCD est donc isocéle en B.

De ces deux résultats découlent en particulier les égalitds AC = AD et |

BC = BD.

Interprétons : A et B sont dans le plan médiateur de [CD], donc (A B) est ortho-

gonaled (CD).

. S - ——— Voir exercices 112 17
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el R

2.2 EQUATION CARTESIENNED’UNPLAN

Ftude
préliminaire

‘THEOREME 4

214

Le plan passant par A (xq. yg» Zo) - ct admettant le vecteur non nul in(a, b, C_)_E,OmTciC::eur
normal, peut &tre défini comme I'ensemble des points M(x, y, 2) tels que AM - fi = o
La traduction analytique de cette relation donne a(x —x) +b(y ~yo) +e(z=2) = 0,
Soit, en posant d = —(ax, + by + ¢zg)

ax+by+ecz+d = 0,avecaouboucnonnul.

o Lo ons que
Réciproquement, étant donné trois réels a, b et ¢, dont I'un au moins est non IH.IL TUUI:F Ianqdc
Pensemble & des points M(x, y, z) de € tels que ax + by +cz+d = 0 estunp
vecteur normal 1 (a, b, ¢).

Soit A (xg, . 2y) un point de P (« ga existe ») 1+ axy + by, + cz“.+ d = )0-_ "
Alors, ax + by + cz+d = 0 équivautd a(x —xo) + b(y—yy) +c(z—2) = 0.
Traduisons : M(x,p,2)e P AM -1 = 0.

Nous sommes donc conduits 2 énoncer le théoreme suivant :

Soit 7 (a, b, ¢) un vecteur non nul. ‘
Les plans orthogonaux 2 7 sont les plans dont une équation cartésienne est de la
forme :

ax+by+cz+d = 0,avec dréel.

Remarques :

* Le théoréme 4 permet de retrouver les équations des
plans de coordonnées.

Le plan (xOy), par exemple (Fig. 1), est le plan x=0
passant par O, de vecteur normal £ (0, 0, 1) : 30

M(x,y,z) € (xOy) & OM-F = 0z = 0. '
* Ecrire | ‘équation d’un plan défini par un point et un _r z=0
vecteur normal (voir exemple 4) sera pratiquement

notre seule exigence dans ce chapitre, selon un choix Fig. 1
délibéré.
Nous attendrons le chapitre 8 pour soulever des questions telles que : écrire 1'¢

thdp €quation d’un
plan passant par trois points, reconnaitre par leurs ¢quations des plans paralleles (ou perpendi-
culaires), etc.

a

‘¥

Q) EXEMPLE 4

& - —|
Donner une équation du plan 2 passant

(BC) avec B(1,-2,2) et C(4, 1,-1). it
Le vecteur BC(3,3,-3) est normal 2 P: il en e;it de méme du :vecleur
n(1,1,-1) quilui est colinéaire. ' oHis pEe
Traduisons analytiquement la relation Mﬁ: Qe
Avec M(x, y, z) , nous obtenons (x + 2) +
Une équation de P est donc : - _
x#Ep=grd 2.0, y Meh 2w !
& ~—— Voir exercices 19 2 25 =

par A(-2,1,3) et orthogonal

G=1Y - L3 = 0,

—_—

(1) Si a0, onpeut prendre A [- f—f. 0, 0] 181 b# 0, on prendra .-I(()., —g, l)] :ete.
L ]
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2.3 DISTANCE D’UN POINT A UN PLAN

Ait A un point de &, # un vecteur non nul et 2 le

THEOREME 5

plan passant par A, de vecteur

y normal 7
| Pour tout point M de €, dont on note H le projeté orthogonal sur le plan 2, la
== distance MH est calculée par: -
M= AAM ]
]

| Cette distance est la distance de M au plan 2 ; elle est notée d(M, P) (on ne sera pas surpris
d"apprendre, & I'exercice 29, que c’est la plus petite des distances de M a tous les points de ).
»«+ Démonstration

* Le vecteur HM _Ctant colinéaire a 71, il existe ;
unréel atel que HM = atn (c'est le premier

M
ingrédient de notre démonstration). /'
* Le second réside dans I’égalité :
A1 = HT -7 / P /
qui résulte de AM = AH+ HM A
et AH - 7 = 0 (car AH L 7). A
* On en déduit : Fig.2
AM-7i = (aii)- 7 = afi|?,

d’ot I'expression de HM : HM = (ATM_,“—?‘HJH ,puiscellede HM : HM = |AM - 7]
n

COROLLAIRE

Soit P e plan d‘éqﬁatidﬁ_ax +by+ecz+d = 0 et My(xg, ¥, 2p) unpoint de €.
|ax0+by0+cz0+d|_. P!

Na:+ b2t 2 M R

La distance de.MU a P est calculée par

«=+» Démonstration

Le vecteur 7 (a, b, ) estnormal 2 @, avec |71]| = /a2 + b2 + c2.
Soit A(x}, ¥y, z;) unpointde ?;onadonc ax, + by, + czy+d = 0.
Alors, pour tout point M(x, y, z) de €.

AMj = a(x-x))+b(y-y) +c(z-z)) = ax+by+cz—(axl+byl+czi),
soit AM - n = ax+ by + cz+d.D’ou la distance de M,a?:

|AM - ii| _ |axg+byy+czg+d|

; : 2l NJa?+ b% + c?

G Q)JXEMPLES

e Calculer la distance du point M (5, 2, -3) au plan P d’équation :
X+4y+8z+2 = 0.

Appliquons simplement le précédent résultat
. C NPT
: J(M"‘.Pﬁ)z]|><5+4><2+2~,><( 3)+_|___|_)l:

1.
J12 442482 81

————— Voir exercices 27 et 28 —
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1. Etude des solides

OBJECTIF

Approfondir I'étude des propriétés des solides usuels 3 Iaide du
produit scalaire dans I’espace (sans pour autant jeter aux orties les
proprictés dincidence, de parallélisme, d'orthogonalité, etc.).

PROBLEME

Le tétraddre régulier

Soit ABCD un tétraddre régulier d’aréte a, et O Pisobarycentre des
sommets (0 est appelé centre du (étracdre)
Etablir les propriétés suivantes :

- deux quelconques arétes opposées sont orthogonales ;

- chaque médiane est orthogonale 2 la face opposée ;

— le point O est le centre de la sphere circonscrite au tétraddre.

N

@ Deux pistes...

Nous explorerons deux pistes :

—I'une « fléchée » produit scalaire (c’est la moindre des choses) ;
—lautre, munie des propriétés d’orthogonalité (on ne voit pas quelle
raison, a priori, nous la ferait tenir pour inintéressante).

@ Premiere solution : produit scalaire

¢ Orthogonalité des arétes opposées
Evaluons (par exemple) le produit scalaire
AB-CD = AB - (AD-AC) = AB- AD- 4B . iC.

Sachant que 4B = AD = AC = a et qu¢e BAD = BAC = %':

I'usagede « 7 - ¥

7| I¥] cos (i, ¥) » s’impose.

o —_— — —_— 2 — —
Ilvient AB- AC = AB - AD = “5 .ol découle AB- CD = 0,
De maniére générale, deux arétes opposées sont orthogonales.

¢ Les hauteurs
Soit A” le centre de gravité du triangle BCD.

Nous avons 344" = AB+E+E,(J’_0EJ:"_’

344’ -BC = AB-BC+ AC-BC+ 4D - BC :
a® a?
2 2

344" -BC = -BA-BC+CA-CB = - +% = 0 (ceci résulte

des calculs précédents). .
Ainsi AA” L BC, et on établirait de méme que A4” L BD.

Conclusion : (AA”) estorthogonale au plan (BCD) (nous dirons que les

médianes du tétraédre sont aussi les hauteurs).

216

TETRAEDRE 1

Lexique de base

Aréte : selon le contexte, droite (ou
segment) joignant deux sommets,
ou encore, longueur de ce segment.
Médiane : droite (ou segment)
joignant un sommet au centre de
gravité de la face opposée.
Bimédiane : droite (ou segment)
Joignant les milieux de deux arétes
opposées.

Cenire de gravité : isobarycentre
des sommets.

TETRAEDRE 2

Il faut le savoir
Le centre de gravité appartient a
chacune des quatre médianes et il
est le milieu commun des trois
bimédianes (segments) (ceci n’est
qu'une  simple application du
théoréme d’associativi té).
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« La sphere circonscrite

Comparons par exemple OB et OC, ou mieux, évaluons OC2— QB2
(c’est la ligne & suivre avec le produit scalaire).
Avec K milien de [BC], le théoréme de la médiane livre :
0C?-0B? = 20K - BC
= 2(04"- BC+ A'K - BC).
Dans le mangle equ:hteral BCD,ona A’K- BC = 0 et
précede, OA"-BC = 0,dou: |

OC = 0B.

, d’apres ce qui

Plus généralement :

04 = OB = OC = OD ; le centre de gravité du tétraédre est
centre de la sphere qui lui est circonscrite.

© Seconde solution : propriétés d’orthogonalité

Nous tenons des égalités CA = CB et DA = DB que le plan média-
teur de [4B] estle plan (/CD), ol [ est le milieu de [4B] et, bien sfir,
des résultats analogues pour les autres arétes.

Du coup, «tout est évident » : les incrédules ainsi que tous les autres
verront cela dans ’exercice 1 ci-apres.

Fig. 3

SONGEZ-Y

De ’orthogonalité

a bon compte
Soit [AB] de milieu /.

Si MA = MB et NA = NB, toute
droite du plan (IMN) est orthogo-
nale & (4B) : ce plan est en effet le

plan médiateur de [4B] .

régulier (en conservant les notations introduites).

| Donner I'expression de V et de R en fonction de a.

valeur approchée de ces deux angles en degrc, a0,01°
pres.

Les exercices 1 a 3 poursuivent I'étude du tétraédre Un repére orthogonal

Soit €2 le milieu de [4A4"]. Montrer que le repgre
(£, B, C, D) estorthogonal et que :

' b) le triangle AMI est rectangle.
3) Evaluer cos AOB et cos AKD et donner une 2y o point M est milieu de [AF] .

€D Achever la seconde solution du probléme en _ |adl = 12D
montrant, de plus, que chaque bimédiane est orthogo-
nale aux arétes qu’elle joint. @ Avec le cube

Le point [ est le milieu de H G
) Calculs de grandeurs )
@ Calculs de grandeur | (BC] et M est un point de
Rappel : a désigne I'aréte du tétraéde régulier (les ( AF) que -
données sont celles de la figure 3 ci-dessus). IM = <AF (xe R*), E )
1) E’xprimcr, en fonction de a, DK, DA” et la hauteur 1) Préciser pour quelle(s) ) 4
AA” du tétracde. valeur(s) de x : i e g
2) Soit V'le volume du tétradde et R le rayon de la  a)le triangle AMI est |;/ . /
sphére qui lui est circonscrite. isocele ; by !

Comment retrouver avec une homothétie de centre B
que AMI est rectangle en M ?

~??$h’ « Grande diagonale du cube » (séquence 1,
exercice |, page 206).
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2. Géométrie analytique

OBJECTIF

Investir les résultats de géométrie analytique dans I’
usuels (objectif modeste Certes, mais cette soudai
raisons : les problémes analytiques concernant drojt
tuent I'un des thémes majeurs duy prochain chapitre

PROBLEME

L'espace est muni d’un
repere orthonormal
(0,77, k ). On consi-
dere les points
A(a,0,0), B(0,h,0)
et C(0,0,¢) olia, b et ¢
sont trois réels non nuls
(Fig. ). 3
Donner une équation
cartésienne  du  plan
(ABC) et en déduire que
la distance i du point O A
ce plan vérifie :

1 1 1

1
- = =+ =+ —.
h% g2 p2 2

@ Un peu démunis...

11 est dans nos cordes :

* d’écrire I’équation cartésienne d’un plan connaissant I’
p

un vecteur normal ;

¢tude des solides
ne humilité a ses
es et plans consti-
(chapitre 8)).

¥

B(0, b, 0)

un de ses points et

* d’évaluer la distance d’un point & un plan, des lors que nous disposons
d’une équation cartésienne de ce plan.

En revanche, nous nous sentons un peu démunis face 3
« Ecrire ’équation cartésienne d’un plan défini par trois
C’est une raison supplémentaire pour y regarder de plus prés

@ Solution

¢ Equation cartésienne du plan 2 = plan(ABC)

Nous expliciterons deux méthodes.

* Méthode | : « naturelle »

Cherchons un vecteur 7i( e, f3, 7) normal i 2,

la demande : _
points »,

D’aprés le théoréme 2 (page 211), il faut - et cela suffit - que:
i AB = 0etii-AC = 0.
Avec E(— a,0,b) et XE(—(:, 0, ¢) nous obtenons :

—oa+ b
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Oet-—aa+y =0,
soit : aa = fb = ye,
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Un peu d’observation vient facilement i bout de telles équations :

o =bc, p=ac, ¥=ab en est une solution (on a en effet

oa = ﬂ[] = Yc = uh(‘).
Ainsi, 1i(bc, ac, ab) est normal i 2.

[l en découle une cquation cartésienne de 2, plan passant par A, de vecteur

normal i, avec

A(a, 0,0),
AM - 71 = 0 sécrit ;

M(x,y,z) et

bex +acy +abz—abe = 0
ou encore :
X
el T = 0.
b ¢

* Méthode 2 : « malhonnéte » (1)

T - z
L’équation = +§ + :i: = 1 estcelle d’un plan.

a

Manifestement les coordonnées de A(a, 0,0), de B(0,b5,0) et de

C(0, 0, c) vérifient cette équation.
C’est donc une équation du plan (4BC) !

o Distance de O au plan (4BC)

Un simple coup d’ceil sur le corollaire du théoréme 5 (page 215) livre :

h =d(0,P) =

,d’ott I'on déduit :

ke Retk#0.

i(bc, ac, ab) ;

MALHONNETE 2

Bon a connaitre

Le résultat ci-contre est trop utile
pour étre méconnu: il peut étre
resservi tel quel !

Pour une méthode générale permet-
tant d’obtenir une équation carté-
sienne d’un plan défini par trois
points, patienter jusqu’au Chapitre 8.

Si (@, B, ¥) est une solution, toutes \

les autres sont (ka, k3, ky) ot

2

Dans la lfante’e

@ Une suite au probléeme

1) A 'aide d’un calcul de volume, exprimer I'aire du
triangle ABC en fonction de a, b et ¢ et vérifier que : « le
carré de Iaire de la face ABC est égal a la somme des
carrés des aires des trois autres faces ».

2) En 1783, le mathématicien De Gua de Malves
qualifia ce résultat de « généralisation du théoreme de
Pythagore a I’espace ».

Expliquer.

G Ftude d’un lt"lrlni-dlxj_i:

. On  considere 'Ilcs_—‘. apoints  A(=7,-15,3),
B(-4,20,-1), ((4,5,30) ¢l X258, 0,2):
Montrer que ABCD est un tétracdre régulier et caleuler
son volume. : ' '

S ML .1 S

@ Toujours la grande diagonale

On construit le cube ci-contre

a partir des sommets du i oL 4
repere (O, 1, J, K). B S

1) Donner une équation du 0

plan (IJK). 7
2) En déduire que OS est 1 c

normal a ce plan.
Quel résultat (classique) retrouve-t-on ?

OD«G=0»

Soit A(-14,6,2) ; B(-2, 14,-6) ;
C(10,-10,-6) et D(6,-10, 10),

Vérifier que origine du repere est & L fois centre de gra-
vité et centre de la sphere circonserite au téraddre ABCD.

(1) Quand bien méme : « Une certaine malhonnéteté créative peut ére eflicace quand

. Poccasion 8’y préte. » (Ian Stewart, mathématicien contemporain.)

7. Produit scalaire dans 'espace
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Produit scalaire dans 'espace_ Orthogonalité, vecteur normal

Les exercices 1@ 3 coucernent

rnent " G 6 Untétraddre ABCD est tel que (AB) estorthogonale ay plan

le calcul de produits scalaires a (BCD)

partir d'éléments du cube ci- ‘ ' — .

contre, d’aréte a. Un tel cube E $ 1) Comparer les produits scalaires AC - CD et BC - CD.

sera souvent f'ﬂm‘f:*” dans _"‘“ 2) En déduire que le triangle ACD est rectangle en C si, et seule-

exercices  sous 1 “PP‘""“"‘"{ ment si, le triangle BCD est rectangle en C.,

«cube standard ABCDE SN S __(:,'-

FGH », signifiant ainsi que : D _ o Redémontrer, 3 I"aide du produit scalaire, le résultat établi

* (ABCD) et (EFGH) sont dans la séquence 1, exercice 2 (page 206).

des faces opposées ; A 2 A e

“(4E), (BF), (CG) ¥ Piste Unexemple : 4H - BC = (10 + OF)- BC = ..

(DH) sont des arétes orthogonales & ek Jaes, 8 Letrian gle BCD a pour orthocentre H, et A est un point dis-
i . i

1 Calculer, dans chaque cas, 1 - ¥ en fonction de I'aréte g - l(]gc(l:g; 1 appartenant & I perpendiculaire en H au P

0@=EB,V=4D; b)i=EA,7=CH: )

ol Montrer que les arétes opposées du tétratédre ABCD sont ortho-
Ju=HF,V=DG: du EG,v = CH.

gonales.
) Note : nous tenons 12 le prototype du tétraddre orthocentrique

2 On désigne par I, J et K les milieux de [BF], [FG] et dont I'étude compléte est effectuée dans le probleme 76.
[GH].

; i S — 1 se i, vetw ad rth UXx.
1) Calculer les produits scalaires EJ - FI, EK - Fl, Al B 9 )On SUpED‘iE:I iez o d??xza c_lezu o_g'm;a %

255 Montrer que [lii + ¥+ W|2 = [il) 2 + |72 + w2
et AJ- BC. ;
5 —_— . e i 2) Etudier la propriété réciproque.

2) Evaluer cos JEK  apres avoir calculé EI, EK et E] - EX .

{f)i‘;te Considérer, par exemple, avec le cube standard -

3 Les centres des faces ABCD et EFGH étant respectivement W=AR. T=.AD o137 = BH.

notés O et O”, calculer dans chaque cas cos (i, V) :

Ai=0B,v=148; bii=00,7=50; 10 Trajectoire de billard
9 =0E,v=BG; di=0H7=80. Soit

@ le plan passant par A, de vecteur normal 7 et Bet C deux
points en dehors de P tels que 4B = AC et AB+ AC est
4 Soit # et ¥ deux vecteurs non nuls, Etablir]’équiva]ence :

non nul colinéaire & 7 .
@ - ¥ = [[&]|[V]l & i et ¥ sont colinéaires, Montrer que la droite % (4, 7) (droite passant par A de vecteur
_ directeur 77) est la bissectrice intérieure issue de A dans le
S 1) Montrer qQue, pour quatre points quelconques A, B, Cet D triangle ABC
de¢,ona: .

AB?-BC?+CD2-DA? = 24C. DB.
Piste AB2_BC? = A0 N A ko
CD2-DA? = 4C. (7). ,L eﬁet meypey

2) Le tétraédre ABCD est el que :
* BAC estisocéle en :

:Z)E.Glfe Introduire le milieu I de [BC].

« Les miroirs feraient bien de réfléchir un peu avant de
renvoyer les images. » (Jean Cocteau.)

" DACestisocele en [maginons le plan @ comme un miroir. Alors, un rayon
& ' B lumi - : . i-
Edui . umineu ‘5 2lon la demi
Déduire de 1a question 1) que les arétes droi (n [: ée)nam de B vers 4 serait réfléchi se
(AC) et (BD) som orthogonales 4 roite )
. . - L ' & .-“ N o i bi]hﬂn
Peut-on obtenir ce résulta sang utiliser ¢ La re?chctf:hvj dL.II".]JLClOll‘L.\ qu lumigére (ou l..e‘ P
le produit scalaire ? A Jermées, i Uintérieur d’un s_ululc dont les faces sont |
miroirs peut donner bien des maux de téte (voir un exemple
-;Df.s te Plan médiateur. b dans le cube A I'exercice 60),
220
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Fapression analytique
du pmdull scalatre

1.'espace est muni d'un repére orthonormal (0, 7, 7, k)

11 Calculer les produits scalaires :

w) if- ¥ avee i1(=1,0,3) et §(1, 2, -5,
b) AB - AC  avee A(-1,3,4),  B(0,2, 1) et
ce-1,<1 1)

¢) i+ Vavee i = 2T-37+ K et $(1,-1,2).

12 Montrer que, quels que soient les réels g et b, le vecteur
(v, 2) défini par x = cosacosh, y = cosasind ef
- = sina estun vecteur unitaire.

13 Onpose 7 = T-F+ketV = 2T+37-%.
Trouver parmi les vecteurs suivants ceux qui sont 2 la fois
orthogonaux & u et v :

é, = 37-27; ¢, = <2T+37+5k ;

o]
(&)
|

—_

&= 2T-37-5k; &, = —T-47-2%.

14 Donner la mesure en radian de chacun des angles des
vecteurs T et u, F et 1, k et 1, sachant que

U=2T+2(G+K).

15 On considére les points A(3,4,-2), B(1,6,0) et
C(=2,2,1).

Montrer que le triangle ABC est un triangle rectangle.

16 Soit les points A(1,1,3), B(J/2+1,0,2) et
C(+2+1,2,2).

1) Calculer AB, AC et évaluer I'angle CAB.
En déduire la nature du triangle ABC.

2) Controler le dernier résultat obtenu en calculant BC.

17 Calculer les coordonnées de I'isobarycentre G des points
A(10,5,-10), B(-1,-15, 17) et C(2, 20, 21).
Vérifier que A, B et C déterminent un plan % et que G est le
projeté orthogonal de M(~10, 5, 5) surle plan 2.

18 Chassé-croisé __ \i3
i -;5217&)-,;;(‘_255‘1‘@)3‘

1) Soit les vecteurs ‘1(§= 5757) @\ 575757

*(.ﬁ"_ 32 .ﬂ)

“\s7°57 57 )

Montrer que le repere (O, E?I, c?z, 5"3) est orthonormal.

2) Vérifier que les coordonnées de 7, 7 ‘et k dans ce repére
sont : —_
.‘(52 =23 4) _.(l? 44 32) . —“'(lﬁ 28 -47)-

\575r 59 \sir R ) B ST ST R

Equation cartésienne d’un plan

Dans les exercices 19 @ 21, donner une équation cartésienne

du plan passant par A et admettant le vectenr 7 comme
vecteur normal.

19 a) A(3‘_I\ 2)v H(ls (},—4) )
b) ACl,=1,0), (1, 1,-2).

20 5)4(5,-;.-6),;:(1,1,1);
b) A(=2,1,2), 71 = T+27.

21 a) A(J2,3,0), 7 = -3k :

~(1 11
b) A(3,4,5 ..fr(—,~,— .
) A( o325
Dans les exercices 22 et 23, vérifier que chaque équation
proposée est 'équation cartésienne d’un plan et trouver un
point de ce plan et un vecteur normal,

22 a)3x-5y+z-1=0; bx=y.

23 aj3z-x-3=0:; by = 1-2x.

Dans les exercices 24 et 25, donner une équation cartésienne
du plan P (déterminer d’abord un point de ce plan et un
vecteur normal).

24 P est le plan médiateur du segment [AB] avec
A(-1,3,1) et B(0, 5,-3).

25 @ est le plan orthogonal 4 la droite (AC) passant par
I'orthocentre du triangle ABC avec A4(3,0,4), B(-1,1, 1)
et C(2,0,0).

26  On donne les points A4(3, -1, 4) et B(O, 5, 1).
Montrer que (4B) est orthogonale au plan d’équation
x-2y+z—-1=0.

Avis dexpert
« 8i donc il n'y avait pas de
corps solide dans la nature,
il n’y aurait pas de géo-
métrie. »

Henri Poincaré (1854-1912)
Génie universel aux idées
originales, le mathématicien
francais Henri Poincaré est
unanimement considéré
comme le dernier des
scientifiques  capable  de
comprendre la totalité des Mathématiques de son temps.

Henr Poineare.
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Distance d'un pointaunplan

Dans les exercices 27 et 28, calculer la distance du point M au
plan P (utiliser le théoreme 5 ou son corollaire, page 215).

27 ayM(1,-1,1) etPestle plan d’équation :
2x4+y-z-3 = 0,

b) M(2.1,0) et @ est le plan passant par I'origine du repére,
de vecteur normal 77 (1, -1, -1).

28 a) M = O (origine) et P est le plan médiateur de
[4B],avec A(-4,2, 1) et B(S, 3,-7).
b) M(-4,4,-9) et P estle plan d'équation :
X z
5 +)y+ 5 -6 =0,

29 La plus petite

Soit H le projeté orthogonal d’un point M sur le plan 2.
Montrer que, pour tout point N de &

MH < MN avec égalité si, et seulement si, N = .

Note : voici donc la preuve annoncée (voir la remarque suivant

le théoréme S) de la propriété : « MH est la plus petite distance
de M aux points de P ».

30 Distance d’un point & une droite

1) Montrer que, étant donné une droite A et un point M de
projeté orthogonal m sur A, la distance Mm est la plus petite des
distances de M aux points de A (Mm est logiquement appelée
«distance de M a A » et notée d(M, A)).

2) Prouver que la distance d de M 2 la droite A, droite passant
par A et dirigée par 11 vérifie la relation :
d2 = apr- AM-7)?
7)1

{Z)E.ste Examiner la figure suivante avec le théoréme 5 en
iéte.

M
m j/—‘
N /%;
A
A

31 Levecteur 7 ayant pour coordonnées (1, 1, 1), on dé-
signe par D la droite %( 0, 71) et par  le plan orthogonal 3 D
passant par 0.

En utilisant le résultat de I'exercice 30, montrer que les points
A(1,0,2+./3) et B(4+3./2,1,1) sont 2 égale distance
de la droite D et du plan .
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Breves de cours

32 Sur le cube standard, on définit le point K py

Ak = 34G.

Montrer que BK-AG = DK-AG = EK-AG = 0 ¢
retrouver la propriété de la « grande diagonale du cube » (voir
séquence 1, exercice 1, page 206).

33 Les faces ABC et ABD d'un tétragdre ABCD sont des
triangles isométriques.
Montrer que (AB) et (CD) sont orthogonales.

34 Le tétraddre ABCD est tel que AB = CD.

Montrer que I'ensemble des points M de I'espace tels que
MA - MB = W MD est le plan médiateur de [£]] oul
et J sont les milieux de [AB] et [CD].

??.ste Théoréme de la médiane.

Les exercices 35 & 38 proposent Iétude, par la géométrie
analytique, du tétraédre ABCD avec A(-5,6,-1),
B(-2,8,-3), C(1,2,-3) et D(0,2,1) (les milieux des
arétes [AB], [CD], [BC], [AD], [AC] et [BD] sont
respectivement désignés par I, J, K, L, M et N).

35 Montrer que les arétes opposées sont de méme longueur,

36 Calculer les coordonnées du centre de gravité G du tétra-

edre et prouver que G est le centre de la sphere qui lui est
circonscrite,

<37 Montrer que les bimédianes (1) , (KL) et (MN) sont

deux & deux orthogonales et que chacune d’elles est orthogonale

aux arétes qu'elle joint ((1.J) orthogonale & (AB) et (CD),
efc.).

©38 Calculer les produits scalaires 4% . BC - BA

CA-CB.

En déduire que les angles du triangle ABC sont aigus.

ﬂ Suivre

Les faces du tétragdre que nous venons d’étudier sont des
triangles isométriques (pourquoi ?) ; d’oit le nom donné i ce
type de tétraédre : tétraddre équifacial. Nous conduirons
une €tude plus complite (exercices 64 a 67) de tels

tétraddres : on y verra que les résultats précédemment

-obtenus ne doivent rien au hasard,

39 Soit® et 91es plans d'équations P : x +y -z 41 = 0
et2:x-y4z—1=0.

Montrer que, quels que soient les réels s et . les points de coor-

données (0,5, 1) ou (s,7-1,r) sont 3 ¢gale distance des
plans 2P et 92,
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Géométrie euclidienne (plan)

40 Relation et droite d’Euler

Soit un triangle ABC, G le centre de gravité du triangle, O le

centre du cercle qu1 lui est c1rconscnl et H le point défini par ;
OH = O4 + OB +0C (1).

1) Montrer que AH - BC = BH.CA = CF. AB =0
En déduire que H est 'orthocentre du triangle ABC.

2) Déduire de (1) que OF =

30G (relation d’Euler), puis
que O. G et H sont alignés.

41 Un classique... incontournable
Les triangles OAB et OCD sont
rectangles isoctles en O de sens y/
direct. I
Soit 7 le milieu de [BC].
- Montrer que (OI) est orthogo- € A
nalea (AD).
D

42 Trois points d’un demi-cercle
Les points A, B et C appartiennent i un méme demi-cercle de
centre O et de rayon 1.

Montrer que :
|04+ 0B+ 0C| =1

' »;DE.Sf ¢ On peut supposer que A, B et C sont dans cet ordre sur
le demi-cercle parcouru dans le sens trigonométrique. Ayant
alors posé (OA OB) = x et (OA OC} =y, a avec
donc O <x <y <m, développer |04 + OB + OC|2
et quelques calculs trigonométriques.

Exercices 43 a 45 : trois petites (?) colles.

@3 ABCD est un rectangle, M un point avec M4 = 63,
MB = 56 et MC = 16. Que vaut MD ?

@4 Un triangle a pour dimensions 33, 28 et 16.
I."un des angles du triangle est-il le double d’un autre ?

@5 I estundemi-cercle
de diamewe [AB], de I
centre O et [ un point de
[AB] distinct de O.
Trouver M sur I" tel que
langle OMT soitle plus A 1 0 B
grand possible,

M

Dans les exercices 46 a 48, le plan est muni d’un repére ortho-
normal (O, 7,7).

46 Point fixe

Un rectangle OPMQ varie dans le plan sous les conditions
suivantes :

* Pestun pointde I"axe (Ox) , d’abscisse strictement positive ;
*Q est un point de I'axe (Oy), d'ordonnée strictement
positive ;

*le périmetre du rectangle OPMQ est constant égal 2
2p(p>0).

Montrer que la perpendiculaire A menée du sommet M 2 la
diagonale (PQ) passe par un point fixe.

;i')}.ste Prouver que A a pour équation :

m2p—-x-y)+p(y—-p) =0,
ottm désigne 'abscisse de M.

47 Le point M distinct de
I'origine a pour coordonnées
polaires (r, 6
On désigne par P et Q les
projetés orthogonaux de M N
surles axes (Ox) et (Oy) et
par N celui de M sur la droite
(PO).
Montrer que les coordonnées -
cartésiennes de N sont :
(rcos38, rsin30) .

-Pi.ste PN estle projeté orthogonal de PM sur PO.

48 Un probléme de concours

Etant donné deux réels a et b strictement positifs, on considére
les points A(a, 0), B(a,-a), C(0,b) et D(=b, b).

1) Donner une équation cartésienne de (BC) et (AD) et
montrer que ces droites sont sécantes,

(On ne cherchera pas & calculer les coordonnées de leur point
d’intersection).

2) Ecrire une équation cartésienne de la hauteur A issue de O
dans le triangle OAC.

3) Montrer que les droites (8C), (4D) et A sont concou-
rantes.

7’1.):'.5!(.’ «Sibx+(a+b)y = abet(a+b)x+ay = ab,
alors =ax + by = 0. » Voila un résultat facile a obtenir :
encore faut-il U'interpréter...
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Problemes d’orthogonalité

49 La relation d’Euler (une autre)

Soit A, B, C et D quatre points de I'espace. Montrer que ;
DA-BC+DB-CA+DC- 1B = 0.

-?3}.; f¢ Passer systématiquement par le point A (par exemple) :
BC = BA+AC ; DB = DA+ 1B
ot b—(: — DII +AC.

Application 1 (géométrie plane) : retrouver que les hauteurs
d’un triangle sont concourantes.

Application 2 (géométrie dans I'espace) : montrer que dans un
(étratdre, si deux couples d’arétes opposées sont formés de
droites orthogonales, il en est de méme du troisisme couple.

Note : le probléme 76 permettra de saisir 1a portée d’un tel
résultat.

50 Les deux orthocentres

Le tétragdre OABC est tel que la droite (O4) est orthogonale
au plan (OBC) . On désigne par H ; Porthocentre du triangle
OBC et par H le projeté orthogonal de H ) surleplan (4BC).

1) Evaluer chacun des produits scalaires AZ - BC et
CH 4B.
En déduire que H est ’orthocentre du triangle ABC.

2) On suppose de plus que (OB) est orthogonale 3 (OC) .

Quelle propriété (classique) du tétraddre trirectangle le résultat

précédent permet-il de retrouver ?

@E.ste (Pour lecteur non attentionné) La propriété évoquée a
é1¢ mise en évidence a I'exercice 2 de la séquence 1, page 206.

@1 Dans le cube

Etant donné un cube ABCDEFGH, on note I le milieu de
[BC].,J celuide [EH] et £ le centre de 1a face CDHG.

E J H
R : G
» Yo
Al / D
B ! C

1) Montrer que A, I, G et J sont coplanaires.
2) Etablir que IJ = CH e en déduire FQ-7J = 0.

3) On rappelle que la diagonale (4 G) est orthogonale au plan
(CFH). A I'aide de cette propriété et du résultat précédent,
montrer que la droite (/7€2) estorthogonale au plan (A1GJ) .

224
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52 Projection de angle droit

Soit ABC un triangle rectangle en A et A", B’, C’ les Projetes
orthogonaux de A, B, C sur un plan 2 dont on désigne par 7 y,
vecteur normal unitaire ([|77] = 1).

1) Etablir que : L
AB" = AB-(AB - #)i et AC’' = AC—(AC- i)y,
2) Montrer que : . .

AB AC =—-(AB-i)(AC-1t)
et en déduire que A'B” et A7C" sont orthogonaux i, et seule-
ment si, (AB) ou (AC) est parallele 3 P.

<53 D’un cercle a autre

Sont donnés :

» dans un plan @, un cercle € de diametre [4B] ;

* un point O distinct de A qui se projette orthogonalement en A
sur le plan 2

* H le projeté orthogonal de A sur (OB).

On considere enfin un point M de € distinct de A et de B et I'on
note N le projeté orthogonal de A sur (OM) .

\

1) Montrer que MB est un vecteur normal au plan (OA4M).

2) a) Montrer que NA est un vecteur normal au plan (OBM) .
b) En déduire que :

C_?_B.-IW,'—-O et -1\1_";1'}\7!}-= 0.
¢) Prouver alors que N ‘appartient au cercle I de diamatre

[AH_] contenu dans le plan perpendiculaire (OB) passant
par H.

3) Montrer, de fait, que le lieu du point N lorsque M décrit tout
le cercle Gest le cercle I,

A_n_e:{rrfon s lorsque M =B, on a de facon évidente
MB = O et, dans ce cas, la question 1) perd tout son sens. De
méme, lorsque M = 4. on a, de fagon non moins évidente,
N=Adot NA =0 et, cette fois, c’est la question 2) a) qui
ne signifie plus grand chose. 11 n'empéche : dans
le point N est parfaitement défini. 11 faut done s"assurer qu'il
appartient au licu indiqué (ce genre
dans les problémes de licu).

les deux cas,

d'anicroches est fréquent
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Calcul de grandeurs

54 Vues sous le méme angle

Soit ABCD un tétratdre régulier et O le centre de la sphere
circonscrite.

1) Montrer que les triangles OAB, OAC, OAD, OBC et OCD

sont isométriques, isoctles en 0, de méme angle au sommet
noté 8.

2) Exprimer |OA + OB + OC + oD |2

en fonction de
R = 04 etde 0,

3) En déduire cos @, puis

une valeur approchée de 6 4 0,01°
pres.

4) Prouver, a partir des résultats précédents, que les diago-

nales des faces d’un cube sont « vues » depuis le centre du cube
sous 'angle @,

HMlustration : 1a molécule de minerais de sphalérite est consti-

tuée de quatre atomes de soufre, sommets d'un tétraddre

régulier et d’un atome de zinc au centre de ce tétragdre. (L’angle
0 est appelé angle de liaison.)

@55 Du cube a I’hexagone régulier
Le cube standard ABCD EFGH est d’aréte a et I’on désigne par
K le milieu de [BG] et par L celui de [AC].

1) Montrer que : _
HK = EL = aﬂg etque HK - EL = za?
En déduire que, si / et J sont les centres respectifs des triangles

équilatéraux BDE et CFH, I’angle des vecteurs JI et IE est

égald = .
3

2) Soit A%, C, F', H’ et G les projetés orthogonaux de A, C,

F,HetGsurle plan (BDE).

Montrerque A” = G’ = [ etque DH’EF’BC estun hexa-

gone régulier inscrit dans un cercle de centre / dont on précisera

le rayon.

-;f)?.ste Voir séquence 1, exercice | (page 200), (A suivre a
Uexercice 70).)

56 Calculs d’angles sur le tétracdre

D'aprés Les Olympiades internationales de Mathématigues, D. Gerll et
G. Girard, Ed. Hachette,

On considere un tétraédre
régulier ABCD. On se
propose de montrer que,
quels que soient le point
M dusegment [BC] etle
point N du

[BD], la mesure de

segment

MAN est inférieure ou
L

3

Onpose x = BM ety = BN, eton désigne par a I'aréte du
tétragdre.

égale &

1) Montrer que : MA? = a? +x2—ax,

NAZ = a?+y?—ay et AM - AN = L (a=x)(a-y)
2

2)En déduire les inégalitts AM<a, AN<a et

. . 2
AM - AN = % , et conclure.

@87 La sphere et le tétraédre
D'aprés Rallye mathématique d'Alsace.

1) Exprimer le rayon de la sphare circonscrite 4 un tétraddre
régulier en fonction de son aréte.

2) On considére un tétraédre A 4,44, et 'on désigne par a
la plus petite Jongueur de ses arétes.
Soit S une sphére de centre O et de rayon R contenant
Al, Az, A3 f:[ A4 .
a) Montrer que, pour deux indices i et j distincts appartenant 2
{1,2,3,4}, 204;- 04, < 2R?-a?, avec égalité si, et
seulement si :

O4; = 04; =R etdd; = a.
b) En déduire que :
I OA4, + Od,+ 04, + @“2 < 16R2 - 6a?, avec égalité
si, et seulement si ;
*04; = R,pouri = 1,2,3,4;
. A,.Aj = a, pour tous les indices distincts i et j appartenant &
{1,2,3,4}.
3) Démontrer alors les propriétés suivantes.

Etant donné un tétraédre dont la plus petite ardte a pour
longueur a :

* toute sphere contenant le tétratdre a un rayon supérieur ou

J6

égal d 29

G i A 6 X ——
« il existe une sphére de rayon _Ji: a contenant le tétraddre si, et

seulement si, le téraddre est régulier. Dans ce cas, une telle
sphere est unique : la sphére circonscerite au tétraddre.
225
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Géométrie analytique

58 Un cube

Soit  A(17,0,-10) ; B(17,15,10) ;
D(-3,-12,-1): E(32,-16,2) ;
G(12,-13,31) et H(12,-28,11).
Montrer que ABCDEFGH est un cube.

F(32,-1,-22) ;

59 Reprise

Reprendre Iexercice 51 (page 226) par la géométrie analytique
apres avoir choisi un repére orthonormal convenable,

60 Billard dans un cube

1) Montrer que les points :
A4,(2,1,3),
A5(3,2,2), 3
A4;(2,3,1), ]
Ay(1,2,0),

45(0,1,1)

et A¢(1,0,2) appartien-
nent aux différentes faces
du cube ci-contre.

2]

0} 3 _J

3].-

X
2) Prouver que ; - :

A Ag = Axd| = A4, = Aydy = Agdy = AA;
et que chacun des vecteurs
A\ Ag+ A14,,

{'{2A1+£12A3. A3A2+A3A4,
Aydy+ Aydg, AsA + Asdg, et Ads+ A A,

est non nul et colinéaire au vecteur normal i la face du cube
contenant respectivement A4, 4,..., A

6+
3) A I'aide du résultat obtenu 2 Iexercice 10 (page 220), prouver
que la trajectoire 4} > Ay 5 Ay > A ;> As > 4> A,
est une trajectoire de billard (ou de lumigre) dans le cube.

Prise de vue

On visualise cette trajectoire de billard découverte par le
mathématicien Hugo Steinhaus (bien connue des chimistes
sous le nom d'«hexagone én forme de ‘chaise ») en
découpant le cube initial en 27 petits cubes : chaque seg-
ment de la trajectoire est une grande diagonale d’un petit cube.

L A = T ek :
:f}i :i— : 1 T
A Y e . I S ER e
0 Yeeet b LR il
- \h‘i"— -—“ -,-/’T‘/
oot o et |
: 2 \‘“:-»\ \\_\ s N o
e ‘1" ::‘-"’C" .II et =
.;.:'. i LI bl :. - /
m TS
e : \. ;’f
LA
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@61 Report de longueurs

Le cube QICJIKBSA est
construit sur les sommets

du repere.

A tout point M du B |
segment [/B], on ;
associe le point N du s
segment [CA] tel que Q,; ............. I )
CN = IM. 7

1) Justifier que les coor- ]
données de M sont de la
forme (1,0,m) avecme Ret0O=m=<1.

2) Vérifier que les coordonnées de V sont :

£ )
(l-m?.l,mz .

3)a) Montrer qu'il existe un vecteur fixe i tel que
MN = mii +7 cten déduire que (MN) reste paralléle & un
plan fixe.

b) Soit P le pointde [CA] tel que CP = | et H le projeté
orthogonal de M sur (CS).

Retrouver géométriquement le résultat précédent en prouvant
que les plans (MHN) et (BSP) sont paralltles.

4) Montrer que la droite passant par les milieux de [IC] et
[MN] est orthogonale aux droites (/C) et (MN).

@62 Une section du tétraddre trirectangle

On considere les points 4 (a, 0, 0), B(0, b, 0) et C(0,0,¢)
ol a, b et ¢ sont trois réels strictement positifs donnés.

Le réel m vérifiant 0 < m < a, on désigne par :

*M le point de coor-

données (m, 0,0) ; 1
* P, leplan

(M, 4B, OC) ;

*N, P et Q les points
d'intersection de 2,
avec les droites (OB) ,
(BC) et (4C).

1) Calculer les coor- -
données des points N,

P et Q en fonction des. - A
données.

2) Montrer que MNPQ
est un rectangle,

3) Existe-t-il une valeur de m (0<m<a) pour laquelle
MNPQ est un carré ? Si oul, la calculer.

4) Exprimer I'aire du rectangle MNPQ en fonction des données

et déterminer la valeur de m (0O<m<a) pour laguelle cette
aire est maximale,

5) Prouver que les valeurs de m respectivement obtenues aux
questions 3) et 4) sont égales si, et seulement si, OC = AB.
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Mais comment faisaient-ils ?

Llémentaire &

Les propriétés des solides usuels de 1'espace sont connues
depuis fort longtemps, en tout état de cause bien avant la
mise en place des notions de barycentre, de produit scalaire
(fin XIx¢ siccle).

Nous proposons d’examiner sur
un exemple, le tétratdre équi-
facial, comment pouvaient &tre
conduites les ¢tudes de solides
par des méthodes dites élémen-
taires de nos jours.

La mise en évidence des cing
polyedres réguliers (solides de
Platon), tétraédre, cube, octad-
dre, icosaedre et dodécaddre, est
une preuve éclatante de 1'effica-
cité des méthodes « élémentaires »
(des lors qu’elles se trouvent en
bonnes mains - ce qui est le cas avec les géometres grecs).

63 L’hexaeédre des milieux d’un tétraddre

Les points 7, J, K, .L, M et N sont les milieux des arétes du
tétragdre ABCD.

1) Montrer que IMJN, JLIK et KNLM sont des parallélo-
grammes de méme centre, noté G dans toute la suite.
Interdit : pas de barycentre : il faut jouer le jeu...

A

2) Montrer que (AG) A
passe par le centre de
gravité  du
BCD  (on
s'aider de la figure ci-
contre o ([1') esl

triangle
pourra

parallele a (AG) ).

Tétraédre équifacial : un tétraédre équifacial est un tétraédre
dont les arétes opposées sont de méme longueur (exercices 64
a67).

64 Exemple prototype

Soit ABCDEFGH un pavé droit.
Montrer que le tétraddre ACFH est équifacial.

@65 Caractérisations diverses
Etablir que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) Le tétraddre est équifacial.
(2) Les bimédianes sont deux 3 deux orthogonales.

(3) Chaque bimédiane est orthogonale aux deux arétes qu'elle
joint.

(4) Le centre de gravité du tétraddre (le point G de I'exer-
cice 63) est aussi le centre de la sphére qui lui est circonscrite.

\ous avez Ait « pizarre yp t

Effectivement, c’est I'une des bizarreries de I'espace. Dans
le plan, un triangle est équilatéral si, et seulement si,
« centre de gravité = centre du cercle circonscrit ». On aurait
pu s’attendre & ce que, dans I’espace, la relation analogue
« G = 0 » caractérise les tétraedres réguliers : il n’en est
rien.

€66 Patron d’un tétraédre équifacial
Soit ABCD un tétraédre équifacial.
1) Les notations étant celles de 1'exercice 63, on pose
Gl =a,GK =betGM = c.
Exprimer AB2, AC? et BC? en fonction de a, b et c.

En déduire que les angles du triangle ABC - et par suite ceux
des autres faces qui lui sont isométriques — sont aigus.

-?E.S te La relation d’Al-Kashi.

2) Le point A est rabattu dans le plan (BCD) en A, autour de
(CD),en A, autourde (BD) eten (A3) autourde (BC).
Montrer que le triangle 4,4, est acutangle (tous ses angles
sont aigus) avec pour milieux des c6tés les points B, C et D.

67 Le retour des vecteurs

1) Soit ABCD un tétragdre, I et J les milieux de [AB] et
[CD].

a) Montrer que 21J = AC+BD.

b) Soit A", B’, C” et D" les points définis par :

AA’ = BB’ = IJ e CC'= DD’ = Ji.
Montrer que AC’BD'A’CB’D’ est un parallélépipade
(appelé parallélépipede circonserit au tétraddre ABCD).

2) Caractériser par leur parallélépipede circonscrit :
cun tétraddre équifacial (et justifier alors le tire de
Uexercice 64) ;

o un tétracdre régulier.
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Un theme d'étude

@68 Les angles dicdres

A) La définition

Soit deux demi-plans sécants selon une droite A
Montrer que angle (mesuré dans [0, 7t]) des deux demi-
droites obtenues comme intersection de ces demi-pl

ans avec un
plan .7 orthogonal & A est indépendant du plan 2 choisi.

7)}5& Translation.

Note > par définition, cet angle est 1'angle d

iedre des deux
demi-plans,

B) Premiers exemples
Caleuler I'angle diedre -

* de deux faces d'un cube ayant une aréte commune ;

* de deux faces d'un tétraddre régulier,
C) Pyramide réguliere

La base de 1a pyramide régulicre est un polygone convexe

régulier & n sommets (n = 3) AyAs oA insent dans un

cercle de centre O et le sommet § de 1a pyramide «¢
orthogonalement en O sur le plan de base (illost
n=~0)

projetie
anon avege

1) Montrer que les triangles SA Ay SAyAy.. SA, (A, @t
SA, A\ sontisoceles en S et de méme angle au sommet noté 0
dans la suite.

2) Montrer que A, et Ay ont le méme projeté onthogonal H
sur (84,).

{f')i:.r.- On pourra érablir d"abord que AyA;- 545 = 0,

s

I On désigne par a le cdté du polygone AyA,... A

(@=Ajdy = Aydy = ... = A, 4)) el par ¢ I"angle
A HA;.
a) Montrer que :
n
HA, = HA; = a- cnsg el Ad; = 2a oos=
2R
cos™=
. n
b) En déduire que cosep = 1-2. 0
COS-;

4) Applications
a) Retrouver les résultats obtenus en B).

h) Calculer cos @ et une valeur approchée de ¢ lorsque

en =4 ¢S4, = a,pourtout i (diedre de | fﬂ;l.‘lmfrc};
*n =5ctSA4, = a.pourtouti (diedre de 'icosacdre) -

sn=3ec1 0 = %It (diedre du dodécacdre).

Comparer des méthodes

@Y La perpendiculaire commune
On considere un cube
(voir figure ci-contre)
ct ['on désigne par:

* Lt Jles milieux des

[GI] o

aréles
|BF .
P et Q les points
d'intersection  d'une
part de (FG) et
(F1y. et dautre pant,
de (FC) et ()

1L agit d"établir, par ditférentes méthodes. que la droite (£7Q)
est arthogonale aux droites (£€7) et (FC).

A I

U Question préliminaire

Montrer que P et Q) sont les centres de gravité respectifs des
tnangles FGH et FRG.

2) Par la géométrie analytique

Introduire un repere orthonormal adapte & la résolution du

probleme et exprimer en fonction de F"aréte a du cube les coor-
données de EG, FC, PoQe ‘;TC)'

Evaluer !T(__; EC, I_‘E} FC ot conclure.

3) Avec le produit scalaire

) Etablir lu relation .!fi; = GB+ GF-GE
b En  déduire  que 3}{3‘ EG = 3
conclure,

4) Avee les configurations et les transformations
On rappelle que la « grande dig
orthogonale au plan (ACF)
page 206). :

gonale » du cube (BI) eyt
(Voir séquence |, exercice |

a) Soit K le milieu de |FG.

Quelles sont les images de H ef de B par I'homothétie de centre

K et de rapport % ?

b) Conclure a I'aide de la Propriété qui vient d'ét
3) Le bon choix

Evaluer PQ en fonction de I"aréte a du cube.

Piste

re rappelée.

Choisir & bon escient parmi les résultats précédents.
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En panne ?

Visiblement, les « faiscurs de sujets » de Mathéma-
tiques de la série S ne semblent gudre attirés par les
thémes de géométrie euclidienne dans I'espace. En
panne d'inspiration peut-gtre 9

Entout état de cause, il reste peu 2 se mettre sous [a dent

(pour colmater la barque qui fait un peu eau ici,
consulter la rubrique Problemes).

Theéme 1 : Quelques variations
autour de grands classiques

<712 Autour de la grande diagonale du cube
D'aprés BAC S, Polynésie, septembre 2000 (extrait),
On considére un cube ABCDEFGH d’aréte 1.

1) a) Exprimer plus simplement le vecteur 4B, +AD + AE.
b) En déduire que AG-BD = 0, AG - BE = 0 puis que
la droite (4G) est orthogonale au plan (BDE) .

2) Montrer que le centre de gravité / du triangle BDE est le point
d'intersection de (4 G) et du plan (BDE) et préciser la posi-
tion du point I sur [4G] .

3) (Plus difficile) Calculer la distance de H au plan (BDE),
O-wr Le théoréme 5, page 215.

73 Un tétraddre trirectangle particulier

D’aprés BAC S, Amérique du Nord, juin 2000 (extrait).

L’espace est muni d’'un repére orthonormal (0, 7, J, K) eta
est un réel positif,

On considére ;

* le cube OICJKBSA construit sur les sommets du repére (voir
exercice 1, page 220) ;

* les points M, N et P définis par (ﬁ;{ = aaf, O_ﬁ = aaf‘
et 5; = aES'-.

1) Démontrer que (OP) est orthogonale au plan (KMN) .

2) On note H le point d’intersection de (OP) et du plan
(KMN) et Aleréel tel que OH = AOP.

Démontrer que OM - OP = OH - OP et en déduire que:

Z_a+2
== o yp=LZErs
2+a Ja?+2

3) (Question ajoutée) Retrouver directement celte derniére
égalité a partir du résultat obtenu a la question 1),

230

<74 Ensemble

D’aprés BAC §, France métropolitaine, 2000 (extrait),
On considere un carré ABCD de ¢0té 1, de centre / et on appelle
P le barycentre au systeme { (4, 2) ; (C,-1)}.

1) Montrer que P est le symétrique de C par rapport a A.

2) Déterminer I’ensemble des points M de I'espace tels que :

I8MA -4 MC|| = |MA + MB + MC+ MD| (1)

O-vr 1) Géométrie plane élémentaire : se débrouiller seul.
2) Introduire les barycentres (impératif) s'ils existent et
réduire, au sens :

. 8!1?;1.—41\!_6" = 4W.car:
P = bar{(4,2),(C,-1)} = bar{(4, 8), (C,-4)} ;
. m+m+ﬁ7§+ﬂ7§ == 4m,carIecentred‘uncarré

est I'isobarycentre des sommets.

Alors (1) équivaut a [|4MP| = |4 M| soit |MP| = || Mij

, etld, c’est facile.

<75 Tout seul

D'aprés BAC S, France métropolitaine, Jjuin 2001 (extrait).
Soit trois points de I'espace A, B et C non alignés, G, le bary-

centre de {(4, 2), (B, 1), (C, -1)} et G, le barycentre de
{(4,2), (B,-1),(C, 1)}.

1) Représenter les points A, Bet C, e milieu/de [BC] et cons-

truire les poins G, et G,.

2) Déterminer I'ensemble E des points M de l‘espacé tels que :
1204 + MB - ¢ = 1204 - MB + 1Ty

3) (Question ajoutée) L'espace‘ est maintenant rapporté & un

repére orthonormal (O, 7, 7; k) . Les points 4, B et C ont pour
coordonnées respectives (0, 0, 2), (-1, 2, 1)et (-1,2,5).

a) Calculer les coordonnées de G, etG,.

b) Donner une é(jU_atidn de I'ensemble E.

Note : les exercices 74 et 75 sont les seuls que nous proposerons
sur ce théme. Deux raisons au moins : :

—deux exercices paraissent suffisants pour donner une idée
précise des sujets et solutions tellement ils sont stérdotypés ;
—du point de vue mathématique, I'intérét de ces exercices reste
a découvrir. Parions qu'ils vont disparaitre définitivement ~
enfin = de I'épreuve de Mathématiques du BACS. .
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@76 Point de Monge et tétraddre orthocentrique

A) Point de Monge d’un tétraddre
On appelle point de Monge d'un tétratdre ABCD, le point M,

—

défini par OM, = 20G, o0 :
* O est le centre de la sphere circonscrite du tétraddre :
* G est le centre de gravité du tétragdre.

1) Montrer que :

En déduire la valeur du produit scalaire 2M,yl- CD, ol I est
le milieu de [AB].

2) Conclure du résultat précédent que M, appartient & chacun

des six plans passant par le milieu d'une aréte du tétraddre et
orthogonal 2 1'aréte opposée.

Gaspard Monge (1746-1818) est le pere de la Géométrie
descriplive.

Tout I'intéresse : les Mathématiques, les Sciences expérimentales,
["enseignement (il est I'un des londateurs des Ecoles normale et
polytechnique), la politique (ministre de la Marine de 1789 4 1793 ;
campagne d'Egypte avec Napoléon). ete.

[1 meurt le 28 juillet 1818, suns yu’aucun hommage officiel ne lui

soit rendu...

B) Tétraédre orthocentrigue e

Chacune des droites, passant par un sommet du tétraédre et
orthogonale au plan de la face opposée, est appelée hauteur du
tétraddre. Et parce que les hauteurs d’un tétraédre ne sont pas

toujours concourantes (question 1)), s’introduit 1a notion de

tétraédre orthocentrique : tétraédre ol justement les hauteurs
sont concourantes (le point de concours est alors judicieuse-
ment baptisé orthocentre du tétra¢dre).

.La suite du probléme propose diverses caractérisations des
tétratdres orthocentriques.

1) Choisir quatre sommets d’un cube de fagon A construire un
tétratdre non orthocentrique.

Drovlemes

2) Caractérisation par les arétes

a) Soit ABCD un tétraédre orthocentrique d’orthocentre H.
Montrer que :

e — — —

AB-CD = AC-BD = AD-BC = 0.
Piste AB-CD = (AH+ HB)- CD.

b) Réciproquement, soit ABCD un tétraddre dont les arétes
opposées sont orthogonales :

(AB) L(CD),(AC) L(BD) et (AD) L(BC).
Montrer que le point de Monge M|, du tétraddre appartient &
chacune des hauteurs et en déduire que le tétraédre ABCD est
orthocentrique d’orthocentre H tel que OF = 20G (relation
d’Euler dans un tétraédre orthocentrique).

Remarque : d'aprés I'exercice 49 (page 224), la caractérisation
des tétraédres orthocentriques que nous venons d'obtenir peut
se formuler ainsi : « Un tétraédre est orthocentrique si, et seule-

ment si, il existe deux couples d’arétes opposées formées de
droites orthogonales ».

3) Caractérisation métrique

a) Montrer que les arétes (4B) et (CD) d’un tétraedre ABCD
sont orthogonales si, et seulement si :

AC24+BD? = AD?+BC2,
-;7)?.5 te ?;héoréme de la médiane (par exemple).

b) En déduire qu’un tétraddre est orthocentrique si, et seule-
ment si, la somme des carrés des longueurs de deux arétes

opposées est constante.

4) Caractérisation par les projetés orthogonaux
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) le tétragdre est orthocentrique ;

(2) le projeté orthogonal de chaque sommet sur la face opposée
est 'orthocentre du triangle correspondant ;

(3) le projeté orthogonal d”au moins un sommet sur la face qui
lui est opposée est I’orthocentre du triangle correspondant.

5) Caractérisation par les bimédianes

Montrer qu'un tétraédre est orthocentrique si, et seulement si,
les bimédianes sont de longueur égale.

Piste Voir exercice 63.

6) Orthocentrique et équifacial

Caractériser les tétragdres qui sont A la fois orthocentrique et

équifacial.

Que dire alors des points O, G et H ?

??.Sh’ Se rapporter aux exercices 64 a 67 sur le tétraédre
équifucial.

7. Produit scalaire dans I'espace 231
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77 Sur la grande diagonale du cube

Le cube ABCDEFGH est d’aréte I el i chaque réel x on associe
£ -

le point M de la diagonale (D) défini par DM = xDF.

—
-
Q

v
i
Fi
iy
i’
i
I
I

R 0 B
F 4

(=R A

A F

1) Montrer que les triangles MEB, MBG et MGE sont des trian-
gles isoceles en M et isométriques.

2) Exprimer MB? en fonction de x et étudier les variations de
la fonction ainsi obtenue.

Retrouver alors que la « grande diagonale » du cube (FD)

perce orthogonalement le plan (BEG) au centre du triangle
équilatéral BEG.

—

3) On désigne par 61a mesure commune dans 10, 7t[ des angles
EMB, BMG et GME.

|
a) Mont ecos=1—-—nw—
) Montrer qu 3x2-4x+2
b) Etudier les variations de la fonctio f définie par:
1
LY I
7 3x2—dx+2

et résoudre I'équation f(x) = 0.

¢) En déduire qu’il existe deux points M, et M, de (DF) tels
que lesreperes (M), B, G, E) et (M,, B, G, E) soient ortho-
Normaux.

d)En quels points du segment [DF] I'angle @ est-il
minimum ? maximum ?

4) Comment retrouver, a I'aide de I'étude précédente, le résultat
obtenu & I'exercice 54, a savoir : « chaque aréte d’un tétraédre

régulier est vue depuis le centre du cube sous I'angle 6, tel que

|
cos B” = —-§ »

La figure de Thiéry

232

' (d+;\'r')'R'1cos'9l+(b +y)'Rsin6—(a_\-+b.1'+c:+R3} = 0.

Lt

«78 Point fixe

On considere un cercle € de centre 0, de rayon R ¢o
un plan %, et A un point de € n’appartenant pas i
On propose d’établir par deux méthodes différentes
le point L varie sur le cercle €, le plan orthogon
droite (AL) passe par un point fixe.

nieny danﬁ

que lorsqy,
alen [ il

A) Avec le produit scalaire

A
A

il
D
2\ ¢

B

Soit P le projeté orthogonal de A sur 2, Q le symétrique de P
par rapport & O et enfin B un point quelconque (pour I'instant)
de la perpendiculaire A au plan 2 passant par Q.

1) Justifier Iexistence d’un réel octel que OB = aPA .

2) Soit L un point quelconque du cercle €.
a) Etablir que LP- L_Q. = R2_0OP2, _d

Piste Un théoreme de géométrie plane.

b) En déduire que LA - LB = R2— OP2+ aud?. oud estla
distance de A au plan 2.

3) Montrer qu’il existe un poin_t‘B de A, entizrement déterminé
par les données fixes du probleme, tel que, pour tout point L de
€, e plan orthogonal en L & (4L) passe par B.

"

7@}5 te Il faut choisir une valeur ad-hoc pour o.
B) Avec la géométrie analytique

1) Montrer qu’il est possible de choisir un repere orthonormal
(O, 7,7, k) de fagon A ce que € ait pour équation
x2+y? = R?etz = 0.

On note alors (a, b, ¢) les coordonnées-de:A (avec donc
c#0). : “ Sk

2) Soit Bun réel et L le point de € ; L(R'cns 6, Réin 6, 0).
Prouver qu’un point M(x, y, z) appartient au plan passant par
Let orthogonal & (AL) si, et seulement si, (x, y, z) vérific la
relation (1): . S s Lo,

3) Conclure quant 2 1a question posée en donnant par ses coor-
données le point fixe cherché,

@f&l\.’ Si l'on pouvait trowver un point M(x, v, =) qui véri-
fievait la relation (1), quel que soit le réel 6.

—
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'OBJECTIFS

. _sociales, etc.

¢ Poursuivre I’étude des objets de
I’espace (solides, droites, plans,
etc.) en approfondissant :

—les notions de Géométrie
analytique ;

— les propriétés du barycentre.

e Développer des méthodes de
résolution algébrique de pro-
blemes issus de la Géométrie de
P’espace mais aussi de ’Analyse,
des Sciences économiques et

Le soir,.un rien, une hirondeMe qui dépasse,
Tres peu de vent, les feuilles quie tombent plus,
Un beau détail, un sortilége sans vertus

Pour un regard qui n’a jamais compris l'espace.

Paul Eluard
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vant-gremiere

1. OBJFETIES

o Donner une idée précise de la maniére dont peut étre défini mathématiquement I’
d"un triangle est le premier objectif de cette rubrique.

o Le second est de préparer I'attaque d’une question
obtenir 'équation d’un plan défini par un repére

intérieur

pour I'instant sans réponse : « Comment
Ou par trois points non alignés ? ».

2. AVEC LES BARYCENTRES

* Soit A et B deux points distincts, — —
Le tableau ci-contre rappelle comment peut étre | M € (AB) | AM = tAB, t réel
caractérisé un point de la droite (AB), du i

segment [4B] (ou encore JAB[ lorsque sont Me [4B] |AM = t4B,0<1<]1
exclus A et B) ; son contenu rend facile la carac- | M€ ]AB] AM = tAB ,0<t<1
térisation & I'aide du barycentre d’une droite et
d’un segment (exercice 1).

* Quant aux résultats de I'exercice 2, nous les exploiterons.

. apres.

— Alintérieur2

@ Droite et segment
Soit A et B deux points distincts.

@ Intérieur d’un triangle ABC

1) Soit M le barycentre de (4, ), (B, B) et (C,y)
ot @>0,B>0ety>0.

Montrer que (4M) rencontre |BC [ en un point P et

1) Soittunréelet o = 1 —¢,
Montrer que AM = tAB équivaut a:

M = bar{(4, @), (B,1 - a)}. que M appartient a JAP[.
2) En déduire que 1’ensemble de tous les barycentres »?)E.;te Montrer que P = bar{(B, B), (C, y)}.
Heel te . 2) Soit P un point de ]BC[.
a)a cgefﬁczents quelconques de somme non nulle, est a) Justifier qu'il existe x réel (0 < x < 1) el que:
la droite (AB) ; P b B,x),(C,1-1)}
b) a coefficients positifs de somme non nulle, est le = AR ,.x), o T o
segment [4B] : b) En déduire que tout poth de ]A.P[ est baryc?r'nre
5 ; : - de A, B et C avec des coefficients strictement positifs.
¢)a coefficients strictement positifs est le segment s
(ouvert) JABY. Piste Ecrire M comme barycentré de A e P:
A la vue de la figure 1, on se convaincra que I’on c o R ” b -;‘,"-. .
Peut caractériser les points M intérieurs au triangle i o . § TR R
ABC (cotés non compris) ainsi : Yt 8
(1) la droite (AM) rencontre le segment ouvert
IBClenp,
(2? M st un point du segment ouvert |A rl.
Ainsi, seu)

~ M:(, vérifie les conditions (1) et (2).
Dés lors, le résultag obtenu i I'exercice
ainsi :« Un point est intériey 3 un triangle si, et
seulement si, il est barycentre des sommets avec
des cocfficients strictement positifs,

2 8’énonce

Fig. 1

234
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3. EQUATION CARTESIENNE D’UN PLAN

Si nous savons (normalement) écrire I'équation du plan passant par A et orthogonal 2
7i(i1 # 0), nous sommes un peu plus en difficulté pour obtenir celle d’un plan défini par:

* un repére (A, i, V), avec i et ¥ non colinéaires :

* trois points A, B et C, avec A, B et C non alignés.

Le procédé « naturel » qui permet de se tirer d’affaire (avec lequel la séquence 2 permet de se
familiariser) est le suivant :

1) Déterminer un vecteur 7 non nul orthogonal a i et ¥, en notant que :

—dans le cas du plan (ABC), onposera i = AB et ¥ = AC (par exemple) ;

- «onalechoix » : on ne s’acharnera pas a trouver « le » vecteur 77 , puisque tout vecteur A7
avec A€ R* convient également.

2) Le plan étant alors le plan passant par A et orthogonal a 7, écrire son équation selon
la maniére habituelle.

rd #
Séquence 2 . Equation normale
i ,,/
_,—-'-"';_._/
@ Dans chacun des cas ci-aprés, montrer que : @ Vérifier que A, B et C déterminent un plan et en
* % et v ne sont pas colinéaires ; donner une équation.
« ii(a, b, ) estorthogonal & # et ¥ si, et seulement ¥ A(=1,0,1);  B(1,-1,0); €(-3,0,2).

si, a, b et ¢ vérifient le systtme & de relations indi-  b) 4(5,-1,4); B(-4,-5,1); C(0,0,0).

uées, et en déduire I’équation du plan (A4, i, V). 3 e - ,
g q bian.{ ) Piste Choisir ii et V un peu astucieusement.

a) 4(1,-1,4) ; v(2,-1,3) ; A(1,0, 1). @ Soit 9 la droite passant par A(-1,2, 3) et dirigée
R:c=aeth = 5a. par u(1,-1, 2).
b) #(0,-3,2) ; ¥(1,0,6) ; A(3,-1,0). Montrer que I'origine O du repére n’appartient pas 4 9

R - il existe k réel tel que : et donner une équation du plan (O, ).

a = —18k,b = 2k etc = 3k. Piste v = OA, i étant tout trouvé,

Notations et conventions utiles pour la suite :

* (a, b, c) désigne le triplet desréels a, betc, dans I'ordre ;

« I'égalité (a, b, c) = (a’,b’,¢") signifiea = @', b =b"etc =" ;

« en particulier (a, b, ¢) = (0, 0, 0) (triplctmd]équivautﬁ a =b = c = 0 et,parsuite,
écrire (a, b c) o {O 0 0) rewent a exprimer que, parmi les réels , b et ¢, un au moins est

non nul ; -

» des expressions telles que « solt #i(a, b,’c) un vecleur normal au plan #» ou «soit

ax+by+cz+d = 0. une équation de @ » n’ont de sens que si (a,b,c)#(0,0,0) ;

* deux .(rfpjcp, non nuls (a,b ¢)-et (a’; b*, ¢”) sont dits proportionnels s’il existe un réel k

non nul tel que @ = ka’ . b. = lcb' et ¢ = ke

Exemple (a refenir) : : v g

Deux vecteurs non nuls u(u b c) et 1 (r: b c ) sont colinéaires si, et seulement si,

(a, b,c) et (a’, b’, ¢’) sont proportionnels. Ainsi :

«1(5,1,-3) et @'(-2,0,3) ne sont pas colinéaires ( & vue d'wil, on a: 6" = 0 et

b =1 ;unerelation telle que b = kb” estimpossible) ;

©7i(-1,0,3) et #(2,0,-6) sont colinéaires (2 = -2x(=1); 0=-2%0;
. =6 =-2x3).

8. Droites et plans de I'espace 235
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7

1.1 RAPPEL DES NOTIONS DE BASE

THEOREME T/Ait 14y, @), (4,, ), v, (A4

-
-

1. Barycentre

, @)} un systéme de points pondérés (pour
n n

U= ARy A; est un point de € et o un réel), de masse totale
O+ 0y + ... + o, non nulle,

* Il existe un unique point G tel que:

ala;il + azaz'!' ik anz;?ﬁ = 0 .
Ce point G est appelé barycentre du systéme { (4, &), (4, @), -+ (4, @)}
* Quel que soit [e point M de %, ona:

O MA, + 0, MAy + ..+ 0 MA, = (0 + Oy + ... + @,) MG.

On écrit indifféremment (pas toujours : voir page 246) :

A | 4, A,
G = bar{(Al’ al)’ (AZ’ l352); ---;(Am an)} ou G = bar a] o, a :

Lorsque tous les coefficients sont égaux 2 un méme réel non nul, on dit que G est 'isobary-
centre des points A4, Anyiiiy

Exemples :
* I'isobarycentre de deux points A et B est le milieu de [4B] :

* Iisobarycentre des sommets A, B et C d’un triangle est le centre de gravité du trian gle (point
de concours des médianes).

n*

1.2 DROITES ET PLANS

Proposition 1

236

Soit A et B deux points distincts. La droite (4B) est ’ensemble de tous les bary-
centres de A et B.

| Soit 4, B et C trois points non alignés. Le plan (4BC) est 'ensemble de tous les
i barycentres de A, B et C. I

«+« Démonstration . e Al
* Droite (AB) : voir séquence 1, exercice 1, page 234." " b,
*Plan (ABC) :leplan P = plan(4BC) est le plan de repére (4, AB,-AC)_. .
Soit Me P Tiexiste x et y réels tels que AM = TEJ_S;-F yAC que I’on peut écrire :

(1-x-y)MA +xMB +yMC = 0. -
Comme 1 -x~y+x+y = 1 (nonnul): )

M = bar{(4,1-x~y), (B,x), (C.1}.

Réciproquement, si M = bar{(4, o), (B, B), (C, 7)},ona:

et _J7i—L _I¢

+ ¥,
. o+ pB+y a+pf+y
Ce qui prouve que M appartient i P,
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1.3 LE THEOREME D’ASSOCIATIVITE (RAPPEL)

THEOREME 2

.-"'/

1.4 SEGMENT ET TRIANGLE

Proposition 2

D

La procédure suivante ne modifie pas le barycentre d’un systtme de points
pondérés :

* regrouper certains d'entre eux dont la somme des coefficients est non nulle ;

* les remplacer par leur barycentre affecté de cette somme ;
* garder les autres points tels quels.

EXEMPLE 1

Montrer que les médianes et bimédianes d’un tétraédre concourent au centre
de gravité du tétraédre (voir page 216 pour le vocabulaire).

Soit G = bar{(4, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1)}.
Regroupons (B, 1), (C, 1) et (D, 1) et intro-
duisons G, = bar{(B,1),(C,1),(D, 1)} :
G, estle centre de gravité du triangle BCD .
D’aprés le théoreme d’associativité, G est le
barycentre de (4, 1) et (G,3) et donc G
appartient a la médiane (4G,).

Soit I et J les milieux de [4B] et [CD].
Onadonc:

I = bar{(4,1),(B, 1)} etJ = bar{(C, 1),(D, 1)}.
En appliquant deux fois (mais « d’un seul coup ») le théoréme d’associativité, on
obtient : G = bar{(],2),(J,2)}.
Le point G est donc le milieu de la bimédiane [1.J].
Il est clair que raisonnements et résultats tiennent encore pour les autres médianes et
bimédianes.

. Voir exercices 113

Le segment [4B] est1'ensemble des barycentres de A et B 4 coefficients positifs.
Etant donné un triangle ABC, I'intérieur du triangle ABC est I’ensemble des bary-

Ecnlms' de A, Bet C i coefficients strictement positifs.

iz La demonstratlon a été effectuée a la séquence 1, exercice 2.

' Remarques
. Lc baryccnlre resnm inchangé aprés multiplication des A
coéfficients par un scalaire non nul, on peut remplacer, @ @
dans D’énoncé précédent, «coefficients positifs » par
« coefficients de méme signe ». a>0
+ Le schéma ci-contre (Fig. 2) permet de distinguer parmi B>0

les barycentres a coefficients positifs de (4, &) (B, B) et

¥>0

(C’,Y)': . o e B

~ les points strictement intérieurs au triangle

— les points sur le bord de la « plaque triangulaire ».

Fig, 2
8. Droites et plans de l'espace
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2. Plans de l'espace

2 1._,BLAN_D.EEI_NI_BAR..UN_RO_INI_EI__U_N VECTEUR NORMAL

Rappel | *Leplan 2 passant par A(x,,
points M(x, y,

Yo» Zp) etorthogonal fi(a, b, c) (ii#0) est Pensemb)e deg
z) tels que AM - 7 = 0.

Une équation de 9 egt donc ax + by +
. Réciproquemenl, si
est celle d’un plan ort

cz+d
(a, b, c) (0, 0,0),1¢q
bogonai aii(a,b,c).

= 0,avecd = - (axg+ by, + czy).

uation ax + by +cz +d = 0 (avec d rgq))
Plan (A, i, V) L'exemple ci-apres illustre 3

nouveau comment obtenir une équation d'un plan de repere
(4, &, V) (voir Séquence 2, page 235),

@ Bmees

Vérifier que u(1,2,-1) e V(3
¢équation de @

» =1, 2) ne sont pas colinéaires et donner une
= plan(4, 7, ) avee A(-1,0,-1),

Cherchons un vecteyr n(a,b,c)n
eta v, étant entendy qu’d vue d’cei
Onobtient a + 25— ¢ = ¢ (E

Lecalculde2><(El)+(E2) donne Sa +3ph = 0, et celui de (El)+2><(E2)
fournit 7a + 3¢ = Q.

ormal & &, ¢’est-a-dire  Ia fois orthogonal a 77
L, i et ¥ ne sont pas colinéaires,
Det3a-b+2¢ =0 (E,).

On peut donc choisir ¢ = =3,b=5¢etc =7 dolle vecteur 7i(- 3, 5, 7).
L’€équation de % s’en déduit par AM - 7 = 0, soit
L —3(x+1)+5y+7(z+1)=00u-3x+5y+7z+4:0.

Voir exercices 538

2.2 PLANS PARALLELES

Proposition 3 ! Les plans ?: ax+by+cz+d = 0 et & CAXEb Y+ d = () sont

paralléles si, et seulement si, (a, b, c) et (a, b’, ¢’y sont proportionnels.
| i
+«s Démonstration

| Elle ne fait que réexprimer la propriété : . S B
P P & les vecteurs normaux 7i(a, b, ¢) et. 7' (a’, b, ¢’) sont colinéaires. i
] Remarques :

* Tout plan parallgle au plan d‘équatidﬁ-dx’ '{ by+cz+d = 0,étant ohogonal‘:‘l ii(a, b, c).
admet pour équation ax + by +cz+d" "= 0 (d’ réel).

* Un plan 2 admet plusieurs équations cartésiennes. Sj ax+by+cz+d = 0 est 'une
d'elles, toutes les autres sont de la forme :

(Aa)x+ (AD)y + (Ac)z+ Ad = 0,

ol Aest un réel non nul.
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2.3 PLANS PERPENDICULAIRES

DEFINITION 1 Deux plans sont perpendiculaires lorsqu’un vecteur normal A I'un est orthogonal & un
e vecteur normal A I'autre,

Remarques :

* Lorsque le plan &, orthogonal 4 7, est perpen-
diculaire au plan %, orthogonal 2 1, (Fig.3):

:?Pl et P, sont sécants (7, et 7, ne peuvent

etre colinéaires) ;

—pour tout point A de P N P,, la droite

(A, i) est contenue dans P, et de méme

9D(A, 7,) est contenue dans P, ?,

* L'exercice 11 (page 252) prend en charge quel-
ques caractérisations géométriques des plans

perpendiculaires. 2,
*La condition analytique de I'orthogonalité de

deux vecteurs livre immédiatement la proposition Fig. 3
suivante,

Proposition 4 Les plans ?: ax+by+cz+d =0 et P : a’x+b'y+c’z+d = 0 sont

perpendiculaires si, et seulement si, aa” + bbb’ + cc’ = 0.

Q) EXEMPLE 3

Quelle est I’équation générale d’un plan paralléle au plan (xOy) ? perpendi-
culaire au plan (xOy) ?

Un plan paralléle au plan (xOy) admet le vecteur ?;(0, 0, 1) comme vecteur
normal. En désignant par 4(x, ¥y, z) 1'un de ses points, son équation est donc
z-39 = 0.
Un ploan perpendiculaire au plan (xOy) est orthogonal au vecteur 7i(a, b, ¢) tel
que 7i- & = 0,asavoir ¢ = 0.
Son équation est donc de la forme :
ax+by+d = 0.
Pour mémoire, en dehors du terme constant :
. P1/(xOy) : équation sans termes «enxnieny»;
el (xQOy) : équation sans terme « en z ».

'\Voir exercices 9,10 et 14 4\

N ]
T

2.4 INTERSECTION DE DEUX PLANS

Les plans 2, orthogonal & 7, 'c't'@z orthogonal 2 fi, sont sécants si, et seulement si, 7,
n’est pas colinéaire & 7, . Dans ces conditions (et ¢’est pour I'instant la seule chose i retenir
sur ce sujet) : leur droite d’intersection est dirigée par 1ﬂyecteur orthogonal & 71, et 7,
(c’est clair: pour deux points A et B de cette droite AB -7, = 0, en considérant que
Ae P et Be P et AB-ii, = 0 pour des raisons analogues).

8. Droites et plans de 'espace 239
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3. Droites de I'espace

3.1 _REPRESENTATION PARAMETRIQUE

Introduction | Soit A(x, Y0, 29) un point de &, u(e, B, y) un vecteur non nul et D = D(4, i),
droite passant par 4 et dirigée par 7. —

La droite D peut &tre décrite comme I'ensemble des points M(x, y, z) tels que AM = i,

€tant un rée| quelconque. Ainsi, M(x, y, z) appartient a D signifie : il existe f rée] tel q

X =Xxp+to,y = y0+tﬁ etz = z;+1ty.

définition suivante.

ug:
Ceci nous conduit 3 la

(DEFINITION 2)—

X = x0+ I-‘.'Z
Le systeme de relations Yy =yo+tp (te R)

est appelé représentation
dirigée par 7i(q, B,y (it

paramétrique de la droite passant par A (xgs Yor 2) et
étant supposé non nul).

Remarques :

* La notation « (re R) » a vocation de ra
M(x, y, z) décrit la droite D(A, i) (elle n’est pas obligatoire).

* Lalettre « 7 » estle parametre de la représentation, mais d’
étre utilisées,

ppeler que, lorsque ¢ décrit R, le point associ¢

autres lettres (m, s, ...) peuvent

Donner wune représentation

paramétrique de la droite (AB)
A(-1,2,-3) et B(1,-1,1).

avec

La droite (4B) n’est autre que la droite (4, &) ou 7

= 4B,

Avec E@, -3, 4),nous obtenons la représentation paramétrique :

xX=-1+2¢

y=2-3¢ (te R) .

2=-3+4¢
Notons que (4B) est aussi la droite  %(B, 1), d’ou la représentation
paramétrique : ' e 7

X =1+2t .

y=-1-3t " (teR)." ().

Z= '

l+4L

Cet exemple rend visible qu’une méme droite peut avoir plusieurs représentations
paramétriques | Expliquons un peu, Posons s*= t—1 dans le systtme de relations
(1) et observons que, lorsque t décrit R, il'én est de méme de s.

Dans ces conditions, x = | +25,y = —1-3setz = 1 +4s.

EtI’on retrouve le systéme (2), a la lettre prés utilisée comme paramétre,

8

- Voir exercices 17220
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3.2 SYSTEME DE DEUX EQUATIONS LINEAIRES

Exemple |
introductif

Conrs

Considérons les plans 2| et 2, d'équations :

P i2x+y-z-2=0 o Py :x+3y+7z-11 = 0,
de vecteur normal respectif m(2,1,-1) et iiy(1,3,7).
Comme 7, et i1y ne sont manifestement pas colinéaires, les plans 2, et 2, sont sécants
selon une droite désignée par D.
L’équivalence qui en résulte :

My, e Do |?*ty-2-2=0 (S)
x+3y+7z-11 =0

conduit a dire que D est définie par le systeme (.S) des deux équations linéaires. De maniére
plus générale :

Lorsque (a, b, ¢) et (a’, b’, ¢) ne sont pas proportionnels, I'ensemble des points
M(x,y, z) de €tels que :

L

) ax+by+cz+d =0
a'x+by+c'z+d =0

est une droite que I'on dit « définie par le systéme (S) des deux équations linéaires ».

Remarque : cette définition présente le défaut majeur de ne livrer aucun renseignement
de nature géométrique sur la droite D ainsi définie.

Notre exigence premire sera donc d’obtenir une représentation paramétrique de D (riche
de tels renseignements), d’autant qu’elle permettra de revenir sur une question soulevée au
paragraphe 2.4,

Voici un premier exemple.

Q EXEMPLE 5

Donner une représentation paramétrique de la droite D définie par le systeme
2x+y-z2-2=10
x+3p+7z-11 =

(voir exemple introductif).

« Il existe une maniere assez simple de procéder, qui mérite d’étre exprimée
~d’entrée :
utiliser 'une des coordonnées comme paramétre.

» Multiplions la seconde équation par 2 et effectuons la différence avec la premiére.
‘Nous obtenons :
¥ o . =3y-152+20 = 0,s0ity = =3z+4.
Reportons dans la premiére équation ; il vient :
2x+(=3z+4)-z-2 = 0,s0itx = 2z-1.

) x=2¢-1
Une représentation paramétrique de D est done : y=-3+4 (te R).
1=t |

——— Voir exercices 26 128 '—!
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3.3 INTERSECTION D’UNE DROITE ET D’UN PLAN

Le probleme | Soit Ple plan d'équation ax + by+cz+d

= 0 etDladrojte passantpar A (x,, y, - )
- e . - S0 wg) g
posé dirigée par u(q, ﬁs n.
En premier lieu, il est clair que D et P sont Secantes si, et seulement sL, u(e, B, 7)
ni(a, b, c) qui est un vecteur normal 3 P ne sont pas ort ' .

mentsi, a@+bf+ cy# 0

I s’agit, sous une telle h

ypothese, d’obtenir Jes coordonnées du point d’intersection de P
de D.

Etudions un exemple.

Q-EKEMEILC»\

Déterminer Je point d’intersection du plan 2: x + 2y-z+2 =0 et de la
droite (A, i) avee A(2, 1-4) et ii(2, -2 4).
Noter qu'avec 7i(1, 2,

=1) normala @, i7-7i= —5 2.
Soit M(x, y, z) 1e point de D défini par :

X =2+3¢
Miy=1-2t ¢ réel) : représentation paramétrique de D,
zZ=-4+4¢
Le point M(x, ¥,

z) appartient 3 Psi, et seulement sLx+2y—z+42

= 0, c’est-
a-dire :

(2+30+2(1-2)=(-4+4n+2 = 0.
Soit, -5+ 10 = 0,d'ob ¢ = 2

En reportant dans (1) la valeur de t ainsi obtenue, on détermine les coordonnées du I
point d’intersection de D et P - (8,-3,4).

Voir exercices 29 4 36 ——r}

X =X+t
Le cas Le point M(x, y, z) de D définj par (1) {y = y,+¢p ( réel) appartient 3 P 81, et seule-
général z=zy+ty

mentsi, ax+by+cz+d = 0, soit ;

(@a+bB+cy)t+axy+byy+ czo+d = 0.
Comme @+ b+ cy#0, cette €quation du premier degfé-ﬁ’il
solution 1, (dont le calcul ici n’est d’aucun intéréy),
| Les coordonnées du point d’intersection d
(1),tpar¢, :

nconnue ¢ admet une unique

e D et de P sont alors obtenues en remplagant dans

(xo + 2501, 3o +10B, 25+ tyy).
Commentaires

| €D Létude du cas général montre :
* d’une part, comment intervient dans les caleu]s la

condition acx + b3+ cy#0 ;
* d’autre part, que la méthode utilisée est gagnante

A tous les coups.
Q Il n’est nullement saugrenu de s'interroger ;
«Et si la droite D était définie par un systéme de deuy ¢

quations linéaires ? ».
Réponse tout de suite.
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e f

o

4. Intersection de trois plans

4.1 _LEPOINT DE VUE GEOMETRIQUE

Eti’m’l don?e [rf)is plans P, P, et Py de vecteurs normaux ny, T, et iiy; il sagit de
premsef g'enmetnquement Pintersection [E de ces trois plans : E = PN Py Py.
Nous distinguerons deux cas (qui s’excluent mutuellement).

Deux vecteurs
normaux
colinéaires

Supposons — pour fixer les idées —que 7, et 7, sont colinéaires.
Les plans 2, et 2, sont alors paralléles. D’o
=soit Py NP, = D et, afortiori, I'intersection des trois plans est vide : E = & ;

-soit P, = P, et nous voila renvoyés 2 I'intersection de deux plans (voir le paragraphe
3.2, page 241). Nous aurons donc :

*E = Tsi P, et P, sont disjoints ;
*E = P = P, = P, siles trois plans sont confondus ;
* £ : droite de Pespace si 2, et P, sont sécants.

1l

Dans tous Lesplans 2|, 2, et 25 sont deux a deux sécants. En désignant par D la droite d’intersection
les autres cas de deux d’entre eux — P, et P, par exemple -, il vient :

* si D est sécante avec P4 en M (Fig. 4),alors E = {M} ;
*siDc Py (Fig.5),alors E = D ;
+ si D ne rencontre pas P, alors E = &,

Fig, §

Remarques ! . _
« L"intersection de trois plans es
soit un plan. Co _

» Lorsque les plans sont définis

¢ soit I’ensemble vide, soit réduite & un point, soit une droite,

par leurs équations, caractériser analytiquement leur intersec-
L) e my L Lf L] 5 -
tion (coordonnées, l'cpl'éscnluliml parametricue, ete, selon qu il s"agit d'un point, d’une drotte,
ax+by+cez+d; = 0. équationde 2,
. A . ] ' - - el de @ .
etc.) revient d résoudre le systeme (8) {asx+byy+eyz+ dy = 0... équation 2
ayx + by +cyz+dy = 0... équation de P4

8. Droites et plans de I'espace 243
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Conrs

4.2 LE POINT DE VUE ALGEBRIQUE : SYSTEMES LINEAIRES

Méthode des
combinaisons

Méthode de
substitution

244

L*¢tude du systeme (8) ci-contre « sert de prétexte » i

présenter deux méthodes de résolution en attendant la Sr-persg (1)
méthode de Gauss (voir Au caur des problémes, (S) 2y-z4x = 6 )
page 250). 2z2-x+y =[] 3
Eliminons x en combinant convenablement les équations -

(2)+(3) conduita3y+z = |7 (4),

2x(2)-(1) conduitd 5y -3z = 5 (5).

La combinaison 3 x (4) + (S) donne 14y = 56,doli I’on déduit y = 4, puis z = 5
enfinx = 3 (aT'aide de (2) par exemple).

On se doit de vérifier que (3,4, 5

) est solution du systéme (voir page 254, 'encadré intityls
« Méfiance »).

A T'aide de I'équation (1), exprimons z en fonction de x et de

Yiz = -2x+y+?',cxpres.
sion que I’on substitue 4 7 dans les €quations (2) et (3)

2y-(-2x+y+T)+x = 6 . |3x+y =13
soit
2(—2x+y+7)—x+y 11

-5x+3y = -3°

On résout comme on veut ce dernier systeme ; il admet une solution unique:x = 3,y = 4,
Onendéduitz = 5.0n retrouve ainsi la solution x = 3,y=4etz=5.

Note : laméthode de substitution permet de transformer un systéme en un systeme équivalent
(c’est-a-dire ayant les mémes solutions) : inutile donc (en principe) de vérifier,

Q}EXEMPLE 7

2x+ 3y-27=2 (1)
Résoudre le systtme {4x— 3p+ z = 4 (2).
2x+12y -7z =2 (3)

De I’équation (2) nous « tirons » z = 4 —4x + 3y‘.
Reportons dans les équations (1) et (3) pour obtenir :

2x+3y—2(4—-4x+3y) = 2 5 {10;-3}')-'1'0 =0 (1').
{2x+ 12y —7(4—4x+3y) =2’ 30x—'9y—' 30=0 (3
Comme a vue d’ceil : (3”) = 3 x (1°), ces deux équationsﬁe résument & une seule :

e LAl
10x-3y-10 = O,SDIIT"{ = my+1.

Il est (calculatoirement) commode de poser y = 10¢ (1 reel),__‘d:-(?u I'on déduit :
x=31+1cetz = 18¢. . :
Ainsi, les solutions du systéme sont les triplets x, y, z tels que :

x=314+1 . .
y = 10¢ (te R). 1l s"agit de la représentation paramétrique de la droite |
z = 18¢ }

(A, 1) avee A(1,0,0) et #(3, 10, 18).

e 3z _‘ ——— Voir exercices 37 140 ’J
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3. Demi-espace

5.1 NOTION DE DEMI-ESPACE

5.2 INEQUATION DEFINISSANT UN DEMI-ESPACE

THEOREME 3

Exemples

Np}l% tiendrons pour intuitivement évident qu’un plan & sépare I'espace en deux parties
disjointes situées de part et d’autre de & et appelées demi-espaces limités par 2.

!?e_ljl dit, lorsque & est le plan passant par A et orthogonal
4 11, nous admettrons pouvoir distinguer ces deux demi-
espaces de la manigre suivante,

Soit M un point de € et m son projeté orthogonal sur la
droite D(4, 7). Alors :

= pourtout point M de I'un, Am et i1 sont colinéaires de
méme sens :

Am = o, avee a>0 ;
= pour tout point M de autre, Am et it sont colinéaires
de sens contraires :

Am = aii avec <0,
Comme AM 7 = Am-7i = a[7]|?, a est du signe
de AM - 7.
Nous avons donc la caractérisation :
AM-ii = 0= M appartient au plan 2 ;
@ - 11 >0 < M appartient 2 I'un des demi-espaces limités par P
AM - 7i <0 < M appartient 2 I'autre des demi-espaces limités par 2.

C'estla simple traduction analytique de ces résultats qui conduit au paragraphe suivant, reliant
demi-espaces et inéquations.

Fig. 6

»

- Soit : :
— Ple plan d’équation ax + by +cz+d = 0 ;
— &, I'ensemble des points M(x, y, z) telsque ax + by +cz+d >0 ;
.- &, I'ensemble des points M(x, y, z) tels que ax + by + cz+d < 0.
" Alors, €, et &, sontles deux demi-espaces limités par 2.

Note : .-+
La condifion ax + by + ¢z + d = 0 caractérise I'ensemble &, U P qui, par définition, est

I’'un des demi-espaces fermés limités par 2.

(}) Le premier 0F't-li_lnt‘.ést.'-par définition, I’ensemble des
points M(x, y,z) telsque: x=0 ;y=0;z=0.

@ Le cube plein biti sur les sommets du repere (Fig. 7)
se caractérise par les relations :
0<x=<1;0sysl;0s;z=s1,.

&) Soit ?leplan x -2y -1 = 0.

Comme I'expression x — 2y — | est négative i I'origine
0, «x—2y-1<0 » est le demi-espace limité par P
contenant le point O, et = bien sir = « x =2y = 1>0 »,
c¢'est 'autre, Fig. 7
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7%

1. Problemes d’alignement
et de concours

Mettre en ceuvre le barycentre comme

| outil de résolution de
problemes d’alignement et de concours,

PROBLEME1

Dans la figure 8, ABCD est un
tétraddre, I est le milieu de [CD],
Jle point de [AB] tel que
AB = 447, G, le centre de
gravité du triangle BCD et, enfin, K
est le milieu de [4G,].

Montrer que les points I, J et K sont
alignés.

@ Une idée simple

Nous savons que, d&s qu’un point peut Fig. 8
s’écrire comme barycentre de deux

autres, alors les trois points sont alignés. Voila donc une idée simple pour
établir I'alignement de trois points, mais qu’en est-il de sa mise en ceuvre ?

@ Solution

Par lecture directe :

I C|D\ J AB) G, '[B CDJ
- = - = —=bc .
2 bar(1 1)’4 bar(ﬁT By T Rl 1|1

Comme K est le milieu de [4G,] et que G intervient ci-dessus avec le
coefficient 3, il est tout indiqué d’écrire K comme le barycentre de (4, 3)

et (G,3) :
K A4|G A|B|C|D T
b= ) - w1 - ),
303 3(1111]1 412

du seul fait du théoreme d’associativité,

Conclusion : 1, J et K sont alignés,

Remargue : pour pénible qu'elle soit — n’exagérons pas — la notation du
barycentre en tableau rend de signalés services pour une application

« immédiate » du théoréme d’assiociativité et ce d"autant’ mieux que le
barycentre est affecté du poids du systéme, - - :

(1) Voir dans I'ouvrage de Géométrie de Premitre S, le chapitre |,

246

Mais,. 2 chacun de voir. .. _//

Ty

u crenrdes proplemes

" SANS BARGUIGNER

La lecture directe (V
Avec une subdivision régulidre, on
€crit tout de suite les relations
barycentriques :

B A c

(|
IB

bar {(B,2), (C, 3)} ;
bar {(4,5),(C,-3)} ;

-+ C = bar {(4,5),(B,-2)}. -

Nous, nous préférons ici : \

657 (BCD]\ |
P —— o b} | g a
-3 1‘1’1 |

.é,'::b;u'- {"(B. 1), (C, 1), (D, 1)} |

_d
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PROBLEME2

Etant donné¢ un tétraédre ABCD, on définit les points P, O, R ¢t §
respectivement situés sur les arétes [AB], [AD], [CB] et [CD]
par:

1
AP = 4B 5AQ = 34D ; CR = %CB et CS = zCD.

)|

Soit I et J les milieux de [AC| et [BD].
Montrer que (P8), (OR) et (1.J) sont concourantes.

@ En vue Fig. 9

Essayons de construire un barycentre G de A, B, C et D tel qu’en appliquant

le théoréme d’associativité, on obtienne G comme barycentre de P et S, C’est I'idée : remplacer un probleme
puis G comme barycentre de Q et R, et enfin G comme barycentre de [ et J. de concours de trois droites par trois

Suivront alors les alignements de G, P et S, puis de G, Q et R, et enfin de G,

_ alignements.
I et J et donc le concours visé.

@ Solution

Par lecture directe, nous avons :

= bar [f_f_] S = bar (C|D) : @esrfon-réponse \
21l 3 211 Pourquoi disposons-nous coté a cote

D PetS, QetR, puisletJ?

Parce que les droites qui nous intéres-

A|ICN T B\D sent sont justement (PS), (OR) et
(5 2= 1

111/ 2 111 \( ). -
et endroit, il serait criminel de ne pas introduire :
G A|B|C D)
2 =% ,
¢~ (2’ 1 2‘1

car G est barycentre de (P, 3) et (S, 3), barycentre aussi de (Q, 3) et
(R, 3) et barycentre enfin de (£, 4) et (J,2). Cest fini.

L ]

Il
=g
=1
=

y

Il
e
=
SRR
w| S
L
W=
]
jop
B
VS
%ﬂ
— | &
b S

ﬁn&lﬂ ‘fmdee

1 @ Alignement . ot : Concours l
' Une pyramide ABCDE a pour base un parallélogramme  Soit ABCD un tétragdre, on définit les points G, I, J, K \
|

BCDE de centre O; 1 est le.milieu de [A O] etJlepoint etLpar:
» _ _ » G est le centre de gravité du triangle ABC ; 1

de [A4B] [quue AJ = §AB 4 -!ithjsomlis_miiie&de [AB_]_.et [BC]

* DC = 4DK et DA = 4DL.

Montrer que les droites (/K), (JL) et (DG) sont

L 2y , . it B concourantes.
Juste Ecrire les points 1, J et D c.'rmmw burw.'z’mrm.'
l ,’ ’ L

1 de A, B, C et E. Piste bar {(4, 1), (B, 1), (C, 1),(D,3)}.

—— Fa I e e S A S

Montrer que la droite (/J ) passo par D.
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2. Géométrie analytique

OBJECTIF

Approfondir les techniques de Géométrie analytique pour un rende-
ment accru dans I"étude des droites et plans de 1’espace (position rela-
tive par exemple), des demi-espaces (représentation, intersection), etc.,
el appuyer sur quelques chausse-trappes classiques mais sournoises.

PROBLEME 1

Soit A(1,-1,2) et B(2,1,-1). Montrer que la droite (AB) est
[2.\'+_v—::—6 =0

|3v—2p+z-3=¢
(CD) oh C(0,-2,3) et D(1,1,-2).

secante avec A : , el également avec la droite

Solution

® Avec AB(1,2,-3), une représentation paramétrique de la droite
(AB) est:

xX =1+t
y=-1+2¢ (te R) (1)
z=2-3¢

La droite (4B) rencontre A : {2x+y—z—6 =0 si, et seulement si,
3x-2y+z-3 =0
1l existe un réel ¢ tel que :

{2(1+:)+(H1+2:)~(2-3z)-6 =0 ’Soit{n-? =0
3(1+)-2(-1+20)+(2-3))-3 =0 —4t+4 =0
Les deux équations ayant ]améme solution ¢ = 1, les droites (4B) et A

sont sécantesen K(2,1,-1).

@ Une représentation paramétrique de (CD) est:
X =4
y=-2+43s (seR) @.
z=3-5s

Les droites (AB) et (CD) sont sécantes si, et seulement si, il existe rets

telsque: 14+t =5:-1+2¢ = —2435:2-3¢ = 3-3%. B

Les deux premitres équations livrent ¢ = —2 et s = — 1, valeurs qui -

vérifient la troisieme (Evident). Les droites sont donc sécantes et en rempla-
cant £ par —2 dans (1) ou s par — 1 dans (2), on obtient leur point d'inter-
section L(-1,-5, 8).

248

L’objectif visé ici est la mise Q.

évidence de deux méthodes: les
résultats sont anecdotiques. j

- TOUR DE MAIN

. Sécantes ou non ?

Lorsque les droites sont données en
représentation paramétrique, utiliser
_toujours deux lettres distinctes pour
o les parameétres (s et t par exemple).
Résoudre alors le systéme en s et !
" ‘obtenu :. -
« une solution — sécantes
« sans solution — non sécantes ¢l
voir exercice 5, page 249.
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PROBLEME 2

Représenter Pensemble § (eg points
J’(.\'.. R i} ([“ C"[]{‘ (,'i-[‘(}n[rln {{."‘g. l"}
pour lesquels il est possible de

/Rappe! - N\

' - : cons- K 4 Il existe un triangle de cotés x, y et z
truire un triangle de cotés X,y etz (x>0,y>0 et z>0) si, et seule-
B ] L] ? E
S ment si, chacun des nombres x, V2
© Modélisation est strictement plus petit que la l
. 0 J somme des deux autres. /
Il s’agit donc de représenter I'intersec. 1L Lo )
tion du cube et des trojs demi-espaces c
définis par : Fig. 10
Wx<y+z; @y<ztx; @zexsy.
@ Solution
Eepres.entons la section du cube parle plan P, : x — r+2) = 0. K A
espoints ducube : 0, B(1, 0, 1) et C(1, 1, 0) étant dans P, , lasection { /
est le triangle OBC. " #
Le point I(1,0,0) n’appartient pas au demi-espace défini par
«X<y+z »:lacondition (1) impose donc d’¢liminer du cube le tétracdre
I0BC.
De méme, les conditions (2) et (3) exigent d’éliminer du cube les tétraddres
JOAC et KOAB. T i
L’ensemble S cherché est donc I'intérieur (sans les faces), du tétraddre = % c

régulier OABC (Fig. 11).

Dans la ‘fm(e’e

@ Intersection de deux droites

* (D) estla droite passant par A(2, 0, 0) de vecteur
directeur u(0, 1, 1) ;

* (A) est la droite passant par B(3, 2, 6) de vecteur
directeur v(1,-2,2).

Montrer que (D) et (A) sont sécantes en un point
dont on précisera les coordonnées.

(Extrait BAC Série S, Amérigue du Nord, 2001)

€ Les droites (AB). et ;(CD) -sont-elles sécantes ?

coplanaires ? T T

Ondonne A(0,8;-1,2;09),: . .7 .
[ j .

g 1

D

B(03;-09:2,1). c'(

.0-2

@ Trop, ¢’est trop

Les droites D et D, sont-elles sécantes ?
(x=1-2s

D, :{y =3+4s (seR);
z=-5+6s
(% =—5+¢

D, 3y =15-2¢ (te R).
1z = 13-3¢

Piste Il faut interpréter.

@ Sans le coin

Représenter 'intersection du cube construit sur le
repere (voir probléme 2 ci-dessus) avec le demi-espace
fermé définipar v+ y+z <2

Calculer le volume du solide ainsi obtenu.
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3. Systemes lincaires

OBJECTIF .

Mettre au point la méthode de Gauss dans la résolution de systzmes
linéaires ‘et explorer quelques situations numériques (issues de
I"analyse, de situations économiques ou sociales...) conduisant 3 de
tels systemes.

PROBLEME1

Résoudre par la méthode de Gauss les systémes :

x-2y-z=11 L, 2x+3p-27z=2 L,
§92x-5y-2z =3 Ly; 8,94x-3yp+z=4 L,.
-Sx-y+27=-33 L, 2x+12y-7z = 2 L,
| Ce sont des détails, mais il fautzs\‘.
@ Résolution de S, _ _ connaftre : I‘
Eliminons x des deux dernizres li gnes en combinant avec L, : ; " {12 et Ly indiquent les lignes
u systéme.
3x-2y-z = 1‘1 L, * on peut mettre la ligne que I’on veut
lly+4z = 13 L,<2L,-3L,. '; en premiére ligne ;
—13y+z = —-44 Ly 5L, +3L, *on peut éliminer l'inconnue que

I'on veut ;

Eliminons z de la dernidre ligne en combinant avec L,: T T
¢ ation 2L, -
2 1 2

3x-2y-z =11 = gt ol indique quel est le contenu de la
11y+4z = 13 L, . \n?uve]le deuxic¢me ligne.
63y = 189 Lyw=T, 4L, r
On en déduit, en « remontant » de la troisiéme ligne a la premiére, y = 3,
puisz = =5 etenfinx = 4.

Le systeme S| admet donc une unique solution: (4, 3, -5).

@ Résolution de S,

flimi Sres [ PERAT
Eliminons x des deux derniéres lignes : ~ IMPERATIF
2x+3 — = 2 : " T
y-2z Ly . Pour: éliminer
9y_57 = =k et SRR 3
=98 =9 Ly k=Y. Pour éliminer x d'une ligne donnée
il T e ;
5z =0 Ly Ly-Ls (L, ou L) on ne peut que combiner
Les deux dernigres Cquations Etant équivalentes, le systéme S, est équiva- cette ligne et la ligne L,.
Ainsi, on est sir d’obtenir un systeme
gl > TRy : Suivile s e 3L
e Oy=87'w @y’ qui définit géométriquement une « droite de ¢quivalent  (voir  exerc <

page 255).
solution » & savoir tous les triplets (1 + 3y, 10y, 18¢) ot zest
conque, , :

un réel quel-
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PROBLEME 2

Un probleme d’Euler

« Trois personne
perdant double |
rent du jeu ave

partie. »

@ Comment aborde

@ Solution

SJouent ensemble trojg
L] . 3 -
avoir de chacup des de

¢ 24 louis chacun, On dep
avait d’argent en venant, sach

e Choix des inconnues

Soit x, y et z les avoirs en début de
perdu la premiere, la deuxidme et |

® Mise en équations
Un tableau fait particuli¢rement I’affaire.

rle probleme 2

On ne voit pas pourquoi on s’éc
preuves : choix des inconnues, mis

parties. A chaque partie, Je
UX autres joueurs. Ils se refj-

1ande combien chaque joueur
ant que chacun d'euy 2

perdu une

arterait d'une méthode qui a fait ses
¢ en équations, résolution, etc.

partie des joueurs ayant respectivement
a troisiéme partie.

avoir des joueurs

parties 1°f joueur 2¢ joueur - 3¢ joueur
au début x y z
apres la 1™ partie X-y—z 2y 2z
aprés la 2¢ partie | 2(x—y-z) 3y—-x-z 4z
aprésla3®partie | 4(x-y—-z) | 2(3y-x-2) Tz—x—y
Nous sommes donc ramenés a résoudre le systéme :

4(x-y-z) = 24 xX—y—% =80

2(3y—x-z) = 24 ouencore {-x+3y-z=12.

Tz—x-y = 24 -x-y+7z2 =24

o Résolution du systeme

Nous la laissons 4 titre d’g:x:grcice (exercice 7T ci-dessous).

La solution est :

X

» 39,y =2letz=12.

Quoique...

(voir exercice 8 ci-dessous).

Les Joweurs de cartes (1890-92), Paul C ¢zanne.

Zbﬂn&lﬁi!ﬁﬁl@ |

| @ Résoudre le systeme obtenu dans le probléme 2 ci-

- dessus par la méthode de Gauss.
|

) Résoudre le probleme d’Euler (pmbf'enw 2) en
| examinant les avoirs des joueurs dans I'ordre ln.verse (fin
\ﬂa troisieme partie — fin de la deuxiéme partie, etc.).

© Peut-on trouver un polyndme du second de

ayant un maximum au point

P(-1) = 18 et P(3) = 6 ?

[RS IRV

et

tel

-?)st ¢ Votre réponse est oui ? Relire I'énoncé.

gré P

que

[
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o

Barycentre

1 Alignement
Soit. ABCD un parallélogramme, P ¢ point défini par

1P = %,Tj et Q le symétrique du miliey J de [AB] par

rapport aA.

Montrer que P = bar {(C, 1), (Q, 2)} eten déduire que P,
Q et C sont alignés.

2 En permutant les coefficients
Soit deux points pondérés (A, a) et (B, B) avec o+ 0.
Montrer que G = bar {(4, o), (B, B)} et

G' = bar {(4, B), (B, a)} sont symétriques par rapport au
milieu I de [4B].

'3 Avec des céviennes

On considére un triangle ABC et :
M = bar {(4,2),(B,1), (C, 3)} . Montrer que :

* (AM) rencontre (BC) enun point P que I'on écrira comme
barycentre de Bet C;

* (BM) rencontre (CA) en un point Q que I'on écrira comme
barycentre de Cet A ;

* (CM) rencontre (4AB) enun point R que I’on écrira comme
barycentre de A et B.

4 Régionnement

Situer chacun des points M,, M, ... My dans I'une des
régions représentées ci-dessous :

Ml = bar {(A.Z),{B, 1):(693)} H
My = bar {(4,1),(8,2), (C,-8)} ;

My = bar {(4,-3), (p, 1),(C,5)};
My = bar {(4,1),(B,2),(c,~ 1)} ;
Ms = bar {(4, 1), (B,-6),(C,3)y ;
Mg = bar {(4,-4),(8,6),(C,-3)},

:)vliwltian.s

h

Plans de l'espace

Dans les exercices 5 a7, vérifier que & et V ne sont pg, coli
néaires et donner une équation cartésienne dy, Play
P = plan (A, i, V).

€5 i(1,-1,0), %0, 1,-1)et4 = O (nrigimdurcpém

6 ii(-1,3,4), 0,0,2) et A(1,=2,~1).

T i(1,-1,2), %(=1,-2,1) et A(2, 1,-1).

8 Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés et dog.
ner une équation du plan (ABC) :
A(1,-1,.3), B(2,5,-1) et C(-3,4,0).

9  Domner I'équation du plan paralléle au plan
3x-y+z-5 = 0 passant par le point A(-1, 1, 1).

10 Prouver que les points A4(0,2,~1), B(0, 1,0) o
C(1,0,3) définissent un plan paralléle au plan d’équation
2x-y-z+4 = 0.

«11 Etant dorné deux plans P, et P, de I'espace, montrer

que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) P, contient une droite orthogonale 3 pP,.
(2) P, contient une droite orthogonale & P,.
(3) P et P, sont perpendiculaires.

12 Les plans d’équations 3x-y+2z—-1 =0 et
X+5y+z-2 = 0 sont-ils perpendiculaires ?

<13 Soit A un réel fixé. Montrer que I'équation :

A+(A+1)y+z-1=0 -
est I'équation d’un plan P perpendiculaire au plan d’équation
X-y+z = 0 etque P passe par le point 4(1, -1, 2).

<14 Montrer que chacune des équations ci-aprés est celle d'un

plan paralléle ou perpendiculaire a I'un des plans de coordon-
nées (xOy), (yOz) et (xOz) (bien siir : préciser).

a)3x—z+1 =0 b)y—_i:O; Qy+2z=1;
Ox=y; ez+4=03 H2x+5=0.

15 Montrer que les plans d’équations :

3x-2y-z-5=0 et S5x+y+2z-4 =0
sont sécants selon la droite & (A4, i) avec A(l,-1,0) ¢
(3, 11,-13).

16 Prouver que les plans d’équations x—y+1 = 0 ¢

z=x~-1 = 0 secoupent selon une droite & contenue dans I¢
plan d*équation y -z = 0,
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Droites de I'espace

= —

pans les exercices 17 a 20,

' . donner une représentation
pammémquc de la droite D,

17 D est la droite D (A4, 7) avec A(-1,2,5) et
i(-1,1,4).

18 D est la droite
B(8,-3,2).

(4B) avec A(5,0,-1) et

19 D est la droite paraliele 3 (AB) passant par
C(-1,6,2) avec 4(1,0,-3) et B(-3,1,0).

20 D est la droite orthogonale au plan d’équation
2x—z+ 1 = O passant parle point A(-2, 1,0).

Dans les exercices 21 a 25, on considére la droite D de repré-
senfation paramétrique :

x=1-12
y=2t-1 (te R).

z = td3-1

21 Levecteur 7i(1, —/2, — 1) est-il un vecteur directeur de
D?

22 Ladroite D est-elle contenue dans le plan d’équation :
3x+ 2y +z-24/2=071

23 Montrer que le plan orthogonal & D passant par
A(2,2,-A2) contient I'origine du repére.

24 On donne les points A(5, —2,—7) et B(1,-44/2, 1).
Montrer que le milieu de [4B] appartient & la droite D.

25 Donner une représentation paramétrique de la droite
parallele a D et passant par le point P(— 1,0, - J2).
Cette droite passe-t-elle par le point o2 -1,-2, ~2.42)?

Dans les exercices 26 a 28, vérifier que le systéme de deux
équations linéaires définit une droite de Pespace et donner
une représentation paramétrique de cette droite.

2x-y+1="0 h-{x+y+z =i

e a){By—z—Z =0 ", |-x+y-z=-1

2x+y-5z =10 x+y+z =12
27 a7 : h){ . B
x+3y~z =10 -x+ytz =

B2+y*)x-ofy-ayz =0
(B+y)x—ay-oaz =0

(@, B et ¥ sont trois réels non nuls avec f# ¥.)

Intersection d’une droite et d’un plan

29 Montrerqueleplan P: 3x+2y—z+ 1 = 0 estsécant
avec chacun des axes de coordonnées et calculer les coordon-
nées des points d'intersection.

30 A connaitre

; i X z
Soit a, b et ¢ trois réels non nuls et P le plan = + 24 2 = 1.
1

b

Quelles sont les coordonnées des points d'intersection A, Bet C
de P avec (Ox), (Oy) et (0z) ?

Dans les excrcices 31 a 34, on considére la droite D de repré-

x=-2+3¢
sentation paramétrique {y = t (te R). Il s’agit
z=4-t

dans chaque cas d’examiner si D est sécante avec le plan P ef,
si oui,'de calculer les coordonnées de leur point d'intersection.

31 a)P = (x0y); )P = (yOz) ; ¢) P = (xOz).

32 a) P a pour équation 2x+y—z = 0.
b) P a pour équation —x + 2y —z+1 = 0.

33 Pestle plan passant par 4(-1,0, 1), orthogonal a
(2,-1,3).

34 Pestle plan orthogonal a D passant par /(1, 0, 0).

©35 Quelle est I'intersection de la droite (48) avec le plan

passant par C et orthogonal & o ?
On domne A(1,2,0); B(-1,3,-2); C(3,2,-1);
u(l,-1,4).

36 Soit @ la droite (4B) avec A(0,—1,—1) e
B(1,0,0).

Etudier la position relative de :

*QPavecleplan P| : -3x+y+22+3 =0 ;
*Qavecleplan P, : 2x-3y+z-3 =0

*Pavec Py i x-2y+3z-3 = 0.

Plans verticaux et diagonaug,

F. Kupha
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Intersection de trois plans
systemes linéaires

Dans les exercices 37 a 40, résoudre par la méthode de son
choix les systémes proposés.

Tx+2y = 10 4x-3y+2z =8
37 a)i3x+22=10 b){Sx+y-z = 16
9y + 14z = 10 6x-2y-3z = 11

X=-y+3z=1
38 (8x+5y-2z =
-Tx-6y+5z =8

2x+3y-5z = - 16
39 {4x+13p-8z = -5.

x+2y+7z =22
X+y=aq X+y—-z=a
40 a y+z=5; b)ix-y+z=b
Z+x =¢ =X+y+z=¢

(Lesréels a, b et ¢ sont des réels donnés.)

Me’ﬁﬁnce

x-y=0 (1)
Apartirdu systtme S{y-z = 1 2),
z-x=0 (3)
x-z=1 (1) +(2)
formons le systéme S’{z~y = 0 (1) +(3)
x+y-2z =1 (2)-(3)

obtenu par les combinaisons indiquées.

Il est clair que Je systéme S est sans solution alors que
(1,0,0) estune solution du systéme S”.

Conclusion : attention, avec certaines combinaisons, on
peut réussir a épingler des solutions qui n’en sont pas.

41 Un point et un seul

1) Montrer que Jes plans Py : —x4+y-z+3 =0et P, :
2x-y-z+41 = sont sécants selon une droite D dont on
donnera un vecteur direcieyr.

2)En déduire que D est sgeanie avec
Sx+T7y-4z+425 =0,

(On ne demande pas de calculer s coordonnées
d’intersection.)

le plan Py

du point

254

Demi-espace

42 Aufond, en haut et i droite

Représenter sur papier quadrillé
(et sur un méme schéma)
Pensemble (7, des points
M(x, y, z) tels que
O0sx<3, 0<y<3 «o
0sz<3, ainsi que
I'ensemble [, des points
M(x,y,z) tels que :

Osxs<sl,2<sys3et2=<zs3.

(On choisira le repére comme indiqué dans la figure ci-dessus)

43 Un tétraedre

1) Déterminer les points d’intersection A, B et C du plan p
d'équation 3x+2y+3z-6 = 0 avec les axes (Ox),
(Oy) et (0z).

2)On désigne par &, le demi-espace fermé défini par
Ix+2y+3z-6=<0.

Vérifier que I'origine O appartient a &, .

3) Représenter graphiquement I'intersection de &, avec le

premier octant (ensemble des points & coordonnées positives ou
nulles).

Quel est le solide obtenu ?

Noter la démarche : représentation soignée du plan limite et test

en un point pour déterminer parmi les deux sous-espaces
I’heureux élu.

<44 Dans le cube

1) Représenter I'ensemble des points M (x,¥,2) vérifiant :

OSxﬂl.Oﬁyil.Oﬁzaletx+y+z;%.

2) Quel est le volume du solide obtenu ?

Une affaire 4 suivre
Si trois nombres réels sont pris au hasard dans I'intervalle
[0, 1] indépendamment les uns des autres, la probabilité

L . 1 47
pour que leur somme soit supérieure ou égale A = est —

2 48
(presque 98 %), a savoir exactement le volume du solide
obtenu & Iexercice 44 (rendez-vous au chapitre 10).

45 Picge

Que dire de I'ensemble des points M(x, v, z) vérifiant le
systeme 'inéquations :

{(«/—3— D)X+ 2y + (1 -J2)z<0 )

.\'+{2+J§)'1'—:>U
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Breves de cours

46 1 Construire un triangle ABC ¢f Jeg points D et E tels
que

AB = 34D et AC = _3CF
2) Aprds avoir exprimé D comme barycentre de A et B, et E

comme barycentre de A et C, prouver que les milieux des
segments [4B], [AC] et [DE] sont alignés.

JListe Barycentrede (D, 3) ef (E,3).

47 1) Prouver que les points A(1, 2, 3), B(1,-3,5) et
C(0, 1, 1) ne sont pas alignés et donner I"équation du plan
(ABC).

2) Montrer que le plan d’équation :

35x—38y-130z+501 = 0 est perpendiculaire au plan
(ABC) et sécant avec ce plan selon la droite (AB).

48 Donner une représentation paramétrique de la droite pas-

sant par A(—4, -3, 2) et parallele 2 la droite D définie par le
systéme :

x—z+1=0
y—2z-2=0

49 On donne les points A(-3,5,1), B(0,-2,—1),
C(0,3,2) et D(2,-1,0).

Déterminer le point d’intersection de la droite (AB) avec le
plan médiateur de [CD].

50 Aleilnu
—-x+2y-6z =4
x+8y-2lz =6

La droite définie par le systéme { est-clle

sécante avec le plan J%—y+33— 1=07?

51 Le tétraedre OABC est trirectangle de sommet O.
OnaAB = 12,5,BC = 244 et AC = 26,7.
Calculer OA, OBet OC.

Piste Poserx = 0A%,y = OB% etz = OC2.

<52 Vers la méthode de Gauss

On considére des réels quelconques a, b, ¢, d, a’,b’,c" et
d’ et, pour un point M(x, y, z) de &, on pose :

S(M) = ax+by+cz+d el

gM) =a’'x+b'y+c’z+d’.

Montrer que, lorsque le réel 3 est non nul, quel que soit le réel
o

{.!'(M) 0
g(M) = 0

f(M) =0

Cquivaul i {(th{M) £ BpiM = 0

Note : 1e résultat est fondamental dans la méthode de Gauss.

—

LA
—L L A —— —— A L

Les calculatrices telles la TI'89 (Texas Instrument) et la
Graph 100 (Casio) offrent le précieux avantage d'effectuer la
résolution de systémes linéaires. N'en concluons pas trop vite 4
Iinutilité de quelques pages de ce chapitre...

TI89

On peut utiliser la fonction solve, présente dans le menu
Algebra et accessible par [2] [1] ou la fonction zeros dans le
méme menu (acces par [2] [4]).

Exemple 1

4x-3y+2z =8
Pour résoudre le systéeme { 5x+y—z = 16
6x—-2y-3z = 11

, on entre

zcros([4x—3y+2z_—8, S5x+y-z-16,
6x—2y-3z-11], [x,y,z]) [ENTER] .
(attention : crochet )}

248 312 288

On obtient sur I'écran | 238 312 288
n obhent sur [ ecran [79 79 79

j] : unique triplet
(x, y,2) solution.

Exemple 2

Avec zeros ([2x+3y-2z-2, 4x-3y+z-4,
2x+12y=7z-2]), [x,y,z]) [ENER], P’affichage est

[@ 16+ 6 5_(21 @1], que I'on doit interpréter ainsi : le

systéme admet « une droite de solutions » de représentation
paramétrique :

(x:%,y:%,z:!) te R.

(@1 désigne le parametre.)

Note : en furetant un peu, on trouvera la méthode de Gauss de
résolution des systeémes (Au ceweur des problémes, partie 3,

page 250).

Graph 100

La démarche a suivre est la suivante ;

« aller dans le menu principal ;

+ sélectionner « EQUA » (ou éventuellement appuyer sur 7) ;
« appuyer sur [F1] pour sélectionner « simultanée », puis sur
pour la sélection du mode A 3 inconnues ;

s entrer les coefficients (comme pour un tableur) modéle tout
en haut) ;

« appuyer sur [Fo] pour obtenir la résolution du systéme.
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2rcice s

Barycentre

©53 Un probléme d’alignement

On consideére un tétraédre ABCD, I le milieu de [AB], G le

centre de gravité du triangle ACD et E le quatri¢me sommet du
parallélogramme CBDE,

1) Ecrire E comme barycentre de B, Cet D et montrer que G est
le barycentre du systtme { (£, 1 %L 2%

2) En déduire que I, G et E sont alignés et préciser la position
de G sur la droite (IE).

54 Positionnement d’un point

1) Représenter en perspective cavaliere un parallélépipede

ABCDEFGH. (On pourra se contenter d'un pavé droit, pour
simplifier.)

2) Soit T"isobarycentre des sommets du parallélépipéde sauf G.
Construire le point / dans la figure précédente.

@E&tﬂ Partir du centre du parallélépipéde : c’est | 'isobary-
centre de tous les sommets...

55 Un probleme de lieu

Ondésigne par I, J, K et L
les milieux des arétes
[BC], [BD], [AD] et
[AC] d'un tétraédre
ABCD.

1) Démontrer
(redémontrer 7) que IJ/KL
est un parallélogramme. !

2) Soit x et y deux réels
quelconques. Vérifier que le systéme :
{(4,x), (B, 1 =x), (D, ),(C, 1-y)}

admet un barycentre et montrer que les propriétés suivantes sont
Equivalentes :

(DM = bar {(4,x), (B, 1 -x), (D, y),(C, 1 =)},
@) 2IM = xBA + yCD.

3) En déduire que P'ensemble des mili
[2Q] ol P décritle segment [A3] et O
I'ensemble des points M telg que :

cux M des segments
le segment [CD)] est

IM = xIL+ylJ, xetydécrivant V'interyalle [0, 1].
Décrire géométriquement I'ensemble ainsi obtenu.

256

@56 Concourantes ou parall¢les

On coupe un tétraedre OABC par un plan 2 parally), au
(ABC), et ne passant pas par le point 0. On désigne par:
» P, Q et R les intersections de P avec les droites (04) (0
et (OC) ;

* 1, J et K les milieux respectifs des segments [QR], [RP) 4
[(PO].

Ptaq

B)

0

B

1) Justifier 'existence d'un réel ¢ tel que :
P = bar {(0, o), (4,1-a)}.

2) Prouver que Q = bar {(0, a), (B, -—a)} et:
R = bar {(O, @), (C, 1 -a)}.

Piste Que dire des droites (PQ) et (4B), (PR) e
(AC) ? Exploiter alors que dans un plan, une projection de
droite a droite conserve le barycentre.

3) Ecrire  comme barycentre de O, Bet C, J comme barycentre
de O, Cet A et K comme barycentre de O, A et B.

4) On suppose ¢# 3. Montrer que le systtme {(O,20a),
“A1-a),(B,1-w),(C,1- o) } admet un barycentre §
etque les droites (A7) , (BJ) et (CK) sont concourantes en S.
5) On suppose o = 3, Illastrer d'une figure et prouvrer qué
Al = BJ = CK (dans.ce cas, les droites (A7), (BJ) e
(CK) sontparalléles). . = -.- ‘

57 A double tour .0
Le point M est iqtérie‘u"r g
(strictement) au triangle” -
ABC; (AM) coupe
[BC] en P, (BM) coupe
[CA] en Q et (CM)
coupe [AB] enR.

Montrer que M est inté-
rieur  (strictement)  au
triangle POR.

~7-‘f.§f ¢ A supposer qu'ils existent, que dire des !mr_\rm-'r;’s
des systemes ((A, @), (B,B), (C.p) et (8P
((‘" }’) L (C‘| T) * (A' (f) L] ("L a)o {B! ﬁ) l :J

==
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Quelques méthodes de Géométrie
analylique

@58 Les idées claires

La droite A est définie par un sys@dme de deux équations
lh’l.\' thyytez+d =0

-  ide . i
{i)n rappelle  que, dans c.c cas, m(ay,b,, ) et
iy (ay, by, €5) ne sont pas colinéaires.)
La droile JE{* ) estla droite passant par le point A ct dirigée
par 1 (1 #0) et P est le plan ax + by+cz+d =0, de
vecteur normal 7 (a, b, ¢)

Justifier le contenu du tableau suivant :

propriétés caractérisation
géométriques vectorielle
AND (A, i) Bl et 7L,
AllP , n, 1Ty coplanaires
AL DA, 0) i, 1M}, T, coplanaires
AlP alnmetnl I

Attention :  qui dit «caractérisation » dit « propriété
¢quivalente ».  Ainsi, ligne 1, il sagit d’éablir que
A9 (A, 1) si, et seulement si, & est orthogonal 3 m et
qu

« Une idée nous est claire quaid
elle nous frappe vivement=»" "~
René Descartes. Discours de la -
méthode. 1637, e
R. Descartes (1596-1650) estle
pere fondateur de la Géoméirie

analytique.

Les exercices 59 a 62 sont des applications des résultats
dégagés a lexercice 58.

S9 1) Montrer que les plans :
Pyix-y-z+42=0 ¢l P5:3x-2y-2z+1 =10
sont sécants selon une droite désignée par A.

2) Montrer que A
2x—y+4 =0 :

est parallele au  plan  d’équation

a) apres avoir obtenu une représentation paramétrique de A |

b) «directement », via I'exercice 58.

x-z-1=0
60 Prouver que le systeme d'équations { 7 =0
J_.- - — =

définit une droite D orthogonale A la droite (AB), avec

A(=3,1,2) et B(-1,0,1).

61 1) Verifier que chaque systeme ci-aprés définit unc
droite :

Dl{x
z
D4{x+y~52+4 = {}.

X=y-z+20=10

1]
=~ o=
2
— N —,
1 =
1}
o

3

b
1l
|

£

2x=3y =0
y-22=0 "'

2) Montrer que D4 est sécante avec chacune des droites D et
D, etque Dy et D, sont paralleles.

@z.ste I est enfantin d’obtenir un vecteur directeur de D5 .

62 Montrer que les points A(1,2,-2), B(=2,1,-1) et
C(2,-1,-2) ne sont pas alignés et donner une représenta-
tion paramétrique de la droite passant par M, (1,-1,1) et
orthogonale au plan (ABC).

Piste Unvecteur normal auplan (ABC).

63 Soit D, et D, les droites définies par :

2x+y+z =2 X+y+z =1
D{ y {\' y+z

et D, ;
X—y+z=1 “N2x-y+z =4

Montrer que la droite A, dont une représentation paramétrique
est donnée ci-aprés, est sécante avec chacune des droites D, et
D, etorthogonalea D, et D, :

29
%= a4 8
X 13~{-3
5
A:uf:—ﬁ (te R),
11
zZ==-—+2t
3F

L

Note : A est la perpendiculaire commune aux droites D, et
D, (voir probléme 94, page 264).

64 Soit P le plan d’équation y—z +2 = Q.

1) Montrer que les plans d’équations x = 0 puis
Ax+y+z = 0 (A réel quelconque) sont perpendiculaires i
P et passent par I'origine du repére.

2) Réciproquement, soit Q un plan perpendiculaire & P passant
par O.

a) Montrer qu'il existe deux réels a et b, avec (a, b) # (0,0)
tels que I"équation de Q soit de 1a forme ax + b(y+2) = 0.

b) En examinant les cas b = ) et b # 0, montrer que 1'équa-
tionde Qesty = 0 ou Ax+y+z = 0 (A réel).
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2) Soit A le point de coordonnées A(1, 1, 1) !

. : ) 5 5
G("(N"é“'lc {U.‘ﬂ_‘_){ll.‘{ﬂt ) a) Donner une €équation du plan P contengp la g
o ) oot i perpendiculaire a P, It b,
cices 65 a 68 porfent sur la notion de faisce b) Calculer les distances de A & P, , de A 3
o 'f.m.'.fmwdmi!r donnée. ’_) e o SRS deA g Py N dégy;
plans comler distance de A a la droite D, Tt
¢sultat de base 3 _ )

@5 Le résultat i et —0u \?)I.Sfe Configuration formée par A et ses Projetés opy
Les plans Py @i ¥ ¥ byy+ez+d = " naux sur P, Pet D, 1ogy,
o vt b4zt dy = (0 sont sécants selon une K
P.‘ o [f:. A 7-nd - - T )
droite D, On  désigne par 7 et 7, les vecteurs
i (ap by ) € Tl by €2). <69 Distance d’un point & une droite (Acte 1)

- ' roit ésentati .

1) Montrer que. pour tout couple de réels (A, 1) #(0,0), Soit ' D la droite de représentation Paramér,
"équation : x=5+3¢
Map+byreztd) +plagrtbytezdy) =01,y (1c R) etdle point A(L-1,2).

est I'équation d’un plan contenant D.

z= -1
2) Réciproquement, soit P un plan contenant D de vecteur

normal 7 . On note A un point fixé de la droitg D. 1) Déterminer le réel 1 de fagon & ce que le point M de D quily

a) Justifier I'existence d’un couple de réels (A, 1) # (0, 0) est associé vérifie : (AM) estorthogonale 3 D.
telsque: 7i = AT} + i, eten déduire que, pour un point M
de ¢: M appartient a P équivaut 4 :

MAM - 7)) + u(AM - 7)) = 0.
b) Prouver alors qu'une équation cartésienne de P est :
Mapx+byy+eiz+d))+u(ax+byy+cy,z+d,) = 0.

2) En déduire la distance de A i la droite D.

@0 Une propriété du cube
On considere le cube représenté ci-apres, d’aréte de longueur,
et I'on désigne par :
* 4, ladroite (DG) ;
66 Exemple * A’, la droite passant par les milieux de [O4] et [BC] ;
1) Montrer que les plans Py : x—y+2z—-1 =0 et P, : * P, le centre de la face ABED, Q le milieu de [EF] et @l

2x+y-z+1 = 0 sont sécants selon une droite désignée droite (PQ).
par D.

2) Soit P un plan distinct de P, . Montrer que P contient D si,
et seulement si, il existe un réel o tel que :

9
o(x-y+2z-1)+2x+y-z+1 =0 5 /
soit une équation cartésienne de P. F

3) Ecrire une équation cartésienne du plan contenant D et
perpendiculaire & P; .

B

67 Plan défini par un point et une droite

Dans chacun des cas ci-apres, vérifier que le systéme (S) g
définit une droite D de &, que M, n’appartient pas a D et / 3 L

donner une équation cartésienne du plan passant par M, et ; el Y s /
contenant D. e

_J3x+y—z—l =0 | ’L/A . B

g 4 Is_ ] .
lx-—y+2z+4 =0 Hotls=d )

=Y

a) ()

1) Etablir que, quel que soit le point M(x, y,z) de & ks
distances de M aladroite A : d(M, A) etde M i la droite A"

2x-5z44 =0 Y vér
b) (S) : { M d(M, A”) vérifient :
x-2y41 =0 o(2,0,1).

1]

d2(M, 4) = y2 + (2= 2)? et d2(M, &) = (x- 1>+

68 Distance d’un point & une droite (Acte I 2) Donncr. une représentation paramétrique de la ‘dmirc
;o P = (PQ) et montrer que tout point de ' est A égale distance
On considereles plans P\ 1 x — p42-3 = () o i
! yrz=3=10el de A et A7,
Py 2x+y-2=0. .
3)En quel point de @, cette distance commune est-<lle
1) Montrer que £, et /, sont sécants selon une droite 1) minimale ?
258
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saires

Systemes lin

Dans les exercices 71 & 73, résoudre chaque systéme par la
méthode de Gauss.

x4r+z =0

r.\‘~y+4z =
71 ] x—y+z = 0. 2 <2x+)_r_z =
x-y=z2=10 |~X-y+2z =0

x+2y-6z =4 rx+3y+z=0
g2 1 §2x~2y+3z =4 ;2 \X+y-z =0

(X +8y-21z =

|
(=2

-.'\- e 2}' -4z = ()

r2.\'+6y—4z =1
73 1 11'4— 3y—-2z

2x + y- 3z

3x+4y+9z = 53
12 ]7.1:— 10y + 3z = —23,

(||
[——
~

2x+9y—-5z = —18

Dans les exercices 74 et 75, résoudre par la méthode de son
choix chacun des systémes.

[2x+y+z =0 (5x+2z = 1
74 1 <x_3’1,-_22 =0; 2 <y—32 = 2

(¥ +y+z = 0 ~2x+y= 3

Fx+y—22=0 r8Jc+3y—2z=3
75 1 x—y—4z=0; 2 ¢x-2y+z=1 .

y+z=0 |5x-3y+2z2 =0

76 Interpolation quadratique

Trouver I’équation de la parabole y = ax?+bx+c qui
passe par les points 4(~2,5), B(2, 1) et C(4,5).

77 Asymptote oblique .y
1) Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que, pour tout réel x 33
24 “, 3

x—-——+x+.'.l' B L

x-5 xX=5 =
2)En déduire que la courbe représentative de la fonction
x4 x+1
s ——

x—35

dont on précisera I'équation.

x admet une asymptote oblique en +oo €t —oo

78 Primitive

1) Montrer qu’il existe trois réels «, b et ¢ que I'on déterminera
tels que, pour tout réel x, x2 = a(x—1)?+b(x—1)+c.

2) En déduire une primitive sur R de la fonction f définie par
f(x) = x?(x=1)2002,

@79 Tell mother’s age

D'aprés M. Gardner, Les Casse-Téte mathématiques de Sam Layd, Ed. Dunod.
Les trois personnages : le pére, la mére et I'enfant. Le pére
s'adresse a I'enfant :

« Voila : nos trois ages additionnés donnent juste 70 ans. Je suis
maintenant six fois plus vieux que toi et quand je ne serai plus
que deux fois plus dgé que toi, nos trois dges feront un total
double de ce qu'il est a présent. Peux-tu me dire quel est I'dge
de maman ? »

Note : les ages, exprimés en années, ne sont pas nécessai-
rement des nombres entiers.

80 Faisceau de plans 2 la brasserie
1) Montrer que e deux

2x+3p+:z
xX+2y+2z

systtme  de équations

4!1 . -
(0.4 définit une droite D de I’espace qui est

1]

contenue dans le plan d’équation 3x + 4y - 17,8 = 0.

2) Application ;: « Deux sandwiches, un café, trois Coca;
14,1 €. » « Un sandwich, deux cafés, deux Coca : 10,4 €. »
Combien colitent « Trois sandwiches et quatre Coca » ?

@81 Le pull marine

Une piscine peut étre remplie par trois robinets-vannes A, B et
C. Le temps de remplissage est de :

* 4 h 48 min lorsque A et B sont ouverts et C fermé ;

* 2 h 40 min lorsque B et C sont ouverts et A fermé ;

* 3 hlorsque C et A sont ouverts et B fermé.

Déterminer le temps de remplissage de la piscine :

a) par les trois robinets-vannes simultanément ouverts !
?E.Ste Nul besoin de systéme linéaire.

b) par chacun des robinets-vannes fonctionnant seul.

82 « C’est une question d’équilibre »

Les balances A et B sont en équilibre.

La balance C penchera-t-elle a droite, & gauche, ou est-elle en
équilibre ?
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rdtad Ouverture
Un theme d'clude

e e
T
g
ires 83 a 86 concernent les points remarqrmbfes di @87 S}'Sl?mﬁ de Cramer A
Les exercrcf:’s ;er:ﬁf centre du cercle eirconscril, centre du On considere un systeme linéaire de trois Cquati,
: ntre, Aol .
rr.'mrgk.' (or _r’;’rg;mrrr harveentres des sommets. En prélimi- inconnues : § 3 " "
mr_de 'f'jf:i.‘,m-m 83, quelques relations métriques dans le T H
nrf:res; “m} drablies, avee les notations usuelles concernant 1 1y +e | = (1) L
triangic | e . s . i d
les angles et les cdtés d’un triangle ABC voir chapitre 7, S Jayx +byy+cyz+ d, =0 ) p:
Rappel. page 208. ayx +byy +cyz + dy =0 3) 0
étri U : la
@3 Relations metriques Way, by, ..., by, c5, dy sont des réels quelcongyyeg ci
1) Etablir les relations : On dit qu'un tel systéme est de Cramer lorsqu'j] admey , 0
o » 3 ) t |
a=bhcosC+ccosB ; b=ccosd+acosC solution unique. )
et ¢ = acosB + bcosA. 1) Montrer que S est un systéme de Cramer si, et seulemey, . 4
2)On pose p = acosd, q = bcosB, = ccosC, 'le- systéme des deux équations (1) et (2) définig - 3
a=acosBcosC, B=bcosCcosd, droite D ; )
Yy =ccosd cosB. * I'équation (3) est I'équation d'un plan P : [
a) Prouver que : * D et P sont sécants.
p+q+r =2(0+B+7v) = 2csind sinB. 2) On introduit les vecteurs m(ay, by, c), my(ay, b, ¢
b) En déduire que chacun des systémes : et my(a, by, c;).

14,p),(B,9), (Cr)} et {(4,),(B B). (C, 1)} Déduire de Ia question 1) que $ est un systeme de Cramersj o
admet un barycentre, seulement si :

* 1) et ity ne sont pas colinéaires ; !
@4 Orthocentre {

- = e e R

. Ii‘3 est non nul ;

Soit le systeme { (A4, a cosB cos C), (B,bcosC cosA) et
(C,ccosd cosB) ).

D’apres Iexercice précédent (question 2)), ce systeme admet
un barycentre H.

* il existe un vecteur orthogonal 3 Ay et 7, mais pasi .
3) Soit W le vecteur :
W(bICZ_C!bz, el (QICZ = C[az), alb2 —blaz) H
a) Montrer que I'égalité w = 0 équivaut & 77 et 7, sonl

colinéaires.
1) Montrer que H est I'orthocentre du triangle ABC.

b) Vérifier par un calcul que w-n = w- = 0.
2) On suppose le triangle ABC non rectangle, Prouver que H est
barycentre du systeme { (4, tan4) , (B, tanB), (C, tanC) }.
En déduire que H est intérieur au triangle si, et seulement si, le
triangle est acutangle c’est-a-dire avec tous ses angles aigus,

4) Déduire des résultats précédents que S est un systéme de
Cramer, si, et seulement si, le nombre A (appelé déterminant
du systéme) et défini par :
A= aJ(b]cz—clbz)—b3(a|c2—c]a2)

+¢3(ay by~ b a,) estnonnul.
<85 Centre du cercle circonscrit

1) A I'aide de la relation d'Euler OF = OA + OB + OC, - .
montrer que le centre O du cercle circonscrit au triangle est le 25 et ¢ rm‘nﬂnt :
Barycentre du systbme : La notion de déicrminant ~le terme

{(A4,acosA), (B, b cosB), (C, ccosC) ). est di 2 Cauchy - se généralise A un

, _ systéme linéaire de n équations an
2) Prouver que 'on a aussi inconnues (systdme: (ﬁ"'n:)) Clest” -
O = bar {(4, sin24), (B, sin2B), (C, sin2C)} . e ) e

. l'algebre linéaire, mise au point
. dans laseconde partie du XIX¢ sizcle,
@6 Centre du cercle inscrit - . Z
qui vient expliquer que cette notion
Rappel : soit @ et ¥ les vecteurs unitaires et de méme sens que est moins « calculatoire » qu'il n'y
AB et AC. Alors, la droite passant par A et dirigée par 7 + v parait. '

est la bissectrice intérieure issue de A dans le triangle ABC.
Soit I le barycentre du systeme { (A, a), (B,b), (C,c)).

T2 5 . 5 O ar les
Montrer que / appartient 4 chaque bissectrice intérieure du de la résolution complete des systemes (1, 1) «par

. = : o : res
triangle. (Le point / est donc le centre du cercle inscrit au déterminants » (Tratadode Algebra, publié deux ans ap
; ' 54 mort),
triangle.) B hoct)

Quant au mathématicien suisse ~ Oabriel Cramer
Gabriel Cramer (1704-1752), nous lui sommes redevables
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Avec Geospac W @

88 Perpendiculaire commune

L'étude de la notion de perpendiculaire commune & deux
droites (non coplanaires) de 'espace, amorcée § | ‘exercice 63,
page 257, sera approfondie dans le probleme 94, page 264.

On pourra s'appuyer sur la construction de cette perpendicu-

laire commune que nous proposons de réaliser ici avec le logi-
ciel Geospac W.

1) Créer deux droites (4B) et (4’B") de I’espace.

2) Créer le plan P passant par 4’ et paralléle aux droites (4B)
et (A’B").
3) Créer les projetés orthogonaux A, et B, des points A et B

sur le plan P; pour cela, cliquer successivement sur [Créer],
[Point], [Point image par |, [projection orthagonale sur un plan |,

4) Créerle point H”, intersection des droites (4’ B’ Jet(4,B)).
Remarque : le logiciel accepte de créer ce point H' car lcs
droites (A°B”) et (4,B 1) sont coplanaires ; & titre d’expé-

rience, demander au logiciel de créer le point d'intersection des
droites (4B) et (4A’B’) ...

5) Créer le point H, projeté orthogonal de H’ sur la droite
(4B).

6) Contrdle : bien évidemment, AHH’ = 90°.
Pour « mesurer » I'angle A"H’"H , cliquer successivement sur
[Créer], [Numérique | | [ Caleul péoméwigue || [ Angle gé

|, et remplir
la fenétre obtenue en choisissant comme unité le degré.
Faire afficher cette mesure avec :

| Créer | ; | Affichage ]_‘ | Variable numérique déja créée | |

La figure suivante est celle que 1’on doit obtenir.

Pour une meilleure lisibilité, les divers segments, correspondant
aux différentes constructions réalisées, sont matérialisés avec
des couleurs différentes. T

89 Dapres BAC, Nouvelle-Calédonie, 2000,

1l s’agit ici d'utiliser le logiciel Geospac W pour effectuer des
calculs vectoriels, analytiques et de grandeurs (distances,
aires, volumes...).

Le texte en « caractéres usuels » correspond au libellé des
questions posées le jour de l'examen, le texte en italique corres-
pond a nos indications.

Dans I'espace muni d'un repére orthonormal direct
(O, 7,7, EJ , on considére les points :

A(4,0,0), B(2,4,0), C(0,6,0)

§(0,0,4), E(6,0,0), F(0,8,0).

1) Réaliser une figure a !'aide de Geospac W comportant les
points définis dans I’exercice et que I'on complétera au fur et 2
mesure.

2) Montrer que le point E est I'intersection des droites (BC) et
(04).

Créer l'intersection E’ des droites (0A4) et (BC) et faire
afficher les coordonnées du point E'. (Attention, 'origine est
désignée par la lettre o minuscule.)

3) On admettra que F est le point d’intersection des droites
(AB) et (OC).

Contréler cette affirmation.

a) Déterminer & ['aide de Geospac W une équation du plan
(SEF).

Pour cela cliquer successivement sur [Créer],
[Equaton T gin].

b) Calculer & I'aide de Geospac W les coordonnées du point
A’ , barycentre des points pondérés (4, 1) et (S, 3).

Rz,

¢) On considere le plan P paralléle au plan (SEF) et passant
par 4.

Vérifier a 'aide de Geospac W qu’une équation cartésienne de
Pestdx+3y+6z-22 = 0.

4) Le plan P coupe les arétes [SO], [SA4], [SB] et [SC] de
la pyramide SOABC respectivement aux points O, A", B’ et
.

Dessiner ces points sur la figure.

Déterminer & I’aide de Geospac W les coordonnées de O’, B’
C

5) Vérifier a l'aide de Geospac W que le quadrilatére
O’A’B’C’ estun parallélogramme.

8. Droites et plans de I'espace 261
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Les exercices 90 et 91 proposent un tour d’horizon appuyé de
commentaires a travers les thémes favoris qu’abordent les
sujets (toujours sous forme d’exercices).

90 Dapris BAC 8, Nouvelle-Calédonie, juin 2001,

Dans l'espace rapport€é 4 un repére orthonormal direct
(0. 7. }‘.-IE) on considere les points A(1, 2, 2), B(3, 2, 1)
et C(1,3,3).

1) Montrer que les points A, B et C déterminent un plan.
Donner une équation de ce plan.

Ovr _Aycrmcﬁﬁﬂicuhé sur le premier point : il suffit de vérifier
que AB et AC ne sont pas colinéaires. En ce qui concerne le
second, parions qu'elle serait plutdt fumun’ee ainsi :
« Déterminer un vecteur orthogonal a AB et AC o en
déduire une équation de ce plan ».

2)On considere les plans (P;) et (P,) d'équations
respectives :

1l

(Py) ix-2y+2z-1=0,
(Py) :x=3y+2z+2 = 0.
a) Montrer que les plans (P ;) et (P,) sont sécants.
On notera (A) leur droite d’intersection.

b) Montrer que le point C appartient a la droite (A).

¢) Démontrer que le vecteur (2, 0,
teur de la droite (A).

d) En déduire une représentation paramétrique de la droite
(4).

—1) estun vecteur direc-

O-wr [l suffit de vérifier que les vecteurs normaux a P et P,
ne sont pas colinéaires et qu'ils sont orthogonaux & i (le reste
est banal).

3) Pour déterminer la distance du point A a la droite (A) de
représentation paramétrique :

= 2k+1

3 (ke R),

=—k+3

X
&
z

on considere le point M de paramétre  de la droite (4).

a) Déterminer la valeur de k pour que les vecteurs AM et i
soient orthogonaux.

b) En déduire la distance du point A i la droite (A) .

O En écrivant AM - = (), on obtient une équation du =~

premier degré d'inconnue k et de solution kq. Le point My de
paramétre kg, de la droite (A) est alors le projeté orthogonal
de A sur (A). Par suite, la distance AM, est la distance de A
a(A).
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91 D'aprés BAC §, Centres étrangers, Groupe 1, juin 2000,

On se propose d'étudier une modélisation d'une tour
contrdle de trafic aérien chargée de surveiller deyy Rout
aériennes représentées par deux droites de I"espace.
L’espace est rapporté d un reperc orthonormal (0,7 g3
d'unité 1 km. Le plan (O, 7,7) représente le sol.

Les deux « routes aériennes » a contrdler sont représen(ges Pir
deux droites D, ct D, , dont on connait des représentatioy,
paramétriques :

x=3+a
D, :{y = 9+3a caveca e R ;
_z=2
[x = 0,5+2b
D,:{y=4+b ,avecbeR.
z=4-0b

1) a) Indiquer les coordonnées d’un vecteur ) directeur de la
droite D et d'un vecteur i, directeur de la droite D, .

b) Prouver que les droites 2, et D, ne sont pas coplanaires.

O-wr 1l faut prouver que D| et D, ne sont ni paralléles (voir
que Wy et uy ne sont pas colinéaires), ni sécantes (voir la
méthode utilisée dans le probléme 1, partie 2., page 248), en
notant au passage la bienveillance des auteurs du sujet qui
paramétrise D, et D, avec deux paramétres a et b,

2) On veut installer au sommet § de la tour de contréle, de coor-
données §(3;4;0,1), unappareil de surveillance qui émet un

rayon représenté par une droite notée (R). Soit P, le plan

contenant Set D et soit P, le plan contenant Set D, .
a) Montrer que D, est sécante a P, .

b) Montrer que D est sécaniei@ P,.

O-wr Déterminer 7 orthogonal a u, et W, (facile) et
raisonner ainsi : si D2 I. était 'pamﬂéfe a P,__, alors Pl serait
orthogonal a i (pourquoi ?) et donc SA -7 = 0 pour A
appartenant & DI ; OFs,

Noter (c’est assez. mre} qne ‘Pénoncé ne s-uggére atcime
démarche. ' ._ " 8

¢) Un technicien affirme qu'il est possible de choisir la direc-

.tion de (R) pour que cette droite coupe chacune des droites
*Dy-é1D,.
: Cette alfirmation est-elle vraie ? Justifier la réponse.

0--r Aucun calcul et sans état d'dme examinerl’ mrermmm
des plans Py et P, . "
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@2 Intersection de trois plans

On considere un tétracdre OA | 4,44 et I'on désigne par :

+ P, leplan (OA,44) et 7y un vecteur normal 3 P ;

*+ P, leplan (OA34 ) et i, un vecteur normal i P,

* P5 leplan (OA4;) et 7iy un vecteur normal A Py.
On.SuppUSE qu'aucun des sommets Ay, Ay et A,y ne se
projette orthogonalement en O sur la face opposée.

1) Montrer que les vecteurs i, , &, et ity sont non nuls, avec :
. u3=—(”2'ﬁ3)ﬁ]_(ﬁj'ﬁ])ﬁz

Piste Supposer My = 0 (par exemple).
E‘mpe I
Etablir que iy fy = 0erdi; -7, =0.
Etape 2

Endéduire que (OA ) estorthogonale a P, et obtenir une
contradiction.

2) Montrer que le plan O, orthogonal a #, et passant par O est
I'unique plan contenant (OA ) et perpendiculaire & &, .

-:7)3.5&2 Pour ['unicité, effectuer un raisonnement par l'absurde :
« Si deux plans distincts perpendiculaires @ | contiennent
(04,), ... »

Note : de méme, le plan Q, (respectivement Q5 ) orthogonal &

ii, (respectivement & if4 ) et passant par O est I'unique plan
contenant (OA,) (respectivement (O45)) et perpendiculaire
a P, (respectivementa ;).

3) a) Montrer que les plans O, O, et (5 sont deux a deux
distincts.

b) Montrer que i, + i, + i3 = O etendéduire que les plans
0,. O, et O serencontrent selon une droite passant par 0.

Commentaires _

Si, par exemple, A, “se projette_en O sur le plan
P, = plan(0A4,4,), il existe une infinité de plans conte-
nant (OA,) et perpendiculaires & 9y : tous les plans conte-
nant (OAy) (voir la figure ci-dessous). o

Voila expliquée la restriction imposée au tétratdre en début
d’énoncé. ' : :

Dy pthlemes

@93 Sur la sphere
Dans un repere orthonormal (O, /,J, K), on considére les
points A, B et C sur la sphére de centre 0, de rayon 1, de cotes
positives ou nulles, tels que :

—

*A appartient au plan (OIK) et TOA = 6,. avec

T
0= 91 55 ¥
+ C appartient au demi-plan définipar z = 0 et y = 0 et:
10C = g,avec0=p=m;

*B appartient au plan (OCK) et COB = 0,, avec

n
= = -,
0 92 2

1) Faire une figure illustrant ces données.

2) Montrer que les coordonnées de A et C sont données par :
A(cos,,0,sin8,) et C(cosg, sing, 0)."

-

3) Soit H le projeté orthogonal de B sur le plan (/0.J) .

Prouver que OH = cos GZO_C.' et en déduire I'abscisse xp
de B.

4) Déduire des résultats précédents que :

cosAOB = cos@x cos B x cos B, + sin B, X sin6, .

5) Application

Sur la surface terrestre, la courbe de longueur minimale reliant
deux points est I'arc de grand cercle passant par ces deux points
(section de la sphére par le plan diamétral contenant ces deux
points) : elle est appelée orthodromie.

Calculer la longueur en milles de I"orthodromic entre Plymouth
(Grande-Bretagne) et New York (Etats-Unis), a l'aide des
données suivantes :

« New York : 40,43° nord, 74,01° ouest ;

s Plymouth : 50,23° nord, 4,10° ouest ;

= rayon de la sphére terrestre : 6 375 km ;

+ | mille = 1,859 km.

La plus conrte, (a meillenre &

- Bien que de plus court chemin, I'orthodromie entre

Plymouth et New York n’est pratiquement jamais utilisée en
navigation : trop semée d’embiiches (icebergs, brumes de
Terre-Neuve, ...), elle nécessite de plus une rectification du
cap «a chaque instant », au contraire de la loxodromie :
navigation  cap constant (2920 milles entre Plymouth et
New York).
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@4 perpendiculaire commune

Soit deux droites D = D(A, 1) et D" = 9(4’, Y non
coplanaires.

11 s"agit dans ce probleme :

» de montrer qu'il existe une unique droite A sécante 3 ) et
D’ et orthogonale 3 D etd D” (par définition, A sery
perpendiculaire commune & D et & D*)
+ détudier quelques propriétés lices a la droite A (propriétés
géométriques, métriques et point de vue ana] ylique),

appelée

.
Ll

1) Existence et unicité de la droite A
Sﬁil M un pﬂil“ de Del M’ un point dc DI .

1) Justifier qu'il existe des réels x et Y tels que AM =

A'M’ = yi¥’ et montrer que la droite (MM") est orth
mled Deta D" si, et seulement s, (x, y)
systéme :

Xir,
0go-
est solution du

{xnﬁllz -y @)= A4 . 5
(-0 =2 = 447 3
2) Montrer que le déterminant de

déduire I'existence d’une perpen
D’ et son unicité.

ce systéme est non nul et en
diculaire commune A D et 3

-II) Propriétés géométriques

Dans toute cette partie, on pourra s’appuyer sur la figure ci-

apres dont les divers éléments sont précisés au fur et & mesure
dans 1'énoncé (voir aussi la construction réalisée avec
Geospac W, exercice 88, page 261).

1) Montrer que D est paralléle au plan @ = plan(4’, @', i)
eten déduire que la projection orthogonale D, de D surle plan
Pest paralléle 3 D et sécante avec D" enun point noté H’ (sur

la figure, D, cst la paralléle A D menée de A’ : son seul réle
est de mieux visualiser Je plan &).

2) Prouver alors que la perpendiculaire 4 au plan P menée de
H" est la perpendiculaire commune 3 D et 3 D’

264

)

. EJBC[ M’ de o
G

3) On désigne par H le point d’intersection de A gy

Montrer que, quels que soient les points M ¢
ona HH" < MM’

.73}_;& Utiliser le projeté orthogonal de M Sur @

Note : ainsi, la perpendiculaire commune 3 o 3 D’
Det D’ endes points Het H' tels que HF* es
distance entre les points de D et ceux de )y’
distance entre les droites D et D’

r(:nmn
Ui
tha Plus Pclir:

LN T,

I11) Le point de vue analytique
On donne A(1,0,-1), %(2,-1,0),
i'(0,2,3).

1) Montrer que D = 9(A, %) et D’ = DA’
pas coplanaires.

A2,

et}
» U ) ne 0|

2) Caleuler les coordonnées des points d’intersection Het

de la perpendiculaire commune A2 D et D’ avec les droites
et D,

Piste Déterminer les réels s et t tels que :
ﬂf: Sﬁ;;f’_H.’ = fu'
et fﬁf’-ﬁ:f?ﬁ'-ﬂ' = 0.

3)En déduire une représentation paramétrique de 4 et |z
distance entre les droites D et D’ |

@5 Paralléle i un plan fixe
L’espace étant muni d’un repere orthonormal (0, 7, J, K ) on
considére les droites :
* &, passant par K et parallzle (0J) ;
* 9D, passant par L(0, 0, 2) etparallRle 2 (OF) ;
*A = (04) odAestle point de coordonnées (1,1,0).

1) Montrer que & 1+ 9D, et Asont deux i deux non coplanaires.

2) Donner une représentation paramétrique de la droite A,

3) Soit P un point de A, On désigne par 2, le plan passant par
Petcontenant 9, et par 2, le plan passant par P et contenant
@2 - -

a) Justifierque 2, et 2, sont sécants suivant une droite notée
9 qui passe par P. :

b) Vérifier que P(3, 3, 0) appartient a A et représenter graphi-
quement les droites 9, , 9, , Aet la droite 9 correspondant au
point P(3, 3, 0).

4) On revient au cas général : P quelconque sur 4, et I'on
désigne par a "abscisse de P. .

a) Exprinier en fonction de a les coordonnées d'un vecteur
normal 3 &, et celles d'un vecteur 77, normal 3 P, .

" b)Onpose # = 27+ T et ¥ = 2F.

Prouver que le vecteur — 277 + 7 est orthogonal & 71, et 7.

¢) En déduire que, quel que soit le point P de 4, la droite @ reste
paralléle A un plan fixe dont on précisera un repere.
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‘OBJECTIFS

e Poursuivre I’étude des phéno-
menes aléatoires entreprise en
classe de Premiére.

e Introduire un nouvel outil
probabiliste : la notion de proba-
bilité conditionnelle.

= Présenter quelques applications
dans divers domaines: jeux,
Médecine, Génétique, etc.

« Rien n'est moins siir que l'incertain, »
Pierre Dac

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

ﬂnt—premiére

1. OBJECTIFS _

e Renouer avec le langage et les notations * expérience aléatoire, événement, probabilité,
variable aléatoire... (nous commencerons par un rappel sur les ensembles).

@ Revoir quelques calculs sur les probabilités et les variables aléatoires.

¢ Introduire la notion de probabilité conditionnelle.

2. LANGAGE DES PARTIES D’UN ENSEMBLE (RAPPEL).

réunionde A et B : intersectionde A et B : complémen_tairc deA: | A etBsontdisjoints :

AUB ANB A ANB=0
E E
A B A B
AUB ANB
L ' i
Partition

Les parties 4, 4, ... AP constituent une partition “ p
de E si elles sont deux a deux disjointes et si leur
réunion est égale & E (Fig. 1). q“

. E
Fig. 1

3. CALCUL DE PROBABILITES

Rappel : lorsque toutes les issues sont équiprobables :

nombre d’issues de 4 -
A) = .
FA) nombre total d’issues - A ek B

Séquence 1 . Deux expériences de référ_encé_:é.;_ _—r

@ Avecun dé
On lance 2 fois de suite un dé équilibré,

@ Avec une piéce -

On lance 4 fois de suite une piéce de monnaie honnéte
1) Représenter dans un tableau les 36 issues équipro- ¢t €quilibrée. -~ '
bables.

"

1) Dresser la liste des 16 issues équiprobables.
2) Caleuler {a probabilité des événements : -

A & « on obtient un double » ;

B : «on obtient 2 numéros consécutifs » : i

£ D A : «2 piles et 2 faces ».
D : «la somme des numéros dépasse 7 »,

2) Quel est I'événement le plus probable : A ou B ?

B «3 piles et 1 face ou 3 faces et | pile ».

266
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4. VARIABLES ALEATOIRES

Rappel : si une variulflc aléatoire X prend les valeurs Xy, .oy X, 12 loi de X peut étre définie
aI'aide du tableau suivant, dans lequel pi=P(X=x;).

'xi'?

pﬂ

On calcule alors I'espérance mathématique, la variance et I"écart-type de X par :
p=EX)=xp+.. +X, P}

valeurs x; X

probabilités p, P

VarX = Pl — )+ ... + P (X, = 1)?

0(X) = J/Var(X).

Sequ_gnc/e 2 Deux fagons de jouer a la roulette
——-""_'-/-/

Au jeu de la roulette, les 37 numéros {0, 1,2, ...36} 1) On note X le gain réalisé avec le jeu n° 1.

sont €quiprobables ; de plus, 18 de ces numéros sont
rouges. On considere les deux jeux suivants.

Jeun®1

On mise 1 € sur « rouge » ; on gagne 1 € si un numéro
rouge sort, sinon on perd sa mise.

Jeun®2

On mise 1€ sur un numéro; on gagne 35€ si le
numéro sort, sinon on perd sa mise.

Déterminer la loi de X, calculer son espérance et sa
variance.

2) On note Y le gain réalisé avec le jeu n° 2.

Déterminer la loi de Y, calculer son espérance et sa
variance.

3) Comparer les deux jeux (gain moyen, risque...)
I"aide des résultats précédents.

5. NOTION DE PROBABILITE CONDITIONNELLE

Séquence 3

Les 400 éléves de Terminale d’un lycée sont répartis
en deux groupes : A et D selon leur langue vivante |
(LV1): anglais ou allemand. Le tableau suivant
précise cette répartition pour les gargons (G) et les
filles (F). =+ .

allemand (D)

" LV1 anglais (4) -
garcons (G) ; .130' 30
filles (F) L0 80

Une approche fréquentiste

Un éléve est choisi au hasard dans le fichier des
Terminales.

1) Calculer la probabilité :

a) que I'éleve soit une fille (notée P(F) ) ;

b) que ’éléve ait pour LV1 I'allemand.

2) Sachant que I'éleve est une fille, quelle est la proba-
bilité que sa LV1 soit I'allemand ?

P(DNF)

3) Comparer ce résultat avec P(F)

Nous avons calculé & la question 2) la probabilité de D sachant que F est réalisé.
Ce nombre, que nous noterons P(D/F) ) en cours, est egfll A
 effectif de DN F_ [réquence de D N F dans £
effectif de /* fréquence de F dans E

Cela explique le résultat obtenu en 3).
Nous nous appuierons la-dessus pour la définition de la probabilit¢ conditionnelle.

9. Probabilités, conditionnement et indépendance 267
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Conrs

1. Le point sur les prohahilltés

1.1 MODELISATION D’UNE EXPERIENCE ALEATOIRE

Loi de
probahilité

Loi

cquirépartie (ou
¢quiprobabilite)

Parametres

ASSOCTES (Issues

268

numeriques)

Lorsqu'une expénience aléatoire comporte un nombre fimr d issues _
Fensemble £ = {x,. ... x ] - Eestappelé univers - des issues une i de probabilite

s¢ donnant une suite de nombres (Procees Pe) vénfiant

powrtouti (1<i<r):p, =0 o }_:n“.'

i=1

Exemple Torsqu on préléve an hasard une boule dans Murne repre
«omiée cur 1a figure 2. s on conadere les troms ssues B (rouge), B
(Mleve) et J (yaune). plusicurs choit des p, remphissent les conditions
précédentes, mare Jo modile chow alest bon que lorsgue les
fréquences statistiques £, s rapprochent des p,. quand le
nomrihre deapénences dovient grand

| M."’
Notre sntwmbon o condunt s medkle crcontre
probabilité p,
Soil P = (P, P, ). une ks & pe wabelite sur F (¥, « 3.5

O it gue Ja bo 7 et equirepartic s £ o tous les p, sont égauy

Dans ce cas (Jroquent), on 3 pout chages maue 1, - Plx)) P = !

hle d

=t

im -.'l'fm:;

Fig. 2

Bl
I I
3 f

. o= 4 Tl - g
Sou £ = { by . l,] un etmetihle ds nombres tepresentant les pssues J'une expernence

aléstorre. L P = (p, L, p,) une lon de probabité sur £

On appellc -
~ espérance dc La loi P le sombee
” . Epl’r| ’
i=1
- variance de 12 Jo P le nombre
V= ZP‘IXI"‘“: = 03 ’
i=

- écart-type de la Jot P le nombre

(1) Lorsque I'ensemble des issues est infin (certuns cas seront envisagés au chaputre 10), on ne définit ps
probabilite & parur des issues. mais 3 parur de cenains événements permettant d'obtenir lous fes autres par sBo®

intersection, complémentaire. ..
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1.2 PROBABILITE D’UN EVENEMENT

Evénements

THEOREME 1

TES DES PROBABILITES

@0%1‘.5

Soit £ = {xy, ..., x,} 'ensemble des issues d’une expérience aléatoire.
On appelle événement toute partie A de E.
Un événement {x;} réduit & une seule issue est un événement élémentaire.
V] . N . o = -
E est I’événement certain, & (qui est une partie de E) est I'événement impossible.

. Par définition, l1a probabilité d’un événement A est la somme de toutes les probabilités des
1Ssues appartenant a A. (On convient que P(&) = 0.)

* Dans le cas de I’équiprobabilité, cette définition raméne le calcul de P(4) 2 un probleme
de comptage (ou de dénombrement).

Certaines procédures classiques de dénombrement seront mises en évidence au chapitre 10 ot
nous effectuerons une synthése sur la question.

~ Lorqu'il y a équiprobabilité sur E, on.'a, pour tout événement A :
P(A) = nombre d’éléments de 4 _
nombre d’élémentsde E° | -

Ces propriétés, établies en classe de Premiere, sont rassemblées dans le tableau suivant :

parties de E | vocabulaire des événements propriété
A A quelconque 0=sPA)=1
événement impossible, B _

i I,E certain P@2)=0 P(E)=1
| |ANB = @] Aet B sontimcompatibles P(AUB) = P(A)+ P(B)

B A est]'événement =,

% contraire de A Bl = 1=Fa)
| A B A et B quelconques P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB)
|

EXEMPLE 1

v (.jn:extr-ait une carte au hasard d’un jeu de 32 cartes. Quelle est la probabilité
| “de Pévénement C : « la carte n’est ni un roi ni un ceeur » ?

Ona C = AU B,avecA: «unroi»etB: «unceur»,

Or P(A) = £, P(B) = et P(ANB) = 35.

On en tire ‘
P(AUB) = =+ —--l-=—,d'0I:l:
21

Voir exercices 1 29 —
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Conrs

1.4 VARIABLES ALEATOIRES

Exemple |
'|

DEFINITION 1

e

” ‘o éauilibrée. On gagne 2 € po
On lance trois fois de suite une piece de monnaie équilibrée. On gag pour Cha.que
résultat « Pile » et on perd 1 € pour chaque « Face ».

L’ensemble desissues est E = {PPR, .P,PF’ PFP,FPP, PFF, FPF, FFP, FFF} el
est de bon sens de choisir I'équiprobabilité sur E.

Lapplication X : E > R, qui 2 chaque issue associc le gain correspondant, prend les vajey,

-3, 0, 3 et 6; pour chaque valeur (telle que +3), on peut considérer l’éve’:neme[1t
s 510
(X = +3) = {PPF, PFP, FPP} etassocier sa probabilité (E)

On obtient

une nouvelle loi de probabilité sur Iensemble des gy
E" = X(E) = {-3,0,3,6} ;nous lanommons loi de X :
gain x; x;==-3 | x=0 Xy =3 Xy =6
probabilité 1 3 3 1
E,- =P (X=x;) 8 8 8 8

* Une variable aléatoire X est une application définie sur un ensemble E muni d’une
probabilité P, & valeurs dans R.

X prend les valeurs X1y -y X, avec les probabilités p, ..., p,, définies par:
pi=P(X=x;.
* L'affectation des p; aux x; permet de définir une nouvelle loi de probabilité sur
 E' = {x,,...,x,}.Cette loi, notée P’ ou Py, est appelée la loi de X.

| Espérance, variance, écart-type d’une variable aléatoire.
p yp

DEFINITION 2

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs K ssep ik

» avec les probabilités
Py v-0s Py

On appelle respectivement espérance mathématique de X, variance de X et écart-

type de X, I’espérance, la variance et Iécart-type de la loi de probabilité Py de X (au
sens défini a la page 268).

Notations : E(X), Var(X), ¢(X).

e EXEMPLE 2

270

| o) = JVar(X) = 2,60.

Calculer E(X), Var(X) et 0 (X) pour la valz'iableX de I'exemple ci-dessus.

E(X)=—3><1+0><§+3><§.+6x ~=
8 8 8. v

S127 03 ‘

© o0l

C’est le gain moyen.

1 I3 3y
a(-323) ix(0=3) 12

6,75 ;

AU | 3\2
X[3—-i) +§x(6—i)

Var(X)

Voir exercices 10, 11, 153 18 —
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1.5 _PROPRIETES DE L’ESPERANCE, DE LA VARIANCE...

. Qflek_l”cs - ® E(X) cst la moyenne des valeurs X;, pondérées par les valeurs p, ; I'analogic avee la
interpretations moyenne statistique permet de noter E(X) = X .

® Dans le domaine des jeux (le terme « espérance » vient de 1), £(X) estle gain moyen que
peut esperer un joueur sur un grand nombre de parties.

Cf!ﬂ permet de qualifier un jeu d’équitable (ou honnéte) lorsque E(X) = 0 ; lorsque
E(X) >0, Ie jeu est favorable au joueur - défavorable si E(X) < 0.

® Tout comme en statistique, variance et Ccart-type sont des parametres de dispersion. Plus
LB . . “~ . . . . .

qu’a leur valeur intrinseque, il faut accorder une signification 2 leur comparaison, pour deux

variables aléatoires définies sur le méme ensemble.

En terme de jeu, cette dispersion traduit le risque de gagner ou perdre gros.

Le résultat suivant permet de simplifier certains calculs (voir exemple 3).
Il sera démontré dans I'exercice 12, page 283.

‘THEOREME 2
(Linéarité
€spérance)

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur la méme situation, et @ un réel.
Alors I'espérance des nouvelles variables aléatoires X + ¥ et aX est donnée par :

E(XX+Y) = EX)+E(Y) et E(aX) = aB(X). -

e EXEMPLE 3

On lance trois dés. Quelle est, en moyenne, la somme des points obtenus ?

Soit X, X, et X5, les variables aléatoires désignant les points obtenus sur chaque
dé.
La somme des points obtenus est X = X + X, + X;.

Comme E(X;) = E(,) = () = ¢(1+2+3+445+6) = 35,

nous en tirons E(X) = E(X|) + E(X;) + E(X3) soit :
E(X) =10,5.

(N’est-ce pas tout simple ?)

Voir exercice 14 J

saial .,1__,es.'cons'étfiiiéﬁ'écs‘sui\?antes du théoréme 2 seront prouvées dans I'exercice 13, page 283.

e
g ')
[

COROLLAIRE ‘-_,.: :‘S-o‘itw';(.uﬁc‘variﬁble aléatoire, a et b deux réels. Alors ;
T UE(XAb) = E(X) +b
— B . {Var(X) = E(X-E(X))? = E(X*)- [E(X)]* ;

Var(aX) = a*VarX et o(aX) = lado(X) ;
Var(X+b) = Var(X)* et o(X+b) = o(X).

En d’autres termes : ajouter b & une variable, cela ajoute b 3 son espérance mais ne change pas
" sa variance ni son écart-type ; multiplier une variable par a, cela multiplie son espérance par a
et sa variance par a”.

9. Probabilités, conditionnement et indépendance 271
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Conrs —
2. Probabilités conditionnelles

2.1 DEFINITION _ e

@I—TION 3 Soit A un événement de I’ensemble E des issues, tel que P(A) # 0.

On définit sur E une nouvelle probabilité, notée P, , en posant, pour tout événement B .
P(A N B)

P(A)
P, est appelée probabilité conditionnelle sachant que A est réalisé, et on note
encore P,(B) = P(B/A) : «probabilité de B sachant A ».

PA(B) =

Notes

* Celte définition s'appuie sur 'approche effectuée dans la séquence 3, page 267, et la gén;.
ralise. Tl faut souligner que nous admettons le fait que 7, est bien une probabilité,

« Il est fréquent que la probabilité conditionnelle P,(B) = P(8/A4) découle immédiate.
ment de ’expérience aléatoire. L’égalité qui la définit est alors plus efficace ainsi écrite:

P(ANB) = P(A)x P(B/A).
Q) EXEMPLE 4

On tire au hasard, successivement et sans remise,
deux boules de I'urne ci-contre.
Quelle est Ia probabilité de tirer deux rouges ?

Considérons les événements A: «une rouge en
premier » et B : « une rouge en second ».

Il est clair que P(A4) = 3 , et nous voulons calculer :

8
P(ANB),soit P(4) x P(B/A).
Or P(B/A) est la probabilité d’obtenir une rouge dans I'urne qui ne contient plus
que quatre rouges et trois jaunes.

On adonc P(B/A4) = ;,puis P(ANB) = g x; = %
Yoirv_exercfces 194 23.

e

2.2 FORMULE DES « PROBABILITES TOTALES »

'THEOREME 3 Soit A, A,, A < des événements de probabilité non nulle, réalisant une parti-

tion de I’univers E. Alors, pour tout événement B : 77
Y - P(B) = P(AynB)+...+P(A4,n B) avec;pour | <Sks=n:i’

P(A; N B) = P(A,) % P, (B).

tos Démonstration : B.et
| Le résultat découle de ce que les {4, N B} (1 <k =< n) constituent une partition de
| dela définition 3.

272

i

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

'fe&:éilr.s

2.3 MISE EN CEUVRE DANS LE CAS D’EPREUVES REPETEES

™ g | e . 3 s . .
L'idée i Lorstiuc la réalisation d'un événement B dépend de celle d’autres événements A, 4, ,... qui
| constituent une partition de I'univers E, on utilise la formule des probabilités totales pour le

calcul de P(B).
L’intérét ? _I] réside dans le fait que le caleul de P(A,"B), P(A, N B),... se fait a I'aide
des probabilités conditionnelles P(B/A ]) i P( B/AZ) o qui découlent de ]’expériencc,

L'exemple suivant illustre cet aspect (voir aussi la rubrique Méthode, page 275, pour une autre
| presentation des choses)

@ _EXEMPLES

On considere les urnes U/ 1> U, et Uy schématisées ci-dessous.

eee s

U, : 1 rouge, 5 jaunes U, : 3 rouges, 1 jaune Uy : 1 rouge , 2 jaunes

On choisit une urne au hasard et on tire une boule dans cette urne.
Quelle est la probabilité que la boule tirée soit rouge ?

1) Modélisation et notations
L’univers E (ensemble des issues) est I’ensemble des boules des trois urnes.
Notons U, I'événement « ['urne choisie est U} » ; on définit de méme U, et Uj.

Notons R et J les événements respectifs « la boule tirée est rouge » et « la boule tirée
est jaune ».

2) Solution
Nous devons calculer P(R). Or, U, U, et Uy constituent une partition de E.
D’apres la formule des probabilités totales :
P(R) = P(UNR)+P(U;NR)+P(U;NR).
Calculons ces trois probabilités ; il est clair que :

P(U)) = P(Uy) = P(Us) =

L —

D’autre part, P(R/U;) é (c’est la probabilité de tirer une rouge de U, ).

7 I
De méme P(R/Uj) = 3 et P(R/Us) = 3.

I1 en résulte :

L PWUAR) = PWU) X PRI = 3XE = o
et de fagon analogue : .
P, ARy = bx3 =t o puAry = ixlo)
. ~ 374 4 3 335§
Finalement, P(R) = — + 3+ soit P(R) = 2.
inalement, P(R) = gtato 3

Voir exercices 24 et25 |
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3. Indépendance

1 EVENEMENTS INDEPENDANTS

W

On dit que deux événements A et B son indépendants lorsque :
P(ANB) = P(A)x P(B).

(Cela revient & dire, si P(4) # 0, que P{B/A) = P(B).)

=)

(DEFINITION 4)-

Remarque : 1a seconde formulation rend plus naturelle la définition : il parait normal de consi-
dérer comme « indépendants », au sens intuitif du terme, deux événements A et B des lors que

la probabilité de B est la méme que la probabilité de B sachant A.

3.2_VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

Soit X et ¥ deux variables aléatoires définies sur le méme univers E.
X prend les valeurs xy, ..., x, et ¥les valeurs yy, ..., y,, .

On dit que X et Y sont indépendantes lorsque, pour tous i et j (1 <i=<un et
1 <j < m),les événements (X = x;) et (Y=yj)_ sont indépendants.

(DEFINITION 5

3.3 EXPERIENCES ALEATOIRES INDEPENDANTES .

Il n’est pas rare que des expériences aléatoires répétées (identiques ou non) soient indépen-
dantes, au sens intuitif du terme. Dans ce cas, nous admettrons que, conformément a

Principe

I'intuition :
— la probabilité de la liste des résultats est le produit des probabilités de chaque résultat ;
— deux variables aléatoires attachées a deux expériences différentes sont indépendantes.

Commentaire
Ce principe peut se justifier, dans certains cas, par le dénombrement effectif des listes de résul-

tats (voir Analyse Premiére S, collection Terracher, page 263 : le principe multiplicatif, ou
| encore le chapitre 10 de ce volume).

e EXEMPLE 6

On lance 1 fois une piéce de monnaie équil_ihrée. Quelle est la probabilité de
I’événement A : « on obtient au moins une fois Pile » ?
o o S § L1, .
D’apres le principe précédent, P(4) = =X =X ... X = — (c’est la probabi-
2 2 2 2
lité d'obtenir n fois Face). Donc :
Pe4Y = 1L,
2“ - __J
- Voir exercices 26 231

274 .
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TNéthode

Chemins

Arbre

La méthode des arbres de probabilités

Considérons i nouveau la situation de exemple 5, page 273, avec les trois urnes :

L’expérience est celle décrite 2 ["exemple 5, avec les mémes notations.

Nous assimilons 1'intersection de deux événements 3 un chemin ; ainsi U, M R peut étre
assimilé au chemin U, R (ou bien: R——U; )

Nous convenons de placer sur chaque branche d’un chemin un nombre : une probabilité sur
la premiére branche, des probabilités conditionnelles sur les autres.

1 1

Sur I'exemple, cela donne : 2 U, 3 -
UAYA N P(R/U,)

Le déroulement de I'expérience aléatoire peut étre schématisé dans un arbre (de gauche a
droite ou de haut en bas) constitué de tous les chemins possibles.

Principe de construction

Tous les chemins qui partent d’un événement 1 1 AL
constituent une partition de cet événement. 371 3
Toutefois, on peut parfois se contenter d’un 3
arbre partiel (voir Au ceeur des problémes, U, U Us PUIty)
partie 2, page 279). ' l/ \i 3 \l l/ \22
6 6 4 §..3 3
R J R J R J

e Régles de calcul dans un arbre

| @ La probabilité d’un chemin est le produit des probabilités marquées sur ses

branches.

11
376
(ce que traduit I'égalité P(U, N R) = P(U,)x P(R/U,)).

Ainsi P(U; N R) =

(:f‘ La probabilité d’un événement est la somme des probabilités des chemins
(ui conduisent & cet événement.

Yl ladiel L e mE L
Ainsi P(R) = 3Xg+t3%X5+t3%3 = 13 (ce que taduit la formule des
probabilités totales : voir exemple 5, page 273)., -
Voir exercices 322 37
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ninges proflemes |

1. Utilisation de modeles
de référence

OBJECTIF

Utiliser des modeles — désormais biep connus —
toires classiques (telles que lancer d
urne) dans le traitement d’autreg ex

d’expériences aléa-
e dés, de picces, tirages dans une
périences aléatoires,

PROBLEME 1
e, R
Le probléme des taxis

(D'apres A. Engel, Les Certitudes dy hasard, Paris, Aléas Editeur,
1990)

Dans une ville, les taxis sont numérotés 1. 2

9 2y wany I,
Dans la rue, un promeneur observe les quatre premiers taxis qui
passent, et note leurs numéros : 93, 205, 77 et 191.

Un chauffeur de taxi interrogé prétend que n = 650,

Quel crédit peut-on donner a cette affirmation ?

@ Un modele

Supposons que le chauffeur a dit vrai : 5 = 650.

_PASSE-PARTOUT
Dans ce cas, ’expérience aléatoire qui consiste a noter les quatre premiers '
numéros qui passent revient i réaliser quatre tirages successifs

avec
remise dans une urne contenant 650 boules numérotées de 1 3 650,

Le modéle de I’urne

Les tirages (avec ou sans remise) de

Les quatre numéros observés nous incitenf a f:f?nsidérer I'événement A : boules dans une ume : un grand

« les quatre boules tirées ont un numéro inférieur ou égal & 205 ». nombre de situations s’y ramanent,

Le calcul de P(A4) apportera un certain crédit 3 I"affirmation du chauffeur Ainsi, lancer trois dés revient i

f:i (;’(A) est « raisonnable ») ou la discréditera (si P(4) est trop proche réaliser trois tirages avec remise
e 0).

dans une urne contenant six boules
numérotées 1, 2, ... 6.
@ Calculs et interprétation

Le schéma classique des tirages indépendants avec remise nous donne - .' @@ .
205\
PA) == = . :
() (650) 9,9 % 10 - @

Si le chauffeur a dit vrai, I'événement A amoins de 1% de chance-de se -
produire ! Cela jette un doute sur I"affirmation,

Remargue : e calcul effectué ne dit Pas que le chauffeur a menti, mais
il aide & prendre une décision, qui, elle, est toute subjective. Nous
pouvons, par exemple, décider que le chauffeur a menti dgs_lors que

P(A) <0,01 ou fixer un seuil différen (0,005 ou 0,05 sont des seuils
classiques). '

276
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PROBLEME2

Le probleme des anniversaires

Dans une classe de 34 éleves, est-il raisonnable de parier que deux
cleves au moins fétent leur anniversaire le méme jour de P'année
(événement A) ?

@ Un modele

Nous supposerons que toutes les années ont exactement 365 jours (on

néglige les années bissextiles) et que chaque €léve peut étre né, de fagon
équiprobable, 'un des 365 jours de 1’année.

La donnée des 34 jours anniversaires peut €tre assimilée a 34 tirages

successifs avec remise dans une urne contenant 365 boules numérotées de
1 4365.

@ Les calculs

L’événement A qui nous intéresse est I’ensemble des listes de 34 tirages
contenant au moins deux numéros identiques.

La probabilité de I’événement contraire 4 (I’ensemble des listes contenant fo’”c“".f’” du calcul \
34 numéros tous distincts) est plus simple 2 calculer : * Au premier tirage, n'importe quel
numéro convient : 365 possibilités ;
P(4) = [%) X [%) X (g%g-] G @?33%] ~0,205. ’7 « au deuxieme tirage, il faut éviter le
» - premier numéro tiré : 364 possibilités ;
Del'égalité, P(4) = 1-P(4), il ressort: * au troisieme tirage, il faut éviter les
P(A4)=0,795.

deux premiers numéros tirés : 363.. =)
Iy a prés de 80 % de chances de gagner le pari !

Remarque : sil’on note p, la probabilité de A dans une classe de n éléves,
les valeurs de p,, ajoutent a I'étonnement :

n 15 20 23 30 50 57
Pn 25 % 41 % 50 % 70 % 97 % 99 %

Dans La foulée
@ l.es signes du Z(ltii‘d(;m: ‘ : . @ On tire les rois

Etant donné un groupe de n personnes (n = 2)yon  Un pitissier mélange trois feves dans lkg de pite
note p, la probabilité que deux personnes au moins  feuilletée et confectionne deux galettes.

soient nées sous le méme signe zodiacal (il y a 5

12 signes). '- 1) Montrer que la probabilité que chaque galette

DQ - 139 . contienne au moins une féve est 0,75,
ue vaut p, sin=13 9 _
n I

2) Calculer p, et py. *+ 2) Combien aurait-il fallu placer de foves pour que cette
N Remarque ? - probabilité dépasse 0,99 ?
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2. Utilisation d’arbres
de probabilités

OBJECTIFS

e Savoir utiliser une partition pour calculer des probabilités, a I'aide
d'un arbre (voir Méthode, page 275) ou de la formule des probabilités
totales.

* S'initier & la problématique des tests de dépistage en médecine.

PROBLEME1

L’expérience clé

Deux urnes Uy et U, contenant respectivement cing boules rouges,
trois vertes et une rouge, quatre vertes sont représentées ci-contre
(Fig. 3). :

On choisit une urne au hasard, puis on préléve au hasard une boule
dans cette urne.

La boule tirée est rouge ; quelle est la probabilité qu’elle provienne de

@ Modélisation et notations

Notons U, (resp. U, ) I'événement « I'urne choisie est Uy » (resp. U, ),
puis R (resp. V) I’événement « la boule tirée est rouge » (tesp. verte).
L’énoncé nous demande de calculer P( U,/R).

Ce calcul nécessite la connaissance de P(R) et de P(U NR), dob
I'idée de calculer P(U; N R) et P(R) aPaide d’un arbre.

@ Les calculs E
Les données nous conduisent & ’arbre réduit 1 l
ci-contre (Fig. 4) (les chemins correspondant 7 7
aux événements U; NV et Uy N ¥V ne sont
pas construits).
Nous en déduisons : U U,
N I T T
P(R)_2x§+2x§,sou. : /
33 8 5 .
P(R) = =, ’
(8) 80 R I
La définition de Ja probabilité conditionnelle Fig.4 - '
conduita: '

1.5
PUNR)  2%F e
P(RJ = 1§ ,aou;
80

P(U,/R) =

P(U,/R) = %‘;E‘ao;m,

278

Fig. 3

A NOTER

Arbres « réduits »
On peut ne représenter que les
chemins qui aboutissent aux &véne-
ments considérés (sans en oublier).
Cela simplifie I'arbre et épargne
des calculs de probabilités inutiles.
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PROBLEME 2

Valeur diagnostique d’un test

Le test de dépistage d’une maladie posstde les caractéristiques
suivantes :
~ la probabilité qu'un individu malade

e ait un test positif est 0,99 ;
— la probabilité qu’un individu sain

ait un test négatif est 0,99.
L\])['II]ILI‘ en fonction de p (proportion de malades d

ans la population)
la probabilité qu'un individu,

dont le test est positif, soit malade.

@ Formalisation et notations

Notons 7' I'événement : «le test est positif» et M 1’événement : «la Lencramee dleniire e
personne est malade ». Elle consiste & « prélever » un indi-
Les données de I'énoncé se traduisent par: vidu au hasard dans la population.

P(M) = p 5 Py(T) = P(T/M) = 0,99 ;
gﬁ(f) = P(T/M) = 0,99.

La question est : « calculer P(M/T) ».
Dés lors, nous utiliserons le schéma de résolution du probléme 1.

@ Solution
e Calcul de P(T)
. . @plfcatfon \
D’apres I’arbre ci-contre (Fig. 5) : p 1-p B
P(T) = 0,99p +0,01(1 —p), Puisque PA?(T) = _0,99 ;
soit : P(T) = 0,98p +0,01. M M ‘; alors :
e Calcul de P(M/T) PH(T) = 0,01
0,99 0,01

P(M/T) = PMANT) _ 0,99p ; (P_ est une probabilité).

' P 0,98p + 0,01 M j

' 99p %

soit : PM/T) = 98p+1° Fig. 5

o Quelques valeurs vont nous aider & commenter ce résultat

Note
En médecine, pour dépister une
maladie rare, en cas de test positif, on
effectue plusieurs autres tests indé-
pendants,

)4 0,001 | 0,010 0,1 0,3 0,5 0,8
P(M/T) | 0,090 0,5 0,917 | 0977 | 0990 | 0,997

Conclusion : un test positif n’est probant que sip= 0 1 Si la maladie
est plus rare, un test positif ne prouve rien.

Dians éa_b(mtee

|
‘ © Fausse alerte ? —en 'absence de danger, elle se déclenche avec une

|

probabilité de 0,005.

La probabilité qu’un danger se présente est 0,001.
-¢'il y a danger, la probabilité que I'alarme se  L'alarme se déclenche ; quelle est la probabilité que ce
déclenche est 0,99 ; soit une fausse alerte ?

Un systeme d’alarme fonctionne ainsi :

9. Probabilités, conditionnement et indépendance 279
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3. Probabilités appliquées
3 d’autres Sciences

OBJECTIF _

Présenter quelques utilisations du calcul des probabilités dans certaines
Sciences « appliquées » : nous mettrons I’accent sur Ja Génétique.

PROBLEME

La loi de Hardy-Weinberg (1908)

Lorsqu'un géne peut prendre deux formes (ou alléles) A et @, un indi-

vidu peut avoir 'un des trois génotypes : AA, Aa ou aa.

On considere une population (génération 0) dans laquelle les propor-

tions respectives de ces trois génotypes sont Pos qq et ry.

On admet que les couples se forment au hasard quant aux génotypes
considérés (appariement aléatoire).

1) Exprimer, en fonction de Po> 9o et ry, la probabilité p, qu’un
enfant de la génération 1 ait le génotype AA, puis celles, notées q, et
ry, qu’il ait le génotype Aa ou aa.

2) Montrer que p,, ¢, et r, s’expriment seulement 3 Paide de
&= po—

En déduire p,, g, et r, (ces mémes proportions a la génération 2) et
conclure.

@ Un enfant ne peut avoir le génotype AA que lorsque les génotypes de
ses deux parents sont du type AA ou Aa. Le calcul de p; peut alors résulter

de I'arbre ci-dessous (Fig. 6).

1“parent ———— 5 44

2 parent ——— A4

Fig. 6

On en déduit

= J2+1) ( +-1. I 2 : 1 #
P1 =P 2)’ 090 2Pufh,+zqu.smtpl = (f’u*i‘?o) ;

280

/\ /\kJm“%

@p!icarions \

* Siles génotypes des parents sont AA

et Aa, la loi du génotype de I’enfant
est: ’

génotype AA Aa

B —

]

* Siles génotypes des parents sont Aa

et Ag, la loi du génotype de I’enfant |
est: |
AA Aa

1 1

4 2
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« Le calcul de r| est identique, en échangeant les rdles de A et a, donc de

PoClrg: Bien noter
2 .
r1=(ro+%q0] , Ona:pg+qo+rg =1;
prtq +trp =13

etc.

y . ey - _ B 3 1 2 1 2
Onen déduitq; = 1-p, Irl E 1—(p0+§q0) _(,-0.,..2_%) )

@ Avec a = p;—r,, on obtient 9o = 1=po—ry = 1-2p,+ «,

_ 1 A o+ 1)2
donc p, = (Po+§-pg+§) , SOIL ; Py = (—2—) )

A 1 \? —o\?
D = — s o 1-a

2 2
Remarque : p, —r, = (a; 1) _[1;05) =0 =py-ry.

2 _ i
Enfin, g, = l—pl—-r1 = 1_(l+a _[l__q) , S0it :

Ainsi p,, g, et r, s’expriment uniquement a I'aide de o.

Comme ona @ = p,—r; = p,—r, (voir remarque ci-dessus), il en
résulte qu’a la génération 2, les proportions p,, g, et r, s’expriment

de la méme maniere a 'aide de & = pPy—ry. Gregor Mendel (1822-1884)
Religieux et botaniste autrichien.

Conclusion : si p,,, q,, et r, désignent les proportions des génotypes AA, 11 énonce en 1866 les lois de
Aa et aa a la n-i¢éme génération, les suites (p,,), (¢,,) et (r,) sont cons- “’j‘“?lr_“'“w(“ des Cafﬂc_‘efej

N g i génétiques (voir e 4,
tantes a partir de # = 1, et valent respectivement : ci-]desl;]:;ts), o eereice

a+1V? 1-a* (1-a\?
=z )=z =77 )
Lors d’un appariement aléatoire, il y a stabilité des génotypes a partir
de la génération 1 (loi de Hardy-Weinberg).
Dans La frulé
@ Les lois de Mendel (génes a deux alleles) @ Loi de Hardy-Weinberg pour les alléles

Etablir les lois du génotype de I’enfant (utilisées dans  Les notations sont celles du probléme ci-dessus.
I'arbre du probléme ci-desssus) dans les cas o les  On désigne par u, et v, les proportions des alleles A

génotypes des parents sont : et a dans la population.
a)Ad et Aa; 1) Montrer que u, = p, + In etv, =r,+ c_I.’_'
b) Aa et Aa. 2 2

2) En déduire que les suites (u,) et (v,) sont cons-
tantes & partirde n = 0 etexprimer u, et v, en fonc-

'\ tion de .

9. Probabilités, conditionnement et indépendance 281
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Probabilités : calculs de base

1 Les picces

On lance cinq fois de suite une piece de monnaie équilibrée, et
on considere que les issues sont les « mots » tels que FFPFP,
PFPPP... (P: pile, F : face).

1) Quel est le nombre total d’issues ?

2) Calculer la probabilité des événements suivants :
a) « quatre piles au moins » ; b) « plus de faces que de piles » ;

¢) « une série de longueur 3 au moins » (c’est-a-dire : au moins
trois piles consécutives ou trois faces consécutives).

2 Les naissances

En supposant que chaque naissance donne, de fagon équipro-
bable, une fille ou un gargon, déterminer la probabilité que,
dans une famille de cinq enfants choisie au hasard, il y ait :

a) quatre gar¢ons au moins ; b) plus de filles que de gargons ;

¢) trois enfants au moins consécutifs et de méme sexe.

-P.?.stc Les exercices | et 2 sont-ils vraiment différents ?

‘3 L’enquéte
Dans une population, on constate que 42 % des individus n’ont
jamais fait de ski, que 58 % n’ont jamais pris I'avion, mais que
29 % ont déja fait du ski et pris I'avion.
Lorsqu’on rencontre quelqu’un au hasard, quelle est la probabi-
lité quil n'ait jamais fait de ski et qu'il n’ait jamais pris
1"avion ?

@ Dans une urne

Mille boules numérotées de 0 & 999 sont placées dans une urne.
On tire une boule au hasard et on note X le numéro sorti.

1) Calculer la probabilité des événements :
A:«Xestdivisiblepar5»;  B: «X se termine par 0 » ;
C:«Xestmultiplede 2 »; D : « X est divisible par 3 »,

2) Déterminer la probabilité¢ des événements: AN C,
AUC,BNAD,BUD,AnD, AUD, puis ANB et
Cr..

«5 Laloterie

Dans une loterie, on vend cent billets dont trois sont gagnants,

1) On achéte un billet. Quelle est la probabilité qu'il soit
gagnant ?

2) On achéte deux billets. Quelle est la probabilité de gagner au
moins un lot 7

282

-9 Tirages aléatoires

Lications

6 Promenade aléatoire sur un cube

Une fourmi part du sommet A - .
d’un cube ( figure ci-contre) 1
et effectue trois déplacements

le long des arétes du cube. E ”
De chaque sommet, elle
choisit au hasard un des trois

sommels voisins. LR .
1) Décrire & I'aide d’un arbre /

les 27 trajets possibles de la
fourmi, et vérifier qu'apres les
trois déplacements, clle ne
peut se retrouver qu’en B, D, EouG.

2) Calculer les probabilités correspondantes.

7 Le probléme du duc de Toscane

On lance trois dés et on considére les événements :
A «lasommeestégale 29 » et B : « lasomme estégaled 10 ».

1) Montrer que I'expérience peut étre modélisée a I'aide de
216 issues équiprobables.

2) Comparer P(A) et P(B).

Denk gricursents

Au XVE siecle, ce probléme défiait I'intuition des joueurs -
dont le duc de Toscane — qui considéraient 2 tort d’autres
issues non équiprobables. Il fut correctement résolu par Galilée
(1564-1642) et Cardan (1501-1576). Ce dernier écrit vers
1530 le premier livre de probabilités : Liber de ludo aleae.

8 Le menu aléatoire

Un restaurant présente une carte comprenant 60 plats :
20 entrées, 25 plats principaux et 15 desserts. Les plats sont
numérotés de 1 a 60.

Un client distrait choisit au hasard trois numéros distincts.
Calculer la probabilité qu’il ait choisi :

a) trois desserts ;
b) un repas complet (une entrée, un plat principal et un dessert).

Une urne contient trois boules

rouges (notées R,, R,, R;) et R,
deux boules vertes (notées V| et
Va)

Calculer la probabilité d’obtenir deux boules vertes lorsqu’on
réalise deux lirges successifs ©

1) avee remise ; b) sans remise.
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vVariables aléatoires

10 Premier pour gagner

Un joucur lance un dé : si le numéro est un nombre premier, le

joueur gagne une somme ¢gale au nombre considéré (en
euros) 1 sinon il perd ce méme nombre d’euros.

1) Si X est le gain algébrique réalisé, donner la loi de X et
calculer son espérance mathématique et son €cart-type

2) Le jeu est-il favorable au joueur ?

11 Laloi du maximum
Lorsqu’on lance deux dés, on note X Ia variable aléatoire qui, 2
une issue (a, b) , associe le plus grand des deux nombres g et b.

1) Déterminer la loi de X.

2) Calculer E(X), Var(X) et o(X).

@2 Linéarité de ’espérance
Soit £ = {e, ..., e,.} Tunivers associé i une expérience
aléatoire et P la distribution de probabilités associée.

1) Si X est une variable aléatoire définie sur E, montrer que son
espérance s’exprime par :

E(X) = ) X(e;)P(e;).

i=1

2) En déduire une démonstration du théoréme 2, page 271.

@3 Propriétés des parametres
Démontrer le corollaire du théoréme 2, page 271.

14 100 lancers d’une piéce

Lorsqu’on lance 100 fois une piéce de monnaie équilibrée, quel
est le nombre moyen de faces obtenues ?

»?E.Ste Si X est le nombre de faces obtenues, nul besoin
d’écrire la loi de X! Se reporter a ['exemple 3 du cours,
page 271.

15 Comparaison de deux jeux

On lance deux dés et on considere les deux jeux suivants :

1) Jeu n® 1

On gagne 8 € si il sort un cing ou un six, on perd 10 € sinon.
On note X le gain réalisé.

Donner la loi de X, calculer son espérance et son écart-type.
2) Jeun®?2

On gagne 350 € si le double-six sort, on perd 10 € sinon.
On note Y le gain réalisé,

Donner la loi de Y, calculer son espérance et son éeart-type.
3) Comparer les deux jeux (gain moyen, risque). Auquel
joueriez-vous ?

(Cette dernitre question est pure affaire de godL.)

9. Probabilites, conditionnement et indépendance

16 Un jeu favorable, mais...

On lance deux fois de suite un dé équilibré,

1) Si la somme des points est 12, on gagne 4 millions d’euros,
sinon on perd 100 000 euros. Calculer le gain moyen.

2) Joueriez-vous i ce jeu ?

Al ttention !

Si dans Iexercice précédent I'espérance de gain est
séduisante, on ne saurait en faire un critére absolu de
décision : qui jouerait & un jeu en étant presque sir de perdre
100 000 € - ce qui est déja une somme conséquente ? Il en
serait tout autrement si 'on divisait gains et pertes par
100 000 (voir aussi chapitre 10, exercice 31, page 285).

17 Longueur d’une série

On lance cinq fois de suite une piece de monnaie équilibrée.

1) Ecrire la liste des issues de cette expérience :

E = {FFFFF,FFFFP, ..., PPPPP}.
(Si, si ; toutes les issues !)

2) Soit X la variable qui décompte la longueur de la premigre
série de faces consécutives (ainsi X(FFPFP) = 2,
X(PFPFF) = 1,etondécide que X(PPPPP) = 0).
Déterminer la loi de X et calculer E(X) .

3) Soit Y la variable qui décompte la longueur de la plus longue
série de faces consécutives.

Déterminer la loi de Y et calculer E(Y).

4) Soit Z1a variable qui décompte la longueur de la plus longue
série (de piles ou de faces consécutives).
Déterminer la loi de Z et calculer E(Z).

@18 On choisit un chiffre...

Un casino propose deux jeux :

» jert A : on choisit un chiffre (parmi 0, 1, ..., 9) selon une loi de
probabilité telle que la probabilité du chiffre i est proportion-

2520

. (]

nelled i+ 1 ;le gain associ€ au chiffre 7 est

= jeu B : on choisit un chiffre (parmi 0, 1, ..., 9) selon une loi de
probabilité telle que la probabilité du chiffre i est proportion-

nelle a l_-ll-_l ; le gain associé au chiffre i est 135 % (i +1).
1) Déterminer la loi de probabilité des dix chiffres pour le jeu A
et calculer le gain moyen.

2) Mémes questions pour le jeu B.

3) Quel jeu choisir ?

4) On modifie le jeu B pour qu’il offre le méme gain moyen que
le jeu A en associant au chiffre i le gain x X (i+1).
Caleuler x.

283
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prohabilités conditionnelles R

19 Groupes sanguins et facteur rhésus

Dans une population. les individus sont répartis en quatre
groupes sanguins : A, B. AB et O et, & I'intéricur de chaque
groupe. en rhésus + ou thésus —, selon le tableau suivant (en %).

groupe A B AB 0
rhésus + 328 8.1 4,15 36
rhésus - 72 1.9 0.85 9

Un individu est choisi au hasard. Calculer 1a probabilité :
a) qu'il soit du groupe O, sachant quil a un rhésus - -

b) qu’il ait un rhésus - sachant qu'il est du groupe 0.

20 Questions de taille

Dans un lycée, 40 % des garcons et 15 % des filles mesurent
plus de 1,80 m. De plus. 60 % des éleves sont des filles.
Sachant qu’un éleve choisi au hasard mesure plus de 1.80m
quelle est la probabilité que ce <oit une fille

21 Avecdeux dés

On lance deux dés équilibrés. On considere les événements 4 -
«la somme est paire », B : « on a obtenu 2u moins un < » ef
C: «<ona obtenu un double ».

1) Caleuler P(A). P(B). P(C). P(ANB). P(A~C) ot
P(BNO).

2) En déduire P (B), P ((C). Py(A). Py(C). Po(A) «

22 Avec ou sans remise
Une urne contient
5 boules rouges, 3 jaunes

¢l 2 vertes, indiscernables
au toucher,

1) On tire successivement

et sans remise 2 boules de I'ume. Calculer la probabilité
d'obtenir 2 rouges ? 2 jaunes ? 2 vertes ? 2 boules de méme
couleur ?

2) Mémes questions si I'on remet dans I'urne la boule issue du
premier tirage,

23 Avec trois événements

1) Soit A, B et C, trois événements vérifiant P(A)#0 et
P(ANB)#0.

Montrer que :

P(ANBNC) = P(A)XP(B/A)X P(C/ A N B).
2) Dans I'ume de I'exercice précédent, on réalise 3 tirages
successifs sans remise.
Quelle est la probabilité d'obtenir 3 rouges ? 3 jaunes ?

284
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24 Peunimporte le rang

. . = 2 9 1 g ST S.ql .' : X
1) Dans 1'une de I'exercice 22. on tire SUCCESsivement o S
remise 2 houles. .
On note les événements R, @ «la premiere boule. tirg -
rouge », R, : « la deuxidme est rouge », ct de méme ./ J,
Vet V.
a) A I"aide d'une partition convenable, calculer P{R_,‘,_
b) Calculer de méme P(J,) et P(F,).

. , ) .
¢) Comparer les nombres trouvés a P(R)).P(J)) et Py )
Remarque ?

2) Dans la méme urne, on réalise & présent trois tirages sueces,.
sifs sans remise. Calculer la probabilité de Ry -« la troisien,
boule tirée est rouge ». Remarque ?

N

; iste Lexercice 23...

E;-rf:ﬁ re )1;(:1.5 U((frt

Le résultat précédent persiste quelle que soit la composition
initiale de I"urne et quel que soit le rang du tirage ! Mais la
deémonstration demande un peu plus de travail. ..

25 Trois protocoles

Trons personnes A, B et C choisissent une case au hasard dans b
frgure suivante.

On s'intéresse 4 I'événement V : « L case choisie est verte »,

” ] | ,
A atliome : « P(V) = 37 B répond: «mais non,

P( l‘}c:ll »entin, C préend : « £(V)> L

2.
1) Envisager les trois protocoles suivants du choix de la case .
a) choix d'une case parmi les douze :

b) choix d'une colonne au hasard, puis d’une case au hasard
dans cette colonne ;

¢) choix d’une ligne au hasard, puis d'une case au hasard dans
cette ligne. ’

Dans chaque cas, calculer P(V).

2) Quelle est la morale de cette histoire ?

ﬂ SHivre

- Dans le chapitre 10, « La corde de Bertrand », page 328.
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Indépendance

26 Tiralarc
1) Soit A et B deux événements indépendants. Montrer qu'il en
cst de méme pour :

aAdetB: hAceB;

c)A4d et B,

2) Deux archers tirent simultanément. Les deus événements « A
alteint la cible » et « B atteint la cible » sont indépendants et de

probabilités respectives ‘é et % \

Calculer a probabilité des événementc -
a) A et B atteignent tous deux la cible -
b) scul A attemnt la cible :

c) la cible est manquée ;

d) la cible est atieinte ;

¢) un scul tireur atteint la cible.

@27 Sécurité d'un trimoteur
(Dapres A, Engel. Enseignement des Probabadises et dr la Statinngee, CEDIC)
L'avion ci-contre s¢ mamn-
tient en vol &1 lec motcur
central o les moteurs sur

L____ﬂ__{ » T

les ailes fonctionnent

UGN |
Le moteur central a pour \
==
séeunité Py o= s
200

0
moteurs d'ailes ont chacun la sécume Py = i 1 les moteuns

fonctionnent ou non indépendamment Jes uns des autres
Quel est la probabihité que 1avion tombe ?

28 Variables indépendantes

On lance trois fois une pigce de monnaie équilibree.

1) On désigne par X} le nombre de faces au premuer luncer
(X} prend les valeurs 0 ou 1), et X5 le nombre de fuces aux
deux deriers lancers.

Montrer que .\, et Xy sont indépendantes.

2) Soit ¥, la variable aléatoire prenant la valeur 0 si les deux
premiers lancers donnent le méme résultat, et 1 dans le cas
contraire. On définit de méme la variable Y, avec les deux

demiers lancers. '
Donner la loi de Y, etde Y5, puis montrer que Y, et Y, sont

indépendantes.
3) Montrer que X, et Y, sont indépendantes.

4) Les variables X, et ¥, le sont-elles ?

Note : les variables Y, et Y, servent & compter les séries (ou
«blocs ») de piles ou de faces parmi les lancers : 1+ 1 + Y,
est le nombre de séries.

9. Probabilités, conditionnement €t indépendance

29 Avec trois événements

On lance deux fois une piece de monnaie, Les événements A, B,
C sont définis par : A : « pile sort en premier ». B . « pile sorten
second » et C @ « les denx sorties sont identiques ».

1) Montrer que A et B sont indépendants, puis que A et € ¢t
enfin B et € le sont.

2) Comparer P(ANBAC) et P(A)YP(BYP(C).

¥ '?m{c;vcm{;zmc

La notion se généralise A un nombre quelconque
d'événements : on dit que A, A5 ..., A, sont indépen-
dants lorsque toute intersection d'un nombre quelconque
d"entre ens a pour probahilité le produit des probabilités de
ces événements, Ainsi les événements A, B, Cde Pexercice
précédent, quoique deux A deux indépendants, ne sont pas
indépendants dans leur ensemble.

30 Le devoir surveillé

Contrdle de probabilués aujourd hut en Termnale..

Mais Te « prof de math « est terriblement distrait < 1l se trompe
d"étage une fois sur cing. oublie sa ¢lé de salle une fois sur dix.,
ctoublie ses sujets & la maison une fois sur quinze. Quelle est la
probabilité que le controle ait liew, sans retard ?

31  Unexercice de Bac

Une urne contient 3 boules norres ¢t 5 boules blanches. On en
preleve nosuccessivement ef avec remise, a ¢lant un entier
paturel superieur ou ¢gal 3 2. On considére les deux événements
sUELY Ants

A« on obtient des boules des 2 couleurs »

B « on obuent au plus | blanche ».
1) a) Calculer la probabilité de I'événement © « toutes les boules
urées sont de méme couleur »,

b) Caleuler la probabilité de I'événement  « on obtient exacte-
ment | boule blanche ».

) En déduire que les probubilités P(A m B), P(A), P(B)
sont ;

2 il R e e R " _n+l
P(ANB) = E—H,HJJ = ] Sl et P(B) = T
2) Montrer que P(A N B) = P(A) % P(B) si, et seulement
s1:
2=l =+ b
3) Soit (u,,) la suite définie pour tout n entier naturel supérieur
ou égal a2 par:
u, =20 == 1)
Calculer u,, us et uy.
Démontrer que la suite («,) est strictement croissante.

4) En déduire la valeur de I'entier n tel que les événements Aet
B soient indépendants.
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[ a méthode des arbres

Les exercices suivants utilisent de fagon immédiate la
méthode décrite page 275. D’autres seront proposés dans la
rubrique Exercices.

32 Trois urnes

Les umes U,. U, et Uy contiennent des boules jaunes,
rouges et bleues, selon le schéma suivant :

Uy U, Us

On choisit une urne au hasard, puis une boule au hasard dans
celle urne,

On note U, , U, et Uy les événements respectifs : « I'urne
choisie est U} », etc., et R, B et J les événements : « la boule
tirée est rouge », etc.

1) A I'aide d'un arbre de probabilités, déterminer la probabilité
des événements suivants :
UnNR,UNR,UyNnR,RB,J,RUB,RUJ

et: Buid.

2) Sachant qu’on a tiré une rouge, quelle est la probabilité
qu’elle provienne de U, ?

33 Trois dés

Un sac contient trois dés indiscernables au toucher : I'un est
équilibré et ses faces sont marquées de 1 2 6 ; le deuxiéme est
équilibré et comporte quatre faces marquées 1 et deux faces
marquées 6 ; le troisieme est pipé de telle sorte que les probabi-
lités d'apparition des numéros 1, 2, 3, 4, 5 et 6 soient propor-
tionnelles a ces numéros.

On lance un dé prélevé au hasard.

1) Quelle est la probabilité de sortir un 6 7

2) Un jeu propose de miser 10 € sur le fait que le numéro sorti
soit supérieur ou égal 4 4. Joueriez-vous a ce jeu ?

34 La météo en Syldavie
(D'aprés A. Engel, Les Certitudes du hasard, Aléas Editeur)

En Syldavie, le temps évolue ainsi : §’il fait beau (B) un jour

donng, il fera encore beau le lendemain avec la probabilité

6

s'il pleut (P), il pleuvra le lendemain avec la probabilité % ;

On est dimanche, et il fait bequy.
Quelle est la probabilité
a) gu’il fasse beau mardi ?

b) qu’il pleuve mercredi ?
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35 Les dés de Bradley Efron

Quatre dés équilibrés A, B, C et D ont leurs faces Margug,

comme I'indiquent les patrons ci-dessous :

i [ B 3ﬁ

|on44| 333\

4 3 r'

¢ [2] | b |

2[2]6]s6] s{1]s]s]]|
5 !

Paul et Jeanne jouent au jeu suivant : Paul commence, choisi
un dé et le lance.

Ensuite Jeanne choisit I'un des trois dés restants et le lance & son
tour. Le gagnant est celui qui sort le plus grand numéro.
Montrer que, quel que soit le dé choisi par Paul, Jeanne peut
choisir un dé qui lui assure de gagner avec une probabilité égale

2
az.

3

<36 Stabilité a la limite

Une urne U, contient n boules blanches et 10 boules noires ;
une autre urne U, contient I boule blanche et 1 boule noire,
On tire au hasard 1 boule de U que I'on place dans U, ; puis
on tire au hasard | boule dans U, .

1) Calculer la probabilité p, pour que cette derniére boule tirée
soit blanche.

2) Déterminer lim p, . Interpréter le résultat.
= +eo

@37 Tirs au but

Lors d’une longue séance de tirs au but, un gardien arréte le
premier tir avec la probabilité 0,3, puis :

—s’il a arrété un tir, il arréte le suivant avec la probabilité 0,5 ;
—s'il a pris un but, il arréte le tir suivant avec la probabilité 0,2.
On admet que tous les tirs sont « cadrés » et I’on note p, la
probabilité que le gardien arréte le n-i2me tir (ainsi 7, = 0,3)
1) A I'aide d’un arbre de probabilités, montrer que, pour tout
n=1,p,, =03p,+02. :

2) On pose;pour n =1, u, = Pn.‘-%.-
Montrer que la suite (u,) est géométrique.

3) Endéduire lim p, . Interpréfer le résultat.

yn‘fa

L’expérience aléatoire décrite A I'exercice 37 est un
exemple de processus markovien convergent. (Du nom du
Russe Andrei Markov (1856-1922).)
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Fpreuves répétées indépendantes

38 Quasi-certitude
Un tireur atteint une cible quatre fois sur cing.

Combien de tirs doit-il effectuer pour étre sfir, a 99.9 %
d'atteindre la cible au moins une fois ? ‘

39 Toute la ville joue

1) Une pitce de monnaie, considérée comme tout 3 fait honnéte
du point de vue probabiliste, est lancée 20 fois de suite
Quelle est la probabilité d’obtenir 20 faces ?

2) Chacun des 730 000 habitants d’une grande ville réalise en
méme temps |'expérience précédente.

« Il n’y a méme pas unc chance sur deux qu'un habitant au
moins obtienne 20 faces, »

Vrai ou faux ?

@ Le singe dactylographe

1) Un singe n’ayant aucunc suite dans les idées enfonce 2
40 reprises, au hasard, une touche d'un clavier qui en comporte
108.

Quelle est la probabilité qu'il écrive (avece les espaces), le vers
de Mallarmé :

« UN COUP DE DES JAMAIS N'ABOLIT LE HASARD » ?
(Evénement A.)

2) On répéte n fois I'expérience précédente. Déterminer la
probabilité p, que I'événement A se produise au moins une
fois.

3) Que vaut . l_l)!‘ll p,, - Interpréter ce résultat paradoxal.

- 4) Déterminer le plus petit entier n tel que p,, > 107 10" (on pourra
utiliser 'approximation In (1 + ) = u pour it voisi de 0).
Expliquer alors le paradoxe. Ouf...!

41 Le premier probleme du chevalier de Mér¢

« A-t-on plus de chances d’ obtenir un six (au moins une fois) en
langant un dé quatre fois, ou d’obtenir un double-six (au moins
une fois) en langant deux dés 24 fois 7 »

(Probleme posé a Pascal par le chevalier de Méré en 1654.)

1) Premiére situation .
On lance un dé quatre fois de suite. .
Calculer la probabilité de 1'événement A : « on obtient au moins

un six ».

2) Seconde situation ~ o
On lance deux dés 24 fois de suite. .
Calculer la probabilité d”obtenir au moins une fois un double-

six. Conclure.

‘/4 SHIVre

Voir I’ exercice 54, page suivante.

£

_Probabilites, conditionnement €

Breves de cours

Dans les exercices 42 a 46, on considére 'expérience aléatoire
qui consiste a lancer deux dés équilibrés.

42 Calculerla probabilité des événements A : « on obticnt un
double », B : « la somme est égale 3 7 » et C : « on obtient deux
chiffres consécutifs ».

43 Avee les notations précédentes, caleuler P(B N C),

P(BUC)et P(BNC).

44  Soit X la variable aléatoire qui, au résultat (a, b) , asso-
cic |[b—al.
Déterminer la loi de X. Calculer son espérance mathématique et
sa variance,

45 Sachant que la somme est supéricure ou égale 2 8, quelle
est la probabilité d'avoir obtenu au moins un six ?

46 ILes événements F : « la somme est un multiple de 3 » el
G: «le résultat du dé n° I est un multiple de 3 » sont-ils

indépendants ?

47 1) On tire successivement les
trois boules de I'urne ci-contre. Les
issucs sont notées 123, 132, ...321.
Soit X la variable aléatoire qui, a
chaque issue, associe le nombre de
points fixes obtenus (un chiffre est un point fixe s'il est 2 la
méme place que dans la liste {1,2,3} : ainsi, pour I'issue
132, il y a un seul point fixe).

Déterminer la loi de X et son espérance mathématique.

2) Méme question que précédemment avec unc urne contenant
les quatre boules.

3000

48 Une usine fabrique des composants & l'aide de trois
machines A, B et C qui produisent respectivement 60 %, 30 %
et 10 % des composants. La probabilité qu'un composant soit
défectueux est de 0,02 s'il provient de la machine A, 0,05 s'il
provient de B et 0,07 s7il provient de C.

Quelle est la probabilité qu'un composant pris au hasard soit

défectueux ?

49 1) Un dé est lancé dix fois de suite. Quelle est la probabi-

lité d’obtenir au moins une fois le six ?

2) Combien de fois faut-il lancer ce méme dé pour étre sdr, 4
99 %, d’obtenir an moins une fois un six ?

- P & e oy LT e-
Note + « élre siir 2 99 % » signifie « la probabilite de J'cven
ment considéré est supérieure ou égale 2 0,99 >-
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ercices

Utilisation de modeles de référence

@50 Les petits pains aux raisins
(D’aprés A. Engel, Les Certitudes du hasard, Aléas Editeur)

Combien de raisins de Corinthe doit-on mettre dans 2 000 g de
pate pour étre certain 99 % qu'il y ait au moins un raisin dans
chaque petit pain de 50 g ?

(Autrement dit : on veut que la probabilité que chaque petit pain
contienne au moins un raisin soit supérieure ou égale 2 0,99.)

?}.Sfé Soit n le nombre de raisins. Chacun des raisins a la

probabilité 29 de ne pas se trouver dans |'un des 40 petits

0
pains donnés...

51 Le loto sportif

On constitue une grille de loto sportif en cochant 'une des
3 cases [1] pour chacun des 13 matches de football
sélectionnés.

(m: victoire a4 domicile ; : match nul ; : victoire a
I'extérieur.)

Une personne joue une grille au hasard. Calculer la probabilité ;
a) qu’elle trouve les 13 résultats justes ;

b) qu’elle trouve au moins 1 résultat juste ;

c) qu’elle trouve au moins 2 résultats justes sachant que sa
réponse au match n® 1 est juste.

52 L’impasse

1) Lors de la préparation d’un concours, un candidat n’a étudié
que 50 des 100 legons possibles a Ioral.

On a disposé 100 papiers contenant chacun une question dans
une urme, ces questions portant sur des legons différentes. Le
candidat, lorsqu'il se présente a I’oral, tire successivement deux
papiers.

Calculer la probabilité ;

a) qu'il ne connaisse aucun des deux sujets ;

b) qu'il connaisse les deux ;

¢) qu’il connaisse un et un seul des sujets ;

d) qu’il en connaisse au moins un.

2) On considére a présent que le candidat a étudié n des
100 legons (n = 100 ) et a réalisé une « impasse » sur les autres.

a) Quelle est la probabiljté P, qu’il connaisse au moins un des
deux sujets ?

b) Déterminer les entiers n tels que p, = 0,95 ,

D'APRES BAC
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53 Rangement de objets dans n boites

On dispose de n objets, et chacun est placé au hasard dapg L't
quelconque des n boites By, ..., B,.

1) a) Déterminer la probabilité que B, contienne : aucyy &
objets ; les objets.
b) Déterminer le nombre moyen d'objets que contient B,

<n,X; = 1 silaboite B; estvig,

2) On pose, pour 1 <
et X; = 0 sinon.

a) Que représente X = X + ... +X,
b) Déterminer la loi de X; etson espérance mathématique.

¢) En déduire le nombre moyen u,, de boites vides, a I'issue dy
rangement. 4

n
Quelle est la limite de = ?

54 Le deuxieéme probleme du chevalier de Méré

Deux joueurs A et B engagent chacun 32 pistoles dans le jeu
suivant ; on lance une piéce de monnaie jusqu’a I'apparition de
3 piles ou de 3 faces (pas forcément consécutives). Si les 3 piles
sortent d’'abord, le joueur A gagne, sinon B gagne.

(Ainsi le jeu se termine en 5 lancers au plus.) Le vainqueur
emporte les 64 pistoles.

« Au premier lancer, pile sort. Mais pour une raison mystérieuse,
on doit arréter le jeu. Comment répartir les 64 pistoles ? »

1) Un modéle

On convient de considérer la suite fictive de la partie en langant
4 fois une pice de monnaie. Expliciter les 16 issues, et celles
amenant le gain de A (on rappelle que le premier lancer a donné
le résultat « pile »). En déduire la probabilité que A gagne.

2) Répartir alors équitablement les 64 pistoles.

Faire-part

1654 : Le Calcul des Probabilités est né,
Les historiens s’accordent
sur I’année 1654 au cours de
laquelle, 4 la suite d'un
échange épistolaire célebre,
le «Parisien » Blaise Pascal
et le Toulousain Pierre de
Fermat résolvent le probléme
ci-dessus par des méthodes
différentes. Si la méthode
proposée s"apparente  celle de Fermat, laissons a Pascal ¢
mot de la fin : « Je vois bien que la vérité est la méme d
Toulouse qu'a Paris. »

— N

A
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Utilisation d’arbres de probabilités

55 La fausse pitce

On dispose de 1000 picces de monnaic: 999 tout 4 fait
normales et une avee deux faces marquées pile
On tire une picce aw hasard et on la lance dix fois de suite

1) Calculer la probabilité d"obtenir dix fois pile,

2) Sachant qu'on a obtenu dix fois pile, quelle est la probabilité
qu'on ait tiré la fausse piece ?

Prorapilité « Aes canses y

Lorsque la réalisation d’un événement B peut découler de
celle d’un événement A, il est fréquent que I'on s’intéresse
d P(A/B) : cest la probabilité de la « cause » A aprés
avoir observé la « conséquence » B. Le calcul procdéde en
deux temps :
—le calcul de P(4 m B) et de P(B) al’aide d’un arbre
(ou de la formule des probabilités totales) ;
P(AnB)

P(B)
Les calculs de probabilité des causes ont été initiés par le
pasteur (et mathématicien) anglais Thomas Bayes (1702-
1761).

Depuis, ils sont abondamment utilisés dans toutes sortes de

domaines, allant du contréle d’une production & la médecine

(voir Au caeur des problémes, probléme 2, page 279). Bref,

on les utilise dans tous les domaines oll la cause est
_ inconnue.

—lecalculde P(4/B) =

«56 Le répondeur

Un artisan est contacté A domicile par ses clients, sur appel télé-
phonique, et dispose d’un répondeur. Lorsque I'artisan est
absent, il branche systématiquement le répondeur ; lorsqu’il est
présent, il le branche une fois sur trois.

Un client forcené et féru de statistiques constate que, lorsqu’il
téléphone, il tombe quatre fois sur cing sur le répondeur.

Un client téléphone 2 I'artisan; on note A I'événement :
« I'artisan est présent » et R : « le client obtient le répondeur ».

1) Exprimer P(R) en fonction de P(A) . En déduire P(A4).

2) Sachant que le client obtient le répondeur, déterminer la

probabilité que 1'artisan soit présent.

@7 Nombre moyen de tirages
Une urne contient trois boules jaunes et trois boules rouges.
On tire les boules au hasard, une par une, sans remise, jusqu'a
obtenir une boule jaune,
Combien doit-on tirer de boules, en moyenne ?

9. probabilites, conditionnement et indépendance

@58 La bonne stratégie

Un joueur de tennis X bat un joueur A avec la probabilité a et il
bat un autre joueur B avec la probabilité h. On suppose qu’il bat
plus souvent B que A (c'est-a-dire: a < b ).

Lors d’un tournoi, X doit jouer trois parties en rencontrant alter-
nativement les joueurs A et B.

X est déclaré vainqueur s'il gagne deux parties consécutives.

1) Calculer en fonction de a et b la probabilité que X soit déclaré
vainqueur :

a) s’il rencontre A, puis B, puis A ;
b) sil rencontre B, puis A, puis B.

2) Dans quel cas X a-t-il la meilleure chance d'étre vainqueur ?
Est-ce vraiment paradoxal ?

‘59 Promenade aléatoire sur un carré

Une fourmi part de A et suit
les segments du réseau ci-
contre,

Chaque déplacement I'améne
d'un sommet i I'un des 0
sommets reliés par un
segment, choisi de facon
aléatoire.

1) Calculer Ja probabilité¢ B
que la fourmi parvienne au
sommet O en quatre déplacements au plus.

2) On note p,, la probabilité que la fourmi parvienne pour la
premiére fois en O au n-ieme déplacement (n = 1),

a) Calculer p, et montrer que :

2y-1 1
p“=(§) Xi.

b) Etudier lim [p, +p, + ... +2,].
Interpréter le résultat.

@60 Au pays des menteurs

Dans ce pays, tous les habitants mentent avec la probabilité p.

Une information vraie est transmise & une personne par l'inter-
médiaire de n habitants du pays. On note ¥, I'événement :
« I'information transmise par la k-iéme personne est vraie », et

1) Vérifierque p, = 1—p etexprimer p; . , en fonction de
p, etdep, al'aide d'un arbre.

2) On pose 1, = pk—%.

Montrer que la suite (u;) est géométrique.
3) En déduire que la probabilité que I'information finalement
transmise soit vraie est :
|
Py = ;(l +(1=2p)").

Déterminer et interpréter  lim p, .
H=d o
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Des probabilités en génétique

Les exercices 61 @ 63 sont relatifs a la transmission hérédi-
taire des caractéres (lois de Mendel) et @ leur stabilité (lois de

Hardy-Weinberg).

@61 Loi du phénotype (géne a deux alléles)

Lorsqu'un gene posséde deux alleles A et a, un individu peut
avoir I'un des trois génotypes AA, Aa ou aa ; il transmet alors
aléatoirement un des deux alléles & son enfant,

1) Déterminer la loi du génotype d’un enfant lorsque les deux
parents ont pour génotypes respectifs Aa et Aa.

2) 11 est fréquent que des individus AA et Aa paraissent
semblables ; on dit alors que I'allele A est dominant et que a est
récessif. Dans ce cas, I'individu posséde le phénotype A et il
existe dans la population deux phénotypes : A (correspondant
aux génotypes AA et Aa), et a (correspondant au seul génotype
aa). C'est le cas, par exemple, pour la couleur des yeux, etc.
On se place dans une population ol les proportions des
génotypes AA, Aa et aa sont respecuvemem P, g, reton suppose
qu'il y a appariement aléatoire.

a) Sachant qu'un individu a le phénotype A, déterminer la loi de
son génotype.
b) Méme question sachant qu’il a le phénotype a.

¢) Un enfant a deux parents ayant le phénotype A.
Déterminer la loi de son phénotype.

Piste Déterminer d’abord la probabilité qu'il ait 'un des
trois génotypes AA, Aa ou aa.

d) Un enfant a deux parents ayant les phénotypes A et a.
Déterminer la loi de son phénotype.

¢) Déterminer la Ioi du phénotype d'un enfant choisi au hasard.

?fsﬁc Envisager les six cas possibles pour les génotypes des
deux parents.

@2 Transmission de deux caractéres

Sur des chromosomes différents considérons deux génes :
~l'un ayant pour alleles A et a, A étant dominant (voir exercice
précédent) ;

—I"autre ayant pour alleles B et b, B étant dominant.

1) Avec deux parents de génotypes AABB et AaBb, montrer que

Ienfant a quatre génotypes possibles (donner la loi) et un seul
phénotype possible (voir I'exercice précédent),

2) Avec deux parents de génotypes AaBb et AaBb, déterminer
la loi du génotype de I'enfant (neuf possibilités) et celle de son
phénotype.

3) Méme question avec deux parents de génnlypu AABD et
AaBb.

290

<63 Génes a plusieurs alleles
Un des génes définissant le groupe SaNguIn peut avoir
états  les alleles A, B et O.
Il existe donc, pour un individu donné, six génotypes POssibley
mais, 1'allzle O étant récessif par rapport & A et B, seu[emm

quatre phénotypes possibles.
Le tableau suivant récapitule la situation :

génotype | AA ou AO BBouBO| AB | 00
phénotype A B AB 3
(groupe sanguin)

On considere une population dans laquelle, a la génération 0, ley

proportions des alléles A, B et O sont respectivement u, v et w,

On se place dans I'hypothése selon laquelle les couples se
forment au hasard relativement & ces trois allgles (appariement

aléatoire).

1) Exprimer, pour un enfant de la génération 1, la probabilité de
chacun des six génotypes possibles, en fonction de u, v, w.

2) En déduire la loi du phénotype de I’enfant.

3)Onnote u, v, et w, les proponionsrespectives des alléles
A, B et O dans la génération 1.

Montrer que &, = u, v, = vV elw = W.

(C’est la loi de Hardy-Weinberg pour les génes a alleles
multiples: il y a stabilité des alleles, dés la premiére
génération.)

4) Dans une population, les proportions des trois alléles sont
respectivement # = 0,25, v = 0,08 et w = 0,67.

a) Déterminer les proportions des six génotypes et celles des
quatre phénotypes, a partir de la génération suivante.

b) Un enfant du groupe A a sa mére du groupe A. Est-il plus
probable que son pére soit du groupe A ? du groupe B ? du
groupe O 7 du groupe AB ?

¢) Deux parents ont pour groupes A et B.

Déterminer la loi du groupe d’un enfant.
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Florilége de questions de cours

Il est d’usage que, lorsque les Probabilités « tombent »
au BAC, un des deux exercices leur soit consacré. Le
but de I'évaluation étant de contriler un maximum de
points du programme, la plupart des sujets « ratissent
large » en faisant appel A plusieurs (hemes, parmi
lesquels :

—T'utilisation (commandée on non) d’arbres de
probabilités ;

- les épreuves répétées indépendantes ou non ;

—les probabilités conditionnelles et les probabilités
«des causes » (voir page 289) ;

— les variables aléatoires ;

— les suites et les probabilités ;

—elc.

Nous proposons ci-apres quelques morceaux choisis,

parmi les sujets récents, avec quelques « pistes » en cas
de besoin...

©64 BACS, Polynésie, 2001.

1 gros rouge et 3 petits rouges ;
2 gros verts et 1 petit vert ;
1 petit jaune.

Une boite contient 8 cubes :

Un enfant choisit au hasard et simultanément 3 cubes de la boite
(on admettra que la probabilité de tirer un cube donné est indé-
pendante de sa taille et de sa couleur).

Les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles.

1) On note A I'événement : « obtenir des cubes de couleurs
différentes » ; B 1'événement : « obtenir au plus un petit
cube ». '

a) Calculer la probabilité de A.

b) Vérifier que la probabilité de B est égale i % ;

O-wr Un arbre, avec seulement les chemins menant a A ou B.
2) Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de petits cubes
rouges tirés pa} I’enfant. _

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer I’espérance mathématique de X. _ .

3) L’enfant répete n fois I'épreuve: « tirer . simultanément
3 cubes de la boite », en remettant dans la boite les cubes tirés
avant de procéder au tirage suivant. Les tirages sont indépen-
dants.

On note P, la probabilité que I'événement B soit réalisé au
moins une fois,

a) Déterminer P, en fonction de n.

b) Déterminer le plus petit entier n tel que 2, == 0,99,

€05 BACS, groupe 1, juin 2000.

Une urne contient six boules bleues, trois boules rouges et deux
boules vertes, indiscernables au toucher.

1) On tire simultanément au hasard trois boules de 1'urne.

a) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
E| : «les boules sont toutes de couleurs différentes » ;
E, : «les boules sont toutes de la méme couleur ».

b) On appelle X la variable aléatoire qui, & tout tirage de trois
boules, associe le nombre de boules bleues tirées.
Etablir la loi de probabilité de X et calculer E(.X) .

2) Soit k un entier supérieur ou égal a 2.

On procede cette fois de la facon suivante : on tire au hasard une
boule de I'urne, on note sa couleur, puis on la replace dans
I’'urne avant de procéder au tirage suivant.

On effectue ainsi k tirages successifs.

Quelle est la valeur minimale de k pour que la probabilité de ne
tirer que des boules bleues soit au moins mille fois plus grande
que la probabilité de ne tirer que des boules rouges ?

@06 BACS, sujet national, juin 2000.

Les résultats numériques seront donnés sous forme de fractions.
Dans une classe de 30 éleves sont formés un club photo et un
club théétre. Le club photo est composé de 10 membres, le club

théitre de 6 membres. Il y a 2 élzves qui sont membres des
2 clubs 2 Ia fois.

1) On interroge un éléve de la classe pris au hasard.

On appelle P I'événement : « I’éléve fait partie du club photo »,
et T1'événement : « |'éleve fait partie du club théitre ».
Montrer que les événements P et T sont indépendants.

2) Lors d’une séance du club photo, les 10 membres sont tous
présents. Un premier éléve est tiré au sort. Il doit prendre la
photo d’un autre membre du club qui sera lui aussi tiré au sort.
a) On appelle 7' I'événement : « le premier éléve appartient
au club théitre ». Calculer p(T) -

b) On appelle 7', I'événement : « I'éléve pris en photo appar-
tient au club théitre ». Calculer p(T,/T,) et p(T,/T,).

En déduire p(T, N T)) et p(T, N T)).

¢) Montrer que la probabilité€ que I'éléve pris en photo appar-
tienne au club théitre est 0,2.

3) Toutes les semaines, on recommence de fagon indépendante
la séance de photographie avec tirage au sort du photographe et
du phatographié.

Le méme €ltve peut étre photograhié plusicurs semaines de
suite.

Caleuler la probabilité qu'au bout de 4 semaines, aucun
membre du club théitre n’ait été photographié.
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@07 BACS, Aniilles-Guyane. juin 2000,

1) Une fourmi se déplace sur les arétes de la pyramide ABCDS.
Depuis un sommet quelconque, elle se dirige au hasard (on
supposc qu'il y a équiprobabilité) vers un sommet voisin ;ondit
qu’elle « fait un pas ». La fourmi se trouve en A.

a) Apres avoir fait deux pas,

quelle est la probabilité qu'clle .

soit :

-enA? -enB?

-enC? -enD?

b) Pour tout nombre entier n > () C
on note S, I'événement: «Ia -'

fourmi est au sommet § apres n 4 i
pas », et p, la probabilité de cet événement. Donner Pi-

En remarquantque S, , | = Sp41MS,, montrer que :

1
Ppyr = i(lhpn)

2) On considere la suite ( P,,) » définie pour tout entier 7> 0
. 1 |
paipy = g etp,y = E(l—pn).

a) Montrer par récurrence que, pour tout entier 12> 0 :

‘l I n
pﬁ = Z 1— —§ .
b) Déterminer lim p, .

n—+es

68 BAC §, Polynésie, septembre 2000.

On dispose d’un dé cubique dont les faces sont numérotées de
1 & 6. On désigne par p, la probabilité d’obtenir, lors d'un
lancer, la face numérotée k (k est un entieret 1 < k < 6).

Ce dé a été pipé de telle sorte que :

— les six faces ne sont pas équiprobables ;

—les nombres p, , p, ., py., py, ps et pg, dans cet ordre, sont
six termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison r ;
~les nombres p, , p, et p,, dans cet ordre, sont trois termes
consécutifs d’une suite géométrique.

1) Démontrer que p, = L ur l <k =6.

2) On lance ce dé une fois et on considére les événements suivants :
At «le nombre obtenu est pair » ;

B : « e nombre obtenu est supérieur ou égal 3 » ;

C: «le nombre obtenu est 3 ou 4 ».

a) Calculer la probabilité de chacun de ces ¢vénements.

b) Calculer la probabifii que le nombre obtenu soit supérieur
ou égal 4 3, sachant qu'il esy pair.

¢) Les événements A et B sont-ils indépendants ? 1
ments A et C sont-ils indépendants 7

.es événe-
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3) On utilise ce dé pour un jeu. On dispose :

—d’une urne U, contenant une boule blanche et trojs NOire.
—d’une ume U, contenant deux boules blanches et une nmr
Le joueur lance le dé :

—§'il obtient un nombre pair, il extrait au hasard une boy], &
'urne U,

— §il obtient un nombre impair, il extrait au hasard une boyle de
I'urne U, .

On suppose que les tirages sont équiprobables et le joueur g
déclaré gagnant lorsqu’il tire une boule blanche ; on note G ¢
événement.

a) Déterminer la probabilité des événements G M A , puis G,

b) Le joueur est gagnant. Déterminer la probabilité qu'il 4
obtenu un nombre pair lors du lancer du dé.

@09 BAC s, Amérique du Sud, novembre 2000,

Un sac contient trois boules numérotées respectivement 0, | et
2, indiscernables au toucher,

On tire une boule du sac, on note son numéro x et on la remet
dans le sac ; puis on tire une seconde boule, on note son numéro
yeton laremet dans le sac.

Toutes les boules ont la méme probabilité d’gtre tirées.

A chaque tirage de deux boules, on associe dans le plan, muni
d’un repere orthonormal (O, 7, 7) , le point M (x, y) .

On désigne par (D) le disque de centre O et de rayon 1,7.

1) Placer dans le plan muni du repére (O, 7,7) les points
correspondant aux différents résultats possibles.

2) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A «le point M est sur I'axe des abscisses » :

B : « Je point M appartient au cercle de centre O et de rayon | »

3) Soit X la variable aléatoire qui, i chaque. urage de deur
boules, associe la somme x2 + 2 _

a) Déterminer la loi X et calculer £(X) .
b) Montrer que la probabilité ‘dé I'événement : « le point M

appartient au disque (D) » esi'égal . g ‘

4) On tire cing fois de suite, de fagon 'indépendanlc deux boules
successivement ef avec remise. On obtient ainsi cing points du
plan. Quelle est la probabllué de I'événement C : « au moins un
de ces points appartient au- dlsque (D) »?

5) On renouvelle n fms de suite, de fagon indépendante, le
tirage de deux boulés successivement et avec remise. On obtient
ainsi n points du plan. _ *

Déterminer le plus petit entier n strictement positif tel que 12
probabilité de I'événement : « au moins un de ces points appar-
tientd (D) » soit supérieure ou ¢gale 20,999 9.

A e \\

A

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

=

«70 Les deux pitces

Deux pieces de monnaie A et B, indiscernables 3 1a vue et au
toucher, sont truquées de telle sorte que « Face » sort
probabilité a (picce A) ou b (pidce B).

On suppose qu'un joueur choisit une picce au hasard et la
lance ; 5"l obtient « Face », il gagne et relance |

avee la

nce ; améme pidce ;
s'il obtient « Pile ». il perd et change de picce avant de rejouer ;
ainsi de suite. ‘

(()n’ note respectivement, pour n = |, Ape. B, & S, les
evenements :

* 4, t«lapidee A estlancée au n-idme coup » ;

* B, :«lapitce B est lancée au n-itme coup »

* S, : «le joueur gagne au n-itme coup ».

On poseenfin o, = P(A,) ct p, = P(S)).

1) Simulation de I'expérience

Simuler, & I"aide d'une calculatrice ou d'un tableur, cette expé-
rience avec 100 lancers :

03eh
b) lorsque @ = 0.4 et b

c)lorsquea = h = 0.4,

a) lorsque a

0.5
0.6

Dans chaque cas, on observera une stabilisation des valeurs de
P, Versunnombre i préciser.

2) Expression de a,

a) Que vaut o, ?

Exprimer @, , en fonction de a, & 'aide d'un arbre de

probabilités.

e - T
npose,pourn =1, u, = a, 2—(u+b)'

Vérifier que la suite (u,) est géomélrique, puis exprimer u,
en fonction de a et b.

¢) En déduire une expression de @, en fonction de n, a et b.

3) Expression de p,,
a) A I'aide d"un arbre, exprimer p,, en fonction de @, .
b) En déduire que, pour n = 1 :

_a+b-2ab (a-b)?
Pn=3"G+b) 22-(a+b)]

x(a+b-1)""1,

¢) Déterminer lim p,, . Vérifier avec la question 1).
n— to -

4) Cas particuliers

a) Lorsque a = b, vénfier que la suite (p,) est constante.
Interpréter. 5 £

b) Lorsque a + b

Il

1, vérifier que (p,) est constante et

montrer que p, =

a0 —

Interpréter ce demnier résultat.

pilemes

@1 Relecture de fautes

Un livre contient NV errcurs. On suppose qu'a chaque relecture,
o PARRE.
une erreur est corrigée avece la probabilité 7 Staue les erreurs

différentes sont corrigées ou non, de fagon indépendante.
11 est procédé a n relectures indépendantes.

1) Dans cette question, n = 1 et N = 100

a) Onnote, pour 1 = 7= 100, X; lc nombre d"erreurs restant
sur la i-ieme erreur de départ, aprés la relecture (X, prend les
valeurs 0 ou 1),

Déterminer la loi de X, et calculer son espérance mathématique.

b) En déduire le nombre moyen d’erreurs restantes, aprés la
relecture.

‘7‘?5{" Considérer X = X|+ ... + X .

2) Dans cette question, N = 100 et n est quelconque

On considere les événements :

* IF, o« Uerreur i nest pas corrigée & 'issue des n relectures »
(pour I =i = 100);

* A, «toutes les erreurs sont corrigées ».

a) Caleuler P(F).

b) Vérifiecrque A, = FInFyn ... F .

En déduire P(A4,).

¢) Déterminer le nombre minimal de relectures nécessaires,
pour ¢tre sir 3 99 % que toutes les erreurs aient été corrigées.

3) Dans cette question, N et n sont quelconques

On définit I'événement A, comme  la question 2).

a) Exprimer P(A,) en fonction de net V.

b) Avec 'hypothese P(A,) = 0,99, vénfier que :

=si le livie ne comporte que 3 fautes, 5relectures sont
nécessaires ;

=9 relectures permettent d'éliminer (avec 99 % de certitude)
Jusqu'a 2 634 fautes !

4) Dans cette question, N est inconnuet n = 2
On suppose que chague erreur est corrigée avec la probabilité g
(resp. b) par le premier relecteur (resp. le second relecteur).

a) Exprimer en fonction de a, b et N les nombres moyens
d’erreurs corrigées par chacun des relecteurs, puis par les deux
ala fois.

b) 126 erreurs ont € corrigées par le premier relecteur, 150 par
le second, et 90 par les deux i la fois. Estimer N.

(1) Ce probleme est dédié ;
~ 2 un éditeur compréhensif ;
- aux relecteurs scrupuleux ;
— aux lecteurs indulgents.
Les aureurs
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72 Grattage ou tirage
(D'aprés BAC 2001)

Aujoun.b"fui.
E AATVRAIMENT
PAs DE CHANLE.

Les résultats seront donnés sous forme de fractions irvéductibles.
Un joueur achéte 10 € un billet permettant de participer  un jeu
constitué d'un grattage suivi d'une loterie.

11 gratte une case sur le billet. I peut alors gagner 100 € avec

50
G désigne I'événement : « le joueur gagne au grattage ».

11 participe ensuite & une loterie avec le méme billet. A cette
loterie, il peut gagner 100 €, ou 200 €, ou bien ne rien gagner.
L, désigne I'événement: «le joueur gagne 100€ 2 la
loterie ».

L, désigne 1I’événement :
loterie ».

P désigne I’événement : « le joueur ne gagne rien 4 la loterie ».
Sile joueur n’arien gagné au grattage, la probabilité qu'il gagne

une probabilité de — ou bien ne rien gagner.

«le joueur gagne 200€ a la

100 € 2 ]a loterie est % , et la probabilité qu'il gagne 200 € a

; 1
la loterie est 90"

1) a) Faire un arbre sur lequel on indiquera les renseignements
qui précédent. ‘

b) Calculer la probabilité que le joueur ne gagne rien a la
loterie, sachant qu'il n’a rien gagné au grattage.

Compléter I'arbre obtenu avec cette valeur.

¢) Au bout de chaque branche, indiquer le gain algébrique total
du joueur, aprés grattage et loterie, déduction faite du prix du
billet.

2) On note X la variable aléatoire qui représente le gain algé-
brique total du joueur, aprés grattage et loterie, déduction faite
du prix du billet.

La probabilité de 'événement ; « X = 90 » est % :

La probabilité de I'événement : « X = 190 » est ol
»est oog

a) Montrer que Ja probabilité que le joueur gagne 100€ i la

loterie, sachant qu'il a gagné 100 € au grattage, est égale d % i

b) Calculer la probabilité que le joueur ne gagne rien 2 la
loterie, sachant qu’il a gagné 100 € au grattage,
¢) Déterminer la loi de probabilité de X,

Calculer I'espérance de X.
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@73 Le caractere hémophile

(D'aprés J.-L. Boursin, Les Structures dut hasard, Paris, Ed. du Seuil)

Le sexe d’un individu est caractérisé par deux chmmosomcs:
XY chez I'homme, XX chez la femme. Chaque enfant egoj
aléatoirement 1’un des deux chromosomes de son pére et de
mére, ce qui détermine son sexe . cest ur\w fille ou un garcop
selon qu'il aregu « X » ou « Y » de son peére. ’

Le caractére hémophile est attaché a une altération de X en X’
(« maladie » du chromosome X), de sorte que':

— les hommes ayant regu X "Y' sont hémophiles ;

— les femmes ayant regu XX * ne sont pas malades (car X ey
dominant et masque X’ récessif), mais pourront transmetre
X’ i leur descendance |

_les « individus » X "X’ n’existent pas (dans ce cas, I'enfant
n’est pas viable).

1) Déterminer la loi de la structure chromosomique d’un enfant
dans les cas suivants :

a) son pere est «normal » (XY) et sa mé__rc transmetteuse
(XX’) s

b) son pére est hémophile (X’Y) et sa mére « normale »
(XX);

¢) son pere est hémophile et sa mere transmetteuse.

2) Une femme a un pere «normal» (XY), un grand-pére
maternel « normal », et un oncle maternel mort d’hémophilie.
Déterminer la probabilité des événements :

* N: «la femme est “normale” (XX) »;

* N : «la femme est transmetteuse ».

3) La femme précédente a n gargons (n = 1).

a) Déterminer la probabilité qu’aucun de ses fils ne soit
hémophile (événement B, ).

b) Sachant qu*aucun de ses n fils n’est hémophile, quelle est la
probabilité que la femme soit « normale » ?

¢) A partir de quelle valeur de » est-on sfir 3 95 % que la femme
est « normale », sachant qu’elle a eu » fils « normaux » ?

4) La femme de la question 2) aeu n petits-fils « normaux » par
I"une de ses filles, qui a épousé un homme non hémophile.
Quelle est la probabilité de N ? -

La génitigne ﬂﬂjmré{’ Ani
En 1953, les Anglais 'F. Crick et J. Watson découvrent la

structure géométrique en double hélice de I'ADN, donnant
un essor nouveau a la Génétique.
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-\__QB JECTIFS 9

¢ Introduire les rudiments du
dénombrement et de la combina-
toire.

e Approfondir I’étude des lois de
probabilité, discretes ou conti-
nues.

¢ Sensibiliser au probleme de
I’adéquation d’une loi de probabi-
lité a des données expérimentales.

s« Tu émf’,_v au Diet qui joue aux dés,
et moi & la seule valeur des lois. »

Albert Einstein

(lettre @ Max Born)
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1. OBJECTIES

o Revenir sur les deux principes de base du dénombrement : les principes de la somme et du
produit.

o Initier & la notion de loi de probabilité continue.

2. PRINCIPES DE LA SOMME ET DU PRODUIT

¢ Le principe de la somme

Soit.E un ensemble fini et 4 1Ay, A, (Fig. 1) des
parties de E formant une partition de E (a savoir : les
parties sont deux & deux disjointes et leur réunion est
égale A E).

Alors : '

card E = cardA1+cardA2+... +cardAp.

¢ Le principe du produit :

Si une situation comporte k étapes offrant respectivement ny, n,, ..., n, possibilités ot

chacun des nombres »; ne dépend que de I'€tape i, alors le nombre total d’issues est ;
nyXnyX...Xn,.

(Bien noter que ce principe n’exige pas l'indépendance des étapes, mais seulement | 'indépen-
dance du nombre de possibilités offertes a chaque étape.)

Exemple :

Combien peut-on écrire de nombres de trois ch iffres deux & deux distincts avec les chiffres 1,
2,3,4,5et67?

Iy a trois étapes. La premiere étape « choix du premier chiffre » offre n; = 6 possibilités,
la deuxieme « choix du deuxieéme chiffre » offre ny = 5 possibilités (tous les chiffres, sauf

celui utilisé & I’étape 1, et ce quel que soit ce chiffre) et il reste ny = 4 possibilités pour le
troisieme chiffre.

D’oit le résultat: 6 xS x4 = 120.

W& ¢ - « Les grands principes » P T I

© Reprendre I’exemple précédent sachant que I'on @ Les quatre couleurs
n’impose plus aux chiffres d'étre deux a deux distincts. ~ On dispose de quatre - .
couleurs pour colorier la
@ A Vincennes carte ci-contre (deux pays .
Dix-huit trotteurs au départ : combien de tiercés dans ayant  une  fronitiere, - - <
I'ordre est-il possible dobtenir ? commune ne ‘peuvent
recevoir la méme couleur). - -
gons de ranger les cing ~ Dénombrer les coloriages p ossibles.

© Montrer que Ie nombre de fa
lettres M, A, T, H et § et - © Combjen peut-on former de codes comportant trois
5x4x3x2x]. lettres’ dis:lil‘wtes_ de 'I_'alph;'lb_cr"(s_uuf Q) suivies ,-,d;‘
Ce nombre sera noté 5! (« factorielle 5 o), tt::::ﬂ;.‘hl f::;i.‘ng:l}gljoanles pris parmi 0, 1 et =-
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3. NOTION DE LOIS CONTINUES

e Vers la probabilité dintervalles B o
) . ) 1stribution des tailles
Le graphique ci-contre (3 vocation vulgarisatrice) donne la

T : fré
distribution des tailles dans une population P fixée. i e

Il s"agit de 'histogramme des fréquences des tailles de tous

les individus (rangées, par exemple, dans des classes d’ampli-
tude 0.3) (unité : le centimetre)

L aire du domaine en rouge (Fig. 2) représente donc la proba-
bilité qu'un individu pris au hasard dans la population P ait
une taille comprise entre x, et x, .

Xy

yel - . xz b |
Cette probabilité sera simplement appelée probabilité de Fig.2
Pintervalle [x), x,] etnotée P([x,, x,]) . Observons que :

* toutes les tailles étant entre [a, b],0na P([a, b]) = 1 :

* la courbe € est représentative d’une fonction f positive, supposée continue, appelée densité
de P, et que 'on a alors :

P(ixx)) = [ f()ds ;

* la fonction F' définie sur [a, b] par F(x) = P(]a, x]); = r Sf(t)dt apour dérivée f;
a

* pour tout x, P({x}) = 0 (normal -2 y réfléchir - : la probabilité qu’un individu mesure
exactement ﬁ m, ou toute autre valeur, est nulle !).

e La loi uniforme

Comme le stipulent les notices des constructeurs, les fonctions ALEA( ) d’Excel et rand ( ) de
la calculatrice (dont nous ferons bon usage) retournent (sic) « un réel aléatoire entre 0 et 1 ».

De fait, il s’agit d’une simulation « discrétisée » d’une loi de probabilité qui modélise ce que
I’on pourrait appeler « le choix indifférent d’un réel au hasard entre O et 1 ».

La séquence 2 explore I’affaire...

ot
-

. £ . . )
Seq Egpc/e 2 _«laloiuniforme S
B

€ Simulation T a) Représenter graphiquement la fonction F qui a

S Tnlican el Ta b] de [0, 11, simter 210 5% Liasocie £(x)'= FUD, ),

1000 tirages d’un réel de [0, 1] (avec ALEA() ou  b) Quelle est la densit€ de cette loi de probabilité ?

rand()) et déterminer la fréquence des nombres ¢) Interpréter par une aire, sur le graphique représen-
« tombant » dans [a, b]. tatif de f, chacune des probabilités suivantes :

b) Quelle conjecture peug:on émettre entre cette  « P([0,6 ; 1]), P([0,2; 0,31 U[0,5;1]) ;
fréquence et la longueur de [a, b] (diversifier dans la

classe le choix de [a, b]) - | . P[{%ﬂ plus généralement P({x,}) ol x, est
@ Etudedelaloi . |~ - : > donné dans [0, 1] ;
La loi uniforme sur [0, 1] «attribue » & chaque inter- ] ,
valle [a, b] de [0, 1] la probabilité : * P(4), P(B), P(ANB), P(AUB) oi:
' P(la,b]) = b-a. A =10,1506] et B =[03;:0,7].

10’ Lois de probabilit¢ 297 |
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1. Dénombrement

1.1_LISTES D’ELEMENTS D’UN ENSEMBLE FINI__ =

Notion | Soit E un ensemble fini de n éléments (n = 1) etpun ntier (p = s
de listes | Une suite ordonnée de p éléments de E, non nécessairement distincts, est simplement appe,
liste de p éléments de E. " g
Sil’onimpose a une liste de p éléments de E de ne contenir que des élcmfer‘ns deE de.ux a deyy
| distincts, on ne peut espérer que la liste contienne plus de n éléments : voila pourquoi la notjo,
| deliste de p éléments de E deux & deux distincts n’a de sens que pour | < p <n

Proposition 1 Soit E un ensemble fini de n éléments (n = 1).
* Pour tout entier p (p = 1), le nombre de listes de p éléments de E est nP.

* Pour tout entier p tel que 1 < p < n, le nombre de listes de p éléments de E deux
a deux distincts est :
n(n-1)...(n-p+1) (pfacteurs).

«+== Démonstration

Elle repose enti¢rement sur le principe multiplicatif.

Dans le premier cas (€léments non nécessairement distincts), il y an possibilités pour chacun
des p éléments de la liste, d’ou le résultat : 5?.

Dans le second (éléments deux a deux distincts), il Y a n possibilités pour le premier
€lément de la liste, puis n—1 pour le deuxitme, 7 — 2 pour le troisiéme...
n—(p-1) = n—p+1 pour le p-iéme.

Le principe multiplicatif indique alors le résultat énoncé dans la proposition 1.

EXEMPLE 1

Une urne contient 10 boules numérotées de () 3 9, Combien y a-t-il de tirages
possibles de 3 boules :

a) avec remise (la boule tirée est remise dans l’umc avant chaque nouveau
tirage) ; o

b) sans remise. L

a) Un tirage de 3 boules avec remise correspond 4 une hste de 3 elements parmi 10;
leur nombre est donc :

10X 10x 10 = 103 = 1000.

b) Un tirage de 3 boules sans remise correspond a une liste de 3 éléments deux 2
deux distincts (la boule tirée n’est pas remise ddn§ l’urne) parmi 10.

Leur nombre est donc calculé par ; i

10x9x8 '="_'.‘J"3'U

Note = 1e tirage de boules dans une urne (.wu. ou sans’ rum\e) pcnnel de modéliser i'
L bon nombre de problemes. A retenir done. : s |

= Voir exercices 114
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1.2 PERMUTATIONS

Conrs

@EFI NITION ‘D On appelle permutation d’un ensemble E de n éléments toute liste de n éléments de E

deux a deux distincts,

Une permutation peut étre pergue sous des aspects trés variés.

* Liste ou classement
Voici les six permutations de I'ensemble £ = 3F 1
(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3), (2,3, 1), (3 ( ) et (3,2, 1).

* Permutation (au sens « dynamique » du terme)

Xy

X5

La figure 3 indique comment ont été permutés les cinq éléments (

Xy» Xp, X3, X4 et xg: cela correspond d la liste (x,,
Xg5Xy,X3,Xs).

X2

K| | 8

.\‘5

* Tableau

Fig. 3

Le tableau ci-contre représente une permutation de 2
= {1,2,3,4,5}. En convenant d’une lecture « horizontal

vers vertical », il s’agit ici de la liste (2, 4, 1, 3, 5). De manidre 4

plus générale, on peut identifier une permutation d’un ensemble 2
n €léments & un tableau carré de n2 cases tel qu'il y ait une case et

une seule coloriée dans chaque ligne et chaque colonne. 2

» Etc. . L

Proposition 2 Le nombre de permutations d’un ensemble a n éléments (n
noté n! (lire « factorielle n ») défini par :

nl=nxX(m-1)x...x2x1.

» Cela résulte immédiatement de la proposition 1.

= 1) est le nombre

Voici les factorielles des dix premiers entiers (voir tableau ci- =1
contre) qui laissent déja entrevoir que n! croit assez vite avec n : st
z BSIV[ﬂl S Gt 3!=6
On conwent que 0! = 1 : ce nest pas une lubie. Cela permét | 41 = |
d: etendre sans restnctlon un certain nombre de relations & tous les | 51— 1')0 |
entiers naturels (ne serait-ce que la relation: 6!=720 |
| " | — / i
‘ (n+|)' = (n+l)x(n!) 7!'=5040 .
8! =40320
qui est alnrs vrme pour lout entier naturel n). 91 = 362 880
s - 10! =3 628 800
' | * ﬁml Eun cns{,mblc an LlClTlLIllb _
Ed "l .Y . . -
_Lc miinhré'(lc Iistcs de p éléments de E-deuxd deux distinets, avee | < p =< n,est calculé

par n(n = 1)...(n = p+ 1) (voir proposition 1) ou encore :

tvby n(n— l)...(n—h+ 1) X (1= p)! n!

| (n=p)! - (n=p)!"

10" Lois de probabilité 299
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Churs -

2. Combinaisons

-
2.1 _DEFINITION, NOTATION -
DEFINITION 2)—|  Soit Eun ensemble fini de  éémens et p un entier vérifiant 0 =P =15 on appe
— combinaison de p éléments de E toute partie de E-ayantp ciéments. . =
Le nombre de combinaisons de p éléments d’un ensemble a n éléments est noté (p)
(lire « p parmi n »).

Notons que dans un ensemble £ a n €léments, il y a n parties & un\t:ll{.menl, une seule,
éléments : E, et encore une seule 3 0 élément : la partie vide. Nous avons donc :

(-~ -

2.2 DENOMBREMENT DES COMBINAISONS —

- THEOREME 1 " Pournetpentiérs telsque 0<p <nm,ona:
. ; [n) _nn-1)..(n-p+1) soi Wainl ey

! -

++« Démonstration
Pour obtenir toutes les listes de p éléments deux a deux distincts d’un ensemble E de
€léments, nous procédons en deux étapes :

* Etape I : « Choix d’une partie de E a p éléments » : il y a (;] possibilités.
* Etape 2 : « Classement des p éléments » : il y a p! possibilités.

D’aprés le principe du produit, nous obtenons (;J X p! listes de p éléments de E deux A deux

distincts. La proposition 1 livre alors 1'égalité n(n — )on-p+1) = (”) x p!,d'ou:
p ¥

(n] _ nn-1)...(n—-p+1) _ n!
P p! _fp!(n—p)!

@ —EXEMPLE . )

Au Loto, combien y a-t-il de tirages de 6 numéros parmi 49 ?

Un tirage de 6 numéros pan_ni les-numéros 1, 2, *.., 49 est une combinaison de 6
€léments parmi 49. ,

Le nombre de tirages possibles est donc :

4 -.
[ 9) _ 49 X 48 X 47 X 46 x 45 x 44 - 13983816 L[O)T[O]

6 6X5%x4%x3%x2x1 m

De fagon plus générale, il y a (;D rirdge§ p?s&ibﬁ{g&f de p'. '

boules parmi n boules, ces tirages étant sans remise (on ne remet pas les boules déja |
L tirées) et simultanés ou non ordonnés (comme au Loto). . : |
- Voir exercices 9a 11
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2.3 _COEFFICIENTS BINOMIAUXET_EORMULE DU BINOME

- THEOREME 2 ' /- B s
® Pour tous entiers n et p tels que 0 < p=<mn,ona

L

Le triangle
de Pascal

(5120
-(5)

Fig. 4

THEOREME 3

4]

n p '

(3)-(57)+(27%) comar
p) = p e (relation de asca)

=+« Démonstration (voir exercice 15, page 320)
Soit E un ensemble de 1 éléments,

" G;) B (rr’—lp

visible qu'il y a autant de parties de E ayant p éléments que de parties ayant n — p éléments

) : le fait d"associer a chaque partie A de E la partie complémentaire A rend

(si A apéléments, 4 en aalors 1 — p)

® Soit n = 2 et a un élément fixé de E. Effectuons une partition des parties de E'a p éléments :
* celles ne contenant pas a : ce sont les partics & p éléments parmi les n — 1 éléments de E

distincts de @ ; il y en a donc [r.' - ]) ;
P

* celles contenant a : on les obtient en ajoutant I’élément a aux parties p— 1 éléments parmi
n-—1

b—1y

n-1

pi=lf

La relation de Pascal permet de calculer (”) connaissant (” - 1) et [" - 1)_
p P p-1

les 7 — 1 €léments de E distincts de a ; il y en a donc (

Le principe de la somme livre alors : (;) = [" - 1) e (
p

1% 3 4 56T

I = R N  —

.. n ;
On calcule alors les COBfflC]EmS( ] dans le tableau ci-contre en
p

l -
211

13|y
11416 4 1
5|n1
6 15 20)15)6 1
7

213538 24 71}

- | 2

bordant de « 1 » la premicre colonne et la diagonale, et en utili-
sant le schéma (Fig. 4).

[ —

Soit a et b des nombres complexes et n un entier (n = 1).Ona:

n : .
& n 4 n - BN X
(a+b)" = E (p]ab = an+[l)a"~1b+ ...+[”._._Jf:xb';.‘_‘.’#b .

Nouq donnerons la demonstratlon dece rheoreme a 1‘erercme 17, page 370

n
Ceuc formulc exphque le nom de coefficients binomiaux donné aux (P) :

n
x+1.
("_1)\'+

10 Lois de probabilit¢ 301

Elle est souvent utiliséeaveca = xeth = 1

s 1] ‘n—l n -
(\+l)" \'+(l) +i +(p).\ + ...+

._ ‘,
¥
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3. Exemples de lois discretes

3.3 C
3.1 LALOI DE BERNOULL] ——
THEOR
EP"QUVC ‘ Une épreuve de Bernoulli est une épreuve aléatoire ayant deux issues contraires de proy, P
de Bernoulli | bilités respectives p et ¢, avec p+ ¢ = 1. s
¢ Exemples
* Lancer d’une piéce de monnaie équilibrée, avec pour issues contraires : PILE (probabyj;
P = 1/2)et FACE (probabilité ¢ = 1/2).
* Tirage d"une boule dans une urne contenant 70 boules blanches et 30 boules rouges, ay,,
pour issues contraires :
-8« [iEr une boule blanche », de pl’Obﬂbililé P = 0,7 ;
- E = § : «tirer une boule rouge », de probabilit¢ ¢ = 0,3.
® Note : il est commode de désigner I'alternative du résultat d’une épreuve de Bernoulli par
Jacques Bemoulli | [succes ; échec], en abrégé S et E (le choix de ce qui est dénommé succes ou échec iy
(6541705 | évidemment arbitraire),
Lot | Soit une épreuve de Bernoulli d’issues contraires S (probabilité p), E (probabilité g) et X |y
de Bernoulli | variable aléatoire A valeurs dans {0, 1} définie ainsi :
X = 1 sil'issue de I’épreuve est § (probabilité p) ;
0 sil'issue est E (probabilité g = 1-p). R

Par définition, la loi de probabilité de la variable aléatoire X est appelée loi de Bernoulli de
parameétre p.

Le calcul de I'espérance et de la variance de X est immédiat (voir cependant I’exercice 25,
page 320) ; on obtient E(x) = p et V(x) = pq.

3.2 LA LOI BINOMIALE

(DEFINITION 3) * Un schéma de Bernoulli est la répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et
— indépendantes d’issues contraires § (probabililé p) et E (probabilité g) avec
p+q =1. o

» La variable aléatoire X a valeurs dans {0 1 , 1} : « nombre de succés » suit, par
définition, la loi binomiale de paramétres n et p.

¢

La loi binomiale de parametres netpest notée ?fi’(n p)

* La répétition des n épreuves de Bernoulll peut-étre, decalee dans le temps » (lancer n fois

de suite la méme piece de monnaie) ou « smlullame » (l.ml:crn pigces de monnaie identiques
des lors que les lancers sont indépendants). o

* Les issues élémentaires d’un schéma de Bcrnnu]li sont les listes de n lettres, chaque lettre
ara
étant S ou £, Par exemple, pour n = 5 la liste SSESE est I'issue ; succes a la premieh

d
épreuve, succés 4 la deuxieéme, échec i la troisieme, suceds A la quatrieme et échec |
| cinquieéme,

302 _
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3.3 CARAC_T_ERIS_T_IQU_ES_DE_LA_LQLBI_NQMIALE

'THEOREME 4 Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n, p).

A DPour k = 0,1, ..., n, la probabilité de (X = k) cst( )p q"-

2) L’espérance et la variance de X sont E(X) = np ; V(X) = npq.

++« Démonstration

1)‘ L'événement (X = k) est I’ensemble des listes de n lettres écrites avec les lettres S et E
ou S apparait k fois et E(n — k) fois.

Il est clair qu'il existe (’D listes de ce type.

Par ailleurs, les épreuves étant indépendantes, la probabilité d’une liste est égale au prodmt des
probabilités de chaque résultat S ou E (voir chapnre 9, page 274) a savoir :

p qu k.
La probabilité de I’événement (X = k) est donc ( ;) Jal udal

2) Les résultats sur 1'espérance et la variance sont admis (I'exercice 33 en propose une
démonstration et souligne que 1'égalité S(X) = np n’est pas faite pour nous étonner).

Remarques 1) La formule du bindme: 1 = (p + g)" = 2 (Z) prgr-t = Z P(X = k) confirme
k=0 k=0

ce que I'on est en droit d’attendre d"une loi de probabilité et vient expliquer 1" appellation « loi
binomiale ».

2)La probabilit¢ d’obtenir an moins un succes est calculée par P(X=1) soit
1 —P(X =0) asavoir: 1 —¢" (on retrouve un résultat classique du chapitre 9).

e EXEMPLE 3

Un Q.C.M. comporte 10 questions offrant chacune 3 réponses possible.
On répond complétement au hasard. Quelles sont les probabilités :

a) d’obtenir 2 réponses exactes ?

b) d’avoir la « moyenne » (au sens 5 réponses ou plus exactes) ?

La variable aléatoire X : « nombre de réponses justes au Q.C.M. en répondant tout

aut hasard suit.l':-i— loi binomiale de paramétres n = 10 (10 questions) et p = =

(« une chance sur trois de tomber juste »). D'ol :

A P(X=2) = (‘0)(1]()8 Z10x9 25 1280 o ion 19,5 %)

313 2 7310 - 6561

B _,. 10 10 2|O—k l
»-b}jlT .. P(X=5)= Y PX=k) = E(k)x 310 °
sy _ k=5 k=5

soit, avec la calculatrice : 0,213 environ (21,3 %).

——— Voir exercices 23432
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4. Lois continues (généralités),
loi uniforme

I

4.1 _LOI DE PROBABILITE A DENSITE ——

@EFINITION @, Une loi de probabilité P sur un intervalle / = [a, b] de R est déterminée par un,

b o~
fonction f définie, continue, positive sur [ telle quc-[ S(¢)dt = 1 etappelée densitg
a

de P.
Pour tout intervalle [, B] contenu dans /, la probabilité de I'intervalle [@, B] est

B
P(la, B]) = Iaf(t)dt.

*La probabilité de [e, B] n’est donc rien d’autre que
I"aire du domaine ci-contre (Fig. 5).

*Ona P([a, b]) = 1 etpourtout x, de/:

P({x,}) = 0 (car j:” finyde = 0),

* Les seuls événements que nous considérerons dans la
suite seront des réunions finies d’intervalles contenus dans [ et les régles usuelles du calcul des
probabilités s’appliquent a ces événements.

Par exemple, P(4 W B) = P(A)+ P(B)-P(4 N B), en notant que P(4 N B) peut
J étre nulle sans que A et B soient disjoints (¢c’est le cas si 4 M B est fini).

4.2 LA LOI UNIFORME

DEFINITION 5 On appelle loi uniforme sur / = [a, b], la loi de probabilité P dont la densité f est
une fonction constante sur /.

Il est facile de voir que la valeur de la constante est le réel {—’-1— -(voir exercice 38) et donc
b —-a .

que la probabilité d’un intervalle J = [arﬂ"l est calculée p::;r le rapport des longueurs :

- _ longueur de J:
~b—a longueurde I’

-

Dans le cas de la loi uniforme sur [0, 1], la probabilité d’un intéi-'j}‘_ii:llecst alors la longueur

de cet intervalle, _ L

La loi uniforme généralise au « continu » ce que la loi équil‘épﬂrlie estau « discret ». Elle inter”

vient dans de nombreuses situations notamment dans le « choix d”un point au hasard sur un

segment (ou un intervalle) I ». Nous conviendrons d’accorder i cette expression la significa-
| lion suivante : « la probabilité que le point appartienne A un sous-segment (ou sous-intervalle)
| Jdelest P(J),oh P est laloi uniforme sur [ »,

304 :
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4.3_VARIABLE ALEATOIRE — FONCTION DE REPARTITION

Exemple
introductif

(DEFINITION 6)

Fonction
de répartition

Soit OAB un triangle rectangle isocéle de coté 1 (Fig. 6). Un 4 M B
point M étant pris « au hasard » sur [4B] (c’est-a-dire selonla [

loi uniforme sur [0, 1]), I"angle géométrique @ = AOM

varie aléatoirement dans I’intervalle [0, g] y

Examinons de plus pras le comportement aléatoire de 1’angle 6
en considérant I’événement (0 =0= ), o étant un réel de

n l"ll
[0, Z].I]estclairque{]sﬂg o< tan 6 < tan . Fig. 6

Commetan(}:‘i"'_dr: A
10 AM il vient :

I<=f<ooAM < tana.
Ainsi, la probabilité de I'événement (0 < @< o) est égale 2 celle de I'événement

(AM < tan @) qui n’est autre que tan ¢ puisque M suit la loi uniforme sur [0, 1].
On a donc :

P0<6<0) = tana = j:(l +tan20)df (tan’ = 1 + tan2).

Nous résumerons cela en disant que @ est une variable aléatoire 2 valeurs dans [0, Zﬂ qui
suit la loi de probabilité (baptisée « loi tangente ») dont la densité est Ia fonction f définie

sur [0,2] par f(t) = 1+ tan?t.

Cet exemple sous-tend la généralisation suivante :

Soit une loi de probabilité P sur I = [a, b] de densité f.
On dit qu'une variable aléatoire X & valeurs dans 7 suit la loi de probabilité P si

Pla<X<x) = fo(t)dt,pour tout x de [a, b].
a

Lorsque aucune ambiguité n’est a craindre, nous noterons simplement par (X < x) I’événe-
ment (@ <X =<x) et par (X=x) I'événement (x <X =<b). Cela dit, la fonction F

définie sur [a, b] par:

F(x) = P(X<x) = J‘ f(t)dt

£
e e

est 5ppelée fonction dé‘répartition de la variable aléatoire X.

 Voici I'essentiel de ses propriétés (immédiates & établir):
| o Fest dérivable surfet Fib =°f; -

« P(X>x) = 1= F(x), pourtout xde /;
« Pour /> 0-etxdans /, avec x + i dans /:
Pix<Xsx+h) = F(x+h)-F(x).
Noter que cétte probabilité est aussi celle de I'événement :
xs=X)NX=sx+h).

107 Lois de probabilité 305
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5. Laloi exponentielle
5.1 DEFINITION — PREMIERES PROPRIETES

- ; < . 1 1" i S = _ll
Etude Soit A un réel strictement positif et f 1a fonction définie sur [0: + oﬁ[d%ilini)t'n(en)t y :'-c :
préliminaire | La fonction f est strictement positive, continue (elle est meme 1n vable)

décroissante avec lim f(s) = 0.
5§+ o0

. ) ., i o [0 ool s
Il est clair, par ailleurs, que la fonction ¢ — —e~* est une primitive defsur [0, + o[, doj

f P J -
nous tirons : J'ﬂ f(s)ds = 1—0""',PU'5!I'm J.U f(s)ds = 1.

— +oo
- - 5 fear i 1 + oo la notion de [y
Tous les éléments se trouvent réunis pour généraliser a I’intervalle [0, [ e loi

de probabilité a densité.

b
Posons tout d’abord que, pour [a, b] € [0, + e[ : P([a,b]) = L S(s)ds,

d’ou il résulte en particulier que, pour ¢ =0 : P([0,¢]) = Jo f(s)ds = 1-e¥

(c’est 1'aire du domaine en bleu dans la figure 7.
A

A P0,1)

P([t,+=])

Fig.7

Quant 2 |'aire du domaine en jaune, elle est finic et calculée par 1 — (1 — e ) = e,

La probabilité de I'intervalle [#, + e[ sera donc e=4,

Nous pouvons maintenant former la définition suivante.

DEFINITION 7 Soit A un réel strictement positif.

La fonction £ définie sur [0, + o[ par f(s)= Ae* est la densité d’une loi de
probabilité P, appelée loi exponentielle de parametre 4.
Remarque : cette définition s’étend nam_re]lcmcliifﬁ une variable aléatoire.
Une variable aléatoire T i valeurs dans [0, +<o[ suit la loi exponentielle de paramétre A
lorsque la probabilité de 1'événement -(0 ﬁli’T =<1¢) - noté simplement (7<) - el

j: AeMsds .

)

l Onadonc: P(T<t) =1-¢MetP(T>1) = e,

| On désigne encore par I la fonction définie sur [0, + oo par F(t) = P(T<1) ¢t cetle
fonction est encore appelée fonction de répartition de la variable aléatoire T

«_———_4
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5.2 LOI DE DUREE DE VIE SANS VIEILLISSEMENT

Mise en place
de la notion

Etude
mathématique ("

Commentaires

La durée de vie d'un individu (au sens statistique du terme) est

. » . 3 —— TINSTANT Te by
une variable aléatoire 7 A valeurs dans [0, + o[, ot I'événe- (ou L'H_!-TM‘; 7
i . Z B = 1 i i LA EST
ment (7= 1¢), avec t =0, signific que I'individu est vivant & \uA cuestion:

'instant ¢,

Qn dit alors que T suit la loi de durée de vie sans vieillissement
si.la probabilité que individu soit vivant & I'instant t+ h
(h = 0), sachant qu'il est vivant a Uinstant t, ne dépend pas de t
(1= 0). Autrement dit, en formalisant un peu :

P(T=t+h/T=1t) ne dépend pas de f (pour tout 2 = 0).

@ Indépendante de 1, la probabilité ci-dessus est ¢gale d P(T= h/T = 0) (en choisissant
t = 0). Comme |’événement (T =0) est I'événement certain, on obtient :
P(T=h/T= 0) = P(T = h), soit ;
P(T=t+h/T=1t) = P(T=h) ()
® D’aprés la définition d'une probabilité conditionnelle :
P(T=t+h/T=1) = P(T=t+h)n(T=1)) _ P(T;:z+h)’
P(T=1) P(T=1)
car (T= ¢+ h) estinclus dans (7 = ¢),d’ol :
(T=t+h)yn(T=t) = (T=t+h).
Alors, compte tenu de (1), nous obtenons :
P(T=t+h)
P(T=1)
e En posant ¢ (t) = P(T=¢), pour £ = 0, la relation (2) s’écrit :
Q(t+h) = e(O)x@(h),pourt=0eth=0.
Comme ¢ est non nulle (pas d’individu mort-né), en supposant ¢ dérivable, nous tenons du
chapitre 3, page 80 — et aussi un peu de ’exercice 46, page 322 —, que la solution de cette équa-
tion fonctionnelle est @ (¢) = e* (e R).
Par ailleurs, ¢ étant une probabilité, ¢ (#) < 1, pour = 0, ce qui impose < 0.
Ainsi, il existe un réel 1> 0 tel que @ (¢) = e,
o De I’égalité P(T<t) = 1-P(T=1¢) = 1-¢@(t), nous tirons P(T<t) = 1 —e M
et ce résultat tout a fait remarquable : 1a variable aléatoire T suit la loi exponentielle de para-
métre A.

= P(T=h) @)

Aspects techniques de la démonstration

I’ exercice 46 revient sur quelques aspects de la démonstration, notamment sur I’hypothese
« ¢ est une fonction dérivable » et 'exploitation qui en a été faite.

Le parametre 4

Nous ddnnerdné’-,bh sens 2 ce paramétre dans Au ceeur des problemes, page 313.
Applications® -

Cette loi s applique dans de nombreuses situations sous des formes variées (« mourir sans

vieillir ») : voir le theme surla radioagtivité (page 312), mais également & la durée de fonction-
nement de systémes qui ne sont pas sujets & un phénomene d’usure.

: i : ; abilitds condi-
(1) 11 est conseillé de connaitre son cours sur la fonction exponentielle (chapirre 3) et sur les probubilités condi
tionnelles (chapitre 9).

10 Lois de probabilité 307
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1. Calcul de probabilités
OBIECTIF

i le caleul de probabilités sur un ensemble fini d’épreuves est la
maticre premitre de cette rubrique, le mot d’ordre est :

* exploiter de maniere un peu plus creusée o dénombrement ;

* tirer profit des lois discrétes que nous avons sous la main ;

* &viter les calculs (trop) technologiques.

PROBLEME

« Le Loto national »

Nous ne considérons ici que des tirages de 6 numéros parmi 1,2, ..., 49
(donc, des tirages « dépollués » du numéro complémentaire).

1) Caleuler Ta probabilité de chacun des événements suivants :

E; : «letirage ne comporte que des nombres pairs »

E, : «le tirage comporte les numéros {étiches de Donald : 15 et 7 »
(N.B. e 15 juillet est 1a Saint-Donald...)
Ey: «un méme numéro (au moins) est dans les 2 tirages de samedi
prochain »,

.
L}

2) Peut-on dire qu’en moyenne, un numéro donné apparait dans un
tirage 1 fois sur 8 ?

@ Remarque préliminaire
La loi de probabilit¢ étant la loi équirépartie(V (chaque combinaison de

6 numéros parmi 49 a la méme probabilité de « sortir »), la probabilité de
chacun des événements E;, i =1,2,3 estcalculée par:

cardE;

P(E) = 0 ou €2 est I'ensemble de tous les tirages possibles,

ensemble dont le cardinal est (‘:?)

@ Le calcul des probabilités

¢ E, : «que des pairs »

Un tirage ne comportant que des nombres pairs s’obtient en prenant
6 numéros parmi les 24 numéros pairs entre 1 et 49,

On adonc card E | = (2(:1) ,d’ou ;

(24) .

0 24 x23 %22 %21 x20% 19

P(E)) = e 2

(E)) (49) T Bx T 36 x a5 x 44 = 000962
6 S w4

R

soit P(E,) = 09,62 % .

(1) Clestaussi le cas du montant des enjeyx : yne moiti

¢ pour la Frangaise des jeux, I'autre
moitié pour les gagnants. (Dans le genre, ¢’est Je record ; si, si.)

308
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cochez 6 num_éros par gril_le

L] () o]t
(2] ]2 (2] [e]

DEEEHE
IEEEE
IEEEE
IEEEE
UEEEN

(2] (6] ] (3] s

ICEEORCEED

(1] ] ] o) o
(2] (1] 2] [#] [
(3] 9] 2] ][]
(4] ) o] o) o
(5] 5] 5] ] ]
L¢) ] ] 3] ]
(7] 1) (2] [ [
(2] e ][] [
Lo] (] ][] g
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e ;‘2 : « le cas Donald » -

Tout tirage comportant les numéros 15 et 7 se construit ainsj -

: - SAVOIR-FAIRE
1) mettre momentanément 15 et 7 sur le coté : : -
2) tirer 4 numéros parmi les 47 restants ((447) possibilités) L’art de compter
‘s : La ituati i-contre  est
3) adjoindre maintenant 15 et 7 aux 4 numéros tirés, exempls;:lc _logour Cdénombrer o
Il y a donc ( 4) tirages comportant les numéros 15 et 7" dott tirages ayant telle ou telle propriété,
47 on décrit pas a pas un procédé de
( 4) 5 construction systématique de tels
E,) = —= = = soit: Y tirages. C’est ant a tout coup.
P(E,) (49) 392,50“. P(E,) = 01,27 %. ges. C'est gagn P
6

® E5 : « au moins 1, deux fois de suite »

Pour qu’aucun numéro n’apparaisse deux fois de su
le second tir

Un classique : « au moins un » doit
immédiatement  faire songer 2
I’événement contraire « aucun ». /'

-

ite, il faut et il suffit que
age de 6 numéros soit effectué dans les numéros 1 a 49
« épurés » des 6 numéros du premier tirage.

Ceci offre [463 ) possibilités, d’ou p(E4) = 0,436.
Conclusion : P(E,) = 56,4 %.

© Un calcul de moyenne

La probabilité qu’'un numéro donné «sorte» lors d’un tirage est

_(5)

6 7. Comment construire un tirage conte\
= (pourquoi ? ; voir ci-contre). )
(49) 49 1 nant un numéro donné ? f
6 .
La variable aléatoire X : « nombre de fois oti un numéro donné sort au
T 5 6
cours de 8 tirages » suit la loi binomiale de paramétresn = 8 etp = 15"
48
Onadonc E(X) = 8p = 9 0,98 (presque 1).

On peut donc avancer raisonnablement qu’en moyenne, un numéro
donné est dans un tirage 1 fois sur 8.

:Zbﬁm.s la ff:r_nﬁee o

€ Quelle est la probabilité que ‘deux points pris au @ « Chuck-a-luck »
hasard parmi n points d’un cércle soient deux points
| voisins ?

C’estun jeu de foire pour
le badaud naif qui peut

: ier 1 € sur un entier
@ Méme question que dans l exercice 1 avec une parier |

|
- droit SR compris entre 1 et6. |
I] e Lo \‘ - ~ Onlance 3 dés. Sile nom- |
. © On tire au hasard 3 nombres parmi’l0 nombres = ™. bremisésort 1,2 0u3 r(T]\ i
| strictement positifs et 15 strictement négatifs. on lui rembourse s mise |
i Quelle est la probabilité que le produit de ces 3nombres — plus | €, 2 € ou 3 €.

| soit négatif ? _ Sinon, il perd sa I}1isc. .
l Quel est le « gain » moyen par partie ?

107 Lois de probabilité 309
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2. Autour de la loi uniforme

_— 2}
OBIECHE. e —_— o
r
Choisir au hasard un réel dans [0, 1], un point sur un segment ou Su D'a)
un cercle, un instant entre midi et quatorze heures, etc. : autant de situa <tily
tions qui peuvent relever de la loi uniforme, autant de qucsllonsdd L%
examiner de pres : simulation, calcul de probabilité, recherche de Soi
densité, etc. C'est I'idée. &di
plu
(X
PROBLEME 1 -
Un point M est pris au hasard sur le demi-cercle I” de diametre [AB], Al
de centre 0 et de rayon 1 (Fig. 8).
Quelle est la probabilité p que le triangle AOM soit d’aire inféricure ou
égalea0,25? (3]
. . N(
@ « Choisir au hasard » i)
Nous conviendrons que, sans autre précision, « choisir un point M au hasard d
sur le demi-cercle I” » revient & dire que :
«l'angle 8 = AOM suit la loi uniforme sur [0, 7] ». St
te
@ Une solution S L
: g g P | g
L'aire § du triangle AOM est S = %OA -OM - sin AOM = 5sin 0. AU HASARD (
Un peu de trigonométrie élémentaire indique alors que : Pourquoi « uniforme»? ¢
§$=025< sinfg< l els0s ¢ ou EE <f<r. La longueur d’un arc de cercle f
& . b proportionnelle & I’angle au cene ,
La probabilité p de I'événement (S < 0,25) est donc I probabilité 6 qui I'intercepte, si I'on chos |
m Sn i o sur I" laloi P ou la probabilité d
P([O, E:l v [?, TCD ol P est la loi uniforme sur [0, 7] . R P
st :
; T Sn s gia longueur de I’arc it
Les intervalles [0, g:l et [E" Tl] sont disjoints, de méme longueur =, e - longueurde I" e
1 1 1 1 loi uniforme sur [0, n].
donc de méme probabilité g s parsuite p = 8+E = & | Note.: d’autres choix sont possith
§: (voir exerc_:_ce 60, page 324).
PROBLEME2 RO (I Proomy
On choisit au hasard et indépendamment 'un de I'autre deux nombres G

réels dans [0, 1] et 'on désigne par T'le plus ara

nd dcs deux
Calculer la densité de T,

@ L’idée majeure T ."-;1. o APCEETE R S

Elle consiste a obtenir la fonetion de remrtltmn F.de T, c'es e DS i
t- d dlrl., Tl ljJ

calculer F(1) = P(T'<1), pour 1€ [0, 1]. . ¢ est lldcc qui fonctionn®

En effet, a supposer / dérivable, on

%unul.ltmn(\mr théme 2 PJ~ e s
cherchée (voir le cours, page 305).

v/ - " :
aura I'(¢) = f(1) ol fest la tlensilé-

st —

310
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@ lL.c point de vue probabiliste

Soit X le premier nombre pris au hasard dans [0, 1] et ¥ le second.

D’aprés I'énoncé, X et Y sont des variables aléatoires indépendantes qui
suivent la loi uniforme sur [0,1] et

T = max(X, Y).
Soit £ € [0, 1]. Laremarque, somme toute évidente :

« deux nombres sont plus petits que f si, et seulement si, chacun d’eux est

plus pelit que 7» montre que I'événement (T<1t) est 'intersection
X<tH)n(Y<r).Dou:

P(T<t) = P((X< NN (Y<y))

= P(X<t)XP(Y<() = txt = 12
Ainsi, F(1) = t? etdonc:

manifestement I’on a

- INDEPENDANCE

Le cas continu

Deux variables aléatoires X et Y qui
suivent la loi uniforme sur / sont
indépendantes lorsque les événe-
ments (a<X<b) et (c<Y<d)
sont indépendants ([a, b] et [c, d]
quelconques dans [): c’est dans
1’ordre des choses.

En particulier, on aura :

pei— P((X <x) N (Y <)
() = F'(1) = 2t. = P(X<x)xP(Y<y).
© Le point de vue géométrique
Y
Nous admettrons que le choix au hasard de deux nombres x etyde [0, 1] o
indépendamment I'un de ’autre peut étre modélisé par le choix au hasard 1
d’un point M(x, y) dans le carré C (Fig. 9), ce qui signifie simplement :
«la probabilité d’une partie A du carré C est I’aire de A. »
Soit alors  un réel de [0, 1] et 4, I'ensemble des points M(x, y) de C
tels que max(x, y) < ¢.
La figure 10 rend visible que I'aire de 4, est égale a ¢2 ; on retrouve que : o
Flt)y = P(T<t) =12 g Fig. 9 *
Commentaires
A de rares exceptions pres (tels le probléme 2 ci-dessus ou I'exercice 6 ci- A
apres), les moyens nous feront défaut pour attaquer de tels problémes ou se {
«mélent » deux (ou plusieurs) variables aléatoires sous le point de vue \
probabiliste : le point de vue géométrique, via le calcul d’aires, sera a \
L3 Ll e . f
privilégier. -
==
t //:'_’:
=
_ 0 t 1
e Fig. 10
ans La foulée
l Y g B ..‘th.ll. T\"I.. le deux bres —’
| @ Aveclacorde .. 0000 @ Minimum de deux nombres ‘
| Les données et notations sont:célles du probleme 1:~ Les données sont celles du probléme 2, mais il s’agit
‘ oy’ R cette fois de calculer la densité de m ol m est le
. 1) Montrer que AM =251n(-§j S minimum des deux nombres :
| B - .".-'.-‘.‘;‘-'I.' g . '- ' ) " , i L]
2) En déduire la probabilité d¢ I'événiement: .- .- a) en représentant, pour ¢ € [0, 1], I'ensemble des
(1= AM < ). &t . poins Tf(x’y).;"du Icarre)@ tels que min(x, y) <t
A 5 Vot 0 i étri i
3) Soit I et J les points de-I" telsque s - 0= o7 0T (Baint e g prommclagye
. 2 -'."'_-,) " ) 4 ; b B - ; < _ : )
T NI =T b) en exploitant les résultats obtenus sur max(x, y) et
== e AOJ ==. - Gt h ot .
e 3 °© e 3 le calcul de probabilités (point de vue probabiliste).
LCalculer Al, AJ et retrouver le résultat de 2),

10 Lois de probabilité 311
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3. La désintégration
radioactive

OBJECTIE

Aborder sous divers aspects la loi de désintégration radioactive en
mettant en évidence une prouesse du calcul des Probabilités : opérer le
passage du caractere aléatoire de la désintégration d’un noyau indivi-

duel au caractére déterministe de |'évolution d'une population de
noyaux radioactifs.

PROBLEME 1

1) La variable aléatoire T « durée de vie d’un noyau radioactil » vérifie
la propriété suivante :

P(T<t+h/T=t) nedépend pas det (pour 1 = 0).

Montrer que 7' suit une loi exponenticlle (on note A (A>0) le para-
metre).

2) Les durées de vie de plusieurs noyaux (en nombre fini) d’un méme
corps sont des variables aléatoires de méme loi, indépendantes.
Soit )V, le nombre de noyaux a instant t = 0.

Montrer que le nombre moyen N, de noyaux non désintégrés a
Pinstant f est N, = Nje 2,

Solution

@ Rappelons (voir chapitre 9) que, pour deux événements A et B d’un
méme univers, nous avons P(4/B) + P(4/B) =
Avec A = (T<t+h),dot A = (T=t+h), et B=(T=1), il
vient :

P(T=t+h/T=t) = 1-P(T<t+h/T=1),
ce qui prouve que P(7'= ¢+ h/T =) ne dépend pas non plus de 1,
autrement dit (voir le cours, page 307) :
T suit une loi de durée de vie sans vieillissement. _
Il existe donc A > 0 tel que T suive la loi exponentielle de paramétre A.

@ Soit 1 fixé. Pour I’ensemble des N, noyaux, nous avons N, répétitions

indépendantes d'une méme épreuve i dcux issues contraires : « étre désin- |

tégré al'instant ¢ (probabilité ¢=**) ou non ».

La variable aléatoire X, = nombre de _noyaux non dcsmtcg,res a
Pinstant ¢ suit donc Ja loj lmmmmlt de par.imélrusN srE

Son espérance mathématique £(X,) estalors £(X,) ‘= e A,

D’oll le résultat : le numhrt nmym N, de noyaux non désintégrés a
Pinstanttest N, = N, e

312

. MODELISATION

Le probléme 1 rend explicites les
deux hypothéses de base de I
désintégration  radioactive, que
voici, sous forme de formules bien
senties :

* Un noyau meurt sans vieillir.

* La mort d’un noyau n’affecte pas
les noyaux voisins.

Chaque « noyau »'suit la loi exponen- |
tielle de méme parametre A .
I_?o_urlchacun d’eux, on a donc :

' P(T>t) = e,
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R s s BN % ¥ e

PROBLEME 2 (@approche différ entielle)

En 1902, Rutherford ¢y Soddy énoncent I e
radioactive : « La probabilii¢ qu'un no

désintegre durant Fintervalle (e temps Ar est AA7 (J 0)
A Paide d'une équation (ll“LItlllll“l retrouver iu Inm'liun de
repartition de La variable aléatoipe 7 - « durée de vie d’un noyau »

déeroissance
Yau d’un (m])'\ t.n!umll! se

@ Interprétation de Ia loj de Rutherford-Soddy

Nous devons la comprendre ajnsj - P(T<t+A/T> £) = Adt, ce gui

ne signifie pas autre chose que lim P(T<t+h/T= 1) Py (871-1937),
-_— =
h—0 h '

Lond Erneat Rutherford

@ Etude mathématique - INFO

Nousavons P(T<t+h/T= ) = EUT<t+h)n(T=1)

Avee F P(T=1) Les constantes
vec F(t) = P(T<1), nous pouvons écrire ; dela désintégration radioactive
= =
Pl=t) = 1 -F(1) ; * A est la constante radioactive (ou
P(T<t+h)n(T= D) = P(ts< T<t+h) = F(t+h)—F(1). de désintégration) ;
D’oti I’on déduit : 1
. t ArcHi .
P(T<t+h/T>0) _ F(t+hy - F(1) ; 7 SStle temps caractéristique ; de
h h 1-F(f)" fait c’est la durée de vie moyenne
En faisant tendre /i vers 0, il vient : d’un noyau ;
A= F'(t)x - , SOt : * la demi-vie ou période T est telle
F/(t) + AF (1) = A E) Wer Nz = 3N, Vi=0.
(la résolution de I’équation (E) est I’objet de I'exercice 7 ci-dessous). Bilvan P ilnz
© Remarques (voir chapitre 5, page 157).

Dans le cadre de la loi de durée de vie sans vieillissement, la constante A
s'interprete comme Pinverse de la durée de vie moyenne (c’est la géné- —
ralisation de la notion d’espérance mathématique du «discret» au

«continu » qui explique ce résultat (voir exercice 8 ci-dessous)).

/ . . ™
[ Avec les notations habituelles, cela \

— |
Q} enifie E(7) = 1 f

o T (——

Dans la. Dfmlec

@ 1.’ ¢quation (F) -

Résoudre I"équation d]ifcrcm:c]lc (E)
i

1
Montrer que ‘[ sf(s)ds a une limite T quand
_ 0

tste Clest une  équation dfﬂwcnrm’!c du hpe © t+> 4o, que I'on calculera en fonction de A .

+ay = b ; condition n.'mm't' 2 Lt T
¥ gy ’ © Note : dans un « vrai » cours, T serait définie comme

O Durée de vie moyenne Coe e (T, espérance mathématique de la variation aléa-

|
|

La variable aléatoire 7 suit la loi exponenticlle de para-  t0ire 7.
- metre A et de densité désignée par /.

10, Lois de probabilite 313
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4. Adéquation a une loi
équirépartie

OBJECTIF I

Sensibiliser a la notion de preuve statistique. :

A partir de résultats théoriques, simplement abordés 2 I'aide d’un‘c )
simulation, il va s’agir de réfléchir sur des données (plutdt que d’appli- %
quer des recettes), et décider le rejet d’un modele théorique si une

certaine fonction des données expérimentales a une valeur jugée a
priori exceptionnelle,

Fir

m

PROBLEME

Une expérience aléatoire conduisant A k issues Xy aeey Xy, dont les
probabilités respectives sont Py Py, est réalisée n fois,

Da)Pour 1 < i<k, onnote N i la variable aléatoire égale au nombre
de réalisations de Pissue X;, sur les n expériences.
Donner 1a loi de N; et son espérance mathématique.

b) Pour mesurer les « écarts aux moyennes », on considére la variable '
aléatoire :

pr _ o Wi—ap?

iz 1 pr-

Montrer que Pespérance mathématique de p? . E(D?) est indépen-
dante de n et des Pi-

2) Dans le cas de 120 Jancers d’un dé équilibré, conjecturer, i aide de
simulations, les vingtiles Vig et vy de la loi de p2 (définis par
P(02>v,3) =0,1et P(I)2>v19) = 0,05).

3)On convient, pour une expérience analogue, de rejeter Ig régularité -
d’un dé de fagon Significative au seuil de 10 % (ou de 5 %) lorsque Ia
valeur observée ¢2 ge p2 dépasse v 4 (ou Vig). ‘ '
Pour les 120 lancers, les six numéros sont sortis respectivement 26, 13,
22,27, 12 et 20 fois, )

Le dé est-il régulier ?

1) a) Sang ambiguité, N, suit la |
On en déduit -

i binomiale B(ri,p;). - . e BEET 2 T i cedt

T et Y Rappel propriétés de I'esperdl )
o grpf!ff ’
ge 271"

LE(N;) = np; et V(X) =
b) D’apres la linéarie de Pespérance ;
k

de la variance (voir ch
théoréine 2 et corollaire, pA

f L X — .c’())zj
& = £l B,

——

np(L—py. . i “F

il | k i | S
EDD?) = ¥ —E(N.Z ppy2y - L7
2_,]”},)! (N = np 2| = f;l ”ml (N)) .

314 P
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On déduit de ce qui précede :

k x P
ED%y = ¥ (l~p)= F1-% py

Frmc] i=1 =
Finalement :

E(DZ) = k-1.

2) Nous avons simulé sur Excel 1 000 échantillons de 120 lancers d'un dé.
Voici deux résumés visuels des résultats obtenus (Fig. 11 et Fig. 12).

nombre d’échantillons

I*" vingtile 9 décile
Igg_ . 1*" décile 19° vingtile
80 - Med
?0 - _‘1_‘_. Yy QI Q.! L—‘

404 :

30 |

201 :

10' T T T S ol | |i I il | A N, (A | {.{_z
LI N SN N R S B S m LI >

0 5

T | UL LR e P L W e I -
015 3 45 6 75 9 10512135 15 ou plus ...

o
s
-
-
=
s
wn

d =17 d,=9.2
valeurs obtenues d’ de D* =1l V=109
Fig. 11 : Histogramme Fig. 12 : Boite 2 moustaches

Commentaire : d* dépasse la valeur 9,2 dans 10 % des cas, et dépasse
10,9 dans 5 % des cas.

3) Pour le dé observé, d2 = 10,1.

vd?2< vy : au seuil de 5%, on ne peut pas rejeter I’hypothése de
régularité du dé, c’est-a-dire le modele équiréparti ;

*dg < d? :auseuil de 10 %, on décide de rejeter I'hypothese de régularité
du dé.

Dans La U#mte’e

| ~
| @ Reprendre la question 3) du probleme précédent «déA: 17,27, 17, 26, 18 et 15 fois;
|
{

Détail de calcul :

26 — 202 (20 — 20?2
&2 = 26-20)7 (20-20)?
T )

avec chacun des dés A, Bet C, pour lesquels onaobtenu  * dé B : 20, 20, 8, 20, 20 et 32 fois ;
| les six numéros : : b g ws vdé C:13,18,27,27,22et 13 fois. |

,'sz et L/w Aen.&z,_._,,,'netztemmﬁa _

On montre en Probabilités que la loi de la var mhlt. D2. ne dépend pas dc n des que n est assez grand (en pratique
n = 30 ), mais ne dépend que du nombre k d issues (ou dt. muddlllu)

Cette loi est proche de celle d’une variable unigue notée x (L]ll-th,ux) dont les \mgulex sont donnés par des tables
(voir exercices, page 320).

Le nombre £(D?) = k— 1 est appelé « nombre de degrés de liberté » du celte variable.

\

10. Lois de probabilit¢ 315
A
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Dénombrement

—

«1 1) Combien de nombres de trois chiffres distincts peut-on
former 2 I"aide des six chiffres 2, 3,5,6,7et9?

2) Combien de ces nombres sont -

a) pairs?  b) multiples de 5 7

¢) inférieurs 3 500 ?

¢2 Combien y a-t-il de listes de n é1éments, chaque élément
étant « OUI » ou « NON » ?

En déduire que le nombre de parties d’un ensemble 1 éléments
est 2.

«3 1)Montrerqu'ilya 9 x (10)7=" nombres de p chiffres

exactement (p = 1) et que 97 d’entre eux ne comportent
pas le chiffre O dans leur écriture.

2) Quel est le pourcentage de nombres inférieurs 2 1 milliard
qui comportent le chiffre 0 dans leur écriture ?

<4 Les initiales
Les initiales d’une personne sont le couple formé par la
premiere lettre de son prénom et la premiére lettre de son nom
(qu’ils soient composés ou non).

. Montrer que, dans un village de 677 habitants ou plus, il existe
toujours deux personnes ayant les mémes initiales.

¢5 Dénombrer les anagrammes du mot MIRE (mots de quatre
lettres formés avec les mémes lettres, comme EMIR, RIME, et
pouvant étre sans signification tels MIER, MRIE...).

6 De combien de ma-
niéres peut-on compléter .
(en coloriant) le qua-
drillage ci-contre sachant
qu’il doit y avoir un car-
reau colorié et un seul sur -
chaque ligne et chaque
colonne 7 i

<7 Qui a coté de qui ?2

. . )
| ;dlthtmn.s

Combinaisons,
p

<9 Avécritd'un examen, on doit traiter huit exercices au choix

parmi dix.
a) Combien y a-t-il de choix possibles ?

b) Méme question sachant que les deux premiers exercices sont
obligatoires.

<10 Des triangles

Soit n points du plan (n = 3) tels que 3 quelconques d’entre
eux ne sont pas alignés,

Combien peut-on construire de triangles distincts dont les
sommets sont parmi ces n points ?

11 Cordes d’un cercle
Soit n points sur un cercle.
1) Combien déterminent-ils de cordes ?

2) Quel est le nombre de points d’intersection situés a I’inté-

rieur du cercle lorsque, en chaque point, passent au plus deux
cordes 7 '

( A I'aide d'une expression de " , montrer que, pour
12 A raide d p ds que, p

l<p-1=n-1,o0na:

(1) =#(3):

<13 Le poids des mots

De combien de fagons peut-on répartir huit’ personnes autour L

d'une table ronde™?
Piste Non, la réponse n'est pas A.(] 320.

‘8 Lesinséparables -
De combien de manires peut-on ;l_ligncr n objets sachant que
deux d’entre eux X et ¥ doivent ére 2 coté I'un de I'autre ?

On considere les mots de n lettres écrits avec les lettres A et B.

1) Combien y a-t-il de tels mots comportant p lettres A exacte-
ment ol p est unentiertelque 0 = p=<n ?

2) Soit a et b deux réels. Le « poids » d’un mot comportant p
lettres A (et donc n — p lettres B) est a? X b" P,
Montrer que I'ensemble de tous les mots « pese » :

I n

2 ( )an“"P.

p=0 P

Note :-cet exercice pourra servir — au moins en tant qu’image
meq_téﬁe — dans la démonstration de la formule du bindme par

-dénombrement (voir exercice 18, page 320).

e 14 “Au Scrabble

Combien de mots distincts de sept lettres peut-on écrire avec les

Iclln:s?

?—-‘fsf ¢ Combien d'emplacements possibles pour | E| ? puts
pour m 2 ete. (La réponse est 105.)
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15 Démontrer la relation de Pascal en utilisant I'expression
Jes coefficients du bindme.

16 La fontaine o
romaine

Montrer que, lorsque I'écou-
lement est permanent, les
volumes d'cau qui se
déversent dans les vasques
d'un méme sont i
proportionnels aux coeffi-
cients du triangle de Pascal.

niveau

«17 Une urne contient n boules rouges et it boules blanches.

1) Soitkentier (0 <k < n).
Combien y a-t-il d'échantillons de n boules contenant & boules
rouges et n — k boules blanches ?

2) A I'aide du principe de la somme, en déduire que :
i(n)z B (2:!]
iV 3 I T

<18 La formule du bindme

En développant (mentalement) le produit (a + b)(a + b)
. (a+b) formé de n facteurs, préciser combien de fois est

obtenu chacun des termes suivants :
b",ab"1, .., a"=PbP, ... a"-2b2, a"- b, a".
En déduire la formule du bindme (voir théoréme 3, page 301).

«19 Développer i I'aide de la formule du bindme :
a) (1 +x)5; b) (x-1)%;
¢) (a+b); d) (a-b)7.

@20 Développer et simplifier les nombres complexes :
a) (1+i)3 ; b) (1-i)*;

2i%
o) (1+2))5oj=¢ 3,

21 Développer par la formule du binéme :
(cosx +isinx)*  (xréel).
Exprimer alors cos4x en fonction de cosx.

22 ,Eo(;) = 2

Etablir la relation ci-dessus de denx manidres différentes :
a) en développant (1 + 1)” par la formule du bindme :

b) en dénombrant de deux maniéres différe_n_tes les parties d'un
ensemble & n éléments (voir exercice 2, page 319).

320

Lois discretes (premiers exemples)

«23 On distribue 4 cartes au hasard d"un jeu de 52 carte
Quelle est Ja probabilité d’obtenir les 4 as ?

24 On tire simultanément au hasard deux nombres entiers o
tre 1 et 100. Lequel des événements suivants est le plus probabje 1
« La somme des nombres est un nombre pair.

« La somme des nombres est un nombre impair.

25 Un sac contient un jeton marqué « I », deux jetons my;.
qués « 2 », etc., jusqu’a cing jetons marqués « 5 ». On gagne
en tirant deux jetons du sac, on obtient le méme nombre sur chy.
que jeton.

Quelle est la probabilité de gagner avec la meilleure des deyy
stratégies 7

a) Tirage avec remise.

b) Tirage sans remise.

«26 On lance deux dés ; I'un normal, I’autre ayant trois faces
marquées () el trois faces marquées 6.
Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoire :
X = « somme des points obtenus » ?

«27 Laloi de Benford
Soit El'ensemble £ = {1, 2, ...,9}.

Pour k€ £, onpose p;, = log(l +%]
(Rappel : log est le logarithme décimal.)

1) Montrer qu'en associanta & = 1,2, ..., 9 le réel Py on
définit une loi de probabilité sur £, appelée loi de Benford.

2) A I'aide de la calculatrice, tabuler les valeurs py A 1072
pres.

3) Relever 1 000 nombres dans un Journal (les cours de la
Bourse, par exemple), dresser un tableau donnant la fréquence
du premier chiffre de ces nombres et comparer avec les résultats
obtenus en 2). Elonnam non 7

Note :il'y a mieux : si le journal propose une double cotation en
francs et en euros, par exemple, les relevés des fréquences de la
question 3), d’une part en francs, d’autre pa.rl en euros, condui-
_sent & des résultats & peu-prég “Similaires | .

Il en serait de méme en relévant Je prem:er chlffn. du nombre
d’ hablranls des 35 560 communes dela France m

“: 28 -Laloi de Bernoulli " .

Soit X une v:mable alealmre a valeurs dans {0, 1} avec pour
loi de probablllte o AR

P(X"‘l}—pe[P(X 0) g (g=1-=p).
Montrer que E(XJ p et -V(X) = pq.

;)f.&f«’ Ladef nition seule :
VX) = (1-p)?xp+(0-p)2xgq.
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Loi binomiale

29 Onlance cinq dés irréprochables simultanément,
Quelle est la probabilité d'obtenir deux as ? trois as ?

30 On aacheté un dé 2 quatre faces blanches et deux faces
noires chez un honnéte commergant. On lance le dé six fois de
suite, les lancers étant indépendants et I'on désigne par X la va-
riable aléatoire « nombre de faces noires obtenues »,

Donner la loi de probabilité de X, son espérance et sa variance,
31 Untireur atteint la cible avec une probabilité de 0,6,
Montrer qu’il faut sept tirs minimum pour que la probabilité
d'atteindre au moins deux fois Ia cible dépasse 99 5.

(il n'y a pas plus franc pour le cal-

cul de probabilités) mille fois. i :

32 On lance une piece de | €

Quelle est la probabilité d’obtenir ) { ;
545 PILE ou plus ? A

1) Donner une estimation spon-
tanée sous forme de pourcentage.

2) Activer la calculatrice sur ce
calcul.

Faire les deux exercices qui suivent (il y a largement le temps)
et commenter le résultat fourni.

33 Espérance de la loi binomiale

La variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramétres n et
p(0O<p<1) etl'onpose g = 1—p. Il s’agit de calculer
'espérance mathématique E(X) de X.

n
1) Montrer que E(X). = Y, k(z)PkQ"'k-
K=0

2) Développer selon la formule du bindme S(x) = (px+q)",
pour x réel.

3)En déduire deux .expressions de f"(x), puis que
E(X) = np. ;

Remarque : si I’éh'-éag'ﬂé 1€ par « succes » (probabilité p) a

e ' LY 5 >
chaque épreuve, nous tenons*de I'exercice 28 qu'a chaque__. P
épreuve 1'on” gagne en moyenne p €. La répétition de n-;

€preuves identiques et indépendantes nous fait espérer un gain
moyen de np € : on pouvait $’en douter. .- -

34 «Lancez 15 fois de suite une piece de monnaie. Si vous

obtenez 15 FACE vous gagnez 100 millions d"euros, sinon vous
perdez 150 €, » paft HRAY SR

1) Montrer que I'espérance de gain est supéricure 2 2 900 €.
Jouez-vous ? o “

2) On divise les enjeux par 10 000, Jouez-vous ?

.

Lois continues, loi uniforme

Dans les exercices 35 & 37, montrer que la fonction f est la
densité d’une loi de probabilité P et calculer la probabilité de

Pévénement A.
13
A = [z, é_l:’

36 /= [0, n] (nentiern=1): f(x)

85 1=10,11; f&)=2c;

1}
ey
==
~—

E]
I

A=[0,a] avec0<ag=<n.

B7 I=[~111; fix)y= 1-|d :

A =[a,b] avec-1 <a<b<].

38 Montrer que, si la loi de probabilité P sur [a, b] admet

- 1
une densité f constante, alors S(x) = ——, pour tout x de
—da

b
la, b].

Dans les exercices 39 et 40, on considére
Pexemple introductif donné dans le
cours page 305.

Rappel : «M est pris au hasard sur
[AB].»

0]

39 Montrer que les variables aléatoires S = aire(4OM)

et §* = aire(OMB) suivent toutes deux la loi uniforme sur

[o:3]

40 SoitXla variable aléatoire X = « longueur de OM »,

Montrer que X est A valeurs dans [1, /2] et calculer la proba-
bilité de (X =< a) (a donné dans [1, ./2]).

41 Montrer que, si la variable aléatoire U suit la loi uniforme
sur [0, 1], pour tous réels a et b tels que a<b,
X = (b-a)U+a suitlaloi uniforme sur [a, b].

Application
Comment simuler le tirage de nombres au hasard dans

710, 27] 7 dins E 1} ?

"

.42 On considere I’expérience aléatoire suivante :
" #on tire au hasard un premier nombre x dans [0, 1] ;

= on définit un second nombre y par :
-si0=x<03,onprend y = x|

~s1 0,3 <x =1, onchoisit y au hasard dans [0,3 ; 1].
1) Simuler cette expérience aléatoire.

2) Peut-on considérer que y est pris au hasard dans [0, 1] ?

10. Lois de probabilité 321
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Loi exponentielle

Dans les exercices 43 a 45, on considere une variable aléatoire
T @ valeurs dans [0, + oo| qui suit la loi exponentielle de
paramétre A(A>0).

43 Onsupposcque A = 1.

1) Tracer sur deux graphiques différents les courbes représenta-
tives de la fonction de répartition de T et de sa densité.

2) Interpréter graphiquement sur chacun d’eux les probabilités
P(T<0,5) et P(T>1) eten donner une valeur approchée
3 1073 prés.

44 Pour quelle valeur de 7 les événements (7'<¢) et son
contraire ont-ils la méme probabilité ?

45 Montrer que la probabilité de I'événement (T> %J ne

dépend pas de A et en donner une valeur approchée & 103
pres.

46 Soit @ une fonction dérivable sur [0, + o[ non nulle
telle que : e(t+h) = o) @) 1),

pour tous les réels positifs t et h.

1) Montrer que @'(7) =
o= ¢'(0).

o@(t) pour tout =0 avec

\?)?sﬁe Voir chapitre 3, séquence 1, exercice 2, page 80.

2) En déduire que @ (¢) = e¢* pour t = 0.

Remargue : avec @ (t) = P(T = t) (voir cours, page 307), la
fonction ¢ est monotone décroissante. Or, on peut montrer
assez facilement qu’une fonction monotone satisfaisant I'équa-
tion fonctionnelle (1) est dérivable. L’hypothése « ¢
dérivable » dans la démenstration est donc (en théorie) super-
flue.

Phénvmenes ek,;vonent?e(&

Sous certaines conditions,
le temps d’attente entre
deux réalisations d'un
méme événement (appari-
tion d’une étoile filante dans
le ciel, par exemple (voir
exercice 69))  est  une
variable aléatoire qui suit la
loi exponentielle,
L’ensemble de ces condi-
tions a éé déerit pur Je
mathématicien frangais
Siméon Denis Poisson,
éleve préféré de Laplace.

Siméon Denis Poisson
(1781-1840),

322 .

.pour £ =

Brevesdecours

47 Bleu, blanc, rouge
au est constitué de deux rangées de n cases. Oy dés -

Un drape
bre de manieres de le colorier en utilisan ay pl

par u,, le nom
Jes couleurs bleu, blanc, rouge t:

de fagon que deux cases ayant
un coté commun n’aient pas la
méme couleur (un exemple .
de coloriage pour 7 = 8 est représenté ci-contre).
1) Calculer u, et montrer que,
u, = 3u

2) En déduire u,, .

pour tout p>

n-1-

48 «A tous les coups, on gagne »

Une urne contient deux boules rouges et une boule jaune, g
tire une boule de I'urne : le gain est de 1 € si une boule rouy
est tirée et 2 € 'il s’agit de la jaune. L’expérience est réalist,
trois fois de suite, la boule tirée étant remise & chaque fois day
I'urne.

Soit X la variable aléatoire « gain & I'issue des trois tirages »,
1) Préciser les valeurs de X.

2) Déterminer Ja loi de probabilité de X et calculer £(X).

49 Quelleest la probabilité p,, d’obtenir exactement n PILE

en langant 2n piéces de monnaie ?
A I'aide de I"approximation de Stirling (1692-1770) ;

m\"
« ;1!=J27:rr(;) pour n assez grand», montrer qu

1 e
P,=— ctendéduire lim p,.
n n—+eoo

50 Vraiou faux ?

«Sil'on tire un réel au hasard dans [0, 11, il est plus probable

davoir sa racine carrée inférieure 0,4 que son carré plus grand
que 0,7. » :

«51 Montrer que, si une variable alé}toire T i valeurs dans

[0, + e[ suit uné loi exponennelle alors :
P(T= t+‘7’u’?‘> r) = P(I“—“ h)
Oeth= 0 '

Note : ce résultat est une lepome ala queanon naturelle que tout
.un chacun se pose : « Sila durée de vie d’un imdividu suit une
loi exponentielle, est-ce qu’elle suit la loi de durée de vie san®

vieillissement ? » (Comme il se voit, lat erun,\.e est oui.)

-
AL,

‘I.> L] : al ‘-. |'-_1._.. + ™
«52 Dansle plan muni d’un repére orthonormal (O, 7.7) .07
considére un cercle C de centre O et dont le rayon # est chob!

au hasard dans [0, 1]
Quelle est Ta probabilité que le cercle € rencontre la drote
d'équation x +y = 1 ?
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/gf,ercices

Avertissement : toutes les simulations demandées ont un
«modele de référence » dans la partie 5, page 316.

Calcul de probabilités

53 On cffectue un tirage aléatoire, avec remise, de deux
boules dans une urne contenant n boules numérotées de 13 n.
Quelle est la probabilité que le numéro de la boule tirée en

premier soit strictement supérieur A celui de Ta boule tirée en
second ?

{f)?ste Les naeuds d'un quadrillage.

@54 Le plus gros numéro

Une urne contient 17 boules numérotées de 1 i 17. On extrait
simultanément, au hasard, deux boules de I'urne et ’on désigne
par X la variable aléatoire :

X = «plus grand des numéros apparus sur les deux boules ».
1) Déterminer la loi de probabilité de X.
E(X) = 12.

3) Etudier le cas général (n boules (11 = 2) au lieu de 17).

2) Montrer que :

Piste 1+2+...+n = w et
24924 ap2 < MDD
- .

@5 Keno

Au Keno (jeu organisé par la Frangaise des jeux), on détermine
par tirage au sort 20 numéros gagnants parmi les numéros de 1
470. Voici un extrait du réglement.

VOS CHANCES
DE GAGNER

12147 181

£600.000 €

. 1/47 238 7.500€ (_

< ARZSTE .| L 300€ |8
Cooaet- .| . d0€ |
1144, - . 15E T

- 112 6€ |38

s TR 1 B 6€E.-|#

1) Contrdler 'exactitude des résultats (aux arrondis pres) de la
colonne « Vos chances de gagner ». '

2) Quelle est la perte moyenne du joueur misant 3 € sur dix
numéros ?

56 Loto : tirages sans numéros voisins

Un tirage au Loto (toujours six numéros parmi { 1, 2, ..., 49})
est dit « sans numéros voisins » (en abrégé : tirage « S.V.»)
lorsqu’il ne comporte pas deux numéros consécutifs.

1) Montrer que, pour tout tirage « S.V. » :

{¥1s %2 Y3, Y4» Vs, ¥ } , rangé par ordre croissant

V) <Yy <y3<yy<ys<ygq. il existe une et une seule partie
de six éEléments {x, X5, Xq, X4, X5, Xg} contenue dans
{1,2,...,43,44} telle que :

S X| KXy <X <Xy <X < Xg

VI =X Yy =X+l 3 =x342 5y, = x43
Ys = Xs+4 ,y = x6+5.

2) Endéduire le nombre de tirages « S.V. » au Loto et la probabi-
lité qu'un tirage comporte au moins deux numéros consécutifs,

@57 Les éléphants et les raquettes

D'aprés Exercices ordinaires de Probabilités, G. Frugier, Ed. Ellipses.

Lorsque les éléphants sautent en parachute au-dessus de la
savane, ils chaussent des raquettes pour ne pas s’enliser. [l y a
deux types de raquettes pour pachydermes : certains utilisent
quatre raquettes 4 petit tamis, une a chaque patte, et les autres
deux raquettes a grand tamis, pour les paltes postérieures. Les
fixations sont les mémes pour les deux types de raquettes. La

probabilité pour qu’une raquette se détache avant le contact
avec le sol est notée p.

1) Un éléphant saute avec quatre raquettes a petit tamis.
Quelle est la probabilité P qu’il ait moins (strictement) de deux
raquettes encore aux pattes a 'atterrissage ?

2) Un éléphant saute avec deux raquettes & grand tamis.
Quelle est 1a probabilité Q qu'il n"ait aucune raquette aux pattes
al'atterrissage ?

3) Sachant qu’un éléphant s’enlise s'il a perdu plus de la moitié
de son équipement, comparer, en fonction des valeurs de p, les
probabilités de s’enliser avec chacun des types de raquettes.

@58 Combien d’impasses ?

"Le programme d'un examen oral est constitué d'une liste de
cent sujets. On propose 2 chaque candidat trois sujets pris aléa-
_toirement dans la liste : le candidat traite alors le sujet de son

* choix. Combien de sujets au minimum un candidat doit-il

connaitre pour avoir plus de 75 % de chances de savoir traiter
au moins un sujet le jour de I'examen ?
Soit n ce nombre de sujets. Montrer que le probleme se ramene
A résoudre 1, < 242 550, avec:

i, = (100 =n)(99 —n)(98 —n).
(On pourra « estimer » u, 4 (99 —n)? el rester rigoureux.)
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Autour de la loi uniforme

59 Les deux carrés

Un point M étant choisi au o
hasard  sur le  segment ¢,
[AB] de longueur 4, on
construit le carré € dang M B

le demi-plan &2, et le carré A
C, dans le demi-plan 2, 7 2
comme indiqué dans la
figure ci-contre.

1) Quelle est la probabilité d”avoir :
aire(C)) = aire(C,) ?
2) Quel est de I'événement :

E = (aire(C,) + aire(C,)) = 10 et de son contraire £ le
plus probable ?

@0 La corde uniforme

A tout réel x pris au hasard
dans [0, 2] on associe le
point M du demi-cercle I,
de diametre [AB], de
centre O et de rayon 1, tel
que AM =

1) Préliminaire calculatoire
Montrer que I'ensemble des solutions S dans [0,2] de

I'inéquation d'inconnue x ; [l - [%)2)@)2 = '1]_6 est:
s=o. 0,25 - h]u [?(Jb 1),2].

2)En  déduire que la probabilité de I’événement

« aireAOM = 0,25 »est ] - %

61 Premicre décimale

Au réel x pris au hasard dans [0, 1] on associe D(x) :
« premiére décimale de x »,

Quelle est la loi de la variable aléatoire D ?

62 Partie entitre

Soit n un entier naturel fixé (n = 1), Au réel x pris aléatoire-
ment dans [(), 7] on associe £(x) = « partie entiére de x »,
Quelle est la loi de la variable aléatoire £ ?

“63 La question d’Halmos (i suivre)

« On tire au hasard une suite de nombres de [0, 1], indépen-

damment les uns des autres, [in moyenne, quel est le plus petit
nombre de tirages nécessaires pour que Ja somme des nombres
tirés soit plus grande que 1 7 »

Nous demandons une simulation et une conjecture ; ¢'est tout.

324

64 1’événement (X = Y)

On considére deux variables aléatoires X ¢t y suivnntl
Ny

deux la loi uniforme sur [0, 1].

1) On suppose X et Y indépendantes.

Montrer géométriquement que la probabilité de I'éve '”‘nx
(X =Y) estnulle.

Note : ce résultat, tres utile, sera en premidre ligne iy |

probléme 87, page 330.

2) Construire X et Y tels que la probabilité de (X" = y) S0
nulle.

?)P.St‘ ¢ Voir l'exercice 42, page 321.

65 La distribution triangulaire de Simpson

On choisit au hasard et indépendamment I'un de I'autre gy
réels dans [0, 1] et on effectue leur somme §.

1)A I'aide d’une simulation, proposer une représentalig
graphique de la densité de §.

2) Déterminer la fonction de répartition de S.

77)?51‘ ¢ Remarquer que S est a valeurs dans [0, 2] et adopler

une résolution géométrique en distinguant les intervalles
[0, 17 et [1,2].

3) En déduire la densité de S et sa représentation graphique.

@66 Le probléme de la rencontre

Deux personnes A et B ont rendez-vous en un lieu donné ente
20 h et 21 h. Chacune décide aléatoirement de son insian
d"arrivée, attend un quart d’heure avant de repartir, sauf si ell
est arrivée entre 20 h 45 et 21 h, auquel cas elle quitte les lieut
a2l h.

Il s’agit de calculer Ia probabilité que les deux personnes $
rencontrent.

1) Simuler 1 000 expeﬂcnteﬁ consisnnt 2 choisir au hasird
deux réels x et }'dﬂﬂs [0 l] cl delt;nuner la proportion de ¢¢s

expenenceqpourlesquelles {t—-v,' 4 Byt

2) En quoi la snnulanon de la quesnon 1) ﬂsl-t_]]c une simuli-
tion de la qnuuuon‘fl] étude? " R

3) Répondre i la quesuon posée &' 1 aide unc représcnullt‘”
géométrique el d’un L.llcul d’aires. e

4) Traiter le plobleme Ln lf:mphg:am |“| duree d altente « U1
quart d’heure » par r (exprimé en hum.) B 0<r<l @
préciser pour quelles valeurs de ¢ la rencontre a plus d'un¢
chance sur deux de se produire.

Note : e cas plus général « i personnes » est abordé dans ¥
probléme 87, page 330. Signalons par ailleurs qu'une versio®
diserétisée a éé ubordée dans I'ouvrage Analvse, Premitre
(exercice 59, page 280) de la méme collection,

Au
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Autour de la loi exponentielle

67 Laconstante macabre

La durse de vie d'un individu est une varable aléatoire I qui
suit 1a loi exponentielle de paramdtre A .
Montrer que :

. P(T<t+h/T=

lim — )

A=+ .J; - A

s

Nowe © Ia constante

stante A appanat comme la < constante de mort
subite » ;‘.:m:‘.!: e résultat ei-dessus peut § ml:[pn:[er ainst ;
« 12 probubilite de dd&odder durant Uintervalle de temps Ar est

AAr ». Moins morbide est de remarquer qu'il s'agit de la

roprct reciproque ¢ la loi de Rutherfond-Soddy. Et I

eacore. comnrk 3 Uexervice 31, il était « normal » dz s'inter-

68 Simulation a partir de 1a loi uniforme
Soit A un réel strictement positf,

1) Soit & un réel appartenant 3 [0. 1[.
Ooposex = — %ln{l —u).

Montrergue x = 0 erque. pourtoutréel @ = 0. les propriétés

suivantes sont dquivalentes

MDx=<a: Qu=s1l-eia
2) En d&duire que, si la variable aléateire U suit la loi uniforme

sur [0.1]. alors la varable aléaroire X = — %lntl -U)

suit [z lof exponentielle de paramédtre 4.

3) Application

Coastruire un échantillon de 100 nombres distribués selon la loi
exponendelle de paramite 2, en simulant le drage de 100
nombres au hasard dans [0, 1]

@9 Les étoiles ﬁlantt_es -
Sont fixés : une unité d temps et un instant origine ¢ = 0.

On considére un événement E dont la réalisation dans le temps

est aléatoire et Pon suppose satisfaites les hypotheses

<

ARLAE
uivanies ;

* (H,) La probabilité que E se réalise durant I'intervalle de
emps (1. 1+ h)] (h = 0) ne dépend que de h. Cette probabi-
f estnotée Plh).

* (H,) Les événements « E se réalise durant I'intervalle de
temps [£,, 15 » et « E se réalise durant l'intervalle de temps
(15, 15) » sont indépendants lorsque 1y, 15[ et ]13, £4[ sont
disjoints.

* (H;) En movyenne, E
(~ bql)a,

Pour h = 0, 0npose O(h) = | - P(h).

se réalise A fois par unité de temps

D Soit =0 et 2" = 0. On considdre les événements (pour
te [0, +):

*Ap < E ne s rdalise pas durant Uintervalle de temps
[ror+ 0w

*Ayt«E ne se rdalise pas durant UVintervalle de temps
le+hoc+h+h') >

* Ay o FE ne se réalise pas durnt intervalle de temps
I r+h+h'| w,
Montrer que A L sont indépendants, qu'il en est de méme
de d| et d, qul.lt. Ay = A0 d,.

Endéduire que Q(h+h") = Q) x Q(h").

2) On suppose P dérivable sur [0, + o],

Montrer qu'il existe un réel p(g> 0) tel que Q(h) = e Hh,
'-:-2):'.,“( S.ffl"fplih'!‘(l’lt cours {P(Ij,‘t' 30-” et de Uexercice 6.

3) Soit T la variable aléatoire A valeurs dans [0, + co| définie
par:

T =« temps d’attente entre deux réalisations de E ».

Montrer que T suit la loi exponentielle de parametre 11 .

4) On rappelle (voir exercice 8 et remarque page 313) que le
paamemre 4 s'interpréte comme l'inverse de l espérance
mathématique E(7) (E(T) n'est autre ici que le temps
moven d attente entre deux réalisations de E).

Montrerque u = A.

;D t&te Proportionnalité.

3) Application

L’événement E se réalise en moyenne 12 fois par heure. Quelle
est la probabilité que E ne se réalise pas durant S min ? 15 min ?
une demi-heure ?

« Une éroile filante, les gars. Faites un veu. »

Jean-Paul Sartre.

Commentaires

De nombreux phénomenes aléatoires dans le temps peuvent étre
assimilés 3 un événement E satisfaisant les hypotheses (H,),
(H,) et (Hy) :

» apparition d'une étoile filante dans le ciel (voir le titre de
Iexercice) ;-

« appel téléphonique A un standard téléphonique (aux heures de
bureau) ;

. ele.
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Adéquation a une loi donnée 74 Les décimales de Pi
Source : I.-P. Delahaye, Le Fascinant Nombre r, Poyr la Scie
Dans les exercices de cette partic, les notations sont celles de Belin. o *Di [:- ¢

Au ceur des problémes, pages 314 et 315. On donne ci-

. Kanada a calculé 6 442 450 0
dessous, pour la variable D* & «s degrés de liberté », la En 1995, Y. Aliard 0 décimaleg iy, Les
valeur critigue du 19¢ vingtile v, . prenant les six premiers milliards, on dénompye Ie\q S (pa
o suivantes de 0, de 1, etc. : iy 11
s (degrés de liberté) | | 2 13| 4 5 9 ‘ 0599963005« I »: 6000332607, 5999% f:;
V1o 3.84(599|7.82(949]| 11,07 [6,92’ «3»:600000243; «4»:599957 139 ;«55 - 600017, don

. «0»:600016 588 « 7 »: 600009 044 «8n : 599 9,31 bier
On rappelle que s = k-1 (ot k est le nombre de modalités) <9+ 600017038,

j la v servée d* de D? dépas: 1 décide 76
f; i o ‘“""’:f'f"’}"”, . e « Peut-on considérer que les décimales de m sont alay,
e rejeter le modele théorique (au seuil de 5 %). On
k Répondre  cette question en calculant d? dag fc; _
(n;=np,)* Que
La « Formule » est: d2 = g bRt suivants :
o np. "
P P a) avec les dix issues ; 77
. L Un
F: ant les ats ps s (voir exer R
70 La pitce acceptable l{) el:.tr)egmupram les résultats par paires (voir exercice 72) o
: g : sies librement.
On lance 100 fois une piece de monnaie. e (dor
Entre quelles valeurs doit étre compris le nombre de faces obte- e Mor
nues pour que la pigce soit considérée comme « équilibrée » ? /4 teﬂtﬁﬁ‘f L S
78

Bien d’autres (ests existent (regroupement des décimale
étude des « séries », des « blocs » de k chiffres, ...) pou Soit.

71 L’égalité des sexes

Dans une commune, en 2001, on a enregistré 418 naissances de

, ) mesurer le caractére aléatoire des décimales de . Tous a vi
garcons et 388 naissances de filles. Le maire annonce : « Dans ! ; e =
o conduisent 4 la conclusion invariable selon laquelle czs
ma commune, 1l nait autant de filles que de gargons. » o ; ; 2y
décimales se comportent comme une suite de chiffres tiré 1) Or
Dans tout Ie pays, en 2001, 41 800 gargons et 38 800 filles sont o LT
nés. Le président annonce : « Dans mon pays, il nait autant de L P T ;
Aucun mathématicien aujourd’hui n'a de réponse hi
filles que de gargons. » T AT . Sachi
: ; ) . définitive, ni méme d’explication sur la question.
L’un des deux ¢lus a une formation en Statistique. Peut-on ™
. : mém
deviner lequel ?
| ) «75 Le cas Mendel ot
@72 Le test des paires La théoric de Mendel (voir chapitre 9) prévoit que le crois s
Apres avoir lancé 600 fois un dé, on a obtenu les résultats ment de petits pois jaunes et ronds avec des petits pois veris¢
suivants : anguleux donnera naissance  quatre nouvelles variétés avec ks g
numéro ‘ 1 , 2 ' 5 |4l 5 6—‘ probabilités — .3 3 1 2 La
16’ 16" 16" 16"
nombre d’occurrences ' 85 ’ 99 ’ 115] 98 | 86 | 117 der
Pour appuyer ses résultats, Mendel réalisa I'expérience ¢ mo
1) Calculer ¢2, Peut-on rejeter la régularité du dé ? publia ses résultats : il avait Jes effecnfs 315, 101, 108 et des
2) On regroupe les résultats par paires, suivant les trois pour les ‘fl”a‘fc Vdﬂelés . o aut
sims : Y des
modalités: {1,5}, {2,4}, {3,6}. 1) Caleuler la valeurde 2. Le résu[rat est“il probant ? -
Répondre aux mémes questions. " :
3) Alors ? i 2) Avec trols degrés-de liberté, le pl'ﬂmlf_'r dcu]e de pr e 2
) Alors ? H dl = 0,584 . . La
Expliquer pourqum on peut quahf'er de « chanceux » |"échal pro|
3, ope
73 1affaire Snodgrass tillon expenmenla[ de Mendei it w
Dix letires publiées en 1861 sous le pseudonyme Quintus e 3 i mnte
Curtius Snodgrass furent attribuées 2 Mark Twain. Que peut-on w0
o ' ' - iFs L
en penser & la lecture des résultats suivants ? 84/3’456“-}&: ou ”’Iﬂtﬁﬁ}’lﬂeéﬂ . «M
s Fré : o g ; . : aqu
”Fr:q;cr.mc:}dr ;;n Ot de s lenires dd:"’l VTS ceiMads Lwaln Le statisticien Fischer, en mettant bout & bout tous les e
=22 00T n=3: 0232; n=4: 0,191; résultats de Mendel, a trouvé une probabilité de 0,000 ¢/ (Bie
n=5:0400. : - i T 3 Ja théorie.
« Nombres de mots de n | _— oo oo : d'obtenir des résultats aussi conformes a la 'é Tem
Nombres € n letires dans les dix lettres de Q.C. De quoi jeter un doute sérieux sur leur honnéte
SI'IOdf'Ia‘\S‘ n=2:2685 v =3;:2752:n=4: e
drad scientifique !

2302 ;n=35:54306.
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Echantillon... d’exercices

Les exercices 76 a 81 ne comportent guére d’indications
(parfois méme aucune), selon un choix délibéré de notre part.
Il faut y voir une invitation a « jouer le jeu » : chercher...
avant de tourner le manuel, car, malgré tout, nous avons
regroupé en bas de page les « Pistes » traditionnelles qui

donnent aux questions de cet ouvrage cette Sforme adoucie
bien connue...

76 Parité

On lance une piece de monnaie équilibrée 1 fois.
Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre pair de PILE 9

77 Le Q.C.M.

Un Q.C.M. (questionnaire 2 choix multiple) comporte 100
questions ; pour chaque question, 3 réponses sont proposées
(dont une scule juste).

Montrer que, si un éléve répond « tout au hasard », il a moins de
5 chances sur 100 d’obtenir 42 réponses justes ou plus.

<78 Le truquage impossible

Soit X et ¥ deux variables aléatoires indépendantes, toutes deux
a valeurs dans (1,2,...,n), et S la variable aléatoire
S = X+ Y avaleurs dans {2, 3, ..., 2n} (c’est clair).

1) On suppose qu'il existe unréel p (0 <p < 1) telque:
P(§=2) = P(S=2n) =p.

Sachant que, pour x>0,ona: x+ ch = 2 (& vérifier tout de
méme), montrer que P(S=n+1)=2p.

2) En déduire que S n'est jamais équirépartie (quelles que soient
Xetl). '

Encore Halmos

Lalegon atirer de I’exercice précé-
dent est la suivante : on ne peut pas
modifier les probabilités de sortie
des six faces d’un dé, puis d’un .
autre, de facon 4 ce que la somme
des points obtenus (en langant les -
deux dés) suive 1a loi uniforme sur .
[2.3, 50511, 12}

La solution que nous avons
proposéé est due a Paul Halmos, _
mathérmaticien américain d’origine hongroise de renommée
internationale — pas un plaisantin donc -, qui propose
comme solution & I'exercice 631,

« Manifestement, le numlh'rc-'t:hclrché estentre 2et 3. Il n’y
aqu’tn seul nombre intéressant entre 2 ¢t 3 ; la réponse doit
élre e. »

(Bien sfir, suit la démonstration... inaccessible en classe de
Terminale S.)

«79 Retour au passé

Une urne contient n boules numérotées de | & n. On tire une par
une, au hasard, et avec remise les boules de I'urne jusqu’a ce
que 'on tombe pour la premigre fois sur un numéro obtenu
auparavant (aprés quoi, on s'arréte et on étudic la question qui
suit).

Quelle est 1a loi de probabilité de la variable aléatoire X :

X =« nombre de tirages effectués » ?

80 Sans entier

Soit n un entier (n = 2) eta un réel fixé avec 0<a<1.
On choisit un réel x au hasard dans Uintervalle [0, #].

Quelle est la probabilité que I'intervalle [x,x+a] ne
conlienne aucun entier nature] ?

(On pourra effectuer une simulation avec a = 0,3, pour
diverses valeurs de n.)

81 Le probléme de la rencontre (variante)

Les données sont celles de I'exercice 66, sauf que I'instant
d'arrivée de A n’est plus aléatoire : il est fixé 220 h 30
Quelle est la probabilité que A et B se rencontrent sachant que,

lorsque A arrive au lieu de rendez-vous (2 20 h 30 donc), il ne
trouve personne ?

@uz(gne.s pistes

“("7/%a)d a1uonipuod supiqeqoid B 1amofEd

ap 11Se,S [[ "« NI € 19 ¥ S1UI JNUOIUIL B » ; JUIWAUA |

T 19« 0g Yy 07 & vl sed 159,u g »  uawauzAd | g 10§

;1§ 2912.40%7
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‘heme d’étude : la corde de Bertrand

‘est dans son ouvrage Calcul des Probabilités publié en
%89, que Joseph Bertrand (1822-1900) discute du probleme
dvant :

Une corde est tracée au hasard sur un cercle. Quelle est la

robabilité p qu'elle soit plus longue que le c6té du triangle
quilatéral inscrit dans le cercle ? »
«s exercices 82 a 84 explorent « le tracé au hasard d’une
orde sur un cercle ». Nous notons le cercle T, son rayon R et
ournissons gratuitement la longueur du cité du triangle
tquilatéral inscrit dans le cercle I': R./3.

82 Une extrémité est fixée

Une extrémité A de la corde est
fixée sur I" et I"autre extrémité
B est choisie « au hasard » sur
I (c’est-a-dire selon la loi
uniforme sur 7).

Construire le triangle équila-
téral de sommet A inscrit dans

I" et montrer que la probabilité

cherchée p est %

Rappel : dans 1a loi uniforme sur un cercle, la probabilité d'un
arc de cercle est proportionnelle 2 1a longueur de I"arc.

83 Avec le milieu de la corde

1) Soit I un point intérieur 2 I, distinct du centre Q.

Montrer qu'il existe une unique corde de I" admettant I comme
milieu.

Nore : on peut donc convenir que tout protocole de choix « au

hasard » du point / dans le disque est un protocole de choix « au
hasard » de I'unique corde de milieu / : ¢’est parti...

2) La corde est tracée « au hasard » par le choix de son milieu /

dans le disque selon la Ioi uniforme du disque (pour laguelle la

probabilité d'une partie (convenable...) A du disque est:
aire de A

aire du disque ™

Montrer que p =

) —

3) Le milicu / de la corde est choisi au hasard de fagon que la
distanu: Ol suive la lm umforme sur [0, R].

Pmuver que p =

Remarque - dans les deux cas (questions 2) et 3)), la probabilité
de choisir I = O est nulle, ce qui réfute d"avance les doutes
sur la justesse des caleuls effectués, suite 4 la restriction
imposée au point 1 la premitre question (/ # 0).

328

@4 1.0i uniforme sur un carré

A) Préliminaires génmétriques

Le plzn est muni d"un reperz onbonormmal & dongize
pl o B

F=F f | i F—
=1 et M Nl AT

Soit x et ¥ deux r:..—'-i- de Vinzervalle [0, 2=
s Re** et Re®?

de I' d"affixes respectives

I'd
- fx
2R sin

1) Montrerque MN = ==
-/

2) A I'zide d'une résolution graphigue. montrer gos 21"z

¢ 9% @A
I'ensemble § = - L
3)En déduire que
I'ensemble des couples
(x.y) telsque:

0=sx<2x;

0{$C_1.:

I\sm(t_ ) "3

est représenté graplu—
quement par e
domaine ¥ ci-contre
(en jaune).

Quelle est I'aire de ce domaine ?

B) Les probabilités

On considere le protocole suivant :
(1) Choisir au hasard dans [0, 27%[ (done s2lon 1a loi uniforme)
deux réels x et y. indépendamment I'un de I’ antre.

(2) Tracer la corde de I” ayant pour extrémités les points M =t
N d’affixes Re’* et Re®,

Montrer que, selon ce protocole.ona p =

?ﬂmt{ake

_Ce grand ciassi‘que des probahlhles continnes fait camritre
sous le nom de « paradoxe de Bertrand », car en son temps
il parut paradoxal : on ne compmnanl pas, en effet. que des
conditions experunenlales différentes, pour I choix .« au
hasard » de la corde-dans les divers procedés décrits,
condmsalent a des pmba'bx[ltes différentes pm:r a0 méme
événement..” 7 . e
Signalons toutefms quc, ‘si l'on réfere le chourau hasard
d’une corde a ce!m du chmx au hasard de’ chacune de ses
extrémités (selon la loi unifdrme surle cercle), indépendam-

ment I'une de I'autre, c'est le protocole précédent
(exercice 84) qui est A retenir.

Lurn—l

s"t,
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drpplemes

@85 Le probléme des parties

Soit £ un ensemble a n €léments (n = 1) . On dresse la liste de
toutes les parties de E et chaque partie est recopiée sur un
carton. On obtient donc 2" cartons (voir exercice 22, page 320)
que I’on suppose indiscernables et que I’on place dans une urne.
On tire alors, au hasard et sans remise, deux cartons de 1'urne.
On s’intéresse 2 la probabilité P que la réunion des deux parties
obtenues sur les deux cartons soit égale i E.

1) Résoudre le probleme 4 1'aide d’un arbre lorsque n = 1,
puisn = 2.

2) Combien y a-t-il de tirages possibles dans le cas général ?

3) Soit A une partie de E 4 k éléments (0 < k <n).
Démontrer que le nombre de parties B distinctes de A telles que

AUB = FE est:
* 27" _1 sik = n (cest-a-diresi 4 = E);
. 2k si0<k<n.

-?DE.S te Lorsque A # E , trouver un moyen sysiématique pour
construire toutes les parties B telles que AU B = E (on
pourra utiliser le complémentaire A de A dans E).

4) En déduire que le nombre de tirages favorables est :
n—-1

Z(:)2k+2"—l.

k=0

5) Conclure a Iaide de la formule du bindme que :
= 321
2»(.2»: =13 )

6) Question subsidiaire
Reprendre le probléme en supposant que le tirage est effectué
avec remise, toutes choseg égales par ailleurs. -

@86 La 101 umforme dans le cube

On admet [a géncrahsauon suwame s sy

«le choix aw hasard de * Wi 2]

1rmsnumbrcsx yctzdans _ papwyk s 2 @
[0, 17, mdcpundammcnt R i :

les uns des dutres, peut o f . o,

étre modélisé par Je choix' "k J f =ik o

au hasard d'un point Al w0 4 ks )
M(x, y,z) dans le cube: |~ y

€ (voir figure ci-contre), e
ce qui signific que la
probabilité d’une partie (convenable) A contenue dans le cube
est le volume de A »,

(L'espace est muni d'un repere orthonormal (O, /, J,K).)

A) Construction d’un triangle
On choisit au hasard trois nombres x, y et z indépendamment les
uns des autres dans I'intervalle [0, 1].

Quelle est la probabilité de pouvoir construire un triangle de
cOtés (longueurs) x, yetz 7

.?Este Rappel : étant donné trois réels x, y, et z strictement
positifs, il existe un triangle de cdtés x, y et z si, et seulement
si, x<y+z,y<z+xetz<x+ty.

Pour construire 'intersection du cube € avec le demi-
espace d’équation x <y + z, observer que trois sommets du
cube sontdans leplan x = y+z.

B) Somme de trois nombres

1) Constructions géométriques

Soit ¢ un réel positif, A, B et C les points A(, 0, 0), B(0, t,0)

et C(0,0, 1), E, la partie du cube € contenue dans le demi-

espace d’équation x + y +z < ¢ et ¥, le volume de E,.

a) Représenter, en perspective cavaligre, la section du cube €

par le plan d’équation x + y +z = ¢ en distinguant les cas :
te [0,1];¢€ [1,2];te [2,3]

Piste Dans le cas « difficile » (¢ € [2, 31), voici le démar-
rage de la construction (a justifier évidemment) :

z
£

OS] 1 2 B_
[ | > y
2
xA
b) En déduire que pour :
(e, V=g
re(,21 Vo=1o-1a-n
’ 155" 72
(e12,3] V= 1-g (-0

2) On tire trois nombres au hasard dans [0, 1] indépendam-
ment les uns des autres.

Délerminer et représenter graphiquement la densité de la
variable aléatoire § : « somme des trois nombres ».

10. Lois de probabilité 329
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87 La cerise sur le giteau

A) Résultat préliminaire
On désigne par P la loi de probabilité uniforme sur [0, o]
(>0 donné). On suppose que, pour des événements £,
E,,...E, (n=2),ona:
P(E;~E;) = 0 pourtousindicesietjdistincts (1 < i< »n;
l<sj=n)
Alors, dans ces conditions, la probabilité de la réunion des
¢événements £y, E, . ..., E, est donnée par :
P(E\VE,..VE) = ¥ P(E).
i=1
Note : ce résultat (de portée générale) pourra étre admis ou
démontré par récurrence sur n (ce n’est pas difficile).

B) Des points sur un cercle

On place au hasard et indépendamment les uns des autres n
points 4, , 4,, ..., A, (n=3) suruncercle €.

On propose de calculer la probabilité de I'événement E : « les n
points appartiennent 2 un méme demi-cercle ».

Pour cela, on considére pour
k=1,2,....,n les événe-
ments £, définis ainsi :

E) : «lespoints A, , 4,, ...,
A, appartiennent au demi-
cercle Iy parcouru sur le
cercle €a partirde 4, dansle
sens trigonométrique (extré-
mités comprises) ».

1) Montrer que £ = E| UE, ... UE, .

2) Calculer P(E;) pour k = 1,2, ..., n et montrer que pour

i#j I'événement E, N E; est contenu dans 1'événement
(4;=4)).

3) Conclure aI'aide du résultat préliminaire que P(F) = 2—:_ T

4) Indications pour une simulation (avecn = 5)

Soit 7 un point fixé du cercle € et A;(1 <i<15) cing points
de €.

On note €, la mesure dans [0, 27t[ de I'angle (CTf, (_)X;), M
le maximum des 6(1<i=<5) et m le minimum des
6(l=siss).

a) Montrer que, si M —m < m,alors 4, ... As sont sur un
méme demi-cercle,

La réciproque est-elle vraie ?

b) Soit A} le symétrique de 4 i Par rapport 4 0, 6/ la mesure
dans [0, 2nt[ de (O, 5/Tf ), M’ le maximum des 6/ etm’
le minimum des 6; (1 <i=<35).

Justifier que A4, ..

. Ag sont sur un méme demi-cercle si, et
seulement si :

M-m<mt ou M -m'<ng.

Piste Montrer que, si 0; <1, alors 0 = 6,41 et que,
si 6;>m, alors 8; = 6,-m.

¢) En déduire un protocole de simulation par des tirages indé-
pendants de cing nombres au hasard dans [0, 2m| .

330

C) Le probleme des rencontres : le cas général
Soit run réel fixé (0 < 1< 1). On choisit au hasard n nombya
ty, 1ty ... t, dans [0, 1], indépendamment les uns des autre,
et I'on désigne par /; (pour k = 1,2, ..., n)l'intervalle ;
[tp, e+ 1] si
I, = .
‘ [tz 1] si
1 s’agit de calculer la probabilité de I'événement E
E: «les intervalles 7, I, ..., I, ont au moins un point ey
commun »,
On introduit pour i = 1,2, ..., n les événements £,.
E :«t;<l-tett € [t;,t;+ 1] pourtoutk (I <ks=sn),
etI’événement £, : « £, = 1 —t pourtoutk (1 S k<n)»
1) Montrerque £ = E,UE|VE,...VE,.
2) Etablir que : |
P(Ey) = t" et P(E;) = (1-8) X"~
pouri = 1,2, ..., n.

=
n+er<l

Ik+t>1

3) Montrer que, pour i = 1,2, ...,n, E, et E; sontincom-
patiblesetque,pourizj (1l <i=s=n;1l=j=n), E,-th.
est contenu dans (7; = !j).

4) Endéduireque P(E) = " +n(1 — )"~ etexpliqueren
quoi le modele retenu dans ce probleme généralise le

« probléme de la rencontre » & n personnes (voir exercice 66,
page 324).

nel point Ae vue t
P

Si nous avons fait prévaloir le point de vue géométrique
lorsque n = 2 (voir exercice 66), son abandon est plus que
légitime dés que n =4 (la représentation graphique en
dimension supérieure ou égale & 4 n’étant Pas un cadeau) et
nous nous sommes tournés alors vers le point de vue proba-
biliste (voir ci-dessus).

. On peut hésiter lorsque n =

3 ... pas trop longtemps a la
vue du solide ci-dessous (

live€ a titre gracieux) oit chacun
pourra « reconnaitre les événements » £ 0 Ey, Ey et E5 (via
la convention ¢, sur (Ox), t, sur (Oy) et {5 sur (0z)).

-
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"OBJECTIFS

* Consolider les acquis en Arith-
métique : division euclidienne,
PGCD, algorithme d’Euclide...

o Installer des notions.et résultats -
, nouveaux : congruences, PPCM,
théorémes de Bézout et de Gauss. -

|

l

‘u

U« * Employer ces notions dans la*#

\ ! "résolution de problemes (divisibi- *

\“ lité, codage, cryptographie...). . %
\ :

<« En afir_limé!ique, un et un yont deux.
En amour, un et un devraient faire un,

et ¢a fait deux tout de méme, »
Guy de Maupassant ‘
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/Wlnt—)vremiére

l.onpcaus —

Le programme nous commande conjointement d’effectuer la synthése des connais}sances
acquises (au Colldge et en classe de Seconde) concernant I’ Arithmétique et d’en compléter les
savoirs (démonstrations de certains résultats, nouvelles notions de base). Aussi avons-nous
organisé cette rubrique selon trois themes : —

» renouer avec les problemes de divisibilité, multiples, diviseurs ;
e percevoir I"utilité de considérer la division entre entiers, et principalement le reste ;
o dégager certains résultats théoriques sur les entiers qui seront utilisés dans ce chapitre.

2. DIVISIBILITE, MULTIPLES, DIVISEURS

Sequence 1 Réveil de quelques notions
@ Une curiosité numérique @ Nombres parfaits
1) Vérifier que les entiers suivants sont des multiples  On dit qu’un entier naturel est parfait s'il est égal 2 la
de 37 : somme de ses diviseurs stricts (autres que lui-méme)
a) les nombres de trois chiffres identiques (comme ~ POSifs. _
: érifier que 6, 28 et 496 sont parfaits.
2202, 11...); V fier que 6, 28 et 496 sont parfait
lsi)séegsgon;bres de six chiffres identiques (comme © Liste des diviseurs communs et PGCD

1) Dresser laliste des diviseurs positifs de 420, puis de

1 386, puis la liste des diviseurs communs 2 420 et
1 386.

¢) les nombres écrits en juxtaposant trois fois deux
chiffres identiques (comme 717 171...).

2) Expliquer tout cela. 2) Comparer avec la liste des diviseurs de leur PGCD.

Rappel : algorithmes de détermination de la liste des diviseurs positifs d’un entier

¢ La méthode « artisanale » o Avec un tableur T .
On écrit les multiplications : 496 = 1 x 496 A
= 2x248 R g
= 4 x 124 | Onintroduit les 1 |-nombre' — | 496

entiers 1, 2, 3,...\ :

Formule

5 flomquelon” [0k |5 [= STMODGSCSTAY
N (aussi loin que 'on —le /] - SI(MOD(SCS$

i . o iy % ’ — . -
Les diviseurs sont obtenus par paires : ve;az) da[:: la, 13T |V ] =05A3; «non ”}'
1et 1.496, 2 et 248, etc (sauf éventuellement Je soens -'\'-;'- T p el el 0 ‘_:Qq.é__ig_nq.la.fc)m1ulc
dernier, lorsque le nombre est un carré), ' 5 - 3 = ‘nor{ + (colonné C).
61" 4 i
715 non J

332 _ I
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3._DIVISION EUCLIDIENNE (AVEC QUOTIENT ET RESTE)

La séquence qui suit met en scéne cette division entre entiers apprise  I'école primaire et que

nous nommerons dans le cours : « division euclidienne ».

Séquence 2

@ Un probléme de calendrier

« Sachant que le 1 janvier 2002 était un mardi, 3 quel
Jour de la semaine correspondra le 1 janvier 2040 7 »

1) Calculer le nombre N de jours séparant ces deux
dates.

2) Déterminer le reste de la division de N par 7 et
conclure.

@ En trigonométrie

Pour quelles valeurs de I’entier 1 a-t-on I’égalité :

cos(r.f —J = —l 7
18 2

L'important, c’est le reste

@© Le jeu de Fort Boyard

Dans une épreuve de ce jeu télévisé, un candidat est
opposé au « Maitre des Jeux ».

Face a un alignement de batonnets (ici : 23), chacun
doit, & tour de réle, retirer 1, 2 ou 3 bitonnets, au choix.
Celui qui retire le dernier batonnet a perdu.

DRI

Le candidat commence.

1) Montrer que, pour gagner, le candidat doit laisser, &

chaque étape, un nombre de bétonnets dont le reste est
1 dans la division par 4.

2) Est-ce toujours possible ?

Nous dégagerons dans le cours, page 337, la propriété « d’avoir le méme reste » avec la notion

de congruence.

4. QUELQUES PROPRIETES THEORIQUES DES ENTIERS

Nous admettons dans ce chapitre la propriété suivante, qui en est un des piliers :
« Toute partie de N non vide admet un plus petit élément. » (Axiome)
La séquence qui suit utilise cet axiome. Les résultats dégagés seront exploités dans le cours.

@ Le principe de descente infinie -’
. e LR

1)Soit (a,) une suite infinie d’entiers naturels,

décroissante au sens large. © - 7,

Montier que, 2 partir d’un cértain rang, celte suite est

stationnaire. S .

2) En déduirg:le. « principe » suw‘ml mls en cwdcntc
par Pierre de Fermat : ° 4

« Toute suite stncluncnt dt.crmss.mlc d entiers natu-
rels est finie. »

11. Division euclidienne et congruences dans Z

__Propriétés des entiers

@ La fonction partie entiére

Soit x un réel.

Montrer qu’il existe un unique entier n € Z tel que :
n<x<n+l.

Commencer par supposer x =0,

I’ensemble E = {pe N,p>x}.

Cet entier n est noté E(x) (partie entiere de x).

et considérer

@ Encadrement de a par deux multiples de b

Soitae Z et be N¥*,
Montrer qu'il existe ¢ € Z tel que :
bgsa<b(g+1).

333
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7
Zﬁr.s

1. Divisibilité dans Z
.1_MULTIPLES ET DIVISEURS (RAPPELS)

DEFINITION 1

Soit a et b deux entiers relatifs.

On dit que a est un multiple de b (ou que b est un diviseur de a) s'il existe un entier
relatif k tel que @ = kb .

On dit encore que a est divisible par b ou que b divise a.

Propriétés | @ Les multiples dun entier a sont les nombres 0,a,-a,2a,-2a,

. 3 nous ne résistons
immédiates | pasila tentation de noteraZ cet ensemble.

@J Tout entier a admet des diviseurs, parmi lesquels les entiers 1, -1, a, —a .

© sia #0, tout diviseur b de a vérific ~lal = b <lq|, ce qui résulte de I"égalité
|\ a=kb,avec k#0.

Cela montre que tout entier non nul admet un nombre fini de diviseurs.

1.2_OPERATIONS SUR LES MULTI PLES

THEOREME 1

Soit a, b et ¢ des entiers relatifs quelconques,
Siaetb sont des multiples de ¢, alors Ia somme @ + b, la différence ¢ — p > et plus

généralement, toute combinaison linéaire qu + py (u, v dans Z), sont des multi-
ples de c. ' ot

Ce résultat peut aussi s’énoncer en terme de diviseurs :

«8Si ¢ divise a et b, alors ¢ divise q +b
|
Pour la démonstration, voir I’exercice 4, page 352. "

,a~!z etau+by.., »

Montrer par récurrence que, pour tout » = 0_; 9 Lt -ést rlr-l'ultiplé‘ déa. ", '
pour n .= T
alors ;.. ¢< 1

* La propriété annoncée est aisément vérifide
* Supposons que 97 — 27 goit multiple de 7 ;. G

9112001 < g (o iy g
¢e qui est une combinaison linéaire A coefficients entiers des dé':.-i.x"l;ﬁ.‘ui-t'ipies de 7
9n_2n o7, i tF
Cela montre que 9n+1 _gn+1

est un mulfiplg de?, é';- achéve la démonstration,

Voir exercices 518

334
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_eodr.s
2. Division euclidienne

2.1 LE RESULTAT FONDAMENTAL

TI—! EOREME 2 ET _- Soit a un entier rélatif et b un entier naturel non nul.
DEFINIT iste [ i i
/

[T existe un unique couple (g, r) d’entiers relatifs vérifiant a la fois :
a="bqg+r et 0=<r<b,

On nomme division euclidienne de a par b I'opération qui, au couple (a, b),
associe le couple (g, r) ; q est le quotient, r est le reste.

——

—

==+ Démonstration
Existence de q et r

Nous avons établi (voir séquence 3, page 333) Iexistence de la partie entieére £(x) d’un réel

X ;soitalors ¢ = E(g) . L’entier g est défini par I'encadrement :
a
s-<g+1,
g=E=y

soit encore : bg<=a<b(q+1).

Posons alors r = a —bq ;lentier r vérifie: @ = bg+r e 0<r<bh.

Unicité

Supposons qu’il existe deux couples d’entiers (g, ) et (¢’, r”) vérifiant simultanément :
a=bg+r=>b3"+r,0=sr<bet0=,"<b.

Nous en tirons : #—r" = b(q" —¢),donc r—r est multiple de b
—b<r—-r'<bh.

Cela implique »—r* = 0, puis,comme b#0, g"—g = 0.

LLa conclusion en découle : reEd o g=4q.

2.2 CALCUL PRATIQUE DU QUOTIENT ET DU RESTE

-

|- L& demonslrzltlon precedente nous livre un moyen de calcul du quotient et du reste, a ’aide des
P

| - lfclq.lmns

[ = =" s
| Fepaaitn q= E(E) et r=a-bq.

L ¥, " . . b

'_' 'y .-l - 7 . Iy .
e {)n peut ccpcndam selon I’appareil disponible, utiliser certaines fonctions intégrées :

o sur Texas (T189) : [mov] (a, b) et [ (a, b) donnent le quotient et e reste de la division
deaparbi

< Lhu Casio (Graph 25...) : a [05] b et a [fnid] b remplissent la méme fonction ;
l,' o sur un tableur : méme chose avee QUOTIENT (a3 b) et MOD (a3 b).

11. Division cuclidienne et congruences dans Z 335
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3. Le langage des congruences

3.1 _ENTIERS CONGRUS MODULO P

preraye . . i ifs.

kDfEFINITlON 3)—|  Soitnun entier naturel (n = 2),aet b deux entiers relatif { le méme reste dans Ia
On dit que a et b sont congrus modulo 2 lorsque d et b on

division euclidienne par n.

On note alors :

a=b (modulon) ou a= b(n).

. i . - r A= ; elc.

Commentaires | Ainsi, par exemple, 2003 =3(10) ; 57=1(7) ;-6=1(7) ;¢

La notion de congruence, dégagée par Gauss au XIx® siccle, prend tout son Intret des lors
qu’on s’intéresse seulement au reste, pour une propriét€ donnée ; ainst :

* une année est bissextile lorsque son millésime n vérifie n =0 (modulo 4) ;

. cos(n g) = —1 lorsque n =3 (modulo 6).

De par sa définition, la relation de congruence vérifie les propriétés suivantes, analogues i
celles de I’égalité :

*a=a (modulon);

*si a= b (modulo n), alors b=a (modulon) ;

*sia=b(n) et b=c(n),alors a=c(n).

Cette dernitre propriété nous autorise a écrire des « congruences en chaine », telles que:
17=13=5=1=-11 (modulo 4).

THEOREME 3

Soit 72 un entier naturel (n=2), aet b deux entiers relatifs,
Alors a = b(n) si, et seulement si, @ — b est un multiple de n.

+«« Démonstration

Ecrivons les divisions euclidiennes de a et b parn: el
a=ng+travec0<r<n et b=ng'+r avec0<," <yp

Onen tire :

(@a-b) = n(g-q')+(r-+") et ~n< Peaten
*Sia=b(n),alors r—r" = 0,donca—b = n(g-q")ia—b estun multiple de n.
* Réciproquement, supposons que a - b estun multiple de .~ :

ITen résulte que r — p* = (a—ai;) bre

‘ —#(g~q") ; ce nombre est aussi in multiple de n, d"apres
le théoréme 1, page 334, Comme '

—n<r—=r"'<nla sgule poiésii'bililé estr—r" =0.
| _Donca=h(n),ce qui achtve notre affaire, o

Remarque : ainsi, dire que rest le reste de a dans la division par n équivaut aux conditions :
2 a=r(n) et 0<r<n.

336
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3.2 PROPRIETES DES CONGRUENCES

_C,’&pir.s

THEOREME iﬂ“ fLun entier naturel (2 = 2), a, a’, b et b’ des entiers relatifs vérifiant :

- /-l

a=h (modulon) et a’'=p (modulo n).
Alors ;

a+a’'=b+b’" (modulon), aa’ =bb’ (modulo 1)
et, pour tout ke N ; ak = bk (modulo n).

Nous pouvons résumer ces propriétés par la phrase suivante : « La relation de congruence est
compatible avec I"addition et la multiplication dans Z. »

++« Démonstration
* Compte tenu du théoréme 3, les hypothéses impliquent que @ — b et @’ — b’ sont des multi-
ples de n : il existe g et ¢’ entiers tels que :
a-b=gqn e a-b"=gqg'n.

*Alors (a+a’)-(b+b") = (g+4q")n
etaa’—bb" = (a-b)a" +(a’-b")b = (qa’ +q'b)n.
| Ces égalités montrent que (@ + a’)— (b +b’) et aa”— bb" sont des multiples de n, donc
que:

at+a’'=b+b" (n) et aa =bb" (n).

« La troisieme affirmation se prouve par récurrence sur k, a I’aide de la deuxiéme : nous en
confions la preuve au lecteur.

Q) EXEMPLE 2

Déterminer les restes successifs dans la division euclidienne par 7 des nombres :
50100 2 100 ; 1003 ; 50100 4 100100,

1) Reste de 50100
Ona 50=1(7),donc 50!0=110=1 (7) :
le reste est 1.

. 2) Reste de 100
" ferivons 100 = 50 %2 ;comme 50=1 (7),alors 100=1x2=2 (7) :
le reste est 2.

) 3) Reste de 1003
Commc 100=2 (7),alors 1003=23=8=1 (7) :
le reste est 1. i

o

- 4) Reste de 50190 4 100100
100100 = 1003X3+1 = (100%)3 x 100, done 100!% = 13 x2=2 (7).
" Ainsi 50100 4 100'0=1+2=3(7)
¥ g & LR le reste est 3.

——————— VNoirexercices 16 2 24
' ications des ¢ snees suivront dans Au caeur des problémes.
Bien d'autres applications des congruence I

11. Division cuclidienne et congruences dans 7 337
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4. PGCD et PPCM de deux entiers

4.1 GENERALITES S —

_ THEOREME 5 ET_—" Soitdetb deux entiers relatifs non nuls. i
' DEFINITION » L'ensemble des diviscurs communs 2 a et b admet un plus grand élément D, ol
B . appeléle PGCD de aet b. '

Détermination
pratique

* Lensemble des multiples communs strictement positifs de a et b admet un plus
petit élément M, appelé le PPCM de a et b.

Notations : D = PGCD(a, b), M = PPCM(a, b).

== Démonstration

' L’ensemble des diviseurs communs 4 a et b contient ’entier 1, donc n’est pas vide. De plus,
cet ensemble est fini (comme intersection de deux ensembles finis).

Nous en déduisons qu’il admet un plus grand élément D.

L’ensemble des multiples communs, strictement positifs, de a et b est une partie de N non vide
(Ie nombre |ab| appartient & cet ensemble) ; donc, d’aprés le résultat rappelé dans Avant.
premiére, cet ensemble admet un plus petit élément M.

@ De fagon artisanale, il est toujours possible de déterminer le PGCD et le PPCM i partir de

la liste des diviseurs communs (ou des premiers multiples communs positifs), lorsque les
nombres ne sont pas trop grands (voir page 332).

o A la calculatrice : les instructions [&d] (a, b) et[m] (a, b) calculent le PGCD et le PPCM
(Texas TI 89 : menu , Casio Graph 100 : menu [CAS] [€ALc)),

@ Pour d’autres méthodes : voir la partie 4.3, ainsi que les propriétés, page 341, ou encore le
chapitre 12, avec la décomposition en facteurs premiers.

4.2 NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX

(DEFINITION 5)—

338

On dit que deux entiers relatifs non nuls a et b sont premiers entre e ou étrangers,
lorsque leur PGCD est égalal. & AR

Les définitions 4 et 5 permettent de dégager quelques ¢ enonces (cmmus ") sur le calcul des frac-
tions. Soit a et b deux entiers non nuls alars

* la fraction est irréductible lorsque aet b sont pr¢m1ers emre eux
* sinon, on peut la réduire en dlvtsant a tlb p'tr leur PGCD

* le plus petit dénominateur commun d:. t[cux Imtzons est e PPCM des dénominateurs ; le

PPCM est donc le dénominateur commun le plus simple, lorsque I*on doit ajouter ou soustraire
deux fractions,

A
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4.3 L'ALGORITHME D’EUCLIDE

| Le résultat suivant permet de calculer D = PGCD(a, b) sous forme algorithmique.

THEOREME 6 Soit a et b deux entiers naturels non nuls. La suite des divisions euclidiennes :
*de a par b ra = bgg+ry;

e *debparrg (sirg#0) b =ryg +r ;

*dergparry (sir,#0) o = I''qa+ 75}

Ster sy paresilsi e, w0) ik, 0 = .r”q“ {F

finit par s’arréter, un des restes r; étant nul,

Le dernier reste non nul estalors le PGCD dea et b (si vy, = 0,c'est b).

n+l

««« Démonstration

Les inégalités b > ry>ry>...>r,>... = 0 montrent que (r,) est une suite strictement
décroissante d’entiers naturels, donc (voir Avant-premiére), cette suite est finie.

D’autre part, considérons I'égalité a = bg,+rq :
* tout diviseur de a et b divise @ — bq, soit 7, : c’est un diviseur de bet ry ;
* tout diviseur de b et 1 divise bg + ry, soit a : ¢’est un diviseur de a et b.

Ainsi, les diviseurs communs de a et b sont ceux de b et r, et il en va de méme pour le plus
grand d’entre eux : »

PGCD(a, b) = PGCD(b, ry).
On peut appliquer ce raisonnement & chaque égalité ; si »; est le premier reste nul,on a:
PGCD(a, b) = PGCD(b, ry) = PGCD(ry,r;) = ... = PGCD(r;_5,r;_{).

Or r;_, = r;_1q;+0,donc r;_ divise r;_, ; par suite, ce dernier PGCD est r; _ .
Le processus itératif mis en ceuvre est appelé algorithme d’Euclide (),

Q) EXEMPLE 3

Déterminer le PGCD de 1 958 et 4 539.

1958 = 4539x0+1958 (rg =
4539 = 1958x2+623  (r =
1958 = 623 x3+89 (ry =
623 = 89x7+0 (ry =
% 17 On en dédui ,4539) = r, = 89. -
., ‘On en déduit PGCP (1958 y=r, T |
s 3 i -

A S

I
[
S92
— w P
“t 37 o°

S

|
o
fro

‘Remarques

5 JIe petit ni)mbre'd"élapes-utiiisées dans I’exemple ci-dessus montre toute la performance de
“eel algorithme. (Voir Avec un logiciel, page 350, pour programmer cet algorithme.)

;
4
|

2 , I

W I e 4‘-!

VSia< b i premidre lig'né. de T'algorithme a pour effet d’échanger a et b ; en effet, avec

. a4 = 357t b= "?8,Ionlolllaliellll 35 = 78x0+35,puis 78 = 35 xX2+8...

(1) Ce procédé éuait connu des Grees sous le nom d'anthyphérdse (cest-d-dive : action d'enlever tour d tour
pour trouver le PGCD de 70 ¢t 18, on enlevait 18 270, et ce, autant de lois qu'il était possible, ete.). 1l est décrt
dans le Livre X des Eléments ' Buclide (voir aussi exervice 29, page 354),
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5. Les théoremes de Bézout et de Gy
5.

5.1 LETHEOREMEDEBEZOUT

THEOREME 7 /Sml a et b deux entiers relatifs non nuls et D leur bPGC-—DD .
A el 1l existe deux entiers relatifs u et v tels que au + DV :
(C’est I'égalité de Bézout.)

+« Démonstration

| Considérons I'ensemble G des entiers naturels non nuls de la forme am + bn (avec ey

i] dans 7).

|+ G estune partie de N non vide (on vérifie facilement que |a| € G ), donc G admet un py
petit élément d : il existe u et v dans Z tels que au + bv = d.

« D est un diviseur de a et b, donc de au + bv = d. Cela montre que D < d.

'« Montrons que d divise a et b ; 1a division euclidienne de @ par d s’écrit :
a=dg+r,avec0<r<d.

Onentire: r =a-dq = a-(au+bv)g = a(l—qu) +b(-vq).

Cette égalité montre que r est de la forme « am + bn » ; comme r < d et d est le plus peii

élémentde G,ilenrésulte 7 ¢ G.

Donc r = 0 (carsi r#0, on aurait 0 < r et par suite » € G) ; cela prouve que a = dj,
. donc d divise a. On établit de méme que d divise b.

* Conclusion

d est un diviseur commun de a et b vérifiant D < d, donc D = d, d’aprés la définition d
PGCD. Cela acheve la démonstration.

Conséquences | Soita et b deux entiers relatifs non nuls.
‘ (D) Tout diviseur commun 2 a et b divise leur PGCD.

@ aet b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux entiers relatifs u et v tels
que:

au+by = 1.

@ L’équation ax + by = d (dentier fixé non nul) admet des solutions entigres si, et seule
‘ ment si, d est un mu]tlple de D = PGCD(a, b).

- Ces affirmations seront prouvees df,ms r exercace 40, page 355.

Pour la résolution de l’equ.m{m ax + by = d v01| Au caur des pmb!emer page 346.

—EXEMPLE 4

i oy
T4,

Montrer que, pour |0lll Jie ﬁ" ”n % l c( M + I anm |:1 emiers enitre eux.

2" a3C@2n+1)-23n'+ =1, L|l)I]L. d’apres la’ uquuuu ‘e 2 ci-dessus,
n +l L'l '¥u +l stml prcmlcls unhceux 9 i
— iR S, ere\enue.\ 38et 52

340 ; .
e ————
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5.2 LE THEOREME DE GAUSS

' THEOREME 8 S?it a, b et ¢, trois entiers relatifs non nuls,

e Sia divise be et sia et b sont premiers entre eux, alors a divise c.

=« Démonstration

Puisque a divise b, il existe ke Z, tel que bc = ka.

Comme a et b sont premiers entre eux, il existe u et v dans Z tels que au+bv = 1.
On en tire : ¢ =acu+bev = acu+kav = a(cu+kv).
__ Cette égalité montre clairement que a divise c.

Conséquences | Nous en tirons immédiatement deux conséquences remarquables.

* Siaet b divisent un entier c, et si a et b sont étrangers, alors ab divise c.

* Si un entier a est premier avec chacun des entiers b\, by, ...b,, alors a est premier avec
leur produit b,...5, .

=s» Preuves

 Voir les exercices 41 a 43, page 355.

5.3 _APPLICATIONS : PROPRIETES DU PGCD ET DU PPCM

Ces propriétés découlent des théorémes de Bézout et de Gauss. Elles sont rassemblées ci-
1 dessous et seront prouvées dans les exercices 45 et 46, page 355.

Propriétés Soit a et b deux entiers naturels non nuls, D leur PGCD et M leur PPCM.
« Il existe deux entiers a” et b premiers entre eux, tels que :
a=Da" ecth = Db,
« On a les relations : M =Da’'b” = ab’ = ba’” e MD = ab.
+ ’ensemble des diviseurs communs 2 a et b est I’ensemble des diviseurs de D.

» L’ensemble des multiples communs & a et b est I'ensemble des multiples de M.

QEXEMPLE 5
Déterminer le PGCD et le PPCM de 1 36:) et 858, l

Bcrivons I algorithme d’Euclide.: l
.1 365 = 858 x 1 +507
| 858 = 507x 1+351

e

» PPCM est 30 030,
E __i'fil. _(‘_M_'.'s_ Voir exercices -17 .‘1 49 et 53

507 = 3 Sl><1+156 |
351 = 156><2+39 |
156 = 39 x4 + 0 - ll
Donc lc I'GCD cst 39 (dermer reslc non nul). ‘
Ty I,u rcluu(m MD E uh luurmt M = 1—}%@ = 30 030, )
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A crenngdes proplemes D _

1. Problémes de divisibilité

OBJECTIFS

Deux outils sontici envisagés : Ie raisonne

ment par récurrence et les
propriétés des congruences,

PROBLEME

Montrer que, pour tout n e 1), 520 _ gn est divisible par 7.

@ Méthodes, idées

Envisageons les méthodes préconisées dans Jes objectifs :

* pour le raisonnement par récurrence, sj u, = 5% _4n il va s'agir
d’exprimer u,, , | en fonction de u,

Upyy = 52“2-4“' = 25X 52 _4 x4n
25(52" —4m) 4+ 2] x 47 ;

* pour I"utilisation des congruences, tout est basé sur la « remarque » ;
52" = (52)" et 52 =4 (modulo 7)...

1]

@ Méthode 1 : par récurrence

Posons u, = 52" — 47 il est clair (u, = 0) que 1t est multiple de 7. METHODE 1 i
Supposons que u,, est un multiple de 7 ; alors, d"apres ce qui précede : .

v w"‘-\' -
Par recurrence
HHTI = 25” +2] x4n = 25” +'}')<('§x4ﬂ)

Exprimer u,

+1 en fonction de u,
Ainsi, u, | est la somme de deux multiples de 7, donc ¢’est un multiple et utiliser les propriétés des multi-
de 7,

. ples (théoreme |, page 334).
Conclusion : pour tout n € N, u,, est un multiple de 7.

@ Méthode 2 : avee les congruences METHODE 2

Comme 52=4 (7),il vient 52 = (52)"=4n (7)., s * S Congruences

IJ‘uuc : i N4 =4n - 4n=() (7)., ~ Pour montrer que a est multiple de
Cela prouve que 52 — 47 estun multiple de 7. Y '

< M onprouve que a =0 (),
Clest souvent plus ¢légant,

Eﬂns ta foutée

€ Montrer que, pour out e N, gr
multiple de 19.

(Deux méthodes.)

3 egtun ) Montrer Il]lIL', pour  wut pe N, entier
T4 6% 4 520 43 estun multiple de 3.
(Une méthode au choix.) |

e B
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2. Criteres de divisibiljté

OBJECTIF

Obtenir et savoir utiliser quelques criteres simples de divisibilité.

Divisibilité par 3 et par 9

1) Etablir la régle suivante : « Un entier naturel a le méme reste dans

l"cl division par 9 (ou par 3) que la somme de ses chiffres (lorsqu’il est
écrit en base dix). »

2) Application : quels sont les entiers divisibles par 3, puis par 9, parmi
2004 ; 1115 123 456 789 et 777 777 777 2

@ Quelle méthode ?
Si Pentier x s’écrit a,a,_,...aja, en base dix, nous avons la
décomposition :

X = a"><10"+an_l><10"—1+...+a1><10+n'0 (1).
Dés lors, nous pouvons utiliser les congruences dans cette égalité.
C’est I'idée.

@ Solution

1) Puisq;ue.:IQ'E 1 (9) et 10=1 (3), il est clair que toute puissance de

10 vérifie 1(}_’:5____1.(9) et 10k=1 (3). o

D’aprés T'égalité (1) et les propriétés des congruences, il vient :
w=a,+a, q+..+a +ay (moduloYet3)

Cela démontre la régle annoncée.

2) Applicatibﬁ : ' -

©2004=2+4=6 (mod9):2 004 n’est pas divisible par 9.

«2 004 =6=0 (mod 3): 2004 est divisible par 3.

On procéde de méme pour les autres nombres.

" SOUVENIR

La preuve par neuf

Telle qu’on I’enseigne en Primaire,
la preuve par neuf est basée, elle
aussi, sur les congruences modulo 9.

Essayer et adopter.

Dans ta fout @

n=b (modulo5). it Ty
Enoncer un critére de divisibilité par 2.0u 5.

© Divisibilité par 2et 5, par 4 €125 .07 @ Divisibilité par 7

i I T 1) Soit n un entier naturel qui s’écrit :

ier naturel. . . A , - 1 %

Soit n un entie natt s - s nh ' & = 10048 (6, Bains N
1)Sin = 10a + b, montrer que,z = b (modulo 2) "?‘ Monirer que n est divisible par 7 si, et seulement si,
o B a—2b est divisible par 7.
. 2)Application : sans calculatrice, déterminer les
2) Enécrivant n = 100¢ + d (¢ etd entiers), établir et nombres divis\ihlcs par 7 parmi 25718 ; 62216;
Lénoncer, de méme, un critére de divisibilité par 4 ou 25, 46 663 et 38 983.

e _ = ey
11. Division euclidienne et congruences dans Z 343
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4. Problemes de rationalité

ORI

Savent 8 iy 18] ot ead pabiene ) (00 0sh 5 dise (PHARAA O iy
bt s} €00 00 s A s, bishegigies, g dengs, oy Aatids HA i,
Semit wlhens ity 1 Wil yit iy ”,f;,p e e gaiiis S48 (les b LR /'ﬁ,f«_‘
sipgles de tely prediepes

PROBLEME

S est entiey ou irrationnel

O considere fe mlyufmsr J ¥) & i s v b lueth u,litm,-,

by Meitoer qgue s 100h) O oA 12 vationned, aburs (4 o5 epfier,

2y Application ; justifies $e titre du problesme,

©  ommnent utiliser hypothese 7

i /
I tatientitied 44 ypit &' € gipe sonns frorme irebdue libile (4 ~ / s p ety
l/
premiers enbre ey

(est 1z ) esseticl,

@ “olution
1) 1 biypeatiese 1(eh) = 0) "G .

v
/
F‘ vul s bh =0,

Pl apy v hy? < 0,
4’ q

Yt
Puisegse o diviw apy + hy? 8 it didires p?

(0, o est gt w9 o, Gomss (thboreme & Cast) g Gt diiies p 164
btit a gkt matiuent © of Gt didisr |,

Comelusion 2 of =+ ), done ¢4 = 3 p. Finsh o est un enfier,

2) Applicution ;
An et g pucine 3 gplyinme 1x) = X,

Vs €300y 1581 1448

& Z 4 - 3 -, -
Yiensr iy oy cadils de ' Jor avind-

(g BV8L W8 BIBHARED Uf, Ertien

Y

0L wpa Lepsswm a1l in (f =

W

st A5 (g, gy = 1.

A SAISIK

MR wut v i€, @ panange, cyae
# # - ’
L i’ e

#y g ¥ P 4 s 4,“ ¥ PR (3 pr wrx et

, ’ . reds, miy wend e swsséeey tels
Crn bt e 1) oo i o esh pationmed, et un eutier, "
f«
Conelusion  Jn est sl irgationned, soil entier, (e L2 (pnntwe 8 oy, o,
($3ams cx dernier cas, n est be carré d'un entier.)
)Iut ‘:pltf!,j”l..“’ul’l‘lf'l “f"" the 1 -
‘ / o~ 4 ita 4 £57
0) St 1 wm aotier atured, SAomtrer que s 4n e 1) Calculer 4%, puis (11" - 5)
vttt abtars ¢ e g aplivg, 2) bn dedune que 12 e tacine O un pedyniene du
fuatnidme degrf,
2) Justifoet Ve (itge de Verercive,
3) Prowver qpae 02 st sristiemne)
l' Lhpnisitaty vt baehiisgunies sob ¢ i dannie oo at 34
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5. L’équation diophantienne
ax+by = D
(D = PGCD(a, b))

OBJECTIF__

Une équation diophantienne est une ¢quation i coefficients entiers, et
dont les inconnues sont entidres (Diophante, 111¢ sidcle de notre ere).
Lobjectif est de savoir résoudre dans Z x 7 une équation du type :

ax+by = D (D = PGCD(aq, b)) ou ax+by = kD.

PROBLEME

Soit (E) I'équation: 62x + 43y = 1.,
1) Ecrire I"algorithme d’Euclide avec les entiers 62 ef 43.
2) Déterminer une solution particuliere (Xgs 1) de (E).

3) Résoudre alors I'équation (E).

1) L’algorithme d’Euclide
62 = 43%x 1+ 19 4)

43 = 19x2+5 (3)
19 = 5%3+4 (2)
S5=4x1+1 (1)

Remarquons que, d’aprés la dernitre égalité, PGCD(62, 43) = 1 , donc
I’équation (E) admet des solutions (théoréme de Bézout)

2) Une solution particuliere de (E)
o L’idée

Nous allons déterminer une solution particulidre en remontant les égalités

Diophante, mathématicien gree
de I'école d Alexandrie (vers 230),
auteur des Arithmétiques,

(1), (2), (3) et (4) dans I’algorithme, et en éliminant les restes successifs . -~

sauf le PGCD.

¢ Mise en euvre .
*Etape | :onvééerit(1): 5 = 4x1+ 1 1’). - :

* Etape 2 : il s"agit d’¢éliminer le reste 4 dans (2). B
Comme (1”) contient le produit 4 x 1, nous multiplions (2) par 1.:
19%1 = 5x3+4x1 = 5x3+5-1 d’apres (17).

Nous obtenons - 19%] & §3d-} 2%).

* Etape 3 : il sagit & éliminer le reste § dans (3).

Comme (2”) contient le produit 5 x 4 , hous multiplions (3) par 4 ;
43%x4 = 19XB84+5%4 = 19x8+19% [ + 1 d'apres (27).
Nous obtenons ; 43 x4 = 19%9 4 | (37).

346

Bien noter : le PGCD | reste présent
dans chacune des égalités obtenues
(en rouge).
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« Erape 4 : il s’agit d’€liminer le reste 19 dang ).

Comme (3”) contient le produit 19 X 9 | nous multiplions (4) par 9 :
43X9+43 x4 -1 dapres (3').
4").

62%x9 = 43x9+19%9 =

Nous obtenons : 62x9 =

43x13-1
e Conclusion

Daprés (47). 62X (-9)+43x 13 =

1, donc:

(=9,13) = (xq,»y) estune solution particuli¢re de (E).

3) Solution générale de E
L'équation (E) équivaut i :

62x+43y = 62x, + 43 Yo
soit encore i :

62(x-xg) = 43(yy-y) (E').

* 62 doit diviser 43(yy—) ; or 62 est premier avec 43, donc 62 doit

diviser y,—y (théoréme de Gauss).
* On établit de méme que 43 doit diviser x — X
Ainsi il existe deux entiers k et ¢ tels que :

Yo—y = 62k et X—Xxg = 43¢.

* Enfin, puisque (£”) s’écrit 62 x 43¢ = 43 x 62k,onentire k = £.

» Conclusion

x =xg+43k = -9+43k et y = y,-

62k = 13— 62k.

Réciproquement, il est clair que ces valeurs sont solutions de (E).

Note

Avec un logiciel (page 350).

RAPPORT D’ETAPES

L’équation ax + by = D
1) Ecrire
avec a et b,

I’algorithme d’Euclide

2) Chercher une solution particu-
liere (xg yp) :
égalités en éliminant les restes
successifs sauf le PGCD.

on remonte les

3) Solution générale : on se raméne
a:

a(x—xp) = b(yo-y)
pour conclure avec le théoréme de
Gauss.

Donc la solution générale de (£) est I’ensemble des couples :

{(-9+43k,13-62k), ke Z}.

Z)ﬂns la Amlee

Cet algorithme « manuel » est peu
propice a la programmation. Nous en
présentons un autre dans la rubrique |

l @ On considere I’ equatlon dlophantlerme
| (E) : 17x-33y = 1.

|
i 1) Déterminer «a vue » une SOlthlOl'l parncullere de
(E).

2) En déduire une solution parucullcrc de
| . (E'): 17x-33y £ 5.

'\ 3) Résoudre (E’) dans Z X Z. .

- © 1) Résoudre dans Z x Z 1'équation :
Six+ 54y = 2 004,

2) Déterminer les couples d’entiers naturels solutions
de cette équation.

(@ D’aprés bac 2001

1) Déterminer un couple d’entiers solution de (E) :
9lx + 10y =

2) En déduire une solution particuli¢re de (E’) :

=y 9lx+ 10y = 412.
- Résoudre alors (E”).
J) Montrer que, pour tout ne N, [entier

A, = 32"~ 1 estdivisible par 8.

n

4) Résoudre dans Z x Z I'équation ;
Ayx + A, = 3296,

11. Division euclidienne et congruences dans Z 347
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6. Problémes de Cryptographie

OBJECTIFS

I1s”agit d"illustrer I'emploi de quelques notions et résultats d’ Arithmé-
tique en Cryptographie, science qui s’occupe de chiffrer et déchiffrer
des messages & I'aide d’une clé.

Nous nous en tenons ici & des méthodes ¢lémentaires i clé cachée, ct

nous présenterons au chapitre suivant un aper¢u des méthodes
modernes, a clé publique,

Les outils utilisés sont ici, pour Iessentiel :

— la notion de congruence ;

— la résolution de I'équation diophantienne ax + b y = 1.

PROBLEME

Le chiffrement affine

On assimile les lettres de Palphabet francais A, B, ..., Z aux nombres
0,1, ...,25 et on code ces nombres par la fonction de « hachage » :

f]({u, 1,..,25} > {0,1,...,25}
X = f(x)

avec f(x)=17x+ 22 (modulo 26).

(Autrement dit, f(x) est le reste de 17x+ 22 dans la division
par 26.)

1) Chiffrer le mot « HUIT ».

2) Déterminer un entier u tel que 17u = 1 (26).
En déduire I'expression d’une fonction de déchiffrage g, de
10,1, ..., 25} dans lui-méme, telle que :
y=J(x) (26) = x = g(y) (26).
3) Déchiffrer alors le mot « QWXA ».

1) Les lettres H, U, I et T correspondent aux nombres 7,20, 8 et 19,
Or f(7) est le reste de 17 x
S(7) =11, -
On trouve de méme f(20) = 24, f(8) = 2 et J19y £.7,
Les nombres 11,24, 2 ¢t 7 correspondent aux lettres L, Y, C

7+22 dans la division par 26, soit

etH,-.

—— e ——

Conclusion : e mot chiffré est « L, Y C 1, 5 1T%2 =38 (26)

17x3=25 (26)
17x4=16.(206)

2) L’idée pour trouver y

Une premiére méthode : la chance | §j quelque

s essais avee des multiples
simples de 17 (34, 51, 68...) s’avérent fructue

ux, inutile d’aller plus loin.

348
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Sinon, il faut remarquer que la condition 17y = |

(26) équivaut i :
ilexiste ve Z telque 17u — ] q

= 26v, soit encore :

@marque : cependant,  puisque
17u-26y = 1. 17x3=25=-1(26) on a
Nous sommes donc ramenés 2 une équation diophantienne connue (voir 17x(=3)=1(26).

partie 5). Donc u = —3 convient.

Solution rédigée I1 faut parfois forcer la chance,

Par ]f‘ méthoc}? décr.ilc dans la partie 5, nous obtenons facilement Ia solution
générale de I'équation 17u =26y = 1 (u, v dans Z):

=
Voir la remarque ci-dessus pour une

u=-3+26k,v = -2417k (ke 2). solution particulidre :

Une seule valeur de u vérifie 0 < y < 25 scestu = 23,

T

: Uy = —3,donc v, = -2,
(En fait, 1a valeur #, = —3 convient tout autant.) -l
Alors: y=17x+22 (26) & 23y =23 x 17x + 506 (26)
& 23y - 506 = x (26) Bien noter que :
4:523J’+14Ex (26). 23 x 17=1 (modulo 6).

La fonction de déchiffrage est donc :
g y—23y+ 14 (26).

3) Le mot « Q W X A » correspond 2 la séquence 16 22 23 0.
On obtient facilement :

2(16) = 18, g(22) = 0, g(23) = 23, g(0) = 14.
Le mot « en clair » est donc « S A X O ».

._fmde’e

(D On reprend la méthode du chiffrement affine avec
la fonction de hachage :
f: x> 11x—18 (modulo 26).

1) Chiffrer le mot «c JAUNE ».
2) Définir une fonction de déchiffrage g

3) Déchiffrer le mot « WN S Y». * -

@ 1) Avec le chiffrement affine :

f: x> ax + b (modulo 26),
monirer que, lorsque a est premier avec 26, on peut
déterminer une fonction de déchiffrage.

Combien de valeursde a (0 < a < 25) correspondent
a cette condition ?

2) Avec a = 13, donner un exemple d’ambiguité
possible.

.

Dou militaiieancivit.

. i o _ = 3 sag |G %
De Jules César (celui-ci utilisait un chiffrement affine avec a = 1 elll?I = 3)ala ﬁn :les années '1)(::0. la CTYF:
tographie utilisait des méthodes A clé cachée et restait I'apanage des '“'l_“"‘“cs- Depuis 1975 et 1 invention des clés
publiques (voir chapitre 12) toute I'économie en est envahie @ reconnaissance de cartes bancaires, commerce sur
Internet... '
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7. Avec un logiciel @

OBJECTIF

II's"agit d"obtenir un algorithme simple et efficace pour déterminer une
solution particulitre de I"équation :
ax+by =D (p = PGCD (a, b)).

(On sait alors obtenir la solution générale de cette équation : voir Au
caur des problemes, partic 5.)

PROBLEME

—

Soit a et b deux entiers naturels non nuls,
On note Fio Bgigoce §
d’Euclide appliqué
My = 0 ).

ns T 15 les restes successifs de Palgorithme
ux entiers a et b (r, = PGCD (a, b),

1) Montrer que, pour tout k (0 < f

vy tels que au, + by, & By

< n ), il existe deux entiers u, et

Définir u; et v, par récurrence,

2) Programmer le calcul de t; et v, surun tableur.

En déduire une solution particuliere de 1’¢

quation ax+ by = D
(D = PGCD (a, b)).

1) Avant de démarrer
Puisque les entiers r, sont définis par récurrence :

Tk = Tk 1942+ 5 ys

(€galité portant sur trois termes consécutifs), nous démarrerons a
récurrence en faisant porter Ihypothése sur deux termes.

Solution rédigée

Montrons par récurrence que, pour tout k (0 < k
entiers u, et v, tels que au,+bv, = r,,

-Sik=0 ‘onaa+b(-qy) = ry,donc uy = 1 et v = —qn 3
=liki= | ;onab = ?‘Oql-}-r[ = (a—wbqo)ql +r]. .
On en tire : S

al=qy)+b(1 + 904,) = ry,donc:
U1 ==l e vy =T+g09).
= Supposons que I'on aif trouvé Uy Viey Uy, | e "v,';:ﬂ tels (.]uc:
aug+hy, = Iy etau, |+ "”’hl — f,\ i :
Alors :
Pkw2 = PP 1bis 2 = (aug + hy,) - (awg,  +bvy, Ds 4

350

<n), il existe deux -

LE
— 11 est nécessaire de Pinitialiser sur |
- \deux-valeurs (k = 0 g f = 1)

@ppe!

Les entiers 7,
(0 <k =< n+1)sont définis par e
égalités :

a recurrence porte sur deux termes :
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On en tire
Fre2 = a["’"_““']q""*g)+I)(v&'_"k+|q;(+2).

Cela montre que 77, = au .
< 8¢ Fr+2 ke2 OV, o avec les relations :

Mpyz = Uk=Wewr sz € v o = vi—v 1 G4ss
+ +2°

Conclusion : 1a propri€té annoncée est démontrée et les suites (1, ) et (
ont été définies par récurrence. k Vi)

Remarque : puisque au, + by, = p = S
_ Bty a =1, = PGCD (a,b), le couple : e )
(u,, v,) estune solution particuliere de I’équation. ’ Formules utilisées \
s Initialisation (k = 0 etk = 1)
2) Calcul pratique des suites (u o) et (vy) En C2:=QUOTIENT (A2 ; B2)
Sur le tab]lc‘:ur Ex:cei ci-dessous nous avons organisé et présenté les calculs En D2 :=MOD (AZ; B2)
de la maniere suivante : :
: . EnE2:1
- .. _ EnF2:=-C2
T 'B | F =(3;|(D4=0;"‘;F2-[?4*F?iJ e | En C3:=QUOTIENT (B2 ; D2)
i F ; = ;
11 a | b quotients q(k) restes r{k}| u(K) vikg | EnD3:=MOD (B2; D2)
_g_ 78 | & | 3 8l 1 g EnE3:=S8I(D3=0;"";-C3)
3] . ' 4 3 -4 __ 9 EnF3:=SI(D3=0;"";1+C2*C3)
R 2 2 o2 ' C
_%_ s ; é -3 29'1' | * Relations de récurrence
72 T . o SALEUR| | EniCa:
77 #VALEURI 'WALEUR&R:W#rWALEURI : =SI(D3=0;""; QUOTIENT
L 7 #VALEUR! #VALEURI ##atit | #VALEUR! | _‘__f (D2; D3))
o 7 #VALEURI #VALEURI W #VALEUR | B Dl
ML 1 T 7 #ALEUR| #VALEURI##H T #VALEUR! | DA
121 B T #VALEUR! #«ALEumfmm#'w,qLEpm =SI(D3=0;"";MOD (D2;D3))
3] ] rT#VALEURI #VALEURI[#e T #VALEURI | EnE4: :
=SI(D4=0;""; E2-C4*E3)
Utilisation EnF4 :
« Placer les valeurs de a et b souhaitées en A2 et B2. =SI(D4=0;""; F2- C4*F3)
Le programme fonctionne pourvu que @ né soit pas multiple de b (dans ce

Ces relations sont €
cas, ry = O etle probleme est sans intérét) et que a > b >0. k relations sont étendues vers le

bas, aussi loin que 1'on veut.
(On raméne aisément les autres cas i celui-1a). /

» Le dernier reste non nul estle PGCD (ici, c’est 1, placé en D5).

» Sur la ligne du PGCD, on obtient une solutmn (u, v) particuliére :
78>< (—-13) +35><29 = l

ans A fﬁule'"

@ 1) Organiser le caleul et dc_u.rmmu une solution 2) Déte_rln)in.el‘ ue  solution de chacune des
particuliére de chacune des cqu ations: : _ gun_grucncc.« :
39x-52y = 3 30x=3 (52) s
215x+ 813y = 1 R13x=1 (215)
2005x—1789y = 1. 2 005x=1 (! 789).
351
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/A/,é plications g

Multiples, diviseurs

1 Dresser la liste des diviseurs positifs des entiers suivants

par la méthode « artisanale » (voir Avant- -premiére, page 332) :
36, 48, 50, 150, 120 et 230,

2 Méme exercice, en utilisant up tableur (voir Avant-

premicre, page 332), avec les entiers : 500, 540, 620, 650, 736,
840 et 2 310.

3 Nombres amiables

Deux entiers sont dits amiables si chacun d’cux est égal a la
somme des diviseurs stricts (autres que lui-méme) de I'autre.
Vérifier que 220 est amiable avec un autre entier.

-?)f.sfc Faire la somme des diviseurs de 220 autres que 220,

4 Une preuve

Démontrer le théoréme 1 du cours, page 334.

S Alaide d’un raisonnement par récurrence, démontrer que,
pour tout 7€ N, 37+5 — 37 est un multiple de 11.

6 1) Montrer par récurrence que, pourtout n e N, 73 + 55
est un multiple de 6.

2) En déduire que les entiers suivants sont des multiples de 6 :
a)n3+17n-12:

b) n3+2003n ;

¢) le produit de trois entiers consécutifs.

@ Montrer que, pour tout entier naturel n :
a) 5"—1 et 137 -1 sont divisibles par 4 ;
b) en général, pour tout k, (4k + 1) — 1 est divisible par 4.

{f)E.;te Les suites géométriques et la somme des termes.

@8 1) Soit n un entier naturel non nul, et d un diviseur positif
de n.

Montrer que, pour tout entier @ = 1, a” — 1 est divisible par
d
a“—1,

@E.ste Posern = kd et x = a¥,
Alors (xk~1) = (x - 1)(...).

2) Application P
Montrer que 22 %% — 1 est divisible par 3, 7, 63 et 65.

;’)E.Sf ¢ On pourra d’abord déterminer les divisenrs de 2 004,

352

i .4 1
Division euclidienne e
T 1

0 Dans chaque cas, écrire la division cudnd:enn{hd P
a)a=2004€[b—35 b}azs(}(}UE[b‘ru ;
C)“=_50003t5=17§d)a=18elb=iql 2
10 A et B sont deux entiers natyrel i, o
= 13B + 50. Ecrire la division euclidienne - ' .

a)deA par13; b)de—A parl3;

(Y

c) de 3A+zgw_

11 Dans la division euclidienne de a par b (b > 1),
¢ le quotient et r le reste.

—

a)Si b = 7, quelles sont les valeurs possibles de 17
b)Sib = Setq
¢)Sia = 54 et r = 3, déterminer bet g.

= —3, quelles sont les valeurs possibeg, !

¢l?2 Lorsqu’on divise a par b, le reste est § ; lorsqu'on di;
2a par b, le reste est 5. Que vaut b ?

@13 Un jeu de Nim

Sur la figure suivante, 40 allumettes sont disposées surle i

Q

0 =

Q 0

Deux joueurs prennent chacun, 3 tour de role, une, deux, I
ou quatre allumettes. Celm qui prend Ia derniére allumette
la partie.

Il existe une stratégie gagnante pour le j Joueur qui cemm;m
Exposer cette strategw

Cl4 « Ah,l(-;ﬂ ira... »

Quel jour de la semaine corrcspond aladate du 14 juillet T

(On rappelle que les ITl]"C'ill'[]ES multiples de 100 ne sot' ™
bissextiles, sauf les muIt]pIes de 400 )

: 15 L’écriture d,ccima!e'

Soit x un entier naturel, On effectue les divisions euclidien™
~dexpar 10:x = 10g,+ 8 ¢

—de gy par 10: gy= 10g, +5.
e q par 10:q, = 10g,+7.

Sachant que g5 = 0, quelle est I'écriture décimale d¢ «

.
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Congrd ences

]6 En utilisant les propriétés des congruences, déterminer le
reste dans la division par 13 de chacun des entiers sujvants -
100, 27, 127,2 700, 100%, 274 ¢ 272 004

a7 1) Vérifier  les
36=1(13).

congruences  212=1 (13) ¢

2) En déduire que 270 + 370 egt divisible par 13,

@8 1) Vérifier que 10>=—1 (modulo 7). En déduire le
reste de 108 dans la division par 7.

2) Effectuer la division euclidienne de 2 005 par 6.
3) Déduire des questions précédentes le reste de 102 005 s

la division par 7.

19 Par une démarche analogue & celle de I'exercice précé-
dent, déterminer le reste de 102 %95 dans la division par 19.

-?fste Examiner les premiéres puissances de 10 (modulo
19), jusqu’a ce que...

20 Puissances quatriemes

1) Pour chaque entier k compris entre 0 et 9, déterminer le reste
de la division euclidienne de k* par 10.

2) Si n est un entier naturel, quel peut étre le chiffre des unités
de n* ?

21 Puissances cinquiemes

1) Pour chaque entier k compris entre 0 et 9, déterminer le reste
de la division euclidienne de &5 par 10.

2) En déduire que, pour tout entier n, n>—n est divisible
par 10.

22 Quelques propriétés des congruences

Soit « et n deux entiers naturels (n =2) tels que a=1
(modulo n). '

i

1) Montrer que, pour tout diviseur positif d de n, a
(modulo d).

2) Montrer que, pour tout k€ N, a¥=1 (modulo n).

2n
3) Monurer gque cos(zaT“) = €08 ==

4) Si K est un entier tel que 27 = | (K) , prouver que :
" 24=2 (K). -

“23  Une méthode élégante

Résoudre les deux questions de Iexercice 7, page 352 i I'aide
des congruences.

11. Division cuclidienne et congruences dans Z

24 D’aprés bac 1999

1) Démontrer que, pour tout enticr naturel n, 237 — 1 est un
multiple de 7.

En déduire que 237+ 1 -2 ¢ 237+2 -4 sont des multiples
de 7.

2) Déterminer les restes de la division par 7 des puissances de 2.
3) Pour tout p € N, on considére le nombre :

A, =2+ 22 423,
a)Sip = 3n, quel est le reste de la division de AP par7?

b) Démontrer que, si p = 3n+ 1, alors A‘ﬂ est divisible par
1.

¢) Etudier le cas odl p=3n+2.

@25 Les restes d’une progression arithmétique
(Acte )

1) Deux exemples

a) Déterminer les restes successifs modulo 20 des termes de la
suite arithmétique (u,,) _ o définie par u, = 12n+5.

b) Mémec question avec les restes modulo 6 de la suite
(u,) définie par u, = 10n+3.

¢) Peut-on formuler une conjecture ?

n=(

2) Cas général
On pose, pour tout n € N, u, = an+ b et on considere la
suite des restes de u,, dans la division par p (a, b et p sont des
entiers naturels fixés, p = 2).
a) Combien existe-t-il de restes distincts possibles ?
b) En déduire que parmi les nombres u, u, ..., - il existe
deux nombres ayant le méme reste.
(On notera m et m + 7 les deux plus petits rangs des entiers
vérifiant cette propriété ; ainsi :

U=ty .. (p),avecem=0et 7>0.
¢) Montrer que pour tout entier k, u, , =u, (p).
En déduire que la suite des restes est périodique de période T,
i partir du rang 0, et que T< p.

Regard sur...

Carl-Friedrich Gauss
{1777-1885).

On lut dott Fa premicre étude
l.‘nmp[[’lr des congruenees en

1801,

353

e
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P(.'CD_e_t_l?l?_CM.._. I

26 Dans chaque cas, déterminer le PGCD, puis le PPCM des

entiers a el b parunc méthode au choix.

a)a =3 ol h = 84, h) u 57 .

45 .

1

39 et h
60 et b

1l
1l

c}a:43tl!?=54l d) a

27 Alaidede I'algorithme d'Euclide, déterminer le PGCD
des entiers a et b.

Wa=dlch=71T:ba=2004ch=9 185
Oa=1600cth =259 ;d)a=5000cth=I 515.

28 Les entiers suivants sont-ils premiers entre cux 7
a)a = 4847 eth =5633 ; b)a = 5617 cth = 813.

29 PGCD par différences successives

1) Soit a et b deux entiers non nuls.
Montrer que les diviseurs communs de a ¢l b sont aussi les divi-
seurs communs de bet a—b.

2) En déduire que PGCD (q, b) = PGCD (b,a-D).

3) Calculer le PGCD de 1 575 et 210 par cetle méthode, répétée
autant qu’il est besoin.

30 Des rectangles et des carrés

1) On veut découper un rectangle de 24 cm sur 40 cm en carrés
dont le cté est le plus grand possible, sans perte.
Quel doit étre le coté du carré ?

2) On dispose d’un grand nombre de rectangles du type précé-
dent que I'on veut assembler bord A bord pour former un carré,
le plus petit possible.

Quel doit étre le coté du carré ?

31 Périodes

1) Déterminer la plus petite période strictement positive pour

35 g

2) En déduire la plus petite période strictement positive de
IAS S

fx‘_’CO‘a(gjlt] et gixw>

32 Conjonction d’astres

Si, en un point donné du ciel, un astre A apparait tous les
2% jours et un astre 53 tous les 77 jours, avee quelle périodicité
les verra-t-on simultanément en ce point ?

@3 Une équation

Déterminer tous les entiers naturels x inférieurs & 200 et tels que
PGCD (x, 324) =

354

34 Avecla décomposition

%32 xS5xTh el h = 2y

Soil 4 = gLl

Exprimer PGCD(a, b) et PPCM(a, 1) Conyy i
e

de facteurs. i

(Cet exercice anticipe - A peine — sur le l._||]|”|h

décomy|

35 La poursuite

Sur un vélodrome, deux cyclistes partent en méme g,
point M el roulent & vitesse constante, Iy
Le coureur A houcle le tour de circuit en '.5\“““'
coureur J en 42 sccondes.

Au bout de combien de temps le coureur A aura-teif gy,
ity

un tour d'avance ?

36 Le réseau

Sur une feuille de papier millimétré, un réseau rectangubic!
210 mm sur 175 mm est quadrillé tous les millimetres.
On trace la diagonale de ce rectangle,

Par combicn de points du réseau, en dehors des deux exirm
le segment diagonal passe-t-il ?

@37 Avcc les nombres de Mersenne

1) A 'aidede I'algorithme d’Euclide, déterminer : _
PGCD (2'2 - 1,28~ 1), puis PGCD (24 -1, 9101

© Peut-on éméltre une conjecture 7

2) Soit i et n deux entiers vérifiant O<m=n. o
On se propose de déterminer le PGCD D de 2" - 1 ¢ :
(De tels nombres sont appelés « nombres d¢ M‘”
lorsque i et m sont des nombres premiers : voir chapi™

) Soit r le reste de la division euclidienne de n par™ ”

: — Jidie*
Montrer que. 27 — 1 est le reste de la division cuclid
20~ | par 2"~ 1, '

T ; — ; o o
b) En utilisant I'algorithme o' Euclide, exprimer 2" ‘

de d = PGCD (n,m). oo

gico Ly oo pptre ¥
¢) En déduire que, lorsque m el n sont premiers entre
#_ | et 2"~ | sontaussi premiers entre cux-
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Propriétés du PGCD et du PPCM

38 Soit n un entier naturel non nul.

En utilisant I'égalité de Bézout, montrer que :
a)net n+ 1 sont premiers entre eux !

b) 2n+ 1 et 9n+ 4 sont premiers entre eyx :
¢) 3n—2 et Sn—3 sont premiers entre eux.
39 On pose, pour n entier relatif (n#7), a,
b, = 3n-4.

1) Calculer 3a,-b,.
En déduire que le PGCD de a,, et b,, estun diviseur de 25.

2)Onpose d, = PGCD (a,, b,).
Montrer que dn = PGCD (a 25).

=n+7 et

n
3) En déduire les équivalences ;

a)d, =59n=3(5); b)d, = 25 n=18 (25).

4) En dehors des deux cas précédents, prouver que a, et b,
sont premiers entre eux.

Les exercices 40 a 42 établissent certains résultats du cours.

- 40 Démontrer les trois conséquences du théoréme de Bézout
(voir page 340) relatives aux entiers relatifs a et b ;

1) Tout diviseur commun i a et b divise leur PGCD.

2)Si au+bv = 1 (u,v dans Z) alors a et b sont premiers
entre eux.

3) L'équation ax + by = d admet des solutions si, et seule-
ment si, d est un multiple de PGCD(a, b).

41 Démontrer la premiére conséquence du théortme de
Gauss : « Sia et b divisent un entier c, et si a et b sont étrangers,
alors ab divise c. »

@E.Sﬁe Il existe deux entiers k et Ciels que ¢ = ka = €b.
Montrer alors que b divise k. ;

42 Démontrer la deuxiéme conséquence du théoréme de
Gauss : « Si a est premier avec chacun des entlers bl, wden P

alors a est premier avec Ieur produn »

4

-?)z.ste Pourk = 2, comrderer un dw:seur d commun aaet
byb,. Montrer que, necessmrenwm d = 1. Termzrzer en
raisonnant par rccummce :

@3 Rédiger une autre démonstration du rcsu]tat de ’exercice .

précédent en utilisant I’égalité de Bézout.-

44  Soita et b deux entiers premiers entre eux.

1) Montrer que, pour tous m et n dans N, a™ et 5" sont
premiers entre eux.

2)Sidet d” sontdes diviseurs respectifs de a et b, montrer que
det d” sont premiers entre eux.

Les deux exercices qui suivent établissent les propriétés du
PGCD et du PPCM énoncées & la page 341. On pose
= PGCD (a, b) et M = PPCM (a, b).

@5 1 Montrer la propriété : « il existe @’ et b” premiers en-
tre eux, telsque @ = Da’ et h = Db’ ». (Utiliser I'égalité
de Bézout.)

2) Etablir les relations « M = Da’h’ = ab’ = ba’ et
MD = ab » al'aide des questions suivantes.

a) Montrer que D a’h’ est un multiple commun 2 a et b.

M . C .
b) Montrer que D est un entier, divisible par a’ et par b,

Conclure que M est un multiple de D a’b’, a I'aide d’une
conséquence du théoréme de Gauss.

¢) Déduire de a) et b) I'égalité M = Da’b’.

Etablir les autres égalités.

@6 1) Montrer que |'ensemble des diviseurs communs 4 a et
b est I'ensemble des diviseurs de D. (Utiliser I'égalité de
Bézout.)

2) Les notations sont celles de I’exercice précédent.

a) Soit m un multiple commun 2 a et b.
Montrer que ma’ et mb” sont des multiples de M.

b) A I'aide de I'égalité de Bézout, en déduire que m est un
multiple de M.

¢) Prouver alors la propriété : « L'ensemble des multiples
communs & a et b est 'ensemble des multiples de M. »

47 Dans chacun des cas suivants, déterminer
D = PGCD (a, b) aT'aide de I'algorithme d’Euclide, puis
M = PPCM (a, b).

a)a =576eth =480; b)a =225etbh
c)a=85¢etdh =234 ; da=935ecth

350 ;
561.

48 Entiers a PGCD et PPCM connus

Le but de cet exercice est de déterminer tous les couples (a, b)
d’entiers naturels dont le PGCD est 16 et le PPCM 1 536.

1) Si (a, b) est un couple solution, montrer qu'il existe deux

entiers @” et 4" premiers entre eux vérifiant :

= 16a’,b = 16b" et a’b’ = 96.
3,5).Déterminer tous les couples (a’, b”) convenables.

3) En déduire tous les couples (a, b) solutions du probléme.

d-9 PGCD et PPCM de plusieurs entiers

On étend les définitions du PGCD et du PPCM 2 plusieurs
entiers non nuls.

1) Montrer que PGCD(a, b, ¢) = PGCD(a, PGCD(b, ¢)).
2) Prouver une propriété analogue pour le PPCM.

11. Division euclidienne et congruences dans Z 355

 —
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Un peu, de tout

@0 Multiple de 17

Il s’agit dans cet exercice de déterminer tous les entiers n lels
que 27"~ 1 estun multiple de 17.

1) Vérifier que 2 28=1 mod 17. En déduire que si n = 8k
(ke W), 2"~ 1 est multiple de 17.

2) Si n est un entier quelcongue, on éerit la division euclidicnne
denmpar8: n=8k+r.

Vénfierque 2"=2"mod 17.

En déduire tous les entiers i cherchés,

51 Multiple de 19

Le but de cet exercice est de prouver que, pour tout entier
nature] n, I'entier N = 227 4 3 est un multiple de 19.

1) Vérifier cette affimation pour n = 0.

2) Vérifierque 2°=1mod 9.
En déduire que. pour tout n € [, il existe un entier naturel k
tel que : 26m = 9k + 1.

3) A T'zide de congruences, déterminer le reste de la division
euclidienne de 2'8 par 19.

4) En utilisant les questions 3) et d), prouver I'affirmation
précédente pour tout .

52 Lasomme et le produit

Soit a et b deux enliers premiers entre eux, u et v deux entiers
tels que : au+bv = 1.
Onposes = a+betp = ab.

1) Montrer, en utilisant I'égalité de Bézout, que a et s sont
premiers entre cux.

2) Calculer (1 + v —uvs)s —(u—v)?p.
Que peut-on en déduire pour set p ?

@3 Les restes d’une progression arithmétique
(Acte II)

Cet exercice poursuit 1'élude (entreprise a I'exercice 25) des

restes modulo p des entiers w, = an+ b. (a, b entiers natu-

rels, a#0) )

On yappelle que la suite des restes est périodique de période

7<= p elque T estle plus petit entier non nul tel que : ‘
Uy = uy (modulo p).

1) @) Montrer qu'il existe deux entiers @’ et p”, premiers entre §

eux, tels que
u=da etp =dp avecd = PGCD (a,p).
b) En déduire que o' 7= 0 (modulo p’), puisque T = p’.
¢) Exprimer la période 7 en fonction de p et d,
2) Application
Déterminer la période des restes (modulo 20) des suites (u,,)

a)u, = In+2;b)u, = 36n+11 ;¢) u, = 15n+ 1,

356

Breves de cours

<54 1) Montrer, cn utilisant un produit remarqugpy.
tout n e N, 6”1 estun multiple de 5, ey,

2) En déduire que 6" + 2 004 est un multiple de 5

55 Dresser la liste des diviscurs positifs de 72, py;¢ defy
En déduire le PGCD de 72 et 60.
Quel est leur PPCM?

56 Légalité a = 15+ 51 correspond-elle j | divi,
cuclidienne de a par 15 ? Sinon, écrire I'égalité corregp,md
E

57 Déterminer le reste dans la division par 31 de Chacyy

entiers : 323 100 3 200 ; 132 ; 323% ;900 ; 90090

58 1) Vérifier que 68 =—1 (modulo 17).
En déduire le reste modulo 17 de 616

2) Effectuer la division euclidienne de 500 par 16.
En déduire e reste modulo 17 de 65%0 .

59 A Iaide des congruences, déterminer le reste dans Ja

vision par 12 du nombre :
A = 520x740x 1160 1380 x 17100,

<60 A raide de I'algorithme d’Euclide, déterminer le PGCD

a)de 1333et961; b)de2109et629; c)de84letdy

61 Lesentiers 1849 et 1 591 sont-ils premiers entre eut’

(Répondre a I’aide de I'algorithme d’Euclide.)

62 Montrer que, pour tout entier n non nul, 42 + 1 etnst
premiers entre eux.
Enest-ilde mémede 4n et n+1 ?

«63 Existe-t-il des couples d’entiers (x, y) solunons dech

cune des équations suivantes ?
a)37x+25y =1,

b) S51x+39y = 1 ;
c)51x+39y=2004. '

64 a)Un entier n est divisible par 6 et par 35 est-il divist®
par 210 ?

b) Un entier n est divisi_hlc par 6 et par 15 ; est-il divisibk ¥
907

65 Si deux enticrs pnsiiifs ont pour PGCD6 ¢l o
PPCM 102, quels sont ces entiers ?

. " . . ; v b
‘7’:51‘ ¢ Soit a et b ces deux entiers; il existe a ¢
premiers entre ey, ...

66 Vrai ou faux
Si PPCM (a, b) = ab, alors a et b sont lrangers:
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g ercices

’roblemes de divisibilité

Dans les exercices 67 a 69, démontrer | "affirmation proposée
de deux maniéres :

= par récurrence ; )

—en utilisant les congruences (voir Au ceur des problémes,
page 342).

<67 Pourtout ne N , n3 —n est divisible par 6.
68 Pourtout ne N, 37+3 _gdn+2 o divisible par 11,
69 Pour tout ne N, 6" =527 est divisible par 19.

Dans les exercices 70 et 71, méme consigne, mais une seule
méthode est requise.

<70 Pour tout n impair, 1627+ ! + 18" estun multiple de 17.

<71 Pour tout ne N,
de 13.

1067+ 1433741 est un multiple

g.scragnerie L

Les énoncés qui précédent piochent dans un filon inépui-
sable qui sera partiellement révélé au chapitre suivant, avec
le théoréeme de Fermat-Euler. A suivre, donc...

72 Divisibilité par 11
1) Soit x un entier qui s*écrit en base dix :
X = 4,001
(Les a, sont les.chiffres; 0 < a; < 9eta,#0.)

a) Etablir que, pourtout k€ N
10*—( 1)r’r (11).

azalao f

b) En déduire que :

x=(ag+a,+ds+ ...
(modulo 11). :
¢) Enoncer alors un critére de dw151b|lné par 11:

)—(al +ay+ag +--)

2) Application

Déterminer, pour chacun des entiers suwanls e rcslc dclade- '

sion euclidienne par 1],
a) 123456 789 ;
€ 555..5

100 chiffres 5

b) 10891 089 ;
d) 147 856 103 ;

€) 975 318 642 097 531.

713 Divisibilité par 13
1) Soit n un entier naturel qui s"écrit :
= 10a + b, avec a, b dans N,

Prouver que n est divisible par 13 si, et seulement si, a + 45
est divisible par 13.

2) Application
Sans calculatrice, déterminer les nombres divisibles par 13
parmi :

569 556 ; 8 888 ; 6 666 ; 6 567.

Pliste Exemple : avec 6666, a = 666 et b = 6, donc
a+4b = 690 ;
avec090), a = 69 et b = 0,donca+4b = 69 ;
avec09, a = 6eth =9,donca+4b = 42.

74 Divisibilité par 17

1) Soit 7 un entier naturel qui s’écrit ;

= 10a+b,avec aet bdans N.
Prouver que n est divisible par 17 si, et seulement si, a — 56 est
divisible par 17.

2) Application
Sans calculatrice, déterminer les nombres divisibles par 17
parmi ;

16 831 ;152592 ; 16 983 ; 83 521.

75 Utilisation des critéres

1) A I'aide des critéres de divisibilité (voir aussi page 343),
vérifier que le nombre 4 = 847 016 495 325 est divisible
par 3, par 5, par 7, par 11, par 13 et par 17.

2) En déduire que A est divisible par B = 255 255, puis que
A est divisible par B2 .

@16 Avec le symbole G:)

Soit n et p deux entiers telsque 0 <p < n.

Lc symbole ( ) est défini au chapitre 10 de ce livre par :

m _ pn-D)x..x(n-p+1)
P) ST op-Dx..x2x1
n-1
I}Dunwnlrcrla.g.\hl-, p( ,) = n(p l]

2) En déduire que, lorsque 0<p < u et lorsque n et p sont

-
premiers entre eux, alors n divise (P) :

357
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problemes de codage

@7 Codes barres et permutation

Cet exercice reprend le codage UPC des codes barres, défini
dans le probleme résolu de la page 344, avec les mémes
notations.

Un code s'éerit a@y...ayy (clé comprisc), On suppose que, lors
de la lecture optique, deux chiffres consécutifs Ay Bl dgy
sont permutés (cette erreur est fréquente).

1) Montrer que. pour que I'erreur ne soit pas détectée, il faut et
il suffit que :

3(1:‘ +('|'EA_] 5302!(._ 1 +(12L (dequ 10)‘

2) Prouver que cette condition équivaut A :
“Zk 1= ﬂ'z;{ (modulﬂ 5)

3) En déduire qu'une erreur de ce type n’est pas détectée une
fois sur dix.

#8 La clé du R.LB.

Le RIB. (relevé d'identité bancaire) comporte de gauche A
droite 5 chiffres pour le code de la banque, 5 chiffres pour le
code du guichet, 11 chiffres pour le numéro du compte,
2 chiffres pour la clé K, ainsi calculée : si A est le nombre &

21 chiffres, et si r est le reste de la division euclidienne de
100 X A par 97, alors K = 97 —r.

1) Calculer la clé pour le relevé : 13009 00034 04312721543 #*,

2) Décrire un procédé de calcul pratique de la clé & I'aide d’une
calculatrice.

Piste Poser:
1004 = Bx(107)2+ Cx 108 + D x 102
avec 0 < C<10% et 0 < D < 106.

3) Montrer que, si dans le nombre complet 4 23 chiffres, un et
un seul des chiffres est erroné, I'erreur est détectée, et qu’il en
est de méme si deux chiffres consécutifs sont permutés.

@9 Les numéros de cartes bancaires

Un numéro de carte bancaire est de la forme a a

n%n-1+418p
ol les a; sont des entiers compris entre 0 et 9.
Sur ces chiffres, on définit I'application m :
( 2x si0=2x=<9
mix)= =x = B
) X ¥x, sidx = 10x, + [ReEO=mym )

X3

Luhn:
dgtm(a))+ay+m(az)+...=0 {m{;d.l(]).

1) Fabriquer un numéro de carte bancaire i 16 chiffres.

2) Montrer que si un seu) ch_if’[rt: esterroné, erreur est détectée,

?F.stc L'application m est une bijection de {0,1, ... 9}
dans lui-méme, Vérifier et uliliser.

358

On impose alors 4 un numéro de carte de vérifier la regle de )

@80 Clés des numéros LS.B.N,

L’ Intemnationg

A G i
Book  Numpe,. 2 g
coder tous les q“'

édités dans Je m,qdel :
il utilise des Moty d
gueur 10 éeriyg 3 ]a, '
chiffres 0, 1, ----%ln.
bole X qui reprcxcnm
bre 10 (qui ne Peut étre .
au besoin, que poy; ]du '
Le premier chiffre désigy,
pays, un autre bloc g,
fres désigne I'éditeur. 1.
suivant est le numéry ¢ e
par I'éditeur, le dernier symbole est la cIé K, ainsi caleyls,

)

si aa, ... a, est le numéro L.S.B.N. complet, le nont,
10

Z iay, _; doit ére divisible par 1.

i=1

1) Vérifier la régle précédente pour I'ouvrage ci-dessus.

2) Calculer la clé des numéros suivants :
337108452, ,016852059. ,259602369.

3) Montrer que, si un et un seul chiffre est erroné, I'emeur:
détectée,

4) Montrer que, si deux chiffres consécutifs sont perm:
'erreur est détectée.

5) Trouver toutes les valeurs de a et b telles que 2 842250=
soit un code .S.B.N, valide.

@81 Le code correcteur de Hamming

Considérons, par exemple, les nombres de 10 chiffres (nur*
de téléphone) décimaux a,a, ... a,;. On rajoute une i
deux chiffres @ a, , ol ayy et ay, sontl'undes symbolss
L2, XX repreqenlant la valeur 10), amsl définis

10
- ay; estle reste de la division de 2 a, parll
i=1%
: 10
‘= a,, estlereste de la dw:smn de Y i.a, par 11.

r—'l

- 1) Caleuler la clé pour chacun des numéros : 03304319“ g
038039523{] .

.2)On suppose que, lors de la communication, une e

" commise sur un et un seul des numéros a; .

Quelle incidence cette erreur a-t-elle sur les clés ?
(Distinguer lescas 1 i< 10, = 11,7/ = 12)

2
Montrer alors qu'on peut corriger I'erreur, Comment -
3) Détecter et corriger 1'erreur dans les numéros Sm‘,a,:"}'i .
03805521 17X5, 046733642057 et 038036+

A
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ionalité

pmblemes de

Rappel : un nombre rationnel peut se mettre sous forme irré-
o il ”
ductible B’ avec a et b premiers entre eux (oua =0) Siun

nombre non nul ne peut pas se meftre sous cette forme, alors
il est irrationnel.

@82 Lecasde a+ b2

On pose, pour a ct b entiers non nuls, ¢ = ¢ + /2.
Montrer que ¢ est irrationnel.

77)?.51‘ ¢ Nous avons prouvé que ﬁ est irrationnel dans Au
ceeur des problemes, page 345.

83 Le cas d’une racine n-itme
1) Montrer que 3J§ est irrationnel.,

2) Soit nun entier (n = 2), et & un entier naturel,
Montrer que toute racine rationnelle du polyndme x” — or est

nécessairement entiére,

3) En déduire que le nombre /e est irrationnel, sauf si o est
la puissance n-iéme d’un entier.

«84 Le cas d’un polyndme a coefficients entiers
Soit x une racine rationnelle du polynéme :
XM+a, x"l+. . +ax+ap,oun=
a, _ sont des entiers.

1,etay ay ...,

1) Montrer que x est entier.

2) Enoncer un résultat concernant les racines du polyndme :

. P(x) =x"+a,_ X" '+.. +ax+ta.
@85 Quelques applications
1) On pose o =25+7.

a) Calculer 02, puis (02 Z27)°.
En déduire que ¢ est racined’un polynome du quatrieme degré
2 coefficients entiers, dont le coefficient de x* estégala |.

b) En utilisant le résultat de I exercice précedent montrer que

¢ est 1rratmnnc1

2) Montrer  de mémL
Yhet3 10+ SJ_] sont 1mmonnels

@806 Le cas de cos g

1) Pour tout réel x, établir I'égalité ;

4eosty - 3cosx.,

cos(3x) =

2) En déduire que le réel « = cnsg est irrationnel.

Ly ff

= .50~ 2J_£) .etl-

L'équation ax+ by = D

Dans les exercices 87 a 90, résoudre dans 7 x 7 Uéquation
proposée en utilisant les méthodes dégagés dans Au caour des
problémes, page 346.

(Pour la recherche d’une solution particuliére, on n’oubliera
pas de remarquer, dans certains cas, une solution évidente,
avant de s'engager dans Ualgorithme d’Euclide.)

87 a)5x-3y =1 b) 2x+ 7y = 3.

88 1) 26x+65y = 13; b) 60x-21y

1l
N

89 1) 50x+9y = b) 18x + 25y

1
r2

90 a)34x-213y = b) 144x + 625y = 3.

91 1) Déterminer I’ensemble des entiers relatifs x tels que :
8x =7 (modulo 3).

2) Résoudre I’équation :

336x+210p = 294, (x,y)e Z X Z.
92 On considére ’équation (E) : 18x+ 15y = 2 004,

1) Déterminer une solution particuliere de (E) .
2) Résoudre (E) dans Z x Z .

J3) Déterminer tous les couples d’entiers naturels solutions de
(E).

93 Dans le plan muni d’un repere orthonormal (O, 7,7) on
donne le point 4(12;18).

On désigne par B un point de I'axe (O, T) et par C un point de
I'axe (0,7) tels que (4B, AC) = —~g.
On appelle x I'abscisse de B et y 'ordonnée de C.

1) Démontrer que le couple (x, y) est solution de I'équation
(E) :
2x+3y = 78.

2) On se propose de trouver tous les couples (B, C) de points
ayant pour coordonnées des nombres entiers relatifs.

a) Montrer que I'on est ramené & I'équation (E), avec x et y
appartenant & I'ensemble Z des nombres entiers relatifs.

b) A partir de la définition de B et C, trouver une solution

particuligre (xq, ) de (E), avec xg et ¥y appartenant 3 Z,

¢) Démontrer qu'un couple (x, v) d’entiers relatifs est solution

de ]‘équ;ninn (E) si, et seulement si, il est de la forme

(12 + 3k ; 18=24), ob k appartient 3 Z,

d) Combien y a-t-il de couples de points (8, C) ayant pour

coordonnées des nombres entiers relatifs, tels que
—h=sxys<2le-S=sy=<I4? BAC

Division euclidienne et congruences dans Z 359
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ax+ by = D : applications

<94 D’apres bac 1999

1) On considere I'équation (E) ; 8x+ 5y = 1,0l (x, y) est
un couple de nombres entiers relatifs,

a) Donner une solution particuliére de I'équation (E).

b) Résoudre 1'équation (E).

2) Soit N un nombre naturel tel qu'il existe un couple (a, b) de
nombres entiers vérifiant :

N =8a+1
N=5b+2"

a) Montrer que le couple (a, —b) est solution de (E).

b) Quel est le reste, dans la division de N par 40 ?

3) a) Résoudre I'équation 8x+ 5y = 100, ol (x, y) estun
couple de nombres entiers relatifs.

b) Au viii® siécle, un groupe composé d’hommes et de femmes
a dépensé 100 pieces de monnaie dans une auberge. Les
hommes ont dépensé 8 pieces chacun et les femmes 5 pigces
chacune.

Combien pouvait-il y avoir d’hommes et de femmes dans le
groupe ?

95 Systeme de congruences
On se propose de déterminer les entiers relatifs x vérifiant le
systéme :
x =3 (modulo 11)
{ ¢ ).

x =4 (modulo 15)

1) Montrer que la résolution de (1) se raméne a celle de
I'équation :
1lu+15v = 1,u,vdans Z (2).

2) Résoudre (2) ; en déduire les solutions de (1).

1 ¢ thévreme chinois

La résolution d'un systéme de congruences :
x=x, modp
{x =x, modg

est Jié, a I'origine, & des problemes d’ Astronomie du type :
« 8i tel astre, de période d'apparition p, est apparu il y a xg
jours, et tel autre, de période g, est apparu il y a x; jours,
quels jours ces deux astres seront-ils en conjonclion dans le
ciel 7 » ’ W
Les astronomes chinois avaient résolu ce probleme, dont on
sait qu'il a toujours des solutions si p et ¢ sont premiers
entre eux.

360

Cryptographie

Les exercices suivants présentent des chiffrements classigye,

élémentaires a clé secréte. .
Les systémes modernes utilisent des clés publiques, dont |,

principe sera exposé au chapitre suivant.

96 Un chiffrement affine
On assimile les 26 lettres de 1"alphabet frangais : A, B, ....Z auy

nombres 0, 1, ..., 25.
On code alors un nombre .x ainsi : le nombre codé f(x) estle

reste de la division euclidienne de 4 1.x + 37 par 26.
En d’autres termes : /' (x) =4lx+ 37 (modulo 26).
1) Coder le mot « ROIS ».

2) Déterminer un entier n tel que 41n=1 (modulo 26).

3) Décoder alors le mot « ITOT », en expliquant soigncusement
la méthode utilisée.

97 Un autre chiffrement affine

Dans cet exercice, la fonction de chiffrage est :
f:x~— 17x +40 (modulo 26).

1) Chiffrer le mot « NUAGE ».

2) Déterminer une fonction de déchiffrage g, de {0, 1, ...25}

dans lui-méme, telle que :
S(x)=y (26) & x=g(y) (26).

3) Déchiffrer alors le mot « SQROMOB ».

@98 Le chiffrement de Lester Hill (1929)

Dans ce chiffrement, la fonction de codage agit sur des couples
de nombres choisis dans {0, 1, ...,25} :

f1(px) = (3,3,).
Posons, par exemple : it s

Y1 = Sx+ 1lx, niodﬁﬁ A -
5 E iy T e J (I}-
Yy = 8x; +3x, mod 26

Ainsi le mot «KL», correspondant - au  couple
(10, 11) = (x;,x,) est codé par (¥, y,) =-(15,9), soit
«PI». - Gl

1) Coder le mot « REQUIN » en détachant les trois blocs de
deux lettres. "
2) Décodage .
a) Montrer que, si x|, X5, ¥ et ¥, vérifient (1), alors :
=3y, + 1y, = T3x; mod26
{8}-1 -5y, = 73x, mod 26
b) Résoudre dans Z % Z ['équation :
73x+26y = 1 avec 0 =x=<25.

¢) Décoder alors le mot « KQILRHTN »,
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Rubrigut ie

Contenu des sujets

La plupart des sujets de baccalauréat gravitent autour
de deux notions :

— la divisibilité, le PGCD et le PPCM .
- I'équation diophantienne ax + by = D,
Nous en proposons un florilége,

Remarque :  partir de la session 2003, il faut s’attendre
& des sujets faisant appel aux congruences qui ont pris

une importance nouvelle dans les programmes applica-
bles en septembre 2002,

Divisibilité, PGCD, PPCM

99 D'apres BACS, Antilles-Guyane, juin 2001.

1) Soit B une boite en forme de
pavé droit de hauteur L, a base
carrée de coté €, ou ¢ et L sont
des entiers naturels non nuls tels L
que £<L.
On veut remplir la boite B avec \
des cubes tous identiques dont

Paréte a est un entier naturel |

non nul (les cubes devant ¢
remplir complétement la boite B

sans laisser d’espace vide).

a) Dans celte question, € = 882 et L = 945.
Quelle est la plus grande valeur possible pour a ?
Quelles sont les valeurs possibles pour a ?

b) Dans cette -question‘, le vo]ume de la boite B est

v.= 77 760.
On sait que, pour .remplir la boite B Ja plus grande valeur

possible de a est 12..
Montrer qu’il y a exactemcnt deux boites B poss:b]es dont on

donnera les dimensions. -

2) On veut remplir une caisse cublquc ¢, donf Paréte ¢ est un
entier naturel non nul, avec des boites B toutes |denl1qucq telles
que décrites dans la question 1) (les boites B, empilées vertica-
Jement, doivent remplir complétement la caisse C sans laisser
d’espace vide).

a) Dans cette question, ¢ = 882 et L = 045 .

Quelle est 1a plus petite aréte ¢ pour la caisse (s

Quel est I'ensemble de foutes les valeurs possibles pour
Varéte ¢ 7

b) Dans cette question, le volume de la boite B est 15438,

On sait que la plus petite aréte possible pour la caisse C est 105.
Quelles sont les dimensions £ ¢t L, ?

11 Division euclidienne et congruences dans £

100 D'apres BAC S, Nouvelle-Calédonic, mars 2001,

Dans tout I’exercice, x et y désignent des entiers naturels non
nuls vérifiant x < y .

S est I'ensemble des
PGCD (x,y) = y-x.

couples (x,y) tels que
1) a) Calculer PGCD (363, 484) .
b) Le couple (363, 484) appartient-il 4 § ?

2) Soit n un entier naturel non nul ; le couple (r, n + 1) appar-
tient-il & § ? Justifier votre réponse.

3) a) Montrer que (x, y) appartient & § si, et seulement s, il
existe un entier naturel k non nul tel que :
y = (k+1)(y-x).
b) En déduire que, pour tout couple (x, y) de S,ona:
PPCM (x,y) = k(k+1)(y—x).

x = k(y-x) et

4) a) Déterminer 1'ensemble des entiers naturels diviseurs de
228,

b) En déduire I’ensemble des couples (x, y) de Stels que:
PPCM (x, y) = 228.

Equation ax + by = D

@01 Dapres BACS, groupe 1, juin 2001,

Un astronome a observé au jour J, le corps céleste A, qui appa-
rait périodiquement tous les 105 jours. Six jours plus tard
(Jp + 6) , il observe le corps B, dont la période d"apparition est
de 81 jours. On appelle J; le jour de la prochaine apparition
simultanée des deux objets aux yeux de I’astronome.

Le but de cet exercice est de déterminer la date de ce jour J, .

1) Soient u et v le nombre de périodes effectuées respective-
ment par A et B entre J;; et J, . Montrer que le couple (u, v)
est solution de I'équation (E,) : 35x-27y = 2.

2) a) Déterminer un couple d’entiers relatifs (xg, yo) solution
particuliére de I'équation (E5) : 35x - 27y = 1.

b) En déduire une solution particuliére (ug, vq) de (E,).

¢) Déterminer toutes les solutions de I'équation (E,) .

d) Déterminer la solution (u, v) permettant de déterminer J, .
3)a) Cumfmiéﬁ de jours s'écouleront entre J;, et J, ?

b) Le jour Ju était le mardi 7 décembre 1999 ; quelle est la date
exacté du jour J; 7 (L’année 200{1 éLait bissextile.)

¢) Si Pastronome manque ce futur rendez-vous, combien de
jours devra-t-il attendre jusqu'd la prochaine conjonction des

361 ‘
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deux astres ?
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102 Dapres BAC 8, Amérique du Nord, Juin 2001.

1) Montrer que, pour tout entier relatif n, les entiers 147 + 3 et
51 + | sont premiers entre eux,
2) On considere I'équation (E) :

87x + 3 ],V =
sont des entiers relatifs,

2 oltxety

a) Vrifier, en utilisant par exemple la question 1), que 87 et 31
sont premiers entre cux. En déduire un couple (u, v) d'entiers
relatifs tel que 87u + 31y = | puis une solution (Xg: yg) de
(E).

b) Déterminer 'ensemble des solutions de (E) dans 72,

¢) Application : déterminer les points de la drojte d’équation
87x-31y=2 = 0 dont les coordonnées sont des entiers
naturels et dont I"abscisse est comprise entre 0 et 100,

O On remarquera que le point M de coordonnées (x,»)
appartient a la droite (D) si, et seulement si, le couple
(x, =y) vérifie I'équation (E).

Le sujet qui suit mélange les deux notions : résolution de
Péquation ax + by = D et recherche de PGCD...

103  papres BAC S, Pondichéry, juin 2001.

1) On considere I'équation (1) d’inconnue (1, n) €lément de
72 .
11n=24m = 1 (1).

a) Montrer, a I'aide de I'énoncé d’un théoréme, que cette équa-
tion admet au moins une solution.

b) En utilisant I'algorithme d’Euclide, déterminer une solution
particuliere de 1'équation (1).

¢) Déterminer I'ensemble des solutions de I'équation (1).
2) Recherche du PGCD de 10" —1 e 1024 — 1
a) Montrer que 9 divise 1011~ 1 et 1024 1.

O~ La, on peut utiliser les congruences... modulo 9.

b) (n, m) désignant un couple quelconque d’entiers naturels
solutions de (1), montrer que I’on peut écrire :
(10117 _ 1) - 10(10%m 1) = 9,
¢) Montrer que 1011 — 1 divise 10117~ 1,
(On rappelle I'égalité :

a"-1 = (a-1)(a""'+a"2+..+a",
valable pour tout entier naturel n non nul). Déduire de la ques-
tion précédente I'existence de deux entiers N et M tels que :

(IO -1y N=(10® - 1) M=9. -
d) Montrer que tout diviseur commun & 1024 - 1 - ol 10“
divise 9.

¢) Déduire des questions précédentes le PGCD e IU“ = l et
103 -1,

O Utiliser ala fois les questions a) et d), ef les propriétés du
PGCD.

362

Utilisation possible des congruenceg

104 D'aprés BAC S. sujet national, juin 2001.

Dans le plan rapporté a un repére orthonormal, on considere |,

: r, Snn
point M, (cos @, sina,) avec &, = 5+~

1) Soient deux entiers n et p tels que n soit supérieur ou égg)
p ; montrer que deux points M, et M sont confondus si, ¢
seulement si, (n—p) est mu]llplc de I?_

2) a) On considere I'équation (E) : 12x—5v = 3 ol xe,
sont des entiers relatifs. Aprés avoir vérifié que le couple

(4,9) est solution, résoudre I'équation (£).

b) En déduire I’ensemble des entiers naturels # tels que M
appartienne i la demi-droite [Ox) .

105  Dprapres BACS, Pondichéry, juin 2000,
Dans tout I'exercice, n désigne un entier naturel non nul,

1)a) Pour | =< n =< 6, calculer les restes de la division eucli-
dienne de 3” par 7.

b) Démontrer que, pour tout 2z, 3" +6 — 37 est divisible par7.

En déduire que 37 et 3"+6 ont le méme reste dans la division
par 7.

Halte : c’est 1a que I'on peut utiliser & bon escient les
congruences.

¢) A I'aide des résultats précédents, calculer Ie Teste de la divi-
sion euclidienne de 3! 000 par 7,

d) De maniére générale, comment peut-on calculer le reste de la
division euclidienne de 3" par 7, pour n quelconqué %

O=r La dmswn euclidienne de l 000 par 6 {quesmm c J) ot dt’
nparb6( ques!mn d) ).

) En dedqire,quc, pour tout entier naturel n, 3”7 est premier
avec 7.

- ’ i=n=1

1+ 3+324 ... +30-1 = z 3,
’ =0

oll 1 est un entier naturel supérieur ou égal A 2.

2) Soit U,

* .- ) Montrer que, si U, est divisible par 7, alors 37 — 1 estdivi-
“sible par 7.

b) Réciproquement, montrer que, si 3" — 1 est divisible par 7.
alors U, est divisible par 7.

En déduire les valeurs de n telles que U, soit divisible par 7.

Q= Pour la réciproque, le théoréme de Gauss...
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006 Jeriture en base
A) Le résultat fondamental

Soit b un entier naturel (b = 2) fixg et ¢ un entier naturel non
nul.

1) On considere la suite des divisions euclidiennes :
de x par b

X = bq0+x :
de gy parb 0

(si go#0) “qo = bg +x ;

(siq,_1#0)degq,_, parb P Py = ]3q”+xn - etc.

%) Noplier que la suite (g,) ainsi définic est strictement
décroissante.

b) En déduire que I’algorithme finit par s’ arréter, en donnant un

quotient ¢, = 0.
¢) Sinest le plus petit entier tel que g, = 0, montrer que :

x=x,0"+x, 6" 1+ . +xb+x, (1),

avecpourtouti: 0 <x;<b-1etx, #0.
d) Réciproquement, si (1) est réalisée, montrer que les x; sont
calculés a 1'aide de 1"algorithme de départ.

Remarque : on dit que (1) est I'écriture de x en base b. Prati-
quement, on exprime chacun des nombres 0, 1, ... 5~ 1 parun
unique symbole de la liste :

£0:1,2; 3,4,5,6,7,8,9,6,8, 10, ... .
B) Apphcatmns
1) Ecrire en base deux les entiers compris entre un et vingt.

2) Ecrire le nombre « deux mille quatre » en base dix (!!), en
base deux, en base cing, et en base douze.

3) Un nombre s‘éérif x = 4 444° (quatre chiffres 4 en base

cing). .
i D0nner 1"écriture de x cn base dix.

4) Donner |’écriture en basc dlx des nombres :

a=310210%;. - b= 10642
c= T 1L 11%; d =100 0"

@07 Triplets pythagorluens
On appelle triplet pythagoricien tout triplet % 2) d’entiers
strictement positifs vérifiant I cquauon dmph.ml:enne
Cxlay? =722 (D).
1) Des exemples :
a} Délenniner “ Cxpérimcnlult:ll‘lcnl » LOUS ]CS lriplcl‘i pyl]lilgﬂ-
riciens vérifiant x = yetz=13,

b) Vérifier que le triplet (2 004, 27 853, 27 925) est pythagori-
ClEl‘l

rorlemes

2) Deux « représentations » géométriques
a) Si (x, y, z) vérifie (1), que dire du triangle de c6tés x, y et z ?

b) qulrer qu’a chaque triplet pythagoricien, on peut associer
un point & coordonnées rationnelles du cercle trigonométrique
par I'application :

2= (52).
- z
Quels sont les triplets associés au méme point ?

3) Avec multiples et diviseurs
Soit (x, ¥, z) un triplet pythagoricien. Montrer que :

a) pour tout entier k, le triplet (kx, ky, kz) I'est aussi ;

b) pour tout diviseur d commun a x, y et z, le triplet (d }1 :)

’est aussi.

Dans la suite, on se limite & étudier les triplets pythagoriciens
(x, ¥, 7) n’ayant aucun diviseur commun positif autre que 1.
De tels triplets sont appelés primitifs. La suite propose de
déterminer tous ces triplets.

4) Soit (x, v, z) un triplet pythagoricien primitif. Etablir que :

a) les trois couples (¥, y), (x, z) et (y, z) sont étrangers ;

b) x, y et z ne sont pas tous impairs ;

¢) un seul des trois entiers est pair ;

d) I'un des entiers x et y est pair et I’autre impair. On suppose
dans la suite que x est pair et que y et Z sont impairs.

5) a) Montrer que 1'équation (1) est équivalente a :

5 - B
2) L2 2% e
X z+y z—=y .. . ZtY
I T 2

Z—=Y .,
avec = et —2—' ctrangers.

b) En déduire qu’il existe deux entiers u et v tels que :

Z+y .2
w2 =222 v =

2
Exprimer x, y et zen fonction de u et v.

z2—y
——etl<v<u.
2

6) Réciproquement, soit u et v deux entiers tels que O<v<u,
etd=1.

"
Onpose x = 2duv, y = d(u?=v?),z = d(u* +1?).

@) Vérifier que (\ P, 2 ) vérifie (1).
“En déduiré 1a forme générale de tous les triplets pythagoriciens.

b) Montrer que, si d = | etsiuetysont premiers entre eux et
de parité différente, le riplet obtenu est primiti.

7) Déterminer tous les triplets primitifs correspondant 3 :
D<veus=sT.

11. Division cuclidienne et congruences dans Z 363
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@08 Carrés, puissances dans une progression
arithmétigue

Les parties A et Isont inedépendantes,

A) Des earréy

1) Dans chaeun des cas sivants, montrer que la suite (u,)
contient one infimité de carrés |

wow, o oan L tae TV Saqueleongue) ;

Mo, = Snady

ch, = 1304 d

-/n:'.':!'a' I'onr ), développer (ak 4 1)? pour k gquelconque...

2) Démontrer Te résultat pénéral : « La suite de terme pénéral

an - heocontient une infinité de c.um parfaits si, et sculement
sty Al existe un entier telque b e x? (maodalo () n,

) Des puissances

Soit QT entiers () = 27705 3924 o 41 980 5, 52 100

1) Déterminer le PGCD des entiers -

) 770,924, 1 980 ¢1 2 100 :

D) 771,924, 1 980 ¢t 2 100

€) 770,925, 1980 ¢t 2 100 ;

) 770,924, 1 981 12 100 ;

¢) 770,924, 1 980 ¢t 2 101,

(Ftendre plusicurs entiers la définition du PGCD. )

2)En déduire que les cing termes de pmgrussinﬁ

arithmétique : Q, 20, 3Q, 40, 50 sont tous des puissances
d'entiers.

@09 Rationnels et écriture décimale
Dans ce probleme, x est un nombre rationnel strictement positif,

doict ; ; a

éerit sous la forme irréductible x = B ou a et b sont des
)

enticrs premiers entre cux (a« = 1, h = | ),

A) Lalgorithme de la division ordinaire

On définit les deux suites d'entiers (x;) et (r;) par les divi-
sions cuclidiennes suivanles :

{

a
10,

hx,+r, (de a par b)

(de 10r, par b)

!

b.\'| +r

) 10r, = bx2+r2

e

107, = bx;y +r,,  (de 10r, par b)

364

r, pour ()= i~
L2

g =10 avee e -
) Caleuler x, et ) avee les Fationpy,

pogis L 2o g
stivants — . Tz
sva 16 125
Vérifier sur ces exemples que les nombres x| X} sont g,
décimales obtenues dans la division ordinaire de a par p, Qg

r sont les restes partiels,
P Py vees B oo

2) a) Démontrer par récurrence que, pour tout n = |
X X r,
o

n

i vee T — .
0T 00T 1o

x =Xyt
Al v estaussi le reste de la division euclid;
h) Lin déduire que r,, cstaussi leres ‘ lidienp,
de 107 par b.
¢) On suppose que x est un nombre décimal, ¢'est-a-dire e

I"écriture de x en base 10 est finic :
[let,sii=1:0

o =x <0)
X = X XXy, {X”E i )

Montrer alors que b divise 107

" vie n o
d) Réciproguement, on supposc que b divise 10” ; montrer
alors que x est décimal.

BB) Rationnels non décimaux

Soit x = ? un rationnel non décimal.
]

1) Montrer que pourtout ne N, r, #0.

En déduire que Ies nombres #,, ne peuvent prendre que b - |
valeurs au plus,

2)a) En déduire qu'il existe deux entiers p et ¢ (p=1 e
q=0)telsque r, = = Iy 4 poetque, sipetqsontles deux plus
pelits entiers vérifiant cette propriété, alors la suite (r,) esl
périodique de période p & partir du rang ¢.

b) Prouver alors que (x,) est périodique de méme période p i
partirdurang g + 1 . s

3) a) Montrer que les entiers petyg deﬂms dans la questmn
précédente sont les deux pIus pellls entiers vérifiant p = 1,

qg=0et: - oy
107=104+P. (modulo b. %

b) Lorsque b est premier. avec 10, montrer qne la COndlUDﬂ :

précédente peut s'écrire ;. . ‘. SN e

107 = | (modulo b) i

En déduire que, dans ce cas, la penodmte commcnce & la
premiére décimale, " -

¥

¢) L’entier g et 1a longueur p de la période dcpendenl ilsdea?
4) App!:m!‘mns

Déterminer la période p pour les rationnels suivants :
3.5.25 .1 ol agy
7'R'mzisn: 189 ° 274
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OBJECTIFS

¢ Introduire la notion de nombres
premiers et mettre en place le
théoreme fondamental de I’ Arith-
métique.

» Exploiter quelques  résultats
consistants sur les congruences
modulop (p premier) dans les
problemes de divisibilité, factori-
sation, Cryptologie... et de
recherche de nombres premicrs.

« Il y a trois sortes de mathématiciens :

I — ceux qui savent compler,
— ¢f ceux qui ne le savent pas. »
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Avﬂnt—premiére

1. OBJECTIFS

« Fnobservant les nombres premiers, on éprouve le sentiment d'étre en présence d'undes plus
inextricables secrets de la erdation, »

Cette citation de Don Zagier, éminent spécialiste de 1a Théorie des Nombres. tend & souligner
le contraste entee la simplicitd de la définition d*un nombre premier : « entier naturel plus
grand que 1 dont les seuls diviseurs sont 1 et lui-méme » et la difficult¢ d"apprehender ces
entiers, veritables « briques » élémentaires de 1" Arithmétique comme le montre le théoréme
fondamental de U Arithmétique (théoréme 2, page 371).

Nous proposons une simple visite de reconnaissance avee I'idée de commencer i ancrer quel-
ques modes de raisonnement qui ont fait leurs preuves en Arithmétique (et dont nous ferons
notre bon pain par la suite).

2. UNE RENCONTRE INSOLITE

Tout de suite, au ceeur du sujet.

”» L -
Séquence 1 La parabole de Matiiassevitch
..-—'-'-"--'.‘- “

Soit  la parabole d'équation v = 2. 2) On marque d'un point noir les points ainsi obtenus.

. . ; m et n décrivant tous les entiers supérieurs o

Etant donné m et n entiers (m =2 et n = 2), on trace 1) CRESUPSTIEUE 9T WA

les deux droites joignant les deux points de 2 - : . .
: S Jous . Be Montrer que les ordonnées des points non marqués

¢ d'une part, d'abscisses met—n ; SOt tous Tes TOMmBAS Breg s :
. " s s les S premiers supérieurs Sa

+ d"autre part, d"abscisses —m et n. 14 P upeneurs ou egaux

1) Prouver que ces deux droites se coupent sur I'axe
(Ox) enun point dont I'ordonnée est un entier naturel — 3) Comment utiliser le era

: e phique obtenu comme table
que I'on calculera. de multiplication ? Ry g

Les points « noireis » sont les points d'ordonnées
mXxXnavee m =2 et n =2 :detels nombres
seront appelés composés a contrario des nombres
premiers : ils admettent en effet des diviseurs
propres (un diviseur propre d'un entier » est un
diviseur de n différent de 1 et de n).

L'idée : «éliminer les composés, il restera les
nombres premiers » fonde la notion de erible dans
la recherche des nombres premiers (voir Le crible
d"Eratosthéne, page 369).

366 | : -
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3. LES BONS APPUIS

, Deux propriétés fondamentales de I'ensemb
ce chapitre - il ne nous parait pas inutile de Je
(1) Toute partie non vide de | admet un p
(2) Toute partie majorée de

le T des entiers naturels sont en toile de fond de
s rappeler -

; lus petit élément.
I est finie (et réciproquement).
c i £ . .
(Rappel - une partie A de [ est dite majorée, s'il exist i
. , e un ;
exties) 18] que, pour touta de 4, on i Sogvle nombre M (non nécessairement

La séquence qui suit présente un premier exem

. ple d’utilisation de ces propriété
des nombres premiers (que nous reprendrons PrOPIEES dansle cade

dans le cours).

Séquence 2

Toujours un diviseur premier

@ Soit n=2 et D(n) I'ensemble des diviseurs d de

@ Soit n un entier (n = 2).On pose :
ntelsque 2 <d=<n, ( : i

N = n! +1 (n!: factorielle n).

Montrer que D(n) admet un plus petit élément p, puis

: 1) Soit p un nombre premier divisant N.
que p est premier.

Montrer que p > n.

Note : ainsi, tout entier naturel » = 2 admet un divi-

2) Que peut-on en conclure sur I'ensemble 2 des
seur premier.

nombres premiers ?

» Peut-étre, la derniere question de la séquence 2 en a laissé quelques-uns sur le bord du
chemin, faute de criteres « d’infinitude ». Réparons cet oubli.

Une partie A de [N (non vide) est infinie d&s lors qu’elle vérifie I'une des propriétés suivantes :
(1) pour tout n de [, il existe p dans A tel que p>n ;

(2) pour tout g de A, il existe p dans A tel que p>¢g ;

(3) A = {ay, ay, ..., a,.--} et,pourmetn quelconques distincts,ona a,, #a,.

La séquence 3 1égitime ces critéres et propose quelques applications.

e 3 ~ Les nombres de Fermat

: o s r’ (iué chacune des propriétés (1), (2)ou(3)  Vérifier aIaide de la calculatrice.

implique que A n’est pas finie:. * 5 oarserauspaus b0 :
-?f&tc “Pour _(3) suppokér A contenu dans [0, k] F. o y=1=(F,~1)*.
(k entier) et considérer a(‘,;x.r], ey s A s 1 En déduire que F, ., ;=2 mod F .

© Les nombres de Fermat - 4) Montrer alors que, pour m#n. Fy, et F, sont

N 1 tre eux.
Pour n = 0, onpose F, = 2¥'+1. prennémen D _
Les nombres F,, sont les nombres de Fermat. 5) Soit p,, le plus petit diviseur premier de F, et A
; : I'ensemble :
1) Tester 2 la calculatrice si Fo. Fy» Fa. F3 et Fy ey _
sont premiers, ={pp Py Ppr---1-

2) Fermat pensait que tous les nombres F, éuient Montrer que, pour m#n,0nap, =p,.

premiers. 11 fut désavoué par Euler qui montra que Fs Retrouver, ainsi, que 'ensemble des nombres premiers
est divisible par 641. est infini.

12. Nombres premiers 367
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1. Généralites
sur les nombres premiers

13 _DEFIN_I_TIO_N_E_T_EREMIERES_EROER_IETES,_._Q_ o

Un nombre premier est un entier naturel supérieur ou égal 2 qui n’admet comme diy;.
seurs dans N que 1 et lui-méme.

(DEFINITION 1

| Le plus petit nombre premier est 2 (1 n’est pas premier) ; c’est a I’évidence le seul nop,
| premier pair. Les suivants (dans’ordre croissant) sont : 3,5,7, 11,13,19,23,29,31,314]
| Un entier naturel n (n = 2) non premier est dit composé : c’estun nombre qui admet ung;
\ seurdtel que 2 <d<n.

Proposition 1 e "
P l Tout entier naturel n (n = 2) admet un diviseur premier.

] Si n est composé, il admet un diviseur premier p tel que 2<p=< Jn.

.+» Démonstration

« Comme n divise n, si n est premier, il n’y arien a dire.

|« Sinest composé,'ensemble des diviseurs d de ntels que 2 < d < n n’estpas vide : ilad

| donc un plus petit élément p (p = 2) nécessairement premier.

| En effet, si p était composé, il admettrait un diviseur d tel que 2 < d < p ; tout diviseurd:

! étant un diviseur de n, p ne serait plus le plus petit diviseur de n supérieur ou égal a 2: Y

l Llentierns'écritn = pXq avec 2<p =, par définition de p. L e

' Onen déduit : i
pzﬁpq=n.soitp£_ﬁz, STERLTE, e

i En résumé, p est premieret 2 <p < Jn.

§

e i b
H

{2 L/INFINITE DES NOMBRES PREMIERS - e LI
: ‘ | | | ,' ,_ 1
Tﬂfonﬂwﬁl/////’//_ /L 2 O s
7 11 existe une infinité de nombres premiers. g AT e A g

... Nouvelle démonstration

" Supposons I'ensemble des nombres premiers finis -notons ¢ le plus grand drentre &'

| N =2x3x5%..xg+1, 00 2Xx3X5%X...Xq désigne le produit de to
nombres premiers entre 2 et ¢. . iqod

- Il existe p premier divisant N (proposition 1) : p ne peut étre ni 2, ni 3... ni ¢, " |

-

| dnlec‘rail 2% 3 % ... % q et divisant N, il diviserait leur différence N =2 X 3% X0"
ce qui est absurde. '

. " ol P . 35 suf'll'
Donc p est un nombre premier plus prand que ¢ : contradiction avee I"hypothese faite
" Note : ce raisonnement par I'absurde est une réplique de celui attribué A Euclide:

368 | III
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Cronrs

1.3 _LE CRIBLE D’ERATOSTHENE

Exemple | Pour dresser la liste deg nomb
| consiste 3 :

res premiers entre 2 et 100, la méthode du crible d’Eratosthene

- *écri i § , .
-, rire la liste des entiers inférieurs ou €gaux a 100 ;

* &limin i i i ‘
1 CT successivement les multiples propres () de 2, ceux de 3. puis ceux de p, ou p est
€ premier nombre non encore éliminé, etc.

;e: ggltlers elmﬁnés (sur fond bleu dans le tableau ci-aprés) sont les entiers composés entre 2
. Les entiers restants (sur fond jaune) sont donc les premiers inférieurs a 100.

—

21| 31|41 (51|61 [71|81(91
121223242 |52|62(72(82]92
13123 (33|43 |53 (6373|8393
14124 (34|44 54|64 |74 |84 |94
15(25(35(45(55[65(75([85(95
26|36 |46 | 56 | 66 [ 76 | 86 | 96
17127|37|47|57(67|77|87|97
1812838 |48 58|68 (78|88 |98
191293949 (59(69|79|89]99
30|40 |50 (6070|8090 |100

>

._.
o
8

[© ERATOSTHENE ©|

i

Remarques ‘ GT) Pour éliminer les multiples propres de 7, par exemple, commencer a 72 = 49 :ilestsir
sur le crible | que les précédents (2% 7, 3x7, 4x7, 5x7, 6x7) ont déja été €liminés. Ceci est
g général.

1l est possible de savoir a I'avance « jusqu’ol aller ».

“En effet, d’aprés la proposition 1, tout entier composé n admet un diviseur premier p tel que
2<p= JE .

o) Si n < 100, alors J;_z < 10, et donc tout entier composé sera €liminé en tant que multiple
- l - propre de 2 ou 3 ou 5 ou 7.

BT
O

Comme ntairéé " Mathématicien et astronome, contemporain d”Archimede (I° siécle av. J.-C.), Eratosthene
;i ' fut conservateur de la Grande Bibliotheque d’Alexandrie. Si on lui doit la premiére mesure
g scic'ﬁliﬁque sérieuse du rayon terrestre, il ne demeure que quelques fragments de ses ouvrages.

° Quani au crible auquel son nom est associé, il nous est connu par un texte de Nicomaque de
Gérase (qﬁi vécut 300 ans aprés lui) et a qui, semble-t-il, nous sommes redevables du mot
crible : « les nombres premiers se trouvent ainsi séparés du reste comme dans un crible ».

« Dévoreur d"cspacc-mémoire appliqué tel quel (stockage oblige), le crible @’Eratosthéne

reste cependant « raisonnable » pour des nombres de taille... « raisonnable ».

(1) Multiple propre de n : multiple de n distinct de n,
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2. Divisibilité et nombres pPremiey,

Les résultats qui suivent ne sont que des reformulations du théoréme de Gaugg .
conséquences (chapitre 11, page 341) dans le cas particulier des nombres premjq,, ~ “
Les démonstrations étant évidentes, elles sont laissées pour la plupart q Ventragy,

lecteur (exercices 7 a9, page 383) qui de plus, est prié de fa:';:c le distinguo qu; ,.,-','mpusen ¢ 3

nombres premiers entre eux (ou étrangers) et nombres premiers. e, .

T

9.1 THEOREME DE GAUSS ET NOMBRES PREMIERS ]

| Observons en premier lieu que deux entiers non premiers entre eux ont un diviseyr My
. commun, d’ol il découle que

. sipestun nombre premier et a un entier, p et a sont étrangers si, et seulement Siypig
| divise pas a.

Le théoreme de Gauss livre alors ce résultat majeur :

Proposition 2| Un nombre premier divise un produit de facteurs si, et seulement si, il divise I'uy
’ de ces facteurs.

En particulier, si p premier divise une puissance ak, alors nécessairement p divisz
| (a=pxq),dobdécoule que pk divise a® (puisque manifestement a* = pkx gk)

2.2 CONSEQUENCES o

+ Si un nombre premier p divise un produit de facteurs premiers, alors p est P'un de
facteurs premiers. R A :
En effet, si p premier divise le produit p; X py X ... X py Ol Py, Pgs ..., Py SO0 OB E
nombres premiers, d’aprés la proposition2, p divise I'un des nombres. Py, Py -+ b

Chacun de ces nombres étant premier, si p divise p, alors p-=/

v

o

Par exemple, si un nombre premier p divise 21515 x 31789°%’52002 alorson a p
p=3oup=>7. ’ oA
. : ; (T e g
* I] est clair, par ailleurs, que, si p et g sont deux nombres premiers distincts et Oﬁﬁlﬁ
| entiers naturels non nuls, alors p© et gP sont étrangers.

=21u

= : | b e ';:.
| Par suite, si p% et ¢P divisent tous deux un entier a, il en est de méme de leur prod
'\ (Conséquence | du théoreme de Gauss (voir chapitre 11, théorére 8, page 341).) .

| Cestla généralisation (immédiate) de ce résultat gue nous soulignerons. «~ =~ - :
| Soit py, py, ..., p; desnombres premiers distincts et @, @, ..., 0 des entiers natv

| non nuls, i ; '

divist

T X I‘ L I.. 4 . . - M . * : . a
Si, pourtout i ='1,2,...,k, pf divise un entier n alors le produit P e Pi
aussi Pentier n, ' o 6o

370
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3. Le théoreme fondamental
de I’Arithmétique

3.1 LA DECOMPOSITION EN FACTEURS PREMIERS

THEOREME 2

Tout enticr naturel n (5 = 2) se décompose en produit de facteurs premiers of

cette décomposition est unique a l'ordre pres des facteurs.

< Démonstration
* Analyse

Supposons que n = LN e

”l-i ;.]'I"' vond .'”j ”n! l'(.L llflllﬂ s [FrL‘ITIlL‘I\ 'II\““Q."\ ct
[#4 3
| R

-+ @ des entiers naturels non nuls. Nous tenons de la partic 2.2 précédente que :
* les seuls nombres premiers divisant # «ont Piels

Vo bR : ‘
*pour i o= 1020kl p™ divise n mais p" e ne divise pas n

Eneffe, si.]wcu‘mplr. ph* D diviat . enéenvant = pit V% g ctensimphifiant, onaurait

P\ . = M"yq. d Mlp = paaip; = pyaoupy = Iin .t&'illllll'ﬂ'ﬂ Jrens.

z\ultcnu‘m dit. @, est 'exposant de la plus grande puissance de p, divisant n

En résumé. i n admet une décomposition en produit de facteurs premiers, cette
décomposition est unique - nous n"avons pas le choix, nipour les p . ni pour les @,

o Synthese

L Soit pypa. ooy tous des nombres premiers divisant # al y en a d apres la proposition 1)
Coetopour i = 1,2, .. k. désignons par e, Pentier naturel non nul tel que p divise n et
A ' pe divise pas

| Dlaprés la pantic 2.2, pi" ..o pi divisen il existe done glg = 1) telque

n = !u'lr ;Ji'- xy .

Alors, nécessairement ¢ = |

Supposons g = 2 1] eniste un nombre premier p divisant ¢, a fortiors n, et par suite il existe

"“ . : :
* sxd ounindice i{l =0t &}qump =P,
T s LT ﬁ} 1l est alors visible que pf*” Podivise n, ce qui n'est pas,
LV B E { : . v s _ _ it
e e Com‘fu.smu.‘tm ne peut avoir ¢ 2. dvhg = letn = p)° .. po
- . v A
+» Remarque
< T4 Hexiste d autresdémonstrations (voir exerctee 20, page 383). Celle-ci est constructive, au sens
"o obelle indigue un procédé de décomposition en facteurs premicrs (voir Pexemple ci-apres),
e P . 1 L Sy —

Qudfe est 1.1 décomposition en fucteurs pn-nurn den = 16758 ? '

| Ondétermine le plus petit diviseur pn:nue: t,le 16 758 (¢'est 2), puis
celui du quotient.. . jusqu’a obtenir un quotient égal & 1. pur essais
successifs des nombres premiers d.ms 1'ordre croissant. 2793

- e

La disposition pratigue est mdlquce ci-contre. 931
Onobtient n = 2x3x72x19. 133

.} 19 19 i

3 '] ,

Voir exercices 164 19
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3.2 APPLICATI

Proposition 3

372

Proposition 4

ON AUX DIVISEURS ET AUX PUISSANCES .

. . . " . - s
Soit n un entier dont la décomposition en facteurs premicrs estn = py' ... p*

Les diviseurs (positifs) de n sont les entiers de Ja forme :
p{]fpff ;rP*.avcc 0=p<=0o pour i = 1,2,..

. Démonstration

On trouvera une démonstration compléte a I'exercice 25 (page 384), démonstration d'ay,
plus aisée qu'on aura fait siennes les idées suivantes :

» Tout diviseur premier de nest I'un des p; (1 <7< r).

+ Si ph divisen.alors 0 < ; < o (1<i<r).
L application de ce résultat aux calculs duPGCDet P
exercices 27 et 28 page 384.

PCM de deux entiers est proposée ay,

O_EXEMPI g2

' Soit p un nombre premier (p = 3) etn et k dans F\J
' Quel est le nombre de diviseurs de V = 2 x p*
| Lesdiviseurs de Nsontles 2/p™ avec 0 <j <net0s=m=<k,a Savoir :

‘ epourj = 0 : 1Lp.p*..ph;
'\ epourj =1 : 2,2,2p-... -p";

. epourj =n: '7" "”p 7"p- ZAp‘.
Il n'y aplus qu'a compter : (n + 1) lignes comportant chacune (k + 1) termes.
| Lerésultatest (m+1)(k+1). )

Note - il existe un résultat général (voir exercice 51, page 387).

S Voir exercices 26 128 —

Soit n un entier dont la décomposition en facteurs premiers est SR, TRy
PSP e Py

k un entier (k = 2). s R ,

1 existe un entier a dans N* el que n = = a* (on dit alors que n est une pulqs.mu:

k-ieme) si, et seulement si, &), &z, ... @, sont tous multiples de .

.

Lorsque & = 2, on ditque nestun carréet, lorsque & = 3, on dit que # est un cube (1
cela est trés naturel). :

- Démonstration

[ est évident que i et a ont les mémes diviseurs premiers.
Ln tenvant a = p{‘ ;f‘ ,ona:
at = pj t o plR,
Lunicité de la décomposition en facteurs premiers fait le reste | comme #'= a*,ona:

a, = hf};, ...t @& = kB,
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4. Le théoreme de Fermat

4.1 LE GRAND ET LE pEyiT

théortme de f
Poste) depuis sa
1994 (voir I'enc

ermat » popularisé (y compris par La

resE)luiion compléte par Andrew Wiles en
adré, page 389).

- . Iherre de Fermat (1601 - 1663,
4,2 LE THEOREME DE FERMAT | -
THEOREME 3 :
Soit p un nombre premier. Quel que soit I'entier a premier avec pona:
’!’/’_/ qP'IEl modp .
// p
=« Démonstration

Considérons les (p — 1) nombres g, 2a, ..., (p—=1)a etnotons r\, r, ... Py leurs restes
respectifs dans la division euclidienne par p.

! * Comme p ne divise pas k lorsque 1 < k < p— 1, nia (car p est premier avec a), p ne divise
| pas ka (proposition 2). Conclusion :
| aucun reste r;, n'estnul (k=1,2,...,p-1).
| sPour l <k<k'sp-l,omal<k'-k<=p-1.
| Donc p ne divise ni k" -k, ni a: il ne divise alors pas (k" —k)a = k'a —ka.

Ainsi ;. # r; :les restes ry sont deux a deux distincts (k= 1,2 ... p=1).
%, -+Il en découle que I’ensemble des restes {r, 7, ...,7,_} est €gal & 'ensemble des
~ .ls# nombres {1,2,...,p—1},etdoncque ryry ..., = (p—1)!
i “ Des (p— 1) congruences ka=r, modp (k=1,2,...,p~1) nous tirons :

'ﬁ;( (2a) X ... x(p=1)a=r XryX...Xrmodp,soit:

I L (p=1)!xaP~'=(p—1)! modp.
- ‘ . 3"3 .Cclla signifie que p divise (p — 1)! (a?=" - 1) etcomme p est premier, alors p ne divise pas
R | (p _'1)!, et par suite p divise @”~ ! —1, ce qui manifestement est équivalent au résultat
| . 13

cherché.

. Rééuifat corollaire : quel que soita: a?=a(p) (ou:p divise a” — a ). C’est une banalité
p p‘diﬁsﬁfﬂ' une conséquence directe du théoréme 3, sinon.

e_fxmms L =

& e 1 1 I’
| Quels sont les nombres premiers p tels que p divise 27 + 1 2

_ i D’apres le théoreme de Fermat, p divise 27 =2 ; §'il divise 27 + 1. il divise la
: _ |

| différence 3 : le seul candidat est 3. . . |

' .2 divise 23+ 1 (c'est 9), 3 est I'heureux élu. |

: comme : dw]“': i e e e Voir exercices 32a 37
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1. Utilisation
de la décomposition
en facteurs premiers

OBJECTIF

Utiliser la décomposition en facteurs premiers (existence, unicité,

applications aux diviseurs, ctc.) dans la résolution de problemes
dArithm¢étique.

PROBLEME 1

1) Soit a et b dans N*, premiers entre cuy.

Montrer que, si le produit ab est un cube, alors @ et b eux-mémes sont
des cubes.

2) En déduire que le produit de trois entiers naturels non nuls consécu-
tifs n’est jamais un cube (1,

Solution

1) Considérons  la  décomposition en facteurs premiers  de
a=ph-pi. .. . pPetdeb = q{B. : qu q{if_

Comme a et b sont premiers entre eux, chacun des nombres PPy -
est distinct de g4, g5, ... g,.

De ce fait, la décomposition en facteurs premiers de ab est
p& ... pf- gl ... gB (voir ci-contre).

Par la proposition 4, page 372, on en déduit que, si ab est un cube,

s ... O, Py, ... B, sont tous des multiples de 3 et donc que a et b sont
des cubes.

el

2) Ecrivons les trois entiers naturels non nuls consécutifs sous la forme
n—=1,n,n+1 (avec n = 2),
Leur produit est alors (n2 = 1)n.
Si ce produit est un cube, comme manifestement 72 — 1 et n sont premiers
entre eux, les résultats obtenus en 1) s’appliquent: n2 -1 et n sont des
cubes. Il existedonc x € N* ety € N* fels que :

nt-1=xdetn =3,
On en déduit y° = x3+1 qui montre que x>+ 1 est un cube
(x*+ 1 = (y?)%) strictement plus grand que x3.
Onadoncx®+1 2 (x4 1)} Aot x3 4+ 1 = x3 4 352

+3x+ 1, cequi
impose x = 0 ct contredit x & N* .

Conclusion : le produit de trois entiers naturels non nuls n’est jamais
un cube.

(1) Dapres un résultat général d'Erdos et Selfridge (1975): « Lo produir
consécutifs (non nuls) n'est jamais une puissance k-ieme, »

(Lexercice 1, puge 375, éwdie lecas m = 3 et h = 2 )

de m entiers

374

ATTENTION

Le poids des mots

Dire que p{ ... p esldécumv
position en facteurs premiers de
signifie : T

(M) n=pi . pa.

(@) pyi,...,p, sont des -premies
deux a deux distincts. .*; .-

(3) &y, ..., &, sont des entiers nati-
rels non nuls. '

}—-@){isom non nuls car n = 2.

&
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pROBLEME2
1.es nombres parfaits (D

{n nombre entier est dit parfait si il est ¢
ceurs stricts (c’est-a-dire distinets de
I‘“f'"h' puisque :

6 =1+2+3 et 28

] bgal & la somme de ses divi-
u ] insi
i-méme), Ainsi, 6 ¢t 28 sont

=1+2+4+7+ 14,
1) Montrer que 496 et 8 128 sont de:

S nombres parfaits (rés ‘
découverts par le mathématicien gree Nicomaque). s il

2) Montrer que, si 2" — 1 est premier, alors 2 - 1(2n
(Euclide, Eléments, livre IX). " (2" —1) est parfait

Solution

1) » La liste des diviseurs de 496 est donnée par le tableau ci-

contre. 496 | 1
On vérifie alors sans peine que : 248/ 2
| +2+4+8+16+31+62+124+248 = 496. | 124| ¢
Ainsi, 496 est un nombre parfait. gi 2

1

*Le cas du nombre 8 128 peut étre abordé de la méme

maniére.
Ses diviseurs stricts sont :
1,2, 4.8, 16,32, 64,127,254, 508, 1 016, 2 032, 4 064.

2) Soit p un nombre premier distinct de 2 et N le nombre N = 2"~ Ixp
(n>1).
Il est clair que I’égalité ci-dessus n’est autre que la décomposition de N en
facteurs premiers.
* Voici alors la liste de tous les diviseurs de N :

3 %2 22 ...,2"" L p, 2p,2%p,....,2" " 'p.
Amsl, la somme S-des dwrseurs de N (N compris) est :

S 1&2;‘4}_224— +2"—1+p(1+2+22+ +2n-1y
S (J+p)(1+2+2 2 -1y,
5 so:l : : "." = (1 +p)(2”—1)

- ‘Avcc p -:.;2" - ] on oleent S 127(2"— l) son
oYk S-2><2”"(2"—I)
Ilen dc(,oule que Ja somme des dw;seure stricts
Ainsi, le nombre N est pdrf.nt

deNestS N=N.

" A LA MAIN

L’exploit de Lucas
2126 % (2177 1) est le plus grand
nombre parfait obtenu «a la
main® ». Cet exploit a été réalisé
par Edouard Lucas (1842-1891) en
1876.

Note: comme on le verra au
probléme 79, les nombres parfaits
pairs sont étroitement li€s aux
nombres de Mersenne: 27-1,
premiers.

1+2+...+27] cstlasommedeh
termes d’une suite géométrique ; elle ||

estdonc € aleazn 1 =2"n-1]
g 71 )

Dans la bfmlza

a G1é fait dans le pro-

| @ Ens 1n¢.p1r.ml de ce qui
trois entiers naturels

|| bléme 1, montrer gue l¢ pmdlllldL
| non nuls conséeutifs n'est jamais un carrc.

\ . n+m+1)+

-‘-_--‘_—--|—_
(1) L'étude des nombres parfaits est complété
2) Ce nombre s"écrit avee 77 chiffres.

¢ aux problémes 78 4 K0, puge 392

@ 1) Trouver tous les entiers naturels n et k tels que
(k+ D@2n+k) = 154.

2) En déduire tous les entiers naturels n et L 1le que

+(n+.‘\)
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2. Travailler « modulo p »
(p premier)

OBJECTIF

Se familiariser avec quelques « tours de main » dans le travail avec les
congruences modulo p (p premier).

(On notera que, si le probléme | se limite A des aspects purement
«techniques », le probléme2 —malgré son apparente simplicité —
propose (déja) une vraie trouvaille.)

PROBLEME 1 =
Soit p un nombre premicr (a, b et ... sont des entiers). AVIS AUX AMATEURS
1) Slmpllﬁcatm_n (snus-condmon). 500 000 $
Montrer que, si na=nb (p) etsin = 0 (p),alors: ) i
a=b(p). C’est le prix attribué par I'ESF.
Jeild . (Electronic Frontier Foundation)
2) .Ca Fill de pmssances. pour qui découvrira un nombre
Soit a un nombre premier avec p. ) , .
; ; premier de plus d’un milliard de
Montrer que, si n est un multiple de p — 1, alors : i =
an=1(p). chiffres décimaux !
Au XX° siecle, le record (plus grand
3) anerse morll)ulup . nombre premier découvert) est
Soit a un nombre premier avec p. déteny par e nombre: 2693 |
Montrer qu’il existe un entier b tel que : g = e
ab=1(p) eth est une puissance a. ut S,ecm ee s (.ic B
de chiffres (chapitre 3, exercice 4).
Solution R e
@ Revenons aux entiers (sans les congruences) : ' fe ey

La proposition 2 s’énonce également
ainsi: . '
si xy=0(p), alors x=0(p) o

¥=0(p) avec p premier et x et |
entiers.

*na=nb(p) signifie: p divise na —nb = n(a- b).

*n ¥ 0(p) signifie : p ne divise pas n.

Il résulte de 1a proposition 2, page 370, que, puisque p est premier, p divise
a—b, ce que I'on peut écrire @ = b(p).

@ Laclé est dans le théoréme de Fermat

Comme a est premier avecp:aP~l=1modp.

Des lors, sinestun multiplede p — 1 , ¢’est-i-

n = kx(p-1),onobtent:
anEakx{p—f}E(afp—l))kE 1k =

dire s’il existe k = 1 tel que

“f D’aprés « Bézout », comme a et b

1, tout cela modulo p. " |-sont premiers entre eux, il existe ¢!

@ Toujours Fermat

viels que :
Comme a est premier avec p : a?- 1 = | (déja dit). au+byv = 1, d'olau=1 (P?-
Alors le nombre b = a”-2 et bien une puissance de a, et manifestement || Mais cela ne nous dit pas, contrure:
ab=1modp. ment & « Fermat », que u est une pUis™
(Sip = 2,ontrouve b = a” = 1, Curieux ? Non y il suffit de réfléchir sance de a.
un tout petit peu.) \\__ - >
376
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il ¢ W cutier naturel non nul pair,

P Moatner que fout nombre premier p divisant @2 + 1 est de la forme
ITRRE

» Ea deduire il existe une infinite de nombres premiers de
J g l .

la forme

melles wdoes 7 '
oc / Tout nombre p est de la forme 4n o}

Qe T+ L astimpaie ot premier p divisant a2 + | estimpair.done | 4n+ 1l oudn+2 oudn+3. ;'
et dn+l oudn+3,

- » 4n n'est pas premier |
I St elenioer -{f\‘ﬂi‘-‘t\* +2+ 3 » Comment ? Comme pest premier — »4n+2 n'est premier que pour |
HACE .- O QU faw songer au théordme de Fermat. " n=0.cest-a-direpourp = 2. /

F

_./

© Solution

1 it pesnier dvisant @= + 1. Onadone: EULER, ENCORE

m=— I(p).dRxa*=1(p).
Avec les sommes

Por sllewss 2 o divise pas ¢ (Clest clair: a=0 (zﬂ impliquerait .
S=0 ()t done, dapeds ke théordnme de Fermat: @ == 1(p). de deux carres

Jcposes Qe psiive p = 22+ 3. 0nap-1 = 4n+2 1dod: «Un nombre premier est de la

h X forme 47+ 1 si. et seulement si. il
-_.-.3*—-—{..*‘\"\&—1\\—1)——1(modp). e : i
i : est somme de deux carres. »
Covt tmplique == 1(p).soRt p = 2 jorp st impalr.

* $=2+13.13 = 37423,
Cometusion : URypothdse p = $r+3 ot 3 rjeter: p ot de 12 forme 17 =4%4 12,29 = 52422,
r=l. 4] = 324+43 33 = 7r+22,
2) Soiz N um engier (N = 2) atsoita = NU 61 = 67+ 5% etc.
O sait propusision 1. page 368) quil existe p premier divisant at+ 1 S sesulift, coajeorint. pic Feamtd;

Do 1. comme o o nair, p est & by forme 4x + 1. Par ailleurs, p fut tabh p.lr Euler (571l est f:fcﬁe
" - de montrer qu'un nombre premier p

sommme de deux camés est de la
forme 42+ 1. la riciproque est un

premer o TR puS & ‘_—. N . on a nevessairerent p> N
-.&H:"e poer ot -:::m:r N (N = 2). il existe un nombre preouer dela

_f‘r":g PP B o o s eramd “_e\
‘I:MMummﬁmtcdewmbrfspremiemdelafurme-ln+ 1.

Dxlﬂ.& t!’ éfﬂ(;. A
1) Montrer que tout premier p divisant a* + 1 estdela |

o - % bersenine (s « e
- forme S+ 1.
Soi PP B t nombres premiers umpans <

-..--....-.‘---

peu moins immadiate).

Menmcrs, O pose Disre Utiliser le résultar du probRme 2 pour |
HLL:\ L g D). .t 2y .._'“.:{ M, = o], r-*on:rvrquc'pesrc!eh:}ume Sp+1loulSn+3. !

4

= . hres rlecas Sn + 5 al'aide duthéoréme de Fermat.
Prouner g .\f, diveble par chacun Jes pOMONRS Eliminer le ¢ ' &l awied ¥
Pep 2) En d&duire qu'il existe une infim¢ de nombres |

premiers de 1a forme Se+ 1. !

guestion 2) du probléme 2

Q'la ne S+ | Diste Recopier « mor & mot » la résolution de la
Sc

Sort & up eener naturel poe aul par
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3. Le systeme
cryptographique R.S.A.

OBJECTIF

Présenter un systeme cryptographique & clef publique basé sur la diffi-
culté de factoriser des grands nombres entiers.

PROBLEME

Sk i i /RS.A. pour Rivest, Shamir o
L Arithmétique du systéme R.S.A. = o Y
: Adleman, les créateurs du systéme!

Soit p et g deux nombres premiers distinets (p 2 et g # 2).
Onpose n = pq et on désigne par e un entier tel que :
lL<e<(p-1)(g-1) etepremieravee (p—1)(g—1).

1) Montrer qu'il existe d unique tel que :
Isd<(p-1)(g-1) et ed=1 mod(p-1)(g-1).

2) Prouver que, pour tout m € N, m*? = m mod n .

@ Solution

1) Il s’agit d"une conséquence du théoréme de Bézout, qui dans son énoncé
général se présente ainsi :

« Soit a et b des entiers premiers entre eux (@ > 1 et b > 1), alors il existe
un entier u, uniquetelque 1 < uy<b-1 et aug=1modb.»

(La démonstration est prise en charge par I'exercice 5 ci-apres.)

2) Comme n = pq est produit de deux premiers distincts, démontrer que Etienne Bézout (1730-1783).

n divise m?—m revient 2 démontrer que p et g divisent tous deux

med —m :cest l'idée.

k<0 impliquerait ed < 0, ce qui
n’est pas.

Par ailleurs, d’aprés la question 1), il existe k entier tel que
ed = 1+k(p—-1)(g-1).]1lestclair alors que k est positif. }~—-
* Si p divise m, alors banalement, m*d=m =0 (p).

* Sinon, nous pouvons utiliser le théoreme de Fermat : m? -1 = | (p), : ;
d’ou nous déduisons :

med = ml+kp-1)¢g-1) = mx(,]i(p—l))kx(r;—_l]‘_ ) .
S0it : med=m (p). 5
En échangeant p et ¢ et en recopiant mot 4 mot s’annonce med = m(n).
Le résultat est au rendez-vous.

(On notera la modestie des contenus mathématiques mis en jeu !)

(1) Larticle onginal sur RS.A., e systeme aujourd’hui universel, est paru en 1978 -
A method for obiaining digital signature and public key cryptosystems,
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olc fonctionnement du systeme R.S.A

Nous | pxphcn?mns dans le cas général avec, en paralléle "
qumérque « naif ». T ERRITgC
pour permettre a A (comme Alice) - ou A tout

mettre des informations a B (comme Boh), Je protocole est le suivant
* . ‘. n :

1) Le destinataire B choisit deuy entiers premicrs distinets p et g ainsi
¢ 5

qu'un nombre e (entre et ( p — 1)(g = 1)) premicr avec (p-1)g—1)
2) B calcule I'unique entier d tel que ‘
I=d<(p-1lg=1) et exd=| modlp- Do 1y

3) B diffuse largement les entiers m = pg ot e tout en gardant seeret les
entiers p.g etd. 1

4) Pour envoyer un message a B, A convertit ce message en une suite de
pombres inférieurs a n. ’

Pour chiffrer ¢chacun de ces nombres m, A caleule e nombre ¢ entre 1 etn
el que m® = ¢ mod . quielle tansmet 3 B.

§) I déchiffre ¢ en calculant ¢ mod .

(Ftcomme ¢ = mde evque. d apres le probléme 1. m? = m mod n . B
«retrouve » le nombre m.)

© Faemple

Avee les données numériques de 'exemple ci-dessus pour transmettre
M = 356453 213, Alice découpe M par tranches de trois chitfres
m, = 203, m, = 453 et my = 356 (c'est un moyen simple de

sassurer que m, < 2 173) en commengant par la droite.

Avee ¢ = 1427, Alice obtient

om = 213 my =1273(n) dod e, = 1213
em, = 453 ms = 907(n) d'oues = 0907 M,
. m; = 350 m§=1297(n) d'olic, = 1297.

Estdonc transmis 3 Bob 1 127 309 071 297,

Boh' découpe le nombre requ ¢n tranches de qu
lf ll“
ms, m, en calculant r‘f. 5, ¢5 modulon.

atre chiffres 1297, 0 007,

1273 ¢t retrouve M1y,

-
‘ff y £ . M a I ) _-‘[ A7

oL CS s ofs j{’L'“ y L& ALYE

La Cryptologie est I"étude des techniques mathématiques li¢

dentialité, 'intégrité des données, I'guthcnnﬁcauun d

tification de I'origine des données.

o se scinde en deux parties ©

La cryptolog
stude des moyens de parerd

* la cryptographie,
* la cryptanalyse, tentative pourun

—_—
1) Avec n = 2173 il faut < anendre A trouver & _ A g
€, on« pormalise » done les écritures en utilisant e chiffre (0 autant quil est RCCESSATE.

autre personne - de trans- |

adversaire de déchiffrer un texte chi

< nombres de quatre chiffres parmi les

Alice of Bob sont les personnages |

_classiques de la Cryptologie.

' chidequiau passage livie o = 1 083
L (Voir chapitre 11, page 339.)

Exemple numérique

«p = 41 et g = 53 sont premiers
distincts.

en = pg = 2173,
e(p-Dig-1) = 2080,

e ¢ = 1427 est premier avee 2080

comme le montre algorithme d'Eu-

UN GRAIN DE SABLE ?

I.'authentification

Pour 'instant, rien n’assure & Bob

que le message regu o est hien
d"Alice !

Le systeme R.S. AL offre une parade
exercice 8,

« imbattable »  (voir

page 380,

es A la séeurité de I'information, ¢’est-d-dire la confi-
une entité (personne, ordinateur, carte de crédut. .. ) etauthen-

ux attaques humaines sur la communication ;
firé ou de trouver les secrets duchiffrement.

12 Nombres premiers 379
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@ Commentaires
Un systeme i elel publique

Le couple (n, ¢) connu de tout un chacun permet done i « tout public » de
transmettre un message a Bob,

La séeurité du systéme

St lon sait factoriser n sous la forme p = P4, connaissant e, on trouve d

sans probleme et la lecture du courrier ¢lectronique de Bob se fait comme
dans un livre ouvert,

De méme, on montre que, connaissant i, e et d, on trouve rapidement p et g.
La séeurité du systeme tient pour I'essenticl dans ;
= la construction de nombres premiers « grands » (on sait faire) ;

= la difficult¢ de décomposer un nombre grand (300 chiffres, par
exemple) en produit de deux nombres premiers.

Mais personne ne sait si une attaque du R.S.A. qui éviterait la factorisation
estimpossible !

Les fonctions & sens unique

La fonction one-way de Bob S est la fonction de X = { L2 it}
dans X définie par f(m) = me mod n » elle est connue de tout le monde.
En revanche, la fonetion réciproque /5 '
que de Bob et est pratiquement impossible A calculer, sauf si Ion dispose
d*une information supplémentaire (trapdoor information), d’oti le nom
donné & une telle fonction : fonction trappe.

: m— m9 mod n n’est connue

,'Zbﬁzn.sﬂtmfmte’e_

PATATRAS

Le R.S.A. - 155

En 1999, un nombre de 155 chiffre
(qui servait de clef a un systap,
R.S.A.) a été décomposé en progy;;
de deux facteurs premiers de 78 chif.
fres chacun (C.W.I. Amsterdam)
Le temps cumulé de calculs a ¢
évalué a 8 000 Mips (8 000 millions
d’instructions par seconde pendan

un an!).

Depuis, la Société R.S.A. Dar
Security recommande des nombres
de 309 chiffres, voire 617 chiffres.

Note : c’est la taille d’un nombre
mesurée en bits qui conduit i 155,

309, 617...

© Avee Bézout

Démontrer la propriété énoncée dans la résolution de la
question 1) du probléme.

Piste Existence : si au + by = L, effectuer la divi-
sion euclidienne de u par v.
Unicité : évidente.

ment du systéme R.S.A.

3 Onchoisit e = 107 (au lieu de 1 427).
Vérifier que PGCD (e,2080) = 1 etcalculerd.

Comment effectuer les calculs de me
calculatrice ? (Voir page 390.)

Alice dispose égallernent d’une fon
Les exercices 6 er 7 concernent I'exemple numé-  est publique ; Ja  Mestconnue q

rique accompagnant la description du Jonctionne-  Alice envoie 2 Bob un message co
* ce qu’elle avait A luj divgy =0 D
* une double signature : A, £71(4). ..
Comment Bob peut-il
vient bien d’ Alice ?

Warning : over Flow

© Siir, c’est Alice !

ue d’Alice),
ntenant :

Sassurer que le miessage re

(1) Atitre de curiosité !
10941 73864 15705 27421 80970 73220 40357 6
47634 99842 ¥5934 78471 79972 5789]
40271 46743 53159 33543 33897 =
102 63959 28297 41105 77205 41
5217907113 07779 x

106 60348 83801 68454 82092 72
23719 30628 08643

1200 37329 45449 20599 09138 42131
26733 24976 25752 89978 1833797076 53724

965 73991 67590 07165 67808 03806 68033 41933

203 60012 87867 92079 58575 Y8929 15222 70608
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r A nmeNe

les nombres premiers pairs sont extrémement rares. »

Paul Halmos (déja cité, voir chapitre 10)

« Aimez ce que jamais on ne verra deux fois. »

Alfred de Vigny (Les Destinées)

1. LES CALCULATRICES

Compte tenu de la taille des nombres que nous serons amenés A manipuler, Une exception toutefois :
les calculatrices Casio Graph 100 et Texas TI 89 offrent un délai de réponse I’exponentiation modulaire  rapide
plus qu'acceptable aux deux questions centrales : (voir exercices 73 et 74, page 390).
+ savoir si un nombre est premier ou composé ; —
¢ lorsque le nombre est composé, obtenir sa décomposition en produit de
facteurs premiers.
2. LA LISTE DES NOMBRES PREMIERS ;5

INFERIEURSA1000

) La conjecture de Goldbach

Sa consultation ne peut que faciliter la résolution de certains exercices. Wit diis 16 couis leplis lémien-
2.3.5,7, 11, 13,17, 19, 23,29, 31 ,37, 41,43, 47, 53,59,61,67,71,73, taire sur les nombres premiers, on
79. 83. 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, ne peut pas ne pas citer la célé-
163. 167. 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223,227,229, 233, 239, brissime (et redoutable) conjecture
241, 251, 257,263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 311, 313,317, 331, de Goldbach (1690-1764).

419,421
33-}-‘ 347‘ 3491 353‘ 359, 367' 373, 379, 383, 389, 397, 40], 409, » s
431, 433, 439, 443, 449, 457, 461, 463, 467, 479, 487, 491, 499, 503, 509,
521. 523, 541, 547, 557, 563, 569, 571, 577, 587, 593, 599, 601, 607, 613,
617. 619, 631, 641, 643, 647, 653, 659, 661, 673, 677, 683, 691, 701, 709,

Goldbach conjecture que :

Dans une lettre 4 Euler, Christian

« Tout nombre pair plus grand que

719 727. 733, 739, 743, 751 757,761, 769, 773, 787,797, 809, 811, 821, 2 cst. somme de deux nombres

929 937, 941,947, 953,967, 971,977, 983,991,997} S e ek e

établir cette propriété !

De la a se sentir pousser des ailes...

3, « MERVEILILEUX NOMBRES_PREMIERS}%. .

C'est le titre du « fabuleux ouvrage » de Jean-Paul Delahaye (Pour la
Science, Editions Belin, 2000) Voyage au ceur de UArithmétique, passion-
nant, drdle, truffé dhistoires, d"anccdotes, etc. (Ily aussi quelques mathe-
Matiques solides...)

Les « fans » vont se régaler,

Les autres aussi.

12. Nombres premiers
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Quelques précisions

o L'expression o diviseur dun entier naturel » sous-entend
(sauf mention explicite ducontraire) « diviseur strictement
positif de cet entier naturel »,

» Certains exercices sont précédés du logo §< Comme tout
un chacun le devine, il convient de laisser momentanément la
caleulatrice se reposer : les caleuls & la main, d'une part,
peuvent permettre de mieux saisir la portée d'une proposition,
d"un théoreme ct, d’autre part, procurent souvent des éléments
de réflexion sur la conduite a adopter en présence de moyens de
calcul plus puissants (calculatrice, ordinateur... ),

Généralités sur les nombres premiers

L’exercice 1 rappelle deux factorisations classiques particu-
licrement utiles dans les exercices : nous y ferons référence
par 'enseigne qui les abrite : « factorisation standard ».

1 Factorisation standard
Soit 11 un entier naturel (7 = 1) et @ un entier.
1) Montrer que :
a"—1 = (a-1)a""1+a"" 2+ ... +a+1).
2) On suppose nimpair: 7 = 2k+1 avec k= 1.
Etablir que :
a?*+141 = (a+1) (a2 -a?k-1+a2%-24+  +a?2
—a+1).

2 SS Déterminer 4 I’aide de divisions successives et de la
proposition 1, page 368, si les entiers suivants sont premiers ou

COMPpOSES :
97:109;117;271;323;401 ;527,719

3 Presque jamais premier

Soit a et b deux entiers naturels non nuls,
1) Montrer que a* + 4b* = (a? +2h2)2-4a%h2.

2) A quelles conditions a* + 4h* est-il premier ?

4 A chacun son métier

1) Dans les Inédits de Marcel Pagnol (Editions Pastorelli,
1992). I'écrivain indique que, pour tout n entier impair n = 1,
n+(n+2)+n(n+2) estpremier. Qu'en pensez-vous ?

2) Vénfier ce résultat di i Fuler (1772) :

i :
«Le nombre n®+n 441 est premier pour n = 0, 1,2,
ey 390

Etpour n = 40 ?
Comment étudier ce dernier cas sans la calculatrice

382

5 Les nombres de Mersenne

Pour n =1, le n-itme nombre de Mersenne est | itk

M = 21— | (voir chapitre L1, exercice 35, page 354,
n *

1) Quels sont les nombres premuers parmi les nombyre, |,
pour n <6 7

2) Montrer que, si d est un diviseur de n. M, est divisible .
241,

~?)E.SL‘2 « Factorisation standard » (exercice 1).

En déduire que, si M, est premier, alors 2 est premier,

3) Si p est premier, M), est-il également premier ?
4) Soit a et 1 deux entiers telsque @ = 2 et n = 2.

Montrer que, si a”"—1 est premier, alors nécessairemer
a = 2 etnest premier.

-?iste La méme que la précédente.

6 Des « trous » arbitrairement grands

Soit n un entier donné (1 = 1) ; montrer que la liste suivan:
comporte 2 entiers naturels consécutifs dont aucun n'wl
premier :
(n+1)!'+2;
(n+1)!+n+1.

(n+D)1+35 . (n+D)l4n

?r.ste 1l n'est pas bien difficile de trouver un diviseur &
chacun.

(s.cﬁizoivﬁre'nfgue ¢

L'exercice 6 indique, par =
exemple, qu'en choisissant
une valeur ad hoc de n, on -
peut trouver une suite de
mille milliards de mille
entiers conséeulifs vide de
nombres premiers ! Peut-on
pour autant prendre pour %
argent comptant 'idée d'une  purnoun Tehebyehey -
déperdition irrévocable des (I821-1804)

nombres premiers ?

Un résultat postulé par Bertrand en 1845 et fermement etabl
par le brillant mathématicien russe Tchebychey VI™
modérer upe telle impression : « Si 7> 3 entre net 21 ¥

trouve toujours un nombre premier. »

Voild pourquoi certains mathématiciens, tel lan Stewrt
Whésitent pas 2 e prononcer sur le « caractére schizoph™
nique des nombres premiers ».

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

P

D " i S I_bi l i_i!i"._f_!_l_ [I_Qm_l_)_r_e_s_p rem I ers

: les exercices 7.a 9, il sagit d*établir des résy I
onicés dans le cours, page 370, o

in
g Soitpun nombre premier et a un entier,
\fontrer que p eta sont étrangers si, et seulement si, pne divise

nas U

[

pémontrer la proposition 2 a I'aide du théoréme de Gauss
gapitre 11, page 341).

9 1) Soit p un nombre premier et n e N*
Vontrer que. si p divise 12 alors p2? divise 52

3) Plus généralement, montrer que, si p premier divise 1% . alors
, alors

A
pt divise n*.

10 Estce que le nombre 2 003 est un diviseur de 2 002!
ifactorielle 2 002) ?

P}.Sfc 2003 est premier (inutile de vérifier).

11 Quels sont les diviseurs premiers du nombre :
101000...007

(Le nombre de « zéros » apres 101 n’est pas connu.)

12 Montrer que, si 17 divise n'% (n entier, n = 2), alors
q

le quotient ¢ = n'% divisibl 1799
2 g = - estdivisi e par :

: 13 Soit n un entier (1 =

1)et N = (n+5)3-n°.
1) Montrer que 5 divise N.

2) Prouver que, si 5% divise N, alors 53 aussi.

~?) 18t Montrer que, si 5% divise N, alors 5 divise n.

14 Démontrer que pour n entier (n=1)30n+7 nest

jamais Ja somme de deux nombres premiers.

15 Deux entiers et leurs successeurs
Frant donné un entier k supérieur ou ¢égal a2, on pose
ri= -2 etn = 2K(28-2),

1) Montrer qu'un nombre premier divise m si, ¢t sculement st,
Hdivise n. -
2) Vénfier que
”
”+| = {f.fl+l"-
En déduire qu'un nombre premicr divise n

Soildiviee m+ 1.

+ 1 si, et sculement

L]

Note - nous venons de fabriguer une infinité de couples (m, 1)
tels que
. - - . . 5
metn ont les mémes diviseurs premiers |
. - e
M+ | et n+ 1 ontles mémes diviseurs premicrs.

Décomposition en facteurs premiers_
Exercices 16a 19 : 5(

16 Déterminer 1a décomposition en facteurs premiers des
nombres : 80 ; 220 ; 400 ; 729 ; 1 500.
17 Méme exercice avec : 196 ; 240 ; 570 ; 3007 5 040.

18 Araide de la décomposition en facteurs premiers, mettre
les fractions suivantes sous forme irréductible :

315 1792 480 637 _540
7 96 225 '1183 '192°

19 Mettre chacun des nombres suivants sous la forme a/b
ot a et b sont des entiers avec b sans facteur carré (c'est-i-dire
b non divisible par un carré supérieur a 2) :

J1460 ; /640 ; /1715 ; /1998 : J/1201250.

2() Nous proposons ici une autre démonstration de I'exis-
tence d’une décomposition en facteurs premiers. Soit A
I'ensemble des entiers n (7 = 2) qui ne sont pas produits de
facteurs premiers ). On suppose A non vide et 'on note ng
(ng = 2) le plus petit élément de A.

Montrer que n, est composé et obtenir une contradiction.
Conclusion ?

21 Ristournes

Un détaillant de matériel audiovisuel effectue trois remises
successives sur un article qui coditait 300 € et qu'il vend alors
222,87 €.
Quels sont les pourcentages (nombres entiers) des trois
remises ?

Pas nn mot

1903 : Réunion de la Société américaine de Mathématiques,
conférence : « Sur la factorisation des grands nombres » par
F.N. Cole (université Columbia).
Cole, sans prononcer un mot, calcula au tableau :
267 _ 1 = 147 573952589 676 412 927,

puis dans un autre coin du tableau le produit :

193 707 721 x 761 838 257 287.
Les deux résultats coincidaient.
Cole, toujours sans un mot, retourna s'asseoir sous les
applaudissements. Une conjecture vieille de plus de 230 ans
« le nombre de Mersenne 27 — | est premier » venait de
s"écrouler.

(1) Dire qu'un entier i est produit de facteurs premiers signifie exic-
« 1l existe un entier kA == 1 et des nombres premiers
2y (on néeessairement distinets) tels yue

n=px p >,

tement cect
I‘I ;I, s
. 4 ‘(: -

(l arsgue A = 1, celaveut dire \lmplullml quen esl prumtr'l

2 383
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Nombres premiers et suites
arithmetiques

22 Delaforme dn + 3

Soit g un nombre premicrtel que g > 5 et Sx 7 % ... ¥ q le
produit de tous les nombres premiers entre 5 et q.
Onpose N = 22X5%XTx ... xq+3.

1) Soit p un nombre premier divisant N,
Montrerque p > g etquepestdelaforme 4n + 1 oudn + 3.

2)Soit N = pi"...p/ la décomposition de n en facteurs

premiers.

Montrer quiil existe i (1 < i < r ) tel que p; soit de la forme

4n+3.

?‘?5{.‘ Raisonner par I'absurde : que dire du produit de
nombres tous congrus a | modulo 4 ?

3) En déduire qu'il existe une infinité de nombres premiers de
laforme dn + 3.

23 Delaforme 6n +5

Adapter le raisonnement utilisé dans I'exercice précédent pour
montrer qu'il existe une infinité de nombres premiers de la
forme 61 + 5.

Pourcela, considérer N = 2x3x7x11x ... x g+5ougq

est un nombre premier (g >5)et 7x 11 x ... x q le produit
des premiers entre 7 et g.

Le thévreme Ade Divichlet

Le difficile théoréme de Dirichlet
€nonce que, « si a el b sont deux
enliers premiers entre eux, il
existe une infinité de nombres
premiers de la forme an + b ».

Le cas « dn+1 » (voir
probléme 2, page 375) est signifi-
catif de la complexité de I'affaire
(voir aussi I'exercice 24 ci-apres).
Nous démontrerons - tout de

.r“

Gustav Dirichlet
(1505-1839)

méme - que, si p est premier, il existe une infinité de
nombres premiers de la forme np + 1 (voir probleme 76).

24 <« Dirichlet : suite »

Soit ¢ un nombre premier (g>3).

On désigne par
IxSx,.

-Zq e produit de tous les nombres premiers
comprnis entre 3 et g et I'on pose :
N=22x3x5x%

- g+ |
(il estclairque N=1 mod 4),

A I'aide de la calculatnice, rouver un nombre premjer ¢ lel gue
tout diviseur premier de N soit congru & 3 modulo 1. (Voila
pourquoi le raisonnement utihsé précédemment pe peut fong-
nonnerici:sta=3(4) etst h=3(4) alors ab = | (4,

384

Facleurs premiers :
divisibilité, puissance

25 Démontrer la proposition 3, page 372.

_;n}_;{; Avec les notations introduttes, mfmfn-r G Ly
seur premier pd'un diviseur d de nest 'un dey nompy,
Py =Py

26 Soit n un entier admettant exactement six divye,,,

1) Peut-on trouver trois (ou plus) divisears premiery o

distinets ?

2) En déduire que n s'écrit _
«n = p5 o pestun nombre premier, ou bicn -
sn = p?xq oupetqsontdes nombres premiers ditir

27 PGCD et PPCM

Soita = pi...pfeth = p’:",upf' ou :

* Pis Py -+ P, sontdes nombres premiers distinets
‘ay,...,a,, f3, ..., 3, des entiers positifs ou nuls
Onpose y, = min(«,, f3,) et p, = max(e,, fi).

) Montrerque d = pl'...pT estle PGCD de act de bey,
m = pl'...pt estle PPCM de a et de b.

2) Application

Calculer PGCD (a, b) et PPCM (a, b) :

a)a =23x5%112x17 ;b = 2x32x52, 112,11
b)a=24%7x135x17 ;b = 2232172 133,

28 A T'aide du résultat de I'exercice 27, retrouver que,
tousentiersaeth: a x b = PGCD (q, b) 2 PPCM (a.+

29 Montrerque, si un entier nest a 12 fois un cube etun cm
alors n est une puissance sixieme.

30 Les carrés impossibles

Prouver qu’il est impossible de trouver un enticrn(n =1
que 31 et Sn soient tous deux des carrés.

Sekas v ’ 5
\PISLL Raisonner par 'absurde en supposant que 3n e '
sont des carrés : prouver que 3 et S divisent n et examire”

parité des exposants de 3 et 5 dans Ja décomposition de 7 ¢
facteurs premiers.

31 Le probleme de Ia cuve
La cuve est 3 peu  pres
cubique. En tout état de cause,
clle est & base carrée. Ses
dimensions sont des nombres
entiers de décimetres et son

volume est | 450 litres &
2 litres pres.

Quelles sont les dimensions
de La cuve
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sLontrer gue les nombrey 47 2 -
2 ’ e & f’__, ;f---. o 143
P Q) Wit Logn CongTus 3 i .“.|'.If.. ' ;E _ =
oo 4 G |6 ‘1"I_‘ ;
L b - . rien d .
B G2 particuler
33 Prowver GS€, POUT UM ER8ieT 2 7 ogone S50
AVTue 4 el
2l - - .
pgicn W art une des me thewdes et i =l Ao
AP re |I rl_:.o . S “
pal mdeds théoreme de Fermar
3 Sompun nombre premier différens de 2
prerquepdivise | +24+ 2201
e
' ot g-
35 Est<ce que 97 divise la somme Zr ¥
n=|

] Touver toes I"ﬁ h(rl'r‘}l "ﬁ TS p .'-‘ ’.- J: 0.
premey =it 2 p ame
: - =

Ve

37 Un «Poulet »

1)Sait n(n = 1) un nombre impair te] que 27!

Morntrer que n est composé.

= {n).

1) Prouver que 29 = 1(341 ) . mais que 341 est composé.

1 es nombres Ae Prutet

Les nombres de Poulet (mathématicien frangais du &hut du
xx* siecle) sont les entiers n compsés =ls gz
27- 1 = 1(n). Ainsi. 341 est un nombre de Poulet
Ces nombres ruinent I"espoir de fzbriquer un test de primz-
lité (test permettant de savoir si un nombre est premier) 2
I'zide du théoreme de Fermat puisque -

271 # I modn, alors n est composé -

27~ = I modn, almsneslsmlpfe:mwr soit un

nombre de Poulet (par définition), donc composé.
Mais il mest cependant pas inintéressant d'y regarder d2
plus pres (exercice 35).

38 parmi Jes nombres entiers inférieurs a 25 milliards,

L 051 957 405 et 2] %53 sont des nombres de Poulet (donc

Lomposés, ),

On prend un nombre au hasard infénieur
dév e de déclarer, aprés avoir caleulé 27
f sy 20 g ) modn.onedt composé
'-. ew2r V= ) modn,nest premier (sic).
On v '.Elrcmum » annoncer quelques hétises..
précise

D Quelle est 1a probabilné ¢’ énoncer un résultat erroné ”

4 25 milliards et ['on
! modulon:

. De fagon plus

1) Quelle est la prohabilié que le pombre soit premics sichant
Y1 @ é1é annoncé comme tel !

Breves de COUrs

39 lm rmg;

b
ek e ount 3 T > TEreEys e § T crew
- | |
" i ol g e = s
Erase P
4T 3 . 'Aous f eveme Srumst
e = = i
.- =] ». = I1] e
b Cinnle <
10 Ol qont by tomprs sremes sormr 2 5, 3. 2 ¥s
- - - . e e - — £
s WL - ——p— ’
Jpres= - . = -
S} ane uner seitisle 27 2 tew me i
-
3 :—-.-..—- - - — '(—_
- el W = =
2
e -
= dlnmr o W x o o g emEne dE =

'd " w— i - — .
)% irales § 8 cUNS ane IEmE O onmdi IS L RNy
y’"’ i B a3 & - ——

FAA. 2 2y 3 o oo oS fEmRen 3, SORD
pesr =2 1972 317z 1E] -

[E=l LT
- PN & e
% . 7 2 ETTOECERN

————
RO EPRTIONGE £

Dans les exercices 412 43 on dévigme por A Ie pos pe o2~
tier supérisurpu ézslalgmime Sz pmm n 2 1.

@l 1Cger A, prlsa=s 1.
2) Qrazks some Ies eoriers & poer ks
a) 3, =1: biy, =2

3) Scit p ur pombee preme
Cakuler A, .

@2 1)Peoton wouver ox cotier m el gme: A, =67

A =T17T

2) Détarminer par sa SScomposinon & INIED PYSERSTS BR
entierntelgue A, = 5°.

@3 Soit nunenticr ifféreptde L
Montrer qu'il existe un nombre premieT p &1 va eatier naturel
=k

k(k=1)elsque A, =p.

‘?)‘-5" Utiliser la décomposition de A, em facteurs premiers
a !aw‘e de la remarque barale - mais essempelle —: &
<d< A, alorsddnisen

44 Soilpunmmhmprenucr.On;\mn = (p=-1)x2r-?
11 5" agit d'établir que p divise 6n-+35n+1.
1) Vénfier le résultat lonsque p = 2.
2)Onsuppose p# 2.
Montrer que 1 = 20 1 (p)
Conclure

12 \1\1111::3--\ ‘1,\'11.;-1\ 385

el
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g,y, e

Nombres premiers,
nombres COMpOSEs

45 On considere la suite d'entiers définis par :

|u| = ]!

|u, = n!-u,_, pourn= 2

Pour n = 3. u,, est-il premier ?

(La question ne se pose pas pour u, = L etuy, = 1))

46 Alternance

La question & I"étude est la suivante ; « Quels sont les nombres
premiers parmi les nombres 101, 10 101, 1010 101, etc. 7 »
On désigne par a,, le nombre 101 ... 01 ol apparait n fois le

chiffre 1(n=2).

1) Montrer que 11a, = (10" + 1)u, ol u, estle repunit de
longueur n: u, = 11...1

(voir exercice 39, page 383).

. avec n chiffres tous égaux 2 1

2) On suppose n impair. Vérifier que 11 divise 10" + 1 eten
déduire que u, estun diviseurde a, avec 1 <u,<a,.

3) On suppose n pair.

a) Montrer que 11 divise u,, .

?Este Pour faire au plus court —et d'autant que c'est
facile -, utiliser le critere de divisibilité par 11 (exercice 72,
chapitre 11, page 357).

b) En déduire que 107 + 1 divise a,, et préciser s'il s’agitd’un
diviseur strict de a,, .

4) Répondre 2 la question posée.

U ne infinite on non

Eaablir s'il existe ou non une infinité de nombres premiers
dans une suite donnée (telle: 27 -1, 22"+ 1, etc.) ou
possédant une particularité donnée mobilise pas mal de
professionnels de la Théorie des Nombres (et quelques
amateurs aussi). Sur ce sujet, voici deux des problemes
toujours non résolus qui ont acquis une certaine célébrité ;
* Existe-t-il wne infinité de nombres premiers de la forme n* + I
commeS = 224 1,17 = 424 1,37 = 624 1,..)?
* Existe-t-il une infinisé de nombres premicrs jumeauy?
(Lorsque p et p+2 sont tous deux premiers, ils sont
dénommés nombres premiers jumeaux ; exemples : 33!5 5
et7, 11et 13, 17et 19, etc.)

386

@7 Le théoreme de Wilson

1) Soit p un nombre premier (p =3)etd = {2. ..

4 2 P~2)
Montrer que, pour tout x € A , x2

— 1 n'est pas divisible parp
2) a) Soit x € A : prouver qu’il existe un entier i tel que :
xu=1modp ;
b) en déduire I'existence d’un entier r de A, unique, distinc de
x, tel que
xr=1modp :
¢) établir alors que 2 X ... X (p—2) = 1 mod p ; puis que:
(p-1)=-1modp.

3) Ce résultat demeure-t-il vrailorsque p = 2 7p = 37

4) Réciproquement, soit p un entier (p = 2) tel que:
(p=1)'=-1modp.
En utilisant I'égalité de Bézout, montrer que p est premier.

5) En déduire le Théoréme de Wilson : « Un nombre p el
premier si, et seulement si, (p—1)!+1 =0(p) » (on
n’oubliera pas lescas p = 2 etp = 3).

Commentaire ; ce critére de primalité — ¢’en est un — est inopé-
rant du seul point de vue calculatoire. !

48 Un carré et un cube

D'aprés le concours australien de Mathématiques.
On cherche le plus petit entier 7 # 0 tel que 3n soit un carré ¢l

Snun cube. Soitdoncaetb(a =1 eth = 1)telsque:
3n=a> et Sn=0hb.

1) Montrer que 3 et 52

2) En déduire que 33 divise 5n.

divisent 7.

3) Conclure.

49 Reprendre I'exercice prccedent en rempluqam Jetipr
des nombres plemlers petq dlsllncls

50 Un exercice des Olympladgs russes (1991)
Trouver tous les entiers relatifs a, b, c"e_t d tels que
T 2bd =3 - ;
ad+bc = 1.

, / 1)
-?)z.;te (rigolote) Introduire les nombres c-or::plfldf {
z.= a+:f’b 2’ = ¢+ i2d etcalculer=-2"-

Finir avec les carrés des modules. (Noter que, sans [a piste; -

1

; : W Ry i
(1) Pour tester si le modeste « 17 » est premier dvge ce pr°

faut done caleuler
16! + 1 = 20922 789 888 001
et regarder si ce nombre est divisible par 17 ;11 l'est .
16041 = 17x 1230752346 353.
On est sauvé © 17 est premier.
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le nombre de diviseurs

sultat annoncé dans le cours (exemple 3, page 373) est
i rp.-.-;!v;-w,m a l'exercice 51. Suivent quelques applications
" ices 52 54).

| ;-,'l'f’”"'

51 vombre de diviseurs

it 12 décomposition de n en facteurs premiers

el ---.‘”.“‘ |

Jlontrer que le nombre de diviseurs de n est calculé par ;
(1+o)(l+a) ... (1+ )

52 Quel est le plus petit entier naturel possédant exactement
2§ diviseurs ?

Piste Faire la liste des candidatures « sérieuses » (ce qui
i'est pas le cas de 197 X 376 —rop grand — qui a pourtant
28 diviseurs) et comparer.

53 Montrer qu'un entier admet un nombre impair de diviseurs
i, el seulement si, c’est un carré.

&4 Le probleme des lampes
01 considere 1 000 lampes numérotées de 1 a 1000 qui
scuvent étre allumées ou éteintes. Une lampe change d'¢tat
rsque d’éteinte elle devient allumée ou encore lorsque
{ allumée elle devient éteinte (logique).
1 départ, toutes les lampes étant €leintes, on effectue {'une
s Pautre 1 000 manipulations (Manip. en abrége) selon la
cgle suivante :
lanip 1 : seules les lampes dont le numéro est multiple de 1
changent d’état. (toul le monde I'aura compris: toutes les
ampes s'allument) :
Manip 2 : seules les lampes dont Je numéro est multiple de 2
hangent d’état .
lanip 3 - seules les lampes dont le numéro est multiple de 3
hangent d'état
lc., jusqu’d .
Manip 1 000 : seules les lampes dont le numéro est multiple de

1000 changent d’état. -

On demande Tes numéros des lampes allumées a la fin de celte
histoire,

?"istf Juste au-dessus...

@56 Une caractérisation des nombres premiers

Nombres premiers
et coefficients du binome

S5 Une autre démonstration du théoreme
de Fermat

1) Soit p un entier (p = 2).

Etablir que, pourtoutentier k(1 =k=p-1) :

f\"x(’:] — px(‘:i:J.

Dans toute la suite de I'exercice, p est un nombre premier.

2) Montrer que p divise [‘T] pour | =k =p-1.

T/
(Ce résultat est un cas particulier de celui obtenu a I'exercice 76
du chapirre 11, page 357).
3) A I'aide de la formule du bindéme, en déduire que, pour a et
b entiers :

(a+h)P=al+ b’ mod p.

4) Démontrer  par  récurrence  sur - n(n=1) que

nP =n mod p et retrouver ainsi le théoreme de Fermat.

Soit p un entier naturel (p = 2).

On suppose que pour & = 1,2, ...,p— 1, p divise (i)

1) A I'aide de la relation de Pascal (chapitre 10, page 301),
montrer par récurrence sur k que. pour l<k=p-1,ona:

— |
[p!\ jz(— 1) mod p.

2) On suppose p non premier.

a) Prouver qu'il existe un diviseur s de p tel que
| =s—1=<p—1 etdéduire de la question précédente que :
—1
(‘U )5(—1)-""modp.

s—1

b)Onpose p = §X ¢ (g=1).
A I'aide du résultat obtenu 2 la question 1) de Iexercice précé-

dent, montrer que : |
-1
(f’] = g% (P )
§ s-1
et en déduire que

gx(=1y-'=0modp.
¢) Obtenir alors une contradiction.
Commentaire : 1a propriété obtenue «p est premier i, et seule-
4 P T 5 1 ».ents ue
ment si, p divise ( k] pour k = 1,2, ... p ,entant g

(est de primalité a la méme efficacité que celle du théoreme de

Wilson (exercice 47, page 380) : I'efficacité « d'une toile d"ara-

gnée pour areter les avalanches » (lan Stewart = deja cité).
12 Nombres premiers 387

|
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Utilisation de la décomposition
en facteurs premiers

87 « 2"+ 1 est-il un carre 7 »
1) Soit 1 un entier (n = 1) et m e N tels que :

2"+| = mz'
a) Montrer gu'il existe deux entiers p et g tels que :
O=sp<qgsEsn.prg=n e m=2W4+]| = 29|
b]Eﬂdédlllfetup = g-p = I
Que vaut alors n 7

2) Pour quelle(s) valeur(s) de ne N,
carré ?

Le principe des firoirs. Il n'y a pas & discuter : lorsque I'on
range n + 1 objets (ou davantage) dans n tiroirs, alors il y a
un firoir qui contient aw moins deux objets. Ce « principe des
tiroirs » appelé aussi « principe de Dirichlet » (voir page 384
est mis en ceuvre dans les exercices 58 er §9.

2"+ 1 est-il un

@8 1. 'un divise I'autre
Soit @y, @y, i@, , (o (14 1) entiers naturels non nuls infé-
rieurs ou égaux & 2n. 11 "agit de montrer que I'on peut toujours
trouver deux nombres distincts parmi @ . ay, ... a, , y tels
que 'un divise I"autre.
1) Constater le phénomene pour 1 = 6, puis pour n = 9
2) a) Montrer que, pour ¢ = 1.2,
s'éerire sous la forme -

w4 | chagque a, peut

a, = 2™ xq,
uhn, mnnuuiupmnrmmdaq, un nombre impair

Diste Distinguer les cas : a, est pair ; a, est impair
ﬁ._ ™ ‘_‘-

b) Combien y a-t-il de nombres impairs inféricurs & 2 7
En déduire qu'il existe deuy nombres égaux parmi ¢, . g5 .
m"*}d R

3) Question subsidiaire —
anwqua,m 4,85 @y, il uﬁm

) Trouver ous lex couples ta, by & entiers naturel, lowg
PUCD est 16 et le PPCM | $36, I

]\i.‘f ¢ Evercice 17, page 384,

01 «Les zéros de 1 000 ! »

L'exercice a pour but de déterminer par combien dp
fermine le nombre | 000 ! (prigre de lire « factonelle mille _‘
non « mille pomt d’exclamation » ). s

1) Montrer qu'il existe des entiers pelgip=1 g
un entier N premier avec 10 tels que :
1000! = 27.5¢. N

q;l}q

2) Combien y a4l de nombres inférieurs ou éganx 4 | gy
divisibles par 5 . puis par 57 puis par 57, etc
En déduire que ¢ = 249

3) Etablir que ¢ < p et que ¢ est le nombre cherché.

B2 1 équationa™ = b (a > 1,b > 1)

Smmaudwnmnndmnéamknmm.mm

de caractériser les entiers @ et b, solutions de 4" = p

(@a=2ab=2)

1) Montrer que @ et b ont les mémes facteurs premiers.

) On considére les décompositions de et de b en facteus

premiers (les mémes. done) : \
a=p"  p* o b= pf‘ .. p&.

@) Montrer que, pour | < i< r ona ma, = ng,.

b) En déduire que, pour | = i%r, il existe un entier

A=) telquea, = kxnetf, = kyxm,

c)Onmt.t-p‘l"-...-p:' (x»12). “

Montrerque a = " et h = ™ # !

iy L
3) Vénfier que, mmwmﬂrﬂtﬂ- -
u-:"ﬂb-x"vénfwma"-b’ -:.?4

avec a -i&ﬁn.‘
trouver x entier (el g
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de diverses facture:

¢ repmenent dans o ma
heoreme de Fermat

ah des cing

h.’.. (ongruence

thy Dhivisibilite

deauIne gu {

»7 Les nombres de Carmichacl

\‘ it W \
KL
'I!\I‘|'l\\ Juesiin POV
.\_.k‘.“ .. ! .‘-'...". " Wi
3
Le théordme de Format cnonce que « & p S5 [WTINCT, kX
Pour ot SnneT @ PremicT Aves ona. a = 1L}

U est naturel de &' interroger sur 13 propneic rECIProOgEc

Savoir « Soit 1 un entier tel que, pour toul @ premuct
anc g™

| = | (n). Peut-on affirmer que n €1 premmuict

La réponse est NON, comme nous venons de le VOIT avee
n=S6l. = 1105, .. il exise une infinile de lels
Nombres (résultar récent: 1992), appelés nombres de
Carmichagi,

Ces nombres ruinent définitivement 1'espoir de construire
" test de primalité par l'uplisaton directe d'unc

oprogue » du théoreme de Fermat - 1l n'en exisic pas.

B3 Les nombres de (

L

nilen

« l.aforme 6 « | »

{ ’ y 4
i il domne
ey ent I
" in
§ e ir )
- i 4 PEniste auy Mmalie
lus brilla Il U ou Andrew Wiles
=1 ]
N e | i neoreme (C est-4

{2 389
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qﬂ" Heurcux o malheurcux @

] Bty du 21 .04.98)
i M

| Tl
1 prés o les Jeux mathem: =
un nombre gui peut s €enre comime

¢ heurcux el ;
(mon nuls) dont il divise le

Un nombr
somme de deux entiers 1 iurels

reux car
emple : 98 est un nombre heureux ci

odutt (¢
oy yq et YR divise 70 x 28 = 1960 =

08 x 20 ).
08 70) + -

1) Montrer que 50 ¢st heurcux mais que 15 ne Pest pas (on it
L8]

qu'il est malheurcux).

.

¢l m deux enliers naturels avec k=1 ¢l m sy

2) Soitk e
Prouver que k X m= estun nombre heurcux.

4 A laide de la décomposition en facteurs premiers, ¢tablir
qu'un nombre sans facteurs carrés (¢'est-a-dire non divisible

par un carré supérieur a 2) est malheureux.

&#1 Un tableau infini
On considere le tableau infini de lignes L, Ly, ..., L, ... ol
la ligne L, est formée des termes de la suite arithmétique de
premier terme & X (k + 1) etde raison & + (k+ 1) (pour tout

k=1)

B 11 14

o
(%]

Ly

Soit n un entier naturel (n = 1).

1) Montrer que n est dans le tableau si, et seulement si, il existe
ket Nentiers(k=1 et N = 0) tels que :
n=(2k+1)N+k(k+1).

2) En déduire que 4n + 1 est premier si, et seulement si, n
n'est pas dans le tableau,

@2 La décomposition impossible
1) On suppose qu'il existe des entiers naturels non nuls m, n et
atels que :
(4m+3)(4n+3) = d4a’>+ 1.
4) Soit p un premier quelconque divisant 4m + 3 .
p=1

Montrer que p est impair et que (2a)?-'=(- 1) 2 (p).
b) A Vaide du théoréme de Fermat, montrer que p=1(4).

) !in‘ utilisant la décomposition de 4m + 3
premiers, obtenir une contradiction.

2) Soit a =

51, el aLuIcmcnl

en facteurs

- Moy,
rer que Je nombre 4¢? 4 1 est composé

sh i existe des entiers naturels m et n (avec
m# 0 oun#0)tels que ;

da’ 4 | = (Am+ 1) (An+ 1),

390

I.’exponentiation modulaire rapide

Le systeme cryptographique K.5.A. (voir page 7.','}(, conduiy,
|

calculer par exemple le nombre ¢y tel que 1 = 'y €2 171

ef 4531427 = ¢, mod 2 173.

Inutile de s’acharner sur la f'r:."a'.‘n".«.r.\‘rfr.a s elle se '"'”Hr
ery

rétive au caleul de mod (453' 427 2173 enfin, pré

\t’m,,
tel quel. ;

Les exercices qui suivent ont pour but de dégager up Procég;
autorisant de tels caleuls et de mesurer le « temps de cqf,, N

73 Ecriture d’un entier en base 2

1) A 'aide de algorithme des divisions euclidiennes SUCee
sives (voir chapitre 11, probleme 106, page 363) éerire | 47

en base 2.

2) La fonction log, (logarithme de base 2) est définie poy

Inx . ;
x>0 par log,(x) = n2 (voir chapitre 3, exercice |())
h n

page 104),
Montrer que le nombre de chiffres de I'écriture d’un entier n e
base 2 est caleulé par E(log,n + 1) (E: partie enticre).

-7"}.5{6 Un calewl analogue en base 10 est dans le chapitre 3
page 94,

74 Calcul de puissances modulo p

Pour a entier et p = 2, on note « a mod p », I'unique entier 4’
entre 0 et p— 1 tel que a=a’ mod p (reste de la division
euclidienne de a par p).

1) On pose :
x; = amod p,x, = xf mod p, ..., x; = x}_, modp
Exprimer x, comme une puissance de a mod p. '

2) En utilisant I'écriture de 1 427 en base 2 (exercice précédent)
montrer qu’il suffit de 15 multiplications mod p pour calculer
a' 7 mod p COnIldlb\dI'li amod p. =

3) Prouver que, pour n dssez grand le nombre de nmmphca
tions mod p @ effec[ucr pour Qa]cu]er a” mod p peut €lre
estimé majoré par 2% log-,

Calculer ce nombre lorsque 7.

I = 708" pmsn = 1{)9

Ui exemple de mise en teuvre de systéme ory |1|.\\:_‘1{l|‘h|L||-W
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”')roﬁl?ime.s

. thimes organisent cette rubrique ; pour chacun

. mous indiguons quelles parties sont indépendan-
o
" Jes unes des aufres,

mome 1 Ordre d’un élément

odulo un nombre premier

.. problemes 76 et 77 sont indépendants : ils font tous
sur appel au resultat dégagé dans le probléeme 75

4% Ordre modulo p

i+ p un nombre premier et a un entier(a = 1) premier

wer que l'ensemble des entiers A(k= 1) tels que

=1( p) n'est pas vide

2 Om désigne alors par s le plus petit élément de cet ensemble.
gnentier (k= 1) telque a*=1(p).

2 Montrer que le reste r de la division euclidienne de k par s
=1(p).
b Endéduire que r = 0 puis que s divise k.

Montrer alors que s divise p— 1.

« - le pombre s est I"ordre de @ modulo p (il n”est défini que
s est premier avec p). Voici résumés les résultats utiles pour

it
SUIE.

s=) a.a*=1(p).
3 k= venfie a* = 1(p) si, et seulement si, sdivise k
sdivise p — 1 (Fermat oblige : voir questions 1) et n.

36 Diviseurs premiers d’un nombre de Fermat
wrnentier (m= 1) . onpose F, = 22"+ 1 etl'on désigne

ar p un nombre premier divisant '

Montrer que p st impair et que 2¥=-1(p)-
% Soit s T'ordre de 2 modulop (s est bien défini car p e
Dipaur) o L

# Prguver que s divise 2" ° -

b) Montrer que, powr D =<r=n, ¥

¢ lmid p

n'est pas congru

f)‘.’-‘ifi Raisonner par |'absurde en Slevant a la puissance

d €L posand 2"

3 En déduire que »

= 309 | I““"‘l”.'l exiale un enlier
k==

Hu:lqur:p-—lf.?""il

Attention : wout premier divisant /
Vet pas dit que les
Iecessairement premicns

est de cette fonme, maks i
n

pombres A= 2"* Ll solent

4) Applications
hH e "eff

ins utihiser la décomposition en facteurs premiers gu'effectue
la calculatrice, montrer que F, est premier, F ne I'est pas et
expliquer pourquon ; on en vient naturellement 3 essayer 641

comme diviseur de F (voir 'exercice 2, page 382).

«#7 Encore Dirichlet, encore Mersenne

Soit p un nombre premier et x un entier naturel non nul.
Il s'agit de montrer que tout nombre premier divisant
(x+ 1)P—x” estde laforme np + 1 et d’examiner quelques
applications.
1) Soit g un nombre premier divisant (x + 1)7 - xP.
a) Montrer que g = 3 et que g st premier avec x.
En déduire que :

Plq= =1 mod q.
b)Onpose a = (x+ 1)x¥~7%.
Montrer que a”= | mod g maisque @ = | mod ¢.
En déduire que I'ordre de @ modulo g est égal 2 p, puisqu’il

existen(n=1) telque g = np+ 1.

2) Application 1
Onpose x = N ! (N entier naturel non nul.)
Montrer que tout nombre premier divisant (x + 1)7 - x# est
plus grand que V.
En déduire qu'il existe une infinit¢ de nombres premiers de la
forme np + 1.
3) Application 2
On pose x = | . Montrer que tout nombre premier et p # 2
divisant le nombre de Mersenne M = 27— | (p premier) est
de la forme I

Qkp+ Lk=1)

On veut savolr « a la main »

st M, estcomposé.
Quel est votre premier essal ?

Les nombpres « records »
Sauf entre 1989 et 1992, le
«record» (le plus grand
nombre premier découvert) a
toujours &€ un nombre de
Mersenne.

On ignore si, parmi les
(p premier) une
infinité sont premiers, une

nombres M y

infinité sont composeés

Bien sbr, Pune des deux
propriétés est nécessairement
satisfaite, peut-&ue méme les
deux...

Warin Mersonng | FARE 10dR)
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-l 2 y chacun ul-

Les problémes
Jise le résultat du pro

&8 Somme des diviseurs d un entier
in (n 1Y, onnote o(n) lasomme de tous
n (ainst o (10) 1+2+5+410 = 18).

loe diviseurs de
» un nombre premier el K un entier (A = 1).
Montrer que

.ﬂ,\_x

s(pt) = 1 +p+ ARNE=LY
(el ! lI|”_|

2) Soit towjours p premier, A = 1, On considére un entier ¢

premier avec p

,11 Maontrer que la histe des diviseursde n = ;!;‘ X g est: d. pu’,
ptd o d estun diviseur quelconque de g.

b) En déduire quc '
o(pfq) = o(pY)x0(q).

3HSoit n un entier (n=2) et n=pM .. p* s

decomposition en facteurs premiers. Montrer que :
APl +py+ . +pf) L.
(lp+ . +pT).

r

o(n) = L|+-‘”t+

"

7 186¢ De proche en proche ou par récurrence sur r pour

érre plus rigoureux.

On rappelle qu'un nombre parfait n est un nombre tel
que a(n) = 2n (il revient au méme de dire que la
somme des diviseurs stricts de n (distincts de n) est égale
an).

@9 Les nombres parfaits pairs
Soit N'un entier naturel non nul pair.
1) Justifier I'existence d’un entier n(n = 2) et d’un entier
naturel ¢ impair tel que :
N=2"1xqgl
2) On suppose N parfait.
a) Montrer que :
2"g = (2"-1)o(q)
ehen deduire que, si s est la somme des diviseurs stricts de q.

on a
q=(2"-1)s.

b) Prouver alors que 5§ =
premier

I, puis que ¢ = 27— est

et . . L
2iste La relation obtenue en a) indique en particulier que

S est un diviseur strice de q

¢) Utiliser les résultats de I'exer ice S, page 382 pour montrer
que 1 est premier et donc gue

N = 2p=1%s

]

ou .'l:’},, = 2"~ | avecpel '”,ff premiers,

392
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Les résultats du probleme précédent et dy Problime 5
(page 375) montrent que la destinée des nombres Parfyig
pairs (en existe-1-1l une infinité ?) est definitivement scellge
i celle des nombres de Mersenne, punm IS puisque - le

nombres parfaits pairs sont les 27 .M
Mp ob p g

.Uﬂ = 2P — 1 sont premiers.

En ce qui concerne les nombres impairs, les arithméticiens
ont  quelques  solides
raisons de conjecturer
quiil nexiste pas de
nombres parfaits impairs
(il n'y en a aucun plus
petit que 1039 (sic) ou
divisible par moins de 11
premiers distincts, etc.)
Pourtant, en 1638,
Descartes crut bien en
tenir un (voir ci-apres).

Rene Descartes (1396-1630).

«80 A la recherche de...

A) L'erreur de Descartes
Onpose N = 32.72.112.132.2202].

1) Vérifier avec la calculatrice que :
(L+3+3)(1+7+7)(1+ 11+ 113)

(1+13+132)(1+22021) = 2N

2) Pourtant, le nombre N
I'erreur ?

impair n'est pas parfait. Ol esl

'j‘ 18L¢ Revoir soigneusement le résultat obtenu (question 3)).

B) Un résultat (facile) de Sylvester

1) Soit n un entier (7 = 2) et @ unentier (¢ = 1).
Montrer que :

| | | n :
l+-+=+.  +—<—=2.
no pnl n® n-1

2) Soit p un nombre premier et @ un entier (@ = 1).
Montrer que p n'est pas un nombre parfait.

3) Soit p et ¢ deux nombres premiers impairs distinets et (ri.lﬁ
deux entiers telsque @ =1 et f= 1. Onpose N = A
Montrer que :
o(\N) ) A
¥ T
et en déduire que N n'est pas parfait.

(hf.S(c Utiliser la question 1) et remarquer que panni ' ¢ i
| i , ol
U'un est supérieur ou dgal & 3, 'autre est supérieur ol €8¢
& . o ]
a4 5 (Jamex J. Svlvester (1814-1897), mathémaricien britd”

nigqite ).

]
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IECTIES

Introduire  une  classe de
msformations : les similitudes,
cluant rotations, translations,
Nexions., homotheties et toutes
Urs COMposces.

Investir les proprictes des simili-
des dans 'étude des figures, les
roblemes de lieux et de construc-

MAS,

. ©141%
Ern Sush

| 3 I’. 1
1eSs MOLLUSUUE

ant Les
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1. OBJECTIF

ra rapidement conscience : ¢e chapitre additionne les demandes cn. direction du
On en prendr .ilcﬂ ancles orientés, des nombres complexes, des transformations, ele. : se

oduit scalatre. ; hieetif de celte —
proc or & « Taire feu de tout bois » est donc 1"objectif de cette rubrique.
preparers™=

2. BON A CONNAITRE e ———

Contrairement & ce que pourrait laisser croire son intitulé, cette séquence n’est pas un fouillis
[ T ire . .
d'exercices de révision : foutes les propriétés mises en évidence seront utilisées par la suite.

Séquepce 1. « Méli-mélo »

© Avec les nombres complexes @ Avec le produit scalaire

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormal 1) Donner une expression  du  produit  scalaire
direct (0, 1, J). AB + AC en fonction seulement des distances AB, AC

1) Les affixes des points A, B, A” et B” vérifient : et BC (A, Bet Csont des points du plan).

2) Soit (O, 1, J) un repere orthonormal et M le point

LT
IH M G Yo S de coordonnées (x, ).
. At Que vaut OM - O 7 OM - OF ?
- iner AB ALARE4B: A48 ) @ Avec le barycentre
%) Le vepize (O, ', J%) estiorthonormal. Soit A et B deux points d’affixes a et b, et o cll}lﬁ deux

o réels tels que o+ B= 0. o
l\ﬂtrer qu’llgﬁte un réel © tel que les affixes u de Montrer que le point G d’affixe z'és('b:iryccnlrc'dc
O'I" etvde O'J’ dans lerepere (O, I, J) vérifient : (4, @) et (B, B) si, et sculementsi:

u=-ciletyv =ie®ouy = —jeif,  (a+P)z = aa+pb.

e A TRANSF_ORMATIO_NS D—U,'.IPEB'N.. P

3 Rappclans qu‘lqnc transformation plane f est une ':lpplfqzilip]j,,du 'i)_la'n'P. dans lui-méme .qui '

« atteint tout point du plan une et une seule fois ». En l¢ disant autrement : « Pour tout point
m de P, il existe un unique point M de P tel que LMY gpy v :

(}f} ﬁ;’;l alors |lr|nrt’Jdu_|1ru I‘uppli}culiun qui associe, i ldl"i"l'f'pi;i'i'ij'lr:ir“dc P, le-point M tel quE:

= m. Il s agit encore d’une transformation appelée-transformation réci ¢

; ation appelée-transformation récipr p

Sfetnotée £, o ' ]p awe s ngeinc Lﬁ!pl-oq-l_lc' e

o Par ailleurs, ¢tant donné deux lruri's-l'nnn

g définiepar g o f (M) = g( [(M)),e

/ .
M — ———= M, = [(M)

IR
n

& | . s . . : o
alions fet g, on note g o £ I composée de [ par
] - . . .
Lque I'on peut schématiser ninsi «

= M’ = g(M)) = g(f(M))

394
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s,;q;;ence 2 vise & se refamiliariser avec de telles notions

equ enfe !

g «f1 et gof»

Des transformations réciproques

@ Le principe de iti
R B / composi
péterminer la transformation réciproque ; So p position
- e la translation de vecteur 7 ; oit f et g deux transformations.

o e I'hnmof.hclw de centre O, de rapport k (k € R* );  1)On suppose que f et g vérifient la propriété :
vdela r(?latllqn de !ccnlrc O,d’angle 6 (6 R): «I'image de toute droite est une droite » e -
+de laréflexion d’axe A. Montrer qu’il en est de méme de g o f .l

skt -
@ L algebre des compositions 2) Montrer que, si f et g conservent les milieux, alors
Soit f, g ¢t 1 des transformations. g o/ aussi. |
Etablir les équivalences :

) fog=idpof=glag=f1. 3).Pr051ver que, si f et g changent tous les angles
- ] orientés en leurs opposés, alors g o f conserve les
b) fog=hef=hogleg=f1ok. angles orientés.

Remarqgue : le principe de composition permet de transférer & g o f certaines des propriétés
¢ f et g : conservation du parallélisme, de I'orthogonalité, du barycentre... images des figures
usuelles (cercle — cercle...), mais il faut savoir rester prudent (voir exercice 3, ci-dessus).

i Avec I’écriture complexe

Soit 1 et r les transformations d’écritures complexes () :

1z =z+1etr:z’ = iz,et flacomposée tor:

+rassocie au point M(z) le point M,(z,) avec z; = iz ;

+associe au point M, (z,) le point M’(z") avecz" = z; +1.

Iécriture complexe de 7 o r estalors 2 = iz + 1 :cest la composée dans le méme ordre
des écritures complexes de r et 1. Ce résultat est général : ['écriture complexe de la composée
de deux transformations s’obtient en composant dans le méme ordre leurs écritures
complexes.. .

Voici, sur ce sujet, de quoi s’entrainer un peu.

Séqu’é e 3 . o «‘.I'Ecritures complexes »

@ Déterminer, dans chaque <as, 1écriture complexe @ Soit @ un nombre compl.exe. ' .
& oz atds gof: S Reconnaitre les transformations géometriques fetg
: * “d’écritures

a)f:7 =2z+i;8:2 =-iz¥ I chiz —w=k(z—w) (kréel k#0);

hyfiz =z+1;8:2 = (@+1)z e - =elfz-0) (0 rél.
Of:z = -z+1:4: z =2z-1. = “ . Montrer & I"aide des écritures complexes que
d)j':z'=i2':~|;g‘._z’:#22+l' | hor =roh.
. T D, L o el nriture ¢ ez =jr+l—j
@ Identifier géométriguement les transformations £, 7. @ Soit s d’éeriture t.u.n'lplcx 2’ = jzal=y.
el f o r de)exemple introductif ci-dessus. + Montrer que § 0.8 = idp.
4 1
o 2=
. ; L
@:ste Chercher un point fixe detor. , : (Rappel =) = &3 )
e T I : ’ Pers s peut se
) Compte tenu du contexte, on peut alléger la fournure jusquid «soitg 2t =z 1 ». (Personne ne peut se
1mmm”

13, Similitudes 395
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1. Similitudes : généralités

1.1 _DEFINITION ET PREMIERS EXEMPLES -

—

DEFINITION 1 Soit k un réel strictement positif.
I.\\-.____‘_______——'—//.l

On appelle similitude de rapport k toute transformation du plan qui multiplie les
distances par k, & savoir :
quels que soient les points A et B d'images A” et B’,ona A’B” = k- AB.

Remarques :
'« D’emblée, on peut penser qu’une similitude de rapport k correspond a un agrandissement
| ou 2 une réduction a 1'échelle k : patientons un peu pour redonner un sens mathématique
| précis A de telles expressions.
! « 11 est facile de montrer (c’est a la charge de 'exercice 16, page 413) qu’une similitude est
| aussi une transformation qui conserve les rapports de distances.

Exemples | (@) Une homothétie de rapport k st une similitude :

» de rapport k,si k>0 ;

» de rapport — &, si k<0.

En effet, nous tirons de la relation vectorielle fondamentale d’une homothétie de rapportk:
| M'N’ = k MN, égalité M'N’ = [ MN,d'oi...

. @ Une similitude de rapport 1, c’est-a-dire une transformation qui conserve les distances,
| est appelée isométrie (nous y reviendrons). Ainsi, translations, rotations et réflexions sont des
isométries.

| &) Comme nous le verrons, I'écriture complexe d’une similitude (clef de volite de ce

| chapitre) ne va pas arriver en sifflant.... _
Un premier exemple est utile dés mamtenant sur ce su;et

O—EXEMPLE 1 . 5 ik —;—‘MJ
|

Montrer que les transforma"&miss et 5% d.,ecritures complexes :
> T )
| stz = (2+i)z+1+i et 80 *' (7+r)4.+(1+:)

sent des similitudes dont on preqsera le rapport. .

Soit A(a) et B(b) deux pointset 4’ (a )et B'(b") lf:urs images paI _
ss:onaa’ -—(2+z)a+]+:etb (2+1)b+(l+1)d0u .
b —a = (24i)(b=a). -

| Ainsi b —a| = |2+£]]b—a| .J- S|b—al.Onadonc: "

| . © A’B’ = [5AB : S est une similitude de rapporl Jg

‘ Lellel"msa -—(2+f)a+l+£etb ‘"(2+t)b+l+f dolr:

lI C b - (2+;)(h—u) = (2+i)(b-a).

|  Comme Ih*u| |h-u| o obtient : |b” Za’l = 2+illb-a| = ﬁ]b"‘fl'

\ soit: A"l ﬁAB + 8" est anssi une similitude de rapport J5.

|

I o e Voir exercices 13216 —
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eo-nf-r.s
(.2 PREMIERES PROPRIETES

Dans touge celle

images par s de rapport k et nous continuons
865 de couy ar A ”r (',p L
Produit AR . T

calaire | C AC = k2R AC ctysise
I | L]'“U‘““L"IL‘IL\Dlusmndu produit

partie, s désigne une similitude de

Spoints A, B, ¢, AH0ler e

stuncisométrie, A’B’ . A°C" = At . AC.
s scalaires ;

AB. AC = E(ABMA C2-BCY» . I'B".

” I oyt I Falkl ’ IS
A'C’ = = 5B+ AC2 - B

A'B" = kAB, A'C" = kAC « B'C’ = kBC,
Un.c.simililu(le conserve les angles géométriques: BAC’ = B €.
Utilisons cette fois comme up:mmn du prnduu scalaire ;

AB-AC = AB. AC - cos BAC

et des égalités -
Angles |
gtométriques

et AB-AC" = A'B - AC" cos BA'C”.
La I“OI’”L‘L précédente JOI]I[C aux Cgalités A'B” = kAB et A'C* = kAC livrent
\ cos BAC’ = cos BAC .

37 A7 7 ’ S - Lt 1
. Comme B’A’C’ et BAC sont des angles géométriques ~ donc mesurés dans [0, ©] - on
| # . r L Fall o
- endéduit B'A°C’ = BAC .

Repére | L’image par une similitude d’un repere orthonormal (O, 1
orthonormal l o, 1',Jyomo0'1l =

,J) estun repére orthogonal
O'J’ = Kk (rapport de la similitude).

Ceci est une conséquence immédiate de ce qui précetde et nous observons que : 'image d’un
repere orthonormal par une isométric est un repere orthonormal.

1.3_COMPOSITION, DECOMPOSITION

Proposition 1 | La transformation réciproque d’une similitude de rapport  est une similitude de

rapport - .

'. PPOT %

‘ La composée de deux similitudes de rapports & et k5 est une similitude de rapport
| kl 't kz .

| La preuve de ce résultat (presque immédiate) est laissée a titre d'exercice (voir exercice 17,
L et
] age 4 l ?) . ¥ . o

]:f(itl en ILV.IIILfl{: e .tpphmunn intéressante : « La composée d'une homothétie et d'une

' jsométrie est une similitude ». Mais, & dire vrai, ¢’est la réciproque qui est trés intéressante :

me"S“ ion 2 Toute similitude de rapport k (k > 0) est la composée d'une homothétie de rapport
k et d’une isométrie.

Ca g eee I)cnmnslr.ltmn s

' \
: > » homothétie de rapport . Dapres L
{ Sml s une «.nmhlu(lv de rapport k (k>0) Ll h une 'I‘;l e llnu ) i [
iti o estune s crapport ke + = 1, elest-d-dire une isométrie £,
proppsition 1, lr o 5 estunc similitude de rapy T

CDe £, 'y i plus quid «tiver» s = hVo/,ennotnt que ;' est une homo-

' Dehos =/, ! .
| thétie de rapport k.

C.Q.F.D.

13 Similitudes 397
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2. Ecriture complexe d’une similityde

2.1 ECRITURE COMPLEXE D’UNE ISOMETRIE___

THEOREME 1 Les isométries du plan sont les transformations d’écriture complexe :

o z—»e%74b ou z—we®i4p,
.4'/ f

P @ étant un nombre réel et b un nombre complexe.

««« Démonstration

Premiere partie

Comme on le verra & I'exercice 22, page 413, il est enfantin d’établir que les transformations
d’écritures complexes :

zr—elfz4+p et zrHefz4+p
sont des isométries.

Ce qui suit (la réciproque) est autrement sérieux.

Seconde partie

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O, 7, /), f est une isométrie du plan et
0',1’,J" sont les images respectives de O, I, J par f.

Nous savons que (O, I’,J”) est un repére orthonormal (voir partie 1.2, page 397).

Lemme
Soit M un point du plan et M’ son image par f.
Si OM = x(Tf+y(Tf(x,yréels),alors oM’ = x(ﬁ+y(?f’.
Comme (O’,1’,J") estunrepére, il existe x”, y” réels tels que :
537_x01+y0J'
Par ailleurs, les repéres (O, 1, J) et (O I iy i ) etant onhonormaux. ona:
= OM OI VY= OM OJ

et de méme : OM 01"y —OM 0'J .
La propriété relative au prodmt scalmre (vmr pame 13"  page 39?) assure des égalités :

OM - OI—OM’ Ol'ctOM OJhOM’ oI,

Par suite, x = x" ety = le Te‘mme est d_f_:montre

Fin de la démonstration T ""f'

Soit u et v les affixes (dans le repere (O, /, J))des vecteurs 0’1" et O'J . .
* Comme ||O I || 1 1] existe un ré réel O tel que n ="ef0, _ Eo
'AVcc ||O'Jr | =1 et oL dl O’J‘ v s"éerit : v ='tin = +iel®,

Soitalors M d’affixe z = x + ;y Ofiadonc OM = OI-&-y OJ d’ol, d’apres le lemme -
- "-JM =\01+yoy”
En désignant par b Iaffixe de O’ et p'1r z’. celle de M’ , on obtient ;
"2 =b = xu+yv,soitz’ = xu +J""'+ b,
Finalement ' : :

.‘ ssiy = ,-em 2" = xell 4+ Uc'“+h = (‘ _,_”)cpu_,_l:, 1= e‘a'-t-b

sy = _,LHJ -pl s ‘Lf”__ 1,,L|‘”+b = {‘ ‘—‘f‘.’)‘_‘f“"‘ h . - = efﬂ-__,_b
L P

‘ - Clest fini : tres beau théoreme, comme on les aime.
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)2 FCRITURE CQMPLEXEDf_U.N.E__S_IMI_LI_IUDE‘_.___

THEOREME V

Les similitudes sont les transformations d"€criture complexe :
/,/ _ 3 T—»az+bh oy I—waz+bh,
> R OL S
o ‘aet}
dact b sont des nombyes complexes, avec a = () :
* le rapport de Ia similitude est le module de g.
*+« Démonstration
Dapres la proposition 2, une similitude s de rapport k (k> 0) est la composée d’une homo-
thétie  de rapport k et d’une isométrie f.
Comme I’écriture complexe de hest 2’ = kz + b, (ol bye C)si:
* Pécriture complexe de Pisométrie fest 2" = ez + b, (hye C),alorss = hof est
telle que z = k(eifz+ by) + b, soit: ' = az+b,
avec a = ke'® d’ol la| = k et peuimporte b ;
* I'écriture complexe de f est z' = e/®z+ b, (bye C), alors s = hof est telle que
z' = k(e9z+b,)+b,,soit: Z = az+b,
| _avec a = ke’ et toujours |a| = k.
COROLLAIRE

Toute similitude est la composée de translations, réflexions, rotations et
oute s .
homothéties.

’ e i imili . d’aprés la

Dem;m_Strﬂt réflexions, rotations et homothéties sont des similitudes; p

Translations, g N R
g iti il en est de méme de leurs comp fes. o e
i ‘e'l" it du théoréme 2 que toute similitude s”obtient en composant (
.Réciproquement; 1 suu;_ i e
partie) les transfqnnali_lglns. 'Fi_:ﬂ?l} res © N e

e ; z-"-__'.“..e"%'(ﬂ réel); z—»kz (ke R*); z—»
7—21 ) o e

= 3 j ation, une homothétie et une
Ay "lg - dﬂﬂS |’ordre — une r@‘lexron, une rotanon,

N nnatssons. —.dd R

ol nous reco Lok % 5 e

l-rmus!ariou.

. R

2,3 P-RoP_RI_ET_Es_G_EOM_ET_g;}ggES SOl e

.. B8 aTe. ont et un cercle en
| N, ite et j egment en segme
I : . si .'f 'f:fcie':ra;:'sfo;'r11é une droite en droite, un seg
iel . ' Une.simit a fob ; multi-
L’esscmwl | : stisme. ['orthogonalité, le contact, le barycentre et
| e i ~onserve le parallélisme, 10T
" |« Une similitude con:

j ’ ] I L |}' A i T Sé LHENCE =,
. } h‘.’ 30" !‘J iy ' 'I'I‘.””' E'l.’lle:"f', q Z

| { «} 3 ; S:lllf our 1€

ll pag - 9- ) p

page 414).
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3

THEOREME 3

3.2 SIMILITUDE : DIRECTE OU_ INDJRECTE

400

(;;7;7 1rs

EFFET SUR LES ANGLES ORIENTES

3. similitude directe,
sumlltude indirecte

/Leb similitudes d'écriture complexe z° = az+b (a € C*, b E_C) conservent
les angles orientés, et les similitudes d’écriture complexe z' =az+b (ae C*,
b e C ) changent les angles orientés en leur opposé.

- Démonstration
So:t s une similitude et trois points distincts A, B et C d’images 4", B” et C” pars,

@) s est d’écriture complexe 2 = az+b
Onaalorsz = azy+b,zp = azB+b etzpr = azC+b d’ol :

275 = zg—zy = a(zp—z,) = az;g e, demeéme, z7¢r = azjc.
. ZA'_C." Zr . ;
Il en découle = —— etdonc ar = ar [2m], soit:
— g g
Z4p  ZaB Z4B

(A'B’,A'C") = (AB, AC) [z:m].

€ s est d’écriture complexe z* = az +b
Les calculs analogues nous conduiraient cette fois a:

zZ et Z ) ”
= (—“Lg,d’oﬁ arg( A_f_) = —arg(iz—) [2x], soit:
Z1B Z4'B Zag/

(A'B',AC") = —(4B, AC) [2].

P

At;

5]

[

1o ]
l;‘:‘l‘\l
|

L

o Les similitudes d'écriture z’ = az+b q'ui coﬁser\}eht les
angles orientés sont appelées s:m:htudes directes et déplace-
ments s’il s’agit d’une isométrie (|la] = ).

Les translations et les rotatlons sont des deplacemcnts, nous
verrons que ce sont les seuls. 6

e Les autres similitudes (écriture z° = aé + b) sont (évidem-
ment) appelées indirectes et antldeplacemenls dans le cas des
isométries (|la] = 1).

Les réflexions sont des 'mndeplacememb nous Verrons que ce ne
sont pas les seuls.

¢ Les poissons d’ lLSLI}Cr
IIs iNustrent (Fig.
me

S 1) ce que sont des formes uunbl.iblcs ducctc- £
esActB I3 est une réduction de A et I"orientation a été

conservé _

sunhlah!t ‘*if-llll n'est pas le cas des formes A et C indirectement

p 8. Soulignons que B et C, de méme taille, se correspon-
ent par un .mlndeplam“uu et quil n'était B

huitiéme page d’un ¢l
page d-un chy lpllrL consacré aux similitudes, de donner i voir des formes semblables

Fig. |

_A
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/ Ga AP
3 POINTS FIXES D'UNE SIMILITUDE

Le cas

Nous avor ifloy: .
Tesiiig § '8 pu ranger les réflexions parmi les antidéplacements parce que ;
des re ~ G une part, ce sont des isométries ;

— dautre part, il nous était connu qu’elles change

g ’ nt les angles orientés en leurs opposés.
fl consequence, I'écriture complexe d’

une réflexion est de la forme :

2 = az+b avecaet b complexes et |a| = 1.
La réciproque est fausse (voir theme d'étude, page 422),

Voici, sous forme d’exemple, une premiére application.

9 EXEMPLE 2

Soit A et B deux points distincts d’affixes respectives u et v.
Quelle est I’écriture complexe de la réflexion d’axe (4B) ?

L’écriture complexe est a priori de la forme z” = az + b avec |a| = 1.
Comme la réflexion d'axe (4B) fixe A et B, nous avons

u=au+b
{ 5+ b : VOici un « petit » systéme d’inconnues a et b qui se résout sans
vV =av+

g vV—u . -
peine : a=——,puish = u—au.
V-1
On obtient, en arrangeant un peu (le souci, ici, n’est pas I’esthétisme ; il s’agit de
donner mieux & voir) :

z'—u = —(z—1u)
v—1u
Remarques :
ea.= =% répondalademande o] = 1 | XX = |V 28 =11,
R ':.T’.ﬁ}f V-1 V—1u

.'Mieﬁx‘;‘"‘.tou_te :t}an'sfo'rmation d’écriture z’ = az+b qui fixe A et B est la
-~ réflexion d’axe (4B).

Voir exercices 30 2 34 J

Toute similitude qui fixe deux points distincts A et B est soit I'identité, soit la
réflexion d’axe (AB).

Proposition 3

«+« Démonstration

« Les points fixes d’une similitude s d'écriture z° = az + b ont pour affixes les solutions de
| Téquationz = az+ bhou(l-a)z =b.Alors:

L —gia# 1 ilexiste un seul point fixe ; -
| - 91 a = 1,iln’y.aaucun point fixe si b# 0 ettous les points sont fixessi b = 0 ; la simi-
| litude s est alors identitc,

|« Sisapour écriture z° — a=+ b etsielle Tixe A et 8, alors s est la réflexion d’axe (AB)
| (voir exemple 2, remarques).

13. Similitudes 401
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(Zonrs

Similitudes directes

4.1 FORME REDUITE D’UNE SIMILITUDE DIRECTE

THEOREME 4

402

Vocabulaire

-~

" Soit s Ia similitude directe d’écriture complexe 2’ = az+b (ae C*, he C)

*Lorsque @ = 1, s est la translation de vecteur i d’affixe b.

* Lorsque a # 1, s admet un seul point fixe £ et s est la composée dans un ordre
indifférent :
~ de I'homothétie dc centre Q et de rapport k, avec k = |a| ;
— de la rotation de méme centre £2 ctd’angle 6, avec 6 = arga [2r].
L’écriture complexe de s est alors :

=0 = kel (z- w)
ot @ est I'affixe du point fixe Q.

«»« Démonstration

Nous supposons @ # 1 (lecas @ = 1 étant une évidence).

* Il est clair que I'équation aux points fixes des: z = az+b ou (1 —a)z = b admet une

unique solution @ ( W = l_f_c;
Le point £2(w) est donc unique point fixe des.
*Comme @ = aw+ b,larelation z’ = az+ b §écrit :
Z—-w=a(z-w).
En écrivant a sous la forme a = ke’® (ol k = |a| et @ = arga [27]), on obtient :
7 - = kel (z- o) (l).

» La rotation r de centre £2 etd’angle 6 et I’ homotheﬂe dc centre .Q et de rapport k ont pour
Ecritures complexes respectives :

,sil’ony tient] ;

r:z-w= e*a(z a)) h z = k(z—(.u)
Il est clair alors qu’en composant danq i 11‘nporte quel or drcles "= 5(M)
Ecritures complexes de.r et dc H on: oblu:nt’ Técriture
complexe (1). On a donc o' b R N My=r(M)

hor'=roh=7 e 2o 0
Note : comme ['illustre la figure 2, 1 gahlc h or=roh
est en soi géométriquement évidente. _' M M=h(M)
0
Fig. 2

L'écriture de s sous la forme 4 o r (ou .0k s*appelle la forme réduite de 5. On dit alors

que s est a similitude directe de centre £, de rapport k et d’angle 6 (et lorsqu’on ne pevt
vraiment faire
ent faire autrement, on la note . S0k u})

A bien noter ; I et r ont le méme centre, le rapport de I"homothétie / est positif, et une saise
immédiate de toute cette information est proposée par I'éeriture complexe :

-0 = ke'®(z-w) (we C, 0 réel, kréel positif).

_

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

P nrs
2 PREMIERES APPLICATIONS

Mise sous ‘
jorme réduile

I C ] I [t .

Q*Exwmmu

-

Quelle est 1a o yi 2 e
i rme re | o [ p . o
reduite de la similitude dircete d'ériture complexe

P

T =(1+Nz+12

L’¢quation ¢ T
quation aux points fixes de s: z = (1 + i)z + 1 apoursolution @ = /.

En = » _ p
cenvant a = 1+ sous la forme exponenticlle | +/ = ﬁc & Péctiture de
0

N 3 " 5 r '3
sestalors z' —j = ,f2¢ oz,

s est donc la similitude directe de centre Q(i), de rapport /2 et d’angle n

oo

" Voir exercices 40449 —

Terrain miné Soit A un réel négatif. La forme réduite de la composée g 3, © (o, gy (O réel) est:
ho,-2)°"0,04m)

En p;}rticu]ier, la’fnlrme réduite de I'homothétie &, 5, (lorsque A< 0)est b _z) 050

(s €tant la symétrie de centre 0).

La proposition qui suit résume I’essentiel des propriétés géométriques d’une similitude directe

définie par centre, rapport et angle.

Proposition 4 Soit s la similitude directe de centre £2, de rapport k et d’angle 6.
1) Un point, son image et le centre
Pour tout point M d’image M’ pars,ona:
oM’ = k- QM et (QM am’ ) = 0 [2r] (lorsque M # £2).

. 2) Deux points et leurs images
Pour tous points A et Bd 1mages A’ et B ,ona:

A B’ = kAB et (AB A'B’) = 0 [2r] (lorsque A # B).

Demonstratmn;. 29 : ;
Seule la toute dermcrc proprletc vaut une explication que I'on va trouver dans 1'écriture
complexedes: 0= kel (z- ) {£9> 0). |
= ,—@ = ke9(zp— w),dol:
Onaeneffet: z;— @ = el (z-w) et zp-w= H ( ),
(zp/— O) - (z/~a)) kei®(zg—2z,)

Zg— 2y - — keif.
= = =
ZB_Z/] ZB ZA B A
;-Zir
2= 6([2x].
ar,
Comme k>0 on cndedun g( 1'"2,4)

| Ceci n'est aulrcquc]‘éguhlc (AB,A B’) = 0 [2r].

Remuarques : . ~ ok
*On mfu.m qque le résultat précédent tient pour une rotation.

l. g ' T . . au'une droité et son
T ide direete dlangle £3, onadone quiune droite el se

] s particulier ¢'une similitude ¢ 5

l « Dans le cas partict 5

| image sont orthogonales.

13 Similitudes 403
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Conrs

4.3 AUTRES DEFINITIONS D’UNE SIMILITUDE DIRECTE

Avec un
triangle |

THEOREME 5

++» Démonstration o

404

Etant donné un triangle ABC (Fig. 3), il existe une seule similitude
directe de centre A transformant B en C: il s’agit de la similitude

i = 4C€

directe de centre A, de
e r AB

0 = (4B, 4AC).
Cela revient donc a introduire une similitude directe par son
centre, un point et son image.

rapport et d'angle

Dans les figures suivantes qui font référence aux triangles les plus
en vue de la géométrie (triangle rectangle isocéle, triangle
équilatéral), nous indiquons le rapport k et I'angle 6 de la simili-

A

Fig. 3

tude directe de centre £ qui transforme M et M’ (voir aussi I’exercice 5 1, page 416).

triangle rectangle demi-triangle équilatéral
isocele
exemple I exemple I1
: \ M’
n M
gulig = é
6’ 2

“«Deux pomts et leurs 1mages »

Une similitude directe s d’ecnture 'complcxe -4
et seulement si, on a: zA, = azA ;3 b et zB

GZ'
.ZB,
g ZB—ZA

Comme z 4 # zp, il vient a:

11 existe donc une seule similitude d1_recte [ransformantA en A" et Ben B’

Soit A, B, A” et B’ des points du plan tels que 4+ B et A 2:B&
1 existe une unique similitude directe trapsfpnp__ant;@ end’ etB en B’

az + b transformeA en A’ etBen B’ si,

(a;,éﬂ ca.tA’#B ) puis b = z . —azy,.

- la similitude

: P , iy
directe d’écriture complexe ' -z, = ———(z2-2,).
- g~ %4
Remarques : ,
*Si A’B” = AB, cette similitude est la translation de vecteur 7 = A4’ = BB’.

* Sinon, nous tirons de la proposition 4 que son rapport k et son angle @ sont tels que !

A'B =

kAB ct (AB, A'B’) = 6 [2m].

Parsuite, lorsque A’B” = AB , ¢’est-d-dire lorsque & = 1, cette similitude est une rotation

d’angle @,

»
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Gaur.s
34 LACONEIGURATION DES DEUX cppps SECANTS

‘OREME 6 ~ Soi -
THEORW/}“ deux cercles ¢
de centre 0” s¢c e

3 e cei antsenAetBet S g
similitude directe de centre A qui
transforme 0 en O’ Alors : /
+S(8) = ¢ ; '

" POUr tout point M de ¢, M, B et

S(M) (qui est donc i ’
sont alignés. sty

++= Démonstration

N ;
(Nous donnons les grandes etapes : tous les détails & I'exercice 55, page 417.)

L’image par S du cercle € d
e centre O passant par A est le cercle de centre S(O) = O’
passant par S(4) = A : il s’agit donc du cercle €”. =0

Esa;]: un rt}pére orthonormal direct d'origine O et d’axe réel (00’), O’ est d'affixe » (w
onc réel), A est d’affixe a (a € C)et, par suite, B est d’affixe a . Dans ces conditions :

* I'écriture complexe de Sest: z” = (l - 9) 1+ 0 ;
_ a '

* soit M(z) unp_oipl de €et M’(z") son image par S. Alors |'affixe Z de W(Z =z—a)
etcelle Z’ de BM'(Z' =z’ —a) vérifient :

A z+7)—(a+a
= =1+®- (—\)E-P_) (nombre manifestement réel).
7—a

_Ainsi, BM et BM’ sont colinéaires, B,M et M’ sont donc alignés.

COROLLAIRE >~ 7 SoitA,B, CetD distincts tels que s~
~ " "«{(AB) et (CD) sont sécantes
enJ : :
~ - _eles cercles circonscrits-€ et .6’
. aux triangles ACJ et BDJ se recou-

" pentenl. g
Alors, Ta similitude directe S qui
transforme A en B et C en D est
de centre I. S,

.+« Démonstration
‘ D’aprés le théoreme 6, la similitude o de centre I qui transforme le centre O de € en O”,
| centre de €’ transforme : | -
\ sAenB,carde €,Be %’ etJ, A, B sont alignés ;
«CenD,car Ce €,De € etJ,C,D sont alignés.
| Parsuite 0 = S (théoréme 5) et donc S est de centre I

Note : lecas « [ = J »(cas ol €et €’ sont tangents) est examiné 2 Iexercice 57, page 417.
13. Similitudes 405
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1. Etude de configurations

OBJECTIF i

S'il s"agit d'investir les similitudes dans I’étude des figures, souligner
les diverses facettes sous lesquelles elles peuvent intervenir (composée
de transformations, €criture complexe, associée a un triangle, etc.) est
aussi un objectif majeur dans cette premiére partie.

PROBLEME 1

Les triangles OAB et OCD sont rectangles isoceles en 0, de sens direct,
et le point I est le milieu de [ BC] (Fig. 5).

A l'aide de la composée r o /1, ot r est la rotation de centre 0, d’angle

T;t , et i I'homothétie de centre B, de rapport 2, montrer que :

AD = 201 et (AD) L (0I).
@ Solution
® Naturedes = hor
II's’agit d’une similitude directe de rapport 2 et d’angle E
® Action sur certains éléments de la figure
De fagon évidente, 1({) = C et #(C) = E:d‘oﬁ (L) & 4.
Posons O" = h(0) ;onaalors OO’ = BO (voir Fig. 5) et, par suite :
00’ = 04 et (00’, 0A) = %‘ [27].
Autrement dit, r transforme O’ en A et donc s(O) = 4.
¢ Conclusion

La similitude directe s transforme Jen Det OenA. .
En appliquant la proposition 4 (page 403), on obtient :- .,
DA = 210 (lerapportkdesest k' = 2);

(10, B_j) = g [27] (l’ang]e 0 desest.6 :g) g}

@ Mise en évidence d’une démarche

Pour ceuvrer efficacement dans I'étude de figures avec une transformation
composce, nous serons conduits : '

=4 préciser la nature de cet
géométrigues qui s’y rapportent (en tout ou partie) ;

. a étudier sun‘aclmn sur certains éléments de la figure (cette démarche est
illustrée dans I’encadré ci-coptre), Coe

(1) Le probleme a déji é1¢ ubordé avec les nombres complexes (ehapitre 6,

page 189),

406

e transformation “ainsi que les éléments -

C I p
A
O)
D
(Lepoint O n intervient que dans
la solution.)
Fig. 5

e o

- UNE DEMARCHE

el Illustration
‘/ S. =‘ _'?:'Io h ST
“nature. . action
., 1 similitude I-D
., ‘mpport2 5 0-—4
; ﬂnglc g " . [On «regarde »
o "'-'.'Idrrlff‘gppli_que I'action ~
les théorémes successive
du C’({_ ‘d‘we r]
~ Conclusion

AD =201 (10,D4) =

21A

[On utilise les propriétés
géométriques d’une similitude.]
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pROBLEME 2

o triangle ABC étant donné, on construit trois triangles rectangles
nceles IBC.JCA et KAB comme I'indique 1a figure 6.

il

,Montrer que (AC. AJ) = (AC. KT ) et que 3 - K

Tl Tox
« o déduire que LJAK est un paralléclogramme.

@ Faisons le point

Le triangle JAC étamt rectangle icocele en J. de sens direct

. ona
immédiatement :

e F Ad 2
(AC. A.’ = -3 = N
V=3 a¢c=3 O
. — . X f‘_
A nous de « voir » maintenant que (AC, K/) = ::: ol M = X !

=

Ce « genre » d'égahités (angles rapporte) n'est pas <ans évoguer la
propriété « deux pointe ct Jeurs images par une amilitude directe »
(proposition 4, page 402y Pat aillcurs, pous savont q“'j] cvsle une qu"(‘

Fig. 6

COMMENT VOIR ?

Soyons physionomistes

similitude directe qui transforme A on Kt Cen T théoreme S, page 404),

Peut-on la visualiser ? 1a fare émerget de 1a figure ?
La configuration c1-contre donne la réponse '

© Solution

La similitnde directe de centre B 3 angle
AenKet@enl Ains

—twe X &
(.—l(.hh-d. :

Nous tirons de (1) et (2) 1?.!;!; = 0|28t AS = K/

Les vecteurs AJ ¢t A7 sont dong colincares de mcme sems ol de méme

] —— —
norme 1 ils sont égaun © AJ = K.

Conclusion = IJAK est un parallclogramme.

Dans (a fonle

© \lignement

Les tiangles OAB, OCD et OEF sont équilatéraux de
seny direct.

Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.
(D A, Cet E sont alignés ;

(2) B, D et F sont alignés ;

() les milieux de [AB]. |CD] et [EF] sont
alignés.

2
ot dc rappet ==

Cette figure évoque action d une

transforme simihitude  directe 5§ affibide au

; n
demi-carre @ centre © B angle 3

~
L E¥]

rapport © ==
fC—1

I V=Y

© Variation sur le parallélograming

1) Tracer un quadnlatere ABCD, puis les triangles
rectangles isoceles AIB, BJC, CKD et DAL de sommets
respectifs [, J, K et L tels que

» AIB ¢t CKD soient de sens direct ¢

» BJC et DLA suient de sens direct.

2)On pose @ = | +14. A laide de similitudes
directes bien chowsies, établir que

.:D_:(. = w(:K—:(-) et :D_:,-I — m(_'?L_-v ) . ;
(2, désigne I"affixe de M).

3) En déduire la nature du quadrilatere [JKL.

13 Similitudes 407
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2. Problemes de lieux
et de constructions

OBJECTIF

Eprouvcr les similitudes dans les probléemes de licux et constructions
géométriques. (On s’en serait douté.)

PROBLEME 1

Soit I" un demi-cercle de diametre [ A B, de centre () (Fig. 7).

A tout point M de I" distinet de A, on associe le point M tel que :
*A,Met M’ sont alignés dans cet ordre ;
*MM' = BM.

Quel est le lieu du point M’ lorsque M déerit I"- [{A}?

@ Ouvrons un peu les yeux

Manifestement, le triangle BMM’ est isoctle de
sommet M (MM’ = MB) et le théoreme de I'angle
droit («le triangle MAB est rectangle en M ») nous
indique qu’il est aussi rectangle.

Bref, le triangle MBAM "’ est rectangle isocéle en Met, M
ala vue de la figure 8, de sens direct.

Cherchons & interpréter I'association M — M’ 2 I'aide
d'une transformation (car, selon I'encadré ci-contre, Fig. 8 B

c’est dans ce genre de situations que les transformations
font merveille).

Cest facile (Ie monde est petit) : il s’agit de I'une des similitudes directes
de centre B affiliées au triangle rectangle isocéle,

Partant de 13, une solution se met en place.

@ Solution

Tout se trouve réuni dans le paragraphe précédent pour pouvoir affirmer

que la similitude directe s de centre B, de rapport /2 et d’angle ._g'f’-’

associe le point M* au point M.

Le lieu I' de M’ est donc I
demi-cercle () de diamatre [
Par s, qui est donc de centre
Comme le montre |3 fig
O’ etpartant ™.~ -

image par s de I” privé de A, 2 savoir : le
O’ image de O par s.

ure 9,1l n'y a aucune difficulté A construire 4” et

(1) Bien silr, il existe deux demi-cercles de diamétre [4°B)

: nous choisissons le « bon »
sans sourciller.

408

A'R] privéde 4" ol A” est I'image de A

A 0 B
Fig.7

A NE PAS RATER

Lieux et transformations
* Le probléme type
Par une construction géométrique,
on associe i tout point M d'une
figure £ un point M”.
Quel est le lieu de M ?

* L’aubaine

Si 'on reconnait dans M — M’
une transformation usuelle f, ¢’est
fini.

Le lieu cherché est I'image de F par f.
(Les immanquables sont a I'exer-
cice 3, page 409.)

!"’
A
Uk
- N
r !
A 0 B
Fig.9
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PROBLEME2 —— ‘ P D C

Goif une droite & et deux points A et P w’appartenant pas a 9.
Construire un carr¢ ABCD de sens direct (Fig. 10) tel que:

E B
. (CD) passe par P ) B
B 1p|).1rlli.rlt a 9. : s 9

Fig. 10

@ Une entrée dans le probleme

Réalisons en premier lieu une figure d’étude (telle la figure 10) ot ABCD
est un carré satisfaisant aux conditions imposées.

L'idée est de caractériser le sommet D du carré, puisque, de maniére
¢vidente, tout le reste de la construction en découle.

Ceci est la méthode des lieux : chaque
(2] Analyse des conditions imposées condition définit un lieu géomé-
trique ; reste  « prendre » 'intersec-

+ La condition « (CD) passe par P » tion des lieux

Comme (DA) et (DC) sont orthogonales, « (CD) passe par P » équi-
vaut a « (DA) orthogonale a (DP) », ou encore, d’apres le théoréme de
I'angle droit, a « D appartient au cercle € de diamétre [AP] »,

¢ La condition « B appartient 3 & »

Comme le quart de tour direct r de centre A transforme B en D, la proprité
« Be 9 » peut setraduirepar« D € D’ », ol D’ estl'image de Dparr.

@ Construction et discussion

La figure 11 laisse apparaitre deux points d’intersection D, et D, dela
droite 9’ avec le cercle € ; il y a donc deux carrés solutions : A8, C\ D,
et ABzCzDZ (La discussion dans son ensemble est proposée
I'exercice 4 ci-dessous. )

Mlﬂ%ﬂnkz

® Les IIIII'Il;lIll.]ll(lh]{,% '. ;] . @ Discussion du probleme 2

| i 5 . .
Soit 2 une drone clA un pomt endehorsde 9. | Soit 1 le milieu de [AP], J le point tel que AJI soit
Déterminer dans chaque icas le. hcu du point M’ rectangle isocgle en A de sens direct et £ la distance de
lorsque M décrit 2. o Jag.

35 AN i lde A m p_— 2 Dis’um.r du nombre de solutions au probléme 2 par
cn S :
est équilatéral de s comp’ualsou Lle fetAJ.

h) AMM’ est rectangle isoctle en A dé; :,eris direct..

| ¢ AMM? st rectangle isoctle en M. de z,ens direct. < '0 Les droites 9 9 etle
’ SR point A sont donnés.

d) AMM est rectangle isoctle en M’ de sens direct. | - orishulre-un GuadAliRS
¢) AMM , est équilatéral de sens direct et M estle  ABCD formé d'un triangle

- Milicu de (MM, ]. i équilatéral ACD et d'un

O AM M’ est équilatéral de sens l]II‘LLl()lI M, estle triangle rectangle isoctle
|\ sb’mélnquc de A [?ar rapport A M. g en B, ABC, tous deux de

sens direet, avee :

! ' aQ e o’
| Piste M— M’ est dans chaque cas une transfor- Be @ e Ded,
| Mation « connue ».

13. Similitudes 409
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- ﬂyp[ié/f;tion.s

Tr.msfurmahons_ -

Cette batteric d'exercices (1 a 12) porte sur les trans-
ﬁ:rman';m.i : composition, principe de “”"‘""”"‘m_d"_f‘ g
priétés géométrigues, écriture complexe, eic. L 'ﬂf!!iﬂ*f est
d’affermir les idées mises en place dans Avant-premicre.

Ceriture complexe I —

Dans chacun des exercices 1 @ X donner I'écriture complexe

des transformations f el g.

1 a)f estlatranslation de vecteur — ¢, +2¢;
b) ¢ est la translation qui amene Adaffine 1 47 sur Bd affixe

=1 %21,

2 a)f est 'homothétic de centre £2 daffine =1 -7 et de

rapport -3.
b) g est la symétrie centrale de centre £2 d'affine 2 + 57

$ . i .
3 a)f est la rotation d'angle ar ct de centre £ d'affixe
%

1421,
b) g est le quart de tour direct Je cenire £ daffive 3 -1
Dans les exercices 4 et &, identifier la transformation plane

d'écriture complexe z — =’ «f préciser les éléments géome-
trigues qui la caractérisent.

@ ) =cz+i byz' = —iz+1

Oz =2-+1-i; d)z' = -z2+2(1-1).
s

"\.s a)z" = 3:-+2 l.)\l:'=:‘-:‘:{|+1]:.

0z = M:' d ' =i(l-2).

3 ;
6 On considere des points A. B, 4" ¢t B (mvec 4# 8 et
A’ # B’ d'affixes respectives a, b, @” et b”) et f I'application
du plan dans lui-méme d'écriture complexe :

o _b-a

s s (z—a)+a .

1) Montrer que f transforme Aen 4 et Ben B”.

Z}Pici.scrlammrc de f dans chacun des cas suivants :
a) A'B" = AB .

b) 4'B’ = AB .

¢) AB' = kAB (ke R : k#0 1 k=1).

412

Composition et

—,

7 Soit [ et ¢ deun transformations de transformation
Ationg

réciproques /' et g !

Montrer que /o g admet pour fransformation réciproque
g-te [

Attention ! La transformation réciproque de fo g n'est py
f~'o g " (sauf cas d’espece)

Dans les exercices 8 ef 9, donner I'écriture complexe 4,
fogetde go f.

B a)f::" =241 grs = z=|

bf:2" = 2iz-1; g:2 = (L¥i)ie]

] ' i T
- P4

10 1) Donner I'écnture complexe de la reflexion ¢ dlaxe
; n
(O ). de larotation £ de centre O.d angle 5 et de la composée

[ = ros

21 Sost A le point d'affine 1+
Montrer que, pour tout point M d'image M° = f(M), ona
OM" = OM e AM" = AM

3) En deduire que | oot la rétlexion d'axe ()
-‘I;‘;j:t' Médiatrice.

11 Le poids des mots

Soit [ et J deux pants distinets du plan P, et f application

Jde P dans P détinie par
W=l N =1 @

pour tout M disunct de [ et /.

F(M) = M,

1) Montrer que f est une transformation et que ftaf.
2) Estce que f conserve les milicux ? I"alignement Y les
distances ?

3) Est-ce que I'image par f de toute droite de P estune droite
deP?

@l2 Soit f et g deux transformations du plan relles que
I'image d"une droite quelconque est encore une droite.
Montrer qu'il en est de méme pour fo g et que. d¢ plus. st
et g conservent le parallélisme et | orthogonalité, alors Jos
EULSH
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néralités sur les similitudes

s les exercices 13a 15, montrer que chacune des transfor-
oS fet g estune similitude et préciser son rapport.

13 a) festunc symétrie centrale,

ng="o h, ol It est une homothétie de rapport -2
]4 a) festd’écriture complexe 2 = —3jz 4 | .
p) ¢ est d"écriture complexe 2* = (1 -4)z,

15 a) /= hor,ol hest 'homothétie de centre O et de

rapport — 3 ct rlarotation de centre O, d’angle i
5

b) g = 7 o r,ouhestune homothétie de rapport -3 et rune
plation et c’est tout (nous voulons dire qu’aucune information
r'est donnée sur le centre de /2 ou de 7, ni sur I"angle de r).

16 Avec les rapports de distances

Une transformation f conserve les rapports de distances,
lorsque, pour tous points A, B, Cet D, avec A # B, C# D,
dimages A, B”, C’" et D" par f,ona:

A'B’ _ AB

C¢’D" T CD;
1) Montrer qu’une similitude conserve les rapports de distances.

2)Soit f une transformation conservant les rapports de
Gistances et soit A et B deux points distincts fixés, d’images A’
A'B’
AB
Montrer alors que f est une similitude de rapport k.

(k>0).

¢t B’ par f. On pose k =

17 Une preuve ' E e
Ftablir la proposition 1 (page 397) sur la | 'aﬂf.'form."_'.ﬁ-o" réci-
poque d’une similitude et sur la composée dedeux similitudes.

Les gronpes

On appelle groupe de
transformations toute
famille G de transfor-
mations, qui, comme la
famille des similitudes,
Vérifient ;

*Si f appartient 2 la
‘mille G, alors !
“uss ;

'Si f et g appartiennent
la famille G, alors
I'r°8 également.

'%5 groupes de transfor-

"ations tiennent le « haut du pavé » dans le programme

d‘ . aticien alle-
Erlangen, monument géométrique du mathématicien alle

Mand Felix Klein,

18 a) f=so0h;

Felix Klein (1849-1925). %2 %

Ecriture complexe d’une similitude

Dans les exercices 18 a 21, on note r la rotation de centre 0,

] T ’ £
d’angle 2 h Uhomothétie de centre O, de rapport 2, s la

réflexion d’axe (Ox) et t la translation de vecteur 2e.

i,
s a;,:d de montrer que chacune des transformations f et g est
une similitude et de donner son écriture complexe.

b)g =hos.

19 a) [=sorot,; byg =toraoh.
20 a) f=hotos: b)g =sotoh.

21 a) f=rosoh; b) g

soroh.

22 Ftablir la premidre partie du théoreme 2, page 399.

23 Chacun chez soi

1) Soit u et v deux nombres complexes tels que uz = vz, pour
tout z de C.
Montrerque u = v = 0.

2) En déduire que, si @ et b sont des complexes non nuls, I’écri-
ture complexe z” = az + bz n'est jamais celle d’une simili-
tude (comme I’indique le titre de 1'exercice, on se méfiera du
salmigondis des écritures z’ = az+b etz’ = az+b).

24 Soit deux points A d’affixe a et B d’affixe b du plan com-

plexe. On construit ;

+ le point C tel que AOBC soit un parallélogramme ;

» les points D et E tels que les triangles BCD et BCE soient
isoctles rectangles en B, BCD étant de sens direct et BCE de

sens indirect.

A

< .

E

1) Soit s la similitude d'écriture complexe 2’ = az+b.
Montrer que I'image du repere (O, I,J) par s est le repére
(B, C, D) et que, si M a pour coordonnées (X, y) dans le
repere (O, 1,.J), son image M’ par s a pour coordonnées
(x,y) dans le repere (B, C, D).
2) Reprendre la question précédente en remplagant s par s’
J'écriture complexe 2° = az+b etlerepre (B8, C, D) par
le repbre (B, €, E).
Digte Clestimmédiatpour qui est acclimaté a la démonstra-
tion du théoreme 2, page 399.

13. Similitudes 413
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l'rnpril'h" ’.’."“lﬂéfriq!!' -

2; Sont s la simtude d éoniturd complexe .
B == iz + 31 i)

) Montrer que e point Q daffixe (1-17) est fixe par s

(s(£) = £

2) Soit A le point d’affixe 2. Calculer Taffixe du point

A4’ = s(A) et montrer que . Act A" sontalignés.

-7)}5(6 Une figure, s'il vous plait.

3) Comment montrer. sans aucun calcul. que. st M appartient a
la droite (£24) .1l en est de méme de son 1mage par § ?

Dans les exercices 26 a

28, on considere la figure R
ci-confre  (que  T'on B,
reproduira en  fenant £

compte du quadrillage),
o A" et B’ sont les

images de A e de B par il
nne similitude o .

A = s(A), |
B’ = s(B). R

¢26 2)Quel estle rapport de « 7
b) Construire le point A tel que stA) = 7

«27 a)Construire V'image par s du cercle de contre A passant
par O,
b) On pose Q" = s(0)
Le trangle O"A"'R" estal rectangle !

@28 ) L'image par s de la médiatnce de | A 8] esteclle paral
Rled (4B ?
b) Soit C le point de coordonnées (=1,0) 7 son image
par s.
Montrer que le triangle A°B"C” estisocéle rectangle en €7 et
calculer son aire,

<29 La conservation du barycentre

1) Soit (4}, @;). (45, @,) et (A3, @3) des points pondérés
ol @, @, et ay sont des réels de somme non nulle. On note
2y, 2y etz lesaffixesde 4, 4, et 4.

Montrer que le point G d'affixe : est le barycentre des points
(A}, @), (4s. @) et (43, @) si, et sculement §i :

(0 + @y + @3)2 = @2y + @2y + 0324

2) Montrer, 2 1'aide des écritures complexes, que les similitudes
conservent le baryeentre,

(1) Le résultat est éuabli pour trois points : il se généralise facilement
4 n points,

414

Similitude indirecte

() Déceler les similitndes indirectes parm £, g ot
w.f e ros ofl r est une rotation ct s une svmétrie COntrale

» ¢ ost J'écriture complexe
253 dvee 2 1= ilz=19) §

o hest d'éeriture complexe 27 = -z +iz.

31 Encinspirant de evemple 2. page 0T, donner I"éerigyre
=
complexe de fa réflexion daxe A d"équation v -y - | = 0

IVNgte Pour 'mspirer de I'exemple cité. encore faudraiy i

.

dem poines de A...

32 Montrer que I'éenture complexe 2" = ¢ %z oesteellege
b |
la réflesion d'ate (OA) on A est e pomt d affixe ¢ '
7‘-

SVigte La proposition X page 401 délivee une solution e

« ne ligne »

33 1 Monatrer quiil existe une unique similitude indirecye

¢ transformant
f(-d+d)en A2+ 20)
A Ri-4+s6i)en B'(-2=20).

) Determiner image de Ci= 1+ M) par v sany utilise

I centure complexe !

34 Etude d'une similitude indirecte
Sott v L transfoemation d'éeature complete

= ~iz+ b+ 2i.

1) Préciser la nature de s et monteer que fe pomt [ d attiee |esd

I"umque point ixe de ¥

_rniéu';' Resoudre ['équation aux points fives en posinl
R S E
2) Donner I'éeriture complexe de I'homothétie i de centre | de

§ PR ;
rapport 5 et en déduire eelle de chacune des trans formations

hosetsoh.

Quelle remarque peut-on fare !

3) On note © lacomposée hox.
Prouver que le point J daffixe f est fixe par o eten déduire que
o est laréflexion d'axe (£J).

-?I,gf.:; La proposition 3, page 401.

4) Conclure que s est la composée dans un ordre indifférest de
la réflexion d'axe (1J) et de I'homothétie de centre /¢ de
rapport 2.
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e 4

I f rmC é__l_l_le d’une Sim"itude divscte
{

II s 165 exercices 35 a 37,

;mrm'trr la figure ci-con-

' o ol lrc deux t'arrcs sont

i ls que 0.«! - _20D.

| fuablir Q¢ chaque transfor-
qtion JO& est une simili-
e directe de centre O et
Pr{’(!\fr son ﬂﬂ‘gfc et son

| mppnrl.

|
{
{ 35 +fest I"homothétie de centre O qui transforme Den A ;

vgest la rotation de centre O qui transforme D en F.

36 -+ fest larotation de centre O qui transforme Cen A ;

+g est I'homothétie de centre O qui améne B sur le centre du
amé ODEF.

37 »festI’homothétie de centre O qui transforme Cen F ;

rg est la similitude directe de centre O qui transforme A en B.

38 Le triangle OAB est isocgle en O, mais non rectangle et
I'on pose 6 = (O_A-, EB-).

Suit h "homothétie de centre O, de rapport cos 8, r la rotation
d:centre O, d’angle @ et s = h o r (sestdonc une similitude
drecte).

11 Construire I'image de A par s.

21Quelle est la forme réduite de s ?

39  Soit 5 une similitude directe de centre O, de rapport ket
Cangle 6.

\ontrer que, si s s’écrit ko7, ol 1 est une homothétic de

tere © etd’angle 6, alors : : -
Q=0,K=Fke8 = {2n1

Coupe de la partie
interne d'un
nautile. Toutes -
les parties de Ja -/
spiralesont; .
semblables entre’ -
L“p I b\[ .,I (llﬂ.
IiL|L|1|IqllL‘|l R

I u.hnllu firds: 4,

)y,
er Y N .
Mblable 3 mol-méme je renais. »

40 o=1+i;k=2:0=

@2 o=1-2ik=22:0=-C

witre Q, de rapport k* (k"> 0) etr une mtatmn de méme- -

e : il est donc légitime de parler de «la» forme rcdmte dc 5.

( Eﬂf{em mnmto.rle.smgb -"»',(-'Q L

Similitude directe et écriture complexe

Dans les exercices 40 a 42, donner I'écriture complexe de la

similitude directe de centre Q d’affixe @, de rapport k et
d’angle 6.

41 w=o;k=J§;9=g.

Dans chacun des exercices 43 a 46, étudier la transformation
géométrique définie par Décriture complexe proposée
(« étudier » signifie identifier la transformation (translation,
homothétie, rotation, similitude directe...) et préciser les élé-

ments géométriques qui la caractérisent (centre, rapport,
angle, etc.)).

43 a)z' =z+2+i; b)z = —z+2i;
1

0z =3z-2; d}z':;z.

44 a)z = ]+2E'J§z; b)z' = %{1”)2.

45 a)z’ =2z+1-i; bz —i=(S+i)(z-10).
46 a)z =-2iz+5; bz = 3+4i)z-4-8i.

<47 Quels sont I'angle et le rapport de la similitude directe

.TC
(1-J2)e4z+i?

’écriture complexe z° =

<48 Soit k un réel non nul.

Quel est I'angle de la similitude directe d’écriture complexe :

= kiz+b (be C)?

K 49 Soit 1 un nombre complexe et f la transformation d écri-
ture complexe 2’ = u?z+u—1.

1) Pour quelles valeurs de u, f est-elle une translation ?
Préciser alors, par son affixe, le vecteur de la translation obtenue.

Dans la suite de I'exercice, on suppose que u#1 et que
u#-1.

2) Montrer que le point £ d’affixe @ = l—_+1:_ est 'unique
point fixe de f.

3) Déterminer les valeurs de i pour lesquelles f est une symé-
trie centrale et représenter graphiquement les centres de ces

" symétries.

4) Reprendre la question 3) en remplagant « symétrie centrale »
par « quart de tour dircet »,

5) Caractériser f lorsque w = 1 -1,

D'APRES BAC
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proprictes geomélriques
d'une similitude direcle
&() Placer deux points distincts ¢t 4 ¢f construire 3 la régle

of au compas I'image dc A par chacune des similitades sui
vantes, toutes de centre 0:

3
a) angle —43 rapport /2 :

n /3
h) angle — g rapport }1— :

|
c) angle ZTT( Lrapport 5 .
n 2
d) angle — = . rappont —-.

851 Donner I'angle. Ie rapport ¢t I"écriture compleve de cha.
cune des similitudes directes de centre £2 qu transforme 4 e
B.puis Ben A,

¢ figure a) : demi-carré |

s figures b) et ©) : demi-inangle égnlaéra)

a) h) <)

. - -~ -

Une idée Aerricre (a tite &

Cela ne doit faire avcun doute, 1 imsotance acoondée s
configurations préoédentes et facile sz i Jors gu'il
devient de notoriété publigue que, par wne vultude

N n -

d'angle 3 de rappont /2, « un poont, san smyge of Je
centre » (de la similitude) sont les sommets d'un tnangle
rectangle isoctle, 1l deviem nature] dendler ootte smuli-
tude dans un probléme de péométnie pour montrer gu'en
triangle est rectangle 1socele. Cest, semble-t-i), lumineuy.

$2 Les trangles OAB et OCD sont rectangles socéles en O

de sens direct, 1 est 1e milicu de |OB) et J est le mibicy de
LOD].

1) Montrer qu'il existe une similitude directe s de centre 0, dont
On precisera I'angle et le rappor, telle que s(4) = / a

5(C) = J.

2) En déduire que (4C) et (1J) sont orthogonales et que
AC = 21J.

?‘}_ﬂ:;‘ « Dewx f)UffifS el leurs jmageg » de la pTDPDSileB 4
page 403,

416

53 Dansla figure ci-contre formée de

deux carrés, Jest le miliende [CD] et J ' i
celui de [EF] \
La similitude directe g transforme B en |
D et 7en 7 atelle le méme centre que \ \

| =
celle g franstorme Benlet Den 12 |
Note e probleme 103 en dira plus long ' |’
SUT C¢ sget 1 ; '

L' artiste et (e qétmitre
i

Limite carrée (196d) : une des estampes de M€ F her
avee figures cemblables, inspirdes par fes travaux du s
célRbre gdomdtre contemporaim H S M Coveter Le
mentaire de Coterer

Lom-

o Pas mal maic powe simplement encliclien, dom Sans gramd

mifrét « (")

s-v‘ Soit oy ume umlitude directe de centre () @ anele
120 [2x]), A at B

deun points distincts de O
1" = s{d). 8" = s(8)
1) Erabler jue
aB' OB o (OF.08") « (TL.OBI2
57 o c 2 J (A, ¥ [ 23]

3y Montrer gue L sinnlitude darects Je centre () i transfone
en B

!11.-.::51: UAA4" som cgaut auy angles onentés Corresp eudanty

du tangle OBB’

A en B tramtonme 17 puss que les angles onentes &

3) En deduire que, quel gue .
soit le pomt M du plan
distinet de 0. $'imgge M’ _
par v, les angles onentés du |
tnangle OMM' sont cons--
tands. . g “\L
(Cela signifie que, dans la . 3
figure ci-contre, les angles a
et B sont indépendants du
point M choisi. 6 étant
évidemment I"angle de la similitude.)
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‘

E
|

- ylecaleul de ~ZE .

- _.onfiguration___
' jeux cercles sécants
g5 A2

d S

4

. Retour sur la démonstration (théorgme 6)

»

| i quelques détails sous la forme d'indications
\‘\!I. ol

| feriture complexe de §.
I
’

[}
sape a? i | ] e I s e,
Piste = [ a )"t O est bien Iécriture complexe

June similitude directe : cherchey | 'image de A, de O ¢f
conclure.

’

7f‘j Ste M(z) estsurle cercle de centre O passant par A : on
adoncz-z = aaq.
56  Soit deux points distincts O et 0’ Le cercle € de centre
Opassant par O” et le cercle €’ de centre O passant par O
<coupent en A et B. Une droite passant par B recoupe € en
FP#B)et € enQ (Q#B).

Montrer que le triangle APQ est équilatéral.

37 Cas de figure

Les droites (AB) et (CD)
 coupent en J et l'on
suppose que le cercle € de
catre @ circonserit  au
trangle ACJ est tangent en J
a cercle €’ de centre O’
creonscrit au triangle BDJ.

I Justifier qu’il existe une
fomothétie h de centre J qui
nsforme O en O”.

) Montrer que A(€) = €.

Y Construire I'image par i d’un point dé 6 quelconque.

4)n déduire I'image de A et C par h, puis qug"g_A_(;')_*_ est

edlele a (BD). '
Ve: ceci est le complément annoncé au corollaire du.
i aréme 6, page 405. '

8 Dans la figure ci-con-
“ ABCD est un carré de sens
b o, de ¢ité a, BPC est un
1 gle isocele en B, et Q est

U age de P par la rotation r

& . ,
“hire A et dangle & L
: 2 A
- lontrer que JDQ =,
b ~O0stryjre I'image par r du cercle de centre B et de rayon a
Yo dég, e ] .
“luire que P, C et Q sont alignés.

A

59 Quelle est I transform,

Breves de cours

= Que ation réciproque de la transforma-
tion d’€eriture complexe :

4

“

i(z-1) 7

60 Montrer que les points A(i) et B(1 + i) sont des points

fixes de la transformation d*écriture complexe 2’ = Z+2i.

En déduire la nature géométrique de cette transformation.

61 Soit & I'homothétie de centre A, de coordonnées

63 Prouver que la similitude

A(=2, 1) etde rapport 2, et r la rotation de centre B, de coor-

données B(1, 0) et d’angle ’g

Montrer que ko r et 7o h sont des similitudes directes et
donner la forme réduite de chacune.

62 La similitude directe s de centre O est distincte de la
symétrie centrale de méme centre. Pour tout point M du plan
d’image M’ par s, on désigne par m le milieu de [MM '] .

1) Montrer que I"application qui & M associe le point m est
(encore) une similitude directe de centre O.

Piste Lécriture complexe.

2) Préciser son angle et son rapport lorsque s est la rotation
d’angle 8 (6= 1 [27]).

directe de centre [ qui transfor-
me B en C transforme C en A.

Retrouver (?) ainsi que IC est la
moyenne géométrique de JA et

A I B
IB(IC = JIAXIB).

<64 Soit s la similitude directe d’écriture :

,_ 34481 1-.3i
z = 4 zZ+ ) 4

-"l) Préciser son rapport, son angle et I'affixe de son centre £2.

. 2) Montrer que, pour tout point M, distinct de 2, d’image M’

par s, le triangle QMM " est rectangle en M”.

<65 Lé triangle ABC étant rectangle en A, on désigne par € le

cercle de diamdtre [AB] et par €’ le cercle de diamétre

“{4cl.

]_iMontrcr que le second point d’intersection H de € et €¢*

(autre que A) est e pied sur [BC] de la hauteur issue de A.

2) Préciser I'image du cercle € par la similitude directe de
centre A qui transforme B en C.

3) Une droite A passant par H recoupe ‘Cen P (P # H) et €’
en () (Q# .
Que dire (d'intéressant) sur le triangle APQ ?
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Etude de configurations 69 Les deux rectangles

_ On considere deux rectangles de sommet commun O - 0ABC ¢
66 Un classique ODEF de sens direct.
Dans la figure ci-aprds, OIKJ estun carré de sens direct et les Montrer que les droites (4D) et (CF) sont orthogonales ¢;
maneles OIA et KB sont équilatéraux de sens direct. et seulement si. les rectangles ont le méme format. '

- R o = e fi ard RERPR P lt‘ng'lleur
J K (Rappel : 1e tormat d"un rectangle est le rapport —=—Ur
largeur -

-?-3 18t¢ Soit s la similitude de centre O transformant A en C
Considérer le point D" = s(D).

B
70 Triangle rectangle isoctle
Le triangle ABC est inscrit dans le demi-cercle de diamatre
0 1 [BC]. I est le point d'intersection de ce demi-cercle avee 3
i médiatrice de [BC] et les points D et E sont tels que :
Soit r la rotation de centre [, d’angle 3 De [4B].Ee€ [4C] et BD = CE.
1) Montrer que les points 7(A) . 7(B8) et #(J) sont alignés. On se propose de montrer que le triangle IDE est rectangle

2) En déduire que J, A et B sont alignéds. isoctle en /.

67 Losange
Les tiangles OAB et OCD sont isoceles de sommet O et de
méme angle au sommet ¢ :

(O4. OB) = (OC. 0OD) = a[2x].
Soit 1, J. K et L les milieux des ¢6tés [4B], [BC], [CD] et
[DA4].

1) Montrer que IJKL est un losange. B z g
Piste Erablir que AC = BD al'aide d'une rotation. 1) Justifier I'existence d'une mtanon transformant Ben Cet D

o1 enkE.
2) En déduire que (/K) et (JL) sont orthogonales.

2) Evaluer son angle et en déduire qu'elle est de centre /.
@38 Concourance

3) Conclure.
Les cercles circonserits aux carrés ABCD et AEFG, de centre€
respectifs O et O, se recoupent en I. - @1 Avec I’écriture complexe
L ~+ " Soit 5 une similitude directe de centre O, A et B deux points
E A D . - - . distincts autres que O, et C = s(d4), D = s(B).
_ _ ~Onnote a, b, ¢ et d les affixes de A. B. Cet D.
A "~ 0 5 s "1) Montrer qu'il existe @ (e C, @= 1) telque:
\\ i : T s ¢ = waetd = wh.
F fe : oyt “2)'11& Silﬁilitu'de de centre A qui transforme B en D transfonne
! % : OenPetlasimilitude de centre B qui transforme A ¢n € trns”
i C :
e forme 0 cn Q

- Momn:r que Ic\ affixes pde Petgde Q vérifient :
1) Quel est I"angle de la similitude s de centre A qui transforme

Oen O ? _ al:(l - @) _ ab(l —w)_
S R a7

2) Déterminer les images par s des points B. € et ; s 0
. ‘ P : P‘:l“ vB,Ce1D. 3) Que peut-on en conclure sur la position relative des points €+
3) En déduire que les droites (BE) , (CF) et (DG) passent par /. PetQ?
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! X géomélriques

e € xercices T2.a 74, on considére yp carré ABCD de
ﬂi sl jirect el M un point de la diagonale (BD),
il

7 point fixe

goit 11 712 les projetés orthogonaux de M res
;llf [;[E) et (AD).

,'\mmrcr que, lorsque M décrit (BD),
I[mﬂ”:] passe par un point fixe,

pectivement

la médiatrice de

7?')} ste Quart de tour,

73 Carré mobile

On construit le carré AMNP de sens direct dont on note Qle

centre. Construire les lieux des points N, P et Q, le point M
géerivant la droite (BD) .,

74 Cercle mobile

On construit le triangle équilatéral direct AMM .

Quel est le lieu du centre du cercle circonscrit du triangle
AMM " lorsque M décrit (BD) ?

75 On donne un cercle € de centre O et de rayon R, et une
droite & ne rencontrant pas €.

1) Soit A un point de %. On note E ; I’ensemble des points M
duplan vérifiant la propriété : « Il existe un point N du cercle €
e} que le triangle AMN est €quilatéral de sens direct. »

Montrer que E , est un cercle dont on déterminera le centre
(1, etlerayon R ;. Construire £, .

2) Quel est I’ensemble des points £2,, lorsque A décrit 7

Construire cef ensemble.

76 Le caé ABCD est
dz sens direct. }'-f-v‘;‘,rf "M,
Sot M un point de -
(BC) : la perpendicu-

lirz: en A a (4AM)
ticontre (CD) en M’ '
&1'on note m le milieu de A B
MM, 5

1) Montrer que le triangle AMM’ estisoctle rectangle enA,d; '

s direct.

Fliste Quart de tour de centre A

Y Juel est Je lieu de m lorsque M décrit (BC) L.

H\-..
Piste I est facile de trouver une similitude
“méne M sur m. I

« méthodes

n
! Reprendre I'exercice précédent par des «m
: . de {MM’]

s, - _
A Uentaires » en démontrant que le milieu m
PParians » Gt

If’aﬂiem & la médiatrice de [AC] .

eni, L] . a s

MMlon, ce n’est pas fini : il faut une réciproque.

de centre-A gui ...

78 Les droites 9 et P’

Sont paralleles et O est g
dans le demi-plan ouvert
de frontiere 9 ne conte-
nant pas 9’. Soit M un
point de @, M’ |¢ point
d’intersection de 9’ avec
(OM) et m Ie point tel
que:

*M'm=0M: e
*le triangle OM’m est

rectangle en M’ de sens direct.

1) Montrer qu’il existe une homothétie & de centre O transfor-
mant Den 9’,

2) Etablir que I'angle (O_M: Om ) est constant.

3) Trouver une similitude s de centre O telle que s(M) = m,
pour tout M de 9.

4) Construire le lieu géométrique de m lorsque M décrit 9.

On considére deux points A et B d'un cercle € de
centre (0, non diamétralement opposés sur €, et 1’on désigne par
[ le cercle 4 privé des points A et B.

1) Soit M un point de E.

Justifier que la droite (BM) et la perpendiculaire en A  la
droite (4AM) sont sécantes. On désigne par M~ leur point
d’intersection.

M

§2) Montrer que la médiatrice de [4B] et la tangente en B au
cercle € sont sécantes en un point noté £2 et que les droites

(A0) et (A£) sont orthogonales.
3) Soit s la similitude directe de centre A transformant Oen Q.
a) 'Con.struire I'image I” du cercle % par s et préciser les points
d’intersection de Getde I".
b) Montrer que, pour tout point M de E, les droites (AM) et
" (AS(M)) sont orthogonales.
.Pfsfe Que peut-on dire de I'angle des?

¢) En déduire que M’ = s(M), pour tout point M de E

h?); ste Se tourner vers le théordme 6, page 405.

4) En déduire le liew du point M lorsque M décrit .
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Problemes de construction

80 0n donne un cercle
¢ de centre O, un point [’
extérieur & € ¢t un point
Q intéricur i €.
Construire  un
OAR isoctle rectangle de

triangle

sommet 0, de sens direct,

avec A et B sur € et
(AP) paralleled (BQ).

@?.sf ¢ Soit P* l'image de P par le quart de tour direct de
centre 0. Exploiter, aprés I'avoir démontrée, la propriété :

(PAYH(BQ) < (BP") L(BQ), OAB étant un triangle
solution.

Dans les exercices 81 a 83, on considere deux droites paral-
léles distinctes 9 et 9" et un point A en dehors de G et G’.
Il s’agit de construire un triangle équilatéral ABC de sens
direct, le sommet B appartenant & % et vérifiant de plus la

propriété indiquée.
81 LesommetC appartienta %’

82 Le milieu de [AC] appartienta &’

83 Le centre du cercle circonserit au triangle ABC appartient
R

Sons la houlette...

La houlette de berger couve en silence une beauté fascinante et une étonnante complexité : infiniment semblable & elle-

infiniment riche de versions réduites de sa propre image.

SiI'on désigne, de gauche 2 droite, par a, b et ¢ les zones repérées par les petites fleches dans les photos ci-dessous,
le moment d’ouvrir les yeux —: b est un agrandissement de a, ¢ est un agrandissement de b et... a un agrandissement de c !

420

84 On considere un are
de cercle I" de centre O et
d’extrémilés A et B,
Construire un carré PORS,
avec

Pe[04],Se [0B],
QO et R appartiennent a I".

On donne deux droites
paralleles % et %’ un
point O (dans la disposi-
tion de la figure ci-contre)
el une équerre d’angles
90°, 60° et 30°.

Construire M sur % et N
sur %’ de fagon que I'on
puisse disposer I'équerre
comme indiquée dans les
figures a) et b),

-?E.Ste Etudier le trian-
gle OMN cherché - il
est de ceux a qui « on

@85 Le probleme de équerre

a)

0

M

sait » rattacher une similitude directe Jamiliére.
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rriangles semblables

——

—

——

pen triangles ABC et A’B’ "
pisfe une similitude o telle gye »

o) =4, 6(B) = B’ 4 610y . o
i O ot dircf"rc, les triangles sop directemeny g
qnon ils sont indirectement semblables)

s exercices 86 @ 90 étudieny quelques caractérisationg g
riangles semblables et propogen, quelques applicafiops es
86 Caracteérisation dans Je Plan complexe

onnote a, b, c,
B RE"

Sont semblapjes lorsqu’iy

emblables,

a’, b et ¢ les affixes deg points A, B, C, 4

1) Rappeler Iécriture complexe de I'up;

que similitude dire
ransformant A en A” etBen B’ cte

Piste Pourquoi « rappeler » ? Voir cours, page 44,

2 En déduire que ABC et 4’B* (" sont di

_ Tectement sembla-
bles s1, et seulement si -

r *

i
¢c—a  b-gq .

3)Soit 4B, C, I'image du triangle A"B’C”’ par la réflexion
d'axe (Ox) (axe réel).

Montrer que les propriéés suivantes sont €quivalentes :
*ABCet A'B’C’ sont indirectement semblables :
*ABCet 4,8,C, sont directement semblables ;

¢ -a’ c—a
i [ 2):
b -a’ [b—a) @

87 Caractérisations géométriques

Prouver que chacune des propriétés suivantes caractérise le fait
que les triangles ABC et A7B/C" sont semblables:

m AC _AC o FAe = BAC “(égalité dangles
A'B° ~ 4B _ |
tfométriques).
wy 4C° _ 4B _BC’
A£G AR BC ~

(IIT) Les angles géométriques ‘aux sommets A, B et ‘C d’u
iangle ABC sont respectivement égaux aux angles’gfome-
riques aux sommets A”, B” et C” du triangle A°B"C".

Pliste Lexercice 86 pour (1); le reste avec la re..fr.t!fml
d"Al-Kashi.

La nature est pien fﬂ‘?te :

Il est quand méme rassurant que la notion -IQF.-'ET‘:“_SI.“
semblables adoptée des la classe de Seconde fpr"l’”"_[." _ﬂ"}.
deTexercice %7) vienne coincider avec celle introduite dans
e début de cette rubrique !

@88 Trajet e lumiére

Soit ABC triangle  acu-
tangle (« dont toys Jes angles 4
sont aigus »), y Iorthocentre

du triangle ¢ P, QetR les
pieds des hauteurs,

1) Montrer que les triangles
PBR, PQC e AQR sont
semblables au triangle ABC. B

H

P C
Piste Utiliser la caractérisation (1) de I'exercice 87,

2) En déduire que Ie trajet P~Q—R—P est un trajet de

lumigre, & savoir « les angles géométriques de méme couleur
sont égaux »,

3) Retour 2 la question 1). Les triangles sont-ils directement
semblables ou indirectement semblables ?

€89 On considére un triangle
ABC et un point donné D.
On construit alors les triangles
ADE et DBF directement
semblables au triangle ABC.

Montrer que CEDF est un
parallélogramme.

@0 Un probleme de
construction

A

* Données initiales (en blen)
Un triangle POR, un cercle I” et un point A de I.

* Le probleme de construction _

Construire un triangle ABC directement semblable au triangle
PQR, avec Bet C appartenant a I

s Les constructions intermédiaires (en noir ou vert)

—le triangle AQ, R est le translaté du triangle PQR par la
translation 157 ;

— %6 est le cercle circonscrit au triangle AQ,R, qui recoupe
Ienl;

- (Qy1) recoupe I en Bet (R,/) recoupe I en C.

» La consigne

Montrer que le triangle ABC (en rouge) est solution du
probléme de conslruction.‘ S

0

it S
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Theme d’étude les anfidéplacements

91 Transformation * = /0%

=

[ETE-

i
Soit @ unréelctAle point d*atfixe ¢
Montrer que la réflexion d'axe (0A4) a pour écriture

complexc:

7?--‘?.( te Se munir de la proposition 3, page 401.

92 Les antidéplacements |
Déduire de I'exercice précédent et de I'écriture complexe des
antidéplacements que tout antidéplacement du plan est la
composée d'une réflexion et d’une translation (éventuellement
de vecteur nul).

93 La symétrie glissée
Etant donné une droite 2 et un vecteur directeur u de & (i est
donc non nul), on appelle symétrie glissée d’axe & et de vecteur
it la transformation :

0 =1{;08g.

1) Montrer que ¢ est un antidéplacement et que :
O = Sgol;.
2) Soit M un point d'image M’ par ©.
Montrer que le milieu 7 de [MM’] appartient 2 & et que M
appartient & & si, et seulement si, MM’ = i.

J) La transformation o a-t-elle des points fixes ?

4) Prouverque 6o ¢ = by

Note : la «configuration des deux rectangles » (avec un
point M, son image M’ = o(M), l'image de M’ :
M" = o(M’) et quelques intermédiaires) permet de rassem-
bler I’essentiel de ces propriétés.

M, M=o (M)
N =
i i
My . MU=oM)

Exemple : dans 1a frise ci-dessous, deux motifs successifs se

correspondent par une symétrie glissée,

dYanandt

422

294 TForme réduite d’un antidéplacement

Soit D une droite, ¥ un vecteur et ¢ antidéplacement -
0 =1;05p.

Le plan est muni d'un

repere orthonormal direct

(0, e}, e) tel que D

soit la droite 2(0, €)).

On désigne par :

s a+if Iaffixe de v B

(e, B réels) ; K@3)

*K le point d’affixe

() ”

* A la paralléle a D passant par K.

1) Montrer que I'écriture complexe de ¢ est z — z” avec:

z'-fg = [z~——f§ﬁ]+a.

2) Prouver que I'écriture complexe de laréflexion d’axe 4, 5,

est: 2>z avecz’—fa =z—i
3) Onpose i = o€ . Montrer que :
a)si @ = 0, o estlaréflexion d’axe A ;

b)si &+ 0, o estlasymétrie glissée d’axe A et de vecteur ii.

Classi ﬁm tion

Nous sommes maintenant en mesure de classer les isomé-
tries du plan, et; comme 'indique le tablean suivant, deux
critéres suffisent: )

« effet sur les angles orientés (déplacement ou antidépla-
cement) ; ™

* existence ou non de points fixes.

'AVEC SANS
point fixe point fixe .
déplacement . rotation translation |
antidéplacement réflexion” symétrie glissée }

Dans les exercices 95 a 97, vérifier que la transformation O
définie par son écriture complexe est un antidéplacement et
préciser s’il s’agit d’une réflexion (on donnera alors deux
points distincts de 'axe) ou d'une symétrie glissée (on
‘donnera un point de Uaxe et 'un de ses vecteurs directeurs).

95 a2 =iz+2i b=z =iz+i-1.
96 2)z' = -z43i; b)z* = iz+5(1-1)-
97 2 = 242w, ob we C. (Discuter suivant les

valeurs de )

.

™~ lliem

—_— e~
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A r‘l _Cfl'_(_) S = dabibulehadio Ei_s emssmice, m_

—

98 « Eadem mutato resurgo »... version macro

) Placer quatre points A, B,
cet D qui  soient les
ommets d'un - carré, puis
gacer @ Taide de Cabri-
cfometre le polygone ABCD, 0
placer le centre O du carré
ABCD et un point 4, sur

e coté [AB] de ce A
‘——-\—____‘______—
p@]_\'gune. A

Dh_-_'__‘—'———-—.____-____

B

2) On considere la similitude § de centre O qui envoie A sur
dis
A

Utiliser la deuxieme macro définie page 411 afin de déterminer
limage D, de D.

Cette macro permet-elle d’ob-

ienir directement I'image D &

B, de B par § et I'image D,
C,deCparS§?

c

Construire B, et C, en

choisissant  correctement

des points initiaux, puis
l'image B, de B, par$.

3)Créer la macro permettant de passer la configuration
«polygone ABCD et point 4, » a la configuration « polygone
B,C;D,A, etpoint B, ».

1) Utiliser plusieurs fois cette macro pour obtenir le dessin ci-
dessous. !

*) Déplacer e point A, surle pdiygonc_el interpréter les diff¢-

fente
“hles figures oblenues.

6 . , oy e
'Reprendre cet exercice avee, comme figure de départ, un

Iri; NP R
dngle équilatéral, un pentagone régulier...

99 Deux macros pour la symétrie

glissée
A) Soit 6 la symétrie lissée de

veeteur i7 et daxe 9.

On propose de créer Ia macro correspondante.

1) Construire I'image M* de Mpari-0 S,
& ] 2 B

Sduire
2) En déduire la macro correspondant & o et la valider.

B) Réalisation d’une frise

M

veetn

M, M
1) Créer un polygone P, .

2) Déterminer les images de ses sommets par la symétrie alissée
& en utilisant la macro de la partie A.

3) Tracer le polygone P, et créer la macro permettant d”obtenir
le polygone P,  partir du polygone .

polygone P,

,_,_.-1

vect

-~
-

s

polygone P,

L

4) Utiliser cette macro pour réaliser la frise ci-dessous.

FLOLCL

C) Soit o lasymétrie glissée qui envoie (A4, B) sur (4", B").

1) Tracer  deux
segments [AB] et
[A’B"] de méme
longueur,

2) Déterminer  le
vecteur i et l'axe .-
Pde 0.

vecl 1l B

3) En utilisant la
macro précédemment créée, déterminer Iimage d"un point M.

4) Créer la macro correspondante.
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Des suites géométriques

Soit § la similitude directe de centre £2, de rapport £,
dangle 6. La suite de points du plan (A4,), définie
par la donnée de A, et la relation de récurrence
A, = S(A,) est susce.ptib]e de conduire 4 1’étude
de quelques suites géométriques :

«les suites des longueurs (£24,) et (4,4,,)
(toutes deux de raison k) ;

« |a suite complexe (Z")" ,avec Z, = z,— @,0ll z,
est Iaffixe de A, et @ celle de £2 (suite géométrique

de raison le nombre complexe a = kei® etc.).

<100  D'aprés BAC S. Amérique du Sud, novembre 2000 (extrait).

Soit § la transformation d’écriture complexe :
= (1+0)z-1I.

1) Montrer que § est une similitude directe dont on précisera les
éléments caractéristiques (on note £2 le centre de §).

2) Montrer que, pour tout nombre z,ona z' —z = i(z—1).
En déduire, que pour tout point M distinct de Q2 etd’image M’
par S, le triangle QMM est rectangle isocgle en M.

O-w Ayant bien suivi le cours, nous savons cela depuis long-
temps...

3) On définit dans le plan une suite (A),) de points en posant :
My=0, My = S(My), ... et M, = S(M,_,), pour
ne N*.

Onpose d, = QM, .

Démontrer que la suite (d,) est une suite géométrique.
Converge-t-elle ?

«101 La spirale (une autre)
Soit § la similitude directe de centre O, de rappoi't ? et
n
d'angle = .
angle =
On définit Ja suite de points (4,), _ , par:

* Ay estle point d'affixe 6 ; v ga
*A,,y = S(4,) pour'tout n = 0.5

1) Exprimer en fonction de n I'affixe z,,, de A, et préciser pour
quelles valeurs de n, A, est un point de I'axe réel.

. l 3
2)a)Montrerque 4,4, , | = 504, eten déduire A,A

n+1

b2

en fonction de n,

b) Exprimer en fonction de n la longueur £,,, de la ligne poly-
’ ,l I
gonale formée des segments [ApA1),14,4,] ... |4 4,1
; & - H
et étudier le comportement 4 Iinfini de la sujte (L,) a*
H=

424

g e i Bac

Deux points et leurs images

Etant donné des points A, B, A" et B’ telsque A # B
et A’# B’ le théoréme 5, page 404, permet ’intro-
duire la similitude directe S qui transforme A en 4’ et
B en B’ (similitude directe qui est un déplacement
(rotation ou translation) lorsque 4°B* = AB).

La recherche de la forme réduite de S (ou, ce qui revient
au méme, la recherche de son centre, de son angle et de
son rapport) est susceptible d’alimenter quelques
sujets.

102 D'aprés BAC S, Polynésie, septembre 2000 (extrait),

Dans la figure ci-contre ( B F
ABCD est un rectangle de
sens direct, AEFB et ADGH
sont des carrés de sens p E
direct. On note O le milieu
de [EH].

1) a) Exprimer AO en fonc-
tionde AE et AH,et BD
en fonctionde AB et AD. © H

b) Calculer le produit scalaire AO - BD et en déduire que la
médiane issue de A dans le triangle AEH est une hauteur du
triangle ABD.

O Un résultat plus général a été obtenu dans ce chapitre,
probleme 1, page 406, ainsi que dans le chapitre 6, page 189.
2)Onpose AB = 1'et AD = k (k> 0) et 'on désigne par
S la similitude directe qui transforme A en Bet D en A.

a) Déterminer |’ aﬁg:'[ef_gi: e rapport de S.

b) Déterminer l’i}n'age de la-droite (BD), puis I'image de la

.. droite (40) par cette similitide .
~ ¢) En déduire que le point d‘inlersegti,uﬁ Q des droites (BD)
et (AQO) est le centre de la similitude S.

O-vr Accéder directement au résultat suivant n'est pas
difficile : « le pied H de la hauteur issue de A sur [BD] dans
le triangle ABD est le centre de S ».

Considérons pour cela la similitude S, de centre H qui trans-

JormeDenA: comme (HD, HA) = g S, estd'angle 3

Alors, en notant Ay = 8§(4), on a (HA,)J-(”‘“
(pourquoi ?) et (AA 1) L (DA) (encore pourquoi ) ¢t done
Ay =8B,
Par suite S| = S (unicité de la similitude qui améne D sur A
et A sur B),
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103 Le quadrilatére complet

goit A- B. C et D quatre points

jistinets tels que. d'une part, E
s U droites (AB) et (CD)
sont sécantes en un point noté
£ e, d’autre part, les droites
[4C ) et (BD) sont sécantes
enun point noté F.

Remarque : la configuration

obtenue est baptisée « quadri- B - S
latére complet »,

On désigne par § la similitude directe qui transforme A en B et
cenD,etpar S” la similitude directe qui transforme A en Cet
Ben D.

1) Montrer que ni S, ni S” ne sont des translations.
Dans toute la suite, on choisit pour origine O du plan complexe
le centre de S.

2) Montrer alors que les affixes a, b, c et d des points A, B, Cet
D vérifient la relation ad = bc.

3) En déduire que la similitude de centre O qui transforme A en
C transforme B en D, puis que O est aussi le centre de S

) Montrer que les cercles circonscrits aux triangles EAC, EBD,
FAB et FCD passent par O.

73£.sfe C'est le moment d’aller rechercher le corollaire du
théoreme 6, page 405 (ci-apres, la figure dans son ensemble).

plet Jéfinit « naturelle-
résultat ci-

des années

Note : comme un quadrilatere com
"ent» quatre triangles (EAC, EBD, FABet FCD), le
’f;ﬁaus ~ fleuron géométrique de quelques lyccens
-3 5 CI]()I]LC dl[]hl .
q:& .tcf“"'s circonscrits aux quatre {riangles d’un
adrilatere complet ont un point commun. »

@04 Composée de similitudes

A) Le résultat de hase
Soit 5, une similitude directe de rapport ky (k,>0),d'angle
6,, et s, une similitude directe de rappcrl ky (kpy>0).
d’angle 6, .
Montrer que I'écriture complexe de la composée 5, 0 5 estde
la forme :

z = klkze”el*el’ -z+b,

ol b appartient a C.

B) Parallélogramme
Etant donné un triangle ABC, on construit les triangles AEB,
ACF et CDB équilatéraux de sens direct.

; . T i

Soit rlarotation de centre A, d’angle 3 +’ larotation de centre
1 n r

C, d’angle —g,etrla composée t = ¥ OF.

1) A I'aide du résultat de la partie A), montrer que ! est une
translation.

2) En déduire que AEDF estun parallélogramme.
{Di.st.z Action de ¥’ o r sur... {avous de trouver).

C) Concours

Le triangle ABC est donné
avec, pour milieux des
cotés, les points [, J et K,
et les triangles BPC, COA
et ARB sont rectangles
isoctles de sens direct en
P,QetR.

1) Préciser I'angle et le
rapport de la similitude
5, de centre C transfor- -
mant Q en A, et de la <

similitude 5, de centre B lrans[ormam AenR.

2) A Taide du résuhat de base (partic A)), montrer que

$S,08, = I o
(+3)

3) Montrer que la droile (BQ) et orthogonale d la
droite (PR).

4) Géncraliser ce dernier résultal pour prouver (que (AP).
(BQ) et (CR) sontconcour: antes.

13. Similitudes 425
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~105 Un triangle équilatéral

- ) *Aquitaine, 19495,
D aprés Simdlicdis. groupe de Geométrie, IREM d"Aquitair g
apris 3.

2 basc
A) Un résultat de s s
I,]l]lllqcl IC‘\ éc‘]llllﬂ.‘\ L'nn]p]{‘xcﬁ |1Hl||" montrer qUL i:] (.0[‘“])03(.,1..
! \ d'unc translation f et d'une similitude directe s de rapport
oS arly S : 7
et d'anele @ estune similitude directe de méme rapport k et
et d'ang 3

de méme angle 6.

jon préliminaire
;tijﬁ;lg‘q(“ltr:llrinnglc ¢quilatéral de sens direct et de centre O.
Déterminer I'angle et le rapport de chacune des similitudes
directes suivantes :
» 5, cst de centre A et transforme O en C ;
* 5, est de centre A et transforme B en O.
C) L'étude de figure
On considére un triangle équilatéral ABC de sens direct, A une
droite passant par A et parallele & (BC) et M un point de (BO)
distinctde Bet C:
* la parallele en Ma (AB) rencontre A en Pet (4C) en E ;
*laparallele en M a (4 C) rencontre A en Q et (AB) en D,

0 A P A

B M C

1) Montrer que AEP et AQD sont des trian gles équilatéraux de
sens direct et que }35 = CB.

2) Soit I, J et X les centres des triangles équilatéraux ABC, AEP

etAQD. On désigne par sy la similitude directe de centre A, de

rapport +/3 et d’angle E »par s la similitude directe de centié - <

A, de rapport _,é_ﬁ et d’angle g
Sy0tzgo0s,.

A T"aide du résultat de base,
d'angle g ; .
3) Montrer que JU) = Iet J|’I'(J} ¥_ K

En déduire que 1e triangle IJK est équilatéral de sens direct,

» et par f la composée

montrer que f est une rotation

426

<06 Trois cercles avec un point commun

Dans ce probleme, on utilise le résultat obtenu dans

la Premitre
partie du probléeme 104,

Trois cercles €, de centre O, . de rayon Ry, €y de centre
0, de rayon R, , et Gy de centre 04, de rayon Ry ont yy
point / en commun et se recoupent mutuellement en A, B ¢ @

(voir figure ci-dessous).

Soit P un pointde 6, ; la droite (PB) recoupe €y enQetly

droite (PC) recoupe €, enR.
(On suppose que, comme dans Ja figure ci-dessous, les points P,

Q et R sont distincts des points d’intersection des cercles [, 4, p

etC)

Le but du probléme est de montrer que la droite (QR) passe
par A.

On désigne par:

* 5 la similitude directe de centre I transformant O; en 0O,;

** 5" lasimilitude directe de centre  transformant O, en O, ;

* o lasimilitude directe dé centre 7 transformant 05 en 0O,.

1) Préciser avec les données de 1a f

gure I'angle et le rapport de
chacune de ces similitudes,

En déduire que s’ 0 5 = o,
2) Quelle est I'image de R par s O s ?

3) A l'aide du théoreme 6, page 405, montrer que (OR) passe
par 4.
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OBJECTIFS |
» Approfondir  I’étude  des
surfaces.
» Découvrir quelques propriétés
des fonctions de deux variables a
Paide de leurs représentations

graphiques par des surfaces.

« L art est une dé

est la preuve. »

monstration dont la nature:

George Sand
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S

j /‘A : v —1471 emlére
//4%\»42/;&/ ¥ r

1. OBJECTIES

ions des cylindres et cdnes de révolution ont é1¢ introduites en classe de Premicre

o Les équa : gt i
! s simples) : réveiller quelques souvenirs sur cc sujet est le premier objectif.

(dans les ca
nent en vue dans ce chapitre les sections planes de surfaces, le terrain

o Avant fondamentaler ; v i 5 :
qcn‘d"tumnl mieux préparé que sera dégrossi le travail d"éude & accomplir sur les courbes
;1in<i obtenues (travail basé pour I'essentiel sur le changement de repére) : voila le second

objectif.

2. CYLINDRES ET CONES amm

e Rappelons quelques notions de base.

« Cone :
Sommet O, axe (Oz) et base : le cercle I'du plan
z = a,derayon R de centre appartenanta (Oz).

+ Cylindre :
Axe (Oz) et base : le cercle 6 de
centre O, de rayon R du plan (Oxy).

)
1
b//
§ 0l v
4 ,J'R =7
%\ .
L/ !
Fig. 1 Fig, 2

® La séquence 1 revient sur les équations du cylindre et du cone et sur quelques sections planes.

We1

@ Le cylindre o O ':: ’ :
Rappel : « M appartient au cylindre (S) ci-dessus »

—__Cylindre et cone

L S

{2 .Lg cone

s'igniﬁe  le projeté orthogonal de M sur (Oxy) appar-
tient au cercle €. Y

1) Donner I'équation de ().

2) Quelle est la section de () ‘parle pl'zu'} d'équatioﬂ ;
z2=u (aeR)?

3) Préciser la section de (S) par les plans :

Ax=2Ry Mx=R: gx=R,
’)‘
dy=R: @y=-3R; py=£%

428

Rappel : « M appartient au céne C ci-dessus » signifie :
M = 0, sinon (OM) est sécante avec I

1) Soit:M(x, Y, z) n’appartenant pas i (Oxy).
Montrer que z # 0 et que (OM) perceleplanz = a

. %
au point m(a -, a 'B, a) ;

2) En déduire que I'équation de C est :

2.9 Qe o pBeoy LM :
as(x*+y?) = R2:22 etqulelle peut s'éerire :

by Mil; Sy SN 2
! =X +yveavec r>0.

-
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;, LANOTION D’HYPERBOLE

 frant donné un plan 2, une hyperbole (#/) dy

, plan & est une co o irifiy
| propriéfé cufvante’ urbe de ce plan vérifiant
110

jexiste un repere (O, 1, V) de P et un réel a non nul tels que I'équation de (H) dans ce

o coit Xy = a (ou, sil & ; .
epere SO ( on préfere, (/) est la courbe représentative dans le repére

0. 7. ) de la fonction numérique x > £ ).
X

,Sila 'W"E”C.e 2 Propose un premier exemple non trivial, on retiendra surtout la méthode
gise €N EUVIE & « méthode du changement de repere ».

¢équence 2

—— Un premier exemple

Soit C la courbe représentative de la fonction

1
x> x4 . dans un repere orthonormal (0, 7, 7).

b) Soit (X, Y) les coordonnées de M dans le repére
(0,7, 7) et (x,y) les coordonnées de M dans le
repere (O, T,7).

Montrerque x = X ety = X+ 7.

1) Etudier f (variations, limites) et tracer la courbe C
ainsi que ses asymptotes.

2)Onpose z = T+jetv = 7. ¥ = 1
a) Montrer que (O, %, V) est un repere.

Voici maintenant un exemple plus en rapport avec
n0s préoccupations futures, exemple ol « rien ne nous
sera épargné » (mais nous n’y pouvons rien) : le couple
dz coordonnées utilisé sera le patibulaire (y,z) (au
liew du sympathique (x, y) ), le repére du plan P sera
(T80 "
Considérons le cone d*€quation g% = x* + y2 dans
un repere orthonormal (O, 7,7, k) (Fig. 3) et 9’ le
plan d’équation x = 1. ' C
L'étude de la section du cone par le plan 2 est 'objet *
dz la séquence 3. '

5 W O =

i 1) Montrer que (Z, 7, k) est un repere du plan QPoh I
est le point de coordonnées (1,0,0}).

‘Fig.3 ..

P repere (1, 2, €3) -
2) Monizor que I'intersection du cone et du plan & est

la courbe (Ff) de P d'équation x* —y2 = 1 dansle
f repere (1,7, k).

Ne 5) Montrer que z? -y = |
2, E
3}0npose e = "/25'(]+Z') 1 Gy = .5_-(_}4.;\).

_— = : G hyperbole.
Prouver que (7, e, ez) est un repere OnhOI)Uﬂlhll de P. yp

X , 14. Sections planes de surfaces
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si,

Piste Partirde OM = Xii+ YV = ...

¢) Montrer que y = x+l si, et seulement si,
X

d) En déduire que C est une hyperbole.

4) Soit M un point de P, (¥, z) ses coordonnées dans
le repere (1,7, k) et (Y, Z) ses coordonnées dans le

Exprimer y et z en fonction de Y et de Z.
Piste Partir de IM=Ye,+Z¢, = ...

et seulement si,

YZ = ,l, et en déduire que la courbe (F) est une

429
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COUTS

1. Généralités sur les surfaces

Dans tout ce chapitre, ’espace & est muni d’un repére orthonormal (O, ol ?{) et, selon
I’'usage, nous désignerons par (Ox), (Oy), (Oz) les axes de coordonnées et par (Oyz),
| (Ozx), (Oxy) les plans de coordonnées (d’équations respectives: x = 0, = () et
z=0)

1.1 EQUATION D’UNE SURFACE o =

Exemples | ¢LasphéreS de centre O et de rayon R se définit comme I’ensemble des points M de € tels

que OM = R ouencore OM?2 = R2,

" L’expression analytique de la distance dans & autorise a écrire :
M(x, y, z) appartient a § si, et seulement si, x2 + y2 +z2 = R2,
Ainsi, nous dirons que § a pour équation :
x2+y2 472 = R2,
* Considérons le cylindre de révolution C de la figure 4.
Un point M(x,y,z) appartient 3 C si, et seulement si,
x?+y? = 1,z étant quelconque.
L’équation du cylindre C est donc :
x2+y2 =1,

Attention : ne pas faire de confusion avec I’équation du cercle I” qui
est la conjonction de deux relations : x2+y2 = 1 et z = 0 (car
Iest contenu dans le plan (xOy)).

Surface | Lorsque f est une fonction de deux variables x et Y, v
résolue en z | telle que: ' _
[1y) = 2x4p.f: (my) > x24y?, -
f: (x,y) = xyp, etc., nous pouvons associer 4 f une
surface S définie de la maniére suivante :":f?‘"g"fraq:jgpofnr M(x,y,2)
m de coordonnées (x, y, 0), on fait corréspondre le point 0
M(x, y, z) oitza pourvaleur z = f(x,y) (Fig.5). y
La surface S ainsi obtenue a donc pour équation: . m(x,y,0)
b o - B R )t G Fig. 5

R ol A L

z=f (x,lﬁ')

1.2 SU_REA_(:E___[i'E REVOLUTION | —

! Soit - T" une 'cdu_fbe c'pnlcnuc dans ‘'le plziﬁ-
| @), - s -
“* Intuitivement, si‘I'on fait tourner le plan

| (Oyz) autour de (Oz), la courbe I'engendre ...

| une surface S de €. (e

* Mathématiquement, la surface de révolution
1 P, " L '

| d'axe (Oz) engendrée par Fest 'ensemble §
~ des points de tous les cercles C,,+ m décrivant

I (voir figure 6).

430
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2. Sections planes de surfaces

2.1. GENERALITES

,- ,_e.;:’rﬂ'r.s

Conformé
ment au y
programme, nous ne considérerons dans ce chapitre que des sections planes

d’une su
rface par des plans paralléles aux plans de coordonnées.

Considé

! si eron's, par exemple, une surface (S) dont I’équation est de la forme z = f(x, ).
S\01t k un réel donné et P le plan paral-
leh? au plan (Oxy) d’équation z = k
(Fig. 7).

Lorsqu’elle est non vide, la section de

z=k
(S) par le plan P est la courbe C,
d’équation (V) :
C, feey) =k
2=k
X wgl

Fig. 7
Si I'on projette orthogonalement la
courbe C;, sur le plan (Oxy),on obtient une courbe £, « identique» 2 Cy telle que :
les points de (S) associés aux points m(x, y, 0) de &, c'est-a-dire les points M(x, y, z)
avec z = f(x,y), sont les points de (S) de méme cote k.

Voila pourquoi ;. est appelée une courbe de niveau® de f.

2,_2_,CA_S_D_’.U_NﬂCXLI_N._DJ&E_DE_KEY_QLLLT_LQN_ B

Soit Cle cylindfc de révolution d’axe (Oz) etdebase le
cercle du plam (Oxy) de centre 0. de rayon R (Fig. 8) :
—1"équation dﬁtcyl_iqd(e est:s)

' Lorxtayl=RY;
_la section de C par un p!an paralléle a (Oxy) estle
cercle de ce plan, centré sur (0z) _elt gif_; rayon R.
(a réel) xencon-

Les plans d’équations X =.4d _et' y=a
. trent le cylindre selon . g et
_ une génératrice, Jorsque la| = R

_ deux génératrices, lorsque |al <R. o
" (Lorsque lal >R les plans ne E‘enlclontrf:g};l pas le
cylindre.) '

Tout cela est parfaitem

ent évident.

jation d'une surface.

g 2
=k, quiestencore I'équ
; i exercice T, page 444,

—
1y Etnon f(x,Y i
o ¢ e vient de 1 lumgrupluc (voir

() La terminologi

14. Sections planes de surfaces 431
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3. Cones de révolution .
3.1 CONES DE REVOLUTION D’AXE (Oz) ET DE SOMMET O

Proposition 1 Les cones de révolution de sommet O et d’axe (Oz) sont les surfaces d’équation
| r2z2 = x2+y2, ourestunréel (r>0).

««+ Démonstration

D’aprés I'exercice 2, page 428, un cone de révolution de sommet O et d'axe (0z) admet une
\ équation de la forme 222 = x2 + y2 avec r>0.
| Réciproquement, la surface d’équation r2z2 = x2+y2 est le cone de sommet 0, d’axe
: (Oz) et de base circulaire le cercle I" du plan z = 1, de rayon r, centré sur (Oz) au point
|

K(0,0,1). 8
Compléments | e Autreinterprétation () du réel r (r > 0) z4

Les points 4(0, r, 1) et A"(0,—r, 1) sont des points de I i

diamétralement opposés. P e a A

L’angle géométrique 4 O0A’, qui, par définition, est I’angle au

sommet du céne (Fig. 9), est tel que 104" = 20t avec :
a= AOK = AOK,

et'onar = tana.

o Génératrice

Toute droite passant par O et rencontrant I"est une génératrice
du cone et :

— toute génératrice fait partie du cone ;

| —le cone est la surface formée par toutes les génératrices.
Fig.9 .~

-_.j__:' 5 L |
3.2 SECTION PAR UN PLAN PARALLELE A (Oxy) "

|
Proposition 2 Le plan ? d’ equanon z=a (a;& 0) sectionne le céne C d’équation-
riz2 = x2 + y2(r> O) selon e cercle % du plan 2 de centre £2(0, 0, a) et de

rayonR = rxlal | ‘« ; . |

" wes -Démonstratlon o _ 5 |
:Les"équivalcnces qui suivent assurent du résultat : &

M(x, y,z]e Cﬁ @ﬁ{

QM? = R2ou R = rx|a|

(1) Une autre interprétation de r est proposée i I'exercice 15 (page 445) et, par ailleurs, I'usage de I"expression
« cone de révolution » sera expliqué i I'exercice 16 (page 445).

432 ;
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3.3 SECTION.PAR UN PLAN PARALLELE A (Oy2) OU (Ozx)

THEOREME T

Ftude

préliminaire

—

. des asymptotes de I'hyperbole # aux droites 9, et D,

| Cronrs

Soit Cle cone d'équation 1222 = x2 4 42
, "2 = x°+v°, Pleplan d’équation x = #0 ‘
Ala, 0,0)et #a section de C par le plan 7, ’ e

Les €quivalences suivantes étant immédiates -

:'lff.r.'l'. Z) (=3 W"ﬁ.r =qa et f‘:zz .
S AM = yT+ 2k avec r2z2—y2 = g2,
1l vient que I'équation de # dans le tepere (A, 7. k) de Pest :
- riz2_y? = g2,
Posons &) = r7+% « &= —rj+ I
Il est clair que (A. 2}, 25) estun repéere du plan 2 ¢t que, si un point M de 7 a pour coordon-
nces (y. z) dans le repere (A. 7. k) et (Y. Z) dans le repere (4. @), @3).ona:
AM = Y&, 4+ 28, = Yrj+ R) + Z(=rf+ k) = (Y= 2)]+ (Y + 2)E.
AM séerit ¥ 7+ =k . et ce de maniére unique, on a :
y=r¥Y-Z) e z=Y+2Z.
Par suite, la relation 7227 =y = a* est équivalente a
rAY+Z) =r3(Y-2)' = a® ouencore 4r’YZ = a’.
Ainsi. la courbe ¥ a pour équation dans le repere (A, @, @3) du plan P:
2
" a
4r-
11 s"agit d'une hyperbole du plan 7. d"asymptotes les droites (A, ) et Z(A4, &3).
En conclusion. et en en disant un peu plus long :

" Soit C le cone d'équation r2z2 = X247

o La section du cone par le plan (yOz) est la réunion des droites D, et D,
d'équ_::'tions_ respectives dans le repere {O. T. %) -
P D,:rz=y =03 Dy:rz+y=0.

. L'i se'-ctidn'du cone parle plan x = a (a#0) “est une hyperbole 7 de sommet
A(a, 0,0) etd’asymplotes paralieles 2 D et D,.

Remarques : s i
«Le premier point est évident, et si l'on note "que
D, =-2(0, &) e D, = %(0,&), le parallélisme

pe M'est pas moins.

« L"étude de la section du céne par un plan parallele a
(0O=x) conduirait 2 des résultats malogues : el_Je est
abandonnée A 'entrainement du lecteur (voir exercice 18,
page +3). _ A

« A ritre d"exemple, 1afigure 10 propose la section du cone
4-2 = y2+x? parleplanx = 1.

Fig. 10
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(Z’anlr‘s
4. Surface d’équation z = x* + y?

4.1 VISUALISATION DE LA SURFACE

Fig. 11 a Fig. 11 b

La figrre 1aestextraite du Traité de Géomérrie ' Eugene Rouche et de Charles de Comberousse, Paris, Gauthier
Villars, 1871.

4.2 UN PARABOLOIDE DE REVOLUTION

Proposition 3 La surface (S) d’équation z = x2 + y? est Ia surface de révolution engendrée
par rotation autour de I'axe (Oz) de la demi-parabole contenue dans le plan
(y0z),d'équation z = y2,avec y = 0.

«+« Démonstration o

e SO
L

Soit m(0, y, z) un point fixé ‘du plan ( YOZ);A "
le point 4(0, 0, 2), 2, le plan parallele 2 (xOy)
«de cote z » et C le cercle de centre A passant par
m, contenu dans P, (Fig.12). :

Un point M(X, Y, Z) appartient 2 C'si, et seule-

mentsi: .. oyt
Z=z" " . a1l =z : o il
T B ) | e M ~
AM? = Am? .. [ X24Y2 = 2 _ y
_Ill‘sfer_isuitque, lorsque m(0, y, z) appartient a la e Fio. 12
demi-parabole du plan (yOz) d'équation e

-z = y%, tout point M(X, Y, Z) du cercle C vérific I'équation Z = X2+ Y2, autrement

. dit: tout point' M du cercle C appartient a Ia surface ($).%

Conséquence | Pour des raisons maintenant évidentes, la surface (S) d'équation z = x2 + p? est appelée
ll paraboloide de révolution d'axe (02).
- (Le lecteur un peu physionomiste aura reconnu le « phare » des exercices 81 du chapitre |
| (page 35) et 7 du chapitre 4 (page 130)).
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3 SECTIONS PLANES

proposition 4 « Plans paralltles au plan (xOy) »

Soit a un réel positif et P, le plan d’équation z = a.

La section de la surface (S) d’équation z = x2+ y2 par le plan 2, est le cercle
de centre A(0, 0, @), de rayon Ja contenu dans i

««« Démonstration

Compte tenu du théoréme précédent, ce résultat ne saurait

nous €tonner ; en voici, cependant, une démonstration
directe (Fig. 13). Ona:

Mix,y, D e 9’an(5)=>{2=a .
z = x2+)2

Comme AM 2 = x2 + y2, ceci équivaut encore a:

z=a
= .
AM? = a
On obtient finalement ;
Me P, et AM = Ja.

-

Fig. 13

Remargue : le plan (xOy) rencontre (S) en un seul
point : ' origine O et, pour <0, le plan d’équation z = a ne rencontre pas (S).

Proposition 5 «Plans paralleles au plan (y0z) »

Soit a un réel positif et TI, le plan d’équation x = a.
La section de la surface () d’équation z = x? + y? par le plan IT,, est la para-
| bole contenue dans T1, d’équation z = y? +a?.

_ . +<i Démonstration - .
;,%Ious avomss - 1l
i ol A eda TR

e o

g -.-----_,E.j e (S) fr=di _[r=a
J{(,;c_,y?z 5 “ CEolpamatayd t\e =ykeud

, ce qui prouve, sansﬁquép_up deffort, le résultat annoncé.
: Rgin;ifques i s S £ e
“« De ‘méime, la section du paraboloide- (S) par lé‘-"blan“'
d’équation’ y = a est la parabole de cé plan d"équrition
‘5= x2+al. : e
eLi figure 14 présente le paraboloide de fév’olmion'évi_dé-.. ;
~ de la partie contenue dans le demi-espace d'équation -~ \
x = a (apparait alors la section par le planx = a).

X )/ E
1

| Fig. 14
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C’;’p Hr.s

5. La surface d’équation z = xy

5.1 VISUALISATION DE LA SURFACE

5.2 _SECTION PAR UN PLAN PARALLELE A (xOy)

Proposition 6

436

l

L~
-

Soit a un réel quelconque et 2, le plan d*équation z = a.

* Lorsque a # 0, la section de la surface d*équation = = xv par le plan P, est
I"hyperhole équilatére contenue dans ce plan, d’équation xy = a.

* Lorsque a = 0, P, est le plan (xOy) qui coupe cetle méme surface selon les
axes de coordonnées (Ox) et (Oy).

+=+ Démonstration !

Voila une démonstration évidente, s'il en est. Aussi nous contenterons-nous de souligner que
les asymptotes des hyperboles obtenues sont orthogonales, d’otl, par définition, le fiom
d’hyperbole équilatére. to!

AR
CRORAA AN
:fﬁ”#’ﬁ:!:'
A

S

)
i
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_,_’-e}nir.s

-

4 SECTION PAR UN PLAN PARALLE| E

2>

(020U (x0z)

SOt (S) 1a surface d’équation z = xy,

* Pour tout réel 1, | .
plan paralléle 2 @ 1 el
| (8) selon la droite D, d'gquation: (¥0z) déquation x = 1. coupe la surface

{x*).:()
z-Ay=0"

* Pour tout réel U, le s :
» 1€ plan paralléle a (xOz) d'équation y = u ¢
S) slon a dvote 4, Qo Lo ST

/ y;ﬂ: 0
T 0

_'j':_aipg_alnienne aD,NA i

2

- *Pour tout point M de (S), il existe uﬁ_hnii]ue couple de réels (A, ) tel que M

«+« Démonstration

A Jeelml oo |
= établit la premiére assertion et un raisonnement
xy z-Ay =0

analogue, la deuxi¢me.
La troisitme n’est pas moins banale: le point M(xg, o, Xo o) de (S) appartient a

Dy A, ou(onn’apas le choix) :
A=x; et U=y,

1 L X
L’équivalence {
Z

1}

L

5_.&_LE.E&ABQL(LI'D_E_H_YLE&B_O_LLQLJ_E

roites de la surface d I'étude.
hyperbolique (le mot « paraboloide » va trouver sa

La figure 17 permet de visualiser Icid
Cette surface est appelée [mralmhfldel )
] ages suivantes).
coitimation dans les deux pages sulvd o e o
i lILuculc ~‘.url'ucit): ¢’obtient comme famille de droites (famille des droites D ou
era que v | ! ' . {e5 D)
- " o .« A, )3 de telles surfaces sont appelées surfaces réglées.
famille des droites Ay /)

14. Sections planes de surfaces 437

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

fu /f&u@eg prﬁﬁfzme.s

1. Exemples d’étude
d’une surface

OBJECTIF "

Nous proposons d’explorer de manitre tout a fait modeste
procédés permettant d’enrichir les connaissances q
avoir d'une surface d’équation donnée :

@ recherche de nouvelles sections planes ;

o recherche de I'équation de cette surface dans un autre re
¢ recherche d'une définition géométrique, etc,

quelques
ue nous pouvons

pere ;

PROBLEME

Soit (23') la surface d’équation

Z = xy dans un repére ortho-
normal (0. 7.7, k).

1) On pose e} = iz-%(n_}- B o

Montrer que (0, €y, €3, €3) est un repére orthonormal de &.

2) Donner I'équation de la surface (PJ€) dans le repire

(0. €. €. ¢3) et étudier ses sections par les plans paralléles aux
plans (0, €7, 23) ou (0O, e, 23).

L Mosuigud sur (2 ) .

@ Solution o 1 i S =

1)(0. ¢, &, e3) repere orthonormal de ¢

=
€,

Il =13 = @ = 105 5 = 5 5= 55 <0, .. i

Il est immédiat de vérifier chacune des €galités: .. 7 0 0% sl
nous assurant ainsi que le repére (O, el
normal de €.

€, €3) est un j'I:C'[‘)'é"rﬁ ortho-

Remarque : i) nous sera commode d'appeler «ancien repére » le repire . ., o - )
- S o L -
(O, 7,7, k) et (bien siir) « nouveau repere » le repére (O, &3, &, 23). "

2) Equation de (£ ) dans Je nouveau repere

Nous procédons en deux étapes ;

« Expression des anciennes coordonnées o’

un point en fonction des
nouvelles

Soit M un pointde %, (x, y, z) ses anciennes coordonnées (coordonnées du

point M dans I'ancien repere (O,7,7,k)) el (X, ¥, Z) ses nouvelles
coordonnées (coordonnées de M dans le nouveau repere (O, €3, &, 7)),

438
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partons de I'égalité OM = Xej + Y& +2&.
Compte tenu de la définition de ], &5 et & , nous obtenons :

e D 2 -
OM = X (7(: +;))+ Y(%(T—j'))+2k,soit:

5

N = N2 a . «2 -
OM = 7(X+ }’)r+§(X_ Y)T+ Zk.

‘POINT INFO
Et, parce que (x, y, z) est_l‘_upique triplet de réels tel que :
OM = xT+y7+zk, Les quadriques
nous en déduisons : La sphere, les cones, cylindres et
J2 .o Vs paraboloides de révolution, le para-
Y= ?(A +¥),y = T(X" Vyetz = Z. boloide hyperbolique et les hyper-

boloides (voir partie 3, page 442 et
probléme 44, page 451) sont des

> . h : exemples de quadriques (il y en a
Un point M appartient & (93¢ ) si, et seulement si, ses anciennes coordon- y i s ues (11 Y "
d’autres : ellipsoide, paraboloide

nées vérifient z = xy.

e Equation de (29¢) dans le nouveau repére

D’aprés ce qui préced o douien di elliptique, etc.).
¢cede, cela équivaut a dire que ses ] .
vérifient : ¥ ’ L que ses riouvelles coordonnées Les quadriques sont les surfaces les

Z= (%(k@ Y))(%(X— Y)),soil:

plus « simples » de I’espace (leur
équation est de la forme :

ax?+a’yr?+a”z2+ bxy+b'yz
X2 Y2 +b"xz+cx+c’y+c’z+d = 0)
A= 2 2 (E). que I’on rencontre un peu partout :
Physique, Mécanique, Architec-

Nous terions 12 I’équation de (P9¢ ) dans le repére (O, &3, &5, e).
AR i _ ture, etc.

o Sections planes -

Les sections de (P3¢ ) -par’ des
plans  paralleles : ~aux . "Splans \\“\:“\\\‘J
(0, e, €3) ou(_Q,_ e5,.€3) sont. - h\\\‘\e,l;.'f,'

-
l'l;"lh

e
il
hf'*l"' il

ol i R t‘s“‘t‘\"
des paraboles (voir éxercice | -ciz .. (XN

dessous). R

OO

‘_\\\\Q"
S S

S

S NN
T e

e

(I
I
il

1 "f"n' I
| ]{h‘!l'l!h

Dans. tﬂ__._{fo_gt;‘e_e‘- .
@ Sectionde (/.4 ) parleplan X = « (a réel)

1) Montrer que la section de (29¢) par le plan
d"équation X = a est une parabole et calculer les @ Section de (227 ) parleplan ¥ = a (a réel)

2) Quel est le lieu. géomélriqué des sommets P
lorsque a décrit R ?

|
. toordonnées de son sommet P,, . | | !
| — Reprendre en les adaptant les questions de Pexercice 1.
— e

14. Sections planes de surfaces 439
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54 el
_f:‘ Aes \fﬁ:'pf' femes

= -

il

2. Fonctions de x et y
et surfaces

OBJECTIF

Mettre en évidence, dans des cas simples, quelques propriétés d’une
fonction de deux variables x et y :

» en représentant graphiquement cette fonction par une surface ;

* en étudiant les coupes de cette surface par des plans.

PROBLEME

Le probleme des rouleaux (M

Quel est le volume maximum d’un rouleau
cylindrique (Fig. 19) dont le diamétre de base x P
et la hauteur y sont tels que :

2x+y=<a,
ou a est un réel strictement positif donné ?

‘e

Remargue : il nous parait opportun, ici, de
marquer au fur et & mesure les différentes
étapes qui vont guider I'étude de ce probleme.

o T
@ Modélisation

- X

Le volume d’un cylindre de diamétre de base x et Fig. 19 “agathast el
de hauteur y est calculé par g x2y.

Il s”agit donc de calculer le maximum de la fonction V de deuiﬁﬁaﬁl&s x
et y définie par ;

Py = Exzy,

Les fonctions V et f étant liées par
pour x et y réels vérifiant 0 < x, 0 < y et 2x +y<a. :V - g xf lies ontleur maximum

% o . : :
Le facteur 7 Mayant qu'un role secondaire dans cette affaire, nous

au méme point;:-

\

pouvons formuler le probléme ainsi : :
Soit D) ’ensemble des couples de réels (x,p) tels que ;

0<x,0<yet 2x+y<a,
Trouver la valeur maximu

m que prend la fonction :
J: (x,p) = x2y surD,

(1) 10y a pas si longtemps que cela, un article dy réglement des PT,T stipulait que :

« Les rouleaux cylindrigues aceeptés par les PTT. sont tels que 17 = :)d +D ":] I[}:i 0
d désigne le diumétre et D la longueur (unité ; le centimelre), » ) h K
SiI'on cherche le volume maximum d'up rouleay

. acceptable par les PT.T, il est évident
que la condition 17 = 2d + 1) est h melire

au rang des utilités. Do notre probléme, .,
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.

@ Représentation graphique de ¥

ra

Une représentation graphiquc de f (Fig. 20) est fournie par celle de la
surface (§) d'équation z = f(x, »), c'est-d-dire z = x2y en restrei-
| gnant.v et y aux conditions () < x, 0 Syet2x+y<a

| i (S)

' Ces conditions définissent dans Je plan (Oxy) Pintéricur du triangle OAB
olt A et B ont pour ¢coordonnées

B(0,a,0)

a o .
A(E, 0,_0) et B(0,a,0).

Nous conjecturons un maximum de [ correspondant au point « culmi-

nant » de §, c’est-a-dire de cote z maximale.
; Atiz‘.ﬂ. 0)

© Point « culminant » de (§) : Fig. 20

Coupons 1a surface (S) par le plan d’équation x = ¢, pour 0 s¢=< g
| ) B zy
} (5 est I’abscisse deA).

La section obtenue est I’ensemble des points de coordonnées (¢, y, ¢2y)

pour O sy =<a—2¢:il s’agit du scgment [PM] o :

P(£,0,0) et M(t a-2t 12(a-21)).

5 Dans ce plan (Fig. 21), il est clair que le point de (§) d’« altitude » 3
. maximum est le point M ; autrement dit :

- pour x = ¢ fixé, le maximum de fest £2(a - 2¢).
\. . . i m[t, a- 2]', 0)
[In’y a plus qu’a éwdier les variations de la fonction définie sur [O, g] A
B i , 5 x
par : Gl m Fig. 21
o I2(0—22f). .

2 i St T . . . "" ;
Le maximum est obtenu pour ¢ = 3 ce qui conduit & énoncer les résultats

suivants (voir exercice-3 ci-apres) :

- i =x(z] ; AP ook
le volume maximum est.4 (3) ] e 2
u cylindre est égale au diamétre de

|

|
-il est obtenu lorsque la hauteur d
hase. :

- Danslafoutée - - g
. 1) Représenter la section de la surface (S) par le

Les exercices 3 et 4 poursuivqé{ I'étude du probléme
gt o planP. .

des « rouleaux ».

@ Justifier les derniers résultats qui viennent d’étre

€noncés. 2) Quel est le maximum de f pour y = ¢ fixé?

© Autre approche
3) Retrouver les résultats précédemment obtenus

I'aide d’une ¢tude de fonction,

Soit # un réel tel que 0 < (< q et Pleplan d’équation
Y =1,

14. Sections planes de surfaces 441
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<1 Identificr et représenter graphiquement la surface (S) dé-
finie par z = l—x—yp o O0sx=< 1, 0syp=1 et

y+y=<1.

2 Quelle est la surface (§) définie par :
242422 =letz=02?
Montrer que (S) a pour équation z = /1 —x%—y2.

3 Soit I' la parabole du plan (y0z) d’équation z = »?
dans le repere (O, 7, %Y. On définit la surface (S) comme
I'ensemble des points M de € tels que la droite passant par M et

dirigée par 7 soit sécante avec I'. Donner I’équation de I,

4 Que choisir ?

Déterminer 1"équation de la surface ci-dessus sachant qu’elle
est parmi les suivantes ;

)x*+)? =8, b) 22 = 8(x2+)?) ;
C)Z = ,,|||64__x2_y2 ‘ dz = 86_{x2+},2) .
€z =8-(x2+)2).

S Surface de révolution
1) Soit yq et z, deux réels donnés. RS e
Montrer que le cercle de centre A(0, 0, z,) passant par le point
m(0, o, zy) et contenu dans le plan d‘_t_’-’:quali?_n z2=12z,4a
pour équation : B R

{“zo ¥
x2+y? = yi :

2) Soit I la courbe du plan (Oyz) d’équatio
Yy =0, dans le repere (0,7, k). :
Déduire de la question 1) I'équation de la surface de révolution
d"axe (Oz) engendrée par la courbe I,

3) Reprendre la question précédente pour chacune des courbes
I ci-apres :

a}z = ,,||'l+y2 avec j'-—-"’-‘(} :h}.’! =

= l—-+l1—i avec y = (),

444

n'z.= y? avec

Sections planes

—

6 Montrer que le plan d*équation z = 4 coupe chacune 4
€

surf:Tces (51)5 (83), (83) et (S,) selon un cercle don i

précisera le centre et le rayon. =

Les équations de ces surfaces sont les suivantes -

(8)) :x2+y2 422 = 25 v (8) s ¥24:92 = g
(S3) 122 = 4(x2 +2) DSy X2+ (v-1)2232 4
7 Carte topographique

La figure ci-dessous représente les courbes de niveau d'yp
morne (Y de 610 métres de haut

NORD 600 m
EST 300 m
400 m
300 m
200 m
100 m
Om

OUEST
SubD

1) Par quelle face I’ascension du morne est-elle la plus facile ?
(Répondre a I'aide des points cardinaux : est, sud, sud-est, etc.)

2) Quel est le versant le plus raide ?

e

3) Quelle particularité présente le versant sud ?

«8 Donner I'équation du cylindre de révolution d’axe (0z)

sachant que le point A(1, 2, —1) appartient a la section de ce
cylindre par le plan d’équation x = 1.

@9 Soit E I'ensemble des points M{(x, ¥, z) de l'espace tels

que: R

a4yt =2,:y=1 et 2<z<4.
Représenter graphiquement le projeté orthogonal de E sur le
plan (Oxz). =~

10 L'équation du cylindre C est 2+ y* = 4, celle duplan
~Pix =aetcelleduplinQ: 'y = b (aetbhréels).
"Onpose A = PGy

1) A quelle condition (nécessaire et suffisante) portant sur a €t
b a-t-on A non vide ?

2) Préciser géométriquement A lorsque A est non vide.

. 20v2= 1,
@1 Représenter la surface déquation (x—=1)-+¥y" = I

¢ ; P : sooll ilieu
(1) Duns les fles (Antilles, Réunion), petite montagne isolée aum
d’une plaine d'érosion.
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cones de révolution

pans les exercices 12 & 14, donner 'équation du cine ¢ de
1)
sommet O et d'axe (Oz) qui vérifie la proprigeé indiquée,

12 Uncercle de base du cone a pour équation :

13 Lascction du cone parle plan d’équation z = —2 ¢stun
cercle de rayon |,

14 Une génratrice du cone passe par le point A(-3, 4, 2),

15 Montrer (ue le ])I.m (Oyz) coupe le eone ¢quation :
1222 = x2442 (p >0))

selon deux droites symétriques par rapport i (Qz).

Quelles relations existe-t-il entre r et les pentes de ces droites 9

16 Dans Ic plan (Oyz), on considire la droite A d'équa-

lion z = ay ot a est un réel positif donné,
Montrer que la surface de révolution d’axe (Oz) engendrée
par A estle cone d’équation z2 = a2(x2 + y2),

‘Pt.s te S'inspirer de I'exercice 5, page 444,

17 Soit Cle cone d’équation z2 = x2 4 2,

Prouver que la section de C par un plan paraliégle A (y0z) et
distinct de (¥Oz) est une hyperbole équilatére.

Note : par définition, une hyperbole équilatere est une hyper-
bole dont Ics asymptotes sont orthogonales.

18 Seclioﬁ?’tﬂn cone par un plan paralléle
a(0xz)

Soit C le cone d’équation
1222 = x2 4+ y2, P le plan
(équation y = a (a#0)
A le point A(0, @, 0).

On pose £ = rT+k et
& =—ri+k.

1) Montrer que (4,7, k) et
(1, &, &) sont des rcpcrcs
de p, ;

0  A(0,a,0)

2, Soit M un point de P.

Ecprimer les coordonnées (x, Z’r) de- M dans le repcrc LT

(4,7,F) en fonction de ses coordonnées (X, Z) dans le

akre (A, £,5).

; . an P es ¢
3 Montrer que la section du cone C par le plan Pest la courb

! 2 . — Y g 2
Ur) déquation X7 = iia dans le repire (4, €}, £) etque
¥
l"“ﬂsymplulcs de (/1) sont paralleles a deux génératrices fixes
" cdine (qui ne dépendent pas du réel a) que I'on préciseri:

Le paraboloide de révolution
d’équation z = x? + y?

La surface d'équation 7 = x* + y? sera désignée par (S).

F ( ok , . . . .
19  préciser, parmi les points suivants, lesquels appartiennent

A (S)

A(2,2,4) ; B(=1,1,2) : c[ﬁ =2 ) u('

2

)

l\JI—
B —

<20 Justifier que (§) est contenue dans le demi-espace

d'¢quation z = (),
21 Tois plans paralleles au plan (xQy) coupent la surface
(8') sclon des cercles de rayon r, 27 et 3r (r réel strictement

positif}. Quelle est I'équation de chacun de ces plans ?

22 Le plan d’équation z = 4 coupe (S) et un cone de
révolution d'axe (Oz), de sommet O selon le méme cercle.
Quelle est I'équation du cone 7

23 Une génération du paraboloide de révolution

Soit F'le point de coordonnées F (0 0, IJ et P le plan d’équa-

tionz = -

Bl—

1) Soit M(x, y, z) un point de & et H son projeté orthogonal
sur P,
Calculer MF2 et MH? en fonction de x, y et z.

2) En déduire que la surface (') est I’ensemble des points M
de € a ¢gale distance de F et du plan P.

Les miroirs ardents

Des rayons paralltles a I'axe (Oz) aprés réflexion sur un
miroir ayant la forme d’un paraboloide de révolution
convergent vers un méme point, le foyer du paraboloide
(point F dans 'exercice 23).

" Ce résultat d'optique (largement exploité :
solaires, phai‘es. ..) était connu des Grecs,

centrales
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Le paraboloide hyperbolique

_d_’_é_quaiiﬂﬂ Z= Xy e W

Nous dewguompnr (200 ) la surjuce d 'cquation 7 = xy.
Dans les exercices 24 a 20, on considere les familles de

droites :
o G5 (A réel) ot 9, est la droite d'intersection de (P

ef du plan d'équation x = A;
e A, (i réel)on A est la droite d’intersection de (PIC) el

du plan d’équation ) = s

24 Montrer que, pour A, # 4, les droites &, et 2, ne
sont pas coplanaires et que, pour [t} # {1, , les droites 4, e

A, me sont pas coplanaires.

25 Montrer que, pour tout réel A, la droite 9, est sécante
avec les droites A et A" ou:

« A est la droite passant par J(0O,1,0) et dirigée par
w(1,0,1);

« A’ est la droite passant par J'(0,—1,0) et dirigée par
u'(1,0,-1).

26 Montrer que, pour tout réel i, la droite 4, est sécante
avec les droites & et @ ol :

« 9 est la droite passant par /(1,0,0) et dirigée par
v(0,1,1) ;

* 9’ est la droite passant par I°(—1,0,0) et dirigée par
v{0,1,~1):

Note : le paraboloide hyperbolique est donc constitué de deux
familles de droites :

* «les » droites &, qui s’appuient sur deux droites A
et A"

*«les» droites A, qui s’appuient sur deux droites &
et 9 ;

*deux droites de la méme famille ne sont jamais
coplanaires ;

* deux droites de familles différentes sont toujours secantes‘f.
(une droite s’ appuie sur deux autres Ior'aqu elle est sécante avec

ces deux droites : les géométres ont banalisé cettgtuur_nura

La représentution du paraboluide hypetholigue en 1873
(Rouché et de Comberousse, op, cit.),

446

* plan d’équation y =

.déquation x—y = 0.

Broves de cours

27 1) Résoudre le systeme d’inconnues réelles (x, y)

_[1’2+y2 =1
lx+y =1

2) En déduire la section du cylindre de révolution d’équation -
x2+y2 = | parle plan d’équation x + y—1 = (.

28 Soit (S) lasurface d'équation z = ——
1 +x2 42

1) Montrer que (S) est contenue dans I'intersection des deu
demi-espaces d’équations z>0 etz < | .

2) Préciser la section de (S) par le plan d’équation z = k
(k réel donné).

3) Prouver que tout cercle de centre O du plan (Oxy) est une
courbe de niveau de (S).

29 1) Soit M(x, y,z) un point de & n’appartenant pas au
plan d’équation z = 1.
Montrer que les points :

XX
K(O, 0, l)vM(Xs)’:Z) et m(] -zZ1-7 0)

sont alignés.

2)En  déduire que la surface (§)  d'équation
(z=1)% = x2+y? estle cone de révolution d’axe (Oz), de
sommet K, et de base le cercle du plan (Oxy) de centre O et de
rayon 1.

«3(0 Montrer que tout cone d’axe (0z) et Eie sommet @ a un
cercle en commun avec lc parabolmdc de révolution d’ équation

z=x2+y2,

«31 Pour tout réel m, on désigne par £2, le sommet de a pa-

rabole obtenue comme section de la surface (S) d’éguation
g = xs +y par le plan d’ équauon X =m.

) Quelles. sont les coordonnees de 2, ?

"-2) Montrer que, ]orsque m décrit R, le lieu des points Q, est

! ‘une parabole et que cette p'll“lbO]C est la section de S) pa_r le

B, T

32 Soit A la droite d"intersectio: ) +plan (L +) etduplan

- 1) Montrer que, pour tout point m de A, la parallgle 2 (0=)

issue de m rencontre la surface (PI') d'équation = = X3’ €n

, | 2
un point de cote E()m 5

- . . oF c
2) Représenter en vraie grandeur la section de (PI) pr |
plan d'équation x —y = 0,
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33 Le cone de Hachette
Soit (8) la surface d'équation R R L

déquation = = 1 ¢ I' |e cercle du plan P,
£2(0, 1, 1) etderayon 1.

P le plan
de centre

1) Montrer qu’un point s (x,

e am i 2) appartient 3 I s, e seule-
ment si, x% + y2 — 2y

=Qetz=1.

En déduire que I” est la section de (S) parle plan P.

2) Soit m(xy, yg, 1) un pointde I".
Montrer que la droite (Om) est contenue dans ).

3) Prouver que, si M(x, y, z) estun pointde (S) distinct de O

alors 2 0 et le point m('}_‘, z 1) appartient 3 I et 3 (OM) .

4) Déduire de ce qui précéde que |

asurface (S) est constitue
de toutes les droites (Om),m

décrivant le cercle I,

Pup +

Jean Nicolas Pierre Hachette (1769-1834) n'a rien 2 voir
avec I’heureux éditeur du présent ouvrage. Collaborateur de
Gaspard Monge, ils rédigerent ensemble le célébre mémoire
Applications de I'Algébre & la Géométrie destiné aux
étudiants de I'Ecole polytechnigiie; Son nom est notamment
attaché aux cones a base circulaire dont le sommet se

projette orthogonalement sur le plan du cercle en un pointde
ce cercle ;

34 Parabole, comme section plane d’un céne -

-

T+k.

¥

¢ Mentrer que *#, 7, ¥)_est un repére orthogonal d'un plan_ -

Lsigné par p

=

b Soit M un point du plan P, (X, Y ses coordonnées dans le

re (4, 7, V) et (x,y,z) ses coordonnées dans le repére

0,7,7, k). Exprimer x, y et z en fonction de X et Y.

) . e *éouati
Y Montrer que le plan P sectionne le cone d'équation

-

-

= 2%+ y2 (dans le repére (O, 7,7, k) ) selon la parabole

P d'équation y = %Xz dans le repere (4,7, 7).

oI BT
I'On considére le point A(O,.—i,i) et le VBCTC[!I’-

~ Quellg: relation “existe-tl

@35 L’escalade

« Clest possible, mais
comme dit I"autre :
cest raide. »
Jules Lemaitre (1853-
1914), de I’ Académie
francaise, A suivre...
1) Montrer que la surface (§) d’équation z = 9 —x2 -2
contenue dans le demi-espace d’équation z = O est la surface
de révolution d’axe (Oz) engendrée par I'arc de parabole I”
du plan (Oyz) d'équation :

z2=9-)»2 0sy=<3,

2) Représenter graphiquement la surface (S).
((S) est un paraboloide de révolution tronqué.)

3) On désigne par C « lacourbe obtenue comme section de (S)
parleplan z = k,etcepour k = 0,1,2... 9

a) Justifier que C, estun cercle et calculer son rayon ry .

b) Représenter les projetés orthogonaux C, des cercles Cy. sur
le plan (xOy) et observer que les cercles C 1 et C4, par
exemple, sont plus proches 1'un de I"autre que les cercles C7 et
C3.

¢)En quoi I'observation précédente permet-elle d’affirmer

-'que : « Sinous avions 2 escalader une colline ayant la forme de

“la stirfape' () , nous trouverions la pente plus raide 2 basse alti-

-+ " ude’qi A proximité du sommet » 9

4) La figure ci-dessous schématise un « zoom » sur la courbe I'.
) Avec la séeante

“entre tangr et:
Tl s :
Rappel : 1, estle rayon de
" C; etbiensirde C .
b) Avec la tangente
La droite (7) est la
tangented I" en M _ .
Montrer que :
tm@ = 2r .

k=14

0 ¥

¢) Réexaminer 'alfirmation énoneée en 3)¢) A la lueur des
denx résultats préeddents,

T4, Sections planes de surfaces 447
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Jes exercices 36 ef 37 proposent denx définttions geome-

trigues du paraholnide hyperbolique
<36 Ensemble des points équidistants
de deux droites
L’espace €tant muni d"un repere orthonormal (O, 7,7, k), on
désigne par:

eA ¢t A" les points de coordonnées A(U, 0, 1) et

2
r 1 .
A [U, 0, —E) 4

o if el u lesvecteurs définispar # = T=7etu’ =T+7;
« @ la droite passant par A de vecteur directeur @ et 9’
droite passant par A" de vecteur directeur u” .

~-iY

E/\"

A?

Soit M(x, y, z) un point de &.

1) a) Exprimer en fonction de x, y et z les coordonnées du
projeté orthogonal H de M sur la droite .

@Este Etablir les deux propriétés suivantes et les exploiter :

silexiste te R avec AH = 13 ;
«HM-ii = 0.

b) En déduire I’expression de MH? en fonction de x, y et z. a4

2) Soit H” le projeté orthogonal de M sur la droite 9" .- S

En architecture et ﬂiffemf;s s

gl Le résul_.fat de I'exercice 37 aune impona_nclé'pratique considérable :
 « Les'architectes peuvent réaliser des voites en béton précontraint, a
- condition qu’elles soient engendrées par des droites (correspondant
-aux cébles de contrainte). Bt, bien sir, le plus simple est de tendre ces

448 .

En s"inspirant de ce qui a ¢1€ fait dans la question 1), exprimer
M1 enfonctionde x, yet z.

3) Montrer que I'ensemble des points M(x, y,z) 2 égale
distance des droites @ et %" est le paraboloide hyperholique
d’équation z = xy.

?)I.Eft? Rappel : la distance d'un point a une droite est |y
distance entre ce point et son projeté orthogonal sur Ig
droite.

@37 Les fils tendus

Le cube ABCDEFGH est
d’aréte 2, les points [, J, K
ct L sont les centres des
faces indiquées dans la i
figure ci-contre, et O est /
le centre du cube. E =

1) Montrer que (0, I, J, K)

est un repere orthonormal

de % et calculer les coor-

by

données des vecteurs JF

et LA dansce repere. A B

2) Soit ¢ un nombre réel
fixé et N et P les points définis par:
JN =tJF et LP=tLA.
a) Exprimer les coordonnées de N et P en fonction de ¢.

b) Mentrer que, quel que soit le réel A, le barycentre M du
systéme de points pondérés {(X, A), (P, 1~A2)} appartient
au paraboloide hyperbollque (@?f ) d’équation z = xy.

@t&fé Expnmer Jes coordonnées de M en fonction de t et .

¢) En déduire que la d_l_*_ogle (NP) est'contenue dans (P ).
3) Soit M(x, y, 7) -'unl'po'ml de (P).
Prouver que M appartient 2 la droite (VP) ol N et P sont

_ “définis par : O I .
" JN'-—-‘-xJF-'et LP = xLA.

cibles entre des points d’appui disposés A intervalles constants sur
des appuis rectilignes » (Marcel Berger, Géométrie, Nathan, Paris,
1990).

Note : les appuis rectilignes seraient les droites (44) et (FC) de
I'exercice 37, et les ciibles de contrainte les segments [NP]
(question 2) pour des réels t formant une subdivision réguliére.
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ronctions de deux variables
ofsurfaces

38 « Point culminant (V) »

{) On désigne par T I'intérieur du triangle O 1J (bords compris)
aillona O =Tet OJ = 7.

Montrer qu'un point n(x, y, z) de & appartient a T'si, et seule-
ment §i

z=0,0=sx=<1;0sy=s1;x+y=<1,

2)Pour tout point  m(x,y,0) de T, on pose
f(x,») = xy(1 =x—y) etl’on désigne par (S) la surface
d’équation z = f(x,y).

a) Montrer que (§) est contenue dans le demi-espace d'équa-
tionz=0.

b) Soit t un réel fixé tel que O
nées P(¢4,0,0).
Représenter graphiquement la section de (S) par le plan
d’équation x = ¢, dans le repere (P, 7, E).

< 1< 1 et Plepointde coordon-

1-t 1(1-1)?
] 2 » 4

culminant de (S) situé dans le plan d’équation x = 1.

En déduire que le point M(! ] est le peint

¢) Etudier 1a fonction définie sur [0, 1] par:

2

- (1-n _

4
d) En déduire que le point culminant de (S) estle point :
1-1.1
MO(E’-G’.-:?)'
! % "-:‘,.‘ I

3) Applications Fon 0L,
a) « LeﬂﬂqleF-CaHeau » y'-“ B kT
Montrer qu’avec une ficelle T =
de longueur donnée, le pavé >
droit de volume maximum ": > - 1|8
que I’on peut ficeler comme ,, ,_ [
indiqué dans la figure ci-. . :
contre est un cube. e

b) « Probas : le retour » afe”
Une urne contient des boules rouges (cn proportion p), des

boules noires (en proportion q] el des boules vertes (en propor- '

tionr)avec p+g+r = I.
On tire successivement Lrois, boules de ] urne avec remise nprcs

chaque tirage.
Montrer que la probabilité d"obtenir trois boules de couleurs

toutes différenics est inférieure ou égale a g+ avee égalité s1, et

seulementsi, p = ¢ = r =

| —

(1) Le terme mathématiquement correct « point d'une surface de cote
maximale » n’a pas le méme pouyoir évocateur....

Dans les exercices 39 a 41, on considére une surface (S)
c:'mremre dans Uintersection des deux demi-espaces d'équa-
tions respectives 7 = 0 et z =< 1.

Dans chacun d’eux figure la représentation graphique du
projeté orthogonal sur le plan (Oxy) de la section de (S)
par le plan d’équation z = k oit 0 < k = 1 (les points I et
J sont les points tels que 0i = Tet 0J = J).

La consigne est la suivanite :

« trouver une fonction f de x et de y telle que I'équation de (S)
soit z = f(x,p);

* représenter graphiquement la surface (.S).

<39

J

IV
N

p cercle de centre O
de rayon Vi-kt

A

40
=-\1-k
deux droites J -
paralleles 0 Y
==&
i
X
<41
+ huit ; ‘[ v -
- L2 demi-droites : O] : y
I
point oll
X X=y=

'-

22X
'ﬁ "ln’
\\.‘ t 'é"

N
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@2 La sphere par ses sections

La section d'une sphére par un plan étant soit vide, soit réduite
d un point, soit un cercle, nous abordons ici I'étude de la
propricté réciproque, & savoir : « Soit E une partie de I"espace
contenant plus d*un point. On suppose que son intersection avec
un plan quelconque de I'espace est soit vide, soit un point, soit
un cercle. Est-ce que [ est une sphere ? »

1) Questions préliminaires

a) Montrer que, si un plan a au moins deux points en commun
avec E, ce plan coupe E selon un cercle,

b) En déduire qu'une droite rencontre E en au plus deux points.
2) Montrer que E contient un cercle dont I’axe sera noté A.

3) Soit P un plan contenant A .

a) Montrer que P N E est un cercle dont le centre appartient
aa.

b) En déduire que I'intersection de A et de [ est formée de

deux points A et B et que P E est un cercle de diamétre
[4B].

4) On désigne par § la sphere de diameétre [4B] et, pour un

point M de I"espace n’appartenant pasa (4B), onnote P
plan (M, 4, B).

a) Montrer que Py, N E est un cercle de diamétre [4B].
b) En déduire que, si M appartient a [, alors M appartient 3 .

amle

Piste SiMe E. alors M e PynE,don.. ~

¢) Combien y a-t-il de cercles de diamétre [4B] contenant un
pointMde S?

En déduire que, si M appartient 3 S, alors M appartient i E.
5) Conclure de cette étude que E est ]a sphere §.

@3 Le bouchon universel

On considére 1'ensemble (S) des points M(x, »z) de &
tels que :

-l=sy=<|

(

1) a) Montrer que, pour tout point M(x,y, z) de (S),ona
x2+y2 =1 et préciser le cas de I"égalité,

—

=z=2

2
Piste Montrer d'abord que () < (1 - %J =1,

b) En déduire que le projeté orthogonal de (S) sur Je plan

(xQy) est contenu dans le disque de ce plan de centre O ¢l de
rayon 1 (bords compris).

450

r/bﬁfgtfne&

2) Montrer que la section de (S) par le plan x =
carré de c6té 2 et que le projeté orthogonal de (S) s
(»0z) est contenu dans ce carré (bords compris).

0 est up
ur le plan

3) Soit k un réel tel que —1 < 4 <
y =k,

On désigne par A et B les points A(0, -1, 2) et B(0, 1,2) ¢
par C le cercle de centre O et de rayon | du plan (x0y).

a) Montrer que la section de (S) par P, est formée de deux
scgments [PQ] et [PR] ol Pest un point du segment [4B]
et O et R des points du cercle C.

b) En déduire que le projeté orthogonal de (S) surle plan
(Oxz) estinclus dans le triangle L77* (bords compris) ot I'on a -
L(0,0,2),1(1,0,0) et I'(-1,0,0).

1 et P, leplan d’équation

4) En s’aidant de la figure ci-dessous, expliciter une construc-
tion géométrique de (S ).

5) Montrer que le « bouchon » (S ) 8’insére exactement cans -
un trou carré de c6té 2, dans un trot circulaire de rayon | ef :ians

un trou triangulaire isocéle de base et hauteur correspondante
égalesa2!

6)Soit (Z) le cylindre d’équation X242 =1 et

0<z<2.0n convient que les solides limités par les surfaces
(S) et (Z) sontencore notés (S) et (2).-

. @) Quel est le volume du solide (X) 9

:-b) Soit y un réel fixé de [-1, 1]. Le plan perpendiculaire 2

(Oy) passant par le point (0,»,0) coupe () selon un
domaine d’aire () et (S) selon un domaine d’aire s(y).

Sans rien calculer, ) I'aide d'un dessin, montrer que -
. o(y) = 2s(y).

¢) En déduire que le volume V du bouchon (8) est calculé par
V=m.

i ] l . . - S .
‘?)";h’ .[ |U(-")d-" = 3'[ I-\'(,\')dj’ (¢'estclair) il reste a

interpréter,
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44 L’hyperboloide & une nappe

A) Etude d’une branche d’hyperbole
Soit (H) la courbe contenue dans le plan (102) d'équation
M- =louy=g. |

1) Montrer que (O, 7, %) est un repére orthonorm

(+02) al du plan

2) Soit M un point du plan (y0z), (y,
dans le repere (O, 7,
repére (O, 1, V).

Exprimer y et z en fonction de Y et Z.

I z) ses coordonnées
k) et (Y,Z) ses coordonnées dans le

Piste OM = Yi+27Zv = ..,
3) En déduire que (H) est une branche de I’hyperbole d’équa-
tion Y Z = % dans le repere (O, 1T, V).

B) Surface de révolution
Soit H, la surface de révo-
lution obtenue par rotation
autour de I'axe (Oz) dela
demi-hyperbole (H).
Montrer que H, a pour
équation :

L x24y2-_z2 =1,

La surface Hyi o<
I"hyperboloide & une happe.

v

Les chiteany A'ean

La forme des chiteaux d’eau.est fréquemment celle d’un
hyperboloide 2 une nappe qui assure.un béton sans fissures,

premiére condition d'étanchéité absolue. -

Un simple paquet de spaghettis permet, a peu de frais, de visualiser
les droites de 1'hyperboloide 2 une nappe définies dans le pro-

bléme 44 :
1) Sortir les spaghettis de leur emballage.

2) Maintenir 1'ensemble vertical, en forme de cylindre, par une

ferme tenue de la main au milieu de I"édifice.

3) Desserrer doucement I'étreinte : si tout va bien, un hyperboloide
4 une nappe apparail, chaque spaghetti étant une dioite de cet,

hyperboloide. Sinon, il faul savoir renoncer,

C) Une génération de H,

Qn suppose que le repére (O, 7,7) est un repére orthonormal
directdu plan (xOy) etI'on note Iy lecercle du plan (xOy),
de centre O et de rayon /2 .

Etant donné un réel 6, on désigne alors par :
* Pet Q, les points de Iy définis par :

(T.OP) = 6(2m] o (7,00) = 0+ (2n) ;

o I'image de P par la translation de vecteur — F :
* O, I'image de Q par la translation de vecteur k.

1) Faire une figure soignée en perspective cavaliére représen-

tant les points P, Q, P’ et Q" lorsque 8 = E

2) a) Préciser les sections I” et I"* de la surface A, par les
plans d'équations respectives z = —1 etz = 1.

b) Montrer que, lorsque 6 varie dans R, I" et I"* sont les lieux
géométriques respectifs des points P’ et Q" .

3) Prouver que les coordonnées des points P” et O’ sont
calculées par :

P’(J2 cos®, \2sin6,-1) :
Q'(~/25in6, /2 cos6,1).
4) Soit A un réel et M le barycentre du systéme :
{(P,A),(0", 1-1)}.

a) Exprimer les coordonnées (x, y, z) de M en fonction de A
et 6.

b) Calculer alors x? + y? —z2 et en déduire que M appartient
A H, .

5) Etablir, a partir des résultats de la question précédente, que,
quel que soit le réel 6, la droite (P“Q’) est « toute entire »
contenue dans la surface H, .

Note : on peut établir que, réciproquement, tout point de #,
appartient & une droite (P'Q"). Ainsi H, est une surfuce
réglée (voir page 437).
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v“?ﬁ‘; 4 | "": Py -
P laA D 48 § T
Zfif_f & v/l & fA¢3

Chapitre 1

a9 1) Letuyaupeul étre défini par la condition « y € £ » ol [ estun

intervalle ouvert contenant 3. La ddfnition 3 permet de conclure.

&20* 1) Les deun « yaux » (ou intervalles) I = )1, —a; I} + 2 et
=1/, - a I, + @[ sontdisjoints... Vérifier et conclure.

néral (= 1)" aune infinité de termes & I'exté-
1 13
_il: et ]i’ il:

. Considérer U'intervalle 7 = J/=1,1+1];la

21 Lasuite de lerme
. 3

ricur de chacun des intervalles [ >
2% Soit I = lim u,
suite ne posséde qu'un nombre fini de valeurs a 'extérieur de I ...

«38 Vérifierque :

u, = 0,67x[1+001 +0012+ ... +0012-1],

2n+1 B 2\
et = ()

&58  b) Vérifier que u, = 2+ 0,61[1 +u,01 +... 40017717,

<39 b) etc) Séparer le quotient en deux, ——

= Upyy _ 1 n+1\2
- e ‘EX[T]

Appliquer alors la définition 3 avec I'intervalle ] é, ?—1[ i

60 1) b) La définition 3 avec I'intervalle :

1 1 Lo 10
]a—cc,a-i-a[ ourx—z(l a).(Rernarquerque a>0.)

¢) Prouverque b< 1.

63  2) Ecrire I'égalité ——— k(k 3 purk=1,k=2,..,k=n,
puis ajouter membre & membre toutes les égalités obtenues.
@5 1S, -5 = L+L+...+i
227 T n4 1l n+2 2n’

Dans cette somme, combien y a-t-il de termes ? Quel est le plus petit 7

&7 NHu, = .2 etu,, = 2+u,.
3) Montrer par récurence la chaine d'inégalités : 1, < u
4) b) On peut raisonner par récurrence,

68 1

ﬂ+!=2 .
+u
"

4) a) Utiliser le fait que & =*f( @) :

1
|"n+l_0’1: :

24u, 2+

=2.

n+1

‘]uu= 1 etu

= ... h)Parrécurrence,

<70

1) Vérifier que la suite de terme général OA, est péométrique.

<88 B)Y)a,,,-¢ =

Secponyg

2)Siu, = d, A, vérifier que (u,) est géométrique et Que L eq
la somme des termes..

= . . 2
3) a) Utiliser : sinat = 2sm%cusg et l—cose = 2¢in *

@16 1) Poser w,, = an+ b etdéterminer a et b, sachant que (w,)
vérifie (1).

i -1 u —1
7 1 :—”_+1_= — L IR
< ) Vie u,,  +3 Su, +15°

(Vérifier et poursuivre.)
2) Exprimer u,, en fonction de v, .

ﬂ‘g 2) Vn+ 1 = Ugppn = Ugyy 1 +(2” +2) b (- ”I’“-I
Que vaut (= 1)27+! 2Cela permel de poursuivre le caleul, et d"exprimer
ity, 1 en fonction de u,, .

Enfin, prouverque ¥, , , — ¥, = Cte. On agira de méme avec w..

@81 Le k-ieme cylindre intéricur a pour rayon &, le k-iéme cylindre
extérieur a pour rayon kA + 1, etce,pour 1 S k<n,
RZ_(k_R)z
i)'

b) Les (11— 1) cylindres intérieurs correspondent aux (1 — 1) derniers
cylindres extérieurs ; le premier cylindre extérieur a pour rayon R .

@82 2)a)Le k-igme cylindre intérieur a pour rayon
Vérifier et adopter.

<85* l)a}(l-a}OG

2 =

...OM

hant .. OM

n+l

Vérifier I'égalité (F'G,Hz = 4::rOGrr+1

€86  3) On peut montrer au préalable le résultat suivant : « SiO < a < b,

alorsacqfa“ a;b

A/— f( &, a+b ../a_b\;‘.et}b—a;b.
4) a) Pour la deuxiéme inégalité, reméfﬁﬁé; que :

i bn_an
n+l "% T ST

», Pour cela, former les trois différences :

b

<87 4)a) ‘u"—'.ﬁ.‘ u"—ﬁ = %[”n-l"’uz_,}"'ﬁ

L E:

(:{"_1 2\/-.'1.__11-?

2”.«—1 _
¢) L'inégalité 27+ 1 — 1 = n + 1 - par récurrence, ou avee I'inéz™ ™
Bernoulli.

-

] i -

1+%"O+3i=ﬁw*

i 3 _
Minorer a,, et ¢ par 3 et conclure.

*.1 s"agit d'exercices dont I"aide i Ja résolution se poursuit dans lu rubrique 7 s joarg en pinne b
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03 [huv1—A = [ fou+ 1= o+

r alors par I'expression conjuguée,

Multiplie
) I‘)m- ré{'ul'l'l..‘nl:c.
.2
ch+l

P
S —— {-‘,','—2(-'”(,0+(p+1
Py a1~ P 3¢

- =

n-1
. " _ 2 3 =
yriliser e fait que @+ 1 = @, puis minorer le dénominateur. ..

T
Ix2n’

p) sin20=2sinccosa et 1+cos2e = 2cos?er .
¢) Remarquer que :

gie 3x27sin(2@) = 3X2"* lsinacos e,

= n+ | ye

= 3x2"* taner,donc p,g, ., = ...

&' 3a) Remarquer que 2@ =

t‘;'"_'_|
a 1 1 1 1+
érifier KN NN B L i
BOGIE MR e Pn+qﬂ 3x2"  sin2g €t poursuive 3

I'aide des relations précédentes.
4) ¢) Avec d) a), 'inégalité p, < q,, implique :

i{&ﬂl@@)-l e
Pn P, 20, " a, ] <4, puis I'inégalité Pi<8uin

imp]ique Py < NPy Ty 15dy41 < Ty -

Osmire? . ... E—

«b  *Pour la premiére famille de fonctions, on se donne un réel 4>0.
Pour chacune des fonctions f considérées, déterminer une condition sur
x qui implique que f{x) = 4.

Exemple : pour f{x) = Jx,six= A2, alors Jx=4.

« Pour la deuxizme famille, on se donne un intervalle ]-a, o contenant
0 (avec o> 0). Déterminer une condition sur ~x (x assez grand) qui
implique que f(x) € 1=, al. - Tt

&@  cosx prend toutes les valeurs comprises entre —1 et I sur

[n, (n + 1)7] . Unintervalle d"amplitude 0,5 (par exemple) ne peut donc
pas contenir toutes les valeurs de cosx méme §i__x-.est assez grand...
A rédiger... e
ap_1 1 - "
«8* 1) Factoriser : P(x) = _a-;,x"[l e Foor ]
' ay .1 aﬂ‘ 1]

n x4+
P(x) _ a,x +...+ax+ay

- _ avec a,#0 et
2) Poser f(x) = ‘__Q(x) b x"+ ... +bx+by n

b,,# 0 . Factoriser comme en 1).

&4 T~ fpr. . élriture:
- n(3x _ sin(2x) (5x) g
LD “(“3(?)_! x3: DO = 55 X505

. . sinx e .
&4 Uiliser dans chaque cas lim — = 1.
) x—= 0

X
i)
sin| -
n
a)v, = nx i

G

@26 1)Poser v. = u

I " n+l
i W”.

et w, = flu,). Déterminer limy, et

* i

33" Etudier la limite en + == de f(x) - (x+ 1) en utilisant toutes les
ressources disponibles : expression conjuguée, factorisation du terme
prépondérant,...

@35  Ftudierles limites 2 gauche et d droite de f au point 2. / est continue
si ces deux limites sont égales.
37 510sxs.3,ﬂx)=%x2;

sid<sx<7, flx) = §+ 5(x —3). Vérifier et adopter.

a4l Le taux daccroissement a est :

a+)’t-../;:= I
h Ja+h+Ja

@7  Poser f(x) = «/x eta = 5. Utiliser alors I'approximation affine

de f(x) auvoisinage de a ,avec i = 0,02.
—_xn+ |

1) et 2) Dériver le quotient x—

«58

l-x
«59 Penser au fait que x = JxxJx (pour x=0). Donc
= x".fi'.

o+l
Jx

&0  Avec une fonction sinus... correctement aménagée.

&I8* +Calculer g’(x) a laide du schéma de composition :

xr>—Xx

y=fy)
» Pour 1), 2) et 3), calculer la dérivée de chacune des fonctions :
x=f(x) +fl—x) et x—=>f(x)—f—x).
€9 Unexemple: (zof)'(1) =/ (1) xg (1))
Or, par lecture graphique : /(1) = 0 et g0 =1;/(1)=-1.
Ainsi (gof)/(1) = -1x1 = 1.

102 .2) En utilisant I'égalité du 1) et I'expression conjuguée, étudier

in fro-(+-3))
X =%+ oo
3) Utiliser I'axe de symétrie et répondre par lecture graphique.

103 CommeaI'exercice précédent, commencer par meltre x2+4x+2
sous la forme canonique.

@07 Si tout le grillage est utilisé, exprimer le fait que I'aire totale de
grillage est égale 2 800 ; cela permet d’obtenir une relation entre x et y.

«109 Temps de parcours (en heure) :

Jx? + 81 15-x

en mer ;- : sur terre !
' 4 ! 5

@10 2)fix) = h-x+2Jdx>+d*. *

3 gla) = h—dt':ma+ﬁ.1usliﬁcr et adopter,

ebl1 2)n) Vérifierque V(h) = (R = h*)h .

«b12 Noter x lulongueur du ¢dté n’appartenant pas A l'axe de révolution.

¥ )
¥ estle rayon du eylindre, sa hauteur est {3 -X.
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abl16 1) Pour chaque inégalité. Ia fonction diffcrence.
2) Penser aux « cordes » €l aux langentes.
128 3) Les formules de caleul des dérivées ne s'appliquent pas en (),

fix) = /f10)
x=0

Ewdier lim-
x—=0

@29 2) Pour Ta limite en —eo , utiliser ().

3) Veérifier que /°(x) = —ﬂ% Le signe de f(x) sur |1, + oo est
X -
immédiat ; sur ]—oo, = 1 [, utiliser (1).
4) Ewdier im[f1x) - 2x].
4 oo

@31 2) Al'aide d'un dessin, expliquer le fait que, si M(x,y)e 6

scc

alors 15(M) € €00 » OU 15 est la translantion de vecteur ﬁ(g, 0].

@33 2)b) Pour qu'une droite & passant par 4 € € soit tangente i Gen
A, il suffitque latangente & €en A ait le méme coefficient directeur que .

37 2)b) Avec I'imprécion de la calculatrice, un calcul approché de
flxy) trésvoisin de 0 ne permet pas de savoir avec certitude si flxg)>0,
flxg) = 0 ou flx,) <0.

3) a) Poser flx) = (x2-2)(ax+b) etcalculer a et b.

@40™ 3) Etudier Ia limite droite, a I'aide d’encadrements convenables,
puis penser 4 la parité des fonctions.
5) Dérivabilité : étudier Ia limite en 0 de 20 =/(0)
x —

@41* 1) ) La dérivée de x—>f{—x) est x—>— f'(—x) . (Pourquoi 7)
2) a) De méme, dériver IHf(%) a I'aide d'un schéma de composition
approprié,

@A2 5)d) f,(b,) = Cte; cela suffit.

d 2
6) b) Montrer que f;(x) = 2 e x = k; jora_, = (—k)* _k

N 24 k :
¢) Attention, ici : = -E.(Pourqum )|

45x

<43 3)Bonus: laréponse est tan@ = — X
x? +3849,75

Chapitre 3

e Exprimer f(-x) .clmu!tip]icrnumérateu'reldénominateurpar e¥;

@& 1) DansI'expression 6 -f(x), nfetire sous le méme dénominateur,
et multiplier « haut et bas » par e ., :

@S  Deviner quel est le terme prépondérant, et le fucloriscr. iy
@l Dans chague cas, un taux d'accroissement en 0.
@2 X3+12X2-61X+48 = (X-1)(X?+..)), . A

* Dans chaque cas, un taux d"accroissement en 0 ; pour fa deuxieme
4 g ! eme
limite, considérer la fonction x—¢*" .

454

,l

«87  Lorsqu'on coupe la tension, I'équation différentielle PeUL §'ering
iy + Ly =0,

@03 2)byy =St o yeran) = eroi
e+ |

S l+y =e'(l-y)

I —
8B = .I_+31_J”_([sulcr x.)

k04 4)a) 1l suffit d'établir que : lim Jou(x) = [,(0),
x>0
S -10) 7
x=0 )

¢) Interpréler en terme de branche parabolique (voir chapitre
des problémes, partie 2).

b) Etudier Tim

=0

2 i A u Canr

@l05 a)Limite en—oco:

lim (—x-c= %) = .
X——oa

(Factoriser x et appliquer les résultats de croissance comparée.)
¢) Interpréter en termes de branche parabolique.

!

«l08* 2) o) f(E]nZJ = §etf’[1_rn2] = =% voithun v cadeau

, 1% 7
vérifier.

/1 s ;
b) ¢ [EanJ +aucun caleul ; réfléchir & I'expression de @(x) ,

@b10 2) Un tableau par cas: a) B>0 et k>0 ib)B>0 et k<0 ;
) B<0etk>0:d)B<0etk<0.

4 4
3)a)Bonus: g(x) = —ABefx+ deXIn(=k) + de-! .

b) Pour (D'(Mg—k}) » aucun calcul. (Pourquoi ?)... La réponse est : 0.
@bl15 1) Le coefficient multiplicateur journalier ¢ vérifie I'égalité :

1
385 = 1,06, d'od 1 = 1,06765 __,

@b18* 1) Vérifier et tiliser les égalités suivantes : £
n! 1 n+1 1
= et = -,
(n+1)1 n+1 n b+ n

2) a) Le signe de la fonction différence,
b) Poser x = ﬁ dans les égalités du a).

3) b) Soit ng un entier supérieur a ae .

.. . JA: n! s
Vérifier qu'a partir du rang n;, on a — B" avec B> 1 ... ;
lt a

2
@20 1) 2) b) Viser une écriture du tvpe:: Q'(x) = glx7) g

I1) 2) a) b) ) Utiliser les résultats sur les composés : limites, denvees. -
4l
3) Utiliser le fait que Je maximum de /" sur |0, +oo| est f(Inya). <

al21 B) 1) Calculer aussi 1(0) et v(0).
2) a) Déduire de B) 1) I'encadrement ; TN i
ek- ;l,c"“ sfiky<schpour |l =h<=n,

puis « sommer » les inégalités précédentes écrites pour k = 1.4 =

-

(]

oo ko= n, Une formule sommatoire permet de poursuivre. ..

—_— -

b) Un passuge & la limite duns I'encadrement du a).
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22 AN 1) a) Utiliser le sens de variation de g et la valeur du maximum

(0) -

gl _ G

L Utiliser, apres I"avoir justifiée, I'inépalité £2(x) = g(0)
; |

N E S = Inﬁ : vérifier et adopter,

3 la suite (S,,) estdécroissante : ccela peut servir,

n+2 (H+I) n+2
dl l“[ 71 J = h 21 + ln(ﬂ__+ ])

piliser alors linégalité du 3) b) avee k = 4 |,

| 1 vant ; = 21
¢) Utiliser d), en €erivan In(Z(}) 1,1(2(])+ ln(z])

as ("7 = () + 37).

4) a) Provient de 3) a) et 3) ¢).

@23 1) b) Utiliser le fait que J est centre de symétric,
¢) * Parité de ¢z exprimer f{x) + f(~x) A I'aide de ¢,
o Parité de 7 : dériver la fonction x=f(x) + f(-x).
d) La parité de ¢ fournit la valeur de b .
Pour calculer a , utiliser le coefficient directeur de la tangente 7 en J.
2) e) Utiliser & bon escient I'égalité /* (o) =

«h24* 3) b) Vérifier que A, a pour coordonnées (Ink 5 Ink—-1).
Il existe alors une relation simple entre I'ordonnée et I'abscisse de A, .
4)b) &

Vérifier que % coupe €

aune équationdutype y = x+a,avec a# -2 (a fixé).

au point d’abscisse x si, et sculement si,

o a+2

. Discuter suivant le faitque a > -2 ou a <-2.

¢) Utiliser 4) a).

«l26 1) On pourra utiliser I'identité : (1 —x +x2)(1 +x) = 1+x>.
5) Etudier séparément Ja limite 2 droite et la limile a gauche, i I'aide du

théoréme des gendarmes.

a27* 1) ¢) Pourobtcnir(2},écrirel’inégalité U, —1= In(n+1) au

ﬁ].l'lg n.
I . e g
Dajc,, -¢, = %— ]n(] + ;) - 3 vérifier. Utiliser alors 1) b).
* . |
@l28* A)2) Vérificrque: v, 41 =Va = Tpm g D(n+ D!
ok k-1

B) 1) ., Remarquer que Ja dérivée de I’-’*F et T
2) a) Meatrer que sur [0, 1], ¥ €700, 1]ete*e|0,1].
) Forneaue g(0) < g(1).

@29 2)¢) L ¢galité g = m n'alieu que lorsgus f'on a P'égalité d:m.s

Cn!"; { f - =
i"h:"‘l::_.i; s |._L._‘_|,;|fi ||'| - 1 [ I == -") .
m J'ﬂ

Examiner alors le cas de I'égalité dans Inx = x - 1.

Chapitre 4

i | . .
@bd  Encadrer seulement = sur [10, 20] et comerver ['exponenticlle,
1

: .f ¢tant monotone, 7, estcompris entre les réels f{n) et fin+ 1),
d'apres le théoreme de la moyenne,

<23

Dériver I~ (.

.'('—’I2

32

a) Le schéma de composition ; v ;
y-—,J'”.fz costdr

W #e = [

. suivi de schémas de composition,

add 1) Vérilier que I (x) =

[
Jren

ST « I éape : poser u(x) = x2 et v'(x) = sinx.

n

0 2¢ étape : pour le caleul de J = 3 rcosxdx, poser u(x) = x et
4 0 BY

vi(x) =

COSX.

9>
3

«2¢ étape: pour le caleul de Jz Inxdx, poser u(x) =

Vix) =

« I™ Gtape : poser u(x) = (Inx)? et v/(x) =
Inx el

COSX — cosxsin’x.

@62 1) b) Poser u(x) = cosx et v(x) =
2) a) Ajouter membre & membre les ¢galités dul)b)etdul)c).
63 1) Simplifier au préalable _sin’x_
wip P | +cosx’

2) Piste : poser #(x) = In(l+ cosx).

n

L'intégrale %dx se calcule & I'aide d'une primitive.
afhb Lasection de X parle plan « d'abscisse x » estun disque de rayon
f(x)...

_ T
67" Onu, par définition : /2 = %‘J‘u’g' sin2(100me)de .
sin®¢ peut s'exprimer & I'aide de cos(2a) .

Bl 1) Calculer Iiml_f"(x) A "aide de I'égalité :
x= )

ool sl @) ()
) B D 0

2) L'intégrale J:;zcﬂ,‘i (nx) peutctre utile.

«B3 1) Voir I'exercice 44,
x2dx ' X
2) Calcul de sposer u(x) = x et vi(x) = ——.
jf ,‘ J_;l <5 |
a4 'l]Calu.'Ul de 1, t par parties.

2) Poser u(x) = (Inx)"+! et v'(x) =

«B5  Une primitive est .'('—'J‘: Mntde,

Intégrer par parties en posant u(f) = Int et vi(e) = 0.
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88  Lesdeux courbes se coupent aux poinis d'ahscisses v solutions
e Les dew

5 4 ~
~+ 1 %{—).suil_r‘l- Sy2o50 = 0.

|

=

|

Résoudre cette équation « bicarrée ».,

Ina

i 1o réel tel que = g
@89  Soit a leréel telque =

Inx

3
L'aire s'exprime en v par: A = 2[§a+j [ 5 _T)dx)'

Exprimer cetle aire en fonction de a, puis en donner une valeur appro-

chée.

4 1
&4 Ha)Poser u(x) = Inx et v'(x) = E

’ |
b) Intégrer par parties en posant u(x) = (lnx)P+1 et v/(x) = —.

x2
d) On pourra utiliser le résultat de I'exercice 66.

—21

96* 3) Une primitive de 1 — ————
) 1+

—. est rw—%ln(l +e 2y,
€

Na)§, = _ﬁ: *h ..., d’aprés la relation de Chasles.
n n+1
«99* 1) Sur [0, 1], comparer (7 et "+ ! puis ol
1+22  1+22

3) b) Exprimer u, + u,, , , avec une seule intégrale, et factoriser ¢/ .

«l00™ 2) ) Chaque différence peut s’étudier algébriquement.

nxn-1

3) a) Poser u(x) = x et v'(x) = !
1 +x"

4) a) Mettre v, + nu,, sous une seule intégrale, et factoriser.

@01 2) Ecrire I'encadrement du 1) pourp =1,p=2,.
Ajouter alors membre & membre.
~les n—1 derniéres égalités de gauche ;
~les n—1 premidres égalités de droite.

WP =n.

3) Pour une primitive de x~>Inx : une intégration par parties.

Remarquer ensuite que In(n!) = In2 + In3 +... + Inn.
" @04 [ estcontinue car lim mﬂc = fl0) =
x=0
Rappel - 'erreur II—SH| est majorée par-__M 3
n

a6 2}—p+—]— ’11); ():

Vérifier et utiliser.

@07 Lafonction (./1 + 1* est croissante sur [0,17.
S'inspirer de I'exercice 106 en prouvant que I"erreur [1=s5,| est majorée

oar L=A0)

n

a08*2) |[-R,| =

M(i If(xjdx]_z f()
k

1 [k ,, [k)dx dones
orbi(8) -

H

456

n k a B
I-R,| = ‘IEI Lo f( ))m]l -:EI Rep -

Puis montrer que

ij(x)d\l _rlﬂt)ld:. lorsque o == b ¢ POUN Uy

<
k
l n ;; 1 n k
a0 R, =3 —m = LT A7)
k=11 + (_) k=1
n
! n
| 1 k
abll R, = 3 y by ! ;(;)
= - k=1
n
q:_l-12*2) Poser u(x) = x2" el Vi(x) = __.::__'
W42
Ensuite, remarquer que :
x2n-1 1+x2 x?n—l(l_'_IZ) o ‘
Al +x2 1+x2 1412
@13 1) Mettre au méme dénominateur :
acosx bcosx _ (...)cosx
1 —sinx 1+ sinx Goste
4) Une primitive de x— est...
cos?x
@bl5 1)d)Un  intermédiaire  intéressant  est  d’établir que
2 ]
Tl o i,
H—s+co 2
n
«bl6 1)a) Il suffit d’évoquer I'encadrement 0 < Inx < 1 sur [1, e]. <
2)b) Poser u(x) = (Inx)"*! et v'(x) = 1.
3) b) D’apres 2) b), cela revient & établir que L ,1=0.
d) Utiliser 2) b), puis 3) c). «
«b17% 1) b) Encadrer 1 - x sur [0,1].
_ 1
¢) Poser u(x) = (—l{”—% et Vi(x) = e*; alors
p _ (l=x)" <
u'(x) = BT
2)a) Rappel . —(-1)" = (=1)7+1,
' x xn-l y .
<b18% 2) La dérivée de x—>= est P I}I.Vénﬁeret utiliser.
n: = .

3) Par récurrence. <

<120 B) 1) Voir I'exercice 6. ' :
C) 1) Il suffit de vérifier que t+>./a? — 12 est continue sur [0, asinx].
3) Utiliser le schéma de composition :

x—>asinx

g .
R d 242
yr—b_[" a“ — t=dt

a@l2l 2)a)A l'aide d'un schéma de composition, on trouve que
u'(x) =
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=1
X simn
@22 2)Poser u(x) =

Fﬂ‘“‘[e cos 1 = ]—ﬂll'l X

5b) (1) est décroissantedonce /, =17 =]

X et v(x) = sinx,

24* A) 2) Dériver toujours le polynéme.

.\‘-in[n +%).’
g b) D:H- 1(” =

+ cos
o os(n+ 1)
=SIn=

; 1
sm(n +35 )0+ 2cos(n + I)rbml

— 4.

.
Sin=
'3

-

d) Rested vérifier que, i 1 = 0(1‘;- ]Dn(’] = l.'[!)qm(rw ]].r

2)d) De 2)c), on peut déduire que x = siny = 2x

; n
= sur ](L§| el

I"appliquer i x =

tJl =~

) b) La relation de Chasles :

Chapitre 5

@@  Donner I'expression générale de f{x) A l'aide du théoréme 2, en
fonction de a. b et d'une constante ¢ .
Trois conditions permettent le calcul des constantes : les valeurs de /10),
£(0) etlalimiteen —eo,

-

@0 Poser v(x) = (2x+ 1)e~¥. Vérifier que y’(x) s'exprime A

I'aide de y(x) et d’une autre fonction dont on connait une primitive...

@2* 2) Vérifier que z(x) = —kAz(x) + k, donc, d'apres le théoreme

2vz(x) = + Ce-k4x (C e R). La suite est simple.

Signe de B: y(.x) est du signe de 1 + Be~ k¥,
Si B était négatif. montrer que ce nombre changerait de signe.

€4 1) c) Uneprimitivede = est =" june primitive de — 2" est =
donc il existe une constante Ctelle que = = =2z +C.
Calculer C a 1'aide d'une condition initiale.

3 i s 'unicité de v
2) y(x) est nécessairement égal & e~ ¥z(x), cequi montre "unicité de y.

«28  2) Si hest suffisamment petit (/1> 0), on peut considérer qu'entre
les instarits ¢ et £+ /i , 20/ litres se sont échappés du réservoir, et ces 200
litres contenaient 204 y(r) kg de sel.

i y . e+ I) =y ()
3) Former Je taux d'accroissement ———=———

Dapres 2), _g(;+h}-— (I(K};(!) 20h y(1)) -

«29™ 1) Le volume de la pitce (en m®) est 60. Exprimons les temps en
minutes. Le volume de CO présent dans la pidce est (en m'):
~alinstant ¢ - . :

lU(l x!lf) '

—aVinstant £+ A (si h> 0 estsuffisamment petit) ;

mat = oo (Udliser (1)),

3 NN
|ﬂll ) + (H'lll h - 00024 xS IUU

C () ajouté T
' CO échappé

On en déduit

100 60
(+h)=— /t)
s my=s [mn“ )+ 0,002~ 0,002 x 1
_ 02, 0002
=0+~ M.

Former alors le taux d'aceroissement L+ h) ’:‘)_:-—n»”m el e reste n'esl
h

qu'une alfaire de caleul,

a34 1) ¢) D'aprs 1) b) les solutions strictement positives de 1'équation
Vo= —kv(H = Iny) sontles fonctions ;: p—>y(1) = exp| -+ et
Poser M = expli.
Si NV est la fonction solution qui caractérise une population en extinetion,

lim N(r) =

f =+ o0

on doit avoir 0. Compte tenu de ce que & >0, caleuler

lim exp[Cet!] lorsque € = 0 et conclure que C'< (),
t=r 4o

Na)Si N est une fonction de Gomperz du type  précédem,
In[ln( )] = In(cekt) = kt+ Inc. Vérifier et adopter.,

N()
Erudier ensuite la réciproque,

a5 2)a)Dapres 1), f(1) = L+ Ce* ol € est une constanle,
Calculer les constantes compte tenu des conditions: f(0) =
L = 180,¢t f{15) = 90.

<38 3) La demi-vie du produit est Ie temps au bout duquel ka moiti¢ du
produit a été éliminé, D'apres le probiéme | de la partie 2 de Aw caur des
In
T

l-.l

problémes, ce temps est égal d 1) ¢ =

ﬂI'l + b" =u

n "
«39  3) Le systeme peut « s"inverser » en :
ay=b, = v,

_ Wy
ﬂ'" = 3
b = 2!1" i
)H - 3

e 2)DapdsDO=M,, <=M,
On peut en tirer facilement 0 = M, =
géométriques fonl le reste.

r" M, . Les résultats sur les suites

el A) Do) Poser L, = 0 dans ladeuxidme égalité etexprimer r,
_en fonction de r,
l]c)_ Poser L, , |
On calcule facilement L et r.

+1

- . g e T Trgen e Y
=L, =Letr,, =r,=rdanslesysteme.

@2 2) ) Ladérivée de w2y?
Factoriser 20 et utiliser le fait que y € ¢,

07 est 2u i 4 207y

b) On o dans ce cas, d*aprds a) Wit 4 = 0 (Pourquoi ?) Montrer
que cette égalité n'a lieu que si p = 0 ety’ = 0,

) o) Utiliser 1),

Premiers secours 457
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add  2)¢) Déterminet lun

=

ﬁa- - | . o 2 dHCERGER-
en constderant Je tan doac i
u
A sk
I T LN cuite /3 = = ctutiliser le
ment de la fonction 1>/ ¢ 0 Poser ensuite / 5

a1

schéma de composition l pr—1-
u

5 21 b) Daprds les définitions de ces fonctions, il est clair que
a(0) = S(0). puisque S(0) est le nombre total de nouveau-nés et
a(0) cst le nombre de nouveau-nés n'ayant pas encore contracté la
variole. Cela fournit la condition initiale /{0) =
¢) Puisque 0 << 1 et B> 0, on peut donner I"allure de C), :

A

G

-

puis en déduire, sans étude, celle de C ;

3) ¢) Déterminer séparément une primitive de 820 ) et de

g(1)
—ofe Pt

fr—t
H{l—a]+ae—|3’

d) On pourra interpréter  lim g(¢) = 1 - «.
=+ 0a

Chapitre 6

@04 b)Développer (2-z,)(z-2,)(z—2z3) sous la forme
az® + bz? + cz+d (a,b, ¢, d complexes) et exprimer a, b, ¢, d A I'aide

des données sur z), z, et z3 en utilisant la question 2) a) pour le coeffi-
cient c.

@09 2)Ecrire 5-i = r(cos6+isin®) avec r>0.
Que vaut tan@ ?

Prouver que @@ = — @ appartient 2 ]’intenrallc] [donc que...

3) Sans la calculatrice ? Compdrcr 0, ﬁ o et 6 A lmdc de leurs
tangentes. . :

v Hoamte S WL
ot

@bl0 1) Tenir compte des égalités z - E ] cﬁz,.z AL
2) Travailler avec les affixes des vcctcurs TM™ &t MM et utiliser la

caractérisation de la colinéarité de deux vecteurs 2 1'aide dés affixes : ¢ ‘est
immédiat.

@13 1) Rappel : ./3 estun pombre irrationnel.,
2) Voila ce que signifie « nature) » ; B

. . _ - - L] .
. ota) -+ & e
. ”.!’l. . e

458

@bl5 2) Unc réflexion change les angles orientés en leurs opposés et g,
ailleurs, se convair lncre e gue puun'l et M donnés sur €, il existe M’ unique
de @ tel que O, (M) (OA, OM’ |2r].

abl6 2) Prouver que Sll'”’) ‘M- M, S(OQ} My M, S(()R] .

My My eic.

@b19™ N'utiliser que les affixes des vecteurs ;

IF = ZyptIgr el IgE = ZiptIpp-
@l21% 3) 2) Obtenir: (1 - i)(m+p) =
et (1-i)(n+q) = 2(k-if).

Ensuite, caractériser un parallélogramme par : « les diagonales ont méme
milieu »,

20— ik)

@l31* 2) Montrer qu'a l'instant ¢ :
* laffixe de M est 2™ ,
2imt+
*Paffixe de M’ est 6+ ,3e

2 et donc que I'affixe de m, est
d’apres 1) : ...

@33 1)2) 2’ réel signifiez” = 0 ouz’' #0 et argz’ =
(il est bien écrit modulo 1t et non modulo 21).
De méme z” imaginaire pur signifie z* =

0 modulo it

Oouz' = g modulo 1.

@34 1) Un peu de rigueur ;

* Montrer que le cercle C' de centre A et de rayon 0,5 est contenu dans
la couronne de centre O et de rayons | = 0.5, ry = 1,5,

* Réciproquement (et oui !) : soit P un point de la couronne, considérer
Uintersection de T" avec le cercle de centre P et de rayon 0,5 .

3) Ecrire : 1 + ¢e'® = r(cos@+ising) etidentifier les partics réelles.
4) Attention a ce que livre la calculatrice dans la résolution d'une équation
de la forme cosx = a (a fixé): elle ne donne pas toutes les solutions.

. . X
@35 1) Presque un réflexe : factoriser par 2.

n -
3) Lorsque x = ~ que vaut L+ cosnx ?

tanx _ 1.
=0 Xﬂ,_ #
4) Montrer que :
Sl i(n-k=
Y.enm = Ye " (le plus simple étant de poser p = n—k
k=1 k=1
dans la seconde somme),

@d6*1)0)22-22 = (Z+0)2—(Z+D)°
lopper.
2) Vérifier que (1) impose Z # 0 et donc qu'en multipliant
obtient une équation équivalents "\,
3) Que signifie Z+ 2w = 0 ?
Soit Z, solution de Z} = 8w@®*, Mehtrer que M .:ppamcnt a
€ I si, et SCUIBIT‘\.I‘II&I son alfixé est u)+Z¢ m+;Zu.m+_; Zyy

<il n'y a plus qu'a déve-

g
(275ar Z= on

s b

: _.-(:). Interpréter géométriquement. ,

Chapitre 7

@3* 1'une des trois versions du théordme de |4 médiane est bienvenue.

«dd  Commencer par fuire une figure pour conjecturer les deux angles.
La suite duns Ta relation d' Al-Kashi,
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=~

La formule des sinus,

e
A1 ’i}'RT— 7'!_!. done...
« Projeter nnhnmnalunlenl

71 CH = GQR-CH = ...

Pl OB - HN = OB-_{.'L] +OB- AN
3 Soit @ le planorthogonal 3 OB passant par 17, T le cercled
Je diametre [AH] et N un pointde T distinct de 4 etde /f.
fublic que : (AN) L (ON) ;
gdosigné par M MA-MB =

eceplan
(ON) coupe le plan @ en un point

0 ; et conclure,

&5 1) Pour évaluer HK - E_‘E.uliliscr (apres justifi

cation) que :
K = HG+5GB o EL = Ed+31C.

2) Expliquer pourquoi /4’ = JH .

&1 2)b)

Z 04, E |02

+204, - OA2+2OA, - 04;+204, - 04,
+204,- OA;+204,- Od,+204, - 04,

Songer ensuite au raisonnement suivant :

Sil'on a des nombres réels a,

@y.een @y €Ly, by, .., b, telsque:

alﬁ—éb]

a3 <by,alors: a; +a,+ ... w+b

i

ta,<b +b,+
a,= bn
avec égalité si, et seulement si, @, = b, pouri = 1,2,...,n.
= m£2, 1, HII%).
2.t g
Calculer CN’ et montrer qu'il existe A 0=<A<I
CN’ = ACA .Endéduire alors que N’ = N.

€61* 2) Partir du point N'(l
: tel que

-

Ty ac "
@2  3) On doit obtenir une seule valeur :‘ﬂﬁ-‘ —
; ¢+ Jat+b?

5) Exprimer OC et AB en fonctionde a,b et ¢.

@65 «Montrer que le tétraddre est équifacial si, et seulement si, les’

quadrilatéres /MJN , JLH{ el KNLM sont des losanges.

* Pour établir I’ equwa]ence entre (2) et (3) pbserver que les cotés dcs
quadrilatres précédents sont parallzles & des artes du tétragdre.

* Ne pas oublier que le centre de la sphére circonscrite appartient aux

plans méd’ “~yrs des arétes.

€50 2) Pour montrer, par exemple, que L est le milieu de [A|Az]-
montrer que /A, = DA, fues facile) et que D estaligné avec A4 et

Ay encaleulant A,DA) = ADB+ BDC+ CDAy = ...

68" B) Duns le cus du tétraddre gulier, montrer, par exemple, que le
diedre des fuc- +,12C) et (ABD) est!'angle CID , ot 1 cstle milicu
ue [An), B
C) 2j  Que vaw: m,- f_,zi Y En déduire :'I'_Fi; §d, = 0.

* Utiliser que : 8771 4 h‘ e ST7 1. /]Irl‘ (0 justifier évidemment),
3) ) Faire une figure ! triangle S4 541y avecle point I,
b) Al-Kashi

4) 2) Oui, il fuuy trouver une pyramide réguliere duns le cube.

a6 3) A\«rm:ir = bar[

«9*
3) a) « Position » du centre de gravité sur une médiane,

b) Ob'aerverque le triangle BEG est équilatéral : cela facilitera I'évalua-
tionde GB - EG .

4) Obtenir (PQ) paralléle & (HB) . Aprés, ¢'est immédiat.

1) Trouver une deuxiéme médiane,

«6™ A)1)De la premiére relation, déduire que :
MoA + MoB = M,0 - MyC + Mo0 - MyD
(c’est une aide pour évaluer 21\_!? c_*f))
B)2) I)) Pour montrer par cxcmplc que MOA L ED;
(MUA + MOB] CDh= (M A+ MUA +A4B). CD .
4) Soit .4, le projcle onhogunal de A sur la face (BCD) Que dire de

BA-CD et BA .CD ? CA-BD et CAI BD ? DA - BC et
DA -BC? C'qu la clef de toute I'affaire.

6) Exam:ncr la nature des quadrilatéres TMJN, JLIK et KNLM de
I'exercice 63.

utiliser

&@7* 2) Onse doit d’obtenir: MBZ = 3x2—4x+2.

Faut-il rappeler que la distance BM est minimale lorsque M est le
projeté orthogonal de B sur la droite (DF) ?

3) d) Utiliser le tableau de vairations de /* pour montrer que 6 = ZTR

avec égalité si, et seulement si, x =

(TR

et interpréter.

@I8* A)3)Le planorthogonalen L 4 (4 L) passe par B si, et seulement
s, LA-LB = 0, d’oll la valeur de ¢.
B) 3) Pour trouver un point M(x, y, z) qui vérifie la relation (1) quel que
soit @, il suffit d"écrire que dans (1), le coefficient de cos @, celui de
sin@ et le terme constant (par rapport & 8) sont tous nuls. Essayer.

Chapitre 8

(]

QR]a

111
=|:nzlr£\i ,E-—.bar%L
all—a ) 1 all-a

il n’est pas bien difficile d'¢crire 7 comme barycentre de O, B et C.

4) En regmupa‘n? i 3—_5-‘71 ;‘bm‘[%'%] etc.

5) Prbuw:r, p:'lf,'lex_:_:njple,ﬂqile : A_f = 40+ B0+ CO.

—Io

@8* Uliliser systématiquement qu'un vecteur directeur de A est un

vecteur orthogonal & ny et n,.

abS

directeur de 1. En déduire que ces vecteurs sont coplangires,

2) a) Montrerque 1, a1y et 11, sonttous orthogonauy A un vecteur

&0* 1) Déterminer les coordonnées des projetés orthogonaux de

M(x,y,z) surd et A",

459
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Sander dun tableau ted

@&y Sk Sl

Y e

[ ajourd’hur & anndes plus tard

s {
+ K

¥ | VA

Caleuler 4 avee les données de I'énoneé,

x=0 A

817 Tntroduire le débit de chaque robinet-vanne o oy, det 17 le
volume de Ta piscine et observer que 'énoncé fournit les valeurs de
¥ 5
tf{+tf}‘-. cfﬁ+d{-
F_al LV

_ 1l
d+ dg+de dy

» el oque la demande  concerne

¢fc+tf_{
Ty ' de ’

B3* D Partirde: = |BCI? =BC (BA+40) ,
développer et mettre en ceuvre la relation :
= [l W cos(m, 7).
2) Voici une étape intermédiaire du caleul :
ptg+r = 2c(cosC+ cosdcosB),

&B4* 1) Evaluer AH - BC, BH -
H comme barycentre 4, B et C.
2) La loi des sinus.

Jpru. avoir utilisé la définition de

«B86 Montrer, par exemple, que AI est colindaire au vecteur

AB | AC
ll.-I BEI lacl

«B87* 2) Uiiliser que D ¢tant dirigée par un vecteur orthogonal 2 ny et
ny, D et P sont sécants si, et seulement si, ce vecteur n'est pas ortho-
gonal 3 7.

3) Discuter — par exemple — en considérant les cas :
(ay by) = (0,0) et (ay, by) #(0,0). v

«2* 1) Ensuivant la Piste, sous I'hypothse i i = 0.

«Erape 1 Si 7y~ # 0, alors e dire de 7, et u3 ?'pms dé 9‘ et
3 ? Montrer de méme que 71, - 115 # 0 m-..nc A une contradiction,
Elape.’ Voir alors que "l dirige (OA e

2) Montrer que ()Al i, = 0 puisque it iy = 0=

3) b) Les plans O et Q, se coupent selon une drmle A p.ls\.ant par O

et dirigée par un vecteur it orthogonal A la fois 2 ul etd Ifi

Reste & montrer que (0, u) s Q3 ey

93" Application
I est clair que les résultats obtenus sont encore vrais pour une sphtre de
rayon quelcongue, Cela dit, choisir un repére tel qu'avec les notations du
probleme :
6, = 4043° ;

0, = 50.23° et ¢ = 74,01°-4,10°,

déterminant,

4™ 1)2)Pour

i’ = |l cos(h, &) est bienvenu,

Iexpression  du I'emploi  de

460

ID 3 Utiliser le theoreme de Pythagore,

1D 3 Voici une représentation paramétrique de A ¢

[ | |
—(M+ 19y = = ~My iz = .
hl( L9 1 h][ﬁf ). (-4

61 -01),

95 1) Vérifierque deux queleonques des droites s Dy et A sontpey
paralldles et non sécantes,

) P oestle plande |'épw, (P, PK, 7) ¢l faut done chercher 7
telque 7, - PR = ny j=0.

+ Py estle plan de repdre (P, PL 7).

Chapitre 9

e Utiliser, aprds I'avoir vérifiée, 'égalitt CUD = CAD.
N n =
@2 DHEWX) = Y xp = Y xPX =x)
=1 f=1
n
R D NC)
f=1 ve (X=y)

Le reste est affaire de regroupement.

@l Poser yt = E(X) ;alors:
Var(X) = E(X-p)? = E(X2-2uX+p?).
Appliquer alors la linéarité de I'espérance.
De méme pour chacune des formules.

al8* 1 Pour 0<i<9,poser P(i) = k(i+1).
Calculer & en écrivantque: P(0) + P(1) + ...+ P(9) =
2) Méme indication qu’en 1).

@27  Lasécurité d'un moteur est la probabilité qu'il fonctionne.

Soit T I'événement : «I'avion tombe » ; C 'événement : « le moteur
central fonctionnew ; A ; resp. Ay les événements : « le moteur de 'aile
droite (resp. gauche) fonctionne ».

Alnrb T CU(A r‘\Ad} Caleuler P(T}

.1) Considérer I"événement A,

§

tle u-ié'mi: but est arrété » el

1‘357

_-utiliser ["arbre suivant aprés I"woir expliqué v

B, A

n+1
lim p =
n—=+

«0 3) I (& vérifier), Si 1'on répdte un grand nombre de

fois I'expérience, il est presque sir que le vers de Mallarmé sera derit au
moins une fois. Voild pour le paradoxe.
a4 ré .0 e =10 1 Sngee *
4) La réponse est p, > 10~V lorsque n dépasse :
—~10840 x In(1 = 10~y = 2% 107!,
. . ~ alied !
Le « grand nombre de [ois » cst vraiment trop grand pour etre réulisé !

Sl

contienne ni le raisin n”

Choisissons un petit pain fixé, Considérer la probabilité qu il ne
L, ni le raisin n® 2, ... ni le raisin puméro 2.

Cette probabilité vaut ... (utiliser I'indépendance).

—

¥

.

53" !
|mkll’ |
sinon.
Consid

P

SO

s7"
qui dé

Détert

<58
sent o
dans d
sivem

Dol |

2) Po
doit

«6()

ahl*
I"arhr

aénoty

des pu

Jivéno
de len
Dans
situé |
€) On
probl

A
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17 Db Utitiser laméthode décrite dans I'exemple 3 du cours : on Pﬂﬂc

;= AR 1Y | !
pour pag =ity Y; si le i-igme objet est dans By, et ¥, =
dnat .
fla variable ¥ = YI +

ConsideTe + Y, . Que représente-t-elle 7

2 i p cst la probabilité que A gagne, A4 doit retirer du jeu une

omme égale d p X 64 pistoles.
g

.7¢ 1.e nombre cherché est 'espérance mathématique de la variable X

Qi Jécompte le rang de la premigre jaune tirée.

peterminer laToi de X A I'nide d'un arbre.

1) Dans chaque cas, représenter seulement les chemins qui aboutis
sent au gain du joucur X" Ainsi, dans a) par exemple, X est vai nqueur
dansdeux cas : soitilbat A , puis B, soitil perd contre A , puis bat succes-
sivement B puis 4 .

Dol I'arbre :

2) Pour lever le paradoxe apparent, songer que, pour étre vainqueur, X'
doit obligatoirement gagner la deuxi¢éme partie...

1) Utiliwcr I’arbre suivant, aprés 1'avoir justifié :

«61* a) Déterminer d’abord la probabilité du phénotype 4 en utilisant

e

I"arbre suivant :

¥
q
Aa

génoty,e  AA na
: 1
phénotype 4
Calculer ensuite P(AA/Phén.i, . P(AafPhénd).

¢) Commencer par I’ arbre tuwam

! Ki
dn @3 @49
anches du chemin

Dans cet arbre, on peut se contenter de remplir les bri

#énotype
des parents

_ﬁ\érlul)'Pe
de "enfunt

SIUE le plus & droite. Pourquoi 7
€)On peut procéder comme dans le probleme résolu de Au cour des

problémes, partie 3,

@62 1) Les quatre génotypes sont AABB . AaBB ., AaBb et AABb .

Cela correspond au phénotype AB (car a et b sont récessifs).

* s e olé o £ .
@63™ Dans le désordre, les six génotypes possibles ont pour probabilités

2

2 .2 P
ws, ve, we, 2uv, 2uw, 2vw . Vérifier cela.

3.) Nul besoin de déterminer la loi du génotype d’un enfant de Ia généra-
tion 1 ; utiliser les résultats de la question 1).

<66 2)b) P(Ty/T)) = § et P(T,IT,) = % :aviifier

) Il s’agit de calculer P(T,). Utiliser la formule des probabilités
totales.

o

68

1) Gérer les hypotheses pour obtenir deux relations entre py et r.
«69 3)a) X prend les valeurs : 0, 1,2,4,5, 8,
4) et 5) Reconnaitre le schéma : « au moins un... ».

1) a) Utiliser I'arbre suivzmt :

<0

AH n
Sn
4)b)Tout se ramene & montrer que, lorsque a€ [0,1],
a(l—-a)= % :
@1* l);) et b)Puisque pour tout i, E(X;) = ;11,
E(X) = E(X )+ +E{X1m) = ...

2)b) Uuhser apres "avoir ]usuﬁé le fait que les événements F, ; sont
indépendants dans leur ensemble.

@3 1o Puisque.l'énfant est viynrﬁ, il 'y a que trois possibilités équi-
probables pour son bagage génétique : XY, XX" ou XX.
4) Soit C,, I"événement « n petits fils normaux ».

Calculer d"abord P(C,,) l'aide de I'arbre :
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Chapitre 10

&4 3 Montrer que P =8) "

10 numdros, on obtient un éehantillon & Kk numdéros

= a0 |
é'ﬂ I‘i n '( uan

¢ k= 10, . L
gagnam { 20 gagnants et 10 — k numéros parmi

lil
« ot choisissant 4 pumcros parr

50 perdants.

ivant les valeurs de p enrésolvant 'inéqua-
&57* 3 Comparer P ot Q suivantles valeurs de 7

tim P-0=0

j it fai a probabilité de I'événe-
&8+« Aumoinsunsujet > doit faire songer A la probabilité de I'é
ment contraire.
» Pour rester rgoureux :
_ it étudier la monotonie de () - pour 0 < = 100 ;
"
_ soit justifier I'inégalité u, < (99 —n)” et raisonner par conditions

suffisantes.

52
@b0* 1) Poser t = G) et résoudre

(l-r=< I—%.nvec 0<r=1 (justifier).

a66™ 2) Désigner les heures d’arrivée des personnes A et B par 20 +x

et 20+ y (unité de temps: Uheure) avec 0 =x=<1,0=yp=<1 el
éviter de « discutailler » en considérant les cas x <y, etc. : les personnes
se rencontrent si, et seulement si, 1'écart entre leurs heures d’arrivée est

plus petit qu'un quart d’heure,

«69* 1) Montrer que, de maniére générale, si A et B sont indépendants,

alors 4 et B le sont également :
P(ANB) = P(AUB) = ... etsongerque A = A, B = B.
3) Dire que le temps d’attente entre deux réalisations de E est supérieur

at (1> 0 donné) ne voudrait-il pas dire que I'événement E ne se réalise
pas durant l'intervalle de temps ¢ ?

2 3)Silarégularité du dé est admise en 1) (au seuil de 5'%), elle est
rejetée au méme seuil en 2), ce qui fournit une apparente. conlmdiclion '
On notera cependant que le choix des rcgroupements par palres est(volon--
tairement) biaisé : une paire avec les deux effectifs les plus faibles, une

paire avee les deux effecfifs les plus forts orilya -lﬁ.g_cgrolfp,_emcms
par paires possibles, i e

«@5 2)Moins de 10 % des cas dunnem d’aussi bom résultats, On peut
done qualifier de « chanceux » I"échantillon expérimental de Mendel sans
pour autant pouvoir porter une accusation de malhonnéteté (nous n’avons
gu'une seule expérience). En revanche, il n'en est plus de méme (voir

Vencadré aprés |'exercice) lorsque 'on examine 1'ensemble des résultats
obtenus par Mendel,

Y™« (X> k) est!'événement ; « au cours des k premiers lirages, les
numéros sortis sont tous différents, »
» Utiliser, aprés I'avoir vérifiée, la relation :
X>k-1)=(X = k)u(X>k).

462

i | P e T
-R4% A) D) Pour caleuler ]('“—L’”l. fuctoriser ¢ eV e

X+ v)
fovahy T —) \ _,'[3_-'“]
2 ) 2
. = e e "

UE_\-<2R

3) Poser 1 = "—=- .

Vérifier que les conditions {
conduisent & —m<r<m et appliquer le résultat obtenu 3 j,
question 2).

B) La probabilité est caleulée par le rapport des aires :

» du domaine &,

« du carré défini comme I'ensemble des points M(x, y) tels que:

0sx=2met0sys2n.

«85™ 2) Le principe du produit.
3)Si A est différent de [, montrer que I'on peut construire toules les
partics B de E telles que A U B = E ainsi:

« choisir une partie quelconque X de A <

* poser B = AU X (A :complémentaire de A dans E).

4) Le principe de la somme, selon le nombre d'éléments de A.

6) Deux modifications seulement :

* nombre de tirages ;

* la question 3) (uniquement lorsque 4 = E).

«86™ A) Le probléme 2 (page 311) du chapitre 8 est une aide précieuse.

B) b)
5
c
-
f o | I\B
X7 2
A '
2 7 o
*Lorsque | =t =<2, V, n'estautre que le vo] .-du tétragdre trirec-

tangle OABC A(r 0,0). B(0,1,0)-et C(0, 0r 1y idiminué du volume
.des ftrois « petits » tétragdres mrccmnOIe". cnl"nolet dans la figure ci-
dessus, o RIS

WU e
= 3, on considére I'intersection du plan ABC avec les
plans d’équations z = 1,y = 1 etx = | :c’est la figure accompa-
gnant I'énoncé,

"Lorsque 2=t

V, estalors le volume du cube diminué du volume du « petit » tétraédre
trirectangle.

N

P

0 Il 2 B3 y

Lat figure ci-dessus (dans le plan (»0z)) permet de calculer son aréte.
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-

+ B)2) E; est lintersection des n événemens -

(4, € Fk);
(Age Iy) ... (4, e ).

&7

€

(€ T

. ¢vénements sont indépendants et (4, ¢
(0]

C 1) est (par définition)

]-E—.‘,Enemcnl certain.
‘ i i tvéne : '
02° ko est I'intersection des n événements indépendants ;

I_| s
;Ie[I"-”":“:l L], "HE““’ll-chacundepmba-

h]]iln‘---
JE, et Tintersection  des  événements -

i s
1€ [atitt] s e ltyti+e] 5
événement Cerain) § ovecueen,

Le[0,1—y;

‘ v € (b 41
v § b € [, L+1].

4 Considerer que £, £...¢, sont les instants d’arrivée aléatoires entre
(0. 1] de n personnes, indépendamment les uns deg autres

el 1le temps
Jattente (au sens du probléme 66). 4

Chapitre 11

@ Lidentit€éa"—1 = (a—1)(a"-14 _
« passe-partout ».

«+a+1) peutservir de

e  2) Dresser la liste des diviseurs de 2004. Remarquer ensuite que
3 = 2%~ 1 et on procdde de méme pour 7 et 63.

Pour 65, c’est un peu plus rusé : chercher un multiple de 65 de la forme
241,00 d divise 2004,

eld Voir 'exercice 3 de la séquence 2, dans Avant premiére,

<4 Parexemple, le nombre de jours écoulés entre le 1¢ janvier 1900 et
le 31 décembre 1999 est: 100 x 365 + 24 (Il y a 24 années bissextiles
seulement—carl'année 1900 ne I'est pas—donc 24 « 29 février » Arajouter.
On procéde de méme pour déterminer le nombre de jours entre le 14 juillet
1789 et 1a date de 1'exercice, puis on effectue la division euclidienne du
nombre trouvé par 7, avec un peu d’atlention pour le reste.

a7 2)270 - (212-}5}&_ 210 - e2,370 = (35911334,

Utiliser ensuite les propriétés des congruences.

A

a8 3)Sirest Ic_fééfq"chcm:_,_veﬁﬁér que 102003 = 10" (modulo 7).

A -~

@5% 2)b) 11 s'agit d"utiliser
lorsqu'on range p + 1 objets dans p tiroirs, un tiroir au moins contient
Plus d'un objet... Ici, les tiroirs sont les restes, et les « objets » sont les

le’ «principe’ des tiroirs» qui dit que

nombres Ugp Uy ooes Uy

€« Légatité e = (D) conduit & at=0(p) . Prouver cela
el utiliser,

@3 Pocer x = 1227 1 324 = 12%27 ;alors x’ est premier avec
1. Trouver tous les x’ possibles...

_@/7T*
=

2) a) La division euclidienne de n par m s'éerit n = mq+r
F<m). Alors :

2!!__1 = 2}Jrq+r__] = (qu_ l]KZr'+(2f'_ i}.

Montrer que I'¢galite précédente est en fait a diy
n

2"— 1 par 2m_ | (Utiliser

0=2r—j<am_)

ision cuclidienne de
Vexercice8 et prouver que

Supposons que a est premier avec by ctavec b, : alors il existe

des ent
s uy, v u, et Vo lels que au +bv, =1 e

@iz +byv, = 1. Mulliplier membre 3 membre ces égalitds,

@5 2b) M est un muliple de @ = Da’ donc % est un entier

multiple de @ (et de méme g est multiple de 5”...)
¢) D'aprés a), Da’h’ = M etd'aprésh), M = Da’h’ ...

<46

Inversement, montrer que si o divise a et b, alors ¢ divise D, al'aide
de I'égalité de Bezout.

1) On sait déji que tout diviseur de D divise a et b,

2)a)Poser m = ka = kDa’ (avec k entier).
Alors mb” = kDa’h’ = kM ...

b) l existe v et v dans Z telsque @"u+ b"v = 1. Vérifier et utiliser.

«9 Poser D = PGCD(b,¢).

Montrer successivement que : tout diviseur commun de a, b et ¢ divise
a et D ,doncleur PGCD ;tout diviseur commun de a et D divise a, b
et c... ; conclure alors.

S0 2) 27 =(28)kx 2" (modulo 17).
@53 1) b) Montrer d"abord que at =0 (modulo p ), puis que a’T=0
(modulo p*).

Montrer ensuite & 1" aide d"un théoréme du cours que p* divise T puis que
pr=r.

. n—1 _(n—=1)x..x2x1
&6 l)ReIInarquefque-(p_l) T (p-1)X..x2X1’

&B7* 2)Lacondition du 1) s’écrit assez facilement : « 2ay—ay, )
est un multiple de 10 ». En déduire alors la propriété demandée.
3) Parmi les 100 ééuplé;s possibles (ayg _ 1. @) . combien sont tels que

Uy = dyy (modulo, 5), avec. a,, | #a,, ? (Dans le cas ol
2 2k - 2T { 2 T2
@y _ y="d3;1a pérmutation est sans conséquence.)

&18* 3). Si tin seul des chiffres ay esterroné, il estremplacé par b, # a;
(en écrivant le nombre & 23 chiffres : a,5...... aa ).

Laclé ;:;(_;] étant calculée a partir des premiers chiffres, une erreur sur la
clé est forcément détectée, done on peut supposer que k = 3,

Montrer que, pour que l'erreur ne soit pas déectée, il faut que
108=2(by — a) =0 (modulo 97). Poursuivre le raisonnement.

* De méme, si les deux chiffres @y et @y | sont permuiés. montrer que.

pour que lerreur ne soit  pas  déeelée, il famr  que

9x 108 =2{ay, y—a ) =0 (97
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Seotie. (Pourquai ™
79 2)=llest évident quune Crreur sur o 5, est déteetdée. (Pourquon

«Siu est rempliede par fy o miontrer que. ponn gue Feieur ne
M+l {
soil pas déteetée, il faut que 2 [u,, LJJ_ mhs, ) (modulo 10).

Utiliser alors le Fait que mrrealise une hijection. .

80 3)Sile chiffic a; esl remplace par un chiffre distinet hk . montrer
p RIE

que. st lorreur 'est pas détectée, alors k(hy —a,) =0 (modulo 11),

4) Si les deuy chiffres @y et ag, sont permutés, montrer que I'erreur
n'est pas détectée lorsgue :
{”-“d‘ +(|U-—k}{r‘,‘,+| =(11

Poursuivre ce raisonnement.

"“”MI + (10 - k)a, (11).

«81% 2) Si unc erreur survient dans la transmission de dyy ouap, (e
« ou » estexclusif), elle peut étre facilement repérée (puisqu’une seule des
deuxclés estfausse) et corrigée (puisque I’on peut recalculcr]c-;deux clés),

Si une erreur survient dans la transmission de a;(1 < k=10), alors

montrer que les deux clés sont fausses. Si a, est rcmplacc par b, #ay,
les clés erronées a 11 €tay, transmises permettent de calculer les bonnes
clés A}y et A}, . Expliquer comment, puis calculer 4 et enfin a,.

. 4 ) . .
«82 Si a estrationnel, o = £ (p et g entiers, premiers entre eux),
q

alors A2 =

@84 1) Poser x = ‘g (p et g entiers, premiers entre cux),

Montrer en utilisant le théoréme de Gauss, que ¢ divise p .

&85  2) Calculer (f82-96)2, puis (a2 - 365)2.

«B6 D'apres 1) 403 -3¢ = cosg = %, donc @ est racine du

polynéme p(x) = -6x-1..,

@8 ©)Si (xq,),) est une solution de I'équation du b), multiplier les .~ - i iy
e p-1 p=1
<56 . l]Prouverquc[ i Js—( -

deux congruences du systéme du a) par Xg . et simplifier « modulo 26 ».

«l01 1) Soit n le nombre de jours séparant Jy et J, . Montrer qu'il.

existe u et v dans Z , tels que n = 1051 = 81v+6

Dans ce cas, 1 et v sont les nombrcs de pcruodes effectuees par A et B
entre JU et . :

a6 A) 1) ¢) Raisonner par récurrence: g VR
B) 2) En base deux, les symboles ou « chiffres™ SDnI’OI’.f senm
I1s se déerminent facilement si I"on écrit le nombre x = deux m|]Ie quatre
comme somme de puissances de deux.
Ainsix = 1024 +512+256+ 128 +64 + 16 + 4
210429 4 28427426 424 4 22
1T 111010100,

Done x

<07 4)b) Si x, y,z sont impairs, montrer que x2 4+ y2=22= | (2).
¢) Prouver qu'il estimpossible que x, p et z soient tous pairs ; que deux
des trois nombres soient pairs et I'autre impair.

d) Montrer que, si x et y Etaientimpairs et = pair, onaurait x2 + y> =2

modulo 4 et 22 =0 modulo 4.

464

wh08* A) ) Developper (Sk +2)2 pour k
©) Développer (134 + 4)2
mnp

queiumqu :
pour k quelconqye,

ourle PGED de plusicurs entiers, VoIt Pexepei 19,
'

«09% A) 2) b) D'apris 2) ) ;

—_—

107a = |0"r;(x“+f’_+ X
107 )

Montrer que I[)“( + l_(_IJ +.

b | sy :
[U") 1 est up enlier, ¢

e
r,<b.

¢) D’aprés I'écriture, r,

= 0,done 10%a est yp my)y:
. e
B) 2) a) Montrer  par Plede

recurrence que,  pour tout k=
lq_'_&_’q-l-pi-k' -

5
4) Exemple, avec =
) Exemple, avec B

On examine les puissances de 10 modulo b = 12

109=1(12) ; 10! = 10(12) ; 102= 4(12) 1 10 = 4(12),

Onendéduitg = 2 etp = 1 (puisque g+ p = 3), Done la suite g,

i 5 ¢ i .
décimales de B est périodique de période 1 3 partir de Ja 3¢ décimgle,

(Effectivement, ]—52- = 0416666 ...).

Chapitre 12

«d7  2)b) Effectuer la division euclidienne de u par p : soit rle reste.
Etablir que r#0, r# 1, r#p—1,r#x etquerestunique.

«54* Deux questions ; .

* Que dire du nombre de changements d’état effectués sur les lampes
- allumées i la fin de I'histoire ?

~ * Que signifie que la rampe n° n change d’état & la manipulation k ?

P J(p'), avant d"amorcer le raison-

© nement par récurrence.

X .' yis 2%
2) Que devient la relation s % (p) IJ (voir I'exercice 55)
8 s

lorsque p = s X ¢q ?

»

@8 2)b)n+1 objets: GpsGgs oo Guat N tiroirs ; les nombre:
impairs inférieurs & 21 (2 contrdler).

N+ 11— 1, nentiers conséeutifs. Considere?

&S9* DSoit N,N+1, ...,
les restes modulo a1, ST
Si 0 n'est pas un tel reste, obtenir une contradiction en considérant :
*lesnobjets NN+ 1, o, N+u—1;

*les n—1 restesrestants 1,2, ...,n=1.

car |g liste
. ¥ I 1C dn:s.\l.[l»l

«63* Décomposer 2 450 ¢n produit de facteurs premiers ¢t

de tous les cas possibles.

! " 35]'[uii'
: » : née. »
Exploiter alors la réponse du fils « Il me manque une don

tion pour lui est nécessairement ambigué,

A
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& 1) Uiliser le théoreme de Fermat pour obtenir gn-1= 1(p).

f.*"']E

() eta"= ' =1(r).
pes lors. i trois nombres premiers distincts p, g et r divisent g7~ 1 _ |

alors.-

‘{,9* 3) + Justifier que p et x sont premiers entre eux cf appliquer le
péoreme de Fermat : x =1 =1(p) lorsque pest de la forme de 6 +5
,si = 1(p) . que dire de x*+x + 1 modulo p ?

40 DLl des deux entiers de la décomposition peut étre égal A km

3) Montre que si p estun facteur premier de n, alors p divise chague terme
de la somme (si on suppose que n = a + b et que n ne divise ab alors p
divise a et b).

&1% 2) Montrer que si n est dans le tableau :
4n+1 = 4(2k+ 1)N + (2k+2)2, d’oi...
Réciproquement, montrer que si 41+ | est composé, on peut écrire ;
n+1 = 2p+1)(2g+1)avecp =gq.

Poseralors ¢ = p+ s, avec s = 0 et montrer que s est pair.

2% 1)a)Poser p =
(2a)7=...(p) .

b) Montrer que p est premier avec 2a et appliquer Fermat.

2g+ 1 et utiliser que (2a)2=-1(p), d'ol

75 1) Théoreme de Fermat
2a)Sik = gs+ravec 0=
b)Si 1 < r, obtenir une contradiction.

r<s,alors a* = (a®)7%a",d'ol...

€36 2)a) Vérifier que 227+ 1 =1(p).
b) Justifier I'égalité : (227)2" =" = 22".
En déduire que I"hypothése 22
une contradiction.
4) Montrer que les nombres premiers divisant Fs 8
64k + 1, k= 1. Vérifier que, pour :
*k=1,2,5,6,8,¢ce ‘ombre est non premier ; .
vk =13,4,7,9,064k+1 est prem1er mais ne divise pas F's

k=1

"=1(p) pour 0 =<r<n, conduirait &

ont de la forme

I

(conclusmn}

<@7* 1)b) a? —'(x+I)Px!’(‘f 2) Utiliser alors la congruence

(x+ 1)?=xP(q), puis Je résultat’ 1) a}
Rappel utile : I'ordre de a modulo p divise tout entier n =1 tel que

a"=1(p)-

P = - '

«I8* 2) a) Raisonner ainsi : soit m un diviseur de pFxq.
*cas | : m et g sont premiers entre eux, donc...
*cas 2 p divise m. Ferire alors m = p%my avee & =1 etpetm

premiers entre cux,

<@9* 2) a) Que vaut a(N) 7 (Utiliser I'exercice 78.)

b)*Si 5 % 1, on connait deux diviscurs stricts (au moins) deqg:lets.

<“B0* B)3) Prouver que :

a(N) _ 1
N " (l +,—’+.

I I L
o)
p

(94 SQJ

Chapitre 13

«68* 2) L'image de B par s est le point B’ du cercle €’ circonscrit au
carré AEFG tel que : (IE, E’) =
litude 5 (voir question 1)).

Procéder de méme pour les images de C et D.
3) Configuration des deux cercles sécants.

0 [2r], o0l O estl'angle de lasimi-

«71  2) Lasimilitude s, decentre A qui transforme Ben D a pour éeriture
complexe: z'—a = u(z-a) o ue C*.

Comme s,(B) = D,onau = ... Idem pour la seconde.

«19%* 3)a) Cest de centre Ot passe parA donc I” = s(€) estde centre
s(0) et passe par 5(A),d’ol I"...
b) Utiliser la configuration des deux cercles sécants aprés avoir déterminé
I'angle de s.

«85 Examiner la figure a) : que dire de (OM, 0_1.\’) ?

Examiner la figure b) : que dire de {Aﬁ, I{B) ?

«88% 1) Exprimer BRen fonctionde a = BC et cosB et PBen fonction

de ¢ = AB etde cosB.

«89* Soit s la similitude de centre A qui transforme B en C. Quelle est

I’'image de D par s ?
Comparer le rapport et I'angle de la similitude de centre D qui transforme
B en F avec le rapport et 'angle de s.

«90* Utiliscr la configuration des cercles sécants.

1z z = Z

iy - ’
2, +a+if=z

d'otl ¢ : z— z" (le reste est calculatoire).

B

2) L'écriture proposée est celle d’un antidéplacement ; si z = x+ 1 3
(x réel), que vaut z” ? Interpréter.

«103% 2) S a pour écriture complexe 2’ = wz avec we C* comme
S(4) = BetS(C) = D, @ = ..., d'ob...
3) Revoir la définition de S’ et le théoréme 5 du cours (« il existe une

unlquc elc. »).

<104* A) 2) Examiner, l'acuon der’ or surEetA.
B) 2) Pour montrer que 5y o's - est de centre I, montrer simplement que
[ est fixe par 5, 0 5y - :
3 r[ B =ad

n
13

e 5,(Q) = Tetsy(s (@) =

Dans un quart de tour que dire d une droite et de son image ?
al05* 1) Evaluer (ﬁ !_C-) (facile) etsongerque AQ est dealaux deux-
tiers de la hauteur du triangle quilatéral ABC.

() 2) Déterminer :
s le rapport et I"angle de g5 0.8,
« puis le rapport ¢t 'angle de 55 0 (1g505,).
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o R, | ek
1067 B) 1) Le mapport de s est (TL} i R ot Fangle de v (104, 10,)
) 3 1

- W ~
Procéder de méme pour s° ¢t @,

Chapitre 14

&35 Ya)Centrede C; @ 24(0,0,k) ;rayonde Cp :rp = J9-k.

b) Les cercles €7 ont méme rayon que C .

¢) Pour une élévation constante (par exemple 100 m), le déplacement par
rapport au sol esl moins important lorsque les courbes de niveau sont
resserrées que lorsqu’elles sont espacées. Poursuivre. ..

4) ¢) Etudier les variations de ¢ et @ en fonction de .

6™ 1)a) Le résultat & obtenir : H(x%_y' _(IE-V), %]
3) 11 s'agit de déterminer I'ensemble des points M(x, y,z) tels que
MH? = MH'? (voir Piste).

@37 2)b) SiMestbarycentre dusysttme : {(N, A), (P, 1 - 1)}, alors
OM = AON+(1-1)OP.
connaissant les coordonnées de Net de P,...
¢) Utiliser ce résultat du chapitre 7 : « La droite (NP) est I’ensemble des
barycentres des points N et P. »

38 2)b) La section est une parabole :

Z)

Polot -ty
2

3) Déduire de ce qui précade qu’étant donné trois réels positifs a, b et ¢

telsque a+b+c = 1,alors: abe < % avec égalité si, et seulement

d:a=5b= = .
n.a C 3

«41* Montrer que fest définie sur I'ensemble D -
D = {(x,y),Ix = Lou(ly < 1)} (assez facile).

466

Que se passe-t-il, par exemple, pour
r0=x=ley=x?

ey=le0=y=1?

«d2* 3) Noter I” le cercle contenu dans E et d'axe A
a) Montrer que P rencontre I” en deux points diamétralement OPPOsés yur
r,vetV.
b) Exploiter que A est la médiatrice de [U, V]. ‘
4) a) Appliquer 3) a) au plan Py
¢) Prouver que Py, NE = Py, s,

«d3* 1) a) Observer que | —y2 =0 pour multiplier membre & membye

2
Pinégalité : 0 < [| _g) <,

3)a) z)
P0,k2)
X
Q(VI—k2k,0) | R(~V1-A2, k, 0)

6) ¢) Le volume du bouchon est calculé par
| I
V= !—I s(y)dy = %I—I o(y)dy ; or celte derniére intégrale est J¢

volume du cylindre &gal a...

«44™ A)3) (H) est la branche d’hyperbole d'équation :

Y=l .
2 dans le repere (O, 1, V).

Y>0
C) 4) a) Le résultat & obtenir M(x, y, zj avec

x = Aﬁ_cm@—('] ~A)25in0
-2 Aaf25in0+ (1-A)J2c056 -
Zj.;'=,_i1 -2A

o

5) Encore la définition d’une droite comme ensemble des barycentres de ki
deux points distincts de cette droite. ' = '
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C[;apill'e 1

=8

> €+,
a0 Comme & = 5

lCl+a= -
2

= {,~a, donc les

penalles 1= - Cp+al et J=10,~q, €+ ol sont bien

Jisjoints.
or, puisque € et (5 sont supposés étre deux limites de la suite (u,)
; P "'
pintervalle /-contient tous les termes de la suite & partir dun certain rang
H - " - ¥ i =
ny et J conue‘nl tous !es termes de la suite & partir d'un certain rang ny.
Quese passe-1-il a partir du rang ny = max(ny, ny) ?

22 A partir d'un certain rang g, tous les termes de la suite sont situés
dms [ =16=1, €+ 1[.

Considérer le plus grand des nombres ug, uy,...,u, , C+1..

ng_y !

@) 2u,

)

Bien observer que tous les termes se simplifient, sauf le premier et le

demier.

= L
65 1) Dans I'expression S5, =S, = —l—l —l—:—z b ilya

n termes et le plus petn est il— Donc’S,, =S, = n X o

2)Sil'on suppose que, A étant fixé, il existe n telque S, = k, consndérer

+lasomme S, et montrer quc S in = k+ 1. Conclure.

o W 3o}
al 2)1 s’agi1«d‘in\jcrscr-»lare_l;;;iqn v, = -

Onen tire v, (u, +3) = t,—1,d’ob u,(v,—1) = -3y, 1.

C'est presque terminé.

. . 2 - . .
«85  3)d) On pourra établir, par récurrence, que 21 = p? i partir d'un
certain rang.

|b. -9

@8 C -
13 ib Jf—]"_ﬁ"'a/(,—o_"'-l

-0l = o+ 1= e ] =

apres avorr multiplié par 1"expression conjuguée,

iuq'i

Ainyy, |p _
] n+ | 'fj\ " " fP

0
id (=3

iy
el = Q= ;.dum: b,,

u”+3 g W

OR[ONTS en A b

cﬁ—Zcﬂ(p-ﬁ e+
2¢,— |

2
c"+]

—(D: —(p=
2c, -1

D)3) e

n+1

Org+1 =¢ et2c,-122¢0-1=12 (justifier).

2 2
ey —2c,0+ ¢ _

Donc ¢
2¢, -1

i

<89  4) c) Un peu plus de détails :
+ puisque 0 < p, < g,,, appliquer (ii) avec a = p, et b =g, i on

2p, 4y <q

Patdy v !

obtient p, <

2)0"(!;1

n + qJI

« puisque I’on sait @ présent que 0=<p,<dus1" appliquer (/)
a=p,ethb=4q,,. ... Qu'obtient-on ?

Remarquer alors que nel

avec

Chapitre2_

8 1) Avec la factorisation indiquée, I'expression entre crochets a pour
limite | (le vérifier). Le résultat s’en déduit.

P(x) _ o Lol

Q{ I) xm [ ] '

2) Une factorisation analogue donne

A

Prouver que 11 %—— = 1.

(x2+2x+3)-(x+ 1)2
JZr2x+3+(x+1)
_ 2

' NX2H2x+3+(x+ 1)

La limite en + e du dénominateur est relativement « trouvable ».

33 ﬂ,‘C)-—(I+l) =

<10 «Essayer» la foncl\mn ;_" w—»sin(n.t«!-g) ou encore g :

x> cos(m}

a8 z"j's(:it @ x> f1x) + (=) et ¥ x=f(x) = f(=x)
Alors @' (x) = f(x) - f(=x) et Y(x) = f(x)+f(-x).
a) Si / est paire, que vaut ¥(x) ? ¥'(x) .?
b) Si / est impaire, que vaut @(x) ? @'(x) ?
3)a) Si /7 est impaire, que vaut #7(x) ? Que peut-on en déduire pour
Y(x) ?
) Si f* est paire, que vaut ¢'(x) ? Que peut-onen déduire pour @(x) ?

@29 ) [f(x)-2x] = xP-1 = =x=fl-x) = -

d'aprés (1)
Conclure i I'aide de la question 2).

okt
Jx)

Toujours en panne ! 467
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.I;

siny |
) v int v
=0 L e X iy D
40 5 .lnain- . St = thHH : Jim :
Uniliser alors 3} a).
oL ' ¥ l] - I _l % I
et 2w =/0-50(7) = 5 |+(l]z.
X

prouver que fif(x) = 0 ¢ conclure.

Chapitre 3

‘_\3 = = i 3
&56 €' =1 e taux d"aceroissement en O de la fonction
X

@ x—et,

Or ¢'(x) = 2veX . done @°(0) = ...

08 2)b) ¢'(x) = [(x)-g'(x)

—2ke~k¥(1 —e~h¥) ..f’(%_]nzj (Pourquoi 7)

En fait, la seule éeriture ; @'(x) = f’(.v)—f(%_an) permet le calcul de

L1
() (Iln.?).
2)¢) ¢"(x) = f"(x).0r f’(x) sécrit:
[(x) = =2ke~k¥ 4 2fe=2kx

Montrer que f”(x) change de signe au « point » —:21112

10 I ¢'(x) =/ (W) -g'x) = /- D)
(Justifier cela).
9"(x) = f"(x) = AkB%(1 + ke~Bx)e-Bx+ke ™
(a vérifier).

Vérifier alors que ¢” change de signe pour x = ME_Q :

. . . -~ ) '?
«b18 3)b) Soit n; un entier supérieur 3 ac . Posons B = —0> 1.
38 ae
! n '
Alors 2w —L(EJ = (.i"_)" . ¥ o
a’  a"\c ae ' il

- N % |
Si n = ny,, Eablir alors que % =h".

24 )7 coupe €

£ Aau point d'abscisse x A condition que

—x L at 2 ; .
S (8157 apour équation y = x + | avee g -2).
*Sia>=2,a+2=0,donepourtont k=0, v = |,|(‘i_+_:_!) "

& rencontre toutes les courbes € telles que & >0 une fois tlupe seule s
5 L]

e si g <=2, raisonner de méme,

468

1 | . sy
@27 2a) cpy =y = 2 111([ + ;) Or d’apres 1'inégalir (1) gy

A <l
Hh), ln[l +;—J =In(n+1)=Inn= =

Onendéduit ¢, | —c, =0,

. — 1
2)o)T sdapres (1), In(n=1) - == *Stahli
) €) Toujours d’aprcs (1), In(n=1) —Inn = (on I"établit en Posan

k=n-1)

1

On déduitalorsdu2)b)ie, <[ -=-=<1,
n

‘ " l i
al28 2)a) g'(x) =_f(x)+;;-! (bien remarquer que n! ey une

constante).

thal o' 1 _x! -X 1 na—

Ainsi, g'(x) = smiag® ] ] S X7
n:oon n.

Les inégalités O <x"=<1 et O0=<ec™ =1, valables sur [0,1],

permettent de conclure.

Chapitre 4

57  Lavaleur exacte de I'intégrale est :

né—(—n—z— l).

3 18

«59  Lavaleur exacte de Pintégrale est :
3(In3)2—6In3-2(In2)2 +4In2 + 2.

1-cos(2a)
———,

«67 sin’a =

1 53
==, laréponse finale est: [, = —=

Compte tenude ceque T = 30 ﬁ

n

Q6 Ta)S, = uy+ u+.+u

i

Donc S, = F(n+1).
b) Conclure & I'aide de la question 4).

<99 3)h u, + 1

L4 +2
n+2 I . 3

51 g dr (d vérifier).

I 6 ¥ 2

Ainsi, u, +u
] n+2 =
0 (1+7)

<100 4)a) v, +nu, = Illﬂlh n| ——

' v
0] 4 x® O 41" .
| B 2t

) A IR

= §
dul +x"

. opas ol
<08« Pour montrer que s;r[;(‘r]ldr dans e ©a8 ¢
o

I'on intégre™

JJl:,! (¥ )dy

@b 2 patir de Pinégalité -] /()| < flx) = [JLo)l que
sue la, b,
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o hien ,J': [fix)ldx = f;ﬂ.\‘)dr <+ j:: [700) e

cone clure alors.

0n obtient finalement :

|"— R,,l 2

k=1

qliser alors la question 1) et intégrer les inégalités,

P 2) Aprés intégration par parties, on obtient ;
1
= 2 —ErrJ'O.\‘z"- 1N & 2dyx

1x2n-1 1 2
_f (+x%)

L iniéerale obtenue s'écrit X,

N +x2

1 yx2n-1 1 y2n+l

il encore Jom X+ jﬂ : +I2d.\‘.

<117 2)a) Silon suppose que :

+(=1)", ,alors:

=Ly s EDME
(S (n+1)!

n+l =
l _yyn+1)_ 1
gl [ I"+(n+1)1]'

Vérifier et adopter.

1
an—e

a

«l18 3) Si I'on suppose, au rang 7, que /,(a) = l—[ %
k

n+1

L(@) - e = ...

alors, d’aprés 2) : 1, , (@) = m+ D)

@20 C)3) On obtient, d"aprés le schéma de composition :

F’(x) = acosx X Ja?- (asinx)?.
/ i
Sur [0. g] . utiliser alors le fait que 4/l —sin X = €OSX-

€124 B)2) d) Puisque, sur ]_0; g[.

1}

2qin(f)

2 - 4
Comme de plus, %—- —t == 0 sur]0, e[ (& vérifier), alors :
T

= =

o
-
(=]
NE
% .

Py B :
2n a_gﬁ_.:;ﬁ(_‘:-—f)
! ! 2\2rn
2sm[5]
Onenlire-g+£__g(;)£2L_.|_

L'enc, .
fcadrement voulu n'est plus trés loin...

Chapitre 5

@2 3)Pour I'allure des courbes représentatives, commencer par celle de
i —kdx : 3
x=>Be~ Y puis en déduire celle de x> | + Be-*4% ot enfin celle de

y(x).

«29 1) Onobtient :

futh) - _ 02 0002 .
PR R A

3) Résoudre I'inéquation f{¢) = 0,02.

( 100 —£1¢)) . (A vérifier.)

@38  4) Si ¢ esten minute, 'expression de Q(f) est

ol = 13(»1(1_2 ,S{,J

(Vérifier cette expression.)
La valeur de Q(t) & long terme est la limite de Q(¢£) en + e

«42  2)b) D’aprés a), il existe unc constante C telle que, pour tout £,
O[O+ ()? =
La condition y(0) = y’(0) = 0 domne: C = 0.
Alars, pour tout £, @[y + [ ()]% = 0.
A quelle condition la somme de deux carrés est-elle nulle ?

«4 On a lim Bl nombre dérivé de la fonction
w—0 U
{a‘_k - H'—*,‘S" = Bl.-ln,'ﬂ en0
N = (Inf).
l-a
A (f) -1 A
Avec B = ;.11 en résulte que élf;ul—l?a— = 111(;).
Chapitree . N sed A,

t i ol .
= < ginx = x , on en déduit 0<2; =< 25m[§] < {,donc:

@b19 Poser (pour simplifier) u = z73 et v = z 5. Exprimer alors
Zip ClZgE en fonction de o, u et v et vérifier que z 73 = e/®%z 73,1l
n' a plusqu'd interpréter.

«l21 Attention : dans 'écriture € — ik, € et k ne sont pas téels a priori.

131 Siun point M tourne dans le sens trigonométrique sur le cercle de
centre .Q{ Eu) ,de rayon R i la vitesse de rotation constante de | tour par
seconde et si, A Iinstant £ = 0, il occupe la position M, , alors vérifier :

«qu'd l'instant ¢,

langle (QMq, QB = 27 ¢ [27] ;

» que I'affixe de M, peut s"écrire :

zi = O+ Re'%, et quialors l'affixe de A 2 Vinsant ¢ est

o+ R[,:[H 6y)
eldd HAvee (=05 etr, = 1,2 onobtient ;
cost = 0,19 et cosp = 09125,

0] =79,0472° et @=24,1468° ce qui va
livrer une premiére solution 8, ¢t U', .

La calculatrice va donner :

469

Toujours en panne !
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«76  5) Montrer qu'un tétratdre est orthocentrique si. et sculemeny si

24 1468° et U, = — 0. ;
o TR ; I'hexatdre des milieux (exercice 63) esttel que IMJIN. JLIK et KNLy sont

Examiner celle correspondant & ¢ =

Montrer gu'elle permet d'obteni une scconde solution (6, 6;) et

examiner en quoi I'égalité ) + 0, =

] . des rectangles.
2 assure une certaime symetrie - L L. <
6) Utiliser la caractérisation précédente et celle du tétraddre équifacia) de

dans la figure. I"exercice 65.

«l35 2)b) On doit obtenir :
«¥1 2) MB = DB—xDF et DB - DF = DB? ,d'oi MB? =

sin (” ; ].r] ‘(n?\)

S = — 2
C,+iS, = ' [T) xXe Montrer que lorsque x = g . M est le projeté orthogonal de B sur (DFy.
simn| =
Utiliser alors la question 1) pour montrer que M est aussi le projeté ortho-
doll... gonal de E et G sur (DF).
n+l my _ LA
3 ““( 7 ’;) = ¥Etitier, 4) Pour x = %,Mesl le centre du cube et I'on a cosf, = —%.

’ 2
4) Soit f{t) = sinmr et la subdivision de U'intervalle [0, 1], 0, i, o

T 2
i @8 A)2)a)LP - LQ = LOZ-% (théoréme de la médiane),

no aely b) LA-LB = (LP+ PA)-(LO+ QB) =
Que représente graphiquement la somme: Y - f (—) ? .
k=o' B)2) LA(a—Rcos6, b - Rsing, c),
Se reporter alors au chapitre 4 (partie 5. de la rubrirque Au caur des ~ LM(x—RcosB,y—Rsin6,z) d'ot LA - LM = 0 s'éerit...

problémes)

«l36 1) a) Centre du cercle € ? Le rayon de €est 44” = |20 . Chapltre R
b)Ona w2 - @* = 4i puisque 4 € .
Il est donc équivalent de dire : 22 —22 = 4i ouz2-22 = w2 - @B2.

«58  Soit V un vecteur directeurde A :ona Vin et Viln;.
* A/l P signifie ¥.L i soit 7, iy, iy coplanaires.
Chapﬂre 7 S ) * AL (A, i) signifie VL@ soit i7, i1y, 7 coplanaires.

A chaque fois, on mobilise le résultat suivant (faire une figure): les

@3  Comparer MA2 + MC? et MB? + MD? , lorsque ABCD estun  Vecteurs orthogonaux & un méme vecteur n6n,nul sont coplanaires.
rectangle. - B

0  3)Le point cherché est le point P.
@3 1) Quedirede MB et MA 7de MB et OA ?
3)IN-AN = OH- AN+ HN - 4.

N o

<81 ' Obtenir:

Si__(ON)  éail parailelc a 2 montrer que l'on aurait : e
ON-(O4 + AN) = ; vy L e d3+cfc a¥ gt
Pour montrer que M e (6 , établir que : § W 2
NA estorthogonal au plan (ONH) = plan (OBM), 3 * ¢ L ;
BM estorthogonal au plan (OAN) = plan (OAM). en supposant V exprimé en litre (par exemple), les temps en heures et les

débits en litres par heure (la, on n’a plus le choix).

@1 3)b) Utiliser le théoréme de Thalés pour prouver que (HN) est Eliminer dy et d pour obtenir dj:

parallele a (SP) . A
«83  2) a) En utilisant 1) vient facilement
n
68  B)Pour Je cube: 3 ¢ pour le tétragdre régulier: 0 tel que s
ey Prg+r=2(a+fB+7y),puis

T T T e . s T
C) 3) a) Prouver que : gy =SreeS Pesondonll,
- Exprimer alors cosC' en remarquant que C = m— (A4 +8).
Ay = SN2 el a = Aydy = 2Rsin®
n

Utiliser alors Ja formule de duplication du sinus. 84 2)Si /= bar{(4, @), (B, ). (C. )} et si ABC et e
4) Considérer dans un cube ABCDEFGIT 1a pyramide de somme
base le triangle BDE.

LA et de  rectangle alors

s cosAdcosBeosC#0)

*remplacer @, fi, ¥ par leurs quotients par cosd cos Beos C.

—

PO -EG = ~EGX GBx cos BOE - GF2+ GE?
69 3)b)3PQ-EG = ~EGx GB x cos BGE - GF*+ GE?, Aprds, vien la loi des sinus.

470
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r'

0 Remarquer que A = w- ny etuiliser que :

~ Ainsi P(B, = 1) = [1-1)" . Justifier cel:
[‘_“_# o (B,=1) 1 2 Justifier cela,
m#0 ©) Pour Ia limite de =", voi i ;
y# pey _ alimite de : . voir le c'h:rprm' 3. Au caur dex problémes, partie
1‘-‘.' non orthogonal any

3. (probleme résolu),

12) On peut raisonner par I"absurde :

&

@7 Unarbre possible a I'allure suivante :

(04))cQ, J/\
: R
P .Y

R
e 7\
— qu'on aurait alors Pl r\PZ orthogonal 3 P4 et obtenir une 7 ’

mnlmdzcimn, |

i) = Q,.alors O = Oy = Py,

notan : i "ilestinutile s .
&4 IEn Ly l'ordonnée de B (qu'il estinutile de caleuler) obtenir @6l 2)¢)En posant & = p—r, nous avons ohtenu dans le probleme

= i oo e arti : 1 3 s o [ s 1 1™ péndrat ey
e 0A(c0s6,,0, sin6,), OB(cosB,cos, Vg 5in6,) et évaluer résolu Pf“"c Lla !m du g-.nnty[au d T.tll -.nr,m.l de a1 ‘ g‘urur.llmn. les
- “ probabilités des trois génotypes s'expriment uniquement & I'aide de .

4 deux manieres différentes le produit scalaire OA - OB . On en déduit facilement la loi du phénotype.

&4 D) Passerpar: MM’ = y i’ -x i + AAd’ (A justificr). «63  3) Expliquer pourquoi, daprés 1), la proportion de I'allele A 2 la

I1) 1) Pour montrer que D et D’ ~antes, utiliser des 2

| . et q : n‘.e sont Pas s:"':n..lnlea. utiliser des repré gnération 1, est 4+ 1(2“‘,] i ~l-(2uw) ‘

sentations paramétriques (attention 2 la désignation des paramtres). 2 2

[11) 2) Sans faute de calcul, la Piste méne a: Procéder de méme pour les autres alléles et conclure.

2B g o
6l @l 2)b) P(4,) = P(F)x P(F) % ... x P(F )
i 1\
e - Sy Orpourtout i(l =i=n), P(F,) = (—)

&5 d9a) n(1,0,a) et ny(0,2,a). P ) i 4

o) «Le » vecteur directeur dé A. est orthogonal & i1} et ;. 4) a) On pourra reprendre la démarche de la question 1) b) en remplagant
Tirer du 4) b), qu'il est colifiéaire &' —a i+ v et conclure.

% par a, puis par b,

Chapitee 8o o — .
‘ Chapitre 10
«i8 2)P(i)=kxl—:_—} pour0=j<9. ;
Lacondition P(0) + P(1) + ... +P(9) =1 €57 L'inéquation P— O = 0 est équivalente 22
1 1y ' 2 _\(_l)s_:.()
\ecntk(1+i+...+m)ﬂ1- p=(p—ip 3 .
; 520
Onentire k = 220
- 7381 abl) 1) Observer  que (f3-1)* = 2(2-3) el que
Alors, si X est le gain, on exprime le gain moyen par: (SB+ 12 =22+43).

9 9 -
E(X) = Y xp; = {Zﬂrfﬁx 1352 = 1 350k «66 &) Représenter graphiguement le carré [0, 11 [0, 1] (c'est-d-dire
’ = [(r,y), 0=sx<1 et 0=<y=1]) et dans ce careé le domaine
, |x—y| = { soil
‘33 b)Y =Y, +. +Y représente Je nombre total d’objets dans =1y < x40 () démontrer).
|

Le Nombyre d'nbjc“ moyens dans ff[ st f‘:( 1’] 7 Utiliser la Ii]]ls'dfll{é.

. , ) 4) Se convainere de i propriété suivante ;
UW)Loi ge B, : I'événement (B;=1) est Vinterscetion, pour _ o
f l «Si [ se réalise en moyenne A fois par unité de temps, le temps moyen
Yoags
=

< des événements indépendants A, =« 'objet / n'est pas dans
B,

o .
d'attente entre deux réalisations de Eest 1>

Toujours en panne ¢ 471
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§9 Prosvergus
*
Frf_-_—":"-t':::
mir=thodn=(k-1)]
P(X>k) = g x
F“::.ﬂ-u;j_--:-n'

B4 3 Veénfierque —=€ S (défini & la question 3) signific
IR T n_.  ___ 2=«
"‘*TE‘EY T WIS SGY= a,
Interpréter sur le graphique proposé.
«B5 4)Voirque:
n=1 # n n
(1= B0
k=10 k k=0 A

selon la formule du bindme.
6) Nombre de tirages possibles : 227
Nombre de cas favorables lorsque 4 = E : 27,

<86 B)2)La variable aléatoire §: « somme des trois nombres » est a

valeurs dans [0, 3] et sa fonction de répartition F est :
F(1) = P(S<1) = P(M(x,y,z)€ E,).

Le préliminaire assure alors que F(t) =

Il reste & dériver.

«87 B)2)Pourizj,I'événement £, N Ej. est I'événement :

I". et les n points sont sur le demi-

Les n points sont sur le demi-cercle I

cercle I}
En particulier A4, € I} et Aj € TI; :il est facile de voir que cela ne peut se
produire que dans deux cas :
*4; = 4
* 4, erA sont diamétralement opposés sur €.
{Ehmmcr ce dernier cas grace  la condition n =3 .)
Enfin, pour estimer P (4, = 4,) , voir par exemple I'exercice 64.
C) 3) La réalisation de I'événement E; M Ej implique en particulier que :
L€ [t,t;+1] doncque 1, <1 ; o

J
t EII +:] dnncquc! ={.
Dou.

[ ]

Chapitre 11

«25 2)h) Dapres le « principe des tiroirs », deux au moins des nombres
Uy Uy ooy ), ONL le méme reste, On note u,, et u,, , . les deux plus
petits entiers vérifiant cette propriéié, Puisque (0 < m+ 7= p, alors
T=p.

o) Puisque w,,  =u, (p), on a a(m+ 1)+ h=am+b(p), done
at=0(p). Onen déduit aisément que 1, , , =u «{p) pour ke N, puis
Que H{J = "r{pJ "

@37  2)a)L'égalité s"¢erit ;
=1 = (2"=1)

= 1(21:1(:;—I1+2fn(r;—2)+ I LIS l)><3"| 0221

472

<27,

i | i donc cette égalirs St
division euclidiennie de 27— 1 par 27— 1 et 27— 1 estlereqs. | 6
b)Si rpo v L1, somt les restes successifs dans 1algorithme d'gy. i il
fent avee 11 et m, il nhest pas bien difficile d"établirque 2™~ ) o7 1 6
27 —1 sont ceux de Valgorithme d'Euchide éerit avee 20 =% 7
:'!'! _ ] L=
]
&F7 3)Les couples (ay;_y,ay) wls que ay =a,, (5, w ;
au_lia:_;; sont © . :
(0.5).(1.6).(2,7),(3, 8),(4.9).(5.0).
(6,1),....1lyena 1. .
&
1
«@8 Si a; ct ap,  sont permutés. on remplace, dans I'écriture g i
nombre, 10¥=1a, , |\ +10¥-2a, par 10¥-1q, + 10F-2q, 2 .
L'erreur n’est pas détectée lorsque la différence est nulle modulo 97. ¢
«B1  2) Montrer que les bonnes clés A, et 4|, et les clés transmises '
s , Ay —ay=b-a, (1) [
a,, et a;, vérifient le « systeme » : .
Ap—ap=klb-a) (11)
Montrer alors qu'il existe entier  tel que : <l
En déduire que k = (A, —a,,)u , ce quidonne k, 4
dpuis @, = by —(A; —a,,),ce qui permet de rétablir a . I
(
<108 B)2) Les exposants sont les cing PGCD trouvés.
i
1

«109 B) 3) a) Les deux plus petits entiers p et g vérifiantp =1, >0
et r, = r,,, soot aussi, d’aprés A)Z) b) les deux plus petits entiers
vérifiant p = 1, ¢ >0 et 10% =109 *Pa (modulo b). 4
(« Avoir méme reste » est synonymc dc @ tre congru » modulo b.)

Or la condition 10‘1“-”:: = lO‘fa {b) équivaut a (109*7—10%)a est
un multiple de b . T Bk i
D’aprésle théoreme de Gauss (a etam premieravec b ), cette condition est {
encore équivalente i : lO*’r”'F = ]()ff est un multiple de b, soit A: ¢
L 109+P =109 (mndulob) T
5 * <
(
Chapitre 12 i o
{
54  Un nombre impair de diviseurs : nous n’en dirons pas plus. ' |
59  2)a) Décomposer 3 003 en facteurs premiers et considérer le produtl l
de 12 enliers conséculifs, ' «
(11 est par ailleurs facile de trouver 12 entiers conséeutifs dont le produit
n'est pas divisible par 3 003).
«63  Montrer que les deux premidres affirmations permetient de dire que (
le fils hésite entre ;
—soit I"fige des filles est S et 10 et 1"ige de M. Dupont 49 -
—~ soit 1'fige des filles ext 7 ¢t 7 et Idge de M. Dupont 30. ' "
Utiliser alors que information donnée par le capitaine (je suis plus g€ 4 <

M. Dupont) permet au fils d*obtenir la réponse,

A
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pque petant prener avee N

Ry
& el AN pdone p> N,
A
S e mOnLRT QUE, POUr tout entier NV s= 3 31 .o
P:L!w..l.--t- me ) l\‘ : " entier V= 3 il existe up nombre
ko p s grand que. ceda torme 67 + 1, Conclusjon ?

+ P TCStpas un nombre -

b) Prouver : &
ue s estdangle += erait i
q td'angle 3 (ce serait 3 dans la figure accom-

pagnant I'énoncé de I'exercice.)
©) Le second point d'intersection autre
point B .

IN (o ; i
...\. (car s est pair) e vérifier que Daprés le théoréme 6, B
1 question 1) fait conclyre immédiate.  S(M) € ), doi...

que A des cercles Cet I est le
nloser ensuite & = pLs =
P i e o s M, s(M) sont alignés (avec bien sir

o DoEr4m+3 = plf pl geac Pyev.p; premier <88 1) Pour montrer que les triangles PBR et ABC sont semblables
Tk . mont :
A P Pav e Py SODL TOUS congrus A | py dulod, Que dire N Ter que
g PB cost e
W o T = o ctuiliserque ABC = PBR.
ighser que 4a=+ 1 est impair pour montrer que si da2+ 1 eg
Qs trots ¢as sont & examiner :
vl = Hm+ 3 (dn+3) «B89  Montrer & I'aide des similitudes que si :
sl = (Am+ DN+ ) AC e
whel = Hm+ Ddn+ 1), a5 = Fet(48,4C) = 6 alors,
r v aplus quid éliminer.
; CE _ =miem. ; DF _ it
3D - k,(BD,CE) = B,pmsqueﬁ = ket (DB, DF) =8
a7 Da) Ualiser Fermar: Que dire alors des vecteurs CE et FD ?
; SNpRMIST el ¢ esl premier avee x .
2iAppication 1. <90  Utiliser la similitude de centre 4 qui transforme O, en B et R| en

L &emarche est analogue i celle utilisée dans I'exercice 69 (question S)et (.

' Quel est son centre ? (Voir corollaire du théoréme 6.)

@ Db) Listerles diviseurs de g : d|. ds. ..o dy . d
<103 3)Lorsque ad = be, 2° = o el z’ = =z sont des écritures

L viseurs de p*g sontalors: 5

G B e dy eeite complexes d’une méme similitude directe de centre 0.

- £ ‘,f“ """"" p:l\ 4) Ou est le centre de la similitude directe qui transforme 4 en B et C en
oy prdy e pdy ... = D (toujours le corollaire du théoréme 6) ? 3

-4 3 k o e i ..--:.

;P s Py z ® et T «l04 B)1) S, estdecentre C, d'angle T .de rapport /2

Juzliz est la somme de chaque colonne S =52 . 4 5

“ommar alors tous les résultats obtends. . - - ¢ -t ERN S §, estde centre B, d’angle E , de rapport 32-
- o i — ; ’ m nm_ T
19 2)b)Une fois obtenue s = 1. alors g = 221, mais surtout 2)S,08, estla similiude directe d’angle 3 4+ i3 de rapport

=hi2g y-a-1-il de diviseurs stricts de ¢ 2
s
) . ﬁx% = 1,d'ol...
%) 4)Une manidre astucieuse d'utiliser Ia calculatnce est d€3£m -
~wander la factorisation (en facteurs premiers). de (1+3+37)

lv'f+?3)(l+ll+113)(1+|3+]32) (1+22021). T

s T '
«l05 B) Montrgr que S, estd’angle e de rapport e S, d'angle 3

n i ver alors

; crolssante el prou
13) Montrer que la suite e est décroiss P NE
et de rapport el

4 g 13 C) 3) On a, par exemple :
;:T Yq_ | - S,() = C.tz73(0) = B et 5,(B) = I.dob...

c <106 2) Ulil.i ser la configuration des cercles séeants pour montrer que
-hﬂpltre 13 s(Ry = Pes'(P) = Q.

3) Quel et le second point d’intersection (autre que [) des cercles Cy el

c2?

Que dire

%8 2 Montrer que S(B) = E. S(C) = FaS(D) =0

utre que A ) des deux

Ml e it : . . i T .
Le point / est le second point d'intersection (a de ce point, d"un point de C, etde sonimage par g 7

Cerela ~ e : sareme b
Sesdala hg‘..::: : tout est réuni pour ;,ppl[qucf le théore?
Toujours en panne ! 473

_—
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4) ¢) 1l existe un seul cercle de diametre [4 8] contenant un point Af .

“hapitre 14 I
Chap S : comment est-il défini ?
Soit M € 8, considérer alors le cercle Py, NS .

5 = 1]: 1
@6 nm = O +(:"EJ .
«3 5 Examiner les projetés orthogonaux de

): . S sur les plans de coordonnées.

6) b) Montrer que les sections de (Z) et (S)
par le plan perpendiculaire & (Oy) passant par
le point ((), v, Q) sont représentées ci-contre.

nirs? = 5= (

3 a)Soit a, b et ¢ les dimensions du parallélépipede et £ la

38

longueur fixée de la ficelle.

b \
Poser x = ‘;—'}1 =7 oz = f?..Ouc vaut x+v+z 7

section de ()
[ sectionde (¥)

b) Montrer que la probabilité d’obtenir trois boules de couleurs toutes
diffcrentes est 6pgr .

) gt ]
“{3 "/:(E'.’- ¥).

(Y+2)etz = 5

d"‘ 1\12'_1' o

adl flx. ) el lonjours égale & J1 —_1'3 ou .,-’rl- - lorsque (x, 1)
) 2) b) Utiliser les translations de vecteurs & et = & .

appartient & £ . Pourquoi ?
3 Montrer que :

@2 da) Py contient A et B donc A. P(J2cos0, J2sin0, 0), Q{ﬁcm(ﬂJ& g). ﬁ.ﬁin(9+ 35) 0] et

Dapres 3 a), Py, [ estun cercle dont le centre appartient 3 A (la fin
en déduire A 'aide de la question précédente les coordonnées de P et O

est lacile),

byt

4
¥ el J
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e dans I Espace ..
|1E]L d'une \IITI]lIllIdC dlrcc[e
4 pdéplaceme n .
A poximation d|f|l1|.

sximation d'une soluuun d‘cqu.mon w51

yghres (probabilité) ... 27 5‘ 278
sgument d'un nombrc complexu., 179
\“m:umle du bnryceme . 37
Agmpiote ... .49
I:
Bawu.mre ..236, 237
pemoulli {lm de) s S
pezout (théoréme dL) ......................... 340
F,1jeclion (théoreme de 1a) i 51
Binime de Newton.. P . 1
Branche Parabolique...oc...ocvveriesnviinrinens AL )
2
Calcul de grandeurs................. 24, 123, 128, 129
Coefficients DINOMIAUX v 301
COMBINEIRON s 300
Comparaison

U FONCEIONS ooivsivaivrimsmissimnsissnsisiisasissssiniisss 59
- d'intégrales w118
Comparaison et limites 15,47
Complexe (nombre)...... G 176
Comportement asymptotique .............. 13,17, 44
Composée 2

-similitudes 37
- ransformations.......... 394

Composition (principe de)..
Condition initiale

- équation différentielle .............
= primitive .........
Cone ...........
Congruence...........
Conjugué d'un complcxe
Continuité.... P A
Con\ergence munumne
Croissance comparée. .
Cryplographic..... -
Cylindre de nfvolulmn

2

Décomposition en facteurs p| emiers ..
Demi-espace ...
Densité de prnb.xb:l ie.
Déplacement ..
Dérivéc ............
Dérivée en un point .-
Dérivés des fonctions usuclles
Désintégration radioactive...

l)l\l\lh:hl( 2_3*'1

DIVISION CUElBICRNE o rwvesseissrrsisemsmassssses I
F*F‘ﬂl Ype I 208
“Citvre complexe

-.autidt‘].‘ll.'u.'c}n:cnl. _1{:2
= COMPKONEE ...y er s iarissnssassesssasssassicemiass it b
= déplucement A0
~ROMORGLG ... 1oooiveos oo sosssssiots W
= 8llexton s i Any
=rolation . e B LR
= SIIUAR o e )
= ransformation 195
= ranslation ... 178
Encadrement dintégrales ... 132

Equation
~dunplan........
= dune surface.
Equ'llmu différentielle ...
hqu.mun du second dLE.I'L‘
Equation diophanticnne .
qullprnhdhlllic
‘ratosthine [L‘l’lh|L d )
Espérance 1mthunmuqm i
Elude d'une fonction (p[.m d')..
Euclide (algorithme ¢1')...
Eoler (formule d')....... "
Evenements indépendaniy
Expérience aléatoire....

Exponenticlle....... 2;}:
Extremum local.................. 53
Tl F'glctoric‘l:f bl
y . 299
Fermat (théortme de)......
Fonction dérivable
Fonction de deux variables .
Fonctions cl suites...........
Forme réduite d'une similitude dirccte......... 402
Forme trigonométrique (complexc)... . 180
Formes indéterminées.........coooe..., .. 56
Gauss (théortme de)........... HI 17(]
Gendarmes (théordme des) i, 47
LR ‘? - K
[ Image d'une suite par une fonclion ............. 48
TGN PUL.ooivrieeriesieneis
Indépendance (probabilité) .
Inégalité de 1a mOYenne ...
Intégrale
- caleul approché ]
- inégalilés.... 118
~ primitives .. we 120
. Intégration par parlies . 122
Intersection
— d'une droite et d"un plan e 242
— de deyx ou trois plans .. 239,243
" 1SOMIEIHE 236, 398
A7 Isobaryeentre.... . 236
.' . Khi-tleux (loi du) ...
[ Limite i droite, & gauche .o 49
Limiles
— fonctions ..
— COMPArisons ...

—exponentielles ..

— logarithmes «....... s?
— opErations ... n .llg
< suiles . i .‘293

| Liste
Logarithme

- népérien...,
= décimal.....

[ ¢
Loi
| binomiuhe s 302
' = CONGNUC. e 304
! ~de durée de e Sane et m
|~ de probabilité .\ll:
— dle Bernoulli 113-
— d'Hardy Weinberg ;Ml
~ G PANTIC o _1?:
—eaponentielle..... 06
I TOTIIE v emrecs s smesssisiass st Jod
.IN »
| Médinme Cheoreme de Tad. 208
| Aéthode
" ' Fuler tl, 153

|

j = de Gauss ..,

RT— L350
~des I'v:!l.l'i[\"[ﬂ : 13y

l Module d"un nombre uvnlplc\u 2119

f ::uduln . 336376
Moivre (!'nnnulc~ LIL! (83

el d =&

-~ Nombre dérive ., PR 5.
Nombre premier ... .. 368
Notation différenticlle 2
Notation exponentielle ¢ ........ L1383
Opdration
= sur les dérivées .o 55
= limites (fonctions) .. oo
= limites (suites)..... el
Optimisation . ..o, 58

i
Paraboloide de révolution ..o 434
Paraboloide hyperbolique.. 36
Partie imaginaire, réelle .o 176
Pascal (relation, triangle) oo 301
Permutation 294
PGCD (plus grand commun divi m‘un RRA

Plans

= parallles ..

- perpendicu l.uru.
PPCM (plus petit commun mul!lplu"
Premiers entre cus........ s
Primitive.. ;
Primitives {ll.\ Inmlmn~. llhllL“u
Principes de dénombrement.......
Probabilités conditionnelle
Probubilités totales.
Produit sealaire
Projection orthogonale l;.»p.ll.i.'l
Puissance d'un réel positil'.,
Puissance ll'unclinn}........‘............. T

nu"i':u

e

.

Racine n-idme d'un réel positif.. oo
Rucines carrdes d'un réel ...
Rapport d'une similitude. ...
Réciprogue (ransformation) . a
RECULICILE. . isiiinisiiine Ll
Relation " Al-Kashi
Relations métriques dans 1e teiang
Représentation par umlnqm

d'une droite ... ]
Reste (division uu.lnln nn\} RREN
-
od ‘-._H
Similitude ... PP | | L
Similitude dm‘cln. llll.!'ll‘l.‘\ l|.‘ .,_.400. 402
Suite
— arithmétigue, gEomEmque. e 10
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= monolone . risansa .
Suite définie |1 I EECUTTenee 20
Suite définie p.-r nie inté ;.r.;}c 46
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P Akl
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~ fondamental de I Anthmétigue AT
- des valewrs intenmédinmes S0
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Vectewr nomal 3 un |\I\m 212
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Formulaire

PROBABILITES

lﬂancheﬁ

@ Loi de probabilité (p, ..., p,)
sur E = (X, ve0, X,) ¢

m
p;=0 ¢ Yp=1.
i=1

* Cas de I'équiprobabilité :

nombre d’¢léments de A
nombre d’éléments de E

P(A) =

@ Propriétés
“P(@)=0; PE)=1.
P(A) = 1-P(A).
e SiANB = _G‘ :
P(AUB) = P(A)+ P(B).

* Cas général : ‘
P(A U B) = P(A)+P(B)-P(ANB).

*

Flanc 2

Soit £ un ensemble de n éléments (n=1).

Propriétés usuelles

@ Variables aléatoires

n
» Espérance mathématique : E(X) = Y ;-
i=1
* Variance : '
n n
VX) =3 plx - EQO? = 3 pxi - [EQO).
i=1 i=1
« Ecart-type : 0(X) = JV(X)-
@ Probabilités conditionnelles
« P(ANB) = P(A)x P 4(B)
(P4(B) senote aussi P(B/A)).
« A et B sont indépendants si :

P(A N B) = P(A)x P(B).
« Formule des probabilités totales :
Sidg, edy forment une partition de 4 :

P(A) = P(Ay) + w.o + P(4)).

§

Dénombrement -

« Nombre de listes de p éléments de E deux & deux distincts : n(n —=1) X ... X (n—p + 1).

« Nombre de permutations de E nl = n(n-1)x..x2x1.

« Nombre de combinaisons de p éléments deE :

Planche’3
|

@ Loi de Bernoulli de parametre p
X prend les valeurs 1 ou 0 avec les probabilités

petl-p.
EX)=p e VX)= p(1-p).

@ Lol binomiale %(n, p)

PourO=k=n:
Px = k) =(; Jpra-prt

EXX)=np e V(X)= np(1-p).

(!l)= n(n-1)X...x(n=-p+1) _ n!

P pln-p)t

Lois usuelles

© Loi uniforme sur [a, b]

Pour un intervalle J C [a, b],

longueur de J

PI)= b-a

O Loi exponentielle de parametre A

‘ -
Sio<a<b PlasT=b) = J"),.,.

cp(T<n=1-¢*
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