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Chapitre 1 : LES ENSEMBLES N ET Z

l. Les ensembles N et Z
[; — Lensemble N:
L'ensemble N désigne I'ensemble des entiers naturels. N*désigne I'ensemble des entiers
naturels. On note :

e N={0;1;2;3;..;nq;n+1;..}

e N*"=N\{0}={1;2;3;..;m;n+1;...}
NB :

e N admet un plus petit élément quiest 0 ;

e N n’admet pas de plus grand élément car c’est un ensemble infini ;

e Tout élément n de N admet un immédiat ( ce nombre est n + 1)

e Tout élément n de N* admet un prédécesseur dans N, ( ce nombre estn — 1).
Remarque : 0 n’a pas de prédécesseur dans N.

a — Addition et multiplication dans N

Addition dans N Multiplication dans N
a+0=0+a=a aXl=1Xa=a
0 est I’élément neutre pour + 1 est I'élément neutre pour X
a+b+c)=((@+b)+c ax(bxc)=(axb)Xxc
+ est associative X est associative
a+b=b+a aXb=bXa
+ est commutative X est commutative

ax(b+c)=axXxb+axXc
X est distributive par rapport a +

atc=b+c=a=b(ceN) axc=b><c=>a=b,(ceN*)
a+b=0=a=b=0 aXxb=1=a=b=1
Remarque :

Pour tous entiers naturels a et b, a + b et a X b sont cdes entiers naturels, dpnc I’addition " + " et
la multiplication " x " dans N sont des lois de compositions internes.
b — Ordre dans N
Propriétés :
Pour tous entiers naturels a,b et c,on a:
e a < a (larelation est réflexive) ;
e Sia<b etb<a= a=b(larelation est antisymétrique) ;
e Sia<b etbhb<c= ac<c(larelation est transitive).
NB : Dans N, deux éléments a et b sont toujours comparables:a < boub < a.
On dit que " < " est une relation d’ordre total.
¢ — Principe de la démonstration par récurrence




Pour démontrer qu’une proposition P(n) qui concerne un entier naturel n est vraie pour
tout n supérieur a n,, on procede en deux étapes :
e On démontre que P(n,) est vraie ;
e On démontre que pour tout entier k supérieur ou égale a ng, si P(k) est vraie, alors
P(k + 1) est vraie.
Exemple :

. . 1
Démontrons que pour tout entier natureln = 2,ona: 142+ -4+ n= nmtl)

2

Procédons par récurrence sur n.
n(n+1)

2
ere

1°° Etape : Montrons que I'assertion est vrai pourn = 2
P(0):1+2 =2&D

3 = 3, donc P est vraie.

Soit P I'assertion: 1+ 2+ -+ n =

2° Etape:Supposonsquepourn =>2,1+2+--+n= n(nz+1) et montrons que P(n + 1) est
vraie. P(n+1):1+2+-~+(n+1)=w
Ona:l+2+4+--+(n+1) = 1+2+---+n+(n+1),0r1+2+---+n=@
=A+2+-+m+ 0+ ="2D 4 n+1)

_ n(n+1)+2(n+1)

_ (n+1)(nz+2)

_ (n+1)2[(n+1)+1]

2
= (142 -+ +n) + (n+ 1) = LT
n(n+1)

Donc d’apres la démonstration par récurrence, Vn=2, 1+ 2+ -4+ n= >

Exemple :
Démontrons que pour tout entier naturel non nul, n! > 21,

e Pourn=1, 1! > 2% = 1 = 1, 'assertion est donc vraie au rang 1.
e Supposons que k! > 2¥~1 et montrons que I'assertion est vraie pour k + 1.
Ona:k!' =21 or:(k+1)! = (k + Dk!
Noussavonsque:VkEN, k+1>2 = (k+ 1)k! > 2k!
= (k+ Dk!>2.2" " car: k! > 2¢1
= (k+ Dkl = 2~
= (k + Dk! = 2%+D-1
Dou (k+ 1! = 2%+ D=1 6t 'on conclut que pour tout entier naturel non nul, n! > 2"°1,
Remarque :
Lorsqu’une proposition est a la fois vraie pour un entier naturel quelconque et vraie pour
son successeur, alors cette proposition est dite Héréditaire.
I, — L'ensemble Z



L’ensemble Z désigne I'ensemble des entiers relatifs et Z*, I’ensemble des entiers relatifs
non nuls. One le note :
e Z={.;,—n—-1,-n;..;-2;,-1;0;1;2;...;n;n+1;..}
o Z'=7Z\{0}={..;—nm—-1,—"m;..;-2,-1;1;2;...;m;n+1;..}
a — Addition dans Z
Propriétés 1:
Pour tous entiers relatifsa,b et c,on a :
(1) a+ b €Z(+ estune loi de composition interne dans Z) ;
(2) a+MB+c)=(a+b)+c (+estassociative) ;
(3) a+0=0+a=a/(0estélément neutre pour +);
(4) Slilexistea' € Ztelque:a+ a’' = a’ + a = 0 (tout élément dans Z admet un
opposé dans Z)
(5) a+ b = b+ a (+ est commutative).
Remarque :
Pour les quatre premiéres propriétés, on dit que Z est un groupe ;
Pour la 5° propriété, on dit que (Z; + )est un groupe commutatif.
Propriété 2 :
Pour tous entiers relatifs a,b et c,on a:
a+c=b+c=a=0b
b — Multiplication dans Z
Propriété 1 :
Pour tous entiers relatifs a,b et c,on a:

(a) aXxb €Z(xestune loi de composition interne dans Z) ;
(b) ax(bxc)=(axb)Xc (Xestassociative);
(c) ax(b+c)=axb+axc (Xestdistributive par rapporta +) ;
(d) axb=>bxa/(Xestcommutative);
(e) ax1=1xa=a(lestélément neutre pour X);
Remarque :
On dit donc que (Z; +; X ) est un anneau commutatif unitaire.
Propriété 2 :
Pour tous entiers relatifs ,b et c (c # 0),on a:
e ax0=0,
e ca=cb=a=b
¢ — Ordre dans Z
Propriété 1 :
Soit a et b deux entiers relatifs.
e Pourtoutc€Z,ona:as<beosa+c<b+c
e Pourtoutc €Z,,ona:a<b< ac<bc
e Pourtoutc€Z_,ona:a<be ac=bc
Propriété 2 :
Toute partie non vide et majorée de Z admet un plus grand élément ;



Toute partie non vide et minorée de Z admet un plus petit élément.
Propriété 3 :
Soit a et b deux entiers relatifs tel que # 0. Il existe un entier relatif n tel que nb > a.

Démonstration :
1¥cas:b =1
- Sia>0,alorspourn=a,b>1
- a<0,alorspourn=0,b>1,0=>a
2°cas:bh < —1
- Sib < —1 = —b = 1 cdoncil existe un entier relatif m tel que m(—b) > a.

D'oun =—-—m

d — Division euclidienne dans Z

Propriété :

Soit a et b deux entiers relatifs tel que b # 0. Il existe un unique couple (q; ) de Z X N tel

que:a =bqg+ret0 <r <|b|olgq etrsontrespectivement le quotient et le reste de la
division euclidienne de a par b.
Exemple :
Dans chacun des cas suivants, procédons a la division euclidienne de a par b.
1) a=53et b=12
Ona:53=12x4+5et0<5<12,doncq=4etr=>5
2) a=-53et bh=12
Ona:—-53=12%x(—4)-5
—53=12% (-5 +7et0<7<12,doncqg =—-5etr=7
3) a=59et b =18
Ona:59=18x3+5et0<5<18,doncq=3etr =5
4) a=-59et b =18
Ona:—-59=18x(-3)—-5
—59=18x%x(—4)+13et0<13<18,doncqg = —4etr =13
5) a=59et b =-18
Ona:59=(-18)x(—3)+5et0<5<|-18|,doncq = -3 etr =5
6) a=-59%9et b =—-18
Ona:—-59=(-18)x3 -5
—59=(—-18) x4+ 13et0 <13 < |-18|,doncqg =4etr =13
I, —Numerotation :
Propriété :
Soit b un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Tout entier naturel non nul peut s’écrire de la maniére unique Zi:o axb”® ol les a; sont des
entiers naturels tels que : 0 < a; < b.

b . L

On note que : X = ApAp_1 «wv -on - - QA1 Qg QUi st appelé écriture de x en base b.
Par convention, les écritures sans barre sont en base 10.

NB : Le systeme décimal I’écriture en base 10.



Exemple :
—5
1) Ecrire dans le systeme décimal le nombre 423

_—7
2) Soit N = 5243101201 en base 7. Ecrire N dans le systéme décimal.
Solution :

—s5
1) Dans le systéme décimal le nombre 423 s’écrit :

—F5
423 =4%x5%242x%x5'+3x5°
=4x25+10+3

—5
423 =113
_—_—7
2) N =5243101201 ; N est écrit avec 10 chiffres.

Dans le systéme décimal, N = 52431012017s'écrit :
N=5X7°+2X7844x7"+3Xx7°4+1x7°+1x734+2x72+1x%x7°
= 201768035 + 11529602 + 3294172 + 352947 + 16807 + 343 + 98 + 1
N =216962005
Méthode :
Pour écrire un nombre en base x, on effectue les divisions successifs de ce nombre par x
jusgu’a ce que le coefficient soit inferieur a x.

Exemple :
1) Ecrivons le nombre 127 en base 7. 473 | 4
Ona: [127 |7 Y1 1184
Y118 |7 2 |29
["al2]7 1|74
0 3 4
0
127 = 241 473 = m4

2) Ecrivons le nombre 473 en base 4.
a —Systéme binaire :

Pour écrire un nombre dans le systeme binaire (base 2), I'ensemble des chiffres utilisés est :
{0; 1}.

Exemple :

1) Ecrivons chacun des nombres suivants en base 10.

—2
a) 1011 =1x23+1x2'+1x21+1x2°
=8+2+1

— 2
1011 =11

_ 2
b) 1101101 =1Xx26+1x254+1x23 +1x 2241 x 2°
=64+32+8+4+1

)
1101101 =109
2) Ecrivons le nombre 87 en base 2.



1 |43]2
1 [21]2
1 |10
o
1 :
10

Donc 87 = 1010111
b —Systéme hexadécimal :
Pour écrire un nombre dans le systéme hexadécimal, I'ensemble des chiffres utilisés est :
{1;2;3;4;5;6;7;8;9;A;B;C;D;E; F}ou A,B,C,D, E et F représentent respectivement les
nombres 10;11;12; 13 ; 14 et 15.
Exemple :

16

1) Ecrire dans le systeme décimal le nombre FOAS5 ;
2) Ecrire 64206 en base 16.
Solution :

—1

1) Ecrivons dans le systeme décimal le nombre FOAS5 ;

— 16

FOAS =Fx1634+0x16%+Ax 16 +5x 16°
=15%x1634+0+10x 16 +5x 1
=61440+ 160 + 5

— 16
F0A5 =61605
2) Ecrivons 64206 en base 16.
64206 | 16

Y14 | 4012 | 16
12 [ 250 |16

1 15 |16

15[ 0

Ona: 64206 = FACE
il. Divisibilité dans Z
II;, —Multiple et diviseur d’'un nombre entier relatif
1.1 — Definition :
Soit a et b deux entiers relatifs.
On dit que a est un multiple de b s’il existe un entier relatif k tel que : a = kb.
Side plus b # 0, alors on dit que b est un diviseur de a ou que b divise a.

6



Exemple :
143 = 11 X 13 donc 143 est un multiple de 11 et de 13.

12 = (—4)(—3), donc 12 est un multiple de —4 et — 3. On dit que —4 et — 3 divise 12.

Remarque :
e Tout entier relatif est multiple de 1 et de —1. Donc 1 et —1 divisent tout entier relatif ;

e est un multiple de tout entier relatif ;

e Tout entier relatif non nul divise 0, mais 0 ne divise aucun entier relatif ;

e Lorsque b # 0, a est un multiple de b et b divise a si et seulement si le reste de la
division euclidienne de a par b est nul.

Propriété 1 :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. Si b divise a, alors |b| < |a]

Démonstration :

Si b divise a, alors a = bq.
Or:1<|q|l = |b| <|bl.|ql
= |b| < |a]
Propriété 2 :
Soit a, b et c trois entiers relatifs tels que a et b soient non nuls.
1) adivise a
2) Siadivise b et b divise a, alorsa = b oua = —b.
3) Siadivise b et b divise c, alors a divise ¢
Démonstration :

Si a divise b, alors |a| < |b|, or on a la simultanéité donc |a| = |b|.
Propriété 3:

Soit a, b et c trois entiers relatifs tels que a # 0.

Si a divise b et c, alors pour tout entier relatif p et g, a divise pb + qc.
On dit donc que a divise toute combinaison linéaire de b et c dans Z.
a — Ensemble des multiples d’un entier relatif :

Soit b un entier relatif.
Les multiples de b sont les nombres: ...,b X (—=2), b X (—1),0,b X (1),b X (2), ...
Les multiples de b sont les nombres de la forme (k € Z).
L’ensemble des multiples de b est noté bZ.
Exemple :
3Z={...; =9; —6; —3;0;3;6;9; ...}
—2Z={...; —6; —4; —=2; 0;2;4;6; ...}
1Z =7
0Z = {0}
b — Ensemble des diviseurs d’un entier relatif :

Soit a et b deux entiers relatifs. L'ensemble des diviseurs de a est noté D(b) et I'ensemble
des diviseurs communs a a et b est noté D(a; b).

Exemple :



D(4) = {—4 —2; —1;1;2;4}
D(—6) ={—6; =3; —2; —1;1;2;3; 6}
D(6) = {—6; —3; —=2; —1;1;2;3; 6}

(1) ={-11}

P(0) =7Z*

D(4;6) ={-2; -1;1;2}
Remarque :

e Pour tout entier relatif a, D(b) est un ensemble fini non vide.
e P(a;b) =D(a) ND(b)

II, —Congruence modulo n (n € Z)

2.1 —Definition :

Soit n, un entier naturel non nul, a et b deux entiers relatifs.

On dit que a est congru a b modulo n si a — b est un multiple de n.

On écrit : a = b[n]

Exemple :

54 = 4[10] signifie que 54 — 4 = 50 est un multiple de 10, car 50 =5 x 10;
4 = 1[3] signifie que 4 — 1 = 3 est un multiplede 3,car3 =3 X 1;

—2 = —24[11] signifie que —2 + 24 = 22 est un multiple de 11, car 22 = 11 x 2
Remarque :

a = 0[n], alors a est un multiple de n ;

Si r designe le reste de la division euclidienne de a par n, alors a = r[n].
Propriété :

Soit n, un entier naturel non nul, a, b et c trois entiers relatifs.

La relation de congruence modulo n est :

e Réflexive : a = a[n];

e Symétrique:a = b[n] © b = a[n];
.. {a=b[n], _
e Transitive : {b = ¢[n], = a = c[n]

Autres propriétés :
Propriété 1:
Soit n, un entier naturel non nul, a et a’ deux entiers relatifs, r et 7', les restes respectifs des

divisions euclidiennes de a et a’ par n.
Ona:a=d[nler=r.
Propriété 2 :
Soit n, un entier naturel non nul, a,a’, b et b’ quatre entiers relatifs.
e Sia=a'[n]etb=b'[n],alorsa—b=a'+ b'[n]
e Sia=a'[n]etb =b'[n],alorsab = a’'b’[n]
Remarque :
Si k est un entier naturelnonnul,ona:a =a'[n] = a

Exemple :

k = /k[

n]



On considére les nombres a et b telsque:a = 137 et b = 73.

Déterminer les restes des divisions euclidiennes de a + b, ab, 3a — 2b et a® + 3b3 par 25.
Solution :

Ona:a=137etbh = 73.

Déterminons les restes des divisions euclidiennes de a + b, ab, 3a — 2b et a® + 3b3 par 25.

on a:{a = 137 et 137 = 12[25] = a = 12[25]
b =73 et73 = —-2[25] = b = —2[25]
e a+b =12+ (—2)[25]
= a+b =10[25]et0 <10 < 25.
Donc le reste de la division euclidienne de a + b par 25 est r = 10.
e ab=12(-2)[25]
= —24[25], or —24 = 1[25]
= ab = 1[25] et 0 <1 < 25.
Donc le reste de la division euclidienne de ab par 25 estr = 1.
e 3a—2b=(3x12-2(-2))[25]
= (36 + 4)[25]
= 40[25]
= 3a — 2b = 15[25] et 0 < 15 < 25.
Donc le reste de la division euclidienne de 3a — 2b par 25 est r = 15.
e a3+3b3=(123+3(-2)3)[25]
= (1728 — 24)[25]
= 1704[25],0r 1704 = 68 X 25 + 4
= a3 + 3b3 = 4[25] et 0 < 4 < 25.
Donc le reste de la division euclidienne de a® + 3b3 par 25 est r = 4.
[I3 —Utilisation des congruences

a —Détermination des restes
Exemple :
Déterminons le reste de la division euclidienne de
Ona:7%=1[9]
71 = 7[9]
72 = 4[9]
73 = 1[9]

Or2002=3x667+1
Donc 72002 = 73><667+1

72002 har 9,

(73)x667+1
= (73)X667 x 7
= 1567 x 7[9]
72002 = 7[9]et 0 < 7 < 9.
Donc le reste de la division euclidienne de 72°°% par9 estr = 7.
Exemple 2 :



Déterminons le reste de la division euclidienne de 5™ par 3.

Ona:5% = 1[3]
51 = 2[3]
52 = 1[3]

On distingue deux cas :
1*cas:Sin = 2k,(k € N),ona:
(52)F = 1¥[3] = 5" = 1[3]

2°cas:Sin=2k+1,(k€eN),ona:

(52)k+1 — (52)k x 51

= 1% x 2[3]

= 52k+1 = 2[3]

= 5"=2[3]et 0 <2< 3.
Donc le reste de la division euclidienne de 5™ par 3 estr = 2.
r =1, sinestpair
r = 2,si n est impair
b —Démonstration de propriété

On conclut que : {

Soit n, un entier naturel.
Démontrons que n(n* — 1) est un multiple de 5.
Ona:n(n*—1) = k[5], avec k = {0;1; 2; 3; 4}

e Pourn=0: {—Olzzoﬁf],] = n(n*—-1) = 0[5]
e Pourn=1: {é i 3{2} = n(n*—-1) = 0[5]
Nous nous retrouverons avec le tableau suivant :
n 0 1 2 3
n*—1 4 0 0 0 0
nn*—-1) |0 0 0 0 0

D’ol n(n* — 1) est un multiple de n.
[1, —Critére de divisibilité par 2,3,5,9 et 11
Propriété :
e Un entier naturel n est divisible par 3 ou par 9 si et seulement si la somme de ses

chiffres dans le systeme décimal est divisible par 3 ou par 9.

e Un entier naturel n est divisible par 2 ou par 5 si et seulement si son chiffre des
unités est divisible par 2 ou divisible par 5.

e Un entier naturel n est divisible par 11 si et seulement si la différence entre la
somme de ses chiffres de rang pair et la somme de ses chiffres de rang impair est
divisible par 11.

Ill. PPCM et PGCD de deux entiers relatifs :
[1I; — PPCM de deux entiers relatifs
1.1 —Définition :

10




Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
Le plus petit commun multiple, noté PPCM (a; b) est le plus petit élément strictement
positif commun a a et b, (aZ N bZ). PPCM(a; b) est aussi noté aVb.

Exemple :
Calculons :

a) PPCM(1;-5)
Ona:
1Z ={...; =5; —4; —3; —2; —1;0;1;2;3;4;5; ...}
—5Z ={...; —10; =5;0; 5;10; ...}
—5Zn1Z ={...; —10; —5;0; 5;10; ...}
Donc PPCM(1;-5) =5
b) PPCM(12;16)
Ona:
12Z ={...; —36; —24; —12;0;12;24;36;48; ...}
16Z = {...; —32; —16;0; 16;32;48; ...}
12Zn16Z ={...; 0;48; ...}
Donc PPCM(12; 16) = 48
c) PPCM(5;7)
Ona:
57Z7f...; —15; —10; —5;0;5;10; 15; 20; 25; 30; 35; 40; ... }
777%...; —21; —14; —7;0; 7;14;21;28;35;42; ...}
5Z NN ZZ{...; 0;35; ...}
Donc PPCM(5; 7) = 35
Remarque :
1) Pour tout entiers relatifs non nulsa et b,ona:
e PPCM(a;b) = PPCM(|al;|b])
2) Pour tout entiers naturels non nuls a et h,on a:
e Max(a;b) < PPCM(a;b) < ab
e PPCM(a;b) =a < a € bL.
Propriété :
Soit a et b deux entiers naturels non nuls et u leur PPCM, on a : aZ N bZ = uZ
Exemple :
Ona:PPCM(1;-5)=5= —5ZN 1Z = 5Z
a —Relation entre PPCM (ka; kb) et PPCM(a;b) :
Propriété :
Pour tout entiers naturels non nuls a, b et k, on a: PPCM(ka; kb) = kPPCM(a; b)
Exemple :
a) PPCM(30;70) = PPCM(10 x 3;10 x 7)
=10 x PPCM(3:7), or PPCM(3;7) = 21
= PPCM(30;70) = 10 x 21 = 210
= PPCM(30;70) = 210
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b) PPCM(120;168) = PPCM(24 X 5;24 X 7)
= 24 X PPCM(5;7), or PPCM(5;7) = 35
= PPCM(120;168) = 24 x 35 = 840
= PPCM(120;168) = 840
III, — PGCD de deux entiers relatifs
2.1 —Définition :
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

Le plus grand diviseur commun, noté PGCD (a; b) est le plus grand élément de D(a; b).
PGCD(a; b) est aussi noté a/\b.
Exemple :
Calculons :
a) PGCD(24;30)
D(24) = {—24; —12; —8; —6; —4; —3; —2; —1;1;2;3;4;6;8;12; 24}
P(30) = {—30; —15; —10; —6;—5; —3; —2;—1;1;2;3;5;6; 10;15;30}
D(24;30) = D(24) N D(30)
={-6; -3; —2; -1;1;2;3;6}
Donc PGCD(24;30) =6
b) PGCD(5;12)
2(5) ={=5 -1L1;5}
D(12) ={—12;—6;—4; —3; —2;—-1;1;2;3;4;6;12}
9(5;12) =D(5) nD(12)
={-11}
Donc PGCD(5;12) =1
Remarque :
1) Pour tout entiers relatifs non nuls a et b, on a:
e PGCD(a;b) = PGCD(|al;|b])
2) Pour tout entiers naturels non nulsa et h,on a:
e 1< PGCD(a;b) < Min(a;b)
e PGCD(a;b) =b < b € D(a)
Propriété :
Soit a et b deux entiers naturels non nuls et y leur PGCD.
Ona:9(a;b) =D(y)
Exemple :
PGCD(24;30) = 6, donc, D(24;30) = D(6)
a —Relation entre PGCD (ka; kb) et PGCD(a; b)
Propriété :
Pour tout entiers naturels nonnulsa,b etk,ona:
PGCD(ka; kb) = k.PGCD(a; b)
Exemple :
1) PGCD(24;30) = PGCD(6 X 4;6 X 5)
=6 X PGCD(4;5)
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=6X1
PGCD(24;30) =6
2) PGCD(205;492) = PGCD(41 x 5;41 x 12)
=41 X PGCD(5;12)
=41x1
PGCD(205;492) = 41
2.1 —Ecriture du PGCD(a; b) comme combinaison linéaire de a et b
Propriété :
Soit a et b deux entiers naturels non nuls et y leurs PGCD.
Tout multiple de y peut s’écrire comme combinaison linéaire de a et b a coefficients entiers
relatifs. On a : yZ = au + bv, avec (u; v) € Z?
Exemple :
PGCD(205;492) = 41 et 82 € 41Z.
Donc il existe deux entiers relatifs u et v tels que :
82 = 205u + 492v
= 82 = 205(—2) +492 X 10u 82 =205 x 10 + 492(—4)

Doncu=—-2etv=1ouu=10etv = —4
2.1 —Définition :
Propriété :

Soit a et b deux entiers naturels tels que : @ > b > 0 et r le reste de la division euclidienne
de a par b.

1) Sir =0,alors D(a;b) = D(b) et PGCD(a;b) = b

2) Sir # 0,alorsD(a; b) = D(b;r) et PGCD(a; b) = PGCD(b; )
Des propriété précédentes, on construit une suite permettant la recherche du PGCD. Cette
méthode de recherche est appelée Algorithme d’Euclide.
Méthode :
Pour démontrer le PGCD de deux entiers naturels tels que a > b > 0. On peut effectuer les
divisions euclidiennes successives suivantes :

e Divisiondeaparb:a =bq, +1y,(0 <1y <b)

e Divisiondebparry:b =1y, +1,(0<1r, <1y <Db)

e Divisiondergparry:b=1,q,+1,(0<1r,<r <ry<b)
On obtient ainsi une suite (1;,) positive et strictement décroissante qui s’annule aprés un
nombre fini de divisions euclidiennes et le dernier reste non nul obtenu est égal au
PGCD(a; b).
Exemple :
Déterminer le PGCD de 304939 et 151097.
Soit & = PGCD(304939;151097),0na:

304939 = 151097 X 2 + 2745 = 6 = PGCD(151097; 2745)
151097 = 2745 x 55 + 122 = 6 = PGCD(2745;122)
2745 =122 %22+ 61 = 0 = PGCD(2745;122)
122 =61%x2+0= 60 = PGCD(122;61) = 61

13



III; — Nombres premiers entre eux
a —Définition :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
On dit que a et b sont des nombres premiers entre eux si leur PGCD est égal a 1.
Exemple :

1) PGCD(3;5) = 1, donc 3 et 5 sont premiers entre eux.

2) Soit n un entier naturel non nul. Montrons que PGCD(n;n+1) =1
On procédant par la division euclidienne, on a :
n+l1=(01xn)+1= PGCD(n;n+1)=1
Remarque :
Deux entiers consécutifs sont premiers entre eux et la fraction n7+1 est irréductible.
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et d un diviseur commun a a et b.
Ona:a=da',b=db" et PGCD(a;b) =d x PGCD(a’;b").
d estle PGCD de a et b si et seulement si a’ et b’ sont premiers entre eux.
Théoreme de Bézout :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. a et b sont premiers entre eux si et seulement si, il
existe deux entiers relatifs u et v tels que : au + bv = 1.

Exercice d’application :

Soita = 300 et b = 26.

Recherchons leur PGCD, u et v tels que : au + bv = 1.

Détermination du PGCD | Présentation des restes Détermination de u et v
par divisions successives | des divisions successives

300 =26 x11+ 14 14 =300 - 26 x 11 14 =a—11b
26=14x1+12 12=26—-14x%1 12=b—-(a—11b) =12b—a
14=12%x1+2 2=14-12x%x1 2=a—11b—12b+a = 2a—23b
12=2%X6+0 0=12-2X%X6 u=2etv=-23

PGCD(300;26) =2

Exemple :
49 x 54 + 115(—23) = 1,d’ou PGCD(49;115) = 1.
Théoréme de Gauss :

Soit a, b et c trois entiers relatifs.
Si a divise bc et a et b sont premiers entre eux, alors a divise c.
Démonstration :

e adivise bc donc il existe un entier relatif k tel que bc = ka
e a et b sont premiers entre eux, alors il existe deux entiers relatifs u et v tels que
au+ bv = 1.
au+bv =1 = auc + bcv =c,or bc = ka
= auc + kav =c
= a(uc+ kv) =c
= ¢ = a(uc + kv), avecuc + kv € Z
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D’ou a divise c.
Exemple :
Résoudre dans Z? I'équation : 2x — 5y = 0
Ona:2x -5y =0 2x =5y
D’apreés Gauss : 2 divise 5y et 2 est premier avec 5 car PGCD(2;5) = 1, d’ou 2 divise y.
Alors il existe un entier relatif k tel que y = 2k.
2x =5y & 2x = 5% 2k
S x=5k kel
L'ensemble de solution est : § = {5k; 2k}, k € Z
Conségquence du théoreme de Gauss :

Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.
e Sia et b sont premiers entre eux et a et ¢ sont premiers entre eux, alors a et bc sont
premiers entre eux.
e Sia et b divise c et si a et b sont premiers entre eux, alors ab divise c.
e Sia et b sont premiers entre eux, alors PPCM(a; b) = ab
Propriété :
Soit n, un entier naturel non nul et a, b et c trois entiers relatifs tel que a soit non nul.
Si a est premier avec n et siab = ac[n], alors b = c[n].
b — Relation entre PPCM et PGCD de deux entiers naturels
Propriété :
Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Ona: PPCM(a; b) X PGCD(a; b) = a X b.
Exemple:
Sachant que PGCD(304939; 151097) = 61, déterminons le PPCM(304939; 151097).
On sait que : PPCM(304939; 151097) x PGCD(304939; 151097) = 304939 x 151097
= PPCM(304939;151097) x 61 = 304939 x 151097

= PPCM(304939;151097) = w

= PPCM(304939;151097) = 755333903
III, — Exemple d’utilisation

a — Détermination des coefficients d’une égalité de Bézout

Application :

1) Démontrer en utilisant I'algorithme d’Euclide que 564 et 271 sont premiers entre eux.
2) En déduire deux entiers relatifs u et v tels que : 564u + 271v =1

Solution :

1) Démontrons en utilisant I'algorithme d’Euclide que 564 et 271 sont premiers entre eux.
Divisions successives Restes Déterminationde u et v

564 = 271 x 2 + 22 22=564—-271%x2 |22=a—22b

71=22%x12+7 7=271-22x%x12 7=b—12(a— 22b) = —263b — 12a
22=7%x3+1 1=22-3%x7 1=a-—22b+3(263b + 12a)
7=7%x1+40 0=7-7x1 1=13a+ 767b

PGCD(564;271) = 1
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PGCD(564;271) = 1, donc 564 et 271 sont premiers entre eux.
2) Déduisons —en deux entiers relatifs u et v tels que : 564u + 271v =1

Utilisons les divisions euclidiennes :
Ona: 1=22-3X%7
=22+ 7(-3)
=224+ (271 -22x12)(-3)
=22+271(-3)+22%x12x3

=271(-3) + 22 + 22 X 36
= 271(=3) + 22(1 + 36)

= 271(=3) + 22 X 37, 0r 22 = 564 — 271 X 2
= 1 =271(-3) + (564 — 271 x 2) X 37
= 271(=3) + 564 x 37 + 271(=2 X 37)

= 564 x 37 + 271(=3 — 74)

= 1=564 %37+ 271(-77)
Doncu =37etv =-77.
b — Equationdu type: ax + by = ¢

Application :

On se propose de résoudre I'équation (E): 34x — 15y = 2

1) Résoudre dans Z?, I'équation 34x — 15y = 2

2) Déterminer une solution (xg; y,) de (E)

3) Résoudre (E).
Solution :

1) Résolvons dans Z?, I'équation 34x — 15y = 2
On a: 15 divise 34x et est premier avec 34 car PGCD(15;34) =1
D’ou 15 divise x, d’aprés Gauss.
Ak € Z tel que x = 15k = y = 34k

S = {15k; 34k} ; k € Z

2) Déterminons une solution (x,; y,) de (E)

Divisions successives Restes Déterminationde u et v
34=15%x2+4 4=34-15x%x2 4=a—-2b

15=4x%x3+3 3=15—-4x%3 3=b—3(a—2b)=7b—3a

4=3x1+1 1=4-3x%1 l1=a—-2b—-7b+ 3a

1=1%x1+0 0=7-7x1 1=4a-9b

PGCD(34;15) = 1

D’apreés le tableau, on a:

1=4x%x34-9x%x15
= 2=8x34-18x15

Donc on peut prendre le couple (x,; vy) = (8;18)

3) Résolvons (E).

Soit (x; y) une solution de (E).
Ona:34x — 15y =2 © 34(x + x5) — 15(y + y,) = 2.
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Les solutions de (E) sont les couples (x + xq; v + v,), donc:
S ={15k + 8;34k + 18}; k € Z

C — Systeme :
Application :
, \ (x = —1[34]
1) Résoudre dans Z, le systéeme (51).{ x = 1[15]
2) Résoudre dans N2 |e systeme (S,): {Png_(J; Z)6:O 12
Solution :
] . (x = —1[34]
1) Résoudre dans Z, le systéeme (Sl).{ x = 1[15]

On désigne par x, une solution de (S;).
lls existent deux entiers relatifsp et g telsque:x + 1 =34petx — 1 = 15¢q
= x=34p—1letx=15g+1
Orx=xe©34p—-1=15g+1
< 34p — 159 =2

Or d’aprés I'étude précédente, (p; q) = (15k + 8; 34k + 18)
Soit: x + 1 = 34(15k + 8) etx — 1 = 15(34k + 18)

= x =510k + 271 etx =510k + 271 ;k € Z
DoncS = {510k + 271; k € Z}
PGCD(x;y) = 12

x+y=60
Ona:PGCD(x;y) = 12 si et seulement si, il existe (x'; y") € N? tels que :
x =12x" ety = 12y, avec PGCD(x";y') =1
x = 12x" ety = 12y’ x=12x"ety = 12y’
Le systéme devient:{ PGCD(x";y) =1 &< PGCD(x;y) =1
12x" +12y' = 60 x'+y' =5

x'=1=y" =4 = (12;48)

Ona: J

2) Résoudre dans N? le systéme (SZ):{

x'=2=y" =3 = (24;36)
x'=3=y' =2= (36;24)
xX'=4=y' =1= (48;12)
L’ensemble de solution est : S = {(12; 48); (24;36); (36; 24); (48;12)}
IV. Nombres premiers
1- Définition :
On dit gu’un nombre entier naturel p est premier s’il possede exactement deux diviseurs
positifs : 1 et p.
Exemple :
2;3;5;7;11;13; ... sont les nombres premiers.

Remarque:
e 0Oet1nesont pasde nombres premiers ;
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e 2 estle seul nombre premier pair ;
e Deux nombres premiers distincts sont premiers entre eux ;
e Deux nombres entiers sont premiers entre eux, si 1 est leur diviseur commun.
e Deux nombres premiers entre eux ne sont pas forcément premiers.
Propriété :
e Tout entier naturel n différent de 0 et de 1 admet au moins un diviseur premier.
e |l existe une infinité de nombres premiers.
2- Décomposition en produit de facteurs premiers

Théoreme:

Soit n, un entier naturel, (n = 2).
Il existe des nombres premiers p4, p,, ..., Px et des entiers naturels a4, a5, ..., a, tels que :
n=p % Xp,%2 X .. Xp%,avecp; < pp <+ < Py
Cette décomposition est unique.

Exemple :
Décomposons en produit de facteurs premiers le nombre 4872.
Ona: 4872 | 2

2436 | 2

1218 | 2

609 |3

203 |7

29 29

1 1

Donc 4872 =23 x3 X7 X 29
3- Utilisation de la décomposition

Exemple :
Déterminons le PPCM et le PGCD de 700 et 18375
Ona:
18375 | 3
700 |2
6125 5
350 2
1125 5
175 5
245 5
35 5
49 7
7 7
7
1
1
700 = 22 x 52 x 7 et 18375 =3x53x 72

Donc: PPCM(700;18375) = 2% x 3 x 53 x 72 = 73500
PPCM(700;18375) =52 x 7 =175
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Chapitre 2 : CALCULS VECTORIELS
l. Barycentre de n points pondérés
1, — Théoreme et définition:
1.1 — Théoreme : soit A, A4, As, ....., A, des points et a4, ay, az, ... ... , .y, des réels.
Si Y:v, @; # 0 (somme des coefficients), alors il existe un unique point G tel que :
Yis1 a;GAi = 0
1.2 — Définition :
- On appelle n points pondérés, tout couple(4;, a;),1 <i <nould;, A, As, ..., A,
sont des points et a4, a5, a3, ... ... , &, des nombres réels et sont appelés coefficients
des points A4, 4,,43,..., A,.
- Soit (4;, a;) 1<i<n des points pondérés tels que Y.\~ a; # 0.

On appelle barycentre des points pondérés(A4;, a;) 1<i<n , I'unique point G tel que :
Y™ . a; GAi = 0, on note :

G = bar {(Alr (11); (AZf 0‘2); e (An' an)}

Démonstration :

En effet, Y™, a; GAi = 0
En introduisant le point O a I'aide de la relation de Chasles, on a :
" aiGAi=0e Y™, a;(GO+04,) =0
=Xk aiﬁ + X aiO—Ai =0
S Y “iw =—2ic1 aimi
-y a,0G = — i a;04i
& 06 = ﬁ 1 a,-O—Ai
1.3 — Propriétés:
1.3.1 — Homogénéité :
G = bar {(A1, @,); (Ay, @3); s (An, @)} & TPy ;GAL = 0
Vk € R*,ona: Y%, kaiﬁi =0 G = bar {(Ay, kay); (Ay, kay); ...; (Ap, kay)}
On a propriété suivante :
1.3.2 — Propriété :
Le barycentre de plusieurs points pondérés est inchangé lorsqu’on multiplie tous les
coefficients par un méme nombre réel non nul.
Remargue : Le barycentre de points pondérés affectés des coefficients égaux est appelé
isobarycentre de ce point.
I, — Réduction de la somme : Y7\ ; a;MAi
2.1 — Propriété :
Soit (4;, @;) 1<i<n des points pondérés. Pour tout point M, on a :
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- SiYytia; #0,alors Y-, a;MAi = O, ai)m ou G est le barycentre des points
pondérés (A;, ;) 1<i<n-

- SiYiia; = 0,alors le vecteur };i-; a;MAi est indépendant du point M.

Démonstration :

1- Pour ¥, a; # 0,0ona: Y%, a;MAi = ¥, a;MG + Y™, a;GAi, or Y™, a;GAi = 0,
alors : Y1, a;MAi = Y™, ;MG
2- PourYi,a; =0,alors a; = — Y, a;
Donc Yt aiMAL = ayMA; +Y]-, a;MAL
= (B, a)MA; + i, o MAL
= Yimp @AM +X0, a;MAL
=2 AM + MA—Z)
i1 “iM—Ai = iz aim
D’oU le vecteur )i~ 4 a,-M—Ai est indépendant du point M.

Exemple :
Soit ABC un triangle et M un point du plan.

Réduire et construire les sommes suivantes :
a) 3MA + MB + MC
b) MA — 2MB + MC
Solution
ABC est un triangle, M un point du plan, réduisons les sommes suivantes :
a) 3MA + MB + MC
Yiciai=3+14+1)=5=+0,
Posons G = {(4,3);(B,1); (C,1)} tel que 3GA+GB+GC =0
Ona:3MA + MB + MC = i
& 3MG +3GA+ MG +GB +MG+GC =1
& 5MG+3GA+GB+GC =1
& 1 = MG, car 3GA + GB + GC=0
Donc 3MA+ MB + MC = 5MG
G ={(43):(B,1):(C, 1)} 4G = %ﬁ + %R

b) MA —2MB + MC
ai=1-2+1)=0 .
MA — 2MB + MC = —24B + AC ' -
Le vecteur MA — 2MB + MC est ainsi 7 SR R
indépendant du point M. sl — N
I; — Coordonnées du barycentre

L’espace & est minus du repére (0; ] E)

X1 X2 Xn
Soit A4 (3’1>, A, (3’2), v Ay (yn) les points considérés et a4, @5, ..., a, les nombres réels.
Z1 Z2 Zn

n
G = bar{(A;, a,); (A2, @3); ...; (A, o)} © E _ GA, =0
=
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&Y, a;G0+ Y™, a;04,=0

oYiia 0G = Y1 @ O—AL)

n =
© 0G =280 = B2y S L S or Ay = (x5 Vi 71)
i=1%i =1 % =1 X Lian
( X 2?:1 a;X; _ ax1 + ayxy + - tapx,
© XL, a T
oy, = %1 AYi _ QY1+ QpYp + e T Yy
Liz1 @ Dz &
zg = 2%1 a;Z; _ a1z, + a222n+ e tanzy,
. i=1 % nLa

Donc si (x;; y;i; z;) sont les coordonnées des points A;(1 < i < n), alors G a pour

n n n
, Dim1 XiXi  Nj=q AiYi  Dij=q XiZi
coordonnées: G 7 P— ' on
l:lal i=1 al Zl:l al

On a la propriété suivante :

3.1 — Propriété :

Dans I'espace £ muni du repere (0; ] E) (A;, @;) 1<i<n des points pondéré. Sion a

A (%1, Vi, Zi) 1<i<n €1 G(x; y;z) etsiG = bar{(Al, a,); (A5, ay); ..; (Anl, an)}, alors G est

n n n
Yim1 AiXi Qimq AiYVi Qi1 dﬂi)

de coordonnées : (4 (

1i1=1al' ’ ?:1 ai ’ ?zlai
Application :
L'espace € est muni du repere (0; -] %) On considere les points A(3,—4,2),B(1,5,—2),
etC(—4,-1,2)

a) Calculer les coordonnées de I = bar{(B, 2); (C,3)}
b) Calculer les coordonnées de | = bar{(4,5); (B, 2); (C,3)}
c) Vérifier que J est milieu de [AI]

Solution
Ona:A(3,—4,2),B (1,5—2) et C(—4,—1,2)

a) Calculons les coordonnées de I = bar{(B, 2); (C,3)}
Ona:Yi—,;a; =(2+3)=5,alors

2x143x(-4) 2x5+3x(=1) 2x(-2)+3x2 57,2
I( 5 ’ 5 ’ 5 ),doncl( 2’5’5)
b) Calculons les coordonnées de | = bar{(4,5); (B,2); (C,3)}
Ona:)i;a;=(5+2+3)=10,alors

5X3+2X1+3x(—4) 5%X(—4)+2X5+3%(—1) 5x2+2%x(—2)+3%x2 1 13 6
]( 10 ; 10 ; 10 )’d C](E’_E;E)'
c) Vérifions que J est milieu de [AI]

21



Xat+xp ( l:— 1
] = | 2 2 Xp=3
2 47 2
.- + 13 —4+- 13
J est milieu de [AI], alors : y]=yA2y’<:){—E: S oy =-T
Zptz) 2 _ 6
sz_ 2 l 6 =23 kZ]—g
5

1, — Barycentre partiel et ensemble des barycentres

4.1 — Barycentre partiel :

4.1.1 —Propriéte :

Le barycentre d’un systéme de n points pondérés (n > 3) reste inchangé lorsqu’on
remplace une partie P d’entre eux (1 < P < n) dont la somme des coefficients en non nulle,
par leur barycentre partiel affecté de cette somme.

Démonstration :

Soit (4,a); (B, b) et (C,c) trois points pondérés.

G = bar{(4,a); (B,b); (C,c)} & aGA +bGB + cGC =0
Sia+b+c#0etsia+ b+ 0,alorson pose :

H = bar{(4,a); (B,b)} = G = bar{(H,(a + b)); (C,c)}

D'olionaura: (a+ b)ﬁ +¢GC=0

(4,a) (B, b) (C,c)

N l

(H, (a + b)) (C, C)

N,

G = bar{(H, (a+ b)); (¢, c)}

Exemple :
Construire le centre de gravité du tétraedre SABC des points pondérés :
(5,1); (A,1); (B,1); (C,1) en utilisant le théoréme (propriété) des barycentres partiels
Résolution
G = bar{(4,1); (B,1); (C,1); (5, 1)}

Posons: I = bar{(4,1); (B, 1)}, donc | est milieu de [AB].
J = bar{(C,1); (5,1)}, donc J est milieu de [SC].
D’ol G = bar{(l,2); (J, 2)}, alors G est milieu de [I]].
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4.2 — Ensemble des barycentres de points pondérés.
4.2.1 —Propriété :
Soit A, B et C trois points pondérés affectés des coefficients a, 5 et y;
- Si G est barycentre de (4, @) et (B, ), alors AG = a%ﬁ Donc I'ensemble des

barycentres de deux points distincts A et B est la droite (AB) ;
- Si G est barycentre de (4, @), (B, B) et (C,y), alors AG=—L 4B +-—L _Aac.

a+p+y a+B+y
Donc I'ensemble des barycentres de trois points non alignés A, B et C est le plan
(ABC).
I — Utilisation du barycentre
5.1 —Alignement de points :
Soit ABCD un pyramide de sommet A. On désigne par | et J les centres de gravités respectifs
des triangles ABC et ADE. G, le barycentre des points (4, 3), (B, 2),(C,2); (D,1) et (E, 1).

Démontrer que les points |, G et J sont alignés.

Ona: G = bar{(4,3), (B,2), (C,2); (D, 1); (E, 1)}, or{]I - ZZ:{{& f)) g' 3 (é 21))§
Donc G = bar{(1,6),(J,3)}. G est barycentre des points | et J.

D’ou les point I, G et J sont alignés.

A

Théoréme : Pour démontre que trois points sont alignes, il suffit de démontrer que I'un est
le barycentre des deux autres.
5.2 — Parallélisme et concours de droites
Soit ABC un triangle, a, § et y trois nombres réelstelsquea+f #0; a+y #0etf+y #0
On note :
- A’ :le barycentre de (B,B) et(C,y)
- B’:lebarycentrede (4, a)et (C,y)
- C :lebarycentre de(4, @) et (B, B)
1) Démontrer quesia + B +y # 0, alors les droites (AA"), (BB") et (CC") sont
concourantes en un point que I'on précisera.
2) Démontrer quesia + B+ y = 0, alors les droites (AA"), (BB') et (CC") sont
paralléles
Solution :
1) Démontrerquesia + B + y # 0, alors les droites (4A"), (BB') et (CC") sont
concourantes en un point que I'on précisera.
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En effet,sia + 8 +y # 0, alors on pose : G = bar{(4,a); (B, B); (C,y)}
Ona:
e G =bhar{(4 a);(A", B+7y)} doncG € (AA)
e G =bar{(B,B);(B', a+v)}, doncG € (BB’
e G = bar{(C,y);(C', a+ B)}, doncG € (CC")
Le point G appartient aux droites (44"), (BB") et (CC") d’ou elles sont concourantes au point G.
2) Démontrerquesia + f +y = 0, alors les droites (AA”), (BB') et (CC") sont
paralleles
Pour tout M du plan, aMA + ,BW + ym est indépendant du point M.
Posons : i = aMA + ,BW + yM—C) et en remplagant M par A’,
Ona:u=aA'A+ BA'B+yA'C.Or BA'B + )/ZE =0 car A’ = bar{(B,B); (C,y)}.
Doncii = aA'A et on démontre de la méme maniére que :ﬂB—'B) = yZ"_CZ =1uU
D’ou les droites (AA”), (BB') et (CC") sont paralléles.

Théoréme : Pour démontrer deux droites (AA") et (BB") sont sécantes en un point G, on peut
démontrer que G est a la fois barycentre des points A et B et G barycentre des points A’ et B’.

Exercice d’application :
Soit ABCD un parallélogramme.

Q est le symétrique du milieu de [AD] par rapport 2 A et AP = gA_B)

Démontrons que les points P, Q et C sont alignés.

—_—

AP = §E = P = bar{(4,2); (B, 1)}
AQ = —3AD < AQ = —5BC
~1(BA+4C)
2
=~ (4B —AC) , or AB = 3AP
= AQ =2AP —AC

L]
pa

&

Cc

Q

il. Lignes de niveau
11, — Lignes de niveaude f:+— f(M) = ¥, a; MA%i.
1.1 — Définition :
Soit (4;, @;)1<i<n, des points pondérés du plan et k un nombre réel.
On appelle ligne de niveau ou surface de niveau k de I'application f définie par :
f(M) =3, a;M?A; ; 'ensemble (E)) des points M du plan tels quef (M) = k.
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1*' cas : La somme des coefficients est non nulle 7, @; # 0)

—

SiYyi,a; # 0, alors on pose G = bar {(Ai, ai)lsisn}tEI que: Y™, a;GA, =0
Ona: ¥, a;M?4; = ¥ a;(MG + G—Aj)z
=YY", a;(MG? + GA%i + 2MG.GA,)
= (T, a)MG? + Ty @, G?A; + 2MG ]y a; GA,; or By 0, GA, = 0
= Y aM?A; = QL a)MG? + X, a; GPA; s or iy aM?A; = k
OnendéduitqueVk € R (O, ) MG*+ Y-, a; G*A; =k

k=YY" . a;GA%i
o MG? = —=
i=1%i
k=Yi-, a;iG?A;
En posant = —==1———— ona: MG* =1
Zi:l a;

Retenons bien
e Si< 0, alors M n’existe pas et la ligne de niveau (Ey) = 0 ;
e SiAd=0,alors M se réduit au point G et (E}), c’est a dire (E},) = {G};
e Si> 0, alors (Ey) est un cercle ou sphére de centre G et de rayon \/I

Remarque :
Si »-, a; # 0, alors la surface de niveau k de I'application M +— Y-, a; MA?i est soit

e Unensemble vide : @
e UnpointG:{G}ou
e Un cercle ou une sphére de centre G ou est le barycentre de (4;, @;)1<i<n -

Exemple :
Soit ABCD un rectangle. AB =2etBC =1

Déterminons et construisons I'ensemble des points M tels que :

MA? + MB? + MC? + MD? = 10

Ona:Yi-;a; =4, alorsonpose: G = bar{(4,1),(B,1),(C,1); (D, 1)}
Donc f(M) = 4MG? + GA? + GB? + GC? + GD*

Or G est isobarycentre donc GA%? = GB? = GC? = GD?,

2
Alors f(M) = 4MG? + 4GA?, or 2GA = AC = 4GA? = AC? et AC? = (VABZ + BC?) =5
Ona:f(M) =10 & 4MG? + AC? = 10

© MG?=2(10-5) =2

4 D c

& MG = \/2_5 ( ¢ IH'

EnposantA =M,ona:f(A)=0+4+5+1=10. A B
D’ou E; est un cercle de centre G et de rayon 10. \"-a____;-"/

2°cas : La somme des coefficients est nulle (X7=; a; = 0)
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Soit O un point quelconque du plan.
YrLaMiA; =Y (M—O) + 57;)2
= Yie1 ai(m—; - O—M)Z
=Y, a0 A7 - 20M Di=14; E‘l—; +OM? ¥,
On en déduit que Y7, a;M2A; = Y™, ;0 A — 20M Y™, a; OA, car OM2Y™  a; =0
Posons i = Y1, a; OA,
f(M) =k & ¥, a;0%A;, — 2U.0M = k
& 21.0M = ¥, a;0%A; — k
& U.OM =2 (T, a,0%A, - k)
Désignons par H, le projeté orthogonal du point M dur la droite (0;% ), OP = @ si i # 0.
OH XU =r,avecr = %(Z?ﬂ a;0%4; — k), alors OH = %.
D'ouxy = OT=P dans le repére (0; U ). Donc I'ensemble des points cherchés est la droite
perpendiculaire en (0; % ) en H.
- Siu= 6, et r = 0, alors des points cherchés est I'espace ;
- Siu= 6, et r # 0, alors des points cherchés est un ensemble vide ;
1.1 — Propriété :
Soit (A;, @;)1<i<n des points pondérés tels que : Y7, a; = 0 et O un point du plan.
- Pour tout point M du plan, on a: Y™, a;M2A; = Y™, a;024; — 27.0M ou
il = Y, a;04, le vecteur indépendant du point M.
- Laligne de niveau k de 'application M — Y7, a;M?A; est :
e Soit@; c'est-a-dire E, =@
e soitl'espace &, siu = 6; c'est-a-dire £, = €

-
e Soit une droite de vecteur normal i, siu # 0

Exemple 1:
Soit ABC un triangle isocele tel que AB =4 et CB=CA=6

Déterminons et construisons I'ensemble des points M tels que : MA? + MB%? — 2MC? = 0
Ona:Yi-;a; =1+ 1-2 =0, lasomme des coefficients étant nulle, le vecteur
MA + MB — 2MC est indépendant du point M.
MA + MB — 2MC = TA + IB — 2IC, avec | milieu de [AB], doncIA + 1B = 0
= MA + MB — 2MC = —2IC
On a: MA? + MB? — 2MC? = (M + T4)" + (MI + 1B)" — 2(Mi + I¢)”
= MI? + 2MI.TA+1A? + MI? 4+ 2MI1.TB+IB?* — 2MI% — 4MI.1C—2IC?
= 2MI(IA + 1B — 2IC)+IA*+IB?=2IC?
= 2MI(-2IC)+IA?+I1B*-2IC?
= 2MI(—2IC)+2%+2? — 2 (AC? — 1 AB?), car IC? = AC? —  AB?
= 2MI(-2IC) + 8- 2(36 — 1 x 16)
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= 2MI(—2IC) + 8 — 2 x 32
= 2Mi(-2IC) - 56
= MA? + MB? — 2MC? = —4M]I.IC — 56,
or MA2 + MB? — 2MC? =0
= —4MI.IC - 56 =0
= 4IM.IC = 56
= IM.IC = 14 .
Soit H le projeté orthogonal de M sur (IC).

Ona:THIC=14>TH =2 =142 _77¢
V32 32 16

IH = liﬁﬁ. Donc I'ensemble des points M tels que : MA? + MB? — 2MC? = 0 est la

perpendiculaire a (IC) passant par H.

Exemple 2 :

Soit ABCD, un tétraédre régulier d’arréte a.

Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que : 3MA? + 2MB? + 3M(C? — 6MD? = 6a?
La somme des coefficients étant nulle, alors le vecteur U = 3MA + 2MB + 3MC — 6MD est
independant du point M.

En fixant pour M = D, ona: 4 = DA + 2DB + 3DC

il # 0 et DA? + 2DB? 4+ 3DC? = a? + 2a% + 3a® = 6a®

6a* = 6a?, 'ensemble des points cherchés est la droite de vecteur normal % passant par D.

. . MA
11, —Lignes de niveau M +— T

FM) =k Z_g =k

Déterminons I'ensemble (E}) des points M du plan tels que % = k,aveck > 0.
e Sik=1,alors % =1 < MA = MB, alors (E}) est la médiatrice de [AB] ;
e Sik#1,alors -~ =k < MA? — k2MB? =0

La somme des coefficients 1 — k? # 0, alors posons G = bar{(4,1); (B; —k?)}

MA? — k2MB2? = 0 < (1 — k?)MG? + GA? — k2GB? = 0

k2GB%2—-GA?

& MG? =
1-k2
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AG = —AB AG =—AB
OrG = bar{(4,1);(B;—k*)}=4{__, ' __ & 1k
BG = BA BG AB
1-k? 1-k?
2 1 k?AB?>  k*AB?
= MG*" = 1-k2 ((1—k2)2 (1—k2)2)
1 ((1-k?)k2AB?
- 1—k2( (1-k2)2 )
2 _ k%AB? __ k4B
MG* = a2 MG = FmET
Donc Ej, est le cercle de centre G et de rayon = |1k:4:2| .

Autre Méthode :

MA? —k?MB? =0 & (MA — kMB)(MA +kMB) =0

I = bar{(4,1); (B; —k)}

PosonS{] = bar{(4,1); (B; k)}

Alors (MA — kMB)(MA + kMB) = 0 & (1 — k)MI.(1 + k)MJ] = 0

Orl—k#0etl+k#0=M.M =0

Donc I'ensemble des point est le cercle de diamétre [I]].

Exemple :

On donne AB = 4cm.

Déterminons et construisons I'ensemble de (E) des points M du plan
tel que 3aMA = 5M.

el B3 3
/ Y

/
i

P T S —

4| | e

A u

Ona:9MA? — 25MB? = 0 < (3MA — 5MB)(3MA + 5MB) = 0 N g o
e 5—) Te— =
posons ! = barl(4. 3% (5=} _, Al=345
J = bar{(4,3); (B; 5)} 4f = gﬂg’
(3MA — 5MB)(3MA + 5MB) = 0 < —2MI.8MI = 0
& MI.MI = 0.

D’ou I'ensemble des points cherchés est le cercle de diamétre [I]].

11, —Lignes de niveau M — Mes (W; W)

Soit A et B deux points distincts du plan et M un point du plan distinct de A et B.
L'ensemble des points M du plan tel que : Mes (Ffm) = 0[] est la droite (AB) privée
du des points A et B.

o SiMes(MA; MB) = 0,alors M € (4B) \ [4B];

e SiMes (W, W) =, alors M € (AB) \ {4; B};
Mes (W, W) = 0[]
A B

1°" Cas : Mes (M_Z,\WB)) =0
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Etudions le cas ou Mes (W; mf) = q;aveca € |—m;0[ U ]0; [

Sia>0 M Sia>0 i
s «: T P
v '.I el *—M'\H
MEE@MQS(Fm)Za MEEE@MeS(M_)m)za
ME:@@)MQS(M—Z;—M—B))ZQ—TE MEI@@MeS(M_)m)za+n

DoncVa € |—m; 0[ U ]0; [, 2Mes (W, W) = 2a
Nous admettons que : VM € (C) \ {4;B},ona:

Mes (W, W) = a si M appartient a I'un des deux arcs.

a+m a<0

Mes(F;W)={a_n;sia>0
Conclusion :

Soit A et B deux points distincts du plan et @ un nombre de |—m; 0[ U ]0; it[. On note O, le
point de la médiatrice [AB] tel que : (m, ﬁ) = 2a et (C) le cercle de centre O passant
par A et B.

L’'ensemble des points M du plan tels que mes ((m; W) = « est I'un des deux arcs, privés
des points A et B, définis sur (C) par la corde [AB].

Application :
Soit A et B deux points distincts du plan.

1) Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tel que :
V3

a) Mes (W,W) ==
b) Mes (m, W) = 2?”
Résolution :
A et B sont deux points du plan

1) Déterminons et construisons I'ensemble des points M tel que :
s

a) Mes (MA; MB) =-
Soit O un point de la médiatrice de [AB].
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—_— —— T T
On adonc (OA; OB) =2 (— Z) :/_\_.
L’ensemble des points M Mes (m; mf) = —~estlegrandarc AB de la corde de [AB]
privé des points A et B.

b) Mes(MA, MB) = =

Soit O un point de la médiatrice de [AB] tel que :
On a: Mes(m) = 4?” = —2?“

Soit (I') Le cercle de centre O et de rayon OA.

L’ensemble des points cherché est le petit arc AB de [AB] privé des points A et B.

IIl. Produits Vectoriels

Rappels

e Représentation paramétrique

Soit A(3;4;—1) et B(2; —3;5).

Donnons une représentation paramétrique de la droite (AB).

Un vecteur directeur de la droite (AB) a pour coordonnées Ef(—l; —7;6).

x=3—-t
VM(x;y; z) € (AB), la représentation paramétriqueest:{ y =4 —7t ,out € R
z=-1+4+6t

S’il faut que M € [AB], il faut que t € [0; 1],
S’il fautque M € (AB), il faut quet € R,
e Produit scalaire :
Dans un repére orthonormé, si on a deux vecteurs U(x; y; z) et v(x'; y'; z'), alors :
UV = xx' +yy' + zz'. Cette égalité n’est vraie que dans le repére orthonormé.
Si u dirige (D) et ¥ dirige (D"), alors: (D) L (D") siu.v = 0.
Soit un plan P(E; d; I;) et (D) une droite dirigée par %. (D) L (P)sii.d=0etu.b=0
e Parallélisme et orthogonalité du plan
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Deux plans sont paralléles si leurs vecteurs normaux sont paralleles ;
Deux plans sont orthogonaux si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.
P, passe par E et de vecteur normal 1. M € P; & EM.7=0
Exemple :
Soit £(2;1; 1), n(—3;1;4) et M(x; y; z) un point quelconque du plan.
M;y;2) EPi e -3x—-2)+1(y—-1)+4(z—-1)=0
& -3x+y+4z+1=0
Un équation du plan est de laforme P; : ax + by + cz + d = 0, avec 1i(a; b; ¢) un vecteur
normal du plan.
e Distance d'un point a un plan
Pax+by+cz+d=0, (A):ax+ by +c =0et M(x;y; z). i(a; b; ¢) est un vecteur
normal du plan.

_laxo+byg+czy+d|
d(Mo,P) =—— 15— —

laxg+byg+c|

et d(My,(8)) = Ny

a —Orientation de I'espace
L’espace peut étre orienté de deux maniéres différentes.

La figure 1 indique le repére (O; T E) dans le sens direct ;

La figure 2 indique le repére (0; 7;J; E) dans le sens indirect.

k k
5 [1
0 ] 0
> Base direct f Base indirect

l
Remarque:
Une permutation circulaire des vecteurs conserve I'orientation.
e L’échange de deux vecteurs change |'orientation. Les bases (T; I E) et (i’; k; f)
sont de sens contraire.
e Le remplacement d’un vecteur par son opposé change I'orientation.
b — Le produit Vectoriel

Soit i et ¥ deux vecteurs de I'espace. 4, B et C trois points tels que : AB = 7 et Ac = ¥
On appelle produit vectoriel de U par 7, le vecteur noté u A v défini par :

e SiZiet®sont colinéaire, alors AT =0

e Siu etV nesontpas colinéaire, alors le vecteur U A ¥ est caractérisé par :
- Direction : U A ¥ est orthogonal atietav;
- Norme : [T A Bl = Iz |l 1Bllsin (@5 );

- Sens: (U; U; U A V) estune base directe.
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Attention : U A U est un vecteur et 4.V € R.
¢ — Propriété du produit Vectoriel

1- Pour tous vecteurs U et ¥ d’une base w ;
d - . . - ’ .
Ona:UAV=0sietseulementsiiet v sontcolinéaires.

2- Pour tous vecteurs U, U et W d’une base w , on a:
o UANV=—(DAD)
e (kiDAV=UuANkV)=k(UAD)
e UANQU+ W)=UAV+UAW
e (U+DVDAW=UAWHTAW

¢ — Coordonnées de U A ¥ dans la base directe (7;J; E)
Siu(x;y;z) etv(x;y';2"), levecteur u AV = (x? + 7+ ZE) A (x’i’ +y'7+ z'l_c))
UAD = (yz' — zy)T + (zx' — x2)] + (xy’ — yx")k
Alors : U AV(yz' — zy'; zx' — xz'; xy' — yx")
Disposition pratique :
yy

z 7'

yy

z 7z

z 7'

?+| ,
X X

!
S - - xx
UND = +|

,|E:>Ti/\ﬁ< |ZZI,||xx:|>
yYy X X yy

Exemple :
Soit les vecteurs u(2; —1;1) et ¥(=2;1; —3)
Déterminons les coordonnées de U A V.

-11
1-3

2 —2

AV 11

!

i+l 2,

7+| |k
=@B-1Di+(-2+6)]+2-2k
UAD =20+ 4] + 0k , alors : T A B(2; 4; 0)

Travaux pratiques

1- L'équation d’un plan déterminé par trois points.
Soit A(1; —1;1),B(2;1;4) et C(4;1;2)
1) Démontrer que A, B et C ne sont pas alignés,

2) Déterminer une équation du plan (ABC)
Solution :
Soit A(1; —1;1),B(2;1;4) et C(4;1;2)

1) Démontrons que A, B et C ne sont pas alignés

1 3
Ona:ﬁ(Z)etﬁ(Z)zﬁ/\R: 22 31

T+
5 1 31 13

i+ ;%
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=(2-6)+ -1+ 2-6)k

AB NAC = —47 + 8] — 4k
ABANAC # 6, donc les points A, B et C ne sont pas alignés, par conséquent, ils définissent un
plan.
2) Déterminons une équation du plan (ABC).
Soit M (x; y; z) un point du plan (ABC).
—4
Ona A_ﬁ(f,ﬂ) et ZL?AA—C'( 8 >
z—-1 —4
M € (ABC) < AM.(AB AAC) = 0
x—1 —4
= (y+1)< 8 ) =0
z—1 _4
= —-4x-1)+8yy+1)—4(z—-1)=0
& —4x+8y—-4z+16=0
Sx—2y+z—-4=0
< (ABC):x—2y+z—-4=0
Le vecteur normal de (ABC) est71(1; —2; 1)
2- Position relative de deux plans
Exemple 1
Soit (P) le plan d’équation x + 4y + 2z — 1 = 0 et (P’) le plan passant par A(—1;0; 1) et
de vecteur normal 11'(2; 1; —3)
a) Démontrer que les plans (P) et (P’) sont perpendiculaires ;
b) Déterminer un vecteur directeur de la droite d’intersection de (P)et (P’);
c) Donner une représentation paramétrique de cette droite passant par le point A.

Solution
(P):x+ 4y + 2z —1 =0, alors (P) a pour vecteur normale n’'(1; 4; 2) .
a) Démontrons que les plans (P) et (P’) sont perpendiculaires ;
En effet, (P) et (P’) sont perpendiculaire si et seulement si leurs vecteurs normaux

sont perpendiculaire i.e. 7.71°=0

1\ /2
Ona:ﬁ.ﬁ'=(g)(_13)=2+4—6=0

n.n’= 0, d’ou (P) et (P’) sont perpendiculaires.
b) Déterminons un vecteur directeur de la droite d’intersection de (P)et (P’);
Soit U un vecteur directeur de cette droite que nous nommons (D).

Ona:
o 1 2
a=ni = (3)a(3)
:|4 1 ‘|2 —3|;|1 2
2 =311 21714 1
=(-12-2)I+ (4+3)/+ (1 -8k
= 1414 7] -7k
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i=-20+]—k
Donc ©(—2;1; —1) est le vecteur qui dirige {(D)} =P N P’
c) Donnons une représentation paramétrique de cette droite passant par le point A.
Soit M( x; y; z) un point de la droite (D) de vecteur directeur 1(—2; 1; —1) passant

par A(—=1;0; 1) tel que : AM = ti, 1€ R

= -3
z-1 -1

x=-2t—1
(z){yzt ; teER

z=—t+1
x==-2t—1
Donc une représentation paramétriquede (D) est: { y =t ;tER
z=1-t

Exemple2 :
Soit A(1;1;0), B(1;2;1) et A(3; —1; 2) trois points du plan.
Px+2y—z—4=0
P:2x+3y—2z—-5=0
Déterminer l'intersection de trois plans (ABC), (P) et (P").
Solution :
A(1;1;0),B(1;2;1) et A(3; —1;2)
Pix+2y—z—4=0
P:2x+3y—2z—-5=0
Déterminons 'intersection de trois plans (ABC), (P) et (P").
Ona:AB(0;1;1) et AC(2; —2;2) et
= a1 =2| 1 2 2
ABAAC = |1 2 | ’|o 2| ‘lg —2|
=Q2+2)7+@2+0)j+(-2k
= (4?; 2J; —ZE)
AB ANAC(4;2; =2)
Soit M (x; y; z) un point du plan.
M € (ABC) < AM.(AB AAC) = 0
4
= (§Zi>< 2 ) =0
z—0 -2
S4x-1D)+2(y—1)—-2z=0
S4x+2y—-2z—-6=0
=2x+y—-z—-3=0
< (ABC):2x+y—-—z—-3=0
Pix+2y—z—4=0
Soit les trois plans :{ P":2x +3y —2z—-5=0
(ABC):2x+y—2z—-3=0
Soit H(x; y; z), le point d’intersection de ces plans.

34



xX+2y—z—4=0
Utilisons la méthode de Cramer pour le systeme : {Zx +3y—2z-5=0
2x+y—z—-3=0

12 -1
Soit A le déterminant du systemeest:A =2 3 — 2| = |3 _2| —2|2 _1| +2|2 _1|
1 - 1 - 3 -
21-1
=(-3+2)-2(-2+1)+2(-4+3)
A=-1+#0
42 -1
Le déterminant par rapportax:A, =15 3 —2 =4|3 _2| —5|2 _1| +E’>|2 _1|
31 -1 1 - 1 - 3 =2
=4(-3+4+2)—-5(-2+1)+3(—-4+3)
A, =2
14 -1
Le déterminant par rapportay: A, = [2 5 —2[ = |5 _2|—2|4 _1| +2|4 _1|
23 -1 3 - 3 -1 5 -2
=(-5+6)—2(—4+3)+2(—-8+5)
A, =-3
124
Le déterminant parrapportaz:A, =2 3 5| = |3 5| —2|2 4| +2|2 4
213 1 3 13 35
=(9-5—-2(6—-4)+2(10—-12)
A, =—4
(o =Bx_22_
[*=2~57
_ By _ -3 _
Alors H y=7=-=
A, -4
kZ —_— e T e——
A -1
Donc le point H, intersection des trois est H(2; 3; 4) M
3- Distance d’un point a une droite, a un plan.
e Distance d’'un point a une droite
. _|IMAAq|
Démontrons que MH = i ~ H
Eneffet,mzm+m A
= MAAG = (MH + HA) A4

=MHAG+HAANG orHAANTG =0
— MAAT =MHAMU

= |[MA At = |[MH Al
= ||W|| ||1_i||.sin§
= |[#74 n | = 3] @
Doy MH = IAAE]
[l
Exemple :
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1 1 2
On donne : A<2> ,U (1) et M, (4)
3 1 0

Calculons la distance de M, a la droite D (4, U).

Soit H le projeté orthogonal de M, sur la droite (D).
[Mod A |

_ _ |
d(M,, (D)) = MH = T

-1 1
Ona:MyA| =2 |etu| 1),
3 1

wn= [ e

=(=2-3)+ @B+ 1D+ (-1+2k

-5
=—5?+4f+k=>M0A/\17< 4)

1
V25+16+1 42
= d(Mo, (D)) = g = 5 = V14

Donc d(Mo, (D)) =14

e Distance d’un point a un plan:
|MA.un v)|
. . _)||17/\17||
En effet, MA = MH + HA
= MA. (@A) = (MH + HA). (il A D)
=MH.(GA D)+ HA @A D),
= MH.(W) + HA. (W), or HA.W = 0
— MA.(@ A D) = MH. ||W|| X (£1) car MH est colinéaire d w = U A ¥
= |MA. (i A D)| = MH. |||
= |MA.(@AD)| = MH. |G A ||

|MA.Ginv)|
llsn ||

Démontrons que MH = , On pourraitposer: UA UV =W

D’'ou MH =

Exemple :

Soit P un plan passant par A(2; 3; 1) de vecteur normal 71(—1;2;1).
Calculons la distance du point B(4; 2; 1) au plan P.
Ona:n=UAVetB=M
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. 2
d(B,P) =BH=% etBA( 2 )
1

Vita+1
_ V24441 V7 76
T V6 V6 6
Donc:BH=7T\/g

4- Calcul de I’Aire et de Volume

e Aire d’un triangle

c

On appelle I'aire du triangle ABC, c’est I’expression notée A tel que :
A(ABC) ==||4B A AC|

e Aire d’un parallélogramme
/D / c
A B
On appelle Aire d’un parallélogramme ABCD I'expression notée A telle que :
A(ABCD) == ||AB AAC|| = 2A(ABC)

e Volume d’un tétraedre

On appelle volume de tétraédre ABCD I'expression notée V telle que :
v = 1|(4B A 4C). 4D|
6

1 1 1 1
Exemple : Soit Al —1 |;B[ -1 ];C|{ -1 ) etD| -1
0 0 0 0

a) Calculons I'aire du triangle ABC
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Ona:A4B <1>;AC< 3 ) et AD (1)
1 -1 0
A(ABC) =~ ||AB A AC|
=§¢m+4+36
:%ﬁ%

A(ABC) =14
b) Calculons le volume du tétraedre ABCD

Ona:ZﬁAA_5=|1 _31|,|; _01|,|i g|=>EAA—C"(—4;2;6)
Vaser = 2| (4B A AC)AD|

)
A

=-V0+4+0| ==

Donc vABCD = % Fln
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Chapitre 3 : ISOMETRIES DU PLAN, APPLICATIONS AFFINES

l. Isométries du plan
I; —Rappels sur les isométries
1.1 — Translation
Soit f une application du plan dans lui-méme.
f est une translation si et seulement si pour tous points M et N d’images respectives M' et
N’ ona:MN = M'N'.
m N’

M N

On note la translation de vecteur U par t3.
e Siu= 6, alors t; est I'application identique (ou identité). Tous les points sont
invariants.
e Si7i# 0, alorsaucun point n’est invariant.
a — Composée de deux translations

Soit U et U deux vecteurs.
La composée t;; o t; des translations de vecteurs respectifs U et ¥ est la translation de

vecteurs U + v.
Ona:tgoty = tyip
Demonstration :
MM = MM, + M,M’

=l
=

=Uu+v 22
= lg oty = tusw
MM’ = MM, + MM’ .
M 7 m,

=Uu+v
=tz oty = lyyp
Nous avons pour tous vecteursiet v, U+ v =v + U
D'ou: ty oty = ty o ty = tyyp, on dit que la composée de la translation est commutative.

Siu=—v,alorstyot_yz =t_goty=Id.
Cette relation caracterise les bijections reciproques.
Exemple : b c

tzg ° tap = tae
tge ° lzp = toe ° 45

-1
(tap) = tep A B

1.2 — Symétrie orthogonale :
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Toute symetrie définie par une droite est appelée symetrie orthogonale. La droite est dite
axe de symetrie. S, est la symetrie d’axe (D).

e SiMe(D),alorsM' =M

e SiM ¢ (D), alors M’ est le point tel que la droite (D) est la médiatrice de [MM'].
L’ensemble des points invariants de S, est la droite (D).

a — Composée de deux symétries orthogonales d’axes paralléles:

Propriété :

Soit (A) et (A") deux droites paralléles. O € (A), et O’ est le projeté orthogonal de O sur
(A"). La composée Sy, o S, des symétries orthogonales d’axes (A) et (A") est la translation

de vecteur 200"
Demonstration :
Soient S,(M) = M,
Sa(My) =M’
H € (A) et H' est le projeté orthogonal de H sur A" ; les points H et H’ sont les milieux
respectifs de [MM,] et [M;M']
Ona:MM = MM, + MM’
=2HM; + 2M,H' car MM, = 2HM, et M\|\M' = 2M,H'
= 2(H; + W)
=2HH";or HH = 00’ = 1
= MM’ =200’
D’ou Sp, © Sa = ty55,

X

3

S

Remarque :
e Si(A)= (A", alorsSy, 0S5, =1d
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e Lareciproque de la transformation S, est S,.
e Lareciproque de Sy, o Sp est Sy o Sy = t,55
b — Décomposition d’une translation :
Soit t; une translation de vecteur non nul . Pour toute droite (A) de vecteur normal i, il
existe une droite (A") et une seule telle que S, © S) = tz.
1.3 — Rotations :
Une rotation de centre O et d’angle 8 est 'application dans lui-méme noté r(0; 0) qui, a
tout point M associe un plan M’.
e SiM=0,alorsM'=0

e SiM #0,alorsOM = OM' et (O—I\/f; OM’) =0

e Si0 =0, alors r est 'application identique du plan ;
e Sif =0, alors le seul point invariant est le centre O ;

e Sif = 1, alors r est symétrie de centre O ;
Toute rotation est une transformation du plan. La transformation réciproque de r(0; ) est
r(0; —6).

1.4 — Composée de symétrie orthogonale d’axe sécants
Soit (A) et (A") deux droites sécantes en un point O, de vecteurs directeurs respectifs 1 et
u'. La composée Sy, o Sy des symétries orthogonales d’axes respectifs (A") et (A) est la

rotation de centre O et d’angle 2 (17; u’).

Sy 08, = r(O; 2 (ﬁ))
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Chapitre 4 : Les nombres complexes

l. Etudes algébriques

[; —Notion de nombre complexe
1.1 — Définition :
On appelle nombre complexe, tout nombre qui s’écrit de la forme a + ib ou a et b sont des

nombres réels et i est appelé nombre complexe imaginaire tel que i? = —1 avec i = (0; 1).
L’ensemble des nombres complexes est noté C, par ailleurs C* est I’ensemble des nombres
complexes non nuls.
1.2 —Notation et vocabulaire :
On considére un nombre complexe Z tel que : z = a + ib.
e L’écriture a + ib est appelé forme algébrique.
e Le nombre réel a est appelé partie réelle de z, notée a = R.(z)
e Le nombre réel b est appelé partie imaginaire de z, notée, b = [,(2)
L’ensemble des nombres imaginaires purs est noté iR.
Remarque :
Soit z = a + ib un nombre complexe.
e Si b=0,alors z=a estappelé¢ nombre réel pur z € R. Tout nombre réel est un
nombre complexe car (R c C).
e Si a=0,alors z =1ib estappelé¢ nombre réel pur z € iR
Propriété :
Soient z = a + ib et z' = a + ib deux nombres complexes. On a les propriétés suivantes :
R.(2) = Re(Z,) {Cl =a'
Ln(2) = Im(Z’) b=»b
R.(z) =0 a=0
In(2) = 0 ={520
1.3 — Représentation géométrique d’un nombre complexe

. z=z’<:>{

° z=0<:>{

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0; €; €,)
L’application M : P — C b
a +ib — M(a; b) est une bijection de C — P
o M(}) estappelé point image de z = a + ib

e a + ib est appelé affixe du point M (%)
Par ailleurs I’application ¥ : 9 — C qui, a tout a + ib, associe )
U (a, b) est aussi une bijection de C — 9. (9 est ’ensemble des
vecteurs du plan).

>
o U(}) estappelé vecteur image de Z = a + ib o 2 a

e a + ib est appelé affixe du vecteur U (§).
e Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0;é;; €,) est appelé plan complexe ;
e Un point M d’affixe z de ce plan est souvent noté M (z)
e La droite de repére (0; é,) appelée axe des réels et celle de repére (0; €,) est appelée
axe des imaginaires.
Exemple :
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Représentons dans le plan complexe, les nombres complexes suivantes : z; = 2 + 3i;
Z, =—§+2i; z3=4+5
1.4 —Opération dans C
a —Addition et multiplication dans C
Soient z = a + ib et 2’ = a’ + ib’ deux nombres complexes.
e z+z =a+a +i(b+b"),lasommede z et z’
e z.z =aa —bb' +i(ab' + a'b), le produit de z et z’
Exemple :
Effectuons les opérations suivantes :
. 2-D+U-3))=6-4i
. (4-50)B+20)=22-7i
. 2i(4—5i)=10+8i
.« (2+50)?%=-21+20i
. @Bi—-1)3=26-18i
Remarque :
D’aprés ce qui préceéde, on remarque que :
1) (C, +) est un groupe commutatif';
i1) (C*, x) est un groupe commutatif ;
i) La multiplication est distributive par rapport a 1’addition ;
On dit que (C, +, x) est un corps commutatif.

v) L’opposé de nombre complexe a + ib est le nombre complexe —a — ib
- , .1 a . b
V) L’inverse de tout nombre complexe a + ib est : preria i il
Preuve :
(a — ib) est appelé conjugué de z et (a + ib)(a — ib) = a? + b?
0 . _ a—ib . a ., b
na: a+ib (a+ib)(a—ib) T azb? la2+b2
Exemple :
1 2+3i 243i 2 | 3i
- = , —~ = =—+—=
2-3i  (2-3i)(2+3i)  4+9 13 13
Remarque :

Dans C, tout comme dans R, 0 n’a pas d’inverse.
Propriété :
Soient z et z' deux nombres complexes.
zz=0&2z=00uz' =0
b — Les produits remarquables
Propriété :
Pour tous nombres complexes z et z’ et pour tout entier naturel n, on a :
o (z+2)?=2%+2zz'+77%,;
o (z—-2N2=22-2z22"+7?;
(z+2)(z—-2)=2%2-272.
(z+ 2" = YR Chank 7'k

La forme : (z + z)" = Y¢_, Ck z" k. z'¥ est appelée formule du binéme de Newton.
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Les C¥ sont appelés coefficients binomiaux. Ils sont obtenus a partir du triangle de Pascal ou

a partir de calcul de combinaison suivante C¥ = " (T:l;k)' qui sera vue en probabilité.
Exemple :

Calculons (2 + i)°
Triangle de Pascal correspondant a n — 1.
1

—_— = =
W N =

1
31
14641
15101051
(2415 =Ej=0 C5 (25 x (D"
=C(2)° + C3(2)*D' + C2(2P () + C3(2)*(D)* + (' (D* + C2()°
=254+5%x2*Xi+10x23(—1) + 10 X 22(—i) + 5 x 2(1) + i5
=324+80i —80—-40i+10+1i
(2+410)°>=—-38+41i
¢ — Affixe du barycentre de n points pondérés.
Propriété :soit Ay, Ay, ..., Aydes points d’affixes respectives z, , 24, ..., Zy, €t @y, Ay, .., Ay
des nombres réels dont ) ; a; # 0.
L’affixe du barycentre G des points pondérés (4;; a;) est :
_ Xk=1QkZa, _ QiZp t QpZa, ot AnZp,

ZG = n =
Dh=1 Ok ata+ .+ a,

Exemple :
Soit deux points A et b d’affixes z4 et zp.

e [’affixe de ABest: zg — 24 ;

e [’affixe d’un point I milieu du segment [AB] est : z; = %
e [’affixe du point G, centre de gravité d’un triangle ABC est: z; = @
e [’affixe du point G, centre de gravité d’un rectangle ABCD est : z; = w
d — Puissances entiére d’un nombre complexe
Propriétés :
1) Soit z un nombre complexe non nul et n un entier naturel non nul. On a :
[ ] ZO = 1
1
o z M= —
o zMl=72"x7z,
2) Puissance entiére de i
io =1 iz =—-1 i4 =1
.1 3 — 5 —

it=1i i
1.5 —Conjugué d’un nombre complexe.
Définition :

Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib.
On appelle conjugué de z, le ombre complexe noté z tel que z = a — ib
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Exemple :
e 1+1=1-1i;
e 3—-21=3+2i
e —2-—1=2i
Remarque :
Les points M et M’ d’affixes respectives z et z sont symétriques par rapport a 1’axe réel.

¥ o

Propriétés 1:
Pour tout nombre complexe z = a + ib,ona:
o Z=27
e z+ 7 =2R.(2):1asomme de z et son conjugué est un réel ;
e z.Z=a’*+ b?:leproduit de z et son conjugué est un réel positif ou nul ;
o z—7Z=2I4(z):ladifférence de z et son conjugué est un imaginaire pur ;

e zER&S z=7z:Sizestunréel, alorsz =72

o z€iR& z=—Zzetz # 0:Sizestunimaginaire pur, alors z = —Zz.
Exemple
Soit z = —1 + 2i. Déterminons Z;z+ z;z.Zetz—2Z.Ona:

-§=(?TFZ}:12=—1+m
oz+7=-1+2i+(-1+2i)
=—142i—1-2i
=z+z2=-2
0z.7 = (—1+2i)(-1+ 2i)
= (=1 +2)(-1-2i)

=1+4
=zz=5
oz—7=-1+42i—(-1+2i)
=—1+2i+1+2i

=z—zZ=4i
Propriété 2 :
Pour tous nombres complexes z et z', Vn € Z ,on a:

D z+z =z+7 5) (2)=2; (' #0)

yA4

= 6) z")=@)" (z#0)
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Exemple :
Soit les nombres complexes z et z' telsque : z =2 +ietz' =1 —1

Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

a) (22 + z’) c) (22 n Zrz)
b) @+§) d) (z+2)?
Solution :

z=2+ietz' =1—-1i
Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :
a) (2z+z)=2z+7
=2(2+i)+(1-1)
=2Q2-D)+1+i
=4—-2i+1+1i
= (2z+2z')=5-i

b) @+3)=E+é
VA ZI

s - 2
=(2+i)+ =
=2—i+>

1+i
o 20D
= 2=+t a0
=2 i+
1+1
=2-1+%2
—2—i+1-i

z!

=»@+3)=3—m

c) (22+z’2) =2z2+72
= Z70) +@=0)
=2-0%+1 +i)?
=4—4i—1+2i
=>(22+z’2> =3—2i

d) z+2)2= (E + ?)2

2
=(@+)+(1-1))
=Q2-i+1+10)?
=32

=(z+2)2=9

1.6 —Module d’un nombre complexe.

Définition :

Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib.

On appelle module de z, le nombre réel positif noté |z| tel que : |z| = Va? + b?
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Exemple :
Calculons le moudule du nombre complexe z dans les cas suivants :

a) z=3-—4i
|z| =432+ (—4)2 =v25=5

= |z| =5

e

b) z==-+i%
2 2

1= JO () = fri= =

=|z|=1
c) z=2-—1i
Izl =V4+1=+5
= |z| =5
Remarque :

Soit z = a + ib un nombre complexe.
e Sib=0,alors|z| =a
e Sia=0,alors|z| =)
e VzE€G |z| =|-Z| =VaZ + b2
Propriétes :
Pour tous nombres complexes z et z' et pour tout nombre entier relatif, on a :

1) |z.z'| = |z| X |Z|
1 1

2) ; = m, (Z * O)

3) Iz =1z|"; (z # 0)
4 _ﬂ_ ’

4) ; = 1z’ (Z * O)

5) |z+Zz'| < |z| + |Z'|; (inégalité triangulaire)
6) |Re(2)| < |z| et |Ln(2)] < |z
7) lzl = 1Z'| < |z + 2|
Exemples :
Déterminons le module de nombre complexe :
|(—V3+i)@+D?| = |-V3+i| x|1+il?
=V3+ix(VI+1)

2
= Vix (V2)
=2x2

= |(—V3+i)A+D?| =4
(-v3+)°| _ =B+ _ 22,
- = - = 5 = 2
(1+0)? [1+i|2 (V2)
(-v3+0)°| _
(1+i0)2

Remarque :
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e Si z est I’affixe d’un point M, alors |z| = OM ;

e Sizest’affixe d’un vecteur U, alors |z| = |[u]l;

e iz, et zg sont les affixes respectives de deux points A et B, alors
|E| =lzg —z4] = A

il Etude trigonométrique

II; — Forme trigonométrique d’un nombre complexe
a —Argument d’un nombre complexe
Rappel trigonométrique

T 1lm
6 6
<1t71t
4 4
T 5w
\ 3 3
r 2™ 4m
3 3
<31t 5
4 4
-5t 7i
\ 6 6

Définition :

Soit z un nombre complexe non nul et M son image dans le plan
complexe.

On appelle argument de z, toute mesure de I'angle orienté

(?1; W).noté arg(z). Souvent le note 6 ou «.

Tout argument de z est de laforme : 6 + 2km, k € z
On note: arg(z) = 0 + 2km, k € Zouarg(z) = 0[2r]
Interprétation géométrique
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Si z est I'affixe d’un vecteur i , arg(z) est une mesure de I'angle orienté (e_{; 17).
si z, et zg sont les affixes respectives de deux points A et B, alors arg(z — z,) est une

N
mesure de I'angle orienté (e_{; AB) .

Détermination de I’argument
Pour tout nombre complexe non z = a + ib et pour argument 8(z),on a:

Ro(z a

cosf = Re(@) cosf = —
|| |z|

. I . b
sinf = m(2) sinf = —
|| |z|

Remarque :
i) Soit z un nombre complexe z ;
e siz=0,alors|z| = 0 etzn’apasdargument.
e Sizestunréel ie. (z € R),alorsarg(z) = 0[n]
e Siz est unimaginaire pur, i.e. (z € iR), alors
arg(z) = g[n].
ii) Pour tout nombre complexe z non nul, on a:
e arg(z) = —arg(z) [2n] = —arg(z) + 2km; k € Z
o arg(—z) =n+arg(z)[2r] =+ arg(z) + 2kn; k € Z
o arg(—2) =m—arg(z) [2n] = —arg(z) + 2km; KE Z

Exemple :

Déterminons un argument des nombres complexes suivants :
a) zy =141

Ona:lz|=Vvi+1=V2=|z]| =2

Soit 8 son argument. On a:

b) z, =1+ iV3

|Zz|:4/1+(\/§)2:\/z:2:>|22|:2
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cosf =
Soit 6 son argument de z,, on a :

s
sinf =

oG

= arg(z,) = g-&- 2km; k € z

c) 23=—%+L73
2 2
Ona |z3|=\/(—%) +(§) = %+%=1=>|23|=1
cosf = —= o
Soit  un argument de z3, on a : B ===
sin9=7

= arg(z3) = Z?H + 2km; k €z
b — Argument d’un produit et d’un quotient
Propriété :
Pour tous nombres complexes non nuls z et z' et pour entier relatif n, on a :
i) arg(z.z') = arg(z) + arg(z') + 2km; k€ Z
ii) arg G) = —arg(z) + 2km; kEZ
iii) arg(z)" =nxarg(z) + 2km; k€ Z
iv) arg (3) = arg(z) —arg(z') + 2km; kE€Z
Remarque :

Soit 4, B et C trois points deux a deux distincts, d’affixes respectives z4, zg et z..

Ona: arg (ZE) = arg(ﬁ) = Mes (ﬁ, R) [2m]

Zs
Exemple:
Déterminons les arguments des nombres complexes suivants :
Z, = (—V3+0)A+0)? ez, = (D
o Z=(—V3+i)A+i)?
Posons z';y = —V3 +i et 2/, =1 +itelsque:Z; = z'1(z"1)?

|2'1] = /(—\/§)2+12=\/3+1=2 et |2/ =vI+1i=+2

Ona:|z'y| =2 et |2’y =2
Soit 8'1,0"; les arguments de z; et z,,ona:

—V3 no_ V2
cos@'l = — cos@ 1 ==
2 / ST 2 7 4
; = 0 1= et ; = 0 1=
sinf'; = : 6 sin@''; = 2 *
2 1=

2
= arg(z'y) = 5?" [27] et arg(Zz”’,) = %[271]
Z, =2'1(z""1)?,alors,ona:
1Z1| = 1z"1] X |2"41]?
—2x (42’
= |Z| =4



Soit a , un argument de Z;, on a :
arg(Zy;) = arg[z'y X (z"1)?]
=arg(zy)+2xarg(z"y)
51 T
Z 4 (2x5) [2n]

5m+3m

=— [2m]
= arg(Z,) = 4?H[Zn] ouarg(Z,) = —Z?H[

_ (—\/§+i)3 S N . B .
o 7,= ( D ), d’apres de ce qui précede, on a :

21|

i ’ 17
arg(Z,) = arg (ZZ,_,lg) = 3arg(z'y) — 2arg(z"’;)

E3X5—”—2XE[2TE]
6 4

=2 - 2n]
= 2m[2m]

= arg(Z,) = 0[2m] ou arg(Z,) = 0+ 2km; k € z

¢ — Forme trigonométrique d’un nombre complexes non nul.
Définition et présentation :
Soit z un nombre complexe de la forme z = a + ib,

a = |z|cosB
b = |z|sin@

cosf = %
Ona:§ b {
sinf = —
|z
z=a+ib,= z = |z|cosf + i|z|sinb
= |z|(cosB + isinb
En posant: r = |z|,
on a:
z =1r(cos0 + isin0) appelée forme trigonométrique de z.
Remarque:
Soit z = r(cosf + isinf), r € R* et f € R.
e Sir>0= z=r(cosl + isinf) et arg(z) = 0|2rx]
o Sir<0=z-= —r(cos(@ + ) + isin(0 + n)) etarg(z) = (0 + n)[27]
Exemple :
Mettons ces nombres complexes sous la forme trigonométrique :
o z;=1+1
|z | =VI+1=V2=|z| =12

cosO =
;=0 =

L

Soit 6 son argument de z;,ona: [2m]

SIS

sin@ =

Doncz; =2 (cos% + isin%) : est la forme trigonométrique de z;

1, .V3
* Zy=—st+ti—
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2l = (-2 + (D) = freiovis

2 2
=|z|=1

Soit 6 son argumentde z, ,ona: 3 =0 E?[ZTE]

Donc z, = cos%’r + isinz?” : est la forme trigonométrique de z,
e z;=1—-iV/3
lz3l = [1+(=V3)2=V/1+3=2=|z]| =2

1
cosf ==
2

Soit 8 son argument de z; ,on a: 5= 0= 5;” [27]

sinf = ——
2

Donc z3 = 2 (coss?" + isin 5?”) : est la forme trigonométrique de z3
Propriété :
Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls.
Ona:z =7 & |z| = |z'| et arg(z) = arg(z')[27] .
Deux nombres complexes conjugués ont méme module et des arguements opposés
Exemple :
Dans chacun des cas suivants, déterminer le module et un argument de z.
1) z=1+itanf
2) z=1-—1itand
3) z =cosfO — isinf
4) z = —sinf + icosf

5) z=1+ cosO + isinf et 6 € [0; 7]
6) 7 = cosf+isinf

Solution :

cosf—isin6

Dans chacun des cas suivants, déterminons le module et un argument de z.
. sin@

1) z=1+itan8 =1+

cos6
1 .. 1 _
zZ= ﬂ(cose + isinf) = |z| = — ¢t arg(z) = 0[2n]

. sinf

2y z=1—itan0 =1—1i

cos6
1 ..
=— (cosO — isinB)
1 .. 1
z= E(cos(—@) + Lsm(—H)) = |z| = —5 ¢t arg(z) = —0[2m]
3) z=cosfO — isinf
z = cos(—0) +isin(—0) = |z| =1 et arg(z) = —0[2x]

4) z = —sinf + icosf

z= (cos (g + 9) + isin (g + 9)) = |z| =1etarg(z) = (g + 0) [2m]
5) z=1+4 cosO + isinf et 6 € [0; 7]
Ona:z =1+ cosf +isind =1+ e



L _8 8
:ez(e 2+ez>

o [ & . &
i—[ez2+ie 2
=Zer |/ —

e .. 0 ]

=2 (cos— + isin —) coSs —

2 2 2
] 6 .. 0

z = 2cos—(cos— + lsm—)
2 2 2

On distingue deux cas:
V1

1% cas: 6 € [0; ;[
T 6 0 _ 8

Pour 6 € [O; E[; ZCOSE >0,=|z| = ZCOSE etarg(z) = E[Zn]
2%cas: 0 € [g, n[

T 0
0 € [—; n[=> 2cos=< 0

2 2

= —2cos§ >0
Ona: z= Zcosg(cos2 + ising)
2 2 2
=z = —Zcosg(—cosg - ising)
2 2 2

=z = —Zcosg(cos (n + g) + isin (n + g))

= |z| = —Zcosget arg(z) = (n +g) [2m]

6) g = cosf+isind _ et®
" cosB-ising  e-if
z=e?% = |z| = 1etarg(z) = 20[2n]

d — Forme exponentille d’un nombre complexes
Définition :
Soit z un nombre complexe non nul.
On appelle forme exponentielle du nombre complexe z, de module r et d’un argument

0, c’est I’écriture : z = re'? ; avec r € R% et 6 € R.

cette écriture : re’® est aussi appelée forme polaire de z.

Exemple :
Mettons a la forme exponenntielle les nombres complexes de I’exemple précedant :

° Zl=1+iﬁzl=\/ieiZ

1 .3 2
° ZZ=Z2=—E+l7=>ZZ=€ 3

LT
° 23=1+i\/§=>z3=Zel§
Propriétés :
igr

Soit z et z' deux nombres complexes non nuls tels que : z = re'® etz = 1r'e®®’, n € Z,ona:

1) z.z' = 7 el
1_1,-i6

2) ~=-e

3) g = yneind

4) Z _ I ,i(6-6")

VA4 !
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e —Formule de Moivre
Soit z le nombre complexe de module 1 et d’un argument 6 tel que soit z = cosf + sin6.
Vn € Z, z" a pour module 1 et argument nf.
On en déduit la formule trés importante suivante appelée formule de Moivre :
(cosB + isin@)™ = cos(nB) + isin(no)

Exemple :
1) 6 € R, exprimons cos48 et sin40 en fonction de cosf et sinf.0On a:
(cosO + isinf)* = Y5 _, C¥(cos8)*F(ising)*

cos*0 + Cicos30(isin®) + C2cos?0(isind)? + C3cosO(isinB)3 + Cfcos®(isind)*
= c0s*0 + 4icos30sinf X 6c0s?*0sin?0 — 4icosOisin30 + sin*6
(cosB + isinB)* = cos*0 + sin*@ — 6¢c0s20sin?0 + i(4cos30sind — 4cosBisin®6) (1)
Or (cos@ + isinf)* = cos40 + isin406 (2)
En égalant les deux relations, on a :
cos46 = cos*0 — 6c0s%0sin?0 + sin*0
L=@ = {sin49 = 4cos3sinf — 4sin30cosO
- {cos40 = c0s*0 — 6c0s5%0(1 — cos?0) + (1 — cos?6)?
sin48 = 4cos3sinf — 4sin36cosH
N {cos49 = 8cos*0 — 8cos?0 + 1
sin40 = 4cos3sinf — 4sin30cosb

1 1
2) Soit z = —= + i —=. Calculons z1%°
) Soit ﬁ+l\/§ Calculons
1 1 T
zl= [-+==1 rg(z) =-—
lzl = [3+2=1etarg(z) ="
106 —_— 199
Donc:z =(cosz+lsmz)
1991 . . 1991
:cosT-l-lSln—
1991 1207 T T 1991 T
Or:_=___=307T__:_=__+2X15T[
4 4 4 4 4 4
1991 T
— = ——[2m]
4 4
o AN n 1.1 199 _ 1 _ .1
On en déduit que :2199=cos(——> lsm(——)=——l—- =z =5F-1lz
q 2) T )R T 'z

f —Formule d’Euler :

Pour tout nombre réel 8, on a le systéme suivant :
e'® = cos@ + isinf (1)
{e‘ie = cos6 — isinf (2)

IR

e (D+(12) = e +e7% =2c050 = cosO =

e (D)=(2) = ei? —e ¥ = 2isinf = sinh ==

Donc pour tout nombre réel 8, on a: oi0_,—i0

Exemple :
0 € R, linéarisons cos®@ et sin®0.
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1

11

121
1331
14641

1 5101051

1615201561

e (o0s°0
. ei9+e_i9
On sait que : cosO = .
ei9+e—i9
= c0s®0 = ( )6
2

— ZLG(eiG + e—i9)6

= L[St ci(e®) ™" ()]
= %[e&'e +6(e5%.e710) + 15(e*0.e729) + 20e° + 15(e2.e49) + 6(e!f.e759) + e7¢19]
— 216[(661'9 n e—6i9) + 6(e4i9 4 8—49) + 15(ezi9 4 e—2i9) n 20]
_ zis [(e6i9+e—6i9) p (e4i9+e—4i9) 15 (ezi6+e—2i9) L0

2 2 2 2

== [cos60 + 6c0s46 + 15c0s26 + 10]

T 32
= cos%0 = 312 [cos(68) + 6cos(40) + 15co0s(260) + 10]

; 9 5
. el@_e—LH
e sin®f = ( : )
21
1

— W(eie _ e—i9)5
[esia + 564i9(_e—i9) + 1Oe3i9(_e—i6)2 + 1Oezi9(_e—i6)3 + 5€i9(_e—ie)4

+(—e7%)°]

= ——[e5% —5¢319 + 10e¥ — 10610 + 5e730 — ¢~5]
EhE

— ﬁ[(em + e—5i6) _ 5(e3i6 _ e—3i9) + 10(81'9 _ e—i@)]

-l s (5 10 (25

%6 [sin56 — 5sin360 + 10sin6]

IPhHE

sin® @ =

. 1 5 . 5 .
= sin® @ = —sin50 — —sin30 + - sind
16 16 8

I, — Racine n“™ d’

2.1 — Définition

un nombre complexe
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Soit z un nombre complexe non nul et un entier naturel (n = 2).
On appelle racine n®™¢ de z, tout nombre complexe z tel que :z" = z.
On considére les nombres complexes Z = re® et z = pe!*. vn € N(n > 2),ona:

" =7 & (pel@)" =rel

c}pnenia:reie
pr=r
=
{na=9+2kn;kEz
p="Xr
=
a=2+2T keq
n n

Propriété :
Soit Z = re'? un nombre complexe non nul et n un entier naturel (n > 2).

7 admet des racines n-iemes telles que :
a 2km

Z = ’(/?ei(TLT) = ’W[cos (%+ ZkT”) + isin (%+ Z"T”)], ke{0;1;2; ... ;n—-1}
Les racines zy, Zy, Z3, ..., Zy—1 SOnt obtenues en donnant les valeur0,1,2,...,n —1ak.
Les images M,, My, ..., M,,_; de ces racines sont les sommets d’un polygdne regulier an
cotés inscrits dans le cercle de centre O et de rayon OM, = OM; = -+ OM,,_; = Vr.
Remarque :

La somme de n racines n¢™¢ d’un nombre complexes non nul est nulle.

Exemple :

1) Déterminons les racines carrées de Z = 1 + i/3.

|IZ| =v1+3=2
coszé -
Soit @ un argumentdez.On a: Sin:ﬁ;z»e =3
2

.TT
DoncZ = 2e's
Posons z = re'? tel que:z2=%; our > 0.

. K
72 = 7 & r2e?? = 2e'

r2=2
< 29=§+2kn;k€z

r=+/2
=
0= §+ km; kez
Les racines de Z sont de la forme : z;, = V2e'GHm; gyec k = {0; 1}.
TT 7T
Ona:zy =+2e'setz; =+/2e"% et

2) Ecrivons sous forme algébrique les racines carrées de Z.
Ona:

Zozﬁei3=\/§(cos%+ising)
(Bt
_\/E(Z_i_lz)
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E_I_.z

07 2 2
Z, = \/Eei(%”) = \/E(cos (g+ n) + isin (g+ n))
2oy
V6 o .2
i s

Exemple :

, . . . 1+iV3
1) Déterminons les racines cubiques de Z = P

2T 2T

T T
Ona:1+iV3=2e5etl—iV3 =2e""3,alorsZ = %el? =e's

Soitz =re'® telque: z3 = Z
2T

23 =Zor3ed =5

r3=1
< 39=2§+2kn;k6z

{rzl
= 2k

0="12 kez
9 3
.21  2km
Les racines de Z sont de la forme : z;, = V2e'S3); qvec k = {0; 1; 2}

2T 8 Lam
Ona:zyo=e9;z1=e9 etz =e 9

2) Déterminons les racines cubiques de |'unité.
23 = 1 & 13e3i0 = ,i(0+2kn)

r3i=1
@{30=2kn;k62
r=1
A 9=2an;k€Z

2k
Les racines cubiques de l'unité sont de la forme : z, = e' 3 ; avec k = {0; 1;2}.
27 Rl
Ona:zp=1,z,=e3 etz =e 3.

Les images sont les sommets d’un triangle équilatéral et zy + z; + z, = 0.
Preuve :

21 . . 2T 4T . . A4Am
Zo+z1+2z, =1+ (cos? + lsm?) + (cos? + LSlTl?)

i (3 (i)

2 2
SRS S E I S ]
2 2 2 2
=1-1=0

D'olizg+2z;+2, =0

I.3— Nombres complexes et utilisation

3.1- Equation du premier degré et systeme d’équation linéaire

1) Une équation du 1*" degré est une équation de laforme : az + b = 0 ol a et b sont des
nombres complexes. Cette équation admet :

. . . . b
e Une solution unique si a # 0 et cette solution est -
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e Une infinité de solutionssia =b =0 ;
e Aucune solutionsia = 0ethb # 0.

az+ bz =c
a'z+b'z =c
complexes (a # 0; b # 0) est un systéme d’équations linéaires a deux inconnues dans
(©)>.

Exemple :

2) Tout systéeme de la forme : { ,;0u a,b,c,a, b’ et c’ sontdes nombres

1) Résoudre dans C les équations suivantes :
a) 2+5i)z=4-2i
b) iz—2=2z4+1+1i

. 2 . (@4+3)z-3iz’=1-1i

2) Résoudre dans (C)“ le systéme : {(_1 + 202+ B =07 =i

Solution :

1) Résolvons dans C les équations suivantes :
a) (2+50)z=4-2i

Ona:(2+5i)z=4—2i=>z=z:ii

 (a-2i)(2-50)
- 4425
_ 8-20i—4i-10
- 29
_ —2-24i

29

Z=———=

L’ensemble de solutionest : S = {—i—ﬁi}
b) iz—2=2z+1+1i
Ona:iz—2=2z4+1+4+i=iz—-2z=1+i+2
= (-2+i)z=3+i

3+i
- 7 = -
—2+1
_ (3+i)(-2-D)
- 4+1
_ —6-3i-2i+1
- 5
_ —5-5i
s
z=-1-—1i

L’ensemble de solutionest : S = {—1 — i}

(2+3i)z—-3iz' =1—-1i
(-14+2)z+B-Dz' =i
a —Racines carrées d’un nombre complexes.

2) Résoudre dans (C)? le systéme : {

Propriété :
Soit Z et z les nombres complexes tels que z" = Z; (n € N)et n = 2. On désignera par w,
et w, les racines carrées de Z.

Ona:Vx,y ER, onposez =x + iy = |z| = /x% + y2.
Vab €ER, ona:Z =a+ib= |Z =Va? + b?



Pourn =2,0ona:z? =%
z=x+iy = z? =x? —y? + 2ixy et |z|* = x% + y2.
z2=72ox*—y>+2xyi=a+ib

|z|> = |Z] x* +y* = |Z] (D
= Re(zz) =R, (2) &1 x?— y2 =a (2)
Im(ZZ) = Im(Z) 2xy =b (3)
MD+R2)=2x2=a+|Z|
— xz — a+|Z|
— x = a+|Z| oux = — a+|Z|
- 2 - 2
M-Q2)= 2y*=1%l-a
— 2 = |Z]-a
ys=—

2

_ ||Z]=a _ |Z|—-a
=y= |7 ouy=—|=

Pour choisir les couples (x; y), on tient compte du signe de b :
e Sib > 0,alors xy > 0 et donc x et y sont de méme signe et on a :

’a+Z . |IZ]—-a .

Wi = %4‘1 T$W1:X+ly
_ a+|Z| . [I1Z|-a _ .

Wy =— |- —ifF-=w,=—x—ly

e Sib <0,alors xy < 0 etdonc x et y sont de signe contraire et on a :

_ |a+|Z . ||Z]-a _ ,
wy = |- i = w=x -y

a+|Z| . [IZ]-a .
kw2=— — ti|=Z—=>w,=—x+iy

L’ensemble des racines carrées de Z est : S = {wq, w,}
Exemple :
Soit Z = 3 — 4i un nombre complexe.
Calculons la racine de Z.
Posons z = x + iy tel que : z2 = Z
Ona:|z?|=x*+y?et|Z =V9+16 =v25=5
72 =2 z2 =3 —4i;0rz? = x? —y? + 2xyi
z2=3—4i & x? —y? +2ixy =3 —4i
x> +y2=5 (1)
x?—y?+2ixy=3—-4i ©{x*-y2=3 (2)
2xy = —4 3

(D+@2)=2x*>=38

= x*>=4

=x=2 oux=-2
D-2)= 2y*=2

=y?=1

=y=1 ouy=-1
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Le produit xy = —2 est négatif donc x et y sont de signes contraires, alors on pose :
w=2—-1letw,=-2+1
L’ensemble des racines carréesdeZ =3 —4iest: S={2 —i; -2+ i}
b — Résolution de I’équation du 2™ degrés dans C.
Etude de cas général :
On veut résoudre dans C une équation du 2™ degré az2 + bz +c¢ =0, a,b,etc €
R; (a # 0). Comment alors procéder ?
Méthode :
Pour résoudre une équation dans €, on proceéde de la maniére suivante :
- On calcule le discriminant A du polynéme complexe ;
- On détermine les racines carrés de A suivant que A soit ou non complexe.
Pour cela, on rappelle que la forme canonique du polyndme P(z) = z2 + bz + c est :

P(z)=a [(z + %)2 — (i)] ; avec A= b? — 4ac

4q?
Propriété :
Une équation du 2" degré a coefficients réels a toujours deux racines :
. , . ~b—/A —b+VA
e SiA=b? — 4ac > 0, elles sont réelles et distinctes : x; = Za\/— etx, = 242/—
. b
e SiA= b? —4ac =0, elles sont confondues : x; = x, = ——
2a
. ., —b-ivA —b+ivVA
e SiA=b? —4ac <0, elles sont complexes conjuguées : x; = 2;\/— etx, = ::/—

Exemple :
Résoudre dans ¢ I"équation suivante
1- Cas ou les coefficients sont des nombres réels.
(E):z2+z+1=0
A=1—-4%x1=-3

= A= 3i?

—-1—-ivV3 —-1+iv3
= Zl == l\/— et Zz == —;l\/—
N {—1—21\/5; —1-;1\/3}

2- Cas ou les coefficients sont des nombres complexes
(E): 22+ (2+3D)z—-2(1-20)=0
A= (2 +30)2 — 4 x1(—2+ 4i)
=44+12i—94+8—-16i
A=3—4i; Ae C
A cet effet, cherchons les racines carrées de A.
Soit z = x + iy tel que : z2 = A.
z2 =x? —y?2 +2ixy; |A| =V9+ 16 = 5 et |z?| = x% + y?
72 = Ao x?2 —y? + 2ixy =3 —4i
x2+y2=5 (1)
z?=A={x?—y? =3 (2)
2xy = —4 3)
(D+@2)=>2x*>=38
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= x?=4

= x=2 oux=-2
D-2)= 2y*=2
=y2=1
=y=1 ouy=-1
Le produit xy = —2 est négatif donc x et y sont de signes contraires, alors on pose :
w, =2—1 etw, =—2 +ilesracines carrées de A.
=z, = _b;wl = _2_32i+2_i =-2i=z =—2i
Z, = _b;wz = _2_3;_2+i =-2-i=>z,=-2-i

= S ={-2i; -2 —1i}

(E)): z2+(4+5)z—7i—1=0
A= (4+50)2—-4x1(7i—-1)
=16 +40i —25—-28i+4
A= -5+ 12i; A€ C
Posonsz =x +iy / z2 = A

x? +y? =25+ 144 = 13 (1)
2" = A& x? —y? =5 (2)
xy =6 3)
D+ @2)=>2x%*=38
=x%2=4
= x=2 oux=-2
(1) -(@2)= 2y?=18
=y2=9

=y=3 ouy=-3

Le produit xy = 6 est positif donc x et y sont de mémes signes, alors on pose :

w, =2+ 3i etw, = —2 — 3ilesracines carrées de A.
-b+w 445042431 . .
=z, = 21= - =3+4i= 2z =3+4i
_ —btw, _ 4+5i-2-3i

Z2— 1+L$Zz=1+1

2 2
=S={3+4i; 1+1i}

¢ — Equation se ramenant au 2" degré :

Exemple 1 :

Soit I’équation (E): z3 + (4 — 5i)z? + (8 — 20i)z — 40i = 0
a) Démontrer que (E) admet une solution imaginaire pure.
b) Résoudre (E) dans C

Résolution

Soit (E): z3+ (4 —5i)z%+ (8 —20i)z—40i =0
a) Démontrons que (E) admet une solution imaginaire pure.

Posons P(z) = z3 + (4 — 5i)z% + (8 — 20i)z — 40i

Soit z; = ib cette solution imaginaire. (b # 0)

P(z,) = P(ib) = —ib3 — (4 — 5i)b% + (8 — 20i)ib — 40i
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= —ib® — 4b% 4 5ib? + 8ib + 20b — 40i
P(ib) = —4b? + 20b + i(—b3 + 5b% + 8b — 40)
—4b% +20b =0 (D
—b3+5b*2+8b—40=0 (2)
z, est un imaginaire, donc on considére seulement I'équation (1).

(1) :—4b*+20b=0= —4b(b—-5)=0
= b=00ub=5#0
Donc z; = 5i est la solution imaginaire pure (E) cherchée.
b) Résolvons (E) dans C

5i est la racine de P, alors P(z) = (z — 5i)Q(2) ; ou Q(z) = z2+ az + b; (a,b € C) tel
que:

P(ib)zO(:){

P(z) = (z—-50)(z% + az + b)
P(z) = z3 + az? + bz — 5iz% — 5aiz — 5ib

a—5=4-5i a=4
Par identification,ona :{b — 5ai = 8 — 20i = {b B 3
—5ib = —40 -

Donc:Q(z) =2z%>+4z+8
P(z) = (z—-51)Q(z) = P(z) = (z—5i)(z*> + 4z + 8)
P(z) =0 (z—5i)(z*> + 4z + 8)
& z=5io0uz?+4z+8=0
z2+4z+8=0=A"=4-38
=—4
A = (20)?
=z, =—2—2ietzz=—-2+2i
= § = {5i; -2 —2i; -2+ 2i}
d — Transformation de produit en somme et de somme en produit
Propriétés 1:
Pour tous nombres réelsa et b, on a:

e cosacosb ==[cos(a + b) + cos(a — b)];

N | =

e sinasinb = — % [cos(a + b) — cos(a — b)];
e sinasinb = %[sin(a + b) + sin(a — b)].
Propriété 2 :
Pour tous nombre réels petg,ona:

e cosp+cosq = 2005?005?
e sinp +sing = ZSinpzﬂcospz;q
® (CoSp —cosq = —ZSingsing
e sinp +sing = 2cos¥sinp2;q

3.2- Géométrie et nombre complexes
a —Transformations et nombres complexes
Tableau récapitulatif d’écriture complexe de certaines transformations du plan
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Dans ce tableau, M(Z) et M'(Z) désigne un point et son image, ainsi que leurs affixes, par
chacune de ces transformation.

| oz

Translatiﬁon de €2 " MM =1 Z =z+a
vecteur u(a) —

0 &
Symeétrie de oM’ = —aM Z—w=—(z—-w)
centre Q(w)

OM' = OM
Symétrie par (?1; W) - _ (?1; W) 7' =z
rapport a 1’axe
réel
Mot M
Symétrie par . , OM' =0M
rapport &l (e_l’; W) =m— (?1; W) , _
imaginaire 1, z'=-7
of &

OM’ = kKOM zZ'—w=k(z-w)
Homothétie de
centre ((w)
etd’angle a
Rotation de
centre Q(w) et OM' = 0M '
d’angle a Mes (W, W) =af2n] | 2 —w=e"(z—-w)
Exemple :

Soit les points Q(—2;1) et A(1; —1)
Dans chacun des cas suivants :

e Donner I'écriture complexe de la transformation ;

e Déterminer I'image de A par la transformation.

1) Symétrie de centre () ;

Ona: z' —w=—-(z—w)
ez —(-2+)=—(z—-(-2+1)
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Sz =—-z-2+i—-2+1i
& z' = —z — 4 + 2i est I'écriture complexe de la symétrie de centre ().
L'image de A par cette symétrie :
Ona:z' =—z—-4+2i= 24y, =—2,—4+2i
=—1-i)—4+2i
&z, =-5+3i
b —Confuguration du plan et nombres complexes
Pour tous nombres complexes : z4; zp; zo et zp d’affixes respectives des points A, B, Cet D,
on a les configurations géométriques suivantes :
1) Le triangle ABC et isocéle en A si et seulement si :
ia Zc?a

Zc—Z
2R _ pla gy

=e @ .avecAB=AC et mesh=a 0<a<m
Zp—7Z4 Zp—7Z4

2) Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si : AB = BC = AC ; mesA = g et

Zc=Za _ = =% _ I
Zp—Z4 e ou Zp—Z4 ’
3) Le triangle ABC est rectangle isocele en A si et seulement si :
Zc—% . %% . A
2T —j ou2A =  AB = AC et meshA="1
Zp—%a ZB—7%a 2
. . o . A
4) Le triangle ABC est rectangle en A4 si et seulement si : ZC ZA = bi ;avec b # 0 et mesA =
B—ZA
T
2
5) Les points B, B et C sont alignés si et seulement si :
Zr—Z — =
=t "4 € R* et mes(4B,AC) = 0[n]
Zp—Z4
6) Les points A4, B, C et D sont concycliques si et seulement si :
Zc—%p
Zc—-%p , Zp—7p * Zc—%p *
- ER ougz = ER
Zp—Zg

b —Lieux géométriques et nombres complexes
Propriétés :
Soit A le point d’affixes z4 et Mun point d’affixe z
Si R est un complexe réel directement positif, le lieu des points M dont 1’affixe Z verifie
||z — z4| = R est le cercle de centre A et de rayon R.
Si a est un nombre réel, le lieu des points M dont I’affixe z vérifie arg(z — z,) = a[r] est la
droite de repére (4, i), privé de A avec Mes (e_/l’?_i) = afm].
Remarque :
Le lieu des points M dont I’affixe z vérifie : arg(z — z,) = a|[mr] est la demi-droite de
repere(A, @), privé de 4, avec Mes(e;; @) = af].
Exemple 1:
Soit A le point d’affixe z, telque: zy = 1 + i
Déterminer le lieu des points M dont I'affixe z vérifie :
a) z—2z,=2
b) arg(z - z,) = £[r]
c) arg(z—2zy) = —%[27‘[]
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Résolution :

Soitzy =141

Déterminons le lieu des points M dont I'affixe z vérifie :

a) z—2z,=2

Méthode 1:

|z—2z4| =2 = AM =2

Donc le lieu M cherché est un cercle (C)de centre A et de rayon 2.
Méthode2 :

Ona:zy=1+ietz=x+1iy

lz—zyl=2=|x+iy— 1+ =2

Slx-1+i(y-1)| =2

S Jx-1D2+@y-12=2

& (x— 1%+ (y—1)2 =22 est une équation du cercle de centre A et de rayon r = 2
Donc le lieu M est un cercle (C) de centre A(1;1) et de rayonr = 2.

b) arg(z —zy) = %[n] < mes (eT; W) = %[n’] donc le lieu de M est la droite du repére
(A, 1), privé de point A(1; Q).

c) arg(z—z,) = —§[2n] = mes(ey; AM) = —g[Zn] donc le lieu de M est la demi-
droite de repére (4, V) privé de A avec (eq; v) = —g[Zn].

Exemple 2 :

z+3-2i

z=2+1
Déterminer I'ensemble réel des points M d’affixe Z tels que :

A tout nombre complexez + 2 —i,ona:Z =

a) Zsoit un nombre réel ;
b) Z soit un imaginaire pur
Résolution :

z+3-21
Ona:Z = -
Z—2+0

Déterminons I'ensemble des points M d’affixe Z tels que :

,ZF2—1

a) Zsoit un nombre réel

z+3-21 .
En effet, Z = Y etz=x+1y
__ z+43-2i _ x+iy+3-2i
T z-2+i  x+iy-2+i
_ x+3+i(y-2)
o x=2+i(y+1)
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_ (Ge+3)+i(y-2)((x—2)-i(y—-2)(x-2)+(y—-2) (y+1)
B (x—=2)%+(y+1)2

_ x%4x—6—ixy—ix—3iy—3i+ixy—2yi-2xi+4i+yZ-y-2
B (x—2)2+(y+1)?

_ x%4x+y?-y-8 .  3x+5y-1

T -2)2+(+1)?  (x-2)2+(y+1)?

ZER ©,(Z7)=0 < 3x+5y—1=0
Donc I'ensemble des points M cherché est une droite d’équation : 3x + 5y — 1 = 0, privé

de point B(2;

b) Z soit un imaginaire pur
x?+x+y?-y-8 . 3x+5y-1

- (x—2)2+(y+1)2 (x—2)2+(y+1)2
ZEIR &R, =0

centre I(—%;

& xP+x+y*—y—-8=0
1, 1 1\2 _
e (x+3) —Z+(y—;) —-—-8=0
1\% 1
+(v-3) =5-8

1\% 1 . :
(y — E) = 77 : c’est une équation d’un cercle (C) de

(:)(x+§)2—

N Y N T
+

=>(x+%)2—

%) et de rayon ; . Donc I'ensemble des points M est un cercle (C) de centre

I etderayonr = \/%
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Chapitre 5 : Similitudes

l. Similitudes directes du plan:
[, —Définition et propriété
1.1- Définition :
Soit k un nombre réel strictement positif.

On appelle similitude S de rapport k, toute application f du plan qui, a tous points A et

B d’image respectives A’ et B’, on ait : A'B" = kAB.
Une similitude est directe si elle conserve le sens des angles orientés.
Propriété :
Toute similitude directe du plan a une écriture complexe de la forme : Z' = az + b;
avec (a € C*, b € C).

e Sia=0etbh=0,alorsS = 1Id (S est une identité) ;

e Sia=1leth #0,alorsz’ =z + b donc S est une translation de vecteur 1 (b)

e Sia # 1, alors S est la compose de I’homothétie h de centre () d’affixe w = %a et de
rapport k > 0 et de la rotation de centre (w) et d’angle @ = arg(a).

On dit alors que Sest une similitude directe du plan de centre Q(w), de rapport k et d’angle . Le
centre ((w), le rapport k et 1’angle a sont appelés éléments caractéristiques de S.
La composée commutative : S = h o1 = r o h d’écriture : z' = ke'*(z — w) + w est appelée
forme réduite de S .
La formule : z' = ke'*(z — w) + w permet de déterminer 1’écriture complexe d’une similitude
directe du plan.
Remarque :
Soit S une similitude directe du plan de centre Q(w), de rapport k et d’angle « ;
e Sik =1, alors S est une rotation de centre (w) et d’angle a d’angle @ ; S = r(Q; @)
e Sia = 0[2mr], alors S est une homothétie de centre Q(w) et de rapport k; S = h(Q; k)
e Sia = m[2m], alors S est une homothétie de centre Q(w) et de rapport —k; S = h(Q; —k)
Exemple :

T
3

Soit S une similitude directe de centre w(1, 1), de rapport k = 2 et d’angle a« = ——.
Donnons I’écriture complexe de S.
k+1,doncS:z' =ke*(z—w)+w
oz =25z -1A+D)+1+i
=2 57-2e"5(1+)+1+i
= 2(cos§ — ising)z - 2(cos§ - sing)(l +i)+14+i
(1 .3 1 .3 . .
= (5—17)2—2(5—17)(1+1)+1+L
=(1-iV3)z—(1-W3)Q+D)+1+i
=(1-iV3)z—1—i+iV3-V3+1+i
=7 =(1-i3)z—V3(1-1)
Exemple 2 :
Soit S une similitude directe du plan d’écriture complexe z' = (1 + i)z — 2i

Déterminons les éléments caractéristiques de S
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e Soncentre: w = ﬁ
-2i _ -2i
1-(1+i) 1-1-i
e Sonrapport k = |a|
a=1+i o la|l=|1+il=VI+1=+2
= k=2
e Sonangle a = arg(a)

W= =2 =w=(2; 0)

cosa =

Ona: = a =

N

[2m].

sina =

éllH NlH
ISR

Donc I’ensemble des éléments caracteristiques de s estnoté : ¢ = {w(2;0); k = V2; a = %}
Autre propriété :
. s b . b ,
Sia = —1, alors S est une symétrie de centre () (5) ou une rotation centre () (E) et d’angle
a = 1 ou encore une homothétie de centre () (g) de rapport k = —1.
I, — Composée de similitudes directes du plan
Propriétés :
Soit S une similitude directe de rapport k et d’angle a et S’ une similitude directe de rapport
k' et d’agnle o'
La composée S’ o S est une similitude directe de rapport k'k et d’angle a’ + a.
La reciproque de S noté S~ est une similitude directe de rapport % et d’angle - .
On en déduit que pour toutes similitudes directes d’écritures complexes S : z' = ke'®z + b et
S':7 =ke@z+b,
Ona:S' oS =S'[S] = ke (ke®z +b) + b’
= k'kel@OZ 4 ' b 4 b’
Donc : " 0§ = k'ke!@*®z 4 k¢ p 4 b’

La reciproque S™! a pour écriture complexes S™1: z'71 = %ei"‘z +b
Exemplexe :
Soit S et S’ d’écriture complexes : S: 2’ = 2e'3z + 2i et S':z = 3e'sz — 5
Déterminons la composée S’ o S, on a:
§'oS =3¢ (252 +2i) - 5

= 6ei(g+§)z + 6iei% -5

= 6e'2z + 6ie's — 5

= 6iz+6i(Z+1i) -5

2 2

= 6iz+3iV3 -3 -5
= §' oS =6iz— 8+ 3iV3
La composée S’ o S est une similitude directe de rapport 6 et d’angle g

I3 — Exemples d’étude de similitudes directes
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3.1- Similitude direcete déterminée par son expression analytique.
Méthodes :
Pour déterminer 1’écriture complexe d’une application du plan dans lui-meme d’expression
analytique donnée, on peut proceder de deux manicres suivantes :

. Soit: {xl’ =ax+by+c (1)

vy =ax+by+c (2)

Ecrire z' = x" + iy’ et remplace x’ et y' en fonction de x et .
Remplacer x par : %Z_ ety par: %Z_ et développer 1’expression obtenue en fonction de z et Z.
x'=ax+by+c (1)
y'=ax+by+c (2)
On multiplie I’équation (2) par i

° Soit:{

On additionne les deux équations (1) + (2) et en suite on regroupe la partie entier et
imaginaire afin d’obtenir 1’écriture complexe.
Exemplexe : Ssoit f ’application du plan lui-méme d’expression analytique :
X'=x+y+2
{y’ ='x+y-1
1) Déterminer I’écriture complexe de f
2) En déduire la nature et les éléments caratéristiques de f
3) Déterminer la nature, les éléments caractéristiques et 1’écriture complexe de f~1.
Résolution :
Ona:{ alc’ =x+y+2
y=—x+y—-1
1) Déterminons I’écriture complexe de f
Méthode 1:
z'=x"+iyetz=x+1iy
On a: {.x’,= x + Y +.2 . (1)
iy'=—-ix+iy—i (2)

x'+iy=x—ix+y+iy+2—i
= zZ=x0-D)+yQ+i)+2—-i

zZ+ zZ+z

o7 =220-D+Z2A+ D) +2—i

=%(z—iz+z‘—iz‘)+%(z+iz—z‘—iz‘)+2—i
z iz z V4 z

R R - TN R
2 2 2 2 20 2 20 2

=z—iz—2-—1
= z' = (1 — i)z + 2 — i est criture complexe f cherchée.
, x'=x+y+2 1
Methode2:{y, — +yy_ 1 E2§
Ona:(D+@)xi = x"+iy=x+y+2—ix+iy—i
=x'+tiy=x+iy—ilx+iy)+2—i
=z =z—iz+2—-1i
=z =0-Dz+2—-1i
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2) Déduisons-en la nature et les ¢léments caractéristiques de f.

e Nature :
f:z' =az+b; (a€C’b e C)donc f estune similitude directe du plan.

e Elements caractéristiques :
2-i _ —(2-0)i
-1+ (=D
Donc w = (—1; —2).

- Rapportk=|1—i|=Vi+1=V2=k=+2

- Angle:

- Centre:a)1 =-2i—-1= w=-1-2i

Soit @ cet angle, on a : ;=>9=?+2k1‘[,k€Z
. C— -1y, — . _ =
Donc f:S = {a)(_z), k=+2; 6 _T}
3) Lanature, les éléments caractéristiques et 1’écriture complexe de f 1.
.
ft: \/% e'sz + 2 — i donc f 1 est une similitude directe de centre Q(—1; —2), de rapport

1 , n
k = v—iet d’angle "

Ecritue complexe : f~1: z' = %eie z-—w)+w

= fhz' = etz — (-1-20) + (-1 -2)

|~

_ 1 i1 ATy
= e 4z+ﬁe s(1+2))—1-2i
1

. 1 . . .
= (cos%+151n§)z+—(cos%+151ng)(1+21)—1—21

vz vz

_1(V2 .2 1 (V2 | .2 . .

—ﬁ(7+lT)Z+\/—E(?+L7)(1+21)—1—21
1 (V2 | .2 1 , . ,

=5(7+z7)z+5(1+z)(1+21)—1—21

= (1+Dz+5;1+3i-2)—1-2i

1 . 1 3 .
—E(1+l)Z—E+;—1—Zl

1 . 3 1.
=-A+Dz—->—-2i
=>f—1;z'=§(1+i)z—§(3+i)

3.2- Similitude directe déterminée par son écriture complexe
Application :
Soit S 'application du lan dans lui-méme d’écriture complexe z' = 3iz—1 — 7i
1) Justifier que S est une similitude directe et préciser ses éléments caractéristiques ;
2) Déterminer I'expression analytique de S.
Résolution :
Soitz' =3iz—1—-7i
1) Justifions que S est une similitude directe et précisons ses éléments caractéristiques.
En effet ; S est de laforme z’' = az + b; (a € C*, b € C), donc S est une similitude directe.
Ses éléments caractéristgiues :
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b -1-7i
e Centrew=—= -
1-a 1-3i
_ (~1-7D)(1+30)
- 1+9
_ —1-10i+21
- 10
w=2—-1i=Q(2; —-1)

e Rapportk:a=3i=k=3

e Angle:a = 3i est un imaginaire pur donc 8 = g

T

S est une similitude de centre Q(2; —1); de rapport k = 3 et d’angle 8 = 2

L’ensemble de éléments caracteristiques de Sest: ¢ = {Q(Z; -1); k=3; 6= g}

2) Déterminons I'expression analytique de S.
Soitz' =3iz—1-7i
Enposantz’ =x' +iy' etz=x+1iy,ona:
z'=3iz-1-7iex"+iy =3i(x+iy) —1-7i
ox'+iy=3ix-3y—-1-7i
ex'+iy'=-3y—-14+i(3x—7)
- {x’,: —3y—1
y' =3x-7
x'=-3y—-1
y' =3x—-7
3.3- Exemple d’une similitude directe qui transforme un point en unautre

L'expression analytique de S est : {

Application 1:
Les points A, B, C et D ont pour affixes respectives 2; —2i; —2 et 2i.

Déterminer la forme réduite de la similitude S telle que : S(B) = CetS(C) =D

Résolution
Ona:zy=2;zg=2i;zc=-2 etzp =2i
Déterminons la forme réduite de S telle que : S(B) = C et S(C) =D
S(B)=cC azg+b =2z,
{S(C)=D {azc+b=zD
a(—=2i)+b=-2
{ a(=2)+b=2i
—2ai+b=-2 (1)
{—2a+b=2i (2)
De I'équation (1), b = —2 + 2ai et en remplacant dans (2),ona:
—2a—2+2ai=2i = —2a(1—1) =2(1+1)

=a=—I
b=-242ai=b=-24+2(-)(i{)=-24+2=0
=b=0
Donc la forme réduite de S est: z’' = —iz

Application 2 :
Soit A, B et C les points d’affixes respectives : i; 1 + i et 2 4+ 2i
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1) Déterminer I'affixe du barycentre G des points ponderés (4, 2), (B, —2) et (C, 1).
2) Démontrer que la similitude directe S qui transforme A en B et B en C, a pour centre
le point G.
3) Déterminer I'angle et le rapport de S
Résolution :
Ona:zy=i;zg=1+1i;z,=2+72i
1) Déterminons I'affixe du barycentre G des points ponderés (4, 2), (B,—2) et (C, 1).
G = bar{(4,2);(B,-2);(C,1)} = 2GA—2GBE+GC =0
S 2753 — 22q5 + 7 =0
& 2(z4 —225) —2(zg —zg) + 2 — 2z =0
& 224 — 225 —22g+ 225+ 2 —2;=0
S 2zy—2z2g+2zc—2;=0
Sz =224 — 27 + Z¢
Sz =20—2-2i+2+72i
Sz =20
Zg = 2i donc G est d’affixe 2i.
2) Démontrons que la similitude S qui transforme A en B et B en C a pour centre le point

G.
S(A)=B (azy+b =z
Ona: {S(B)zc‘:’{az3+b=zc
ai+b=1+i 1)
{a(1+i)+b=2+2i 2)
—ai—b=-1—1i

(2)_(1)‘:’{a(1+i)+b=2+2t
Sa=1+1
En remplagant a dans (1),
Ona:(1+Di+b=14+ie=eb=1+i—-i+1
<b=2
L’écriture complexede S est:z' = (1 +1)z + 2.

. . b )
G est le centre S si et seulementsi: G = o= 20
b 2 2 ) . N .
Ona:G = v ari e 2i, alors G = 2i, donc S est une similitude directe de centre

G d’affixe 2i.
3) Déterminons I'angle et le rapport de S

L'angle de S c’est donc un argumentde 1 + i; le rapport k est k = |1 +1i | =V1+1=+2

V2
_ cost9=7 -
Soit 6 cet angle;on a: _ &= ] =Z[2ﬂ]'
sin 6 ==

Donc S a pour angle % et le rapport k = V2

Application :
Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct (0; u; ¥), on désigne par A; B;
C les point d’affixe respectives : i, 2 + 3i et 2 — 3i.
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Soit r la rotation de centre B et d’angle E.

a) Déterminer I'affixe du point A’ image du point A par la rotation .
b) Démontrer que les point A’ ; B et C Sont alignés et déterminer I'écriture complexe
de I'homothétie de centre B qui transforme Cen A’.
Résolution :

i

Ona:zy=i,zg=2+3ietz; = 2—3ietr(B 4) z' —zg=e4+(z—zp)
a) Déterminons I'affixe du point A’ image du point A par la rotation r.
i
r(B; %) 1z' —zg =e4+(z— zp)

in

&z =ei(z—25)+ 23
i

Sz =e4(z4—2zp) + 23

S Zy, =e4zZy —e4Zp +ZB

Zy = (cos%+ ising) Xi— (cosz+ isinz) 2+3i))+2+3i

=(Z+iD)xi-(Z+i2)@+30)+2+30

2 2
\/2—_l—£—(\/—+ﬂ+¥—£)+2+31
gz—ﬁ—x/_ 51‘/_+i_+2+3l
= -2 20 —SLF+2+3L

ZA,=2+3L—21\/—
=z, =2+i(3—2V2
b) Démontrons que les points A’, B et C sont alignés.

Vérifions que : ==—2* € R*
Zp— ZAI
Zc=Z,  2-3i—(2+i(3-2v2)
Zp—Z,  2+3i—(2+i(3-2V2)
2-3i-2-3i+2iv2
2+3i-2-3i+2iv2

_ —6i+2iV2
T 2iV2
_ (—6i+2iv2)(-2iV2)
8
= M ier

Zc—Z
—ZC ZA' = —i + 1 € R*, alors les points A’ ; B et C sont alignés.
B—4Ar

e Ecriture de I'homothétie de centre B qui transforme C en A’.
hg) =B {azB +b=2zp
h(C) =A azc +b = zy,
a2+3i))+b=2+3i (1D
{a(Z— 3))+b=2+i(3-2v2) (2)

h:z' —zg = k(Z — zg) (:»{
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a(2+3i)+b=2+3i
{—a(2—3i)—b=—2—i(3—2\/f)

6ai=2iV2
g =22 _V2
6 3
=>k=|a|=g
=>k=£

3
Donc hiz' — (2+3i) =2 (z' — (2 +31))

=2 =27-Z(2+30)+2+3i
@z’zgz———i\/f+2+3i
@z’zg —£+2+31 iv2
@z’=g2+62\/_+(3 V2)

L’écriture complexe de cette homothétie est : z' = gz + & 2\/— +1i (3 \/f)

il Similitudes indirectes
II; —Définition et propriété
1.1- Définition :
On appelle similitude indirecte, toute similitude qui transforme tout angle en son opposé.
Elle est donc la composée d’une homothétie et d’'un antidéplacement (symétrie orthogonale
ou symétrie glissée).
Remarque :
Un antidéplacement est appelé :

e Réflexion = symétrie d’axe (D) : si ab + b=0 ; (isométrie indirecte) ;

e Symétrie orthogonale ;

e Symétrie glissée : siI'expression ab+b #0,0ousik =1il s’agit d’'un symétrie

glissée.

1.2- Théoréme:
Soit S la transformation du plan dans lui-méme .Si S est une similitude indirecte de rapport
k, alors S admet une écriture de laforme :z' = az+ b; (aeC*; beC).
Comme pour une similitude directe, I’écriture complexe d’une similitude indirecte permet de
déterminer ses éléments caractéristiques.
1.3- Nature et élément caractéristiques
La nature et les éléments caractéristiques d’une similitude indirecte sont déterminés suivant
le module de a ; c’est-a-dire k = |a].

- Sik =1, il s’agit d’une symétrie orthogonale ou soit d’une symétrie glissée ;

- Oncalculeab + beton distingue deux cas :

1*cas:siab + b = 0, alors S est une symétrie d’axe (D). (D) étant la droite passant par un

point A (g) et dirigé par le vecteur 1u(1 + a).
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2°cas:siab + b # 0, alors S est une symétrie glissée: f: sty = tyz o SA; de vecteur

v (ab i b) et d’axe passant un point B (%) et de direction #(1 + a) ou#(i) si ¥ = 0.

ab +b
1_

- Sik # 1,S est la composée d’'une homothétie de centre | ( |a|2) et d’'une symétrie

orthogonale (réflexion) d’axe (D) passant par I et de direction u (1 + %)

Onécrit: S=hos, =s,0h.

Propriétés :

e La composée de deux similitudes indirectes est une similitude indirecte ;

e La composée d’une similitude directe et d’une similitude indirecte est une similitude

indirecte ;

e Laréciproque d’une similitude indirecte est une similitude indirecte.
1.4- Point invariant ou point fixe
Définition :
On appelle point invariant ou point fixe par une transformation, tout point qui a pour image
lui-méme. C’est-a-dire pour tout point M du plan; f(M) = M.
Remarque :
Pour démontrer qu’une application est un point invariant, il suffit tout simplement de
résoudre I'équation : 2’ = z.

FIN
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Chapitre 6 : LIMITES ET CONTINUITE
I. Limite d’une fonction

I; — Limites de références

Soit a, b et c des nombres réels et n un entier naturel non nul. On a:

limc= lim ¢= lim c=c¢

xXx—-a X—+00 X——00

lim(x—a)"=0
x—-a

lim x™ = +o0 : n _ (—o0; sinestpair
X—>+00 lim x" = . . .
X>— 00 +00; sinestimpair
limvVx =0 lim Vx =+ o
x—-0 x—+00
lim x™ = . ) .
x—0 lim ————5 = t™;sinestpair
x—a(x —a)
.1 . . .
lim —=0 lim — = +o0; si n est pair
x—+oo xN x—-0xM
. lim x%" = 400
lim —— =4 X>—00
Y 1 - lim x?" ! = -0
im ——=— X—>—00
x—=0— xZTL—l
. sinx ) 1
lim—=1 lim —=0
x>0 X x—>+oo xN
. coss—1 ) 1
lim— =0 lim —=0
x—0 X X—>—00 xn
. . . .1 . .
— = H — = —00;,
lim 400 sinestpair lim 00; Si n est pair
x-0% X x—0" x™

NB : Les fonctions cosinus et sinus n’ont pas de limite en I'infini.

1.2—Les limites et opérations sur les fonctions

Dans le tableau suivant, x,, [ et I’ désignent des nombres réels.

Les résultats essentiels ci-dessous concernent les limites de la somme, du produit et du

guotient de deux fonctions.
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+00 L

PP Si:1>0 [ X (—00) = —co Lzo e
oo l

(+00) + (+0) = 40 I X (+00) = —o0 L—o +—oo=—00
+oo L

(=00) 4+ (=) = -0 St:l<0 [ X (—o0) = 400 L:O - o
oo !

1.3—Les Les formes indéterminées

Les symboles (+) désigne un élément non réel et supérieur a tout réel et (—o) désigne
un élément non réel et inferieur a tout réel. Il existe donc quatre (4) types de formes
indéterminées énumérées ci-dessous.

Forme indéterminée : On ne Forme indéterminée : On ne

0
(1) + 00 —00 : B) = :
peut conclure directement 0 peut conclure directement

Forme indéterminée : On ne (4) 0X ( +oo) Forme indéterminée : On ne

(0 0]
2 = . :
00 peut conclure directement peut conclure directement

Attention: L'obtention d’'une forme indéterminée ne permet pas de conclure directement. Il
faut donc lever cette indétermination:
- Soit en factorisant la fonction ou en séparant une fraction en plusieurs parties;
- Soit en faisant I'expression conjuguée de la fonction.
1.3—Limite en l'infini des fonctions polyn6me et rationnelle
Propriétés

Soient a et b (b # 0) des nombres réels et n, m des entiers naturels non nuls, on a:

o |limy e @pX™ + Ap_1x™ 1+ ap_,x" 2 + -+ ap = lima,x™
X—00

On dit que la limite d’une fonction polynéme en l'infini est égale a la limite en I'infini de son
mondéme de plus haut degré.

lim  apx"+ap_1x" Ttan_x™" %4 tay  _ lim apx™

° =
X200 by XM 4byy 1 x™M14bpy ox™M™24-.4bg X pp ™

On dit que la limite d’une fonction rationnelle en I'infini est égale a la limite en I'infini de son
mondéme de plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

Exemple :

Calculons les limites suivantes:

e lim (5x3 —x+1) = lim 5x3 = +
X—+o00 X—+0oo

= lim (5x3 —x+1) =+

X—>+o00
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e lim (5x3—x+1) = lim 5x3 = —
X——00

X——0o0
= lim 5x3—x+1=—o
X——00
. 7x5-2x3+1 . 7x5 . 7
e |lim ——————= lim —= lim -x =+
x—+400 3x2-x+1 x— 400 3x2 x—+0co0 3
7x5-2x3+1
= lim —5——— =+
x—>+4o00 3x4—x+1
. 2x2%-1 . 2x2
e |lim = lim =—=2
X——00 X2+2x+1 x——00 X2
2x2-1
= lim =2

X—>— oox2+2x+1
1.4—Propriétés de comparaison

1) Soit f et g deux fonctions et I = |4; + oo[, un intervalle donné:
oSif > gsurletsi lirp g(x) = +o0, alors lirp g(x) = +o0
X—>+00 X—+00
oSif < gsurletsi lim g(x) = —oo,alors lim g(x) = —oo
xX—+0oo X—+00
oSif < gsurletsi lirp gx)=let lirIl gx)=10U,alorsl <l
X—>+ 00 X—+00
2) Soit f, g et g trois fonctions. ] = |4; + o[, un intervalle donné:
e Sig<f<hsurjetsi lim g(x) = lim h(x) =, alors lim f(x) =1
X—+00 X—+00 X—+00
o S’il existe un nombre réel [ tel que: lirp g(x) = 0 et pourtoutxdel = ]A;+],
X—+00

() =11 < (o), alors lim f(x) =1

Exemple

On considére la fonction f définie par: f(x) = 2x + 1 — 3sinx

Déterminer la limite de f en —oo et en +o.

Solution:

f(x) = 2x + 1 — 3sinx, la fonction f est définie sur R.

VxeER, -1<sinx<le-1<—-sinx<1
& —3 < —3sinx <3
2x+1-3<2x+1-3sinx <2x+1+3
S 2x—-2<f(x)<2x+4

On a:

1) f(x) =2x—2et l_i)m 2x — 2 = —, alors lim f(x) =—

2) f(x) <2x+4et 11m 2x + 4 = +oo, anrshm+f(x)—+oo
X—+ 00
3) 2x—2<f(x)<2x+4

= xl_l)rnOOZx -2= xl_l)moon + 4 = —oo0, alors hm f(x) = —o0
. xl_l)rPOOZx —-2= xEerZx + 4 = +o0, alors hrn f(x) = 400
Application :
Montrons que : V x € ]R,XT_l < x+iinx < XTH

Ona:VxeE R,—-1<sinx<1

=x—1<x+sinx<x+1

x—1 x=sinx x+1
> —< —< —

X X X
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, . x—1
D'ou —< <
X X X
: x—1 ) x+1
e Calculons lim (—) et lim (—)
X—+oo X X—>+oo X
. x—1 . X . x+1 . X
On a: lim (—) = lim (—) =1let lim (—) = lim (—) =1
X—+oo \ X X—+too \X X—+oo \ X X—+oo \X

, . . x+sinx
Déduisons-en lim ——
X—otoe X

x—1 x+sinx

x-1 . x+1
Ona: < < —et comme lim (—) = lim (—) =1
X X X—>+oo X X—>+oo X
Alors d’apres le théoréeme de gendarme (théoreme de comparaison) :
. x+sinx
lim ——=1

X—otoo X
1.5 —Limites de la composée de deux fonctions :

Propriété :
Soit g o f, la composée de deux fonctions et a un élément ou une borne de d’un intervalle
sur lequel g o f est définie.

Silimf(x) =bet limg(y) =1[,alorslimg o f(x) =1

x-a y-b x-a

NB : cette propriété reste valable pour les limites en I'infini.
Exemple :
Calculer les limites suivantes :

1) }CI_I)I} (sin :iz)

+1

2) lim < 2x_1>
X—+00 x+1

3) lim xsm =
X—+00

Solution :

Calculons les limites suivantes :

1) lim (sm —2)

x—1 1

2
On pose : u(x) = mtelle que sin% = sin(u).

x> b
Ona: llmu(x) = llm( ) = -
x-1 \x+1 2
2
= lim (sin —) = limsin(u)
x—>1 x+1 u_)E
2

. T
=sin-=1
2

2
- . X
= lim (sm —) =1
x—1

x+1
. 2x-1
2) lim
x—+00 x+1

Soit f(x) = 2x—_letg(x) =/x
Ona: 11m f(x) = E+w (2;_11) =2

:>;1£r%ﬁ =2
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= lim < 2x_1>=\/§

xX—+00 x+1
. L1
3) lim xsin-.
X—+o00 X
o1 sin%
Ona rxsin— =

i

On pose X = i, lorsque x = +o0; X — 0.

. . 1 . sinX
Alors: lim xsin- = lim =1
X—+00 X X-0 X

. .1
= lim xsin-=1
X—+0o0 X
1.6 —Limites d’une fonction monotone sur un intervalle ouvert :
Propriété 1 :
1) Soit f une fonction croissante sur un intervalle ouvert |a; b[ ; (a < b).
e Sif est majorée sur |a; b[, alors f admet une limite finie a gauche en b et on note :
lirtr)l f(x) =1; (l est une limite finie en b a gauche).
X->b~
e Sif est minorée sur ]a; b[, alors f admet une limite finie a droite en a et on note :

lim+f(x) = [; (L est une limite finie en a a droite).
X—a

2) D’une maniere analogue ; pour une fonction f décroissante sur un intervalle ouvert

la;b[; (a<b).Ona:

e Sif est majorée sur |a; b[, alors f admet une limite finie a droite en a et on note :
lim f(x) =1;
x—at

e Sif est minorée sur ]a; b[, alors f admet une limite finie a gauche en b et on note :
lim f(x) = L.
x—-b~

M
D
N\
j_:ih\h_-— {E_TJ
m B — "
a o }F’ b
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Propriété 2 :

Soit f une fonction croissante sur un intervalle ouvert |a; b|[ ;

e Si f est non majorée sur |a; b, alors f a pour limite +co a gauche en b ; c'est-a-dire :
S ) = e

e Si f est non minorée sur ]a; b[, alors f a pour limite —oo a droite en a ; c'est-a-dire :

lim f(x) = —oo.
x—at

T T S -

" | A

I l’,"fl

: 7

| // |

I b it

| (G p 1

- | _;r |

LA : S I

|

m ] #/ ]
e e R g

o a /P P

o 1

1 ."I |

| I.' 1

I |

1l |

1.7 — Calculs de limites des formes indéterminées :

Pour procéder au calcul d’une limite dans le cas ou les opérations nous conduisent a une
forme indéterminée, on peut effectuer :

a — Une factorisation :

Exemple :
Calculons les limites suivantes :

a) lim (x - \/})

X—>+00

Ona: lim (x —vx) = +00 — 0 ???; (on ne peut conclure directement) ;
xX—+00

En effet, x — Vx = \/E(\/E — 1)
= Jim, (e =) = Jim V(=)
= 40o(+0) = 400
= lim (x —Vx) = +o

X—+0o0
3x—1
b) lim ——
) x—+00 Vx3+x2+8
Ona: lim —a—l_ = %% 997 ; (on ne peut conclure directement) ;
x—>+00 Vx3+x248  +oo
1 1
3x—1 X\ 3—= X\ 3—=
En effet = ( X) = ( X)

’ Jx3+x2+8 P
VaS+x?t+8 sz(x+1+x%) |X|\/X+1+X—2

= lim —— lim (3

—_— = ——2 - car |x| = x lorsque x > +o0;

x—+00 VX3+x2+8 x—>+ooX X+1+i' | | a ’
2
X

81



= lim

x>+t /x+1+%
X

3

=—=00
+ 00

= lim ——— =0
x—>+00 Vx3+x2+8
b — Expression conjuguée :

Exemple :
Calculons les limites suivantes :

a) lim+vVx+1—+vVx—-1

X—+00

Ona: lim Vx+1—+vx—1=+00—00???; (on ne peut conclure directement) ;

X—+00
_ — _ (Vx+1-Va-1)(Vx+1+Vx-1)
Eneffet, Vvx + 1 —vVx—1 = s P
_ o x+1-(x-1)
T VrHIHVE—1
2
Vit l-Vx—1 =i
= Mm Vx+1-va—1 = lim o=
2
T 4o
= lirp Vx+1—-+vx—1 =0
X—>+ 00
b) lim v9x2%2 + 7 + 3x
X—>—00
Ona: lim v9x2 + 7 + 3x = 400 — 00 ???; (on ne peut conclure directement) ;
X——00
2 2 —
En effet, VOXZ + 7 + 3x = O ”\/*3’?(“9’5 +7o3)
9x4+7-3x
_ 9x%+7-9x?
T VoxZ47-3x
J/O~2 -7
9x +7+3x—m_3x
. > s 7
= lim v9x* +7+3x = lim sy
= +L carlimv9x? + 7 — 3x = 4+
co X——00
= lilll VIx2+74+3x =0
X—+00
¢ — Combinaison de I’expression conjuguée et d’une factorisation :
Exemple :
Calculons : lim vx?2 +3x—2 + x
X—>—00

Ona: lim Vvx?2 4+ 3x —2 4+ x = 400 — o ???; (on ne peut conclure directement) ;

X——00

En effet VX2 + 3x — 2 + x = (VxZ+3x—2+x )(VxZ+3x—2-x )

x2+43x—2—-x

x243x—2-x2

T VxZ+43x-2-x
3x-2

T VxZ+43x-2-x
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)
x2(1+%—xz—2)—x

_2
N oy L Co) B

3 2
|x| 1+;—x—2—x

2
x|(3——
= lim Vx?2+4+3x—2+4+x = lim % ;car |x] = —x lorsque x > —o0;
X—>—00 X——00 3 2
—x< 1+;—x—2+1>

2
— lim -3+ -3+0 3

X——00 1+§_12+1 1+1 2
\I x x

= lim Vx? +3x—2+x = —=

X——00 2
d — Utilisation du taux de variation
Exemple :
2 1
. cos“x—
Calculons : lim —==*
x—m XT3
3
. coszx—% 0 .
Ona: lmngT =5 ??7?; (on ne peut conclure directement) ;
X 3
3

En effet, coszfr—% _ (cosx—%)(cosx+% )

x—7 x—=
3 3
cosx—= 1
= =2 (cosx + = )
x—; 2

COSX—COS% 1
= |—= (cosx +E )

= [cosx]’ (cosx +% )

1
cos?x—=

, 1
— = —sinx (cosx + = )
Y E 2
3
= lim——— = lim [—Slnx (cosx + = )] ;
xoT X—3 x—oZ 2
3 3
. T T 1
= —51n—(cos—+— )
3 3 2
V31 1
--£4+1)
2 \2 2
 cos?x—= V3
= lim——=2=——
Tox—7 2
X—= 3
3
e — Un changement d’écriture :
Exemple :
Calculons :
. sinx sinx  Vxxsinx
a) lim—= kil fadanhdbd
) lim == En effet, = .
. Sinx 0 i i
Ona:lim— = - ???; (on ne peut snx (%)
x—0 \/E 0 ! ( p \/E \/} X
conclure directement) ; . sinx _ sinx
= lim— = lim/x([— | =0x1=0
x—0 \/E x-0 X
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— lim sinx _ -0 sinx _ 1 % (sinx)
*90 VE x3 x2 x
b) l sinx sinx 1 sinx 1
m—= = lim——=lim = X|— ] ==X
sinx 0 X0 x x=0X x 0
Ona:lim == ???; (on ne peut sinx —o0: x <0
x—0 X 0 = lim—; ={ b 0
. oo
conclure d|rectement)' x>0 X +oo; stx >
sinx sinx
En effet, =—=X—
x X

il. Etude d’une branche infinie
De fagon générale, on parle d’'une branche infinie d’'une fonction de domaine de définition

Dy et de courbe représentative (Cf) dans les cas suivants :
e lim f(x) =oco0u 11m f(x) =1[;

x—+00
o xlimwf(x) = 00 ou xl_l)moof(x) =
e Ilim f(x) =ocoou lim f(x) =00
x-xgt x-Xx9~
NB:oo =t et (I € R)
II; —Les asymptotes :
a — Asymptote paralléle a I'un des axes
Définition :
Soit f une fonction et (Cy) sa courbe représentative.
e Lorsque f admet une limite finie [ en 40 ou en —oo, c'est-a-dire : xl_i){fﬂ@f(@ =lou

lim f(x) = [, alors la droite d’équation y = l est dite asymptote horizontale a
X——00

(3F
e Lorsque f admet une limite infinie a droite ou a gauche en x,, c'est-a-dire :

lim f(x) = oo ou llm | f(x) = oo, alors la droite d’équation x = x est dite
x-xgt

asymptote verticale 3 (Cf).
Exemple :
a) Soit f(x) = \/%
XEDF&Sx+1>0
Sx>-1
S x €]-1; +oof
Donc Dy = ]—1; +oo[

X €Df; ona:
11m J) = 2 2o
_) 1+\/m 0+
= lim f(x) = —
x—--1t

Alors, on n’en déduit que la droite d’équation x = —1 est asymptote verticale a (Cf).

—2x+5
x2+1

b) Soit f(x) =

f est définie sur R. Calculons les limites de f aux bornes de son Dy.

1
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2 2
—2x+5 . X 1

) llm x) = lim = lim —=-
f( ) x——00 2x2+1 x——o00 2X2 2

= lim f(x) = 2
xX——00 2

e lim f(x) = l fo2xs lim X1

X—+00 —>+400 2x2+1 X—+00 2x2 2

= lim f(x) ==
X—+00

= lim f(x) = lirP fx) = %, alors la droite d’équation y = % est asymptote horizontale
X—>—00 X—4 00

3 (Cr) en —o eten +oo.

b — Asymptote oblique

Définition :

Soit f une fonction et (Cf) sa courbe représentative.

On dit que la droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a (Cf) lorsque :

li{rn [f(x) —(ax+ b)] =00u lim [f(x) — (ax+ b)] =0

X—+0o X—>—00

Méthode :

Pour étudier les branches infinies de la courbe représentative d’une fonction rationnelle

h(x) = f(x) ou (d°f = d°g) en —oo et en +0, on peut effectuer la division euclidienne de f

parg.

Exemple :

Smtf(x) =x—-2+

2+1
Démontrons que la droite d’équation : y = x — 2 est asymptote oblique a (Cf) en en —oo et

en +oo,
En effet, f(x) —y = x — 2)
fG) -y ==
o Jim [£() - - 2= im (55)=15=0

2 2
A g
D’ou la dr0|te d’équation : y = x — 2 est asymptote oblique a (Cf) en en —oo et en +o0o.
Propriété :
Soit f une fonction et (Cf) sa courbe représentative.
la droite d’équation y = ax + b est une asymptote a (Cf) si et seulement si: lim f@ _

x—>+oo X
et lim (f(x) —ax) =
x—+oo

Remarque :

Les courbes représentatives de deux fonctions f et g sont asymptotes lorsque :
Jim ()~ g()) = 0ou lim (£(x) ~ g(x)) = 0.

II; — Directions asymptotiques

Soit f une fonction de courbe représentative (Cf) dans le plan muni d’un repére
orthonormé (0; 7; ).
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Supposons que lilll f(x) = %00 ; ce qui confirmerait I'existence des branches infinies.
X—>100

Lorsqu’on étudie la limite en 4o ou en —oo de @ on distingue trois cas :

1°" Cas :

Si lim [ _ +ooou lim [ _ +o00o, alors on dit que (Cf) admet une branche

x—+o00 X x——00 X
parabolique de direction celle de I'axe (0)).
2°Cas:
Si lim f& _ aou lim [ _ a, alorsona:

x—>+00 X x—-—o00 X

e Sia=0, lim o _ Oou lim [ _ 0, alors (Cf) admet une branche parabolique
xX—+00 X x——o0 X

de direction celle de I'axe (0I) ;
e Si= 0,dans ce cas, on calcule lir+n [f(x) —ax] ou lim [f(x) — ax] et on distingue
X—+00 X——00
trois possibilités :
- Si liIIl [f(x) —ax] = bou lim [f(x) — ax] = b, alors la droite (D)
X—+00 X—>—00

d’équation y = ax + b est appelée asymptote oblique a () ;
- Si lirp [f(x) —ax] = £ ou lim [f(x) —ax] = +oo, alors (Cf) admet une
X—+ 00 X—>—00

branche parabolique de direction celle de la droite d’équation y = ax ;
- Si liIIl [f(x) — ax] n’existe pas ou lim [f(x) — ax] n’existe pas, alors
X—+00 X—>—00

(Cf) n’a ni asymptote, ni branche parabolique mais elle admet une direction
asymptotique celle de la droite d’équation y = ax.
3°Cas:

Si lim fx) n’existe pas ou lim % n’existe pas, alors (Cf) n’a ni asymptote, ni branche

xX—>+00 X X—>—00

parabolique, ni direction asymptotique, on ne peut conclure.
lll. Continuité d’'une fonction
III; — Continuité sur un intervalle
1.1 — Définition :
Soit K un intervalle de R. Une fonction f est continue sur K si elle est continue sur en tout
élément de K.
Exemple :
e Toute fonction mondme est continue sur R ;
e Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R.
Propriété :
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle K.
e Lesfonctions f + g, f X g, kf ; (k € R) et |f| sont continues sur K;

. 1 .
e Si g nes’annule pas surK, alors 7 et 5 sont continues sur K ;

e Sif est positive sur K, alors \/7 est continue sur K ;
e Lacomposée de deux fonction continues sur leur ensemble de définition est continue
sur son ensemble de définition ;
III, — Image d’un intervalle par une fonction continue
Propriété :

86



Soit f une fonction continue.

e L'image par f d’un intervalle est un intervalle ou un singleton ;

e L'image par f d’un intervalle fermé est un intervalle fermé ou un singleton
Remarque :

e Vx € [a;b],m< f(x) < M,alors f est bornée sur [a; b],

e met M ont un antécédent dans [a; b] par f, on dit que f atteint ses bornes ;

e Lesvaleurs de m et M ne sont pas forcement celle de f(a) et f(b). m et M sont le

minimum et le maximum de f sur [a; b]

2.1 — Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction continue sur un intervalle K et a et b deux éléments de K.

Tout nombre compris entre f(a) et f(b) a au moins un antécédent compris entre a et b.
Remarque :

Pour qu’un nombre réel compris entre f(a) et f(b) ait un antécédent par f dans [a; b], il
faut nécessairement que f soit continue sur [a; b].

Conséquence :

Soit f une fonction continue sur un intervalle K.

S’ils existent deux éléments a et b (a < b) de K tels que f(a) et f(b) soient de signe
contraires, alors I’équation f(x) = 0 admet une solution unique dans I'intervalle [a; b].
NB : Si f ne s’annule pas sur K, alors f garde un signe constant sur K.

Exemple :

Démontrer que I'équation cos % = x admet au moins une solution dans [0; 1].

. X s o s . N X .
La fonction x +— cos > est définie et continue sur R, or [0; 1] € R, d’ol cos — est continue

sur [0; 1].
Alors la fonction f(x) = cos% — x est continue sur [0; 1].
Ona:f(0)=1etf(1) =—1,alors f(0) X f(1) < 0 et I'équation f(x) = 0 admet une

. , . / . X . .
solution dans [0; 1] et on en déduit que I"équation CoS— =X admet au moins une solution

dans [0; 1].
III; —Fonction continue et monotone
3.1 — Bijection réciproque d’une fonction continue et monotone

Toute fonction f continue et strictement monotone sur un intervalle K détermine
une bijection sur un intervalle f(K).

La bijection réciproque f 1 est continue sur l'intervalle f(K). Elle est strictement
monotone et a le méme sens de variation que f.

Exemple :

.. fi[1; +o[—R
Soit x—f(x)=x2-2x

1) Montrer que f est continue et strictement monotone de [1; +oo[ sur R.
2) Démontrer que f réalise une bijection de [1; +oo[ vers un intervalle que I'on
déterminera.
Solution :
Soit f(x) = x? — 2x
Df =R, or [1; +oof € R, d’ol f est définie et continue sur [1; +oof.
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Ona: lin}f(x) =—1let liI-El f(x) = +o0
X— X—+00
f est dérivable sur Retona: f'(x) = 2x — 2
ffx)=0=2x-2=0

Sx=1
x 1 4o
f(x) +
Flx) +oo
1 /

1) f est continue et strictement croissante de [1; +oo[ — R.

2) f réalise une bijection réciproque de [1; +oo[ vers [—1; +oo].
3.2 — Image d’un intervalle par une fonction continue et monotone
Lorsque f est strictement monotone et continue un intervalle K, alors f(K) est un intervalle
de méme nature.

Intervalles K f(K)
f est strictement croissante f est strictement décroissante
[a; b] [f(@); f(b)] [f(b); f(a)]
[a; b [F(@; Jim £ Llim £ (); F(@)]
Jos bl |im £ 0; Jlim f o) |im f; Jim )
Jai +ol |im,r o tim, £ |tm, £ G Jim £ G|
, | im,f@; Jim f )] | im,f@; Jim, f )
Exemple :
Soit g IR'_>H§;+1

x'—>g(x)=ﬁ

1) Montrer que g admet une bijection de ]1; +oo[vers un intervalle que I'on précisera.
2) En déduire que g admet une application bijective réciproque .

3) Donner la forme explicite de g~ 1.

Solution :
x+1

Soit g(x) = —
Dy = ]-0;1[ U ]1; +oo[, or [1; +oo[ € R, d’ol f est définie et continue sur ]1; +oo[
Ona: limg(x) = 4+owet lim g(x) =1
x—-1t x—+00
g est dérivable sur Retona: g'(x) = ﬁ, alors g'(x) < 0.
1) g est continue et strictement décroissante sur |1; +oo[, donc g réalise une bijection
de ]1; +oo[ vers g(]1; +oo[) = ]1; +oo].
2) g réalise une bijection de ]1; +oo[ vers |1; +oo], alors elle admet une bijection
réciproque ;
3) Laforme explicite de g~ 1.
Ona:g(x)=y(=>i—j=y
Sx+1=y(x—-1)
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Sx+1l=xy—y
Sx—xy=—-1-—-y
Sxy—-x=1+y
ex(y-1)=1+y
14y
= x =—
y—1
“1(y) = X
Doncg ' (x) = —
3.2 — Fonction racine n-ieme
Définition :
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On appelle fonction racine n-iéme, la bijection

réciproque de la fonction x™ eton a: I R*T“f{’
X—y=x

Notation :

y est un nombre réel, 'antécédent de y par f est noté \/y et se lit « racine n-iéme de y ou
1
encore yn.

Propriété de la racine n-ieme :

Soit x et y deux réels strictement positifs et n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
1

° xn:yc)x:Woux:yZ

e Yy=0
o ) =3 =(m) =

Exemple :
Démontrons que : V8 = 2.

13
ona:3¥8=132 =(25) =2
Calcul avec les racine n-iemes :
Va; b € R, et m et n deux entiers naturels avecn = 2.

1
o YVax Vb ="ab = (ab)n
1
. 2_’12_(2)5
b oAb \b
1
o "V¥a="%a=(a)mm
n—m I\m m
[ ] (\/E) :(an) = Qan
1 1 n+m
o %Xnazmn\/amn:aEJfH:amn

FIN
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Chapitre 7 : DERIVATIONS ET ETUDE DE FONCTIONS

I DERIVATIONS
I; — Dérivabilité en un point x.
Soit f une fonction définie sur un intervalle | et x, un élément de I.
f(x)—f(x0)

P f'(x0). Le nombre

On dit que f est dérivable en x, si et seulement si : lim,_,

réel f'(x,) est appelé nombre dérivé de f en x,.

Lorsque f est dérivable en x, alors la courbe (Cf) admet une tangente au point M, de
coordonnées (xq; f(xg) ).

L’équation de cette tangente est de la forme : (T):y = f'(xo) (x — xo) + f(x0)-

f'(x,) est le coefficient directeur de cette tangente.

Exemple :

Soit f(x) = (x —3)Vx+1

f est-elle dérivable en 3 ? Déterminer une équation de la tangente au point d’abscisse 3.
Solution :

i,y S = i S
= lir‘r%\/x +1=2.
X—
fG)-r(3)

= lim =2

x—3 x-3

Don f est dérivable en 3.
L’équation de la tangente est (T):y = f'(3)(x —3) + f(3)

y=f'3)x-3)+f(3)

=y=2(x—-3)+0

= ((T):y=2x—6
I, — Dérivabilité sur un intervalle
Une fonction f définie sur [a; b] est dérivable sur [a; b] si est dérivable sur |a; b[, dérivable

a droite en a et a gauche en b.

On écrit :
e lim,,, % = f'(a) ; (f'(a) est le nombre dérivé a droite)
e lim, < % = f'(b); (f'(b) est le nombre dérivé a gauche)
Exemple :
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Soit f(x) =(x—1)Vx—1leth(x) =v3—x+1

Etudier la dérivabilité de f sur [1; +oo[ ; puis celle de h sur | —o0; 3].

Solution :

e f estdérivable sur[1;+o[etona:

limx_)1>

= lim

f@-r _

x—)1> x—1

Donc f est dérivable sur [1; +oo].
e hestdérivable sur |—o; 3] etona:

. h(x)—h(3) V3—x+1-1
lim, ;< ———= lim ———
x-3<  x-3
V3—-x
= m
x—3< x=3
. 3—x
= lim ———
x—3< (x—3)V3-x
x—3< (x—3)V3-x
. -1
= lim
x-3<V3-x
-1
= — =400
0-
. h(x)-h(3) _
= hmx_,3< T3

Donc h n’est pas dérivable sur |—oo; 3].

Remarque :

fFx)-f(1) — lim (x—1)vx-1

x-1>  x-1

= limvx—1=0.
x—1>

Une fonction est dérivable sur un ensemble E lorsqu’elle est dérivable en tout élément de E.
Une fonction dérivable sur un ensemble E est continue sur cet ensemble.

I3 — Dérivées usuelles

3.1 — Dérivées des fonctions usuelles
Tableau récapitulatif des dérivées des fonctions élémentaires

Fonction Fonction dérivée Ensemble de dérivabilité
f(x) =k;(k €R) f'(x)=0 R
f(x)=x fllx)=1 R
fx)=x"(nez) f(x) =n.x™? R*, sin < 0
R,sin>0
f(x) = cosx '™ = —sinx R
f(x) = sinx f(x) = cosx R
1 ) 1 R*
G0 == f(x)=—1x—2
flx) = Vx ' _ R
flx) = ﬁ
f(x) = tanx f'(x) =1+ tan®x

R—{g+kn;kez}

3.2 —Derivée et opérations sur les fonctions

Tableau récapitulatif
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Dans ce tableau u et v sont des fonctions dérivables sur un intervalle ouvert K.

Operations sur les fonctions Fonctions Dérivées des fonctions
Dérivée de la somme de deux fonctions u+v u + v
Dérivée du produit de deux fonctions u.v u'v+v'u
Dérivée de la puissance d’une fonction u™; (neN),n=>2 nou . u™?!
Dérivée de I'inverse d’une fonction 1 v

v 2
Dérivée du quotient de deux fonctions u u'v—v'u

v )
Dérivée de la racine carrée d’une fonction Ju u’

2vu

Dérivée de la fonction : x = u(ax + b) u(ax + b) au'(ax + b)
Dérivée de cos o (u) cos(ax + b) —a.sin(ax + b)
Dérivée de sin o (u) sin(ax + b) a.cos(ax + b)
Dérivée du produit d’'une fonction par un kv; (k € R) kv’

scalaire

Exercice d’application :
Dans chacun des cas suivants, étudions la dérivabilité de f sur son ensemble de définition,
puis calculons sa fonction dérivée.

a) f(x) =x|x|
f est définie et dérivable sur Retona:
x3,six>0 , {sz,six>0
X) = —t X) =
fe0) {—x3,six<0 fx) —3x2%,six<0

b) f(x)=(x—-2)V2—x
f est définie sur | —oo; 2] et dérivable sur |—oo; 2[ eton a:
f-F2) _ lim (x—2)V2—x
-2 x—2< x—2

= limv2—x=0.

x—2<
-1 @ _
xX—2
Donc f est dérivable sur son domaine de définition Dy = ]—o0; 2].
! — — — 1 —
Vx € |—0; 2], f'(x) =V2 —x = X (x—2)
_2(2=x)—x+2
T 22—x
6—3x

= f'(x) = i
c) f(x) =v2x+5

f est définie sur [—g; +00[et dérivable sur ]—;; +00[ etona:

limx_>2<

, fOO-f (—;) . V2x+5
lim == = lim_ ——
x—>—= X+ 57 x+s
X—
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2vV2x+5

= lim
5> 2x+5
x—>—=
2
= lim 2 — 400
- 5> \/2x+ o0t
X—>—
5
, FO)-f(—
= lim 5( 2) = 400
x—>—2 +

Donc f n’est pas dérivable sur son domaine de définition Dy = [—g; +00[

Vx € [——

Oo[ f,(x)zzx/zzx_+:\/%
=) =5=
d fx)=(+1Vx2-3x—4

fX)Iex?-3x—420
S@x+DHx—-4)=0

V2x+5

x —0o -1 4 + oo
x+1 — O + +
x—4 — — 0 +
fx) + - +

Dy =]—=00,—1] U [4; +oo[
f est dérivable sur |—co,—1[ etona:
fO-f=D) _ lim (x+1)Vx2-3x-4

x+1 X—— 1< x+1

= lim Vvx2—-3x—4 =0.

x—>—1<
[E-fCD _
x+1
Donc f est dérivable a gauche en —1, alors elle est dérivable sur |—oo; —1].

f est dérivable sur [4; +[etona:

limx_)_1<

= lim,_,_4<

. FO)-f(4) . (x+1)Vx2-3x—4
lim, > === = lim —————
) (x+1)\/(x+1)(x—4)
= lim
xX—4> x—4

. x+DE+1D(x-4)
= lim
X—4> (x — 4)\/(x +1)(x—4)

_ (x+1)(x+1)

o xhﬁrg JerD(x—4)

25

+00
fO)-f@) _
x—4
Donc f n’est pas dérivable a droite en 4, alors elle n’est pas dérivable sur [4; +oo] .
On en déduit que f n’est pas dérivable sur son Dy = |—o00, —1] U [4; +oo].
Vx € |—,—1] U [4; +o[,0na:

f'(x) =vVx?—-3x—4+

= lim,_,,

2\/ﬁ><(x+1)
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_ 2(x2-3x—4)+(2x—3)(x+1)

- 2VxZ—3x—4

204D (-4 +(2x—-3)(x+1)

- 2V/x2—3x—4

e+ D[2(—4)+(2x-3)]

- 2VxZ—3x—4
(x+1)(4x-11)

f'®) = e

Exemple :
Déterminons la dérivée de f dans les cas suivants :

a) f(x)=ﬁ

Ona:f'(x) = ——[((22111))3]
3(2x)(x2+1)2
- (x2+1)6
= f (x) (x2+1)3
b) f(x) = (x*+1)3
[(x +1) ]
Ona:f'(x) = N CZEIE
_ 3(2x) (x2+1)°
2213

3x(x%+1)

= f'(x) = ﬁ
) fO)=VaZTI=(2+1)s
Ona:f'(x) = % X 2x(x? + 1)§_1
= %x(x2 + 1)_2

zx
— 3

2
(x2+1)§

( xz+1)2
3.3 —Derivée de la fonction composée
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K et g une fonction définie sur f(K).
La fonction g o f est dérivable surKetona:

(gof)'(x)=f(0).g9F)

= f'(x) =

Exemple :
Déterminons la dérivée de la fonction f définie par f(x) = cos(x? + 1).
En effet, f est la composée des fonctions g(x) = cosx et h(x) = x? + 1
fx) =geoh(x)= f'(x) =h(x).g'(h(x))
= 2x[—sin(x? + 1)]
= f'(x) = —2xsin(x? + 1)

3.4 —Derivée de la réciproque d’une fonction
Soit f une fonction dérivable et strictement monotone sur un intervalle K telle que pour tout
élément x de K, f'(x) # 0.
La fonction f réalise une bijection de réciproque de K vers f(K).
La bijection réciproque f 1 est dérivable sur f(K) et sa dérivée est :
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1
freft

f =
Exemple :
:10; 400 — |0; 400

f:[0; +x |[_> f(ECO)’ :xn[' avecn € N.
a) Montrer que f est une bijection et déterminer I'ensemble de dérivabilité J de f 1.
b) Définir f ! et sa fonction dérivée.
Solution :
flx) =x"

a) Montrons que f est une bijection et déterminons I'ensemble de dérivabilité J de f 1.
Dy = [0; +oof
limf(x) =0et lim f(x) =4+
x—0 X—+00
x € [0; +oo[; f est dérivable et f(x) = n.x™ 1.
Donc f est continue et strictement croissante sur [0; +oo], alors elle réalise une bijection de
réciproque de /] = [0; +oo].

b) Définissons f ! et sa fonction dérivée.

Soit

1
La bijection réciproque f Y est: f71(x) = Vx = xn
La dérivée de f~1 est :

-1 r_ 1 — 1
@) = Fme n (V%)

_ ’ 1
(1)) =—=
nx n
3.5 — Inégalité des accroissements finis

Soit K un intervalle et a et b deux éléments de K tels que : a < b.

e S'il existe deux réels m et M tels que pour tout x € [a; b]; m < f'(x) < M, alors on
I'inégalité : m(b — a) < f'(x) < M(b — a).
e S'il existe un nombre réel M positif tel que pour tout x € [a; b]; |f'(x)| < M, alors
ona: |f(b)=f(a)|<M|b—al.
Cette derniere inégalité est dite inégalité des accroissements finis.
I, — Application de la dérivée
4.1 — Sens de variation d’une fonction
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
e Sif' est strictement positive sur |, alors f est strictement croissante sur .
e Sif’ est strictement négative sur |, alors f est strictement décroissante sur I.
e Sif'estnullesurl, alors f est constante sur I.
4.2 — Extremum
On dit que f admet un extremum en X, si f’ s’annule en x, et change de signe.

Tableaux de variations

x a X, b
f'(®) + = -
760 u(;)

/' \ .




f admet un maximum M relatif en x

f admet un minimum m relatif en x,
4.3 — Dérivées successives et applications

Tp
m (f(xnﬁ

)

x a X, b
f'@ P +
f(x)

/

Soit f une fonction définie et dérivable sur I.
Si f' est dérivable sur I, on dit que f est deux fois dérivables sur I.

On appelle f"ou f @ la dérivée seconde ou dérivée d’ordre 2.
Par itération, sin € N* tel que n = 2, alors la fonction dérivée n-ieme ou dérivée d’ordre n

est : £V = (DY,

Exemple :

Soient f(x) = x° + 2x3 + 3x + 7 et g(x) = cosx
Déterminons les dérivées successives de f et g.
1) f(x)=x°+2x3+3x+7,alorsona:

2) g(x) = cosx,alorsona:

f'(x) =5x*+6x%+3
f(x) = 20x3 + 12x
F®(x) = 60x% + 12
f®(x) = 120x
fO®x) =120

rO@ =0

g'(x) = —sinx = cos (x + g)

g"'(x) = —cosx = cos (X +2X %)

(3) = cinxy = E
g’ (x) = sinx = cos(x+3 X 2)

g®(x) = cosx = cos (x + 4 x g)

(5) — _ciny = T
g’ (x) = smx—cos(x+5><2)

N s g nm
D’une maniére générale ; ona: g™ (x) = cos (x + 7).

4.3 — Dérivées successives et applications

Méthode :

Pour déterminer la position relative d’une courbe par rapport a ses tangentes, il suffit
d’étudier le signe de la dérivée d’ordre 2.
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Si f"(x) > 0, alors (C) est au-dessus de la tangente. On dit que la fonction est convexe.
Si f""(x) < 0, alors (C) est en dessous de la tangente. On dit que la fonction est concave.
Si f"'(x) s’annule en changeant de signe en x, alors (C) traverse sa tangente en un point
M, appelé point d’inflexion.

il Etude de fonctions
II; — Fonctions polynémes, fonctions rationnelles
Plan d’étude d’une fonction
Pour étudier une fonction dans le cas général, on adopte le plan suivant :
1) Déterminer I'’ensemble de définition ;
2) Déterminer les limites aux bornes du domaine de définition ;
3) Déterminer la dérivée et le sens de variations ;
4) Points et droites remarquables : asymptotes et tangentes;
5) Construire la courbe.

Exemple d’étude de fonctions
Exemple 1:
Soit f la fonction définie par : f(x) = x3 — 3x + 2, (Cr) sa représentation graphique
1) a) Déterminer I'’ensemble de définition de f
b) Calculer les limites de f aux bornes de son D
2) a) Déterminer la fonction dérivée f’ de f en déduire le sens de variation de f
b) dresser le tableau de variation de f
3) a) Déterminer une équation de la tangente (T) au point A d’abscisse x, = 0
b) Etudier la position de (Cr) par rapport a (T) ;
4) Construire(Cr).

5) Démontrer que le point A (;) est un centre de symétrie de (Cy).

Exemple 2 :
I- Soit la fonction f définie par f(x) = ax® + bx? + c ol a, b et ¢ sont des nombres réels.
1) Calculer f'(x);
2) Déterminer les réels a, b et c sachant que f admet 1 pour extremum en x = 0 et —3 pour
extremumen x = 2.
3) Etudier la fonction f. Montrer que I'’équation f(x) = 0 admet une solution unique a dans
[—1; 0], une solution unique B dans [0; 1] et une solution unique y dans [2; 3].
4) Tracer la courbe (Cf) de f.
II- Soit la fonction f définie par f(x) = x3 —4x%2 + x — 5
1) Montrer que f est continue sur R.
2) Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a € [4;5].
Déterminer un encadrement de a 8 1072 prés
Exemple 3 :

ax?+bx+c
x—2
courbe représentative. Déterminer les réels a, b et ¢ pour que (C f) passe par les points

A) Soit f la fonction définie par : f(x) = ou a, b et c sont des réels et (Cf) sa
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A(—2;0), B(3;10) et admette au point E d’abscisse x = —2 une tangente paralléle a
I’axe (0; 7).
B) Dans la suite du probléme, on prendraa = 1,b = 1letc = —2
1) Déterminer trois réels a, 8 et y tels que f(x) = ax + B + ﬁ .En déduire que (Cf)
admet une asymptote oblique (A) dont on déterminera une équation.
2) Etudier les variations de f.
3) Montrer que le point d’intersection des asymptotes est centre de symétrie de (Cf).
4) Déterminer une équation de la tangente (T) a (Cf) au point d’abscisse x, = 3.
5) Tracer (Cf)
6) Soit h la restriction de f a ’intervalle [4 ; +00[
a) Montrer que hréalise une bijection de [4 ; +00[ sur un intervalle J a préciser.
b) Calculer h(5), (h™1)'(10) pour x € [4; +oof

¢) Tracer (Cp,-1) dans le méme repére que (Cf).

7) Discuter graphiquement, suivant les valeurs du paramétre réel m, le nombre et le signe

des solutions de I’équation : x> + (1 —m)x +2m —2 =10
Exemple 4 :
1) Soit g la fonction definie par : g(x) = xV1 +x2 — 1
a) Etudier les variations de la fonction g.
b) Montrer qu’il existe un réel unique a a 10~ pres tel que g(a) = 0
¢) En déduire le signe de g sur son ensemble de définition.
2) Soit f(x) = 9;—3 —V1+xZet (Cf) sa courbe représentative.
a) Etudier les limites de f sur son domaine de définition.

b) Montrer que VE Dy , f'(x) = %.

c) En déduire le tableau de variation de f.
3) Représenter (Cf).

FIN
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Chapitre 8 : PRIMITIVES ET FONCTIONS LOGARITHME NEPERIEN

l. Primitive d’une fonction :
I; — Définition :
Soit f une fonction continue sur un l'intervalle K,
On appelle primitive de f sur K, toute fonction F dérivable sur K telle que : F '(x) = f(x),
VxeK.

Exemple :
La fonction F(x) = x? est une primitive la fonction f(x) = 2x;

1
2vx ’
La fonction H(x) = 1 — cosx est une primitive la fonction h(x) = sinx.

La fonction G (x) = 3x + v/x est une primitive la fonction g(x) = 3 +

Propriété :

Si est une f une fonction continue sur un l'intervalle K, alors f admet une primitive sur K.
La continuité est suffisante mais n’est pas nécessaire. C'est-a-dire qu’une fonction peut
admettre une primitive sur K sans étre continue sur K.

1.1 — Ensemble des primitives d’une fonction:

Soit f une fonction admettant une primitive F sur un intervalle K. La fonction f a au moins
une primitive F sur K. L'ensemble des primitives de la fonction f sur K est I'ensemble des
fonctions définies sur Kpar:u— F(x) + C,ouc € R.

Réciproquement, toute primitive de f sur K est sous la F(x) + C ou c ne dépend pas de x.
Exemple :

Soit f(x) = 2xet g(x) =1+ x?

Déterminer les primitives de f et g.

Solution :

f(x) =2xet g(x) =1+ x?

Déterminons les primitives de f et g.

f et g Sont définie et continue sur R.

Ona:F(x) =x?>+cet G(x) =x+§x3+c;(c€ R).
NB : La constante c peut étre déterminée si des conditions supplémentaires figurent sur

I’existence de F.
1.2 — Propriété :

99



Soit f une fonction admettant une primitive sur un intervalle K, y, est un nombre réel et

Xo un élément de K. Il existe une primitive de f sur et une seule qui prend la valeur y, en x.

La constante c a pour valeur c = —F'(xy) + yo

Exemple :

Déterminons la primitive F sur R de la fonction f défini par : f(x) = cosx qui prend la

T
valeur —1 en >

Une primitive F de f est F(x) = sinx + ¢; (¢ € R).
s . T —
De pIus,F(;) ——1(:)sm5+C— 1

S14C0=-1C=-2
Donc F(x) = sinx — 2 est la primitive recherchée.

I, — Calculs de primitives

2.1 — Primitives de fonctions élémentaires :

Fonction f Primitives de f Sur I'intervalle
x—a;a€R x—ax+c R
x—x";neN X"t R

X — +c
T n+1
1 R*
x——;(meN-{1 X— —————+c
x ( ) (n—1)xn1
x—x";r€Q—{1} X"t R,,sir > 0;
x'_)r+1 R}sir<O0
xl_)i x— 2\Jx+c R
Vx
X — sinx X — —conx + ¢ R
X — conx X —sinx +c¢ R
1
x— 1+ tan’x = X tanx + ¢ ](Zk—l)zf; (2k+1)g[;k EZ
cos?x

Exemple :

Dans chacun des cas suivants, déterminons une primitive de f.
a) f(x) =x, alors F(x) = %x7 +c
b) f(x) =5,alors F(x) =5x+c¢

c) f(x) =xi3,alorsF(x) = —$+c

2.2 — Recherche pratique de la primitives d’une fonction

a — Somme et produit par un réel de deux fonctions :

Soit f et g deux fonctions admettant pour primitives respectives F et G sur un intervalle K.

- Lafonction f + g admet pour primitive sur K la fonction F + G ;

- Pour tout nombre réel k, la fonction k. f admet pour primitive la fonction k. F.

Exemple :

Dans chacun des cas suivants, déterminons une primitive de f.

a) f(x) =1+ x,alors F(x) =x+%x2+c




b) f(x) =3x+1,alors F(x) = %xz +x+c

c) f(x) =1+ sinx,alorsF(x) =x—cosx +¢

d) f(x) = 2cosx + sinx, alors F(x) = 2sinx — cosx + ¢
b — Primitive de u'(v' o u)
Si u est une fonction dérivable sur un intervalle K et v une fonction dérivable sur un

intervalle

contenant u(K). La fonction v o u est une primitive sur K de la fonction u'(v' o u).

Exemple :

Déterminons une primitive de des fonctions suivantes :
a) g(x) =3sin(3x — 2),alors G(x) = —cos(3x — 2) + ¢,

b) h(x) = xcos (3962 - g), alors H(x) = %sin (3x2 _ g) te

b — Primitives et opérations sur les fonctions

Fonction f Une primitive de f commentaire
u'u™; (neN) untl Sur tout intervalle ou u est dérivable
n+1
u 1 Sur tout intervalle ou u est dérivable et
o (mEN-{1} — e Dot ,
u (n—1Du ne s’annule
u Sur tout intervalle ou u est dérivable et
Vau 2\u strictement positive
Sur tout intervalle ou u est dérivable et
u'u"; (reQ-{1}) T positive (strictement positive sir < 0)
r+1
u'cosu sinu Sur tout intervalle ou u dérivable
u'sinu —cosu Pour tout intervalle ou u est dérivable
Exemple :

1) Dans chacun des cas suivants, déterminons une primitive de f.

a) f(x) = conxsin3x, alors F(x) =

x+1

b) gx) =

(x2+2x)*

sin*x

)

La fonction g a pour primitive sur chacun des intervalles |—co; —2[, ]—2;0[ et

sur ]0; +oo[, la fonction g(x) =

N 6(x%2+2x)3

1 U
En effet, g est sous la forme topasavecu o x? + 2x

2) Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de la fonction f sur [
1 1
a) f=5+5,1=]-2;0]
b) f(x) =5x(5x2—-7)*;I =R

o fx)=

2x-3
(2x2—-6x+11)3’

;I =R
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2.3 — Primitives et continuité
Application :
Soit F et G deux fonctions définies par :

il Fonction logarithme népérien

II; —Définition et propriété
1 .1- Définition :

On appelle fonction logarithme népérien, notée In, c’est la primitive de la fonction x — o

sur ]0; +oo[ quis’annule en 1.
Le logarithme népérien de x est noté : Inx
Vx € ]0; +oo[, (Inx)’ =% etinl = 0.
Inx est définie sur ]0 ; +oo]
1.2 — Propriétés fondamentales
Va,b€eR.,ona:

- In(ab) = lna + Inb

Va,beR, etVreQ ona:

- lnl = —lna
a
- ln% = lna — Inb

- Ina" =rina

- Inva = %lna
1.3- Domaine de définition de fonctions composes In
Exemple :
f=R-R

Déterminer I'ensemble de définition de f dans chacun cas suivant :

a) f(x) =In(—2x-1)
b) f(x) =In(3x%+ 5x —2)

-x+1

0 f() =G

d) f6) = |2
Résolution

a) f(x)=In(-2x-1)
Soitx € R

x€EDf & -2x+1>0,
(:)x<§
Donc: Df = ]—00;%[,
b) f(x) =In(3x% + 5x — 2)

XxEDf < 3x2+5x—2 >0
=>3(x+2)(x—§)>0

x —oo —2

1

f(x) + ~
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Donc:Df = ]|—o0; —2[UE ; +oo[
) f(x)=In (_xﬂ)

7x—3
xeDf o5
7x-3
x —0 1 2 +00
7
f(x) ~ + -
Donc: Df=]§; 1[
—x+1
a. f(x)= ln|7;c—3|
xEDf ST #0 o —x+1#0etTx—3#0
Donc:Df=]—00;%[U]%; 1[U]1; +oo]
Remarque :

La fonction Inx est définie et dérivable sur |0 ; +oo[ et sa derivee est :(Inx)’ = i
1 .4- Propriété
Va,b€eR] ona
- lma=mnbsSa=»b
- lmna<lnb&ea<b
Cas particulier : on a
- Inx=0=x=1
- nx<0e0x<1l
- Inx>0=x>1
1.4.1- Limite de référence

Nous devons mémoriser les limites fondamentales suivantes :
. Inx
1) lim — =1
) x-1, g
. In(1+x)
2) limy  (o——=1
X

3) lim Inx = 4o
x>+

4) lim xlnx =0
x—0t

5) limx = —o0
n-0ot

. Inx

li

m —=20

n-+o X

6)

1.4.2- Preuve:

Nous allons démontrer ces limites selon I'ordre suivante : @ ;0 ;© ;0 ;0et®
Inx
1): lim — =
( ) x—1 x—1

Inx Inx—In1
En effet, — =
n-—1 x—1

—
= (Inx) ==
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. Inx . 1
Donc: llmxﬁlﬁ = hmn_,1; =1,
AN s lnu
D’ou :lim;,_,q iy

In(1+x)

(2) : limx_,+oo =1
En effet, ln(1+x) — 1n(1+x)—ln(1+0)
x—=0
= (In(1+x))" = —
lim In(1+x) — lim 1 =1,
x—+0 X x—+oo0 1+x
D'ou: limy_ n@+0) _ 1

(3): lim Inx = 4o

X—+co
En effet, la fonction In est une fonction croissante sur]0; +oo] .
D’apreés la propriété de la limite d’'une fonction monotone sur un intervalle ouverte K, si

Inx est majorée, alors lim lnx =1
X—+00

Cependant, sion pose u = 2x,0n aura:
lim nu=1(1)

X—>+00
Or lim [nu = lim In2x = lim (In2 + Inx) = n2 + 1 (2)
X—+00 X—+00 X—>+00

(1) =R)=1=In2+1 = In2 = 0, contradiction car In2 >0, donc on en déduit que la
fonction Inx est croissante et non majorée sur ]O ; +00[, par conséquent ; lirP Inx = +o0
X—>+00

(5):limx = —o0
n-0t

. _ 1 _ 1 x—0,
Ona:lnx = — (ln—) , €n posant u = = (qd Yoo
On obtient : limlnx = limlnx = — (lnu) = —(+0 ) = —©
x-0 u—->+oo
D'ou: limlnx = —o
x-0"
l
(6): lim = =
n->+oco X
. l o] . , . .
Nous remarquons que : lim % = :—Oo 77, donc nous allons lever I'indétermination en
n—-—oo
l
encadrant %sur]o; +00[;
Ona:0<inx <x
= 0 < Invx <+x
1
=0 < Inx < Vx
2/x
=0 <—[—lnx] < —
=0< inx < —, en passant a la limite, on a :
x \/_’ p 7 .
2
lim 0= lim ==0,
n—-+oo n—>+oo\/_
D’ou lim nx 0
n—-»+oo X
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4 :xlirggrxlnx =0

En effet, lirr(l)xlnu = (0 X )?? alorsona:
X—

1
_ —lnu _ —ing _1 x-0"
xlnx = —4— = —*etenposantu == (qd x_m)
X X

—linu

=0.

—Ilnu . .
xlnx = — = limxIlnx = lim
u x—0 u-+oc U

D’ou lim xlnx =0
x—0t

1.5- Lenombre«e»:
- La fonction In est continue et strictement croissante sur |0 ; +oo|, de plus

limlnx = —oo et lim Inx = +o0. Donc la fonction In est une bijection de
x—07t Xx—+00

]0; +00[, vers R
- Onnote e l'unique nombre réel tel que Ine = 1. e est appelé base du
logarithme népérienete = 2,718 281 ...
- Pourtout nombreréel ,ona:lne” =rine =r;
1.6- Courbe de représentation de la fonction In
Soit f(x) = Inx définie sur [0; +oo],
D’apres le paragraphe ci-dessous, on a : lim lglx = —oo et lim Jlrnx = 40
x— X—>+00
La fonction dérivée de fest f'(x) = (Inx)' = %
f'x) = i, donc f'(x) > 0 sur ]0; +00[,

Tableau de variation

((nx)’ GP
nx /

-0

Au point A et B d’abscisse let e, on obtient les tangentes suivantes :
(T):y=x-1et (I):y=x

(T,) passe donc par 'origine du repére

Construction de (;;, .

fX)=0eohx=hlex=1

Donc (C;, ) coupe (0D enx =1
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1.7- Equations et inéquations
1.7.1- Résolution d’équation du type :In(u(x)) = In(v(x))
Application :
Résoudre dans,R les équations suivantes
a) In(-2x+1) =In(x +4)
b) In(2x —3) +2In(x + 1) = In(6x — 3)
c) In(x+2)=1+1In(x—-3)
d) (Inx)2—6lnx+5=0
e) (Inu)3-7lnu—6=0

) In ("—“) =1

x—1

Résolution:

Résolvons dans R les équations suivantes:
a) In(—2x+1) =In(x + 4)

Contraintes sur I'inconnue :
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—2x+1>0 x<% )
Ona: et = et @xe]—‘l; 5[,
DochxE]—4; %[, ona:Iln(—2x+1) =In(x + 4)

S -2x+1=x+4
& —3x=3
osx=-1¢|-4;4
Donc S = {1}
b) In(2x —3) + 2In(x + 1) = In(6x — 3)

Contraintes sur I'inconnue :
Ona:2x—3>0;x+1>0;et6x—3>0
Sx>2x>-1 etx>%<=)x€]§; +oo[,
VxEE; +o0 [, ona:In(2x —3) + 2In(x + 1) = In(6x — 3)
< In(2x — 3) + In(x — 1) = In(6x — 3))
& In[(2x — 3)(x + 1)?] = In(6x — 3))
S 2x—-3)(x+1)2=6x-3
& (2x—-3)(x2+2x+1)=6x—3
& 2x3+x2—4x—-3-6x+3=0
& 2x3+x2-10x =0
S x2x?+x-10)=0 ©x; =00u2x>+x—-10=0

Ona: x; =0; xzz—g et x3 = 2 mais seule x3 = 2 EE; +00[
Donc S =1{2}
c) In(x+2)=1+1In(x—3)

In(x+2)=1+In(x —3)existe ©@x+2>0etx—3>0
S x>-—-2etx >3

<=>x€]3; +OO[
Donc:VxE]B; +00[,ona:ln(x+2)=1+ln(x—3)
Shn(x+2)—In(x—3)=1

X+ 2
@ln( 3)=lne

x+2

x—3
S x+2=xe—3e
ox(1—e)=—-(2+3e)
o x(e—1)=2+3e)
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& x= 2Jrgee]B +oo |

Donc S = {2:_318}

d) (Inx)?—6lnx+5=0
Contraintes sur 'inconnue : x € |0; +oo [
Vx €]0; +oo [, ona:(Inx)? —6lnx +5=10
Posons: X = Ilnx © X*> —6X +5
A'=9—-1%x5=4>0
X,=3-2=1etX,=3+2=5

{lnx—l x=e
OrX=hx& et (:){ ou
Inx =5
Donc:S ={e; e%}
e) (Inx)3—7lnx—6=0
(Inx)3 —7lnx—6 3o x>0 x€]0; +x |,
VxE]O; +00[,onpose:X=lnx eX3-7X—-6=0
Cette équation a pur racines: —1;—2et 3
=X3-7X-6=X+1DX+2)X-3)
= (Inx+ 1) (lnx + 2)(lInx —3) =0
= Inx=-1oulnx =—-2oulnx =3

1 1 3
=S X=-o0ux=—o0ux=e
e e

ln(;)=13<=) i—+1>0

Ona:Vx € |—oo;—1[U]1; +oo|
Vx € |—o0;—1[U]1; 4o [, ona:

In (’;—j) —1o In ("*1)

x+1
x1
Sx+1—xe=—e
Sx(l—-e)=-e—-1
sSx(e—1)=e+1
@x—ﬂe —00;—1[U]1; +00[
o1

1.7 .2- Inéquation du type : In(u(x)) < In(v(n)
Application :
Résoudre dans R les inéquation suivantes :

a) In(x+2) +In(x +4) <In(x + 8)

b) (Inx)?+2ln—15<0
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Résolution:

Résolvons dans R les inéquations suivantes :
a) In(x+2)+In(x +4) <In(x + 8)

Contraintes sur I'inconnue :

Inx+2)+In(x+4)<In(x+8)3IJ=x+2>0x+4>0etx+8>0
Sx>-—2;x>—4,etx > -8

S x € |-2; 4o

Donc:VxE]—Z; +00[,ona:ln(x+2)+ln(x+4)<ln(n+8)

S nf(x+2)(x+4)] <In(x +8)
S x+2)(c+4)<x+8
SxP+6x+8—x—-8<0
& x2+5x<0
Sx(x+5)<0
S x<0oux< -5
= -5<x<0
=>Sz=]—5; 0[
=S=50nS,=]—2;0]
b) (Inx)?+2ln—15<0
Contraintes sur I'inconnue : x € [0; +oo |
vx €]0; +oo [, ona: (Inx)? + 2lnx —15< 0
Onpose:X =Inx © X2 +2X - 15 < 0.

Le polynéme : X2 + 2X — 15 a pour racines —5 et 3, doncon a :

X?+2X-15=X+5X-3)<0
& (Inx+5)(Inx—3)<0
< Inx < —-5oulnx <3
ex<ePoux<ed
Se < x<ed

Donc:S = [e~>; €3]
1.8- Autres limites

1) lim L x(Inx)? = 0

2) hmxln( . )— 1

xX—+00

3) lim iln(x -1 =2

4) llmxln— 0
X—>+00
2
5 Imxin(1+9) =2
6) limvVxinx =0
x—0
Preuve :

1) lim x(Inx)? =0
x—-0%
x € R; ;x(Inx)? = (Vx Inx)?
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= (2vx InVx)?
= 4(Vx In/x)?,

En posant:u =+u,ona:

: 2 — 2 _ —
XIL%L x(lnx)* = ul_l)r(g 4(ulnu)*=4x0=0.

D’ou lim L x(Inx)? = 0

2) llmxln( . )—1

X—>+00
Soit € [0; +oo |
T x+1 __1n(1+§)
On a: }lcl_r)r}r())(oln(T) = T,
Onpose: v = % (qd f:(’)io
Ona: limxIn (x+1) ln(1+v) =1.
n-+oo ve0+ v
x+1
D’ou: chl_r)l}réln( . ) =1
3) 11m —ln(x -1)=2
—4+2 X2
X
En effet, xTzln(x -1) = x_1+11n(x —-1).
Onpose:u=x—1; (qd 73

Alors lim ——In(x — 1) = limu—ﬂlnu
x—2 X—2 -

—llm(u+1)><—
=2x1=2
Dou:xl_i)IJrrlszZIn(x—l) =2
4) llmxln——l x—><——0><1—0

xX—+00 -1 x>+ X

D’ou : llmxln— =0
x>+ x—1

: AN
5) iﬂéln(1+;) = (00 X 0)??

2
Vx € R}, xln (1 + %) =2X 1n(1+") ,

RN

2

On pose:u=;;quandx—>+00,alors:u—>0

Donc :limx In (1 + E) =2 % lim In(1+u)
X—+00 X U0 u

D’ou : limxln( +%) =2

xX—+0o0
6) liIT(l)\/; Inx =0 X (=) ??
X—
En effet ,Vx € R}, Vx Inx = 2vx InVx,
On pose : X = vx
On a: limvVxlnx = limXinX =0
x—0 X-0

=2%X1=2
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D’ou : lirr(l)\/E Inx =0
xX—
lIl. Fonction comportant in

III; —Fonction In
1) Lafonction In: x — Inx est définie, dérivable et strictement croissante sur

]O; +o [
Vx € ]0; +0o0 [, (Inx)' = %
2) Lafonctionlnou : x — In o u(x) est définie pour tout x de R tel que u(x) > 0.
- Siu est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle |, alors
In o u est dérivable sur I et (Inou)’ = u;’
- Siu est une fonction dérivable sur un intervalle I sur lequel elle ne s’annule pas,

!
alors In o |u| est dérivable sur I et (In o |u])’' = u;
!

. . ;. . . .u
- Siu est une fonction dérivable et qui ne s’annule pas sur un intervalle I et si o

!

est continue sur I, alors la fonction % admet pour primitive sur I, la fonction

Ino|ul.
III, —Exemple d’étude de fonctions
Application 1:
On considere la fonction f definie par par f(x) = —§+ In (XT_I) et (Cf) sa representation
graphique
1) a) Déterminer les limites de f aux borne de son ensemble de définition ;

b) Justifier que (Cf) admet une asymptote verticale a préciser ;

2) Etudier les variations de f ;

3) a) Montrer que la droite (D) d’équationy = —%x est asymptote, oblique ala courbe
€f);
b) Etudier la position de (Cf) par rapporta (D) ;

4) Tracer(Cf) et ses asymptotes dans un méme repere ;

5) Démontrer que F est la primitive de la fonction f definie sur |1 ; +oo[ par:
2
F(x) = —xr + (x —1)In(x — 1) — xIn + 1 prenant la valeur —[n2 en 2.
Résolution
X x—1
()
fG)=—g+in{—

1) Domaine de définition

IO xx: >0

x —o0 0 1 + o0
x—1 - - +
x — + +
x—1 + — +
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a) Limites de faux bornes de son Df

lim f (x) =(—;+ln<x;1))

X—>—00

1
= 400+ lim ln(l——)
x

X——00
=400 +1In(1—-0) =+
lim f (x) =+

X——00

I _ X | x—1
lim £G0 = Jim (=5 +1n (=)
1
=0+ lim ln(l——)
x—0" X
=In(1 + )

= 400
lim f(x) = 4o
x—0~

Donc la droite d’équation x = 0 est asymptote verticale a (Cf)

lim £ (x) = lim, (— ; *in (x v 1))

x—-1t
= —~+1n(0%)
1
= —=—00 = —00
2
Donc: lim f (x) = —o0

x-1t

) ] X x—1
chlﬁfo(x) = xl_lﬁpoo(_f-i-ln( .
=—-00+(0=—0

Donc:lim f (x) = —
x—+00

b) Justifions que (Cf) admet une asymptote verticale apréciser.
lirﬁf(x) = —oo, donc la droite d’équation x = 1 est une asymptote verticale a (Cf)
X—

2) Etudions les variations de f
x x—1
fG) = =S +In(—
()

Vx € Df ,f'(x) = —%+ 2

+

RIR
I~
e

I
NIRr NIRr N]|R
+ +

x(x—-1)

)
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—x(x—1)+2

= f,(x) = 2x(x—1)
vn —x(x—1)+2 B
=0 2x(x—1)

& —x?24+x4+2=0
A=1—4(—1) x2

A=9>0
-1-3 -1+3
X, = = =2etx, = = -1
Tableau de signe de f'
x -0 -1 0 1 2 + oo
x+1 - L+ + + +
x—2 - - - - o +
(x+1)(x—2) + - - - +
f'(x) - + + + -

Vx €] —o0; —=1[U] 2; + oo [; f'(x) < 0, donc f est strictement décroissante sur cet
intervalle.

Vx€]—1;0[U]0;1[U]1;2][; f'(x) > 0;donc f est strictement croissante sur cet
intervalle.

Tableau de variation

Tableau de signe de f'

x —00 -1 0 1 2 + oo
| - &4 + + + ¢ -
+oo +co —1,69
f(x)
1,19 —oo —oo

3) a) Montrons que la droite (D): d’équationy = —%x est asymptote, oblique a (Cf)
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Eneffet; f(x) -y = —§+ln("7"1)+§
f)—y=m()
x—1

Alors: xl_i};”loo[f(x) -yl = xl_i)rinoo [ln (T)]
= lim In(1-2)

x—+oo
=In(1-0)=0
liI_El [f(x) —y] = 0donc (D): d’equation = —ix est asymptote oblique a (Cf).
x—+oo

b) Position de (Cf) par rapporta (D) : f(x) —y =1In (1 — i)
f@-y3e >0
= Vx € ]|—o0;0[U]1; +oo[,f(x)—y>0; donc (Cf) est au dessus de (D).

Vx €]0;1[, f(x) —y < 0; donc (Cf) est en dessous de (D).
4) Tragons (Cf) et ses asymptotes dans un mémerepere

Voir ci-dessous (Cf).

Hiiy
N
i

e

2
5) Démontrons que F(x) = —xT + (x—1)In(x —1) — xIn + 1 est une primitive
def et F(2) =—-2In2
F(x) = —§+ (x—1DIn(x—1) —xlnx + 1
() = — 2% _ _ 2 _ 1
= F'(x) = " +In(x —1) + (x 1)><x_1 Inx X X~

=—§+ln(x—1)+1—lnx—1

114



-1
=3+ ()=
F'(x) = f(x),d'ou F est une primitive de f et

F(2) =_72+(2—1)ln(2—1)—21n2+1

=—1+Inl-2n2+1
Donc: F(2) = —2In2

Application 2 :

I —Soite g la fonction defrinie sur ] 0; +oo [ par:
2x% + 3 — 6lnx

gx) = e

1) Déterminer les limites de g en 0 et en + oo

2) Etudier les variation de g et dresser son tableau de variation et en déduire pour tout
x>0,9(x)>0.

Il — Soit f la fonction de la variable reelle definie sur ] 0; +oo [ par

2x3+31 . . . . . - —
f(x) = ad :2 ™ et () sa représentation graphique dans un repére orthonormé ©;37)

1) a)calculer la dérivée de f et preciser son sens de variation (on remarque que f'(x) =
gx)
b) Calculer les limites de f en 0 et en +

c) En déduire le tableau de variation de f
2) a) Démontrer que la droite (D) d’équationy = 2x est asymptote a la courbe de f et
préciser sa position par rapport a cette courbe

;. , . . 1
b) préciser les coordonnées des points d’abscisses 5 1;2;et3

c)Démontrer que I'équationf(x) = 0 admet une unique racine @ = E ; 1].
3) tracons (') et les droite d’équationx = letx =e
Résolution
1) g(x) =
Df =]0; +oo]

1) Déterminons les limitesde g en 0 et en + o
2x2+3-6lnx

2x3+3-6inx
3

lim g(x) = lim
x—>0+g( ) x-0% x3

. 3 6lnx
= lim (245-5F) =2+ ot e
Donc: limg(x) = +

x—-0%

. . 3 6lnx
Jim gG) = lim (2+5-55) =2+0-0=2
Donc: lim g(x) = 2
X—4 00

2) Etudions les variations de g est dérivable comme somme des fonctions dérivables et

, _342 1 x3-3x2Inx
o es ) e

3x
6

X
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_ -9 6 (1—3lnx)

x% x%
, 18inx — 15
g'(x) = T
gx)=018lnx—-15=0
15
o lnx =—
18

=N lnx=2<:>x=65/6=1,8

Vx € |—o0; e5/%[g'(x) < 0,alors g est strictement decroissante

Vx € ]e5/6; +00[,g’(x) > 0, alors g est strictement croissante .

x 0 g5/® + oo
g'(x) - é) +
g(x) + 2
)

D’apreés le tableau de variation ,on en déduit :
V.x € Df,g(x) = 1,8 > 0,alors g(x) est du signe positif alors g(x) > 0
Inx

) f(x)=2x+3x—2

1) a) Calculons la dérivée de f et précisons son sens de variations

, %xxz—lenx
fleo) =24 3( 2

=2+3 (=)
fl(x) — 2x2+i;61nx _ g(x)
= f'(x) = g(x)

D’apres ) ,g(x) >0; Vx>0
f'(x) = g(x) > 0,alorsf’(x) > 0 et donc f est strictement croissante sur son ensemble de
definition.

b) Calculons les limites de f en 0 et en +o0

lim, o+ f(x) = lim,_y+ (Zx + 3:;)6) =0+ co(—0) = —0c0
Alors : lim,_¢+ f(x) = —0
lim, sy £ () = limye oo (22 + 235)

= +00 + lim, % (ln—x)

X
=400+ 0
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Alors : lim,_,, ., f(x) = +
C) Déduisons-en le tableau de variation de f

(@)
X +oa

e x +

(xd

-

2),Démontrons que la droite (D):y = 2x est asymptote a la courbe de f.
y = 2x est asymptote si et seulement si lim,_ . (f(x) —y) =0

On a: 1m0 (f () = ¥) = limyepop (22 + 255 = 22) = limy oo > () = 0

x2 x
limy, 0 (f(x) —y) = 0,alors(D):y = 2x est asymptote oblique a (cf).
Position de (c¢f) par rapport a (D)

3lnx
fe) —y ="
3lnx
fx)—y=0& 2 =0lhx=0e=x=1
X O 1 +oa
Sfx)y - +

Vx €]0;1[, f(x) —y < 0,alors (cf)est en dessous de (D
V x €]1;+00[ ,f(x) —y > 0; alors (Cf) est au dessous de (D).

;. , . 1
b) précisons les ordonnées des d’abscisses > 1:2et 3

X 1 1 2 3
2
FoO |75 |2 4,5 6,36

1

1 2%x=+3In
f(—) =—2_ —2-1-12In2=-7.28

2 z
4
2+ 3In1
f)=——=2
f@ =222 4432 =45
2X27+3In3 In3
f(3)= 9 =6+T=6,36

C) Démontrons que I'équation f(x) = 0 admet une unique racine a € [%; 1]

f est continue et strictement croissante sur son Df,donc elle realise une bijection de R}.
De plus f(%)f(l) < 0,alorsa € [%; 1@]

3) Tangons (C)
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Application 3 :
Le repére (0;7;7) est orthonormé.
Soit f la fonction définie par f(x)= %(x +1+3In |§—J_r;| ).On désigne par (C) la courbe
représentative de f.
1) Etudier les variations de la fonction f.

2) a) Démontrer que (C) admet un point d’inflexion Q et que Q est un centre de symétrie de
(C).

b) Déterminer I'asymptote oblique (D) de (C) et vérifier que Q appartient a (D).

c) Tracer (C).
Résolution

fx) = %(x +1+3In |i—t;|), une fonction et (C) sa courbe.

1) Etudions les variations de f.
- Domaine de définition
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fx)3ex+1#0etx—3%0
S x+—letx +3

Donc|Df = R'{—1;1} = |—o00; —1[ U]—1;3[ U |3; +oo]|
- Limites aux bornes du Df.
lim, o, £(2) = limye_o, ( (x+1+3m |2 ))
= %(—oo +3In(1)) = -
Donc:lim,__. f(x) = —x
lim, .o () = limy_, o ( (x+1+3in
= %(+oo +3In(1)) = 4+
Donc:lim,_ . f(x) = 4+
lim, , ;- f(x) = lim,__,- ( (x+1+3mn |"+1 ))
1
=2(-1+1+3In|2) =3 3Inj0]) = —o

Alors : lim,_,_¢- f(x) = —

=)

De méme : lim,_,_;+ f(x) = —o0
Donc la droite (D;) d’équation x = 1 est une asymptote a (C).

. . 1
lim,s- £ (x) = lim,_ - ( (x+1+3m[2= ))
=@+ 1+3Inf3| =2+ (+0) = +oo

lim,_3- f(x) = 400,
De méme lim,_ 3+ f(x) = 400

Donc la droite (D,) d’équation x = 3 est asymptote a (C).
- Sens de variation
La fonction f est dérivable sur son Df et sa dérivée est la fonction f’(x) tel que :

.

x-3

1 x—3—(x+1) x-3
=21+ 3 =]
_1
T2 2T ((x 3)(x+1))
1 6 _ x*-2x-3-12
T2 x=3)(x+1)  2(x-3)(x+1)
x%2-2x-15

Donc: f'(x) =m

ffx) =0 x2—-2x—-15=0
A'=1-1(-15)=16>0
xy=1—4=-3etx,=1+4=5

' _ (x+3)(x=5)
frx) = 2(x—3)(x+1)

Vx € ]—o0; =3[ U ]—1;3[ U ]5; +oo[, f(x) > 0,> donc f est strictement croissante;

Vx € |-3;—1[U ]3;5[ f(x) < O, donc f est strictement decroissante
Tableau de variation
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f ) + i1 - + - i +

fix) "

2a) Démontrons que (C) admet un point d’inflexionQ) et que Qest un centre de
symétrie de (C).
REMARQUE :
f admet un point d’inflexion en x; si f est deux fois dérivable sur un intervalle I et si
f"(xp) = 0 et change de signe, alors la courbe (C) traverse sa tangente en un point
My(xo,f (x0)) est appelé extremum, un tel point s’appelle le point d’inflexion.

Ona: f(x) = x?—2x—15

2(x-3)(x+1)
, (2x=2)[2(x=3)(x+1)]-[2(x+1+x—3)](x2-2x—15)
=) = 4(x—3)%(x+1)?
4(x—1)(x%2-2x-3)—2(2x—2)(x%-2x—-15)
4(x—3)%(x+1)?
4(x—1)(x%-2x-3)—4(x—1)(x2-2x-15
4(x—3)*(x+1)?
4(x—1)[x*—2x—3—x24+2x+15]
4(x—3%(x+1)?
o 12(x-1)
T (x=3)%(x+1)?

ffx)=012(x—1)=0
o x=1etf(1) =§(1+1+3ln1)=1
= f"()=1
Donc f”(x) change de signe en 1, alors (C) traverse sa tangente (T) au point QG) et Q estun
point d’inflexion de (C) .
Q(l) est un centre de symétrie, siVx € R telque 1 —x € Df, 1+ x € Df et on vérifie

f(l XO+Hf(A+x) _ -1
2

fA=x)=2(1—x+1+3n[i——

que

1x1

)—1 ——[x—

Ona: 1+x+1

2+x

=1 +3|x-3m |—|)

f=Q@+x)=31+x+1+3mn |
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N FA-X)+f(1+x) _ 1—21[x—3ln|§—:_§]+1+%[x+3ln‘§—z

2 2

fA-)+f(1+x) 1
2

Donc Q(7) est un centre de symétrie de (C)
b) Déterminons I'asymptote oblique (D) de (C) et vérifions que Q € (D).

1 xX+1
i (X) . =(x—1+3In T)
On a :limy_ 4o fT = limy 4o %
x 1 3 x+1
S
X210 5y + 2x + 2x x-3
1
T2
flx) 1

lim —_— ==
x—okoo 2

Alors : limy_, 40 (f (x) — %x = limy 40 Ex + % [1 + 3in |;C—J_r;] - le] = %
Donc la droite (D) d’équation y = %(x + 1) est asymptote oblique de (C).
Q(7) doncpour x = 1,y = 1, alors Q € (D)

c) Tragons la courbe (C)
Ona:(D;):x=-1,(D,):x =3

(D): y ==(x+ 1)

2

X 1 -1
y 1 0
i ‘
fry '
g
I -
.r: a
='=I“J{:====Ir
ey
Application 4 :
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1 .

Le repére (O,1,J) est orthonormé soit f la fonction définie par : f(x) = {x -1 xSt =1
1— (Inx)%,six>1

1a) Démontrer que f est continue et dérivable en 1
b) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et préciser les branches
infinie de la courbe représentative de la courbe représentative (C) de f .
c) Etudier les variations de f démontrer que le point d’abscisse e est un point d’inflexion de
(C) de f.
d) Tracer (C)
2) Soit h la restriction de f a I'intervalle ]1; +oo
a) Démontrer que h réalise une bijection de ]1; +oo[ ver un intervalle que I'on précisera.
b) En déduire que h admet une fonction réciproque h~* dont on précisera le sens de
variation

C) Tracer la courbe représentative de h ™1 .

Résolution
1
x—14+=-,six<1
f(x) ={ x '
1—(Inx)?six>1

1)a) Continuité et dérivabilité en 1
. . 1
lim, ;- = lim,p- (x = 1+3) = 1= f(1)

lim,_+ f(x) = lim,_+(1 — (Inx)?) = 1 = f(1)
lim,_4- f(x) =lim,_+ f(x) = f(1) donc f est contunie en 1

1
lim,., fO)-f(1) _ . x—1+2-1 . x2-2x+1 . x—1
x— =
-1

lim,_,4- — = lim,_-

. FQ)—fx) _ 1. x—1 '
llmx_)1+ T = llmx_)1+7 =0= f d(l)

Le nombre dérivé defest f’(1) =0

fO)-f() . f)-f@) '
o S lime =1 =0
Donc f est dérivable en 1

lim,_,41-

c) calculons des limites et branches infinies
- Domaine de definition
) :{x—1+§,sixs 1
1—(Inx)?six>1
f(x)3ex+#0oux>0
o x €R ou x €]0; +o[ = R}
& Df =R* U R, = R,
Donc : |Df =]-o0;0[ U ]0}+°°[|

- Limites aux bornes de Df

e lim,,_o f(x) =lim,,_,x—1+ % = —oo,
Donc: lim,_,_ f(x) = —
o lim,,_o, f(x) = lim,o-(x — 1+ i) = —o,
Donc : limy_o- f(x) = —o©
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elim,_ o+ f(x) = lim,_ o+ (x -1+ i) = 400,
Donc: lim,_, o+ f(x) = +o0
olimyyo () = limy 400 (1 = (InX)?) = —o0,
Donc: lim,_, ;o f(x) = +0
- Branches infinies
elim,_+ f(x) = oo, donc la droite (D)d'équation x = 0 est asymptote vertical a (C)
olimy,_o(f(x) —(x— 1)) = limxﬁ_mi =0, donc (C) admet en — oo une asymptote

oblique d’équationy = x — 1

. f(x) . 1-(lnx)? .. 1 (Inx)?
°llmx_,+oo T =1 X—+00 Tllmx_,m ; - "
. 1 20nVE\ 2
= limye oo S = ( Vx )
. 1 Inyx)
= hqu+oo;— 4( NE: )
=——440=0
+00
f0)

lim, 4o - = 0 donc en + o une branche parabolique de direction (OI).
C) variations et point d’inflexion
- Variation

f est dérivable sur son ensemble de définition et pour tout x € Df,on a:

,Six >1

x% -1

Donc f'(x) =0 & "

oxtloux=1

=0ou—2lnx=0

Tableau de signe de f’

x —00 -1 0 1 + oo
x—1 — + + +
x+1 — - — +
—2Inx + + + —
) ¥ - - -

Vx € |—oo; —1[ f'(x) > 0 donc f est strictement croissante ;
Vx € ]—1; 0[] U]0; 1[ U ]1; 4o f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante ;
Tableau de variation

x —oo —1 0 1 + oo
7t + - - -
—3 4o
f'(x) 1
—_n —0 —n
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- Point d'inflexion
Le point d’abscisse e est un point de l'intervalle ]1 ; +00[.

Ona:va > 1,f/(x) = o & f7(x) = 22t = 22000
£ = —2552
f'(x)=01—-Inx=0

Shx=1

S Xx=e

Etf(e)=1—-(n,)?*=1-1=0

f(e) =0, donc le point A(e, 0) est un point d’inflexion.

2) h est la restriction de f & |1; +oo],

a) h est continue et strictement décroissante sur ]1 ; +00[.Donc h réalise une bijection de
11; +oo[ vers h (]J1; +o[) = |—oo; 1[ car (h(]1; +o[) = |limy_, 4o h(x); R(1)[ = ]—o0; 1]
b) h étant bijective, h admet une fonction réciproque h™* definie de |—o0; 1[ —

]1; + o[, de méme sens de variation que h. C’est-a-dire h™! est strictement décroissante sur
]—o0; 1[. La courbe (C) de h™! se déduit de (C) par systéme orthogonale par rapport a la
premiére bissectrice d’équation (D) : y = x.

Tragons la courbe de (Cf) et (Cp,-1).

Ona:(D):x=0

M:y=x-1
D):y=x
&
".:' _‘j'?*l A
| al ~h“
Mo
62
.// //
e
L] & ¢
_;'. . -~
T '-'-‘-F
X :
— T .|:|I 'II --. o
@
Y
- e ¥
i %
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x—1+2=0
C =0
()0 e =0 | izt

2
(:{x —-x+1>0
nx=1ox=c¢

IV. Logarithme décimal
IV1- Définition et propriétés
1.1- Définition:

On appelle fonction logarithme décimal, la fonction notée log définie sur ]0; +oo[ par
Inx

par:log(x) = o

- ensemble de définition de la fonction log est ]0; +oo[ ;
-Ona:Vx € ]0; +oo[, (loge) = Wlw"
-logl = 0etlogl0=1etlog(e) =1
2.2- Propriétés :
Pour tous nombres réels a, et b strictement positif et pour tout reR ,on a :
1) log(ab) = loga + logb ;
2) log% = —loga ;
3) log% = loga — logb ;
4) loga” =rloga
V. Fonction logarithme de base a
Vi_Definition et proprietes:
1.1-Definition :
Soit a un nombre réel strictement positifeta # 1.
La fonction logarithme de base a notée log, est définie sur ]O ; oo [ parlog,(x) = ﬁlnx.
1.2 Propriétés :
Pour tous x,y € ]0; +[, on a:
1) loge(x.y) = loga(x) + loga(y)
2) loga?, = loga(x) — loga(y)

3) log,Vx = %logax
4) log,x™ =nlog,
pour tout a,b € ]0; +oo[,0n a:
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5) log.x =logsb X logyx
VI. Points et tangentes remarquables
1- Point d’inflexion :
Soit f une fonction.
Si f est deux fois dérivables sur un intervalle I, et si pour tout x, de |, f''(xy) = O et change
de signe, alors la courbe (C) de f traverse sa tangente en un point Q(x,, f(x,)) appelé
extremum ,un tel point Q s’appelle point d’inflexion .
2- Point d’arrét
Les points dont I'abscisse x; est une borne d’un intervalle de continuité |, si x, € I, on est en
présence d’un point d’arrét.
3- Points anguleux et point de remboursement
Les points ou la fonction est continue, mais non dérivable :
- Sile taux de variation en x, admet une limite infinie, la tangente a la courbe est
parallele a (0y), la courbe traverse sa tangente.
- Sif' (xo) # f’g(xo) = [ # (), on a un point anguleux ;
- Sif',(x) = tet f’g (xy) = t o0, on est en présence d’un point de
remboursement, la tangente a ce point parallele a (Oy).
4- Fonction convexe, fonction concave
- Une fonction f est dite convexe ou f est définie sur un intervalle | de
R,siV xq,x, €1,(xq,< x3), tout point M de la courbe I" d’équation y = f(x)
d’abscisse x tel que x € ]x;, x,[ est au-dessus de la droite (M;, M,) ou
M, et M, désignent respectivement les points de I" d’abscisse x; et x,.
- Elle est dit concave sur | si —f est convexe sur |.

FIN
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Chapitre 9 : FONCTIONS EXPONENTIELLES ET FONCTIONS
PUISSANCES

l. Fonction, exponentielle
[; —Définitions et propriétés.
1.1 —Définition :
La fonction exponentielle népérienne notée exponentielle, est la bijection réciproque de la
fonction logarithme népérienne. La fonction In est une bijection de R’} sur R ; donc
exponentielle est une bijection de R sur R%. D’ou exponentielle est définie sur R et pour
tout réel x, exp(x) >0
Notation :
Vx €ER, exp(x) est noté €~.
1.2 —Ppropriétés fondamentales :
- Pourtout xde R, pourtouty e R}, Iny =x &y = e*;
- Pour tout x de R, Ine* = x, pour tout réel x de R}, e!™* = x.
-Pourtousa,bdeR, e =e? @ a=be*<e? @ a<h.
1.3- Propriétés algébriques :
Pour tous nombres réels a et b et pour tout nombre rationnel r, on a :
1) ea+b — ea_eb

a-b _ €°
2) e _e_b

3) e @ ==

e ;
4) e’ = (ea)r
I, —Etude de la fonction exponentielle.
ffR-> R}
x—-e*
1) Sens de variation
Les fonctions In et exp étant des bijections réciproques, leurs tableaux de variation se

déduisent l'une de 'autre.

inx e
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2) Les droites remarquables de e*

On en déduit que e* admet :

- Une tangente au point J (0 ; 1) de coefficient directeur 1, 1(1,0) ;

- Une tangente au point F(1,e) passant par le point 0, E(e,1) ;

- Une asymptote horizontale, la droite d’équation (o 1). (A.V—= (o)) In;

3- Branches infinies en +oo de e”*.

On a vu que la courbe de In admet en 42 une branche parabolique de direction (0l).

On en déduit que la courbe de e* admet une branche parabolique de direction (O J) en +oe.
3) Construction de la courbe de e* et ses droites remarquables.

On désigne par (c) la courbe de e* et par (C’) celle de Inx, par (D) la droite d’équation y = x.
(C) se déduit de (C’) par la symétrie orthogonale d’axe (D) .

(C’) est située en tout point au-dessous de la tangente et (C) au-dessus de celle-ci en J donc
VxeR e*>x+1.

2.1 —Derivée et conséquences :

Propriétés :

La fonction exponentielle est dérivable sur R et pour tout nombre réel x, (e*)" = e*.
La fonction e*est dérivable en 0 et son nombre dérivée est 1.

i ex—l
On a: lim,._,, — = 1

2.2 —Limites aux bornes de I’ensemble de définition.
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Propriétés :
1) lim,_ye* = 4oo
2) lim,,_..e*=0
3) limx_,+‘x,e? = foo
4) lim,,_..xe* =0
I; —Résolution d’équations et d’'inéquations
Applications
1) Résolvons dans I'équations: e?* + e* —2 =0
Posonse* =X & X?+X—-2=0
A= 9 xetx, =1
SX2+X—-2=(*+2)(e*—1)=0
e* + 2 n’a pas de solution,donce* -1 =0 x =0
Alors: S = {0}.
2) Résolvons dans R I'inéquation : 3e* —7e™* +20 <0

3e* —T7e7* + 20 = 3ex—elx+20
=3e?* +20e*-7<0

Posons X =e* & 3X2+20X—-7<0
AN =121

-10-11 -21
=TT T 3
=3 +7) (e¥-3) <0,
e* + 7 < 0n’apasdesolution, alors: e* < é o x < —In3
Donc: S = |—o0; —In3]
Calculs de limites :
Calculons les limites suivantes :

-10+11 1
3 3

=—-7etx, =

a) lim,.,,.. 252
X2+ 5exy3
Onpose: e* = X,quand x —» +o0, X — Foo
Donc lim 32 _ lim 3X-2 _ 3
X2+ 5yi3 T Xotu<sxi3 T 5
. 3e¥—2 3
Alors : lim o———— = =
X2+®goxy3 5
In(1+e*)

b) limyp oo

Onpose: e* = X,quand x » —oo,x - 0

. In(1+e* . In(1+4x)
Donc: lim,_,_.. (ex ) — lim,_,, ——= 1
. In(1+e*)
Alors : lim,_,_.. prambe 1
c) limy,,..(x—e%)
x e*
Ona:x—e =x(1—7),
. e* . x . e*
Or: llmx_,+<x,7 = 400, alorslim,_ ;..(x —e*) = lim,_, .. x(1 — ?) = —oo

Donclim,_,;..(x — e¥) = —oo
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. sin2x
d) hmx_>0 m.

sin2x sin2x 2x
On a: =

T 1—eX 2x 1—eX

__ sin2x ( —-2x )
T o2 e*—1

sin2x 1
= -2 eX—1

2x
X
. sin2x . e*-1
Or: lim,._, = 1et lim,_, — = 1

P . sin2x
On en déduit que : lim,_, Tox = -2

il Fonction comportant exponentielle
11, —Dérivée et primitives
1.1 — Propriétés :
Soit u une fonction dérivable sur intervalle K.
1) Lafonction exp o u est dérivable surKetona: (expou) =u'(expou).
exp o u est aussi notée e* et sa dérivée est u'e®.
2) Lafonction u'e* admet pour primitive sur K la fonction e%
Exemples :

- La fonction x — e™**** est dérivable sur R et sa dérivée est : (—2x + 1)e ¥ **;

- La fonctionx — eSi"* est derivable sur R et sa dérivé est : cosxeS™*,
1 1
. 1 , . . x-1 1
- La fonction x = xex est dérivable sur R* et sa dérivé est i ex

2

X X

. . —x2 . 1 _
- Une primitive sur R de la fonction x = xe™ est la fonction x — —ze

tanx

- La primitive sur ]—1[ de la fonction x — est la fonction x — et
cos?x
11, —Exemples d’études de fonctions :
Applicationl
1 L
Soit f la fonction définie par: f(x) = 2 xex six+0
fx)=0

1) Déterminer I'ensemble de définition de f. vérifier si f est continue et dérivable en O.
Déterminer les limites aux bornes du Dy.

2) Déterminer le sens de variation de f. En déduire le tableau de variation de f.

3) Déterminer les branches infinies si elles existent .

4) Tracer la courbe def et ses a asymptotes

Solution :
1 2
flx) = Exex , Six#0
flo)=0
1) Ensemble de définition.

- Continuitéen O.
. . 1 X 1 |
o lim,_ - f(x) = lim,_o- SXxex =-X Oeo~ = 7 X 0 x=0

lim,_o- f(x) =0
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Donc lim,_,o-(x) = f(0) = O, f est continue en gauche en 0.
1 1
o lim,_ o+ f(x) = limx_,0+§xe§ = % X 0Xeot =0X+00??2?

1
Onpose X = oy alorsquand :x » 0%, X » +oo
1
. 1 1 . 1|ez . 1 (eX 1
=lim,_ o+ Sxex = lim,_, o+ > ITl = llmx_,+m5 (—) =3 (400) = 4oo

X
x

lim, o+ f(x) = 420, f n’est pas continue a droite en O, donc f n’est pas continue

en O.
- Dérivabilité en O.

Comme f n’est pas continue en O, donc elle n’est pas dérivable en O.
1

_ Ixex-o0 1
A cet effet,ona:lim,_,- %Z(O) = lim,_ - 2 = lim, - %ex =0
Donc f'4(0) = 0, donc (C) admet une demi —tangente en O de support (Ol)
- Limites:
limy 4o f(x) = —o0 etlimy_ . f(x) = 400

2) Déterminons le sens de variation de f.
f est dérivable sur R* et sa dérivée f’ est :

7 _ x—1 l
Donc f'(x) = — €%
1
f'(x) =0=(x—1)ex =0

1
Sx=1letex >0

ffx)A3e2x+ 0o x+0

Tableau de signe de f’

X —00 0 1 + o
x—1 — - +

2x - + +
f'(x) + - +

Vx € ]—o0; O[ U J1; 4+oo[; f'(x) > 0, donc f est strictement croissante ;
Vx € 10;1[; f'(x) <0, donc f est strictement décroissante ;

Déduisons en le tableau de variation de f.
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Ff(x|  * - ¢

(x)

-

&
2

3) Déterminons les branches infinies si elles existent.
On a:lim,_, .. f(x) = teo, alors la courbe admet des branches infinies en too;

- Branches infinies en +oo :
1

1 =
. x . Zex
Ona :llmx_)JmM = lim,_, .. 2—
- X X
.11
= lim-ex ==
x> 2

1 1 1(eX-1
Posons : X—;::»f(x)— Ex_E( ~ )
Quandx = 40, X - 0

= lim, ;e (f(x) = —%x) = limy_,, % (%) = % x 1.

lim,_, ;. (f(x) - %x) = %, donc la droite (A) d’équationy = %(x + 1) est a asymptotes
oblique a (C) en oo,

- Branches infinie en —oo

. 1

. (x) . Sxez
Ona:lim,__.. fT = lim,_,_.. 32—

m R

lim L e L
= —-—ex = —
X—>—o00 2 2

Donc: lim,_,_.. % = %

Fo0-2x =1(22)

2 X

On pose:X=§etquandx—>+°°,X—>0

= lim,,_. (f(x) - %x) = limy_,o % (%) = % x 1.
Alors : lim,._,_.. (f(x) - %x) = % donc la méme droite (D) :y = ;(x + 1) est aussi
asymptote oblique a (C) en -oo,
De ce qui précede, on a vu que lim,_,,+ f(x) = 492, donc la droite (0J) est aussi
a asymptotes horizontale a(c)

132



4) Tragons la courbe (c)de f ses asymptotesona:(A):y = %(x +1); (D):y=0

Application 2 :

2

Soit f la fonction définie par : f(x) ={e**-* ,six € R{-1;1}
fCD=f1)=0
On désigne par (C) la courbe représentative def.
1) Démontrer que f est dérivable a droite en -1 et a gauche en 1.
2) Etudier et tracer (C)

Solution :

%2

fG) = { e
fCD=f1)=0

1) Démontrons que f est dérivable a droite en -1 et a gauche en 1.

Vx € RY{-1;1},

X2

Cf)=f(=1) _ ex?-1
’ x+1 T ox+1

Ona
1 x?
= ex2—1
x+1

x2—1 x?
= ex?-1
2x+1D)\x?2-1

x—1( x? x?
= ex?-1
x2 \x2-1
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fo-fen _x-1f 22
x+1 x2 \x2-1

_f(— _ 2 x?
Donc lim,,_,_4+ fe-r-1) _ lim,_,_4+ x—1< ad ex2—1>

x+1 x2 \ x%2-1

Ji x-1 _ _x x - — 1t
On a :lim,_,_4+ — = —2 etenposant X = = tel que quand {x oo
x2 x2
limx_,_lz mexz—l = limX_>+erX = 0,
Donc: lim,_,_4+ [CO-/ED —
x+1
Deméme,Vx #letx + —1,ona:
xZ
fO)-f(1) _ ex?-1
x-1 x—1
x? x?  x?
T x2(-D) (x2—1 ex2—1)
i1 2 %
(A
_ 2 X
f@-r@ _ ﬂ( x ex2_1>
x—1 x2 \x2-1
— 2 XZ
Alors : lim,_ - % = lim,_- xx—+21 <x:_1 ex2—1>.
. x—1 x2 X = 1
Ona: lim,_4- — = 2 etenposant X = 1 tel que quand [X o

. x+1 ;C— . X
lim, ;- —zext= limy_,_..Xe® =0

[0 _ o
x—1

On en déduit que f est dérivable a droite en -1 et a gaucheenlet f’'d(—1) = f'd(1) = 0.
2) Etudions et tracons( Cf.) .
Df =R

Donc : lim,_,4-

x2
My oo £ () = limy 4o 0321 = e

lim, 40 f(x) =€
x2
- limx_)_1+ f(x) = ]imx_)_1+ ext-1 = ¢~

+o00

oo

=0= lim,,_;+f(x) =0etlim,,_;- f(x) =

X2

-limy - f(x) = ex? T =e7® =0 = limy_- f(x) =0 et lim,_+ f(x) = +oo

Donc la droite d’équation y = e est asymptote horizontale a (Cf) et les droites d’équations
x = 1 etx = —1 sont asymptotes verticales a (Cf).

Pourtoutx € R {—1;1};

’ 2

Ona:f'(x)z(x2 ) ex2=1

x2-1
_2x(x?-1)-2x(x?)
T (x2-1)2
-2x x?

Donc: f'(x) = mem

x2-1
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xZ
f(x) =0 —2xex*1=0
x2
o —2x=0etex*1>0
x2

S x=0etex?*1>0

Tableau de variation

x | -es - 1 0 1 +co
F(x) + + O - )
dee 1 +oo
()
e o0 o e

Représentation graphique

= >»
I i /L* { >
0 I "

ll3- Fonctions exponentielles de base a (a > 0)
3.1- Définition et propriétés
1.1- Définition.

135



Soit a un nombre réel strictement positif et différent de 1.
@ Pour tout nombre réel x,on a : a* = e*"x
@ On appelle la fonction exponentielle de base a, 'application
exp, : R->RY
x - a*
Donc: Vx € R,exp,(x) = a* = e* (a > 0;a # 1)
Ainsi e* est appelé exponentielle de base e.
1.2-propriété :
1) Pour tous nombre réel a > 0 et pour tout réel x,on a :
Ina* = xlna;
2) Pourtousa>0etb>0etVx,y€Rona:
@ a**Y = a*.a”
@av=2
X
@7 =2
@ (ab)* = a*b*
a* a*
® () =3
® (@) =a”
Application 1:
Considere la fonction de R — R définie par: f(x) = x37* et (c¢) sa courbe représentative
dans le plan muni du repére (0,1,]).
1) a) Déterminons la limite de f en —o0
b) Déterminons la limite en +e<< de la fonction g definie par g(x) = f(x) X [n3. En
déduire la limite en 4= de la fonction f
2) Etudier les variations de f sur R
3) construire la courbe (cf)de f
Application 2 :
On considére dans la fonction numérique définie par : f(x) = (ax? + b)e'** (C) sa courbe
représentative dans un repere orthogonal, unité 2 cm.
1) Déterminer les réels a, b et ¢ pour que la courbe (C) :
- Admet un minimum relatif au point O ;
- Passe par le point AG) et qu’en ce point, elle admet une tangente de coefficient directeur

égalal.
2) Les réels a, b et ¢ étant déterminés, justifier que f est dérivable sur R et que sa fonction
dérivée est f'(x) = —(x? — 2x)el™*.

3) Etudier les variations de f et tracer la courbe (C) de f.
4) Soit n un entier naturel non nul, on considére I’intégrale I, = | 01 x"el™*dx.
a) Etablir une relation entre I, et [,.
b) Calculer I, et donner une interprétation graphique du nombre I,.
5) a) Démontrer que pour tout x réel de [0; 1] et pour tout n € N* :
On a ’inégalité suivante : x™ < x"el™ < x"e.
b) En déduire un encadrement de I,,, puis la limite de I,, quand x tend vers +oo.
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Application 3 :
Partie A : Soit la fonction définie sur R par : f(x) = %xze_x . On note (C) la courbe représentative

de f dans un plan P rapporté a un repére orthogonal (0; I; ) unité graphique 1cm sur (Ox) et 10
cm sur (Oy).
1) a) Déterminer la limite de f en —oo.
b) Déterminer la limite de f en 400 (on pourra noter que f(x) = 2 Ee_E]

¢) Expliciter la dérivée f” de f et étudier, ¢’est a dire signe de f'(x).
d) Etudier les variations de f.
¢) Construire la courbe(C) de f dans le plan.

2) On consideére la fonction F définie sur [0 ; +oo[ par F (x) = | (jc f()dt

a) Utiliser une intégration par partie pour calculer : I(x) = | Ox te~tdt

2
b) Montrer en utilisant a) et une nouvelle intégration par partie que F(x) =1 —e~¢ (1 +x + %)

c) Montrer que F est une fonction strictement croissante telle 0 < F(x) < 1 pour tout x.
d) Montrer en utilisant 1-b), que F admet en +o00 une limite que 1’on déterminera. En déduire
que I’équation F(x) = c, avec 0 < ¢ < 1 admet une solution et une seule dans [0; +oo].

Partie B : Dans cette partie, on se propose de résoudre 1’équation F(x) = 0,95. pour cela, on

2
introduit la fonction auxiliaire : g(x) = In (1 +x+ x?) + n20

1) Montrer que ’unique réel a tel que F(a) = 0,95 est aussi I’unique solution de g(x) = x.
2) Montrer que g est une fonction strictement croissante sur R. en déduire que 1I’image
g([5; 10] est incluse dans [5; 10]

3) a) Justifier que |g'(x)|< %pour tout x € [5;10]

b) En déduire |g(v) — g(w) |£ él v — u| pour tout x € [5;10]
c¢) Montrer que a € [0; 10].

4) On considere la suite (U, ) de nombres de I’intervalle [0; 10] définie par Uy = 5 et U,y 1 = g(Up).
a) Utiliser la question 3. ¢) par récurrence sur n que : |U,, — a| < 3%;
b) Déterminer ng tel que |U,,y — a| < 1072
¢) Donner une valeur décimale approchée 1072 prés de a.
Remarque :
fa x = a¥ = exlna
@pf =R
Qfa(x) = (exlna)' =Ina€*"® v x € R, f, est dérivable sur R
faestdusignedelna :
On adeuxcas:
1% cas : O<a<1

1) lim,,,..a* =

2) lim,,_.a* = +4eo
X
3) 1im,H_.,<,“7 = —oo
2%cas: a>1

1) lim,,_..a*=0
2) lim,_ .a* = +o0
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3) limyope s = +oo
3 .2-Résolution d’équation
Exemples :
Résolutions dans R
(E) :22x+3 —3 % 2x+1 =0
Ona 223 —3x2*t1 4+ 1 =22*x23-3x2*x2+1
8x2%¥ —6x2*+1
En posant X = 2* ,on réecrit et de la forme :
8X2—-6Xx +1=0=A=9-8x1=1>0

3-1 1 341 1

SX=T et =m =,

(e -omaler- (e} -

1 1
S 22X =ou2*¥ ==
4 2

1 1
P eXan =Z°u eXan =E

S xln2=—-In40UxIn2=—-1In2
In4 _1n_2_

& x = ——oux = =-1

In2 In2

2In2
S x=— lr12oux=—1<=)x=—20ux=—1
S={-2;-1}

lll. Fonctions puissances :
lll.;. Etudes des fonctions puissances.
1.1-  Définition :
soit @ un nombre réel.
On appelle fonction puissance d’exposant «, la fonction x — x?2.
Vx> 0,0na: x% = eanx
La fonction x — x%est définie sur ]0; +o<[ et b sa fonction dérivée est la fonction x —
Zealnx
X
1.2-Fonction u“(a € R)
Propriétel :
Soit @ un nombre réel et U une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle K.
la fonction x = u(x)® est la composée des fonctions x = u(x) et x%.Elle est dérivable sur k
etona (u%) = auu®d
De plus, on a :u(x)% = @*Inux)

Propriete2 :

Soit &« un nombre réel différent de -1, u une fonction dérivable strictement positive sur un

u0(+1

intervalle K. la fonction u’u? admet pour primitive sur K la fonction

o«+1°
Exemple :
La fonction f(x) = 2x(1 — xz)‘/E admet pour primitive sur |—1; 1[ la fonction
_ (1—362)‘/2*'_1
f(x) - \/m

lll;- Croissance comparée de Inx ,e* et x*
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1)
2)

1)
2)

1)

2.1- Limites de référence :
Propriétés :
Soita € R,.ona:

. Inx . ex .

limy 4o — =0 3) limyy oo — = +o° 5)lim,_,_..|x|? e*=0
. . _ . Inx
lim,_ o+ x%lnx = 0 4)lim, .. x%e* =0 6)11mx—>+°°e_x =
Remarque :

Lorsqu’on ne peut conclure directement, on peut conjoncture la limite d’une fonction
comportant des fonction logarithme ou expo en remarquant que :

- La fonction expo soit plus vite que la fonction puissance ;

- La fonction soit plus que la fonction logarithme népérien

Application 1:
x—=1| 1 .
f(x)—|7 5 six#1
f)=0
On désigne par (c) la courbe représentative de f.
Etudier la continuité et la dérivabilité defen 1

Etudier et tracer (c).

Soit f la fonction définie par : {

Résolution :
x—1 1
@ =F—= .
f x 173
f)=o0
Continuité et dérivabilité en 1 de f
Continuité en 1,

f(x)=|x—1|i L |x—1|

six#1

= evz|n

X X

lim f(x) = limew/%ln<x _ 1) =e =0
x—-1 x—-1 X

lim,_,, f(x) = f(1) = 0.

Donc f est continue en 1.

Dérivabilité en 1

Cfe-f) el
lim ————= lim —————

x—1* x—1 x-1t x—1
1
. eV2In(*7)
= lim,,_,+ pTTey
1 1
_ limx_,1+ e(\/_f_l) ln(x—l)—\/—ilnx — +oo
. —-f(1
Alors : lim,_,q 4 % = oo
FE-F@) 75
. X)— . e
timy-gm T = M

| ()
= limy- | == —
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2)

1 1—Xx
N

. eV2
= lim,_,4- e %
: fE)-f(0) . fe)-f(0)
lim, _,+ - = teeet lim,_,4- T = don

Df = ]—00; 0[U] 0; +oo[

lim,_,_..(fx) = 1let lim,,.f(x) =1.

lim,_,<(fx) = lim,_ > f(x) = +eo.

Sens de variation

la fonction f est dérivable sur Df et sa derivée est :
1

f&) = o 5

f’(x)=0c>xx;1=0

Jim f(x) = lim f(x) = +ee

x—1|V2

¢ f n’est pas dérivable en 1.

x e 0 1 oo
T—T F F

x - . ¥

f(x) + — +

Tableau de variation

-oo O 1 +oo
M
7 (x) k2 ~ +
o |4-co 1
f (xD
1 (o]
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(D)

Fin
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Chapitre 10 : DENOMBREMENT ET PROBABILITES
l. Analyse combinatoire

[, -Notation factorielle

I; 1 — Definition:

Soit n un entier naturel non nul.

On appelle factorielle de n, le produit des entiers positifs de 1 a n noté par :
n=nn-1DMn-2)x..x2x1

On lit « factorielle n ».

Exemple :

31=3x2x%x1

4! =4x3x2x%x1

Par convention: 0! =1

I, -Permutation :

2.1 — Definition:

Soit E un ensemble non vide de cardinal n ; ( un est un entier naturel).

On appelle permutation de n éléments de E, toute suite ordonner formée a partir de de n
éléments distincts de E.

Onlanote:B,=n(n—1)(n—2)X..Xx2x1=n!

Exemple :

Soit E = {a; b; ¢}

Le nombre de permutation des éléments de E est :

P; =3!=3X2x%x=6

Les permutations des éléments de E sont : abc; ach; bac; bca;cab et cha.

I3 — Arrangement avec répétition :

3.1 — Definition:

Soit E un ensemble non vide.

On appelle arrangement avec répétition de k éléments parmi les n éléments de E, toute suite
ordonnée de k éléments de E distincts ou non ( non nécessairement distinct).
Le nombre est noté : AX = nP,

I, - Arrangement sans répétition :

4.1 — Definition:

Soit E un ensemble non vide.

On appelle arrangement sans répétition de k éléments de E, toute suite ordonnée de k

éléments de E distincts deux a deux (p < n).
n!

On le note Ak = —

Exemple :

On peut placer de 7% facons différentes 4 lettres distinctes dans 7 boites aux lettres.

Exercice d’application:

1) De combien de facons différentes, peut-on placer 4 lettres distinctes dans 20 boites aux
lettres ?
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2) A Partir de 3 lettres a, b et ¢, combien de mots de 2 lettres non nécessairement distincte
peut-on former ?

3) De combien de facon différentes peut- on ranger 7 livres :
a) Dans n’importe quel ordre ?
b) Si 3 livres particuliers doivent rester ensemble ?
c) Si2 livres particuliers doivent prendre les positions extrémes ?
4) Une classe comporte 9 garcons et 3 filles. De combien de fagcons peut-on faire un choix
de 4 éléves.
a) Quelconques ?
b) Comprenant au moins une fille ?
c) Comprenant exactement une fille ?
I5 — Combinaison :
5.1 — Definition:
Soit E un ensemble non vide.

On appelle combinaison de k éléments de E, toute partie de E a k éléments.
n!

p!(n-p)!

On le note Ck =

Exemple :

De combien de fagons peut-on former un comité de trois personnes dans une assemblée de
10 hommes et 6 femmes ?

C’est une combinaison de 3 personnes sur un total de 16.

3 160
Ona: (i = PTerECTi 560

Il y a donc 560 fagons différentes de former un comité de 3 personnes dans cette
assemblée.

Quelques valeurs particulieres :

Al =1 cd=cr=
Ay =n! Cl=ct1=n
Al=n

Propriété :

Pour tous entiers naturels n et p tel que p soit inférieur ou égal an, on a :
' =Cy

Si de plus 0 < p < n, alors : Cﬁ:i + CZ—1 = Cﬁ

Résume :

Types de T " .
-yp Ordre Répétitions d'éléments | Dénombrement
tirages
Successifs Un élément peut étre
. . - . . nP ( p-uplets)
Avec remise | On tient compte | tiré plusieurs fois
Successifs de l'ordre k_ 1
; (1 , L, n= (arrangement)
Avec remise Un élément n'est tiré (n—p)!
' u'une seule fois ! . .
Simultanés L'(?rdre , g k — - (Combinatoires)
n'intervient pas p!(n-p)!

143



il. Calcul de probabiliteé :

II; - Eventualité, Univers, Evénement

1.1 — Definition 1:

On appelle Eventualité, une épreuve donnant un nombre fini de résultats. L’'ensemble de
toutes les éventualités est appelé I’'Univers.

Exemple :

Le lancer d’une piece de monnaie, le lancer d’un dé ... sont des expériences aléatoires, car
avant de les effectuer, on ne peut pas prévoir avec certitude quel en sera le résultat, résultat
qui dépend en effet du hasard.

A cette expérience aléatoire, on associe I'ensemble des résultats possibles appelé univers.
Ses éléments sont appelés éventualités.

2.1 — Definition 2:

On appelle événement, toute partie de I'univers des cas possibles ().

Les sous-ensembles de I'univers Q sont appelés événements.

4 Les événements formés d’un seul élément sont appelés événements élémentaires.

4 Etant donné un univers Q, I'’événement () est I’événement certain.

4 L'ensemble vide est I'événement impossible.

4 L'événement formé des éventualités qui sont dans A et dans B est noté: A N B.

A NB selit« Ainter B »

4 L'événement formé des éventualités qui sont dans A ou dans B est noté : A U B.

A U B selit « Aunion B »

4 Etant donné un univers Q et un événement A, I'ensemble des éventualités qui ne sont pas
dans A constitue un événement appelé événement contraire de A, noté 4 appelé
complémentaire de A.

¢ A et B sont incompatibles si et seulementsiANB = @.

Pour décrire mathématiquement une expérience aléatoire, on choisit un modeéle de cette
expérience ; pour cela on détermine I'univers et on associe a chaque événement
élémentaire un nombre appelé probabilité.

II, - Calcul de probabilités d’un événement

2.1 — Definition:

Q est 'univers des éventualités d’une expérience aléatoire.

Une probabilité sur I'univers Q est une application P de P(Q2) — [0; 1] qui, a toute partie A
de () associe le nombre réel P(A) appelé probabilité de I'événement A et qui vérifie les
conditions suivantes :

- 0<P(A)<1;
- P(Q) =1, (probabilité de m’événement certain) ;
- P(Q) = 01

2.1 — Propriété :

Soit P une probabilité définie sur I'univers () et A et b deux évenements, on a:
- PAUB)=PA)+PB)—P(ANB)

- SiANB=¢@,alorsP(ANB)=0,donc: P(A UB)=P(A) +P(B)
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- P(ANB)=PA)+PB)—P(AUB)
- P(A)+P(A)=1=P(A)=1-P(4)

cardA
cardf

- Sitous les événements élémentaires de Q ont la méme probabilité, alors : P(Q) =

II; - Indépendance des événements

3.1 — Definition:

Soit P, une probabilité définie sur un univers ().

Deux évenements A et B sont dits indépendants pour la probabilité P, lorsque :

P(ANnB)=P(A) x P(B).

- Deux événements sont dits indépendants lorsque la réalisation de I'un n’influe pas sur la
réalisation de 'autre ;

- Sinépreuves sont indépendants, alors pour évenements A4, 4,, Az, ...., A, de chacun

des univers associé a ces épreuves, on a :
P(Al nAz ﬂA3 ...ﬂAn) = P(Al)xP(Az) XP(A3) X ...XP(An).

Résumé :

Parties de E Vocabulaire des événements Propriété

A A quelconque 0<PA=<1

1) Evénement impossible P(@)=0

Q Evénement certain P(Q) =1
A NB = @ | AetBsontincompatibles P(AUB)=P(A)+ P(B)

A A est I'événement contraire de A P(Z) =1-P(4)

A, B A et B quelconques P(AuB)=PA)+PB)—P(ANB)

Exemple :

On considére 'ensemble E des entiers de 20 a 40. On choisit I'un de ces nombres au hasard.
A est 'événement : « le nombre est multiple de 3 »

B est 'événement : « le nombre est multiple de 2 »

C est I'événement : « le nombre est multiple de 6 ».

Calculer P(A), P(B), P(C),P(ANB),P(AUB),P(ANC)etP(A UC).

I14 - Equiprobabilité

4.1 — Definition:

On dit qu’il y a équiprobabilité quand tous les événements élémentaires ont la méme
probabilité.

Dans une situation d’équiprobabilité, si {1 a n éléments et si E est un événement composé de
card E
card Q

m événements élémentaires : P(E) = ou cardE et card QBdésignent respectivement

le nombre d’éléments de E et de ().

On le mémorise souvent en disant que c’est le nombre de cas favorables divisé par le
nombre de cas possibles.

Remarque :

Les expressions suivantes « dé parfait », « piece parfaite », « cartes bien battues », « boule
tirée de l'urne au hasard », «boule indiscernable au toucher»,
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« boules indiscernables » ... indiquent que, pour les expériences réalisées, le modéle associé
est I’équiprobabilité.
Exemple 1:
On lance deux fois de suite un dé équilibré.
1) Représenter dans un tableau les 36 issues équiprobables.
2) Calculer la probabilité des événements :
A : « on obtient un double » ; B : « on obtient 2 numéros consécutifs »
C: « on obtient au moins un 6 » ; D : « la somme des numéros dépasse 7 ».
Exemple 2:
On lance 4 fois de suite une piéce équilibrée.
1) Dresser la liste des issues équiprobables.
2) Quel est I'événement le plus probable : AouB?
A : « 2 piles et 2 faces »
B : « 3 piles et 1 face ou 3 faces et 1 pile »
II5 - Probabilité conditionnelle
5.1 — Definition
Soit P une probabilité sur un univers des cas possibles Q) et soit a un évenement de
probabilité non nulle.
Pour tout évéenement B, on appelle de A sachant B, le nombre réel noté :

P(ANB) P(ANB)
P,(B) = o) ou P(A/B) = @)

Exemple :
En fin de 1°" S, chaque éléve choisit une et une seule spécialité en terminale suivant les
répartitions ci —dessous :

Par spécialité :

Mathématiques Sciences physiques SVT

40% 25% 35%

Sexe de I’éléve selon la spécialité :

Spécialité Mathématiques Sciences physiques SVT
Sexe
Fille 45% 24% 60%
Gargon 55% 76% 40%

On choisit un éleve au hasard.
1) Construire I'arbre pondéré de cette expérience aléatoire.
2) a) Quelle est la probabilité de chacun des événements suivants ?
F: « I'éleve est une fille », M : « I’éleve est en spécialité maths ».
b) Quelle est la probabilité que ce soit une fille ayant choisi spécialité mathématiques ?
c) Sachant que cet éléve a choisi spécialité mathématiques, quelle est la probabilité que
ce soit une fille ?
On appelle probabilité de F sachant M cette probabilité (conditionnelle) et on la note
Py (F)ou Pz (M).
Quelle égalité faisant intervenir P(F N M ), P(F) et Py (F) peut-on écrire ?
Comparer P(F) et Py (F) et en donner une interprétation.
d) Sachant que cet éléve a choisi spécialité SVT, quelle est la probabilité que ce soit une
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fille ?
e) Comparer Ps(F)et P(F), et en donner une interprétation.

5.2 — Arbres pondérés

Reégles de construction

La somme des probabilités des branches issues d'un méme nceud est 1.

La probabilité de I'événement correspondant a un trajet est le produit des probabilités des

différentes branches composant ce trajet.

Exemple

On jette une piéce.

- Sion obtient pile, on tire une boule dans I'urne P contenant 1 boule blanche et 2 boules
noires.

- Sion obtient face, on tire une boule dans I'urne F contenant 3 boules blanches et 2
boules noires.

Représenter cette expérience par un arbre pondéré.

Remarque :

Si A et B sont tous deux de probabilité non nulle, alors les probabilités conditionnelles

p(A/B) et p(B/A) sont toutes les deux définies et on a : p(A NB) = p(A/B)p(B) = p(B/A)p(A).

Il - Schéma de Bernoulli

6.1 — Definition :

1- Une épreuve de Bernoulli est une épreuve ayant deux éventualités ;

2- Un schéma de Bernoulli est une expérience aléatoire qui consiste a répéter n fois de
facons indépendante une épreuve de Bernoulli.

3- Soit un schéma de Bernoulli a n épreuves ol pour chaque épreuve, la probabilité de
succes est notée P et celle de I'échec est notée 1 — P.
La probabilité d’obtenir exactement k succeés (0 < k < n) au cours de ces n épreuves
est: P, = Ckp*(1 —p)k

Exemple :
Une maladie atteint 3% d’une population donnée. Un test de dépistage donne les résultats
suivants :
Chez les individus malades, 95% des tests sont positifs et 5% négatifs.
Chez les individus non malades, 1% des tests sont positifs et 99% négatifs.
On choisit un individu au hasard.
1) Construire I'arbre pondéré de cette expérience aléatoire.
2) Quelle est la probabilité
a) qu’il soit malade et gu’il ait un test positif ?
b) gu’il ne soit pas malade et qu’il ait un test négatif ?
c) qu’il ait un test positif ?
d) qu’il ait un test négatif ?
3) Calculer la probabilité
a) gu’il ne soit pas malade, sachant que le test est positif ?
b) gu’il soit malade, sachant que le test est négatif ?
4) Interpréter les résultats obtenus aux questions 3a et 3b.

Ill. Variables aléatoires :

III; - Notion de variable aléatoire
1. 1-Définition :
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On appelle variable aléatoire X sur un univers (), toute application de () vers R.

Vocabulaire et notation :

L’ensemble des valeurs prises par X noté X(Q) = {x;, x5, ..., X, } est appelé univers image de
Q par X.

III, - Lois de probabilité

2. 1-Définition :

Soit P, une probabilité définie sur I'univers Q.

La Loi de probabilité d’une variable aléatoire X sur Q est I'application qui, a toutes valeurs x;
prises par X, associe P(X = x;).

Généralement, on la représente sur un tableau.

X X1 Xy Xn,

P(X =x;) P(X =x) P(X = x;) P(X = xp)

2.2-Propriété :
Pour toute variable aléatoire X prenant les valeurs x5, x5, ..., X,, 0ona:
PX=x)+PX=x)++PX=x, =1
Onécrit: Y- PX =x) =1
III3 - Fonction de répartition
3. 1-Définition :
Soit X une variable aléatoire définie sur Q muni d’une probabilité P.
La fonction de répartition de X est I'application de R vers [0; 1] définie par :
F(X)=P(X <x;)

III4 - Espérance mathématique, variance et écart-type
4. 1-Définition :
On appelle respectivement espérance mathématique de X, variance de X et écart-type de X,
les nombres suivants :
- L'espérance mathématique est le nombre E(X) défini par: E(X) = X, x;P; .
- Lavariance est le nombre V défini par: V(X) = E(X?) — (E(X))Z.
- L'écart - type est le nombre défini par: a(X) = /V(X)
Exercice d’application :
Une boite contient 4 boules rouges ,3 boules vertes et n boules jaunes (n € N etn = 2). On
tire simultanément 2 boules de la boite et on suppose que les tirages sont équiprobables.
1) Exprimer en fonction de n, les probabilités des événements :

A : « Les deux boules sont jaunes »

B : « Le tirage est unicolore »

C : « Le tirage est bicolore »

2) Onsuppose que P(A) = %; déduire n, puis P(B) et P(C).

3) Onsuppose que n = 7. On répete 10 fois I'expérience en remettant dans la boite aprés
chaque tirage, les deux boules tirées. X est la variable aléatoire qui comptabilise le
nombre de réalisation de 'événement B.

a) Calculer la probabilité des événements (X = 2) et (X > 9).
b) Calculer I'Esperance mathématique de X et donner une interprétation du résultat.
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III; - Loi de Binomiale

Propriété :

On considére un schéma de Bernoulli a n épreuves. On note P la probabilité de succes, X est
variable aléatoire qui prend pour valeurs le nombre de succés obtenu au cours de ces n
épreuves.

La loi de probabilité de x est : P, = Ckp¥(1 —p)» %, 0 <k <n.

Elle est appelée loi Binomiale de paramétre (n; p)

Exemple :

Une urne contient quatre boules rouges, trois boules vertes et n boules jaunes ; n étant un
entier naturel supérieur ou égal a 2. On tire simultanément deux boules de I'urne et on
suppose que tous les tirages sont équiprobables.

c) Calculer en fonction de n, la probabilité des événements suivants :

A « Obtenir deux boules de méme couleur »
B « Obtenir deux boules de couleurs différentes »

d) On suppose que la probabilité d’obtenir deux boules jaunes est de 13—3 Déterminer n ;
puis P(A) et P(B).

e) Onsuppose quen = 7. On repere cing fois I'expérience en remettant dans I'urne apres
chaque tirage, les deux boules tirées. Soit X le nombre de fois ou I'’événement A est
réalisé au cours de ces cing répétitions. Déterminer la loi de probabilité de X.

Théoréme :

Pour une loi Binomiale de paramétres (n; p) :
E(X) =npeta(X) = npq
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Chapitre 11 : SUITES NUMERIQUES
l. Etude globale d’une suite numérique

[, -Definition d’une suite numérique

I; 1 — Definition:

On appelle suite numérique, toute fonction de N vers R généralement notée(u,,),, n € N
ou tout simplement(u,,).

e Une suite peut étre définie par une formule explicite qui permet de calculer u, en
N — R

fonction de n telle que : n—u, =n+(=1)"

e Une Suite peut-étre définie par son premier terme et une formule de récurrence telle
u, =1
que: {un+1:%Un+3 ; VneN
I, —Suites minorées, majorées et bornées.
I, 1 — Définition : Soit(u,),, Une suite numérique.
o (uy)q, estdite minorée, s’il existe un nombre réel m tel que : pour tout entier
naturel n,ona:m < u, ;
o (uy)q, est dite majorée, s'il existe un nombre réel M tel que : pour tout entier
natureln,ona:u, < M;
® (uy)n, estdite bornée, si elle est a la fois minorée et bornéei.e: m < u, < M.
Les nombres réels m et M sont respectivement appelés minorant et majorant de(U,,),-
Exemple :

. . fE n(—1)"+cosn

Soit (up)n; n € N, la suite définie par:u, = %

Démontrons que u,, est bornée.

n(-1)"+cosn
n+1

En effet, |u,| = |
-1 —1n
=—[(=1)" xn+ cosn|
< ——(I(=D)"|.In + |cosn]) car |x + b| < |x + b| (inégalité triangulaire)
< ﬁ(lnl + |cosn|)or |cosn| < let|n|=n

1
< — <
= |Upl < — + 1D = lu,l <1
Donc U,, est minorée par —1 et majorée par 1, d’ou (u, ) est bornée.

I, , — Théoréme :
En général, pour démontrer qu’une suite (U,,) est bornée, I'un des procédés ci-dessous
est utile.

e Encadrer le terme général de la suite (U, ) par deux nombres réels.
e Etudier la fonction f lorsque (U,) est du type U,, = f(n).
e Faire un raisonnement par récurrence.

I3 —Sens de variations

I3 1 -Théoréme :
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Pour étudier le sens de variation d’une suite Numérique, I'une de méthodes suivantes est
admise.

e Comparer u,et u,,1, cecirevient a étudier le signe de : u,,1 — u,
U . N .
o ComparerZ—Jr1 et 1 pour une suite a terme positif.

n

e Raisonner par récurrence lorsque u,, est définie par une formule de récurrence

(ie Upyq = f(un)
Exemple 1 :
3n+2
2n-1

Etudier le sens de variation de la suite (u,),, définie par: u,, =

Procédons par deux méthodes différentes :

Méthode 1 : comparons u, 1 — Uy
_ 3(n+1)+2  3n+2

T 2(n+1)-1  2n-1
__3n+5 3n+2

T 2n+1 2n-1
_ (3n+5)(2n-1)-(2n+2)(3n+2)

(2n+1)(2n-1)
__ 6n*-3n+10n—5-6n2-4n—3n—2
- 4n’~1
<0=upy —u, <0,

Ona:u,,q — Uy

-7
4n2-1
Donc V n € N, donc U,, est strictement decroissante.

Méthode 2 : posons u,, = f(n)

Upy1 —Up =

. fIN—R
: x—>f(x)=3x+2

2x—-1
_ 3x+2 , _ 3(2x-1)-2(B3x+2) _ -7
fG) = 1 [ = (2x-1)2 T (2x-1)2

f'(x) <0,f eststrictement decroissante, donc u,, est decroissante.
Exemple 2:

Ona

<0,

. . e . Lpe s 1
Etudions le sens de variation de la suite (v,) définie par v, = pe

v,
Comparons : 22 et 1
Vn
1

172 nF1 1 3n 1
Ona——==37—-=—x3"= =-<1

Vi, . 3n 3nx3 3
Vn+1

1 . .
=3 < 1, donc u,, est strictement decroissante.
n

I, —Suites monotones :
I, 1 -Ppropriétés :
Soit(uy),, 1 € N, une suite numérique. si Yn € N :
® U, < Uy, alors lasuite (u, ) est croissante ;
® U, = Uy, alorslasuite (u, ) est décroissante ;
® U, = Uy, alors la suite (u, ) est constante.
Remarque :
e Une suite (u,) est dite monotone si elle est soit croissante, soit décroissante ;
e Une suite (u,) est dite stationnaire, si elle est constante a un certain rang.

I5 -Suites arithmétiques, suites géométrique
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I5 1 -Suites arithmétiques

I5 11 —Definition :
Une suite (U,,) est dite arithmétique lorsqu’il existe un nombre réel r appelé raison tel que
pour tous entiers naturels n,p; ona:
Up4q1 = Uy + 7 : Formule de récurrence
Sin=0,alorsu, =uy +nr
Sin=1,alorsu, =u; +(n— Dr
Sin=2,alorsu, =u, +(n—2)r
D’une fagon générale, pour tout entier naturel n et p,ona:
Up = U, + (n — p)r : Formule explicite
Retenons bien :
Pour démontrer qu’une suite est arithmétique, il suffit de prouver que la différence entre
deux termes consécutifs est constante, i.e. : Up,1 — U, =1,n € N.
I5 12 -Somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique:

(Up)n, estune suite arithmétique,vn € N,on a:
Up+Up+ 4 Up=nx 220 ot Ug+ Uy + Uy ot Upq = nx 220001

2

En particulier:14+2+3+4+ -4+ n= n(n2+1).

I5 , -Suites géométriques
I5 5 1 — Définition :
Une suite (u,) est dite géométrique lorsqu’il existe un nombre réel q appelé raison tel que
pour tout nombre entier naturel n,p; On a:
Up41 = qUy : Formule de récurrence)
Sin=0,alors: u, = uyq"
Sin=1,alors: u, = u;q" !
Sin =2, alors: u, = u,q" 2
D’une fagon générale, pour tout entier naturel n et p,on a:
u, = u,q™ P: Formule explicite
Retenons bien :
Pour démontrer qu’une suite est géométrique, il suffit de prouver que le quotient de deux

A .
termes consécutifs est constant, i.e. : == = q,(q € N)
Un

I5 , » -Somme des termes consécutifs d’'une suite géométrique:
(Up)n, estune suite géométrique de raison q,(q # 1),vyn € N,ona:

1—qn+t 1-q"

U1+U2+...+Un=UnX 1-q etU0+U1+U2 "'+U1’l—1=U0X1_q

I5 3 —-Convergence et divergence d’une suite :
e Une suite (U,) est dite convergente lorsqu’elle admet une limite finie (1) lorsque
n — +oo
e Une suite (U,,) est dite divergente lorsqu’elle admet une limite infinie(o) lorsque
n — +oo
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il Limite d’une suite numérique :
II; —Calcul de limites
I, 1 -Propriété:
Soit (u,), une suite definie par : u, = f(n) ou fest une fonction numérique. Si f a une
limite en +o0, alors (u,,) a une limiteeton a:

11m U, = lir}r”n f(x), (laréciproque est fausse)
n-+ n—->+0oo

Exemple :

x%+1 . . n?+1
e lim ln( = ) = 0, donc la suite (v,),, de terme général v,, = ln( e ) converge

n—-+oo
vers 0.

e lim (xcos —) = +o0, donc la suite (wy,),, de terme généralw,, = n cos— L est
n—-+oo

divergente.
II, -Convergence d’une Suite arithmétique et géométrique.
II; ;1 -Théoréme :
1) Soit (uy)nn € N, une suite arithmétique de raison r,v n € N,u,, = uy + nr

e Sir>0,alors: lim u, = lim (nr) = +; (u,), est divergente ;
n—-+oo n—-+oo ’

e Sir=o,alors: lim u, =u, lasuite (u,) converge donc vers u, ;

n—-+oo
e Sir<o0,alors: lim u, = lim (nr) = —, (u,), est divergente ;
n—-+oo n—-+oo ’

2) Soit(u,),n € N, une suite géométrique de raison g et de 1% terme uy # 0,u, = upq™
e Si|g| > 1, alors la suite (u,) est divergente.
e Silg| < 1, alors la suite (u,,) est convergente.
e Si|gl| =1, alors la suite (u,) est stationnaire (u,, = ug)
II, , —Propriétés et comparaison:
On consideére les suites (u,) ,(v,) et(w,) et [ un nombre réel.
e Si(uy) et (u,) sont convergentes et si a partir d’un certain indice (rang), u, < v,

alors lim u, < lim v,;
n—-+oo n—+oo

e Sia partir d’un certain rang, u,, = v, et hrn v, = +o0, alors limu,, = +o

400 n—-oo
e Sia partird’'un certain rang, v, < u, <w,et lim v, = lim w, =1,
n—-+oo n—-+oo
alors lim u, =1;
n—-+oo
e Sia partir d'un certain rang, u, < v, et lim w, = —o0, alors lim u, = —;
n—-+oo n-+oo

e Silasuite (v,) est telle qu’a partir d’un certain rang partir, on ait :
lu, — | <v, et hm vn—O alors lim u, =1

n—-+oo
II3 -Convergence d’une suite monotone :
e Toute suite croissante et majorée est convergent ;
e Toute suite décroissante et minorée est convergente ;
e Toute suite croissante et non majorée diverge vers +oo
e Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —oo
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II3 -Image d’une suite par une fonction:
II3 1 -Propriété :
Soit f une fonction, Df son domaine de définition et (U,,)une suite d’éléments de Df.
Si lim u, = Oet lim f(x) = [, alors lim f(u,) = l.(finie ou infinie)
n—-+oo n-a n—-+oo
II; , —Autre propriété :
Soit g une fonction continue sur un intervalle k, (U,)une suite a valeur dans k définie parla
relation de récurrence u,,1 = g(u,)
Si (u,) est convergente, alors sa limite est une solution de I'équation g(x) = x.
La solution « de cette équation est un point fixe de g.
Retenons bien :
Si g(x) = x n"admet pas de solution, alors (u,) est divergente.
Si(u,) converge vers [ et si f est continue en [, alors : f(I) = L.
I1, -Croissances comparées des suites a™, n* et In(n) :
II4 1 —Propriété :
Pourtoutn,etVa € Rona:

. o]
e Six >0, alors lim n—;=0

n—-+oco n
a
e Six>1etx> p,alors; lim n—n=0
n-+oo a
a
e Si0<a <letx<O0,alors lim = =+oo
n-+oo a

II; - Suites adjacentes :
II; 1 —Définition :
Soit (u,) une suite croisante et (v,,) une Suite décroissante. On dit que (u,)et (v,) sont
adjacentessi: lim (v, —u,) =0
n-+oo
Deux suites adjacentes convergent et ont la méme limite.
Exercices d’application
Exercice 1
U =1
Soit (u,) la suite définie par : {un+1 e
Un+3
1) Calculer u,u,, u; etu, et prouverquevVn € N, u,, +1 > 0.

2) Démontrer que la suite (v,,) définie sur N par: v, = — est une suite arithmétique.
n

3) Exprimer v, puis u, en fonction de n et étudier la convergente de la suite (u,).

Exercice 2
uO = 1
On considére la suite u définie sur N par : _ 2uy
Upt+1 = wnt2

1) Démontrer que la suite v,, = — est une suite arithmétique. Préciser sa raison et son

Un
premier terme.
2) Exprimer v, en fonction de n, puis u,, en fonction de n.
3) Calculer vy + v{ + -+ + v, en fonction de n.
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4) Etudier la convergence de la suite u.
Exercice 3
uo == 0

1) Soit u la suite définie par : 1
) P {un+1 = E,VE N

a) Calculer uy, u, etu,

b) Comparer les 4 premiers termes de la suite u aux 4 premiers termes de la suite W

définie sur N par : W, = %

2) Soit v la suite définie par : v, = In (%),VE N

a) Montrer que vy + v, + V3 = —In4
b) Onpose:s, = vy + v, + -+ v,. Exprimer s,,en fonction de n.
Exercice 4
uO = 0
On considére la suite (u,,) définie par : _ 3up+2,VEN
Upt+1 = Up+2

1) Démontrer que pout entier nde N, u,, # 2
2) Onpose:Vnzun—H;VEN

Up+2
a) Montrer que (V},) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le
premier terme v,.
b) Exprimer V}, en fonction de n
c) En déduire u, en fonction de n
d) Calculer la limite de (V},) lorsque n tend vers 4o
e) Calculer en fonction de n, lasomme s, = vy + vy + -+ + v,
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Chapitre 12 : LES INTEGRALES
l. Intégrale d’une fonction continue

I, -Definition de I'intégrale d’une fonction continue
Soit f une fonction continue sur un intervalle |, a et b deux éléments de I.
On appelle intégrale de a a b de, le nombre réel F(b) — F(a) ou F est une primitive de f
sur l.
On note : f;f(x)dx = [F(x)]2 = F(b) — F(a))
On calcule une intégrale, il y a au moins une étape de calcul ol I'on détermine une primitive
F puis une étape de calcul ol I'on calcule F(b) - F(a).
Exemple :
Calculer :

1
a) J; xdx
2
b) [ x%dx
Y
c) J; cosxdx
I, -Propriété
Soit f une fonction continue sur un intervalle |, a et b deux éléments de .
a
1) [ f(x)dx=0
b a
2) [ f(x)dx =~ [ f(x)dx
c b a
3) [, fCodx= [ f(x)dx+ [ f(x)dx
I3 -Linéarité de I'intégrale
Propriété
f et f sont deux fonctions continue sur un intervalle I.
b b
1) [Jaf(dx=af f(x)dx
b b b
2) [Y(af +Bdx = a [} f(x)dx+ B [. g(x)dx
b b
3) fa —f(x)dx = —fa f(x)dx
Exemple :
A
Calculer : I = [ cos®xdx
I3 -Signe de I'intégrale
Propriété
f et g sont deux fonctions continue sur un intervalle | et a et b deux éléments de I.
- Sif =0sur[a;b], alors f:f(x)dx >0
. b b
- Sif < gsurla;b],alors fa f(x)dx Sfa g(x)dx
I, -Inégalité de la moyenne
Propriété :
Soit f une fonction continue sur un intervalle | a et b deux éléments de I.
1) Si pour tous réels m et M et pour tout élément x de [a; b], m < f(x) < M, alors :

m(b—a) < [, f(x)dx < M(b - a).
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2) Si M est un réel tel que pour tout élément x de [a; b], |f(x)| < M, alors :
b
S f)dx| < M(Ib - al).
il. Technique de calcul d’intégrale :

II; - Technique de base

1. 1-Primitives usuelles
Tableau des primitives

Fonction u u'e u'u” u' xvou
u
Primitive In|u| e ustt vou
a+1

Exemple : Calculer
2 2x+4

a) fl (x2+4x+1) dx

b) JZcosxeS™ dx

c) f_zl 2(2x + 3)*dx
1. 2-Integration par parties
Propriété :
u et v sont deux fonctions dérivable sur un intervalle | telles que leurs dérivées soient
continues sur | a et b deux éléments de I.

b b

Ona: [ u'(x).v(x)dx = [u(x).v(x)]s - J, u).v'(x)dx
Exemple : Calculer

a) fol xe*dx

b) f inxdx

c) lelnTsdx

1. 3-Changement de variables
Propriété :
L R b - . .
Pour intégrer I'intégrale : fa f(ax + B)dx, avec a # 0, on peut utiliser le procéder suivant :

- Faire le changement de variables en posant : u = ax + (3, alors on obtient : du = adx ;
- Utiliser I'intégrale : fff(ax + B)dx = fu(b)lf(u)du =1 ab+ﬁf(u)du

u(a) a a’aa+f
Exemple : Calculer
a) f__32\/x+__1dx
b) [, dx
c) folx\/mdx

1. 2-Integration des fonctions paires, impaires et périodique

Propriété :
1) Soit f une fonction continue sur un intervalle | symétrique par rapport a I'origine.
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- Si f est paire, alors : f_aaf(x)dx =2 foaf(x)dx ;
- Si f est paire, alors : f_aaf(x)dx =2 foaf(x)dx
2) Soit f une fonction continue sur R périodique de période P.

Pour tous nombres réelsa et b, on a:
b+p

- f(x)dx = f;f(x)dx

a+p
a+p _ (P
- [T fodx = [ f(x)dx
II, - Intégration de fonctions particuliéres

2. 1-Intégration de fonctions trigonométriques
Exemple :

3
Calculer [2(cos®xxsins + 3sin®x)dx

2. 1-Intégration de fonctions rationnelles
Exemple : Calculer

101
a) |, ———dx

b) [ ———dx

x(x2+1)

2 8x+5
<) Jb 2x2+3x+1

Exercice d’application :

1) Ondonne I= [2(cosx)?dx ;] = fg(sinx)zdx
a) Calculerl+] et -]
b) En déduire Iet]

Vs
2) On considére les intégrales I et J suivantes : I = f04 (x + 1)cos?xdx et

] = foz(x + 1)sin®xdx
a) Calculer[+] et [—]
b) En déduire I et)

T
3) On consideére les intégrales I et J suivantes : [ = f N sin?xcos*xdx et

J = [ cos?xsin*xdx
a) Calculerl+] et -]
b) En déduire Iet]

158



Bibliographie

e Bampena Youg E, Terminale SM, Analyse et probabilité, volume 1, Collection Maths
faciles, Edition Sopecam 2012, paru en 2013.

e (. Gauthier, Ph. Roger, C. Thiercé, Analyse Terminale (Cet E) nouvelle édition,
Hachette, septembre 1986, parue en Aolt 1988

e (.Talamoni, V. Brun, JP. Beltramone, J. Labrosse, A.Truchan, O.Sidokpohou, C.
Merdy, Déclic Maths Terminale S spécifique, Edition 2012 Paru le 16 mai
2012 Scolaire / Universitaire

e CIAM, Mathématiques Terminale SM, Edition Edicef 1999, paru en novembre 2004 ;
CIAM, Mathématiques Terminale SC, Edition Edicef 1999, paru 2013

e Nana Léopold, Mathématique Terminale S, Collection Le Zénith, Edtion N.A.G

e V.Tégninko, D.Sielinou, A.Bouda, R.Pokam, R.Boudy, C.Fouod;ji, L’Excellence en
mathématiques Terminale(D), Edition NMI Education, 1°° Edition, parue en 2014








