UITES NUMERIQUES Terminale

LECON |SUITES NUMERIQUES

» Calculer la limite d'une suite ; .
» Montrer qu'une suite est convergente en utilisant les calculs des limites, et les théorén
de convergence des suites ;
» Montrer qu'une suite u définie par u,,,= f{u,) est convergente en utilisant les inégalités
accroissements finis.

1.CALCULS DES LIMITES DES SUITES :
SUITES CONVERGENTES

s
—

 Prendre un bon départ

a) Chacune des suites suivantes est définie par son terme général :

2 — n
un:n +n I;V’IZhl(n+2) 5 =g 7 = ]+l) :
4dn+3 n n

|
x,=n(e"—1);y, =nln(1+ l).Calrculer la limite de chacune de ces suites quand n tes
n

Citer celles dont les limites sont des nombres réels.

b) u est une suite numérique et / un réel .

Montrer que si |u, —/| converge vers 0, alors u converge vers /.
Soit une suite v telle que |u, —/|<v, & partir d'un certain rang .

Montrer que si v converge vers 0, alors u converge vers /.

» Une suite de terme général u, est convergente lorsque la limite de %, quand n tend
est un nombre reel. Sileréel [ est cette limite, alors on dit que la suite u converge
+ Si une suite admet une limite qui n'est pas un réel ou si elle n'admet pas de limite,
alors on dit que cette suite diverge.

» Si o est la limite de la suite « , alors on note : limu, = o ouu —« quand # —> +3

F
H—¥o0

:'-'-".':_' Soit u, =€, lim (-n+1)=-o0; limu, =0.

X+

La suite u est convergente et converge vers 0.
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e v telle que v, = In(n” + n—1) a pour limite -+oo.

#e v est donc divergente.

iE w telle que w, =a” pour a <—1 n'admet pas de limite en +co. Elle prend en effet
feurs alternées quand n change de parité.

gnsi une suite divergente.

fa <1, alors w converge et converge vers 0.

que

ipriétés sur les limites des fonctions restent valables pour les limites des suites. En effet,
pite d'une suite lorsqu'elle existe est unique.

Bat 1 et v deux suites convergentes qui convergent respectivement vers ¢ et ¢’ alors,
ites u + v et uv sont convergentes et convergent respectivement vers ¢+ ¢ et ¢ ;
#).alors la suite u/v converge vers ¢/¢’

= v, pour tout entier n > n, ol n, est un entier naturel donné, alors ¢ < ¢":

ﬁst une suite telle que u, <w, < v, et si¢=¢, alors w est convergente et converge vers £.
: suite convergente est bornée.

lune suite numérique et / un réel .
I| converge vers 0, alors u converge vers /.
e suite v telle que |u, —/|<v, a partir d'un certain rang .

Baverge vers 0, alors u converge vers /.
SEquence, une suite qui n'est ni majorée, ni minorée est divergente.

exercer |

dier la convergence de chacune des suites u définie par :

n+1In2n ( n] 2n
: s, =———— U =n|l+cosn — | ;u,= ;
—n> In3" —n? 12 \/n2+n—n\5

2n+3n n’ +e"
24 5n+1—-nv2 e ————— i, S,
2n—3n n—e

Suite u est définie pour tout entier naturel non nul n par :
M
H 3
7?11 +2n  2+2n+1
Bculer les trois premiers termes de 1a suite w.

!, ..'. +

@mbien y a-t-il de termes dans I'expression de u,, ?

: : 2n 2(n+1
iiontrer que pour tout entier n € N*, ——1 fu, < g
n+ n

Il deduire que la suite u converge , puis calculer sa limite.
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2. CONVERGENCE DE LA SUITE (") OU a EST
VOMBRE REEL DONNE

Prendre un bon départ

1) Soit t un nombre réel donné, u la suite définie par u ="

Tustifier que si ¢ > 0, alors pour tout entier naturel n, u, =e"™.
Montrer que si 0 </ <1, alors u, a pour limite 0 quand » tend vers oo,
Justifier que siz>1, alors lim u, =+ ,

x>+

2) Soit @ un nombre réel de l'intervalle ]—1;0] et # un entier naturel quelconque.
Montrer que |q| apparti ent 4 l'intervalle [0;1]

LAl gt

Calculer alors les limites des suites x, y, z et  suivantes :

(_z]n [4)n [SJH [e_lJrH-S
%=1 S|z sE==| o=l — | +T.
3 5 4 e

En déduire que :

* Soit ¢ un nombre réel. La suite (a”) converge dans le seul cas ot —1< asl.

si —l<a<],alors ]im(a")=0 -

sia=1, alors lim (¢")= 1;

B—4-00

sia > 1, alors la limite de (a") est +o .
sia< -1, alors (a") n'admet pas de limite.

n

NETIIpIE : ’ . i !
a) Soit la suite u définie par u, = 3—n+ 1. Déterminons la limite éventuelle de la suite

. y e\
Soit n un entier naturel, u, = (g) +1.

| On sait que e <3 ; etalors 0< §<1. Il vient que lim [E) =0; lim [g—) +1=18

n—+o| 3 it—p+too
! La suite u est convergente et converge vers 1.

i I

wd Calculons la limite de 1a suite v.

12964
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put entier naturel n, v, == o

e 0 < % =1 (5] converge vers 0 et ainsi (v, ) converge vers _IT =-1.

; uy =3 .
gefinit la suite u par < ° pour tout entier naturel .
U, =U +5

n+l

(i) Calculons u, et u,.

Be la relation de définition de la suite u, on a 4u, =u, +5 et 4u, = u, +5.

(i) Soit @ un réel et v la suite définie par v, =u_+ a. Déterminons Ia valeur du réel a
S v soit une suite géométrique.

fun entier naturel quelconque.

1 k- 5 1 a 5
kg ta=—u, +—+a=—(y,—a)+—+a=—v ——+=—+4gq
' £ 4 4 . 4 4 4
3a+5
1 4
; . : . 2T 1
Be suits geomeétrique si et seulement si L. 5=0 ;soitg =— %

e 1. o : 1
i€ cas, v est une suite géométrique de raison 3

{iii) Exprimons v,, puis #, en fonction de a.

n

., 0 4

3 3 3

| n—( 1 n 4 1 " 4 5
~ XV = —| X= etun=vﬂ~a= — | x—=4—,
4 S B 3 3

jisque % est dans l'intervalle ]—1;1[, lim [lJ =0 .

n—tw| 4

A—>+o0

; 5 : v s
= lim », = 5 Les suites u# et v sont ainsi convergentes.

(iv) On pose V =v; +v, +...+v, et U =uy +u, +...+u,.

B )
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—V—Ex(n+l)—— 3X[[4J 5 1} - (n+1)

Puisque Iim [lj =0, IimV :E et lim U =—o.

s+ n—p4c0 9 n—+400

Remarque

Une suite géométrique est convergente si et seulement si sa raison appartient a 'inters
§ 1-1:1].

w,=2v, +6.
1

=—V i
3 n—1

a) Démontrer que la suite w est une suite géométrique dont on déterminera le premier &
et la raison.

b) Donner les expressions de w, et de v, en fonction de .
c) Calculer les limites des suites v et w.

d) Calculer S, = wy+w, +w, +...+w, = Zwk et calculer la limite de S, quand n tend
k-0

1.d On considére la suite u définie par u#, = 2 et pour tout entier non nul n, u, =2u,_, -
Déterminer le réel a de fagon que la suite v définie par v, =u, +a soit une suite géome

Exprimer v, en fonction de n et calculer :V, =v, +v, +...+v, et U, =u, +u, +...+u,.
Calculer les limites des suites u,v,U et V .

3. SUITES CROISSANTES ET MAJOREES OU
DECROISSANTES ET MINOREES.

P22 Prendre un bon départ

Soit la suite # définie par : u, =1 et pour tout entier naturel #, u,, =12+u, .

a) Montrer par récurrence que la suite # est croissante et majorée par 4 .
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¥ que la suite u est minorée par 0.
Bfinit la suite v parv, =4 —u .

1

i gue pour tout entier naturel n , v, < PRy

n+l

. L
gue pour tout entier naturel n, O<v, < (ZJ X Ve

% les limites des suites v et u.
[enir.

sttra la propriété suivante :
ite croissante et majorée ou décroissante et minorée est convergente,

SEE 2 w Rl v . & . 4

BRSO, Ak

CetkE

est définie par :

& pour tout entier naturel n, u,,, =,/6+u, .
fons par récurrence que u est strictement croissante et majorée par 3.

irons que u est strictement croissante. Montrons que pour tout entier naturel

= V6 ; u, =0. Donc u, <u,.
entier naturel quelconque tel que u, , <u, . (k>1)

BS que u, <u;,,.

s, <u,, ona 6+ u,_ <6+u, etdonc \/6+uk_, < \/6+uk . Soit u, <u, ;.

§ principe de la preuve par récurrence, pour tout entier naturel n, u_<u_,,.

$u est donc croissante.

Birons par récurrence que u est majorée par 3. Montrons que pour tout entier
u <3.

o, <3.

entier naturel & tel que u, <3 . Montrons que u,,, <3.

3, ona 6+u, <6+3; 6+u, <9.

B2, </9=3.Soitu,_ <3

& u est donc majorée par 3.

E u etant croissante et majorée , on peut conclure qu'elle est convergente.

<3—un

rons que pour tout entier naturel n, 3—u
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(3-\6+x, X3+,/6+u")
3—u,, =3—J6+u, = Ty

_I-ORE) | R o 1 G-u )<3—u
3+/6+u, 3+46+u, 3+.6+u, " T
=

Car 3+,6+u_ >3, dou3-u < 5 z

¢) Calculons la limite de la suite u.

. : 3-u 3=u
Soit z un entier naturel. 3—u, < -l <

Finalement, 3 -, < i

m

Puisque u est majorée par 3, 0 <3—u, <3x (%) i

lim(o) = lim 3[%—] =0. lim(3-u,)=0dou lim(x )=3

n—@ n—p+0 n—3+2

Remarque

* Si une suite est croissante et non majorée , alors sa limite est + oo.
* Si une suite est décroissante et est non minorée , alors sa limite est — oo.

/ .
 S'exercer
L.e La suite u est définie par u, =—2 et pour tout entier naturel s, u_,, = L 0, +3.

(1).Calculer les cing premiers termes de Ia suite .

(ii).Montrer par récurrence que la suite u est croissante et majorée par 6

(iii).Conclure.

(iv).Montrer que la suite v définie par v, =u, —6 est une suite géométrique dont on pi
le premier terme et la raison.

(v).Exprimer v, et u, en fonction de n. Calculer les limites de v,

puis de u.

2x-16
x—6

(ii). Etudier les variations de la fonction f sur l'intervalle ]—o0;6].

1.f Soit f définie sur ]—o0;6[ par /' (x) =

(iii). Donner l''mage de l'intervalle ]—o0;6[ par / .
2u,—16

On définit la suite u par 1, = 2 et pour tout entier naturel non nul n, u,,, = z
i -
i
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Br, ctu,.
B que la suite u est strictement croissante

Ergue la suite u est majorée par 4. Que peut-on en déduire pour la suite 1 ?

& v définie par v, = .
u,—4

IS que la suite v est une suite arithmétique dont on précisera la raison.

lmer pour tout entier naturel n, v,, u, en fonction de n. Calculer alors la limite de
e u.

ITES DEFINIES PAR UNE RELATION DE LA

IRME u,,, = f(u,) out f EST UNE FONCTION
IMERIQUE.

1dre un bon départ |

8t definie par : 4, = 0 et pour tout entier naturel #, U, =16+, .

‘_'-n définie en x par f(x) = J6+x.

guant que ., = f(u,), représenter les cinq premiers termes de la suite u sur l'axe des
n repére orthonormé du plan.

njecturer graphiquement sur la convergence de la suite # ? Donner une valeur

B cette limite si elle existe , par rapport 4 I'abscisse d'un des points communs & la

€t la droite d'équation y = x.

Bdans R, 'quation f(x)=x.

& graphiquement la limite de la suite 4?

it

ite définie par la donnée de u, et de la relation de récurrence u,., = f(u,) pour tout
el 7.

st convergentc et converge vers a, et si f'est continue en a , alors g est une

2 I'équation f{x)=x.

#ant que la suite u définie par u; =2 ot 3u,,, =u_+6 est convergente, calculons la

! 1
BB suite u. v, =—3—un +2.

i pour laquelle u,, est I'image de u,, est la fonction f définie parf(x) = %x+ 2
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La limite de u est solution de I'¢quation f'(x) = x. Cette équation a pour solution 3.
La suite u converge vers 3.

Exercice réesolu
Enonceé:

[ est la fonction définie sur R par f(x)=(2x+1)e™”

1) Etudier les variations et dresser le tableau des variations de la fonction f sur R,
2) Soit I l'intervalle [1;%} :

a) Montrer que f(I) c L.

3
5
¢) En étudiant les variations de la fonction g définie par g(x) = f(x)—x , montrer que'
f(x) =x admet une seule solution @ dans I.

b) Montrer que pourtoutréelxde I, | f' (x)| <

d) Montrer que si x et y deux réels queconques de I,
3
| f(x)-1f(»)] S—iglx—yl-

¢) En déduire que pour toutréel x de I, | f(x)—a| Szi |x—a].
e

3) On deéfinit la suite u paru, =letu,,, = f(u,) .

n+l T

a) Montrer que pour tout entier naturel , u_ € 1.

b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel »,

: 3
@® [#,,~-al| < o

(i) |u, —a| < %[%) .

¢) En déduire que la suite # converge vers a. b
d) Déterminer alors le plus petit entier naturel p tel que u,, soit la limite de » a 107

Solution.
1) f est définie et dérivable sur R et pour tout réel x,
fi(x)=2e" -7 2x+D)=e"2-2x+1) )=(1-2x)e".

Puisque e est toujours positif, /' (x) est du signe de 1-2x.

; 1 . .
J est croissante sur }—00;5] et décroissante sur l'intervalle |:~;—;+00|:.

f(})=2¢" lim f(x)= lim 2xe™ +e*)=0+0=0; lim /(x)= lim (2x+1)e ™ =
il X3+ T——m T——m

| 4.2
2) 1—[1,4}.
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- ]‘ ” .. . .
e l'intervalle I est contenu dans [5 ;+oo{ ./ est décroissante sur I et ainsi,

[%}f(t)} 0rf(1):3e‘*=— fm 7 -?1:5 s,

~J

2

%] sont tous dans l'intervalle I ; done, (7)< 1.

irons que | f'(x)| < 2i sur L.

3

p< ona: —§$—2xS—2; -551—2x5—1;

2
4?

fe <(1-2x)e™ < ¢

5 5
aent —%e‘l <Sf'(@)<—-e* = ()] <max[% e'se 4}:%3“ 3

- 3
i '(x)| <— avec3<2eet0<i<l.
' 2e e

ons la fonction g définie en x par g(x) = £(x) —x.
= f'(x)—1. Puisque f '(x) < 0 sur I (car /' décroissante), g () <0
bnc decroissante sur I. g est une bijection de I sur g(J).

3 3—e 5 5 5 7
) -l=——l=— ;g = |=f| = g —1,25 =~ —0,247.
O e e g(éJ f(4} 4 2

0 : g(%) <0. L'intervalle g(/) contient 0 et donc I'équation g(x)=0
ane unique solution dans l'intervalle L

it continue et dérivable sur l'intervalle I et & dérivée bornée par i
e

I'inégalité des accroissements finis, pour tout couple (x; y) de réels

(- 70)] <= lx-y1.()
e

gemplacant dans l'inégalité (1) ypara,ona | f(x)—a < -21 |x—a|.(2)
e

@efinit la suite u par uy =let u,,,=/(u,) .

Birons par récurrence que u, € /.

i, €[ ;

#Soit 7 un entier naturel tel que u, € I. Montrons que u,,, 1.

WS que 'image par f° d'un élément de I appartient 4 L
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Par hypothése u, e I etu,,, = f(»,). Douu,, el.
D'apres le principe de démonstration par récurrence, #, € I, pour tout entier naturel s

3 3
f) En utilisant l'inégalité (2) et en remplagant x paru#,,ona |u, ,—a| < o |lu, —a |8
e

n+1

. 1 i ;
g) Montrons par récurrence que |u, —a| <—| — | , pour tout entier naturel .

4\ 2e
5 L o s
. luo—air_:|1—a| < Z—l‘; [uo—ﬂl Szﬁz[gj <

: ; L[ 3.y
« Soit n un entier naturel tel que |u, —a | 52[2—) :
e

n+l
Montrons que |u,,, —a| Sl(i] - @)
4\ 2e

D'aprés l'inégalité (3), |u

n+1

—-a| < 53— |u, —a| et daprés I'hypothése de récurrence,
e

n ) 1 n
|lu, —a| < l[i .l vientque |u, , —a| S—S-x— s :
4\ 2e ' 2e 4\ 2e
. Ay - s pl2==20 : :
soit |, —a| < B e D'apres le principe de démonstration par récurrence,
e

1 3 4 - il = x = = -

|lu, —a| < 7192 pour tout entier naturel #. L'inégalité (4) est équivalente aux ing
e

1 3 n " n " R .
__(_} Sun—asl E. etdonca—l — Su"£a+l = . De plus, lim.
4\ 2e 4\ 2e 4\ 2e 4\ 2e n—>ciy

3
—- =11,
car 2ee](],, [

De lim a—l o = lim a+l LA , la suite () a pour limite a.
e 4\ 2¢ B0 4\ 2e

Cette suite est donc convergente et converge vers a.

Déterminons alors le plus petit entier naturel p tel que u,, est la limite de » a 10~ ps

Dire que u, est la limite de u a 10™ prés, c'est aussi dire que a est une valeur appra

P
utpé.lf)*‘l pres. Ainsi, |u, —a| SlO"*.Or]up—al Si—(zij :
e

# P
Il suffit que l(i) <10™ ; soit 4{-2—6] =10" .
4\ 2e 3

m[4x[333] len(lo“) < In(4) + pln[?)z‘”fl(lo) ;
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H2e)—-In(3)) 24In(10)—In(4) ; p(l+ln(%D >4In(10)—1n(4) ;

10
- ]n4;soit 2355,

4

ipetit entier naturel plus grand que 5,35 est 6.

. u, ou p 26 sont les valeurs approchées de la limite de la suite

g incertitude de 0,0001.

fealculer u, de proche en proche, plus rapidement par une programmation
F certains logiciels 2 l'instar de «sinéquanony.

>Xercer

ie sur [0;+o[ par /(x) = 2.
gr les variations de f sur [0;+oo].

des variations de la fonction g: x> f(x)—x pour x € [0;+o0f.

i que I'équation f'(x) = x admet une seule solution o, dans [0, +oo| et que % <a < 2 .

4
3
fgue /(J) c J.

i que pourtoutreéelx del, | f'(x)| < %
ire que pour toutréel xdeJ, | f(x)—a | 5%|x—u e

1 ; 1 .
mit la suite u paru, = 5 et pour tout entier naturel n, u_,, = f(u,).

et par u, est un élément de J.

: 1
er que pour tout entier naturel n, |u,,, —a| < = lu, —a
jire que pour tout entier naturel n, |u_—o| < S

i que la suite u est convergente et converge vers .
Bmer un entier naturel 7, pour que u, soit une valeur approchée de o 4 107 pres.

feette valeur approchée.

(305



UITES NUMERIQUES Terminale |

has ) e : 8u —6
|.h On considere la suite u définie par u, =9, et pour tout entier naturel n, u, , =—* i
u +1
1. Etudier graphiquement la monotonie et la convergence de la suite # (On représenterall
8x—6 ]
x+1
2. Démontrer que la suite u est décroissante et minorée par 6.

courbe de la fonction f:x —

4]

o ; : 2
3. En utilisant les propriétés de la fonction f, montrer que |u, , —6| < = |u, —6],

. 2N " .
lu,—6<3x [5j , puis montrer que la suite la suite u est convergente et converge ves

’ By ; u —6
4. Soit v la suite définie pour tout entier naturel n par : v_ = —2 !
e

a) Montrer que la suite v est géométrique.
b) Exprimer v, , puis u, en fonctionde n .

Démontrer alors que la suite # converge vers 6.



RITHMETIQUES ET SUITES
IGEOMETRIQUES

fime d'une progression
#est 11, sa raison est 13. Calculer
B8 compris entre 1983 et 2050.

ihmcétique de 80 termes a pour
B0 et pour dernier terme -402.
femier terme et la raison de cette

ideux reels, (u,) une suite réelle

= plapth).
que la suite u est arithmétique.
le premier terme et la raison de

i€ suite de cing termes sachant
e cst 285, leur produit
B que leur raison r est comprise

i

§ suite géométrique u
gelle que u, x u, = 144 et
163, et donc tous les termes sont

pmetrique v est telle que :
20
G

¥ laraison de v et

..V .

CetE

Terminale

S’ENTRAINER

©

Les réels a,b,c vérifient les conditions
suivantes :

a,b,c sont dans cet ordre , trois termes
consécutifs d'une progression arithmétique.
b, ¢, a sont dans cet ordre , trois termes

consécutifs d'une progression géométrique.
at+b+c=12.

Calculer a,b,c.

8/

Une personne a placé une somme S aupres

d'une banque. A Ia fin de chaque année,
l'intérét de ce placement est égal au 5% iéme

de la somme placée en début d'année.
Les intéréts ne sont pas retirés et produisent
eux-aussi les autres intéréts.
a. Quelle est la somme due & ce placement
a la fin de la n-iéme année ?
b. Pendant combien de temps au moins devra
durer ce placement pour que la somme due
soit supérieure & 2S ?
©
u est une progression géométrique .
a. Montrer que u, xug = (1,)%.
b. Calculer u,, u,, u,, u,, u. sachant que :
u, >0
u, Xu, =81
U, +u, +u, =39
10
Solent x, y, z trois réels distincts deux a deux
=0
tels que 1 (x, y,z) est géométrique.
(3x,2y,z) est arithmétique.

Calculer la raison de la suite géométrique.
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&

Soit (u,)la suite definie paru, =1; u, = 4 ;

pour tout entier naturel n,u,,, =-3u,, +4u,.

n+l n+1

a. Montrer que la suite v, définie par

v =u , —u, estune suite geometrique .

b. Calculer v, en fonction de n. (On évaluera
dabord s, =v _, +v _, +...+ v, en fonction
de n, puis en fonction de 1, —u, et en déduire
l'expression de u, en fonction de n.

&

Un litre de super coiitait 375 francs cfa au
premier janvier 1987.

a. En supposant une augmentation réguliére
de 10% par an, calculer le prix du litre de
super au premier janvier 1990.

b. En quelle année le prix du litre de super
sera-t-il au moins le double de ce qu'il était
au premier janvier 1987 ?

Soient les suites définies par :

d, = 2; b, =3 ; et pour tout entier naturel n,

1
au-i-l = g(Ban i 2bn)

- -bm—l = ‘;_(zan * Sbﬁi)

1. Soitu definie paru, =a, +b,.

a. Pour tout entier naturel », exprimer #,,, en
fonction de u,, .

b. Calculer u, .

2. Soit v la suite définie parv, =a, —b,.
a. Calculer v, en fonction de v, .

b. En déduire l'expression de v, en fonction
de n.

c. Exprimer a, et b, en fonction de #n, puis

calculer les limites si elles existent des suites

(a,)et(b,).

&

1.n étant un entier naturel, résoudre 1'équation
In(7°x) = 2n.

1308
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2. On considére la suite v définie par
n(7"v, =2n.

a. Calculer v,
b. Montrer que la suite v est géometria
déterminer sa raison.Calculer la limite
suite v.
c. Determiner un entier 7, tel que, po
entier n >n,, v, > 100 .

&

La suite # est définie par u, = —2 et p§
: 1 _
entier naturel n, u, , = Eu" +3

Soit @ un réel et v la suite définic par
V. =u —a
a. Déterminer la valeur de a pour qué
soit geométrique, puis préciser sa ai
On pose w, =u_—6.
b. Montrer que la suite w est géomels
puis précisser son premier termer ef
c. Exprimer w, et #, en fonction de#
d. Calculer les limites des suites w.
ouS=w,+w +...+w et
T =u, +u+...+u,. (On exprimera 8

et T en fonction de n).

SUITES DEFINIES PAR UNER
DE RECURRENCE DU TYPE

16

Soit la fonction f° definie par :
f(x)=4x+1-xe" .
1. Montrer que I'équation f(x) =08

unique solution B dans l'intervalle

2. Soit h 1a fonction définie sur [

h(x) = 111(4 + 1]
X



TERIQUES

Eque B est l'unique solution de
v, (x) = X.

ples variations de la fonction h

Fque limage de [% ;2] est une partie
i ¢ 3
et que pour tout réel x e {E ;2} :

fire que pour tout réel x de {%;2],

1
e
E. ¢

 Semsaae 3
Suite définie par u, = - €t pour tout

el n,u

n+l = h(urz)
fgque pour tout entier naturel #,

.

_ 1
0 <—|u — -
B | mln B

- 3
:tsleo"'

gue la suite u converge vers 3.

Ie plus petit entier naturel 7y
it tout entier naturel n > n,u_ est

@pprochée de B a 107 pres.

gtion / definie par
% et la suite # définie par u, =0

3 i
i + - ; pour tout entier naturel

izt

ant la courbe représentative de la

BN Conjecturer que u est croissante

{309
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o 3
et converge vers un réel de | 0; S
2. Resoudre l'équation f(x) = x.
3. Montrer que pour tout réel x de [O; %}
1 1
- < fllx) <—.
3 ) 3
4. En utilisant l'inégalité des accroissements
finis, montrer que pour tout réel x de
3 5 5l 3
0=, | f(x)——| £ —=|x——|.
02| r-2e L2
5. Montrer que pour tout entier naturel z,
U € [0;3} ;
2
iEsE 3
CHll e et L
i+l 2 ‘/5 [ 2)
3l s
° =S
L [@ } 2
6. Montrer que la suite u converge vets §~
On se propose d'étudier la suite u définie par
Uy =— ¢ty = ¢
0 2 n+] uﬂ o 2 :
1. Soit /* l'application définie dans |- 2;+oo par
e}.’
X)= :
S x+2

a) Etudier les variations de f, puis donner
l'image de [0;1] par la fonction f.
b) Demontrer que : pour tout réel de [0;1],

1 2

=l s

.

c) Démontrer que I'€quation f(x) = x admet une

unique solution a dans l'intervalle [0;1].

2. Demontrer que pour tout en entier naturel 7,
eu, €[0;1];
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* lu-:n-:-l_al £%|un_a1 .

o lu,—a| < [E) .
3

 En déduire que la suite est convergente,

puis calculer sa limite.

&
Soit 1 est la fonction définie par :
flx)=2e" .
l.a. Etudier les variations de la fonction £ sur
l'intervalle [0;+od].
b. Construire la courbe (C) de f, la droite
d'¢quation y = x, et la tangente en (C) au point
d'abscisse 0.
2.a. Montrer que la fonction g: x — f(x)—x
est strictement décroissante sur [0;+oo[.

b. En deduire que 1'équation 1 (x) = x admet

une unique solution positive notée b telle

1
ue —<b<l.
. 2

- "3.a Montrer que pour tout réel x de

1 1
=1L, f(x)e|l—=:1].
31}
1 1
b. Montrer que sur 5;1 , | )= =
4. Soit (u,) la suite définie par
1
u,,=fu,)etu, =
a. Montrer que pour tout entier naturel 7,
“U € |:~£;1:[ :
2

ity ~bIE=]u, 5]

1

n+l
-|unmbﬁ(lJ
>

b. Montrer que la suite u converge vers b.

Terminale (Ci

c. Déterminer le plus petit entier /, el

u, soit une valeur approchée de b a i

AUTRES SUITES.

20

Pour chaque suite («, ), étudier la cos
ou la divergence.

2n+3 2n
1 = 3 2)u =ex =
) N 7n+5 ) ty p7n2+

n—n _
Du, = > ,4)u"—exp( n+

5)u, =In(vn>+4n —n); 6) u, ==

Soit la suite (u,) définie sur N* pas
U = L + —~—-—-1 +
owntEl nte2

1) Démontrer que pour tout entier §

_l_

non nul, on a I'encadrement :

Fi n

<u < 2
Nt +n 5 Vn?+1

2) En déduire que la suite (u,) con

22
La suite u est définie par :

n

n 2 2 2 + . :
nt n?+l n+2n n3
a. Donner le nombre de termes de

b. Démontrer que pour tout entier

bz<%g2m+0

n+l n :
c. Montrer que la suite(x,) < N*4§

convergente et calculer sa limite.
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& la suite (u,) définie sur N* par :

1 :
s
e+ k)(n+k+1)

n>0

B valeur approchée 4 107* preés
et u,.

WCu ., —u cstégala

1 1 12 ]et

' X Ll
B | 2n12 Dns4a

jue la suite (u,) est strictement

e pour tout entier naturel # non
= E Su, < < -
2n(2n+1) \/(rz +1)(n+2)

€ que la suite () est majorée par 1.

g convergence de la suite ().
idire de sa limite ?

limite de chacune des suites

me suit ¢

» 2+ _l It
.

7 5
HZ

| & 1
L ; €n=( n3) ;dnzn(e”—l];
) n+

88 suite u par :

E -l+...+i' et la fonetion f par :
! n!

g ST ———— —r e

Terminale Cet E

M

l.a. Montrer que /' \(x) = —e * x 5{? sur [0;1].
n!

b. En déduire que, pour tout réel x de [0;1],

; 1
f@)] <=
n!
¢. En appliquant l'inégalité des accroissements
: 1
finis sur [0;1], montrer que luﬂ =< o
e n!

d. En déduire que la suite (u,) converge et
calculer sa limite.

2. La suite v est définie par : v, =u_+
nxn!

a. Montrer que la suite v converge vers e.
b. Montrer que la suite u est croissante et la
suite v est décroissante. _
¢. En déduire que pour tout entier naturel -
nu, <e<v .
git la suite (u,) définie par la donnée de u,
tel que 0 <, < let pour tout entier naturel n,
o
i+l 2
a.Montrer par récutrence que pour tout entier

U

natureln, 0 <u, <1.
b.(i) Etudier le signe du polynome

x——2x" +x+1 pour x e [0;1].
(ii). Exprimer u;,, —u’ en fonction de .
(i11). En déduire la monotonie de la suite u.
(iv). En déduire que la suite u est convergente,
puis calculer sa limite.

27

Soit /' la fonction définie sur ]0;+oo[ par
fx)=lnx.

a. Montrer que, pour tout réel x de l'intervalle
[#;n+1] ot n est un entier naturel non nul,

1 1
—< fllx)s=.
n+1 /() n
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b. En déduire que pour tout entier naturel non

1 :
nuln, — <In(n -f-I)—]n(n)él :
n+1 n

1 1

On définit la suite u par :u, =1+l+—+...+~.

¢!
¢. Montrer par récurrence que

L +In(n) <u, <1+In(n).
7

d. En déduire les limites de u,, et de e

In(n)
28

On donne deux suites « et v telles que
#, =3 et v, =1, et pour tout entier naturel

u, +v, s 2u, xv,

nel T n

n u

U, t+v :

a. Démontrer que la suite » est strictement
croissante

b. Démontrer que la suite v est strictement
decroissante.

¢. Montrer que pour tout entier naturel

T <

_d. En déduire que les suites u et v sont

convergentes.

e. Montrer que ;,IEED (it —v =0

f. En déduire que x]g}:m (e )= xlir_ﬂc v,) .
Yocabulaire: Lorsque deux suites vérifient
a),b),c) et e), alors clles sont dites adjacentes.

29

Soit la suite (u,) définie par son premier terme
i, et pur tout entier naturel n non nul, par

i

o n
ui‘l-l-l e oy
i

1) On suppose que l'on a u, > 0.
a) Montrer que la suite () est décroissante
et minorée.

b) Montrer que pour tout entier naturel n non

Termimall

u
nul,onaona:0<y <L

=

¢) En déduire que la suite (1) est@

et determiner sa limite.
2) On suppose que l'on a #, <0.
S'inspirer de la question 1) pour &t

convergence de la suite ().

30

Soit la suite (,) définie sur N pars

1) Calculer les six premiers termes¥
2) Montrer que la suite () est dég
sur N —{0;1}.
3) Montrer que la suite () est con
4) Montrer que pour tout entier naf

2n
(n—12

5) En déduire la limite de la suite (s

31

On considére les deux suites u et v i

distinct de 1, ona 0<u, <

sur N* par :
u, +2v
ulzletunﬂ T
u +3v
v=ildetpy —— =L

n+l

1)On posew, =v, —u,.
a)Montrer que (w,) est une suite géoH
b) Exprimer pour tout entier naturel¥
w, en fonction de n.
¢) En déduire la limite de Ia suite (W
2) Montrer que la suite u est croissaml
majorée par v, et la suite v est décroi

et minorée par u,.

3) Que peut-on déduire des questions
precedentes des suites u et v?

4) On pose : ¢, =3u, +8v,.



| MERIQUES
gue la suite (¢ ) est stationnaire.
Buire la limite de u et de v,

icre la suite (#,) de nombres réels
§efinie sur N* par :

% pour tout entier naturel # non nul,
e=1u, .

ficre la suite (v, ) définie sur N* par

n

Wt entier naturel n non nul, exprimer

ire que (v, ) est une suite

e dont on determinera le premier
@raison. Exprimer v, , puisu, en

__:- er la limite de chacune des suites

2
-~

e la suite (1) définie par son

Bme u, > 2 etparu,  =.2+u, .

¥er que la suite (1) est minorée

BICr que pour tout entier naturel,

u, 2
CETRED)

jre que i u —2=<

i, 2
4
IF que pour tout entier naturel n,

s
.4?}
& que la suite (1, ) converge vers 2.

<

erc la suite (1, ) définie par u, =1 ef
i, + 4
3

fiction de Inw, puis en fonction de v, .

- = — - —

Terminale Cet E

1) Montrer que pour tout entier naturel », u,
est positif.
2) Montrer que si la suite (v, ) admet une limite
[,alorsonal=2,
w2

3)Onposey, = —-+—.
a7

Montrer que (v, ) une suite géométrique

dont on déterminera le premier terme et la
raison. Est-elle convergente ?

4) Exprimer u, en fonction de # et en déduire

que (u, ) est convergente.
35

oy : e 1
On considere la suite (u,) définie par u, = 5

etu,, =u’+— .

16

n+l

1) Tracer la courbe C d'équation y = x° + %

et la droite (D) d'éguation y = x.
Construire géométriquement les cing premiers
termes de la suite (). Quelle conjecture
peut-on €énoncer de cette construction ?
2) Montrer que pour tout entier naturel x,
3

ona lSun <=.
4 4

3) Montrer que pour tout entier naturel.z,

nonnulu,,, —u, etu, —u _, sont de méme

n—1
signe. Déduire le sens de variation de la
suite (u, ).

4) Montrer que la suite (u, ) est convergente.




Chapitre 11

CALCUL INTEGRA

CALCUL PRATIQUE DES INTEGRA

1.1. PRESENTATION-NOTATION.
1.2. PROPRIETES DES INTEGRALES.
1.2.1 Linéarité.
1.2.2 Relation de Chasles.

1.2.3 Autres propriétés des intégrales.

1.2.4 Fonction définie 2 I’aide d’une intégrale.
1.3. CHANGEMENT DE VARIABLE AFFINE.

1.4. INTEGRALES DES FONCTIONS AYANT UNE PAR
DE FONCTIONS PERIONDIQUES.

INTEGRAL.

2.1. CALCUL D’AIRES.
2.1.1 Généralités

2.1.2 Aires des portions du plan délimitées par des courb
simples.

2.2. CALCUL DE VOLUMES.

2.3. CALCUL APPROCHE D’UNE INTEGRALE PAR LA "__
THODE DES RECTANGLES , SUITES INTEGRALES.

S’ENTRAINER




Terminaje C & E

CALCUL PRATIQUE DES
INTEGRALES.

it les intégrales en utilisant :

primitives des fonctions usuelles ; -

inéarite ou la relation de Chasles ;

intégration par parties ;

hangement de variable affine ;

arité ou la périodicité d’une fonction.

s inégalités en utilisant les propriétés des intégrales.

ies fonctions ou les suites définies a I’aide d’une intégrale.

ESENTATION-NOTATION.

Prendre un bon départ
fiction continue sur intervalle I de R. Soient FerG sont deux primitives de f sur L.
BF tout x, élément de I une relation entre F (x)etG(x).

% b deux cléments quelconques de 1. Comparer F(b)—F (a) et G(b)—G(a), puisen
g le réel F (b)—F (a) est indépendant de la primitive de /considérée.

Retenir

fonction continue sur un intervalle I de R, F une primitive de f surl; aetb deux
F(b)-F (a) est indépendant de la primitive de £ considérée. Ce réel est appelé
de aabdes .

-

- b
@ale de @ a b de f senote If(t)dt et se lit aussi « somme de @ abde f(¢)dt ».
iStie notation, le réel ¢ est la variable d’intégration. Une intégrale est indépendante

lisiable d’intégration ainsi: Tf(t)dt = If(x)it - _Tf(u)du:...

i une primitive de £, jf(t)dt =[F(l‘):|: =F(b)=F(a).
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Pour tout élément a de I, ona F( a)-F(a)=0. D’ou J.f t)dt=0.

Pour tous a et b del, F(a)-F(b)=— [F (6)-F(a :I Par suite If(t)dt —If
Soit @ un élément de I. Pour tout x de I, If(t dt (x) F(a)

Soit G ’application de I vers R définie par G(x) =F(x)-F(a).

G est dérivable sur I et G'(x)=F'(x)= f(x) et G(a)=0.

G est donc une primitive de f sur I telle que G(a@)=0.

Si f estune fonction con‘anue sur un intervalle I de R et @ un élément de I, la

IdansO ;telle que x> _[ f (c‘ dt estla primitive de f sur I qui s’annule en a.

1) Calculons I’intégrale A = |cos?xdx.
La fonction f : x> cos2x est continue sur R . 0 et — étant des éléments de
grale A est définie. i
D’autre part, cos2x =2cos?x—1; par suite cos?x = E(I + cost)

T

p 5 11 g by B 7
Icos xdx = I —+—cos2x |dx =| —+—sin2x| == .
s el2 2 2 4 4

0

Calculons B = fsin3xcoszxdx . B est définie car x—sin’(x)cos?(x) est continue su

sur [o, 7. ¢
4
sin’ xcos?x = sin*x(sinx )(cos?x ) =(l = cos"x) cos*x sinx
= cos?x(sinx)— cos*x(sinx)
{ 0
(cos xsinx —cos’x sinx )dx = Pg cos’x +— cossx}

T

R e

3l 2 ] "5l 2 8§ 5 32| 15

sin x

———dv= [-zn[cosxlj = m(coso)]{zn[cosﬂ]

J = []n(2)% —ln2:| = [11?12 —ln2} = —-—l—ln2.
2 2

]
I
B —

)
=
v | &

(316
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B

= j(cost—tsim)dr,
; fEt):tefg(t)zcost,onaf'(t)=letg'(t)=—sinr.

-.=f'(t)g(t)+f(¢)g'(r) =(fg)’ (r) )

Mtive de : 7 > cos?—tsint est la fonction : 7 fcost. Par suite

it —tsint)dt = [r coz)sz‘];r = [;vr cos 7 —0cos 0] = —7.

= jlwl—fzdf pour tout x de[—l; 1] :

3 1
: (I) =1-#? ;u'(:) ==2it= -—%uf(t) t1-¢2 =—%u'(1‘)(u(1))5- Une primitive de la
1
1 -—%u'(t)(w(i‘))E est la fonction : 71 —%[u(t)]% = —%[l —tz]%.

1 3
Pt =~ [1-x].

S’exercer

‘existence de chacune des intégrales ci-dessous et la calculer :

T

| ; ‘
“@x ; B=|cos’xdx :C= J‘sin“xdx = I
!

0

4x—3
5 2x*=3x+ 1
L 0 = 4
€s intégrales suivantes :

4
1 smx
du ; ii) 7))
}[ V2x+ 1 I cosx
Ies intégrales suivantes :

Jl' Jl'

- 2
n*xdx ; ii) |sinxcosxdx ; iii sznerm“dx iv e

J. )-[ )I x*—4x+1
fles mtegrales suivantes :

1 1
L i x+1
~dx ; ii)|xe " dx ; iii)

}[ :';\/xz+2x+2

dx ; iv) [ (x—1)2dx.
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1.2. PROPRIETES DES INTEGRALES

1.2.1 Linéarité

Soient fetg deux fonctlons continues sur un mtervalle Ide R,aerh deux ¢éléments de 1§
primitives respectwes de fetg.

1) Montrer que I[f(t]+g(t):|dt—_|.f(r dr+_[g(t

2) Soit @ unréel quelconque. Montrer que Ia f (r dr= a'J- j'(r)dt.

Retenir

Si a estunréel, ferg deux fonctions continues sur un intervalle I de R,aeth dew
de L, alors :

j[ £ () +g()]de = jf(:)du jg(z)df.
faf t)dt = a_[f £)dt.

--+ Sigetp deux réels, alors J.[af t)+ﬁg(t)]dt aIf r)dt+ﬁfg t)dr.

: Exemple
cos’xdx = — d’apres I’exemple 1. du paragraphe 1.1 Déduisons I’intégrale &

T

0
j.smzxdx I(l cos x)dx

0

ldx -

DTNIH
S
3
I

P
el
|
|
1l
f
|
|
Il
|

G'-—-—.MH%

5 sz;z:}dx I (x+1) +2

jidx j—dx [x], +2[tn|x+1]], 7=3+2

=2

&
J[ _cosi(x)]dx:'{zxcix_fcosz(x)dx:[ﬂz _[mx]z =(z*>-0)—(tan7 — tan 0) =a
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S’exercer

x

2 T
HEs iniégrales suivantes H = I [e : +2x—l]dx ; K= Icosz(x) sin(x)dx
| —r

fiion de Chasles.

-Prendre un bon départ

nction continue sur un mtervalle I de R. Soient a, betc trois éléments de I, F une
i surI

| ”(:)dt:j'f(r)dw_if(r)dr

Retenir

onction continue sur un intervalle [ de R . a,betc trois elements de I, alors

t) dt + _f f(2)dt.(relation de chasles).

—I]dx=i’(—x+1)dx+j(x-1)dx=[—x7z+le {x—z— T —1

0
2

_ —2]dr=!(—x+2)dx+.:[(x—2)dx.

.- 5 2 2 3
- ST N =(—2+4)+(2—6—2+4J=2+ =
2 2 2 2

0 2

: Calculons

J- 2x* +3x— 5
| x+2
-5

+ 3
pr 4 i3 est continue sur Uintervalle [0;2]. Eerivons f (x) sous forme
T wal

. Ainsi :

Slivision euclidienne, on a: f(x)=2x-1-

=j[zx_1_

X+
x+2]dx [x2-x-3in(x+2)] =2-3In2.

(319)
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Exercice Résolu 2:

cos*2xdx et J =

Il
S ey | B
S Tyt |

1) On donne / sin*2xdx  Calculons /+J , J — J et déduisons J et J

z L3 £ z )
* I+J =Ic §22xdx + I n*2xdx = j(cos 2% + sin® 2x)dx = jdx donc I+J = [x]2 —%-

0 0

N : :
== j00522xdx Ism"‘Zxcbc I(COSQZx—Sinz Zx)dx. A—-J= Icos4xdx= !:Z in

0 0 0 0

T

I+J=—

Ona 2 et donc !=J=% .
I-J=0

1
2) Calculons Jlnx+_[[x+ln ]dx
x . i
D’apres la lin€arité de I’intégrale on a: bex dx+ I[Hln ——] = I(an +x —Inx)dx
1

h

jfnx cbc+_[(x+lnl)dx= [lxz] =~e—2—v—l.

1 . x 2 L 2 2

n ¢tant un entier naturel, calculons en utilisant la relation de Chasles
2

I,=[(1-|x-1)" &
=
2 1

Jl-l- )"dr=I(l—(l—x))”mj(l—(x-l))"dx.

-1 -1

1 2
= :[x”dx-i-'[(Z —x)” dx = ﬁ[x"”]l_l —ﬁl:(?d—}c)Ml :|12

:L[ ( 1)"+1]~-—1—[0 1] 11[ _(_1)n+1+1:|=_1‘|:2_(_1)n+1:|.

n+l n+1 n+ n+l
e Si n estpair, n+1 est impair et (-—1) =-1; parsuite I =~3—1.
n+
e Si n estimpair, n+1 est pair et (—1)”1 =1; parsuite I, =%'
n+

S’exercer

1.f Calculer H x=1 |dx

1.g Calculer au moyen de la relation de Chasles les intégrales suivantes:

|sm X—cos xl dx

c‘-—-—.wlﬂ

i) j(lx]~|x—l|)dx ) ﬂcost]dx ; iii)
i 0

1320
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es propriétés des intégrales
~Prendre un bon départ

fonction continue sur un intervalle I de R . aeth deux réels tels que a<5b.

_se que pour tout ¥ de I, f (x) >0 Soit F une primitive de f sur L. 3
Fle sens de variation de F et comparer F(a)etF(b) . Déduire le signe de If(t)dt :

le sens de variations de F et comparer F(a) et F(b) si pour tout x de I, f (x) =0
les mémes résultats si b <a
Retenir

3

deux réels tels que .@<b ; f et g deux fonctions continues sur ';'_[a_;Fb].

5
br tout x de [a,b] ; f(x*) 20, alors I f(x)dx >0.

tout x de [a;B]. f(x)<0, alors jl £ (x)dr<o.

b b
Irtout x de [a,zb], /i (x)i,g*(‘x), alors J f(x)dxsjg(x) dx.

ue 1

it a et b deuxreelstelsque: a < ber f unefonctioncontinuesur [a; b]. Soient met M deux

b
Stels que, pourtout x de [a;b], onam< f(x)< M. Onam(b-a) ij(x)dxé M(b-a).

a

b b b
inégalités m < fi(x)< M sur [a;b], on-déduit Imdx = If(x)d" < ,[de et par
b
om(b—a)< [f(x)de< M (b-a).
"est une fonciion-continue sur [a;b] telle que pour tout x de [a;5], | i (x)| <M , alors

)dx < M(b —a).
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e Soient aetbdeux réels telsque: a<b et f une fonction continue sur [a;b] Al existe

¢ de [a;b] tel que I’on ait £(c) —If

L]

Le réel ——If (x)dx est appelé valeur moyenne de f sur [a;b].

Eneffet f etant une fonction continue sur [a, b] , elle est bornée. Il existe donc del
réels met M tels que pour tout x de [a;b], m< f(x)< M . D’aprés la remarque |

b b
m(b—a)sjf(x)deM(b—a) . Comme a < b, on peut écrire ms-b—-izjf(x |

b
Par suite Il existe ¢ € [a;b]tel que f (c) = 5 1 J f (x]dx.
—a

Exemple

1) Soient & ,f deux récls et f la fonction définie sur [a;b] par f(x)=ax+p.
Déterminons la valeur moyenne de f sur [a; b] :

—— [(ax+p)dx= _a[a?Jrﬂx} =b1a[[abz+ﬁb) ( %2+ﬁaJ]

biq{a%—aa—z+ﬁb ﬂa} (a+bj+,6

==k

La valeur moyenne de I’application affine f sur [a;b] est le réel f %b , c'el

de f en i

2) Calculons la valeur moyenne de la fonction : x = sinx sur [0;:1'].

qui est le centre de I'intervalle [a;8].

Isinxdx :[—cosx]: ¥—cosz+cos0=1+1 — A

; ; 1% . 2
La valeur moyenne de la fonction : x - sinx sur [0;7] est *Ismxdx ==
T

Exercice Résolu :

On considére la suite (u,)

1) Montrer que pour que la suite (un) est minorée par 0.
2) Etudier le sens de variation de la suite (u,).

3) a)Montrer que la suite (un) est convergente.

b) Montrer que pour tout € [0;1], (u,,) S

1+1
Solution :

1) La fonction f, : t+—

H

t
est continue sur |0;1], pour tout ¢ de {0;1{, ona )2
L 0:1]. 5 [0:1], ona f, @

(322)
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1
uilte Ij; (t)dt>0 car 0<1. Par suite #, >0 pour tout entier naturel z non nul. La suite
0

idonc minorée par 0.

e sens de variation de la suite (s,) .

1 rr'.'+I 1 " L "
= dt — — — ¥
| :'!l+1‘2 -‘[l+rzndt -!I+r2(t Tt i
1], r-1<0 et >0 . Par conséquent, (1—1)<0 et comme 0<1,

1+72 14172

1)dt <0 . Par suite u,,, —u, <0 et la suite (u,) est décroissante.

':- mﬂ) est décroissante et minorée. Elle est donc convergente.

r!! n
<let <t" et 0<
1+122 1+ 1+12

£>11+7*>1; on a alors <t”. 1l en résulte que

' 1 -+l

. = L ¢ :

E 2dt$_{t dt.D’ou0<y, < ;smt()sunsi.
+1 -’ n+1 s n+l

: 1 . ; ; : 3
r lim i i 0.La suite (u,) est encadrée par deux suites qui convergent vers 0. On
n—r+o n+

Gue la suite (u,) converge vers 0.

S’exercer

ia valeur moyenne de chacune des fonctions suivantes sur I'intervalle indiqué.

L aur O;£ ; b) g:x>sinx—2cosx sur E;3—7"r g
4 4712

cos’x

sur [1;2] ;d) kx> sm?’x sur [0;%} !
X

Cos X

ftion définie par une intégrale

Prendre un bon départ

h X
g F: x> If (1)dt ou f estune fonction continue sur un intervalle I de R et @ un

a

primitive sur . Exprimer F(x) en fonction de G(x).

e F est dérivable sur I et donner I’expression de F '(x) pour tout x €lément de I.
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Retenir

Si f est une fonction continue sur un intervalle [ de R., pour tout a élément de I,
*» LafonctionF : x> I 7 (1)(# est dérivable sur I et pour tout x de 1, F’ (x) =

= Pour ctudier le sens de variation de F il suffit de connaitre le signe de f. 3

Exemple

Soit la fonction F : x> j
i}

dt
Ji+¢t
a) Donnons le domaine de définition de F.

1
V1+2*

définie sur R, puis dérivable sur g

La fonction f :x> est continue sur R car pour tout £ de  , 1+7* >00

b) Déterminer la dérivée de F et donner le sens de variation de F.

1
Pour tout x de R, F'(x)= et F'(x)>0.
V1+x*

F est donc strictement croissante sur R .

Exercice Résolu: Fonctiondéfinieal’ aided’uneintégrale

2+1
e o
1) Donner I’ensemble de définition de F puis donner son sens de variation sur I’intervalle

F est la fonction définie sur I’intervalle [0;+e0[ par F(x) :_[
0

2) Ondéfinit sur I'intervalle [0;+99[ les fonctions Get H par G(x)=F(x)-xet H(x)=F{
a) Etudier sur I’intervalle [0;+00[ , les variations des fonctions G et H. |
b) En déduire que pour tout réel x>0, 0n a :%x <F(x)<x.
c) En déduire la limite de F en +oo.

3) Dresser le tableau de variation de ¥ sur l’intewalle[o;"'m[ s

4) a) Démontrer que I’équation £ (x ) =7 admet une solution unique dans [0;+00[ :

b) Montrer que 7L < é;:.
b b 2
Solution
1) Variation de F

2

La fonction 72—

- est continue sur [0; +oo[
+t+1 5

F est par définition la primitive de : # >

R sur [0;-+oo’[ s’annulant en 0
+1+

(324
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St L |
x4+l
x>0,F' (x) 20 donc F est croissante sur [0;+oo[
Bations de G et H
sont dérivables sur I’intervalle [0; +co[ comme somme de fonctions dérivables sur
valle [0;-+of .
réel x de I'intervalle [0;+00] G'(x) = F’(x)—1 =f(x)-1.

gdonc dérivable sur [0; +oo[ et F’(x)=

x*+1 —X

=— —l=— G’(x) <0 car x>0
x" +x+1 x +x+1
S 2 R e R
=F(x) 2= f(9) 5 2
3 3 x+x+1 3 3(.x +x+l)
B pour tout réel x, donc H est décroissante sur
pnction G est décroissante sur [0; +oo[ et pour tout réel x 2 0, G(x) < G(0).
{x)—x <0 etalors F(x) < x. La fonction H est décroissante sur [0;-+ao]

tout réel x 20, H(x) > H(0)=0, d'oﬁF(x)—%xéO.

L 2
it que pour toutx 20, —x< F(x)<x.
Bl de 1a limite de en +o0°,

% J=+°° . De la propriété des comparaisons, Jim F(x)=+o
e variation de F e

X 0
F'(x)

F(x)

0

mue et strictement croissante sur [0; +°°[ ; donc F réalise une bijection de [0;"*“1{ vers
: —[0;+m[ 7 xe[O;+00[ ; ainsi admet un unique antécédent e dans I’intervaile[ﬂ;-&m{

< F(x)<x . Donc g:rSF(:rc]S?r et EXEESF(EE]S?—E.
3 5 2 2

< F (:r)syr et xSF(%z]ﬂ%:r .D’ou F(x)ﬂnﬂF(%x)etdonc '&E|[E;§Ej||.

S’exercer

%, " x
Bt les variations de la fonction f :le—sm'[e;Ze]; donner un encadrement de
nx
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n+l

1
1.j On considére la suite (u,) définie par , =I
a) Calculer u, o X
b) Préciser le sens de variation (uﬂ)
c) En déduire que(u,) est convergente.
d) Montrer que pour tout réel x de ’intervalle [0 1] 0<——

2n+]
<x 2a+l

x2+1

et en déduire Ia
la suite ().
1.k On considére la suite (1.,). définie par I, :jlx(lm)”dx.
a) Calculer Ijet I,. l

b) Etablir la relation de récurrence entre I, et I, puis calculer I, et 1.

c) Préciser le sens de variation de la suite (In).

d) Etablir que pour tout entier naturel n, ona: & = 8 =
' . n+3 n+2
En déduire la limite de la suite (In).

1
1.1 (uﬂ) est la suite définie par u, = j(l—t)" e'dr

0
a) Préciser le sens de variation de la suite (u, ).
b) Etablir que pour tout réel 7 de ’intervalle [0; 1], ona : (l—t)" S(l—t)" e S(l—t) 1
c) En déduire la limite de la suite (x,).

I.m Dans chacun des cas suivants, justifier que la fonction F est dérivable sur R et calcul
xi2

b) F:xl—)if'\h+13dt 0) F:x!—)jJHFdr d) F:xl—)I

+ ..

F:x
3l = Il+r’

X f

: . e
1.n On considere sur 'intervalle ]0;+uc[ la fonction F:xH> I_‘#

a) Montrer que pour tout x>1:< <F(x)<e‘ e .En déduire lim F(x)ef fimi

X r—>+o

€tant un entier naturel. :
¢ :
b) Montrer que pour tout x tel que 0<x<L—€"Inx< ITd‘tS —elnx . En déduire

F
lim F (x)ei hmﬂ
x>0 —0 [
c) Dresser le tableau de variation de F sur I’intervalle ]0; +00[

d) Donner I’allure de la représentation graphique de F
1- Etablir les inégalités suivantes sans calculer les intégrales :

1.f 1 1 In2 cost aﬁ 1 o =02
el © o - n
a) 5 '!l-i-fz 2 b) 2 = ‘L 2 1”2: C J-——df_

mi4
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x P
it la fonction numérique de la variable réelle : F :x > _[E i

IDéterminer I’ensemble de définition de F.

DeEterminer la dérivée de F et donner le sens de variation de F sur son ensemble de définition.

HANGEMENT DE VARIABLE AFFINE

-__:._—Prendre un bon depart

un intervalle ouvert de }R @ une fonctlon afﬁne non constante définie sur [ et f une fonc-
inue sur Iintervalle ouvert (7).

& primitive de 1 sur I. On considére la fonction G : 1+ F((t)) définie sur I

per [expression de G'(t) pour tout ¢ €lément de [.

& fonction g (1> f (@(I))Xt;v'( )- Que représente G pour Ia fonction g? |
o(b) 1

fer que pour tout a,b de [, I f(u du (qo(b))—F((p(a)). : '-

@(a)
@(b)

e que If ga(:) xgo(t)dt If
ola)

TP——

Retenir

i ——

intervalle ouvert de R, @ une fonction affine non constante définie sur I et f une
ntinue sur I’intervalle ouvert qa(I )

ouple (a'b) d’¢lémentsde I, ona: If XQJ t)dt If
: o(a)

jue |
tu= (p(t), ona du= gp‘(z)dt ;soia‘% = @'(z‘). L’égalité du = gv'(t)dt permet de i

@ formule du changement de variable affine.

e

1

(2r+1)d
§=21+1. du=2dr ; dt=22

s =1ctpour t=Lu=3,

! 3 3 3
= 3 df:‘l‘j%du=lju_3du=l|:—L] = l[—l+1J=lx'§=g :
il 8 1) Zlu 2 2 LS 4, 9 4 9 9

8 'intégrale J = I
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2 pp
Exercice Résolu : Calculer I'intégrale K =f e i dt.Par un changement de variable afill
Posons u=3¢t-2 0 (31‘—2_)
=222 =3 ; d::fzﬁ

2+t— 1——(u+2)2+;(u+2) 1=%(u2+7u+1).

Pour t=0,u=-2 et pour t=-1Lu=-5.
:+¢1 11u+7‘u+1 17 B
oL a2 e
Yy 2) 3 9 u 27 u u

7
1 i
K =—[u + 7'In|uj h—} = [—5 +7In5+ ] (—2 +7In2 + ]
27 )i, 27

K= i[—5+71115'+l—.'l~7l]:|.2——1—] = -——(7]115-—71112—3,3).
27 5 2 27

Exercice Résolu 2 : Changement devariable affine
1

1) Calculer ISW(I‘—I)-JI en posant ¥ =f—1,
0

2) Soit F et G les fonctions définie sur R par F(x)= J'e"dtetG(x) = J‘e_fzdf :
f 2 -x 1]
a) En posant #=—¢, montrer que F(x)= ZIe’ dt pour tout z €
b) Montrer que G est une fonction impaire. °

Solution

1
1) Calculons _[Sl'rm'(t—l) dt

L

1]
Posons u=¢—1, = =1 dont du=dt

Pour t=0,u=—1 et pourt=1u=0
1 1 0
On a alors Iﬁsimr (r—l)dr = |sin(zu)du = I:—lcosrru} = ——(1+1) ——E
t T e T

00 x
2) F(x)=[edt+[e ar

-x (i}
Posonsu——t tﬁ—uetdr —du

J'e' dt = j € (—du) =—je"’du je“ du = j *dt, d'ou F(x)= je‘ dt + je"d: 2j cdr.
~(—x)
Soit xell , G(x)= _[e" dt; G(—x)= Ie" dt. Posons u =—t ; t =—u d'ou dt =—du

~=x)

G(—x)= f et du)“f ¥ —*].E‘Rdzr-G(x), pour toutx €[] ; d'ou G est impai
0

828/
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INTEGRALES DES FONCTIONS AYANT UNE
PARITE OU DES FONCTIONS PERIODIQUES.

-Prendre un bon départ

‘une fonction continue sur [~#;4] et paire avec @> 0. D’aprés 1a relation de Chasles, on
frire pout tout e » de [-asal, jf(r )at = j f(t)de+ jf(r)dr

fitrer que J.f(t)deu J'f ~t)dt. W

jose u =~ . Montrer que J'f(—t _ilf(u)du.

Eduire que I f(e)de= 2_[1f(_t dt.
—a 0

e fonction continue sur [~a;a] et impaire avec @ > 0.

fer que _[f f)dt——jf(—t)dt+jf t)dt .
ant u =—f, montrer que .ff t)di= If “)du*'_[f
fluire que _‘.f(t

or tion continue sur R et périodique, de période T.

x la relation de Chasles pour montrer que pour tout réel a,
a+T

=_[f ) — _[f dx+jf

T le changement de variable y = x+T et la périodicité de f pour montrer que

_If

a+l  gaT

fiire que J‘f(x)cixz.r[f(x)dx

Reteni‘r

fanctmn contmue sur [ -a;al avec a>0. \

paire, alors ff@#g# Z{J’(wé

el

impaire, alors If t)dt = 0’ _ :
e fonction confinue sur R et périodique de pen(}de T. [ f(t)dt= If (¢)dt.

@D
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1) Calculons II |
P

Lafonction: x> ———

le

2) Soit I’intégrale Ixsinxdx.

est impaire sur [-1,1] donc _[| 3 dx=0.
x

2
Soit la fonction f définie par f(x)=xsinx. Pour tout réel x, f(-x)=—xsin(

7!' :T

car sin (—x)——smx f est donc paire. Par suite, J-xsmxdx QIxsznxdt

5;: kL 0

2

3) Soit ’intégrale J-sm4xdx La fonction f :x#>sindx est périodique de perlode

= 5x 3x T
4 s

2
D’autre part 3—+£ o . On en déduit que Ism4xdx I sin4xdx = Ism
4 2 4

ir

4 4

L.q Sans calculer les intégrales, justifier les égalités suivantes :

4]
_[xoosxctrzo; 11)]' x2+3a§|_-=(}; iii) I1+t2 j'1+t2.

v) | (sin2x—cos2x)dx= —2]0052xdx :

3 1
1. r Calculer It’\/1+r’-dr.

1.5. INTEGRATION PAR PARTIES.

Soient uerv deux fonctions dérivables sur un intervalle [ de R. On sait que (w)' =y'v+

a) Que représente la fonction (uv) pour la fonction #'v+v'u.

b) Soient aetdb deux éléments de I. Montrer que [u (f)v(t)] j' ‘(£)v(2) dt+J- (1)

déduire quej "()v(2)dt= [u(t)v(t]] Iv'(t)u(t)dt
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Retenir

,'3-',

j_v- fnctioﬁ.érivables_-su_r un iﬂtervalle Ide R, dont les fenétmns u' et v' sont
ysur I. Pour tous réels aet bde I, on a ; I u'(£)v(z) dt-{u(t)v(t)] I (t)u(t

aode de caleul des intégrales s’appelle une intégration par parties.

1ple -

lons au moyen d’une intégration par parties II sinx dx

dpose u(x)=x ef v’(x)=smx.A1r_ts.1 u(x):l et v(x)=—cosx

ISin x dbx = [—xcosx]? — | cosx dx= [sinx]? =

S Ly |

eulons au moyen de deux intégrations par parties F(x)= _[e" sin# dt
0
sons u(t)=¢' et v{(t)=sint.ona u'(t)=¢' et v (t)=—cost dt

F(x) = [—-e’ cosr]: + |’ cosz dt
D

$ons u, (1) =¢' et Vi(f)=cost,ona: u,(t)=¢ et v,(t)=sint
7 4

€' cost = [e smt] Ie sint dt =e" cosx—1+¢" sinx - F (x)

0
8 2F (x)=e (cosx+smx) 1 ¢’est-a-dire F(x)—%e (cosx+smx)—a;~

’?Iu 1

It"e’dt ou n est un entier naturel.

® [, et I, en utilisant une intégration par parties.

¥ que pour tout entier naturel 7, = e—(n+1)]n : |

=jédt=[e’1=[e'—e“]=e—l.
—Ife dt. Posons u(r)m-tetv’(t) é;onau'(f)=1ct v(t)=¢.

(t)v ()t [u(t)v(r)], _|' "(¢)v(r)dr |
_____ I Ie’dt—e —-—[ ]-—e—(e =1 1
(3317




1
2) Soitne ;InHZJI””eIdt

{ = = u(®), {u'(:) = (n+1)"
posons ona
el —v(.*:) v(t)=¢

done. T . ]:’”’ *J J(n+1)t”e’d!—e 0- (n+l)_[e t"dt or It” gt =

Il

=e— (il
Exercice Résolu 2 :

Déterminer la primitive de la fonction :# > In¢ qui s’annule en 1.
Solution :

Calculons I’intégrale F _[Im‘ dt .

Posons u'(t)=1letv(t)=int. On a u(t)=
F(x)= _Jlffm dt = ;fu’(r)v(-r)-dt_ =[u(?)v(2)
F (.x) =[_dm]: -Tt x—}dl‘. = xlnx—x +1.

La primitive de la fonction ¢ > In# s’annulant en lest la fonction ;: x> xInx—x+1.

xcosxdx; b) jxe “dx ;o) J‘x In(x)dy ; d) jx In(x)dx ou r € Q

En utilisant la méthode d’intégration par parties, calculer les intégrales:

1 =
x° cos” xdx ; b) fxzexdx; c) fx.sin%x)dx;
0 g
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QUELQUES APPLICATIONS DU
CALCUL INTEGRAL.

er [ outil intégral pour calculer les aires des surfaces planes, des volumes des solides, en
sulier des solides de révolution .

er une valeur approchée d’une intégrale par I'une des méthodes médiane, trapéze ou
B .

CUL D’AIRES

sralités

poserons le plan muni d’un repére orthogonal.

~Prendre un bon départ

el strictement positif et 0< Xo =% <a.On se propose de calculer I’aire du trapézé de
{x,2), B(0:0),C(a;0)er D(x,;h). A
gue les droites (AB), (AD) et (DC)

I equations cartésiennes;
h (x—a) h A b D

s y=h ety= , respectivement.
X —a
x“ k Lh(x—a
=jﬁxdx+jhdx+j——~( )-dx. C,
0 %o % y %xi—a B Xo x a

le fait que AD=x, —x,=b et BC = a, vérifier que
' o Shix—a b
m+fha§r+] (x=a) 4 _axb,
: c Ly w—a 2
LA ct [aire du trapéze ABCD.
E . . . . ah
e s1 x; =X, , on obtient un triangle ABC et son aire est — .

Retenir
ane fonction continue et positive sur un intervalle [a;8] ; )
82 courbe représentative dans le plan muni d’un repére

b
e (0;1,7), [f(t)dt est Paire du domaine D limité par les
ations x=a., x=bh , la courbe g(,(Zf) et I’axe des abscisses.

-

o
aire est I'aire du rectangle de dimensions respectives Of et

ictivernent.
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Remarque
1) Soit M un réel positif tel que, pour tout réel x de I’intervalle [ alors on a :

[f(x)sM. |f(x)|sM équivauta pour tout abe —M<f( )<M
D aprés I’inégalité de la moyenne, ona : —M (b—a) < If Jax<M(b-a).D
jf(x)dx <M (b—a)

2) L inégalité de la moyenne appliquée a f sur I'intervalle [a,b] est

linégalité des accroissements finis appliquée aune primitive de f sur [a'b] -

m(b a)<jlf(x)dx<M(b a)

3) Le réel X ——jf (x)dx est la valeur moyenne de f sur Uintervalle [a;8]

A%

Interpretauan graphique de

Graphiquement lorsque m est positif, I’aire du domaine
plan délimité par les droites d’équations x=a, x=5, _H

I’axe de abscisses et la courbe représentative de f est |
comprise entre les aires des rectangles de méme base ¥ ]
b—a et de hauteurs respectives met M respectivemnent

0O

Exemple
1
. Ixzdx représente 1’aire du domaine délimité par les droites d’équations respectis

0 A
x=0etx =1, 'axes des abscisses et la courbe représentative de la
1

fonction x> x2.

Soit f la fonction définie sur I’intervalle [0;1] par f(x)=+1-x* .La
courbe de la f est un quart de cercle de centre O et de rayon 1. D ou

1 |
IJI—xMx:%xxxrzoz}r:l;' J1—x2 =% u.a _6
0 0

Exercice Résolu

Le plan muni est d’un repere orthonormé (O;?,f),('P) est la parabole
d’équation y=-x2+1. Unité graphique : 2cm.

Calculer ["aire du domaine colorié.

Solution

Les deux segments représentés sur la figure coupent la parabole aux points
d’abscisses respectives —2ef2 et ont |’origine comme extrémité commune.

Notons (A) celui dont une extrémité est (—2 ;—3] }

(334
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y=ax
xe[-2 ,0]

22 : donc a:% et (A) est la droite d’équation y=3x avec x€[-2,0]. On démontre de

ion de (A) est sous la forme :{

Bue |'autre segment (A ') a pour €quation y = —%x avec x e [O 2.

0<x<2
i I’ensemble des points M du plan de coordonnées (x ; y) telsque 4 3 et(D’)
2" Sy=—x*¥]
—2=2x<0
ble des points M du plan de coordonnées (x 5 y) tels que < 3 . Le domaine

Ex Sy<—-x?+1
est la réunion des deux domaines (D) et (D). (D) et (D) sont symeétriques par rapport a

Lpar conséquent ont la méme aire. D’ou I’aire A du domaine hachurée est :

' 3 . : :
J(—x2 +1)—(—5xﬂdxxu.a ; ou w.a représente unité d’aire égale a 2em x2cm=4cm?.

. G 3 1 AT
c7 ij(—xz +l+5x]c£x=8[—§x3 +x+zx2] cm
0

0

=8x -§+2+3x_4_0 cm? :ﬁicmz
3 4 3

/
> S’exercer
fniner la valeur de I'intégrale I\M—xzdx en utilisant la courbe d’équation y=+/4—x2.

5
e interpretation graphique, déterminer I’aire de la portion du plan délimités par les courbes
@ations y=+/1-x* et y=x sur l’intervalle[(); 1] ;

arésenter sur 'intervalle [0;1] 1a courbe de la fonction f:x > [2x-1.

serminer I"aire de la portion du plan délimitée par la courbe représentative de f sur I’in-
' [O;l] et l'axe des abscisses géométriquement.

S des portions du plan délimitées par des courbes simples

~Prendre un bon départ

Bt deux fonctions définies continues sur [a;b] .On connait leurs représentations graphiques
potces C et C”.

flfin des cas suivants, donner 4 I’aide d*une intégrale, I’expression de I’aire de la portion du




e —— e ——

CALCUL INTEGRAL Termina

3

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,1,J).

(1)

fet g deux fonctions définies continues sur[a,bﬂ ;

-

Sif>gsur [a,b] ( la courbe de fest au dessus

de celle de g sur [a,b ) alors ’aire de la portion : ?
du plan délimitée par les droites x=a,x=5 les :
courbes représentatives des fonctions J€ g est . O I a

Exemple

| A(a) et I'aire de la partie du plan contenant les points M (x; y) tels quel

e fixre®™ =3 +2 X -—00

2x*< y < 2x*+4e " ou a est un nombre réel positif donné.
A (a) = ![(sz +e™" ) = 2x2:] dx.ua = .Ie_xdx.ua
(] n

A_(-a.) = [—e_“’ ]z Ui = (1 —e“ )ua ; donc lim A(a)=1.

X—r4w

il

f estdérivable surR et pour tout réel x,

T )—Zeh '3ex=ex( ex-3) f’(X):__

i ( ) 0 équivauta x= In% Le tableau des variations de | f(x ) |
1 est donné ci-contre.

lim /(x)=2 lim f(x)=e"(e"—3)+2 =+

X—=>—= X—r+too
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Lol
-

,'» Oéquivaut e* =lou e* =2 . D’oti =0 oty x =In2 .

g axe 2cm.

Faire de la portion du plan délimitée par les droites
8 x=0,x=1, lacourbe de et I’axe des abscisses

_.I Se——

In2

un.a = (:ff (—x)dx+[j;f (x)dx}u.a = {—j (¢ -3¢" +2)dx + i (€ -3¢ +2)dx:|>< ua

In2 1 1
'-3e"+2H +[—92‘—33* +2] ]w:f’rcm2
0 2 In2
;3,(2.4.21112_(%—3D+[%e2 —334—2—(;><4—3x2+21n2n]x4~cm2

E 4]1_'12+%}<4cn':z =(2e2 —125'—161112+30):::m2

|
solu :

don f x> 2x+1+—-1; définie sur R”.

i€ du domaine plan délimité par la courbe (C) de £, son
Blique et les droites d’équations x=1letx =2. L

£ f dans un repeére orthonormé est donné ci-contre.
gie est celle de la partie hachurée en vert.
e aire.

,- Dx 4 1)] dxua.

1
- =|:——} =[—E+l}za A=0,5ua

X

S’exercer

= +4
x+1
gue sur ’intervalle [0;3],f2g-

etg: x> x*—x

ier les réels a,betc tels que f(x)=a:x+b+—c?

des questions précédentes 1’aire de la partie délimitée par les courbes des fonctions
i I"mterval]e[O;3].

i8la parabole d’équation y = x2—4x+3; (D) la droite d’équation y = %x(um'té d’axe

(337,
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a) Représenter (D)er'P dans un repére orthonormal.

b) Déterminer, encm?, I’aire de la portion du plan délimitée par P, les droites d’égul
respectives x =0etx =4, et I’axe des abscisses.

c) Déterminer, encm?, 1’aire de la portion du plan délimitée par Per(D).

2.c On considere les courbes (C)), (C,) et (C,) des fonctions f,, f, et f, ci-dessous.
C C

1 2

\ _~ / L) ’;‘ i

1 e

L 4

a

LY
Cd

e a | a

e Onadmet que f est paire et positive sur [0 a] Montrer que les aires A, et A, sont§

dedulrequejf dx 2_[_}" dxou A, = jf dxetA _[f

e Onadmet que f, est impaire sur [—a a] Montrer que 4, —4,= 0 et donc I S(x)=

a+T

e Onadmet que f; est périodique de période T. Montrer que : I 7 (x _[ f3

2.2. CALCUL DE VOLUMES

h ...........

Soit une pyramlde de sommet O, dont la base est perpen-
diculaire a I’axe (Oz). Désignons par B ’aire de sa base et
par Asa hauteur.
Soit z un réel de ]0,%].En utilisant ’homothétie de centre
O et de rapport % , montrer que I’intersection de la pyra- ’

2 1
mide et du plan de cote z est un polygone d’aire B x% . 0

Soit S, Iapphcation de [0 h] dans R définie par
h Bx— ;

(£)=Bx 2
S est une fonction continue. Calculer IS z)dz .

Que représente cette intégrale pour la pyramlde ?

(338,
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Retenir

 rapporté & un repére orthogonal (O, 7, 7, k);
ide délimité par deux plans paralléles
Sz=aet z=b (a<b). Pourtout teR,

on note S(¢) l'aire de 1a section du plan

z =1 avec le solide ().

ms: [a,6]—>R

_ t—s(r) 1
e (pour un solide régulier en particulier) et o

e volume du solide (S).

cision n'est faite sur les unités sur les axes, alors ce volume est exprimé
volume (#.v). une unité de volume est le volume du pavé droit de

Bl 7 et [f wev= 5

gue
lest muni d’un repére orthonormé (0, 1,J).

ae fonction définie et continue sur [a'b]

H(x)
e de révolution est engendré par la rotation J
e I’ axe (0 I) d’une courbe simple (C) 0
fon y = f(x) dans le plan (xOy).

fon de ce solide par un plan perpendiculaire
0.1) est un disque de rayon l if (x)| et d'aire

W’S:L?me fégle solide de révolution (S) est égal 4 [is (x)deu-V{iﬂ(f (x)) dr}u.v

a

2
8t la fonction définie sur [0;+00[ par f(x)= Vx . aestun réel positif. (D) est I’ensemble
oints M(x ;y ) tels que 0<x<aq et OSySf(I)-

it tourner (D) autour de 1’axe(OI). On obtient un solide de ré-
gon comme indiqué sur la figure ci-apres.

& OH = x le volume du solide est :
—Ix(HM) dx = th2’( ) dx = Jﬂxdx—[;xz =%a uy.

] ons le volume d une boule sphérique de centre O et de rayon R.On pose OK = z.

son du cercle intersection du plan qui coupe la sphére est =+ R2—22 .
= x(Rz—zz) :

J




R
Le volume de la sphére est ¥ = IS (z)dz i
-R

sziS(z)dz = i:r(Rz—zz)dzzyri(Rz—zz)dz

ool 2] (e ) (]

3 3
V=rm 2-R—+ ZR— =z[iR3]=in’R3.
3 4 3

2.¢ Retrouver en utilisant le calcul intégral la formule permettant de calculer le volume d
dont une base a pour rayon r et de hauteur A

2.d Déterminer le volume du solide obtenu par rotation autour de ’axe [Ox) du domais
par ’axe des abscisses, les droites d’équation x = Qerx = 7 et la courbe de la fonct
2

2.3. VALEUR APPROCHEE D’UNE INTEGRALE P
METHODE DES RECTANGLES

iy |

= Prendre un bon départ

s

1) Soit f une fonction continue croissante sur [a;b] n’ayant pas de primitive qui soit
reguliere sur [a; b] y
as xSl

Soit A I'ensemble des points M (x;y) dans un repére orthogonal tels que {
p () p g q {0 <yl

b
Notons .A(A)= If (x)dxSoit n un entier naturel n{m:jf

nul. On subdivise I'intervalle [a;b] en n intervalleséﬁg.
[%:%.,] de méme amplitude el
n ;

On suppose (azxo L= e ST =b) i

a) Soit x €[x;x,;]. Donner un encadrement de P
f(x) et en déduire que (=) S (2) < [ £ (XM (00 =2) F (%1):

b) Onnote E, la portion du plan représenté en vert sur le graphique.
Donner les dimensions de chacun des deux rectangles dont les aires encadrent I"aire

n—1

c) En déduire que b—a(i‘ Vi (x,.)] SZ S(x)dx Sb_a [’i £ (% )].Puis encadrer il b

n i=0 n i=0

340
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b
paner un encadrement de J o (x)dx dans le cas o f est décroissante.

Retenir

. f une fonction continue et monotone sur [a b] et n un entier naturel non nul. On)
i1se intervalle [a'- b‘] cn n intervalles [x.-;x,-+1] de meme .a_mph;.tude -—'f'- tels que |

<x, =h=<c.<x <x =h)
i f est croissante sur [a, b], alors 2 (Z fx }) 2 [ (x)abrS (Zf (% )J
(z:f( +1)]~<"2f( e <= (Zf( )]

=0

i [ est décrmssante sur [a‘ b] alors

narque

I‘(Zf ) a[gf(x,.+, )J _b

|1 (6)-7(a).
=

8insi pour un réel £ strictement positif, pour avoir 1’inégalité
p p p g

—a i} b—a n-1

| D S (x) = 20 (h)

n \ no\ =0

i entier naturel n tel que n>

and # croit,

wE , 1l suffit d’avoir
-a

£ (8)-1(a)-
et encadrement de I’intégrale est faite par la méthode des rectangles. Elle permet de donner

jf(t)dt

b ;a |f(b)—f(a)| <& . Donc choisir

3 valeur approchée a € pres de

pour une fonction f , monotone sur [a;b] :

a
n—l

Bréel — l: Z fx ,+l)+ Z f, )] est une valeur approchée de If (t)dt &
aif(b —f(a)| pres.

it 1 une fonction continue sur [a,b] et (u,,) une suite définie sur N* par :

=]:%f(a)+f(a+é—-;—a]+f[a+zb—;-g)+...+.fLa+( - b;a]]-
1

@ suite (#,) converge vers la valeur moyenne If (¢ )dtde f sur[a;b] .
s suites definies par u, a9 ( J Z f( +k ) pour
=

e fonction monotone f sur [a,b] convergent vers J‘ f(;) dt

a
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Exemple
° Determ nons par la méthode des rectangles, une valeur approchée de I’ intégrale

IJlex a 107" pres.
x

Considérons la fonction : x

1
V1+x° ;
3 5

x)= . Pour tout x de |0;+00|, f*(x)<0. La fonction £
e el ()

décroissante sur ]0;+oo[, donc décroissante sur [0,2]. Choisissons a=0etb=2_

Cherchons un entier naturel # tel que un entier naturel # tel que n> T l i ( >
X
Soit n>10[1— \/1—5 ; soit n>9,84. On peut prendre n=10.
1+2

On subdivise [0;2] par des intervalles d’amplitude 0,2.
Nous avons x, =0;x, =0,2 ; x,=0,4;.;x=018;2

Posons s, =0,2(f(0)+ £(0,2)+ £ (0,4)+...+ £ (1,8)) et
80 =0,2(/(0,2)+ £ (0, 4)+f(0 6)+ +f(L8)+7(2)).

f étant décroissante ona S, < dx<s, ;soit 1,189< dx <1,365
o] <o [
| Une valeur approchée de I drx 3 107" ™ gt 1189:+1,365 =1,28.
0 ‘\114-16 2

1

® Déterminqns une valeur approchée de Il d; . En subdivisant [0;1]6]‘1 5 intervallg

méme amplitude S =%[f(ﬂ)+f(§~)+...+f(%])oz}f:xl——)

1+x2
On obtient par calcul S5 =0,83.
I—n~l -
e Onpose § = Zsm(m .Etudions la convergence de la suite (S,)

S est la fonction définie sur [O'I] par f(x)=sin(zx). Subdivisons Pintervallefi

n—1
intervalles de méme amphtude =8 = ——Zf(m)

n
1

(S,) converge vers Ism(rrx)dx——[cosr:x] £y, (8,) converge ——
r r

& e Ondonne [ = I\Jl —x2dx

3/5

On subdivise I’intervalle I:%,%] en n intervalles de méme amplitude. Déterminons P

thode des rectangles le nombre d’intervalles nécessaires pour obtenir un encadrement
tude inférieure a 1073,

(342
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()

ﬂ

=1 . 34
x)= et f' <0sur | =;—|, donc £ décroit sur ’intervall
) (l—xz)\/ I [5 5:| I oit sur Pintervalle

BYEANe TEE v

r commise st de

X =
S 3 125n

. 1 : . s - .
bdivisant [—»;l} en S intervalles de méme amplitude, déterminer, un encadrement de I .

n-1
miner la limite de la suite (S, ) définie par S, = lz Lk

_ R k=0 34—
Faide de la méthode des rectangles, justifier que : n
1
— < I it <
1+k 1t kﬂn+k
=1 1

Bduire de I’inégalité précédente que 0< | ~df—

I Z; n+ k n

® deduire lim A

n—r+m
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S’ENTRAINER

TECHNIQUE DU CALCUL INTEGRAL
« INTEGRALE ET PRIMITIVE » Jess > ]
g ; INTEGRATIONS PAR PARTHE
Dans les exercices de I a 10 calculer les
integrales. Pour les exercices de 11 a 14 calculé
fuant une intégration par parg

j.e”‘dt . b) ;f(e'z‘—e")dr; 0

0

@ =@

du ; b) etd; ]
2+¢"

,, ®:

3 a)frez"dt ; b) J‘(t+l)ez’dz’ .

0 0

13,

a) Ilntdt ; b) jtlntdt :

i

j[ e a) ]r.xcosxdx i1 b ixsinxdx;
! 0
0

2
sin x cos xd . b) Isinx(cosx)s dbx;

Ixcosxzdx : b)

A e
3),[ dx : b) ."lenxdx;
4 cos’x . .
Pour les exercices de 15 a 18 call
intégrant deux fois par pat

0 .
J‘ a) |x’sinxdx ; b) |x*cosxdx
l

i tan’2xdx : -
3x—sin +2co.s'2x) j a) (1 o t)Z = di :b) J‘fz P dt :
0

I(cosZt sin3t + tan’ 5¢)dt ;b) J-(2’ 3)dx ; 7 -
a) Ie’sintdt =] Ie'cosfdt :
0 0

D
a)
(4.
a)
5
a)
(6.
- a)
(7.
a)
(3.
a)
@
a)
10,
a)

- ;b)I(1+cast+coszt)dr; @
—f 2

On donne 1 = |xcos®xdx etJ:j Sin
0
d

1) Calculerf—gj ctl—J al’aided
tion par parties.

@..
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dduire [ et J.

x
N — icox“xdx S
0

i

F 2
gax ; K = Isinzxcoszxdx _
0

ler [ - J

ler [ +J+ K

fiuire la valeur de [ + J + 3K puis celles
'I.. K

i moyen de la relation de Chasles

1) o

¥ 5| - x|x—3])dx.

ALES DES FONCTIONS PAIRES,
PATRES OU PERIODIQUES

B ecalités suivantes

inx) dx 0 ;

--x’)cbc =0

X =2Icos-4xd\: s
0

: x

|d :2I|sinx[cfx :
0

W de variable affine
.changement de variable, démontrer

pe fonction continue et paire sur un
gl a.b], alors

2(7()dt a>0

Terminale C & E |

b) Sifest une fonction continue et impaire
Sur un intervalle [—a, a] alors j‘ f(t)dr=0 a>0

c) Sifest une fonction continue et périodique
a+l 7

de période Talors [ f(¢)dt = [f()dt.

On pose [ = j___d_u__
e 5-6u+u’’

a) Vérifier que u? —6u+5 = (u—-3)* —4.

6
4
b) On poset=u—3; Montrer que I = Itzd -

Déterminer deux réels a et b tels que4:
1 a b
T - >
=4 {2 ry)
¢) Calculerl.

INTEGRALE DES FONCTIONS RATION-
NELLES ET DES POLYNOMES TRIGO-
NOMETRIQUES

1) Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que

2 . C
pour tout x#-3, x—x%——l = axtb + 7
2 .3
Calcule alors If——t-z-x—l-
x+3

2
2) Déterminer deux réels a et b tels que

X a b
tout x#~2: = +
= (x+2) %42 (x+2)
0 g
. Calculer | ————dx .
alcu :[(x+2)z

3) Déterminer trois réels a,betc tels
que pour tout réel x#0etx#-1
1 a b L

x(_l-i—x)z;; 1+x (l-r-,vc)2
2

dx
Calculer | ————
alcu I‘J]‘x(l-!-x)z
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Eialculer chacune des intégrales suivantes apres
avoir linéarisé la fonction a intégrer :

k3 T

2
a) \sinxsin3xdx ; b)

0 0

sinxcos3xdx

¢) |cosxcos3xcosdxdx ; d) |sinxsindxsindxdx

C:‘—-.Ni‘l

sin'xdx: 1) |c

a
!

S M 10 | N © ey [

cos’xdx g) |sin’xdx ;

c'———,w[‘ﬂ
c‘—.mlti

cos’ xdx

oy
—
S Tyt | 1

INTEGRALES ET INEGALITES

26,

Trouver un encadrement pour chacune des
intégrales suivantes aprés avoir déterminé
les extrémums de la fonction a intégrer sur

I’intervalle considére.
Fid

6 Ze

I= Ldf yoof= —}--dr
: ) COSt * Int

D

On admet que sinx < x pour x > ( . Montrer par
plusieurs intégrations successives, les inégalités
suivantes :
2 3
x x :
a) 1-—=<cosx<1 ;b) x——Ssinx<x ;
2 6
2 9= —4

c) 1—%<cosx<1~x—+£—

24
D |
On donne [ =I1n(1+x)dx
(1]

a) Etablir que pour tout 7 €[0;1],

t* on 4
——1—r+——— et calculer I—
1+¢ 1= o 1+1

Termina

2
b) Montrerquepourtout  €[0;1], %, <

en déduire un encadrement de n2

D

Démontrer a ’aide d’un raisonnement
par récurrence que pour tout entier
naturel n et pgur tout réel x positif, on’
= :

P Uit X
e 2l+—+—+,. . +—
Tt n!

D 1

1) Calculer I = |x*¢”*dx au moyen dé
0
intégrations par parties.
I
1
2) OnposeJ = dex :
1 rxe
a) Montrer que pour tout x de I’interva
0<x’e” <1,

b) Vérifier que pour tout # de I’interw
s i
14+u 2

¢) En déduire que 1—I$JSi+-;: et

encadrement de J 2 107 preés.

D

p est un entier naturel non nul, (U, ) s
définie par :U, =17 +27 +...+n".

1) Montrer que pour k21,
k e+l
[rrar<k? < (r7ar.
k-1 k
n+1
2) En déduire que _[r*’ dt<U, < .ft"dt }
0

3) Déterminer lim

R—p+0 np+!
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reel strictement positif.

& que pour tout entier naturel

r dx
.ffgﬁf—

1
S, =i+—+ +—1— Montrer que
n“
n+l "
: dx
eroissante et que j = d:

L)

ire que poura 21, la suite (S,)
i ct pour 0<a <1, lalimite de §,
st a0
FIONS ET SUITES DEFINIES A
i D°’UNE INTEGRALE

n

0l+t
e sens de Varlatlon de 13 sulte (U)
¢ dt
fer que U = 1 St rg

1
e que (U ) est convergente et don-

Bcadrement de sa limite.

gue pour tout x de I'intervalle [0.1],

Y
e "
+1
ler un encadrement de U
e IimU
=300 H—po e

e définie par: U = _-J.l
+x"

que (U,) est croissante et majorée
x!i

i1 = I —dx

_ S

tdes questions précédentes que :

e 1

- n+l
8 limite de la suite (U ).

<

Termm eCa&E

o)

Soit (1) la suite définit par :

1 X

dx n>2

L=£U+xr

1) Montrer que (L) est décroissante et qu’elle
converge.
2) Etablir I’encadrement :
g
—(1- <L £——(1-
—1( 2”") “ n—l( 2’""
3) Soit f, la fonction définie sur I’intervalle

[0, +ee] par £, (¥)=—=

(1+x)”

a) Exprimé f, en fonction de f, (x)et ., (x)

b) En déduire une relation entre I, et I

c) Montrer que lim (nfn = ) 1
400
d) En déduire quexla suite de terme général
(nl ) converge vers une limite que I’on -

précisera.

7,

1
Soit U = i-jx”e”dx n>1
e

1) A Paide d’une intégration par partie ¢alculer

U, et établir que U==- -U,
n!
2) En déduire a ’aide d’un raisonnement par

récurrence aue 1’on a :

. = (-1)’
u={(=1) e[1—1—+2!+ o }—1]
e
(n+1)!
4) En déduire que la suite (S) telle que

3) Montrer que : 0 <U <

= 1
S =Z | converge vers — .
= k! e

Soit (I ) une suite définie par : /, -Jx e

a. Calculer 7,

b.Pourn entier naturel, exprimer 1 ,, en




CALCULINTEGRAL.

fonction de I, 4 I’aide d’une intégration par
parties.
¢.En déduire la valeur de I, .
d. Montrer que pour tout entier naturel a,
1 1
S-S
e(n+1)

N ]

e. Montrer que (1) est convergente, puis
calculer sa limite.

D

Soit # un entier naturel , on pose :
(nel)x

1 I e *sinx dx.

il

nr
a.Calculer I, al’aide de deux intégrations par
parties succesives.
b.Montrer que la suite (In) est une suite
géométrique dont on précisera le premier
terme et la raison.

0]

Pour tout entiger non nul », on définit la suite
1) par: 1, = [ (Inx)" it
1

1. a. Justifier existence de cette intégrale .
b. Calculer I, .

c. Démontrer que : pour tout entier naturel
n>2, 1. =e-nl .

2. Pour tout entier naturel non nul », on note F,
une primitive de la fonction x —>(Inx)" sur
Pintervalle ]0;+co] .

a. Démontrer que la fonction H définie par
H(x)=F, (e”) est dérivable sur R et
caleuler H'(x). ]

b. Montrer que I, = F, (e)-F, (1) = IF;, (¢)dt.

0
c. En déduire que 07, < S
n+l
d. Montrer alors que la suite I est convergente,

puis calculer sa limite.

Termmale

F est la fonction définie sur ’intervalle
dt

par F(x)= _[ —
0

1) Prcciser le sens de variation de E.©

2) Démontrer que pour tout réel t >1.%

1

< L) et en déduire que pous
VERD E

dt <1
EF

x
x=1, _f
1

=

3) Démontrer que pour tout réel x>0
F(x)s F(1)+1. En déduire que F
une limite l en +o0.

4) Dresser le tableau de variation de B

Donner I’allure générale de la courbe @
prenant 1 =1,8

Qst la fonction définie sur Iinterva

par F(x)= J‘e"zdt
0

1. Déterminer le sens de variation de

’intervalle [0, +oo[

2. Démontrer que pour tout 121, on

e <e”' en déduire que pour tout

f 1

réel x21, [edr<=

e

1
3. Démontrer que pour tout nombre &

X,ona: F(x)sF(l)+l En déds
e
admet une limite finie /.

4. Dresser le tableau de variation de B
donner Iallure générale de la court
Prendre / = 0.89. ‘

Qst la fonction défini sur ’intervalle

):]5_“"_.__.
0 \Jl+r+2‘2

1- Démontrer que pour tout réel >0

par F(x



LINTEGRAL |

! 2 =1 et en déduire que pour
et L+e

reel x positif, F(x)2 In(1+x)
Lalculer la limite de F en +0 .

Btudier la variation de F et dresser le
@bleau de variation.

' <1 et en déduire que pour tout
t+1
x ona F(x)<x.

Emontrer que pour tout réel t de

1 1

) ————
Vi+t4+s2 ¢

edulre que pour tout réel x >1, on a

<If(t )dt+1nx out f(t) = 1

Vi+t+4

ontrer que la courbe C de F admet
fbranche parabolique de direction (OI),

Tvalle [l,+oo[

£ la droite (D) :y=x et donner
fe cenérale de (C)

gere la fonction F de R vers R

dt
= J: Nt +rel

Br que F est définie sur R .

©r que F est une fonction impaire (on
butiliser un changement de variable).
irer que F est dérivable sur R et

er sa fonction dérivée.

flier le sens de variation de f sur

propose dans cette question d’étudier
iportement de F au voisinage de + co.
it e

Vet +2 41

sens de variation de f sur [0;+°°[-

£ la fonction /1t >

ontrer que pour tout réel t, positif on a ;

Tm‘mm e C & E

b) Soit x un réel strictement positif,
Utiliser la question 4)a) pour montret

que, pour tout t de [x; 2x], ona
0 f(2)< f(x).

Déduire que 0= F(x)s——2—
M 3
X +x2+1
c) Donner la limite de F en +oo.
5) Avee la méthode des rectangles, déterminer

une valeur approchée du réel F [—JLJ a
107 pety 2

6) Donner Pallure de la courbe représentative
de F dans un repére orthonorms.

CALCULS D’AIRES ET VOLUMES

s,

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, l J)
1. Ewmdier et représenter la fonction fdéfinie

sur R par f(x)=(1+x)e™. Unité d’axe
2em
2. Soit g un réel plus grand que -1
a) Caleuler en fonction de a I’ Aire A( a)
la portion délimitée par les droites
d’équations x=0,x=a, I’axe des
abscisses ct la courbe (C de f

b) Déterminer la limite de A(a) quand a
tend vers +co.

o,

e 2 : | e
1) Etudier su ]0,-!—00[ la fonction f :x > —e*
X
et dresser son tableau de variations.

2) a) trouver une équation de la tangente a
la courbe (C) de fau point A d’abscisse 1
notee (T).

b) (T) coupe I’axe des abscisses au point
(C). préciser I’abscisse de (C).
3) Construire la courbe (C).

4) Calculer I’aire du domaine (D) délimité

par ’axe des abscisses, la courbe (C)et les
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droites d’équations x=1 et x=3.

5) On désigne par B le point (C) d’abscisse 3.
Calcul I’aire (D”) , le domaine délimité par
(C) et les droites (AC) et (BC).

@

1. Démontrer que la courbe (T) de la fonction

x—>¢e" coupe la droite (D) : y=3x en deux
point A et B. d’abscisses respectives o et

B (a<p).

2. Calculer I’aire du domaine délimité par les
droites d’équations x= a, x=, la droite (D)
ct la courbe (T) et montrer que cette aire est

égale s 2(f-a)(f+a-2)

1. Etudier et représenter la fonction
f i x> xilax sur Uintervalle]0, +o0 [. Unité
d’aire Scm.

2. Soit A(a) I’aire du domaine délimité par la
courbe (C) de f, ’axe des abscisses et les
droites X=g et x=1.

3. Déterminer la limite de A(a) quand o tend
vers 0.

Déterminer le volume du solide de révolution
obtenu en tournant autour de 1’axe (OY Il

domaine du plan délimité par les axes (OX),
(0Y), la droite y =2 et la courbe d’équation
y=Inx.

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J).
Unité de mesure 1Cm.
1. Etudier les variations de la fonction f définie

par f(x)=e?-x-1.
2. Démontrer que la droite d’équation
f(x)=a estasymptote 2 (Cf ) en -o.

3. Construire (Cf).

Terminal«

4. Démontrer que 1’équation f (x) =a

une unique solution a comprise enis
5. Calculer ’aire du domaine (D) déls
6. par les droites d’équations x = 0,x=

des abscisses et la courbe (Cf) .

7. On fait tourner (D) autour de ’axe}
abscisses. Calculer en cm’ le volun
solide ainsi obtenu.

Le plan est muni d’un repére orthonos
(0,7,7 ). Unité d’axe; lem .
1. Construire la courbe de la fonctios
f 1x— sin’x sur intervalle [0
2. Déterminer I’aire du domaine plan
par les droites d’équations x=0, 3
courbe (C)de f et I’axe des abs@
3. On fait tourner le domaine (D) 2

I’axe des abscisses. On obtient un
révolution. Calculer son volume,

CALCULS APPROCHES

goit J une fonction continue et croissa

-1 B
Pintervalle [0,1] on pose : S,,=lZfE
B =0

.22

1. Interpreter graphiquement S et
d’aires de rectangles.

1
2. Justifier que S, < If(r)dt <§'.
0

3. Montrer que pour tout entier natus
nul, ’amplitude de cet encadreme

1 Y
~(7(-r(0)).
Applications: |
En subdivisant I'intervalle [0,1] en i
intervalles de méme amplitude, donmng
; .
encadrement de Ie" “dt et préciser I'as
0
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aent
3) Pour tout n >2,0n pose S, =~—Zf =
"z_-.- définie sur Iintervalle a) Montrer que pour tout entier naturel P> teI
- que 1< p<n-lona:
'_)=e z . P_‘”
3 1 +1
i€ / est décroissante sur = (p J _[f X)dx < — f ( )
e [0,1]. 4

£ que pour tout n € N* et pour tout b) Déduire que S, —— f[_J < ][l} <5,
= no\n n

puis que 1(1] <8S, Sf[l]+-1—f[lj

> n )=t

1] < } f( t)dt < 1 f[_l_c-] ¢) En déduire que la limite de (8) en +oo est %
: % n-\n

it n EN”*, on pose :

s [k
- [;). Montrer que

0) S_!f(!)dts U, —f[—};]

1
er un encadrement de I f(t)dt

. 0
210 et déterminer un encadrement

Hdt & 102 pres.

@ methode des rectangles, calculer
bdes cas la limite de la suite (U, ):

1

p k 1 k=0 R
-+ —

. n

ion définie sur intervalle 10,40 [
B L.
: 4 2

S variations de fet tracer sa
Bmité graphique:5 cm.

P un reel strictement positif.

moyen d’une intégration par parties

Jdx. Déterminer lim 7 (A)
A=0




Chapitre 19

ISOMETRIES ET
SIMILITUDES DIRECTES
DU PLAN.

ISOMETRIES DU PLAN

|54 3 COMPOSITION DE SYMETRIES ORTHOGONALES DES
TRANSLATIONS.

1.1.1 Composée de symétries orthogonales.

1.1.2 Composée d’une symétrie orthogonale et d’une translati
1.2. COMPOSITION DE ROTATIONS ET DE TRANSLATIONS
1.2.1 Composée d’une rotation et d’une symétrie orthogonalg
1.3. CLASSIFICATION DES ISOMETRIES DU PLAN.

1.3.1 Décomposition d’une isométrie.

1.3.2 isométries et points invariants.

1.3.3 Déplacements et antidéplacements

SIMILITUDES DIRECTES DU PLAN.

NERALITES SUR LES SIMILITUDES PLANES.
2.2. SIMILITUDES DIRECTES DU PLAN.

1.2.1 Ecritures complexes des similitudes directes du plan.

1.2.2 Composée de similitudes directes — réciproque d’une
_similitude_ directe.

1.2.3 Caractérisation géométrique d’une similitude directe.

2.3. DETERMINATION DES SIMILITUDES DIRECTES
- UTILISATIONS DANS LA RESOLUTION DES
PROBLEMES DE GEOMETRIE.

S’ENTRAINER




Terminaje C & E

LITUDES DIRECTES PU PLAN

(IO ISOMETRIES DU PLAN.

ansolider les compositions des translations, des rotations, des 'symétriés orthogonales du plan.
aner la nature de la composée d’une réflexion et d’une translation ;
factcriser une isomeétrie & partir de I’ensemble de ses points invariants.

OMPOSITION DE SYMETRIES ORTHOGONALES
ET DES TRANSLATIONS. |

ICOMPOSEE DE SYMETRIES ORTHOGONALES.

~ —Prendre un bon départ

£st un rectangle de sens direct et de centre O et tel que
™
freciser la nature du triangle QAD.

Ucterminer deux isométries fet g qui transforment
Macune D enActBen C.

aractériser £~ et g™, transformations réciproques res-
ectives de fet de g.

Donner la nature et les éléments caractéristiques des applications S

(42) °S) €t Stap) °Sicp):
Jonner la nature les éléments caractéristiques des applications S(oa) ® Stk et S © Sioc)-
2

DEterminer une droite (A) telle que 8,0 S,

#Eterminer une droite (A) telle que S(ap) ©Sa =T°' ‘EJ (rotation de centre o et d’angle -2
, 3

ap) = tzg - (translation de vecteur AB)

3

® Retenir

-

:'lA_}et-'(;A-')‘daix:dmi'te&
s du plan ; la composée d §,28,(S, suivie de S, )

a la translation de vecteur 2HH" ou H est un point (Aa’)
de (A) et H' estle projeté orthogonal de H sur (A”).

= |

ew | (A)

£l

353,




'(_2-_) So1t(A;) une droite de vecteur normal i

(3) Tl existe mﬁmiqfue,-,mi%e (A7) paralléle a (A) telle que (A)

i’
Sy08, =6 (A’) est 'image de (A) par la translation de S
v o >

(3) Soient (A) et (A’) deux droites séeantes en O
ct de vecteurs directeur respeCti"f ieti'. La
composée de S, suivie de §, . est égale 2 la rotation de centre O et d’angle 2(5 u )
8.8, -J"- o) avec a= 2mes(uu)

(‘4) Soit Yo, g) la mtatlon de centre O et d’a:ngle o Pour toute d:mte (A) passantpaf 0, 11
- une seule droite (A’) telle que S, o8, =T,

(13 ) estUimagede (A) parla rotation decentreO etd' angle E

Remarque

t, ctant bijective et de bijection réciproque t |
—-H

——u
2

1
(A) estl'imagede (A) parlatransiationdevecteyr -z-u sietseulementsi (A) estli

(B L1 me
(A?) parlatransiation devecteyr —Eu - Cette équivalence permet de déterminer I

droite (A) de vecteur normal i telle que S,, 08, =#; avec (A") et i connus,

Sur la figure ci-contre, ABC est un triangle rectangle et isocéle en A et de sens dlrect
a) Déterminons les transformations S ac) °S(g) et S ac)®8,. Ona:

* Siac)°Sm) =tz =tg; car (AC)// (IE) 1 A
Ton
- ,A 2 —=—
. S(AC] o8, --r(A ";'J car (AE C) X4 N 5 et (AC (A) {A}
b) Déterminons les droites (A) et (A") telles que Sisc)° Sy = [C 9 BR
et §, oS(AE)— SR (A)
° (A’) est I'image de (AC) par la rotation de centre C ot d’angle de (a”)
mesure % Donc (A’) est la bissectrice de I’angle C . h A
° (A") est 'image de la droite (AE) par la translation de vecteur |
. B
ECB donc (A) est la perpendiculaire a (BC) passant par B. IE
(A)

QARA
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> 5’ exercer
"I 2:-

T
8CD est un losange de sens dlrcct tel que mes(AB AD]__B‘_ .
Determmer Ia nature et les €léments caractéristiques des transformations suivantes

f Stac) °Sn) €t 8= Sicp)°Siap
Déterminer et comparer fog et gof.

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations S( 40)
Sao) ° Sicn) €t Suc) °Sian)-

°S(n)>
2D est un carré de sens direct de centre O. Dans chacun des cas suivants, déterminer la droite
) telle que: Sy, 0S4 =?‘[C. EJ » Supy°Sa=ty i S,=S, OS(BD) S Lgz =S(ap) °Sa

- 2

ICOMPOSEE D’UNE SYMETRIE ORTHOGONALE ET D’UNE
TRANSLATION

e

- —Prendre un bon départ

gure ci-contre ABCD est un rectangle de sens direct et (A) est la médiatrice du segment

Eterminer ["application S, °§, AB) - 4"& ;\; =t ;;E"” o C

i déduire que t— oS(AB) =5,. - (A) : ek

Serminer les images de Apar 78, puis par S, o, i
A B

une droite dirigée par un vecteur .

point du plan. Onnote P=§, (M), N=t, (M) et M'=8,(N).

Shicr que PM'=PM+ MN+NM' e :_---*:M
fifrer que M' =7, (P) (A) T_l = t—-lr
@cduire que pour tout point M du plan, -- T
i )(M)=(1,°8,)(M). ot v
Bse qu’il existe un point Q tel que Q=(S, oz, )(Q). = = -

rer que 5. (9)=%(Q).
pose Q'=S5, (Q)=1,(Q), justifier que QQ' Lii, QN'=# et donc i = &

Eduire S, of, n’admet pas de point invariant,
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(1) Soit (A) une droite de vecteur directeur @ _
* Onappelle symétrie glisséed'axe(A) etdevecteur i, la composée de la symétrie.
orthogonale d’axe (A) et de la translation de vecteur . S, of, =1, 085,
° Une symétrie glissée n’admet pas de point invariant.
(2) Soit (A) une droite et # un vecteur non nul, du plan vectoriel.
° Si# estunvecteur normal 3 (A) alors la composée de la translation 7,
et de la symétrie orthogonale S est une symétrie orthogonale d’axe paralléle & (
s Sid u’estpas un vecteur normal 3 (A) alors 7,08, est une symétrie glissée.

S’en Convaincre
Soit (A) une droite et % un vecteur non nul Soit O
un point de (A) et A un point tel que 7 =0A .
Désignons par H le projeté orthogonal de A sur A) (A')

K le milieu de [AH] et ( A') la paraliéle & (A) pas- K

sant par K. -
 Montrons que S, o8, =f.. H

S,o8,= =t car (A)//(A'), He(A),Ke(A)et (HK) est orthogonale a (
° Montrons que tg oS, =tz 08,
l55 08, =tgz ot 08,.

OH
=7_ OSA! car 75 °5, =8y
e Nature et éléments caractéristiques de #, 0, .

— Si 4 estnormal & (A) alors O=H et §, =1, oS, car tz =tz est'identité du plé
— Si# n’est pas normal & (A) alors O#H ;donc 7,08, =t oS, estune syméts

glissée d’axe (A') et de vecteur OH .

Remarque
Soit (A) une droite du plan, et # un vecteur non nul, gui n’est ni un vecteur normal
vecteur directeur a (A) . La composée de la translation #; et de la symétrie orthoges
est une symétrie glissée dont on peut déterminer I’axe et le vecteur.

(356,
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«emple pa K

C
Bur la figure ci-contre, ABCD est un carré de sens direct et de centre [
Sk °txe est la symétrie glissée d’axe (HK) et de vecteur AC. H
tc oS, ap) ©st la symétrie glissée de vecteur AB et d’axe la médiatrice
de [BC]. A ik -

S ° tp st une symétrie orthogonale car (HK) L (ID)

) i = S(em) (S °Siucy) €3 by =Sy 9Siag

s (S(HKJ g {HKT)"S(A::) =By ,

tox ©S(45) oSt la symétrie glissée de vecteur 5 AB et d’axe (A) , 1a médiatrice de

[AH]. En effet : T OS[AB) =(IE °tp—g)°s(43) =t °(‘E°S(,m))

e vecteur AH est normal 4 la droite (AB) et ainsi £ OS( 4p) CStune symétrie orthogonale.

3s0ns 7 o S(AB) =S8, Onat_=§, OS(AB) ;d’ou (A) est I'image de (AB) par la translation

vecteur %ﬁ c’est-a-dire la médiatrice de [AH]. Ainsi ti oS{ 48) =tz ° S, =1, s oS,

] — — 2
— AB=DK
2

ERésolu 1

‘une droite, # un vecteur non nul qui n’est ni normal & (A) ni un vecteur directeur de (a).
la nature et les éléments caractéristiques de § s oty

€léments caractéristiques de S, 02, .
| point de (A) et A I’unique point du plan tel que

Soit K le projeté orthogonal de A sur (A) : i ~ A
8 ot; =8, 015 =8, 015 o1
= ‘S",on‘K—d)cntﬁ car tﬁotﬁ=tﬁot@. :
t estla symétrie orthogonale S, . (A) ““' K
Bt =S8, et7_.=8§,08,.. ®) § =
VA K~ PaTPa J S AK
) (A% &

AK

(A") est ’image de (A) par t 15 =t% i
Rot, =8, 0t = Loz ©8, est la symétrie glissée de vecteur OK et d’axe (A') image de
) par la translation de vecteur lE

Résolu 2

& muni d’un repére orthonormé (O; i }') Soit f la symétrie glissée dont I’expression

L
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ISOMETRIES ET SIMJLITUDES DIRECTES DU PLAN Terminal

-1 B

X=—x+—y+l
2 y

2 . Déterminer 1’axe et le vecteur de f
B 1
¥ 2 2 Yy
Solution :
Déterminons l'axe(A) de f .

Soit (a ;b) un point du plan , Q(a ;b)e A, il existe un point M(x, y) tel que Q soit le-
segment I-w (M )—l;a = x-;x et b= y_;z_ . On obtient de ces deux égalités :

3 3 3

2a=x+x'= x+—l~x+—y+l =—x+—y+l
2 2 2 2

B Al g

2b=y+y=ptr—x—y-1=—x+—y-1

PrEP=F 21 2y 21 2)’
2J§b=%x+§y—\/§ =2 —1-+3 ; donc |(A) :22x-243y-1-3=0|.
Déterminons le vecteur @ de f .

e Déterminons le point I =5, (0).

I=5,(0) Ol =aii ectle milieu de [OI] appartient a (A) onoelR et 5(2 ;—2«/5) s
vecteur normal de (A) .
le point I # (A) mais le milieu de [OI]est sur (A) etona 2a+6a —1 —/3 =0; soit ¢ =

3((1]

4
Autre méthode : Soient 4 et B deux points arbitraires distincts du plan; A4' = f(A4) et B' =
I etJ les milicux respectifs de [AA'] et [BB']. L'axe def est la droite (1J) et de vecteus!

est par exemple If (1) ou Jf (J).

5

Par ailleurs, 4 = If (O) u [

Méthode et Vocabulaire
Soit f une symétrie glissée d’axe (A) et de vecteur # alors :

e pour tout point Q de (A) il existe au moins un point M tel'que Q soit le milieu de [
e DeplussiM S (M) alors f(M) u.

M; = 5a(M)

e Cette procédure permet de déterminer (A) et # lors- g A
qu’on connait ’expression analytique de f . (A) T[—| Q .
L’écriture f=S§, of, =1, oS, est appelée forme B 1ot
canonique de f. M e i

o Jfof =1, cecipermet de déterminer le vecteur de i

translation et ’axe de /, qui doit passer par le milieu
de [of(0)] de vecteur directeur u

D
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Terminaje C & F

S’exercer

BCD est un rectangle de sens direct et de centre O. I et J sont
ments [AB] et [DC].

cierminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations :

les milieux respectifs des seg-

@) 5 Se) e 5 toSup i SOty -

IBC est un triangle équilatéral de sens direct. L et J sont les milicux respectifs des cotés [BC]

E [AC]. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations suivantes -

(BC)

Sy 5 5o o tgoS

# plan est muni d’un repére orthonormé O:i.7
P p J

anner la nature et les éléments caractéristiques de 'application f = Z,

os, dans chacun des cas
vants:

(1;1) etALx—y-2=0:h) ii(l;l) etA: x+y+3=0; ¢) ﬁ(l;l) etA: x-2=0.
3 E’,}’) est un repére orthonormé du plan.

kconsidere le vecteur #(-2,3) et la droite (A):x+y-2=0.

Serminer ’expression analytique de la symétrie glissée de vecteur # et d’axe (A) :

LtOMPOSITION DE ROTATIONS ET DE, TRANSLATIONS.

- —Prendre un bon départ

& r' deux rotations d’angles de mesure respectives a et a'
1

Bose que r et r’ ont méme centre O .

i point du plan. On note N = r(M) et M'=r’(N).
erifier que M'=(r'r)(M).

emontrer que OM =ON =0OM' et mes(ﬁﬁ,@' =a+a'.

, 801t # une tanslation du plan.

i déduire que 7'or est la rotation de centre O et d’angle de mesure a+a'.

Wse que r et r’ ont des centres O et O’ respectivement,

B deux points du plan. On note A, =1(A) et B,=r(B) puis 4'=r'(A,) et B'=r'(B,)
frificr que 4'=(r'>r)(4) ct B'=(r'or)(B)

gonirer que AB=A4B =A'B et (E,A_'E") :(ﬁ)+(ﬁ)=a+a'.

B dsduire que :

Sia+a'=0 zlors 4B
Sia+a'#0 jlors

= AB . Donner alors lanature de r r.

'or est une rotation d’angle & +a' .

D
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ISOMETRIES ET SIMJLITUDES PIRECTES PU PLAN

Activité 3
Sotent A, B deux points du plan.

e Onnote A;=r(A) ot B, =r(B). Justifier que A,B, = AB et (_é,A_;)

e Onnote A'=t(A,) et B'=t(B,). Justifierque AB'=AB, . E

i L 3
e Montrer que AB'=AB et (EB‘,A'B')=[AB,AIBJ+(AEBI,A'B']=a_

e Vérifier que : A'=(rot)(A) et B'=(rot)(B) puis en déduire que rot est unes
de mesure .
e De fagon analogue, montrer que tor est aussi une rotation d*angle de me

Retenir

Soient » et #' deux rotations du plan d’angles de mesures respectives ¢ et @'. S
(1) Composéededeuxrotations deméme centre . :
¢ Lacomposée de deux rotations r et »'demémecentre O et d’angles de
o et o’ est la rotation de centre O et d’angle a+a’ si a+oa’# 0. '
o rlor=ror' et est 'application identique si a+o’= 0.
(2) Composeededenx rotations de centres distinets
e La composée de deux rotations decentres distincts O et O°, et d’ angles de
Tespectives « et a'est :
— une translation si a+a’=(
— une retation d’angle o+’ si a+a’# 0.
(3). Composéed une rotation et d’unetranslation .

¢ _Lacomposée d’une rotation r d’angle o et d’une translation £ est une

Remarque

Soient r et r' deux rotations et 7 une translation du plan. En général,

o Lorsque r et r' sont de centres distincts, r'or#ror'.
® for#rof.

Exemple 1

Sur la figure ci-contre, ABC est un triangle équilatéral de sens direct et de centre O.

Déterminons la nature et les éléments caractéristiques des applications
ci-dessous :

a) f ="[ ‘
=0 = 0x0xm. f est donc translation. B “

¢
N .
3 L 3

(360
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Activité 3
Soient A, B deux points du plan.

e Onnote A, =r(A) et B, =r(B). Justificr quec AB, = AB et [IS’.,A_;] =a
e Onnote A'=t(A,) et B'=t(B,). Justifier que AB'=AB,.

e Montrer que A'B'=AB et [E,A'B')=(EB.,AIB{}+[A1B,,A'B')=a-

o Vérifier que : A'=(rot)(A) et B'=(rot)(B) puis en déduire que rot est une rotation d§
de mesure a.
¢ De facon analogue, montrer que tor est aussi une rotation d’angle de mesure « .

,,s & Retenir

Soient » et r' deux rotations du plan d’angles de mesures respectives & et a'. Soit tune tran
(1) Composée dedeux rotations de meme centre . ___
* [acomposée de deux rotations r et r'demémecentre O et d’angles de mesures -re_
a et o’ est la rotation de centre O et d’angle ota’ si a+a’# 0. |
» rlor=reor' etest’application identiqﬁ'e si o+a’= 0.
(2) Composéededeux rotations de centres distinets .
* Lacomposée de deux rotations decentres distincts O et O°, et d’angles de mesures
respectives @ et a'est:
— une translation si a+o’=0
— une retation d’angle oo si a+a’# 0.
(3) Composéed’unerotation et d’une translation .

=__La composée d’une rotation » d’angle « et d’une translation ¢ est une rotation d’angle

Remarque

Soient 7 et r' deux rotations et 7 une translation du plan. En général,

e Lorsque » et r' sont de centres distincts, r'or £ror'.
® for#rof.

Exemple 1
Sur la figure ci-contre, ABC est un triangle équilatéral de sens direct et de centre O.

Déterminons la nature et les éléments caractéristiques des applications
ci-dessous :

I ey

3

S
e —4 (_E] =0 = 0x0xm. f est donc translation. 4

3
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I suffit de chercher /(C)=# _ (B)=RB:ainsi [f =1=|.
=)

he=r _or _ "3
[3'3] [“EJ

e T 2z
_+.__ e

. Comme 2—;:&!:27: pour tout entier £ de mesure 23—“
£ est une rotation.

Considérons la droite (BC) et déterminons deux droites (A) et
(A")telles que r{a,i] =S, °S§5c) et r[cg] =83c)°Sa
3
- (A%)est I'image de la droite (BC) par . _. c’est-a-dire la
Bt
droite (BO). [ ’ J

(A) est I'image de la droite (BC) par r. . c’est-a- dire la droite (CO).
C

6

6
On peut remarquer que g(C)=A et g(4)=B. Donc le centre de g est I’intersection des
médiatrices de [AC] et [AB]

o= S(Bo) o S( 5c) ° S(Bc) 0 S( co) = S( 20) ° S{ co) - Finalement |g= r[o 2 J
. o 1 3
e5) o)
2 3
i-: _32 = Tx =7z donc A est une symétrie centrale.
O'=h(0) ona O'=r, I)(O) donc CO =CO' et mes(fé,iﬁ'}:} :
“%

s le triangle COO” est équilatéral de sens direct. Finalement le centre de % est le milieu
:[00'] c’est-a-dire milieu K de [BC]

Buvait aussi remarquer juste que h(B) =C et avoir le méme résultat.
ode

& r et 7' deux rotations d’angles respectifs o et o, de centres respectifs et distincts O et O’.
@+c'=0 alors pour déterminer Ie vecteur de la translation ¢=r'or, il est judicieux de
#€rminer [’image par ¢ d’un point connu , de préférence le centre O de r.

@+a'=0 alors pour déterminer le centre de la rotation r'or on peut Déterminer deux
(A) et () tellesque '=S,, °S(ooy) €t 7 =S50y 08, -Onaalors r'or=35,,08,

e centre cherché est le point d’intersection de (A) et ( A) .

e 2

St un triangle équilatéral de sens direct et de centre O. Déterminons les applications sui-

a9

wt T
st une rotation d’angle de mesure 3

2 ination du centre :
Bons trois droites (A) , (D) et (A") tels que . =S, oS, et r(A'i;) =568,
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ISOMETRIES ET SIMILITUDES PIRECTES PU PLAN Te.rmin_ e C

(A1) (A
t= =8, 05, =(D)L(BC) ctr =8,08, => Ae(D) P

Donc (D) n’est autre que la droite (_OSA). -
- (A') est 'image de (OA) par la translation de vecteur —BC
c’est-a-dire la perpendiculaire a (BC) passant par C.
—  (A) est'image de (OA) par r[A b :‘z) c’est-a-dire (BA).
Y6

Finalement | f=S,. °?‘[d E] =8y °804)° S04 ° S(m) =Sy ° Sy = [Qg] i
T3

3

b) ger o ° sz

Déterminons (A,) , (D') et (A") telles que r(A £) =868 et
b =808, A
o Ae(D)et BC est un vecteur normal & (D) donc (D)=(0A).

. (A ) est I’image de (OA) par la translation ¢ ,__ donc (A ) est la perpendiculaires
passant par B. B¢

"6

° (A ") est ’image de (OA) par la rotation r[ ”J ¢’est-a-dire la droite (AC).

Finalement |g = (AC) ° S(OA) ° S(OA) oSy, {AC} oSy, {P _)

Meéthode
Soit ¢ est une translation de vecteur # et ~ une rotation de centre O.

1) Pour déterminer le centre de ¢or , on peut déterminer trois droites (A) - (D) et :'
que :

e (A)//(D)et (D)n(A)={0}

o t=§,08, et r=8,08,.

I1 est judicieux et important de commencer par la droite ( D) : elle passe par O et a pou

normal .

e tor=S5,.08, lecentre de for estle point d’intersection de (A) et (A') :

2) Pour rot , procéder facon analogue pour déterminer son centre.

Exercice Résolu 1

Soit (€) un cercle. Soit A un point extérieur a (€), P un point de (C) et B tel que ABP est ul
équilatéral de sens direct.

Soit (A) la perpendiculaire & (AB) passant par A et M le point de (A) tel que AB =AM et
ABM est de sens direct.

Déterminer et construire le lieu des points M lorsque P décrit le cercle (C).

562
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-
1]

§€rons les rotations r. et 7', .. (e) P
(+3) " (43)
i . & (P)=rf T (B)=M (ﬁ)

.7 ["'"3]} (43)

M est ’'image de P par la rotation de centre A et d’angle

4= | _7 (e

3

=
£s points M lorsque P décrit le cercle (C) est le cercle

Rage de (C) par la rotation de centre A et d’angle %.

Sce Résolu 2

F) un cercle de centre O. A et B deux points extérieurs a (F) Soit M un point de (T').

isidere le parallélogramme ABMP et le point N tel que APN soit un triangle équilatéral direct.
iner le lieu géométrique des points N lorsque M déerit (l") :

finons le lieu géométrique du point N lorsque M décrit (T)
figure ci contre les objets géométriques qui ne se

gt sont les points A, B et le cercle (I' )

MP étant un parallélogramme, MP = BA et quel que

le mouvement effectué par le point M le vecteur

reste constant d’ou P =/ (M) . Par ailleurs

L)
e . (P)donc N=r, ., of_ M) (
[“?J( ) (A,?) BA(

feu des points N lorsque M décrit (l") est le cercle

limage de (F) par r[d’,r) ot .

3

w S’exercer
s

B sont deux oin_ts distincts du plan. Soit » et r' les rotations de centres A et B et d’angles

_ V.4 3z :
mesures 5 et =1 respectivement.

firer que r'or est une rotation, puis construire son centre £2.

A et B deux points distincts du plan. Soit # et ' les rotations de centres respectifs A et B
. 73 2 :
angles de mesures —— et & respectivement

3 D
_ - . ’ ; : C
firer que r'or est une translation,; puis déterminer son vecteur

agine A. O
figure ci-contre , ABCD est un rectangle de sens direct et de centre
igue OA=AD. A
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Donner la nature et les éléments caractéristiques les applications suivantes :

v 0 : o : Q) e st E or; 5
MR R R R R B Y
1.j ABCD est un carré de sens direct de centre O .
Dans chacun des cas suivants, identifier complétement la transformation 7 .
B) f=tgorn i ®) f=r st s0f to 7 ) f =5(s0) °S(oc) 5+
(03] (+3) ([ 3)
1.j Sur la figure ci-dessous, ABCD est un quadrilatére convexe de sens direct.
On construit les triangles équilatéraux de sens directs AGB, BCF, CED et DAH.
On considere les rotations :

r
e r de centre A et d’angle de mesure 3

T
e 7' de centre C et d’angle de mesure Er
a) Montrer que r'or=z_. .
b) Déterminer I'image de H par r'or .

¢) En déduire que le quadrilatére EFGH est un
parallélogramme.

122 COMPOSEE D’'UNE ROTATION ET D’UNE SYMETRIE ORTHOG@

Activité 1

Soit (A) une droite, O un point de (A). On considére les applications f =

g = Sa or T
o

'3
Construire la droite (A') image de (A) par la rotation 7 ”]. Vérifier que O (A"
2 _

[0

Construire la droite (A") image de (A) par la rotation r( ﬁ] . Vérifier que O el
0% :

r(o E) o§, et
'3

Déterminer S, 2S,,, et en déduire que f = Sias -

e Decterminer S, oS, puis en déduire que g= Sean -

Activité 2 o) !
Soit (A) une droite, O un point n’appartenant pas 4 (A) et
considérons "application r, z
; 03] :
On construit : 5
— le point H projeté orthogonal de O sur (A) : ’
&

oS, .

— ladroite (D) paralléle & (A) et passant par O ;

r i o
o

@)
(D) /

— ladroite (A") image de (D) par la rotation

(364



LITUDES DIRECTES DU PLAN Terminaje C & E

Vérifier que r[ ﬂ) =8,°Sp
0oZ :
3
s (o]
Montrons que n ﬂ o8, =8,

53’
En déduire la nature de r[ H] °o§, .
5
3

m P\ete,mr

A) une drmte O un p@mt du plan. j
aposée d’une rotation de centre O et de la symétrie orthogonale d’axe (A) est:

ne syméirie orthogonale si Oe(A).

Ine symétrie glissée si O (A). 21

=mple
3CD est un carré de sens direct et de centre O. I, J, K et L sont les milieux respectifs des cotés
B8], [BC], [CD] et [DA]. Donnons la nature de r(A 1] 08 4c) r[ ] °Spe)-

2 =

rA % { 4C) est une symeétrie orthogonale. En effet D K c
?‘(A %] = S S( AC) donc

r[,,%] *S(uc) =S(AD) °S(4c) °S(ac) = Sap)* L @) J
?‘(o : } o 8 5¢) est une symétrie glissée car O g (BC) ;

On ;em caracteriser cette symetrie glisée. . .

J est le projeté orthogonal de O sur (BC) et la droite (IK) est |
parallele a (BC); de plus, " %) = S( #0) ° S{ ) ;donc

(B’C] S(BD] IK) S[BC = S(BD) Lis = S(BD) olgz = S{BD) (B0+0A) :S(BD} ofsz °fg5 -
C mme (OA) (BD) posons alors S, =Sy otz ona Sy 08, =iz d’ob (A)—(IK).
Ainsi r( J oS( 30) = S( ) "5 est la symétrie glissée d’axe (JK) et de vecteur BO .
2

O 0.8 = o o = 2
__ peutausswvmrr(O’g) (BC) S(OD) S(OK) S(BC) S(OD) tC

=5(0p) °'ep°'op = S(0D) *S(0D) °S(UK) “'oD
oL (JK) 'D_ﬁ

) S’exercer

it ABCD un carré tel que Mes(ABAD) 72: . 1,J,KetL sont les milieux respectifs des
is [AB], [BC], [CD] et [DA]. Donner la nature et les éléments cactéristiques des
nsformations suivantes :

1365
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A} S(BD}""[B,%) ; b)"[ 0z)° Sizy 5 ) S(Bclc’"[o,g}‘
1.1 Le plan est muni d’un repére orthonormé (O,?,j).

Donner la nature et les éléments cactéristiques f =rg 4 o5, dans chacun des cas.

T T )
a) Q(L1) ; 6= 5 (A): 2x-y-1=0;  b) Q(L1); 0= 7 (A): x+y+35

CLASSIFICATION DES ISOMETRIES DU PLAN
1.3.1 DE’COMPOSITION D’UNE ISOMETRIE

Smt f une Isometne et A une pomt du plan
On note A’ —f( )
e Justifier que pour tout point M du plan, son image /

M’ appartient au cercle (C) de centre A’ et de My 7
rayon AM. eult

e Soit M, I'antécédent M’ par la translation ¢ de
vecteur AA'. Montrer que :

M, =t'1°f(M) et t'IOf(A)=

e Onpose g=t"of . IMontrer que g est une isométrie qui laisse invariant le point A.

Rete,nir

Soit fune isométrie planc et A un point. Alors il existe une unique translation 7 et une t
métrie g du plan telles que f =7og et g(A)=A.

S’en Convaincre
L’existence de g est mise en évidence dans 1’activité ci-dessus. Il reste a prouver 1’unici

Supposons qu’il existe une translation ¢' et une isométrie g’ telle que f=t"g' et g (
F(4)=rog/(4)= (4)

O F(A)=teg(d)=1(4)

}:H (4)=¢(A4) donc #' =¢ et par conséquent g=g%

Soit f une symétrie glissée de vecteur # et d’axe (A) et A un point du plan.

Déterminons une isométrie g et une translation ¢ telles que f=tog avec g(A)= :

(366,
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A (ah

* SiAc(A),alorsonprend =7, et g=8§,.

s Sid E(A) alors :
'Soit H le projeté orthogonal de A sur (A) .

@ (4)

Soit (A') la paralléle a (A) passant par A. U

Dna: §,08, =t donc §, =t 08§,

f =t,05, = (tﬁ c tzﬁ)o S, on peut alors prendre t =t; of . et g =85,

w S'exercer

it A un point du plan. Pour chacune des isométries f suivantes, déterminer une translation
€t une isométrie g laissant invariant le point A telles que f=iog.

L f=t; avec #+#0 ; b) S, symétrie orthogonale d’axe (A)
2 plan est muni d’un repére orthonormé (O, i ,]) ;
¢ est une application du plan P dans lui-méme dont I’expression analytique est suivante :

| =—;~(3x+4y+4)

-_'=%(—4x+3y)

Deémontrer que f est une isométrie.

Soit O’ I’image de O par f . Déterminer 1’expression analytique de la translation ¢ de
jecteur 00 .

Justifier que 1™ o f est une isométrie qui laisse le point O invariant.

ISOMETRIES ET POINTS INVARIANTS

—Prendre un bon départ

e isométrie du plan.

pse qu'il existe trois points non alignés A, B et C invariants par f .
‘point du plan et M’ son image par f .

stificr que AM=AM' , BM=BM' et CM=CM'.

patrer que si M # M jalors les points A, B et C sont alignés.
pdeduire que M= M/, puis déterminer f.

Bse que f + id,, et il existe deux points A et B invariants par f .

point du plan n'appartenant pas a la droite (AB) et M’ son image par f .




Justifier que M’ #M.

Justifier que AM = AM' et BM =BM'. En déduire que
(AB) est la médiatrice de [MM’].

Montrer que 1’isométrie S{ AB) ° f laisse invariants A,

B et M. Déduire que f =85

Soit f une isométrie du plan.
(1) Si f laisse invariants trois points non alignés alors f est’application identique .
(2) Si f laisse invariants deux points . ct n’est pas ’application identique alors f est une
symétrie orthogonale d’axe passant par ces deux points
(3) Si f laisse invariant un sewl point ., alors f est une rotation , de centre ce point
(4) Si f n’admet pas aucun point invariant alors f cst une translation ouune symétrie §

S’en Convaincre
Les activités 1 et 2 ci-dessus aboutissent respectivement a la démonstration de (1) et

Démontrons(2) et(3).
A
1)

Soit f une isométrie qui laisse invariant un seul pointl du plan.
Montrons que f est une rotation de centre L. (A)

Soit A un point du plan distinct de I. Notons A’ I’'mage de
Avpar f. _
e A'#A car f aunseul point invariant. Par ailleurs,
IA =IA'; donc I appartient 4 la médiatrice (A) de [AA’].
o (Syof)(4)=58,(4)=AetS,of(I)=S,(I)=1 S,°f laisse invariant A et I c’est-

que S,of = S( A1) d’apres (2).
o Syof =8, f=8,08,,¢t (A)n(4I)={1}. f est une rotation de centre L

Al

2) Soit fune isométrie n'admettant aucun point invariant.
Soit A un point du plan. D’apres le retenir 1.3.1, il existe une unique translation

unique isométrie g telle que g(A)=A et f=tog.
g n’est pas une rotation car sinon f admet un point invariant donc A n’est pas le 5§

point invariant de g.
e D’aprés les propriétés (1) et (2), g estsoit id, soit une symétrie orthogonale.

— Si g=id, alors f estégale a la translation 7.
Si g est une symétrie orthogonale alors f est une symétrie glissée.
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ndrque

Toute isométrie du plan est soit une translation, une rotation, une symétrie orthogonale
ou une symétrie glissée

| Nombre

_ Trois points Deux points . :
:l de points e afi il o P P Unseul point A Aucun point
| E s & istincts Aet
| - 1d g Rotation de Translationou
e Cinelrie P (48) centre A symétrie glissée

pute isomeétrie est :
' S0it unetranslation |,
Soit lacomposéed’une symétrie orthogonale et d’unetranslation

: ]
Soit lacomposéed’unerotationet d’unetransiation.

mple

L i, j)estun repére orthonormé du plan.
£ f Papplication du plan dans lui-méme qui a tout point M(x, y) associe le point M’ (x',»")

x’=—lx—i2_?3-y+\/§
ES que < 2 . Déterminons la nature de f.
3 L]
'=——x+—yp+1
¥ 5 2)’

Ent M, N deux points du plan et M”, N” leurs images respectives par f.

O

1 3
it T S +\6+'2"x3.f +_'J2:J"M -3

et
V3

= (5 =5) =2 (- 2)

2
P - B
e e e Ve Vit

3 1

= "“2_(3% "xM)"'E(yN“J’M)

=(xy —x, ) +(y =¥ )’ = MN? ; donc f est une isométrie.

xz—-l—x—i_?’—y+\/§ -Ex—£y+~/§=0

Mo ; c o 2 - ; en multipliant les membres de
—-—£Jc+l +1 ——-\Ex—l +1=0
i T

fuxiéme équation par /3, on trouve que les deux équations du systéme sont équivalentes;
I’'en
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3

semble des points invariants par f est la droite (A) d’équation ——;-x—T y+N3=
f=5,

« S’exercer

l.o (O, 1, 1) estun repere orthonormée du plan.
Soit f I’application du plan dans lui-méme qui a tout point M( x, y) associe le point
e xX'=1+y
définies par ¢ ;
y=1-x
Montrer que f est une isométrie. En déduire sa nature et les éléments caractéristique
1.p Soit f P'application du plan dans lui-méme qui a tout point M( x, y ) associe le point ¥
| X =gl : ; o
définies par 4 | 1.Determmer la nature de f et ses éléments caractéristiques.
y=x+
1.q Soit D un point du plan.

Déterminer toutes les isométrie f du plan telles que f(D)=D .

1.3.3 DEPLACEMENTS ET ANTIDEPLACEMENTS

i

— —Prendre un bon départ

Activité 1 —
Dans le plan orienté on considére un angle orienté (AB, AC).

Compléter le tableau ci- dessous par (E,RJ ou ~(Z§,R‘j

Isométrie [ Translation | Rotation Symétrie orthogonale Symeétrie gliss

Image de I’angle
(EE) par f.

Activité 2
Sur la figure ci-contre, ABCD est un trapéze isocéle de sens direct tel que (AB) paralléle 2 €

1) Soit ¢ la translation de vecteur DC
e Construire le point A’ image de A par ¢. D

¢ Démontrer que B est I’image de A’ par la rotation de centre C
et d’angle & .

e Déterminer alors une isométrie / qui conserve les angles A
orientés et telle que f(4)=B et f(D)=C.

2) Déterminer une autre isométrie g distincte de S telle que g(A) =B et g(D) = C gconser
les angles orientés ?
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S0it f unc isométrie du plan
i f conscrve les angles orientés, alors f est appelée deplacement . :
f transforme les angles orientés en leurs opposees alors f est appelée a?mdeplacemem :

¢ isométrie est soit undéplacement soit unantidéplacement .

Isométrie

Rotation Transiation

Symeétrie orthogonale Symétrie glisse’e

posée et réaproque de de’placemems etd’an adéplacemenrs

Composée

Déplacement Antidéeplacement

Antidéplacement Déplacement

iproque d’un déplacement est un déplacement.

iproque d’un antidéplacement est un antidéplacement.

lermination d’une isométrie G _

4. B, A’ et B’ des points du plan tels que AB=AB' et A#B. Alors:
iste un unique déplacement qui transforme A en A’ et B en B’.

liste un unique antidéplacement qui transforme A en A’ et B en B’

Convaincre
. B, A’ et B’ des points du plan tels que AB=AB' et A#B.
Existence et unicité d’un déplacement .

it ¢ la translation de vecteur AA' et C= I(B).

#4' = BC et donc le quadrilatére AA’CB est un parallélo-
:_:_._...; me d’ou A'C=4AB=A'B" .

be s (575 (76,75 cxr AB=AT o A A
bnc B’ est [’image de C par la rotation 7 de centre A’ et d’angle [E,A'B').

psons f=rot.Ona f(4)=A"ct f(B)=B"et f estun déplacement car elle est la
gmposee de deux déplacements.

Pmicité : Supposons qu’il existe un autre déplacement g tel que g(A) =A'et g(B) -B'
lio: _f_l Og(A) = _f“i (A') =A et f_l Og(B) = f_l (B') =B ; donc f_l og estun
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déplacement qui laisse invariants deux points distincts d’ot £~ og=1d, ¢’est-a-dire’
b) Existence et unicité d’un antidéplacement .

La symétrie orthogonale d’axe (A’B’) laisse invariants les points A’ et B’.

Considérons la transformation h = Supy S OU f estle déplacement déterminé en

h est un antidéplacement car composée d’un déplacement et d’un antidéplacement.

h(4)= Staz) °f(4)=4"et h(B)= Staw) f(B)=B".

Unicité : Supposons que k est un autre antidéplacement tel que k(A)=A’ et k(B)=B™

Alors (k' ok)(4)=4 et (k" ok)(B)=B, donc A" ok=1Id, car k™ ok est un déph
d’ou k=h

Remarque
Soit A, B, A’ et B’ des points du plan tels que AB=A'B' et A =B.Notons f le dépk
tel que f(A) =A'et f(B)=B’.

e Si AB=AB' alors le déplacement S est une translation.

e Si AB#AB' alors le déplacement f est une rotation.

ABC est un triangle équilatéral de sens direct. A’, B’ et C’ les milieux respectifs des s
[BC], [AC] et [AB].

a) Démontrons qu’il existe un déplacement f tel que f (B) =f"el

f(CY=4

S Q/
e f existecar BC'=B'A.Deplus BC'# B'4; donc f estune <
rotation. ‘.

T _

e Soit r la rotation de centre C’ et d’angle de mesure = c B’

Ona r(B) = A'. D’autre part AB'=C'4 et donc B’ est I’'image de A’ par la translatie
vecteur C'4 . Ainsi to r(B) = I(A') =B' et ror(C') = I(C') = A . Le déplacement che
done (f =t or | :

[=3)]

b) Un antidéplacement g tel que g(B)=B" et g(C')=4 est

On pourramontrer quelecentre D de f estle
symétriquede A’ par rapport aC’ puis en déduire
quef=r _etg=S8 or ..

(23) i
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S’exercer

AE _ sens direct tel que (AB) paralléle a (DC).
emontrer qu’il existe un antidéplacement f et un déplacement g tels que :

f(4)=Cet f(D)=B ; b) g(4)=C et g(D)=B.

BC est un triangle équilatéral de sens direct. A’, B’ et C’ les milieux respectifs des segments
L], [AC] et [AB].

determiner un déplacement f et un antidéplacement g tels que :

f(C)=Bet f(B)=4" ;b) g(C)=Betg(B)=4".

it A et B deux points distincts, # une rotation d’angle & avec a # kx pour tout keZ.

fpose 7(A4)=C et r(B)=D .Montrer qu’il existe un unique déplacement d qui transforme
En DetBenC.
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SIMILITUDES DIRECTES DU PLA

> Reconnaitre une similitude, puis sa classification.
> Caractériser par une écriture complexe une similitude directe du plan ;
» Donner les éléments caractéristiques d’une similitude directe du plan.

2.1. GENERALITES SUR LES SIMILITUDES PLANES!

. Prendre un bon départ

Activité 1

ABC est un triangle équilatéral de centre de gravité O. A’, B’ et C’ les milieux respectifs dg
[BC], [AC] et [AB].

OC _04' A'C

Démontrer que : = :
AB AB' BB'

Activite 2

Soit kh une homothétie de rapport & et f une isométrie plane. A et B deux points distincts €
e Onpose 4 =f(A4) et B,=f(B) ,puis A'=h(4) et B'=h(B,).
Montrer que A'B'= |k| AB.
Onpose 4 =h(4) et B;=h(B) ,puis 4'= f(4,) et B'=f(B,).
Montrer que 4'B' = }k| AB .

Montrer que si I’isométrie f est un déplacement alors ho f et foh conservent les#
orientés.

Montrer que si k € {—1 ;I} alors ho f et foh sont des isométries.

Retenir

(1) Soit & un nombre réel strictement positif . :

On appelle similitude de rapport k toute application du plan dans lui-méme telle que pf
points M et N d’images M’ ¢t N°, on ait M'N’'=kMN .

(2) Toute similitude est lacomposée d’une isométrie et d’une homothétie .

~® Lacomposée d’une homothétie et d’un déplacement cst appelée similitude direc
~® Lacomposée d’une homothétic et d’un antidéplacement est appelée similitude il
(3) Propriétés deconservationet de proportionalité '

Toute similitude conserve : ' Toute similitude transforme :
® [’alignement des points, e Les droites en droites
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1e Pﬁralléliéme_des droites, * Les demi-droites i demni S T
e - L e

mesure des angles non orientés | o Lescercles encercles

barycentre des points pondérés Toute similitude de rapport k& multiplie

| | | Les ,IOI}rg'_uﬁ_ufs._pgr_ ko . ” |

emple
. Toute isométrie est une similitude de rapportl.
Toute homothétie de rapport k est une similitude de rapport }k i j

La composée d’une isométrie et d’une homothétie de rapport £ est une similitude de
rapport |k|.

Toute homothétie, toute translation, toute rotation est une similitude directe.
Toute symétrie orthogonale glissée, est une similitude indirecte.

> S’exercer |

F la figure ci-contre ABC et EFG sont deux A

langles semblables. On peut alors écrire

.Bl AiC' BlCT

_nstruire le point :

g€ [A'B’] tel que A’E = AB. :

.. o B A

e [A°C’] tel que AT=AC. c

stifier que les triangles ABC et A’EF sont isomé-
.

pse k= ﬁ’ justifier que A’B’C’ est I'image de A’EF par une homothétie h .
Eduire qu’il existe une similitude S qui transforme Aen A’, Ben B’ et C en C’.

# B sont deux points tels que : AB = 7; o est la symétrie de centre A et h est I’homothétie de
¥e B et de rapport —3. On pose : f =heo; A'= f(A) et B'= f (B). Déterminer A’'B’.

picr et compléter | tableau suivant par “similitude directe” ou “similitude indirecte™ :

/o

mothétie

Fdentité | Réflexion | Translation | Rotation

S une similitude admettant trois points fixes A, Bet C.
montrer que le rapport de la similitude S est 1.
géduire que S est une isométrie et que S est 1’identité.
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1.e Soit S une similitude admettant deux points invariants A et B.
a) Démontrer que le rapport de la similitude S est 1.
b) En déduire que S est la symétrie orthogonale d’axe (AB).

2.2. SIMILITUDES DIRECTES DU PLAN

2.2.1 ECRITURES COMPLEXES DES SIMILITUDES DIRECTES DU P

' m—-— .—Prendre un bon départ

Activité 1
Soit S une similitude directe, alors S=hod ois / est zme*lzomozhérie et d un déplacemeni.
L’expression complexe dehest: z'=kz+b avec keR et beC.
L’expression complexe ded est: z'=¢“z+c avec @ €R’ et c e C si d est une rotation i
e Montrer que I’expression complexe de S est sous la forme - z'=az+p ot acC &
e Déterminer I’expression complexe de doh.

Activite 2

Soit f une transformation du plan dans lui-méme dont ’expression complexe est sous|
Z=az+b, acC et beC.
e Montrer que pour tous points distincts A et B d’ affixes respectives z, et z;,ona
|ZA zp| = a||zx —2z5]-
e En déduire que f est une similitude de rapport k= ‘a|.
e Préciser la nature de f si a=/ et I’élément caractéristique de f .

e Montrer que si a#1 alors f admet un seul point invariant £ dont on exprimera I’ afl
fonction de a etde b.

— Soit @ un argument de a. Montrer que z'—@= ‘al Cad (z —aJ) ;

— En déduire que f=hor=roh ou h est’homothétie de centre Q et de rapport &
est la rotation de centre Q et d’angle a.

Retenir

(1) Toute similitude directe du plan a une écriture de la forme z'=az+b avec aeC
(2) Toute application S du plan dans tui-méme dont I"écriture complexe est de la f:)
7 =az+b avec aeC et beC estune similitude directe du plan. '
o Sia=],alors S est une translation dec vecteur u d’affixe b.
e Si la|='€=1 alors :

— Sadmet un seul point invariant ) qui a pour affixe w = 1L~ %
= —a

1376,
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~ ’homothétie de centre Q et de rapport & = laI

S =hor=roh ou r estlarotation de centre Q et d’angle de mesure @ =arga et & est)

lotation et Vocabulaire
it S une similitude directe.

~ Si S admet un point invariant Q alors 1’écriture de S sous la forme S =hor=roh est
appelée forme réduite de S.

S est appelée similitude directe de centre 2, de rapport |k| et d’angle de mesure a avec

@ l’angle de la rotation r et k le rapport de "homothétie 4.
On la note souvent St 7
Si S n’admet pas de point invariant, alors la translation S est appelée
similitude derapportlet d'anglenul .

mnarque
Toute similitude directe conserve les angles orientés .
Traduction de S a [’aide de la forme réduite

Natureexactede S Ecriture complexe réduite
La translation de vecteur non # d’affixe b Z=z+b.
L’homothétie de centre Q et de rapport k Z-w=k(z-w)
La rotation de centre Q et d’angle « 7-w=¢"(z-o)

Z—w=kle“(z—o)
similitude directe de centre Q, d’angle o et de ‘ | ( )Sl k=0

rapport |k|

Z-o= |k’e‘:{“m (z—@)g; k<0

ple
ferminons une expression complexe de la similitude directe £ de centre Q(1 ; 2), d’angle
= et de rapport 3.

mne ccriture complexe de la forme : z'=az+b ol a et b sont deux complexes a déterminer.

T
8 module et argument de  sont respectivement le rapport 3 et I’angle 2 de la similitude.

a=3e2=3i.

gant le centre de f, et w 'affixe de Qona:

R)=Q < 3iw+b=0 3i .(1+2i)+b=1+2i  3i—6+b=1+2i<> b=T—i

@lement, |’écriture complexe de la similitude directe fest: z'=3iz+7—i .

Beminons les €léments caractéristiques de la similitude directe g de forme complexe
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2= (1+ iV3)z+2-i. 5 |
e Rapport et angle: ‘1+i\/§|=2 . l+i\/§=2(%+i—§)=2[cas[—§—)+isin(—§-}]-_—Ze

T
Ainsi, une mesure de 1’angle de g est 3 et son rapport 2.

e Soit @ ’affixe du centre de g. On a : 5
; o e {2=8) B 248
g(w)=a)<:a)l:l—(l+hf?_:):|=2—z®a)v e g -

Ainsi g est la similitude directe de centre (? %_:i] de rapport 2 et d’angle d&
z

3"

Exercice Résolu
Soit f I’application du plan dans lui-méme qui & tout point M (x ,y) associe le point M'(3
| =t y\ﬁ —3

. y'=—xJ§-y+2J§

a) Déterminer 1'écriture complexe de f .

que

b) En déduire que f est une similitude directe.

Solution
a) Ecriture complexe de f .

Notons z et z' les affixes de M et M' respectivement.

Z=x'+ipy'= —x+y\f?_’—\/§+i(—xx/§—-y+2«/§)
=(—x-iy)+(y\/§—xi\/§)-\/§+2fﬁ
=-(x+iy)+(—i2y\/§—xi\/§)-\/§+2i\/?—’ car —i2=1
=—(x+iy)=iv3(x+iy)-V3+2i\3
=(-1-iV3)z-V3+2i3

b) fa une écriture complexe de la forme z' =az+b . Donc fest une similitude directe.

En général, pour déterminer 1’écriture complexe d’une application affine dont on com

: : e . z
I’expression analytique, on peut utiliser les formules complexes ci-dessous : x =
y_z—E
2i
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e_; ) est un repére orthonormé direct du plan.

Sterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations suivantes du plan défi-
€s par leurs expressions comple)ief'.,

Bz’ =-274+3-2f 4

s b) z'=—iz+2i-—2 3o z'=z—£+—i .
, 2 3 &

. '=(2-—2z‘)z+3z‘ 3 €) z'=—-[cos%—isin%]z+l+i s ) 2'=-3e3z+3-6i.

ierminer 1’€criture complexe de la similitude directe de centre Q, de rapport £ et d’angle de
| ca.

(2,-—1) ;k=% et a:-%:- : b)Q(I,-—Z) k=1 et cx:%;

o0 s k=2 ¢ o= 00 k= @ a2

frminer 1’écriture complexe de la similitude directe S=rok ol r est la rotation de centre
#d’angle o, h I’homothétie de rapport k et de centre Q.

2(2,-1) $k=‘§ et a’=% ;D) Q(1,-2) ; k=-1 et a=-’;:-;
0-) : k=2 @ a=Z . 9@ : k=7 « a=-22
Jf I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M (x . y) associe le point M '( X y")
L [ X'=x+y-2

Y =—x+y+l

sterminer 1’écriture complexe de f .
B déduire la nature et les éléments caractéristiques de P

DMPOSEE DE SIMILITUDES DIRECTES — BIJECTION RECIPROQUE
"UNE SIMILITUDE DIRECTE

-Prendre un bon départ

‘deux similitudes directes d’écriture complexes respectives z' = ke®z +b et

b’

fque S'oS apour écriture complexe Z = ke )z + (k’be‘“ + b') .

iFe que S'0.§  est une similitude directe de rapport kk' et d’angle de mesure @ +a'.
- . 1 bio

igue pour tout point M (z) d’image M'(z') par S, z=re “z'—-ze =

1
#e que S est une similitude directe de rapport 2 et d’angle de mesure —a .

@D
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Soit S une similitude plane directe de rapport k et d’angle de mesure o, S’ unc similitu
directe de rapport &’ et d’angle de mesure o’.

* Labijection réciproque de la similitude S est une S1m1]1tude plane dlrecte de rapp
d’angle de mesure —« .

¢ La composée§'oS estune similitude plane directe de rapport kk'et d’angle de mes

—Si at+a'= 0[2)1'] et kk'#1 alors S'=§ est une homothétie de rapport kk'.
—Si kk' =1 alors §' S est une translation ou une rotation.,

Soient S et S’ les similitudes planes directes d’expressions complexes
o i

' =t : 1] = . .
2'=—2e *z+2i et 2’=2e 0z +1-i respectivement.
o  Déterminons le rapport et une mesure de ’angle de S~ .

i i il .
e e J2e"e g =x/5\<3j 4 car -1=€".
3a
Donc M’=S(M)<:>z'=\/§e 4z+2i.

S~ est donc la similitude directe de rappon
d’angle de mesure _37 .

4
Déterminons le rapport et une mesure de I’angle de S'- S .

Lerapportde S'= S est 2\/_ 2 et une mesure de son angle est @ —-3£+£ ibx

o Comparons §'oSetSoS'. i

Déterminons leurs écritures complexes :
Casde S'o S

11:r \/5 1
z' —2e \/_e“z+2z +1—z—2\/_e 2z4+4] THE +1—i. soit
z —2\/_e ‘2;: 1+z(2\/_ )

Casde SoS':

\Ees‘:[Ze z+1~—1}+21—2\/_e ]‘1:z+\/_[£+:—-J(1—z)+2:

—2~/_e11152+\/_{‘/§+1 [I‘QFJJ +2i=22e 1 e [JE;\EH.[\E—Z

S'oS£S8c8",
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Terminaje C & E

PR S’exercer

T
- . a . . . B =
Mt S et S les similitudes directes d’expressions complexes respectives z'=2e 3z+2i et
. e
F=3e%z-4+i.
Déterminer les éléments caractéristiques de S

Déterminer le rapport et une mesure de I’angle de So8§'.
Comparer §o5' et S'§.

CARACTERISATION GEOMETRIQUE D’UNE SIMILITUDE DIRECTE
PLANE

——Prendre un bon départ

El

Rod une similitude directe de rapport k>0, h étant une homothétie et 4 un déplacement.
£ B deux points distincts du plan. On note 4’ = S( A) et S(B) = B'. Montrer que :

81 d est une translation, alors (E,E !: 0.

i d est une rotation d’angle 8 alors [ZE A'B'

g.
e
e

£a déduire qu'il existe un nombre réel @ tel que | 4B ,4'B"

e transformation du plan, ke R] et g e R" tels que pour tous points distincts A et B
Srcspectives A’et B’ par f,ona A'B'=kAB et (Zﬁ ,A'B“'] =&

la similitude directe de rapport k ct d’angle ¢ . Onnote A, =S (') et'B=5"(B").

- l — —
istifier que A,B, =EA'B' et mes[A'B’ ,A]Bl)z-—a'.
fontrer que E=A,B1 .
ferificr que A, =(s"ef)(A) et B, =(8"f)(B) et en déduire que S o f est unc
@nslation qu’on notera ¢.
lontrer que f'est une similitude directe plane.

» Retenir

=,
L4

-"_'_:.- ‘application du plan dans lui-méme, k eR; et ack. f est une similitude directe de
et d’angle e si et seulement si pour tous points M et N d’images respectives M’ et

AN'= kMN et m(WMNJ:a




|
{
{
1
|
i
i
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Remarque :
e Soit S une similitude directe de centre Q d’affixe w, de rapport k>0 et d’angle d&

0. Soit M un point d’affixe z et M’ d’affixe z”_

QM' = kQM

® M! =S M PN Pk =kela s o _—
()i u—te (i) mes(Q.M,QM'J=a

Note: z'—w=Kke'*(z—w) est I’écriture exponentielle de S

Le plan orienté est muni d’un repere orthonormé direct (O; _i', } )
Soit f I’application du plan dans lui-méme qui & tout point M(x, y ) associe le point M
X =x-y+1
tel que .
y=x+y-1
Démontrons que f est une similitude directe dont on donnera le rapport et le centre.
e  Nature et rapport
Soit M(x ,»), N(a,b) deux point du plan et M’(x’, y*), N°(d',b’) leurs images res
par f
a-x'=a-b+l-x+y-1=(a-x)-(b-y)
b~y =a+b-1-x—y+1=(a-x)+(b-y)
Donc M’N*? = ((a—x)—(b—y))2 +((¢:.'—x)+(b—y))2
=2[(a-x)*+(b-y)*|=2MN*
Ainsi MIN' =2 MN donc f est une similitude de rapportﬁ :
o Centre
=x— 1 =] ity 2
fM)=Me {x o {y ; f ale seul point Q(1 ;1) invariant. Donc Q(1
y=x+y-1 x=1 :
centre de la similitude f.
i 1061, G082
Soit 0'=f(0)=0'(1;-1),ona 0'Q(0;2) et [m,f)"_‘)= = = =
(0)=0'( l— (0;2) et cos oaven 25 0
——\ det{0Q,0'Q =
o J=—( )=£.Am51,a’=
oQx0'Q 2
Note: On peut chercher I’écriture complexe de /* afin de repondre aux questions pose

T .
— radiant.
4

A & S’exercer
1L

2.f Soit S une similitude de centre €2, de rapport k et d’angle de mesure ¢ .
Soit M un point et M’ son image par S, montrer que :

a) Sik= \/5 et o= —% alors QMM est un triangle rectangle isoceéle en M de ses

B

bl Sik= o o -——% et N le symétrique de M par rapport a la droite (QM’) alos
un triangle équilatéral de sens direct.
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B est muni d’un repére orthonormé (O ;-i.,:i')
it f I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M( x, ¥ ) associe le point M*(x', »' )
x'=2x+3

¥ =2y+1
ferminer la nature et I’élément caractéristique de f .

finies par

it f application du plan dans lui-méme qui a tout point M( x, y ) associe le point M’(x",y' )
X =X— y«ﬁ

. 3 y’ — x\/?_) +y e
erminer la nature et les €léments caractéristiques de f .

finies par

DETERMINATION DES SIMILITUDES DIRECTES-
WTILISATIONS DANS LA RESOLUTION DES
PROBLEMES DE GEOMETRIE

L&t A’ trois points du plan tels que 4#Q et4'#Q.
Ration d’une similitude directe de centre Q qui transforme A en A°.

Q4' ——
f Q4 » a=mes (QA,QA') . On considere la similitude directe S de centre Q, de rapport

pele de mesure e .

fErifier que S(Q)=Q.

dit B =S(A). Montrer que QB =04" et [ﬂggﬁ) =
B déduire que 4'=B=S5(4).

| remarquant que S = h(Q,k)or(Q,a) , justifier que S est unique.

e W

B, ., aeR ,AetA deux points du plan.

8tion d’une similitude directe de rapport k et d’angle de mesure a qui transforme A en A’.

8S la transformation du plan qui & tout point M(z), associe le point M'(z') tel que

flerminer b pour que A’ soit I'image de 4.

b déduire que I'unique similitude directe de rapport k et d’angle de mesure ¢ qui trans-
e Aet A’est S:M(z) > M'(2') tel que 2'=ke™ (z2-z,)+2,
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(1) Soit Q, A et A’ trois points du plan tels que 4=Qet4'#Q.

1l existe une unique similitude directe plane de centre Q qui transforme A en A’
(2) Soit keR! , @R , AetA’ deux points du plan.

1l existe une unique similitude directe plane de rapport k et d’angle @ qui transforme
(3) SoitA, B, A’ et B’ quatre points du plan telsque A#B. et A'#B".

11 existe une unique similitude directe plane qui transforme Aen A’ et B en B,

S’en Convaincre
Soit A, B, A’ et B’ quatre points du plan tels que A#B et 4'# B'. Les vecteurs A

sont tous non nuls.
It

Posons k=A— et o =mes E,ﬁ ;
AB

D’apres (2), 1l existe une seule similitude S de rapport k et d’angle de mesure o qui tras

enA’. Soit C = S(B), d’aprés la propriété caractéristique ona: 4'C =kAB et mes 4B,
Onadonc: A'C=kAB=A'B' ct [A'C,A'B')=(A’C;,ﬁ]+(ﬁ,‘4'8']=—&+a =0.

AC=A4'B'
[R,I‘TBH 7}:6 S AC=4'B'< C=B'. Ainsi B' =S(B) et S transforme B en B'.

ABC est un triangle rectangle isocéle en A et de sens direct. D est le symétrique de A par s
a) Déterminons le rapport et une mesure de I’angle de la similitude directe S qui tras
en CetCenB.

$(D)=cC CB (_, _.) >
=k=— et mes| DC,CB |=—.
5(C)= B} DC 4
CB2=2CA? = 2DC?;donc CB=DCV?2 ;soit k=+2.
b) Construisons le centre £ de S.

triangle recmngle ayant un angle de mesure 341:- dont ]’hy_ ;_r -----------
4

poténuse est [QC] et un c6té de I’angle droit est [QD]. Il

est donc rectangle isocele en D et est de sens direct.

U,______H.,__._.-- ::3) |§|

m
LLS

(384,
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‘ethode

-’ éments caractéristiques de S dans le cas (3).
Les droites (AB) et (A’B’) sont paralléles
» Si AB=AB alors S est la translation de vecteur AA’.

e Si AB#AB alors S est une homothétie de rapport

Le centre Q de S est le point d’intersection de (AA’) et (BB?) si
(AA’) = (BB’).
Si les droites (AA”) et (BB’) sont confondues alors Qe (44’

| Les droites (AB) et (A’B’) sont sécantes en un point P.
Dans ce cas, S n’est ni une translation, ni une homothétic. Son

et son angle a= mesl AB, 4B |. Son

A
rapport est k=
Pp 4B
centre £ étant invariant, ona: [QA o4 = QB QB’ AB AB B

51 P est distinct de chacun des points A, B, A’ et B

alors les points P, A et B sont alignés. Il en est de méme des
P iIltS P.A*et B’

Donc 2 [A—'Bﬁ) =2mes [?ﬁ, Fﬁ;): 2mes ['ﬁ, ﬁ?) et par conséquent 2 (ﬁfﬁ) =2 [ﬁ, ﬁ)

z[@,@]:z[ﬁé,ﬁ].

insi, (2 appartient aux cercles (C) et (C') respectivement circonscrits aux triangles PAA’
gt PBB’.

Si (C) et (C) sont tangents alors P=0).

fpposons que P est I"un des points A, B, A’ ou B’. Par exemple
ur P=A on a la configuration ci-contre.

TR TN |




ISOMETRIES ET SIMJLITUDES PIRECTES DU PLAN Termin

Exercice Résolu

Soit (C ) un cercle et A un point extérieur a (C ). Soit M un point et B le point du plan tel qu
est un triangle €quilatéral de sens direct. On note D le milieu [MB].

La parallele a (MB) passant par A et la paralléle a (AD) passant par B se coupent en P,
Déterminer le lieu des points P lorsque M décrit le cercle (C) .

Solution
Lieu géométrique des points P lorsque M décrit le cercle (C ).
AP =DB =%AM et mes(m,ID’J =__2§£

1

Donc P est I"image de M par la similitude directe de centre A (C) D h
I Il

de rapport > et d’angle de mesure ——2-;—. "}
Ainsi, le lieu géométrique cherché est le cercle (€’ ) image -
A

de (C ) par cette similitude.

w O'exercer

2.i ABCD est un carré de coté 1 et de sens direct , I le milieu de [CD].
Déterminer la similitude directe S telle que S§(7)=B et §(D)=C.
2.j Soit (C) un cercle de centre O et A un point de (C) . Soit M un point de (C) . On c@
point P tel que AMNP soit un carré de sens direct.
Deéterminer le lieu du centre H de ce carré lorsque M décrit le cercle (C) .

2.k Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct. Soit S la similitudes directe de
d’angle de mesure o qui transforme B en A. Déterminer le centre Q de S et
I’image C’ de C par S.

2.1 Le plan est rapporté 4 un repére orthonormé direct (O, 7, }").

Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude S qui transforme A en A
dans chacun des cas suivants;

a) A(0,1) B(0,3) A(2,2)etB’(~1,-1).
b) A(1,0) B(0,1) A’(3,0)etB’(0,3).
c) A(l,2) B@B,1) A(0,-3)etB’(L1).



[SOMETRIES DU PLAN

N triangle équilatéral de sens direct et

0.
gr les transformations suivantes °
b) s

Ban) - - (0c) °5(vo)

£ un carré de sens direct de centre O.
L sont les milieux respectifs de [ AB],
] et [DA] 1

uin des cas suivants, donner la

8s eléments caractéristiques de la

bor 7

) >
- "S(

) f = S(48) ° S(40) >
05 DS =) 08 -
mn rectangle de sens direct.

les droites (A) et (A') tels que :

) OSA 5 b) tE h) S(AB) .

0 triangle équilatéral de sens direct.
iner la droite (A) telle que

=5, °S(45) -

ger la droite (A') telle que
{AB] O8 i,

ure la nature et les éléments caracté-

i i =K oF :

la transformation / [“"2—”} (B,z_,)
3 3

2 carre de sens direct direct de

fure et les €léments caractéristiques

!2 A,—

ans ’;Ev""(AE} et Sc"%""[ 7)

ET SIM|LITUDES PIRECTES DU PLAN |

S’ENTRAINER

Terminaje C & E

%C est un triangle équilatéral de sens direct.
Donner la forme réduite de I’application f=

fez)" = s
. )
¢léments caracteristiques.

ABCD est un carré de sens direct de centre O.
Dans chacun des cas suivants, donner la nature
et les éléments caractéristiques de £

] et en déduire sa nature et ses

JI=n aer b fer ot
Ve e P g

=

& 2
) f S(BD)OS(OQ)OIE’f:To..g)OtE et - .
f=t_o
= o3)

ABC est un triangle équilatéral de sens direct et
de centre O. I, J et K sont les milieux respectifs
des segments [BC], [AC] et [AB].

a) Déterminer les transformations suivantes :
By e )
or v €0 T o of, <
9709 " 976971
b) Déterminer les droites (A) et (A') telles que :

i) "[,,%J =S4 °S(ap) . i) "[

o

ABCD est un carré de sens direct et de centre
0. L J, KetL sont les milieux respectifs des
segments [AB], [BC], [CD] et [DA].
Déterminer la nature et les éléments caractéris-
tiques de chacune des transformations suivantes :

= 2::] = S(oa) ?5a
X

- OT" %] + 35 °Sw) > BB °Suo) > T 0’(3 27

"= le =Gt
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Soit ABC un triangle, O le centre du cercle (C)
circonscrit au triangle ABC.

A’ et B’ sont les milieux

respectifs des segments

[BC] et [AC].

1) On définit le point H
par :

OH=0A +0B+0C.

a) Montrer que
AH=20A' ¢t BH=20B'.

b) En déduire que H est I’orthocentre du
triangle ABC.

2) Soit (‘D) la paralléle a (BC) passant par O,
t la translation de vecteur HA .
Déterminer la composée g ot

A
()

3) Montrer que les symétriques de H par rapport
aux cdtés du triangle sont sur le cercle (C).

@

Soit ABC un triangle rectangle en A.

On désigne par H le pied de la hauteur issue de A
et par I le milieu de [BC].

Soit K et J les projetés orthogonaux de H sur

- . [AC] et [AB] respectivement.

La droite (Al) coupe (HK) au point L.

Soit (A) la médiatrice de [AJ] et (A') celle de

[AB].

a) Démontrer que (A”) est la médiatrice de
[LH].

b) Déterminer I’image de la droite (JK) par
sy ©Say-

c) En déduire que les droites (KJ) et (BL) sont
paralleles.

®

On consideére un triangle ABC de sens direct.
On construit a I’extérieur de ce triangle,

les carrés AEDB et ACFG de centre P et R
respectivement.

Terminal:

1y En utilisant une transformation apps
démontrer que EC = BG ct déterm

mesure de I’angle (ﬁf, B_éj
2) Soit A’ le milieu de [BC].
Démontrer que PA'= %E et Al

A'P=A'R et mes

3) Déduire de 1) et 2) Eue :

ﬁ,ﬁ):ﬁ

4) Soit le point Q tel que BQC soit um
rectangle isocele en Q et de sens d
Quelle est I'image de Q par r[ :

4=
2,

Montrer que (RQ) L (PC).

®

On considere un triangle ABC. On con
a I’extérieur de ce triangle les carrés 2
BCED et CAGEF . les points J et K tels
et CEKF sont des parallélegrammes

' AQ

K

On considere les transformations r[

1) Déterminer I’image de A par 35
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Paide de la décomposition de b et
'iJ en composée de symétries orthogo-

3
s, montrer que (%ot =% ..
| = 5 e

8h déduire que OA =0J et
faaaqu_
2
Eterminer I'image de K par ’[C

v ;
| 37 )
déduire que OA=0K et
OK, O"_'AJ S

2

= g .
22-}.

Emontrer que r[ °
c.

fire des questions 2) et 3) que -
Lest le milieu de [JK].
triangle AJK est rectangle isocéle.

les exercices deld a17

St muni d’un repére orthonormé

Soit f* I"application du plan dans lui-
il & tout point M(x;y) associe le point
) dcfinies par son expressions analy-

i que f est une isométrie et donner sa

; Tf:.‘.”min';\;. CsaE

1) Montrer qu’un point M du plan appartient
au segment [AB] si et seulement si
AB

5
Soit f une isométrie. A”, B’ et M” les images
respectives de A, B et M par f .

Montrer que M appartient a [AB] si et scule-
ment si M” appartientd [A’B’].

Soit (D) la demi-droite d’origine A, de sup-
port (AB) et ne contenant par le point B.
Montrer que M appatient 4 (D) si et seule-
ment si AB=MB—AM .

Quelle est "image de (D) par r?

3)

4) Déduire de ce qui précéde que ’image par

une isométrie :
® d’un segment est un segment;

e d’une droite est une droite;

® d’une demi-droite est une demi-droite.

®

Dans la figure ci-aprés, les triangles AEB, ACF
et CDB sont équilatéraux de sens direct. On
pose f=r  cor . .

=3 (<)

8Es Clements caractéristiques.

Quelles sont les images par f de E et de A?
Préciser la nature de f et en déduire ka maitmre
du quadrilatére AEDF.

D

Donner la nature et les éléments caractéristiques
de f =1, os, (axe et vecteur si f estmne
symétrie glissée) dans chacun des cas swivants:
a)u(—L2) et A:2x+y—2=0:

b) 4(2-3)etA: 2x—354+3=0 :

c) 5(3;0) etA: x+y-2=0 .

21)

Epoints distincts du plan.

Donner la nature et les éléments géométrigues




RIES ET SIMILITUDES DIRECTES DU PLAN

A Taide de la décomposition de tg5 et

: EJ en composee de symétries orthogo-

2

gs. montrer que :i'ﬁ,‘“’[B z]zr(o x] -
C e s'i‘

En déduire que OA =0OJ et

Déterminer I’image de K par "[C

- 3=
_emontrer que r[C , %J g ?[0, %] -
en déduire que OA =OK et

{oor)=%.
guire des questions 2) et 3) que :

O est le milieu de [JK].
le triangle AJK est rectangle isocéle.

gns les exercices deld a 17

B est muni d’un repere orthonormé

¥ ). Soit f 1’application du plan dans lui-
qui a tout point M(x; y ) associe le point
¥') définies par son expressions analy-

irer que  f est une isométrie et donner sa
Bt ses €léments caractéristiques.

sux points distincts du plan.

4

Termingje Cak

1) Montrer qu’un point M du plan appartient

au segment [AB] si et seulement si

AM +MB=AB

Soit f une isométrie. A’, B’ et M les images
respectives de A, B et M par f .

Montrer que M appartient 4 [AB] si et seule-
ment si M’ appartient & [A’B’].

Soit (D) la demi-droite d’origine A, de sup-
port (AB) et ne contenant par le point B.
Montrer que M appatient a (D) si et seule-
ment si AB=MB—AM .

Quelle est I'image de (D) par f ?

Déduire de ce qui précéde que I’image par
une isométrie :
e d’un segment est un segment;

e d’une droite est une droite;
e d’une demi-droite est une demi-droite.

Dans la figure ci-aprés, les triangles AFB, ACF
et CDB sont équilatéraux de sens
pose f=r . or . _

(=3) (3

3

2)

3)

Quelles sont les images par f de E et de A?
Préciser la nature de f et en dédmire Ia matmne

Donner la nature et les éléments caractéristiques
de f =t os, (axe et vecteur si £ estume
syméine glissée) dans chacun des cas smiwamits
a) d(-12) et A:2x+y-2=0 ;

b) u(2-3)etA: 2x-—3y+3=0:

©) u(3;0)etA: x+y-2=0.

21

Donner la nature et les éléments géométriques
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de f =74 °5, (axe et vecteur si fest une
symétrie glissée) dans chacun des cas suivants

a) Q(—I;Z);9=% et A:2x—y—1=0;
b) Q(2-1) ; 6= i’é et A:x—y+3=0.
Soit ABC un triangle quelconque. Les triangles

PAC et QAB sont rectangles isoceles directs, et
I désigne le milieu de [B C].

1) Démontrer que =% \°F =S5,
(5) [e5)
2) a) Déterminer la droite A telle que
':p% =54 °8(pg)-
b) Déterminer la droite A’ telle que
e R
[ Q%} (Po) " "a
¢) Déduire que f =s,0°5,. =5, et que
A=(IP) ; A’=(IQ)
3) a)De '[,,ﬁ]i = Stw) °Stroy ,déduire que
mes( PQ,PIy=""

b) De T'F:QE] = 8(pg) °S(ony» dduire que
2

e

mes(QI,OP)=—

¢) Déduire sur la nature du triangle IPQ

Dans les exercices de 23 a 26

Le plan est muni d’un repére orthonormé
(O ;7,j). Soit f Papplication du plan dans lui-
méme qui a tout point M( x,y) associe le point
M’(x’,y") définies par par son expression ana-
lytique.

(390,

Terminaje C

Déterminer la nature et les éléments card
tiques de f.

T e

SR
a0
Eaat s

x'=——:;—x—%y—2
y'=ix~§y+3
L 5 5
D
i
) e s
itk
SEEE o]

On donne A(0 ;\6) et B(1 ;0) .
1) Déterminer la nature et I’élément
tique de 1’application f = f'[B
2) Soit A’=f(A);B’= f(B). Démi
(A’B’) est la médiatrice de [AB |

Soit A et B deux points distincts du
déterminer la nature et les élémen
caractéristique de I’application : f=

(GAC
D

Démontrer que si # est un vecteur®
du plan, alors la translation de vect&
étre considérée comme la composee



buis et ceci d’une infinité de maniéres.

J est un carre de sens direct et de centre
mote (A) et (A’) les médiatrices des cotés
[BC] respectivements.
iner toutes les isométries qui laissent
ent invariant le carré ABCD.[On pourra
‘une table de composition].

un triangle équilatéral de sens direct ;
point d’intersection de la hauteur
A et du cercle circonscrit au triangle
lEterminer la nature ct les éléments
tiques de 1’application

) ©S(oc) ©S(cu) °Siam)

2) et (Az) sont trois droites du plan
anies en O telles que I'indique la figure

(4Ay)

o] (Ay)

iner la nature et les élément carac-
ques de I"application f = Sa, ©84, O Sy,

rminer la nature de
S, °of .

P s, o f =fos, ?

I’application

') sont deux droites du plan.

ique s, 05,, =85, 085, siecstseulement
: ') ou (A) et ?A') sont confondues

391

(A) et (A') sont deux droites du plan

secantes en A.

Déterminer toutes les isométries laissant inva-
riant ’ensemble constitué des droites A) et
(A") ; distinguer le cas ou (A)L(A") et celui
ot les deux droites ne sont pas perpendiculaires.

)

Soit ABC un triangle quelconque, on construit
les triangles équilatéraux directs AEB , ACF et
CDB.

On désigne par # la rotation de centre C et angle

z e ;
de mesure = On désigne par r, la rotation

de centre A et d’angle de mesure % ; on note
J= Ren,.

a) Quelles sont les images par £ de E et de A ?
b) Quelle est la nature de f ? :

c) Quelle est la nature du quadrilatére AEDF ?

On se donne 3 droites
(D)
s, les réflexions par rapport a ces droites et
f=s308,08 .

On cherche a construire un triangle ABC tel que

D, , D, et D, soient les médiatrices de [BC],
[CA] et [AB] respectivement.

(D) . (D) et

concourantes en O ; on note § et

a) Si ABC est un tel triangle, alors B est fixe
par S .

b) Si B est un point fixe de £, construire un
triangle ABC comme souhaité,

c¢) Btudier / et donner une construction g€o-
métrique de I’ensemble de ses points fixes.

7.

On considére un parallélogramme ABCD de
sens indirect et de centre Q. On construit 2
extérieur de ce parallélogramme des triangles
équilatéraux ABE , BCF , CDG et ADH et on
note I, J, K et L les centres respectifs de ces
triangles.

a) On désigne par ¥ la rotation de centre B et
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T
d’angle de mesure - :

On désigne par r; la rotation de centre D et

d’angle de mesure—2 .
On note s, la symétrie de centre O .
Quelles sont les images de B et E par 7, , par
S, ot et par r, 08, oy ?
Montrer que ry, o5, o1y =5, et en déduire que
O est le milieu de [EG] .
b) Montrer que EFGH est un parallélogramme.
¢) Montrer que IJKL est un parallélogramme
SIMILITUDES-DIRECTES DU PLAN

Le plan est muni d’un repere orthonormé (O ;_i',rj)

Soit S une similitude plane, A et B deux points
distincts, A’, B’ les images respectives de A

et B par § .Démontrer que I’'image par S du
segment [AB] est le segment [A'B ] .

3o,

Soit S une similitude plane, A et B deux points
distincts, A’, B’ les images respectives de A et B
par S. Démonirer que I'image par S de la demi-
droite [AB) est la demi-droite [A’B’).

o)

Soit f 1’application du plan dans lui-méme qui
a tout point M(x, y) associe le point

: x' ==3x+1
M’(x,y") tel que

: .
i
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques

deff .

Soit f I’application du plan dans lui-méme qui
a tout point M( x; y) associe le point M’(x’, y')

{ X! :-x~y\/?—:"+1
tel que

y. ::x.ﬁ-{— ¥
Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de f .

o)

Terminale (

Soit f I’application du plan dans lui-més
a tout point M( x, y ) associe le point M'(3

{x' =l .2_+-y«/§ +1
tel que

Y =—x\2+ 2
Déterminer la nature et les éléments cars
tiques de f .

Soit f I’application du plan dans lui-mées
a tout point M( x, y ) associe le point M3

X=x+y+l
telque 5 | :
: 1V =x— a¥u_1 o
Détermitter la nature et les élements cag
tiques de f .

@

Donner |’ écriture complexe de la transias
vecteur d’affixe 21

o

Donner la translation dont 1’écriture com
est: zl=z+1+i .

o)

Donner I’ écriture complexe de 1"homothe
centre A(3 —2i ) et:de rapport —2 .

Déterminer I’homothétie dont 1’ écri
complexe est : z' =+3z+3—i.

s,

Déterminer I écriture complexe de 1a roB

centre A (—1+2i) et d’angle e

Determiner les éléments caractéristiques
rotation d’écriture complexe :

i —£+z‘l ZH=3
i)

? considere les applications planes f
d’écritures z'=-2243 et z'=3z421cH
ment.
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smontrer que / et & sont des
stormations affines et déterminer leurs
asformation réciproques.

ferminer less €critures complexesde fog
Eeo/ .

imontrer que flogd

est la bijection
gproque de £ of .

Bsidere les applications du plan dans
ne [ et g d’écritures complexes

] -S.T
'ﬁ)_z_.@_;\ﬁ et 27=2iz-3+3i .

mer les point fixes de- /' etde .
erminer les écritures complexes respec-
de fog etde gof .

A et B les pomnts d’affixes respectives
‘et 7. Déterminer f (A) et & (B).

application:du plan dans lui-méme,
e complexe : z"=(1—i)z-—2+i .
per lanature et les éléments
stiques de S.

mer |*Eeriture complexe de la similitude
e centre Q1+ 2i ), de rapport~/2 et
T

b -

smilitude direete pane de centre ()
/2 ei;.d’angle—z_ .

A(z,) a pour image par S le point
Démontrer que le triangle QAB est
isocele en A et de sens direct.

guart de tour direct qui transforme

M2) et h I"'homothétie de rapport —2
orme A en B (—4+ 2i ). On pose :
iDéterminer la nature et les éléments
fiqucs de f.

ere les points A(—1) et B(1+i ).

& I'écriture complexe de la réflexion,

Terminale C &b

Soit S I’application du plan dans

lui-méme d’écriture complexe :
LSt aY e

e e e S S
[13 13 J 13 13

1) Montrer que S est un antidéplacement.

2) Déterminer SoS.

3) On consideére les points A(i ) et B(~1—4i )-

- Déterminer-les images.de A.et B par S et en.
déduire deux points fixes de S.

4) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de S.

@ns le plan orienté, on considére ABCD un

carré de sens direct. Soit M un point du segment

[DC] . La perpendiculaire & (AM) passant par A

coupe la droite (BC) au point Net on note I le

milieu de [MN].

a) Montrer que le triangle rectangle AMN-est
isocele en A.

b) Déterminer une application du plan qui
transforme Men 1.

c) Quel est le lieu géométrique des points I
lorsque M décrit (BC).

(C) est un cercle et A un point extérieur 4 (C).
Pour tout point M de (€) , on construit le point
C tel que MAC soit un triangle équilatéral de
sens direct.

On note I le milieu de [MC] , N celui de [AI] et

P le point du plan tel que le triangle NAP soit un
triangle tectangle isocele en A et de sens direct.

Déterminer le licu :

a) (F 1) des points N lorsque M décrit le cercle
(©).

b) (I,) des points P lorsque M déerit le cercle
(C).

o) (I) estil image de (T,) par une iso-
metrie 7

ABC est un triangle équilatéral de sens direct et
D le point tel que CD'=2AC.
Soit S la similitude directe qui transforme A en




ISOMETRIES ET SIMILITUDES DIRECTES DU PLAN

CetBenD.

I) Déterminer le rapport de S

2) Soit O le centre de S. Exprimer OA et OC en
fonction de AC.

3) Démontrer que le triangle OAC est rectangle
en A. puis placer O.

4) Soit « H=8(C).

Mes( D, CH)-Z .
équilatéral puis construire le point H.

@

Dans le plan orienté, ABCD est un carré direct
de cbte 1 et de centre O tel que T est le milieu du
segment [AO].

Montrer que

le triangle CDH est

1) Justifier qu’il existe une similitude directe et
une seule telle que S(A) =0 et S(B) =1

) Déterminer le rapport et I’angle de S .

) Donne une écriture complexe de S dans le re-
pére orthonormé direct (A : E,E)

4) On note Q le centre de S. Démontrer que les

droites (QA) et (D) sont perpendiculaires-

W R

Soit f la transformation du plan complexe qui
aM(z) associe M’(2’) tel que 2’ = gz +3i

1) Determiner la nature et les éléments caracté-
ristiques de J* lorsque a=2 puis d=-1,

2) Ondonne A(1), B(2+i), A’(2i) et B’(1+1)
Démontrer qu’il existe une unique rotation r
telle que r(A)=A’ et r(B)=B". La déterminer.

Le plan P est rapporté au repére ortho normal
direct (O;#,V ). On désigne par T I’application

de P dans P qui, 4 tout point d’affixe z, associe
le point M’ d’affixe 2’ = (1 +i) z - i.

1) Montrer que T est une similitude directe de P
dont on donnera les éléments caractéristiques.
On notera A le point invariant de T,

Donner une mesure de I’angle (m, AM’),
en supposant que M#A.

2) a. Construire M’=T(M) pour un point M
donné.

T T T

Terminale C &

b. Déterminer I’image de D’ par T de la d
D d’équation y = x. Construire D’.

3) a. Montrer qu’il existe un point B du plas
tmct de A et un seul tel que les afﬁxesz !
et z'o dei B’ =T(B) soient liées par Ia rel
Constmlre les points B et B’.
b. Soit A’ le symétrique de A par rappon
Montrer que les points A, A’ , B et B’
cocycliques.

®

Dans le plan orienté, on considére un ca
direct ABCD de centre O.
Soit P un point du segment [BC] distinct &
On note Q I’intersection de (AP) avec (CD
perpendiculaire (A) 4 (AP) passant par A ot
(BC)enRet(CD)enS.

1) Faire une figure.
2) Soit r la rotation de centre A et d’angle
demesure =

a. Préciser, en justifiant la ]
'image de la droite (BC) par la rotati¢
b. Déterminer les images de R et de P g

¢. Quelle est la nature de chacun des tri
ARQ et APS ?

3) On note N le milieu du segment [PS]e
celui du segment [QR] .
Soit s la similitude de centre A, d’angle

et de rapport E

a. Déterminer les images respectives d

dePpars. 1
b. Quel est le lieu géométrique du pois
quand P décrit le segment [BC] privé
¢. Démontrer que les points M, B, N ef
sont alignés.

Le plan complexe P est rapporté & un repés
orthonormé (O; 4,7 ).

On désigne par s ’application qui & tout pe
de P de coordonnées (x,y) associe le p

X
de coordonnées (x', y') tel que :{ "~
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Deéterminer 1’affixe z” de M’ en fonction de
Iaffixe zde M .

Démontrer que s est une similitude directe
plane.

Préciser son angle, son rapport et son centre I .
Soit g 1'application qui a tout point M de
P associe l’isobarycentre G des points
LM’=s(M) et M”=s(M") .

8. Calculer, en fonction de ’affixe z de M,
les affixes des points M” et G.

). Démontrer que g est une similitude plane
directe. Quel est son centre ?

t. Déterminer 1’affixe du point Mo tel que
g(Mo) soit le point O .

er dans le repére les points Mo, M’0, M”’0
Eespondants, ainsi que le point I, centre de la
itude s .

complexe est rapporté a un repere
morm¢ directe (O; 4,V ).

e 1

it 4, B, C, D quatre points du plan ; on sup-
guc les points 4 et C sont distincts et que
pints B et D sont distinets.

patrer qu’il existe une unique similitude di-
s telle que S(A):B et S(C)=D.

i._. I

in complexe est rapporté au repére ortho-
¢ direct (A ;E,E) . On considere le
C tel que ABCD est un carre.

& le milieu du segment [AD], on considére

% EDGE tel que (ED,EF )= % [mod2 7.

Faire une figure en placant les points 4, B,
D, E, F, G. On complétera la figure pro-
Bssivement.

Préciser les nombres complexes a, b, ¢, d,
e, |, g, affixes respectives des points 4, B,
D E FelG.

Montrer qu’il existe une unique similitude
directe S du plan telle que S(D)=F et
S(B)=D.

) se propose de préciser les €éléments ca-

fv_;miQ:C&E-

ractéristiques de la similitude directe s.
a. Déterminer son rapport £ et son angle 6 .

b. Donner [’expression complexe de S.
¢. Déterminer le centre Q de la similitude di-

recte v .

Dans tout I'exercice, (O; %,V ) est un repére
orthonormé direct du plan complexe (unité
graphique : 4 cm).

On déesigne par A le point d’affixe z,= 1.

1) On considere la transformation T du plan
qui, a tout point M d’affixe z, associe le point
M’ d’affixez'=—Z+2.

a. Déterminer les images par la transforma-
tion T du point A et du point Q d’affixe
1+3i .

b. En déduire la nature et les éléments carac-
téristiques de la transformation T.

c. Déterminer I'image par la transformation T
du cercle C de centre O et de rayon 1.

2) C désigne le cercle de centre O’ d’affixe 2
et de rayon 1.
a. Construire le point A’ appartenant au

cercle C el quermes { 04,0' 4" = —{;-[2 7).
b. A tout point M du cercle C d’affixe z, on
associe le point M’ du cercle C’ d’affixe z°

tel que :(OM,0'M" )= Z[21x].
3 T

Déterminer le module et un argument de
T
I—
En déduire que z’=¢e 3 z+2 .
c. Préciser la nature et les éléments caracté-

ristiques de la transformation r qui a tout
point M du plan d’affixe z associe le point
i

=
M’ d’affixe 2’ telle que z’=e 3 z+2 .

3) A tout point M du plan, on associe le point
M, milieu du segment [ MM’]. Quel est le
lieu géométrique du point M lorsque M dé-
crit le cercle C ?

@

Le plan complexe est muni d’un repere
orthonormé direct (O;#,V ) d’unité graphique
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1 cm, on considéreles points A, B, C, M, N ¢t P

d’affixes respectives : a=1+i,

b=—1+2i ; ¢=243i; m=5-i

=956 ; p=9%i.

1) a. Placer les points A, B, C, M, N et P dans
le repere.
b. Calculer les longueurs des cotés des

triangles ABC et NMP,

¢. En déduire que ces deux triangles sont
semblables.
Dans la suitedel’exercice,on se propose
demettreenévidence deux similitudes qui
transforment letriangle ABC enle
triangle MNP .

2) Soit s la similitude directe qui transforme le
point A en Net le point B en P.

a. Montrer qu’une écriture complexe de 1a si-
v 6 8. 23 9.
militudesest: 2’ =| ———j |z+| —+—i |.
5 55
b. Déterminer le rapport, la valeur de ’angle

arrondie au degré, ainsi que le centre de la
similitude s.

¢. Vérifier que la similitude transforme le
point C en M.

3) Soit s’ la similitude dont ’écriture complexe
lesteg =ia b 3 3
a. Vérifier que s’(A)=N, s’(B) =M, s’(C) =P,
b. Démontrer que s’admet un unique point in-
variant K d’affixek =1—i.

¢. Soithl’homothétie de centre K ¢t de rap-
1 :
p'ortE et J le point d’affixe 2.

Onpose: f=soh.
Déterminer les images des points K et J par la

transformation f. En déduire la nature précise
de latransformation f.

d. Démontrer que la similitude s° est la com-
posee d’une homothétie et d’une réflexion.

On considére un triangle O A,B, rectangle
isocele en O et tel que la distance A B, soit

égale a4 2. On precise de plus que ’angle

Termimale C &t

(@,H@i ) est un angle droit direct.

On définit alors pour tout entier naturel
points 4, et B, | de la fagon suivante :

o A4, estle milieu dusegment [ 4,B,];

e B, estle symétrique du point 4, par rap-
port a la droite (OB, ).

O A'OB{) 5

construire les points 4,8, , 4,, B, A4, B,

2) a. Démontrer qu’il existe une similitude
directe et une seule qui transforme 4,cn4
B,en B,

b. Soit S cette similitude. Préciser son

et son rapport, puis vérifier que son ¢

est O.
Démontrer que, pour tout entier naturel n.
militude S transforme 4, en4,., ctB, en B

1) Représenter le triangle

3) a. Démontrer que les points O, 4, et 4
alignés si et seulement si les entiers o
sont congrus ['un a ’autre modulo 4.
b. On désigne par Q le point d’interse

des droites ( 4,B,) et (B,4,). Dém
que le triangle Q4 B, estisocele em
c. Calculer la distance 4,8, .

d. Démontrer que Q 4,=4Q B, .
e. En déduire I"aire du triangle 4,08,



APPLICATIONS AFFINES.

GENERALITES SUR LES APPLICATIONS
AFFINES.

1.1. CONSERVATION DU COEFFICIENT DE COLINEARITE ET
DES BARYCENTRES.
1.2. ENDOMORPHISME ASSOCIE A UNE APPLICATION AFFINE.

1.3. EXPRESSIONS ANALYTIQUES D’UNE APPLICATION AFFINE
DANS UN REPERE DONNE.

1.4. APPLICATIONS AFFINES BIJECTIVES.
1.5. COMPOSEE DE DEUX APPLICATIONS AFFINES.
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UNE APPLICATION AFFINE

=

PROJECTIONS, SYMETRIES ET
AFFINITES D'UN ESPACE AFFINE.

2.1. PROJECTIONS AFFINES.
2.2. SYMETRIES AFFINES.
2.3. AFFINITES.

S’ENTRAINER
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Terminaje C &

GENERALITES SUR LES
APPLICATIONS AFFINES.

> Reconnaitre une application affine ;

> Définir analytiquement une application affine ;
» Ecrire une équation de la transformée d’une courbe par une application affine ;
> Justifier qu’une application affine est une transformation

1.1. CONSERVATION DU COEFFICIENT DE COLINEZ
RITE ET DES BARYCENTRES.

A\ _Prendre un bon depart

‘_ = D ,{:

Activité 1
f estune application du plan da dans lui-méme. A, B et C et trois points 2 a 2 distincts du plan. a8
nombre réel tel que AC = aAB . On désigne par A’, B’ et C’ les images des pomts A,BetCpa

a) Montrer que si f est une translation, alors A'B' = AC . En déduire que A'C'=ad'B".
b)Montrer que si f est une homothétie de rapport f ,alors 4’ A'C'=aA'B'".

c) Supposons que f est une la réflexion d’axe (A) :
(i) Montrer que les droites (44'),(BB")et(CC’) sont paralleles .

(ii) En déduire que AL A B et AC =aAdB ..

) 40 A'cY
Activité 2

1) Soit / une application du plan qui transforme le barycentre du systéme

{(Al,ﬂl);(Agsaz);---;(A,,sﬂ,,)} en le barycentre de {(A'pa]);(A'z,ﬂz);---;(/i',,,a,,)} (On d
S conserve les barycentre ).

Soit A,B et C trois points distincts du plan ; A’, B’ et C’ leurs images respectives par f .
On suppose qu’il existe un réel e tel que AC=aA4B.

a)Montrer que ¢ #1 et A est le barycentre des points C et B affectés des coefficients a i
b)En déduire que A’ =bar {(B' —a]‘(C',l)} :

c) Montrer alors que 4' A'C'=aA'B'.

Soit f une application du plan telle que pour tout triplet (4;B; C) de points d distincts &
(4;B';C") par f, s’il existe un réel @ tel que AC=aAB alors AC=aA'B"

Soit G le barycentre du systéme {(A,a),(B,b)} et G' I'image de G par f.

a) Exprimer le vecteur AG en fonction 4B .

b) En déduire I’expression du vecteur A'G' en fonction du vecteur AB.

c) En déduire que le point G' est le barycentre des points A' et B' et affectés des co of
gu’on précisera.
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Retenir

Smt f une apphcatlon du plan P dans P ; A, B, C trois pomts distincts du plan tels qu’il
existe un réel @ vérifiant Iégalité AC = aAB On dit que f conserve le coefficient de

colmearlte si les images des points A, B et C notées respectivement par A’, B’ et C’ vérifient
< egahte A'C'=ad'B".

Si f estuneaplication du plan dans lui-méme, alors les assertions smvaﬂ,tes sont équwalemes
; ij f conserve le coefficient de colinéarité ;

(ii) f conserve les barycentres. |

Une application affine du plan est une application qui conserve le coefficient de colinéarité
ou les barycenires. -

Les translations, les homothéties, les rotations, les réflexions sont des exemples d’applica-
ions affines.

=2

<emarque
La définition donnée a une application affine dans le plan est valable dans I’espace ou dans
tout autre espace des points .

Les images respectives des points alignés par une application affine sont aussi alignées.
[’image par une application affine d’un systéme de quatre points coplanaires de 1’espace

est un systeme de quatre points coplanaires. On dit aussi qu’une application affine conserve
la coplanarité des points.

Les images de deux droites paralléles sont des droites parallé¢les.
emple

(A) et (A') sont deux droites sécantes en 0. (a")

La projection p sur (A) parallélement & (A')est I’applica- M
tion du plan P dans P qui a tout point M du plan associe |
le point p(M ) point d’intersection de la droite (D) et de p(M)

la paralléle 4 la droite (D") passant par le pomt M;s(M)le™ o @)
point tel que p(M) soit le milieu de [Mfs ] ;

Justifions que p ets sontdes applications affines.

s L ‘\ 1"
Soit 4’,B’,C’ les images respectifs de 4,B,C par p . S(M)
Les droites (AA ) (BB ) et (CC ) sont paralleles ;Supposons

qu’il existe un réel ¢ tel que AC=t4B .

En appliquant la propriété de thales, on peut écrire 4'C! -l 4"C" e AC —p oL A'B et C
sont les images respectives de A, B et C parp A'BY A"B" “AB

L et A", B" et C" les images de A, B et C par s.

Par consequent, 4'C'=tA'B'et A"C"=tA"B" .
Les applications p et s sont des applications affines du plan .

(399
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& S'exercer

l.a h estune homothétie de rapport k et t une translation. _est I’application du plan qui 2 &
M associe le point M’ milieu du segment [h(M)'t(M )] . Démontrer que f est une apg
affine.

(A)er(A') deux droites orthogonales en O, pour tout point M du plan on désigne pas
projeté orthogonal de M sur(A)et par k,, le projeté orthogonal de M sur(A') .M’ dé

milieu du segment [H =4 M]. J Dapplication du plan qui @ M associe M. justifier g
une application affine

1.2. ENDOMORPHISME ASSOCIE A UNE APPLICAI
AFFINE
y " = _Prendre un bon départ

Activité 1
a) ¢ est une translation du plan. Soit un couple (4;B) de points d’image (A’; B') par ¢,
(i) Montrer que A'B'=AB .

(ii) Nommer I’endomorphisme de ¥, qui transforme 4BenA'B'". ou V. est ’ensemblel
teurs du plan. )

b) % est une homothétie du plan de rapport k (& #0). Soit un couple (A;B) de points:
(A';B’) par h.
(i).Démontrer que A'B’'=kAB .
(1) Donner I’endomorphisme de ¥, qui transforme ABenA'B"
¢) r estune rotation du plan de centre O et d’angle de mesure & ; Soit un couple ( 4; B) &
d’images (A’;B") par r.
(i).Montrer que AB=A'B’ et mes(EB',A'B'Jza :
(i1) Déterminer I’endomorphisme de ¥, qui transforme ABenA'B’.
Activité 2
1) Soit / une application transformant le point M en le point M'; O un point du plan
O parf . ¢:OM ->O'M"
a) On suppose que f est une application affine ;# ,v deux vecteurs du plan ¥V, ;¢
Soient les points M ,N, P telsque OM =u ,ON =V ,OP =1 +V .

(i) Montrer que O =bar{(P,1);(M,-1);(N,-1)}.
(ii) Justifier que O’ =bar {(P',1);(M',-1);(N',-1)} .
(ii1) En déduire que O'P'=0'M'+O'N".

(iv) On suppose que OM =tON .
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Montrer que O'M'=tO'N" et donc @(IO_N. )=t¢(ﬁ).
Que dire de |’application ¢@?

i).Sachant que MN = ON —OM , montrer que M'N'= ga(MN) .

) On Suppose que ¢ est linéaire . M, N et P trois s points d’images respectives M',N'et P' .

Montrer que il existe un réel a tel que MP=aMN , alors M'P'=aM'N".
En déduire que f est affine.

fité 3

EA.B, M trois points du plan, f une application affine du plan ; 4, B’, lesi {images respectives
LB par f; N etP deux points du plan tels que @(4AM)=A'N etgz)(BM ) B'P

fontrer que NP = ¢(MA+AB+BM).

8 déduire que N=P.

image d’un point quelconque N dépend-elle du choix de A ou de celui de B ?

Retenir

j ire assec1¢a i2 api)hcan@n afﬁne f
on linéaire assmnee a l’apphcatmn afﬁne f do boue

gejﬁhfﬂm F(N)=p(MN).

marque

Deux applications affines f et g sont égales ou encore coincident si et seulement si elles
ont le méme endomorphisme associé et s’il existe un point 4 tel que f (A) = g(A).

Deux applications affines sont égales si et sculement si elles coicident sur les points qui
constituent un repére affine.

Une application affine qui laisse invariant chacun des points d’un repére est I’identité.

=mple
L’endomorphisme associ€ a une translation est I, ;

L’endomorphisme associ¢ & une homothétic de rapport k est I’application :# — ki . On
Iappelle homothétie vectorielle de rapport &, notée #d, .

L’endomorphisme associé a une rotation d’angle de mesure a est la rotation vectorielle
d’angle de mesure a;

I’endomorphisme associé a une projection affine ( respectivement une symétrie affine) est une
- projection vectorielle ( respectivement une symétrie vectorielle) de 1’espace vectoriel associé.
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e festune apphcatlon affine du plan, (0,1,J) un repére du plan. On dorine
f(0)=0 ; f(I)=1I et f(J)=0.Déterminons la matrice de I’ endomorphisme ass@

a ¢ dans la base (&,O_J)
o(01)=7(0)f(I)=
o(07)=£(0)f(J)=00=0

»(0I)=01I +0J

o

—

oJ ) 001 +00J

M(ga,(—ﬁ,aj): 2 . < < .

ABC est un triangle; 4',B'etC' les milieux respectifs des segments [BC]: [4C] et [4
I"application affine du plan telle que f(4)=4. f(B)=B"et f(C)=C".

Déterminons la matrice de ’endomorphisme associé a &

dans la base (E,R) go(E) =f(4)f(B)=A4B'= %E

= 7(4)£(C)-AC =~ 48

o(AB =%E+0AC
M(p,4B,4C)=| °

1

=0

l.c ABCD estun carré de centre O et de sens direct (AB = l) . Dans chacun des cas suiva s
miner la matrice de I’endomorphisme @ associé a I’application affine f dans la base
i) f estI’homothétie de centre A4 qui transforme QenC.
ii) f la translation de vecteur AC .
! ; T
iii) r est la rotation de centre O et d’angle %

iv) r' estla rotation de centre A et d’angle % ;

l.d ABCD estun losange de centre O. Dans chacun des cas suivants, déterminer dans la base (
la matrice de I’endomorphisme associé a I’ application affine f. :

a) f(4)=4 ; f(B)=Det f(C)=D b) f(4)=B; f(B)=A e f(C)=A
(402
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L EXPRESSIONS ANALYTIQUES D’UNE
APPLICATION AFFINE DANS UN REPERE DONNE.

——Prendre un bon départ

e 1
i est P rapporté 4 un repére R =(O;f,]) ; A le point de coordonnées (2 l) A’le point de
fnces (—-1;3); @ I’endomorphise de ¥, défini par (p( ) 2i +3j etgo( )=—J_1 +

* Papplication affine du plan, transformant le point 4 en A',d’ endomorphisme associé q) g
2y') I'image du point M (x;y) par f

ire la matrice A4 de @ dans la base (f,J—)

mner une relation entre les vecteurs A'M"' et AM .

ner un systeme d’expressions de x' et de y' en fonction de x et de M
ferminer par leurs coordonnées :

image du point de coordonnées (1;0);

le point ayant pour image le point de coordonnées (—2;3) 2

ble point invariant (ou bien fixe) par £ .

k>

X=ax+by+a

Fapplication d’écriture analytique :{ dans le repére R =(0, 1, j)

Y =cx+dy+p
Erminer les coordonnées de O, image du point O par  ir

0:OM — O'M' ou MetM' sont les points de coordonnées respectives (x;p)et(x;5)
e M" f(M) .

ontrer que o est linéaire.

ferire la matrice de o dans la base (1, j) .

| Retenir

un plan affine, | = (0‘ ;,}) un repére quelconque dg :
e application affine du plan a pour expressions anaiytx

' dans R ont
et B sont des réels. :

X = ax+by+a

e appli du nl: :Pd’x ssions anals iques
pplication du plan Epl‘esf yig {y cx+a§v+ﬁ

dans R es‘t une
ion affine . L'endomorphisme qui lui est associé a pour matrice [ 323 d:’éﬂnglabase( i,7).

403
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x'=2x—y+l1

dans le repére R = (O’_
Yy =3x+2y-1

1) L’application A d’expressions analytiques {

est une application affine dont I’endomorphisme a pour matrice 3 5 dans la base
2) A(1;1),4'(3;4),B(0;2),B'(1;-1),C(-1;2)etC’(0;3) sont six points du plan.
Soit g I’application affine telle que g(4)=4', g(B)=B"et g(C)=C".
Soit ¢ 1’endomorphisme associéa g.
a) Déterminons la matrice de ¢ dans la base ( 1)

On peut écrire : ¢(E)=A'B et @(A_(f) =A'C"' (D’autres relations vectoriclles pé
&tre utilisées),

Or E[?}A-—F[ﬂ;za[ﬂ - A—a‘[ﬂ o(-T+7)=—27 =57 ; (27 +]) =3

. - eli)relj)=2isi o i

Puisque @ est linéaire, & P . _ .Apres caculs,@(z )=z -4; et
—299(1' )+|;D(j)=—-3f -j

?’(})=—?m9}: . La matrice de @ dans la base (17,}) est {_4 :;}

b) Déterminons les expressions analytiques de g dans le repére R = (O;f ] }) :
Si (x'; ') estle couple des coordonnées de 1'image M du point M de coordonnées
par g, alors m(m): A'M' .

- 1 -1 x—1 x'=3
On peut écrire : X =, :
(—4 -9} [;v-l] (J’ -4]

On obtient xﬂ3=(x—1)-(y—l] .D’ou e .
y'—4=-4(x-1)-9(y-1) Y =—4x-9y+17

Autre méthode :
L’écriture analytique de I’aplication g est de la forme {

xX'=x—y+a
y =—4x-9y+b
Puisque g(4)=A', on peut écrire :x,, =x,—y,+a et y, =—4x,-9y,+b.
3=1-1+aet4=-4-9+b.D’ol, a=3 etb=17.
L’écriture analytique de g est donc donné par le systeme

xX'=x—y+3
y'=—4x-9y+17

y S'exercer

1.e Donner dans le repére (O,1,] ) du plan, les expressions analytiques de 1’application &
qui associe au point A de coordonnées (1;-2) le point B de coordonnées (2;4) et dos

sl

I’endomorphisme associé a pour matrice 41 dans la base (_i',—j ).
T
2



Terminaje C & E

#BC est un triangle et I est le milieu du segment [BC]. f est I’application affine du plan telle
gue f(4)=4 ; f(I)=I et f(B)=C
Soit P le point du plan tel que 1 soit le milieu du segment [AP]

Montrer que P est invariant par f .
) Decterminer la matrice de ’endomorphisme associé a f dans la base (E,R) :
i) Donner |’expression analytique de f dans le repére (A, EA—C)
) Quelle est la matrice de f ?
ABCD est un parallélogramme tel que AB=BD;f !'application affine du plan telle que :
(A) =B ;f(B): Derf(D)=C; ¢ la translation de vecteur AB et g est ’application affine
plan dans lui-méme définie par g =1"of .
Montrer que g est une application affine du plan
Préciser la nature et les ¢léments géométriques de g
i) Donner le programme de construction de 1’image M' d*un point M du plan par g .
t plan est muni d’un repére (O,1,J) ,f est’application affine du plan qui transforme (0,1,J)
8 (01',J") ou 0'(0,-2) ; I'(1,—-1)et J'(—1,—1) . Déterminer les expressions analytiques de
b dans le repere (O,I,J).
it € Iespace rapporté aunrepére R=(0:7, j. k ) ;A, B,C,D,A’, C’,D’les points de coordonnées
spectives(1;0;0),(0;1;0),(0;0;1),(L11),(0;2;1),(-1;0;0), (0;-1;,—-1)er(2;0;3).
sterminer les expressions analytiques de ’application affine g qui associe aux points A, B, C
D respectivement les points A4',B",C'et D".

APPLICATIONS AFFINES BIJECTIVES.

. =Prendre un bon départ

une application affine d’endomorphisme associé ¢ ;A et A’ deux points tels que f(4)=4".
1

suppose que J est injective.

nt deux vecteurs # et V tels que (@ )=¢(¥) .

Montrer qu’il existe deux points M et N tels que i=AM et V=AN.

Montrer alors que f(M)=f(N).

Bn déduire que M=N et alors # =v . Que peut-on en déduire pour ¢ ?

Buppose que @ injective.Soient M et N deux points tels que f(M):f(N) ;

Deéduire que A7 (M)=AF(N) .

En déduire que qo(m) = ¢(E) ;

Montrer alors que M=N, puis conclure .
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Activité 2

1) On Suppose que S est surjective. Soit ¥ un vecteur 9
a) Montrer qu’il existe un unique point N tel que ¥=AN .
b) Montrer qu’il existe un point M tel que f(M)=N.

—

¢) En déduire que ¥ = ¢?(AM ) Justifier que @ est surjective.
2.0n suppose que ¢ est surjective. Soit N un point,

a) Montrer qu’il existe un vecteur i tel que (ii)= AN .

b) Aprés avoir montré qu’il existe un point M tel que =AM , montrer que f (
Deéduire que f est surjective.

& f oest injective » et « @ est injective » ;
=« f est surjective » et « @ est surjective » :
T m o« festbijectivey et @ est bijective ». Sh SEetles snwidl
e Uﬁe;._traﬁ?s;fdﬁbﬁ.‘-&*uﬂ%espacé affine est une application qui est affine et bij

L affine d’endomorphisme associé @, alors il y a équivalent

& Une application affine d’un espace affine est une transformation si et seulement si na
application, les points associés aux points d’un repére forment aussi un repere.

® Une application affine définie sur une droite (D) est une transformation de (D) si
lement si & un bipoint de points distincts, est associé un bipoint des points disting

Une application affine d’un plan affine P est une transformation de P si ot seule
trois points non alignés ont pour images respectives par cette application, trois pa
non alignés ;

Une application affine de I"espace £ est une transformation de £ si et seulement

quatre points non coplanaires de £ ont pour images respectives par cette applical
quatre points non coplanaires .

4 Une application affine est une transformation si et seulement si son endomrphisme &8
automorphisme.

1) V; estle plan vectoriel de base (1,J) ; Pun plan affine rapporté a un repére R = (0; i
I’application affine dont I’endomorphisme est défini par: ¥ (@)= Zf’“ﬁ ety (} )
Montrons que f est une transformation du plan P. 95
I suffit de montrer que ¥ est bijectif. dét(y/(f];w(}))=‘ 2 l‘=}1><1 —(—3)x5 =8
Puisque deét(y (f),y/(}) # 0, est bijectif. g
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J est par conséquent une transformation du plan P.

2) Soit & une application affine d’écriture analytique ol mest un

{x’=mx—(5m—4)y+3
réel indépendant de xetdey .

y'=x+(m-2)y-1
Examinons suivant les valeurs du réel m, le caractére bijectif de g .

—Sm+4
La matrice de I’application g est A(m)=[m g ]

m —=Sm+4 1 P
DétA(m)=‘l =m(m—2)—(—5m+4)

' =m’ —2m+5m—4 =m*+3m—4.
Déterminons les racines du poynéme m — m?+3m—4 .
Son discriminant est A =32—4(—4)=25. Les racines de cc polynéme sont et —4.
Lonclusion. Pour m=1 ou m=-4 , gn'est pas bijective.
Pour meR—{1;-4}. g est bijective.

m—2

|

5) Soit € I’espace rapporté a un repére cartésien R=(0O ;TI:_J:, ) . On considére ’application
xX=y+1

affine % de €, d*écriture analytique :{Y' =x—y+2

Z'=y+z-3 -
Montrons que 4 est une transformation de I’espace €. Soit ¢ 1’endomorphisme associé a 4. Il

suffit de montrer que kerg = {6} :

0E= 150D X
La matrice de ¢ dans labase(_i—,j,l_;) est| 1 —1 0]. Soit #| y | un vecteur du noyau de
imhs z
0 1 0Y (% 0 [ y=0
@ de p(ii)=0 ona|l -1 O|x|y|=|0|.Dob, x—y=0.Parsuite, x=y=2=0.
O L3 ke 0 y+z=0

Ainsi, le vecteur nul est le seul vecteur du noyau de ¢.

@ est injectif et comme ¢ est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie
non nulle, ¢ est aussi bijective. f est donc une transformation de [’espace €.

e S'exercer
sy

Montrer que I’application affine d’expressions analytiques : est une transfor-

{ x=2x-y+1
‘mation du plan.

y' =3x+5y-2

ABC est un triangle isocele de sommet principal A. f est ’application affine du plan telle que
f(4)=4,f(B)=Cet f(C)=B.

1) Montrer que f est une transformation affine du plan.

ii) Montrer que fof =Id, et en déduire ™ .




APPLICATIONS AFF|NES Terminaje C ¢

Ll ABCD est un parallélogramme de centre O. gest I’application affine du plan définie}

g(A)zO,g(B)= Betg(D)z D.

i) Montrer que g(C)=0.

1i) g est-elle une transformation affine du plan ?
i11) Vérifier que gog=g.

l.m ABCD estun losange tel que O4=20B. A désigne le symétrique de A par rapport a
Det A le symétrique de A par rapporta B.f est I'application affine du plan définie pas
f(B)=A”,f(D)=A’etf(A):A- f

1) Justifier que f est une transformation affine du plan.
ii) Justifier I’existence d’une homothétie A telle que f = hoS{ a0)"

En déduire la construction de I'image M” d’un point M du par f. X =3x+2y-2

1.n Montrer que I’application affine de [’espace d’expressions analytiques :{ ¥’ = 2x+3 y—23
le repére R=(0 ; 1, j,k) est une transformation de I’espace . z'=2x+2y-2
Soitc I’endomorphisme défini surla base 6 1,k) par o ‘i') ——i+k; o( ]) = :i +k eto( ]E). :
Montrer que cr(}:) s’exprime comme combinaison linéaire de 0'(3") et de o(k). Une appl
affine d’endomorphisme associé o peut-elle étre bijective? Justifier votre réponse.

1.5. COMPOSEE DE DEUX APPLICATIONS AFFINES

1-'— .I,__,._._-_.’L,:..-'Pre.ndre.. un bon départ

 Activité 1
Soient deux applications affines f et g d’un espace effine X, d’endomorphismes associés respectif§
1) Soit G le barycentre d’un systéme des points pondérés {(Apal);(/lz,az);---;(A,,,a,, )} :
Montrer que (geo f )(G) est le barycentre du systéme
(g /)4).0):((°7) (43, )s-5((22/)(4,),2,)} . En déduireque Iapplicatiod
est une aplication affine. :
2) Soit A un point ; A’ son image par f et 4" I’ image de 4’ par &.
On suppose que le point M’ est I’image d’un point M par f,M" ’mage de M’ par g.
Montrer que 4"(go f)(M)=(yo qp)(m)
En déduire I’endomorphisme associé & I’application affine go f .
Activité 2

Soit f une transformation d’endomorphisme ¢ ; A un point d’image B par f et M un poin
N par f.
a) Montrer que ¢ ﬁ) =AM .

b) En déduire que f™ est une application affine, puis préciser I’endomorphisme associé a




Terminale C & E

est us grdupé appelé" gféupe affine de X.

xemple |

i t est une translation, I’endomorphisme associé a fo f est celui de I’ endomorphisme associé
f car I’endomorphisme associé a t est 1’identité.

8l /1 est une homothétie de rapport k, f une application affine d’endomorphisme associé @,
"_' ors ho f et foh sont affines d endomorphlsme associé ke. Ces deux applications sont
2ales s7il existe un point A tel que (f o /k)(4)=(ho f)(4).

5 ‘exercet

= ool sttt
et g sont deux apphcatmns affines d’écritures analytiques respectives : . e . E
_ Yy =3x+2y+2
X =-2x+y
i_ '=x+5y-1

Montrer que les applications fog et go f sont bijectives.

Définir analytiquement fog et gof -
Définir analytiquement /' et g™

IMAGE DE L’ESPACE, D’UN PLAN OU D’UNE
DROITE PAR UNE APPLICATION AFFINE.

& un espace affine qui peut étre une droite, un plan ou I’espace ; f* une application affine de X
ui-méme.
Ay, ALA,,...,A) (n22) unrepére affine de X.
it que pour tout pomt M de X , il existe n nombres réels x,,x,,...,x, tels que :
=X, Ao Ay +x, 4,4, +.. +x AOA
mment appelle-t-on le n-uplet (x;;x,;...;x,) pour le point M ?
mirer que si f(4)=4, ,pourtout 0<i<n,alors f(M)=
Bntrer que si /(R ) est un repére de X, alors f est bijective et f(X)=X.

mtrer que si f (R ) n’est pas un repére de X, alors il existe un repére R’de 1 (X') ayant moins
tpoints que R.
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Terminaje C &

Retenir

R=(A, ApAy,..,A,) (122) un repére affine de X ; £ 1

» Une application affine d’un plan P dans lui-méme, transforme -
= [P en P siclle est bijective ;

®* P en une droite, ou en un point sinon.
= une droite en une droite ou en un point

e Une application de I’espace € dans lui-méme, transforme
= Een & sielle est bijective ;
= & enun plan, ou en une droite, ou en un point.
® un plan en un plan, une droite ou en un point.
* une droite en une droite ou en point

1) Soit f* I’application affine du plan affine P dont I’écriture analytique est :{x, 3
dans un repére (O; f,:;") .
a) Déterminons les coordonnées du point invariant par f. (x; y) sont les coordom
point invariant par f si et seulement si x=x+y—1 et y=x+y—3.0n a aing
et x=3. f/ admet un unique point invariant ,qui a pour coordonnées (3 1).
b) Donnons la nature de f(P). image de P par f.

' i %
La matrice de I’endomorphisme associé 4 f est Mz( J

1

Dét(M)= { =0. M n’est pas inversible et donc f n’est pas bijective.

1
1
S (P) est soit une droite , soit un point de P.

Soit I etJ deux points tels que Ol=1 et OJ =].

(O,L,J) est un repére affine du plan P. Soient O' = £(0);1'= £ (1);J' = £(J)a
O'(—l;—-3);I'(O;—2);J’(0;-2].

I'=J' etalors (0;1') est un repére de f(P). Puisque O'# 1", f(P) est lak
repere (O”;I°). ( Si O’,I" et J° avaient été distinets deux a deux, ils seraient ali
aurait retenu deux points parmi ces trois).

Déterminons dans le repére (O; 7.1 ) . une €quation cartésienne de la droite D=4

x+1 1
M (x; ) estun point de D si et seulement si i =0. D’oll , x—y -2 =04
¥
Autre méthode Soit (x'; ') le couple des coordonnées du point image d’un point de ¢a a

(x;¥) par f.

ap
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X=x+y-1 ) _ ;

i a { ] 4 - En utilisant la premiére équation pour trouver I’expression de x, et
Y =X+ R

fremplagant dans la deuxiéme équation,x par cette expression, on trouve x’— y'-2=0 qui

mne équation que doivent vérifier les coordonnées (x’;y") d’un point de D .On a trouvé

¥ —2 =0 parce qu’on a supposé que le point de D a pour coordonnées (@ y).

ls "espace €, on définit une application affine g de définition analytique

! yr:Zfzi-(_x+2y+z)_

' : ; . -z x—1 +2 z+3
£D la droite d’équations catésiennes : =27-_

inons I’image D’ de D par g. : T4 : |
groite D passe par le point A de cordonnées (1;—2;-3) et de vecteur #| —2
x=1+¢ 1

€ représentation paramétrique de D est :{ y=-2-2¢ ; teR.

z=-3+t

ir /=-1, x=0,y=0etz=—-4, le point B de coordonnées (0;0; —4) est un autre point de
Bpacc. Soient A’ et B’ les images respectives de A et de B par g.

B 3 3

~—;——-,——] et B'(=L,=1;—1). Puisque 4'#B’, (A', B’) est un repere affine de D’. D’est

1
2!

| —

Ll

2
2

/
> S’exercer
t'1”f_i'al_1‘lan affine 7 f est ’application affine telle que f (A)=B et
B)-4 f(C)=C

ustifier que f est une transformation affine .,

On désigne par C' le milieu du segment [AB]. Montrer que (CC ') est invariante point par
point par f .

Démontrer que la droite (AB) ¢st globalement invariante par f .

est un triangle d’un plan affine .% D est le symétrique de B par rapport 2 C. f est I’ap-
gation #affine du plan telle que f(4)=4 f(B)=D et f(€)=8.
Montrer que f est une transformation affine de .,
Déterminer I’ensemble des points invariants par f
dlan affine .7 est muni d’un repére (O,7,J). Montrer qu’une application qui laisse un reépere
@ariant point par point est I’application identité.

A o S _ X' =2x+y
une application affine de PP dans lui-méme dont I’écriture analytique est S
: y=x+iy
WMontrer que f est bijective.

Déterminer I’ensemble des points M tels que O, M, M soient alignés.
Determiner les droites :

411




APPLICATIONS AFFINES Terminaje C &

- paralléles a leurs images par f;
- confondues & leurs images par f.
1.r Soit € I'espace rapporté 4 un rcperefR (O:1, ],k) On considée ’application f définie de &

x'=3x—4y—4
Epar: y' =2x—-y-2z-2.
zZ'=2x-3z-4

a. L'application f est-elle bijective ?

b. Donner la nature et une équation cartésienne dans le repére R=(0 :1, 3,12), de ’image
de Ia droite passant par le point 4(1;0;2) et de vecteur i (1;2;3) .

c. Donner la nature et une équation cartésienne de 1’image du plan P dont une équation
sienne dans le repere R=(0 ; 1, j, k) est x—z+2=0.
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PROJECTIONS, SYMETRIES ET
AFFINITES D'UN ESPACE AFFINE.

econnaitre et caractériser une projection, une symétric et une affinité. |

PROJECTIONS AFFINES.

soute cette legon, Y est un espace affine qui peut étre réduit & un point, une droite, un plan ou
e physique. y est I’esemble des vecteurs formés & partir des bipoints de YxY, ¥ est encore ap-
irection de Y. X est un sous-espace affine de Y, de direction X et E un sous espace vectoriel de ¥ .

——~Prendre un bon départ

i un espace qui peut étre réduit & un point, une droite du plan, un plan de I’espace ou hespace
Bue; X Pensemble des vecteurs MN tels que M et N décrivent X ; E un espace vectoriel tel que
¥ sont des sous- espaces vectoriels supplémentaires.

il un point quelconque.

pirer que 1’ensemble des points N tels que MN e E a un seul point M | €n commun avec X.
it p: M — M,. Montrer que :

o p=p;

' si MeX,alors p(M)=M ;

. si Mest telque p(M)=M ,alors Me X .

pient M et N deux points d’images respectives M, et N, par p .

jontrer que MN = M|N, + (MM, + N,N)

Erifier que M,N, estun vecteur de X , tandis que MM, +N,N estun vecteur de E.

em—

pntrer que E(W ) =M,N, ou 7z estla projection vectorielle sur X . de direction E.

| déduire que p est une application affine , puis nommer 1’endomorphisme qui lui est associé.
ité 2

une application affine de X vérifiant f2= fo f = f ; ¢ I"endomorphisme associé a f .
sstifier que go@p=g.

Ponner la base et la direction de ¢.

Montrer que f (X ) est ’ensemble des points invariants par f .

n déduire que f est la projection sur I’ensemble f'(X), de directionkerg .

Retenir

jection sur X yéie dlractmn E l’appima:tw.n p-..qm a un p@mt quelemtque M assacw

T et ifi
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81 une apphcatld : "’fﬁne f wan_ﬁe f f f 'zi]érs f estuné projeétien;'g "'base' :

Remarque

# Dans le plan, on peut avoir une projection sur une droite (D) parallélement a une auts
droite (") lorsque (D) et (D”) ne sont pas paralléles , une projection sur {A} est I’ag
tion constante M— 4, ou I’idendité.

& Dans I’espace, on peut avoir :
»  [’identité ;
= la projection sur un plan (P) parallélement & une droite (D) lorsque (P) et (D) nes

pas parall¢les ;

= la projection sur (D) et de direction (). ((D) et (P) ont des directions supléments
= la projection sur {A} qui est I’application constante M — A4.

& Toute projection est une application affine

& Une projection qui n’est pas I’identité n’est pas une transformation.

Exemple o3
[) Soit une application f* définie dans un plan P, rapporté a un repére R=(0 ;1, ] ), d&

= %(4x +2y-1)

tion analytique ,

Vv =§(—2x—y+2)
a) Déterminons I’ensemble des points invariants par f . = l( 4x+2y— :'
Un point de coordonnées (x; y) est invariant si et seulement si ;
F= —(—Zx—y ;

x+2y=1 . o e Gl g
On a : . D’ot x+2y=1 car la deuxiéme équation est équival
—2x—4y=-2

premiére.

L’ensemble des points invariants par f est la droite (D) dont une équation cartes
x+2y=1.

b) Montrons que les vecteurs MM ' appartiennent & une méme direction, lorsque M#
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En effet, 2 = ('~ x)7 + (/- ) }=G.(x+zy_1)]?+G(_2x-4y+z))}
Wz-%(x+2y—l)(f—2}) :

Nous constatons que le vecteur Mz’ est colinéaire au vecteur 7 (1;-2).
Toutes les droites (MM’) lorsque M = M sont paralléles.

Y=y
On pouvait aussi montrer que =3
X —x _
¢) Montrons que M’ appartient a une droite fixe quelque soit le point M d’image M” par f_

x’=%(4x+2y—l) {

3x'=4x+2y-1
Du systéme g i 80it 4x+2y =3x"+1 et
e 3y'=-2x—y+2
¥y =§(-2x—y+2)
—2x—y=3y' -9
- On en déduit que 3x'+1 =-2(3y'-2). D’ou, 3x'+6y'-3=0.
Le point M’ est toujours situé sur la droite (D) d’équation : x +2 y=1=0.
On remarque que (D) et (D) sont confondues.

S est donc une projection . C’est la projection sur la droite (D) :x+2y-1=0 de direction
la droite vectorielle engendrée par le vecteur # (1;-2).

| Montrons que far=f
emiére méthode :Ecrire Jes expressions analytiques de Sof,puisles comparer a celles de £ .

X

dit M ( IJ un point quelconque du plan P; M '[ J et M ”(xJ deux points tels que
X ¥ I

= f(M) et M" = F(). M”[i,}:( Lo f)(M).

1
| *'=2(4x+2y-1) x'=2dxe 2y
lisque M’ = £(M), ona - ; de M"= e, 3

) A 1 -
¥y =§(—2x—y+2) y"=§(~2x'—y +2)

1 1 ;
' —3—(4x'+2y'-1) =5[;(4x+2y—1)+§—(~2x-y+2)—l]=§(4x+2y~1) =x'

: %(~2x'—y'+2-) :%[—;—2(4x+2y-1)—§1-(—2x-y+2)+2]:%(—2x—-y+2) =y
adonc (fof)(M)=f(M).dou fof= .

ixiéme méthode : Ecrire |a matrice 4 de I’endopmorphisme de [, choisir un
que (O par exemple), puis montrer que A2=4 et que (fcf] (O):f(o)_

2. (D) est une droite du plan , d’équation catésienne x—2y+1=0 ; €(2:3) un vecteur du
olan.

Montrons qu’on peut définir une projection sur la droite (D), de direction la droitevectorielle
=, engendrée par € .

1 suffit de vérifier que la direction F de (D) et E sont supplémentaires dans le plan.

point quel-
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fet, MM '= (x’—x)f'-l-(y'ny)f = [%(x+ 2y—1)]§. +[%~(—2x—4y + 2)]]
74 ':%(x+2y—l)(?~2f).

Nous constatons que le vecteur MM est colinéaire au vecteur i (1:-2).
Toutes les droites (MM?) lorsque M # M sont paralléles.

On pouvait aussi montrer que 4 ’—y =-2 .
x' —x :
} Montrons que M appartient & une droite fixe quelque soit le point M d’image M’ par f.

| x’=%(4x+2y-—l) {

3x'=4x+2y-1
3y =-2x—y+2

Du systéme ; 801t 4x+2y =3x"+1 et

’

|
=<(<25-y+2)
—2x—y=3y'-2.
b On en déduit que 3x'+1= —2(3y’—2) .D’ou, 3x'+6y'-3=0.
Le point M” est toujours situé sur la droite (D) d’équation : x+2y—-1=0.
On remarque que (D) et (D?) sont confondues.

. f est donc une projection . C’est la projection sur la droite (D) : x+2y~1=0 de direction
la droite vectorielle engendrée par le vecteur u(l;-2).

Montrons que fof=f
Emitre méthode :Fcrire les expressions analytiques de f o £, puis les comparer a celles de f.

it M [x] un point quelconque du plan 2; M’ {x'] et M ”[XJ deux points tels que
E U y y
X" _
=/ (M) et M" = f(M"). M”[y,,]=(] o )(M).
x':l(4x+2y-l) x":l(4x'+2y'—1)
iSque M’ — £(M), ona: 31’ . de M" = F(M),
y'=§(—2x—y+2) _y":g(—2x'—y'+2)

= %(4}:'—% 2y'-1)= %(%(4x+2by—l)+§(—2x—y+2)—1):§(4x+2y—]) b

b 1 1(-2 1 1

B (2x'-y42)==| —(4x+2y—-1)—=(2x—p+2)+2 | = = (2x— p+2) = v
3(xy+)3(3(x ¥ )3(xy ) ]3(-"6)2 )=y

& donc (/o f)(M)=f(M).dou fof=].

mxi¢me méthode : Ecrire la matrice 4 de I"endopmorphisme de f, choisir un point quel-

ique (O par exemple), puis montrer que 42= 4 et que (fOf)(O)=f(O).

. (D) est une droite du plan , d’équation catésienne X—~2y+1=0; &(2;3) un vecteur du
'lan.

Montrons qu’on peut définir une projection sur la droite (D), de direction la droitevectorielle
£, engendrée par € .

Wl suffit de vérifier que la direction F de (D) et E sont supplémentaires dans le plan.

(415



APPLICATIONS AFFINES Terminaje C

| 2
Le vecteur #(2;1) est un vecteur de base de F.  dét( i;8) = :

2| =6—2=4.
3
u et € sont non colinéaires et alors E et F sont supplémentaires.
On peut donc définir une projection g (unique) de base (D) et de direction E.
Soit (x';3) le couple des coordonnées du point M, image d’un point M(x; y) par g
Le point M’ est un point sur (D) et le vecteur MM’ est colinéaire & E.
Ona x'-2y'+1=0 et xX'~x=2a,y' -y =3a.
X¥-2y'=1
D’oll {x'=2a+x . En remplagant dans la premiére €quation x'ef y'par leurs exps
V' =y+3a |
respectives, 2a+x-2y—3a=1.D’ol, a=x-2y-1.
X' =3x-4y-2 . S . . .
On a . Ce systéme est constitué des expressions analytiques de g
{ y'=3x-5y-3
repére (O ; 1, j).
On pouvait aussi utiliser les relations x’—2 y' =1 et dét(e,MM")=0 pour avoir un:
de deux équations linéaires aux inconnues x'et »' . Résoudre le systéme obtenu pa
les expressions respectives de x'ef ' en fonction de x et de y.

3) L’espace € est rapporté 4 un repére orthonormé R = (O; i,],k ) .- (P) le plan de &
une équation est X+y—2z+2=0; E ]a droite vectorielle dont une base est formée
teur # =27 + j +k . F [ direction du plan P.

a) Montrons que E et F sont supplémentaires dans I’espace.

F est ’ensemble des vecteurs dont les composantes vérifient x -+ y—z=0.2+1-1
donc le vecteur 1 n’appartient pas 4 F.

E et F sont donc supplémentaires dans I’espace.
. h est la projection sur P, de direction E.

Soient (x’; »32") les coordonnées du point M’ image du point M de coordonnées
par 4.
Ona: M'eP et MM eE §5 2 e
Puisque MM ' e E, il existe un réel tzel que MM = tii - ,_x E . En repé
Y—3=t
z—g=1
expressionsrespectivesde x', y'er z' dans la premicre €quation, ontrouve 7 = _l( x4

xr+yr_zr=_2

Ainsi, X' =x+2t=-y+z-2; y'=t+y=%(—x+y+z—2) et z’=r+z=%(-x_

X=-y+z-2

d'ot h((M)=M' &3y =%(-x+y+ z-2)

z’=%(—x—y+3z—2)
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sl
malytique | * “5(”3’_1)
y'=——(x+y-2)
& repere R.
Eterminer [’ensemble des points invariants par f .

fontrer que les droites (MM®) ont la méme direction dont on donnera un vecteur de base.
pnner la nature et les éléments caractéristiques de o

it g I’aplication de I’espace ,de définition analytique x'=y'=z'= %(x +2y+ z) :
Eterminer 1’ensemble des points invariants par g.

ontrer que les droites (MM”) ont la méme direction dont on donnera un vecteur de base.
baner la nature et les éléments caractéristiques de o

#t-on prévoir les expressions analytiques de fo £?

pntrer ’existence et définir analytiquement :

iprojection dans le plan sur la droite (D) :3x—y+3=0, dont la direction a pour vecteur de
g , le vecteur de coordonnées (3;—4) ;

projection dans I’espace, sur le plan (P) :x=3y+2z-1=0, dont la direction a pour vecteur de
i , e vecteur de composantes (2,-1;1).

projection orthogonale dans 1’espace , sur la droite D):x-1= .

YMETRIES AFFINES.

——=Prendre un bon départ

=2

=2+3.

_

1P est rapporté 4 un repére R=(0 ; 1, _j) ; J une application affine d’¢criture analytique :

—x—2y+2]

I-—4x+y+2)

Erminer I’ensemble (D) des points fixes par f .

jitrer que pour tout point M, si f (M ) =M', alors MM 'est colinéaire & un vecteur # indé-
iidant de M.

trer qu’on peut définir une projection p sur (D), de direction la droite vectorielle engen-
Epar i .
ner 1’ Ecriture analytique de p dans le repére R.

417,
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e) Montrer que pour tout point M, p(M) est le milieu de [MM'].
f) Construire M’ a partir d’un point M arbitrairement choisi.

g) Conjecturer a partir de cette construction, la position de ( Jof )(M ) , puis confirmer cetie
conjecture a I’aide des expressions analytiques de fo f .

Rete:nir

Soit X un aspacﬁ' ﬁﬁﬁe ayant pm}r dlrectum le sous-espace vectom:l F.E un sous-esp ce
riel tel que E et F soient sup Tes

o g2 appllcaﬂtm sg 'un pemt:M '&ssacw le point M’ tel que le prﬁjete de M sur X, de
B estlemilieu du segment [M’M "], est appélée symétrie de base X et de direction E.
*’ s est une applwatmn affine et sos =identité . On dit que s cst une appllc&tren involuti

"'t;@n afﬁne f telle que f of solt 1’1dent1te estune symeme afﬁne _
I’e "semble df:s pnmt& mvanants par f et sa dxrectmn est 'ensemble des

M - M

# Dans le plan, les symétries peuvent étre :
L’identiteé ;
Les symétries centrales ;

Les symétries par rapport a une droite de direction celle d” autre droite non paralléh
premigére.

# Dans I’espace, les symétries peuvent étre :
L’identité ;
Les symétries centrales ;

Les symétries par rapport a une droite parallélement & un plan tel que la droite ne
parallele au plan ;

Les symétries par rapport a un plan et parallélement a une droite telle que la dlmte
pas parallele au plan.
& Une symétrie par rapport 2 X est dite orthogonale lorsque le vecteur MM" est nol
quelque soit le point M d’image M” .
4 Puisque toute symétrie s vérifie sos soit l'identité, s est bijectiveet s =5 .

Toute symétrie est alors une transformation.

ap
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emple X =2x+2y-2

it f une apllication affine du plan dans lui-méme de définition analytique 3

3= —Ex—-2y+3
Déterminons I’ensemble des points fixes par f .
X+2y=2
iLes coordonnées (x;y) de tels points vérifient :{ 3
5 x-3y=-3

Les deux equations du systéme sont équivalentes car la premiére s obtient en multipliant les

mmembres la deuxiéme par T

L ensemble des points fixes par f est la droite d’équation x+ 2y=2.

Soit M’ I"'imaged’unpointquelconque Mpar f .Montrons quele vecteur MM 'aunedirection _
fixe .

W'=(x’—x)f+(y'—y)f=(2x+2y—2—x)f+[—%x—2y+3—y]f
| =(x+2y—2)f+(—-%x—3y+3j__f
~(x+2y-2)(-27)

Tout vecteur MM est colinéaire au vecteur ?—-—i—}’.

Montrons que le milieu de [AM '] est situé sur I’ensemble des points fixes par 3t

Soit I, lemilieu de [MM']. x, =x-;x =—z—x+y—1 et y,. =y-;y ok B s o

2.2
X, tV, =%x+y—-l+2[~%x—-%y+%}=2.

Conclusion : fest la symétrie par rapport a la droite d’équation x+2y =2, parallélement a

o

. . i 2 - = =
‘foute droite de vecteur directeur i == J - f est une transformation du planet f' = 7.

> S’exercer

X=x-—y-2
y'=-y-4

patrer que I"application affine g du plan P dans P de définition analytique {
i une symétrie dont on donnera les éléments qui la définissent. Est-elle orthogonale ?

Montrerque 1’application affine % de I'espace dans lui-méme de définition analytique
- X' =—y-—z+]

¥ =-2x—y—2z+2 est une symétrie dans 1’espace, dont on déterminera les éléments qui
L | Z'=x+y+2z-1
'H i caractérisent. Est-elle une symétrie orthogonale ?

(419,
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2.3. AFFINITES

-f&——-;;Pre,ndre un bon départ

AR

Activité 1 2 3
Le plan P est rapporté & un repére R=(0 : i, 1) : f une application affine d’écriture analytigy
x'=3x-2y
y'=4x-3y
a) Déterminer I’ensemble des (D) des points fixes par f.
b) Montrer que pour tout couple (M ;M”) tel que f (M)=M', MM'est colinéaire & un 1
u indépendant de M.
c) Montrer qu’on peut définir une projection p sur (D), de direction la droite engendrée pas
d) Donner I’écriture analytique de p dans le repére R.
€) Montrerqu’ilexisteunréel kel que pourtoutpoint M d'image M’ parf, M'p(M)=kM
f) Construire M’ & partir d’un point M arbitrairement choisi.
Activité 2
Soit une application g , un réel a tels que pour tout couple des points (M ;M’) tel que M’ =
: p(M) le projeté du poin M sur une droite (D) parallélment & une droite (D), on a '
P(M)M=ap(M)M.
Donner la nature exacte de I’application &, dans chacun des les cas: a=0a=lLa=-1.

; 3 1
Donner une construction du point M’ dans les cas : a =2 ;a=——,

Retenir
* Soit p la projection sur un espace X de direction E ; a un nombre réel.
' L?.applicja_ti:_on £ qui & tout point M associe M tel que p(M) M’*:gzp'(.M )M est apy
- affinit¢ de base X, de direction E et son rapport a. i

» Toute affinité est une application affine. e
* Une affinit¢ est une transformation si et seulement si son rapi

0 dite -apport est non nul, La ré
de I’afﬁnrte de base X, de direction E et de rapport non nul g est I’ affinitd de baxe ]

direction E et de rapport ~1— iz

M : M
M
M /
1
s
i
i /
— 1 -"—; e, e\
MM = — 31 I M MM’ = E MM
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emarque

L"affinité de rapport nul est une projection ; I’affinité de rapport —1 est une symétrie.
Si la projection associée a une affinité est orthogonale, alors cette affinité est dite orthogonale.

Si f est une affinité, alors sa base est ’ensemble des points invariants par f, la direction
est la direction de I’ensemble des vecteurs MM' ou M’ = f (M).

-Xxemple

=%

1) Soit /' une application affine du plan P, d’expressions analytiques { T dans un
repére orthonormé R de P. ¥y

a) Cherchons I’ensemble des points invariants par f .

s 5 - X=Xx ]
Les coordonnées (x; y) d’un point fixe sont solution du systéme : { . On obtient

1 y=3y—1

 diai 5

L’ensemble des points invariants par f est la droite dont une équation cartésienne est
1

r= >

b) Soit M’(x';y) I'image d’un point M(x; ) par f .
MM’ =(x"~x)i +(y'—y)j =0i +(2y—1)j =(2y—1)j . Le vecteur MM estcolinéaire
au vecteur 3

¢) Soit M, le projecté du point M sur la droiti d’équation (D) : y=l , paralléelement a
["axe des ordonnées (ou encore de direction f ). -
Soit (x;33,) le couple des coordonnées du point M, .

— S o 1 Do P 4 aiad L
Ona M, € (D) et MM, est colinéaire . Y =5 et il existe un réel 7 tel que MM, =14 .

1 1
5L—x=0,y—y=tet ylzi. x, =xety, =E.

) Montrons qu’il existe un réel ¥ tel que MM '=kM,M
M,M'f0;3ng MM [O;y—%J . On constate que MM'tg-MM :

f est une affinité. 1
Cest I'affinité de base la droite (D): Lim de direction ’axe des ordonnées et de

rapport % . f estune transformation du plan car son rapport est non nul.
S est affinité d’axe la droite (D) : y =% . de direction I’axe des ordonnées et de rap-
port % Puisque les droites (D) et I’axe des ordonnées sont perpendiculaires, f et f?

sont des affinités orthogonales.
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Exercice Résolu 1.

J . Mﬂ h
e Donnons les expressions analytiques de :

i.  Laffinité orthogonale d’axe la droite de repere
(0,‘1;‘1) et de rapport k

ii. L’affinité orthogonale d’axe la droite de repére vEZ
7] M
(O,}:) et de rapport k o
0 2 g
iii. Laffinité orthogonale d’axe (D):y=2 et de rap- 1
port —2 e
o Soit M(x,y) et M'(x',y") I'image de M par I'affinité
orthogonale d’axe la droite de repére (O,f) et de rap-
port k.
= e ' x=k(x- ¥=x
HM =kHM ob H("} i (x 2 e { g
0) |V -y=k(y-0) Y=k
e L’expression analytique de I’application orthogonale d’axe la droite de repére (0,}: ) estd
{x' = kx
par § |, ;
7=

e Soit M (x,y) un point du plan et M "(x", y") Iimage du point M par I’affinité orthoganal
(y"oy).
KM' =-2KM ou K est le projeté orthogonal M sur (D):y=2. K (2]
"_ ='—2 = Pt
x'. X (x x) daoﬁ X=X
y'-2=-2(y-2) y'=-27+6
. (ABCD) est un losange de centre O. E est le milieu de [OC], f est I’application affined
telle que : /(0)=0;f(B)=Bet f(A)=E. a

=, maplls

OE = — OA. Laffinité orthogonale d’axe (BD) transforme O /
o

enO, B en B etdAen E.donc f estaffinité orthogonale d’axe

(BD) et de rapport —% E

Exercice Résolu 2 : Image d’un cercle par une affinité orthogonale.
Enoncé

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0:7.7). (C)estle cercle d’équation : x2 + > —4x —4
.A(D;k) I’affinité orthogonale d’axe D la droite d’équation x=2 et de rapport k.
1) Déterminer les expressions analytiques de A(DQk) .

2) Déterminer ’image (C'y)de (C)par A(D:k) .

422/



FENES \ \ Nermmnaje T oY

plution

Expressions analytiques de A (D;k) .

Soit M(x; y ) un point du plan et H son projeté orthogonal sur (D). H a pour coordonnées (2 W
Soit M’(x"; ') I'image de M par .A(D;k) .Ona: HM'=kHM .

‘ol le systéme {x e k(x—2)

¥ =i
1 l_{x =k(x—~2)+2

W=y
Etermination de (C',). (C) a pour équation (x—2)?+(y—-2)2=9.
R X +2k-2
Efinissons A~ (D; k) Du systéme {x'—z =k(z-2) ,ona: S
»=y=0 AR

msi(C',) a pour équation [x—*itz——2)1+(y‘—2)2=9.

oi (c;):(x';22)2+(y'—2)2=9

; [CEJ:(x'12)2+(y'—2)2=9 ;(C;):E_Z%B+(y’—2)2=9
4

2

ce Résolu 3 : Image d’une courbe par une application affine

B est muni d’un repére orthonormé (O, z"",_}") .

e -1

e’ +1

gsser le tableau de variation de S sur

déduire que S réalise une bijection de R vers un intervalle J que I’on déterminera.
primer f (x) pour tout * élément de J.

b) est ’ensemble des points M du plan de coordonnées (x ;Y] telles que

b+h{]+x—a

sidére f:x>

l-x+a ,
resentatives des fonctions fet f .

),(G;b) eR’ gt G désignent respectivement les courbes

Montrer que C( a;b) est I"image de C par une composée d’applications simples que ’on
P gcisera.

Donner un programme de construction de E(a;b)

pstruire C, ¢ et C(L1).

sgtion

| . 2e*
m Pour tout réel X, (x) = c

(1)
(423
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plution

Expressions analytiques de A (D;k) |

501t M(x; ) un point du plan et H son projeté orthogonal sur (D). H a pour coordonnées (2;y).
Soit M°(x'; y') I’image de M par A(D;k) .Ona: HM'=kHM .

)’ou le systeme {x’—2:k(x—2)
VAt
. {x =k(rx—2)+2
=il
Détermination de (C", ). (C) a pour équation (x-2)2+(y-2)*=9.
S X +2k-2 |

Définissons 4™ (D;k) Du systeme {x —2—k(x—2) ,ona: o k

= y=y |
. ’ : x +2k-2 |
Ainsi(C",) a pour équation (————2J2+(y'—2)2:9. ,
. (2-2)2 :
Fou (Ck):(T)+(y—2)2:9
: : . (Jc'—2)2 ’ W b :
&r suite : (C%]: 1 +(y—2)2:9 : [Cz):( 3 ) +(y—2)2=9

4

feice Résolu 3 : Image d’une courbe par une application affine
mcé

lan est muni d’un repére orthonormé (O,f,f) ;
e —1

e +1

Dresser le tableau de variation de S sur

fonsidére x>

En déduire que f réalise une bijection de R vers un intervalle J que I'on déterminera.
Exprimer S (%) pour tout X ¢lément de J.
[(a;b) est I’ensemble des points M du plan de coordonnées (x ;y) telles que

| =b+]n(l+x—a

1 +a],(a;b)e]l{2 Cer C désignent respectivement les courbes
%

représentatives des fonctions f et f .

'a) Montrer que E(a;b) est 'image de C par une composée d’applications simples que I’on
précisera.

b) Donner un programme de construction de C(a;5)

| Construire C, C et C(1:1).

Esolution

] 28":
i) Pour tout réel X, 1" (x)=

e

14234
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6)

ig [« S’exercer
e, S

2.f Le plan est muni d’un repere (O,}'-,}). Dans chacun des cas suivants, déterminer les écm

lim f(x)=-let lim f(x)=1

On a le tableau de variation ci-contre:

o ! ~1
ii) Existence de f
f est continue et strictement croissante sur
R ; donc fréalise une bijection de R vers

f(R)=J=]-1L1.

iii) Expression _1de }[i_ (x) En posant

y=f(x): e.t+13 __yorye]_l 1[
donc 1—+Z>0. x=In ] Donc f~ (x) In( ] pour tout x de ]-1;1[
-y I-y -X

iv) Recherche de la composée d’applications simples
l+x—a
Soit M(I y)e[:(a,b) onay= b-!'hl[ P )( b)ERz

y=b+f"'(x-a)
Soit T la translation de vecteur ai +5; . E(a;b) = T(C _1)
Soit S la reflexion d’axe (A):y=x. Ona C'=8(C)

D’ou C(a;6)=T(8(C))=(T-S)(C).

i

C(1.1)

\

FOIOES I, NS S (S —.

()

a
o

analytiques des applications affines :

i) La translation de vecteur —27 ;

i) La symétrie centrale de centre 4(-3,2);

iii) La projection orthogonale sur la droite (D) d’équation x—y+1=0;

124)
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L'affinité orthogonale d’axe (D): x =y et de rapport —2.

£ plan est muni d’un repére (0,1,J). f est ’application affine du plan d’expressions analy-
| x' =-3x+2y

Ques <.

¥=2x

Déterminer I’ensemble (D) des points invariants par f noté (D).

‘Donner les expressions analytiques de la projection orthogonale P sur (D) ;

Exprimer P(M)M' al’aide de P(M)M et en déduire la nature de f et les éléments ca-
ractéristiques

plan est muni d’un repére orthonormé (O,?,_}’) . On donne 4(-5;2)et 4'(5;-2).

uel ’ensemble C des points M du plan tels que MA.MA'=0?

Déterminer |écriture analytique de I’affinité orthogonale f d’axe (44’) et de rapport % :
‘Déterminer ['image C’ de C par f.

X' =5x+2y—-2z+2

& I"application affine g de définition analytique :< y'=—4x— y+2z—2 dans un repére ortho-
¥mé R=(0 ; 1, j,k) de I’espace €. Z’=8x+4y-3z+4

‘Déterminer I’ensemble des points invariants P par g.

- Démontrer que si M' = g(M ) , alors le vecteur MM'' est colinéaire 4 un vecteur # non nul
et constant.

Soit M, (x,;y,;2,) le projeté du point M sur P, parallélement a une droite de vecteur directeur
- u . Exprimer x,, y,etz, en fonction de x, yetz.

Déterminer le réel a tel que MM '=aM,M .
'En déduire la nature de ’application affine g, ainsi que ses éléments caractéristiques.

‘Le vecteur# est-il normal au plan P ?




APPLICATIONS AFFINES

S’ENTRAINER

GENERALITES SUR LES APPLICATIONS
AFFINES.

Le plan est rapporté a un repére (O, i,7).
a) Définir analytiquement I’application affine
f du plan dans lui-méme, qui au point I de
coordonnées (1;2) associe le point J(~1;3)
et d’endomorphisme associé de matrice

2ie s

i 4 )
Montrer que f est une transformation du
plan
Définir analytiquement la bijection réci-
progque [~ de f.
Donner par son équation cartésienne I’'image
de la droite dont une équation cartésienne est
x=3y+5=0.
e) Existe-t-il des droites du plan:

» parall¢les 4 leurs images par f ?

b)

c)

d)

= perpendiculaires a leurs images par f ?
s globalement invariantes par f?

Soit P un plan rapporté & un repere cartésien
(O :1, ) . On considére I’application f de P
dans P qui associe & tout point M (x; ) le
: x'=x+y-1
oint M'(x";y") tel que : :
L ( y) . {y’=x~—y+2
a) Montrer que f est une application affine
bijective.
Ecrire la matrice de I’'endomorphisme
associé a f dans la base (1, ]) .
b) Déterminer I’ensemble des points invariants
par f.
¢) Soit (D) la droite d’équation ax+by+¢=0 ;
(a;6)#(0;0).
Déterminer par son équation cattésienne
I'image (D'), de (D) par f.

14264

Termina

L

d) Quelles sont les droites (D) parali¢less

Soit P un plan rapporté a un repere

(O:1,]) . On considére I’application f

dans P qui associe & tout point M (x; y)

, a+b
X =

2

a-b

%
point M'(x;y’) tel que : _
x4

V=

a) Déterminer les valeurs de a et b P&
quelles f est bijective.
b) Déterminer I'ensemble des points
O, M et M’ sont alignés.

¢) Définir analytiquement f7' quand

jective
Soit f une application affine du plan d8
méme et A un point du plan ; t la transls
veeteur Af(A) :
a) Montrer que o f estaffine.
b) Montrer A est invariant par o f
¢) En déduire que toute application af§

s’écrire comme composée d’une trans

d’une application affine laissant A i§

f est définie analytiquement par :

x = —lx ——y+2
2 dans un reperey

y= 3x—%y
1) Montrer que f est bijective.
2) Soit(D):ax+by+c=0; a#0oub
Donner une équation cartésienne a8

D et f(D)peuvent —elles étre paral
3) En déduire que pour tout point M

M, f(M)=M,.(f = f)(8) = My
pas alignés si M# M, .




Blculer les coordonnées (x;)') de
Sobarycentre G du systeme {M,,M,,M}.

grificr que le point G est le seul point
fariant par f .

ddéduire que £~ estapplication identique
plan P.

A’ B’,C’ sont quatre points

B de coordonnees respectives
(0:2),(-1-2),(4-3).(-1;-1) et (1;-6).
F analytiquement 1’application f qui asso-
points A,B et C, les points A’.B’,C” res-
sment.

s exercices 7,8,9 le plan P est rapporté
.i—. e (01 i) j)

ication g de P dans P associe au

i x;y), le point M ’(x'; ') tel que :

y+1

3 +2 .

fitrer que [’application g est affine

setive.

erminer la matrice de ’endomophisme

dcice a g dans la base (1, j)

Erminer I’ensemble des points invariants
.

ferminer une équation cartésienne

Fimage de la droite d’équation

ES5y+1=0 parg

montrer qu’il existe deux droites

balement invariantes par g .

ication £ est définie analytiquement

i repere R d’origine O du plan par :

" == y i

pntrer que A est bijective, puis définir
lytiquement 4.

iner I’ensemble des points invariants

Terminajle C & E

par h.
3) Montrer que si s designe la syméirie
centrale de centre O, alors A~ =sch=hos.
4) Déduire que (i')’=k

Soit @ un nombre réel. On définit I’application
g, du plan dans lui-méme par :

x':ﬁlx_l_l:gy
2 2

y'__—_l__ax.t.ﬂzy
2 2

1) Déterminer les valeurs du réel a pour
lesquelles g, est une transformation du
plan.

Définir analytiquement dans le méme repere
g, . laréciproque de g, quand g_estbijective

2) Déterminer suivant les valeurs de a,
I’ensemble des points invariants par g, .

Pour les exercices 10,11 et 12 bespace #est
rapporté au repere (O ; i, j,k).

10,

On définit analytiquement une application
affine f de l'espace dans lui-méme par :
xX'=x+2y+3z

Y =x+2z
Z'=2y+z
1) L’application f est-elle bijective ?
2) Déterminer I’image par f de :
= [’espace tout entier ;
=  du plan dont une équation est :
x-3y+z-1=0
= de la droite dont une représentation
x=1-2¢
paramétrique est ;s y=—1+f(teR .

Z =~

Soit une application affine H de I’espace
# qui au point M (x;y;z) associe le point

(427




APPLICATIONS AFFINES

x'=y+1
M'(x';y';2") tel que 3y =x~y+2.
Z’=y+z-3
a) Montrer que I’application H est bijective.
b) Déterminer I’ensemble des points invariants
par H. _
¢) Déterminer par une équation cartésienne ,
Pimage duplan P :2x—y+2z-5=0 par H.
d) Déterminer une représentation paramétrique

de I’image par H de la droite de
x=1+/

représentation paramétriques y =—1+27 ; _o
z=3
HOMOTHETIES-TRANSLATIONS.

Un triangle ABC est tel que A et B sont fixes et
C décrit une droite ou un cercle.

Déterminer I’ensemble décrit par :
le milieu de [BC] ;
le milieu de [AC].

®

1) Un parallélogramme ABCD est tel que A et B
sont fixes et C décrit une droite (A) .

Deéterminer la nature des ensembles déerits par
= lepomtl);
* le centre du parallélogramme.

2) Construire le parallélogramme ABCD
sachant que les sommets A et B sont donnés
et que les sommets C et D appartiennent

respectivement & deux droites (D,) et(D,)
d’un plan contenant A et B.

gste-t-il une translation de vecteur de
coordonnées (@;—a) qui transforme la droite
(D) :x+y—1=0 en ladroite (D°) : x+ y=-22

Soit € I'espace , H(I;k) I’homothétic de centre

428

Termmale Ca

I et de rapport k #1, ¢ 1a translation de vectes
non nul.

1) Montrer que ¢'oH(Lk)ot est
homothétie dont on déterminera le cem
le rapport.

2) Démenteer que H 1;}(1w otoH(L¥) 8

translation dont on déterminera le vects

PROJECTIONS AFFINES ET SYMETE
AFFINES,

(01, 3) est un repere du plan P
a) Définir analytiquement la projection
la droite (D) : x—y+3=0, de directl
droite vectorielle E engendrée par le
i-27 .
b) En déduire les expressions analytique
symétrie de base la droite d’équatios
de direction E.

(0 ;1,j.k) estun repére de I’espace &
Définir analytiquement la projection pi
métrie s :

= debaseleplan (P):3x—2y 1z 4=
parallélement 2 la droite (D) d’équ'

x-H1o a7 —
R
= de base la droite (D), parallélement

(P).

®©

(0:1, k) est un repére de Pespace #
Dc¢finir analytiquement la projection or
et la symétrie orthogonale
= debase le plan (P) :4x+5y+z—1=
x=3-2¢

y=t =

z——f

= de base la droite (D) :



J) est un repere du plan affine P

I’application affine déﬁnic—:

figuement par : 2 2 0
el i3 1
L apee

pnfrer que f est involutive. En déduire
felle est bijective.

germiner ’ensemble (D) des points
jariants par f.

pntrer que si f associe au point M, le point
calors le vecteur MM' est colinéaire & un
eur fixe. Ce vecteur est-il normal a (D) ?
pntrer que pour tout point M d’image M’
. le milieu de [MM'] est un point de la
I déduire la nature et
Bcicristiques de f.

les éléments

3.k) est un repere de I’espace &

¥ant la démarche exposée a exercice 19
gnt, déterminer les éiéments qui défi-
=2x—y+z+2

b la symétric s:< ' =2x—y+2z+4.
Z'=—x+y-2

N étant rapporte a un repere (O ;?, -j) :
fapplication affine définie analytiquement
X' =8x—4y-2

¥ =8x—-4y-1 _
smonirerque f n’estpasunetransformation
plan

Merminer par les coordonnées ,
jnt invariant [ par f.

I’unique

fmontrer que 1’image du plan est une
pite (D) dont on déterminera une €quation
@ricsienne.

analytiquement la projection p
(D) et de direction le noyau de ¢,

efinir

Te-rmiﬁ ale C; _E

endomorphisme associ¢ a A .

5) En déduire qu’il existe un réel k& tel que
h=poH(Lk)=H(Lk)ep. H({Lk) est
I’homothétie de centre [ et de rapport k

9

Montrer que ’application affine
xX=-x—-y+2z-1

i3 =-2x+2y+2z—1 estaffine
Z'=-2x—-y+3z-1

a) Déterminer I'ensemble des points fixes par f .

b) f .est-elle bijective ?

¢) Montrer que f est une projection dont on

précisera les éléments caracteéristiques.

d) Déterminer I'image par f des droites
d’équations respectives :

x=1+2s
y=2+s5 ;x=l=y-2=2z-3.
z=3+2s

e) Déterminer I’image du plan :
3x—y—-2z+2=0pacf

s,

L’espace € est rapporte a un repere
R=(0:1,],k); g Papplication affine définie

X' =—x+z
analytiquement par :q ' =—2x+y+z+2.
z'=z+4

Montrer que g est une symétrie de lespace, puis
préciser ses éléments caractéristiques. Est-clle
une symétrie orthogonale ?

AFFINITES.

Le plan P est rapporté a un repére (O i, wj) :

On donne les points A, B, C de coordonnées res-

pectives (0;«-1),(—-1;-2)er(0;1).

1) Montrer que (A,B,C) est un epere affine de P.

2) On considére I'application affine f du plan
dans lui-méme telle que :

f(4)=B;£(C)=Cet f(B)=D ouD(-3;-4).

a) Montrer que f est bijective.

(429




APPLICATIONS AFFINES

b) Donner I’écriture analytique de f .

3) Déterminer ’ensemble des points invariants
(D) par f.

4) Montrer que le vecteur MM' est colinéaire 2
un vecteur fixe 1, pour tout point M d’image
M’ par £.

5) Soit p, la projection sur (D) , de direction la
droite vectorielle engendrée par ;I ['image
du point M par p.
a) Comparer les vecteurs IM et IM' .

b) Donner la nature et les ¢léments
caractéristiques de f .

¢) Donner une construction géomeéyrique
du point M’ a partir de M.

gs le plan affine de repere R=(O ;_i-,_j) , on
définit ’application affine k analytiquement

!

x =l(x+y—1)
par: 12
g =E(3x—y+3)

- a) Déterminer I’ensemble des points inavariants

par k.
SoitI(=1;0);8 =i+ et e'=i -3 ;
R'=0:8¢,).

b) Montrer que R’ est un repere du plan.

¢) Donner la définition analytique de
’application k£ dans le repere R’.

d) Donner la nature de k.

o

(O ;f,],l;) est un repere de I'espace

f est une application affine definie analytique-

x' =3x-4y+2z-2

V' =4x-Ty+4z-4
2'=-x+2y+1

ment par :

@

Terminaje C &l

1) Déterminer I’ensemble (P) des pa
invariants par f.
2) Montrer que le vecteur MM' admet
direction fixe dont on precisera un vectes
base v .
3) Soit I, le point d’intersection de la @
passant par M, de vecteur v avec (P).
Montrer qu’il existe un réel m mdep
du point 1, tel que IM'=mIM .

4) En déduire la nature et les clca
caractéristiques I’application f.

QUELQUES PROBLEMES

Le plan P est muni d’un repere R—(O ; i _
On considere I’application affine f,, qui
le point O invaraint et dont I’endomorphis

a+b ZbJ ;
dans
b

associé a pour matrice
a

base (—i.,]) :
Tout point M de coordonées (x; y) dans 1€
R a pour image le point M'(x’;y").
1) a. Exprimer x,y' a aide de xet de}
b. Déterminer les valeurs du couplé
pour lesquelles f,, est bijectives

c. f,, peut-elle ére une translation
homothétie 7
2) Pour cette question,on prend a=0

Soit M, le point de coordonnées (I
le repére R, M, = f,,(M, ).
On appelle (x,;,) les coordonnés
et on pose u, =x, —ky, . :
Montrer qu’il existe deux valeurs
de k pour lesquelles la suite (u, )esk
trique.
Caleuler x, -k'y, ef x, ~k"y el
de n. En déduire x,,y , puis leus
respectives.

G, est l’isoba.rycemréx "des points
M, M,,...,M, . Calculer les coordon

G

1



STIONS AFFIRNES

glculer leur limite.

@et b sont 4 nouveau quelcongues.
ferminer I’ensemble des points M tels que
points O, M et M' soient alignés.

mirer que pour b#0, cet ensemble est
eunion de deux droites (D) et (D’ ); s€-
es en O, de vecteurs respectifs e =i — 7
2'=2i + j , respectivement

iner les restrictions respectives de f,

pectivement a (D) eta (D).

irer que R'=(0 ;&€,¢") est un repére du
Petquedanslerepere R’, les expressions

. X'=(a-b)X

Bytiques de f,,, sont:q ( )

i : Y'=(a+2b)Y

F quelles valeurs du couple (a;b), ,,

Bile involutive ?

chqque cas, indiquer la nature de f, , et

fiser ses éléments caractéristiques..

i plan affine rapporté au repere (O il :i)

b f D’application affine de P dans P, qui

point M (x; y)associe le point M'(x'; ')
{ x =3x+5y

que :

' y=-2x-3y-2

Démontrer que [ admet un seul point

jariant.

Ruelle est la matrice , dans la base (1, j) de

I’endomorphisme associé & f?

Pnner lanature géométrique des applications

B=fofif =1/

it M un point quelconque de P, on note :

2y ‘:f(M);Mz =f(Ml);‘°';Mn+l =f(Mn)'

Pemontrer que ’1sobarycentre des quatre

points M, M, M,, M, est invariant par f.

Ducl est ce point 7

Due peut-on dire du quadrilatere de sommets

M, M, M,,M, ou M(-4;2)?

Faire une figure.

Soit G I’ensemble des applications affines
'gdeP , telles que g’ =1Id,,. On note ¢ I’en-
domorphisme associ€¢ a g.

Nermmale C &t

Soit M un point quelconque de P. On note
M, =g(M),M,=g(M,),M,=g(M,) .
Démontrer que le point Q isobarycentre du
systéme {M, M, M,, M, } est invariant par g ;
Quelle peut-étre la nature de ¢* ?

Soit A,B,C trois points non alignés du plan P ;
A’,B’,C° respectivement les milieux de
[BC],[AC]et [AB] . Soit M un point quel-
conque du plan , distinct de A, B, C. Montrer que
la parallele & (MA) passant par A’, la parall¢le a
(MB) passant par B’, la parallele a (MC) passant
par C’ sont concourantes en un point M".

Soit (D) et (D’) deux droites sécantes en [ d'un
plan affine P.

On suppose que les droites (D) et (D’) ne sont
pas perpendiculaires. Soit A un point de P,
distinct de L.

Construire le ou les cercles centrés sur (D),
tangents a (D7) et passant par A.

1,

Soit P un plan rapporté & un repére R=(0;1, J)

'=10x+4y-3
On considere I’application f: x’ R
y =-8x—2y+1

1) Démontrer que f est une application affine
et écrire la matrice de |'endomorphisme
associé & f dans la base (1, ]).

Démontrer que f est bijective.

2) Démontrer que f admet un seul point
invariant A.

3) Montrer qu’il existe deux valeurs tett" du
réel t telles que ’ensemble E (t) des vecteurs
# vérifiant @(#) =14 contienne un vecteur

non nul .
Montrer E(#) (E(1")sont des droites
vectoriclles . Préciser un vecteur / de base

de E(t”) et J de base de E(t”).

4) Montrer que les droites passant par le pointA,
de vecteurs respectifs [ ¢t J sont invariantes

par [ .




APPLICATIONS AFFINES

Soit e=i-2j ete'=7—] .
Montrer que (é, g‘) est une base du plan.
a.Ecrire la matrice de @ dans la base (E, Ei) :
b.Donner les expressions anal ytiques de
I"application f dans le repére ( A,é,e') :
Montrer que f est la composée commutative
d’une homothétie et d’une affinité dont on
présera les €léments caractéristiques.

52

ABC est un triangle dans le plan. J est Iappli-
cation affine de P dans P telle que f (4)=4.
f(C)=C et f(B)=C.

1) Déterminer la nature et les éléments

caracteristiquesde £ .Soit ¢ I’endomorphisme
associ¢ a f

5)

a) D_g’t_@rr_n_i_ncr la matrice de ¢ dans la base
(4B, 4C)

b) Donner l’exprgis-io_njna]yﬁque de @
dans la base ( AB, AC ) et celle de fdans
le repére ( A: AB, X{‘f)

@

ABCD est un parallélogramme de centre O.

J est l'application affine de P dans P telle que

f(4)=4, f(C) Cet F(BI=D.

1) Déterminer £(D)

2) Démontrer que fof est I’application
identique du plan.

3) Déterminer 1’ensemble des points invariants

par f.

Donner la nature et les éléments

caractéristiques de £ .

Déterminer la matrice de I’endomorphisme

@ associé a f dans la base (QE,ZCS’S

f dansle

4)
5)

6) Donner PPexpression analytique de
repére (A,AB,AC)

Le plan complexe est muni
d"un repére orthonormé direct
(0,37,17). On considére les points

Terminaje C &

A(1+7);B(-3+3i) :C(2+2i) ; D(—4+4i)
Eet F désignent les milieux respectifs des
segments [ AC]et [BD].
1) Déterminer les affixes des points Eet F

Donner la matrice de la rotation vectorie

endomorphisme associé a la rotation affis
qui transforme A en B et C en D dans (&

Donner la matrice de la rotation vectos
@ endomorphisme associé 2 la rotation
r' qui transforme A en D et C en B.
a) Donner I’expression analytique de

r',de ror’ etde ror.

b) Quelle est la nature de ror'? de '

s/

Le plan complexe est muni d>un repere
orthonormé direct (0,i,7v). (D)est la d8
d’équation y=x ot (D‘) la droite d’équs
x—y+1=0.

2)

1) Donner I’expression analytique de &
des transformations suivantes

a) la projection orthogonale sur (D
'b) laréflexion S, d’axe (D);
¢) laréflexion S, d’axe (D');

d) Paffinit¢ orthogonale d’axe (D
rapport -2 '

Donner les écritures complexes de §
sous la forme z'= pz +¢
Déterminer la nature de Sy S, en
composant les €critures complexes d
S5

Retrouver géométriquement le résul
préceédent.

3)

4)

e

ABC est un triangle isocéle ( AB = AC)

que mes(ﬁ’ﬁ) — g- keest un réel de
valle [0,1].PerQ les points du plan déh

D

AP =k AB et @ =kCA. La paralléled




FUACATIONS AFFINES

t par P coupe (BC) en M.

Faire une figure illustrant les données.
Démontrer que CM = kCB . On pourra
itiliser la projection sur (BC) parallélement
 (40).

30it R Ia rotation telle que R(B) =4

1 (4)=C et @ I'endomorphisme associé a R.
@) Déterminer les éléments _caractéristiques
de R .Démontrer que @(AP) CQO eten
déduire que R(P)=0

Démontrer que la médiatrice de

[PQ] passe par un point fixe que ’on
déterminera.

2est un carré de centre O et de sens direct.

2 quart de tour direct de centre O, 1 un
Pintervalle [0,1]. On définit le point M
galité vectorielle 4M = AA4B. On note P
£ de M par R.

montrer que BD = ABC.

i A' le milieu de [4B],B' le milieu de
L] et 7 le milieu de [MP].

montrer [égalité vectorielle A'7'=14'B’
tDeduire de ce qui précéde le lieu géo-

metrique du point I lorsque A déerit
intervalle [0,1].

i complexe est muni d’un repére
Jormée direct (O,ii,i}').
Vapplication linéaire de matrice

2

v
2
2
eterminer 4%= 4Ax 4. Quelle est la nature

pop ?

¥ est lapplication affine d’endomorphisme
Esocié ¢ telle que f(0)=0' ou O est le
pint de coordonnées (0;2).

en déduire la nature et les éléments carac-
téristiques de f .
b) Donner I’expression analytique de fof
¢t en déduire sa nature.
On définit la suite (B) par B, (\/2—) et
= f(B,) pour tout entier naturel »
a] Dstermmel les affixes de B, et B,

3)

b) u, estla longueur de [B,B, ,]. Calculer

U, et démontrer que ( n) est une suite
gcométrique.

8l Donner ’expression analytique de f et

433)

¢) Exprimer u, en fonction de »

d) Calculer S, =2, +u +...+u_ et
dctermmer la limite de S, en +oec Soit

(ABCD) est un carré de sens direct et de
centre 1.

D

Soit ABCD un carré de sens direct et de centre I
. Soit r =R[A,§],z =t et §=5,

[) a) Déterminer la droite A telle que
=3 OS( D)
b) Donner la nature et les éléments
caractéristiques de for .
Il. a)Déterminer (Sotor)(A),(Sotor)(D).
b) Donner la nature et les éléments
caractéristiques de Sozor .
Soit M e (DC), N le point d’intersection
de la droite (BC) et de la perpendiculaire &
la droite (AM ) passant par A. J le milieu du
segment [MN] t° est la rotation de centre A
telleque B=r ’(D) : s la similitude directe de
centre A telle que I =s(D).

1) a) Montrer que N =r'(M).

b) En déduire la nature du triangle AMN.
2) a) Déterminer I'image de C par s.

b) Démontrer que J =s(M)

¢) Déduire le lieu géométrique des points J,
lorsque M décrit (DC).




Chapitre 1/

EQUATIONS DIFFERENTIELLE

$;1
B

1. GENERALITES ET EXEMPLES.

LECON

2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES de la forme : y' = ay

3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES SOUS LA FORME:
ay'"+by'+cy =0 odt a EST UN NOMBRE REEL NON NUL, b
DEUX NOMBRES REELS

3.1 Casou b*>—4ac=0

3.2 Casou b*—4dac>0
3.3Casou b*—-4ac<0




IS DIFFERENTIELLES Terminale CetE

LCON | EQUATIONS DIFFERENTIELLES

:._:.ccrements canstants

GENERALITES ET EXEMPLES.

‘Prendre un bon depart

jation 1 : Dans une culture batenenne le nombre de bactéries passe de 400 a 1000 en trois
es.ct 4 tout instant, le taux de croissance est proportionnel au nombre de bactéries présentes.

ation 2 : Un solide de masse m est accroché au bout d'un ressort vertical , de constante de

' k et fix¢ & un point.Ce solide assimilé & un point matériel est tiré , puis relaché. Le
e effectue des mouvements verticaux.

fvité 1
Montrer que si N désigne le nombre de bactéries présentes dans la culture 3 l'instant t,

B il existe un réel k tel que AA_ =kN(t).

in déduire que , pour tout t, N vérifie N '(£) = kN (¢).
i £ est exprimé en heures, alors donner les valeurs de N(0) et de N(3).
it (D) la droite confondue a I'axe du ressort et passant par le centre de la

£ O la position du solide au repos et I sa position au moment ot il est ldché. On peut ainsi
mier la droite (D) par le repére (O,I). On pose OI =a .

in désignant par x l'abscisse du mobile dans le repére (O,1) a l'instant t, montrer que

Mr) + fx(z) = 0.

Donner la valeur de x(0).

Donner la valeur maximale et la valeur minimale de x .

fivité 2

fontrer que la fonction : x — ae® vérifie I'égalité (E,) : f'(x) = 21 (x).

Montrer que la fonction : x — In x vérifie I'égalité (E,)

0:A"(x) + : h'(x)+xh(x) =xInx.
X
Deéterminer le polyndme du second degré P tel que :

D) :3P"(x)—2P'(x)+%P(x) = x2+1.
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v Retenir

« Une équation différentielle est une relation liant une fonction inconnue plusieurs fois
dérivables et certaines de ses dérivées.

» Les expressions qui multiplient les différentes dérivées de la relation sont appelées
coefficients de I'équation différentielle. Elles sont contantes pour certaines et variables
d’autres. g

» Le plus grand ordre de dérivation de la fonction inconnue, ayant un coefficient non nul
dans une équation différentielle, est 1'ordre de cette équation différentielle.

Remarque

- La notation

d n f‘
ax”

est la dérivée d'ordre n de la fonction f considérée comme fonction de la

variable x. Ainsi, .. f';ﬂ= f";d—s—ji“—‘ Sk fm___ﬂ_: T
dx di* dx di”

« Le plus souvent, on ne fait pas ressortir explicitement la variable de la fonction inconnue dai

une ¢quation différentielle mais elle est choisie par rapport au probléme a resoudre.

Si la fonction cherchée est une loi horaire, alors elle sera une fonction du temps.

- La fonction inconnue peut-étre désignée par I'une des lettres f:o:x:y:a:0,etc.
p g p g:xp

« Sil'¢quation s'écrit Y a,f(x) =g(x) alors g(x) est le second membre. Une équation

=g

différenticlle dont le second membre est nul est dite sans second membre ou équation homog

- Comme I'application f = > a, /" est linéaire, alors 'équation différenticlle (E) est dite lin
I=g

« L'équation différentielle )’ a,f(x) = g(x) est linéaire 4 coefficients constants lorsque a, o

i=1
constant pour tout i € {1,...n}.

L'équation différentielle : 4)'+7y=x+2 est du premier ordre, avec second membre et &
coefficients constants.

L'¢quation différentielle : mx"(z) + kx(7) = 0 est du second ordre, a coefficients constants et 8
second membre.

L'équation différentielle : x* £ "(x)+ f" (x)—3/'(x)+ f(x) = x est du troisiéme ordre , &
coefficients variables et avec second membre.

Toutes les équations précédentes sont linéaires. Par contre, I'équation £ "(x)x f' (x)+2f(x
est une équation différentielle du second ordre, avec second membre et non linéaire.

g s S'exercer

‘a. Montrer que la fonction x —» 1 —x?e " est une solution de I'équation différenticlle

[rx)+2f')+ f(x)=—-2e +1.
b. Soit I'equation différentielle (E) : £ "(x) =3 f '(x) + 2 f (x) = 8x2 — 24x.

436
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Bterminer les trois nombres réels a, b, ¢ pour que la fonction g définie par g(x) = ax?+ bx +¢
it une solution de (E).

|
Montrer que la fonction h définie sur R par A(x) = (4 — x)e? est une solution de I'‘équation
icrentielle y "—~y'+;11—y =),

déduire la forme générale des primitives de la fonction % sur R.

. EQUATIONS DIFFERENTIELLES de la forme : y’ = ay

“Prendre un bon départ
i

it 2 un réel donné.On se propose de chercher les fonctions f dérivables sur R telles que

=af (1), c'est-a-dire telles que, pour tout réel x, on f'(x) = af (x). Soit S l'ensemble de telles
tions.

Montrer que la fonction nulle appartient a S.

Soient o, et B deux réels, f et g deux éléments de S.

Montrer que af + B g appartient a S.

ptivité 2

it la fonction £, : x > e”.

@)Montrer que f; est un élément de S.

tifier que pour tout réel A, A f; est aussi un élément de S.

l Soit / un élément de S. Soit g la fonction définie par f = gf;.

|Montrer que g est définie sur R et exprimer pour tout réel x, g(x) en fonction de J{x):

S'x)—af (x)
= :

iMontrer que pour tout réel x, ona g'(x) =

liser le fait que /' = af pour déduire que g est une fonction constante sur R. Montrer alors
il existe un réel p tel que /' = p f;.

» Retenir

50it a un réel.
L 'ensemble S des solutions de I'equation différentielle y' = ay est l'ensemble des fonctions

définies sur R : x> Le™, ou A est un réel arbitraire ne dépendant pas de x.




EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Remarque

1) S est le sous-espace vectoriel engendré par f, : x = e“.
S est une droite vectorielle de 7. (espace des fonctions de R dans R)

2) Si a =0, l'ensemble des solutions de I'équation différentielle y' = 0 est I'ensemble des for
constantes sur R.
3) Soit a, x,, ¥, trois réels. L'équation différentielle y' = ay admet une seule solution qui ps

a(x=xy)

la valeur y, en x,. C'est la fonction définie sur R parx — y, e
Eneffetf : x> he™, oud eR.

S (x,) =y, équivaut & Ae“® = y, qui est équivalent & A = —’—V;f»; soit

e U]

A = y,e ™. D'oul pour tout réel x, f(x) =y, e “e” = y, )

Soit & résoudre 1'équation différentielle y'+2y =0 .

L'équation y'+2y =0 est équivalente 4 y'=—2y. Cette équation différentielle a pour solul
y=hre .

L'ensemble S des solutions de cette équation est I'ensemble des fonctions f définies sur B
f(x)= re™.

Déterminons la solution de cette équation qui prend la valeur 2 en 0.

f(0) =2 équivaut A he >° =2 ; soit A = 2.

La solution de 'équation différentielle y'+2y =0 qui prend la valeur 2 en 0 est la fonctia

iy g

Exercice résolu
Soit I'équation différentielle du premier ordre (1) : 2y'+3y = 6x2—Tx+2.
1) Résolution de l'équation différentielle sans second membre.

(2) : 2y'+3y =0 est une équation différentielle du premier ordre de la forme y'= —% ¥

L'ensemble S, des solutions de cette équation est 'ensemble des fonctions définies sur

R:x— }ke_%r . (A constante réelle)

2) Recherchons une solution particuliére de 1'équation (1), polyndme du second degré . S&
cette solution, pour tout réel x, P(x) =ax>+bx+c, a, b, c €R aveca #0.

P'(x)=2ax +b. P solution de (1) si et seulement si pour tout réel x,
2P'(x)+3p(x)=6x>—Tx+2.

2(2ax+b)+3(ax?+bx+c)=6x>—Tx+2.

Pour tout réel x, 3ax?+ (4a+3b)x +2b+3c =6x>—Tx+2.
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3a=6
iridentification; ona: <4a+3b=-7;cest-a-direa=2;b=-5;c=4.

2b+3c=2

B) = 2x2—x+4.

Résolution de I'équation différentielle avec second membre,

Eterminons l'ensemble S des solutions de I'équation (1).

€S , donc pour toutréel x , 2P (x)+3p(x) =6x>—Tx+2.

it / une solution de (1).

pntrons f est solution de (1) si et seulement si 2 f'+3 f =2P'+3P.

s 3 f =2P"'+3P équivaut successivementa 2 f-2P'= 3P-3f ;

¥ P)'=3(P-f); 2(f - P)-3(f — P)=0 o 0 désigne l'application nulle ; f — P e S.

it solution de (1) si et seulement si f = g + P ou g est solution de

sguation (2).

snsemble S des solutions de I'équation 2y'+3y = 6x>—Tx+2 est 'ensemble des fonctions

3
Bfniessur R :x—>de 2 +2x2—5x+4.

) Déterminer la solution de I'équation (1) qui prend la valeur V2 en 0.
pit / une solution de (1).
3
af(x)=Ae? +2x*-5x+4.
£ '
H(0) = /2 équivaut ahe 2 +2x02-5x0+4=+/2 ;Soit A=+2-4.
La solution de 1'équation (1) qui prend la valeur V2 en 0 est la fonction f définie par : pour

3.
put réel x, 1(x)= (V2-4) ? +2x*—5x+4.
b

> Sexercer]

a Résoudre les équations différentielles suivantes :
2 4
) 3y'+5y=0; b) Ey'—§y= 0 ;c) y+2y=0; d)—-2y+3y=0.

Déterminer pour chacune des équations ci-dessus la solution qui prend la valeur —1 en 0.

2 b En vous inspirant de I'exercice résolu ci-dessus, résoudre 1'équation différentielle

PBy'+3y=3x>-2x—-4.
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3.EQUATIONS DIFFERENTIELLES SOUS LA FOR
ay'"+by"+cy =0 ou a EST UN NOMBRE REEL NON
NUL, b ET ¢ DEUX NOMBRES REELS

3.1 Casou b*—4ac=0

7= Prendre un bon départ |
Activité 1 '
Soit a un réel donné. On se propose de chercher les fonctions /* au moins deux fois dérivable
sur R solutions de ay"+by'+ ¢y =0 (1), c'est-a-dire telles que, pour tout réel x,
af "(x) +bf '(x)+¢f (x) =0 . Soit S I'ensemble des solutions de cette équation.
1) Montrer que la fonction nulle appartient a S.
2) Soient o et B deux réels, / et g deux ¢lements de S.
Montrer que o f+ B g appartient & S.
Activité 2
Soit » un réel et /* la fonction : x > e™.
a) Montrer que pour tout réel x, af "(x) +bf '(x) + ¢f (x) = 0 est équivalent & ar?+br+c=0
b) Supposons que b*>—4ac=0.

r > . r b
L'équation ar?+ br + ¢ = 0 admet une seule racine réelle 7, = -l
a

La fonction f] : x - € est élément de S. D'apres l'activité 1, quel que soit le réel A, A f; &
élément de S.
Soit /" une fonction au moins deux fois dérivable sur R; g la fonction définie sur R par :
() =(gf )(x).

«Montrer que pour tout réel x, f(x)=g(x) €™ < g(x)= f(x)-e™™.

» Déduire que g est au moins deux fois dérivable sur R

» Calculer f''(x) et/ "(x) et montrer que

af "(x)+bf '(x)+cf (x) =€ (ag" (x)+(2r,a+b) g'(x)+ (ar[)2 +br, +¢)g(x)).

. : b .
Comme r, est solution de 'équation ar*+br+c=0¢tr = —-2-—, déduire que
a

af "(x)+bf '(x)+¢f (x) =" (ag "(x) = ae™" g "(x)
» Déduire que / appartient a S si et seulement si g "(x) = 0 pour tout x € R.
 Déduire qu'il existe X € R/g'(x)=\ pour toutx € R,

En déduire qu'il existe p e R/ g(x) =Ax+ p.

« En déduire qu'une solution f de ay"+ by '+ ¢y = 0 est définie par : pour tout réel x,
f(x)=(Ax+p) e ou(h; p) e R,
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» Retenir

Une équation de la forme ay"+ by '+ ¢y =0 ol a est un réel non nul, b et ¢ deux réels est
)pelee €quation différentielle du second ordre homogéne ou sans second membre.
_équation ar®+br +c = 0 est appelée équation caractéristique associé 4 I'équation
ficrenticlle ay "+ by '+ cy =0.

8i A = 5" ~4ac = 0 alors 'quation ar? + br +c = 0 admet une racine double 7, = —i—b—

3

I'ensemble S des solutions de cette équation est I'ensemble des fonctions f définies sur R
ar /@ x> (Ax+p) e on (Ap)eR2

marque

S est le sous-espace vectoriel de  (ensemble des fonctions de R dans R) engendré par les
eux fonctions : f, :x > €™ et f, : x> xe™ . S est un plan vectoriel de base (f;; f,).
Silona b=c= 0, alors I'ensemble S des solutions de I'équation y" = 0 est I'ensemble des
actions / définies sur R : x> Ax+ p avec (A; p) e R?.

LA =b° —4ac =0, pour tout (y,, ',) € R* l'équation différentielle

"+ by '+ cy = 0 admet une unique solution g telle que Vx, € Dg

15) =y, et gx) =",

emple
) Résolvons I'équation différentielle 4y"-y+1=0.
i 'équation caractéristique de cette équation est 4r° —4r +1=0.
Son discriminant A = (—4)* —4x4x1=16-16=0.
= 1
Ixd; 2
‘ensemble S des solutions de I'équation différentielle 4y "—4y +1= 0 est l'ensemble des

Le discriminant étant nul, I'équation 47> —4r +1 =0 admet une racine double 7, = -

1
fonctions : x> (Ax+ ) e? .
2) Déterminons la solution g de cette équation qui vérifie g(0) =2 et g'(0) =—1.
1

g(x)= (Ax+p)e? .

e i L 1 LS L
B (x)=QNe? +E(?Lx+ u)e? :[?u +5(3\x+ p,)] ¢ = E(kx+23\ + pn)e? .
g(0)=2 équivautap=2;

-2
g'0)=—1équivauta 2A + p=-2; soit 2A =-2-2 ; kz—; etu=-2, n=2.
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3) La solution g de 1'équation différentielle 4y"—4y +1=0, qui vérifie g(0)=2etg' (0)=-1
1
est la fonction : x > (—2x+2)e? .

Exercice résolu
Trouver la solution y de 'équation différentielle (E) : y"+2y'+y =0 telle que {

y)=0
y' (0)=1
L'équation caractéristique de (E) est 72 +2r+1=0 ;soit (r +1)* =0.

Cette équation admet une racine double qui est —1.

Les solutions de I'équation y"+2y'+ y = 0 sont les fonctions : x > (A +px) ™.

La dérivée de la fonction : x > (A + px)e™" est la fonction :

x> pe” — (A +px)e™ ;soitx > (u—A—px)e.

=0 Atp)e = A+u=0
’ a La condition initiale (b permet d'écrire : Ble =0 ; soit B :
y' (0)=1 n—a=1 At p=t1
: 1 1
ce qui donne p=— etA =——.
q B > 5

y)=0

est la fonction : x — : (—1+x)e™.
y D)=t 2

La solutionde y"+2y'+y=0 avec{

5exercer

3.a a) Résoudre l'équation différentielle : y" + 4y + 4y = 0.
b) Déterminer la solution y qui satisfait aux conditions (0) =1 et y'(0) = 1

3.2 Casou b*—4dac>0.

7> Prendre un bon départ ]

. —b +~b*—4ac —b—b*—4dac
Soient 1= > etr= : ;
a a

b
1) Montrer que 2 +E=r1—r2, avecr,—r, #0.

2) Soit 4 résoudre I'équation différentielle g" = (r, —#)g".
Posonsz=g".
a) Montrer que résoudre g" = (r, —# )g' équivaut 4 résoudre z' = (r, — 1)z

b) En déduire que z =1e™™*, (A € R) et que g(x) = A g 4 A ot A est une constz s

h—HK
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La fonction f; : x - €™ estun élément de S. D'aprés l'activité 1, quel que soit le réel A, A f;
it un ¢lément de S.

oit / une fonction au moins deux fois dérivable sur R. g la fonction définie sur R par :
%) = (gf,)(x). D'aprés le méme raisonnement qu'a lactivité 2 du 1.2, déduire que f est
ition de ay "+ by '+ ¢y = 0 si et seulement si pour tout réel x, g"(x)+ (#, — n)g'(x)=0

pduire de 2) b) que f(x) = f,(x)g(x) =" (L e, AJ ol A est une constante réelle.
h—h

B posant B =

, montrer que les solutions de I'équation ay "+ by '+ cy = 0 sont les
BT

ictions f définies sur R par £ (x) = 4™ + Be™. (A,B) e R*

Retenir

i 'équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0 associé & 'équation différentielle du second ordre
'_"'"+ by '+ cy = 0 admet deux racines réelles distinctes 7, etr,, et l'ensemble S des solutions
e cette équation est l'ensemble des fonctions f définies sur R par

'_"36) = Ae"™ + Be™, ou A ¢t B sont des constantes réelles.

smarque

1) S est le sous espace vectoriel de  engendré par les fonctions :

x> e™ etf, :x > e, S est le plan vectoriel dont une base est (7; £;).

2) Si A =b*>—4ac> 0, alors Y(y,, 7', ) € R?, I'équation différentielle ay"+by'+cy=0
‘admet une unique solution f* telle que Vx, € Df : f(x) =y, etf'(x) =y,

emple

1) Résolvons 'équation différentielle (E) : 2y"+ y'-6=0.
{E) admet pour équation caractéristique 2r*+r—6=0.
Son discriminant est A =12—4(2)(—6) =49 = 7.

=1=7 el &
=2etr,= Ay

Les racines de I'équation caractéristique sont r,=

(oS

L'ensemble S des solutions de (E) est I'ensemble des fonctions
3
fix> Ae™™ + Be” . A et B sont deux constantes réelles arbitraires.

2) Déterminons la solution de (E) qui vérifie y(0)=-3 et y'(0) =1.

P

e s A e L i e e
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3

3 3.
fx)=Ae™® + Be? 1 f'(x)=-—24e™* + % Be? .

3
£(0)=-3 équivaut 3 4e ™" + Be?  ——3 ; soit A+ B =—3.
3
2x 3 G Ul e
f'(0)=1 équivaut 3 —24e>° +%Be2 "=1 ; soit —2A+EB =1 ce qui revient a
A+B=-3
—44+3B=2

La résolution de ce systéme donne A = —17—1 etB=— L. :

—4A4+3B =2 . On obtient le systéme : {

La solution de (E) qui vérifie y(0) = -3 et y'(0) =1 est la fonction

Exercice resolu

(0)=2

Déterminer la solution de I'équation différentielle (E) : y"-3y'-4y =0 telle que { ©)
Y V)=s

L'équation caractéristique associée 4 (E) est 72 +3r—4=0.
Son discriminant est A =3"—4x1x(—4)=9+16 = 25,

: : - —3 +
Cette equation admet deux solutions réelles r, = 37 =-letr, =%§ =4.

Les solutions de I'équation y"+3y'—4y =0 sont les fonctions

x — Ae” + Be** ou A et B sont des constantes réelles arbitraires.

La fonction : x — 4e™ + Be™ a pour dérivée la fonction : x —> —Ae ™ + 4Be*,
#(0)=2 A+ By

La condition initiale .
»'(0)=4 —A+4B=4

permet d'avoir le systéme {
dou B = 5 et A= & .
5 5

¥(0)=2

La solution y de 1'¢quation différentielle (E) : y"—3p'—4y =0 telle que { ©0)=4
y'(0)=

) 4
est la fonction : x — ge“" 5 ge“".

L Sexercer

d. 1) Résoudre I'équation différentielle 2y”—7y’—4y=0.
2) Déterminer la solution y de cette équation qui vérifie y(1)=—2 et y' (1) = 3.
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.3 Cas ou b* —4dac<0.
*Prendre un bon départ

dnirer que 1'équation caractéristique de ar’ + br + ¢ = 0 admet deux racines complexes
juguées ’'une de I’autre.

Retenir

A=b>—4ac <0, alors I'équation caractéristique de l'équation différentielle ay "+ by '+ cy =0
imet deux racines complexes conjuguées distinctes o +iff et o —if3 ol o est un réel et B
a réel non nul et ainsi, I'ensemble S des solutions de cette équation est I'ensemble des

nctions définies sur R par f:x+> (AcosPx + BsinPx)e™ avecAcRetBeR.

marque

FA=b"—4ac <0, alors V(x,,v,,7',) eR’, x, € Df l'équation

ifferentielle ay "+ by '+ cy = 0 admet une unique solution 1 telle que /(x,) =¥, etf '(x,) ="
En d'autres termes, parmi les fonctions solutions de I'équation différentielle ay"+by'+cy =0,

I en existe une unique dont la courbe passe par le point de coordonnées (x,; y,) et admet en ce

point une tangente de coefficient directeur y'.

xemple
Résolvons 1'équation différentielle y"-4y'+7y =0.
Son équation caractéristique est ¥2—4r +7 = 0. Son discriminant est

A= (-4) —4x1xT=16-28=-12=122=2i"3) .

4+2i3 4—25J§:2_iﬁ_

es racines sont —2—- =7 +i\/§ et 5

L'ensemble S des solutions de I'équation différentielle y"—4y'+ 7y =0 est I'ensembles des

fonctions f définies sur R par :

Pour tout réel x , f(x) = (A cos~/3 x+ Bsin+/3 x) (A,B) e R’
2) Déterminons la solution y de cette équation qui vérifie :
y(0)=0et y'(0)=1.

£1(x) =2€* (Acos 3x +BsinJE)+(—J§ Asin~/3 x +/3 Beosy/3 x) €.

f(0)=0 équivauta 4 =0 ;

i i R it i,
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. . 1
£'(0)=1équivaut a \3B=1; soitB = — =

V3

La fonction x — ?3 > sin~/3x est lunique solution de 1'€quation différentielle

V3
5

y"-4y'+7y =0 qui verifie : y(0) =0 et y'(0) =1.

Exercice résolu
Déterminer la solution y de I'équation différentielle (E) : 4y"+4y'+65y=0

»(0)=1

I __l'
y' ()= 5

L'équation caractéristique de (E) est 47° +4r+ 65 =0.
Son discriminant réduit est A = 4—4x 65 =-256 = 256> = (16i)*.
24160 ] _=2=l6l 1

Ses racines sont 7; = = ——+4dietr, = =———4i
4 2 4 2

telle que

1
Les solutions de (E) sont les fonctions f : x> e 2 (A4cos4x+ Bsin4x).

L - : o .
f'(x)=~5e 2 (Acos4x + Bsind4x)+ e ? (—4Asin4x+4B8cos4x).

f(0)=1équivauta A=1

1 1 1
(0)=—— équivauta —— A+4B = ——,
/0) 2 5 2

. d=1 _
On a donc le systéme ;soitA=1et B=0.
-A+8B=-1

0)=1
La solution y de 4y"+4y'+ 65y =0 telle que J’f ) 1 est la fonction : x > ik e N
7' (0)= = 2
3.c a) Résoudre l'équation différentielle y"+2y'+3y =0.
b) Déterminer la solution de y "+ 2y '+ 3y =0 qui satisfait aux conditions suivantes : y (O}
et y(0)=1.

S'exercer

(1) Résoudre I'équation différentielle 4y" + 9y =0, y(n) =2 et y'(n) =0
(i1) Résoudre l'équation différentielle 2y"—y'+y=0, y(1) =0 et y'(1) = 4




EQUATIONS DIFFERE

IELLES

2)Soit f une fonction dérivable sur R.

On pose h = f — g. Démontrer que f est
solution de (E) si et sculement si h est solution
de l'équation y'-5y =0.

3) Resoudre l'équation (E).

©

Soit (E) l'équation différentielle y'+ 2y = 3¢ .
1) Démontrer que toute fonction « telle que la
fonction x > u(x)e ™, soit solution de (E),
vérifie 'équation différentielle (E) : y'~ y =3.
2) a)Démontrer que la fonction constante x > 3
est solution de (E").

b) Démontrer qu'une f est solution de (E') si et
seulement si la fonction g: x> f(x)+3 est
solution de I'équation y'— y =0.

¢) Résoudre I'équation différentielle y'— y =0,
puis l'équation (E").

d) Déterminer la solution de (E) qui s'annule

en 0.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU
SECOND ORDRE

10

Déterminer y” la solution particuliére 7'de
I'équation 4y"” — 12y’ + 9y = 0.
qui satisfait aux conditions initiales suivantes :

£0) =5 et £(0) = 2.

Méme question qu'au N° 10 pour les
exercices de 11 a 17:

®

" '-+l =)
Yl 4}’ 5

£(0)=0etf(0)=1.
&

Y'—4y'+3y =0
F(0)=2 et £'(0) =—3.

S0 =3etf (0)=-7.

Terminale C a

@1
P'+4y =0 ;f(%]=—1 etf'(g-]= 1

14

2Pty =y =0
f@=letf =0

&

¥y =2yp4 sy —0;
f(r)=0etf'(m)=-1.

@
(2—\6)))"-}-23/:0;
fO)=1etf'(0)=+3.

17
3y"-3y'=0 et telle que
fO)=1etf'(0)=1

@*

1) Résoudre I'équation différentielle
y'+y=0.

2) Déterminer la solution particuliére f'ds
cette equation dont la courbe représentat
dans un repére orthonormé, passe par I¢
de coordonnées (0;1) et admette en ce ot
une tangente de coefficient directeur nul

@

Soit #1'ensemble des applications f'de B
R, telle que, pour tout réel x, on ait

')+ flx)=x+2.

1) Démontrer qu'il existe une fonction
polynéme f; de degré 3 qui appartient a &
2) Résoudre I'équation différentielle

p iy =0,

3) Déduire l'ensemble

4) Déterminer 1'élément f; de Ftel que




e 4 ey o —

TELLES

> DIFFERE

F I'ensemble des applications / de R dans
e que, pour tout réel x,

B2 ')+ fi(x)=(x2+1)e”.

Bontrer qu'il existe une fonction

me P de quatrieme degré tel que la

B, x> P(x)e™ appartient a .

gdre ['équation différentielle
£2y'+y=0=0.

2 une fonction deux fois dérivable sur R.
"que g appartient 4 F si et seulement

p est solution de (E).

fire l'ensemble 7.

fensemble des fonctions définies et

es deux fois sur R’ , solutions de
pn différentielle (1) ;

x—zle_x.
X

fier que la fonction

I 2y.__

be * Inx appartientd .

mdre l'équation diffeérentielle (2) :
21 =0.

la fonction deux fois dérivable
Montrer que g appartient & F si et
gt si g — f est solution de (2).
¥duire l'ensemble F.

iquation différentielle

&+ 2y' + Sy = 30cosx.

srminer deux réels a et b tels que la

M : x—qcosx + bsinx soit une solution
gation (E).

Budre ['équation différentielle

i+ 5y=0.

pudre ['équation (E).

Terminale C et E

23

Soit 1'équation différenticlle

(E) : 39" —2y'— y = 2cos%x.

1) Déterminer trois réels a, b, ¢ tels que la
fonction x — acos2x + bsin2x + ¢ soit une

solution de (E).

2) Résoudre 1'équation différentielle
H'—-2y"'—y=0.

3) Résoudre (E).

24

1) Résoudre 1'équation différentielle :
y'+16y =0.
2) Déterminer la fonction £, solution de cette

équation, telle que f (%Jz et {n) =8

3) Montrer que, pour tout réel x, cette solution
particuliére peut s'écrire :

£ () =2v2cos (4x = %)

4) Résoudre dans [0;7 ], I'équation f(x) = /2.
25

Soit (E) I'€quation différentielle :
(B):y"+4y=0.

1) Résoudre l'équation (E).

2) Déterminer la fonction £, solution

particuliere de (E), telle que £ (%] =0 et

)0

3) Déterminer deux réels A et ¢ tels que,
pour tout reel t, f{(t) = Acos(2¢ +).

26

Une masse m, mobile sur un axe (0,7), a sa
position représentée sur cet axe par le point M.
Cette masse est soumise a une force
d'attraction F, telle que I'abscisse y(t) du point
M en fonction de ¢ vérifie I'équation




EQUATIONS DIFFERE

ELLES

2
différentielle y"+%y =

1) Résoudre cette ¢quation différentielle.

M
: — =
—

o) E :

Pour la suite de l'exercice, on suppose que
T
PO =0ety(0)=7.

2) a) Montrer que y s'exprime en fonction de t
pour ¢ > 0, par y(r) = cos (% r] +sin [%r}

b) Déterminer le réel o., compris entre 0 et 1,
tel que pour t = 0: y(7) =[\Esin( % (t+ou )].

a) Donner la valeur positive de ¢ pour laquelle
le point M se trouve pour la premiére fois au
point O.

c) Combien de fois le point M se trouve-t-il
en O, dans l'intervalle [0;6] ?

27

On se propose de chercher les fonctions / de R
dans R telles que, pour tout réel x, on ait:

(D f"x)=f'(x)+3f(x)=6x*+5x.

1) On désigne par g une fonction polynéme de
R dans R définie par : g(x) = ax*+bx +c,ou
a,b et ¢ sont des réels.

Déterminer a, b, ¢ pour que pour tout réel x,
g'(x)—g"' (x)+3g(x) =6x2+5x.
2)Onpose F=f-g.

a) Montrer que si f* vérifie, pour tout réel x,

la relation (1), alors F est solution de 1'¥quation
différentielie : (2) : y"-4y'+3y =0.
Réciproquement établir que si F est une solution
de (2), f est définie par f = F + g vérifie (1).

®

Terminale Cet |

Résoudre I'équation (2) et en déduire les

solutions de I'équation y"—4y'+ 3y = 6x? +8
1) Résoudre l'équation différentielle :
():p"+2y+2y=0.
2) On considere l'equation différentielle :

@) y+2y+2y=e” [—x+%).

a) Determiner les réels a et b tels que la
fonction g définie par : g(x)=¢ " (ax +8
soit une solution de (2).
b) h désignant une solution quelconque &
I'équation (1), montrer que la fonction £
que f(x) = g(x)+ A(x) est solution de (2

c¢) Déterminer parmi les fonctions f défis

au 2) b)) celle qui vérifie f(0) =1 et £ (@

29
le but de l'exercice est I'étude de l'intens
dans un circuit comprenant en série un’
geénérateur de force électromotrice E (&
et une bobine de résistance R (en Ohms
I'imductance L (en henrys). A l'instant &
secondes), l'intensité 1 (en ampéres) est
solution de I'équation différenticlle =
(1):Ly'+Ry=E.

On donne

E=10 VR=100 V,L=0,2 H
1) Verifier que I'équation (1) s'écrit ;
¥+ 500y = 50.
2) a) On pose pour tout t, i(z) = I(t) + 0
Démontrer que la fonction I est solutios
I'équation différentielle (2) : y'+ 500y
b) Résoudre ['équation différentielle (2);
c¢) Déterminer alors la solution i de (1) &
que i(0)=0.
3) Déterminer, & 1 milliseconde prés par
exces, l'instant t, & partir duquel I'intensi
est supéricure 4 95 mA. '



APPLICATIONS AFFINES
DANS L’ESPACE.

APPLICATIONS DANS L’ESPACE.

1.1. PROJECTIONS.

1.2. EXPRESSIONS ANALYTIQUES D’UNE REFLEXION.
1.3. EXPRESSIONS ANALYTIQUES D°’UN DEMI-TOUR.
1.4. COMPOSITIONS DE DEUX REFLEXIONS.

1.5. COMPOSITIONS DE DEUX DEMI-TOURS.

1.6. PLANS ET AXES DE SYMETRIE D’UN CUBE ET D’UN
TETRAEDRE.

HOMOTHETIES-TRANSLATIONS.

2.1. EXPRESSIONS ANALYTIQUES.

2.2. COMPOSEES DE DEUX HOMOTHETIES, D’UNE
HOMOTHETIE ET D’UNE TRANSLATION.

S’ENTRAINER



" 1) Vérifier que 7 (1; T —2] est un vecteur normal a (P) et # (1; 2;—1) est un vecteur direci

APPLICATIONS AFF|NES DANgG L'ESPACH . Terminaje C &

APPLICATIONS DANS L’ESPACE.

> Déterminer I’image d’un point par une réflexion ou par un demi-tour dont les plans ets
sont éléments d’une configuration de ’espace : cube, tétraédre, ctc.

» Ecrire les expressions analytiques d’une réflexion et d’un demi-tour de I’espace.
> Composer deux réflexions par rapport aux plans paralléles ou aux plans orthogonaux.
» Composer deux demi-tours d’axes paralleles ou perpendiculaires.

1.1. PROJECTIONS

2’ _Prendre un bon départ

e

==

Activité 1
ABCDEF est un parallélépipéde rectangle, (P) est le plan passant A
par les points A,B et C et (d) la droite (EA). .

1) Justifier que les droites (HE), (GF), (FH) et (CA) sont paralléles _
au plan (P). E
2) Déterminer le point G’ de (d) tel que (GG’) soit parall¢le au (P) '

AR J
plan (P). \( d)
3) Soit M un point de (P). Déterminer le point M’ de (d) tel que
(MM”) soit parallele a (d).
4) Soit N un point de (d). Déterminer le point N’ de (P) tel que (NN’) soit parallele
devient N’ lorsque N vaut respectivement B, C, F, Get H?
Activité 2 R
L’espace est muni d’un repere orthonormé(O; 1.7 ,k) . Soit (P) le plan d’équation x+ p—
x=t-1
et (d) la droite représentation paramétrique< y=2¢+3 ;e R..
z=—1+1

2) Justifier que (P) et (d) ne sont pas paralié]es.

3) Soient M(x;y; z) un point de I’espace et M '(x’;y’; z’) le pointde (P) tel que (MM ) soif
a (d). x'=a-x

a) Comme (MM’)//(d), montrer qu’il existe un réel & tels que { y'=2a—y.

b) Comme M'E(P),montrer que Gf:%(x+y—22—3), zZ'=—g~2z

x'Z%[—4x+y—21—3)
¢) En déduire que y'=.§(2x—3y-4z-6).

z'=%(—x—y—3z+3)



ONS AFF|NES DANS L'ESPACH Terminaje C & E

Retenir

oit (P) un plan de espace et (d) une droite non paralléle & (P) :

Dn appelle projechcm sur (P) paraliélement a (d ) i’apphcanon
" de Pespace dans Ini-méme qui 4 tout point M associe le point
* ainsi défini.

o SiMe(P), M'=M.
o SiM g (P), alors M' est le point de (P) tel que (MM® )scnt F
~ parallele a (d )

in appelle pI'O_]GCtEGD sur (d) parallélement & (P) I’application
I’espace dans 1u1~meme qm a tout point M associe le pomt M ’_ ;

‘.Sl Mé(d M’ estle point de (d) tel que (MM ") soit pa-
- ralléle 2 P)

rsque (P) et (d) sont perpendiculaires, on parle de projection orthogonale.
':._-. projections sont des applications affines, donc elles conservent le caeﬁiment de
incarite. _ ; Pati i .:;". _J

=mpl’e

BCD est un tétraedre, I et J les milieux respectifs de [AC] et [BD] (P) un plan orthogonal
W LJ). On désigne par A',B,CetD' les images respectives de 4,B,Cet D par la projection
fthogonale sur (P).

} Déterminer la nature du quadrilatére 4'B'C'D".

On suppose que ABCD est un tétraédre régulier. Quelle est la nature de 4A'B'C'D"'?
olution .

Designons par f la projection orthogonale sur (P).

Les points 4',B,C'etD" sont coplanaires. (L) est orthogonal & (P)etdonc f(Z)= (/)
,or f conserve le milieu des segments donc f(Z) est le milieu des segments [4'C"] et

[B'D']. Les diagonales [4'C']et[B'D'] ont méme milieu donc A'B'C'D" est un paral-
lélogramme. -~

9) Nature de 4'B'C'D’ lorsque le tétracdre ABCD est régulier.
AC+BD'=A'C'+(BB+BD+DD')=AC *BDcar

A'C' L BBet A/C' LDD'.
AC+B'D'=A'C'*BD=(44"+4C+CC")*BD

(453




A’C’-B'D'z(M'oﬁ)'+ﬁ)-Ecar A_C'.i§5, Or AA et CC' sont colinéaire &

D’ott A/C'.BD' =alJ.B0 ol a estun réel.
A’C’-B'D'=a(ﬁ+E+D—J)E=aﬁ-TJ+aE-B—D+aE-B_ﬁ

—_— = le— == = = T 1 BP?
A’C'-B’D’=a§AC-BD+aDA-DB—aEBD =aDA-B><E—-a 5

A'B'C'D’' estun parallélogramme dont les diagonales sont perpendiculaires ; ¢’estun los

Remarque

e Si p est une projection sur un plan (P) de vecteurs directeurs #etv paralléleme it
droite de vecteur directeur w, alors I’endomorphisme @deW associ¢ a p est telle
q’(ﬁ) =#H ;gv(i?) = et gp(ﬁ!) =0

e Siqestune projection sur une droite de vecteur directeur # parallélement a un plan de ¥
directeurs v et w, alors I’endomorphisme 7z associé a q est tel que : n-(;‘i):fi %«
et 7(w)=0.

Exercice Résolu

Enoncé
Soit f la transformation de I’espace qui a tout point M (x; y;z) associe le point M '(x’;_ '

.
X = %(21—_}’ ~z)

Y= %(—x+2 y—z) . L’espace €tant muni du repére ( Oii;j sk )

4 =%(—x—y+22)

1) Déterminer I’ensemble des points invariants par f .

2) Montrer que pour tout point M, le vecteur MM a une direction fixe que I’on précisera.

3) Montrer pour tout point M, M’ est un point invariant.

4) En déduire la nature de f et les éléments caractéristiques de ¥

Solution

Ensemble des ppints invariants. Soit M (x; y;z) un point invariant.

x= %(Zx-— y—1z)
x+y+z=0

f(M)=M & 4{y= %(—JH' 2y-z) ; ce qui équivaut i {x+ y+z=0. L’ensemble des points

x+y+z=0

z=%(—x—y+2z)




e ee S DAMS LUESDACE Texminale C & B

riants est donc le plan P d’équation x+y+z=0.
ection de MM''.

) ' x'—x=—l—(2x-—y-—z)—.t=l(—x—y-z)
M(x; y;z) un point de ["espace. 3 3

goordonnées du vecteur MM ' sont données par le systemeqy - y=%(——x+ 2y-z)-y =%(—x— y-z),

' 1 1
z —z=§(—x—y+23)—z=§(—x—y—z)

1 1 g s T S e - ; » . —_ — —
MM =§(—x—y—z)(x +J +k). MM a donc toujours la direction du vecteur i + j+k qui
In vecteur normal au plan P. '
rons que M' est un point invariant.

+z’:%(Zx—y~—z)+%(—x+2y—z)+%(—x—y+2z)=0.Alors M'eP.
B ac f

2 projection orthogonale sur le plan P.

) S’exercer

[BCDEF GH est un cube.
f est la projection orthogonale sur le plan (HF C ) Démontrer que (AG) est orthogonale
au plan (HFC) et en déduire que f(4)=f(G).

| Soit g la projection orthogonale sur la droite( EC) . Démontrer que g(4)=g(F)=g(H).
) On pose AB =1 et on munit I’espace d’un repére orthonorme(A,AB AD, AE ) Déterminer
les expressions analytiques de f et g dans ce repere.

P) est le plan d’équationx—2y+z—1=0. (D) est la droite passant par A(3 -1 -—2) ct ortho-
pnale 4 (P) et B le point de coordonnes(Z —3 1)

Déterminer les coordonnées du point d’intersection I de (P) et (D)

) Justifier que BB,IB, est un rectangle; ol B, est I'image de B par le démi tour d’axe (D) et B,
I’image de I par la reflexion de plan (P). '

Boit ABCD un losange et (P) un plan non perpendiculaire au plan (ABC), quelle est la condition
sour que le projeté orthogonal de ABCD sur (P) soit un losange ?

EXPRESSIONS ANALYTIQUES D’UNE REFLEXION.

— _Prendre un bon départ

pite 1 :

DEFGH est un cube; I le centre du carré ABCD. On désigne par (P) le
B passant par les points A, B, et C; (d) la droite (AC).

(455
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1) Que représente le plan P pour le segment [AC] ?

2) Citer un autre segment dont P est le plan médiateur.

3) Justifier que la droite (d) est perpendiculaire a (7).

4) Soit N un point de (d) et N” le point de ’espace tel que (P) soit le plan médiateur de [
justifier que N’est le symétrique de N par rapport a L. construire le point N’ sur la figure ci-cof

Activiteé 2

Les données sont celles de ’activité précédente. On considére 1’espace muni d’un repére orthos
mé (4:7,7.F )tel B(4,0;0),C(4:4;0),D(0:4:0),E(0;0;4). |
1) Déterminer les cordonnées des points F, G et H.
2) Vérifier qu'une équation du plan (P) est : z=0 et qu’un vecteur nor-
mal a (P)est 7(0;0;1).
Soit M (x; y;z) un point de I’espace et M'(x;y; z') le point de I'es- -- - &
pace tel que (P) soit le plan médiateur de [MM 1 4

3) Justifier que MM et 7i sont colinéaires, et donc qu’il existe un réel £ -
X =%
tel que ¥ =y
z'=k+z
4) Justifier que le milieu du segment [MM ] appartient a (P) et en déduire que s
X'=x
5) Déterminer alors la valeur du réel & et en déduire que {y'=y

Z'=—z

1) Soit 7 un plan de l’espace E.0n appeile réflexion de plan Z.
I'application de £ dans 8 notée S qui & tout pgmt M associe 1c
pmnt M’ tel que :

Si Mex, alorts M'=M

‘SiMer, alm‘s 7 est le plan médiateur de [MM e
2) S est une application affine de 1’espace. :
3. - -;est I’ensemble des points invariants par S,

4) SI-(d ) est une droite perpendlculalre au plan ;
- pour tout p pcmt Mde (d), S, ( M) S

- Exemple

SABCD est une pyramide réguli¢re dont la base ABCD est carrée et de centre O. Déterm
images des sommets de SABCD par :

a) La réflexion de plan (S4C N

..




CATIONS AFFINES DANS L'ESPACE Terminale C &b

b) La réflexion de plan (SBD).

s 1A | BUl=E |“'b
S| Al )€ |.B

SITALBICID
S(sBD)
S c. j. B A D
flontrer que par une réflexion, une droite et son image sont coplanaires.
it Pun plan et (AB) une droite de I’espace ; posons S, (4)=A'et S,(B)=B". (44") L(P)

{BB') L(P)donc (44')||(BB'). Les points 4,B,A',B' sont coplanaires et par suite les
dites (A4B) et (4'B') sont coplanaires.

gspace est muni d’un repere orthonormé direct (0;?, j k ) . Pestleplan d’équation x—y +z =0.

fierminer les expressions analytiques de S,.

E—1; 1) est un vecteur normal a P.

M (x, ¥, z) et M '(x e ') deux points de I’espace.

(MM_)_l 3 3 (MM ') L P sietseulementsi MM’ est
lemilieu de[MfM'] eP

incaire a 71 et il existe un réel A tel que MM’ = Aii.

{M)=M" équivauta

nilicu de [MM '] € P si les coordonnées de celui-ci vérifient 1’équation de P.

( X —-x=A X=x+4
y—-y==A y'=y-4
ms1 SP(M)=M'<:>< Z—z=1 d’ou 1 Z'=z4+ 4
x+x_y+y'+z+z -0 2x+}l_2y--ﬂu+22+/'l=0
2 2 2 L 2 2 2

i+ A—-2y+A+2z2+4=0; 31=-2x+2y—-2z ;A =%(—2x+2y—2z)

-

1 2
'=x+—(2x+2y-2z X==—x+—y—-=z
* = y-2z) SR
e - 1 R S 2
Ainsi, 1y =y——(—-2x+2y—22) etdonc < y'=——x+—y+—=z.
3 3 3 3
1 2. R 1
'=z+—(-2x+2y-2 '=——x+—y——z
Lz Z 3( x+2y z) ‘z 3 3y 3
amarque

Une réflexion de plan 7 est aussi appelée symétrie orthogonale par rapporta 7.
Si M'=8,(M),alors M=S,(M"). Met M' sont symétriques par rapport a 7
3) SiH est le projeté orthogonal de M sur P, alors MM’ = 2MH

(457




APPLICATIONS AFF|NES DANS L'ESPACE Terminaje C =

4) S, oS8, =Identité de Iespace.

5) Si 7 estun vecteur normal a 7, M et M’ deux points de I’espace,
, MM'=An, AR

S, (M)=M' équivaut a .

lemilieu de[ MM '| € P

e SIQXQTCET

1a) ABCDEFGH estun cube. On note | le symétrique de H par rapport & la base ABCD . T&
section du cube par le plan de réflexion qui échange I en F.

1b) OABC est un tétraddre tel que le triangle ABC soit équilatéral, le point O se projettc o
nalement au centre G du triangle équilatéral ABC. Quelle est I'image de O par la réfles
plan (ABC)?

1¢) ABCDEFGH estun cube d’aréte AB =1. L'espace est muni du repére(A;IB,Z—D,E)_-
miner les expressions analytiques de chacune des réflexions suivantes : S( £FG) ;S( 8DF) -

1d) On considére un plan (P), un point O de P et 7 un vecteur normal de (P). S est I’applica
£ dans £ qui a tout point M associe le point M” tel que oM’ =W—2(Wﬁ). Dén
que S est 1a réflexion du plan (P).

1.3. EXPRESSIONS ANALYTIQUES D’UN DEMI-TO

1 oy
| -]

Ao
Activité 1
ABCDE et ABCDF sont deux pyramides réguliéres a bases carrces ;

(d) est la droite (EF) et P le plan passant par les points A, B et C.
soit I le centre du carré ABCD.

1) Justifier que (d) est orthogonale au plan P. AT

2) Soit S( J) la symétrie orthogonale d’axe (d) Vérifier le tableau
de correspondance suivant.

EJ]A|B]}|C|I
Say

S c 1B A D
3) Soit M un point du plan P. justifier que I est le projeté orthogonal de M sur (d ) et en déduis
S (M)=5,(M).

Activité 2

- e o = - ] |
On consideére 1’espace muni d’un repére orthonorme (O; i, ',k] . Soit (d ) la droite d’équation
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x'=t-=1 (d)

étriques 3 y'=—1 .

gl=1 I 4
Werifier que i(1;—1;1) est un vecteur directeur de la droite (d).

oit M (x y,z) un point de I’espace et M (x Wiz ) son symétrique par
@pport a la droite (d)

ontrer que le milieu de [MM ’] appartient a (d) si et seulement s’il existe un réel ¢ tel que
X =2t-2—x

F=—2-»
E =21z

) Vérifier que (MM') L(d) si et seulement si (x'—x)—(y' - y)+(z' - z)=0.
x’z—:];—(—x—2y+23+2)

¥ En déduire que t=:;—(x—y+z+1) et que y'=31(—2x—yﬂ22-2).
z’=51(2x—2y—z+2)

Retenir

une droite de I'espace E.On appelle demi-tour d’axe (d) l’apphcanon de E dans
S{ 2 qui a tout point M associe le pomt M’ tel que :

-E(d) Alors Mia Ml | UL S BN {\d)

| M ¢(d), alors (d) est la médiatrice de [MM ]’ Iz ':

estuneapphcauon affine de I espace ; _' 5T |
) est I’ensemble des points invariants de S@
7 est un plan perpendiculaire 2 (&) au pomt i aiars pcmr
p.mt Mde 7z, 8, (M =8 () |

emarque

1) Un demi —tour d’axe (d) est aussi appelée symétrie orthogonale d’axe (d).
2)Si M = =S8 (M) alors M =§, (M ) Met M' sont symétriques par rapport a (d)
3) Si H est le projeté orthogonal de M sur(d), alors MM’ = 2MH

4S5 () ° =identité de I’espace.

5) Si u est un vecteur directeur de (d ), M et M’ deux points de I’espace,
MM i =0,

lemilieu de[ MM '] € (d)

(459
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Exemple
ABCDEFGH est pavé droit ; O, et O, sont les centres des faces ABCD et EFGH.
1) Compléter le tableau de correspondance suivant :

(@)

2) Justifier que (d) est orthogonale a (ABC).
3) Soit M un point du plan (ABC) construire le point M’ image de M par

()
Solution

A |[4B]}(GQ)| 0, | (@)
Stay
¢ [ocfwe| o, | @ '?

1) (d ) est parallele a (FB) qui est orthogonale a (ABC) car (FB)
orthogonal 4 deux droites sécantes de (ABC) que sont (AB) et (BC) ;

par conséquent, (d) est orthogonale 4 (ABC).

2) Comme (d) est orthogonal & (ABC) en O,, pour tout point M de (d)

(ABC), S, (M) est le symétrique de M par rapporta O,.
L’espace est muni d’un repére orthonormé direct (O, i, }:,E) . Soit (D) la droite passant pa
de vecteur directeur # =7 — j + k& . Déterminer les expressions analytiques de S, .
Posons S, (M ) = M" alors le milieu H de [MM '] appartenanta (D)et MM' 1 u .

Soit M (x,y,z)et M'(x',y",2").
=i ! = 1 + r )
(x 2x Z 2y — 22 ] - Une réprésentation paramétrique de

W(x'—x K=yz'~z) et H

x'=t

y'=—t, teR.CommeHe(D),Il existet € R, tel que x—;x =

z =
x'=2t-x
Douqy'==2t-y; MM'i=06 (x'—x)-(y'-y)+2 -2=0 & X'~y +2' =x—y+2
z2 =0z
D’ou 2t~x———(2!—y)+(2t—z)=x—y+z ; 6t=2x—2y+2z ;t=%(x—y+z).

x':%(x—y-i—z)—x [

; ; 2
Par suite , { y =—§(x—y+z)—y et donc, -

k 2! =—§(x-—y+z)—z
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ABCDEFGH estun cube d’aréte 4B =1.1 espace est muni du repére (A AB,AD, AE ) Déter-

‘miner les expressions analytiques de chacun des demi-tours suivants : Stac) » pir)

OABC est un tétra¢dre tel que le triangle ABC soit équilatéral, le point O se projette orthogo-
nalement au centre G du triangle équilatéral ABC. Déterminer les images de O, A, B et C par le
demi-tour d’axe (0G).

. COMPOSITION DE DEUX REFLEXIONS.
» 3 \._

——Prendre un bon départ,

&t P’ deux plans paralléles. Soit M’ =S, (M ) et M" = (M ) soient H et H’ les pro;etes
Pnaux respectifs de M et M, respectivement sur P et P’.

ifier que MM "=2HH".
ihier que le vecteur HH’ est constant (ne dépend pas de M).
posc % = HH’. En déduire que M"=t,, ( M).

k>
P° deux plans perpendiculaires. On pose (d) la droite PN P,
=S, (M) et M"=S8,(M'); J et K les projetés orthogonaux
fde M et M, respectivement sur P et P’

fier que (d)L(MM')et que (d) L(MM"), puis en déduire que
L (MM").

1 le milieu de [MM"]. A partir de la nature du triangle MM’M”
mirer que IM=IM’=IM", puis en déduire que / e Pet I € P'.
deduire que 1 € (d) et que (d) est la médiatrice de [ MM "]

Retenir

cumpo&ee de deux reﬂe:mns de plans paralleles PotP?
e t une translation de vecteur un vecteur normal aux deux
1ans SlA estun point de P et A’ son projeté orthogonal sur
eplan P’, alors o2 SFi =ty . Autrement dit S,°S, tgn Qu
1, est la translation qui tran&fonne PealP o - W
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2) La compftsee de deux rcﬂexmns de plans perpendmula.lre&
i -suwant une drmte ()) est un dcml-tour d’axe (D)

ik

1.e) On considere la figure ci-contre composé de quatre cubes

1) SABCDEFGH est un cube. Déterminer la nature de chacune des composées :
e S

(8rG) ©>(48C) > S(ca.q] OS(ADE}'

S est une translation de vecteur 2A4E

(£FG) ° P (4BC)
Scomy °S(apg) estle demi-tour daxe (AD) car les plans (CGH )
et (ADE ) sont perpendiculaires suivant la droite (DH ) ;

2) ABCD est un tétracdre régulier [, J, K I, MetN les milieux

respectifs des segments [AB] ;[CD] ;[AC] ;[BD] [AD] et [BC]
i) Déterminer la réflexion S, telle que S, oS( S( )
=S

(M)

oS

il) Déterminer la réfiexion S, telle que S, OS( DY)

Les plans (ABJ ) et (CDI ) sont perpendi- | Les plans (ADN ) et (BCM ) sont perpe
culaires et(ABJ)N(CDI)=(1J) donc S, |culaires et (ADN)N(BCM)=(MN)
est la réflexion de plan (CDI). S, est la réflexion de plan (BCM).

que |’on a juxtaposés. Donner la nature de chacune des
composées suivantes.

1) S(AED) S(BFG) : S(BFH} S(BFG) 3 S[HGC) S(HG ey
2) S(AED) S(an) ) S(FBC] S(HGC) ’ S{FBD) (66'G6") "

(462
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) ABCDEFGH estun cube. (P) est le plan médiateur du segment [AB] Déterminer la nature de

chacune des composées suivantes : Sasr) ° Sancy 5 S{asc) °S(zor) > S(p)° S EG)”

ABCDA'B'C'D" est un cube §, est la réflexion de plan 44'B, S, est la réflexion de plan
(BCB '). S, est la réflexion de plan (CCD'), S, est la réflexion de plan (BDA")

Montrer que r'= 8§, oS, est un demi-tour que I’on précisera.

) Déterminer la nature de »" = 8§, 08,

1) On note S la réflexion de plan (BB'D). Déterminer les réflexions S' et S" telle que
=SoS"

En déduire que #=7'or" est une translation de vecteur 2BD

L espace est muni d’un repére orthonormé (O, i,7.k ) . P est le plan passant par O et de vecteur

T nnal_i‘+j:+f€ / (P‘) le plan d’équationx+y—2z=0.

Déterminer les expressions analytiques de S,et S,

‘l Quelle est lanature de S, oS, ? Donner son écriture analytiq_ue et son élément caractéristique.

EMARQUE

» Toute translation de vecteur % non nul est la composée de deux réflexions de plans parall¢les
( # ¢tant un vecteur normal aux deux plans).

Tout demi-tour d’axe (D) est la composée d’une infinité de maniéres de deux réflexions de
plans perpendiculaires. (les deux plans étant perpendiculaires suivant la droite (D)).

COMPOSITIONS DE DEUX DEMI-TOURS.

E

‘II'——""--A..;—‘-P'renc[Te un bon départ

ité 1
i (d) et (d’) sont deux droites de 1’espace.

M ) et M" S )(M ') soient H et H’ les projetés orthogonaux
D ctlfs de et M’, respectwement sur Pet P’.

"On suppose(d) (d')- En s’inspirant de 1’activit¢ 1 du paragraphe
1.3 montrer que S ( #) =1z OU # estun vecteur que I’on précisera.
{voir figure ci- contre%

Hidh

| On suppose que (d) est perpendiculaire a (d'). En s’inspirant de I’activité ol M
2 du paragraphe 1.3 montrer que S (@)° ( )= =5, ou I estle point d’inter-
section des droites (d) et (d’). (voir figure ci- contre)

ptivité 2

I8} et P sont respectivement une droite et un plan de I’espace qui sont orthogonaux

fun point I en s’inspirant de I"activité 1, montrer que S, oS5, =5, @
1
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APPLICATIONS AFF|NES DANG L'ESPACH

gl

1) La composée de deux demi-tours ‘d’axes paralléles est une translation de vecteur ortnoge
-. 2 ces deux axes. e i e 3
2) La composée de deux demi-tours dont les axes (D) e;;(Dz) sont perpendiculaires e
~ point O est un demi-tour dont 'axe (D) est la perpendiculaire commune a (D) etaf
I 3) Lacomposée d’un demi-tour d’axe (D) et d’une réflexion de plan (P), tel que (D) est o th
\ ~ nal aPetO, est la symétric de centre O. By

1

~ Exemple
SABCDEFGH est un cube. Déterminer la nature de chacune des
COmpOosees :

1) Sar) °Siar) ;

2 848y Siary’

1 3) Siup) °S(ace)
Solution
1) S(BF) S 4z) est une translation de vecteur 24B.
2) S( 48) oS( D) est le demi-tour d’axe (AE)
| 3) S5 °S(ace) €5t la symétrie de centre B car (4B) L (BCG).

w S/exercer

Vi

1.iy ABCDEFGH est un cube. Démontrer que S 5 © Sav) = Siupy °S(us) = S(4g)-

Remarque

o Toute translation de vecteur # non nul est la composée de deux demi-tours d’axes pas
(% étant un vecteur normal aux deux droites).

o Toute symétrie centrale est la composée d’un demi-tour et d’une réflexion.
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6. PLANS ]*;T AXES DE SYMETRIE D’UN CUBE ET
D’UN TETRAEDRE.
N0
" —-;;P‘re,nd*re un bon depart
. : _ 2
EABCDEFGH un cube de centre O.

Lomme O est 1'isobarycentre des points A, B, C, D, E, F, G, et H, justifier que I’'image de O par
pute symétrie de I’espace est le point O.

déduire que tout axe de symétrie et tout plan de symétrie du cube passe par le point O.
S 1tS[D] une symeétrie d’axe (D) telle que (D) soit un axe de symétrie du cube.
8) Justifier que I’image d’un sommet du cube par S (p) €St encore un sommet du cube.

B) En déduire que (D) est une médiatrice d’un segment ayant pour ex-
trémités des sommets du cube.

8 En observant la figure ci-contre, citer les 9 axes de symétrie du cube.

) SoitP? un plan perpendiculaire 4 (D) en O. En remarquant que
S8p°S(p) =80 , montrer que S, =5,°S,, puis en déduire que P est
un plan de symétrie du cube.

8 Citer alors les 9 plans de symétrie du cube.

ité

ABCD un tétraédre régulier. Soit E le milieu de [A4D].

fontrer que le plan (BEC) est le plan médiateur de [A4D].

i déduire que (BEC) est un plan de symétric du tétraédre ABCD.
jiter cing autres plans de symétrie de ABCD.

pntrer que la droite (IE) est un axe de symétric de ABCD puis en
ieduire six autres axes de symétrie de ABCD.

Retenir

L l

lu tétr ___édre__

¢ symetne d’un cube et d un tetraedre reguher
'os‘,s&de ne:uf axes de syme_'iﬂe -d@t;lt '




2) Un

1.j) Démontrer qu’un tétraédre régulier n’admet pas de centre de symétrie.

1.1) Déterminer les plans et axes de symétries d’une pyramide réguliére SABCD dont la base

APPLICATIONS AFFINES DANS L'ESPACE Terminaje C &

'  Trois sont les axes passant par les centres de deux faces opposées.

par les milieux de deux arétes opposées -

In tétraddre po es de symérie qui sont les axcs passant e
~__Opposées. | =5 S

ABCD est un tétragdre tel que les faces ABC, ABO, ACD sont des triangles
rectangles et isocéles en A. Déterminer les plans de symétrie de ABCD.

Soit O I’isobarycentre de A,B, C et D. Toute symétrie qui laisse la pyra- -
mide ABCD globalement invariante transforme O en O car toute symétrie
conserve le barycentre.

En outre BCD est un triangle équilatéral.
Centre de symétrie.

L’unique symétrie centrale qui transforme O en O est la symétrie de centre
0. Comme O n’est évidemment pas un centre de symétrie de ABCD, la pyramide ABC
donc pas de centre de symétrie.

Plan de symétrie.
Tout plan de symétrie de ABCD passe par O. si P est un plan de symétrie de ABCD, I
d’un sommet de la pyramide par S, est encore un sommet de la pyramide. P est donc i
médiateur d’une aréte de la pyramide.
Le plan médiateur de [BC] passe par A et D car ABC est isocele en A et BCD est équil
Ce plan médiateur est un plan de symétrie de la pyramide ; il en est de méme du plan me
de [DC] et de [BD].
Le plan médiateur de [AB] ne contient ni C, ni D. Ce plan n’est pas un plan de symétrs

pyramide car le symétrique de C par rapport a ce plan n’appartient pas a la pyramide ; it
de méme du plan médiateur de [AC] et de [AD] A

Cette pyramide a donc trois plans de symétrie.

. S’'exercer

1.k) Déterminer les plans et axes de symétries d"un prisme droit dont la base est un triangle équik

carré ABCD.

I.m) Déterminer les plans et les axes de symétrie d’une pyramide réguliére dont la base
hexagone régulier, de centre O.



PLICATIONS AFF|NES DANS L 'ESPACE Terminaje C & E

HOMOTHETIES-TRANSLATIONS.

- Reconnaitre les expressions analytiques des homothéties et des translations.

. Donner la nature de Ia composée des homothéties, des translations ou d’une h
- une translation

. EXPRESSIONS ANALYTIQUES.
\} ‘ . 5
— —Prendre un bon départ

o -.__/J_,

vité 1
Dn consideére la figure ci-contre. ABCDEF est un prisme droit.

Determiner 'image de ABC par la translation de vecteur AD .
Construire I'image de cette figure par la translation de vecteur FD .
vité 2

1a figure ci-contre, C est le cercle de centre O et de rayon r: C’ le cercle de
e O° et de rayon r’. On suppose que le plan contenant C est paralléle au plan
enant C’.

Déterminer le rapport de I”homothétie de centre Q qui transforme C en C’.

iste t-il une autre homothétie qui transforme C en C’, si oui donner ses
tléments caractéristiques.

vité 3
suppose |’espace muni d’un repére orthonormé (O;f;}";l_c') ; soit (2:3:-4).
Determiner une écriture analytique de la translation de vecteur 77 .

A D

=-2x+3
Soit 4 la transformation de I’espace ayant pour ccriture analytique < y'=-2y—1.

o : ; e z'=-2z+
Determiner I’ensemble des points invariants de 4. PEk D
Montrer que % est u ne homothétie, préciser son centre et son rapport.

Retenir

-tmﬂslatmn de vecteur # est la transformation de I’espace quz a tmxt pmni M de E,
cie le poth tel que MM MM -z'ii
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Exemple

1) ABCD estun tétraddre. Dans chacun des cas suivants, identifier la translation qui a M@
M’ et donner [’écriture analytique de cette transformation dans le repére(A, AB,AC, 2

a) MM’ =2MA-MB-MC
b) MM =MA+MB+MC

Solution
a) OnaMM' =2MA—2MO ou O est le milieu de [BC]. MM'=204.

D’ou M est I’image de M par la translation de vecteur 204.

Expressions analvtiques

A0 =EAB+ 5 AC d’ou O[—;—% 0) 240 est un vecteur de coordonnées (l, 1, 0) :
: 1
x'=x+—
2

1 ‘ : s
D’ou 4y = y+5est I’écriture analytique de la translation de vecteur 240.

Z =Z

b) Soit G le centre e gravité de ABC.
MM =3MG d’od MG+GM'=3MG
=2MG et GM'=-2MG
M" est I’image de M par I’homothétie de centre G et de rapport -2.

Expression analytique.

J
2) ABCDEFGH estun cube. M décrit le pldn(ADE ) Déterminer le lieu géométrique &
dans chacun des cas suivants :

a) MAFM' estun parallélogramme.
b) M' estle milieu du segment [GM ] {

z )
0 1 0 3 3 3 :c'=
410|,8|0|erC| 1 ;6|2 | Del'égalitc GM' = -2MG ona:{ y % Z[y ] d&’o
o] o o] |o .
o=-2(>-3)
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Solution
a) Ona MM'=AF .
M' est 'image de M par la translation de vecteur AF .

L’image de (ADE ) par la translation de vecteur AF est le plan
passant par F ct paralléle au plan (ADE). C’est-a-dire le plan
(BFG).

1 Pt : 1
b) GM =§GM . M’ est I'image de M par ’homothétie de

centre G et de rapport % . C’est le plan passant par le milieu de

[EG] et paralléle au plan (4DE).

3) ABCD estun tétraédre et les arétes [ 4B] [AC]er[AD] ont pour milieux respectifs 7,J,X .
Exprimer 1’aire du triangle ZJK en fonction de I’aire de BCD.

AI=—1~AB . AJ=~1~AC : AK:lAD.
2 X 2

IJK est’image de BCD par ’homothétie de centre A et de rapport é— :
Aire(1JK) =iAire(BCD) :

Remarque
e Une translation est une application affine dont 1’endomorphisme associé est 1’application
identique de I’espace (1) .

. » Une homothétie de rapport k est une application affine d’endomorphisme associé k7,
x'=x+a
| o [’écriture analytique d’une translation est de la forme : ¢ y'= y+b

Z=z+c [¥'=k+a
L’écriture analytique d’une homothétie de rapport k est de la forme : { y' =ky+d
Z’=kz+c

. S’ exercer

ABCD est un tetraedre reguher de coté AB=a.
i) Montrer que les centres des gravités des faces sont les sommets d’un tétraédre homothétique
au premier.
i) Comparer les volumes des tétraédres.

ABCDEFGH est un cube standard. On munit ’espace d’un repeére (A,E,E,E) dans
chacun des cas suivants, identifier la transformation qui transforme M en M' et donner son
€criture analytique.

1) MM =MA+MB-MD-MC.
2) MM =MA+MB+MD+MG.

Y ABCDEFGH est un cube. M décrit la face HGCD . Représenter dans chacun des cas 1’en-
semble des points M’ tels que :

(469,




APPLICATIONS AFF|NES DANg LESPACE Terminaje C &

i) MHEM' est un parallélogramme.
4 ii) M estle milieu de [CM]
| 2.d) ABCD est un tétraédre. Déterminer la nature de chacune des composées suivants :

el -h[A,%)oh(A,—z)

AB CA°

| R

| 29
tﬁ Oh[B,Ej ’hg_‘.OrTB

° 2
2.¢) Reconnaitre et caractériser dans chacun des cas la transformation d’expression analytique inds

=3 x'=-2x+3 x'=—x+8
ay y=y—2; By =2 +] ;R Y =—pH0 -
o=z Z'=-2x+4 z'=—-z+12

2.2. COMPOSEES DE DEUX HOMOTHETIES, D’UNE
'HOMOTHETIE ET D’UNE TRANSLATION.

3

' _Prendre un bon départ

Activité 1
Soient het K deux homothéties de centres Qet O'et de rapports ket k'.
1) On suppose kk' =1. Soit le vecteur défini par # =(l—k’)5a'. Soit M un point de I'e8
Posons #(0) =0, h(M)=M’ et F(M’)=M".ona: Weoh(M)=M"
MM =MO+00+O’'M” bhad a
I { h(M)=M Q{ OM' =kOM

=—];-M'O+00’+k'0'M', car

hs(Ms):M" OfMﬂ'zklOlMI
=M0+kk oO'M +00 zyg';_()‘_M_+b_(_);car k=1

:-11;(7_0471-,0"0' (car #(0)=0"=00"=k'0'0)

| k00 +k'0'0 i - =L

| g 0;; 0'0 _ 1070 + 00" Mt = (1-k) 00 =(1-k)k' 00 =(1-K)00 =il.
Quelle est alors la nature de A'ok?

2) On suppose maintenant que kk'#1.

3) Soient A et B deux points de I'espace. On pose (W oh)(A)=A'et (W'oh)(B)=B". Montrer
A'B = kk' AB et en déduire la nature de #'°h. s

4) Montrer que #'eh admet un unique point invariant Q défini par m=ﬁ wkk?

5) Vérifier que si 0=0"alors Q=0.

Donner alors les éléments caractéristique de #'o%.

00'.

@
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Activité 2
On suppose I’espace muni d’un repére (O, i ],E) Soit le vecteur #(1;2;3) et Q(~1;2;4) un point
i I’espace.

1) Donner les expressions analytiques de la translation ¢ de vecteur # et de 1’homothétie % de
centre QO et de rapport 3.

i) Montrer que #°¢ et f°h sont des homothéties. Prec:lser pour chaque transformation ses éléments
caractéristiques.

Retenir

.Sment h et h’ deux hom@thetles de centres respectifs Oet O, et de rappcrts respeehfs ket
k’. On suppose k et &° tous différents de 1.

Si O=0 alors hoh'=hoh= h@mothetw de centre O et de ra,pport !dc’

# Onsuppose O%0'.

e Sikk’=1 alors h'oh estla translanon de vecteur (1 k)OO' _

o Si kk>#1 alors A'oh est ’homothétie de rapport kk et de centre le pamt 0 daﬁm par

on~a e D e e R
Soit 7. la translation de vecteur # .
L . Loh=f si k=1

be Si k¢1 la composee %ok est une homothetw de centre QO et de rappert k avac

- £l

-

s

De memc la composée hot; est une homothétic

Exemple ¥ =2x-1

Soit 4 la transformation de ’espace d’expressions analytiques ¢ ¥' =2y +1 . Soit 4 1’homo-
1 z'=27_4

thétie de centre 4| 1| et de rapport % Soit A, I’homothétie de centre B| 0 | et de rapport 4,

1 1

Donner la nature et les éléments caractéristiques de chacune des transformations suivantes :

hihoh; hoh, ; hot .

Nature de A.

Au vu de I'écriture analytique de #, on conclut que A est une homothétie de rapport 2 et de
x x=2x-1 1

centre le point C dont les coordonnées | y | vérifient { y=2y+1 .D’ou C| —1].

z =2z 0
Nature de hoh, .

@D
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Comme 2x—;—= 1, hoh est une translation de vecteur # = [l —%JC—A . Alors hoh =t 8
i (O; 2 1) .

Nature de hoh,.
Comme 2 x(—4) =-2#1, hoh, estune homothétie de rapport —2 et de centre le point &

(2]
3
par E=O—_(;4—)13_C"=§B_-C D’ou Q o :
1-(-2) 3 3
2
Nature de /4 OF o KHE
/A
Comme le rapport 2 de & est différent de 1 alors /20 I est une homothétie de centre Q' @
5
rapport 2, avec _C'H’=-1—2—2E=—2E. D'ou Q'| 1
= 0

N.B. Pour déterminer la nature de ses transformations on peut aussi déterminer leurs expressi
analytiques et en déduire leur nature sur la base de celles-ci.

Remarque

En général %ok et hot; n’ont pas le méme centre : la composée #; °4 n’est donc pas
commutative

w S'exercer

2.f) ABCDEFGH est un cube. 4 est I’homothétie de centre A et de rapport 2 et ¢ la translatios
vecteur AB .

1) Construire les images des points A, B, C et D par la composée heot,
2) Donner la nature et les éléments caractéristiques de /7 ¢t de ok

2.g) ABCDEFGH est un cube de centre O. 4 est ’homothétie de centre O et de rapport 2 et
I"’homothétie de centre A et de rapport -;— ;

1) Construire les images des points A, B, C et D par la composée #o#'.

2) Donner la nature et les éléments caractéristiques de #oh'.

x' =-2x+
2.h) Onconsidéreles transformations f, g et ¢ d’expressionsanalytiques respectives ¢ ' =2y —4
x'=3x-1 ¥=x+3 W
y'=3y+1 etsy' =y-1. |
z'=3z Z'=z-4

1) Deéterminer lanaturede f, g et ¢.
2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de feg;go f3fetitog

4724
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—_ - =

un repére orthonormé (O; i, 7.k

ur les exercices de 1 3 10, l’essvace est muni

ferminer les expressions analytiques de :

S’ENTRAINER

Ia réflexion plane (XOY) ; ‘
8 réflexion plane (XOZ) ;
& réflexion plane (YOZ).

mminer |'expression analytique du :
emi-tour d’axe O;_f);
femi-tour d’axe (O0; ) ;
emi-tour d’axe (O;k ).

st un plan d’équation x+y+z=0.

'est la droite passant par O et d’un vecteur
steur 5(1,1,1) ;

Verifier que (P)et (D) sont orthogonaux ;
Déterminer I’expression analytique du
femi-tour d’axe (D) noté S, .
Déterminer |’expression analytique de la
Eflexion de plan (P)notée Sz
Déterminer 1’expression analytique de
S50

Quelle et la nature de §/08,,?

Jest la sphére de centre O et de rayon 2.

) est le plan d’équation x=2z+2.
Déterminer I’expression analytique de la ré-
fiexion de plan(P) notée § .

Déterminer 1’image (S7) de (S) par S,

7' est le plan d’équation 2x—y+2z-2=0.
#est le point de I’espace de coordonnées

473,

Terminale C & E

(-1,0,2).

1) Déterminer les coordonnées du puumt
image de 4 par la projection orthasummule
sur (P).

2) En déduire les coordonnées du poimt #°
image de A par la réflexion d’axe (P).

On considere les points

A(6;0;0), B(0;6;0)erC(0;0;6).

1) Déterminer I’expression analytique de la ré-
flexion de plan (4BC)notée s .

2) On désigne par I le point de coordonnées
{222) :

a) Vérifier que [ est équidistant des points
A,BetC.

b) Déterminer 'image J de I par §

c) Justifier queJ est équidistant des points .
A,BetC.

On consideére les points

A(0;1,1), B(1;0;1)er C(1;1;0).

a) Déterminer une équation de plan (ABC);
b) Justifier que O4ABC est un tétragdre ;

c) Déterminer ’écriture analytique de la ré-
flexion de plan (4BC)notée s.
d) Déterminer I’image O’ de O par s.

On considere dans I’espace les points
A(2;0;4)er B(—4;2;0).

S est la réflexion plane qui transforme A en B.
1) Justifier que O est invariant par S.

2) Déterminer une équation du plan P de la ré-
flexion S.

3) Déterminer I’écriture analytique de S
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A est le point de I'espace de coordonnees

(1,2;3).

1) Déterminer les coordonnées des points B,
C et D image de A par les réflexions d’axes

(O;}’) ;(O;}:) et (O;k).
2) Calculer le volume du tétraédre ABCD.

P est le plan d’équationx~3y+z-1=0.
(D) est la droite passant par A et d'un vecteur di-
recteur? (1, -3, 2.) .On donne B (2; —3;1) .

1) Démontrer que (D) est orthogonale a P en un
point I que I’'on déterminera.

7) Déterminer les coordonnées de B, image de
B par le demi-tour d’axe (D).

3) Déterminer les coordonnées de B, image de
[ par la réflexion de plan P.
4) Quelle est la natare du quadrilatere BBIB,?

Pour les exercices de 12 a 17 ABCDEFGH est
un cube.

1) Déterminer les images des sommets du cube
par la réflexion §, de pan (ABH ) notée.

2) Déterminer les images des sommets du cube HN + AP = 20 puis que HF + AC =2

par la réflexion S, de pan (EDF ) notée.

3) Justifier que 08, est un demi-tour que *on

caractérisera.

S, est la réflexion de plan (ABE) ;
S, est la réflexion de plan( BFC
S, est la réflexion de plan( HDC) ;

S, est la réflexion de plan (ADE ) :

Déterminer la nature et les éléments caractéris-
tiques de chacune des composées S,08, et S,08; @

Terminaje C &'

(] I
S, 153 5(00)¢* S{omy comme composce de 3 i
réflexions par rapport a des plans bien chorSHE———

S est la réflexion de plan (ADH’)erS’ le d8
tour d’axe (4B).
Déterminer S°0S.

Sestla réflexion de plan (ADH )et S’ leé
tour d’axe (AB). :
Déterminer S’oS.

S est la réflexion d’axe de plan (ABC)etS
la réflexion de plan (EF G).
Déterminer la nature e la composée S7058

O, désigne le centre de la face ADHE . O
le centre de la face BCGF. N désigne le
point de [ HF ] et P le point de[AC] tels qu

AP = kAC et HN = kHF . Soit d le demi-%

d’axe (0,0,).
1) Déterminer les images par d des poin8
et P.

2) 1 étant le milieu de [NP] , montrer que’

3) En déduire que O =k00, ;k e [0:1].
4) Quel est I'ensemble des points I lorsqueé
crit Pintervalle [0;1] ?

®

1) Déterminer la nature de chacune des
s€es S ,pm)0S(asr) Si48r)2S(8c6) -
2) En déduire que la composée de S( f
une translation de vecteur 2B4 .

Combien existe-il de demi-tour échangea
points ? -

En écrivant chacun des demi-tours

\
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iconsidere un tétracdre ABCD
EAC ct DB=DC.

Iracer la section de ce tétraédre par le plan
ge la réflexion S qui échange BenC.
Soit / le milicu de [AC]et J celui de

_' D]. Expliquer le tracé de I'image de (1)
bar S.

tel que

Montrer que dans une réflexion, une droite et
jon image sont coplanaires.

Duelles sont les droites globalement inva-
jantes par une réflexion ?

bnsidére un plan (P) et 7 un vecteur

a (P) et unitaire. S est 'application de
iCe qui a tout point M associe le point M’
e :OM' = OM -2(OM3i )i . Justifier que $
e réflexion de plan (P).

D est un tétraédre régulier. On désigne par
K,L,M et N les milieux respectifs des

ments [AD], [DC],[CB],[BA],[AC]E:I[BD].
Reéaliser la figure.

On pose 4B =1. .
a) Démontrer que LJ =KJ=LI =KL :E.

b) Démontrer que (AC' ) est orthogonale

a (BD) et en déduire que IJKL est un
carré.

Démontrer que (MN)ecst orthogonale au
plan (L/K).

Soit (D,)ef(D,) les demi-tours d’axes
(IK)et(JL), S la réflexion de plan (LJK).
a) Déterminer les réflexions S et S, telles
que SoS8, =S,y et S,08 = S(D;) -

b) En déduire que 5o=%2°50> est un de-
mi-tour que I’on caractérisera.

Il considere un tétraedre ABCD tels que

(475

Terminale C & E

les faces ABCet ABD soient des triangles

équilatéraux. On désigne par J le milieu du

segment [AB - _

1) Démontrer que (AB) est perpendiculaire au
plan (JCD).

2) Ondésigne par S, la réflexion de plan (JCD).
Déterminer les images des sommets du t%-
tra¢dre par §; .Que représente (JCD) pour S, .

3) §,désigne la réflexion de plan (ABC).
4) Déterminer la nature et les éléments caracté-
ristiques de S,08, .

HOMOTHETIES ET TRANSLATIONS

s,

Soit trois points 4,BetC de I’espace €.

Identifier la transformation qui a tout point M as-
socie le point M’ dans chacun des cas suivants :

1) MM'=2MA-MB-MC .
2) MM'=MA+MB+MC .

D

ABCDEFGH est un cube. I désigne le milieu

du segment[AG] ;
Représenter 1’image du cube par :

- la translation de vecteur GI ¢
- I’homothétic de centre A qui transforme
Genl ;

- I’homothétic de centre A qui (ransforme
IenG.

Le point M décrit la face ADHE d’un cube .
Représenter dans chacun des cas suivants, I’en-
semble des points M’ verifiant:

1) MAFM’ estun parallélogramme;
2) MAM’G est un parallélogramme;
3) M’ estle milieu du segment [GM ] .

25,

On considére un tétraédre ABCD et les milieux
1,J,K des arétes [A4B],[AC]et[ AD].
Exprimer 1’aire du triangle IJK en fonction de
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celle de BCD.

’

Etablir les propriétés suivantes. Dans I’espace

par une homothétie ou une translation ,

(1) ’image d*une droite est une droite paralléle a
la droite initiale ;

(2) ’image d'un plan est un plan parallele au
plan initial ;

(3) I’image d‘une spheére est une sphére.

ABCD est un tétraedre P,Q,RetS

sont les points définis par

Z’"ﬁ:%ﬁ;?g‘%ﬁfﬁ:%&ﬁﬁ%ﬁﬁ

On désigne par etJ les milieux respectifs des

segments [4Cet[BD].

1) Démontrer que les droites (PS), (QR) et (1I)
sont concourantes.

2) Démontrer que les centres de gravité des
faces du tétra¢cdre ABCD sont les sommets
d’un tétracdre homothétique au premier.

N.B : On pourra saider du l'isobarycentre O
des sommets 4,B,CetD.

ABCD est un tétracdre.

1) Construire I'tmage 4,B,C,D, de ABCD par
I’homothétic & de centre 4 et de rapport 2.

2) Construire I'image 4,B,C,D, de ABCD par

I’homothétie #'de centre B et de rapport
1

=
3) Quelle est la nature de hok’ ?

SABCD est une pyramide dont la base ABCD
est un carré. est ’homothétie de centre S
etde rapport 2;  ’homothétie de centre A

1 :
et de rapport > . Pour tout point M , on pose

h(M)=M K (M)=M,.
1) DENONILS Gue e vestens MM, estun

e

vecteur constant (indépends

2) Construire |’image de SABCD par h'o#

%CA'B 'C" est un prisme droit dont la ba
est un triangle équilatéral de centre O.

¢ est la translation de vecteur 44", h 8
mothétic de centre O et de rapport —2.
Déterminer la nature et les caractéristigus
tohet dehot et construire ['image du prism
foh et par het.
N.B : on construira les centres de tohet
Dans les exercices 38 a 44, l:egpace esh
d’un repére orthonormé (0; i ,k).

34,

On considére les points
A(=2;0;1), B(0;1;2)et C(0;2;-1).
1) Déterminer les coordonnées du B
image de C par la translation de vects
2) Déterminer les coordonnées du pointE
de C par la symétrie de centre A.
3) Déterminer les coordonnées du F imal
point B par Phomothétie de centre A€
rapport —2.

On considere les points
A4(50;1), B(0;-1;1),C(1;-1;0)er D(0,0,1%
1) Démontrer que A,B et C déterminent un
et donner une équation de ce plan.
2) Justifier que ABCD est un tétragdre.
ler son volume.
3) Soit h ’homothétie de centre A qui tra
forme D en ] milieu de [4D].
4) Déterminer les images A',B',C'etDS
A,B,C,D sommets du tétracdre ABC
h.
5) Comparer le volume du tétracdre ABE
celui de son image A'B'C'D'par A.

On considere les points
AQLY, B2} A (12
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~1:-4;3), 4, (0;1;3)er B, (O;%;%J .
Justifier Pexistence d’une homothétie h, qui
fransforme 4 en 4 et Ben B,

Justifier I’existence d’une homothétic h, qui
transforme 4 en 4, et Ben B, .

tDeterminer les expressions analytiques de h,
etde A, :
Déterminer les expressions analytiques
8 Jyohethoh . Quelle est la nature de
k.oh,? de h,oh ?

#( P, ) sont deux plans

Lons respectives
¥+4z-9=0etx—-2y+4z-9=0.

Erifier que les plans (B )er(P,) sont per-
endiculaires.

Eterminer une représentation paramétrique
¢ la droite (D) intersection de (P} )et(Pz) .
pit 7 12 translation de vecteur 7 + j +k ..
Bterminer les images (P! ),(P',)et(D’)
e (H),(Pz)er(D)par i

mstifier (P'l)et(P'z)sont perpendiculaires
que (D ') est leur représentation
aramétrique.

ponsidere les points
0:5,-10), B(-1,-1517),

2:20;21)er D(-10,5,)
Déterminer I’ensemble (£) des points  de
I’espace tels que : (M4 + MB + MC) MB=0.

| Déterminer I’ensemble (F) des points M
de I’espace tel que.

MA + MB + MC)\MD =0.

Etudier (E)~\(F)-

Soit A P’homothétie de centre O et de rap-
port 2.

| a) Déterminer (E’]=ﬁ(£') ;(F’)Zﬁ(—’:?
b) Btudier (E')~(F).

39,

On considere les points

A(6;0;0), B(0;6;)et C(00;6).

G estle barycentre du systéme
(0:1).(4;2)et(B;3).

(S)est I’ensemble des points M de ’espace
tels que :

(M0+2MA+3M).MC=0.

h est 'application de ’espace qui & tout
point M associe le point M’ telle que
MM '= MO +2MA+3MB .

1)

Déterminer la nature et les éléments caracte-

ristiques de 4.
2) Déterminer la nature et les €léments caracteé-
ristiques de (S ) . :

3) Déterminer I’image (S”)de(S)par 4.

4) Soit (P) le plan d’équation 3x +4 y+g =0.

Etudier (P)~(S)-
Déterminer l'image (_P’) de (P) par h et
étudier (P') (8"

40,

(P)est le plan d’équation x—y+z=1.
(D) est la droite passant par O et orthogonale au

5)

| plan (P)

Déterminer les expressions analytiques de Ia
réflexionSe  d’axe (P) et du demi-tourss
d’axe (D). |
Déterminer 1’écriture analytique de Se®Sia
Démontrer §,08,que est une symeétrie cen-
trale que 1’on caractérisera.

Déterminer les images de (D)et(P)pair

S05() .

3]

2)
3)

4)




Chapitre 1 G

CONIQUES

ECON 1| GENERALITES SUR LES CONIQU

1.1 DEFINITION MONOFOCALE D'UNE CONIQUE

1.2 SOMMETS SITUES SUR L'AXE FOCAL D’UNE CO¥
1.3 AXES DE SYMETRIE D’UNE CONIQUE

1.4 EFFET D'UNE SIMILITUDE SUR UNE CONIQUE

1.5 CONSTRUCTION D'UNE CONIQUE POINT PAR POH
REGIONNEMENT DU PLAN PAR UNE CONIQUE

1.6 EQUATION CARTESIENNE D'UNE CONIQUE A P#
SA DEFINITION MONOFOCALE

@C ON 2| ETUDE ANALYTIQUE DES PARABG
2.1 EQUATIOIN REDUITE D'UNE PARABOLE
2.2 TANGENTE EN UN POINT A UNE PARABOLE
2.3 REPRESENTATION PARAMETRIQUE D'UNE PARAB

E—ECON 3| ETUDE ANALYTIQUE DES ELLIPSES
' — ET DES HYPERBOLES
3.1 EQUATION REDUITE D'UNE HYPERBOLE OU D'UNE E

3.2 EFFET D'UNE AFFINITE ORTHOGONALE SUR UN €}
3.3 TANGENTE A UNE CONIQUE A CENTRE EN UN DE SES
3.4 REPRESENTATIONS PARAMETRIQUES D'UNE CONIQUE A

3.5 DEFINITION BIFOCALE D'UNE CONIQUE A CENTRE

S’ENTRAINER




Chapitre 16

CONIQUES

1 GENERALITES SUR LES cOl

1.1 DEFINITION MONOFOCALE D'UNE CONIQR
1.2 SOMMETS SITUES SUR L'AXE FOCAL D’UNE
1.3 AXES DE SYMETRIE D’UNE CONIQUE

1.4 EFFET D'UNE SIMILITUDE SUR UNE CONIQE

1.5 CONSTRUCTION D'UNE CONIQUE POINT P R
REGIONNEMENT DU PLAN PAR UNE CONIQ _._'

1.6 EQUATION CARTESIENNE D'UNE CONIQUE 4
SA DEFINITION MONOFOCALE

UCON 2 ETUDE ANALYTIQUE DES PARA

2.1 EQUATION REDUITE D'UNE PARABOLE
2.2 TANGENTE EN UN POINT A UNE PARABOLE

2.3 REPRESENTATION PARAMETRIQUE D'UNE PAE

ECON 3| ETUDE ANALYTIQUE DES ELLIPS!
3 ~ ET DES HYPERBOLES
3.1 EQUATION REDUITE D'UNE HYPERBOLE OU D'UNE
3.2 EFFET D'UNE AFFINITE ORTHOGONALE SUR UNE

3.3 TANGENTE A UNE CONIQUE A CENTRE EN UN DE Si
3.4 REPRESENTATIONS PARAMETRIQUES D'UNE CONIQUE &

3.5 DEFINITION BIFOCALE D'UNE CONIQUE A CEN

S’ENTRAINER




Terminal -
i| GENERALITES SUR LES CONIQUES

natllre%de I'ensemble I" des points M du plan tels que .
I [ est un point, ¢ un réel strictement positif et (D) une droite ne

¢ symétrie de T, ainsi que ses points d'intersection avee ee

'une similitude sur I _ :
es différentes coniques par une représentation point par poiat
maniére métrique une région du plan limitée par une conique.
cartésicane d'une conique & partir de sa définition monofocale.

DEFINITION MONOFOCALE D'UNE CONIQUE

‘rendre un bon départ

Soune un point F, une droite (D) ne passant pas par F et un
ement positif e.

‘point M du plan, on associe son projeté orthogonal H sur (D).
propose d'étudier

Bble (I') formé des points M du plan tels que —g}{} =g,

pint de (I') peut-il appartenir & (D) ?
{A) la droite passant par F et perpendiculaire & (D), m le projeté orthogonal de M sur (A).
MF

dontrerque M € (I') & —=e.
mK

dontrer que MF* = Mm* +mF* (on pourra poser MF? = (Mm +mE) et remarquer que
M | mE.
En déduire que M () <> Mm’ = &mK* —mF? = (emK + mE)- (emK —mE).
suppose e # 1, soit 4 =bar {(F;1) ; (K;e)} et A'=bar {(F;1) ; (K; —e)}. Montrer que
(T) < Mm® = (& ~)ymd-mA'




Seit (D) une droite, F un point du plan n'appattenant pas a (D)) ;.
SOit e un réel strictement positif.

1

1) Leasemble (I') des points M du plan tels que .'H =ic

ot H désigne le projeté ortho gonal
de M sur la droite (D), est appel¢ conique de foyer F,

de directrice (D) et d'excentricité e.
SISE e < [, (I') est une ellipse.
BISE e=1. (I') est une parabole.
€ISt e>1 T ) est une hyperbole.
=) L8 droite (A) passant par le foyer F et perpendiculaire 4 la directrice (D) estappe
soealde Ia conique (T') . 1
;3}5 £ dssione Ie projeté orthogonal de M sur I'axe focal, alors (I') est encore lense
PSS M du plan tels que MP° = (& —D)PA-PA' ol A et A' sont les points déﬁn_is'j_‘
B {(F0): (K50} et 4= bar {(F51) (Ko —e)} j

L2 SOMMETS SITUES SUR L'AXE FOCAL

“rendre un bon départ

Om el Ies points du plan qui sont a la fois sur Ia conique (T') et sur 'axe focal (AR
guE IS mmete d'un point M de (A) N (T) sur (D) est le point K.
Dams eetie situation particuliére, les points M, F et K sont ali gnés,
Activité

. MF =
Meli)n(a) < T e car le projeté de M sur (D) estK.

<= MF =eMK.

SRS — 1, montrer que K est indépendant du point M et que M est le milieu de
=1 U suppose maintenant quee=l.
& WSstrer que (MF - eMK) - (MF+eMK) = 0
S Espliauer pourquoi M € (T) M (A) < M = bar {F;0:(k; —e)} ou M =par {(F:D




S En déduire que dans ce cas () et (A) ont deux points d'intersection.

mote A =bar {(F;1);(K;e)} et 4' = bar {(F;1);(K;—e)}. Justifier que A e [FK].

astifier que si e <1 alors A et A' sont dans le méme demi plan de fronticre (D) : et gue
~>1 alors A et A’ sont situés de part et d'autre de (D).

Retenir

it (I') une conique d'excentricité e. :
'Sie=1 alors un seul point de (I') est situé sur l'axe focal (A). On le notera S dans la suite,
S = milieu [FK].

# I(cas dune ellipse et d'une hyperbole) alors deux points de (I ) sont situés sur

ocal (A) ; le point 4 = bar {(F,1):(K ;€)} et le point A'=bar {71, (K;—e)} .

°s points d'intersection de la conique avec l'axe focal sont appelés les sommets

conique situés sur l'axe focal.

>mple

| est une droite du plan et F un point n'appartenant pas & (d). Dans chacun des cas snivants
truire 'axe focal et les sommets de la conique (I') de directrice (d), de foyer F et
Excentricite e.

" cas:e=1.
1 donc (I') est une parabole. (I') a un seul sommet qui est le milieu de [FK] ot K désigne le
fojeté orthogonal de F sur (D).

cas:e=2.

=2 donc (I') est une hyperbole. (I') a deux sommets A et A’ qui sont situés sur l'axe focal.

bit K. le projeté orthogonal de F sur (D).

3 oo =2 2 =l
015 : A =bar {(F;1);(K;2)} dou FA= EF S

¥ bar {(F;1);(K;-2)} dlod FA'= 1‘*—2?:155 _2FK.




3*=cas-¢=0,5.

_ A e e B
A—bar {(F:1):(X:0,5)} d'ou FA=———FK =—FK.
TRUCHR G e

¥

-0,5

A'=bar {(F;1);(K;-0,5)} dow FA ':iTEE =—FK

L]

et muni du repére orthonormé (O;7; j), on donne la droite (d) : x =2 et le point

s milieu de [AA"]. Déterminer les coordonnées de A, A' et F dans le repére (S:72

e=2>1 (T') est donc une hyperbole. Le pojeté orthogonal de F sur (d) est K(—2;2).
_1H)+22) o 1(2)+2(2) _
+2 S

sloss Al—1:2). 4" = bar {(F;1);(K;-2)} d'on xmz%?l L in%g_@ |

AN —5.7) Le milieu S de [AA"] a donc pour coordonnées S(—3,2); soit M un point du pi
reiation vectorielle SM = 0M — 08 permet d'exprimer les coordonnées (X;Y) du point N
le sepere (5:7: /) en fonction des coordonnées (x; y) de M dans le repére (O;7; j).
o {Ji = x+3'

¥F=y-2
Dans le repére (5575 /) on a done : A(2;0); A'(—2;0); F(4;0).
Dans Ie repére (S;4; ) la droite (d) a pour équation X=1.

A=bar{(F:l);(K;2)} d'ou x, 2:

24

Remarque
= Dans le cas d'une ellipse, les sommets situés sur I'axe focal sont dans le méme demi-ph
fronticre Ia directrice.
= Dans le cas de Ihyperbole, les sommets situés sur l'axe focal sont situés de part et d'as
direcirice.
= Soit M(x; y) et S(a;) deux points du plan dont les coordonnées sont exprimées das
repére (0:7; ). Soit (X;Y) les coordonnées du point M dans le repére (S:7- /)

{X:x—a
ona: /
V—y-—p

/
Sexercer
1.2 Dans chacun des cas suivants, construire une droite (D), un point de F ¢ (D) et les &

de la conique de directrice (D), de foyer F et d'excentricité: e=4; e = E; e=3 e—il
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Le plan est muni d'un repere orthonormé (0;i, 7). Dans chacun des cas suivants, détermmer
| coordonnées les sommets de la conique de directrice (D), de foyer F et d'excentricite e.
D)y =—3;F(-233);e=1.

D) :x=2;F(0:3);e=0,5.

D) :y=4;F(-2;-3):e=3.

.3 AXES DE SYMETRIE

‘Prendre un bon départ

HO M
fivité 1 A
estla conique de foyer F, de directrice associée (D) et
sxcentricité e. {K p (&)
£ (A) la perpendiculaire & (D) passant par F et K le point F
stersection de (A) et de (D). soit M un point du plan. Montrer %

= si M appartient 4 (') alors son symétrique M' par rapport & (A) H
artiendra aussi a (I). Que représente la droite (A) pour 1?2

stivité 2

i suppose dans cette question que e # 1. Nous avons vu dans le paragraphe 1.2 que (') et (A)
i deux points communs A et A' qui sont barycentres des points F et K. On sait aussi qu'un
it M appartient a (I') si et seulement si MP* = (¢? —1) p4- pA'.

it (A") la médiatrice de [AAT.

Soit M & (I'); montrer que le symétrique M' de M par rapport a (A") appartient a ().

A distinguera deux cas : ¢ <1 et e > 1. On cherchera 8 montrer que M 'P* = (&’ - I)P_';l PA
utilisant les propriétés de conservation de la réflexion d'axe (A").

cas e<1] |4




bt o T -

Terminale
23 Sast O ke point d'intersection de (A) et (A") : justifier que S ° San= S, puis en déduire
ESEES eenire de symétrie de (I).

30 S8 (D) et F' respectivement les symétriques de (D) et F par rapport a (A").
Moaer B e g';' = e ; puis en déduire (T") est encore la conique de directr
BeiNes ' ot d'excentricité e.

>tenir

= Conique d'excentricité e. :
1675 (I') a un seul axe de symétrie : 'axe focal (A).
'une ellipse et d'une hyperbole) alors :
& deux axes de symétrie - I'axe focal

(A) et la médiatrice de [AA°] o
e (I') situés sur 'axe focal.

iétric O qui est le point d'interse

: deux foyers F et F qui

jui sont symétriques par rapport & O et deux
MSS1 symétriques par rapport a 0. '

M un point du plan, H son projeté orthogonal sur (D). soient (D), F,M'e
SSSpectifs de (D), F, M et H par la similitude s,
- EE < (D).

FSue ' est le projeté orthogonal de M' sur (D).
.'r

K

it puis en déduire que M appartient & une conique (I") dont &
feeetrice, le foyer et 'excentricité.

: conique de directrice (D), de foyer F et d'excentricité e par une similitg
se d'excentricité e de foyer £

=S(F) et de directrice (D?):
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cemple e
& suppose le plan muni d'un repére orthonormé (O; ;7). Soit (D) la droite deguatins

|

=0 et F(0;1). o

ontrer quune équation cartésienne de la parabole @ de foyer F et de directrice (D)est:
—2y+1=0.

it (I') la courbe dont une équation cartésienne est 3% + 2x +1= 0, soit 7 la rotation de §

entre O et d'angle 5 Montrer que 7(®) = I puis en déduire la nature de T.
)it M(x; y) un point du plan et H(x; 0) son projeté orthogonal sur la droite (D).
€ (P) < MF = MH
& X +(y-1)" =7
&X' =2y+1=0
ine équation de @ est donc x* -2y +1=0 .
oit M'(x"; ") I'image du point M par la rotation 7. On a : x'+ iy'=i(x+1y). Par conséquent
f=—y'ety'=nx.
e(p) o x*-2y+1=0
< p?=2(=x")+1=0
& pP-2x"+1=0
o M'e()
’n a done (@) =TI'. Comme @ est une parabole, son image (') est aussi une parabole. (T") a pour
pyer F'=r(F) et pour directrice (D') = #(D) ; alors F (—1;0) et (D') pour équation x = 0.

s Slexercer

Dans chacun des cas suivants, une courbe (C) est donnée, et déterminer la courbe (CH,
age de (C) par la transformation f* puis donner sa nature et certains de ses éléments
actéristiques.

C) est la parabole de foyer O et de directrice la droite d'équation x = 2. / la translation
vecteur d'affixe ,,

LC) est l'ellipse de centre O et de sommets les points A(1 ;0), A'(—1 ;0), B(0 ;2) et B(0 ;- iz

%)

C) est Ihyperbole de foyer F(1 ;2), de directrice I'axe des ordonnées et d'excentricité 2 ;
= h(0;=3).
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1.5 CONSTRUCTION D'UNE CONIQUE POINT PAR
 POINT ; REGIONNEMENT DU PLAN PAR UNE
" CONIQUE

i E— 1 (D)

.! Sl e conique de foyer F de directrice (D) et - H M

| dexcomtricits e. (F.
E M 2 point du plan, H et m les projetés orthogonaux de M K /7\
I Sement sur la directrice (D) et sur l'axe focal. K = =

!l percle de centre F et de rayon emK. ¥

é iy e M < (I') > M 7. +

; sire gue tout point de (I) est l'intersection

| smdiculaire a I'axe focal et d'un cercle de centre F dont on précisera le rayon.

: P chague valeur de e € {1 . é— ;2}, construire suivant ce procédé 4 points de (T) .
' b. @- point M tel que MF < eMH et un point N tel que MF > eMH.

, 2%

<5 | —

e une conique (I') de directrice (D), de foyer F et d'excentricité e, on peut

e icre suivante :
st Ia directrice (D), le foyer F et l'axe focal (FK) ou K est le pro
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emple
it (d) une droite et F un point n'appartenant pas a (d). Construisons six points de la parabole
ectrice (d) et de foyer F.

Un point particulier est le sommet S de la parabole qui est le milieu
5e [FK] ou K est le projeté orthogonal de F sur (d).
Pour obtenir les autres points, on choisira 3 points M, M, et M,

ar l'axe focal et on construira les cercles de centre F et de rayons
=spectifs MK. Les perpendiculaires a l'axe focal menées a partir
des points M, nous donneront six autres points de la parabole.

“emarque

Soient () et (d) deux droites dans l'espace, sécantes en O et formant un angle aigu 6. En
faisant tourner (d) autour de (a) (en gardant toujours le méme angle 6 ) on obtient une surface
dans l'espace appelée double cone infini d'axe () et de génératrice (d).(voir figure).

0 coupant ce double cone avec un plan, on obtient (suivant la position du plan par rapport 4 la
droite (a) soit un cercle, une ellipse, une parabole ou une hyperbole.

g Slexercer

1.d (D) est une droite du plan, F un point n'appartenant pas & (D). Dans chacun des cas suivants
construire 8 points de la conique de foyer F, de directrice (D) et d'excentricité e.

1) e=—12~; b)e=2; c)e=1; d) e=+/2.
1.6 EQUATION CARTESIENNE D'UNE CONIQUE A
PARTIR DE SA DEFINITION MONOFOCALE

~. Prendre un bon départ

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O;7;j) . On donne le point F (1 ;2) et la droite (d)
d'équation x = 2.

1) Donnons une équation cartésienne de la parabole (') de foyer F et de directrice (d).Soit
M(x,y) un point du plan. H(2 ;y) son projeté orthogonal sur (d).
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M & AP’ = MH*

" 2 Do 2
? = G-’ +(y-2°=(x—2)
- = 2 —2x+1+1  —4dy+d4=x*—4x+4

= 3 +2x-4y+1=0

s Balion cartésienne de () est donc y* +2x—4y +1=0.
mer une €quation de l'ellipse de foyer F de direction (d) et d'excentricité %

Dlmmer sme équation de Thyperbole de foyer F de direction (d) et d'excentricité 2.

- Dex + 2dy + e = 0. avee (a.6) £ (0:0). On mo
Iz conique est une parabole.

L& plas est smuni d'un repére orthonormé (0,7 7. On donne le point F(~1 :3) et la droite :
dSquation » = 2. Ecrivons une équation de I ellipse (T') de foyer F de directrice (d) et
dexcenirieite o = 0, 5.

S0l Mix. ») un point du plan. H(x ;—2) son projeté orthogonal sur (d).

M) e MF =%MH2

= (x+1)°+(y-3) =%(y+2)2
& x +2x+1+1> —6y+9 =%(y2 +4y+4)
2

= x2+%y +2x=Ty+9=0

Mc() o X’ +%y2 +2x~7y+9=0 (enrouge le début de carrés parfait).

= x2+2x+%[y2——2§§y)+9=0

@
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5 E(F)<:>(x+1)2—1+%[[y—%J —(1—;} }r9=0

3f, ddv.. 25
Sl +—| y—— | ===
) 4[,1] 3] 3

X=x+1
dosons ensuite - 14; (X;Y) représente le couple de cordonnées de M dans le repére (S7, /)
=y——
3

& —+ = .
EVe S[—I; %—]dans le repere (5,1, 7). L'équation de (I') est donc : X* +%Y2 = ?

- S’exercef

= Le plan est muni d'un repére orthonormé (O; 7 j). Dans chacun des cas suivants, donner une
Buation cartésienne de la conique de directrice (d), de foyer F et d'excentricité e.

d): x=-1;F(5;3);e=1.
[ : y=-13F(5;:3); e=+2.

Bd) - x=-1; F(5 ;3);82%.

d):x+y=-1;F(5;3);e=1.

" Reprendre l'exercice précédent et donner dans un repere bien choisi une équation simple
= la conique.
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A -~ Prendre un bon départ

Soit (I') une parabole de directrice (D) et de foyer F.
soit p = FK et S le milieu de [FK] (c'est le sommet de la parabol
Soit (S;7 /) un repére orthonormé tel que KF = pi~

(par exemple 7= " ”) Soit M[ ] un point de la parabole

et H son projeté orthogonal sur 'axe focal.
1) Déterminer les coordonnées des points K, F et H dans le

repere (S;7; ) .
2) Montrer que M e (') < y* = 2px.

2
3) Montrer que dans le repére (S; /31, M e (T') < y = ;—
, P

1wl Retenir

H
8|
Kb jﬂt_'
S ; F
KS=SF=

Si p > 0 la parabole a une

Si P <0la pmb 1@':1,

1) D Ar T repere orthonormé (O,}T, }'), | concavité tournée vers les x> 0 | ;’:s“;a:‘;é tournée vers
la courbe (I') d'€quation y* =2 px est une | b
parabole de paramétre

de foyer F[ 5 0) ct de direction ?

LD
D):ix=—-.
D):. -

7
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Sip > 0 la parabole a une
concavité tournée vers
lesy>0

rbe () déquation x* =2py estune |

-

') Dans un repére orthonormé (O:F; J),

lesy<0

xemple
Le plan est rapporté 4 un repére orthonormé (0,4,5).

Nature et éléments caractéristiques de la courbe (') d'équation : y* = 2x,

est une parabole de paramétre p =1 ; de foyer F(% : 0); de sommet O et de directrice x = —%

ans le repére (03, ).

Nature et éléments caractéristiques de la courbe (I') d'équation : v

- o ¥ = 2(-— -;—Jx . (T') est donc la parabole de paramétre p=

e directrice (d) : x =i— de sommet O.

=i

& ; de foyers F(—i;OJ;
2 4

Nature et éléments caractéristiques de la courbe (I') d'équation : x*> =3y

=3y x = 2[—;—} ¥; (') est la parabole de paramétre p = %; de foyers F(O;i—);

%= sommet O et de directrice y = —%.

Nature et éléments caractéristiques de Ia courbe (T") d'équation : y* +2y —x—3=0.

P +2y-x-3=0(y+1)*-1-x-3=0

= (y+1)2=2[-;—](x+4)

: X=x+4 - -
Posons {Y ‘ = soit S(—4;—1); dans le repére (S;7; /) une équation de (I') est donc :

— 2[%) X. Dans le repére (S;7; /), (') est la parabole de paramétre p =%; de foyer F G:;OJ;

e sommet S, de directrice (d) : X = —%.
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S/
L O exercer

2.8 Dans chacun des cas suivants, trouver le foyer, le paramétre, le sommet et une éque
Ia dizectrice dans le repére (031, /) de (%) .
1 W 412411 (%)) =65+ 6y+15(F W* + 4x+13=0;(Z ) — 3+ 20
| 25 O donne Ia distance d entre un point F et une droite (D), et un réel e. Choisir un =
| Wm cquation de la conique de foyer F, de directrice (D) et d'excentricité e dans ¢

! | *‘E e=1; b) d=9; e=§; C)d-_-g;g:%_
B

23 TANGENTE EN UN POINT A UNE PARABOLE

Ssesee (1) une parabole de directrice (D), de foyer F et de paramétre p; (S;7 /) us

rmé dans lequel une équation réduite de (T') est y* = 2 px et la fonction / définie =

- €. sareprésentation graphique dans le repére (S;7; /) . Soit C'y le syméss
Esapport 2 'axe focal.

g .(]*'):CfuC"f.

3 I'J un point de C,. On suppose x, # 0. Montrer que f est dérivable en X,/ c8

fon de la tangente 4 C, au point d'abscisse x, s'éerit : yy, = p(x+x,).
ue [ nlest pas dérivable en 0 et qu'une équation de la tangente & C, au point
e pent s' ecrire encore yx 0= p(x+0).

!

:g'm tout point M, (

| H=pxix)

.

o
2 ]de la parabole, une équation de la tangente est :
1]

| Activite 2

Seit “ | ume parabole de directrice (D), de foyer F et M, un point de (T"), H, son projcté
| axieponal sur (D).
’ 8 S8 que M H, = M, F puis en déduire que M, appartient 4 la médiatrice (d) de [F

2) Soit M I]tm point de (@) et I le milieu de [FH,].
! 14

—
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0

tontrer que I a pour coordonnées Yy

2

fontrer que M e (d) < 3y, = p(x +x,).

'n déduire que la médiatrice de [FH,] est la tangente a (Ien M.

2 ;
etenir

zente a une parabole
') une parabole de directrice (D), de foyer F et de paramétre p (S;7; /) un repere
bnormé dans lequel une 'zéquat:ion- réduite de (I') est y2 = 2 px. Une €quation de la tangente

e "
oint M( ﬁ]de @) est yy, = pletx,)-

o

struction d'une parabole point par point -

tat précédent fournit une méthode de construction de la -

yoints par points et des tangentes, 4 partir de sa :
e (D) et de son foyer E. | H M / |
construit l'axe focal (A) et le point K. ’ .
.place le sommet S de la parabole, qui est le milieu

_se-danne ensuite un point H sur la directrice; (D) puis on
en trait léger) la perpenchculalre a =i
D) passant par H (le point M de la parabole dont Kis I NL @
rojeté orthognnal est Heest sur cette droite). s sle F

n Trace aussi (en trait léger) la médiatrice du segment

&

pomt M est l'intersection de ces deux droites, et de plus,
tangente en M a la parabole est la médiatrice qui a servi
construire M.

(D)

-xemple

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O;7; J) . Soit (I') la courbe d'équation
¥ —4y-2x+10=0.

Vérifier que le point M(5;4) est un point de (T') .

B 4(4)— 2(5)+10=0. M(5:4) est donc un point de (T) .

':Vériﬁer que (I") est une parabole et construire (I') et la tangente & (I') en M.

X
¥’ —4y-2x+10=0< (y—2)* = 2(x—3); posons ensuite {Y jhek S(3;2).

=y—
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Dans le repére (S;Ef), (T') a pour équation Y* = 2.X; (I') est donc le parabole de sommet 8
de parametre p =1, de directrice (d) : X = —% et de foyer F [—;-, D).

Dans le repére (S;1; /), M a pour coordonnées M(2;2). Une équation de la tangente (T) en |

-

dams (S ,Z f) est donc : 2Y=1(X+2) qui s'écrit encore Y=—:12— X+1. Dans le repere (O;E 7 )2
Ia direcirice a pour équation (d) : x—3 = -% soit (d) : x = g, le foyer a pour coordonnées

[%;ZJeila tangente (T) en M pour équation y—2=%(x—3)+1 soity = %x—i-%.

_T " Rl b s _.,.._._. S T Y— ,,f_ ’ il

! | f'(d)

¥ ¥ = sy

& » - +

+ s -

§

+ ' = -
-~ o ;‘&mr. -

R -; - o

. 1 f

+ . T | 58

2.¢ Le plan est muni d'un repére orthonormé (O;7; /). Dans chacun des cas suivants um
® est donnée par une équation cartésienne. Déterminer son équation réduite et ses éles
caractéristiques; donner une équation de la tangente a ® en M, puis tracer @ et la tangs
1)y —2x—2y+3=0; M,(~1;1)
2)y=3x"+x-4 ; M,(0;,—4)
3)y* =6x+3; M,(1;3)

2

4) f4--x—y+1:0 . M,(2:0)
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2.3 REPRESENTATION PARAMETRIQUE D'UNE
PARABOLE

-~ Prendre un bon départ

) Soit (P) une parabole de paramétre p dont une équation cartésienne dans un repére est y* = 2 px.

2

Soit t un réel. Montrer que le point M[;—;t) appartient a (P).
p

3) Réciproquement, soit M(x; ) un point de (P). Montrer qu'il existe un réel ¢ tel que

“n déduire un systéme d'équation paramétriques de la parabole (P).
x=2pt° . . o

Montrer que le systéme L t e R est une autre représentation paramétrique de (P).
y=2ipt

 Déterminer de la méme maniére une représentattion paramétrique de la parabole dont une

mation cartésienne dans un repére est : x° = 2 py.

" Retenir

'ﬁile::rep;és.ent&ti’ﬂn;__par}améh‘ique de la parabole d'équation cartésienne y° = 2 px est

Une représentation paramétrique de la parabole d'équation cartésienne y* = —3x est

— 32
,teR
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: ! . i | 3
2) Une représentation paramétrique de la parabole d'€quation cartésienne = 5 ya

e—1 x:é-t
242,teRou . ,teR.
=3 y=3¢
2

3) Une représentation d'une parabole dans un repére orthonormé (O, 7, J)est:

x= —Zf“ 5 v . r - ryr
{ k. t € R; déterminer une équation réduite de cette parabole et ses €léments
q——rl

r

2
x=-2 [—i y]
. x 2 - U
garacteristiques. { Com L . Une équation réduite de cette parab
i g

8 4

1
f=——
2
donc:y’ =—

Clest la parabole est de sommet O, de paramétre p =1, de foyer F(—%,O] et de direcis

@:x=>

S’exercer

2 ¢ Donner dans chacun des cas suivants une équation paramétrique de la parabole domt
cguation reduite est donnée par :
Dx =5y - 2)x°=-7y ;3)y*=5x ;4)2y*=-3x

2.d Donner dans chacun des cas suivants une représentation paramétrique de la parabole
eguation reduite est donnée par :
:c i

1) ,teR;
V= t

1L s 2
3) {y——4r R:
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| ETUDE ANALYTIQUE DES ELLIPSES
'ET DES HYPERBOLES

3.1 EQUATION REDUITE D'UNE HYPERBOLE OU
D'UNE ELLIPSE

~Prendre un bon départ

a considere (I') une conique a centre de foyer F, d'excentricité e (e # 1), de directrice (D), les

ints A et A' les sommets de (I) situés sur l'axe focal: O le milieu de[AA’], F' et (D) les

métriques respectifs de F et (D) par rapport & O. Nous avons observé dans le lecon 1 que F'
ait un autre foyer de (I') associé a la directrice (D").

hoisissons un repére orthonormé (O;7;7) du plan tel que I'axe des abscisses soit l'axe focal

zent¢ de O vers F, et I'axe des ordonnées soit paralléle 4 la directrice (D) passant par O.

asons OF =c¢, OA = gq; alors AA'=2a et FF' = 2c.

A=bar {(F;1);(K,e)} ; AF +edK =0 OF+eOK (1+e)OA
impligue s —» « . .Dlon

A'=bar{(F-l)°(K —e)} A'F—eA'K =0 OF —eOK = (1- e)OA'

{207?’ OA 04+ e(()A oA’ A= 2004

> car O est le milieu de [AA"].
2e0K = OA OA'+ e(OA+ OA = ZOA
OF =eOd =
2en déduit que ¢ > A —>et donc e=@ =Z et OKz% =2
eOK =04 OA4 a e c
cas e <1 cas e>1
== . (D) l(-|DL —
A 1k - are focal j' o } !‘1__ o A are focal
| Q.F’a:ci OF=c¢
(D" {OAma l0A=a
e e € [ 43




"Sia—b alors , cet ensemble est un cercle.

" -

CONIQUES . Terminale ¢

X

b 4
le projeté orthogonal de M sur l'axe focal.

2) Sait M[ ] un point du plan. On rappelle que M (") < MH*=(¢> —l)m-ﬁ', ou H est

2 2

MontrcrqueMe(I‘)g:%-i- EJJ =i
a’ a' —c

3) Dans cette question on suppose que e <1; (I) est donc une ellipse.
a) Vérifierque a >c . Onpose b=+a’—c” .

2 2
b) Vérifierque M e (N < iz— +%=1 et en déduire les coordonnées des points d'intersects
a

de (I') avec I'axe des ordonnées.

e)Seitf: x> f (x)=-!-’— Vo’ —x* définie sur [~a;a], C, sareprésentation graphique
a
dans (O;F ).

Meontrer que (T') est la réunion de C et du symétrique de C '+ par rapport a l'axe focal.
d) Construire (I) pour a=3 et ¢ = 2.
4) Dans cette question on suppose que e>1; (T') est donc une hyperbole et ¢ > a, on pose b |
a) Verifierque Me (T < §+g—j=l et en déduire les coordonnées des points
dimtersection de (T') avec l'axe des ordonnées.
b) Soit f: x> f (x)=§m définie sur }-o0;—a][a, +o0[, C, sa représentation

graphigue dans (O;7; 7). Montrer que (I') est la réunion de C; et du symétrique de C, par rapg
a l'axe focal.

h ) -a? h . b —a’ :
c)f(x)+—x=—[~—————} et f(x)——x——[————} En déduire que les
g Ca\ Ny —a"—x a  a\vx’'-a* +x

g L b b . :
drostes d'équations y=——x ety =—x sont asymptotes a C, respectivement en —co et en +=
a a :

d) Construire (I') pour a =2 et ¢ =3.

‘Dans un repére orthonormé (O Ep:
Le e Ao htIs xj+
Liensemble des points M tels que —-

S




CONIQUES

* L'ensemble des points M(

cst une hyperbole.

Y

2 2

a

Terminale CetE

2

i

Ll IS et 3y X _ _
] tels que —;—bj=1-(0u _?+?=l) (@a>0cta>0)

~ = Une hyperbole est équilatére si et seulement si ses asymptotes sont perpendiculaires.
Eléments caractéristiques d'une ellipse.

O0<b<a 0<a<b
Demi distance .
eméocg 'anc__e S o
Excentricité e ¢ ¢
€= — e ==
. a b
Foyers. E(c;0) et F’(—c;0) F(0;c) et F>(0 ;)
Direcirices. (D): x= i— et (B): X — éﬁ (D)= —Cb— et (@) y—— -g—
sommets A(a;0); A’(-a;0), B(0;b); B’(0;-b)

| Allure de
| [lellipse.

B

NN
12l 1; 4 i &

K A'( Of/ﬂ. K
~——_, (D)

(D) B'

P

Kl
Bments caractéristiques d'une hyperbole
10 | X y2 5 }P
. e e
Demie distance S
focale. & .
_. e c (¢!
Excentricité. € €——
a b
Foyers. E(c;0) et F’(-¢;0) F(0;c) et F°(0 =C)

‘Directrices.

e S & e ol
(Df x == et (D) x= — (D): y = et (D) y=-—=




: Sy b
Les droites d'équations —x ety =——x
a a

==

Wle st Equilatére si et seulement si a = b. (Clest le cas ou le produit des coeff

asymptotes vaut —1.)

2 Ihyperbole équilatére vaut V2.

€ 2 un repére orthonormé (O :7: j).
IS caractéristiques de la courbe d'équation :5% +-'};— =1 .

e de centre O.

2 &> b donc l'axe focal est I'axe (Ox).
s A(3:0), A'(—3;0), B(0;2), et B(0,-2).

=33 : alors les foyers sont F(\E ;0)et F(—\/g ;0).

5
e ———.
3

- i

9./5 95
—

. _-1'_ Les directrices sont ; (D) :x = 5 et(D):ix=—

IS caractéristiques de la courbe d'équation : x* +J+4~= 155

se de centre O.

'3 & < b donc laxe focal est 'axe (0y).
fsont A(1;0), B(0;2), B'(0;-2), A'(-1;0)

-4 3 - alors les foyers sont F(O;\/g ) et F(0;— NE] )

V3

5

= e g =

=z
b




CONIQUES _ Terminale Cet E

2
b_:i.—.:ﬂ_ Les directices sont : (D) : y= ﬂ et(D):y=-
¢ KB 3 3

5
)

Nature et éléments caractéristiques de la courbe déquation : 2x* +3y* —12x+9y+24 = ()

2x*+3y* —12x+9y+24=0 C'est donc une ellipse de sommet S.
i * 24=
e ; = Ez—@ l_b I'axe focal est donc (SX).
2(x" —6x)+3(* +3y)+24=0 8 4 2
Y 9 3 V6.o) Af 6.
2| (x-3)>=9[+3 s me (B, 8 iy T es sommets sontA[ S0 01,
l:( ) ] l:(y 2] 4:' < 4
: L (o1
2 4 5
_;_E ? c=~a’-b’ :TZ; alors les foyers sont
URAETE V2 2
3 . F(z 0) tF{——Z— OJ
8 4 4 4
s 3 . _euN8 a _3\/5_
Posons ensuite 3 et 3[3; __] L'excentricité este_—;_T_ =
Y:y+_
¥ Les directri .(D): x =2
Dans le repére (S;7; ), notre courbe a es directrices sont : (D) : ST et
2 2
. : B 3\/—
pour équation 3 +—1———1. (D)X =—
8§ 4

xemple 2

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0:7: 7).

o 2
Nature et éléments caractéristiques de la courbe d'équation : il y? =1l

Clest une hyperbole de centre O. L'axe focal est (Ox).
a =3 et b=2. Les sommets sont A(3,0), A'(-3,0).

c=+/a" +b* =+/13 et donc foyers F(+/13,0) et F(~13,0)

‘Excentricité ¢ = o —\/E
a 3
32
E _ 9;{31,—3 et donc, les directrices sont (D): x = i et(D):x gf.
c

2 2
Asymptotes :y=§x ety—gx.



Sl g R =t A, R

CONIQUES Terminale

2 2
Nature et éléments caractéristiques de la courbe d'equation : — Tg + % =1

(’est une hyperbole de centre O. L'axe focal est (Oy).
a=4 et h=3. Les sommets sont A(0,3), A'(0,-3).

— Ja” + b* =5 et donc, foyers F(0,5) et F'(0,—5).

Excmtdcitée=£=§.
b 3

2 . . 6 1
s = % et donc, les directrices sont (D):y = 1? et(D):y= ——-Sé.
c

Asymptotes : y—%x ety~-%
1 ,,:T ot &léments cractéristiques de la courbe d'équation : x” —9y” —2x+36y —44 =
x —9y —2x+36y—-44=0

(17 —1-9[ ) —4y|-44=0
(x1F -1-9[(y-2)°-4]-44=0
=1y —9(-2)°=9
G2 Ly

9 1
X =X _]. 5 — - =
On pose > A et S(1;2); dans le repére (S 7> J) notre courbe a pour équation
=ypy-—
> r

&8 —1: clest donc une hyperbole. Son axe focal est I'axe (5).

a =23 et b=1. Les sommets sont A(3,0), A'(-3,0).

—~Ja* +b* =-/10 et donc, foyers F(\/ﬁ, 0) et F‘(—JE]-,O).

Excentricité e = = @-
a 3
5 :
= 9\/_ et donc, les directrices sont (D) : x = 9;/3}—0 et (D"):x 9\/_.
c

1 1
Les asymptotes sont . y = Ex ety= = X.

(extrait Baccalauréat C 2013 - Cameroun)

Exercice résolu

Dans un plan orienté et muni d'un repére orthonormé (O; i j ), on consideére les vecteurs

~ V3 - - 1-
oy =
G5 2_]661 51

1) Démontrer que (O; e; e2 est un repére orthonormé du plan.



CONIQUES Terminale CetE

Une conique (I') dans le un repére (0; E;; %) a pour équation cartésienne 13.X* +7y° + 6+/3XY =16.

2) Ferire une équation cartésienne réduite de cette conique dans le repére (0;}:;})
3) En déduire sa nature et son excentricits.

Solution

~—_ 3 43

1) ¢ -e,= 55 1 G 0 et ”El'll = "a" =1; (O; E;;E;) est donc un repére orthonormé.

2) Equation de (T) dans (O:7; 7 } Soit (x;y) et (X;¥) les cordonnées respectives d'un point M |
) £q J

e e ————

respectivement dans le repére (O;?; }) et dans le repére (O; E;;% )

) \/_“. r i \@—'
Pt Sl e
. I
~
e L
G > 2] LJ 2"1 5%

@ (B 10 B B
3) OM:JCZ"l‘y_] :x{iel 732]'1'_)!(—“— +582J—[5x+7yJ +[—-—x+—y}ez
| OnaaussiaﬁzXa+Y§; d'ot‘lX:—l—x-i-—?iy et Y=“§x+-l—y

M e(T) 13X +77 +6\3XY =16
2 2
1.3 V31 1.3 ) 3 1
Bf —x+—p | +7| —x+=y | +6V3| =3+ =3 | - X2 x1-y |=16
& (zx zy) ( 2 2“"} J_[zx 2y][ el 8

13 x2+2\/§xy+3y2) 7(3x2 —2\/513’+y2) 6\@(—\/§x2+xy*3.xy+\/§y2)
= + - =16
4 4 4
16x* + 64>
S —_— =

16

2
L'¢quation cartésienne de (I") dans le repére (O; i; ] ) est donc % +y° =1.

(I") est donc une ellipse de centre O.
Ses sommets sont les points A(2 ;0), A'(—2 ;0) B(0 ;1) et B'(0;-1).
a=2 et b=1. La demi-distance focale est c =v/a* —b* =+/3.

NE)

e c
Son excentricité ¢st e = — = 7
a




Ia courbe dont une équation catésienne est ax? + by? + cx + dy+e=0 dans le
J) du plan.
Gtaf, (+bF.
o p
8 sont tous négatifs , alors (C) est vide.
% 8 sont tous positifs, alors (C) est une ellipse
sont de signes contraires, alors (C) est une hyperbole.
| générale, (C) a pour :
point de coordonnées (—a';—b") ;

1on de (C) peut encore s'écrire

1=0,

8e8 de symétrie , les droites d'équations respectives x = —a' et y=-b';
ts, les points communs 4 la conique et aux différents axes de symétrie
focal, I' axe de symétrie sur lequel sont situés les sommets les plus distas
dans le cas d'une ellipse) ou les deux sommets pour une hyperbole.

focale est la distance entre le centre et un foyer situé sur l'axe focal

sont perpendiculaires & I'axe focal, et ne peuvent avoir des points ¢

miquc.
¢ hyperbole, les asymptotes sont constitués des points dont les coo
(c+a)  (y+b)?
o

= O(on remplace dans 1'¢quation réduite 1 par 0).

conique de centre O, dont un foyer est F et dont un sommet situé
QF

le=——ro.

Q4

£as suivants une courbe C est donnée par son équation cartésienne :

1.5 /) . Donner une équation réduite de cette courbe et ses ¢léments
iner cette courbe.

) "~y =—1; 3) 6x2+2y2—12x+8y+9:0;4) 2x" —p? =3

D'UNE AFFINITE ORTHOGONALE S
ICLE

% U D d
representation paramétrique dans un repére »”

X =acost -
2 ) ,re]—:tt;zt] . Soit C le cercle A
Jr’“_—bSInf \‘

B et C le cercle de centre O et de rayon 4.
504

Y
i
>




§ un point de lellipse & .
fontrer que M(x;y) €€ @M‘(x;é y] e&.
a

En déduire que & est l'image de ¢ par l'affinité orthogonale d'axe (O.i) et de rapport —.
a

L
Montrer que M(x; y) €C @M"(%x;y) cR,

Bn déduire que ¢ est limage de €' par l'affinité orthogonale d'axe (O, j) et de rapport %.

Retenir

e d'un cercle par une affinité orthogonale dont l'axe est un diametre du cercle est une

articulier dans un repére orthonormé (O; }) , limage du cercle de centre O et de rayon

-l

i laffinité orthogonale d'axe (Ox) et de rapport 2 ostl
ot

eden {x =acost Ly

y=.bfs_i'11t

ellipse dont une représentation

sons L'ellipse dont une représentation paramétrique est

o construit pour cela l'image du cercle de centre O et de rayon 2 par Paffinité \

sthogonale d'axe un diametre de ce cercle et de rapport % ou bien

2 construit pour cela I'image du cercle de centre O et de rayon 3 par l'affinité

swthogonale d'axe un diamétre de ce cercle et de rapport —3—

» Sexercer

£

: i ) 3 ; s x=J3C08T
onstruire l'ellipse dont une représentation paramétrique est St te ]—fu ‘,Tl‘.]
y =2sin




-~
=

mstruire un point de l'ellipse € dont une équation
4 X =acost }
fague cst .__,te }m;m | on peut procéder
y=bsint
':'_ﬂlival’]te %

st les cercles de centre O et de rayons respectifs

BRI un diamétre [AA'] du cercle ayant le plus grand |

ac demi-droite d'origine O. Elle coupe les deux cercles en M’ et en M™
S aue M est situé sur le cercle de rayon a et M" situé sur le cercle

e 3 [AA'] passant par M et la paralléle 3 [AA'] passant par M" se coups
ipse <.

IGENTE A UNE CONIQUE A CENTRE EN I
ES POINTS

“re un bon départ

T

- dont une équation cartésienne dans un repére orthonormé (O;f, ;)

; i définie par f(x) = %d a—xt et '+ sa représentation graphique dans le

: ' Ie symétrique de C, par rapport a l'axe focal.
faeE =C UC',.

] ] un point de C,.. On suppose x; # a”. Montrer que /* est dérivable en x, ctl
nj Yo

=S=imngente 4 C, en x, s'écrit —;’+}—Wi =1

:_;-.' |;1- a bz




) Montrer que six; =a’, f nlest pas dérivable en x, et quune équation de la tangente a C, au

point d'abscisse x, peut s' écrire encore —-+ o 1.

az b

=) En déduire qu'en tout point M ( ] de la parabole, une équation de la tangente est :

Yo

oit < une hyperbole dont une équation cartésienne dans un repére orthonormé (O;?, })
B ; : X
=1. Montrer en s'inspirant de l'activité précédente qu'en tout point M, ( ) }
0

e
2 2

%= l'hyperbole, la tangente a une équation de la forme
: a

o ;
D Retenir

pére orthonorme C’; J ) une équation de la tangente au point de coordonnées (x,;, ) :

5 2._

A Iellipse déquation x__{_y_ —l§esti: ——-9+ =1,
o a b

A I'hyperbole d'équation ——=—=1 est: —2—==2=1,
2 e a2 1792 @ bt
l‘hypexbole d'équation — + }b—l =l est: H" — '}g =
a’

-xemple

2 2
1) Une équation de la tangente a I' ellipse d'équation % +i’—6 =1 aupoint T [% 23 ] est:

x+ 2)\3

T =1 soit encore 4x+3 yﬁ =24,

2 2

2) Un équation de la tangente a 1' hyperbole d'équation £4— - %— =1 au point N(4;3J§ )est ¢

4x 3y\/_

T-l———l soit encore x+y—3—1.

Terminale Cet E




T E - -

Terminal e

Remarque

La tangente 4 l'hyperbole en M, est La tangente a l'ellipse en M, est -
bissectrice intérieure de langle (M, F; M,F") bissectrice extérieure de l'angle (M, F3

2

¥y
b 2 g a2
)2 7 0(0;2)

PR 0. M, (1;-1)

b)x’ =9y’ —2x+36y-44=0 M,(4;2)

- e . ro» 1 - - -r-l
Soit & &n ellipse dont une équation cartésienne dans un tepere orthonormé (0;7; 7) est —
a

1) Seses réel, montrer que le point M(acost; bsint) appartient & .

ent soit M(x; ¥) un point de €. Montrer que le point N(i;fJ appartient &
a
cesele imEonmetrique.



Terminale Cet E

QUES

. . ok ng . X =acost
in déduire qu'il existe un réel t tel que ek

y=bsint
fivité 2

£ <7 une hyperbole dont une équation cartésienne dans un repére orthonormé (O;}) est

=

2 a
+—---=1 . On pose pour tout réel cost , tE —E;— g
b 2
y=>btant
T T a -
ontrer que pour toutt € |-—;—| ,M|——;btan? | appartienta ¢ .
: 272 cost

d

Montrer que la fonction ¢

est une bijection de —E-;-,E vers R.
cost 2.2

a
Soit M(x; y) un point de ¢#(. Montrer qu'il existe ¢ € J—% : g[ tel que e cost .

y=bhbtant

2 Retenir

Squations paramétriques d'une ellipse
Dans u un repére orthonormé (0,;} une représentation paramétrique de l'ellipse d'équation

¥ . [x=acost
' {y=bsint

,t€ |-;m | plus généralement une représentation

(=% =3)

paramétrique de l'ellipse de centre Q(x,; ,) d'équation :
o

=1 est

b= s acose 4 |
b | T, | ;
Equations paramétriques d'une hyperbole |

Dans un repére orthonormé (0,?, }) une représentation paramétrique de I'hyperbole

S a
e ey S Gl X== T
déquation ———2_=Test{ " cost. < }~f-;-_:-—[..
D :
y=>btant

Exemple

1) Dans un repére orthonormé (O :i: j), une équation paramétrique de 'ellipse dont une équation

2 2 =2c0st
Tl X X
réduite est Ter—=l est { Jte[-n,m]

_vzxfgsint




b -

CONIQUES Terminale C

2) Dans un repére orthonormé (O :i: j), une représentation paramétrique de I'hyperbole de

Y 3 et T T
réduite est = +2 =1 est cost ,l€ ——;——[.
T 3 22
y=+3tant

>'exercer

©* une hyperbole dont une équation cartésienne dans un repére orthonormé (O; s

ch(t) = e+

1 0= pose pour tout réel t, e
¢ —e

sh(t) =

el (1) —sh(t) = 1.
B aue pour tout 1éel £, M (ch(z); sh(r)) appartient 3 <
& e Iz fonction £ > sh(r) est une bijection de R vers R, puis en déduire ques
maste un unique réel ¢ tel que y = bsh(z).
x=ach(?)

quc si M(x; y) € I et a> 0 alors, il existe un réel ¢ tel que
y =bsh(t)

\ x=2sin*¢ _
, t&[0;n | Démontrer que €

y =sinfcos?

ot d'équations paramétriques {

2 fon construira.

Burs facons de paramétrer une courbe.

==

ION BIFOCALE D'UNE CONIQUE A

-!,.,

> un bon départ

2 2
= S X - ” o .
pse dequation — + ;—2 =1 dans un repére orthonormé (O,.z, _}) Soit
a

4 MF + MF'=2qa}
dc c.




CONIQUES Terminale CetE

2
a

{F + MF'=eMH +eMH '=e(MH + MH ") = eHH'=eKK'=<x22 =24
a c

‘out point de l'ellipse appartient donc a (T) .
) Soit M(x; y) un point du plan. Montrons que MF + MF'=2a =X =i ’;—2 =1
a’
MF + MF ") (MF - MF )= MF* - MF " = [(x c) +y ] [(x+c)2 +y2] =—dex

IF+MF'=2a=> MF — MF"'= = :—4cx=—2ex

MF + MF' 2a
= MF =a—ex

= MF? = (a—.f.avc)2

= (Jc—c)2 +y? =a® —2aex—e*x*

= (l—ez)+y2 =b* car ec=aeta®-b*=¢
gy
+

X
a2

F+ MF'=2a & \/(x-cf +y° +\/(x+(;)2+y2 =2a

= =1

<

o (x=c)f +7* +(x+c) 17 +2)(x—c) + 1y (x +cf +)? =4a?
— \/(Jc—c)2 +y° \/(x+c)2 +y* =2a"-x"—y* - c?
<= ((Jc—c)2 +y2X(Jc+c)2 +y?‘)=(2az—Jucz—yz—c;")2 et 2a* —x* Hyz—cz >0

< (x2 +y" +c’ —2(:1:)(x2 +y? +¢? +2ax)= (2::;:2 e T )2

et2a’—x*-y*—c*20
F+ MF'=2a < —4c’x” = —4a’ (Jnc2 +y° +c2)+4a4et 2a° —x*—y*=c* 20

& (a:2 —cz)a:2 +a’y’ =a’ (a2 —cz) et2a’ —x'—y* —c* 20

y . 2 2 2 g
@a2+_2 1 eex"+y <a +b
AW
= —+=5=1
a* b

gtivité 2

2 2

it <H Thyperbole d'équation z—z —:;—2 =1 dans un repére orthonormé (O;}:,}:
it (T) = {M < Plan/|MF — MF '|=2a}

Soit M un point de ¢ .

M est situé sur la branche de ¢ la plus proche de F.:




e e —_—

CONIQUES

Ona:MF'- MF =eMH'-eMH = e(MH '- MH") = eHH '= KK '= £ x 2% — 24

S1 M est situé sur la branche de % 1a plus proche de F', on a :

Ona: MF

Dans tous les cas on a |MF — MF ', =2a.,

2 2
2) Soit M(x; ) un point du plan. Montrer que |[MF - MF{=2a=2 ¥ _1
a

Définition bifocale d'une ellipse
Soient B et F' deux points distinets du plan ; @ un réel strictement positif.
Soit & 'ensemble des points M du plan tels que MF + MF'=2g.
«Si FF'>2qg alors e =0,
«SiFF'=
» Si BF"< 24 alors ¢ est l'ellipse de foyers F et F', dont la distance entre le centre of un ¢
Sommets situes sur I'axe focal est a. :
Définition bifocale d'une hyperbole
Scm E et F' deux points distinets du plan : @ un réel strictement positif.
Soit <2 lensemble des points M du plan tels que |M# —MF 1=2a.
. &FF‘ <24 alors ¢H =
“SiFF—

1) Déterminons une équation de l'ensemble (E) des points M tels que : MF + MF'=10.
Seit S le milieu de [FF'] on a S(1;2) ; FF=6 :

FF'<10,

sommet de laxe (FF") est ¢ = E=5;

La distance foeale est 2¢ = 6; d'owl ¢ = 3. Dans le repére (S 7 ;) , une équation réduite de

~MF'=eMH —eMH "= e(MH - MH ") = eHH ' = eKK'= S x 2% = 24

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O;}:; }) on donne les points F(—2 ;2) et F'(4 2N

-—,—+EZ—=I, avecc’ =a”~p* ;donb*=a’>~c* =16,

T —

Terminale €

2

a c

2

a C

b2

2a alors ¢ est le segment[FFT].

2a alors <A est la droite (FF') privée de [FF.

E est donc une ellipse de foyers F et F' et dont la distance entre Je cenire est un
10




Terminale Cec E

2 2
Une équation réduite de (E) est donc % + {_6 =1. Dans le repere (O; i ) ; une équation de

=1y (-2f
s'écrit : o =1 soit 16x* +25y” —32x—100y —284 =0,
2) Déterminons unc ¢quation de I'ensemble ¢ des point M tels que [MF — MF |=4.
FF'>4, H est donc une hyperbole de foyers F et F'.

La demi distance focale estc =3, c* =a* —b*; dou b’ =c* —a* =9—-4 =5,

2 2 2 2

ol ; g LTS ; x

Dans le repére (S; 57 } une €quation réduite de € est donc — t—5=1soit ——-—=1.
- a

Dans le repére (O;_z:; }) cette équation s'écrit : 5x° —4y* —10x+16y—31=0.

ibade i CONSTRUCTION D'UNE ELLIPSE

La définition bifocale MF + MF' = 24 fournit la construction du jardinier. On veut planter un
parterre de fleurs de forme elliptique et d'abord le dessiner au sol. On plante deux pieux,
Sstants l'un de l'autre de 2¢, puis on attache & chacun des deux pieux une corde de longueur 2a
“ 2c. A l'aide d'un troisiéme baton, on tend la corde et on déplace ce baton, la corde restant

P iendue. Dans son déplacement, ce baton dessine sur le sol une ellipse de foyers les deux pieux
& de grand axe 2a.

» S'exercer

= F et F' sont deux point du plan tels FF' = 3. Déterminer dans une repére convenablement
wisi, l'ensemble des points M du plan tels : a) MF + MF'=8 ; b) | MF ~ MF | =2

¥ traitera les cas : (FF) est paralléle aux axes du repére et (FF') non paralléle aux axes du
pErc).




CONIGUES

"ENTRAINER

Dans ehacun des exercices 1 a 4 suivants,
indigues I fies) réponses exactes.

e plan &St muni d'un repére orthonormal
(O;TH)-

©

1.a parabele {P) a pour équation y2 =—Jx+1.
Son axe foeal et I'axe des abscisses.

;;

(1) Son sommet est S[ 1 0).
(i) Son foyer est F(-%:O).

(111) S&@esinee est (D) d'équation x =1.
(1v) Sonexeentrciie cst ¢ = 1.

= 2

I 'ellipse (E) & pour equation x” + % =1L
(1) Son axe foeal est I'axe des abscisses.
(i1) Son exeentrcite est ¢ = %_3—

(i) F(J_i;o)'m son foyer.
(iv) La &mtc d€quation x = 5‘-'3—\@ est une de ses
© _

L'hiyperbole (H) a pour équation 4x* — 3> =1.
(1) Son excentricité est ?5

(11) F(JE;O) est un de ses foyers.
(111) 2 droite d'€quation y = 2x est une de ses
asympiotes.

(iv) La droite d'équation y = 2/ est une de ses

Terminale

['axe des abscisses est un axe de svine
de (H).

?;pon'dre par vrai ou faux
La courbe d'équation x> — 47 + 2x =0
i- est une ellipse.

it- est une hyperbole.

iii - a pour centre le point Q(—1;2)-
iv- a pour axe focal la droite d'équatie

V- 2 POUT EXCENtricité /5.

©

Trouver le foyer et la directrice de la
d'€quation donnée.
@)yt =4x+2y+11.
b) y* =—6x+6y+15.
c)x* +4y+13=0.

Méme question qu'au n°S.

1,
V=
4

5 —5% e 9
¥ =6x+3!
¥ =—4x+1.

e
Y 5 :

¥ =2y—x—2=0.

L 7]
On donne la distance d entre un point
droite (D), et un réel e strictement pos
Choisir un repére et trouver une équatis
de la conique de foyer F, de directrice i8
diexcenfricité eld =4 e=1.



Terminale Cet E

19

Dans chacun des cas suivants, la courbe (€)

e

est donnée par une €quation cartésienne.

Déterminer 1'équation réduite de la courbe
(C) et dessiner cette courbe.

a)x? —4y* =9,

b) 4x> — 9% =1.

> 992 —4x? — 1,
5 un repere orthonormé (O;7;7), trouver )2 | % y
\Equation de la parabole de foyer F et de d) 16x" +3y~ =48,
sctrice (D). e)x" +2x=2y.
) (D):x=1. : CoE
#): (D): x=3. £)3x° +2x+3y -6y =0.
Qi:(DgF‘?-l g) 4(x+x)° —25(p—-2)* =1.
RS h) 9(x—2)> ~16(y+1)* +1=0.

S les exercices suivants le plan est i) 2y +3x> =0.
orté a un repére orthonormé (0;i7) .

Méme question qu'a l'exercice précédent.
a)x’ +4y° —dx+8y—17=0.
b)x* —9y* —2x-+36y —44 =0,

(
Il

JATION REDUITE D'UNE CONIQUE.

lerminer les éléments caractéristiques des 0) X"+ —x+2y+1=0.
2

X
dy = =0
)4 ¥y

iques dont une équation dans le repére
\i; 7) st la suivante.
Y €)Y +2x—2y+3=0.

P

£ 3% +2y° 18y +2=0.

Pour les exercices 12 et 13 suivants, une droite
(D) est donnée et un point F n'appartenant pas
a (D). construire cinq points de la conmique de
foyer F, de directrice (D) et d'excentricité e.
ge =4 5§ e=s
@‘

1 1 3
a)e 5 )e ; c)e >

Démontrer que la courbe d'équation
4y"= |9x"— 36x| est la réunion de deux coniques
que I’on construira.
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CONIQUES

15

On deésigne par (H) et (E) les ensembles des

points M dont les coordonnées (x; y) vérifient

E) =4 93" +8x+54y—113=0.

B): 16x" +93° +32x— 54y —47 =0.

1) Détermumer les équations réduites de (H)
et (E). Bn éeduire la nature de ces courbes.
2) Determiner les €léments caractéristiques de
ces deux eourbes.

3) Les eomsiruire sur un méme graphique.
%&rm gue le précédent avec :
(H): 165 — 25y ~96x—256=0.

(B): 16x = 253" +96x—256=0.

En deduise 8 Sanstruction de la courbe (C)
d'équation

416 | =E Y+ 06x — 256 = 0.

?ﬂ considese fensemble (I') des points M
dont les eeardonnces (x; y)vérifient

A

Y Sy

16

Démontrer gue (1) est 1a réunion de deux

conigues. Construire (T') .

@‘

Trouves Fensemble des points M dont les
coordennées (x: ) vérifient :

16x —T2x y +81y* =1.

Trouver I'emsemble des points M dont les
coordonnées (x; y) vérifient - x | x| +4y| y|=1.
PARAMETRAGE D'UNE CONIQUE.

Pour les exercices de 20 4 21 préciser

I'ensemble des points M dont les coordonnées
(x:3) vérfient :

que l'on construira.

erm-_ina:ig 3

y=2e —e?)
== A
b) ¥ (e. S ), eR:
yzef_et
="
X = >
c) S R
{
v:
T I
21
[x=sint % —c0s20
a) 1x T ,teR; b){ " ]
Y =C€08 20 ¥ =sinzcose

22

Soit (C) la courbe d'équations parames

e
x—sm[z] ,teR.

Y= COS{
En exprimant cost en fonetion de sin

montrer que (€) est une portion d'ume
que l'on consfruira.
@4\
Soit (C) la ceurbe d'équations param
x=3sinz—1 .
- ,t€[0:27[. Démontres
y=4cost+2 i
est une ellipse que l'on construira. |
24
Soit (C) la courbe d'équations paras

( 3[ 1]
X=—it+t=
2 t
<

Démontrer que (C) est une portios




RIES

& courbe d'équations paramétriques

f! 7 E[O;E}.
) 4

an 2t
er que (C) est une portion d'hyperbole
construira.

RES COMPLEXES ET CONIQUES

& lensemble des points M dont l'affixe

e [z 22+1=3 |z+z].

mombre complexe z on associe le nombre
exc 7 tel que Z =z° —(9—2i)z+26.
uner l'ensemble (I, ) des points M tels
Boit réel. Préciser sa nature et ses

ats caractéristiques.

mminer l'ensemble (I',) des points M

e Z soit nul ou imaginaire pur.

Be7 sa nature et ses €léments

Reristiques.

pastruire (T')) et(T", ) sur le méme graphique
seiser les coordonnées de leurs points
cition.

ut point M du plan d'affixe z on associe
pint M! dlaffixe Z tel que
13+20)z+3iz—1.

semontrer que I'ensemble (I') des points M
que O, M et M' soient alignés est une
Bque.

cterminer la nature de (I) et ses €léments

facteristiques.

Terminale C et E _ .

@

Gi= Ay
On pose z= un nombre complexe

Z+4—1
différent de —4+i.
l)Démontrer que l'ensemble (I) des points M

tels que z soit imaginaire pur est une partie
d'une conique (E).
2) Determiner la nature de (E) et ses éléments

caracteristiques.

50

Déterminer ['ensemble () des points M
dlaffixe z = x +iy vérifiant :

argz +arg(z—1)= 2k + I)% et justifier que

(') est contenue dans une hyperbole, puis
construire (I') en rouge.

FAMILLE DE CONIQUES.

31)

Dans le plan muni d'un repére orthonormé
(O J), on définit la famille de courbes
(C,) déquation : (m+1)x* —(m—1)y* —8=0
ou /m est un nombre reel.

1) Btudier suivant les valeurs de m la nature

de la courbe (C ).

2) Tracer sur le méme graphique les courbes
(C); (C,). (€ et (C,):
32

Dans e plan muni d'un repere orthonormé
(O:7; j), on définit la famille de courbes

(C ) d'équation :

(m—2)x*—y" —2(m+3)x+5m=0

ou m est un nombre réel.

1) Déterminer m pour que (€ ) soit une
parabole. Préciser dans ce cas son foyer

et son excentricité.

2) Déterminer m pour que (€, ) soit une

hyperbole équilatere.



CONIQUES

Tracer cette hyperbole.

3) Btudier suivant les valeurs de m la nature
de la courbe (C,).

IMAGE D'UNE CONIQUE PAR UNE
TRANSFORMATION

%&ns le plan muni d'un repére orthonormsé
(031 7), unité : 4em . Soit A le point de
coordonnées (—1:0). Soit f'la fonction définie
&
=07

1) Etudier les variations de f et tracer sa courbe

de l'intervalle [-1:1] vers R par f(x) =

représentative (S, ). Préciser les tangentes ou
demi-tangentes aux points A et O.

2) Soit (S, ) I'mage de (S,) par la symétrie
orthogonale par rapport 3 l'axe des abscisses.
Donner une équation de (S,).

3) Vérifier que (S)=(S, )u (S,) aune
équation ¥ — y* x|~ |x|—1=0. Tracer (S).

@,

Soit (E) l'ellipse d'équation 4x* + 1? =36 et
les poiats A(3;0)et B(0:6). Soit M un point
de (E) et M' Isobarycentre de A, B et M.

1) Démontrer que M' est limage de M par
une transtormation que l'on précisera.

2)En déduire une équation de l'ensemble (E)
des points M' lorsque M décrit (E).

3)Tracer (E) et (E) dans le méme graphique.
35

Soit (H) Ihyperbole d'équation

—x* +4y° =16.

1) Déterminer une équation de (H'), image

de (H) par la rotation de centre O et d'angle %

2) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de (H).
3) Tracer (H) et (H') dans le méme graphs

DEFINITION BIFOCALE D'UNE COMI
.@

Un jardinier souhaite créer un parterre e
forme elliptique dont la grande dimensie
20 m et la plus petite 10 m. Pour cela il 8
deux piquets fixes M et P dans le sol au
il attache les deux bouts dlune ficelle
d'une certaine longueur. Il tend cette
par un piquet mobile R qu'il garde tous
vertical tout en le déplacant de telle ::
la corde reste bien tendue. Justifier pes
piquet R décrit de cette fagon une
ellipse.Comment faut-il choisir la distas
entre les piquets fixes et la longuenr i
ficelle pour obtenir I'ellipse souhaitée &

37
Solent A et B deux points fixes avec
AB = 8. Déterminer la nature, donme
€quation cartésienne et une cquatlm
des lieux suivants puis les constrire:

S = {Mtel que MA +MB = 10} :
T= {Mtel que |MA-MB| =43

TANGENTES A UNE CONIE

Déterminer les equations des tange

l'ellipse d'équation 9x"+ 16)" — I
d'abscisse 2 et aux points d'ordomng

39
Soit l'elhpse d'€quation cartésie
4x*+ 9= 36 . Déterminer Ias &g
fangentes a cette ellipse pa
P(4;0) ainsi que les coordo née
points de contact.

a1
Smt L hyperbole d'équation ca& '
X dy —4=0" Déterminer le
tangentes 4 cette hyperbole pa
point P(1;1). Faire une figure.



Chapitre 17

CALCULS DES
PROBABILITES

LECON 1| RESOLUTION DE QUELQUES
PROBLEMES DE DENOMBREMENT

1.1 UTILISATION DES DIAGRAMMES ET DES TABLEAUX.
1.2 ARBRES DE CHOIX : NOTION DE LISTES

LECON 24 PROBABILITE D'UN EVENEMENT

2.1 INTRODUCTION DE LA PROBABILITE D'UN EVENEMENT
2.1.1 Vaocabulaire en probabilité.
2.1.2 Probabilité d'un événement.

2.2 QUELQUES PROPRIETES DE LA FONCTION “PROBABILITE”
2.3 PROBABILITES CONDITIONNELLES

LECON 3] VARIABLES ALEATOIRES.

3.1 PRESENTATION

3.2 LOI DE PROBABILITE ET FONCTIONS ASSOCIEES A UNE VARIABLE ALEATOIRE

3.3 FONCTION DE REPARTITION D'UNE VARIABLE ALEATOIRE
3.4 EPREUVES REPETEES DE BERNOULLL
3.4.1 Présentation.

3.4.2 Espérance mathématique et variance de la variable aléatoire
associée 2 une épreuve répétée de Bernoulli.
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Terminale

LECON 1/ RESOLUTION DE QUELQUES _
'PROBLEMES DE DENOMBREMENT

AUTILISATION DES DIAGRAMMES ET DES
BABLEAUX.

'are un bon départ ]

izite faire une promotion sur des lampes de burcau et des lampes de salc 5
B trois couleurs : blanche, noire oy rouge.
Bmpes. 25 % sont des lampes de salon ; 30 % des lampes sont blanches ; 608
m elles, 20 % sont des lampes de salon. Le quart des lampes noires sont des

o les données de cet énoncé dans un diagramme de " CARROLL ",
mombre de lampes noires.
# %2 mombre de lampes de burcau ayant la couleur blanche .

e d'individus, 45 aiment le cinéma, 30 le sport, 10 4 la fois le cinéma et I¢
% mi le cinéma, ni le sport. Calculer le nombre total d'individus.
W des relevés des notes d'un jury de baccalauréat littéraire comptant 108

peSsents a donné les informations suivantes -
B &1 la moyenne en anglais, 25 en deuxiéme langue vivante et 26 en

5 ont eu la moyenne dans les trois matieres, 6 en maths et en deuxidme a8
WSS ot en anglais, 10 en anglais et en deuxiéme langue.
sssmamme pour illustrer la situation décrite dans I'énoncé précédent. |

& mombre de candidats n'ayant pas cu la moyenne ¢n anglais, en mathémat:
gue vivante.

SSEnément une piéce de monnaie et un dé cubique dont les faces portent
snumeros 1;2 ;3 ;... :6. Onreléve 3 la face supérieure de la pi€ce de mm
= face supérieure du dé apparu. Donner le nombre total des résultats éven
Bce parlementaire, les 180 députés qui constituent la chambre doivent Se
sssmcnt de leurs chapelles politiques.

mbre de poignées de mains qu'un député pris au hasard doit passer ave

mbre total de poignées que doivent se donner tous ces députés.

.520)




"ROBABILITES Terminale CetE

2 Retenir |

-

= Pour résoudre certains problemes de dénombrement, on peut utiliser les tableaux, les
diagrammes ou les arbres.

Réunion de AetB | Intersection |Complémentaire de A dans| A et B sont
deAetB E est noté 4 ou C4 disjoints ANB=0
AMB

Card (A B)=Card(A4)+ Card(B)-Card(A B) ;

Card(A)+ Card(4) =Card(E).

On utilise un tableau 4 double entrée dans le cas oti on veut avoir un résultat composé de
deux éléments appartenant respectivement a deux ensembles.

AxB est l'ensemble des éléments (@ ;h) otia € AetbeB.

Cor(4Ax B)=Card(A4)x Card(B)

xem ple

‘fuit amis vont a une soirée et devraient étre normalement accompagnés chacun de son
Epouse. A la derniére minute, une des femmes est indisponible et ne peut accompagner son
mari & cette soirée. A l'ouverture de la soirée dansante, ils forment des couples (composés
un homme et d'une femme) pour danser.

Combien de possibilités a-t-on de former des couples ?

Combien de possibilités a-t-on de former des couples tels qu'aucun homme ne danse avec sa
femme 7
Selution.

Un couple est un élément de HXF ou H est I'ensemble des hommes et F celui des femmes.
“ard(H X F) =8 x 7 = 56.

ya 56-7=49 possibilités de former un couple dont I'homme n'est pas le mari de la femme.
Un devrait avoir ces résultats a partir d'un tableau a double entrées dont une entrée est formée
fes hommes et une autre des femmes.

& S'exercer]

a2 Oninterroge 50 enfants & propos du sport qu'ils pratiquent. 25 enfants pratiquent le football, 22
ftennis et 16 le basketball. 5 pratiquent les trois sports; 12 pratiquent le football et le basketball, 8
patiquent le tennis et le football, 7 pratiquent le tennis et le basketball.
sut-on affirmer que chacun de ces enfants pratique au moins un de ces trois sports ?
erminer le nombre d'enfants

(521)




e T .

R T T M I e o W R T W T T T T W =TT TR

PROBABILITES Terminale C

a) qui pratiquent uniquement le football ;

b) qui ne pratiquent pas le football ;

c) qui pratiquent le tennis et le basketball, mais ne pratiquent pas le football ;
d) qui pratiquent uniquement le tennis, uniquement le basketball.

1.b Dans un camp de vacances hébergeant 80 personnes, 55 personnes aiment la lecture , 33
voyages et 16 n'aiment aucun des deux loisirs. Combien de personnes aiment-ils a la fois Ie
voyage et Ia lecture ?

LZARBRES DE CHOIX : NOTION DE LISTES

Prendre un bon départ J

1. Un buffel est composé de trois entrées , de 5 résistances ct de 4 desserts.
Combien de plats différents comportant une entrée, une résistance et un dessert peut-on
comstileer & partir de ce buffet ?
2 Ihhmwmx sont au départ d'une course .
B S amiSresse aux quatre premiers chevaux ayant franchi la ligne d'arrivée.
"'f'_'"'-h nombre total possible de quartés dans I'ordre a l'issue de cette course.

b) m&: nombre possible de quartés dans l'ordre comportant le cheval numéro «11%

3 L= sac comuient 10 boules indiscernables au toucher numérotées de 1 4 10, dont 4 ro ,__«"
O elesiue guatre tirages successifs d'un jeton, en remettant chaque fois le jeton tiré dam
FEm &= fm=ee suivant.
Calomier fe mombre de résultats possibles.
(i) B memer le nombre total de résultats lorsque le jeton tiré n'est plus remis dans le sac.

b. m:ment 4 jetons de ce sac. Calculer le nombre total de résultats possibles.
41',!*-*

wsemble non vide ayant n éléments ; p un entier naturel non nul .
& ou p-uplet d'¢léments de E un élément de l'ensemble
- E; soit une famille (m, 7,,..7, ) déléments de E.

e p-listes de E est n”.

S nen! dep (p <n)éléments de E est une p-listes d'éléments distints de E ,
amille (n, 5 nz,...np) d'¢léments de E. Le nombre d'arrangements

B -
pEEmenisde E st : nx(n—Dx.x(n—p+1)=

— =
P facteur

(n— p)'

. Ce nombre est noté 4

o



JABILITES

bar convention 4. = 1.
permutation d'éléments de E est un arrangement de n €léments de E, si cardE=n.
= nombre de permutations d'¢éléments d'un ensemble ayant n €lément est ...
> combinaison de p éléments pris parmi n éléments d'un ensemble E (0 < p<n) estune

fic 4 p ¢léments de E; {n,,nz,....np }, n,eEetcardE=n

o % o - n! b
s nombre de combinaisons de p éléments parmi n est : ————— ce nombre est noté C;.

(n—p)'p!
nl AP

. @p)ip! p!
s S e & o e K e

sthode de dénombrement

Comment dénombrer les tirages de p éléménts
d'un ensemble E fini a # éléments.

Le nombre de tirages

Conditions possibles est : Exempleasuel
J
i Les p ¢léments nesont |Te nombre de p listes d'un Tirage successif avec
P>1 jpas necessairement tous | ensemble E & # éléments soit #” | remise de p objets
= distincts mais sont parmi 7.
ordonnés.
Les p léments sont zem],lll:re : - gementzl Tirage successif sans
P<n |tous distincts et ¢ p cloment dun ensemble Lo ice de p objets
| ordonnés. : n! |parmin
E 4 n éléments soit A?= P :
(n—p)!
Le nombre de permutations | Apg . :
A : gramme d'un mot
T %es g'e‘?mfmi sont | deg éléments d'un ensemble | formé de 7 letires
ous distincts e

E a n ¢1éments.Soit: ! L AT
ordonnés. toutes distinctes.

[ e nombre de combinaisons de pj

L ements ¢ Tirages simultanés
2 e clément d'un ensemble E a n de p objets parmi n
P<y |tousdistincts et non

dobin n! objets.
DICORNGS: tléments soit CP= ————
pl(n—p)
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Savoir quand additionner ou multiplier

-~ T

Terminale

Présentation

Opération

Addition .
card (4 4y) =cardd +carddy ~card(4,0.4)
=cardA, +cardd, si4 N4, =2.

Multiplication

card (4 < A x..x 4, )=
card4, xeardd, X...cardA,
card(E") = (cardE)’

fois de suite

| '1_adans sa garde-robe 2 jupes, 3 chemisiers et 2 vestes. Elle choisit au hasam

gmmsier et une veste. Enumerer (a l'aide d'un arbre),puis dénombrer les diffess

sment de la femme.

wemporte deux lettres distinctes de l'alphabet frangais , suivies d'un chiffre non s

gut-on former de co

des distincts ?

s : choix de la premiére lettre, de la deuxiéme, puis du chiffre offrent
26, 25 et 9 possibilités a chaque étape. Le nombre cherché est done 26 *

gaistinets.




SABILITES Termimale Cet E

goncé 3:
Au loto sportif, on coche I'une des trois cases| 2 | pour chacun des 18 matches
Hectionnés.
scnombrer les grilles distinctes.
| Combien y a-t-il de numéros de téléphone & 8 chiffres commengant chacun par 9 ?

plution :

Il y en a autant que de 18-listes de l'ensemble {1 ; N ; 2}

it 3° =387 420 489

Les 7 numéros qui suivent sont des 7-listes de 'ensemble {0;1;...;9}.Illyena
I = 10 000 000.

Enoncé 4:
1) Une course de chevaux comporte 20 partants. Combien peut-il y avoir de résultats

possibles de tiercés dans 1'ordre ?
2} De combien de fagons peut-on faire asseoir 7 personnes sur 7 chaises ?
) Combien de mots (ayant un sens ou non) de 5 lettres distinctes peut-on écrire en utilisant

s lettres de 'alphabet frangais ?
&) Une urne contient 10 boules numérotées respectivement 1, ... , 10. On en tire
juccessivement trois sans remise. Combien de possibilités différentes peut-on obtenir ?

plution :
'Soit E I'ensemble des numéros des chevaux. On a Card(E) = 20. Un tiercé correspond & un

grangement de 3 €léments de E, il yen a A, = 6840.

2) Désignons par p,, p,, ..., p, les 7 personnes et posons E = {p,, p, ..., P, }. Une répartition
peut se voir comme un arrangement des 7 ¢léments de E c'est-a-dire une permutation de E,
lyena7!=5040.

) A,

8 A

Enoncé S:

On tire au hasard 6 boules parmi 49. Combien de tirages possibles (on ne tient pas compte
in numéro complémentaire) peut-on avoir?
2) Dans un jeu de 32 cartes, on choisit 5 cartes au hasard (I’ensemble de ces 5 cartes
Fappellent une "main").
2) Nombre de mains au total
D) Nombre de mains qui contiennent exactement 3 as
£) Nombre de mains qui contiennent au moins 3 as :
3) Nombre de comités de 3 personnes que 1'on peut élire dans une assemblée de 20 personnes.
Solution :
1) C'est le nombre de facons de choisir 6 objets parmi 49, soit
E.— £=13 983 816.

643!
32!

2) a) Nombre de mains au total : C2,= e 201 376

>
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b) Nombre de mains qui contiennent exactement 3 as : Ie nombre de fagons de choisir 3 as

parmi 4 est C,

le nombre de fagons de choisir 2 cartes parmi 28 "ou il n'ya aucun as" est :
€2 On applique le principe multiplicatif car on prend une main de 3 as et une main de des
i cartes «non as». C3xC2, =1 512
4) Nombre de mains qui contiennent au moins 3 as :
@G < C, =1540
3) C2,=1140.

| I.e Une série de dix afﬁrmatlons est proposee 4 un candidat a un concours. Le candidat
| répondse par " oui " ou "non " d une affirmation. Combien de réponses différentes peut-it
i donner a de cette intérrogation ?

.‘_. |4 Un park antomobile a 20 parkings. De combien de possibilités peut-on disposer 14 vos
dans ce park ?

1.€ D= tire an hasard une main de 6 cartes d'un jeu de 32 cartes.
(1)Dommer Ie nombre de mains possibles.

(31)Donner le nombre de mains ayant exactement deux piques.

j (31)Desner Ic nombre de mains ayant les quatre " as ",

(7w Donner le nombre de mains ayant au moins deux tréfles.

! ¥ Hust athletes prennent le départ d'une course et franchissent tous la ligne d'arrivée ;

Calculer fe nombre de classements possibles a 'issue de cette course en supposant qu'il n'y
d'ex acguo.

' & B utilisant un arbre de choix, déterminer le nombre de parties qu'on peut former avec 4

e =

' 8 On lance cing fois de suite une piéce de monnaie. Donner le nombre de résultats possit
Fissiedes ces lancers. '

Calculer le nombre de résultats possibles ayant trois fois " pile ".
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SECON 2 PROBABILITE D'UN EVENEMENT

; _ ”on de la situation proposée pour effectuer le
1 de probabﬂlté de la réalisation d’un événement d’une & épreuve aléatoire.

2.1 INTRODUCTION DE LA PROBABILITE D'UN
EVENEMENT

2.1.1 Vocabulaire en probabilité.
-2 Prendre un bon départ ]

On lance un dé parfaitement équilibré a six faces numérotées de 1 a 6 et on note le nombre
apparu sur la face supérieure du dé.

) a) Peut-on &tre fix¢ sur le résultat avant que le dé ne se stabilise complétement ? Une telle
sxpérience est dite aléatoire.

2) Citer trois exemples d'expériences aléatoires dans la vie courante ?
=) Donner l'ensemble Q0 des résultats possibles.
3) Donner les résultats qui sont favorables aux contraintes suivantes :

: «Le chiffre obtenu est pair » ; B : « Le chiffre obtenu est inférieur a 5 » ;
_: « Le chiffre obtenu est supérieur ou égala 5» ;

Retei‘r

Jne expérience ou épreuve aléatoire , est une expérience dont on ignore le résultat & obtenir
ivant que l'expérience ne soit totalement réalisée ou faite.

o résultart possible a lissue d'une expérience est appelée une éventualité liée A cette expérience

Lunivers associ€ a une expérience aléatoire est l'ensemble formé de toutes les éventualités de
fette expérience.

Un événement dune expérience aléatoire est une partie de Iunivers.

‘n événement A est réalisé si le résultat obtenu a l'issue de l'expérience est une éventualité de A
L'événement certain d'une expérience aléatoire est son univers.

~Evénement impossible est 'événement qui n'est pas réalisé 2 l'issue de l'expérience
i Ie note & ou{ }.

on cvénement €lémentaire est un événement formé d'une unique éventualité de I'épreuve
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» On dit gue A est inclus dans B et on note A < B, si toutes les éventualités qui réalisent
A, réalisent auss1 B.

« On note par A "B l'ensemble des éventualités qui réalisent a la fois A et B.
« On note par A U B l'ensemble des éventualités qui réalisent A ou B .

« On dit gue A et B sont deux événements incompatibles siAnB =,

- On dit gue A et B sont deux événements contraires si B est I'ensemble des eventuahtes de

I'univers gui ne réalisent pas A. Onnote B=4 ou B= c
- Demx événements sont indépendants si la réalisation de I'un n'est pas liée ou conditionnée
par&ih Tautre.

= On lance ume fois un dé et on s'intéresse au numero sur la face supéneure du dé .L'univers

S -4 - 5 6} ‘
« (h__-u nombre pair » est un événement. Il est réalisé par les éventualités 2,4 et 6. On#
A=1248 B={1;3;5} .A et B sont incompatibles.
« Obtenss un nombre 3 deux chiffres » est un événement impossible car il n'est réalisé par
anoume des ewentualités « obtenir le chiffre 7 » est aussi impossible
« Obtemsr sn nombre inférieur a 10 » est un événement certain.
« obtessr um mombre premier et pair » n'est satisfait que par I'éventualité 2. C'est donc un
cvenemment Slementaire.
Si om lamoe deux des, alors les résultats obtenus sur chacun de ces dés sont mdependants =
Fewamole & on cifectue deux tlrages successifs sans remise des objets, le premier tlrage
m& second tirage puisque la configuration des objets est modifiée d'un t1rage a 1'aulg
g, I mnivers est toujours liéal’ expenence aléatoire, et n’est connu qu’a I’issue d&
m& realisation de 1’expérience a partir des données.
Tout & =2 pas necessairement 6 faces ;les faces d'un dé peuvent porter d'autres numéros &
dehees 8= penx gu'on connait d'un dé usuel.
=0n lance un dé et on s'intéresse a la parité du nombre obtenu : Q = {1,2,3,4,5,6}.
= dence une picce de monnaie : Q= {P; F}
= lance deux fois de suite une piece de monnaie : Q = {PP ; PF ; FP ; FF}={PF}>
= U lance deux dés et on s'intéresse a la somme des numéros obtenus .
B = 1254561x{1,2,3,4,5,6)={(LD,(L,L3LALILE), 2,1)......(6,6)} .cardGE
Aﬁn—g »: A={(1,1), (2,1)} cardA=2.

220nue mltanement et au hasard 4 }etons d’un sac opaque contenant 32 jetons
massecmmables au toucher , numérotés de 1 a 32.

Sest £ Pumsvers associé A cette épreuve. Calculer CardQ.
S0 ISucmement A : « tirer exactement trois jetons dont les numéros sont inférieurs ou égam

h.m Card(A).

des jetons ayant des nombres de méme parité.» Calculer card(B).

P520)
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2.1.2 Probabilité d'un événement.
~Prendre un bon départ ]

On lance un dé parfaitement équilibré 3 six faces numérotées de 1 4 6 et on reléve le nombre
figurant sur la face supérieure du dé.

2) Quel est le nombre total de possibilités ?

) Avec l'univers Q li€ & cette épreuve, on vient de constituer une population statistique et un
cvénement est assimilé a une modalité. Désignons par p(E) la fréquence de réalisation de
'événement E .

{1).Donner comme en statistique le mode de calcul de p(E) sachant que 1’éffectif de la modalité
A est cardA.

B : « le numéro obtenu est inférieur 4 4 »

A @ « le numéro obtenu est impair et divise 10 »

1i).Mettre sous forme de fractions irréductibles, p(A); p(B), p(AmB),

B(AUB), p(A), p(Q), p(D).

) Retenir

Soit une expérience aléatoire dont l'univers est fini et est noté Q.
" En supposant que tous les résultats ont la méme chance d'étre obtenus ou encore que le poids
- d'un événement ne dépend que de l'effectif des éventualités qui le réalisent, sa fréquence de
realisation est encore appelée « probablité de sa réalisation ».

S1 p(A) désigne la probabilité¢ de réalisation de 1'événement A,
' Card(A)
Card(Q)
(@) =1etp(¢)=0

alors p(A)=

Remarque

¢ On reconnait qu'il y a équiprobabilité par I'emploi des expressions telles que : « parfaitement
équilibré» ; «non truquée» ; «indiscernables au toucher» ; «au hasard» ...

* Pour dénombrer les cas favorables ou les cas possibles, on peut utiliser des arbres , des
tableaux ou des diagrammes .

* Si une €ventualité peut étre obtenue plusieurs fois, dans le langage ensembliste elle s’écrit
une seule fois, mais dans le calcul de probabilité de I’obtention de cette éventualité, on tiendra
compte du nombre d'apparition de cette éventualité.

Exemples
» Pour un dé bien équilibré, il y a 6 événements élémentaires qui ont tous la méme probabilité.

2

fuly [l 4 L r ]- - - ’ 4 *.
La probabilité d'apparition d'un numéro est = S1 A est I'événement : «le numéro obenu est pair»

cardA

les éventuallités qui réalisent A sont 2,4 et 6. Ona: p(4) = .
card()

(529)

3L
6 2
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« Deux des 6 faces d'un dé équilibré portent le numéro 1, une porte le numéro 2 et troisg
le numéro 3. On lance une fois le dé et on s'intéresse au numéro obtenu.

1. Quelle est la probabilité d'obtenir 1 7 ;2 ?2,3?

2. Quelle est la probabilité d'obtenir un numéro impair ?
Solution :

1. Soit p(1) la probabilité d'obtenir le numéro 1. I 'y a en réalité 6 éventualités
avee repetition de certaines on a: 1,1,2,3,3.

1 1 3 el

2 1, ol 3 1
sEsEa) = = ; p(2)=_ ;PR ==

PN 5
2. L'événement A : «le résultat obtenu est impair ». p(4) = .

« On tire an hasard une main de 4 cartes d'un jeu de 32cartes indiscernables au toucher.
Calculons Ia probabilité de 'événement A : " Obtenir exactement deux as "

2 2
o) L xszs . On pourra mettre
Card(€2) C,

I'expression de p(A) sous forme de fraction irréductible.

Card{@)EC:, ; Card(A) = C; x Cy; p(A) =

exercer

2.g Sur 27 cenvives, 10 ont apprécié l'entrée et le plat de résistance, 11 ont appréci¢ I'ents
la sortie et 12 ont apprécié le plat de résistance et la sortie. Par ailleurs, 6 ont apprécié
uniquement l'enirée, 3 ont apprécié uniquement le plat de résistance et 1 a apprécié unigus
la sortie.
Déterminer :
a) Le nombre de convives qui ont apprécié :

i. L'entrée ;

11. Le platde résistance ;

11. La sertic ;

iv. rien du tout.
b) Le pourcentage des convives qui ont apprécié :

1. L'entrée ; ii. Le plat de résistance ; iii. La sortie ; iv. Le menu tout entier ;
v. Deux des composants du menu ;  vi. Un seul des composants du menu ; vii. Rien @s
du menu
2 h Une umne contient 5 boules rouges, 4 noires, 5 vertes.

A) On tire de cette urne, successivement et sans remise trois boules.

1. Quel est le nombre de tirages possibles ?

2. Calculer la probabilité :

a) d'obtenir trois boules rouges ; b) d'obtenir deux boules rouges exactement ;

¢) d'obtenir au moins une boule rouge ; d) d'obtenir deux boules vertes et une noire ;
e) d'obtenir trois boules de la méme couleur ;

f) d'obtenir trois boules de trois couleurs différentes.

B) Répondre aux questions précédentes sachant qu'on tire simultanément trois boules de ce#

| &
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2.2 QUELQUES PROPRIETES DE LA FONCTION
“PROBABILITE”

~.Prendre un bon départ ]

Soit p une probabilité sur I'univers Q d'une expérience aléatoire; A et B deux événements de Q.
a. Exprimer Card(K) en fonction de Card(A) ; Card(A U B) en fonction des cadinaux des
ensembles A; Bet AN B.

b. En déduire que p(4)+ p(4) =1; p(4U B) = p(4)+ p(B)— p(4 B).

<. Montrer alors que si A et B sont incompatibles alors p(4U B) = p(4) + p(B).

Activité 2

Un sac opaque contient huit boules indiscernables au toucher, dont 4 sont rouges ,3 vertes et une
jaune. On tire trois fois de suite une boule de ce sac sans remettre la boule tirée avant

deffectuer le tirage suivant.
Soit Q2 I’univer associé a cette expérience aléatoire.

2. Calculer Card(Q).
5. Calculer la probabilité de I'événement A : « Les trois boules tirées sont de méme couleur » .

Soient B : « les trois boules tirées sont toutes vertes » ; C : «les trois boules tirées sont de
souleur rouge » ; D: « les trois boules tirées sont toutes jaunesy.

s Calculer p(B); p(C); p(D).
L. Montrer que p(A)=P(B) + p(C) + p(D).

- Pour tout événement A de Q , p(A)=1— p(A).

= Pour tous événements A et B de Q, p(AUB)=p(4)+ p(B)— p(An B).

= SiAnB =, alors p(4UB) = p(4)+ p(B).

= La probabilité d'un événement A notée p(A), est la somme des probabilités des événements

Elémentaires contenus dans A.

En effet si A={;, ©,, @;,...0,} et {®,}n {'co j}= @ pouri # jalors,

B {(01 }U {0]‘.2_ }U {0)3 }U = {033} ct p(4) = p({0,}) + p({e,}) + ...+ p({®,})
= La somme des probabilités de tous les événements élémentaires est égale a 1.

=xemple .
= Si on lance un dé bien équilibré, chaque face a la probabilité = de paraitre.

s -3 A Y L o .
= De méme, si on lance une piéce non truquée, pile et face ont la méme probabilité (soit -2~)

(531

de paraitre.




R TT W  W T T T T T T T W T T ~ -

PROBABJLITES Terminale C

= on tre une carte au hasard d'un jeu ordinaire de 32 cartes . Quelle est la probabilité d'obie
unas ?

Il ¥ a 32 &vénements €lémentaires donc n =32. L'événement A : " tirer un as " est formée &
g sl

: Svemements ¢lémentaires dont £ = 4. Donc : p(4) = s

Exercices résolus
Enomcé 1:

| Framoois & de 4 chemises bleues, 3 chemises rouges et 2 chemises vertes. Un matin, il ¢8

' BoeRemse an hasard.

1. Mest la probabilité pour qu'il prenne une chemise rouge ?

t que la chemise rouge qu'il a choisie a une tache, il décide d'en prendre um

mu est la probabilité pour que ce soit encore une chemise rouge ?

§ ssede au total 9 chemises. Puisqu'il choisit au hasard, il y a équiprobabilité

3 3
pis chemises rouges, la probabilité demandée vaut : p = 5 = o
l' 1sit maintenant entre 8 chemises et il y a toujours équiprobabilité.

X : Pt 2
Seux chemises rouges, la probabilité cherchée vaut : p = GG

atient 2 boules rouges, 3 boules blanches et 5 boules noires, indiscernables &
e U e exirait au hasard et simultanément 2 boules.
Sl b probabilité d'obtenir ;
"3 | boules de méme couleur »

Lmoins une boule noire.

= T
| -

, Card(@)=C2— 10Y T 109 45
2!(10- 2)‘ 2 ;
_d‘ebtemr deux boules de méme couleur :
T CCHCIC)
45
C e o

|© « Aucune boule tirée n'est noire ». p(B) =

T
p( V=1 o 10085 7 ou P(B) — CxCiHCixCs 35 1
A5 455 O € 5

Emomce 3:
contient 5 boules rouges, 4 noires, 5 vertes. On tire trois boules de cette urne.
sssivement, en remettant chaque boule tirée dans l'urne avant de prendre la suivanie

B est le nombre de tirages possibles ?

slculer la probabilité



"ROBABJLITES

| 2) d'obtenir trois boules rouges ; b) d'obtenir deux boules rouges exact: P
¢) d'obtenir au moins une boule rouge ; d) d'obtenir deux boules vertes et une T—
d'obtenir trois boules de 1a méme couleur ;

f) d'obtenir trois boules de couleurs différentes.

Solution 3 :

1) Puisque le tirage est successif avec remise, une ¢ventualité de cette épreuve est une 3-listes
d’un ensemble 4 14 éléments. D’ou le nombre de cas possibles est 14=2744

2) a) Comme il y a équiprobabilité la probabilité d'un événement est ¢gale au nombre de cas
favorables a sa réalisation sur le nombre de cas possibles.

Un tirage de 3 boules rouges correspond a une 3 listes d’un ensemble a 5

éléments. Soit 5°= 125.

3
dou: p, = 2—3- = ——125
14° 1728
b) Pour obtenir deux boules rouges exactement, Il y a C? dispositions possible dans une

éventualité et un choix de 2 boules rouges est une 2-listes d'un ensemble & 5 éléments,

soit au total 5>, puis la 3*™ boule est choisie parmi les 9 boules restantes donc 9 choix possible;

G2 x5 X965
14° 2744
¢) L'événement contraire est: "n'obtenir aucune boule rouge". Une éventualité est une 3-listes

d'un ensemble 2 9 éléments, soit 9°=729.

723 P e p 729 :2015
2744 3 . 2744 2744

d) Cas possibles: 14°=2744
Cas favorables: C7 x5° x4 =300
@ <5 x4 300

14° 2744

d'ot: le nombre de cas favorables. C; x5* x9=675 dou p, =

douP, =

¢) Cas favorables: les 3 boules sont rouges ou noires ou vertes, soit 5°+4’+5’
5'+4°+5° 314

148 2744
f) On a 3! dispositions possibles des 3 boules dans une éventualité. Dans une éventualite
il ya 5 choix possibles d'une boule rouge, pour chaque choix d'une boule verte et pour
chque cas 5 choix possible d'une boule noire.
Soit : 3! x 5 x 4 x 5= 600 cas favorables.
31x5x4x5 600

2 o

dlon P=

D"ou P.=




7+ Prendre un bon départ

Activitél
Les statistiques des performances dans un jury de baccalauréat scientifique ont donné les
résultats suivants par sexe.

- ey — - — S —

PROBABILITES Terminale

L 6 10 14 18
Xi
2 21 24 18 0
3 12 15 12 3
4 0 9 27 9

Une boite non transparente contient 150 boutons de 10 types différents, indiscernables au
toucher. destinés a la confection de vétements. Le tableau donne leur répartition en fonctios
nombre de trous (x,) et de leur diamétre en mm (y,). On tire au hasard un bouton de la boite
Calculer Ia probabilité d'obtenir :

a. Un bouton a 3 trous de 10 mm de diamétre ;
b. Un bouton de 14 mm de diamétre ;

¢. Un bouton a 2 trous ;

d. Un bouton de diameétre égal a 6 ou 2 10 mm.

2.h On suppose que l'univers est constitué de 5 événements élémentaires a,,a,,a,,4,,a. aya

— 1 1 1 1 1
pour probabilités : p, =-(-S-, P =E, p3=g“z;;4 =Z’ s =Z'

Soit A= {a;; a;; a,}. Calculer la probabilité de A.

2.g Dans un univers, on considére deux événements incompatibles A et B tels que p(A) = 0.2
p(B)=0,7.

Déterminer p(ANB ), p(AUB), p(A) .p(B).

2.3 PROBABILITES CONDITIONNELLES

Gargons Filles Total
Admis 60 20
Refusés 20 30
Total
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Compléter ce tableau, puis calculer le pourcentage de réussite des candidats pour ce jury.

On choisit au hasard un candidat de ce jury. Calculer les probabilités des événements suivants :
L -«le candidat est admis» ; B : «le candidat est une fille et est admis» ;

- = «le candidat est un gargon et est refusé »

3 On suppose que le candidat est admis. Calculer la probabilité qu'il soit un garcon.

8} On suppose que le candidat est une fille. Calculer la probabilité qu'il soit refusé.

ietivité 2

Un sac contient 8 jetons dont 3 portent le numéro 1 ; 4 le numéro 2 et le dernier porte le numéro

- u

On tire deux jetons du sac 1'un aprés I'autre. Soient A : « le premier jeton porte le numéro 2» et

3 : « le deuxieme jeton porte le numéro 2 » deux événements de cette expérience aléatoire.

2 A partir d'un tablean 4 double entrée , calculer les probabilités des événements A, B et ANB
en supposant que le tirage serait avec remise, puis dans le cas ot le tirage se fait sans remise.
. Dans quel cas les événements A et B sont-ils indépendants ?

£. Dans ce cas, montrer que p(AnB) = p(A) x p(B).

® Retenir

'4 “ 5 o

. Soit  l'univers associé 4 une experience aléatoire et p une probabilité définie

sur @(Q). Soit A un événement tel que p(A) # 0 et B un autre événement.

« ['événement noté (B/A) est l'ensemble des éventualités pour lesquels B est réalisé
sachant que A est déja réalisé. On l'appelle I'événement B conditionné par A et il

[ se lit «B sachant A».
- pEA- A POAR) 6, 5y = p(B/A) x P(A)

| card)  p(A)

o A et B sont indépendants si et seulement si (B/A) et B sont réalisés par les mémes
éventualités et ainsi p(B/A) = p(B); soit p(Bn A4) = p(B)x p(4).

Exemple

On tire d'un sac contenant dix jetons dont 4 sont de couleur rouge et 6 de couleur blanche,
successivement deux jetons du sac, sans remise.

a) Calculons la probabilité de tirer un jeton rouge au premier tirage et un jeton blanc au deuxiéme
tirage.

Si Q) est 'univers de toutes les éventualités liées a cette expérience aléatoire, alors

card(€2) =A;, =10 x 9 = 90.

Soit les événements A: «le jeton tiré au premier tirage est rouge» et B: «le jeton tiré au

deuxiéme tirage est blancy.

4
Card(ANB)=4x6=24 . p(AmB)=%=—.

( 15
(535
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Calculons autrement p(A N B).
6 4 24
P(ANB)=p(B/ A)x p(4). Orp(B/A)= g et p(4) _—4~ p(An )_§XE=%

Le jeton tiré au deuxiéme tirage est blanc. Calculons la probabﬂlte pourque le jeton ti
premier tirage ait été rouge.

On demande de calculer la probabilité de I'événement (A/B).

Soit ¢, I'ensemble des éventualités dont le deuxiéme tirage est un jeton blanc.
Card(Q,)=24+(6x6—6) =54. Soit A 'événement formé des éventualités de Q, telles:
le jeton rouge soit tiré au premier tirage. Card(A4) = 24.

24 4 4
A)=—=—. D'oup(4/B)=—.
p(4) = p(4/B) 5

Si le tirage avait été avec remise, les événements A et B auraient été indépendants et aloss
p(AnB)= p(4)x p(B).

Remarque

» Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(2) : A et B sont indépendants ; (b) : A et B sont indépendants ; (¢) : A et B sont indép cnl
(d): A et B sont indépendants.
*Si{E.E,....E_} estune partition de I'univers Q d'une expérience aléatoire alors pour i
gvénement A,

P(A)=P(E, )x p(4] E\)+ p(E})x p(A/ E,) +...+ p(E, )x p(4/ E,).

Cette relation est appelée formule des probabilités totales ou théoréme des Bayes
ou encore théoréme des probabilités totales.

S’exercer

2.1 Une urne contient 6 boules rouges et 4 boules blanches.
a) On tire au hasard et sans remise , 2 boules de I'urne.
b) Déterminer la probabilité d'obtenir deux boules rouges.
On tire au hasard deux boules et on constate qu'elles sont rouges.
Quelle est la probabilité de tirer 2 nouveau deux boules et d'obtenir deux boules rouges ?

2.j Une machine est constituée de deux éléments A et B. La défectuosité d'un seul élément &
a mettre hors service la machine et on exclut toute éventualité de panne.Les avaries éven
relatives aux €léments A et B sont deux événements indépendants de probabilités respectives
a=0,1 et b=0,2. Calculer la probabilité¢ pour que la machine soit hors service.

2.k Un atelier de montage regoit des piéces qui proviennent soit de l'usine A, soit de l'usine &
soit de l'usine C. Les proportions sont 45% pour A, 30% pour B, 25% pour C.
Parmi les piéces provenant de A, il y en a 3% de défectueuses ; parmi celles provenant de E
en a 5% de defectueuses et parmi celles provenant de C , il y en a 2% de défectueuses.
Calculer le pourcentage de piéces défectueuses dans l'ensemble des pieces regues.
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ICON 3 VARIABLES ALEATOIRES.

efinir et utiliser la loi de probabilite d’une variable aléatoire;

3.1 PRESENTATION

~Prendre un bon départ J

on joueur jette trois fois de suite une piéce de monnaie parfaite et considére les faces apparues.
Wit O 'univers associé a cette épreuve.

8 Donner cinqg éventualités, puis donner le nombre de cas possibles de I’ épreuve.

La sortie de « Face » fait gagner 1000 francs alors celle de «Pile» fait perdre 600 francs.

Soit X l'application définie sur (2, qui a une éventualité fait correspondre le gain algébrique du
DUCUL.

») Calculer X(FFF);X(PFP);X(FPP).

:) Ecrire 1'ensemble X(2) des valeurs prises par X sur €.

» R@teni T o

Soit Q 'univers de toutes les possibilités issues d'une épreuve aléatoire.

~ Toute relation X qui associe une valeur réelle a chacune des éventualités issue de I'épreuve
est appelée variable aléatoire sur Q.

L'ensemble des valeurs possibles de X sur Q est appelé univers image de 2 par X et est noté
X(Q).

Exemple

Un sac contient 6 boules indiscernables au toucher dont 4 boules rouges et deux vertes.

Un joueur tire simultanément 3 boules du sac. L'obtention d'une boule rouge donne (—3) points
et celle d'une boule verte donne 5 points.

Soit Y le gain algébrique du joueur.

Donner les valeurs possibles de Y.

Soit © I'univers associé a 'épreuve : Card(Q) = C: =2 c'est le nombre de cas possibles.
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Dans lumeona:R, R, R, R, V, V
A Tissue de cette épreuve, le joueur peut avoir :
: - trois boules rouges {R,R,R} ; Y({RRR})=-9
| « deux boules rouges et une boule verte {R, R, V}; ¥ {RR VY =-1
- une boule rouge et deux boules vertes {RVV}; Y({R,V,V})=7
| Donc les valeurs prises par Y sont —9;—1 et 7. Soit l'univers image Y(Q)= -9,-1,7}

- S T

3.a On lance deux fois de suite un dé normal dont les faces portent les numéros 1,2,3.4,5.6
Soit X la variable aléatoire qui a une éventualité (a,b) , associe la—b| ou @ et b sont les

numeros obtenus au premier et au deuxiéme lancé du dé.

Donner I’ensemble des valeurs prises par X.

3.2 LOI DE PROBABILITE ET FONCTIONS ASSOCIEES A
UNE VARIABLE ALEATOIRE

¥y R

# 2 Prendre un bon départ |

Un joueur tire au hasard et simultanément quatre cartes d'un jeu de 32. Soit X est la variable
aléatoire donnant le nombre d' «as» contenus dans une main de 4 cartes tirées,

a) Déterminer I'ensemble X(Q) des valeurs prises par X.

Soit a un réel quelconque. L'événement (X = a) est constitué des éventualités ayant pour iz 2
par X.

b) Calculer la probabilité de chacun des événements

(X' =2);(X <3) ;(X23); (X=7).

¢) Calculer toutes les probabilités p(X = a) ol @ décrit X(Q).

d) Dresser et compléter un tableau a deux lignes dont la premigre est constituée des valeurs
prise par X (classées par ordre croissant), et la deuxiéme, des probabilités

P(X =a) ol a estle nombre réel de la premiére ligne de la colonne correspondante.

¢) Comme pour le tableau des fréquences d'une série statistique (2, P(X = q)), ou

P(X =a) est la fréquence de modalité (X = a) lice & a.

Calculer la moyenne X, Ia variance V(X), 'écart-type o (X) de X.
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- Retenir :

Soit X une variable aléatoire sur un espace de probabilité (Q,2(Q),p); x;: %,;....; x, les valeurs

possibles de X surQ ; p, = p(X =x,) .

» Déterminer la loi de probabilité ou encore la distribution de probabilité de la variable X est
cquivalent a déterminer les valeurs possibles de X et toutes les probabilités p, .

« Apres calculs, les résultats peuvent étre consignés dans un tableau comme suit :

X, X; X, X; X

p=pE==x) P 2 Ds D,

S D D, x,% p, ;Lamoyenne X notée encore E(X), de la série (x.) ,est
‘appelée espérance mathématique de la variable aléatoire X.

BV C)=p; > 63— X+ p,x(m, —XP;

= V(X)=E(X*)—(E(X)P =(p, x(x, )+t p, x(x, ) — (E(X))*. (Formule de KOENIG)

‘--"J(X)=\!V(X) . :

lemarque

Soient X etY deux variables aléatoires sur Q, @ un nombre réel.
| X+Y et aX sont aussi des variables aléatoires sur Q et

* B(a) =a;

* E(aX) = aE(X);

* EX +Y) =E(X) + E(Y);

*V(a)=0;

° V(aX)=a*V(X) ;
S1 X et Y sont indépendantes, alors V(X +Y) = V(X) + V(Y).

xemple
On tire simultanément et au hasard 4 boules d'un sac contenant 10 boules dont 4 sont de

couleur verte et le reste de couleur rouge. Soit X la variable aléatoire donnant le nombre
de boules vertes obtenues a l'issue de I'épreuve.

Si Q est I'univers de toutes les possibilités, alors card (Q) = C,; = 210.

et X () ={0;1;,2;3;4}

E A58 S C.xE2nnsn 8 ?
X:O =—6=—=—; X:l: 3 6 — =— |
PN =0)= 10210 70 P¥ =D =010 “2107 21 |
CixC: 90 3 CxClon 24 8
X=2-_- 4 ﬁ-_- =—; X=3= 4 6: =—;
PA=2==10 210 7 PE=I="00 "20" 70
e
X=4 :——3—2——-«_'
2 == 0™ 210
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Tableau des valeurs de la distribution de probabilité P.de X.

a o 1 2 3 |4

—~ 5 8 8 1

| o6 | =3 76 | Zio |
9

E(X)=0x D +1x il +2x 0 +3x 24 s 1 336156
B0 - 210 1210 %210 1210 210435

EX" )=0"x i +12x & +22><ﬂ+32 o SR P s 1 _660 2
210 210 210 210 210 210 7

22 [56) .| . 5.

N| W

V(I):E(X b (ECX)F=—- S g o (LSB=AO0R/Y.

35

= opaque contient 5 boules indiscernables au toucher : deux boules sont rouge

—

mme 1. deux boules sont vertes et portent le chiffre 2 ; la derniére est blanche
p(m hﬁe 3

ent trois boules de 'urne.

a) M le nombre de tirages possibles.

B) Cslemier fes probabilités des événements suivants:
S SEes ewactioment deux boules rouges " ;

B : ‘w boules de couleurs différentes " ;

SEETane boule blanche ".

c)ﬁiﬁ vamable aléatoire qui associe a chaque éventualité, la somme des chiffres pos
les boules tirées.

(1) Dtermines ensemble des valeurs prises par X.

(3} DSiesminer Ia loi de probabilité de la variable aléatoire X.

{888 Calouler Tespérance mathématique, la variance et 1'écart type de X.
Mﬁm rectifie des piéces d'horlogerie. A l'issue du processus de fabrication, une s

ssemter 0, 1, 2 ou 3 défauts d'aspect.

3.IIM X la variable aléatoire ayant pour valeur le nombre de défauts d'une picce tirée s
Basasd dans un lot. La loi de X est définie par le tableau suivant :

e e e e
('}
LR B
¥

A e .

a 0 1 2 3

gx=a)| 0,920 0,06 0,016 0,004

Calleuler I'espérance mathématique de X.

Calouler la variance et 1'écart type de X

Le poix de vente d'une pi¢ce dépend du nombre de défauts qu'elle présente.
Nombre de défauts 0 1 2
Prx de vente (en francs) 15 000 10 000 7 500
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it Y la variable aléatoire prenant pour valeur le prix de vente d'une pi€ce choisie an hasard
as un lot.

sicrminer la loi de probabilité de Y,
iculer l'espérance, la variance et I'écart type de Y.

3.3 FONCTION DE REPARTITION D'UNE VARIABLE
ALEATOIRE.

“Prendre un bon départ ]

it X une variable aléatoire dont les valeurs de la loi de distribution de probabilité sont données
s le tableau ci-dessous:

a 0 1 2 3 4
i 5 & 1 8 o
e =a) 70 21 7 70 710

) Calculer les probabilités des événements suivants :

X < a) pour a pris dans l'ensemble {0:1;2;3;4}.

8) Montrer que la fonction F définie sur R par F(x) = P(X £ x) est constante sur les intervalles
=203 O [0; 115115 2(3[25 3[5[3; 4[; [4;+00[.(On précisera la valeur de la constante sur chacun de ces
atervalles).

) Construire la représentation graphique de la fonction F dans un repere orthogonal (O,1,])

= prenant les unités convenables sur les axes de coordonnées.

; Retenir

Soit X une variable aléatoire sur l'univers (3 d'une expérience aléatoire telle que

(@) =1z %, .; X AVECHE <60 1< fi

' » La fonction de répartition de X est la fonction F de R dans [0;1] définie par :
F(x)=p(X <x) VxeR.

» F est une fonction en escalier et croissante, sur ..

- Si la distribution de probabilité de X a pour valeurs, celles du tableau ci-dessous
X X; 5 % X

ik

pE=x)=p, Pi P: D; D,

alors, sur |—w; x [, F(x)=0; sur [x;x,[, F(x)= p, ;

sur [%,:6[. F(xX) = p, + ... s sur [x;x,.[, F(x)=p,+ p,...+ p,
[x,:+0f, F(X)=p,+p, +ps +..+ P, =1.

Note: On peut dresser le tableau des valeurs de F
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PROBABILITES : ' Terminale C e:

Un sac contient 6 boules indiscernables au toucher dont 4 boules rouges et deux vertes.

Un joueur tire simultanément 3 boules du sac. L'obtention d'unc boule rouges donne —3 pomn
et celle d'une boule verte donne 5 points.

Soit Y le gain algébrique du joueur.

Y peut prendre les valeurs —9;—1 ou 7 .

Déterminons la loi de probabilité de Y.

£y daad Cize e
¥Y=9)=p({R;R;R} )=—2=— == :p(Y =—1) = RiR;V})=—""—"2=".
ol )= p({ }) C =205 o( )=p({ I9) c: :
: w1
pE=T)=p({R;V;V} )=—4C3—2=§-
6

Soit F la fonction de répartition de Y. F est définie par :

pomrx<-9 F(x)=0; pour—9<x<-1, F(x)=é; pour—1<x<7,

s 4 4 1
Bx)=—+—=— ; pour x>7, F(x)=—+——1.
e - P W=5t3

3.e Une boite contient 4 ampoules de 40watts, 6 ampoules de 60 watts et 10 ampoules de 1€
watts. On tire au hasard une ampoule de la boite. Soit X 1a variable aléatoire qui, a chaque
tirage. associe la puissance exprimée en watts de I’ampoule obtenue.

a) Donner sous forme d’un tableau la loi de probabilité de X.

b) Caleuler I'espérance mathématique, la variance et I'écart type de X.

¢) Definir, puis construire la représentation graphique la fonction de repartition de X dans
repére orthogonal.
3.1 Le président d'un club décide d'organiser une Tombola. Tous les billets , au nombre 500. §
vendas.
L'um des billets permet de gagner un lot d'une valeur de 62 000 francs, 9 billets permettent de
gagner 7 000 francs, 50 billets permettent d’étre remboursé, les autres sont des billets perdas
L. Un joueur achéte un billet. Exprimer en pourcentages :

&) La probabilité de gagner un lot de 7000 francs ;

b) La probabilité d'avoir un billet perdant.
2. Des billets sont vendus 500 francs l'unité. Calculer le gain de la trésorerie du club.
3. Le gain du joueur est la différence entre le montant du lot ct le prix d'achat du billet. Ainss
pour des billets remboursés, le gain est nul et, pour un billet perdant, le gain est négatif,
Seit X le gain du joueur.

a) Donner les valeurs possibles de X.

b) Donner la loi de probabilité de X.

¢) Définir la fonction de répartition de X et la reéprésenter graphiquement.
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3.4 EPREUVES REPETEES DE BERNOULLL

3.4.1 Présentation.

—- Prendre un bon départ

Soit A .. issu dune éprm? aléatoire, dont la probabilité pour que A soit réalisé est p.
a) Calculer la probabilité de 'événement A.

b) On répeéte la méme épreuve 7 fois de fagon identique et indépendante.

Soit 1'€vénement E : «réaliser trois fois I'événement A,

Une possibilité est par exemple AAAAAAA qui signifie que A a été réalisé aux lancers 1; 5 et 7.
(1) Donner cing autres listes contenant trois fois A. Montrer qu'il y autant de listes contenant

trois A que d'anagrammes de «<AAAAAAA» et que le nombre de telles listes est C:.

(i) En déduire que p(£) = C3 x p(AAAAAAA).

(ii1) Les épreuves étant indépendantes, montrer que

P(AAAAAAA) = (p(A)) x(p(A) = p*x(1-p)*
(iv) En déduire que p(E) = C; x p* x(1- p)*.

o Retenir |

Soit A un événement issu d'une epreuve aléatoire dont la probabilité de réalisation est p-
Si on répéte cette épreuve n fois de suite , de maniére indépendante et dans les mémes
conditions, alors la probabilité p, de réaliser & fois I'événement A est

L P, =C xp' x(1-p)™™® on 0<k<n.

Cette épreuve répétée est dite de Bernoulli, et le couple (n; p) en est le paramétre,

=

|
Exemple
Un sac contient 8 jetons indiscernables au toucher dont 5 jetons de couleur noire. On tire
simultanément 6 jetons du sac.
Calculons la probabilité d'otenir exactement trois jetons noirs.

: s C=E 10" 5
Soit p cette probabilité, p= =3 =""=_"_

- On repéte 10 fois de suite de fagon identique et indépendante le triage simultané au hasard de
6 jetons du sac. Calculons la probabilité d'obtenir exactement 6 fois, 3 jetons noirs a l'issue de

'épreuve
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= e r rr X 5 Y ] . .
On a ici une épreuve répétée de parameétre [1 0; ﬁj Le succes c'est obtenir 3 jetons

noirs 4 l'issue d'une épreuve. la probabilité p d'avoir 6 fois " trois jetons noirs " est

5 5\Y 5Y oY
G 5 x| 1—-| — e —J x[—) on peut écrire le résultat sous
B (14) ( [14]] 10 (14 13) Lomp

forme d'une fraction irréductible ou en donner une valeur approchée).

On tire n fois de suite de fagons identiques et indépendantes 6 jetons de l'urne.

Calculer la probabilité P, de l'événement E

" obtenir au moins une fois trois jetons de couleur noire ".

L'événement contraire de E est E " obtenir zéro fois trois jetons de couleur noire ".
50 r9r g 9 Y

p(E)+p(E)=1.0rp(E)=C"x (14} X[ﬁ] = [E) d'ou p(E)=1- (14]
Déterminons le nombre minimum de fois pour répéter I'épreuve pour que la
probabilité de E soit au moins égale 4 0,95.

Pour avoir p(£) = 0,95. il faut que 1— (%J > 0,95; soit (%) <0,05.

Dot In [(1—1-] J <In(0,05) ou encore nxIn [%) <1In(0,05).

o0 03) OSJ) ; soit n = 6,78. La valeur minimale de 7 est 7.

Sexercer]

3.e On tire simultanément au hasard quatre cartes d'un jeu de 32 cartes.
Calculer Ia probabilité d'obtenir au moins un as.

On répete cette expérience 5 fois de suite de fagons identiques et indépendantes.
Calculer la probabilité d'avoir :

(1) exactement deux fois au moins un as.

(11) au moins une fois, au moins un as.

(ii1) aucune fois, au moins un as.

3.f On lance 10 fois de fagons identiques et indépendantes de suite un dé cubique équilibee
2 faces portent le numéro 3.
Calculer la probabilité d'obtenir exactement trois fois une face portant le numéro 3.

3.g Un sac contient dix boules rouges et 2 boules blanches.
On tire simultanément trois boules du sac. .
Calculer la probabilité d'avoir les boules de couleurs différentes. :
On répéte cette expérience trois fois de suite de fagons identiques et indépendantes. Calcu =
probabilité d'avoir exactement deux fois des boules de couleurs différentes.
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3.h Combien de fois faut-il lancer de fagons identiques et indépendantes un dé cubique,
equilibre , dont une seule face porte le numéro 5 pour que la probabilité d'obtenir la face portant

le numéro 5 au moins une fois soit supérieure ou égale a 0,9 ?
3.4.2 Espérance mathématique et variance de la variable aléatoire
associée a une épreuve répétée de Bernoulli.

> Prendre un bon départ ]

Soit A un ¢vénement d'une épreuve aléatoire, dont la probabilité pour qu'il soit réalisée est p.
On répéte de facon identiques et indépendantes cette épreuve n fois.
Soit X la variable aléatoire qui donne le nombre de fois que
I'événement A a été réalisé a l'issue de I'épreuve..
a) Donner les valeurs de X.
b) Donner en fonction de k,n et p l'expression de la probabilité de I'événement (X = k)
ou0<k<n
¢) Soit X. le nombre de fois que I'événement A a été réalisé a la i-iéme épreuve.
(1) Montrer que les variables aléatoires X, X, ,...et X sont indépendantes.
(11)) Montrer que E(X,) =p et V(X,) = p(1- p).
(1) Montrer que X = X, + X, +..+ X .
(iv) En déduire que E(X)=nxp et que V(X)=nx px(1- p).

2 Retenir |

Si une €épreuve est repétée n fois de suite de facon identique et indépendante, A un événement
de I'épreuve élémentaire dont la probabilité pour qu'il soit réalisé est p
X la variable aléatoire qui donne le nombre de fois que
I'événement A a été réalisé a lissue de I'épreuve répétée, alors
- X peut prendre les valeurs entiéres de l'intervalle [0;7].
» Pour tout entier k de [0;n], p(X =k) = C! x p" x(1—p)" .
» La lo1 de probabilité de X est appelée loi de distribution binomiale de paramétre (u; p
- Si une variable al€atoire suit la loi binomiale de paramétre (#; p), alors

E(X)=nxp, V(X)=nxpx(l-p) et G(X)=\/nxp><(l—p)

Exemple
On lance un dé cubique , dont les faces portent respectivement les numéros 1 ;2 ;3 ;4 ;5 ;6 et

tel que la probabilité d'obtenir un numéro k est proportionnelle a k.
f 2) Calculons la probabilité d'obtenir la face portant le numéro 3.

s
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Notons par Py la probabilité d'obtenir Ia face portant le numéro k.

Ps
e =—¢efp + +...+ =1

Om pent €crire ayssi - PL—

E&: -_—_1.16___: pl+p2+"‘+p6 e 1
2 6

1 14243+4+5+6 21"
M 5
I vaent que p, = =
8¢ ce dé 15 fois de suite et X cst la variable aléatoire qui donne le nombre de fois
> e mombre 5 egt obtenu.

Mo Iespérance mathématique, la variance ot I'écart-

Ia los Binomiale de paramétre [1 5 %)

type de X.

8,

_-_—E ;V(X):leixl.é:___IQOO : G(X)"—- __120_.0 =—29->< 3
_ 21 212 Yooa

7 21

08 probabiliis qutun joueur touche Ia cible est 0,7.Un joueur effectue 10

cie le nombre de fois

= Eilw

e matériel. Soit X Ia variable aléatoire qui asso

meur Possibles de X
Pesmnce Ia variance ot [écart type de X.
=Ge dans une famille monogame ,

la probabilité lors d'une naissance da

bulite d'avoir trois garons exactement aprés 6 naissances :
B moyen de filles que cette famille

peut espérer avoir aprés 5 nais ATNCE

P& mn seul nouveay né ay cours dune naissance),
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ROBLEMES DE DENOMBREMENT

fombien de manieres peut-on garer 2
iires dans un parking qui a 5 places ?
tombien de maniéres peut-on garer
Bturcs dans un parking qui a 5 places ?

£ commune compte 20 conseillers

ficipaux ct on voudrait former un bureau
Bprenant un maire et ses trois adjoints.

thant qu'il n y a pas de cumul de postes,
niner le nombre de possibilités qu’on a de
Stituer un tel bureau.

mbien de possibilités a-t-on de constituer un

feau dans lequel madame Koné est maire ?

mbien de nombres & quatre chiffres peut-on
mer avec les chiffres 2.6,7,8,9 2
gnbicn de tels nombres sont pairs ?

ie marque d'automobiles produit 4 modeles
B.CetD. Les modeles A et B se font en
atre carrosseries : berlines,coupé,cabriolet
utilitaire.Les modeéles C et D se font en

Jux carrosserics :coupé et berlines

iagque modele est vendu en sept coloris.
lliculer le nombre de choix qui s'offrent & un
ent désirant acheter une voiture de cette
arque.

3

0 touriste doit visiter les villes B,C,D,E
frtant de la ville A.

Déterminer le nombre total de possibilités
stinéraires pour ce touriste.

Combien a-t-il d'itinéraires s'il doit passer
ar la ville C avant la ville D ?

6

On tire au hasard une boule d'une urne
contennt une boule jaune J, une boule verte V
et une boule rouge R. On remet la boule tirée
dans I'urne avant d'effectuer le tirage suivant.
Un résultat est un couple dont le premier
¢lément est la boule tirée au premier tirage et
le deuxiéme celle tirée au deuxiéme tirage.
a.Déterminer le nombre de résultats possibles.
b.Enumérer tous ces résultats.

c.Le tirage d'une boule jaune fait perdre 300
francs, celui d'une boule verte fait gagner 100
francs et celui d'une boule jaune fait gagner
200 francs. Donner les différents gains
possibles pour celui qui effectue ces tirages.

©

Combien de nombres & six chiffres peut-on
former dans lequel figure 2 fois le chiffre 4, 3
fois le chiffre 7 et une fois le chiffre 1.

On tire simultanément 6 cartes parmi 32.

Déterminer le nombre de mains qui
contiennent au plus 3 as.

©

Un étudiant possede 14 livres de quatre
matieres différentes : 4 livres de
mathématiques, 5

d'économie, 3 de philosophie, 2 d'anglais.
Il veut ranger ces livres sur une etagere.

1) De combien de facon peut-il le faire s'il ne
tient pas compte des maticres ?

2) De combien de fagon peut-il le faire s'il
range d'abord les livres d'anglais, puis ceux
d'économie,puis ceux de mathématiques, et
enfin ceux de philosophie ?

3) De combien de facons peut-il le faire s'il
range les livres par matiere ?

10
Une urne contient 13 boules indiscernables au
toucher dont 6 blanches et 7 noires.On tire
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simultanément trois boules du sac.
Déterminer le nombre de possibiltés d'obtenir;
a)3 boules blanches ;

b)2 boules noires ;

¢)au moins une boule blanche ;

d) au plus deux boules noires.

&

Un chef @entreprise doit choisir 4 employés
parmi 20 eandidats dont 13 femmes et 7
hommes.

a)Comnibien de choix s'offrent a ce chef ?
b)De eomBien de manieres peut-il faire son
choix sachant gu'il doit choisir au moins un
homme e @l moias une femme ?

&

Une assembiee gui compte 20 hommes et 15
femmes ¥t Slire un comité de six membres.
a) Combiemseamiics peuvent-ils étre
constitues ¥

b) Delemmmer e nombre de comités possibles
si mmeSIEEINSe de siéger avec

M SicpliSRmaans in méme comité.

De com@sen @ $icons peut-on ranger 4 livres
dans GEERSSSES Sachont qu'une Stagere peut
avoir 0.1 10 livres ?

14

Quatse pessamnes sc donnent rendez-vous au
caic amamssier Ce quartier compte
malBESRSEment quatre cafés. Déterminer le
nombee S Bassibilités qu'ont ces personnes
d'allcs e8ssus dans un café pourqu'aucune
d'enfse SllE R rencontre aucune autre.

&

Denx wehicules A et B se présentent a une aire
de pEaEs Somportant trois voies de passage
ouveREsImncroices 1,2,3 de la gauche a la
droite.

Détemminer grice 2 un arbre de choix, le
nombee e possibilités de passage de ces deux
VOIHres .

Temina[_e. Ce

CALCULS DES PROBABILITES
&

On lance une fois deux dés cubiques noras
dont les faces sont numérotés de 1 a 6 : I'ug
blanc et 'autre est vert.
Le résultat d'un lancer est un couple (x:v}
est le numéro apparu sur le dé vert et y sci
apparu sur la face supérieure du dé blane.
a.Combien y-a-t-il de resultats possibles =
b.Quelle est Ia probabilité d'obtenir une
eventualité de chaque épreuve ?
c.Soit S la somme des numéros obtenus.
(1).Donner les valeurs possibles de S.
(11).Calculer Ia probabilité pourque S soit &
a’7.

17

Dans un jeu de 32 cartes, on appelle "mam®
toute combinaison de 5 cartes.On tire
simultanément cing cartes parmi les 32.
1) Combien de mains contiennent 3 rois 7
2) Combien de mains contiennent 3 pigues
4) Combien de mains contiennent 3 ¢ é
la méme couleur ?
5) Calculer la probabilité d'avoir une mam
contenant au moins un as.
6) Calculer la probabilité d'avoir une mam
contenant exactement un as et un pique.

Le personnel d'un hopital est réparti en tros
catégories : les médecins,le personnel
soignant, le personnel adminstratif et
technique .

Parmi les 350 membres du personnel de cet
hopital, 70 sont des hommes, 28 sont des
médécins.De plus il y a deux fois moins de
femmes médecins que d'hommes médecins:
1.Recopier et compléter ce tableau.

' hommes | femmes | total

Médecins
| Personnel 230 250
| soignant

Personnel
technique et
administratif
total x 350
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Terminale CetE

b) Le pourcentage des éléves qui n'ont que le
livre d'Anglais

¢} Le pourcentage des éléves qui n'ont pas le
livre d'Anglais

d) Le pourcentage des ¢leves qui ont au moins
un des deux livres

22
On lance trois fois de suite une piéce de
monnate. Le résultat de cette expérience est
¢gal au nombre de fois ou la piéce tombe sur
pile, moins le nombre de fois ou elle tombe sur
face. Exemple : si la piéce est tombée sur "
pile " au premier et au troisieme lancer et sur "
face "au deuxieme, le résultat est €gal a :
2-1-1.
1 Enumérer (2 I'aide d'un arbre de choix),
toutes les éventualités, puis déterminer le
nombre total de cas possibles associés a cette
épreuve ?
2.Pour chacune de ces éventualités, calculer le
resultat de l'expérience.
On fait I'hypothése que la picce est bien
equilibrée et que les huit éventualités trouveées
ci-dessus ont la méme probabilité.
3.Quelle est la probabilité pour que le résultat
soitégala+3?2,+1?,-12,-3?
4 . Le joueur gagne si pile a apparu plus de
fois que face. Quelle est la probabilité pour
que le joueur gagne ?
= urne contient des boules blanches, noires et @
es. On tire une boule de I'urne. On note :
" obtenir une boule blanche "
" obtenir une boule ni blanche, ni rouge "
* " obtenir une boule noeire ou une boule rouge "
A et B sont-ils incompatibles 7
B et C sont-ils incompatibles ?

On choisit un personnel au hasard.
mler la probabilité de chacun des
Ements suivants :
1l est un soignant " ;
elle est une femme médecin " ;
elle est une femme ou un médecin "

contient 5 jetons :un bleu, deux rouges
pux verts. Le jeton bleu vaut 3 pomts, le
&= 2 points et le vert 1 point.
tire au hasard un jeton du sac.
alculer la probabilité de tirer un jeton
Bc ;
[Calculer la probabilité d'avoir au moins
& points.
jiire un jeton, puis un deuxicme sans
e le premier jeton dans le sac.
“alculer le nombre de cas possibles
tuler les probabilité de chacun des
pements :
Obtenir deux jetons de couleurs
erentes "
Obtenir 4 points "
Obtenir 4 points avee deux jetons de
pleurs différentes "
* Obtenir au moins 4 points ".

Un dé est truqué. La probabilité d'apparition de
chaque face est donnée par le tableau :

Numéro TR 3 4 Shllie
Probabilité 0,4 | 0,15 | 0,15 | 0,05 | a | b

1.Quelle est la probabilité de voir apparaitre

A et C sont-ils incompatibles ?
A et C sont-ils contraires 'un de ["autre?
Traduire par une phrase ne comportant

5 de négation A ¢t B

un nombre n inférieur ou égal a 4 ?

Un nombre n strictement supérieur a 4 ?

2 Calculer a et b, sachant que l'apparition du
n° 5 est 4 fois plus probable que celle du n°6.

1 Z
Bns une classe de terminale scientifique, 10 Un objet en série a un coit de production de

Eves ont les livres de Mathématiques et 950 francs.ll peut présenter , & Iissue de sa
Anglais, 9 éléves ont uniquement le livre fabrication , un défaut A, un défaut B, ou en

Snglais et 5 n'ont pas du tout de livre. méme temps les défauts A et B. La garantie
Eferminer : permet de faire les réparations aux frais du
L 'effectif de cette classe fabricant avec les couts suivants :
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100 franes pour le défaut A,

150 frames pour le défaut B,

250 franes pour les deux défauts.

On préléve um lot de 200 objets . Le défaut A
est observe sur 16 objets, le défaut B sur 12 et
180 n'ent aucun défaut. Reproduire et

completer letablean suivant :
' Nombre bec | Sans total
d@efautA | défautA

drobjels

gulite pour que le prix de
- ,Smtde 1200 francs.

I8 Ba vaccin aux souris et aux
s sont au nombre de 100.
Pl gue le vaccin réussisse sur
2 © 13 probabilité pour que le
un lapinest 0.5 ; la
8 que Ie vaccin réussisse sur les
et et 0.35 ; la probabilité
i reussisse uniquement sur
par ailleurs la probabilité que
gisse pas du tout est 0,15.

igue espece de cobaille.
pour que le vaccin réussisse
BISEES de betes.

BE pour que le vaccin réussisse
BE Espece de cobaille

BRes dune classe de Terminale se
B 12 facon suivante :

Filles Garcons
18 10

5 4

nn eleve de cette c}asse au
= est la probabilité pour que ce

Terminale C

soit un gargon ? Une fille ? Une fille apg
I'anglais ?
2. L'éléve choisie étant une fille, déterms

probabilité quelle apprenne I'anglais.

27

Un lot de picces fabriquées contient 596 8
picces defectueuses. Un controleur chois
hasard une piéce dans le lot. Quelle est I8
probabilité pour quelle soit en bon état

Les organisateurs d'une tombola émettes
billets indiscernables au toucher. Panm
billets, 2 donnent droit 2 un prix de 100 0
francs, 100 4 un prix de 200 francs, et 200
prix de 50 francs. Les autres ne rappo
rien. Le premier participant choisit au ha
un billet, parmi les 200.
1. Quelle est la probabilité pour qu'il gag
lot de 1000 francs ?
2. Quelle est la probabilité pour qu'il ne &
rien ?
3. Sachant que le prix du billet est de 1088
francs, Quelle est la probabilité pour que
joueur fasse un bénéfice ?

@:

Le livreur d'une maison de vente par
correspondance vous apporte un colis au 3
c¢tage. Vous fouillez dans votre poche et I
donnez une piéce au hasard. Sachant que ¥
poche contenait exactement 2 piéces de 28
3de 500 F, 6 de 1000 F, 3 de 2000 F, 2 de
5000 F et 2 de 10000 F, quelle est la
probabilité que le livreur vous dise merei
N.B. Le livreur ne remerecie que si le
pourboire est au moins égal 4 2000 F.

30

On lance deux fois de suite un dé bien
équilibré et on gagne si 'écart entre les pol
marques est 1 ou 2. Quelle est la probabilié
de gagner ?

31

Au restaurant du lycée, les tables sont ronds
et ont 5 places chacune. Pierre et Jean,
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Woisissent leurs places au hasard autour d'une
ble. Quelle est la probabilité pour qu'ils
pient assis 'un a c6té de l'autre ?

adication : on peut utiliser un tableau pour
lepresenter les positions respectives de Pierre
Jean.

-2

bn jette trois fois de suite une picce de
Bonnaie. On note, a chaque jet, la face visible
'P pour Pile, F pour Face. On obtient ainsi
ne suite de trois letires, par exemple FPF ou
E, ou bien d'autres. ..

.Combien de suite de trois lettres peut-on
pbtenir ?Indication : on peut faire un arbre.

£ Calculer la probabilité des événements
fuivants :

A : " obtenir trois fois la méme lettre ".

8 " obtenir une seule fois la lettre P .

L . " obtenir la lettre P suivi de la lettre F .

23

Un enfant de 16 mois joue avec 5 cartes sur
esquelles sont écrites les lettres A, B, C, D, E.
dispose trois de ces cartes devant lui, au

Juelle est la probabilité pour que, pensant déja
son avenir, il ait amnsi écrit le mot BAC ?
Sticgestion ; on peut construire un arbre (ou du
30ins en esquisser quelques branches...)

24

Fabrice, Sébastien, Stéphanie, Caroline et

ara passent 4 jours au camping. Chaque
oir, on tire a pile ou face pour savoir qui fera
a vaisselle :si on tire " pile ", c'est les garcons
Jui feront la vaisselle et les filles feront la
baisselle si on tire " face ".

Lalculer la probabilité des événements
Suivants :

A - " les garcons font la vaisselle le premier
e 2

B : " les garcons font la vaisselle trois fois
durant le séjour " ;

C : " Aucun groupe ne fait la vaisselle deux
Soirs consécutifs .

asard, formant ainsi un " mot " de trois lettres.

erminale CetE .

35

Une ume contient trois boules : une rouge, une
verte, une bleue. On tire successivement deux
boules de l'urne. Avant de tirer la deuxiéme
boule, on remet dans I'urne la premiére boule
obtenue. On suppose que tous les tirages sont
équiprobables.

1.Donner la liste de tous les tirages possibles.
2.Calculer la probabilité des événements
sulvants :

A : " obtenir deux boules rouges ".

B : " obtenir deux boules de méme couleur "
C : " obtenir deux boules de couleurs
différentes "

36

Un jeu de construction est constitué de cubes
et de cylindres de couleur rouge, bleue ou
verte. Il y a en tout 80 piéces dont 25
cylindres ;

15% des pieces sont des cubes rouges.
20% des cylindres sont bleus.

Il y a 5 fois plus de cubes bleus que de
cylindres bleus et deux fois moins de
cylindres verts que de cubes verts.

1. Combien y a-t-il de cubes ?

2. Recopier et compléter ce tableau :

[ Bleu | Rouge | Vert | Total
| Cubes |

Cylindres

Total 80

3. On tire au hasard une piéce du jeu de
construction ; caleuler la probabilité des
événements suivants :

A : " la piéce est rouge ",

B : " la piece est cubique et verte ".

37
Un sondage est effectué auprés de 1 200
personnes partant en vacances a propos du lieu
de séjour qu'elles préferent : mer, campagne ou
montagne. On distingue deux catégories d'ages
: moins de 35 ans, 35 ans et plus.

45% des personnes interrogées ont moins de 35
ans ;

22% des personnes interrogées préferent la
campagne.




Parmi les " moins de 35 ans ", 310 préferent la
mer et 120 préférent la montagne.

Parmi [es ™ 35 ans et plus ", 180 préférent Ia
montagne.

1.Calculer Ie nombre de personnes interrogées
ayant moins de 35 ans. Calculer le nombre de
personnes mtemrogées qui préférent la
campagne.

2 Reproduie et compléter le tableau suivant,
en remplissant d'abord la derniére colonne.

Mies ) Eampacne
Moins j

de 35
ans

Montagne

|
!
i

-_Total

=i
ans et

| plus

Total 1200

1.On mtemoge une personne au hasard.

a) Calesier §a probabilité p, qu'elle préfere
la mer.

b) Caleies I8 Brobabilité p, qu'il s'agisse
d'une pESSRSSEE moins de 35 ans préférant la
mer.

2 La pessemne semogée déclare préférer la
montagne EMeNles a probabilité p, quelle ait

35 ans et pins.

Dans sn sssssamaeasin il v a 120 pantalons a
vendee damsies guatie failles : S, M, L ou XL

ot danSUESES Saloris : vert, bleu ou rouge.
50% des samalons sont bleus et 20% des
pantalons sont de taille S.

En taille S 8§ & | & méme nombre de
pantalonSEsRsles rois coloris.

Il y a S8 pluss de pantalons dans la taille
S que dams I8 tailic X1..

En tallle XE8 8y 2 que des pantalons bleus.

D'autzes sslommations figurent dans le tableau
ci-dessous.
S M IL XL Total
Vert 10 |
Blem 1 _ 120
| Rouge L2 FEN
Total | | 120

1.Recopier &t compléter le tableau en justifiant
les résuliats obtenus.

2 Dans 888¢ guestion, les résultats seront
donnes S8us forme de fractions irréductibles.

552

Un pantalon ¢étant pris au hasard, calculer
probabilité des événements suivants :

A : " le pantalon est vert ",

B : " le pantalon est de taille L .

C : " le pantalon est vert et de taille L "
On choisit un pantalon au hasard parmi &
verts. Quelle est la probabilité pour qu'il
de taille L 2

39

Une usine d'horlegerie fabrique une série ¢
montres.Certaines montres peuvent prés
un défaut X ou un défaut y.

Des etudes statistiques menées sur 10000
montres ont donné les informations suivas
10% des montres ont le défaut x;

Parmi les montres ayant le défaut x, 12% _
défaut y;

Parmi les montres ne présentant pas de de
x, 5% presentent le défaut y.

1.Compléter le tableau suivant apres I'aw
reproduit.

Ayant le totaux

défaut x

Nombre
de

| Iontres
Ayant le
défaut y
N’ayant
pas le

| défaut v

N ayant
pas le
défaut x

2.0n choisit au hasard une de ces 10000
montres, chacune de ces montres ayant la
méme probabilité d'étre choisie.
Déterminer la probabilité de chacun des
I'événements :

A : " La montre choisie présente le déf:
B : " la montre a le défaut y "

C:" la montre est sans défaut "

D=AUB et E=A~B

49
Dans une entreprise , le tableau suivant
repartit des salaires mensuels.

6000 | 7000 | 10000

Salaires 20000

Effectis | 300 | 100 | 50 40

1.Calculer l¢ salaire mensuel moyen.
2.0n interroge une personne au hasard
entreprise.
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culer la probabilité des événements :

: " son salaire mensuel est de 6000 "

. " elle gagne au moins 10000 "

t " son salaire n'atteint pas le salaire moyen "

B interroge , au hasard une personne dont le

laire mensuel est supérieur a 10000 francs.
alculer la probabilité de 1'événement :

e ne fait pas partie des personnels les plus
Jumeres .
ms un college 600 €leves, chaque ¢Eleve

adie come premiere langue vivante soit

mglais, soit I'allemand, soit I'espagnol.Dans
college, il n'y a pas d'internes mais
lusivement des externes et des demi-

msionnaires. La repartition de I'ensemble des
sves est la suivante :

0% étudient 'allemand en premiére langue
parmi eux le quart sont demi-pensionnaires ;
1% étudient I'anglais en premiere langue et
mi eux, un septieme sont demi-
as10NNaires ;

e reste des €léves sont des externes qui ont
bisi l'espagnol pour premiére langue.
Recopier et compléter le tableau suivant :

emiére | Nombre Nombre de Total
noue d’externes | demi-

wante pensionnaires
inclais
Memand
spagnol

n prend au hasard un éléve dans ce

lége. Calculer la probabilité de chacun des
snements :

" J'éléve est demi-pensionnaire " ;

" 1'cleve est externe et apprend comme
smicre langue vivante l'anglais ou
ispagnol "

" J'éléve apprend comme premiére langue
spagnol et est externe "

" ['éléve apprend comme premiere langue

glais et est demi-pensionnaire ".

Bs un aquarum, on prend un premier
ISson, puis un second sans remettre le
smier pris.

Uaquarum contient 4 poissons rouges et 2

POISSOnNs NOirs.

a.Combien de couples de poissons peut-on
obtenir ?

b. Quelle est la probabilité de I'événement

A : " Obtenir deux poissons noirs ".

c. Calculer la probabilité de 'événement B : "
Obtenir deux poissons noirs "

d. Calculer la probalité des événements AUB.
e. En déduire la probabilité d'obtenir deux
poissons de couleurs différentes.

2.1l y a maintenant dans 'aquarum 4 poissons
rouges et X poissons noirs(x = 2).

Calculer la probabilité de chacun des
gvénements :

A :" obtenir deux boules noires "

B :" obtenir deux boules rouges "

C : " obtenir deux boules de couleurs
différentes "

8x

Montrer que p(C) =———.
LEPC) = s

®

On lance un dé cubique ¢quilibré dont les
faces portent les numéros 1,2,...,6
respectivement et on tire une carte parmi
quatre qui sont différentes .

a.Déterminer le nombre de possibilités d'avoir
une carte et un numeéro provenant d'une face
de dé.

b.Calculer la probabilité d'avoir une carte et un
nombre supérieur ou égal a trois.

A4
-

Une urne contient 12 boules indiscernables au
toucher dont 4 boules rouges, 5 boules noires
et 3 boules vertes. On tire simultanément trois
boules de cette urne.

a. Calculer le nombre de résultats possibles de
cette expérience .

b. Calculer la probabilité d'avoir :

(1) des boules de méme couleur ;

(ii) des boules de couleurs distinctes deux a
deux ;

(1i1) des boules de couleurs différentes.
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45

Une elasse de 36 éléves 4gés de 16,17 ou 18
ans comprend 22 parcons dont 18 agés de 17
ans et 3 Apes de 18 ans.1l v a dans cette classe
6 filles @8Ees Ge 18 ans et une fille agée de 16
ans.

1. Meteles informations ci-dessus dans un
tableam@ant Ies deux entrées sont constitudes
des Gges & 4 sexe respectivement.

2. Un &l&we &t choisi au hasard.

Calealerla peobabilit¢ que ce soit -

- um Eleve 89€ de 16 ans -
' BEeede (7 ans ;
W8iSve choisi est un garcon.
phabalite qu'il ait 16 ans ;
4

i une piéce de monnaie bien
1.Q probabilité d'avoir trois fois

2 pranabilité d'avoir deux fois
& obtenu pile au premier

J BEois boules vertes, 2
jam 8 Ontire ayhasard une
bo aue f'on ne remet pas dans

BC au hasard une seconde

wbabilité de tirer ainsi
me. puis une boule verte ;
c 2E. puis une boule verte.
1lit€ de tirer une boule

@bilité de tirer une boule
[age.
ilité de tirer une boule
d tirage.

S
= £y

254

&

On lance un dé non truqué.

Calculer la probabilité d'obtenir le chif
a) sachant que I'on a obtenu un résultat
b) sachant que I'on a obtenu un multiple

Un joueur lance un dé A six faces qui a e

truqué. La probabilité de voir apparaitre

chacun des six faces est donnée par le ta

suivant :

[ huméro e M 3 4
robabilité¢ | 0.4 [ 0,15 | 0,15 | 0,05

1.Calculer a et b, sachant que I'apparitis

numeéro 5 est quatre fois pus probable qu

celle du 6. '

2.Caleuler la probabilité de voir app

NUMEro pair.

3. Calculer la probabilité de voir app

Numero impair.

4. Calculer la probabilité que le numéra

sachant que c'est un numéro impair.

5. On considére les événement suivants

A1 “Obtenir un numéro pair”.

B : “Obtenir un multiple de 3.

C : “Obtenir un nombre inférieur ou éo:

Dire si les événements Aet B dune part.

C d'auntre part sont indépendants, '

50

I) On tire au hasard et simultanément 4 ¢
dans un jeu de 32.

Caleuler la probabilité d'avoir exactem
pique , sachant qu'on a 3 cartes noires et
rouge.

II) On lance deux fois de suite un dé bies
¢équilibré. Les événements A et B suivan
sont-ils indépendants ?

a. A “2 apparait le premier” ;B : “3
second”. ]
b.A 16 “apparait le premier” : B 76 apparait

fois”.
C.A 76 apparait une fois” ; B :”1 apparait ume

L'éclairage d'une piéce nécessite l'emples
deux lampes A et B différentes. Les
probabilités de défaillance de ces 1
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 laps de temps déterminé sont
inectivement 0,12 pour A et 0,18 pour la
lipe B.

admet que ces €vénements sont
i¢pendants.

Ualculer [a probabilité pour que les deux
npes tombent en panne .

déduire la probabilité pour avoir au
bins une lampe qui fonctionne.

Lalculer la probabilite pour qu'une lampe , et
ie seule tombe en panne.

ey resultats seront donnés avec quatre
scimales.

4

a tire une carte au hasard dans un jeu de 32
irtcs, puis, sans remettre, on en tire une
tconde.

bicn A et B les événements :

- " la premieére carte tir€e est un pique "

- " la seconde carte tirée est un pique "

- " la scconde carte tirée est un cosur .
alculer les probabilités des événements
.B.C,AnB, AnC, BnC.

s évenements A et B, Aet C, B et C sont-ils
pdépendants ?

1

Deux urnes A et B contiennent chacune 3
oules vertes et 2 jaunes.

_On tire simultanément une boule de chaque
rne. Calculer la probabilité de tirer deux
oules vertes.

2 On tire une boule de 'urne A que l'on remet
Sanis I'urne B, puis on tire une boule de I'urne
3. Calculer la probabiité d'obtenir deux boules
ertes.

._

tire une carte d'un jeu de 32 cartes. S'il s'
oit d'un as, on la remet dans le jeu. S'il ne
Fagit pas d'un as, on ne la remet pas dans le
1.

Dn tire alors une seconde carte.

Bn utilisant la formule des probabiliiés totales,
Calculer les probabilités des événements
suivants :

Terminale Cet E

A : " la premiére carte tirde estun as " ;
B : " la deuxiéme carte tirée est un as ".

55
Deux grossistes produisent des bulbes de
tulipes ;

-Le premier , des bulbes a fleurs rouges dont
90% donnent une fleur ;

- Le second, des bulbes a fleurs jaunes dont

80% donnent une fleur.

Un horticulteur achete 70% des bulbes qu'il
cultive au premier grossiste et le reste au
second .

Un bulbe de tulipe donne au plus une fleur.

['horticulteur plante un bulbe choisi au hasard.
Déterminer les probabilités des événements
suivants :

a) obtenir une fleur rouge ;
b) obtenir une fleur jaune ;
¢) ne pas obtenir de fleur.

VARIABLES ALEATOIRES.
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Une boite contient six boules numeérotées de 1
a 6. Une deuxieme boite contient quatre
boules numérotées de 1 a 4.

1.0n préléve au hasard une boule de 1a
premiére boite, puis une autre de la deuxiéme
boite. Calculer le cardinal de 'univers associé
cette épreuve.

2.Soit X la variable aléatoire représentant la
valeur absolue de la différence des numéros
portés par les boules tirées des deux boites.
a.Donner la distribution des probabilités de
b.Calculer la probabilité pour que les deux
numéros soient identiques.

c.Calculer I'espérance mathématique, la
variance de X.

d.Définir, puis représenter graphiquement la
fonction de répartition de X.

€.0n préléve une boule de la prmiere boite; on
note son numero, puis on la remet dans la
deuxiéme boite.On tire ensuite une boule de la




de!mm et on note son numeéro.

Cﬂmpﬂbablhte pour que les deux
DUIRERSS BOEES soient identigues.

urnes opaques A, B et C
Ement :

ze_une boule bleue et une

Bee ef deux vertes™
iBleses ef une boule verte”.
S8 W boule de chaque urne ; si
B on gacne un point ; si
& venie ou deux boules sont
% points ; si les trois boules
BB A points ou n est un

s sbtenus définit une
. la loi de probabilité

Ese "-‘H n eraphique de la
e X pourn =5.
@ee mathématique et la

B espérance

ace ct I'écart type de X.

ESt eomposee de 3 zones
pestant 53,1 points.
Scinte de ces trois zones

- I
I.lrs sont indépendants.
B note X la variable

waleur la somme des

. ité de X
# 12 variance de X.

TN - st o v v

Terminale C

On lance deux fois de suite un dé cubique
parfait dont les faces portent respectiveme
les numéros 1,2,3.4,5.6.
Soit X la variable aléatoire qui donne O
numeéros obtenus sont Idenuques ct le pi
grand de ces numeéros sinon.
a.Donner les valeurs possibles de X.
b.Donner dans un tableau a double entrée
loi de X.
c.Calculer 'espérance mathématique, la
variance de X. _
d.Calculer la probabilité de I'événement -
25X S5

60
Au cours d'une expérience sur le
comportement des animaux, des rats dom
choisir entre 4 portes d'apparence 1dent1
dont I'une est dite bonne et trois autres da
mauvaises. Chaque fois qu'il choisit une ¢
mauvaise, il regoit une décharge électrigu
désagréable et est ramené 4 son point de.
deépart, et cela jusqu'a ce qu'il choississe &
bonne porte.

I.Lerat n'a aucune mémoire.
Il choisit a chaque essai de fagon équiprol
entre 4 portes.
Determiner la probabilité des événements
a) Le rat sort au bout de trois essais :
b) Le rat sort au bout de 7 essais :
¢) Le rat sort en moins de 8 essais.
2.Cette fois-ci le rat a une mémoire par
A chaque nouvel essai, il évite les mau :
portes choisies précédemment et il chois
facon équiprobable entre celles qu'il n'a pa
encore choisies. Le nombre d'essais défim
ainsi une variable aléatoire.
a) Déterminer les valeurs possibles de X
b) Déterminer la loi de X.
¢) Calculer I'espérance mathématique , Ia
variance et l'ecart type de X.

@

Un sac opaque contient dix boules
indiscernables au toucher dont 3 bleues. ¢
vertes,cing rouges. On tirc 3 boules I



PROBABILITES

suire , en remettant a chaque fois la boule
i¢c dans le sac.

it Y la variable aléatoire qui prend la valeur

81 le tirage est unicolore, 1 s'i] est bicolore et
s'1l est tricolore.

bnner la loi de Y, puis calculer son espérance
sthématique, sa variance et son ecart type.

9!
b € urne contient 4 boules bleues, 2 boules
Ites et n boules rouges, indiscernables au
bucher. On tire au hasard denx boules de
anicre simultanée.

i designe par X la variable aléatoire prenant
binme valeur le nombre de boules rouges
ees.

-

Terminale CetE .

2.50it Y une nouvelle variable aléatoire
définie par Y =2 X +5.

a) Donner la loi de probabilité de Ja
variable Y.

b) Calculer E(Y), Vi(Y).

64

On consideére un dé cubique dont les faces
portent les nombres -2: 2:1 A2 ex

Chaque face a la méme probabilité
d'apparition.

On désigne par X la variable aléatoire qui &
chaque lancer du dé fajt correspondre le
nombre apparu.
1.Donner la loi de
de x.

2 . Déterminer I'espérance mathématique de X.

probabilité de X en fonction

Déterminer la loi de probabilité de X
ESque 72 = 0,puis lorsque 7 =1,

On suppose désormais quen>2.
Eterminer la loi de probabilité de X,
Pntrer que l'espérance mathématique de X
' 2n

B E(Y) — e

erminer 7z de facon a obtenir E(X)=1.

i

% est une variable aléatoire ayant la loi de
bbabilité suivante -

o E 3
B
4| 4 8

E 1
Montrer que bzg.

Définir, puis construire la représentation
Ephique de Ia fonction de répartition de X
Calculer la probabilité de I'événement :
E<louX>3"

L déduire p(1 < X<3)

Calculer E(X), puis E(?).

Pour quelle valeur de x , Cette espérance est-
elle nulle

Une partie de loterie consiste a lacher une

bille dans un appareil qui comporte six portes
de sortie, numérotées de | a6.Soit X Ia
variable aléatoire égale au numéro de [a porte
de sortie franchie par la bille.

Sa loi de probabilité est donnée par le tableau
suivant :

N 1{[2 i ’15 Iﬂ
B(X = F) [FBRCEN R e i s

Un joueur mise 200 francs.

Il regoit 1200 francs si Ia bille franchit les
portes 1 ou 6 ; 200 francs si cette bille
franchit les portes 3 ou 4. Les portes 2 et 5 ne
Tapportent rien.

Le gain d'un joueur est Ia différence entre sa
mise et ce qu'il recoit : soit (ce qu'il regoit sa
mise).

Soit Y la variable aléatoire représentant le
gain d'un joueur 3 l'issue d'une partie.
[.Donner les valeurs possibles de Y.
2.Déterminer la loi de Y.

3.Le jeu est dit équitable si I'espérance de Y

est nulle. Ce jeu est-il €quitable ?



g & tirer simultanément deux
Sie  Si deux boules sont de

I joucur gagne 100 francs ; st
S lenrs différentes , le joueur

@balite d'obtenir
e meme couleur ;
& couleurs différentes.
{4 vasisble qui, a chaque tirage
S associe le gain algébrique du

YTimeT &8 tiom de x, les probabilités des
vénements i 100) et (X = —-100).
Exprimes Pespemance mathématique E(X) &
['aide de l'emtier X.
Existe-t il des waleuss de x pour lesquelles le

Sr=r—
-

jeu estcom

EPREUVES REPETEES DE BERNOULLI.
67,

A chaque fir, Ia probabilit¢ pour que le tireur
touche Iz eible est 0.7 11 tire trois fois de suite
et les trois s seat Supposes indépendants.
Calcaler les probabilites :

« pour qu'il touche la cible trois fois ;

« pour qu'il touche la cible deux fois
exactemcnt.

On lance deux dés , puis on totalise les points
marques.

{. Caleuler [a probabilité d'avoir un total de
points supérieur ou égal a 8.

5 Au bout de 20 lancers, calculer la
probabilité d'avoir obtenu exactement 10 fois
un total supérieur ou égal a 8.

@_

Une umme contient trois boules blanches et
trois boules noires. On tire deux boules
simultanément .

1.Calculer la probailité de tirer deux boules

Terminale

blanches.
2.0On procéde a cing Hrages consécutifs de
deux boules , les boules étant remises as
I'urne apres chaque tirage.
Calculer la probabilité de tirer une fois et
seule deux boules blanches.

On lance six fois un dé ; quelle est la
probabilité d'obtenir au moins trois fois us

@

Combien de fois faut-il lancer un dé(non i
pour obtenir un (ou plusieurs) SiX avec une
chance sur deux au moins.

&

On jette une picce de monnaie parfaite.

6 fois.

1.Trouver la probabilité pour obtenir aute
de faces que de piles.
2 En déduire la probabilité pour obtenir g
de faces que de piles.

73
I 'expérience prouve qu'un certain canon 8
chance sur deux de toucher un objectif.
1.0On tire n coups de ce canon. Calculer 2
probabilté pour que I'objectif soit touche &8
moins une fois.
5. Calouler le nombre de projectiles qu'il &8
tirer afin que I'objectif soit touché au Mo
une fois avec une probabilité supérieure @
égale a 95%.

74

On répartit au hasard n boules dans cing us
On suppose que 12 probabilité que la boule
d'aller dans une urne est la méme quelle as
soit 1a boule et quelle que soit 1'urne.
Calculer la probabilité pour quune urne das
recoive deux boules.
2 Calculer la probabilité pour qu'une urne
donnée recoive k boules (0 = k <n).




PROBABILITES

e urne contient 7 boules noires et une
ale blanche.
on repete n fois le tirage d'une boule en

ent choisir n pour tirer au moins une
ile blanche avec au moins une chance sur
X ?

Méme question dans le cas ou la boule tirée
5L pas remise dans ['urne.

 jeu consiste a lancer six fois de suite un dé
it les faces sont numérotées de 1 a 6.
suppose que chaque face a la méme
¥babilité d’apparaitre en position
iericure.On désigne par S la variable

atoire ¢gale a la somme des numéros sortis.
‘alculer les probabilités des événements
yants :

"S>8";B:"le numéro du premier

ter est 4 ".

talculer la probabilté de 1'événement (A/B).
Jfinir et représenter la fonction de

artition de S.

= cain algebrique X de la partie est de :

) francs s1 S <4 ;

Bncs siS<S<8:

D francs si S > 9.

Eicrminer 'entier relatif z2 sachant que
acrance mathématique X est nulle.

selle est la probabilité qu'un joueur gagne
) francs en jouant cing parties

Sccutives.

Hispose de 3 dés cubiques vert, jaune et

= vert est normal :ses faces sont

otées de 1 a 6 et elles ont la méme
abilité d'apparition.

 jaune porte sur deux faces le nombre 6,
ts quatre autres le nombre 1 ;toutes les
ont la méme probabilité d'apparition.

acttant a chaque fois cette boule dans I'ume.

Terminale CetE

Le de rouge est pipé, de facon que la
probabilité d'apparition de chaque face soit
proportionnelle au nombre marqué sur cette
face :les faces sont numérotées de 1 a 6.
1.Calculer pour chacun des dés , les
probabilités d'apparition de chaque numéro.
2.0n lance simultanément les trois dés.
a.Montrer que la probabilité d'obtenir

; |
trois " 6 " est —.
63

b.Calculer les probabilités d'obtenir :

» les nombres 1,3,5 ;

- trois nombres deux a deux distincts.
3.0n lance 4 fois de suite les trois dés
simultanément.Soit X la variable aléatoire

egale au nombre de fois ot les trois dés ont
leur face apparente sur 6.
Déterminer la loi de X.
Calculer B(X), V(X) et o (X).

Un sac contient 9 jetons indiscernables au toucher :
ce qui rend les tirages équiprobables.

Quatre boules sont blanches et numérotées de 1 3 4
et cing boules sont noires et numérotées de 1 4 5.
1.On tire simultanément trois boules du sac .
Calculer la probabilité de chacun des
événements :

A : " Toutes les boules sont blanches " ;

B : " Les boules sont de couleurs différentes "
C : "1y a plus de boules blanches que de
boules noires " ;

D : " les numéros sont impairs "

E : "1l y a au moins un numéro pair "
2.L'épreuve est maintenant la suivante : |
Du sac qui contient les neuf boules, on en tire |
au hasard une et on la replace dans le sac. On
effectue ainsi 7 tirages successifs.

Déterminer la probabilité pour qu'au cours d'un
tirage , on ait un numéro pair .

En déduire la probabilité d'obtenir exactement
deux fois une boule portant un numéro pair au
cours des 7 tirages.



SUJETS DE SYNTHESE

Exercice 1

Partie A
Soit fla feseles definie sur R par
f(x) EaEE
x
1) Dresserieimbiean des variations de /. On
precisens ies lmates aux bornes du domaine
de définition.
2) Mosiwesige Fix)>0 sur |-
Partie B
Soit Ia fonction g dchinic sur
D =SS o] par ¢ (x)= /() -
On note € I8 88esbe représentative de g dans un
repere orthononmal.
1) (a) Momlseraque g est dérivable sur
oo U0 ; =i
b) Efsdser alors les variations de la fonction
g sie @ - 1jU]0 ; +oof.
2) (a)Miemiver gue. pour tout x<—1,

;—1U]0 ; +oof.

(x)—g{—l) X —x+ 2
x+1 x(x 31
b) Emdsdume gue la fonction g n’est pas
désivable en—1.

) Demmer tine cquation de la tangente T a la
comrbe & au pomt d’abscisse —1.
3) (&) Maatrer gue. pour tout réel x de D :

1+g
x

g(x)-x-
J X +1+Z +x
x
b} Em @eduire que la droite A d’équation
=x est asymptote a la courbe C en +oo.
¢) Meoatrer de méme que la droite A’

@ cguation y=—x estasymptote a la
gousbe € en —oo.
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Tarmmal C

Exercice 2

Les résultats seront donnés sous forme de
tions irréductibles.
Un joueur achéte a 200F un billet permets
participer a un jeu constitu¢ d’un grattage
d’une loterie.
I1 gratte une case sur le billet . Il peut ales
- e 1
gner 1500F avec une probabilité de — @&
ne rien gagner. S50
G désigne I'événement :
grattage »

« le joueur gas

Il participe ensuite 4 une loterie avec le
billet. A cette loterie, il peut gagner 158
3000F ou bien ne rien gagner.
L, désigne 1’événement : « Le joueur §
1500F a la loterie »

L, désigne I’événement :
3000F a la loterie »

P désigne I’événement :
rien a la loterie »

« Le joueur ¥
« Le joueur ne

Si le joueur n’a rien gagné au grattage, 128
bilité qu’il gagne 1500F a la loterie est =

la probabilité qu’il gagne 3000F 4 la lotes
1
490
1) a) Faire un arbre sur lequel on mdigues
renseignements qui précedent.

b) Calculer la probabilité pour que le &
ne gagne rien a la loterie, sachant
rien gagné au grattage. Compléter IS
obtenu avec cette valeur.

c) Au bout de chaque branche, indigues
gain algébrique total du joueur, apse
grattage et loterie, déduction faite
du billet.

2) On note X la variable aléatoire qui
represente le gain algébrique total du i
apres grattage et loterie, déduction fas



prix du billet.
_a probabilité de I’événement « X = 1300 » est
2
s
ziprobabilité de I'événement « X = 2800 » est

250
a) Montrer que la probabilité que Ie joucur
gagne 1500F a la loterie, sachant qu’il a

gagné 1500F est égale a 1_16 :

b) Calculer la probabilité que le joueur ne
gagne rien a la loterie, sachant qu’il a
gagn€ 1500F au grattage.

c) Déterminer la loi de probabilité de X.
Calculer I’espérance de X. Ce jeu est-il
équitable ?

Exercice 3

) Soit f la fonction définie sur R par

- f()=x%T

On désigne par C sa courbe représentative
dans un repére orthonormal (O, 7, 7) d’unité
graphique 2 cm.

a) Déterminer les limites de £ en — eten
+oo ; quelle conséquence graphique pour
C peut-on en tirer ?

b) Justifier que 1 est dérivable sur R .
Déterminer sa fonction dérivée 7.

c) Dresser le tableau des variations de £ et
tracer la courbe C.

Soit z un entier naturel non nul. On
considere I’intégrale I définie par

L= j.x"el‘xdx

i 0 ” #
a) Etablir une relation de récurence entre
1 et

b) Calculer I, puis I, .

c) Donner une interprétation graphique du
nombre [, . On la fera apparaitre sur le
graphique de la question 1. c.

a. Démontrer que pour tout nombre réel
x de [0 ; 1] et pour tout entier naturel
n non nul, on a I’inégalité suivante:

b <xlew <xle

D

Terminaleg C & E

b) En déduire un encadrement de I puis la
limite de » quand I, tend vers +oo .

PROBLEME

ABCD est un carré de sens direct de centre I Soit
J le milieu du segment [CD].

On désigne par s la similitude directe qui
transforme A en I et B en J.

Le but de I’exercice est d’étudier certaines
proprictés de la similitude s. Dans la partie A on
utilisera des raisonnements géométriques et

dans la partic B on utilisera les nombres
complexes.

Partie A
1) Déterminer le rapport et I’angle de la
similitude s.
2) On désigne par Q le centre de cette
similitude. I'; est le cercle de diamétre [AI,
L', estle cercle de diamétre [BJ]. Démontrer
que €2 est 'un des points d’intersection de
I, et T,. Placer Q sur la figure.
3) Donner I’image par s de la droite (BC). En
déduire le point image par s du point C, puis
le point K image par s du point 1.
4) Onpose h=sos .
a) Donner la nature de la transformation 7
(préciser ses éléments caractéristiques).

b) Trouver I’image du point A par %. En
déduire que les points A, Q et K sont
alignés.

Partie B

Le plan complexe est rapporté a um repére
(A ;u,v ) orthonormal direct, choisi de manicre
a ce que les points A, B, C et D aient comme af-
fixes respectives 0, 2, 2+2; et 2;.

1) Démontrer que I’écriture complexe de la
similitude s est z'=—iz+1+17 .

2) Calculer I’affixe du point Q.

3) Calculer I’affixe du point E tel que s(E) = A.
Placer le point E sur la figure.




Exercice 1

Soit Ia fometion f définie par f(x)=xe™ sur
[0 ==l

On nete ¥ & courbe représentative de la fonction
f dans um repére orthonormé (0; f,j) (unité
graphigue : 10 cm).

Partie A
1) a. Détemmmer 1a [imite de £ en

b) Efaaaeries vaniations de f et dresser son
tablean des variations.

c) Constrame I'.
2) a Mmhuq}‘pour tout réel m de

~|: 1’équation f( )

admet deux solutions.

b) Dans le cas ot m=l,onn0mmeaetﬁ

ses selutions. (avee @ < f8 ). Déterminer un
eacadsement d amplitude 102 de o.

c) Résondse I'équation f'(x)=m dans le
cas m=0 et r:r:=l :

e
Partie B
1) On comsidere la suite (u,) définie sur N

=Q

par { e _, Ouaestleréel définiala
A, =ne "

question A. 2. b.

a) Montrer par récurrence que, pour tout
entier naturel n, u, >0.

b) Memtrer gue la suite (un) est
décroissante.

c) Lasuite (u, ) est-elle convergente ? Si oui,
déterminer sa limite.

2) On considere la suite (w, ) définie sur N

par w, =lnu, .

a) Montrer que, pour tout entier naturel #,
ona u, =w,—w,,

b) On pose S, =y, +u, +u, +...+u,.

Montrer que S, =w, —Ww, ;.
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c) En déduire la limite de la suite (S
3) On considére la suite (v, ) définie S
par son premier terme v,,v, >0, et
tout entier n, par v,,, =v,e "

Existe-t-il une valeur de v, différc
telle que, pour tout entier », on ait a
Si oui, préciser laquelle.

Exercice 2
Partie A :

Btude d’une fonction auxiliaire g :
Soit g la fonction numérique définie sur

2= 1+e26x —1n(1+2e"),

1) Calculer g’(x) et montrer que g’(x) est
strictement négatif pour tout x de R ~

2) Déterminer la limite de g

en —oo. :

3) Dresser le tableau des variations de la
fonction g. En déduire le signe de g{ i-

suivant les valeurs de x.

Partie B :

Etude de la fonction f.

Soit f la fonction numérique définie sur |
f)=e”in (1 +2¢e* )

1) Calculer f'(x) et montrer que pour i
weclix W (o) =Derdc (x| ¥
2) En posant X=1+2¢”, montrer que
)=
(X-1y x
En déduire la limite de £ en +w .

3) Enposant A =2¢*, calculer la limite d&
en —oo .

4) Dresser le tableau des variations de 7

5) Onnote C sa courbe représentative das
plan rapporté a un repére orthogonal
(0:1,]) (unités graphiques : 4 cm sur
I’axe des abscisses et 1 cm sur I’axe des
ordonnees).
Déterminer une équation de la tangente S
courbe C au point d’abscisse 0.



Terminale C & E

Tracez la courbe C et la tangente T .

Exercice 3
on se propose de de résoudre dans Z le systeme

) n=13 (1 9)

n=6 (12)

) Démontrer qu’il existe un couple (# ;v )
d’entiers relatifs tel que : 19u+12v=1 (On
ne demande pas dans cette question de
donner un exemple d’un tel couple).
Vérifier que, pour un tel couple, le nombre
N=13x12v+6x19x est une solution de (S).

a) Soit n, une solution de (S), vérifier que le
n=n, (19)

systeme (S) équivaut a .
¥ (S)€q {nEHO (12)

; : n=n, (19)
b) Démontrer que le systéme
équivaut a n=p, (12x19). (#=% (12)
8 a. Trouver un couple (# ;v ) solution de

I’équation 192+12v=1 et calculer la valeur
de N correspondante.

b) Déterminer I’ensemble des solutions de
(S) (on pourra utiliser la question 2. b.).

) Un entier naturel » est tel que lorsqu’on le

* divise par 12 le reste est 6 et lorsqu’on le
divise par 19 le reste est 13. On divise n par
228 = 12 % 19. Quel est le reste r de cette
division ?

PROBLEME

e but de cet exercice est d’étudier une méme
lonfiguration géométrique a ’aide de deux mé-
hodes différentes.

': = rtie 1
stilisant des nombres complexes

plan complexe est rapporté au repére
honormal direct (O;#,7). L'unité graphique
St lem.

) On considere les points A ¢t B d’affixes
respectives 10 et 5i.

a) Déterminer I’écriture complexe de la
similitude directe s qui transforme O en A

et Ben O.

b) Déterminer les éléments caractéristiques
de s. On note Q son centre.

c) Déterminer le point (ses)(B) ; en déduire
la position du point & par rapport aux
sommets du triangle ABO.

2) Onnote D la droite d’équation x—2y =0,
puis A’ et B les points d’affixes respectives
8+4i et 2+1.

a) Démontrer que les points A’ et B’ sont les
projetés orthogonaux respectifs des points
A et B sur la droite D.

b) Vérifier que s(B’) =A".

¢) En déduire que le point £ appartient au
cercle de diamétre [AB] .

Partie 2
Utilisation des propriétés géométriques des simi-
litudes.
OAB est un triangle rectangle en O tel que
(04,08)-Z
2
1) On note encore s la similitude directe telle
que s(O) = A et s(B) = O. Soit £ son centre.
a) Justifier le fait que I’angle de s est égal & 2y

b) Démontrer que € appartient au cercle d%
diametre [OA]. (On admet de méme que
€ appartient aussi au cercle de diamétre
[OB]).

En déduire que Q est le pied de la hauteur
issue de O dans le triangle OAB.
2) On désigne par D une droite passant par O,
distincte des droites (OA) et (OB).
On note A’ et B les projetés orthogonaux res-
pectifs des points A et B sur la droite D .

a) Déterminer les images des droites (BB ')
et D par la similitude s.

b) Déterminer le point s(B’).

c) En déduire que le point Q appartient au
cercle de diameétre [A'B’].



Exercice 1

Déterminer I'intersection du plan (P) et la
spheére (I') dans chaque cas.

a)(P) - z=3:

(D) : ¥+ +2* —6x+2y-10z+22=0.
b)Y @®):y=1;

(I') : X+ +28 +4x—2y—6z+14=0.
¢) (P) : x=5 -

(T) : ¥ +p°+2°-2x+4y-2z-4=0.

Exercice 2

On considére la suite numérique (v,) définie
Vh =
0

pour tout entier naturel n par
v

Partie A

1) a. Démontrer par récurrence que, pour tout
entier naturel 7, 0 <v, < 3.

b) Démontrer que, pour tout entier naturel,
2
(3 —v )

6—v,
La suite (v, ) est-elle monotone ?

vn+1_ vn %

2) Démontrer que la suite (v, ) est convergente.
Partie B

Recherche de la limite de la suite (v, )

On considere la suite (w, ) définie pour tout z
entier naturel par w, = .
v =3

1) Démeontrer que (w, ) est une suite

o e : i
arithmeétique de raison — B

2) En déduire I’expression de w,, puis celle de
v, en fonction de #.
3) Déterminer la limite de la suite (v, ).

Exercice 3

Montrer que les vecteurs
{(1; 1;1), (—1;1;:0),(1; 0;——1)} forment une base
de R’. Calculer les coordonnées respectives des

Termimalg C ¢

vecteurs (I;O;O), (1;0; 1') et (O;O;l) dans &

base.

PROBLEME

Pour tout réel k strictement positif, on con
la fonction f, définie sur

105 ilipas ﬁc(x)=1n(e"'+kx)——x . Soit €

courbe représentative de f; dans un repés
thogonal (10;i, j) (unités : 5 cm sur 1’axe
abscisses, 10 cm sur celui des ordonnées).

Etude préliminaire

On considére Ia fonction g définie sur [0 ; 5

par g(x)=In(l+x)-x.
Etudicr le sens de variation de g

En déduire que, pour tout réel a positif ou
In(l1+a)<a.

Partie A :
Etude de f]

1) Calculer f(x) eten déduire le sens de
variation de f] .

2) Montrer que pour tout x € sur [0 ; oo |2
i (x) = (1 + —1;] . En déduire 1a imité
e

f; en +o
3) Dresser le tableau de variation de f;.

Partie B :
Etude et propri¢tés de f, .

1) Calculer £, (x) et en déduire le sens d&

variation de f, .
2) Montrer que pour tout x € [0 ; +o [,

)= ln[1+kix] - Bn déduire la lim
e
de f, enteo
3) a) Dresser le tableau de variation de f, .
b) Montrer que pour tout x € {0 ; +0 [

)<t

Déterminer une équation de la tangente %

au point d’abscisse 0 de C, .




Soit p et m deux réels strictement positifs
tels que p <m. Etudier la position relative de
Elict G

Tracer les courbes C, ct C, ainsi que leurs
tangentes en 0.

SUJET 4

xercice 1 {55
3 Montrer que I'inverse de A =(3 J est

i

i x+3y=a - D 1
8 Résoudre , et en déduire I'inverse
x+4y=5
Il 3
de B = ;
1 4
xt+2y—z=a
) Résoudre {1 2x—y+2z =c et en déduire
x=3y+z=c
1 21 ==l
I'inversede C=]2 -1 2
1. =3 1

Exercice 2

.-;z'i,ii) est un repere orthonormal direct du
lan complexe (unité graphique 1 cm).

Jn considére le point A d’affixe z, = 1+i .

on note S la symétrie orthogonale par rapport a

axe (O;ii ) et h I’homothétie de centre O et de
apport 3. On pose s =hosS,.

Partie A
) Placer le point A et compléter la figure au
fur et 2 mesure.

3) Quelle est la nature de la transformation s 2
Justifier.

8) Déterminer I’ écriture complexe de la
transformation s.

#) a) Déterminer affixe z, du point B umage
de A par s.
b) Montrer que zp = —3iz, . Déterminer une
mesure de ’angle (6‘4, -@) :

Terminale C & E

5) Soient M le milieu de [AB] et P I’image
de M par s. Montrer que la droite (OP) est
perpendiculaire a la droite (AB).

Partie B
1) On pose C =s(B). Montrer que P est le
milieu de [BC].

2) a) Déterminer I’écriture complexe de sos et
en déduire sa nature.

b) Montrer que I’'image de la droite (OP) par
s est la droite (OM).

c) Que représente le point M pour le triangle
OBP ? Justifier.

PROBLEME
Partie A

Résolution de I’équation différentielle (E) :
Yy —2y=xe".

1) Deétermination d’une solution particuliere :
Montrer que la fonction # définie sur R par
u (x)=(ax +b)ex est solution de (E) si et seu-
lement si, pour tout x réel : —ax+a —b=x.
Déterminer a et b.

2) Reésolution de I’équation (E,) : y'—2y=0 .
Donner I’ensemble des solutions de I’équa-
tion différentielle ( £y ).

3) Détermination de ’ensemble des solutions
de (E) :

Montrer qu’une fonction v définie sur R est
solution de (E) si et seulement si v —u est
solution de ( £ ).

En déduire I’ensemble des solutions de (E).

4) Déterminer la solution de 1’équation (E) qui
s’annule en 0.

Partie B

Etude d’une fonction auxiliaire.

Soit g la fonction définie sur R par
g(x)=2¢"-x-2

1) Calculer la limite de g en +oo eten —oo .

2) Etudier le sens de variation de g,puis dresser
son tableau de variation.

3) a) Montrer que I’équation g(x)=0 a
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exactement deux solutions réelles.
b) Vérifier que 0 est I’une de ces solutions.

c¢) L’autre solution est appelée o, . Montrer
que —1,6<a<-1,5.

d) Déduire de ce qui précede le signe de g
sur R .

Partie C

Etude de la fonction f définie sur R par

f(x)=e"—(x+1)e" .

1) Déterminer la limite de f en +o et en —co.

2) Caleuler f'(x). Montrer que £ est du
signe de g sur R.

3) En déduire fe tableau de variation de f sur R.

o’ +2a Nt
4) Montrer que f(@)= 1 > endéduire

un encadrement de f (a) , en utilisant
’encadrement de & obtenu a Partie B 3 ) c).

5) Représenter graphiquement la courbe de f
dans un repere orthonormé (@51, j) (unité
graphique 2cm).

Exercice 1

Soit ABCD un tétraédre régulier d’aréte a et soit
O son centre (i.e. I’isobarycentre de ses som-
mets).

1) Montrer que deux arétes opposées sont
orthogonales.

2) Soit A’ le centre de la face BCD.
a) Montrer que O appartient 4 la médiane
[AA]
b) Exprimer AO en fonction de AA' .
c) Montrer que AB+AC+AD=3AA".

d) En déduire que les médianes du tétraddre
régulier sont aussi les hauteurs.

3) a. Montrer que le plan médiateur de [AB] est
(ICD) ou I est le milicu de [AB].
b) Montrer que O appartient a (ICD).
c) En déduire que O est aussi le centre de la
sphere circonscrite au tétraédre régulier.

Termmale C

Exercice 2

Soit f, la fonction définie sur R par :
f(x)=(2+cosx)e'™ .

1) Montrer que, pour toutxde R : f (x) >
2) a) Montrer que. pour tout x de R :

T :
\/ECOS x-z =COSX+SINX .

b) En déduire que, pour tout x de R :
2+cosx+sinx>0. |

c) Montrer que f est strictement
décroissante sur R.

3) a) Montrer que, pour tout x de R :
€7 < f(x)s3 .

b) En déduire les limites de f en toc et

c) Interpréter géométriquement le résultat

tenu lors du calcul de la limite de £ en™

4) a) Montrer que, sur I’intervalle [0 ; x],

I’équation f'(x)=3 admet une unique
solution & .

b) Donner un encadrement de &
d’amplitude 107 .

Exercice 3

1) Montrer que les vecteurs

%=00.1L1),x=(1,01)et x, =(1, 13
forment une base de R*. Trouver dans @
base les composantes du vecteur x=(1.1.

2) Donner, dans R?, un exemple de famille
libre, qui n’est pas génératrice.
3) Donner, dans R?, un exemple de famille
génératrice, mais qui n’est pas libre.

PROBLEME

Soit f Iapplication de ]0;+o[ dans R déi
1e" +1
ar xl=2x4+—
par f(x) ==
R dans R définie par
Partie A |
1) Montrer que, pour tout x de |0;+of

Sosgli Il |
f(x)—2x+2+ it

1 ; et g Papplicatios
g(x)=2e"-5¢"+2.

+ 2) Montrer que, pour tout x de ]0; --
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f(x) =2x—%+ ee-l :

Résoudre I’équation g (x)=0 puis factoriser
2(x).

artie B

‘Calculer les limites de f en 0 et en+co .

a. Montrer que la droite (D) d’équation

y=2x +-;— est asymptote a la courbe (C)

representative de f.
b) Etudier la position de (C) par rapport a (D).
Montrer que la fonction dérivée de f est du

signe de la fonction g de la partie A et dresser
le tableau de variation de f.

 Représenter (C) et ses asymptotes dans un
repere orthonormal (unité graphique : 1 cm)

) a. Etudier graphiquement suivant les valeurs
du nombre réel m, ’intersection de (C) et de
la droite (D, ) d’équation y=2x+m.

b) Démontrer par le calcul ces résultats (on

pourra utiliser le A.1.).

Partie C

) En reconnaissant la forme

, déterminer

ﬂﬂ

les pnmmves sur ]0 +ao[ de la fonction :

e
e -1
2) En déduire en utilisant A.2, les primitives sur

105 +eof de f(x)~(2x+%~).

8) Calculer I’aire du domaine plan limité par
(C), (D) et les droites d’équation x=In2 et
x=In4.

'SUJET 6

Exercice 1
L’espace est muni d’un repere orthonormé
(0:7.3.).

1) Soient A, B et C trois points non alignés de

I’espace. Montrer que [’ensemble des points
M vérifiant ”3MA+MB||— |]2MA+MC|1 est un

@

ennina.

plan que I’on précisera.

2) Soient A(6;0;0)etB(0:6:0).

a) Déterminer le barycentre G du systéme de
points {(O, 1), (A, 2), (B, 3)}.

b) Soit C(0 ; 0 ; 4) et soit S I’ensemble des
points M(x;y;z) vérifiant I’équation

vectorielle(M0+2MA+3MB) MC=0.

Déterminer avec et sans coordonnées
’ensemble S.

c) Déterminer I’intersection de S avec le

plan d’équation x=0.

3) Déterminer ’équation de la sphére =

tangente au plan x+y+z=6 et de centre
Q(3, 4, 5).

Exercice 2
1) Résoudre dans I’ensemble des nombres

complexes I’équation suivante:
2 —2\2z+4=0.

2) On désignera par z, la solution dont la

partie imaginaire est positive et par z,
I’autre solution.

a) Déterminer la forme exponenticlle des

complexes z, et z,.

2
b) En déduire que (—ZLJ est un réel.
Z,

3) On considere dans le plan complexe

rapporté a un repere orthonormé direct
(O;u,v) (unité graphique : 1 cm) les points
, M, , et A d’affixes respectives:

V2 (14 ), V2 1 -) etif—.

a) Placer les points dans le repére puis

compléter la figure progressivement.

b) Déterminer I’affixe du point image

de M, par I’homothétie de centre A et de
rapport — 3.

c) Déterminer I’affixe du point M, image de

M, par la rotation de centre O et d’angle
T

5

d) Placer le point M, d’affixe iv2—3+/2 .

Montrer que le quadrilatere M\M,M.M,
est un carr€.




Exercice 3

1) Montrer qu’on peut écrire le polynome
F=3X -X? +8X? sous la forme
F=g+b(l-X) + ¢(X=X?) + d(X*-X?)
(calculer a, b, c, d réels), et aussi sous la
Forme F = a+ B(1+X) + d(I+X+X2)+
S(1+X +X* +X?) (calculer a, B, v, & réels).

Soit B I’espace vectoriel des polynomes

de degré < 3. Vérifier que les ensembles

suivants sont des bases de P, :

B ={IBRCEXE L XP L L B = S XX X2
—X°)},

X X+ X2 XXX

2)

B3=

PROBILEME

1) On considére la fonction numérique f définie
1

sur [],'+c0[ par f(x)z—l-e;.
On note C la courbe rep?ésentative de fdans
un repere orthonormé (O; 1, ]) du plan.

Pour tout réel ¢>1, on considére les inté-

grales : J(a)= I —dx et K(a)= I—-e"dx
Le but de I’ e*{ercn:e est d’étudier, sans cher-
cher a la calculer, I’intégrale K (a]

a) Déterminer la limite de fen +oo .
Interpréter graphiquement le résultat.

b) Montrer que la dérivée de f peut s’écrire
1
= ——iz(iﬂ]e;. En déduire le
ALY

sens de variation de f.

c¢) Donner ’allure de la courbe C.

2) a. Interpréter géométriquement le nombre
K(a).
b) Soit @ =1, montrer que —

L
a

1
SK( )ﬁez-
¢) En déduire que 151{ (@)<e.
d) Calculer J(a).

3) Démontrer que pour tout réela >1,
1 1

e <K ()< e“In2 |

: Termma[ (@

4) Démontrer le théoréme suivant ; Soient
u, v et wdes fonctions définies sur
[1 ;+oof telles que pour tout réel x >1,
u(2)<v ()< (x).
S°il existe un réel [ tel que 11n1 u(x)-
lim w(x) =1 alors llm V(x) Z

X—>+4m

Déduire de ce qui préceéde la limite K (@
lorsque a tend vers +eo.

Exercice 1

[’espace est rapporté & un repére orthonorm:
et 7 désignent des parametres réels.

Le plan (P) a pour équation x—2y+3z+5=8

5)

Le plan (S) a pour représentation paramets

(x=-2+¢+2¢'

s y=-t=2

z==151 3¢

La droite (D) a pour représentation parameéis

(x=—2+1

Y= —7

|l z=—1-¢

On donne deux points de I’espace

M(=152: 3) et NE=259).

1) Déterminer une représentation parameéts
du plan (P). :

2) Démontrer que la droite (D) est unc dros
du plan (P).

3) a. Démontrer que la droite (MN) et la ds
(D) sont orthogonales. '

b) La droite (MN) et la droite (D) sont-&
sécantes.

4) a. Démontrer que la droite (A)
de représentation paramétrique

X =1
y==2—t est la droite intersectios
z=-3—¢ .
des plans (P) et (S).

b) Les plans (P) et (S) sont-ils perpendi
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Lxercice 2

) Montrer que les vecteurs
wi=(L 1 ), w,=(-Li1), w, =(i1,~1)
forment une base de C°.

Calculer les composantes de
w = (1+4, 1-4, i) dans cette base.

Exercice 3 :

Dans tout le probléme (0; T, ]) est un repere

irthonormé du plan P.

on note f'la fonction définie sur R par

7 10 %
(x) e B

entative de fdans le repére (0; i j).

; On appelle C la courbe repré-

Partie A
) Etude de £
a) Calculer les limites de f en—co et +owo.
Justifier vos calculs.

b) Préciser les équations des asymptotes a la
courbe (Cf).

c) Donner I’expression de /’¢x) o f~ est
la dérivée de f. Dresser le tableau de
variation de f° Préciser f{0)

d) Déterminer une équation de la tangente a
C au point d’abscisse x=0 ; on note T,
cette tangente.

2) Courbe de f.
a) Soit x un réel quelconque. Calculer
S (x)+ 7 ().
b) Quelle propriété de symétrie peut on
déduire de la question précédente ?
¢) Tracer C, ses asymptotes et la tangente T, .
Partie B
1) a. Soit #(x)=1+e™ . Calculer ' (x).
b) En déduire la primitive F de f qui prend
la valeur — In2 en 0

1
2) a. On pose A=If(x)dx. Calculer A.

i}
b) Déterminer le réel ¢ tel que A =Inc.
3) Pour tout entier naturel 7 non nul on pose

1569,

].+l
#H

= ! f(x)dx.

R
a) Exprimer v, en fonction de n.

b) Calculer limv, .
X0

PROBLEME

Circuit de refroidissement.

Le systeme de refroidissement par eau d’une
machine est constitué d’un circuit de contenance
20 litres, rafraichi en de multiples points par un
courant d’eau froide & 16° C dés que I’eau dans
le cireuit atteint 80 © C.

Il entre tres rapidement autant d’eau qu’il n’en
sort a raison de 2 litres par seconde et le grand
nombre de points ‘de rafraichissements permet
de considérer que, toutes les secondes, 18 litres
du circuit sont mélangés de facon homogéne a
2 litres d’eau froide. ( On considére donc que la
tempcrature est la méme en chaque endroit du
circuit.)

On considere comme négligeable I’apport de
chaleur dans le circuit dfi au fonctionnement de
la machine pendant le rafraichissement. On veut
déterminer le temps, exprimé en secondes, qu’il
faut pour que la température de ’eau du circuit
tombe a40° C .

Les calculs seront basés sur un résultat bary-
centrique intuitif selon lequel x litres d’eau a
u degrés mélangés a y litres d’cau a v degrés
donnent x+ y litres d’eau & iy (3

X+y

Partie 1

Solution au moyen des suites numériques : sché-
ma « discret », ou encore « discontinu » : ’unité
de temps est la seconde, ¢’est un nombre entier.

On note 7 la température du circuit au bout de »
secondes de rafraichissement.




1) Montrer que la suite (T, ) est définie par
T,= 80 et pour tout ne N, 107 ,,=9T +16.
2) Onpose U, =T - 16.
a) Montrer que (U, ) est géométrique,
déterminer son premier terme et sa raison.
b) En déduire U, , puis 7 en fonction de #,
pour tout # de N.
c) Démontrer que (7}, ) est convergente.

3) Déterminer le plus petit entier naturel »
pour lequel T <40. Conclure.

Partie 2

Solution différentielle : schéma « continu »,
I’unité de temps est la seconde, c’est un nombre
reel

On note T (z) la température du circuit au temps

¢t exprimé en secondes.

1) Soit Dt un laps de temps assez petit,
exprimé en fractions de secondes.

a) Montrer que la température du circuit a
I’instant ¢+ Dt est :
20-2Dt) T(t 2
T(r+Dr)=( )20( gz .

b) En déduire que :
T(t+Dr)— T(t
Gar) ), - T()+16.
c) Montrer alors que T est solution de

I’équation différentielle :

1
T = ——T"+1,6.
10

2) a. Résoudre I'équation différentielle :

= —iT+1,6.
10

b) Déterminer la solution de cette équation
verifiant la condition initiale T(O =80 .

¢) Résoudre I’équation T (t)=40, et
conclure. (Comparer avec le résultat
obtenu dans la premiére partie.)

Exercice 1

On étudie I’évolution dans le temps du nombre
de jeunes et d’adultes dans une population d’ani-

Terminalg C &

maux.
Pour tout entier naturel #, on note j, le nom
d’animaux jeunes apres » années
d’observation et @, le nombre d’animaux ads
apres n années d’observation. ,
Il y a au début de la premiére année de I'é
200 animaux jeunes et 500 animaux adultes.
si J; =200 et a 500. On admet que pous
jn+1 o 0’125].11 +0! '
a,, =0,625j +0,63
On introduit les matrices suivantes :
(103125 10,525
0,625 0,625

n,u,= (""] :
aﬂ

1) a. Montrer que pour tout entier naturel 8
um—I = A0 un *

b) Calculer le nombre d’animaux jeunes
et d’animaux adultes aprés un an
d’observation puis apres deux ans
d’observation (résultats arrondis a I'
pres par défaut).

c) Pour tout entier naturel » non nul,
exprimer #, en fonction de A" et de®

2) On introduit les matrices suivantes

[7 3} [—o,.zs 0]
Q= etD= :
2§05 |

a) On admet que la matrice Q est invers
: o (0,1 =006
e 0ns (0,1 0,14 ]
Montrer que @ xD xQ ™ =A.

b) Montrer par récurrence sur » que pe
tout entier naturel #» non nul :
AL=QRDIXO™.

c) Pour tout entier naturel » non nul.
déterminer D" en fonction de #.

3) On admet que pour tout entier naturel §

nul ) N
o [0,3+0,?x(—0,25) 0,42-0,42(~0.2

entier naturel # ona: {

]et, pour tout entier s

0,5-0,5%(=0,25)" 0,7 +0,3 x(—0,28




# déduire les expressions de j, et @, en
action de 7 et déterminer les limites de
5s deux suites.

e peut-on en conclure pour la
Bpulation d’animaux étudiée ?

ice 2

Be  est muni d’un repére orthonormé
Culer la distance entre les plans : 7; :

B -zl —Qetz): 2x—_y+z—5=0.
=‘_1’1:: x—y+z=1.w:2x—2z-4=0 ;
e\t ;n’ Loetn” Lo

cterminer les équations paramétriques
e (d).

Déterminer I’équation cartésienne de
sachant que ™’ contient A (~ 1, 2, 1).
Déterminer 1’angle aigu de wet .
Eerminer m pour que le plan 7 :

i—y+mz =1 forme avec la droite (d) :
r—3py=3

S angle de 30°.

y+z=1

Eterminer une €quation du plan P tangent

8 sphere I :x” +y% +2% =49 au point M
).

DBLEME
BN est rapporte a un repére orthonormal
L. 7) d’unité lem.

fie A

apelle fonction cosinus hyperbolique

& ch ) la fonction définie sur R par
G

T

bpelle fonction sinus hyperbolique (notée s# )
e-e’

fiction définie sur R par sh(x) =

) Etudier la parité des fonctions ch et sk .
Déterminer la fonction ch + sh.

) Montrer que les fonctions ¢/ et sh sont
derivables sur R.

Déterminer les fonctions (ch)' et (sh)' :

erminalg o

b) Calculer les limites des fonctions ch et
sh en —o0 et +oo.

3) a) Etudier les variations des fonctions ¢k et
sh .
b) Soit f =ch — sh ; éwdier le signe de
f etsalimite en +o0. Que peut-on en
déduire en ce qui concerne les courbes
représentatives de ch et sh dans le repere
0:i,j)?
4) Tracer les courbes des deux fonctions ch et
sh dans le repere (O ;f,f ) . La courbe de
ch est appelée “chainette”.

Partie B

De fagon analogue a la trigonométrie circulaire,
on peut développer une trigonomeétrie hyperbo-
lique.

Dans toute cette partie, @ et b sont des réels
quelconques.

1) Calculer ch®(a)+sh’(a)etch’ (a)-sh*(a).
2) Caleuler ch(a)ch(b), ch(a)sh(d),
sh(a)ch(b), sh(a)sh(b) etles exprimer
en fonction de ch(a+b) 2 sh(a+b) :
ch(a-b) ; sh(a-b)
En déduire ch(a+b) ; sh(a+b) ;
ch(a-b) ; sh(a-b) ; ch(2a) et sh(2a).
en fonction de ch(a) ; ch(b) ;Sk(a)
et sh(b) . Comparer avec les formules de
trigonométrie circulaire.

3) On définit sur R la fonction tangente
h
hyperbolique (notée th) par th (x) = % :
; ch(x
a) Etudier la parité de la fonction 4 .
b) Etudier la dérivabilité de # . Déterminer
la fonction (rh) ', d’une part en fonction

de ch d’autre part en fonction de sk .

¢) Calculer les limites de 74 en —© et en
+o0, Donner le tableau de variations de
th et tracer sa courbe représentative dans

©357,7) -
d) Bxprimer th(a+b) ; th(a—b) et th(2a)
en fonction de th(a) et tk(b) :




Exercice 1
On se place dans I’espace muni d’un repére or-
thonormé.
On considere les points A(0;4;1).B(1;3;0),
C2:=L;2)etD (G 1 : 4).
1) Démontrer que les points A, B et C ne sont
pas alignés.
2) Soit Ala droite passant par le point D et de
vecteur directeur # (2 ; —1 ; 3).
a) Démontrer que la droite A est ortho gonale
au plan (ABC).
b) En déduire une équation cartésienne du
plan (ABC).
c) Déterminer une représentation
paramétrique de la droite A.

d) Déterminer les coordonnées du point
H, intersection de la droite A et dy plan
(ABC).
3) Soit B le plan d’équation x+ y+z=0 et B,
le plan d’équation X+4y+2=0.
a) Démontrer que les plans B, et B, sont
sécants.

b) Veérifier que la droite d, intersection deg
plans B et P, a pour représentation
X=-4t-2
paramétrique < y =¢
z=3t+2

¢) La droite d et le plan (ABC) sont-ils
sécants ou paralléles 2

teR.

Exercice 2

Le plan complexe est muni d’un repére orthonor-
mal direct (O; u,v ) - On prendra 5 cm pour unité
graphique.

Soit f la transformation qui, a tout point M
d’affixe z, associc le point M’ d’affixe 7’ définie

ar ; z'= -1--+.z'l z+1
R B '

1) Justifier que S estune similitude directe
dont on précisera le centre O (d’affixe ), le
rapport k et une mesure de 1’angle .

Terminal

2) Onnote 4, le point O et, pour to
naturel z, on pose A, =£(A, ).
a) Déterminer les affixes des points
A, puis placer les points A,, Ay
Ay
b) Pour tout entier naturel n, on pa
u,= £A,  Justifier que la suitef
est une suite géoméirique puis &8
que, pour tout entier naturel 7 .
=2
Tk o
€) A partir de quel rang n, tous les
A, appartiennent-ils au disque &
Q et de rayon 0,1 ?
3) a) Quelle est la nature du triangle &
En déduire, pour tout entier na big.
ture du triangle QA A, .

b) Pour tout entier naturel M, on m
£, la longueur de la ligne brisés
AAA, .. A A

Onaainsi: £, =A A +AA, +

Exprimer £, en fonction de 7. ()

limite de la suite (£, )? '

Exercice 2
1) Soit f: R’ R?, telle que
f(%2.2) =(2x-p+z ,x+y—=
a) Donner la matrice A de S relatis
aux bases canoniques b et ¢ de |
respectivement. -
b) Donner la matrice A, de £
aux bases b et ¢, = {(1,1), (=
2) Soit g, une application linéaire gt
R’ dont la matrice relativements
2 -1
etbestB=| 0 1
-1 0
a) Calculer g(x,y).
b) Donner la matrice B, de g &
aux bases ¢, et b.
3) Apres avoir montré que gof &
définie, donner la matrice C de g
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Bse canonique b de R’.
#ontrer sans calcul que BA= B/A, .

OBLEME

f; la famille de fonctions définies sur

e par f, (x) =k’ +e” ol k est un
Strictement positif quelconque et g,
sille de fonctions €galement définies sur

© [ par g, (x)=2kc—e.

C, la courbe représentative de f, dans
tre orthonormal ( @i, _]) unité graphique :

B de variation de g, .

Balculer la dérivée g', de g, ; vérnfier
e g; (x) est toujours strictement
Jositif.

slculer la limite de g, (x) quand x tend
B oo,

Peduire de ce qui précede existence
tunicité d’un nombre réel ¢, tel

8¢ g, (e, )=0 . Donner une valeur
pprochee 2 10! prés de ¢ et de @, .
fadier le signe de g, (x) sur [0 ; +oof.
fontrer que £, (x) =0 (x) :en
Sduire le sens de variation de f, .
iportement asymptotique de f, en +oc.
ner la limite de f, (x) en teo.
fminer le signe de f, (x) —kx* etsa

£ en +oo, Interpréter graphiquement ce
fat : on note P, la courbe d’équation

fRiction de f, .

Esser le tableau des variations de f, .
Biser le signe de f]

Ciser I’équation de la tangente T & C,
soint d’abscisse 0.

wver que f, (@, ) =ke, (@, +2) .
prend 1 : montrer que le point de
Fdonnées (al s fi(e )) appartient 3 une
ibole Q, dont on donnera I’équation.
fer dans le méme repére T, P, Q, et

L.ermina w‘

SUJET 10

Exercice 1

Sur la figure donnée ci-dessous, on consi-

dere les carrés OABC et OCDE tels que :

Mes(a, o_c') =Mes(5“c',ﬁ') =% )
piii ity :

|
T ririie L A

On désigne par [ le milieu du segment [CD], par

J le milieu du segment [OC] et par H le point

d’intersection des segments [AD] et [IE].

1) Justifier I’existence d’une similitude directe
s transformant A en [ et D en E.

2) Déterminer le rapport de cette similitude s.
On admet que P'angle de la similitude s
mesure 2 |

3) Donner, sans justifier, I’image de B par s.
4) Déterminer et placer I’image de C par s.
S) Soit £ le centre de la similitude s.
a) Montrer que € appartient au cercle de
diametre [Al] et a celui de diamétre [DE].
b) Montrer que €2 ne peut &tre le point H.
c) Construire €.
6) On considére le repere orthonormal direct
( 0;52,66') ;
a) Déterminer I’écriture complexe de la
similitude s.

b) En déduire I’affixe du centre Q de s.

Exercice 2
On considére, dans R*, les vecteurs :

e = (L234), e, = (LL13), e = @1,1L1)
e =(-1 0.—02) cte — ©S0Hp

Soient E I’espace vectoriel engendré par: ¢, €,,
e, ctF celui engendré par ¢, et e,. Caleuler les
dimensions respectives de E, F, ENF et E + F .
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Exercice 3

Un capital de 100 0000F est emprunté a intérét
(annuel) composé pendant 3 ans, a = 10% pen-
dant 18 mois, a i, = 12% pendant les 8 mois sui-
vants et a i, = 13% pendant les 10 mois suivants.
I est remboursé avec les intéréts au bout des 3
ans.

Quelle est la valeur acquise au bout de ces 3 ans.

PROBLEME

Etant donné un nombre réel k, on considere la

fonction f, définie sur R par I (x)=1 =
o

Le plan est muni d’un repére orthonormé
(0.7.7).

Partie A
Dans cette partie on choisit k = 1. On a donc,
1
our tout réel x, X)=
p 1) = =

La représentation graphique C, de la fonction f,
dans le repere (0 i, j) est la suivante :

1) Déterminer les limites de f; (x) en +oo et en
—o0 et interpréter graphiquement les résultats
obtenus.

2) Démontrer que, pour tout réel x.

fl :

3) On appelle [, la fonction dérivée de fsur
R . Calculer, pour tout réel x, f;'(x).

En déduire les variations de la fonction f
sur R.

4) On définit le nombre I = _[ f,(x)dx . Montrer

l+e
ue [ =} :
X ”( 2 ]

Donner une interprétation graphique de I .

Partie B
Dans cette partie, on choisitk =—1 ¢ let
tracer la courbe C_; représentant la

Pour tout réel x, on appelle P le
d’abscisse x et M le point de C_, d's
On note K le milieu du segment [MP
1) Montrer que, pour tout réel x;

Si(x)+ £, (x)=1.
2) En déduire que le point K appartie
droite d’équation y = —.

3) Tracer la courbe C_; dans le mém
que C,.

4) En déduire I’aire, en unités d’aires.
domaine délimité par les courbes @
I’axe des ordonnées et la droite d’ég
x=1.

Partie C
Pour chacune des affirmations suivante:
elle est vraie ou fausse et justificr la réps

1) Quelle que soit la valeur du nombre ;
la représentation graphique de la fon:
J;. est strictement comprise entre les
d’équations y=0ety = 1.

2) Quelle que soit la valeur du réel k, la
fonction f, est strictement croissante.

' 3) Pour tout réel k210, £, -;:]2 0,994

SUJET 11

Exercice 1 : Volume d’une toupie

Le but de cet exercice est de calculer le
d’une toupie. On obtient un modele réde
cette toupie par rotation autour de 1’axe des
cisses (xx ') de la surface coloriée ci-apr
modéle réduit représente la toupie en pas

couchée).
a--
i

5
4‘
3
2
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mité graphique est de 1 cm.

donne les quatre points A(3 ; 4), B(S ; 2),
:0) et D5 ; 0).

partie inférieure du modéele réduit est le cone
Evolution engendré par le triangle BCD.
jartie supcrieure du modele réduit est engen-
par la surface limitée par une courbe (G)
B Pallure générale du schéma et vérifiant les
itions suivantes :

aurbe (G) passe par les points O, A et B
ourbe (G) a une tangente horizontale au

Erifier que la courbe d’équation
—4sin (%J (x variant de 0 & 5) remplit

&S conditions. On admet dans la suite que
Bst la courbe (G).

En utilisant la formule donnant le

lume d’un cone de révolution ou bien
sntroduisant la fonction dont la courbe
presentative est le segment [BC], calculer
yolume en cm’ de la partie inférieure du
dele réduit.
. . e

Lincariser sin g—g— , puis calculer le
lume en cm?

podele réduit.

e la partie supérieure du

fRant que la hauteur OC de la toupie en
& grandeur est de 30 cm, calculer la
fur exacte du volume en cm® de cette
‘ . puis en donner une valeur approchée
L e’ prés .
e 2
espace vectoriel de base B=(7, 7, k).
L est la dimension de E ?
I’endomorphisme de E avec

0=7+7.f(7)=-7-]+ket f(k)=2k.
Serminer f(2§'+2}:—£). Que dire de
2k

pner |’ €criture analytique de f.
montrer que kerf est une droite

forille de E. (dont on précisera un

ermimailg o

vecteur de base €.

d) Démontrer que Im f* est engendré par
(i+j.k).
e) Démontrer que (ker £ )+({im £ )=E.

Exercice 3

On se place dans I’espace muni d’un repére or-
thonormé.

On considere les points A(5, 0, 0), B(0, 5, 0), C

J17

(1,1,-5—) et le cercle I donné par les équations

o 25
x+y TE
z=0
1) Trouver ’équation de la sphere X qui passe
par C et qui contient le cercle T.
2) Trouver les équations des plans tangents a 3
et qui contiennent la droite (AB).

PROBLEME

Soit f la fonction définie sur R par :
4e*
X)=x+2- :
/(%) e +3
On désigne par C sa courbe représentative dans le
plan rapport€ a un repere orthonormal (O; i",_}")
d’unité graphique 2 cm.

1) a. Déterminer la limite de f en +oo.
b) Démontrer que la droite D, d’équation
y=x+2 est asymptote a la courbe C.
c) Etudier la position de C par rapport a D, .
2) a.Onnote f’la fonction dérivée de f.

Caleuler f ’(x) et montrer que, pour tout
/ ] 5
réel x, ona: f'(x)= ex—3 .
: e +3
b) Etudier les variations de f sur R et
dresser le tableau de variations de la
fonction f.

3) Que peut-on dire de la tangente D, a la
courbe C au point 7 d’abscisse n3 ?

b) En utilisant les variations de la fonction
f, étudier la position de la courbe C par
rapporta D, .
4) a. Montrer que la tangente D, a la courbe

@



C au point d’abscisse 0 a pour équation
1 |
y=—x+1.

b) Etudier la position de la courbe C par
rapport a la tangente D, sur I'intervalle
|-=0;1n3] . On pourra e
seconde de f notée f" définie pour tout

12¢* (e” —3)

e’ + 3)3

On admet que le point [ est centre de symétrie
de la courbe C. Tracer la courbe C, les tangentes
D,, D, et les asymptotes 4 la courbe C .On
rappelle que "unité graphique choisie est
2cm.

x de R par: f"(x)=

5) a. Déterminer une primitive de la fonction
x

g définie sur R par: g(x)=

e +3
b) Soit a un réel strictement négatif.

On note A, [’aire, en unités d’aire, du
domaine limité par D,, C et les droites
d’équations x=a et x=0. Montrer que

A,=4In4—4Ine* +3) .
c) Calculer lim 4,

a=p=

Exercice 1

O;?,}:) cst un repére orthonormé direct du
lan.

Soit (E) P’ensemble des points M (x ; y) du
plan tels que y2+6y+4x—3=0.

a) Déterminer la nature de (E) et donner son
equation réduite dans un repére d’origine ©
dont on précisera les coordonnées dans le
repere (O:; j, i

b) Déterminer, l’equation de la directrice et
les coordonnces du foyer dans le repere

0ii, ]
c) Construire (E) dans le repére (0;?,}:) :

Exercice 2
Soit p le polynéme & variable complexe défini

(576

Termina

(41 st
par: p(z)=z*-32° +Ezz—32+l :
a) Montrer que si z est une racine de
4 et Z sont aussi racines de p.
z
b) Vérifier que le nombre 1+; est une
de p.
c) Donner toutes les racines de p.

Exercice 3

ABCD est un est un rectangle de [“esps
que AD=24B et de centre O.

1) On considére I’ensemble (T') I'en
semble des points M de & tels qu
MA* + MB® - MC* - MD* = ~2 AD®

a) Montrer que A appartient & (1") |
b) Déterminer la nature et les éléme
ractéristiques de (T').

2) Soit H le sommet d’une pyramide de
ABCD dont toutes les faces latéralé
des triangles isoceles et les plans (I
(HCD) sont perpendiculaires.

3) Montrer que la droite (OH) est orthe
au plan (ABC

plan ( ): \/g
4) Montrer que OH = TAB :

5) Dans toute cette question oz prend
et on considere le repére orthonorme

= (A .7, k) tel que 7 = AB et |
a) Démontrer que dans le repere R
le sommet H a pour coordonnées:
1,4
25
b) Déterminer les coordonnées des &
des points A, H
B € B i@et
H par §,
deml-tour d axe

(HO).
c) Déterminer a

I’application S{ ABC) °.S‘(OH)_ ol S(
réflexion de plan (ABC).
d) Déterminer la matrice dans la base:



(?,?,E) de ’endomorphisme ¢
associé a S(OH) - En déduire I’expression

analytique de §

| PROBLEME

Le plan cst muni d’un repére orthonormé
.:(O;z' ,J | Unitésd’axes :2cm

PARTIE A
Soit f'la fonction définie de [0 ;+%] vers R
| { f(x)=|xlnx|~1 six>0
par :

7{0) =

eprésentative (C,)

(om) -

de courbe

f(x)= —xlnx—1 sixe]0 ;1[

f(x)=xnx—1 sixe]l joo]

2) Montrer que (C '+) admet deux demi
tangentes (T) et (T’) au point d’abscisse 1.
Préciser leurs ¢quations et 1’équation de la
tangente au point d’abscisse 0.

3) a) Dresser le tableau des variations de f
b) En déduire que I'équation f(x)=0

admet une seule racine ¢ telle que

lno:=l.
o

%) a) Tracer ( C,) ; (T) et (T’) sachant que
xe[l,7;2].

b) On note A (a ) I’aire du domaine D
délimité par (C,) ; I’axe (O ;E") et les
droites d’équations x=1 et x=q .
Exprimer A (@ ) comme un polynéme du
second degré en ¢ .

1) Démontrer que : {

Partie B
oo considere la fonction g:xb> f(x)+1 et la
fuite numeérique (u,) . définie par :
- u, >0etu, #1
vneN; u,,=g(u,)

) Déterminer u our gue la suite (u
0 p q n
constante.

Exprimer g'(x) en fonction de f7(x) et
dresser le tableau des variations de g.
On choisit #, > e, démontrer que :

neN SoIt

Terminale C & E |

a) La suite (u,) _est strictement croissante.
b) Vxele ;o] , g'(x)z 2
c) La fonction A: x> 2x—g(x) est
décroissante. VneN" u,, ~u, >2(u, ~u,)
etVneN u ,—u,>2"(u, —uo) :
4) En déduire la limite de (u, )

SUJET 13

Exercice 1

1) QO; T,]) st un repere orthonormé du
plan. On considére dans ce repére les

points F (\EJ et F'[_;EJ. On pose
V3 -

neN °

'\/_-.- 1-: s 17

et V=—i+—j.
A

a) Déterminer dans le repére (O; u,v
I’équation de I’ensemble (T") des points

X :
M(Y] tels que MF+MF =44/2 .

b) En déduire une équation de (I') dans le
repere \O i 57 ).
¢) Construire (T') dans le repére (051 ,7)
2) On considére la suite (u,) définie
pour tout entier naturel n non nul par :
U, =2"+3x7"+14" - 1.
a) Calculer U .

b) Montrer que, pour tout entier naturel n
non nul, u, est pair.

c) On note P I’ensemble des nombres
premiers qui divisent au moins un terme
de la suite (#, ). Les entiers 2, 3, 5 et 7
appartiennent-ils a I’ensemble P ?

d) Montrer que la suite (un) est croissante.
Exercice 2
(O, i, I,E) est un repere orthonormé direct
de I’espace E . Soit le plan (ITI) d’équation
x—2y+z=1 et la droite (A) de représentation

x=3+t
paramétrique <y=-1-2¢ (z ER) et le point
z=2+t

577 8



Pl—31.
1

1) Démontrer que (H) est orthogonale &
(A) en un point C dont on donnera les
coordonnées.

2) Déterminer les images B et D par les
projections orthogonales de P sur (IT) et
sur (A) respectivement. Vérifier que le
quadrilatére PBCD est un rectangle.

3) Déterminer I’expression analytique de la
projection orthogonale sur (Il)

4) Soit (S) la sphére de centre C et de rayon
J6 . déterminer (S)N(IT).

-

PROBLEME

On appelle espace vectoriel euclidien,tout es-
pace vectoriel dans lequel est défini un produit
scalaire. Lorsqu 'un espace affine est associé a
un espace vectoriel euclidien,on l'appelle es-
pace dffine euclidien.

Partie A

Soit P un plan affine euclidien de plan vectoriel

associ¢ V . Soit O un point de P.

Soit @ un €lément de I'intervalle ]—%,g[

Soient et j deux vecteurs unitaire de V tels

que i oj = sind.

1) Démontrer que le triplet (0, i ,}) est un
repére R de P.

2) Déterminer I’ensemble des valeurs de 8
pour lesquelles le repere R est orthonormé.

Dans toute la suite du probléme, on sup-
pose que R est un repére orthonormé.
unité =1 cm

3) On considére la fonction numérique f de la
1-2°

X

variable réelle x définie par f (x) =

de courbe représentative (€) dans le repere
R.

Terminalg

a) Montrer que f est une fonction &%
b) Etudier les variations de f puis
construire (€C) dans le repere R.
c) Démontrer que O est un point d"in#
a la courbe Cf). ]
d) Démontrer que f estune bijection
vers un intervalle K que I’on précis

e) Démontrer que f'(x)= lanlng l{?

2
pour tout xeK.

4) Soit g la restriction de f a I'intervalie
[-2:0] et (C,) sa courbe dans le repS
‘R . On note D le domaine plan limi#e
(C, ) et les droites d’équations x=—2
x=0 et y=0. Calculer le volume ¥
la portion de I’espace obtenue en faiss
tourner le domaine D autour de ’axe
des abscisses. On pourra remarquer g

l1=2" =(1+2x)2-4x2‘ ‘

Partie B

On considere la famille des courbes _
[1 —x+ a]
l+x—a)

avec (a ,b)eRz. [ onrappelleque :

(Ca ’b) d’équation y =b+log,

Inx=log, (x)xIna pourtousa,xeR]

1) a)Soit M(x,y) un point de (C,,)-
Exprimer y en fonction de f~ : (x-a,'
b) En déduire que (Ca ,,,) est ’image de
(C) par une application Plas) telle que
Plap) = LS, ou T est une translation
de vecteur u et S, une symétrie
orthogonale. Préciser U et (A).
c) Déterminer une condition néces-saire.-__
suffisante sur aetb pour que @, ;) So8
une symétrie orthogonale.
2) On suppose que a+b=0.
a) Soient A et H deux points du plan tels’
que @ = O0A et H le projeté orthogonal
de A sur (A). Démontrer que @, est !
composée commutative de la tr'ansia 108




Termmalg C & E

T; et d’une symétrie orthogonale que
I’on précisera.

b) Donner les éléments caractéristiques de
P correspondanta a=3 et b=1.

¢) Construire soigneusement la courbe (Ql)
dans le méme repere que (C).

SUJET 14

E xercice 1 ;.
1) Calculer la primitive F sur ]—-oo ’E[ de

2
la fonction : x> (5—3x) 5 qui prend la
valeur lenl.

2) Déterminer suivant les valeurs de n e IN les
. restes de la division euclidienne de 7" par
10.

Exercice 2

it A< IR .On considere la suite (Un) 2 dé-
fiie par :

V. =1
U, =3U7-8U, +12, VYneN
Montrer que si 4 =2 alors la suite (U,)
¢st constante.
Dans toute cette question : 4 =1

a) Montrer que la suite (U, ). .~ est
croissante.

b) Déterminer I’image de I’intervalle
E 5 2|: par la fonction
3
h:x!—)zxz—2x+3.

: 2
£) En déduire que Vrne N, 3 <O < 2%

d) Montrer que (U, ).~ est convergente et
déterminer sa limite.

Exercice 3

Sur la figure ci-contre H G
ABCDEFGH est un .
pavE droit tel que : T [F

AB=2AD=%AE

L
1
OF==-ef-een

AD=a ou a est un réel

strictement positif.
1) a) Exprimer AC en fonction de a puis
déterminer sin E&’.,E :
b) Déterminer Ics vecteurs AB A AE et
ABAAC.

2) a) Reproduire la figure et construire le point
P barycentre des points pondérés (4 ,1) ;
(B,—2) et (E,3).

b) Exprimer P4*, PB? et PE? en fonction
de a. :
c) Calculer les coordonnées de P dans le
repere (4,B,D,E i
3) Déterminer I’ensemble (I',) et (T,) des

points M de I’espace tels que :

(T,): MA2—2m2+3ME2=-1-3P—a2.

() —2M2+A4BZ+A4E2=€02.

PROBLEME

Partie A
Soit fla fonction numérique de la variable
réelle x définie sur IR par :

{f(x)=(x-l)ln(x-1)+l

i) = xeis si x<1
1) Etudier la continuité et la dérivabilité de £ au
point d’abscisse 1.

2) a) Etudier les variations de la fonction o

b) Tracer sa courbe représentative (C) dans
le plan rapporté a un repére orthonormé

(O;1;j) Lunité d’axes est de2 cm.

3) Soit g la restriction de f sur I’intervalle

I=[Eik 1]

St >
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a) Montrer que g est une bijection de I vers
un intervalle J que 1’on précisera.

b) Dresser le tableau de variation de g .

Tracer la courbe (C’) de g! sur la figure pré-
cédente.

c) Déterminer une équation de la tangente
(T") a (C’) au point d’abscisse 0.
4) Détermimer I’aire du domaine délimité par
la courbe (C ) ct les droites d’équations :

r=—1%: =1 et y=0.
Partie B
Le plan est rapporté a un repere orthonormé
direct (Ose,,e,). Soit f I’application du plan
dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z asso-

: . £ _
cie le point M’ d’affixe z’ tel que z'=e 67 +2.

) Démontrer que f est un antidéplacement.
2) Déterminer I’écriture complexe de fo f .
En déduire la nature de fo f .

3) Soit ¢ la translation de vecteur % d’affixe

T

o
l+e ¢, AetB les points d’affixes

respectives 1 et

a) Vérifier que % = B4 et démontrer que
f(B)=4.En déduire que f(B)=1t(B).

b) Démontrer que fo f =to¢. En déduire
que f(A) J‘(A).

c) Démontrer que ™' o f =84
orthogonale d’axe (AB).

d) Démontrer que f (A) appartient a la
droite (AB).

4) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de f .

SUJET 15

Exercice 1 :

On considere les suites (u,) . et (v,) . dé-
finies par :

) symétrie

VneN un—-i—
p=1p
1 'l
et VneN y =——+
2 p-ﬂzp

580

Terminale C & ©

1) a) Calculer Ie premier terme de chacune des
suites (un )REN. et (vn)n b
b) Démontrer que Vne N \{1}
U, =u, , +n_” etv, =v +E
2) a) Montrer que la suite (v_n )REN. est majoree
b) Montrer que VneN', 0<u, <v, .

3) a) Calculer la limite de la suite (v" )

b) Démontrer que la suite (un) est
convergente.

Exercice 2 :

Soit A et B deux point du plan orienté P. A tal
point M distinct de B d’un demi-cercle (C) &
diameétre [AB] on associe le point P de la @
mi-droite [AM) n’appartenant pas au segmes
[AM] tel que PM =MB.

a) Déterminer I’angle gﬁ, f;"ﬁ) pUis expric
¢ BM.

b) Déterminer alors une similitude qui trans-
forme M en P.

. mer BP en fonction

¢) Déterminer et construire le lieu géométrigus
des points P lorsque M décrit le demi-cere

(C)-
Exercice3 :
Soit fla fonction définie par :

X
¢ oY
f0)=0

1) a) Etudier les variations de la fonction :
vix x—Inx.

b) En déduire que ’ensemble de définition

de fest[0; +oof

2) Etudier la continuité et la dérivabilité¢ de £
sur [0; -1-00[

3) Etudier les variations de f .

4) On considere la fonc:ztion g définie de R dan

Rpar: g(x)= [ f()dt

a] Démontrer que [’ensemble de définition”

de g est [0; +o] .

si x>0



b) Etudier le sens de variations de g.

c) Donner le signe de g . Interpréter
graphiquement.

PROBLEME

W comporte 2 parties obligatoires et
ndépendantes

Partie A

’espgcg est muni du repére orthonormé
O;i;j;k), onconsidére I"ensemble
8) des points M(x ; y ; z) vérifiant :

B+ )2 +2z2-2x—4y+2z -10=0,

p droite ( A ) dont une représentation

Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de (S).

Déterminer I’ intersection de (S) et (A ).

On considere les points A, B, C et D de
coordonnées respectives (3,0 ,-2) ;

(1L-2,-2);]|2,-1 ,-% et (1,2,-1).

@) Démontrer que les points A, B, Cet D
ne sont pas coplanaires, puis calculer le
volume du tétraedre ABCD.

) Ecrire une équation du plan (ABC) .
&) Determiner la nature de 1’intersection de
(S) et (ABC), puis le caractériser.

irtie B
1, j) estun repére orthonormé du plan.

Déterminer ’ensemble (I') des
Wints M du plan d’affixe z tels que
2+3i)z-13|=2./13.
it f D’application affine du plan dans
§-méme qui a tout point M d’affixe z
Socie le point M’ d’affixe z' tel que :
s

= b=
Montrer que "ensemble des points
Snvariants de f est I’axe réel.

xX=6+1
amétrique est (A ) : vy =-7+¢t t€IR.
z=5+2¢

lerminalp C & E

b) Soit z; un nombre complexe fixé. On
pose z=2z,+iy ,yeR .

Montrer que si Z, est un nombre réel

alors z'—z, = %(z—zc).

c) Montrer que pour tous nombres
complexes z, et z, ona: |2, ~z,|<|z, -z,
Vérifier que pour z, =1 et z, =i cette iné-
galité est stricte. En déduire que f n’est
pas une isométrie.

3) Soit ¢ 1’endomorphisme associé a f .

Déterminer la matrice de @ dans la base
i, j). En déduire que f est bijective.

4) a) Déterminer une équation cartésienne de
(T"") image de (T") par f dans le repére
(@;1,0)

b} Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de (I'') dans un repére
(£2;1, j) ot Q est un point dont on

donnera_les coordonnées .
c) Construire (I') et (I'') dans le repére

O5i).
5) Quelle conjecture peut-on faire sur la nature
de f ? Démontrer cette conjecture.
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Exercice 1

I. Soit r un entier relatif non nul

a) Déterminer en fonction de r tous les entiers
x=1[5]

x=(r+ 1) [7]
b) En déduire les valeurs de r pour que tous ces
entiers x soient multiples de 35.

relatifs x tels que : {

IL. Un sac contient dix jetons identiques, indis-
cernables au toucher et portant les numéros :

0000000000

On tire au hasard et simultanément deux je-
tons de ce sac.

1) Caleuler la probabilité des événements
suivants :

D



a) A :"Les deux jetons portent le méme
numeéro.”

b) B :"Les deux jetons portent des numéros
distincts. "
2) Soit X la variable al€atoire qui a toute paire
{i; j} associe la valeur |i— ](':1
a) Donner la loi de probabilité de X.
b) Calculer I’espérance mathématique et la
variance de X .
3) On répete cing fois de suite cette épreuve en
remettant chaque fois les deux jetons tirés
dans le sac.

Calculer la probabilité 2 10™ prés par exces
d’obtenir exactement trois fois deux jetons
portant le numeéro 1.

Exercice 2

L’espace E est muni d’un repere ortho-

normé (O Tk ) On donne les points

A(-1;2;1);B(-3 ;4 ;5) et C(1;2;0)

1) Déterminer une équation cartésienne de
(H) plan médiateur du segment [AB].

2) a) Donner une représentation paramétrique
de la droite (A) passant par C et orthogonale
au plan (H)

b) En déduire les coordonnées du point
d’intersection H de (IT) et(A)

3) Soit p la projection orthogonale sur (H)
Déterminer p(C) et ’ensemble des antécé-
dents de H par p.

4) Déterminer 1’écriture analytique de p.

5) Soit (IT') Ie plan passant par C et orthogonal
a la droite (A).

On note §;; erS,. les réflexions de plans
(H)et(l'l) respectwement Donner la na-
ture et caractériser Sy o Sy,

PROBLEME

R= (O; s 3) est un repére orthonormé du plan
affine P. On note V le plan vectoriel associé a P.
Soit A le point de coordonnées (-1 ;1). On note-

ra M(z) un point M d’affixe z

Partie A

1) On considere I’ apphcatlon.;p. ;

tout vecteur % = xi +yj associe

o(i)= (—x+y)i +2x] .
Montrer que @ est un autom:

2) Soitq:P — P I’application aff

d’endomorphisme associé @ et
q(0)=A4.

a) Déterminer ’écriture analytia

b) Déterminer I’ensemble () @&

variants par g.
c) Démontrer que pour tout pois

M’ par g, le vecteur MM'" 2 &

fixe dont précisera un vectens

d) En déduire la nature et les €les

caractéristiques de q.

3) Soit h:P — P [’application affine

point M(z) associe le point M2
z' =iz +1.

a) Montrer que pour tout z, et ﬁ!

a |z, —2,|=|z, - 2,| .

b) En déduire que h est une isome

c) Déterminer 1’ensemble des poss
invariants par h puis donner 1a%

4. On pose g=hoq. Montrer que I'

x =2x+2

analytique de g est : {

Partie B

On considére la fonction f:R —»R défis

f(x)=x—2Vx*+1 de courbe représes

(€).

(I') désigne ’ensemble des points des g

Y =—x+y-1 !

M(x : y) tels que : —3x +y° —2xy—4—4

1) Etudier les variations de f et tracer {

dans le repere R. lunité=1cm.

2) a) Montrer que le point O est centre de

symetrie a (I) .




5) Montrer que () est la réunion de (C) et
d_’une autre courbe (C) dont on donnera
. I’équation. Tracer (C) dans repére R..

' On note (I') 'image de (T') par

' Papplication affine g=hogq

2) Montrer que (TY) est une hyperbole
€quilatére dont on donnera I’axe focale et

I’équation d’une directrice dans un repére
que I’on précisera.

©) Tracer (') dans le repére R. .
SUJET 17

ercice 1
‘Dc¢terminer tous les entiers relatifs x tels que
[x=1[1]
lx=3[9]
Soit n un entier naturel strictement supérieur
a2
‘On pose A=n’+3n?>—7 et B=n+1
a) Montrer que tout diviseur commun de A
et B est un diviseur de 5.
b) Déterminer n pour que pgcd(A ; B)=5
On considere les équations différenticlles
(E}): 3y"+2y"-y'=0
et (E,): 3y"+2y —y=0

a) Résoudre dans R I’équation (E,) puis en
déduire les solutions de (E,)

b) Déterminer la solution de (E, ) dont la
courbe admet au point A(O ;—4) une
tangente parallele a la droite d’€quation
y=—x+1 et la courbe de sa dérivée
seconde passe par le point B(0; —2) ;

mercice 2

D: i,]) est un repére orthonormé du plan. On
msidere I’application f du plan dans lni-méme

8 2 tout point M d’affixe z associe le point M

. X A
affixe z'tel que : z =Zz—zz—z.

In note (C ) le cercle de centre Q(—1+2i) et de
gyon 2, (I,) limage de (C) par f .

@

Terminale C & E

1) Soit 7 5z, ;z,€C et 1R tels que :
z,—2z3 = Az, —z,). Montrer que :
z'\—z4=Az"—-z")

En dcduire que f est une application affine.

2) Déterminer 1’écriture analytique de f .

3) a) Déterminer une représentation
paramétrique de (T',) .

b) Donner dans le repére (Q ;f,}:) : une
équation cartésienne de (I, ), sa nature et
ses €léments caractéristiques.

c) Construire (C) et (I';) dans le repére

0; i,
4) a) Déterminer I’ensemble des points

invariants par f.

b) Montrer que tous les vecteurs MM' ou
M’ = f(M) ont une direction fixe que 1’on
précisera.

c) En déduire la nature et les éléments
caractéristiques de f°

PROBLEME

1l comporte deux parties indépendantes

Partie A

Pour tout e N", on note £, la fonction numé-
rique de la variable réelle x définie sur

e.l'

(x +1)"

D = |-o0; —1[\ y]-1s+oo] par: £, (x)=

1

et on pose : u, =jj; (x)dx
0

1) Déterminer la dérivé f. de f, et montrer

que : VxeD, f, (x)= f(x)-nf,.(x)-
2) Démontrer que la suite (u,) . est
décroissante et qu’elle converge
3) a) Démontrer que pour tout entier n =2 on

Lo e 1
: - <u < 1- .
a. n_l\1 2}:—-‘[] uﬂ n_l( 2&—1}

b) En déduire la limite de la suite(z,) -

4) a) En utilisant la question 1) montrer que :

e st
5;—1 =u —nu,,.



A e - s

R R, . T

li =
b) En déduire que : 1m(pmwl)
71 —> +00

c) Montrer que la suite (721,) . est
convergente et calculer sa fimite.

Partie B

(0 T ,E) est un repére orthonormé de 1’es-
pace E, ABCD est un tétraedre régulier d’arréte
3./2. On désigne par : B’ le milieu du segment
[CD], H le centre de gravité de la face BCD et G
I’isobarycentre des points A, B, C et D.

1) a) Montrer que AG = %ﬁ
b) Calculer les distances BB’ ; BH et AH

puis en déduire que : AG = 2\2{_—3 ¢
2) Soit (F) ’ensemble des points M de E tels
que : MA?+MB? + MC?+MD?=54.
a) Vérifier par calcul que (') passe par les
points A, B, C et D.
b) Montrer que (I) est une sphére dont on
précisera le centre et le rayon.
3) Soit (H) I’ensemble des points M tels que :
3MA2 -MB?-MC2-MD?=18.
a) Démontrer que (IT) est le plan passant
par H et de vecteur normal AH.
b) b) Montrer que (H) passe par les points
B,CetD.
4) Donner la nature et les éléments
caractéristiques de (II) @ (F)
5) On donne
4(2;3;-2); B(-1;0;-2) ; C(2;051)et
D(-1;3 ;1) et ABCD est bien un tétraddre
régulier d’arréte 3v/2 .
a) Calculer les coordonnées de H.

b) Seit p la projection orthogonale sur le
plan (BCD). Démontrer que 1’ensemble
des antécédents de H par p est la droite
(AG).
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Exercice 1
On lance # fois de suite un dé non pipe.
faces sont numeérotées de 1 4 6, et on cons
variable aléatoire X, qui représente le ne
fois ol I’on obtient le chiffre 6.
1) Exprimer en fonction de #, la proBss
chacun des événements suivants :

a) A: «le chiffre 6 n’apparait aucts

b) B : «le chiffre 6 apparait une ses

¢) C : «le chiffre 6 apparait au mos
fois»

2) A tout entier naturel 7>1, on assoch
St

nombre réel p(n)=1- .
a) Montrer que pour tout enfier nats

n>1,ona p(n+1)>p(n).

b) Calculer (1), p(2), p(3) et :.'f-
déduire les valeurs de # pour lests

1
3) Déterminer la valeur de n pour que!

type de X soit une solution de 1’équs
x2—25=0. '

Exercice 2
Dans I’espace rapporté a un repere o _' :
0;i ,j ,k). On désigne par (P) le plan
’équation cartésienne x+y+z—3=08
(D) la droite passant par le point A(03
dirigée par le vecteur d’équation j—Fk .

i

1) Montrer que la droite (D) est incluse
plan (P).

2) Montrer qu’il existe un unique plan #8
tel que le demi-tour d’axe (D) soit I8
composée de la réflexion S, de plan

la réflexion S, de plan (1'[] %

3) Donner une équation cartésienne de i
4) Soit (P?) le plan d’équation )
2x—y—z+3=0. On considére lc pi
parallele a (P’) et passant par O. =

a) Déterminer une équation cartésicas

(I1).



Vérifier que A e (P’), puis déterminer
les coordonnées de I'image de A par la
projection orthogonale sur (I1') .

Déterminer 1’écriture analytique de
Sy 08y ol S, et S, sont respectivement
les réflexions de plans (IT') et (P).
freice 3

DOSC

.ta,n) =f;x"(l-x)”dx avec aeN’;
BN et 1(a,0)=[ x"dx

Montrer, 4 I’aide d’uneintégration par parties

B ).
n+1

2. Etablir que
L(a,n)~1(a,n+1)=I(a+1,n) .
En déduire que

n+1

—I(a,n).
n+a+2 )

Soit € N*, calculer (a’, 0)
£t démontrer que YaeN™ ;
n!

(@+1)(a+2)...(a+n+1)

I(a,n+1)=

I(a,n) =

ROBLEME

artie A
=S le plan P rapporté & un repére orthonormsé
L €, ,€,). On considére les points A(L 0) ct

-—1,0) - A tout point M du plan de coordon-

Es (x ;) ; on associe le nombre complexe
x+iy affixe de M.

Soit f Iapplication de P dans P qui &
fout point M associe le point M, 1’affixe

zy =x +1iy, tel que z =iz—(l+f).

a) Montrer que Mes (Zﬁi, BM, ) E-—j-r—[2fr] et
BM, = AM. .

Terminale C & E

b) Préciser la nature de £ et donner ses
cléments caractéristiques.

c) Bxprimer les coordonnées de M, en
fonction de celles de M.

d) Déterminer et représenter I’ensemble des
points M, lorsque M décrit le cercle de
diamétre [AB].

2) Le nombre réel A fixé. On considére
["application f, de P dans P qui 2 tout
point M associe le point M barycentre des
pomts M, M, et A affectés des coefficients
respectifs A, —4 et 1. On note 2’ = x"+ "
I"affixe de M.

a) Etablir que 2" =/1(l-z')z+,1(1+i)z+1.

b) Déterminer la nature de f; et ses
¢léments caractéristiques.

c) Préciser pour quelles valeurs de a.
application f; est une rotation et donner

dans ce cas son angle et ’affixe de son
centre.

Partie B

On considére la fonction numérique g de
variable réelle x définie par :

g(x) {fﬁ

rique d’une variable réelle définie par :

x 2
f(x)=hl(x+l]+2x+l'

1) a) Vérifier que Pensemble de définition
de f est Df =]—oo;—1[u]0,-lm[ puis
calculer les limites de £ aux bornes de D,.
b) Etudier les variations de J sur D, puis
dresser son tableau des variation.
2) a) Déterminer D, I’ensemble de définition
de la fonction g, puis calculer les limites de
g aux bornes de D,.

b) Etablir que Vx e D,

. (2x+1) £ (x)
g'{x)= g(x).
( ) 22X +x ( )
En déduire les variations de g puis dresser
son tableau des variation.

] - Soit f la fonction numé-

c) Tracer la courbe (Cs) et ses asymptotes

(585



dans le repére orthonormeé (O, i ,j).
lunite =2cm .
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Exercice 1

L’espace & est muni d’un repére orthonormé

(©0;1,7,k).

1) On considére le plan (IT) d’équation
cartésienne 2x—y+z=1.

Déterminer I’expression analytique de la ré-
flexion S de plan (IT).

2) Soit f l'application de & dans &
dont I’expression analytique est

-

x'=%(—x——2y-2z+6)

.5

y’=—;—(—2x—y+2z—6) :

7 =~;*(—~2x+2y—z+12)

Démontrer que f est un demi-tour dont on
précisera I’axe (A).

Exercice 2

A/- Répondre par vrai ou faux en justifiant 2
chaque fois.

1) La fonction x+(e* ~1)in(x) tend vers
0 lorsque x tend vers 0 par valeurs
supérieures.

) a= {1 —\E)eIg +1+~/2 est écriture
complexe d’une similitude d’angle de

T

mesure " .
3) Le systeme i ?OS (9)“
y=3sin(0)-2

représentation paramétrique d’une ellipse.
4) Le domaine de définition de la fonction

s
g définie par g(x) = J‘: e dt est

}-00 :%[UP o]

B/- On considére I’équation (E):13x—84y =7

fecR estla

586

Terminalg C & E

1) Vérifier que le couple {91;14) est une
solution de 1’équation ( E ) :

2) Résoudre dans ZxZ |’équation (E)

3) En déduire les solutions de (E ) dans NxN

4) Montrer que pour tout couple solution
(x.y) de (E) dans NxN ona:
pged(x, y)=1 ou pged(x, y)=1.

5) En déduire les solutions (x; y) de (E) dant
NxN telles que :

a) x et y sont premiers entre eux.
b) pged (x : y)=7 :

Exercice 3

Une urne contient 2 boules noires et 2 bouk
blanches. On tire successivement et sans rem
toutes les boules.

1) Déterminer tous les évenements
¢lémentaires li€s a cette experience ales
et calculer leur probabilité.

2) Peut-on dire qu’il y a équiprobabilité.

3) Soit X la variable aléatoire qui & chague
événement ¢lémentaire associe le rang |
la derniére boule noire tirée.
a) Déterminer la loi de probabilité de X

variance de X.
c) En déduire son écart-type. ‘

PROBLEME

Partie A

On considére la fonction f @&

f(@)= JCJE . On note (1").

présentative dans un repéere orthones
dans lequel 1'unité graphique est @& 3

1) a) Déterminer I’ensemble de &t
de la fonction £ .

b) Calculer les limites de f au%
128
2) Etudier la dérivabilité de £ em =



anterpréter graphiquement les résultats.
Dresser le tableau de variations de f.
"racer (I).

‘Déterminer une primitive G de la fonction g
X2+ x°

ldétinie par : g(x)=

Soit D le domaine formé des points
2

0<x<—
S
OLy<f (x)
Un fait tourner D autour de ’axe des abs-
sisses. On obtient un solide ().

M (x ; y) du plan tels que :

B Représenter (Z).

8} On coupe le solide () par un plan per-
pendiculaire a I’axe (OI ) en un point H
d’abscisse | 0 <x < % . On note S (x)
aire de I’intersection de (E) et de ce

plan.
Slculer S(x). En déduire que la fonction

> S(x) est continue sur {O, %}

tlculer le volume V du solide (Z) en cm’.
e B

,,) et (vn) deux suites numeériques défi-
0<y,<v,

_ par % V"EN, Hlﬂ-l = f_u"v” 3

u, 'i"V"

b vneN, v, = .
Smontrer par recurregce que les suites

B ct (VH) sont strictement positives.

12 2
Balculer v, —u,

BN, u <y, .

et en déduire que

Demontrer que la suite (,) est croissante
que (vn) est décroissante

fontrer que Vne N , u, <v,, puis
fneN, u <v.

la nature des suites (u,) et (v,).
\emontrer par récurrence que :

EN 0<v —u S(%] (vo—2,).-

 déduire que les suites (u,) et (vn) ont

7.3

ernminaig

méme limite.
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Exercice 1
1) Soit » un entier naturel non nul.

a) Quel est le nombre de diviseurs positifs
de entiers 2" ?

b) Démontrer que pour tout entier naturel
non nul #z, les entiers naturels 2” et 1365
sont premiers entre eux. 7

2)8 Deniont [ x*(Q2-xPdx= :
émontrer que L ( ) e

3) p et g sontdeux entiers naturels
non nuls. En utilisant un changement
de variable affine, démontrer que

£ 2
L x’(2—x)'dxc= L x (2—x)°dx.
4) En déduire sans calcul et sous forme d’une
fraction irréductible la valeur de I’intégrale

L x/(2-x)"dx

5) Soit n un entier naturel non nul. On
considére [, = J-Gl e dxr
a) Calculer / o

b) En utilisant une intégration par parties,
déterminer une relation de récurrente
entre / et/ , En déduire la valeur de I..

Exercice 2

ABCD est un parallélogramme de sens indirect
tel que AB = BD. Soit f I’application affine
définie de P dans P lui-méme par : f (A) =B,
f(B)=D et f(D)=C.
Soit ¢ la translation de vecteur AB et ’applica-
tion g=¢t"o f .
1) Justifier que g est une application affine du
plan.
2) Onnote B'=g(B).
a) Vérifier que DB'=—AB et montrer que
BB'=-2AB+ AD.
b) Démontrer que la droite (AD) est
invariante par g.
3) Déterminer I’écriture analytique de g dans le

D



repere (A, B, D).
4) Soit M un point du plan, M'=g(M) etlle
milieu de [MM’].
a) Monirer que le vecteur MM' a une
direction fixe que I’on précisera et que

Ie (AD)
b) Donner en justifiant, la nature exacte de g
puis en déduire la nature de f .
5) Construire I’'image M’ d’un point
quelconque M du plan par f.

Exercice 3
1) On lance trois fois de suite un dé non
2) pipé dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

a) Calculer la probabilité d’obtenir a chaque
lancer un multiple de 3.

b) On note X la variable aléatoire qui associe
a ces trois lancers associe le nombre de
multiples de trois obtenus. Déterminer la
loi de probabilité de X .

| PROBLEME

Le probleéme comporte trois partics dépendantes
A,Bet C .

Partie A

On con31dere la fonction f définie par :

f(x )——-—-—-ln(l-!-x)

1) Etudier les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition.

2). Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variations.(Prendre : 1-1n2~0,3 )

3) Démontrer que I’équation f(x)=0 admet
dans I’intervalle ]1; +oo[ une solution unique
notée a et vérifier qu’une valeur approchée
de @ 2 107" pres est 3.9.

4) Calculer f(0) et préciser, suivant les
valeurs de x, le signe de f(x) .

Partie B :
Soit la fonction g définie sur I’intervalle [0 ;+00[
g(O) =

el

ln(1+x) Six>0

| Llermas

1) Démontrer que g est continue sue

I'intervalle [0 ;+co] . k
2) Etudier la dérivabilité de g en oi
3) Montrer que pour tout ree] x Stel

L

4) a) Calculer la limite de g en -}-eo

positif, on a : g( )

Dresser le tableau des variations &&
(On prendra g(3,9)=0,8).
5) Le plan est rapporté au repére orti
(O;?j) d’unité graphique lem &
I’axe (O ;f) et 10cm sur I'axe (
Construire la courbe (1") représents

Partie C :

On désigne par A I'aire du domaine p
t¢ par [’axe des abscisses, la courbe p‘_'
droites d’équations x =0 et x=1.

1) Démontrer que la fonction g,
définie sur I'intervalle [0 ;+o0] par
g,(x) =+/x In(1+x) est dérivable &

a) Soit ¢ la fonction définie sur ['im .
[0 ;+oo[ par qo(x)=2\/;1n(1+x)"";

Montrer que ¢ est dérivable &
pmnt de Dlintervalle [0; +oo[

o (9)=s(x) b
o fe

P

En deéduire que : Ig(x)dx 2in(2
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Exercice 1

U= Dans un systeme de numération de bases

considere les nombres

A= 211, B =312 et C= 133032.

1) Justifier que a est strictement supéricur &

2) On suppose que C=A x B
i) Montrer que @® —3a*—2a—8=0.
ii) En déduire que a divise 8.
iii) Déterminer alors a.



- a) Démontrer que si k& est un entier naturel
i alors 2°* +3%*4 = 25]

D) Déterminer I’ensemble des entiers
naturels n tels que I’on ait :

~2=0[7] et 2" +3" =2[5]

grecice 2
Dalculer ;

2sin(3:
B cton . ()

|
'-lorsc'luc? x tend vers .0 ! In (x) 2
| La limite de la fonction x = ————

x—e

lorsque x tend vers e .

la fonction définie dans ’intervalle

o1t
' %?par :g(x)= ks

_ cos’x
iDéterminer les réels g etb
in dépenda.nts de la variable x tel que
b
2/(x)= :
cos*x coszx _
déduire la primitive F de la fonction

1 : Vs
T qui prend la valeur 1 en 2

f:x—

pice 3
IEFGH est un cube d’aréte a et I est le
ge la face ABFE.

stifier que la droite (AD) est

boonale au plan (ABF).

h déduire que les droites (AD) et (BE)
it orthogonales.

deuler les s produits vectoriels :
FEADC, IBATE ¢t ADA AF.

bnsidere les vecteurs i =— AB :
a

a a

Vérifier que (A; ?, 3, k ) est un repere
orthonormé de 1"espace.

b) Montrer que la droite (DF) est
orthogonale au plan (EBG).

c) Déterminer une équation cartésienne du
plan (EBQG).

d) Calculer en fonction de a le volume du
tétraedre FEBG.

e) Soit O le point d’intersection de la droite
(DF) et du plan (EBG).

Quelle est ’ensemble des antécédents de O

par la projection orthogonale sur (DF) ?

PROBLEME

Partie A

Le plan complexe est muni d’un repére orthonor-
m¢ direct (0;8,,8, ). lunité =2cm
Soient A, B, C et D les points d’affixes respec-
tives —2i, 4—2i, 4+2i ¢t 1.
1) Faire une figure que [’on completera au fur
et & mesure.
Donner la nature du triangle ABC.

7=1AD et k=L AE
a)

2) Soit f une application du plan dans lui-
meéme qui a tout point M # A et d’affixe

z associe le point M d’affixe z’ telle que :
. z—4-2]
a) Dét&miner les points B’ et C’ images
respectives de B et C par f.
b) Déterminer et construire Iensemble (T7)
des points M d’affixe z telle que ‘z '1 =1.
3) a) Montrer que pour tout nombre
complexe z distinct de —27 on a:
(z'-1)(z+2i)=-4-4i.
b) Montrer que pour tout point M#A et
d’image M’ par f,ona:
i) M=zD.
i) DM'xAM=4/2.
iii) MBS(QI DM'J+Mes(e1,AM)--—[2:r]




Partie B

Dans le plan P rapporté 4 un repére orthonormé

(0 i, J),on considére le cercle (C) de centre O

et de rayon 1. On note A et B les points de coor-

données respectives (1 : 0) et (—l ; 0).

1) Pour tout point K d’abscisse x du segment
[AB] distinct de A et de B, soit (A) la
perpendiculaire a (AB) passant par K. La
droite (A) coupe le cercle (C) en deux
pomnts M et M’. Calculer en fonction de x
I’aire du triangle AMM’.

2) Soit la fonction numérique f de courbe
(¢,) définie par: f(x)=(1-x)vi-x* .
a) Etudier la dérivabilité de f en 1 et —1.
En déduire les tangentes 3 (Cf) a la courbe en
let—1.

b) Calculer f '(x) sur son ensemble de
dérivabilité que I’on précisera. f' désigne
la dérivée de la fonction £ .

c) Etudier le signe de f "(x) et dresser le
tableau des variations de f.

d) Calculer £(0) et tracer (Cf) :
lunité =4cm.

3) Pour quelle valeur de x 1’aire du triangle
AMM’ est-elle maximale ? En déduire que

pour cette valeur x le triangle AMM’ est
équilatéral.
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Exercice 1

Lunitéestlecm

ABCDEFGH est un pavé droit tel que :
AB=AD=2;4E=2.

H' G
B
SB[
A B

1) a) Calcule les produits vectoriels :

DAADC ; DGAAEet DCAAF .

b) Soit I' I’ensemble des points M de
I’espace E tels que : MAA MB = 6. Soit

le projeté orthogonal de H sur ia @
(AB). |
Montrer que : MAA MB = MH » 3
déterminer (I).

2) Déterminer I’ensemble (T'') des P =f'_'f_
E tels que : -2ME?+ MB?+ MH?—1

3) On pose ?:%E et }'=%E et
F=Y24F.

2
a) Verifier que (A;i",f ,E) €St un repe
orthonormé direct de 1°espace.
b) Ecrire une équation cartésicnne de
c) Soit (P) le plan d’équation cartésies

x+y+722+1=0.

Montrer que E & (P). Déterminer F'ens
des antécédents de E par la projection
gonale sur (P) Ecrire une représentas
ramétrique de cet ensemble.

Exercice 2
1) Tout nombre entier naturel x s’écrit

X=ad. ... a,a, en base 10.

a) Démontrer que x=4,[10].

b) Déterminer le clslgﬁ*e des unités du
nombre (2917)

2) Soit neN tel que n27 . Démontrer G
46431" est divisible par 231", :
Preciser le quotient en base n de la dis
de 46431 par 231"

3) Soit le nombre entier naturel N = 2x4

Déterminer xety pour que N soit dive
par §.

4) Démeontrer par récurrence que pour tout:
entier naturel n supérieur ou €gal 3 1,
Ientier 31*** +18*" est divisible par

Exercice 3

1) Soit g la fonction numérique définie par 2

g(x)= Te[‘%]dt

2



Terminale C & E

a) Démontrer que g est définie sur
I’intervalle % ;+oo[

b) Calculer g(1) puis dresser le tableau de
signe g.

c) Calculer la dérivée de g et donner le sens
de variation de g.

2) L’espace E est muni d’un repére orthonormé
©,1,7,K) lunité=lem

Représenter en perspective le  solide

{ X’+y*+2z2<4 .

(Z)défini par : { % 5 s
Z__.-_

calculer le volume de (Z)

PROBL EME
Partie : A

(O; i,j)estun repere orthonormé du plan
b Soit f la fonction numenque d’une variable
réelle définic par : f(x)= ——5+111|x 2.

x

a) Etudier et dresser le tableau des variations

de f.

b) Calculer f (1) et en déduire le signe de f.
suivant les valeurs de x.

c) Quelle est I’image par 7 de ’intervalle
]2‘ +ao[ ?

d) Soit & la restriction de f & I’intervalle
[

Montrer que & est une bijection de I’inter-

valle |- ;2[ vers un intervalle que I’on

precisera.

Dresser le tableau des variations de 47! bijec-
tion réciproque de A.

On définit la fonction numérique g par :
(x) (x—1)In|x—2| de courbe (C )"

a) Etudier les variations de g.

b) Montrer que (C ) coupe I’axe des
abscisses en deux points distincts dont
I’un est un point d’inflexion & (C).

c) Berire une équation de la tangente (T) &
(C) en ce point d’inflexion puis tracer (T)
et (C).

Partie :B

On définit une suite numérique (w,) par :

1
u(,:g- et u, ;= cosu, +E VneN et on pose

f(x)=cosx+i et K=[% ;1]

1) Montrer que [’équation cosx =x—— admet
une solution unique & € K

2) Montrer que f(K)cK et Vxek,
lf’(x)l <0,9.

3) a) Démontrer que VneN, u, €K et

a|<0,9)u, -] .

b) En déduire que
VaeN,u, -—a'l <

Iun+1 =

a4
__a-
5

4) Démontrer que la suite (u,) est convergente
¢t donner sa limite.
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Exercice 1

1) Déterminer le reste de la division
euclidienne de 2" par 7 pour tout entier
naturel » appartenant 4 I’ensemble
{1,2,3,4,5,6}.

2) a) Montrer que 2™ —2" est divisible par 7.
b) En déduire les valeurs de » pour

lesquelles 2" a pour reste 1 dans la
division euclidienne par 7.
3) a) Montrer 2" et 2*™3 ont le méme reste
par la division euclidienne par 7.

b) Quel est le reste de la division euclidienne
de 27?592 pan,

Exercice 2
1) Soit le nombre complexe z=1-cos +isin..
a) Démontrer que ¢
6 \2(J6-VZ 63
2

4 4
b) Déterminer le module et un argument de z.

c) En déduire la valeur exacte de chacun des
Sz

T S
réels : sin—, sin— et cos—.
12 12

(591



2) On considere le nombre complexe

z=e"—je

; T
a) Démontrer que z = zncos[ﬁ +E] ol z,
est un nombre complexe indépendant de 6.

b) Donner alors le module et I’argument de z

pourE)E]—-Z —[ etpm'.ur(ile]z'E 3_;2'[

3) Déterminer et construire I’ ensemblf, dLb
points M d’affixe z tels que :
arg(2z-2+3i) E%[R’]

Exercice 3

L’espace & est muni d’un repére orthonor-

mé direct (O;'f, 3,12) On considére les points

A(-3,0,1) ; B(-2,5,1) et C(1,-12).

1) Démontrer que les points O, A, B ¢t C ne
sont pas coplanaires.

2) Calculer le volume du tétracdre OABC.

3) Soit G I'isobarycentre des points A, B et C.
On note (P) le plan médiateur du segment
[OG].

a) Déterminer une équation cartésienne de
(P).

b) Déterminer I’expression analytique de la
réflexion S(P) de plan (P).

c) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de S ° 8oy OU S(oa) est
le demi-tour d’axe ((33}).

PROBLEME

Le plan est muni dun repére orthonormé
(O ;i’,f) (unité d’axelcm)
Partie A
Soit ¢ I’application affine du plan @ qui a tout
point M(x ,y) associe le point M'(x',y') tel
X=X
que{ , :
y=x-y
1) Montrer que pop=1Id et que g n’est pas
une i1someétrie.
2) Déterminer Iensemble (A) des points

Terminale

invariants par g. {
3) Montrer pour tout point M du plan. &
vecteur MM' a une direction fixe.

4) En déduire la nature de ¢ et ses éléme
caractéristiques.

Partie B

On considere la fonction f: xl—)x{-
de courbe (C,)

1) Calculer les limites de fen —oco et &m -
2) Montrer que (C,) admet une asympés

oblique en +o0.
3) a) Résoudre dans ]—oo ;—Z[U]z,

I’inéquation : x++vx" -4 >0 A

b) Résoudre dans]—2 : 2[ I’inéqg
x—V4-x> 20 .

4) a) Etudier la dérivabilité de fen en —2
Interpréter graphiquement les résults

b) Calculer la dérivée de fsur son ens

de dérivabilité.

¢) Dresser le tableau des variations &%

d) Tracer la courbe de 7 .
5) Soit g la fonction numérique définiey
g(x) =X-, /|Jt:2 —4| de courbe (Cg

a) Montrer que (Cg) et (C,) sont
symétriques par rapport au point £
origine du repére.

b) Tracer (Cg ) sur la méme figure gk
6) Soit (T') I'ensemble des points M(
du plan tel que y*-2xy+4 =0 avee
x €] ,-2[| ]2+ .
Montrer que (F ) est la réunion des
trictions de (C,) et (Cg) sur I'ensen
Jro=2[ 2,4 |

7) Montrer que I'image (T'') de ((I") par &%

une hyperbole équilatere dont on donnera’
une équation réduite,
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xercice 1

| On considere les fonctions suivantes :

g x>

et t 1> ran’x

18) Déterminer deux réels a et b tels
' e 1E3%0 ha b

que = +
=t x—1
xe€R\{-11} , puis calculer Iintégrale
3
I=I g(x)dx

: 2
) Calculer la valeur moyenne y de Ja

pour tout

fonction t sur Iintervalle [ ~%;§~] ;
Donner une interprétation graphique de z.
L espace E est muni du repére orthonormé
WO, 1,7, K). lunité=2cm
&) Représenter en perspective le solide (E)
Xty tz2<4

défini par :

- —1<z< 1
8 Calculer le volume de (Z)

Fcice 2

iespace vectoriel R?, on considére la base
fique définie par : (1,0,0) : &, (0,1,0) et
g Pendomorphisme de R® défini
2(E)=58+¢, : g(5,)=8+28, et
¢,

Eterminer I’expression analytique de g

Eterminer N(g) le noyau de g. En déduire
Be basc.

8 note Im(g) le sous espace vectoriel
fige de g

tontrer que les vecteurs €, et €, appar-
icnnent a Im(g).

dontrer que la famille (€, €,) est une
pase de Im(g).

montrer que Im(g)® N(g)= R? ,

Terminale C & F |

Exercice 3

Une urne contient 4 boules blanches et 5 boules
noires indiscernables au toucher.

On tire au hasard et successivement quatre

boules en remettant 3 chaque fois la boule tirée
dans I"urne.

Soit X la variable aléatoire qui a [a fin de

chaque expérience aléatoire associe Ie nombre
de boules blanches obtenues.

1) Déterminer ’univers image Q par X.

2) Calculer la probabilité de I’événement
1Isx<3}

3) Déterminer la loi de probabilité de X .

4) Définir et représenter la fonction de
répartition de X.

PROBLEME

On considére dans le plan @ un triangle ABC
rectangle isocéle en A et de sens direct te] que
AB=].

Soit D le point du plan tel que C soit le milieu de
[BD]. Soit f I’application affine de @ dans @
telle que : f(A)=A ; f(B)=D f(C)=B.

On considére le repére (A ;: B ;C). lunité =1,5¢cm

Partie A

1) Déterminer les coordonnées du point D et

cerire une équation de la droite (BC)

2) On note (x, y) et (= ') les couples

de coordonnées des points M et M

respectivement.

a) Soit @ "endomorphisme associ¢ 3 Vi
Montrer que ¢ estun automorphisme.

b) Montrer que M’ = f (M) si et seulement
X =—x+y
si :
Vi =2
c) Démontrer que le vecteur MM a une
direction fixe que I’on précisera,
3) a) Déterminer ’ensemble (A) des point
invariants par f .
b) Montrer que la droite (BC) est

globalement invariante par 9



c) Bn déduire qu’il existe un unique point K
de la droite (BC) invariant par f .
Exprimer le vecteur KB en fonction de
KC.
4) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de f . Construire I’'image
M' d’un point quelconque M par f .

Partie B

La fonction g de la variable x est définie par :
2%
: =l
X)=—
g(x)=—xInx six>0
un plan rapporté 4 un repére orthonormé ayant

2 centimetres comme longueur d’une unité sur
ses axes.

1x<0
s ; (C) sa courbe dans

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de la
fonction g en 0.

2) Etudier les variations de la fonction g sur R.
3) Justifier que I’équation g (x) =~—]. admet une
unique solution dans P'intervalle |1,5; 2] .

4) a) Ecrire une équation cartésienne de
chaque demi-tangente & la courbe (C) au
point d’abscisse 0.

b) Déterminer les branches infinies de (C).
c) Construire (C).
5) a) Vérifier que pour tout x<0,

e —e™
gbls—
. enbien 14, £
domaine du plan limité par I’axe des
abscisses, la courbe (€) et les droites
d’équation x=-1 et x=1.

b) Construire I’image (C’) de (€) par f .
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Exercice 1

1) Seit n€N, développer et réduire
(- = (=1
En déduire que pour pe N, si p=0 [4] alors
P peut s’écrire comme différence des carrés
d’entiers naturels.

puis calculer 1*aire du

2) ABCD est un carré de centre O et de sens

Terminal,

direct tel que AB = 6 cm. :
Soit E le milieu du segment [CD
le carré de sens direct de centre O
similitude directe de centre D qui &
Aen B.
a) Déterminer les éléments carac .'
de S. Préciser 'image de E par S
En déduire la mesure principale &
e
b) On note (F) le cercle circonserit &
carré ABCD et M un point quel cor

de (). Vérifiér que DO =%
déduire qu’il existe une similitude
S’ qui transforme O en O’. Précises
caractéristiques.

Quel ensemble décrit I'image de M
lorsque M déecrit (l") ?

3) Soitaunréel tel que 3<a<4.0n

consideére la fonction f:xH V@' —x
courye_ﬁ(cf) dans un repere orthonoms
(O; 1;] ) unitéd'axes :1cm.
a) Représenter graphiquement (Cf-
montrer que pour tout point M de i
a:0M=a.
b) On fait tourner la courbe (Cfg aute
’axe des abscisses. Calculer le volus
solide ainsi obtenu.

Exercice 2
Pour tout entier naturel non nul n, on §

|
I =Ix” In(1+x)dx
0

1) a. Démontrer que : 017, SE—.

n+l

b) En déduire que la suite (1) est

convergente et donner sa limite.

c) Enremarquant que Vx € [0 ; 1] on'é

2 1 ;

it x-—l+-—1—, Calculer : J. — ¢

1+x 1+x - 1438

2) Pour toutx de [ 0 ; 1] et pour tout n > 2
o

pose : S, =1=x+...+(=1)"x".



_1 atl  pag
a) Démontrer que : S, = ! __( i

1+x l+x

8) Démontrer que :

e 1 n+l
Bl ) =m2-(-1)"' [ .
_ 2 n+1 o 1+x
€} Démontrer que :

I = e -(_I)M [1n2—[1—1+.,.+(_1)n]].
n+l n+l 2 n+1

d) En déduire la valeur exacte de:
1

Ilen(1+x)cb:.

‘Déterminer lim 1__!_.{.1_...4_(__.&_
e 23 n+l

ROBLEME
tie A

Plan complexe est rapporté & un repére ortho-
RC (O; u,v )

gonsidére I’application f: P — P qui a tout
£ M d’affixe z associe le point M’ daffixe 2’

ez =|———=i|Z+1+3i.
S 5

t) Montrer que f est une application affine.
Ecrire la matrice A dans la base (,7) de
o0 endomorphisme associé ¢ .

8 Déterminer 1’ensemble des points
variants par f .

8 Montrer que fof =t,, ouw estun

- vecteur dont on précisera les coordonnées.
joit S= for_ .

'Démonter que S est une symétrie
orthogonale dont on précisera ’axe (A).

caractéristiques de f .

sonsidere la fonction numérique F définie

Terminale C & E

On note fonction numérique définie par :
q P

f(r):,/1+|r|-:—z2 :

1) a) Démontrer que £ est continue sur R. Fn
déduire ’ensemble de définition de F.

b) Démontrer que J estune fonction paire.
c) En utilisant le changement de variable
u =—t , démontrer que F est une fonction
1mpaire.
2) On étudie désormais F sur I'intervalle [0 ; Foof.
a) Démontrer que V¢ E[O; +oo[? ona:
: 2 : ‘
Ji+l+e 142
b) En déduire que Vx €[0; +<o[ , on a
F(x)z In(x+l) :
c) Déterminer la limite de F en +co .

3) a) Calculer F'(x) , pour tout x>0 (F’ est la
dérivée de F).

b) Dresser le tableau des variations de F
4) a)Démontrer que V¢ e [0; +ao[, ona:
1

—x].
,/1+|r|+t2

b) En déduire que Y x e [0; +ao[, on a
F(x)<x. Donner la position de Ia courbe
de F par rapport a la droite MD): y=x.

3l Démontrer que £ est une isométrie. >) a)Démontrer que V¢ &[l; +oof, ona

e L e Iy
,/l+|t|+t= t
b) En déduire que Vxe[l; +M[ ,0Nna:

: li ﬂﬂqo
F(x)g.ff(f)dtﬂnx CHGUE s T
0

15 D) et all ‘nérale de |
‘Donner la nature et les éléments ©) Tracer (D) et donner I'allure gencialedcla

courbe de F.

tic B SUJET 26
) j 1 Exercice 1
Hx)= dt ¢ = c
. ( ) F=“==1 e [ t|+ o Le plan est rapporté au repére orthonormé (0

(595)

@,V ). On considére ’application f du plan



dans lui-méme qui a tout point M d’affixe
z, associe le point M d’affixe Z° telle que :
Z’ ——(\EH )z — 1+(l+\/§)z

1) Justifier que fest une similitude directe et
preciser son centre U, une mesure de son
angle et son rapport.

2) M, estle point d’affixe z, =
Donner une mesure en radian de ’angle
(50w,

3) On considére la suite des points (M)
définie pour tout entier naturel n par :
M, =f(M,,). On note z,l’affixe de M,.

a) Montrer par récurrence que :

=—+=i.

et
VneN, z —i=2"¢ % (z,-i).
b) VmneN, calculer QM puis déterminer
le plus petit entier n tel que QM, <107,
¢) Résoudre dans 7’ 1’équation
diophantienne : 7x— 12y = 1.

4) Déterminer ’ensemble des entiers naturels
n tels que M appartienne a la demi-droite
d’origine Q dirigée par # . Préciser son plus
petit élément.

Exercice 2

Une urmne contient dix boules indiscernables au
toucher. Cing boules portent le nombre -3 , trois
portent le numéro | et deux portent le numéro -1.
Une épreuve consiste 3 extraire successivement
et sans remise 3 boules de cette urne.

On désigne par « a » le nombre porté par la 17°
boule extraite ; «b » le nombre porté par la 2°™
boule extraite et « ¢ » le nombre porté par la 3%
boule extraite. On construit alors :

L’équation différentielle (E) : ¥ +by= T ou
y est définie sur [0 ;+o0]. x*

Les plans (P) et (P’) d’équations respectives :
ax+cy+z=0 et x+y+22z=0 dans ’espace #
rapporté 4 un repere orthonormé

(0;7,] .k ). a,betc étant les résultats des
tirages.

) Déterminer la probabilité d’obtenir deux
boules portant le nombre —3 et une portant

| Termmale

le nombre 1.

2) a-)Pour quelle valeur dex«b » la fone
h définie par h(x) = € est solutios
I’équation (E) ? *

b) Déterminer la probabilité de > évens

A : « h est solution de (E).

3) a) Calculer la probabilité de I’événem
« (P) et (P°) sont perpendiculaires ».

b) Justifier que ’événement C : « (PJ%
sont paralléles » est impossible.

4) Onpose (D) =(P) M (P).
a) Montrer que O € (D) et exprimer e
fonction de a et ¢ les coordonnées @
vecteur directeur de (D).

b) Calculer la probabilité de 1’événense

dereprésentation paramétrique est :< P

PROBLEME
Ce probléme comporte 3 parties indépent
Partie A :

Pour tout entier naturel n non nul, o

i
In 2531 1-[(1 _t)n ezdt

1) A laide d’une intégration par parties.
calculer 7.

2) Montrer que pour tout entier naturel n3

1
nl, I =] ——F8«——
S () |
3) En déduire que pour tout entier nature
1Al 1 13
nul, I-i-—x L
= Do Wl O ?.|r 2" 3

Partie B :

(I') est I’ensemble des points du plan &8
coordonnées (x ; y) vérifiant :

2—y2—2\/§xy+2=0

1) On posej= ——1—+i—'—§— et on considere
la transformation g qui a un point M [
associe le point M'(z') tel que z=jz |
Montrer que g est une rotation et pres



ermmalg C &

ses €léments caractéristiques.

2) H désigne I’ensemble des points M du plan
d’affixe z vérifiant Re(z?) = 1.
Déterminer une équation cartésienne de H et
fe construire.

3) Montrer qu’un point M d’affixe z appartient
a (T ) si et seulement si Re [( jz) 3] = %

4) Montrer que (H) est I’image de (F ) par la
transformation g . En déduire la nature de
(I') et tracer (I") sur la figure précédente.
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Exercice 1

Le plan complexe est rapporté 4 un repére ortho-
normal direct (Q;u;v)(Unité graphique 1 cm).
On considére dans ’ensemble des nombres com-
plexes, I’équation (E ) d’inconnue z suivante :
2’ +(-8+i)z* +(17-8)z+17i=0

I Résolution de I’équation (E)

1) Montrer que —1i est solution de (E).

2) Déterminer les nombres réels a,b,c tels que
2 4 (=8 +D)z> + (17 =8i)z+17i = (z+i)(az* + bz +c)

Résoudre 1’équation (E ) dans I’ensemble
des nombres complexes.

1L. On appelle 4,BetC les points d’affixes res-
pectives 4+2,4—i,—i .

1) Placer les points sur une figure que 1’on
complétera dans la suite de ’exercice.

2) Le pomt Q est le point d’affixe 2.

On appelle S I'image de A par la rotation de

T
centre Q et d’angle de mesure —. Caleuler
Paffixe de S . -

1) Démontrer que les points B,4,S,C
appartiennent & un méme cercle (C) dont on
déterminera le centre et le rayon.

Tracer (C).

2) A tout point M d’affixe z # 2 , on associe le

iz+10-2;

=i z—-2

a) Déterminer les affixes des points A’, B/,
('associés respectivement aux points A,

point M'd’affixe z'=

B et C.

b) Vérifier que A’, B', C'appartiennent a
un cercle (C ') de centre P, d’affixe 1.
Déterminer son rayon et tracer (C ).

c) Pour tout nombre complexez#2 ,

10

z—2
une interprétation géométrique de cette
relation.

d) Seit M un point d’affixe z appartenant au
cercle (C). Démontrer que |z'— z‘l =2:/5.

e) En déduire & quel ensemble appartiennent
les points M’ associ€s aux points M du
cercle (C).

. Donner

montrer que |z'-i|=

Exercice 2

Le but de I’exercice est de montrer qu’il existe
un entier naturel »dont I’écriture décimale du
cube se termine par 2009, c’est-a-dire tel que
n’ =2009[10000] .

Partie A

1) Déterminer le reste de la division
euclidienne de 2009* par 16.

2) En déduire que 2009™" = 2009[16].
Partie B
On considere la suite (z ) définie sur N par
4, =2009° -1
u,,, =@, +1)° -1
1) a. Démontrer que ¥, est divisible par 5.
b) Démontrer, en utilisant la formule du
binéme de Newton, que pour tout neN ,
e =0, [, +5@, + 20,7 +2u, +1) |
c) Démontrer par récurrence que, pour tout
enticr naturel ne N, u, est divisible par
5»4-1
2) a.Vérifier que #, =2009™° —1 puis en
déduire que 2009%° 51[625]
b) Démontrer alors que 2009*' = 2009[625].

Partie C
1) En utilisant le théoréme de Gauss et
les résultats établis dans les questions




R R T —=R——

précédentes, montrer que 2009**" —2009 est
divisible par 10000 .
2) Déterminer alors un entier naturel dont

I’écriture décimale du cube se termine par
2009.

PROBLEME

Les parties A et B sont indépendantes.
Partie A
Le but de cet exercice est de calculer une pri-
mitive de la fonction f définie sur R par :
i '(x)=sinxsin 2x
1) A Iaide des formules d’Euler, démontrer
que la fonction fpeut s’écrire :
1
i) — E(COS x —cos3x)
2) Déduire de ce qui précede la primitive F de f

telle que F [%) =0.

Partie B
Soit la fonction fde R dans R définie par :

f(x) =v—x?+2x,5i0< x <1

f(x)=——x+2‘f 2—-1, six>1
X

(C) Designe la courbe représentative de f dans
un repere orthonorme.

1) Etudier la dérivabilité de fen 0 eten 1.

2) Montrer que pour tout réel x €]l +af, f'(x)<0

3) Etudier les variations de £, puis dresser son
tableau des variations.

4) a) Montrer que f réalise une bijection

gde]l,+oof dans un intervalle J que ’on
precisera.
b) Montrer que I’équation : f(x) =0 admet
une unique solution a dans [L;+oof que
’on encadrera 2 107" prés.

c) Calculer g'(/6-2) et (g7)'(V6-2)
d) Montrer que la bijection réciproque de g

est dérivable sur J et donner son sens de
variation.

S) Tracer la courbe (C) de f.

598
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6) Montrer que f réalise une bijection 8
de [0;1] dans un intervalle K que I"o
précisera. Définir A" et construire Ia%
(C).de K.
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Exercice 1

Une ume contient 10 boules indisees
au toucher et parmi lesquelles deux pos
nombre — 1, une le nombre 1, trois le n&
et quatre le nombre 2.

On extrait au hasard, successivement et 8
mise deux boules de cette urne. On note
résultat obtenu au premier tirage et « 8
obtenu au second tirage. « a » et « b W&
réels précédemment définis, on considess

» J’équation (E) 2ax —3by=1, ¥
inconnues X et y sont des entiers relas

* le nombre complexe z=a+ib ;

» [’équation différentielle (F ) :ay’+‘ =
y est une fonction définie sur R

* ]’endomorphisme f d’un plan wes

—

dont la matrice dans une base (z'ﬁ

(a : J
est 2
b —a

1) a-Déterminer tous les couples (a5} %
lesquels le couple (1, 1) est solution®

b) Quelle est la probabilité pour que i
couple (1, 1) soit solution de (B} &

2) a-Quelles sont sous forme algébrigas
les racines carrées du nombre compie
—3+4i ?

b) Quelle est la probabilité pour que I8
nombre z soit une racine carrée e
—3+4i ?

3) a-Quelle est la forme générale des soi
de I’équation différentielle (F) ?

b) Quelle est la probabilité pour que i
fonction f définic par : f(x)=e" 8
solution de (F) ?

4) a-Quelle relation y a-t-il entre a et b



permettant que ker( f) = {ﬁ;} ?

b) En déduire la probabilité de I’évenement
« f est un automorphisme de P ».

Exercice 2

A. Soit (0;?,}: ,E ) un repere orthonormal direct
de ’espace et A(1 ;2 ;1), B(1 ;1 ;0) deux points.

1) Pour tout point M(x 137 ;z) On POSe
ii (M) = OB AOM .
Déterminer ’ensemble D des points M de
’espace tels que : O4 et % (M) soient co-
linéaires.

2) Déterminer I’ensemble S des points M de
’espace tels que les vecteurs OA4 et i (M)
soient orthogonaux.

B. ABCDEFGH est un cube tel que
A; AB,AD, AE| est un repere orthonormé di-
rect, I le milieu de [EG] :

1) Préciser les coordonnées de chacun des
points A, B, C, D, E. F, G, H, I dans ce
repere.

2) a-Herire les équations cartésiennes des plans
(ACE) et (CEH).

b) Montrer que ces plans sont
perpendiculaires et qu’ils contiennent
chacun les points C et I.

3) Donner les expressions analytiques des
réflexions s et s’ par rapport aux plans
respectifs (ACE) et (CFH).

4) En déduire |’expression analytique du demi-
tour d’axe (CI).

-

PROBLEME

(Ce probléme comporte deux parties
indépendantes)

Partie :A
Dans le plan muni du repére orthonormé
(O;i, ] ), on définit ’application f par son ex-

xX'=x+yp+3

YV=—x+y-1
1) Montrer que f est bijective.

pression analytique : {

2) a-Donner I’écriture complexe de f.

b) En déduire sa nature et ses éléments

caracteristiques.
3) Soit (I') I'ensemble des points M (x ; y) du

plan tels que : 5x2+5y2—6xy —16=0.

a) Montrer qu'une équation de (I'') image
de (I') par f est: x2+4y?—6x+8y —3=0.

b) Quelle est la nature de (I'') ? Donner ses
cléments caractéristiques dans le repere
(07 .7).

c) Montrer que (T ) est une conique dont
on precisera la nature, les foyers et les
sommets dans le repére (O;i 5

d) Construire (I' ) puis (T'").

Partie :B

On désigne par g la fonction définie sur R par :
()=

St e s

tative de g dans un repére ortho normal (0;1' sJ )

(unité graphique : 4 cm).

1) a- Etudier les variations de g et dresser son

tableau de variation.

On note (C ) la courbe représen-

b) Construire la courbe (C ) et ses
asymptotes éventuelles.

2) On considére les points M et M’ de la courbe
(C ) d’abscisses respectives x et -x .
a) Déterminer les coordonnées du point A
milieu du segment [MM ‘] :
b) Que représente le point A pour la courbe
(©)?
3) Soit n un entier naturel. On désigne par
D le domaine du plan limité par la droite
d’équation y=1, la courbe (C ) et les droites
d’équations x=0etx=n, A_désigne I’aire
du domaine D_exprimée en unité d’aire.
a) Calculer A .
b) Etudier la convergence de la suite (A)

4) Soit A un nombre réel négatif. D la portion




du plan délimitée la courbe (C ) ’axe des
abscisses et les droites d’équations x=A4 et
x=0. On désigne par S le solide de I’espace
engendré par la rotation de D autour de I’axe
des abscisses.

a) Déterminer les réels a et b tels que :
e ae’ be”
: T = Vg
(I+e") l+e (1+e")
b) Exprimer le volume V(A1 ) du solide S en
fonction de 4 et calculer la limite de
V(A )lorsque A tend vers —o.
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Exercice 1
Partie A

Soit B une boite en forme de pavé droit de hau-
teur L, a base carrée de cot€ [, ou ! et L sontdes
entiers naturels non nuls tels que /<L .

On veut remplir la boite B avec des cubes tous

identiques dont I’aréte a est un entier naturel non

nul (les cubes devant remplir completement la

boite B sans laisser d’espace vide).

1) a) Dans cette question /=882 et L=945.
Quel est la plus grande valeur possible pour
a ? Quels sont les valeurs possibles pour a ?

b) Dans cette question le volume de la boite
B estv=77 760.

On sait que pour remplir la boite B la plus
grande valeur possible de a est 12.

Montrer qu’il y a exactement deux boites B
possibles, dont on donnera les dimensions.

2) On veut remplir une caisse cubique C, dont
Iaréte ¢ est un entier naturel non nul, avec
des boites B toutes identiques telles que
décrites dans la question 1. (Les boites B,
empilées verticalement, doivent remplir
completement la caisse C sans laisser
d’espace vide).

a) Dans cette question, 1 = 882 et L= 945.

Quelle est la plus petite aréte ¢ pour la
caisse C ?

b) Dans cette question, le volume de la boite
B est 15 435. On sait que la plus petite

500

 Terminale C

aréte possible pour la caisse C est 1
Quelles sont les dimensions | et L de
boite B 7

Partie B
Soit (E ) I’ellipse d’équation réduite :
2 2

X

s s 1 dans un repere orthonormal

O;i",:f) . On appelle 4 le point de coorde
2;0) et B Ie point de coordonnée (0;3')-

a) Donner les éléments caractéristigues
(E). |
b) M étant un point de (E ), détermines
le lieu (£°) des centres de gravité de
triangles ABM quand M décrit (E)

Exercice 2

I/. ABCDEFGH est un cube de cotés 1 &
centre O.

1) Montrer que I’ensemble des points M &
Pespace vérifiant : [AZ4A MB]| =4 estus
cylindre infiniment long dont on précise
rayon et I’axe de révolution. 4

2) LetJ sont les milicux de [EH | et [ AD)
O, et O, les centres respectifs des cames
ADHE et BCGF.

a) On désigne par I’ le projeté orthogons
de I sur le plan (ABG) ; exprimer AF
fonction de AH . -

b) R est le demi-tour d’axe (OI). Déterms
le plan de la réflexion S, telle que
R=S5,0S5,0usS, estlaréflexion de pi
(EBH).

c) Onpose f=35,08,, 0u S, est la réflexi
de plan (ABG). Justifier que f est une
rotation et préciser son axe.

d) Onposeg=R o f ; montrer que O, &
sont invariants par g. X

e) Déterminer la nature puis les éléments
caractéristiques de g.

3) On suppose I’espace rapporté au repere
orthonormé direct (4 ; 4B, 4D, 4E)



a) Donner une équation cartésienne du plan
(ABG).

b) Donner I’écriture analytique de la
projection p sur le plan (ABG).

c) Vérifier que I'image de I par p est le point
I” vérifiant la relation de la question 2. a-).

PROBLEME

Ce probléme comporte deux parties
indépendantes.

Partie A :

Dans le plan complexe P rapporté au repere
orthonormé (0,#,7) d’unité lem, on considére
les points A B et E d’affixes respectives 4 : 4 et
4i. Cet D sont des points tels que les quadrilatéres
AOEC et BOED soient des carrés.

1) Placer les points C et D dans le repére.
2) feest’application de P dans P qui 2 tout

point M d’affixe z associe le point M’

d’affixe 7’ tel que : 2’ = (1+7)z+4+4i.

a) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de f.

b) Déterminer I’image par f de A, de O,
de la droite (CA) et de la médiatrice du
segment[AO] :

c) Exprimer, pour tout M d’affixe z, affixe
des vecteurs MM 'et MC en fonction de z.

d) En déduire que MM’ = MC, et pour
tout point M distinct de C, montrer
qu’une mesure de I’angle des vecteurs
= b
(317, 31C) o5t -

3) Jestle milieu du segment [EB] et I est
| celui de [AO] . Déterminer I’image de J par

la rotation de centre I et d’angle de mesure
T

2
PartieB :
1) a- Montrer que V7elR ,e'2 t+1.
b) En déduire que V¢€IR, &' >t , que

~te™ >—1 et que pour tout réel t >—1 ,
In(1+1t) <t.

¢) En déduire que pour tout réel x,
ln(}.—xe““ ) <—xe".

2) On considere la fonction définie sur IR par :
f(x)zxz—Zln(e“‘ ~x) . On admet que la
limite de fen - o0 est+ .

a) Montrer que f(x)=x*-2x —2]n(1—xe"‘)
et déterminer la limite de fen + oo,

b) Calculer f(x ), montrer que
P Z(x—ljx(ex —x—1)

tableau de variation de o

et dresser le

3) Dans un repere orthonormal ( unité :3cm),
on considere la parabole (P) d’équation
y=x?-2x et (C) la courbe représentative de

J- Montrer que (C) et (P) sont asymptotes et
¢tudier leurs positions relatives.

4) Donner une équation de chacune des
tangentes (D) et (D’) respectivement aux
courbes (P) et (C) au point d’abscisse 0.

5) Tracer dans le méme repére (P) et (C) ainsi
que leurs tangentes (D) et (D).

6) n étant un entier naturel, on pose
U, =|xe™ dx.

a) Mogltrer que la suite U de terme général
U, est croissante.

b) Calculer U_ a I’aide d’une intégration par
parties.

c) Déterminer la limite de la suite U.

7) A, désigne I’aire (en unités d’aire) de
la partic du plan limitée par les droites
d’équation x=0,x=n, la parabole (P)etla
courbe (C).

a) Montrer, en utilisant la question 1.c-),
que A 22U, .

b) On admet que la suite (A,) converge vers
un réel s. Montrer que s =2 .
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Exercice 1

Soit f* Iapplication de R dans Rqui & xas-
socie f (x)=(2x+1)63x. On suppose que pour
tout entier naturel # non nul la dérivée 7™ de




f existe et on lanote f ™ on pose f © = v

1) Déterminer les coefficients a et b pour
que la fonction f vérifie [’équation
différentielle du second ordre :
y'+ay +by=0 (1).

2) Démontrer alors que toutes les fonctions
dérivées n°™ de f vérifie (1).

3) Déterminer I’ensemble des primitives de f .
Montrer qu’une et une seule primitive de f
vérifie (1).

4) Montrer que la fonction f est une solution
de ’équation différentielle y"—6y'+9y =0.

5) Démontrer par récurrence 1’existence de
deux suites (a,,) et (b,) qui vérifient pour

W =a f'+b f

tout entier naturel n: { a,, =6a,+b,
bm-l % —-961”
On définit deux suites (u,) et (v,,)pa.r
u,=a,+b,
VneN, -
v, =—3""p

6) Montrer que (v,)eN a=0;b=l,
g = (nEl3retiby =35
7) Calculer f ) (x) en fonction de x etde n.

Exercice 2

Une variable aléatoire X prend les valeurs
1,-let2 avec les probabilités respectives

e’,e’,e" on a,betc sont en progression arith-

métique. On suppose ’espérance mathématique
E(X) de X estégalea 1.

1) Calculer a,b,c et la variance V(X )de X .

2) Soient A, B et C trois points d’abscisses res-
pectives 1,—1er2 d’une droite graduée (D).

a) Calculer I’abscisse du point G barycentre
de {(4,1);(B.2);(C.4)}.
b) On pose : p(M) =%(M{2 +2Mb* +4MB?)

ou M est un point de (D). montrer que
v(G)=7(X).

- : Termimale C

c) Déterminer 1’ensemble des point
(D) tels que (D(M) =3

PROBLEME

Partie A

On considCre pour tout entier strictement @

n la fonction f définie par :

el 1 -

X)=X+—x" +=x" +...+—x" +Injx—
f=rete el Lol

Le plan affine euclidien est muni d’ua

orthonormé (O i _]) (unité graphique 2

note (C ) la courbe représentative de fg

ce repere.

1) Déterminer les limites de f, aux borme

son ensemble de définition de définition

2) Etudier les branches infinies de f, . (o8

tinguera le cas n=1 ; n impair différe

1 et n pair). 1

3) Montrer que f, est dérivables sur R\l

n

X

que pour tout x #1, £7(x)= i

4) Etudier les variations de f, et dresse
tableau de variation de f,. (on distings
les cas » impair et »n pair).

5) Calculer la dérivée seconde de f, . _
Etudier I’ensemble des points d’inflexios
(C,,) . (on distinguera le cas n=1 ; n
différent de 1 et » pair).

6) Pour tout entier naturel supérieur ou é
onnote T, la tangent & (C,) au pointd e

: n
cisse o Tracer les courbes (C, ) et f
n —
ainsi les tangentes 7, et T;.
a) Montrer que pour tout entier naturel &
non nul, il ex15te un réel unique @, >

quef(a)

b) Vérifier que piour tout enltler n>1 one
fiala,)=—=a! et ——a!' < f,, (a
n n

c) En déduire que la suite (a,,) est
monotone ¢t convergente.

d) Démontrer que pour tout entier
naturel nonnul p,ona:



1 1
——<In l)-In(p)<—
i <n(p+)n(p)=-

e) Vérifier alors que :

1+l+l+...+l—]n(n)>0.
283 n

f) En déduire que e, <1+ L . Calculer alors
n

la limite de la suite (e, ).

Partie B s g
1) Montre que Vx<1,f;(x)=jt
(]

ldz‘ et que
X tn
Vx>l,ﬁ,(x)=jr_l

2) En déduire que YreN,

dr .

X

£ (=)< J(—r)" dt ; calculer alors

0
lim f (1) .
3) Déterminer la limite de la suite (v,) définie

n+l
par:v"=1——+l+l+...+("1) .
2 3 4 n
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Exercice 1
1) On considére le polyndme P défini par
P(z)=z’—6z* +12z 16 . Trouver trois
réels a,bet y tels que pour tout complexe z,
P(z) =(z—4)(a22 +bz+y).
Résoudre dans C1’équation P(z)=0.
2) Le plan complexe est rapporté 3 un repére
orthonormal direct(O;i, 7).
Soient 4,BetC les points d’affixes
respectives : a=4 b=1+i3 c=b .
a) Placer les points 4, B et C sur une

figure que 1’on complétera au cours de
I’exercice.

b) Montrer que le triangle 4BC est
équilatéral.
3) Soit K le point d’affixe k=—3 +1, On

appelle G I'image de K par la translation de
vecteur OB .

On appelle l’imag% de K par la rotation de

centre O et d’angle — .

a) Calculer I’affixe g'du point G sous forme
algébrique.

b) Donner les écritures exponentielles de 4 et
de I'affixe fdeF.

c) Prouver que les droites (OC)et(OF ) sont
perpendiculaires.

4) On note H le point tel que le quadrilatere

COFH soit un parallélogramme.

a) Montrer que COFH est un carré.

b) Calculer I’affixe du point 1.

¢) Démontrer que le triangle AGH est
équilatéral de sens direct.

5) Pour tout entier naturel », on note B, le
point d’affixe 5". Déterminer les entiers
naturels » pour lesquels le point B
appartient 2 la droite (OC).

Exercice 2

Le plan est rapport¢ a un repére orthonormal
O, j ,k); unité graphique : 2 cm.

Pour tout entier naturel # >3, on note f,la

fonction définie sur Rpar: f,(x)=x"—nx+1.

On désigne par (C,) la courbe représentative de
la fonction f, dans le repére (O;i S ) :

1) Déterminer les limites de £ en +o0 et en —o.

2) Montrer que toutes les courbes (C,,)
passent par un méme point 4 dont on
précisera les coordonnées.

a) Calculer f;(x) pour toutréel x.

b) En déduire le sens de variations de la
fonction /. Dresser son tableau des
variations.

3) Démontrer que I’équation d’inconnue
%, f,(x)=0 admet une solution unique dans

Pintervalle [0 ;1]. Cette solution, qui dépend

de n, seranotée u, .

a) Tracer la courbe (C;)

b) Montrer que 0,34<#, <0,35.



Terminale C &

c¢) Prouver que pour tout entier n>3,

u, < =
n
d) En déduire la limite de la suite (,)

nln>3
4) Déterminer lim nu,
n—>+e0

PROBLEME
Partie 1

Seit » un entier naturel supérieur a 1.

1) Pour chaque entier k tel que 1<k <3,
calculer le reste de la division euclidienne
de 11* par 7.

2) Montrer que pour tout réel a,
a"-1=(a-1)(a™" +a"? ++a+1).

3) En déduire que 11*” —1 est un multiple de 7.

4) Déterminer le reste de la division
euclidienne de 11°°* par 7.

5) Résoudre dans N I’équation 17x—-15y=-6.

6) Zoé sait qu’elle a entre 300 et 400 jetons. Si
elle fait des tas de 17 jetons, il lui en reste 9.
Si elle fait des tas de 5 jetons, il Tui en reste
3.Combien a-t-elle de jetons ?

Partie 2
Le plan complexe est rapporté a un repére ortho-
normal direct (O‘ ;v )

[unité graphique :

6 cm]. On considére la suite

: T
(@, .) de nombre réels définie par @, = > et pour
. Sz
tout enticr naturel 7, @,,, =@, +?

Pour tout entier naturel n, on appelle M_1le point
du cercle %= de centre O de rayon 1 tel que ’angle

(fi ,OM H) ait pour mesure a, .

1) Placer les douze points M, M, M , ..., M

2) On appelle z ’affixe de M .Montrer que
pour tout entier naturel n, on a
(= Snx
i| ===
2= e-(2 g J

11

3) Montrer pour tout entier naturel n, les
propriétés suivantes :
a) Les points M_, M
OppPOSEs.

.. sont diamétralement

b) Les points M, M__,, sont confondus.

4) Montrer que pour tout entier naturel 1,
2z

e 3
Zoi—e Tz .

n+d

Exercice 1 :

1) On considere un entier naturel x plus gras
que 2. On pose y =14643"
a) Ecrire y en base (x+1)
b) Déterminer y sachant que y <600

2) Soit p un nombre premier.

a) Démontrer que pour tout entier k tel g

E

k
1<k<p, C estunmultiple de p.

b) En déduire que pour tous entiers relatif
etb ona(a+b)p =a® +b° '
c) Démontrer par récurrence que pour tou
entier naturel a, @® = a[ p]

d) En déduire que si a et p sont premiers.
entre eux, alors @~ = 1[ p]

Exercice 2 :

- s P » o -_
Dans l'espace muni d’un repere orthom

mé direct(O;f,_}’,E), on considére le plan

d’équation x—2y+z 1=0, la droite (D) g

sant par A(l ; -1 ; 2) et de vecteur du\ _

iH==21 +4] - 2k et S la symétrie orthogon

par rapport au plan (P).

1) Démontrer que (D) et (P) sont
perpendiculaires

lf

2) a) Donner ’expression analytique de S o
donner les coordonnées de A’ = S(A)

b) Démontrer que les points E(0; 0 ; 1), '
E(l: 05 2)etG(2; F;'l detenmneni
plan (P)

c} Calculer alors le volume du tetraedre
AEFG

Exercice 3 :
1) E estun espace vectoriel de dimension 3.




Terminale C & E

(f,j,l?) est une base de E et fest
un endomorphisme de E tel que

Y B l T " 7
f(z)=f(])=:~2-(1 +]) et f(k)zk
a) Détermmer une base de Kerf et une base
de Imf
b) Montrer que Kerf et Imf sont deux sous-
espaces supplémentaires de E

c) Onpose G=i—j et 5=f+_7. Montrer

que B = (Ex‘,l_)',l_{) est une base de E, puis
donner la matrice de f dans la base B
2) a) F et G sont deux points tels que
FG = 10. Dans un repére convenablement
choisi, déterminer une équation réduite et
construire ’ensemble des points M du plan
tels que IMF —MG| =6

b) Démontrer le systéme
X =3cos [af + f)
3

/A
=2¢0s| @ ——
y=2 s[a 6]

repreésentation paramétrique d’une
conique dont on déterminera la nature et
1’équation réduite

(e eR) estunc

PROBLEME
le probleme comporte trois parties A, B et C

Partie A :

On considere la fonction f, (ne N™) définie sur

x+1
e
R—{-2} par f,= =
(x + 2)
représentative dans le plan muni d’un repére
orthonormé ( 0, :}) .

et (C ) sa courbe

1) a) Calculer les limites de f, en +ooeten—x.

b) Calculer les limites de f, & gauche et a
droite en -2. On distinguera les cas n pair
et n impair.

2) Calculer f,’(x) et dresser le tableau de

variation de f

3) Démontrer que les courbes (C ) passent
par un point fixe A dont on déterminera les

coordonnées, pis écrire une équation de la
tangente a (C ) en A.

4) a) Calculer g3, _fL(’f)_ , puis donner une
X—>+00
interprétation graphique du résultat.

b) Démontrer que : f(x)= £, (x)-nf,,, (x)
c) En déduire les positions relatives de (C)
et (C)

d) Construire (C ) et (C,) dans le méme repére
Partie B :

On considere la suite (U ) définie par
0 x+1
U,=[——a&
< (x + 2)
1) Démontrer que (U ) est décroissante et &
termes positifs, puis conclure.

2) Démontrer que pour tout entier
3 2I—n __nln -
SU;SI 2 € . pils
n—I1 n—1
déterminer la limite de la suite U)

n22}

3) a) Démontrer que pour n>2, ona
nU_,=U +1-e27".

li 0 X+l
b) Endéduire que [ __ g
n—>+07 (x+2)

Partie C :

On considére la fonction g définie sur [0;+oo[

par g(x)=]§ (xﬁl) et (C) sa courbe dans le re-

pere ci-dessus.

1) Construire (C) dans le repére précédent

2) On considere la fonction h définie sur
[0;+o.0[ par h(x)=l+ln(1+x)

a) Démontrer que 2(x)=x équivaut
ag(x)=e, puis démonrer que
I’équation k(x)=x admet une unique
solutione dansl’intervalle T = [2;3].

b) Démontrer que pour tout x de I,

1 o
Ih '(x)l < — et h(I) est inclus dans I.
3) On considere la suite (V) définie par A =7
etV = hiVo)E

a) Démontrer que ( V) est une suite
croissante.

b) Démontrer que pour tout entier naturel n




ona: |V a'|<i.

c) En déduire que 1%1 suite (V) est
convergente et déterminer sa limite.
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Exercice 1 :
[e plan complexe est rapporté a un repere ortho-
normal direct (O;E;, 32')
1) Placer les points A et B d’affixes respectives
1-1 et 7+4i.
2) On considere la transformation plane F
d’écriture complexe
=(1-3i)z+(3+6i)
a) Déterminer I’affixe du point C = F (A),
puis construire C.
b) Déterminer ’affixe du point D antécédent
par F de B, puis construire D.
c) Démontrer que F admet un unique point
invariant ) dont on précisera 1’affixe w.
3) Montrer que pour tout nombre complexe z
ona: z’—z=—3f(z—w).

4) En déduire MM et une mesure de 1’angle
M

orienté | M, MM'
5) En déduire une construction géométrique de
M’image de M par E.

Exercice 2 :

On lance un dé tétraédrique dont les faces portent
les numéros 1, 2, 3 et 4. On lit le numéro de la
face cachée. Le dé est pipé de telle sorte que les
probabilités P, P,, P, et P, d’obtenir respective-
ment 1, 2, 3 et 4 sur la face cachée soient dans
cet ordre les termes consécutifs d une suite arith-
métique.

1) Sachant que P, = 0,4, calculer P, P, et P..

2) On lance n fois ce dé (n21). Les lancers
sont supposés indépendants deux a deux
et identique. On note U_la probabilité
d’obtenir pour la premiére fois 4 au nme
lancer.

606

Te,r minal C &

a) Exprimer U_en fonction den .
b) On pose S, = .U,
i=l
i) Exprimer S_en fonction de n puis €&
culer la limite de la suite (S,). .
i) Déterminer le plus petit entier n tel &8

Sn > 0,999.
Exercice 3 : 2
1) Calculer les limites : lim i Syt
x x>0 X

lim ——— .
= fn(x*+3) |
2) Déterminer la primitive K de la fonction

k définie sur ]1;+c=0[ par k(x) =
prend la valeur In4 en 2.

- qui
x-x

3) Démontrer que la fonction ¢ définie par

0(x) = x+InvVx* +4x+5 est une primitive

sur R de la fonction ¢ définic par
b X +5x+7
¥ x> +4x+5

PROBLEME

Le plan est muni d’un repére orthonoms
(O,?, ;) Unité graphique lcm. On consi
la fonction g définie par g( ) xlnx —x+1
fonction f définie sur ]1 +00[ par f (x)— ks

1) a) Etudier les variations de g puis donner Ic
signe de g (x) en fonction de x.

b) En déduire la primitive de la fonction /n
qui prend la valeur 2 en 1.

¢) Montrer que la courbe de g et celle de
In se coupent en deux points dont on
déterminera les coordonnées.

2) Calculer les limites de f en 1 et en +©.
3) Monirer que fest dérivable sur Jl;+eo[ puis

= (x)l pour tout x

x(l - x)
de ]l;+00[ et dresser le tableau de variation
de f.

4) Tracer la courbe de f.

5) Montrer que ’équation f (x) =% admet

montrer que f'(x)=




une unique solution o, telle que 3,5<0<3,6.

6) On considére la fonction h définie par
x+1

h(x)=Inx G

a) Montrer que f (.74:)=l €quivaut a
h(x =X. 2

b) Etudier les variations de h puis montrer
que pour tout x de[3; 4], [h'(x)' s-g- :

7) On définit la suite

1+U,
(U,) par U, =3 et U, =h(U,)+ :

a) Montrer que pour tout entier naturgl n,
3sU, <4.

b) En déduire que pour tout entier nature] n,

U, < S%]Un -al.

¢) En déduire que pour tout entier naturel

n, U, —a' < (—g—)"I et que la suite (U.) est

convergente et donner sa limite,

d) Déterminer un entier N tel U, soit une
valeur approchée de ¢ 3 10 pres.
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Exercice 1 :
1) a) Montrer par récurrence que

pour tout entier naturel »,

[=3+5-7+..+(-1)" (2n+1) =(n+1)(-1)"

b) En déduire la valeur de -
A=25-27+29+,..465.

2) Démontrer par récurrence que pour tout en- r
tier naturel n, 2% 4 35 524 oop multiple
de 17.

a) Montrer par récurrence que pour tout en-
~ tier naturel non nul n, #!>2"!

- b) Montrer que la suite (a,) définie sur N*

pare, = I+Z-1- est majorée par 3

|
k=] k-
¢) Montrer que la suite (@, ) est convergente

Xercice 2 :
il considere les suites (U) et (V) définies par

607

T T ——— |
Terminale C & F

U +V
Uﬂz’ V0=2 ! Un+l =_-EE_E' et Vn+l o

207,

U, HH

1) Montrer que pour tout entier nature] n,

0=V <l .

2) Montrer que la suite (U) est décroissante et
la suite (V) est croissante.

3) En déduire que pour tout couple (m, n) d’en-
tiers naturels, V.<U 5o

4) Montrer que pour tout entier naturel n,

Uy Vo $5(0, ~7,).

n+l

5) En déduire que pour tout entier nature] n,
0sU, -7, $(—;-J (z-2).

6) En déduire que les suites (U) et (V) sont
convergentes et convergent vers la méme
limite

Exercice 3 :

On considére le polynéme P défin; sur C par

P(z)=2"-(5-i)z> +(10-61)z-8+16:

1) Montrer que le polynéme P admet une
racine imaginaire pure ¢ .
2) Déterminer les nombres complexes a, b etc
tels queP(z) = (z—-az)(az2 +bz+c).
3) En déduire toutes les racines du polynéme P
4) On considére les points A, B, C et D d’af-
fixes respectives —; s242i ;-2j et2i
a) Etudier la nature du triangle ABC
b) Déterminer affixe dy point E tel que
ABCE soit un parallélo gramme
c) Déterminer I’affixe du point F,
symétrique de A par rapport au milieu du
segment [BC]
Démontrer que les points A, B, C et D

appartiennent 4 un méme cercle dont
précisera le centre et |e rayon.

d)
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L'importance des Mathématiques exige une stricte
conformation au systeme d'enchassement logique et continu des
connaissances a tous les niveaux d'apprentissage.

Cette exigence aura présidé a la conception et a I'élaboration
des ouvrages de la collection « L'Excellence en Mathématiques »,
ouvrages redigés dans |'esprit des principaux objectifs visés pour
I'enseignement des Mathématiques, a savoir :

- Affirmer et affiner les facultés latentes d'ordre et de

méthode inhérentes a chaque apprenant ;

Favoriser le développement des capacités de travail

mdividuel de I'éléve, de son aptitude a la communication,

la créativité et ala gestion rationnelle du quotidien.

L'ordre des chapitres de chacun des ouvrages de la collection est
en lui-méme une suggestion d'un plan de progression dans le
programme du niveau concerné, plan qui demeure cependant
indicatif.

La pertinence du contenu des ouvrages de la collection
« L'Excellence en Mathématiques » contribuera au bonheur des
apprenants et a celui d'autres utilisateurs des ouvrages de
I'Enseignement Secondaire.

La collection « L'Excellence en Mathématiques » est I'ceuvre
d'un groupe d'enseignants ayant une longue pratique de
I'enseignement des Mathématiques, doublée d'une expérience
appréeciable dans la formation des formateurs.
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