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Avant-propos

Le développement des trois éléments clés que sont les savoirs, les savoir faire et les savoir atre
i€ la préoccupation de tous les instants dans le présent ouvrage.

La procédure d'acquisition des savoirs a privilégié la capacité de tout apprenant a pouvoir
gbiliser des connaissances nécessaires aux fins d'acquérir les connaissances nouvelles qui
presentent une portion trés réduite pour tout apprentissage qu'il soit théorique ou pratique.
bnsiderer un apprenant comme un spectateur au sens large du terme des étapes du processus
#pprentissage serait une bévue pédagogique et didactique qui enfreindrait a 'efficacité et &
sicience des résultats attendus .Ce manuel s'inscrit dans la logique d'accompagnement,
cadrement, d'encouragement des apprenants et des lecteurs de maniére générale sur l'accés aux

mnaissances mathématiques et 4 leur implication dans la gestion des problémes de la vie
jurante.

__ Ce manuel suggére une progression que les auteurs estiment &tre 3 méme de fluidifier
licacement la qualité des enseignements en tenant compte des exigences a court, 2 moyen et a long
ime des programmes de mathématiques en vigueur dans la classe.

Les chapitres sont organisés en legons et chaque lecon subdivisée en unités didactiques qui en
pastituent les articulations principales. :

L'ossature d'une unité didactique se présente comme suit :

« Prendre un bon départ » : Une ou plusieurs activités sont proposées a l'apprenant, dans
lesquelles il doit faire face aux difficultés, s'interroger et mobiliser ses connaissances et
autres moyens pour repondre aux différentes interrogations posées.

«Retenir » : Cette partie trés courte, dégage les principales recommandations assorties des
activités menées dans « Prendre un bon départ » .

« Exemples et exercices résolus » : Des exemples diversifiés, liés a une capacité donnée
¥y sont trait€s et largement commentés, parfois consolidés par des exercices résolus. On
voudrait que ce manuel soit aussi une espéce d'annales et donc de repere pour les utilisateurs.

«S'exercer » : Des ¢évaluations directes des capacités des apprenants & la mise en ceuvre
des savoirs sont proposées dans cette partie. Les éventuelles difficultés devraient &tre résolues
€n recourant aux commentaires faits dans les exemples traités.

- Ala fin d'un chapitre, est proposé un nombre assez important et diversifié d'exercices,
egroupés en thémes, pour faciliter I'exploitation du manuel, reprenant de maniére directe ou
Bdirecte des capacités acquises tout au long du chapitre.

Le souci d'avoir une forte culture de rigueur et une simplicité dans le raisonnement, celui
amclioration de la communication(qualité de la rédaction des productions des éléves), le
enforcement des capacités de muter les connaissances savantes en puissants outils de résolution des
blémes de la vie et le décloisonnement des enseignements disciplinaires sont des extrants
aperatifs pour tout apprenant d'une série scientifique qui réve d'une insertion réussie dans le circuit de
veloppement individuel et sociétal.

Les auteurs.
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Terminale C e

"BECON 1 CALCULS BARYCENTRIQUES

* » Manipuler les barycentres dans 'espace

Dans tout le chapitre, nous désignerons par ®l'ensemble des points du plan et par &celui
] des points de I'espace ; V l'ensemble des vecteurs du plan et W celui des vecteurs de l'espace.

1.1 BARYCENTRE DES POINTS PONDERES.

1) Soit ABCD un tétraédre et M un point de &
« Montrer que pour tout point O de ona :
24M —BM -2CM +3DM =20M + 240+ 0B - 2C0+3DO0.
« Soit I le point de & tel que —JB+37D =0 . Montrer que :
| 24AM — BM —2CM +3DM =20M +2A4C +2I0.

« Construire le point M tel que 24AM — BM —2CM +3DM — 0
2) Soit A, B, C, D et E cinq points de & et le vecteur

i =2A4N —3BN ~2CN +4DN —EN ou N est un point quelconque de & . . B

» Montrer que le vecteur u ne dépend pas du point N. L
« Vérifier que i = 24C +4DB — EB = 2AC +3JB Ee

ott J est un point tel que 4DJ —EJ =0 . . °B
» Construire le vecteur i .

* L'ensemble des n points pondérés (A,,a, ).(A,.a, )(A,,0, )....(A, @) est noté {(A,,0)1c.c

i)
» La somme a, M4, +0,, MA, +0MA, +..+o, MA, estnotée Y o, MA,.

=1

» L'égalité 24M — BM —2CM +3DM + EM =0 est notée > o, 4M.
i=l

(4,01) =(4,2) 5 (A0, )= (B,~1); (A;,0,) = (C,-2), (A0, ) = (D,3) et (Ay,a5) = (B,1).

Soit (4,,a,),.,.,. n points pondérés

=

(1) Si Zo‘c ; # 0 alors il existe un unique point G tel que Za,G’Af =0

i=1

i=l
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ot F CULS VECTORIELS

= Cet unique point G est barycentre des points pondérés (4,,,),;., et est noté
G = bar {(4,,a,),(4,,0.,),....(4,,0,) }

 Siles o, sont tous égaux, G est appel¢ isobarycentre des pomts A
) Ee barycentre de plusieurs points pondérés ne change pas lorsqu'on multiplie tous les _

€0 efficients par un méme nombre réel non nul :

aGA Oc»Z?LaGA =0, VA eR*

=1 i=1

(3) Pour tout point M, ona:

Si Za # 0, alors Za M4, = [fo ]MG ot G =bar {(4,,0,),(4,0,),.. ,(A,, o )}

=1 =]

Sl Za =0, alors Za MA. ne dépend pas du point M. Pour tout point QOona:

i=l =]

ﬁ,m e Z a;ai:
=

convaincre

10 un point du plan MA4: = MO+ 04, donc iaim = iuj (M) + E&;){ia; ] WJriaﬁZ
i=1 i=1 i=1 i=1

'fz’:or,l. =0 alors iafﬁf{. :iafﬂ.

Za # 0 alors Za M4 =0s {Za ]MO+ th OA; = O et en particulier si 'on

i=1

eOpar A, ona: [Za }MA +Za A4 = O@AM——EOL AA.

=2
Zai

i=l
int M ne dépend que des points pondérés (4,,0.,),...,, c'est leur barycentre G.
i ailleurs : Za,.m,- = [Za JMO+ZCL 04, = Zﬂ. MA; = {Zai)ﬁé en remplacant O par G.

i=1 i=1 i=1

smargque
Dans un repére (0,7, 1, k) de & si G = bar {(4,0,), (4, 0,),..., (4,,0,) } €t (%, ¥, 2,)

les coordonnées du point A, alors

E —=> —= —> 1 n - ia-,-x Zﬂ. Vi Z[I,
D 0,GA =0 0G=——> 0,04 < rG = %

= ZU. £ ZO‘:‘ zaf Zor.i
i=1 i=1 =1
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1) A, B et C sont trois points non alignés de &. Déterminons l'ensemble des points M de & tels
que les vecteurs 3MA +2MB - MC et 3MA—2MB - MC soient colinéaires.

» Puisque 3+2—1=4, notons G le barycentre des points pondérés (A, 3); (B ; 2)

et (C,—1). On a: 3MA + 2MB - MC = (3+ 2—1)MG = 4MG .

« 3MA-2MB - MC = (3-2-1)MA~2AB— AC=—34T ol I est le barycentre de points
pondérés (B, 2) et (C, 1).

Ces deux vecteurs sont colinéaires si les droites dirigées par 4MG et —3AT sont paralleles
donc l'ensemble des points M cherchés est la dmlte o SR i M
passant par G et parallele (AI).

2) Soit ABCD un tétraéde. On considére le

repere (4, ﬁ A—Ct E).

Soit G son centre de gravité' ona:

AG—lAB+ AC+ ADdoncG ~1-
4 4 4 4’

1.a Ecrire chacun des points A, B et C comme barycentre des deux autres.

B | | | [ ] el

2. i i o & i FY : 1 # s
& < . =i

1.b ABCD est un carré , E ]c mlheu de [BD] Construire le barycentre des points ponderes dans
chaque cas.

a) (A,2),(B,2),(CA) et(E4) ¢) (A-1),(B,2),(C4) et (E;-2)

b) (Asl)?(Bsul)a(Cal) et (Ey_z) d) (Asl)s(le)s(C’_—z) et (E,—Z)

l.c ABCD estun parallélogramme

* Réduire le vecteur #=MA + 2MB + MC — 4MD.

* Déterminer et construire I'ensemble des points M tels que @ et v= 2MA - 3MA + 3MD
soient colinéaires.
1.d Soit A, B et C trois points non alignés. On désigne par A', B' et C' les milieux respectifs des

S

segments [BC], [AC] et [AB] ; D le point du plan (ABC) tel que AD =§AB. (s

Démontrer que les droites (AA") , (B'C") et (CD) sont concourantes.
l.e Soit ABCD un tétraédre. On désigne par G le barycentre des points pondérés
(A 2),(B,—3),(C,1) et (D, 4) A tout point M de I'espace, on associe le vecteur # tel que :
— 2MA-3MB + MC + 4MD.
a) Démontrer que % = AMG.
b) Déterminer les coordonnées de G dans le repére (A, B, C, D).
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1.2 BARYCENTRES PARTIELS-EN SEMBLE DES
BARYCENTRES DE POINTS PONDERES

~ Prendre un bon départ

ctivité 1
pient (A,,a, )., 7 points pondérés tels que ) o, #0. Soitpe N, 1< p<n

i=1

queZa #0et Za #0.

_..P]

ent G et K les barycentres respectifs des points pondérés (A,,0, )i, ot (A0 ), 1,

Montrer que Za GA=0 @[Za ]GK+ > 0,64 =0

i=l] i=p+l

=n déduire que G est le barycentre du systéme des points pondérés

o
’Zai}i (Ap+1=ap+l)’ (Ap+27ap+2)? ‘”"(An’an)'

Bivite 2

it A, B et C trois points non alignés de et  l'ensemble des barycentres des points A, B et C.
Boit I le centre de gravité du triangle ABE. Juéfifier que I

joit G le barycentre des points pondérés (A,a.),(B.B) et (CH). Montrer que G appartient au

i (ABC). En déduire que < (ABC). :

$0it M un point du plan (A§C), on sait qu'il existe deux réels x et y tels que AM =xAB + y:iz".
fire M comme barycentre des points A, B et C. En déduire que (ABC) 3.

Deduire de ce qui précéde l'ensemble des barycentres des points A, B et C.

Retenir

) Le barycentre d'un systérm de 7 points pondérés (n > 3) ne change pas si l'on remplace un
pus-systéme par son barycentre lorsque cest possible en lui affectant la somme des

efficients associés aux points du sous-sytéme

B ol =0 alors
{(Al,ao o) 5 (4 i) |
{[ ](Aw GRS e )} ol K=bar {(4,a),.. _,(Ap o )}et Zu =0

;- i=p+l
"'-'-ﬁnsanble des baxycmtres de deux pmnts d15t1ncts A et Best la droite (AB) _ -
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» Construisons le centre de gravité G du tétrasdre SABC.
Soit K le centre de gravité du triangle ABC. On a:

G = bar{(8,1),(4,1),(B,1),(C, 1) } =bar{(S,1),(X,3)} donc SG — %E‘f{)
» Soit I le milieu de [AB] et J Ie milieu de [SC]. Alors i
G est le milieu de [IJ] car G = bar{($,1),(C,1),(4,1),(B, D) } =bar{(1,2),(J,2)} B

L'ensemble des barycentres de quatre points non coplanaires de #est l'espace .

Exercice résolu
A,B,C,D sont quatre points non coplanaires, E est le milieu de [AB] ; F est un point tel que
= s o

BFZEBC et G = bar{(C,1);(D,3)}.

Montrons qu'il existe un unique point H de la droite (AD

) tel que les droites (HF) et (EG)
soient sécantes.

Solution
Détermination de H.
Si un tel point H existe alors

barycentres de A et D.
B_13=§J_?:E = F=bar{(B,1);(C,2)} ; et E= bar{(A,1);(B,1)}

G =bar{(C,1);(D,3)} = bar{(C,2);(D,6)} car le barycentre est homogéne.
Soit K=bar{(A,1);(B,1); (C,2) ; (D,6)}.

*Ona:K =bar{(E,2);(G,8)) =K e (EG)

* Par ailleurs , K = bar{(B,1); (C,2); (A,1); (D,6)} = bar {(F,3),(A,1); (D,6)}

En posant H = bar{(A,1);(D,6)} ,onaK = bar{(F,3) ;(H,7) }, c'est-a-dire K & (FH).
L'unique point H cherché est H = bar{(A,1);(D,6)}

il est un barycentre des points A et D car (AD) est I'ensemble del

S’exercer

1. f ABCDE est une pyramide de sommet A, I et J les centres de gravité respectifs des faces

ABC et ADE, G est le barycentre des points pondérés (A,3);(B,2); (C,2) ; (D,1) (E,1).
* Démontrer que les points G, I et J sont alignés.

* En déduire une construction du point G.
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g Soit ABCD un tétracdre, G le centre de gravité de la face BCD. On note 1, J et K les points
. — — = 1l — ]
gfinis par : Al = %AG ; Al :EAB et AK ZZAC.

Demontrer que les points I, J, K et D sont coplanaires.

& Sur la figure ci-dessous ABCDEFGH est un cube de centre de gravité K.
oit P le centre de gravité du triangle EBG. On considére le repére orthonormé
A.B, D, E). G

2) Calculer les coordonnées de P et K.

b) Les points F , P et D sont-ils alignés ? En est-il de méme pour les points D, K, P et F ?
2) Le plan (EBF) est-il orthogonal a la droite (DF) ?

d) Déterminer une équation cartésienne du plan (EBG).

£) Déterminer une représentation parametrique de la droite (DF).
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LECONZ LIGNES DE NIVEAU ET SURFACES

7" Prendre un bon départ

~ DE NIVEAU

‘APPLICATION M " o, M.4?
i=1

Activité 1

1. Soit A un point de #et » un réel. Déterminer suivant les valeurs de 7 'ensemble (S) des pox
M de &tels que AM = .

2. Soit (0; ?:f,?f) un repére orthonormé de &, A(-1;1;2) et M(x; y; z).

Déterminer la relation qui lie x, y et z pour que AM =2

3. Soit A un réel. Déterminer suivant les valeurs de 2, I'ensemble (S) des points M(x; y; z)
de &tels quex2+y2+zz-2x+4y+22+k =0,

Activité 2

Soient ABC un triangle équilatéral de c6té V3etd un réel.

1. Soit (T, ) I'ensemble des points M tels que : 21142+ MB? -MC? =)

a) Démontrer que 2M42 + MB> — MC? = 2MG>+2GA? + GB*— G2 ou G est un point
a déterminer.

b) En déduire suivant les valeurs de A l'ensemble (r).

2. a) Démontrer que :

2M,42+M32—3MCZ=2E-(Z§—3ZE)+ABL3A(32
b) En déduire que Me(I,) < AM-AG, = %9 0l G =bar{(B,1);(C,-3)}.

c) Pour A =—6, déterminer &




JLS VECTORIELS _ : Terminale Cec E

i Pour A =2,

Jemontrer que M e (') <> AH-AG, =2

8 H est le projeté orthogonal de M sur la droite (AG, )
Balculer AG,

in déduire que (I')) est le plan passant par H et de vecteur normal E

j)cabulaire

if: ? >R etg:&— R deux applications. Soit k un réel.

Eensemble des points M du plan @ tel que f (M) = k est appelé ligne de niveau k de /.
Jensemble des points M de l'espace &tels que g(M) = k est appelé surface de niveau k de g.

Retenir

Soit (0; i J,k) un repere orthonormé de & , A(a;b;c) un pointde & et r unreel
ictement positif.

L'ensemble des points M (x; y; zy de tels que AM =r est la sphére

" ation x* + y° + 27 —2ax—2by—2cz +d =0 oud =a* +b* + > — 1.

L'ensemble des points M (x; y; z) de l'espace tels que x* + 3> + z° — 2ax — 2by—2cz+d =0
ut-ctre @ ou le smgleton {A} ou une sphére de centre A(g; b c). -

Sont (ALQ, )ige,» # points pondérés tels que Z a; #0.

f-—p-l-l

r tout point M, on a Za MA? = (Za }MG2 +Za GA; o G est le barycentre des points
i=1 i f=1

- ndérés (A'i-)q“f )I'stn -

Si les points (A,,a,),..., sont dans le plan @, alors la ligne de niveau & de l'application

Z'a,.MAf’ est @ ,{G} ou un cercle de centre G.

i=]

Si les points (A0, ),.., sont dans l'espace &, alors la surface de niveau k

l'apphcanon M - Za MA peut-étre & ,{G} ou une sphére de centre G

i=]

So1t (Ai,ai),..,. 7 points pondérés tels que Zcx =0 et O un point.

i=l

Pour tout point M, on a Za MA? Za OA® —21i-OM o le vecteur > o, OA et est

=l 1 i=1

1 -!‘ idependant de M.
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= Dans le plan P, la ligne des niveay % de l'application M Za,.ﬂﬂ,.z est:
A

- ou le plan # siti=g5.
- Une droite de vecteur normal u, sit#g .

» Dans l'espace & , la surface de niveau k de l'application M ZazMAf est :
=1
- ou l'espace Fsi =6

- Unplan- de vecteur normal T, si g = &

S'en convaincre

(2) Soit (4i,ai)l<i< 7, n points pondérés tels que Zai # 0. Soit G est le barycentre
=]
l

des points pondérés di,ai)l<i<n. '
Pour tout i, on a : o, MA2=0, (14 + GA)’= o, MG*+20. MA - GA, + o,GA? donc

iaiﬂLf:(zﬂ:ai)MG%Z%-EQGAﬁ =(Zﬂ:ai]MG2+ia£fo car ia,.GZ:O
i=l i=l =1 i=] i=l1

i=1

!

n k-_zﬂ:a:GAf n
LOGA ks MG =— o ' _, car ) a, #0

"
i=1 i=1
: E o i
i=]

Si k=ZaiGA,.2 c'est-a-dire A =0 alors M = G. Si A <0 alorsona & et si ) > 0 alors MG = /3
i=l]

Ainsi I'ensemble cherché est <, le singleton {G} ou le cercle C(GA/A ) dans le plan ® ou bien
la sphére $(G /A ) dans l'espace &

(3) Soit 4,,a,),,» 0 points pondérés tels que Zaf = 0. Soit O un point quelconque.

=]

Zn:aimjz = (iuJMOz +2MO- Zn:atﬁ_)i: +Zn:a!.0Af — 2@-2(1,.52 +Zn:a£OAf l
i=] i=l i=1 i=] i=1

i=1
n
car Zai =0.

=l

Donc ia,.M;f = =% 2@-iarﬂ+2a;0‘4‘? =k < 20M 7= i{az’OAf U= !Z:(Ii(_):f?
=] i= f= i= o=

Siw=0 et ZaFOAf =0, alors tout point M satisfait 3 I'égalité encadrée ci-dessus.
i=1

Sig=0et ) 0,04 #0, il nlexiste pas un tel point M.,
i=1
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=0 ct ZaEOAf =0, alors OM -#=0 et l'ensemble des points M cherché est
i=1

ans le plan @, la droite passant par O et de vecteur normal 7
ns l'espace &, le plan passant par O et de vecteur normal i7.

emple
BCD est un tétraedre régulier d'aréte 1.
Soit (T') l'ensemble des points M de tels que 3M4* + MB* + MC? + MD? =3.
Montrons que A (I).
4+ AR’ + AC* + AD* =1 +1* +1> =3 donc A € ()
Détermination et construction de (I').
Bit G = bar{(4,3),(B,1),(C,1), (DD}
4° + MB® + MC* + MD* = 6MG” +3GA* + GB* + GC* + GD?
4* + MB® + MC* + MD? = 6MG> +3GA* +3GH? + HB* + HC? + HD? ou H est le centre de
avité du triangle BCD.

F=bar{(4,3),(8,1),(C,1),(D,1)} = bar{(4,3),(H,3)} donc G est le milieu de [AH] c'est-a-dire
BGA = GH.

ar ailleurs, B = HC = HD = s DI_§ £ \/3_
ir DI=1x £:£ La droite (AH) est orthogonale au plan (BCD),
H?=AD>-HD?=1- ﬁ =t
3 3
DI GAZ (;AHJZ_ixzzl

4 3 6
£* + MB* + MC? + MD* = 6MG? + 6GA* + 3HB? = 6 MG’ +6:<f(15-+3><—§ = 6MG* +2

J6

le(1) & 6MG*+2=3< MG= e Ainsi (T) est la sphére de centre G et de rayon %

| Soit (T") l'ensemble des points M de & tels que : —3MA* + MB? + MC? + MD* =1.
Eterminons et construisons (I').

BMA* + MB® + MC® + MD* = 2MA-(AB+ AC + AD)+ AB* + AC* + AD
tH cst le centre de gravité du triangle BCD. Donc |

BMA® + MB? + MC? + MD* =1 6MA-AH +3=1<> AM - AL =1
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donc (™) est le plan passant par P tel que 4P =— %_— et de vecteur normal AH. En effet P

confondu avec G.

(3) L'intersection de (I') et (I'") est le cercle de centre G et de rayon —?

Exercice résolu
Soit A et B deux points tels que AB =4 cm. Déterminer et construire l'ensemble (2) des
M tels que ﬂ(ﬁ:?‘ .

MB

a) A, B et M sont des points du plan @ .

b) A, BetMsont des points de l'espace &.
Solution

Détermination de (I) : % =2 < MA* -4MB* =0

Premiére méthode

MA? —4MB? = 3MG? + GA>
16

2
et AG :-j’—ABz? et BG =%AB=§ AinsiMe(Z) o MG2=4><G]-

—4GB’ o G est le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B

a) Si A, B et M sont des points du plan @ alors (Z) est le cercle de centre G et de rayon ~§—

b) Si A, B et M sont des points de I'sspace & alors (Z) est la sphére de centre G et de rayon
Deuxiéme méthode

MA® —4AMB® = (MA~2MB)-(MA+2MB )= —3MI - MJ oi ] = bar{(4,1);(B,-2)}

et.J =bar{(4,1);(B,2)}. Ainsi M e (T') si et seulement si M7 - 7] = 0.

¢) Si A, B et M sont des points du plan @ alors (Z) est le cercle diamétre (L] .

d) Si A, B et M sont des points de I'espace & alors (Z) est la sphére dont un diamétre est [1J]
Montrons que G est le millieu du segment [LJ].

|

Ona:ﬁ=ﬁ+ﬂz~gﬁ§cmﬂ=22§ etz‘jz:;t,@:

2 4
3 — :
v = _gﬁ car AG=2 75, U

3
Représentation dans & Donc IJ =2IG : G est milieu de [1J] Représentation da
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iarque
& un nombre réel strictement positif et différent de 1. Soient A et B deux points distincts,
bar{(4,1);(B,—k)} , J =bar{(A4,1);(B,k)} et G = bar{(4,1);(B,-k*}. L'ensemble des

mts M tels que 4l =k est:
MB

BB le plan @, le cercle de diamétre [IJ] ou de centre G et de rayon

ins l'espace, la sphére de diamétre [IJ] ou de centre G et de rayon

k2|

& milicu de []est le barycentre G des points pondérés (A,1) et (B, -k?).

S’exercer

ABC est un triangle équilatéral tel que 4B =12 cm.
) Determiner et construire I'ensemble (E) des points M du plan tels que les vecteurs
MA + MB+ MC ot v=MA+2MEB +3MC soient colinéaires.

3 Déterminer et construire 'ensemble (E') des points M du plan tels que les vecteurs i et ¥
i méme norme.

ABC est un triangle isocele tel que : AB= AC =6 et BC = 4.

iemminer l'ensemble des points M du plan tels que —2MA4+MB +MC =0

Soit SABC un tétraédre régulier d'aréte a. Soit (F) l'ensemble des points M de l'espace
\que MS® +2MA* +3MB* —6MC? = 64°.

fontrer que C e (F) et S¢ (F). En déduire que (F) = ¢ et (F) % & .

Déterminer et construire (F).

L'espace est muni d'un repére orthonormé (0; 7, / , %) .

soient les points A(3; —5;7) et B(1;—3 ; 9). Déterminer une équation de la sphére dont un
fnétre est [AB]. |

Déterminer suivant les valeurs de a l'ensemble (H) des points M(x; y; z) de & tels que :

;yz +z° —2x—3y+4z:24—9a.

LIGNES DE NIVEAU DE L'APPLICATION
M +— Mes(MA,MB)

Prendre un bon départ

£ A et B deux points distincts du plan.



s

Activité 1

a) Représenter sur une in¢ méme figure, 'ensemble des points :
« P tels que Mes (P4, P_B>) 0.
* N tels que Mes (NA NB) .

b) En déduire I'ensemble des points M tels que Mes (MA, M, _?) kn avec ke Z.
¢) A et B font-ils partie de cet ensemble ? Justifier.

Activité 2

a) Construire l'ensemble des points M du plan tel que mes(AM:B)—60°
b) Représenter sur la méme figure, I'ensemble des points :

« P tels que Mes (PA,PB) =—:—J’-+k(21r)

* N tels que Mes (NA,NB) = —2—;E—+k(27c)
* Les points A, B, P et N sont-ils cocycliques ? Si oui caractériser ce cercle.

¢) En déduire l'ensemble des points M tels que Mes(MA, Mﬁ)— —+kr aveckeZ

d) A et B font partie de cet ensemble ? Justifier,

ne® Retenir

(1) SoitA et B deux points distincts du plan.

¢ L'ensemble des points M tels que ® L’ensemble des points M tels que
Mes (m, MB) = Oestladroite (AB) | Mes (MA MB) 7 est le segment
privée du segment [AB]. [AB] privé des points A et B.

A B M A M B
R — e T e A . s -o— e

* Lensemble des points M tels que Mes (A_JHB) = 0[] est la droite (AB)

A B
privée des points A et B. o— o—

(2) Soit A et B deux points distincts et 6 un élément de ] 1T; 0[ vlo,; T[[ On note i

le point de la médiatrice de [AB] tel que Mes (MA MB) ?j et (C) le cercle de
centre O et passant par A et B.
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i0el-ZoluloZ M [lesigelom-"ulE
| -SIQE[..z,ﬂ[U]U,Z] Sxee] m, 2]u[z,n[ %
alors I'ensemble des ) alors I'ensemble des 5
points M tels que o 'pfilzt_s M tels que |
(4, MB) 20 est l'arc 5 (MA, M‘B‘)z._.ze.estl'arc A ?ﬂ :
AB decerce (C). 4 i AB de cercle ().

L'ensemble des points M du plan tels que (MA MB)_ZB [] estle cercle (C)
r1ve des pomts AetB.

(3) Quatrepoints A, B,CetD du plan sont alagnes ou cocycliques si et
seulement si: Mes (CA CB) =Mes (DA DB) [7] .

S'en convaincre

Soit A, B et M trois points du plan,
[1) A, B et M alignés < 2(M2, MB) = 0 & 2x Mes(MA MB) = kx2r avec k e Z
Dans lintervalle }-n,7]ona: Mes(m/j@) =0 ou Mes(ﬁ MB)=n

12) Soit 8 e }-n,0[ U J0,x[, soit (€) le cercle de centre O et passant par A et B tel que
{OA,0B) = 20.

U < (C)\{4,B} < 2(M1,MB) jﬁ OB) =20

< 2xMes(MA, MB)=2x0 +kx2r, aveckeZ.

& Mes(MA, MB) =0 +kn, k e Z Cest-a-dire Mes(#, 1B) =6 [ |

t Comme 6 € |-n,0[ U J0,x[ alors © est une mesure principale de Mes(MZTMB’).

10 € |-n,0[ <6 +n € J0,n[ donc Mes(ﬂm) =0 +7 510 € }m,0[ |.

B e ]n,0[<0-n eln,0f done Mes(MA, MB) =0 —7 si 0 e o.x[].

-xemple

Soit A et B deux points distincts du plan
Déterminons et construisons l'ensemble des points M tels que :

) Mes (VELMB) =~ [x |

- s T I T
On a: Mes (MA,MB) = oy ou Mes (MA, MB) = o

oit OAB le triangle rectangle isocéle en O et (C) le cercle

de centre O et passant par A et B on a : Mes (ﬁ,@‘") — —%
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* Les points N tels que Mes (E’ji, }\75) = —% sont situés sur l'arc AB privé de A et B.

» Les points P tels que Mes (ﬁ,l@)) = 3_::- sont situés sur l'arc AB privé de A et B.

* Les points A, B, P et N sont cocycliques car Mes (FE,FTB}) = Mes (1\72, j\?ﬁﬁ [n]

b) Mes (AM JMB)=-— r ]

On a: Mes (MA,A;B) = —5— ou Mes(MA, MB) = —%‘E

Soit OAB le triangle isocéle en O tel que Mes(OA OB) = —?

qui est la mesure principale de 2 x 3% et (C) le cercle de centre O
et passant par A et B.
« Les points N tels que Mes (A_‘}Z, F\—rﬁ) = 3?“ sont situés sur l'arc

AB privé de A et B.
» Les points P tels que Mes (ﬁ, ﬁﬁ) = —2?“ sont situés sur l'arc AB privé de A et B.

_—

- Les points A, B, P et N sont cocycliques car Mes (FE,}_’_B)) = Mes (ﬁ,ﬁ) [TI: ]

S’exercer

2.¢ A et B sont deux points distincts du plan.
Déterminer et construire 'ensemble des points N du plan tels que :

2) Mes(NA, NB) = 2~ [2:-:] b) Mes(NA, NB) = ~?[2n]
c) Mes(ﬁ) A, NB) = -— [Tl:] ; d) Mes(z\_&{?:’\f_B}) = §£[rt ]

2.f A, B, C et D quatre points distincts du plan tels que Mes(CA CB) = O[TE]
Construire le point D sachant que Mes(DA DB)= Mes(CA CB) [*]
Que peut-on dire des points A, B, C, et D ?

2.g Soit i un vecteur non nul et O un point fixé.

4‘"" T
Déterminer et construire l'ensemble des points P du plan tels que Mes(OP, i) = > [n ]

2.h ABC est un triangle rectangle en A tels que mes(CA CB) af2rn].

Soit O le milieu de [BC] et E le point du plan tel que OF = CA. Exprimer la mesure de I'angle
( OA OB) en fonction de a.
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ON PRODUIT VECTORIEL

3.1 ORIENTATION DE L'ESPACE : BASES
ORTHONORMEES DIRECTES OU INDIRECTES.

"~ Prendre un bon depart

r la ﬁgure ci-contre, ABCDEFGH est un cube d'aréte 1 et D' est le symétrique de D par
ort a_A. On considére dans & les repéres (A, AB,AD,AF)
: (A AR ﬁ AE) Un observateur placé en A et la téte sur la
mi-droite[ AE) observe le point B.
» Justifier que (A, AB,AD,AE) est repére
ghonormé de & .
» Le point D se trouve-t-il & gauche ou a
bite de I'observateur ?
» Nommer un point qui se trouve & droite
s Pobservateur lorsqu'il regade le point B.

« Y-a-il des points de I'espace, non situés sur les droites (AB) et (AE) qui ne se trouvent
& gauche , ni & droite de I'observateur ?
B convient que le repere (A, AB, AD,AE ,AE) est direct de l'espace et que (AA AB,AD) est direct

Eplan (7).

Retenir

Soit (0 Ll k) un repére de I'espace # et les points I, ] et K tels qu = =)
k - DK. On note (%) le plan (OIJ).

lerepére (0; 7,7, k) est de sens Le repére (0; 7,7,k) de sens
- direct dans & , . indirect dans & .

K K
} i
k | 1k
0 J 0 il
I .l;'/ J | 4\ J//'.' i
Fig. 1 Fig.2

i,7,%) est une base directe de W |(7, k) est une base mdirect:e de W,
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e Orientation de l'espace &

* » . : Codhs T ) :
Orienter l'espace & , C'est choisir'un des deux types de repéres ou de
bases.

® @yim\ﬂtim& d"un Piﬂn d e ({
(0; 7)) est un repere direct de () si et seulement si (0; 1,7, k) est un repére
direct de 7, Un plan de  est orienté par le choix d'un de ses vecteurs normaux.

o (0;17, ﬁ?) est un repére orthogonal si et seulementsi 7-7=0,7-k = Oet

ST =,
 (0; 1J,k) estunrepere orthonormé si et seulementsi (0;7,7,k) estun

repére orthogonal et |7l = [[f]l = ||k = 1.

1) Soit ABCCDEFGH un cube d'aréte 2cm. 1] et K ':‘
sont les milieux respectifs de [AB], [AD], et [AE] E :
. (A;A_I:A_.I);LA:IE) est un repére orthonormé direct de &. E
(Af, AK,AJ) une base orthonormée indirecte ddV' . K| ED
\ i
— = — GoSeS F N e
. [D,%DC, % DA, %DHJ est un repére orthonormé J .
A I

indirect de & (DEt 5 DZDT—T) une base directe de W,
2) Dans le retenir ci-dessus, le plan (.%) est orienté direct dans la figure 1 et indirect dans
la figure 2.

Remarque

» Si on intervertit deux vecteurs d'une base, alors on change de sens de l'orientation de cetig
base.

» Si on remplace un vecteur d'une base par son opposé, alors on change l'orientation de cef
base.

* On ne change pas le sens d'une base en effectuant entre ses vecteurs une permutation
circulaire.

> ST 5 : |
* On ne change pas de sens d'une base en mutipliant un de ses vecteurs par un réel strictemag
positif.
* On change le sens d'une base en mutipliant un de ses vecteurs par un réel strictement négsi!

L Sexercer

3.a (0,1, j, k) est un repére orthonormé de &. Les repéres ci-dessus sont-ils directs ?

2) (0.1, 7;K) ) (0,5 1.F) ) (0~ 7.K) d) (0.7 k) e) (O i ik
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{i. /. k) est une base orthonormée de\W. On considére les vecteurs
i S a = o 1 = 5 - s
(-7i+4)-4k), Tr=§(4i—; —8k) et w= %(4i+8] +k).

mtrer que (7, v, W) est une base orthonormée de W.

ABCDEFG est un pave droit tel que ATE;-IZ—E et E=EE et AB=3.

: H
pité de mesure est la longueur du segment [AC] !
c :
;;‘:% AB, ;*:%rE etF=AC. W s s i

Montrer que (4,7, J, k) est un repére orthonormé direct de & .
grminer ['orientation de chacune des bases suivantes deW:
P e il Smoynr o 55 = —_—

4B. HC, BD); ii) (FE, EH, BF).

ibases sont-elles orthogonales ? Orthonormées ?

PRESENTATION DU PRODUIT VECTORIEL

Prendre un bon départ

2 figure ci-contre, ABCD est un parallélogramme de & .
» Démontrer que l'aire de ce parallélogramme

=AB xAD x sina.

¢ Placer sur la figure un point E tel que la

8 AD,AE) est une base directe de W .

Retenir

ent i et ¥ deux vecteurs de \v. Soient A, B et C des points de & tel que # = AB et v = AC.
appelle produit vectoriel des vecteurs i/ et 7, le vecteur noté #Av défini par : '
i etV sont colinéaires alors 7AV = U. i -

L7 et V ne sont pas colingaires alors WAV est caractérisé par:

” ction : ZAV est orthogonal a 7 et a v, '
orme : [i7A¥| = || |[¥] x sin BAC;
ens: (@, 7, WAY) est une base directe.




Remarque et vocabulaire
* @ AV se lit «i7 vectoriel ¥» et sa définition ne depend pas du point A,
» Pour tout vecteur # on a : #A7Z =5 0; HANO=0 et AU =ao.
« Si i et ¥ sont des vecteurs unitaires et orthogonaux, alors (#, 7, #AV) est une base orthon
directe deW' .

= Si A, B et C sont trois points non ali gnés de l'espace &, alors AB A AC est un vecteur no:
du plan (ABC).

(1) Soit (7 , 7 , % ) une base orthonormée deW.Ona:

TAT=F FA k=T, EAT=7 ,7AT =% A=) = — K TAE=—7Fet —TAk=F
(2) On considére un pavé droit ABCDEFGH. H
1) Déterminons les produits vectoriels suivants :
a) ABA AD

« Clest un vecteur orthogonal a AB et 3 AD E . F
donc dirigé par la droite (AE). 2D
- (AB,AD,AB A AD) est une base directe 2 3
donc il a méme sens que le vecteur AE. Ainsi, .
ABA AD = KAE avec k>0,
AD)| = [k4E]| = ABx AD sin 90° = KAE = 4x3 = kx2 = k —6,
Donc]ﬁf\ AD = 6AT§ ;
b) FC A EFI

FC A BH =FC A FG car Efi = FG,

En suivant toutes les étapes du a), on aboutit 3 FC A FG = kFE.

L'observateur, couché sur [EF ] les pieds en F et la téte vers E, tegardant le point C tourne

A . 4 B

sa téte vers la main droite (sens mdlrect) pour regarder le point G donc k < 0.
|FCAFG| = |kFE| = FCx FG xsin CFG; = |k|x FE.

OrFC=+/2* 43 — /13 et sm(ﬁ—%g—'-z— donc \/ﬁx—2—=4|k|; ainsi k = —%

Vi3 Ji3

Finalement |[FC A EH = —%ﬁf
H
S/ : e { F
- D'exercer e
3.d On considére un cube ABCDEFGH daréte a tel que '
(AB, AD, AE) est une base orthogonale directe de W/ 2D 1.

Déterminer les vesteurs AD A AB ; AH A BF et EG A AB ; EH A BC.
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i considére le pavé droit ABCDEFG ci-contre.
srminer les vecteurs suivants : AC A AB : AH A GHL :

pontrer que la droite (BD) est orthogonale au plan (EAC). E , _________ ’_=____ Cc
srminer les vecteurs AE A AC et OF A AC. 3| D 4
A 4 B

i PROPRIETES ET EXPRESSIONS ANALYTIQUES
‘DU PRODUIT VECTORIEL

'rendre un bon départ

a1

gt 7 deux vecteurs de W.

<
firer que si # AV =0 alors & et v sont colinéaires. 3
Suppose que # etV ne sont pas colinéaires. Soit A, B, C

{ e L GAW -5
mts de\Wtels que 7 = AB,v = AC. V<
ifier que les vecteurs # AV et V Az ont méme direction et méme norme. A K

Hle point E tel que i A7 = AE. A l'aide de la régle d'observateur

pere, placer sur la figure ci-contre le point E' tel que ¥ A% = AE'.

gralors que AV = —V AU

2

st que pour tous vecteurs 7, Vet wde W et pour tout nombre réel k on a:
V=UNA(KV)=k(TAD).

DAV=UAWHVAWEt WA(T+V) = WAU+WAY.

L 7. k) une base orthonormée directe deW . Soit #=xi+ yi+zk et V=x'T+y' j+z'k.

Btrer que 7 AV=(yz'—zy )i+ (zx'-xz") ]+ (xp '— yx )E.
Letenir

it o7 et v deux vecteurs de W,
¥ sont colinéaires si et seulement si & A V= 0.

) AT=TA () =M@ AY).
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S FAVAR=TATIVAT et WA FLT) = DA T 4 HAT:
(3) Soit (?;f-,'fkt__]_ une base orthonormée directe, # et ¥ deux vecteurs de\y |
Soit i = xi+ yj+zk et V=x'T+y' '+ 2'F.

Alors ZAV = (yz'=zp )i+ (zx'~ x2') [+ (xp'= 32 Y&,

Remarque et notation

* Trois points A, B et C de sont alignés si et seulement si AB A AC = 0.

» La formule de calcul du produit vectoriel dans une base orthonormé est plus facile a -.u_;.
a l'aide des déterminants ci-dessous

(z, k) étant une base orthonormée directe deW', soit @ = 27+ y/+ 2F et 7= x'T+ y'i+z'B

x X

= g Ly il 2k 2
Ona:uav=u|y |A¥|y : : :
zl

z Z||Ix x'|'ly
z

1) Soit # et V deux vecteurs de.

(@ +2v) A (- 37)

=5 A (@ —37)+ (29) A (@—37)

SUNTHUEN(S3V)+(2V) AT +(2V) A (—3v)

=0-3UAV+2VAT -6V AVcar TAT =0 et IA(=3V)= —3unv.

= —5UAY.

2) Soit A et B deux points distincts de & .

L'ensemble des points M de & tels que AM A AB = 0 est la droite (AB).

3) Soit if=2i~ j-3k et V=i—4+5k ou (i, J .k ) est une base orthonormée directe de

2

=
=1 =4 -3 512 1

Ona:unv = u| -1 |av| -4 ; i
ey 3 "'5 ~3 5112 Y1 —4

uny =-17i-13;j -7k

P

Exercice résolu 1

L'espace & est muni d'un repére orthonormé direct (O, 7, ], k) . On consideére les points
A3,0,1), B(-2,5,1)etC(1 1 ,2).

Démontrer que les points A, B et C définissent un plan dont on donnera une équation
cartésienne.
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= - 5 r -_’
erminons les coordonnées de ABAAC.

Sesr =il liaondliie saidaguans
c\l : ABAACAS ,~1,—21)

2 ]

1 4[5 -1
AC = 0 donc les points ne sont pas alignés , ils déterminent par conséquent un plan de
sur normal AB A AC.

gation du plan (ABC)

M(x: y: z) un point de I'espace .

ABC) <> 5x—y—21z+k =0, or le point A est sur ce plan donc _
3)—0-21x1+k =0 cest-a-dire que k =36 donc le plan (ABC) a pour équation cartésienne :
—21z+36=0.

ice résolu 2
muni d'un repére orthonormé direct (O; £ J, k).

bies plans (P) et (P') d'équations respectives 2x—3y+2z=-1 etx+2y+4z=2.

ans (P) et (P') sont-ils paralléles ? Sinon déterminer un vecteur directeur # de leur droite
gsection.

scteur normal de (P) est 1 (2,3, 2) et celui de (P') est 7#'(1,2,4).

B3 212 412 1

4’12 13 9

}; nnn'(-16,-6,7).

=0 donc 7 et 7'ne sont pas colinéaires et par conséquent (P) et (P") ne sont pas paralléles.
&cteur directeur de leur droite d'intersection est ## =7 A 7.

- 4
exercer

Mt 7 et ¥ deux vecteurs deW. Développer et réduire les vecteurs suivants :
25+ V) A (a‘+ %Tfj ; b)) (BT +2V)A (T +4V) ; ¢) (T+V) AT-V).

80it A, B et C trois points non alignés de &. Déterminer et construire l'ensemble des
iM de & tels que AM A BC=0.
i, J. k) est une base orthonormée directe deW . Vérifier dans chacun des cas ci-dessous
. plet (2, V, W) est une base orthonormée.

1
\/_
L

1
— 7+ —
2 2

==

—k; V=

k

l =
i+
2
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= e

3.i L'espace & est muni d'un repére orthonormé direct (0,7, 7,k) . On considére les points
A(-1,1,1), B(-1,-1,1)etC(l,1,-1).
Démontrer que les points A, B et C définissent un plan dont on donnera une équation cartés

3.4 CALCULS DES DISTANCES, D'AIRES ET DES
VOLUMES

" Prendre un bon départ
Activité 1
1. Sur la figure ci-contre, (D) est une droite passant par A
et dirigée par # et M un point de & . M

H est le projeté orthogonale de M sur (D).
« Justifier que HA Atf =0
» Montrer que MA Au=MHAAT.

« En déduire que MH="——1 ||M‘(’4/"\17]1 . (D)//H

> : : L
2. Montrer que l'aire d'un triangle ABC de & est égale 2 E"A_ﬁ A Eﬂ
Activité 2

-~

1. Soit (IT) un plan passant par A et dirigé par les vecteurs

u etV. Le point P est le projeté orthogonal de M sur le plan (IT) .
« Justifier que i’ﬁ-(ﬁ‘zﬁ) =0.

» Montrer que MA - (TAV)= MP - (7T A D).

MA@
 En déduire que MP = |—M
eS|

| 2. Démontrer que le volume d'un tétracdre ABCD est égale a élAD . (A_g A Xé)l.

Dans l'espace &,

j » Soit (D) une droite passant par A et dirigée par un vecteur u._. M un point de #et H son
projeté orthogonal sur (D). :

i n )

o

» Soit (IT) un plan passant par A et dirigée parles vecteurs # et ¥, M un point de et P son
projeté orthogonal sur (IT).

La distance de M a la droite (D) est MH =
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[P
i

L'aire d'un triangle ABC cst| 1 = %"ﬁ AAC " '

La distance du point M au plan (I1) est MP =

Le volume d'un tétraddre ABCD est |V= é|A_ﬁ . (E A E) .

rtations
- a distance d'un point M a une droite (D) est aussi notée d(IM,(D)).

La distance d'un point M 4 un plan (TT) est aussi notée d(M,(I1)).

narque

espace & est rapporté 3 un repere orthonorme direct dans lequel le plan (TT) a pour équation
=by+cz+k = 0 alors la distance d'un point M(x,, v,,2,) au plan (IT) est

b |ax, + by, +cz, + k|

AP B

| convaincre

it ® un repére orthonormé direct dans lequel ona (I1) : ax+by +cz+k =0.

fons 71(a, b, ¢) un vecteur normal a (IT), comme u X v est aussi un vecteur normal de (IT) alors
xiste A € R* tel que i AV =An. Notons A(a,B,y) dans le repére ® .

i |MA (u A v)\ ‘M ?Ln[ |M n[

[arvl A

fons A(a.,p3,y) dans le repére ] le point de (IT),ona:

Ipres le retenir ci-dessus

| = |[(0—x,)a+(B -y, Yb+(y —2z, )c|= ax, +by, +cz, +k|car
|ax, + by, +cz, +k|
Va? +b% +¢

E(1]) = ao +bP +cy =—k donc d=
-mple
sspace est rapporté 3 un repére orthonormé direct (0,7, 7.k).
i consideére les points A(—4,6,-1); B(1,2,2); C(-1,4,3) et D(-5.7,0).
Démontrons que ABCD est un tétraédre.
sutfit de démontrer que les points A, B, C et D ne sont pas coplanaires.

— (-4 =213 4||5 3
A AC 5 =

3 415 3|4 -2

E AE)-A_D’“: 10-11+2=1.(ABAAC)-AD # 0; donc D n'appartient pas au plan
) et par conséquent, ABCD est un tétracdre.
alculons la dlstance de D a la droite (AB) et la distance de D au plan (ABC)

D.(4B)) = —ﬁﬂ— et DA A AB(~7,-8,7) donc|d(D,(AB)) = %

]; ABAACG(-10,-11,2) ;
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Terminaje C

[EZ(E/\ZE‘|

d(D,(4BC)) = i ﬂ-(ﬁ/\ﬁ)=1><(-10)+(—1)x(—1l)+(-—1)><2=~1. |

| |48 ~ 48| = \(-10)* + (Z117 +2° = V325 — 15. Donc|a(. (4BC)) = 1‘_511 - 115

¢) Calculons l'aire 4 du triangle ABC et le volume V du tétraddre ABCD.

,q=%||ﬁAEZ:’|y:%5_ :

-k

Vzl[ﬁ-(ﬁnﬁﬂ = :
6 6

Exercice résolu 1
& est muni d'un repére orthonormé direct.

Soit A, B, C et D quatre points de &tels que A, B et C ne sont pas alignés.

Montrer que A, B, C et D sont coplanaires si et seulement si (ﬁ A E} -AD =0,
Solution

Soit A, B, C et D quatre points de & tels que A, B et C ne sont pas alignés.
* Si A, B, Cet D sont coplanaires alors D < (ABC).
Donc AD est un vecteur du plan (ABC) et ABAAC est
(ﬁ A KE) .AD =0,

* Réciproquement si (A_§ A A_é) AD=0 alors D appartient au plan passant par A
et de vecteur normal ABA AC qui n'est autre que le plan (ABC).

=

un vecteur normal du méme plan;

Remarque

W est muni d'une base orthonormée directe.

Trois vecteurs #, ¥ et # sont coplanaires si et seulement si (TAV).w=0.
f Exercice résolu 2

! L'espace & est muni d'un repére orthonormé direct (O, i, ],k).

On considere la sphére (S) d'équation x2-+ V2422 ~2x+4y—6z+2=0etle plan (P,)
d'équation —x+4y—z+) =0,

Etudions suivant les valeurs de A les positions relatives de (S) et (P,).
Solution

Déterminer (S)(PA) suivant les valeurs de A.
» Déterminons le centre Q et le rayon de (S).

x2+y2+zz—2x+4y—6z+2=o@(x—1)2+(y+2)2+(z-3)2=12 |
Donc le centre de (S) est Q (1,—2 ,3) et son rayon est égal 2+/3.
» Calculons la distance d, de © & ®).
dl:]-1x1+4(~2)+1x3+?\.]=‘—6+k|=]—6+?t|_

JE2 442412 Vis 32
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d, :2\/§<:>\—6+M=6\/€<:>7L=6\/5+6 ou A =6—6+/6 dans ce cas (S) et (P,) ontun seul

point d'intersection donc (S) et (P, ) sont tangents.
d}_<2\/§ ol -6+A|< 6V6 < —6J6+6<h <66+6. (S) N (P,) est un cercle.
Side ]_m, —6v/6 + 6[ U ]6% + 6,+oo[ alors d, >24/3 et (S)N(B) =2

<emarque

Soit (§) une sphére de centre Q et de rayon r, () un plan et d la distance de Q au plan.

| Sid =7 alors ()N (P) est Sid > r alors Sid <r alors (§) (@) est
| un singleton {4}. On dit que (8) N (@) = 2. On dit que| un cercle (C). On dit que

| (5) et (P) sont tangents au point A.| (§) et (®) sont disjoints | () et (¥) sont sécants.

(©) est de centre O et de

rayon vr’ —d*. (¢) L (0Q)
et () (0Q) = {0}

Ae(®) et AQ =d.

> Sexercer

—_—

sspace  est muni d'un repére orthonormé direct (0,7 f,k) dans les exercice 3 et 3.k.
Soit les points A(—1,1,3), B(2,1,0) et C(4,-1,5)

Déterminer la distance du point C a la droite (AB).

En déduire qu'il existe un plan contenant les points A, B et C.

Montrer que le point H(—2 ,—1,-2) n'appartient pas au plan (ABC).

Calculer le volume du tétraédre ABCH. :

:On considére le plan (?) d'équation 2x — 2y + z=2 et le point A(1 .2 ,1). On note S(A,2)
sphére de centre A et de rayon 2.

- a) Calculer la distance du point A au plan (@). L

b) En déduire la position relative du plan (#) et de la sphére (S).

¢) Ecrire une représentation paramétrique de la droite (D ) passant par A et
hogonale au plan (®@). _

d) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (@ )N\(S).

'ABCD est un tétraédre régulier d'aréte a.
er la distance du point A au plan (BCD).
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S’ENTRAINER

CALCULS BARYCENTRIQUES

©

Ecru'e O comme barycentre des points A, B et

AR 4\

©

Sur chacun des solides de I'espace ci-dessous,
ecrire G comme barycentre des autres points.

c &)
A
A B
B

©

ABCD est un parallélogramme de centre &5
construire le barycentre des points ponderes
dans chaque cas.

a) (A,~1),(B,2),(C,2) et (0,-2);

b) (A,—1),(B,1),(C,2) et (0O-1);

¢) (A,1),(B,1),(C,2) et(0,-2);

d) (A,2),(B,4),(C;-2) et (0,-2).

©

ABC est un triangle du plan.

Déterminer et construire | ensemble des omts
M tels que les S vecteurs 2MA +MB - M

IMA — MB -MC soient colinéaires.

Soit ABC un triangle du plan.
Construire les points O,P et Q tels que

ﬁ:%ﬁa @:%zaetz@zz&.

Démontrer que les droites (AO), (BP) et (CQ)
sont concourantes.

6

Soit ABCD un tétraédre. On note I et J leg
centres respectifs des faces ABD et BDC.
Deémontrer que les droites (1J) et (AC) sor
paralieles.

©

Soit ABCD un tétraédre. On désigne par €
barycentre des points pondérés
(A,1),(B.3),(C,1) et (D,-3). A tout point
I espace, on associe le vecteur 7 tels que :
= MA +3MB + MC 3MD.
a) Déterminer ['ensembles des points M te
que le vecteur 7 est colinéaire au vecteur |
b) Déterminer les coordonnées de G dans
repere (A, B, C, D).

©

L'espace & est muni d'un repere (0,7, 7,%
-3 2 ~2 :

lespoints A|1 |, B| -1[,C| -2 | etD 2
25 4 1 -

a) Montrer que les points A, B, C et D ne s

pas coplanaires.

b) Déterminer les coordonnées du point G.

barycentre des points pondérés (A,—1) ; (BJ
(C,3)et(D,-2).

©

Soit ABC un triangle du plan. A tout nombs
réel a on associe le barycentre G, lorsqu'il
existe des points pondérés (A,2), (B,a —1) ef
(C, a+1).

a) Calculer les coordonnées de G, dans le
repere (A, AB AC). |

b) Déterminer 1* ensemble_ des points G,

T

Soit ABC un triangle équilatéral ; I milieu d= e

[AB] et J le point tel que E“]):—_%(TA" Soit G ke il
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int d'intersection de (CI) et (B).
fterminer trois réels o , B ety tels que G
barycentre des points pondérés (A,o);

P) et (C.y).

Faedre. On note L et J les :
faces ABD et BDC. " est un triangle. D et E sont des points
que KS:%Eet B! =-;—ETK

droites (BD) et (EC) se coupent en F.

ire. On désigne par G |@¢terminer les réels o , B ety tels
nderes

—3). A tout point M ¢
ecteur 7 tels que :
3MD.

ables des points M telg
neaire au vecteur AG

onnées de G dans le

F soit le barycentre des points pondérés
L (BB) et (C y).

lontrer que si ABC est un triangle

Jatéral alors (ED) L (AC) et (AF) L (AC)

D est un tétraedre. E, F, G, H, J, K sont
ilieux respectifs des segments [AB],
L[AC], [BD], [AD],[BC].

montrer que les droites (EF) et (GH) se
ent en I, isobarycentre des poinis A, B, C

; . i d'un repére (0,7, /. k).
" 2 9 38
S CI-21 et D 2

) L) o
=S points A, B, C et D e sor

it P le centre de gravité de la face ABC.
Fer que les points P, I et D sont alignes.
ntrer que 1 est le milieu de [JK].

données du point G,
. pondérés (A,—1) ; (B,2)

D est un tétragdre. I, J et K sont les
de # tels que :

B, CI=JD ot BK = 3KC.

niner le point P de (AD) tels que les
| (KP) ct (BJ) soient sécantes.

gnele du plan. A tout nombre
arycentre G, lorsqu'il
ndérés (A,2), (B,a—1) et

données de G, dans le

_ : L et D sont quatre points de l'espace .
Fensemble des points G, B . e
in réel ; et J sont les milieux
§is des segments [AB] et [CD]; RetS
ais par AR = LAD et BS =2BD. G
e [RS]. Montrer que les points
alignés.

piangle ¢quilatéral ; I milieu de

int tel que CE =%CK Soit G le!

TE.T"I'H!!'”‘ d

&E
A, B, C et D sont des points de & &
A sont des réels non nuls dont la s
nulle. Soit M un point de & et le v&
que U= oMA + Bﬁﬁ + SMC + Al
Démontrer que si U= 0 alors M &3
barycentre des points ponderés (A8
(C,5) et(D,X).

&

ABCD est un tétraédre de centre &
Soit P le barycentre des points pom
et (B, 1). On se propose de preciss
d'intersection K de la droite (PG §
plan (BCD).
1. Soit O le centre de gravite du i
BCD, 1 et J les milieux respectiis &
[AB] et [CD].
Montrer que G est le barycentre d&
pondérés (A,1) et (0, 3) et que G &
milieu de [1J].
2. Montrer que la droite (PG) est i
dans le plan (ABJ) et que le point}
T'intersection des droites (PG) et (E
3, On considére le repére (B; BAE
a) Calculer les coordonnées des g
b) En déduire une représentation
paramétrique de la droite (PG).

A=

4. Démontrer alors que BK = 2 3

& »

- Soit ABC un triangle. : \

(AD) et (BE) sont les
bissectrices internes )
respectives des angles A

et B, On note G le point
d'intersection de (AD)

et (BE).
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it d'intersection de (CI) et (BJ).

srminer trois réels o, , B ety tels que G
parycentre des points pondérés (A0 );
Jet (CLy).

lest un triangle. D et E sont des points
|
2
roites (BD) et (EC) se coupent en F.
germiner les réels o , B ety tels

e A_D}=§A?et BE=—BA.

Soit le barycentre des points pondérés

antrer que si ABC est un triangle
fcral alors (ED) L (AC) et (AF) L (AC)

dest un tétraédre. E, F, G, H, J, K sont
jeux respectifs des segments [AB],
JAC], [BD], [AD],[BC].

pontrer que les droites (EF) et (GH) se
it en I, isobarycentre des points A, B, C

[P le centre de gravité de la face ABC.
T que les points P, I et D sont alignés.
firer que I est le milieu de [JK].

est un tetraedre. 1, J et K sont les
& tels que :

B, CI-7JD et BK = 3KC.

iner le point P de (AD) tels que les
KP) et (BJ) soient sécantes.

et D sont quatre points de I'espace &.

i reel ; I et J sont les milieux

§5 des segments [AB] et [CD] ; R et S
inis par AR = MAD et BS = ABD. G
dieu de [RS]. Montrer que les points
3 sont alignés.

et (BE).

A, B, C et D sont des points de Zet a, B, O et

A sont des réels non nuls dont la somme est
nulle. Soit M un point de & et le vecteur U tel
que U=aMA + B]\T])é + SMC + AMD
Démontrer que si U =0 alors M est le
barycentre des points pondérés (A, a) ; (B.,B) ;
(C.0) et(D.L).

&

ABCD est un tetraedre de centre de gravité G.
Soit P le barycentre des points pondérés (A, 2)
et (B, 1). On se propose de préciser le point
d'intersection K de la droite (PG) avec le

plan (BCD).

1. Soit O le centre de gravité du triangle

BCD, 1 et J les milieux respectifs des segments
[AB] et [CD].

Montrer que G est le barycentre des points
pondérés (A,1) et (O, 3) et que G estle

milieu de [IJ].

2. Montrer que la droite (PG) est incluse

dans le plan (ABJ) et que le point K est
l'intersection des droites (PG) et (BJ).

3. On considere le repere (B; ﬁ,ﬁ‘,ﬁ).

a) Calculer les coordonnées des points P et G.
b) En déduire une représentation
paramétrique de la droite (PG).

A
4. Démontrer alors que BK = -—5— 1.

& .

Soit ABC un triangle.
(AD) et (BE) sont les
bissectrices internes
respectives des angles A
et B. On note G le point
d'intersection de (AD)




JBELGAE 5 R 'Liu.\;.'a. kr‘uJ) e e e e
! est isocéle en A.

§ DB AC ; iE o
stifier que ——=——, puis en déduire que
DC AB

t le barycentre des points pondérés
2)et(C, AB).

utilisant la méme démarche, démontrer
, est le barycentre des points pondérés
B) et (A, BO).

it F le point d'intersection de (AB) avec
sectrice interne de l'angle C .

iontrer que G appartient 4 la droite (CF).
. déduire que les bissectrices internes
rriangle ABC sont concourantes et leur
-de concours est le barycentre des points
et C affectés des coefficients que l'on

SCra,

et C sont trois points non alignés de
ace & . Soit H un point de &etx, y etz
reels.

rminer les points M de & tels que
EA, hﬁ, I\_/I—E) soit un repere de & dans
zl x, y et z sont les coordonnées
sctives de H.
yourra examiner les cas suivants :
+y+z#£1
+ y+z =1 et H est barycentre des
ts pondérés (4,x), (B, y) et (C, 2).
+ y+z =1 et H n'est pas barycentre des
ts pondérés (4,x), (B, y) et (C, z).

PUUL AW AR A DREL B LS bR L R e B

Soit A(=2, 3, 1) et B(1, 7, 2).
Ecrire une équation cartésienne de la sphere
(S) dont un diamétre est [AB].

20
Soit A(04-1), B2 .4 -5); C(1 1 ~5) et
D(1,0 —4) des points de & .

Ecrire une équation cartésienne de la sphére
(2) passant par les points A, B, C et D.

21

Déterminer l'ensemble des points M(x, v, z)

tels que :

a)x3+y2+zz—x—3y—4z+l2§-"—-0 -

b)x2+y2+zz—2x+y—62+% =0;

) 2(x*+ y*+23) +6x—2y+82+1=0.

22
Soit A et B deux points distincts de &.
Quel est I'ensemble des points M de & tels
que :

— e o i
a) MA-AB=0; MA-MB=0

%.

Soit la sphére (S') d'équation :
¥ty +Z—dx+2y—2z2-3=0et(D)la
droite passant par le point A(1; 1;1) et dirigd
par le vecteur #(1,-2 .1).

Déterminer l'intersection de (S") et (D).

24
Montrer que la droite (A) passant par le pe
A3 -3 ; 1) et dirigée par u(—2:1 ; 2) est
tangente a la sphére d'équation

X+ yrtzi—x+2y—-4z+3=0
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un triangle rectangle en A tel que

Bt AC =4. | 'unité est le cm

gruire le barycentre G des points
affectés des coefficients respectifs
fminer et construire l'ensemble

M tels que :

E— B>+ 2MC*=-32

& 1B + 2MC||=|MB + M|

BC un triangle isocéle en A et G son
de gravité. Soit G' le symetrique de G
port a la droite (BC).

erminer les nombres réels o et B

ke G' soit le barycentre des points

& (A, 1); (B, a)et (C, B).
grminer l'ensemble (I') des points M

2MB - 2MC|| = |MA + MB + MC)|
er que B et C appartiennent 3 (T)

2 plan, on considére les points A, B et C
b |AB]=JAC|=4a ot [3E] - 20 ona
Bombre réel strictement positif.

e R\{—-2}, on note

B {(A (B ,1),(C,1)} et le milicu du
bt [BC].

gontrer que l'ensemble (I" ) des

G, lorsque a décrit R\{—2} estla

j__ ire G .

erminer 'ensemble I' des points M tels
B> + MC? = MA?

Terminale Cet |

Dans le plan @, ABC est un triangle équilatéral
de coté aavec a > 0.

Démontrer que pour tous réels a et B

e vecteur o MA + Bﬂ_fﬁw(q + B)Ea(:’

est indépendant de M.

1. Soit G =bar{(A ,0).(B ,B).(C.y)}.

On designe (I') I'ensemble des points M tels
que aMA*+ BMB*+y MC? =k et ()
'ensemble des points M tels que

o MA* + BMB? — (o + B)MC? = k' .

Pour chacun des cas ci-aprés déterminer et
construire les ensembles (I' et (2) :

A a=p—y=1 k=60ctl'—a:

b) a=2B=-Ly=1Lk=4a’etk'=—a>:
Qoa=l;B=-1;y=1, k=16a%ctk'=2a%;
dDa=-2p=—Ly=Lk=-2a%ethk'=—4a>.

29

Soit A et B deux points du plan P tels que
AB =24 ,a <R . Déterminer et construire
I'ensemble des points M de @ tels que :

.. MA
)i
MB
30

Soit A et B deux points du plan P tels que

s MAT ]
o) =

MB 2

Loy
MB

AB=2a ,a e R . Déterminer et construire

I'ensemble des points M de & tels que :

i) MaA _,
MB

MA i
e one v s
) MB V3 W) VB

2
31

ABC est un triangle équilatéral de coté g
avec a > 0.

1. Construire le point G barycentre des points

ponderés (A, 2), (B, 1) et (C, 1).



2. Determiner et construire l'ensemble des points
M du plan tels que :
a) 2MA* + MB*> + M(C? =2q> ;

3a’

b) 2MA* + MA- MB + M4 - MC = =

32

Dans le plan @, on considére un carté ABCD
tel que AC = BD =q avec a > ().

Soit t un réel.

1. Déterminer une condition sur ¢ pour que les
paints pondérés (A,t) ; (B,1-2t) ; (C t) et
(D,3—t) admettent un barycentre.

‘Déterminer la position de ce barycentre.

2. On désigne par (T',) 'ensemble des

points M du plan tels que

tMA" +(1-20MB> +1MC* + 3 - 4)MD? = a*(1-1)
a) Verifier que le centre du carré ABCD
appartienta (I,).

b) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de (T').

@.

Soit ABC un triangle non équilatéral du plan.
Ondonne 4B =c¢ ,AC=b et BC —a. ;
On designe par A', B'et C' les milieux respectifs
des segments [BC] , [AC] et [AB].

1. Soit le vecteur # = a>BC +b2AC + 2 AB
Montrer que 7 = (a* ~b2)1=—1_5+ (c*— a“)ﬁ
En déduire que 4 n'est pas le vecteur nul.

2. Pour tout point M du plan on pose :

S (M)=a*BC-MA'+b*CA- MB '+ > AB- MC"
a) On désigne par O le centre du cercle

Terminale C et

2

Montrer que BC-GA= é(ﬂb2 =G ).

En déduire la valeur de f(G) .
¢) Déterminer l'ensemble des points
M du plan tel que f(M) =0.

34
Soit # un vecteur non nul et O un point fixé

Déterminer et construire l'snsemble des poir
N 2

M du plan tels que Mes(# ,OM ) =— —;-[2 ;

@«_

A et B sont deux points distincts du plan.

Déterminer et construire I'ensemble des poin
N du plan tels que :

; Somat 3n
a) Mes(NA, NB) = Tt [2n |;

b) Mes(NA, N_ﬁ = %E-[ZT: ];

a) Mes(.N_-?m =IE3~ n}
a) Mes( _ZE\T)) = —%E [‘IIZ ]

Soit A et B deux points du plan P orienté. A
tout point M distinct de B d'un demi-cercle
de diamétre [AB] on associe le point P de |
demi-droite [AM) n'appartenant pas au
segment [AM] tel que PM=MB,

a) Déterminer l'angle (PA DB).

b) Ou se trouve le point P lorsque:
cst confondu a A.

¢) Déterminer le lieu géométrique
points P lorsque M décrit le demi-cercle (¢

Dans le plan orienté @, on considére un ta
ABC. Soit G le barycentre des points pon



“TORIELS
e les droites (BQ) et (CR)

licu de [BC], Démontrer que

P et G sont alignés.

Bn fonction de PA .

fgue B et C sont fixes et A décrit

fhdes points M du plan tels que

f__'.g-[rc].

1S 'ensemble (I'') déerit par

WX points distincts. (D) et (D)
firigees respectivement par les

sisemble des points N du plan
gue (NA2) = (NB,v).

triar gle, H son orthocentre et K le
& H par rapport 4 la droite (BC).

: * = (ITC’T@)'

) a?gﬁ) = (E":X_C)) ou
BB AC) + 7.

e les points A, B, C et K

b

. g Termingle CexE
PRODUIT VECTORIEL
S

Sur la figure ci-dessous ABCDEHGH est un
pave droit.

H G
: »
C SR e
E
A= B

Donner l'orientation de chacune des bases
orthogonales suivantes :

a) (EFEH,EA) :b) (EA,AC,CD) ;
o) (DB.GH.AE).

41 .
SABCD est une pyramide réguliére de
sommet S et de base ABCD de sens direct
tel que AB =AS=a.

Soit I le centre du carré ABCD.

a) Justifier que la droite (SI) est orthogonale
au plan( ABC).

b) Déterminer les vecteurs AB A E;

AC ADB.

¢) On prend a =1. Soit K le point de

tel que AK=+/21S . Démontrer que

(A A_ﬁA_ﬁﬁ) est un repére orthonorme
direct de&

ABCD est un tétraédre régulier d'aréte, a
strictement positif, et qui repose sur sa base
ABC de sens direct. I et J sont les milieux
respectifs de [BC] et [AC].

Soit O l'isobarycentre des points A, B et C.

a) Justifier que la droite (OD) est

orthogonale au plan (ABC).

b) Déterminer les vecteurs A—ﬁ AAC et BI A Al

\!
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Emontrer que les droites (BQ) et (CR)

ent par G.

bit P le milieu de [BC], Démontrer que
pints A, P et G sont alignés.

'-::; er PG en fonction de PA .

asuppose que B et C sont fixes et A déerit
mble (I') des points M du plan tels que

7 MC)=—[n]

iner alors Iensemble (I") décrit par
1 G.

£ B deux points distincts. (D) et (D)
ites dirigées respectivement par les
etV .

er l'ensemble des pomts N du plan

tel que (NA7) = (NBy).

m triangle, H son orthocentre et K Ie
=de H par rapport a la droite (BC).

A

jue les points A, B, C et K

aje CecE

Termi

PRODUIT VECTORIEL

40
L

Sur la figure ci-dessous ABCDEHGH est un
pave droit.

H G
: »
C SR e =
- E
A B

Donner l'orientation de chacune des bases
orthogonales suivantes :

a) (ER.EH,EA) ;b) (EA,AC,CD) ;
c) (DB,GH,AE).

SABCD est une pyramide réguliére de
sommet S et de base ABCD de sens direct
tel que AB =AS=a.

Soit I le centre du carré ABCD.

a) Justifier que la droite (SI) est orthbgonale
au plan( ABC).

b) Déterminer les vecteurs AB A AD: ;
ACADB.

¢) On prend a = 1. Soit K le point de

tel que AK=+/2IS . Démontrer que |

(A ,ﬁA_ﬁﬁ) est un repere orthonormeé
direct de&

3‘

ABCD est un tétra¢dre régulier d'aréte, @
strictement positif, et qui repose sur sa base
ABC de sens direct. I et J sont les milieux
respectifs de [BC] et [AC].

Soit O l'isobarycentre des points A, B et C.

a) Justifier que la droite (OD) est

orthogonale au plan (ABC).

b) Déterminer les vecteurs ABAAC et B A AL
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pntrer que les droites (BQ) et (CR)

e C

; __lle milieu de [BC], Démontrer que

IS A, P et G sont alignés.

e PG en fonction de PA .

Bppose que B et C sont fixes et A décrit
Ble (') des points M du plan tels que

B TT
BMC)=—[n].
B.MC) 2[ ]

i alors l'ensemble (T) déerit par

B deux points distincts. (D) et (D')
ites dirigées respectivement par les
er I'ensemble des points N du plan

el que (NAZ) = (ﬁm'

triangle, H son orthocentre et K le
8¢ de H par rapport a la droite (BC).

er que @Tﬁ = (176@

b que (HC,HB) = (AB,AC) ou
fA_ﬁiX_(T) + 7.

f_'fr e que les points A, B, Cet K

Yo

 Termingle L arF

PRODUIT VECTORIEL

A0
&0

Sur la figure ci-dessous ABCDEHGH est un
pave droit.

C

———————

A =
Donner l'orientation de chacune des bases
orthogonales suivantes :

a) (EEEH,EA) ;b) (EA,AC,CD) ;

c) (DB,GH,AE).

1
SABCD est une pyramide réguliére de
sommet S et de base ABCD de sens direct
tel que AB =AS=a.

Soit I le centre du carré ABCD,

a) Justifier que la droite (SI) est orth(jgonale
au plan( ABC).

b) Déterminer les vecteurs AB A ﬁﬁ;
ACADB.

¢) On prend a =1. Soit K Ie point de

tel que AK=+/2IS . Démontrer que

(A ,E,E,K) est un repére orthonorme
direct de

42

ABCD est un tétraédre régulier d'aréte, a
strictement positif, et quirepose sur sa base
ABC de sens direct. I et J sont les milieux
respectifs de [BC] et [AC].

Soit O l'isobarycentre des points A, B et C.

a) Justifier que la droite (OD) est

orthogonale au plan (ABC).

b) Déterminer les vecteurs AB A AC et BJ A Al
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) Soit le point H tel que A= ——-DO

a base (AB AC AH) estwelle orthogonale ?
réciser son orientation.

V. W) est une base orthonormée directe de\W..

1 est-il de méme pour les bases proposées
@V, V+ W+ 1) ;
-V, V-W,W+1) ;

[%(Ei V) I(H v),hi‘E)

B,C et D sont quatre points de & .

it le vecteur
=(ﬁ/\6§+(7§x\65+(_}—é/\0_§
ontrer que :

i = Xﬁ AAC: .

i =BCA ﬁi,

#=CAACB.

Donner une interprétation géométrique
la norme de #7,

it B(7, /, k) une base orthonormée directe
W.

louler # AV dans chacun des cas ci-apres :
T=i-27-3K etv=2i— — 47k ;

Calculer les coordonnées des vecteurs
(FAV)AW et d A (VA W).

Que peut-on en déduire sur I'associativité di
produit vectoriel

(i, j,k) est une base orthonormée directe de
Dans chacun des cas suivants, justifier sans

calculer les coordonnées de wA v"que W' i

b) v=i+

Dans une base orthonormée, deux vecteurs
i et ¥ ont pour coordonnées respectives

e | -3 4 2
[E’E’EJ [J_ * V29 J_J
a) Montrer que # et ¥ sont normaux et
orthogonaux.

b) Déterminer les coordonnées du vecteur i
tels que (i, 7, w) soit une base orthonormée
indirecte.
%ﬁ' et w vecteurs de W tels que 7 et V ne so
pas colinéaires. Soit 7= (ZAV)A D .

B, e TRt e
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at deux vecteurs de W,
& que si@ LV alors le vecteur
A V) est colinéaire &4 v,

W deux vecteurs deW'.

BT que :

AT =] <o

mer cette relation a l'aide des

gpére orthonormé direct, on
ies points A(1 ;:2;0), B(0;0:1)et
.. points A, B et C définissent un

e équation cartésienne de ce plan.

gstions qu'au 52 pour les points :
B3), B(2\/5 ;0;2)et
B 2).

St un repere orthonormé direct de

fe la droite (D) dont une
flon parameétrique est

le plan (P) d'équation

=1 et la sphére (S) d'équation
~6x+5y-2z+8=0.

ensembles (D)N(P),
P)(S).

mire si i L valors i A (@ AY) = —WHZ V.

Terminale C et

@

(O;7, 7, k) est un repére orthonormé direct de

l'espace &.
On considére les points
1 2 i 2
Al2,B|l ,C|1 |etD|4/
| J=al el 00 ¥l 08

1. Veérifier que les points A, B, C et D ne
sont pas coplanaires.
2. Calculer la distance :
a) du point C a la droite (AB) ;
b) du point D au plan (ABC) .
3. Calculer l'aire du triangle ABC et le volume
du tétracdre ABCD.

56

A, B et C sont trois points non alignes de &.
Dans chacun des cas suivants déterminer
Iensemble des points M de & tels que :

a) (MA+ MB)A AC =5 ;

b) (2MA + MB) A (MB +3MC) ;

o) @MA+MBYABC=5 :

d) (MA+ MB) A(2MA+MC) = 0.

57

Meéme question que dans l'exercice 56
a) (VA + MB + MC) A (3MA + MB — 4MC) =0
b)mAMBAhE)=ﬁ;c_)EAm=Ka.

A, B, C et D sont quatre points coplanaires
de #tels que les droites (AB) et (CD) soient
sécantes en un point O.

a) Montrer que

MA A MB — MC A MD=MO A(Kﬁ+f)?3)

b) Déterminer I'ensemble des points M de
l'espace tels que ;

MA AMB = MC A MD.

o .
{ §
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it v sont deux vecteurs de W'.
flontrer que si i7 L 7 alors le vecteur

% A (7 A7) est colinéaire a v .

i ct v deux vecteurs deW.
pntrer que :

E {7 A )2 =l = [o]

gprimer cette relation a l'aide des
gonnées.

m repere orthonormé direct, on

jere les points A(1;2:0), B(0;0;1)et
35).

pntrer les points A, B et C définissent un

re une équation cartésienne de ce plan.

questions qu'au 52 pour les points :
B :1:3), BQJ5 ;0;2)et
e . -2).

J.k) est un repére orthonormé direct de
ges

pnsidére la droite (D) dont une
Sentation paramétrique est

=)

=2t +1 , le plan (P) d'équation

E-1

2y +2z =1 et la sphére (S) déquation
2422 6x+5y—22+8=0.

srminer les ensembles (D) (P),

0(S) et (P)N(S).

En déduire si 7 | v alors TA (T AT) = —l|ﬁl|2 .

Terminale C et

55

(O;7, J. k) est un repére orthonormé direct de

l'espace &.
On considére les points
1 2 0 2
Al2,Bl1 [,C{1 |etDi4/
1 | —1 |

1. Verifier que les points A, B, C et D ne
sont pas coplanaires.
2. Calculer la distance :
a) du point C 2 la droite (AB) ;
b) du point D au plan (ABC) .
3. Calculer l'aire du triangle ABC et le volume
du tétraedre ABCD.

56

A, B et C sont trois points non alignés de &.
Dans chacun des cas suivants déterminer
l'ensemble des points M de & tels que :

a) (mﬂ‘sﬁ)/\A—C}:b’;

b) (2MA + MB) A (MB +3MC) ;

o) 2MA+MB)ABC =30 ;

d) (MA + MB) A @MA+MC) = 0.

57,

Méme question que dans l'exercice 56
a)(MA + MB + MC) A (3MA + MB - 4MC) =0
b) MAA(MBAMC) =5 c) ABA AM = AC.

@4

A, B, C et D sont quatre points coplanaires
de &tels que les droites (AB) et (CD) soient
sécantes en un point O.

a) Montrer que

MA A MB - MC A MD=MO A (AB+DC)

b) Déterminer I'ensemble des points M de
T'espace tels que :

WA A VB = MG » WD,
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1.1 QUELQUES PROPRIETES DE N

1.2 VALEUR DE VERITE D'UNE ASSERTION MATHEMAT]QUE
CARACTERE HEREDITAIRE D'UNE ASSERTION MATHEMATIQUE

1.3 PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION
PAR RECURRENCE

1.4 DIVISION EUCLIDIENNE DANS N
1.5 NUMERATION

[ 2 DIVISIBILITE DANS Z

2.1 DIVISION EUCLIDIENNE DANS Z
2.2 CONGRUENCES

2.2.1 Présentation

2.2.2 Compatibilité de la relation de congruence avec
I’addition et la multiplication dans Z

2.2.3 Critéres de divisibilité par 2 ;3 ;5 :9 ;11.
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TE DANS 7, Terminale CecE

ON 1 ENSEMBLE DES ENTIERS NATURELS

] QUELQUES PROPRIETES DE N
> Prendre un bon départ

fant donné un entier naturel n, peut-on toujours trouver son suivant immédiat dans N ? Peut-on

@jours trouver un entier naturel qui le précéde ? Sinon, quelle condition doit-on imposer & n
pur que son prédécesseur existe ? N admet-il un plus petit élément ? Un plus grand élément ?

mit-on compter tous les eéléments de N ?

Retenir

N admet un plus petit €lément qui est 0.

N n'admet pas de plus grand élément.

Tout élément 7 de N admet un suivant immédiat. (ce nombre est n+1)

Tout élément n de N* admet un prédécesseur dans N. (ce prédécesseur est n—1)
Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

Toute partie non vide et majorée de N admet un plus grand ¢léement.

N est un ensemble infini.

narque

8'a pas de prédécesseur dans N.

S’exercer

' pur chacun des nombres suivants, donner son suivant immédiat et son prédécesseur : 235 ;
54 - 2028 ; 554682 ; 89564896 ; 9654896544



W

U|||' |
|”|"|‘ ‘
I

o
' J

DIVISIBILITE DANS 7

l.bsoient E= {ntelquen e¢Netn>3} etF={ntelquenecN etn <10}.
(i) Donner lorsqu'il existe le plus petit élément de E et celui de F.
(ii) Donner lorsqu'il existe le plus grand élement de E et celui de F.

1.2 VALEUR DE VERITE D'UNE ASSERTION
MATHEMATIQUE, CARACTERE HEREDITAIRE
D'UNE ASSERTION MATHEMATIQUE.

Prenc[re un bon depart

. - 1 e
Soient les affirmations A;: «1+2+3+..+n= n(n2+ )» ; A, «7" —1 est divisible par 6»;

2

F n . it - 5 ;
Agu2zn" » Ag« est une fraction irréductible » ol n est un entier naturel.

n+1

Activité 1
a) Montrer que ces affirmations sont vraies pour 7 € {3;4;5;8}.

+(n+1) est un entier naturel » est fausse pour

b) Justifier que l'affirmation : «
n+1

nei{ll;10;4}.
¢) Soit 7 un entier naturel tel que l'affirmation A, soit vraie.

"("2+ D sl

(n+D[(n+1)+1]
5 .
« L'affirmation A, reste-t-elle vraie si on'y remplace n par n+1?

» Justifier que 1+2+3+...+n+(n+l)=

« En déduire que 1+2+3+..+n+(n+1)=

Activite 2
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Terminale CetE

Jetenir

* La valeur de vérité d'une assertion mathématique exprimée a I'aide d'un
er naturel peut étre donnée chaque fois qu'on connait la valeur de l'entier naturel.

= Le successeur d'un entier naturel n estn +1. Si p est un entier naturel non
alors e prédecesseur de p est p —1.

* Une propriété est héréditaire si chaque fois qu'elle est vraie pour un
er naturel quelconque, alors elle est aussi vraie pour son successeur.

ple
e n(n+1)(2n+1)

ponsidére l'assertion (P) : «* +27 +3* +...+n :

n = 2.
jontrons que l'assertion (P) est vraie pour n =2 et n =6.

fcomme une fonction a variable réelle, I’assertion (P) est définie pour les entiers naturels
oins égaux a deux.On devra remplacer les pointillés par la somme des carrés des entiers
pmmengant par celui qui succede a 3 et on s'arréte a celui qui précéde n.

202+ 1)(2x2+1) 2Q2+1)@2x2+1)

6

rn=2:17+2=1+4=5e¢t =5 donc 1>+2%=

rn==6:

6(6+1)(2x6+1) _ 6x7x13

2 37+ 46" = 1+4+9+16+25+36=91 et =7x13=91,

6(6+1)(2x6+1)
6
flontrons que cette assertion est héréditaire.

e I°+2°+3% +.. +6%=

 un entier naturel supérieur a 2, tel que 12+ 22432+ ...+ n?= w;
(n+D[(n+D)+1](2(=+1)+1)
- .
ierme qui préceéde le dernier de la somme est n?. On a donc
2 3% ()P =P+ 22437 40+ (n+ 1)
i n(n+1)(2n+1)
s T

itrons que 12+ 2243 +. .+ (n+1)2 =

Or on a supposé que 1°+2%+3%+...+n> =

+3% 4. .+ (n+1)’= +(n+1)

T & W

n(n+1)(2n+1)
6
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SIBILITE DANS 7 Terminale CetcE

? Retenir

* La valeur de vérité d'une assertion mathématique exprimée 3 I'aide d'un
entier naturel peut étre donnée chaque fois qu'on connait la valeur de l'entier naturel

* Le successeur d'un entier naturel nestn +1. Si p est un entier naturel non
nul, alors le préedecesseur de p est p —1.

* Une propriété est hérédiraire si chaque fois qu'elle est vraie pour un
entier naturel quelconq-_ue, alors elle est aussi vraie pour son successeur.

emple
n(n+1)(2n+1)

Dn considére l'assertion (P) : «1* +2% +3* +...+n* = :

pour 71 = 2y,
) Montrons que l'assertion (P) est vraie pourn = 2 et n =6.

Tout comme une fonction a variable réelle, I’assertion (P) est définie pour les entiers naturels
B moins ¢gaux a deux.On devra remplacer les pointillés par la somme des carrés des entiers
= commengant par celui qui succéde a 3 et on s'arréte & celui qui précéde 7.

22+1)(2x2+1)

22 +1)2x2 +1)
- .

WPourn=2:1"+2*=1+4=5¢t =5 donc 1*+2*=

‘Pourn==6:

6(6+1D(2x6+1) _ 6x7x13

F 27437+ 462 =1+4+9+16+25+36=91 et =7x13=91.

6(6+1)(2x6+1)
6
D) Montrons que cette assertion est héréditaire.

Donc 12-+2243%+.. +6%=

n(n+1)2n+1)
6 ;
(n+D[(n+1)+1](2(n+1) +1)
g :
e terme qui precede le dernier de la somme est n?. On a donc

it 7 un entier naturel supérieur a 2, tel que 12+22+32+...+n2 =

Montrons que 12+22+32+.. +(n+1) =

27 L3 (n D) = (124224 4. 0D+ (n+ 1)
nn+)(2n+1)

Or on a supposé que 12+22+32+ _ +n?= .

22+3% +. . +(n+1)’ = n(n+l)6(2n+l)

+(n+1)°
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DIVISIBILITE DANS 7, Terminale €

_ (ntl)
6
_ (n+])

(2n° +n+6n+6)

(2n’+7Tn+6)

Si on développe l'expression ( +1)(2n +3), on trouve 2n2+ 7n+ 6 ou si on Cherche les :
du polynéme du second degré en n dans R:2n2+7n+6 , on trouve —2 et :23; Ainsi,
2+ Tn+6=2(n+2)(n+ %) =(n+2)2n+3).

1242243244 (1) = 22D +62)(2”+3) e h [(””);1][2("”)“].

L'egalité (P) est donc héréditaire.

S’exercer)

. l.c 1+3+5+7=16 (16 =42 et 4 est la moitié¢ de 8, qui est le successeur de 7).
i Conjecturer le résultat de la somme 1+3+5+7 +...+25.

. Montrer que Iégalité 1+3+5+...+ (2p+1)=(p+1)* p € N'est héréditaire.
i I.d On définit une suite u paru,, =/ u, +9 et =2

A —

| » Calculer u,,u,, u,,u,.

! - -
H * Soit l'affirmation : «u, <u_,, » pour tout n € N. Montrer que cette
i affirmation est vraie pour n e {0;1;2;3}.

* Montrer que si u, <u,.,, alors u_, < o

| | 1.3 PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION
i | PAR RECURRENCE
| ~ -

| ~* Prendre un bon départ |

Activité 1

Soit P une assertion définic pour les entiers naturels supérieurs ou égaux a l'entier naturel 7,

I telle que :

(1) P soit vraie pour n, ;

i (2) S1 P est vraie pour un entier naturel quelconque n > n,, alors P est vraie pour n +1.

a) Supposons par exemple que n, = 0. Expliquer pourquoi P est-elle vraie pour les entiers
i 12 20030 4y Selnge % g,
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Terminale CetE

Peut-on trouver un entier naturel pour lequel P n'est pas vraie ?
mpposons que Q est I'ensemble des entiers naturels 7 > n, pour lesquels la propriété P est
est non vide.
mstifier pourquoi le plus petit élément noté q de Q existe.
Montrer que g > n, etdoncq#n,.
En déduire que :
*qeQ;
*q-1¢Q;
cg—12n,;
» P est vraie pour g —1;
» P est vraie pour (¢ —1)+1=g4.
+qeQ.
Deéduire alors que Q est vide. Que peut-on en conclure ?

62

Boalitc 142+..+n= ”("*D

pour z entier naturel supérieur ou égal 4 5.

mner la valeur de 7, (plus petit entier pour lequel 'assertion est vraie ).
ontrer que cette assertion vérifie a les propriétés (1) et ).
i peut-on donc conclure pour cette égalité ?

Retemir

une |’assertion portant sur les entiers naturels consécutifs d’une partie non vide A de
lle que :

(I) L'assertion est vraie pour le plus petit élément de A;

(ii) Si Passertion est vraie pour un élément quelcongue # de A, alors

elle est aussi vraie pour I'entier (n +1).

dlors I’assertion est vraie pour tout entier de A.

principe qui permet de montrer qu'une propriété est vraie sur une partie non vide
tituée d’ entiers naturels consécutifs est dit de la démonstration par récurrence.

ple
Montrer par récurrence que pour tout entier n>2, on a
n(n+1)

2

A R

Considérons la proposition (P) définie par : P: " 1+2+...+n= Ha D,

pour tout » > 2 Montrons que (P) est vraie.
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Pourn=2, 1+2=3 ¢t n(n2+1)=2(2+1)

s 3. (P) est donc vraie pourn =2,

+ .
Soit # un entier supérieur ou egala2telque 1+2+ ...+ ¢5n= n(n2 1). Montrons que
+D|(n+1)+1

Ll dtnie” )[(2 bt
| &1 A et @A) =(1+2+..+n)+(n+1).
Orl1+42+.........40n= n(n2+1) :

1 +1 2
Ainsi, A+2+..+n)+(n+1) = n(n2+1)+(n+1) A );2(”+1) L )2(n+ )
i (n+1)+[(n+l)+1]
4 2
On peut conclure d'aprés le principe de la démonstration par récurrence,
que pour tout entier naturel 722, 1+2+ .. .. .. . 4n= n(n2+ D ;

b) Montrer par récurrence que pour tout entier > 5, on a :

1x2+2x3+,..+n(n_1) = n(nhl.)(ﬂi'l).

Désignons par (Q) la proposition :

« Pour tout entier naturel nz35, 1x2+2x3+..+(n-Nn= ”(""‘1)(”“)»

« Montrons que cette proposition est vraie pour n=>5,

Les termes du premier membre de cette égalit¢ est le produit d'un entier par son suivant et le’
dernier terme est 5x (5— 1¥=20.

D'une part, 1x2+2x3+43x4+4x5=2+6+12+20= 40 ;
n(n— 1)(n+1) 55-1)(5+1) 5x4x6 120

Dautrepart - = o~ =4()
5 3 3 3
“donc lx2+2x3+...+4x5=w.

L'égalité (Q) est vraie pour n = 5.
« Soit k un entier naturel supérieur ou ¢gal a 5 tel que
k(k-1)(k+1)

. )

IX2+2x3+. +(k-Dk =

Montrons que 1x2 +2x3+...... +k(k+1)=

k(k+1)(k+2)
3

IX2+2x3+... n(n+1) =(Ix2+ 253+, +(k=Dk) + k(k +1)
Or1><2+2><3+.._+(k_1)k:k(k—lg(kﬂ);

dotl 1242534 b —TNENL Lo 1y K= k+1)
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{Il)

_k(k+D[(k~1)+3]

3
_k(k+1)(k+2)
3
v (1c+1)[(k+1)—1][(k+1)+1]
3

pnc (Q) reste vraie si on remplace # par n +1.

Jonclusion pour tout 7 eN,n>50na Ix2+42x3+...+n(n-1)= n(n—l)(n+1).

3
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel # non nul,

5+ .+ (2n+) = (n+1).

psons S =1+3+5+...+(2n+1).

oions p(n) la proposition S, = (n+1)%

remicre étape: (1+12=4et1+(2x1+1)= 1+3=4 donc S, =(1+1)>%.
Jeuxieme étape : Supposons que pour un entier naturel quelconque 7 non nul
.= (n+1) etmontrons que §,,, = [(n+1)+1]-

b = 14+3+5+..+Q2(n+1)+1).

b= 14345+ +2n+1)+(2n+3).

=[1+3+5+..4+(2n+1)]+(2n+3)

=8 + (2a+3)

= (n+1)* +(2n+3)

= n?+2n+1+2n+3

= n*+4n+4 = (n+2p =[(n+1)+1P

Jonc pour tout entier naturel # > 1, si p(n) est vraie alors p(n+1) est vraie,
Conclusion :pour tout entier naturel n2>1, 1+3+5+...+2n+1)= (n+ 1)
dapres le principe de la démonstration par récurrence).

2} Montrer que pour tout entier naturel n >4, 2" > 2,

Premiére étape

=16 et 42 =16 et 16>16. Donc 2* > 42,

Deuxiéme étape :

upposons que pour un entier naturel quelconque n >4, 2" > n2,

Montrons que 2" > (n+ 1)

2 =2x2" Or 2" 2 n? donc 2x2" > 212,

Pour montrer que 2" = (n+1), il suffit de montrer que 2n* 2 (n+1)? ; soit 2n>—(n+1)2>0 ;
2n’ —(n+1pR=2n2-n2-2n—-1= n2-2n—1

Considérons le polyndme p: x > x2—2x—1.

Ses racines sont 1+v2 et 1-v/2.

p(x) 2 0 si et seulement sixe}—oo;l—\ﬁ]u[l.,.\ﬁ ;+Oo[
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Pour x> 4, p(x) 20 (car 4 >1+/2).

On en déduit que pour tout entier naturel n> 4, n’ —2n—12>0, d'ou 2" > (n+1)

Conclusion : pour tout entier naturel n> 4, ona 2" > n2

u, =0
3) Soit la suite (u,) définie par

U, =2U, +35

Montrons que la suite (u,) est croissante et majorée par 7.
a) Montrons par récurrence que la suite (, ) est croissante.

Premicre étape: u, =0 et u,= «f2Hg+35: V35, U, Sy, car0=< 35,
Deuxiéme étape: Supposons pour tout entier naturel 1 > 1 M, Su, ., et montrons que
Upiy S Uy

Considérons la fonction f : x > /(2x+35) .

Pour tout x € [0;+00 f'(x) = -—-l—, f'(x) =0 ; donc f est croissante sur [0;+od[.

V2x+35 .

Onau,, =f(u,).

Pour tout entier naturel #, u, > 0; donc u, € [0;+oc[.

D'aprés I'hypothése de récurrence, u, <u,.,. Oru, et u,,, sont tous dans l'intervalle [0;+oc

/ étant croissante sur [0;+oo[, f(x,) < f(u,,).Dotu,, <u, , ou, < Uipiyaa

La suite (u,) est donc croissante.

b) Montrons que La suite (,) est majorée par 7.

Premiére étape: u, <7 car u, =0

Deuxi¢me étape : Supposons que u, <7 pour tout entier naturel 7 > 0 et montrons que u,

u, <7< 2u, <14 < 2u, +35<14+35 < 2u, + 35<49. On en déduit que

J2u,+35</49=7 doua U, <7.

Conclusion : pour tout entier naturel n, u_ < 7.

La suite (u, ) est majorée par 7.

Exercicerésolul:

! 1
1) n est un entier naturel non nul. On pose S, = e +—+..+

a) Calculer S,; S,; S,; S,.
1 1 1 1 Lo i 2
=

Al 40 52 "8 T g eh T oy e

S =
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o1 I

SRR sl o -
3 15 35 4x4*-1
i pcut remarquer que ;

1 1 2 2 3 - E 4

;S:;: —_— = S: ==

B T T g DR T 8 TR

b 2741 2804

35 oy
763 63 63 9

H

il peut conjecturer que : pour tout entier naturel n>1ona.§, = Tl
| n+

‘Montrons par récurrence que pour tout entier naturel # > lLona§ = : . i

n+
remiére étape: On a d'aprés ce qui précéde 2 etS 1 donc S :
T pe: p qui p 1 3 1 L el

bnc, la proposition est vraie pour n=1.

Buxiéme étape : Supposons que pour un entier naturel 7 > 1 quelconque, S, = S et
n+
1
batrons que S, ,, oS | ssoit.S = il :
2(n+1)+1 2n+3
1 1 1
=—+—+..+ -
B IS 4n’—1 A(n+1)*—1
1
A(n+1)"—1
B 1 _ n2n+3)+1  2n43p+] _ @n+D(r+1)  n+l

2n+1 + (2n+1)2n+3) (2n+1)(2r+3) 1 (2n+1)(2n +3) o (2n+1)(2n+3) " Ones
n+1

L 2(n+1)+1
_ n+l
2n+1)+1"

By

n
(2n+1)’

glusion : pour tout entier naturel n>1, S, =

gice résolu 2 :

montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nulnon a : n!> 2"
fn=1,1!=1et 2™ =1et 122" donc 121 et la propriété est vraie au rang 1.
E& un entier naturel supérieur ou égal a 1.

sons k!>2"" ona : (k+1)!=(k+D)klet k+1>2,

UE +1)k!> 21> 2x 257 dott (k+1)122F ; soit (K +1)!> 20"

Dpricté est vrai au rang k +1.

@ deduit que pour tout entier naturel # non nul #!> 2"
&s le principe de la démonstration par récurrence.

K

St . : 1 :
J &st la suite définie par : V=1 et la relation de récurrence V, = ST 5w Dour tout entier

in>1.
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; ; : : At
a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel , V, =———-.

2 2

A T P Ty
«Pourn=1, V=1, =—| = | ===I1,dou V;=——| = | ; donc la propriete est vraie pour n
AT A 2 \2

- Supposons que pour 7 > 1, la propriété est vraie et montrons qu'elle est aussi vraie au rang

1 Sl 1 3" 2 I el |
V..i=V + o =—— B
n+1 n 2n+1 2 2n 2n+l 2 2n+1 2n+1 2 2n+1

e : : 3
La propriété est vraie au rang n+1 ; Donc pour toutn 21,V =——-—

2 27

D'apres le principe de la démonstration par récurrence.
! ' 1
b) Soit (w,) définie par w, =1 et w, =w, , +— pourn>1l.
n

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel #» non nul, 0 <w, <V, .
» Démontrons que pourn>2 ,0<w, <V,
s

Aurangn=2 w,=1+—=—V,=— ;0<
s arae T

donc la proposition vraie pour n =2
« Supposons que 0<W, <V, pourn=1
1 1

Via =Y, e Wn+l=Wn+En+—1)n+] 2

tn

=—etl0=w, <V,

|
B

Puisque 0 < W, <V, ajoutons a chaque membre ————
(n+1)""

—l*m‘iwﬁ;mg/ﬁ 1 7 Of 1 ol )
(n+1) (n+1) (n+1) (n+1)

donc O0<W <V, +
(n+1)

1 1 1 1
(ﬂ FS l)m—l < 2n+1 < Vn # (?‘l +1)n+] % Vn + 2n+1

n+l

orn22n+l23>2

(n+l)n+l >2n+] =

par suite, 0 < W, , ~<V+2l =y don 0<W _ <V,

n+l n+l n+l®
Ainsi la proposition est vraie au rang (n+1). _
Conclusion: 0 < W, < ¥, pour tout (n € N) n 22, d'aprés la démonstration par récurrence.

S’exercer,

.. Montrer par récurrence que :
1) 2+4464 . +2n=n(n+1), pour n=6;
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fie cgalité reste-t-elle vraie pour n>1 ?
sluer la somme des carres des 99 premiers nombres entiers naturels non nuls.
&t sans aucun calcul la somme des 100 premiers nombres entiers naturels.
Montrer par récurrence que 2" > n, pour n>3 ;
s faire de calcul, comparer 2**° et 2034.

s ni(n+1)?

2 — ( = :

feduire que: P+2°+3* +.......+7° =[ :| T +n).

, pour n=>4

fluer la somme C=1° +2° +...+ 49", Quelle est la somme des cubes des 50 premiers
Es entiers naturels ?

montrer par récurrence les propositions suivantes :
Pour tout entier naturel n>4,3" > »° ;

2

Pour tout entier naturel p>1, 124224324 4 p2= 1Ep(p+1)(2p+l);_

out entier naturel p > 1, Ix2+2x3+3x4+...+ p(p+1) =-§~ pp+D)(p+2).

St un réel strictement positif.
fitrer que, pour tout entier naturel n : (1+a)" > 1+ na.
i definit une suite par u; =2 et pour tout entier naturel n: u,,, = 2u, 3.

Sr que, pour tout entier naturel n, u, =3-2".
smontrer par récurrence que 3***' + 2" est divisible par 7, pour tout n € N.

Emontrer par récurrence que » © k2 =(n—1) 2" +1, pour tout n € N.

(n 2 Dr(n+1)

|montrer par récurrence que, pour tout entier naturel nnonnul,»"" k(n—k)= -

«4 DIVISION EUCLIDIENNE DANS N

‘Prendre un bon départ ]

tivité 1

Dresser la liste des multiples de 31 compris entre 50 et 250.

Dresser la liste des diviseurs positifs des nombres 15, 30 et 60.

@ et b etant deux entiers naturels, dans chacun des cas écrire a sous la forme a =bg +r
g est un entier naturel et r un entier naturel tel que 0<r <4.

=372 etb=44 ;b)a=235et b=34.

gvité 2

fent ¢ un entier naturel et b un entier naturel non nul ;: B 'ensemble des entiers naturels 7
"-que a < nb.

Montrer que O B etae B.

TP rerr e T
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DIVISIBILITE DANS Terminale C

b) En déduire que B admet un plus petit &lément non nul p.
c) Soit q le prédécesseur de p. Montrer que g ¢ B.

d) Montrer que 0< a—gbh < b.

e) En posant » = a—gb, déduire que a = gb+r et 0< r < b,

2B Retenir

Soient g et b deux entiers naturels, b non nul.
Il existe un unique couple (g, r) d'entiers naturels tels que :a=bg+ret 0<r<b.
q est le quotient de la division euclidienne de a par b et r le reste.

Lo Sexercer

1.0 Dans chacun des cas suivants, effectuer la division euclidienne de par b. Préciser dans
chaque cas le quotient et le reste de cette division.

*a=1925;b=524

*a=2014;b=192.

1.5 NUMERATION
+ > Prendre un bon départ ,_

ETs

Activité 1

Dans le systéme décimal,

2125=2000 +100 +20 + 5 =2 x10*+1x104 2x10+5%10° :

En s'inspirant de I'écriture ci-dessus, écrire chacun des nombres suivants en fonction des
puissances de 10 : 145654 ; 25487896 ; 3564895 : 5428954765,

Activité 1

Dans le systéme de numération de base 2, on utilise uniquement les chiffres 0 et 1.

Exemple : 15=2"+ 242'+1= 1x2® + 1x241x2"+1.

15 s'écrit en base deux TTTT.

19= 15162 +1. . 83 =242 4241,

S'inspirer de I'exemple ci-dessus pour €crire chacun des nombres 19 et 83 dans le systéme de
numeération de base 2.
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a, ., a, ¢léments de l'ensemble {0;1}.

S généralement, N s'écrit @, @, | a, ,... a, en base o ol o est un entier naturel supérieur
gal 4 2 si et seulement si

. (L =1 -2 A SEery =i

. <0 +a, X0 ta XA g XA T4, oua,, a,.., 4, ,, a, sont des éléments
ensemble {0;1;2...; 001} eta, #0

hode

' nombre qui s'écrit 97 dans le systéme décimal est égal a 1 + 2°+2° qui peut encore s'écrire
2+1x2+0xz+0x2+0X2+0X2+1

s'écrit donc en base deux TT00001.

B effectuant les divisions successives, on peut écrire

=2 x48+1;48=2%x24+0; 24=2x12+0; 12=2%x6+0

B2 x3+0;3=2%x1+1;1=2%x0+1.

B effectue les divisions successives jusqu'a obtenir un quotient nul.

lretrouve I'écriture de 97 dans le systéme binaire en écrivant de la gauche vers la droite les
fierents restes successifs en partant du dernier reste.

s géneralement lorsqu'un nombre N est écrit dans le systéme décimal, pour 'écrire en base
bn effectue les divisions successives par a comme l'exemple ci-dessus jusqu'a obtenir un
pient nul. L'écriture du Nombre N en base a est obtenue en en écrivant de la gauche vers la
e les différents restes successifs en partant du dernier reste.

ple 1

ferire le nombre 473 en base dix dans le systéme de numération de base 4.
Effectuant les divisions successives par 4, on a:
$—4 x 118+1
=4 x29+2
x]+3
._.! 1
it en base quatre 13121.
5243101201 en base 7. Ecrire ce nombre dans le systéme décimal.
gt avec 10 chiffres.
B2 X T+ AxTH3xTH I x TP+ T + 1 x TP+ 2 % 7+ 0x 7'+1
254791 dans le systéme décimal.
mbre 2131 est écrit en base quatre. Ecrire ce nombre en base trois sans passer par le
gecimal.
€ solution
_ffl es tables d'addition et de multiplication en base 4.

P 11 1y 13 ) B S T
0 0 1 2 3 0 0 0 0 0
B (1 |2 |3 |10 10 41 |2 )3
B2 |3 1o 11 218 2 12
B2 110 111 |32 C A -y R
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Par division euclidienne: 213 l‘1 =3x ﬁ" +1
on a ﬁﬁ4=3x1()_14+1; f(TI4=3xI_l4+2; l_i4z3><1+2 et 1=3x0+1

done 2131 =12211
Deuxiéme solution.

4=3+1; 5= 342: 6= 2x3

2131 =254’ +1x4% +3x4+1=2(3+1) +1(3+1) +33+1)+1
=203 +3x3 +3x3+ 1)+ (32 +2x3+1)+3(3 + 1) +1
=2(2%3 +3 +1)+32 +2x3+1+32 +3+1
=4x3’ +4x3 +3x3+4 =G +1)3 + B+ 1)32 +3? +3+1

=3 4+2x3 +2x3 +4=1x3* +2x 3 +2x3% +1x3+1
— 19511
2131%s'écrit 12211 en base trois.

4)17315 est écrit dans le systéme décimal. Berire ce nombre dans le systeme de base 12.
Les chiffres utilisés en base 12 sont les éléments de I'ensemble {0:1;2;3;4:5;6;7;8:9; a;

17315 =12 x1442 + 11
1442 = 12 x120 + 2
120=12 x10+0
10=12 x 0 +10.

Les différents restes successifs en partant du bas sont 10 = g ;0;2;11=B
d’ou 17315"= (a20B)" .
Ecrire le nombre TTOTOT00T], en base 8 (on remarquera que 8 = 2°).
1101010011%= 1x2°+1x2%+1x2%4152*+1x2+1

ul (23)3+4X(23)2+(23 )2+2x23+3

= [xB+4x8+1x 842x8+3

= Ix8™+5x8%2x8+3

=1523".

1) Déterminer tous les entiers naturels compris entre 0 et 100 dont le reste dans la divisio
euclidienne par 12 est 3.

On cherche ae N, 0<a <100 tel que a = 12g+3 car 0<3<12
0S‘as100<:>OS12q+3£100c>~3512q£97<:>0£q$8 (geN)
4€1{0,1,2,3,4,5,6,7, 8.9}douae {3,15,27,39,51,63,75.87. 99.}

2) Déterminer l'entier naturel x tel que le reste dans la division euclidienne
de 6425 par x soit 100.

6425 =gx+100 (g e N et 0< x <100), donc gx = 6425100 = 5425
ainsi x est un diviseur de 5425 compris entre 1 et 100 or 5425 = 5% x 7 31,
d'ou x € {1,5,7,25,31,35}.
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5'exercer]

Bppe = = L s —  —11
cterminer le nombre entier naturel qui s'écrit N = xyz = zyx
zy.

tiliser les tables d'addition et de multiplication en base 5 pour écrire directement
s¢ 3 le nombre N = 24

--'_1 miner le nombre entier nature 1 x tel que 53 +46 =132"

ler directement 213 x 41 .

fouver que 121 est le carré d'un nombre a (x> 2). Donner a en base x.

RN Ut i
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DIVISIBILITE DANS 7 Terminale C:

DIVISIBILITE DANS 7

(Série C uniquement)

LECON 2

Activité 1
» Dresser la liste des multiples de 31 compris entre 50 et 250.
« Combien y a-t-il de multiples de 47 compris entre —750 et 750.
» Dresser la liste des diviseurs positifs des nombres 15, 30 et 60.
= a et b étant deux entiers relatifs, dans chacun des cas écrire a sous la forme g = bg+r
ol g est un entier relatif et » un entier naturel te] que:0<r<|b|.
a)a=2372 et h=44 .
b)a=2372 et b=-44;
c)a=—2372 et b=44;
d)a=-2372 et b=-44 .
Activité 2
Soient a et b deux entiers relatifs avec b non nul.
a) Montrer qu'il existe un unique couple (g;7) d'entiers naturels lal=gx|b|+r o 0<r<|b].
b) Montrer que :
(i) si a>0et b>0, alors g =bg+r
()sia<O0et b>0, alors a =b(—q-1)+b—r;
(ii)siea20et <0, alors a =b(—q)+r ;
(iv)sia<Oet b<0, alors a= b(g+1)-b—r.

» Soient g et b deux entiers relatifs avec b # 0. Il existe un unique couple (¢;7) e (ZxN)
telquea=bg+r et 0<r <|5|. On dit que I'on a effectué la division euclidienne de a par 5.
q est le quotient et r le reste dans la division euclidienne de g nar b
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arque

~ensemble des multiples d'un entier relatif @ est noté aZ. aZ = (-a)Z =|a|7Z.
-ensemble des diviseurs d'un entier relatif non nul b est souvent noté D(b).
Bia=/b(keN ,aeN et beN¥), onaaussi—g= (—k)b ; donc si b divise a alors b divise —a,
réciproquement.

Jeux entiers relatifs a et —a ont le méme ensemble de diviseurs dans Z.

= ax1, donc a divise a.

_:_; ent a et b deux entiers relatifs non nuls.

g divise b et b divise a,alorsa=boua=-b ;soit |al=b]|.

effet a divise b si et seulement si, il existe un entier relatif & tel que b = ak.
Ememe b divise a si et seulement si, il existe un entier relatif k' tel que a = bk,
(ak)(bk") ; soit ba = (ba)(kk') ; a et b n'étant pas nuls, ba ne l'est pas et par suite kk'=1.
Bac k=k'=10uk =k'=—1car k et k' sont des entiers relatifs.

E=/'=1,alors a=b.Sik=k'=-1, alors a = -b.

#a=>boua=-b.

nt a,b et ¢ trois entiers relatifs.

" 4 Sia divise b alors a divise ch.

4 Si aq divise b, ca divise cb.

4 Si a divise b et a divise ¢, alors a divise b+c et b—c.

4 Si a divise b et b divise ¢, alors a divise c.

of et .

~ da divise b, donc il existe un entier relatif & tel que b = ka.

s cb = c(ka) = a(ck), donc a divise cb.

‘méme ch = k(ca) et par conséquent ca divise ¢b.

4 a divise b et divise ¢, donc il existe un entier relatif £

que b = ka et il existe un entier relatif &' tel que c=4"a.

iplus b+c=ka+k'a=alk+k") et b—c=ka—k' a=a(k—k".

k' ef k—Fk' sont des entiers relatifs. Donc a divise b+c et a divise b—c.

. 4 a divise b et b divise c, il existe un entier relatif k tel que b = ka et il existe un
jer relatif k' telque c=k'b. Alorsc=k' b=k' (ka) = a(kk").

k%' est un entier relatif comme produit de deux entiers relatifs. Donc a divise c.

nple

“88=11x(—8), donc 11 divise —88 et — & divise —88.

four tout entier naturel n, n(n+1) est divisible par 2.

giifet si n est pair, alors 2 divise » et par conséquent n(n +1).

W est impair, alors #+1 est pair et 2 divise n+1 et par conséquent n(n +1).

TP TP i dcsdai sl L b T L e — ]
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3) Combien y a-t-il de multiples de 13 compris entre —500 et 500. Soit x un multiple d&
il existe k élément de Z tel que x =13k et —500 < 13k < 500 donc k est compris entre —
et 38. Entre —38 et 38 il y a 38+38+1=77 entiers relatifs.

xy=1

2

4) Déterminer les couples (x, y) d'entiers relatifs tels que : {x T
xy =1 signifie que x et y divisent 1 et x et y sont de méme signe et.
xe{-1,1}etye{-1,1} donc (x,y) € {(-1,-1) ; (-1,1).(1,-1) ; (1,1) }. |
Les couples vérifiant 'égalité x>+ y =2 sont : (—1,1) et (1,1). Or xy =1 donc (1;1) est

le seul couple solution de ce systeme.

5) Effectuons la division euclidienne de 3758 par 125 puis de —3758 par 125.

3758 =125x30+8 et 0<8<125 ; donc le quotient de la division euclidienne de 3758 pi

:

f 125 est 30 et le reste est 8.

D'autre part —3758 =125x(~30)—8=125x(=31)+125-8

| Dot —3758=125x(-31)+117 et 0<117 <125.

Donc —31 est le quotient de la division euclidienne de —3758 par 125 et le reste est 11§
6) Effectuons la division euclidienne de 50764 par 327 puis —50764 par 327.

: 50764 = 327 x155 + 79

| —50764 =327x(~155)—79

| -50764 =327 x(-156)+327-179

| 50764 =327 x(~156)+ 248 .

i 248 < 327. Le quotient de la division euclidienne de —50764 par 327 est —156 et le resi
| est 248,

La Sexercer,

| —— i D=1 =17

L[j' .a Déterminer les couples (x, y) d'entiers relatifs tels que : {Sx e

:]'t 2.b Déterminer les entiers naturels n dont la division euclidienne par 16 a un reste €gal a

| carré du quotient.
i 2.c Dans chacun des cas suivants, effectuer la division euclidienne de a par b :
: a=6941 et b=358;

' a=6941 et b=-358;
a=-6941 et b=358;
a=-6941 et b=-318.
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2.2 CONGRUENCES

2.2.1 Présentation

*Prendre un bon départ ]

ient le couple d'entiers relatifs (a,b) et n un entier naturel non nul.
mntrer dans chacun des cas ci-dessous que a—b est un multiple de n.
=4; b=letn=3;

=2; b=-letn=3;

=—4:b=6et n=10;

—2;b=-24etn=11.

* Retenir

it 72 un entier naturel non nul ; a et b deux entiers relatifs.
n dit que g est congru a b modulo 7, lorsque ¢ —b est un multiple de #. On note a = bfn] et
1 lit "a congru a b modulo n". Cette relation est appelée relation de congruence.

marque
Soient 7 un entier naturel non nul, g et b deux entiers relatifs.
ba = afn].
Sia=b[n] alors b=a[n]
ta = 0[] équivaut a n divise a.
+ Soit d un entier naturel, diviseur de n.
Si a=b[n] alors a =b[d].
in cffet
ca—a=0=nx0, donc a =a[n].
e g = b[n] équivaut 2 il existe un entier relatif k tel que a —b = nk.
b —a =nx(—k) avec (—k) entier relatif. Donc b = a[n].
» g =0[n] équivaut & il existe g € Z/ a = gn , donc n divise a.
» a = b[n] équivaut a il existe un entier relatif & tel que a—b = nk.
§ étant un diviseur de #, il existe un entier relatif & tel quen=k'd.
b=nk = (k'd)n = d(k'n) et k'n est un entier relatif comme produit de deux entiers
ielatifs ; a — b est donc un multiple de d et par suite a = b[d].
« Soient a,b et ¢ trois entiers relatifs.
i a=b[n] etb=c[n],alors

il existe un entier relatif k tel que a —b = nk.
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SIBILITE DANS 7, Terminale Cet

il existe un entier relatif &' tel que b—c = nk'.
(a=b)+(b—c)=nk—nk'=n(k—k") ;soita—c= n(k—k') avec k—k' élement de Z.
Donc a—c est un multiple de 7 et par suite a = c[n].

S exercer

2.d Montrer que —8=(-5)[3]; —8=(+1)[3]; —-8=4[3]; —-8= 7[3] .

2.2.2 Compatibilité de la relation de congruence avec I’addition
la multiplication dans Z

- Prendre un bon départ ]

hetivité 1

oient a,a',b,b' quatre entiers relatifs, # un entier naturel non nul tels que
'=b[n] eta'=b'[n]. Montrer que :
)a+a'=(b+b"[n];

) axa'=(bxb"[n];

ii) a” =b” [n], pour tout entier naturel p.

ctivité 2

01t p un entier naturel supérieur ou égal 32 ; &, e
Is que g, = b, [n],a, =5, [n],....a, =b,[n].

). Montrer que a, + a, +...+ a,=b+b,+..+b,[n]

p,bl,bz,...,bp sont 2 p entiers relatifs’

1). Montrer que ¢, x a, x...x a, =b xb,x..xb [n].

Soient a.a',b,b' quatre entiers relatifs, » un entier naturel non nul.
«Sia=b[n] eta'=b' [n], alors
a+a'=(b+b"[x] ;(on dit que la relation de congruence est
compatible avec l'addition dans Z)
axa'=bxb'[n] ; (on dit que la relation de congruence est

roatmnatillemavae Ta s T T bt i Tm s
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= b, (n],a,=b, [n],...a, =b, [n], alors
R R a, ..=.b1 +b2 +--.+bp [n]

a %X a,%.xXa, =bxb,x..xb, [n].

‘que

% b sont deux entiers tel que b est non nul ; (¢; ) I'unique couple d'entiers tel que @ =bg +
W<r<b,alorsa=r[b] et a=>~b [n] équivaut a a = r{n] pour tout entier naturel non nul.

nle

Eterminons le reste dans la division euclidienne de 2% par 5

> 5]

£4[5]

12x4[5], soit 2° =3[5] car le reste de la division euclidienne de 8 par 5 est 3.
pite 2* =3x2[5], or le reste de la division euclidienne de 6 parSestl;
2" =1[5].

' =1°[5] ; donc 2% =1[5] et 0<1<5;

ple reste dans la division euclidienne par 5 de 2% est 1.

Icterminer suivant les valeurs de n le reste dans la division euclidienne de 5" par 3.
1[3]; 5' =2[3]; 52=1[3] ; pour tout entier naturel p, 5% =1[3].

=5[3] ; par suite 5! = 2[3] car 5'=2[3]. Donc

est pair, alors 5" =1[3]. Si n est impair, alors 5" = 2[3]. Par suite

Ste de la division euclidienne de 5" par 3 est 1, si # est pair et 2 si n est impair.
Emontrer que pour tout entier relatif n, (n—1)’ +n’ +(n+1)’ =0[9].

meZ, n=k[9] aveck € {0,1,2,3,4,5,6,7,8}.

I +r' +(n+1) =(k—=1) + &2+ (k+1)°[9]

B0 alors (n=1°+n’ +(n+1) =-1+1=0[9]

=lalors (n—1)’+n’ +(n+1) =0+1+8=0[9]

=2 alors (n—1)° +7° +(n+1)° =14+ 8+27 = 0[9]

=3, alors (n—1)’ +7° + (n+1) =8+27+16=99[9] = 0[9]

k=4, alors (n—1)’+n’ +(n+1)' =27+64+125=0+1+8=0[9]

T A s
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Sik=5alors (n—1)° +n’ +(n+1)’ =64+125+216=1+8+0=0[9]
Sik=6alors (n—1)° +7n’ +(n+1)’ =125+216+343=8+0+1=(0[9]
Sik=7alors (n—1)°+n’ +(n+1)°’ =216+343+512=0+1+8=0[9]
Sik=8alors (n—1)* +n* +(n+1)° =343+512+0=1+8+0=0[9].
Ainsi, pour tout n € Z, (n—1) +#° + (n+1)° =0[9].

> Se

Exercice resolu 1

1) a)Déterminer le reste de la division euclidienne de 5* par 13.

b) Déduire que pour tous entiers naturels & et 7, on a 5 =5" [13].

¢) Quels sont les restes possibles de la division euclidienne de 5" par 13?

2) Soit A l'entier défini par: A, = 5"+ 5"+ 5"+, neN.

Montrer que A, est divisible par 13 si, et seulement si, n n'est pas un multiple de 4.

Solution :

1) a) 5=5[13]; 5*°=25=-1[13]; (5*)* =(-1)* [13] ; 5* =1[13].

Le reste de la division euclidienne de 5* par 13 est 1.

b5 =tjild]don 5 =51 131

c) Tout entier naturel # peut s'écrire sous la forme n =4k +r avec r €{0;1;2;3}.

Pourn=4k, 5" = _1[13]. Le reste de la division euclidienne de 5" par 13 est 1.

Pour n = 4k +1, 5**' =5[13]. Le reste de la division euclidienne de 5" par 13 est 5.

Pour n = 4k +2, 5*** =12[13]. Le reste de la division euclidienne de 5" par 13 est 12.

Pour n =4k +3, 5 = —5[13] or —5=8[13]; Le reste de la division euclidienne de
5" par 13 est 8.

A = 5"+ 5"+ 5" +1

lercas: n=4k, A =5+ 5% + 5% +1=1+1+1+1[13] ; 4, = 413].

28mecas: n=4k+1, 4 =50 4 52D 4 gh g

A = 5% 4 g¥ekZ 4 sl 4 1 =5 4152 4 5+1=-5-1+5+1[13]

A =0[13]

3émecas: n=4k+2,

A,, = 53{4k+2) i+ 52(4k+2) L 5'4k+2 El= 54[3k+i)+2 +54(2k+l) +54k+2 +1= 52 +1+52 +1[13]
A, =-1+1-1+1[13] soit 4, =0[13]. -

4émecas: n=4k+3, A =5 + 2ED 4 5G4,

A = EAGk2H) | gA(2k+)+2 | g4k 1 =5 _1_54 1131
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S’exercer

- Pour tout entier naturel #, déterminer le reste dans la division euclidienne de 7" par 6.

' En utilisant les congruences, démontrer que 3" —2" est divisible par 7.

Démontrer que pour tout entier naturel n, 2’ —n est un multiple de 7
Deéterminer les entier relatifs » tels que n?+4n+18=0[7].

.2.3 CRITERES DE DIVISIBILITE PAR 2 ;3 ;5 ;9 :11.

‘Prendre un bon départ }

———i{) . F . r . r__®
IN=gq,a, ..a, un entier écrit en numération décimale.

JEcrire N suivant les puissances de 10.

Montrer que 10° =1[3] et 10” = 1[9], pour tout entier p.

20 deduire que N=(a, +a,_ +...+a,)[3]et N=(a,+a,  +..+ a,))[9].
Montrer que N = q, [2], N=g,[5] et N=q, [10].

Montrer que 10=-1[11] et que (10)" =(-1)" [11].

Retenir

» Un entier naturel N est divisible par 3 ou divisible par 9 si et seulement si la

pmme de ses chiffres dans le systéme décimal est divisible par 3 ou divisible par 9.
» Un entier naturel N est divisible par 2 ou divisible par 5 si et seulement si son

e des unités est divisible par 2 ou divisible par 5.
* Un entier naturel N est divisible par 11 si et seulement si la différence entre la

omme de ses chiffres de rang pair et la somme de ses chiffres de rang impair est divisible

=marque

» Pour démontrer que a est un multiple de n dans Z, il suffit de montrer que a = 0[x].
* Pour determiner le reste dans la division euclidienne d'un entier naturel P(z) par un
entier b (b > 1) on peut distinguer les cas n=0[b] , n=1[b]..n=(b—1)[b].

emple

Enoncél:
PR i

1. Montrer que C = 37° + yx'° est divisible par 11.




2. Soient x, y, z trois entiers naturels, non nuls. B =xyz'® +yzx'* +zxp'*

(ces nombres sont écrits en base 10).

Montrer que B est divisible par 111.

Selution :

) C=xy"° +3x"° =10x+y+10y+x=11x+11ly=11(x+y).

x et y etant des entiers naturels, x + y est un entier naturel. C est donc divisible par 11
2) A=xpz"° +zx'* +=y'® = (100x+10y+2z) +(100y+10z+x)+(100z +10x+ )
I11x+111y+111z=111(x+ y+z), or x+ y+z est un entier naturel. A est donc diviss
par 111.
EnoncéZ27
Soit A = 5x3y dans le systéme décimal. Déterminer les nombres A qui sont pairs et d
par 11.

A est pair si, et seulement si y € {0;2;4;6;8}.
A est divisible par 11 si, et seulement si x+ y —(5+3) est divisible par 11. Soit x + y=
divisible parl1, soit x+ y = 8[11].

Or x ety appartiennent a {0;2;2;3;4;5;6;7;8;9}.
Poury=0,x=8[11]; x=8 et A =5830.

Poury=2, x=6[11]; x=6 et A=5236.

Poury =4 ,x=4[11] ; x =4 et A = 5434,

Poury=6, x=2 et A=5632.

Pour y =8, x=0 et A=5038.

Les nombres cherchés sont donc 5038 ; 5236 ; 5830 ; 5434 ; 5632.

Exercice résolu 2
1) Déterminer le chiffre des unités du nombre N = (3548)° x(2537)".
3548 =8[10] ; (3548)° =8&° [10] ;

2537=7[10] donc (2537)"" =77[10];

(3548)°x(2537)7 =&x77[10] ;

7' =7[10]; 7> =9[10] , 7° =3[10] ; 7* =1[10] ;

3"=4%9+1, done 7** =1[10] ; dou 77 =7[10]

'8 =8[10] ;8>=4[10] ; & =2[10]; (8°)’ =8° =8[10]

8 x 7 =8x (101 et & x7¥ = 61101 don N = 6101
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®a>3ctb>3 et3a?=3b+3.
=3a*-3 ; or la plus petite valeur possible de a est 4 ; par conséquent la plus petite valeur
8 est 3x42-3=3x16—3=45. La plus petite valeur de b donc 15.

£h=15,a>=16 et a=4;n=300 =3x42=16x3=48,

lus petit entier naturel cherché est n = 48.

blir le caractere de divisibilité par 25 dans le systéme de numération décimale.
un entier naturel tel que x = a,a, a, ,..a, en base 10.

82, 10" +a, 10" +...44,10"' + a; x10° ; 10° =1[25] ; 10" =10[25] ;10> = 0[25].

ar tout entier naturel # supérieur ou égal a2 ,10" = 0[10]; donc x = a, +10q, [25].

n—1

Bombre qui s'écrit a,a, ,a, ,...a, en base 10 est divisible par 25 si le nombre a,q, est

sible par 25.
Boit x, = 2" x 5" + 1. Combien de chiffres a x, en base dix ? déduire que x, est divisible par 3.
82" x5" +1=2x10"+1 ; x, =200...01 en base 10.

{n =)otz 0
- n+1 chiffres en base dix et la somme de ses chiffres est 3 donc x, est divisible par 3.

I entier naturel N s'écrit [x1yxy™

. Déterminer x et y pour qu'il soit divisible par 9 et par 5.
St divisible par 5 si et seulement si( y =0 ou y =5).

8t divisible par 9 si et seulement si 1+ x+1+ y+x+ y est divisible par 9 ;
2x+2y+2=0[9]; 2(x+ y)=-2[9] ; soit 2(x+ y) =7[9].

8t divisible par 5 et par 9 si et seulement si y=0 ouy =35 et 2(x+ y) = 7[9].
Ey=0,0ona2x=7[9], soit x=8 carx € {0;1;2;...;9}.

Yy =5 ,0na 2x+10=7[9] ; soit 2x =-3[9]; soit 2x = 6[9].

1x = 3. Les couples (x, ) cherchés sont (8,0) et (3,5).

mombres entiers qui sont divisibles par 5 et par 9 sont 181080 et 131535.

ice resolu 3

nontrer par récurrence que pour tout entier naturel 7,10™" —1 est multiple de 37.

pur 7 = 0,10*" —1=10°” —1=1-1=0=0x37

i la proposition est vraie pour n = 0.

ipposons que la proposition est vraie pour un entier naturel & quelconque et montrons
est est vraie pour £ +1.

#9 _1=10" —1 or par hypothése de récurrence 10°* =1[37]

ic 107 x10° =10’ [37] or 1000 =37x27+1

a: 1000=1[37] donc 10°** =1[37] donc 10**** —1=0[37] d'oul la proposition est vraie
T tout entier naturel # d'aprés le principe de la démonstration par récurrence.




i Etablir le caractére de divisibilité par 99 dans le systéme de numération décimale.

base d 5 5
J Calculer x et y pour que le nombre qui s'écrit 2xyy * soit divisible par S etpar 11.

k Déterminer le nombre entier naturel n pour que le nombre (275423)" +(372121)" soit
ivisible par 3.
1 Résoudre dans N I'équation x* (x> + (x +1)*) = 18360.

base dix

)éterminer alors l'entier naturel b tel que 4420(}Bb = 36723 .

douze

.m Un entier naturel s'écrit Eﬁdw et xyz
) Démontrer que 19x-13y =4z ;

) En déduire que 3(x+ y)=0[4] ;

) Déterminer les nombres entiers naturels x, y etz

.n Pour tout entier naturel n, déterminer le reste dans la division euclidienne de 11" par 4.
.p En utilisant les propriétés de la congruence, démontrer que 3" +16*"" est divisible parl 1.
.q Démontrer que pour tout entier naturel #,7° —n est un multiple de 5.

.r Déterminer les entiers relatifs n tels que #n>+3n+25=0[7]
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WERATION ET DIVISIBILITE

msemblc des entiers naturels qui
t55%y en base 10, avec x non nul.
i le nombre d'éléments de A.

&r que tout élément de A est multiple

fier les entiers naturels non nuls » dont
pn euclidienne par 125 donne un reste
jube du quotient.

mbre s'écrit x43) en base sept.

jier x et y pour que ce nombre soit

e par 6.

ymbre s'écrit x32y en base cing.

Iner x et y pour que ce nombre soit

e par 3 et par 4.

pmbre s'écrit 123456234 en base huit.
iner le reste de la division euclidienne
smbre par 7.

gminer le chiffre des unités de I'entier
3548)’%(2537)"

it entier naturel n, on considere l'entier
An =2n+ 22n+ 233’:’

srminer le reste de la division

enne de 2" par 7

leduire l'ensemble des entiers naturels n
£ A soit divisible par 7.

tles nombres suivants dont 1'écriture est
8 en base deux : A=1110 ;

10100 et C=1001001000.

ymbres sont-ils divisibles par 7 ?

n entier naturel quelconque.
el est le reste de la division euclidienne
= par 37 ?

T e e gy

Terminale CetE

S’ENTRAINER

NB : On pourra remarquer que 999 = 27x37.
2. En déduire le reste dans la division
euclidienne de 10" +10”+10% par 37.
3. b est un entier naturel supérieur a 3. On
donne A=211" ; B=312"; C = 133032

a) Sachant que C=AxB, démontrer que
Fena-b 3b> 76 2=0

b) En déduire que b divise 8 et en
déduire b.

6/

a) Trouver les entiers naturels dont le cube
divise 18360.

b) Résoudre dans N 1'équation suivante :

b’ [b*+(b+1)7]=18360
c) Déterminer l'entier naturel x tel que
C =36723"=442003"

o

b est un entier naturel supérieur ou égal 4 b.

1. a) Etablir que pour tout entier naturel »
-1

nomnul,ona: » (b-Db* =b"~1
k=0

b) En déduire que si N est un entier naturel
supérieur ou égal a 2 dont I'écriture en base b
comporte n chiffres, alors 5" < N < b"
2. le nombre 8842 (en base 10) s'écrit :
21212 en base b.

a. Etablir que 8840 = 0[b]

b.Donner un encadrement de 8842
par des puissances de b et déterminer b.

©

1.Etablir le critére de divisibilité par 99.
2.Donner le reste dans la division euclidienne
de (10)" par 99.

3.Un nombre s'écrit Ty .




DIVISIBILITE DANS 7.

Calculer x et y pour que ce nombre soit
divisible par 99.

?Déterminer suivant les valeurs de l'entier
naturel n, le reste dans la division euclidienne
de 4" puis de 5" par 7.
2.Pour quelles valeurs de n

100+102"+103" est divisible par 7 ?
3.Pour quelles valeurs de n

nx4" +2n+1 est divisible par 7 ?
4.Demontrer en utilisant les résultats sur les
congruences que :

Y, eN, 37" +2x4°*" est un multiple de 11.

Démontrer en utilisant les congruences,
les propositions a, b, ¢ et d.
a.Vne N17"" +3x9*"" est un multiple de 11,
b.Vne N* 3°" 2" est un multiple de 7,
c.Vne N, 33" 4+2"” est un multiple de 7,
d.Vne N*, 3x 52" + 2" est un multiple de 17,
e.Retrouver ces résultats en utilisant un
raisonnement par récurrence.

&

1.Dans le systéme de numération décimal, on
considére les nombres suivants : A = abc ;
B= bca et C=cba. On admet que A, B et C
sont trois termes consécutifs d'une suite
arithmétique.

a.Démontrer que 4(b —a) = 3(c —b).

b.En déduire les valeurs possibles de b — a et
de c—b.

c.Déterminer tous les triplets (a,b,¢) et écrire
tous les triplets (A;B ; C).

&

1. Determiner la liste des diviseurs positifs de 81.

Terminale C

&

a. Démontrer par récurrence que
a' —1=(a—1) (I+ata?+.+a"")
b. Ecrire 31 en base 9.

e.

Montrer que pour tout entier naturel n,
4'+6" — 1 est divisible par 9.

&

1) Ftudier les restes des divisions cuclidier
des puissances de 5, par 6.
2) Pour quelles valeurs de n (entier naturel)
nombre
A =(153791)" + 2753n+1 est divisible par

&

Déterminer I'écriture en base cing de :
a) 126 ; b) 221 ; ¢) 1000.

a est un entier naturel supérieur ou égal a 3
Déterminer I'écriture en base a des nombre
L+, 2i(atl) :B)ia-1) .

17

Un nombre N s'écrit ¥x en base 11. ( les
chiffres en base 11 sontnotés 0, 1,2, ..., 9]
Déterminer selon la valeur de x I'écriture dy
nombre N en base 10.

Calculer dans le systéme binaire 110 x TT.
(101)* ; T001  T01 .
Calculer, dans le systéme de numération

binair_e,_}a somme R
S =1101+1011, et la différence 1101-1011

20

Existe-t-il une base b de numération ot le
nombre 2600 s'écrit 40400 en base b7
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ier que 999 est divisible par 27.

e que, pour tout entier naturel #,

17].

0'™°-+100'°. Quel est le reste dans la
euclidienne de A par 27 ?

fer que 3° =1[11].

Fe que 37 =3’ [11].

bun entier naturel. Quels sont les restes
asion de 3" par 11 ?

: iner les valeurs de n pour lesquels

t divisible par 11.

gnticr naturel et P un nombre premier
fou egal a 3. a et b sont les nombres
fita=2"etb=axP. S(a)estla

fies diviseurs de g et S(b) la somme
feurs de b.

Rdeaeth.

Inirer que

| + 28(a) et calculer S(a).
mer S(b)en fonction de S(a) et
ES(h).

2 nombre premier.

frer que pour tout entier £ tel que

51, C, est divisible par p.

¥, v deux entiers naturels non nuls,
Baue (x+y)" =x"+y"[p]

'. par récurrence que pour tout entier
non nuls, on a <

| Sl
) =t ot fp]

Sidere dans l'ensemble Q des nombres
els 'équation

B 48x—2"2 =0 oun est un nombre

miner les ensembles D(a) et D(b) des

Terminale CetE

entier naturel et x un nombre rationnel inconnu.
1. Démontrer que (£,) admet deux solutions
rationnelles si, 2“+482 est un carré parfait.
2. Soit k£ l'entier naturel tel que : 2" +482 = k2.
a. Démontrer l'existence de deux nombres
entiers naturels p et ¢ tels que :
b. k—48=2? ; k+48=2? :p+qg=n et
96 =27 (2771 —1).
¢. Décomposer 96 en produit des facteurs
premiers et en déduire les valeurs de p, g et n.
3. Résoudre (E, ) pour la valeur de n ainsi

trouvée.

26

On se propose de déterminer les couples (n;m)
d'entiers naturels non nuls vérifiant la relation :
7" =3%x2" =1(E).

On suppose m = 5

a.Montrer que si (n;m) est solution de (E) alors
12=1[32].

b.En étudiant les restes dans la division par 32
des puissances de 7, montrer que si (n,7m) est
solution de (E), alors, n est divisible par 4.
c.En déduire que 7" =1[5].

d.Résoudre (E) pour m = 5.

e.Déterminer tous les couples solutions de (E).

@.

On considére dans N° le systéme

Dragt =0
8):2g+p+tr=24.
r<ptgq

1. Démontrer qu'un triplet (p,¢.7) est solution
de (S) si et seulement si r < 12 et (p;¢q) sont les
solutions de 1'équation :

n?— 24 —rn +24(12—-1) =0, ou n est
I'inconnue.




DIVISIBILITE DANS 7

2. Résoudre le systeme (S).

3. ABC est un triangle rectangle en A tel que
les cotes AB,BC et AC soient des multiples de
12. On plante sur le périmétre triangulaire de
ABC 24 arbustes de maniére qu'a chaque
sommet du triangle un arbre soit planté et que
les arbres soient plantés et également espacés
de 12m. Calculer AB.BC et AC.

P est un nombre premier supéricur ou ¢gal a 7.

On veut démontrer que l'entier naturel

n=(P* +1)(P—1)(P+1) est divisible par 240

1. Montrer que P=—1[3] ou P=[3].

2. En remarquant que P est impair, prouver qu'il
existe un entier naturel k tel que

(). P’ —1=4k(k+1) ;

(i1). En déduire que n est divisible par 16,

3. Bn considérant tous les restes de la division
euclidienne de P par 5, démontrer que 5 divise n.
4. En déduire que n divise 240

5. Existe-t-il quinze nombres premiers

B, p,..., B supérieurs ou égaux a 7 tels que
l'entier 4 = B* + P + ...+ P! soit un nombre
premier 7

@.

n est un entier naturel non nul

1. Donner la liste des diviseurs de 7"

2. Calculer la somme S, des diviseurs de 7" et
montrer que 68, + 1 =7""

3. Déterminer suivant les valeurs de n le reste
dans la division euclidienne de 7" par 10

4. Déterminer suivant les valeurs de n le
chiffre des unités de S,

(30

Terminale C

2. En déduire que :

i ot (n+Dn(n—-1)
i 6

3. Calculer :

2013

> k(n—k)

k=100

31

1) Déterminer les diviseurs positifs de 28.
2) On appelle diviseur strict d'un entier nate
n tout diviseur positif de n différent de n.
a. Déterminer les diviseurs strictsde 28.
b. Montrer que 28 est égal a la somme de sé
diviseurs stricts.

3) On appelle nombre parfait tout entier
naturel ¢gal a la somme de ses diviseurs
stricts.

Montrer que 6 est le plus petit nombre parfs

1. Montrer que C=X7" + 7" est divisible pa
2. Soient x, y, z trois entiers naturels, non nul

s 1 (]

B= g2+’ + Oy
(ces nombres sont écrits en base 10).
Montrer que B est divisible par 111.

33
Soit un entier naturel supérieur ou égal a 2.
A=n'—1. -
1) Montrer que n— 1, n + 1, n*> + 1 sont des

diviseurs de A.
2) Déterminer d'autres diviseurs de A que les
précedents.

keZ
1) Montrer que pour tout entier a et b,
a/b équivaut & a/b—ka

2) TrouverneZ tel que n—5/n+7.
= =
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La et b deux entiers naturels.
er que N'=(a — b)ab(a + b) est un
le de trois.

Erminer les diviseurs de 23.

srminer les entiers naturels a et b tels
E : b2 = 25-

a t b deux entiers naturels.
fque, si 3 divise a’+b', alors 3 devise

gminer les diviseurs positifs de 98.
sminer les entiers naturels ¢ et b tels
b'=98.

B entier naturel supérieur ou égal a 2.
gopper par la formule du bindme de
1)

8= (nt+1)"—1.

[Fer que n® divise A, et déterminer le
de la division euclidienne de A, par

Br que, quels que soient les entiers
B b, n, a—b divisea" —-b".

fluire que, pour tout entier naturel
fivise 2" 1.

er alors que, pour tout entier naturel

2

2#4—1 + 22n+1

est un entier naturel.

Terminale CetE

1) Vérifier que 7 divise les nombres
26-1:3=1: 4 =1 5° =1,
2) Soit n n entier naturel, et
A =2"43"+4"+5"
Montrer que 4, — 4, est divisible par 7.
3) Soit 7, un entier naturel, g et » son quotient
et son reste dans la division euclidienne par 6.
4) Montrer que A, et A_ont le méme reste
dans la division euclidienne par 7.
5) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles
A est divisible par 7.
6) Soit B, = 100" +101" +102" +103".

a. Montrer que A, =B, [7].

b. Déduire les valeurs de n pour
lesquelles B, est divisible par 7.

Soit ¢ un entier naturel., non multiple de 3.
1) Montrer que a® =—1[9] ou @’ =1[9].
2) Soient a., b et c trois entiers relatifs.

Déduire de 1) quesia’ +b° +¢’ =0[9] ,

alors I'un des entiers a, b et ¢ est divisible par 3.

3) Soit k un entier naturel. Justifier les
congruences :

3% 4 1=2[8] et 3" +1=4[8]

4) On considére l'équation (E) , @ inconnues

lesnetm : 2" =3" =1.

‘a) Montrer qu'il n'ya pas de solution telle que
. m soit pair. i

b) Déduire de la question 3) que la seule
solution de (E) est le couple (2,1).
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1| LIMITES ET CONTINUITE

1.1 LIMITES D'UNE FONCTION.
1.3 THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES.
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Terminale Cet E

T CONTINUITE

PON 1 LIMITES ET CONTINUITE

les notions sur les calculs des limites et sur la continuité d'une fonction ;
graphiquement ou & partir d'un tableau des variations lnnagc dun mtervaﬂe
onction continue ;. '

quer le théoréme des valeurs intermédiaires pour justifier 'existence des solutions

n intervalle des solutions de I'équation f{x) = a. e

i LIMITES D'UNE FONCTION.

’rendre un bon départ

wité 1
i chacune des fonctions ci-dessous , déterminer son ensemble de définition et
ler les limites a ses bornes.

)= —2x° + 63> +8; e e B

—x’—x+6

o 2
- Bl
—5x4+9 2x+d

2 fonction 1 définie par f(x) = S s 3

. On pose u(x)=x et v(x)—

-'g fier que f(x) = uov(x).

: ; L, - A3+
slerminer les réels a et b définis par: a = lim -
X—=2—0 ¥ L

eth= Em NEe puis en déduire la
jede [ en —oo.

Eterminer de la méme maniére les limites de / aux autres bornes de son ensemble de
mition.
I;."u 3
@t [ ct g les fonctions déﬁnies par f(x) = 2x—x*+1 et g(x) = Vx+2 —fx.
fontrer que g(x) = et en déduire la limite de g en +oo,
que g (__x-i- = \f g8

DEterminer la limite de f en. —
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Activité 4

Soient /* et g les fonctions définies par f(x) = 2x —cos(x” +2) et g(x) =2_+gs_1n§’x_)_
X+

1) Vérifier que pour tout réel x, 2x—1< f(x) < 2x+1.

2) Calculer lim 2x -1 et en déduire lim f(x).

X——+00 X—rto0

3) Calculer lim 2x+1 et en déduire lim f(x).

X——0 X =»—00

4) Montrer que |g(x)| < 3 3 calculer lim —

2 _ - et en déduire lim f(x).
¥L x—>-0 ¥~ 43 X—r—00

P Recenir

Quelques limites de référence
] ie ; Sy
Soit n un entier Paturel. P e 1
+0o0 81 1 est pa]r ' X-d400 ¥rto0 y
—o si 7 est impair’ lim vx = 400

X—-500

Iim x" =

X0

limiz();

x>0 x "

. sinx . l-cosx 1 .. l-cosx
Im——=1; lim =—: lim =)

=0 x x—0 x2 2 x40 X

Opérations sur les limites.

Soient f et g deux fonctions,
£ et £'deux réels; a un réel ou+o ou —oo.

limite de f en a £ 4
limitede gena i +00 =00 | o
Limite def+g P4 e Onnepeuta |
ena priori conclure.

limite de f en a £ el
limitedegena | & (£ #0) i ey

Limite de :E £ :  Onne peuté :

—-}' ol Fh e, T
ena £ priori conclure.

limite de fena £ £(£ + 0) AEf
limite de gen a £ (o) B
limite de f.g en 2p' s S OHHEpeuta

a _priori conclure. |

Le signe précedant "co" lorsqu'il n'est pas précisé va dépendre du signe de f et de
celui de g au voisinage de a.
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L imite d'une fonction composée.
Soient u et v deux fonctions numériques a, b et ¢ désignent des réels ou +o ou —
limv(x)=b

et alors limu(v(x))=c.
ling u{x)=c e

Limite et comparaison.
Soient f, g et h trois fonctions numériques définies sur un méme voisinage I de @, a étant
- unréel ou +oo, ou —o; £ est un reéel.

¥ Sipour tout x € I, f(x) < g(x) et lim f(x) =+ alors lim g(x) = +o0.
X—>a x—ra

(Théoréme de minoration)

® Si pour tout x € I, /(x) < g(x) et lim g(x) =—o0 alors lim f(x) =

(Théoréme de majoration)

® Sipourtoutxel, i(x) < f(x) < g(x) ct hm g(x)= llmh(x) [ alors hm f (x) =1L Cette

propnete est encore connue sous le non de theoreme des gendarmes.

< g(x) et silim g(x) =0 alors lim f(x) =L

< g(x) et silim g(x) =0 alors lim f(x)=0.

'emple 1
) lim (x -3x? +5) Jim x* =

S E—-oo X—y—00

£ 2
o D D gT B —2x 2

P>t 337 4D I g

) lim (—2x+1-——3—]=+oo car lim—2x+1=+c0 et lim = limE:O
A= x+5 X—»—00 x-—)—rnx+5 X——om b o
Iimzx_s_+oocar lim2x—5=-1, 111le 2=0etx—2<0 lorsque x < 2.

2 x-2 122 i
-lim(x—Z)\/;=+oo car lim x—2 =+ et lim v/x = +w.

X—r+00 X—r+400 X—»+00
emple 2

' | - 3x_sin(3x) 3 _sin(3
Calculons lim B %) . On peut encore écrire smis) e snc o X sin(3x)
=0 2x 2x 2% 3x gy

: . :
" m3x=0et lim L =1, par composition lim > sififo) =1etdonc lim S o9

-0 X =0 3y x—0 Dy 9,

sin x
) Calculons lim ——. Pour tout réel x, —1<sin (x)< 1. Six > 0, en divisant par x on obtient

X=¥1+0 x

B sinx 1 i Lz =il il
< ——<—;comme lim——= lim —=0, le théoréeme des gendarmes permet de conclure
= X x X—fea ¢ X—dted x

Sin x

Im =().

X=r+ x
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Termimale C

(1 9 (\/x+ =2 \/x+1+2) 3 1

! 1
B e -1
ol g3 *‘*’3 (x-3)(Vx+1 +2) = (x— 3)(«~/~c+ +2) H}WH +2l 4
(E;x—\fx +3x— lim 3x—\/)b [I+§—~I7J = lim 3x— |xl[ 1+3L2]

IT—r40 A‘ x X=—+a0 x x

x—>+a0

lim 3x—~x{ I+§—LEJ car |x|=x quand x —> +o
x—>+00 X x

lim x[3—1f1+i—-l,—}=+oo.

X—r+00 o ‘x"'
lim (2x ++/x” - lim 2x+ lx [I—Lq)— lim 2x+|x|{ I—Lz)
= X——0 x" X300 x

’ 1
lim Zxx[ 1——-2—]0511' |x| =—x quand x = o0
x4 X

lim :{2— I—LZJ=+OO.
X0 x
- (\/4x2 +2x+1 —ZIX\j4x2 S 2rd] +2x)
Iim (V4x" +2x+1—-2x lim
S g V4x> +2x+1+2

o At 24— ; 2x+1 x(2+;}
= lim = lim = lim :

a1 DU (U [, 2T “’*“‘\/4x +2x+1+2x H‘”“’le[

x(2+lj 2+l
& : X

= lim
[\/4+2+L+2] | \/4+2+L+2
X A X i

Exercice résolu

2

4+-2—+l]+2x
X X

—_— 2 .
2

soit /* la fonction définie par f(x)= ——
3-sinx

1) Démontrer que f* est bornée sur R.

%) En déduire les limites suivantes : lim —— et lim S —S2%

=3 _ginx > 3—sinx
3) Calculer lim—zi_l- puis en déduire les limites suivantes : lim ———
- x—0 ﬁ _1

x—0
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Solution

) Pour tout réel x ona : —1<—sinx <1 et donc 2 <3—sin x < 4; par suite s < l_ < l
' 4 3-sinx 2
*est donc bornée sur R
* Lorsque x tend vers +o0, x> 1 et donc x—1> 0.
o el = = ~
1ncgalité — < —< Ll implique donc = e _] £ l.
4 3-sinx 2 4 3-sinx 2
. x—1
WComme lim a8 =400, par comparaison on a lim = 400,
X—=>+0 4 X—pto0 3 C;H'] X
+Pour tout réel x ona: —1<—sinx<1 et donc 3x—1<3x —sin x < 3x+1.
‘Lorsque x tend vers —oo, x < —% et donc 3x+1<0.
e = ) = -
‘L'inégalité i = <1 implique donc ik ) ool x) ol
I—sinx 2 4 3—sinx 2
(3x—]) 3x—sinx 3x+1 . [ 3x+1 ;
; comme lim | —— |=—o0, par comparaison
2 3 sin x 4 X—p—c0 4
; (3x—sm xJ
01 a lim e ||
) 3—5inx
- rmel (\/2x+ = J2x+1+1) T Ay
n —————— = =lm-——
F . = x(V2x+1+1) 3 V2x+1+1) =90 V2x+1+1
i =lIm— § =3

5%
$0 Dxi1-1 = \/2x+ ~1

x+2

x X320

Posons X=l; alors lim X =0; x(
%

X400 x X0 X

x[ ”2_1}1-@M=1,

.rque

pun réel ou +oo ou —oo, et f une fonction définie dans le voisinage de a.

admet au voisinage de a une limite égale a +oo, alors f n'est pas majorée dans le
mage de a.

‘admet au voisinage de @ une limite égale @ — oo, alors f n'est pas minorée dans
finage de a.

s
—t



LIMITES ET CONTINUITE Terminale C

& Sexercer

1.a Dans chacun des cas suivants calculer les limites de f aux bornes de son ensemble

de définition.
-

—x* qi ] -1

f(x)—ﬁ f()_m TR J_ lf()*\/x— >

T ‘/_ L f(x )—3—— : Fl)= 1——;f(x)=” +1-+2x
+2 X x x—1

1.b Calculer 1es lnmtes suivantes :

m2cos(x)—1; h-m‘/?"'l; im V9x* +3 —3x; lim x—3vx* +3 hIIUCSIIl(?J
X—

n x>+ x—>+m x——a0
x e

m__4x~+x+1 ; limm-—ZSIH(xTZ : hmxcos[ }; lim V4x* +7 —2x; lim 2x—5vx*+3.
X

X—»-+00 X —00
x —

6

— ™
x x—5—

1.2 CONTINUITE

»20 Prendre un bon départ J

Activité 1

[fest une fonction numérique dont la
représentation graphique est donnée ci-contre.
1) Citez deux réels en lesquels f est discontinue.
2) Donner un intervalle sur lequel f est continue.
3) Quelle modification apportee a la fonction f
en x =3 pour qu'elle soit continue sur
I'intervalle [0;4 ]? une telle modification est-elle
possibleen x=-17

Activité 2
1) Etudier la continuité de la fonction /* suivante en x, et sur l'intervalle 1.
2 -
x°=2x+3s1x<l
xX)= X
7 {\/Zx—l six>1 "

s e U
six<0

=1letl=[-5;0]

2x%—3
2) On donne g(x)=3x*—1 si0<x<2

N2xP+x—1six>2




£S ET CONTINUITE

Expliquer pourquoi g est continue sur chacun des intervalles suivants : }ao; Of; Jo;2] et ]1;+m.m_ |
‘Etudier la continuité de g en 0 et en 2.
@ est-clle continue sur R ?

tivité 3
I est une fonction numérique dont la : i £ Ve
presentation graphique est donnée sur le
Bhique ci-contre. 0000 idemeedeciod o Dadeettol Lo g -
ferminer graphiquement les images par f des
fervalles suivants :

1 1-2;0]; [-1,3]; [-3:-1].

Dresser le tableau des variations de 1a fonction
gfinie par f{x) =x’ —3x + 2 ; en déduire les

docs par [ des intervalles suivants :

11 ; [-1;1] ; [1;+eo] ; [-2:1] ; [0;2].

- - -

e ol D

_____

N

e PR (SO SN Rpe-

Retenir |

efinition et propriété

Soit £ une fonction définie sur un intervalle 1.

On dit que f est continue & gauche en un réel x, de Isi lim f(x)= £(x,).
Z—¥xq

x:xo

Dn dit que /* est continue & droite en un réel x, de Isi lim £(x) = f(x,).
x93,

Dn dit que / est continue en un réel X, deIsi im f(x)= f(x;) .
. I

Dn dit que /* est continue sur I si /* est continue en tout réel x, de L
|Soient / et g deux fonctions continues sur un intervalle I de R et o € R. Alors,
es fonctions /' + g, a f, /g sont continues sur I,

f

Si g ne s'annule pas sur I, alors les fonctions é et :g_ sont continues sur L.

5i /' est positive sur I, la fonction ‘f? est continue sur I.

Si f est continue sur I, et g continue sur J, si de plus /()  J alors go f est continue sur I.
Les fonctions polynomes et rationnelles sont continues sur tout intervalle de leur ensemble
g définition .

plongement par continuité

gt I un intervalle de R. On dit qu'une fonction f* définie sur I\{x, } est prolongeable par
Btinuité en x, sif admet une limite finie / en x,. La fonction g définie par:

):{f(x) six e x, }

b g(x)=1

est appelée un prolongement par continuité de f en x,.
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Image d'un intervalle par une fonction continue.
Soit / une fonction continue sur le segment [a;b]. Alors, f est bornée sur [a,b] et atteint
ses bornes.
Plus précisément, il existe deux réels m et M tels que :

: m =minimum de f sur [a;b]

a:b m; M i i

f([ : ]):[ ] {M= maximum de f sur [a;b]
En d'autres termes, I'image d'un segment fermé et borné par une fonction continue est
un segment fermé et borné et les bornes sont atteintes.

—2x+3s81x<2

1) Etudions Ia continuité de la fonction / définie par: f(x) =<1 ) .
; i 5 xX—2s1x22

Les restrictions de f* & ]—o0; 2[ et & 12; +oof sont respectivement définies par :
_ 1 S ry : .
filx)= -2 +F3 et (x)= vz-x— 2 ; ces restrictions sont des fonctions affines donc contin

sur chaque intervalle de R. /* est donc continue sur ]—oo; 2[ et sur ]2; +oo[. Tl reste donc a &
la continuité de f en 2.

m f(x)=lim-2x+3=-1et lim f(x)=lim %x —2=—1, comme {(2) = %(2) —2=—1 ala
X2 X2 127 =27

est continue en 2. Par suite /* est continue sur R.
e 0 2 A
2) Soit la fonction g définie sur R* g(x)= x‘sm[—}; montrons que g est prolongeable par
x

continuité en 0.

) AT ; b y S
Pour tout réel x non nul on a :—1<sin [—J <1; d'ou —x* <x?* sin [—] <x*. lim—x*=0

x=0

X X

o : S : . L ki
et hng x~ = 0; d'apres le théoréme des gendarmes, hna g(x)= Img x7sin [~—}=0. Un prolongg
=y X T X

par continuité de g est donc possible en 0; ce prolongement par continuite est définie par =

"xz sin 2
x) six#0.

glx)=
10 six=0

Exercice résolu

Enoncé
Etudions sur R la continuité de la fonction f définie par :
f(x) =xE(x)—x+2 ou E(x) désigne la partic enticre de x.
Solution
soit n un entier relatif. Six e [n; n +1[ alors E(x) = n.

oL = r2=(n—Dxt+25xe [n;n+1[
e {f(x):x(n—t)—ﬁz =(n-2)x+2sixen-Lin[’
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@ restriction de / a tout intervalle de la forme [n;n+1[, ou 7 est un entier, est une fonction
fine donc continue. Etudions la continuité de / en n € Z.

B /(%) ={i_1}3(ﬂ ~2)x+2=n" —2}.;!+2 et Jlrlrgf(x) = E}}f(fz—l)x+2 =7 }rz+2.
n)=nE(n)—n+2=n"—n+2.f estdonc continue i droite en 7. o /
jir que / soit continue a gauche en n on doit avoir

2n+2 =n*—n+2 clest-a-dire n = 0.

gst donc continue en tout x, ¢ Z’, x, €R - /
feontre est un apercu de la courbe de f.

S’exercer

diquer si les fonctions de R dans R définies ci-dessous sont continues sur R.

— 2_ .
- 2x-3+5xJx’ +1 ; g(x)= ?3x+5 ;h(x)=x 15_'X<1;
3x"+2x+4 . x—=1 six=>1
—— gixs-1
|x2—3x|+2x—9;f(x)= 23»""_5
x—6 .
six>-1

x+1

dSterminer parmi les fonctions définies ci-dessous celles qui sont prolongeables
pntinuité en x,, puis, définir un prolongement par continuité.
1 2 —x—1 | x—1
=0 b)) —————x = —— e(x)=
3 2x+1 2
N2x—2
s Xy = 2.

_.—1;( —
g -3

Ietcrminer les valeurs des réels a et b pour que / soit continue sur R.

3 2 Yetge=—
X —x —x+1

ax—2 six<0

IAx+33510<xL].
2x—b
L —x—1

six>1
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@ restriction de / a tout intervalle de la forme [n;n+1[, ou 7 est un entier, est une fonction
fine donc continue. Etudions la continuité de / en n € Z.

B /(%) ={i_1}3(ﬂ ~2)x+2=n" —2}.;!+2 et Jlrlrgf(x) = E}}f(fz—l)x+2 =7 }rz+2.
n)=nE(n)—n+2=n"—n+2.f estdonc continue i droite en 7. o /
jir que / soit continue a gauche en n on doit avoir

2n+2 =n*—n+2 clest-a-dire n = 0.

gst donc continue en tout x, ¢ Z’, x, €R - /
feontre est un apercu de la courbe de f.

S’exercer

diquer si les fonctions de R dans R définies ci-dessous sont continues sur R.

— 2_ .
- 2x-3+5xJx’ +1 ; g(x)= ?3x+5 ;h(x)=x 15_'X<1;
3x"+2x+4 . x—=1 six=>1
—— gixs-1
|x2—3x|+2x—9;f(x)= 23»""_5
x—6 .
six>-1

x+1

dSterminer parmi les fonctions définies ci-dessous celles qui sont prolongeables
pntinuité en x,, puis, définir un prolongement par continuité.
1 2 —x—1 | x—1
=0 b)) —————x = —— e(x)=
3 2x+1 2
N2x—2
s Xy = 2.

_.—1;( —
g -3

Ietcrminer les valeurs des réels a et b pour que / soit continue sur R.

3 2 Yetge=—
X —x —x+1

ax—2 six<0

IAx+33510<xL].
2x—b
L —x—1

six>1
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1.3 THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

#

. --4-|

Activité 1
fest la fonction dont la courbe est dessinée
dans le graphique ci-contre.

1) Vérifier que f'est continue sur[-2:—1]

2) Lire graphiquement f—3) et fl—1).

3) Soit & un réel compris entre f{—3) et 1) ; s et te
l'équation f(x) = k a-t-elle toujours une
solution [-3;3]?

4) fest-elle continue sur [-3;3] ? expliquer
pourquoi.

5) Vérifier que f(—3) < 2,5 <f(3).

- v i o i - -
P PR T, TrR

L)
i
i
L]
b
i
i
i
i
o mb
L]
L]
|}
R TRy W Dp

P

6) L'équation f{x) = 2,5 a-t-elle une solution
dans [-3;3]7

Activité 2

1) Sur le graphique ci-contre construire la
courbe d'une fonction f continue sur [-2;3] et
qui change de signe sur [-2;3].

2) Vérifier que 1'équation f{x)=0 a au moins
une solution dans [-2;3].

3) Construire la coubre d'une fonction g
définie sur [-2;3] et telle que I'équation
g(x)=0 n'ait pas de solution.

4) Une telle fonction peut-elle étre continue
sur [-2;3] ?
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Activité 3
Soit la fonction f dont le tableau des variations est donnée ci-dessous.

—00 -3
400 | 400

| .

1

1) Démontrer que 1'équation f{x)=0 n'a pas de solution sur J—o0;—3[.

2) Démontrer que I'équation f{x)=0 a au-moins une solution sur -3;2].

3) Démontrer que 'équation f{x)= 2 a au-moins une solution sur }-0;-3[.
4) Quelle est le nombre de solutions de I'équation f{x)=2.
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Exercice résolu 2

Soit f, la fonction définie sur R , pour tout n € N*, par £, (x) = x" + x—1.

1) Montrer que l'équation £, (x) = 0 a une unique solution dans l'intervalle 10 ;1] .
On note u, la solution de I'équation £, (x) = 0. dans l'intervalle J0;1] .

Etude de la suite(u, ).

2) Montrer que la suite (u,) est majorée.

3) Démontrer que f,,; (u,) =(u,)" (u, —1)

4) Déterminer le signe de f,.; (u,) puis montrer que (u,) est croissante.

5) Démontrer que (u,,) est une suite convergente et converge vers une limite / € ]0 ;1].
6) Vérifier que [ =1

Solution

) /, est une fonction polynéme de dégrés n, pour tout n € N', donc £, est continue
pour tout n € N, f,(0)=1et/, (1)=1. Le théoréme des valeurs intermédiaires permet de cond
que f, (x) = 0 admet une solution dans l'intervalle]0 ;1[ . De plus, £, (x) = nx""+1.
Cette derivee étant strictement positive sur cet intervalle pour tout n € N, £, est strictement
croissante sur [0 ;1]et la solution de 1'équation est unique.
2) Par définition, u, est dans l'intervalle 10;1[ , donc (, ) est bornée.
3) f, (u,) =0 est équivalent a (u,)" = —u, +1= —(u, ~1).
Donc f,.,(,) = (,)"" + 1, 1= (1, )" = (,)"= (,)" (1, ~1).
4) De ce qui precede, le signe de f,,; (u,) est celui de (u,)" (u, —1).
Comme u, €]0;1[, f,.,(»,) £0. Comme f,,(u,,,) =0, 0onaf, (u,)< £, (u,,). La fonctiof
etant stritement croissante sur]0;1[ , on obtient u,,, <u,, clest a dire (1, )est croissante,
5) La suite étant croissante et majorée par 1, elle converge vers une limite /.
Commeu, €]0;1[,onale]0;1].
Remarque
Par une fonction continue :
- L'image d'un intervalle borné n'est pas toujours un intervalle borné :

pourf(x)=~l— sur J0;1], onaf (]O;ID= 1, +oo].

X
» L'image d'un ouvert n'est pas toujours un ouvert :

Pour f : x = sinx sur R= |-o0;+eo[ on a f(R)=[-1;1]ou pour f : x > x* sur }-1;1],

on afG—l;IDz [O;l[.
L S'exercer

1. Soit 1 la fonction définic sur R par f (x)=»§-x3 +2x" -10.

1) Justifier qu'il existe un réel ¢ appartenant a [ —3:0] tel que 7 (c)=5.

2) Démontrer que l'équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans [3;4].

3) Soit (C) la représentation graphique de f° dans un repére. Démontrer que la droite (D)
d'équation y=k (k =-10)coupe au-moins une fois la courbe (C) sur l'intervalle [ —1;+oof.
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| FONCTIONS CONTINUES ET

Ak JSTRICTEMENT MONOTONES

n@mbre réel dans diverses opérations.

_ r@tlannelles d

Jrendre un bon départ

e 1
@ne fonction définie sur un intervalle L soient a et b deux réels distincts appartenant a 1.

posec a <b.

fppose que f est strictement croissante sur I. Montrer que f (a) # f(b) et en déduire que f
getive sur L.

mirer de méme que si f est strictement décroissante sur 1, alors f est injective sur L.

jvité 2
ffune fonction continue sur un intervalle I ; soit /(1) Iimage de 1 par . Montrer que f'est une
Ection de I vers AI).

wite 3
une fonction dont le tableau des variations est donnée ci-dessous.

f(x) AL B S o /—1

Wontrer 2 I'aide des résultats des deux activités précédentes que la restriction de fa
srvalle J—oo;—3[ est une bijection de |-o0;-3[ vers un intervalle a préciset.

8n déduire que ['équation f{x)=2 a une unique solution dans l'intervalle ]—0;—3[.
patrer de méme que 1'équation f{x)=0 a une unique solution dans I'intervalle ]-3;2].
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Théoréme de la bijection
Si une fonction /* est continue et strictement monotone sur un intervalle L, alors :
1) f réalise une bijection de I sur J= f(I).

2) De plus, Ta bijection réciproque : £: £(I) — I est continue et strictement
monotone et varie dans le méme sens que f.
3) Sif estderivableen x, eletsif'(x,)= 0alors £ est dérivable en f(x)

e Sl

Conséquence

Soient [ un intervalle de R, /' une fonction continue et strictement monotone sur I,
soient @, bel, a <b, alors :

Pour tout réel & compris entre f(a) et f(b), il existe un unique réel ¢ appartenant a [a ;b
- tel que f(c)=k ;

ainsi, pour tout récl & compris entre Sf(a)et f(b), I'équation /(x) =k a une unique
solution dans l'intervalle [a;b].

Cas ol fest strictement décroissante Cas ol fest strictement croissante

Ko Jo) - —----_
{ _— ROV
kLl y=k ﬁ |
T : ) k _ |
i i ! - — —uf(a) :
v s SRR :I 3 | ‘
a b a P
Corollaire

Soient I un intervalle de R, fune fonction continue et strictement monotone sur I. soient

a,be La<b, tels que fa) - f{b) < 0. Alors, I'équation f{x) = 0 admet une unique solution
dans l'intervalle [a;b)]. '

Lorsque qu'on étudie certaines fonctions, il est parfois difficile, voire impossible de donner §
solutions exactes de certaines équations associées. Mais on peut avoir besoin (par exemple pe
une représentation graphique plus précise) d’avoir une valeur approchée des solutions.
méthode de dichotomie et la méthode de balayage permettent d’en donner une valeur approchég



ons que I'équation (x—4)° +3(x—4)+2 =0 admet une unique solution dans R puis
er un encadrement de cette solution 2 107 prés,
Sx)=(x—4) +3(x—-4)+2.
continue et strictement croissante sur R car / est une fonction polynéme et sa fonction
¢ est définie par f'(x) = 3(x—4)” + 3. Le tableau de variation de f est :

+ oo

s le théoréme de bijection, f'est une bijection de R vers f(R) = R. Comme l'intervalle

e contient 0, I'équation a donc une unique solution dans R. Déterminons une valeur

fochée 2 107 de cette solution.

methode de balayage.
commence un balayage des valeurs de x par pas de 1 pour un encadrement a I'aide de deux
consécutifs;

0 1 2 3 o
) | 74| 34 | 12 | 22 7

e f(3) < 0 et f{4) > 0 le théoréme des valeurs intermédiaires permet d'affirmer que
x, <4. On fait un nouveau tableau qui commence par 3 par pas de 0,1 pour un encadrement
| 1
pres;

2 [B31 |32 [33 |34 |35

) —2| —1,4|—09| —0,4 | —0,0 | 0,3
: 3 1 4 2 4

me /{3,4) <0 et /{3,5) > Oalors 3,4 < x, < 3,5. On fait un nouveau tableau qui commence par
pas de 0,01 pour un encadrement a 10~ prés.

3,4 3.41 3,42

=4

(x) —0,02 0,02 0,06
dernier tableau permet de conclure que 3,40 < x, <3,41.

et 3,41 sont donc des valeurs approchées de x, a 107 prés.
méthode par dichotomie.

ayage est une méthode efficace, mais laborieuse. On s'épargne de nombreux calculs
édiaires en visant tout de suite le milieu de l'intervalle : c'est le principe de la dichotomie

L n un entier naturel supérieur ou égal 4 2. Soit /' la fonction définie par f{x)= x".
ssons le tableau de variation de fsur l'intervalle [0;+co[.
i dérivable et /'(x) = nx"" ; comme xe[0;+oo[, f(x)>0.

89




< e S

IMITES ET CONTINUITE Terminale C et

D _'0_1_:'_ l_e tableau de variation. f est continue et strictement croissante sur [0;+oc[, alor§
: 0 +e0 | estune bijection de [0;+o0f vers £ ([0;+oo] ) = [0;+oc.
23 Pour tout réel positif a I'équation x” = a a donc une unig

+% | solution dans [0;+00].

o) /
; 0

e 3 l =
Cette solution est notée ¥/a (lire racine n"™ de a) ou a”. 3
U ’ oS, T
Ainsi x"=a équivauta x = Ya=a" (a>0) U=|®
s i .
L
363=a<:>x=%=a3. T
] \ 1) 1 -
x4=a<:>x=§/a=a4. /
: Tout comme f la réciproque /™' est continue et strictement
croissante. 0 1 3 3
La courbe de /' et celle de f sont symétriques

par rapport a la premiére bissectrice
(la droite d'¢quation y = x).

La fonction f: x — x” est stritement monotone sur R car f (x)=nx""

Sin est impair, n-1 est pair et x"~' > 0.
f est donc continue et strictement croissante sur RR.
De plus limx" =—c0, limx” =40

Xy X—>+e0

La fonction: f: x — x"(pour n entier naturel impair)
est une bijestion de R vers R.

Remarque 2

Quelques proprictés de la fonction i

(ELNE
» Pour tout réel positif ou nul x, on a ({E j = Lx” J =

» Quels que soient les entiers naturels non nuls # et p et les réels positifs ou nuls a et b, on#
- Ha=4p equivautaa = b et Ya > b équivauta a > b.
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ple 1

m]phﬁons le reel A =

24~-‘2“‘ \/ \/—= f_)*:2%
| \/2—’“ 2 =25,
l

0
3 5 10 4 3 (<] 3
L e e e
:

23
Etudions le comportement de la fonction £ : x = ¥x* + x* —=3/x* +3x au
Sinage de +oo,
jir tout réel strictement positif x, on a :

__): ¥x4+x2 —i’/x3+3x ={/x4 [I—I——%—J—} x3(1+iw
' /

X {7 =g

4 : 5
\/IL\}HLN L /—3J
X 1 x X

3 1
'f| r'*—hmx/ = +o0; 111nx3—11m——llm

X X—r-+ X—F+to0 == X—¥+a0 ,J

x°

1
pluq lim 31+——1 Il en résulte que hm f(x) +00.
X—rto0

“ensemble S des solutions de I'équation x* =2 est S = {x/_ _ib }

Pensemble S des solutions de l'équation x* = —2 est S = &
sensemble S des solutions de I'équation x* =2 est S = {15}

/1024 x+/~/64

Badonc A =

Lensemble S des solutions de 'équation x* = —2 est {~3/§ }

Lensemble S des solutions de l'inéquation x* > 2 est S = J—oo; 48 } u]:i@; +oo|:.
[ l'ense:mble S des solutions de l'inéquation x* > —2 est [—3/5 ; +oo[.

cice résolu

bt la fonction f définie sur R par f{x) = 2x'+x" — 1.

iDresser le tableau des variations de f;

IEn déduire que I'équation f{x) = 0 admet dans R une unique solution telle que 0,65<a<0,66.
Etudier le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

lution

)/ est une fonction polynéme donc continue et dérivable sur R.

) = 6x"+ 2x. D'ou le tableau des variations.
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26
2) Sur l'intervalle ]—o0;0], d'aprés le tableau des variations f(x) < o

Donc l'équation /' (x) = 0 n'a pas de solution dans cet intervalle.

Sur I'intervalle ]0;+oo[ la fonction f est continue et strictement croissante. Elle réalise donc
bijection de ]0;+oo[vers £ (]0;+eo[ )=]—1;+oo[ . Comme l'intervalle ]—1;+oo[ contient 0 I'équa
f(x) =0 admet une unique solution et cette solution appartient a ]0;+cof.
Ainsi I'équation f(x) = 0 a une unique solution dans R. Soit a. cette solution.
£(0,65)=-0,02825 et £(0,66) = 0,010592 ; comme f'(0,65)- £(0,66) < 0, d'aprés le théorem
des valeurs intermédiaires, 0,65 < a < 0,66.

s On obtient le signe de f{x) en parcourant la troisicme ligne di
] @ +< | tableau de variation de /. (le principe suivant peut étre appli
o L. i une fonction continue qui ne s'annule pas dans un intervalle
: change pas de

signe, dans cet intervalle et une fonction continue et strictement monotone change de sigs
au moment ol elle s'annule dans un intervalle).

2.a On considére 'équation (E): x'—3x +2=0
1) Justifier que (E) admet deux solutions dans R dont I’une est connue et I’autre notée a.

2) Proposer un encadrement de o. d'amplitude 107 .
t 2.b Montrer que I'équation x” = xsinx + cosx admet deux solutions réelles.
' 2.c Soit la fonction f définie par f{x) = x'+x"—x + 3.

.! a)Dresser le tableau des variations de f'sur R.
b)Montrer que I'équation f{x)=0 admet dans R une unique solution que l'on notera a.

c) Résoudre dans R l'inéquation f{x) > 0.

! e 3 i e Déterminer en justifiant le nombre de solutions de chacune d&
] P = = équations suivantes.

' e 3 a) f{x) =1 ;

=| B i, | 9=

| Siiias, | o)t =0.

2.e Donner l'écriture simplifiée des expressions suivantes:

- i ) I
a) 24/6561 5327 —34/36; b) ( 5 o 10 ><8
@ daxde g

2.f Déterminer les limites éventuelles en 0 et en +oo des fonctions suivantes :
2 4 1 3

: x5+x5. . x3+x4.
fix= T

xe p o




“ON 3 BRANCHES INFINIES DE LA COURBE
" ZD'UNE FONCTION

S cette partie nous considérons le plan muni d'un repere orthonormé (0; 1,))

CTIATE 810 1eDa

e 1

e fonction définie par f(x) = x—2— -—4—1
X+

mer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition
er une interprétation graphique des limites de J aux voisinages de—1.
er lim ( F(x)—(x-2) )et lim ( S (x)—(x—2)); interpretrer graphiquement les résultafs

ité 2 4
St une fonction dont la représentation
ique est donnée dans le repére ci-contre.
erire les équations des asymptotes 4 la
représentative de f.

€ question avec la fonction g dont le e

4 5 g
des variations est donné ci-dessous.
_' —00 =2 2 +o0
~-o00f| +0o o)
1 ,ﬁ | \_5 /

ite 3 2
Bt /* et g les fonctions définies par /' (x) = Vx et 4
=x"+2. La courbe de la fonction f et celle de g sont
sentées dans le graphique ci-contre.

= %
f) =+t lim LD i ¥E_ 1 g /j
e iy P X—»+a e /
q

constate-t-on 7
Jonner les limites suivantes:

B(; lim g(x); lim £2; jim £) .

93
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Dans le voisinage d'un réel.

Soit / une fonction numérique définie sur R. Soit C, la
représentation graphique de f* dans le repere (O;I,]). Soitx, € R.
si lim f(x)=+oc ou —eo (lim f(x)=-+oc ou —oo) alors la droite

Xy =y
X=X, X=X

d'équation x =x, est une asymptote a C,.

Asympfote dans le voisinage de l'infini

Soit f une fonction numérique définie sur R. Soit C,

la représentation graphique de f dans le repére (O;1,j).

1) Si 11}“, J(x)=b (respectivement }12}0 f(x)=0) alors
Ia dr(;ite d'équation y =b est une asymptote & C, dans le
voisinage de —oo (respectivement +o0).

2) Si lim (f(x)—(ax+b))=0 (respectivement

lim ( F(x)—(ax+ b)) ={ alors la droite d'équation
y= ax+b estune asymptote (oblique) a C,
dans le voisinage de — oo (respectivement +oo).

Branche parabolique dans le voisinage de l'infini : soitx, e {—0;+w
P g 0 L} J

» Si hmf(x) too et lim j( )—ioo alors la branche

T

infinie de C; en x, est une branche parabolique ayant

pour direction l'axe des ordonnées.

« Si lim f/(x) = o, hmf( )—a et hm(f(x) ax)= o0

Xy

alors la branche infinie de C  en x, est une branche

parabolique ayant la directi on de la droite d'équation y = gx. \
En particulier sia=0, C, admet une branche parabolique

ayant pour direction, l'axe des abscisses. 3
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ple

fidions les branches infinies de la représentation graphique de la fonction /" de R dans R

—2x%° +3x+2
2 e a2

x—1

Ensemble de définition de £ est : }oo_;l[u ]1; +co[.

Daf 3y

f(A) l1n]1—~—1———=—oo car 1111!1 -2x° +3x+2) 3 llmx*l] =0
> x— ¥ — X Ty

x—-1<0 lorsque x <]

Biacon analogue, hm f(x)= hm[ e 2}:.1,_:,3'

r—1 x_]

‘c/ ] x>
Berpretation graphique : la droite d'€quation x =1 est une

asymptote a la courbe de £,
."u f({) = hm

-

= lim —2x = +oo on calcule alors lim AG )

T—— % Td—og X——o X

2x*+3x+2 . -2y :
im /() = lim =% r. = lim ;r =—2. On calcule lim f (x)—(=2x).
- X Y(—x—'l) X p# x—3—o

:-'Il f(JC) (-—2){)— lim i =

sy
ferprétation graphique : la droite d'€qaution y= —2x+1 est une
Symptote oblique a la courbe de / dans le voisinage de —oo.

|u i) =lm —— = lim — 7y =—o0. On calcule alors lim 22 /G )

It X3

X—+30 x

k. f(x) L sk —2x°+3x+2 < g —Zit S
B - e aGD) e

Dn calcule lim f(x) - (=2x).

X+2

im f(x) (=2x)= lim

*rbe oy =1

=1.

I terpretatlon graphique : la droite d'équation y = —2x +1 est une asymptote
blique a la courbe de /' dans le voisinage de +oo. Ci-contre un apercu de la courbe de f

) Soit la fonction / de R dans R définie par f(x) = 2x—/x+1. Etudions les Bratolies
ifinies de la courbe de 1.

Uensemble de définition de f est [~'l;+oo[. Lorsque x tend vers +co, x est positif, on peut
onc écrire ;: x = (\/_ )

im f(x) = lim 2(\/—) 1—— = 1]]}}»‘\/—{2(“‘/14'_1']_'4'00 on calcule alors
f()hmf() lim 2~ ~11

 wdaprl X X—420 X X—>+oo X —>—|—ao

x+1

=2.On calcule lim (f(x)-2x)

X+ X—>+m
1}1 (__y‘”(x_) — 2x) = }E}a (—\/x +1 )= — oo, Interprétation graphique: La courbe représentative

fie /' 4 +o a une branche parabolique de direction la droite d'équation y = 2x.
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Etudions les branches infinies de la fonction /' de R dans R définie par f (x) = x+ Jx.
L'ensemble de definitiondef estD, = [0, +oo[ ~

_rz-
lxm j(x) = hm x++/x = +0; on calcule lim £°22 J(x )

xw X 31
lim J(x) = lim bl ‘E = lim (1 +L) =1; on calcule ensuite

> e T—>+0 X b ] | X

hm(f(x) x). hm(f(x) x)= lim vx =+,

XS0

Interprétation : la courbe de f/* admet une branche parabolique
de direction la droite d'équation y = x. Ci-contre est un apercu
de la courbe de /.

Etudions les branches infinies de la fonction /' de R dans R définie par £(x) = 2x—sinx.
Pour tout réel x, 2x—1<2x—sinx < 2x+1; comme lim 2x—1=+o0 alors par comparaisa

lim f(x)=-oo; on calcule lim f(x)‘ lim S = lim 2+ =2,

X—pepoo X—+0 x A=t+o X X=+20 't

-1 st |
En effet lorsque x tend vers +o0, x> 0 et donc — < il <—;

X X X

e P g R S
comme lim——= lim — =0 le théoréme des gendarmes permet de

X=do0 X X—»+o0 X

conclure que lim 1Y _ 9. On calcule ensuite l1m ( Jf(x)- 2x)

X130 2

]11‘5c f(x)-2x= hm —sin x; cette dernicre limite n'existe pas.
X

La courbe de f n'a ni branche parabolique, ni asymptote. La droite d'equation y=2x est
direction asymptotique pour la courbe de f. Ci-contre un apergu de la courbe de .
Etudions les branches infinies de la fonction /* de R dans R définie par f (x)=>csinzx
Pourx >0, —x<xsinx<x d'ou }Hﬂ Jf(x) est comprise entre —oc et +oc,

llmlﬂx—)

M

= lim sin x qui n'existe pas. La courbe de /" n'a donc

A=y+o X s

ni direction asympotique, ni branche parabolique, ni asymptote mais "ﬂ “‘m‘
oscille entre les droites d'équations y=x et y =—x. i1 P "‘.‘v“ rﬂ
On a le méme raisonnement & —oo " l l‘

Soit x, € {~0;+w0} .
» Si lim f(x) estunréel b alors la droite horizontale d'équation y = b est une asymptote

X=X,

aC,enx, .
« Sinon, si hm f(x)=%x0 on calcule lim =—— S )

A—P'CU _x
* Si lim——= J &)

X35 X

direction de l'axe des ordonnées.

=zoo alors C, aen x, une branche parabolique ayant la
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f()

*S1 lim=—=

X,

direction l‘axe des abscisses (qui est une direction asymptotique).

=0alors C, aenx, une branche parabolique ayant pour

¢ Si lim J(x) est un réel a different de 0 alors C 4 aune direction asymptotique

=% X

qui est la droite d'équation y = ax. On calcule ensuite lim f(x)—ax.
X1y

“ Si lim f(x)—ax estunréel b alors la droite déquation y=ax+b

XX,

est une asymptote oblique enx, a C,

= Si lim f(x)—ax =20 alors C, en x, est une branche parabolique

A3y

de direction la droite d'équation y =ax .

® 81 lim f(x)— ax n'existe pas alors C , 1'a ni branche parabolique, ni
X=X,

asymptote.

¢ Si lim——~= f&)

X% X
parabolique, ni asymptote.

n'existe pas alors C, n'a ni direction asymptotique, ni branche

‘que

e des branches infinies d'une fonction J pourrait se résumer a la question suivante :
ste-t-il une fonction plus simple que /* qui se comporte comme £ au voisinage de
fou de —0) " ?

epondre a cette question, on cherche donc une fonction g plus simple telle que

(x) 2(x))=0. Dans cette legon, on s'est contenté de comparer f avec des

ttions affines (i.e. des droites). Mais on pourrait comparer f* a des fonctions qui ne
pas affines (racines carrés, In...)
mple:

=x'+cosx et g(x)=x’

J(x)- g(r)— hm L =1

\fx +COSX+.X

COSXx

1 el
<— et hm——,,——-O.
xt +cosx+x?| =x TR

: La courbe C, de g est une courbe asymptote & C; & +oo

) exercer

Bdier les branches infinies si possible aux courbes des fonctions de R dans R définies par:
25" +1 x4 +1 x40 1 x+x+1

& +3 b()ZJ_— o= X +4 d()_x+4
\V9x* -1
(\/x2+2x*'\/x2+l)f(x)=cojx; g(x)= 9xxji-’lc :
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Terminale C ¢

S’ENTRAINER

LIMITES DE FONCTIONS

Dans tous ces exercices, les fonctions sont
définiesde R dans R

o

Calculer les limites suivantes :

lim 3x —+/2x% +3;

A—3+00

lim 3x—~/2x% +3;

X=>—o0

lim v2x* -3 + x.

X0

©

Calculer les limites suivantes :

lim 2x++/—1+5x°;

X—>+too

lim v3x* -2 +x;

X—>—0

lim x ++/-2+3x.

X0

3]

Calculer les limites suivantes :
: a1
lim————;
o= e dn )
: —2+/;
o Jx ;
x>0 D4 By
: \/; —3x
lim 3
vk D=
e Jptieadines
lim =
0 2 —

o

Déterminer dans chaque cas les limites de la
fonction f en x,.

220 b
f(x)=—-—+—;x“:0;x0:—.
XCOSXx 2
o 2¢0sx 5wt T
Xy=rm—r——t =5 oy e
7 () s len] - G B
e
f(x)=ﬂ;xo=0;xo=~w.

2x

—3
[ s Sy
sy
j(x):-?; X, =0, x,=m.
cosx—1 T
f@ = =0 =7,
f(x)=ces.x-1§xu:O;xu:‘ﬂ_'
sin x &

©

Calculer les limites suivantes :

Calculer les limites suivantes :

. ~N3x4+3-3 ; 2x—-6
Iim——— = |in

5 l——
=2 2.._x x—>3 fx+1_.2
" 254
lim

P2t =3
©

Calculer les limites suivantes :
. ¥ +x-6
hm—— :
i 0x Fla+h
et
lim———F—:
Z:?]l 1-x
WSO ]
lim =
=0 3y _y

©

Calculer les limites suivantes :

+2Y) 2
nm(x, ) iyt
=2 x° -3 e
X —0X-16 —2x" —x+6




=T CONTINUITE

¥es limites suivantes :

— ] —2x; lim
b X3 i

Ies limites suivantes :

:1

. S|
— - |im :
&l = x4+4

._'- —4 : 1
- ;  lim cos—;
4 _3 X+ X
-1

B

'I - - .
es limites suivantes :

-5 5«
; Im——;

2 -}
X+ x 2=l x+1

limite de f en x, dans les

N1 - x+2 . x, =+oo;
b’ [005-1——2}.3% = +oo;

%
X —4
- +3x-10

1 1

1 I—Z)[I—F

4

+ 2
x—2 Hx=2)

NA+6~3

)

cas suiyants :

N e {2, 5,+oo,-oo}.

ger les limites éventuelles de :

J

T T T T B il TS

AT 5 2P T

Terminale Cet E

respectivement en 2, en +oo et en — oo;

2 —
b)f(x)= !x J respectivement en 1, en +co
x—
et en —o0;
1 ax ;
c)f(x)= = >~ Iespectivement
) J(x) G0 et

en 1, en +oo, et en—oo, (on discutera
eventuellement suivant les valeurs de a).

@

Déterminer les limites éventuelles de -
tan3x

sin’ x
2tan x +sin x
d) ——————— en0;
X
sin 2x
L
I—cosx

ﬁcosx—sinx T
f) en T

n
x—.._

3
g) (x+1)tan [1) en +oo;
X

15
Déterminer les limites eventuelles respectives
en 1 et en +oo de la fonction f dans chaque cas :

{/xﬁ ) (R _

a) f(x) =
x—1
S e S
b)f(x)=\/x 5 \/x. 7x.6;
x—1
304 3 2___5 2
c)f(x)=\/x +x3+ ; \/x +2x-
X —x"+5

Déterminer la limite eventuelle en —oo de
Fxl= i/——&ts —8x+16 + 2x.
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IMITES E CONTINUITE

(17

Déterminer la limite eventuelle en 0 de

Srrl-l
f(x) = T

&

Déterminer la limite eventuelle en 2 de

h(x)=4flr—2 +2.

@

Déterminer la limite eventuelle en (0 de

i(x)= 1J);!c|r4 -2.

LIMITES ET COMPARAISON

20

On considére la fonction
. 2x+sinx
fix——m
x—1

1) Démontrer que pour tout x, on a :
- 2x—1 2x+1
£ flx)=

S (o
2) En déduire la 1imite de f* en +oo.

21

On considere la fonction
f: > x*-3sinx.
Déterminer lim f(x) et lim f(x).

Soit une fonction f définie sur R telle que pour

tout réel x, f(x)>x".
Déterminer lim f(x) et lim f(x).

e o T e T e bt s ey T ey e

Terminale

23

Calculer les limites suivantes.

X
; sm —

.. smx+1

lim ; lim——=

x>t Ly T30 oy pj
. 2+cosx

lim ——.

T Dy

;‘7'.;

Soit la fonction f/ définie sur R* par

f()—”

partie entlere-

1) Démontrer que pour tout réel x,
x—1LE(x)<x

2) En déduire que lim Fx)=1.

25
Déterminer la limite éventuelle en +oo de I8
fonction /* dans chacun des cas suivants:

Dfx)=02- sin x)xz;
2)f(x)=

26)
Calculer les limites suivantes :

lim#; fratl—25) Gk

J:—&ES— =
. I=+eosx .. sin2x
o —— =i

x—0 Oy x30 . /1 —COS X

ou E désigne la fonction

cosx—3

T—r—
7

LECTURE GRAPHIQUE

27

Le graphique donne les courbes de trois
fonctions f, g et & définie sur R . Conject
si possibles sur les limites eventuelles a
a +oo des fonctions : f + g ;

f—g;fg;fh;g%;i;i;
ool

g .
h’f
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CONTINUITE

¥ dans chaque cas si la fonction / est

e sur R.

x —3x" +4x—6;
3x'+6

E x5

2 x+3six<2

1x—2 six22;

L2

) Ix-—3|+2xv—9;

fa* —3x+1;

x—2six<-1

E

b —1 . .
St = |

|

jucstion avec la fonction définie par :

'zcosl sixz0
] > '

Dsix=0

@gue cas, determiner la valeur
B pour que f soit continue sur R.
e six=—1

2

= g >

s1x#—1

S
six#0.

X
f(o)=m

Terminale CetE

PROLONGEMENT PAR CONTINUITE

@D

Dire si les fonctions suivantes admette un
prolongement par continuité en x,, si oui
la définir.

sin 2x
i) = =0
Ay

) cos2x—1
f(x)zz———x ;x, =0.

32
M¢éme question avec la fonction /* dans
chacun des cas suivants :

alf) = o 3= 0
X

!;')j'"(x)=x1:anl enx = 0.
x

33

Déterminer le prologement par continuité
de la fonction f définie sur R* par

uﬂﬂ=;%{ﬂ+ﬂ“4~mﬂoﬁnzl

34

 Les fonctions f et g suivantes sont-elles

prolongeables par continuité en 0 ?
x =]

) =% 1+~l~; gl =—
: X X +]x]

Ftudier le prologement par continuité de la
fonction / définie par

f(x):xcosl six#0.

x
FONCTIONS CONTINUES ET
SRICTEMENT MONOTONES

36

Soit /* une fonction continue

sur I=[ - 1;5].

On suppose que f(—1)=—4 ; £(5) =3.

b 3
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1) Démontrer que I'€quation f(x) = 0 admet

au moins une solution dans I.

2) Quelle hypothese supplémentaire faut-il
faire pour que cette solution soit unique ?

37

Soit fune fonction continue sur R
on suppose que f[-5)=-1; A-3)=-2;
A0 =1 /2)=4, 5)=-3,6)= L

Recopier et completer les phrases suivantes :
r - 1 -
« L'éguation f(x) = 5 admet au moins

.... solution(s) dans R.

- L'¢quation f(x) = 0 admet an moins

.... solution(s) dans R.

» L'équation f(x) =4,5 admet

.... solution dans R .

 L'équation f (x) =3 admet au moins
.... solution(s) dans R.

38

On considere le polynéme p définie pour tout
réel x par p(x)=2x> —3x* 1.

1) Btudier les variations de p.

2) Montrer que I'équation p(x)=0 admet
une solution unique o € ]1,6:1,7].

3) Dresser le tableau de signe de p(x).

On considére I'équation (E): x+3x—2=0.
Justifier que (E) admet une unique solution

dansR, puis donner un encadrement
d'amplitude 10™ de cette solution.

40

On considere la fonction

flo) =x" +4x" + 4dx.

Démontrer, que 1'équation f{x) = —1 admet au
moins une solution dans l'intervalle [-3;0].

g ———

«f(x) = Vx*+3x42 K=[0,+w0];

Terminale C«

Démontrer que l'équation 3x* —8x’ + 6x”
admet au moins une solution dans l'interva

[0;2]
&

Démontrer que I'équation (3x—Dvx =1
admet au moins une solution dans l'interva

[0;1]
43

Montrer que I'équation x* = xsin x + cos x
admet deux solutions réelles.

44
Pour tout entier #» = 2, on considére la fong
f, définie sur par £ (x)= x* —2nx +1.
Démontrer que pour tout entier naturel »,
I'équation £, (x) =0 admet une unique solf
dans [0;1].

45
Le tableau suivant est le tableau des varial
d'une fonction /* continue sur I'intervalle
I=[-5;8]. Déterminer le nombre de solutia
dans I de l'équation f{x) = 0.

-5 0
/ : \
@ | 1
IMAGE D'UN INTERVALLE PAR UN
FONCTION CONTINUE.
46,

Dans chacun des cas suivants déterminer
o fln) = "~ 3x19 Kx[?.,l];

—2x+5
f() = ==

K=[-4,-1};



TES ET CONTINUITE

b= ' —3x+1 K=[—4,4];
= 2cosx K=R;
= Bx’ -1 K=}-0,0]

ine ci-dessous le tableau des variations
fonction /. f est continue sur Feos 8]
B ;+oa[.

|

00 0
2 + oo
] / \\,_m L

—00

B0 | 1=[0;8] ;I=P;+o] ;I= o0s8];
=R

nirer que la restriction de /4 T=[0;8[

E bijection de I vers un intervalle J que
Ecisera.

aner en justifiant le nombre de solutions
mation /(x) = 0.

me question avec 'équation /(x) =3.

& que la fonction f° définie par

%" —3x+2 est une bijection de [I;-+oo]
d intervalle J a préciser.

F le tableau de variation de /1.

Birer que la fonction /:+>1—cos x est
Ection de [0,7 |vers [0;2].

per les courbes représentatives de 7 et /7.

réalise

— . .x
irer que la fonction f: x > —
SN X

getion de [0, ]vers un intervalle que
ieisera.
et les courbes représentatives de f et f'.

Bs chacun des cas suivants déterminer f(1).

BESES T (RSO RS N PR RA AL FONS E R T, TASTeh, g w

Terminale CetE

ETUDE DES BRANCHES INFINIES.
P

Etudier le comportement asymptotique des
fonctions suivantes définies par :

o COS X e )_x +;inx;
i )_\)9x +3x% - e )_Zx +_:Cl l’
£ )___..__.“‘x"'z’C, f(x)=_x_ﬂ_

x +1 |x—1|+x

&
Etudier les branches infinies des fonctions
suivantes définies par :

f(x) = 2" +2c082x: f(x)=£f_2i;
h—ﬂ+x
f@=ve =4 f)=J—x

f(x)=2x—/4x" —3x+2;
A2
f(x)=

53

2
Etudier les branches infinies des fonctions
sutvantes définies par :

o e
=D
TS
J=am Z"T‘“E
f(x)w —3x+6
|

5

(3
Soit la fonction f définie par f(x) = x[ 1+ 7}
X

On note C, la courbe représentative de /° dans
un repére orthonormé (O i)
1) Montrer que f est une fonction impaire.
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IMITES ET CONTINUITE

2) Déterminer les limites de / aux bornes de
son domaine de définition.

3) /' admet-elle un prolongement par continuité
en 0. Justifier votre réponse.

4) On désigne par g la restriction de / sur
l'intervalle 0;+oo].

a) Montrer que la droite (D): y = x est une
asymptote a la courbe de g.

b) Calculer lim ____g(x)?—-l et préciser l'allure

de la courbe de g au voisinage du point A(0;1).

c) Montrer que g(x) = x+1 et dresser le
tableau de variation de g.
5) Censtruire C,.

T T T T T e g -

Terminale _. q

Soit la fonction g définie sur R par :
Bl =w =32

1) Dresser le tableau de variation de g.
2) Montrer qu'il existe un réel o, unique 8
que g(a)=0 . Vérifier que 0,59 <a. <0,
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NOMBRES COMPLEXES

LECON 1| ETUDE ALGEBRIQUE DE C

1.1 INTRODUCTION AUX NOMBRES COMPLEXES-
PRESENTATION

1.2 EGALITE ET OPERATIONS SUR LES NOMBRES
COMPLEXES SOUS FORME ALGEBRIQUE

1.3 INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES
NOMBRES COMPLEXES

1.3.1 Représentation

1.3.2 Nombres complexes conjugués
1.4 MODULE D'UN NOMBRE COMPLEXE

FORME TRIGONOMETRIQUE ET FORME
LECON EXPONENTIELLE D'UN NOMBRE COMPLEXE
NON NUL.

2.1 ARGUMENT ET FORME TRIGONOMETRIQUE D'UN NOMBRE
COMPLEXE NON NUL

2.1.1 Présentation
2.1.2 Argument d'un produit et d'un quotient des nombres complexes.
2.3 TRIGONOMETRIE ET NOMBRES COMPLEXES.

2.4 RACINES n-i¢mes D'UN NOMBRE COMPLEXE
2.4.1 Racines n-iémes de 1'unité.
2.4.2 Racines n-i¢éme d'un nombre complexe non nul.

LECON 3| EQUATIONS DANS C

3.1 EQUATIONS DU PREMIER DEGRE ; SYSTEME D'EQUATIONS

LINEAIRES DANS C
3.1.1 Equations du type az + b = 0, ou a et b sont des nombres complexes et

systémes d'équations linéaires dans C .
3.2 EQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS C
3.2.1 Racines carrées d'un nombre complexe
3.2.2 Résolution des équations du second degré dans C .
3.2.3 Somme et produit des racines

S’ENTRAINER




NOMBRES COMPLEXES Terminale C ¢

LECON 1 ETUDE ALGEBRIQUE DE C

b Reconnaitre I'écriture algébri que d'un nombre complexe
> Bffectuer l'addition, le produit, l'inverse, la puissance, le rapport de deux nombres campl’
» Donner une interprétation g,é@éﬁi'que des nembres complexes.
» Déterminer le conjugue, le module d'un nombre-complexe.

» Résoudre certains problémes de licux géométriques a Iaide des nombres complexes.

1.1 INTRODUCTION AUX NOMBRES COMPLEXES
PRESENTATION

$2Prendre un bon départ ]

Dans I'ensemble R, 'équation x2 +1= 0 n'a pas de solution, car x2 +1>1>0.

Plus généralement on ne peut pas trouver un réel x tel que x2+ b =0 avec b > 0.

On admet I’existence d’un nombre i appartenant 4 un nouvel ensemble C, contenant R tel
i?=-—1.

Montrer que dans ce nouvel ensemble, en conservant les mémes régles de calcul que dans &

I'équation x* + 1 = 0 admet deux racines et que plus généralement il en est de méme de toute
équation de la forme x>+ b =0 avec b > 0.

A Retenir |

« On appelle nombre complexe tout nombre qui peut s'écrire de la forme a ~ 75 ot
a et b sont des nombres réels et / un nombre appelé imaginaire tel que 2 =—1.
« L'ensemble des nombres complexes est not¢ C, C = {a+ib,ac R, heR}.
+ Pour tout nombre complexe z il existe un unique couple (a,b) de nombre réels tels
quez=a+ib
« L'écriture du nombre complexe z sous la forme a +ib est appelée forme algébrique
(ou cartésienne) de z.

- a est la partie réelle de znotée R (z) .

- b est la partie imaginaire de z notée Jm(z) .

(106
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7ES COMPLEXES Terminale CetE

\arque

it z=a+ib un nombre complexe.

- 81 b=0, alors z est un réel. Donc R est inclus dans C.

- Sia=0etb #0, alors z = ib, z est appelé un imaginaire pur.

- Z est nul si et seulement si R, (z)=0 et Jm(z)=0.

&S parties réelles et imaginaires d'un nombre complexe sont des nombres réels.

ensemble R est une partie de C .

fensemble des imaginaires purs est notéiR”

‘mple

pnsidérons les nombres complexes suivants :

A

B -2 ;2z,=-3; 2= ——2——51 s Z, =cos0+isinB

\est imaginaire pur car Jm(z,)= —2 etR_ (z,)=0;

J3 1

pest reel car Im(z,) =0 ; R, (z,) = e et Jm(z;) = _E;
2 (z,) = cosB et Jm(z,) = sinb.

“onsidérons le nombre complexe z = x2—x + 2+ (x +2)i oll x est un réel.
est nul si et seulement six2+x—-2=0ef x+2=0.
fx+2=0entrainex=-2 et (-2)>—(-2)-2=4-4=0

Ppnc z est nul s x =-2.

S’exercer

gcopier et compléter le tableau ci-dessous

mbre complexe z Partie réelle de z, R, (2) Partie imaginaire de z, Im(2)
= ?(1 +1) ‘L} i
P= —-\/__'j; -3 O
z = —/3i =z
= : L 5
I R 3 5y

1 : x .
existe-t-il un couple (x, ) de nombres réels tels que (—4— y? ] + (3—2 yzjz' soit égala 1 +1?
¥ i

In considére le nombre complexe z = x* + x — 2 + (x +2)i.
iSte-t-il des valeurs de x pour lesquelles z est un imaginaire pur ?
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1.2 EGALITE ET OPERATIONS SUR LES NOMBRES
COMPLEXES SOUS FORME ALGEBRIQUE

N.B : Les calculs se feront dans C exactement comme dans R mais en tenant comptel
fait que i’=-1.

5 Prendre un bon départ

Soient les nombres complexes z=a+ib etz'=a'+ib' ou a,b,a'et b'sont des nombres réecls
1) Donner une condition sur a et @', b et b' pour que deux nombres complexes soient égaux.
1) Donner la forme algébrique de z + z'.

2) Donner la forme algébrique de zx z\

3) Montrer que (a+ib)(a—ib) = a*>+ b2

4) Soit z = a +ib un nombre complexe non nul. Montrer que l'inverse de z peut s'écrire —

a® +

g Retenir

« Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont méme partie réelle
¢t méme partie imaginaire.
z=7'si et seulement si R_(2) =R (Z) et Jm(z)=Im(z).
o Solentz=a+ibetz'=a'+ib'.
z+z'=(a+a)y+i(b+b") ;
zxz'=(aa'-bb") +i(ab'+a'b)
ez = q-+ib est un nombre complexe non nul.
= . (=b)

z a’+b> ag+b
« Soientz=a+ibetz'=a'+ib'. tels que z' = 0

Z a+ib aa'+bb'+_, a'b—ab'

n

£ /4 2
7z a'+ib' al2+b|2 a'?+p'2

Remarque

2 212 i
i ==1; (*) =1 soit i* =1.
Pour tout entier naturel p, i*? =1; i*?" = j; ***? =—1; 7" =

>

[.b Déterminer la forme algébrique de chacun des nombres complexes suivants :
a=(2+3i)1-2i) ; b= (2 —1/3 X3 +5i\3 ) c= (2+4)(5+3i); d = (5+41)(3+5i)(2 —3i)
pd-Si,  _@-5)(3+20)

6+ 5i 3-2i
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mmer la forme cartésienne de (2—i)* ; (1+i) ; (2—i)’.

8 INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES
NOMBRES COMPLEXES

.1 REPRESENTATION

Prendre un bon départ

plan P est muni d'un repére orthonormé (o;4,7). P le plan vectoriel associé 3 @.

ieonsidere les applications ¢ et y définie par :

E— P et y: P—app

@ +ib— au+bv au +bv > M(a;b)

La bijection y o ¢ permet de placer dans le plan @, 'image du nombre complexe a +ib,

puis de donner aussi 1’image réciproque du point M (x; »).

) Placer dans le plan 2, les images respectives des nombres complexes 2 —3i;3 +4i:—5 + 2i.

#) Donner sous forme algébrique les nombres complexes dont les images sont respectivement

les points A(2;-1); B(V2;3); C(4,0)

Montrer que ¢ (z+2')=¢ (2)+9(z") ; ¢ (32)=x9 (z) o x est un nombre réel, z et z'deux
jombres complexes.

D Retenir

fnombre complexe z = a+ib est représenté dans le plan par le point M (z) de coordonnée
b). z est appelée affixe du point M, tandis que M (z) est appélé point image du nombre
mplexe z dans le plan . On note aussi a+ib = 7

_la:n @ est appélé plan complexe ou encore plan de Cauchy. Les droites (0;7) et (0;7)

it respectivement 1"axe des réels et Paxe des i imaginaires du repére (o,ﬁ’ V)

ecteur OM = ai'+ b est le vecteur image du nombre complexe z.

i note aussi g +1ib = z ;. Soient i, v'deux vecteurs du plan, un nombre réel k.

¥ ZI—‘W:ZE.+ZA et Zﬁ?“—kZE‘ A
o tout bipoint (M;N), Z = Z,-2,. il
an point G est le baryccntre d’un systéme des points pondérf?/ B ."’" (el ’-"'m b
{.a, Yo )il a, )} alors Ll

_ ol 7 3
G XZ, +a, XL, +..+a X2,
a+a,+...+a, :

axe des imaginaires




Terminale C

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O;4,V) |
1) Déterminer les affixes des points A, B et C de coordonnées respectives (2,—2) ; (—3.0

et [O,E}
2

Désignons parz,, z; et z. les affixes des points A,B et C.
5

2y e=21"y 2,73 o=k
2) L'affixe du point A' symétrique a A par rapport a la droite de repere (O,u) estz,, = 2 -
3) L'affixe du point A" symétrique de A par rapport a O est z,. = —2 + 2i.

4) L'affixe du vecteur AB est le nombre complexez, —z, = —3—2+2i ; soit —5 + 2.

L& Sexercer)

1.d On considére les nombres complexes z, =1+i/3 ; 7, e
z,=—2-31;z,= —1-2i1, affixes respectives des points A, B, C et D.
Déterminer les affixes des vecteurs E, B_(f, BD et AC.

1.e On donne les nombres complexes z=—2+3ietz'=2 + .

a) Donner I'criture algébrique de chacun des nombres complexes z+z', zz' et z2.

b) Déterminer le nombre complexe z tel que 3iz + 23_ G 15+13i.

]

1z—2'=2j
(A-Dz+(2+D)z'=1+4i.
1.f Déterminer l'ensemble des points M du plan d'affixe z tels que le nombre complexe
Z = z2+2z-3 soit un réel.

1.3.2 NOMBRES COMPLEXES CONJUGUES

¢) Déterminer les nombres complexes z et z' tels que {

122 Prendre un bon départ ]

Le plan @ est muni d'un repére orthonormé (O:u, V).

Soient M un point d'affixe z = a+ib et M' le symétrique de M par rapport a la droite de repére
1) Montrer que l'affixe z' du point M' est le nombre complexe z' =g —ib.

Dans la suite z' sera noté Z. Ainsi Z=a—ib.

2) CalculerZ +zetz—7Z.

3) Comparer Zet z.

4) a)Montrer que z =—Z si et seulement si, z est un imaginaire pur.

b) Montrer que z est un réel si et seulement si z= 7.

—— . z Z
S) Comparerz+z'etZ +7, 7z et Z.Z, (—J et = (2#0).
z zZ
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Terminale C et E

P\etenir

it 2 = a + ib un nombre complexe. Le nombre 2 = g
1 que soit lc nombre complexe z on a -

B2 =2R (2); z-2- =2idm(z).
=—7Z si et seulement si z est un Imaginaire.
- — 7 si et seulement Si, z est un réel.

Hels que soient les nombres complexes z et 2/ on a -
Br ' =717 Z'=7xT"

>

narque

—ib est le conjugué de z.

=—§ (z'=0).

=

.z'

Z=a+ib (a e Z,b e R est un nombre complexe, alors z x Z = g2 + B2,

M(z) et M'(Z) sont symétriques par rapport 3 I'axe des abscisses.

=mple

tMettons le nombre complexe

el 2:)(2—:) 4 Z
_z‘ C-DQ2+i)) 5 5
¥ Mecttons . S0
_ z' a'+ib’
fapres la remarque ci-dessus z'x 2= g% 4 b2

2Z' _ (a+ib)(a'-ib) _(aa'+bb) +i(a'b- ba)
z'z"  (a'+ib")(a'-ib" a4 b
aa'+bb' g'b-b'a
E — 4] =

ar2+b". ar2+bu

i 1o
— sous la forme algébrique.
=

sous la forme algébrique.

» Sexercer

- \f 1
g On considére les nombres complexes z = z=

-zf 0 ST

Calculer les conjugués des nombres complexes z et Z.

3
i Calculer sous forme algébrique zz" —'; 2
Z

? 2113 ¥
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1.4 MODULE D'UN NOMBRE COMPLEXE

> Prendre un bon départ

Soit z = @ + ib un nombre complexe. b
M son point image dans un repere
orthonormé direct (O;u,v) du plan.
N le point d'affixe —z et M' d'affixe Z. il

=
o

1) Calculer [|[OM],||ON]] et HOﬁ'" en fonction de a et b.
2) Comparer I|OM|| HON“ et [OM]. ‘
3) Montrer que OM? =7, N(—z)

ae® Retenir

+ Le module du nombre z = a +ib est le nombre réel positif ou nul Jzz.

On le note |2| et on le lit «module de z».
=V =va?+p.
« Pour tout nombre complexe z, ]z] = |—z| = ]2’|
« (|z|=0) équivaut & (z =0).
» Si M a pour affixe z et M' a pour affixe z' alors [z‘ = ||éf12 “ et |z e z| — |[ﬂz?1? '"
Remarque 1
* Quels que soient les nombres complexes z et 7,

' l"Z'|=|Z|l2'1-

|z|
En effet |zz V= J(z")(E") = =Jzzxz'z' = |||z -

D'autre part si z' # 0, zxi—l d'ou zx—1—1 EXE —]—=l.
z' z!

avec z' = (.

L _K
x =

Dou 1 :L Par suite r‘—z><i=‘z|><— ; .
z 2] |2

1
|z | z' Z
="
" |2+ 2| |z|+|z| (inégalité triangulaire).
En effet ||€)—l\}/[ + O_ﬁhfl'" <||OM]|| +|OM|, par suite |z + 2| <|z|+ |z].
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arque 2
#an complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O;4,V). On considére les points A
'du plan d'affixes respectives a et b.

iensemble des points M du plan d'affixe z tels que |z —a <l z—b | est la médiatrice du
pent [ 4B ]
effet |z—a|=|z—b| est équivalent & ||I\"/1_RH=HI\TB” ou MA=MB.

smsemble des points M(z) duplantelsque: [z—al|=r (r>0) est le cercle de centre A
\de rayon 7.

giiet |z —a =7 est équivalent a ||1\IT\|]: r ou MA=r.

frecherche de I'ensemble des points M(z) du plan tels que : IZ h;l =r (r>0) se rameéne
e

jgne de niveau r de -~ —@

ple 1

ferminons l'ensemble (T') des points M d'affixe z tels que |z—1+1]=2.
#i=2 équivaut a |z — (1—i) |=2.

le point daffixe z, =1-i.

i) [=2équivautd |z—z, |=2, qui est équivalent a ||A__l\7[“ =)

it le cercle de centre A(1;—1) et de rayon 2.

Berminons I'ensemble (D) des points M d'affixe z tels que
B3| = |z+1-2i].

= 31| = |z+1-2i| équivauta |z—(-2-37)| = |z—(=1+2i)] ;
A et B les points d'affixes respectives z,= —2—3i et z,= —1+2i.
2-3i)| = |z-(-1+2i)| équivauta |AM] = |BNI].

I=|BM| signific que M appartient 4 la médiatrice de [AB].
8t donc la médiatrice du segment [AB].
ple2
Berminons l'ensemble des points M d'affixe z tels que zZ+i(z—2)—3=0.
B:z=x+1y
BXZ=x"+y’et z—Z =x+iy—x+iy = 2iy.
'—z)-—3 =0 équivauta x2+y*-2y-3=0.
iy —1)? = 4 est une équation cartésienne de l'ensemble cherché. Clest le cercle de centre
) et de rayon 2.

2¢—-1 . .
soit réel.

Eterminons l'ensemble des points M(z) tels que

L1134
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22—1:22—»1‘

est réel si et seulemenf si =

z* i Z _
Ona:72(2z-1)=2z%Q2z-1); 223°-32=27%5—72:
222(2-2)=(Z-z)(2+2); (Z-2)(2zZ-(z+2))=0;
z=zou 2z2z—(z+%)=0.

Posons : z=x+iy
Ona:zeR ou2(x*+y?)—-2x=0; zeRoux*+y?—x=0;
1

2
zeR ou [x—lj +yt=—,
2 4

L'ensemble cherché est la réunion de l'axe des réels et du cercle de centre de cercle

: Q(%J et de rayon % privé du point O.

3) Déterminons I'ensemble des points M du plan d'affixe z tels que : 2=3.
=1

Considerons A(—i) ; B(7) .

L'ensemble cherché est 'ensemble des points M du plan tels que : %%%.

%% =3 est €quivalent successivement 3 MA> —9MB? =0 :

(MA-3MB)-(MA+3MB) =0 |

Soit G=bar | A | B let H=bhar| A | B

1| -3 113

Ona: —2MG-4MH =0 ; soit MG ME =0

L'ensemble cherché est Ie cercle de diamétre [GH].
3L+ Z, 3@ +—i_ L

Z,= — =2
—2 -2 -2
& L
ZH=BZA Ly _ z+3!:li
4 4 "2
_ M. . 5.
Soit I le centre de ce cercle : z, = - 2i4—i |= ZL
Zili=—1
S —"
Le rayon de ce cercle est g :\ 1= Lo \= - :Fé—.
2 2 2 4

Exercice résolu

WDRkrmnens tesenitie (1) Aes pomis T i pen Qaiiine 219 que le norore copl

soit un réel.

zZ—1I
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ithode :

= est deéfini si z #i. Ainsi le point A(0;1) ne peut pas appartenir a l'ensemble (E).
BZ= x+iy. :

E_20+p)-4_ Qx-4+2y _ [2x-4)+2p][x—(y-1)i]

xX+iy—i (-1 [x+(y—])z'][x-(y—l)i]

# X' -4x+2y"-2y  2x+4y-4
T

_- est un réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle.
2x+4y—4
s .,
x+(y-1
8t la droite d'équation x + 2y — 2 = 0 privée du point A(0; 1).

=0; soit 2x+4y—4 =0 avec (e ) = (0;1).

méthode :

2z—4

z—1

bun réel si et seulement si Z=Z7.

; . 27-4 25_4
=7 si et seulement si i 4= 2

_ —, SOit successivement, avec z # i
Sl Z+1
=)z +1)=(z-1)(2z-4);

820z — 47 —4i =277 — 4z — iz + 4i;

$2) +4(z—2)=8i;

0z) +4(2id m(z) = 8i;

=+ 2Jdm(z) = 2;
E+iy,alorsx+2y=2.

& une droite d'équation x+2y =2 privée du point A(o;]).

ferminons l'ensemble (F) des points M du plan d'affixe z tels que le nombre complexe

soit un imaginaire pur.

néthode :

: (2x" —4x+2y° -2y
% +(y-1)

.-—4x+2y2—~2y 2x*—4x+2)* -2y =0

(-1 (-0 '

F4x 2y =0 équivaut a x> —2x+ 32 —2y =0,

115

soit un imaginaire pur si et seulement si

=0 équivaut a {
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2 ; Fualansat . S
x*—2x+y —y=0équivauta (x—1)" -1+ P 0.
s 1

(x—=D*+ [ 3= E) Sy Cette équation est I'équation du cercle de centre le point B[l; E]
et de rayon —\/25

1 AT
(F) est le cercle de centre Bj 1; 5 et de rayon i privé du point A(0;1).
2% méthode :
Z est un imaginaire pur si et seulement si Z = —Z.
Or Z=—Z si et seulement si - _.4 =— 2_2 _j4 , SOit successivement, avec z # i.

zZ—i Z+i

2z—4)z+i)=—(z—i)2z—-4)
2zz2+i(z-2)—2(z+2)=0.
En posant z = x +iy.
222 +i(z—2)—2(z+2) =0 est équivalent & 2(x* + y*) +i(2iy) — 2(2x) = 0;
x* +* —y—2x =0. On retrouve I'équation du cercle de la premiére méthode.

1 LT
(F) est le cercle de centre B 1;5 et de rayon 3 privé du point A(0;1).

——

A

s S'exercer

1.h Dans un plan rapporté a un repére orthonormé, on associe au point M d'affixe z = x +iy

: +2i
le point M' d'affixe z' = x'+iy"' tel que z' = sl
z_

1) Déterminer l'ensemble des points M tels que z' soit un réel.

2) Déterminer l'ensemble des points M tels que z' soit un imaginaire pur.

1.i A tout nombre complexe z on associe, le nombre complexe z' = (1+1i)z + 2.

On désigne par M le point d'affixe z et M' d'affixe de Z\

i. Déterminer l'ensemble des points M d'affixe z tels que O soit situé sur la mediatrice du
segment [MM'].

ii. Déterminer l'ensemble des points M d'affixe z tels que OM - OM' =0.

1.j Déterminer l'ensemble des points M d'affixe z tels que :

116/
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z—2+4i
g 1=
mminer dans chaque cas l'ensemble des points M d'affixes z vérifiant la condition exigée:

f est un nombre réel ;

A tout nombre complexe z distinct de —1+ 2i, on associe le nombré complexe z'=

f est un nombre imaginaire pur ;
| z IF]_ ;
2'=2 .

Jeterminer 'ensemble des points M d'affixe z dans chacun des cas suivants:
g—1+2i| =3, b) |z-4| = |z+2i|;¢) |z-5+3i] = |z-4i|;
E+5—-i| = |z—4i].

Soient 7 et z' deux nombres complexes non nuls. Donner une condition nécessaire et
sante pour que l'on ait |z+z'| = |z|+|z'|.
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FORME TRIGONOMETRIQUE ET
O ' FORME EXPONENTIELLE D'UN
NOMBRE COMPLEXE NON NUL.

» Déterminer et interpréter graphiquement un argument d'un nombre complexe non nul ;

» Déterminer des arguments du conjugué et de I'opposé d'un nombre complexe non nul ;
» Déterminer des arguments d'un produit et d'un quotient de deux nombres complexes nons
» Montrer que :
- trois points sont alignés ;
- deux droites sont paralléles ; 3
- deux droites sont perpendiculaires ;
- quatre points sont cocycliques.
» Ecrire sous fome trigonométrique et sous fome exponentielle un nombre complexe
non nul ;
» Utiliser la formule de Moivre et les formules d'Euler pour faire des linéarisations et des
développements.

2.1 ARGUMENT ET FORME TRIGONOMETRIQUE
D'UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

2.1.1 PRESENTATION

SETR— -

}-} Prendre un bon départ

¢ Le plan complexe est muni d'un repére

orthonormé direct (O;u, V).
Soit M un point du plan d'affixe z non nul
et de coordonnées (a;b).

Soit 8 une mesure de l'angle (u;Oﬁ )
Soit M’ le point d'intersection de [0, M (z))

et du cercle trigonométrique.

z
&

2) Montrer que les coordonnées de M’ sont (cos8,sin6).

1) Montrer que l'affixe de M' est

3) En déduire que — = cos8 +isind.

g

4) Exprimer cos 0 et sinf respectivement en fonction de a et b.
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) Retenir

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O;u, v).
Soit M un point du plan d'affixe non nul z.

« Une mesure en radians de l'angle (ﬁ : W) est appelee argument du nombre complexe z.

« Le nombre complexe z peut s'écrire z= |z| (cosB+isin® ). Cette écriture est la forme
trigonométrique du nombre complexe z.
« Un argument de z est note arg(z) alors que Arg(z) est la mesure principale de
—_—

l'angle orienté (a"z; (—)ﬂ)

=marque 1
b0 Si 0 estun argument d'un nombre complexe non nul z, tout autre argument de z est de la
forme 0 +2kn avec k € Z.
En effet z = |z|(cos® + isin6) = |z|(cosO +2kn ) + isin (B +2kn )avec k € Z.
2) Lien entre la forme trigonométrique et la forme algébrique.
Soit z = @ +ib la forme algébrique d'un nombre complexe non nul et z=|z |(cos® + isind)
sa forme trigonométrique.
B=R (z)=|z|cosB et b=Im(z)=z|sin6.
a a . b b
Pn a donc |z| = Va?+b* ;cos O = m = —M—az%—bz ; sin® = E=———-r+bz 7
3 Deux nombres complexes non nuls sont égaux si et seulement si ils ont méme module et des
arguments qui différent d'un multiple de 2x.

>marque 2

1) Un nombre complexe z est un réel si et seulement si z=0 ou
\arg z=kn,avec k € Z.
2) Soit z un nombre complexe non nul. z est un imaginaire pur si et seulement si

argz= %Hm avec k € Z.

8) arg Z= —argz+ 2kmn, avec k € Z.
8) arg(—z) = n+arg z +2kn, avec k € Z.
5) Soient M et M' deux points d'affixes respectives z et z'.

: —
affixe de MM' est le nombre complexe z'-z. Donc un argument de z'— z est une mesure en
—

dians de l'angle (i7; MM).
b) Deux nombres complexes p(cos 8 +isimnB) et p'(cos 6'+ isin p') sont €gaux si et seulement
si(p=p'et® =0"2n]), cest-d-dire (p =p'et B =0'+2kn, ke Z).

(119]
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Si[z|=p, z=p(cos O +isinB) se note [p; 6] ot p et B désignent respectivement le m
et un argument du nombre complexe z .

1) Posons z, =2 —2i et z, =1—r'\[37;

7| = V22 +2* =8 =22 et |z,| =143 =2

o8l Bt 3pon(5)

2 {2\/',—%}.

ool 5 54

? 2) a est un réel de l'intervalle }—%;0}.

Posons z; =1+itana ef z, =1—-itana.

. sinat 1 £ T
Z, =1+i = (coso. +isina); comme o € |-—;0 |, cosa >0 et z,=
cosa  cosa 2

1
o
cosa.
_sino. 1 g o 1
z, =1—1 = (cosa —isina) = (cos(—a) —isin(—a)) et z,= ;o |.
cosa  cosa cosa

3) Prenons z = {2\/_;—%}

=248 cos[ -2 Joisin -2 - zf(_ £J N

4) [ |=cosm +isinm =—1 et [1;%J:cos%+isin%:£.

Exercice resolu

Déterminons en fonction de 0 <a <27 et o # 7, le module et un argument du nombre cos
z=14cosa +isina.

cos 20 = 2cos’ o —1; soit 1+cos20.=2cos%.

Par suite 1+cosa =1+ cos2 (%J =2cos” (%)

D'autre part sino = sin 2 = —2sin| & cc.s[E .
2 2 2
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Remarque : Pour que cette forme soit la forme trigonométrique de z il faut que 2cos {9&} >0

Terminale Cet E

ar le module d'un nombre complexe est toujours positif,

™ cas:Pour 0<a <n,0s%<% et2005[%)>0, par suite :

- =2c:os[ci]; argz=a—+2kr:, aveckeZ.z=| 2cos E).E ;
2 2 210

]

2°™ cas: Pour <aq, <2m, %<92—<TE et 2cos[(—;—]<(},

4 o o Y ol o o [0k
[ =2cos| — || cos| — [+isin| — =-2c0s| — || —cos| — |~isin| — ||
(2){ (2] [2ﬂ [21 [2J [ZH
=2 cos(g] cos (n + 2) +isin (n +E] avec —2cos E} > 0. Par suite,
2 2 2 2

Argz=10 +92-+2kn, aveckeZ et F[—2cos[%];n +%}.

z’=—2003[%);

» Sexercer

- a Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexes suivants :
I8 5 b)-8 ;¢) —4V3-12i ; d)6+iVI2.

b EBecrire sous forme algébrique chacun des nombres complexes suivants :

) {l;ﬂ : b) [2;—2;—} s o [\/i;jﬂ ; d) [k*ﬂ.

¢ Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexes suivants :
B cosa —isina ; b) —sino +icosa ; ¢) 1+cosa +isino ol o e [0,z

{on discutera selon les valeurs de o).

d Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O; E;65)-

on considere les points A, B et C d'affixes respectives : 2+2i ; 2—2i et 2+2i/3 .

) Ecrire chacun des nombres complexes précédents sous forme trigonométrique.

) Représenter avec précision les points A, B et C dans ce plan complexe.
€ z est un nombre complexe d'argument o.

Exprimer en fonction de o un argument de chacun des nombres complexes suivants :
= €t —2,
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2.1.2 ARGUMENT D'UN PRODUIT ET D'UN QUOTH
DES NOMBRES COMPLEXES.

Soient z = r(cosO +isin@) etz'= r'(cosO '+isin6 ).
1) Montrer que zz' = rr'[ cos(® +0 ") +isin@ +6 )] ;

2) Montrer que £'= i‘ [cos(® —0 ) +isin(® —0 ")].
il oy

3) Montrer par récurrence que quels que soient le réel @ et l'entier naturel »,
(cos0 +isin0 )" =cos(#0 ) +isin(n0 ).

78 Retenir

Solent z = [r,B] et z'= [r ‘,B] deux nombres complexes non nuls.
- zz=[r,0 |x[r'0']=[rr',0 +0];
z ['V”9 ] r 1
B — — | — ,9 —9 ,
2 [r ) ] r?
» Pour tout entier naturel n et pour tout nombre réel 0,
(cosB +isinB)" = cos(r0 ) +isin(#8 ). Cette formule est dite de Moivre.

Le nombre complexe de module 1 dont un argument est 0, est noté ¢,
L'écriture re est une forme exponentielle du complexe z de module »
et dont un argument est 0. z = r(cose +isin® )

Conséquences:

» Pour tout réels O et 6':

A
Bl B o B, B B _ j040), € _ ie-9)
I60]-0pc"; [pL0']=p'd"; " xe” =" —eﬁ.—e‘ .

Exemple
1) Soitz=[r,0 |=re"; 1=[1;0].

e

z“[r,(:)]_ r i




v . & 3 T oW v

=S COMPLEXES Terminale CetE

1= em’ —Z=—1XZ:8m xe&] =er’{r|:+9}.

+i)(—l+i\6)=~1—\/§+z‘(~l+\/§).
{z {= 1&&1‘ (Lix
'+1')(-1+z'@=\/§e!"4]x2e[3} Zx/_e“1 ? *Z‘J_BLIZJ.
1- \/_+z(~—l+\r fo_(cos—z—ﬂsm%)

Zﬁcos—n=—l—\/§
12 )
Z\ESinlll?TE =—1+\/§

cés(lln] ~1- \/-esin(lln):—Hﬁ_
" 12.). 2.3 12 ) 2.5

|l s 1) o=

12 4 12 4

B en déduit que :

cice résolu 1

3

k. o=
it le nombre complexe z = 5 Lt o

2
Mettre z sous la forme exponentielle.
‘Donner la forme algébrique de chacun des nombres complexes 72, z°
ISoit p un entier naturel, donner la forme algébrique de chacun des nombres complexes

8 3p+l

3.
7 et z*2*2,

'En déduire la forme algébrique de chacun des nombres complexes 222, 2% et 224,

(2

J3

A 1
it 0 un argument de z. cos6 = ~E, sin@=— d'ou

z=g
3
i’.4TR] 47 7 ‘E) il T
=e‘”’ =c08| — |+isin| — |=cos| w +— |+isin|w +—
3 3 3 3

A3

e e it 1
B GOSN ——iIS—=———]——
3 2 2
3 .
;.:(E’H_JJ f[ﬁ!xl?ﬁj
o =g =

|p étant un entier naturel,

ifution

") = cos 2 +isin2m =1.

= 1‘0 = 1' Z3P+l =
3
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ip+2 ip 2 2 1 ‘\/g

Z =gt Ry gt e,

2 2
4) 2012 =3x370+2; 2013=3x671; 2014 =3x671+1.

La question 3 permet d'écrire :

22012__1 \E 2013

——fj—z =letz" " =——+i—.
2 2 2

Exercice résolu 2

Soient A, B et C trois points distincts du plan d'affixes respectives a,b et c.

Soit le nombre complexe z =
C —_—

1) Donner les affixes des vecteurs AC etBC.
2) Donner le module de z en fonction de AC et BC.

3) Montrer qu'un argument de z est une mesure de l'angle (ﬁE,A_C}).

-

Solution :
1) L'affixe de AT est c—a et celui de BC est b—c.

2) HJC_Q L o =
lc-b| |c-8] BC
3) arg z=arg(c—a)—arg(h—c) = mes(d, A—_a —mes (i, BC )

-

arg z— mes(B_C); u)+mes(u, AC = meS(BTC} - EE)

Remarque

u et v sont deux vecteurs non nuls du plan.z, etz sont les affixes respectives des vecteus
a,b,c et d sont les affixes respectives des points A, B, CetD.
z;

- mes(i, V) = arg =~
3}

. - r nd & C % a F 2
« Les points A, B et C sont alignés si et seulement si P est réel non nul.
—a

. ) o B—d g e
« Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si est un imaginaire pur.

—a
: e : =g _.: e—g .
» Le triangle ABC est rectangle et isocéle en A si et seulement si ——=i ou =—i.
—a b—a
T T
* Le tnangle ABC est équilatéral si et seulement si —lf)—a =e? ou Z—— e
-a a

: c— b d b

» Les points A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si —— : —— e R*

c—a ‘
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e

plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O; %, V)
pnsidere les points A, B, C d'affixes respectives a =1-i ;
=2i;c=—4—ietd=2-5i.

frons que les vecteurs AB et CD sont orthogonaux

f 2-Si+d+i_ 6-4i (6-4D)(2+3)  26i

= = ==2i.
B o i 2 cse-w 1B

d iz d—c T e = TC — —
=—=2¢ ’.arg i o donc mes(AB,CD) = — = et les vecteurs AB et CD sont
‘ —a
0Z0naux.

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (Q;u, V)

eonsidére les points A, B, C et D d'affixes respectives

R—2i; b=2i;c=-1+ietd=-1-i

pntrons que les points A, B, C et D sont cocycliques.

b d-b =[ —1+i-2i ]( —1—i-2i }_ i B =it Gt
g d—-a \—1+i-2+42i) \-1-i-2+2i

CaiEad i3y agad -3

o Gl 8D BrivBitl o dnll  ARDE 1
(-3+3i)(-1-3i) 3+9i-3i+9 12+6i 3(4+2) 3

_—

h d-b
-a | d=aq
£ cocycliques.

g
e R*. Donc mes(AC,BC) = mes(AD,BD) [n] et les points A, B, C et D

2
2
@ est un nombre complexe nonnuletj=e ?.

ntrons que les points A(a) ; B(ja) et C(j*a) sont les sommets d'un triangle équilatéral.
Bpose b= jaetc= j%a

_ B 2 X 3 /i
a:')a a:‘] 1=j+l:-—l-+l£+l=l+l£=e3

B ja-a j-1
* Le triangle ABC étant donné, on construit les points P et QQ tels que les triangles APB
et ACQ soient isoceles et rectangles directs de sommets respectifs P et Q. On désigne

ipar R le milieu du segment [BC]. = A
: by H °

We
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Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct. Démontrer que (PR) et (QR)sont ort#

Z.—Z i :
Ona ——Z=jet <y ZP:ierZR:ZB+ZC.
zZ,-Z, zZ,~Z, 2
Le—~2y 2,2, Z.~Z
=i entraine Z,-Z,=i(Z,—Z,);do0nZ, =—4_"C4;7C <4
ZJ—ZQ I C (¢ l( 4 Q) Q 2 2
— Z,+Z.+i(Z,—Z
2 o Z,=—4 "% i 3).
Z,-Z, | 2
ZA+ZB+1'(ZA—ZB) (Z,+2.) ZA—ZCH‘(ZA—ZB)
Zr =y = 2 SE 2
*ZA+ZB+:'(ZC—ZA ) Z,+Z,. L2 —Z (L. —Z, ).
Yo~ 4r= 2 I 2 ’
ZP —ZR =f|:(ZA _ZB );i(ZA—ZC}=[|:(ZA _'ZB );i(zc _ZA)] ;

Z,~Z =ilZ,~Z;) donc (Z, - Z,)/ (Z,~ 2, )=i=e?;

arg (Z, —ZR)/(ZQ-ZR)=% donc mes(ﬁﬁ) =% et (RQ)L(RP) et %ﬂ .

4. Déterminer I'ensemble des points M d'affixe 7 tels que le nombre complexe z défini par

z'=e 3z soit imaginaire pur.
Z imaginaire pur si et seulement si argz' =1t2—[n] (Z#0)orz#0siz=0
Pour z # 0 posons z=re™™; 7 =re 3 ¢* =re{aL k )
a:ngz'=£[n] si et seulement si a+£=£[n]
2 3 2
T, = 7T

T =
Dot o =——-—=—[r] ; mes(¢,0M )==.
u 3 6[‘rE] (e )—6

Le pomt M est situé sur la droite passant par O et de coefficient directeur tan %;? privée di

point O.

| 2.) Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexes :

J6-i2

= et =i

2

z
b) Donner un argument et le module du nombre complexe z = L,

2
A

[ o]
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e . T . PTC
peduire les valeurs exactes de cos— etsin —.

:b) Donner la forme exponentielle et la forme cartésienne de chacun des nombres complexes

83)° et de (1—iV3)".

Donner la forme cartésienne de chacun des nombres complexes

1+iV3) +(1-i3)° etv=(1+iV3) —(1-iV3)° .

On considére les points A, B, C et D d'affixes respectives

£2i | [\/5+£+1}' y =1+ lz' et —l+1—1—i
2 2 4 4

«Montrer que les points A, B, C et D ne sont pas alignés.
*Montrer que D appartient au cercle de diamétre [AC].

R . : = AR
eterminer l'ensemble des points M d'affixe z tels que — soit réel.

e 6

erire sous forme exponentielle chacun des nombres complexes suivants:

B+i)(-1+iv3) : b) (1+f)“ : ©) (—1+i3)/ (B +i) ; d) [_H_‘E"”ﬁ..} _

-1+

grire sous forme exponentielle chacun des nombres complexes suivants :

T 2T
a i3 A S
B .. 1+z\56 Iz ; C)loe g 2e _
1—8) 5-5i 1-i3
B donne : z = (1+iv3)(1+i).

ire z sous forme algébrique.

fire 1+ et 1+i~/3 sous forme trigonométrique.
| I

.\ n :
erminer les valeurs exactes de cos 1— et sin E

résenter dans le plan complexe les points M d'affixe z tels que |z |=2
By S

8z +1)=—[n]

iz +1) Pl

Bterminer et construire 'ensemble les points M d'affixe z dans chacun des cas suivants :
i.arg(i—-z)=0[r];

ii.arg(z-i—l—i):% 2n];

iii.arg {_ii]:%[ﬁ]'
s
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2.3 TRIGONOMETRIE ET NOMBRES COMPLEX]

2 Prendre un bon départ

n est un entier relatif.

On rappelle que e“=cosa +isino et e ™ = cosa —isina

Pour tout entier naturel 7, €™ =cos no +isinna ; e ™ = cos no. —isin o,
a) Exprimer cosa et sino en fonction de € et de e™.

b) Calculere™ +e™ 6™ ™ 2e™ re™,

Retenir |

it — i e, —ix

e’ +e 7 e
» Pour touf nombre réel o , cosa ZT et sina=

21
Ces deux formules sont les formules d'Euler.
« Pour tout nombre réel a et pout tout entier naturel » ,

€ ™ +e™ =2cos(na) ; €™ —e™ =2isin(no).

4 ™ xe™ =1.

1) Exprimons cos4x en fonction de cosx

| cosdx+isindx = (cosx+isinx)*. Posons A = (cosx +isin x)*

A= (cosx)* +4dicos® xsinx+6cos2x(isinx)? +4cosx(isinx)’ + (isinx)*;

A = (cos" x—6cos2xsin2x +sin’ x)+i(4cos’ xsinx—4cosxsin® x).

D'oul cos4x = cos x—6cos2xsin2x+sin® x et sin4x =4cos® xsin x—4cos xsin® x.
| cosdx =cos” x—6¢c0s?x(1—cos2x)+(1—cos?x)?

cos4x = cos’* x—6cos2x+6¢cos’ x+1-2cos2x+cos’ x :

cosdx =8cos’ x—8cos2x+1.

2) Linéarisons :

a) On rappelle que cos a :(%](e‘“ +e™).
] i —ia 1 ib —ib
cosa cosb=[E)(e‘“+e ) ){5](8 +€7)




- - - - - - - -

~OMPLEXES Terminale CetE

1 . e S
@ COS b=—[e’“e' + &%t Lot 1o % 'b]

N

1 ; b e o
L __[(ex(a-kb) g ila+h) 4 (e;(a b) b ;(a—zv)]

g cos b= % [cos(a+b) +cos(a—b) ]

80 o sin b= (%) (€ —e™) x [%} (e”—e™)

iy Ak I
= __[emetb_e;ae —e me,ﬁ._{_e rb]
4
= “‘%"[(ei((ﬁ—b) 3. e—i(a—b} . ei(a—b} +e—i{a+b)]

1 : » mil .
_ _Z I:(e;(mb) 4+ gitath) )_ (e;(a B | gritat) )]

= — % {2 cos(a+b)—2cos(a—b) |= %[cos(a —b)—cos(a+ b)}
g sinb= % [cos(a—b)—cos(a+b)]

g 1 : - L .
S 0s b= 2 i _—fa \ Ib+ —ib
0 a ¢ (ZJ({B e )2(6 )

- i(eia _e—fu)(eib +e—1’b

4i

Il

1 s e
— [elaerb+e 3 - xaexb_e ia e :b]
1

_ 4 [(£4™) — g @)y 4 (@) _ g e

4i

% [2isin(a-+b)+ 2isin(a—b) 1.
1

a cos b =%[sin(a +b) +sin(a—b)].

| Linéarisons cos’x et sin’x.

[ Six +584£x e—ix +1Oe3ix 21x+10821x —3ix +58me—4zx +e—5{x]

Il

[e™ +5€™ +10e" +10€™ +5¢7 +¢™]

=N

[(ei.rx te 5!.&:)_'_5(83;: +e—3fx)+10(erx +e!’\:)]
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= %(20055x+100053x+20cosx)

cos’x = %(cos 5x+5c0s3x+100cos x).

€) sin’ x = %(e"" -y

= (21_)5 (6™ —5e™ g +10e™ e 106" e™ £ 56" ™ —¢ 7]
= (21_)5 e —5¢°F +10e” —10e™ +5¢7* — ¥ ]

= (21)5 [(€F —e™)+5(e™ —e ™) +10(e” — )]
= (211_)5 [(2isin5x) +5(2isin3x) +10(2isin x) ]

sin”® x = % [sin5x+5sin3x+10sin x].

y S'exercer

201 o5t un nombre réel

2.0 A l'aide de la formule de Moivre justifier que le nombre (1+iJ§ )
2.p Calculer les valeurs exactes des produits

i 3t . mw . 3n . ®m 3
COos —co0s —; Sin—sin —; sin—cos —.

8 8 8 8

i3

2.q On pose : j=—§+—

a)Vérifierque 1+ j+ j2=0;

1995 2)1 995

b)Ecrire sous forme algébrique (1+ 7)"*”° et (1+ j

2.r Linéariser :

a) cos’ xsin’ x ; b) sin’ x ; ¢) cos’ x.
2.4 RACINES n-iemes D'UN NOMBRE COMPLEXE

2.4.1 Racines n-iémes de 1'unité.

= Prendre un bon départ

1) Déterminer les nombres complexes z tels que z? =/. Ecrire ces nombres sous la forme
trigonométrique et la forme exponentielle.
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iDéterminer les nombres complexes z tels que z° =1.
mire ces nombres sous la forme trigonométrique et la forme exponentielle et placer dans
pere orthonormé direct les images A, B, C de ces nombres.

Elle est la nature du triangle ABC ?

£ z un nombre complexe 1 tel que z=pe”.

aner la forme trigonométrique z”.

88uire que siz” =1alors |z|=1 et z a pour argument 2 L] avec k e Z.
n

pliquer pourquoi il y a exactement n nombres complexes z

h_kﬂ

e z" =1 qui sont w, = e " avecke {0;1;2;...; n—1}.

etenir

% un entier naturel supérieur ou égal 4 2.
* Tout nombre complexe z tel que z” =1 est appelée racine n-ieme de ['unité.

o

» Les racines n-iémes de l'unité sont les nombres complexes w, =¢ " avec

::1;2;...;n—1} ou k prenant tour a tour n valeurs consécutives entieres .

2ix

«Sim=e", les n racines n-iémes de I'unité sont ®, ®2,...,0" .

= .a somme des n racines n-iemes de l'unité est nulle.

- "”_*_(DI'I—!: 0-

>'exercer

Esoudre dans l'ensemble C des nombres complexes les équations suivantes :

#.2 Racines n-iémes d'un nombre complexe non nul.

Prendre un bon départ ]
pnsidére les nombres complexes z' = reet z = pe® .
isuppose z” =z,

131
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a) Utiliser l'égalité de deux nombres complexes écrits sous la forme trigonométrique pour

trouver une relation entre p” et r, puis entre 70 et «.

p=4r

b) En déduire que a 2
0=—+

non

, avec k e Z

c¢) Montrer qu'il y a exactement n nombres complexes tels quez" =z

_. : Reteﬂif

Tout nombre complexe z = re™ admet n racines n-idmes distinctes; ce sont les nombres
[ 2kn

z, = {f;elg‘r—”—) ouke{0; 1; 2..;n-1}.

Remarque

Les n racines n-iémes d'un nombre complexe ont toutes le méme module, et des argument

= b 2k7r - F " » ¥
différent d¢ ——. Leurs images dans le plan rapporté & un repére orthonormé direct sont
n

sommets d'un polygone régulier.

1) Déterminons les racines carrées de 1+i/3 .

I+z‘x/§=2 l+i£ :2(0091+f8in£]=2€f;.
A 3 3

Soitz =re™ our> 0.

T
] > i i . P J—
7 est une racine carrée de 1+i+/3 si et seulement si (re®)” =2e3.

& rz =2 rB T 2/5
| 7™ =2¢3 €quivaut 7T : . :
2a=-3—+2k:rc,keZ a:g+kn,keZ
Les racines carrées de 1+i+/3 sont les nombres complexes

% =42 Ldugag (01},

N

zo=\/ief[a=\/§ (cos%ﬂsin%J:\ﬁ[ £+«1-z' :\/64——2:'

a2

132
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+i3
=3

Eterminons les racines cubiques du nombre complexe z =

s [2;%} et l—f\E:[Q;—%]; dou z=

l+1\/_
; _h/'
1

21: 2Im

= el
9 3

équivaut a [r’;30] = [l; —2;1} ; C'est-a-dire o

= 2’”‘} ke{0;1;2).

Facines cubiques de z sont les nombres complexes z, = [l' —

gont donc les nombres complexes :
: 1;2_'”::| [12_75 | 18_11] 12_7': 4_75 1£4£ _
L 9 9 3 9 9° 3 9

Recherchons les racines n-iémes d'un nombre complexe Z .

est I'une d'entre elles,onaz, #0douz =Z.

=7 équivaut 4 (z" =z,") ; soit (ij =1
Zk

. e . i oo
fement dit — est une racine n-ieme de l'unité.
z

k

consequent les racines n-iémes de z s'obtiennent en faisant les produits de I'une d'entre

8 par les # racines n-iéme de 1.

gmple: Cherchons a résoudre z* = (1+3i)*.

: 4
—(1+3i)* équivaut & | —= J =1.
g« [1+3i

= est une racine quatriéme de 1. Or les racines quatriémes de 1 sont, 1; i;—1;—i .

Be les solutions de I'équation proposée sont :
=3) =1+3i; i(1+3)=i+3i>=-3+i; —1(1+3i)= -l Jiet —i(1+3i)=3-1i.
B racines quatriéme de 1+ 3i sont 1+31; —3+7; —1-3i ;3—i
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LECON 3 EQUATIONS DANS C.

» Résoudre les équations du premier degré dans C ;

» Résoudre les systemes d'équations linéaires dans C ;

» Résoudre les équations du second degré dans C ;

» Déterminer les racines d'un polyndme de degré supérieur ou égal a trois.

3.1 EQUATIONS DU PREMIER DEGRE ; SYSTEME D'EQUATIONS LINEAR
DANS C

3.1.1 Equations du type az + b =0, ou a et b sont des nombres complexes et systé
d'équations linéaires dans C .

= Prendre un bon départ ]

1) Déterminer si possible le nombre complexe z dans chacun des cas suivants:
a) (2+3)z—-2+5i=3;

b) (2-3i)z +1+2i=2z-3iz—2+5i :

¢) (2-i)z=2(z+1)—-iz-5i.

2) Déterminer les nombres complexes z et 2' tels que:

(1+i)z+2iz'=1+1

{z’z ~(B-2)z'=—i

 Retenir

» Une ¢quation de la forme az +6 =0 ol a et b sont des nombres complexes dans C :

2 . . : b :
admet une seule solution unique si @ # 0 . Cette solution est — — . Dans ce cas 1'équatie
. 2

est dite du premier degré.
= admet une infinité de solutions si a =b =0.

» n'admet aucune solution sia=0etb # 0.

: az+bz'=c ;
» Tout systéme de la forme oua,b,c,a',b" et ¢' (a et b' non tous nuls]

gz bz =¢!

des nombres complexes est un systéme d'égquations linéaires a 2 inconnues dans C .
Y
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‘exercer]

soudre dans C les équations d'inconnues z suivantes:
1)z =4-2i; b)iz—2=2z+1+i ; ¢) (2+f)(z+3+i)(iz+-21—_)=0 -
i
i =143
— 7z =
=2; 2+

s e) (2+3)z=(1+20)%

(2+3i)z-3iz'=1-i

oudre dans C* le systéme d'équations linéaires .
(—1+2)z+(@B-i)z'=i

2 EQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS C

2.1 Racines carrées d'un nombre complexe

Prendre un bon départ

ite 1
gire dans C les équations :
816 ; b)z2=-49;c)z?=-3;d)z*=—sin?.

62

mombre complexe a =3—4i.

pas z = x +iy tel que z2=3—4i.
x*—y* =3
2xp=—4

grtir de la deuxiéme équation du systéme, exprimer x en fonction de y

pntrer que l'on a {

bstituer dans la premicre équation. Résoudre I'équation bicarre obtenue d'inconnue y.
fuire les solutions du systéme, puis les valeurs de z.

talculer |a| et montrer que x>+ y*>=35.

—pr=3

Soudre dans R” le systéme { x2+ y2=5 et en déduire tous les nombres complexes dont
2xy=—4

jarres sont €gaux a a.
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3 Retenir

Soit un nombre complexe Z = a +ib tel que |Z|=7.

» Un nombre complexe z = x + iy est une racine carrée de Z si et seulement si z* = Z
x-y'=a

» Pour déterminer les valeurs de x et y il suffit de résoudre le systéme{ x* +y> =7 .

2xy=>b

Remarque

« Tout nombre complexe non nul admet toujours deux racines carrées opposées.
-y =a

« Pour résoudre le systéme | x* + y* = r, il suffit de résoudre les deux premiéres équation
2xv=bh

| ensuite tenir compte du signe de b pour choisir les couples (x; y).

Sib>0,x ety sont de méme signe.

Sib <0, x et y sont de signes contraires.

Exemple
1) Déterminons les racines carrées du nombre complexe Z = -3 —4i .

Soit z = x+iy une racine carrée de Z.
z?=7 équivauta (x+iy)y* = —-3-4i ;

Pt T Ly | xr =y
x*—y?+ 2ixy =—3—4i. Cette égalité est réalisée si et seulement si {

D'autre part Z = z2 entraine | Z |=| z2|. Or |z2|= ([ z |)2 =x2+y2

|3—4i |= (=37 + (4 =25 =5.

x*—y?=-3
Résolvons le systéme <x*+ y* =5 .

2xy=-4
En additionnant membre 4 membre les deux premiéres équations on trouve 2x2 = 2; soit
doux=1oux=-1.
En multipliant la premiére équation par —1 et la deuxiéme par 1 et en additionnant mem
membre les €quations obtenues on a 22 =8 ;soit y2 =4; d'ott y =2 ou y = 2.
xy €tant négatif, x et y sont de signes contraires.
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Irx =1 y=-2etpourx=—1y=2,
#Eines carrés du nombre complexe —3—4; sont 1—2; et —1+2i.
serminons les racines carrées de z =—cos’8 (6 e R)

£0s°0 ) = (i cos ) = (icos0 )* = (—icosh )2.

meines carrées de (—cos?9) sont (i cos0) et (—icos®).

exercer

Boudre dans C 1'équation 7> = 48 +14i.

# 5 un nombre réel strictement négatif. Résoudre dans C, I'équation 22 =b.

€ Résolution des équations du second degré dans C

E,
e dans C chacune des équations suivantes :
8=0 ; b)Z2+4Z+8=0; ¢)Z°+8=0etd) Z’—i=0

‘2

#¥esoudre dans C I'équation du second degré a coefficients complexes az?+ bz +c =0.

2 2
QHem2+bZ+c=a[(z+b] o 4ac}

2a 442

b)Y b:-dac
J - = 0 admet dans C soit une racine soit deux

rer que l'équation | z +—
5 it ( 2a 4a®

pdistinctes.
etenir

isoudre une équation du second degré az® + bz +¢ =0 3 coefficients complexes dans C )
lcule le discriminant A = 4% —4qac
Sermine une racine carrée de A.

A =0, cette équation admet une racine qui est z, = 57 et
a

ftc = a(z—z,)* = a(z -2,z —z,).
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* 81 A= 0, alors cette équation admet deux racines distinctes
—b-8 -b+d

= elz,=

2a L on

Dans ce cas az* +bz+c=a(z-z)(z~-z,) .
1 2

ou & est une racine carrée du discriminant A.

Ona: [ZJrlj —l+-3— =
2) 4 2
e 2 i
[Z+l +2:0<:>(z+l) F (%, =0
2) 4 2 2

[Z+I+£]{Z+1—L\E}—*O
LA

2o 2
g
- g I ; ; 1 iJ5s 1 &
L'équation admet deux racines complexes conjuguées L =— e et 2, =——+

2) Considérons I'équation iz +z -3+ =0.
A=1?—4i(-3+i)=1+12i+4=5+12i .
Déterminons une racine carrée de A.
Soit x + iy une racine carrée de A .
Ona:(x+iyP=5+12i

x*—y*=5
Dlou: ¢2xy =12 :

¥+ 3 =52 +11* =13
Doux=3oux=-3ety=2ouy=-2.
Or xy > 0 donc x et y sont de méme signe.
Les racines carrées de A sont 3+2i et —3—2i.

Choisissons 8 =3+ 2/ l'une de ces racines carrées.
_ 10 =1-3-2i _—4-2i

z, _ =—1+2i
2i 2i 2i
-1+8 —143+2i 2+2i 1+i )
Z,=——= : = =—=1-i.
2i 21 2i i

Les solutions de cette équation sont : —1+2i et 1—1.

Remarque: En choisissant comme racine carrée du discriminant — 3 — 2i, on trouve
les mémes solutions.




Soit I'équation (E): z° +(1—i)z2+ (4—i)z—4i =0

hons une solution de cette équation de la forme /b (b # 0) et (b eR)

82 : (ib)’ +(1—0)(@bY + (4 —i)(ib)— 4i = 0;

—ib’ =B (1—i) + (4i +1)b—4i = 0;

(=b*+b)+i(—b" +b2+4b—4)=0.

B |-b*+b=0  [b(=b+1=0 ~ [b=00ub=1

{—53 +b*+4b-4=0 {—b3 +b* +4b—4=0 {—bf* +b>+4b-4=0

Be vérifie pas 'équation —5" +b?+4b—4 =0, par contre —1 est solution de I'équation

¥+ b2 +4b—4=0. Le systéme ci-dessus a donc une seule solution qui est 1. Donc i est une
ltion de cette équation.

Trouvons un polyndme @ du second degré tel que : z° +(1—i)z% + (4 — i)z — 4i = (z—-1)P(2)
sons P(z) =az*>+bz+c

B2z’ +(1-i)z2+(4—i)z—4i=(z—i)(az?+bz +c).

i ¢galite de deux polyndmes on obtient : P(z) =z2+z+4. soita=1, b=letc=4
Resolvons (E).

) est équivalent & (z—i)(z2+z+4)=0 .

ssolvons z2+z+4=0.

0 discriminant est A=1—4x4= —15=15i2= (1\/1_5)2 L

i T . _1+iV15
kT

s solutions de I'équation (E) sont : i, 3

arcice résolu 1

) Soit 0 un nombre réel. Résoudre dans C 1'équation (E) : 22 —(2c0s0)z +1= 0.

e discriminant de cette équation est A= (2c0s0)* —4 = 4c0s?0 —4 = 4(cos 0 —1).
Or cos*0 +sin?0 =1 et cos? —1=—sin’B =i?sin?8. Donc A=(2isind )>.

Une racine carrée de A est 21sin@.

' i : 2cosO +21sinf 3
Les solutions de 1'équation (E) sont z,= 5 =c0s0 +isin0

_ 2c0s0 —2isin®
2
2) Pour quelles valeurs de 8 ces solutions sont-elles des imaginaires purs ?

=¢0s0 —isinf.

Zy

es solutions sont des imaginaires purs si et seulement si cos® =0 ; soit 6 = —5+Im, k e Z.

3) Pour quelles valeurs de O ces solutions sont-elles des réels.
LCes solutions sont des réels si et seulement si sin® =0 ; soit® =kn, ke Z.
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Exercice résolu 2

1) Soit P un polynéme dans C tel que, pour tout nombre complexe z :

P(z)=az" +a,_z"" +..+az+a, avec a,,a,,....a,_,a, des réels.
Démontrer que si z, est une racine de P, alors Z, est aussi une racine de P.
Supposons que z, est une racine de P. On a P(z,)=0.

a) Démontrons que P(Z;) = P(z,).

e —_— i i o] et
P(Z)=(a,z"+a, 2" +..taZ+a,=aqz +a,Z +..+GzZ+0a, cara,=a,

=Tz +d_z" +..+ &Gz +a, car le conjugué d'un nombre réel est égal a lui-m

D'autre part (Z"=7Z" pour tout entier naturel ».

n-1

On en déduit que P(Z;) = a,z," +a, 2, +..-+a,z, a,= P(z,).
b) Déduisons que z, est aussi une solution de P(z) = 0. :
D'aprés I'hypothése z, est une solution de l'équation P(z) = 0. Donc P(z,) =0 et par
P(z;)=0 ; donc P(z;)=0. D'ol Z, est aussi une solution
de P(z)=0 ; Z, est donc une racine de P.
Exemple: Soit I'équation P(z) = z* -6z’ +2z2+10z-18.
P+i)=(1+i)4—6(1+)3+(1+i2+10(1+7i)—18
= (20 —6(2i)(1+i)+2i +10+10i —18
= —4-12i+12+12i-8=0.
P(1+i) =0, donc 1+ est une solution de P(z) =0.
Comme 1+ est solution de cette équation, 1—1 'est aussi car tous les mondmes de c&
ont des coefficients réels.
P(2)=(z—(1+1) )(z—(1-i) Naz?+bz+c).
P(z)=(z>-2z+2)(az?>+ bz +c).
Développons (z2 -2z + 2)(az?+ bz +c).
(z2=2z+2)(az®+bz+c)=az' +(b—2a) 2° + (c - 2b+2a)z>+(-2c+ 2b)z + 2¢
Or P(z) =z* —62° + z2+10z-18.

(a=1
-2a+b=-6
Par identification, on a le systéme { 2b—2c =10
2a—2b+c=1
2c=~18

2

Soit a=1; b=—4 et c=-9.
P(z)=(z2-2z+2)(z?—4z-9).

P(z)=0 équivaut & (z2—-2z+2)(z2—-4z-9) =0, qui est équivalenta z2 -2z +2=0

ouz?—-4z-9=0.
(140,
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ons 1'équation z2—4z-9=0.

eriminant A=16+36=52 (2JE)

4+213 . 4-243
2

2
ftions de I'équation P(z) = 0 sont 1+4; 1—i; 2++/13 et 2—+/13.

Btions de cette équation sont

oxercer,

udre dans C chacune des équations suivantes :

0 ; b)z2+4z+29=0 ; ¢)z*-2z+3=0.

pudre dans C chacune des équations suivantes :
0;b)z'-16=0 ; c)z*+222=0.

pudre dans C chacune des équations suivantes :

i b)z2=44+16i\V3 ; c)z2=15+8i

Soudre dans C chacune des équations suivantes : .
—4iz2—4=0 ; b)z* +622+25=0 ; ¢)z*-1022+169 = 0.
Bt le polyndme défini par : P(z) =2z' 322+ (3—i)z—2+2i.

& Vérifier que @ admet une racine réelle o.

8ii. Résoudre alors I'équation P(z) =0 dans C.

5 SOMME ET PRODUIT DES RACINES

rendre un bon départ

mation az’ + bz + ¢ =0 a coefficients complexes (a # 0);

mbre complexe tel que §°=b* —4ac, z, = o0 z, = i

2a 2a
fiions de cette équation. Calculer z,+z, etzz,.

Zih 2 s
iz et z, deux nombres complexes tels que
1 2 p

_c
a

i nombre complexe non nul).

8 solutions de 1'équation az>+bz+ ¢ =0.

5. Déterminer les nombres complexes a et b tels que P(z) = (z—a )z +az +b).

%

B que z, et z, sont les solutions de I'équation (z -z, )(z-z, ) = 0 et en déduire que z, et z,

o,
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® Retenir

Les solutions de I'équation az® + bz +c = 0 & coefficients complexes (a # 0) sont des =

Lot = ——

complexes z, et z, tels que
c
Hep=
a

Remarque

Si S et P sont deux nombres complexes donnes, les nombres complexes z, et z, tels g
{zl +iz, =8

212, =

sont les solutions de I'équation Z>—SZ + P =0.

Exemple

1) Soit I'équation du second degré (E) : z2+ (-5+2i)z+9-7i=0.

a) Montrons que 3+ est une solution de (E).

B+i) +(-5+2)3+)+9-Ti= 9+6i—1-15-5i+6i—2+9-7i =0.

| 3+ est donc une solution de (E).

! b) Sans calculer le discriminant, déterminons la deuxieéme solution de (E).
Soit z' 'autre racine de (E). Onaz'+3+i=5-2i et (3+1) z'=9—7i car la somme S des

| de cette équation est :~(:—51+—21)= 5—2i et le produit est 9_171 =9~-Ti.

z43+i=5-2i; z'=2-3i. On peut aussi utiliser le fait que (3+7) z'=9—7i et en déds

%D 9-7i _(9-TH)(3—i) _27-7-30i
3+i 9+1 10

| Remarque :1'expression du produit ou de la somme des racines peut permettre de trouw

=2-3i,

deuxiéme racine connaissant la premiére. Mais il préférable de choisir I'expression la ph
simple.
Pour l'exemple ci-dessus I'expression de la somme permet de trouver plus facilement la
deuxiéme racine.
2) Soit m un parametre réel. A quelle condition nécessaire et suffisante existe-il deux ré
x, etx, distincts tels que x, + x, =2 et x,x, = m? |
Il existe deux réels distincts x, et x, tels que x, + x, =2 et x,x, = m? si et seulement si
22—4m?* > 0. Clest-a-dire 4—4m? >0 ; soit m e |—1;1[.
3) Soit m un paramétre réel. A quelle condition nécessaire et suffisante existe-il deux né
| 8 complexes z, etz, distinets tels que z +z, =2 et zz, =m?

142)
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deux réels distinets z, et z, tels que z, + z, =2 et z,z, = m? si et seulement
=0 ;soitmeR—{-1;1}.

Xercer

Beterminer les racines de 1'équation a coefficients complexes

= (—1+3i)z+4-5i = 0, déterminer la somme et le produit des racines de cette

Fminer deux nombres complexes z, et z, tels que z, + z,=—4d+iet z;z,=1+13i
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NOMBRES COMPLEXES

FORME ALGEBRIQUE D'UN NOMBRE
COMPLEXE

Soit f la fonction de C définie par :
f(2)=2"-2iz2—(1-i)z-2i.
Calculer et mettre sous forme algébrique:

SA+D); f(7) et f(20).

©

Déterminer la forme cartésienne de z

dans chacun des cas suivants:

a)Z#lﬂH\E b) z=(3-)(5+2i);

©)z=02-3)"; dz=>1+2i)";
e) z = (2i =12+ 5i)(2 +3i)°.

©

Ecrire le nombre complexe z sous forme
algébrique dans chacun des cas suivants:
a)z =-3(-2+30)(5-2i);
3
\/_+3z )z——£' i Ei
241 ke

—1i 1—1\@‘

bz =

©

Dans le plan complexe rapporté a un repére
orthonormé, on associe au point M d'affixe z
z+3i
z—4

1) Déterminer et construire l'ensemble des

le point M' d'affixe 7' tel que z'=

points M tels que z' soit un réel.
2) Déterminer et construire l'ensemble des
points M tels que z' soit un imaginaire pur.

144

Termina

©

Dans le plan complexe rapporte a un’
le point M~ d'affixe z” tel que
z'=(z-3)(z -2i).

1) Déterminer et construire l'ensemb}
points M tels que z' soit un réel.
2) Déterminer et construire l'ensem
points M tels que z' soit un imagina

©

Soit le nombre complexe z = x + iy &
sont des réels, et M le point image d&
le plan complexe. On considére le nol
z+3
43
1. a) Calculer la partie réelle et la part

complexe Z=

imaginaire de Z.
b) Construire l'ensemble des points
plan tels que Z soit un imaginaire pus,

©

Soit le nombre complexe z = x +iy ot
sont des réels, et M le point image de
le plan complexe. On considére le nomn

Jal

complexe Z= -
Z-+

2.a) Calculer la partie réelle et la parti
imaginaire de Z.
b) Construire l'ensemble des points M

tels que Z soit un imaginaire pur.



COMPLEXES

:RITURE SOUS FORME
OMETRIQUE ET SOUS FORME
NENTIELLE D'UN NOMBRE
:OMPLEXE NON NUL.

la forme trigonométrique
Fes complexes suivants:

1—i
=

Ei (2—3;)F3+z) :
21

1 : _ c0sB +isin0
B +/sind’

J6-iv2

— —"""2—' et Zz=1—f.

cosB —7sinf

EZ, et Z, sous forme exponenticlle.

E — sous forme exponentielle.

2

E . T It
guire cos — et sin—.
12 ]

1+i\3

N2 (1+i)

gner le module et un argument de Z
ique le point M d'affixe Z est situé
i€ de centre O et de rayon 1.

ielles valeurs de l'entier naturel

gelles valeurs de l'entier naturel
g ?

iner l'entier naturel p tel que

mbre reel de l'intervalle }—E,E—L.
252

gr le module et un argument de

8 nombres complexes :

' e’ -1 _l+itan®

b) =€ ;
el i tan

T o TN =TT . 4

Terminale C et E

On posez = \@+i ; z'=i—IetZ=uz-'.

z
1) Calculer les modules et les arguments de z et 2.

2) a) Déterminer l'écriture sous forme
trigonométrique de z et z'.
b) Déterminer l'écriture sous forme
trigonométrique et exponentielle de Z.

3) Déterminer 1'criture sous forme
exponentielle, sous forme trigonométriques,
et algébriques de Z°.

git le nombre complexe : z=1+i+/3,

démontrer que les images dans le plan complexe

2 :
des nombres z, —z, z2, Zsont cocycliques.
= ¥

14)
Soient les nombres complexes :
1+ zJ_ i
—1\/- 21\/_ 2

Caleulerz,+z,, z x 2z, ,

(i3 12
_l. Z]Xz
z,
8
I

et —-. (On donnera tous les résultats sous

Z:!

la forme algébrique la plus simple).

&

Soit z un nombre complexe de module 1 et
d'argument .

1) Calculer, en fonction de o, le module et
l'argument du nombre complexe Z =1+ z + 22
2) Représenter dans le plan complexe muni
d'un repére orthonormé direct (0; €, ;).

a. L'ensemble (E, ) des points M(z) tels que :

argZE[%]Qﬂ:).
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b. L'ensemble (E, ) des points M(z) tels que :

T
Z =|— [(m).
arg ( 6}( )
c. L'ensemble (E,) des points M(z) tels que :

|Z|=2etR, (Z)=1.
d. L'ensemble (E,) des points M(2) tels que :

|Z |=1 et argZ= (231] (n).

En utilisant I'égalité qui semble la plus adaptée,
déterminer :
a. L'ensemble (F) des points M(z) tels que :

o (S 3 : =5
0 soit un réel strictement positif.
zZ )

b. L'ensemble (G) des points M(z) tels que :

iz+1

= soit imaginaire pur.
iz —

¢. L'ensemble (H) des points M(z) tels que :

iz S G
— Soif iImaginaire pur.

=
eﬁ

&

o. est un réel de l'intervalle |—m,n[ et z le

nombre complexe défini par: z=1+¢,

1. Calculer |z|, argz, arg - en fonction de o.
z

o

2. Soient les points M(z) et M'(l].

Deéterminer le lieu géométrique de M puis de
M' lorsque a d'écrit |—m,m].

@

Calculer les racines cubiques du nombre
1+itan®

complexe z = :
1—itan6

—— -

Termina

Calculer le module et 'argument du

1—cos0 +itan0

complexe z = ——
1+ cosB —isinf

20

Déterminer les racines cubiques dud

complexe 42 1+9).

21

Déterminer les racines quatriémes dé

complexe 82 (—1-1).

22

Déterminer les racines cinquieme dul

complexe z = 321.

23

Déterminer les racines sixiémes du

complexe z = 32(i — \5).

24
1) Résoudre et discuter I'€quation :
(E) : 2(1+c0s20 )22 —2(sin20 )z +1=
un parametre réel donné tel que 0 <68
2) Quel est, dans un plan rapporté 4
orthonormé, I'ensemble des points in®
solutions de cette équation quand 6 &
25
Donner la forme algébrique et la fo
exponentielle de chacun des nombres
complexes z suivant:

LB
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laroument du nons #ombre complexe z sous la forme
'tanﬁ : (TE <0< - LE

§—isin®

b) z=+3+3i;
4

143

; d e
& cubiques du nom )

qﬁat!iémes dun nts daffixes z;; z, et z, dans un

morme direct du plan affine.

A

= ~5i—

=2e ° et23=\/£ 29

b cinquieme du ne

s sixiemes du nos

53).

B /2)+i(6-2).

Ber le module et un argument de z2.

ger 'équation :
b B(sin20 )z +1= 04 € un module et un argument de z
Sonne tcl que 0 <0 =
—_— rapport¢ 4 U8 reices qui suivent le plan est

Ble des points im# En repere orthonormeé direct

tion quand 6 &

& C trois points d'affixes respectives
k. 6+57, [ 1e milieu de [BC].

&t l'affixe de L

BB BC, AC et AL

lsebrique ot la forms
B oeun des nombres

fuc AB2 + AC*= 2A]I? %3(;2.

ensemble des points M d'affixes z

=1

147

v v w
Terminale CetE

Soient A, B, C les points d'affixes respectives
1+i,1+l.i ,E—H' :

2
a) gﬂcu]er une mesure de chacun des angles
(AB, AC) et (BC.BA).
b) Donner la nature du triangle ABC.

32

Soient A, B, C les points d'affixes respectives
1420, 247, 2+3)+i(1++/3).

& a_}}gtl_[er}une riagiri de chacun des angles
(AB, AC) et (BC, BA).

33

Soient A et B les points d'affixes % et —1.
Déterminer l'affixe z du point M tel que

—
_A@=2 et mes(ﬂ-, EB) = E.
MB 4

@1

Linéariser les expressions suivantes :
a) cos® x etsin®x ;

b) sin*x+3sin’*xcos® x ;

ey
C) cos xsin " x,

35
On considére le nombre complexe @ = —/3 +i
1. déterminer de deux fagons différentes les
racines carrées de a.
2. En déduire les valeurs exactes de

S T
cos — etsin —.
12

F
3. Determiner les entiers naturels  pour lesquels

a" estun nombre réel.
4. Déterminer les entiers naturels z pour lesquels

a” est un nombre imaginaire pur.
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@mbre complexe z sous la forme
Blic.

b) z=ﬁ+3z';

=
B d = g
; i I-H\,E

Points d'affixes z,; z, et z, dans un

Bonorme direct du plan affine,

T

: —f— =8i—
2z, =2e ° etz, =43¢ i(’.

3 = 4 . -
Bz =2¢%;z=—— .
1

16+ \/2) +i(\6 —2).

5"
Bncr le module et un argument de 72,
ire un module et un argument de z.

Exercices qui suivent le plan est
aun repere orthonormé direct

, C trois points d'affixes respectives
=1, 6+5i,1le milieu de [BC].

iner l'affixe de .

et AB, BC, AC et AL

i que 48>+ AC? = 2A12+%BC1.

€1 I'ensemble des points M d'affixes z
2i—
z+1+i

v - ___—.-v_ ——y— ._.—_-_v.__- - __v-. S —

Terminale Cet E

D

Soient A, B, C les points d'affixes respectives

1+i,l+li,§—+z’.
=iy

a) Calculer une mesure de chacun des angles

(AB, R) ¢t (BC.D BA).
b) Donner la nature du triangle ABC.

32

Soient A, B, C les points d'affixes respectives
1420, 2+4i, 2+3)+il+3) .

Calculer une mesure de chacun des angles
(AB AC) et (BC BA)

@.

Soient A et B les points d'affixes % < Hid
Déterminer l'affixe z du point M tel que

MA o
— =2 et mes(MA. MB) =
B (MA, MB)

z
Linéariser les expressions suivantes
a) cos’ x et sin® x
= A .
b) sin“x+3sin*xcos? x ;

¢) cos’xsin’x.

35
On considére le nombre complexe a = —/3 +;

1. déterminer de deux fagons différentes les
racines carrées de a.

2. En déduire les valeurs exactes de
Sm ST

COS — etsin —.
12

3. Déterminer les entiers naturels 7 pour lesquels
a” est un nombre réel.
4. Déterminer les entiers naturels 7 pour lesquels

a” estun nombre imaginaire pur.

147
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EQUATIONS DANS C
36

Résoudre les systemes d'équations
suivants dans C”.
zH+z'=35 3z+z2"=5+28
2) {22—z'=f - {——z+z'=l—2£;
z—2iz'=5i .
< {22—(1+i)z'=—2+6z"
5 {(1+i)z+(l—i)z‘=2+i_
3z—2iz'=4—1i :
37
Résoudre dans C chacune des équations
suivantes :
a)z2+z+1=0; b) z22~1=0;
€)2242242=0: )z +1y =2,
)z’ -1=0 ; Dz'+z2+1=0.

@1

Soit P Ie polynéme défini dans C par

P(2)=2" +(6-3i)z>+(13-18i)z —39i.

1. Démontrer que P admet une solution

imaginaire z,,.

2. Démontrer l'existence de deux réeels a et
B tels que: P(z)=(z—3, (z*+az+P)

3. Résoudre dans C 1'équation P(z) = 0.

D

P est le polynome de variable complexe z
définipar: P(z)=z" -2z +62>—2z+5

1. Etablir que pour tout nombre complexe z,
P@) = (P@)).

2. En déduire que si z, est une racine de P,
alors Z, l'est aussi.

3. Calculer P(7) et résoudre dans C 1'équation
P(z) =0.

Terminale

D

On considére dans C le polynéme P @
P(z)=2" 222 iz+3—i.
1) Démontrer que l'équation P(z) =0
une solution réelle que l'on déterming
2) Résoudre I'équation P(z) = 0.
3) Le plan complexe est muni d'un rcp
orthonormé direct (O;i,¥). On donné
AQ—i); B2 +i) et C(~1).
a)Démontrer que l'origine du repére &
barycentre des points A, B et C affech
respectivement des coefficients 1,1
b) Déterminer et construire I'ensembl
points M du plan d'affixe z tels que :

zZ—2Z :-i-z—z ' 13lz—z 2=55
A yid C

D

P est le polynéme défini dans C par :
P(z)=z'+32° +%zz+3z+1.

1. Montrer que P(2) = (P(z)) et end

si z, est une solution de ['€quation P(2

==k : 4
alors Z;,, —, sont aussi des solutif

Z' %
cette équation.
2. Montrer que l'équation P(z) =0 ad
solution de la forme a +i ot a est réel
déterminer.
3. Résoudre alors dans C l'équation P4

@

1) Résoudre dans C l'équation [22

2) Le plan complexe est muni d'un re§
orthonorme direct (O; €, &, ). Pour to#
z3

M du plan d'affixe z on pose Z'=
z4
i) Déterminer et représenter l'ensemb



IMPLEXES

£} tels que Z' soit imaginaire pur.
ans C l'équation suivante :

= 2a =0 ou g est un réel.

g que les points images des

E) sont les ¢éléments de (I').

@it-il prévisible ?

ere les équations suivantes :

|+ ia

8 ia

i ]" l+ia
' l—ig:

1 que toutes les solutions de

ir module 1.

Fer que toutes les solutions de
nombres réels.
e(E,)poura=3etn=4.

mplexe est rapporté a un repere

Be direct (O,4,7). On donne :

{1);C [%} et D(2). A tout point

2). on associe le point M'(Z') tel que
-1

. 2CM
Ferque | Z'|=——.
DM
piner l'ensemble des points

fue; |Z'|=1.
miner I'ensemble des points M(z)
Z' est un réel strictement positif.

reel ; calculer z” pour tout entier

cosO +isin0 ;

=~ cosO +isinB.

Terminale CetE

&

Soit z un nombre complexe nonréel ; A, B, C
sont les points d'affixes z, Z2 et z°.

Trouver I'ensemble des points A tel que le
triangle ABC soit rectangle en C.

46

0 désigne un réel appartenant a [0;27 ].

a) Résoudre dans C, l'équation d'inconnue z :
22—(2 " cosB )z +2" =0,

b) Donner chaque solution sous forme
trigonomeétrique.

c) Le plan étant rapporté & un repére
orthonormé direct (O;u,v), on considére les
points A et B dont les affixes sont les
solutions de l'équation précédente.
Déterminer 6 pour que OAB soit

un triangle équilatéral.

47

Le plan étant rapporté & un repére orthonorme
direct (O;u ,v). On désigne par A , B et M
les points d'affixes respectives ,1,—2 et z,01 z

représente un nombre complexe différent
+2 :
de 1 etde—2. Onpose Z= -%—1; |Z| désigne
Z —

le module de Z et arg Z désigne un argument
de Z appartenant a [ —m;7[.

1) Justifier que | Z |= % et que arg Z est une

mesure, en radians de l'angle orienté (l\_fii?@)
Utilise la question 1) pour déterminer
géomeétriquement les ensembles suivants :

(E) est l'ensemble des points M d'affixe z telle
que Z est un réel.

(F) est l'ensemble des points M d'affixe z telle

que Z est un imaginaire pur.



NOMBRES COMPLEXES

(G) est I'ensemble des points M d'affixe z telle
quearg Z —+ %

(H) est I'ensemble des points M d'affixe z telle
que | Z =1.

On considere, dans l'ensemble C des nombres
complexes, I'¢quation (E) d'inconnue z :

7 —22—(1+i)z—2+2i =0.

1) Sachant que (E) admet une solution réelle,
la déterminer puis résoudre 1'équation (E)
dans C.

2) Dans le plan complexe rapporté 4 un repére
orthonormé direct, les trois points dont les
affixes respectives sont les trois solutions de
I'équation (E) définissent un triangle.

Demontrer que ce triangle est rectangle isocéle.

49

Soit dans C le polynome défini par :
P(z)=2z"-32°+9/2 22—3z +1.

(E) désigne l'équation P(z) = 0.

1) Montrer que si un nombre complexe z est

solution de (E), alors le conjugué de z et 5
P

sont aussi des solutions de (E).

2)Vérifier que 1+ est une solution de (E),
puis résoudre cette équation dans C.

3) Ecrire P(z) sous forme d'un produit de deux
polynémes de deuxiéme degré a coefficients
réels.

5

On donne z = —8(1 +i\/§).
1) Montrer que z,= V3 —i estunc rz

quatrieme de z.
2) Résoudre dans C I'équation z* +8
Donner le module et un argument de!
solution.

D

1) Determiner, sous forme exponentig

solutions de 1¢quation z* = 4v/2 (=1
2) En utilisant les racines cubiques dé
écrire les solutions de cette équation’$
forme algebrique.
3) Déduire des questions précédentes

11w

1l :
exactes de cos—— et sin——,
12 12

52
1) Montrer que pour tout nombre com

différend de 1 on a I'égalité

=

=z 4724 z+1.
z—1

2) Résoudre dans C 1'équation z* =1,
3) En déduire l'ensembles des solutions
I'équation dans C de l'équation

3 2
z+i ) Z+1 Z+1i
- | + el
z—1I z—1 z—1
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PGCD ET PPCM DE DEUX
ENTIERS NON NULS

(Série C uniquement)

ECON 1[ PGCD ET PPCM DE DEUX ENTIERS NON NULS

1.1 PGCD DE DEUX ENTIERS NON NULS

1.1.1 Détermination du pged de deux entiers non nuls.

1.1.2 Ecriture du pged(a;b) comme combinaison linéaire de a et de b.
1.1.3 Relation entre pged(ka;kb) et pged(a;b).

1.1.4 Identité de bezout et quelques unes de ses applications

1.2 PPCM DE DEUX ENTIERS

1.2.1 Détermination du PPCM de deux entiers

1.2.2 Relation entre PPCM(ka;kb) et PPCM(a;b).

1.2.3 Relation entre PGCD(a;b) et PPCM(a;b).

CON 9 NOMBRES PREMIERS ET EQUATIONS

“DANS Z° DU TYPE ax + by =c

2.1 EQUATIONS ax + by = ¢ dans Z2.

2.2 EXISTENCE ET UNICITE DE LA DECOMPOSITION
DE TOUT ENTIER EN PRODUIT DES PUISSANCES
ENTIERES DES NOMBRES PREMIERS.

2.3 DIVISEURS D'UN ENTIER NON NUL.

S’ENTRAINER.



PGCD ET PPCM DE DEUX ENTIERS NON NULS

LECON 1| PGCD ET PPCM DE DEUX ENTIE
'NON NULS

b Consolider la determination du PGCD et du PPCM de deux entiers a partir de leus
décompositions en produit de puissances des nombres premiers
» Calculer le PGCD de deux entiers par l'algorithme d'Euclide ;
P Reconnaitre deux entiers premiers entre eux et savoir mettre une fraction sous fo m
irréductible ;
b Utiliser I'identité de Bezout pour :
* montrer que deux entiers sont premiers entre eux ;
= déterminer une solution particuliere de I'équation ax + by = 1 dans Z2.
» Utiliser la relation pgde(ka; kb)=|k| p ged (a,b) pour résoudre dans 7’
les systémes d'équations du type : { petalaiz) = d :
' X Ey=c
» Utiliser les relations ppem(ka, kb) = | k| ppem(a;b) et abl = pgcd(a,b) x ppem(a,b)
résoudre des équations et systéme d’équations dans 7Z .

1.1 PGCD DE DEUX ENTIERS NON NULS

1.1.1 Détermination du pgcd de deux entiers non nuls

Prendre un bon départ

Activité 1 :

Déterminer les ensembles D'(48) et D'(18) de tous les diviseurs positifs de 48 et de 18.
Donner le plus grand des diviseurs positifs, communs 4 48 et 3 18.

Retrouver ce résultat en utilisant les écritures respectives de 48 et de 18 sous forme de p
des puissances entiéres de nombres premiers.

1 Calculer PGCD(1 ; #); PGCD(16;32); PGCD(1024;100).

Activité 2 :
Soit a et b deux entiers non nuls, d un entier.

Montrer que si d divise a la fois a et b, alors d devise a — b

Montrer que si d divise a et a — b, alors d divise a et b.

Conclure que tout diviseur commun 4 g et 4 b, est aussi commun 2 g et 3 @ — b.
En déduire que si r est le reste de la division euclidienne de a par b,

alors PGCD(a, b)=PGCD(b,r).

Calculer PGCD(6300;820).
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_M DE DEUX ENTIERS NON NULS Terminale CecE

>tentr

s grand commun diviseur de deux entiers relatifs non nuls g et b est I'entier naturel
GCD(a;b) ou pged(a;b) qui est le plus grand des diviseurs positifs de a et de b.

le reste de la division euclidienne de a par b, alors PGCD(a;6)=PGCD(b )
D(a;b) = PGDC(b;a) = PGCD(lal;|b]) ;

D(1;0) = 1.

dise b si et seulement si PGCD(a;b) = |al.

X entiers non nuls sont dits premiers entre eux ou encore étrangers , lorsque leur

D vaut 1.

fi entier d divise a et divise b alors d divise pged(a, b).

sle

fulons PGCD(1250 ;80) par l'algorithme d'euclide.

it Ccrire :

=15%80+50; 80=1x50+30;50=1x30+20;30=1x20+10 ;

2x10+0.

(1250 ;80) = PGCD(80 ;50) = PGCD(50 ;30) = PGCD(30 ;20) = PGCD(20 ;:10)=10
B divise 20. Cette illustration du calcul du PGCD de deux entiers est I'algorithme

lide. Parmi les différents restes des divisions successives obtenues, on a retenu l'avant
£r, soit le dernier reste non nul.

it n un entier non nul. Montrons que pged(n;n+1)=1.
=1xn+1.pged(n;n+1)=pged(n;1)=1 .

" IR, y |
entiers consécutifs sont premiers entre eux, et la fraction —— est

7
ictible.

bient p et g deux entiers premiers distincts. Montrons que p et g sont premiers entre eux.

@ un diviseur de p etde g. d e {I; p} ™ {l;¢}. Puisque p = g,d =1. p et q sont alors
BieTS entre eux.

S’exercer

falculer :PGCD(165:337); PGCD(1680;225): PGCD(-84:200).

Montrer que PGCD(57 — 3; n + 1) est un diviseur de 8. Donner sa valeur dans les cas 7 pair
mpair.

sontrer que si p est un nombre premier et @ un entier quelconque non nul, alors si p ne
§€ pas a, alors p est étranger avec a.

Montrer que si p est un entier premier tel que p devise a x b, alors p divise a ou p devise b.

—g—
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PGCD ET PPCM DE DEUX ENTIERS NON NULS

i) Utiliser I'algorithme d'Euclide pour calculer PGCD(1 024;65);PGCD(750,60).
Trouver dans chacun des cas suivants un couple (x;y)d'entiers.

a) 1024x+65y=1;b) 1024x—65y=7: c) 750x — 60y =30 ; d) —750x + 60 = 0.

ii) Enoncer une conjecture sur ’existence d’un entier ¢gal a la combinaison de deux &
donnés.

Soient a et b sont deux entiers non nuls et & = pged(a;6) tout multiple de peut s°é¢
comme combinaison linéaire de a et de b a coefficients entiers.

Prenons ¢ = 300 et b = 26. Recherchons leur PGCD par l'algorithme d'Euclide.

Détermination du pged | Présentattion des restes dans | Détermination des coefficien
par divisions successives| les divisions successives combinaison donnant le pge

300=26x 11+ 14 14 =300-26 x 11

| 1 ~
|26=14x1+12 12=26-14x 1 12=b—-(a—-11b) = —a +§

14=12x1+2 2=14-12x1 | 2=a-11b—(-a+12b)=2

12=2%x6+0 =12—
PGCD @006y =2 |~ U712 62
On a donc PGCD(a,b) = 2a— 23b =a x 2+ b(-23)
2) Cherchons un couple (x;y) tels que 13x — 17y = 6.
17=1x13+4;13=3x4+1;4=4x1+0. Pged(17 ;13)=1.
1=13 —3%4
=13 -3x(17 - 1x13)
=-3x17+4x13.
Ainsi, 13 x4 —17 x 3 =1 et donc 13 x (4 x (6))-17 x(3 x(6))=—6:
soit 13 x (—24)-17 x (-18) =—6 .
On prend x =—-24 et y = —18. D'autres choix sont possibles !
Le couple (—24;-18) est une solution particuliére de I'équation

13x — 17y =—6 dans Z2.
S’en convaincre

Soit E I'ensemble des entiers naturels non nuls qui s'écrivent comme combinaisons linéa
coefficients entiers des entiers a et 5,

E est par définition une partie de N ;
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. g R <

Terminale Cet E

—ax1+bx0,aestunélément de E. E est non vide . Par conséquent, E admet un

€lément qu'on note p. Il existe deux entiers ¢ et d tels que p = ca + db.
bmultiple de PGCD(a;b); 7 le reste de 1a division euclidienne de m par p. On peut

SPgtrou0<r<p r=m-pg=m- apc —bpd. Puisque m est multiple de a, il
=L m=agq'. D'ou, = a(gpc) + b(-pd). Ainsi, r = 0, et r est un élément de E et est
‘que le plus petit élément p de E. Ce qui est absurde.

ence
Wer divise 4 la fois a et b, alors il divise PGCD(a;b).

exercer

°T que 23 X (-3) +17 x 4 = -1, En déduire que PGCD(23;17)=1.
Bse ¢ = 200 et b = 36. Déterminer PGCD(a,b) et I’écrire comme combinaison linéaire

IRELATION ENTRE PGCD(ka;kb) et PGCD(a;b).

rendre un bon départ

fier PGCD(400 ;125), puis PGCD(3 x125; 3 x 400).

fter PGCD(3 x 125; 3 x 400) =,..x PGCD(125; 400),

r= PGCD(a;d) et d =PGCD(ka,kb) ol k est un entier non nul.
irer que kd' divise d.

lentier non nul tel que d = k'%kd".

Birer qu'il existe deux entiers e et ftels que ka = de et kb = df.
déduire que a = k'd'e et b = k'd'f, et que k'd’ divise a et b.
mirer que k' d' divise d' et donc que k'=1.

gcduire que d = kd'.

it a et b le pged des entiers non nuls a et b; 1l existe deux entiers o' et b’ tels que a = da'

D',

¥ que PGCD(a':b" =1.

etenir

bus entiers non nuls a, b et k, PGCD(ka,kb) = [k| PGCD(a;b)

= PGCD(a;b), alors il existe a’ et b’ deux entiers tels que a =da' et b=db', et
Na',b) =1.

 divise a et d divise b alors, d devise toute combinaison ax + bydeaetdeba
eients x,y<Z.




PGCD(100 ;80) = PGCD(20 % 5; 20 x 4) =20 x PGCD(5;4) = 20 x 1=20
Déterminons tous les couples(x, y) d'entiers naturels tels que PGCD(x,;y)=10 et x 3
Il existe x’ et y’ deux entiers tels que x =10x" et y =10y

PGCD(&y)=1 etx'+y'=17.

x 1 2 3 4 5
y’ 6 5 4 3 2
d’ou
X 10 20 30 40 50
y 60 50 40 30 20

Les couples demandés sont :(10;60); (20;50); (30;40):(40;30); (50;20) et (60;10).
Du tableau on a éliminé les couples (x')") tels que PGCD(x'y") # 1.

1.g Montrer que pour tout entier 7,
PGCD(n*+n~2;2n*—n—1) = PGCD((n—1)(n+2),(1-1)(2n +1)) = |n - 1| PGCD(n+2
PGCD(x;y)=5 s) {PGCD(x; ¥

1.h Résoudre dans N?, Chacun des systémes (S)
x+y=60 x+y=182

1.1.4 IDENTITE DE BEZOUT ET QUELQUES UNES D
APPLICATIONS '

+=2 Prendre un bon départ

a)

(1) aetb sont deux entiers étrangers. Montrer qu'il existe deux entiers u et v tels que
(i) Montrer que si deux entiers « et b sont tels qu’il existe deux entiers u et v tels au
alors a et b sont premiers entre eux.

b) Soit a, b et c trois entiers tels que a divise bc et a premier avec c. Montrer qu'il exis
entiers u et v tels que abu + bev = b. En déduire que 'entier @ divise b.

c) Soita, b et ¢ trois entiers tels que a soit premier avec b et avec c.

Montrer qu'il existe deux entiers A et B tels que aA + Bbe =1.

En déduire que a est premier avec be.

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 2, si a et b sont premiers entre &
a' et b" sont premiers enire eux et de méme pour a et b’

156



T e g e g ——— T = =

>CM DE DEUX ENTIERS NON NULS Terminale CetE

>tenir

Identité de Bezout :

entiers non nuls ¢ et b sont premiers entre cux si et seulement s'il existe un couple

s relatifs (u;v) tels que au + by = 1.

1) Théoréme de Gauss :

b et ¢ trois entiers non nuls . Si @ divise be, et si a est premier avec b, alors a divise ¢.
11) Soit @, b et ¢ trois entiers non nuls . Si a est premier avec b et avec c, alors a est
favec be.

{iii) si a et b sont premiers entre eux, alors a" et »” sont premiers entre eux, pour tout
{n;m) d’entiers supérieurs a 1.

iv) PGCD (a';b") = [PGCD (a;b)], pour tout entier n > 1, pour tous les entier a et b.
2,b,c) = pged(a,pged(d,c) = pged[pgde(a;b),c].

ole

b sont deux entiers premiers entre eux. Montrons que a+b et ab sont premiers entre €ux.
it de montrer que @ + b est premier avec a et avec b et d'appliquer (ii).

iet. o + b=1xa + b, D'aprés l'algorithme d'euclide,

a + b; a) =PGCD(a;b). Or, par hypothése, PGCD(a;b) =1.

@ + b et a sont etrangers .

jon analogue on montre que @ + b et b sont étrangers.

. : e . _a+b
pnclut que les entiers @ + b et ab sont premiers entre eux. Ainsi, la fraction

ab
inverse sont irréductibles. (si a et b sont premiers entre eux)

D(a?;b%) = (PGCD(a;b))’. Puisque PGCD(a;b)=1,PGCD(a’;b* ) =1.
B° sont aussi premiers entre eux.

ice résolu 1

un systéme de numération de base n, on considére les nombres

812, B=312, C=133032.

ghant que C =AB, montrer que n divise huit. En déduire la valeur de ».
rire A, B et C dans le systéme décimal.

ferminer les solutions dans Z°, de I'équation (E) : Ax + By = 1.

on:
Br’+n+1,B=3n2+n+2,C=r"+3n* +3n* +3n+2.
Qr2+n+1)3r*+n+2)=6n"+2n" +4n2+ 30’ + 2+ 20+ 302+ n+2.
6n' +51° +8n2+3n+2.

=C équivaut a n’ +3n" +3n° +3n+2= 6n* +51" +8n*+3n+2 ; Soit
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n’ —3n* —2n° —8n* =0 ; l'entier n devant étre strictement supérieur & 3, on a
n’—3n2-2n=8 ; soitn(n>*-3n—-2)=8.

n et n*—3n—2 sont des diviseurs strictement positifs de 8

L'ensemble des diviseurs de 8 est {1;2;4;8}. n > 3. Les seuls diviseurs possibles
sont 4 et 8.

Sin=4,n"-3n-2=16-12-2 =2, donc 4 est une solution.

Par contre on ne peut pas trouver un entier naturel tel que

n =8 etn*—3n-2=64-24-2 1. Donc 8 n'est pas solution

Conclusion : La seule valeur de n est 4.

2) Ecrivons A , B et C dans le systeme décimal.

A=32+4+1=37, B=3n’+n+2=48+4+2=>54,

C=1998.

3) Déterminons les solutions dans Z*, de I'€quation (E) : 37x+ 54y =1.

Par divisions successives, on a :

54=1x37+17; 37=2x17+3; 17=5%x3+2:3=1%2+1
17=B-A4;3=A4A-2x17=A4A-2(B-A)=34-2B;
2=17-5x3=B—-A-5(34—-2B)= —164+11B ;
1=3-1%x2=34-B+164-11B=194-13B.

D'oli 37x19+54x(—13) =1. Une solution particuliere de 1'équation 37x+54y =1 est
(19;-13).

(E) est équivalente 4 37x+54y = 37x19+54x(—13) ; soit 37(x—19) = 54(—y —13).
37 divise 54(—y —13) et pged(37;54)=1. D'aprés le théoréme de Gauss, 37 divise — Y=
Il existe donc un entier relatif k tel que — y—13 =37k.

D'ou y=-13-7k.

D'autre part 37(x—19) = 54(—y —13) est équivalent & 37(x—19) = 57(37k).

On aalorsx—19=57k ; soitx =19+ 57k.

L'ensemble des solutions de I'équation (E) est {(19+54k; —13—-37k),k € Z}.

Exercice réesolu 2

Déterminer les couples d'entiers naturels tels que :
a’® —b* =405
pecd(a;b)=3

Solution :
pged(a;b) =3. 1l existe deux entiers ¢' et b' premiers entre eux tels que a =3a’' et b =3
a?—b* =405 équivaut & (a—b)(a+b) =405 , qui est équivalent  9(a'-b")(a'+b") = 408
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“b)a'+b") =45.a'-b" et a'+b sont des diviseurs de 45.

R45 —45 ;3x15=45 ;5x9 =45,

a-b'=1 |a-b'=3 _|a'-b'=5
a'+bh'=45 {a'+b'=15’ {a'+b‘=9
systemes sont : (23;22); (9;6); (7:2). a' et b' étant premiers entre eux le couple (9:6)
{ Etre solution.

ples (23;22); (7;2) sont solutions de a* — b” = 45 et pged(a LD =1.

mble des solutions du systéme est S = {(69;66); (21;6) }.

bnc les systémes suivants : { ; Les couples solutions

ce résolu 3
fun entier naturel strictement supérieura 1. Onposea=n—1letb=n’-3n+6.

niner deux entiers o et B tels que n>—3n+6 = (an+ B)(n—1)+4 et déduire que tout
gur de a et b est un diviseur de a et de 4.

pntrer que tout diviseur de a et de 4 est un diviseur de a et de b et en déduire que
D(a;b)=PGCD(a;4).

mner, suivant les valeurs de n, le PGCD de a et 4.
(n*=3n+6)(2n—1)

n—I

r quelles valeurs de » le nombre est-il un entier ?

jon :

effectuant la division euclidienne de n* —3n + 6 par n —1, on trouve

B 6=(n—-2)n—-1)+4. Donca=1etf =-2.

un diviseur commun a g et a b. Cest-a-dire que d divise n—1 et d divise n2—3n+6 ;

ise n— 1, alors d divise (n—2)(n—1) et par suite d divise n>—3n+6—(n—2)(n—1);

I divisc 4. d divise donc @ et d divise 4.

jout diviseur commun a a et b est un diviseur de q et 4.

£ d un diviseur de a et 4.

€ (n—1)(n—2) et 4 ; donc d divise (n—1)(n—2)+4. Par suite d divise b. D'oul tout

ur de a et 4 est un diviseur commun a g et a b.

imble des diviseurs communs 2 a et b est 'ensemble des diviseurs communs 2 a et 4.

ite PGCD(a;d) = PGCD(q;4).

mons, suivant les valeurs de », le PGCD de a et 4. PGCD(a;b) = PGCD(n-1;4).

o e N*

_._.-va -Ly)= {8 e doncd =loud =2o0ud =4.

2, alors 4 divise n—1 équivaut 4 il existe q € Z/n—1=2q <> n=2g +1 donc n impair
2sin=4t+3

2 si q impair (n = 4¢+3)

ila,b) =2 pged(g,2) = : = d(a,b)=14sin = 41+1
E-0) pecd(9,2) {4 si q pair (n =41 +1) pged(a,b) S5

Isinzd4t+3etn=4dt+1
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Si10 =4, alors 4 divise n—1, donc il existe k € N/n—1=4k < n =4k +1 alors pged

Sid nedivisepasn—1, alorsn—1=4k+1oun—1=4k+2 oun—1=4k+3.

Sin = 4k'+1 oun=4k"+3, PGCD(a;b)=2.

Conclusion :

Pour n pair, n peut s'écrire n =2(2k") =4k oun=2(2k'+1)=4k'+ 2.

Pour n = 4k avec k € N*, PGCD(a;b) =1 ;

Pour n =4k +1 avec k € N*, PGCD(a;5) =4 ;

Pour n=4k+2 avec k € N* PGCD(a;b)=1;

Pourn =4k +3 avec k e N, PGCD(a;b)=2 ;

(n*-3n+6)(2n-1)
(n=1)

2n—=1=2(n-1)+1;s0it 1(2n—-1)+(2)(n—-1)=1.

D'apres l'identité de Bézout 2n —1 et n—1 sont premiers entre eux.

4) Pour que

soit un entier naturel il faut que n—1 divise (n> -3

n—1divise n> —3n+6 . Donc n—1 divise (n—2)(n—1)+4. Par suite n—1 divise 4.

n—1 e€{1;2;4} ;cequidonne n=2 oun=3 oun=>5.

(n*=3n+6)(2n-1)
(n—1)

Pour que

soit un entier naturel il faut que n € {2;3;5}.

S’exercer

3500

1.i Montrer que 17° et 13°” sont étrangers.

2 2

; = s A a iy :
1.j Montrer que si 5 est irréductible, alors est aussi irréductible.

ab
1.k Montrer que si ¢ est multiple de a et de b, et si a et b sont étrangers, alors ¢ est mul

1.1 Déterminer tous les couples (x; y) d'entiers tels que l'entier qui s'écrit x357y en ba
divisible par 15.

I.m Montrer 2 'aide de I'identité de Bézout que 2n+5 et 3n+ 7 sont premiers entre eux

1.2 PPCM DE DEUX ENTIERS
1.2.1 Détermination du PPCM de deux entiers

#-2 Prendre un bon départ

a) Dresser dans l'ordre croissant les listes de quelques multiples non nuls et positifs def
3. Donner le premier entier naturel non nul figurant sur les deux listes.
b) En utilisant les écritures sous forme de produits de puissances entiéres des nombres pi
calculer : PPCM(75 ;125) ; PPCM(4536 ;251). '
c)Donner : PPCM(1;n) ; PPCM(a;b) si a divise b.
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Letenir |

lus petit commun multiple de deux entiers naturels non nuls a et b, noté PPCM(a;:b)
PCM(b;a), est le plus petit multiple positif et non nul communa aeta b .

* PPCM(a,b) = PPCM(|al;]b)).

* PPCM(1;0) = |q|.

* si @ divise b, alors PPCM(a,b) = |b] .

sle

i(1 ;-5)=5 ; PPCM(8 ;-32) = 32.

ques

it a et b deux entiers non nuls ; m leur PPCM et M un autre multiple de a et de b.
finition, M > m. Soit deux entiers g et 7 tels que M =mg + ret 0< r < m.

= mgq est aussi multiple de @ et de b.si 7 # 0, alors r doit étre au moins égal & m. Comme
im, = 0 et donc M = mg.

put multiple commun a deux entiers est nécessairement multiple de leur PPCM,

Bsons a et b premiers entre eux. On sait que ab est multiple de m car ab est multiple de
b. Puisque a et b divisent m, et sont premiers entre eux , ab divise aussi m.

= |ab|carm >0. En conclusion, le PPCM de deux entiers premiers entre eux est égal
sur absolue de leur produit.

la ct b deux entiers non nuls et distincts. Si d et m désignent respectivement leur PGCD
PPCM, alors d divise m et donc 0 < d < m.

exercer

er PPCM(a;b) pour: (i).a=15etb=20; (ii).a=30etb=-90;
=—] et b=-13.

i Relation entre PPCM(ka;kb) et PPCM(a;b).

endre un bon départ

ler PPCM(15x%16;15%24) ; PPCM(16;24).

ier PPCM(15%16;15%24) = ... x PPCM (16;24).

b et k trois entiers naturels non nuls . m = PPCM(a;b) et m'= PPCM(ka, kb).
er que km est multiple de ka et de kb.

duire que km est un multiple de m' et donc km > m".

pirer qu'il existe deux entiers o, et P tels que m' = kaa = kbp.
eduire que ao est multiple commun a a et b.

plure que a2 m et que m' > km. Déduire de (ii) et de (v) que m'=km.
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v Retenir

Pour tout entiet a,b et k nonnul,
PPCM(ka;kb) = [k|PPCM(a;b).

lPPCM(SO;?O) = 10 x PPCM(3;7) = 10 x 21 = 210.

4. Sexercer

1.0 Calculer plus simplement PPCM(16x15;16x17) et PPCM(200; ~250).

1.2.3 Relation entre PGCD(a;b) et PPCM(a;b).

# > Prendre un bon départ

1- Calculer PGCD(16;24)xPPCM(16;24) ; puis comparer le résultat obtenu au produit ¥

2- a) a et b sont deux entiers naturels premiers entre ux.
Montrer que PGCD(a,b)*PPCM(a;b) = ab.

b) a et b sont deux entiers naturels quelconques ; d leur PGCD ; a' et b’ deux entiers tels

a=da'et b=db'
Montrer que PGCD(a,b) x PPCM(a,;b) =a X b.

AR Retenir

Si a et b sont deux entiers non nuls, alors PGCD(a,;b) x PPCM(a;b) = |a * b|.

1) Calculons PPCM(845 ; 220).

Calculons d'abord PGCD(845 ; 220).
845=3x220+185;220=1x185+35; 185=5%x35+10;
35=3x10+5;10=2x5+0.

PDCD(220 ; 845)=5.

On sait que PGCD(220 ; 845) x PPCM(220 ;845) = 220 x 845.

D'ou, 5 x PPCM(220;845) =185900. Ainsi, PPCM(220 ; 845) = 37180.
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fminons tous les couples (a;b) d'entiers naturels tels que

D(a ;) =10

M(a ;) =280

@' et b' deux entiers naturels tels que a =10a' et h=10b".

Eicme relation du systéme donne : 10PPCM(a';b') =280. Ora'et b' étant premiers
ux, PPCM(a";b')=a'b'. D'otia'b'=28.

sont des €léments de I'ensemble {1;2;4;7;14;28} avec pged(a',b)=1; d'ou (a';b") est
it de I'ensemble {(1;28);(4:7);(7:4):(28;1)} .

4a;b) est élement de I'ensemble {(10;280);(40,70);(70;40);(280;10)}.

e résolu 1

) . {(a—b =22932
iner tous les couples d'entiers naturels (a;b) tels que ,
ppcm(a;b) = 98280

pged(a; b). 11 existe deux entiers premiers entre eux a'et b' tels que a =8a' et b=58b".

b1 = ppem(a;b).

D ; soit 16 =(6a")(85"). On en déduit que p =8a' b"

8—b;p) = pged[d(a'-b"); §a'b=8 pged(a'-b'a'b'). Or pged(a’;b’) =1 donc

@8-0%a'b")=1. Par suite p ged(a —b; 1) = p gcd(22932:98280) =35.

jons 0.

fiSIONS Successives, on a

4% 22932+ 6552 ;

=3%x6552+3276 ;

2x3276+0.

e 5 =3276.

3276(a'-b" ) = 22932

: a-b=22932 ! i

“me { est équivalent 3 {3276a'b'=98280 2
ppcem(a;b) =98280 pecd(a’b)=1

Fb'=7

P b'=30 .0r1x30=30; 2x15=30; 3x10 =30.

Pecd(a’b’) =1

230 et pged(a',b) =1, a'>b' équivaut a (a';h") € {(15;2); (30;1); (10;3),(6,5) }.

fl couple qui vérifie a'—b'=7 est le couple (10;3).

mble solution du systéme proposé est S={(32760;9828) }.
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Exercice resolu 2

Calculer pour tout entier naturel n, ppcm[n(n +2);(n+1)], puis ppecm[n(n+1);(n +2
Solution :

- Calculons p ged(n(n +1);n+2).
n+2=m+1)+1; soit 1x(n+2) + (=1)(n+1) =1. On en déduit d'apres l'identité de Bf
que n+2 et n+1 sont premiers entre eux.

Si d divise n et d divise n+ 2, alors d divise n+ 2 —n, donc d divise 2.
Les seuls diviseurs positifs de 2 sont 1 et 2.

Si n est pair, n+ 2 est pair et pged(m;n+2) =2 et ppem[n(n+2);(n+1)] = L H;(
Si n est impair n+ 2 est impair et pged(n;n+2) =1 et pged[n(n+2);(n+1)] =1.
Par suite ppem[n(n+1);(n+2)]=n(n+1)(n+2).

cn(n+2)=m+1) -1 (1) -n(n+2)+(n+1)x(n+1)=1, donc pged(n(n + 2), (n+
d'ou ppme(n(n+2),n+1) = n(n+2)(n+1) pour tout entier naturel #.

Exercice résolu 3

a+b=284

Résoudre dans N” le systéme { .
ppem(a;b) = [pged(a; b))’
Solution :
Soit 6 = pged(a,b). Il existe @' et b' deux entiers naturels tels que a=8a'et b'=55b"
D'ou le systeme
d(a'+b)=84 (ag'b'(a+b")=84
da' b'=5" . @' b'=06 .84=22x3x7.8 estun diviseur de 84.
pged(atb)=1 |pged(a’b)=1
Les diviseurs positifs de 84 sont 1,2,4,3,6,7,12,14,28,21,42,84
Décomposons 84 en produits de deux facteurs représentant a' b' et a'+b'.

ab’ |1 2 3 4 ) 7 12 14 21 28 42
a+b |8 |42 28 21 14 12 7 6 - 3 2

Or a' et ' étant premiers entre eux, il en estde méme de a'b' et a'+ 5.

Les couples (a'b',a'+b") solutions sont : (1;84) ; (3;28); (4;21); (7;12) ; (12;7) ; (218
ct (84;1).

pecd(a';b) =1 et connaissant la somme @'+ 5" et le produit 2'b' on trouve

(a0 e{(3;4);(4;3) }. Dot d =a' b'=12 et L'ensemble des solutions proposées est
S= {(36;48);(48;36) }.
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e résolu 3

5t b deux entiers naturels non nuls, tels que a <b et PGCD (a;)=5 et PPCM (a;b) = |1 .
er les couples (a;b) dlentiers naturels tels que 21 + 33 =78.

@:0) =6. Il existe deux entiers naturels o' et &' premiers entre eux tels que

€tb=3b" Deplus ud =ab=8>a' . Dou p =8a'bh’.

= 78 peut donc s'écrire 28a' b'+35 =78 ; soit § (2a' b'+ 3)=78

§ 78 =2x3x13. 78 peut donc s'écrire : 1x78 ;2x39 ;6x13.

0+ 3 est impair et n'est pas égal & 1. Donc 2a' 5'+3=13 ou 2a' b'+3 =39 ;
=5 oua'b'=18.

S . alors8=6. Si a'=1,b'=5et (a;b) = (6;30).

=18, 0=2ctalorsa'=1etbh'=18 oubiena'=2 et h'=9 car a' et &' sont premiers
Ix et @ plus petit que b.

ples d'entiers naturels demandés sont (6;30);(2:3 6) et (4;18).

ZXercer

fier PGCD(a;b), puis PPCM(g; b) dans chacun des cas suivants :
Beth=5145;

et H =16 ;

Met b=77 ;

et b=200 ;

L et h = -68.

ab=12950

fer tous les couples (a;b) d'entiers naturels, tels que .
i’ ples(at) % {ppcm(a;b)zZSQO
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LECON?3NOMBRES PREMIERS ET EQUAT
DANS Z* DU TYPE ax + by =c

b Utiliser le théoreme de Gauss pour :

» résoudre des problemes de divisibilité ;
» résoudre dans 7, des équations linéaires ax + by = ¢ dont les cocfficients sont d
décomposés en produits de facteurs premiers;
» reconnaitre si un nombre est premier ;
» determiner les diviseurs de l'entier p,™ x p,* x...x p ®* ol les p, sont des nombn
et les a, des entiers naturels non nuls.
b Déterminer des entiers connaissant leur pged et leur ppem.

2.1 EQUATIONS ax + by = ¢ dans Z2.

= Prendre un bon départ |

On considére les équations (E) : 51x~69y =7 et (E'):—4x + 46y =—10.
a) Calculer PGCD(51 ;69). Montrer que PGCD(51 ;69) divise toujours 51x —69 v,
divise pas 7. En déduire que 'équation (E) n'a pas de solution dans Z2.
b) Calculer PGCD(34 ;64), puis montrer que I'équation (E') est ¢quivalente & 17x—
¢) (i) Montrer que le couple (3;2) est une solution de I'équation 17x—23y =5 .

(11) Sotit (x; y) une solution de 17x—23y =35. Du systéme{”x —Erd , Vérifig

17x3-23x2=5

17(x-3)-23(y-2)=0.
(i11) Déduire que 17 divise 23(y —2) et donc qu'il existe un entier k tel quey=17k+2
Déduire que x=23k+3.
(iv) Vérifier que tout couple de la forme (23% +3;17k + 2) est solution de 17x — 23 y=3
(v) Donner la forme générale des solutions de (E'). Peut-on avoir des couples d'entiers
premiers entre eux, solutions de (E')?

Soit (E) I'équation ax + by = ¢ ol a et b sont deux entiers tous non nuls et ceZ.
* Si PGCD(4;b) ne divise pas c, alors (E) n'a pas de solution dans Z2.

* Si PGCD(a;b) divise c, alors I'équation (E) est équivalente a a’x + b'y = ¢’ of
sont premiers entre eux. a = da’,b = 8b’, ¢ = 8¢’ ol & = pged(a,b).
Soit (#,v) une solution particuliére de a’x + o'y = ¢' . L'ensemble des solutions de a'x
est 'ensemble des couples qui s'écrivent (—b'% + u; a'k + v) ou k est un entier arbitrairs
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Sdans 72, les équations 12x+8y = —52 (1) et 12x -8y =35(2).
8)—4.
B divise pas 35, ['équation (2) n'admet aucune solution dans 77,

82(—52 = 4 x (=13)) et donc I'équation (1) est ¢quivalente 4 I'équation 3x+2y = 26 A3)

U26) =1x(-26)=—-26. Le couple (—26;26) est une solution
&e) de ['équation (3).

Mution de (3) si et seulement si 3x+2 y =—26.

B +2x(26) =-26. D'ou 3(x+26)+2(y—26)=0.
=2(y—26). 2 divise 3(x +26) et 2 Premier avec 3. Daprés le théoréme de Gauss,
#26. Il existe un entier k tel que x + 26 = 2k :

=26 et donc y =—3k +26 .

i€ des solutions de (2) est I'ensemble des couples

=3k +26) ou k est un entier.

mme de la resolution de I'équation diophantienne ax+by =¢ ,
¥ PGCD(a; b) divise ¢, sinon pas de solutions;

i Igalité de Bézout pour trouver une solution particuliére;

& e théoréme de Gauss pour écrire les solutions de I'équation.

On peut résoudre I'équation ax+ by = ¢ par d'autre méthodes (dont celle des congruencesi
il on utilise lalghorithme d'euclide pour déterminer le pgced de 2 entiers relatifs.

Bmons les entiers x tels que x = a(n) ef x = b(p) ol a,b,n, p sont donnés,

e x=nx+a=py'+b.Dolix'-py'= b—a.

fequation diophantienne dont la valeur de x' ou celle de ' suffit pour déterminer

ercer,

fire dans 72 les équations :

M6y :0) 151x—77y=1;¢) 1Sl —77y =7 ; d) 195x+ 48y = 9,
He PGCD(3675;5145).

¢ dans Z7, 'équation 3675x — 5145y = 4410, 3
Hles solutions (x, y) de cette équation; x et ¥ premiers entre eux.

iner les entiers x tels que x =3[5] etx=(~-2)[7], par deux méthodes différentes.
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2.2 EXISTENCE ET UNICITE DE LA DECOMP(
DE TOUT ENTIER EN PRODUIT DES PUISS!
ENTIERES DES NOMBRES PREMIERS.

R e 4
+°-2 Prendre un bon départ ]
Soit # un entier naturel non premier distinct de 0 et 1; D 'ensemble des divise

au moins égaux a deux.
(1) Donner un élément de D ;
(1) Justifier que D admet un plus petit élément qu’on note p.
(iii) Soit q un diviseur de p, distinct de 1. Montrer que q est un élément de D. En déd
est premier.
(iv) Montrer qu'il existe un entier naturel & tel que n=k x p . En déduire que k est®
de D et déduire que p? < . '
(1) Ecrire 113 et 2700 comme produit des puissances entiéres des nombres premiers.
(11)Soit p(n) la proposition : n peut se mettre sous forme d’un produit de facteurs dug
degré pour tout entier naturel n, n > 2.
» Montrer que P(n) est vraie pourn=2 ; * Supposons que P(n) est vraie pour us

Montrer que P est vraie pour n + 1 sin + 1 est premier.
Sin+ 1 n'est pas premier, alors justifier qu'il existe un entier q premier tel que n + 1
En déduire que la propriété est vraie en n et par suite en # + 1.

B Retenir

» Pour tout entier naturel nnon nul et distinct de 1,
- Soit  est un nombre premier, _
- Sin n’est pas un nombre premier et alors il existe un nombre premier p g
navec p*<n.
= Tout entier naturel non nul et distinct de 1 peut s'écrire de maniére unique comn
fini des puissances entiéres des nombres premiers.

* p€Z est un nombre premier si et seulement si pe {—1,0,1}et les seuls diviseurs

—1,1-petp.

Remarque

Pour montrer qu'un nombre n est premier, il suffit de montrer que parmi tous les enti
premiers dont le carré est inférieur ou égal a n, aucun ne divise #.

Montrons que 101 est un nombre premier.
Cherchons tous les entiers premiers p tels que p? < 101.
Onap <101 etp premier. p €{2;3;5;7} . En utilisant les critéres de divisibilté

par2 ;3 et 5, et la division de 101 par 7, aucun des nombres premiers inférieurs a+/101 &
| Donc, 101 est un nombre premier.
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xercer

SEURS D'UN ENTIER NON NUL.

'ndre un bon départ }

Wmer tous les diviseurs positis de 1.

BB entier naturel non nul et distinct de 1, p,, p,,...,p, des nombres premiers tels que

L. < p, et N=p™ % p,™ x_ Xp* ol (o,) est une suite d'entiers naturels non nuls.
8" xq,” x...xg," un entier naturel, diviseur de N. Montrer que q,"* est un diviseur
s facteurs p,“ de N. En déduire que ¢, = p, et ainsi, 0< B, <a, .

B D) = (0,000 s Bl D, D)

gue I'ensemble D" des diviseurs positifs de N est l'ensemble des entiers naturels qui

W xa,xa;x..xaq, oug €EB,.(1<i<n)
n

e D =< na/a,..a €Ex%..xE,
i=1

B gue Card(D, ") = (0o, +1)% a, +1)x @, +1)x...x(ar, +1).
cenir

sntier naturel non nul tel que N = p™ x p," x...x p,** ou (ai) est une suite d'entiers
n nuls , p,, p,,..., p, des entiers premiers tels que p, < p, <...< p, .

(o, )% a, +1)x (a,+1)x..x(o, +1) diviseurs positifs

seurs positifs de N sont les termes de la somme, du développement du produit :

..-.-.+_p__1‘“)><(p20 + p, ot pYxx(p, ) et )

ns les diviseurs positifs de 72.

1) x (2 + 1) = 12 diviseurs postifs.

Burs positifs sont les termes de la somme S.

2+ 2°+2° )(1+3+3).

4 8)(1+3+9)=1+3+9+2+6+18+4+12+36+8+24+72.
surs positifsde 72 sont:1;2;3;4;6;8;9;12;18 ;24 ;36 ;72.
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Exercice résolu

1. Déterminons les entiers naturels a et b tels que ab = 560 et PGCD(a;d) =
Soient les entiers a’ et b’ tels que a =4a' et b=4b". a’' et b' sont premiers entre eux..
De ab=560,onaa’b’'=

Or35=5x7.Les lelseurs de 35 sont les termes du developpement (1 + 5)(1 + 7).
Les diviseurs positifs de 35 sont : 1 ;5 ;7 et 35.

Comme a’et b' sont premiers entreeux, a'=1etb'=35;a'=5¢tb'=7;
a’=35etb'=1;a'=7 et b=5

Les couples (a;b) correSpondants sont :(4;140);(20;140);(140;4);(20;28).
2. Déterminons les entiers x et tels que 5x—2)=357 et PPCM(x,y)=119.
Soit d =PGCD(x;y). d divise 5x — 2y, donc 357 .

On peut montrer que 119 est premier.

Or 357=3x%119. 357 a pour diviseurs positifs 1 ;3 ;119 et 357.

d est aussi un diviseur de 119.

d peut prendre les valeurs 1 ou 119.

sid =1, alors x et y sont premiers entre eux et xy =119,

x=1ety=119 oux=119¢et y=I.

Aucun des couples solutions correspondants n'est solution de I'équation 5x — 2y =335
Sid=119, alors en posant x =119x’ et y =119y’, 5x'-2)'=3.
Un couple de solution particuliére est (5;6).

x' et y'sont tels que 5(x'-5) - 2(y'- 6) =0.

2 devise 3(x'—5). Comme 2 devise 5(x'—5) , 2 et 5 premiers entre eux, 2 divise (&

x'=2a+5ety’'=5a+6avecac Z.

Déterminons a tels que x’et y' sont premiers entre eux.
y'=2x'ta—-4;x=2(a—4)+4.

PGCD(x';y") = PGCD(a—4 ; 4)et PGCD(a — 4 ; 4)e {1;2;4} . PGCD(a—4 ; 4) =1
a doit étre impair . Par conséquent , x =238a + 5 et y = 590a + 6.

L'ensemble des couples (x;y) est I'ensemble des couples de la forme

(238a + 5;590a + 6) ol a est un entiers naturel impair.

, Slexercer

2.ca) Mntrer ql.ié les entiers x —y et x + y sont de méme parit€.
: b) En déduire la résolution dans l'ensemble Z’ de I'équation x> — y* =1969.

2.f Résoudre dans N?, I'équation 9x? — (y+1)"= 32.

2.g Déterminer tous les couples d'entiers naturels (a;b) tels que a x b =12950
et ppem(a;b) = 2590.

2.h Déterminer tous les couples d'entiers naturels (a;b) tels que pged(a ;b)=36 et ppem(a;B
2.1 1) Décomposer les nombres 720 ;2860 ;8040 et 1 323 en produit des facteurs premi
Déterminer le nombre de diviseurs entiers relatifs de chacun d'eux.
2) Déterminer les expressions générales de la décomposition en produit de nombres ps
des entiers naturels qui ont 24 diviseurs positifs. Quel est le plus petit d'entre eux ?
3) Décomposer E =n + n? + 1, n étant un entier positif et non nul, en produit de deux |
du second degré et démontrer que ces facteurs sont premiers entre eux.
Le nombre E peut-il &tre premier ?
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ftous les couples d'entiers relatifs
mde 11x— 5y =14.

g1l existe un couple et un seul
jon de cette €quation avec

Br les couples d'entiers relatifs
8s de 65x = 16y.

g le couple (1;4) estune
ieuliere de 'équation

% determiner tous les couples
pde 65x —16y="17.

Frelatif non nul et différent de 1.

L ppem(n; 1 +1),

). ppom(r; 2n + 1),

2a + 1), ppem(n; n+1; 2n+1),
D). ppem(n—1;n + 1).

e 65x=16).

§& couple (1:4) est une solution
¥equation 65x-16y =1,

& les couples (x;y) solution de

frictement positifs a,b,c et d
geonsécutifs d'une suite

fit la raison q est un nombre
bec a. On se propose de
sombres sachant qu'ils

g la relation 10a>=d - b.
g+ 1)(q—1)=10a.

8 valeurs possibles de g et en

“PCM DE DEUX ENTIERS NON NULS

S’ENTRAINER

e T e ———

Terminale Cet E

déduire les valeurs correspondantes de a,b,¢
etd.

6

Soit n un entier naturel non nul. On considére
les nombres a et b définis para=2n+3 et
b=5pn—2.

1) Montrer que tout diviseur de a et b est un
diviseur de 19.

2) En utilisant le théoreme de Gauss,
déterminer les entiers naturels n pour lesquels
pged(a;b)=19.

©

Soient # un entier naturel non nul et A le

) 2 B
nombre défini par A= e 2+ .y i
B+

a) Déterminer deux entiers o et § tels que,

pour fout n,on ait:

20* +3n—1=(on+PB)n+2)+1.

b) Que peut-on en déduire pour les nombres
2n° +3n+let n+2?

2) Deéterminer n de fagon que A soit un entier
naturel.

8)

Soit # un entier naturel non nul. On considére

les nombres a et b définis par
a=m*+3etb=n+2,

1) Verifierque : n2 +3—(n+2)(n—2) =7.

2) Déduire que tout diviseur de a et b est un
diviseur de 7.

3) Pour quelles valeurs de n la fraction
n+3

n+2

est-elle irréductible ¢

n*+3
n-+2 _

4) Déterminer n de fagon que

soit un entier naturel.
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©

Reésoudre dans Z ,

1) I'équation (E) : 3x=1[5] ;
2) l'équation (F) : 5x =2[5] ;
3x=1[5]

3) le systéme :
L {Sx = 2[5]

10
1) Calculer le plus grand diviseur commun des
nombres 5145 ; 4410 ; 3675.

2) Résoudre dans N 1’équation
3675x — 5145y = 4410.

(11

Déterminer tous les couples d'entiers naturels
solutions de I'équation
92— (x +1)?=32.

&
Déterminer tous les couples de nombres
entiers naturels (a;b) tels que
_ |ab=12950
{ ppem(a;b) =2590

&

Déterminer les nombres entiers naturels a et b

a+b=182
tels que .
ppcmia;b)=13

14

Soient deux entiers quelconques a et b.
On considere les nombres :
A=5a+4betB=1la+ 9b.
1) Démontrer que pged(a;b) = pged (A;B).
2) On considere les nombres A' et B' tels que
A'=pa +qgb et B'=ra + sb avec
ps-qr=1.
Montrer que pged(a,; b) = pged (A:B).

Termin

15
Un nombre entier naturel N non m
en base 7 et Zp% en base 9.

1) Montrer que y = 24x — 40z,
2) Déduire que y = 0.

3) Déterminer x et z.

4) Ecrire N dans le systéme décim

@

1) Déterminer les couples (a;b) @
relatifs tels que 356 — 3a =1.
2) Un entier naturel A s'écrit b0a @
systéme de numération de base ciil
dans le systéme de numération de}
Déterminer a,b etc, puis donner I'€
de A dans le systéme décimal.

17

Soit b un entier naturel, strictement
al.
1) En remarquant que
b*=(b-1)(b + 1) +1, déterminer i
grand commun diviseur de b’ et b+
2) Déterminer les couples (x,y) d€
relatifs tels que b + (b— 1)y =1.
3) Application numériques :
4) Déterminer les couples (x;y) d'€
relatifs tels que 1024x + 31y =1,
avec 0 <y < 5000.

ma.
x et y sont deux entiers relatifs, on €
I'équation

(E) : 324x — 245y =17.
1) Montrer que, pour toute solution
(E), l'entier x est multiple de 7. _
2) Determiner une solution particuli
et en déduire toutes les solutions d
3) Soit & le PGCD des ¢léments d'm
(x;y) solution de (E). Quelles sont Ig
possibles de & Déterminer les solufil
telles que x et y soient premiers enfi
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i8S les couples d'entiers naturels
2 des cas suivants :

a<h
a+b=>5664
pged(a;b) =354

0 22
=350
7244
=12 :

=

fde determiner les entiers relatifs
=1[5]
=5[7]
£ Si z est solution du systéme (S)
= 0[]

=0[7]

S tout entier n, solution de (S)
jon 35k —4n=1(1), o0 ke Z.

tles solutions de (1), puis celle

(S).

mtier naturel non nul # , on pose
8% B—2n" +n.

ged(A;B).

& couples d'entier naturels (a ;b)
=5 —16072 et pged(a;b) =14.
fix entiers p et ¢ dont le pged

it est z
9

- {xz—y2:5 440
gns E :
pged(x; y) =8

hdeux entiers naturels x ety

=1 350 et ppcm(x ;y)=90 ;

i i e e e T i

e e e T T e

Terminale CetE

b) xy = 2 352 et ppem(x ; y) =168.
1) Trouver les couples d'entiers naturels (a;b)
pecd(a;b)=15
tels que : =
ppcm(a; b) =90

2) Trouver les couples d'entiers naturels (a;b)

peged(a;b) =17
tels que : :
ppemia;b) =84

a) Résoudre dans Z” I'équation 4x—5y =3.
b) Trouver le nombre N s'écrivant 7 en base
6, x, y verifiant 4x—5y =3.
3) Trouver le nombre N s'écrivant xy en base
10, x, y vérifiant 4x—5y =3.
Déterminer tous les couples (a,b) d'entiers
naturels tels que : a+5 =70 PGDC(q,b)=7.

@.
On veut comparer PGDC(a,b) et
PGDC(7a + 2b, 17a + 5b).
1. Soit d diviseur commun des deux nombre a
etb.
a) Montrer d divise aussi 7g + 2b et

17a + 5b.

b) Déduire que :
Na,b) € (Ta + 2b, 17a + 5b) .
2.Posons A=7a+2betB=17a+ 5b

a) Exprimer a et b en fonction de A et B.

b) En déduire que tout diviseur d' commun a
a et b est un diviseur commun a A et B.
3. Conclure. -

24

On considére la fraction rationnelle

Sn—n ! SR s
= ou n est un entier relatif distinct
n+2
de —2.

1. 2)Demontrer que :

PGCD(57’ —n,n+2)= PGCD(n +2,38).
b)En déduire les valeurs possibles des
PGCD(5n’ —n,n+2).

2) Déterminer les valeurs de n pour les quelles

TR,
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Bort g
n+2

est un entier relatif.

a)

n—n
n+2
PGCD(Gw —n,n+2)=19.

Résoudre dans Z ,
9% = 2x+t=0151

1) Justifier que 503 est un nombre premier.

b) la fraction : est irréductible.

2) Déterminer deux entiers x ¢t y tels que
Xt =y*—303"
Deux entiers naturels a et b s'écrivent dans le
systeme de numérotation de base .
On donne a=2310 et b=252.
On pose : PGCD(a:b)=d.
1. a) Démontrer que 2n+1 divise a et divise b.
b) Montrer que si n est pair alors d = 2(2r +1).
¢) Montrer que sin est impair alors d = 2n+1.
2)Onprendn = 6
Résoudre dans Z* 1'équation ax+ by = 26.
Sa—2b=357 et PPMC(a,b)=119.

26

Déterminer tous les couples (a,b) d'entiers
PGCD(a,b)=5

naturels tels que :
PPMC(a,b)="T20

etIreZ/rr=2
b

NOMBRES PREMIERS
27,

n est un entier naturel et P un nombre premier
supérieur ou égal & 3. a et b sont les nombres
défimis par a=2" et b=axP. S(a) est 1a somme
des diviseurs de a et S(b) la somme des
diviseurs de b.

1) Déterminer les ensembles D(a) et D(b) des
diviseurs de a et b.

2) On suppose m 25 .

Terminz

2) Démontrer que S(a) +2" =1 +8
calculer S(a).
3) Exprimer S(b)en fonction de S(a
calculer S(b). :

28
p €st un nombre premier.
1) Montrer que pour tout entier /& tel
1£k< p-1,alors C’:: est divisible pa
2) Seoit x, y deux entiers naturels nos
montrer que (x+ y)* =x” +y” [ph
3) Montrer par récurrence que pour
X;,X,...X, non nuls, on a :

@G +x+..+x) =x"+x" +. . +5

29
On considere dans l'ensemble Q dest
rationnels l'équation (E_ ) x* —48x—1
ou # est un nombre entier naturel et &
nombre rationnel inconnu.
1) Démontrer que (£,) admet deux sg
rationnelles si, 27 + 48 est un carré @
2) Soit k l'entier naturel tel que ; 2n ¥
a. Démontrer l'existence de deux nom
entiers naturels p et g tels que : k —48
k+48=2p ;:p+q=net96=2p (A
b. Décomposer 96 en produit des fa :
premiers et en déduire les valeurs de 8
3. Résoudre dans (E,) pour la valeur g
trouvee.
30

On se propose de déterminer les coupl
d'entiers naturels non nuls vérifiant la
TE=3%) “=1(F]
Pour m < 4, montrer qu'il y a exacten

2 couples solutions.
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e si (n,m) est solution de (E)
i52]

It les restes de la division de 32
sances de 7, montrer que si (n,m)
e (E), alors, n est divisible par 4.
e que 7" =1[5].

g(E) pour m> 5.

et tous les couples solutions de (E).

ie dans N? le systéme suivant :

E .

F—24.

)

B qu'un triplet (p, ¢, 7) est solution
Sculement si 7 <12 et (p,q) sont les
Eequation :

o+ 24(12—7)=0, ol n est

E le systéme (S)

ui triangle rectangle en A tel que
8.BC et AC soient des multiples
lante sur le périmeétre triangulaire
arbustes de maniére qu'a chaque
iriangle un arbre soit plantés et que
bient planté et également espacés
guler AB,BC et AC.

feux entiers premiers entre eux, on
e montrer que a+b et ax b sont
ETC CUX.

W deux entiers relatifs tels que

{ 1)

¥ que la relation (1) est équivalente
flations suivantes :

i +v)=1 (2)

BbO+a)pv=1 (3).

. T e e e P A

Terminale C et E

b. Que traduisent les relations (2) et (3)
2) Justifier que si a est premier avec b et @
premiier avec ¢, alors a est premier & b xc.
3) Démontrer alors que a+ b et ab sont
premiers entre eux.

4) Application : démontrer que
PGDC(m* + m,2m+1)=1.

33

1) Résoudre dans Z x Z 1'‘équation suivante :
Se—y=—3.

NB : on remarquera que (1;8) est une solution
particuliére.

2) On considére deux suites (x,) et (y,)
définies par :

xo =1 yﬁ =
et
x-r:+] = 4xn +2 ynﬂ = 4yn A l)
a) Démontrer que Vo e N, x

b) Démontrer que (x,, y,) est solution de
l'équation 5x—y =-3.

y, €N

¢) En déduire que si x, et v ne sont pas
divisibles par 3, alors x, et y, sont premiers

entre eux.
_ 2 1
3) Onposeu, = x, +§ iy

a) Démontrer que (u, ) et (v ) sont des suites
géometriques et exprimer u, et v, puis x, ety,
en fonction de 2.

b) Etudier les convergences des suites

(x,)et(y,).
@l

1) Résoudre dans Z x Z 1'équation suivante :
(E): 35x—27y=2.
2) Un astronome a observé un jour j; le corps

celeste A. si n jours plus tard il observe un
corps celeste B. la période d'apparition du

corps A est de 105 jours et la période de

e —
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I'apparition du corps B est de 81 jours. On
désigne par j, le jour de l'apparition simultanée
des objets A et B aux yeux de l'astronome. Soit
u et v le nombre de périodes effectuées
respectivement par A et B entre j, et /..

a. Montrer que (u,v) est solution de (E).

b. Déterminer la solution de (u,v,)
permettant de trouver j,

¢. Combien de jours s'écoulent entre j, etj, ?

35
Soit a,b deux entiers naturels et p un nombre
premier tel que PGDC(a + b, ab)=p>.

a) Montrer que P2 divise @2 (on pourra
remarquer que @ = a(a + b) — ab.

b) En déduire que P divise a.
¢) Démontrer que P divise b.
d) Démontrer que PGDC(a,b)e {P.P?}.

On cherche a déterminer les entiers
naturels n tels que : PGDC(a + b,ab) =49 et
PPMC(a,b) = 231

Montrer que si (a,b) est une solution de
ce probleme, alors PGDC(a,b) = 7

En déduire toutes les solutions du
probléme pose.

@ :
Soit a et b deux entiers naturels tels que
a®—2b*=1.
1. Démontrer que a est impair.
2. Démontrer que b est pair

37

n est un entier naturel non nul

1) Donner la liste des diviseurs de 7".

2) Calculer la somme S, des diviseurs de 7" et
montrer que 6S5,+ 1 = 7",

3) Deéterminer suivant les valeurs de n le reste
dans la division euclidienne de 7" par 10.
Déterminer suivant les valeurs de n le chiffre
des unités de S, .

Deéterminer tous les couples (a,b)d'entiers
naturels tels que :

S5a-2b =357 et PPMC(q,b) =119.

Termina

Déterminer tous les couples (a,b)de
naturels tels que : ¢ + b =70 PGD

Pour tout entier naturel n, on pose &
1)Démontrer l'existence de deux enfi
aethbtelsquean,  +bu, =1 Quep
diredeu, etu ,?
2) n et P étant deux entiers naturels®
on pose & = PGDC(n, p).
3) Démontrer que u, divise u, et u
NB : On rappelle que
a"=l=(a-D{l+at+ta’*+..+a").
4) Soit d un diviseur commun a #, @
On admet I'existence de deux entiers
u ety tels que nu+ pv=>=5
4)Démontrer 6 = PGDC(u,,,u )
5) Déterminer PGDC(22015—1 ; 21

@
f(x)::§2—x+% et

A= {xeZtelquef(x)eZ}
1. a) Montrer que A n'est pas vide.
b) Déterminer A.
2. Déterminer

B =3x e 4 tel que 4x° - 9( f(x))’ =k

41
p est un nombre premier supérieur o
On veut démontrer que 'entier natus
n=(p'+ 1)(p—1)p+ 1) est divisible

a. Montrer que p=—1[3] ou g

b. En remarquant que p est in
prouver qu’il existe un entier naturel
P°—1 = 2k(k + 1) en déduire que n es
par 16.
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Sidérant tous les restes de la division

£ de p par 5, démontrer que 5 divise 7.

En deduire que n divise 240.

EXiste-t-il quinze nombres premiers

Superieurs ou egaux a 7 tels que
P+ P,'+..+ P, soit un nombre

B¢ tous les couples d'entiers naturels
ls tels que : a < b vérifiant la

2): m + 10d =142 ou d = PGDC(a,b)
BMC(a,b) onpose : a=da' et b=db'
9C(a',b) =1.

mirer que si (a,b) est un couple

(E), alors d(a'b'+10) =142.

fire que les valeurs possibles de d

miner les valeurs possibles de o et b

N, on pose F, =2 +1.

BICr par recurrence que pour tout

= 6[10]. En déduire que pour tout
hiffre des unités de F. est en base dix

EN* ; me N*,

"

nfrer que

est un entier
x4+ 1

-
Bduire que Yk e N*—’”“—%

i
ger et que F, divise F,_ .
Pntrer que pour tout k£ € N*,
L. ) divise 2.

gduire que F, et F, sont premiers

&t g deux nombres donnés. E est
des nombres premiers admettant
it deux diviseurs premiers positifs p

Terminale CecE

1. Soit n un €lément de E, justifier que

n=p®q" ol a et P sont deux entiers naturels.
2. Exprimer en fonction de o et B le nombre
de diviseurs de #.

3. Soit x, y deux éléments de E tels que le
nombre de diviseurs de x soit 21 et celui de

y soit 11.

a) Donner toutes les formes de
décompositions x et y en produit des facteurs
premiers,

b) Déterminer x, y,a et b sachant que
PGDC(x, y) =18.

@

On pose 4 =2013!+1. (n! désigne factorielle »).
1. Démontrer que pour k£ € N;1 <k < 2013.

A+ k n'est pas un nombre premier,

2. En déduire 2013 entiers naturels consécutifs
parmi lesquels aucun n'est premier.

3. Soit n € N*, Construire n entiers consécutifs
parmi lesquels aucun n'est premier.

486,

On veut montrer que :

PGDC(a,b) = PGDC(a,b+Xa). A eZ,
b+A e N*; g e N*,

1. Démontrer que D(a,b) = D(a,b+\La).
2. Demontrer que D(a,b+Aa) < D(a,b).
3. Conclure.

gs‘f un entier naturel, on pose
a=n’+net b=n*>-n

a) Montrer que

PGDC(a,b) = PGDC(n?+n,2n)

b) En deduire que

PGDC(a,b)=n PGDC(n+1,2)

¢) Donner suivant la parité de n, PGDC(a,b).



PGCD ET PPCM DE DEUX ENTIERS NON NULS

1) Soit p et g deux nombres réels. Montrer par
récurrence que pour tout entier naturel n

supérieur ou egala 1,

=(p—Q)(P"+p"" g+..

i+l

ona:p"' —gq

+pg" +q" ).
2) Soit n,a,b trois entiers relatifs non nuls.

Montrer que si n divise a et a — b, alors n divise b

3)On pose a=27"" —26n—27 et
b=27""? -26(n+1)-27.

- Montrer que 676 divise a —b.

4) En utilisant les questions précédentes,
montrer par récurrence que pour tout entier
naturel n, 676 divise a

Soit I'équation (E) d'inconnue rationnelle x :
(E) 78x° +ux’+vx—14 =0 ol u et v sont des
entiers relatifs.

1. On suppose que é% est solution de (E).

. a) Prouver que les entiers u et v sont liés par la
relation 141 +39y =1129.

b) Utiliser l'algorithme d'Fuclide pour trouver

un couple (x, ) d'entiers relatifs veérifiant :

14x+39y =1. Vérifier que (—25,9) est solution

de cette équation.

¢) En déduire un couple (#,,v,) solution

particuliere de 14u +39v =1129. Donner la
solution génerale de cette équation.

d) Déterminer parmi les couples (u,v)

précédents, celui pour lequel le nombre u est
le plus petit entier naturel.

2.a) Décomposer 78 et 14 en facteurs
premiers.

En déduire dans N 'ensemble des diviseurs de

78 et l'ensemble des diviseurs de 14.

Termmm

=P : ; 4
b) Soit — une solution rationnel

'équation (E). Montrer que si B
des entiers relatifs premuers enis
P divise 14 et Q divise 78.
¢) En déduire les nombres rations
entiers, pouvant étre solution de
parmi ces rationnels, l'ensemble @
sont positifs.
50

On pose : u=2+3 et v=2—8
a. Démontrer par récurrence que§
entier naturel n supérieur ot égall
peut écrire u” = a, +bR\/§ et v* =i
ou g, et b sont des entiers natures

b. Exprimer a_,, et b ., en fonctich

n-+l
c. Etablir les égalités : a2, —3b%, =
b =1.

En déduire que les entiers a, et &

etab .—a

- nl =l

premiers entre eux, qu'il est de mes
pour les deux entiers a,,, et a, pus

entierb , etb,.

51

1) Résoudre dans 7Z % Z I'équation
(E): 8x—105y = 30.
2) Soit (x,, ¥,) un couple solution®
que y, divise x,. Démontrer que 38
et en déduire les valeurs possibles @
puis de x,.
3)Déterminer tous les couples (a,b)
naturels dont le plus grand commus
d et le plus petit commun multiple®
la relation 8m =105d + 30.
NB : on pourra utiliser la question§
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| DERIVATION ET PRIMITIVE D’UNE FONCTION Term

» 'Ca_ culer et utﬂlser la dérivée de i ce.pesee de deux fonctmns et de la réc1
fonction sur un intervalle.
» Connaitre et savoir utlhser les cgalites et mégahtes des accroissements ﬁms 1

| 1.1 DERIVABILITE D'UNE FONCTION SUR UN
| INTERVALLE - CALCUL DES DERIVEES.
1. N

..T‘ i : ; = |
7~ Prendre un bon départ |

Activité 1
Soit f 1a fonction numérique définie par: f: x> m :
» Vérifier que f est définie sur l'intervalle [-1; 1].
fx-f0)_ ||

x (1= x| +1)

« Etudier la dérivabilité de f a droite en —1 et & gauche en 1.

= Montrer que En déduire que f n'est pas dérivable en

iyt s it i 3

» Soit x, €]0 ;1[, montrer que f* est dérivable en x,.
« Peut-on dire que f est dérivable en tout x, €[0 ; 1[ ?

» Déterminer f'(x) pour xe]0; 1[. (f' désigne la fonction dérivée de [ ).

Activité 2
1) Pour chacune des fonctions ci-dessous, préciser le plus grand ensemble sur lequel el

e L e} Bl e e e Mg e

dérivable et y définir sa fonction dérivée.

- 1 , T
! X —; x> Ax ;xi—)cosx;xt—)sm@x—z).
- %

2) Démontrer que pour tout entier natureln = 2 ,

o La dérivée sur R de la fonction : x — x" est la fonction : x — nx"™

=N

a+l "

S . 1 )
» La dérivée sur R* de la fonction : x = — est la fonction ;: x —
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etenir

it J une fonction définie sur un intervalle [z ; 5] ol a et b sont deux réels tels que a

dit que f est dérivable sur Vintervalle |a ; b| si f st dérivable en tout x,e]a =hlt
dit que f est dérivable sur l'intervalle [a ; b] si fest dérivable sur la ; B[ , dérivable
= en ¢ et dérivable & gauche en b. i

dit que f est dérivable sur Uintervalle la ; b] si f est dérivable sur Ja ,b[ et dérivable
he en b. on dit que fest dérivable sur [a ; b si fest dérivable sur |a ,b[ et dérivable a
s 4,

B dit qu'une fonction est dérivable sur un intervalle K si elle est dérivable en tout
gt x, de K.

le 1

¥ 12 fonction numérique définie sur [1 ;+oof par £(x) = (x = v/x—1.

s la dérivabilité de f sur l'intervalle [1 ; +oo[.

B, € ]1; +oof .

£ ]0; +oof et la fonction : x — /x est dérivable sur 10;+00[. Donc la fonction x > vx—1
ivable en x,. Par ailleurs , la fonction : x — x—1 est dérivable en X, ; donc la fonction f
fivable en x, comme produit de fonctions dérivables en x,. On en déduit que f est dérivable
_’_!‘-i alle ]1; +odf.

J®-SO (x)~1f O =Jx—1 ;donc lim AC O O et par conséquent f est
x—

E~1ona
' x—1* B |

be 4 droite en 1.

Waprcs a) et b), la fonction /° est dérivable sur l'intervalle [1 ; +oo.

# la fonction numérique définie sur ]—oo ;3] par A(x) =3 —x +1.

8 la dérivabilité de h sur l'intervalle ]— oo ; 3].

B€me qu'au 1. a), la fonction £ est dérivable sur I'intervalle ]-o0; 3L
_.-—h(3) = I=F = o pour tout x #3 ; donc lim Alr)—h) =—00
=3 ¥—3 &35 X3 x—3

fpas dérivable en 3. Ainsi, ~ n'est pas dérivable sur ]—oo ; 3].

tion /" : x = /1| x| est continue sur [ —1; 1] mais n' y est pas dérivable car elle n'est
@vable en 0.
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Remarque 1

« Dérivabilité sur un ensemble

On dit qu'une fonction est dérivable sur un ensemble E si elle est dérivable en touty
Par exemple, la fonction 7 : x > (1—| x|) de 'activité 1 ci-dessus est dérivable sur I§
E=1-1; 0[ul0: 1.

» Dérivabilite sur un intervalle et courbe représentative
Soit f une fonction continue sur un intervalle K et de
courbe représentative (¢) dans un repere (O, L, J). .
a) Si f'est dérivable sur un intervalle K, alors (¢ ) '
admet en tout point d'abscisse x, de K une tangente non A ‘
parallele a l'axe (OJ) des ordonnées . f
b) On montre que si (¢ ) admet au point :
d'abscisse x,une tangente non parall¢le a I'axe (OJ), alors - , : :c.,
la fonction fest dérivable en x; . !

1) Tableau récapitulatif des dérivées et opérations sur les fonctions.

Dérivee des fonctions usuelles Dérivées et opérations sur les f@
i Fonction . Fonctions u et v e :
Fonction O, ; ,O E&n,b&_)ml;l‘;.td,e dérivables sur un ! dérivee 3
dérivée MR INatL e intervalle K
—
(c%onstgntc) x—0 u+v e o
Xr—x x—] ku; ku'
X +— Sinx | x — cosx R UXUv uv+uv’
X P coSXx | x — —sinx xwu(ax+b) |xoaxul(ax+b)
X—x' el
(neN) X+—nx u™ neNetn>2 | ‘nuut?
1 1 1 v
X — ¥ —— 3 e
X _xz v -
i . R* 1 ,
2R | e = Sigla 1Y
neN-{0,1} (neNetn>2) il
x+— 1+ tan’x i '
cos’(x) A v 12
1 ' i@’ .
u i
x—Vx | x> — 0 ; +oo[ Vu — y
i 2vu |8

1. Soit u une fonction dérivable sur un intervalle K . Montrons que : pour tout entig
naturel n = 2, la fonction u” est dérivable sur K et sa fonction dérivée est nu'u" .
Par récurrence sur n.
a) Pour n =2, la fonction u?=uxu est dérivable sur K comme produit des foncti@

@) ' =u'xu+uxu'=2u'u=2u'v"".
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mticr naturel tel que k > 2. Supposons que la propriété est vraie au rang k et
Slle l'est au rang (k +1).

et par hypothése de récurrence u* est dérivable sur K donc u*"!

wr K comme produit de deux fonctions dérivables sur K.

W) = (v xu)' =) urutu'=ku " it

Bese on a (u*)' = ku 't

kv vt =l u = (kDO

mete est vraie au rang (k+1).

acipe de la démonstration par récurrence, pour tout entier naturel n > 2

" est dérivable sur K et sa fonction dérivée est nu'u"".

fonction dérivable et non nulle sur K. v* est dérivable et non nulle

est donc deérivablesur K etona:

- = ) <
—10") vV YT 'y V'

= — — = —— =—NhX g
_ ) v,.ra v(n+l)+(rf 1) (n+1) xv(n 1) n+l

Vv v

-

wable et non nul sur K, alors pour n € Z*, la fonction #” est dérivable sur K et sa

n-1

"

=T

| 1 1%
onposep=—netu" =—P—donc (“R)E(_p] = — px z:ﬂ
' u u u

da dérivée sur [1, +oo[ de la fonction dérivée de la fonction f : x> (x —1)W/x—1.
1
2Nx—1

" 2(3;‘1)1 LE ;Scx_—_li =%\/x~—1 avecx = 1; f'(x) =%m

3s la dérivée sur E = ]-1,0[w [0,1] et sur F=[0,1] de la fonction dérivée de la
NI —‘x|.

E— 1-1,0[u ] » Dérivée sur F = [0;1[, f(x)=+1-x, car x>0.
1 _ FE W) sy eas®a 2 s, ol
. x)=~2—ﬁT-—x;carf(x)=x/1+x. x x(ﬂﬁ-l) Ji= 5l

. J=f0) . =1 I
Ji-x| Im———=]im ———-2=——cR.
x x-;?g X 0" ] —x+1 )

1+ (x— 1)

-1
. x)_m’ car f (x) =
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A S’BXBTCET

F)=xX"+2Jx*+1; g(x)= 41 s h(x)= 21 =5 p()=(x*-3x+2)" ;
x +1 (x*+1)
- n x> —4
t = 3x+— ; O S e
) COS[ - 5 ] ) X" +2x+3

7> Prendre un bon départ

1 . ] . % . ="
)= gsixe .0 Donc ' est dérivable a droite en B
241+x ]_ [

—~1
opob Faliall £ = .
f(X)_Z\/:c saxe]),l[ 24/1—x

DoncsurEona:

1.a On considere la fonction f° définie par : f(x) = x2—2| x| +3.

« Déterminer I'ensemble de dérivabilité de f.

« Définir la fonction dérivée de f sur chacun des ensembles suivants :
[0 ;+oo[ et sur ]—o0;0[]0 ; +oof.

«  admet-¢elle une fonction dérivée sur R ? Justifier.

1.b Dans chacun des cas suivants, étudier la dérivabilité de la fonction / de R dans B

sur son ensemble de définition et définir sa dérivée.

) f()=¥3-2x-x* ;D) f(X)=(x-3)3-x; ¢)f(x)=(x-DvVx*-1

d) f(x) =227+ | x| -1, €)f(x)= x—rﬁ—*

1.c Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions de R dans R ci-dessous:

1.2 DERIVEES DES FONCTIONS COMPOSEES - DERIVEE DE LA BLJEC
RECIPROQUE D'UNE FONCTION BIJECTIVE.

Activité 1 |
Soit K un intervalle ; f une fonction dérivable sur K et g une fonction dérivable
sur f(K).
» Montrer que f(K) est un intervalle.
« Soit (x,; x) € K tels que x = x,. Vérifier que si f(x) = f(x,) alors: .
(g0 F)(x¥)—(g°f)x) _ (g /Nx)—(g°f)x) J(X)=f(x)
X=Xy S (x)— f(x) X=Xy

» Montrer que g est dérivable en f(x,).
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B e i (82700 —(g2 )z

X Yn x xo

=1 (%)% g f(%,)-

lire que la fonction go f est dérivable en x, et que son nombre dérivé en x, est :

;):f'(xg)xg‘ [F)] -

g fonction numérique définie sur [0;+oo[ par : f(x) = N

B que / est continue et strictement monotone sur [0; +oo[.

& que f réalise une bijection de [0; +oof vers un intervalle J que l'on déterminera.
B que la bijection réciproque de f* est définie sur J par /7' (x) = V-1,

rla continuité et la dérivabilité de /™ en 1.
2enir

* une fonction dérivable sur un intervalle K et g une fonction dérivable sur f° (K),
est dérivable sur K et pour toutxe Kona:

= ['D)xg'(f(x). |
f une fonction dérivable et strictement monotone sur un intervalle K.
etion /* réalise une bijection de K dans f(K). .
in réel de f(K). ' est dérivable en a si et seulement si f'( f - (@) #0.
Ry B R e 1 '
a: ( i ) (@)= m
* un nombre rationnel non nul; « une fonction dérivable et strlctement positive
pervalle K.
stion x — x” est dérivable sur ]0;+oo[ et sa dérivée est Ia fonction x > rx™~
tion u” est dérivable sur K et sa dérivée est la fonction Tu'U

yaincre
“unc fonction dérivable et strictement monotone sur un intervalle K.

pntinue et strictement monotone sur K et donc f réalise une bijection de K vers 1 (K).
jons que pour tout xe K, onaf'(x) #0 et montrons que /' est dérivable sur f'(K)

by deux réels distincts de £(K) . 1l existe (x, ; x) € K2 tels que y, = f(x,) ety = f(X).
=y, ./ (»)=* S (y,) carf" estinjective, c'est-d-dire que x # x,.

I(yﬂ)_ X— xu = 1
Fx)=f(x) GE f()— f(x)

A1,y
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f etk dtrcabie sor K, B d =4 )

X—rxy X —

Do T T A ) 21
= ey, )

¥y de f(K) tel que y, = f(x;) et f'(x) 0. (f ) () =

S '(x,). De plus, fi(x,) # 0 car x, e K .

0

. Ainsi, la fonction /™' admet une limite finie &

1
f( % T )

Remarque
c) S'il existe y, e K tel quef'(f o yo)): 0 alors /' n'est pas dérivable
eny, etsa courbe (C™') admet au point d'abscisse y, une tangente
parall¢le a I'axe des ordonnées dans un repére orthonormé.

La fonction x > x" avec r € Q* est dérivable en 0 si et seulement si 7 2> 1.

Exemple 1
1. Soit la fonction définie par f : x > sin[ = J.
X"+

Etudions la dérivabilité de Jf sur R et déterminons sa fonction dérivée.

1 :
Posonsu x> ——etv:xiosinxona f=vouetDf =R

x -kl
u est dérivable sur R et pour toutx e R, 0 < ,1 l <1 donc u(R) =]0; 1].
X"+

v est dérivable sur ]0; 1] ; donc f =vouy est dérivable sur R.

£ = u'(x)xv'(u(x))—( 1) s[ : ]

x” +1
2. Soit la fonction g définie de [0 ;n ] dans [—1; 1] par : g(x) =cos x.
a. Démontrons que g admet une bijection réciproque.
g est dérivable sur [0 ; ] et g'(x) =—sinx <0 ; donc g est strictement décroissante
g([0; m] ) =[cosm;coso] =[-1; 1]. Ainsi, g est une bijection de [0 ; n ] dans [—1; 1]

donc admet une bijection réciproque.

b) Déterminer un ensemble J sur lequel g™ est dérivable et déterminons (g ™) (x) pe

tout x € J.

g'(x)=—sinx, g'(x)=0sinx=0<x=0oux=n carxe[0; n]

g(0)=1etg(m)=—1, donc g™ n'est pas dérivable en 1 et —1 d'on g™ est dérivable
) ]

gle”®) -sin[g' ]’

Par ailleurs, sin® [ g (x)] = [:sin(g E (x))]2 =1 [cos( g (Juc)):[2 =1- [ g(g™ (x))}2 =
orxe L[ =1-x*>0. /sin® [g“(x)] =+/1-x*. donc sin[g_l(x)j =+1-x* car

sur J=]-1; 1[ et (g7)'(x)=
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\/72 pour toutxeJ
1—-x

1 2
etions u : x> x * etv: x> x> sont dérivables sur ]0;+co[ et ont pour dérivées

b

_ ; 1 -2 2 - : 3 ;
% les fonctions u':x+—>-§x Tetviixb gx *, La fonction w : x> x* est dérivable

F 1
‘et sa dérivée est la fonctionw : x> 5 X

g =

¥ (¥’ 1) *. Etudions la dérivabilité de / sur D, et définissons sa fonction dérivée.
: 5 e
¥ —1>0 car o 1. Ainsi, x>1 et donc D, = Jl;+o|.

x> x° —1 est dérivable et est strictement positives sur D,. Par conséquant, /' est
jur D .
S i

u ()= = ~—Z><3x2(x3 D4 enulx) = 2"-1.

: 2
= x'(x’-1) “.

résolu

pnction / de [0 ;+oo] dans [0 ; +oof par f(x)=x" avec ne N*

‘que / est une bijection et déterminer I'ensemble de dérivabilité J de 7.

' et déterminer sa fonction dérivée sur J.

g fonction définie sur |0 ,+oof par g(x) =x" avec r € Q*

g comme composée de deux fonctions puis en déduire que g est dérivable sur 0 ,-+oof.
iner la derivée de g sur J0 ,+oo].

n nombre rationnel non nul, # une fonction dérivable et strictement

ir un intervalle K. Démontrer que la fonction u” est dérivable sur K et que sa dérivée

 avec n e N*,

ms que / est une bijection dans [0 ; +oof et déterminons l'ensemble de dérivabilité J
fivable sur [0 ; +oo] et £ (x) =nx"", donc f est strictement

isur [0 ;+oof.
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sin>2,alorsn—121 etdonc f'(0)=0.7" n'est pas dérivable en 0

d'ou J =]0 ;+oo[. | x|
b) Définition de /™ et calcul de (£ )(x) pour tout x e.J. "(x)|
Soit y € [0 ,+oof cherchons x [0 ; +oo[ tel que y = £(x).

flx)

y=f(x)<:>y=x”<:>y;=x.f"(x)=x;=i/;sur [0;400[. 0
1 1 1 1 I win 1 i
(F @)= —— = — = e (N
') rEEY @Y e .

pour tout x € }J +00].

2.a Ecriture de g comme composée de deux fonctions et dérivabilité sur 10; 40 =

Comme reQ", 7=~ avec p e Z* et g e N*

P % 1
gt =at= {qu =v(u(x)) ot u(x) = x? et la fonction v telle que v(x) = x* s

sur [0;+0[ etu (]0; +oo[): 10;+00[, donc g est dérivable sur 10;+00[ comme comp
des fonctions dérivables.
b) Dérivée de g sur ]0;+oo].

1 .l__] 1 Bl 1_1+£_l l‘_J_i
200 =5 () v () = L 27 “’[*q] =Ep e Py gnErE
q q q

3.0n peut écrire u" = gou et par ailleurs, u(K) < J0,+eo[ et g est dérivable sur ]0,;
u" est dérivable sur K et pour toutx e K, (u")'(x) =(gou)(x)=u'(x)x g' (u(x)):

) ' =ru'u™

1.d Etudier la dérivabilité de la fonction /° sur son ensemble de définition et détermis
sa fonction dérivée dans chacun des cas suivants:.

4 3
a)f 1 x> cos(x’ +2x) ;b)f:xquE;C)f:xl—){/xjgd)xl—-)(x—l)i "e) [ X

1.e Montrer que la fonction f : x> tan [ll est dérivable sur l'intervalle ]—E g[

X n’m
1.f Soitf la fonction définie de }%,%{ vers R par f(x) = tan(x).

a) Montrer que / admet une bijection réciproque.

b) Montrer que £~ est dérivable sur R.

c) Démontrer que VxR, on a ( of ‘})F (x)= ?1 :
x +1
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baction numeérique g définie sur [0 ;+oof par: g(x) = xx.

gue g admet une bijection réciproque g~ dont on déterminera l'ensemble

ger l'ensemble J sur lequel g™ est dérivable.

f
e deux fagons différentes, le nombre dérivée (g_' ) (x), pour tout x € J.,

ERIVEES SUCCECIVES ET LEURS APPLICATIONS
idre un bon départ

3
Btion /' définie sur §0,+oo[ par f(x) = x? +x° +2x+1

i les fonction dérivées [, 1", /¥ et f“de f. Justifier que chacune de
ms est dérivable sur ]0 ;+oo] avant de calculer les dérivées précédentes.

pnction deux fois dérivable sur un intervalle K. Soit x,eK et
) (x — x,) + flx,) la tangente a la courbe (C,) de fau point M, d'abscisse x,,.

fion /: x — f{x) — [’ (xo)(x — x;) + fx,)].

gue / cst dérivable sur K et vérifier quevVx e K, A'(x) = f'(x)— f'(x,)

B(x,).

pse que /" est strictement négative sur K.

r que /' est décroissante sur K.

£ K , Montrer que : x> x, = A'(x) <0 etx < x; = A'(x) > 0. Dresser un

§es variations de h sur K.

gque sur K, (C,) est en dessous de (T).

pse que /" est strictement positive sur K. Montrer que (C,) est au dessus de (T).

ge b) et c) que si /" s'annule en x, en changeant de signe alors M, est un point
@ la courbe (C,).

T
gie fonction de R dans R et K un intervalle de R.
erivable sur K, alors sa fonction dérivée /' est appelée dérivée premiére de f
a la note aussi . 5 =
derivable sur K, alors sa dérivée /" est appelée dérivée seconde de f sur K et

gussi /).
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« De facon récurrente, la dérivée n-iéme de f sur K, ou la fonction dérivée d'ordre
ﬂOtéef("} Si elle GXiSte est la fOﬂCﬁOﬂ dériVée de ]_a fonc'[ion déﬁVée d'ordre 5 _l _‘::
d"{ .:f{n)=(f(n—l)) pour tout n > 1 etf(l)) :f-

X

On note aussi

j (2) Sif" s'annule en changeant de signe en x,, alors le point d'abscisse X, est un po
d'inflexion 4 la courbe représentative de £ '

1) Soitf: x> sinx .

J'(x) =cos(x) =sin [% + x} f "(x) = —sin(x) =sin(r +x) = sin(Z X % - x}
P (%) =~cos(x) =Siﬂ(3x%+x]sfm(x) = sin(x) :Sin[4xn—2—+x].
Démontrons par récurrence que pour tout 1 € N*, ) (x) =sin (% I x]‘

: ot , . (nm
Soit la proposition : « " (x)=sin [—2— +x]» pour tout z € N et pour tout x € R.

- Pour n=1, 2 et 3 la proposition est vraie d'aprés les calculs ci-dessus .
» Supposons la proposition vraie aurangk, ke Netk >1 .
Montrons qu'elle est aussi vraie au rang k +1.

D'aprés I'hypothése de récurrence £ (x) = sin (% + x].

7@ = (P = °°S(%t‘”)=sm [%*'(%*D '

(k+m
2

d'ot f**(x) = sin[ + x]; donc la proposition est vraie au rang & +1.

En conclusion, Vn e N*, £f®(x) =sin (%n_ + x}-

Exercice _résolu

- . ; 1
Soit la fonction f* définie sur JE ,+ool: parf x> . Démontrer que pour tout

x—1
nl(=2)"

: |
est n fois dérivable sur |—,+| et que £ (x)=— 2
f jlz. [ q f ( ) (2x_1)n+1
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mons par P(n) la proposition: " La fonction f est n fois dérivables sur :l%;+oo|:

n!(=2)"
(zx N 1)n+1

utx>—;— 3 f(n.)(.X) =

m=1,f estdérivable sur }%;ﬂx{ car 2x—1#0

2 1
2x-1°  @x-D"

$1) est vraie.

8=/ '(x)=

sons que la proposition soit vraie au rang k (4 > 1) et montrons qu'elle l'est
Bk +1).

i Phypothese de récurrence, f* est k fois dérivable sur }%;ﬂo[

e e T
P x-1)* e x(2x~ ]

: est deérivable sur l;+c>o et u l;+c>o =]0;+00[
2x-1 ) 2

fion v: x > x* est dérivable sur ]0;+oof donc vou est dérivable et comme

M-—2)" vou alors f*est dérivable sur :|%;+oo[ on a alors

fon U . x —

2 G
( )k+1+l (2x - 1){&'-1—1)4—1

jusion, pour tout 7 € N* la fonction J estn fois dérivable sur }%Hoo[ et

8= 1(-2) (k+1) . D'ott ®(k+1) est vraie.

. nl(=2)" :
(2 o) pour tout x > = ;d'apres le principe de démonstration par récurrence.

ercer

- : 1
i fonction g : x > —x4+1x3 __3'_x+1.
12 2

e la courbe représentative de la fonction g admet deux points d'inflexion.

ir la dérivée d'ordre S de la fonction £ : x > 1 sur R".
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Montrer pour tout n € N* que f est n fois dérivable sur |—oo; 0[ et que sa fonction

(-1)"n!

n+l

dérivée d'ordre n est définie sur ]—oo; O[ par f: x

1.g Soit la fonction #: x > cos(x)
« Donner l'expression de /', 1", # et 1?4 l'aide de la fonction cosinus (ou h).

« En déduire une expression de la dérivée n*™ de h en fonction de 7.

1.4 INEGALITES DES ACCROISSEMENTS FI

“Prendre un bon départ

Activité 1
Le débit d'un robinet est compris entre 15 I/min et 20 /min. Déterminer en litres les W
minimal et maximal d'eau qui s'écoule de ce robinet en 1 heures.
Activité 2

Soit f* une fonction dérivable sur un intervalle K, /' bornée sur K.
Soient g et b deux eléments de K tels que a <b ; m et M deux nombres réels tels que p
toutxela; b, m< f(x)<M.

On considére les fonctions g et 4 définies paru: K — R et v:K—>R
x> mx— f(x) x> Mx— ()

- « Montrer que u est dérivable sur K et que #'(x) =m— f'(x) pour tout x eK.
» En deduire que u est décroissante sur K et que m(b—a) < f(b)— f(a).
» Montrer de fagon analogue que /(b)) — f(a) < M (b-a).
» En déduire que : m(b—a) < f(b)— f(a) < M (b—a).

Retem'r

Soit / une fonction dérivable sur un intervalle K. Soient a et b deux éléments de K
tels que a < b.

« S'il existe deux nombres réels m et M tels que pour tout x [a ; b] ,
ms f '(x)<M alors on al'inégalité : m(b—a) < f(b)— f(a) <M (b—-a).
Ces dernicres inégalités sont dites des aceroissements finis.

« Autre version

S'il existe un nombre réel A positit tel que pour tout x € [a ;5], [f' '(x)| < A, alors on:
[f(B)- f(a)| < Alb—a| (Inégalité des accroissement finis). -' ‘
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jincre
ke [a;b], |[f'(x) < Aalors —A< f'(x)< A et daprés l'inégalité des accroissements

= A(b-a)< f(b)- f(a)< A(b—a) dot | f(b)— f(a)|< A|b—a|.

que Vxe[l; 2]ona:

< A/ 5P +1—-\/§Si5§~(x—2) =) (\/_x2+1—\/5|$\/i(x_1)-

s la fonction f :x 1= Vx*+1. f est dérivable sur [1 ; 2] et Pour tout x €[1 2],
x : 1
= . Enencadrant f''(x) ,ona —=< f'(x) < V2.
N+ 1 4] V5
i ; 2]
fvalle [x ; 2] [1; 2] . Ainsi, pourtoutae[x ;2] ona \/_ < f'la) < 2

uant les inégalités des accroissements finis sur l'intervalle [x ; 2], ona:

Sf(.’l)—f(x)ﬁﬁ(Z—x) d'ou \/E(x—Z)SVx“r —ﬁsg(x—Z) .

walle [1;x]<[1 ; 2] ; donc pour tout a €[1; x] ona —\/ESLS‘]H(R)S\/E 1

NG

a )] =2 pour tout @ €[1; x]. En appliquant l'inégalité des
ments finis sur [1 ; x] ona|f(x)~ f(1)] < V2(x-1) :
N -ﬁ[ <2(x-1) don b).

ercer

rer que pour tout nombre réel x €[0; 1] ona:

i< %H . b) I\/x+1 —1} s%

action f :x > sin x.
R’ . cn appliquant les inégalités des accroissements finis sur l'intervalle
trer que : —a <sina <.

uie pour tout couple (a ; b ) deréels, ona :|sina—sinb| < |a—bh|
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{5 ETUDE ET REPRESENTATION
LECON: = GRAPHIQUE DE QUELQUES FONCTI

» Utiliser les résultats sur la notion de continuité pour mieux représenter une fonction
utiliser la fonction dérivée sur un intervalle pour y étudier les variations d'une foncti
» Utiliser les branches infinies pour donner ’allure de la courbe d'une fonction.

#1=~ Prendre un bon départ

o5 ; ; li 3
On consideére les fonctions f: x> sin |x|—§x' +1etg : x> cos(x)—x. On note (G

représentative de / dans un repére orthonormé (O, i, J).
Activité1
Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution o, sur l'intervalle [0 ;+oo].

« Vérifier que o }% ;l{, puis en déduire le signe de g dans l'intervalle [0 ; +oo|.

Activité 2

« Btudier la branche infinie de la courbe représentative de / en .
« Btudier la dérivabilité de /' en 0.

» Montrer que / est une fonction paire.

» Dresser le tableau des variations de /* sur [0 ; +oo puis sur son ensemble de définition
- Représenter la courbe (&, ) dans un repére orthonormé. On prendra a. = 0,73 et /(0,7

® Retenir

Soit fune fonction, d’ensemble de définition D, et de courbe (€) dans un repére du
(1) Pour ¢tudier les variations de la fonction £ et dresser son tableau des variations .
- = étudier éventuellement la parité, la périodicité de fsur D. f
* etudier la continuité et la dérivabilite de f'sur chaque intervalle de D,
* étudier le signe de f .
= calculer les limites aux bornes du domaine d'étude, puis dresser Ie tableau des va
de f.
(Z)fPour représenter la courbe (€), il est nécessaire:
* d'¢tudier éventuellement les branches infinies a (C).
« de déterminer les points particuliers de (C): les extréma, les points d'intersection
axes et les positions relatives avec les tangentes -
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frepresentons la fonction f: x > —x* +2x% + 2x + 2.

‘de définition et limites aux bornes.

i f(x)= lim (—x*)=—o0 et lim f(x)= lim (-x*) = oo

e X—tw x—-—= X—3—0

S et dérivabilité de f sur D,.

@ble sur D, donc continue, car fonction polynéme et f'(x) =—4x’ +4x+2

* et tableau des variations de [ : Xl -2 ¥ 4o

f"(x)

3 J3
E 4 t W = :_£ = — 54
T4 et f(x)=02 - ou x - ) \I /T7'

ﬂ_39_+_13=0?46;f{\;ﬂ:8\/§+18~ 3

=3,54 et —=0,58
9 5!

| ; 2] 3
inue et strictement décroissant de }-3— : +co[

X |—co CL 00
6|+ ) 3
3.54( o)
fe)

une bijection }%—3—;4—00': vers J-0;3,54[.

e |-o0;3,54], il existe un unique o < B. 54+ tel que f'(c)=0.

J 5 ]0, 46, +oo[ qui ne contient pas 0.

L ! 3 ! ! ,
i '(x) =0 n'a aucune solution dans }—oo; T{ Par conséquent, a est l'unique réel

) = 0.
? Osixe ]—mﬂlet f'(x)<0si xe[a;+so:
fation graphique

—c; fim L)

X0 | oy

o (€
@rabolique de direction (OJ). / :
theoreme des valeurs intermédiaires on montre que i |

0 T
et que o 1,19 4 10prés. De méme, on /

= +o0 la courbe représentative de f admet une

s points d'intersection de la courbe avec I'axe des abscisses.

=solu 1
x4 353

Jariations et représenter graphiquement la courbe de la fonction £ : x +> f | I
x —

N = N O e T VN T



Solution
« Ensemble de définition de la fonction f.

Soit x € R, f(x) existe si et seulement si si\xl —120 clest-a-direx #—1 et x #1
D, = }oos-1[U}L 1[w 5400
xz . il g _ -
lim f(x)= lim =400, lim f(x)= lim | — |=+oo, hmlf(x)=11mI
X——0 X—+a0 X—pr0 X X—r— Xr= —

x| —x
2 = 3 2 3 = )
hm f(x)=1lim BFrE =+oo, lim s e =—o00, lim f(x)=+o0.
x——=1 __x_l x—1 x_-]_ x=l
« Continuité et dérivabilité de /.
x +3x-3
Sur }roo,—1[w }-1,0[ on af(r)—+——— et sur J0,1[U JL,+eo] onaf(x)=

Donc / est dérivable sur D, —{0} comme fonction rationnelle.

lim f(x)=3= £(0), sl 210 s RN limw = lim
x—0 x—=0 X

=0 —y—1 x30 X -0

dong f* est continue sur D, dérivable a gauche et a droite en 0 mais pas en 0.

« Dérivée et tableau des variations

X |00 -1 0 [
JAGES ( _2;; six e Jroo,~1[U-1,0[ f’(x)+ = e o -
w NN S
Sf(x )—( 1) Slxe[O [ulL +oof / \fm 3\_00

« Représentation graphiquede 1.
D'aprés le calcul des limites, les droites d'équation
respectives x =—1 et x =1 sont les asymtotes a (C,)

paralléles & l'axe des ordonnées.

2 [N
TN s O e
—x—1 x+1

5
lim [£(0)~(-x-2)]= um(xﬂ} 0

x +3x-3
———=x+4+
x—1 x—1

lim [£(x)-(x+4)]= hnzi 11]:0. e 5

Les droites d'équations y =-x—2ety=x+4

donc

sont les asymtotes a (C,) en —oo et en +o.

196
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=solu 2

ariations et représenter la courbe de la fonction f : x > sin(2x) —2sin x

e definitionde /: D, =R.

Eriodicité¢ de [ :

ED onax+2n €D, et f(x+2n) =sin[2(x+ 21 )] - 2sin(x+27)

= sin(2x)—2sin x

=f(x)

Mique et de période 2n. On peut donc réduire 'ensemble d'étude de £ & un intervalle
t 27 (par exemple D=[—mn ; ]).

EDona —xeD et f(—x) =sin(—2x)—sin(—x) = —(sin(2x) + 2 sin x)

= - f(x)

e. Son ensemble d'étude peut étre réduit a D, =[0 ; ]

£ dérivabilité et tableau des variations sur [0;m]

BS x > sin(2x) et x > —2sin x sont continues et dérivables sur R ; donc la fonction f°
g et dérivable sur R comme somme de fonctions continues et dérivables sur R
Jos(2x) — 2 cos x.

§ x—2cosx—1 =4[cosx+%J(cosx—l)

21

(x =0 ou x :?] dans [0;‘}1: ]

ER, cosx—1<0 et le cercle ci-dessous permet de déterminer le signe de

alors f'(x) <0 et sixe[%m;O} alors f'(x) 20

wariations et représentation graphique de t

i -

allc [—'R ; O] le morceau de (C, ) est le symétrique par rapport a l'origine 0

tcelui de l'intervalle [0;n ] car la fonction f* est impaire. W > i
(€, ) est completée sur R par les translations successives | [P — * + .

0
i et —2mi car [ est périodique de période 2. fix) \

2= ] 2 2x

3
2
T
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Exercice résolu 3
Etudier ses variations et representer graphiquement la fonction f: x — x— ’xz —1

 Ensemble de définition et limites aux bornes.

D, =R car pour toutx e R, [x2-1/>0.

f(x)=x—~x*-1sixe ]—oo;l]u [1;+oo[ etf(x)=x—+1-x"sixe [~1,1]
lim f(x)= lim (x—\/xz —1):—00

X—r—0

1 . : 1
x=vx’—1=———— donc lim f(x)= lim (———-]:0.
x+vx* -1 e e\ x+Vxt—1

» Continuité et dérivabilité de f sur D -

La fonction x | x>~1| est continue et positive sur R donc la fonction x > (| x>—
est continue sur R comme composée de fonctions continues donc la fonction f
est continue sur R comme somme de fonctions continues sur R.

La fonction x — x—+/x” —1 est dérivable sur 1—00; —1[U]L ;+4o0[ car x2—1> 0.
La fonction x > x —/1—x? est dérivable sur ]—1 ;1[ car 1 —x? > 0.
f(x)—f(—l)zx—x/xz—1+1 x| f(x)-

=]= donc lim

x+1 x+1 Axr=1 -1 x+1

Sur |-w;-1[ ona

——— donc lim

x—1 \/\72‘—1 x—1 x+1
Sut]-1; [ana: JOSCD_svl-wel ,  1-x fe)-f (3

Sur ]1;+co] on a: f(x)._.lf(l):x_\"xz "'1—121 x+1 f(x)“f(—l)

1- donc lim
X+l x+1 \/I—xz w5 x+1

>

o S@)-f(+D) _x—~1-x le 1+x% dobb i f(x)-f(+D i
x—1 x—1 J1—x2 21 X+1

Donc /* est dérivable sur I'ensemble ]—oo;—1[\U]—1;1[U]1;+00] .
« Dérivée et tableau des variations.

«sixe}m,—l[alors\/ﬁ—x>0car—x>0d0ncf‘(x)>0 |
—sixe]1,+oo[ alors \/xT——l—-xZO @ﬁkxc}—lzﬂ cecl est faux e donc po
x€ L.+ onaf'(x)<0.

Sur Jroo,—1[U L, 40f ona: fi(x)=1-

x Vl-x* +x

Sur ]—1;1[ ona: f'(x)=1+ =

\/xz—] = \/1—x2

- Sixe[0;1] alors v1—x* + x> 0 car x > 0 donc £'(x) > 0.




1;0[ alors V1—-x* —x20 & Vl-x*2-x=1-2x*2>0 <::>xe{—3/2——-2—;0{

L -1 -2 1 4o
S P
-1 | 1 \
\ B / 0
mtation graphique de (C,).

calcul des limites, la droite d'équation y =0

fote horizontale a (C,) en +oo.
P 7
= lim [1+1 }l—ﬁ;} =2

X0 X

' 1
—2x) = lim [—-—} =0
FER —paant =1

equation y = 2x est asymptote & (C,) en —o

r - - . ] 3
§ représenter graphiquement la fonction f x> —x*+ x* += x> —x-1. *

! . - =2 |x - 2[
dere la fonction g définie par : g(x)z—ﬁm :
x —
dérivabilité de g en 2.
variations de g et représenter sa courbe (€ g) dans un repére orthonormé.
dere la fonction 4 : x > cos(2x) — 2cox(x)

dans l'intervalle [-n ;n ] l'inéquation sin(2x)—sin(x) > 0.
et representer graphiquement la fonction h.
fonction numeérique définie par f(x) =x+ 1+\/ﬂ
s ]—o0 ;1] l'inéquation 2/1-x-1>0.
erivabilite de f en 1. ¢) Etudier les branches infinies de (e.).

ableau des variations de f et représenter (C,) dans un repére orthonormé.
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LECON 3 PRIMITIVES D’'UNE FONCTION

b Déterminer les primitives d'une fonction continue sur un intervalle. =
b Déterminer l'ensemble des primitives d'une fonction continue sur un intervalle,
b Mobiliser les connaissances sur les opérations de dérivations, pour déterminer les
de certaines fonctions continues sur des intervalles.
> Maitriser les propriétés sur les opérations de primitivations des fonctions continmug
( primitive d’une combinaison linéaire des fonctions, d un produit de fonctions,
d’une compesition de fonctions,...)

3.1 PRESENTATION ET DEFINITION

‘Prendre un bon départ
Activité 1 |

Pour chacune des fonctions /* de R dans R ci-dessous déterminer une fonction F dérn

un intervalle K que 'on déterminera et ayant pour fonction dérivée f:

fix5 f: xi——>2x_;f:x|—>5x2;f:xr—>—L,,;f: xl—>—sinx;f:xk——>i.
3 Jx

Activité 2
» Déterminer la fonction dérivée de la fonction F : x — x+tan x sur l'intervalle K=] -

= On définit les fonctions G et H sur K par : H(x) = F(x)+1 et G(x) = F(x)-2.
Determiner les fonctions dérivées G' et H' sur K. En déduire trois fonctions dérm

sur K et ayant toutes pour dérivée la fonction x = 2 + tan 2x.

= Déterminer une isométrie du plan qui transforme la courbe de G en celle de H

dans un méme repére orthonormé (0;7, 7).

« Soit la fonction P: x > F(x)+ k. Déterminer k pour que la courbe de P passe par le

d'abscisse TEZ et d'ordonnée 1.

(1) soit fune fonction définie sur un intervalle K.
* On appelle primitive de f/'sur K, toute fonction F dérivable sur K et telle qu
Pour tout xeK, on ait : F’(x) = flx).
» Si fest une fonction continue sur K alors fadmet une primitive sur K.
La continuit¢ est suffisance mais pas nécessaire c'est-a-dire qu'une fonction
peut admettre une primitive sur K sans étre continue sur K.
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e fonction admettant une primitive F sur un intervalle K.
dur tout nombre réel m indépendant de x, toute fonction: x —F(x) + m est une
gite primitive de f'sur K est sous la forme x —F(x) + m ot m est une constante réclle.

it x,€K et y, un nombre réel. Il existe une unique primitive F de Sfsur K,
8 valeur y, en x, , ¢'est-a-dire telle que F(x, ) = y,.

e 1
ffonction admettant une primitive F sur un TR 11N | R TR g
P Si G est une autre primitive de f'sur K, alors
| réel ¢ tel que G(x) = F(x) + c. (Ce)
'Dans le méme repére (O;7, j) la courbe de G est /
E celle de F par la translation de vecteur cj.

fixe dans K et la translation étant bijective, la

1
1
1
1
i
1
|

L . 2

88i x,cK et y,= G(x,) alots ¢ =—F(x,) + y,. y
(Cﬁ/
i F(x) — F(x,) +y, est l'unique primitive 7 To

L qui prend la valeur y, en x,. il =|(~F(xo) + ya); _

0 F : x > x” +sin x est une primitive de la fonction f : x > 2x +cos x sur R,

e des primitives de / est I'ensemble des fonctions G: x> x” +sinx+c¢ avecce R

la primitive de / qui prend la valeur 1 en %

2 2 2
~ [%J +sin%+c=ll<:>c:-% donc H(x):x2+si_nx_%,b'xeR

s x> x > x7 +sinx—3 etx > x > x* +sinx++/2 sont aussi des primitives de f.

8§ derivées des fonctions élémentaires vues 4 la lecon 1, on peut dresser le tableau
s de chacune d'elles. ¢ est une constance réelle.

gtion [ Primitives de f Sur lintervalle
aveca ER | x—ax+c ' R
avec n € N e R

E it i el
nc N\{1} e Tt -+ c ]—gg, _Q[_.ou]ﬂ;. +om[
.- L _ {[0;_ +oo[sir >0
f < Q\{(-13 L G 110; +o0[ sir < 0
> — 1 x> 2Ux+c #4105 4eca

E 2% - 105 +o0]

o ,’F .;‘.::
f |
R o

e
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DERIVATION ET PRIMITIVE D'UNE FONCTION Termina

L e UG B

Exemple 2

g ; 1 A 1
» Une primitive sur ]—oo; 0[ de la fonction x — —- est la fonction x > e
x x
2 5
» Les primitives sur [0;+oo[ de la fonction x > x3 sont les fonctions x §x3 +c ave

W 3
On peut encore les écrire x — Ew? x’ +¢, ceR

Exercice résolu 1

- : D . COS X+ xSin x
Déterminer les primitives sur ]0,+cc] de la fonction f : x4 ——— =

2

Solution
Déterminons les primitives de / sur 0;+w].

Cherchons une primitive de f sous la forme Z.0r (3] (x)
v

v

_ () —u(x)v'(x)
T

On voudrait que [E] (x) = f(x). Il suffit de prendre v: x — x et u(x) = —cos x.
v

. < : : —CcoSs X
On a donc les primitives de f sur ]0,+oo[ sont les fonctions F : x >

+cC
X

avec ¢ une constante réelle.

Exercice résolu 2
On considére les fonctions F et / définie sur R par :

Ens 2
F(x)=x*cos——x*six#0 f(x):2xcosl+sinl—2x six#0
X et X X

F(0)=0 f(0)=0
1. Montrer que F est dérivable en 0. En déduire que F est dérivable sur R.
2. Démontrer que F est une primitive de f sur R.
3. Montrer que f n'est pas continue en 0.

4. Donner l'exemple d'une fonction non continue sur R et admettant une primitive st
Selution

1. Démontrons que F est dérivable en 0, puis sur R.
)~ FEQOy 1

= xcos——xet 0<
¥ x

1
cos—| <1,
X

xcosl-x S|x‘

+|x[ < 2[.7:] car
X

1
COS —
X%




N ET PRIMITIVE D’UNE FONCTION

Terminale C et E

put x =0 et HI%Z[A:F 0 donc lim w=0 donc F est dérivable en 0 et F'(0) =0,
X—> x

x—0

! 1 "1 : :
ietion x —> cos— est dérivable sur chacun des intervalles ]—oo; O[ et JO;+o0] comme
X

| : o : 1 -
8ce de fonctions dérivables donc la fonction : x > x> cos— est dérivable sur R — {0}
x

# produit de fonctions dérivables. On en déduit que F est dérivable sur R
ssomme de fonction dérivables sur R.

pntrons que F est une primitive de f sur R.

@crivable sur R, ona :

B0 F '(x) :2xcosxl+x2[--l;)(—sini)—h:2xcosl+sin~1~—2x=f(x)
x

X X X X
= /(0).

) = f(x) six#0

£10) = 1(0)

s

donc F est une primitives de f sur R

ans que f n'est pas continue en 0.
S que / continue en 0, alors on a lin{} J(x)=f(0). Or

() = 2xcos[l] —2x+sin [lj et Iim(Zxcos [lJ = Zx} =2 Iim(xcos (ij —x} =0
) X x 30 X x—0 X

IS sin (l} = f(x)- [Zx cosl - 2x]. Donc f est continue en 0 si la
X

X

Byl it ; e
= sin (-—] admet une limite en 0, ce qui est absurde car 111'1(}— =00
2 X—» x

bn sinus n'admet pas de limite en .

= fonction discontinue sur R et admet une primitive F sur R.

Zrcer

Ber les primitives F de f* sur les intervalles K indiqués dans chacun des cas suivants:

1

K=R; x> — K=]0; +<of;
) - ]

3
K=R; e) x> x* K=]0 ;+oof;

1 T 3
K=]-0 :0[; > K== ="

0Lt D COS?x }2 2[




DERIVATION ET PRIMITIVE D'UNE FONCT{ON

3.b On considére la fonction f : x = xtan®x+tanx+ x et g : x > xtan x.

a) Montrer que la fonction f* admet une primitive sur l'intervalle I= }—%,%[

b) Calculer la dérivée de g sur . En déduire une primitive de /* sur L

c) Déterminer la primitive de f qui prend la valeur 0 en — %

3.2 RECHERCHE PRATIQUE DES PRIMITIVE!
DES INTERVALLES DE CERTAINES FON
CONTINUES.

2 - Prendre un bon départ

Activité 1

Soient / et g deux fonctions admettant pour primitives sur un intervalle K, les
fonctions F et G respectivement.

a. Déterminer la dérivée (F+G)' sur K . En déduire une primitive de / + g sur K. _
b. Soit A €R ; déterminer la dérivée (AF)' sur K. En déduire une primitive de A f
Activité 2

a.Déterminer les réels a et a' pour que les fonctions F : x — acos(7x + 1) et

G :x —> a'sin(—3x+ 2) soient des primitives des fonctions

fix>3sin(7x+7) et g : x> 5cos(—3x + 2) respectivement.

Soit /* une fonction dérivable sur un intervalle K et g une fonction dérivable sur f{lK):
b. Déterminer la dérivée (g o /) sur K. En déduire une primitive sur K de la fonction
c. Soit la fonction % : x > 2xcos(x” +3).

(1) Vérifier que pour tout x € R , A(x) = u'(x) x sin'(u(x)) ot u est une fonction a déters
(i) Déterminer une fonction H dérivalble sur R, telle que pour tout réel x, H '(x) = Q3
En déduire une primitive de A sur R.

Activité 3

Déterminer une primitive sur R, de la fonction f/: x o
(2 +x+1)

On peut écrire f(x) = (4x +2)x (x*+x+1)7. soit F une primitive de f sur R. Soit u
une fonction dérivable telle que F = au” ou  est un nombre rationnel distinct de —1.
a) Calculer la dérivée F' de F en fonction de .

b) Déterminer les réels » et a, et la fonction u pour que la fonction F soit une primitive

¢) Donner alors une primitive de la fonction : x > 3cos(x)(sin x)*.




{ ET PRIMITIVE D'UNE FONCTION | ~ Terminale CetE

>tenmir

it f et g deux fonctions admettant pour primitives sur un intervalle K,

tions F et G respectivement.

iction /' + g admet pour primitive sur K, la fonction F+G.

lout A, € R, la fonction A /* admet pour primitive sur K la fonction AF.

it/ une fonction dérivable sur un intervalle K et g une fonction dérivable sur f(K).
ition / < g'o / admet pour primitive sur K, Ia fonction g o .

ir tout triplet (4; a;6) de réels tels que @ # 0,

imitive de la fonction x > Acos(ax +b) est la fonction : x — — sin(ax+b);
1 o !

mitive de la fonction x — 4 sin(ax +b) est la fonction : x — — = cos(ax + b).
. a

1 : = e a
" est un nombre rationnel distinct de —1, alors une primitive de au'u’ est 1 i
r+

e 1

iprimitives de la fonction x - —5x° sur R sont les fonction F dérivables sur R et définies

' bt LA ) 5
F(x) = —5x—x"+c=—Zx"+cavecceR.
6+1 7

.. : S !
grimitives sur 0; +oo[ de la fonction x > : —/x + —+ sz —+/7 sont les fonctions
X

L e l+ 1 ‘)+ -
ics par: G(x)=— X1 _3 ! 5_1+§>< x** —x+/7 + ¢ avec ¢ € R soit
1+1 (5-Dx 4 2+1
2 2 3
'ntG(x)=—x2~——;+—5—x3’—x 7+caveccelR
3 4x° 12

ue

) et (4) du retenir ci-dessus permettent de déterminer des primitives de certaines
I8 particulieres.

ide la fonction| Une primitive Contraintes
favecn €N —”:-1— Sur tout intervalle ot u est dérivable
, = _
B ; _ T S Sur tout intervalle ot u est dérivable et
ecr € Q\ .{_1} a1 positive. [Si7 < 0, on doit avoir u > 0]
N\ {1} 55 I Sur tout intervalle ot u est dérivable
eC n e N\ (n— Dur? et non nulle

F o \PEE Wi | Sur tout intervalle ot u est dérivable et

Vi L strictement positive.
€
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DERIVATION ET PRIMITIVE D'UNE FONCTION

sinu.

« Les primitives sur R de la fonction 4 : x - 2x cos(x’ + 3) sont les fonctions
H:x>sin(x” +3)+c¢ avecceR car h(x) = (u'(x)) cos(u(x)) oi u(x)=x2+3.
2x+3
Df =]—o0;—4[U]—-4 ; 1[U]l ; +0o0of et par conséquent admet des primitives sur chal
u'(x)
(u(x))’

1 1

s S te = s+coucelR.
B-D(x"+3x—4) 2(x"+3x—4)

» Soit la fonction £ : x > .f est définie et continue sur 'ensemble

trois intervalles. Notons les F. On peut écrire /(x) = otu(x)= x*+3x—4

donc F(x) = —

» Soit la fonction g : x> \/iz . g est continue sur | -2 ;2[ donc y admet des pr
=7

On peut écrire g(x) = (3x)(4 — x° ):21 . Posons u(x) =4—x*;u'(x) =2x. Dot x = ¥ (_:-

L
—_—

g(x)=%3 xu'(x) [u(Jnc)F1 - _71 +1= %; Une primitive de g est la fonction G définie g

G(x):%[él—x"‘]% +e=(3)4-x*) +c=-3V4-x" +coiceR
2

Les primitives de g sur ]2 ; 2[ sont les fonctions G telles que pour tout x € ]—2 32

G(x)=-3v4—x" +c avec c une constante réelle.

Pour déterminer une primitive d'une fonction f continue sur un intervalle K, un che
consiste & l'identifier : :
* soit a la dérivée d'une fonction élémentaire,
* soit a la dérivée d'une fonction composée,
* ou encore a la dérivée d'une somme, d'un quotient ou d'un produit de deux &
Dans certains cas une réorganisation préalable de l'expression de fest nécessaire pos
eventuelle identification.

Exercice résolu 1
Soit la fonction f :x > xsin x. Déterminer les primitives F de f surR
Solution
déterminons les primitives F de f sur R

Posons les fonctions u:x—> xetv':x>sinx,ona:u'(x)=1et v(x)=—cosx
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T PRIMITIVE D'UNE FONCTION Terminale Cet E

2(x)v'(x) = [uv]'(x) —u'(x)v(x) = [uv]'(x) + cos x . Or la fonction : x > cosx a pour
| fonction : x > sin x .

primitives de f* sur R sont les fonctions F : x — —xcosx+sinx+c¢ avec ce R
esolu 2

er les primitives sur R de chacune des fonctions f : x > cos® xsin® x et

Bs Sx sin 3x.

mons les primitives de f sur R.
Bos” xsin® x = (sin xcos x)” sin® x = %(2 sin xcos x)* x % (1—cos 2x)
2x)° (1 —cos 2x)
. : 5 48 | ' : 5
x)" —cos2x(sin 2x) ] = i (1—cos4x)—cos2x(sin 2x)
©0s 4x — 208 2x(sin 2x)> ]
scos4x —(u'(x)x (u(x))z];(u(x) = sin(2x)) donc les primitives de / sur R sont les

1
s F :xJ—>—~[Jc—lsi114x—l(sin2x)3 +k aveck e R.
16 “ 3

@nons les primitives de g sur R.

:-{sin(Sx +3x) —sin(5x — 3)x] = % [sin(8x) - Sin(?.x)].

mitive sur R de g est la fonction x> %[— ésin(Sx) + % cos(2x)}.
mble des primitives de g sur R est I'ensemble des fonctions G, définies:

1
: —-% cos(8x) + 3 cos(2x)+k ou k est une constante

pethode

_ Eiﬁx +€—£5x ; eflr _e—i'3x
- et sin3x= _
21

fire que g(x) = —;—.[sin(Sx) —cos(2x)]

guler une primitive d'une fonction trigonométrique /* du type x > sin” xcos” x avec
i on peut procéder comme ci-dessous :

A



DERIVATION ET PRIMITIVE D'UNE FONCTION

« Sip=n=0 alors f se raméne a une fonction constante.

« Si p=1oun=1 alors on peut écrire / sous la forme u'u? ou g est un entier natus
« Sip #1 etn#1 alors on peut écrire f(x) sous la forme d'une somme dont les term

de la forme asinkx ouacoskx en utilisant les formules trigonométriques ou les
ix —ix ix —ix

et sinx=

d'Euler. cosx =2 -
2i

: ) : e
: ol e —e \[e+e” /i

Dans ce dernier cas on pourra alors écrire f(x) = - - et utilise
i

binémes de Newton ou d'autres techniques pour le développement, puis la réductie

AL s Sexercer.

1 . . . . -
i 3.c Déterminer les primitives de chacune des fonctions suivantes sur les intervalles

f(x)=-3 sin(3x+17‘-], K=R; g(x)=22x+1, K = }—%;m[

u(x) = 2 K=}—£;O[ ;v(x)=(1+tan2x)tanx,K=]—£;£{

cos’x’ 2 o9

K= ]1; +OO[ s (%) = 2x-1)(x* -x+1)’, K=R

3
S(x):ﬁ,

3.d Déterminer les primitives sur les intervalles indiqués de chacune des fonctions

suivantes

a)f(x)=—xsin(x* +1) K=R ; d)1(x)=3x"Vx’+1 K = ]-L;+o];
=il s 5 e 4 _00__2 ]

b)g(x)—m K—]I:’H’O] ; e)p(x)_%(2x+3)2 K ] ; 2{,

c) h(x):(Zx—l)_% Kr-]%ﬁoojl ; Dg(x)=2+2tan’(2x) K= }—%,%[

3.e Determiner la primitive F de f sur R et satisfaisant a la condition indiquée.

a)f(x)=sinxcos3x et F(n)=2; c¢)f(x) =cosdx, F(%) =0

b) f(x) =—2x(x+2)?, et F(0)=3; d)f(x) =sin’x, F[%J=—1.



ED'UNE FONCTION SUR

E - DETERMINATION DES
-DERIVEES DES

NS COMPOSEES

Miction / de R dans R
L3 v —1]-2.

gemble de dérivabilité de .
mction dérivée de f sur
Bles suivants :

' ,+oof.

g fonction dérivée sur R?

@s suivants, étudier la
ction f sur son ensemble
finir sa fonction dérivée.

#on derivée de chacune des
s définies :
. 1
- U Xy 3
&) x¢+1

)= (" ~3x-2)";

Etudier la dérivabilité de /sur son ensemble de
définition et déterminer sa fonction dérivée.

a) f x> sin(x* +2x2 +3); b)fixs %)
c)f:xt—%%/xj; d)f:xl—)(l—xg)é;
e)f:xi—>(—2x+1)§.

©

> 1
Montrer que la fonction f : x > 1+ tan 2 (—]
X

n'est pas deriable sur l'intervalle }ug —Z—I:

Tm
Pour chacun des exercices de 6 4 9, étudier
la continuité et la dérivabilité de h sur son

ensemble de définition. (h fonction de R dans R)

6
W)=z 1
©

h(x) =~2=x+x;
©

h(x) :1/|x—2| +2;
h(x) =,}Ixf—4—2;

&.

On considére la fonction f° définie par :

f(x) =2 x|

1. Btudier la continuité et la dérivabilité de f
sur son ensemble de définition.

2. Déterminer la fonction dérivée de / sur
chacun des l'intervalles ]-2 ; 0] et [0 ; 2[.



DE VE D'UNE FONCTION

DERIVES DES FONCTIONS
RECIPROQUES

&

Soit g la fonction definie de ]0 ;+oof vers R
par:g(x)= m ;

a) Moﬁtrer que g est une bijection de ]0 ;+od]
vers |1 ,+oo].

b) Montrer que Vx e ]l ; +oof, g7'(x) = \/E :
¢) g est-clle dérivable sur ]1 ; +eo[?

git h 1a fonction définie de ]—oo ; 0] vers R
par : i(x) = m—l .

a) Montrer que /4 est une bijection de |- ;0]
vers [1 ;+oc].

b) Montrer que Vx e[1;4+oo[: A7 (x) = —/x> —1 .
¢) b est-elle dérivable sur [1;+oo[ ?

Soit f* la fonction définie de[0;7 | vers [-1;1]
par f (x) = cos(x).
“a) Montrer que f réalise une bijection

g de [0;7 ] dans [-L;1].

(vxe[0m ] g(x) = f(x)).

b) Justifier que g~ est dérivable sur -1 ;1[.

¢) Démontrer que Vxe]—-1;1[,on a
(g )=~

Soit la fonction numérique g définie de

[1; +oof dans [0 ; +oo] par: g(x) = (x—1)Vx—1.
a) Montrer que g admet une bijection

1-x%

réciproque g~ dont on déterminera l'ensemble

de définition.

c) Déterminer I'ensemble J sur lequel g ' est
dérivable.

d) Déterminer g ' (x) pour tout x &
Déterminer de deux fagons diffen

(g27")'(x) pourtoutxel.

DERIVEES SUCCESS
@;,

28
Soit la fonction g:x— gx“ 4 3 3

a) Montrer que la fonction g admé
points d'inflexion sur son ensembl
définition.
b) Calculer la dérivée d'ordre 10

&

a) a) Déterminer la dénivée d'ordre

fonction £ : x > sinx .
b) Vérifier que £ (x) = sin (r 45

¢) Montrer pour tout n € N* que fi
derivable sur R et que sa dérivée @

définie sur R par f™ : x> sin[

&

a) déterminer les dérivées d'ordre |
: 1

de la fonction f : x> — .
X

b) Montrer pour tout #n € N* que £
dérivable sur ]0; +oof et que sa dérs
n est définie sur ]0,+oof
(—Da(a+1)!

n+2

par W oxrs

Soit la fonction f: x e
x+1

a)Démontrer que / est dérivable su
b) Définir £); f2; P et f9.
c¢) Conjecturer en fonction de » et &



je expression de £ (x) pour tout
o]

lontrer cette conjecture par récurence
> 1)

ALITES DES ACCROISSEMENTS FINIS

isidere la fonction f : x > \/J_c +x
jontrer que pour toutt[1 ,4],
. 3
E ()<=
= () :
x e[l 4], en appliquant :

gahtes des accroissements finis sur
lle [1 ; x] en déduire que

< f(x)- () sg(x—l) :

alors un encadrement de x par deux
s affine sur [1 ; 4].
linégalité des accroissements finis

srvalle [x ; 4] ,en déduire que

6] S§-|x—4|.
2

c.tion f x> cosx.

e R, en appliquant les inégalités
issements finis & / sur l'intervalle
jontrer que : —a < cosa —1<a.
fque pour tout (a ;b) de R?,
a—cosb < a-—b.

_'onf définie de [0 ,%[ vers R par

Jue Vx e {0 ,%[ onaf'(z)=1.
idere la fonction © définie de

SR par () =t— (1) .

ET PRIMITIVE D’'UNE FONCTION

. P s
Montrer que ¢ est décroissante sur [ ,—2-{

¢) En deéduire que pour tout x [O ,—g{

onalO<tanx<x.

ETUDES ET REPRESENTATIONS
GRAPHIQUES DES FONCTIONS

Pour chacun des exercices de 22 4 27,
¢tudier les variations de fet tracer sa
courbe représentative dans un repeére
orthnormé (O, 7, j) du plan.

4 3

22
X

f(;c)=—4—+x?~x2'+1;
@%
f(x)=
gﬁ
f(x)=1+24x>~1;
@

£ =flx=3;

26

f(x) =cosx—%sin 2x;

S saps Al 3
X

% sinx
f(x)= :
1—-cosx
: x +2ix—2
g(x)“———-—-——l |
-2

a) Btudier la continuité et la dérivabilité de
gen2.

b) Etudier les branches infinies de (€,)
courbe représentative de g.

¢) Dresser le tableau des variations de g.
d) Construire la courbe de (C, ).




Soit la fonction g définie par : g(x) =

2

x =1
a) Etudier les branches infinies de (€,),
courbe représentative de g.
b) Déterminer la dérivée de g et dresser son
tableau des variations .
¢) Construire la courbe (C,) de g.

20
30

Soit f° la fonction numérique définie sur R par :

J(x) =cosx+%x2~—'2.

a) Etudier la parité de 1.

b)Dresser le tableau des variations de f-

En déduire le signe de f '(x).

¢) Dresser le tableau des variations de f et
tracer la courbe représentative de f.

31)

On considere 1a fonction £ de R dans R de
courbe représentative (C, ) dans un repere
2%t —3x+73

=
1. Déterminer la fonction dérivée de 1 et écrire

orthonorme, définie par : f(x) =

l'equation de la tangente (&D ) a la courbe de [
au point d'abscisse 1.

2. Btudier les positions relatives de la droite

() et de la courbe (C,). En deduire que(C,)

admet un point d'inflexion dont on déterminera

les coordonnées.

3. Démontrer que le point de coordonnées

(1; 2) est un centre de symétrie a (C, ).

4. Dresser le tableau des variations de f et
tracer (C,) et la tangente ().

32

Soit f la fonction numérique définie sur R par :

f(x)=+/| x*+3x-4| de courbe (C,) dans un

repére orthonormé (Q; i , j).

1. Btudier la continuité et la dériva
aux points d'abscisses —4 et | e
2. Etudier les branches infinies d&
représentative (C,) de f.

3. Montrer que la droite A: x=—=

symétrie 2 (€
4. a) Déterminer la fonction deriw

b) Dresser le tableau des variation
5. On considere le point A (—3—,

) Soit M(x; ) un point de (C,) {8
x€[—4; 1]. Montrer que AM=23
b) Soit g la fonction définie par =
g(x) =~ £(x).

Montrer que (C,) est I'image de|
symétrie de centre A.
6. a) Tracer la courbe (C,) dans I§
repere que (C, ).
b) En déduire la construction de I§

des points du plan de coordonngg

(x; ) tels que : y° ~—|x3 +3x —-4‘ |

@.
Soit f* la fonction numérique défin
f(x)=x+ ‘l—x2| de courbe repre
dans un repere orthonormeé (019 E
1. Etudier la continuité et la dériva
aux points d'abscisses respectives =
2. Etudier les branches infinies del
representative (C,) def.
3. Résoudre dans ]0; 1[ I'iméquatio
1—x%*—2x >0 et l'in€quation
vx*—1+2x> 0 dans l'intervalle |=



ET PRIMITIVE D'UNE FONCTI

#a fonction dérivée de .
: _':;u des variations de f.

Son numérique définie par :
=g
gue (C,) estl'image de (C,) par
centre O.
&courbe (C,) dans le méme repére

TIVES D'UNE FONCTION

ner les primitives F de f'sur les

es K indiqués dans chacun des cas :
& 5x° K=R; '
K=R;

K= feo;0[;
K- oo
K = 10, +eo[;

e

5¢08” x

asidere la fonction

COSX—X SINX; g:XH> XCoSx.
ifier que la fonction f. admet une
e sur R.

erminer la dérivée de g sur IR.
deduire une primitive de / sur R.

erminer la primitive de f* qui prend

ur 1 e

fe Cet E

K!’."

Soient f* et g les fonctions définies par :

-

f(x)=xzsinl six#0
9 X

f(0)=0

et

<Lgr(x) = 2xsin l—lcccsl six#0

X x
£0) =0

{xsinl)=0.
: x

En déduire que f* est dérivable sur R.

1. Montrer que lim

50

2. Montrer par l'absurde que g n'est pas
continue en 0.

3. Calculer la dérivée de g et en déduire que f
est une fonction non continue sur R qui admet
une primitive sur R, el

37

Pour chacune des fonctions f de R dans R

suivantes, déterminer un intervalle K sur

lequel f'admet une primitive puis calculer les
primitives de f'sur K.

‘f:xk—)(xﬂl)'*;f:xr—)— ! :
x—3

5
Ak H—\/?_.-i—l ;f:xl—}(er%] 4;
5

| : 1
e i S R S
& (x+2) & cos’(x+4)’
2
fix £ Sl e
V14 x? (" +27)
sin® x
CX :
I cos’ x

T
Déterminer les primitives de chacune des
fonctions suivantes sur les intervalles indiqués.

f)=2x+1)cos(x* + x), K=R;
g0 =2%{(2v-1y K~ J%;”’[

o O




COS X

QIH K_ p [ :

v(x) = (1+ tan® 2x) tan 2x, K=}-1;1]

X)= . K= 11
e (2x2 =93 FHE
r()=2x-D(" —x+1)’, K=R
39

Déterminer sur les intervalles indigués une
primitive de chacune des fonctions |
suivantes : de R L

a) £ (x) :(xz +§]sin(x3 Lt KR

4 ~2y
G —x 1y
¢) h(x) =(2x+3)(x>+3x+2)" K =To-1[;

b)g(x) = K=R;

A 1(x) = (=17 K = J-+oo[;
4x+3
) P(x) == ;x K =Tt +o0];
D) g(x) =(+tan’ x)tan’ x K =}—%;%[_
40

Déterminer la primitive F de f sur R et

satisfaisant a la condition indiquée.
a) f(x) = cos xsin’ x et F[%J =

b) f(x) =sin’ x, F(n)=0;
€) f(x)=~2x"(x +2)%, F(0)=-1;
d)f : x> cos® xsin2x, F(n)=0;

e) f(x) =cos’ x, F(%) =1
@

Soitx e }—g— %I: En remarquant que

tan” x =—1-+(1+ tan” x), déterminer la
primitive de la fonction x — tan® x qui prend

la valeur 0 en E—

@

Soit la fonction g: x

1

1—sinx

r..® Tc .
a) Vérifier que pour tout x € ]— E; ,

B 1+sinx
(1—sinx)(1 +sinx)

I—smx

b) En déduire les primitives de g 8
3 |
Déterminer les primitives des fon
ci-dessous : |
x> (x—l)«/; sur ]1;+oo];
2)x>sinx+xcosx surR;
3) x> xcosx surR;

4) x - sin” xcos’ x sur R;

5 x> 2 sur ]1 ‘
(x-1)’ (x 2)
sin x—xcosx !
6) x> sur
) sin’ x Jo:@ [

A4
b 3

3 2 .
: : x +xa
Soit la fonction f : x > :

(x—1)

1. Déterminer trois réels a, b ete
pour tout x € R\ {1}, f(x) = ax +8

2. En déduire les primitives de f

@

Soit g la fonction définie dans 1'ing

sin x

par : g(x)=
cos’ x

1. Détermine deux réels a et b ind
b
-+

cox*x cos 4

de x tels que g'(x)=

la dérivée de g.
2. En déduire la primitive G de Iz

X =

qui prend la valeur 1
cos x
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ICON 1| ESPACES VECTORIELS SUR R
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SUR R.
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§PROJECTIONS ET SYMETRIES VECTORIELLES.

- ENTRAINER



ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES Terminale

LECONT

ESPACES VECTORIELS SUR R

» Consolider les methodes pour :
* montrer qu'une partie d’un espace vectoriel est sous espace vectoriel;
* montrer qu'une famille de vecteurs d’un espace vectoriel est libre ou génératrice;
« determiner une base et la dimension d'un espace vectoriel .

» Montrer que deux sous espaces vectoriels sont supplémentaires.

1.1 SOUS-ESPACES VECTORIELS D'UN ESPACE
VECTORIEL SUR R.

722 Prendre un bon départ

Montrer que :

a) Dans 'espace R®, I'ensemble F des triplets (x; y; z) tels que 2x—y+3z =0 est un sous-&
vectoriel ;
b) Dans l'ensemble V, des vecteurs du plan de base (7, /), l'ensemble des vecteurs qui s'éct
x(2{ +37) estun sous espace vectoriel :
¢) Dans l'espace R*, l'ensemble F des triplets (x; y; z) tels que 2x—y+3z=—1n'est pas &
sous-espace vectoriel ;

d) Dans I'sspace vectoriel des matrices carrées d'ordre 2, I'ensemble des matrices inversi o)
n'est pas un sous-espace vectoriel.

Une partie H d'un espace vectoriel E surR est un sous-espace vectoriel de E si :
@) H est non vide ;
(i)  la somme de deux vecteurs de H est un vecteur de H;( partic stable pour #
(iit)  le produit d'un vecteur de H par un réel est un vecteur de H.( partie stable

Remarque

* L'intersection de deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel est un sous-
vectoriel ;

* La réunion de deux sous-espaces vectoriels n'est pas toujours un sous-espace Vi
P } p .



=LS ET APPLICATIONS LINEAIRES Terminal

§ que dans l'espace vectoricl R*, I'ensemble E des triplets (x; y; z) tels que
=) est un sous-espace vectoriel.
un ¢lément de E.  H est non vide.
[82) et (a; b;c) deux éléments de E.
bic)=(x+a;y+b;z+c).
Wib)+(z+e)=(a-2b+c)+(x—2y+2z)=0+0=0.
1.b;¢) est vecteur de E . E est stable pour I'addition des vecteurs de R*.
i.2) un vecteur de E et a un nombre réel.
ax; ay; az).
P (az) =a(x-2y+2z)=ax0=0.
f un vecteur de E : E est stable pour le produit d'un vecteur par un réel.
n sous-espace vectoriel de R®.
p aurait du montrer que E est stable pour les combinaisons linéaires.
&t (a;b;c) sont deux éléments quelconques de E, o et B deux nombres réels

8, alors le vecteur o (x; y; )+ (a; b; ¢) est aussi un vecteur de E.
mne qu'un sous-espace vectoriel doit nécessairement contenir le vecteur nul, 1'énsemble

Sde R’ quis' éerivent (a;b;c) tels que a+b+c = 7 n'est pas un sous-espace vectoriel

1:0:0) n'est pas un vecteur de cet ensemble. En effet, 0+0+0=0 et 0= 7.

2rcer

semble des matrices carrées d'ordre deux, montrer que I'ensemble des matrices de la

: ) est un sous-espace vectoriel.

isemble des vecteurs du plan, montrer que l'ensemble des vecteurs dont les coordonnées

e donnée vérifient 3x — 4y = 0 est un sous-espace vectoriel.

ISES ET DIMENSION D'UN ESPACE VECTORIEL.

dre un bon départ

&5 bases canoniques respectives de R*, R*, R”,
i determine-t-on la dimension lorsqu'elle existe d'un espace vectoriel ?

pnt alors les dimensions respectives de R*? R*?
lBmsemble des vecteurs (x; ;z) de R® tels que x—2y+5z=0.




ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES Terminale

(i) Déterminer une famille génératrice et libre de E.
(it) Déduire la dimension de E.

¢) Dans l'ensemble V, des vecteurs dont une base est (_::, ;', !T:), on pose u = 2?—}+3§,

]

v=i+2j—k, w=i+j+k.
Montrer que la famille (ﬁ,;, ?v) est une basede V, .

Déterminer les coordonnées des vecteurs i, j, k et T=5i+ 2}' —k dans la base (1:, v, ;).

Donner une équation cartésienne du plan engendré par les vecteurs u et v .

" ) Retenir _

* Une base d'un espace vectoriel E est une famille libre et génératrice de E.

* Si une base d'un espace vectoriel a n vecteurs, alors toute autre base de ce
vectoriel a aussi n vecteurs.

* La dimension d'un espace vectoriel E est I'entier naturel noté dimE, qui e
E={0} et le nombre de vecteurs dans une base de E si E = {0}.

= Dans un espace vectoriel E de dimension n, si B est une famille de n vecte
distincts, alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

a) B est une famille libre de E;

b) B est partie génératrice de E ;

c) B est une base de E.

1) Montrons que la famille ((1;2;-1);(1;1;2); (3;-1;2)) est une base de l'espace vectoriel

Puisque R’ est de dimension 3 , et la famille est formée de trois vecteurs de R?, il suffs

montrer que la famille ((1;2;-1);(1;1;2);(3:—1;2)) est libre .

Soit x, y, z trois réels tels que x(1;2; 1) + y(1;1;2) + z(3;—1;2) = (0; 0; 0).
X+y+3z=0

Ona: {2x+y-z=0 qui peut étre résolu par substitution ou par la méthode du pive
—x+2y+2z=0

De la deuxieéme équation, z =2x+ y et les deux autres équations donnent le systéme =

Le déterminant de ce dernier systéme est 16 qui est non nul. Ona x = y=0;etdonc 2
La famille ((1;2;-1); (L,1;2);(3;—1;2)) est une base de l'espace vectoriel R’
2) La famille ((2;1);(5;2);(7;—1)) n'est pas une base de R? car elle contient trois vectes
alors qu'une base de R? doit avoir exactement deux vecteurs distincts.

3) La famille ((2;1);(5;2);(0;0)) n'est pas une base de R* car elle contient le vecteur m
donc lice.
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“TORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES Terminale CetE

exercer,

germiner les valeurs du réels z pour que les vecteurs (m—2)i+ (m+3)

i~ (m+1); forment une base du plan dont une base est (7, }).

pirer que les fonctions affines / : x> 3x+1 et g: x> 2x+ 7 forment une

lespace des applications affines définies de R dans R. Déterminer les coordonnées du
F x> 11x—4 dans cette base .

DUS-ESPACES VECTORIELS SUPPLEMENTAIRES
ESPACE VECTORIEL.

‘ndre un bon départ

=i 2}' ef v=i+ } deux vécteurs du plan vectoriel V, de base (}, }').

& que les vecteurs u et v forment une base de V.

luire que tout vecteur de V, s'écrit de maniére unique comme somme d'un vecteur

$2 u et d'un vecteur colinéaire 3 V.

Bne le sous-espace vectoriel des vecteurs colinéaires a uetE le sous-espace vectoriel
s colinéaires 4 v .

ue ENE'= {0},

enir

espaces vectoriels H et F d'un espace vectoriel E sont supplémentaires si et
it si tout vecteur de E s'écrit de maniére unique comme somme de deux vecteurs
appartienta Hetl'autre AF. Onnote E=H ® F.

= (0)
=FQE
on considére le plan E dont une équation est x—2y—z =0 et F la droite dont une

=i+ j+k.

% gue le vecteur u n'est pas un élément de E.

ilonnées de u dans la base (_f, }', ;VE) sont (1;1;1).

=1 -2-1=-2et-2=%0. D'ou le vecteur u n'est pas élément du plan E.

Ul est une base de E, alors les vecteurs #,v et w forment une base de V.
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Soit en effet trois réels x, y et z tels que xu + yv + zw =0.

= P - Nkt g
Supposons x non nul , alors u =——v——w et u est un vecteur de E car il s'écrit comme
X X

Ii combinaison linéaire des vecteurs d'une base de E. Ce qui contredit la proposition ci-des

—

u n'est pas élément de E. D'ot x =0 et alors F +zw = 0. = p=z=0car (;, w)

est une base de E et sont donc linéairement indépendants.

Tout vecteur de V, s'écrit de maniiere unique comme au +bv+cw. Or bv+cwe E et ai

f On peut conclure que E et F sont des sous-espaces supplémentaires de V,.

Remargue

* Deux sous-espaces vectoriels propres F et G d'un espace vectoriel de dimen
E sont supplémentaires si et seulement si la réunion des vecteurs d'une base de F ave
d'une base de G constituent une base de E. '
* Si deux sous-espaces vectoriels F et G d'un espace vectoriel de dimension |
sont supplémentaires, alors dim F + dim G = dim E.
* Un plan et un droite sont supplémentaires si et seulement si un vecteur non#
droite n'est pas un vecteur du plan.

L S'exercer

L.e Montrer que les droites vectorielles du plan vectoriel P engendrées par les vecteurs 37
2i — j sont supplémentaires .

1.f Montrer que la droite de l'espce vectoriel de dimension 3 V, dont un vecteur directeus
i—] + 4ketle plan d'équation 3x — y+ 7z = 0 sont supplémentaires.

I.g L'ensemble £ des fonctions numériques munies de 'addition et de la multiplication

par un réel est un espace vectoriel sur R. Soient P I'ensemble des fonctions paires et [

l'ensemble des fonctions impaires de R dans R.

1) Montrer que P et I sont des sous -espaces vectoriels de .

2) Soit /" une fonction appartenant a . On définit les fonctions g et 2 par :

) = LIC o 3y SO

S Sy

a) Montrer que g est paire et h impaire.
b) Montrer que f = g + A.
c) En déduire que F =P @ I.
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LES APPLICATIONS LINEAIRES

u'une application d’un espace vectoriel dans un espace vectoriel est linéaire ;
- '"_;e noyau et l'image d'une application linéaire ;

L composition des applications linéaires pour des démonstrations;

'une application linéaire est injective, surjective ou bijective ;

iliser la matrice d'une application linéaire relativement & une base donnée.
e les propri€ics et savoir les utiliser des projections, symétries et homotheties vectorielles!

IPPLICATIONS LINEAIRES

‘ndre un bon départ J

fgue l'application f définie de R? vers R par : f((x; ) ) =3x+ 3y est linéaire.
plication g de V, dans V, par: g(xi + yj)=(x—2y)i +(2x—-3y)]J.

Fque g est linéaire

Wecriture analytique de g

mer les images par g des vecteurs 37 —57 et 2i + 6}.

Ber Iantécédent du vecteur 77 — 47 par g.

‘que g est bijective, puis donner les expressions analytiques de g_',
freciproque de g .

2N

gation / d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F est linéaire

jent si :

ir deux vecteurs quelconques # et v de E, f(u + V) = f(@) + f(V)

jur tout vecteur 2 de E et tout réel x, f(xut) = xf ().

fication linéaire de l'espace vectoriel E dans R est appelée une forme linéaire de E.

fication linéaire d'un espace vectoriel E dans E est appelée un endomorphisme de E|
jation linéaire bijective de E dans F est un isomorphisme de E dans F.
ation lincaire bijective de E dans E est un automorphisme de E.



SPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

Montrons que l'application définie par f(xi + yj) = (x—2y)i + (3x—5y)j est un aus
de V,.
Montrons d'abord que f est linéaire.
Soientxi +yj et x'i +y'J deux vecteurs de V,.
xi+y+ xT+y'= (x+x)i +(y+y)J.
FGT+yf+ xT+y'F = flG+x +(r+y)]]
= [(x+x")=2(y+ ¥ +B(x+x) =5y +»J
=[(x=2p)+(x'-2y)] 7 +[Gx=5y)+(Bx"-5y)1j
=[(x—2y)i +(Bx=5)J]1 +[(x'-2y" +(3x'-¥) ]
= f(xi +y))+ f(x'T+y']). f estlinéaire par rapport & l'add
vecteurs dans V ,.
De méme on montre que f[a(xi + v j]l=af (xi + yJ) .
S est donc un endomorphisme de V, .
Montrons que f est bijective. ,
Soit ai +5; un vecteur de V, ; on cherche (x7 + 37) € V, tel que f(xi +yj ) = ai +bj
x et y vérifient: (x—2y)i +(3x—5y)j = ai +bj.
x—2y=a

De l'unicité de l'écriture d'un vecteur dans une base, on a (S): !
3x—5y=>b

dét(S) = 2 5 =-5+6=1¢et 10 .Donc (S)admet un unique couple solution pa

suite un unique vecteur xi + ;. D'oti f est bijective. f est donc un automorphisme d
Remarques :

FG@)=FUi +07)=1 +37 et (7)=(~2)i +(=5)]. Nous remarquons que dét(S) = dé
Calculons x et y en fonction de a et de b.

a —2

1
=-Sa+2bd'ou x=-5a+2b.D, =L z‘=—3a+b d'ony=-3a+b.

. . | X==5a+2b '} ¢ "
Ainsi est I'écriture analytique de f
y=-3a+b

Remarque

. Une application linéaire d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F, E et
de dimension finies, est un isomorphisme si et seulement si l'image de toute base de
est une base de F.

« Une application f de E dans F est linéaire si et seulement si pour tous vecteurs % &
pour tous réels a et b, f(au +bv) = af (4) +bf (V).

. La somme, la composée de deux applications linéaires et le produit d'une applicat
par un réel, sont des applications linéaires.
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Xercer

£, sont des espaces vectoriels sur R de base respectives (&,,é,,¢,) et (7, /)
'que l'application ¢ de E, vers E, définies par
W€, +2¢,)=(2x—y+z)i + (x+y+52)] est linéaire.

gue ¢ n'est pas bijective.

OYAU ET IMAGE D'UNE APPLICATION LINEAIRE

‘ndre un bon départ

gpplications linéaires f et g définies par :
R? ; f((x;) )=Q2x+3y;:5x~y)).
= = Tz = sy
47 etg()) ZEi +2j ol (i, j)estune base de V, .

£ le noyau de /' puis celui de g.
F l'image de /* puis celui de g.
e dim(ker /) +dim(Im /) = dim(R?) ez dim(ker g)+dim(Im g) = dim(¥,).

enir

lication linéaire de I'espace vectoriel E dans F.
B noyau de /noté kerf ou N(f) est I'ensemble des vecteurs de E , ayant pour image
bde F. ({7 c E/ s (i) = 6F}?
page de / notée Imf ou AE) est I'ensemble des vecteurs de F admettant chacun
3 antécédent dans E ou encore l'ensemble des images respectives de tous les
Eparf.({i'eF/3i<cE, i'= f(@)})
) est un sous-espace vecioriel de E et Imf un sous-espace vectoriel de F.
E est de dimension finie, alors dim(kerf) + dim(Imf) = dimE.

mdomorphisme du plan vectoriel E, , défini sur les vecteurs de base par
Sjet f(J) = 4 +2].
s ker / et Im f.
 un vecteur de ker f. f(z?)=6 .
GG +yf(J) = xQ2i + )+ y@i +2))= 2x+4p)i +(x+2y)].
i - -5@{2x+4y=0¢:»x+2y=0

x+2y=0




ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES Terminale |

D'ou ker f est la droite vectorielle d'équation x +2y = 0.

d=xi+yjeker f > x=-2y etii=p(—2i + )

une base de ker f est (=27 + 7). dim(ker f)=1.

Soit v(a;b) un vecteur de Imf.

Il existe un vecteur i (x; y) e E/v= f (&) .

2x+4y=a 2(x+2y)=a b=x+2y
N '{x+2y =h = {27):4::

Ainsi V(a;b) e Im f <> a—2b=0. Donc Im f est la droite vectorielle d'‘équation g — 28

V=ai+bjelmf ©a=2b< #'=b(2i + j). Une base de Im f est (27 + /).

D'ott dimIm f =1. '

Apres avoir déterminé le noyau d'une application linéaire de E dans F, on peut utilises!

dim £ = dim(ker /) + dim(Im f).

Pour déterminer la dimension de l'image. dim(ker /) +dim(Im /) =2. Or dim(ker f

alors dim(Im /) =1. Im /* est donc une droite vectorielle.

Im f* est engendée par les images des vecteurs d'une base de l'espace vectoriel de dép:

Exemple: (/)= 2i +j;f(j)= 4 + 2] =221 + [)=27@)

D'ot une base de Im f est f(i)= 2i + .

f(xi"+y}:)=af+bf<::>{ soit a—2b =10

x+2y=>b

Remarque
= Une application lin€aire est injective si et seulement si son noyau n’a gu

nul.

» Une application linéaire est surjective si et seulement si son image est 1’
vectoriel d'arrivée. :
= Si fapplication linéaire de 1’espace vectoriel dans 1’espace vectoriel F, di
alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) f est injective ;(b) f est surjective ; (¢) f est bijective ;
(d) f transforme une base de F en une base de F .

45

/
exercer
2.b Soit @ un endomorphisme de E, ; (i; j; k) une base de E,.

@) =~i +k o()=j+ke(k)=i+].

Donner les expressions analytiques de .

Déterminer ker, ainsi qu'une base de ce sous-espace.

Déduire que Ime est un plan vectoriel de E,. Déterminer une base de Tme.
Les sous-espaces vectoriels kerg et Im@ sont-ils supplémentaires ?

753
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JATRICE D'UNE APPLICATION LINEAIRE
ndre un bon départ

iplan vectoriel dont une base est (7, /) ; E, est un espace vectoriel dont une base est

gndomorphisme de E, tel que f(7)=3i —2j et f(j )=7 -37 .
matrice A de f dans la base (7, 7) .
gue / est un automorphisme de E,, puis écrire la matrice de /™' dans la base (7, 7) .
Ecriture analytique de /'
& lapplication linéaire de E, dans E, telle que: g(i) = 2(2)+5(2, )—3 (€;)
L 3¢, —9—23'3.
5

ice B de g relativement aux bases (7, /) et (€;,;8,).
g matrice carrée 7
moins de deux fagons différentes la matrice de go f
gnt aux bases (7, /) et (2;2,;8,).

Blculer le produit AxB? Justifier votre réponse.

cenir §

hcatmn linéaire définie d'un espace vectoriel E de dimension p vers un
le dimension 7 ; B une base de E et B' celle de F.
mamce M de f relativement aux bases B et B' est un tableau de p colonnes et de

t les colonnes sont constituées des composantes des images des vecteurs de B
ia base B'.
‘est une matrice carrée si le nombre de ses colonnes est égal au nombre de ses

e produit M xN n'est possible que si le nombre de colonnes de M est égal au
fignes de N.

est inversible si et seulement si fest bijective et M ' est la matrice de /'
£ aux bases B' et B.

M est carrée d'ordre 2, alors fest bijective si et seulement si dét(M)=0

x'=2x—y
=S +dy

.....

#une base de E,, /* est un endomorphisme de E, par#'(x', y"), u(x, y) {

ms la matrice M de / dans la base (7, /).
+3J et f(j)=—i +4j Car i(1,0) et 7(0,1)

um 4] ety [

0]
b }2 %4—(—1)%3 =11,




SPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES Terminale

Puisque det (M) # 0, M est inversible, donc f est bijective .
Soit M I'inverse de la matrice M.

x' -1 2 X'
1 = i :4x'+y‘etDy= - =-3x+2y', D=11

y
LT P A 1
T e [EL =i{4 1}
L apee ol 3% 2| 11|93 2
11" 11 Bl

b) Calculons 4 l'aide de M les coordonnées de 'image T' du vecteur i = 47 -5 parf

i\(x', y"),7(4,~5), matriciellement, ii'= () < [x ] - M(f). [45]
s =

[x'}_ [4 } [2 —~1 M*—I } {2x4+(—1)x (—5)} [13} e {x'= 13
& = Mx = = = d'ou ’
p! =5 |3 4||-5]| [3x4+4x(-)) -8 y'=—8
d'ott #'(13;~—8) dans la base (7, /).
2) E, et E, sont des deux espaces vectoriels sur R, (é,€,,¢;) une base de E,

et (i, /) une base de K.
L'application ¢ est linéaire de E, dans E, definie par:
Q(xe, + y8, +26,)= (2x—y+2)i +(x+2y+52)/.
Ecrivons la matrice de ¢ relativement aux bases (¢,,8,,&,) et (7, /). avec
& =(1,0,0); & =(0,1,0%;& =(0,0,])
0E)=¢(& +0e,+02,)=(2-0+0)i +(1+0+0)j =27 +.
@@,)= ¢(08, +12, +08,) = (0—1+0) +(0+2+0)] =—i +2].
PE)=1+5].
D'oui par la matrice B de @ relativement aux bases (&,,¢,,€,)
et (i, /) est B=[2 s IJ

L 208
¢n'est pas bijective car dimE, # dimE,, puisque dimE,=3 et dimE,=2.

S’exercer.

2.c f est un endomorphisme du plan vectoriel E, muni d'une base (i, j) défini par :
f@)=10i -8 etf(j)=4i -2] ; w= 21 +3].

a) Ecrire la matrices A de f puis de f o £ dans labase (7, /).

b) Calculer les coordonnées de /() et de ( fof )(#) dans la base (7, ).

¢) Soit#i =i 2] etV =i — j. Montrer que (#,7) est une base de E, et écrire la matrici
de f* dans cette base.
d) Montrer que f* est un automorphisme E,, puis écrire la matrice de la bijection récips
dans la base (7, /).
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TORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES Terminale CetE

la matrice P de l'application linéaire g telle que g(7) = et g(7) = 7.
er que C= P AP.

2x—3p=6

i résoudre dans R? le systéme (S) : ;
| 5x+ yJ2 =4

; 6
rune matrice carrée A d'ordre 2, telle que (S) < Ax [XJ =(4J.
¥

Br que A est inversible, puis déterminer la matrice 47",

6
& que {X}A‘] x[4]. Déduire la solution (x; ) de (S).
L

fre le systéme (S) avec une autre méthode.

ROJECTIONS ET SYMETRIES VECTORIELLES.

‘ndre un bon départ

) espace vectoriel sur R, H et F deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
jecteur de E. :

i qu'il existe un unique vecteur v de H et W de F tels que @@ = v + .

ont deux applications telles que : f(#H) =V etg(@)=v-Ww.

e [ et g sont deux endomorphismes de E.

escas: H=E etF={0} ; H={0} et F = E.

Fque fof=fetgog=1Id, .

oTIT

space vectoriel sur R; H et F deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.
_-fp qui & tout vecteur # = ¥ + W avec (v;W) € HxF, associe le vecteur v est la

' rielle ou encore projecteur de base H et de direction F.

p(v) = 0. Bol=p.

B s qui a tout vecteur i =V +w avec (v; w) € HxF, associe le vecteur v — w est
gctoriclle de base H et de direction F.

V) =—V. sos=id,. » p et s sont des endomorphismes de E.

Bplan vectoriel V, muni d'une base (i, f), on considére les vecteurs 4 =27 + ; et
7 : D, et D, les droites vectorielles engendrées par les vecteurs # et V.

sque V,=D @ D,.

s que les vecteurs # et v sont linéairement indépendants.
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iy
det(i, ¥)=|

donc, (4, V) est une base de ¥, etainsi, ¥, = D, ® D, car {ii }u {i}={ii,v} est une b

1
=1=0.
1

b) Ecrivons la matrice de 1a projection p de base D, et de direction D, base la (7, 7 )
P)y=i [2P@)+P(H=2i+] (1)

I e i IS IR
P@)=0 " |P@)+P()H=0(2)

—

-2y P(j)=-27 -7
2 =2
d'on M(p)=( J

|
Autre solution

@=2T+F @ 1 ISt oty

V=i+7j (2) Q) j=V -1 =V—G+V=—ii+2¥

P@)=1i (3) dou p(i)=P(i) - P(V)=ii < p(i) =27 + ;
(PG)=0(4)  |p(j)=—P(@)+2PF)=-P() =i =—(27 + J) = (-2) +(-1)}
‘ 2 <2
d'o M(p)Z[ }
)
Note: On vérifie que M (p)x M (p) = M (p).
¢) Soit s la symétrie vectorielle de base D, et de direction D,.

{S(a) =i
ona

S(¥) =—-v, S linéaire

comme i =i —v, S(i)=S(il)~S(P)=ii —(—F) =if + ¥ = (20 + 7))+ (7 + J)
S@) =31 +2/
comme j = —ii +2¥, S(J)=S(~if)+2S(F)=—il 20 =—(27 + })~2( + J) = —(4i &
dlot M(S)=(3 _4)
2 3
Autre solution
{S(ﬁ) =i {2 S@)+S()=27+7 ()
ona Coe ~ =
S@)=—v (SO +S()=-i-] (2)
D-Q2) < S3E)=31+2;
(D= S(J)=-i-j-S@)=—i -] -3i —2j =—47 -3F

S(j)=—4i -3
oo (34
d'ou M(S) (2 __3}

10
On peut vérifier que M(s)*xM(s)= [O J.
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e
S, et E, sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel E = E, ® E,.
a projection de E de base E, et de direction E, alors E, = ker P
{8 € E/ P(ii) = 1i }(ensemble des vecteurs invariants par P)
8t la symétrie de base £, et de direction E,, alors
dEE/S(i)=—il} et E, = {ii < E/S(ii) = i } (ensemble des vecteurs invariants par S)
endomorphisme /* de E tel que f o f = f est un projecteur de E sur Im f suivant ker f.
endomorphisme /* de E tel que f o f = Id,, est une symétrie de E de base
BEE/ f(@)=i} et de direction E,={ii e E/ f(ii) = —ii}

s géométriques d'une projection ou d'une symétie: base et direction.

Xercer

&' sont deux droites vectorielles du plan V,, de bases i =57 +3/ et w=47 —2]
gtivement.

er que E et E' sont supplémentaires.
projection de base E et de direction E'; s la symétrie de base E et de direction E'.
Ia matrice A de p et la matrice B de s dans la base (i, /).

1 0
Brque 24=B+1 ou IZ(O J= matrice unitée carrée d'ordre 2.

T les Ccritures analytiques respectives de p puis de s.

-un espace vectoriel dont une base est (i, j, k) ; D la droite vectorielle de V,

feur de base i —3] + 5k et P le plan déquation x+2y—z =0.

e que ,=D®P.

ila brojection de base P et de direction D ; p' la projection de base D et de direction P.
svmétrie de base P et de direction D ; 8' la symétrie de base D et de direction P.

fles matrices de p, p), s, s' dans la base (7, /, k).

s expressions analytiques des endomorphismes de p, p', s, s' dans la base (7, 7, k).

i



SPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

Terminale

S’ENTRAINER |

ESPACES VECTORIELS

On définit, dans un espace vectoriel E de base
(@:7:k), les ensembles :

%
F=4 1| y tel que {x_y_Z:O et

—x+3y+z=0
.

X

G= 4|y telque{
zZ

2x by rz=0
x—2y—-z=0

1) Montrer que F et G sont des droites
vectorielles et donner une base de chacune.
2) Déterminer F + G; Donner sa dimension,
une base et une équation cartésienne.

3) La somme F + G est-¢lle directe ?

4) Les sous espaces vectoriels F et G sont-ils
supplémentaires ?

5) Montrer que le plan vectoriel d'équation

x =0 est supplémentaire de F.

e

On définit un espace vectoriel E de base
G; i I}’), les ensembles :
: :
P=1u| y (tel que 5x+ y+z =0}
z
X
Q=qul| y |tel que x—3y+ 52z =0}
z

a) Montrer que P et Q sont deux

sous-espaces vectoriels de E et donn
base de chacun d'eux.

b) Déterminer le sous-espace vecton
¢) La somme P+Q est-elle directe 2
d) Les sous-espaces vectoriels Pet Q
supplémentaires ?

e) Montrer que la droite vectorielle!

est suppléments

d'équations {

©

On définit I'application linéaire f,, d&
vectoriel E de base (7; /) dans l'espa
vectoriel F de base (7'; /") par :
@) =U+m)i -] etf, () =3i(8
Déterminer suivant les valeurs de i,
le noyau et I'image de f, .

4]

Soient f et g deux endomorphismes
vectoriel E.

a) Montrer que si (Im f < Kerg) alk
¢gale a l'application nulle.

b) Montrer quesifeg=go f, alors
Kerg sont stables par f.

©

Soit /' un endomorphisme d'un espz
Onnote f2= fof.

a) Prouver que Im /> < Im £,

b) Montrer que la proposition Im
est équivalente a pour tout vecteur 2
il existe ir; € Ketf et %, e Im f tels qu
=1+,




CTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

INOYAU D’'UN ENDOMORPHISME
JIRPHISME D'UN ESPACE

=

& vectoriel R’ rapporté 4 sa base

£=(1;0;0);

et e, =(0;0;1).

dmorphisme de R3 défini par

i1:1:0); &, =0(5,) =(1;2;0);
(1;-1,0).

fjue (¢,; e,) est une base de Imo.

 base de Kerg .

e Imo et Kerg sont deux

8 vectoriels supplémentaires

estriction de @ a Imo . Montrer
t automorphisme de Ime .

er la matrice de o' dans la

smorphisme d'un espace vectoriel E.

e Kerf nIm f = f(Ker fo f).
fie epalité dans le cas de

e e,
e de matrice |2 -1 0
D3 =)

{,_-' de 'espace vectoriel E.

@ vectoriel et / un endomorphisme
Pon ait Im f = Ker f.

i déduire des dimensions de

F?

. non nul de Ker f.

fexiste un vecteur j non nul tel que

— —=

@ (i: /) est une base de P et

Terminale CetE

déterminer la matrice de f* dans cette base.
d) Montrer que f o f est 'endomorphisme nul de P.
e) Réciproquement , que peut-on dire d'un
endomorphisme f* de P tel que f o f soit
I'endomorphisme nul ?
git E, un espace vectoriel de dimension 2,
rapporté a une base (7; f). Soit f
I'endomorphisme de E, dont la matrice, dans la
base (7; /) est M= (2 3].
-1 -2
Pour tout réel 1, on note E, l'ensemble des
vecteurs # de E tels que /() = A .
a) Montrer que /* est un automorphisme
mvolutif de E (f o f =id,).
b) Montrer que si A est distinct de—1 et de 1
E, estréduit au vecteur nul.
¢) Déterminer E, et E | en donnant une base
de chacun d'eux. Prouver qu'ils sont
supplémentaires. En déduire une nouvelle base de
E constituce des vecteur non nuls de £, etde £ _|.
d) Déterminer la matrice de f* dans cette
nouvelle base.
ml
L'espace vectoriel E est muni d'une base (7, _?,E).
Soit f I'endomorphisme de E qui a tout vecteur

u(x;y;z) associe le vecteur u'(x"; " z") tel que :

x'=lx—i2—y—-2—z
SRS s
: y':—-g-x+ly—gz.
DR AR
Foang s

L

a) Déterminer le noyau de f.
b) Que peut-on dire de l'application f ?
c¢) Déterminer 'ensemble des vecteurs

invariants par /.

[237)
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d) Soit %’ I'image d'un vecteur i
de E. Déterminer f (). En déduire la nature

de f et déterminer ses éléments caractéristiques.

17

Déterminer la matrice de la projection
vectorielle p de I'espace vectoriel E de base
(7 /%) sur le plan vectoriel P d'équation

x +y+z=0, suivant la droite vectorielle
dont un vecteur non nul est 7'+ 3; — £.

Soit E un plan vectoriel de base (7; /) et f
I'endomorphisme de E ayant pour matrice

-3 -6
)
Montrer que f* est une projection vectorielle,
dont on déterminera la base et la direction.

Le plan vectoriel V est muni d'une base (7, /).
/ est I'endomorphisme de V qui 4 tout vecteur

" - @ =xi+ yj associe le vecteur ¥ = (x +2y)@+ /).

a) Déterminer £ (7) et £(7), puis écrire la matrice
de f dans la base (7, /) .

b) Démontrer que kerf et Imf sont des droites
vectorielles de V et déterminer une base de

ker f puis une base de Im f.

ei

V est I'ensemble des vecteurs du plan, ¢ est un
endomorphisme de V.

E={#)ev; ¢(u )=-3u}

F={@)ev; ot)=24 |

1. Demontrer que E et F sont deux sous-espaces
vectoriels de V.

2. Soit (7,7) une base de V, on pose

o)) =t+47et o(F) =727

Terminale

a. Démontrer que E et F sont des droiis
vectorielles. Déterminer une base del
une base de F.

b. On pose ¢, = i+ et §,= I —4].
Démontrer que (€,,¢,) est une base @

la matrice de @dans cette base.

[ est un endomorphisme du plan ves
vérifiant 'égalité f o f =—Idv.
1. Démontrer que /* est un isomorph

et exprimer /' en fonction de £.

2. Démontrer que 0 est le seul vecta
parf.
3. Soit # un vecteur non nul de V. ¢
que (u f(u)) est une base de V et &
matrice de f relativement 3 cette bas

16
W est l'espace vectoriel dont une ba
f est une application linéaire de W
Ondomnef(i)=-3; f(j)=2; /(8
Soit % = xi + yi + zk un vecteur
1. Démontrer que f (4) = —3x+2y
2. Démontrer que ker( /) est un pla
et déterminer une base de ker f.
3. Démontrer que Im f =R.

17

W est l'espace vectoriel dont d'unel
(i,].k). oest lendomorphisme de
o()=i+j,9(j)=]—Fk et ok
1. Démontrer que le systéme (¢ (i)
est un systeme li€.

@ est-il un isomorphisme de w ?
2. Déterminer l'expression analytigl
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&r(@) et donner un vecteur

(tp(f)?cp(f)) est une base Imo.
(E_z},(p(f),(p(})) est une base

patrice de @ relativement a

gorie] de dimensions 3.

hisme de W tel que pour tout
= 0

flon a Im /' c ker f.

W/ =ict dimker f =k
i<k ectcalculeri+k
—Ooui=1.

0 déterminer ker f

=1, soit # un vecteur non nul

il existe un vecteur v de kerf
fune base de ker f et un

W tel que £ (%) = i

e (1,v, W) est une base de W.
bmatrice de / dans la base

igle du plan affine P de

fle milieu de [BC], G

Bdu systeme {(A,2);(B,1);(C, 1)}
jhisme de ¥ tel que

24C et 0(AC)=2BC.

' puis ©(AG), @ est-il un
eV ?

@ matrice de @dans la base

ero ct Img. On déterminera

iero et une base €, de Img.

Fice de @ dans la base (€,,6,).

——— e ———— —

Terminale CetE

Le plan vectoriel V' est muni d'une
base (¢, /). f est I'endomorphisme
de Vtelque:f(i)=i—jetf(j)=i+].
1. Démontrer que f* est un isomorphisme de v
et écrire la matrice de /' dans la base (, j)
2.5citE={iiev, f(H)=Au} oureR
a) Caracteriser E,
b) Caractériser E,
3. Démontrer que pour tout réel 1., E, est

réduit au vecteur 0.

21

Dans le plan vectoriel v muni d'une base
B=(i, /). On considére l'ensemble

E, = {ueV, f(i)=ai} ouo estun réel étf
un endomorphisme de V.

1. Montrer que E, est un sous-espace vectoriel
de V.

2.0npose: f@i)=G —)etf(j)=-2i +2J.
a) Ecrire la matrice de f relativement 2 la base
GJ)
b) Montrer qu'il existe deux valeurs réelles
o,et o, de a et V est la somme directe des

deux droites E, et E, dont on précisera

les bases € et &, respectivement.
¢. Montrer que (é,,¢,) est une base de V et

écrire la matrice de f relativement a cette base.

22

V est le plan vectoriel muni d'une base (7, 7).
Quatre entiers naturels a, b, ¢ et d forment
dans cet ordre une progression géométrique

de raison g, g premier avec a.
S est l'endomorphisme de V tel que :

f@)=5ai+jetf(G)=0-d)i +24.

[
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1. Calculer g, b, ¢ et d sachant que /" n'est pas
bijectif.
2.0nprenda=12

a) Déterminer ker f et Im f : on donnera
une base de ker f puis une base de Im f.

b) On pose &, = 24i — ] et &, = 60i + J,
montrer que (€;,ée,) est une base de V et écrire
la matrice de f relativement a cette base.

23

V est le plan vectoriel muni d'une base (7, 7).
J lendomorphisme de V tel quefo f =—f.
On pose 2= fo f.

1. Démontrer que ker f = ker /2 et
Imf—Imjf:

2. Démontrer que ker f nIm f = {0%

3. Soit # un vecteur de V. démontrer que %
s'écrit de fagon unique comme somme d'un
vecteur de Im / et d'un vecteur de ker f.

4. Dans cette question, on suppose que la

matrice de /' relativement 4 1a (7, ) est donnée

b
par [Zb ]01‘1 a et b sont deux nombres réels.
a

a) Sachant que f o / =—f. Calculer les
valeurs possibles de a et b et déterminer

les matrices correspondantes dans la base (7, /).

b) On prend g = — % etb= S déterminer

242

ker f et Im f

c)Onposc & =7 —/27 et &, =7 +/2].
Deémontrer que (€,,¢,) est une base de V et écrire
la matrice de f dans cette base.

Termimall

OABC est un tétraedre tel que OAS
OBC sont des triangles rectangles®

on pose “(78'” =1.

1. Démontrer que (OA,0B,0C) est
orthonormée de la direction W dell
engendré par O,A.B et C.
2. (D) est la droite vectorielle eng@
le vecteur : & =04 +0B—20C 1 8
plan vectoriel engendré par les ved
é,=204+0B eté, =0A4A—-0C
a) Démontrer que (¢, €,.€,) est une
b) En déduire que tout vecteur de ¥
s'écrire de facon unique comme S
d'un vecteur de (D) et d'un vecteur
3. Pour tout vecteur ## de W, on pos
¥ =1, +i, avec ti, € D et il, € P. @)
l'application de w dans w défini pat
¢ (i) =2(u, —4,).
a) Démontrer que ¢ est linéaire
b) Démontrer que (D) est 'ensembl
vecteurs u de l'espace tels que ¢ (u
¢) Démontrer que (P) est 'ensemblé

vecteurs u de l'espace tels que @ (72§

W est l'espace vectoriel muni d'une 8
f lendomorphisme de W tel que :
SO =f(D=fE)=i+j+k
1. Déterminer I'image et le noyau de}
2. Démontrer que f o f =3f.
3. Démontrer que Im f est I'ensembl
vecteurs # de W tels que f(u) = 3u. |



e

ORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

el g I'endomorphisme de
3 =o f(u)—u
& que pour tout & de W,

N . y 2
81 et seulement si g ==

mmatrice de g dans la base

—

i que Im f est I'ensemble des
BAis par g.

ectoriel muni d'une base (7, /).

pisme de V donc la matrice
f - = 10
4a base (i, j) est A= Ji:

AT A*

l'expression (n e N) de A”
Bresultat par récurrence.

~ ,J un vecteur de V

= S(W,) 5 u, = f(4,) ;
fonction de x, et y,

s coordonnées x, ety de
Blonction de x, | et

Bt en fonction x,, y, etden .
i =0, Yy =—1

g&ssion de x, ety en fonction de »

fectoriel muni d'une base (7, /, 1}'),.
sme de W donc la matrice

Bbase (7, /,k) est:

P 1= 00

| =0 1 0

5 0 01

S kT e e e e T

etk

Terminal

1. Montrer que ker f est un plan vectoriel dont on
déterminera une équation cartesiénne et une base.
2. Déterminer Im f et une base de cet espace.
3.0nposeé =i —k ;&= et& =27+ +k
a) Montrer que (¢,,¢,,¢,) est une base de W.

b) Ecrire la matrice de J dans cette base

4. (u,) et (v,) sont deux suites définies par :
wm=2;u,=3u+2 ;v =u +1

montrer que (V, ) est une suite géométrique et
exprimer #, et v, en fonction de 7.

a) Calculer A? et comparer A% et A

b) Onpose H =2A4+1.

Démontrer par récurrence que H” =a, A+1,
Exprimer a,,, en fonction de a,

¢) Exprimer H" en fonction de A, I et ».

_ (1 2]
Soit A = §
) e |

1) Calculer A%, A® et montrer par récurrence

] i
ue A" = A

2) Montrer que l'ona (4—7)? =0, L et 0 désigne
respectivement la matrice unité et la matrice
nulle. En déduire A",

Ty ——



Chapitre 8

FONCTIONS LOGARITH

LECON 1| FONCTION LOGARITHME NEPERI

1.1 PRESENTATION ET PREMIERES PROPRIETES DU
LOGARITHME NEPERIEN.

1.1.1 Présentation

1.1.2 Propriétés essentielles du logarithme (néperien).

1.1.3 Limites des expressions comportant In ; courbe de In.

1.1.4 Etude et représentation graphique de quelques fonctio
comportant le logarithme népérien.

LECON 2‘LOGARITHME DE BASE QUELCON

PRESENTATION ET QUELQUES PROPRIETES
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_OGARITHMES

DN 1 FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

'bi;liser et utiliser les propriétés de la fonction logarithme neperien dans diverses
ns et démonstrations (en particulier: le logarithmes du produit d'expressions
s est J]a somme de leurs logarithmes).

e des équations et inéquations avec des expressions comportant une fonction

er lensemble de dérivation, calculer la dérivée et étudier les variations des fonctions
mt une fonction logarithme (En particulier Ia fonction In(Juf) o u est une fonction

1
s R); Déterminer sur des intervalles appropriés une primitive de =
U
et savoir utiliser les limites et les limites classiques sur les fonctions logarithmes.

idier el représenter graphiquement les fonctions dont les expressions comportent

RESENTATION ET PREMIERES PROPRIETES DU
DGARITHME NEPERIEN.

Présentation

ndre un bon départ

_ g | i :
gue la fonction x - — admet des primitives sur l'intervalle ]0;+oo[.
; x

: ces primitives s'annulent-elles en 1?2

- ; 1 : :
fimitive la fonction x> — sur l'intervalle ]0;+oo] qui s'annule en 1.
x

fexpression de F'(x) et en déduire le sens de variation de F sur ]0;+oo[.
i signe de F'(x) sur chacun des intervalles 0;1[, ]1;+od][.

enir

8l fonction logarithme népérien et on la note In ou Log, la primitive de la fonction

~+oof ,qui s'annule en 1.

i SR :xi>Inx




—— S R ~

ONCTIONS LOGARITHMES Terminale

1
» In est dérivable sur ]0; +ocf et pour tout x de ]0;+oof, (In)'(x) =—.
X

+ In est strictement croissante sur ]0; +oof ;
= In(1) = 0 et pour tout réel x de ]0; 1[.ln x < 0 et pour tout réel x de ]1; +oof, Inx>

Remarque
» La fonction In est continue sur ]0; +oof car elle est dérivable sur cet intervalle. _
» La fonction In est une bijection de ]0; +oof vers un intervalle J(In est continue et st
croissante sur |0; +oo[ ).
« J contient In2,5 = 0,91 et In3~1,09 ; donc J contient 1.
= Le réel e est I'antécédent de 1 par la fonction In. On a donc Ine=1.
« Quels que soient les réels strictement positifs a et b
Ina =Inb équivaut a a =b.
Ina<Inb équivautaa<b .
« Soit # une fonction numérique d'une variable réelle et /' 1a fonction : x > In(u(x)).
f est définie si et seulement si, u est définie et u(x) > 0.

1) Déterminons l'ensemble de définition de chacune des fonctions définies ci-dessous
f(xX)=In(x*-4) ; g(x)=In(2—x?) ; A(x)=In|9x*—-4 fs

I+x
kx)y=1
(x) n[5-2x

] ) =VI=22 ; i(x) =In(2x2 - x+5)

Solution :

a) f(x) est définie si et seulement si x?—4 >0 ;

soit x €] —o0; —2[\]2; +oo[. L'ensemble de définition de f* est

Df =]—o0;-2[]2; +od[.

b) g(x) est définie si et seulement si 2—x?>0 ; soitx e }—\E : J2 [

L'ensemble de définition de g est Dg = ]—\5 : \/5 [

c) h est définie si et seulement si |9x>—4|> 0 ; or une valeur absolue est toujours pos
Donc |9x*>—4| >0 équivauta 9x*-4+0 ;
: : 2
9x2—4 # 0 équivaut a (3x—2)(3x+2) #0; soitx # 3 et i ——i—.
2.2

L'ensemble de définition de k est Dh= R — {_E : —3—}
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3
5-2x#0 X#—
Btz V. : ; 2
i. n'a de sens que si 4 34 x soit :
RS —2x >0 5
5 —2x X €& ‘3;5

emble de définition de k est D, = J—B;g[.

1-2x220
W1 —2x2 est définie si et seulement si 3
V1=2x*>0

af

=2x>>0etalors xe ﬂ—\/—z;
22

V2 V2

emble de définition de / est D, = }——2—,—2—[

2% — x +5) est définie si et seulement si 2x*—x+5 > 0,

friminant de 2x>—x+5 est A= (=1)2—4x5=-19. Ce discriminant &tant strictement
pour tout réel x, 2x*—x+5> 0.

ible de définition de i est D, =R,

SXETCer

miner l'ensemble de définition de chacune des fonctions S, geth:
In(11-x);b) g(x)=In(x*> + 5x + 6);

x+2+ ln(il—;]; k(x) = In(x2); w(x) = In~/x ; Lx)=In|x*—4x+3]|.
# X

dre les équations ou inéquations suivantes.
= In(-x+2); H)In(x* ~1) < 0; &) In(—x—1) = In(x* + x+2); d)In(—3x+4) 21,

Propriétés essentielles du logarithme (néperien).

1dre un bon départ ]

i reel strictement positif. g la fonction : x — In(ax).

WEr que g est la composée de deux fonctions 2 préciser.
. 1 - 1

BIEEr que pour tout réel x strictement positif, g'(x) = —.
: X

il @eduire qu'il existe une constante réelle k. telle que pour tout réel x strictement

(239)
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positif, In(ax)=Inx+k.
¢) Sachant que In1 = 0, déterminer la valeur de la constante k.
d) En déduire que quels que soient les réels strictement positifs a et x, on aln(ax) = Inas

4) Soient a et b deux réels strictement positifs

a) De l'égalité b x% =1, déduire que In [%} =—In(d), puis que In [%] =In(a)—In(b).

P Retenir
Soient a et b deux réels strictement positifs et # un entier relatif.
« In(ab) = In(@) + In(B) ; : m[-})—} ~In(b);
eIn (%] = In(a)— In(b) ; . In(a" ) = nin(a) ;
1 s :
o In (JE ):5 In(a) ;  Pour tout r élément de Q, In(a")=rina.
S'EN CONVAINCRE:

1) Les trois premieres propriétés ont éte établies dans l'activité.
2) a)Montrons que pour tout entier naturel, In(a") =nln(a).
Raisonnons par récutrrence.
a étant strictement positif, a° =1 et Ina’ =Inl1=0=0xIn(a).
Soit n un entier naturel quelconque. Supposons In(a”) = niln(a).
In(@™™)=In(a" xa) = In(a") +In(a) = nln(a)+In(a) = (n+1)In(a).
On déduit donc que pour tout entier naturel n, In(a")=nn(a).

On peut aussi écrire In(a™) =In (—1”—) =—In(a") =-nln(a).
a

Donc Pour tout entier relatif n, pour tout nombre réel strictement positif a, In(a" )=n

a) (\/Ej =7 :ln (\/Ej =2 (\/E)= In(a). Donc 111(@}%]11(:1).

b) Si p est un entier relatif et q un entier naturel non nul,

mum[(ﬂ _pmm orm(a)m[[aiﬂ_qm[aé]m[aﬂ- L

pid
= 1
d'ot h{a < ] = px—In(a) = ~p~1n(a). En posant » = P2 , Ona pour tout nombre réel
q q q

strictement positif a, In(a") = rIn(a), pour tout rationnel r.
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e

inons I'écriture simplifiée des expressions suivantes :

s bzhl(—{?—} c=Iné* +In+/e.

g =5lne=5;
‘f}m\/é—lm = é—lne—lnf: %—211{12;

£ +InJe = 21ne+ilne:2+-l—:—5-.
2 2 2

plvons dans R I'équation: In(x+5) = 3+Inx.
fntes sur l'inconnue: Inx est définie si et seulement si x >0 ; donc l'équation
) = 3+In x n'adesensquesi x+5>0etx >0 :soit x>0.
ll= 3+In x équivaut a In(x+5) = 3lne+Inx =Iné’ +Inx=In(e’x);
5
e -1

x+5)= In(xe’) équivautd x+5=x¢’ & 5= x(e’ 1) = x=

—>0, donc I'ensemble des solutions de I'¢quation

=3+In x est S:{ . }

g =1

¥ons dans R I'équation: In(x> + 5x + 6)=In(x + 3).
mtes sur l'inconnue: x2 + 5x + 6>0et x + 3>0,
pines de x> + 5x + 6 sont —3 et —2 ; donc

+ 6>0 c¢quivaut ax e]—oo;—3[U]—2; 400 .

U équivauta x> -3.

B+ 5x + 6>0et x + 3>0 équivautadxe]—2;+of .

ik + 6)= In(x + 3) équivaut &

B 6 =x+3 < x>+ 4x+3 =0 < x =-loux =-3.
8- 2:+oof et —1€-2;+00[. Donc S={-1}.

gdans R l'inéquation : (Inx)? + Ilnx—6 > 0.
ptes sur l'inconnue: x>0

_, £ = Inx,ilvient X2 +X — 6 > 0.
“m'u e X2 + X — 6 apourracines —3 ét2 donc
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L'inéquation X2 + X — 6 > 0 est équivalente & X € ]—o0; —3[U]2;+00[ ;
soit X< —-3ouX>2
Inx<—3oulnx> 2 & Inx<-3lheou Inx> 2lne;

Inx< me? oulnx > lne®* & x<eoux>e’ & xelf;e[U]e’;+ol.

S =]0;e*[Ule’;+oo].

Exercice resolu 1

3—-x

[ est la fonction définie sur |3, 3[ parf(x) = In ( 53
x

]. Etudier la parité de 1.

Solution
Soitxe]-3, 3[ ; —x€]-3,3[ car |-3,3[ est centr¢ en 0. De plus

jx—x)=1n[§+x]=1n 3%;-=~4n(§:f)=-—ftﬂ-

3+x

Donc f est impaire

Exercice résolu 2

1) Soit la fonction f : x = In(2x —1)2. Déterminer I'ensemble de définition de f et mas
f(x)=2In|2x-1].

L'ensemble de définitionde f est D=R — {—;—} car (2x—1) 20

Pourtout réel x de D, (2x—1)*= |2x—1|%et |2x—-1[>0.
Donc Pour tout réel x de D, In(2x—1y*=1n|2x-1|2=2In|2x—1|.
2) Résoudre dans R I'équation (1) : In(4x+2)—-In(x-1)=2Inx .

x>——
4x+2>0 -
Cette équation n'a de sens que sis x—1>0 qui est équivalentd <x>1 ;soit x>1

x>0 x>0

L
L'ensemble des solutions cette équation est inclus dans D = ]1;+o0].

Pour tout x appartenant & D, I'équation In(4x +2)—In(x—1) = 21n x est équivalente &

(242
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2 In x* ; soit i
=1 x—1

B-4x+2, etdonca X’ —x2-4x-2=0.

= x* qui équivaut a

& polyndme défini par P(x) = x” —x* —4x-2.

. —1 est donc une racine de P. 1l existe trois réels a, b et ¢ tels que

g+ 1)(ax*+ bx +¢).

B br+c) =ax +bx’>+cex+ax®+bx+c = ax’ +(b+a)x*+(c +b)x +c.
@)+ (c+b)§c+c = —% b2

(a=1

. b+a=-1

jcation on a - ssoita=1;b=-2etc=-2.
c+b=—4
c=-2

= 1)(x2—2x-2).

Bx>—2x—2 =0 admet deux solutions 1—+/3 et 1+ «/5 ;
x —x>—4x—2=0est équivalenteax=—1oux =1-+3 ou=1+3 .
@ solutions, seule 1+y/3 est un élément de D.

semble des solutions de I'équation (1) est S = {l + \/5}
4xt2

ire dans R, I'équation (2) : In In x2.
x —_—
x#1 x#1
@tion n'a de sens que sis x =0 soit sx#0 d'ou le domaine D,

4x+2
=

I
= 0. kxe}moo;—i[u]l;-}-oo[

fent les solutions de I'équation (2) est D 2=}—oo;——;-]: U Jl; 400

$xdeD,, (2) équivautdx=—loux=1-3 oux=1++3 .
§s solutions appartiennent a D, .

le des solutions de I'équation (2) est S = {— 1;1—\/5 < 2 J3 }

pue : Les équations (1) et (2) ne sont pas équivalentes.

fre dans R l'équation In(x>—4)=4.

mation n'a de sens que si x2—4 >0, soit x € ] —o0; - 2[\U]2;+0o[.

(243)



L'ensemble des solutions de cette équation est inclus dans D =]—o0; —2[U2; +oof.
In(x*—4) =4 équivaut a In(x2—4)=4Ine, carlne=I.

D'autre part 4lne=1Ine’ . D'ou In(x2—4)=Ine* ; soit successivement x2—4 = ¢*
x=v4+e' onx=—a+e.

m et — m sont tous des ¢léments de D.

L'ensemble des solutions de I'équation In(x2—4) =4

stS = {lare—are

L& Sexercer

1.b Résoudre dans R les équations suivantes :

a) 8(Inx)’ — (Inx)* +Inx = 0; b) In(2x—5)+ In3x+7)=4In2;
¢) In(x+3)+In(x+2) =In(x+11); d) In(x+3)(x+2)=In(x+11).
I.c Donner l'écriture simplifiée des expressions suivantes :

a=leJe ; b:%-lne”; -r::ine+lnl
e

1.d Résoudre dans R chacune des équations suivantes :

a) Inx=2; b) Inx’=27;c)ln(3-5x)=0; d)3]1151 =7:

x—1
e)ln (5-2x) + In (4-3x) = In (4)—In (3);
) In|x+4|+ In|x—1| =In6.
l.e Résoudre dans R l'équation : (In(x)?—4 In(x)-77 = 0.
1.f Resoudre dans R les inéquations :a) In [ e 3} <0; b) Inx- R E
S5x+1 Inx 2°
L.g Soit 7 un entier naturel non nul et ¢ un nombre réel strictement positif,

Calculer la somme :

S=Taa" g™ +.. +1na+ln1+ln[ ]+ln(1J+ +1n[ 1) h{i]
a a a" ar

1.1.3 LIMITES DES EXPRESSIONS COMPORTANT In.
COURBE de In.

On admet que lml Inu = +o0.

I =—p o

1 ol
a. Posons ¢ = — ; calculer la limite de # quand x tend vers oo,
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Bmcr Inx en fonction de £ et en déduire la limite de In x lorsque x tend vers 0, par
Supérieures.

' lnx 1 o S T
Emarquant que —— =—xInx , justifier que lim — = —oo,
X X 0" x

1 3 : : 3
| posant X=— , démontrer que Inx =-XIn X . En déduire que lim lnx =0.
X x U+ y

pairer que In est dérivable en 1 et que le nombre dérivé de Inen 1 est 1.

L . - 1 i
i déduire que lim = que lim R
¥l 3 — 1 x—0 X

L.

ferminer une équation de la tangente 2 la courbe de In au point d'abscisse 1.
e le tableau de variation de In.

cenir

Quelques limites classiques

B L =0: Tm o) g i 0%
i u?ﬁ w30 U u—1 30 —1
+o0 ; lim ——hw =0 lim—]n“ = —00.
L 00 U R—;‘D U

atation graphique
st muni d'un repére orthonormé.

lableau de variations de in

% Courbe de In

0 | € +o0

y=Inx
+

+o0

’#/4kf’ff/¥”’/r o
0 1 2

des ordonnées est asymptote 4
e de In. 9
des abscisses est la direction de
fie parabolique de la courbe de In
ffend vers +o.

&l
w 4
&
o
o

24

e
#ifune fonction dérivable sur un intervalle I et ne s'annulant pas sur I, alors, la fonction g
u'(x)
u(x)

Ipar g(x)=In(lu(x)| ) est dérivable sur I et on a pour tout x e [, g'(x) =
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En effet :
Siu(x) > 0, alors g(x) = In(u(x)).
Pour tout x tel que u(x) > 0, g(x) =Inu(x).

Etg'(x) = (Inu)'(x) = (In)'(u(x) )xu'(x). Or pour tout réel x, (In)' (x)= ;16-
il =i e ' L u l(x)
Dloli g'(x) = ") u'(x)= Fiw

De méme Si u(x) <0, alors g(x) = In(—u(x)).
Pour tout x, —u(x) >0, g(x) = (Inou)(x)
1

et g'(x) = (Inow) '(x) = (In) '(~u(x)) x (-1 '(x)) = — 3 x(-u'(x)) ;
' By, —U '(.X-') o ull('x)
g(x)= —u(x) u(x)

: ; i e : u
« Si u ne s'annule pas sur un intervalle I de R, les primitives de la fonction x > —

141}
sont les fonctions x > In |u(x) | +k , ou k est une constante réelle.

Exemple 1
1) Calculons lim (2x—Inx).

lim (2x—Inx)= lim x[Z—l—nﬁ]:—i-oo car lim [2—-]{1—{)=2 et lim x =+o0

X—¥+e0 x—»+a0 X =+ X X—p-Ha

2) limx’ (lnx) =limx(xInx)’ =0 car limxInx=0.

x—0
3t i [iz+lx1-“-£]=o. cartim =X =0, fim L=0=fim 1
X—+0 X X—r4o0 X X X i X—=+0 ¥ X—»+n X
g B SR g JUES D SR e e et D e R
x40 3 Xetor Dy ¢ ] x—3 e D] o gy X——=
5) 1im(2”3 i B i In(zx+3 <Hil 2|
o\ 3p—1 ) o3y 3 Fwm N Bap=~1 3
6) Calculer les limites des fonctions suivantes aux points indiqués:
a)f(x) = 2x~1+]n[—x—} en+owo; b)g(x)= 2w n +o0;
x+1
x+1) 2 Inx
¢) h(x) =xIn en0; d) I(x) = —= en +wo
: &

Solution :
a) lim =1; donc lim In 5 -1 =0 De plus, lim (2x—1) = +o. D'ou lim
¥t x 4] ] =1 X—54m x— 4
! : 1 ’
b) 2lnz+1 = lnx+_1_; donc lim g(x) = lim [__nx +i]: 0 car lim -—hlx =0 et
2% z 2x X+ x>+m| x 2x T—htm oy =

(246)
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®in(x+1))=0 et }iﬁﬁxlnxz[)donc }i%h(x)ZOth(x) =xIn(x+1)—xInx quand x > 0.

I < s ]
nlenX =2h1X; donc lim /(x)= lim - =

0.
e X X X0 Yoo X

gant X = ‘\/;, I(x)=

2
@ fonction dérivée de la fonction f de R dans R définie par f(x)=2x+ ln(x +1)
X

¥ ses variations.

x£0

Slm'adesensquesi { x+1
) —— ]
X

=5 0 si et seulement si x €] —o0;—1[U]0; +oo.

msemble de définition de f est D, = |—0; ~1[U]0; +o0[.

Bon x — In (ﬂ] est dérivable sur D, comme composee de fonctions dérivables.
X : -
1 ‘ 1
ix) = ——. Pour tout x de ]—o0;—1[\U]0;+o0[, u'(x) = ——.
X X
1
' g
RS SRR R S B S AN
_ u(x) x+1 x* x4l x(x+1)
4

25+ 2x—1
x(x+1)
g x de Df, x(x+1) > 0. f'(x) est donc du signe de 2x*+2x—1.
FL e Ll
et -
2 2

T tout x de Df,f'(x) —

1 a pour racines

r});+co[ et -1-43 € Foos-1]

2
S —1+
It x appartenant a il—oo; : ﬁ{u} 12J§ ;+oo[, Fiix)=1 ;

2
= +\/§ ;+oo|:

&St croissante sur les intervalles }am;1 _2"/5 et:| >

143, 1[u]0—"1+‘/§

st x appartenant a :I 5 = = JS(x)<0

ok —1++/3
jihest décroissante sur les intervalles } : ﬁ;—l[ et jiD; : 2\/_[

2

(247
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Exercice résolu

Déterminer les primitives F de la fonction / définie sur 115+o0o[ par : f(x) = —

Solution :

J/ est continue sur ]1;+o[ , donc admet des primitives sur ]1;+oo[,

1 1

Posons u(x)=x2-1 LX) =2x doncf(_}c) =_ u(x) :
2 u(x)

Dot les primitives de la fonction f sont les fonctions F définies sur 11;+00[ par
1
F(x)=% hllu(x)|+K=%In | x2~1J+k=51n(x2—1)+K ou K est une

constante réelle qui ne dépend pas de x et dans ]1;+oo[, x2—1> 0,

™ :
s Sexercer
T.h Déterminer I'ensemble de définition de la fonction f* définie de R dans R dans
chacun des cas suivants.
calculer les limites aux bornes de son ensemble de définition, et définir sa fonction ¢
23)f(x)= 2xIn(3-x);b) f(x) = n(2a% =3y s ) flni=x+14 ln[x_fj.
X+
1.1 Etudier les variations de la fonction J définie de R dans R dans chacun des cas su$
et et dresser son tableau des variations

D)= In(-x+3); b) /=102 ; ¢)f()=2+ m*=L,
3+x x+1

1.j Définir la fonction dérivée de la fonction J de R dans R définie par f(x) =
%

I.k Déterminer les primitives de chacune des fonctions de R dans R suivantes sur
l'intervalle proposé :

a) f(x):}i—z-—_—x{ sur [0+oof ; b) f(x)=x-1+ %ﬁ sur |1;+oo[; c)f(x)=-;(h1 3

oireQ-{-1} 7 ()= 2 _ oita£0etbeD.
+

1.1.4 Etude et représentation graphique de quelques fonctis
comportant le logarithme népérien.

Exemple | : f:x+> x—1-In(2x - 1).

a) Ensemble de définition.

: . , et
f(x) existe si et seulement si 2x—1> 0 ; soit >E .

L'ensemble de définition de f est donc D, =:‘%; + ooI:.
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tSde / aux bornesde D,
1) = n ; lim (2x—1)=0" donc lim In(2x—1) =—o0; d'ot lim f(x) =+oo.
E 2 () (1) - =
.| 1) T 2
Fio0; f(x) =—l+x|:l—7]n(2xﬁl):[=—l+x[l— zqux ln(2x—1)}

X X 2x—1

=0car lim(2x—1)=+o0.

o0 Dy ] x—3+oo

- ] £y i 22D

des branches infinies

foite d'équation x = 5 est asymptote verticale a la courbe représentative de .

de}l H{, f(x):x—1+ln(2x—1):x~1+h1<2x—1)x2x—1_

St

3 X=X e S S (% x
im 2x—1 =2, lim [_]1_1_(23‘—"1)]=0’ donc Iim'—f-g)—:l.
o x x>l Dyx— g

1) = lim (—1-In(2x—1)) =0,

Ereprésentative (C) de / admet une branche parabolique de direction
Equation y=x.

gt sens de variation
f est dérivable sur 5;+oo comme somme de fonctions dérivables.

2 20 i)
x—1 2x—1 2x—1

. Comme 2x—-1> 0, le signe

: :|%;+oo|:f'(x):l—2

gelui de 2x—3. Pour tout x de }%m[ S '(x)>0, f est croissante sur }%;+oo|:;

3 E_%[ f(x) <0, f est décroissante sur ]—;—%[
S variations
1 3
'7‘ 1 2 ) B3 +-co
A+In(3-1)=—-In2=-0,19. 2 2
' 2
Fel o] g
+co +co
8 \. ; /
v
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FONCTIONS LOGARITHMES

¢) Courbe représentative de f

A

S " v - N - - -

!f . » ' v M - = - y

if . Es - - - - - -

i x - ? 2 2 3 5

Hrdtos e il 1 et lerslociiansianenserenennesr -
4 i ' ' ' 5 = i
3 . . -

E
I.:
&
it
|

Exercice résolu 1
Soitf la fonction de R dans R définie par f(x) = In|2 —54.

Etudier la fonction f* et tracer sa courbe dans un repére orthonormé du plan.
Solution

Ensemble de définition D , def.

Pour réel x, [2-5x|>0 donc In|2 —5x| existe si et seulement si 2—5x = 0; clest-a-d

D'ott D, =}_oo;g[u]%-+oo
5 " |5

Dérivéede f.

S est dérivable sur D, comme la composée de deux fonctions dérivables sur leurs et
=5 5

-5x S5x~2

de définition; d'ou pour tout x e J—oo;%[ v }% : +oo[ Filxr= =
Limites aux bornes de D..

lim f(x) = lim In|2—5x| = +oo; ling £ (x) = limn X =—o0; lim f(x)= lim In|2-5§

X340

1250,
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_OGARITHMES Terminale CetE
?
gau des variations de /
= i f'(x) ale signe de 5x—2; donc
S5x-2
{ 5 7
X appartenant a }&oo; g[ f(x) <0,
E 2
5 * |0 e +00
f est décroissante sur |—oo;—| ; s
est dé } 0 S[ () = -
2 ~+a0 o &}
¥ appartenant a }—;ﬂx{ i{x)=10, :
e fix)
f cst croissante sur }%;%@[. 00| —o0
 représentative de /.
un repere orthonorme,
- PEnes
. ite d'équation x = > est asymptote pour la courbe ol f
gsentative de 1. i
) _ . I2-5x) _ i [1r1(2—5x) S 2—5xJ .
E X s X =\ 2—05x X
Sin X i =k \
T =(); donc l'axe des abscisses est la direction 2 : 1 H 3
branche parabolique de la courbe représentative de f 41 w

). car lm J&) =0

X—rto x

e résolu 2

emble de définition de f est Df =]0; +o].

2

X 2

4

%out x appartenant a J0;+oc],
2

R SR L R e

2 x 4 272

Yout x appartenant a ]0;+eo[, / ((x) = 0 si et seulement si Inx—1=0.

1l équivautax =e.

#1> 0 est équivalenta Inx—-1>0< x>l hx>hee x>e

IFlout x appartenant a ]0; e[, /'(x) <0 et pour tout x appartenant

il +oo], /'(x) > 0. f est donc décroissante sur ]0;¢[ et croissante sur Je; -+oof.

1251

| _1: 2 l 3 2 bans < X
(x)—lgl_r}tg—(Zlnx—3)—P_}r}é[gx(xlnx)—zx }—O, IIEHIOO[-Z(:HIIJC—B’)

2
ger ct représenter graphiquement la fonction f de R dans R:x: —3— 2Inx-3).

[

mction / est dérivable sur ]0;+oo] comme produit de deux fonctions dérivables.
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e’ *__iz
fle)= Z—(Zlne—_’x)ﬁ T

Branches infinies : lim £ 72 4 ( )

X—-+00 X“+

La courbe de / admet une branche parabolique de direction I'axe des ordonnées.
Tableau des variations

—(Zlnx 3) =+o0.

x [0
f(x)

f(x)

1. l Calculer les hmrces sulvantes :

. ey

Bazs) S

X4 A—+4a0

a) lim In(1+x*) ; b)lim ln(l-kij ! Q) lim3ln(3—2x—x2) = d)-lime
x x>~

2x+3%
x+1 B

X——1

¢) limln(cosx); ) lim 0%

w0y 4]

i 5 . . : :
l.ma) Soitf: x —ZEC—I Calculer lim f(x) et étudier les branches infinies .
X +x+ Xt

b) Soit g: x > x2—In(x). Etudier la limite de g quand x tend vers +oo, puis la branche #

Ty LA A ey TR e WP S T

L.n f estune fonction de R dans R définie par /(x) = "X +1

X
Déterminer I'ensemble de définition de £, puis calculer les limites 2 ses bornes.

Préciser les asymptotes a la courbe représentative def.




“ARITHMES Terminale CetE

{LOGARITHME DE BASE QUELCONQUE

tre « le logarithme népérien » et « le logarithme de base a » (a >0 et a # 1)
 €quations et inéquations contenant «log» et ‘manipuler les expressions

dérivees et les primitives des fonctions comportant « log,» .
limites des fonctions comportant « log ».

IRESENTATION
ndre un bon départ ]

=el strictement positif et différent de 1, / la fonction numérique réelle définie par

-

per lensemble de définition de £, .

fque f, cst dérivable sur ]0;+oof et vérifier que filx)=

% ln a

Eminer suivant les valeurs de a, le signe de £, (x).

4 _Jst0<a<l, f, eststrictement décroissante sur J0;-+oo[.
- {si a>1 f,, eststrictement croissante sur ]0; +oo[.

fque /(1) =0 ;f,(a)=1etquef (x)=Inx.

1B deux réels strictement positifs et tous différents de 1 .
T que quels que soient les réels strictement positifs x et x',
) = log (x)+ log, (x ‘)

. x ; i Inb_Inx
BiEr que pour tout reel x strictement positif, log, x = ——x—=;
Ina Ind’
Eduire que Vx € J0;+oo log,x =log, bxlog, x.

enir

_—Z-I%éel strictement positif et différent de 1.
dle fonction logarithme de base g, 1a fonction notée log,

if [0;+oo] par Vix € ]0;+oof , log (x) = %
a
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FONCTIONS LOGARITHMES : e Terminale |

+ La fonction log_ est continue et strictement monotone sur |0;+00f ;
log, est une bijection de |0;+oof sur R

- La fonction log, est dérivable sur J0;+o0 et (log, )'(x)= Yx € [0;+e ;

xlna
sia >1alors log, est strictement croissante sur 0,+oo[;
si0<a< lalors log, est strictement décroissante sur ]0,+].

» Quels que soient les réels strictement positifs x et x',

log,(xx') =log,x + log,x" | | log, (ii,) = log,x — log,x';

1

l0gq (;) = =log,x Vr e Q, l_oga(xr;) = r.lo_gax.:

- Changement de base : soit &, b € J0;+of - {1},
Vx e [0;+c[, log, x=log, bxlog, x

Remarque

* Le logarithme népérien est le logarithme de base e : log,(x) =Inx
- Le logarithme de base 10 est appelé logarithme décimal et est noté log : log(x) =18
Le potentiel dhydrogéne d'une solution est donné par pH = —log[ H,0"] ot [H,07}
concentration en ions H,0™.

« log,1=0et log,a=1.

Exemple 1
| Calculons ; a) log. 25 ; b) logagéz; ¢) logs—‘;—sv; d) 1log0,001 ; e) log,3.

2 2

Solution:

a)log,25 =log, 5" =2log.5=2; car log, a=1.
27 3Y 3 3

b) log,— =log,| — | =3log.| — |=3 carlog.| — [=1;

e gi—(zj g g%[a) g%[z)

4 2
c) log, — =10g5[2J =2log, (E] =2log. % = —2lpg. [§j=—2 ; car loga—l—
2 2 I\ ife 3\2 x
5

25 5 ! -

1
d) log0,001 = log W: —logl0® = —3logl0= -3 ; car log(x)=log,,(x).

- 1
e) log,3 =log,+/9 =log, [92 }= %Iogq =% carlog, (9) =1.



2

1 la valeur de x dans chacun des cas suivants :

=3 équivautd log,x = 3log,2
¥=log,2’ ;x=2"=8doncx= 8§

»

=
£)=—1 équivaut a log, (x)=-llog, (é] = log, (i]
' a a\4 i

4
(3}‘1 (3]“ 4
. - | o x==| =—-.
2l 4 4 3

.

=—2 est €quivalent a log, [%J =—2iog. x etx>0;

Blog x” etx>0; E=x_2 et x>0;x2:g§— et Jc>0;x:g
25 16

=1 equivaut 4 logx =logl0 < x =10.

esolu

nction deR dans R f(x) =log, x .

2

Ber I'ensemble de définition de f.

¥ les variations de /.

e signe de log, (x) suivant les valeurs de x.
2

tles branches infinies a la courbe de £

2

i En effet pour tout croissante sur 0;+oof et £(1)=0

=1 log, estdéfinie sur ]0; +°0[ O<x<l,log,(x)<0
? 3

@ns def : f =log_, 2
x>1, log,(x)>0

2

IS §>ldonc
R 2

jissante sur :p; +00[

1255)

Terminale C et E

=3; b) log;(x)=-1;¢) 10g12=2; d) 1ngE=—2; e) logx =1.
: - 25

= 2 est équivalent & log_ %‘:2 log x etx>0; logxg =log . x* etx>0; %= x°

frepere orthonorme du plan, représenter la courbe de f et celle de g : x log, (x).

e de définition de D de f. ¢)f =log; est continue et strictement

|
?
|
*.
|
|
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ONCTIONS LOGARITHMES

d) Ensemble image J de /.
) i s I lim f =+o00; lim &:0’ done
pour tout @ >1 log, est une bijection X340 rw x

de ]0;+oo sur R ; donc I'ensemble l'axe (x'ox)est la direction de
image de ]0;+oo] parf estJ =R . la branche parabolique de

lim /" =—c0, donc (y'oy): x =0 est la courbe de f* & +o0

il ] log,x =0 équivaut a x =1
asymptote verticale a la courbe de f 5

2. Représentons les courbes de log, et log,
2 2

Courbes.
log, x = log, bxlog, x ; donc

log,x = log, E><Ia:)g3x = —log, [-2- log o x =—log x.
3 32 5 343 - 3
Comme log,x = —log,x, la courbe de log,
3 2 3
est le symétrique de celle de log, par rapport
2

a I'axe des abscisses.

%y S exercer

2.a Donner l'expression simplifiée des réels suivants:

8 1 9
log. 83 bylog, — : log.— ; d)log,3; log, = ;
a) log, ) log, - c) B )log,3; e) o

3 3
f)log,2; g)logl00; h)log0,1; i)logl0®;; j) 10g2163/5 .

2.b Déterminer la valeur de x dans chacun des cas suivants :

a) log,x=0 ;b) logx =1; c¢)log, x=7 ; d) log_e=1; e) logx=-2.
2.c 1) Soit f la fonction de R dans R définie par /(x) =logx et la fonction

'xl-—)lo[lx
i =R

Donner l'expression de g(x) en fonction de f(x), pour tout x > 0.

2) Représenter dans un méme repeére orthonormé, la courbe de f et celle de g.

(256)
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ION LOGARITHME NEPERIEN

griture simplifiée des suivants

.h lhle??;
3

L2
'e .

b fonction de In 2 ou In3
vants;
_lnl; -1—]11256 :

b &
fonction de In2 ou In5
vants:
00; mnl25; Inl0°

ns R les équations suivantes :

= In(-2x-3) ;

2) =1+ In (x-3);
“in(x—2) = In(x+11);
in(x—1)=In6 ;
=inx—2In2.

R les equations :

—3=0;
¥ —Inx—2=0.

incquations suivantes dans R

B) 21nx — 1<5;
I In(2x + 1) < In(x +2).

Bty aian e —— N Rt T R s e -

.

Terminale CetE

6

Résoudre dans R” le systéme :

X+ y=2
Inx-Iny=Imn2

©

Déterminer la fonction dérivée de la fonction

J sur l'ensemble D dans chacun des cas suivants:
a)f(x)=In(-x) ; D=]-o0;0[ .

b)f(x)=InVx ; D =]0;+od].

C).f(x)zln{ ) ; D=]-o0;~1[.

©

Déterminer une primitive de la fonction
numerique / sur le plus grand intervalle

que I'on précisera dans chacun des cas suivants.

x+1

x—1

B flOa e
Sin x xInx
O it e ey, py . B
b | x+3
x+1
; x+x-5 ¢
D e ey
o 3 .
8 SO )
h) £(x) = (h‘;)r onreQ—{-1) .

©

f est la fonction définie sur |- 3; 3[ par
flx) = 1n(3“x}.

St
Etudier la parite de f.




FONCTIONS LOGARITHMES

L)
(% considére la fonction de R dans R définie
sur |—o0 ; —1[U]l; + oof par
f(x) =lx+ 2+ ln[x—_lj.

2 x+1

1) Montrer.que le point A(0;2) est un centre de
symétrie de la courbe représentative de 1.
2) Déterminer par son équation l'asymptote

oblique de la courbe représentative de f'.

®

Soit g la fonction définie sur
10;+00] par: g(x)= 1-x—Inx.
1. Calculer la dérivée de la fonction g et étudier
son signe. En déduire les variations de g.
2. Calculer g(1). En déduire le signe de g(x)
dans l'intervalle ]0;+cof suivant les valeurs de x.
&

Soit f 1a fonction de R dans R définie par
Inx-2
=i

Etudier la fonction f (ensemble de définition,
- - dérivée, limites, tableau des variations)

et tracer sa courbe représentative dans

un repere orthonormeé du plan.

Soit f1a fonctionde R dans R définie par
f(x) = xlnx — x.

Etudier la fonction f'(ensemble de définition,
dérivée, limites, tableau des variations) puis

fracer sa courbe représentative dans un repere
orthonormeé du plan

14

Soit 1 la fonction numérique d'une variable réelle
i Gy
X

Etudier la fonction f (domaine, dérivée, limites,
tableau des variations,) tracer sa courbe dans
unrepere orthonormé du plan.

(258

Terminale L

&

Soit n un entier naturel non nul.

1. Déterminer la limite en +oo de la fosl
Inx

foix=s——,
xn

2. Déterminer la limite en 0 de la fom
gn ‘X = xn ]nx ,
3. Déterminer la limite en +oo de la 18
B, x> me :

n

X
4. Déterminer la limite en 0 de la fom

k :xl—>-———-~ln(1+x).

f "

&
On désigne par f* la fonction définie §
10, +oof par : '
f(x)=—x+(x+ Dinx.
1. a) Etudier les variations de g défind
10, +oof par g(x)=xInx+1. ;
b) En déduire que

g(x)> 0 pour tout x  ]0, +oo].
2. a) Etudier les limites de f aux bos
ensemble de définition. Pour la limaf
verifier que l'on peut écrire
f(x) sous la forme f(x) = x(-1+InX

b) Montrer que f'(x) = glx) :
X

en déduire les variations de 1.
3. a) Montrer que I'‘équation f(x) =0

unique solution o dans ]0, +oof.
b) Déterminer un encadrement d'am

de o en justifiant.

17

Soit la fonction /' de R dans R déf
fx)=—x+3+Inx



OGARITHMES

miner l'ensemble de définition de f
tles limites de /4 ces bornes.

s variations de f puis dresser son
8 variations.

es branches infinies de la courbe
ive de /.

d Courbe représentative dans un
pnorme du plan.

mction G définie par

1+Inx). (x> 0)

dérivée de G et en déduire une
sur ]0; +eof.

€ la fonction f de R dans R
=i ——l--l-lnx.
- X
B (1)
wariation de /* et déduire Ie signe
. +oo] suivant les valeurs de x.
Etion g definie par
in x.
fllensemble de définition de g et

mites de g aux bornes de cet

Wariations de g et dresser son
fations.

i la courbe (C, ) dans un repére
3 plan.

2ns R l'inequation In | x|<1.
i la fonction / définie par:

sxin | x| pour x =0

antinuité et la dérivabilité de /

k.

SRS, RS e TR, 4 v

Terminale Cet E

b) Déterminer I'ensemble de définition de f
et calculer les limites a ses bornes.

¢) Etudier les variations de £ et dresser son
tableau des variations.

d) Construire la courbe représentative de /

dans un repére orthonormé du plan.

D

On considere la fonction f de R vers R définie
In x
par f(x) = :
x—In x
1) Montrer que pour tout réel x, x # In x.
En déduire I'ensemble de definition de £,

J(x)

2) Déterminer la limite de = quand x tend
X— 2

vers 1.

3) Etudier les variations de f et dresser son
tableau des variations.

4) a) Déterminer une équation de la tangente
a la courbe de f au point d'abscisse 1.

b) Préciser éventuellement les asymptotes

a la courbe représentative de f.

5) Construire cette courbe dans un repére
orthonormé du plan.

FONCTION LOGARITHME DE BASE
QUELCONQUE.

21

Donner I'écriture simplifiée des réels suivants:
D

a)log.5; Db)log,3’ ; ¢ logzé— ;
1
djloz; 32 e) logzg ~ofleg . d
1 16
log. — ; h)logl00; Dlog, —.
g) log, 75 ) log Dlog, 5

-

v
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22

Déterminer la valeur de x dans chacun des
cas suivants :
a) log.x =2 ;
c)log 2=2;

b) log 9=2;
d) log 125=3;

e) logx%= A 8 s

git f la fonction numérique d'une variable réelle
définie par /' (x) =log; x .

l)Déterminer I'ensemble de définition de f et
calculer les limites de f* a ses bornes.

2) Etudier les variations de f et dresser son
tableau des variations.

3) Dans un repére orthonormé, représenter

la courbe de f et celle de g:x - log, (x) .
5

Dans chacun des cas suivants, le point A
appartient a la courbe d'une fonction
logarithme de base @ (a >0, a # 0).
Dé¢terminer pour chaque point A la base a de
la fonction logarithme et dire si elle

est croissante ou décroissante.

a)A(4;2); b)A(100;2); c)A(8;3);
HAG;D; A [fg"— ;2] . DAGsD);
g) A(10;=1).

-

La courbe représentative d'une fonction

logarithme de base a passe par le point A [%;—1].

Quelle est 'ordonnée du point B appartenant
a ce graphique si l'abscisse de B est 9?
Déterminer dans chaque cas le signe de log,x.

a) a-leta>1:b) a>let@=x=<1;:
¢} a<letx=>1; d)ife<lct<x<1.

Terminale

27

Déterminer une équation de chacune &
courbes des fonctions logarithmes de!
du graphisme ci-dessous. (1) ,(2) , (3

28
a) Montrer que log, (x) =-log, ()

a

b) Comment peut-on déduire la coutl
de la fonction log, , a partir de celle

(e d

de loga?

@

Donner I’expression a I’aide d'un ses
logarithme des expressions suivantes
a)logx +log (x—2) ;

b) 2logx — log(x — 1) + log(x + 3) ;
c) log(x + 3) — 2logx” — Slog(x + 1) 3
d) log(x+2x — 3) — log(x + 3) —log(x

@.
Soient a,b et M trois nombres réels
positifs et différents de 1.

Montrer que log, M :M

log, a
31

Déterminer ['ensemble des solution
equations suivantes dansR. :
a) log, x =log,3 ; b) In(x+7)=log,3.




5 LOGARITHMES

dans R les équations suivantes.
=log 2 ;

=log 5 +log2—log3;

=3 log2-log 5 ;

1 2
B 0g 3 g

3 2 1
= —_log 9——log 8+ —logl6 .
> & 3 g 4 g

gre 'équation: :
tlog(x—2)=1log5 +log 2.(1)
mer l'ensemble des réels x pour
eetie égalite est possible.

e dans R I'équation (1).

gns R les equations suivantes :

1) +log(x—3)=2log 3;
) =log 3 +log (x—2);
t1)=2log (2x-3);
t1)=4;

3) + log, x=2

gs racines de chacune des
R dans R suivantes:
2
Blx+1)—log(x—1)~-log2 ;
B (" —9)-log,(x+3) ;
= - 4

e - 2)

W L T AT A TS T T WS T T - -

Terminale CetE

En chimie, le «pH» (potentiel d'hydrogéne) est
défini par -

pH=—log [H,O'] ou [H,0] est la
concentration en ions H,O’, exprimée en
mole.L” d'une solution aqueuse.

La concentration en H,O" d'une solution

aqueuse est 2,4 x 107 moles par litre.
Calculer le pH de cette solution. Arrondir a
e

Le pH d'une solution est 3. Etablir que la
concentration en H,O’est 10~ mole par litre.
3. Démontrer que si la concentration d'une

solution aqueuse est divisée par 100, son pH
augmente de 2.

37

Résoudre dans Rx R les systémes :

+y =65 Byt
a){x y " {x +y* =425

logx+logy=3 10gx+]0gy:2’

logx+logy=
b)

logx+logy=

T



Chapitre 9

FONCTIONS EXPONENTIE

LECON 1} FONCTION EXPONENTIELLE NEPER

1.1 PRESENTATION ET PREMIERES PROPRIETES DE e

1.2 REPRESENTATION GRAPHIQUE DE LA FONCTION
EXPONENTIELLE

1.3 ETUDE DES FONCTIONS COMPORTANT LA FONC
EXPONENTIELLE " exp ".

LE [ 9| FONCTION EXPONENTIELLE DE BA
CON | QUELCONQUE
2.1 PRESENTATION

2.2 QUELQUES PROPRIETES DE exp,

LEC ON 3' FONCTIONS PUISSANCES : /,:x > x* OU x EST
- — "] UNREEL STRICTEMENT POSITIFET o EST UN
NOMBRE REEL

3.1 PRESENTENTATION ET PROPRIETES DE f,

3.2 CROISSANCES COMPAREES DE x i—x"; exp ET
In EN +oc0. CALCULS DE CERTAINES LIMITES .
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INENTIELLES ; : Terminale Cet E

DN 1/FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIEN

Ia fonction exponentielle ainsi que ses propriétés (en particulier limage d'une
le produit des images). |
roprictes de la fonction exponentielle pour résoudre des équations et
mportant la fonction exponentielle

fonctions dont les expressions comportent la fonction expenentielle :

sens des variations, connaitre les limites et les limites classiques pour
ndéterminations _ _

enter graphiquement des fonctions dont les expressions possedent
bonentielle.

IRESENTATION ET PREMIERES PROPRIETES
)E exp '

'ndre un bon départ }

¥ que la fonction logarithme népérien "In" est une bijection de 0, +oo[ sur ]—o0 ;tod .

gr le tableau des variations de In™ (bijection réciproque de Inl).
enir

elle fonction exponentielle la fonction bijection réciproque de la fonction
ime népérien et notée exp (exp=In?).
i une fonction numérique d'une variable réelle x, alors
Dlu(x)) existe si et seulement si u(x) existe ;
(1(x)) est toujours strictement positive.
réel x et pour tout réel strictement positif'y, ( = expx ) équivaut & (lny=x).
fion exp est une bijection croissante
BUENCES
Qe In1=0, il résulte queexp0=1;
BUBIEE Inc = 1 , il en résulte que exp 1=¢

WSS rccl v, In(expu )=u .
1"" Pl réel v strictement positif, exp(lnv )=v.

|
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» Quels que soient les réels a et b, (expa =expb) équivaut a (a = b).
» Quels que soient les réels a et b, (expa < expb) équivaut a (a < b).

Exemple : x > 0 équivaut 2 expx >exp0 qui est équivalenta expx>1, puisx <0 gl

O<expx<l.

Quel que soit le nombre rationnel r,In ¢" =rlne=r.
Or Ine” =r équivautaexpr=e’.
Pour tout nombre rationnel, expr = €.

On convient que pour tout réel x, expx=e¢”.

1) Déterminer les ensembles de définitions des fonctions suivantes de R dans R :
A= ¢ higl)=e* ;0 Ma=e"" ; dkli=e""".

| a) La fonction : x > 2x* —3x+1 est définie sur R car fonction polynéme. D'ot I'enses

de définition de [ est R.

3
b) La fonction k : x 4 =

est définie sur R* ; d'ot l'ensemble de définition de g&
X

¢) La fonction : x > V4 — x2 est définie si 4 —x? 2 0; soit x € [-2;2]. D'ou I'ensemble}
définition de h est [ —2;2].

d) La fonction : x - In(2x —1) est définie si 2x—1>0 ; soit x > %

D'oti I'ensemble de définition de k est }%,-H:o[

2) Résolvons dans R les équations suivantes:
3

gl =¢ : b) €'=2 : &)et=0.
Solution :

a) (¢ =e7) équivaut (2x =-3) ; donc l'ensemble des solutions de I'équation ¢** =&

(3}

b) (e’ =2)équivauta (e’ =e
est S={ln2}.

¢) On ne peut pas trouver de réel x tel que e* =0 car VxR, ¢ >0 ; l'ensemble sol

"2); soit x =1n2. Donc I'ensemble des solutions de 1'équl

I'équatione” =0 est S=0 .
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Solvons dans R les inéquations suivantes:

S b) ¢ >-1; gl s

o :

hacune des inéquations, nous noterons S l'ensemble des solutions.

> 3) équivaut successivement & (¢* >€™) ; x >In3 ; donc § =]ln 3;+od[.

I tout reel x, la proposition e* > —1 est toujours vraie care* >0 , donc S = R.

" < 5 équivaut successivement a €2 < &™: 2x—In5<In5 :

nS5; x <In5; donc S=]—o0;In5J.

fions le signe de f (x) = ¥ — & surR .

) équivaut successivement a * > e**; 3x> 2x ; x>0 . Donc pour tout x de ]0;+oq[
0 et pour tout x de ]1—o0;0[, f(x) < 0.

-e résolu

3

ebs 3

fe ['équation : e ex.

> r . r = 3 r .
Sion 2x+5 est définie pour tout réel x, et I'expression — est définie pourx =0 .
X

ghe les solutions de 1'équation sur E= R*,

3
7 2 Ty ; L,
b5, ¢ "’ =e¢* est équivalentd 2x+5=1; soit
x

—3=0; parsuitex=-3 ou x:% ;

lons —3 et % appartiennent a E, donc l'ensemble

3
flons de 'équation e’ =e* est S= {—3 ; %}

Kercer

plus simplement les nombres suivants :

p 24302 1-2In3 _1+2In3
= by ’

25 6 e e
i que pour tout réel x, (e* + e_’r)2 — (e _e—_\-)2= 4.

e dans R les équations suivantes:

3 —3x ; b) e3:::+]:12 :2, C) ex = hl":lg
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22 Prendre un bon départ }

1.d Résoudre dans R les inéquations suivantes:
s
2\ e b) e >—-e ¢) e <1,

. » . L il
1.e Résoudre dans R l'inéquation ¢* ~* <e™.

2.2 REPRESENTATION GRAPHIQUE DE LA FON@
EXPONENTIELLE

1) Sachant que la fonction exponentielle est la bijection réciproque de la fonction In, de
la transformation qui permet de déduire la représentation graphique de la fonction exp &
celle de In dans un méme repére orthonormé du plan ?

1) En utilisant le tableau des variations de la fonction exp déduit de celui de In, déterms

L 3y ) . — g
justifiant les limites suivantes : lime* ; lim — et lime* .

X0 X—=>+too % X—3+00

2) Construire dans un méme repére orthonormé les courbes représentatives de In et de &
Retemr

* Représentation graphique.

: : La courbe représentative de exp
Le plan est muni d'un repere

Zl symetrique de celle de /z par rapg
orthonorme. _ la premiére bissectrice du repére.
ol e d’équation y = x
exp’(x) -+ =
+0 ™ i ¢

exp(x) / 5

0 -

« L' axe des abscisses est asymptote & a

la courbe représentative de expa —o .

« L' axe des ordonnées est la direction 24
de la branche parabolique pour la
courbe représentative de exp 4 +oo.

X

lim e*=0; lime’'=+w lim & =t |

X——i0 X—3+00 X3+ X
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ETES
Que soient les réels a et b, exp(a+b) = (expa)<(expb). (™" =e’ x &)

put réel a, exp(—a) = 1 [ s i )

expa e’

que soient les réels a et b, exp(a—bh) = il o et = =
e expb
dut réel a et pour tout nombre rationnel 7,

=exp(ra). ((e”)=(e")").

pvaincre
Bquivaut aa=Inx; y=¢€’ équivaut a b=1In y.
Bx+In y =In(xy).

) équivaut a xy =e*"” ; soit (e”) x (") = ",

. . i 5 HRSISS RO
oC vautda=Inx : —a=—lnx; ~a=1n[—} ;e”::— e :i_
X

2 2 gk
P =e¢'xel =e"x—=—.

e
Bguivaut d Inx=a ;rlnx=ra; lnx" =ra ;" =x".

(e”).

e plus simplement les nombres suivants

1+in2
b)e c) g 23
5 1 g 1 b) C)
+ el'ﬂ car e _e_” emnz___ elelnz; car ea+b = eaeb e_zm o (ezng.)-z;car(ea)r —p?

=2¢' =2¢;care' =e.
=32 =

O | =

#ons dans R I'équation 2e* + 8¢*+ 6 = 0.

g+ 6 =0 équivaut & 2(¢")*+8¢* +6 =0. Enposant X = ¢*, on obtient 2X* + 8X+6=0
listions de cette nouvelle équation sont —1 et —3.

e alors les équations e = —1 et e* = —3, mais comme pour tout x € R, €* > 0, on en déduit

B e g



ONCTIONS EXPONENTIELLES

que les équations e* =—1 et " =-3 n'ont pas de solution. D'ot I'ensemble des soluimg
de 'équation 2¢** + 8¢+ 6 = OestS=.
3) Soit le polynéme p défini par p(x) = 2x* +3x2—3x 2.

a) Montrer que 1 est une racine de p.
b) Résoudre dans R I'équation 2x° +3x2—3x—2=0.

¢) Déduire des questions a) et b) les solutions dans R de léquation 2¢** + 3¢ —3
Solution

P =2x" +3x2-3x-2.
a)p(l)=2x1+3-5-2=0. 1 est donc une racine de p.
b) p(x) peut donc se mettre sous la forme p(x) = (x —1)(ax?+ bx +c).

Apres développement et identification, on a p(x) = (x —1)(2x*>+5x + 2).
p(x) =0 équivaut a (x—1)(2x>+5x+2) ;soitx=1loux=-2 oux= —l.
L'ensemble des solutions de I'équation 2x° +3x2—3x—2=0 est {—2; —% ;1}.

¢) Résolvons dans R de 'équation 2¢** +3e* —3¢* —2=0.

-

Posons X = e°.

2e +3e™ —3e" —2 =0 équivaut 4 2(e*)’ +3(e*)* —3e* =2 =0 qui est équivalent &
2X° +3X%2-3X-2=0;s0itX=-2 DUXZ—EI ouX =1.

e’ =—2 n'est pas possible car e¢” > 0, pour tout réel x.

|
i
|
|
|

1 : x :
75 n'est pas possible car e* > 0, pour tout réel x.

e’ =1 équivaut a x = 0. L' ensemble des solutions de I'équation 2e** +3e** —3e* — 2=

gt ,
s S'exercer
1.f Berire plus simplement les nombres suivants :
2-In(3e
Q)
1+In(e*)

2In3

—2ln5 1 X 1+In2
+=e 2

a) e In3-2

c) e +e

a2 3
l.g Donner l'expression réduite de : A(x) = 2(6 ';e ] —let B(x)= 2[6 >

1.h Résoudre dans R les équations suivantes :

1

a) eﬂ: b) ex+2+e; =e:

—x~2 2

1.1 Résoudre dans R les inéquations suivantes:

a) esin(?.x) 26‘\/;' b) e]—-Zx <e]-.t
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fire les inéquations a) e*™ < e et b) 2¢”* —3e* +1> 0.

TUDE DES FONCTIONS COMPORTANT LA
DNCTION EXPONENTIELLE " exp ".

ndre un bon départ ]

£8i / réalise une bijection de K vers f(K) et si pour tout x e K on a f'(x) # 0, alors

_ |

ivable sur /(K) et (7 J(x)r———.
( ) (f'e 7))

reel x, donner l'expression de In'(e”).

Suire que pour tout réel x, (exp)'(x) = exp(x).

une fonction dérivable sur un intervalle I. Déterminer la dérivée de la fonction : x > &“*.
tenir

tion x > e est dérivable sur R et a pour fonction dérivée la fonction : x - e
ur R,

ane fonction dérivable sur un intervalle I de R.

jon: x > ¢"™) est dérivable sur I et sa dérivée est la fonction : x > u (x)e“) |

tion x > u (x)e“"”’ admet pour primitives les fonctions x i €“” + & ot k est un réel

jue qui ne dépend pas de x.

eX X—3+m eX XN+ X

X
—X): lim [_Xijz lim .2 =0car lim & =+m,

X

X

T < sl :
=¢® =1 car lim est le nombre dérivé de x = ¢* en 0.

x—0 x—O
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1) Déterminer I'ensemble des primitives de chacune des fonctions de R vers R

| sur un intervalle a préciser.

a) f(x)=xe* ;b)g(x)=e™ cosx;c) h(x) = % e*

| Solution :

s x 1
a) Posons u(x) = x% u'(x) = 2x, par suite f(x) = -z—u'(x)e““) ;
o : L o
D'ou les primitives de / sur ]—eo; +<q[ sont les fonctions F : x Ee“{ '+ K.

Mg : ;
Donc F: x> Eex + K ou K estun réel qui ne dépend pas de x.

b) Posons v(x) =sinx . v'(x) =cosx ; g(x) =v'(x) " .
Les primitives de / sur ]—co;+oo[ sont les fonctions G : x > " + K ; soit

G:x>e™ +K onK estun réel qui ne dépend pas de x.

¢) Posons w(x) = - ; pour tout x de l'intervalle ]0;+oo[, w'(x) = _LZ
X X

R'(x) = —w'(x)e"™,

Les primitives de h sur ]0;+o0[ sont les fonctions G : x > —"® + K ; soit
1
G:xt>—e” + K ou K est un réel qui ne dépend pas de x.

2) Calculons lim 2x—5e”

X—p+40C

Pour tout réel x > 0, 2x—5¢* = —e"(2(—xe *)+5) . or lim(xe*)=0 ; donc lim (=3

x>t
d'ou xlﬂlglm (2x—5€") =—o0.

Exercice résolu
On considere la fonction g définie sur R par g(x) = (x+1)* e .
Soit C la représentation graphique de la fonction g dans le repére orthonormal (O;3. :
1. Etudier les variations de g et dresser son tableau des variations.
2. Tracer la courbe C dans le repére(0:1, /).

Solution
1.Variations et tableau des variations de g.

La fonction x > e est dérivable sur R. Car , elle est la composée des fonctions

X > —x et x > e* qui sont des fonctions dérivable sur R . x — (x+1)? est dérivabh
car polynome de degreé 2.
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g est derivable sur R comme produit de deux fonctions dérivables sur R.

put reel x, g'(x) =2(x+1) e* - (x+1)’e™ = (x+1)(2- (x+1))e™.

= (x+1)(—x+1)e™,

i tout réel x, ¢ >0 ; donc g'(x) ale signe de (x+1)(—x+1) : qui est négatif pour
#; —1[U]1;+00] et positif pour xe]-1;1].

: &st décroissante sur les intervalles |—oo;—1[ et ]1;+eo[ | puis croissante sur ] —1;1[.
ites aux bornesde Dg = R

£1)’ =+ et lim e = lim &* = 400, Donc lim g(x) = +oo,

X—»=x X—+0 X—r—a0

| S . 1 1 1
#)=lim —.Or —=—=— comme X =—x —> + quand x — +oo
x>too @ e e (eéxJ 2
E x4
X Ly
2 x |0 -1 1 +00
2 P
("_]=0 dov lim g(x)=0. £ 0 v
S| oF X—+o0 “+oo 4
g | N\ :
g / \0‘
ies infinies de (C)
3 + 2 -=x y 2
( )= Tisss (x+D’e  im 2 +2x+le_1
.',; X——m X X—r—00 X
el . A e
- = lim —= lim x=-o0, lim e™* =+o0
53 =0 y X—p—01 Ay

i £() =—. Donc I'axe des ordonnées est une branche parabolique pour la courbe

X

—. Dlautre par lim g(x)=0, donc la droite d'équation y = 0 est asymptote I
Bde g 4 +o.

ma de (C) 1
i de coordonneées (-1 ;0) est un minimum absolu

it d'abscisse 1 est un maximum relatif

jue points de la courbe (C).

: 16 &
=< 50 =1;80) = : i
8¢ par les points Y
: : 2 16 -
@onnces (—2 ;e7),(0;1) et [3 ;_3}
. - -1 . [ H i 3 H s e
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1.k Calculer les limites suivantes :
K 1
a) limxe* ; b) lingxe* ;¢ lim(l—-x)e’ ; d) lim(1—x)e";

x—0

. ]
11801t f: x> [1 ——l—]e*‘. Donner I'ensemble de définition de la fonction /', puis cal@
x

limites 4 ses bornes.

Etudier les branches infinies de la courbe représentative de f.

1.m On consideére Ia fonction /* définie pour tout x de R par f(x)=(1—x")e".
a) Calculer la limite de f* en +oo puis en — o,

b) Etudier les variations de /. Dresser son tableau des variations.

¢) Etudier les branches infinies 2 la courbe représentative de i

d) Tracer la courbe de f dans un repére orthonormal.

1.n Définie la fonction dérivée de /' dans chacun des cas :

x+1

Bf(x) = ¢™ ; b)f(x) = * ; )f(D)=e* ; Af(x) = ™

1.0 Déterminer une primitive F de f dans chacun des cas :

() = 3™ 5 b)f(x) = :‘:ix L Of () = xi L df0) =

&) f(x)=ae™ oua#0 etcz0 ; f(x)=—0

e +e”
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9 FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE
QUELCONQUE

e lien entre « exponentielle de base en(Exp) et « exponentielle de base a » (Exp,)
) des equations et inéquations contenant «exp, », manipuler les expressions
P,

les dérivées et des primitives des fonctions comportant «exp,» .

IRESENTATION

>ndre un bon départ

eel strictement positif et différent de 1.
Montrer que log, admet une bijection réciproque (log,)”.
Dresser le tableau des variations de log, ' dans le cas a>1 etlecas 0 <ag <1,

tenir

' reel strictement positif et différent de 1. On appelle fonction exponentielle de base
ion réciproque de la fonction logarithme de base ¢ . On la note exp,. Elle est

2 R vers |0;+oof . Pour tout réel x, (y = exp, x) équivaut & (x = log, »).

reel strictement positif et différent de 1.
| équivaut a exp, 0 =1.

equivaut a exp, 1=a.

L eéquivaut 2 exp, 2 = x,

il Equivaut a exp, (1) ==x.

(ercer |

iher si possible dans chaque cas le ou les réels x tels que :
B b)ap.2=x" ; c) exp (") =

JELQUES PROPRIETES DE exp,

dre un bon départ }
§ strictement positif et différent de 1.

[MME la relation x =log_(y)= - ,montrer quey=e""
a
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b) En déduire que pour tout réel, exp, x=e™".

¢) On pose o = log, (x) ; Exprimer —o comme log, y ou y est a déterminer en fonctill
1

exp, X

En déduire que exp, (—x) =

Soit a un reel strictement positif et différent de 1.
» Pour tout réel x, exp, x =™
« Pour tout réel x, log, (exp, x) = x.
- Pour tout réel x strictement positif, exp, (log, x)=x.
« exp,0=1 et exp, l=a.
1

» Pour tout réel x, exp,(—x)= :
exp, x

» Pour tous réels x et y,exp, (x+ y) = (exp, x)x(exp, ¥).
exp, X
exp, ¥

« Pour tous réels x et y, expa(x—y)=

S'en convaincre

Montrons que exp, (x+y)=(exp,x)x(exp, »)-

Posons o = exp, x et = exp, y.

o =exp, x estéquivalentax=log o .

B =exp,y estéquivalentay=1log, 3.

x+y= log,a + log, B = log,(@B).

x+y=log,(af) équivauta o =exp, (x+y);

Soit (exp, x)(exp, ¥) = exp,(x+y).

D'autre part exp, (x—y) =exp, (x+(=y)) = (exp, x)(exp,(~ )
1 (exp,x)

(exp, ¥)  (exp,¥)’

= (exp, x)x

Pour tout réel a strictement positif et différent de 1,

Pour tout r de Q, log, a” =rlog,a=r car log,a=1, or log (a")=r < a’ =exp]

Ainsi pour tout réel a strictement positif et différent de 1,
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7 de Q, exp,r=a".
iiention pour tout réel x, pour tout réel a strictement positif et différent de 1,

=a". Ainsi pour tout réel x, pour tout réel a strictement positif et différent de Iz

=g —=¢

=
-

e ci-dessus nous permet d'écrire :

i reéel a strictement positif et différent de 1,
e -0 .

DS reels x et y,

=a xa’

- T 3 In
i réel x , a* =™,

liention on admet que pour tout réel x, 1* = 1.

£ L - -2 1 1-

B3)=2=8; b) exp,(-2)=3 i
3 =3

1 A i 1 1

I :—:--’ d —3 =| — = — :23=8-

[2] 51 g BRI (2] 23

2

pns dans R 'équation : 3" = 5x2° .
~ est équivalent successivement a
52°) ; xIn3 =In5+In2" < xIn3=In5+xm2;

2) = [n 5; xln%:]ns D x= E Sz{ In(5) }

In % ' n(3) - In(2)

- résolu 1
ETUDE DELA FONCTION f: x> a"

B réel strictement positif et différent de 1. Désignons par (C,) la courbe de f dans un

gthonormé du plan. f(x) =e*™.

mtinuc ct dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables sur R,
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xlna = ﬂ'.x hl a.

1 Pour tout réel x /'(x) =(Ina) e
Pour tout réel x, a* > 0; donc f '(x) a le méme signe que Ina.
Premiercas 0<ag<1.

Ina <0, Pour tout réel x f'(x) est

| strictement négatif. La fonction f* est X —0 0
strictement décroissante sur R. £ B
f Calculons les limites de f & —oo et a +oo,
- o] xima ca
' lim xIna =+ car Ina <0; lim "™ = 4c0. o \
£ e f(x) 1
lim xIng=— car Ina<0; Lim ™ =0.
x—+0 X—»+0
x xina xin(a) xlng

€

= : e
lim —= lim = —o0; car = In(a)x
r ek A x xlna

. La courbe de f admet une branche parabolique de direction 'axe des ordonnées
l D'autre part a’= 1.
Dressons le tableau des variations de f.

Deuxiémecas 1 g >1

Ina > 0. Pour tout réel x, f'(x) est
strictement positif. La fonction f est

strictement croissante sur R. f’ (x) 4

Calculons les limites de f & —oo et a +oo. {
lim xIng = - car ma>0; lim e™* =0. ‘
X0 X—>—~0 f(x) 1

lim xIng =+ car Ina>0; lim &™* =+ow /
X—y—od X—r+0
0

D'autre part a” =1.

Dressons le tableau des variations de f

x xine

lim &= = lim

L1200 X X X

= +o0; la courbe de [

admet une branche parabolique de direction I'axe des

ordonneées

Exercice résolu 2 [
Etudier la fonction f définie sur R par : f(x) = x2".
Solution

Pour tout réel x, f(x) =xe™? .

La fonction f* est dérivable sur R et pour tout réel x,
f'(x) =€+ xIn 2™ =(1+xIn2)2",

Or 2°>0surR, et1+xIn2>0 lorsquex>—é.
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1 1
M x)>0 pourx>——— et/ '(x)<0pourx < ——,
)>0 p 05 S'(x)<0p i

= lim ¢""* = +o0 donc lim f(x) =+ ;

E—>+00 X—+m0

8 on est en présence d'une forme indéterminée. En posant X = xIn2,

! X Xe* ] _ :
g :ln2€X = 59 lim X = —oo et th}}gﬁXeX =0 donc lim f(x)=0.

Ent xe

Tableau de variation de f Courbe de f

1

e 7

D

W

“eln2

e =
- ) = lim 2" =+o0 donc I'axe des ordonnées

3 xX—»+00

direction de branche parabolique pour la
e de /' 4 +oo. Iim f(x)=0 donc I'axe des

Ses est asymptote a la courbe de £

ercer

ier les nombres réels suivants sous forme simplifiée.
B b) exp,(5); c)exp,(—2); d)exp,(—5); e) exp,(=35).

2
miner lc réel x dans chacun des cas suivants :

| 1
B b) exp.(x)= 5; c) expl(x):g; d) expo(x) =3 ;

2
aner la base ¢ dans chacun des cas suivants :

: 1 |
—16; b)exp,(-3)=—; ¢) ¢ A
) exp, (—3) = ) exp,(=2) 9

iner la base de chacune des fonctions exponentielles suivantes, puis indiquer si elle
| ) 5Y 2y 1 16)2
te ou décroissante. a)y=|—| ;b)) y=|=|; ) y=|=| ;Dy=|—| .
)y (zJ ) ¥y [3] ) ¥ (3] )y [9)
liire dans I'ensemble des nombres réels I'équation 2° =377,
llimee unc suite géométrique de raison g = 0,4 ; son terme initial est
. %7" 10625 et le terme u, = 0.0000262 144. Calculer n.




FONCTIONS EXPONENTIELLES Terminale

LEC ON 3| FONCTIONS PUISSANCES : /. :x — x* OU x EST
~| UNREEL STRICTEMENT POSITIFET o. EST UN
NOMBRE REEL

Utiliser le lien entre la fonction puissance et la fonction «exp» pour :

» Déterminer la dérivée et des primitives des fonctions x > x*;

» Calculer les limites ﬂ.ﬁ:s. fonctions comportant la fonction puissance ot}

» Résoudre des équations et inéquations comportant des fonctions puissances.

3.1 PRESENTENTATION ET PROPRIETES DE f.

> Prendre un bon départ ]

1. u et v sont deux fonctions. On note «" la fonction : x - (x)".

En écrivant u(x)"™ sous la forme "2

Donner les contraintes pour que u" soit défini.

Soient u et v deux fonetions.
On note u” la fonction : x > ((x))"™, c'est -a-dire la fonction ; x > "4
Si D, designe l'ensemble de définition de v et D, I'ensemble des réels x pour lesquel

défini et strictement positif, alors I'ensemble de définition de " est D, N D.,.

1
Etudions et représentons la fonction f : x > (x)*.

L'ensemble de définition de f* est ]0;+oof.
1 1
~nx

Pour tout réel x, strictement positif (x)* = e*
S est dérivable sur ]0;+oo[.

r L} - . 1
Posons pour tout réel x, strictement positif, v(x)=—Inx
X




INENTIELLES Terminale C, et E

- —1]1'1x+l L] =i(lhlnx).

X2 r & X
. y o 1 —Inx
Ptout réel x, strictement positif, 1'(x) = ~—2(1 —In x)e*
X

1

Y2 le signede 1 -Inx car o 50t iz>0_
X

(x> 0 équivauta Inx <1 ;soit Inx<lne etx<e; x €0;el.
i déduit que f'(x) > 0 si et seulement si x €]0;¢] ;
<0 si et seulement si x €le; +o0] .

l donc strictement croissante sur ]0;e] et strictement décroissante sur [e; + oof.

1 1

—Ine -
g =en,

al des limites :

Inx L

.x——oo hme"jn =0. lim — lnx lim —=0; hmex =’ =1.

[ x——> X—>+co X Xx—r+o0 X

pint de coordonnées (0,0) est point d'arrét & la courbe de /* et la droite d'éguation y =1
symptote horizontale a la courbe de f au voisinage de +oo. )
gau des variations de I

0 e oo
- 0 —
i g
ee
/ \1
0
e résolu 1

- plus simplement en fonction de e, le nombre : ee‘r )

A M e S
577 ()
e
) 7 ' [0]
it

plifier le nombre :




_I3-ln2_ In3
-In2 2

Exercice résolu 2
Etudier et tracer la courbe représentative de la fonction fdeR dans R: x> (x* —1) 4
un repere orthonormé.
Solution :
Ensemble de définition D .

Par définition d'une fonction puissance , f(x) = e ™™ existe pourx”—1> 0,
Donc Df =]—o0;—1[\U]JL; +oof.
Ensemble d'étude E de f .

J est paire ; donc on peut I'¢tudier sur £ =]1; +oo et déduire le tracé de la courbe de A
sur ]—oo;—1[ par la symétrie orthogonale d'axe I'axe des ordonnées.
Limites en 1 et +o ; interprétations.

Lorsque x tend vers 1", x* —1 tend vers 0" et —nln(x* —1) tend vers —co . Donc en pe

X =-mIn(x* ~1) , on obtient :lim f(x) = lim e =+o0. On déduit que la droite d'équs
x—1* ==

est asymptotes a la courbe de /. Lorsque x tend vers +o, x> —1 tend vers +co.

Donc en posant X = —m In(x* —1) , on obtient lim f(x)= Jim e’ =0 . On déduit qu

I'axe des abscisses est asymptotes a la courbe de f.

La fonction : x = —r In(x* —1) est dérivable sur |1 stoof et x> e est dérivable sur R §
est derivable sur ]1;+oo[comme la composée de deux fonctions dérivables.

Vx el oo, fi(x)= -m (

2x
1

| sur ]1;+oo[ carx>1etx*—1>0.

)‘ f(x) et f'(x) <0 ;donc f est strictement décroissar
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{TIELLES Terminale C et E

des variations sur E Courbe de f'sur D,

|

> résolu 3

imilieu donné, toutes les 12 heures, le nombre de bactéries est multiplié par 17 millions
nstant et suivant la relation horaire P(t)=P,r'.

est le taux horaire de croissance ?

pmbicn de temps une population de bactéries est-clle multipliée par 10 ?

e taux horaire de croissance ; aprés une heure , P(1) = B +IiB =(1+i)B,.
= Rr' ; donc P(12)=17x10°P, = P,
'- =Pr? ©17x10° =2 < 12Inr=1n17+61n10.

b Inl17+6In10 Eﬂgﬂ
T st A

In17+6In10

Fodonc i=r—l=e 2 —l=~ 3,0044=300,44%.

eln17+6ln10.
12 :

~1,65965 ~ 1h 39min 35s.

10F, < P(f)=Pr' =10P, < r' =10 < thnr=1n10. Or r=

__Inl7+6m10 . W0 12lnl0
F 12 . In17+61n10  1n17+61n10
12

exercer
e‘E
primer, en fonction de e, le nombre : = \/5 +J§ ;
€
2
mplifier le nombre :  5°x%/25.

ims e film "Mémoires en fuite", on parle d'un capital de 200 000 francs qui,
iR plus tard, vaut 3 500 000 francs. Quel est le taux moyen sur cette période?

——— - ——
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‘ONCTIONS EXPONENTIELLES Terminal

3.2 CROISSANCES COMPAREES DE x —x"; exp il
In EN +o. CALCULS DE CERTAINES LIMITE

Prendre un bon départ |

X

( Inx
e ¥ la—
1. a) Démontrer que pour tout réel x> 0,—=e ' * ) (o >0)
X

b) En déduire que lim % =+00 et que lim x_x =0.

K=+ x T+ e

Inx Inx®

F. r 1

2. a) Demontrer que pour toutréel x>1; —= ————; (o >0)
X o x
- . i In x
b) en posant X' = x*, déduire que lim —=0
X—+00 x
Pour tout réel o, (a>0) Pour toutréel _qun réel strictemen

. o : = s Inx s o

lim == 40 lim x"e " =0 lim —=0 Lim x” I

Pl xu X—>+00 I+ xa‘ -
Remarque

. lim £ =400 lim X" e*=0et lim|x]" ",

T+ x—34c0 X—>—00
On di que | a fonction : x | x [* est négligeable devant la fonction : x = e* au voisi

et de —oo ou encore que la fonction x — ¢” est prépondérante devant la fonction : x#
voisinage de +oo et de —oo.

s B ek (i o 1 s

x40 x® x>0
On dit que la fonction : x - In x est négligeable devant la fonction : x > x* au voisi

et de +eo ou encore que la fonction : x > x* est prépondérante devant la fonction 23
au voisinage de 0 et de +oo.

1) Déterminons la limite de la fonction : x > /x —In x* en o,

: Pour tout réel x strictement positif, vx —Inx? = v/x [1 ~2 ln_x]

Jx

lim \f;=+oo et lim h]—]x= 0. Donc lim («f;vlnxz):ﬁo. Car 1—2E—>1
X

X=—>+c0 X—p+x0 = X—34o0 \/_
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“XPONENTIELLES Terminale Cet E

x—=0"

1 3 x x +
l x(xInx)’ = lim J{.x3 lnx} =0, 3) lim - S f—:+oo; lim <= = o0,

T

fin x)" s In x)" - Inx
:]Jm( ) =lm|— | =0;

J; Tt L s X—s+E L

: X2% x2n

1000\ 121,01
1000 1000 In1,01
= lim —— = lim =0

ﬂlx A—>+o0 exlnl,()l X=po ex

gons la limite en +co de la fonction f: x e .

jse Y =/x ona alors f(x)=X*e™" or lim X =4 et )}lm X'e* =0donc lim f(x)=0.
X—-+00 K=+ X—>+00

-e résolu

a fonction définie sur |0 j+oof par: f(x)=1n2* —Inx>.

ontrer que f(x)=xIn2-2Inx. 2) Calculer f(2) et f(4).
pler la dérivée f 'de . En.déduire les variations de f.

ide des questions 2 et 3, préciser le signe de f(x).

aminer I'ensemble des entiers n pour lesquels on a 2" > n?.

&s les regles de calcul de sur le logarithme, Ina” =rlna Va>0etreR.
(x)=In2"-Inx’= xIn2-2Inx. 2. f2)=In4-m4=0et f(4)=In16-In16=0.

=— .Commex>0,0naf'x)>0<:>xh12—2>0<:>x>i.
X X

Eduit les variations de f : sur }O;L[, f est décroissante et sur :|i;+oo[,
In2 In2
fpissante.
guit : /(x) <0< xe[2;4] 5. Recherche des entiers n tel que 2" > n®.
2"2n" o h2'om2" -’20 f(7)20 neN—{3}.

xercer

. les limites , si elles existent des fonctions suivantes en +o0 et —co.

X

X
e

jier les limites , si elles existent des fonctions suivantes en 0 et en +oo.

—¢ " :b)x>In(e" +1) ;c) x> i

ik

e[I-i—]nx)2

2
'b)xi—)-&ux}— ;C) X >

2

. X




ONCTIONS EXPONENTIELLES

FONCTIONS EXPONENTIELLES

©

Donner 'écriture simplifiée des nombres suivants :

3 3n2 ~1+2In3
a) elna_”e]n : b)e+n

2—Ln3€—1+1n3.

]

c)e

©

Donner I'écriture simplifiée des nombres suivants ;

-5 I+nd | +n2 _1-ln2
—-e nhle e :

a) e

1
) (22

©

Résoudre dans R les équations suivantes:

2x-16 -3%° .
a)ex :e3x;b)82xin3:3

gle’ = cos-:—g ) =12

Résoudre dans R les équations suivantes:

1) 2¢* —5¢* -3 =0;

Ed

2) e3x+5 __262x+5 B 3ex+5 3T 0_

2

25 ex
3) ﬂ.—_ﬁ_z l,
3e" -2

4) (2€" +3)(e* —3¢" +2)(€ —2¢*) = 0
5) 4€** +15¢* =19;

6) 4e* +3e ¥ —e* =0;

A2 et
7) e __e‘”*z =e —]:

8) €6x+2 +e3x+! = 2'

S’ENTRAINER |

Terminale

©

Résoudre dans R les systémes d' &g
suivantes:

oY A 2 3
ee a (QER), ee a (aE-
2xy =1 2xy =

.6

Résoudre et discuter dans R, suivas
valeurs du paramétre m, l'équation,
I'inconnue.

e +dme* —2m+2=0

Etudier le cas particulier ou m =—1

©

Résoudre dans R ['équation

ot _thes =0
©

Résoudre dans R l'équation

(xZ = l)eln(x—Z} = ll‘l ex+1 -

©

Résoudre dans R les équations
1) 2(Inx)* —5(In x)? =3 = 0;
2) 4(lnx)”° —5(nx)> -(nx) "' =8

@,
Résoudre dans R les inéquations

a) & >3; b) & >sin

C) ezf —8+In7 <7



-XPONENTIELLES

gdans R les inéquations :

T 2 i
b) eix Se?x 3=

2

gans R les inéquations
4> 0;
e 1 6<0.

_(ex_e—x)l_

8
I_e." -

30n f définie par f(x) =

gr l'ensemble de définition D,dela

pgalité

i), pour tout x de D,

e que le point A(0,4) est un centre
I courbe représentative de f .

2x°

Esignede f(x) = 7' —¢

£ des fonction f définies ci-desous ,

& fonction dérivée [
e -2);

¥+ 1)e”.
-

b S s e, N O L e, ST o e e T, =30, CETY

_ Terminale CecE

17

Solent f et g les fonctions de

10 ; +oof dans Rdéfinies par :
e a
2e -1

g(x)=2e" -5¢* +2 .
a) Démontrer que

= 2x——l~+ i
e’ -1 Zeve

b) Factoriser g(x).

f(x):2x+%+

c) Déterminer le signe de la dérivée de 7.

Démontrer que quel que soit le

réelx,ona: In(e’ +1)-In(l+e ) =x.

Résoudre R* les systémes :
Inx+Ilny=-2In4
1

ee =—

Je

Déterminer les limites suivantes :
1 1

: = ; e ; 1
a) llmxe* ; b)limxe *; ©) lim——:
x>0 x-—{-ﬂ) A3 ex -
iz )
d) lim —.
x—ri0 ot

21

: . e'—¢e’
Soit la fonction /' : x>

& re”
Calculer les limites de la fonction £, en
—00 puis en +oo,

22

; ] e +e”
Soit la fonction : x

e

ef—e




ONCTIONS EXPONENTIELLES

1) Déterminer 'ensemble de définition de la
fonction f, puis étudier les limites de f a ses
bornes.

2) Déterminer les asymptotes a la courbe
représentative de 1.

Soit la fonction f:xt>e" —x.
1) Etudier les variations de f et en déduire que
VxeR, e >x.

2) démontrer par récurrence que Vx € R*

VneN* >

n!

X
- £
3) Démontrer que Vn € N¥, lim — =+
X—¥oo

2
On considere la fonction f° définie pour tout x
deRparf(x)=(x+1) e
a) Calculer les limites de /* en +oo puis en —oo.
b) Etudier les variations de /et dresser son
tableau des variations.

On considére la fonction f* définie sur R par
f()=3¢"—4¢ +2
Dresser le tableau des variations de 1.

Pour chacune des fonctions /° définies ci-dessous,
déterminer sa fonction dérivée f ' sur l'intervalle I,
puis €tudier le signe de f'(x) pour x e I et
dresser le tableau des variations de 1.
a)f(x)=xe" I=R;
b) f(x) = & +l [=R*,

e

Terminale ([

27
On considére la fonction numérique F Ul
variable réelle x définie par f(x) = (2
On note C, la courbe représentatives
fonction [ dans le plan muni d'un reg
orthonormal (O:7, /) d'unité graphiqu
a) Calculer la limite de f(x) quand ¥
Vvers -+,
b) Calculer la limite de f(x) quand ¥
vers —oc. On pourra mettre /(x) sou
Jf(x)=2xe" —4e".
2. a) Montrer que la dérivée f'de f 8
parf (x)=2(x—De".
b) Etudier le signe de f(x) suivant!
de x. _
Dresser le tableau des variations de
3. Ecrire une équation de la tangent
a la courbe C, de f* en son point d'8

4. Tracer la tangente T et la courbe

28
Soit f* la fonction définie sur R pas
T(x)—¢ =3¢ <17 ‘
et C sa courbe représentative dans
d'un repére orthonormé (O;i, ;) d%
4 cm.
1. a) Déterminer la limite de f(x)a8
Vers +co,
Démontrer que la droite A d'équati
est une asymptote a C
¢) Etudier les positions relatives ¢
C et de la droite D.
2. a) Vérifier que pour tout réel &

fx)=e"(e" -3+ %-{*%).
e e

b) En déduire la limite de f(x) g B
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VWENTIELLES

).

() = (2¢" ~1)(e 1),
ins R 1'équation

deéduire le signe de £ '(x).
gbleau des variations de f

£r une €quation de la tangente
C en son point d'abscisse In (%J

e des droites T et D 2
8 le repére (O; i, /), les droites
e C.

se +1).

te” —¢" +1 est strictement

Jut reel x.

ariations de la fonction .
gourbe représentative de /

¢ orthonormé du plan.

8 limites de / en +wo et en—o .

e f(x)—2x=In(l—-e* +e) et
pite de f(x) - 2x lorsque x tend
ferpréter le résultat obtenu.

£ la courbe (C). (On représentera
8 point de (C) d'ordonnée nulle).
&1, le nombre de solutions dans R
-ezx—-ex+l=3 :

Bment,

Ement.

k la courbe représentative (C) dans
fhonormé(O;7, /) du plan d'une

sfinie et dérivable sur R,

ssymptote, (T) sa tangente au point

on numérique définie sur R par :

S —

Terminale C et E

25

Sachant que le point J(0;1) est le centre

de symétrie (C), que l'asymptote

(D) passe par les points K(—1 ; 0) et J et que
la tangente (T) a pour équation : y = (1 -—e)x_—i-_l.
1) Déterminer une équation de (D).

2) On suppose qu'il existe deux réels m et pet
une fonction ¢ définie sur R telle que, pour
tout réel x, f(x) = mx + p+¢(x) avec

fim $(:)=0

a) Démontrer que m=p = 1.

b)En utilisant le point J, montrer que, pour
tout réel x, on a f(x)+ f(—x) = 2.

¢)En déduire en explicitant f(x) et

f(=x), que la fonction ¢ est impaire.

a. Deéduire de la question b) que /!, dérivée

de £, est paire.

3) On suppose maintenant que, pour tout réel x

0(x) = (ax+b)e™ ol a et b sont des réels.
a) En utilisant la parité de ¢, démontrer que
b=0. : _ : :

b) Calculer f''(x).

¢) En utilisant le coefficient directeur de (T),
démontrer que a =—e.

Démontrer que : f(x)= x + 1-xe ¥ .




ONCTIONS EXPONENTIELLES

On considére la fonction f/ définie sur R par

X

() =——.
& =X

On note (C) sa courbe représentative dans le
plan rapporté au repére orthogonal (037, /).
L'unité graphique est 2 cm sur l'axe des
abscisses et 5 cm sur l'axe des ordonnées.
Partie A

Soit g la fonction définie sur R par
g(x)=€e" —x—1.

1. Etudier les variations de la fonction g sur R.
En déduire le signe de g.

2. Justifier que pour tout réel x ,e* —x > 0.
Partie B

1) a. Calculer les limites de f en +oo

et —oo.

b. Interpreter graphiquement ces résultats.
2) a. Calculer / \(x), f désignant la fonction
derivée de f .

b. Etudier le sens de variation de /* puis dresser
" son tableau des variations.

3) a. Bcrire une équation cartésienne de la
tangente (T) a la courbe (C) au point
d'abscisse 0.

b. A l'aide de la partie A, étudier la position
de la courbe (C) par rapport a la droite (T).
Tracer la droite (T), les asymptotes a (C)

et la courbe (C) dans un repére (O;Eﬁ.

FONCTIONS EXPONENTIELLES DE
BASE QUELCONQUE

Donner I'écriture simplifiées des nombres réels
b) exp, (~2);

4

suivant : a) exp, (2);
4

Termimale L

o) exp, [%] djem, [n %]

e) exp(2); f) exp(-1).

33
Déterminer x dans chaque cas.

8
ayexp,(x)—— &
: 19

10
b)exp, () = ;
4

¢) exp(x) = 1000 ;
d) exp(x) = 0,01 ; €) exp(x) =1;
) exp, () =4

) exp, () =4 ) exp, () =

4
34
Soit f° 1a fonction définie sur R pag
a) Représenter f'dans un repére ortha
plan. |
b) Justifier pourquoi la base de la &
exponentielle y = a” doit étre différs

35
Détermine la base de chacune des
exponentielles définies ci-dessous.
indique si la fonction est croissante
décroissante.

2) f(x) = [199] 5 b) fO)=2"
I =4; d) f(9)=2"
36

Dans chacun des cas suivants, le u__
appattient au graphique de la fonct
Déterminer l'expression de cette 18

D AQ; 16); b)A(%;s) :

2 2
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NENTIELLES

e fonction exponentielle passe

19;) Quelle est I'ordonnée

partenant a ce graphique si
3 est —37

2. 9) et B(4, 16) sont-ils situés
fourbe d'une fonction
& Justifier la réponse.

Bne cquation cartésienne de
% d'une fonction exponentielle
B graphique ci-dessous.

:.'-__ x

a

exp, 7

B

i graphique de y = 2%,

e b)y=-2";c)y=-2~"

8UC si si @ est strictement positif

it peut-on déduire le graphique de
EXp, a partir du graphique de

tracer le

Terminale Cer E

Soit f(x) = (1 4% 1Jx

X

a) Completer le tableau de valeurs ci-dessous

.1 2 10 [20 T100 Jrooo wcmmﬂ
|

b) Vérifie que, au fur et 4 mesure que x Croit,

(]+l) se rapproche de plus en plus du nombee
X
2, LIROR

Résoudre les équations suivantes dans B :
gy 3i=3 3= D

2\ 81
= d) 16 ="
9 (3) 8, ) 1672

44]

Donner une expression simplifiée des nombres
reels suivants :

a) logzlg b) 2 ; ¢)log10 ; dlog,2° ;

3
€) Iog] ﬂlog,[ij 18) 10° ; hylog, 1 ;
3

1) lne.

45
Donner la forme simplifiée des nombres réels
suivants :

lagé‘.
a) Ine ; b) (ZJ ' ©) log10%; d) In10°

~ 43
e) IOgZ(B%J ; D) e™; g) -log0,1 ; h) 2In,1;
5

Die™:

Déterminer I'ensemble solution des équations
suivantes : a) 5" =2 ; c)2" =2 ;
d) 5: 52 e 2 : f) 2x+l i ~!‘




FONCTIONS EXPONENTIELLES

Résoudre dans R les équations suivantes :
a) 2*=9;b) 27 =7;

2. 2x-1
o) [5) =8 hd) 71 2645

Résoudre dans R les équations suivantes.
a) 23;\: — 3x+] : b) 3;—] == 2I+I;

x

¢ 32x+l = 91—?. : d __:5
) i

Résoudre dans [0;+oo] , les inéquations
suivantes.

2) 3(0,8)" <1,5;
b) 0,004(2,2)" 20,8 ;
c) 5.2 —3,5(1,02)" > 6.

50

Résoudre dans R les équations suivantes :
a) 5% <855 %15 = 0

b) 4°-7-2*+12=0.

D

Résoudre R” les systémes :
2x-3y=5
3x2"+3 =24

52

Au bout de la premiére semaine de
fonctionnement, la production de boites
d'un médicament générique est de 200 000
unites.

Par suite, on envisage d'augmenter cette

production de 3 % par semaine.
On note :

Terminale !

» U, la production, en unités, & la fin @it

premiére semaine, (U, = 200 000),
» U, la production, en unités, a la fin
2% semaine,

- U_la production, en unités, a la fin
n-iéme semaine.

1. Calculer U, et U,.

2. Quelle est la nature de la suite de
général U, ? Préciser la raison de c@
3. a) Exprimer U, en fonction de m
b) En déduire la production au bos
12" semaine. ( arrondir le résultat
4. L'équation |
300 000 = 200 000 x(1,03)"" pers
de déterminer le nombre n de sema
nécessaires pour que la fabrication
300 000 boites.

Résoudre cette équation en faisant
differentes etapes du calcul et arng
résultat a l'anité.

%ne suite géométrique(C,) est def

Co =1 000 et, pour tout entier nas

C ., =10225C .

Dans ce qui suit, arrondir les vale

approchées a 107,

1, Caleuler C,, C,, C,.

2. Pour tout entier n de N, exprim

en fonction de n.

3. Déterminer le sens de variation

(Cm).

4. Determiner le plus petit nomb
que:C, =22C,.

@;

Une entreprise fabriquant du
les laboratoires augmente chs
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ONENTIELLES

lun certain type de picces de 6 %.
m P de la premiére année est de

i la nature de la suite des
annuelles en précisant le premier
§S011.

 production P, pour la deuxiéme
la troisiéme année, P, pour la
pnce ; les valeurs seront arrondies

en fonction de n.
# production de la douziéme année

0 000 piéces.

er 2012, 1a population d'un pays
imillions d'habitants. On estime
Btation de la population pour les
i sera de 2 % par an.

pulation au ler Janvier 2013,
@nvier 2019. Les résultats seront
gllions et arrondis & 10~
sgmentation en pourcentage,
lation au ler Janvier 2012 et la

8 ler Janvier 2019 ? Le résultat

£ 0.1 %.

s I'ensemble des nombres réels,
0.02°>1,2.

annce 4 partir de laquelle Ia
Epassera 36 millions d'habitants.

X sont placés simultanément a
DSES

£2 500000 F 34,5 % l'an ; le
20000 F a 3,5 % l'an.

pmbre d'années de placement a
1a valeur acquise par le premier
Ssera celle acquise par le second.

un centimetre cube de produit
i malade.

£ par P, la production de 'année n.

i en quelle année la production P, ,

Terminale CetE

Toutes des demi-heures, son organisme
¢limine: 10 % de ce produit,

Quel volume de ce produit calmant a-t-
il au bout de six heures ? Arrondir a 10” prés

Sachant que ce produit n'est plus
cfficace lorsque le volume restant est inférieur
a 500 millimetres cubes, au bout de combien
de temps le produit sera-t-il inefficace ?
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Le but de I'exercice est 'Stude de la
désintégration d’un corps radioactif : le
carbone 14,

Soit N, le nombre d'atomes de carbone
14 a l'instant t = 0, N, le nombre d'atomes de
carbone 14 un siécle aprés, Nk le nombre
d'atomes de carbonel4 aprés k siécles (k
entier). On sait que le nombre d'atomes de
carbone 14 diminue trés lentement au cours du
temps : environ 1,24 % par siecle.
a)Donner I'expression de N en fonction de N,
puis de N, en fonction de N, ,
b)En déduire la nature de la suite (N,) et
I'expression de N, en fonction de N, et k.
c) Donner, en le justifiant, le sens de variation
de la suite (N,).
2. Le carbone 14 est renouvelé constamment
chez les Etres vivants ; 4 la mort de ceux-ci,
I'assimilation cesse et le carbone 14 présent se
désintégre.
Des archéologues ont trouvé des fragments
d'os donc la teneur en carbone 14 est 40 % de
celle d'un fragment d'os actuel de méme
masse, pris comme témoin.
Calculer I'age de ces fragments. On arrondira
le résultat au siécle pres.

FONCTIONS PUISSANCES :
foix—>x" oux>0
59
Soit x un reel strictement positif. Mettre sous
la forme x* les nombres réels suivants :

2
o e J%;%/EXQ/;.
o>




ONCTIONS EXPONENTIELLES

@
Résoudre dans R les équations :

A
a) x> x> =23

b)x" =427 =1.

@

Calculer les limites, si elles existent des
fonctions suivantes en +o0 et —oo.

a) x> 2x+1e* ;b) x> xe” ;
x> xe —x;

3e” +1
e 1

d) x>

Calculer les limites , si elles existent des
fonctions suivantes en o..
In(1+3x
NI
it

b) x> = _1, a=0
%
Inx—1
c) x> St —e
x—e
Fx
d)xl—)e 1, =10
X

Sl e
x=5
22x____1

1
Tyl 75

a) x

b) x>

Termmale |

63
Une organisation humanitaire dispose
aujourd’hui d'un capital C, de 3 0008
Déterminer & quel taux elle doit le pié
aujourd'hui pour que la valeur acquis
dans ¢ing ans soit égale a 3600000 B

a) On a rempli un aquarium avec

90 litres d'eau claire et 10 litres de p#
colorant capable de se mélanger
instantanément a l'eau claire de faces
homogene. Chaque jour, un systcme
renouvellement fait écouler 10 litres
mélange remplacés par 10 litres d'es
sans adjonction de produit colorant
v,=10 le volume initial de produit &
(exprimé en litres). '

Calculer le volume v, de pi§
colorant apres 1 renouvellement.

Calculer le volume v, de pi
colorant apreés 2 renouvellements.

a) Calculer le volume v, d€}
colorant apres n renouvellements.

b) Exprimer v, en fonction de n.

¢)Pour un autre aquarium muni d'
systéme de renouvellement, on a ¥
Aprés combien de renouvellements
de produit colorant sera-t-il pour I3
fois inférieur a 1 litre ?




Chapitre 10

SUITES NUMERIQUES

LECON l SUITES NUMERIQUES

1L.CALCULS DES LIMITES DES SUITES : SUITES CONVERGENTES

2. CONVERGENCE DE LA SUITE (a") OU 2 EST UN NOMBRE
REEL DONNE

3. SUITES CROISSANTES ET MAJOREES OU DECROISSANTES
ET MINOREES.

| 4. SUITES DEFINIES PAR UNE RELATIONDE LA
FORME u,,, =f(u,) o f EST UNE FONCTION NUMERIQUE.

S’ENTRAINER




UITES NUMERIQUES Terminale

LECON |SUITES NUMERIQUES

» Calculer la limite d'une suite ; .
» Montrer qu'une suite est convergente en utilisant les calculs des limites, et les théorén
de convergence des suites ;
» Montrer qu'une suite u définie par u,,,= f{u,) est convergente en utilisant les inégalités
accroissements finis.

1.CALCULS DES LIMITES DES SUITES :
SUITES CONVERGENTES

s
—

 Prendre un bon départ

a) Chacune des suites suivantes est définie par son terme général :

2 — n
un:n +n I;V’IZhl(n+2) 5 =g 7 = ]+l) :
4dn+3 n n

|
x,=n(e"—1);y, =nln(1+ l).Calrculer la limite de chacune de ces suites quand n tes
n

Citer celles dont les limites sont des nombres réels.

b) u est une suite numérique et / un réel .

Montrer que si |u, —/| converge vers 0, alors u converge vers /.
Soit une suite v telle que |u, —/|<v, & partir d'un certain rang .

Montrer que si v converge vers 0, alors u converge vers /.

» Une suite de terme général u, est convergente lorsque la limite de %, quand n tend
est un nombre reel. Sileréel [ est cette limite, alors on dit que la suite u converge
+ Si une suite admet une limite qui n'est pas un réel ou si elle n'admet pas de limite,
alors on dit que cette suite diverge.

» Si o est la limite de la suite « , alors on note : limu, = o ouu —« quand # —> +3

F
H—¥o0

:'-'-".':_' Soit u, =€, lim (-n+1)=-o0; limu, =0.

X+

La suite u est convergente et converge vers 0.
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