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Lecon Limites et continuité
IV. Exercices De (1)et(2),ona: lim '+ zcos(z) = +oo
IV.1. Exercices de fixation e
Exerciceo
Exercice a a) Posons f(z) = 2r+ 1+ 3sinz
1.V:2.F;3.F. Onsaitque: Vo € R,—1<sinz <1
. Donc vz € R,—3 <3sinz <3
Exerclcee .
o —2=<1+3sinz <4
LF;2.V;3. V4. F;5F;6. V. ©2r—2<2r+1+3sinz <2r+4
Exercicee o2—25f(r)<2zx+4
-1 " De plus lim (27 —2) = lim (2z+4) = —
) _ _ . . ;
a) Jim o = lim = lim 2= oo donc lim f(z) = —oo
-1 T o1
b) 11+00I +5 T4 Iljl}_loox _ILHPOOI_O b) Posons : Vx € |1 ; +oo],

S ) _ 1
o) limgr 5,03 = Jim g = imy =5 07 T
B ' On sait que : Vx € |1 ; +oo[, =1 < cosx < 1.
Exerciceo Doncx—1<x+cosx<x+1.
- 1 1 1
a)lljglm—3x‘)+4x3—4m+2 x+1Sz+cosa?Sz—1
: 1 1
= lim — 32" =~ T sel) <o
. 1 1
2 —p— 2 Comme lim —= = lim —= =0,
b) lim 2520y 3T A+l a1
e T 3 3 on en déduit que : lim g(:c)— .
= lim 5> =%
7= 2 2 2z sin (5z7)
. T . tanz ¢) Posons h(z) = B
c) lim 7o = Licarlim — 7 =1 z
o0 =0 VzeR,—1<sin(5:) <1
) lim =% = 1 lim SDZ _ 4 . ‘
oW sing T Learm oz = o —2r < 2zsin (52?) < 2z
U S . _ —9¢ _ 2zsin(5z?) 92
e) Jim o= 0,car lim & =+oo R T ey E g |
car x*+1>0
Exerciceo —9 20
o She) S5y

1- Vrai ; 2- Faux ; 3- Faux

De plus on a
i @ i - i
Calculons lim z° + z cos (z) . 2 2
Z—too Iim —5—= lim= =0

st + 1 T—+oo T
Ona:Vz € Ricoszx=—1ezcosr=—x

—2x 2x
er’+zrcosr=r'—z (1) Comme 11m 1 zl_rpoox 7+1 =0
Par ailleurs Il_irp 2 —x=+oc. (2). donc 111+n h(z)=0
3
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2*+sin (3z)
27°
vz e R,—1<sin(3z) <1
or'—1<z'+sindz<z’+1
=1 <z *+sindr _ 2’+1

d) Posons p(z) =

<

2z° 2z° - 2
Y 2 +1
De plus Iliglm 2x ’ ZLIPm 21‘ =0

0
. g +sindr _
done im £ 283 —o

Exercice o

a) Posons f(r) = y—2+z = goh(z) avec
hiz ):—2+x et g( ) = x/;
Onalimh(x)=lirn—2+x=0et

hm g(x) = hmf 0
D'ou lim f( )= .
b) Posons g(x) = dr +3

A +3 1+92°
W) =T etfn) = Ve

= foh(x) avec

. o4t . 44
Ona hmh(:v) = lim 91«" - zlygog “g ¢t
llmf —11m«/7
z—g
Donc hmg
¢) Posons h(z) = = fog(x
+

avec g(x) = % ; et f(x):\/;'
Ona lrizng(x) = hm(1+x) - 12: =400
et hm flz) = 1mf Foo

ouhmh =+00 .
d)Posénsf (z) = <—x+3) = goh(z)
avec h(z) = _2 et g(z) =2’

+3

Ona lglxlh( z) = 1123(293) X yg ="

et lim g(z) =

D'ou lim f (7) =—o0
>
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Exercice °

a) Posons f(z) = yz'+2—2 = goh(x) avec
h(z)=2* +x 2etglz)= Vz.
Ona lim h () = mlimm(xZ +x—2)=
Jim g = +oc
e Jim o) = im =+
Alors }mef(x) =+ —
b) Posons k(x) = i T9 = foh(x) avec
+1
h() =775 etfl =y
Ona:
Jim g (@) =

lim ZH = 1
lmx+2 lm

—hmf—l

Done lim k(z)=1.
¢) Posons g( )—sm(

5= Jim1=1

et hm fl
L )= foh (z)
avec h(z) =5 et f(x) =sinz.
Ona lim h(z) = Jim =0

et lin(} flz) = lir%sinx =0.
Alors lim g (z)=0

d) Soit g(x) = xsin(%) =

sin( 1)

1
s
X

= foh (x)

avec h(z) =— et flz) ==~ Sin

. _ 1 _
zlqlrpooh(x) = hm 15-=0
et 1imf( x) = 11m s12x 1

Donc hm xsm( L >— 1.

Exercice m

a)Ona:yz+1—yz

I vrtl+tyx
= (et —vo)x gy r+1+/7T
_ ztl—z _ 1

Jetl+ao V1l

Ona: lim Yz +1-yz

. 1
=Jlim T2 =0

car lir+n \/x+l+«/;:+oo
Tr—T0o0o
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b)Ona:m_m

vertl+yar—1
N N
r+1—x2+1 2

T yetltye—1 T JetlH el

done lim a'+1-ya'~1
— lim =2 ——=0
T VIR T

c)Onayzr’—4z+3—(z+2)
_ (Vaotdz+3—(2+2) )(Vo+dz+3+(2+2))
B o+ dr+3+(z+2)
2+ 4 +3—(z+2)
T A+ 3+ (z+2)
_ +1
i+ 4z +3+(z+2)

donc liIP «/x2+4x+3—(x—2)
1
22+ 4z+3+2+2

car liglvx2+4x+3+x+2:+oo
Ir—Too

m
T—+oo

Vr—3 1x—3
d)lylfrsl z—3 Ls (Jz—3)
_?E%VZ‘ 3 = too

carlin%\/x— =0 et yx—3 >0

o) 3—/z:8 _ (3—vz:8)(3+/2+8)
z—1 (z—1)(3+/z+8)
_ —(z—1)

(z—1)(3+yz+8)

e-1 z—1 (z—1) 3+\x+8
TR 1 __1
= 1}1‘} 3+o+8 6

Exercicem

1) Posons f(z) = y42*+1+z

Ona:

flz) = x2(4+%>+x

=|z|

pour x <0

Fis PRIy s |
Donc

lim_f(@) = fim — (/4 + 2 +1) = +oo
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car hm r =+ooet hm 4+ >+1=3

D'ou lim f( ) = +oo

2) Posons h(x) = y2¢' + 5z + 1 +o+1
Ona:h(x)=m+x<l+%>

=lzly/(2+2+L)+a(1+1)
Pour x <0,

b =24 B ) al1+3)

Donc

Jim h(z) = l_ljmmx[—4/ 2+%+%+1 +%]
= 400

car Ilirp r=—o00 et

2+2 4+

lim — +14= f( J2+1)

et —y/2+1 <0
3) Posons p(z

=y4*+5x+1—-3x+1
Ona:

p(x)= x2(4+%+%)+x<_3+%)

=z (4-‘:—%4—#)4—:5(—34—%)

pour x>0

o =ay[a+ g t)eal 503

p
Donc
_ 2,1 .1
= —o0
car 11m T =+oo et
xr—+too

llrp 1/4+ 5 +f*3+* -1
Exercice@

a) Posons ¢ (z =Jr+z alors g(1) =2 et
=1+

g ( ) 2‘/*

Ainsi/i

. Ar+z—2 . gl@)—g(1)

lim === :}gfg x—g =g'(1)
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org(1)=1+5=32

. x/;+x*2 3
Donelim = =1~ =3
b) Posons 4 (z) = 4z alors b’ (z) = Lo

2z

h4) =2
Ainsi
. V=2 . hl)—h(4)
lima=q ~im= =g W

, 1 1
orh(4)=—1-=1
T ( ) Qﬂ 1

. -2 1
Doncl;rjl 1 1
c) Posons k(x) = y22—2 alors
| _
F @)=y et k(3)=2
Y22 =2-2 k(z) —k(3) ¥ (3)
1131% r—3 _IIEI% r—3 -
Or k'(S)I%. Donc 12131372"3__23_2 :%.

d) Posons f(z) = cosz alors f'(z) =—sinz

Ona f(%) :cos%:%
Donc
cwsz—y _ f@-AF) .
lim 7 - lim T (?)
T —? T (L-—g
Or f’(%)=—sm§ —TS.
COST — 5
Donc lim 2 ——ﬁ
oo X T 2
3 T 3
e)Ona 2( _l) _
2sinz—1 _ Sinx 2 :lx Sinx f
b6 — 1 6( _l) 3 _ T
6 6
Posons f{x) = sinx alors f'(x) = cosx
- f@-f%)
insi li 2sing—1 _ 1 li 6
Ainsi 1m_—6m_” =3 X 1m_77[
% Y T
_1 T
3x£(F)

T _43

Or f'(%)= cosg =g .

2sing—1 _

. 1
Done lim =6, =7~ =3%2 =76

=%
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Exercice @

1-V;2-F;3-F;4-F;5-V

Exercice m

1. On considére la fonction f'définie sur
]0;+oo[ par : f(x) = %—t—ﬁ
a) Calculons ll_u}rn f(z)
. _ 1

Ona lim f(2)= lim 7 +72
alors lim flz) =400 car

1 . B
Jim =0 et Jim /o = oo

f(z)

x

Calculons JElier

. T
Donc lim
+oo T

=0 car 1im%=0€t
r— T—+oo I

lim —= = 0.
T—+oos/ 1
b) Interprétation graphique des résultats.
f(z) _

Comme lim_ flz) =+ et lim =—==0,

la courbe (C)) admet une branche parabolique
de direction celle de (OI) en +oo.

2. On considere la fonction g définie sur R
par: g(x)=x*+x

a) Calculons lim g(x)et lim_ otz)

x

On azliglmg(x) = zl_ig%o(x“) =—

3 3
Bt Jim 22 = i £1E iy £

o0 z——o00 L

= lim 2’ =+

T——00

Conclusion : Ilirpwg(z) =—o0 et

Jim 2
b) Interprétation graphique des résultats.
Comme Jim g(z) =~ et Jim 27 =+,

la courbe (C)) admet une branche parabolique
de direction celle de (OJ) en —o.
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Exercice@ m(z)=g(x) si z € [*%;4‘00[\{2}

1- Faux ; 2- Vrai .
aux rai h(x) :_% si $:2

Exercice @ .
Exercice

1-F;2-F;3-V;4-V;5-F 1b:2a:3c:4b

Exercice G .
Exercice

a) Etudions la continuité de fen —1 A—1)=—1 . .
) S S 1. fest continue sur R car elle est une fonction

Ona lim f(x) = lim (x*—2)=-1 polyndme.
2.0On a Df=R\{-2}
et hm f(l") = hm ( 2—-z)=-1 fest continue sur Df'= R\{-2} car f'est une

fonction rationnelle.

Comme hmf(l“)_hmf(x) f=1) 3. Df= [ +°°[

alors feest continue en ._1- fest continue sur Df = [% i+ oo[ car fest la
b) Etudions la continuité de g en 2. composée de deux fonctions continue sur
Onahmg(a:)—hmﬁ—l [%;-Foo[.
_ 8 8
ot hmg(z) hmﬁ 3 Exercice Q
Comme Ll{r%g(z) # 1,1529(93) 1. fest continue sur [-3 ; —1] ; et f(x) = 2x et
> < r . .
alors g n'est pas continue en 2. Jest décroissante sur [-3 ; —1].
¢) Etudions la continuité de 4 en 2. JU=3;—1D=[s(-1); f(=3)=[0;8]
- T b S 2. ve e R\{-3}, /' (z)=——5>0
Onalimh(z)=lim =g =1 8k =15y
< < 1 donc f est strictement croissante sur R\{—3}.
et hHZl h(z)= 111121<*7x) =-1 f'est continue et croissante sur ]2;+oo[.
= ) s ) Par conséquent
Comme llll%h(x) = }clfrzlh(x) #h(2) f(]2 +oof) = ]hmf(x) hm f(a:)[
< >
alors 4 n'est pas continue en 2.
Exercice @
Exercice @ 1- Faux ; 2- Vrai ; 3- Vrai.

°2¢ Dg Exercice @

Calculons limg(z) . ) ] o
-2 Déterminons a l'aide du tableau de variations

limg(z)= lim —2(z—2) l'image par f'de chacun des intervalles
o =2 (22 )( 3+v2+5) * Sur J-o0;—2[ , / est continue et strictement
= Lz 3T x/Z’ET :1; croissante. . .
—% € R donc g est prolongeable par flmoo;—2[ = ]Zl—l-moof(m); ilgzlf(x) =112
continuité en 2.
Soit & le prolongement par continuité de g en

* Sur [-2;5] f est continue mais n'est pas
monotone.

2. 9. 5N =[m:-M]=[—-3
Alorshestdéﬁniesur[—%;-i—oo[ par : A=25D =[m;M]=[=34].
Donc f([-2;5])=[-3;4].
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®

* Sur |5;+00[ , £ est continue et strictement
décroissante

005 D) =t o) i) = o

Exercice @

1-b;2-¢;3-a.

Exercice 9

1- Faux ; 2- Vrai ; 3- Faux ; 4- Faux.

Exercice @

1. Pour tout x € R, g'(x) =3x*+ 1.

Donc g'(x) > 0.

Sur l'intervalle ]-2;—1[, g est continue et
strictement croissante et de plus

g(-2) x g(-1)<0,carg(-2)=-T et g(-1)=1.
Donc I'équation g(x) = 0 admet une solution
unique o dans l'intervalle -2 ; —1].

2.0 g( _22_1 )=g(-1,5=-18

g(-1,5) x g(-1)<0donc-1,5<a<-1
—1,5—1

. g<T> = g(-1,25) = 0,2

g(-1,25) x g(1)<0donc-1,25<a <-1

—1,25—1
o g(f) =g(-1,125) =+ 0,45
2(-1,25) x g(-1,125) < 0, donc
-1,25<a<-1,125

Conclusion : 1,2 <a<-1,1.

Exercice Q

1.VXER, f'\x)=-3x2-3=-3(x2+1).
Vx € R, f"'(x), donc f'est strictement croissante
sur R.

D’une part f'est strictement croissante sur R.
D’autre part f{0) =3 et f{1) =1,

d’ou f{0) x (1) <O0.

On en déduit que I’équation f{x) = 0 admet une
solution unique dans I’intervalle [0 ; 1].

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 8

2.0<a<1

x (0(0,1]02|03]04]05]0,6 |0,7

fol+ |+ |+ |+ [+ |+ |+ |-

Donc 0,6 <a<0,7.

Exercice @

1L YT XYT =Tsx T =77
YT =TIx T =73

2 57107 _ 5Tx5Tx2T
271 x 5% 27Tx 5%

Il
S]]
&
X
o
I
Il
I

S 6
3.(27) x3/27 =28 x 25 = 2%

Exercice @

1. 5x = 15625 or 15625 = 56.
Ona:5 =56

Ainsix=6 ; S= {6}.

2. 0,5°"+3=e=0,"=e—3.

Or0,55>0ete—3<0.

Donc I'égalité est impossible. Et donc S = {}.

3. 4% = 3T+1 — exln4 — e(z+1)ln3
—zlnd=(z+1)ln3

_ In3
ST T4 -n3

5= {ﬁ}

IV.2. Exercices de renforcement

Exercice @

. 1
Ona £l£%g(x)—£1£%x—+oo

> >
Et lirpg(x): lirps/x2+4—x
Ir—Too Ir—Too
3 4
Ona: vx1+4—x=m (en

utilisant I'expression conjuguée)
Donc

. ; . 4
lim V77 F4—2 = lim—2——=0
I}»r+noc z * Ilrpw«/x2+4 +zx

D'ou hn&fog(x) =0
>
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Exercice Q

Jz

Vo a

2) JmSing 1111% T sinz
> >
ST SR
= }gr(} . X gz = Too-
>
T
Car ,lﬂl_l,%smx 1.
. 1—cosx _ 1—cosx T
b)Ona: genz . g2 ST
et
. l—cosz _ 1 T
£IEI(% 22 =3 }[1_0 sinz =1
Par suite lim L—S95% — 1
-0 Zsinx 2
¢)Ona: sin(7z) _ sin(xz)  (7z)
tanz " (7z) tanx
_sin(rz)  (2) ‘1
(7zx) tanx
donc (x2) in(2)
. sin(zx) .. sin(7mx z -~
9133% tanx _%glf% (7z) tanz XT=7
. sin(xz) _ . Tz
car Im =y~ et Mgy =1
d)Ona:
1—cos(z) _ 1+cos(z) 1—cos(zx)
z° 1+ cos(z) 72
:wxi
1+cos(z) ™ z?
2
1 % sm‘ T

1+cos(z) 22
car 1 —cos’z = sin’z

donc ,
. 1—cosz _,. 1 . (sinx
}L-lf% 22 _?f%l-i—cosxxyf%( z >
=%><1
vy oo l—cosx _ 1
d'ou 1511%7302 =3
Exercice@
a)Ona
x2+4x—x=¢2+4$4x+ N 7 4
T T 4
1+\/1+I

et lim ——F———=
Tr—+too 4
L+4/1+
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Donc : 11111«/1:24-437—1::2
b) Soit f(z ¢z+5x+ +r+1
wc+5x+1—(x+1)
Vol +5z+1+z+1= = 311
|x|\/1+—+——(x+1)
ERNES ey
carx <0

hmf (z)= hm

(/H—+——hi)

l\D

Exercice @

1. f est continue et strictement croissante sur
15 ;4o de plus 1 € {15 ; +oo ) = ]-3 ; +oo],
I’équation : f{x) = 1 admet une solution unique
dans 15 ; +oo[.

fest continue sur J-o0 ; 5[, (f(]-o0; 5[) = ]-o0; O]
mais 1 & ]—0; 0, f(x) = 1 n’admet pas de solu-
tion dans |- ; 5[.

Donc I’équation f{x) = 1 admet une solution
unique dans R.

2. f est continue et strictement croissante sur
]—o0 ; =3[, f'est une bijection de |0 ; —3[ sur
A0 ;=3[ ) =]-0; 0] et comme

—2 € f{ ]roo; =3[ ) on a : I’équation : flx) =2
admet une solution unique dans ] ; —3[.
fest continue et strictement décroissante sur
[-3;5]deplus2€f([-3;5])=[3;0]

on a : ’équation : f(x) = —2 admet une solution
unique dans [-3 ; 5].

fest continue et strictement croissante sur

15 ; +oo[ et comme —2 € f{( |5 ;+oo[ ) =]-3 ; +oo[
on a : ’équation : f(x) = -2 admet une solution
unique dans |5 ; +oo].

Donc I’équation f{x) = —2 admet trois solutions
sur R.
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Exercice @

1. Dressons le tableau de variation de f'sur R
vezeR, f(z)=32"—22+1
OnaA=4-4x3x]=-8

Comme A< 0 alors Vx € R, f"'(x) > 0 par
conséquent f est strictement croissante sur R.

Tableau de variation

X —00 400

S +

—

2. fest continue et strictement croissante

Jx)

—00

sur R, elle réalise une bijection de R vers
AR)=Ror0 € R alors f{x) = 0 admet une
solution unique sur R, notée a.

3.0n af(—0.9) x —0.8) = (-0.439 x 0.048)
Comme f{—0.9) x {—0.8) <0
Ona:-09<a0a<-0.8

Exercice @

3. (= - L
1Vx€]2,+oo[,f(x) (5—2:]])2
Comme f"(x) > 0 alors f'est strictement

. B)
croissante sur |5+ oo| .

fétant continue et strictement croissante sur

]% i+ oo[ alors f'est une bijection de
|5 eel sur ([ 5 ce] ) = oo =3

2.Vy € ]—oo;—%[,‘v’xe ]i;-‘roo[,

3x—2
y=fix)yey= 59 S y(5-2x)=3x-2

& 5y—2xy=3x-2

o 2xy—3x=-5y-2
< x(—2y-3)=-5y-2

5y + 2 -3
<:>x=3+72y,p0ury7ﬁ -5 -
. y+2 3
D’ouf'(y) = 3+2 Vy € ]—oo;—f[.
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@

®

fest la bijection de ]—oo ;= %[ sur

5z +2
3+2x

]%;Jr oo[ définie par : f'(x) =

Exercice @

1,Vxe[—%;+oo[,f'(x)=8x+4et
VxE[—%;+oo[,f'(x)>Odoncfest

strictement croissante sur ]—% i+ oo[

Comme f'est strictement croissante sur

[—% i+ oo[ alors f'est bijective de
[—%;-ﬁ- oo[ sur

[f<_%)§zli@mf(x)[:[l;+oo[.

2. Etude de variation de /!
f'et font le méme sens de variation
D'ou /! est strictement croissante de [1 ; +oo[

sur[—%;ﬁ-oo[.
3.
L
4
G
3 : V=x
2
(o)
1 2 3 4 5x

4. Posons )
y=47"+ 4z +2 =4[<x+%> +H

__1 y_1
=TT LT

Donc f_l(x)=—%+ %—%

10
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IV.3. Exercices d'approfondissement

Exercice @

festdéfinie continue et dérivable sur R\ { —%}
3
et Vx € R\ {—7},

:—(2x+3)—2(1—x): -5
1 (20+3) (20 +3)
Vx € R\ {—%} ,/"(x) <0 ,donc feest strictement

décroissante sur]—oo 1= %[ et sur ]% S+ oo[ )

3

X —o0 —_ +00

2
S') - -

RN

—0 2

J'®)

Sur ]—oo 3 %[ , fest continue et strictement

décroissante.

Al-=-31)= ]hmf .l_imoof(x)l

il

[1;+o[C ]—%;-}— oo[. Sur [1 ; +oo[, fest
continue et strictement décroissante

S5+ o) =] lim £ (2); (1)

e
Exercice €

1. fest continue et dérivable sur Ret Vx € R,
') =43 +4=4+ 1) =4(x+ H*—x+1)
Donc V x € J-o0 ;—1[, f'(x) <0 alors f'est
strictement décroissante, f'est une bijection de
Joo; —1[ sur ]-2 ; +oo[ et 0 € ]-2 ; +oo[ donc
I’équation f{x) = 0 admet une solution unique o
dans ]-o0 ; —1[.

De plus f(-2) X f(-1) <0, donc o € ]-2 ; —1[.

x —o0 -1 “+00
S'®) - 0 -
+o0 +00
£') \ /
-2
De méme

Vx € ]-1 ; +oo[, f'(x) > 0 alors f strictement
croissante, f'est une bijection de ]-1 ; +oo[ sur
1-2; +oo[ et 0 € ]-2 ; +oo[ donc 1I’équation

fix) =0 admet une solution unique § dans

1-1; +oo[ de plus, fi—1) x £f(0) <0,
donc € ]-1;0[
2.-15<o0<-l4et-03<a<-0,2.

Exercice @

1. Démontrons que fpeut s’écrire sous la forme :
5
=x+3+ V7.
Sx)=x 2(x—1)2
Ona:x+3+ Lz
2(z—1)
_5+2(z+3)(z—1)

20z—1)
_ 22°+ 22" =10z + 11
2z—1)

=f(z).

D’ou f peut s’écrire sous la forme :
5
=x+3+ —/————.
fix)=x 2(1’ 1 )z

2. a) Démontrons que la droite (A) d’équation :
y =x + 3 est asymptote a (C).

5
Ona:flx)—y= m et

m ——— = lim —2—— =0
:I?—>—002(x—1) J:—>+002(x_1)

lim f(z)—y=lim f(z) -y =0
xr—+oo - T

donc la droite (A) d’équation : y = x + 3 est
asymptote a (C) en +oo et —oo.

Ainsi,

b) Donnons 1’équation de I’autre asymptote a (C).
Ona lin% f(@) =400 = lin} f(z) alors la droite
T— T—

< >
d’équation x = 1 est asymptote a (C).

1
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¢) Etudions la position relative de la courbe (C)
et de la droite (A).

Ona fix) -y = 2

donc Vx € J-o ?(lf U 1])1 ; +oo[ (C) est au-
dessus de (A).

3. a) Montrons que I’équation f{x) = 0 n’admet
pas solution dans I’intervalle ]1 ; +oof.

Sur Iintervalle ]1 ; +oo[ fest positive car elle
admet un minimum positif qui est 6,5.

Par conséquent 1’équation f{x) = 0 n’admet pas

solution dans I’intervalle ]1 ; +oo[.

b) Montrons que 1I’équation f{x) = 0 admet une
unique solution a dans I’intervalle -4 ; —1[.
Sur Dintervalle -4 ; —1[. f est continue et
strictement croissante .

De plus f{—4) x f(—1) < 0 alors f{x) = 0 admet
une unique solution o dans I’intervalle -4 ; —1[.
Utilisons la méthode de dichotomie

ona f(ZAL)=(-25)>0

Alors 0. € |4 ; -2.5[.

ona f(FA5E2) = f(-325) <0

Alors a € 1-3.25 ; -2.5[.

ona (22720 ) = f(—2.875) <0
Alors a € 1-2.875 ; -2.5].

ona f(TEEB=2 )= (—96875) > 0

Alors a € [-2.6 ; -2.5].

¢) Déterminons le nombre de solution de
I’équation f{x) = 10 dans I’intervalle ]1 ; +oo[.
10 € [6,5 ; +oo[ =f(]1 ; 27]) or fest continue
et strictement décroissante sur |1; 27].

Donc I’équation f{x) = 10 admet une seule
solution dans ]1; 27]

De méme 10 € [6,5 ; +oo] = f([27 ; + o) or
fest continue et strictement croissante sur

[27 ; + ool

L’équation f{x) = 10 admet une seule solution
dans [27 ; +oo[

Donc I’équation f(x) = 10 admet deux solutions
dans I’intervalle ]1 ; +ool.

4. Déterminons les points d’intersection de (C)
avec I’axe des ordonnées et I’axe des abscisses
- Pour I’axe des ordonnées on remplace x par 0
et on trouve le point A( 0; %) .

Pour I’axe des abscisses on résout 1’équation
fix) = 0 et d’aprés la question 3.b on obtient
B(a ;0).

5. Tragons dans lerepere (O, I, J) les asymptotes,

la courbe C, a et les points d’intersection avec
les axes.

IV.4. Situation d'évaluation

Exercice @

1. - Pour 100 articles le bénéfice de I’ Artisan sera :
A(100) =404 000 ;
- Pour 1000 articles, le bénéfice de I’ Artisan sera
A(1000) =4 004 000.
2. Recherche de I’évolution du bénéfice pour
2
> 1, 0= 4000(z : 100) ’
D’apres le tableau de variation
- si le nombre d’articles produits est inférieur a
10, le bénéfice baisse.
- si le nombre d’articles produits est supérieur a
10, le bénéfice augmente.

X —0 10 400
/@) - 0 -
404000 +o0
S'(x)
80000 /

12
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Lecon

IV. Exercices
IV.1. Exercices de fixation

Exercice a

l.a)etb);2.a);3.D).

Exercice G

_ P(An4) _ P(A)

PAA= "5y =Py~ 1
—,_ P(ana) P(o)

P(4/4)= Pa) pa) "

_P(AnA) _ P(0) _
PO =) = pa) O
Exerciceo

_ P(Bn4)
P(B/A)——P(A)
OrdcBdoncBNA=4
On en déduit:( ) ( )

_ P(BnA) _P(A)
P(B/A) = P(4) = P(4) =1.

Exercice o

Soit A I'événement : « La somme est paire »
B I'¢venement : « Les nombres sont
distincts ».

P(4/B) = 13(;1(7;)3): =04

Exercice °

On entoure les lettres b ; d et e.

Exercice 0

a) P(4nB)=pP(4)+P(B)-P(AUB)
=0,2et P(4)xP(B)=0,2

Probabilité conditionnelle
et variable aléatoire

Exercice o

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(A)x P(B)
=0,52

P(AuB)=P(A)+P(B)—P(ANB)

P(AUB)=pP(A)+P(B)—P(A)xP(B)
=0,92

Exercice °

a) P(ANnB) =P(A) XxP(B)
7

Exercice o

On considére les événements suivants :
R : « Tirer une boule rouge »

J : « Tirer une boule jaune »

V : « Tirer une boule verte »

P(A N B)=P(A) x P(B) donc les éveénements
A et B sont indépendants.

b) P(A N B) =0,2. Comme P(A N B) # 0, on
conclut que A et B ne sont pas incompatibles.

13
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Exercice @

1.

2. P(RNB) = P(R) x Pr(B)
=0,9x%x0,8
=0,72

P(RNB) =P(R) x Px(B)

=0,1x0,3
=0,03

Exercice m

La probabilité que 1'¢léve ait un BAC est :

P(B) =P(BNR)+P(BNR)
=0,9%0,8+0,1x0,3
=0,75

Exercice @

ANB=0;ANnC=0;

CNB=0; AUBUC=Q;
P(E)=P(ENnA)+P(ENB)+P(ENC) ;
P(ENA)=Ps(E)xP(A).

Exercice @

1. X(Q) = {0 ; 1000 ; 5000 ; 200000}
2.

si7<x<09,alors F(x) =0,75
819 <x <13, alors F(x) = 0,9
six> 13, alors F(x) =1

2. Représentation graphique

F(x)
A

1+ .
0,8+
0,61

041

0,2
0,14

T
O l

Exercice @

—nx Ll 2 1 1
E(X)—0><5+1x415+4x3+5x i
+8Xﬁ
-39
15

Exercice @

* Espérance mathématique
E(X)=0,6+0,6+0,4+0,2=1,8
* Variance
V(X)=(4%0,3+9%0,2+16x0,1
+25%x0,4)— 1,82
=11,36
* Ecart-type

o(X)=yV(X)=411,36 = 3,37

X o | 1000 | 5000 | 200000
— 100 | 15 | 4 | _1_
PX=x) | o5 | 120 | T2 120

Exercice G

Exercice m

1. Soit F cette fonction de répartition. On a :
six <2, alors F(x) =0

si 2 <x <3, alors F(x) = 0,10

si 3 <x <35, alors F(x) = 0,26
si5<x<7,alors F(x) =0,5

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 14

1. Vrai ; 2. Faux ; 3. Vrai ; 4. Vrai ; 5. Vrai ; 6. Vrai.

Exercice @

1.X(Q)={0;1;2;3;4;5}.

2. P(X=k)=CE(0,4) (0,6 " avec
ke{0;1;2;3;4;5}.

14
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3.P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)
+P(X=2)+P(X=3)
=0,91296

4. P(X>1)=1-(P(X=0)+P(X=1))
=0,66304

Exercice @

E(X)=4x§=%; V(X)=4x§X5=14
8 _2/2
et o(X)=V(X)=/3 =22

IV.2. Exercices de renforcement

Exercice @

Probabilité d'obtenir
k succes au cours
des n épreuves

L'écart type de X

L'espérance
mathématique de X

‘ La variance de X

Exercice @

P(EnG)=04x1="2"

P(E)=0,4x &+ %% = 2420060
P(G)=04.0na:

P(E)x P(G)=0,4x 21200

E et G sont indépendants si

P(E n G) = P(E) xP(G), c'est-a-dire n = 6.

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 15

®

Conclusion
* sin =0, alors E et G sont indépendants
* sin# 06, alors E et G ne sont pas
indépendants

Exercice @

1. P(EnF)=P(F)x Pr(E)=0,45%0,7
=0,315
2. P(I) =04 x 03 +0,55 x 0,6 = 0,465

Exercice @

1 _—D
) 005
s TT0es
D
0,25
004~ P
/
094  __
\D
0,4
\ —D
0,01
c
0,99
\D

Les données sont les suivantes :
P(A)=0,25;P(B)=0,35;P(C)=0,4;
P,(D)=0,05;P,(D)=0,04;P(D)=0,01.

2. Utilisons la formule des probabilités totales
pour calculer P(D) :
PMD)=P(DNA)+P(DNB)+PMDNC)
=P(A) xP,(D) +P(B) x P (D)
+P(C) x P (D)
=0,25 x 0,05+ 0,35 x 0,04 + 0,4 x 0,01
=0,0125+ 0,014 + 0,0004
P(D) = 0,0305.

15
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2. Yao ne peut pas se servir de son ordinateur
3. P(A/D)= % = 0,4098 portable fn joll)lr de travail donné lorsque
—_ P(Dno) 'évenement E ou C se produit. La probabilité
4. p(C/D)= “P(D) =0,4085 cherchée est : P(C U E).
Ona:P(CUE)=P(C)+P(E)—-P(CNE)
Exercice @ P(CUE)=P(C) + P(E) — P(C) x P(E)

=0,1+0,05—0,1 x0,05=0,145

a) Les points possibles sont les suivants : 3. Notons X la variable aléatoire représentant le

face 11213141516 nombre de fois o1 Yao a oubli¢ son chargeur chez lui.
. | NN X suit la loi binomiale de paramétre n=35 et
gam | =1 | = = p=0,1. La probabilité cherchée est celle de
La loi de probabilité associée & cette épreuve  I'événement (X > 1).
est donc : PX>1)=1-PX=0)=1-(1-0,1)
=1-(0,9) = 0,40951.
k -1 2|3 ]|4|-5]|6
= 11 /11|11 Exercice@
P16 6|6 6|66
LX(@Q)={-1;1:2;3}
b) L'espérance est : 0
P 1 1 : : P(X=—1)=C3X56>§5X5=1%g
E:_1X€_2X€+3X€_4XF B _CIX1X5X5 75
1, o1 PX=H+D)=""5"""=21g
XX P(xX = 4+2)= SIX1X1x5 _ 15
=-0,5 B B 6° 216
Cix1x1x1 1
L'espérance de cette loi est —0,50. P(X=+3)= &  —73216
Calcul de la variance : Loi de X.
V=> aipi—E® X, -1 1] 23
i=1
1 1 1 1 P(X = 125 | 75 |15 1
=1XGHaxEtIXEH16X ¢ X=x) 1916 | 216 | 216 | 21
1 1_ gz
+25X 5 +36XE—0,5 2.E(X)=125+7251—é_30+3=—2117

~ 14,92

1 17 \?

La variance de cette loi est environ 14,92. 3.V(X)= m[ 125+75+60+9]- (W)

_ 269 _ 289 _ 269 x 216 — 289

Exercice@ 216  216° 216*

_ 57815
Ona:P(E)=0,05;P(C)=0,1 donc T 216°
P(E)=1-0,05=0,95 et , T
P(C)=1-0,1=0,9 Ecart - type : o(X) = 5271%15

1. Yao oublie le chargeur de son ordinateur .
chez lui et il n'y ait pas de coupure d'¢lectricité Exercice @
est l'évenement (CNE). De plus comme C | | oi de X.

et E sont indépendants donc C et F sont aussi Valeurs prises par X : X(Q) = {~500; 0 ; 1000}

indépendants.
On en déduit : k =500 0 1000
P(CNE)=P(C)xP(E)=0,1%0,95 %5 10 1
Px=k | 22 | 10 1 L
=0,095 36 36 36

16
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2. La fonction de répartition de X est la
fonction F définie par :
si x <=500, alors F(x) =0

si =500 <x <0, alors F(x) = %
si0.<x < 1000, alors F(x) = 52

si x > 1000, alors F(x) = 1.
3. Espérance mathématique
E(X) = 55(-500 X 25+ 0 x 10+ 1000 X 1)

11500
36

Exercice @

1. X(€) = {0; 100 000 ; 500 000 ; 5 000 000}

P(X =5000000) = g 655 = 0.0001

P(X = 500000) = 5055 = 0,001
_ 20
P(X =100000) = Jips = 0,002
. 10000-31 9969
P(X=0)=""5000 = 10000 — %9969
X, 0 100 000 | 500 000
P(sz‘.) 0,9969 0,002 0,001
5000 000
0,0001

2. Espérance mathématique
E(X)= W (0 x 9969 + 20 x100000 +
10 x 500000 + 1 x 5000000) = 1200.

3. Espérance mathématique

E(X) = To007 (2000 x 9969 + 20 x

(100000 —2000) + 10 x (500000 — 2000) + 10 x
(500000 — 2000) + 1 x (500000 — 2000).

E(X)= —2000 + 1200 =-800
En moyenne, un joueur perd 800 F.

4. Soit m ce prix. Pour étre rentable aux organi-
sateurs, on doit avoir E(X) < 0.
C’est-a-dire

TO00" (- 9969+ 20 x (100000 — ) +10

(500000 — m) + 1 x (5000000 — m) <0
On obtient : —m +1200 < 0.
Donc m > 1200.

IV.2. Exercices d'approfondisement

Exercice @

Partie A
1. Démontrons par récurrence que : pour tout

entier naturel nonnul n, P = % P +5.
P=1

Calculons P,.

On a I’arbre des probabilités suivant :

+1

l/GZ
/5
1 /Gl \é
5 J—
< G
0 ~ L/G
Gy >
4
S\Gz
. p = _ 2 1_2
Ona.Pz—P(Gz)—lX5+OX5 5

1 1_1
5X1+5—5><P1+

o=

Donc Pi+1=

La propriété est vraie a l'ordre 1.
Supposons qu'il existe un entier naturel n > 1 tel

que Pn:%Pﬂ_H-%.
Démontrons que : Py+1 = %Pn + % .
On a l'arbre des probabilités suivant :

2 /Gnﬂ

P
( " Gn+1
l_P” 1/Cifﬁl
\_ r—
Gn g
4
5
Gn+1
Ona:
Pus1=P(Gus1)= 2 x P+ (1-P)x L
1y, 1
=503

Donc la propriété est vraie a I'ordre n+1.
Conclusion : pour tout entier naturel non nul n,

mﬂz%m+%.

17
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2.a) un+1= Pyt *% = %Pﬂ+%7% =FUn
et u1=P1—%=%.
(u,) est la suite géométrique de raison % et de

premier terme T

b) un :Pn—%,donc P.= un+%.

oream J] e = 144
o jm =t

Partie B

1. a) Chaque partie est une épreuve de Bernoulli.
Comme les parties sont indépendantes,
identiques et répétées 10 fois, donc X suit la loi

binomiale de paramétres n =10 et p = % .

b) La probabilité de gagner au moins une partie
estip=1 —(%)w . Pl ~ 0,94,

¢) Le gain moyen est : E(X) =np =10 x % =24

2.a)Loide X
Soit k le nombre de partie gagné. On a :

k 0 !
Gain -3000 ~2200
P(X=k) C% (%)m Clo (%)l (%)9
k 2 3
Gain ~1400 —600
roc= | o) (3] | enl(g) ()
k 4 >
Gain 200 1000
roc-) | Chlg) (3) | onlq)(F)
k 6 !
Gain 1800 2600
P(X = k) C%(}L) (%)4 050(111) (%)B

k 8 9
Gain 3400 4200
o | (L3 a(d()
k 10
Gain 5000
=k | (%)
L'espérance mathématique est :
E(X)= —1233468 001?1:- 132404 000
-0

E(X) <0 donc le jeu est défavorable au joueur.
b) La probabilité d'obtenir un gain supérieur a
4000 F est: P(X=9) + P(X = 10).
P(X=9)+P(X=10)

0 (LVY(3V ., A0 1)

=ch() () +eti(F)

_10x3+1 __ 31

410 1048576

Exercice @

14
/ 0,2 /
DZT— 03 F
/ ™~
0,5
0,55
/ R
S .
0,45 _—
\ 0,05
D=—0,15 F
0,80
R

1. Probabilité que 1'é¢tudiant ait un ordinateur
et un violon
P(DNV)=0,55%0,2=0,11.

2. Probabilité que 1'étudiant ait un violon et

pas d'ordinateur
P(DNV)=0,45x 0,05 = 0,0225

18
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3. P(V)=P(DnV)+P(DNV)
=0,11+0,0225=0,1325

4. P(F)=P(DNF)+P(DNF)
=0,55x0,3+0,45%x 0,15
=0,2325

5. Probabilité qu'un étudiant ait un ordinateur

sachant qu'il a une flite

P(DNF) _
P(F)

0,55% 0,3
0,23%5

Pr(D)= ~0,71.

IV.4. Situation d’évaluation

Exercice @

95 R
100
M 5
4 100
100 ~_
< K
96
100 2 R
~_ — 100
98
100
R

Il'y a erreur si le microprocesseur est défectueux
et accepté ou en bon état et rejeté.

Donc la probabilité qu'il y ait une erreur est :

o = - _ 4 5 96 2
Soit M : « Le microprocesseur en bon état. » P(MnR)+P(MNR)= 100 X700 T 100 X 100

M : « Le microprocesseur en mauvais état. » _ 1 1,24 1

: i =25 %2025 %50
R : « Le microprocesseur rejeté. »
R :«Le microprocesseur accepté. » = 2280 0,0212

I 4 L] ege I 4 I 4 o
Lecon Dérivabilité et étude de fonction

IV. Exercices
IV.1. Exercices de fixation

Exercice 0
Exercice o

3| lim

-0 T—Zo
<

f(z) = f(x0)

‘ © admet une tangente au point A (« ; f(@))

(Q) admet une tangente a droite et une tangente
a gauche au point A (« ; f(@))

©) admet une tangente a gauche et une tangente
verticale au point A (a ; f(a))

(@] admet une tangente a droite et une tangente

=43 etly = +oo
|l =+ooetly = —w

(Lh=letl=1

ll——ooeth:%

|Li=2ctly=—2 \\\\

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 19

vertlcale aupoint A (a ; f(@))

© admet une tangente verticale au point A (a ; f(@)) ‘
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Exercice o

1. Aix)=2x|x|
i L =A0) )= 1(0)
w0 2—0 -0 x—0
= lim 2| z|.
-0

Ona:f(0)=/0)=/0)=0.

2. glz)=yz*—1 sur[l;+ool.
Ona: 1im79(x):?(1) R dull SR
.r;l x x;l r—1

Donc g n'est pas dérivable en 1.

Exercice o

1. On dit que la fonction f est dérivable sur
l'intervalle ]a ; b] lorsque f'est dérivable en tout
¢lément de Ja ; b[ et dérivable a gauche en b.

2. On dit que la fonction f est dérivable sur
l'intervalle [a ; b[ lorsque f'est dérivable en tout
¢lément de Ja ; b[ et dérivable a droite en a.

3. On dit que la fonction f est dérivable sur
l'intervalle ]a ; b[ lorsque f'est dérivable en tout
¢lément de Ja ; bl.

4. On dit que la fonction f est dérivable sur
l'intervalle [ ; b] lorsque f'est dérivable en tout
¢lément de ]a ; b[, dérivable a droite en a et
dérivable a gauche en b.

Exercice °

La bonne notation est :

Exercice o

1. flx) = 3x*x>2x + 2 ; fO(x) = 12x°-2x-2 ;
() = 36522 ; fI(x) = 72x 5 f9x) = 2.

af
dxn .

Zf()c)fsm2 s O(x) = 2cos2 ;

f(Z)(x) = ( 2)3 f (x) (

Exercice o

En A, la courbe (C) traverse sa tangente.

—6
—o)°

Donc le point d’ 1nﬂex1on de (C ) estA.

Exercice o

X 1

o/

-5 -4 =2 #1 01 2 3\ 4
v_l \/
-2
Exerciceo

Vx€ER,ona:f (x)=4x—12xet
Fre)=122-12=12(2 - 1).
f"(x) ale méme signe que x* — 1.

X —00 -1 1 +o0

IR

£ (x) s'annule en —1 et en 1 en changeant de signe.
Donc (Cf) admet deux points d'inflexion.

Ce sont les points A(—1 ; f[—1)) et B(1 ; (1)), c-a-d
A(-1;-4)etB(1;4).

Exercice @

1. f'(z)=62*(z*—2)

1A(x) ——Zsm 2 3 fO(x) —-gCOS 2 ; 2 o(z)= 3
) SN
f) = 651112 3 h’(x):——zl cos( 7-[27;5 )
’ +2 +2
3.0 =1 w0 =L N
=2 ( ) 4. k (x)——m
20
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Exercice Q

a) fest dérivablesur RetV x € R, /' (x) =32+ 1.
V x € R, f'(x)>0. Donc fest strictement croissante
sur R.

Zlir}lmf(x) =400 et Iliglmf(x) =—o0.

fest continue et strictement croissante sur R donc f
est une bijection de R vers fR) = R.

b) f(1)=3.

o)/ ()=1letf (1)=4.

f"(1)#0donc /" est dérivable en 3 et

| 1
FyG)= 7
Exercice
a) u(x) =tanx
VxE ]—%;%[,u’(x)= 1 + tan’x
VxE€l]- % ; % [, u'(x) > 0 donc u est strictement
. T
croissante sur ]—7 5% [.
T .
Ona:u(]-5 ;5 [)=R

b) u etu! ont le méme sens de variation.
Comme u est croissante donc 1" est croissante sur R.

Exercice @

festdérivable sur [2 ;5] et 1 <f(x)<4,Vx€[2; 5]
D'apres I'inégalité des accroissements finis on a
1(5-2) < A(5) - f(2) <4(5-2)
3<f5)-fi2)<12

Exercice @

Posons : f(x) = Vz
1
Vx€]0;+o[,onaf(x)= ——.
x€10; s, onaf ()= 57
1'(x) > 0 donc fest strictement croissante sur

10 ;+oo[.
Vx€la;b] telque 0<a<b,ona a<x<bh,

1 , 1
2¢a <2¢yx <2¢b, < <
@=sve 2oy Sf =50
D'aprés l'inégalité des accroissements finis on a :

1 1
m(b*a)<f(b)*f(d)<m(b*d).

Ainsi

1 f(b)—f(a) 1
2@ < b—a < 2/a
1 _yb=va _ 1
2/b ~ bTa T aler

IV.2. Exercices de renforcement

Exercice @

flx) =x*—2x> + 4, D =R
. Tlirpmf(x) = xlirpm= 7' = +oo

o lim f(z) = lim =z" = +oo
VXER, f'(x)=4x"— 16x = 4x(x — 2)(x +2).
f"x)=0=x=00u x=20u x=-2.

x |- -2 0 2 +o0
x - - 0 + +
-4 + 0 - - 0
fx) - 0 + 0 - 0

fest strictement décroissante sur ]-co ; —2[ et sur ]0 ; 2[.
fest strictement croissante sur -2 ; O[ et sur ]2 ; +oo[.

Tableau de variation

X —o0 -2 0 2

o | - 0 + 0 - 0+
\ 4\ /
12/ -12
6

+o00

S

21
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Exercice @
T

f(»T) = x2+17 D_/:R
« lim £(z) = lim =% = lim — = 0.
T~ 00 T T——c0 I
o lim f(z) = lim:%= liml=
T —+oo r—+oo T r—+oo I
o (2P =1)—22(2)
.VxE]R{,f(x)— (xQ*l)Q
_ 2’41297
(a:2+1)2
_1-2> _(-—z)z+1)
7(3:2-%-1)27 (12+1)2
f'x)=0e=x=1ou x=-1.
X —0 -1 1 +o0
1-x + |+ Jo] -
I+x - 0 + ‘ +
e - 0 + o] -

fest décroissante sur J-oo ;—1[ et sur ]1 ; +ool.
fest croissante sur ]-1 ; 1[.

Tableau de variation

X —o0 -1 1 +00
f® - 0 + 0 +
0 1
2
J®
_1
2 0
1
/"’\_
3 5 1 b}
3 ~\\/
I BEEEE BEEEE

Exercice Q

hx)=x>+4x>+4x + 1.
a) h'(x)=3x>+ 8x +4=(x+2)(3x +2)
Vx € ]—o0 ; —2[U] =7 ;+oo, A'(x) > 0.

g 37
vx €1-2; 73[, h'(x) <0. 5
h est croissante sur |—o0;2[ et sur | 3 Foo[ ;

. 2
h est décroissante sur ]-2; -3 [.

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 22

o Tlirpmh (z) = Tliglm= = -0
limh(z) = lim = 2’ = +oo.
x—+too r—+too
X —0 -2 —% +o0
) + 0 - Jo ] +
1 +o0
7 \ /
_5
—0 27

b) Les extremums relatifs sont :
Maximum : 1 atteint pour x = —2.

Minimum : —% atteint pour x = —%.

~ (A i)
¢) On obtient le point I( 3 97/

Carf" (x)=0en —3 en changeant de signe.

Exercice @

i) = (0 + 3
Sx) =503+ 3) (¢ + 3)* = 10x(x*+ 3)*

eg(¥)= v 32" — Bz +4

(30> 5z +4) - 62— 5
03’ w4 2yt —swia

1+ 22

gx)=

_(2x2+1)'
o —WLH2?) 21+
)= (Ji+to2) 1+

—2x % 1
J1+22 7 1+ 227
o k(x) = (1 + cos’x)*
k'(x) = 4(1 + cosx)' (1 + cos’x)
k'(x) = 4 x (-sinx) x 2cosx (1 + cos’x)?

k'(x) = —8(sinx)(cosx)(1 + cosx)

h'(x) =

o t(x) = sin*2x
t'(x) = 3(sin2x)'sin?2x
t'(x) = 3 x 2 cos2x sin?2x

t'(x) = 6cos2x.sin’2x

22
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e @ 2. (Cg) admet au point d’abscisse 1 une tangente
a gauche et une autre tangente a droite.
11 faut que f'soit continue en 0.
« 10)=3(0+0+a=a Exercice @
. lin&f(x):lin%bx+2:2 fx)=x>+3x*+4
r— r—

1.a) f'(x) =3x>+ 6x = 3x(x +2)

) . 2 o
. }vli%f(x) —E}é?;x +tr+a=a; b) f()=0ex=0 ou x=-2.

>
donc f'continue en 0 & a = 2. x |- 7‘2 ‘ 0 ‘ +o0
3x - - 0 +
—#(0 _
limf(:v) f():hmbx+2 2y, o — - +
=0 =0 20 T
- = s+ Jol - o] +
_ fl@) = f(0) 3tz +2-2 « fest croissante sur ]—o0;—2[ et sur ]0;+oo].
lim = lim o
ax0 -0 e20 x « fest décroissante sur ]-2 ; O[.
= lim3z+1=1 ¢) lim f(z) = lim 2" = —oo;
=0 T A
. - lim f(z) = lim z° = +oo.
Donc f'est dérivable en 0 & b = 1. z—too z—too
Conclusion: a=2etb=1. d)

@ f@ o+ 0 - 0 +
Exercice
8 +o0

l.g()=1>+2=3. )
S

. glx)—g(l) . 2+2-3

o lim = lim

121 z—1 ‘”21 r—1 —o0 4
. (z—=1)x(z+1) A-2)=(2P +3(2P+4=-8+12+4=8
=lm———
U o (1)=9, fi)=8.
climz+1 =2, fo(1) = 2. (M:y=9%-D+8=y=9%-1
w2t r+2 2.a) /" (x)=6x+6
8@ —e@ T -3 ) =0ex=—1; fi-1)=6.
zlgll z—1 7.71511 z—1 Le point d’inflexion de (Y{"f) estA(-1; 6).
r+9— 3y b) Voir courbe.
=lim~F— 5
vzl x(x—l)
8
=2z +
= Jim—22 L 7
w21 z(x—l) 6

*Q(mfl)

=1l
Ilg} x(x— 1)

9 3
=lim——=-2 2
r—1 X
> 1
() =-2.
SAD -5 —4|-3=2-10] 1 2
f'g(l) # /' (1), donc f'n’est pas dérivable en 1. ixs

23
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Exercice @

Partie A

1.glx)=2x*+x-2.

gx)=6x>+1. VxR, g'(x)>0.

g est croissante sur R.

2. a) g est continue et strictement croissante sur R.
g est une bijection de R vers g(R) = R,

car hIP g(r) = —coet lirp g(x) = 4oo.
Comme 0 € R, I’équation g(x) = 0 admet une
solution unique o dans R.

b) g(0)=-2 et g(1)=1donc a € ]0;1[.

x [o1]o2]o03 040506070809 1
P20 M Mt Mt Ml Mt Mt Ml Ml W U

De la méme maniére on montre que
0,83 <a<0,84
3. Vx € J-o;0[, g(x) <O0.

Vx € Ja;+oo[, g(x)>0.

g(a) =0.

Partie B

1.fix)= v o' (r—-2)°

o 4’+2@-2) %' tr-2
Fe= 2x/5r4+(x—2)2 - \/;v4+(;v—2)2
Vfo'(x):%.

2. Vx € R, f{lx) > 0, donc f"'(x) et g(x) ont le
méme signe.

Vx € J-oo;a[, f'(x) <0, donc fest décroissante
sur J-oo;a.

Vx € Jo ;+oo[, f'(x) > 0, donc f'est croissante sur
JosFeof.

-xlirpx4+(x—2)2=+ooet lirP T = +oo,
-~ T—+oo

donc lim f (z) = +o0

limx4+(x—2)2:+ooet lir+n T = +oo,
I —Toc

T—+oo

donc lim 7 (z) = +oo.

X —00 o +oo

S® - 0

+
+o0

-
\am/

J)

Exercice @

1. a) ((6’/) admet en N et en Q une tangente
horizontale ; donc '(1)=0 et f'(3)=0.
Déterminons le coefficient directeur de la

tangente (A) enPé(‘Gf).
5
7y 5. 2-5_ 3
=32 272 2

donc f'(2)=—%.

b)Equationde(A):y:—%x+b.

S € (A), donc

- _3 142 11

l=-5 x3+b=b=1+5="75".
3 11

(A):y=—7x+ T

2. fix)=3.

—

La paralléle a (O ; ¢ ) passant par le point
de coordonnées (0 ; 3) coupe (‘6 Jen3 points
distincts ; donc le nombre de solution de
fix)=3est3.

3. f est croissante sur [0;1].
f est décroissante sur [1;3].

f est croissante sur [3;4].
4.Vx€[0;4],f'(x)=alx-1)(x-3).
a) f’(2):—%<=>a(2—1)(2—3):—%

<:>—a:——2>a:§
2 2
b) Pour a = %
f(@)=3a=1)a—3) =3z’ 4z+3)

f'(:v)Z%xZ—Gx-i-%

¢) La forme générale de f{x) est :
fz)=3xtad—6xLa?+ 2o+
T)=g9 X3 gr tyrte
_l3 92,9 . _3
f(z)—Q:v 3r -i-2a:-i-c,cornmef(O)f2
doncc=%.

Donc f(z)= %x?’ — 377 +%x+% .

24
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Exercice @ 4.

x —0 7% 2 +o0
_dr’+4r+1 1 - 0 + 0 +
Wz) 22+1 4 5

1.Vx ER,
B _ (8r+4)z?+1)—22(42? + 42+ 1) J®
2?)— 2
(22+1)

0 4
_ 8’ +8r+4s’+4—82° — 8P — 2

2
(2417 5.h(x)—y=4l"¥7j‘_xl+1—4
_ 42+ 6r+4 _ 22’ +3r+2) ot Lt d o3
- 2 2 2 2 &L TrT oA TR _ Al
(z2+1) (22+1) 211 211
2x2+3x+2=0 3
A=9 - 4(2)x2=9+16=25 Sh(x) - y<0©dr-3<0ex< T
p=—83=5_=8_,. i 3
L —4 —4 = (€,) est en dessous de (D) sur J-o0; 7" .
_ _ 3
-1'2:—3_-:1_5:%:% .h(x)fy>04=>X>_;

’ 3
(€,) est au-dessus de (D) sur | n oo,

2(-2(z-2)(z+3))

R (z)= 6. Voir courbe.

(2241)
_ 2(z-2)(2c+1) 6
(22+1) 5 o
2. Tableau de signe 4
X —0 % 2 +oo 3
) _ _ ‘ B 2
X2 - - Jo] + 1
A I i Sea ool 23 4 506
7w - 0 + o] - 4
Vx € J-o0; —% [, A'(x) <0, donc /4 est Exercice @
decro1ssa11te sur J-oo; 2 [ fx) = 6sinx — 3cos2x + 2sin3x.
Vx €] —5;2[, A'(x) >0, donc feest croissante | f7(x) = 6cosx + 6sin2x + 6¢0s3x
sur ] =55 2[. f'(x) = 6(cosx + sin2x + cos3x)
Vx € ]2 ; —oo, A'(x) <0, donc /4 est o 5in2x = 2cosxsinx
décroissante sur ]2 ; —oof. * cos3x = cos(x + 2x)
_ ' 2 = cosxcos2x — sinxsin2x
3. Ilgmmh (x) = _Tlgmw e =4 = cosx(cos’x — sin’y) — sinx(2cosxsinx)
9 = cos’x — cosxsin’x — 2cosxsin’x
lim h(z) = lim —5 =4 = cos’x — 3cosxsin’x
o e Donc, f'(x) = 6[cosx + 2cosxsinx + cos’x
La droite d’équation y = 4 est asymptote — 3cosxsinx]
horizontale a (€,). f'(x) = 6cosx[1 + 2sinx + (1 — sin%x) — 3sin’x]
= 6cosx(1 + 2sinx + 1 — 4sin’x)
f'(x) = 12cosx(1 + sinx — 2sin’x).
25
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Posons X=sinx,ona:-2X>+X+1=0
A=1-4(-2)x1=1+8=9

- -1-3_ ,=—1+3 _ 1
X1= = =1, Xo= - — 9
—X’+X+1=2(X+1) (X+3)

=(1-X)(1+2X)

donc 1 + sinx — 2sin*v = (1 — sinx)(1 + 2sinx)
Donc f'(x) = 12cosx(1 — sinx)(1 + 2sinx).

2.f(x)=0 < cosx=0ou 1 —sinx =0 ou
1 +2sinx=0

_ _ T _ T
e cosx=0e=x= —g oux= o

e l-sinx=0x= %;

* 1 +2sinx =0 < sinx = —% Sx= —%.
Tableau de signe
e % 7
12cosx 0 + 0
1 —sinx + + 0
1+ 2sinx - +
7 0 - + 0
e % 5
F) 0 - 0 + 0
-1 7
9 \ /
_7
2

3. Voir courbe.

B
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Exercice @

1. P(x) =x*>—3x*+ 3x-3.
a)Px)=(*-3x+3x—-1)-2=(x—-1)*-2
b) Vx ER, P'(x) =3(x—1)*>0.

Donc P est strictement croissante sur R.

¢)Six< % alors P(x) < P( %) car P est

croissante sur R.
or P~ (1) -

34 __ 25 __1

TT125=7125 5

Donc : P(x) < —%

2.f(x)=z+1+x§2 —(x_12)2.

a) x> — 6x? + 9x = x(x* — 6x + 9)

=x(x?—2 x 3x + 3%) = x(x — 3)%
Vx € J-o0;0[, x* —6x* + 9x <0
Vx € ]0;3[ U )3+, x> — 6x* + 9x >0
Vx € {0;3}, x* —6x2+9x =0.

b) Vx € R—{2},

N_+___ 3 2(z—2)

f(l‘)_l (l'_2)2+ (I_2)4
3 2

TGa-2F -2
_ (x—2)3—3(x—2)+2

(z—2)
_ =622+ 92
o (z—-2)
OVxER-(2}, 2
, z(z—3) z(z—3)
S = oy = =2 —2F
x —0 0 2 3 +o0
12cosx — ‘ 0 ‘ + ‘ +
1 —sinx - - Jo] +
1+ 2sinx + + [+ ]o
1 + 1o -D+]o

o Vx € |-0;0[ U ]2;+0, f'(x) > 0 donc fest
croissante sur ]-o0;0[ et sur ]2;+oo[.

o Vx €]0;2[, /'(x) < 0 donc f'est décroissante
sur ]0;2].

26
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3 1
3. a)j(x)—y: 7—9 —m.
l_liglwf(x)—y=0etzlir{1 f(z) —y=0;donc

(A):y =x+1estasymptote a (€) en —oo et
en +oo,
3 1
b)fx)-y=0e =2 (z-27
S 3x-2)=(x-2).
3x-2P=x-2)=3x-2)=1
S 3x-6=1

|~

S3x=T=>x=

_7,,_10
x+l=fr1=4 A(

ol

)

© 5 L 3(e-2)-1

M) T T a2 T (a—2)

_dz—6—-1
(z—2)

_ 3x=7
(z—2)

fx)—y>0&= x> %,f(x)—y<0=>x< g

7 ]
Sur ] 5 too[ (((;) est au-dessus de (A).

Sur ]wo [ ((() est en-dessous de (A).

4. Voir courbe.

6
5
4
3
2/
1
-4 -3-2/410 1 3 3 4 5 6 7
ZZh
Exercicee
1. Dr=R.
VxER, xERetfl—x)= Z_ - fx).

Donc f'est une fonction impaire.

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 27
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2.Vx€R,0<1
22 <r?+1
|x|<\/x2+1
P+l <z<y?+1
1< <1

22+1

“1<f(z)<1

3.0 lim f(@) = lim —A——=-1

—o0 1
—/1+=
)
La droite d'équation y = —1 est asymptote a la
courbe de f'en —o.
. lirP f(x) = lim

x—+too 1

xz

=1

La droite d'équation y = 1 est asymptote a la
courbe de f'en +oo.

4. Vx € R,
2x
1xyr?+1—zx —F2—
T T
(Vz 2+1)2
+ p—
Va? *2_’_

x +1
22+1—2°

N (x2+1)vg:2+1
_ 1
(22 DY 1

5..VxER,x*>0
22+1>1

(z2+1)>1

(z2+1)>1

(P+1)z?+1>1
P S—
(P+1)Wz?+1 ~

0<f(z)<1

[ (z)=

6.

S® +

S

27
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7. Voir courbe.

Exercice @

I.LVxER,x EDg = x> —3x>0 & x(x-3)>0.
Donc Dg = ]-0;0[ U ]3;+o0][.

2.+ Jim (@) = Jim ——

La droite d'équation y = —1 est asymptote a la

=-1

courbe représentative de g en —o.

. o 1 _
- Jim g(@) = lim, iz !
1+
T
La droite d'équation y = 1 est asymptote a la
courbe représentative de g en +oo.

. . 1
o limg(z) = limz X —— =4
J;dg 1;5 1/1‘(2'_3)
La droite d'équation x = 3 est asymptote a la
courbe représentative de g.

yrl—3z

3. ll{r(l)g(x) = li{r(l) =3 =0

< <
g n'est pas définie en 0 mais admet une
limite finie en 0. Donc g est prolongeable par
continuité en 0.
Son prolongement est la fonction # définie
par : A(x) = g(x) six € Dg et h(0) = 0.
4. Vx € |-o0;0[ U ]3;+o0],

ROy PR Tt I
2y x*—3x
(x/xz—3x)2

_ 2(z*—32)—2(2*—3z)
(x2—3x)«/1:2— 3z
—3z

(- 3z )y x*— 3z
5. Vx € ]-o0;0[ U ]3;+0],
(22 —3z)y2>— 3z > 0, donc g'(x) ale méme
signe que —3x.

g(x)=

Ainsi six € ]-o0;0[, alors g'(x) > 0 et
six € ]3;+o0[, alors g'(x) < 0.

X —o0 0 3 +o0

X +

-2y

|
\o
-
—
S==—
+
8

N W B N

. R

Exercice @

1. flx) =x + &> — 4z, si x € ]-00;0[ U [4;+o0]
fix)=x+v/dz—27, six € [0:4]

. f(»T)_f(O)_. z+yz?—4z
2.¢ lim——F—=lim———
-0 x 70 x
< <
1 14
—}[111(1)1 1 T
<
= —o0
. flo)—=f0) . rt+ydr—2®
lim = lim
-0 x 70 x
> >
_ /4 _
—916151(1)1-1- T 1
>
= +oo

f n’est pas dérivable en 0. (C) admet une demi-
tangente verticale au point d’abscisse 0.

li f(x)ff(‘l)_ I—4+m_
e 1l = lim — = o

r—4 X r—4 X
< <
=4+t — 4z
= +o0
r—4 r—4

o F) =) _
im =
z
> >
f n’est pas dérivable en 4. (C) admet une demi-
tangente verticale au point d’abscisse 4.

lim

r—4

28
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3.a) -I]irp f(x)
(«/x —4r+x)(x/x —4x — ;z:)

x/x —4r—x
I —4x
= lim :
eyt —dr—x
_xl—i»Ipoo_ :i—l
T

La droite d’équation y = 2 est asymptote a la
courbe de f/ en —o.
. hIP f(x) = +o0

Ir— Too

Jim f(z)—(22-2)
= lim (\/x2—4x—x+2)
(x/r —4x — r)(\/x —4z+x>

:IEW’ «/m —dx+zx 2
:Zl“igl‘” xZ:th-O-x—’_?
. —4
ﬂ%ﬂﬂﬂ
=-2+2
=0

Donc la droite d’équation y = 2x — 2 est asymptote a
(C) en +oo.
4. a) Pour tout x élément de J—o0 ; O[U]4 ; +oo[,

, _Vx —4drx+x—2
[ (@) =""—F—.
r°—A4x

b) Pour tout x élément de 10 ; 4[,
£ o) = Viz—2"+2—2
Vaz —z* '

5.« Pour tout x élément de J-o0 ; O[, /”(x) <0 équivaut a
Vo' — 4z < —z+2 soit0<4.

Par suite, pour tout x ¢lément de |00 ; O[, f”(x) <O0.

* Pour tout x élément de 10 ; 4[,

f'(x) V4r—x +2-x 2 +2—1
v dx — 7’

Six€10;2[, £7()>0.

\/4:v—x2+2 —x<0; \/4x—x2 <x-2;
Ay —x2<x*—4x+4 ; ¥*—4x+2>0.
A=8,x=2- 2 et x,=2+ 2.

Tableau de signe de /(x).

x |2

) + 0 -

* Pour tout x élément de ]4 ; +oof,

[ () =—x2_§x+x_2.
r°—4x
Donc f”(x) > 0.
En définitive :
pour tout x élément de 0 ; O[U]2 + «/5 JALLS (o) <05

pour toutx élément de J0 ;2 + ¢/ 2 [U]4 ;400 £7(x)>0.

Tableau de variation de f.

X

S )

i
. \

7(2

B
7

43210/| GRERE JERRa  ARRL )
-1

IV.4. Situation d’évaluation

Exercice @

« Notons x la hauteur des bords relevés.

W A~ L

D

La gouttiere obtenue a la forme d'un pavé droit
dont les dimensions sont :

L=200cm; =12 —-2xcm;h=xcm.

Donc le volume V(x) est :

V(x)=0xLxh

V(x) =x(12 — 2x) x 200.

Soit V(x) = 400(6x — x?).

29
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« Déterminons le maximum de la fonction V. Le maximum de V est 3 600 cm? atteint pour

D, =[0;6]. x=3cm.

vxD,, V'(x) =800(3 — x) Conclusion :

V(x)=0ex=3 La hauteur des bords relevés pour obtenir un
V est croissante sur [0 ; 3]. volume maximal est donc 3 cm.

V est décroissante sur [3 ; 6].

Tableau de variation.

x |0 3 6

J'®)

N
3600
1) / \
0 0

0 —

Lecon Primitives
IV. Exercices 1 1 =
. o o T —— T ——=
IV.1. Exercices de fixation Jz Ve
1 1
Exercice 0 Ty T T =Dz "
.
1.V;2.F;3.F;4.F T — sing X — COSXT
Exercice o T — COST T~ —sinx
- : -t
3 2 3 32 3 1 r— 1+tan"z x anx
.Z‘sz T .’L’Hx;; 1'4 x’—*xz 3

p
Exerciceo
[ wto > utvte |

gL 3, 1 3
=2 T =3 4
z e z z uXvte
fod n+1
U +e
n+1
Exercicee
vou +c \
Fonction f Une primitive de f 1 —+c
(n—1)u"
T—a -z %
) z" Ly ‘
T~ T — n+1l »® v
. 1 e 1 cosut+c \
z" (n—1)z"" —sinu+c¢ ‘
2Wute |
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Exercice o

a)F:
b)F:

c)F:

d)F:—

r— Tx

z ez’ =3z
1

=907

1

4z

Exercice o

a)F:
b)F:
c)F:
d)F:

x»—»4x—4x/;+c,c€]R§
323

T 9T I-i—c,cE]R{

x»—»x'1—4x3+x\/§+c,cEIR

xHx3—i2+c,cER
2z

Exercice o

a)F:
b)F:
c)F
d)F:

:.THﬁ.ZL‘

x»—»%(x2+2x—3)4
5
T — —ﬂ(ms—ﬂs
4 3

NE

T 1 cos'w
L —
4

Exercice 0

a)F
b)F:
c)F:

d)F: z

:x»—»ﬁ-ﬁ-c,c&ﬂ&

x»—»%\/9x2+1+c,c€R

2, 1
T g X (12—5x+8)3+C’CER

1
.—»—Sinx-l-c,cE]R

Exercice o

a)F:
b)F:
c)F:
d)F:

T~ —%0052:1:

- —%Sin (4z+3)

- *%cos(m2 +1)

T — %(%sinzlr+25in22+3$)

Exercice m

1. F(x) = %xz———Z«/;-l—c,cElR

1
T

F(1)=0=>c=%

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 31

®

Donc F : x»—»%:ﬁ—%x—%/;-i-c.
2.G@W= 57 (20—1)"+c,cER
23

G =1ec=37

. Ay e 23
DoncG.xH24(2z 1) +24.

IV.2. Exercices de renforcement

Exercice Q

1.F: x»—»%xa—%xz-i-?x-i-c,ceﬂk
2.F: x— 2coszx+sinz+c,ce€R

3.F: x»»%af—i—%-i—c,ceﬂk
x

4.F: x»—»\/z2+x+1+c,cER

) __ =5
5F: 2z~ 14(I2+1)7+C,CER

6.F: z— 2tanx —cosx+c,c€R

Exercice @

1
1.Vx € |- 7[,

F) = = (120—1)y/1- 20

1 2
F'(x) =—F— (152 — 30.
0 =5 1=y (100 302)
152 (1 —2x)y1— 2z

15(1—2x)

Fx)=2zv1—2z=f(x)

Donc F est une primitive de f'sur |- ; % [.

2. Les primitives de f sur ]—oo ; %[ sont les
fonctions :

xH%(6x2—x—1)\/1—2x+c,ceﬂ¥.
3.G(x)= %(6x2—x—1)\/1—2x+c,cE[R
_ 1
GO)=1 & c=15.
DoncG:%(6x2—x—1)\/1—2x+%.
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Exercice @

. Vx € R—{1}, h(x) =x—3+ ﬁ

2. Les primitives de & sur ]1 ; +oo[ sont les

fonctions : x»%f—Sx—ﬁ—i—c,ceR

3.HR)=2 < c=10.
Donc H : x»%12—3x+10—

Exercice m

1. Vx € R, f{x) = cos’x = cos*xcosx
f(x) = (cos*x)*cosx = (1 — sin’x)*cosx
= (1 — 2sin’*v + sin*x)cosx
= cosx — 2cosxsin’x + cosxsin®x.

4
r—1"

2. Les primitives de f'sur R sont les fonctions :

. 2 . 1 .5
x»s1nx*§sm'}x+§sm z+c,cER

3F(5) 0= 12

DoncF: x — sinx — %sin?)x +%sin5x—%

IV.3. Exercices d'approfondissement

Exercice @

1 Vx€]-1;2[, g(x) = —2 2

(z—2 (a+17°
2. Les primitives de g sur ]-1 ; 2[ sont les

2
o+ tk.kER

3. Soit G cette fonction. G(0) =0 & k=—-3.

: __2 2 __
DoncG: z+— =5+ 373

Exercice @

LF:z—ati2+ 84k ker
X

F)= 5 o k=-T.

Donc F : x—»x-&—%—i—%—?
z

fonctions : x +— —

2.(T): y=F2)(x-2) +F22) =A2)(x-2) + F(2)
Soit (T) : y =—4x + 11.
3.a) 1131)F(x) = +oo0.

La droite d'équation x = 0 est asymptote
verticale a la courbe représentative de F.

b) lim F(z) =+o.

4. lim F(z) = 4o et
& — +oo

12 8>:O

Jim (F@)+(a+7)= lim (5 +—

Donc la droite d'équation : y = x — 7 est une
asymptote a la courbe représentative de F en
~+o0

Exercice G

L f2)= s
2. Tlirymf(x) =0 et Igglwf(x) =0

3.Vx ER, f(x) = g(x).

Donc f est strictement décroissante sur ]—oo;0[
et strictement croissante sur ]0;+oo].

4.(T) :y = (D-1) + /(1) = g(1)(x—1) + f(1).

Dot (1) :y= 52— 5

IV.4. Situation d'évaluation

Exercice @

I.B(x)=0ox=15;.Bx)<0eox>15e¢t
B'x)>0&ex>1,5.

x 1 1,5 3

B'() + 0 -

(1,5)
B(Y) /B \

20 B(3)

Il devra fabriquer 1 500 glaces par jour pour
que le bénéfice soit maximal.

2.B(x) =—10x>+ 30x + ¢, c € R. Or B(1) = 20,
donc ¢ = 0. Par suite B(x) = —10x> + 30x.
Le bénéfice maximal est B(1,5) et

B(1,5) =22,5. Donc le bénéfice maximal est
22 500 F.
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Lecon Fonctions logarithmes
V. Exercmfs o }}In rlnz = 0 I
IV.1. Exercices de fixation
Exercicea Jl}ir% l;ixl) = o0 x 1 O +oo
La fonction In est Pour tout x > 0, on lim Inz = _
définie sur a:ln'(x)= PRitn oo & oo 0o
R |Josnl 0| x| -5 | 5 im BZ= [ x0 |01 | o
x—too
‘ Réponse | F \% F F F A%
Il = Exercice o
: 0 10 a) flx) =xIn2x = 1 (2x)In2x
‘ Réponse F \% F ‘ 2
Ona: ljn(1)2x =0 et )l(in%XlnX =0, donc
Exerciceo i =
lim fz)=0
Ina + Inb b)) = xlnx —x* = lim 2* (122 — 1)
Exercice o Ona: lim 2’ =+oo et
. Inz _ _
=In2- V3)+In@2+ V3) zllIPm(T*I)—Ofl—*l
=In2- V/3)2+ v3) donc lim f(z)=—oco
=In(4-3)=1Inl=0. hm 2Inyz _ 1m/5
o) flx )—T r f
B =1n0,125 + In8 = In0,125 x 8 = In1 = 0. lﬁx
On hm Jr =+oo et hm =0,
—n 0 5 _1.6.,5_, 6_ Pt T
C—ln§+ln§—ln 5 X3 =In 3 =1In2.
done lim flz)=0
Exerciceo )
d) f(x)=x —z+1—-2lnzx
E=4Iny3 — ln27 =x2(1—% %_21;1__56)
74><%1n37%><31n3 1 .
3 5 hml—l l —2—0,11111 —5=0
=2In3 — - In3 = - In3. e x e
4 4 ln:v _ oo dnz 1 _
et lim =—5-= lim 0, donc par
F =2In9 — In(9¢?) Tt T I OI T : |
= 2In9 — 1n9 ~ In(€?) somme, lim (1= +—5~ 2ﬂ) =1
=1n9 —2lne=2In3 —2 x 1 =2In3 — 2. lim 22 = +oo et
T —+oo
. 1 1 Inz\ _
Exerciceo zlerm(l_E+?_27)_l’
done par produit lim f(z) = +oo
&ipr}nlna:= o0 o+ | X—oo o
33
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Exercice o

Exercice @

a)lnxfln4 o a)f’(gc)—S—i-l
« Soit V l'ensemble de validité. 9% +1
Ona:V=]0; +oo] b) f'(z )—W
eVx €V, Inx=In4 & x=4. B lnx
Donc S = {4} Of(z)="—7=
b) In(x) =2 d) f (:c)=ln:v+x<%)—1
« L'ensemble de validité est ]0 ; +oo[ —lnz+l—1=Inz
e Vx €]0; +oo[, In(x) =2 & x = €.
Donc S = {e?} o) f'(z)= (()) avec u(z)= gtg
¢) 2lnx = In9
+
« L'ensemble de validité est ]0 ; +oo[ Ona:u/(u’v)_l(5 x<)5( ;)(5 z)
eVXxEV,2Inx=1n9 & In(x*) =In9 & x*=9
< x=3oux=-3. =10 5
Comme —3 ¢ V,ona:S= {3} (51690)
d) (Inx? = 2lnx + 1 =0 Doncf’(x):(t_)i i §+§
« L'ensemble de validité est ]0 ; +oo[ xl 0 10
e Vx €V, on pose X = Inx. =T =0 _ 2
(InxP —2lnx + 1 =0 & X2 —2X + 1 =0 (6-2)(5+2) 25-s
SX-1)=0eX=1 Exercice@
X=leolhx=1ex=c¢
= {e
{e} a)f'(z):l
Exerclceo b) f'(z)= 22: 3
a) e V=10 ; +oof

eVx EV, Inx<In2 & x <2. Donc S =]0;2]

c) f'(x)= 2$(4—1n|x|)+x2><(—%)
=2[2(4—1In|z|)—1]

b)tV:]0;+OO[
VXEV,Inx>-5 & x>e". =2(7—1n|z])
— s
Done § = Je™see] cip(z+ 1)~ 1xIn|z+1]
¢) s V=10 +oof d) f'(z)= Y
VX EV,Inx<2In4 & Inx<Inl6 & x < 16. 1 -l +1"TI
Donc S = ]0;16[ = #
d) e V=10 +ocf (x)
eVxeEV,Ix<0e Inx<Inl @x<1. _ul(z _5+zx
Done S = 10:1 O/ (@) ="y aveeule) =55 -
. Ona'u'(l”): (5_1')_(_1;)(5_"-%)
Exercice o : (5— x)z
@)Dy = (x ER/2r—3 >0} =15 oo :(510:02
b) D, = {x € R/ x>0} = ]0;+o0[ 0 _
Dy = {x€R/T-x>0etx>0y=]0;7]  Done/(2)=Z7 X5y
10 _ 10

d) Dy = {xER/\4x+5|>o}:R,{_%}

"~ G-2)(5+z) 25—

34
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Exercice @

a)F:r~— —Tlnx
b)F:x~»%x3+11x271nx
c)F:len(Sx—?;)

_ 1 2r—2
R R P
doncF:x_»%ln(IQ—Zx-i-?)

Exercice @

La fonction log est définie sur
R 105+ 10;10[
F A% F

‘ Réponse

Pour tout x > 0, on a : log(x) =

In(10) % In(x) | In(10) + In(x)

‘ Réponse F

F

logl0 =
0
F

1
\Y

Exercice @

In1000  In10°  9Inl0 9
In10 ~ Inl0 ~ Inl0

—6
+1og(0,000001) = 20" __¢In10 _

Ini0 ~ °Ini0 —
3
log /10000000 — 2110'V10) _ 3In10
1 Inl10

In10 ~ Inl0
a1 _ T
X102t T3

‘log8 +log 125 = 1284 10120

_ In(8x125)
- In10
_ In1000 _,
In10

In2 _ 1

In8 " In2° " 3In2 " 3

3 _ In256 _ In2"
27 In2 ~ In2

Réponse

*log1000 =

+

+

In2 _ In2

. log§ =

+256 = 2° donc log

_8In2 _
In2

8
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_ 1 !
ﬁ =5"donc log( ) = logST
_ —4In5
= Tms 4

Exercice @

1.log(3x—2)=7
« Soit V l'ensemble de validité :
VxER,XEVS3Ix—2>0 x>
Donc V=] % ;Foo

3

e Vx €V, log3x—2)=7
& log(3x —2) =log(10") & 3x —2 =107
Lo 24107

3
_[2+107
S*{ 3 }

2.log(1-x)<3
« Soit V l'ensemble de validité :
VxER xEVe 1l—-x>0e1>x
Donc V = |—w;1]
e Vx €V, log(l —x)<3
& log(l —x)<log(10®) & 1 —x<10°
sx>1-10°

S=11-1051]

IV.2. Exercices de renforcement

Exercice @

a) (1 —logx)(3 +logx) =0
< log(x) =1 ou log(x) =-3
& log(x) = 1og(10) ou log(x) = log1073
©x=10o0ux=107

S =1{10;107}
1 1
b) (logyx)(logex) = 8 & %x%=8
(Inz)’ Inz \2
> =8 |y-5) =16

2(1113)2 <ln3)
Inz Inz _

In3 ~4ou 1,3 =74

©x=3*"ou x=3"*

1
Sp= (8157}
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Exercice Q

a)logiw<1e BL<p;v= R}
SInx<In7ex<7
S =10;7]

b) logax > logy(Sx — 4); V = ] 5 o]

logx > logg(5x — 4) & ing = ln(f+8_4)

Inz _ In(5x—4)
In2 3ln2

o In(’)>In(5x—4) © x*>5x—4

S x-DHP?+x—4)>0

Résolvons I'équation : x> +x —4=0

A =17 ; les solutions de x> + x — 4 =0 sont :

_-1-y17 —1+417
= ——F — etx *?.

1 2 2

ST 5> © 3lnx > In(5x — 4)

L'ensemble solutions de 1'inéquation
(x—1DE*+x—4)>0est:

0 |

L'ensemble solutions de l'inéquation
x—D(*+x—4)>0est:

[ [o] 250 .

Exercice @

. - Inz\_
a) xllrfmx— Inz = fllrgxx( 1 _T) = +oo
In2z _ .. In2z 2r
b) fllqlm xz +1 Illrﬁr»loc 2.'17 X 1‘2 +1 =0

c) zllIP 2(111310)2 —blnz+1

Posons : X = Inx, lorsque x — +o0, X — +o0,
ona: lim 2X?—5X+1=+oo
Tr— Too

Donc 11111 2(ln:1:)2 —5lnz+1 =+

. In(1-— .
d) glclir(l)n(Txx):lli% In(1—z)x

=0
Oet lim—ll =0
-0 lnz

1
Inz

car lin%ln(l—x)z

e)

. 1y_ .. rx+1

jlﬁl{r})mln(l+7)—gl”1£noxln< T )
=lim(zIn(1+z)~

=0

zlnz)

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 36

. 1y .. In(1+X)_
f)zllrllmxln(1+5>—)l(1%7x —1;
avec X:%

I ln(1+31“)_1. 3In(1+3z) —3
g)zllr(l) x _zlﬂo 3x
Exercice@

a) In(x — 1) — In(3x + 4) = In(5x)

« Soit V I'ensemble de validité :

VxER, xEVES x—1>0,3x+4>0ce¢t
5x>0x>1,x> —% etx>0.
Donc V = ]1;+oo[
e Vx €V, In(x—1)

—In(3x + 4) = In(5x)

-1 -1
®ln(£+4):ln(5x)<:) ?;’”“4

Sx—1=5xGx+4) & 15x* + 19x + 1
A=192-4x15x1=301;

-19— M _ —19+4/301
1= etx, = 30

Or —-19— v30
—19++ 30
30

=5x

X
11;4oo[ et
& |1;+oo[, donc S = Q.

b) In(x + 8) =1+ 1In(26 —x)

« Soit V I'ensemble de validité :

V={x€eR/x+8>0et26—x>0}
={xe€R/x>—-8ectx <206}
=1-8;26[

eVx €V, In(x+8)=1+In(26 —x)
< In(x + 8) = Ine + In(26 — x)
& In(x + 8) = Ine(26 — x)

o x+8=e(26-x) o x =208
_[26e—8
S_{ e+1 }

¢) Injx — 1) = In(2x — 1)

« Soit V I'ensemble de validité :
VxER,xEVS x—1|>0et2x—1>0

Sx—1#£#0etx> %
Donc V=14 ;o[\ {1}

eVx €V, In(x — 1)=In(2x—1)
Sk—1=2x—-1
Sx—1=2x—1loux—1=-2x+1

36

06/10/2021 09:46



_ _2
o x=0oux= 3

12
Or0 ¢V, doncS={5}.
@) In(£55) =G + 1) = Ingx - 2)

« Soit V I'ensemble de validité :
-2
VXER XEV & T >0etx+1#£0,
x+1>0etx—2>0
© x € JFoo;—1[ U |25+ ,x>—1etx>2

Donc V = ]2 ; +oo[

-2
2§+1)=1rj_()i+l)—ln(x—2)
& In( 1) =In(7=)

Py @Gy ey
Sx—2-—x-1Dx-2+x+1)=0
@—3(2x—1)=0@x=%

OrOéV,doncS:{%}.

Exercice @

a) In(2x* + 5x +3) <0
« Soit V l'ensemble de validité :
VXER,XEVES 2> +5x+3>0

-VxEV,ln(

=4

A:25—24:1;x1:_54_1 :—%
etxzz—_54+1 =-1

V=T g [U il

e Vx €V, In(2x*+5x+3)<0
S In(2x* + 5x +3) <Inl
& 232+5x+3<1
S22+ 5x+2<0

A=25-16=9;x =—2F3 :—%
etx,= _54_3 =-2
D'oux € ]72;—%[

i 3 1

S=VAl2—g =25 U5

b) In(x + 1) + In(x — 2) > 2In(3 —x)
« Soit V l'ensemble de validité :
VxER, xEVex+1>0,x—2>0cet
3—-x>0
ex>—1,x>2etx<3 & x€]2;3[
V=12;3[

e Vx €V, In(x+ 1)+ In(x —2)>2In(3 —x)
S In[(x + )(x —2)] > In[(3 — x)*]
X —2x+x—2>9—6x+x*
eox>llex> %

11
=15l

IV.3. Exercices d'approfondissement

Exercice @

LEx=-2)x+2)x—D=—4)x—-1)

=x’-x*—4x+4

2.a) (Inx)* —In’x —4lnx +4 =0

L'ensemble de validité est ]0;+oo[

Posons X = Inx.

L'équation devient X°> — X?> —4X +4 =0.

X3-X2-4X+4=0
e X-2)X+2)X-1)=0
o X=2ouX="2o0uX=1
©Inx=2oulnx=-2oulnx=1
Sx=c’oux=c2oux=e

Donc S = {e*;e?;e}.

b) In(x* —x?) = In(4x — 4)

« L'équation est définie six* —x2> 0 et

dx—4>0x(x—1)>0etdx—1)>0
Sx#0,x—1>0etx—1>0
ex#0etx>1© x € ]l;+o0]

o Vx € J1;+oo[ , In(x* — x?) = In(4x — 4)
exX-xX=Mh-4ex-x-4x+4=0
©x=2oux=—"2oux=1

o« S={2}.

¢) In(x> — 4) = In(x* — 4x)

« Soit V l'ensemble de validité

VXER,xEVS X*—4>0etx’—4x>0
o x2—4>0ctx(x>—4)>0

X —o0 | =2 0 2 | 4o
xX*—4 + 10| - - 10| +
X - -0 |+ +
x(x*—4) | - + - +
V =12;+00[

o Vx € 12;+00[ , In(x* — 4) = In(x* — 4x)
eoxr-4=x-4dxe X -4>-4x+4=0
©x=2oux=-2oux=1.

e S=@car2;-2et 1 n'appartiennent pas a V.
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Exercice @

a) {—21n:1:+31ny=1
3lnz—4lny=-2
Le systéme existe six >0ety >0
{—21nx+3lny:1 {—6lnx+91ny:3
3lnz—4lny=-2 < | 6lnz—8lny=—4

{—2lnx+31ny:1 {lnz=—2
And Iny=-1 < Iny=-1
{ r=¢>
< -1
y=e
S={(e2e ).
Inzy =4

b
) {(lnx)(lny)Z*IQ
Le systéme existe six>0ety >0
Inzy =4 Inz+1Iny=4

{(lnx)(lny) =-12 < { (lnx)(lny) =-12

On pose X =Inx et Y = Iny.

X+Y=4

XY =-12

X et Y sont des solutions de I'équation

?—4t—12=0.

A =16+ 48 = 64. Ses solutions sont :
4—4/64 4+4/64

=% - -~

Le systéme devient : {

—2ett

t 2

1

Si X=-2,alors Y=06¢tsi X=06,alors Y =-2.

Par suite, si Inx = —2, alors Iny = 6 et si

Inx = 6, alors Iny = —2.

Clest-a-dire si x = e 2, alors y = e° et si x = ¢€°,
alors y =¢™.

S={(e?;¢, (e e?)}.

o) { —2r+y=1

Inz+Iny=0
Le systéme existe six >0ety>0
{ —2z+y=1 y=1-2z
Inz+Iny=0 4i){lnm(leQac):O
y=1—2x y=1—-2x
4iw{;z:(l-i—Q,'c):l Q{QIZJFIL'_:L:O
Résolvons I'équation : 2x* +x — 1 =0

A=1+8=9;x="L73 =1
_—1+3 1

LT

Seu1x=§ convient car —1 < 0.
Parsuitey:1+2><§=2. S={(%,2)}.
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Exercice @

1. Déterminons le temps de doublement d'un
capital.
Soit C le capital.
Ona:(1+%)C=2Co (1+%)' =2

In2
In(1+¢%)
2. Calculons le temps de doublement pour
t=5%
_In2
In(1,05)

Soit 15 ans.

Exercice @

1.Dg=R\ {0;1}
2. Déterminons les limites de g en —oo et en +o
Tlirpmg(x) =+ et Ilirg g(x) = -0

S aln(l + %) =12 & n=

n= ~14,2

3.a) 1_111(1) g(x) =+

La droite d'équation x = 0 est asymptote a (C).
b) Jlglzr% g(z)=—c0

La droite d'équation x = 1 est asymptote a (C).

4. a) Déterminons la dérivée de g

(p)=—ty Ly o
VX ER\ {01} ;¢ (0) =—g+ -5 x o2
_ o’ tr+2
2¢(z—1)
_ —(a+1)(z-2)
2x(z—1)
b) Etudions les variations de g
X —00 -1 0 1 2 +o0
x> +x+2 — + + + -
2x(x— 1) + + - +
TN SRR

g est croissante sur |—1;0[ et sur ]1;2[ ;
g est strictement décroissante sur ]—oo;—1[, sur
10;1[ et ]2;+o0].
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Tableau de variation de g

x —00 -1 0 1 2 +oo
| -0 | -] s -
+0o0 +00 || +00 -1 —1n2
&)
0,5+ 1n2 —00 || —o0 —o0

¢) Démontrons que I'équation g(x) = 0, admet
2
une solution unique a et que : 5 <o<3mHy 20 -
Vx € ]-o0; 0, g(x) > 0 et Vx € |1 ; +oo,
g(x) <0.
g(x) ne s'annule pas dans ]— ; O et dans
11 ; +oo[.
g est continue et strictement décroissante sur
10; 1[.
Ona:g(J0;1)=Ret0€R.
Donc 1'équation g(x) = 0 admet une solution
unique o sur R et comme g( % )>0et
9
855 ) <0.
ERLAE TR
5. a) Démontre que la droite (D) d'équation :
__x 5
y=—" estasymptote a (©).

Donc :

xllrpw(g(x)+%> =0 et Ll}gl@(g(x)—i-%) =0
donc la droite d'équation : y = —% est
asymptote a (C) en —oo et en +oo.

b) Précisons les positions de (D) et de (C).
z—1

Soit g(z)+45 =
(C) est au-dessus de (D) sur ]% ; 1[ et sur
Jo0 5 0[5

(C) est au-dessous de (D) sur ]O ; %[ et sur
11 ; +oo[.

6.a) g(1—z)+g(z)

©
1

4 3 2 10

Exercice @

1. Continuité de f'en 0

lim f(z) = lim 5 Inz — 342 ) = 0,

car hII(l) 22 lnz =0 et lin(lJ 22=0.

Ona: lim f(2)=£(0), donc fest continue
en 0.

Dérivabilité de fen 0

(3
:ii%Q(lnj 2)

= £1£ré 7(lnx—%)

= Jlbli% %(mlnx*%ﬂ =0

i L) =1(0)
z—0

z—0

8

car limzlnz=0 etlimx=0.
z—0 -0
Cette limite étant finie, on conclut que f'est

dérivable en 0.
72

2. lim 5

=400 et lim lnx—§=+oo.
x—too 2 x—too 2

Done par produit  lim flz)=4

3. a) Vx € ]0;+oo[,

_x—1 —x | rz—1 2

=yl el )= 2 (e 8) 5 ()

_ 1 _ 1

__7_2X(_Z> =x<lnx—%>+%
Donc K est centre de symétrie de (C). 3 1

X . . —x(lnx——+—>
b) Une équation de la tangente (T) au point K. 22

9 17 = _
(T):y:—7x+— x(lnx 1)
39
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b) Signe de f'(x)

Tableau de variation

0 e +oo x 0 1 oo
+ + g + 0 -
Inx— 1 - 0 + 1—1In2
S'x) - 0 +
Variations de f £62)
fest strictement décroissante sur ]0;¢[ et 0 .

strictement croissante sur Je;+oo[.

X 0 e +00
J&) - 0 +
0 +00
10 \ 2 /
_c
4

4. Soit (T) la tangente a (C) au point
d'abscisse 1.

(M:y=/Mx-D+A)=-1(x—1) —%
Donc (T) : y=—x+%.

5. Tracé de (T) et (C) dans le repére (O,LJ).
4

5

>

N

-1 0 12 3 4/ 5

s
y 0y
Exercice @
Partie A
22(1—1%)
1.Vx € 0;+00 5 ’(.’E): — 9
sl GA =" (e

Vx € [0;1[, g'(x) > 0 et Vx € ]1;+oo[, g'(x) > 0.
Donc g est strictement décroissante sur ]1;+oo[
et croissante sur ]0;1][.

Jim g(z) = —oc0, g(0)>0.

2. g est continue et strictement décroissante
sur ]1;+oo[. De plus g( ]1;+o0[ ) = ]—o0;1 — In2[
Et 0 € ]-o0;1 — In2[. Donc 1'équation g(x) =0
admet une solution unique o sur ]1;+oo].
g(1)=0,3 et g(2) = —0,009.
g(1)xg(2)<0donc 1 <a<2.
3. Vx € ]0;a[, g(x) > 0 et Vx € Jo;+oo],
8(x) <0; g(0) = g(a) =0.

Partie B

1. Etudions la continuité de fen 0.

lirré f(x) =0 et HI% f(x) =0.

Ona: liné f(x) = lin% f(x) :f(O)
carf(0)=O+ln(1—0)=0.

fest continue en 0.

Etudions la dérivabilité de f'en 0.

. f(CL")_f(O)_ . In(1—2z)
315111% z—0 _Jlnlf%lJr T :
. In(1+(—z))
= lim 1 —
=0=/;(0)

11(0) # f,(0), donc fn'est pas dérivable en
0.

2. Calculons les limites de f'en —oo et en +oo.

In(1—2x) xu>

1llmwf(x) = zllmwx< 1+ 11—z X

= T

car lim z=—oo, lim In(1-z) =0 et

—~ l—x
o l=—x
lim T = 1

T — —oo

40
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,hIP f(x)= lim

1
2
=0
921 In 1+L2>
car lim 2L =0, lim L =1 et
roto T — too L
2
x
lim L =0.
T—too
3. a) Démontrons que pour tout x > 0,
, x
fla)=1 )
2x 2
e —In(z?+1)
: 211 g(z)
Vx>0 =1 ‘ =22,
x>0, f'(z) 22 2
b) Vx <0,/ = 1 - 1137
Vx<0,f(x)=1- =

b) Etudions le signe de /'(x).

Six<0,alors 1 —x<0etf(x)>0

Six >0, f(x) a le méme signe que g(x). Ona:
Vx €]0;af, g(x) >0,/ (x)>0

Vx € Ja ; +oof, g(x) <0, f(x) <0

Vx € J-o0; 0L, /() > 0

4. Dressons le tableau de variation de f.

X —o0 O o +o0
) - o -
)
1) / \

5. Courbe représentative de f.

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 41

6. a) h est continue et strictement croissante
sur |—o0;0[, donc % est une bijection de
]—o0;0[ sur A( ]-o0;0[ ) = ]—;0[. & admet une
bijection réciproque 4 définie sur ]—o0;0[.

Courbe de /!

La courbe de/™! est le symétrique de celle de
h (restriction de f'a ]—oo ; O[ ) par rapport a la
droite d’équation : y = x.

(Voir question précédente)

b) Calculons A(—1) et (5")(—1 + In2)

h(=1)=f(—1) =—1 + In2, h étant dérivable en
—1, h™! est dérivable en —1 + In2 et

1Y _ 1
G 1+ln2)_h’(h‘l(—1+1nQ))
1 _1
CR(-1) 2

Exercice Q

Partie A

1. Calculons les limites de g en 0 et +oo.

limg(z)=4oc; lim g(z)=+oo

z—0 T —+oo

2. Démontrons que : Vx € ]0;+oof,
, 207 —1

g (X) = ‘TT

2_
Vx € ]0;+oo], 12—l

gl =2x -+ ==
3. Déterminons les variations de g.

g est décroissante sur [0 [ et croissante

sur] D) ;oo

41
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Tableau de variation

x |0 g Foo
£ -0 s
+o0 +o0
gx)
1(-1+m2)

4. a) Calculons g(1).
g(1)=0.

b) Démontrons que 1'équation g(x) = 0 admet

. . 2
une solution unique sur ]0; 5 [
g est continue et strictement décroissante sur

/2

10: 5 L.
De plus g(]0; g D=1 % ;oo et
In(2)-1

0€] — s+ool.

Donc I'équation g(x) = 0 admet une solution
unique o sur 0; 22 [.

2(0,4)= 0,07 et g(0,5) =—0,05,0on a:

2(0,4) x g(0,5) <0, donc 0,4 <a<0,5.

5. Déduis de tout ce qui précede que :

six € J0;af U ]1;+0o[, alors g(x) >0 ;

six € Jo;1[, alors g(x) <O0.

g est continue et strictement décroissante sur
10;0[ et sur Jo; ‘/25 [.

x € ]0;a[, x <o = g(x) > g(a) car g est

décroissante sur ]0;a[ et on a : g(x) >0,

2
x €Joy JQ— [x>a=gkx) <gla)=gx)<0
car g est continue et strictement décroissante

sur Ja; g [ et sur ]1;+oo[,

/2

xE]T;l[,x<1=>g(x)<g(1)cargest

. 2
croissante sur | 5 ;[ etona: g(x) <0,

X € Jl;+oo[,x>1=g(x)>g(l)ona: g(x)>0.

Conclusion :
Vx € ]0;0[ U J1;+oo[, g(x) >0,
Vx € Jo;1[, g(x) <O0.
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Partie B
1. a) Déterminons la limite de f'en 0.

lirr(l]f(x) = lirr(ljx-i-%(Z +1nz)=—oo car

> > . 1
lim(2+1lnz)=—oo ; lim=— = +oo et
-0 07T

> >
limz =0
e

>
b) Interprétation du résultat précédent.
La droite d'équation x = 0 est asymptote

verticale a (C).
¢) Déterminons la limite de f'en +oo.

2+lnx

hm f(;c)— hm T+ +o0

2. Démontrons que f'(z) = g(f)

2 "Tl Inz
Vx € 10;+o0[, =1-=2yi=
x €] Oof(x) 2 )

_ 2>—1—1Inz _ g(x)
o 2
3. a) Démontrons que f(a) = 2a’+%

fla)= a+ 2 +lna/

or g(a) = O@Ina o?—1

_ 2t
Doncf(a')—a/-i- a/+ 7

- 1
—2a/+a

b) Etudions les variations de f.

Vx € ]0;+oo[ f( )—L)

f'(x) a le méme signe que g(x).

et x> 0, donc

D'apreés la question A-5, on a :
Vx € ]0;a[ U J1;+oo[, f(x) >0,
Vx € Jo;1[, f(x) <0 et Vx € {a;1}, f'(x) = 0.
Donc f'est strictement croissante sur ]0;a[ et
sur ]1;+oo[, fest strictement décroissante sur

Jos 1.

Tableau de variation de f°

‘ 0 o 1 +o0
) + 9 - [
20+ % oo
o) / \ /
—o0 3

4. a) Démontrons que la droite (D) d'équation
y =x est asymptote a (C) en +oo.
_ 2 lnx
hm(f(:v) T)= Jim 2 +===0.

42
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Donc la droite (D) est asymptote a (C) en +oo.
b) Etudions les positions relatives de (C) et
de (D).

fz)—z= etx>0.

Donc (C) est au-dessus de (D) sur Je %;+oo et
en-dessous de (D) sur ]0; e2[.

2+Inx
T

®

IV.4. Situation d'évaluation

Exercice @

1. Son age est f{0,35)

Ona: f{0,35)=1-83101n(0,35) ~ 8725,0218
Un fossile qui contient encore 35% de son
carbone 14 a environ 8725 ans.

c
) s 2. 11 s'agit de trouver x tel que : f{x) = 15000
’4 f(x)=15000 < 1 — 8310 Inx = 15000
(©) _ 1—15000

305 < Inx = W
3 (D) 1—1500

25 & Inx=¢ 8310 —0164
2 Soit environ 16,4%.

5 11 est possible de vérifier la teneur en carbone
| 14 des os vieux de 15 000 ans.

0,5

0.5 G5 HESH2 D5 53154

=5

e |

Lecon Nombres complexes

IV. Exercices
IV.1. Exercices de fixation

Exercice a

1 2+ 2+ _ 2 1,
2—1 = (2—i)+(2—q) _ 2+1* 5t
1+ (A+9)Q2+1)  2+i+2i—1
2= = (2—i)+(2+4) 21
1+3¢ 1, 3.
=75 “5ts5¢

Le nombre complexe
2+144/ 3 apour
partie réelle

V3 |@) /3 +2

Exercice o

Exercice o

l‘20]9_l‘504><4+3 =

12020_1505><4_ 1

Le nombre complexe —3 + 4i

S . 4i
a pour partie imaginaire

1202]_1504><4+] i

2022 = js04x442 = |

Exercice o

(7-2i)+(3+7i)=10+5i
(1-2i) (3+4i)=11-2i

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 43

Exercice o

Calcule (2 + 3i)*
2+ 30y = C 2430y + C1 233i) + O 223iy
+C 2130y + Ci 2930y = 119 — 120

43
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Exerciceo 2. z08 =2+ 3i;2z08=—2+2iet
2AB = —4—1
4 - iy =CL 4=y + Ct 44—y + C% 43 (=iy?
+C% 42—y +C B 4=y +C 2 49(—)’ Exercice @
=404 - 1121

D(4i)
Exercice 0 ] =
, o C(-3+2i al=ij] \7
2 + 3i apour conjugué 2 — 3i >
1 —4i apour conjugué 1 + 4i 7 A(1+i)
3 +1i apour conjugué 3 — i E()
3 —i apour conjugué 3 + i Y / \
5 a pour conjugué 5 T zy
2i a pour conjugué —2i B(-3-21) 5l1—2) /
5i —2 a pour conjugué —5; —2 ] ( 7.9 )
X F\ =
Z 2
Exercice o

a) Le conjugué du nombre complexe %—;; est Exercice @

%fﬁ-. Arg(2)=0; Arg (-5) =+ ;
Le _cohnjugue‘du nombr? coTpl.exe Arg(3i) = % : Arg(-4i) = _%
(2 —0)(4 + 3i) est (2 +0)(4 — 30).

N T . T
b) La forme algébrique du conjugué du nombre Arg(1+) =7 ; Arg(3— iW3)=- 6

2+3i0 i 2—31
— est la forme algébrique de —.
3+1 ) ) 3-1 Exercicem
2-3i _(2-3)3+4) _ 9 7
3—i 10 1 10

~1+iy3

Exercice o 2020
Le nombre complexe 1-i
2 + 3i a pour module > |13 \/g @

7i

Exercice )
Exercice ()

[-2|=2 |—4i|=4
31=3 1+ 30 = /10 Exercice@
V\/E\: ‘/E [4—5i= v 41 olz,|=2etArg(z) = &

NN &

Exercice m Donc z, = 2(cos 5 +ising ).
-

olz,| =7etArg(z,) =

|
w‘g‘f N | © N

Le nombre complexe
4 — 3i a pour module L2 \/?

l'ZA:2+3i;ZB=*2+2l';ZC:*1et R . . ”
z,=-2ietZ =4—i one z,=7(cos( =) +isin(=7 ).

44
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0z,=-3 +i\/§
-2/3(—5 4

= 2\/§(c0557”+isin5%)

Exercice Q

Exercice@
oZ1 =1 —i= \/E("r

. Z2 =13=13e®

1 .\/3
—9 —1

2

V20

2 TU2

)

_
=€

2

0Z3:

Exercice @

La partie réelle du nombre complexe
T ..o )3 T T
(cos? + ZSlHT) estcos3§ =cos =0
La partie réelle du nombre complexe
.. 15
(cos% + zsm%) est

157
cosT15 =cosm = —1

Exercice @

La partie imaginaire du nombre complexe
(cos% + isin%yest sin(4%) =0.
La partie imaginaire du nombre complexe
(cosZ+isinZ)estsin(5%) = 7 -

Exercice @

T4e 2
6426 :2COS4:2§:J§
Exercice@

e . . 3
R R C

Exercice @

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 45

Exercice @

Les racines carrées du nombre complexe —5
sont 74/5 et *i\/g

Les racines carrées du nombre complexe 27
sont l +iet—1—i

Les racines carrées du nombre complexe
5—12isont3 —2iet—3+2j

Exercice @

eRésolutionde : Z2+z+1=0.
Le discriminantest : A=12—4 x 1 x | =3
Les racines carrées de —3 sont z/g et —i«/g
d'ou les solutions de cette équation sont
—1+iy3  —1—iy3
D) et p) .
—1+iy/3 —1—i¢§}
2 ) 2

Donc S = {

eRésolution de : 22 —4z+3 =0.
Le discriminant est : A=(—4?)—4 x | x3=4

Les racines carrées de 4 sont 2 et —2 d'ou les

solutions de cette équation sont 412 et

2

4_
2
Donc S = {3;1}.

Exercice @

o Résolutionde : 22— 3iz—3-i=0

2 c'est-a-dire 3 et 1.

Le discriminant est :
A=(3ip—4x1x(-3—-i)=3+4i

Les racines carrées de 3 + 4i sont les nombres
x +iy tel que :

2’ +y? =3+ 4i
22—y?=3
20y =4
?+y>=]3+4i|=5 2?4+ =5
=y’ =3 =4
2oy =4 Ty =2

D'ou les racines carrées de 3 + 4i sont 2 + i et
—2 —i et les solutions de I'équation

45
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zzf3izf3fi:0sont%et

% c'est-a-dire 1 +2iet —1 +1i.
Donc S={1+2i;-1+i}

eRésolutionde : 222 = (3+i)z—1-3i=0
Le discriminant A est tel que :
A=(-(3+i)2—4x2x (-1 —3i)=16 + 30
Les racines carrées de 16 + 30i sont les
nombres x +iy tel que :

22+ =]16+30i|=34 22+t =34
22—y’ =16 =25
2zy =30 xy =15

D'ou les racines carrées de A sont 5 + 3i et
—5 — 3i et les solutions de I'équation

22— (3 +iz—1-3i= SRS,

ot 3+i—=5—-31
4

0 sont

c'est-a-dire 2 + i et _12_ L

Donc S={2+1i; _12_2 }.

Exercice Q

« Détermination des racines cubiques de —8i
Pour déterminer les racines cubiques de —8i,
on résout dans C I'équation z* = —8i.

On écrit la forme trigonométrique de —8i

—8i =8| cos(— %) +isin(—%)| drou les
racines cubiques de —8i sont les nombres
complexes de la forme

cos(—%-ﬁ- 2];)” )+ zsm( 6
avec k€ {0;1;2}.
Donc les racines cubiques de —8i sont

SINE SiewE 3}

2 cos( 0 +zsm( 72r ))et

2 cos( 6” )+zsm<%>) ou x/g—i; 2i
et —y/3—i

« Détermination des racines cubiques de 1
Pour déterminer les racines cubiques de 1, on
résout dans C I'équation z* = 1.

On écrit la forme trigonométrique de 1.

1 = cos0 + isin0 d'ou les racines cubiques de 1
sont les nombres complexes de la forme

cos( 21%” )+isin(2kT7r) avec k€ {0;1;2}.

2/§7r )

Donc les racines cubiques de 1 sont 1 ;
cos( 23 )+ zsm( 23{[ )et

cos( 4?? )+ zsm(

1 .43

2 v

Exercice @

Résolution dans C 1'équation z' =1 —i ou n est
un entier naturel plus grand que 1.

Résoudre dans C 1'équation z" = 1 — 7 c'est
déterminer les racines n“™ du nombre
complexe 1 —i.

On écrit la forme trigonométrique de 1 — 7

1—¢= ﬁ<cos<—%) + isin(—%)) d'ou les
racines n*™ du nombre complexe 1 — i sont les
nombres complexes de la forme

W+ B 5
aveck€ {0;1;2;..n—1}

/3

> oul; *%+i7 et

IV.2. Exercices de renforcement

Exercice @

Affirmations Réponses
z est imaginaire pur équivalent a F
Im(z) #0

Le nombre —1 n'a pas de racine F
carrée dans C

arg(zxz') = arg(z) x arg(z') + 2kn F

keZ

arg( i,) = arg(z) — arg(z") + 2kn v
ke

|2'| = |z|" \4
|z + 2| =z + 2]
|z x 2| = |z] x || \4
Exercice @
1-i 2-3i (3+4) (1—4i) V255
| i [=1; | svai | = let| ois)u—y | = 3

(ﬁ)_ 1+i 2-3i \ _ 2+3i
1+i ) = 1=i s\ (3+2 ) — 3-2i 3

46
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(3—1)(1+41)
(2=34) (1+1)

( (3+14)(1—44) )_
(2+3i)(1—i) / —

Exercice Q

20— 1 1. N ( 3-5i 30 16 .
s =2 —iet(l+49) (T )

Exercice @

iZ2+i+14+i=0

Posons : X =z* L'équation devient :

X2+iX+1+i=0

A=—1-4i(1+i)=3—4i.

Les racines carrées de A sont 2 —i et —2 + 1.

Les solutions de I'équation iX?>+iX + 1 +i=0
TEA2TE e X, =i

sont X = 2
Par suite, z*=iouz*=—-1—i.

=7 Tt

« Résolution de I'équation : z*=—1 — i
Posons z = re”

Fecl-ie = T @l
40= =L + 2, ke
er=lef=—3T+i L ke (01523}

51 1371 Al

—=

.31 .
Sz E {e_lﬁ;elw;el 16 ;e "16
« Résolution de I'équation : z* =i

Posonsz=re’etona:

. ; i T, kx
A= =1 or=1etf= §+77
k<{0;1;2:3}.

A gbmo L dm 37
zE€1e'8;e"8 ;e8¢ "8
Conclusion :

.r .br _Tm 3w _.3m .57

€'8;e"8 ;e "8 ;e "8 ;e 16 ;" 16
) .13x iz

@l 16;6216

Exercice @

«—4=4(cos +isinx);

6= 6(cos -+ isin - );
“1+i=y2(cos T +isin);
1—iy3= 2[cos<—%)+i5in<_%)];

'COS%— isin% = cos(—%)-i— isin(—%)

o — 2(005%4— isin%) =
2(00s<—6%>+isin(—6%>>

Exercice@
Li+iys =2(F+iYy) =2
2 (1 n iﬁ)”“’ _ 220196673i7r

Exercice @

1. (cosx + isinx)*
= (cosx)*+ 4 (cosx)’ (isinx) + 6 (cosx)? (isinx)?
+ 4 (cosx)(isinx)® + (isinx)*
= cos*x + 4i cos’ xsinx — 6¢cos® xsinx?x — 4i
cosxsin’x + sin*x = cos*x — 6cos?xsin’x +
i (4cos® xsinx — 4cosxsin’x).
2. D'apres la formule de Moivre, on a :
(cosx + isinx)* = cosdx + isindx.
Par identification, on a :

sindx = 4cos’x sinx — 4cosx sin’ x.

Exercice@
o 4—4iy3 = 8[cos<—%)+ isin(—%)]

d'ou les racines cubiques de 4 — 41’\/5 sont
les nombres complexes z, tel que :

2k = 3«/@[005(—%4— 2k%>+
isin(— +2k %) |avec k€ {05 1; 2},
20 = 2[003(—%)4— isin(—%)];

21 = 2[005(5%)4— isin(5%>];

2, = 2[005(77%)+ isin<f7g )]

« On utilise le méme procédé pour trouver que
les racines cubiques de 8i sont :

0= 2fess(F ) isin )

47
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Exercice @

o Sin’x =

(“55F = gl e

ﬁ(em —5¢'“e " + 10" e

—2ix
106X 073 4 5t _ eme—sm)
_ 1 jev—en o/ e—e P
=36(T 2 )3T ) T0(Tg)
Donc sin’x = LsinSx — isin?;x + gsinx
16 16 8 :

iT —iz \3
e +e 1/ w2V
o COS’X = (7> =—( “te u)

2 8
2y B

(632 +3e2 e 430 B g o

1
8

3iz | —3ix ir | iz
1 e te e +e
Z[( 2 >+3< 2 >]
1
4

3
cos 3r + 4 cosx

RESEEAY
o Sin*2x = <—2i

1 . o s

— (€8n_466u6 2w+664w€ diz
16
i —6i —8ix

de 116 6u+e 871)

—8iz 4ix

=%(em+e —4de —46_4”4-6)

= %(200881‘—800541‘4‘6)

= %(cosSx—4cos4x+3)

Exercice @

a)27>+ (-3+2i)z+1-2i=0.
A=(-3+2ip—8(1 —2i)=-3+4i

On détermine les racines carrées de A

Les racines carrées de A sont 1 + 2i et

—1 —2i d'ou les solutions de (E) sont 1 et % -1
Donc S={1; %—i}

b)z>—2z+5=0.
A=4-20=-16= (4 .
=25 =1 —dietz, =2t M 11y

o)(l+ipz22+(-1+i)z—2+4i=0.
A=+ —4(1+i)(—2+4)=24-10i
=(5-i)

Les racines carrées de Asont5 —iet—5+id'ou

®

les solutions de (E) sont 1 —2iet—1+i
Donc S={1—-2i;—-1+i}.

Exercice @

l.a
P(33) =(3i)*+ (1 =2i) 30>+ (3 +2i) (3i) +15
=-27i-9+18i+9i-6+15=0
D’ou 3i est un zéro de P est solution de (E)
b) On a P(z) = (z — 3i)(z* + az + b)
=23+ (a - 3i)z> +(b — 3az)+ b) — 3ib
Par identification :
a-3i=1-2i;b-3ai=3+2iet-3ib=15
D'ona=1+ieth=>5i
Par conséquent :
P(z) = (z - 3i)(Z% + (1 + i)z + 5i)
2.22+(1-20)22+(3+2)z+15=0
z-3)EZ+ A +i)z+5)=0
z=3iouzZ2+ (1 +i)z+5i=0
A=(1+0)2—-4x5=-18i

Soit 6 =x +iy
x2+y2=18
8’=A> x27y2=0
2zy = —18
28 =9 T =
2
=1y =9 =37 y=
zy =—9 xy =—9
Onprend 6 =3 —3i
-1—4i+3—-3i
Onaz=——>"—" =12«
-1-7i—3+3i .
Zz:f:_z'”

Conclusion : S={3i;1-2i;-2+1i}

Exercice @

1. * Soit o € R, a est solution de (E) si et

seulement si o —(1 + i) &® + 6ia® + 8(1 — D)o

-10=0.

{a4—a3+8a—1020 (1)
—a*+6a*—8a=0 (2)

48
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®

Q) a?—60+8=0doua=0
A=36-32=2?

a, =¥=2etaz=4,

2 vérifie (1) mais 4 et 0 ne vérifient pas (1) d'ou

(E) admet une solution réelle unique qui est 2.

* Soit o € R a, ia est solution de (E) si et
seulement si

a'—a*+8a—10=0 (1)
a*—6a’+8x=0 (2)
2 vérifie (1) mais pas 0 et 4 d'ou I’équation admet
une unique solution imaginaire pure qui et 2i.

2.2 et 2i sont des solutions de (E) d’ou il existe
deux nombres complexes a et b
EBE)e (@z—-2)(z-2)(E +az+b)=0

Ona:a= _TS - %z eth= %z par identification

(E)ez=2o0uz=2iou

3 3. . 5._
Zz+(T—ZZ)Z+7Z—0
Résolution de 2 +( 52 = 34) 2+ 34 =0

2+(F-2i)z+5i =00

422+ (-3 -3i)z+10i=0
A=(-3-3ip—20i=-2i=(1+iy
Les solutions de 4 z2+ (=3 — 3i)z + 10 =0 sont
z =4 +dietz,=2+2i

Donc les solutions de (E) sont 2 ; 27 ; 2 + 2i ;
4+ 4.

IV.3. Exercices d'approfondissement

Exercice @

Lz, =4;lz,=4;z|=4

T T o1
Arg(z,) =5 ;s Arg(zy) =5 s Arg(z) = 5~
2. D'apres la question précédente, on a :
« OA = OB = OC = 4, donc A, B et C
appartiennent au cercle de centre O et de rayon
4;

. mes(zTOiA’) = % 5 mes(ﬁ%) = % et

mes(z_L),/OlC)) = 577[

D'ou la figure suivante

A
,"‘-q INCEN
I 3 TS
P/, 2 ’\\
I'I \\\\\ 1 ’,”’ \‘l
54143 52410 JURSEE: Rasr |
| RES| 1
| £ b
SESEeeeaEss, HT
\\‘—4 IRy s

3.AB=|z, —z,|=[24/3 —2i|=4
Or OA =4 et OB =4, donc le triangle BOA est
un triangle équilatéral.

4.AC=|z.—7,|=v(2/3V+(2) =4
OB=BA=AC=CO=4

Donc le quadrilatere OBAC est un losange.

Exercice @

flo)= =5

) .
P
1. fiz) estunréel si et seulement si f(z)=f(z)

2

o) =f(z) e 2EL = 221
e(z+i)(z+i)=(z—i)z—1)
ozztiztiz—1l=zz—iz—iz—1

oz2+2=0

s Re(2)=0
d'ou z est imaginaire pur.
L'ensemble cherché est iR.

2. f(z) est un imaginaire pur si et seulement si

f(z)=—f(2)

f2)=~f(z) @ 2L = 221
e(z+i)z+i)=—(2—i)z—1)

ozztiztiz—1=—z2z+iz+iz+1

slz|=1
d'ou I'ensemble cherché est le cercle
trigonométrique privé du point J'(—i).
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Exercice @

fz)=z%,z€C
lL.f)=ze 2°=2z
Posonsz=x+iyavecx ERety ER
2i=ze(z—iy)l=z+iy
{I2—y2—x=0 (1)
=
—2ry—y=0 (2)
2)=>y(1+2x)=0
y=0 oux=*%
Quand on remplace y par 0 dans I'équation (1)
ona:
411 +% Ocestadlrey—égou
—f d'ou les nombres complexes z tels
1, V3

y =

quef(z)=zsont:0;1;—7+ 5 ot
1 i3
2 2
2.a)z=x+iyp,xERety R
Ona:
)P (z—iy)  2*—y*—2izy
z c+iy x+iy
(2 —y? — iy Nz —iy)
B x2+y2
_ x(acz—yQ)—2xy2—i(y(x2—y2)+2x2y)
B x +y
x(x —3y2) (y —3z%)
z? +y 2 +y
Gy B
Donc ~— = est imaginaire pur six(x*—3)%)=0

b) OMM’ est un tn'angle rectangle en 0 si et
€ iR

seulement si 24
M —zo

ZM
ZM — ZO

)eiR e —El]RC)x(x -3)=0

x(x*=3))=0ex=00ux’-3)’=0
@x=00ux=yx/§ 0ux=—y«/§

3.a) lzl=1=|zf=1

—=z2z=1

4:»(2’2)2:1

= 22(;)2 =1

4:)(?)2(;)2 =1
=|(z)F=1
=|f(z)]=1

b) Soit z tel que f(z) = COSZTﬁ-s-isin Qgg

|f(z)|=1<]z|=1 dou3 a€Rtel que
z = cosa + isina
fz) = (cosa — isina)? = cos2a — isin20.
fz) =cos 27” + isin 27”

& cos ZT” +isin ZT” = cos(—2a) + isin(—2a)

o -20=2L +2hm h € (051}

a=—5 —hm h € {0;1}

Les antécédents de cos QTH + isin ZT” sont :
= TN i
z,= cos( 3 )+ isin( 3 ) et

z = cosQ—”+ isin =5~ 21
3 3

Exercice @

u € [0;1]

1. (E) : 22 — 2zcos’u + cos*u =0

A = 4cos*u — 4cos*u = 4cos’u(cos’u — 1)
= —4 cos’u xsin’u = (2icosu sinu)?

Les solutions de (E) sont :

_ 2cos’u +icosusinu
1

et z, = cos’u — icosu sinu

= cos’u + icosu sinu

2 o|21|: «/00s4u+coszusin2u =|cosu]|

Siu€l[0 ;%] alors |z,| = cosu et

z, = cosu(cosu + isinu) et arg(z)) = u + 2k,

keER
Siue] 2 ;] = |z, | = —cosu et
z, = —cosu(—cosu — isinu)
= —cosu[cos(n + u) + isin(w + u)]
etarg(z) =u+ k+tl)n, k€ Z
o|z,| = [cosy|
Siuel[0 ;%] alors |z,| = cosu et
z, = cosu(cosu — isinu)
= cosu[cos(—u) + isin(—u)]
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etarg(z):7u+2kn,ke R
Siu€e]5 2 ; m] alors |z,| = —cosu et

z, = —cosu(—cosu + isinu)

etarg(z,) =—u+ ktl)n, kEZ

Exercice @

—cosu[cos(mt — u) + isin(w — u)]

l.a) z=(/3-1)+i(1+43)
2’ =—4y3 +4i
|2*|=8
22:8<_Tﬁ+% ) 8(cos%+zsm Sér)

Arg(z") = 2L+ 9k ke
b) [2*[=8=]z|=2v2
Arg(z 2)=2Arg(z)+2k7f kez
dou Arg(z )— S+ 2%k k€L
z:(«/——1)+z(1+«/§)
2.3(en s 35
V6—4/2

00551—721-+isinﬁ
4

_43-1_
2/2
1+y3 _V6+v2
2y2

5
d'ou cosTo- 12 =

. 57[
sin

Exercice @

1. COS%: cos(? X1—7T2)

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 51

2. 24 =V2+/3+i/2—43
Posons : Z=+/2++y/3 +iy2—y/3
1Z|=vV2+y3+2—4/3=2

Posons arg z= 0

/ + J—
cosf = 2Tﬁ et sind = QTﬁ
D'apres la question 1, © = 171'_2 +2kn, k€Z

D'ou les solutions de 1'équation

=y2+ ﬁ +iy2— ﬁ sont les complexes

tels que :
= Y2 cos(fg+ 157 ) +isin( 5+ 47|
ke {0;1;2;3}
zo:4ﬁ[cos%+isin 48]
2[cos( )+is1n<—248 )]
=4ﬁ[cos( >+251 ( g” >]
=4ﬁ[cos( >+zsm( 2om >]
Exercice@
lzp'—f( )_ =—1+’L
D'ou ¢'(—1;0).
2. a) Soit u l'affixe de ¢".
Ona: u*+l _
na w—2i  ~¢
utl _ .
w—2i ¢
utl=ur+2
_ 1
U=5_7
w= 1+4
2
u:%-i-%i
Donc ¢" est le point d'affixe %-ﬁ- %z .
3.(%) = {M(2),f(z) ER7}.
- z+1\_ z+1
1) € B (25 )= 255,
- g-ﬁ-l _z2+1
2+2 z—2
o(z+1)(z—2)=(z+2i)(z2+1)
o2i(z+2)—(2—2)+4i=0
51
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Posonsz=x +iy, x€R,y ER.
Ona:2i(2x)— (2iy) +4i=0
y=2+2xdouz=x+1i2+2x)

,_z+1 _(z+1)+i(2+22)
2T e=20 T+ 2z

_ Sz(z+1)

5¢°

=5r(z+1)
'<0=x€[-1;0]
y=2+2xetx €[-1;0]
Pourx=—-1=y=0
x=0=>y=20uA(0;2)etB(-1;0).
L'ensemble () est le segment [AB] privé du
point B.
4. () = {M(2), M'(z") € €(0,1)}.
M' € €(0,1)} & |2'|= 1.
|Z’|:1©‘;j2ll =

elz+1|=]z-2i]
< BM =AM

(T') est la médiatrice de segment [AB].

5.Pz)=az* +b2+cz+d
AQi), B(-1) et C(7)
P(2i) = —8ai — 4b + 2ic + d
P(-1)=-a+b—-c+d
P(i))=—ai—-b+ic+d
P(2i)= 0, P(~1) =0 et P(i) = 0
—8ai—4b+2ic+d=0 (1)
—a+b—c+d=0 (2)
—ai—b+ict+td=0 (3)
—8ai—4b+2ic+d=0 (1)
a(1—8ai)—5b+c(1+2i)=0 (2)
—Tai—3b+ic=0 (3)

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 52

—8ai—4b+2ic+d=0 (1)
a(1—8ai)—5b+c(1+2i)=0 (2)
a(=3—11i)—c(3+i)=0 (3")
” _ —a(=3—-11i) _ .
3 :C—T——G(Q‘f‘?)l)
On procede par substitution dans les autres
équations et on trouve b = a(1 — 3i),
c=—a(2+3i)etd=—"2ai.
On donne une valeur a a et on obtient les
valeurs de b, c et d.

IV.4. Situation d'évaluation

Exercice @

1.Ona:zp=8+i,zg=5+ietzp=2+1i.
Donc zp X zg X zp = (8 +1)(5§ +1)(2 + i)
=39+ 132 +i)=13(1 +)(2 +1i)
=13(5+5i) = 65(1 +1)
2.0na:zp X zg X zp = 65(1 +i).
Donc arg(zp * zg * zp) = arg(65(1 + 7)) + 2km,
k€Z.
arg(zp) + arg(zg) + arg(zy) = arg(l + i) + 2km,
k€Z.
mes(ﬂ’,/AlPT)+mes<ZjﬁE’>+<1_Z,/iF’)
T

:T+2k7r,k S/

a+ﬁ+7=%+2lm,k e 7.

En conclusion, c’est le voisin ayant affirmé
que 1’égalité est vraie dans tous les cas qui a
raison car quelle que soit la longueur du coté
du carré, le repére (A ; 1_1: v ) conduit toujours
au résultat ci-dessus.

52

06/10/2021 09:47



Fonctions exponentielles

Lecon h .
et fonctions puissances
IV. Exercices Exercice o
IV.1. Exercices de fixation o 6
A:e’Xe4 B=(e")""xe
Exerciceo e ‘ = o730 5 29
. _ et _ e = ¢30+29
Egalités Réponses e e B
E°=0 Faux =¢2*5 —¢
_ 8
In(e?) =2 Vrai A= el 4
L . C=—7F%+ 62_6
el=e Vrai e e
—4
eh©=e Vrai =ef+ e—,4
e
_ 6
In(e™) = % Faux C=e'+1
3 <0 Faux Exercice °
In(Ine) = 1 Faux lim e* = oo 1
xr— —00

Xty
erl

('D‘
<
e
&8
(g™
.
[
+
8
CICICIRIREC,
8
|
8

lim ze” = +o0 —oo
e e x e s
T
—1
o LT zal*oo 61'_1 - +oo —oco
=
. Exerciceo
Exercice
. — .
a) lim ze "= lim =0
1.b;2.a;3.¢c;4.b;5.b;6.c. )xﬂ+oo 7€’
b) lim —z = +oo et lime" = +oo
. L — T —+oo
Exerclceo -
donc lim e = +oo
8 ( 72) 3 T z
e : 9 - z €
a)—5:e‘3; b) ——%—=¢; c¢)Ona x—el:x(l—T)
e € T
. € .
3 6 3 e 4 Or lim = too et lim z = +oo
c)e’xe’=e°; d) 5=e rotoo rotoo
¢ donc lim z—¢"=—o0
xr—+too

d) lim ze™ =—oo car lim e " =+oo et
xr— —oo r— —o0

lim x = +oo.
Tr——o0
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Exercice 0

z
T __ - T
o lim 5% = lim £ =0 car
.Z'4>+Ooez—]_ r—+too 1 l
=
hm —0 donc hm(l—%):1et
T— 6

th—O donc hm (e —l> 400 .
e’ e

o lim — 2 =0 car hme —1=+c0.
Tt —1
limE=3 =+, limE=3 =

r—3 3 ’ 3

> <

. . . 22,z 5

lim (z24+2+5)e "= 11m(7+7+7>
® T —+oo T —too\ € € €

=()
z? 5

car hm =0, hm | o =0 et hm s =0.

. Zlirpm( 3r—5)e" = Illrpm( 3ze” —5¢%) =0

car lim ze®=0 et lim 5¢"=0.

Exercice o

¥ P =¢""lo2t+3=2—-12r—2
=3—-lex=—4
Sr={-4}.

2.5 P=ceoe’ ?=¢!

er—2=1
sr=3
Sr={3}.

3. 651*2 -2_ 0

=lec™ ?’=¢
odr—2=0

@le
5

_[2
S]R—{5}.
4. =T e " ="
ecr=In7
Sg={InT7}
5.e¥=-3

Cette équation n'a pas de solution, car ¢ > 0
et =3 <0.

SR=0

6. (e —2)=0
e(e*—2)=0=e*—2=0care >0

= e*}x — eln2
)

Exercice @

Résolvons dans R, chacune des équations
suivantes :

l.e¥ <M edr<z+1l

@QxSI@xS%

=l
2.6 =2> 00> 2
o —2x+2>1In2
o —2x>In2-2

_In2-2
sr < —g

Sq = ]_oo; - %[
3.¢" +3 > 0. Pour tout x élément de R,
>0 et 3> 0. Alors I’inégalité est toujours
vraie. S, = R

4.¢*"1 45 <0. Pour tout x élément de R,
e* 145 > 0. Alors I'inéquation n’admet
pas de solution dans R.

Srp=0

Exercice m

a)D,=R.
b)Df: {x€ER/x>0}=[0; +oo[

¢)D,= {xER/x+1 #£0}
=R\{-1}

d)D,=R.

¢) D =R*

Exercice @

l.c;2.b;3.a;4. a.

Exercice @

1.VXxER, f(x)=3e*7,
1

2. Vx € J0s+o0, £ (x) = ;

x € ]05+oo[, f(x) Zﬁe 5
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Doy =—2 5t
3. Vx € R\{—1}, f(x) (a:+1)2€. >
4.Vx ER,f(x)=2x— 1)’ 1,
N A
5.VxeR, f(x)= (z2+1)2€f+1 ;
_ + T
6. Vx € 0L f () = — L)
(ze®)

Exercice @

2
a)F:x»%e”*S ; b)F:xH%e"

1
¢)F:x— -ex ;o dF:x— In(e*+1)

Exercice @

1.b;2.¢c;3.a.

Exercice @

1. Faux ; 2. Vrai ; 3. Vrai ; 4. Faux.

Exercice Q

a) 3°=3""or=1-32

edr=1
@IZ%
se- (4]

b) 5= 6 o erlns — elnﬁ
< zIn5=1In6

_1n6
%= Tn5

- (28)

C) (07 1)! =10 el‘lno.l — elnlo

< 2ln0,1=1In10

or= In10
In(0,1)
o= In10
—In(10)
or=—1
Sp={-1}

9% = 81‘*1 o 20 = (23)1*1

o 9T = 23.77*3

d)

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 55

esr=3r—3
-3

o —2r

ST =

(3}

- —2)In5
e) 321 — 51 LN 6211n3 — 6(1 )In5

rofeo |

o 2zIn3=(1—2x)Inb
o 2xIn3+2Inb =1nb

o 2(2In3+1n5) =1n5

_ Inb
L= 9In3+nb

SR={%}

Exercice @

1. 22>10 & e11112 > elnl()
orln2>nl0ex >

S |04 o

In10
In2

2. (0’5)1 <6o ezan.S < 6ln()'

©2In0,5<Inb oz >26

In0,5

3.(0,2)">(0,2) " or>—z+2
o 2r=>2
esr>1
Sr=[1;+ o[

4. 3 t1<(3)*euw—1<z
er=<1
Sk = |—o0;1]

Exercice @
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lim 0,9° Q| o | -
Il:mwf 0 o

Exercice @

(a) =1In(a)e™® =In(a)a* avec a un nombre réel.

a) £ '(x) = In(5)e™ = In(5)5"
b) f'(x) = In(0,3)e™*» = In(0,3)(0,3 )"
¢) f'(x) = (Inm)e™™ = (Inm)m*

Exercice @

a) fla)="Yr=aT

-3
fla)=gat
1
b fla)=321 5 o fla)=m
Exercice@
Inz
— +
Jim =5 o @ o
lnz
— +
gt € » @ “
el
=y 0 -
.z
lim ¢ o ()] =
limz'Inz 0 —®
Exercice@
. e’
.xl—u}rloox2_2
Ona: 261 = ¢
r°—=2 21 _ 2
x<1 x2>
e’ e’ 1
2 _ :_ZX 2
-2 . <1__‘) 1
Or hme—2:+oo et lim 5 =1
x—+too xa+oo(1__2)
T xX
ol 5 =+
o lim z2—¢®
X — +too
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Ona: xz—e’”::ﬁ(l—e—)

z
Or lim &%

X —+oo X —+oo

Donc lim 7’ —¢*=—c.
X — +oo

o lim 2% =

X——o X — —00

elimz’Inz =0
x—0

lin(l)as(ln(:v))2 =(Y/zIn(z))
= (méln(x)f =0.

o lim In(z)—2?.

¥ —+oo
Ona: ln(x)—x3:;c3<ln—3x—1).
T
Or lim —5- 1 =0 et lim 2° =+
x—+too x—+oo

Donc lim ln(x)—x3 =—co.

X — +oo
o lim e"—In(z).
X — +oo

Ona: e"—In(x)= e’(l—h;Tf’w

x—+oo X — +oo

Donc lim ¢*—Inz = +oo.
X — +oo

0 car lim z%"=0.

L =0 et lim e = +oo.

7 = too et lim 2% = +co.

IV.2. Exercices de renforcement

Exercice @

Affirmations Réponses
La fonction z — ¢” est toujours Viai
strictement croissante sur R.
La fonction z — 0,57 est Viai
strictement décroissante sur R.
La fonction z — ( ﬁ ) est Faux
strictement décroissante sur R.

2 .

La fonction z+—x3 est stric-| Faux
tement décroissante sur ]0;+oo[.

. _7 .
La fonction x—z 3 est stric- Vrai
tement décroissante sur ]0;+oo[.
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06/10/2021 09:47



Exercice @

u/ua eu(x)
u’eu 1 x
Ina
x 1 +1
a a
a+1"
Exercice@
a)f(m)=2”=e’1“2;F:xHﬁ
, ; 0,3"
b) f(z)=0,3"=¢"O% . F:p s —ln70 3
1 -1 ’
C)f(ﬁ):?;FIIHE
2 5
&) f(@) =25 Fiam2a3.
Exercice@
2z T
Le+3+27 =00 T2
¥ +3e"+2=0
Posons : X = e* I’équation devient :
X+ DHX+2)=0=X=-1ouX=-2.

En remplagant X par e* on obtient donc :
e* =—1 oue* =—2 impossible car pour tout
x ER, ¢*>0donc Sg= 0.

2.2+ 3" —4e=0 > xe+3etxe—4e=0
S e(e*+3e—4) =0 & (e¥+3e—4) = 0.
Posons X = e* I’équation devient :
X 4+3X-4=0& (X—1)(X+4)=0
S X=louX=-+4
Sk = {0}.

Exercice @

1. Posons X = ¢ I'inéquation —2¢*+5¢+3 < 0
devient : -2X?+5X +3<0.

1
¢ ]—o;— ;[ car > 0.
Ainsi e>3 d'oux > In3.
Donc : Sg=]In3 ; +oof.

Posons X = e* I’inéquation devient :

2.X2-3X-4<0=>X-49HX+1)>0
X —0 -1 3 +o0
2x*+5x+3 - + + (% -

X4)X+)>0=>Xe[-14]=>-1<X<4
Ona:—l<e*<4 ainsie* <4 = x<In4d.
Sr=]-; In4].

3. Résolution de (e* — 1)(e* —4) <0.

Posons x = e* 1'inéquation (e* — 1)(e* —4) <0
dévient (x — 1)(x —4) <0.
X —0 1 4 +o0
x—1)(x—4) + + - (% +

E[l;4]=>-1<x<4
ona:l<e <4 ; 0<x<In4
S, [0 In4]

Exercice @

1
e limex
r—0
>

hmi—-i-oo et lim e" = +oo.
>0‘T T —+oo

Donc lim e? =+4o0.
I;O

1

o limez
r—0
<

—oo et lime*=0.

T — —oo

1
1 =
1rr(1)x

1
Donc limez =0.

(X-3)(-2X-1) <0. 220
: + —r+tl — s T4 [ —r
x —o0 _L 3 +oo . lETm(x 1)e Ilirilmare Zlirfmee
=0
2x?+5x+3 + .

A hm r—1—2" = lim e’ ( L - ?>
(X-3)(2X-1)<0,X€]<0; —;[U]3+oo[ . 1
Ona:e‘E]foo;—%[ 13 ; +oo, e € 13 ; +oof, T oo hmme__2_e___2

57

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 57

06/10/2021 09:47

@



. limLZ*oo

z—0 € —1
<

o lim(3z—2)e" = lim3ze” + lim —2¢" =0

car }L@Bxe*’ =0et }Lrgce’ =0

o lim<
Iﬂlx_l

Posons f{x) = e*. On remarque que f{1) = e.

On a donc
. é—e_ .. fl)—-fa)
T A
fx)=e"= flx)=¢" soit f(1)=e'=¢
s €l e
d'ou alrlil}—x_l e.
o lime®+3e2—2
Ona lime? =+ et lim 3¢* =0
donc lime®+3e¥—2=+00.
° hme ~
-0 X
-1 _ =11
Ona 2 Tz X
.oe'—1 1
or }Eno - =1et il{r(llx—ﬁ;o
> T __ >
donc lim*< 21 = +oo
z;O X

Exercice @

Déterminons les nombres réels a et b tels que
la fonction F définie par F(x) = (ax + b)e* soit
une primitive de f'sur R.
Si F est une primitive de falors F'(x) = f{x).
Dérivons alors F.
On aalors : F'(x) =(a+ b + ax)e*

© F'(x) = (ax + a+ b)e* =f(x)
Par identification avec f{x) on a :
(ax +a+b)e"=(x+2)e

{a=1 {a=1 {aZI
= o =
atb=2 1+b=2 b=1

D'ou F(x) = (x + 1)e.

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 58

_ 1
‘f(x)_el-i-l sur R.

Exercice Q

. 1 e’
1. Justifions que P 1- F+1
T
Calculons 1 _’e"eTl/_ “
T
Dou 61%1:17@-&1 :

2. Déterminons une primitive F de

T

. I S, _ €
On sait que e 1 e
donc une primitive de flx) = e”%i- 1 est:

F(x)=x—1In(e* + 1).
Conclusion
Une primitive F de fest : F(x) =x — In(e* + 1).

IV.3. Exercices d'approfondissement

Exercice @

a) {36”—4ey =6
2" +eV="7
Posonsx =e*ety =¢".
Ona {3x—4y=6
20+y=1"7
On obtientx =2 et y = 3.

Par suite e*=2 et " =3 soitx =In2 et y = In3.
S = {(In2 ; In3)}.

b) { e’ =8

e'+e’=6
e et ¢’ sont solutions de I'équation :
xX2—6x+8=0.
Cette équation a pour solutions 2 et 4.
Onaalorsef=2¢ete’=4,oue’=4ete’=2.
Ce qui donne x =1n2 et y = In4, ou x = In4 et
y=1n2.
S = {(In2 ; In4), (In4 ; In2)}.

{21'*4><2y=0
©) .,
2°+4x2Y=8
2x2¥=8

27=4

ex1|12:4
xIn2 = In4
_Ind _2In2 _,
= 2 In2

58
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2—4x2=0
2-4x2=0
=1
y=0.

S=1{2;0}.

" 37ty =4 @{3Ix3y—4
3T +3V=34/2 |[3°+3Y=3/2

3* et 3" sont solutions de 1'équation
2’ =3y2z+4=0.
A=18-16=2.

27&/52_\/5 :ﬁ et
:Mzzﬁ

Par suite : 3* = ﬁ et3= 2/—
I3 = ﬁ et @ = 2f
Inv2 . In2y2

Y= T3 T3
0ubien3"':2«/§et3y:«/§
e =9 ﬁ et eylnszﬁ
In2Y2 . Iny2

Y=g T3

Iny2 In2y2 In2y/2 Iny2

$=m3 g "3 i3 M

Exercice @

1. a) Justifions que :
Px)=(x+1Dx-42x-1)
Calculons (x + 1)(x —4)(2x — 1)
x+DHx—H2x-1)

= —4dx+tx—4)2x—1)

=20 - -8 +4x+2x*—x—8x +4

=2x*—7x> = 5x + 4 =P(x)
D'ou P(x) = 2x* — 7x* — S5x + 4.
b) Résolvons dans R, P(x) >0

Sa=[-1: 51U [4: o]

2. Résolvons dans R, 1'équation :

2 —T7e* —5¢*+4=0.

Posons X = e*, I'équation devient donc :
P(x)=2X>-7X>*-5X+4

Dapres 1. X =—louX=4ouX = %
Soiter=—loue*=4oue = %

or pour tout x € R, e*> 0.
D'oux=1In4 oux=1In % =-In2

Sr = {In4 ; —In2}.

3. Résolvons dans R, 1'équation :

2e% —Te* —5e" +4>0.

Posons X = ¢*, I'équation devient donc :

—TX?=5X+4>0

Diaprés 1.X € [1; 51U [4; +oo

S e < % oue >4
< x<-In2 oux >In4
Sg =] ; —In2] U [In4 ; +oo]

Exercice @

e —1
fo) =S
L'ensemble de définition de f'est R.
1. Déterminons les limites de f'aux bornes de
I'ensemble de définition de f.

. Ilirzlocf(x)— lim —e - 1

car lime”=0.

I ——0o
La droite d'équation y = —1 est asymptote a la
courbe (‘(;’/) en —oo.

1
Ona:P(x)>0e (x+ 1)x—4)2x—1)>0 . o1 L LT
o lim f(z)= lim /= lim —3-=1
1 7 —+oo 7—+c€ T+1 T—too] 4=
x —o0 -1 7 4 +00 ! et
x+1 - O + + ‘ + carzlirPW—IZO.
i - - -9 v La droite d'équation y = 1 est asymptote a la
2x—1 - - Q + + 5
courbe (€ ) en +oo.
P() - 0 + O - O + ,
, =1
D‘oflP(x)EO(:)xE[—l;%]U[4;+oo[ 2-a)Vx6R,P(x)20,f(x)=(§.r+1)
59
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®

eer+1)—e (e —1) Tableau de variation.

f(z)_ (€I+1)2 x —0 2 ~+00
=y sw| v o -

_ 2 L+2
(e+1) g / \
0 0

b) Vx ER,f'(x) >0, donc fest strictement
croissante sur R.

2. a) Démontre que 1'équation g(x) = 0 admet
une solution unique a et que : —1 <a <0.
Tableau de variation. o Sur [2 ; +oo[, g(x) > 0, donc g(x) = 0 n'a pas
x| —o +o0 de solutions dans [2 ; +ool.
- o Sur ]—o0 ; 2[, g est continue et strictement
J'®) * croissante, g est une bijection de |- ; 2][.

Ll o Surg(o; 2) = T ; é +21[, de plus
fx) 0€]-w; % + 21, donc g(x) = 0 admet une
. e
1 solution unique dans |- ; 2.
De plus g(—1) x g(0)=(—2e + 1) x 1 <0
3) D'ou g(x) = 0 admet une solution unique a et

que:—1<a<O0.

b) Donne un encadrement de a0 a 10~ prés.
5 Par la méthode de balayage, on a :

(@f) -1,0<a<0,9.

¢) Déterminons le signe de g sur R

Vx €] al, x <o, gx) <g(a),

g(x) <0 car g est croissante.

! V x €] a; +oo[, g est continue,
g0 2) =10 =+ 2, done g(x) > 0.
Partie B
1. a) Calculons les limites de f'en —o et en +o
fx)=2x+1—xe™
lim f(z)= lim 2z+1—xze ™
I ——0oo xr——oo
Exercice @ ) 1 .,
= Zlﬁr}l@x(? +, e ) =+
Partie A
o o . car lim (241 — )= —coet lim 2= —c0.
1. Etudions les variations de la fonction g : oo z oo oo
Vx€R,g'x)=(2—x)e, liIP flz)= lim 2z +1—ze™"
Vx €R, e*>0 donc le signe de g est celui . ) ' x
de2—x, =zlir£1m2x+1*?=+oo
Vx€]-;2[, g'(x) >0, g est strictement car lim % =0.
croissante, r——ooC
V x €12 ; +oof, g'(x) < 0, g est strictement b) Calcule /.
décroissante. S )= —1De™+2=gx)
60
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¢) Etudions les variation de f'et dressons son
tableau de variation :

V x € ]-o0; af, g(x) <0, donc f(x) <0 d'ou f
est strictement décroissante,

Vx € Ja; +oof, g(x) > 0, donc f'(x) > 0, fest
strictement croissante.

Tableau de variation.

X —0 o +oo
g - ° -
+00 +o0
g) \ /
So)

2) a) Démontrons que la droite (D) d'équation :
y=2x+ 1 est asymptote a (Cf) en +oo.
S —y=x—-—De*+2—-2x+1=—xe™

lim (f(z)—y)= lim —ze *=0.

xr—too T —+oo
D'ou la droite (D) d'équation : y =2x + 1 est
asymptote a (Cf) en +oo.
b) Etudie la position relative de (D) et de (Cf).

Ona: f(x) —y=—xe™ Le signe de f(x) — y est

celui de —x.

X € |- ; 0], f(x) —y >0, soit donc f(x) >y
alors (Cf) est au-dessus de (D) sur ]—oo ; 0].
x €[0; +oo[, f(x) —y <0, soit donc f(x) <y
alors (Cf) est en dessous de (D) sur ]0 ; +oo].

3)
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IV.4. Situation d'évaluation

Exercice @

1. Comme 7 désigne le nombre d'années, la
fonction A : ¢ = 0,95 est définie et dérivable
sur [0 ; +oof.

Vit>0,A' ()= (In0,95) x 0,95

Comme In0,95 <0 et 0,95°> 0,

ona0,A'(r) <0 et A est strictement
décroissante sur [0 ; +oo[.

2.

2

T

=10
a5

12 3 4 5 6 7 8

3. Il s'agit de trouver ¢ tel que :

AW = § A©)

=L
0,95'= 5

_ In0,5
'~ Tn0,95
t=13,51.
Ce sera dans 14 ans.
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Lecon

IV. Exercices
IV.1. Exercices de fixation

Soit K le milieu du segment [AB].

_atb_2-3i—1+3 _1
Da="95"= 2 P
+ +31+9
2)Zk:a2b:7 321 9221 +%
+ +5i— 5i

3)Zk:a2b:8 521 51:4

Exercice o

1) zag=z,—2z,=3-2i—(1+i)=4-3i;
2) zw=z, -z, =5 +3i— (—5+54)
_ it 3.
=ty

3) zxe=z,—z,=1+iy3 —(3)=4+iy3

Exercice e

DAB=lz,—z,|=1-3+4il=5
2)AB = Z*zl—\24+9l|—3«/7
3)AB=lz,~z I—\787101I—2\/7

Exercice o

C’est la réponse a) qu’il faut entourer.

Exercice o

—

1) Mes(a: AB )= = Arg(z, —z,) = Arg(1 +i)=

—

2)Mes (u ,AB) Arg(z,~z,)

‘/§>27T

=Afg<*%+72

3

—

3)Mes (u; AB ) = Arg(z, —z,) = Arg(10) ==

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 62

Nombres complexes et
géométrie du plan

Exercice o

1) Mes(ﬁ/'z_c:)=Arg<

=Arg(-1+i)= 3T

Z(J_ZA)
ZB T Z4A

ES
2)Mes (4B ,A_C’) g(z — ) Arg(4)=0

zZco _2’1)
ZB T Z4A

1. 51
:Afg<———71): G

Exercice o

1 Mes(A_B’/;ED) Arg(zi_“) Arg(~2i)

2
2) Mes(A*Bi\a)’):Arg<M>:

3) Mes(E,A_d) g(

ZB — ZA
Arg(-1+i)= ——
Exerciceo
D lz-(@-3)=2ez-2,]=2©AM=2,

avec A(4 — 3i)

L’ensemble des points M est le cercle de centre
A et de rayon 2.

)|z+1-2i=3|z— (-1 +2i)|=

© [z—z,| =3 BM =2, avec B(-1;2)
L’ensemble des points M est le cercle de centre
B et de rayon 3.

Nz+Til=z—9+i < |z— (-Ti)
=z-0O-)elz-z|=lz-z]| &

ME =MF, avec E(-7i) et F(9—1) ; |z+8+4i|=|z.
L’ensemble des points M est la médiatrice du
segment [EF].

4)|z+8+4i|=|zl & |z— (-8 —4i)| =
MG = MO, avec G(—8 — 4i)
L’ensemble des points M est la médiatrice du
segment [OG].

lz| &
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Exercice o

2=z 1-21 (1-2)(2-19)

2) Zo—2a 241 4+1
Le cercle de _ = %(4 +3i).
:;n(t)f f‘ ctde |22+2+42i| = 4 Donc le triangle ABC est un triangle rectangle
i et isocele en A.
La médiatrice ﬁ
dlli;egment |z—1-i| =1 ) 224 _ 24571 _ 4+iy3
[AB] eman T /3 4+ifs
Le cercle de ] 9t
centre C et de |z—1-i| = |z+2i _ |4t Z\/@ -1
rayon 2 4+ 3
La médiatrice Donc le triangle ABC est un triangle isocele
du segment |z+H| = [z+1+i] sp—za_ V3+i 1 3 i
[CD] ze—za 22 Y2 "¢
Donc le triangle ABC est un triangle équilatéral.
Exercice @ 4) 2”24 _ 24 — 1 + _,“/g
Ze=Zs  J344 2 2
Le triangle ZpT 24|
ABC est Zc—Za
un triangle 25720 ¢ g Le triangle ABC est un triangle isocele.
rectangle o—2, € 2524 _ % .
en A si et cTZ4 Ze—z, € 3, donc ABC est un triangle
seulement si equilatéral.
Le triangle .
ABC est Exercice @
un triangle . .
tancl Zp—2Za _ . zp=za _ 3+i 1 344 _ 1
enAsiet et % € R. Donc les points A, B et C sont alignés.
seulement si
Le triangle Exercice @
ABC est
un triangle ZB T ZA .. les pOiIltS ZQ — Zs ZQ —Zp
équilatéral si Zc T ZaA € {7} P,Q,Ret ZRTZqQ ZrRTZp eR
et seulement S d’affixes
si respectives | 20725 ZPT 2R o |
Les points A 2o 2o % ErT RS FeT AR
> ZB T Z4 etz sont
Bl.et C sqntt 2o 24 cocilcliques o _
alignés si et (5 eiF) siet PT2q  ZST2P _px
seulement si seulementsi | &~ %e Zr—zp
Exercice m Exercice m
sz 24i (241420 b 349 3. —1+3i 3
2e—za  —1—20 4+1 —a _ L9 t_ 2 ;
o 1 . c—a” 2%4 ~ 2% 1tz 22U+
:g(4+3z)et 23(44—32) =1. b*d:3+9i:§><l+3i

3 .
. St =2 (1 +
Donc le triangle ABC est un triangle isocéle e o=d T 8+4 ~ 4% 2+ ~ 41T

63
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b—a_.b-d_3 4 _
Ciafcid—2x3—26R.

Donc les points A, B, C et D sont cocycliques.

Exercice @

)z’=z-1i
2)z’=z+8
3)z2’=z-12+7i

Exercice @

1)z’ — (2 - 3i)=—(z— (2 - 3i)), c'est-a-dire
z’=-—z+4-6i
2)z’—=0=—z-0), c'est-a-dire z’ = —z.

ona:

3z -(1+ %i) =(z-(1+ %i)), c'est-a-
dire.z22=—2+2+ 71’.

Exercice Q

1)z’ — (-1 -i)=4(z - (-1 —i)), c'est-a-dire
7’ =4z+3 + 3i.

Exercice @

2)z’—0=-5(z—0), c'est-a-dire z’ = —5z.
3)2—5=y/2 (z—5), clest-a-dire
2= y2z-51-v2).

Exercice @

Dz —(1-i)=eT(z-(1-1).

2)z-0= T (z—0), c'est-a-dire z’ = iz.

32— (2)= T (z—(-2)).

Exercice @

11 faut entourer les numéros 1 ;2 ;4 et 7.

Exercice @

Dz —(1+)=56T (z— (-1 +i)).
2)z2-0=2 et (z—0), c'est-a-dire
2= «/g —i)z.

3z i =% T (z— ).

Soit S la similitude directe de centre A(—1 + i), de rapport 3 et d’angle %

Construis a la régle et au compas 1’image du point O et celui du point B(3 + 2i) par S.

<y

B'x’
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Exercice @

Soit S la similitude directe de centre Q(3), de
rapport % et d’angle —%.

Construis a la régle et au compas I’image du
point O et celui du point B(—1 — 3i) par S.

Exercice @

1) z' est de la forme z’ =z + b, avec b € C, donc
/ la translation de vecteur E(—% + z) .
2)z'estdela formez’=z+ b, avec b € C, donc
f la translation de vecteur E( z«/g ).

3) z' est de la forme z' — ® = —(z — ®), donc /" la
symétrie centrale de centre le point Q d’affixe
0=2-1i

4) ' est de la forme z' — ® = k(z — ®), donc f°

I’homothétie de centre le point Q d’affixe

® =-3 + 4i et de rapport 5.

5)z'estde la forme z' — © = €“(z — ®), donc f la
rotation de centre le point Q d’affixe

o =1+ 3ied’angle %

6) z' est de la forme z” = az + b avec a € R*.

Donc " est I’homothetic de rapport 2 et de

centre le point A d’affixe _15_+2Z =51

7) z' est de la forme z’ = az + b avec a € R*.
Donc fest ’homothétie de rapport —1 et de centre le

point B d’affixe P E S5 37t

C’est la symétrie centrale de centre B.

8) z' est de la forme z”’=az + b avec a € C et

|a| =1 . Donc f'est la rotation d’angle

arg(a) = arg(—i) = — % et de centre le point
, b 242 _ 242

draffixe 7—-= - (o)~ 1+
(—2+2i)(1—4)

i+ H

9) z' est de la forme z’ = az + b avec a € C et

la|= % + % =1.Doncfestlarotationd’angle

Arg(a) = Arg (% + z%) = % et de centre le

point d’affixe T = <1 ﬁ)
1-(5+i'g-
2 2

-2 4 —4i(1+iy/3)

PRI EERE

2 2

LA gy,

10) ' est de la forme z” = az + b avec a € C et
la|=y1+ =\/§7é1. Donc f est la simi-
litude directe de rapport | a | = «/5 , d’angle
Arg(a) = Arg(-1 + 1) = %Tﬂ et de centre le
_ 6+ _6+1

1=(=1+3)  2—1
_(6+i)2+i) _11+8i
B 4+1 -5
11)z' est de la forme z”=az + b aveca € Cet
la|=v3+1 =2#1. Donc fest la similitude
directe de rapport |a | =2,

) . b
dangleArg(a)=Arg(x/§*Z)=—F et de

. b —1—14
centre le point d’affixe =
b T=e~1-(/3-1)

—1-i_ (=1-i)(1-y/3-i)
1-4/3+i (1-43)*+1
_—2+y/3+iy3

(1-y3)"+1

12) Z' est de la forme z’=az + b aveca € Cet

la|=y1+3 =2#1.

Donc f'est la similitude directe de rapport
la| = 2, d’angle Arg(a) = Arg (1 —iy/3)

point d’affixe 13@

— —QT” et de centre le point d’affixe
b _ 0 =0
l=—a " 1-(1-4y/3)
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IV.2. Exercices de renforcement

Exercice @

 ZeTza _ 2-2  1—i_ (1—3)

) Ze—za T 2¥2i  1%i 1+1

= _TQZ = —¢ . Donc ABC est un triangle rectangle et isocele en A.
2)

c

Exercice @

ABCD est un parallélogramme ssi AB = CD
ssiz,—z, =z.—z,
sslzy=z.—zytz,

ssizy=4+4i

Exercice @

Ona:z,=1,z,=iy3 etz =—1
a) L’écriture complexe de la rotation de centre
A et d’angle —27” est:

Pol=e T (z-1)

b) L’écriture complexe de 1’homothétie de
centre B et de rapport 7 est :

- i3 =7(z— iV/3),s0it 22 =Tz 6iy/3
1+iy3
2
ture complexe de la symétrie centrale de centre

R

zZatz
¢)Onaz= ‘12 L=

. Donc I’écri-

Test:z’—

. Donc D’écriture com-
—_—

plexe de la translation de vecteur BC est :
7 =z—1- u/g

d) On a ﬁ:’(

66

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 66

06/10/2021 09:48



Exercice (F)

1) Construction de I’image B’ du point B(2 ; —1)
pars.

<y

s(B)=B'< {mes(ﬁiﬁ) _

ey

2. a) L’écriture complexe de s est :

2o(1+i)=2¢"F (z— (1 + 1)), soit

Z=(1-iy3)z+2-y/3 +Q2+y/3)i

b)z,= (-1 —iv/3 )z, +2-4/3 + (2 +V3)i
—(1-iy/3)2-)+2-yY3+2+y/3)i
= 2-y/3+1-2v/3)i+2-v/3+2+V/3)i
=-2v3 +(3-V3)i

DoncB(fo/g ;37«/5)

Exercice @

1) Soit s cette similitude directe. Son écriture
complexe est de la forme : z’ = az + b,avec a
eC*etbeC.

s(A)=C Zc=azaytb
{S(B):D={
2—ia+b=1
{(1+2i)a+b= 1+6i
‘:'{(3—32')(1:—62'

b=1-(2-49a
L’écriture complexe de s est : z' = (1—7)z + 3i.

Zp =azxtb

2) Les ¢léments caractéristiques s sont :
—son angle : Arg(l —i)= —
—sonrapport: |1 —i|= «/E

S 31 _
—son centre : le point d’affixe —(1-9) 3

Exercice @
_xtiy—2+14

z+ 24 T+ + 2

[(z—2)+ (y+1) llz—(y+2)il
2+ (y+2)°

z(z— )+(y+1)(y+2)

zZ-= Pl
[:c(y+l)— G 2) (y+2)]
+(y+2)°
x +y —2:r+3y+2 L —rt2y+4
% +(y+2) Yt (y+2)°

'y’ — 22+ 3y +2
Donc Re(2) = P R

—x+2y+4

Il’l’l(Z): x2+(y+2)2
aMe(E) e ZeRe Im(Z)=0

S -x+2y+4=0etx#0 ; y#-2.
Xx+2y+4=0

et

E est la droite d’équation :
privée du point A(=2i).
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®

bMEF=ZER< 3) L'écriture complexe de 711z )est:
Re(Z)=0 & x> +)?—2x+3y+2=0 2 —za= e (z—24),

2 . 43 3 .
(:)(x71)2+<y+%) :% soit z =(%+z§>z+§(l—u/§).

3 1, .43 :
F est le cercle de centre K| 1;— D) et de Donc z, = 74—17 (2+/§—2z«/§)
5 .

rayon g privé du point A(-2i) +§(1—z«/§)=4+x/§

4) L’écriture complexe de tac est:

Z'=z+ zzg =z— V3 —i

Doncz, =z, — v/3-i=2-(1+2+3)i
BE=|4+y3 —i|=y20+8y3 ;
BF=[2-(1+2y3)i—i|= V20 +8y/3 et
EF=12+y3 +(1+y3)i|= Y20 +8y3.

On a BE = BF = EF, donc le triangle BEF est

équilatéral.
Exercice@ IV.3. Exercices d’approfondissement
. 3. 1
1)]|2z-6+3i|=1e z—(3—7z) =9 Exercice@
1 1
Slz-z,|= 5 ©AM= 7, La)B =h,,(B)©z,-2,= V2 (-2,
avecA(S—%i) zBl—i: «/5(2—1')(:)231:2«/5 +(1—\/§)i.
L’ensemble cherché est le cercle de centre b)B'= 7 #%) (B1) Sz, -z, = e”% (zB -z, )
3. 1 x !
A(?L—71> etderayorig @ZB,*i=6717(2«/§+(17\/§)i7i)
2) |z—2+i|l=5= |2—-2+i| =5 o z,—i= e TQY2 —iy2)
&|z-2-i=5=BM=5,avec BQ+i) oz —i=Y2 0 iy« 200
> : B! 2
L’ensemble cherché est le cercle de centre Sz = (1D tim1-2i
B(2 + i) et de rayon 5. 2y =(1=DE2-D+i=1-2
3 |z+8+i|=|2+7i| ©|z+8+i|=|z-7] Plagons les points A, B et B”.
< EM=FM, avec E(-8 ; —i)et F(7i) 5
L’ensemble cherché est la médiatrice du
segment [EF]. 1,5
Exercice@ S
0,5
1 Cfb:‘/g_i:l.pﬁ: i B
a—b =20 2 Y2 "¢
Donc le triangle ABC est équilatéral. A0S O OIS T A S T r 2 TS
_ —9; —-0,5
2.9 470 :2_271/5
c—a —z—ﬁ e
_2(1—i/3)(=v/3+1)
B I+3 i
_ 2(—«/§+z4+3z+/§) _9i et B!
b) Le triangle ACD est rectangle en A. =n3p:
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2.a)(1—i)z—1=(1-i)x2—1
=2=-21—1=1-2i=2zy
Donc f{(B)=B'".

b) z' estde la forme z’' = az + b aveca € C et
lal=11-il=y2 #1.
Donc f'est la similitude directe :
- de rapport : |a|=ﬁ;

V2

- d'angle arg(a) = —%(car cosa = % =5

2
1 42

et sina:—ﬁ——Tﬂa )
—1

b =
1=a 1-(1-1%)

ENE

- de centre d'affixe :

-=l_;
7 1.

Le centre est donc A.

¢) Pour tout nombre complexe z distinct de 7,
ona:

z'—z:(lfi)zflfzz—iz—l
1=z 1=z 1=z
Cil=zti)
iz '
Interprétation
2=z . 2=z .
. =1 = . 7|7,|6t
i—z i—z

z

arg( ;:ZZ >= arg i
| J—

Z.izz|=letarg <Zi,;)=argi

MM ot e VAN ) = &

= MM’ = MA et mes(mf\W) =z

=

d) De MM’ = MA et mes( MA;MM ) = 5,
on déduit que le triangle AMM?” est isocele et
rectangle en M.

Pour un point M quelconque distinct de A :

- on trace le segment [MA] ;

- on trace la perpendiculaire a (AM) en M ;

- on place sur cette perpendiculairele\point
M’ tel que MM’ = MA et I’angle (W,W)
est droit et positif.

Exercice @

La)f(M)=M e 7 =z e 253

z+1
= +3e2=3=z= «/g 0uz=f«/§
Donc f'admet deux points invariants J( «/§ ) et

K(v3).

Le milieu du segment [AB] est le point P d’af-
—i+3i_ .

fixe —g =l

Ona:PK=| y3—i|=2;PI=|—-y/3 —i|=2

etPK=|-i—i|=2

Donc K et J appartiennent au cercle de diame-

tre [AB].

=z+tiz

b)z, = % =—1.Comme z,€ R, on

conclut que C’ appartient a I’axe des abscisses.

2.2)7 € IR arg(@) = % +kn k€L

2w+3\_
@arg( P )f D) +kn, kE€Z
(:barg(i)Jrarg( ZZ:_SZZ ): % +kn,k€EZ

mes(m;MM ) =km, k € Z.
L’ensemble cherché est la droite (AB) privée
des points A et B.

b) Soit M d’affixe z un point du cercle de
diamétre [AB]privé des points A et B.
A quel ensemble appartient le point M’ ?
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Exercice @

D)

2. a) Interprétation géométriquement du module :

ZeT2zZa | _ |ZC_ZA| _ AC

Zp—2ZB |ZD72B| BD -

Interprétation géométriquement de I’argument :
—

Arg( 22 ) = Mes (BD;AC )

Zp — ZB

b Ze—2a 2+ 3it+i _ 2+4i
) 2y T 1423 —4+2

C1+2i . (1+2i)(=2—i)2+4i
T2+ =

4+1

3) %il\—ﬂ: 1, donc AC = BD.

Mes (B—D:A_C)) =Arg(—i) = —% s

donc BD L AC .

Les diagonales du quadrilatetre ABCD

ont la méme longueur et ont des supports
perpendiculaires. Donc ABCD est un carré.

Exercice @

l.a)Ona:

B+ (6-5)2+(1-200)i—14-5i=-i—6
6+5i+i+20-14-5i=0

Donc i est solution de (E).

b) A=(6—4i)—4(5-14))
=36—48i—16—20+ 56i = 8i.

2 +y’ =8
Soitd=x—iy. °’=A=12"—9y"=0
20y =8

2 =8 =4 r==2
212 =8=1y' =4=1 y==22
zy =4 zy =4 ry =4

Onprendd=x—iy;ona: 5 =2+2iet

5, =—2-2i
Ainsi : zlzwz—zl-i-iet

_ —6+412+2+2z — 943

Z1
S={-4+i;-2+3i}.
¢)Ona:z’+(6—-5i)z2+(1—20i)z— 14— 5i
=(z—i)(Z*+ (6 — 4i)z + 5 — 14i) (utiliser la di-
vision euclidienne ou les coefficients indéter-
minés).

Donc 2* + (6 —5i) 22+ (1 —20i)z— 14— 5i=0
Sz=iouZ+(6-4i)z+5-14i=0
ez=iouz=—4+iouz=—-2+3i
S={i;—4+i;-2+3i}.

2.a)
4
B B’
2
D \A
J
W 0 A e ) |
—1
_u—v _ 2—=20  —1+1
b = e T
C(m1+i)(1-d)
= 1+1 =
. Uu—v . U—
)Z=i= P =|z|etArg(tfv)

=Arg() = % =1etMes (E))Ef) = %
Donc le triangle BAD est rectangle et isocele en B.

3. a) Donc le triangle BAD est rectangle et
isocele en B et a pour image B'AB par S.
Donc le triangle ABB' est rectangle et isocele
en B'.

b) Programme de construction de B'

- tracer la médiatrice de [AB] ;

- tracer le cercle de diametre [AB] ;

- le point B' est le point d'intersection de la
médiatrice et du cercle tel que
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Mes (E,ET) = Mes (E,E) .
4. a) L'écriture complexe de S est de la forme :
z'=az+b,aveca EC*¥et b €C.

{S(A)=A {zA:azAer

S(B):Bﬁ zp=azpt+b 1

{ iatb=1i a=+5(1-1)
=

(—4+i)a+b=—2+3i b:%(_lﬂ

L'écriture complexe de s est :

2 =21zt 5(-1+i)

b) L'affixe de B' est :

2 =5(1=i)za+5(~1+i)
=L-i(-2+3)+3(-1+i)=3i

IV.4. Situation d’évaluation

Exercice @

Pour tout entier naturel 7, on note An le point
d’affixe z, définie par: z,= 1 et
< 3,.43 )Z

Tt

n+1

z

* Démontrons que, pour tout entier naturel 7,
A . estlimage de A parune similitude directe
3

Onaz/x+1: (4
laforme :z' =az + b,aveca € C¥ etb € C.

+ 1@)2 Cette égalité est de

Donc A | est’image de A par la similitude
directe S de centre O, de rapport

) ‘%-ﬁ-z@ :@ et d’angle
e (f+7) -

* Construction

Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct,
- on place successivement les points A d’affixe 1,
A =S(A),A,=S(A), A S(A),....,A,=S(A);
- on trace la ligne brisce A A A A,.. A ;

- on trace les segments [A A 1, [A A ] [AA,]
L [ALALL

Lecon

IV. Exercices

IV.1. Exercices de fixation

Exercice c

u =n’+n+l.

u,=1,0na: 1 estimpair.

* Supposons qu'il existe un entier naturel k> 0

tel que u, soit impair.

Démontrons que u, _ est impair.

u  =(k+17P+k+ D+ 1= +k+1)+2(k+1)
=u+2(k+1).

u, est impair, 2(k + 1) est pair donc u + 2(k + 1)

est impair. On en déduit que u, , , est impair.

Conclusion : Pour tout entier naturel n,

u, =n’+n+ 1 estimpair

Suites numériques

Exercice a

cuy=lor0<1<1

dou0=<u <1
Supposons qu'il existe un entier naturel £ > 0
tel que 0 <u, <1 et démontrons que :

0<u, <L
0<u <1=-1<-u <0

= e*l S e*uk S eO

1
e Sukﬂil
0<u, <1

k+1 —
Onconclutque:Vn€N,0<u <1.
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Exercice o

o = 5
(w.):
Un+1 = ¥ 2+u,
o u1=«/2+uo=ﬁ. 5> «/7 donc u,> u,
par suite u, < u,.
* Supposons qu'il existe un entier naturel £> 0
tel que u,,, < u, et démontrons que :

Démontrons que u, , <u,_,.

Posons f(z)=vy2+z, f'(z)= ﬁ )
x

Vx € [0 ; Foof, f'(x) > 0.

fest strictement croissante sur [0 ; +oo[.

Ona:u, = flu)etu,,=flu,.).

u,,, <u, doncflu, )<Afu).

uk+2 < uk+1'

Conclusion: Vn €N, u , <u.

La suite (u,) est décroissante.

Exercice o
2r—3

Vx € [1 ; +oo[, f(x) = 5r—1 -
£l = ﬁ > 0.

fest strictement croissante sur [1 ; +oo[.

X 1 +o0
S ) +
2
J) 1 / 5
4

Vx € [1;+[, f(x) = —= oru,=fin), donc
vn>1, u > —%.

(u,) est donc minorée par —0,25 a partir du rang 1.

Exercice o

- 1
— J1+nt=—mm——
AR n+y1+n? «

n+y14+n*=2n pour n =0, uy=1<Tlet
pourn>1, n+y1+n>=>2 clest-a-dire

Exercice 0

u=lorl<l<2doul<u <2
Supposons qu'il existe un entier naturel n tel
que:1<u <2

l<u<2= %gui

= S <1+--<2don:l<u, <2,

<1

On conclut que la suite numérique () définie

paru,=letu =1+

Exercice 0

1- Faux
2- Vrai
3- Faux
4- Vrai
5- Vrai

Exercice o

Les suites convergentes sont :

v, (W), (x,), (v,) et ().

Exercice o

1) Posons : Vx € [1 ; +oo[, fix) = 1—%.

Ona:u,=fn),or lim flz)=1.
T—Too

Donc

o, ot bornée par 1 et 2.

lim u,=1.
r—+oo
(u,) est convergente.
2) Posons : Vx € [0 ; +oo, g(x) =2 — x%
Ona:u, =g(n),or lim g(zr)=—c.
ZI—Too
Donc lim %, = —oo.
r—+oo
(u,) est divergente.

3) Posons : Vx € 10 ; +oo[, h(x) = lnTx

Ona:u =h(n),or lim 2% =0
n r—+too T
Donc lim u,=0.
r—+oo

(u,) est convergente.

4) Posons : Vx € ]0 ; +oo[, g(x) = x* sin (%) :

1 1 (L
—————<+ <1, On conclut que la sln( )
n+yl+n* = 2 d gx)=x x 11“ .
suite numérique (u,) définie par <§) )
u =-n+yl+n? lim = =0 et lim 2L =1,
n T+l T X
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®

sin (

)
(+)
Comme lim z=+oco,0na:

T—+o0

lim ¢(z)=1X(+00) = +c0.
T—+oo

S

Donc lim =1.
r—too

u =q(n). Donc lim u, = +oo.
" r—+oo

(u,) est divergente.

Exercice @

1- Faux
2- Vrai
3- Faux
4- Faux
5- Vrai

Exercice m

) uo=l

Un+1= Un — (un)2
Hvn=0, u, —u=—(u)<0,donc (u,) est
décroissante.
U= 5.
Ona:0< % <1,donc0<u,<1.
Supposons qu'il existe un entier naturel k£ > 0
tel que: 0 <u, <1.

1y 1
we, =u,— () - [(u’“_§> __]
_( iy, 1
= Uk 2 +4.
DoncOSuk§12=> _%SUI;_%S% )
:os(uk—%) <d. Lo (w-1) <o
1V, 1_1
=>0<—(uk*7> +ZSZ'
Donc 0 < w S+ <150<un<1
Conclusion: Vn €N, 0<u <1.

3) (u,) est décroissante et minorée par 0 donc
(u,) est convergente.

Exercice @

I)VnEN,un=1+n«/g.

u, =1+m+1) /5 =1+ 5 +ny/5.
u, —u,=(+45 +ny/5)-(1+ny5)=45.
u,_, —u,>0donc (u,) est croissante.

2) (u,) est croissante et non majorée donc

lim u, = +oo.
n—-+oo

Exercice @
3

,, =) avee /() = 2"+ . D= Ret
VnEN,unER,

(u,) est convergente, donc la limite 1 de (u)
vérifie : 1= 17 + 16"

Oﬁ’w

Ona: P—-1+ =0.
(3 \__3_1
A=1 14(16)_1 1~1
JA=35.

1
A W TS B 1
! 2 T 27274
1
|
22 T4

Donc 1= %
. 1
Conclusion : (u,) converge vers e

Exercice m

(un):{ =0

Vn € N,Unﬂ

=vu,+12

1) * fest continue sur [0 ; +oo[
*VneN, u €[0;+oo]
¢ un+1 :f(un)

Comme (u,) est convergente, on en déduit que la
limite | de (u,) est solution de I'équation f{x) = x.
e fiy=xe yrt+l12=x

Sxt12=x

exX-x—12=0.
A)=(1-4(-12)=1+48=49
JA=T.
xlz%:él , 1‘2:%:_3.
Vn €N, u €[0;+w[, =3 &[0 ;+oof.
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Doncl=x, =4.
(u,) converge vers 4.

Exercice @

Du =—n+cosn
VneN,—1<cosn<l.

-n—1<-n+cosn<—n+1l

or hm n—1=—ccet hm—n+1— —00.
s
Donc hm n+cosn——oo.
Bt
(u,) est dlvergente.
_ sinn
v, = o
VneEN,—1<sinn<l1.
—1 sinn _ 1
Donc Vn EIN* < 1n SW
or nhm P 706t hm \ =0.
Donc lim — — sinn, 0.
n—too N
(v) converge vers 0.
2n* +
3y, 2 teosn,
VneN,—1<cosn<l.
Donc 2n? —1<2n*+cosn<2n>+1.
2n°+ cosn
n —1
VneN,—1<cosn<l.
Donc 2n* — 1 <2n*+cos n <2n*+ 1.
2n’—1 _ 2n+cosn _ 2n7+1
2 _ = 2
wl n=1" "2n+1
or lim = 2 et hm =2.
n—too m°— 1 n—1
Donc hmw 2.
n'—1
(w,) converge vers 2.
Exercice@
3 n'—2
° * — < < v & @
VRENT 4=y Sun =S 0,250+ 1
_3 72 1
Jim 4= =det lim 50 770,25
donc lim u,= 4.
n—+oo
n
'VnEN,|Un—«/§|S% (%)
2 .1 2\
<& < £2) =
1< 7= 1 donC,LllIng X 3> 0.

On en déduit que nlilf vn—y3=0.
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Donc lirP Vp = «/g
Exercice 0
Affirmations Réponses
Si u, >0 alors (1) diverge sur +o0 F
Sir> 0 alors (u,) diverge sur —o \Y
Sir= 0 alors (u,) converge sur u, A%

Exercice @

Les nombres réels non nuls (u,) et ¢ sont
respectivement le premier terme et la raison
d’une suite géométrique (u,).

Relie a chaque ¢lément du tableau de gauche
I’élément du tableau de droite correspondant.

Sig>1et (u,) n’apas
u,> 0 alors de limite
Si-1<g<1 (u,) diverge
alors vers +o
Siu,<0 (u,) converge

et ¢ > 1 alors vers 0

(u,) diverge

Siq<-1 alors
vers —oo

Exercice @

Les suites convergentes sont : (u,) et (w,).

Exercice @

lim ln(n) =0; hm ln(y’ln) =0;
n—+oo n4 n—+ 2
Cwt_g w
g =05 Ly~
4
.on? . on? .
Ao = 08 Ry e
2
IV.2. Exercices de renforcement
Exercice@
_ 1+2n+n°
Doou ="
74
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1+2z+2
2+zx

2
= 1 = 1 7%‘ = 1 =
, =f)- i flw) = i =l w = oo

Posons : Vx €[0;+oo[, fix)=

Donc lirP Vp = Foo.
ey =2+e¢"
Posons : Vx€[0;40, fix)=2+e~
— : — 0 T —
v, = fln). rllrfmf(x) = nETwQ +e =2
Donc lim v, = 2.
n—-+oo
2
° (w
) T

2
P T Vx €2 +oo], =
osons : Vx €] [, fx) T

w = fln). nlirfml — 4z =00, donc

. 2

lim ——F==0.
niIllm 1— vz

lim w =0.
n—+too M

ex, = l+n+In(l1+n)

Posons : Vx €[0;+oof, fix)=1+x+In(l+x)
lim 142 =+cc et lim In(1+z)=+o,

n—+oo

donc lim f(z)=+oo
n—+oo

i =+
nlirfoo (x”) -

2) (u,) est divergente car lir{l u = oo
n—Too
(v ) est convergente car lim v =2.
" n—too M
(w ) est convergente car lim w =0.
" n—+too N

(x ) est divergente car lim x = +oo.
" n—too M

Exercice @

lLLa)u,=5etVneN,x  =2+In(u)
u,=5etu, =2+In(5)=3,6 ; u,>u,.

ntl

Supposons qu'il existe un entier naturel n tel
que:u >u, _ et démontrons que u, U, .

u>u —e*xuy >e*xy
n " Upn n )

In(e? x u ) > In(e? x u ) car la fonction In est
n n+l
strictement croissante et e’u ,, > 0 et e’u >0

=2+In@w)>2+In@w,)

= un+l > un+2

Conclusion V€N, u >u .

b) u,=5>3dou u,>3.

Supposons qu'il existe un entier naturel n tel
que : u, >3 et démontrons que u, > 3.

u >3 = lIn(u)>1n3
=2+1In(u,)>2+1n3=3,09
=u, >3

2) La suite (u,) est décroissante et minorée
donc elle est convergente.

Exercice @

= — —Un
ul—letVnEN,unH—l_'_un
1a)u=L=L
) 2 1+1L112
_ U2 _ 5 _l
u3_ 1+U2_1+l_3
lZ
w3 _ 1
u4_1+u3_1+l_4
3

b) On conjecture que : Vn € N*, u = %
2) Démontrons par récurrence

1
* [
VneN* u "

-4
u =1= 1
Supposons qu'il existe un entier naturel 7 tel que :
L A
u, = -,-etdémontrons que : u,,, = 7
1 1
n n
u=-—=u, = =
n ntl 1+L 1+n
n n
=L>< n__ 1
n"1+n n+l

Conclusion : Vn € N*, u = % .

Exercice @

u,=0etu =n+u _
n n—1

+1
VneN,u = %

Faisons une démonstration par récurrence

0(0+1)
u=0=——%5—
vérifiée.

d'ou la condition initiale est
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+1
Supposons qu'il existe n€N,u, = m et
(n+1)(n+2)
vérifions que tu, = ———5
u=ntu_ =u =ntltu
+
=n+1+ w
_ 2(n+1)+nln+1)
B 2
B (n+1)(n+2)
ntl 2
+
Conclusion Vn€N,u = w
Exercice@
T S 1
un =1+ 4 + 4r 471

1) Méthode 1

Démontrons par récurrence que

u,= %(1_ 4"1”>

4(3 4 1 )
w=1=5(3)=3{1-7) doitta con-
dition initiale est vérifiée.

! )
47L+l

- 4(1-=)

Supposons que : u, = %( 1-

et démontrons que u
nt+l

un=1+%+%+...+41n
u, =1+ }1 +%+...+ 41w + 4}H
=i, 57
BETE
- H1-ghe) et
Hi-rrdgs)
- 51 g)
414
Conclusion Vn€N,u = %( 1— ﬁ)
Méthode 2
u”:1+%+%+...+41n

1
Posons x = —&
n 4

1 1.,
4 _Z-T
le terme général d'une suite

Ona:x =

D'ou est x,
géométrique de 1 terme

. 1
x,= 1 et de raison 1

Onaalors u, =x,+x +..+x

uw="1-9 ~ 1

=

2) nlirp Uy = % d'ou la suite (u,) converge % .

Exercice @

u, = 3n un multiple de 3

unH = 3 + un

1963 =654 x 3 +1 =u, + 1
2029 =676 x 3 +1 =u, + 1
Notons S la somme demandée.
S - u655 Tt u676

La suite (u,) est une suite de raison 3.

676 — 655+ 1
S= %( Ugss T uﬁ?ﬁ)

S = 11(1965 + 2028) = 43.923

Exercice @

_2 n’+4
vneN, 1 nSuwS1+n
. 2\ _ 4. n'+4
Jm (15 = 15 Jim 355 =1
d'ou hmunfl
Exercice@

uo =1
(un): Vn € N,Unﬂ:%un'i'n_l
Pour n=0,u,=1
19 +6X0—15:Q_£:i:1
4% 3° 4 4 4 4
_ 19 6x0—15
=3t
Donc w0 = 19 6><0—15

0 4><3o 4 )

Supposons qu'il existe un entier k > 0 tel que :
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Maths Tle D corrigé 06102021.indd 76

@

06/10/2021 09:48



Maths Tle D corrigé 06102021.indd 77

1 , démontrons que

19 +6(k+1)—15.

Uk+1 :%UA‘i']f_l

_1/_19 6k — 15
3<4><3’“Jr 4

__19 2k—5
4)(3]“1 4
_ 19 6k—9
_4X3k+1+ 4
19 6(k+1)—15
_4X3k+1 4

_ 19 6n—15
doncVne€N,u = 4><3”+ 1

bn15 .

>+k—1

+ +Ek—1

19
2) Nim = g
Donc lim u, = +oo.
n—+oo

=0et lim

n—+oo

La suite (u,) est divergente.

Exercice @

wo=1
{ e 1
Ut =5, 3~ I+u,
1. a) u,=1>~1 condition initiale vérifiée.

1letwv,=

Supposons que : In €N, u >—1 et démontrons
queu , >-—L

Un— 1 —1— 4
Un+3 Un+3

Un > —1=>un+3>2

4
w3 <2=
4

Un+3
= Ut > -1

Un+1 =

=

_4 _
Un+ 3 >
> -1

=1-

Conclusion : Vn €N, u >—1.

1 1 _0+1
V=T =27 2
initiale vérifiée.

condition

Supposons que : Vr €N, v = nT-i-l et

n+2
21 _ u,*+3
w,+1 = 2u,+2
l+u"+3

démontrons v =
1 n+l

Vi1 = T+ w,e

_ 1 R S
V.= T+a. =u,= 1 d'ou

1
I
v .= l ) Un

v,
_ 1+n+1 n+2

Vil T 9 2 2

Conclusion : Vn €N, u >-1.

1 2

Du = U—"—lz 1 -1

_—ntl_1—n

VneNu, = n+1 ~ 1+n

3) |u,+1|<10°
2
SET >0;hu+ﬂ—
Bl 5
[u, +1]<10° = <10
=n>2x105-1

2

= T+n

n .
min

IV.3. Exercices d’approfondissement

Exercice @

xEU.+w]f@)—l££

Df)= AL

X 1 e 400
/@) + 0 -
re | T NG

2) On déduit que Vn € N, u, < % =f(e)
ex=2]7
u,= 0,34 etu, = 0,36.

D'ou le plus grand des termes de la suite u, estu,.

Exercice Q

u,=0etu Un+ 6

fx)=+yzx+6

) 1)f(3)=3,f/(x):%

= (@)= (x+6)«/x7+

Donc /' est decrmssante et majoré par f'(0) sur
[0 ; 4o, d'ou Vx> 0,0< f(x) <0,21

1
etf(0)= —— =~ 0,20 < 0,21
S0) 576

d'otl Vx> 0,0< f'(x) <0,21.
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2)0< f(x)<0,21 = |f'(x)| <0,21 d'ou d'apres lu,—3[<0,21u_, — 3|

le théoréme des accroissements finis on a : Le produit membre 4 membre donne :

|fu,) = f3)[<0.21] u, =3 lu, =31<0.21" u, = 3]

fu)y=u_ etfid)=3ona:vneN,|u =3 Oru,=0dou:ona:

<021 u,— 3] VneN,|u —3[<3x0,21"

3) Ju, =31=0,21  u, — 3 sl =315 4y im3%0,21" =0, dou limu, = 3

021w, =3 5 |u,_ —3]<021|u_,—=3] ; e e
Exercice@

u,= % etu, = %un+ L.

1. a; 1. b voir figure.

(D)

(D)
V| 1B
" l! U uyu,
1 _5

Duy= 4 < 2 1 terme v, = *% et de raison 5
Supposons que : 37 €N, 3y 9

5 5 b) V/z: _(3) XZ
u,< 5 et démontrons que u,,, < 5 .5 _5_ g(i)n

5 _ 3 3 5 LR 2 TR A
w<g=Futlsy =g limu, = lim 2 - 2(3) =3

5 ©) limw, = lim5—4\5) =3
u <

n+l1 2
Conclusion u, est majoré. Exercice @
3.a)v =u — ]
B ) uy=4etv,=9etvneN
Vot “ Wy — % _ 22U X0, 7L( +0,)
_3,41-5_3,_5 T A
=sutl-5=%5W—-35) .

3 Du,=4>0etv,=9>0 dou les conditions

v + v, d'ol (v,) est une suite géométrique  initiales sont vérifices.

n+l
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Supposons que 3n €N, u > 0 etv > 0 et
démontrons que u ., >0etv  >0.

u>0etv >0=u xv >0etu +v >0dou

22U X Vs
w, + v,

Conclusion Vn€N,u >0etv >0.

>0,onau, >0etv  >0.

1 2Un X Vs
2.2) Vot " Ut T (un + vn) T w,to,
(ot o) —4du,
2(u, +v,)
_ w, + v, + 2u,0, — dunw,
2(w, +v,)
o ()
Vil ~ Uy = Q(u,, +U")
(w,—v.)

D)V T M = Sy tp,) T 00y, >0
douv,_  —u,  >0cest-a-direque: v <u
-~ 22U, X 0,

Vot " Ut T (un + vn) T u.to,

2 XV 0 Onacy <L
or = - Ona:v, —u <5 (u,+v)
1 1 2, X Vs,

dot 5 (u, +v)z 5 (u, +v) = 5 55,

' A =
c'est-a-dire quev ., —u., < 2 (un Vn).

¢) Faisons une démonstration par récurrence

5
V - u =5 < a0
2
Supposons qu'il existe 7>0/:v —u <5
n n 27L
Démontrons que v, —u, < ot
2
o (w—w)
Va1~ Yy Q(un + U")
1 U = Un
=5 X(v,— X —
2 (o2 =) Uy + Uy
 Ua T U 5
Uy TV, = no w20
14y - — _
dou:v, —u, < onil -
22U, Vs
3.2) u,,—u,= Un T+ Uy T Un

u (v, —u)>0dou lasuite (u) est croissante.

Vn+1 - Vﬂ = L(un + Vn) - un - %(un + Vn) < 0

d'ou la suite (v,) est décroissante.

b) La suite (u) est croissante Vn €N, u <v,
d'ou elle est convergente .

La suite (v ) est décroissante et Vn €N, u <v,
d'ou elle est convergente.

= % etu <v et

u)=0

c)VneN,y —u

hm

5
lim 5w =0d'ou hm v, -
or les suites (u,) et (v ) sont convergentes par

conséquent elles ont la méme limite 1.

2u,0,
A, =y Ty,

22UV
Un U,

~ 5, v)

1
x ? (un + Vn) = unvn

Uy Vi =

b) La valeur exacte de L est Y4 X9 =6.

Exercice @

1. Soit f{x) = %f“)“;

lim f(x) = 1. Par conséquent

n—~Fo0

Jim e = lim fl2) =1,

Donc lim L Un = 1, donc u, converge et
hm wn = 1.

n—+oc

= X X X
v, =u, Xuy X Xu,

a)v, =u 142 _3__1+2 d'ou la
o 4 2(1+1)
condition initiale est vérifiée.
" : _ T'L+2
Supposons qu'il existe n tel que v, = =7~
i 2(n+1)
et démontrons que :
_ (n+1)+2
”M‘[minin
Vpr1 = Ut X U2 X ooo XUy X Un+1
=V X Un+1
__n+2 X(n+1f+%n+1)
2(n+1) (n+2)
__n+2 ><(n-l—l)[n-i—l-i—2]
2(n+1) (n+2)
__n+3 _ _(nt1)+2
C2(n+2)  2l(n+1)+2]
Conclusion : Vn EN¥*,v = 2(n++11)

. -1
b) limv. =75

Yu-3_ntm 3
w4 (n+1) 4
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_(+1f 4 (=1 (n+3)
4(n+1) 4(n+1)
(n—=1)(n+3) L3
VnZl,wZOdouziun
n’+2n 1
—l=7——3-1=—7—"—7y<0d'ou
un (n+1)z (n+1)2 ou

u, <1 onen déduit que :

Vn€eN¥ 3 <u <l
4Hw, =In(u) + In(u,) +..+ In(u,)
a) D'apres 3) Vn €N 3 <u,<ldou
Vn €N¥, In(u,) < 0, par conséquent,
vneN*,w <0.
b) nllIP w, = "llgl (In(w,)+ ... +In(u.))
= lim In(u, X us X ... X w,)
n—+oo
= lim In(wv,)
n—+oo

=—In2.

Exercice @

ot
U= letvneN,u+1 - 2Lt3 o

v = Z’:i’ .Onsaitque:u =2+ 5
Duy=letl<l<Sdoul<u<5

Condition initiale vérifiée

Supposons que : : 3n€N,1<u <5
Démontrons que 1 <u <5

1
I<u<5= 5 < . <1
3 3
=5 < w, <3
B3,

+ n
152,65%§5=>15u”,155.
Conclusion : Vn€N, 1 <u <S5.

un_3 _ Un+ _3
2.a)vy = w k1 =v,= —un+i+1
2u,+3
N U, 3_ 3—un
ntl 2un+3+1 3(un+1)
Un

L L(mz3)
T 3\upt+1

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 80
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—%vn d'ou la suite (v,) est une suite

Vn+1 =
géométrique de raison -3 -
w—3 _1-3

==—°9 -1

D) w0 = F1 T 11

U= "9,
n 7)"_1

o ld)
e

b) 7}1I+Igcuw =3.

Exercice €T

U(le
(un):{

Vn € N7Uw+l = %('Um)z

—

1)vo=1n %)

2) Uiy = ln(%um) = ln(%)-ﬁ- In(w,)
=ln(%>+ln<%uﬁ)
=in(3)+1n(3)+2Inu,

9 +2Inu,

=2In
= 2ln<%un) =20,
Vo1 = 20,
(v,) est une suite géométrique de raison 2.
3a)v, = ln<%), on sait que Vn €N, v =v, ¢".
VneN,v = 1n(%> x 2n,

b) In(3) > 0ct2> 1, donc lim v, = +co.

80

06/10/2021 09:49



2 tn
2
©un="3e€
lim v, = +oo, donc lim u, = +oo.
Tr—+oo T—+oo
1—q"
5)a)S =v,tv .ty = T—¢

S =In(3)x L1224 = —(in3-m2)(1-2")

S, = (In2 — In3)(1 — 27).

b)T =uyxu>..+tu_.

To=(Ze)x(Zem ) x(Ze) . x (™)
Tm (2 e

¢) Tn= <%)"-e(l*2")ln(%)

Exercice Q

Vx €10 o[, ix) =4 — +Inz

1) h(x) =flx)—x=4-
Vx €]0;+o[,h'(x)= —%x (

Vx €10 ; +oof, 4’ (x) <O0.

h est strictement décroissante sur |0 ; +oof.
h(x)=4 - (%lnx-i-x) .

lirp hzx)= —o0, hn&h(x) = +o0.

llna:—:v
4

L)

Tableau de variation

X 0 +00
() -
+o00
h(x) T

h est continue et strictement décroissante sur
10 ; +oo[. & est une bijection de 0 ; +oof vers R.

0 € R donc il existe un unique réel a € ]0 ; +oo[
tel que h( & )=0.

Soit I'équation f(x) = x, admet une solution

unique o.

h3)=4- In3

4

Ao _g3—-1—

In3
i >0

In4

In4 __In4
4=—"51<0

h4)=4- -
donca €]3;4[.

2)a)I=13:4[, A =A13:40) =14 : /)
In3

f(3)=4--52 <372
i f(1)=13,65;3,72[
f(4)=4-T~ 3,65

Ona:3<3,65<3,72<4doncfl) c L
b) f’(z)=—% et f'(x)=— 1

4x*"
X 3 4
/) +
_L
ey / 16
12
1 / 1
Vx €l _Esf (x)s_W

1 , 1
=1 <f (:v) < +—12
donc | f’(m)| < —112 .

Ovrel |f (0) =55

d'apres 1'inégalité des accroissements finis

a€l,VxeL

| f(2)-fa)| = Flz—al

or f(a) = a done |f(x)—a|§%|x—a|.
7

3) (ua):y 72
Vn € N,Uuﬂ:f(un)

T =35;35€Ldoncu, €L

Supposons qu'il existe un entier k£ > 0 tel que :

a) Uo =

k+1 E I'
u,, =fu),u, €1lcommefI) c1,
donc flu,) € I donc u,, €1

vneN,u €1.
b)u €leta€l donc
| fun)=f(@)| < 5l un—al

u, € I, démontrons que u

=>|un+1—a/|5%|un—a'

¢) Démontrons par récurrence que
1

1
VneN, |un—a'|57>< 19
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Supposons un entier k£ > 0 tel que
lus—a| < %(%)n , démontrons que
1 1 k+1
|Uk+1_a|§7(ﬁ) .
k
|uk+1—a|511—2|uk—a|5%><%(11—2)

k+1
donc |uk+1—a|5%><(1—12>

alﬁéx(%)n'
B lu—al= g x ()
_1<%<1 donc la suite %X<%>n

géométrique de raison 1g et de premier terme

Conclusion : Vi €N, |u, —

1
3 converge vers 0.
Donc la suite (u,) converge vers .

b) I faut |un— x(45) =107

—==2(12)"=10°

a/ISl

Ona: 2(12)" = 10
1

(12)L < 10) =2(12)">10°

=1In2+nlnl2>5In10

nlnl12>5In10—1n2

~ 5In10—In2
- In12

n=4,35
Le plus petit entier est .

IV.4. Situation d'évaluation

Exercice @

Pour tout entier naturel 7, notons :

* a, le volume d’eau, exprimé en m’, contenu
dans le bassin A a la fin du n-iéme jour de fonc-
tionnement ;

* b le volume d’eau, exprimé en m’, contenu
dans le bassin B a la fin du n-ieme jour de fonc-
tionnement.

=800 et b, = 1 400.

en fonction de a,

Ainsi, a,
* Exprimons a,

1. Tous les jours :

* 15% de I’eau du bassin B est transférée au
bassin A, soit 0,15 x b ;

¢ 10% de I’eau du bassin A est transférée au
bassin B, il reste donc dans le bassin A :

0,90 x a_;
Onaalors Vn€N,a , =0,15b +0,9a,.
Ora,+b =2200,donca,

=0,15(2200—-a,) +0,9a,=330+0,75 a,.
Donc Vn€N,a = %a,, +330
2) Posons u, = a, — 1320, pour tout entier naturel 7.

a,,~1320= 3a,+330

~1320= 24, -990.

~990 x 3) = 3(a,~ 1320)

vneNu

= gla

_3

=t
Donc (u,) est une suite géométrique de raison 3
etde 1< terme u—~a, —1320 =800—-1320 = — 520.

On en déduit que : Vi €N, u, =~ 520 x (3]

Comme u =a, —1320,onaa, =u + 1320

Donc a, = 1320 - 520 x (3

3) On cherche n tel que a, = b = @

a,=b,= 220 1320 - 520 x
3y 3y _ 220 _ 11

(Z) 1100 = () =350 = 36

3 11 M%)
o nln(z) = ln(g) en=—"%h =~ 2,9901.

Au bout de 3 jours, le bassin A a un volume

de a, = 1100,625 m’ et le bassin B un volume
b,=1099,375 m’.

IIs ont alors, au métre cube pres, le méme volume
d’eau.

Le bassin A aura légérement plus d'eau que le
bassin B.
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Lecon Calcul intégral
IV. Exercices Exercice 0
IV.1. Exercices de fixation f ' («/5 COS T — J2r 1 )dx
Exercicea = f V3 cos(zz) [lxildx
F(b) - F(a) [z -2+ 1)} = V3212

Exerciceo
s _ Exercice°
v ‘—Dde=—[ (&’ 1)dz
/;(I ) fS(I ) /%'zdx—f% 1—00521“)dr
[F] [, et 7)da=-1 p ST 2

_ (%dx (% cos2r
= fo 2 fo g =
Exercice o

[g]% stz] _ V3
) 2 1 o 6
1= [ (2w+1)de

4 T8
-1
1=[z*+z]', =6 Exercicee
. J:fo sinz dr

Affirmations Réponses
J=[-cosz]f =2 Sivxe[3;4],f(x)<2alors
= — 4 Vrai
K—f71nxdx—0car lf(x)deQ

"flz)dz=0 )
fo Si[f(;v)drSQ,alors

Exercice o VrE[3; 4]/ (x) <2
On considére la fonction f définie par :
vre ]2l f(ga)=x - TavaeRil  Erercice ()
f@= g T, 1
[ @iz = [ @iz [ (2)de o aE
0 0 2 7

| -el -7

Faux

ona:0 < cosx< % et
l 3
0 < x’cosx < D)

d'ou:0< ﬁ * 2° cosxdx < ﬁ7 %x:‘dx
K El

3

T 4
Exercice o c-a-d. 0< f7 & coswdy < K
, . " _ —Jz = 10368
On détermine les différentes expressions de
| x + 1] sur [0 ; 2] sans la valeur absolue. Exercice @
[e+tlae= [ (w-Dde+ [ (2+1)de . .
) 71—2 , -1 /2 LEZ+2 dx:zfz Iz+2 | v
=[—ix2—x] +[lx2] =1 > x’+cosz o x’+cosz
2 2 L1271
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Exercice
0 cosz 3 cosz G
__cosr ———dr
fz ln($ +1) /0‘ ln(z‘+1) F z
1 Vx €[0: 4o 1) = T
/‘ sm5xdx 0 v (z+1)
- x 0 +o0
0 2.3 _ 1 .Z‘S f’(x) +
/:1 x4+1d"r_ -[ $4+1dx v
~+00
4 T _ 4 xT f(x) /
]:4 x2+1dx_ /0‘ x2+1dx F 1
Vx € [0 +oo[ f(x)=1.
Exercicem z

2) VxERY /(W)= 5T
xz U
Posons f(x) = 1 + ez . fest définie sur R* et Vx € R, xeTfl > 0.

_ 1+e _1+e” _ " Donc fest croissante sur R*.
fl=z)= =7 e _1— () d'on

f est impair et f r dz =0, Exercice @

T '
Exercice@ Vxe€ [_'_ < Sz = V2 dou:

or - f dz < f dx f V2dr c.-a-d.
f sinxdr = — / sin xdz A% sinz
0 4 i
R 2 T
bl z 4 = ,/% sinx dx ‘/7
/ tanxdr = — / tanxdx F
ir Exercice Q
f cos( 2r+5 )dx =
T \% Vx€ER, -1 <cosx<1 & |cosz|<1
f " cos( 20+ L )dx . . .
, COS\AT T Par ailleurs, la fonction x — |cosz| est paire

. s
donc fj |cosx|d.7c:2f2 | cosz |dz .
T 0
Exercice@

T T
2 2
Ona [ *|coszldz < [ de
4 3 2 3 . 0 0
cos”xdr = cos”xdzr car la fonction
- 0

T
f | cosz|dr <[z]F = % donc
x — cos 3z est périodique de période 2w !

Exercice m

5 = 7 T _
fT,,lcosaclclx—2f0 lcoszldz <2x =7

Exercice @
F)=15 F .
La valeur moyenne d'une fonctlon f sur un
()= L intervalle [a ; b] est :
Fl) =10+ v
F est strictement croissante sur [1 + oo[ v
84
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Exercice@ fl = 73010 5 | ]1

x+1)ﬁ 20102+ 1) |,
a) f(x)= . +1 La valeur moyenne de la _ 7
~ 16
fonction sur fsur[2;5]est =— dr _
5 2fz z+1 [ 22 = [2m(a? o+ )]
1 /‘5 1 dr—l[l ( +1)]s_ln2 Lot —ztl
—2), zr1@=3ln 2 T3 =—2In3;
B T 3 _ 2, 33
b)f(x)fim.Lavaleur [xyxz+1W—[3(zz+1)2]l
de la foncti ' —1 ;4] est _2 _
moyenne de la fonction sur fsur [-1; 4] es 3(1gm 2v/2).

T
-0 —dr
o lf 1+x2 Exercice@
4+1f Wit sy,

) \/1»77‘/5 [bu'(x)v(x)MT v
5 [u(z)v(m)]z— i v (2) u(z) dr
Exercice@ | [bu(x)v(x)dr: ;
. / (2x+x2)dx=[x2+%xs]0= 230 [u(x)v'(x)]z—ihu'(x)v(x)dw
. fl (@+1)’dz = Fj——] '[bu'(x)v(x)dxz .
. f%Sinxdx [ Cosxl% _4 [u@)v'(2) ]i—jd'bu(x)v(x)dx
_f Zn fbu(x)v'(x)dzz
. cosd3zdr =|5sindx| =0 ‘ F
'/” [3 Lr [v ()0 (z) ]Z—/ab u' (z)v(z)dz

=l T RRCEE
'f 2z+1D) 2" +z+1 Exercice@

1
2 2 2 2 . _ z
[3(x +x+1)*] :§(35_1) Calcul(?e. /0_(2“ l)e(%x i
9 Posons : u(x)=x—1et v(x)=c¢"
:g(S\/E—l ona:u'(x)=1et v(x)=e"dou:

fl(z—1)e“dr:[(x—1)e”]é—/0.lel'dx

Exercice @ 0
=2—e.

[ eT e = (e +e ) Caleul de: [ (a+1)Inadz

_ ln<2+%)—ln2 _ ln(%) Posons : u(x) =Inx et vi(x)=x+1
f% w 1. %7_2 Ona:u’(x):%et v(x):%m”-x d'ou :
|~ coszsin rdx = 5sin’z | = ;

40 i ) ‘
4] (o )
sin(Ser%)dx:[f% <3I+7§)] —0 2 2

/

SN oy
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% 2+% [23(1+%+%+3t’3)dt=
Calcul de folm«/mdx [t+31nt—%—%]2*31n2+3—§)
Posons : u(x) =x et
v'(x):\/m =(2+2) % Exercice@
Ona:u'(x)=1et v(x)= %( +x)% d'ou : 1) En ulntité daire onaI: 1
[ efrrrac=| Zatoa)?] - A= [l = [ar=|ge] =5

fl 9 | 3 2) En untit¢ d'aire on a :
(2+2)2dx . .

0o 3 A=[ /1(1;0 [lna:L=

2 3 3 -

=2t -[fFeol]

_ 16 ﬁﬁ 6 ‘/7 Exercice @

Calcul de : /{:K (z +2) coszdz (€):iy=—x+e
Posons : u(x) = x + 2 et v/(x) = cosx (€):y=-05xr+2

ona:u'(x)=1et v(x)=sinxdou:

Ve |~1i+].g() = /x), done laire A
fo (z+2)coszdr =[ (z+2)sinz J§ — /U sinzdr  cherchée en unité d'aire est :

__I_ T _ 1
= [ cosz]g 2 :fz(g - —f(x))dx
Exercice@ —f( Stz +2—e¢" )dx
t=x+1doncx=¢t—1 _[ R x+2m—e’]£
de=di. x=0e1=1 '
_ _ _ 117 1
x=1let=2. A = s + Je.
Ona:

2 1 . IV.2. Exercices de renforcement
= [T (1t p)at=[t+mek=1+1m2

.o (tx+2 _ . @
Conclusion : fo Tr1dr=1+In2. Exercice
1
. @ Soit [ = / 2e"dx
Exercice 1

Posons u(x) =x*et vi(x) = e
Utilisons le changement de variable Ona:u'(x)=2x et v(x) = —e

t=x—1ldoux=t+1etdy=dt S [
l=[—xe ],1+2/ ze "dr
-1

/23 x(‘x +_x1J)r31 e = /3 t'+ 3#; 4+3 Posons w(x) =x et r' (x) = +e™*
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®

Ona:w((x)=1letr(x)=—e~ Vx€[-3;-2], lx)=x*+x—2
[laerdr=l=ae T+ [ e VxE[-2: 1], fl) = —x* —x +2
-1
= [z L+ =[G+ ], VxE[l;f],f(x)=X2+x—2 -
2 _ _ 2 _

— e Don(l: [3|x +x 2|dav2—[3 |z?+2—2|dx
I=e—5e! +/:2|x2+;c*2|dr+'/; |2 +2—2|dr =
7= f%xzcosxda? fﬁ2(x2+x*2)dm+f](*xzfx+2)dw+

0
Posons u(x) = x? et v/(x) = sinx f(x Yr—2)dz= [ 1. +%x,2xr

Ona: u'(x) = 2x et v(x) = —sinx
+[—§x'—2x+ ] [3x‘+2x—2x]

(B3GR 34

T T
2 . 1 4 .
J= [x sma:]0 —2/ rsinxdr
0

Posons w(x) = x? et r(x) = sinx
On a: w'(x)=2x et r(x) = —cosx

s T
T . x z .
/ zsinzdr =[—cosz | — 2f coszdx Exercice @
0 0

i —in \3
zf%xg+@ 1)VxEIR,sin3x=<e 2; > .
2 Vo2 sin"‘x=*§(eg”*3“”><e’”+3"”xe’”’fe’fg”)
J= 16XT+T—«/§ :_L<631’176737'1)3_._;(61'17671'1)3
V2 12 4 21 4 21
=3yt V2 N 3.
sin’x = 4s1n3x+4smx

1 ‘

Soit K = f (*=1De™dz x T
- 2)/‘7.3 dx_*l 7 Gin 3z dr +

Posons u(x) =x2 — L et vi(x) = , Smraer=Trp ) Sior

o _ __l —3z z
Ona:u(x)=2xetr(x) =~ ge %fozsinxdx
1 a S i 5
K = [_3(1" —1)e” ] 3/ ze? =—l[—lcos?>z]Z —Q[COSJ?]O2
410 3 b 4

_ & —3z

=0+ 3 [ 2o =—glo+g)+ 3
Posons w(x) =x et r(x) = e z 3
Ona: w'(x) =1et r!(x) — 776—3:5 jO-Z sin3xd$ = ﬁ

/1 ze dr = [—%xe*f]ll +%/1 e dx
- R - IV.3. Exercices d’approfondissement

— [_L e 1 —31-]1
L R D
- 8™ — 46" Exercice Q
27 . On désigne par (Cf) et (Cg) les représentations
N graphiques respectives des fonctions fetg
Exercice @ 9
définies par : f'(x) = e et g(x) =

Posons flx) = |z*+z—2| g x (2-2) (& +2x+4)

PHx-2=x-1)(x+2) D) f(x)—g(x)= = e
X —0 -2 1 +oo vxel[l ,2[,f(X)—g(x) >0
P V€12 oo,/ () ~ gx) <0
P9 F2)-g@=0
87
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d'ou : (Cf') est au-dessus de (Cg) sur [1 ; 2[, Fi) = 1 __1
(Cf) est en-dessous de (Cg) sur ]2 ; +oo[, (Cf) sin(x T %) cosz
et (Cg) se coupent au point d'abscisse 2. 2 (sing)"

2) Soit . cette aire en unité d'aire. )1 = /O P —dr

A = [((fa)=gla))dz+ . T” )
fg(g(x)*f(x))dw a)loffo coszdx f<3> f(0)

f128 xdr+f x—8 lo=ln<tan(51—g)>

=1 )dx+f( %) b)11='£3 g?;ﬁdr [-In Cosx)ﬁ

NG
:[_%_%] [2 I, =1n2

- _2 ¢) Soit K = ’/‘7 (sinz) " coszdx

T

3

Exercice @ K= [ n+ 1 (sinz) m]“
( \/g )’n+l

A= /nxcoszxdx etB= f”xsiandr 2
0 0 Kzi
b d 7L+1
1)A+B=/{;ﬂl‘dx=7‘[ o1 :f% (Sinx)n+2dx
2)A-B= f 2 cos 2xdx "o cosz
0 y:d . n+2 . n
Posons : u(x) = x et v/(x) = cos2x I -1 :f7 (sinz) "™ — (sinz) dr
1 n+2 n COST
Ona:u'(x)=1etv(x)= D) sin2x  (
_ sinz)", . g
A_B:[%xsin%]o —/[; %sin%da: _f cosg ST 1)dx
1 . 1 ” =*f' (sinx) coszdx
=[*zsm2x+*co‘92x] 0
2 4 o ﬁ it
A-B=0 (7
{A+B=7z' Li—L=—"p 77—
A—-B=0 ﬁ
pis his )L -1 =———
A=5ct B=+5. 0 2
2 2 ﬁ
1, =i tan( 35))- %5+
Exercice@ 3
13—11 =-3
_ z T
l)f(x)fln<tan( 2t )) I3=(1n2)—%
tan'(%-i-%) 3
SO =" & L-L="7%
tan<§+I)
s 14=1n(tan(?—’§))—§
1 Cos<§+z>
= X 33
x T x T
26082(§ + Z) sm( ) + Z> =(In2) -

88
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Exercice @

1. a) Posons Vx >0, g(x) =

1
Onaig) = Sfr

g(0)=0et hmg(x)— hm—=+oo.
Vx>0, g(x) = x+1 1.

—z—1
(z+1)

T

e _
r+1 L

Ona:g'(x)= g ()20

donc g est strictement croissante sur [0 ; +oof.

On en déduit que : g(x) > 0.
—-1=0.

Donc

On conclut que : Vx >0, g(x) = + 1 = 1.
z
b)f(z)_flﬂ
e 2
Vit >0, 1—H_1:>[ 1—+tdt2fl dt.
On en déduit que : f{2) > 1.

2. a) fest la primitive sur R* de = — ———=
qui s'annule en 1, donc f'est dérivable sur R*
sur R*.

b) f{(l)=0et f2) > 1, comme fest continue
sur [1; 2], donc il existe ¢ € [1 ; 2] tel que
flo)y=1.

Vx>0, f(z)= xi—l .

Vx >0, f(x) > 0 donc f'est croissante sur
[0 ; +oo].

d) Vx>0, f (x)——l

Vx>1,

+121

donc f 1—+tdt Z=>f(x)2x— 1.

lim z —1 = +oo donc hm f(a,") +oo0.

Tr—+oo

3)

X 1 +o0

S ®) +

+00
fix) 0/

4) Représentation
graphique.

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 89

@

Exercice €F)

Y
Un = b 1+tndt

1)vte[0;1],0<¢<1, donc pour
n>0,0<r<1

1§1+t"<2

. 1 1
Ona: 2_ 1+tu_1$05 1_}_tu_l
co%lme ">0,0ona:pourt=0,
WZOSO"ZO.

Pour t E ]0 1], 77 €]0 ; 1], on obtient

0= =t.

1+t" -
Conclusion : Vi€ [0; 1], 0 <5/ 1+tn =t

2)De 0 < % <", on déduit que :

1
a<| tdt

0< I
—Jo 1+

1
0<u,=< pr
lim rES 0 donc (u,) converge vers 0.

Tr—+too

Exercice @

LayVve>0,1<1+¢

1
151+t=>1—HS

1 t2
T+ PA-0=17

Doul—¢<

_1
1+t
On conclutque: V¢>0,1-r< 737 <1
b)vVi>0etx>0

1—t< <1

1
1+t .
=:£(L#MhEOT¢—SAdt

=x-— %1‘2 <In(1+x)<x

2)ve=0, (L) =0doi

-3Hs) =m0+ (5
sp—r<32m(1+(L)) <8

f)=%
tZ

3) In(4 + ) =In4 + 1“(1 +(%>Z)

89
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f(8t—t 15 ,/Stdt
/ln (4+t))dt = f(ln4+1n<1+<%>))dt

f1n4dt+f1n(1+( ) ar
:1n4+f n(1+(L) )
[ a6 =ras folln<1+(%>2>dt§

f0§8t2dt

e [l (o= e
%+ln4<ln4+f (1+(%))
L+ nd

37 1 ) 1
450 TIn4 <f In(14+¢)dt < {5 +1In4

IV.4. Situation d'évaluation

Exercice €F)

e Affirmation 1

Etudions la fonction fafin de la comparer a 4,5.
Va € [10 £ 90]. /() = 110 2—1L

*'(x)>0 e x€e[10;¢] doncfest croissante
sur [10 ; €°].
*'(x)<0 e x €[
sante sur [¢* ; 90].

; 90] donc fest décrois-

#f(e) = L~ 5,48,
X 10 e 90
S |+ 0 -
5,48
ﬂx) /
3,3 3,05
* Sur [10 ; €°], f est continue et strictement

croissante et 4,5 € f([10 ; €°]) = [3.,3 ; 5,48]
donc il existe a € [10 ; €*] tel que /(o) = 4,5.

* De méme il existe B € [€3; 90] tel que

S(B)=45.

On déduit que pour tout x € [a

i Blf()=45.

Conclusion : Dans la tranche d'age J a; B [, la
capacité pulmonaire est supérieure a 4,5 L.

e Affirmation 2
Calculons la valeur moyenne de f.
1 70 110(1nz—2)dx

m=75= 20 o T
- 15100 Lnz-2)ds

m=£[l(lnx—2)2]
10 2(1n70 2)'~(In20— 2|
m ~4,06L:4,06 < 5.

Donc la valeur moyenne de la capacité pulmo-
naire entre 20 et 70 ans est inférieure a 5 L.

90
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Lecon Statistique a deux variables

IV. Exercices Exercice o

IV.1. Exercices de fixation Calculons les coordonnées du point moyen G.

. 10 10
Exerme° T zl Vi

X="5:Y="10
Représentons le nuage de points associé¢ a — 91 — 300 — 9261 —
cette série statistique. X=T0:Y=T70:X=7p :X=26,1et
Y =30,4
Y G(26.,1:30,4).
13+ x
4 . . Exercice o
Calculons les coordonnées du point moyen G.
11+ s 5
XZ ZZ% 'Y: Z:y,
101 6 - 6
- _ 12093 - _ 328 164
il | X="% 2015,5; Y == =3
164
Gl 2015,5; == ).
8+ x ( 3 )
7 : : : : : : Exercice o
0 1 2 3 4 5 6 X
2 iy

cov(z,y)= z..
Exercice Q " I:I

nETay;
. ‘ N cov(y) = ZTITY o ]
Choix du repere : 1 cm pour 10 millions de F 5 n
et 1 cm pour 10 mariages. YL —— X
Prendre pour origine du repére le point de cov(z,y) = n Ly

coordonnées (258 ; 253).
Exercice o

y Coche la bonne réponse.
La covariance de la série statistique double x
283 et de y est égale a :
731 i cov(X,Y):
1xX8+2x9+3x12+4x12+5x%x13
x 5
2631 e cov(X,Y)=
253 1Xx8+2x9+3x12+4%x12+5x13
: { : 4 - X
268 278 288 298 x 5
5x10,8
cov(X,Y) =
1+8+2+9+3+12+4+12+5+13
! [ ]

91
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Exercice o ;e 0,875 — 0.887:
0,87549,333 ' '
Calculons Cov(x, y).
— 91 304 0,887 > 0,87, donc la corrélation est bonne.
X="0 =261;Y="5 =304 Donc X et Y sont liés.
Cov(X,Y) = Exercice @
16 X 20+ 18 X 24 +23 X 28 +
24 X 22+28%x32+29x 28 + _ Co(X,Y)
26X 32+31%x36+32x41+ r= V(X)JV(Y)
34 x41 _
0 26,1 % 30,4 T:ﬂzogm&
Cov(X,Y)=35,16 W 249,69 ) ;
Exenicee 0,9548 > 0,87, donc la corrélation est bonne.

Donc X et Y sont liés.
Cov(X,Y )
r=—_="J .
/—V( X) I:I Exercice @
Entoure dans chaque cas la bonne réponse.

= M 1. La formule du coefficient de la droite de ré-
VV(Y) gression y en x par la méthode des moindres
carrés d'une série statistique double est :

_ Cov(X,Y)
r= V(X)J/v(Y) cov(z,y)

cov(z,y)
Aa=—- - ;b)a=—F-—"F=;
) v(y) ) v(z)xo(y)
Exercice o
) a= cov(z,y)
Calculons Cov(x, y) v(z)
o ontxy) 2 Lo i ey i
VX)YV(Y) carrés d'une série statistique double est :
cov(z,y) cov(z,y)

— 25 _25_ aa'zi;bavzi;
T‘@@_%_ngmg ) o(y) ) o(z)xo(y)
Interprétation : 0,8928 > 0,87 donc il y a une L cov(z,y)
bonne corrélation entre x et y. ¢)a'= v(x)

Exercice m Exercice @
1-V;2-F;3-F;4-V;5-F. Coche la bonne réponse

Une équation de la droite de régression par la

Exercice m méthode des moindres carrés a pour équation :

e Cov(X,Y) y= CO;((;((’)Y);U-I—(;— CO;((;’)Y)) I:I
YV(X)WV(Y)

92
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_ Cov(X,Y)
T v(X)

— Cov(X)Y)
+<y_ V(X)
_COU(X,Y)

T V(x) "H(

Exercice @

Déterminons une équation de la droite de ré-
gression de y en x par la méthode des moindres
carrés.

La droite est de la forme :

_ COU(X,Y) — Cov(X,Y)f
V(X) “(y_ V(X) x)
On sait que :

7=26,1; y=230,4Cov(X,Y)= 35,16 et

7
I

V(X)=31,49.
COU(X Y)
VX =1,116 et
— C’ov(X Y),_
v V(X) 1,258

y=1,116z+1,258.

Exercice @

G(8,65;221,7)
X =8,65etY =221,7

r=ay+b
,_ Cov(XY) _ P o e
a = v(Y) =0,005,0 =Y —a X =17,56.

La droite de régression de X en Y est :
x = 0,005y + 7,56.

IV.2. Exercices de renforcement

Exercice Q

1) Calculons les coordonnées du point moyen

12
_ Zi
X= 2112 =Ll =975t
o 2y 225
Y= 19 —T:1,875

donc G(9,75 ; 1,875).

2) Calculons la variance de x, la variance de y
et la covariance de x et y.

2121‘2

V(X): 12

V(X)=23,354 ; V(Y)=0,380
Cov(X,Y)=3,035.

3) Déterminons le coefficient de la droite de ré-
gression de y en x par la méthode de moindres

carrés.
Les coefficients sont :

_ cov(X,Y) (=T cov(X,Y)f
vix) STV
_ 1457 o, 17741
@=71240 © 640

a=0,1296 et b=—-27,72.

Exercice @

Pour le tableau 1 :

2=24;y=283,4, ona:G(2,4;83,4).

Le coefficient de corrélation de cette série est :
r=-0,9952.

L'ajustement linéaire est justifié car | |> 0,87.
Pour le tableau 2 :

Ona:G(2,4;72)

Le coefficient de corrélation de cette série est :
r=-0,8169.

L'ajustement linéaire n'est pas justifié car

|| <0,87.

Pour le tableau 3 :

Ona:G(2,4;83,4)

Le coefficient de corrélation de cette série est :
r=-0,4519.

L'ajustement linéaire n'est pas justifié car
|]<0,87.
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Exercice @ 2) Déterminons les coordonnées du point
moyen G.
1) G(56;2339,4).

3) Donne une équation de la droite de régres-
sion de y en x, par la méthode des moindres
carrés.

V(X)=1,9999 ; Cov(X,Y)=109,8

y=ax + baveca=>549 et b=2229,6.
Ona:y=549x — 735.

4) Le coefficient de corrélation

r=10,99998, il y a une bonne corrélation.

Six = 6 c'est-a-dire a 60 ans alors

y=2559000F.
Si x = 10 c'est-a-dire a 64 ans alors
y=2778 600 F.

Exercice @

1. b) Déterminons les coordonnées du point moyen G.
G(245; 216,75)

2) Calculons les variances V(X) et V(Y) et COV (X, Y).
V(X)=6412,50; V(Y) = 12424,67

Cov(x, y) =3275.

3) Le coefficient de corrélation est = 0,54.

4) Déterminons une équation de (D), droite de régression de y en x par la méthode des moindres
carrés.

y=0,51x+91,62.

5)Il'y aun lien entre x ety car |r|>0,87.

x=0,58y+ 119,15.

280+
270 +
260 +

2501

230+

210

t t t } t t t } } t t t
130 150 170 190 210 //3.0 250 270 290 310 330 350 370

94

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 94 @ 06/10/2021 09:49



i 5+0,5
E"e"'“@ V(X) = 0.5 ; covln, y) = 5
»
_ Cov(X,Y) +(77 COU(X,Y)—)
2104 y V(X) z+|y VX)
2004
1904
Cov(X,Y) 10+a e
i j(; V(x) 5 et par identification,
1604
150k 105J =3,5,ona:a="17)5.
1404 2) Sachant que : V(X) =0,5; V(Y)=6,46 et
1301 cov(x, y) = 1,75.
120 Le coefficient de corrélation de cette série est :
104 r=0,9737.
100G s
A 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 x

1) G(6,5 ; 157,417).
2) V(X) = 11,9166, cov(X, Y) = 102,542.

4) Justifions qu'une équation de la droite
d'ajustement par la méthode des moindres
carrés est : y = 8,60x + 101,48.

o __cov(z,y)
Soit=ax + b, avec a = 7V(X) et
b=y—ax
UL I

b=157,417—8,6049 X 6,5 = 101,48
donc y = 8,60z + 101,48
5) 1= cov(X,Y)

YV(X)xyV(Y)
7= 0,958, il y a une bonne corrélation entre
XetY.

6.a) Six =36 alors y =411,08 environ 411
adhérents.

b) Siy =514 alors x = 47,96.
x = 48 semaines, soit en décembre 2020.

Exercice @

1) Déterminons la moyenne de X et de Y :

X=2et y=29F2,

Calculons V(X), cov(x, y).

Maths Tle D corrigé 06102021.indd 95

Exercice e

)
VA

39 i

37

35

33

31 f

29

27

257

23

21

19

17

15

13

11
T

2) Calculons les coordonnées du point moyen,
V(X) et Cov(X, Y).

.88 - :
G(2.5: 52 v =2.916 ;

Cov(X,Y) = 23,833.
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Montrons qu'une équation a 'arrondi 0,01
pres de la droite (D) d'ajustement de y en x par
la méthode des moindres carrés est :
y=28,17x+8,90.

Soit y = ax + b, la forme générale d'une
équation de la droite d'ajustement, avec

CO’U(X,Y) — C’ov(X,Y)f
Ty 4TIV
Calculons a et b.

23,833

afm,ona:a:&N et

b=29,333 (8,17 x2.,5)
b=28,90.
Donc une équation de la droite (D) d'ajustement

de y en x par la méthode des moindres carrés est :
y=8,17+8,90.

3) a) Déterminons une estimation du taux de
connections des ménages de cette ville en 2020.
Si x = 8 c'est-a-dire en 2020 alors le taux de
connection sera de 74,26%.

Si le taux de connections sera au moins de 90%
c'est-a-dire si y =90 alors x = 9,92, en I'an 2022.

Exercice @

1.

3400
3200
3000
2800+
2600+
2400t
2200+
2000+
1800
1600+
14001
1200+
10001
800 T
600 T
400 T
200 T

—200T

—400 T

N° de la mesure x, 0 1
Nombre de bactéries par ml 100 | 230
z=lny, 4,60 | 5,43
2 3 4
500 | 1200 | 2600
6,21 | 7,09 | 7,86

2. a) Calculons les coordonnées du point moy-
en G de la série statistique (x, ; z) et V(X),
V(Z) et COV(X,Z) G(2 ; 6,226), V(X) =2 ;
V(Z)=1,488 ; cov(X,Z) = 1,612.

Justifions l'ajustement affine de Z par rapport a
X par la méthode des moindres carrés.

Pour cela calculons le coefficient de corréla-
tion de X et de Z.

b Cov(X,7) ona:
YV(X)xyV(Z) '
1,612
=——"——=0,99
"o x /1,488
r>0,87, la corrélation entre X et Z est justifice.

b) Déterminons une équation de la droite de
régression de Z en X.

Calculons les coefficients de 1'équation (D).

_ Cov(X,7) - Cow(X,Z)—.
a= W et b=27— W
Calculons a et b.
a= ’2 ,ona:a=0,806ect
b=6,226 — (0,806 x 2)
b=4,614.
Donc une équation de (D) est :
z=10,80x +4,61.

3) Déduisons que Y et X sont reliées par une
relation Y = Ae®X ou A et B sont des réels que
'on déterminera a 1072 prés.

On sait que : z=0,80x + 4,61 or = Iny,

donc y = ¢

Ona:y = EO3*48 donc y = 100,48 EO8%,

4) Voir graphique.

5) Pour 1000 bactéries par ml on mettra 57,50 min.
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Exercice e Donc une équation de la droite de régression de
yenxest:y=1,1x—0,6.
1) X vloli1l213 6) Déterminons une équation de la droite de ré-
gression de X en Y.
1 4111010 5 \_ COV(X,Y) (b =X COU(X,Z)_
2 ol2{7[1] 10 “TTvy) ¢ V(X)
L R R A 0= _ () 598 et
414184 20 1,04

b=2-0,528x1,6 = 1,1552.

Donc une équation de la droite de régression de
xenyest:x=0,528y+ 1,1552.

On a les séries marginales suivantes :

X 1 2 3
Effectif 5 10 5

v 0 n 2 IV.4. Situation d'évaluation

Effectif | 4 4 8 4 Exercice @

2) Calculons la moyenne de chaque série.

1) Déterminons le coefficient de corrélation r|

Y—5X1+10X2+3X5' entre N et Y.
- 20 ’ v _ T
7_4><0+4><1+8><2+4><3 Calculons X =48 et Y = 129,38.
= 20 V(N) = 1096, V(Y) = 7302,9976,
X=2;Y=1,6. COV (N,Y)=2818,76
3) Calculons V(X) et V(Y). cov(N,Y)
po= SOV 2 )
:mxf -, anzyf o ! V(N)
V(X):iN X CtV(Y):iN -Y B 2818,76 0,996
5x12+10x22+5x3% ), nTTT096 T
v(x)= 50 — 2%

2) Déterminons le coefficient de corrélation r,
V(Y):4X02+4X12+8X22+4X32_1,62 entre X et Y.

20 — _
v(x)=0,5 et V(Y)=1,04. Calculons X =1,82 et Y = 129,38.
V(X)=0,2376 ; V(Y) = 7302,9976,

4 Voir figure. . . COV(X,Y) = 37,1884
5) Détermine une équation de la droite de (X.Y)
régression de Y en X. p= V2D
? V(X)
Calculons COV(X, Y). 47 1884
C’OV(X,Y)=%*Z? "= 70,9376 =0,892.
75 _ 3. a) Déterminons la variable qui influence le
COV(X,Y) = 20 2x1,6=0,55 chiffre d'affaires.
Xy  Coo(XZ)_ r, > r, ce sont les points de vente qui
a= CO\;/(( X’ ) ) etb=Y— %x influencent plus le chiffre d'affaires.
0,55
a= 65 =1,letb=16—-1,1%x2=-0,6.
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Lecon

IV. Exercices
IV.1. Exercices de fixation

Exercice 0

Une équation différentielle est une équation
ayant pour inconnue une fonction et dans
laquelle figure au moins une des dérivées
successives de la fonction inconnue.

Exercice o

Cocher 2) ; 4) et 5).

Exercice o

1) Pour flx) = &*, f'(x) =8¢

ona: flx)— 8f'(x)=e*—64e* =—63e™ £0.

Donc fn'est pas solution de 1'équation

différentielle f— 8/ "= 0.

2)Pour f(x)=3e > +e™ ona:f'(x)+2f(x)
=—6e ¥—eFt+beF+2e ="

Donc f est solution de 1'équation différentielle

f'+2f=e™

3) Pour f(x) =e'™ + el

ona: f'(x)=1le™ —1le ™ et

Fr()=121e" + 121e ™.

Par suite /"' (x) — 121f(x) = 0.

Donc fest solution de I'équation différentielle

fr-121f=0.

Exercice o

a) f'= "7 a pour solution les fonctions f, définies
sur Rpar: f(x)=7x+k, kER.

b) /"= 0 a pour solution les fonctions f, définies
sur Rpar:f(x)=k,; k€ R.

o) f'= —/5 a pour solution les fonctions f,
définies sur R par : f,(x) = —2/3+k ;kER.

Exercice o

a) f'=2f a pour solution les fonctions f,

définies sur R par : f(x) = ke™ ; k € R.

Equations différentielles

b) ' = —=7f a pour solution les fonctions f,
définies sur R par : f,(x) = ke ™, k € R.

c)f'=-13f=0&f'=13f
Les solutions sont les fonctions f, définies sur
R par : f,(x) = ke** ; k € R.

d)f'+2f=0f'=-2f
Les solutions sont les fonctions f, définies sur
R par: f,(x) = ke ™ ; k€ R.

Exercice o

a) f'= 3 f a pour solutlon les fonctions f,
définies sur R par : f,(x) = ke 3 ;keR.
b)f'= V5 5f a pour solution les fonctions f,
définies sur R par : f,(x) = ke™ :keR.

. 2
Q9 -2 =0 [~ 5f.
Les solutions sont les fonctions f, définies sur
R par : f(x) = keq‘ ‘keR.

d)12f '+ 3f = o@f'——%f

Les solutions sont les fonctions f, définies sur
R par : f(x) = ke’Tl keR.

Exercice o

a) f'=4f+ 1 a pour solution les fonctions f,
définies sur R par : f(x) = ke* — l ;kER.
b) f'=-27f+ 3 a pour solution les fonctlons /,
définies sur R par : f(x) = ke ™™ + § "k eR.
o f'=3f=2f'=3+2.

Les solutions sont les fonctions f, définies sur
Rpar: f() =ke" — 5 ; k€ R,
df'=2f+1)=0&f'=2f+2.

Les solutions sont les fonctions f, définies sur
R par : f(x) = ke — 1, k € R.

Exercice 0

a) f'= ff 1 a pour solutions les fonctions
J, définies sur R par : filz)= ke?” +2; keR.

b) f' =—6f—"5 apour solutions les fonctions
f, définies sur Rpar: fi(z) = ke’ﬁ’—%; keR.
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) 2f —bf="Bef =55
Les solutions sont les fonctlons f définies sur
Rpar: fi(z)= ke +§; keR.

d) f//=5f+10=0« f =5f—10.

Les solutions sont les fonctions f, définies sur
Rpar: fi(z)=ke"+2; kER.

Exercice 0

a) f' = —2f a pour solution les fonctions f,
définies sur R par : f,(x) = ke™ ; k € R.

f(0) =1 k=1. La fonction cherchée est f,.
X e

b)f'+ (In2)f=0 & f'=—(In2)f" Les solutions
sont les fonctions f, définies sur R par :

Jx) = ke ; k€ R.

)= 5 ke =L ok=1om

La fonction cherchée est fz' DX P Qe

Q7' +4=0sf"=- —f

Les solutions sont les fonctions f, définies sur
R par : f(x) = ke T s keR.

=kt =k=¢.

df =2f+1)=0f'=2f+2.

11 s'agit de la fonction définie par :

fy=e b,
Exercice m
a) f' = —4f =3 a pour solution les fonctions f,
définies sur R par Jix) = ke — i ;keR.
_ _3_ - l
fO=1ek 4 =lek=7.
La fonction cherchée est X e Z e %

b)3f'—f=3of'= 3f+1
Les solutions sont les fonctions f, définies sur
R par : f(x) = k63*3 keR.
=-1e ket —3=-1ek=2¢7.
La fonction cherchée est : x - 2¢7 7 — 3.
1

1

f2) =2 ke'+g=-2
_9 e 1
k= 1€ +4.

La fonction cherchée est : x +— *%e’z"”‘ + %

Exercice m

a) x »Ae™ +Be> ;AERetBER.
b) x »Ae*+Be* ; AERetBER

O f"=Y=0er"=9f.

Solutions :
x pAe*+Be™ ;Ae RetBER
d4f"-16f=0f"=4f=0.

Solutions :

x = Ae* + Be ™

Exercice @

a) x » Ae""+Be™’

;AERetBER

;AERetBER.
i 4
b) x> Ae? +Be 7* ; A€ERetBER.

0 e (yS) vy (/8

A€eRetBER
d) x » Ae@x +Be*@x ;AERet

BeR

Exercice @

a) x = Acos(4x) + Bsin(4x) ; A€ RetB € R
b) x = Acos(x) + Bsin(x) , A€ RetB € R.
¢) x =»Acos(11x)+Bsin(11x); A€ RetBER.
d) x HACOS(%LL‘) + Bsin(%:p) K
AeRetBER

Exercice @

a) x »—>Acos(2x«/§) +Bsin(—2x/§) N
A€eRetBER

b) x HACOS(@.T) +Bsin(\/%x) ;

©)2f't4f-1=0ef'=-2f+ 5. A€ERetBER
Les solutions soni les 1fonctions f, définies sur ¢) x - Acos ( @ ) + Bsin < @ gr> .
R par : f(x) = ke YT skeR.
A€ERetBeR
99
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d) x HAcos(xﬁ) +Bsin(m/§) N
A€ERetBER

Exercice @

g est définie sur R par : g(x) = Ax + B.

IV.2. Exercices de renforcement

g2)=-12A+B=-letg'(-3)=5 Exercicem
& A=5.Doncg:x = 5x—11.
r— ax b
Exercice@ fr=d T ke =
a€R
a) " =4f, donc flx) =Ae*™ + Be ™ ; keR
A€eRetBeER. f'=af+b, X "_)ACOS(X)X)+
f0)=2=A+B=2etf(0)=1<2A-2B=1. |gqeR* beR eBthl(E‘”ﬁg’ eR
(carf' (x) =2Ae* — 2Be ).

. _ 5 _ 3 "_ XHAE(MWLBQ‘W;

Parsuite A=  etB= . f"=0 AERetBER.
5 % 3 2
Doncf:xw e +-1e ™.

f 4 4 9 f‘rr=m2f,‘ X'—)AX+B;
b)4f"+9f=0 "= —4f, o € R* AERetBER.
doncf(x)=Acos<%z> +Bsin(%x) ; fr=—w’f

Wx
AERetBER ® € R* e
fimy=26-B=2etf (m=-1o+3A=-1,
Par suite A= %3 etB=-2. Exercice@
Doncf:x = %cos(%x)—Zsin(%x). a) fix o %sianJrc;c € R.
C)f"+%f=0®f”=—%f,donc b) /:x szfe“rc;cE]R{.
V2 V2 c)f:ngzx/E—xZ-i-c;cE]R{.
f(x)=Acos<Tz> +Bsin(7x> ;
A€eRetBeR Exercice@
V2

M) =—-1eA=—letf'(0)=2&+-5-B=2.  a) Ona f"(x)=sinx, douf"’ (x)=—cosx+c;

Parsuite A=—1etB= 2@. ceR
Solutions : x = —sinx+cx +d; c€R etd ER.

Doncf: x H*COS(@JI) + 242 sin(@x). b) 257"+ 200/ " =0 & [ = —%f’,

a9 "-64f=0 e f" =+l dodf = ke ¥ i kER.

doncfr) = Ac¥ +Be ¥ ; A€RetBeR  Solutions:x 4k kER

M0)=6=A+B=6etf'(0)=24 Exercice@

< %A - %B =24 a) Solutions générale : x — ke™ ;k€R.

(car ' (x) = %A@%r - %Be’%f ). f2)=e"© k=c™ Solution F : x - e™ ™.
100
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b)Onaf"=2x,douf'(x)=x>+c,c€ERet

f(x):%zg+cx+d; ceR etd€R.
A0 =1ed=let/(1)=0&c=—1.

Solution : F : x + %z:‘—%x-k 1.

Exercice Q

a)VER, g'(x)=(2ax +a—2b)e™

g est solution de (E) ssi g '(x) + 2g(x) = e >
ssi (—2ax + a—2b)e™ + 2(ax + b)e > =
ssiae ™ =e™*

ssia=1.

g:x P (x+ b

b) g est solution de (E) ssi g '(x) + g(x) = sinx
ssi Acosx — Dsinx + Asinx + Bcosx = sinx

ssi (A + B)cosx + (A — B)sinx = sinx
ssiA+B=0etA-B=1.

A= L -_1
ssiA= o) etB= 7 -

Doncg :x— lcosx— lsin)c
g: D) D) .

Exercice @

a)Vx ER, g'(x)=3ax? + 2bx + cet

g" (x)=6ax + 2b.

g est solution de (E) ssi g"(x) + g(x) =x>+2
ssibax +2b +ax* +bx* +cex +d=x>+2
ssiax® + bx*+(6a +c)x +2b+d=x>+2
ssia=1;b=0;6a+c=0¢ct2b+d=2
ssia=1;b=0; c=—6etd=2

Donc g :x = x> — 6x +2.

b) g’ (x) = [(A + B)sinx + (A — B)cosx]e*
g" (x) =[2A cosx — 2B sinx]e*

g" (x) = 16g(x) = — 2¢" sinx

[(2A + 16B)cosx + (—2B + 16A)sinx]e*

= —2¢" sinx.

Par identification

{2A+16B=0 { 2A+16B=0
16A—2B=—2ﬁ 128A—16B=—16
__ ___16 __ 8
130A=—-16=>A= 130 =~ 65

—1
B—E.

Donc g:2 — <*%sinx*%cosx)er.
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Exercice @

l.g'x)+2g(x)=2+4x+1=4x+3.
Donc g est une solution de I'équation
différentielle (E) : f' + 2f=4x + 3.
2. f estune solution de (E) ssi f"'+2f=4x+ 3.
g est aussi solution de (E) ssi g' + 2g = 4x + 3.
Ona:(f"+2)—(g'+22)=0¢&
(f'—eg)+2(f-g=0.
Donc f— g est solution de (E,).
3. Les solutions de (E,) sont les fonctions :
x—ke®, kER.
Les solutions de (E)) sont les fonctions :

x ke +4x+3.

Exercice @

1. a) Solutions : x = Acos3x + Bsin3x ; AER
etB € R.
b)g0)=1=A=1ctg’(0)=3=3B=3
©B=1. Dolnc g:x cos3x + sin31x.
2.0na: h(x)1: We”, d’ou i’(x) = —ﬁe”
et h”(x)= 10¢ -
Par suite h”(x) +9h(x) = e + e = e
Donc 4 est une solution de (E).
3. f'est une solution de (E) si f 7+ 9f=e™
ssi f7+9f=g”+9g, car g”(x) + 9g(x) = ™
ssi (f-g)"+9(f-g)=0
ssi (f—g) est une solution de (E,).
4. Les solutions de (E) sont les fonctions :

x - Acos3x + Bsin3x + 11—06” ;AERetBER.

IV.3. Exercices d'approfondissement

Exercice @

1. Les solutions de (E) sont les fonctions :
xe ke‘“”’-ﬁ-% k€R.
2g)=5& ké+3=5o k

Doncg:xw 1—3063173 +%.

Exercice @

1. Les solutions de (E) sont les fonctions :
x - Acos2x + Bsin2x ;A€ RetB € R.

= %873.
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2)g(0)= V3 ©A= 43 et
g(0)=2e2B=2oB=1.

Donc g : x = /3 cos2x + sin2x.
3.¥x e R, g(x)= V3 cos2x + sin2x =

2(£c052x+lsin2x> =
2 2
2(sin%0082x+cos%sin2x)

g(x)ZZSin(2x+%).

4. g(z)20®25in<2x+%)20

@sin(2x+%)=sin0<:)2x+%=kn,kEZ
T

S r="7 +k 2,kEZ

x€[0;2nf S0<—F + kg <2n

otsk<Bokenziaa

Exercice Q

1.f’+f=1¢& f’=—f+ 1. Les solutions sont
les fonctions : x = ke ™™ +1, k € R.

2. festune solution de (E) ssi f ™+ (1 + tanx)f= cosx.
ssi g’(x)cosx — g(x)sinx + (1 + tanx)g(x)cosy = cosx
ssi g’(x)cosx — g(x)sinx + g(x)cosx + g(x)sinx = cosx
ssi g’(x)cosx + g(x)cosx = cosx
ssig’(x)+gx)=1,carVz € ]—%;%[,cosxio.
ssi g est solution de (E,).

3. fix) = g(x)cosx = (ke™™+ 1)cos(x), k € R, car
g est solution de (E).

A0)=0& (kE°+ 1) cos(0)=0 < k=-1.

La solution de (E) qui s’annule en 0 est la
fonction f'définie sur R par :

fix)=(—e™*+ 1)cosx.

Exercice @

1. g '(x) = k(q(¢) — 20), avec k= —2,08.
Donc ¢q '(x) =—2,08¢(¢) — 41,6.

2. q(x) = ke % — %’068, keER.

Et comme ¢(0) = 100, on a : & = 80.
Donc g(x) = 80e 2% + 20,

3.Vt €[0; +oo[, g '(x) = —166,4¢ 208 |

q '(t) < 0, donc ¢ est strictement décroissante
sur [0 ; +oof.

4. tlir%q( t)=20.

Interprétation : Quel que soit le temps mis,
la température ne descendra pas au-dessous de
20°C.

5. - Au bout de 20 min, la température est
q(30), soit environ 20°C.

- Au bout de 20 min, la température est
q(30), soit environ 20°C.

6. 11 s'agit de trouver ¢ tel que ¢(t) = 30.

q()=30 © 802" +30=30 & ¢ 2% = %
08— 1
Se 4 ]
2,08 =In§
_ In8
S 1= 308"

La température sera de 30°C apres 211170% min,
soit 0,9997 min ou environ 1 min.

Exercice @

1. On pose y = U,.. L'équation différentielle

s'écrit alors : E=RCy’ +y, soit RCy'=—y + E
Cre ] E

ou encore : y __Fy—’_ﬁ'

Cette équation est de la forme : y' = ay + b, avec

—_1 - E _
O="RC = 28,4 et b= RC ~ 170,45.

2. Les solutions générales de I'équation

b

y'=ay + b sont de la forme : y=ke" —,

kER.
Donc les solutions générales de 1'équation

’

y'= 7%);4-% sont de la forme :
y:ke’%’-i-E,kE]R.
Pourt=0,onaU.=0c-a-dy=0.
Doncona:0=k+E,soit k=-E.

La solution de cette équation est :

y= —Ee"%c‘ +E, soity = —6¢ 4 + 6.
3)Pourt=0,l onay = —6¢ 2%+ 6~ 5,65.
Donc au bout de 100 ms, U, = 5,65 V.
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IV.4. Situations d'évaluation

Exercice @

1. La fonction N : ¢t = N(f) est solution de
I'équation différentielle ' = —0,0001238f.

Donc N(f) = ke 00001238 f e R,
N0)=N, e kE°=N,e k=N,

Donc N(f) = N,e 0001238,

2. 11 faut trouver la valeur pour laquelle :

1
N(t) = ol N,.

N(t) — %NOQ N0670,0001238t = %No

< —0,00012387 = In(0,5).
_ 1n(0,5) -
=0,0001238 ~ 5599 ans.

La période (ou demi-vie) du *C est 5599 ans.

St

3. Puisque les fragments ont perdu 30% de leur
teneur en “C, il leur en reste 70%.

11 faut trouver la valeur de ¢ telle que :
N(#)=0,7N,.

N(#)=0,7N, & N 00138 = 0, 7N

< —0,0001238¢ = In(0,7)

_ In(0,7) ~
S t= =0,0001238 ~ 2281.
Les fragments ont donc environ 2281 ans.

Exercice @

1. La vitesse de diminution de la population
est p'(f), comme elle est a chaque instant
proportionnelle a cette population, on a :

p'(H) =ap(t), avec a € R.

On a alors p(f) = ke”, avec k € R.
Ainsi : p(0)=512 & k=512.

Donc p(t) = 512¢™.

Ona: p(16) =256 © 512¢' = 256
o el =05

& 16a=1n0,5

s %ln%. o

Donc : p(f) = 512¢1"2

2.Enl'an 2030, on a: ¢ = 30.

Ona: p(30)= 512¢1"7 ~ 139,6.

En I'an 2030 il y aura encore environ 139
singes.

L'affirmation du chef de classe n'est pas juste.
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