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Legon 1 : Limites et continuité d’'une fonction Corrigé manuel Vallesse TleD

Legon

Limites et continuité d’une fonction

Situation d’Apprentissage

Faire deux lectures de la situation d’apprentissage par deux apprenants.
Recenser et expliquer les données pertinentes.
Poser les questions suivantes :

Question/Consignes pour dérouler la situation | Réponse attendue

A quelle occasion les éleves decouvrent la A T’occasion d’une visite dans une entreprise

courbe

Que remarque les eléves selon le textes La courbe est différente de celles qu’ils ont I’habitude
de voir. (La partie en rouge est séparée de la partie en
noir.)

Que font alors les éleves .IIs sollicitent le professeur de mathématique pour

comprendre le traceé de la courbe.

On pourrait ajouter a I’énoncé des taches : Les éléves décident d’étudier la notion de continuité
Les ¢léves décident d’étudier la notion de
continuité

Qu’est ce que les éleves décident de faire

La notion de continuité est liée a la notion de limite que vous avez étudiée I’année derniere. C’est
pourquoi cette lecon se déroulera selon le plan suivant.

1) Calcul des limites a partir des limites de référence

2) Limite d’une composé de deux fonctions

3) Techniques de calcul de limite

4) Prolongement par continuité

5) Interprétation graphique de limites

6) Continuité d’une fonction sur un intervalle

7) Fonction continue et strictement monotone sur un intervalle
8) Techniques d’encadrement des zéros d’une fonction

9) Puissance d’exposants rationnels

Installation des habileteés
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1. lim x2 = +o0; lim x? = 400; lim x* = 400; lim —==0; lim —=0; lim >
X—+00 X——00 X—+ 00 X—>—00 X X——00 X X—>—0oo X
2.a) Modeifier le tableau de cette question comme suit.
X 9 100 10000 1020 | 103° | 10%° 1050
Vx 3 10 100 1010 1015 | 102° 1025
b) lim Vx = +o
X—>+00
3. Pour les questions a) et b) calculer la limite a gauche.
a) lim = —
X—>—2Xx+2
<
2x-5 1
b) = (2x—5)( ) llm 2x—5=-9 et llmz? —00,
<
On en déduit que : lim =2 = 4o,
x——=2 x+2
<
4.a) Pour toutx € R, f'(x) = cosx. Donc f'(0) = cos0 = 1.
, 1. Sinx—sin0 . sinx
b) £'(0) —}Cl — —}Cll’)r(l) —=1
5.a) Pour toutx € R, g'(x) = —sinx. Donc g'(0) = —sin0 = 0.
' __ 1:... COsx—cos0 . cosx—1
b) g'(0) = }Cl — = }cl—% —— =0
cosx—1 _ cosx—1 x
sinx  x sin x’
lim 22X = 1 donc llm— = 1 et comme lim <% = = 0, on en déduit que : 11m
x—0 X 0 sinx x—0 x x—0 sinx
Exercice 1
a) lim x3=—-c0 b) lim x2 =+,
X——00 X—+00
Exercice2 prendre: d)lim—— = +oo
xﬁlx 1
a)Vrai; b) Faux; c) Faux d) Vrai
Exercice 2
Rectifier I'énoncé comme suit.
Calcule les limites suivantes
. 2x-5 1 1
a)lim : b) llm ; c) lim —
x—2 x—2 x—2 x—2 —>1x2 3x+2  x—1
< > <
2x
a)}cl_rg — = 11m(2x — 5)( ) =(—1) X (—0) = 400,
< <

sx—-1

Vallesse



Legon 1 : Limites et continuité d’'une fonction Corrigé manuel Vallesse TleD

b) lim 2

x—>2x 2

= 11m(2x — 5)( ) = (=1) X (+0) = —

1

Q) lim—————=1lim (=) (=5 - 1) = (—) x (-2) = +oo.

x—>1x2 3x+2 x—1 x—-1 \x—-1/ \x-2

< <

J Limite d’'une composée de deux fonctions

1. lim u(x) = —o0; lim v(x) = —o0
X——00

X—+00

2.a) f(x) =—-8x3+12x?—6x+ 1
DELVOREE

3.a) Vx ER, f(x) =voul(x)
DELVORNLED

Exercice 1
1.a) 2.b) 3.0)
Exercice 2
2
1) lim 22+ — tooet lim vx = +o donc lim 2241 _ oo
X—+00 X X—+00 X—+00 X
2) lim 2= 0etlimcosx = 1 donc lim cos( ) = 1.
X—>—00 X x—0 X—>—00 X
sin 5x . sin 5x
3)}cl—r>r(l) X _}c1—>0 5x X? .
Ona:lims—x— x=1donclimw=1.
x x-0 5x
On en dedult que: llm SInSx _ s,
x-0 X
Exercice 3
l.a) 2.c) 3.b)
Exercice 4

1. a) lim (x2 —2x+5) =+ et llm\/——+oo
X—>4+o00
b) hm Vx2—2x+ = 400
X—>—00
2.a) hm(Sx) =0 et l =1
sm5x

b) lim 222X = 1

x—0 5x

smx
X

3.a) lim— = —o et lim x7 = —
x—>2 x—2 X——00

b) llm(—)7 =—

52 " x—=2

Vallesse
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J Techniques de calcul de limites

3.1 Utilisation d’'une expression conjuguée

1.a) Pour tout x élément de |0 ; +of,

(\/x +3-x)(Vx2+3 +x) x2+3-x2 3
x2+3 -
VxZ+3+x T VxZistx | Vatistx

b) Calcule: lim vx2+3+x =400

xX—+00
, . . . 3
) Déduis-en lim vx*+3 -—x= lim —=——=10
x—+00 x—+o00 Vx“+3+x

2.a) Pour tout x élément de |- ; 0],

VX2t 2x+3 +x = (VxZ+2x+3+x)(Vx2+2x+3- x)

X2 +2x+3-
*3
x2+2x+3-x2 (2+ ) —2—0

—x /1+ 341 —x 142+ S /1+i+j 1
b) lim /1+—+—2 +1=2
X——00 X X

2 3 2
X=—® /1+—+—2 +1
X X

Exercice 1
a) lim Va+i-1 — lim (Vx+1-1)(Vx+1+1) — lim—L =1
x—0 X x—>0 x(vx+ +1) - x>0 Vx+1 +1 2
. Wx+11-3 +11-3 +11+3 1 1
b) lim Y2 = lim (v CE ) _ lim —— =~
x>—2 x+2 x——2 (x+2)(Vx+11+3) X2 VxFt11+3 6
Exercice 2
lim 1+.cosx= . (1+.cosx)(1—cosx)= . sinx —0
x—7g Sinx x>z (sinx)(1—cosx) x—gl—cosx
Exercice 3
: : Va2+1+x)(VaZ+1- : 1
a) 11m\/x2+1+x=11m(x IICE x)=11m—=0
X—>—o0 X——00 xZ+1-x x——o0VX2+1—x
: > _ (\/x2+2x+x+1)(\/x2+2x—x—1)_ -1
b) Jlim NaT 4 Zx 4t 1 = i Jim = 0
. VxZx+x . (Vx24x+x) (Va2 +x-x) 1
c) lim ——— = lim = lim ——=10
X——00 X X—— 00 x(\/x2+x—x) x—>—ooVX2+x—%
VaZrxt3+x)(VaZixt3— _ -1-2 1
d) lim vx2+x+3+x= lm (Varrex zx)( ) lim ——%—=—-,
X——o00 X“+x+3—x X——o00 f1+§+x%+1 2
Exercice 4

5 Vallesse
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a) lim 1 —x = lim (Va2+1-x) (Va2 +14x) lim —L

xX—+o0 xX—+ o0 Vx2+1+x x—>+ao\/x2 1+x )
v 2 N 4—=
b) lim Vx?+2x—x+ 1= lim (v +2x\/x2+71)(x taxrxn 1)— lim —*—=2
X—+o0 xX—+o0 x“+2x+x—1 x>+ o0 1+3+1__
X
xZ+x—x (VxZ4+x—x)(Vx2+x+x)
) x1—1>+oo x o x1—1>r-|r-1w x(VxZ+x+x) xl—l>r-|r-loo\/x2+x+x
3
i/ A/ x2 14-=
d) lim Va2 ¥ 2 F 3 4 x = lim QZose)ets=) _ 1 1

- - 2 - 1,3
Xo—00 X——o0 X“+x+3-x X—>—o0 \/?4_96_24_1 2

3.2 Utilisation d'un nombre dérivé

On considere la fonction f définie par f(x) =vx + 2

1) lim f(x)-f(a)
x—a X—a
1] _ 1
2) f(x) = ;7=
. Vx+2-2 vx+2-3 _ . _l
Ll_)z — —f(Z)——et l — —f(7)—6.
Exercice 1
Calcule les limites suivantes :
Posons: f(x) =vx+3; f'(x) = }Ci_) V4372 =f'(1) ==
\/2 -3
Posons: f(x) =vV2x+1; f'(x) = i+ = f’(4) ==
Exercice 2
v  VxXF1-1 o 1
a)Posons.f(x)—\/x+1,f(x)—Z\/_ }Cl_r)% . —f(())—2
. inx—1
b) Posons: f(x) =sinx ; f'(x) = cosx.Ona: lim Smx,, =f' (E) =0
X—>§ X—E 2
, 1 . tanx—1 ,
c) Posons: f(x) =tanx ; f'(x) = — }Cl_r:r% a:f,_, =f (E) =2
4
d) ZCOSX—\/§ _ E v Cosx;_
6X—TC 6 x—g
_B
Posons: f(x) =cosx ; f'(x) = —sinx.Ona: llmcosx 2= f' (E) =-1
ol X—= 6 2
6
. 2cosx—V3 _ 1 AN
Donc }}EW ix(-3)=-%
6

3.3 Utilisation des propriétés de comparaison

Prendre : h(x) = x?cos G)

6 Vallesse
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la)Vx e R, -1 <sinx <1l,ona:2x—1< f(x) <2x+ 1.
DoncVx € R, f(x) = 2x — 1.
b) xl_l)r+noo2x—1 = +o00.Donc 11m f(x) = +o0,
2.2) VxER -1<cosx<1,0na:3x—2<g(x)<3x+2
Donc Vx € R, g(x) <3x+ 2.
b) lim 3x + 2 = —o0. Donc hm g(x)——

X——00

3.a)Vx e R*, -1 < cos()<1 Donc Vx € R*, —x? < h(x) < x2.
b) hm( x?) = hmx = 0. Donc llm h(x)=0

Exercice 1
1) xl_l)lzloo 2\/;? xl_l)r_{loo? = 0.0n en déduit que : llTw\/x +1—-vVx=0
Exercice 2

. 4 4
1) xl_l)rpoo == xl_l)rpoox 0. Donc llm f(x) 0

2 3
1) xl_lgloox = xl_1)r+n°ox 0. Donc llm f(x) —==0.
On en déduis que : lim f(x) = Z
X—+00 3
Exercice 3
1+cosx 2
—1< < < <=
e Pourx >0,—-1<cosx < 1.Doncpourx >0,0< 5 =7
2 . . 1+cosx
lim —= = 0, on en déduit que : lim =0.
X—+00 VX ! 9 x40 VX
e Pourx <0,—1<sinx < 1.Doncpourx <0, zx < xs;mx < ;x :
x“+1 x“+1 x“+1
= lim —— = 0, on en déduit que: lim = = 0.
X——00 x2+1 X——00 x2+1 X——00 x2+1

J Prolongement par continuité

1. L’ensemble de définition de f est: R / {3}.
2. L’énoncé correct est : Calcule puis compare }Ciiréf(x) et Ligf(x)
< >
. s _ _ . s 2 _
Z.Ll_r)r%f(x)—}cl_rgx 2=1et lcl_rgf(x)—}cl_rgx 8=1.
>

<
Donc }Ci;r}%f(x) = }Ci;r}%f(x).

Vallesse
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4. f n’est pas continue en 3 car f est pas définie en 3.
S.Llér%f(x) = }Cligf(x) =1, donc }Cl_rgf(x) =1

Ona: lin%g(x) = lin%f(x) =1 = g(3). g est continue en 3.
X— X—

Exercice 1

-1 1
Pour toutx € [-1; 1[{ U ]1;4oo[, f(x) = — Ona: llmf(x) — lm}m -
On peut prolonger f par continuité en 1.

gx)=f(x)six€]-1;1[ U ]1; +oo|

est le prolongement par
g =-1 prolongementp

La fonction g définie par: {
continuité de f en 1.

Exercice 2
L’ensemble de définition de f est R / {3}.

lingf(x) = lirr31 x + 4 = 7. 0n peut donc prolonger f par continuité en 3.
X X

gx)=x+4six+3

9(3) =7 est le prolongement par continuité de f en 3.

La fonction g définie par: {

Exercice 3
1. Pour toutx € R*, 0< |sin%| < 1.0n en déduit que : |[f(x)| < |sin x|

2.lim|sinx| = 0.0n a: lim|f(x)| = 0. On conclut que : limf(x) = 0.
x—0 x-0 x—0

f n’est pas définie en 0 et lirréf(x) = 0 donc f est prolongeable par continuité en 0.
X—

J Interprétation graphique de limites

1.a) lim f(x) = 400

b)a(x)—% et lim f& _ lim 2x+4+—:+oo

X—>+00 X X—+00

¢) La droite (0))

8 Vallesse
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2.a) lir+n f(x) =+

2

x . x .
b) a(x) = %) et xl_l)rgloo%) = xl_l)t}lm\/—z =0
c¢) La droite (0I)
Exercice 1
1.vrai 2.faux 3.faux 4.Faux
Exercice 2
1. Lorsqu’ona: xl_i)r_noof(x) = —oo et lim % = 0, on dit que la courbe (C;) admet en —oo une

branche parabolique de direction (0I)

2. Lorsqu’ona: lig_l’l f(x) =+ et lim I® — L oo, on dit que la courbe (Cf) admet en +o0 une
X—+ 00 X

—4+00 X

branche parabolique de direction (0])
Exercice 3

1.a) faux b)vrai c) faux
2.a)vrai b) faux

J Continuité d’une fonction sur un intervalle

6.1. Opérations sur les fonctions continues
1.a) J}Lrgo(f(x) +g(x)) = f(xo) + g(xo) J}Lr;lo(f(x) x g(x)) = f(xg) x g(x)

b) justifie que f + g et fg sont continues en x,,.

- (fOO\ _ f(xo)
2.a) lim ({¥) = [&)
a) lim (g<x>) 9(xo)

b) Justifie que g est continue en x,,.

Exercice 1
1.vrai 2.faux 3.vrai 4.Vrai

Exercice 2
1.vrai 2.faux 3. Faux 4. Faux

Exercice 3

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle /. Si g ne s’annule pas sur / alorsg est

continue sur /.
Les fonctions f + g et fg sont continues sur I.

9 Vallesse
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6.2. Composée de deux fonctions continues sur un intervalle

L lim f(0) = f(xo), lim g0 = g(f (o)) et lim g o f(x) = g(f (x0)

2. Justifie que g o f est continue en x,

Exercice 1
1. vrai 2. faux 3. faux

Exercice 2
Si f est une fonction continue sur un intervalle K telle que f(K) c K’ et g est une fonction
continue sur K’ alors g o f est continue sur K.

6.3. Image d’un intervalle par une fonction continue
L f([-6;4]) = [-1;35], f([-6;4]D) = [-1;35], f(I-6;4D = [-1;35],
f([-6;0]) = [-1;35], f([0;4]) = [-1;15] et f(]—6;4]) = [-1; 35].
2. f([0;4]) = [-1;15], f(J-6;0D) = 1-1; 35, f([-6;0]) = [-1;35]
3.a) f([-6;4]) c [-1;35]

b) Soity € [—1; 35].
f)=y=x2=y+1

= x=—Jy+loux=,y+1

x € [—6;4]. Donc y admet un antécédent x par f dans [—6; 4].

c) f([-6;4]) = [-1;35].

Exercice 1
1.faux 2.vrai 3.vrai 4.faux

Exercice 2
f([-1;3]) = [-3;5]
fA1;5D =11;9(

Exercice 3
1.c 2.c¢ 3.a 4.C

6.4. Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone
L'image par f de [a, b] est [1,3; 6].

L'image par f de [a, b] est [0,9; 8].

Exercice 1
K fK)
f est strictement croissante sur K | f est strictement décroissante sur K
[a, b] [/ (@), f(b)] [£(b), f(a)]

10 Vallesse
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la, bl ],lcigrglf(X),,lcigrll,f(x)[ ]}Cig;;f(x),,lciyglf(x)[
[a, b[ < <
[f (a), lim f (x)[ ]}Cigl, fG, f (a)]
la.b} llgn f(x).f(b)l [f(b), liny f<x>[
Exercice 2

1. faux 2. vrai 3. vrai 4. faux

Exercice 3
1.vrai 2.faux 3.faux 4.vrai

6.5. Théoréme des valeurs intermédiaires
1. y, est un nombre compris entre f(a) et f(b), donc y, € K.
2.y, aau moins un antécédent compris entre a et b par f car y, € K'.

Exercice 1

Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K.

Tout nombre réel y compris entre f(a) et f(b) admet au moins un antécédent par f compris
entre a et b.

Exercice 2
Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K.
1. faux 2. vrai 3. Faux

J Fonctions continues et strictement monotones sur un intervalle

7.1. Bijection
1) (Cf) est la représentation graphique d’une fonction f continue et strictement croissante sur
un intervalle K dans un repére orthonormé.
Soity € f(K)

a) y aun antécédent par f

b) Chaque élément de f(K) admet un unique antécédent dans K. D’ou f réalise une bijection
de K sur f(K).

c¢) Construction de la représentation graphique de la bijection réciproque f 1.

d) £~ continue sur f(K) ?

e) f~1estcroissante sur f(K).

f) Comme y € f(K),’équation f(x) = y admet une unique solution dans K.
2) (C f) est la représentation graphique d'une fonction f continue et strictement décroissante
sur un intervalle K dans un repére orthonormé.
Soity € f(K)

a) y aun antécédent par f

11 Vallesse
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b) Chaque élément de f(K) admet un unique antécédent dans K. D’ou f réalise une bijection
de K sur f(K).

¢) Construction de la représentation graphique de la bijection réciproque f 1.

d) £~ continue sur f(K) ?

e) f~ 1 est décroissante sur f(K).

f) Comme y € f(K),’équation f(x) = y admet une unique solution dans K.

Exercice 1

Soit f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle K alors

f réalise une bijection de K sur f(K).

la bijection réciproque f~! est continue et strictement monotone sur K et a le méme sens de
variation que f.

Exercice 2
Soit f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle K alors
pour toutréel m € f(K),'’équation f(x) = m admet une unique solution dans K.

Exercice 3
1. faux 2. Vrai 3. Faux

7.2. Solution de I’équation f(x) = 0.
1. Soit f une fonction continue et strictement croissante sur l'intervalle [a, b](a < b).

a) f([a,b]) = [f(@), f(B)].

b) f une fonction continue et strictement croissante sur l'intervalle [a, b]. Comme f(a) X
f(b) < 0alors 0 € f([a, b]). Donc I'équation f(x) = 0 admet une unique solution dans |a, b|[.
2) Soit f une fonction continue et strictement décroissante sur l'intervalle [a, b](a < b).

a) f([a,b]) = [f(b), f(a)].

b) f une fonction continue et strictement décroissante sur 'intervalle [a, b]. Comme f(a) X
f(b) < 0alors 0 € f([a,b]). Doncl'équation f(x) = 0 admet une unique solution dans |a, b[.

Exercice 1
Soit f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a, b].
Si f(a) x f(b) < 0 alors1'équation f(x) = 0 admet une unique solution dans ]a, b[.

Exercice 2
1. faux 2. Vrai 3. faux 4. vrai

Exercice 3
1. faux 2. Vrai 3. Vrai

J Techniques d’encadrement des zéros d’une fonction .
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8.1. Méthode de balayage

1. a) La fonction f est continue et strictement croissante sur [1,4; 1,5].

Or f(1,4) x f(1,5) < 0, donc I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans ]1,4; 1,5[.
b) L’amplitude de l'intervalle ]1,4;1,5[ est 0,1.

2. a) La fonction f est continue et strictement croissante sur [1,41; 1,42].

Or f(1,41) x f(1,42) < 0,donc @ € ]1,41;1,42][.
b) L’amplitude de l'intervalle ]1,41;1,42[ est 0,01.

3) Tableau de signe de la fonction f sur [1,41; 1,42]

X 1,410 | 1,411 [ 1,412 1,413 |1,414 1415|1416 1,417 | 1,418 |1,419 | 1,420

Signede | — — — — — + + + + + +
f(x)

a) La fonction f est continue et strictement croissante sur [1,414;1,415].
Or f(1,414) X f(1,415) < 0,donca € ]1,414;1,415]|.
b) L’amplitude de l'intervalle ]1,414; 1,415[ est 0,001.

Exercice 1

1. Pour tout x € [—4;4], f(x) =x% —6x+ 1. f(x) =3(x —v2)(x +V2)

f est continue et strictement décroissante sur [0; 1].

f(0)=1et(1)=—4.0Ona: f(0) x f(1) < 0.DoncI’équation f(x) = 0 admet une solution
unique a sur [0; 1].

2. Tableau de signe

X 0 01 (02 |03 |04 |05 |06 07 108 0,9 1
Signe + + - - - - - - - - -
de f(x)

£(0,1) X £(0,2) < 0.Donc a € ]0,1;0,2[

Exercice 2
1.Pour toutx € [—4;4], f(x) =x3+x?—x+1. f(x) =3 (x —é) (x+1)

f est continue et strictement croissante sur [—2; —1].
f(=2)=—-1et(—1)=2.0na: f(—2) X f(—1) < 0.Doncl'équation f(x) = 0 admet une
solution unique a sur [—2; —1].

2. Tableau de signe

X -21!-19|-18|-1,7|-16|-15| -14 |-13| -1,2 | —1,1 -1
Signe - = |+ | + | + | + + + + + +
de f(x)

f(—=1,9) X f(—1,8) < 0.Donc « € ]-1,9; —1,8[.
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8.2. Méthode de dichotomie
Soit f une fonction continue et strictement croissante sur [1; 2].
1. a) La fonction f est continue et strictement croissante sur [1; 1,5].
Or f(1) x f(1,5) < 0, donc I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans ]1; 1,5[.
b) L’amplitude de l'intervalle ]1; 1,5[ est 0,5 et 0,5>0,1.
2. a) La fonction f est continue et strictement croissante sur [1,25;1,5].
Or f(1,25) X f(1,5) < 0, donc a € ]1,25;1,5[.
b) L’amplitude de l'intervalle ]1,25; 1,5[ est 0,25 et 0,25>0,1.
3. a) La fonction f est continue et strictement croissante sur [1,375; 1,5].
Or f(1,375) x f(1,5) < 0, donc « € ]1,375; 1,5[.
b) L’amplitude de l'intervalle ]1,375; 1,5[ est 0,125 et 0,125>0,1.
4. a) La fonction f est continue et strictement croissante sur [1,375;1,4375].
Or f(1,375) x f(1,4375) < 0,donc a € ]1,375;1,4375].
b) L’amplitude de l'intervalle ]1,375; 1,4375[ est 0,0625 et 0,0625<0,1.

Exercice 1

1.Pour toutx € [—4;4], f(x) =x3—6x+ 1. f(x) = 3(x — \/f)(x + \/E)

f est continue et strictement décroissante sur [0; 1].

f(0)=1et(1)=—4.0Ona: f(0) x f(1) < 0.DoncI’équation f(x) = 0 admet une solution
unique a sur [0; 1].

2.
f(oz_l) = £(0,5) = —1,875.Donc 0 < a < 0,5
f(*22) = £(0,25) ~ —0,484. Donc 0 < & < 0,25
o f(™2%)=1(0125) ~ —0,498. Donc 0 < & < 0,125
. f(°+°2'125) = £(0,0625) ~ 0,625. Donc 0,0625 < a < 0,125
Exercice 2

1.Pour toutx € [-4;4], f(x) =x3+x?—x+1. f(x) =3 (x —é) (x+1)

f est continue et strictement croissante sur [—2; —1].

f(=2)=—-1et(—1)=2.0na: f(—2) X f(—1) < 0.Doncl'équation f(x) = 0 admet une
solution unique « sur [—2; —1].

2.
e f(%)=f(-15)=1375.Donc—2 < a < -15.
* f(_Z;LS) = f(-1,75) = 0,453 .Donc -2 < a < —1,75.

-2-1,75

e f(Z)=f(-1875) ~ —0,201.Donc —1,875 < a« < —1,75.
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J Puissances d’exposants rationnels

9.1. Fonction racine ni®™me
@, est continue et strictement croissante sur [0, +oo[. Donc ¢,, est une bijection de [0, +oo[ sur
@ ([0, +0[) = [0, +ool.

Exercice 1
1. La bijection réciproque de la fonction ¢ est la fonction @1 définie sur [0, + o[ par :
3

p1(x) = Vx = x3.
3

2. La bijection réciproque de la fonction ¢ est la fonction ¢1 définie sur [0, +oo[ par:
5

1
P1(x) = Vx = x5
5

Exercice 2
i/_ VF=2=2.
=3 =3 = 3.
ﬁ 1&7-6
27
Exercice 3

9.2. Puissances d’exposant rationnel
Soient f et g deux fonctions définies sur ]0; +oo| respectivement par f(x) = Vx et g(x) = xP, o
p est un entier relatif et g un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1) Pour tout x € ]0; 4o, f o g(x) = Vx?; go f(x) = ('{/E)p.
2) Posons y = (xp)% etz = (x%>p
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1\ 9P 1
a) y9 =xPetz = (x5> = [(xa

p

b) 24 = [(xa>q] = x?

3a)yl=2z79y=z

b) Pour tout x € ]0; oo, fo g(x) = g o f(x) cary = z.

Exercice 1
1.vrai 2.Vrai 3.Faux 4. faux

Exercice 2

1.c ; 2.b ; 3.c

. 4x—-1 4x
nOna: lim —= 1 —=
x—>—00 X+2 X—>—00
. x—3 3
Ona: lim=— = —o et lim x® = +o donc llm
xX—>5x-5 X——00
<

x—+00 x2+1 x—+00 x2 xX—+00 X

2_ _ -
. hmx 3x+2 . (x—=1)(x=2) _

xo1 x2-1  xo1 (x—=1D(x+1)  xo1x+1

. hm\/x+ —2Jx = hm\/—<\/m >

X—+00 X—+00
Ona: lirp =1 ethm\/—— 1 donc 11m
X—>4+00

Or lim vx = +oo0 donc lim vx ( /%1— 2) = —00,
X—+00 X—>+00
Par conséquent lir+n Vx+1-—2Vx=—
X—+00

e lim 1—/3x=2 _ lim 12—(\/3x—2)2
x—>1 x—1 - x—1 (x—1)(1+,/3x-2)
1-(3x-2)

}CI_I}} (x—1)(1+,/3x-2)

=4et llm\/_ = 2 donc lim

-5 (x—i)3 =t

Ona: lim 2x_ — lim Z lim 2= 0 et llm cosx = 1 donc lim cos

X N . x+1
=—=1.D'oulim [——-2=-
X X
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__1. 3—-3x
= am (x=1)(1+,/3x-2)
. 1-3x—2 _ .. -3 _ 3
_xl}{n -1 M= 2
Donc lim~—3*2 - _3
x—-1 x—1 2
o= = o (D 1 L
* x1—1>I-Poo x \/E - x1—1>I-Poo Vx—1+vx - xl—1>2100 Vx—1+Vx = O car xl—l>r-|poo x 1+ \/E
Donc linl Vx—1—-+x=0.
X—+00
. x—1 . 1 .
. ;1_)1 = Jllm1 — = +oo caril_r)nl\/x —1=0etvx=>1,Vvx—1>=0.

iy
> > >

e Posons: f(x) = x?% ona: f est dérivablesur RetVx € R, f'(x) = 20x°.
1 f@-r@ _ x20-1

Vx + .
x—1 x—1
L1 x20-1 T Fx)-f(1) . ’ _
Donc.}cliri—x_l = }Cl_r)r%—x_l = f'(1).0r f'(1) = 20.
20_
Dot limE—* = 20.
x-1 x—1

e Posons: g(x) =+vV3x —2;
ona: g estdérivable sur E, +00[ etVx € E, +00[ ,9'(x) =
2 f)-1f(2) _ V3x-2-2

3
2V3x=2"

Vx#
xX—2 X—2
i V3X=2-2 _ e g(0)-9(@) _ "2)=2
Donc.}clirzl = }clfg — =4 (2) .0r g'(2) = 7
Dot : lim 222 = 2
x—2 X—2

Pour la question 4, Prendre les propositions suivantes:a) 0; b)—2020; c¢) 2020
1) a
2) c
3) c
4) b

1.Pourtout x >0, x —1<x+sinx <x+1.
Donc lim x +sinx = +oocar lim x — 1 = o0,

X—=+0o0 X—>+o00
X X COSX X . X . X

2. Pourtout x > 0, — < < . Or lim — = lim = 0.

x241 x24+1 x2+1 Xx—>400  x2+1 X400 x2+1

. X COosXx
Donc lim —— =20
x—+00 X“+1

17
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a) Pour tout x > 0, 2o 2 < x 42 0r lim 22 = 4. Donc lim —— = +oo.
2—CoSx x—+00 2 X—+00 2—COSX
1
b) Pour tout x > 0,x —Vx? +x — 1 = —%—.
14 (14—
X x
_1+l 1
Donc lim x —vVx% 4+ x — lim —*—= = —-
x—+00 x>t 14 ’1+1_L 2
x ﬂ
: 2 —/x2 —
O im VaZ+3-VaZ+1 = lim e =0
a) lim Vitx—Vi+x? lim 1-x _1
x—0 x T x50 Vitx+Vi+xZ | 2
> >
Vi4x?—1+x _ . 1 x-1 _ ( 1) _
b) }c—>0 x2 - }cl—r% x x Vitx+VitexZ too X 2] -
> >
1.1im=22% = % ot lim cosx = ~. Donc lim cos (manx) =1
x-0 3x 3 x>k 2 x—0 3x 2
3
2. lim TS gy T
x—+00 4x2+7 X—+o00 4x2 4
sz 2 2
3.Pourtoutx e R, 0 < < x?etlim x? = 0. Donc lim =
1-cosx x—0 x-01—cosx
2x2
On en déduit que : lim =0
x-0\ 1-cosx
f n’est pas définie en 0, donc fn’est pas continue en 0.
Ou bien reformuler I'exercice comme suit :
f définie sur |—oo; 4[ par 4-x-2,
f (0) =—4
Etudier la continuité de f en 0.
Solution
Pourx #0,f(x) = —V4d—x—2et lintl)f(x) = —4,
X—
lir%f(x) = f(0) = —4 donc, f est continue en 0.
X—
Pour toutx € R — {0}, —x? < x?2 sin ~ L < x2.1im — x2 = lim x2 = 0. D’ot lim x2 sm— = 0.

x—0 x—0 x—0

llr%f(x) = f(0) = 0 dong, f est contlnue en 0.
X—
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Vx+1-1 Vx+1-1 X . Vx+1-1 . 1 1 . x . 1
= X .Ona:lim = lim = -etlim =lim ;775 = 1.
tan x X tan x x—0 X x—>0 Vx+1+1 2 x—0 tanx x—>0 T ZEx—n0o

X Ccosx

Donc lirréf(x) = f(0) = % fest continue en 0.
X—

sin 5x sin 5x S5x 2x

— = lim .
x—0 sin 2x x—0 5x 2x  sin 2x

1-a) VxeER; -1 <sinx <1
—2 < 2sinx <2
—2 < 3x2 + 2sinx < 3x2+ 2
Vx ER; 3x2—2<g(x)<3x%+2
b)Vx ER;3x2—-2<g(x) <3x?>+2et lim 3x2—2= lim 3x?+ 2 = +oo.

X——00 X——00

5 5
=1X-X1=-.
2 2

Donc lim g(x) = +co.
X——00
Vx ER; 3x2 -2 < g(x) <3x%*+2et lim 3x2 -2 = lim 3x% 4+ 2 = 4oo.
X—+ 00 X—>+ 0

Donc lim g(x) = +oo.
X—>+0

2-a) Vx>0 3x?2-2<g(x)<3x%+2

3x2-2 <g(x) < 3x2+42

Vx>0
X X X
3x%-2 x) _ 3x%+2
b) Vx>0 <9® o
X X
. 3x2%-2 . 3x2 . . x
Ona: lim = lim = = lim 3x = 4o donc lim 9 _ 40
X—+ 00 X xX—=+00 X X—+00 xX—=+00 X

Ona: lim g(x) = +oo et lim 9t
X—>+o00 x>+ X

direction celle de (0]).

Modifier I'énoncé comme suit :
L’affirmation (a) est-elle vraie ou fausse ? Justifie ta réponse.

= +oo donc (¢,) admet en +co une branche parabolique de
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(a) : Si pour tout nombre réel x > 0,0 < f(x) < vx,alors lim f—;x) = 0.
X——00
f(x)

L’affirmation (a) est fausse car x > 0 donc — n’a pas de limite en —co.

Vx2+x+2-2 x+2 3 3
lim———— =lim—=—=—=> et =€ R. f est prolongeable par continuité en 1.
x—-1 x—1 xo1 VX2+x+2+2 4 4 f p g p

gx)=f(x)six#1

Ce prolongement la fonction g définie par: { g(1) = 3
4

a) f(x) existe pour x # 0. L’ensemble de définition de f est R — {0}.

b) lirréf(x) = lir%w =cos’'0 = —sin0 = 0.
x— x— -

gx)=f(x)six+0

Le prolongement par continuité de fen 0 est la fonction g définie par : { g(0) =0

: ) , : 13 1
Corriger I'énoncé comme suit : h(x) = — 5 Six=—z
. 1 1 x%+3 . . x%+43 13
Six #-et# —=,alorsh(x) = .Ona: limh(x) = lim =—-=
2 2 2x—1 1 12x-1 8

xX—o—= xX—o—=
2 2

l.lx+2|—-|x—2|=0=x+2=x—20u x+ 2= —x+ 2.0n obtient: x = 0.

L’ensemble de définition de f est R — {0}.

2. Pour x % O,f(x) _ 4x(|x+2|+|x-2]) _ 4x(|x+2|+|x-2]) _ (|x+2|+|x—2|).

|x+2]2—|x—2|2 8x 2

i JEr2He=2D _

x—0

2.

gx)=f(x)six#0

Le prolongement par continuité de fen 0 est la fonction g définie par: { g(0) = 2

1. f([0;1]) = [-3; —1].
2.1 (|-3:3]) = [-3;11.
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f(x) = 0 n’apas de solution dans |—o; —2] et admet une solution unique dans |—2; +ool.

On déduit que : f(x) = 0 admet une solution unique dans R.

1. Posons que: f(5) = a.Ona:f(]—; 5] = [-8,a].

2. L’équation f(x) = 1 admet une solution unique f dans R.

e f estcontinue et strictement croissante sur [0; 2].
Donc f([0;2]) = [f(0); f(2)] = [2;3].

e festcontinue et strictement décroissante sur |—o ; 0].
Donc f(1—e0;01) = [£(0); lim f(x) [ = [2; +ool.

e festcontinue et strictement décroissante sur | 2; +ool.
Donc f(12+e0) = | lim £(0); £@)] =11;3[

o |—0;2[ =]-00;0[ U [0;2]. fest continue sur |—oo; 2[.

Donc f(] 2;+0[) = f(J—0;0D) U f([0;2]) = ]2;+oo[ U [2;3[ = [2; +oo.
e ]0;+00[ =]0;2] U ]2;+ool. fest continue sur ]0; +ool.

Donc f(] 0;+e]) = f(J0;2D U f(]2;4]) = ]2;3] U]1;3] =]2;3]

1. fest continue et strictement croissante sur [3; +oo| tel que f([3; +oo[) = [1; +oo].
Or 4 € [1; +[, doncl'equation f(x) = 4 admet une unique solution dans [3; +oo[.
2. ) f est continue et strictement croissante sur |—oo ; 1] tel que
f(]=;1]) = ]—0;3]. Donc 1'équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans ]—oo ; 1].
b) 1 estle minimum de f sur |—oo ;1] doncVx € [1; +o[ f(x)=1>0
Dol Vxe€|[l; +oo[ f(x)> 0.
3. f est continue et strictement décroissante sur [1 ; 3] tel que f([1;3]) = [1;2].
Or 0 n' appartient pas a [1;2] donc 1' équation f(x) = 0 n' admet aucune solution
dans [1; 3].
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4. f est continue et strictement croissante sur |—oo; «[ tel que f(]—o0; a[) = ]—oo; 0[.
= Vx € |—oo; a[; f(x) € ]—o0; 0]
=>Vx €]—oo; af;f(x) <0
f est continue et strictement croissante sur |a ; 1[ tel que f(Ja; 1[) =]0;2].
=>Vx €la;1[ ;f(x) €]0;2[
>Vx€ela;1[ ;f(x) >0
Or d’aprés 2.b) Vx € [1; +oo[ f(x) >0 donc Vx € la; +oo[; f(x) >0
Conclusion :Vx € |—o0; al, f(x) <0 et Vx € Ja; +oof,f(x) > 0.

1. f estdérivablesurR et Vx e R; f'(x) =3x2—2x+1
Calculons le discriminant de 3x2 —2x+ 1. A = -8

A< 0, Donc le signe de 3x2 — 2x + 1 est celui de 3.
D'ouVx € R; f'(x) > 0. f est strictement croissante sur R.

lim f(x) = +oo; lim f(x) = —oo

X—>+00

Tableau de variation de f

est

X —o0 + o0
2f | f® +
+oo
f@)

continue et strictement croissante sur R tel que f(R) = R. Or 0€ R, donc I'équation f(x) =0

admet une unique solution dans R.

3. Déterminons un encadrement de a d’amplitude 1 par la méthode de balayage

X -1 0

Signe de f(x) — +

Donc—-1<a<0

Déterminons un encadrement de @ d’amplitude 1071

x -1 -09 (-08 (-07 |-06 |-05 |-04 |-03 (-02 |-01 |O

Signe de f(x) | - - + + + + + + + + |+

Donc-0,9< a < —0,8

Déterminons un encadrement de @ d’amplitude 1072

22
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x -09 |-0,89 | -0,88 | -0,87

-0,86

-0,85

-0,84

-0,83

-0,82

-0,81

-0,80

Signede f(x) | - - - -

+

Donc —0,82 < a < —0,81.

La fonction x — ¥/x est la bijection réciproque de la fonction — x3 . Donc les représentations

graphiques des fonctions x — 3/x et x — x3 sont symétriques par rapport a la droite
d’équation y = x dans le repere orthonormé (0, [, ).

1. lim f(x) = lim 2x* =400 et lim f(x) = lim 2x* = 4o
X—>+0o X—>+o X—>—00 X—>—00

2.f'"(x) =4x(x —1)(2x—1)

3.f’(x)=0<:>x=00ux=%0ux=1.

Tableau de signe de f'(x).

X —c0 0

+oo

') — 0 +

4. Tableau de variation
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x —o0 0 1 1 +00
2
f'(x) — 0 + 0 — 0 +
400 1 +00
8 /
f(x)
0 0

D’apres le tableau de variation, I'équation f(x) = 1 admet deux solutions dans R.

1. lim f(x) = 4 et lim f(x) = lim —2*— =1,
X——00 x—+00 2

2. lim f(x) —y = lim o= -1_21_0. Ladroite (D):y =—-2x — lestasyrnptote
X——00 X——00 1+ f1+§+xi2 2 2 2

oblique a la courbe représentative de f en —co.
1. lim f(x) = —o et lim f(x) = 4+
X——00 X—+ 00
2. Pour tout nombre réel x, f'(x) = %(x —2)(x—4).

fest strictement croissante sur |—oo; 2[ et sur |4; +oo|.
fest strictement décroissante sur |2; 4.

Tableau de variation

X —o0 2 4 400
f'(x) + 0 — 0 +
2 +o00
f) / \A 1 /

3.V x € [2;+0o[, f(x) = 1; Donc f(x) = 0n’apas de solution dans [2; +o[.

4. a) f estune bijection de |—o0; 2[ sur |—o0; 2[. 0 € ]—o0; 2[ donc I'équation f(x) = 0 admet une
solution unique dans]—oo; 2[.

Finalement I’équation f(x) = 0 admet une solution unique dansR.

b) f(1) =1etf(0) =—-3.Donc0 < a < 1.

X 0,5 06 |07 |08
f | - | = [+ | +

Donc 0,6 < a < 0,7.

.
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1. L’ensemble de définition de fest R — {1}
lim f(x) =40 ; lim f(x) = —c0 ; limf(x) = —c0 etlimf(x) = +oo
X——00 X—+00 le x;l

La droite d’équation x = 1 est asymptote verticale ala courbe représentative de f.

2.a) 2x>+3x=(x—1)(—2x+1)+1doncf(x)=—-2x+1+ x%l
lim f(x) — (—2x+ 1) = lim f(x) = (=2x + 1) = lim — = 0.
X——00 X—+0co x—+0o X—1
Donc la droite (D) d’équation y = —2x + 1 est asymptote oblique ala courbe représentative de
f en —oo et en+oo.
1

b) f(x)—(—2x+1) = —
Vx€]-o;1[,f(x) = (—2x+1) <0 etVx € |1;40o[, f(x) — (-2x+1) > 0.
La courbe représentative de fest au dessous de (D) sur |—oo; 1[.

La courbe représentative de f est au dessus de (D) sur |1; +oo].

1A 1 ' _1
3.vxeR-{1},f (x)=(—2x+1+xj-) T AT

Vx €R—{1},f'(x) <0.0n déduit que f est strictement décroissante sur |—oo; 1 et
sur |1; +ool.
Tableau de variation

X —0 1 +o0
f'x) + -
400 +o00
f() \ \

4. Représentation graphique
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Exercices d’approfondissement

a) 1irr%3\/x3 +24 =32
X—

b) lim Vx5 +2x3 —x +4 = lim ¥x5 = 400

X—>+0 X—>+0o
©)
1

1
Posons: f(x) = Yx + 1= (x + 1)3,0na: f'(x) = 5.
3(x+1)3

3
lim Y1 = fr(0) =2

3

x—0 X
d)
1
Posons : f(x) = ¥x = (x)3,0ona: f'(x) = —.
3(x)3
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Vz-2 11 _1
}c—>8 x—8 _f (8) - (\/5)2 12"

Voir activité 3.3

3_

2x3-3x2+1"

En remarquant que 1 est un zéro de 2x3 — 3x? + 1, On a par division euclidienne :

2x3—3x2+1= (2x+ 1)(x— 1)2. DonCDf = R\{—%;l}

2.1limf(x) = lim(x3 — 3x + 3) X = 400
x—-1 x-1

1
(x-1)

3. lirrif(x) = 4o00; on déduit que f n’est pas prolongeable par continuité en 1.
X

x+a 1
1. f(x) m+: m+—0ndedu1tque Df—]R\{l 3}
x%+(a-3)x—3a+1

(x=-3)(x—-1)

2.a) pour toutx € R\ {1;3}, f(x) =

x?+ (a—3)x —3a+ 1estdivisibleparx —1si1?+ (a—3)x1—-3a+1=0

On obtient:a = — %,
1 1 x-3 -5 3
__1 = 22— = =
Poura = 2’ f(x) x%2—4x+3  x-1  2x-— hmf(x) lll’I} 2x—6 4
b) Poura = — %, le prolongement par continuité de fest la fonction g définie par :

g(x)z%sixil
g(1) =2

—a(x+a)-a(a-x)
a?(x+a)?

1.Va > 0, f, est dérivable sur [0,a] et Vx € [0,a] f' (x) = (a(x+a)) =

-2a?

_az(x+a)2
vx €[0,a] f' ,(x)=———

vx € [0,a] f’ (x) <0.Donc f, eststrictement décroissante sur [0, a].

(x+a)2
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f. est strictement décroissante sur [0, a] tel que f,([0,a]) = [f,(a); f,(0)] = [0;%].
Donc f, réalise une bijection de [0 ; a] sur [0,%].

2. Tableau de variation de f,~.

X 0

Q| r

a

fa

-1 A .
fa et f, ontle méme sens de variation.

a—-a’x
3. Remarquons que : Va > 0 f%(x) =T
. 1 - a-a’y
Soity € [0’;] )=y a?a+xx) =y>-—x—axy=a’y—a>>x= ‘;‘Z;’
_ 1
Donc fa 1, [O, ;] - [0, a]

a—a’x
X > — 0or
1+ax

0)* _ aman
f%(x)_ 1+%x 1+ax

vre 0] 70 = fiG). Do f,7 = 1,

f la fonction définie sur [0,1] par: f(x) = 11:23;.
tout [0,1] (x) = 1_114-_29; _ 1i§x _ 3x _
a) pour toutx € [0,1], f o f(x) = 1+2(11+_;;) - 1+32x B
iy _ 3
b) pour tout x € [0,1], f'(x) = REEmY

pour tout x € [0,1], f'(x) < 0.0n en déduit que f est décroissante sur [0,1].

c) f est continue et strictement croissante sur [0,1]. Donc f est une bijection de [0,1] sur

f£({0,1]) = [0,1].

SOity € [O,l],f(x) =y & x(—l — y) =y — 1;donc x = 11;23;_
On en déduit que : pour toutx € [0,1] f 71 (x) = 11;2); = f(x).Donc f~1 = f.
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2. Représentation graphique de
13

0.8

0.6

04

0:2

' _ 8x+1 i . _ T _
1. Vx € ]0,4o[ f (x)—2m+2., xl_l)rlloof(x)— +o0; }Cl_r)r(l)f(x)— 1
Vx €]0,+[ 8x+1>0 et2vV4xZ+x>0 .
8x+1
2V4x2+x
8x+1
. '—4x2+x+2>0'

Vx € ]0,+[ f'(x) > 0.Donc f est strictement croissante sur ]0, +oo[

f est continue et strictement croissante sur |0, +oo[ tel que (]0, +o[) = ]1,+oo[.
Par conséquent f réalise donc une bijection de ]0,+o[ sur ]1,+oo.

D'ott J = ]1,+ool,

2. Comme f est strictement croissante sur ]0,+oo[. Donc
f 1 est strictement croissante sur |1, +oo[.

3. Soity € |1, 4oo].
f)=y=>Vax2+x+2x+1=y
>Vaxl+x=y—2x—1
S4x+x=y2+4x+1—4xy — 2y + 4x
S>y2—4xy—2y=—4x+x—1
>y2—2y+1=-3x+4xy
= (y—1)? =x(-3 + 4y)
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-1)?
—3+4y

f)=y=>x="——

1
Donc f~1(x) = (x3+4)x

4,a) Posons g(x) = f(x) — (x+2)=Vi4x?+x+x—1

g =f0)-12g®) =7

Vx € ]0; +oo[ g'(x) > 0. Donc g est strictement croissante sur |0, +oo.

+1

. . . 1 1
g est continue et strictement croissante sur [Z ,5]

(})- 4(1)2+1+1 1~ 004
9\2)= |"\&) TaTaT ¥ 7Y

<1>— 4(1 1 1~0,72
9\z)= |*\g) Tzt ~

Comme g G

Par conséquent I’équation fx) = x + 2 admet une unique solution a dans ]1 :

b) Déterminons un encadrement de a d’amplitude 1072.

>2
X g( ) < 0, doncl’équation g(x) = 0 admet une solution a dans]

11[
4’2

X 0,25 0,3 0,4 0,5
Signede g(x) |- + + +
X 0,25 0,26 0,27 0,28 0,29 0,30
signe de g(x) - - + + + +

Donc 0,26< a < 0,27.

D’ou1 0,26 est une valeur approchée de a par défauta 1072 prés.

1.f(x) =ax3+bx*+c
Ona:f(0)=—-1<c=-1.
f)=—2a+b+c=-2a+b=-1.
f3)=26=27a+9% +c=26<=3a+b=3.

a+b=—1(:){a=2

On obtient le systeme : {Ba +p=3 h=—3
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flx)=2x3—-3x2-1.
2. (|-3:3]) = [-2; 261
3. Pour toutx € [—%; 1], f(x) < —1donc f(x) = 0, n’a pas de solution dans [—%; 1].

f est continue et strictement croissante sur [1; 3] et f([1; 3]) = [-2; 26]

Comme 0 € [—2;26],donc f(x) = 0 admet une solution unique a dans [1; 3].
Conclusion : I’équation f(x) = 0 admet une solution unique « dans [—%; 3].
f(1,6) =—-0,488et f(1,7) = 0,156. f(1,6) X f(1,7) < 0doncl6 < a <1,7.

4. Pourtoutx € [—%; a],f(x) < 0 et Pour tout x € [a; 3], f(x) = 0.

1.0na:limf(x) = 0.
x—0

Ona: }lrrlll— = +oo et lim vx = 400 donc llm — =t D’ou llmf(x) = +4o00,
- - X—+00 —X
< < <

f est continue et strictement croissante sur ]0,1[ tel que £(]0,1[) = ]0, +oo.
Donc f réalise une bijection de ]0,1[ sur ]0,4+o[ .D’ou J = |0, 4+oo|.
2.Soit y € ]0,+o[.On a:

f(x)—y=>\/7 > ==y’ sx=1-y* =y~ xy’

2
:}x(1+y2):y2 ﬁx:%yz.DOHCVxE]O,-l-OO[f 1(x)_

1+x?

1.f(0)=1-a; liml+-"—=1—aqet limx?2—Vx2+1=—1.
x—-0 x—1 x—-0

< >

f est continue en 0 si et seulementsi 1 — a = —1. On obtient a = 2.
Pourx <0, f(x) = i—j

2. Courbe représentative de f.
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3.Pour x > 0, f(x) = x? —Vx2 + 1.

f est continue et strictement croissante Sur ]1;2].

f(1)=1-+2<0etf(2) =4—+/2> 0.Donc'équation f(x) = 0 admet une solution unique

adans |1;2[.Ona:1<a <?2.
Par la méthode de balayage, on a :

x 1 1,1 1,2 1,3

1,4

1,5

Signe de f(x) — — — +

On conclutque: 1,2 < a < 1,3.

4.Pourx£O,f(x)=0=)i—:=0=)x=—1.

Pourx >0,f(x) =0 x = a.
L’ensemble solution de f(x) = 0 sur Rest: {—1; a}.
5. Le signe de f(x)
Pour tout x € |—o0; —1[ U Ja; +oo[, f(x) > 0
Pour toutx € |-1;a], f(x) <0

Pour toutx € {—1; a}, f(x) = 0.

1. VXE]-].}].[ f'(x)=m

vxel]-1;1] x*<1
1—x2 >0 et Vv1—-x2>0
(1—x*)V1-x%2 >0

1

(1-x2)V1-x2 >0

Vxe]-1;1] f’(x) >0.Doncf eststrictement croissante sur ]-1; 1].

2 f(x)=x=f(x)-x=0 g (x)=0 avec g (x) =1 (x) -~x.

Démontrons que I'équation g (x) = 0 admet une unique solution dans ]-1; 1[.

g estdérivable sur ]-1; 1[ et

vxel]-1;1[ g’ (x) = f'(x) -1

32
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3
1-(1-x2)2

9’ =i
Signede g’ (x).
vxe]-1;1[ 0<x*<1
Vxel-1;1[, 0<1—-22<1 = Vxel-1;1[ (1-+%: <1.
vxe]-1;1[ , 1—(1—x2)3 >0
Or vxe]-1;1] (1 —-xH)JV1-x*>0.
Donc pour tous x € ]-1;1[\ {0} g () >0 et g’ (0)=0.
D’ou g est strictement croissante sur |-1; 1.

g est continue et strictement croissante sur |-1; 1[ telque g(]-1;1[) =R or 0 € R, donc
I’équation g(x) =0 admet une unique solution « dans ]-1; 1] .

D’ou I’équation f(x) = x admet une unique solution « dans |-1; 1J.
b) Démontrons que : a > g.

g est continue et strictement croissante sur ]si; 1[ tel que g(] Si; 1[)=]- %; +oo[or 0 €] —

%; +oo[, donc I’équation g(x) = 0 admet une unique solution dans ]si; 1[

OF]g; 1[.[€] — 1; 1] et @ est 'unique solution de I'équation g(x) = 0dans]—1;1[,dou a €
1%; 1[. Ainsi @ > 2 .
3. g eststrictement croissante sur | —1;1[, et a €] — 1; 1].
Soitx €] — 1;1[.
Six < aalors g(x) < g(a)
Six < aalors g(x) <0
Six > aalors g(x) > g(a)
Six > aalorsg(x) >0

En conclusion :

{Vx €El—La[,f(x) —x<0
Vx €]la; 1[, f(x) —x >0

4. f est continue et strictement croissante sur | — 1; 1| tel que (]—1; 1)) = R.

Donc f réalise une bijection de |—1; 1[ sur R.

x+1

5. Soit i 1a fonction définie sur R par h(x) = Nerernk
Pour tout x € R, calculons f o h(x).
h(x)

Vx€eR foh(x)=flh(x)]=-1+

’1—(h(x))2
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x+1

VxE]Rfoh(x):f[h(x)]=_1+ J1+(x+1)? 2
x+1
Jl‘(m)

__X+1
V1+(x+1)?
= 1 4 A
+ 1— (x+1)?
1+(x+1)?
x+1 x+1
2 2
VxER foh(x) =—1 4 L&7 — _q 4yt

1 [ —
/(xﬂ)zﬂ V1+(x+1)?

VXxER foh(x) =—1+x+1
Vx€R foh(x)=x.

Donc h est la bijection réciproque de f.D’ou f~1 =h

x+1

Ainsi, Vx e R f1(x) = Nevrern:

1) a) f est dérivable sur [0; 30]

vt €[0;30],f'(t) = —3t* + 60t = —3t(t — 20)
Ona:f'(t)=0e=t=00ut=20
f'(t) >0t €]0;20[
f/t) <0<t €]20;30]

Donc f est strictement croissante sur [0; 20] et strictement décroissante sur [20; 30]

Tableau de variation de f

t |0 20 30
f'@® + 0 -
() / 4000

0 0

b) Interprétation

le nombre de personnes malades augmente par jour jusqu’au 20°™ jour. A partir du 20°™ jour

le nombre de personnes commence a décroitre de jour en jour.
2)a) f' est dérivable sur [0;30]
vt € [0;30],f"(t) =—6t+60
b) f"(t) =0 t=10
f'f)<0e=10<t <30

f'"(t) >0 0<t<10 donc f’est strictement croissante sur [0; 10] et strictement

décroissante sur [0;30] .
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Tableau de variation de f’

t 0 10 30
JH0) + 0 -
300
f'(t) / \
0 -900

c) Interprétation
La vitesse de propagation de la maladie croit durant les dix premiers jours du mois.
A partir du 10°™ jour cette vitesse décroit.

d) Le plus grand nombre de malade a été atteint au jour 20, car la fonction f admet en 20 un
maximum absolu.

Le nombre de malades a été de 4000 ce jour.

3)a- f" s’annule en 10 en changeant de signe. Ce qui signifie que (€) admet le point A(10; £(10))
comme point d’inflexion ¢’est-a-direA(10; 2000).

Au point d’abscisse 10, (C) passe en dessous de sa tangente. Cela signifie concrétement qu’a partir du
jour 10, le nombre de malade augmente certes, mais cette augmentation est moins rapide qu’avant le
jour 10.

b)- Au 10° jour, la vitesse de propagation de la maladie est de 300 malades / jour.

_ x(x—3)2
f(x) - (x_z)z .

1. L’ensemble de définition de f est R — {2}.

221 (N2 [ 2] _2\2 _ 2_
2 Pour tout x € R — {2},f’(x) _ [x(x=3)2] (x=2)2-[(x-2)?] [x(x—3)?] _ (x—3)(x%2-3x+6)

(x—2)* (x—2)3
3. Variations de f.
x —0 2 3 +o0
Signe de f'(x) + — 0 +

Pour tout x € ]—o0; 2[ U ]3; 4+ [, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur]—oo; 2[
et sur |3; +oo|.

Pour tout x € ]2;3[, f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur ]|2; 3[.
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4, lim f(x) = limx =—oo; lim f(x) = limx = 4o
X——00 X—>—00 X—+00 X—+00
. o X(x=3)2 _

Jif () = Jimg 7 = 2 oo = s,

5. Tableau de variation

X —00 2 3 00
f'(x) + — 0 +
+00 +oo\A + o0
£ /' /’
—00 0

6. lirr21 f(x) = 400 donc la droite d’équation x = 2 est asymptote verticale a la représentation
el
graphique de f.

—3x+8
fx)=x—-2+ 2

y = x — 2 est asymptote oblique a la représentation graphique de fen +oo.

Ona: liJrrn fx)—(x—2)= lim —3%*% _ 0 donc la droite d’équation
X—+00 X

400 (x—2)2

7. Représentation graphique de f.

4

3

Partie |
1.V(x) = 4x3 — 48x? + 144x.

limV(x) = lim4x3=—o et limV(x) = lim 4x3 = +oo.
xX——00 X——00 x—+00 xX—+00

Pour tout x € R, V'(x) = 12x2 — 96x + 144.
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V'x)=0=x>—-8x+12=0Sx=60ux = 2.

Pour tout x € |—o0;2[ U ]6; +oo[, V'(x) > 0, donc V est croissante sur |—oo; 2[ et sur |6; +oo|.
Pour tout x € ]2;6[,V'(x) < 0, donc V est décroissante sur ]2;6][.

Tableau de variation

X —oo 2 6 400
V' (x) + 0 — 0 +
128

w1 TN

Partie I1

1.0nsaitque:x > 0et2x < 12doncx = 0etx < 65so0it: 0 < x < 6.

On en déduit que : x € [0; 6].

2.Labase B du pavé droitest: B = (12 — 2x)? = 144 — 48x + 4x2.

Doncle volume Vdupavéest:V = B X h =B X x = 144x — 48x?% + 4x3 = V(x).
Le volume du pavé est V(x).

3. Sur [0; 6] le tableau de variation est :

X 0 2 6
V' (x) + 0 — 0
128
V(x) /' \
0 0

Le maximum de V (x) sur [0; 6] est 128 atteint pour x = 2.
Le volume maximal est atteint pour x = 2 et le volume correspondant est 128.

1. L’aire d’'une page est xy. Or l'aire du rectangle du texte est: (x — 4)(y — 3) = 300.
On déduit : y = 222 + 3. Laire d'une page est :f (x) = x (225 + 3) = 2% 4 3 = 220

2.0n saitque: x > 0, donc x(x + 288) > 0.0r xy > 0. On en déduit que :x—4>0.
Finalement x € ]4; +oo[. L’ensemble de définition de f est ]4; +oo[.

3. limf(x) = limx<ﬂ+ 3) =4 X (+) = 4o, 11m f(x) = 11m x? = +o00.

4. Pour tout x € ]4; +oo[, f(x) = 3x + 300 + 1209

1200

hgrn f(x) —(3x +300) = '+ P 0.La dr01te d’équation y = 3x 4+ 300 est asymptote
X—>4+00 X—>4+ 00 -

oblique a la courbe de f.

5. Pour tout x € ]4; +oof, f'(x) = % Pour tout x € ]4; +oo], 3((;;1)? > 0.

On en déduit que :
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Pour tout x € ]4;24[, f'(x) < 0; donc f est strictement décroissante sur |4; 24[.
Pour tout x € ]24; +oo[, f'(x) > 0; donc f est strictement croissante sur ]24; +oo].
6. Tableau de variation de f.

X 4 24 400
f'x) - 0 +
400 400
Fx) \ /
432

7.La consommation de papier est minimale pour x = 24 ety = 18

AH est la distance du phare a la cote.

a)d, = AM = VAH? + HM? =\/x2 + 81. d, = MB = HB — HM = 15 — x.

La distance parcourue est: AM + MB = Vx? + 81 + 15 — x.

Va2 —
La durée de parcours est : f(x) = e S LEW

41 vy 4 5 )
1 _ X _ l
b) Pour tout x € R, f'(x) = T 5

B f’(x) _ x 1 5x—4Vx2+81 _ 25x%-16x2%-1296 _ 9(x—12)(x+12)
T aVxZ481 5 20VxZ+81  20VxZ+81(5x+4Vx2+81)  20Vx2+81(5x+4Vx2+81)’
9(x+12) L R .
d) Pour tout x > 0, ZOVaTra1(5x+4vr7To1) > 0. 0n en déduit que f(x) et x — 12 ont le méme signe.

Donc:

Pour tout x € [0; 12, f'(x) < 0. f est strictement décroissante sur [0; 12
Pour tout x € ]12; 15], f'(x) > 0. f est strictement croissante sur ]12; 15].
Tableau de variation

X 0 12 15
f'x) — 0 +
z BN
fx) * \ / !
ﬂ
20
Conclusion:

Pour que le temps de parcours soit minimal, le gardien du phare doit accoster a 3km de B
puisque HM=12km.

CB=19-9=10; AB=8; AC=18 et BC=10.
1.tan a = tan(c — b).
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. . . Cosccosb(smc sinb) sinc sinb
sin(c-b) __ sinccosb-sinbcosc _ cosc _cosb) _ cosc cosh

sinc sinb) - sinc_sinb
cosc coshb cosc coshb

Ona:tan(c —b) =

cos(c—b) cosc cos b+sin csin b COS C COS b(1+

tanc—tan b

Donc tanag =———.
1+tancXtan b

AC 18 BC 10
2Z.tanc=—==—;:;tanb=—=—
CT x CT X
b 18 10 8
tan c—tan Y X
Ona:tana = =gt = .
1+tan cXtan b 1+?x? x“+180
8x
3.f(x) = .
f( ) x2+180

limf(x) =0; lim f(x) =0.

x—0 xX—+00

1440-8x2 _ 8(6vV5-x)(6v5+x)
(x2+180)2  (x2+180)2

> 0. Donc f'(x) et (6V5 — x) ont le méme signe.

Pour tout x > 0, f'(x) =

8(6vV5+x)
(x2+180)2

f'(x) =0 < x = 645.
Pour tout x € ]0; 6v5[, f'(x) > 0. fest strictement croissante sur ]0; 6v/5].
Pour tout x € ]6\/5; +00[,f’(x) < 0. fest strictement décroissante sur ]6\/5; +00[.

Pour tout x > 0,

Tableau de variation

X 0 6v/5 +00
f'x) + 0 -
25
f(x) 15
0 0

4. L’angle de tir est le plus grand pour x = 6+/5 Soit x ~ 13,4m.

Partie A
l.a) g(x) =18yx —6x+ 15
vx €10, +o[,g'(x) = (18Vx — 6x + 15)'

_ 18 _

==

_ 2(9-6vx)

T 2vx

(9-6Vx)

=

Le signe de g'(x) est celuide 9 — 6v/x car V x € ]0,+o[, /x > 0

3 9
g,(x)>0<:>9—6\/§>0<:) \/§<E<:>x<Z

Vx € ]0,+f, g'(x) =
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Donc Vx € ]O,z[, g'(x)>0

Vx € E, +00[, gx)<o0

Ona:g(0) =15
lim g(x) = —
X—+00
Tableau de variation de g
X 0 2 + oo
4
g'(x) + 0 -
57
2
g(x)
15 —00

(9)—18 4 6><9+15—57
I\4) = ° |q 4 ~ 72
b) g est continue et strictement décroissante sur ]0,%[ tel que g (]OED = ]15,% or 0€
]15,52—7], doncI’équation g(x) = 0 n"admet aucune solution ]0, %[.
g est continue et strictement décroissante sur E, +00[ tel que

g (E, +ooD = ]—oo, 52—7] or0 € ]—oo, %], donc I'équation g(x) = 0 admet une unique solution
dans ]0, +oo.

c) g est continue et strictement décroissante sur E, +00[ en particulier sur [13,5;13,6] .

ona:g(13,5) =18,/13,5—-6 x 13,5+ 15 = 0,1362
g(13,6) = 18,/13,6 — 6 x 13,6 + 15 = —0,219
Or g(13,5) x g(13;6) < 0, donca € ]13,5;13,6[. D’'ou 13,5< a < 13,6.

2. D’apres le tableau de variation de g, 15 est minorant de g sur ]0,3].
9
— vx E]O'Z]; g0 >15>0
9
= Vx € ]O'Z]; gx)>0

g est strictement décroissante sur E; +00[ eta € E; +00[
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Vx € E;a[ x<a=gx)>gla)

= g(x) >0

Vx € E;a[ gx)>0
Vx €la,+o[ ; x>a=gkx) <gla)
= g(x) <0
Vx € Ja,+o[ g(x) <0
Conclusion
vx € ]0; af g(x) >0
Vx € Ja,+[ g(x) <0

Partie B

1. lim g(x) = lim 9x + (15 — 2x)Vx = lim x(9 +\1/—5— 2\/9?) =—
xX—>+

Ona: lim 9+2 =9 et lim — 2Vx = —oo donc lim (9+\1/—;—2\/§)=—ooor lim x = +oo.

X—>+00 \/_ X—>+ 00 X—>+00

D’ou lim f(x) =
X—+00

Ona: lim 22 = lim ( +——2\/_)

X—+00

X—+o00 X X—+00

On a: lir_{l % = —o0. Donc la courbe (Cr) admet en +co une branche parabolique de direction
X—+ 00

)R

2.a) f est dérivable sur |0, +oo.

vx €10, +o[f'(x) = (9x + (15 — 2x)vx) = 9 + (15 — 2x)'Vx + (vx) (15 — 2x)

15—-2x
=9 —2vVx+ 7

_ 18Vx—4x—2x+15
B 2Vx

_ 18vVx—6x+15
- 2Vx

g(x)

b) signe de la dérivée de f'

X 0 a + o0
2\/} + +
g(x) + -
Vallesse
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f'() +

Vx €]0; af f'(x) >0 et Vx € Ja,+o[ f'(x) <0. f(0)=0

Tableau de variation de £

X 0 a + o0
- +
£ $
f(x)
£ 0 oo

3. f est continue et strictement décroissante sur |a, +oo] tel que

f(a, +oo[) = ]-oo, f(a)l.

Donc f réalise une bijection de ]a, + o[ sur |—oo, f(a@)[.D’ou J = ]—oo, f(a)[.

1.x€R, x3+x—-2=0.
Posons g(x) = x3+x—2.0na:g'(x) =3x% + 1.

Pour tout x € R, g'(x) > 0. g est strictement croissante sur R.
lim f(x) = lim x3=-cet lim f(x) = lim x3 = +oo.
xX——00 X—+00 xX—+00

X——co

g est continue et strictement croissante sur R, donc g est une bijection de R vers g(R)=R.
Comme 0 € R, g(x) = 0 admet une solution réelle unique a.

2

2.f(x) =x— L

] _ 2 a(a?+1)-2 _ aP+a-2
Ona: f(a) —a- a?+1 a%+1  a?+1 0.
Donc: f(a) = 0.

1.Vx €R, f(x)=x3—3x%2-5
Dérivons la fonction f

F1(x) = (" = 3x2 = 5
f'(x) =3x%—6x

Vx €R, f'(x) =x(3x— 6)
Etudions le signe de f’(x)
flfx) =0 x(3x—6) =0
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©x=0o0u3x—6=0

6
<:>x=00ux=§=2

Tableau de signe de f'(x)

X —00 0 2 + o
x - ( + +

3x — 6 - - ) +

f'() + ( — i n

Vx €] —0,0[,f'(x) >0 ; Vx €]0,2[,f'(x) <0etVx €]2,+0oo[,f'(x) >0

Tableau de variation de f

lim f(x) = lim x3=-0; f(0)=-5; f(2) =-9 et lim f(x) = lim x3 = 4+
X—>—00 X—>—00 X—>+0 X—+0

x —o0 0 2 + o0
f'(%) + 0 - +
-5
+oo
f(x)
—0 -9

2.a) f est continue et strictement croissante sur | -oo ; O[ tel que f(]-o0; 0[) =] -0 ; -5[ or 0 €&]-
oo ; -5[, donc l’équation f(x) = 0 n’admet pas de solution dans ] -oo ; 0[.

f est continue et strictement décroissante sur ]0, 2[ tel que £(]0,2[) =] —9,—5[ or 0 ¢] —
9, —5[, donc I'équation f(x) = 0 n’admet pas de solution dans ]0, 2[.

f est continue et strictement croissante sur |2, +oo[ tel que f(]2,+[) =]-9,4+»[or0 €
]—9, +oo[, doncI’équation f(x) = 0 admet une unique solution dans |2, +oo[.

D’ou I’équation f(x) = 0 admet une unique solution dans R.
b) f est continue et strictement croissante sur [3; 4].
f(3)=33-3x32-5=-5etf(4)=43-3x4*-5=11
= f(3) X f(4) <0 donc 3<a<4
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Déterminons un encadrement de @ d’amplitude 10”2 prés par la méthode de balayage

x 3 310 (3.20 |330 |340 |3.50|3.60 370 |3.80

Signe de f(x) - - - - - + | + + +

Donc3.40 < a < 3.5
- £ S22 =2
3- Justifions que : a“ = p—
a est solution de I'équation f(x) = 0 = f(a) =0
Alors a® —3a?-5=0=a’(@—3)—-5=0
= a?’(a—3)=5

2
Donc a“ = @3

Partie A

1.a)Ona:g(x) =x3+3x+8

g estdérivablesur RetVx € R, g'(x) = (x3+3x+8) =3x2 +3
Calculons le discriminant de p(x) = 3x2 + 3

A= b% — 4ac

A=02-4x3x3=-36

A< 0 doncle signe de p(x) est celuide 3.D’'ou Vx € R, g'(x) >0
xl_i)r_noog(x) =xl_i)r_noo(x3 +3x+8) = xl_i)r_noox3 = —0o0

lim g(x) = lim (x3+3x+8) = lim x3 = +
X—>+00 x—+00 X—+

Tableau de variation de g

X —00 —+ oo
g'(x) +
“+ 0o
gx)
—00

b) g est continue et strictement croissante sur R tel que g(R) = R, or 0 € R donc I’équation
g(x) = 0 admet une unique solution a dans R.
c) g est continue et strictement croissante sur [-2; —1].Ona:
{g(—Z) =(-2)*+(-2)x3+8=-6
g =(-1D3*+(-1)x3+8=4

Donc—2<a< -1

= g(-2)xg(-1) <0
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2. Déterminons un encadrement de a d’amplitude 1072

X

-1.9

—1.80

-1.70

—1.60

—1.50

—-1.40

—-1.30

Signe g(x)

+

g est strictement croissante sur R en particulier sur |—oo, a| et |a, +oo[
Vx € ]—o,af, x <a= g(x) < gla) org(a) =0

= gx) <0

Vx € Ja,+o[,x >a = g(x) > g(a) org(a) =0

\v/
En définitive {

Partie B

=gx)>0

1. Calcul des limites

lim f(x) = lim AL

X—>+00 X

X—>+00

lim f(x) =

X——co

2.a) Dérivons la fonction f

Vx € ]0 + oof, f'(x) = (

Vx €]0+ oo f'(x) =

Vx €10+ oof, f'(x) =

b) Vx €10 + oof ,

lim
X——00

X
2+1)°

(x

2
3

x2% +

3

x> —4
x2+1

_(x3-4) (x241) - (x2+1)1(x3-4)

)I

x €]—o,al,g(x) <0
Vx € Ja,+o[,g(x) >0

(x2+1)?

_ 3x%(x2+1)—2x(x3-4)

(x2+1)?

_ 3x*43x2-2x*+8x

x(x343x+8)
(x2+1)?
xg(x)

(x2 + 1)?

(x2+1)

_ x*43x2+8x
(x2+1)?

Par conséquent Vx € ]0 + oof, f'(x) > 0.

f(0) -4

Tableau de variation de f

org(x) =x3+3x+8

> 0 donc le signe f'(x) est celui de g(x)

X

0

+ oo
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£ +

+oo

f()

1. lim g(x) = lim (f(x) @)= 1) £'(0) — f(o) L= _1 car f est dérivable en 0.

x—->0\ x x—1
> >

Ona: }iir})g(x) = g(0) donc g est continue en 0.

>
fx) f(x)—f(l))

x x—1

llmg(x) = llm (

< <

f(l) — f'(1) car f est dérivable en 1

limg(x) =1
<
Ona :}iinlg(x) = g(1) donc g est continue en 1.
<

2. a) g est continue sur [0;1]. Ona: g(0) x g(1) < 0 donc il existe au moins un nombre réel a €
[0; 1] tel que g(a) = 00r g(0) #0etg(1) # 0 d’ou € ]0; 1[.

(a—Df(@)—af(a)+a=0 —f(a)+a=0= f(a) =«

Considérons la fonction g de [a; b] vers R définie par: g(x) = f(x) — x.

Comme f est continue sur [a; b] donc g est aussi continue sur [a; b].

L’équation : x € [a; b], f (x) = x est équivalente a I'équation: x € [a; b], g(x) = 0.
Par ailleurs :

g(a) = f(a) —a > 0car f(a) € [a; b] donc f(a) > a.

De méme:

g(b) = f(b) — b < 0car f(b) € [a; b] donc f(b) < b.

On en déduit que : g(a) x g(b) < 0.

g est continue sur [a; b] et g(a) X g(b) < 0 d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, x €
[a; b], g(x) = 0 admet au moins une solution.

Donc il existe x, € [a; b] tel que g(x,) = 0.
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Conclusion : il existe x, € [a; b] tel que f(xy) = xo.

1. a) Démontronsque 25 < r < 120

Soient h, la hauteur de I'’eau avant le plongeon de la boule dans le cylindre et h, la hauteur apres
le plongeon de la boule dans I’eau et D le diametre de la boule.

Apres plongeon dans le cylindre la surface de I'’eau est tangente a la boule alors h, = D
De plus, comme h; est la hauteur de 'eau apres plongeon et h; celle avant plongeon
Ona:hy <h,.
h, > h; © h,> 50avec hy =50 mm

< D >50avech, =D

< 2r =50

hy>h, & r > 25 @

D’autre part, la boule étant contenue dans un cylindre de base un disque de rayon 120 mm soit
240 mm on a donc un diametre de longueur inférieure ou égale a celle du diametre du disque du
cylindre. dou D < 240.

D < 240 & 2r < 240
D <240 & r < 120
De @ et@on en déduit que 25 < r < 120.
b) Démontrons que r est solution de I’équation (E) : x3- 21600x + 540000 = 0
Avant le plongeon de la boule, le volume V1 occupé par I'eau dans le cylindre est: V; = Rhym

Apres le plongeon de la boule, le volume V; occupé par la boule dans le cylindre est :

4nrd
3

Vo=
Apres plongeon de la boule, le volume occupé par I'eau et la boule est : V; = Rh,m
V3 =Rh,m or h =D = 2r
Donc:V; = Rh,m < V; = 120 h,m avec R = 120.

=V, =28800rn

V3 étant le volume occupé par la boule et par I'’eau

amr3

OnaV, =V, + V, & 28800rr = 7200007 +

V, = V, + V, & r3—21600r + 540000 = 0
On obtient: 73 — 21600r + 540000 = 0

D’ou r est solution de I’équation (E).
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2) a) Démontrons que I'’équation (E) admet deux solution positives exactes « et f§ telles que
a € [25.5;26]etp € [125;135]

Posons f(x) = x3—21600x + 540000
Pourtoutx € R, f ‘(x) = 3x%—21600

f'(x)= 3(x — 60v2)(x + 60v2)

Tableau de variation de f

x -00 -60V2 602 + o0
f () + % - % +
f(—60v2) +00
f(x)
— f(60v2)

Avec f(—60vV2 ) = 1,76.10% et f(60v2 ) = —6,82.10°

f est continue et strictement croissante sur]-oo ; -60v/2] telle que

f(—o; —60V2]) =] —o0; f(=60V2)]

Comme 0 € ] —oo; f(—60v2)] alors I'équation f(x) = 0 admet une unique solution dans
J-0; -60v2].

Or a et 8 sont positifs donc ils ne peuvent appartenir a ]-oo ; -60+/2 ].

f est continue et strictement décroissante sur [- 60v2 ; 60v2 ] telle que

f([—60V2; 60v2]) = [f(—60vV2); f(60v2)]

comme 0 € [ f(—60v2); f(60v2)]alors’équation f(x) = 0admet une unique solution
dans [- 60v2; 60v2]

f est continue et strictement croissante sur [60+/2 ;+oo[ telle que
f ([60V2;+ o) = [f(60V2); +oo]

Comme 0 € [f(60v2); +oo[alors'équation f(x) = 0admet une unique solution 8 dans
[60V2 ;+ oo

.Ona:a €[-60V2; 60v2]
f(25,55) = 5781 ; f(255)> 0
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£(26) = —4024

Or:[25,5; 26] € [- 60v/2; 60v2], f est continue et strictement décroissante sur

£(255) x £(26) < 0

; f(26)< 0

[25,5 ; 26] tel que £(25,5) X f(26) = 0donc 25,5 <a < 26
Ona:p €[60vV2;+ oof
f(135) = 84375

; £(135) > 0

f(125) = —206875 ; f(125)< 0

Or 125 € [60V/2; + o[ et 135 € [60v/2 ; + oo

£ (125) x f(135) < 0

f est continue et strictement décroissante sur [125 ; 135] tel que f(125) X f(135) < 0 Donc

125 < B <135.

Par conséquent I’équation (E) admet deux solution positives exactes a et [ telles que

a € [25,5;26] et B € [125;135]

b) Déterminons une valeur approchée de r a 0.1mm pres.

L’équation f(x) = 0 admet deux solutions positives exactes a et f§ telles que

a € [25,5;26]et B € [125;135]

Comme r est solution de I'équation f(x) =0et25 < r < 120alorsr = a.

Donc:r € [25,5;26]

Déterminons un encadrement de r d’amplitude 0,1mm par la méthode de balayage.

X

25,5

25,6

25,7

25,8

259

Signe de f(x)

+

+

+

f(25,7) x f(258)< 0 alors25,7 < r < 258

Doncr = 25,7 par défautetr

2.2) li =
a) pgn}w(p)

>

lim Jr _ + 00,

p->fr-f

>

25,8 par exces
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lim ¢(p) = lim f_p= lim %=f

p—o+oo p—>+oop — p—+oo

b) Ona: Ilgi_r)rjlrgo(p) = +o00. Donc plus un objet est proche du foyer, plus son image se rejette a
>
I'infini.
Ona: liIP ¢@(p) = f donc plus un objet est éloigné du foyer, plus son image se rapproche du
p—) [ee]

foyer. D’ou Yao a raison.
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Legon

Dérivabilité et études de fonctions

Situation d’Apprentissage

Faire deux lectures de la situation d’apprentissage par deux apprenants.
Recenser et expliquer les données pertinentes.
Poser les questions suivantes :

Question/Consignes pour dérouler la situation | Réponse attendue

Cite les personnages et le contexte de cette Le professeur de Physique Chimie ; les éléves de
situation terminale a un cours de cinématique

Qu’est ce que le professeur de physique I1 affirme que la fonction n’est pas dérivable en 5 mais
affirme est dérivable a gauche et a droite de 5.

Qu’est ce que les éléves décident de faire Ils décident de faire recours a leur professeur de

mathématique pour étudier la notion de dérivabilité a
gauche et dérivabilité a droite

Cette legon se déroulera selon le plan suivant.

1) Derivabilité a gauche ; dérivabilité a droite d’une fonction en un point
2) Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle

3) Dérivée d’une fonction composée

4) Dérivée d’une bijection réciproque en un point

5) Dérivées successives

6) Point d’inflexion

7) Inégalités des accroissements finis

Installation des habileteés

F"“"‘“‘_ % Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite d’une fonction en un point

Dans I’énoncé, remplacer « f(x) = x? + x + 1, si x € [1, +oo[ » par

«(x) = 0,25x%2 4+ 2,75 ,six € [1, +oo[. »

. x%4x
= lim—==
x-0 X
<

1. limw = lim

x—0 X x-0
< <

2 -
(x2+x+2) —(2+0) lim(x +1) = 1
x x2>0
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f(x) = £(0) i 2+\/‘ 2 . Vx 1

I T =M sln g e
. flx ) f(O) . fx) - f(0)
lim —;th —_—
xao %?0
. fO)-f@ 2+ Vx)— (025+275) . x-1 (\/— DWx+1) . 11
2. i}rri x-1 3lc1—>1 x-1 _}cl—{r}L x—1 x1—>1 (x-1)(Vx+1) _x<—>1\/?+1 2
, f(x)—f(l) (0, 252 +2,75)—3 _ 0,25x2-0,25
lim ——= = lim = lim—
x-»1 x-—1 x—1 x—1 x—>1 x—1
> > >
. 025(x2—1)
_-%?1 x—1
X
lim M 1 m 0,25(x +1) = 0,5
x> 1 x—1
. fx) - f(1) ) - f)
lim——=lim——~
X1 x—1 x> 1 x—1

1.1
1.c ; 2a ; 3D

12
1-F2-V ; 3V ; 4V ; 5F ; 6F
=3

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = x? + xsix < —1 etf(x) =x +Vx + 2si x >
-1

1. Le nombre dérivé de f a gaucheen —1:

fO-fCED _ @) - (14V-1+2) L xP A x

(-1) = lim —————— = lim = lim
Jg(=1) -1 x— (=1 x> =1 x+1 x>-1x+1
= lim x=1
x—> -1
<

2. Le nombre dérivé de f a droiteen —1 :
: _ fO—-f(-1) . (x+Vx+2)-0  x+Vx+2
fd(_l) = lim ——————= = lim = lim ——
-1 x— (=1 x3-1 x+1 x3-1 x+1
1 1

= lim ——=-
x2-1\x+2—x 2

3. Dans le plan muni d’un repére orthonormé, la courbe représentative de f admet une
demi-tangente de coefficient directeur 1 a gauche au point d’abscisse —1 et une demi-

tangente de coefficient directeur % a droite au point d’abscisse —1

J Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle
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2.1 Définition
— 2_, 2
1. lim L9700 iy 7% i (x4 xp) = 22,
X—X X—=Xo xX-xg X~Xo X=X
Cette limite existe et est finie, donc f est dérivable en x,
2. )

Une fonction f est dérivable sur un intervalle [a ; b] si f est dérivablesur ]Ja , b[, dérivable a gauche

enb et dérivable droite en a.

2.2 Fonction
1. Vx €]—o0;0[f(x) =x%+x
Vx € [0; +oo, f(x) = x% — x
2. a) lim 22O — jim X fim(x + 1) = 1.
x2>0 X x2>0 X x—0
Cette limite existe et est finie, donc f est dérivable a gauche en 0
b 1im 292~ @ — §im =% — Jim(x — 1) = —1.
x;>0 x x;O X x;O
Cette limite existe et est finie, donc f est dérivable a droite en 0.
¢) La fonction f n’est pas dérivable en 0 car le nombre dérivé de f a gauche en 0 est
différent du nombre dérivé de f a droite en 0.

3. a) Dans le plan muni d’un repére orthonormé, la courbe représentative de f admet une
demi-tangente de coefficient directeur 1 a gauche au point d’abscisse 0 et une demi-
tangente de coefficient directeur —1 a droite au point d’abscisse 0.

b) Représentation graphique de f.

3
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221

1.

222

_ 2_ 9\ (— 2_ —_1)\2
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x->1 x—-1
< < < <

=9lcl_)rr}x—1=0=fg(1)
fO)-fQ) 43 == 4(x - 1)

x - - x_
lim———~ = lim =& =lim—2—=lim———<=1lim—-=4= f;(1
x>1  x—1 x>1x—1 x21x—-1 xo1x(x—1) xo1x fa(1)
> > > > >

Onafy (1) # f;(1), donc fn’est pas dérivable en 1

Dans le plan muni d’un repére orthonormé, la courbe représentative de f admet une
demi-tangente horizontale a gauche au point d’abscisse 1 et une demi-tangente de
coefficient directeur 4 a droite au point d’abscisse 1.

Vx € |—oo, —1[, f(x) = —x — 1—£

Vx € [-1;0[U 0, +ool fx) = x 41—~

(= —x-1-3)—(-1+1+1 —x—2-1 o
im L0-CD GO et e
x->-1 x—(-1) x—>—1 x+1 x->—-1 x+1 x> —1 Xx(x+1)
< < < <
~x+ 1 —(x+1)
= lim —————= —=0
wo-1x(x+1)  xo-1 x
1 1
Cfe ey (rrimg)-1 et ey
lim —————— =1 = — X — lim ———
-1 x— (-1 x3-1 x+1 xz-1x+1 xp-1x(x+1)
x—1
= lim =2
x-—1 X
>

fg(=1) # f4(—=1), donc f n’est pas dérivable en —1

Dans le plan muni d’un repére orthonormé, la courbe représentative de f admet une
demi-tangente horizontale a gauche au point d’abscisse —1 et une demi-tangente de
coefficient directeur 2 a droite au point d’abscisse —1.

J Dérivée d’une fonction composée

Soit f et g deux fonctions telles f est définie sur un intervalle I, g est définie
sur un intervalle contenantf (I)et a un élément de 1.

i (@of)X)=(gef)@) _ .. g(f(x)-g(f(a))
Log)ona:lim = e T @
Posons h = f(x) — f(a)
D’une part, six = a, alorsh - 0
D’autre part f(x) = h + f(a)
s v 1o (@oH)X)=(gef)@) _ .. g(f(@)+h)-g(f(a)) _
Dlou lim == @~ im n =9'(f(@)
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b) On a lim RW=WN@ _ 1y, FEOT@ oy, (90N ~(g0/)(@)

x-a x-a x-a X—a x-a fFx)-f(a)
chl_r)l'é (g of)(xi : Elg f)( ) — f’(a) X gl(f(a))

D’ou g o f est dérivableena et (g o f)'(a) = f'(a) X g'(f(a))
2. Soitx un élément quelconque de 1. Alors f est dérivable en x et g est
dérivable en f(x)

lim $9° f)(x+h)—(g DICI N g(f(X+h)) g(f(x)

h—-0 h—-0
[ -1 LIF G - o)
h=0 h fx+h)—f(x)
SO —f) gt ) — ()
h=0 h -0 f(x+h)—f(x)

= 0 % i 2 &+ 1) — g(F (X))
-0 flx+h)—f(x)
Posonst = f(x + h) — f(x)
D’une part, si h = 0, alorst = 0
D’autre part f(x + h) = f(x) +t
s s U (e+h)—g(f (%) gUF)+H-g(f(x)
Dlou Jim (f(x+h; fgx) : =l : ) = g/(f)

Finalement, lim (g0 f)(x+h) GNC) — x) x g'(f(x))
On conclut que gof est derlvable surlet(gof) =f'.(g"°f)

31

la ; 2c

3.2

1f ; 2b ; 3¢ ; 4e ; 5a ; 6d
33

3x2(x3 3x2(x342)

Dans le 4., remplacer (fog)' (x)—mpar (fog)’(x)=\/(x3?2)2+1
1V ; 2F ; 3F ; 4V

J Dérivée d’une bijection réciproque en un point

Dans 2.d, aller remplacer « f~1 est — elle dérivable en 2 » par « f~1 est —elle
dérivable en 2 ? Justifie la réponse. »
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1. f(-1) =1etf(0)=2.Douf1(1)=-1etf1(2) =0.
2. a) fest une fonction polynéme, donc f est dérivable sur R en particulier en —1 et en 0.
b)En posant u = f(x),onax = f~1(w).

o - x—(-1) (==X ( D 1
Par suite = = =
u-1 FO-FCD T (O-f D L <§>_—({<1-)1>
fffa) -t _ . 1
Drou &ln u-1 = lim f(x)—(f(l—)l)

- lim

. fOG)-f=D
¢) Ona lim ——— im (x)—f(l) et lim ———-== f'(=1) car f est

pa x=(-1)

dérivable en —1, donc £~ est dérivable en 1 et(f~1)'(1) =

7D
£ 1 1
d) Jim = = Jim [GIT@ = 7oy
@ 1

f~test dérivable en 2 car hin — =5

1 17 1
= par « (f1/(b) = —=»

et f ’(0) existe.

Dans la synthese, remplacer « f~1(b) = 7

4.1
1F ; 2F ; 3V ; 4V
4.2

Llacar (f~1)'(1) =—
2.bcar (f~1)'(3) =
3ccar (fH)'(—9) =

(1)

f’( 2)

J Dérivées successives

On considére la fonction f dérivable et définie sur R par: f(x) = x> — 2x3 + 5.
1. Vx eR, f'(x) = 5x* — 6x2.
2. f'est dérivable sur Rcar f’ est une fonction polyndéme.
vx €R, f"(x) = 20x3 — 12x.
3. f@est dérivable sur Rcar £ est une fonction polynéme.
vx €R, f®(x) = 60x2
4. Ladérivée 4° de f est la fonction notée £ et définie par : Vx € R,
F®(x) =120x
3f d4f d4f

et—.

(B) FMeptfr(5) a7
5. [, fWetf® se notent respectivement —, —2 et —
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5.1
1d ; 2b
5.2

Dans I’énoncé, remplacer f:x +— i parh:x — i et le mettre en 2° position.
Vx € R*, f®(x) =0 (car f'(x) = 2x et f'(x) = 2)

* 6 ! 1 124 2
vx € R*, h®(x) = —— (carh'(x) = =S eth"(x) = )

x3
ﬁ— q Point d’inflexion

Dans ’énoncé :

3. Remplacer «V x € [a,xo] f/'(x) = 0etVx € [xy,b] f'(x) <0»
par «V x € [a,xo] f''(x) <0etVx € [xqg,b] f'(x) =0»
b) Remplacer « h' est croissante » par « h' est décroissante »
et« f'(x) = f'(xp) < 0»par« f'(x) — f'(x9) =0»
c) Remplacer « h est décroissante » par « h est croissante »
et «h(x) = 0»par«h(x) <0»
d) Remplacer « h(x) < 0 » par « h(x) = 0 »
et « (C 1) est en-dessous de (T) » par « (C ) est au-dessus de (T) »

1. (C ) est en-dessous de (T) sur [-3 ; 1].
(C ) est en-dessous de (T) sur [a ;x,] et au-dessus de (T) sur [x, ; b].
3. @)= h(xo) = f(xo) — f(x0) (%0 — x0) — f(x0) =0
“h'(x) = (%) — [ (x0)-
b) = h''(x) = f""(x)et Vx € [a, xo], f"'(x) < 0, donc h' est décroissante sur [a, x,]
*Vx € [a, x], h'(x) = h'(x,), car h' est décroissante sur [a, x;]
f1(0) = f(x0) = f'(x0) — f(x0)
f'0) = f'(x9) 2 0
c)*h'(x) = f'(x) — f'(xo) etVx € [a,x,], f'(x) — f'(x,) = 0, donc h est
croissante sur [a, x,]
=h est croissante sur [a, x,] et h(xy) = 0, donc Vx € [a, x,], h(x) < 0.
h(x) = f(x) — f(x,)(x —x,) — f(x,) et Vx € [a, xy], h(x) < 0, donc (C ) est
en-dessous de (T) sur [a ;x,]
d)=h'"(x) = f"(x) etVx € [x,,b], f"(x) = 0, donc h' est croissante sur [x,, b]
*Vx € [x0, b], h'(xy) < h(x), car h' est croissante sur [x,, b]
f'(x0) = f'(x0) = f'(x) = f'(x0)
0 < f'(x) = f'(x0)
»h'(x) = f'(x) — f'(x0) etVx € [xo, b], f'(x) — f'(xy) = 0, donc h est
croissante sur [x,, b]
= h est croissante sur [x,, b] et h(x,) = 0, donc Vx € [x,, b], h(x) = 0.

N
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"h(x) = f(x) — f'(x,)(x —x,) — f(x,) et Vx € [xq, b], h(x) = 0, donc (C 1) est
au-dessus de (T) sur [xq, b]

6.1
Remplacer [’exercice par ce qui suit :

Reléve les points d’inflexion parmi les points marqués dans chacune des figures suivantes

Figure 1 . Figure 2

Corrigé
Figure 1 : les points O et A
Figure 2 : Les points C et E

6.2

1F ; 2V ; 3F ; 4V
6.3

1b ; 2a

W % Inégalités des accroissements finis

1L ag)=f(x)—m
Vx € [a,b],m < f'(x), soit f'(x) —m =0.DoncVx € [a,b], g'(x) =0
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b) Vx € [a,b], g'(x) = 0donc g est croissante sur [a, b]
a<b=g(a) <gb)
g(a) < g(b) = f(a) —ma < f(b) —mb = m(a—b) < f(b) — f(a).
2. a)h'(x) =M — f'(x).
Vx€ [a,b],f'(x) <M,soitf'(x) —M<0.DoncVxe€ [a,b],h(x) <0
b) Vx € [a,b], h'(x) < 0 donc h est décroissante sur [a , b]
a < b = h(a) = h(b)
h(a) = h(b) = Ma — f(a) < Mb — f(b) = f(b) — f(a) < M(b — a).
3. a) D’aprés les questions 1.b) et 2.b)ona:m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b — a).
vx €L |f'(x)] <M, donc Vx € [a,b],|f'(x)| < M, s0it —-M < f'(x) <M
b) D’aprés tout ce qui préceéde, —M(b —a) < f(b) — f(a) < M(b — a), d’ou
lf(b) — f(&)| < M|b — al

7-1

1. Soitf est une fonction dérivable sur un intervalle l,a et b deux éléments de I(a<b).S’il
existe deux réels m et M tels que : Vx € [a,b]lm < f'(x) < M ,alorsona: m(b —
a) < f(b) —f(a) <M(b—a)

2. Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I et s’il existe un nombre M
tels quevx € I, [a, b], |f'(x)| < Malors pour tous réels et bdel,ona:

lf(b) = f(a)| < M|b —al.
7.2
aV ; bF ; cF ; dV

7.3

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = sinx.

f est dérivable sur R et Vx € R, f'(x) = cosx

Comme Vx € R, |f'(x)| < 1, pour nombres réels a et b, on a:
|f(a) — f(b)| <1 X |a—b|, soit |sina — sinb| < |a — b]|
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— 2 _y_3—(— 24—
1) OnalimZ9T@ _ iy X230 _ 5 X2 jin(x + 1) = 3
xX—2 x—2 x—2 x—-1 xX-2 Xx-2 x—2
> > > >

= fest dérivable a droite en 2 et f;(2) = 3

2x—-3

- —(-1 —
limf(x) /2) =lim =2 ( )= im—2°  —im—>_ =
x-2 x-2 x-2 x-2 x—2 (x=3)(x—-2) x-2(x-3)
< < < <

-3

= fest dérivable a gauche en 2 et f/(2) = -3
fest dérivable a gauche en 2, dérivable a droite en 2 et f;(2) # f;(2) donc f n’est pas
dérivable en 2.
(€)admet au point d’abscisse 2 une demi-tangente :
- agauche d’¢quation : y = f;(2)(x — 2) + f(2)
y=-3x+5
- adroite d’équation : y = f;(2)(x — 2) + f(2)
y=3x-—7
2) Ona:f(x)=x?+3x+2Six€]—o0;—2]U[—1;+oo[ et
f(x) = —x% — 3x — 2six €] — 2; —1[.
> Dérivabilité de f a gauche en -1.

fO-fEYH —x%—3x-2
I S o

= lim —(x+2)=-1
x—--1
= fest dérivable a gauche en —1 et f/(-1) = -1
> Dérivabilité de f a droite en -1

- f(-1 Z4+3x+2
i L SCD A2 =1
x--1 x — (—1) x—>=1 x+1 x—=1
> >
= fest dérivable a droite en —1 et f;(—1) = 1.
fest dérivable a gauche en —1, dérivable a droite en —1, mais f;(—=1) # f;(—1) donc f n’est
pas dérivable en —1.
(Madmet au point d’abscisse -1 une demi-tangente :

- agauche d’équation : y = fj(=1)(x — (=1)) + f(-1)

y=-(x+1)
y=—-x-—1
- adroite d’équation : y = f;(—1)(x — (-1)) + f(-1)
y=x+1

3) L’ensemble de définition de f est ]| — co; —1] U [1; +o0],
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x+

—_ 2_
On a lim £ = iy Y27 gy
x-1 x—1 x-1 x—-1 x-1
> > >
or lim = lim(x + 1).L =+
x-1x-1 x-1 x—1
> >

or llm VX = +oodonc 11m f(x) f(l)

>

> lim F&x)-f@)

x—1 x—1
>

= +o00 = f n’est pas dérivable en 1.

= 400 = (INadmet au point d’abscisse 1 une tangente

verticale.

1) gest dérivablesur Retvx € R, g'(x) = (x3 —3x%2 +x — 1)’ =3x2 — 6x
g'est dérivable sur Retona:vxeR,g"(x) =6x—6
2) Onag'"x) =0 6x—-6=0=x=1
g'x)>0=26x—6>0=>x>1
g'x)<0=26x—-6<0=>x<1.
g''(x)s’annule en 1 en changeant de signe, donc (¢) admet le point A(1; —2) comme point

d’inflexion.

Démontrons que f est dérivable en —1.

X—1y3
Ona:limwz llm%
x—>—1 x—(-1) x->—1 x+1
_ . 3(x+1)(3x%+12x+21)
—XEI_I} (x+2)3 (x+1)

9(x2+4x+7)
x->—1 (x+2)3

=36
On en déduis quefest dérivable en —1 et f'(—1) = 36.

1) fest dérivable sur R et
VXER, f/(x) =5(x2—x+1)(x?>—x+1D*=52x — 1)(x? —x + 1)*
2) fest déerivable sur R et



1)

2)
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Vx € R, f'(x) = 3(cos 2x)'cos?(2x)
= —3(2x)’ sin(2x) cos*(2x).
= —6sin(2x) cos*(2x).

3) fest dérivable sur R et

1
vVx ER,f'(x) = ;(x2 +x+1) (2 +x+1)7 "

-2
=-Qx+DE2+x+ 17

2x+1
T 3¥aZrar1
4) fest dérivable sur ]2; +oo[ et Vx €]2; +oo],
2x—1_,2x—1
! — 4 ! 3
) = 4= (=)

_ -3 [2x-1\3
=4x (x—2)? ( x=2 )
_—12(2x-1)3

T (x-2)S

5) fest dérivable sur R et Vx € R,
1 1y
fx) = —§(x2 +3)'(x* +3)73

=l +3)7

_ —2x
33/(x2+3)*

—2x

3(x2+3) Va2 +3

g est dérivable sur ] — 1; +oo[ et Vx €] — 1; +oo[, g'(x) = ﬁ

De plus vx €] — 1; +oo], ﬁ > 0, donc g est strictement croissante sur ] — 1; +oo[.

i = li 1
Ona .xll)n_ilg(x) - xll»n—11(3x +2)x el
> >

lim g(x) = lim 2 =3 donc g(] - 1; +0)=] — ; 3[.
X—+00 XxX—+o00 X
g est continue et strictement croissante sur | — 1; +oo[, or g(] — 1; +oo[)=] — o0; 3| donc g est une
bijection de | — 1; +oo[ vers | — oo; 3.

Ona:g(x)=0<:>x=—§
- 2 r(_2\=_ 1 _ _1 -
g est dérivable en Setyg ( 3) —(—§+1)2 9 #0 donc g~* est dérivable en O et
1

-1 ,0 — .
6O =5

3
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1. Pour tout xR, —x€R. (On peut aussi dire que le domaine de définition est symétrique par

rapport a 0)

Pour tout XER, f (—X) = —(—X)* +2(—x)2 + 1 = —x* + 2x? + 1 = f (x), donc f est paire
2. lim fx) = lim (—x*) = —ocoet lim f(x) = lim (—x*) = —

X—+ 00 X—+ 00 X—>—00 X—>—00

3. festdérivable sur R et pour tout XER, ona: f(x) = —4x3 + 4x = 4x(1 — x?).

T 0 1 400
4x +

S N

)

T 0 1 +00
F@ 0 + 0 -

2

@ | N

5. L’’axe des ordonnées est un axe de symétrie de la courbe de f.

1) festdérivablesur]==;>[et vx€]-2;2[, f'(x)=1+tan’x.

Or vxe]— g;g[ , 1+ tan?x > 0 donc f est strictement croissante sur ] — %;g[.
Py . . Vs s
D’autre part lim_tanx = —oo, lim tan x = 400 donc f (]—— ; —D:] —o0; 400 [= R.
x—)—g P 22

> <
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fest continue et strictement croissante sur ] —% ; % [etf (] D R, donc f est une
bijection de ] —Z; 7 vers R.

2) Ona(x)=v3,x €]-2;2[e x =Zor f est dérivable en et

f'G)=1+ tan® (g) =4 # 0 donc f~* est dérivable en V3 et (f1)'(V3) = f,tz) =

1. f(x)=5x*—12x3-3
Vx ER, f'(x) = 20x3 — 36x>
vx R, '™ = 60x2 — 72x
vx ER, f®(x) = 120x
Vx ER, f®(x) =120

2. f(x)=cos(2x+1)
Vx ER, f'(x) = —2sin(2x + 1)
Vx €R, f"(x) = —4cos(2x + 1)
vx ER, f®)(x) = 8sin(2x + 1)
vx ER, f®(x) = 16cos(2x + 1)

3. f(x) =sinx
f'(x) = cosx, f® = —sinx , f® = —sinx , f® = —cosx , f® = sinx
4. fx)=Vx
1 -2 2 % 10 -8 go -1t
fll=sx73 , f'(x)=—5x 3 fO0) =% f(4)(x)———x 3

1) festdérivable sur]o;7] et vx €]0;7], f'(x) = ——. f’(g) =0,vx €]0;2[.Ona
—cosx < 0etdonc Vx e ]0 g[ f'(x) < 0, d’ou f est strictement décroissante sur ]0;].
2) a) f est continue et strictement décroissante sur ]0; ] donc f est une bijection de 0 2]
sur £(10; 3D
£Q0;3D = [f (g) ; }CLI‘r(l)f(x)[: [1; oo, par suite f est une bijection de 0; 7] sur [1; +oof .

b) x €]0;7], f(x) = 1 & x €]0;7], L -1ex €]0;7)sinx =1ex =7, douf(1)=7

sinx

x E]O;E],f(x) =2x E]O;E],sinx =%<=)x E]O;g],x = %+2k1TOUx =5?n+2k1r

_" ol F-1(2) = T
Sx=,, d’ou f (2)—6
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c) f~*(1) = 7 or f est dérivable en >, mais f’ (g) = 0, donc f~! n’est pas dérivable en 1.
f7'(2) =%, f est dérivable en = et

1 -1

7)o

f! (E) = 9% _ 8y == —2V3 # 0, donc f~* est dérivable en 2 et (f~1)'(2) =

. s
sin?= 2
6

1. a) Les fonctions x —2x,x — Vx?2 + 3 et x — —1 sont dérivables sur R. De plus, Vx € R,
Vx2 + 3 # 0, donc g dérivable sur R.

Vi€ R g'(x) = 2«/9m—2xx22\/;’2‘_+3 _ zmz—n\/% _ 262437 _ . |
(VxZ+3) x2+3 B+x2)V3+xZ  (3+x2)V3+xZ
b) vx € R, g’(x) > 0, donc g est strictement croissantesurRR.
X —00 +
g’ (x) +

ow |

-2 4 _1_1_
c)-g(l)—\/Z 1=1-1=0.
= g est strictement croissantesurRet g(1) = 0, donc Vx € |—oo, 1[, g(x) <0 et Vx € |1, +oo[, g(X)
> 0.
2. Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = 2v3 + x? — x.

, . ' _ 2x 1 2x _1=
a)festderlvablesurRetheR,f(x)—szm 1_W 1 =g(x).

D’ou d’aprés la question précédente, Vx € |—oo, 1[, f'(x)<0et Vx € |1, +oo[, f'(x)> 0.
X —o0l+400
1) | - o +

f@) 3\ __

M :y=f"(-Dx+1)+f(-1),s0ity =—-2(x+1)+50uy = —2x + 3
c) Courbe représentative (C) de la fonction f
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Soit a un réel strictement positif. Considerons la fonction f définie sur 10; +oo[ par
fx) =x.
fest dérivable sur [a;a + 1] etV x € [a;a + 1], f'(x) = %

Ona a<x<a+1=>2va<s<2Vx<2Va+1,

1 1 1

S Wari S wE S 2a
Donc vx € [a; a + 1], \/_ < f'(x) <7z d’aprés I’inégalité des accroissements finis, on a :

Na;T(a+1—a) <f(a+1)-f(a) SL\/_(a+1—a)
zJ_ <Vva+1-+a< —ce qui achéve la démonstration.

1
1) Montrons que Vx > 0, (1 +x): < 1+3x.
1
Soit x € R,. La fonction f:t — ts est dérivable sur ]0; +oo[ et donc sur [1;1 + x].

vt € [1; 1+x]f(t)—§
1

3

3 3 1
<\/2< + = J—
l=sVtos Vi+x Yi+x ez
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D’apres 1’inégalité des accroissements finis, on a

: ﬁ(1+x—1)Sf(1+x)—f(1)S§(1+x—1):>f(1+x)—f(1)S%x,

=1+ x)3l -1< gx > (1+ x)% <1+ %x. Ce qui termine la preuve.
2) Démontrons que :Vx € R, |sinx | < |x|.
Considérons la fonction f: ¢t — sint définie sur R.
festdérivablesur Retve e R, f'(t) = cost.
D’autre part Vx € R; —1 < cost < 1= |cost]| <1 c’est-a-dire
vx € R,|f'(t)| < 1. D’apres I’inégalité des accroissements finis, on a
vx R, |f(x) - f(0)| < 1.|x — 0]
Soit |sinx| < |x|,Vx € R
1) Démontrons que x = 0, ——<In(1 +x) < x
Consideérons la fonction f: ¢ + In(t) définie sur ]0; +oo .
Soit x un réel positif. fest dérivable sur [1;1+x]etvte [1;1+x], f'(t) = %

D’autrepartt € [; 1+ x]=>1<t<1+x

<1

1 1
= < -
1+x ¢t

s <fB<1

D’apreés 1’inégalité des accroissements finis, on a :
1 x
r(1+x—1) <fA+x)—fQ) < 1(1+x—1)=>? <In(1+x) <x.
Ce qui acheve la démonstration.

1. Letriangle ABH est rectangle en H, donc son aire est % X HA X HB
* Dans le triangle ABC, rectangle en A, on a HAXBC = ABXAC, d’ou HAxVx?2 + 1 = 1xx,

soit HA = \/T—-I-l

= Dans le triangle BAH, rectangle en H, on a HB? + HA? = AB?, d’ou
x? 1 . 1

HB? =1 — m ) , SoIt HB = m

1 x

X
En définitive, ’aire du triangle ABH est : X X Ve 20D

2. Etude des varlatlons def
Ona f(X) = m

f est définie sur R
f est une fonction rationnelle donc dérivable sur son ensemble de définition qui est R

1(x +1)-x(2x) _  1-x?
vx €R, f'(x) = 2+D)2  2(x2+1)2
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Vx € R, 4(x% + 1)? > 0, donc f ’(x) a le méme signe que 1 — x2.

vx € |-1,1[, f'(x) > 0, donc f est strictement décroissante sur |—1, 1[

Vx € |—00,—1[ U ]1, +oo[, f'(x) < 0, donc f est strictement croissante sur ]—oo, —1[ est sur
11, +oo[

X
f1) - 0 +0 -

NN

Déduction de la valeur de x
La fonction f atteint son maximum en 1 sur ]0, +oo[, donc I’aire du triangle ABH est maximale
lorsque x est égal a 1.

On considére la fonction f définie sur R\ {1} par: f(x) = |x + 1| + ﬁ .

1.

La fonction u: x — |x + 1| est continue sur Ren tant que composée des fonctions x — x + 1
et x — |x| qui sont continues sur R

La fonction u: x — ﬁ est continue sur son ensemble de définition R \ {1} entant que

fonction rationnelle.
Par conséquent la fonction f = u + v est continue en tout point de son ensemble de définition

Ferem—f(-1) _ I =(55) _ =g u 1

Pour tout h € R*, {(h) = o 3 h 2(h-2)

Dérivabilité de fen —1
lim ¢(h) = li (h ! ) I (1+ ! )—3—' 1
‘m< #0\h T 2(—2)) "0\ T 2(—2) =3~ /a1

x—-0
h 1 . L N N
llm((h)—11m<T m)=y§%(—l+m)——z—fg( 1)

fa(=D) # fd( 1), donc f n’est pas dérivable en —1.
= f est dérivable sur R\ {—1; 1}
1

“Vx € ]—o0; —1], f(x):—x—1+ietf'(x)=—1—(x %
"Vx € |-1; +oo[ \ {1}, f(x)—x+1+—etf x)=1-
*Vx €]-oo; —1[, f'(x) = -1—
Vx €|—o0; 1, f'(x) <0

svx €]-1; +ool \ {1}, /() = T3

Vx € ]—1; +oo[\ {1}, (x — 1)%2 > 0, donc f'(x) a le méme signe que x(x — 2)
f'2)=0,vx€]1; 2[, f'(x) < 0etVx € ]2;+oo[, f'(x) >0

_x(x—Z)
(x— 1)2 (x-1)?

(x—l)2

f’j(cx) _oo— _1 + 8
0
f(x) +\ 1 / \
2

. . 1 . 1 .
5.9) lim [f(0) = (x + D] = lim_ [x+1+—=—@+1]= lim - =0, donc la droite

X—>+00 X—
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(D1) d’équation y = x + 1 est asymptote a la courbe (Cs) en +oo.
. . 1 . 1
x1_1>r_noo[f(x) —(—x-1] = xl_l)r_noo [—x 1+ —=—=(-x- 1)] = xETooE = 0, donc la
droite(D-) d’équation y = —x — 1 est asymptote a la courbe (Cs) en —o.
b) Demi-tangente & gauche (T) : y = f;(-D(x + D + f(-D) =2 (x +1) —; =2
Demi-tangente a droite (T”) : y = fy(—D(x + 1) + f(—1) = —z(x +1) —% = —z

c)

(D1)

(D2)

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f(x) =

25

1. Pourtoutx € R\ {— %} fx)=x— % + % (Utiliser la division euclidienne ou la méthode

2x%—4x+2
2x43

des coefficients indéterminés)

2 = Jim, [0~ (x=3)] = tim, = 0ot tim [79 — (e~ )] = tim 5=

donc la droite (D) : y = x — % est asymptote oblique a (C) en —o et en +oo.

a1 T 2 _ ; _
xli,n_lif(x) = xlin_li(Zx 4x +2) X e = et
< 2 < 2
lim_f(x) = lim3(2x2 —4x +2) X ﬁ = 400, donc la droite (D) : x = —% est asymptote
xXo—= xXo—=
2 2
> >

verticale a (C)
3
3. Ona I(—E,—S).
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Pour toutx € R\ {— %} tel que (2 X (— %) - x) ER\ {— %}

£+ (2% (~3) ~x) = F) + f(-3-)

25 , 25
=x—c4—2 —3_x-—4_—2
T 2+ 3 T2 2(=3—x)+3
25 2
=3-74+—2—+—2 _=-10=2x(-5)

2x+3 —2x-—3
Donc le point | est un centre de symétrie de (C).
4. sEtude des variations de f
(4x—-4)(2x+3)—2(2x%—4x+2) _ 4x?+12x-16 _ 4(x—1)(x+4)

3 ) =
Pour tout x € R \{ 2}, onaf'(x) = (2x+3)? T (2x+3)2 T (2x+3)2

f'(x) =0 x =1oux = —4
fl@) <0exe|-4-3u|-2;1fetf' () > 0= x €]-00; —4[ U]1; +oo]
D’ou f est strictement décroissante sur]—4; — %[ et sur]—% ; 1[

f est strictement croissante sur]—oo; —4[ et sur]1; +oo[

X —00

f'(x) + 0 -

fo | 7 - N

= Position de (C) par rapport a (D)

Pour tout x € ]R\{—%},f(x) - (x—%) =%
f(x)—(x—g) <0e«x E]—m;—g[etf(x)—(x—g) >0 x E]—§;+oo[

Donc (C) est au-dessous de (D) sur ]—oo; — %[ et (C) est au-dessus de (D) sur ]— %; +oo[

= Courbe représentative
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(D)

2_
5. Pourtoutx € R\ {— %} onaf(x)=me —2x2xi§+2

& 2x2-2(m+2)x—3m+2=0
Les solutions de I’équation (E) : 2x% — 2(m + 2)x — 3m + 2 = 0 sont les abscisses des
points d’intersection de (C) et de la droite d’équation y = m.
Sim = —10o0um = 0, alors (C) et de la droite d’équation y = m se coupent en un seul point.
D’ou (E) admet une solution uniquepour m = —10 ou pour m = 0.
Sim € ]-10; 0[, alors (C) et de la droite d’équation y = m ne se coupent pas.
D’ou (E) n’admet pas de solution pour tout m € ]—10; 0[.
Sim € |—00; —10[ U ]0; + o, alors (C) et de la droite d’équation y = m se coupent en deux
points. D’ou (E) admet deux solutions distinctes pour tout m € |—oo; —10[ U ]0; +oo].
6. Supprimer cette question

=m&e 2x? —4x+2=2mx+3m

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par: f(x) = /(x —2)? — 1
1. a)VxE]R,xEDf4:>(x—2)2—120@(x—2—1)(x—2+1)20
S x-3)(x—-1)=0= x € ]—0;1] U [3; +oo[
Donc Dy = |—0; 1] U [3; +oo]

b) lim f(x) = lim {/(x —2)2—1=+4c0 et lim f(x) = lim /(x —2)2 -1 =4
X——00 X——00 X—+o0 X—+00

x->1 x-1 x—1 x=1 x—1 x—1 x-1,/(x=3)(x—1)
< < < <

f n’est pas dérivable a gauche en 1 et (C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 1
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- JE=-2P*-1-0__ Jx-3)NE-1) x—1
11_rg = 11_r)r§ = 11_rg = 11_r)r§
X2 x—3 X2 x—3 X2 x—1 X2 [(x=3)(x—1)
= 400
f n’est pas dérivable a gauche en 3 et (C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 3

. ) o o 2X(x=2) xX=2
2. a)Vx € ]—o0; 1[ U ]3; +oo[, ona:f'(x) = -1 e
b) Vx € |—o0; 1[, 0na: f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur |—co; 1]

Vx € ]3;4+o[,0ona: f'(x) >0 donc f est strictement croissante sur ]3; +oo[

X
J€9)
f)

3. Jim (F0) - @=-2) = lim (J&-22-1-(x=2)) = lim -—nr— =

Donc la droite (A1) d’equatlon y = x — 2 est asymptote a (C) en +oo.

Jim (@) = (-x+2) = lim (Vx+22 -1~ (-x+2))
-1
= lim =0

o= J(=x+2)2-1-x+2

Donc la droite (A2) d’équation y = —x + 2 est asymptote a (C) en —o.

5 g(x) =+/x%2—4|x|+3
VXER xE]= x?2—4|x|+3 =20 (Ix| = 1)(|x| —=3) = 0 & |x| € ]—o0; 1] U [3; +00[
S |x] < 1loulx]| =3 e x €[—1;1]oux € |—o0; —3] U [3; +o[
J=]—o00; =3]U [-1;1] U [3; + o[
6. Vx eJ,ona—x elJetg(—x) = \/(—x)z —4|—x|+3 = \/xz —4|x| +3 =9g(x)
D’ou g est une fonction paire.
8. Onag(x) = f(x), donc la courbe de gest obtenue de la fagon suivante :
- on garde la partie de (C), notée (I'), correspondant aux valeurs positives de X ;
- on trace de plus I’image de (T') par la symétrie orthogonale d’axe (OJ).

~
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Jg Iz I Is 1 i) D I o 1 2 3 4 5 6 7 8

1) Justifions que Dy = R — {1}.
x€EDf > xeERetx — |x—2|#0

x—Ix—2|=O(:>|x—2|=x<:>{(x_2)2x_ix0+4=x2(:){x2_:x2+(l=x2<=>{ii(1)
Doncx —|x—2|#0 e x #1dou Df =R - {1}.
2) Onalx—2|=x—-2six=>2et|x—2|=—-x+2Six<2
x2+3

Dol f(x) = { %72

x2+3

Six €] —o0; 2[ — {1}

Six € [2; +oo[
x2+3 1
3) llmf(x) llmz(x 5 =lim(—) X — = -
<
Carlimw=2et lim —— = —oo
x-1 2 x—-1x—-1
<
2
X4 ! —+oocal‘ llm——Zet hm—:+oo_
- 2 x-1x—-1
> > >

Interprétation graphigue

lim f (x) =—o0 (0U lim f (x) = +0 ) donc la droite d’équation x = 1 est une asymptote
< >

verticale a (I).

T xotoo 2 ZXETw7=+OO
2
X x*+3 X
1 JQ:l = lim - = 4o
x>+ X x—+00  2X x—+00 2

Interprétation graphigue
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lim f(x) = +ooet 11m

X—+00

direction (0)).

f(Tx) = +oo donc (') admet en +co une branche parabolique de

X
m — = —o
Z(X 1) x——o00 2

b) lim fx) = 11

«  Démontrons que la droite (A) d’équation y = 2x + est asymptote oblique a

(') en —co.

. 1 1 . 243 1
Onaxl_l)r_noof(x)—(zx+z)= lim == —sx+1)

x——o0c0 2(x—1)

2 2
. x“+3—-(x“-1
= lim i i)
X——00 2(x—1)

im
x——o0 2(x—1)

. 4
= lim —
xX——00 2X

=0
= lim f(x)— (1x + l) = 0d’ou le résultat.
X—+00 2 2

5- Dérivabilité de f en 2.

x2-3 7
On a lim £ @ _ iy, 200 2
x-2  x—-x x-2 x-2
< <
X2 +3-7(x—1)
= lim
x22 2x—D(x—2)
. x2—7x+10
= lim
#2220~ D(x - 2)
= lim x-5 _ 3
B2y - 2
<

Donc f est dérivable a gauche en 2 et f,'(2) = —%

x2+3

— _Z 2_ ;- N .
Ona limZ27® _ iy 2 2= )i X% = X2 = 2  Donc fest dérivablea droite en 2 et
x-2  (x-2) x-2 x-2 x—-22(x=2) x-2 2
> > > >

f2(2) = 2. Mais comme f;(2) # f;(2), donc f n’est pas dérivable en 2.
(Madmet au point d’abscisse 2 :
-Une demi-tangente (T,) a gauche d’équation :
y=132)x—-2)+f(2)
y= —%(x— 2) +%SOity = —%x +§.
-Une demi-tangente (T,) a droite d’équation :
y=/fa@)(x—-2)+[(2)
y=2(x-2) +§SOity = Zx—%
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X243,

)

6- a)f est dérivable sur ] — oo; 2[ —{1} et Vx €] — 0; 2[—{1}, f'(x) = %(

x—1

, _1 2x(x—1)—(x%+3) _ 1 2x%-2x-3
= [ =3 (x-1) =2 X Ty
, x=3)(x+1)
flx) =—F"—"7—

2(x — 1)?

Ona(x—-3)(x+1)=>0,Vvx €] —oo; —1]U [3;+o[et (x —3)(x+ 1) <0,vx €] —1;3[ or
2(x —1)? >0 Vx €] — 0; 2[-{1}d’ou :

f'(x) >0,Vx €] —o0; =1 etf'(x) < 0,Vx €] — 1;1[U]L;2[, f'(1) =0

o x2+3)’
De plus 1 est déerivable sur [2; +o[ et Vx = 2, f'(x) = ( > ) =x
etf'(x) >0, Vx € [2; +oo[ D’ou f est strictement croissante sur ] — co; —1[ et sur [2; +oo], f est
strictement décroissante sur | — 1; 1] et sur ]1; 2[.

Tableau de variation

X —o00 -1 1 2 +o00
f'(x) + 0 - — +
-1 \ + o0 +oo
o | e / N \ z/
2
C(=1D*+3 4
ATy e

b) Tangente (T) a (I') au point d’abscisse.

y = £(0)(x — 0) + £(0), or £(0) = Z et f'(0) = % = =2 d’oli une équation de (T) est
3 3
y= —EX - E

7)- Tracé de(I), (), (T), (T,), (T,) Vvoir graphique.

. 3 3. 3 13, 1
A):x=1; (T):yz—zx—z, (Tg) ty = —Ex+7,(Td):y=2x—E.
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1)

. . 3x%+ax+b . 3x?
- lim f(x) = lim ———= lim = =3
xX—+00 xX—+00 x“+1 x—+00 X

3x%+ax+b . 3x?
———— = lim =3

- lim f(x):xl_l)r_noo = Jim

xX——00

Interprétation graphique :
xliznw fx) = 3etxlﬁir_noo f(x) = 3 = la droite d’équation y = 3 est une asymptote horizontale a
(€) en +oo eten —oo.
2)-La droite (T) d’équation y = 4x + 3 est une tangente & (€) au point d’abscisse 0 signifie
que f'(0) =4 et f(0) = 3.
fest dérivable sur R et Vx € R,

(6x + a)(x? + 1) — 2x(3x% + ax + b)

, —
f'(x) = T

_ 6x% +6x + ax? + a — 6x3 — 2ax? — 2bx

- (x2 + 1)°
_ —ax2+(6—2b)x+aﬂ , _ _
= QG oS (0) =adonc a = 4.

2

D’autre part (0) = % =p,donch = 3.

En conclusion a =4 eth = 3.

2
B-10navx € R, f(x) =27 En effectuant la division euclidienne de 3x? + 4x + 3 par
x% +1,
5 x?+1
3x“+4x+3
on obtient : —3x2—-0x—3 3
4x

. _ 4x
Douvx€eR, f(x) =3 +x2+1
4x?+4-8x* _ 4(1-x?) 4(1-x)(1+x)

2) fest dérivablesur Retvx € R f'(x) = D G soit f'(x) = i)
3)Vx €R ona (x?+ 1)? > 0, donc le signe de f'(x) est celui de (1 — x)(1 + x).
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Ona: f'x)=0e=x=10u x=-1,
f'x)>0=x€e]—-1;1],

f'(x) <0 < x €] — 00; —1[U]1; +oo] .

D’ou f est strictement croissante sur ] — 1; 1],

fest strictement décroissante sur ] — oo; —1] et sur [1; + o] .

Tableau de variation

x —o0 -1 1 +o0
f'(x) - 0 + 0 -
3 5

F@) \
3

4

4x(-1) _ _
12+1

fCD=3+T0:=3-2=1 ; [f()=3+

5

4) Démontrons que le point A(0; 3) est centre de symétrie de (C).
OnaD;=R=VheRO+h=heD; < 0—h=-heD; (1)

4h 4h
hZ+1 +3- (-h)2+1 6

= f(h) +f(=h) =2x3 (2)
De (1) et (2), on déduit que le point A(0; 3) est un centre de symétrie de (C).

Soith € R, onaf(h) + f(—h) = 3 +

5) a) h est continue et strictement décroissante sur [1; +oo telle que A([1; +o[) =
f([1; +0]) =]3;5] donc h est une bijection de [1; +oo[ sur ]3; 5].
b) Tableau de variation de h~?!

Le tableau de variation de A~ se déduit de celui de h .

x 3
(™1 (x) -
hl(x) | +oo

3x%+4x+3
=4
x2+1

6-a)x €[+, f(x) =4 =x =1,
©3x2+4x+3=4x*>+4etx>1

& x?—4x+1=0etx>1.

A'=4—1=3>0doncx; =2 —+3etx, =2+/3.

x; < letx, > 1d°00Sp; 400 = {2 + V3}.
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b) Onah~1(4) =2 + V3.
hest dérivable sur [1; 4+oo[ et ' ne s’annule qu’en 1 sur [1; +oo[, donc h est dérivable en

' s g ‘- 1y 1
2 +V3eth'(2 +V3) # 0, d’ou htest dérivable en 4 et (h=1)'(4) = s O
, _ 4(2+V3-1)(1+2+V3)
h (2 + \/§) B (2+v3)°+1? '
_ 4(/3+1)(3+V3)
T (6+4V3)?
_ 2
T 3+42v3
Do (h71y(4) =228
1- Tracé de (C) et (C").
&
5 4
4 (Cr)

(D)

—t

1) a) xlir_noof(x) = xlir_noo(x + %\/4)62 +1)

i 4x% — (4x% + 1)
= lim
x2=02(2x —V4x? + 1)

. -1 _
= A, e - 0 G

lim 2x = —oo, lim —V4x2+ 1= —o0 et lim 2(2x —V4x2+1) = - .

xX——00 X—>—00 X—>—00
Interprétation graphique

lim f(x) = 0 =la droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale a (C) en —co.
X——00

b) lim f(x) = lim (x +\VAx? + 1)=+4ocar lim x = +oo et
x—+00 X—+00 2 x—+00
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1
lim 3 4x2 +1 =+

xX—+00
c)Ona lim f(x)-2x = lim +00(2"“”‘2“‘2“ —2x)
= lim Vax2+1-2x
xX—+00 2
=i 4x2+1—4x2
x—>r-|poo 2(VaxZ+1+42x)
li ! 0
= lim =
xot02(\4x?% + 1+ 2x
car llrp 2x = 400, llm V4x? +1 = +ooet llm (V4xZ + 1+ 2x) = +o0 d’0u (C)

admet la droite (D): y = 2x comme asymptote oblique en +co.

‘- ’ _ 1 8x 2x
2-a)f estdérivablesur RetvVx e R, f'(x) = T+ Xomm== 1t =

—-Vx =0, 1+\/—>0d0nc‘v’x>0f(x)>0
4x 4x? 4x2
—Vx <01+ —= > >— < 1 pour toutréelxet1 — |——> 0.
4x 4x241° 4x +1 4x2+1

= Vx<0,f'(x)>0.

D’ou Vx € R, f'(x) > 0 et par conséquent f est strictement croissante sur R .

b) Tableau de variation de f

X —00 +o00
£ +
+o0
fx)
0

3. a) Equation de la tangente (T) au point d’abscisse 0.

2%X0

(T):y = f'(0)(x = 0) + f(0)orf'(0) =1+ =—===1et

02+
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£(0) = 0+>V&X 07 +1 = 2doncy = x +-.
b) Tracé de (T), (D), puis (C).(T):y =x + 1(D):y = 2x

T
(T) )

(Cy) BERES

—
-2

(D) -3

B-1a) f est continue et strictement croissante sur R donc f réalise une bijection de R vers
f(R) or f(R) =]0; +oo[d’aprés A-3-b), d’ou f réalise une bijection R vers ] = 0; +oo[.

b) Tableau de variation de f1.

x 0 + o0
fF D' +
1) +00

c) Tracé de (Cp-1) (voir graphique).

(C¢-1)est le symétrique de (C) par rapport a la droite d’équation y = x.
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2a) f est dérivable sur R et f'(x) # 0,Vx € R donc f 1 est dérivable sur ]0; +ool.
1 1 _ 1 1
2b)Onaf(0)=0+5\/4><02+ =E=>f1(2)—0donc(f 1)() 0

2X0

Or f'(0) = 1+ 3= =1 dou (f 1)’ (5) = 1

1.a) Montrons que f est continue en 0.

lef(x) - 11 VitxZ-1 —lim (VIHZ-1) (V1+22+1) _ lim (VitxZ-1)(VitxZ+1)
x xX—0 x(Vi+xZ+1) x—0 x(Vi+x2+1)

= lim—————==0

-0 14 x2+1
Or (0) =0, donc lim f(x) = f(0) d’ou f est continue en 0.
X—0

b)Etudions la dérivabilité de f en 0.

1+x%-1
. 0 — . A1+x?-1
Onahmf(x) SO _ jim —=— = |im i =
x—0 x—0 xX—0 X xX—0 X

2_ 2
lim (V1+xZ-1)(V1+x2+1) _ I 1 1

xX—=0 xz(\/1+x2+1) _x—>o 14+x2+1 T2

— lim L2/© g(o) 2. Donc f est dérivable en 0 et £/(0) =

x—0 xX—

a) Etudions les variations def.
fest dérivable sur R — {0}etVx € R—{0},ona:

2x? 2

fro0 = (2 ) YT G CU s PR (1- =)

B x) x? Xt x2y1+x%  X° B 1+x2
Signe de f’(x).
Vx=+0, >OIe5|gnedef(x)estcelwdel— 112.

X
5 1

Orvx € R{O}W1+ x2 > 1et\/_< 1puis1— —m>0.

DoncVx € R—{0}, f'(x) > 0 etcomme f'(0) = %d’oﬁ VxER, f'(x)>0.
Par conséquent f est strictement croissante sur V x € R.
2) a- Montrons que fest une bijection de R sur f(R).

fest continue et strictement croissante sur R , donc fest une bijection deR sur f(R).

Onaf(®) = | lim f(); lim £
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I _ i 14 x? 1 I 1+x2 1 I 1 1 1
Ar )= tm = i e Y= I e

= lim f(x)——lcar hm - ’1+iz=—1et lim = = 0.
X——00 X X——00 X

. v 14x? 1 1+x2 1 1
xl—1>r—+poof(x) - xl—l>r—{poo X X x—)+oo( ) - x1—1>r—|poo 1 + x2 X
1
= hm f(x) = 1car 11m x— =1let xl_lgloo; =0.

Ona:alors f(R) = ]—1; 1[, d’ou f est une bijection de R sur]—1; 1[.
b- f est une bijection de R sur]—1; 1[. De plus f est dérivable sur Ret
Vx € R, f'(x) # 0d’apreés la question 1c) d’ou f 1 est dérivable sur]—1; 1].
Calculons (£71)'(0).

f~test dérivable en 0 et £(0) = 0 donc (f~1)'(0) = ﬁ = % = 2.
Soit f la fonction définie sur] ] par f(x) = —.
-~ s | _ —cosx
1. festdérivable sur ]O’E] etvx € ]0, E]’ f'x) = Sine)?

Vx € ]0, g] cosx = 0 et sinx > 0, donc f'(x) < 0. Par conséquent, f est strictement
décroissante sur ]O, g]

2. a) Commef est continue et strictement décroissante sur ]0, g] f realise une bijection de

Jo3]sur (Jo3]) = f () im o] = 11+l

x—>0
b) f(3)=1,donc (1) =%
f(g) =2,donc f71(2) =%
c) Supprimer « chacun des points 1»
f (%) =2, donc f~1(vZ) == Comme f' (T) # 0, £~ est dérivable envZ et

1 1 1 V2
(Y (D) = RS
P T
Ona f71(2) = etf ( ) # 0,f ! est dérivable en 2et
1 1 V3

1
FU@) p(E) 2B 6

fFH'@ =
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1. llmf(x) = lim ——=~ cos(x+5) =lim cos (x +§) X —— =+ oo

x—>0 sinx x—0 sinx
>

Carllm cos (x + —) ==¢tlim 1 - + oo,
x-0 3 2

x—0 sinx
>
cos (x + ) T 1
3 .
llmf(x)—llm_—zllmcos(x+—)x — = — o
2 xzﬂ'[ Sin x xzﬂt 3 Sin x

carlim cos (x + g) =_71 et lim 1 - + oo,

X—T x—7 Sinx
< <

sinx

2. a) f est dérivable sur |0; [, Vx € J0; [, f'(x) = <M>

—sin (x + g) Sinx — cosx cos (x + g) — COoS (x + g - x) — COS G)
> f'(x) = = =

sin’x sin?x sin’x

-1
sin’x

b) Vx € ]0; [, on

10;[,ona’(x) <0,
d’ouf est strictement décroissante sur]0; |.

Tableau de variation de f.

x 0 T
(') +
f(x) 400

—00

3. a) Démontrons que ( € ) admet un point d’inflexion.
f'est dérivable sur ]0; [ et Vx € ]0; [, on a

f”(x) — _ l—(?inzx)’ _ cos:xsinx — c.osx .
2 (sin?x)2 sin* x sin3 x

Vx €|0;n[,f(x) =0 & x€]0;n[,cosx=0<=x=0 c)ng.
D’autre part Vx € ]0; m[,sin3x > 0,Vx € ]O;g[cosx >0etVx € E;n[cosx <0
donc " s’annule en g en changeant de signe. D’ou ( C ) admet le point
A(g;f (g))comme point d’inflexion. On af (g) = %gdonc A(g; %g) .

b) Equation de la tangente(T’) au point d’abscisse .
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Onay=f'Qx—D+fGorf'G)=mm="Fdoncy =Jx+5 -2

2sin’= 2
2

d) Tracés des asymptotes a ( C), la tangente (T puis la courbe ( C).

>

o -ten FoE

[ N

2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

2 (T)
-3

=5

—

4) a) f est continue et strictement croissante sur ]0; 7z[, donc f est une bijection de
10; [ sur f£(]0; [) = llimf(x); lim f(x)[ =R.
x;O xzﬂ
b) Tracé de (Cy-1).
(Cf—l)est le symétrique de ( C) par rapport a la droite d’équation y = x.
4) Ona f (g) = %gdonc f1 (%g) = ~car f est une bijection.
5) a) f estdérivable sur ]0; [ et Vx € 10; [, f'(x) # 0, donc f est dérivable en g et

f' (g) # 0. Par conséquent f~1 est dérivable en %g etona:

(f-l)'(_f) = EE) = % =-2.

2

1) f est dérivable sur [1; +oo[Vx > 1
(x*=2x+2) 2x —2 x—1

f'(x) = = =
2Vx2 —2x+2 2Vx2—-2x+2 x?2-2x+2
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Vx € [1;+o[, f'(x) =0 x=1

\/ﬁ > 0 donc vx € [1;+oo[ f'(x) > 0.

D’ou f est strictement croissante sur [1; +oo[

lim f(x) = xl_i)rfoo\/xz — 2x + 2 = +oocCar:

Vx>1,x—1>0 et

x—+00
lim x?—2x+2
Xmheo et
lim Vx = 4o
X—>+o00

Tableau de variation de f

1 +00

X
f'x) |0 +

f(x) . / +o0

f)=Vvi-2+2=1
2-a) Montrons que la droite (A):y = x — 1 est asymptote a (Cy)
On axgrfwf(x) - x-1= xEIPwaZ —-2x+2—-(x—1)

o (x?P=2x+2)—(x—1)? _ 1
= lim = lim
xoto \x2 —2x+2 +x—1 xoFeyx2 —2x4+2+x-1
Or= lim vx? -2x+2=+4oet= lir_P (x—1) =4
XxX—+00

X—>+00

1
nc lim ——-
donc Nm e

=0= lir+n f(x) = (x —1) = 0. D’ou (Cf) est asymptote a
X—+0o

2-b) Tracé de (Cs)etde(d):y = x — 1
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3 (Cf

2

1 A

0 / 1 2 3 4 5 6
Y

3-a) f est continue et strictement croissante sur [1; +oo[ , donc f réalise une bijection
e x-—1)2+1=y?
e (x—-1)2=y2—10ry>1 donc y2—-1=0
Et x—1)?=y?-1ox-1=,y2—1 ou x—-1=—/y2-1
ox=1+y?-1o0oux=1—-,y?2-1
Orx=1dou x=1+,y%2-1.
Onaft(y)=1+.y2—1 douvxe], flx)=1+Vx2—-1
c) Tracé de (C4-1) (voir graphique)
(€-1) = Sy (€Cr)ou(D) est la droite d’équation y = x.

1) Vx € [0; %I: ’g(X) = f_l (colsx) = 1 + \J(COIS.X)2 - 1 = 1 + \J ICTOC:ZSij = 1 + \J zrsii

=1+ +/tan?x
Orvx € [0;%[ ,tg x =0doncVvx € [0;§[Vtan2x = tanx,

d’ou Vx € [O;%[ ,g(x) =1+ tanx
2) g est dérivable sur [0;%[ , etvx € [0;%[, g'(x) =1+ tan?x

Vx € [0;%[ ,1+tan®x >0 = g est strictement croissante sur [0;%[
s
=9 ([0;—[) = [g(0); lim(1 + tan x)| = [1; +oo[
2 P

g est strictement croissante sur [0;%[ donc g est une bijection de [0;2[ sur [1; +oo[

3) g est dérivable sur [0;%[ et vx € [0;%[,g’(x) =1+ tan?x # 0 donc g~1 est dérivable

sur [1; +oof
1

greg=i(x)

3

%

Vx € [1;+oo[, (g7 ) (x) = onavx >1,g'(x) =1+ tg?x donc
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g og ') =1+tg*(g7'(x)) =

cos?(g1(x))
Orvye[05] 900 = fi(55) =2 Feam == (Foam) =

cosy
1 _ 2 2
Done =55 = (F 29097 ()" = F)* = (Va? - 2x + 2)
=|x2—-2x+2|=x?—-2x+2carVx ER, x> —2x+2>0
(A=(-2)2—-4x2=-4<0)

1
cos?y

1

o q—1 = - —x2_
Onaalors g' o g™ (x) = —~ RO 2x+2
LAY - ! —1
D’ou Vx € [1; +o[, (™1 (x) = ?—2ri2

1. La production au bout de 4 heures de travail est P(4), soit 2 440 boulons.
2. @) R(h) = P'(h) = —45h? + 350h + 150
b) Le rythme de production au bout de 4 heures de travail est R(4) = 830
c) Remplacer R par P
P'(h) = —45h? + 350h + 150 = 5(—9h? + 70h + 30)
A=5980; h; = —0,4 eth, = 8,18
Vh € [0; 8], P'(h) > 0 donc P est strictement croissante sur [0 ; 8].
Interprétation :
Le nombre de boumons produits augmente au cours des 8 premiéres heures

3. @) R'(h) = —90h + 350
R'(h) <0<=>x>%5etR'(h) >O(=>x<%5
R est strictement croissante sur [O %5[ et strictement décroissante sur ]% ; 8]
b) Le rythme de production est maximum pour t = %5 h, soit au bout de 3 h 53 min.
4. a) La phase de rendements croissants [O ;3;—5[et de phase de rendements

décroissants est ]:;—5 8].

b)
5. Pour ce faire, il faut résoudre 1’équation : P(h) = 3000.
h 0 1 2 3 4 5
P(h) 150 350 880 | 1620 | 2240 | 3250
Ona4<h<5
h 4 4,1 4,2 4,2 4,4 4,5 4,6 4,7
P(h) | 2240 | 2253 | 2606 | 2688 | 2770 | 2852 | 2933 | 3013

Ona4,6 <h< 4,7

On ah(4,68)~ 2 997et h(4,69) ~ 3 005, donc 4,68 <h< 4,69.

Le nombre d’heures de travail nécessaires pour honorer la commande est environ
4,6 h, soit 4 h 36 min.
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1. Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = x3 — 3x — 4.
Q) VxeR, g'(x) =3x2-3=3(x—-1)(x+1)
gx)=0=xe{-11},gx)<0=xe]-1;1], et
g(x) >0 x €]—w;—1[ U |1; 00|
g est strictement décroissante sur |—1; 1|
g est strictement croissante sur |—oo; —1[ et sur ]1; +oo

g’)(Cx) _+°° _01 — (1) ++°°
2 +oo
g(x) ) Oo/ \6 /

b) Vvx € ]—o0;1[, g(x) < —2, donc I’équation g(x) = 0 n’admet pas de solution sur |—oo; 1[.
g est continue et strictement croissante sur ]1; +oo[. De plus g(]1; +oo[) = ]—6; +oo[ et
0 € ]—6; + o[, donc I’équation g(x) = 0 admet une unique solution sur ]1; +ool.
En conclusion, 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique sur R.

C) Vx €]-oo;af,g(x) <0etVx € |a; +oo[, g(x) >0
2. a)Vx € ]1; 4oo[, f'(x) = (3x2+4x)(x2-1)-2x(x3+2x%) _ x*-3x2-4x _ x(x3-3x—4) _ xg(x)

(x2-1)2 -2 (-2 (x2-1)2
Vx € ]1; +oo[, x > 0 et (x? — 1) > 0, donc f'(x) a le méme signe que g(X).
. T 3 2 1 T 3 2N T 1
b) }Cl_r)qf(x) = }Cl_r)r%(x +2x%) X 5— = +0o, car = }Cl_r)q(x +2x°) =3et= lim —— = +o0
> > > >
La droite d’équation x = 1 est asymptote (C)
i _ x3+2x2_1. x3_l_ 3
A= lm e = i e = i x = e
c)
X 1 a 400
f'(x) - 0 +
+o0 +00
e ~, —
f(a)

. o x3+2x2 e X2 1
d) xl_l)r_Pw(f(x)—(x+2))—xl_1)r_Pw(xz_l —(x+2)) = lim 22 = }im =0, doncla

x—+00 xX°—1 x—+00 X

droite d’équation y = x + 2 est asymptote (C) en +oo.
Position relative de (D) et (C)

Vx €]1; +oo[,f(x) —(x+2) =
11; +oo[.

e) Soit (T) cette tangente
M:y=Ff@QE-D+f@D=%@-2D+2,s0it(T):y="x+>

x+2 x+2
2 et 2
x<—=1 x<=1

> 0, donc (C) est au-dessus de (D) sur

f)
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] ©
~
RN (D)
(T)
J
@) | 2 3 4 5 6 7

1. VxeER x€Df & x*—1>0 e x €]—00,—1] U [1,+oo[

x?2-1-x2 -1

Vx2- 1+x_\/x2 1+x
b) lim f(x) = lim

—0 car hm VX 1+x=+4w
X—+00 x—+00 x2

Interprétation graphique : l’axe des abs01sses (droite d’équation y = 0) est asymptote a (Cs) en

2. aVx €Df, f(x) =Vx2—1—-x=

400,
3. @) lim f(x) = lim (Va2 —1-x)=+o,car lim v/x2—1=+ooet lim (—x) = +oo
X——00 X——00 X——00 X——00
. T 2 T x-1-x2 -1 _
b) lim (f(x) +2x) = lim (Va2 —1+x)= lim 2225 = lim ——— =0
xX—>—00 x——00 x—>=00/x2—1—x  x——0x2-1—x

D’ou droite d’équation y = —2x est asymptote Oblique a (Cs) en —oo.

4 3 fO)—f(-1) _ Jx2—-1-x—1 _ x2-1 + —(x+1) _ (-1)(x+1) 1= 1
’ ) x+1 - x+1 T ox+1 x+1 1/(x+1)2 (x+1)2 T\ x+1
lim fe)-7=1) lim ’x—— 1 =+oco,car= lim 1ot
x—--1 x+1 x--1 x—-—1x+1
< < <

La fonction f n’est pas dérivable en —1.

b) f)-f(1) _ Vx2—1-x+1 x2-1 + —(x— 1) (=D (x+1) 1= x+1
-1 x-1  x-1 x+1 /(x 1)2 T x-1)? -

mM lim fx+1 1= +4oo, Car—hmi=+oo

x-1 x-1 x-1 1x-1
> >

La fonction f n’est pas dérivable en 1.
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5. a)‘v’xe]—OO,—l[U]1.+°°[1f'(x):\/%_1:x:/x:—:l

f'(x)a le méme signe que x —/x2 — 1

Six € ]—o0,—1[, alorsx < 0 etalorsx —y/x2—1<0

Six€]l,4o[,alorsx —Vx2—1>0=x>Jx2-1leox!>x*-1<0> -1,
vraie. D’ou Vx € |1, +oo[, x —v/x2—1>0

En définitive,f est strictement décroissante sur ]—oo, —1[ et strictement croissante sur
11, +oo[.

b)

X
f(x)
f)

13 2 -1 0 V,—v 7 5 5 7
-1

1. Q)Vx€ER,—-1<cosx<1=0<cos’x<1=x<f(x)<x+1
b) vx € Rx < f(x) et xl_i)tp@x = 400, donc xl_i)r&)f(x) = +00
Vx ER, f(x) <x+1let Eglm(x + 1) = —oo, donc Eglmf(x) = —00
2. Les abscisses des points dzcintersection de (C) avec (D)i) vérifient I’équation f(x) = x
f(x)=x(:>x+coszx=x(:>coszx=0(:>cosx=0<=>x=g+kn,kez
Les points d’intersection de (C) avec (D1) sont les points de coordonnées G + kn;g + kn),

keZ
Les abscisses des points d’intersection de (C) avec (D) vérifient I’équation f(x) = x + 1
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fx)=x+1 x+cos’?x =x+ 1< cos?x =1 & cosx = loucosx = —1
Sx=kn, kel
Les points d’intersection de (C) avec (D2) sont les points de coordonnées (km; kmr + 1), k € Z
3. a)vx ER,f'(x) =1 — 2sinxcosx = 1 — sin2x
b)VxeR, —-1<sin2x<1=-1<-sin2x<1=0<1-sin2x<2=f'(x) =0
Donc f eststrictement croissante sur R.
C)f’(x)=0(:)1—sin2x=0(:>sin2x=1<:)2x=%+2kn,kEZ
Sx=+kr kel
4. a)

b)

-8 -7 -6 -5 -4 =3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-4

A8

5. a)f(x) = x + cos’x
flx+n) =x+ 7+ cos*(x + )
cos(x + n) = —cosx donc cos?(x + 7) = cos*x
flx+7n)=x+ 7+ cos?(x+ n) =x+ 7+ cos’x
= 7+ (x + cos?x)

=+ f(x)

b) Par une translation de vecteur % (—r ; 7).
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1.a) lim (—x) = 4ocet lim f(x) =—
X——00 X—>—00

D) f() =22 = (- D) s

14+x?) -1
fo=-nt 0
f(x)=(x—2)(1—1+x2)
C) hm fx)—(x—2)= 11m (x— 2)) =
Jim fx)-&x-2)= Jim (x— 2))_x1_1)r_£100(_1+xz

d)f(x)—(x—2) = —i%z comme (1 + x?) est positif, le signe de f(x) — (x — 2) est celui de
-(x—2)
f(x) — (x —2)>0six €] — o ; 2[, La courbe est au dessus de 1’asymptote.

f(x) — (x — 2)< 0six € ]2 ; +0o[, La courbe est au dessous de 1’asymptote.

2.8) f(x) =x— 1+Xz)
oo (1+x%)—2x(x—2)
frle=1- (1 + x2)?
s _—x2+4x+1
=122
oo 1+ 2 +xt +x®—4x -1
f1e) = (1 + x2)?
g 2xP+xt +x?—Ax
I ="y
ooy x(x®+3x—4)
P e
100 = x(x3=1+3x—-3)

(1+x2)2

Cx((=DE*P+x+ 1) +3(x - 1)
f1e) = (1+ x2)?

x(x — D% +x+4)
(1+x2)2

flx) =

b) f' est positive sur] — oo ; 0[U ] 1 ; +oo[
f'est négative sur ]0; 1]

Tableau de variation
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x —o00 0 1 +oo
f'(x) + 0 - 0 +
0 + oo
£ ‘//’ \\f e
o

3. L’équation f(x) = 10 admet une unique solution y car f est continue et monotone (strictement
croissante) sur ]JO ; +oo[ et 10 f(]O ; +oo[) ;f(JO ; +oo[) = ]0 ; +oo[. fréalise bien une bijection de ]0 ;
+oo[ dans ]O ; +oo].

12<y<121

4. a) A(2-+5;-0,12)etB(2 ++/5;2,12)

2X1X10 _

b) f'(2) = EZ2=2=2; f(2) =0
y=f@)x~-2)

4
y=gx-2)

d)

d(A: A) = “(2‘“5)‘\/15(‘0'“)‘2] =15cmxU=15cmx2=3cm
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1. VxeR x €Dy < 4x*+120.0rvx e R 4x*+1>0,donc Dy =R
2. lim f(x) = +ooet liT f(x) =+
X—>—00 X—>+00
3. VxeR,—xeRetf(—x) =4(—x)2+1—-2=+vV4x?2+1 -2 = f(x), donc fest
une fonction paire
4x
4. Vx€R, f'(x) = Torn

f'(x)a le méme signe que x, donc est strictement décroissante sur ]—oo; 0[ et strictement
croissante sur ]0; +oo[

—00 0 400

x
fe)

£ +m\o /+°°

6. a) lim L [f(0) - (2x—2)] = im [\/ 4x2+1—-2—-(2x — 2)] Jim (\/ 4x2 +1— Zx)

= lim =0
"_’+°°\/4x2+ + 2x

Donc la droite d’équation y = 2x — 2 est asymptote oblique a (C) en +oo

b) Comme f est une fonction paire, la droite d’équation y = —2x — 2 est asymptote oblique
a(C)en-w

M:y=7f0)x-0+f(0);(M:y=-
f)=0=2Vixt+1-2=0=oVi4x2+1=24x’+1=4=4x*=3

= _ VBB o[ V33
f(x)—0=>x——7oux—7.DouS—{—7,7}

1. lim f(x) = hm 2x = —oo; lim f(x)= lim 2x = 400

X—>—00 x—)+oo x—> [e'e)
lim £ (x) _m - 26= —co; lim f (x) = th = oo
< < > >
, _ 4x(x-2)-1(2x%2-6) _ 2x%2-8x+6 _ 2(x—1)(x—3)
2. Vi € R\ {2}, f'(0) == = T = T

ff)=0=xe{;3};f'()<0=xe];3[;f'(x) >0 = x € |—o0; 1[ U |3; +oo[
f est strictement décroissante sur ]1; 3]
f est strictement croissante sur ]—oo; 1[ et sur |3; +oo]

—o0 1

X
e
£ /

) — < — _c
4. a)C’estf(x) =ax+b +—— etnon f(x)=ax+ b+ 2
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Ontrouve f(x) =2x + 4+ szz (méthode des coefficients indéterminés ou division

euclidienne)

b) lim [f(x) — @x+4)] = lim ——=0et lim [f(x) — 2x +4)] = lim —— =0,
xX——0o X——00 X—2 xX—+0o

xX—+o00 X—2

donc la droite d’équation y = 2x + 4 est asymptote oblique a (C) en -o et en +oo.

5. (T):y =f'(0)(x—0)+ f(0); soit (T) :y =>x +3
Les abscisses des points d’intersection de (C) et de I’axe des abscisses sont solution de
I’équation f(x) = 0

7. fX)=0=2x*-6=0= x* =3 & x = —/30ux =3

8. Les points d’intersection de (C) et de I’axe des abscisses ont pour coordonnées (O ; —\/§) et

(0:13)

X3
f(x) =sinx—x+?

f'(x) =cosx—1+ x;é Etudier sur [—g ; g]
f"(x) = —sinx +x
f®(x) = —cosx +1
2. f3>0; f" est croissante
f"(0)=0; f">0six>0etf""<0six<0
f'(0)=0;f=0

Donc f est croissante
3

3
3. Pourtout x =0, sinx—x+ % > 0 soitsinx = x — %
Onsaitque f" = 0six = 0 donc —sinx + x > 0 soit x > sinx

3
Enfin Pour tout x >0, x — % < sinx <x
3 x3

Pour toutx =0, 0 Ssinx—x+%£z

3
Pourtout x 20, 0<f(x) <=
3
4. En utilisant la parité on a x < sinx < x —

x—3<sinx—x+x—3 <0
, 6 6
En utilisant la parité ona: = < f(x) <0

5.9(0 ==

a) ;lci—% glx) = Jl(lg})% =1 = g(0), donc g est continue en 0

sinx

b) lim 89080 _ jjp, =

-1 . sinx-x Lo
= lim ——, donc g est dérivable en 0
x-0 Xx-0 x-0 X x>0 X

x3 . X
Pour tout x =0, x—?gsmx Sx:—gs

sinx—x

— <0=
X
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Pourtoutx <0, 0 <

sinx—x x
<=z
x2 6

Or hm 0=0et hm ? = 0, donc d’apres le théoréme des gendarmes, llm B0-80) _
On en dedwt que g est dérivableen O et g’(0) = O

1.

4.

x—-0

lim f(x) = hm Vx?2+1—x=+4o;

X——00
1
lim f(x) = llm Vx2+1—x= lim ———=0
A, S0 = N s
vx € R,f'(x) = 'L

ik R
Six < 0, alorsf'(x)<0
Six > 0,alorsx —/x* + 1> 0<x > /x? + 1ox% > x? + 1<0 > 1 impossible

Donc Si x > 0, alorsx — /x% + 1< 0
Conclusion : Vx € R,f'(x) < 0, donc f est strictement décroissante sur R.

' oo + o0

f'(x) -

£ +°°\o

11m (f(x) —(—2x)) = llm Vx?2+1+4x= lim —1 = 0, donc la droite

X——00 x2+

d equatlon y = —2x est asymptote oblique a (C) en —oo.
M:y=fO0)(x—-0)+f(0);s0it(T):y=—x+1

a) Soit h une telle fonction polynéme. Ona: h(x) = ax? + bx + ¢, a # 0.

La tangente a la courbe représentative de h au point d’abscisse 0 a pour équation

y =h'(0)(x — 0) + h(0) = bx + c. Comme cette tangente est (T),ona b = —1 et
c=1.

Les fonctions cherchées sont les fonctions : x — ax? — x + 1.

b) Dans I’énoncé de cette question, remplacer « qui » par « dont la courbe
représentative »

Soit g cette fonction. Onag(2) =1, donc 4a — 1 =1, soita = %

Il existe une unique fonction g définie par g(x) = %xz —x + 1 répondant a la
question.
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(M ; (Co)

(©)

1 D;=R
Vx ER, —x € Ret f(—x) = (—x)? — cos(—x) = x% — cos(x) = f(x), donc f est
une fonction paire.

Supprimer la question 2.

2. Vx€ER, f'(x) =2x +sinxet f'"(x) =2+ cosx

3. Vx €[0;m], f"(x) > 0, donc f’ est strictement croissante sur [0; 7].

4. £°(0)=0. Or f’ est strictement croissante sur [0; 7], donc pour tout x € [0; ], on a
f'(x)=0

5. Vx € [0;m], f'(x) = 0, donc f est strictement croissante sur [0; 7].

6. fest continue et strictement croissante sur [0; r]. De plus f(0) = —1 et f(n) = w2 +
1;soit £(0) X f(mr) < 0. Donc I’équation f(x) = 0, cad I’équation (E), admet une
solution unique o dans [0; 7].

7. Avec la méthode de dichotomie ou celle du balayage, on obtient 0,82 < a < 0,83.

8. Vx ER, f""(x) > 0, donc f’ est strictement croissante sur R.
f?(0)=0. Or f’ est strictement croissante sur R, donc pour tout x € R,ona f'(x) = 0
Vx € R, f'(x) = 0, donc f est strictement croissante sur R. Par conséquent, 1’équation
(E) admet une solution unique o dans R
Comme la fonction f est paire et que f(e<) = 0,0na f(—x) = 0.

Les solutions de (E) sur Rsont a et —o.

Vx € R*, —x € R* et f(—x) = —xsin (_ix) = —x [—sin (i)] = xsin G) = f(x),
donc f est une fonction paire.
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2.

. . . 1
)lcl_rg f(x) = )lcl_rg xsin (;)
Vx €R', —1<sin(3) < 1= —x <xsin(3) < x,six > 0,etx < xsin(3) < —x,

X X X
six <0.
Or lirr(l)(—x) = lir% x = 0, donc d’aprés le théoréme des gendarmes, lin(1) fx)=0
X— X— x—
sin(%)

. . . sin(t)
lim x) = lim = lim =
x—>+oof( ) x>t = t-0 t

1

4. Comme la fonction f est paire,ona: lim f(x) = lirP fx)y=1
X——00 X—+ 00

5. Ladroite d’équation y = 1 est asymptote a (C) en —o et en +oo.

. a) }Ci_l)l(l) f(x) = 400, donc la droite d’équation X = 0 est asymptote horizontale a (C).

X

Ve est

. _ . _X) = T . _
lim f(x) = +ooetxl_1)r:1oo ( f(x) \/g) 0, donc la droite d’équation y

X—+00

asymptote oblique a (C) en +oo.

b) vx € ]0, +oo[,f'(x) = %_ V3 2x%2-3

2x2  24/3x2

f’(x)=0=>x=\/§=§;f’(x)<0=>xe]0;§[etf’(x)>0<:>xe]§;+oo[

Par suite f est strictement décroissante sur ]0; g[ strictement croissante sur ]g ; +oo[

x 0 V6 +o0
2
0

f'(x)

-

2. Sim < /2, alors (C) et (D) n’ont aucun point d’intersection

Sim = /2, alors (C) et (D) ont un seul point d’intersection
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Sim > +/2, alors (C) et (D) ont deux points d’intersection
3. Remplacer m > 2 par m > /2
3
a) Remplacer 3 par X

les abscisses de A et B sont solutions de 1’équation f(x) = m

%+2_Vj=m<=zx2+3=2mx\/§=>x2—mx\/§+§=0.00mme

x > /2, cette derniére équation admet deux solutions distinctes dont la somme m+/3
est et le produit est ; . D’ou le résultat.

b)Remplacer [2 ; +oo[ par |V2; +oo|

f)=me

XA+XB Ya+ys my3 2m mv3
I(T’ 2 ) SOI“( 2’ z)ou I(T’m)

Onax; = M ou yy = %—xl donc I décrit la droite d’équation y = %Ex, avec
x>2
Vx ER, —x E Ret f(—x) = e Ay i —f(x), donc f est une fonction
impaire.

2. a) lim f(x) = lim —— = lim —— = —1
X——00 xX—>—o0o VX X——00 1+i2
x 1
lim f(x) = lim = lim =1

X—+00 x—>+oom x—>+00\/ﬁ
T2
X

b) La droite d’équation y = —1 est asymptote horizontale a (C) en —oo et la droite
d’équation y = 1 est asymptote horizontale a (C) en +oo

1><\/xz+1—x><2 22 - 1
3. VxeR, f'(x) = =
f(x) x%+1 (2 +1)Vx%+1

Vx € R, f'(x) > 0, donc f est strictement croissante sur R.
4, Vx € R,(x*+ 1)J/x*+1>0,donc f'(x) >0
3
VX ERX?>0=x*+1>21=(x?*+1):2>21= x>+ 1Vx*+1=>1

1
:x2+1) — <l1l=f'(x)<1
Conclusion: Vx e R0 < f'(x) <1
5. f(x)—l(:)(xzﬂ)\/_—l(:»l—(x +DVx¥*+1eo1=(x?+1)3
o 1=x24+1< 0=x,dou(T)est la tangente a (C) au point d’abscisse 0.
(T):y =x+ bet(T) passe par le point O(0 ; 0), d’ou b =0.
En définitive, (T) : y = x.
6. Ona:g(x) =ax?+bx+c,a+0.
2(0)=0,d’ouc=0.
g’(0)=1,doub=1.
Par suite : g(x) = ax? + x, a # 0.
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Partie A
1. vxeRx€D < x*+12>0.0rvxe R, x*+1>0,donc Dy =R

2. VxeR, —x€eRetf(—x)=/(—x)?+1-1=vx?2+1—-1= f(x), donc f est une
fonction paire
3. lim; f(x) = +oo etlim; f(x) =+

X—> - © X—>+©

4. a)lim; [f(x) = (x = D] = lim; [V +1-1-@-1|=

X—>+00 X—>+00

lim; (\/ x2+1-— x)

X—>+©

= lim ; =0
oredxt+1+x
Donc la droite d’équation y = x — 1 est asymptote oblique a (C) en +oo
b) Comme f est une fonction paire, la droite d’équation y = —x — 1 est asymptote oblique a
(C)en -
5, VxR, f'(x) = m

f'(x)a le méme signe que x, doncf strictement croissante sur [0; +oo[

—0o0 0 400

Fo | -
400 +0o0
f(X) \ 0 /
3

7. Miy=fOC-D+fA);(M:y=5x-vZ—>

8. f)=0eVx2+l1-1=0oVxl+l=1lox’*+l=1ox?=0=x=0
D’ou S = {0}
Partie B
vx24+1-1

1. lim g(x) = lim = lim lim ——— = 0 = g(0), donc g est continue en 0.

x—0 x—0 x x-0 x(\/x2+ +1) x—>0 VxZ+1+1
. g0)-g(0) _ . vx24+1-1 . 1 _1
2. }cl—r;r(l) x=0 }cl—r;% x2 }c1—>0 xZ(\/x2+ +1) JICI—r}‘(l)w/x2+1+1 T2
Cette limite existe et est finie, donc g est dérivable en 0.
3. Le coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de g au point d’abscisse 0

est L
2

La droite (D) a pour équation x = —1,doncd = 1
La droite (D’) a pour équation y=x+2,donca=1eth =2
Onaf(x)—x+2+ etf(O)—3 donc2+c=3,s0itc=1

En définitive: f(x) =x + 2+ m
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a) Vx eER,ona—x € R, et f(—x) = /4(—x)%2 + 3 = V4xZ + 3 = f(x)
La fonction f est une fonction impaire, donc I’axe des ordonnées est un axe de
symeétrie de la courbe représentative de f.

b) 11m f(x) = 11m V4x2 4+ 3 = +oo, car lim 4x? + 3 = +o
X—>—00

11m f(x)= 11m V4x2 4+ 3 = +oo, car lim 4x? + 3 = +o
X—+00 X—+00

c) Lafonction x +— 4x + 3 est dérivable sur R en tant que fonction polynéme. De plus
vx € R, 4x? + 3 > 0, donc la fonction f est dérivable sur R.

d) VxER, f'(x) = —— ==
) vx 1t 2V4x243  V4x2+3
f'(x)a le méme signe que x
f est strictement décroissante sur ]-oo ; O[ et strictement croissante sur ]O ; +oo[
. _ _ 1 A2 _ _ 4x2+3—4x> . 3 _
e) xEerU(x) 2x) xl—lgloo( Axf+3—2x ) xl—1>+oo VAax2+3+2x xl—l>r-P°0 Vax24+3+2x
Donc la droite d’équation y = 2x est asymptote a la courbe représentative de f en +oo.

a) hm f(x) = lim = lim €= lim 2=0

xo—coX? 41 xo—c0X?  x——o0X
1 lim —— = lim 2= Jim 2=0
xl)r-flmf(x) - 1+oox2 +1 - x—1>r-|poo x2 B x_l’r"p"ox B
, _ 6(x%+1)—2xx6x _ 6(1-x?)
b) vxeR, f'(x) = (x2+1)2 T (x2+1)2

ffx)=0=xe{-11},f(x)>0= x€]-1;1], et
ff(x) <0 x €]—0;—1[ U ]1; +0]

f est strictement croissante sur ]—1; 1]

f est strictement décroissante sur |—oo; —1[ et sur |1; +oo
—00 -1 1 +0o0

X
f'(x)

) 0\_3 /3\0

c) (M:y=71"(0)(x—0)+ f(0),s0it(T):y = 6x
d) Cette position est donnée par le signe de f(x) — 6x

_ 6x(1-x*-1) _ —6x3
VxERf(x)—6x——2+1—6 o e

6x a le signe contraire de x
Par smte, (C) est au-dessus de (T) sur ]—oo; O[ et au-dessous de (T) sur ]0; +oo[

A Vae[0;1],0<a<1o0<a’<a=0<Va?<Vae=0<a<a.
D’ouVa € [0;1],Va = a.
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B.

a) = g est continue sur ]—oo ; 1] en tant que somme et composée de fonctions continues, donc
g est continue sur [0 ; 1] ;
g(0)=1—-vV1-0=1-1=0etg(1)=1-+v1-1=1-0=1;
=g est dérivable sur ]—oo ; 1[ en tant que somme et composée de fonctions dérivables, donc
g est dérivable sur [0 ; 1]
Pour tout x €[0; 1[, g’(x) = 0 —

strictement croissante sur [0 ; 1].
Wx€e[0;1],0<x<le-1<x<0=0<1-x<leo0</l-x<le
Comme0<1—-x<1,0nal —x <+v1—x,dapres A.
Doul—-v1—x<x,cadg(x) <x
= Conclusion : La fonction g satisfait aux 4 conditions
b)g est continue et strictement croissante sur [0 ; 1], donc g réalise une bijection de [0 ; 1] sur
g([0; 1]) = [0; 1]. Par conséquent, pour tout k € [0 ; 1], I’équation g(x) = k admet une
solution unique dans [0 ; 1].

C)Q(X)=Q(=>1—\/1— =£<:>1—‘/—5= 1—x=’x=1—(1—%

FOO-fA) _ .. 1—VI—x-1 \/—1 x _ , .
d)}cl_r)r% 1 }CI_I}} = }cl—rH 1 —}Cl_r}} m —oo, donc g n’est pas dérivable

enl

SoitP(x) = ax? + bx + ¢

PO =0=c=0

PQ)=1<a+b=1< b=1-—a,il suffit de donner une valeur a a comprise entre O et 1
puis trouver la valeur de b correspondante.

1 2 1 2
Poura =Sonab = etalors P(x) =§x2 +3x

1
\/_ N Or \/_>Osur[0 1[, donc g est

2

a) f est dérivable sur [0; 30]

vt €[0;30],f'(t) = —3t2 + 60t = —3t(t — 20)
Ona:f't)=0=t=00ut=20
f't)>0<t €]0;20[
f't) <0<t €]20;30]

Donc f est strictement croissante sur [0; 20] et strictement décroissante sur [20; 30]

Tableau de variation de f

t |0 20 30
f'® + 0 -
4000
f@®
0 0

b) Interprétation
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le nombre de personnes malades augmente par jour jusqu’au 20°™ jour. A partir du
20°™ jour le nombre de personnes commence & décroitre de jour en jour.
2)a) f' est dérivable sur [0; 30]
vt € [0;30],f"(t) = —6t+ 60
b) f"(t)=0=t=10
f'"®)<0e=10<t <30
f"(t) >0 0<t<10 donc f'eststrictement croissante sur [0; 10] et strictement

décroissante sur [0;30] .

Tableau de variation de f’

t 0 10 30
f'@® + 0 -
300
f/(t) / \
0 -900

c) Interprétation

La vitesse de propagation de la maladie croit durant les dix premiers jours du mois.

A partir du 10°™ jour cette vitesse décroit.

d) Le plus grand nombre de malade a été atteint au jour 20, car la fonction f admet en 20
un maximum absolu.

Le nombre de malades a été de 4000 ce jour.
3-a) f" s’annule en 10 en changeant de signe. Ce qui signifie que (C) admet le point
A(10; £(10)) comme point d’inflexion ¢’est-a-direA(10;2000).
Au point d’abscisse 10, (C) passe en dessous de sa tangente. Cela signifie concrétement qu’a
partir du jour 10, le nombre de malade augmente certes, mais cette augmentation est moins

rapide qu’avant le jour 10.
b)- Au 10° jour, la vitesse de propagation de la maladie est de 300 malades / jour.
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Lecon

Primitives
Situation d’Apprentissage

Faire deux lectures de la situation d’apprentissage par deux apprenants.
Recenser et expliquer les données pertinentes.
Poser les questions suivantes :

Question/Consignes pour dérouler la situation | Réponse attendue

Cite les personnages et le contexte de cette Le professeur de Physique Chimie ; les éleves de
situation terminale a un cours de cinématique

Qu’est ce que le professeur de physique Il fait le lien entre une fonction et sa dérivé.
affirme

Quel probleme est posé Un éléve ne comprend pas le lien

Qu’est ce que les éléves décident de faire Ils décident de chercher les fonctions qui ont pour

deérivé la fonction nulle et les fonctions qui ont pour
dérivée une fonction constante

Cette lecon se déroulera selon le plan suivant.

1) Primitive d’une fonction
2) Primitive de fonction de référence
3) Primitive et opeération sur les fonctions

Installation des habiletés

J Primitive d’une fonction

1.1 : Primitive d’une fonction

Activité
1.1. Définition d’une primitive d’une fonction continue
Soitxla fonction définie sur IR par : A(x) = x + 2.
I.  Réponds par vrai ou faux aux affirmations suivantes

2
a) hest ladérivée de la fonction H : x +— x? + 2x + % Faux

2
b) # est la dérivée de la fonction H : x +— x? + 2x + 1.Vrai

1 Vallesse
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2
c) hest ladérivée de la fonction H : x —> x? + 2x2Faux
Il.  Trouve deux autres fonctions ayant & pour dérivée

2 2
H,: xl—>x?+2x—5etH1: x|—>x7+2x+%.

1.1.1. Recopie le tableau suivant et réponds par vrai (V) ou faux (F).

AFFIRMATIONS REPONSE
f et F sont deux fonctions définies sur un intervalle I. F est une F
primitive de fsur | si f est dérivable sur | et vx € T, F' (x) = f(x).
h et t sont deux fonctions définies sur un intervalle K et ¥x € K =
h'(x) =t(X). h’ est donc une primitive de t sur K
F est une primitive de f sur un intervalle I équivaut a F’(x)=f(x) \Y

1.1.2. Recopie et complete le texte ci-dessous avec les mots ou groupe de mots qui
conviennent : une primitive, la derivee, dérivable

e Vx€]0; +oo [,la dérivée. de la fonction T: 2v/x + 1 est la fonction T': x — % donc T

est ...une primitive de la fonction T’sur ]0 ; +oo[.

e Vx€R,lafonction t:x — xest ...]la dérivée...de la fonction h: x — % + m donc h est
...une primitive ....de la fonction t sur R.

e VxE€ER,La fonction f:x - %3 + 4x + 1lest...une primitive de la fonctiong: x — x? + 4
sur R.

1.1.3.
e 1C
e 2B

1.2 Ensemble des primitives d’une fonction continue
Activité
On admet que toute fonction continue sur un intervalle | posséde des primitives sur I. On donne f
une fonction définie sur un intervalle K et F une primitive de f sur K.
I. 1) Démontrons que pour tout nombre réel c, la fonction x = F(x) + c est une
primitive de f.
(F(x)+ ¢) = F'(x) = f(x) donc x - F(x) + c est une primitive de f.

2) Réponds par vrai ou faux aux affirmations suivantes
e Toute fonction continue sur un intervalle K admet une unique primitive sur K.
Faux
e Siet F une primitive de f sur K alors pour tout réel c, la fonction
F(x) + c estune primitive de f.Faux

2 Vallesse
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e Siet Fune primitive de f sur K alors pour tout réel c, la fonction

x - F(x) + cest une primitive de f.\VVrai

Soit H une primitive de f.
1) Justifions que (F — H)’ est la fonction nulle.

F-H@=FxX-Hx)=fx)-fx)=0

2) Déduis-enque pourx € K,H(x) = F(x) + c,c une constante.

(F - H)'(x) = 0 © il existe c élément de Rtel que (F— H)(x) = ¢
Ainsi H(x) = F(x) + c.
3) Sous quelle forme s’écrit une primitive de f si F est une primitive de f ?

Une primitive de f est sous la forme x - F(x) + c.

1.2.1. Recopie le tableau suivant et réponds par vrai (V) ou faux (F) aux affirmations

suivantes.

AFFIRMATIONS

REPONSE

Les fonctions polyn6mes admettent toutes des primitives sur R

\Y

Les fonctions rationnelles admettent des primitives sur R F

d’une constante

Deux primitives sur un intervalle K, d’une méme fonction different

\Y

Toutes les primitives de la fonction x — ix sur ]0 ;4oo[ sont de la
forme x = 2+/x + k avec k un nombre réel

Vx \%

1.2.2. Parmi les fonctions ci-dessous, inscris les primitives correspondantes a chaque
fonction dans la premiere ligne.

3 3
x> tdx+ 1o+ x— kx> VX +V3x - VX +3

Fonction x e 4x’+ 1 1
X —
24/x
primitives 4x3 x - /x++/3et
x-—+x—4
3 x~\x+3

1.2.3. Dans chacun des cas suivants, F et f sont des fonctions définies de R vers R
Justifie que F et une primitive de f sur ’intervalle 1.

1) F)=%-x*+2x-1 2) F(x) = cos(2x — 1) + sin( x)
f(x) =2x>—3x2+2 ;IR | f(x) = —2sin(2x — 1) + %cos(%x) =R
3) F(x)=%+x\/§+\/§ 4) F(x)=vx+2—(3x—2)?
FE = -2+ E =0 e | SO = g 185412 5 1] -2 ]

3 Vallesse
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5
1) VxeR F'(x) = % —3x% 4+ 2 =2x%—3x% + 2, donc F est une primitive de f sur R
2) VXER F'(x) =-2sin(2x — 1) +§co S Gx) donc F est une primitive de f sur R
2 3
3) Vx €]0; +o,F'(x) = —?’xiﬁ+ (x2)' = —x%+%\/§, donc F est une primitive de f sur
10; +oo[
' 1 1
4) Vx €] —2; +oof,F(x) —Zm—2x3(3x—2) =
primitive de fsur | — 2; +oo[

—18x+ 12, donc F est une

1.3 Unicité de la primitive d’une fonction qui prend une valeur donnée en un point donné.
Activité
f est une fonction continue sur un intervalle K, elle admet une primitive H sur K.
1) Déterminons une primitive F de f qui prend la valeur y, en x, sur K
vx € K , F (x)=H (x)+c ou c est un nombre reel
F(xo) = H(xg) + ¢ = yo donc F(x) = H(x) + yo — H(xo)
2) On suppose que G est une primitive de f qui prend la valeur y, en x, sur K
Comparons G et F.
G (x)=F (x)+k ou k est un nombre réel,G (xq)=F (x¢)+k=yo+tk=y, donc k est
nul. G=F
3) Existe-t-il une autre primitive de f qui prend la valeur y, en x, ?
Non.

1.3.1. Soit la fonction f définie par f(x) = 3x?+ 1 sur R.
Détermine la primitive F de f qui prend la valeur 3 en 1.
Réponds par vrai ou faux a chacune des propositions dans ce tableau.

PROPOSITIONS REPONSE
vx € R,F(x) = x3 + x + ¢, ol ¢ est une constante. Faux
F(3)=30+c=1donc,F(x) =x3+x—29
vx € R,F(x) = x3 + x + ¢, ou c est une constante Faux
F(1)=2+4+c=3donc,F(x) =x3+x+5
vx € R,F(x) = x3 + x + ¢, ou c est une constante Vrai
F(1)=2+4+c=3donc,F(x)=x3+x+1

1.3.2. Soit la fonction F(x) = vx + 1 — 2 une primitive de la fonction f définie par

flx) = N% sur ] — 1; +oo[.

Détermine la valeur qui annule la primitive F de f sur ] — 2; 4+oo[1.
Réponds par vrai ou faux a chacune des propositions dans ce tableau.
PROPOSITIONS REPONSE

Vx+1—-2=0=x+1=4

Vrai
Vx+1—2=0¢< x =3 doncF s’annule en 3
Vv0+1—2= -1 doncF s’annule en -1 Faux

4 Vallesse
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1.3.3. Dans chacun des cas suivants, f est une fonction définie de R vers R

Détermine la primitive F de f telle que F(x,) = v,

1) f(x)=—-6x>+2,
xO == 1 etyo = O

2) f(x)=cosx
xo =T etyO =%

3) f)=-Z+1
xO = 1ety0 =_3

4) fx)=x+1
xo = _2 etyo = _3

1) F(x) = —x®+2x
2) F(x)=sinx+%
3) F(x)=x13+x—5
4) F(x)=x2—2+x—3

J Primitive des fonctions de référence

2.1.

Quelles sont les fonctions dont leurs dérivées sur un intervalle | sont inscrites dans la

2° ligne du tableau ?

Compléte le tableau suivant.

Primitives Fx)=c |[FX)=x+c| f(x)=x*+¢c _ 1 1 1
Définiepar | Olice R fO) =g e | fO=gpaate
Fonction fx)=0 f)=1 | fx)=2x fx)=x",reQ flx) = Lre Q*
dérivée f xr
définie par
2.1.1. Réponds par vrai ou faux a chacune des affirmations dans ce tableau.
PROPOSITIONS REPONSE
vx € R la fonction définie par f(x) = 5x* est une primitive de la Faux
fonction définie par f(x) = x>
1 e eys 1
vx € R\{0}, f(x) = — 55 est une primitive de f(x) = — Vrai
Vx €] = 2+ k:~ + k[ Ja fonction définie par f(x) = tanx est une Vrai
primitive de la fonction définie par f(x) = 1 + tan’x
2.1.2. Fest une fonction continue et F est une primitive fsur I’intervalle 1.
Recopie et associe chaque fonction f a sa primitive F.
Vallesse
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3 1 | — [ l
. - F;x — 2x2
f} X — 2 X2 \
1 e 1
JX P — Fixv— —
f \/} 4x4
fix— l | ~ e F; x — xvx
) x2
] ./ I . ]
fix— 5 Fyx— ——
es } Primitive et opération sur les fonctions
Activité
Des corrections a faire au niveau de 1’énoncé de I’activité.
Ajouter : Les fonctions u et v sont des fonctions dérivables sur un intervalle I.
Primitive F F=u+v F=u F = uov F = —cosu
définie par :
Fonction dérivé f f=u+7v f=a f=v xuov f =u'sinu
définie par

NB : I faut supprimer le x. I’écriture f(x) = u’ + v' n’est pas correcte.

3.1.1.

agbrwbdpE
OIT>1> ©

3.1.2. Mets une croix dans la case qui correspond a une primitive sur ]—oo; 0[ de la

. 1-x?
fonction f: x +— =

—x%?—x—-1|X

3.1.3. f est une fonction continue et F est une primitive f sur I’intervalle 1.
Recopie et associe chaque fonction f a sa primitive F.

6 Vallesse
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f=x'—>2(2x3+ 3)? ~1 F;x'—2>(3x)3%
Frm Pl N Gl DA
2v/3x ' 3 x*
1 —_
f:x'_)m — | T F;xl—>(2x43)4
4 ./ o X
f:XHZX(xz—Z)Z_F F;x'_)x+1

1 3x2 N
.XH%+2x+C;OUCER

2 3x5  2x* .
B2 coicen

K) 3 1 N
.xl—)x?+x2—zx\/§+c;oucel

3 .
nxl—>x2—;+c;0ucel
x2 .

a xl—>7—2cosx+c;OUCE]R§

nxl—>sinx—2cosx+c;0l]CE]R

7 .
.xl—>—cosx—tanx+c;0ucel
an—cosx—Z\/}+c;0l‘JCEI

3x° 5 N
an%+ 3x3—;+c;ouce1

10 N
.xl—>2x+ 3x3+§+8\/§+c;0ucel

11
.xl—>xsinx+c;0l]CE]R
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12 .
-xl—>xcosx+c;OUCE]R

13 .
-x — x2sinx + c; ou Cc ER

\
x — xtanx +c ;ouc €l

b ol
x+— (2x + 1)sinx + c; ouc ER

x|—>xVx+1+c;0EJCEI

xl—>§(3x+7)6+C;OOCE]R

18 \
-xl—>%(x3+2)4+c;OUCE]R{

XxX+— ———+c,0UuceEl

4(x2+2x)?

20 N
.xn—) x*=34+colcel

21 \
.x|—>_i3(x+1)3+c;0ucel

X

X

X — +c;oucel

1+x?

22 1 x+1 .
.x|—>_—3(x+ 34+ coucel

I e o
x +— x%—2x+ 3+ c;olc €l estune primitive de x +— —
p x%=2x+3

1 |
x|—>§(3x2—2x+3)3+c;0ucel

X —
x2—x+1

27 .
-xn—>;+c;oucel

6(x3-3x+1)?

+colucel

x+—+Jx?—2x+colceE]l



Lecon : Primitive Corrigé manuel vallesse TD

29 N
.xl—>sin\/§+c;oucel
mxH—cos(2x+ﬂ)+c;Ol‘JCEI

1 )
x— —+c,0ucel
CcoSsXx

32 5 4
.a)F(x)=3%+x7+C;OL‘JCEI
3
b) F(x)=x—+x2—x\/f+c;oﬂcel
C) F(X) — (2x +7)

d)F(x)=——x+c-01‘JCEI

+c;oUucel

e) F(x) = +c oucel

x* 1 5
) xr>=——————+c aveccCER
2 x 1

—5x3 1
b) x o= —4———+c avecc € R
3 X*+x+1 X

C) x+>=————-+CaveccER
2(%+x2—\/§x)
1 1

d) x+o= —;—m+c;aveccER

2(2x—-3)v2x-3
— %\/

4
b) x— = +—+2V1—3x
ZVxZ—x3

C) x+—

d)x|—>4\/_+2\/x3+T

a) x +— sin3x — cos(2x + 1) + c;avecc € R
b) x — —cos3xsin2x + c;avecc € R

1
C) x — ———+ tanx+c;;avecc € R
CcoSsx

coS5x
d) x—> —=+c;avecc € R
sin3x
coS2x
) x — ———+c;;avecc ER
sin2x
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_xt 2t 5o 36
a) F(x)—5+4 22x 2x+10
b) F(x)=x—i+x7+% ; F(1) = 1 a corriger dans I’énoncé.
3
) F) =S +4x—7
d) F(x) = xcosx + 2w

a) Fix)=x+2Vy2—-x-3
b) F(x)=x2—%+2x—2

c) F(x)=@+4\/a?+20

d F(x) = xsingx -1

1

G(x)=2x— %

600 =2+ 3

6'(x) = 2t

G’(x) _ 2x2(;12393-2l-19 — g(x)

Donc G est une primitive de g sur 1.

fx)=3x3—-9x+1
fl(x)=9x%2-9
Deux primitives de g sont f et f + 1.

5x2—7x+9
F(x) - 3x—1
G(x) _ 5x%—16x+12 _ 5x%—7x—9x+9+3 _ 5x2—7x+9 = —3(3x-1) _ F(x) _3
3x—1 3x-1 3x-1 3x—1
G'(x) = F'(x).

1LF(x)=x3+x*—x+C, CeR
2. F(x) =sinx + cosx + C,CeR
4 2
BF(x) = +x?+>~x+C,CeR

5 4 3
4.F(x)=x—+x—+%—2x+C,CE]R{

5 4

10



Lecon : Primitive Corrigé manuel vallesse TD

1. F(x) =v4x—-1+C,CeR
2. F(x) = —

1+2x?
3.F(x) =2(Gx—)*+C,CeR
4.F(t) = cos*t+C, CeR

f(t) = Cos(3t — g) et F(0) =2

F(x) = 3Sin(3t —5) + C.
F(0) =1sin(-+c="L+c=2; c=2+2
FO) =1sin@Be -2 +2+2

F(x) =2x*—-7x+C, F2)=0=8-14+C=C—-6; C=6
F(x)=2x*—-7x+6.

13 3(x+2)2-13
T (x+2)2 | (x+2)2
_3x%+12x+12-13
B (x+2)?
_ 3x%+12x-1
(x+2)?
Donc g(x) =3 — 13

(x+2)2

F(x)=3x+£+C,C6]R{
xX+2

F(1)=3+§+c=4
c=1-=2=-2
3 3

Fi) =3x +— -2

x+2 3
)
F(x) =%sin(2x—§) +C

F(f)=lsin(2xf—§)+c

11
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FG) =52 +1+C
F(2) = V8+1+C
F2)=2+C=3
c=2

2
F(x)=% 2x2+1+%

48
F(x)=vV2x+1+¢C
F2)=+vo+1+¢C
F2)=1+C=0
Cc=-1
F(x)=v2x+1-1

F(x)=%+c

Fx)=-1+C=1
c=2
F(x) =

F(x)=%(x2+1)5+C, CeR
F(V2) =22 +1)°+C, CeR
F(V2) ==(2+1)°+C, CeR

f(x) = cosxsin?x — 3cosxsinx + 8cosx
1, 3 . )
F(x) =— 551n3x + Esmzx — 8sinx + C

2 1 . 2 3 . 2 . 2
F(%) = - 55w &) +3sin? () — 8sin() + €

-1
cosx

+2

27 143 3 43 V3
F(5)= 3P+ @) -8 x T+
F()-28 L
—9+33V3

8

C=

-9+33+3

1, 3 )
F(x) =— Esm3x + Esmzx — 8sinx +

12
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5

13

f(x)_(x 0 m; a=2¢etb=5
— -2 __5
FQx) = x—1 Z(x 1)2 +C
-2
F(X)—_—S 2 5)2+C
— i c=_23
Flx)=—+C; CSZ = 10
FQx) = _1 T 2(x-1)? 10
a) F(x)=—=(3x+1)"3x+ 1+1;f(x) =(Bx+1)V3x+ 1
F(x) = —(3x + 1)2
F'(x) = 3 X 5 x 3(3x + 1)5 donc F'(x) = f(x)
(x+1) +2 _
b) F( ) - (x+1)2 f( ) (x+1)3
F(x)=1 +( +1)2 donc F'(x) = (x+1)3 = f(x)
tanzx . _ sinx
C) Fx) = 2 ! f(x) " cos3x
tanx sinx
' _ cos’x —
FG) = 2 cos3x
d Fk)= (1+cost) . f(x) = —4sinxcos3x
F(x) = (cos*)?F(x) = —4sinxcos3x
f(x) - 4x + ( 1)2
F(x) = 2x? —t C
F(0O)=0+2+4+C=0
C=-2
— 942 __% _
F(x) = 2x —r 2

Vallesse



Lecon : Primitive Corrigé manuel vallesse TD

a) Dy =]—oo;§[.

b) F'(x)=(§x_i)m_sx 15415

15 V1-2x
4,8 2 1,2 2 2,1 1
F'(x):sx X T T TR AT
V1 -—2x
. —2x%+x
F(x) =———=xV1—2x
Vv1-—2x

) F(x)= (gxz—%x—%)\/1—2x+£

-1 6
b) VxeDy, f(x) = 2y + Gt
) Flx) = ————2— 42

2(x+2)2  (x+2)3 2

a) pout tout réel x, cos®>x = cos*xcosx
= (1 — sin®x)?cosx
= (1 — 2sin%x + sin*x)cosx
= cosx — 2sin’xcosx + sin*xcosx

. 2sind3x  sinx

b) XHSlnx—T+ + c;avecc € R
. 2sind3x  sin®x 1

c) stznx—T+ . +§

Situations d’ évaluation

1) Dresse le tableau de signe de la fonction b.
x |0]15
b(x)|+]0 |-

2) B(x) =—-2x>+60x
Le bénéfice maximal est 450mille francs.

14 .
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Lecon

Fonctions logarithmes

Situation d’Apprentissage

Faire deux lectures de la situation d’apprentissage par deux apprenants.

Recenser et expliquer les données pertinentes.
Poser les questions suivantes :

Question/Consignes pour dérouler la situation

Réponse attendue

Quelle est la consommation initiale intérieure

1 000 000

Quelle est la consommation destinée a
I’exportation

250 000

Exprime en fonction du nombre n d’année la
demande intérieure

1000 000(1,11)"

Exprime en fonction du nombre n d’année la
demande destinée a ’exportation

250 000(1,4)"

Exprime a I’aide d’une inéquation, la phrase
« au bout de combien d’années les exportations
dépasseront la consommation intérieure.

250 000(1,4)" > 1 000 000(1,11)"

Justifie que : (%2)”2 4

250 000(1,4)" > 1 000 000(1,11)"

(1,4)™ _ 1000000

(1,11)™ = 250000
140

G4

111

Qu’est ce que les éleves décident de faire

Les éleves décident de faire des recherches

. IR . e 140 .
On peut ajouter : Les éleves font des recherches et parviennent a l’'inéquation (E)”24 mais ne

savent pas la résoudre. Leur professeur de mathématique dit qu’il faut connaitre les fonctions
logarithmes. Les éleves décident d’étudier les fonctions logarithmes.

Pour résoudre une telle inéquation il faut connaitre les fonctions logarithmes.

Nous allons étudier les fonctions logarithmes selon le plan suivant :

1) Fonction logarithme népérien
2) Equations et inéquations

3) Dérivées et primitives

4) Fonction logarithme de base a

5) Etude de fonction faisant intervenir la fonction logarithme népérien

Installation des habiletés

J Fonction logarithme népérien

Vallesse
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1.1 Définition
L V) =gt

n-1)x""1  n-1
b) Pourn =2, V(x) = —§+ letpourn =3, V(x) = —$+§
2. a) Lafonction u:x ~ i est continue et dérivable sur ]0 ; +oo[ donc elle admet des

primitives sur ]0 ; 4+oo[

b) Toutes les primitives de u sont sous la forme f + C avec C € R

Déterminons toutes les primitives de u qui s’annulent en 1.

Ona:(f+C0)(1)=0of(1)+C=00+C =0« C = 0doncf est I'unique
primitive de u qui s’annule en 1.

1-faux ; 2-faux ; 3-vrai ; 4-faux; 5-vrai ; 6-faux

1.2 Conséquences de la définition de la fonction In

1. L’ensemble de définition de la fonction In est ]0; +oo.
Dln =] 0 H +OO[

2. La dérivée de la fonction In est la fonction : x — i

1

=

Vx €]0; +oo[,In'(x) =
3.In(1) =0

1.b; 2d; 3c
1.3 Propriétés algébriques

1. a) Vx €]0; +oo[,h'(x) = In"(ax) = a X i = % = In'(x)
b) Vx €]0; +oo[, ' (x) = In’(x) donc il existe un réel k tel que h(x) = Inx + k
Cc)h(1) =Inl+ k =Ina & 0+ k = Inadonc k = Ina ainsi In(ax) = Inx + Ina
d) Enremplacant x par b dans la relation In(ax) = Inx + Ina,

on obtient In(ab) = Ina + Inb

2.2)In(a) =In(bx %) =Inb +In% & In% = Ina — Inb
b) In> =In1 —Inb = 0 —Inb = —Inb
3.a) ona:In(a®) =In(a X a) = Ina + Ina = 2Ilna
Supposons un entier naturel n tel que : n = 2 et In(a™) = nlna.
Démontrons que : In(a™?!) = (n + 1)lna
Ona:ln(a™?) =In(a™ x a) = In(a™) + Ina = nina + lna = (n + 1)Ina.
Il vient que vn € R*,In(a™) = nlna
b) vr € Q,In(a") = rlna.

Vallesse
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Exercice 1
In(4 +V15) +In(4 — V15) = In[(4 + V15)(4 — V15)] = In(16 — 15) = In1 = 0
Exercice 2
1

A =1n6 +1n§ =In3 +1n2 — In3 = In2
B =In(2x) +In3 —1In6 = In2 + Inx + In3 — In2 — In3 = Inx

4
C = 3In2 +In5 - 2In3 — In10 = 3In2 + In5 — In9 — In5 — In2 = In4 — In9 = ln§
D =1In(3-+v5) +In(3 +V5) =1n[(3 - V5)(3 +V5)] =In(9 — 5) = In4
Exercice 3
A =1n27 = 3In3

1
B = lna = —4|n3

1 1

C ==In729 = =1n(3°) = 2In3
3 3

Exercice 4

A =In50 =In2 + In25 = In2 + 2In5
16
B = lnﬁ = In2% — In5% = 4In2 — 2In5
C =1n25+1n10 = 2In5 + In2 + In5 = 3In5 + In2

1.4 Limites de références, variations et représentation graphique de In
A. Limites de références

1.Limite en + o

a) Supposons que la fonction In est majoreée, il existe donc un nombre réel A tel que

Vx €]0; +oo[,Inx < A. On obtient donc lim In(x) = L tel que : [ < A.

X—>+

Donc In admet une limite finie en+oo.
b) Ona: lim In2x) =L & lim In2+Ilnx=L e In2+ lim Inx =1L

X—>+0 X—=>+0o X—>+o

& In2+ L =L & In2 = 0, ce qui est absurde donc la fonction In n’est pas majorée.

On en déduit que la fonction In n’est pas majorée. Donc liI‘_II_'l Inx = +o0.
X—>+ 0o

2.Limiteen 0
a) Pourx>0ona:—In (i) = —(—Inx) = Inx. Posons X = %

Quand x tend vers 0, X tend vers +oo . Ainsi }Ci% Inx = xliT (=InX) = -
>
b) Interprétation graphiquement de }ci—l;% Inx = —o0
>
La droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale a la courbe de In.

Vallesse
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c) Tableau de variation
De tout ce qui précede, on obtient le tableau de variation suivant :

X 0 1| eI + oo
1
; + 1 + 1 +
| oo
__——
Inx —1

___——0
-0 |

d) Sur]0; +oo[, la fonction In est continue et strictement croissante donc elle réalise une bijection
de ]0; +oo[ sur R

3.a)0na:0<Invx <+x doncO<31nx<\/9?.

Comme >0,0na: 0<ln—x<£ c’est-a-dire 0<l"—x<\/—§
b) Onsait que : llm % = 0 donc d’aprées le théoréme des gendarmes lirP me =0
+o0 X—+0
Interprétatlon de: lim Inx = +oet lim 2% =0,

X—+00 X—=+0w X

La courbe de la fonction In admet une branche parabolique de direction celle de (Ol)
c) Posons:X = i , quand x tend vers 0, X tend vers 4co donc

. . Inx
limxlnx = lim ——=0.
x—0 X—>+o0 X
. Inx-In1 ' 1
4.a) lim 2% = Jim =ln(1)===1
x->1x—1 x—>1 x—1 1

b) Enposant = x + 1,o0na: quand x tend vers 0, X tend vers 1. Ainsi on obtient :

lim In(x+1) — 1im X InX -1

x—0 X X->1X-1

B. Variations et représentation graphique de In

1. vx €]0; +o[,In"(x) = % , donc In'(x) > 0 d’ou la fonction In est strictement croissante sur ]0; +oo[

a) Tableau de variation

X 0 1 e +oo
1 T
— + 1 + l +
% |
/+W
Inx _—1 1
____—0
_oco |

Poura>0eth >0,0na:
e a=b < Ina = Inb la fonction In est une bijection
e a<b< Ina <Inb car la fonction In est strictement croissante

2. Courbe représentative de la fonction In (en rouge)

2 // __—--—"—'—__—-
—-'———-—-
%/

P

. o
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Cn
w ) (T.) (Cn0)

(A):y = x, lapremiere bissectrice
(Ty):y = x —1, latangente a la courbe de Inen I(1;0)

(T,):y = E , la tangente a la courbe de In au point de coordonnées (e ;1)

La courbe repréesentative de la fonction In est la figure 3

1.5 Ensemble de définition de la composée d’'une fonction numérique et de la fonction In

1. Pour f(x) =In(x); f(x) existe sietseulementsix >0
2. Pour g(x) =1In(u(x)),ona: g=Inou. Donc x € D, & x € D, et u(x) > 0.
3. Pour h(x) =Inlu(x)|, ona: h=Ine|ul. Doncx € D; & x € D, et u(x) # 0.

Exercice 1
1. Labonne réponse est :]—co; 1|

2. La bonne réponse est :]0; +oo[ \ {1}
3. Labonne réponse est :]1; +oo.

Exercice 2
l.x€Df = x>0; donc Df=]0; +oof
2.x€EDf= —x>0=x<0; donc Df=]—00;0[
3xeEDfeEx>0et—x+1>0=x>0etx <1; donch=]0;1[

J Equations - Inéquations

5 Vallesse
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Equations du type, (E) : In(u(x)) = In(v(x))
a) (E) admet des solutions dans R a condition que : u(x) > 0 et v(x) > 0.
b) xeVeoulx)>0etv(x) >0
o) Vx eV, In(u(x)) =In(v(x)) © ulx) = v(x).

Inéquations du type, (I) : In(u(x)) < In(v(x))
a) (/) admet des solutions dans R a condition que : u(x) > 0 et v(x) > 0.
b) xeVeoulx)>0etv(x) >0
o) Vx eV, In(ulx)) <In(v(x)) © ulx) < v(x).

Organiser la synthése du manuel comme suit :
Equations du type, (E) : In(u(x)) = In(v(x))
e On détermine I’ensemble de validité V de 1’équation (E) : x € V © u(x) > 0 etv(x) > 0.
e On utilise la propriété a > 0,b > 0,Ina = Inb < a = b pour résoudre les équations.
Inéquations du type, (I) : In(u(x)) < In(v(x))
e On détermine I’ensemble de validité V de I’équation (I) : x € V & u(x) > 0 et v(x) > 0.
e On utilise la propriété a > 0,b > 0,lna <Inb & a < b pour resoudre les inéquations.

Exercice 1
1. Labonne réponse est : e

2. La bonne réponse est : 0
3. La bonne réponse est : —2

Exercice 2
1. Soit V I’ensemble de validité de 1’équation
xeEVoSx+1>0et—x+2>0=x>-1 et x<2 doncV =]-1;2[

1 1 1
In(x+1) = In(—x+ 2) <=)x+1=—x+2<:>2x=1<:)x=§ etEEV doncSlR:{E}

2. Soit V I’ensemble de validité de I’équation
XEVoSx—-2>0=x>2 doncV =]2; 4+
Inx—2)=1oIn(x—2)=lneesx—2=eSx=2+e et2+e €V doncSg={2+e}

Exercice 3
1. ]—o0;=1[; 2 ]0;1[ ; 3. ]2;40 [

Exercice 4

1. Soit V I’ensemble de validité de 1’équation

x €V & x>0 doncV =]0; oo

Inx<0 ©@lhx<lhlex<lexe]—o 1. Ona:VNn]—ow;1[=]0;1]
Donc Sk =]0; 1] .

2. Soit V ’ensemble de validité de 1’équation
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xeEVex>0etx+1>0 x>0etx > —1 doncV =]0; +ool.
Inx > In(x+1) @ x>x+1 < 0> 1. Ce qui est impossible.
Donc Sp =0

3. Soit V I’ensemble de validité de 1’équation

xEVe&Sx—-—3>0 < x >3 doncV =]3;+o0].
Ihx—1)<leh(x—-1)<lheex—-1<esx<l+tes x €]—ow;e+ 3|
Ona:VNn]—o;e+3[=]3;e+3[

Donc Sg =]3;e + 3|

J Dérivées et primitives

1. (wouw) =u'Xv' ou

2. Ladérivée de la fonction Ino u est telle que (Inou)’ = %

3. Ino|u| = In(vu?) = %ln(uz)

4. La dérivée de la fonction est telle que :(Ine |u|)’ = (%ln(uz))' = %(Zu'u) X % = ”;'

5. Les primitives des fonctions de la forme% sont du type Ine |u| + C ,avec C € R
Exercice 1

, 1
1. La bonne réponse est : o

. 1
2. La bonne réponse est : — ;

. 2
3. La bonne réponse est :

2x+3’
Exercice 2
.v ; 2F ; 3.F
Exercice 3
v ; 2F ; 3.F
J Fonctions logarithmes de base a
_nx _ 1 1 sdui :
1. a) f(x) = — =15 XInx. Or—>0.0nen déduit que :

lim f(x) = —oo.et lim f(x) = +oo.

x—0 xX—+0o0

b) pour tout x € ]0; +oo[, f'(x) = ﬁet f'(x)>0.
Donc f est strictement croissante sur ]0; +oo.

Vallesse
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Tableau de variation

X 0
xIn2 + + *
+¢x>
(0 I Y L
1

) f(05)=-1;f1)=0,;f2)=1 etf(4) =2
d) Courbe de f

/

—Inx _ 1 1 adui .
2.8)gx) = 5 = g X Inx. Or > 0. On en déduit que :
lim g(x) = —o.et lim g(x) = +oo.
x—-0 xX—+00
b) pour tout x € ]0; +oo[,g'(x) = xl;w etg'(x) > 0.

Donc g est strictement croissante sur ]0; +oo|.
Tableau de variation

X 0
1 10 20 e
xIn10 + + *
+ oo
, I
g (x) 2
_—1
-0 T

c)g(0,1) =-1; g(1) =0, g(10) = 1 et g(20) = 2.
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d) Courbe de g

Corriger la synthése dans le manuel comme suit :
a est un nombre réel strictement positif différent de 1.

La fonction log, définie sur ]0; +oo[ par log,(x) = E—Z est appelée fonction logarithme de base a.

Exercice 1
1. Le logarithme en base 2 du nombre 8 est 3 : on peut écrire : llrrll—j =3oulog,8 = 3.

2. Le logarithme en base 7 du nombre 49 est 2 : on peut écrire : 1121—479 =2o0ulog,;49 = 2.

Exercice 2
1.log;(243) =5
2.logg(512) =3

3.logs(15625) = 6.

J Etude de fonctions faisant intervenir la fonction logarithme

l.a) limf(x) = lim l(1 +Inx) = —o0.; lim f(x)= lim E L —)
x—=0 x-=0X

xX—>+00 xX—+00 X x

b) lirr}) f(x) = —oo donc la droite d’équation x = 0 est asymptote verticale a (C)
X—>

lim f(x) = 0 donc la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a (C) en +oo

X—+o

)1—C><x—(1 +1nx) —Inx

2.a) f est dérivable sur ]0; +oo[ et Vx €]0; +oo[ona: f'(x) =

2 2

X X

b) Vx €]0; 4+oo[,x2 > 0, donc f'(x) a le méme signe que —Inx. Ainsi

vx €]0; 1[, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur ]0; 1]
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Vx €]1;+oo[,f'(x) < 0donc f est strictement décroissante sur ]1; +oo[
Tableau de variation

01+00

X
£ + q

@) / [ \

— oo — 00

3.a) les coordonnées de A intersectionde (C)et (Ol)

__ 1+Inx —_ =1
{y— x @{1+ln_x—0=){x—e OnadoncA(l;O)

y=0 y=0 y=0 )

b) Equation de la tangente ( T )
(1 1 1\ _

@y =f () (x=3) +r () =erx—e

1. Courbe (C)

e
\\_‘_‘_—
/
1.a) lirJrrl glx) = lirJrrl Inx[(Inx)* — 3] = +
X—>+ 00 X—>+00
b) lirJrrl g(x) = lir’il Inx[(Inx)? — 3] = —o0 doncla droite d’équation x = 0 est asymptote
X—+ 00 X—>+00

verticale a (C)

2.a) g est dérivable sur ]0; +oo[ etVx €]0;+o[ona: g'(x) = 3oy 3 _ 3(oerDdwr-1)

X X

b) Vx €]0; +oo[ S > 0 donc g'(x) a le méme signe que (Inx + 1)(Inx — 1).
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Tableau de signe de la dérivée

x 0

Q| =

+ oo

Inx — 1 —

1+ Inx —

(

+

g'(x) +

(

Vx e]O;é [U]e; +oo[, g'(x) > 0 donc g est strictement croissante sur ]0;5 [ etsur]e; +oof

Vx e]i; e[,g'(x) < 0donc g est strictement décroissante sur ]é; e[

Tableau de variation

X 0 é e +
g'(x) + -
+00
2
g(x) /
. -2

3. gx)=0Inx[(Inx)?—3]=0eInx=00u(nx)2-3 =0

& Inx =0 ou Inx =3 oulnx = —V3

& x=1oux=eY3 ou e V3,

1. Courbe (C)

11
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In6 =1n3 +1n2 = 0,693 + 1,093 = 1,786
In9 + In8 = In3% + In23 = 2In3 + 3In2 = 3 X 0,693 + 2 X 1,093 = 4,265
In9 X In8 = 2In3 X 3In2 =3 X 0,693 X 2 X 1,093 = 4,544

In72 = In(9 X 8) = 1n9 + In8 = 4,265
2
In (g) =In2 —1n3 = 0,693 - 1,093 = —0,405

9
In <§> =In9—-1n8=2x1,093-3x%0,693 =0,117
In32 = 5In2 =5 % 0,693 = 3,465

1 1
A= E(Zlne) =1 ; B=In (—) = —In(e®) = —5lne = -5

25
5 e 5 1 5 4 5 4
C=Zln(%>=zln(e><e 5) =Zln(e5)=zxglne— 1

D = 2In[(eve)?] = 2In (63 X e%) = 2In (eg)) =2X glne =9,

A =1In(V7 4+ 2) + In(V7 — 2) = In[(7 + 2)(V7 — 2)] = In(7 — 4) = In3

_ _ oy V7+2)] T+4+4V7\ 11+47
B=In(v7+2)—In(¥7—-2)=1n ﬁ—Z)] = ln( — ) = ln( . )

C =In(WV7+2)+In(V7 —2) = 1n[J(ﬁ+ 2)V7 -2 =In(V7—4) = %lnS

A =5In4 — 3In8 + In2 = 10In2 — 9In2 + In2 = 2In2 = In4

1 3 5 3
B =Inv3+1n9 ~In(3v3) = 5In3 + 2In3 ~ In (32) = >In3 = ZIn3 = In3
C=1n(0,1) + In10 — In(0,001) = In10~! + In10 — In(1073)
= —In10 +1n10 — 3In10 = —3In10

D=In(1++v2)+In(v2-1)=In[(1 +V2)(vV2-1)] =In(2—1) =In1 = 0.

Modifier comme suit, I’énoncé dans le manuel : E = ln(\/§ — 1) —In (\/%)

12
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E= ln(\/§ — 1) + ln(\/§ + 1) —1n(2e) =In(3—-1) — In(2e)
=In2 —In(2e) =In (i) =1In (é) = —1.

L A=@+D(1+35)(14+35) xx (1+-2) (1+7)
A=2 x%xéx%x X 2 x 2L gt par simplifications successives, on obtient :
n—-1 n
A=n+1
2. B =1n(1+1)+ln(1+§)+ln(1+§)+---+ln(1+ﬁ)+ln(1+%)

=i+ D1+ (1+ ) xx (1+-5) (1+2)]
B =In(n+1).

S =1In(a™) + In(a™ 1) + - + In(a?) + In(a®) + In(a™?) + In(a™2) + -+ + In(a™™*1) + In(a™™)
S=In(a*xa™) +In(a” ! xa ™)+ +In(a' x a™') +In(a®)

S=Inl1+Inl1+--+1Inl

S=0

1) xeEDpox€ERet—2x+3>0 @xE]Retx<% donc Dy =] — oo; %[

2) xEDfeoxERetl2x>0et4+x>0 x ERetx >0etx > —4
donc Dy =]0; +oo[

3)xeEDfoxERet2x?—3x+1>0 ©x€eRet(x—1)2x—-1)>0
donc Dy =] — oo; %[U]1;+00[.

3) xEDfﬁxERet—2x+3>0<:)xE]R§etx<§ donc Dy =] — oo; 2[

4) xeDfoxeRet3x—5#0 @xE]R{etxqtg donchlei\{g}

5) xeEDfo>x€eRetl2x>0etd+x>0 xR etx >0etx > —4
donc Dy =]0; +oo.

4)xeEDfeox€ERet2x*-3x+1>0 ®x€ERet(x—1)(2x—-1) >0
donc Dy =] — o; %[U]1;+00[.

5)xEDf®xERet%>O donc Df=]—%; 2].

6)xED; & xERet7x+8 #0et2x—4# 0 donc Dy =R\{-2;2}.
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1 1 1
Dy =]E;+oo[ ; Dy =] —oo;—3[U]§;+oo[ ; Dp = IR\{E ; —3}
1- Ona f#g ; f=h et g=#h carellesn’ont pasle méme ensemble de définition
2- f et g coincident sur l'intervalle | %; +oo[
3- f eth coincident sur l’intervalle]%; +oo[

4- g et h coincident sur 'intervalle | — co; —3[U] %; +oo[

1
2x+1>0 x> —=
DIn2x+1)=0& ~ (:){ 2 & Sg = {0}
{2x+1—1 x=0
e—3x>0 x <=
— =1 =
2) In(e — 3x) ®{6—3x=€@{3x=08@51& {0}
XxX—23>
3)ln(x—3)=ln(2x+1)<:)1 2x+1>0 @{xe]3,+oo[@SR=®
x=—4
x—3=2x+1

x—4>0 {xe]4;+°°[@SR={e2+4}

4)1n(\/x—4)=1®{m=e<:) 5

x—4=e

— 52 — (x—1)(—x+5)>0
1) In(—x2% + 6x —5 =0@{x+6x 5>0(:){ =
) In(=x%+6x = 5) —x2+6x—5=1 X2 —6x+6=0

x €]1;5] ~ .
{x=3+\/§ 0ux=3—\/§®SR_{3+\/§,3 V3}

x2_1>0 { XE]1;+OO[

2) In(x?-1) =1n(2x) & 2¢ > 0 s

& Sp={1+2}

Sx+2>0
~ x+2>0 x €]2;4o0[
3)In(5x +2) —In(x +2) =In(x - 2) & x—2>0 ®{5x+2=x2—4

S5x+2=(x+2)(x—-2)

X €]2;+oo[ X €]2; 4o
=) ’ S Sp =16
{x2—5x—6=0 {x=—1oux=6 r = {6}

2x—3>0 3
{ x €]3;6[
{—1 2 Lt

HIn(vV2x—3)=In(6—x) & 6—x>0
x(2x—-3)=6—x 2x—3=x2-12x+36=0

3 3.
{ x €]; 6] @{ x €]; 6] |
x2—14x+39=0 x=7++V10 ou x =7 —V10
& Sg = {7 —V10}
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x—2%#0 x¢§
1) ln( x_2|)=0=) 3x—2#0 o xXF3 ©x=0oux=1
3x—2 x—2| — 1 x—2 _ 1 x—2 _ _1
3x-2 sx—z T OU T
x—2#*0 X %+ 2
2) ln(Ix—2|)=ln(3x—2)=){ 3x—2>0 o x>§ =3
|x — 2| =3x -2 x—2=3x—-2o0oux—2=-3x+2

x=0oux=1

x2—=2x+0
3)1n|x2—2x|=ln|x—1|®i x—1+#0 s
[x% —2x| = |x — 1]
{ x € R\{0; 1;2} x € R\{0; 1; 2}
x?—2x=x—1loux?—-2x=—-x+1 x2—x—1=00ux®?—-3x+1=0

og _[1=V5 1445 3-45 3+V5
R 2 7 2 7 2 7 2

1) 2x-1)(A-In(2—=x))=0; V=]—o00;2]
On détermine le signe des deux facteurs puis on tire la conclusion en tenant compte de V

Posons p(x) = (2x — 1)(1 —In(2 — x))

X -0 2—e l+oo
2x —1 - - 0 +
1-In(2—x) |- 0+ +
p(x) + ( — 0+

SR=Vn]—w;Z—e]U[%;+oo[:]—oo;2—e]U[%;2]

2) In(x?+2x+1)=0; V=R\{-1}
In(x?+2x+1)=0ex*+2x+1=>1ox(x+2) =0 donc Sy

=] — 00; —=2[U]0; +oo[
3) 1-Inx)(2+1Inx)<0; V =]0;+oo[

X —00 e~? e + o0
1—Inx + + 0 —
2+ Inx — 0+ +

p(x) - 0+ ( -
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Sg =]0;e72[U]e; +oo[

1) In(2x+ 1) + In(x — 3) < Inx

2)

xEVo©2xx+1>0et x—3>0et x>0 V =]3;+00
In2x+1)+In(x—3)<Inx ©In(2x?-5x—-3)<lnx © 2x2—-6x—-3<0

3-V15 3+/5 _ 3—V15 3+V5[ _ 1,.3+V5
@2(9(— 2 )(x— 2 )<0 donCSR_Vn] 2 ’T[_]g’ 2 [
(Inx)3+ (Inx)?—5Inx+3 > 0; V =]0;+o]
Posons X = Inx, I'inéquation devient : X3 + X2 —5X+3 >0 (x —1)?(x+3) >0
© X €] — 3; +o[& x €]e3; +oo[donc Sg =]e3; +oo[

3)(1—Inx)(2+1Inx) <0 ; V =]0;+oo]

(15

X 0 e e + 0
1—Inx + + 0 —
2+ Inx — 0+ +

p(x) — 0+ ( —

Sk =]0;e7%[U]e; +oo[

1) Signe de p définie par p(x) = (Inx)(Inx — 1)
X 0 1 e + 00
Inx — + +
Inx — 1 — - d +
p(x) + 0 — +

vx €]0;1[U]e; +oo[ ,p(x) >0
Vx €]1;e[,p(x) <0
vx €{l;e},p(x) =0

2) Signe de g définie par q(x) = 7xIn(3 — x)
X —00 0 2 3
X - + +
In(3 — x) + + g -
q(x) - q+ Q -

Vx €] — o0; 0[[U]2; +oo[,q(x) <0

Vx €]0;2[,q(x) >0

vx €{0;2},q(x)=0

16
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3) Signe de r définie par r(x) = —x%In(x + 1)

X -1 0 + oo
—In(x+1) |+ -
r(x) + — 0

Vx €]0;+oo[,r(x) <0
vx €]—1;0[,r(x) >0
r(x) =0 pour x =0

n

1 1
1(5) < 107* & nln (E) < —4ln10 & n >

—4In10
—In2

< n>13,28.

Donc n = 14

n2x105x«[_
2.2(v2)" > 10°x V3 = (V2)" >2X1°X“§=>n>l(l(ﬂ )

< n > 33,63. Doncn = 34.

3.10°(1,11)" < 250000(L 4)" & (%)n <2 onn(X) <m(Z)

Doncn = 6.

Ainsi au bout de 6 années, les exportations dépasseront la consommation intérieure.
a) lim(x —2)In(x —2) =)l(in(1)XlnX =0enposantX = x — 2
b) lim ln( )—O car lim 2=1 etlnl=0
x+1 1

X—>—00 x——o00 X+
. xl 1 .1 .
C) lim>— = lim x(nx)z—l car lim— =1let lim—x = —1
x—-11—-x x—1 x—1 x—-1x—-1 x—1
d) limIn (x—_l) = +oo car llm— = 4o et lim InX = +o0
x—2 2—x 2—x X+coo
< <
e) limln (E) = —o00 car lim*>=0 et limInX = —
x—3 x—4 x—3 X— X50
.1 .1 1
a) lim RO _ gy D = 0 car lim 28 — 1 et lim yVx = 0
x—0 X x—0 X x—0 x x—0

17
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b) lim e _ X =g, Enposant X =2 —x
x—>1 x—1 X-11-X
¢) lim x1 iy [0S@ f'(e) = L Enposant f(x) =Inx ona f'(x) ==
x—e X—e€ x—e x—e e
xln x—e — i fx)-f(e) _ _ —
4 lim x—e }Cl_rg — = f'(e) = 2. Enposant f(x) = xlnx ona:
x—e f'(x) =Inx + 1.

a) limxln( ) = l 7— 0 Enposant X ==

x—0 x
b) lim xln( ) im22X — 2 En posant X =2
xX—+00 X—>1 1-X x

c) lim x+1In (—) = lim= + InX = liml(l + XInX) = 400  Enposant X = 2
X X-0X X-0X x

x—+00

1) Df =] — 00; —2[U]0; +oof

e lim xln (1 +E) = lim 22D — 5 Ep posant X = Z et ljm 2D 4
xX—+00 X X-0 X x X-0 X
e lim xln (1 +E) = lim 22D — 5 Ep posant X = Z et ljm 2D — 4
X——0o X-0 X X X-0 X
. limxln(1+z) lim 22 = foo EnposantX=1+3 et limInX = —oo
x>=2 x) T ¥0hx—1 x X—-0
e limxIn (1 + E) = lim 22 = Jim 222 x% =0 En posant X =1+ 2
x-0 X X—>+00 X—1 X—>400 X X-1 x
>
et lim X =0et lim =1
Xo+0 X X—>+00 X-1

1
2) Dy =]—o0;0[U]0; S [
—ln(1—3x): lim 31LX: lim :SILX X

° xl—i>r—noo . Jm o= lim = X5 = 0 Enposant X =1-—3x et
lim 22X _ 0 et i -1
X0 X ¢ X—1>r-|¥1001 X
e lim In(1-3x) = Jim 3% = _3 Enposant X =1 —3x et lim =X = —1
xX=0 x X-11-X X-11-X
o lim2U=3%) = lim X — _% Enposant X =1—3x etlimInX = —oo
x—»l x X—>0 1-X X-0

3
<

3) Dy =R\{3; —1} =] — o0, —1[U] = ;2 [U] 3; +oo]

. 2x—1
e |im In|~—[= lim In |—| = In2
X——00 x+1 x—>+oo
. 2x—1
° 11rr11 In | = —o0
ol x+1
2
. 2x—1
e lim In | = 400
x—>—1 x+1

18
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Pour toutx > 1,In(x — 3) = lnx + In (1 — ;) De méme

In(x-3) lnx+ln(1—33—c)
In(x+2) lnx+1n(1+§)

Pour toutx > 1,In(x + 2) = Inx + In (1 + %) On en déduit que :

In(x-3) _ 1+ Xln(l——) 1 3\ _ . 2\ _
In(x+2) 1+—><ln(1+ ) Or x1—1>I-I|-looE - O xl—1>1-1|-loo In (1 - ;) =0et xl—1>r-|poo In (1 + ;) =0.

Conclusion : lim InGx=3) _

x—+00 ln(x+2)

1) hm f(x) = l

contlnue en 0

ln(1+x ) _ In(1+X) . In(1+X) .
— X — —
= lim 0—\/_ = llrrtl)— Vvx=0= f(O) donc la fonction f est

1+Inx

Inx
2) hmf(x) lqu: =—-1 et llmf(x) }c—>1 — = 1
< < > <
Ona: }Cl_r)r% flx) # }Cliq f(x) donc la fonction f n’est pas continue en 1.
< >

In(2x)\’ Sxx-In(2x)  1-] (2x)
, n(2x X~ __ 1-In(2x

x 2 2

2. f@ = (L- In(vx)) = L - L=2F

Vx o 2x 2x\x
3. f'®) = ((1—x)ln(1—x)+x) —ln(l—x)+(1—x)><i+1=—ln(l—x)

1. f( ) _ (lnx) .2, f(x) — 52 4 2#Inx 2+Inx . 3. f(x) — x2In (x+1)
1. f (x) = ((lnx) ) _ —x_(lnx)z _ Zlnx—x(lnx)2

x? x3
1
——2-1 o o
2.F'() = (x2 4 20 = g 4 5T g 4 12N 2 2o
3. f'(x) = (len( )) = 2xln(x+1)+x2 (ﬁ—;) = 2x ln(le) xx:
(ZX 1)
7. f'(x) = x+1) 3 x+1 3
-1 (x+12 2x—1 (x+D(2x-1)
X+1

1) xEDh<:>x>Oet2x—\/§>O@xe]0;+00[etx(4x—1)>0<:)x€]i;+00[
1
Dy =] +oo[
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2) h' (x) = x= _2\/— 2xvx—1

Vx o axVx-2x

1) Pourtoute]§;+oo[, F(x) = —;ln|3—2x| +C= —21n(2x—3)+€.

F2)=>& —2In(2x2-3)+C =7 & C =2 doncF(x) = —>In(2x — 3) +;

(lnx)

2) Fx)=——+¢C
Ine)? 3 1 3 Inx)?
F(e)=1<=>( 2) +C=§ =>C+§=§=>C=1 donc F(x)=( ) +1
3) Pour tout €]1; +oo[, F(x) = In|lnx| + € = In(Inx) + C
F(e®) =-1<1In2+ C =2In2 < C = In2 donc F(x) = In(Inx) + In2
1- ffx)=lnx+1e f'(x)—1=Inx
2- Une primitive de In sur ]0;+oo[ est f(x) —x = xlnx — x
1 f( )_ b __ 4ax?+(-4a+5b)x+a—2b identificati 4 405;? 13
X (Zx = S 2x-1)? par identification on a{—4a + 5b = —
a—2b=4
a=2 _ 1
<:>{b=—1 donc f(x) = R r—T
2) F(x)——ln|5x—2|+2(2 +Cetsur]—oo [F(x)——ln(2—5x)+2(2 )+C
F(l)z——@o——+6‘=—z & ¢ =-2 donc
5 6 3
1
F(Jc)——ln(2—5x)+2(2 573
x>0ety>0 x>0ety>0
xX—y=-2 .
1){ _ x—y=-2 ©{X*+2X-2=0o0ue
Inx+Iny=1n2
xy =2 y=x+2

Srxr = {(—1+V3;1+V3)}
2lnx—Inv =1 x>0ety>0
) {512i+3n121} :4@{ 2X—-Y =1 enposant X = Inx et Y = Iny ona:
Y 5X +3Y = 4
25 7 25

X = o ety = —doncx—ell ety =e1u d’ou SRxR—{(eH;eH)}

20
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(Inx)(Iny) = —15 (Inx)(Iny) = —15 XY = —15
b {ln(xy)z—z (:){lnx+lr)1/y=—2 (:){X+Y=—2

I'’équation

X2-2x—15=0eX=5ou X=-3 dou x=e° ou x =e 3 Ainsi

Srxr = {(€%,e7%); (e7%,e%)}
(x+y)*—2xy =29

X et Y sont solution de

2 2_9 2 _
2) {rn:-l}-]ln zlnlO@ xy =10 @{(x+3;) _ig 29@
Y x>0ety>0 Y=
x+y=7 x+y=-7 _ B 3 . e
xy=100u{ xy = 10 ©x=5o0ux=2 donc Sy =1{(52); (e7%e7>)}
x#0ety#0 (x#0ety=+0
1 1 =21
Y x+y=-1 x+y=-1
x#0ety#0
{ xy=-6 onax=-2oux=3dou
x+y=-1

Srxr = 1(=2;3); (3; —2)}

1) xeDpo1—-x#0etx>0; Df=]0;1[U]1l;+oo[
2) 0¢ D et lirré f(x) = 0 donc I’on peut prolonger par continuité f a droite en 0
x—
1¢D; et lirri f(x) = —1donc I’on peut prolonger par continuité f en 1
X—

3) lim 909790 _ jjppy A0 _ iy I = _ o6 donc g n’est pas dérivable en 0.
x—>0 x—0 x—0 x(1-x) x—01-x

La courbe de g admet en O une tangente verticale.

. x)—g(1 . xlnx+1-x . —Inx LTy
lim g(x)—g(1) — _ x

x->1 x-1 x-1 (x=1)(1-%) xl—rg 2(x-1)  x-1 2
La courbe de g admet en 1 une tangente de coefficient directeur —% :

( Une équation de cette tangente est (T):y = — %x - % ).

2 1
log3243 =5 | logy;9=7 ; logs— = —4

f(x) = In(ax + b).

e (C)passeparA(2;1) ©In(Ra+b)=1S2a+b=c¢
e —2est le coefficient directeur de la tangente a ( C ) en A signifie que f'(2) = —2

21

= lim=*= — %donc g est dérivable a droite en 0.
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f’(x)=—2<:>2a+b=—2<:>5a+2b=0
2a+b=c¢e = —2e — Tn(—
{5a+2b=0@{b=56 donc f(x) =In(—2x+5) +1

D) fO+x) +f(1—x) =220 a1y Ml 1 g ik

X X
2) FA+x)+f(1-x) _

5 —1 donc la courbe de f admet le point A(1 ;—1 ) comme centre de symétrie.

f2+x)=In|4+4x + x?> —8x — 4x + 3| = |x? — 1]
fQRQ—x)=Inl4—4x+x?>—-8+4x+3|=[x?2—-1]|, Ona
f(2 + x) = f(2 — x) donc la droite d’équation x = 2 est un axe de symétrie de la courbe de f

1) af(x)=In(x+Vx2+1)
f(=x)=In(-x+VxZ+1) =1In ( +\/T) —In(x + Vx2 + 1) = —f(x) donc la
fonction f est impaire.

b) f(x) =1In (ﬂ)

f(—x) = ln Z+x < ) = Z+x) = —f(x) donc la fonction f est impaire.
be)er(des) _
2) 2 —2 donc le point (2(—— —2) est le centre de symétrie de (Cg), la courbe de g

2

1-a) p(3) = 0 et p(x) = 3 —x)(x + 1)?
b) (E) : In(x?) +In(—x + 1) = In(-=5x — 3) © In(—x3 + x?) = In(—5x — 3)
& —x34+x2+5x+3=0x=3 oux=-1 avec V =] — oo; —S[donc
Sp = {—1}
(D:—1n3(2-3x) +1In?(2—-3x)+5In(2—-3x)+3=>0;
V=]- 00;§[et Posons X = In(2 — 3x)
L'inéquation devient —X3 + X2 +5X+3>0 (3—X)(X + 1) >0 © X €] — ;3] soit
x €] — 0 ;€3] ainsi Sg =] — ;= [N] — 0 ;€3] =] —o0;= [,

b ¢ (a+b+c)x?+(-b+c)x-a
x+1  x-1 x(x2%2-1)

.1.a) % + par identification ona:
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=-1
a+b+c=0 ab 1 1 1
_ - i 2 2
_b_:;i_lo o _idoncg(x)— + 2o+ 5
€=3
a) Les primitives sur ]1; +oo[ de g sont: G(x) = —Inx + - ln(x -D+C
' _(_ Inx " —xZ?+1+2x%nx -1 2xInx ,
2-6.) h (X) - ( x2—1) - x(x2-1)32 - x(x2-1) + (x2-1)? f(X) =h (X) t ey ( x2-1)
b) F(x) =
F(2) 412+113 D 2+ I3+ C=—t1n2+ 3 e C =0
= — — — —_—— — = —— — p—1 =
zIn2+-In =3 3 n2 +5ln zIn2+5ln

Finalement F(x) = —xlznf —Inx + %ln(xz -1

LR (x) = (In(x +Vx? —1) = == donc h est une primitive de la fonction x ~
2.6G(x) = 3\/x2 + C

F(Z)=0<:>51n(2+\/_)—4\/_+C=0<:)C=4\/_—51n(2+\/_) Ainsi

F(x)=51r1(x+ xz—1)—4\/x2—1+4\/§—51n(2+\/§)

1
Vxi—-1

x2 —

x2 —

1) f'(x) et son signe.

f est dérivable sur]—l ;+oof et f'(x) =—-2x+2— = 2 (x -1+ 2x1+1)
et f'(x )—% ainsi :

f'fx) =0 x=0o0u x= %

Vx €] —% ;0[u]% ; +oo L, f'(x) <0

donc f est décroissante sur] —% ;0[ et sur]1 oo

Vx €]0 ;% [,f'(x) >0 donc f estcroissante sur]0 % [

De plus f(0) =0 et f(E) = Z+ln (5)
2) a) Résolution de I’équation f(x) =0
Sur ]% ; +oo[, f est continue et strictement décroissante donc elle réalise une bijection de
]% ; +oo[ dans | — oo; Z+ In (%) [, or0 €] — oo; %+ In (%) [ donc I’équation f (x) = 0 admet une
unique solution o dans I’intervalle ] % ; ool
b) Encadrement de o d’amplitude 107 par balayage
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ona: f(0,8) = 0,004 et £(0,9) = —0,03 donc 08 < a < 0,9

x |08 (081 |08 |08 |084 |08 |086 |087 (088 |089]09
7657 E2 K EN N EN EN EN EN E E

donc 0,81 < a < 0,82.

3) Signe de f(x)
Vx E]—% ;0[U]0; af ,f(x) >0 etvxe]l—oo; al ,f(x) <0

f(x)=0 pour x=0 oupour x=a

1) Ensemble de définition de f

x €D & >0 donc Dy =] — 00; —1[U]1; +oo[

X
2(x—1)
2) Les limites de f

[l x+1 1
it 2x —2 2
2

|
x+1
lir_{l f(x) = lim ln( >+x=+oo car{ limInX = —In
X—>4+00
|

X—+00 2x — 2 x—»—

llm X =400
X—+0
x+1 1

—>002x2 2

(

|
lim f(x) = lim ln(x+1)+x = —oo0 car 4 mlnX = —In2
X——00 |

\

X——00 2x-2

llm X = —o0
X—>—00

x+1

(
_ ) x+1 jxe 12x — 2
xll)rzl1f(x) - }cliré In (Zx - 2) Ta= e car | X llm In¥ ==

<

llm x=-—1
x->-1

(.. x+1
| Lim = +o00
_ _ x+1 4 xo12x =2
}Cl_r)r%f(x) =}C1_r)r(1)ln(2x_2>+x= +o0 car lim 1nX = 400
> | x>+
k limx =
x—1
Interprétations :
Jim f (x) = —oo donc la droite d’équation x = —1 est asymptote verticale a ( Cf)

<
lim f (x) = +oo donc la droite d’équation x = 1 est asymptote verticale a ( Cf)

3) a)f(x)—l (x+1)+x—ln( x+1)+x—x—ln2+ln(x+1)

1
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x+1

b) lim (f(x) —x +1In2) = lim In (ﬂ) =0 car xl—i’Tw = !
x—+00 T xsto x-1) limlnx =0
x—1
lim 22 =
lim (f(x) —x +1n2) = lim In (ﬂl) =0 car{*>-°* 1 donc la droite (D) d’équation y =
X——00 X—>—00 x—=1 lln’} lnx = 0
X—

x — In 2 est une asymptote oblique a (Cf) en —co et en + oo
b) Position relative de (D ) et ( Cf)

Déterminons le signe de f(x) — x + In2 c’est-a-dire le signe de In (“1)

x+1 x+1 2
ln( >>0<=> —-1>0e—>0
x—1 x—1 x—1

X —00 -1 1 + o
) —x+2 — | E

Vx €] —oo; —1[,f(x) — x +In2 < 0 donc (Cf) est au — dessous de (D)
Vx €]ve; +o[, f(x) —x +In2 > 0 donc (Cf) est au — dessus de (D)
( Cf) et (D) ne se coupent pas.

4) Calculonsw
FG)+ (=) W (5)+x—In2+In(5) —x—n2
N e :
= ! 5 H = —In2 donc le point 2(0; —In 2) est le centre
de symetrie de (Cf).
5) f est dérivable sur ] — oo; —1[ et sur ]1;4+oo[ et f'(x) = :_ ﬁ+ 1= izj

Vx €] — 00; —1[U]1;+o[,x2 — 1 > 0 donc f'(x) ale méme signe que x? — 3

x —o  —+/3 —1 1 V3 + o0
f'(x) + | ~ | - [+
Vx €] —V/3[U]V3; +oo[ , f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur
- ,—\/_ et sur \/—,+oo

Vx €]—+3;1[uU]1l; V3[ ,f'(x) < 0donc f est strictement décroissante sur
]—+V3;1[etsur ]1; V3]

Tableau de variation

x —o0 -3 -1 1 V3 + o0
& : - = I
F(—V3) e o
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6) soit A(a, f(a)),soit (T):y =f"(@)(x—a)+ f(a) et (4): y=§x—5

(1) llelea(A) & ’()—1 a2—3_1=)3 2-9=qg%2-1
paralléle a f'(a 39 2-1-3 a =a
©2a’-8=0a=2o0u a =-2

7) Courbe de f

1) a- Une équation réduite de la droite (AB) est .y = ax + b
Ae(AB)sa+b=-1
Be(AB) e b=-3doua=2 ainsi (4B): y=2x-3
b-g()=-1; gle)=1-, et g1 =2

c- Tableau de variation de g.

x 0 + oo
g | [+
+ oo
o ||

2) a- g’(x) = (aln(x) +2) — % _% — ax;b

g(l)__lﬁb__l} a:1 I N _ _l
bg(l)—Z@a—b_z {b:_dou g(x) =Inx — —
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c-Sur ]0; +oo[, g est continue et strictement croissante donc elle réalise

une bijection de |0 ; +oo[ dans R, or 0 € R. On en déduit qu’il existe un unique réel a dans
1
]10; +oof tel que g(a) = 0 c’est —a — dire: Ina = o

g(1,7) = —-0,05
g(1,8) = 0,03

d- Signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Ona: }9(1,7) xg(1,8) <0 donc 1,7<a <18

Vx €]0; a[,ona g(x) €] —o0;0[ donc g(x) <0
Vx €] a; +o[,ona g(x) €]0; +oo[ donc g(x) >0

1) Ensemble de définition de f
xeEDpox—1#0etx+1#0e
Dy = R\{1; —1} =] — 00; —=1[U] — 1; 1[U]1; +oo[

2) Leslimites de f

( x—1

lim =1
x — x-4+00x + 1
lim f(x)= lim In |+x=+oo car - llmlnX— 0
Xx—+00 X—+00 X+1
\ llm X = 400
X—+0
(. x—1
lim =
) . x_l x—>—00x+1
xl_l)r_noof(x) = }Cl_r)rlooln x+1| + x = —o0 car { ]im]nX: 0
llm X = —00
\ x>—o0
{ x—1
| 1 = 400
-1 x—> 1 x+1
hm f(x) = lim ln| |+x= +o00 car% lim InX = 400
x—>—1 1 X—>+o0
k lim x = -1
x—->-1
x—1
(1im =0
' ' x—1 4x—>1 x+1
lcl_r)rif(x) —}Cl_r)riln|x+ 1| +x =—00 car B limInX = —oo
k llmx—l
x—-1
1. Démontrons que f estimpaire
Vx € Dr ona—x € Dy
et f(—x) = —x+ln| | = =—x—1In m = —f(x) donc f est impaire.

Le point O est le centre de symétrie a la courbe de f.
i = XN _0= 1 -
4) a-xl—l>I—Poo f(X) = xl—l}—POO In |x+1| 0 xl—1>1;noo f(x) X

Doncladroite (D) :y = x estune asymptotea ( Cf) en —oo et en +o0
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b- Positions relatives de ( Cf) et ( D)
étudions le signe de f(x) —x = In |i—:
Résolvons I'inéquation In |x—_1| <0e |x—_1| <loe-1< 22«1
x+1 x+1 x+1

©-1<1-—=<1©0<-<2ex+1>16 x>0 Enrésumé
Vx €]0;1[U]1; +oo[,f(x) —x < 0 donc (Cf) est au dessous de ( D)
Vx €] — 0; —1[U] — 1; 0[, f(x) —x > 0 donc (Cf) est au dessus de ( D)
(Cf) et (D) se coupent au point 0(0,0).

1. fest dérivable sur ] — o0; —1[U] — 1; 1[U]1; +oo[

14! 1 x®+1

[ = x—1 x+1 x2-1

vx € IR\{-1;1} x?2+ 1> 0donc f'(x) ale méme signe que x?—1
X - © -1 1 + o
f'() + [ - [ ] +

Vx €] — 00; —1 [U]1;4oo[ ,f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur
] —o0; —1[ et sur]1;+oo[
vxe]—1;1[,f"(x) <0 donc f est strictement décroissantesur | — 1; 1 |

Tableau de variation

X - ®© -1 1 + oo
@) n : +

+ o0 4+ +©
f(x) / \ /

2. Equation de la tangente (T)
iy =f(5)(x=3)+£ () ona £(5) = =3 et £(3) =3~ n3 done

(T):y = > +4 In3
1y = 3x 3 n

3. Sur]1; +oo[, f est continue et strictement croissante donc elle réalise
une bijection de |1; +oo[ sur R, or 0 € R donc !’ équation f(x) = 0 admet
une unique solution a € R.
f(1,54) = —0,0083}
Ona F(1,55) = 0,016 f(1,54) x f(1,55) < 0 donc 1,54 < a< 1.55
4. Courbede f
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l. e*—x"=0ee*=x" @x—nlnx(:)lnx—£=
2. a)lirréf(x) =—00; llm flx) = llm x(lnx )
X
b) fest dérivable sur ]0 ; +oo [ et f (x) = %—%

3|>—-

ffx)>0ox<n

0 n + o0

X
f'(x) | + 0 -

vx €]0;n[ ,f'(x) > 0donc f est strictement croissante sur ]0; n[
Vx € n;+oo [ ,f'(x) < 0donc f est strictement décroissante sur Jn; +oo |

3. f(x)=0<:>lnx=§
L’intersection de la courbe de In avec la droite d’équation = % ,oun € N*

Pour n = 1 ou 2 I’équation n’admet pas de solution
Pour > 3, I’équation deux solutions distinctes.

Corriger dans le manuel la définition de g comme suit :

On consideére la fonction g définie sur |—co; O[ par: g(x) = —1 — 2xIn( — x).
Partie A
1) a-limg(x) = lim —1 — 2xIn(—x) = —1 car lim(—x)In(—x) =0
x—0 x—0 x—0
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b- Soit k ce prolongement, k est définie par : {

interprétation: 0 €] — o0; 0[ et lirrol g(x) = —1 donc on peut faire un prolongement par
X—

continuité de g en 0

k(x) =—1—-2xIn(—x) si x <0
k(0) = -1

c- Dérivabilité de k en 0.

lim £00=900) _
X

0 lin(1) —2In(—x) = +oo donc k n’est pas dérivable a gauche en 0 et la
X— X—

courbe de k admet une tangente verticale en 0

2)

3)

a) lim g(x) = lim —1 — 2xIn(—x) = 4
X——00 X—>—00
b) Variations et tableau de variation de g

g est dérivable sur ] — o0; 0[ et g'(x) = —2In(—x) — 2

1
gD >0eh(-0)+1<0ex>-=

e
g'(x) - | + |
Vx €] — oo; —i [ ,g'(x) <0 donc f est strictement décroissante sur | — oo; —é [

Vx €] — g; 0[,g'(x) >0 donc f est strictement croissante sur | — é; 0[

Tableau de variation

g'(x) | +

400 - -1
g(x) \ —e—2 /

e

1 . . ’ ' JORT
Sur | — oo; — - [, g est continue et strictement décroissante donc elle réalise

—e—2 —e—2
; +oo[ or 0 €]

une bijection de | — oo; —3 [ sur] ; +oo[

—e—2

donc l'équation g(x) = 0 admet une unique solution a €]

f(—=1,5) = 0,2163
4 F(~1,4) = —0,05787

;oo .

On }g(—l,S) X f(=1,4) <0 donc —-15<a<-14

Encadrement par balayage de o 3 1072

x -1,5 [-1,49 |-1,48 | -1,47 |-1,46 | -145 |-1,44 |-143 |-1,42 |-1,41 | -1,44

gx) | + + + + + + + + | - - -

Donc —143 < a < —1,42
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4) Signe de g(x) suivant les valeurs de x
Vx €] —o0; a| c'est—a—dire x < a etg eststrictement décroissante
donc g(x) > g(a) or g(a) =0 donc g(x) >0
Vx €]a; _71[ c'est —a —dire x > a et g est strictement décroissante
donc g(x) < g(a) or g(a) =0 donc g(x) <0

Vx €] _?1 ;0[ c’est—a —dire _?1 < x < 0 et g est strictement croissante

donc%_2 <glx)<—-1<0 donc g(x)<0

Partie B
lirré —In?(—x) = —
. T l_ 20 _ _ x=
1) J11_%1]‘(95)—}Cl_r)r(l)x In®(—x) = — car lim2 = —oo
<0 < x-0x
<
. lim —In?(—x) = —oo
2) lim f(x) = lim - —In?(—x) = —o0 car {* )
X—>—00 xX—>—00 X lim == 0
X—>—00 X
. In?(-x)
2 lim 0
lim 2% = lim %—M=0 car {*77* 7
X—>—oco X X—>—00 X X llm — — 0
X—>—00 X

Interprétation : la courbe de f admet une branche parabolique de direction celle de ( OI)

3) Onsait que g(a@) = 0 donc In(—a) = —=

2a

1 1V 1 1 4a-1

f@=2-(~2) =2 3~ a7
Encadrementde f(a): ona —1,5<a<-14 et —0,8928< f(a) < —0,733

4) festdérivablesur]—oo; O] et f'(x) = _1_2’:211(_36) = 9

X

Vx €]—o; 0[,x?2>0 doncf'(x)ale méme signe que g(x).

X - 0

a
f'(x) + Q2 - |

5) Vx €] —oo;af ,f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur | — o ; a[
Vx €]a; O[ ,f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur ]a; 0]
Tableau de variation
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X - a 0
f'(x) + ¢ -
f(a)
—00 — 00
6) Courbede f
/ - = \ )
Partie C
1) Sur]a; 0 [, f est continue et strictement décroissante donc elle réalise
une bijection hde]a;0[ sur] — oo; f(a)[

2) a) h(-1))=-1e -1=h"1(-1)

-1
(-1)?

b) Tableau de variation de h™1

onah'(—-1) = =—1 et h'(—1) # 0 donc h~! est dérivable en—1

X - © f(a)
(h™'(0) -
0
(%) \
a

1 1

QWY () = =5 =1

(T)y=hY(~Dx+1)+h1(-1), ona (k1) (-1) = -1 et k" }(-1) = —

donc (T):y=—-(x+1)—-1=—-x-2

32
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Partie A :u(x) = 2x3 — 1 + 21n|x|

1) 3x3+1=0x=—

2)

3)

4)

“I
W |

1\ 3
. 1) _ o[ _(1)3) _ 2o (Yo 2 _4_2 —_1
Ona.u(—\/;>—2< (3)) 1+3ln(3)— f-1-2m3=-1(5+2In3).
Ensemble de définition de u

x €D, ©x*0donc D, =R"
Limites de u en —oo, 0 et en + o

lim2x3—-1=-1
limu(x) = limu(x) = lim2x3 — 1 4+ 2In|x| = — o0 car {*7°
x—0 x—0 x—0 limln|x| = —o0
<0 > x—0
|{ lim —ln(;x) =0
xX—>—oco —
lim u(x) = lim x(2x?2—-1-— 2@) = —oo car 4 lim 2x2—1=+ o
X—>—00 X——00 - X—>—00
Ik lim x =— o0
xX——00
|{ liELn me =0
X—4+00
lim u(x) = lim x(2x?2 -1+ 21n—x) = 4o car 4 lim 2x2—1=+ o
xX—+00 X——00 X xX—+00
k lim x =+ o
X—+0

Les variations de u sur R* puis dresser son tableau de variation.
Art * % 2(3x3+1
u est dérivable sur R* et Vx € R*, u'(x) = %

X j— J—

+
3x3+1 - + +
u'(x) + - +

Vx €] — oo; —i/g [U]O; +oo[ ,u'(x) > 0 donc u est strictement croissante sur

]_w;_i/g[ et sur]0 ; +oof

Vx €] — i/g ;0[,u'(x) < 0donc u est strictement décroissante sur | — ﬁ ;0[
Tableau de variation
x —o0 R 0 + o0
\ 3
u'(x) + - || +
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) —%(5+21n3) /
e ™~

- —00 —00

5) a) Justifions que 1’équation u(x) = 0admet une unique solution a dans ]0; 40|
Sur ]0; + eo[,u est continue et strictement croissante donc elle réalise
une bijection de ]0; +oo[ sur R or 0 € R donc l'équation g(x) =0
admet une unique solution a €]0; +oo] .
- u(0,8) = —0,42}
b) Ona: 1(0,9) = 0.25 u(0,8) xu(0,9) <0 donc 08<a<09

6) Signe de u(x) suivant les valeurs de x

Vx €] — o0; —

w
T

31
[ c'est —a —dire x < —\E et u est strictement croissante

donc u(x) < u(—i/g) <0 donc u(x) <0
3(1 31
Vx €] — 3 0] c'est—a—dire x > — 3 et u est strictement décroissante

donc g(x) < u(—i/%) <0 donc u(x)<0

Vx €]0;af c'est —a— dire x < a et u est strictement croissante
doncu(x) <0 oru(a) =0 donc u(x) <0
Vx €]a;+oo[ c'est—a—dire x > a etu eststrictement croissante
donc u(x) > g(a) or u(a) =0 donc u(x) >0
En conclusion :

Vx €] — 00; 0[U]0; af , u(x) <0 et Vx €]a; +oo[ , u(x) >0

Partie B
fo) =2x -2
1) Limites de f en —o0, 0 et en + co. Interpréter la limite en 0.
lim2x =0
x—0
. . o 1 _ P
. ;l_%lf(x) = limf(x) = }cl—I;% 2x — = Inlx|. =+ o car }Cl_l}(l) ==t
<0 \lim In|x| = —oo
x—0
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] In|x| 0
e lim f(x)= lim 2x L & S
x lim 2x = — o
X—>— 00
In|x|
ln|x| l_ T = 0
. hm f(x) = hm 2x .= +oocar | x~-e
1121 2x =+ o
X—+ 00

3) Justifionsque: f(a) =3

3) a) Justifions que la droite (D ) d’équation y = 2x est une asymptote oblique a (C).

lim f(x)—2x= 11 —lr;l—x| =0 et llm f(x)—2x = 11 - lr:xl 0 donc la droite (D)

X—>—00

d’équation y = 2x est une asymptote obllque a(C).

b) Etudier la position relative de ( C) par rapport a ( D).

étude du signe de f(x) — 2x c’est-a-dire celui de —In|x| = In |*|

f(x)—2x>0<:>ln >0 — >1<:)|x|<1(:)—1<x<1

|| |x|
vx €] — 1;1][, f(x) — 2x > 0 donc ( C) est au-dessus de (D)
Vx €] —o0;—1[U]1; 4], f(x) — 2x < 0 donc ( C) est au-dessous de (D)
(C) et (D) se coupent aux points A(—1; —2)etB(1;2)

4) a) Justifier que Vx € R*, f'(x) = %‘)

' — 3_
Fest dérivable sur R* et f'(x) = 2 — X=2nlxl _ 2x7-it2ini _ ue)

x4 x3 T %3
a) En déduire le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.

Vx €] —o0;0[U]0; af , u(x) <0 et Vx €]a;+oo[ , u(x) >0

X
—0 —° é 0 a + 0
x3 - - + +
u(x) - — — +
f100) + + - +

Vx €] — o0; 0[U]a ;+ e [,u’(x) > 0 donc u est strictement croissante sur
] — oo, 0[ etsur]a;+oo|
Vx €]0;a[,u’(x) < 0donc u est strictement décroissante sur ]0 ; [
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Tableau de variation

X —© 0 a + o0

x3 — + +
u(x) — — +
f'(x) + - +

+00 +00 +o0
f(x) \ /
f(a)
—» |

5) Courbe (C) de f.Prendre a = 0,8.

A

-1 1 +1 +11
Partie C

Considérons la restriction # de f a] — oo; 0.
1) Justifions que h est une bijection
Sur ] —o0; O[, h est continue et strictement croissante donc elle est une bijection de
] — o0; O[dansR
2) a) Calculons 2(—1) puis justifions que ™" est dérivable en —2
3) ona:h(=1)=-2 et (h_l)’(—z) = or h'(—1) = 3et3 % 0 donc 4" est dérivable
en —2

1
hr(-1)

b) La valeur exacte de (h™*) (=2) = -
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3) Une équation de latangente (T)a (¢p) en—2est:(T):y = é(x +2)—-1= éx —é
4) Dresser le tableau de variation de #~*

X
(™) @) +

Bt (x)

—0

5) Construire (¢) dans le méme repere que (C)
Il faut construire le symétrique de ( C) sur ’intervalle] — oo; O[ par rapport & la premiere
bissectrice d’équation y = x
Inx+1

6) Sur ]0; +oo[ on donne la fonction gdéfinie par g(x) = x>+ ——+CouC € R
a) Justifions que g est une primitive def sur ]0; 4+oo[
g'(x) = 2% + =21 Xl ox — l:—f = f(x) sur]0; +oo[ donc g est une primitive def sur ]0; +oo[

b) Déterminons la primitive Fde f qui prend Ia prend la valeur e? en e.
Fle)=e?©oe +ﬂ +C=e?eC=-=° A|n5| la primitive F de f qui prend la prend la valeur

e? en e est définie par : F(x) = x? + 22 3.

X e

Partie A

Int—-2 Int 2 1lnt 1
L 0= = T

1 © = I 1Int 1 —0
lm f - 111’1002 t t N

><2t 2(lnt 2) _ 1-Int+2 _ 3-Int
2. fl®)=* N 2112+ - 2tZl

3. Vx €[10; +oo [,21:2 > 0 donc f'(t) ale méme signe que : 3 —Int

t 10 es +00

() B 9 —

vx €]10;e3[ ,f'(t) > 0 donc f est strictement croissante sur ]10 ; e3[
Vx €]e3; +eo[ , f'(t) < 0doncf est strictement décroissante sur ]e3; +eo[

Tableau de variation
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10 e3 +0

t
f'® + ( -

1
In10 — 2 9,3
‘0 0 / = \

Partie B
100Int—200

1. g(t) = 200f(6) = ==

o, . . 200 100
2. La capacité pulmonaire maximale est g(e3)= =

it b 2 3 7
S.3 = o3 etl’dgeeste” années

Les valeurs approchées :% ~ 4,98 ete3 ~ 20,085

t 10 15 20 25 30 40 50 60

gt) |3 4,7 4,97 4,87 4,67 4,22 3,62 3,49

4. Courbedeg

=20

5. L’inéquation g(t) = 5 n’admet pas de solution
6. Les 20% de diminution de la capacité maximale donne : 4,98 — % X 4,98 = 3,98
Et la résolution graphique de 1’équation g(t) = 3,98 nous donne t = 11,83 ou t = 45,88
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1) f estdéfinie sur [ 0,1; 4[. Déterminons les variations de f.
£(0,1) = 0,49 etf(4) = 3,67
2 —(x+1D(x-2
f’(x)=—x+1+;= ( 93( )
vx €]0,1;2[ ,f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur ]0,1 ;2|
Vx €]2; 4] ,f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur ]2; 4|
Tableau de variation

X 0,1 2 4
f'(x) + 0 =
5+ 2In2
£(2) / \
0,49 3,67
le nombre de bactéries dans la culture est maximal pour f'(x) =0 & x =—1oux =2

et la température correspondante est x = 2 c’est-a-dire 20°C.
Ainsi a 20°C le nombre maximal de bactéries est (5 + 2In2) x 1000.000 = 6.386.294

2)
/TN
/ AN

_ / S \ Extremums de F sur [-4.3;11.8
/ X=2 Y #6.38620436
/ \\ F(3.75) # 4.36226168

1
-1 +1 \ +1

le nombre de bactéries dans la culture chauffée a 37,5°C est 4.362.262

3) le nombre de bactéries dans la culture est inférieur ou égal a 5 500 000 pour les températures
appartenant aux intervalles | 0; 10[ et ] 31,4 ; 40]

1) f estdéfinie sur [0; 30].Déterminons les variations de f.
f(0) =60 et f(30) =32In31
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flx)=-2+

32

—2x + 30

x+1= x+1

Vx €]0;15[ , f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur 0 ; 15[
Vx €]15; 30[ ,f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur ]15; 30|

Tableau de variation

X

15

30

f(x) +

0

F) /

60

30 + 128In2

\21n31

Le rythme cardiaque est maximal pour f’(x) = 0 © x = 15
et le temps correspondant est x = 15 soit 15 mn.

Ainsi au bout de 15 mn le rythme cardial maximal est de 30 + 128In2 = 118,72

pulsation par minute

2) le rythme cardiaque du sportif au repos est f(0) = 60 pulsations par minute
3) a) le rythme cardiaque est de 90 pulsations par minute pour t = 1,87 mn out = 46,81 mn
b) Pour un temps de 1,87 mn le rythme cardiaque est de 1,5 X 60 = 90 pulsations par minute
et ce temps est inférieur a 20mn donc le sportif est en trés bonne condition physique.

c. Le double du repos est 2 X 60 = 120 pulsations par minute donc le sportif n’est pas en
mauvaise condition physique car il n’atteint jamais les 120 pulsations par minute ( son

maximum est 118,72 pulsations par minute )

»mu.-/ |

X# 1.87022 Y= 90
X# 4690878 Y= 90

Zéros de F sur [-27.9;120.3]
X# 2

X#104.54641

F(15) # 118.72284
Extremums de F sur [-27.9;120.3
X=15 Y#118.72284

2P -3 -4

1) Déterminons les variations de f. f est définie sur [ 0 ; g]
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5 3
f(0)=1 et f(§> = 111(11)_E

) = -1+ 4 _—4x+3
fx-3 4x+1 4dx+1

vx €]0;7 [ ,f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur ]0 ;%[

5 . L 5
Vx E]z; E[ ,f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur | Z; E[
Tableau de variation

X 0 3/4 5/2
f'(x) + 0 -
1
—+ 2In2
f() L N
1 In(11)—>

L’instant auquel la glycémie de cette personne est maximale est telle que f'(x) =0 &
X = Z et le temps correspondant est x = 0,75 heures soit 45 mn.

Ainsi au bout de 45 mn le taux de glycémie maximal est de 0,25 + 2In2 = 1,64 g.L™?

2) lintervalle dans lequel doit rester la glycémie pour éviter toute perturbation est
[0,8979; 1] so0it [0,9; 1]

3) a) lly a hyperglycémie dans l'intervalle de temps en heures [0,1; 1,9]
b) Il y a hypoglycémie dans 'intervalle [2,72 ; 3,78]

X#01074 Y=5
X#1.90329 Y

Zéros de F su
X#-0.17261

X#3.78008

!
N C(F) et C(G) sur [-1.5:5.5
X#0.1074 Y 25
\ X#1.90329 Y

X# 6881214 E
X#272732 ¥ =13

Il faut résoudre I'inéquation : 2000(1 + 21n(0,04x)) = 6000
200(1 + 21In(0,04x)) < 600 & 1+ 21n(0,04x) = 3 © In(0,04x) > 1 < 0,04x > ¢
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soitx > 0% © x = 67,96. C’est donc a partir de 68 km que I'infirmiere libérale dépensera au

moins la somme de 6000 FCFA.

Partie A
i © = | _1_Inx) _
1. }Cl_r%g(x) = 400 ; xlj)inmg(x) —xl_l)inoox (x ~— ) +o0
2_
2. g est dérivable sur ]0; +oof et g’(x) = 2x — % = Zxx :

Vx €]; +oo[,x > 0 donc f'(x) ale méme signe que 2x% — 1

X 0 % + oo
f'(x) | - i
Vx e]%; +oo[ , f'(x) > 0donc f est strictement croissante sur | %; +oo[
vx €]0; %[,f’(x) < 0donc f est strictement décroissante sur ]0; %[
Tableau de variation
x 0 a % 1 + o0
f'(x) - *
+ 00 +eo
f(x) | 21 /
2
I
3. a) g(1)=0
b) Sur ]O; %[ , fest continue et strictement décroissante donc elle réalise
L V2 In2 —1 In2 —1
une bijection de |0; > sur] > ;+00[ or 0 E] > ;+00[
) In2 —1
donc I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a € ] 5 ;+oo[.

~ g(0,4) = 0,076

Ona: 0,5) = —0,057

}9(0,4) x g(0,5) <0 donc 04<a<0,5

7) Signe de g(x) suivant les valeurs de x
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Vx €]0; a[c’est —a —dire x < a et g est strictement décroissante
donc g(x) > g(a) or g(a) =0 donc g(x) >0
V2[

Vx € |a; > c'est —a — dire x > a et g est strictement décroissante
donc g(x) < g(a) or g(a) =0 donc g(x) <0

2
Vx € EK 1| c'est—a —dire > < x < 1 et g est strictement croissante

In2—-1

donc —— < g(x) <0 donc g(x) <0

Vx €]1;+4+0o[ c’'est—a—dire x > 1 et g est strictement croissante
doncg(x) > g(1) or g(1) =0 donc g(x) >0

En conclusion :

Vx €]0; a[U]1;+o[ , g(x) >0 et Vx €E]a;1[ , gx) <0

Partie B
2
f)=x+-+—. 1
1. a) lirré flx) = lirr})x + ;(2 +lnx) = —o0
X— X—
Interprétation : La droite d’équation x = 0 est asymptote verticale a (C)

. . 2 Inx
b)xl_lgloof(x) —l;_r%x+x+ — =t

Inx

1-Inx _ x?-1-Inx _ g(x)
- 2

2. fest dérivable sur ]0; +oo[ et f'(x) = 1 — % +

a) onsait que g(a) = 0 © Ina = a? — 1 donc

2 Ina 2 1 1
fla)=a+—+—=a+—4+a——=2a+—
a «a a a a

x2 x2 x

gx)
x2

b) fest dérivable sur ]0; +oo[ et g’'(x) =

Vx €]0; +oo[,x% > 0 donc f'(x) ale méme signe que g(x)

X 0 a 1 + o
o || + | - | +

Vx €]0; a[U]1 ;4] , f'(x) > 0donc f est strictement croissante sur ]0; a[ et sur |1 ; +oo[
Vx € ]a;1[, f'(x) < 0donc f est strictement décroissante sur Ja ; 1|

Tableau de variation

X 0 a 1 +
f'(x) + - +
f(x) / f(@) +o0 /

~~a| 3 .
- Y

43 Vallesse



Lecon 4 : Fonctions logarithmes Corrigé manuel Vallesse TleD

—Q0

Inx

4. a)Ona: lir+n fx)—x= lirp §+ — =0 donc la droite ( D) : y = x est asymptote a
X—>+00 X—>+ 00

(C)en+oo
b) Position de ( C ) rapporta (D) : signe de f(x) — x c’est-a-dire le signe de 2 + Inx sur
11 ; 4ool.
vx €]0;e7?[ , f(x) — x < 0donc (C) est au-dessous de (D)

Vx €le™?;+oo[,f(x) —x > 0 donc (C) est au-dessus de (D)

(C)et (D) se coupent au point Q(e~?; e™2)

b) Courbe (C)

. yd

) )
e

7

+3 e

el

e |

Déterminons les variations de f. f est définie sur [ 2; 200]
£(2) =15 et £(200) = 48In(20) — 160
o b 2120
[ = 5 x 5x
Vx €]2;30[ ,f'(x) > 0 donc fest strictement croissante sur ]2 ;30[
Vx €]30; 200[ ,f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur ]30; 200[

Tableau de variation

X 2 30 200
f'(x) + 0 —
24In30-24

f() 15////////)' \\\\\\\\‘
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ag

48In(20)—160 |

le nombre de pieces par minute a produire pour avoir la rentabilité maximale. est telle
que f'(x) = 0 © x = 30 etle nombre de piéces correspondant est 30

Ainsi il faut produire 30 pieces au maximum pour ne pas perdre de I'argent et pour ne pas

que les machines chauffent et s'usent plus rapidement

80

0

B0

50

— —

40

30

20

45
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Lecon

Equations différentielles

Situation d’Apprentissage

Faire deux lectures de la situation d’apprentissage par deux apprenants.
Recenser et expliguer les données pertinentes.

Poser les questions suivantes :

Question/Consignes pour dérouler la
situation

Réponse attendue

De quel événement s’agit-il ?

Il s’agit d’un cours de physique chimie

Pendant ce cours, qu’est ce le professeur
a affirmé ?

Le professeur a affirmé que I’élongation
d’un ressort obéit a une loi.

Comment cette loi est structurée ?

Dans cette loi, la dérivée x"(t) et x(t)
sont liée et sont fonction du temps t, de la
constante de raideur et de la masse de
I’objet en mouvement.

Donne le nom de cette loi

Cette loi est une équation différentielle

Donne la forme de cette équation

Cette equation est :x"(t) + %x(t) =0

Qu’est-ce que les éleves ont décidé de
faire aprés I’information du professeur
de physique-chimie ?

Apres cette information, les éléves ont
décidé de s’adresser a leur professeur de
mathématiques pour en savoir plus.

Dans cette lecon, nous allons apprendre a identifier les différents types
d’équations différentielles, justifier qu’elle fonction est solution d’une équation
différentielle, résoudre une équation différentielle du premier ordre et de
déterminer les solutions des équations du second ordre.

Ce que nous allons apprendre va vous permettre de résoudre beaucoup de
problémes dans la vie. C’est pourquoi je vous demande de bien suivre.

Nous allons travailler ensemble selon le plan suivant :

1) Définition d’une équationdifférentielle

2) Equations différentielles linéaires du premier ordre & coefficients constants
3) Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants
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J Définition d’une équation différentielle

1- Définition

Soit f(x) = 3e?*
a) Pourx eR, f'(x)=6e*
b) Calculons f'(x) — 2f(x)

flx) =2f(x) =0

c) Calculons f"'(x) — 4f(x)
d) 'Y — 4f(x) = 12e%* — 12e2* = 0

1. Les réponses correctes de haut en bas sont :
1-Vrai
2- Faux
3-Vrai
4- Faux
5-Vrai
6- Faux
2. Les réponses correctes sont :
a) 1
b) 3
c) 2
d 2

3. Laréponse correcte est :
car(x+1)f'(x) — f(x) =(x+1)(-5x — 8)' — (—5x — 8)
= (x +1)(=5) + (5x + 8)
=—-5x—-5+5x+8
(x+Df'(x)—f(x) =3

Equation différentielles linéaires du premier ordre
J a coefficients constants

*

2 Vallesse



Lecon 8 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES Corrigé manuel VallesseT'"*D

1-Justifions que la fonction f; (x) = ke* est solution de (A)

fx(x) = ake®™ or fi,(x) = ke®™,ona: f';(x) = af (x) Donc f,(x) = ke**
est solution de (A).

2. On considere f; (x) = ke?*, solution de (A) et h(x) = e * f(x),
2) H'(x) = —ae™f (x) + e~ f'(x) = (—af () + f' (1) )™ =
(f'(x) — af (x))e™

b) h'(x) = 0,car f'(x) — af(x) = 0 et comme h'(x) = 0, h(x) est une
constante donc h(x) = k, k € R.

¢) On sait que h(x) = e *f(x) or h(x) = kainsiona: k = e *f(x),
donc f(x) = ke**,,k € R
d) Les solutions de (A) sont: f(x) = ke®*,, k € R.

1.

Les solutions de I’équation différentielle (A) sont:

Les solutions sur R de chacune des équations différentielles ci-dessous sont
les fonctions :

a) x — ke*
b) x +— keV2x
1
c) x — ke 5 ou k eR

3
d) x+— ke?”

3.Les réponses sont :
(4) — 2
(B) — 4
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c)—1
(D) —> 3
2.2 :Equation différentielle du type f' = af + b (aet bréels; a +# 0
On considére I'équation différentielle (E) : f' = af + b
(a et b nombres réel avec a # 0)
1. g(x) = ke®™ — Z, g'(x) = kae®, ainsi g'® — ag(x) = kae™ —
a (keax — Z) =b
Ainsi g'(x) = ag(x) + b
Donc g(x) est solution de (E )

2. a) f estsolution de (E) et g est solutionde (E)ona: f'(x) — g'(x) =

a(f(x) —gx) +b-b = f'(x) - g'(x) = a(f(x) — g(x))
b) f(x) — g(x) est solution de f' = af, donc f(x) — g(x) = ke®*

O F(x) — g(x) = ke™ < f(x) = ke + gx) = ke + ke —
_ k,eax b
e fx) = — a

Donc f(x) = ke®* —g

1.
Les réponses correctes sont: b) et ¢).
2

Les solutions sur R des équations différentielles ci-dessous sont les
fonctions (ou k € R)

a) x —> ke ?*+3

b) x — ke3* -3

5
c) x — ke ¥ +

25 7
d) x+— ke 2 t3

*
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3.

Les réponses correctes sont
(4) — 3

(B) — 4

c)—1

(D) — 2

2.3: Equation différentielle du type f' = af + b (a et b réels) satisfaisant a
une condition initiale donnée

a) Déterminons k pour que fi, (xy) = vy, & ke*o =y,
& ke =y,
S k= yge

b) Il y’a une seule solution vérifiant f;, (x,) = y,

1.
La réponse correcte est f(x) = —2e%* + 2.
2.

1) Ona y,(x) = ke3*

Donc y, (In2) = ke3"2 = kel"2’ = kelm8 = gk
Douy,(Im2) =18k =1

ok =

1
8
2) Lafonction f est définie sur R par f(x) = %e3x.

a) Les solutions sur R de I'équation différentielle: f' = —3f sont les
fonctions définies par f;,(x) = ke™3* ou k € R.
Onaf(0) =5doncke 3@ =5,k =75

D’ou la solution est la fonction : x — 5e 3%,

*
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En procédant de cette maniere, les réponses sont :

b) X — er+6 ]
lx

c) x — 3ez” — 2.
1-4x _ 1

d)x-—>le -.
2 2

Equation différentielles linéaires du second ordre
J a coefficients constants

3.1. Deéfinitions et propriétes
Soit (E) :f" = mf

1. Justifions que si m=0, alors les fonctions f,;,(x) = ax + b sont solutions
de I’équation différentielle f" = 0

Si f" = 0, les fonctions qui sont telles que :Vx € R,f"(x) = 0, sont de la forme
f(x) = ax + b, avec a et b des reels

De plus si f(x) = ax + b,f"(x) = 0, d’ou le résultat.

2. Justifions que sim = w?, w € R, alors f,,(x) = ae®* + be ™ “*sont
solutions de 1’équation (E)

En effet f,,(x) = (ae®* + be™®*)" = awe®* — bwe™**
fup(X) = aw?e®* + bw?e~“*=w?(ae®* + be~“*) = w?f(x)
Donc f,,(x) est solution de f" = w?f

3.Justifions que sim = —w?, w € R, alors f,;,(x) = acoswx + bsinwxsont
solutions de 1’équation (E)

Calculons les dérivées

e La premiére dérivée de f,;,(x)est

f'ap(x) = —aw sin(w) + awcos(wx)
e Ladeuxiéme dérivée de f,; (x)est :
f"ap(x) = —aw? cos(wx) — bw? sin(wx)

= —w?(acoswx) + bsinwx))

f"ab(x) = _wzfab(x)
Ainsi, nous avons prouvé que f,,(x) = acoswx + bsinwx

est bien une solution de I'équation différentielle (E) quand m = —w?.
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1.

On note du haut vers le bas (A4); (B); (C) les lignes de la colonne Equations
et 1; 2; 3; 4 les lignes de la colonne Solutions. Les réponses correctes sont :

(4) —> 2
(B) — 4
c)—>1
2.

Les solutions sur R des équations différentielles ci-dessous sont les
fonctions : ( aet bsont des réels)

a) x — ae™ + be ™,

b) x +— acos(3x) + bsin(3x)
c) x — acos(2x) + bsin(2x)
1

1
d) x — ae3 + be 3"

e) X — acos (gx) + bsin (gx)

3.
Les réponses correctes du haut vers le bas sont :

1. Vrai
Vrai
Faux
Vrai

g1 W

Vrai

3.2-La solution d’une équation différentielle du type f" = mfavec condition
initiale

On sait que les solutions générales de 1’équations différentielle y" = 0sont de la
forme :f,, (x) = ax + b, ou aetb sont des constantes réelles.

*
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Nous devons déterminer la fonction f qui satisfait les conditions

1 f(xo) = o

2. f'(x0) =z
Etape 1 : Trouver f'(x).
f,ab(x) =a

Etape 2 : Appliquer les conditions
1. La premiére condition f(x,) = y, nous donne :ax, + b = y,

2. La deuxiéme condition f'(x,) = z, nous donne a = z,

Etape 3 : Substituer a dans la premiére condition

Remplacons a dans la premiere condition, ona:zyxo + b =y, etb = y, —

ZpXg

Ainsi, la fonction f qui satisfait les deux conditions est : f(x) = zox + (yo —

ZoXo)

1.
La réponse correcte est la fonction g.

2.
1) Onafab(g) =0 acos(3 xg)+bsin(3 xg) =0
& a+bV3=0(1)
et f'(x) = (acos(3x) + bsin(3x))’
f'(x) = =3 asin(3x) + 3bcos(3x)

donc £’ (g) =1 & —3asin (3 X g) + 3bcos (3 X g) =1
& —3aV3 +3b =2(2)

a+bV3=0

dont la solution
—3aV3+3b=2

(1) et (2) donne le systéme{

*
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2) En remplacant a et b par leurs valeurs respectives dans I’expression
de f,,(x) on obtient la fonction f définie par:

flx) = —?cos(Bx) + %sin(3x)

3.

En procédant comme dans I'exercice précédent, on a:
a) x+—0
b) x — \/; (cosx + sinx)
c) x+— —x+3

d) x — —iezx + 3e™%*

Erratum : corriger les erreurs de la colonne « Solutions »

+
Equation :
différentielle Solutions
f'=af, a€R x-—}ke“x—g;kell%
f'=af +b, x +— Acos(wx) + Bsin(wx) ;
a€ER" ,beER AcR et BE R
f1=0 x+— Ae®* + Be ™ ; A€ R et
BelR
f"=w?f,weR x— Ax+B;Ae RetBER
r_ .2
{':g*_ wf,wE Y ket
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1) Démontrons que la fonction f(x) = 5e* est solution de 1’équation
différentielle y' — 2y =0
f'(x) = 10e*
Onay —2y =f"(x) —2f(x) = 10e* — 2 X 5e* =0,
Donc la fonction f(x) = 5e* est solution de 1’équation différentielle y' —
2y =0
2-Démontrons que la fonction g(x) = f(x) — 3x — % est solution de 1’équation

différentielle

y' —2y = 6x
g'(x) =10e* —3etona:g'(x) —2g(x) = 10e* — 3+ 10e* —6x — 3 =
6x.

Donc la fonction g(x) = f(x) — 3x — % est solution de 1’équation différentielle

y' — 2y = 6x

La fonction h(x) = —2x2? — x — 2 est une solution de (E ).

Erratum

1:f(x) =cos(2x+3) ;(E):y"=—-4y

1.Calculons f'(x)et f"(x)

f'(x) = —2sin(2x + 3) et f"(x) = —4cos(2x + 3)

Vérifions I'équation différentielle y"' = 4y

y'+4y=0; y" +4y = —4cos(2x + 3) + 4cos(2x +3) =0
2. Calculons f'(x) et f"(x

*
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f'(x) = —2cos(2x) et f"(x) = —4sin(2x)
Vérifions I'équation différentielle y"' + 3y = —2sin(x)cos(x)
y"" + 3y = —45sin(2x) + 3sin2x = —sin(2x) = —2sinxcosx

Donc f(x) = sin(2x)est une solution de I'équation différentielle y'' + 3y =
—2sin(x)cos(x)

3. Calculons f'(x)
1) =1 +x)e”
Calculons y' —y = (1 + x)e* — xe* = e*

Nous avons Vérifié que I'équation est satisfaite. Ainsi, f(x) = xe* est bien une
solution de I'équation différentielle y' — y = e*

4. Calculons f'(x) = e*(Inx + i) et f"(x) = e* (Inx + % — xiz)

1
y' =2y +y=—;e

X

Donc la fonction f(x) = e*Inx est solution de I’équation :y" — 2y’ +y = ;—zlex

Pour déterminer une équation différentielle du type y' — ay = 0 dont la fonction
f(x) = 2e~#**4est une solution, nous allons suivre les étapes suivantes :

Calculons la dérivée de f'(x).
F1(x) = —4e~2x+4
Ecrivons 1’équation différentielle y' — ay = 0
Y —ay = —4e "2t _ q(2e72% ) = 72X+ (4 — 2q))
y —ay=0 —-4—-2a=0
Sa=-2

La fonction f(x) = 2e~2*** est solution de ’équation y' + 2y = 0

b) f(x) = ke’ , k € R est la bonne réponse.

*
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La bonne réponse est : b) f (xX) = ke, o0k € R

La solution de I'équation différentielle y ' =y telle que f (1) = 2 : est

c) la fonction f définie sur E par f (x) = 2e*~1

La solution de I’équation différentielle y' = 3y + 2 est:

d)f(x)=ke3x—§,ke R

La bonne réponse est c) f (x) = a cos(v5x) +bsin(v5x),a € Reth € R

La solution de I’équation différentielle 4y" —9y = 0 est :

3x

3x
c)f(X)=aez +he 2,ac€ Rethe€R

1. Pour la premiére fonction : f(x) = 3¢~

Calculons la dérivée de f:

f'x) = —9e™>*

Ecrivons une équation différentielle en reliant f et f’
f'(x)+3f(x) =0:

Donc, I'équation différentielle est :y" + 3y = 0

2. Détermine une équation différentielle pour laquelle : f(x) = 3¢ — 4.
solution.

e Calculons la dérivée de f

12
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f'(x) = —6e™**
e Ecrivons une équation différentielle en reliantf et f’
Eneffet :f'(x) + 2f(x) = —8
Donc, I'équation différentielle est: y' + 2y = —8

a) La solution de I’équation différentielle \/75 f'=2f+1=0est: f(x) =
keV2x 4 =
2

b) La solution de 1’équation différentielle g f - % f+ % = % est: f(x) =
kes® —

3
¢) La solution de I’équation différentielle : tf "+ f — 3m = 2mest: f(x) =
ke ™ + 51
d) ’équation différentielle cosaf’ — sinaf = 1 est équivalente a 1’équation :

sina 1

cosa cosa

La solution générale de I'équation différentielle cosaf’ — sinaf =
1; avec ae]O; g[ est:

f(x) = Cetana _ :
sina

a) La solution de I'équation différentielle :y’ + v2y = 0 ; telle que

y(0) =1 est:
fl) = eV

b) La solution de I’équation différentielle suivante :f ' — 2nf = m telle
que :

f (i) = OeSt:f(x) = _% +%621Ix

*
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c) Lasolution générale de I'équation différentielle 3f ' — 2f + 6 =
0 est:

2
f(x) =3+ Ce?”
La solution de I’équation différentielle :3f ' — 2f + 6 = 0 telle que la

courbe de la fonction f coupe 'axe des abscisses en 1signifie que (1) =
Oest:

fx) =3(1—e3*D

a) La solution générale de I'équation différentielle y’ = 3y est: f(x) =
ke3*,

b) La solution générale de I'équation différentielle y’ + 2y = 0 est: f(x) =
ke =2,

c) La solution de I'équation différentielley = —5y’, telle que y(—2)=1,

1
estf (x) = e 5*F2),
d) La solution générale de I'équation différentielle 2y’ =y — 1 est: f(x) =

1
kez* — 1.

a) La solution de I'équation différentielle : y = —5y’, telle que y(—2)=1, est

y = o 5(+2)

b) La solution de I'équation différentielle : y + 2y’ = 0, telle que ; y(—=2) =

c) La solution de I'équation différentielle : y’ = 2y + 1, telle que ; y(0) =0
est

_1 2x 1
f(x)—ze _E
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d) La solution de I'équation différentielle 2y + 3y’ — 1 = 0 avec la condition
initiale y(0) = 1 est

) =—te +

N | =

a) La solution générale de I'équation différentielle y"’ — 2y = 0 est

f(x) = aeV?* 4 peV2x
b) La solution générale de 1'équation différentielle 2y"” —y =0

2y

vz _
est f(x) = aez” + be™ 2
c) La solution générale de I'équation différentielle —9y"" + 4y = 0
2 2
est f(x) = aes™ + be 5"

d) La solution générale de I'équation différentielle —5y'' — 25y = 0 est

flx) = acos(\/gx) + bsin(V5x)

a) La solution générale de I'équation différentielle y = 25y"’ est

1 1
f(x) = aes” + be 5*
b) La solution générale de I'équation différentielle f = —9f"" est

1 1
f(x) = acos <§ x) + bsin(§ X)
c) La solution générale de I'¢équation differentielle %f "+ %f =0
3 3
Est f(x) = acos (E x) + bsm(zx)

d) La solution générale de I'équation différentielle : mf" + 2f = 0

Est f(x) = acos(\/%x) + bsin(\/%x)

*
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Résous I'équation différentielle suivante :y"" + é y=0 telle
que :y(0) = V3ety'(0) = é

v (5

a) la solution générale de 1'équation différentielle est de la forme :

)=-1 ¥z =1
2

f(x) = acos (; x) + bsin Gx)

En utilisant les conditions initiales données, déterminons a et b:f () = 1,
fi(m) =0

Ontrouve:a =0eth = —1

Donc f(x) = —sin(g t)

5
b) La solution générale de cette équation est de la forme :f(x) = aes” +
5

be +*
En utilisant les conditions initiales y(0) =0 et y'(0)=1. Ona a = —b et
5 5
Donc f(x) = a (eZt — e_Zt) =a sin(z t)
5 . 4 _ _5 . /5
a., = 1, ainsia = o donc ; f(x)= " sm(4 t)

c) la forme générale de la solution f(x) = ax + b.

En utilisant la condition initialeon:a=—-1b=1+mn
fxX)=—x+1+m

d) La solution générale de cette équation est de la forme :f(x) =
acos(2x) + bsin(2t)
En utilisant les conditions initiales f (g) = —1, f’(g) =1;ona:a=1let

1

b=—-
2

La solution de I'équation différentielle est f(x) = cos(2x) — %sin(Zx)

*
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a) Résolution de I’équation y' = -7y
L’ensemble des solutions de I’équation y’' = —7y est:f,(x) = ke™7*
1

b) ’ensemble solution de 1’équation 7y’ +y = 0 est :f,,(x) = ke™7*

5
) I’ensemble solution de I’équation8y’ — 5y + 2 = Oest :f;,(x) = kes" +§

d) L’ensemble solution de I’équation y"' = —V/5y
flx) = Acos(\/gx) + Bsin(\/gx)

1) La solution générale de cette equation est :f (x) = a.cos G x) +
bsin(§ X)

2) Détermine la solution f de (E) vérifiant les conditions initiales
f(0) = V3etf(0) = =
Pour f(0) = v3 ona:a = /3 et pour f'(0) = %ona:b =1

1 1
f(x) = V3 cos (§ x) + sin(§ x)
3) Verifionsque, pour tout nombre réel ¢, f(t) = Zsin(3it+%)

f(x) = 251n(3lt+%):2[sin (3i t) cos (g) + cos (3i t) sin(g)]
= Z[Sin (%t) \/; + cos (?%t) %]

f(x) =+3sin (3l t) + cos(3l t)
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1) La solution générale de I'équation différentielle (E)est: f(x) = ke™2*
2)Détermination de la solution avec une tangente en 0 est paralléle a la droite : :
y=-4x+1
Ladérivéeen0de f'est—4,ona: f'(0) = -4 & —2k = —4

S k=2
La solution de I'équation différentielle (E) dont la courbe représentative admet
une tangente parallele a la droite donnée au point d'abscisse 0 est:
flx) = 2e7*

1) La solution générale de I’équation différentielle y ' = 3y est : f(x) = ke3*

2) on sait que la courbe passe par le point (2 ;3), c'est-a-dire que f(2) = 3.
On trouve k = 36
e

Donc la solution particuliére de I'équation différentielle y ' = 3y qui passe par le
point (2,3) est :

3
_ 3x _ 7,3x-6
f(x)—e6ex—36x .

2
D (E):4y"+nty=0y" = — (g) y donc les solutions de (E) sont
les fonctions définies sur R par :x — acos (%x) + bsin (g x) ouaeth

sont des nombres réels.

1 V3 : V2 V2 _ V3
2) Onaf(z) = - entraine a?+b? =?(1)

et f'(x) = —agsin (g x) + b%cos (g) donc f' (%) = 0 entraine

TV2 2
—a—— ——=0(2
a7 thy 7 =0@
(D et(2) entrainea:b:\/rg

Donc f(x) = \/Tg (cos (g x) + sin (%x))

*
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1) (B): 25" — 16y =0 = y" =2y

3) Les solutions de I’équation différentielle (E) sont les fonctions :x —
aes + be = ol a et b sont des nombres réels.

2) f(0) =1donnea+ b =1(Det f'(x) = gaegx — gbe_gx donc
f'(0) = 0 donne ga —gb = 0(2)

(1) et (2) entrainea = b = % donc f(x) = %(egx + e_Ex)

1) Calcul de f'(x)
f'(x) = (6x + 19)e?*
Onaf'(x) —2f(x) = 3e*

Donc f est solution de I'equation differentielle y' — 2y = 3e?*,

2) Déduisons le calcul de I’intégral f;nz f(x)dx

En utilisant le fait que f'(x) — 2f(x) = 3e%*. En intégrant de 0 a In2, nous
avons :

In2 In2 In2

j f'(x)dx—ZJ f(x)dx =J 3e?*dx
0 0 0

On sait que f;nz 3e?¥dx = g et f;nz f'dx = f(In2) — £(0)

In2
f fldx = f(In2) — £(0) = 24 + 12In2
0

In2
0

In2

=2 [, " f()dx = f;nz 3e?*dx —

f'@)dx = 2 - 24 — 12In2="""""2
39+241in2

Donc f;nzf(x)dx =—

1) f(x) = (ax + b)e* est solution de (E)
o f1(x) = 2f () = (x + 1)e*

*
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< [(ax + b)e*] — 2(ax + b)e* = (x + 1)e” pour tout nombre réel x.
S(—ax+a—-be*=kx+1)e* —ax+a—-b=x+1
—a=1 a=-1

a—b=1‘:’{b=—z

={
Donc f(x) = (—x — 2)e*

2) g estsolutionde (F) & g'(x) —2g(x) = (x + 1)e*

= g'(x) —2g(x) = f'(x) — 2f (%)

@-N-2g-HH)=0
g estsolution de (E) & g — f estsolution de I'équation

(E'):y'=2y=0

3) . L’équation (E') a pour solutions les fonctions definies sur R

par :x — ke?*olk est un nombre réel.
g est solution de (F) équivauta g — f est solution de (E") équivaut a

(g — f)(x) = ke** équivaut a
g(x) = ke® + f(x) = ke®* — (—x — 2)e* ouk est un nombre réel.

(A):2y" +6y =x>+2x—1
1) P(x) = ax®+ bx + ¢ ou a,b et c sont des nombres réels.
P est solution de (A) entraine que 2P'(x) + 6P(x) = x> + 2x — 1
2(ax® +bx+c) +6(ax’+bx+c)=x?+2x—-1
6ax? + (6b + 4a)x +2b + 6¢c = x%> +2x — 1

(a=1
6a.= 1 e Lo s
6b + 4a = 2 donc4 b = 5 on obtient P(x) = gxz +ox+;
2b + 6c = —1 L s

\°=5%

2) On résous cette question comme la question 2) de I’exercice

précédent.
3).(4"):2y" + 6y = 0 a pour solutions les fonctions x — ke 3% ou k

est un nombre réel.
. Les solutions de (A) sont les fonctions : x — ke 3*¥ + P(x) donc

x+— ke 3% + %xz + gx + 5—54 ou k est un nombre réel.
— —_5 __5_3x_,1 2,2 S
4) g(0) = 0 donne k = ” donc g(x) = e ot ox+

*
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(E):y" — 3y = sinx
1) L’équation (E'):y" — 3y = 0 a pour solutions les fonctions x +— ke3*
ou k est un nombre réel.
2) g(x) = acosx + bsinx est solution de (F) si et seulement si g’ (x) —
3g(x) = sinx , pour tout nombre réel x

& (acosx + bsinx)' — 3(acosx + bsinx) = sinx
& (—a — 3b)sinx + (b — 3a)cosx = sinx, pour tout nombre réel x

(:){—a—Bbzl

b—3a=0
1
= -1 donc g(x) = — 2 cosx — —sinx
__3 10 10
10

3) C’estla méme rédaction que la question 2) de I'exercice 1.
4) Les solutions de (E) sont les fonctions : x — ke3* + g(x)ou k est un

Ve 1 3 - N\
nombre réel, donc x +— ke3* + — 15 €0sx — ;sinx  ou kest un

nombre réel.

(E):y" =ay' +b

1) z=y doncz' =y"

Dou(E):y" =ay'+b< (E'):z' =az+b
2) Les solutions de (E") sont les fonctions t +— ket — Zoﬁk ER
b

3) z(t)=keat—§ o () = ke® -2
S y(t):Eeat—2t+c, ceR
a a
£ y(0)=0=>+c=0
=c=—-
a

*
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y'(0)=0=>k—-—-=0
b
ﬁk:—
a
2 b
Doncc=—-4=—
a a
) b b b
Douy(t) =—e® ——t——

1) Ona g(x) = ix cos(2x) = g'(x) = icos(Zx) — %xsin(Zx)
= g"(x) = —Esin(Zx) — Esim(Zx) — xcos(2x)
= g''(x) = —sim(2x) — xcos(2x)

Donc g” (x) + 4g(x) = —sin(2x) — xcos(2x) + xcos(2x)
g"'(x) +4g(x) = —sin(2x)
D’ou g est solution de (E): y" + 4y = —sin(2x)
2) C’estla méme rédaction que la question 2) de I'exercice 1.
3) . Les solutions de (E’): y"" + 4y = 0 sont les fonctions : x —
acos(2x) + bsin(2x)oua, b € R.
.les solutions de (E) sont les fonctions :x — acos(2x) + bsin(2x) +
g(x) donc x — acos(2x) + bsin(2x) + ixcos(Zx)ofla, b € R.

DE) Y —4dy=0=y" =4y

Les solutions de (E") sont les fonctions x +— ae?* + be ?*oua et b
sont des réels.

4 - / 8 4 _
2) g(x)=§xe 2x=>g(x)=(—§x+§)e 2x
" 16 16 2
=9 (x)=(?x—?)e_x
Donc g"(x) — 4g(x) = —%e'zx + ?e'zx — 1?6e‘2x

*
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g'(x) —4g(x) = —Ze

D’ou g est solution de I'équation (E):y"' — 4y = —?e‘zx

3) C’est la méme rédaction que la question 2) de I'exercice 1.
4) Les solutions de (E) sont les fonctions : x — ae?* + be™?* + g(x)

\ 7 ) N . — 4’ —_
olua et b sont des réels. Cest-a-dire x — ae®* + be %* + Sxe 2x

5)Ona:h(0)=0eth'(0) =0
h(0) =0 < a+b=0(1)

4
h'(0) =0 2a—2b+5=0(2)
(1) et (2) entrainenta = —%, p=21

3
donc h(x) = %(_em + e %X + 4xe?%).

Pour modeéliser la dissolution d'une substance dans I'eau, nous savons que la
vitesse de dissolution est proportionnelle a la quantité non encore dissoute. Nous
allons utiliser une équation différentielle pour décrire ce processus.

Etape 1: Etablissons I'équation différentielle

Soit f(t) la quantité de substance dissoute a l'instant t (en grammes). La quantite
non encore dissoute a l'instant t est 20 — f(t). Selon I'énoncé, la vitesse de
dissolution est proportionnelle a cette quantité non dissoute, ce qui nous donne

I'¢quation :Z—f = k(20 — f),oU k est une constante de proportionnalite.
Etape 2: Résolution de I'équation différentielle

La solution générale de 1’équation différentielle y' = k(20 — y) est
y' =k(20—y) &y ' =—ky+ 20k

f(t) =20—Ce™™

Etape 3:Condition initiale

A t=0, nous avons f(0) = 0 (aucune substance n'est dissoute).

En utilisant cette condition, on trouve C=20

*
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Ainsi  f(t) = 20 — 20e™*

Etape 4: Déterminons k

On sait que : f(5) = 10 & 20 — 20e~>* = 10
1

-5k
S e ==
2

1, 1, In2
=k = —Eln(z)— -
Etape 5: Expression finale de f(t)

In2

f(t) =20—20e 5 °

L'expression de la quantité dissoute f(t) en fonction du temps t est :

1 ¢
£(8) = 20 - 205

Pour résoudre ce probleme, nous allons utiliser le modeéle de croissance
exponentielle. La relation qui décrit I'évolution d'une grandeur y qui croit a une
vitesse proportionnelle a elle-méme est donnée par I'équation différentielle :y' =
ky ou k est une constante de proportionnalité

k, est la valeur initiale de la grandeur a t = 0.
1) Résolution de I'équation différentielle
La solution générale de cette équation est : f(x) = kge**
On sait que la grandeur double tous les dix ans. Cela signifie que : £(10) = 2k,
: £(10) = 2k, & koel®* = 2k,, Puisque kyest non nul, on a: e1% = 2
=k = ln_2
10
2) Relation de triplement
Cherchons le temps T nécessaire pour que y triple : ona: f(T) = 3k,
f(T) = 3ky & koe*T = 3k,
& el =3

& kT = In(3)
10in3
In2

En remplagant k, ona : T—OZT = [n(3),donc: T =

*
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T = 15,84
Donc il faut environ 15,8 ans pour que la grandeur triple.

1) Résolution de I'équation différentielle (E), y’' + 1,38y = 27,6
L'éguation différentielle donnée est : (E ),y’ = —1,38y + 27,6

La solution générale de I’équation différentielle :f (x) = 20 + ke~ 1:38%
En utilisant la condition initiale f(0) = 180 ,o0na k = 160

Donc la solution particuliére de 1’équation différentielle (E) vérifiant f(0) =
180 est:

f(x) =20+ 160e~138%
2) Determination de la température aprés 30 minutes
Convertissons les 30 minutes en heures : x = 30 min
x=30=05h
£(0.5) =20+ 160 x e¥'8%%5 = 20 + 160 x 0.501 ~ 20 + 80.16 ~ 100.16
L’arrondi au degré pres, de la température de la tarte aprés 30 minutes est :
£(0.5) ~ 100°C

3) Déterminons le temps nécessaire pour atteindre une temperature
inférieure a 25°C

f(x) <25 < 20+ 160e138% < 24
& —1,38x < In(0,03125)
& x> 2,51

Ainsi I’arrondi, du temps nécessaire pour atteindre une température inférieure a
25°C est d'environ : 2,5heures

1) Ecriture de I'équation sous la forme y' = ay + b

*
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De I'équation E=Rx Cx % + uona:Rx Cx % = E-u

du__ E 1

du
RXCx—= E—u< =
dt dt RXC RXC

. iy : orr s : r_ E 1
En posant y = u on a I’équation différentielle suivante y' = o~ mxcY
1 1 , : orr s :
Et en posant a = —— et b = — on a I’équation différentielle suivante y' =
RXC RXC
ay + b

2) Résolution de cette equation

PourE =6V, R=880¢etC =4x10"*F: Ainsi RC =88.4x 107% =
0,0352

Ona:a=-2841etb =~ 170,45
Et ’equation differenticlle est : y' = —28,41y + 170,45

La solution general de cette equation diffentielle est : y = — 21;—401 + ke?841t

Pour determiner C, utilisons la condition initiale : a t=0 et y(0)=0

170 170
Donc y(t) = — o 02841t

3) Détermination de U, au bout de 100 ms
t=100ms =0,1s

170 N 170
28,41 28,41

y(0,1) = —6,0 + 102,0 = 96,0V

28,41x0,1

Donc U, ~ 96,0 V

1) (E):v'(t) + 140v(t) = 10 & v'(t) = —140v(t) + 10
Les solutions de I’équation (E) sont les fonctions définies sur R par

t — ke 140t 4 1—14 ou k est un nombre réel.
1 1 1 -140t ;. 1
2) Onav(0)=0=k+-=0=k =—=>doncv(t) = ——e + —.
4 4 14 14

*
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3) 1 1 1
_ _ —140t _ =
Jim v(t) = tlﬂ"w( 2¢ T 14) 14

: . 1
La vitesse v(t) a une valeur limite v, = Em/s.

4) Onav(t) = EUO
1 1 95 1
__— -140t =22
14°¢ 12~ 100 * 12
£, ~0,02s

1-a) (E):y' 4 0,062y = 0,038N,e =038t

Onay,(t) = gNoe—o,osst
donc y’;(t) + 0,062y, (t) = (% Noe—0,038t) +0,062 x §N0€_0’038t

19
Ny (—0,038)e 9038t 1 0,062 X — Nye ~%038¢

12 12
19
12 Noe_o 038(—0,038 + 0,062)
19
_ ~7 a7 ,—0,038¢
= 12N he (0,24)

= 0,038N,e 038t
Donc y';(t) + 0,062y, (t) = 0,038N,e 2038t
D’ou y; (t) est solution de (E).
1-b) Résous cette équation comme la question 2) de 'exercice 1.
1-¢) .(E"):y" + 0,062y =0 < y' = 0,062y

Les solutions de (E") sont les fonctions définies surR par t — ke~ %%t ol k
est un nombre réel.

. Déterminons les solutions de (E)

*
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—0,038t

. _ 19 .
Ce sont les fonctions : t — ke 962t + - Noe oll k est un nombre

réel.

_ 19 . _ . .
1-d) R(t) = ke~ 0062t 4 - Noe 0,038t o1 k est un nombre réel.

Ona R(0) =0 k+—Ny =0

Donc R(t) = %No(e—O,OSSt — ¢—0062)

1-a) (Ep):y' +y=0 oy =y

Les solutions de (E,) sont les fonctions : t — ket

ou k est un nombre réel.
1-b) g(t) = ke~ %25t est une solution de I'équation (E):y’' + y = e~ %25t
équivaut a

(ke—O,ZSt)r + ke—O,ZSt — e—0,25t
-0 25ke—0,25t + ke—0,25t :e—0,25t
—025k+k=1k= % doncg(t) = %e‘O'ZSt

1-c) C’est la méme rédaction que la question 2) de I'exercice 1.
1-d) Les solutions de (E) sont les fonctions : t — ke~ % + g(t) donc t —
ket + 26—0,251:
3
ou k est un nombre réel.

1-e) Notons h cette solution.

h(t) = ke ™t + %e—O,ZSt et h(0) =20 donck +§ =20=k
d’ou h(t) = %e‘t + %e‘O'ZSt

2) f(t) =5 (56e7¢ + 4e~%25%) = h(t)
1
a) Ona ; — Jim — —t -0,25t) —
) Jim f(6) = lim =(56e™¢ + 4e )=0
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b) £'(8) = [£ (567t + 4e7025)] ¢ € [0 +oo]

() = %(—5694 — e~025t)

c) Pour tout nombre réel t positif, ona f'(t) < 0 donc f est
strictement décroissante sur [0; +oo.

d) Tableau de variation

t 0 +00

f'(@® -

20
£t) \
0

1) g(t) = f(t)e’ donc g'(t) = (f(t)e?) = f'(t)e" + f(t)e'=
(f'(O+f())e’
=ae t xet car f'(t)+f(t) = ae”t
g'(t) = aoua est une constante réelle.
Donc g(t) = at + boub € R
Onag(0) =0 donch =0
Donc g(t) = at
2) g(t) = f(D)e" = at = f(t)e’
= f(t) = ate”t
3) a) f(t) = 5te "t donc f'(t) = (—5t + 5)e*t
On a f'(t) > 0, pour tout t de [0; 1]
f'(t) < 0, pour tout t de |1; +oo[
D’ou f est strictement croissante sur [0;1] et f est strictement
décroissante sur [1; +oo] .
3) b) Le taux maximal est atteint a t = 1 heure et vaut f(1) = 5e~1 =
1,849/l
4) f est strictement decroissante sur [1; +oo[
t 1 2 3 4
f@) | 184 | 1,35 | 074 | 0,36

*
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Le taux d’alcoolémie est inferieur a 0,5g /1 apres le taux maximal au
bout de 4 heures.

1) Détermination des réels a et b
Cherchons des réels a et b tels que la fonction u(x) = (ax + b)e* soit solution
de I'équation différentielle y' — 2y = (x — 1)e™.
u' —2u = (—ax + (a — b))e*
\ . —a=1

nal me suivan a

On a le systeme suiva t{a—b:—l
= n = —

{a—b=—1 {b:O’docu(x) xe
2) Démontrons que v est solution de (E) si et seulement si u—v est solution de

(E")

Soit v une solution de (E). On sait que u est une solution particuliere.

Si v est une solution de (E), alors : v’/ — 2v = (x — 1)e*

On considerew = u — v

w =2w=W-2u)—- W -2v)=Cx—-1De*—(x—1e*=0

Donc Cela prouve que si v est solution de (E), alors u—v est solution de (E').
Réciproguement, si w = u — v est solution de (E’), alors :

w —2w =0 = Vv —2v = (x—1)e*, donc v est solution de (E).

3) Déduction de toutes les solutions de (E)

Les solutions de (E) sont donc de la forme : v(x) = —xe* + Ce?*

ol C est une constante et —xe*est une solution particuliere que nous avons
trouvée.

4. Trouvons la solution f verifiant f(0) = 1

Nous savons que :f(x) = (—x)e* + Ce**,Pour f(0) =1 C=1
f(x) = —xe* + e?*

5. Calcul de folnB f(x)dx,

In3 - " . .
fO —xe*dx en utilisant une mtegratlon par partles ona.:

n3
f —xe*dx = —3In3 + 2
0
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In3 2x
o [, e*¥dx
In3

In3 1
f e?dx = [—ezx] =4
0 2 o

Donc [,™* f(x)dx = —3In3 + 6

Erratum
Ecrire plutot au Partie B -2.d)

Démontre que, pour tout x de [0;1],1 < V1 +x%2 <2

PARTIE A
a) Résoudre 1’équation différentielle (E,) : y'—2y=0

La solution générale I'équation différentielle : y'—2y=0 esty = Ce?*,00 C est
une constante reelle
b) Démontre que la fonction u(x) = —3e* + 2xest solution de (E;).

u'(x) =-3e*+2,0ona:u'(x) —2u(x) =3e*—4x +2
Ainsi, u(x) est bien une solution de (E;).

¢) Démontre qu’une fonction v est solution de (E) si et seulement si u + v est
solution de (E,).

Si v est une solution de (E,), alors v' —2v =0

(u+v) -2u+v)=@W -2+ W —-2v)=u"—2ucarv' —=2v =0
Or:u'(x) — 2u(x) = 3e* —4x + 2

Ainsi (u+v)'(x) —2(u+v)(x) =3e*—4x+2

Donc u + v est solution de (E;)

d) Déduis-en toutes les solutions de (E;).
Les solutions de (E;) peuvent étre exprimées sous la forme :
y =u(x) + v(x) == —3e* + 2x + Ce**

e) Détermine la solution f de (E;) telle que la courbe représentative de f
admette une tangente horizontale au point d’abscisse 0.

Pour qu'il y ait une tangente horizontale a x=0, nous devons avoir f'(0) =
0.

*
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f'(x) = —3e* +2+2Ce?*
Pourx =0,f'(0) =—-14+2C=0,C =

1
f(x) = —3e*+2x + Eezx
PARTIEB
1.a)Détermine les limites de g en +o et en — oo. Soit g(x) = %ezx —3e*+2
lim g(x) =2 lir+n g(x) =+
X——00 X—>+00
b) Montrons que la droite (D):y = 2x est asymptote a la courbe (Cg).
li —2x =
, i, 960 = 2%
c) Etudions les variations de la fonction g
pour x € R, g’ (x) = e?* — 3e* = e*(e* — 3)

— In(3) +o0
g (x) — 0 +
2 +0o
g | T— _—
0

d) Calcule I'aire comprise entre (D), (Cg) et les droites d’équation x = 0 et
x = In(2).
L'aire A est donnée par :

A=-— Jolnm(g(x) — 2x)dx = —]O

In(2) In2

g(x)dx +f 2xdx

0
1 In2

S [_er —3e* + 2x—x2]

4 0

9
=7 2In2 + (In2)?
2.)
a)f(x)— etuo—ln(2+\/—)

b)
Uy fl\/_dx en posant x = tan(t)

u, = [—\/1+x2]0 =—2+1

c) Comparer x" et x™+1

*
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Pour x € [0;1], x™ = x™*1, donc u,, est décroissante

d) Montrequelsmgz
>0 1<1+xeo1<V1+x2
€0;1],0<x<1le 0<x*<1
& 1<14+x*<2
& 1<J1+x2<V2
donc 1 <V1+x2<+2

e) Déduis-en que, pour tout entier n>1,

1<J14+x2<2

1 1
— < ——<
V2 T 1+ x2
1 x"
— "< < x"
V2 V1 + x2

1 1 1
—x"dx <j —dx <] x"dx
Jo V2 V1 + x2
1 1 L xn 1
— < <
V2(n+1) o Vi+x2 n+1

1 1 x 1
< _—<—
(m+1)v2 — fO Vi+x2 T n+1

1
La suite (u,) est convergente car lim — =0
x—>+o0o n+1

Donc

1.Déterminons une fonction polynéme g du second degré solution de (E)

On cherche une solution de la forme g(x)=ax2+bx+c g(x) = ax? + bx + ¢

. Pour cela, nous calculons sa dérivée :g'(x) = 2ax + b

En substituant g et g’ dans I'équation différentielle 2y’ + y = x? + 2x — 2

on obtient :ax? + (4a + b)x + b +¢) = x% + 2x — 2

a=1
ax’?+@a+b)x+QRb+c)=x*+2x—-2<1{4a+b =2
2b+c=-2
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a=1
=1b=-2
c=2

Donc g(x) = x% — 2x + 2

2. Demontre que f est solution de (E) si et seulement si f — g est solution de
(E'):

2y'+y=0

Soit f une solution de (E) signifie que :2f' + f = x% + 2x — 2

En posant h(x) = f(x) — g(x), on obtient :f (x) = h(x) + g(x)

f est solution de (E) si et seulement si 2h'(x) + 2g'(x) + h(x) + g(x) = x> +
2x — 2

or2g'(x) + g(x) =x*+2x—2 ,ona:2h' (x) + h(x) + x> + 2x — 2 =
x?+2x—2

Ainsi 2h'(x) + h(x) =0

Donc, h est solution de (E’).

3.Résous (E"): 2y’ +y =0

Sa solution est de la forme : h(x) = Ce‘g,ou C est une constante.

4.Déterminons les solutions dont la représentation graphique passe par l'origine

Pour que la solution passe par I'origine, on doit avoir f(0) = 0. On sait que :

FOO) = h(x) + g(x)=Ce 2 + x2 — 2x + 2
FO)=0oC=—2

Donc f(x) = e + (x2 —2x+2)

_I®
X
Partons de I'équation différentielle (E):xf'(x) — (2x + 1)f(x) = 8x2.
En divisant toute I'¢équation par x (pour x > 0), nous obtenons :
2
X
fl(x) —2+xDf(x) = —~ = 8x.

1.a) Démonstration que g(x) est solution de (E’)
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Posons g(x) = @ Pour trouver f(x) en termes de g(x), on peut écrire
f (x) = xg(x)
Calculons f'(x)
f'G) =g(x) +xg'(x)
Substituons f(x) et f'(x) dans I'équation :
gx)+xg'(x) =R2x+1)g(x) =8«
xg'(x) = 2xg(x) + 8x
Finalement, en divisant par x (pour x > 0, nous avons : g'(x) = 2g(x) + 8.
Donc, g'(x) = 2g(x) + 8 prouve que g(x)est solution de (E".

b) Démontrons que si h est solution de (E'), alors f(x) = xh(x) est
solution de (E).

Si h est solution de (E"), alors :h' = 2h + 8.
Calculons f'(x) or f(x) = xh(x).

f'(x) = h(x) + xh'(x) = h(x) + 2xh(x) + 8x,0na:f'(x) = (1 +
2x)h(x) + 8x.

Maintenant, substituons f(x) et f'(x) dans (E)

xf' (x) — 2x + 1f(x) = x((1 + 2x)h(x) + 8x) — (2x + 1)(xh(x))
= 8x2.

Donc, f(x) est une solution de (E).

2) Reésolution de (E") et solutions de (E).
L'équation différentielle (E") est :y' = 2y + 8.

La solution générale de (E') est :h(x) = —4 + Ce?*
En déduisant f(x) :

f(x) = xh(x) = x(—4 + Ce*) = —4x + Cxe?*,

3) Existe-t-il une fonction f solution de I'équation (E) dont la
représentation graphique passe par le point A(In2,0) ?
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Pour f(In2) =0 & C = % donc en conclusion, oui, une telle fonction
existe et elle est donnée par : f(x) = —4x + %ezx.

Partie A

1. Démontrons I’équivalence suivantes.

On veut montrer que f'(t) = 2—10f(t)(3 —In(f(¢))) est équivalent a
g = In(f) Vérifiant que g'(t) = %g(t) — %

Calculons g'(t)

On sait que g(x) = In[f(x)]

o L@
90 =56
11 1
9’0 = =5 [35 /O G ©)] = 356 - 9@)

Ainsi,ona: g'(x) = 20g(t) ”
D’ou les équivalences

2. Résolution de I'équation différentielle (H)

, . . ~er . 1 3 . s
L’'équation différentielle :z" = 762~ 5o €St pour solution générale z(t) =
1

Cez' —3
3. Liens avec f(t)
=S
On sait que ;g (t) = In(f(t)), donc : f(t) = e3+Ce%
4. Condition initiale et expression de f(t)
La condition initiale est £(0) = 1 (1000 individus, exprimés en milliers) :
f0O)=e3**=1=C=-3

Lt

Donc : : f(t) = e373¢*

a) Limite de f en +oo
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1
lim 3 — 3ez’ = — ;donc lim e*¥ =0

X——00 X——00

b) Sens de variation de f sur [0; +oo[
l _ 3 it
f1@©) = F©). (=55 ex")
Comme f(t) > Oe%t > 0,0na f'(t) <0, pour tout t > 0, donc f(t) est

décroissante sur [0; +oo].

c) Résolution de I'inéquation f(t) < 0.002
F(t) < 0.002 & e373¢%" < 0,002

& 3 — 3ez’ < 1n(0,002)

1 1n(0,002)-3

o et > — In(0,002)-3

3

on sait que In(0,002) < 0,0na: — >0

1 -
ona 2—10 t>In [— In(0,002)~3 3]

t > 20Iln

3

B In(0,002) — 3]

t>20x1,1239 =~ 22,478

Donc, la taille de I’échantillon sera inférieure a 20 individus aprés environ 23
ans (arrondi a l'année entiére) a partir de 2000, donc en 2023.

e Résolvons I’équation différentielle (E )
1) (E):y'+0,05y =0 <y =-0,05y
Les solutions de (E) sont les fonctions : t — ke~ %%  ouk € R
e f(0) estla concentration massique du chlore dans la piscine au
moment ou est déversé 1 kg( 1 000 000 mg)dans la piscine.

1000 000
Donc f(0) = 000000 1,67mg/l

. f(0) =167 =k =1,67
Donc f(t) = 1,67e7%9¢ avect € [0; +ool.

*
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e La piscine pourra rouvrir lorsque la concentration massique du
chlore f (t) sera inferieure ou égale a 0,25mg /.
Ona f(t) 0,25 & 1,67¢7%%t < 0,25 < t > 37,98.
Donc la piscine pourra rouvrir au public 38 heures apres le
déversement accidentel de 1 kg de chlore.

Erratum :
Ajouter cette phrase avant la consigne :

On sait aussi qu’au bout de 15 semaines la plante mesure 0,19 m. Calcule
(calcule I'on arrondira a 0,01 pres)

1 1
e Onaz(t) :%@f(t) =76

festsolutionde (E) & f ' =af(1—f); f(0)=0,1

o) ~eb1-) - o

z! a(z-1
=-5=2(5) s 20=10
s —z'=a(z-1) ; z(0) =10
Szi=—az+a ;z(0) =10

& z est solution de I’équation différentielle

(A):y' = —ay + a.
. Les solutions de (A) sont les fonctions : t — ke™% + 1ouk € R.
Onaz(0)=10=k+1=10=k=9
Donc z(t) = 9e % + 1

. f(t)=% donc f(t) =

1
ge—atyq’

e Onaf(15) =019 = - L 0,19

e~a(15) 41

= 9e7a(1®) 1 =
0,19

*

38 Vallesse



Lecon 8 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES Corrigé manuel VallesseT'"*D

1
= 9¢~2(15) = -1
0,19
1
= e 19041 =22
9
= a = 0,05
tE»Too f®= tl—llnoo 9e- 005t 1 1
. . 1
© Ll SO = ey =
, _ 1 ! _ (93_0'05t+1)’ . 0,453_0'05t
f (t) - (96— 0,05t+1) - (9e~ 0,05t 41)2 - (9¢~ 0,05t +1)2

Ona f'(t) > 0 donc f est strictement croissante sur [0; +oo.

e Laplante rentre en production lorsque f(t) = 0,9.

1 1
Onaf(t) 20,9 & —m—- 209 < e +1<o5

_ 10 _ 1
& 9e 005t <o —1e09e 0,05t <

_ 1 1
= e 005 < — &t >—1In81
81 0,05

<t =>87,89

Donc la plante rentre en production des la 88°semaine soit 1 an 9 mois
apres le repiquage.

1) (E): X" +100X =0 = X" =-100X
Les solutions de (E) sont les fonctions X (t) = acos(10t) +
bsin(10t)oua et b sont des réels.
2).X(0)=01=>a=0,1
. X'(t) = —10asin(10t) + 10bcos(10t) doncX'(t) =1= 10b =1
= b=0,1

Donc X(t) = 0,1(cos(10t) + sin(10t))
3) X(t) = 0,1(cos(10t) + sin(10t))

*
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X(@) = 0,1\/§(§cos(10t) + gsin(lot))

X(£) = 0,1v2sin (10t + %)
4) Vérification de la conservation de I'énergie mécanique
L’énergie mécanique W(t) est définie par :
W) =0,1[X'(t)]* + 10[X()]?
Calculons X(t) et X'(t)
* X(t) = 0,1cos(10t) + 0, 1sin(10t)
X'(t) = —0,1 X 10sin(10t) + 0,1 X 10cos(10t) = 1cos(10t) — 1sin(10t)
Calculons [X'(t)]?
[X'(t)]?=(cos(10t) — sin(10t))%=cos?(10t)—2cos(10t)sin(10t)+sin?(10t)
=1 — sin(20t)
Calculons [X(£)]? :
[X(£)]*=(0,1cos(10t) + 0,1sin(10t))?
=0,01(cos?(10t) + 2cos(10t)sin(10t) + sin?(10t))
=0,01(1 + sin(20t))
w(t) =0,1[X'(8)]* + 10[X(t)]* =
=0,1(1 — sin(20t)) + 10 x 0,01(1 + sin(20t))
= 0,1 — 0,1sin(20t) + 0,1 + 0,1sin(20t) = 0,2

Ainsi, W(t)=0,2 est constante pour tout t.
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= Probabilités conditionnelles et
variables aléatoires

Situation d’Apprentissage

Faire deux lectures de la situation d’apprentissage par deux apprenants.
Recenser et expliquer les données pertinentes.
Poser les questions ou consignes suivantes :

Question/Consignes pour dérouler la Réponse attendue
situation
De quel événement s’agit-il ? Il s’agit des festivités de fin d’année d’une école

Pendant ces festivités qu’a fait le sponsor ? | Sponsor de I’événement, propose un jeu aux €léves. Le
jeu est dénommé « Roue de la loterie ».

La roue a plusieurs secteurs avec les probabilités
suivantes : Rouge ; blanc et vert.

« On fait tourner la roue devant un repere fixe ; chaque
secteur a la méme probabilité de s’arréter devant ce
repére. Si le secteur repéré est rouge, le joueur gagne
1500F, s’il est blanc il perd 1000F, s’il est vert il lance
une seconde fois la roue. Si le secteur repéré est rouge, le
joueur gagne 800F, s’il est blanc il perd 250F et s’il est
vert, le joueur ne gagne rien et ne perd rien.

A quoi consiste ce jeu ?

Les éléves d’une classe de Terminale veulent jouer au

Quelles sont les intentions des éléves ? jeu.

Un éléve dissuade les autres, estimant que le jeu n'est pas
Quelle a été la réaction d'un éleve ? profitable.
Quelle décision collective ont-ils prise Ils veulent déterminer le gain algébrique d'un joueur a
ensemble I'issue d'une partie pour éviter les pertes
Quel est I’objectif de cette décision Ils veulent évaluer les attentes de gains et de pertes du jeu

Dans cette lecon, nous allons apprendre a connaitre la définition d’une probabilité conditionnelle, d’une
variable aléatoire, d’une épreuve et d’un schéma Bernoulli, de calculer la probabilité d’un événement en
utilisant la formule des probabilités totales, de calculer I’Esperancemathématique, la variance et I’écart type
d’une variable aléatoire donnée, de calculer la probabilité d’obtenir k succés dans une suite de n épreuves de
Bernoulli, de justifier que deux évenements dont indépendants, de déterminer la loi de probabilité.

Ce que nous allons apprendre va vous permettre de résoudre beaucoup de problémes dans la vie. C’est
pourquoi je vous demande de bien suivre.

Nous allons travailler ensemble selon le plan suivant :
1) Probabilités conditionnelles
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2) Variable aléatoire
3) Loi Binomiale

Installation des habileteés

JI Probabilités conditionnelles

1.1 Définition d’une probabilité conditionnelle
Erratum 35 éléves sont des garcons et 07 gar¢ons ont 17 ans.

Gargons | Filles | Total
Avoir 17 ans 07 15 22
Ne pas avoir 17 ans 28 02 30
Total 35 17 52

Soit: A:«1’¢élévea 17 ansy, B : «1’éléve est un gargcony .
35

1) A partir du tableau, on deduit que (4) = % , P(B) = =

2) L’événement AN B : «L’éléve estun gargoneta 17 ans» etona P(ANB) =

3) On sait que I’éléve est un garcon, et la probabilité qu’il ait 17 ans est P’ = L=

7
52°
1
35 5

.P(AMB) _ 17/52 _ 1 _ ,
4) Ona: P(B)  35/52 5

1) Faux; 2) Vrai ; 3) Faux

1.1.2
Soient les évenements V : « avoir un véhicule au panneau stop » et H : « étre un homme »
PHNV) 1 1 1

) == =273 9

113
Soit E et F deux événements d’un univers £ de probabilités non nulles.
1) Calcule la probabilité conditionnelle P (E)de E sachant E.
—. P(EnE _
Pe(E) = % =0car card(ENE) =0

2) Supposons que E C F.
card(ENF) card(E)

P(E N F) __card(Q) _ card(Q) _ P(E) _
P(E) ~ P(E)  P(E) P(E)

PE(F)=

1.2 Evénements indépendants
On considére un jeu de 32 cartes. On tire au hasard une carte et on note la figure obtenue.

Soient les évenements : A : « la carte tirée est une Dame » et B : « la carte tirée est un ceeur ».
Soit Ql’univers associ¢ a cette expérience aléatoire et P la probabilité sur (.
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1) Ona: P(A) =— z P(B) _5 ietP(AnB) =$.
2) Calcule Py(4) = —Pfj;;f) =L etp(B) = Pf,‘i;‘f) =422
3) Ona: P(A) = P,(4) = % et P(B) = P,(B) =~
4) Ona:P(A) x P(B) =%xi —=P(AnB).
5) Ona: P(A) = . =P,(A) = Pfjj‘f) ZetP(B) = 2= y(B) = %
6) Ona: P(4)= P5(A).
121
Q= {(F, F),(F, G),(G, F),(G, G)} (équiprobabilite)
A={F.G).(G. P} =P(A) =2=1 ; B={(F,G)(G.F).(G,G)} =P(B) =1;

ANB=A=PANB) :% # P(A)P(B) = A et B ne sont pas indépendants

1.2.2
Onaalors A N B : « obtenir un valet de carreau ou une dame de carreau ou un roi de carreau ».

Ona(ANB) =—
a 12 3 1
De méme P(4) =5 "8 et (B) =5
OnaP(A) x P(B) = P(AnN B), les événements sont donc independants.

123
Ona:P(A)=5; P(B) =5 et P(ANB) =~
On voitque P(ANB) = P(A)P(B) donc les evenements A et B sont indépendants.

1.2.4
5 18 2
P(A):£'P(B):_6 etP(AﬂB)Z%
5 18 5
P(A) x P(B) = % 36 72

Les événements A et B ne sont pas indépendants.

1.2.5
1) Les évenements R et | sont-ils indépendants?
On est dans une situation d’équiprobabilité

P =222 ot p(1) =2
“g9-3 RT3

P(I) = Pz (1) donc | et R sont indépendants.

2) Les événements B et | sont-ils indépendants?
1

PU) =2 et Py(l) =~
T3 BT
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P(I) # Pg(I) donc | et B ne sont pas indépendants.

1.2.6
On a le tableau suivant :

J | J | Total

T 4 28| 32

T 8 | 56| 64

Total | 12 | 84 | 96
32

4 1 12
1) PUﬂT)ZEZZetP(])XP(T) ZEXE
2) P(JNT) = 98—6 = % et P(J) x P(T) = g X % = % donc J et T sont des événements indépendants.

= i donc J et T sont des évenements indépendants.

1.3 Arbre de probabilité ou pondéré

On consideére une urne contenant 8 boules indiscernables au toucher : une rouge, trois jaunes et quatre
vertes. On tire une boule au hasard. Considérons les événements :

R : « obtenir une boule rouge » ; J : « obtenir une boule jaune » et V : « obtenir une boule verte ».

1) P(R) =§; P() =§etP(V) ==

2) Faisun arbre de choix et écris les probabilités obtenues

R
1/8
38
1/2
%4
1+3+1 .
8 8 2

3) On tire encore une boule au hasard sans remise de la premicre boule tirée dans I’urne.

3 4
a) Pr(R) =0;Pz(J) == et Pp(V) =-.

1 2 4 1 3 3
BRY=2:F(D=cet V) =2 | R(R)=2;P(U)=-et B(V)==.
b) Compléte I’arbre de choix puis les probabilités obtenues a la question 3-a) sur les branches de

I’arbre.
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0 R
R 317 5
1/8 4/7
/ V
17 R
3/8 7 27 _
417
%
1/2 R
1/
Vv 317 7
317
Vv
4) Fais la somme des probabilités des trois branches issues de R ; issue de J ; issue de V.
Pp=04odom1; P sdodoct ;P mstoto=1
SR A A e A A A
1.3.1
On a I’arbre suivant :
1.3.2
3 3 3 2
1) Donne: P(R,) = P P(Ry/Vy) = s P(Ry/Ry) = P P(V2/Ry) = o
2 3 6 2 2 4
1.3.3
Représentons cette expérience dans un arbre pondéré.
= ‘
/ P(r) = 5

134
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1.4 Formule des probabilités totale

L’arbre de probabilité ci-contre représente une situation de probabilité dans un ’ } E

univers (. yf\\f
1) P(GNE) =P (E)xP(G)=0,7%0,6=0,42; Q

P(GNE) =Pz(E) x P(G) = 0,8 x 0,4 = 0,32. XF%E

2) Puisque G et G forment une partition de Q, alors E = (G N E)U (G NE), Tz

P(E)=P(GNE)+P(GNE)=042+0,32 =074

1.4.1
1) B; 2)C; 3)A;4)B;5A;6)C.

1.4.2
D’aprés la formule des probabilités totales,
P(B) = P(4) x P,(B) + P(A) x P4(B)
P(B)=04x%x034+06x01=0,18

1.4.3
Soient les évenements A : « Avoir un accident » et J : « étre un jeune conducteur ».
D’apres la formule des probabilités totale,

P(A) = P(J) x P;(A) + P(J) X P;(A)
P(A) =0,4x%x03+02x%x0,7=0,26

1.4.4
On dispose de 3 urnes Uz, Uy, Us, chacune contient 10 boules; parmi elles, U; contient 1 blanche,
Uz contient 2 blanches, et Uz contient 6 blanches. On tire au hasard une boule.
Quelle est la probabilité d'obtenir une blanche?
Soient les événements B : « on obtient une boule blanche » et Ui : « on tire la boule dans l'urne Ui ».
{U1,U2,Us} est un systeme complet d'événements, et :
P(B) = P(Uy) X Py,(B) + P(U,) X Py,(B) + P(Us) X Py, (B)
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P(A) 1 1+1 2+1 6 3
=—X—+-X—+-X—=—
3 10 3 10 3 10 10

~J Variable aléatoire
2.1 Variable aléatoireet loi de probabilité

Un joueur lance trois fois de suite une piéce de monnaie parfaitement équilibrée.

Pour chaque lancer, le joueur gagne 100 F s’il obtient « pile » et on perd 50 F s’il obtient « face ».

Alidou, aprés avoir pris connaissance des régles, joue a une partie de trois lancers.
1) Arbre de choix

12_~P
1/2 P 112
112 P F
12 112__p
r 112
F
1/2 1/2 p
112 p
12
F F
112 12_p
F
112
F

QO = {PPP; PPF; PFP; PFF;FPP; FPF;FFP ; FFF}
card (Q) =23 =8
2) Les gains possibles d’ Alidou.

w PPP PPF PFP FPP PFF FPF

FFP

FFF

gains 300 150 150 150 0 0

-150

X(Q) = {—150;0;150; 300}

3) Pour chaque éventualité w de Q, on note X (w)le gain algébrique d’Alidou associé a w.

a) Détermine les éventualité w pour lesquelles, X (w) = 150.

L’ensemble de ces éventualités est noté . (X = 150).
(X = 150) = {PPF; PFP; FPP}

b) Calcule P(X = 150).
card(X =150) 3
P(X = 150) = = —
Card (L) 8
c) Détermine pour chaque valeur k prise par X, la probabilité P(X = k).
card(X = —150) 1

P(X = —150) = =—,; PX=0)=
( ) Card(Q) 8 ( )
card(X =150) 1
P(X = 300) = = —
Card(Q) 8
X —150 0 150 300 Total
= 1|2 3 | L1
8 8 8 8

card(X = 0) 3
Card(Q)

=g
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211
Soit X une variable aléatoire sur un univers Q.
1) Faux ; 2) Vrai ; 3) Faux ; 4) Vrai ; 5) Faux ;6) Faux

2.1.2
1) Donne I’ensemble X (Q) des valeurs prises par X.
X(Q) = {19;23;25; 28; 33}
2) Etablis la loi de probabilité de X.

X; 19 | 23 | 25 | 28 | 33
3 8 2 5 1

PX=x) | = | = | = | = | =
19 | 19 | 19 | 19 | 19

2.13

V; —100 [ © 100 | 200 | 300
P(Y=y)]| 030 | 0,15 | 025 | 0,20 | 0,10

2.2 Fonction de répartition
Soit X la variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant :

X; -1 0 1 2 3
PX=x)| 02 03 | 010 | 0,2 | 0,20
1) Ecris les événements suivants comme la réunion de plusieurs événements

X<0)=X=-1DNuX=0); X<1D)=X=-1DNDuX=0UX=1);
X<2)=X=-1DUuX=0UX=1DUX=2);
X<3)=X=-DuX=0UuX=1DUuX=2)UX=3)
2) Calcule la probabilité des évenements ci-dessus.
PX<0)=PX=-1)+P(X=0)=02+0,3=0,5;
PX<1)=PX=-1)+PX=0+PX=1)=02+03+01=0,6
PX<2)=PX=-1D+PX=0+PX=1D+PX=2)=08
PX<3)=PX=-1)+PX=0+PX=1)+PX=2)+PX=3)=1

3) Représente dans un repere orthonormé (O ; I ; J) ; la courbe de la fonction de la fonction
F:x» P(X < x).
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1 e
0,9
0.8  —
0,7
0. | —
04—
04
0,3

04
0,1

1 0 1 Z 3

Erratum : Pour I’exercice 2-2-2 prendre en compte le graphique ci-dessous

S o«
*———
*————¢C
0.8+
—c
0.6+ ® e
0.4+
*e—C
0.2+
—c
—
o , S—
0 1 ] 4 =) ] 7 2 ] 10 11 12

1) Définis la fonction de répartition F.

Pourx < —2,F(x) =0;

Pour -2 <x < —1,F(x) =0,20;

Pour -1 <x < 0,F(x) = 0,20 + 0,25 = 0,45 ;
Pour0 <x<1,F(x) =045+ 0,10 = 0,55;
Pour1 <x<2,F(x)=055+0,25=10,80;
Pour2 < x,F(x)=080+0,20=1.

2) Représentation graphique
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2.2.2

0.84

0.64

0.4+

0.24

0,70

0,60

0,50

0,40

0,30

0,10

—

—c
& T

[¥]

1 2 3 4 5 [

1) La fonction de répartition F de Z.

Pourx < 2,F(x)=0;

Pour2 < x < 3,F(x) = 0,02;
Pour3<x<4,F(x)=0,06;
Pour4 <x <5,F(x)=0,16;
Pour5<x<6,F(x)=0,3;
Pour6 <x<7,F(x)=0,4.
Pour7 <x<8,F(x)=0,7 ;
Pour8<x<9,F(x)=0,9;
Pour9 < x < 10,F(x) = 0,95;
Pour 10 < x < 11,F(x) = 0,98 ;
Pour 11 < x < 12,F(x) = 0,99 ;
Pour12 < x,F(x)=1.

10
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2) Détermine la loi de probabilité de Z.
2.3 -Espérance d’une variable aléatoire

Un casino propose le jeu suivant : le joueur mise 16 euros, lance un dé bien équilibre et la banque lui
rembourse le carré du nombre obtenu. On veut savoir si ce jeu est-il avantageux pour le joueur.
Désignons par X le gain, en Francs, du joueur pour une partie.

1) Ona:Q={1:2:3:4:5:6}et X(Q) = {—15;—-11;-7;0;9; 20}.

2) Laloi de probabilité de X.

X -15 -11 -7 0 9 20
N I S R A
6 6 6 6 6 6

3) Le gain moyen par partie du joueur est
—-15-11-74+0+9+ 20

6

—0,66

Le joueur peut-il espérer perdre -0,66€ par partie.
4) Ona:

n

= —15 1—11 1—7 1+O 1+9 1+20 1——066
E D X = X=—7X=+0X=-4+9X— X == —0,66;
_1xlpl 6 6 6 6 6 6

=

On constate que le nombre Y7 ; x;p; est le gain moyen par partie du joueur.

23.1
1) Complétons le tableau.

X; -1 0 1 2 3
P(X =x;) 0,2 0,3 0,10 0,2 0,20
xiP(X=x;)| -02 0 0,10 0,4 0,6
2) Calculons I’espérance mathématique E(X).
E(X)=-024+0+010+04+06=09

2.3.2
Calculons I’espérance mathématique de X.
E(X) 2 1+0 1+1 1+3 1+7 > 3
=—2X-4+0X-4+1X-4+3X—+7XxX—==
4 8 4 16 16 8
2.3.3
Calculons E(Y).

E(Y) = —500 x 0,25 + (—300) x 0,51 + 200 x 0,1 + 800 x 0,14 = —146
1. [Interpréter ce résultat.

E(Y) = —146 < 0 donc le jeu est désavantageux pour le joueur.
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2.4 Variance et écart-type d’une variable aléatoire
Erratum : Dans la consigne 2.b) écrire plutdt V(X) = (p1x% + p2x% + p3x3 + pux?) — [E(X)]? au
lieude V(X) = (p1x + p2x, + P3x3 + Paxy) — [EX)]?

Soit X la variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant :

X; —2 0 2 4
po | L |3 | L1
4 8 8 4

1) Calcule I’espérance mathématique E(X).
E(X) 2": 2 1+0 3+2 1+4 L3
= D= —2X~— X — X — X— ==
, 1x1pl 4 8 8 4" 4
i=
2 2 2 2
2.a) Calculons le nombre :V;(X) = (—2 — %) X i + (O — Z) X g + (2 — %) X g + (4 — z) X i = %

b) Calculons le nombre : V,(X) = G x (—-2)% + Z x 0% + é x 2% + i X 42) - (z)2 =

c)Ona:V;(X) =V,(X)
2) L’écart-type o(X) = /V(X) = \/é = ?.

79
16

24.1
Le tableau ci-dessous donne la loi de probabilité d’une variable aléatoire X associée a une expérience
aléatoire.

X 3 0 2 3 8
P(X = xi)

Calculons d’abord E(X)

E(X) 3 1+0 1+2 1+3 4+8 2 _2
= -3 X - X — X = X — X—=—
5 15 3 15 15 15

Calcule la variance et I’écart-type de X.
n
VOO = Y (xi = EX0) i = (6 = ECO)py + (2 = EX0) o+ o+ (0 = ECD) Py
i=1

Autrement V(X) = (pyxf + poxs + ..+ ppx?) — [E(X)]? = E(X?) — [E(X)]

Calculons V(X) = (p1x2 + pox5 + ... + ppx?) — [E(X)]? = E(X?) — [E(X)]? =
29)2 _ 106 (29)2 749

V00 = (5 X D24 o x (0% 43 x @F 4o x B4 = x 8)7) — (12) =~ (5] =22

15 15 15
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749 V749
a(X) =V(X) = IEZT

24.2
L’espérance d’une variable aléatoire Y est 24 et celle de Y2 est 601.
La variance

V(Y) = E(Y?) — (E(Y))” = 601 — 242=25
o(X) =/V(X) =V25 =5

J Loi binomiale

3.1 Epreuve et schéma de Bernoulli
1) On lance une fois une piece de monnaie équilibrée. On a 2 résultats possibles : Pile (P) ou Face (F)
2) On lance 5 fois de suite cette méme piéce de monnaie.

a) Ona 2% = 32 résultats possibles.
b) On peut dire qu’on 5 fois la premiére expérience, qui est aléatoire et indépendante pour obtenir cette

experience.

3.1.1
Pour chacune des épreuves suivantes, indique s’il s’agit d’une épreuve de Bernoulli :

1. Ontire une carte dans un jeu de 52 cartes.

On vérifie que la carte est un as ; 1l s’agit d’une épreuve de Bernoulli de succes « La carte est un as. »
On Vvérifie que la carte est une figure (roi, dame ou valet) ; Il s’agit d’une épreuve de Bernoulli de
succes « La carte est une figure. »

On regarde la couleur de la carte (pique, ceeur, carreau ou tréfle) ; Quatre issues sont possibles. Ce
n’est pas une épreuve de Bernoulli.

On regarde si la carte n’est pas un pique ; Il s’agit d’une épreuve de Bernoulli de succes « La carte
n’est pas un pique. »

On vérifie que la carte est un pique ; Il s’agit d’une épreuve de Bernoulli de succés « La carte est un
pique. ».

On regarde la valeur de la carte (as, 2, 3, etc.) : Treize issues sont possibles. Ce n’est pas une épreuve
de Bernoulli.

2. Dans un parking, on regarde au hasard une des voitures stationnées :
On regarde si le véhicule est électrique ;11 s’agit d’une épreuve de Bernoulli de succés « La voiture est
électrique. »

13 Vallesse
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e Onregarde la couleur du vehicule ; plusieurs issues sont possibles. Ce n’est pas une épreuve de

Bernoulli.

e On verifie si Pimmatriculation se termine par un Z ; Il s’agit d’une épreuve de Bernoulli de
succes « L’immatriculation se termine par un Z. »

e Onregarde la longueur du véhicule en centimetre : plusieurs issues sont possibles. Ce n’est pas
une épreuve de Bernoulli.

e Onregarde si lalongueur du véhicule est inférieure ou égale & 450 centimétres : Il s’agit d’une
épreuve de Bernoulli de succes « la longueur du vehicule est inférieure ou égale a 450 centimetres. »

3.1.2
Epreuves de Bernoulli : « obtenir 2 » ; « obtenir 4 » ;
Pas épreuves de Bernoulli : « obtenir un chiffre différent de 3 » ; « obtenir un chiffre plus petit que 5 »

3.13
Pour chacun des événements ci-dessous, préciser si un schéma de Bernoulli peut modéliser 1’ expérience. On
effectue dix tirages avec remise d’une boule dans une urne contenant trois boules rouges, quatre boules
noires et une boule verte, toutes indiscernables au toucher. On regarde la couleur des boules tirées.

= La premiere boule tirée est verte : schéma de Bernoulli

= Ona obtenu exactement trois boules noires : schéma de Bernoulli

= Lacinquieme boule tirée est rouge : schéma de Bernoulli

= (C’est au cinquiéme tirage qu’on a tiré une boule noire pour la premiére fois : pas schéma de

Bernoulli
= Ona obtenu au plus cing boules rouges : pas schéma de Bernoulli.

3.14

Pour chaque cas ci-dessous, justifie que cette expeérience aléatoire correspond bien a une épreuve de

Bernoulli en précisant le succes et la probabilité de celui-ci.

Cas 1 : Au début d’un jeu de mémoire, seize cartes sont placées face cachée sur une table.

Jennifer retourne une carte qui montre un palmier. Elle sait qu’une autre carte (et seulement une) représente

un palmier. Elle doit donc, au hasard, retourner une seconde carte pour espérer retrouver un palmier.
L’épreuve consistant a retourner une autre carte et regarder si I’événement A : « la carte montre un

palmier » est réalisé ou non comporte 2 issues : "A est réalisé" (Succes) avec une probabilité P(A) = % et

"A n’est pas réalis¢" (Echec).

Cas 2 : Dans un jeu télévisé, un candidat doit piocher au hasard une boule dans une urne
contenant 20 boules indiscernables au toucher dont une seule est noire. Le candidat perd s’il pioche la boule
noire.

L’épreuve consistant a piocher au hasard une boule dans 1’'urne et regarder si I’événement A : « la
boule est noire » est réalisé ou non comporte 2 issues : "A est réalisé" (Succes) avec une probabilité P(4) =

1 T
Zoct "A n’est pas réalisé" (Echec).
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Cas 3 : Gérard posséde cing cartes de fidélité de magasins différents dans sa poche. Ces cinq cartes ont
toutes le méme format et sont indiscernables au toucher.
Au moment du passage en caisse dans un de ces magasins, il choisit au hasard une carte de fidélité.

L’ épreuve consistant a choisir au hasard une carte de fidélité de sa poche et regarder si I’évenement
A : « la carte est gagnante» est réalisé ou non comporte 2 issues : "A est réalisé" (Succes) avec une

probabilité P(A) = éet "A n’est pas réalisé¢" (Echec).

3.2 Loi binomiale

Soit une suite finie de n expériences aléatoires identiques 1,2,...,n, indépendantes deux a deux ayant chacune
deux issues possibles : un évenement A se réalise ( succes) ou ne se réalise pas (échec). Notons p la
probabilité de I'évenement A.

1) Quelle est la probabilité de I'événement A.
P(A)=1-p
2) Ak l'événement "A se réalise exactement k fois durant les n expériences".

a) Justifie qu’il y a C¥ facons de placer les k événements A parmi les n expériences aléatoires.
L’événement Ak peut se réaliser de plusieurs manieres chacune deux a deux incompatibles, par exemple A
peut se réaliser durant les k premieres expériences aléatoires et ne pas se realiser durant les n - k derniéres
expériences aléatoires.

Il'y a donc Ck facons de " placer " les k événements A parmi les n expériences aléatoires.
b) Puisque les expériences sont indépendantes, quelle est la probabilité de I’une de ses fagons ?

La probabilité de I’une de ses facons est : P(A)kP(Z)n_k =pk(1 —p)* -
¢) Justifie que la probabilité de Ax est P(X = k) = CF x p* x (1 —p)™*.
Puisqu’il y a C¥ facons de " placer " les k événements A parmi les n expériences aléatoires, on a :
P(Ak) =PX=k)=Ckxptx(@-p)"*
démontre que E (X) = np.

k —
d) Sachant que C;f = kl( k)',

PX=k)=Ckxptx@-p)"F k €{0;1;2;..;n}
Ona:

E(X):kap(xzk):szC,'§kax(1—p)"—k

= n! n! _
=Zok mx;) X(l p)nk ka—k)xp X(l p)nk

n(n —1)! - (n— 1)t ) N
ch—l)'( TR an(k—l)!(n—k)!ka1x(1—p) ¢

=np z Ckolxpt=tx (1—p)nF

k=1
n-1
=np Z Cklxptx(1—p)" D (onaposéi=n—1)
i=0
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n-1 n—-1
=np z CEixpix(1—p WD ==np z Ck1x pt x (1 —p)-D-i
i=0 i=0
E(X) =np
n-1
n-1 , .
=iy
=np> ; pig™" T = npx1=np
i=0 \\ * _

L’espérance E(X) de X vaut: E(X) =PX =1)X1+PX=0)x0=px1+(1—p)x0=np.
La variance V(X) de X vaut : V(X) = P(X = 1) x (1= E(X))* + P(X = 0) x (0 — E(X))°
=px(1-p)?+ 1 —-p)x(0-p)?
=p(1-p)2+p2(1-p)
=p(1-p)(A-p+p)
=p(-Dp).

3.2.1

= Exp 1:0n jette un de équilibré 10 fois de suites et on considére la variable aléatoire X qui compte le
nombre de réalisations de I’événement A : "Obtenir 5 ou 6".

L’épreuve consistant a tirer le dé et regarder si I’événement A est réalisé¢ ou non comporte 2 issues : "A est

réalisé" (Succes) et "A n’est pas réalisé" (Echec).

- On répete cette épreuve a I’identique et de maniére indépendante.

- X compte le nombre de succes, c’est a dire le nombre de réalisations de I’éveénement A.

Par ailleurs,

- Comme le dé est équilibre, P(A)=1/6+1/6=1/3. On en déduit que p=1/3.

- On répete I’épreuve 10 fois donc n=10.

Par conséquent, X suit la loi binomiale de paramétres p=1/3 et n=10.

= Exp2:UnQCM est composeé de 5 questions et chacune d'elle comporte 3 réponses au choix A, B ou C
dont une seule est correcte. Poka décide de répondre au hasard a toutes les questions.
On considére la variable aléatoire X donnant le nombre de bonnes réponses de Poka.

L’épreuve consistant a répondre au hasard a toutes les questions si I’événement A : « La réponse est

exacte » est réalisé ou non comporte 2 issues : "A est réalisé" (Succes) et "A n’est pas réalisé" (Echec).

- On répete cette épreuve a ’identique et de maniere indépendante.

- X compte le nombre de succes, c’est a dire le nombre de réalisations de I’événement A.

Par ailleurs,

- Comme les réponses sont données au hasard, P(A)=1/3.

- On répete I’épreuve 5 fois donc n=5.

Par conséquent, X suit la loi binomiale de parametres p=1/3 et n=5.

= Exp 3: Une entreprise fabrique en grande quantité des médailles circulaires en argent. Un contréle de
qualité consiste a Vérifier que le diamétre et I'épaisseur sont conformes. On suppose que la probabilité
pour gu'une piéce prélevée au hasard soit conforme est égale a 0,9. Soit X la variable aléatoire, qui a
tout échantillon de 10 piéces associe le nombre de piéces conformes.
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L’épreuve consistant a répondre au hasard a toutes les questions si I’évenement A : « La piece est conforme
» est réalisé ou non comporte 2 issues : "A est réalisé¢" (Succes) et "A n’est pas réalisé" (Echec).

- On répéte cette épreuve a I’identique et de maniére indépendante.

- X compte le nombre de succes, c’est a dire le nombre de réalisations de I’éveénement A.

Par ailleurs,

- Comme les pieces sont prélevées au hasard, on a : P(A)=0,9.

- On répete I’épreuve 10 fois donc n=10.

Par conséquent, X suit la loi binomiale de parameétres p=0,9 et n=10.

3.2.2
La variable aléatoire X suit la loi binomiale de parameétres n=4 et p=0,32.

1) Lesvaleurs prises par X sont1 ;2 ; 3 et 4.

2) Calculons P(X=0) et P(X=2).

P(X =0) = C? x (0,32)° x (0,68)* = 0,214
P(X =2) = C? x(0,32)% x (0,68)*2 = 0,284

3) Calculons I’espérance E(X), la variance V(X) et I’écart-type o (X) de la variable X.
Espérance E(X) = 4 x 0,32 = 1,28
Variance V(X) =4 x 0,32 x 0,68 = 0,8704

Ecart type o(X) = /V(X) =+/0,8704 = 0,933

3.2.3

« Lancer le dé » posséde 2 issues : succes (obtenir le chiffre 1) et échec (ne pas obtenir le chiffre 1)
Soit a déterminer la probabilité du succes :

La probabilité p du succés est la probabilité d’obtenir le chiffre 1, donc p = %.
La probabilité g de I’échec est la probabilité de ne pas obtenir le chiffre 1, donc g = 1 —é = z
On répete 10 fois cette expérience, de maniere indépendante.

X= nombre de fois on obtient le chiffre 1.
4 10—-4

P(X = 4) = C& x (%) x (g) = 0,054

3.24

P(X = 16) = C1§, x (0,15)¢ x (0,85)190-16 ~ (,0004977
Calcule de P(X<16)

16
P(X<16)= » P(X =k)

Calcule de P(X>16)
P(X>16)=1—-P(X < 16)
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On choisit un €leve au hasard et on note On note Q I’'univers des possibles, ensemble des 150 éléves. Ainsi
Card(Q)=32 .

Il'y a équiprobabilité dans le choix des éléves. Ainsi pour tout événement A, P(A) = tard 4

CardQ’

Basket(B) | Foot(F) | Ten(T) | Total
Angl (A) 18 27 45 90
Allem (D) 9 18 33 60
Total 27 45 78 150
1)Ona:
78 33 11
P(DNT)=P(T) x Pr(D) =150 %78 = 50

78 60 26

X =
150 150 125
On voitque P(D NT) # P(T) x P(D) et donc les événements « étudier I’allemand » et « pratiquer le tennis

» ne sont pas indépendants

P(T) x P(D) =

2)Ona:
P(ANF) = P(F) x Py(4) 279
F 150 ~ 45 50
90 45 9

On voit que P(ANF) = P(A) X P(F) donc les événements « étudier I’anglais » et « pratiquer la football »
sont indépendants.

4 1

8 1. _ 4 _1 _ 1
1) a/P(C)zgzz, P(R)—32—8etP(CﬂR)—32.

b/ P(CNR)=P(C)xP(R) = 31—2 donc les événements C et R sont indépendants.

2) a/ F est composé de 4 dames (cceur, carreau, pique, trefle) et des 7 autres cartes pique (sauf la dame)
donc F a 11 éléments.

bl P(F) x P(C) = % x

1o let P(FNC) = L donc F et C ne sont pas indépendants.
4 128 32
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12__ F 14 _ B
1/4 b 12 1/2 F 3/4

Ia B

3/4 12_~F 1/2 1/4 _—~ B
B 112 F 3/4

F B

L’arbre nous renseigne sur le fait que « 35 % des éléves du lycée sont en seconde, et parmi ces €léves de
seconde, 80 % sont demi-pensionnaires, etc... ».

1) La somme des poids figurant sur les arétes au départ de chaque « nceud » doit étre égale a 1 (coefficients
multiplicateurs traduisant des pourcentages).

2) a) Les éléves de seconde externe représentent une fraction de I’effectif total égale a 0,35 X 0,2 =

0,07 soit 7 %.

Les externes représentent donc une fraction égale a0,35 x 0,2 + 0,25 x 0,4+ 0,3 % 0,5+ 0,1 X 0,3 =
0,35, soit 35 %.

b) Sur 1000 éleves, 350 sont donc externes. Les éléves de terminale externes représentent 1000 x 0,3 X

0,5 = 150¢leves, soit une part égale a ;—gg X 100 = 43%

1) Ona P(chien) = 0,36 donc P (chien N chat) = P,pjen(chat) x P(chien ) = 0,22 x 0,36 = 0,079.

2)Ona: P(chat) = 0,30, P,y (chien) = 2Eennchat) _ 0079 _ g 633

P(chat) 0,30

1) Le tableau des effectifs représentant la situation.
Chéne Pas chéne Total
Effectifs 70 30 100

2) Les probabilités de M et de C.

20 1 70 7
P(M)=m=g etP(C)=m=E B
3) Un chéne est choisie et la probabilité qu’il ne soit pas malade est P (M).
_ P(C NnM)
Pe(M)=1-P,(M)=1 P
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P(CnM) = Ps(M)xP(C) =%x13_0=%
P(M) = P(C n M) + P(C n M) donc P(C N M) = —
Par conséquentPe(M) = 1 — % = g
4) On choisit un arbre sle:in et la probabilité qu’il soit un chéne est P3;(C).
P(C) = P(C—EM)
P(M)
P(C) =P(Cn M) +P(CnM)donc P(CN M) == — ===
Par conséquent
Py (C) = 3/5 = 3
4/5 4

Le joueur commet une double faute s’il ne réussit pas sa premiére balle et sa deuxiéme balle de service ; la
probabilité de commettre une double faute est : 0,25 x 0,10 = 0,025 soit dans 2,5% des service

Soit A : « On trouve une piéce d’argent » ; C1: « on a ouvert un tiroir du coffre C1 »
1) P(A) = P, (A) X P(C;) + Pc,(A) X P(C2) + Pe,(A) X P(C3) = 0+ 1 X s +=x - =~
P(ANC,) P, (A)XP(C) 1/3 2

P, (Cy) = = =3

2 (C2) P(4) P(4) 1/2 3
2) Puisqu’on a déja pris une piéce d’argent, il faut retomber sur C2. Comme les deux expériences sont
1

P 1 1
indépendantes, ona: X355

Soit les événements A : « le photocopieur A fonctionne » et B : « le photocopieur B fonctionne »
Ona:P(4) =0,04 ; P(B)=0,08etP4(B)=0,25.
1) Déterminons la probabilité que A et B tombent en panne un jour donné c’est-a-dire P(A N B).
P(ANnB) = P4(B) x P(A) = 0,25 x 0,04 = 0,01.
2) Déterminons la probabilité que A et B fonctionnent en méme temps c’est-a-dire P(A N B).
P(B) =P(AnB) +P(AnB)donc P(AnB) = P(B) — P(ANB)
Ona:P(ANnB) = P4;(B) x P(A) = 0,75 x 0,04 = 0,03.
Ainsi P(ANnB) = 0,92 — 0,03 = 0,89

1) Soit les événements H : « la personne est un homme» et F : « la personne est occupée a fumer »
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P(F) =P(HNF)+P(HNF) =P(H) x Py(F) + P(H) x P5(F) = = x >+ 2 x 22 _ 9,28,

20 100 E 100
2) Calculons Pr(H)
0,6 X 0,2

Pe(H) = e 02 v 0a %04 %

Soit les évenements C : « le salarié est un cadre » ; E : « le salarié est un employé » et M : « le salarié est
marié »
1) a/ La probabilité pour que ce salarié soit un cadre célibataire P(C N M)
P(cnM)=P(C)xP.(M)=03x0,4=0,12.
La probabilité pour que ce salarié soit un employé célibataire P(E N M)
P(EnM) = P(E) x Pgs(M) = 0,7 x 0,2 = 0,14.
b/ Déduisons la probabilité pour que ce salarié soit un célibataire.
p(M)=P(cnM)+P(EnM) =026
2) La probabilité pour qu’un célibataire soit un cadre :
p(cnM) 6
P3(C) = —P(M) kT
La probabilité pour qu’un salarié mari¢ soit un employ¢ :
P(ENnM) 28
Py(E) = IR =37

Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de réponses exactes.

Soit A I’éveénement : « le candidat a répondu au hasard et est regu ».
8 2 1 9 1 1 10 2 0

== ror-or - 0= @) () () B v )

1) Pour la lere question, il y a 2 choix. Pour la 2éme question, il y a 2 choix. Pour la 3eme question, il ya 2

choix et pour la 4éme question, il y a 2 choix. Ce qui fait un total de 2* = 16 choix.

2) a/ Il n’y a qu’une seule possibilité pour avoir tout juste donc P(A) = = ;

16
. 1, s . 1
b/ Il n’y a aussi qu’une possibilité pour avoir tout faux donc P(B) = e
¢/ 11 y a 4 possibilités d’avoir exactement une réponse juste : soit elle est pour la 1ére question, soit la
Y . 1 . 2\ 9 \ 4 1 .
2éme, soit la 3éme et soit la 4éme... D’ou P(C) = iR

d/ Soit D I’événement : « ne pas avoir de réponses correctes », autrement dit d’ou et donc
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_ 15
P(D)=1-P(D) = 1-P(B) = ¢

3) a/ Si 4 réponses sont justes, on a 20 points ;
Si 3 réponses sont justes et une fausse, on a 3 x 5 — 3=12 points ;
Si deux réponses sont justes et deux fausses, ona 2 x 5 —2 x 3=4 points ;
Si une réponse est juste et trois réponses fausses, on a 5 — 3 x 3 =—4 donc 0 points.
Si on a quatre réponses fausses, on a également 0.
Ainsiona: X € {0;4;12;20}
b/ Loi de probabilité de X :
1 4 1
2 P(X—ZO)—P(A)—R ,P(X-lZ)-E—Z
C4-

3 . . .. : . , —
P(X = 4) = = = = car les deux réponses justes sont choisies parmi les quatre possibles d’ou CZpossibilités.
16 8 4

1 1 5 oz
P(X=0) = T + e Ecar ce cas regroupe les deux événements B et C.

Ainsi,ona:

X 0
PX=x))| 5
16

12| 20

16

0| W &
N

c/ Espérance de X

5 3 1 1
E(X)=OXE+4X§+12X_+ZOX_=5’75

4 16
1) a) Dans cett situation d’équiprobabilité, ona : P(B) = %d;g) = §

b) Si I’événement B est réalisé, ¢’est-a-dire si une piece « normale » a été choisie, la probabilité
. . 1 1
d’obtenir « Pile » vaut > et donc Pz (P) = pe

2) Calculons P(P N B)

P(PNB) = P(B) x Pz(P) = = X

wl N
N =

3
Calculons P(P N B)

Ona P(E) = é Si une piéce « truquée » a été choisie, la probabilité d’obtenir « Pile » est nulle, puisque la
piéce truquée posséde «deux « faces ». Ainsi Pz(P) = 0et P(P N B) = 0.
Déduisons P(P)

D’aprés la formule des probabilités totales, P(P) = P(P N E) +P(PNB)= L

3
3) Calculons P(E, N B).

Si une piéce « normale » a été choisie, la probabilité d’obtenir « Face » au cours des n premiers lancers suit
une loi binomiale de parametres n et %2 donc
0 n

1\" /1 1
RE=c(3) () =)
Ainsi,ona: P(E, N B) = P(B) x P3(E,) = g(%)n
Calculons P(E, N B)
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Si une picce « truquée » a été choisie, la probabilité d’obtenir « Face » vaut 1 a chaque lancer, donc la
probabilité d’obtenir « Face » au cours des n premiers lancers vaut 1, ¢’est-a-dire Pz (F,) = 1et

.. - 1 1
ainsi P(F, NB) =5x 1=

4) Déduis-en la probabilité de I'évenementF,.
En utilisant la formule des probabilités totales, on a :

n
1

PG = P, 0 BY + P(E,nB) =2 x (5) +5

Card(Q) =6 X 4 =24
1) Déterminons la loi de probabilité de X.
X(Q) = {10;15; 20; 25; 30; 35}

C3xCy 1 Cix1 1 1xCr 1
P(X =10) = =— ; P(X=15) = =— ; P(X=20) = == ;
24 4 24 12 24 8
1x1 1 Cixc: 3 Cix1 1
P(X =25) = =— ; P(X=30)= =— ; P(X=35) = =—;
24 24 24 8 24 8
Ainsi,ona:
X; 10 15 20 25 30 35
1 1 1 3 1
P(X = x) ’ o y o . y
4 12 8 24 8 8
2) Représentons graphiquement la fonction de répartition F de X.
Six <10,alorsF(x) =10
Si 10 < x < 15, alors F(x) =i
Si 15 < x < 20, alors F(x) =i41=2
4 12 3
Si 20 < x < 25, alors F(x) =141
3 8 24
Si 25 < x < 30, alors F(x) =2 1=t
24 24 2
Si 30 < x < 35, alors F(x) =%+§=§
Si35 < x,alorsF(x) =1
3) Justifier que I’espérance mathématique E(X) de X est égale a 21—725
E(X) =10 1+15 ! + 20 1+25 ! + 30 3+35 L_275
=10 x— X — X — X — X — X—=—
4 12 8 24 8 8 12
Card(Q) =6 X 4 =24
1) Déterminons la loi de probabilité de X.
X(Q) = {10;15; 20; 25; 30; 35}
clxcl 1 Clx1 1 1xcd 1
P(X =10) = =— ; P(X=15) = =— ; P(X=20)= == ;
24 4 24 12 24 8

23 Vallesse




Lecon 18 : Probabilité conditionnelle et variables aléatoire Corrigé manuel Vallesse Tle D

1x1 1 cixc: 3 Cix1 1
P(X =25) = =— ; P(X=30)= == ; P(X=35) = ==
24 24 24 8 24 8
Ainsi,ona:

X 10 15 20 25 30 35
1 1 1 1 3 1
P(X = x;) " — = — = =
4 12 8 24 8 8

2) Représentons graphiquement la fonction de répartition F de X.
Six <10,alorsF(x) =10

Si 10 < x < 15, alors F(x) :i

Si 15 < x < 20, alors F(x) :i+%:§

Si 20 < x < 25, alors F(x) :§+é i
11 1 1

Si 25Sx<30’a|0rSF(x):Z+Z:E

Si 30 < x < 35, alors F(x) = %+
Si35 <x,alorsF(x) =1

©lw
Il
© 1N

3) Justifier que I’espérance mathématique E(X) de X est égale a %

E(X) =10 1+15 ! + 20 1+25 ! + 30 3+35 L_275
= X = X — X = X — X = X —=—
4 12 8 24 8 8 12

La somme des probabilités est égale a 1 donc 0,25+ 0,3+ 0,15+ a+ b = 1.
Ainsia+ b = 0,3.
L’espérance est nulle donc —2 X 0,25 —-1x%x 0,3+ 1 x 0,15+ 2a + 3b = 0.
Ainsi 2a + 3b = 0,65

a+b=03
2a + 3b = 0,65
Par conséquent a = 0,25 et b = 0,05.

On obtient donc le systéme : {

1) X(Q) ={1;2;3};

1 2
a) P(X=1) = 03:362 =03 ; PX=2)=
5

C2ixc)

3
Cs

c3
=06 ; P(X=3) =C—=0,1.

3
5

X 1 2 3 b)

P(X=2x;,)]03]06]01
E(X) =18 ; V(X)=2% ; a(X)zg.

2) Onnote B : « Tirer une boule blanche » ; Ul : « Choisir I’'urne Ul ».

. 0B 1 3_3 p(8) 13,1 2 14
== X=-=— = — X — — X == —
1 275 10° 2757276 30
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PU;NB) 9

PB(U1)=—(P1(B) )=E

3) P(3) = —etP(Z) _g
P(A) =P(BNA)+P(2 A—2 P(X=1 4242—41
(A)=PBNnA)+P2n )—gx X = )+gxgxgx =5

2 4 A5 7
P(B)——XP(X—3)+6 2 =50
. 83

P(B)=1—P(B)=%

1a) Fonction de répartition

Six<0,alorsF(x) =0

Sio<x<1,alors F(x) = 0,25

Sil<x<2,alors F(x) =0,25+ 0,37 = 0,62

Si2<x<3,alors F(x) = 0,62 + 0,22 = 0,84

Si3<x<4,alors F(x) = 0,84 + 0,10 = 0,94

Si4 <x,alorsF(x) =094+ 0,06 =1
0X25+1X37+2%X22+3X10+4X6

b) Espérance du vendeur E(X) = 00 = 1,35

Variance et écart type
V(X)= eto(X) =113
2) La probabilité que X appartienne a ’intervalle [E(X) — 0; E(X) + o] est P(0,22 < X < 2,48)

P(022<X<248)=PX=1)+PX=2)=0,59

Soit X la variable aléatoire associant, a chaque partie, le gain algébrique du joueur.
1) a) Détermine la loi de probabilité de X.
X(Q) = {—1000; 500; 1000}

2 3 3 23_ 2 3 2 20 3 2_6

P(X——IOOO)—;+7><; 19 ,P(X—1000)—;+7><; 19 P(X—SOO)—; 719
X; -1000 | 500 | 1000
P(X=x;)| 23 6 20
49 | 49| 49

b) Veérifie que la probabilité pour que le joueur soit perdant est égale a g.

Le joueur est perdant si son gain est algébrique est égal a -1000 or P(X = —1000) = z—z.
2) Soit Y la variable aléatoire donnant le nombre de parties gagnantes
Y suit une loi binomiale de parameétres 3 et i—z (lorsque X=500 et X=1000).
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2

26\* 23
P(Y =2) = CZx (—) X — = 0,396
49/ " 49

1. Détermine la loi de probabilité de X.
Si la carte tirée est :
- unas, le joueur récupere sa mise est gagne 18€ donc X = m + 18.
- unroi, le joueur gagne 2 fois sa mise (et perd sa mise) donc X = 2m
- une dame, le joueur récupére samisedonc X =m—-—m =0
- unvalet, le joueur récupere sa mise donc X = 0
Dans les autres cas, le joueur perd sa mise donc X = —m
Ainsi X = {m + 18;2m; 0; —m}

4 1112

X m+18 [2Zm | 0 | m
9

PX=x)| —=— il
( 2 52 13| 13 | 13| 13

2. Calcule E(X) en fonction de m.
1 1 2 9 18 —6m
E(X) = E(m+ 18) +E(2m) +E(O) +E(—m) =—03
3. Existe-t-il des valeurs de m pour lesquelles le jeu est équitable ? Si oui, détermine les.
EX)=0e18—-6m=0m=3
Pour que le jeu soit équitable, le joueur doit miser 3€

e . e , 4\3
1) a/soit’événement A : « aucun client n’est intéressé » : P(A4) = (E) = 0,512.

b/ soit I’événement B : « au moins un client est intéressé » :

— 3
OnaB =Adonc P(B) =1 — (E) — 0,488,

¢/ Soit I’événement C : « Au plus un client est intéressé ». C signifie que soit aucun client n’est

intéressé soit exactement un client est intéressé.
3 2
1

0= () +a () oo

2) P =C? (g)2 (3) = 0,096

1) Probabilité d’avoir exactement 3 places libres

Nous avons 10 places avec une probabilité d’occupation de 70 %, donc la probabilité qu'une place soit libre
est de 30 % (0,3). Le nombre de places libres suit une loi binomiale B(n,p) ou n = 10 et p = 0,3.

La probabilité d’avoir exactement k succes (places libres) est donnée par la formule :
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p(X = k) = Cf xp*(1—P)"7"

Pour k = 3, p(X = 3) = C3, X (0,3)3(0,7)

P(X =3) =120 x 0,027 x 0,08235 = 0,267

Donc, la probabilité d’avoir exactement 3 places libres est d’environ 0,267.

2) Probabilité que les places 3, 6 et 9 soient libres

Pour que les places 3, 6 et 9 soient libres, cela signifie que ces 3 places doivent étre libres et les 7 autres
peuvent étre soit libres soit occupées.

La probabilité qu'une place soit libre est 0,3, donc :

P(places 3, 6, 9 libres)=(0,3)3=0,027

Pour les 7 autres places, la probabilité qu'elles soient occupées est :

P(7 places occupées)=(0,7)7=0,0823543

Donc, la probabilité que les places 3, 6 et 9 soient libres est :

P(places 3, 6, 9 libres)=0,027%0,0823543~0,00222

Ainsi, la probabilité que les places 3, 6 et 9 soient libres est d’environ 0,00222.

3) Variable aléatoire X (nombre de places libres dont le numéro est multiple de 3.
Les places multiples de 3 sont: 3,6 et 9. Il y a 3 places multiples de 3.
a) Loi de probabilité de X
X suit également une loi binomiale B(n=3,p=0,3) ou n=3 et p=0,3.
La loi de probabilité de X est: P(X = k) = CX x (0,3)%(0,7)37%
pour k =0,1,2,3
Calculons chaque probabilité :

e Pourk=0;p(X =0)=C? x(0,3)°(0,7)% = 0,343

e Pourk=1:P(X =1) =3 % (0,3)1(0,7)? = 0,441

e Pourk=2;P(X=2)=C?x(03)%0,7) =0,189

o Pourk=3;P(X=23)=C3;x(03)3(0,7)° =0,027

b) Espérance mathématique de X

L'espérance d'une loi binomiale est donnée par :

EX)=nxp=3x0,3=09

c) Fonction de répartition de X

La fonction de répartition Fy(x) = P(X < x)

*Pour x < 0;Fx(x) =P(X<0)=0

Pour 0 < x < 1;Fy(x) = P(X =0) = 0,343

Pour 1 <x < 2;Fx(x) =P(X=0)+P(X=1) =0,343 + 0,441 = 0,784

Pour2 <x<3;Fy(x) =PX=0)+PX=1)+P(X=2)=0,784+0,189 = 0,973
Pour3<x;Fx(x) =PX=0)+PX=1)+PX=2)+P(X=3)=0973+0,027 =1

A chaque tir la probabilité pour qu’un tireur touche la cible est 0,7.
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On est donc en présence d'un schéma de Bernoulli:
On appelle succes S " le tireur atteint la cible” avec la probabilité p=0,7.
On appelle échec E " le tireur rate la cible™ avec la probabilité g=0,3.
On répete trois fois de suite cette expérience de fagon indépendante et donc X suit la loi binomiale de
parameétres 10 et 0,7.
1) La probabilité qu’il atteigne la cible exactement 6 fois est : P(X = 6) = €5, X 0,7° x 0,3* = 0,2001
2) La probabilité qu’il atteigne la cible au plus 3 foisest: P(X <3) =P(X =0)+P(X =1) +
P(X=2)+P(X=3)=0,0106
3) La probabilité qu’il atteigne la cible plus de 5 foisest: P(X >5) =P(X =6) + P(X =7) +
P(X=8)+P(X=9) +P(X=10)=0,8973

Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrique de Kpalou.
1.a) Détermine les valeurs prises par X ; puis la loi de probabilité de X.
X(Q) = {=200; —100;500}
1 1 1
P(X =—200) = ; P(X =—100) =3 ; P(X =500) = -
b) Le gain moyen de Kpalou est :

1 1 1
E(X) =-200 x > + (—100) x §+ 500 x = -50
Le jeu n’est pas équitable, il est désavantageux pour le joueur.
2) Kpalou gagne la partie avec la probabilité P(X = 500) = %

3. a) les gains possibles de Kpalou.

—200 | =100 | 500

—200 | —400 | =300 | 300

-100 | —300 | —200 | 400

500 | 300 | 400 | 1000

Les gains possibles sont : -400 ;-300 ;-200 ;300 ;400 ;1000.

b) E : « Kpalou perd les deux parties » ;

P(E) +1 1+1 1+1 1 1+1+
=—X—-—4+-X—-+-X-+-X-=—+—
2 2 2 3 3 2 3 3 4 6

F : « Kpalou gagne au moins 300 F ».

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11
P(F)=-X—-+-X-+-X-t+-X-+-X—-=—+—F+—+—+—=—

5

+

=
O =

1
276 376 6 2 6 3 6 6 12 18 12 18 36 36

QP(X>1)205=>1—P(X=0)=>05=CO (%)O (5)"_0 <05

6
n

(5) <0,5

6 —_ )
5

nln(—) <—In2
6

n = 3,80
Donc il faut 4 parties

28 Vallesse



Lecon 18 : Probabilité conditionnelle et variables aléatoire Corrigé manuel Vallesse Tle D

Iy a C3 =56 fagons de tirer les 3 cubes.

1. a) Obtenir des cubes de couleur différente revient a obtenir exactement 1 rouge 1 vert et 1 jaune, c'est-a-
dire obtenir un rouge parmi les 4, et 1 vert parmi les 3 et le jaune :

CixCix1 3
2 14

b) Obtenir au plus un petit cube c'est n'en obtenir aucun OU en obtenir un seul.

P(4) =

C3+Cixc: 2
P(B) = Q2 =7
5 7
2. X(Q) =1{0;1;2;3}
a) Loi de probabilité de X
. . cIxc3 5
S’il n’y a aucun petit cube rouge, alors P(X = 0) = % =
8
1 2
S’il y a un seul petit cube rouge, alors P(X = 1) = CS%CS = ;—Z ;
8
2 1
S’il y a deux petits cubes rouge, alors P(X = 2) = C:%Cs = ;—2 ;
8
- . . c3xe? 1
S’il y a trois petits cubes rouges, alors P(X = 3) = S T o
8
Ainsiona :
x; 0 1 2 3
5 15 15 1
P(X = Xi) —_— R — -
28 28 56 56

b) Calculons I'espérance mathématique de X.

9
E() = ¢

3. Les événements sont indépendants. 1l s'agit d'un schéma de Bernoulli dont le Succes : "Obtenir au plus
un petit cube" de probabilité p= % (Voir question 1.)
Il'y a5 épreuves et on obtient k succes lors des n épreuves.
a) On veut obtenir au moins un succes lors des 5 épreuves. Soit Y la variable aléatoire qui donne le
nombre de succes lors des 5 épreuves. Il s'agit de calculer P(Y > 1) ou encore 1 — P(Y =0) :
0 5
P(Y = 1)=1—P(Y=0)=1—C§><<;> x(;) = 0,814

b) P(Y =3) = (3 x (;)3 X (5)2 = 0,119
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1) 1y a4 valeurs possibles pour 1 et autant pour 2, cela donne donc 16 équations possibles.
Elles sont équiprobables car elles sont toutes différentes et les dés sont équilibrés.
2) Calculons le discriminant A

a/b 1 2 3 4
1 -3 0 5 12
2 -7 -4 1 8
3 -11 -8 -3

4 -15 -12 -7

Les valeurs possibles pour X sont 0; 1 et 2.
Lorsque A <0, X=0

Lorsque A =0, X=1

Lorsque A >0, X=2.0On a donc

Xi

0]1]2
PX=x)| 9|2 5
16 | 16 | 16

Card(Q)) =6 x 6 =36
1) Détermine toutes les valeurs prises par X.

Sia=0etp =0alorssin(a +p) =0; Sia=0etﬂ=%alorssin(a+ﬁ)=sin(g)=%;

Sia=0etB=§anrSSin(a+B)=sin(§)=1; Sia=§et,8=0a|orSsin(a+B)=sin(§)=

):

. T T . . T . T T . . 5T
Sla=§etﬂ =galor551n(a+,3) =sm(5) =1, Sla=§etﬁ =Ealor351n(a+ﬁ) =sm(—

(o))

V3

2

41

Sia= 4?”etﬁ = O alors sin(a + B) = sin (?) = ; Sla = 4?”etﬁ =%alors sin(a + ) =
sin (37”) =-1; Sia= 4?net B = galors sin(a + B) = sin (%T

X(Q) = {—L—E;—l

~—
Il
w0
.
=
|
oS
N~
Il
|
N |-

2’2
2) Etablis la loi de probabilité de X.

2Xx2 4 V3 2x2 4 1 2%X2 4
PX =-1) = =—;P|X=-—)= :—?@=—»= =—;P(X =

36 36 2

Sim g

1\ 2x2+4+2x2 8 V3 2x2 4 2X2+2x2 8
2 36 36 2 36 36 36 36
2 2 | 2
PX=x)| 4 4 4 4 18| 4|8
36 | 36 | 36 |36|36]|36]|36
Vallesse
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1)OnaC = AU B.Comme A et B sont indépendantsona P(ANnB) = P(A) x P(B) = 0,02 x 0,1.
Ainsiona:P(C)=1-P(AuB)=1-[P(A) + P(B) — P(ANn B)] = 0,882.
2)I1ya0,02—0,002 =0,018 chances de tomber sur une montre n’ayant que le défaut a ;

De mémeil y a 0,1 — 0,002 = 0,098 chances de tomber sur une montre n’ayant que le défaut b ; ona
donc P(D) = 0,018 + 0,098 = 0,116
1) Xsuit une loi binomiale B(5 ; 0,882) ;

P(Ey=P(X=4)=P(X=4)+P(X =5)=C5(0,882)*(0,118)* + €2(0,882)°(0,118)° ~ 0,891

PARTIE A
Card(Q) = C%,.
1) Xsuit une loi binomiale de paramétres 10 et p = % = é
a) Donnons la loi de probabilité de X.

X(Q) ={0;1;2}
2\° /3y 9 2\t 3\t 12 223\ 4
=0 =t § =55 rr=0 =0 Q) () -3+ =i () () -5
X=0=06G5) \5) =g i P&=D=G5) 5) =35 P&=D=6G(5) (5) =3
X; 0|12
Par=x) 9124
25| 25| 25
b) Calculons I’Esperance mathématique de X.
EX)=0 K +1 12+2 .2
=0X— X — X—==
25 25 25 5
2) La probabilité pour que les 2 boules tirées soit de méme couleur est :
C6+C; 1
c?3 18
PARTIE B Soit un entier n tel que 2 < n < 8.
2_
1) Démontrons que P(n) = W
n! (10-n)! n(n-1) . (10—-n)(9—n)
P(n) = Ch + Clon _2m-2) " 218-m)! _ 2 2 _ 2n? —20n + 90
CZ, 45 45 90

2) Déterminons le nombre n de boules blanches pour que P(n) soit minimum
2_
P(n) = =22 donc P'(n) = (4n — 20)

90
P(n)=0=>n=5

I1 faut qu’il y ait 5 boules blanches pour que le minimum soit atteint
Ce minimumest : P(5) = g = g.
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1) On considere un visiteur, pris au hasard, devant effectuer un trajet selon les hypothéses.
a) Construisons I’arbre pondéré des différents trajets possibles pour ce visiteur.

b) Montrons que la probabilité du parcours codé EBDF est % :

1 1 1
P(EBDF)==X1x—-—=—
3 2 6

c) Déterminons la probabilité P1 de I’événement : « La quatriéme salle du trajet est F ».

P, = P(EBDF) + P(EADF) + P(EAGF) 1 + (1 ! 1) + (1 1) 1
= =—4|=X=X= =X=|==
1 6 37372 373/ 3

d) Déterminons la probabilité P2 de I’événement « Le trajet passe par la salle T ».

1 1 4
Py = P(ECTA) + P(EATC) =5 + 5=

2) L’ensemble des valeurs prises par X est X(Q) = {0; 1;2;3;4;5; 6;7;8;9; 10}

a) Calculons la probabilité de I’événement (X = 1)
9

4 /5
P(X =1) =i, x g% (5) ~ 0,022
b) Calculons la probabilité que deux visiteurs au moins passent par la salle T.

L’événement (X > 2) est la réunion des événements (X = 0) et (X = 1).
10

5
P(X =0) = CY ¥ (5) ~ 0,003

Ainsi, P(X>2)=1-PX=>2)=1-[P(X=0)+P(X=1)]=0975
c) La probabilité du succes, sous ces conditions est : P, = é < gdonc il a tort.

1) Construisons un arbre pondéré décrivant la situation.
Soient les évenements P : « Billet perdant » et G : « Billet gagnant ».
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2

E/ji:i/e

#t

1

—_— +

n+1 -______1_3__,.
H 2
n+1l n+? G
o
n+2

P

2) Déterminons n de fagon que la probabilité pour un joueur de gagner les deux fois soit égale a %5.
Si le joueur les deux fois avec une probabilité de § ona:
1 1

1
X =—on?+3 2=6
ntlintz 3zomtont

©n?+3n-4=0
A = 25=5?
n=—-4etn,=1
Il faut donc que n soit égal a 1. Ainsi, le billet de la premiére loterie a une chance sur deux d’étre gagnant et
celui de la seconde loterie a deux chances sur trois de 1’étre.

PARTIE A (Dans cette partie p=0,1)

1) Unavions a 2 moteurs s’écrase lorsque ses 2 moteurs sont en panne donc p X p = 0,1 x 0,1 = 0,01.

2) La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait ses 4 moteurs en panne estdonc p X p X p X p =
0,1x0,1x0,1x0,1=0,0001.

3) L’état de fonctionnement d’un moteur conduit a deux éventualités : soit il est en panne soit il ne I’est
pas. Avoir un moteur en panne est donc une épreuve de Bernoulli. Soit X la variable aléatoire
donnant le nombre de moteurs en panne pour un avions a 4 moteurs.

X suit donc une loi binomiale de parametres n=4 et p=0,1.
P(X =3)=C; x 0,13 x 0,91 =0,0036

4) Unavion a 4 moteurs s’écrase s’il a 3 ou 4 moteurs en panne donc la probabilité pour qu’un avion a
4 moteurs s’écrase est 0,0001 + 0,0036 = 0,0037.

PARTIE B (Onrevient au cas général)
1) Soit f(p) la probabilité pour qu’un avion a 2 moteurs s’écrase.
Un avions a 2 moteurs s’écrase lorsque ses 2 moteurs sont en panne donc f(p) =p X p = p?
2) Soit g(p) la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs s’écrase.
Un avion a 4 moteurs s’écrase s’il a 3 ou 4 moteurs en panne.
La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait ses 4 moteurs en panne est donc p X p X p X p = p*.
La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait exactement 3 moteurs en panne est P(X = 3) = C3 x p® x
(1-p)t =40 -p"
Ainsi, g(p) = p* — 4(p® — p*) = p*(=3p* + 4p).
3) Onpose h(p) = f(p) — g(p).
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a) Etude du signe de h(p) en fonction de p.

h(p) = f(p) — g(p) = p* — p?(=3p* +4p) = p*>(Bp* —4p + 1)
p? > 0 donc le signe de h(p) dépend de celui de 3p? — 4p + 1.

1
3p2—4p+1=3(p—1)<p—§)

1

vp €103 Lh(p) > 0 ;
1

vp E]g:l[,h(p) <0 ;

1
vp €{0; 3} h(p) = 0

b) D’apres la question précédente,
Sip €]0; é [, alors h(p) > Oet donc f(p) > g(p) et par conséquent il vaut mieux monter dans un avions a 4
moteurs ;
Sip E]é; 1[, alors h(p) < 0 etdonc f(p) < g(p) et par conséquent il vaut mieux monter dans un avions a
2 moteurs ;

Sipe {O;%},alors h(p) = 0 et donc f(p) = g(p) et par conséquent le risque encouru est le méme dans les
deux avions

Soit Xla variable aléatoire qui associe le nombre de points a un lancer.
1) Déterminer la loi de probabilité de X.
On sait que la formule de I’aire d’un disque de rayon r @ « »°.
L’aire du disque jaune est 7, car r=1.
L aire du disque rouge est T X 22 = 47 donc, Iaire de la zone rouge est 4w — m = 37.
L’aire du disque bleu est = X 3% = 97 donc, I’aire de la zone bleue est 97 — 37 — = 57.
L’aire du disque noir est T X 42 = 167 donc, Iaire de la zone bleue est 16w — 57 — 31 — 7 = 77.
Ainsi :
La zone jaune représente, en proportion du total de la cible,
I

T[+3T[+5TL'+7T[:16
La zone rouge représente, en proportion du total de la cible,
3 3

T+3m+5T+71 16
La zone bleue représente, en proportion du total de la cible,
5t 5

T[+3T[+57l’+77'[:16
La zone noire représente, en proportion du total de la cible,
7 7

n+37r+5n+77r=16
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Mais ces proportions ne sont pas égales aux probabilités cherchées puisque la fléchette peut partir dans le
décor une fois sur cing. En d’autres termes, la probabilité de rater la cible est de 0,2 et celle de I’atteindre est

donc de 0,8. Par conséquent, les proportions de chaque zone de la cible doivent étre multipliees par 0,8.
Ainsi pour la Zone jaune : (i) %X 0,8 = 0,05 ; pour la Zone rouge : (%) % 0,8 = 0,15 ; pour la Zone bleue
: (%) %x 0,8 = 0,25 et pour la Zone noire : ( ) X 0,8 = 0,35. D’ou la loi de probabilité suivante :

e
16
x;, | 0] 257916

P(X =x;) | 0,20 | 0,05 0,15 | 0,25 | 0,35

2) Calculons son espérance et interprete le résultat.

L’espérance est : E(X) = (0% 0,2) + (2 x 0,05) + (5 x 0,15) + (9 x 0,25) + (16 x 0,35) = 8,7
On peut espérer obtenir 8,7 points en moyenne par lancer.

3) Calculons son écart-type.

o=6,17.

1) Calcul de py, p2 et ps.
Comme pl, p2 et p3 dans cet ordre, forment des termes d’une progression géométrique de raison q = % on
N 1 1
a:1p; =qXpy etps =qXp; =q° X py;cest-a-dire p, =>p; etps =p;.
Onaalorsp; +p; +p3 =p1 +%p1 +ip1 =1doup; =§. Ainsi p, =§ etp; = %
2) a) Les gains possibles de Gnadré sont -500 ; 0 ; 500.
X(Q) = {-500;0;500}
b) Détermine en fonction de n, la loi de probabilité de X.
Cixcl 4 (2 28n + 8
— =X =
Civa 7 Cipy 7Tm+2)(n+1)
c: 2 (2 7n? —7n+ 4

P(X = —=500) =

P(X=0) = +-X =
( ) Ct,, 7 Ci, 7(n+2)(n+1)
P(X = 500) L G 2
= = —X =
7 Ct, 7T(n+2)(n+1)
X; —500 0 500
(X ) 28n + 8 n?>—7n+4 2
= X;
¢ 7T(n+2)(n+1) 7(n+2)(n+1) 7n+2)(n+1)
3) n=5;
a) Calcul de E(X).
Pour n=5:
X; —500 0 500
P(X ) 148 144 2
= X; _ JR— _
' 294 294 294
198 144 2
E(X) = —-500 Xﬁ+0><ﬁ+500 Xﬁ= —248,3
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b) Détermine et construis la fonction de répartition F de X.
Six < —=500,alorsF(X) =0;
148

Si —500 < x < 0,alors F(X) =

Si 0 Sx<500,a|orsF(X)=;;;8+£_ﬂ.

4 294 294
Si500 < x,alorsF(X) =1;

Une maladie est apparue dans le cheptel bovin d’un pays. Elle touche 0,5 % de ce cheptel (ou 5 pour mille).
1. On choisit au hasard un animal dans le cheptel. La probabilité qu’il soit malade est égale a 0,005.
2. On sait que la probabilité qu'un animal ait un test positifa cette maladie sachant qu’il est malade est 0,8.
Lorsqu’un animal n’est pas malade, la probabilité d’avoir un test négatif est 0,9. On note T I’événement «
avoir un test positif a cette maladie » et M I’événement « étre atteint de cette maladie ». a. L'arbre pondéré
les données de 1’énoncé :
b. Pour calculer la probabilité de I’éveénement T on utilise la formule des probabilités totales
p(T) = p(T N M) +p(Tn M) ) =Py (T) x P(M) + Py (T) X P(M)
=0,8x0,005 + 0,1x0,995 = 0,1035

c. La probabilité qu’un animal soit malade sachant que le test est positif est définie par
P(TNnM) 0,005x0,8

P(T) 01035

Pr(M) = ~ 0,0386

C
Un jeu consiste a miser un euro, puis a lancer deux fois un dé cubique équilibré. Si le joueur obtient un 6, il
gagne 5 euros, et s'il obtient deux 6, il gagne 10 euros.
Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.
1. Le joueur peut gagner 0, 5 ou 10 euros. Comme il mise 1 euro, les valeurs prises par X sont —1, 4 et 9.

2.p(X=—-1) = p(obtenir 1, 2, 3, 4 ou 5 aux deux lancers) :Z X z = 2 ,
p(X = 4)=p(obtenir 1,2, 3,4 ou5aun lancer et 6 & l'autre) = 2 X % n % X Z _ g
p(X = 9) = p(obtenir 6 aux deux lancers) :% X % = i,
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On Vérifiequep(X =-1) + pX = 4) + p(X =9) = 1.

3. L'espérance mathématique de X est égale a E(X) = — 12 + 4. :—2 + 9.% =5t 222

36 36 3

1. Les valeurs prises par la variable aléatoire X sont 0, 1, 2, 3 ou 4. Comme les bactéries présentes dans le
milieu de culture se comportent indépendamment les unes des autres, on obtient :

p(X = 0) = p(la bactérie b, meurt et la bactérie b,meurt) = (p;)? ;
p(X = 1) = p(la bactérie b, meurt et la bactérie b, vit, ou la bactérie b, meurt et la bactérie b, vit) = 2p;p,

p(X = 2) = p(les bactéries b, et b, vivent, ou I'une meurt et l'autre se divise) =
(P2)* + 2p1ps ;
p(X = 3) = p(l'une des bactéries vit et l'autre se divise) = 2p,ps;
p(X = 4) = p(les bactéries bl et b2 se divisent) = (p3)? .
On vérifie que X p(X = k) =1 ;
Sor(X = k) = (p)? +2p1p2 + (02)? + 2p1p3 + 20203 + (p3)?=
(1 + 2 +p3)*=1

2. On suppose qu'a l'instant t = 0, une seule bactérie est présente dans le milieu de culture.
a) L'arbre de probabilité : A l'instantt=1, il ya0, 1 ou 2 bactéries; eta l'instantt=2,ilya0, 1,2,3 ou 4
bactéries.
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b) On désigne par A; I'événement « a l'instant t = 1, il y a une bactérie »; B, I'événement « a l'instant
t=2, il y a deux bactéries »
La probabilité de p(A; N B,) =p,p; ;etp(B,) =p(4; N By) + p(A4; N B,) =
P2ps + p3(P2)*+ 2p1p3) = p3(p2)* + p2 p3 + 2p1(p3)* .
c) On appelle Y le nombre de bactéries a l'instant t = 2. La loi de probabilité de Y:
Les valeurs prises par la variable aléatoire Y sont 0, 1, 2, 3 ou 4.
p(Y = 0) = p;+pips + (P1)*ps;
p(Y = 1) = (p2)* + 2p1p2p3;
p(Y = 2) = p3(p2)*+ p2p3 + 2pl(ps)®;
p(Y = 3) = 2p,(p3)*;
p(Y = 4) = (p3)°.
On veérifie que :p,, en utilisant I'arbre
S p(Y = k) =py +pa(pr + po+p3) +p3 TkZep(Y = k) =p; + p, + p3=1

La proportion d’huitres de chaque catégorie est: pour les petites 13 % ; pour les moyennes 54 % ;pour les
grandes 33 %

a) L’arbre des probabilités : Catégorie P M G
b) On utilise la formule des Probabilité 0,035 | 0,06 | 0,045
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Probabilités totales : d’erreur
p(E) = p(ENP) + p(ENM) + p(ENG)

= 0,13 x 0,035 + 0,54 x 0,06 + 0,33 x 0,045 = 0,0518.
¢) La probabilité qu’une huitre soit moyenne sachant qu’elle a été mal triée est : définie par :Py(M) =

= 0,625

p(ENM) _ 0,54X0,006
p(E) ~  0,0518

1. On tire au hasard de I'urne un paquet de trois jetons.

a) L'ensemble des issues de cette expérience aléatoire est formé des triplets de trois lettres deux a deux
distinctes choisies parmi les lettres A, B, C, D, E, F.

b) Card Q=C2=20.

2. a) On dénombre les triangles rectangles : a partir de chaque sommet, exemple A, on forme deux triangles
rectangles, comme ABD et AFD; il y a six sommets, donc 12 triangles rectangles. Ainsi p(R) = ;—2 = E

b) Il n'y a que deux triangles équilatéraux : ACE et BDF, donc p(L) :230 = %0 :
A partir de chaque sommet, exemple A, on forme un triangle isocéle non équilatéral, ABF; il y a six

sommets, donc 6 triangles isoceles. Ainsi p(I) = % = % .

On s'apergoit que les 20 triangles ont été dénombrés parmi les triangles rectangles, isocéles et équilatéraux,
donc p(Q) = 0.

3. On réitere dix fois cette expérience de tirer trois jetons de l'urne, en remettant les jetons dans l'urne aprés
chaque tirage. Soit X le nombre de triangles rectangles ; X suit une loi binomiale de paramétres 10 et E , car

I'épreuve de Bernoulli qui consiste a tirer trois jetons de l'urne se répéte de maniére identique et
indépendante.
Donc pour tout entier k compris entre 0 et 10, p(X = k) = C§, x @k X (E)lo"‘.
Donc, la probabilité d'obtenir exactement trois triangles rectangles est égale a
10x9x8 33><27_34><21°_81><1024

3 2
X = =C,x(=)3x ()= X = = 0,0424
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1. Dans cette question, on suppose n = 6. Le nombre de boules est alors 10.
Les tirages sont équiprobables et simultanés, donc le nombre de tirages possibles est égal a
CZ, = 45.
La probabilité d'obtenir deux boules de la méme couleur est égale a la probabilité d'obtenir deux boules
2 2
vertes + la probabilité d'obtenir deux boules blanches =% = % = ﬁ ;
La probabilité d'obtenir deux boules de couleurs différentes est égale a la probabilité d'obtenir une boule
CexCi _ 24 _ 8

verte et une boule blanche = =2
45 45 15

2. Dans cette question I'entier n est quelconque supérieur ou égal a 2, et on note X la variable aléatoire qui, a
chaque tirage de deux boules, associe le gain algébrique du joueur. Les valeurs prises par la variable
aléatoire X sont —1 et 4.

a) Le nombre de tirages possibles est égal a C2,, = —("+4)2(”+3)

p(X = 4) = p(obtenir deux boules de la méme couleur)
-1
cz+cz 6+"2 1241nm-1)
n+4)(n+3) — (m+4)(n+3) — (Tl-l- 4)(11 + 3)
2 2

cixch 8n

(m+a)(n+3) —
T (n+4)(n+3)

12+n(n-1) 8n 4n?-12n+48
m N (n+4)(n+3) - n+4)(n+3)

¢) Pour avoir E(X) = 0, il faut que 4n? — 12n + 48 = 0; or le discriminant est strictement négatif, donc il
n'y a aucune valeur de n pour laquelle E(X) =0

p(X =—1) = p(obtenir deux boules de couleurs différentes) =

b) L'espérance mathématique de X est égalea E(X) = 4 %

1. Le nombre de tirages possibles de deux boules de l'urne est égal a Cj, = 45.

p(V) = Gi_6_2 . pJ) == Ce_15_1 p(R) = p(J) + p(V n U); ’événement U « il tourne la
45 45 15 ' 45 45 3 ' ’

roue et est remboursé de sa participation ») .

5 5

1 2
PRI =5 Fxg= 5

2. On appelle X la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.
a) Les valeurs prises par X sont - m,0,20 - m,100 - m .

p(X =- m) = p(«tirer deux boules de couleurs différentes ») = 1 — p(V) — p(J) =% ;

p(X=0)=p(R) :% ; pP(X=20—-m) = p(V n«il tourne la roue et gagne 2000 F ») :135 X i = %
p(X =10 000 —m) = p(V n«il tourne la roue et gagne 10 000 F ») = 135 X é = % .
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PD)EX) =-mXxpX =-m) + 0xp(X = 0) + (2000 - m) X p(X = 2000 - m) +

-8 2000— 10000— —32m+4000-2m+10000—
(10 000 - m) X p(X = 10000 - m) = — + =+ === = ==
15 30 60 60
14 000—35m __ 2800—-7m
60 12
3. La valeur minimale de m pour que l'organisateur puisse espérer ne pas perdre d'argent doit verifier
., 2800-7
E(X) <0, s0it ———<0
2800—7m

o= 0 & 2800 —7m < 0, Soitm > 400.

Donc la valeur minimale de m pour que l'organisateur puisse espérer ne pas perdre d'argent est égale a 400
F.

1. a. Ona une loi binomiale de parametres p = iet n=>50

b.OnaE = np = 50 X i = 12, 5. (tulipes jaunes)

350—11.

c.Ona:P(X =n)=CEx (i)" X (%)50‘” = C&) X 5

d.p(X = 15) = CI x 2= = 0,089

2. a. Si le lot choisi est le 2, on a autant de chances d’avoir une tulipe jaune que le contraire. La loi

binomiale a ici pour paramétres n= 50 et p=1 2 . La probabilité d’obtenir n tulipes jaunes est donc :
—rn 1n 150—n_n 1_n =50

pnUn) = C5p X (E) X (E) = (5o X 250 — Cso X 2

350—
450

b. De la méme fagon que précédemment p,(J,,) = CZ, X A et B forment une partition de 1’univers,

donc d’apres la formule des probabilités totales,
PUn) = P(A n]n) + P(B n]n) = P(A) X pA(]n) + P(B) X pB(In)

350—11 1
— _ n _ n -
_2><Cso>< 250 +2><650><250
. 350—71 1
=5 X Cso(50 250
1 350-7 1 550
) X C?O( 450 )
P(ANJy) l><C&-,"o><350T;n 350-n
C. = A = L 2 _4' =
Pn p]n( ) PUn) %XC§0(350 4751;250 350—n 4250

d. Dn >09 < 350—71 > 0,9(350—71 + 250) &= 0,1x% 350—71 >0,9 X% 250 = 350—71 >0 x 250
In9 + 50In2 — 50In3

(50 — nIn3) = In9 + 50in2 < —niIn3 = In9 + 50ln2 — 50in3 & n < I3

on<l164
Conclusion : il faut que n < 17.
Interprétation : Si le nombre de tulipes jaunes est peu ¢élevé (ici moins de 17) la probabilité d’avoir choisi le
lot 1 est trés grande ; si ce nombre de tulipes jaunes se rapproche de 25 sur 50, la probabilité est grande que
le lot choisi soit le lot 2.

* A, : On n'a obtenu aucune boule noire.
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* A; : Ona obtenu une seule boule noire.
» A, : On a obtenu deux boules noires
Il'y aun total de 10 boules (8 rouges et 2 noires). Le nombre total de fagons de choisir 2 boules parmi 10 est

: _Cs_28
:P(A) = 45 45

cixcl 16
1) ) g _ %

Pour A, (une seule boule noire) : P(A

45 45
2
Pour A, (deux boules noires) :P(4,) = % - i

2. Probabilités conditionnelles pour Bo, B1, B2
Nous considérons les événements apres le premier tirage.

a) Calcul des probabilités conditionnelles P(Bo|Ao), P(B:1|A1), P(B:z|Az)
* P(Bo|Ao) : aprés Ao, il reste 6 rouges et 2 noires.

0y _ P(Bon4g) _ CZ_15
P(Bo|A”) = P(4p)  CZ 28
* P(B1|A1) : apres A, il reste 7 rouges et 1 noire.

1 1
P(Bi|4,) = 281040 _ GG 1

P(4;) c¢ 4
* P(B:2|A2) : aprés Ao, il reste 8 rouges.
P(B2|A2):0
b) Calcul de P(Bo)

Utilisons la loi des totalités :
P(By) = P(B°|A°) X P(AO) + P(BolAl) X P(Al) + P(B0|A2) X P(AZ)
Avec P(BolA;) = 1 — P(By|Ay) = P(BylA) =1 -7 -0 =2
P(B 15 28 N 3 16 +0
= — x —_— —_ X —_
(Bo) 28 745 ' 47 45
3
P(Bo) = E
¢) Calcul de P(B:) et P(B-2)
P(By) = P(BllAO) X P(AO) + P(BllAl) X P(Al) + P(BllAz) X P(AZ)
Avec P(B;]A%) = 0; P(B4|4,) =0
1 16 4
P(By) =0+-X—+0=—

4745 45
P(B2) =0

d) Probabilité davoir obtenu une seule boule noire au premier tirage sachant qu'on a obtenu une seule boule
noire au second tirage
Utilisons le théoréme de Bayes :

P(BynA,) P(Bi/A;) X P(4)

P(B) P(B,)
1,16

P(A1|B1) =

X
P(AllBl) =44—45= 1

45
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3. Evénement R : « il a fallu exactement les deux tirages pour que les deux boules noires soient extraites »
Cet événement se produit si le premier tirage est A: (une noire) et le second est B2 (deux noires)

1. Les tirages de 4 boules étant simultanés, il n'y a ni ordre ni remise; il s'agit donc de
de combinaisons.

3 1
P(A) = 52 = —et P(B) = T —

Cio Cio 3
2.a) X prend ses valeurs dans { 1000; 0; - 500};
deplusp(X = 0) = p(4) = %et p(X =-500) =p(B) = % ; p(X =1000) = p(obtenir 4 boules rouges) =

C2XC2+CIxC3 1

1
P

X —500 0 1000
P(X=x) 1 1 1
3 2 6

b) L'espérance mathématique de X est E(X) = — 500 x §+1000>< %:0. Donc le jeu est équitable.

1.2) Pg, (Rp4q) = % « probabilité que I'employé soit en retard le jour n+1, sachant qu'il était en retard la
veille ».

Pz (Rn41) = % « probabilité que I'employé soit en retard le jour n+1, sachant qu'il n'était pas en retard la
veille »

b) P(Ry, N Ruy1) = Pr,(Rs1) X P(Ra) = 55pn et

— — 1
P(Rn N Rn+1) = PR_n(Rn+1) X P(Rn) = EQn

c) En utilisant la formule des probabilités totales,

— 1 1
Prt1 = P(Rns1) = P(Rn 0 Ryy1) + P(Rn N Ruya) = 5P+ 2 n

1 1 1 3
d)commeqnzl_pn’ona:Pn+1 =5Pn+g(1—l9n) =g—5pn

2.8) v —.p 3_1_3 3_3_3_ _ i( i)_ 35
' ntl T ndl T 3 T 5T 0P T 53 T 135 T 20Pn 20 \Pn T 53 20 -

Donc la suite (v,,) est géometrique de raison — % et son premier terme est :
4 —4
23 23
— % =3yn—1 — A _ 4Byt
b)Donc v, = — (5 )" etpp =vp+ o= (1= (5" )

U1 =P1—

¢) La raison de la suite (v,,) : 0 < |——| < 1, donc la limite de v,) est0; ainsi la suite (p,,) converge vers
n 23

4
23"

43 Vallesse



Lecon 18 : Probabilité conditionnelle et variables aléatoire Corrigé manuel Vallesse Tle D

1) Ecrire les probabilités correspondantes aux données puis construire un arbre pondéré. p(M) = 0,12 ,
p@S)= 0,71 ,pAT)=1—-P(M)—P(S)= 1— 0,12 0,71 — 0,17

On utilise les événements H pour les hommes et F pour les femmes : Py, (H) = 0,67 ; Ps(F) = 0,92

a) La personne interrogée soit une femme soignante

P(SNF)=Py(F)xP(S)=0,71x0,92 = 0,6532

b) la personne interrogée soit une femme medecin

Py(F)=1-Py(H)=1-0,67 =0,33

P(M nF)=Py(F) x P(M) =0,12 x 0,33 = 0,0396

2) On sait que 80% du personnel est féminin.

a) Calculons la probabilité que la personne interrogée soit une femme AT. 80% du personnel est féminin :
p(F)=0,8.

M, S et AT forment une partition de I’univers. D’aprés la loi des probabilités totales :
P(T)=PMNF)+P(SNF)+P(ATNF) & P(ATNF)=P(T)—P(MNF)—P(SNF)
P(ATNnF)=108-0,0392 — 0,6532 = 0,1072

b)

0,92 F

0,17 H
AT

) Détermine la probabilité d’interroger une femme sachant qu’elle fait partie du personnel AT

En déduire la probabilité que la personne interrogée soit une femme sachant que cette personne interrogée
est AT.

P(ATNF) 0,1072
Pyr(F) = =

P(AT) ~ 0,17

= 0,6306

1. a) On fait un tirage d'un jeton dansS1. L'ensemble deséventualités(1; est I'ensemble des tiragespossibles
d'un jeton parmi trois. On suppose que les éventualités sont équiprobables, et comme le
sacS1contientunseuljetonblanc,laprobabilitéd'obtenirunjetonblancest :
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_ CardE; _1
P(E;) = Card 0 donc P(E;) = .

Enappelant(2l'ensembledestiragessuccessifsd'unjetondansS1puisd'unjetondansS2,onpeutdireque:
o SiE;estréalise,ledeuxiémesaccontient2jetonsblancsetljetonnoir,laprobabilitédetirerun
jetonblancdeS2estalorségaleak r r o ¢dnsupposantlestirageséquiprobables)

Donc Pg (E>) =§
« SiE,estréalisé ledeuxiémesaccontient2jetonsnoirsetljetonblanc, laprobabilitédetirerun
jetonbIancdeSZestanrségaIe% (ensupposantlestirageséquiprobables).

Donc Py (E3) = é

SachantqueE, estlaréuniondesdeuxévénementsincompatibles (E, n E;) et (E, N E;) On peut
écrire,enutilisantlaformuledesprobabilitéstotales
P(E;) = P(E; N Ey) + P(Ey N Ey) = Pg, (E3) XP(Ey) + Py (E2)*P(Ey)

Comme P(E;)=1—P(E;))=1— § =2 0n obtient P(E,) = é ><§+ x2z2

3 33 9
4
P(Ez):g

b) De la méme facon que précédemment, pour tout entier k tel quel< k < n, en se plagant dansl'ensemble
[k des éventualites de k tirages successifs d'un jeton dans S1, puis dans S2, ---, puis dansSk,onobtient:

o SiEgestréalisé,le(k+1)emesaccontient2jetonsblancsetljetonnoir.Laprobabilitédetirerun jeton
bIancdeS(k+1)esta|orségalea§ (ensupposantlestirageséquiprobables).

2
Donc Pg, (Ej+1) = 3
« SiE,estréalisé,ledeuxiémesaccontient2jetonsnoirsetljetonblanc,laprobabilitédetirerun
jeton bIancdeS(k+1)estaIorségale% (ensupposantlestirageséquiprobables)
1
Donc Py (Eg+1) = 3

SachantqueEy,, estlaréuniondesdeuxévénementsincompatibles (Ex,q N Ey) et (Ex.q1 N Ex) On peut
écrire,enutilisantlaformuledesprobabilitéstotales

P(Ek+1) = P(Ej41 0 Ex) + P(Egy1 0 E) = Py, (Egr) XP(Ey) + P (Epes1)xP(Ey)
2 1 —_
P(Ex+1) = gP(Ek) + gxP(Ek)

. 2 1 1 1
SOit pe1 = 5Pk +5(1—pi) =Pk +3

1

1
= — + —
Pr+1 3Pk 3

. 1 1
2) a) Erratum : A corriger v, = u, — Eet NON Vppq = Uy — 3

1_1 1_ 1

_ 1_ 1 1 _ _ 1 _1
Vkat = Uppr =5 = U T 5= 05U — o= (U —5) = S0

. 1 N . . . . 1
Pour tout entier naturel k, vy, = 3 Vk c’est-a-dire (vy) est une suite geomeétrique de raison .

b)uk=vk+%

lim; ug = lim; (v + 1) =2 car lim; v, = 0. Car laraison q de la suite (vy,) est telle que
k—+o0 k—+o0 272 k—+o0

*
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-1<g<1
3.
S .1 i 1\k-1

(vy) est une suite geométrique de raison > Donc pour tout entier non nul, v, = v, (g)
=y —r==1_1_-_1

17" 2773 27 6

i 1/1\k1 1/1\k1 1

Pour tout entier naturel k non nul, v, = _g(g) et u, = _g(g) +3

1

1 k-1 1 1 k
0499 < p, <05 =0499< —=(3)  +5<05=0<(5) <00002

In 0,0002
In3

k k
0< (é) < 0,0002, alors In (%) < 0,0002 soit - k In3 < In0,0002 et n3 > 0 soit k > —

In 0,0002
In3 ~

)

0499 <p, <05 <8<k <10

1. Lancer deux fois une piece de monnaie
a) Quelle est la probabilité d’obtenir deux piles ?
La probabilité d'obtenir deux piles :

Soit K I’événement « obtenir deux piles »est donc : P(K) = i
b) la probabilité d’obtenir un pile et un face sachant que le premier lancer a donné un pile

1
P(PF | P) =7

c) On considere les évenements : A : « on a obtenu un pile et un face » ; B : «on a obtenu un au plus un

pile ».

2 1, _3
P =3=3iPB) =]
Soit I’Evénement ANB : "on a obtenu un pile et un face” (qui est aussi un casavec au plus un pile)

P(ANB) 2.1
] = — = —
4 2
1 3 3
P(A)XP(B):EXZZE

P(ANn B) = P(A) x P(B) donc les évenements A et B ne sont pas indépendants.

2.a) Précise I’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X.

X €{0;1:2;3}

b) Détermine la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

X suit une loi binomiale de paramétre n=3 et p = % car chaque lancer est indépendant

c¢) Détermine 1’espérance mathématique de X.

E(X) 3 1.3
= . = X —=—
nop 22

1. Notons A I’événement : « la graine est de type A », B I’événement : « la graine est de type B », C

I’événement : « la graine est de type C », et G I’événement : « la graine germe correctement ».
50

a) La probabilité que ce soit une graine de type A est p(4) = Toro0res = 0,25
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b) La probabilité que ce soit une graine de type A et que celle-ci germe correctementest: p(ANG) =
0,25 x 0,5 = 0,125

c) La probabilité que la graine germe correctement est p(G), les événements A, B, C forment une partition
de l'univers, donc en utilisant la formule des probabilités totales :

p(G) = p(ANG) + p(BNG) + p(CNG) = 0,125 + 0,45 % 0,8 + 0,3% 0,6 = 0,665 :d) la
probabilité que la graine soit une graine de type C qui ne germe pas correctementest p(C N G) = 0,3 X

04 = 0,12
s _ P(ANG) _ 0,25x05_ 25
2. Cette probabilité est P, (A) = PG " oses - 133

La probabilité qu'au moins une de ces graines germe correctement est
p(U) = 1- p(U) =1-(1-0,665)* = 1-0,3354 ~ 0,9874.

1) Notons B I’événement : « il fait beau » ; 1. La probabilité qu'il fasse beau lundi est 5/6, la probabilité qu'il
2 10 10 , 2 _ 173

. 25 29 S s . 125
fasse beau mardi est — + — = — et la probabilité qu'il fasse beau mercredi est — +
36 18 36 216 108 108 54 216

Dimanche {undi mardi merecredi
5/6 B
5/6_— B 4’—;: B
B < 23 B
16 ~ B <
B /3 B
B 7 B
S 7
23 B
B <
1/3 B

2.0na:p, = an_l + %qn—l et g = %pn—l + éqn—l-

Ainsi p,, = an—l + %(1 ~Pn-1) = Pp = %pn—l + S

3.0na:u,y; =pp_1—08= %pn + %:% (pn — 0,8) = %un, donc (u,,) est une suite géométrique de
raison %et de premier terme uy = p, — 0,8 = 0,2

4. Donc

U, = 0,2(%)” etp, =u, +0,8 = 0,2(%)" + 0,8 . Laraison de la suite (u,,) est strictement comprise entre O

et 1 donc la suite (u,,) converge vers 0 ; donc la suite (p,,) converge vers 0,8. Sur le long terme, il fera beau
avec une probabilité de 80%

PARTIE A :
1.a) Réalisation de I’arbre.
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1/50 A
| /500
y/ A
A
0,99 1
50
— A
50

b) La probabilité que, dans une journée, un incident survienne et que I’alarme se déclenche est P(A N 1) =

1 1
0,01 X — = .
500 50000

c) La probabilité que I’alarme se déclenche est p(A) =

1489 _ 0,02978 .
50000

2. La probabilité que, sur une journée, le systeme d’alarme soit mis en défaut est :
p(A NI) +p(A NT) =099 X = 40,99 X = = 0,01982

3. La probabilité qu’il y ait réellement un incident sachant que I’alarme vient de se déclencher est P,(I) =
P(ANI) _ 499 _ 50000 _ 499

P(A) ~ 50000 1489 1489

p(AnD) + p(A NI =

+099><—
50000

PARTIEB :
a) La variable aléatoire X prend les valeurs 0, 10 000, 100 000 150 000, avec les probabilités : p(X =0) =
49 _ 4861 |
p(AnI)—% =0 = 5000 * P p(X = 10000) = p(A n1) = —5000
499 1 4-

p(X = 100000) = p(A N I)= 200 < 00 = 3000 etp(X = 150 000) = p(A nI)—50000 :

X 0 10 000 100 000 150 000

5000 5000 5000 5000

b) L’espérance mathématique de X est
E(X) = 0 X p(X = 0) + 10000 x p(X = 100) + 100000 x p(X = 10000) +

5104
15000) = —— = 10208F.

150000 X p(X =
p( 0

)Py (T) = 0,96 0

PM(T) = 0,94 094, signifie que la probabilité qu'un individu en bonne santé obtienne un test négatif est

de 0,94. P(M) = 0,01signifie que la probabilité qu'un individu de la population soit malade est de 0,01.
b) L’arbre ci-contre :

, signifie que la probabilité qu’un individu malade obtienne un test positif est de 0,96.
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c) La probabilité pour qu’un individu dont le test est positif, soit atteint de la maladie est :P.(M) =
P(TNM)
P(T)

Calculons P(T) = P(TNM) + P(TN M ) = 0,01x0,96 + 0,99x0,06 = 0,069 ;

5 A P(TNnM Py (T)XP(M 0,96x0,01
d’ou Pp(M) = ;(T)’z M(P)(;)( )= 2300 0,13913

d) Calculons la probabilité pour qu’un individu dont le test est positif, soit en bonne santé.
P+(M) =1 — Pz(M) = 0,86087

Notons A I’événement : « Le boulon est fabriqué par la machine A », B I’événement : « Le boulon est
fabriqué par la machine B », C I’événement : « Le boulon est fabriqué par la machine C », et D I’événement
: « Le boulon est défectueux ». La probabilité que le boulon défectueux ait été fabriqué par la machine C

P(DNC
est:P,(C) = é(D))

La probabilité que le boulon soit défectueux est : P(D) = P(DN A)+ P(DNB)+ P(DNC)
P(D)=P(DNnA)+P(DNnB)+ P(DNnC)=0,60x0,02+ 0,30 x 0,03+ 0,10 x 0,04 = 0,025

P(DNC 0,1x0,04
Donc : P, (C) = E’(D)): 02 = 0,16

Exercice 54
Erratum b) pour n € N* au lieu pour n € N,

Il s’agit d’un schéma de Bernouilli avec 2n lancers et une probabilité¢ de succes pour chaque lancer de .

La probabilité d’obtenir 4 piles en langant 8 fois la piéce est : Cg (%)4(%)8"4 = Z—g = 13758.
la probabilité d’obtenir 6 piles en lancant 12 fois la piece est :

6 A\6,1\12-6 _ 924 _ 231 231 35
612(2) (2) =21 = 1022 2" % 7022 < 2w
piéce que d’obtenir 6 piles en langant 12 fois la piéce.

1. a) Exprimons P(n) en fonction de n.
1 1 _ 1 1
P(n) = CE "™ ™ = (5™ = (3, 577 de plus

22n

1 1 _ 1
b) P(n +1) = CJih G 200D = cpt L

donc on a plus de chance d’obtenir 4 piles en langant 8 fois la

49 Vallesse



Lecon 18 : Probabilité conditionnelle et variables aléatoire Corrigé manuel Vallesse Tle D

1 (2n+2)!

ourn € N* PO _ Cilninznz _ Gunieen o 1 @nin)@N=1) _ 2nt1
P n P(m)  cn-i T (n)! 4 4m+1)?2 2(n+l)
2ny2n nin!
2.2)

La loi de probabilité de la variable aléatoire X est une loi binomiale de parameétres 2n et % ;d’ou

1.1
P(X = k) = ChD* ™

b) L’espérance mathématique de X est égale au produit des paramétres egalea : n

a) L’arbre pondéré :

b) La probabilité de I’événement : « G
\ o, 0,95
L’ampoule est bonne et fabriquée par A » —
p(ANG) = 0,5 x 0,95 = 0,475. 0.05}— &
0.9
0.1 G
085G
015F—G
d) La probabilité de I’événement : « L’ampoule est bonne »
p(ANG) + p(BNG) + p(CNG) = 0,475 + 0,3x0,9 + 0,2x0,85 = 0,91
e) On cherche la probabilité de A sachant G :
pay PANG 0475
7T PpG) T 0915
e) Les valeurs prises par X sont 0, 1, 2. La loi de probabilité de X est donnée par le tableau :
k 0 1 2

P(X=k) |0007 |0,155 |0,837

L’espérance mathématique de X est E(X) =1 x 0,155 + 2 x 0,837 = 1,829.

1) Détermination des probabilités P(A) et P(B)

Total des combinaisons possibles :

I1'y a un total de 10 boules (7 rouges et 3 jaunes). On tire 2 boules, donc le nombre total de combinaisons
possibles est donneé par :

Card(Q)=C, = 45

Evénement A : « les deux boules sont de la méme couleur »

Les deux boules peuvent étre soit rouges, soit jaunes.

* Deux boules rouges :

le nombre de fagons de tirer 2 boules rouges parmi 7 est :Cz = 21

*Deux boules jaunes :
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le nombre de fagons de tirer 2 boules rouges parmi 3 est :C2 = 3

P(A) = 24 8
45 15
Evenement B : « les deux boules sont de couleurs différentes »
Le nombre de facons de tirer 1 boule rouge parmi 7 et 1 boule jaune parmi 3 est:7 x 3 = 21
P(B) 21 7
45 15
2.a) Loi de probabilité de X et espérance mathématique
X est la somme des chiffres des deux boules tirées. Les boules rouges ont la valeur 1 et les boules jaunes ont

la valeur 0.

Les cas possibles pour X :

* 2 boules rouges (X=1+1=2));

* Une boule rouge et une boule jaune (X=1+0=1)
* Deux boules jaunes (X =0+ 0=0)

X 0 1 2
P(X=x) 3 1 21 7 21 7
45 15 45 15 45 15
b) I'espérance mathématique E(X) :
EX)=0 ! +1 ’ +2 727
=0X— X — X—=—==
15 15 15 15 5

Pour résoudre ce probléme, nous allons utiliser le théoreme de Bayes pour déterminer la probabilité que
Soukroumdé n‘ait pas traité I'exercice sur la compétence A étant donné qu'il n'a pas suivi le cours de
rattrapage.

Notations

e R :Evénement « Soukroumdé a suivi le cours de rattrapage ».
e R:Evénement « Soukroumdé n‘a pas suivi le cours de rattrapage ».
o T :Evénement « Soukroumdé n'a pas traité la compétence A ».
Données
« P(T/R) = 0,30 (30% des éléves qui n'ont pas suivi le cours ne traitent pas I'exercice).
e P(T/R)=1 —% = % (1/6 des éléves ayant suivi le cours ne traitent pas l'exercice).
e P(R) = 0,20 (20% des éléves suivent le cours).

« P(R)=1-P(R) = 0,80.
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Calcul des probabilites

- P(T) : Probabilité totale de ne pas traiter I'exercice :

Utilisons la formule de la probabilité totale :
P(T) = P(T/R) x P(R) + P(T/R) xR

Calculons :

1 1 24
P(T) = 2% 0,20 +0,30 X 0,80 X= 2o+

30 ' 100

- Calculde P(R/T)

P(T /R) x P(R)

P(R/T) = PT)
_ 0,30 x 0,80 36
PR/T)=—Z—= el
150

Résultat final

La probabilité que Soukroumdé n'ait pas suivi le cours de rattrapage étant donné qu'il n'a pas traité la

compétence A est :

P(R /T) ~ 0.878 (arrondi a 0,001 prés).

Ainsi, la probabilité pour éclairer la lanterne du Chef est d’environ

41

150
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