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BARYCENTRE ET LIGNES DE
NIVEAUX

n SITUATION D’APPRENTISSAGE

L’approche pédagogique et la didactique est celle de I’APC. Pour le déroulement de la situation, vous
pouvez vous inspirer du tableau suivant.

Constituants de la Exemples de questions Réponses possibles des éléves
situation possibles
Contexte Ou ou quand se déroule la | Lors d’une exposition vente
scéne ?
Circonstances Dis ce que ne comprend pas | Les poudres sont en équilibres, malgré
Yapo leur différence de masse
Tache Qu’a til décider de faire ? Soumettre sa préoccupation a son
professeur de mathématiques et a sa classe
pour que ceux l’aide & comprendre ce
phénomene d’équilibre

n DECOUVERTE DES HABILETES

Activité 1 : Barycentre de n points pondérés

1.OnaYl, a;MA, _Zl La;(MA; +A1A) o 1 @M MA; + Y, A4,

Ainsi, Y aMA, =0 & (I, a)A M =Y, a4 A,

2. Distinguons les deux cas suivants :

1*cas: Y, a; =0

On en déduit que Y7 ; aMA, =0 & oY A =10 et tous les points M de I’espace (ou du plan)
vérifient cette égalité.

20me cas i Y a; # 0

Dans ce cas, Yy a;MA, = 0 < A,M = (Z, 5 alA A ) On conclut que I’ensemble des

points cherchés est le singleton {G} tel que : AIG = o aiAA, )

Exercices de fixation
Exercice 1

1)Immédiat, vérifier ceux pour lesquels la somme des coefficients est non nulle
2) Exemple soit K le barycentre du systeme Q = {(A, 3); (B, -1); (C, -2); (D, 4); (E, -5)}

Ona: 3KA—KB-2KC+4KD-5KE=0

Guide du professeur - Pyramide Maths T*C TOME 2 7 II.



Exercice 2

Soit S un ensemble de points pondérés tel que : S = {(A, a) ; (B, ) ; (C, ¢)}
l.parexemple:a=-1,b=2etc=-3

2.parexemple:a=1,b=2ctc=-3

Activité 2 : Propriété de I’homogénéité

Pour tout réel non nul a, ¥, 2G4, = 0 < S(Zr, aiG—A;) =0 © Y",6a;G4, = 0. Donc G
est le barycentre des points pondérés ((4;; 8a;))
Exercices de fixation

1<isn’

Exercice 3

1. EetL

2. Ona 4-3-2+2+6=7 donc le systeéme M={(A,%J;[B,?j;(C,éj;(D,%);(E,g)}a

le méme barycentre que le systeme E et la somme des pondérations vaut 1.

Activité 3 : Réduction de la somme ;[ ; a; MA,
Soit M un point quelconque.

Supposons que Y7, @; # 0,0ona:
YrhiaMA, = Y (Wf + G—A:):(Z’Ll ai)m + X, a;GA, or P a;GA,=0 car G est le

barycentre des points pondérés ((Al-; ai)) .Done Yj; a;MA, =, a)MG.

1<isn

Supposons maintenant que : Y,/—; a; = 0,ona:
Y aMA =31, “i(MAl + AlAl) = Qi a)MA; + XL, A A, Or Ty a; = 0 done
Y aMA, =X, ;A1 A, et ce vecteur est indépendant du point M.

Exercices de fixation

Exercice 5
1. V; 2F; 3V;4.F;5 F.

Exercice 6
e 5PO-3PR
. —7@+4ﬁé
. SW
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Activité 4 : coordonnées du barycentre

1. D’apres la propriété de réduction de sommes vectorielles, pour tout point M, on a :
YriaMA, =k, a)MG.
2. Pour M=0, on obtient : };j-; ¢;04, = (X7, a;)0G, donc 0622%0” L a;04,.

i=1

41 I aix; Sy
3. On en déduit que : x; = 2‘?} ;_‘ ety = ==t ;yt
nl:1 : n = pia
édui Lz aix; Yim1 @i L, aiz;
On en déduit que : x; = ==L . — Zi=1 ot 7. = 2i=
4 T Yo X @ 6T L,

Exercices de fixation

Exercice 7
G =bar{(E,-2);(F,3);(K,1)} avec E(2;-1;5), F(0;2;—-4) et K(3;6;1/2)

—2x2+3x0+1x3 _—4+3 1
—2+3+1 2 2

Soit G(xg;¥652) ona: X; =

_2x(=D)+3x2+1x6 _2+6+6 14

=—=7 et
o 2+3+1 2 2
1 1
2x54+3x(=4) +1x- —10-12+— 1 @
zy = 2 2.8 pou g[-1;7,-2
—2+3+1 2 4 2 4
Activité 5 : Propriété des barycentres partiels.
G existe car Yi—; a; # 0, on sait que :
o aGA =0 — < oY aGA + Y, ;GA, =0.
1 2 P A . -y e
o o, [ e © X ai(GGy + GiA) + X pyqg ;GA, = 0.

A (Z?:l a’i) G—Gl) + Zf=1 a;G1A, + Z?=p+1 aiG—A; = 6
[
o (TP, ;) GGy + X a;GA, = 0.
D’0t G est le barycentre des points (Gy, X1, @;) et (Aj; @) p1sisn
Exercices de fixation
Exercice 8
1. Soit K le barycentre du systéme de points pondérés {(A, 1) : (B, 1)} et L celui du systéme
de points pondéré {(C, 1); (D ; 1),} d’apres la propriété des barycentres partiels, G est le

barycentre du systéme de points pondérés { (K, 2) ; (L, 2) }.
G est donc le milieu du segment [KL] ot K est le milieu de [AB] et L celui de [CD].

2. G=bar{(4,1);(B,1);(C.1):(D.D} et A'=bar{(B,1);(C,1);(D,1)} donc
szar{(A,l);(A'J)} S0it GA+3GA'=0 © @+3@+3ﬂ'=6®ﬁ=%ﬂ' ; les

points A, G et A’ sont alignés ainsi le point G appartient a la droite ( AA’)
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Activité 6 : Ensemble des barycentres de points pondérés

1. Si M est un point de la droite (AB), alors il existe un nombre réel £ tel que : AM = k4B.
AM = kAB < AM — kAB =0 < (k — 1)AM — kMB = 0 or (k-1)-k # 0, donc M est le
barycentre de (A ; k-1) et (B ;-k). Réciproquement, si M est barycentre des points (A ;a) et
(B ;b), alors : (a + b)AM = bAE, soit AM = ﬁﬁ. Par conséquent, M appartient a la

droite (AB).
. . . ; ¢ =_B 7B Y ¢
2. a) G barycentre de (4; a), (B; f) et (C; y) entraine que : AG = P AB + a+B+yAC' Donc G
appartient au plan (ABC).

b) Soit M un point qui appartient au plan (ABC). M est de coordonnées (x, y) dans le plan (A, B,
C);ona:AM =xAB+yAC & (1—x—y)AM +xBM + y CM = 0. Ainsi M est le
barycentre des points pondérés (4,1 —x —y),(B,x) et (C,y)car 1 —x —y+x+y # 0.
3.L’ensemble des barycentres des points A, B et C est le plan (ABC).

Exercices de fixation

Exercice 9

,AM +24B =0 < AM +2AM +2MB =0 -3MA+2MB=0 , donc

M =bar{(4,-3);(B.2)}

II. Lignes de niveau
Activité 7 : Lignes de niveau k (k€R) de ’application M — Y ; a; MA? telle que Y7, a; # 0

1.2 a; # 0, soit G le barycentre de (4;; @;)1<i<n €t M un point. On a :
Yy aMA; = (B, a)MG? + S a;GA® + 2MG (Z?:l aiﬁi) .

0
k=3, “L’GAL2 —

n
i=1%i

Ainsi, ¥, a;MA? = k & MG* = p.

2. On en déduit que :
e Sip <0, alors (Ex)= 0.
e Sip =0, alors (Ex) = {G}.
e Sip > 0, alors (Ex) est le cercle de centre G et de rayon \/F dans le plan (la sphére centre G et

de rayon \/ﬁ dans ’espace.
Exercices de fixation
Exercice 10

MB? + MC? — MA? =0 soit G:bar{(A,—l);(B,l);(C,l)} donc ~GA+GB+GC =0 et
MG?*+GB?*+GC?*-GA?=0

Ona AC+CB=AB et AC =CB donc C est le milieu de [AB]
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On obtient GB =CA soit GB=1; GC=BA soit GC=2 et AG=3

MG?*+GB*+GC*-GA*=0 = MG*=9-1-4
SMG*=4 donc A e C(G,2)
SMG=2

Activité 8 : Lignes de niveau k (k€ R) de ’application M — Y1, «a; MAl-Z telle que Y;/—; ;=0

1.Ona YL, aMA? = Tk, 047 + (T1,)OM? — 20M(Z}-, a;04,).
Done Y1, a;MA? = Y, ;047 — ZW(Z}Llaiﬁ) car i a; = 0.
Ainsi, Xy aMA? = k & 1.0M =~ (T, 0,047 — k).
¢ Siii =0, alors on a deux cas :
> Pour YL, a;04% # k, (Ek)=0.
» Pour Y, a;0A? = k, (Ek) est le plan ou I’espace.
* 4 %0, alors
Considérons la droite (D) de repére (0, u). Soit My le point de la droite (D) tel que TMO =1.
Fixons un point M et considérons son projeté orthogonal H sur la droite (D).

— L, = o 1 —— ¥ a0A%-k .
Ona:OM.u = OH X OM,. On en déduit que OH = W qui est une constante.
0

On conclut que (£k) est le plan passant par H et orthogonal a la droite (D) dans I’espace ou (Ek) est
la droite passant par H et perpendiculaire a la droite (D) dans le plan.

Exercices de fixation

Exercice 11

1. Soit un segment [AB] de milieu O tel que : AB =6

Détermine I’ensemble des points M du plan tel que : MA? — MB? = 48

2. On considére un parallélogramme ABCD de centre O.
Détermine I’ensemble des points M du plan définis par : MA% + MB2 - MC? -MD? = 0

1. Posons f{M) = MA? -MB?

La somme des pondérations est nulle donc pour tout pour tout point M du plan, MA - MB estun
vecteur constant.

PourM:O,m-m:ﬁdonc: f=1air&:ﬁ (iciA1=A,A2=B; a;=1leta,=-1)

Par application de la formule Y-, a; MA?= Y™, a; 0A? — 20M( S, a; OA,), pourn=2,0ona:

MA? -MB? = OA” - OB? - 20M. BA. Soit MA> -MB? = -20M. BA. Car OA = OB
Remarque : si I’on ne veut pas appliquer la formule, on introduit le point O milieu du segment [AB]

pour obtenir la réduction de MA? -MB?2.

on a donc : MA? -MB? = (ﬁ’- W')z - (ﬁ— W)Z
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En développant et en simplifiant, on a bien : MA%2 -MB? = OA? - OB? — 20M.BA.
Soit MA> -MB? = -20M. BA.

MA2-MB* =48 < —20M.BA =48.

BA =204 donc — 20M. BA = - 40M.OA. Soit H le projeté orthogonal de M sur la droite (OA),

on a:-40M.04=-4 OH = OA.

MA?-MB?=48 < -4 0H x 0A.=48.Soit OH x 04 =-12.

Donc H € [OB) et OH = 4. L’ensemble cherché est la droite perpendiculaire en H a la droite (AB)

en H tel que H € [OB) et OH = 4.

2 ABCD est un parallélogramme de centre O. Déterminons 1’ensemble des points M tel que
MA?+ MB?— MC*—MD?=0

ABCD est un parallélogramme de centre O < @ = E et O_B' = Fd

< 0A4A=CO et OB=DO
MA? + MB? — MC? — MD? = 0 & OA?+ 0B~ 0C?— OD*~20M «(OA+ OB ~OC —OD) =0

& —20M+(2(0A+0B)=0 Posons OK =0A+OB)
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On obtient donc OM-OK =0 ainsi le point M décrit la droite (A) passant par O et perpendiculaire
a la droite (OK)

Activité 9 : Lignes de niveau k (k€ R) de I’application M — %

1. Si k = 1, alors MA = MB. Par conséquent M décrit la médiatrice du segment [AB].
2.Sik # 1, alors MA? = k?MB?. Donc (MA + kMB).(MA — kMB) = 0.

Soit I = bar {(4;1), (B; k)} et = bar {(4; 1), (B; —k)} , on obtient : M. Mj = 0. Il vient que M
décrit le cercle de diametre [1J] dans le plan ou la sphére de diametre [1J] dans 1’espce.

Exercices de fixation
Exercice 12

ﬂ=3C>MA2—9MB2=O
MB

[G\G,] soit G, =bar{(4,1);(B,3)} et G, =bar{(4,1) ;(B,-3)}
& 4G M(-2G,M) =0

< GM+G,M =0 donc M appartient au cercle de diamétre [G,G, Jprivé de B

T T e G

(2
N

Activité 10 : Lignes de niveau k (k€ R) de I’application M — Mes (MA, MB)

1. Mes (W’,W) =0 ou Mes (m,m) =1 < ME[AB] ouM € [AB) ou M € [BA) &
A, B et M sont alignés .
2

b) (C) passe par B, car OB = OA.
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¢) Si M € AB, le théoréme des angles inscrit permet d’écrire que Mes (m, W) =a

Si M€ AB, (MA,ME)=a+#

d)

L’ensemble des points M du plan tels que Mes (m; m) = a est I’un des deux arcs, privés des

points A et B définis sur (C) par la corde [AB].
Cet arc peut étre déterminé par le signe de a.

Soit A et B deux points distincts du plan et M un point du plan distinct de A et B.
1. Justifie I’équivalence suivante :
A, B et M sont alignés & Mes (m, W) = 0 ou Mes (m, W) =T.

Exercices de fixation

Exercice 13

— =\
L’ensemble des points M tel que Mes (MC,MD) = On construit le triangle OCD isocéle en O

—_—
tel que Mes [E‘, @) = % et (C) le cercle de centre O passant par C et D. L’ensemble cherché est

le grand arc CD privé des points C et D.
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n DES QUESTIONS D’EVALUATION

1. Comment utiliser le barycentre pour justifier un alignement de points

Exercice non corrigé

Al =§E & I=bar{(4,1);(B,2)} ; de méme C=bar{(D,1);(1,3)} et M =bar{(4,1);(D,1)}.

Ona: C=bar{(D,1);(1,3)} =bar{(4,1);(D,1);(B,2) } soit C=bar{(M,2);(B,2)}, d’oile

résultat.

2. Comment utiliser le barycentre pour justifier que des droites sont concourantes

Exercice non corrigé
Justifions que les droites ( AJ ), ( BK) et (CI) sont concourantes
Al =%E o I=bar{(4,2):B,)} : CJ =i@ & J =bar{(C,3);(B,1)}
CK = %a o K =bar {(C.3):(4,2)} - Soit G =bar {(4,2);(B,1);(C,3)}
Ona G:bar{(J,4);(A,2) } S Ge(A)).
G =bar{(K,5);(B,)) } < G e(KB).

G=bar{([,3);(C,3) } < Ge(d).

Ainsi, les droites ( Al ), ( BK ) et (CI) sont concourantes en G.

Guide du professeur - Pyramide Maths T*C TOME 2 15 II.



MES SEANCES D’EXERCICES

Exercice 1

1. Immédiat (vérifie que la somme des pondérations est non nulle)
2. Immédiat

Exercice 2

1. Vérifie dans chaque cas que la somme des pondérations est nulle
2. Remplacer le point M par I’'un des points A, B, C D ou E pour obtenir le vecteur qui ne
dépend pas du point M.

Exercice 3

1. Il suffit que a soit un nombre réel différent de 1.
2. Idem pour la question 1

Exercice 4
1. SietSs
2. 1l suffit de résoudre 1’équation d’inconnue o, telle que : 120 + 8ot + 9o = 2

On tire o0 = i
29

Exercice 5

Choisir 3 nombres réels non nuls et multiplier.

Exercice 6

Immédiat

Exercice 7

Immédiat

Exercice 8 et exercice 9

Utilise la formule relative aux coordonnées du barycentre dans un repere
Exercice 10

{(1,2)5(C;3)}

Construction immediate
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Exercice 11

H =bar{(4,2):(B.1)} donc c?:%@%@
— 33— 4—
G =bar{(H,3);(C,4)} donc AG=_AH +-AC

H =bar{(4,2);(B,1)} donc G=bar{(4,2);(B,1):(C.4)}

Exercice 13

MA> + MB* =(MI +IA) +(Mi + IB)

En développant, on obtient :

MA® + MB* =2MI* + 142+ IB* +2MI(IA+1B), TA+1B=0 et IA2+IB2= Aziz , d’oit le résultat.

Exercice 14

1. G barycentre des points pondérés (A, 4) ; (B, -1) et (C, -1), donc
G barycentre des points pondérés (A, 4) ; (I, - 2) ou I est le milieu de [BC], donc G est le point tel

que GA=4I .
Soit (C) I’ensemble des points M du plan tels que :
4MA? - MB% -MC? = -a2, on a donc : -AB?>-AC? = -BC? = - 47, donc A appartient & (C).

(C) est non vide et non réduit a un singleton, car (C) contient le point A distinct de G.
(C) est donc le cercle de centre G et de rayon GA

Exercice 15

MB?+ MC?—MA? =0 soit G:bar{(A,—l);(B,l);(C,l)} donc —GA+GB+GC =0 et
MG?*+GB*+GC?*-GA*=0.
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Ona AC+CB=AB et AC = CB donc C est le milieu de [AB]
On obtient GB=CA soit GB=1 ; GC=BA soit GC=2 et AG=3

MG*+GB*+GC?*-GA*=0 > MG*=9-1-4
S MG?*=4 donc M e B(G,2)
SMG=2

Exercice 16 et 17 (faire les calculs en s’inspirant de I’exercice 11 du cours)
Exercice 18 (voir méthode exercice de fixation 12 du cours)

Exercice 19 (voir méthode de I’exercice de fixation 13 du cours)
— =\ -
On construira un triangle OAB isoc¢le en O tel que Mes (OA, OBJ = Tﬁ

Exercices de renforcement/approfondissement

Exercice 20

1. B ; 2A; 3.C
Exercice 21

1. i = MA+MB—MC =MA+CB

¥ =4MD —2MA—2MC = 44D —2AC = 24D +2CD = 2BD

2. MA+MB+MC + MD = 4MO + OA+ OB + OC + OD = 4MO car OA+ OB +OC +OD =0
Exercice 22

a) ‘

I’ensemble des points M est le cercle de centre G, et de rayon AB.
b) Méme type de raisonnement pour les autres

MA + MB — M—DH = 4B soit G, =bar{(4,1);(B,1);(D,~1)} on obtient MG, = AB donc

Exercice 23

1. (MA+MB)(MB+MC)=0 Soit I le milieu de [AB] et J le milieu de [BC] . on obtient
2MI.2MJ =0 < MI.MJ =0 donc ’ensemble des points M est le cercle de diametre [1J]

2. (MA—2MB).(MB+2MC) =0 soit K =bar {(41);(B,-2)} et P=bar{(B,1);(C,2)}

On obtient —MK.(3MP) =0 < MK.MP =0 donc I’ensemble des points M est le cercle de
diamétre [KP]
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Exercice 24

G, =bar{(4,2);(B,~1);(C,3)} soit AG, = —%E+%ﬁ ; et Gz le barycentre de (D,1) et (E, 2)

ona: G =bhar{(G,4);(G,,3)}soit GG :%GIGZ

Exercice 25

Hm _2MB +3j\7c” = Herm 72WH soit G =bar{(A,1);(B,—2);(C,3)} et | le milieu de [AB].

On obtient < MG = IC <> MG = IC donc I'ensemble des points M est le cercle de centre G et de rayon
IC.

G =bar{(A1):(B,~2):(C.3)} & AG :7ﬁ+%ﬁ

Exercice 26
Soit O le milieu de [AB] et H le projeté orthogonal de M sur (OA)
MA? — MB? = 2AB? <> OA> — OB>—20M .BA=2AB> ;ona: BA=204

< —40M.OA=24B>

. A
C>0[1><OA=—%AB2 ( )
Prenons AB=4,donc OH =4 et OA=-2 I | io i | i 5
H
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Exercice 27

— ——\ 2
L’ensemble des points M tel que : Mes [MC,MDJ = _g ou Mes(MC,MD) = Tﬂ- .

On construit le triangle OCD isocéle en O tel que Me.v(O_C",(EJ = —27” et (C) le cercle de centre O

passant par C et D. L'ensemble cherché est le grand arc CD privé des points C et D. Il faut ensuite examiner
le second cas. Au total, 'ensemble cherché est la réunion des deux arcs capables d’extrémités C et D.

Exercice 28
A =bar{(E,l);(F,l) } =bar{(E,3);(F,3) }
C =bar{(F,3);(G, )] } =bar{(F, -3);(G,-1) }

B =bar{(E,3);(G,—1) } =bar{(E,3);(F,3);(F,-3);(G,-1) }
=bar{(4,6);(C,—4) }
B=bar{(4,3);(C,-2)}

Exercice 29

1. ABC est équilatéral, | est le milieu de [BC] et soit E le milieu de [AB].
H le projeté orthogonal de I sur (AB) donc H est le milieu de [EB], ainsi

Ona: 477 =2 4B doi H=bar{(AD:(8.3)}
2. I'milieu de [BC] donc [ =bar{(B, D;(C.1) } :bar{(B,Z);(C,Z)}
K milieu de [1J] donc K :bar{(l,l);(J,l) } =bar{(1,4);(J,4) }

D'ou K = bar{(B, 2);(C,2);(4,1);(B,3) } :bar{(A, 1);(B,5);(C, 2)}

Exercice 30

. . 2x343(-1) 3 2x4+3x2 14 (314
1. Soit G(x; e W A e S e t G| —;
oit G(X53);) avec x, 713 S et y; 3 5 s0i (5 3
7 26
2. Soit K:bar{(A,4);(B,5)} donc K(gagj

H4m +5WH — 45 < 9MK = 45 < MK =5 donc Lensemble des points M est le cercle de

2 2
centre K et de rayon 5. (Cl):(x—gj +(y—%j =25
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D U c
3. Soit R=bhar{(4,3);(B,2)} et S=bar{(4,7);(B,-2)}

7 16 23 24
donc R(g,?] et S(?,?J soit P le milieu de [RS], on a P(3;4)

H3m+2mH = H7m 72mH <> MR = MS donc M appartient a la médiatrice (A) du segment
[RS].

— —(16 8) —
Une équation de (A) : M €(A) < MPRS=0 avec RS(?,gj et MP(3-x;4-y)

M e(A)@%(37x)+§(47y):0©2x+y710:0

(C)):2x+y-10=0

Exercice 31

C=bar{(4,1);(B,1);(G,-3)} ona: CiA+CBE—-3CG =0 <> GA+GB+GC =0 donc
G= bar{(A,l);(B,l);(C, 1)}, donc G est le centre de gravité du triangle ABC.

Exercice 32

KD _KR _DR_2 ot 4K _
KI KJ IJ 3 KJ
2. Ona: K?:%ﬁol( =bar {(D,3); (1,2)} =bar {(D,3); (B,1):(C,1)}

1 4

Onaaussi: AK =4KJ < K =bar{(4,1); (J,4)} = bar{(4,1); (D,2);(C,2)}
on sait que DA+ DC = DB <> D =bar {(4,2);(B,~2):(C,2)} d'ot

K =bar {(4,2); (D,1);(C,2);(B,1);(B,-2);(C, 1)}
K =bar{(4,2);(B,~1);(C,3);(D,1)}
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Exercice 33

Z:E%E

L E=E+%TCQE—273—TC=6®1=bar{(A,l);(B,—z);(c,—l)}
2. MA>—2MB?>—~MC? =3 < 2MI>+ 4>~ 2IB>— IC*> =3 c |

2
[ L P S B
2 4 4 4

NG
2

(S) est donc la sphére de centre | et de rayon

Exercice 34
L=bar{(A,—1);(C,—3)} R I=bar{(B,3);(C,3)}

M =bar {(A,—l);(B,3)} =bar {(A,—l);(C,—S);(B,3); (C,3)}
= bar{(L,—4);(I, 6)} = bar{(L,—Z);(1,3)}

Donc les points M, L et I sont alignés

Exercice 35

1. A'=bar{(B,1);(C,1)} =bar{(3,%);(cé)}

G =bar {(A',1);(4,1)} :bar{(B,%);(C,%);(A,l)} =bar {(B,1);(C,1);(4,2)}

3 3 7
2. ona: AA':£ donc GA=£ s GB=£=GC
2 4 4
w3 T T ;
2MA? + MB? + MC? = 2 > 4MG? +2GA* + GB* + GC? = 2 = M Z:W:E

5 ﬁ}

MG =— donc MEC[G;_
4 4
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Exercice 36

Ona: ﬂ:%ﬁ donc 1 =har{(4,2);(B,1)} et ﬁ:%?c’ donc L =bar{(B,1);(C,2)}

E:%E donc J =bar{(4,1);(B,2)} et W:%E donc M =bar{(4,1);(C,2)}

E:%E donc N =bar{(4,2);(C,1)} et ﬁ:%ﬁ donc K =bar{(B,2);(C,1)}

Soit G = bar{(A,Z);(B, 2);(C, 2)} ( G est le centre de gravité de du triangle ABC ) on a donc
G =bar{(1,3);(L,3)} donc Ge(IL)
G =bar{(J,3);(M,3) } donc G e(JM)
G =bar{(N,3);(K,3)} donc G e(NK) . il vient que les droites (IL ) , (JM ) et (NK) sont
concourantes.

Exercice 37

Soit (DJ)N(KM)={R} et JM = AK =KD et (JM)//(KD) donc le quadrilatére KDMJ est un

parallélogramme. Ainsi R est le milieu de [KM]

| est le milieu de [AJ] d’ou (IR) // (JM) et comme (RM) // (1)), on a : IRMJ est un parallélogramme de centre
G, ainsi G est le milieu de [IM]. On a donc les points I, G et M alignés (1)

1
Dans le triangle IBC, J est le milieu de [IB], JM :EBC et (JM)//(BC) donc M est le milieu de [IC]. On a
aussi 1, M et C alignés (2)

Finalement d’aprés (1) et ( 2) : les points C, M, G et | sont alignés.

D C
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Exercice 38

a) A’ estun point de la droite (CB), et a son abscisse dans la graduation de repere (C, B), a est non
nul et différent de 1, car A’ est distinct de B et de C. Onadonc CA'= « CB , en introduisant le
point A’, on obtient : CA'= oc CA'+ oc A'B soit o A'B+(1- oc)TC =0

Les questions b) et ¢) se justifient de la méme maniére.

2.
a) o A'B+(I-x)4'C =0 Indique que : A':bar{(B,oc);(C,(l— oc)}

En multipliant chaque pondération par le méme réel non nul S(1 — y), on obtient le résultat
demandé (homogénéité du barycentre).

Les questions b) et ¢) se justifient de la méme maniére. On a donc :
A'=bar {(B, o B(1-9));(C,(1-<)p(1— 8)} R

B'=bar {(C,B(1- )(1-8);(4, (1= <)(1-B)1-8)} ;
C'=bar{(A,B = 8;(B,xB(1-8)}

By
%
®

x 'CXC'A:71© (OCO:DX(B[;I)X(S;D =-1  apd=1-a)(1-B)(1-J)

~
a
&
AN
aQ
w
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Ry
&
%
a
a
N

X =—1, justifions les droites (AA”), (BB’) et (CC’) sont concourantes

R
a
=
N
a
%

Ona afyé =1-a)1-B)(1-3), donc étudier le systeme

{A,(l— o) (1-B)1-8);(B,oc B(1-8));(C,(1—c)B(1 —5)} , C’est étudier le systéme S tel que :
{(A,oc B8);(B,c B(1-0));(C,(1-<)p(1 —8)} . Posons k1 = a5,

k2= af(1-3) etk =(1—)B(1-5).

Deux cas sont a envisager pour I’étude de ce systéme :

Cas1: ki+hk+k #0,S posséde un barycentre G.

G barycentre du systéeme {(4,k,);(B;k,);(C;k3)}, or A' :bar{(B,kz);(C,k3} donc G
barycentre du systéme {(A, k(4 ',k2+k3)} “et donc G appartient a la droite (AA”)

Un raisonnement analogue permet de justifier que G appartient a la droite (BB’) et a la droite
(CC”). Les droites (AA”), (BB’) et (CC”) sont donc concourantes.

Cas2: hkithh+k=0

A'= bar{(B,kz);(C,kS} , donc k2ﬁ+kgﬁ' =0, soit AA' colinéaire au vecteur non nul ;/4
tel que : 1;/1 = k2E+k3E

De méme B'= bar{(A, k); (C,k3)} indique que BB' est colinéaire au vecteur non nul 5 tel
que : kla +k3BC

1;14 us = (kithaytks) AB =0, car ki+kx+ks = 0; donc les droites (BB’) et (CC’) sont parallele.

On montre de méme que les droites (CC’) et (AA’) sont paralleles d’ou le résultat

' [l 1

X =—1, alors les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont concourantes

'
>
S
aQ
aQ
N

Conclusion si

X

1 '

N
a
=
b
9
&

ou paralléles.

Etude de la réciproque

Supposons que les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont concourantes soient concourantes ou
paralléles.

Cas 1 : les droites (AA”), (BB’) et (CC’) sont concourantes
Soit G le point de concours des droites (AA”) et (BB’), G est le barycentre du systéme de points
pondérés {(C, B(l—oc)(1-0);(A4,(1—c)1-B)(1-0); (B, ap(1- 5} , mais aussi du systéme de
points pondéré {(C, B(1—oc)(1-0);(A4,c Bd); (B, ap(l —5} , il en résulte que

A'B B'C C'4

X
'C B'A C'B

afyd =(1-a)(1-P)(1-3) et donc que

N
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Cas 1 : les droites (AA”), (BB’) et (CC’) sont paralléles

Si le systeme {4, (1- oc)(1-B)(1-38); (B, B(1-8)); (C, (1- c)B(1—5)} admettait un barycentre,
alors celui-ci appartiendrait a la fois aux droites (AA’) et (BB’), or (44" (BB") =, donc
(1= c)(1-B)1=8)+ < B(1-8) + (1- <)B(1-8) =0, de méme

oc B8+ oc B(1-8) + (1-0)B(1-8) =0, donc s = (1—a)(1—PB)(1—8), soit

A8 _BC C_

A'C B'A C'B

-1.

De ces 2 cas, on conclue que les droites (AA”), (BB’) et (CC’) sont concourantes ou paralléles,

b
&
&
Q
Q
N

=-1

X X

A'C B'A C'B

4. Reprendre le méme type de raisonnement dans le cas ou A’ , B’ et C’ sont alignés.

Exercice 39

S’inspirer et appliquer des résultats précédents.
Exercice 40

1. Supposons d'abord que 3+ v = 0. Alors on sait que

— = —
(¢ +B+7)AM = aAA + BAB +yAC
—
— BCB
Les droites (AM) et (BC) sont donc paralléles. Réciproquement, si (AM) et (BC) sont

. — —
paralléles, alors AM = ABC'. Mais on a aussi

— — — —
(a+B+v)AM = aAA + BAB +yAC
= —
= BCB + (v+ B)AC.

Si B+ -y n'était pas nul, on trouverait que A—C> est colinéaire a B?, ce qui n'est pas le cas.
2. Supposons d'abord que ces conditions sont réalisées et notons M le barycentre de

(4, ), (B,B) et (C,7). Alors, par associativité du barycentre, M est aussi le barycentre de
(4, @) et (P, 8+ ) et donc M est sur la droite (AP). Par symétrie du réle joué par les
sommets, M est aussi sur les droites (BQ) et (CR), et ces trois droites sont donc
concourantes.

Réciproquement, supposons que les trois droites se coupent en M et définissons o, B et 7y
Reciproquement, supposons que les trois droites se coupent en M et detinissons o, f et -y

de sorte que M soit le barycentre de (A, @), (B, B) et (C,~y). M étant sur la droite (AP), il
est distinct de B et C et de méme il est distinct de A. D'aprés la question précédente, on en
déduit que 3+ 7 # 0. Notons P’ le barycentre de (B, ) et de (C, ). Alors, par
associativité du barycentre, M est le barycentre de (A4, &) et de (P, 8+ ). Ainsi, M est
sur la droite (AP"). Mais M est aussi sur la droite (AP) et les points P et P’ sont tous

deux sur la droite (BC). Ainsi, P = P'. On prouve exactement de la méme facon les deux
autres points.
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3. On écrit que

aire(MCA) = aire(PAC) — aire(PMC).

1
aire(PAC) = 3 X H x PC

d'ou le résultat.
Puisque M est un point intérieur du triangle, P est sur le segment [BC]. On a de plus que

B aire(MAB) B
 aire(MAB) + aire(MC4)

On en déduit la propriété demandée sur P, puis, en utilisant la question précédente, sur M.
4. Si M est le centre de gravité du triangle, alors M est le barycentre de (A, 1), (B, 1) et

(C', 1). En comparant avec la question précédente, on voit que
aire(M AB) = aire(M BC) = aire(MCA).
Le centre de gravité du triangle est donc l'unique point intérieur au triangle pour lequel cette
propriété est vérifiée.
5. Rappelons que le centre du cercle inscrit, point de concours des bissectrices intérieures,
est a égale distance des cotés du triangle. Ainsi, si on note d cette distance, on a
aire(MAB) =d x AB =dc
aire(MBC) = da
aire(MCA) = db.

En combinant ceci aux résultats précédents, on obtient le résultat demandé.

Exercice 41 (SITUATION COMPLEXE)

Ona:3GA+2GB =0« 18GA+12GB =0
Pour 18kg de boule rouge il faut 12kg de boule

verte.
Le montant équivalent est
12x2500F =30.000F . | \\

Le pére disposant d’un montant de 27.000F qui est / \
moins de 30.000F, ne peut donc pas acheter la
boule verte.

Figure 1
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n SITUATION D’APPRENTISSAGE

L’approche pédagogique et la didactique est celle de I’APC. Pour le déroulement de la situation,
vous pouvez vous inspirer du tableau suivant.

DIVISIBILITE DANS 7

Constituants de la

Exemples de questions

Réponses possibles des éléves

ont-ils décidé de faire une
fois retournés au lycée ?

situation possibles
Contexte Ou ou quand se déroule la | Au lycée 1 du chef-lieu de la
scene ? direction régionale de 1’éducation
nationale lors du concours entre
lycée.
Circonstances Indique pour quelles raisons | Les candidats ont concours ont eu
les éleéves de ton lycée ont- | des difficultés lors de 1’épreuve
ils échoué a ce concours ? a dégager des résultats généraux
issus de leurs recherches
Téche Qu’est ce que les éléves Retournés au lycée, ils sollicitent

leur professeur de mathématiques
qui les invite a suivre le cours sur
la divisibilité dans Z.

n DECOUVERTE DES HABILETES

|

L. L’ensemble N

1. Introduction et propriétés générales

Activité 1

N désigne I’ensemble des entiers naturels et N* désigne ’ensemble des entiers naturels non
nuls. Nous avons vu au premier cycle que sont définies sur N une addition et une multiplication

vérifiant :

Pour tous entiers naturels a, b et ¢ :

N° Addition dans N (A) Multiplication dans N (B)
1 a+b€eN axb€eN

2 a+0=0+a=a aX1l=1Xa=a
3 a+ (b +c) = (a+b) +c a X (b Xc) = (axb)Xc
4 a+b=b+a aXb=bXa

5 a+b=a+ce=b=c ab=ace=b=c(a*0)
6 a+b=0=a=b=0 aXb=1=a=b=1

7 aXx(b+c)=axXxb+axc

Dans I’ensemble N des entiers naturels, on définit la relation < comme suit : pour tous entiers
naturels a et b, a < b s’il existe un entier naturel c tel que a + ¢ = b.
Démontre que pour tous entiers naturels a, b et c,ona:

1) a < a(Réflexivité)

2) sia < betb < a,alorsa
3) sia < betbh < c,alorsa

b (Antisymétrie)

< c (Transitivité)
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Objectif de activité 1 : Rappeler les propriétés connues de N et introduire la relation d’ordre
<. La définition de < est utilisée pour établir les trois points en s’appuyant sur les rappels du
tableau.

1) ¢ = 0 pour établir a < a.

2) Utiliser Al, A5 et A6.

3) Utiliser A1 comme suit :
a < b, il existe d entier naturel telque b = a + d ;
b < c, il existe e entier naturel tel que c = b + e;

De A3, ondéduitque:c =a+ (d+e). De Al,ona:d+e € N.Parsuite:a < c.
Exercices de fixation

Exercice

11 faut appliquer le point 2 (I’antisymétrie de <)

Activité 2

Objectif de I’activité 2 : Etablir la comptabilité de la relation d’ordre avec 1’addition et la
multiplication dans N.
Ici encore, on utilise le tableau de I’activité 1.
1) 1l faut utiliser A3, A4, AS.
2) a)=
a < b, il existe d entier naturel tel que b =a+d; d’ou: cb = c(a + d) (B5). On
déduit que : cb = ca + cd. D’aprés Bl, cd est un entier. Par suite ca < cb. En utilisant
B4,ona:ac < bc.
—
Supposons que b < a et b # a (par I’absurde). On en déduit que bc < ca etb # a.Ce
qui contredit I’hypothése.

Exercices de fixation

Soit a, b, c et d des entiers naturels. Démontre quesia < betc < d,alorsa+c < b + d.
Solution

a < b,d’ou:a+c<b+ cdaprés la proposition précédente ;
c<d,dou:b+c<b+ddapres la proposition précédente.

D’apreés la transitivité de la relation <, on déduitque a +c < b + d.

Activité 3
Objectif : Etablir que toute partie non vide de N admet un plus petit élément

1) Seule la partie A est vide.
2) Toutes les parties non vides de N de I’activité possédent un plus petit élément.
3) Toute partie non vide de N possédent un plus petit élément.

Ce résultat est admis.
Exercice de fixation

11 suffit de démontrer que cet ensemble n’est pas vide. Il contient 6.
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Activité 4

Objectif : Démontrer que pour tout entier naturel n, I’intervalle] n ; n + 1[ ne contient aucun
entier naturel

Ici les intervalles sont des intervalles de N.

L’intervalle] a; b[ de N est défini comme suit (a et b sont dans Neta < b):

la; b[ = {n € Nla< n< b}.

1) Supposons que I’intervalle ] 0 ;1[ contienne un entier naturel a. Dans ce cas, il posséde un
plus petit élément. Car toute partie non vide de N admet un plus petit ¢lément.

Ona:0<a<1.Dou:0<a?<a<1. Onendéduit que 0 <a? < 1. Or a étant un entier
naturel, a? I’est aussi. a? appartient a I’intervalle ] 0 ;1[. Ce qui contredit le fait que «a est le
plus petit élément de I’intervalle ] 0 ;1[ . Par suite I’intervalle ] 0 ;1[ ne contient aucun entier
naturel.

2) Supposons que 'intervalle ] n; n + 1[ contienne un entier naturel . D’ot: 0< f —n < 1.
Or,

B —n appartient a N, carn < S, et appartient évidemment a I’intervalle ] 0 ;1[. D’aprés ce
qui précede,] 0 ;1[ ne contient aucun élément. Par suite ’intervalle ] n; n + 1[ ne contient
aucun entier naturel.

3) L’intervalle | n; n+ 1[ vide, si n est inférieur a x alors x est au moins égal a n + 1.
La réciproque est évidente.

Exercice de fixation

11 suffit de poser m = n — 1.

Activité 5

Objectif : Etablir que toute partie non vide et majorée de N admet un plus grand élément.

1) Supposons que A soit majorée par a. On en déduit que B est une partie non vide deN car il
contient a. B admet donc un plus élément b. Par suite b est un majorant de A puisque B est
constitué de tous les majorants de A.

2) Supposons b n’appartient pas a A. On en déduit que quel que soit x appartenant a A, x < b.
Donc : x < b — 1. Par suite b — 1 est un majorant de A et appartient a B. Ce qui contredit la
définition de b.

3) Toute partie non vide et majorée de N admet un plus grand élément.
Exercices de fixation

11 suffit de démontrer que cet ensemble n’est pas vide et est majoré. 1l contient 0, donc il n’est
pas vide. Justifie qu’il est majoré par 16 puis conclus.
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2. Démonstration par récurrence
Activité 6 : Principe de récurrence

Objectif : Etablir le principe de récurrence qui va servir de fondement a la démonstration par
récurrence.

1) Soit m un élément de N*. m — 1 appartenant a N est I’'unique antécédant de m par s.
2) a)Y est alors une partie non vide de N. Il a un plus petit élément p.
b) p est non nul sinon il appartiendrait a la fois a Y et a X d’apres (i). Or X et Y ont une
intersection vide, donc p n’est pas nul.
c) L’antécédant de p par s est p — 1 qui ne peut appartenir a Y car p est le plus petit
¢élément de Y. Par suite p — 1 appartient a X.
d) p — 1 appartenant a X, il découle que p appartenant a X d’aprés (ii). Absurde car p
appartient a Y. Par suite Y est vide et donc X est égal a N.

Exercices de fixation

Exercice

Faux car la démonstration a utilisé (i).
Activité 7 : Démonstration par récurrence

Objectif : Etablir la démonstration par récurrence

1) On applique le principe de récurrence avec X = A.
2) On applique 1) avec P(n — ny) = Q(n).

Commentaire

L’implication « (Vn € N,n > ngy), (P(n) = P(n + 1)) est vraie » est a comprendre au sens
de la logique mathématique. Car on peut avoir (P(n) = P(n + 1)) vraie pour des valeurs de n
pour lesquelles P(n) est faux. Autrement dit une propriété peut étre héréditaire a partir d’un
certain rang sans étre jamais vraie. D’ou la nécessité de vérifier I’initialisation pour une valeur
de n qui n’est pas toujours donnée dans 1’énoncé. Quand n, n’est pas donné dans 1’énoncé,
c’est I’établissement de 1’hérédité qui permet de le déterminer.

Rappelons que I’implication P = Q est vraie sauf dans le seul cas ou P est vraie et Q est fausse.
Si P est vraie et Q est vraie, alors cette implication est vraie. Mais ce n’est pas la seule possibilité
conformément a ce qui est dit plus haut. On sait que si P est fausse, cette implication est toujours
vraie.

Pour établir (Vn € N,n = ng), (P(n) = P(n + 1) vraie, on va établir précisément :

(vn € N,n =ng), P(n)vraie = P(n+ 1) vraie. Ce qui suppose que I’entier n, est bien
choisi et qu’on a vérifié P(n,) est vraie. Il faut s’assurer que P(n) n’est faux pour aucune valeur
de n. En général, on procede a des essais sur des valeurs de n.
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Exercices de fixation
Exercice 1

1) P(0) est vraie.
2) Pour tout entier naturel n, P(n) est vraie.

Exercice 2
Solution

Initialisation

12 = w. Par suite P(1) est vraie.

Heérédité
Démontrons que pour tout entier naturel n non nul, P(n) vraie = P(n + 1) vraie.

nn+1)(2n+1)

Ona:12422+--+(m+1)?2= -

+ (n + 1)2. Car P(n) est vraie. Par suite :

12+22+-+(n+1)?= w. On en déduit que P(n + 1) est vraie.

Conclusion : Pour tout entier naturel n non nul, 12 + 22 + --- + n? = M.

3. Division euclidienne dans N
Activité 8
Objectif : Etablir la division euclidienne dans N.

1) 1l suffit de prendre n = a + 1.

2) a) A est une partie non vide de N d’apres ce qui préceéde. Il posséde donc un plus petit
élément q'.
b) g’ est non nul sinon on aurait a < 0. Ce qui contredit le fait que a est un entier naturel.

3)a) q' étant un élément de A vérifie g'b > a. Comme q’ est le plus élément de A, ¢’ — 1
ne 'est  pas. Il vérifie (¢' — 1)b < a. Parsuite: gb < a < b(q + 1).

b) En utilisant 3)a) on a le résultat.
c) En utilisant 3)b) on a le résultat.
L’unicité du couple (g, r) est établie par le fait que :

e g est unique car dépendant de p qui est unique ;
e 7 est unique car dépendant de a et b qui sont donnés et de g qui est unique.

Vous pouvez faire une démonstration générale pour 1’unicité (pas nécessaire ici).

D’ou le résultat.
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Exercices de fixation
Exercice 1
)g=8:;2)g=0:3) g=4
11 faut utiliser : ¢ = E(%).
Exercice 2

Solution

1) Non car le reste est plus grand que le diviseur.
2) Oui.
3) Oui
4) Oui
5) Non car le reste est plus grand que le diviseur.

Exercice 3
Solution

Utiliser g = E(%) etr =a—bq.

1) (q;7) = (6;46);2) (g;7) = (14;0) ;3) (g;7) = (0;8).

4. Numération
Activité 9
Objectif : Etablir le principe de numération

1) a)b) et c) sont évidents.

2) (ay) est cette suite avec ay = x.

3) a) Cela se justifie par la division euclidienne de x par b.
b) g, est non nul car x > b.
¢) (ag, aq) est cette suite avec ag = 1y, a; = q;.

4) a) et b) comme au 3) a) et b)
¢) (ag, a1, ay) est cette suite avec ay = ryeta; = 1y eta, = q,.
5) a) Si gy < b, alors le quotient de cette division euclidienne gy, est nul.

b) si gqx = b, alors le quotient de la division euclidienne de x par b n’est pas nul. b étant
supérieur ou égala 2, ona: 0 < qr41 < Q-

6)a) QN N* contient g, d’aprés 3)b). C’est donc une partie non vide de N. Il admet un plus
petit élément p.

b) p étant un élément de (Q), il existe un entier naturel m non nul tel que p = gp.
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c) D’apres 5)b) la suite (g) est strictement décroissante. Comme g,,, est le plus petit
terme de cette suite, alors g, +1 est nul.

7) a) Faisons un raisonnement par récurrence sur ’intervalle [1 ; m].

La propriété est vraie pour m = 1. En effet, x = bq, + 1y et 0 < ry < b, d’apres 3)a)
et g, est non nul d’apres 3)b).

Supposons-la vraie pour un entier k appartenant a [1, m — 1]. On a donc :

x = b*qp + b* 'r_; + -+ 19. Or 2 qg= bqp4q1 + 1%, donc :

x = b gy + BEr + -+ 1.

Dot x =b"qym + b™ My 4+ 1.

Posons n = m et considérons la suite finie (agy, a4, ..., a,) telle que : ay =1ry; a; =17 ;

Ap-1 = Tm-15An = qm-

Autre méthode

M :x=bq1+70;(2):q1=bga+11;3):q2=bgs+12; ...; (M —1): g =
bqm-1 + -2 5 (M): Gm-1 = bGm + Tm—1.

On multiplie chaque membre de : (2) par b ; (3) par b? ; (m — 1) par b™ 2 ; (m) par
b™~1 . En les ajoutant membre 4 membre et en simplifiant, on obtient le résultat.

b) L’unicité est assurée par l’unicit¢ des quotients et des restes dans la division
euclidienne.

Exercices de fixation
Exercice 1
Réponse
1) Vrai;2)Faux ; 3) Vrai ; 4) Vrai.
Exercice 2
11 s’agit de ’exercice 9 de la page 55 de mon Cahier d’habiletés Tle C.
Exercice 3

11 s’agit de I’exercice 10 de la page 55 de mon Cahier d’habiletés Tle C.

1L L’ensemble Z

1. Introduction et propriétés générales
Activité 10

Objectif : Etablir les propriétés de la relation < (relation d’ordre et compatibilité)
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e a< a(évidentcara—a=0et0€N)

e b—a€eNeta—beN;ona:(b—a)+(a—b)=0.D’aprés A6:a—b =
0.D’ou:a =b.

e b—a€eN;c—beN. Or: c—a=(c—b)+ (b—a) (A justifier). Daprés
Al:c—a€eN.Dou:a < c.

2)

e Evident

e bc—ac=(b—-a)c;b—a€eNetc€eN,dou: bc—ac € N. On en déduit
que ac < bc. Pour la réciproque, il faut raisonner par 1’absurde.

e Raisonnement analogue.

Exercices de fixation
Exercice

Solution

1) Dans le dernier point de la proposition 2), il faut prendre ¢ = —1.

2) Dans le deuxiéme point de la proposition 2), il faut prendre ¢ = 2.

3) qgb —pa = (gb—pb)+ (pb—pa);dou:qgb—pa=(q—p)b+p(—a). Chacun
des termes de la derniére somme étant positif, on a : pa < gb.
Autre méthode

a<betp>0,dou:pa<pb; p<qeth=0,dou:pb < gb.Onendéduitque:pa <
qb.

2. Division euclidienne dans Z
Activité 11
Objectif : Etendre la division euclidienne dans N a Z.

1) 91 =22%x4+3;dou: —91 =22x(—4)—3; par suite: —91 =22x(—4) —
22 — 3+ 22.Onobtient : —91 = 22 X (—=5) + 19. Ona donc : (q,r) = (—5;19).

2) |a| est un entier naturel et |b| est un entier naturel non nul. Il existe donc un couple
unique (q', ") d’entiers relatifs tels que : |a| = |b|q' + 1" et 0 <1’ < |b|.

3) a) Sia et b sont des entiers naturels (b # 0), alors: g = q"etr =71,

4) b) Sia estnégatif ou nul et b et négatif, alors : —a = —bq' +1r' et 0 <7’ < —b.
Parsuite:a=bXxq —7r'etb<—1r'"<0.Dou:a=bxq —-r'et 0<—-b—1r'<
—b.

o Sir'=0,alors: a=bxq etq=q etr =0.
o r#0,a=bx((@+1)+(-b—-r)et 0<—-b—r"<—b. Onadonc:
q=q +1letr=—-b—1r'.

¢) Si a est positif ou nul et négatif, alors : a = —bq' + 1’ et 0 < r’' < —b. Par suite :
a=bx(—q)+r'et 0<r'<—-b.Dou:q=—q etr=r".

d) Existence
Sia est négatif ou nul et b et positif, alors : —a = bq’ +r'et 0 <r' <b.
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Parsuite:a =b X (—=q')—7'et—=b < —1'<0.Dov:a=bx(—q¢' - 1)+ (b-1")
et 0<b—r'"<b.
e Sir'=0,alors: a=bx(—q") etq=—q etr =0.
e r#0,a=bx(—q —1)+b-1r)et 0<b—71"<—b. Onadonc:
q=-q —letr=b—r'.

On vient d’établir I’existence d’un couple (g, ) d’entiers relatifs tels que : a = bq + r et
0<r<|b|

Unicité
L’entier relatif g car dépendant de g’ qui est unique d’une part. D’autre part r est unique car
dépendant que de b qui est une donnée et de r'.

4) Demandez aux ¢éléves de formuler la conclusion suivante :

Soit a un entier relatif et b un entier relatif non nul. Il existe un couple unique (q; 7)
d’entiers relatifs tels que :

a=bqg+re0<r <|b|
Exercices de fixation
Exercice 1
1) Vrai;2) Vrai; 3) Vrai ; 4) Faux.
Exercice 2
Solution

D (gr)=8;12):2)(g;1)=(=8;12);3) (g;1)=(=9;13);4) (;7) = (9 13).

3. Diviseurs d’un entier relatif
Activité 12
Objectif : définir la notion de diviseur d’un entier relatif

11 s’agit de trouver pour les b pour lesquels 1’égalité a = kb est vraie la valeur de k. L’éléve
s’apercevra que lorsque a = 0, I’égalité a = kb est toujours vraie. L’enseignant devra lui-
méme le vocabulaire de diviseur.

On dit que b divise a ou que b est un diviseur de a ou que a est divisible par b, s’il existe un
entier relatif k tel que : a = kb.

Exercices de fixation
Exercice 1
Réponse

1) Vrai;2) Vrai; 3) Faux.
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Exercice 2

1) 24=4x%x6;2)Cesont: —6; —3; —2; —1; 1; 2; 3; 6. 3)Cesont:—11;—-1;1;11.
Activité 13
Objectif : Donner une propriété des diviseurs d’un entier relatif

1) b divisant g, il existe un entier relatif k tel que : a = kb. L’entier k est non nul car a est
non nul. Par suite | k| est un entier naturel supérieur ou égal a 1. On en déduit que : |b| <
|al.

2) Il y a un nombre fini d’entiers relatifs dont la valeur absolue est inférieure ou égale a
|a]. Ce sont les entiers compris (au sens large) entre —|a| et |a|. (Ils sont au nombre de
2|al +1).

Exercices de fixation
Exercice

alb, d’ou : |a| < |b|. De méme : b|a, par suite : |b| < |a|. On en déduit que : |a| = |b|. D’ou
le résultat.

Activité 14
Objectif : Fournir des propriétés complémentaires pratiques de la divisibilité

a divisant b et c, il existe des entiers relatifs k et k' tels que : b = ka et ¢ = k'a. On en déduit
que :

pb + qc = (pk + qk’)a. D’ou le résultat.
Exercice de fixation
Exercice

Si d est un diviseur commun a 3n + 5 et 2n + 3, alors d divise 2(3n + 5) — 3(2n + 3). Par
suite d divise 1. D’ou le résultat.

Remarque

L’astuce dans ces cas est de choisir des entiers relatifs p et q de telle sorte que p(3n + 5) +
q(2n + 3) soit indépendant de n.

1. Congruence modulo n
Activité 15
Objectif : Introduire la notion de congruence

Apres ’activité, c’est I’enseignant qui donne la définition de la congruence modulo n et précise
la notation.

Exercices de fixation

Exercice

Guide du professeur - Pyramide Maths T*C TOME 2 37 I.



Solution

1. 2—(-1)=3et3 =1x3,dou:2estcongrua—1 modulo 3.
2. 14 —-32=—-18¢t—18 = -3 x 6, d’ou : 14 est congru a 32 modulo 6.

Exercice 2
a congru a 0 modulo 7 si et seulement si il existe un entier relatif k tel que a = kn.
D’ou le résultat.
Activité 16
Objectif : démontrer que la relation « ...est congru... » est une relation d’équivalence
Soit n est un entier naturel non nul et a, b et ¢ des entiers relatifs. Démontre que :

1) et 2) sont évidents.

3) a = b [n] et b = c[n], il existe deux entiers k et k' telsque: a—b =knetbh—c =
k'n.

Or:a—c=(a—b)+ (b—c),donc:a—c=(k+k')n D’oule résultat.
Exercice de fixation
Exercice 1
Réponse
1) Vrai;2) Vrai; 3) Faux.
Exercice 2.
¢ =b[n],d’ou: b = c [n]. Par suite :

a=b[n]eth =c[n],alorsa = c [n]

Activité 17

Objectif : Caractériser la congruence a I’aide du reste dans la division euclidienne
Onécrit: a =nq +reta’ =nq +r'. Parsuite: a =r[n]eta’ =r'[n].

Sens direct

a' = a[n] eta =r[n],donc a’ = r[n] ;puis: r = a’[n] eta’ = r'[n], donc: r = r'[n].
Réciproque

a=r[n]et r =7r'[n], donc: a =r'[n]; puis a =r'[n] etr' =a'[n],donc: a’ = a[n].
Exercice de fixation

Exercice

Solution
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Par contraposition.
Activité 18 : Congruence et opérations dans Z
Objectif : Etudier la compatibilité de la congruence avec 1’addition et la multiplication dans Z

1) a =a'[n]eth = b’ [n], ondéduit qu’il existe k et k’ entiers relatifs tels que : a = a’ +
knetb=b"+k'nDou:a+b=a"+b" + (k+k')n Parsuite: a+b=a"+b’
[n].

2) a=a'[n]etb=Db'[n],il existe k et k" entiers relatifs tels que : a =a’' +kneth =
b'+k'n.Dou:ab=a'b"+ (a'k’' + b’k + kk'n)n. Parsuite : a X b = a’ X b’ [n].

3) Faites un raisonnement par récurrence sur k en utilisant 2).

Exercices de fixation
Exercice
Solution

1. a=4[5]etb=3[5],dot:a+b=7][5].0r:7=2[5],donc:a+b=2[5]
2. a=b[n]et —1 =—-1[3],parsuite: (—1) X a = (—1) X b [n]. D’ou le résultat.
3. a=5[9eth=7[9],dou:ab=5x7][9].0r:35=8[9],donc:ab = 8[9].
4. a=3[12],dou:a® = 33[12].Or: 27 = 3[12], donc : a® = 3 [12].

S5.Critéres de divisibilité
Activité 19
Objectif : Utiliser la congruence pour justifier les critéres de divisibilité.

1) a) 10 = 0[2], d’ou pour tout entier naturel k non nul, 10% = 0 [2]. Par suite : x = a,
[2].
b) x est divisible par 2 si et seulement si a, est congru a 0 modulo 2. C’est-a-dire si et
seulement si a est de la forme 2k, k = 0,1, 2, 3, 4. Autrement dit 2 si et seulement si x
se termine par 0, 2, 4, 6 ou 8.

2) a) Evident

b) 10 =1 [3], d’ou pour tout entier naturel k, 10% = 1[3]. Par suite: x = ao +
a; +...+a, [3].

Par suite x est divisible par 3 si seulement si la somme de ses chiffres est divisible par 3.
3) Démarche analogue au 2).
4) a) Evident.

b) 10 = —1 [11], d’ou pour tout entier naturel k, 10% = (=1)*[11].

Par suite x est divisible par 11 si et seulement si ay — a; + a, —as + ...+ (—1)"a, est
divisible par 11.

5)a) 10 = 0 [5], d’ou pour tout entier naturel k non nul, 10¥ = 0[5]. Par suite : x = a, [5].
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Par suite x est divisible par 5 si et seulement si a, est congru a 0 modulo 5. C’est-a-dire si et
seulement si x se termine par 0 ou par 5.

b) Méme démarche que précédemment.

x est divisible par 10 si et seulement si a est congru a 0 modulo 10. C’est-a-dire si et seulement
si x se termine par 0.

1) a) 10% = 0 [25], d’ou que pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 2,
10% = 102 x 10%~2, Par suite : 10 = 0 [25].

b)Ona:x =ay+ a;10[25].Ona:ay+ a;10 = G7a, . D’ou : x = @ya, ° [25].

L’entier naturel x est donc divisible par 25 si et seulement si @;a™° = 0 [25]. C’est-a-dire si
et seulement s’il existe un entier naturel k tel que @@, ° = 25k. Il n’y a que deux chiffres a,
et a,. Par suite k = 0,1,2,3. On en déduit que x est divisible par 25 si et seulement si il est
terminé par 00, 25, 50 ou 75.

2) Méme démarche que 6).
Apreés ’exécution de chaque consigne, faites énoncer le critére de divisibilité par les éléves.
Exercices de fixation
Exercicel
Réponse
1) Vrai;2) Faux ; 3) Faux ; 4) Vrai ; 5) Vrai
Exercice 2
Réponse

1) Vrai ; 2) Faux ; 3) Vrai ; 4) Vrai ; 5) Vrai.

III.  Nombres premiers

1. Définition et propriétés
Activité 20
Objectif : Définir les nombres premiers dans N

1) Laissez traiter la consigne

2) La caractérisation est : ces diviseurs sont 1 et le nombre lui-méme
A la fin de la deuxiéme consigne, I’enseignant dit : « Ces nombres qui ont exactement
deux diviseurs positifs sont dits premiers.» Il peut demander aux éléves d’énoncer la
définition d’un nombre premier.

On dit qu’un nombre entier naturel est premier s’il admet exactement deux diviseurs positifs :
1 et lui-méme.

Exercices de fixation
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Réponse
1) Vrai;2) Faux ; 3) Faux.
Activité 21

Objectif : 11 s’agit de prouver que tout entier naturel plus grand que 1 admet au moins un
diviseur premier.

1) Prendre n.

2) a) A contient n, donc n’est pas vide.
b) A est une partie non vide de N, donc posséde un plus petit élément d.
¢) Supposons que d ne soit pas premier. Dans ce cas d admet un diviseur d’ qui vérifie :
1 < d' < d. Ce qui contredit le choix de d. Par suite d est premier.

3) Fais énoncer la propriété par les éleves.

Exercices de fixation

Réponse

Consultez la liste des nombres premiers.

Activité 22

On se propose de déterminer I’ensemble des nombres premiers.

1) a) Aucun des nombres p; ne peut diviser N car N n’est pas factorisable.
b) Si N n’était pas premier, le plus petit diviseur de N serait premier. Or aucun des
nombres premiers ne divise N d’apres ce qui précede. Par suite N est premier.

2) L’hypothése qu’il y a un nombre fini de nombres premiers est absurde. Elle est a rejeter.
11 existe une infinité de nombres premiers.

Exercice de fixation

Exercice

1) Vrai;2) Faux ; 3) Faux.

Activité 23
Objectif : Fournir des critéres de primalité

1) Onadéja établi que si n est un entier naturel plus grand que 1, alors le plus petit diviseur
de n plus grand que 1 est premier. Par suite d est premier.

2) a) d étant un diviseur de n, il existe un entier naturel k vérifiant : n = dk. L’entier d
étant le plus petit des diviseurs de n,( est un diviseurden) ona:d < k.
b)d < k, d’ou : d? < dk. Par suite : d? < n.

¢) Si n est un entier naturel plus grand que 1 non premier, alors il admet au moins un

diviseur premier d vérifiant: 1 < d? < n.

3) a) C’est la contraposée de 2)c).
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b) Laissez les éléves formuler le critére : « Si un nombre entier naturel n n’admet aucun
diviseur premier d vérifiant 1 < d < +/n, alors n est premier. »

4) a) Supposons que p? > n.
Ona:pq <pq+r <p? Dou:pq < p?. Parsuite: g < p.
Réciproquement supposons que q < p.
Ona:q+1<p,dou:pq+p<p?Or:pq+r<pq+p,donc:p?>n.
b) Si dans les divisions successives sans reste nul de n par les nombres premiers p, on
arrive a un quotient q inférieur a p alors n est premier.
¢) Sir est nul, alors n = pq et n n’est pas premier.
Si dans les divisions successives de n par les nombres premiers p, on arrive a un premier
reste nul alors n n’est pas premier.

Exercices de fixation

1. Démontre que le nombre entier naturel 163 est premier.
2. Détermine si les entiers naturels suivants sont premiers :
a) 491; b) 1789; c¢) 2021;d) 2419; e) O911.

Solution

1) Ona:v163 = 12,76. Les nombres premiers inférieurs ou égaux a v163 sont : 2, 3, 5,
7, 11.

163 n’est pas divisible par 2 car son chiffre des unités 3 n’est pas pair ;
163 n’est pas divisible par 3 car la somme de ses chiffres qui est 10 n’est pas divisible par 3 ;
163 n’est pas divisible par 5 car son chiffre des unités n’est ni 0 ni 5;

163 n’est pas divisible par 7 car le reste de la division euclidienne de 163 par 7 est 2, qui n’est
0:163=7x23+2et0<2<7,

163 n’est pas divisible par 11 car: 3 — 6 + 1 = —2, et —2 n’est pas divisible par 11.

Le nombre 163 n’étant divisible par aucun des nombres premiers inférieurs a V163 est
premier.

2. (Vous devez apporter les justifications nécessaires)
a) 491 est premier ;
b) 1789 est premier ;
¢) 2021 n’est pas premier ;
d) 2419 n’est pas premier ;
e) 911 est premier.
2. Décomposition en produit de facteurs premiers
Activité 24

Objectif : Démontrer le théoréme de décomposition en produit de facteurs premiers.
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1) 1350 =2 x 3% x 52,

2) a) A estnon vide car 1 appartient a A. A est fini car I’ensemble des diviseurs d’un entier
non nul est fini. A est donc majoré. Par suite admet un plus grand élément.
b) pf ! divisant n, il existe un entier naturel n; tel que: n = pf 'n,. L’entier n; n’est

pas nul car n n’est pas nul.
3) Dans ce casn = p;*.
4) a) pr divisant n,, il existe un entier naturel n, tel que : n, = p;"an. L’entier n, n’est
B 440 g Az
pas nul car n; ne I’est pas. On en déduit que : n = p; 'p,*n,.
b) De la relation : n, = pf 'n,, il résulte que n, divise n;. On a également :
_ g a—1 = . a . o

n = (p;'p,?> "Ny)p,, car a, est supérieur ou égal a 1. Par suite p, divise n.
¢) n, étant un diviseur de n et n, un diviseur de ny,ona:n>n; > n, > 1.
De la relation n = pf 'ny, on en déduit que n > n,, car p, étant premier est supérieur
strictement a 1, pf ' est strictement supérieur a 1 (a; # 0). De la méme maniére, on
justifie que : ny > n,.
D’apres 3)b), p, divise n, d’ou p, est supérieur ou égal p; car p; est le plus petit diviseur
de n d’apres 1)a). Si p, était égal a p;, on aurait : n = pf” %n,, d’aprés 3)a). Dans ce
cas, p; ** “? divise n. @, étant non nul, cela contredirait le choix de a; d’aprés 1)a). On
en déduit que :
P2 > P1.-

5) a)(n;) étant une suite étant strictement décroissante d’entiers naturels, il existe un entier
naturel k nonnultel que:n,_4 > letn, =1.
b) Onan = pi“m M; n = sznz 2. Mg = P:knk (k).
En faisant membre & membre le produit de ces k égalités et en simplifiant, on obtient :

— n%1,a2 Ak >

n=p;'p,* .0~ (Aucun n; n’est nul).

Demandez aux éléves de formuler la conclusion de cette activité.
Exercices de fixation

Exercice

Solution

a) 120=23 X3 x 5; b) 6615=3%3x 5% 7% ;¢) 104 =23 x 13.

n DES QUESTIONS D’EVALUATION

1. Comment faire une démonstration par récurrence ?
Exercice non corrigé

1) Démontre par récurrence que pour tout entier naturel, 32" — 2 est divisible par
7.

Solution
Posons : A, = 32" — 2",

Ay = 0, la propriété est donc vraie pour n = 0.
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Pour établir I’hérédité, il faut démontrer que :
Apsqg — A, = 32n+2 _on¥l _ 32m 4 om
=3M(32-1)-2"(2-1)
=7x3%"+ A,
Dot : Appr =7 X 32% + 24A,,.
Ensuite il suffira d’utiliser ce résultat.
2) Comment utiliser la congruence pour déterminer les restes d’une division euclidienne ?
Exercice non corrigé

Détermine, suivant les valeurs de I’entier naturel n, le reste de la division euclidienne 7™ par
10.

Solution

Sin = 4k, alors le reste est 1 ;
Sin = 4k + 1,alors le reste est 3 ;
Sin =4k + 2, alors le reste est 9 ;

Sin = 4k + 3, alors le reste est 7.

MES SEANCES D’EXERCICES

Exercices de fixation
Ensemble N des entiers naturels

1. Solution

a<b,dou:ac<bc;c<d,dou:bc<bd.Onen déduit que : ac < bd.
2. Solution

Démontronsque: a + b- 1 < ab.
a+b-1-ab = (a-1) + b(1-a)
= (a-1)(1-b)

Comme a et b sont des entiers naturels non nuls, a - 1 est un entier naturel, et 1 - b est un
entier relatif négatif ou nul. Par conséquent, (a - 1)(1- b) est un entier négatif ou nul. On en
déduit que :

a + b-1 < ab. Orpar hypothése, ab < c,donc:a + b — 1 < c. Par conséquent,
d’aprésb)ona: a + b <c.
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3. Solution
Soit P(n) la proposition : S, = Y1 k X k!
1) Ona:1x1!=2!—1. Donc P(1) est vraie.
Démontrons que :
Pour tout entier naturel n non nul, (P(n) = P(n + 1)) vraie (Hérédité)
Pour tout entier naturel n non nul tel que P(n) est vraie, on a :
Snr = Zkiik X k!
=S, +(n+ 1) x(n+1)!
=m+DI-1+m+D)xm+D,carS, =(n+ 1! -1
=(n+2)xn+1)-1
=(n+2)-1
L’hérédité est donc vérifiée.
On conclut que pour tout entier naturel n nonnul, Yj_ k x k! = (n+ 1)! — 1.

2) Pour tout entier relatif k nonnul, ona: k X k! = (k + 1 — 1) x k!. Ce qui donne :
k x k! = (k + 1)! — k!. En ajoutant membre a membre les égalités pour k =1a k =
n ou en sommant sur k allant de 1 a n, on obtient le résultat demandé.

4. Solution

Soit P(n) : ¥1_ k x (k+1) =

n(n+1)(n+2)
-

Onalx2= g Donc P(1) et vraie.

Pour tout entier naturel n non nul, (si P(n) alors P(n + 1)) vraie. (Hérédité)

Pour tout entier naturel n non nul tel que P(n) est vraie, on a :
Mlkx(k+1D) =Y kx(k+D+m+1Dn+2).

Dot Yk x (k+1) =

nn+1)(n+2)
3

w+(n+1)(n+2),car re kxk+1) =

(n+1)(n+2)(n+3)

Parsuite : YRtk X (k+1) = .

La propriété est donc héréditaire.
On conclut que pour tout entier naturel n nul, Y3_, k X (k+ 1) = nn+1)(n+2)

5. Solution

La partie enti¢re de 1—39 est 18. Par suite le quotient est 18. Ona: 129 — 7 x 18 = 3. Le reste

de cette division est 3.
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6. Solution
La partie enticre de g est 0. Par suite le quotient est 0. On a : 45 — 80 X 0 = 45. Le reste de
cette division est 45.

7. Solution

La partie enticre de % est 1. Par suite le quotient est 1. On a: 59 — 59 X 1 = 0. Le reste de

cette division est 0.
8. Solution

a) x=4x103+2x102+1x10'+3
b) x=4x5"+2x524+0x5+3
c) x= 11x12*+10x 123 +4x 122 +8x 12 + 1.

9. Solution

C’est le processus inverse des cas précédents.

a) x =5135.
b) x =70.
¢) x =3059.

10. Solution
Par les divisions successives, on obtient :

a) x = 1145%Pt ou x = 11457 ou simplement 1145 s’iln’ y a pas de confusion.
b) x = 2240°.
c) x = 40BA'?,

11. Solution

On peut transiter par la base 10.

a) x = 10210% ; b) x = 12332%; ¢) x = 3BAA2"?
Ensemble Z des entiers relatifs
12. Solution

Soit a un entier relatif positif. Ona: 0 < a. Il en résulte que 0 — a est un entier naturel.

Or:0—a = —aet—a est’opposé de a, donc —a est un entier relatif positif.
13. Solution
Ona:

a<b,dotu:a+c<b+c;
c<d,dou:b+c<b+d.

14. Réponse

Le couple (q; r) de quotient et reste est :

a) (9;2).
b) (—11,1).
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) (—33,4).
d) (—-13,6).
e) (—9,0).
) (=9,0).

15. Réponse
1;2;-9;18;3.

16. Indication

Preuve par I’absurde.

17. Solution

Sid divise 5n + 2 et3n + 1, alors d divise 3(5n + 2) - 5(3n + 1).Or,
3(5n + 2)- 5(3n + 1) =1, donc d vaut 1.

18. Solution

Ona:a=-6 [7].0r: —6 =2 [8],donc:a =2 [8]. L’entier 2 vérifiant 0 <2 <8, le reste
de la division euclidienne de a par 8 est 2.

19. Evident
20. Solution

1) Faux.Car2 x 3 =0 [6] mais 2 Z 0 [6] et 3 Z 0 [6].

2) Faux.2 X 6 = 4 [8] mais 6 Z 2 [8].

3) Vrai. Car 2a =4 [8] = 3k, 2a =4+ 8k. Ce quidonne: a=2+4k.D’ou:a=
2 [4].

4) Vrai.Car4—a=5[7]=a=-1[7].0r 6=—-1[7],donca=6[7].

21. Solution

Le reste de la division euclidienne 5%'° par 7 est 6.
22. Solution

67 =1[11] = 678 —1 =0 [11].

23. Solution

Utilisez les critéres.

24. Solution

V103 = 10,15. Les nombres premiers inférieurs ou égaux a v103 sont: 2, 3, 5, 7. L’entier
103, n’étant divisible par aucun d’eux, est premier.

25. Solution

Les nombres premiers inférieurs ou égaux a V221 sont: 2, 3, 5, 7, 11, 13. L’entier 221, étant
divisible par 13, n’est pas premier.
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26. Réponses

a) 26;b)23x3%;¢)2*x33 x11.

Exercices de renforcement/Approfondissement
27. Solution
Soit [ un entier naturel.

Ona:l+({+1)+-+({+2p)=2p+ 1)+ p). Car somme de 2p + 1 termes d’une
suite arithmétique de raison 1. D’ou le résultat.

28. Solution

a+b+c=(a+b)+c.Dou:a+b+c=0=a+b=c=0.Parsuite: a=b=c=
0.

La réciproque est évidente.

29. Solution

Faites un raisonnement par récurrence sur n.
30. Solution

Les diviseurs positifs de 25 sont : 1, 5, 25

x2—y? = (x—y)(x+y)etx—ny+y.D’oi1:{;+_;:215 ,{i;i:g
(13, 12) et (5, 0) sont les solutions.

31. Solution

Les diviseurs de 25 sont :—25,—5,—1, 1,5, 25.

22 , . (x—y=1 .{x—y=5.{x—y=25_
X-yt = y)(x+y)'D0u'{x+y=25’x+y=5’ x+y=1"

{x—y=—1 _{x—y=—5.{x—y:—25
x+y=-25"lx+y=-5"lx+y=-1

(13, 12), (5, 0), (13, =12), (=13, —=12), (=5, 0), (=13, 12) sont les solutions.
32. Solution

D n?+2n=n(n+1)+n.0Ona:0<n<n+1 Leresteest:n.
2) Tn+15=23n+2) +n+11.

Sin>5,alorsona:0<n+11<3n+2.
Si0<n<4alors:7n+15=3(3n+2)—2n+9.0na:0< -2n+9<3n+2.

Le reste est : —2n + 9.
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33. Solution

1) 1000 = 1[37] = 103" = 37 [37].
2) 1002037= 106 + 2 x 103 + 37, d’oti : 1002037= 3 [37].

34. Solution

Posons : A, = 3 x 52n+1 4 p3n+l

Soit P(n) la proposition : A, est divisible par 17.

Ay = 17 et 17 est divisible par 17. P(0) est donc vraie (initialisation).

Démontrons que : Pour tout entier naturel n non nul, (si P(n) alors P(n + 1)) vraie. (Hérédit¢)
Ona:A, —A, =7A, +17 x 52" ot : Apq = 8A, + 17 x 527+

Si A, est divisible par 17, alors 84, + 17 x 52"*1 est divisible par 17. L’hérédité est donc
vérifiée.

Conclusion : Pour tout entier naturel n, 3 x 527+1 4 237+1 gt divisible par 17.

35. Solution

3548 = 8 [10], car tout nombre est congru au chiffre des unités modulo 10. Par suite :
3548° = 8°[10]. Or: 8° = 8 [10], donc : 3548° = 8 [10].

De méme : 25373 = 3 [10]. Par suite : 3548° x 2537°! = 8 x 3[10]. Finalement :
3548° x 25373! = 4[10]. Le chiffre des unités de 3548° x 25373! est donc 4.

36. Solution

Soit b cette base de numération si, elle existe. Compte tenu du fait que ce nombre s’écrit
30407 dans la base b, si b existe doit étre supérieur ou égale a 8 car le plus chiffre que figure
dans ce nombre est 7.

On doit avoir : 3 b* + 4b% + 7 = 12551.

Une seule solution convient : ¢’est 8. La base cherchée est 8.

37. Solution

1a8b2 est divisible par 4 si et seulement si 10b + 2 est divisible par 4.
10b + 2 est divisible par 4 si et seulement si 2b + 2 est divisible par 4.

2b + 2 est divisible par 4 si seulement si b + 1 est divisible par 2, c’est-a-dire si et seulement
si b est impair.

1a8b2 est divisible par 9 si et seulement si a + b + 2 est divisible par 9.
On obtient :

b=1leta=6;b=3eta=4;b=5eta=2;b=7eta=00ua=9; b=9eta=7.
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38. Solution

11 faut d’abord déterminer cette base b (b = 7):
Ona:(3b+6)+ (4b+5)=hb%+3.

Cette base est 8.

Ensuite, faire le produit dans cette base. On peut transiter par la base 10 ou le faire
directement.

On trouve : 36 x 45 =2126

39. Solution

Soit b cette base, si elle existe. Dans ce cas, b doit étre supérieure ou égal a 4.

On doit avoir :

(b% +2b + 2)(b?+3) = b* +3b% + b? + 2b + 1. Aprés simplifications, on obtient :
b3 —4b%2—4bh—5=0(*).

D’ou : b(b? — 4b — 4) = 5. Par suite, b est un diviseur de 5.

5 étant un nombre premier, b vaut 1 ou 5. Or, b doit étre supérieure ou égal a 4, donc le seul
candidat qui reste est 5.

Question : 5 convient-il ? Je vous laisse le temps de vérifier que 5 est solution de (*).
La base cherchée est 5.

40. Solution

x = Xi-o @ b*

a,, étant non nul est supérieur ou égal a 1. On en déduit que : x = b™.

Or pour tout k, ay <b —1, donc: x < b™1 — 1. On en déduit que: x < b™*1. D’ou le
résultat.

41. Solution
39678472 = 3967 x 10* + 8472 ; 8752338 = 875 x 10* + 2338.
39678472 x 8752338 = 347 x 10'? + 2793 x 108 + 9826 x 10* + 7536

D’ou : 39678472 x 8752338 = 347 279 398 267 536.

42. Solution
Soit x = a,a,_1 ... a,ay un entier naturel écrit en base 10.

x est divisible par 4 si et seulement si a;a, est divisible par 4, c’est-a-dire si et seulement si
10a; + aq est divisible par 4.

10a, + ag = 2a, + ay + 4 X (2a,). D’ou le résultat.
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43. Solution

1) 1l existe un entier relatif a tel que n = a? + (a + 1). Par suite: n = 4a% + 4a + 1.
On en déduit que : 2n — 1 = (2a + 1)2.
2) Remontez les calculs.

44. Solution

Soit n un nombre impair. I existe un entier k tel que n = 2k + 1. Or, 2k + 1= (k + 1)? —
k2, donc n est différence de carrés de deux entiers consécutifs

45. Solution

Si d un diviseur positif 2n + 3 et 3n + 2, alors d divise 3(2n + 3) —2(3n+ 2). D’ou d
divise 5. D’ou le résultat.

46. Solution

Pour tout entier relatif n,ona:n = 0,1, 2, 3,4 modulo 5. D’ou : n = 0,+1, +2 modulo 5. Car
4 = —1 modulo 5 et 3 = —2 modulo 5. Par suite : n? = 0, 1,4 modulo 5. On en déduit que :
n? =0,1,—1 modulo 5. D’ou le résultat.

47. Solution
Posons : a = 999888777666555444333222111000.
Utilisons la base 103 compte tenu du nombre de chiffre de a.

a =999 x 10?7 + 888 x 10%* + 777% 10%! + 666 x 10*® + 555 x 10*5 + 444 x 102 +
333 x 10% + 222 x 106 + 111 x 10® + 000.

Ona:10°=1[7]; 10' =3[7]; 10%..=2[7]; 103 =6[7]; 10* = 4[7]; 10° =5[7];
106 = 1[7]. D’od: 106% = 1[7]; 105k = 1 [7]; 105K+ = 3[7]; 105%+2 = 2 [7] ; 105k+3 =
—1[7]; 10K*+* = 4[7] ; 10K*5 = 5[7].

Dou: a= 999x(—1)+888x1+777x(—1)+666 x1+555x%x(—1)+444x1+
333X (—1) +222x 1+ 111 x (—=1) [7]. On obtient: a = —555 [7]. Or, 5 = —555 [7],
donc:a =5/[7].

Le reste de la division euclidienne de 999888777666555444333222111000 par 7 est 5.
48. Solution

Sin =0][5], lereste est 1 ;

Sin = 1[5], le reste est 4;

Sin = 2 [5], le reste est 5;

Sin =3 [5], lereste est 9 ;

Sin = 4 [5], le reste est 3.

49. Solution

Sin =0 [4], lereste est 1 ;
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Sin =1 [4], le reste est 3;
Sin = 2 [4], le reste est 4;
Sin = 3 [4], le reste est 2.
50. Solution
=-1[3]=5"=(-1)"[3]; dou: 52" =1[3]. Par suite: 52" +5"+1=2+
D" [3].
Sin est pair alors le reste est 3 ; si n est impair alors le reste est 1.
51. Solution
3% = 1[13], donc : Vk € N, 33k = 1 [13].
Enposant:n =3k +7,avecr € {0; 1;2},0ona:3?" +3"+1=32"+3" +1 [13].
Si 7 vaut 1 ou 2, c’est-a-dire si n n’est pas multiple de 3, alors 32® + 3" + 1 =0 [13];
Si n n’est pas multiple de 3, alors 32 + 3™ + 1 = 3 [13] ; le reste est donc 3.
52. Solution
Hn+l=m-5)+6n+1=0[n—-5]< 6=0[n—-75];
n+1=0[n—-5] © (n—5)|6. Les diviseurs positifs de 6 sont : 1,2, 3, 6. Par suite
les valeurs de n sont : 6,7,8,11.
2) n+8=Mn-2)+10; 10=0[n-2];
n+8=0[n—-2] & (n—2)|10. Les diviseurs positifs de 10 sont : 1,2,5,10. Par
suite les valeurs de nsont : 3,4, 7, 12.

3) 3n+27=3n+3)+18; 3n+27=0[n+3] < (n+3)|18. Les diviseurs
positifs de 18 sont : 1,2, 3,6, 9,18. Les valeurs de n cherchés sont : —2,—1,0, 3,6, 15.

53. Solution

1) u; = 64,u, = 314,u; = 1514,u, = 7814 et us = 3964.

2) Je constate que les termes de rang pair se terminent par 14 et ceux de rang impair par
64.

3) a) Pour tout entier naturel n, Uy, = U, + 4(6u, —9). Par suite : Uy, = u, [4].
b) Faites une démonstration par récurrence en utilisant 3)a).

4) a) Ne pas distinguer deux cas. Utilisez directement la définition de la suite (uy,).
b) Faites une démonstration par récurrence.
c) Utilisez 4)a) et 4)b).

5) Soit a, et a, respectivement le chiffre des unités et des dizaines de u,. On a: u,
a,aqy [100] (1). Par suite : 2u,, = 2a,a, [100]. D’aprés 4)c), on en déduit que : 2a,a,
28 [100]. Par suite, il existe un entier relatif s tel que : 2a,a, = 28 + 100s.D’ou : a,qa,
14 + 50s, avec s = 0oul. On a: a;ay = 14 ou a;a, = 64. De la relation (1), on déduit

que pour tout, u, = a;a, [4], car 4 divise 100. Or 14 = 2 [4] et 64 = 0 [4], donc d’aprés
3) b) les termes de rang pair de la suite (u,,) se terminent par 14 et ceux de rang impair par 64.
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54. Solution

1) 2et5. Sipar exemple 2 apparait dans la décomposition en produit de facteurs premiers
du rep-unit Ny, alors Ny est divisible par 2. Dans ces conditions, Ny, est terminé par 0,
2,4, 6 ou 8. Ce qui est faux. Faites de méme pour 5.

2) 3 apparait dans la décomposition en produit de facteurs premiers du rep-unit Nysi et
seulement si Ny, est divisible par 3. C’est-a-dire si et seulement si la somme des chiffres
de N est divisible par 3. Or cette somme vaut k, donc si et seulement si k est divisible

par 3.
3) a) N, = 3k t104
k_
b) N = 2= D’oti: 9Ny, = 10 — 1.

9
4)2)10°=1[7]; 101 =3[7]; 102 =2[7]; 103 =6[7]; 10* =4 [7]; 10° =5[7];
10% = 1 [7]. 1l en résulte que si n est divisible par 6, c’est-a-dire n = 6p, alors 10°? =
1[7].

Réciproquement supposons que 10™ = 1 [7]. On fait la division euclidienne de n par 6.
n=6p+r,avec0 <r<6.

10°P*" = 107 [7]. D’aprés ce qui précéde, on a r = 0. Par suite n est divisible par 6.

b) N, = 0[7] = 9N, = 0[7] = 10* = 1 [7] = k est divisible par 6 d’aprés a).

La réciproque est vraie, en utilisant le théoréme de Gauss. On pourra la faire dans la
deuxieme legon d’arithmétique.

55. Solution

1) (3,5);(11,13); (17, 19), (41, 43).
2) a)n étant premier est congru a 1 ou 2 modulo 3.

Sin est congru a 1 modulo 3 alors n + 2 est congru a 0 modulo 3, donc ne peut étre premier.
Par suite n est congru a 2 modulo 3.

b) Si (n,n + 2) est un couple de nombres premiers jumeaux alors n est congru a 2
modulo 3 d’apres ce qui précéde. Par suite n + 4 est congru a 0 modulo 3. Il ne peut donc étre
premier.

¢) n? 4+ 2n = n(n + 2). n? + 2n est un produit de nombres premiers dont les diviseurs
sont: 1,n,n+ 2etn?+ 2n.

Réciproquement si n? 4+ 2n a exactement les quatre diviseurs cités alors n est premier. Car n
est le plus petit des diviseurs cités qui est plus grand que 1. Supposons que n + 2 ne soit pas
premier alors il admettrait un diviseur d vérifiant: 1< d <n + 2. Dans ce cas d divise
n(n + 2). d vaudrait forcément n qui est le seul diviseur de n? + 2n qui vérifie la double
inégalité plus écrite haut. n divisant n + 2 et n divise n + 2 — n, donc divise 2. Etant premier,
n vaut 2. Contraire a I’hypothése n > 3. Par suite n + 2 est premier. D’ou le résultat.
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56. Solution

vn=4n’+n—-6 m—2)(n+3).0Ona:n—2>1etn+3>1.n?>+n—6 s’écrivant
comme produit de deux entiers naturels plus grand que 1, ne peut étre premier.

57. Solution
n* + 64 = (n? + 8)% — 16n2.

(n? +8)2—16n% = (n? —4n+ 8)(n? + 4n + 8). De plus, n? —4n+8 = (n—2)? + 4;
d’ott n2 — 4n + 8 et n? + 4n + 8 sont supérieurs strictement a 1. Par suite n* + 64 pouvant
s’écrire pour tout n comme produit de deux entiers naturels supérieurs a 1 n’est pas premier

58. Solution

1) 1l suffit de trouver un nombre premier de la forme 4k + 3 pour justifier que X est non
vide. Pour k = 0,k = 1 ou k = 2, on obtient 3 ; 7 ; 11 qui sont tous premiers.
2) Soit deux éléments de la forme indiquée : appelons-les 4p + 3et4q + 3.

Ona: (4p +3)(4q +3)=4(4pq+p + q) + 1. En posant : k = 4pq+ p + q, on a le résultat.

3) Le seul nombre entier naturel pair qui est premier est 2. Tous les autres nombres
premiers sont forcément impairs. Ils sont donc de la forme 4 k + 1 ou 4 k + 3. L’entier
a n’est pas pair. Supposons par ’absurde que a n’admet pas de diviseur premier de la
forme 4 k + 3. Dans ces conditions, tous les diviseurs de a sont de la forme 4k + 1.
D’aprés la consigne 2) a s’écrit sous la forme 4h + 1. Par suite, a = 1 [4]. Or a = 4p
X -+ Xpy—1,donc
= — 1 [4]. Mais 1 n’est pas congru a - 1 modulo 4. D’ou contradiction.

Par suite, a admet un diviseur premier de la forme 4k + 1.

4) Raisonnons par ’absurde que X ne peut étre fini. Supposons que X soit fini. Dans ce
cas, il contient tous les nombres premiers de la forme 4 k + 3 comme indiqué au 3).
D’apres ce 3), a admet un diviseur premier p de la forme = 4k + 3. On en déduit que :
a = 0 [p]. L’entier p étant de la forme 4k + 3 est un ¢lément de X. Il est par conséquent
I’un des p;. Par suite :

a = —1 [p]. Le nombre p étant premier est supérieur ou égal a 2, on ne peut donc pas
avoir : 0 = —1 [p]. D’ou contradiction. Par suite X a une infinité d’éléments. Il existe
donc une infinité de nombres premiers de la forme 4k + 3.

NB. Il n’est pas dit que tous les nombres de la forme 4k + 3 sont premiers. Par exemple k = 3
et

k = 6 ou on trouve 15 et 27 qui ne sont pas premiers.

SITUATIONS COMPLEXES
59. La boite d’allumettes

Désignons par A et B deux joueurs quelconques. Si A joue le premier, pour que B perde, il faut
qu’il prenne la derniére allumette qui reste dans la boite en fin de partie. Si A prend un certain
nombre d’allumettes au départ en jouant le premier, B prend b allumettes a son tour.
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Sil1<b<4, alors 1<5—b<4. A prend ensuite 5 — b allumettes aprés la prise des b
allumettes par B. Aprés donc la premiére prise de A, si B prend des allumettes, A contrdle la
situation de telle sorte a choisir pour que le total des allumettes prises par les deux soit 5. Pour
que A gagne il faut que le nombre total d’allumettes apres cette étape soit congru a 1 modulo
5. On répéte le processus.

La stratégie efficace pour que Pierre gagne a coup sir est la suivante :

Pierre joue le premier et prend 4 allumettes au départ. Le nombre total d’allumettes restant dans
la boite est 36 qui est congru a 1 modulo 5. Quand Jean tire ses allumettes, Pierre prend ensuite
un nombre tel que la somme avec ce que Jean vient de prendre soit 5. Ainsi de suite. Au bout
d’un moment, il restera une allumette dans la boite aprés la prise de Pierre. Jean cette allumette
prend et perd la partie.

60. Le code bancaire

1) La préoccupation de I’agent est de déterminer la C1¢é RIB.
2) Les parties du cours sollicitées sont :

a. Numération décimale ;

b. Division euclidienne ;

c. Congruence.
3) Solution argumentée au probléme de I’agent

11 s’agit d’écrire N dans sa décomposition en base 10. Mais comme il y a assez de chiffres, on
va procéder a des regroupements en suivant la structure de numéro de compte. Mais ce
regroupement bien que facilitant les calculs n’est pas nécessaire. On peut écrire :

N =23104x1018+ 15231x10*+ 00006462113x10%+R. Par suite, on a :
N=Ax10'® +Bx 103+ Cx 10? + R

On va déterminer les restes de la division euclidiennes des nombres A, B, C par 97 puisqu’il
faut que N soit divisible par 97.

23104 =97x238 +18,d’ou: A = 18 [97]

15231 =97x 157 +2,d’ou: B=2[97]

64621113 =97%x66619 + 70, d’ou : C = 70 [97]

On justifie que : 102 = 3 [97], 102 = 50 [97] et 1018 = 89 [97]. Par suite :
N = 1842+ R [97]. Comme 1842 = 96 [97],ona: N =96+ R [97].
D'ou:N=0[97] < R=1[97].

Par suite R contient deux chiffres : 0 et 1. En conclusion, ona: R=01.
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GEOMETRIE ANALYTIQUE DE
L’ESPACE

n SITUATION D’APPRENTISSAGE

L’approche pédagogique et didactique est celle de I’APC
Pour I’exploitation de la situation, on pourrait s’inspirer du tableau ci-dessous :

Constituants Exemple de questions possibles Réponses possibles des éléves

de la situation

Contexte A quelle occasion se déroule la A T’occasion d’un exercice de création
scéne ? d’écran.

Circonstances Indique le probleme que ’éléve veut | L’¢leve veut vérifier la conformité de
résoudre. son écran.

Taches Que décide faire I’éléve et ses Déterminer 1’intersection d’une droite
camarades ? et d’un et calculer la distance d’un

point a un plan.

a DECOUVERTE DES HABILETES

Activité 1 : vecteur normal a un plan de I’espace

Corrigé de Pactivité 1
l.ﬁ; ﬁ;ﬁ;ﬁetm

2. FB et FA.

3.FH est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (AFB)

4. Soit % un vecteur quelconque de (P)
FH est orthogonal a 7 donc FH -% = 0 d’ou AFH - = 0 ainsi A FH est orthogonal 4 tout

vecteur
de (P)

Corrigé Exercice de fixation 1
Soit (P) un plan de I’espace E, de vecteurs directeurs U et 9.
On appelle vecteur normal & (P), tout vecteur non nul 77 orthogonal & U et 4 ¥

Activité 2 : Caractérisation d’un plan de ’espace par un point et un vecteur normal
Corrigé de Pactivité 2
1. « Etant donné un point A de I’espace E et une droite (D), il existe un unique plan passant par A

et orthogonal a la droite (D) »
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2.a) 71 est un vecteur directeur de (D) qui est orthogonal au plan (P) donc 7 est un vecteur normal &
(P).
par suite 71 est orthogonal a tout vecteur de (P)
b) Car 71 est un vecteur directeur de la droite (D) et la droite (D est orthogonal au plan (P).
¢) Supposons que le point M ne se soit pas dans le plan (P).
Considérons alors le plan (Q) passant par le point M et contenant la droite ( A)

On rappelle que A est un point de (A)

Or le vecteur 7 est orthogonal & AM et a %, donc 7 est orthogonal au plan (Q). Or 7 est aussi
orthogonal au plan (P), donc les plans (P) et (Q) serait deux plans paralléles et distincts (M appartient
a 'un et n’appartient pas a 1’autre). Ce qui contredit le fait que le point A appartient a ces deux plans.
Donc M est bien un point du plan (P)
Corrigé Exercice de fixation 2
1. le plan passant par H et orthogonal a AB est (ADH) .
2. (ABC) est I'unique plan passant par A et orthogonal a BF
or M est un point du au plan (ABC) donc a AM et BF sont orthogonaux

Activité 3 : Equation cartésienne d’un plan

Corrigé de P’activité 3
1.a) M(x,y, z) est un point du plan (P).
les coordonnées du vecteur AM (x — x, 5Y — VoiZ— Zg)-
bYAM - 7= alx —x0) + b(y — yo) + c(z — z,)
=ax + by +cz — (axy+ by, + cz,)
OMe(P)=AM-7=0
S ax+by+cz — (axg+ by, +c¢z5) =0
Sax+by+cz+d=0 oud=—(axy+ by, + czy)
ainsi M € (P) @ ax+by+cz+d=0.
donc une équation du plan (P) est donc ax + by +cz+d =0

2. a, b et ¢ ne sont pas tous nuls donc le point B(O ;_Td ; 0) appartenant au plan d’équation

ax+by+cz+d=0 car ax0+bx(%)+cx0+d=0
d’autre part les points A(;—d ;05 0) et C( 0;0; %d) appartenant au plan d’équation :
ax+by+cz+d=0
Ona: BA et BC sont deux vecteurs non colinéaires du plan d’équation :
ax+by+cz+d=0.

de plus BA-7i=0 etBC- =0 donc le vecteur 7i(a, b, ¢) est un vecteur normal du plan
d’équation: ax+by+cz+d =0
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Corrigé Exercice de fixation 3
. Faux ; 2.Faux; 3. Vrai

Corrigé Exercice de fixation 4

Une équation cartésienne du plan (P) est de la forme x + 2y + 3z + d = 0 ou d est un nombre réel
le point O appartient au plan (P) donc0+2x0+3x0+d=0doud =0
ainsi une équation cartésienne du plan (P) est: x + 2y +3z =0

Activité 4 : Distance d’un point a un plan de I’espace
Corrigé de P’activité 4
1. a) 7i(a, b, ¢) est un vecteur normal au plan (P)
b)Ona: AH est un vecteur normal au plan (P) donc AH est colinéaire a 7
2.2) AH(x = x0;y = Y052 — 2)
b)Ona: |AH.7| = ||4H || x IEll = AH x |7l donc [AH.7| = AH x |||
or AH.#=alx— X0) + b(y —vo) + c(z —zy)
=ax + by + cz — (axy + by, + cz,)
=—(axo+byy+czo+d) car ax+by+cz=-d
par suite |mﬁ| = laxy + by, + czy + d|
d’autre part : ||7|| = VaZ + b? + c2.

donc : |mﬁ'| = AH X ||7|| par suite AH =

| |
il

\ axotbyg+czo+d
d’ou AH =| 0tbYo o+d|
VaZ+b2+c?

Corrigé Exercice de fixation 5
La distance du point A au plan (P) est : d(A; (P)) = | Zerixraxits] 16 8Vik

J22+(1)2+32 Via 7

Activité 5 : Représentation paramétrique d’une droite de I’espace
Corrigé de Pactivité 5
1.Ona: AM(x —x4;y — Yo ;2 — Zo).
2.M € (D) donc les vecteurs AM et sont colinéaires.
AM et 7 sont colinéaires si et seulement s’il existe un nombre réel A tel que AM = At
3. M € (D) si et seulement s’il existe un nombre réel A non nul tel que AM = A
X —Xxo=Aa
AM =ki & {y—yozlb (A€ER)
z—2zy=Ac
x =x9+Aa
= {y=y0+/'lb (AeR)
z=2zy+ Ac
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Corrigé Exercice de fixation 6
La droite (D) passant par A(1; 3; —2) et de vecteur directeur #(—1;2; 1)

x=1-k
le systeme {y =3+ 2k (k € R) est une représentation paramétrique de la droite (D)
z=-2+k

Corrigé Exercice de fixation 7
ﬁ(—S ; 1; 1) est un vecteur directeur de la droite (AB)

x=1-3k
donc le systéme {y =—1+k (k€R) estunereprésentation de la droite (AB)
z=2+k

a DES QUESTIONS D’EVALUATION

Question 1 : Comment étudier la position relative d’une droite et d’un plan ?
Corrigé de ’exercice non corrigé

Les plans (P) a pour vecteur normal 7(3; —2; —1).
La droite (D) a pour repére(B, i) avec B(2;5;1) et u(—1; —1;3)

Ona: .7 =2et2 # 0 donc la droite (D) et le plan (P) sont sécants.

Question 2 : Comment déterminer une équation cartésienne d’un plan passant par des points
de coordonnées données connues ?

Corrigé de ’exercice non corrigé

Ona:AB(-3;1;-6) et AC (1;—3;—4) ne sont pas colinéaires car _?3 + %3
d’ou AB et AC sont deux vecteurs directeurs de (P) qui ne sont pas colinéaires.
11 s’agit de déterminons un vecteur orthogonal 4 AB et AC

soit 71 (a ; b ; ¢) un vecteur orthogonal & ABetACona:
11

H-AB=0 —-3a+b—-6c=0 a=-75c¢
e = =
{ﬂ-AC=0 {a—3b—4c=0 p=-2¢
4
pourc =4 ona:7 (11;9;—4) est un vecteur normal a (P)
3. Une équation cartésienne du plan (P) est de la forme 11x +9y —4z+d =0 avecd € R
le point A appartient au plan (P) donc 11 x2+9 X1 —-4x3+d =0 doud = —-19
Par suite une équation cartésienne du plan (P) est 11x + 9y — 4z —-19 =0

Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 2




Question 3 : Comment étudier la position relative de deux droites de I’espace ?

Corrigé de I’exercice non corrigé

x =—-5-2t
(D3) : { y=3+43t (t€R) A corriger dans I’énoncé
z=8-1,5¢t

1. La droite (D,) a pour repére(4, i) avec A(4; —1;3) et %(1;1;5)
et la droite (D) a pour repére(B, ¥) avec B(2;7;2) et ¥(4; —6; 3)
Les droites (D,) et (D,) ont pour vecteurs directeurs respectifs #(1; 1; 5) et #(4; —6; 3)
ces vecteurs sont non colinéaires, donc (D;) et (D) sont sécantes ou non coplanaires
(D,) et (D,) ont un point en commun si et seulement s’il existe deux nombres réels t et A tels que :
442 =2+4u
[—1 +A=7—-6u
3451=2—3u
des deux premiéres équations, on obtient 4 = 1 et A = 2. En remplagant dans la troisiéme équation,
On obtient 13 # —1 d’ou ce systéme n’admet pas de solution
On ne déduit que les droites (D) et (D,) sont non coplanaires.

2. la droite (D,) a pour repére(B, ) avec B(2;7; 2) et ¥(4; —6; 3)
la droite (D) a pour repére(C, W) avec C(—5;3;8) et w(—2; 3; —1,5)
Les droites (D,) et (D) ont pour vecteurs directeurs respectifs 7(4; —6; 3) et W(—2; 3; —1,5)
ces vecteurs sont colinéaires, donc (D,) et (D3) sont paralléles.
De plus le vecteur fC(—7; —4; 4) n’est pas colinéaire & U et & ¥ donc les droites (D) et (D3) sont
strictement paralléles.

Question 3 : Comment étudier la position relative de deux plans de I’espace ?

Corrigé de I’exercice non corrigé

Les plans (P) et (Q) ont pour vecteurs normaux respectifs 7(3; 1; —4) et 17(1 ;—=3;0)
ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires ; donc, les (P) et (Q) sont sécants.

MES SEANCES D’EXERCICES

Exercices de fixation
Corrigé Exercice 1

1.CG
Corrigé Exercice 2

1. (ADH)

2. (CDH)

Corrigé Exercice 3
1. Une équation cartésienne du plan (P) est de la forme x +d = 0 avecd € R
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Le point A appartient au plan (P) donc 2+ d = 0d’oud = -2

Par suite une équation cartésienne du plan (P)est: x —2 =0

2. Une équation cartésienne du plan (Q) est de la forme x +2y —3z+d =0 avecd € R
le point A appartient au plan (Q) donc 2+2 X0 -3 X (=3)+d =0 d’oud = —-11
Par suite une équation cartésienne du plan (P)estx + 2y —3z—-11=10

Corrigé Exercice 4
1.3x—2y+z—-1=0

Corrigé Exercice 5 Identique a exercice 4

Corrigé Exercice 6
x=-1-2t
La bonne réponse est { y= -1 (t€R) (acorriger dans I’énoncé)
z=4+4t

Corrigé Exercice 7
Les droites (D) et (D") ont pour vecteurs directeurs respectifs #(1; —1;4) et ¥(1;3; 1)
ces vecteurs sont non colinéaires, donc (D,) et (D) sont sécantes ou non coplanaires
(D) et (D) ont un point en commun si et seulement s’il existe deux nombres réels t et A tels que :
{—2 +1 =3+u
2—1 =-2+3u
1+412 =1+yu
des deux premiéres équations, on obtient u = _Tl etA= % En remplagant dans la troisieéme
équation,
On obtient 20 # % d’ou ce systéme n’admet pas de solution

On ne déduit que les droites (D;) et (D,) sont non coplanaires.

Corrigé Exercice 8
1.0na: Kﬁ(l ;—1;-1) et AC (1;-2;4) ne sont pas colinéaires car % * :—i
d’ou A, B et C ne sont pas alignés.
2.AB et AC sont deux vecteurs directeurs de (P).
Il s’agit de déterminer un vecteur orthogonal & AB et AC
soit 71 (@ ; b ; ¢) un vecteur orthogonal & ABetACona:
7 - AB = a—-b—-c=0 a=6¢
{%%('i:=(()) < {a—2b+4c=0 < {b=50
pourc=1 ona:7 (6;5;1) est un vecteur normal a (P)

x=-1+6t
Donc une équation cartésienne de la droite (D) est :{ y = 1+ 5t (t € R)
z=2+t
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Corrigé Exercice 9

1. Les plans (P) et (P*) ont pour vecteurs normaux respectifs 71(2; —1; 5) et ;’)(—3; 4;2)
ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires ; donc, les (P) et (P’) sont sécants.

2. Leur droite d’intersection ( D ) a pour systéme d’équations :
{ 2x—y+5z+7=0

—3x+4y+2z—1=0 ONPOSC Z=t

x=38:_%Z
4 { 2x—y+5z+7=0 - 151 159
OnatonCl 3x+4y+22-1=0 y=4t-+
z=t
18, 27
x=5t-%
par suite ( D ) a pour représentation paramétrique y= um, 19 (teR)
5
z=t

Corrigé Exercice 10

1. Les plans (P) et (P’) ont pour vecteurs normaux respectifs 71(2; —1; 3) et ?(—4; 2;—6)
ces deux vecteurs sont colinéaires car _74 = —11 = _?6
donc, les plans (P) et (P’) sont parall¢les.
2.0na:
{2x—y+3z+4=0 o {—4x+2y—6z—8=0
—4x+2y—6z+1=0 —4x+2y—6z+1=0

le systéme n’admet aucune solution donc, les plans (P) et (P’) sont strictement paralléles.

Corrigé Exercice 11

La distance du point E au plan (Q) est : d(E; (Q)) = % =2 = ? =2

B

Corrigé Exercice 12

1. Les plans (P) et (P’) ont pour vecteurs normaux respectifs 7(1; 1; —2) et W(—Z; —2;4)
ces deux vecteurs sont colinéaires car _TZ = —Tz = _74

donc, les plans (P) et (P’) sont parall¢les.
x+y—2z—-3=0

—2x—2y+4z+1=0

n’admet aucune solution donc, les plans (P) et (P’) sont strictement paralléles.

De plus le systéme : {

2. A(1;2;0) est un point de (P).
La distance entre les plans (P) et (P”) est la distance du point 4 au plan (P’)
. . ’ . L(pny) — |m=2x1-2x2+4x0+1| _ 5 _ 5V6
La distance du point A au plan (P") est : d(A, P )) = i Cohcone S 12
Corrigé Exercice 13

AB (—1;—4; —2) est un vecteur normal au plan donc une équation cartésienne de ce plan est
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dela forme —x —4y —2z+d =0 avecd €ER
le point C appartient a ce plan donc —2 — 4 X (—4) —2%x (=5)+d =0 d’oud = -24
Par suite une équation cartésienne du plan (P) est —x — 4y — 2z —24 =0

Corrigé Exercice 14
2.

Corrigé Exercice 15
1. Vrai; 2. Vrai 3. Faux

Corrigé Exercice 16

1. Une équation cartésienne du plan (P) est de la forme x +d = 0 avecd € R
Le point O appartient au plan (P) donc 0 +d =0d’oud =0
Par suite une équation cartésienne du plan (P) est: x =0

2. Une équation cartésienne du plan (Q) est de la forme z+d =0 avecd € R
Le point O appartient au plan (Q) donc 0 +d =0d’oud =0
Par suite une équation cartésienne du plan (P) est: z =0

3. Le plan (R) de repére (O ; T, J ) est le plan passant par O et de vecteur normal k
donc une équation cartésienne du plan (R) est de la forme z+d =0 avecd € R
le point O appartient au plan (R) doncz+d =0 d’oud =0
Par suite une équation cartésienne du plan (R) est z = 0

Corrigé Exercice 17
1.0Ona:AB(2;2;-2) et AC (—3;3;0) ne sont pas colinéaires car 2 * _%
d’ou A4, B et C ne sont pas alignés par suite 4, B et C déterminent un plan
2. Déterminons un vecteur orthogonal & AB et AC
soit 7 (a; b ; ¢) un vecteur orthogonal a ABetACona:
{7{.@:0 @{2a+2b—2c=0 {azic
n-AC=0 —-3a+3b=0 bh=a
pourc =2 ona: (1;1;2) estun vecteur normal & (P)
Une équation cartésienne du plan (P) est de la forme x +y +2z+d =0 avecd € R
le point A appartient au plan (P)donc 1 X 0+1 X1+2 X1+d =0 doud =-3
Par suite une équation cartésienne du plan (P)est: x +y +2z—3 =0
3. Un vecteur normal au plan (P) est 7’ (—1;—1;—2).

Corrigé Exercice 18
1.0na:AB(2;3;0) et AC(2;0;—4) ne sont pas colinéaires car % * g

d’ou A, B et C ne sont pas alignés par suite 4, B et C déterminent un plan.
Déterminons un vecteur orthogonal a AB et AC

soit 77 (a; b ; ¢) un vecteur orthogonal a ABetACona:

{7{.@:0 - {2a+3b=0 - {b=‘—2

— 3
®-AC=0 2a—4c=0 a=2c
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pourc =3 ona:# (6;—4;3) est un vecteur normal & (ABC).
Une équation cartésienne du plan (ABC) est de la forme 6x —4y +3z+d =0 avecd ER
le point A appartient au plan (ABC) donc 6 X (—2) —4 x0+3 x0+d =0 doud =12

Par suite une équation cartésienne du plan (ABC) est: 6x —4y +3z+ 12 =10
2. Soit ?(a; b; ¢) un vecteur normal a (P) et 7 (6 ; —4 ; 3) est un vecteur normal & (ABC).

Le plan (P) est orthogonal & (ABC) donc 71 - =0

in=0e6a—4b+3c=0

On peut prendre n (1;6;6).Onadonc: x+6y +6z +d = 0, comme ce plan passe par A, d =2
x+6y +6z +2 =0 est une équation de ce plan.

Corrigé Exercice 19
1. ont pour vecteurs normaux respectifs 7(1; 0; —1) et 77(2; 1;-3)

La droite d’intersection ( D ) des plans (Q) et (Q") a pour systéme d’équations :
{ x—z—2=0

2x+y—3z+1=0 ONPOse 2=d

=24+d
x—z—2=0 x
on a donc {2x+y—32+1=0 = {y:d—S
z=d
x=2+d
par suite ( D ) a pour représentation paramétrique ,y =-5+4+d (deR)
z=d

un vecteur directeur de ( D ) est %(1; 1; 1) et (P) a pour vecteur normal 7(1; —1; 0)
onali-=1—1=0donc (D) est paralléle a (P).
2. (D) est la droite de repére (4;1) ou A(2;—5;0) et u(1;1;1)
et (P) est un plan de vecteur normal 7(1; —1; 0)
Le plan ( ) contient la droite (D) et est orthogonal au plan (P).
Soit ?(a; b; ¢) un vecteur normal a ( 1) et 7(1; —1; 0) est un vecteur normal & (P)
donen’ - =0
De plus ( D) est contenue dans (P) donc neoi=0
wn=0 a—-b=0 a=bh
{?.a=0 < {a+b+c=0 < {2b=—c
Pour c= —2 ona:n' (1;1;—2) est un vecteur normal & ( 7).
Une équation cartésienne de ( w)est donc de la forme x + y —2z+d =0 avecd € R
le point A appartient au plan () donc2 — 5+ (—2) x0+d =0 d’oud =3
Par suite une équation cartésienne du plan (ABC) est: x +y—2z+3 =0

Corrigé Exercice 20
1. Les plans (P) et (Q) ont pour vecteurs normaux respectifs 72(1; 1; 1) et Z’)(a; 1;1)
Les plans (P) et (Q) sont sécants si et seulement si les vecteurs 7 et ' ne sont pas colinéaires.

C’est-a-direa # 1 donca € R\ {1}
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2. La droite d’intersection ( D ) des plans (P) et (Q) a pour systéme d’équations :
{ x+y+z=0

ax+y+z+b=0 onpose z=d

X =
x+y=-d 1-a
b
on a donc {ax+y=—d—b = y=---
z=d
b
X =
1-a
par suite ( D ) a pour représentation paramétrique y=- b 4 (deR)
1-a
z=d

Un vecteur directeur de (D) est 7%(0; —1; 1) et un vecteur directeur de (D) est ;(O; b; 1)

(D) et (D’) sont orthogonales si et seulement si donc i - w=0

-

i-W=0&e —b+1=0o b=1
Par suite (D) et (D) sont orthogonales si et seulement si b =1eta € R\ {1}

Corrigé Exercice 21
l‘a)Ona:AA§(2;0;4) et AC(0;-1;1)
fl-AB=2x2-1x0-1x4=4—4=0ct7 -AC=2%x0-1x(-)—1x1=1-1=0
de plus les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires donc 7 est un vecteur normal au plan (ABC)
b) Une équation cartésienne du plan (ABC) est de la forme 2x —y —z+d =0 avecd € R
le point A appartient au plan (ABC) donc2 X (—1) —2—-0+d =0 doud =4
Par suite une équation cartésienne du plan (ABC) est:2x —y —z+4 =0
2. a) (P,) a pour vecteur normal 7, (1 ;0; —2) donc une équation cartésienne du plan (P,) est de
la forme x —2z+d =0 avecd €ER
le point O appartient au plan (P,) donc0+d =0 d’oud =0
Par suite une équation cartésienne du plan (P,) est: x —2y =0
b) Les plans (P;) et (P,) ont pour vecteurs normaux respectifs 7; (3;1; —2) et 7, (1;0;—2)
ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires car § * g

donc, les plans (P;) et (P,) sont sécants.
3. a) La droite d’intersection ( D) des plans (P,) et (P,) a pour systéme d’équations :
{3x+y—22+3 =0

v —27=0 onpose z=d

x=2d
3x+y—-2d+3=0 o
) s < Iy_ 3—4d
z=d
x=2d
par suite ( D ) a pour représentation paramétrique : [y =—-3—-4d (de€R)(acorriger dans
z=d

pyramide)

b) Remplagons x, y et z dans 1’équation cartésienne du plan (ABC).
2x2d—(—-3—-4d)—d+4=0 soit d =1 ainsi (D) coupe le plan (ABC) en un point L.

Pourd=1 ona: x =2; y=—7etx = 1 ainsi le point I a pour coordonnées (2 ; —7;1)
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Corrigé Exercice 22

1=1+22
1. Si A appartient a (D) alors le systéme {0 = —3 + 1 aurai une solution
1=-2+32
1=1+4+22 A=0
or le systéme {0 =-3+1 & {A = 3 n’apas de solution
1=-2+32 A=1

donc le point A n’appartient pas a (D) .
Une droite et un point n’appartenant pas a cette droite détermine un plan, donc le point A et la droite
D)
détermine un plan.
2.PourA=0ona:x=1;y=-3etz=-2; pourd=1ona:x=3;y=—-2etz=1.
B(1;-3;—2) et C(3;—2;1) sont deux points de (D) de plus A(1; 0; 1) n’appartient pas & (D) donc
les vecteurs AB (0;—3;—3) et AC (2;—2;0) ne sont pas colinéaires.
Soit 7i(a; b; ¢) un vecteur normal a (P ), ona:
7 -AB=0 —3b—-3c=0 b=—c
{ﬁ.ﬁzo = {Gelmoo = ey
pourc =—1 ona:7 (1;1;1) est un vecteur normal a (P).

Corrigé Exercice 23
1. Les plans (P) et (Q) ont pour vecteurs normaux respectifs 7(1; —2; 1) et W(Z; -1;1)
ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires car% * :—i ; donc, les (P) et (Q) sont sécants.

2. Leur droite d’intersection ( D ) a pour systéme d’équations :
x—2y+z—-1=0
r—y4+z-2=0 onpose z =1t

x—2y+z—-1=0 o

on a donc {2x—y+Z—2=0 y=§t

3
par suite ( D ) a pour représentation paramétrique y= 1 (teR)

Corrigé Exercice 24

1.

2. ona:ZE =Y 3% ) osant z = ¢
3 4 4
x=2-2¢
On obtient le systéme : y=2-4t (t € R), qui est une représentation paramétrique de la droite

z=1

D).
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Corrigé Exercice 25
1.
x=3+21—4u
Ona:{ y=2+1—u (L) €R?
z=51-"5u

Soit #(2;1;5) ; B(—4;—1;—5) ; A(3;2;0) et AM(x —3;y — 2;2)

Ona: AM = Al + ¥, (A p) € R?

7 et ¥ ne sont pas colinéaires donc I’ensemble (P) des points M tels que AM = A% + pu# est un
plan.
2. Une équation de ( P)

Eliminons A et u dans notre systéme

Soient a, b et c des nombres réels tels que : ax + by + cz =0
ax+by+cz=0 & 3a+2b+Qa+b+c)A+(—4a—-b—-5c)u=0

3a+2b=0
S 4§ 2a+b+c=0
—4a—b—-5c=0
. 1 1 1
Onobtienta= —-; b=- etc=—
3 2 30

Donc une équation cartésienne de ( P ) est donc —g x+ % y+ % z=0

Corrigé Exercice 26
1. (D) et (A) ont pour vecteurs directeurs respectifs #(1; —2;1) et v(—1;2; 1)
U et ¥ ne sont pas colinéaires donc les droites (D) et (A) sont sécantes ou non coplanaires
(D) et (A) ont un point en commun si et seulement si le systéme

2+ 2=-1-yu

S) 2—-21=2u a une solution
442=1+pu
or (S) admet un couple de solution (—1; 2) par suite (D) et (A) sont sécantes en un point A.
2. Pourk=—1lona:x=-3 ;y=4 etz=3 dont les coordonnées de leur point d’intersection

Asont (—3;4;3).

Soit 7i(a; b; ¢) un vecteur normal au plan (P) déterminé par les droites sécantes (D) et (A)
ona:

Tu=0 a—-2b+c=0 b=1q
{Ww? 0 {—a+2b+c=0 <:>{C=20
poura =2 ona:7 (2;1;0) est un vecteur normal a (P).

Une équation cartésienne de ( P ) est donc de la forme 2x +y +d =0 avecd € R
le point A appartient au plan (P )donc2 X (—=3)+1+d =0 doud =5
Par suite une équation cartésienne du plan (P )est:2x +y +5=0
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Corrigé Exercice 27
1. (D) et (A) ont pour vecteurs directeurs respectifs %(1; —1;3) et 5(2; —1; 1)
U et ¥ ne sont pas colinéaires donc les droites (D) et (A) sont sécantes ou non coplanaires
(D) et (A) ont un point en commun si et seulement si le systéme

} 1+ k=2t
(S) \—2—k =1—t aune solution
24+3k=3+t
or (S) n’admet pas de solution par suite (D) et (A) sont non coplanaires.
2=1+k
2. Le point A appartient a (D) si le systeme {1 = —2 — k a une solution
4=2+3k
k=1
or on obtient {k = —2 donc le point A n’appartient pas a (D)
k=1
3.B(2;0;4) et C(0;1; 3) sont deux points de (A) de plus A(2 ; 1; 4) n’appartient pas a (A) donc les
vecteurs AB (0;-1;0) et AC (—2;0;—1) ne sont pas colinéaires.
Soit 7i(a; b; ¢) un vecteur normal a (P ), ona:
R -AB=0 -b=0 b=0
{ﬂ .AC=0 < {—Za—c=0 < {c=—2a
poura = —1 ona:7 (—1;0;2) est un vecteur normal a (P).
Une équation cartésienne de ( P ) est donc de la forme —x +2z+d =0 avecd € R
le point A appartient au plan (P ) donc —2+8+d =0 d’oud = —6
Par suite une équation cartésienne du plan (P )est: —x +2z—-6 =10

Corrigé Exercice 28
l.a)Ona: AB (—4;-4;4) et AC (—1;—4;—2) ne sont pas colinéaires car :—i * ;:

d’ou A4, B et C ne sont pas alignés par suite 4, B et C déterminent un plan.
b)Ona: 7 - AB=2x(—4)—(—4)+4=-8+8=0

T-AC=2x(-1)—(—4)—2=—4+4=0

donc 7 est un vecteur normal au plan (ABC).

2. Un vecteur normal a ( P ) est n (1;1;-1)
Ona? - -n=2x1-1x1+1x(=1)=2—2 =0 donc (P) et (ABC) sont perpendiculaires.

— 1x1-1X(-3)+2x0 — 4 =2 Y = 1x2-1x(=2)+2x(=2) =0: 75 = 1x(=1)—1x(3)+2x(=3) — —10 —

3.a) x
) X6 2 2 2 > 2 2

-5
Ainsi G (2;0;-5)
b) CG (2;2; —2) est un vecteur directeur de (CG) et un vecteur normal & ( P ) est w(l;1;-1)

Ona:CG=2n donc la droite (CQG) est orthogonale a (P).
¢) une représentation paramétrique de la droite (CG) est :

x =2t
y=-2+2t (teR)
z=-3-2t
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En remplagant x;y etz dans I’équation cartésienne de (P) on obtient :
X+y—z+2=0 ©2-2+2t+3+2t+2=0 & 6t+3=0& t=—

Pourt=—§ ona:x=-1;y=-3 etz=-2
Par suite H (—1;—-3;-2)
4.a) |[MA - MB + 2MC|| = 12 = |2MG|| =12 < |MG||=6 <= MG =6
(S) est donc la spheére de centre G et de rayon 6.
b) Une équation de (S) est : (x — 2)? + y2 + (z + 5)% = 62
Une équationde (P)est : x +y—z+2=0
Ona::x+y+2=z
Donc (x —2)2+y?+ (x+y +7)? = 62
. 5\2 7\2
Soit (x—;) + (y+5) +2xy =10
Ainsi I’intersection (C) du plan (P) et de la sphere ( S) est une ellipse.

Situation complexe

Corrigé Exercice 29
Pour répondre a la préoccupation des habitants je vais utiliser la géométrie analytique de 1’espace

Pour cela, je vais déterminer une équation cartésienne du plan (ABC)
une représentation paramétrique de la droite (EG)
Ensuite la distance de la droite au plan (ABC)
Enfin comparer cette distance a 2 métres.
Soit A(1;0;5);B(0;2;6);C(3;7;0);E(=5;3;2)etG(=3;4;-1)
e Ona:AB(—1;2;1) et AC(2;7;5) ne sont pas colinéaires car _il * %
d’ou A, B et C ne sont pas alignés par suite 4, B et C déterminent un plan.

Déterminons un vecteur orthogonal a AB et AC

soit 7 (a ; b ; ¢) un vecteur orthogonal a ABetACona:
3

L b==c¢

#-AB=0 —a+2b+c=0 11
il = =

{ﬁ.Aczo {2a+7b—50=0 a=%c

pourc =11 ona:7 (17;3;11) est un vecteur normal & (ABC).

Une équation cartésienne du plan (ABC) est de la forme 17x +3y +11z+d =0 avecd €R
le point A appartient au plan (ABC) donc 17 x (1) +3 x0+ 11 x14+d =0 doud = —28
Par suite une équation cartésienne du plan (ABC) est: 17x + 3y + 11z —28 =0

 Un vecteur directeur de la droite (EG) est EG (2;1;—3) ainsi une représentation paramétrique

de la droite (EG) est :
e T-EG=2x17+3 x1—-3x 11 =4et

x=-5+2t L=
y=3+t (teR) 4 # 0 donc 7 et EG ne sont pas orthogonaux
7=2—3t D’ou la droite (EG) est sécante au plan (ABC).
Par suite la distance de la droite (EG) au plan(ABC)
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CONIQUES

n SITUATION D’APPRENTISSAGE

e Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par un éléve, par le professeur et une lecture
silencieuse des éléves), I’enseignant va procéder a ’explication éventuelle des mots difficiles.
Dans le cas de cette situation, le texte ne semble pas contenir de mots ou expressions difficiles pour
un éléve de Terminale C. Toutefois le professeur donnera la parole a ses éléves afin de s’assurer
que tout le monde a compris le texte.

e Il pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des questions du

type :
Constituants de la Exemples de questions Réponses possibles des éléves
situation possibles
Ou et quand se déroule la | La scéne se déroule dans une
scéne et qui en sont les | centrale électrique.
Contexte acteurs ? 11 s’agit d’une sortie d’étude
organisée par des éléves de TC.
Ces éléves, a cette occasion, sur le
processus de production de
I’énergie électrique avec un guide,
ingénieur des techniques de
production de la centrale.
Circonstance Indique la difficulté a Les éléves de Terminale C sont
laquelle les éleves sont fascinés par les informations
confrontés. données par ’ingénieur et
trouvent le processus de
production complexe.
Tache Qu’est ce que les éléves de | Les éléves de Terminale C, sous
cette promotion de la tutelle de leur professeur,
Terminale décident de décident d’étudier les coniques.
faire ?

Le professeur profitera donc de la tiche énoncée par ses éléves pour faire la synthese de la situation et
annoncera le plan de la legon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation durant tout le

déroulement de la lecon.
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a DECOUVERTE DES HABILETES

Activité 1

o [’objectif de cette activité est de connaitre la définition générale d’une conique.
e Réponses aux questions de I’activité.

Toutes ces courbes ont pour forme générale Ax?+ By?+2Cx + 2Dy + E = 0, o0 : |A| + [B| # 0.
N.B. Les éléves doivent identifier la forme générale commune a toutes ces courbes.

C’est I’enseignant qui donne aux éleves, apres la forme générale, le nom de CONIQUES. L’enseignant
peut dire un mot sur I’origine de ce nom a partir du commentaire de la lecon donnée a la premiére page de
la legon, comme section d’un coéne avec un plan. L’enseignant annoncera que 1’objet decette legon est
I’étude (algébrique) des coniques.

Exercices de fixation 1
(C3), (Ca), (Cs) et (Ce).
Activité 2

o L’objectif de cette activité est I’équation réduite des coniques.
e Réponses aux questions de I’activité.
1. Supposons AB =0

Dans cecas, B=0et A# 0 ouA=0etB =+ 0.Car|A|+|B|# 0.
Supposons précisément B=0 et A # 0. Le raisonnement est le mémesi A=0etB # 0
a) D=0.
Ona:P(X,Y)=AX?+2CX + E ; P est trindme du second degré en X. Son discriminant réduit est
C?—AE.
Premier cas : C2 — AE >0

Le trindme P(X, Y) a deux racines X; et X, et P(X, Y)=A(X — X;)(X — X,) et (C) est la réunion des
deux droites paralléles X = X; et X = X,,.

Deuxiéme cas : C2 — AE = 0

Le trindme P(X, Y) s’écrit A(X + %)2, La courbe (C) est la droite d’équation X = —

>0

Troisiéme cas : C2 — AE < 0
Dans ce cas, P(X, Y) ne s’annule pas. La courbe (C) est ’ensemble vide.
b) D#0etA#0
B est égal 4 0, car AB = 0. Il vient que : P(X, Y) = AX?+2CX + 2DY + E. D’ou :

P(X,Y)=A(X? + 276 X)+2DY +E ;
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2
PX,Y)=AX + %)2 - % + 2DY + E ; en utilisant la forme canonique.

EA-C?
24D

P(X, Y)= A(X + D2 +2D(Y + ).

_c? R .
Enposant: x = X + %et y=Y+ E';A; ,on a dans le repére (S ; 7, J) une équation de (C) de la forme
Ax? 4+ 2Dy = 0. Enposant a = —%, on obtient : x2 — 2ay = 0. Le nombre réel a est non nul car D est
non nul.

2. Supposons AB# 0

2 2
a) En utilisant la forme canonique, on obtient : P(X, Y)= A(X + %)2 - % +B(Y + g)z -2

—+E.
B

. C\2 2 [
Ce qui donne : P(X, Y)= A(X + Z) +B(Y + E) tE—-———.

Enposant:x = X + %et y=Y+ g, on a dans le repére (0 ; 7, J) une équation de (C) de la forme :
Ax?> +By?+k=0.

3. Supposons AB > 0
Ce cas prend en compte le cas précédent.

a) Si A, Bet ksont tous trois strictement positifs ou tous trois strictement négatifs alors
Ax? + By? + k est différent de zéro. Dans ce cas, (C) est I’ensemble vide.
b) Sik estnul, A et B étant non nuls, Ax? + By? = 0 entraine x = y = 0. Dans ce cas (C) est égal &

{Q3.
¢) Dans ce cas les nombres réels %et g sont strictement négatifs. En posant : a? = —% eth? = — g,
Ax? + By? + k est équivalente a Z—Z + Z—j — 1 = 0 dans le repére (Q; 7, J).
4. Supposons AB< 0
a) Supposons A >0 et B <0. Le raisonnement est le méme si A <0 et B> 0.
Ona:
Ax? + By? = WA x)? — (V=B y)?=(Ax —V-By)(WVAx + V=B y).
(€) est la réunion des droites d’équations VA x —V—By = 0 et VAx +V—By = 0.
b) Distinguons deux cas : Ak >0 et Ak <0.
Premier cas : Ak >0
Dans ce cas % est strictement positif et g est strictement négatif. En posant : a? = % et h? = — g,
Ax? + By? + k est équivalente a —z—z + 2’—2 = 1 dans le repére (2 ; 1, J).
Premier cas : Ak < 0
Dans ce cas % est strictement négatif et g est strictement positif. En posant : a? = —E eth? = g,

2 2
Ax? + By? + k est équivalente a Z— - Z—z = 1 dans le repére (Q; 1, J).

2
Exercices de fixation 2

(C2), (G3) et (Ca).
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Activité 3

e L’objectif de cette activité est I’étude des paraboles.

e Réponses aux questions de I’activité.
1.

Soit M(x; ¥) un point du plan d’image M’(x"; y") par S(s). On a: {;, z Z

Supposons que M appartienne a (P). On a : x? = 2ay ; les coordonnées de son image M de M par S,
vérifient y'? = 2ax’. Par suite le point M’appartient a (P’). D’o : Swy(P) < (P).

Réciproquement, soit M’de coordonnées (x'; y') un point de (P’). On a : y’z = 2ax’. L’application Sx)
étant une bijection du plan sur lui-méme, M’a un antécédent M de coordonnées (x;y). On a : x? = 2ay.
Par suite le point M appartient & (P). D’oui : (P")  S(a)(P). On en déduit que : S¢xy(P) = (P").

2.
a) Pour a > 0, xl_i)r_nwf(x) = +oo et XHTmf(x) = +o0,
Poura < 0, xgglwf(x) = —wet xl_i)rﬂ»f(x) = —oo.
b)VxeR, f'(x) = E.
Poura>0,f'(x)>0=2x>0;f'(x)) <0 x<0;f(x)=0=x=0.
Au point O, (P) admet une tangente horizontale.
f est strictement croissante sur [0 ; +oo[ et f est strictement décroissante sur | —oo ; 0].
Poura<0,f'(x)>0=2x<0;f'(x)<0=x>0;f'(x) =0=x=0.

f est strictement décroissante sur [0 ; +0o[ et f est strictement croissante sur | —oo ; 0].

a>0 a<0
x | —o 0 +00 x —® 0 +00
f'(x) - 0 + f'() + 0 -
f(x) 0 fx) 0
Y 7 7 N
¢) Poura >0, lim f(x) =400 ; lim L9 _ et lim f(x) =+ ; lim LA
x——00 x——00 X x—+00 x—+oo X

(P) admet en —oo et en 400 une branche parabolique de direction celle de (OJ).

Poura <0, lim f(x) = —o0; lim 0 _ +ooet lim f(x) =—c0 ; lim & _ _
xX—>—00 xX—>—00 X xX—+00 x—>+00 X
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(P) admet en —oo et en +00 une branche parabolique de direction celle de la droite de repére (O ; j).

3. a) Courbe (P)
Faites un tableau de valeurs
10
8
6

4

-8 -6 —4 -2 /0 2

b) (P’) est construite ici comme image de (P) par S(,).

(P’) admet au point O une tangente verticale comme symétrique de la tangente horizontale de (P) en O.
Car la symétrie orthogonale conserve le contact.

(P) admet une branche parabolique de direction celle de la droite de repére (O ; 1), comme symétrique
de la branche parabolique de (P) de direction celle la droite de repére (O ; J).

Courbe (P)

Faites un tableau de valeurs
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Exercices de fixation 3

1.
(Py) et (Py)
2. Représentation graphique de (P)
Faites un tableau de valeurs
6
4
2
eq1l
-4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14
-2
9
-6
Activité 4

e L’objectif de cette activité est de connaitre les éléments caractéristiques d’une parabole.
e Réponses aux questions de ’activité.

1. a) a étant différent de 0, le nombre réel % est différent de —% ; par suite le point F n’appartient pas a

(D).
¢) H(x;— g).
d) La question est : « Démontre que (P) est I’ensemble des points M du plan tels que : MF=MH. »

2
MFZ=x2+(y—%)Z; MF2=xZ+yz—ay+aT;MH2 =(y+§)2.
MEe (P) & x? = 2ay;
2 2
4=x2+(y2—ay+%)=2ay+(y2—ay+a7);

2 2
4:»x2+(y2—ay+a7)=y2+ay+a7);

2 2 a? — av2.
S x +(y —ay+T)—(y+2) ;

< MF=MH.
2. Soit M un point du plan de coordonnées (x; y) d’image M’par S(4), de coordonnées (x'; y").

x' =y

Ona:{ ,
y =x

a) SiF’ appartenait a (D), son antécédent F par S(a) appartiendrait a (D). Ce qui contredit 1.a). Par
suite F’ n’appartient pas a (D’).
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b) F’ étant I’image de F par S(,), ses coordonnées sont (g ; 0). La droite (D’) étant I’image de (D) par
S(a), son équation est x = — %.
c)M' € (P") & IAME (P), M’ = S»)(M), car S(4)(P) = (P') d’aprés activité3, 1. ;

< 3 M, MF=MH et M’ = §(4)(M), d’apres 1.c) ;

& M’F' = M’H’, car S(a) conserve la distance.

Exercice de fixation 4
1.
1
a)(P):x2=2x (—;y)
1 1 1
F,-3);):y=3:p=7
b) Faites un tableau de valeurs

Placez la tangente au sommet

2.

1
2 (Q:y?=2x(3x)
1 1 1
F(30):@):x=-2:p=1
b) Faites un tableau de valeurs

Placez la tangente au sommet
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Activité 5

e L’objectif de cette activité est I’étude des ellipses.
e Réponses aux questions de I’activité.
1. Etude de la conique (E)
a) Soit Sy la symétrie centrale de centre O. A tout point M du plan de coordonnées (x; y) d’image
M’par Sy, de coordonnées (x'; y").
Ona: {x: =X
y ==y

N(X;Y) € Sp(E) =3 M(x y) € (E), N = So(M);

X =—x
< 3 (x; y) +— let {Y=—y’

X2 | y?
= = + » =1

< N €(E).
D’ou: Sy (E) = (E).

On en déduit que O est centre de symétrie de (E).

b) —+——1‘:>y2—() (a® —x?);
ey=- ’Va —xzouy—— a? —x2.
c¢) Soit (C) la courbe representatlve de fdans le plan rapporté au repére (O ; 1, J).

f est définie sur [—a; a], continue sur [—a; a] et dérivable sur ] —a; a [. Pour tout nombre réel x
de I’intervalle] —a;a [,ona: f'(x) = —gﬁ.
ffl)>0e —a<x<0;f'x)<0s0<x<a;f'x) =0=x=0.

f est strictement décroissante sur [0 ; a[ et f est strictement croissante sur | —a ; 0].

f étant continue a droite en —a en non dérivable a droite en ce point, recherchons la possibilité d une
demi-tangente au point A’ d’abscisse —a.

f)-fa) _ b d’oi: lim f@)-f(-a)

Pour tout x de ] —a ; 0],
x+a a a+x X‘;_a x+a

= +oo. Par suite (C) admet au
point A’ d’abscisse —a une demi-tangente verticale dirigée vers le haut.

De méme, f étant continue a gauche en a en non dérivable a gauche en ce point, recherchons la
possibilité d’une demi-tangente au point A d’abscisse a.

—-a a x—a

Pour tout x de [0 ; af , f(x) f@_ 2 ,Z—j ;dou: }c@}zw = —oo. Par suite (C) admet au point
<

A d’abscisse a une demi-tangente verticale dirigée vers le haut.

Guide du professeur - Pyramide Maths T*C TOME 2 77 I.



Tableau de variation de f

X -a 0 a
€3] + 0 -
f) b

7 N
0 0

Soit (C’) la courbe représentative de la fonction qui a tout x associe — sv a? — x2. La conique (E) est la

réunion de (C) et (C’).

Aux points A(a; 0) et A’(—a; 0), (E) admet des tangentes verticales ; aux points B(0; b) et B’(0; —b), (E)
admet des tangentes horizontales.

d) et e) Construction de I’ellipse (E) d’équation réduite % + % =1
a=3,b=2
Sommets de (E) : A(3;0),A’(—=3;0),B( 0;2),B’(0;—2).
Axes : petit-axe : [BB’] et grand - axe [AA’]
Faites un tableau de valeurs

Placez les tangentes aux sommets

3

4 1 2
2. Etude de la conique (E’)
a) Soit M(x; y) un point du plan d’image N(X; Y) par S(ay. Ona: {); f 3;
2 2
Supposons que M appartienne a (E’). On a : % + % =1,(b > a > 0); les coordonnées de son image N

2 2 2 2
par Scay vérifient ;;—2 + Z—z = 1. Soit (E”’) la conique d’équation réduite );—2 + Z—z = 1. D’apres ce qui

précéde, le point N appartient a (E”). D’ou : Si4)(E") < (E").
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L’application S, étant une bijection du plan sur lui-méme, N admet dans le plan un antécédent M de

. NSIETS GO G X = s x yE
coordonnées (x; y). De I’égalité wte= 1 etde {Y _ 2;, on déduit que il 1,(b>a>0).Par
suite M appartient & (E”). D’oti : (E") < S(a)(E"). Par suite : . S»)(E") = (E").

On en déduit que : S(4)(E") = (E'). Enposant: a’ = betb’ = a, onabien: a’ > b'. L’équation de (E*")
est de la nature que (E).

b) Construction de (E”)
. X2  y2
L’équation de (E’”) est : wte= 1.

Les points de (E’’) situés sur 1’axe des abscisses ont pour coordonnées (b; 0) et (—b; 0). Leurs images

par S¢ay sont les points B(0 ; b) et B’(0 ;—b) de (H’) situés sur I’axe des ordonnées.

Les points de (E’’) situés sur ’axe des ordonnées ont pour coordonnées (0 ; a) et (0 ; —a). Leurs

images par S(a) sont les points A(a ; 0) et B’( —b; 0) de (H’) situés sur I’axe des abscisses.
(E’) étant le symétrique de (E) par S¢a), on a les résultats suivants :

- Aux points A(a; 0) et A’(—a; 0), (E) admet des tangentes verticales ;
- Aux points B(0; b) et B’(0; —b), (E) admet des tangentes horizontales.

Construction de I’ellipse (E’) d’équation réduite § + %2 =1
a=2,b=3

Sommets de (E) : A(2;0), A’(=2;0),B( 0;3),B’(0; —3).
Axes : petit-axe : [AA’] et grand - axe [BB’].

Faites un tableau de valeurs

Placez les tangentes aux sommets
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Exercices de fixation 5
Faites un tableau de valeurs

Placez les tangentes aux sommets

eql

Activité 6

e [’objectif de cette activité est de connaitre les éléments caractéristiques de 1’ellipse

e Réponses aux questions de I’activité.
1.

2
a) SiF appartenait a (D), on aurait ¢ = a?, ce qui donne : a = ¢, et donc b = 0. Ce qui est
impossible, car b > 0. Méme raisonnement avec F’.
b) b est différent de zéro, d’ot1 : 0 < ¢ < a.Onen déduitque: 0 < e < 1.

o HE3y).
d) MF? = (x—c)*+y?;(d(M; (D))? = MH? = (x _%2'

Démontrons d’abord que (E) N (D) = @.

2 2 2 2
S’il existait un point M(x; y) appartenant & (E) N (D). Ona: % + % =letx = a?. D’ou: Z/—z =1-3;
2 2
par suite : y? = f—z (c? — a?). Le nombre réel positif ¢ étant strictement inférieur a a, f—z (c? —a?) est
négatif. y? serait alors strictement négatif, ce qui est impossible. On en déduit que (E) N (D) = @.

MF?
MH2)'

Soit M un point du plan n’appartenant a (D). (Ce qui justifie I’existence du rapport

MF?
MH?

2
=e2=)(x—c)z+y2=ez(x—a?)z;
2 _ 202 = p2y2 _ % 4
Sx°=2cx+ct+y - =e(x 26x+c2),
2
ex? -2+t +y?=5x2 - 2cx + a?;
a
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L2 2_ 2 2,
@(1—§)x +y“=a*—c*,

2. a) Voir 1.b)
b) Posons : (E”) = S(x)(E") ; (D1) = S(a)(D) et F; = Sia)(F).
D’aprés activité 5, 2.a), (E’’) est une conique de la méme nature que (E).

2 2 2
(E”’) est I’ellipse d’équation réduite % + Z—Z = 1; la droite (D1) a pour équation : x = b? etle

. , c
point F; a pour coordonnées (c ; 0), avec e = >

MEe (E") & 3N € (E"), S (N) = M;

N _ N .

= 0 e, d’apres 1.d) ;

= % = e, ou H; est le projeté orthogonal de N sur (D;) ;
1

== % = e, ou H est I’antécédent de Hy par Sca) et S(a) conserve la distance ;
MF s

= o) e, car H est le projeté orthogonal de H sur (D).

En effet, soit (8;) la perpendiculaire a (D;) en Hy. L’image (8) de (8;) par S(a) est la perpendiculaire a
(D), car Sa) conserve I’orthogonalité. De plus, S, étant injective, {S(a)(H1)}= Sa)(61) N Say(D1) ;
c’est-a-dire : {H}= (8) n (D).

Exercice de fixation 6

1.
a=4,b=3;ona:a>b>0.

a) ¢c= 16—9,c=\/7,e=g;
b) F(/7;0) et F'(—V7;0)

. . s R . 16 s . :
¢) La directrice (D) associée a F a pour équation : x = e et celle associée a F’ a pour équation :
16

N2

. . . x%  y?
2. L’ellipse (E) a pour équation St 1.
a=3,b=4;ona:b>a>0.

a) ¢c= 16—9,c=\/7,e=g;
b) F(0;V7) et F'(0; —V7) ;

. . [ , . 16 cr , .
¢) La directrice (D) associée a F a pour équation : y = NG et celle associé¢e a F* a pour équation :
—_1
Y=-7
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Activité 7

e L’objectif de cette activité est 1’étude des hyperboles

e Réponses aux questions de I’activité.

1. Etude de la conique (E)

a) Soit Sy la symétrie centrale de centre O. A tout point M du plan de coordonnées (x; y) d’image

M’par S, de coordonnées (x'; y').
!

Ona:{;,z:;

N(X;Y) € So(H) & IM(x,y) € (H),N =S5,(M);
=3 El(x;y),z—z—z—jzlet {)}f::;,
< N e(H).

D’ou : Sp(H) = (H).

L’origine O du repére est centre de symétrie de (H).

2y 2 — (by2e2 2y
b) a? bz_]'@y _(a)(x a),
oy= S\/x2 —atouy= —S\/xZ —a?.
Soit (C) la courbe représentative de f'dans le plan rapporté au repére (O ; T, J).
¢) Etude des limites aux bornes de I’ensemble de définition de f
f est définie sur ]—o0; —a]U [a; +oo[, continue sur les intervalles ]—c0; —a] et [a; +oo.

lim f(x) =+oc0 et lim f(x) = +4oco.
xX—>—00 xX—+00

d) f estdérivable sur les intervalles ]|—oo0; —a [ et ] a; 4+oo[. Sur chacun de ces intervalles ou f est

= b [ —
dérivable, ona: f'(x) =~ sz_ar

f'x)>0=x€]la; +o[;f'(x) <0 = x€]—0;—al.
f est strictement décroissante sur ]—oo; —a] et f est strictement croissante sur [a; +oo[.

f étant continue a gauche en —a en non dérivable a gauche en ce point, recherchons la possibilité d’une
demi-tangente au point A’ d’abscisse —a.
fOfCa) b fxma gy G

1im

Pour tout x de |—o0; —a[
x+a a x+a x—’<_a x+a

—oo. Par suite (C) admet au
point A’ d’abscisse —a une demi-tangente verticale dirigée vers le haut.

De méme, f étant continue a droite en a en non dérivable a droite en ce point, recherchons la possibilité
d’une demi-tangente au point A d’abscisse a.

Pour tout x de ]a; +oo[, [-f@ _ b |x+a ;d’ou: lim L@ _ L o5 par suite (C) admet au point A
x—a a x—a x;a x—a
d’abscisse a une demi-tangente verticale dirigée vers le haut.
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Tableau de variation de f

x —o0 —-a a + o
f'(x) - +
+ oo + oo
) N 7
0 0
. b b y
d) Pour tout x appartenant & ]—oo; —a[U]a; +o[,ona: f(x) — Sx= —Hiﬁ. D’ou :
lim (f(x)—gx)=0 et lim (f(x)—gx)=0.
X—>—00 a X—+00 a
. b b s A
Pour tout x appartenant & ]—oo; —a[U]a; +oo[,ona: f(x) + —x= —%}lﬁ. D’ou:

lim (F(x) +2x) =0 et lim (f(x) +2x) = 0.
X——00 a X—+00 a
Les droites d’équations y = Sx ety = — %x sont asymptotes a (C).
e) Courbe représentative (H)

. i . . N . b .
Soit (C) la courbe représentative de la fonction qui a tout x associe — ;\/x2 — a?. La conique (H) est la
réunion de (C) et (C’).

- Aux points A(a; 0) et A’(—a; 0), (H) admet des tangentes verticales ;
- Les asymptotes de (H) ont pour équations y = Zx ety = —gx.
Construction de (H) pour a = 3; b = 2.

- Sommets : A(3;0) et A’(—3; 0), tangentes verticales aux points A et A’.
- Asymptotes: y = Ex ety = _gx_

Faites un tableau de valeurs et placez les tangentes aux sommets.
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3. Etude de la conique (H’)

a) Soit M(x; y) un point du plan d’image N(X; Y) par S(a). On a: {); f i}

2 2
Supposons que M appartienne a (H’). Ona: — % + i—z = 1; les coordonnées de son image N par S,

Y x2  y? . v . ) . e X2 v? o sog s
vérifient P 1. Soit (H”’) la conique d’équation réduite P 1. D’aprés ce qui précede, le

point N appartient a (H?). D’ou : S(ay(H") < (H").

2 2
Réciproquement, soit N un point de (H’”) de coordonnées (X;Y).Ona: );—2 - Z—z = 1. L’application S

étant une bijection du plan sur lui-méme, N admet dans le plan un antécédent M de coordonnées (x; y).

N CE < X = - x2  y? . . N . 5y s
De I’égalité b 1 etde {Y _ 3;, on déduit que —m Tt 1. Par suite M appartient a (H’). D’ou :

(H") < Seay(H). Par suite : Siay(H) = (H").

2
On en déduit que : S(ay(H'") = (H'). Enposant : a’ = b et b’ = a, on a bien (:,)2 - (::W = 1. La conique
de (H”’) est de la méme nature que (H).
b) Construction de (H”)
Déterminons des asymptotes de (H”).
2 2
L’équation réduite de (H”) est : % - % = 1. (H”’) étant de méme nature que (H’), ses asymptotes ont

pour équations : y = %x ety = — %x. De I’égalité Sa)(H'") = (H") les images par S(,) des asymptotes de
(H”*) sont les asymptotes de (H’). Ces asymptotes images ont pour équation : x = %y etx = — %y, ce qui
donne : y = Sx ety = —Sx.

Construction de (H”)

- Aux points B(0; b) et B’(0 ; —b), (H’) admet des tangentes horizontales, comme images des
tangentes verticales de (H’*) aux points de coordonnées respectives (b ; 0) et (—b; 0) par Sa) ;

- Les asymptotes de (H”) ont pour équations y = Zx ety = — Zx.
Construction de (H’) poura = 2 et b = 3.

- Sommets : B(0; 3) et B’(0; —3), tangentes horizontales aux points B et B’.
- Asymptotes: y = %x ety = —%x.

Faites un tableau de valeurs et placez les tangentes aux sommets.
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Exercices de fixation 7
Construction de (H)

Faites un tableau de valeurs et placez les tangentes aux sommets.

Activité 8

o L’objectif de cette activité est de connaitre les éléments caractéristiques de I’hyperbole
e Réponses aux questions de I’activité.

2
a) SiF appartenait a (D), on aurait ¢ = a?, ce qui donne : a = ¢, et donc b = 0. Ce qui est
impossible, car b > 0. Méme raisonnement avec F’.
b) b est différent de zéro, d’ou : ¢ >a. On en déduit que : e > 1.

0 HE;).

d) MF2 = (x _ C)Z +y2 ; (d(M; (D))Z = MH? = (x —a?z)z.

Démontrons d’abord que (H) N (D) = @.
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2 2 2
Supposons qu’il existe un point M(x; y) appartenant & (H) n (D). On a : % - Z—z =letx = a?. D’ou:

b? . . . L " b?
y?= = (a? — c?). Le nombre réel ¢ étant strictement supérieur au nombre positif a, = (a? — c?) est
négatif. y? devient alors strictement négatif, ce qui est impossible. On en déduit que (H) N (D) = @.

MF?2

Soit M un point du plan n’appartenant a (D). (Ce qui justifie I’existence du rapport MHZ)'
MFZ=62®(X_C)2+ 2=ez(x—a—2)2'
MH? y c’

2 24 2 = p20,2 _ 082 L
Sx*—2cx+ct+y =e*(x —2?x+c—z),
2
e x?—2cx+c?+y?=x2—2cx +a?;
a

b2 o 2 2
S —oxtty =—b*;

< Me (H).

2. Posons: (H) = Say(H"”); (D)= Sa)(D) et F; = Sa)(F).
D’apres activité 7, 3.a), (H’’) est une conique de la méme nature que (H).
2 2 2
(H”’) est I’hyperbole d’équation réduite Z—z - % = 1; la droite (D;) a pour équation : x = b? etle

. , c
point F; a pour coordonnées (c ; 0), avec e = o

Me (H) & 3N € (H"), S (N) = M;

NFy N
S —— = .a);

ZN0D) e, d’apres 1.d) ;
= % = e, ou H; est le projeté orthogonal de N sur (D) ;

1
= % = e, ou H est I’antécédent de H; par S(s) et S¢a) conserve la distance ;
MF « g

= 2050 e, car H est le projeté orthogonal de H sur (D).

En effet, soit (6;) la perpendiculaire a (D;) en H;. L’image (8) de (6;) par S(a) est la perpendiculaire a
(D), car 5(ay conserve I’orthogonalité. De plus, S¢ay étant injective, {Sca)(Hy)}= S(a)(61) N Scay(Dy) :
c’est-a-dire : {H}= (6) n (D).

Par suite I’hyperbole (H”) est I’ensemble des points M du plan tels que : om0y~ €

Exercices de fixation 8

1. a)a=4;b=3.D’ou:c=m =5;
F(5;0)etF'(-=5;0);

a) (D):x=Zet(D)ix=—=2;

b) La directrice associée au foyer F’ et (D).

2. a)a=4b=3.Dou:c=vV16+9 =5;
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b) F(0;5) et F'(0;-5);

c) (D)=y=§et(D'):y=_3

-
Errata

A la page 91, les graphiques ont été permutées ;

A la page 93, pour le deuxieéme graphique : Ellipse (E) danslecas b >a > 0;

4413

A la page 96, dans I’exemple, la directrice (D’) a pour équation : x = — -
) . . ) : : i3
A la page 97, dans I’exemple, la directrice (D’) a pour équation : y = — TR

a DES QUESTIONS D’EVALUATION

Corrigés de des exercices non corrigés
Exercice non corrigé 1
a) Soit (P) la conique d’équation x2 — 6x — 4y + 13 = 0.
Déterminons 1’équation réduite de (P).
x2—6x—4y+13=(x—-3)2 -4y +4;
x2—6x—4.+13=(x-3)2-4(y—-1).
Soit S le point de coordonnées (3 ; 1).
Enposant: X = x —3 et Y = y — 1, I’équation réduite de (P) dans le repére (S ; 7,)) est : X2 —4Y = 0.

(P) est la parabole de sommet S, de demi-distance focale 2, de foyer F(0 ; 1) et de directrice (D)
d’équation Y = —1.

Dans le repére (O ; 1, J), en utilisant les relations : X =x —3etY =y —1,0na:

- Le couple de coordonnées de Fest: (3;2);
- Ladirectrice (D) a pour équation: y = 0 ;
- L’axe focal de (P) est la droite d’équation x = 3.

2

b) Soit (H) la conique d’équation —x? + yT =1.

2 2
L’équation de (H) peut se réécrire : — % + 32/—2 = 1. (H) est une hyperbole donnée par son équation

réduite de centre O.Ona:a=1;b =2,d’ou:

. c=\/1+4=\/§,1’excentricitée=£=‘/2—§;

e les foyers F et F ont pour coordonnées respectives (0 ; v5) et (0 ; —V5) ;
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o les directrices (D) et (D’) associées respectivement a F et F” ont pour équations
respectives : y = % ety = —% ;
e les asymptotes ont équations : y = 2x ety = —2x.
c¢) Soit (H) la conique d’équation —2x% + 5y% — 10y + 15 = 0.

Déterminons 1’équation réduite de (H).
—2x24+5y?2 =10y + 15 = —=2x% + 5(y%? — 2y) + 15;
—2x2+5y2—-10y+15=-2x2+5(y— 1)2+10;

¥ -1

R

Soit Q le point de coordonnées (0 ; 1). En posant : X= x; Y = y — 1, dans le repére (Q ; 1, J), I’équation

—2x2+5y2-10y+15=0<

2 2

réduite de (H) est : X—z — Y_2 —
W9 WD

(H) est I’hyperbole de centre Q.

a=+5b=+2.
Dans le repére (21, ) :

- La demi- distance focale : ¢ = V7 ;

_V7.

=%

- Les foyers F et F* ont pour coordonnées respectives (v7;0) et (—v7;0) ;

ey c
- L’excentricité : e = e

- Les directrices respectives associées aux foyers ont pour équations respectives : X = % et
5
X = -5
- L’axe focal a pour équation : Y= 0;
- Les asymptotes de (H) ont équations : Y = \EX ety =— \EX .
Dans le repére (O ; 7, ]), en utilisant : X=x; Y=y — 1,ona:
- Les foyers F et F’ ont pour coordonnées respectives (\/7 ; 1) et (—\/7 ; 1) ;
- L’axe focal a pour équation : y = 1;
- Les directrices respectives associées aux foyers ont pour équations respectives : x = 7ot

5.
V7’

- Les asymptotes de (H) ont équations : y = \Ex +letY =1- \Ex.

X =

NB. L’excentricité et la demi- distance focale restent inchangées.
Exercice non corrigé 2

1) Représentation graphique de la conique (P) d’équation : 4x? — 9y? = —36
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x2
32

2
(P) est I’hyperbole d’équation réduite : —= + 321—2 =1.

- Sommets : B(0;4)etB’(0; —4)
- Foyers : F(0 ; V13) et F’(0; —V13)

. . 4 N
- Directrices: (D) : y = = et(D):y = =
- Asymptotes:(A):yz%x et(A):y= —%x

L 8
6

eql 4

2) Représentation graphique de la conique (P) d’équation : x% + 5y2 — 10y = 0

x* -1
GFEtiE =1

(Q) est I’ellipse d’équation réduite :

- Sommets : A(V/5; 0) ; A’(—V/5;0), B(0;2) et O
- Foyers:F(2;1)etF’(=2; 1)

- Directrices : (D) : x = ; et(D’):x = —g

4

G
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MES SEANCES D’EXERCICES

» Exercices de fixation
Exercice 1
Toutes, a I’exception de (Cy).
Exercice 2
Toutes, a I’exception de (E;) et (E,).
Exercice 3
1. 4x%+y?2—12x+9=0
4xy? —12x+ 9 =0 = 4(x - )2 +y2 =0

c»xz%etyzo

(Ey) est: {AC; 0)}

2. 4x%+y?—4x+1=0

4x?+y? —4x +1 = 0<=4(X_§)2+y2 =0

() est: {B(;0)}

3. 9x2+y?2—6x+5=0

97 +y2 —6x+5=09(x—)+y*+4=0
(E3) est I’ensemble vide.

4.x2+3y°+4x—-8=0

x2+3y?+4x-8=0= (x+2)2+3y?—-12=0

(x+2)* | y?
_2+_2 —
(23" 2
Soit (1 le point de coordonnées (—2; 0). Dans le repére (0 ; T, J), I’équation réduite de
E,)est —ou+ Y =1 00:X= x+2etY
est —=+—==1,0u:X= x etY=y.
(E4) (2J3—)2 22 y
Exercice 4

1) Equation réduite de (C;)

(x-1)?

)2

4x2+y?—-8x—4y+7=0 +(y-2)7%=1
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Soit Q le point de coordonnées (1; 2). Enposant : X = x — 1; Y = y — 2,dans le repére (Q ; 1, J),

2
’équation réduite de (C;) est : ()1(7 +Y2=1,
2

2) Equation réduite de (C,)

yi-2x+4=0y?=2(x—2)
Soit S le point de coordonnées (2 ; 0). En posant: X = x — 2; Y =y, dans le repére (S ; 1, J), I’équation
réduite de (C,) est : Y2 = 2X.

3) Equation réduite de (C3)

3x2 -y’ —6x=0=3(x—-1)?%-y%2=3;

er-12-L=1.
62
Soit  le point de coordonnées (1; 0). En posant : X = x — 1; Y = y, dans le repére (Q ; 1, ), I’équation
réduite de (C3) est : X2 — é% =1
4) Equation réduite de (Cy)
2x2—y? —4x+3=02(x - 1) -y?=-1;

_Go?

T +y?=1.
7

=

Soit Q le point de coordonnées (1; 0). En posant : X = x — 1; Y = y, dans le repére (Q ; 1, ), I’équation

réduite de (C3) est: — )1(2 +Y2=1.

V2

2

Exercice 5

Faites un tableau de valeurs et placez la tangente au sommet.

v
8

6

2) (P*) est la parabole d’équation réduite y? = 2 x (— i) X.

1

(P’) est de sommet O, de foyer F(—% ; 0) et de directrice (D) d’équation x = 5
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Faites un tableau de valeurs et placez la tangente au sommet.

o
Exercice 6
1) (P) est la parabole d’équation réduite x2 = 2 X y.
(P) est la parabole de foyer F(0; %), de directrice (D) d’équation x = — % et de parametre 1.
2) (Q) est la parabole d’équation réduite y? = 2 X (— %) x.
(Q) est la parabole de foyer F(— z; 0), de directrice (D) d’équation y = % et de paramétre g
3) (R) est la parabole d’équation réduite x2 = 2 X (—2)y.
(R) est la parabole de foyer F(0; —1), de directrice (D) d’équation x = 1 et de parameétre 2.
Exercice 7

1) Représentation graphique de I’ellipse (E) d’équation réduite g + Z—: =1
a=6b=7;c= Vi3
Sommets de (E) : A(6;0), A’(—=6;0),B( 0;7),B(0;—=7)
Axes : grand-axe : [BB’] et petit-axe [AA’]

Foyers : F(0; V13) et F©; —V13).

Directrices : (D) : y = j% et(D):y = —%

eq1l

Ly
\/
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2) Représentation graphique de ’ellipse (E’) d’équation réduite g + 31/—2 =1
a=5b=4,c=3.
Sommets de (E) : A(5;0),A’(=5;0),B( 0;4),B’(0; —4)
Axes : petit-axe : [BB’] et grand - axe [AA’]

Foyers : F(3 ; 0) et F’(—=3; 0).

Directrices : (D) : x = 23—5 et(D):x = _23_5‘
eql
-10 0 10

Exercice 9

1. Ellipse (E) d’équation réduite % + y?z =1
a- ¢c=+5;
b- e= g ;
c- F(0; V5) et F'(0; —V5);
d- (0):y=Z:(D)y=-%
2. Ellipse (E’) d’équation réduite g + % =1
a- ¢c=3;
b- e =§ ;
c- F(3;0) et F'(—3;0);
e Drpx=2;@):xr=-%
La directrice associée au foyer F est (D), celle associée au foyer F’ est (D’).
Exercice 10
1. Hyperbole (H) d’équation réduite ’3(—: — i—; =1
- Sommets : A(6;0) et A’(—6;0) ;
- Asymptotes: (A) : y = %x et(A): y= —Ex

Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 2




1 /
8
6
7
2

2. Hyperbole (H’) d’équation réduite —— + —=1
- Sommets : B(0 ; 4) et B’(0; —4) ;
- Asymptotes : (A) : yzgx et(AN): y= _gx

; a /
6

6 \
-8

Exercice 11

2 2
1. Hyperbole (H) d’équation réduite 91(—6 - yT =1
a- c=2v5;
b- e= 5 R

2
c- F(2V5; 0) et F'(—2V5; 0) ;

8 Ny =8
d- (D).x—\/—g,(D).x— =

2. La directrice associée au foyer F est (D), celle associée au foyer F’ est (D).

2
1. Hyperbole (H’) d’équation réduite x? — yT =1
a- ¢=+5;
b- e=+5;

c- F(/5;0)etF'(—/5;0);
.II 94  Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 2



d- (D):x= g ; (DN:ix = —g.

2. Ladirectrice associée au foyer F est (D), celle associée au foyer F’ est (D).

Exercice 12

x2 2
1 y

. Hyperbole (H”) d’équation réduite S e -1
a- ¢=2V5 ;
5.
b- e= \/_E 5

e- F(0;2V5) et F'(0;-2V5);
2 , 2
Eoy=fony=-f
2. Ladirectrice associée au foyer F est (D), celle associée au foyer F’ est (D’).
Exercice 13

1. (C) est une ellipse
2. (C) est une hyperbole
3. (C) est une parabole

Exercice 14

a)(MN: y2=2x(8x);a=8.

(") est la parabole de centre O, d’axe focal la droite de repére (0;7), de foyer F(4 ; 0).
b) (N : y2=2x%x(—8x);a=-8.

(T) est la parabole de centre O, d’axe focal la droite de repére (0;7), de foyer F(—4 ; 0).
Exercice 15

a)(D: x2=2x(5y);a=5.

(") est la parabole de centre O, d’axe focal la droite de repére (O;J), de foyer F(0; ;).
b) (D) : x2=2><(—§y);a=—§.

(") est la parabole de centre O, d’axe focal la droite de repére (O;J), de foyer F(0; — ;).

Exercice 16

XZ y2
a) (1) : 5t = ;a=3;b=5Dou:c =4

(T) est Iellipse de centre O, d’axe focal la droite de repéere (O; J), d’excentricité i, de foyers F(0; 4) et
5

F’(0; —4) et de directrices associées respectives (D) et (D) d’équation respectives y = 24—5 ety = — %
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b) (I): —+y ;a=2;b=1.Dou:c=+3.

(T) est lellipse de centre O, d’axe focal la droite de repére (0; ), d’excentricité g, de foyers F(+/3; 0) et

F’(—/3; 0) et de directrices associées respectives (D) et (D) d’équation respectives x = Letx=—

2
V3 V3

Exercice 17

a) —£+y;=1,0na:a=Setb=3,d0nc:c=m=m
Nature : (I") est hyperbole.
Axe focal : droite de repére (O; )

Centre : le point O

-z
£

Excentricité : e = E =
Foyers : F(0;v34) et F'(0; —/34).
Directrices : (D) :y = == et (D') : X = — —

irectrices : Y= e X =
Sommets : B(0; 3) et B'(0; —3).

2
b) %—yz=1,0na:a=26tb=1,donc: c=vVa? +b% =+/5.

Nature : (I') est une hyperbole
Axe focal : la droite de repére (O ;1)

Centre : le point O

&G

. ey c
Excentricité : e = o=

Foyers : F(v/5; 0) et F'(—/5; 0)
Directrices : (D) : x = —%et (D) :x= _%g
Sommets : A(2; 0)et A'(—2; 0).

Exercice 18

a) (I): ’2‘— % a=5;b=3.Dou:c=4

est I’ellipse de centre axe tocal la droite de repere (O; excentrlcne— € oyers ; et
r I’ellipse d 0O, d’axe focal la droite d ¢re (0;7), &’ icité 2, de f F(4; 0

F’(—4; 0) et de directrices associées respectives (D) et (D’) d’équation respectives x = — et X =- 24—5

b) (D) : ——y ;a=2;b=1Dou:c=10.

Nature : (I") est une hyperbole
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Axe focal : la droite de repére (0; 1)

Centre : le point O

N &

. ey c
Excentricité : e = -=

Foyers : F(V5; 0) et F'(—=V/5 ; 0)

5

Directrices : (D) : x = —%get D):ix=- -

Sommets : A(2; 0) et A'(—2; 0).
Exercice 19

Ona:y?+4x =0 y? =2 X (—2x)
(P) est la parabole de sommet O, d’axe focal la droite de repére (0; 1), de foyer F(—1; 0) et de directrice
(D):x =1.

Exercice 20

(P) est la parabole d’équation réduite x? = 2 X (g) y.

(P) est de sommet O, d’axe focal la droite de repére (0; J), de foyer F(0; z) et de directrice (D) d’équation

3
y=-7

Exercice 21
a) Conique (T") d’équation y2? + 16x — 4y = 12
y2+1l6x—4y=0 (y—2)>+16x—4=12;
yi+lex—4y=0= (y—2)2-2%x(-8)(x—-1) =0.
(I) est la parabole de sommet S(1; 2), d’axe focal la droite de repére (£; 7) et de foyer F(—3 ; 2).
b) Conique (') d’équation x? + 2x — 6y = 0
x*+2x—6y=0 (x+1)%?-1-6y=0;
X+ 2x—6y =0 (x+1)?-2x3(y+2) =0
(I") est la parabole de sommet S(—1; — %), d’axe focal la droite de repére (S; ) et de foyer F(—1 ; g).
Exercice 22
a) Conique (I') d’équation E + y; =1
a=4b=3c=7;

(T) est I’ellipse de centre O, d’axe focal la droite de repére (O ; 7) et de foyers F(v7 ; 0) et F’(—\ﬁ; 0).
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2 2
b) Conique (I') d’équation =+ f—é =1
a=3,b=4,c=7;
() est Iellipse de centre O, d’axe focal la droite de repére (O ; J) et de foyers F(0 ;v/7) et F’(O ; —\/7)

Exercice 23

2 2
a) Conique (I") d’équation :—6 - % =1

a=4b=3,c=5,;

(T) est ’hyperbole de centre O, d’axe focal la droite de repére (O ; 1) et de foyers F(5; 0) et F’(—S ; 0).

2 2
b) Conique (I) d’équation — % + y; =1

a=4b=3,c=5;
(T) est hyperbole de centre O, d’axe focal la droite de repére (O ; J) et de foyers F(0; 5) et F’(O ; —5).

Exercice 24

(I) est une ellipse de centre O.
a=3eth = 4,comme a < b, ’axe focal est la droite de repére (0;7).
¢ =Vb2 —a? = /7, donc les foyers sont : F(0;V7)et F'(0; —V/7).

_1\2 2
b)—("41) POy

(T) est une hyperbole de centre Q(1; —2), d’axe focal la droite de repére (€; 7).
a=2eth = 3,donc c =Va? + b2 =+13.
Dans le repére (©;1,7), on a : les foyers F(0;V13) et F'(0; —V/13)

Soit M(X; Y) dans (,7,}) et M(x; y) dans (0,7,7),ona: OM = 09 + OM, alors{ x=1+X

y=-2+Y
En remplagant X par 0 et Y par V13, on obtient dans le repére (0; 1,7), F(1; —2 + V13).
En remplagant X par 0 et Y par —v13, on obtient dans le repére (0;1,7), F'(1; —2 — V13).

Exercice 25

1) 2y?+3x =0 y?=2x (-)x,aveca = —>

Le sommet de la parabole est O, ’axe focal est la droite de repére (0;1) et le foyer est F(— Z, 0).

2) x2=2x (—%y),aveca = —%

Le sommet de la parabole est O, 1’axe focal est la droite de repére (0;7) et le foyer est F(0; — %).
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Exercice 26
1) y?+4x =0 y? =2x (—2)x,aveca = —2

Le sommet de la parabole est O, I’axe focal est la droite de repére (0;7) et le foyer est F(—1, 0).

2 _ 5 =3
2) x —2><(4y),aveca—4

Le sommet de la parabole est O, 1’axe focal est la droite de repére (0;7) et le foyer est F(0; Z).

Exercice 27

1) 2y2+7x=0=>y2=2X(—§)x,aveca=—§

Le sommet de la parabole est O, 1’axe focal est la droite de repére (0;1) et le foyer est F(—%, 0).

2) x? =2><(%y),aveca=%

Le sommet de la parabole est O, I’axe focal est la droite de repére (0;7) et le foyer est F(0; %).

» Exercices de renforcement /Approfondissement
Les exercices d’approfondissement commencent ici.
Exercice 28
1. Conique (T") d’équation 9x2 — 16y2 + 18x — 32y — 151 =0
9x2 —16y2 +18x —32y — 151 =0 = 9(x + 1)2 -9 —16(y + 1)2+ 16 — 151 = 0;
9x2 —16y2 +18x — 32y — 151 = 0 © 9(x + 1)? — 16(y + 1)? = 144,
9x2 — 16y2 +18x — 32y — 151 = 0 e I3 047 _
2. Nature et ¢éléments caractéristiques de (I')
Soit  le point de coordonnées (—1; —1).
Dans le repére (;1,7) :
Enposant: X=x+ 1;Y =y + 1, (T) est I’hyperbole d’équation réduite )1(—: - % = 1 d’axe focal (Q;7).
Sommets : A(4;0) et A’(—4;0);
Demi-distance focale: c = V9 + 16 =5 ;
Excentricité : e = 2 = ; ;

Foyers : F(5; 0) et F’(=5; 0);
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Directrices associées : (D) : X = % ; (D) Y = —? ;
Asymptotes : (A) : Y = %X;(A') Y= —%X,
Dans le repére (0;1,)) :avecx =X — 1L,y =Y —1
Sommets : A(3; —1) et A’(=5;—1);
Demi-distance focale: c =v9+ 16 =5
L 5
Excentricité : e = 70
Foyers : F(4; —1) et F’(—6; —1);

. . ., 11 21
Directrices associées : (D) : x = < D):x= .

s

3 1 , 3 7
Asymptotes : (A): y = X—32 (AN y = —Jx—

eql

& & IS
/ -
£
S
>

f il
Exercice 29
Conique (') d’équation 4x2 + 2y? — 8x + 4y + 5 = 0 (A rectifier dans le manuel)

1. 4x2+2y?-8x+4y+5=0=4(x—-1)>-4+2(y+1)?-2+5=0;
4x2 +2y? —8x+4y+5=0=4(x—1)2+2(y+1)?=1;
(x-1)? | (y+1)? _ 1

4x2 42y —8x+4y+5=0 = —( —
(6] (‘/?))

Soit Q le point de coordonnées (1; —1).

Dans le repére ((;1,]) :
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X2 Y2

—+—+—— =1 d’axe focal
@ 57

Enposant: X =x —1;Y =y + 1, (') est I’ellipse d’équation réduite

@ 0.
2. Eléments caractéristiques de (T)
a) Dans le repére ((;1,7) :

1 ,, 1 1 s 1
Sommets : A(E ;0), A’(— 73 0), B(0; \/_7) et B’(0; _ﬁ)‘

Demi-distance focale : ¢ =

N
|
NS
I

- c 1
Excentricité : e = - = — ;
b V2’

Foyers : F(O;%) et F*(0; —%);
Directrices associées : (D):Y =1; (D’): Y =—1;
b) Dans lerepére (0;1,)) x=X+1L,y=Y -1

Sommets : AG ; —1), A’G: —1), B(L; %7 —1)et B'(1; ‘«1_7 -1

Demi-distance focale : ¢ =

N =
|

I
1

sa ., =1
Excentricité : e = Py
1 ) 3
Foyers : F(1; _E) et F’(1; _E);

Directrices associées : (D) : y =0; (D’):y = =2

-3 -2 -1 0 2 3

eq1l
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Exercice 30

a) Conique (I") d’équation 25x2 — 16y? — 250x — 64y + 161 = 0
25x% — 16y% — 250x — 64y + 161 = 0 & 25(x? — 10x) — 16(y? + 4y)+161= 0;
25x% — 16y% — 250x — 64y + 161 = 0 & 25(x — 5)? — 16(y + 2)? = 20%;

*x-5%  (+2)?

25x2 — 16y? — 250x — 64y + 161 = 0 & —= " =

=1
(T) est ’hyperbole de centre Q(5; —2) , d’axe focal la droite de repére (Q; 7) et d’équation réduite

2 Z
%_E 1, dans le repére (2; 1,7), enposant: X=x —5etY =y + 2.

Eléments caractéristiques de (I') dans le repére (2; T,]).
Sommets : A(4;0)et A’(—4;0);

Demi-distance focale : ¢ = V25 + 16 = vV41;
Excentricité : e = & =—

Foyers : F(m; 0) et F’(—\/H; 0);

16 .
7

Directrices associées : (D) : X =—=; (D’): X =
Asymptotes : (A) : ¥ = %X;(A’) 1Y = —%X.
Eléments caractéristiques de (I') dans le repére (0; 1,]), X+5=xetY -2 =y.
Sommets : A(9; —2)et A’(1; —2);

Demi-distance focale : ¢ = V25 + 16 = V41 ;

Excentricité : e = 2 =70
Foyers : F(V41 + 5; —2) et F’(5 — V41; —2);

Directrices associées : (D) : x =5+ —= r ; (D):x=5-— F ;

Asymptotes : (A) : y == x—? J(A) s y=—§x+£.
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b) Conique (') d’équation 4x? +y? +8x +4y —8 =0

2 2
4’ +y? +8x+4y—8=0 XL 0D

(T) est I’ellipse de centre Q(—1; —2), d’axe focal la droite de repére (Q; J) et d’équation réduite

X% y? >
—+ — =1, dans le repére (Q;7,)),
4 16
a) Eléments caractéristiques dans le repére (0;7,]),enposant:x =X — 1,y =Y —2
Sommets : A(1; —2), A’(—=3; —2), B(—=1; 2) et B’(—1; —6).
Demi-distance focale : ¢ = V16 — 4 = 21/3;

.., c V3
Excentricité : e = 3=2

Foyers : F(—1;2v3 — 2) et F’(—1; —=2v/3 — 2);
. . S =248 DYy =—9_8
Directrices associées : (D) : y = —2 + Ve D):y=-2 s

4

8 -6 -4
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Exercice 31

Ly2 2
1)3x2—y2+2x+1=0<=—$+%=1

9 3
() est I’hyperbole de centre Q(—g; 0) , d’axe focal la droite de repére (Q; J)

2 2 8
ona:azzgetbzzg,donccz=a2+b2=;

A

L’excentricité e = — =
Directrices : (D) :Y = 7et D' ) Y =—=

W N

Sommets : B <O;\/E>et B’ <0; -

V2

b~ 3
Foyers : F(0; —) tF'(O -
2

Dans le repére (;1,]) :
Asymptotes : (A) : Y = v3Xet (A) : Y = —V/3X

Dans le repére (0;1,7) :

Sommets situés : B( ) ( % _ Z)

. V8 )
Foyers.F(—3 ) tF(——— )

. . V2
Directrices : (D) :y = ?et DY:iy=—=
Asymptotes : (A):y = /3 (x + é) et (A):y=—V3 (x + %)

4
2)a) A; M et M’ sont alignés < ZZ—_11 est un nombre réel
& 1+ z+ z% + 73 est un nombre réel

b) L’ensemble des points M(z) du plan tels que 1 + z + z2 + z* est un nombre réel.
Onpose:z=x+1iy
Ona:l+z+z2+z3=1+x+yi+ (x+y)?+ (x +yi)d

=(A+x+x2—y+x3-3xy?) +y(Bx? —y2 +2x + 1)i
14 z+ 2%+ z% estun nombre réel & y(3x2—y?+2x+1)=0
©y=0ou3x—y?+2x+1=0

L’ensemble des points M(z) du plan tels que 1 + z + z% + z° est un nombre réel est la réunion de la
droite de repére (O; 7) et de I’hyperbole (F).

Exercice 32

Le repére considéré est (O ; 7,])
1. e étant inférieur a 1, (C) est une ellipse. Son équation réduite est de la forme = + ==1

L’axe focal étant (Ox), a est supérieura b et e == ; d’ou : ¢ = 2. Or, ¢ = a? — b?, donc : b? = 12. Par

2 2
suite I’équation réduite de (C) est : 91(—6 + % =1
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2. e étant inférieur a 1, (C) est une ellipse. Son équation réduite est de la forme = + =1

N b 64
sdoutc==-.0r, c? =b%?—a? donc: b? = < Par

wlm

L’axe focal étant (Oy), b est superleur daet e=

suite 1’équation réduite de (C) est : + 54 =1.
3

3. e étant supérieur a 1, (C) est une hyperbole. L’axe focal étant (Ox), I’équation réduite de (C) est
2 2
de la forme x— ;;2 = 1. L’excentricité e vérifie e = -, d ou:c=12.0r,c? = a? + b?, donc :
yZ

b? = ¢? — a? = 128. Par suite I’équation réduite de (C) est: - o=

4. e étant supérieur a 1, (C) est une hyperbole. L’axe focal étant (Oy), I’équation réduite de (C) est

x?  y? s - c \
de la forme —— + -5 = 1. L’excentricit¢ e vérifie e = - d’oti: ¢ = 3b. Or, ¢? =a?+ b?,donc :

2 2
b? = 2. Par suite I’équation réduite de (C) est : — % + y7 =1.

Exercice 33
Le repére considéré est (O ; 7,))

a) (C) est une parabole car ’excentricité est 1. La directrice étant paralléle a I’axe des ordonnées,
(C) a une équation de la forme y? = 2ax, ou a est un nombre réel non nul. Une équation de cette

. . a .
directrice est x = — > Par suite : a = —2.

L’équation réduite de (C) est : y2 = —4x.
b) (C) estune ellipse car I’excentricité est inférieure a 1. Son équation réduite est de la forme

x? 2 - - o s - s
L +2 = 1. La directrice donnée étant paralléle a I’axe des abscisses, on a : a > b. L’excentricité
. 1 c . . . . 2
e est égal a jone=r-, donc : a = 3c. L’équation de cette directrice est dans ce cas : x = - Par

. L 1 1
suite : a? = c. On en déduit que 9¢? = c. Ona:c=geta==_0r ¢? = a? — b?,donc : b? =

2 2 8 1z . S x? y?
a®—c*= . L’équation réduite de (C) est: — + 5 = 1.
9 81
¢) (C) estune hyperbole car I’excentricité est supérieure a 1. La directrice donnée étant paralléle a
2
I’axe des ordonnées, 1’équation réduite de (C) est de la forme - ;’—2 =

s s . a 4
L’excentricité e est égale a 3 ; or, e = e donc : ¢ = 3a.

2
La directrice étant paralléle a I’axe des ordonnées, son équation est x = aT Par suite a® = c. Onen
déduit que lCz =c.Dou: c=9 eta=3.0r,c?=a?+b? donc: b? = c? —a? = 72. L’équation
y2

réduite de (C) est: ——==1.
81 72
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Exercice 34
Le repére considéré est (O ; T, 7). Il faut remplacer I’axe (ox) par la droite d’équation y = —1.

1. (C) est une parabole car I’excentricité est 1. La directrice étant I’axe des abscisses, (C) a une
équation de la forme x? = 2ay, ot a est un nombre réel non nul. Une équation de cette directrice
esty = —%, Par suite : @ = 2. L’équation réduite de (C) est x? = 4y.

2. (C) est une ellipse car I’excentricité est inférieure a 1. Son équation réduite est de la forme
Z—z + Z—z = 1. La directrice donnée étant paralléle a I’axe des abscisses, ona : b > a. L’excentricité
e estégalé\%;or, e= %, donc: b = cv2.

L’équation de cette directrice est dans ce cas : y = — ?. Par suite b? = ¢. On en déduit que
2c?=c.Ona:c= % eth = % Or, c? = b?> —a?,donc:a? = b?> —c? = % . L’équation réduite
de(C)est:§+yTZ= 1.

4 2
3. (C) est une hyperbole car ’excentricité est supérieure a 1. La directrice donnée étant parallele a

2 2
I’axe des abscisses, 1’équation réduite de (C) est de la forme — Z—Z + 2’—2 =1
L’excentricité e est égal a V2;ore= %, donc : ¢ = bv/2.

. . . . b? . Ly
L’équation de cette directrice est dans cecas: y = — - Par suite b? = c. On en déduit que :

Parsuite ¢2 = 2c.D’oti: ¢ =2 eth =+2.0r, ¢2 =a?+ b%, donc: a? = c%—b?=2. L’équation

2 2
réduite de (C) est : x? - y7 = 1. C’estune hyperbole équilatere.

4. (C) est une hyperbole car I’excentricité est supérieure a 1. La directrice donnée étant paralléle a

2 2
I’axe des abscisses, 1’équation réduite de (C) est de la forme — Z—Z + ZI—Z =1
L’excentricité e est égal a V3:ore= %7 donc : ¢ = bV/3.

L’équation de cette directrice est dans ce cas : y = — b;, Par suite b? = c. On en déduit que :

Par suite ¢ = 3c.D’ou: ¢ =3 eth =+/3.0r,c? =a?+ b?, donc: a? = c? — b? = 6. L’équation
réduite de (C) est : % - y; =1.

Exercice 35

Conique (Cp,) d’équation mx? + (m + 2)y%? + 2mx — (4m +4)y—2=0

Posons : P, (x;y) = (m— Dx2 + (m+ 1)y? + 2(m — Dx — (4m + 4)y — 4m — 3.

Premiercas: m =1

Pi(x;y) =2y* =8y —7;

P;(x; y) est un trindme du second degré en y dont le discriminant est strictement positif. Il posséde deux

zéros y, et y, (Il faut les calculer).
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P(x;y) =0y =y, ouy =1y,

(Cy) est la réunion des deux droites d’équations y =y, ety = y,.
Deuxiéme cas : m = —1

P_(x;y)=—2x2—4x+1;

P_;(x; y) estun trindme du second degré en x dont le discriminant est strictement positif. Il posséde deux
zéros x4 et x, (Il faut les calculer).

Pi(;y) =0 x=x; oux =x,
(C_1) est la réunion des deux droites d’équations x = x; et x = x,.
Troisitme cas : m # letm # —1
P y)=m-DEx+D2+(m+1)(y—-2)2—-9m—6
Poy)=0om-DE+D2+(m+1)(y—-2)2=9m+6
2
a) m= -3
P:(x;y) = 0= (y—2)2—-5(x+1)>=0;
3
P:(x;9) =0=y—V5x—2—vV5=00uy++5x—2++5=0.
3

(C2) est la réunion des deux droites d’équations y —V5x —2 —vV5=0et y +vV5x —2++/5 = 0.
3

2
b) m:#—;

m+1
Im+6

m—1
Im+6

(x+ 1%+

Pa(y) =0 y—-2)2=1

Apreés un tableau de signes, on a :

Sim €] — o0; —1[U]1; +oo], alors (Cy,) est une ellipse ;

Sime]—-1; —§ [U] = %; 1[, alors (Cy,) est une hyperbole.

Exercice 36

Conique (Cy,) d’équation mx? + (m + 2)y? + 2mx — (4m +4)y —2 =0
Posons : P, (x;¥) =mx2 + (m + 2)y? + 2mx — (4m + 4)y — 2.

Premier cas: m = 0

L’équation de (Co) est: y2 -2y —1=0
y2-2y—-1=0(y-1)?2-2=0;

y2-2y—-1ey=1+2ouy=1-+2.
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(Cy) est la réunion des deux droites d’équations y = 1 + V2 ety = 1 — 2.
Deuxieéme cas : m = —2

L’équation de (C_,) est: x2+2x—2y+1=0
x24+2x—2y+1=0 (x+1)> -2y =0.

L’équation de (C_,) est une parabole.

Troisiémecas: m # 0 etm # —2.

_ z(m+1))2 —m— 4(m+1)? 2.

m+2

Pu(x;y) = m(x + 1) + (m+2) (y

m+2

2(m+1))Z Sm2+12m+8
m+2 m+2 ’

Po(x;y) = m(x+ 1%+ (m+ 2) (y

2(m+1))2 _ 5m?+12m+8
m+2 m+2

Po(x;y)=0 m(x+1?+(m+2) (y

Le discriminant réduit de 5m? + 12m + 8 est —4. Ce qui veut dire que 5m? + 12m + 8 est strictement
positif pour tout nombre réel m.

m(m+2)
5m2+12m+8

(m+2)? ( _2(m+1))2_

2
(r+ 17+ 5m2+12m+8 m+2 =1

Pr(x;y) =0
Apreés un tableau de signes, on a :

a) Sim €] — oo; —2[U]0; +oo, alors (Cy,) est une ellipse ;
b) Sim €] — 2; 0[, alors (Cp,) est une hyperbole.

Exercice 37
Courbe (C) d’équation x? + 6v/3 xy — 52 — 24 =0

1. Soit M un point du plan. On note (x; y) ses coordonnées dans le repére (O ; T,)) et (X ; Y) ses
coordonnées dans le repére (O ; i, 7). On a la relation : xT + yJ = Xu + Y. Ce qui donne :

x=Cx-ly
2 2
y=1x+2y

En reportant les valeurs de x et y dans I’équation, on obtient :

By 263 x — i ix + B yy—s (Cx + ) — 24 = ax? — gy —
GX =3V H6V3(X —SV)(SX +-Y) 5(2X+2Y) 24 = 4X% —8Y% — 24
2 2
4XZ—8Y2—24=04=X?—Y?=1
. . - o x? y?
L’équation réduite de (C) dans le repére (O ; U, V) est : 5= 1.

2. (C) est une hyperbole de centre O
3. Construction de (C)
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Les asymptotes de (C) dans le repére (O ; U, ¥) ont pour équations Y= gX etY=— gX.
eyl
6
s iy i) 0 m
eq2 =+
Exercice 38
Courbe (C) d’équation 5x% + 6xy + 5y2 —8x + 8y = 0
1. Soit M(x; y) un point du plan, d’image M’(x'; y") par s.
vz V2
X1 =—X——Y
Par r, I’image de M donne M; de coordonnées (x;; y;)est telles que : \/ZE 22
n=,x+7y
. =42
Par h, I'image de M; de coordonnées (x;; y;) donne M’telles que : {x, Vax
Y =2y,

Par suite, ’image de M de coordonnées (x ; y) donne M’ de coordonnées (x'; y") telles que :

{x’ =x-y

y=x+y

On en déduitque:{ 2x = x ,+yr
2y =—x"+y

2. En reportant les valeurs précédentes dans 1’équation de (C), on obtient x'? + 4y'?2 — 8x’ = 0. On
désigne par (C’) la courbe d’équation x'2 + 4y'2 —8x’ = 0

Réciproquement N de (C’) un point de coordonnées (X ; Y). La similitude étant une bijection du plan sur

X=x—-y

lui-méme, soit M de coordonnées (x ; y) I’antécédent de N par s. On a : {Y —x+y

On peut donc écrire : (x —y)2 +4(x +y)2 —8(x —y) = 0,d’ou : 5x2 + 6xy + 5y2 —8x + 8y = 0.

Par suite M appartient & (C). On conclut que : s(C) = (C").
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4)2

(C’) est I’ellipse d’équation réduite : (X;—'S + iYZ = 1, dans le repére (0;7,7)

Le cours n’a pas établi que I’image par une similitude directe d’une conique est une conique de méme

excentricité. Ici I’excentricité e de (C”) est g (vérifiez le calcul)
Soit S la bijection réciproque de s. On a: S(C’) = (C).

Soit G un foyer de (C’) et (§) la directrice associée, M un point du plan, et H son projeté orthogonal sur la
droite (D), image de S par (9).

M e (C) & s(M) e (C);

(MG e, ou K est le projeté orthogonal de s(M) sur (6).
s(M)K

s(M)s(F) _ N _ _ .

sonsan — & Ou s(F)=Gets(H) =K,

MF . .
& o= e, par conservation du rapport de distance.

(C) est ’ellipse de foyer F et de directrice associée (D).

3

eq2

-2

-3

(C) est I’ellipse dont ’axe n’est pas paralléle a (Ox) et I’ellipse (C’) qui n’est pas demandée a pour axe
(Ox).

Pour la construction de (C), il faut utiliser la relation S(C’) = (C) pour déterminer les sommets et le centre
de (C) a partir des sommets et le centre de (C’) et d’un tableau de valeurs a partir de I’équation 5x2 +
6xy + 5y% —8x + 8y = 0.

1
X = E (X + Y)

X=x—
On utilise{ xy qui équivaut 1
ty y=50-X)

2

Y=x

Dans le repére (0;7,7):
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Centre de (C’) : point de coordonnées (4 ; 0) ;

Centre de (C) : point de coordonnées (2 ; —2) ;

Sommets de (C’) : points de coordonnées A; (0 ; 0), A1(8;0), By (4;2), B1(4; —2);
Sommets de (C) : points de coordonnées 4 (0 ; 0), A'(4; —4), B (3 ; —1), Bi(1; =3).
Exercice 39

L 9KG; )

b) (T) est ’ensemble des points M du plan tels que : % = 2, ou H est le projeté orthogonal de M
sur (D).

—v—1)2
MF? = (x — 4)? +y? ; MH? = E220

%=24=(x—4)2+y2=2(x—y—1)2;
S x2+y?—dxy+4x+4y—14=0
2. Dans I’équation de (I') se trouve une forme rectangulaire (xy). Faisons le changement de repére
par rotation des axes pour ¢liminer cette forme rectangulaire. (A donner aux éléves comme
indication)

On considére les vecteurs U et ¥ tels que : ¥ = \/2—7(7 +]et:v= g(—? +7).

Soit M un point du plan. On note (x; ¥) ses coordonnées dans le repére (O ; 7,7) et (X ; Y) ses
coordonnées dans le repére (O ; i, ¥). On a la relation : xT + yJ = Xu + Y¥. Ce qui donne :

x=Zx-v)
V2
y=5&+Y)

En reportant les valeurs de x et y dans I’équation, on obtient : —X? + 3Y2 + 42 X — 14 = 0.
L’équation de (T') dans le repére (O ; %, ¥) est : —X2 + 3Y2 + 442X — 14 = 0.

Déterminons la forme réduite de (T').

—X243V2 442X - 14 =0 —(X - 2V2)* ¥ =1

Posons : U= X — 2v/2 et V=Y

Soit G le point de coordonnées (2v/2; 0). Dans le repére orthonormé (G ; %, ), I’équation réduite de (I)

est: —~U2+2V2 =1
6 2

Eléments caractéristiques de (') dans le repére orthonormé (G ; U, %), y compris ceux ce I’exercice
ne demande pas.

Centre : G de coordonnées (0 ; 0) dans le repére orthonormé (G ; i, )
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Sommets : B(0; v2) et B’(0; —V2) ;
Demi-distance focale : ¢ = V6 + 2 = 24/2;
Excentricité : e = % =2;

Foyers : F(0; 2v2) et F*(0; —2v2);

Directrices : (D) : V= —\/Z—E et(D’): V= g

Asymptotes : (A) : V = ?U ANV = —gU.

Eléments caractéristiques de (I') dans le repére orthonormé (0 ; U, V)
En utilisant : X = U 4+ 2v/2 et Y=V, ona:

Centre : G de coordonnées (2v/2; 0) dans le repére orthonormé (O ; U, )
Sommets : B(2v2; V2) et B’(2V2 ; —V2) ;

Demi-distance focale : ¢ = V6 + 2 = 2v2 ;

Excentricité : e = % =2;

Foyers : F(2V2 ; 2V2) et F’(2V2 ; —2V2);

Directrices : (D) : Y= —g et(D): Y= \/72

Asymptotes < (4) : ¥ =2 (X = 2vD): (0) : ¥ = =2 (X — 2V2).
Eléments caractéristiques de (') dans le repére orthonormé (0 ; T,))

x=2x-v) (x=2@x+y

En utilisant : et
vz VZ
y=5(X+Y) Y ="(-x+y)

Centre : G de coordonnées (2 ; 2)

Sommets : B(1;3) et B’(3;1);

Demi - distance focale : c = V6 + 2 = 22 ;
Excentricité : e = % =2;
Foyers : F(0;4) et F’(4;0);

Directrices: (D): y=x—-1 et(D’):y=x+1

s ) (24 B (8- 2)y -8 01007 (£ Do (84 28

NB. Pour les sommets, on a utilisé B et B’.
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Remarques : une autre méthode est d’utiliser la rotation r qui applique les premiers axes sur les seconds.

ea2

Exercice 40

) d(M (D)) |x+2y 3| :

d(M (D)) M ;

Enutilisant: z+Z=2xetz—2z = 2yi,ona:

|z+z-2i(z—Z )—-6|

|(1-20)z+Zz+(1+2i)Z —6|

d(M, (D)) = 7
2. MF =|z—2-3i|
Me (I) < d(M, (D)) = MF.
F n’appartient a (D), d’ou (I') est la parabole de foyer F et de directrice (D) d’équation x + 2y — 3 = 0.
L’axe focal est la droite (A) passant par F et perpendiculaire a (D). La droite (A) a pour équation

[AF] est le sommet de la parabole (I'). Le point S a pour coordonnées (% ; 2). Le paramétre de cette
parabole est AF. Ce qui vaut V5.
3. Soitz = x + iy, ou x et y sont des nombres réels.

(x+2y-3)?

MF?=(x—2)%+ (y—3)2;d(M, (D)) -

Me ) & (x +2y —3)2 =5(x —2)2 + 5(y — 3)%
Me () & x? + 4y? + 9 + 4xy — 6x — 12y = 5x2 4+ 5y? — 20x — 30y + 65;
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Me (T) © 4x% + y? — 4xy — 14x — 18y + 56 = 0.

Avec un tableau de valeurs, on peut construire (I).

\ eq3
4

10 -8 -6 4 2 o0
/

» Situations complexes

Exercice 41

e Nous allons utiliser les coniques pour déterminer les positions des deux piliers dans le repére
(0,7;7) défini sur la figure puis comparer la distance qui les sépare.

e Nous allons déterminer les coordonnées des foyers F; et F; de la conique (E;), d’équation :
400x% + 169y2 + 1600x — 338y — 65831 = 0 le plan muni d’un repére orthonormé (0; 7,7 ) et
de sommets A, ; A|; B; et B] .

e Nous allons déterminer une équation réduite de la conique E, et les coordonnées des foyers F, et
F, de la conique (E,) les dans le plan muni d’un repére orthonormé (0,7; 7).
Ona:M(xy)e (E;) & 400x% + 169y2 + 1600x — 338y — 65831 =0

& 400(x + 2)% + 169(y — 1)? = 67600

2 _1\2
o @7 oy

169 400

Posons : Q(—2;1)

Soit Q(—2; 1) et (X;Y) les coordonnées de M dans le repére (7,7 ).
x2 v?

Ona:Me(E) & =tz =

Ona:a=13,b =20alors c = V202 — 132 = +/231.
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Le centre de Iellipse (E;) est le point ().

L’axe focal est la droite de repére (Q;7), car: a < b.

Grand axe : [B;B;]

Dans le repére (©,7;7) ona : F;(0;v231), F} (0; —v231).

Dans le repére (0,7;7), ona: F;(—=2;1 ++231), F; (=2;1 —+231).

Déterminons une équation réduite de I’ellipse (E,).

Les ellipses (E,) et (E,) ont le méme centre (.

Ona: 2b'=B,B5=B;B] = 2b+4, d’0ou: b’ = b + 2 = 22 et: 2a'=A,A%,=A, A’ = 2a + 4, et par suite
a' =a+2=15.
YZ

2
On en déduit qu’une équation réduite de Uellipse (E,) dans le repére (€;7,7) est : f? toE= 1

Ona:a =15,b" =22 alors ¢ = V222 — 152 = +/259.

Déterminons les coordonnées des foyers F, et F5 de la conique (E,) dans le repére (0; 7,7)
Dans le repére (Q;7,7) on a : F5(0;v259), Fj (0; —v259).

Dans le repére (0; 7,7), ona: F,(—2; 1 +v/259), Fy (—2; 1 — v259).

F,Fj — FyF] = 2v/259 — 2231 = 1,78 or F,F} — F,F| # 4

L’affirmation du maitre d’ouvrage n’est pas fondée.

Exercice 42

e Nous allons utiliser les coniques pour réaliser ce schéma.

e Nous allons déterminer une équation réduite de la conique (E) d’équation:
3x2 4+ 4y? 4+ 6x — 9 = 0, dans le plan muni d’un repére orthonormé (0, 7; 7). Unité
graphique :2cm.

Ona:M(x;y)e(E) ©3x2+4y2+6x—9=0
S 3(x+1)2+4y2 =12
(+1)? | y?

+L =1
3

Posons : Q(—1;0)

Soit Q(—1; 0) et (X;Y) les coordonnées de M dans le repére (Q; 7,7).
Ona:Me (E) & XT2+Y?2= 1

XZ
"
Donc (E) est une ellipse.

2
+ y? =1 est I’équation réduite d’une ellipse.

- Nous allons déterminer dans le repére (0; 7,7 ) les coordonnées du centre Q de Iellipse, les foyers F
et F', les sommets A et A'situés sur I’axe focal, B et B' les autres sommets, une équation des droites
(D) et (D).
Ona:a=2b=+3,donc:c=vV4—-3=1.
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L’axe focal est la droite de repére (€;7), car: a > b.
Dans le repére (Q; 7,7) on a: F(1;0), F'(=1;0), A(2; 0), A'(—2; 0), B(0; V3)et B'(0; —V3).
Dans (; 7,7), ona: A(1;0); A'(—3; 0); B(—1;v3); B'(—=1; —v3); F(0; 0) et F'(—2; 0)
Dans le repére(Q; 7,7 ), on: (D):x =4 et (D):x = —4;
Dans le repére (0; 7,7), on: (D):x =3 et (D"):x = —5.
- le schéma du bord de la piscine a 1’échelle ﬁ est réalisé par la construction de I’ellipse

2 2
d’équation réduite : % + y? = 1 dans un repére orthonormé(0; 7,7 ). Unité graphique : 2cm.
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NOMBRES COMPLEXES

n SITUATION D’APPRENTISSAGE

e Apres la lecture de la situation d’apprentissage (par le professeur, par un éléve et une lecture
silencieuse des éleves), ’enseignant pourra s’assurer que les éléves ont bien compris le texte.

e Il pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des questions du type :

Constituants de la Exemples de questions Réponses possibles des
situation possibles éléves
Contexte Quand se déroule la Aprés avoir participé a un

situation ? concours de
Mathématiques

Circonstances -Qu’est-ce que I’éléve veut | -il veut déterminer un

savoir? nombre dont le carré est
égala —5.

-Que pensent certains -1Ils estiment qu’un tel

éleves ? nombre n’existe pas.

Taches -Que font les éléves ? -Ils exposent cette

préoccupation au
professeur de
mathématiques.

Le professeur utilisera la tdche énoncée par ses éléves pour faire la synthése de la situation et présentera le
plan de la lecon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation durant tout le déroulement de la
legon.

n DECOUVERTE DES HABILETES

ACTIVITE 1 : I’ensemble des nombres complexes, Forme algébrique d’un nombre complexe
e [’objectif de cette activité est de connaitre 1’ensemble des nombres complexes et de déterminer la
forme algébrique d’un nombre complexe.

e Réponses aux questions de I’activité.

1- Je justifie que le probleme peut se traduire par ’équation xx(10 —x) =40
Soit x et ydeux nombres tels que leur somme soit égale a 10 et leur produit a 40, on a :
x+y=10etxxy=40donc y =10 — xd’otxx(10 — x) = 40

2- Je résous dans R I’équation : xx(10 — x) = 40.
x(10-x) =40 & x>~ 10x - 40 =0, A=100—160=-60 donc [1<0d’ot S; = .

3- Je montre que les quantités 5 +\/—? et 5—«/3 de Cartan vérifient I’équation xx(10 —x) = 40
Pour x=5++/-15 ona (5+\/3)(107(5+\/3)):(5+\/3)(57\/3):257(715):40
Pour x=5-+-15 ona (5- 715)(107(575)):(57\/3)(5+\/3):257(715):40
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Donc les quantités 5+\/—? et 5—\/—? de Cartan vérifient 1’équation xx(10 —x) = 40
4- a) Je démontre que i est solution de P’équation : x> +1=0.
Pourx=ionai?+ 1= -1+1=0 donc i est solution de I’équationx’ + 1 = 0.
a) Je détermine la valeur de i*.
i*=@)?=(-1°=1 car i2=-1.Donci*=1.
5- Je détermine un nombre qui:
a) Elevé au carré est égal a — 4 : ce nombre est 2i.
b) Elevé au carré est égal a — 2 : ce nombre est lei .

¢) Elevé au carré est égala — 15 : ce nombre est i\/g.

6- Les solutions proposées par Cardan :

54415 =5++4215 =5+i15 et 5-+y—15 =515 =5-i15.

Exercice 1

1-
Nombres |N |Z|D |Q |R |C
3 XXX |X[|X|X
-4 XX [ XXX
2.25 X|X[|X|X
-6,1258 X|X[X|X
2 X | XX
3
-6,666... X | XX
3i X
J§ X | X
i3 X
1+3i X
2. X
=i
3

Exercice 2

Pour z=2i, Re(z) =0 et Im(z) =2.
Pour z=-10, Re(z) =-10 et Im(z) =0.
Pourz=1+3i, Re(z)=1 et Im(z) =3.
Pourz= 0, Re(z) =0 et Im(z) =0.
Pour z=- 5i, Re(z) =0 et Im(z) =- 5.

Activité 2 Egalité de deux nombres complexes

e [’objectif de cette activité est de connaitre la propriété relative a I’égalité de deux nombres
complexes.

e Réponses aux questions de Iactivité.

a=a

b=0>b

Sia=a etb=b’alorsz=a+ib=a+ib’=z".

Réciproquement, siz=z’, alors a +ib=a’ +ib’. Donc a —a’ =i(b - b’).

Supposons par I’absurde que b #b’.

Justifions que : z = z' & {

a—a' _i
b-b'
Ora, a’, b, b’ sont des réels, donc

Alorsona :

::Z: € R. Donc ieR. cela est absurde. Donc b = b’.
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Par conséquent a —a’ =0, soit a = a’.
o Corrigé de ’exercice de fixation
Exercice 3
Je détermine le nombre réel x tel que 1 + xi = 1 + 2i

x étant un nombre réel alors on a :
1tri=1+2ie{l T ax=2
x =2
Activité 3 : Somme de deux nombres complexes, multiplication de deux nombres complexes.
e [’objectif de cette activité est de connaitre les propriétés relatives a la somme, au produit de deux
nombres complexes.
e Réponses aux questions de I’activité

1- Donnons Re(z), Im(z), Re(z"), Im(z")

Re(z) =a
Im(z)=b
Re(z) =ad
Im(z) =b

2- Calculons z + z' et faisons une conjecture
z+z =a+ib+ad +ib'=a+a +i(b+b")

3- Calculons z X z' et faisons une conjecture
zxz' =(a+ib)(@ +ib)=axa +axib’+ibxa +ibxib'=(aa —bxb')+i(axb +bxa')
zxz' =(ad —bxb)+ilaxb +bxa)

o Corrigé de ’exercice de fixation
Exercice 4

a) z1+z22=03-20)+(-4+5)=-1+3i

b) zixz2=(3-2i)(-4+5i)=-2+23i

c) 3z1=9-3i

d) z?=(-4+5i=-9-40i

Activité 4 : Opposé d’un nombre complexe
e [’objectif de cette activité est de connaitre la propriété relative a I’'opposé d’un nombre complexe.
o Réponses aux questions de ’activité
Soit a’ et b’ deux nombres réels tel que :z’ =a’ +ib’
ztz=a+a +ib+b).Doncz+z=0a+a=0 etb+b’=0donc a’=-aeth’ =-
Ainsiz’ existe et 2’ =-a —ib =-z.
o Corrigé de ’exercice de fixation
Exercice S
L’opposé de :
e -3iest3i
e 2+5iest-2-—5i
e Sest—5

Activité S : Inverse d’un nombre complexe
e [ ’objectif de cette activité est de connaitre la propriété relative a I’inverse d’un nombre complexe.
® Réponses aux questions de ’activité

1 —a) Je détermine la forme algébrique de (3 + 2i)(3 — 2i)

(B +2)(3-20)=32-Qi)?=9-(-4=13

Donc (3 +2i)(3 -2i) =13
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1

b) Je détermine la forme algébrique de A=

3+2i
go Lo 3=k 32 32
3+2i (3+2i)(3-2i) 13 13 13

2-a) Je détermine la forme algébrique de (@ + ib)(a — ib)
(a +ib)(a — ib) = a* - (ib)* = a® + b*

b) Je détermine la forme algébrique de 4=

a+ib
1 (a—ib) __a-ib
a+ib (a+ib)(a=ib) a*—(ib)’
a b

= -———i

a+b> a+bh

o Corrigé de ’exercice de fixation
Exercice 6

2
a) Jécrisz = 3 sous la forme algébrique.
1

2 2x(-3i)  —6i —2i
21:7.:74 - :7:>Zl:7
3 (3)x(-3) 9 3
b) 72 =-3+4i; 7’ =41-38i; 5 =—>- 5
z2 25 25
Activité 6 : Puissance enti¢re d’un nombre complexe
e [ ’objectif de cette activité est de connaitre la propriété relative a la puissance entiére d’un nombre
complexe.
e Réponses aux questions de I’activité
Z=zxz=(1R2)( 1+20)=1-4+4i =-3+4i
7°= z*xz= (22)*xz= (- 3 + 4i)*x(1 + 2i) = 41 - 38i
1 13-4 -3 4.

= = = i
2 3+4 9+16 25 25

o Corrigé de ’exercice de fixation
Exercice 7

[ulﬁj:_l

2 2

(1+0) =20 et (1+i) =1+3i 43+ =—2+2i
Activité 7 : Conjugué d’un nombre complexe

e [’objectif de cette activité est de connaitre la définition du conjugué et les propriétés relatives au
conjugué d’un nombre complexe.
e Réponses aux questions de I’activité

1- Je détermine la forme algébrique de z+z , z—z et zxz
z+z=(a+ib)+(a—ib)=2a
z—z=(a+ib)—(a—ib)=2bi
(a+ib)x(a—ib)=a’+b’

ZXZ
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2- a) Si z=z, alors z est un nombre réel.

b) Si z=-z, alors z est un imaginaire pure.

Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 8

1-3i=1+3i ; 6=6 ; 4i=—4i ; 3+5i=3-5i

Activité 8 : Produit nul
e [ ’objectif de cette activité est de connaitre la propriété relative au produit nul de deux nombres
complexes.
e Réponses aux questions de Iactivité

v’ Je suppose que z’ = 0 et je montre que zx0 = 0
zxz’ =zX(z2’ + 0)
=zxz’ + zx0 donc zx0 =0
v Réciproquement je suppose que zxz’ =0
- Siz=0 alors nécessairement la propriété est vérifiée quelque soit la valeur de z’.

- Siz#0alors 1 existe et on a z':l(zxz')=1x0=0 doncz'=0
z z z

Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 9
(z+3-51)(3z-5+1)=02z+3-5i=0 ou 3z-5+i=0

& z=-3+51 ou z:é—li donc S, = é—li 5 —3+50
3 3 - 33

Activité 9 :Module d’un nombre complexe
e [’objectif de cette activité est de connaitre la définition du module et les propriétés relatives au
module d’un nombre complexe.
® Réponses aux questions de ’activité

a) Je calcule z x;, etzz><zi2
zxz, =(2+5i)(2-5i) =4+25=29
22x%:(—l+2i)(—l—2i):l+4:5
b) J’en déduis la valeur de \/zl><_zil et \/E
zlx;l:29:>\/q><_;l:@
zzx;2=5:\/z:ﬁ

c) zx;=(a+ib)(a—ib) =a’+b
Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice de fixation 10

|-243i] = (~2)" +(3)" =+/4+9 donc |-2+3i]=+13
14+ =VE+1 =141 donc [l+i =2
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‘1—1\/5‘=1’(1)2+(—«/§)2 =JH_3 donc ‘l—ixﬁ‘=2

[-2,5=2,5;  [4,2015]=4,2015 ; |-2i=2 ; |2024i=2024

Activité 10 :Affixe, Point — image, Vecteur-image
e [ ’objectif de cette activité est de connaitre 1’affixe, le point-image et le vecteur-image d’un nombre
complexe.
® Réponses aux questions de ’activité

On obtient la figure ci-contre.

1- Soit H le milieu de [AC] et K le milieu de [BD]. ;
A le point associé¢ au nombre complexe z1 = - 2 + i donc A(-2 ;1) L
B le point associé au nombre complexe z> =-2i donc B(0 ;-2). é
C le point associé au nombre complexe z3 =5 donc C(5 ;0).
D le point associ¢ au nombre complexe zz =3 + 3i donc D(3 ;3). X [ L
H est milieu de [AC] donc x,, :% :% et y, :% -1 d’ou

. . . 31,
H(%,%) on en déduit que le nombre complexe associé au point Hest z,, = 54—51 .

K est milieu de [BD] donc x, = % = 3 ety

= 2ot Loy k31
2 2 2 2

2] on en déduit que le

- . 3 1.
nombre complexe associé au point K est z, = 5 + 51

—(5 —(5
2- AD et BC
2 2

3- Nature du quadrilatére ABCD.
Les points H et K ont les mémes coordonnées. Donc ABCD est un quadrilatére dont les diagonales
se coupent en leur milieu donc ABCD est un parallélogramme.

e On peut aussi constater que AD = ﬁ, donc ABCD est un parallélogramme.

Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 11

1- Le point - image de 2 — 3i est Mi(2 ;-3)
Le point - image de — 2i est M2(0 ;-2)

Le point - image de 4 est M2(4 ; 0)

2- L’affixe du point A(1 ;-4) est za =1 —4i
L’affixe du point B(-3 ; 2) est zg =-3 + 2i
L’affixe du point C(0 ;-2) est zc = —2i
L’affixe du point D(-5;0) estzp= — 5

~(2
3- Le vecteur - image de 2 — 3i est u( 3]

-(0
Le vecteur - image de -2i est v( 2)

—(4
Le vecteur - image de 4 est W[Oj
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-2
4- L’affixe du vecteur u(l j estz=-2+i
(-3
L’affixe du vecteur v 0 estz=-3

—(0
L’affixe du vecteur W( 4J est z=-4i

Activité 11 : Argument d’un nombre complexe
e [’objectif de cette activité est de connaitre la définition d’un argument d’un nombre complexe non
nul.
® Réponses aux questions de I’activité

Soit 0= ({),ﬁ) L’angle [ est déterminé par :
A
cosf =4 jEmmd
004 = 04=+72 etx,=1 ,y,=1
sin@ =24
04
cosf =4 = N2
Donc o4 2 = 0="12kz
sin@ =24 = N2 !
o4 2

mes (1;, @) = %

Soit 0'= (;,ﬁ) L’angle 0" est déterminé par :

cosf' =22 2 2
0B 1 B 1B
OB=|-| + - =l etx,= -5 s Vg™ B

sin@':ﬁ 2
B
T ) s
Donc \/g 6‘=Tﬂ+2kﬂ' mes(u,OB):?”.
sing'=28 N2
OB 2

Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 12

z1=2i donc ‘21‘:2 et Arg(zl):% .
z=-4donc |z,|=4 et Arg(z,)=7.

z,=2-23i donc |z;| = 4et Arg(z3):—§.
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Activité 12 : Forme trigonométrique d’un nombre complexe
e [’objectif de cette activité est d’identifier la forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul.
e Réponses aux questions de I’activité

. ‘z‘ =\a’ +b’

cosf=—2
. Na* +b’ .
e Soit 6 = Arg(z)ona: b = a=‘z‘c0s9 et b:‘z‘smﬁ
sin@ =

Na® +b
*  Onen déduit que z =|z|(cos+isin6)

Corrigé de ’exercice de fixation
Exercice 13

1- a) et b) Module, argument et forme trigonométrique des nombres complexes

zl=1 etarg(z) =% donc z=cos [%] +isin [%}

i e e =S

2‘22 etarg(z):% donc zz2(cos(%)+isin[%]j.

Pour z=1i,

Pourz=1+1,

Pourz = \/§+i s

2
a-k
b-]
Activité 13 :Arguments d’un produit et d’un quotient de nombres complexes
e [’objectif de cette activité est de connatitre les propriétés des arguments de nombres complexes non

nuls.
e Réponses aux questions de I’activité

Je démontre que arg(zz') =arg(z)+arg(z")+2kx
Soit z et z” deux nombres complexes de formes trigonométriques z = r(cos 6 +isin 8) et z’ =r’(cos 6’ +
isin 6°).
zz' = r7'(cos @ cos 0'—sin Osin 0'+i(cos Osin @'+ cos 0'sin )
=rr'(cos(0+0")+isin(0+0"))
Donc arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) + 2k 6
e Je démontre que arg(éj =—arg(z)+2kn

z

1 :l(cosefisinﬁ)él :l(cos(fe)+isin(79))doncarg( ! ] =—arg(z)+2kx
zZ r zZ r

e Je démontre que Pour n € N, arg(z™) = narg(z) + 2kn
o Pour n> 0, on applique le raisonnement par récurrence a la premicre propriété et on a : arg(z")
= narg(z) + 2k 6
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o Pourn<O,ona:z"= lfn :(lj donc arg(lj = —narg (l)+2k7r:rarg (2)2 kx
z z

z z

Ainsi pour tout entier relatif n, arg(z”) =narg(z)+2kr.

e Je démontre que arg(i'j = arg(Z)—arg(z')+2k;[
z

z 1 1 1 z
— =zx— orarg| zx— |=argz+arg| — |=argz—argz' donc arg| — :arg(z)—arg(z')+2k7r
z z z z z

Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice 14

1. Déterminons un argument de chacun des nombres complexes :

arg(%ij =—arg(1+i)=—%
o 2 ) -9 ()

6 \ 4) 12
2- Déterminons un argument de z?2 et z73
™

arg(z?) = 2arg(z) =2 % g =

arg(z™3) = —3arg(z) = -3 Xg = % ou

arg(z™3) = arg (21—3) = —arg(z®) = -3arg(z) = -3 X % = %

Activité 14 : Forme exponentielle d’un nombre complexe

e [’objectif de cette activité est d’identifier la forme exponentielle d’un nombre complexe non nul.
e Réponses aux questions de Iactivité

o 3i=3(cos(9) +isin(@)) ; B+i= 2(c0s(%)+isin (%jj . - 5=>5(cos(8) + isin(8))

Sion pose €' = cos() + isin(#) alorsona; -3i=3¢ 0000003 +i=2e¢
0000000000000065°00

Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 15

1- a) Faux

b) Vrai
2-

o -7i=7¢

s

e 1-i=+2¢"*

3.
o -4-4i= 4\/56 4
Activité 15 : Formule de Moivre

e L’objectif de cette activité est de connaitre la formule de Moivre.
e Réponses aux questions de I’activité

1- Je détermine le module et un argument du nombre complexe z.

z = cosl] +isin[]. Donc ‘z‘:l et arg(z)za
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2- Je détermine le module et un argument de z".
=1

n

z

On sait que ‘z”‘ = ‘z‘" or ‘z‘ =1 donc
De méme arg(z" ) =narg(z) donc arg(z”) =na

On a ainsi (cos o +isin a)" = cos(na) +isin (na)

D’une maniére générale si z = r(cos[] + isin[]) alors pour tout entier relatif #, ona :
7" =1"(cos(n])+isin(n[]))

Corrigé de ’exercice de fixation
Exercice 16

‘L_;,l ot ar (L_L],_z done L1 _,
N ) N

2022 g

2

pone (- )™ = ()" =

T
iz
4

=i

Activité 16 : Les formules d’Euler
e [’objectif de cette activité est de connaitre les formules D’Euler.
® Réponses aux questions de I’activité

On sait que e’® = cosa + isina et e™* = cosa — isina donc
e ‘o ia —ia : eld—¢
et 2isina = e'* — e™'* = sina = P

eltye —ia

2cosa = e® + e = cosa =

Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 17

1- Vrai ; 2—Faux ; 3-Vrai ; 4—Faux ; 5-Vrai

Activité 17 : Racine 7™ d’un nombre complexe.
e L’objectif de cette activité est de déterminer les racines carrées et les racines 7™ d’un nombre
complexe
® Réponses aux questions de I’activité
1- Je résous I’équation 2t = l—i\/g
o Utilisation de la forme trigonométrique

1-i45=2(co - Jn[ -2 )|

|z =r et Arg(z) = [J onaz=r(cos(]) +isin([])) donc z*=r*(cos(20]) + isin(2[1))

rr=2 r=\/§

Z=1-i3 o <
29=_%+2kﬂ 0:7%+k7z avec k € {0;1}

Donc les solutions de 1’équation sont : z, = ﬁ(cos (—%)H’sin (— %)J et z, = «/E(cos (%)Hsin(%)j

2- Je détermine les nombres complexes z tel que z° = 1
Soit [ et » deux nombres réels tel que |z| = 7 (> 0) et Arg(z) = [ +2kL.
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2 =ler’e® =1doncr’ =1 et 30=2kzd’ou
r=1

6‘=2kTﬂ- avec ke{0;1;2}
Pour k=0ona 00 0donczo=1

Zir
2 (2 1 3
Pour k=1ona U 1donc z =e? =c0s( ;j”sm(?ﬂj:_iﬂ.%:j

2n
Pour k=2ona [JO 2donc z,=e ? =COS[—27”j+isin[—2—”j=—l—i£=j2

3 2 2
B 1l
2 2

Les racines cubiques de 1 (I'unité) sont: 1; j= —%—17 etj =

On vérifie que 1 +j +;* =

3- Je détermine les nombres complexes z tel que z* = 2«/5(1+i)

a) Calcule le module et un argument de 2\/5(1 +i)

V2 (140 =4t Arg(22(1+1))=7

b) En posant z = re'” Ocalcule z*
Soit [ et r deux nombres réels tel que |z| = r (7>0) et Arg(z) = 0 +2k0. Alors z* = r*e*i

¢) Résous l’équation 7t = 2«/5(1 +i)

.[;

2 =202(1+) &

40="12kr aveck {0;1;2;3)

4
T
Pour k=0,0na: z,= [—J-Hsm
16
[ j+zs1n( ]
6
Pour k=2,0na: z, = (cos[ j+zs1n[—%)]

T T
Pour k=3, 1z, =+/2]| cos| —— [+isin| ——
our ona: z «/_[ ( 16] i ( 16))
Ainsi les solutions de I’équation z* = 2~/§(1+i) sont
ﬁ(cos(%)ﬂ'sin[%n ; «E[cos(;jﬂsm[?zn
ﬁ(cos(—%)ﬂsin(—%n et ﬁ(cos(—%)ﬂsin(—%n;

Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 18

a) Je détermine les racines 5°™ de 162 (1-i)

Pourk=1,0ona: z, = ( 0S I

Soit le nombre complexe z = re'" , r et [ des nombres réels, 7> 0.
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162 (1-1) =162 (V2) = 32t drg (162 (1-1)) =

Déterminer les racines 5™ de 164/2 (1-i) revient a résoudre ’équation z’= 1682 (1-i).

Soit z=[e!" ou |z = [ et Arg(z) = 000000 Detl10Ides nombres réels tel que 01 [1>101)0]
4 T 2km
. 50 =——+2kr O=——+—
z”:16\/5(171)c> 4 = 20 5

p’ =32 p=2
V3 —
Pour k=0 ona: §=—— donc z,=2e
20

i3
Pourk=1 ona: 6‘:;—” donc z, =22

37

Pourk=2 ona: 9:37” donc zZ=ZeIT

17z
Pourk=3 ona: ¢9=—I;—g donc z; =2e 2

o

Pour k=4 ona: 6’:72—7(; donc z, =2

i 3z A7z 9

1T 27 —i—Z —i2%

Donc les racines 5°™ de 16\/5(1—1') sont2fziiE s 2e® 5 2et ; 2e 0 2e 0,
b) Détermine les racines 3°™ de 21\/3T -2

On considére un nombre complexe tel que z = re'’ Javecr et [ des réels, > 0.

2033 -2 = 2[5 -1 = et rg (23 -2)= 22

3
=4 F=€/Z
Doncg® = 2i3-2 10 27 < 2 2km

+2kr O=—+—
3 9 3

2z

Pour k=0 ona: 0:2{ donc z‘,zi/ZeiT

87
Pourk=1 ona: H:%r donc zl=3/Ze‘9

ar
Pourk=2 ona: 0=—4?ﬂ donc zz=3/Ze 9
2z

s i
Donc les racines 3™ de 2i\/§—250nt3/Ze o %/Ze o 3/4—e 9.

Activité 18 : Equation du second degré dans C
e L’objectif de cette activité est de résoudre une équation du second degré dans C
® Réponses aux questions de I’activité

Soit ’équation az* + bz +c =0

2
Onaaz’+bz+c= a[(z+bj _b4ac}

2a 4q°

Posons A =b*—4ac
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. b
e Si[1=0, alors (E) a une solution double : ——.

e Sil[l#0,alors [1 admet deux racines carrées [] et — [].

2 2 2
Donc az?+bz+c=a (z+£j —b 42ac = a (Z+£j —iz =a (z+b+5 z+b_5
2a 4a 2a 4a 2a 2a

-b+06 -b-0
et .

a 2a

Corrigé de I’exercice de fixation

Exercice 19

a) (EN:22-2z+2=0
0 =(-2)%-4x2=-4= i’

21:2+21:1+i et zzzﬂzlﬂ' donc S.={1+i;1-i}
2 2 -

Ainsi (E) a deux solutions

b) (E2):7*—(3+50)z—4+7i=0
A=(3+5i) —4(—4+7i)=2i
Je détermine les racines carrées de 2i.

Soit (1 un nombre complexe tel que (1% = 2i
Posons [ =x + iy avec x et y des nombres réels.

xZ_y2:0
02=x>—y?+2xyi . Donc 6 =2i <> {x*+)*=2 << x=lety=1 oux=—1 et y=—1 Ainsi
2xy =2
Ona 00000000 et DOOOOO000: et on vérifie que (1+i)* = 2i.
3+5i+(1+i 3+5i—(1+i
Les solutions de (E2) sont donc z, =#=2+3i et ZZZ#:H—%

Dol Sc= {2+3i; 142i}

Activité 19 : Vecteur du plan -distance -angle
e [’objectif de cette activité est de calculer la distance AB, déterminer I’affixe du vecteur AB et
connaitre la mesure d’un angle orienté.
® Réponses aux questions de ’activité
1- a) Je calcule zB—zaet|z, —z,|
28 —za= (2 31) — (1 +2i) = 1 - Sidonc|z, —z,| =V1+5 =426
b)Je calcule les coordonnées du vecteur AB.
—(2-1 —(1 .
AB[ 2) = AB( 5) donc I'affixe du vecteur 4B est z, =1-5i
c)D’apreés les questions précédentes zg —za=1-S5iet z_, =1-5i,donc z ; =z, -z,
d) AB=+1+5> =+/26 et ‘ZB —ZA‘ =+/26 on constate que |z, —z,|=AB.
2- Je justifie que mes(a,ﬁ) =Arg(zy—z,)+2kx
On sait qu’il existe un unique point M tel que OM = AB . Donc zm =z —zacarzo = 0.

Ainsi mes(&;ﬁ) = mes(a;m) or mes(&,@) = Arg(zM )+ 2kr.
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Par ailleurs on sait quezm = zg — za donc mes(al',O_A/f) =Arg(z;—z,)+2kn d’ou

mes(ﬁ,AB}: Arg(zy—z,)+2kx

Je justifie que mes(ﬂ?.;ch.) =Arg [ﬂ] +2kz, keZ

Zy—2,
On sait que mes(ﬁ;@) = mes(a,@)—mes(a,ﬁ)

Or mes(a,ﬁ) =Arg(zy—z,)+2kret mes(a,@): Arg(z,—zo)+2kx .

Donc mes(ﬂé;@) =Arg(z,—z.)-Arg(z;—z,)+2kn = mes(ﬂ?',@) = Arg[ZD ~Zc j+2k7r
Zp T4

Corrigé de I’exercice de fixation
Exercice 20
a) Je calcule AB, AC et BC.

Zm—za=1+i-2+i=-1+2i donc AB=|z,~z,|=5

zc— 7= 14243+i(1443) -2 +i= ~1+ 23 +i(2++3) donc

2oz | =1+ 243 +i(2+443)| - (-1423) +(244B) =245 dou AC=2\5
ze-zn=1+23+i(1+45) - 1-i= 2{B+i3 done |z, ~z,|= (2\/§)2+(\/§)2 -5
d’ou BC = /15

b) Je determine Arg[zA ~Zp ]

Zo =2z

2,-2 _ 2-i-1-i _1-2i doncArg[ znjz_g
Ze -2, l+2\/§+i(l+\/§)—l—t 2B J— Zo -z, 2

¢) J’en-déduis la nature du triangle ABC.

Arg [ﬁ] =z , donc le triangle ABC est rectangle en B.
Zo—2, 2
Activité : 20 Caractérisation complexe d’une droite, d’'une demi-droite et d’un cercle
o L’objectif de cette activité est de déterminer la caractérisation complexe d’une droite, d’une demi-
droite et d’un cercle.
e Réponses aux questions de I’activité

1- Justifions que M appartient a la droite (AB) & Arg (ZM ZA) km aveck € Z

M€ (AB) & AM = kAB &z, —z, =k(z,—z,) < k=222
Zp T2y
s arg(ZM j:) kmaveck € Z

=2kmaveck €Z

2- Justifions que M appartient a la demi-droite [AB) < arg (Z’” Z")

M € [AB) & AM = kAB Sz, -z, =k'(zy—z,) < k'=21728 o4k est nombre réel strictement positif
Zp T 24
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Zy "2y _ ZIM—Za\ _
A”g(zgj) =0 & arg (ZB_ZA) =2kmaveck €L

A
Justifions que M appartient au cercle de centre A et de rayon r & |Zy, — Z,| = r(r € R})
MeC4;r) o AM =1
S |Zy —Zyl =7 (reRY)
4- Justifions que Mappartient 4 la médiatrice du segment [AB] & |Zy, — Z,| = |Zy — Zg|
Mappartient 4 la médiatrice du segment [AB] & AM = AB
S |Zy = Z4l = 1Zy — Zpl
Corrigé des exercices de fixation
Exercice 21

< <

1
2.
3.
4.
5.V
Exercice 22

1. Justifions que le point K appartient a la droite (AB)
K € (AB) c»arg( ZA) =kmaveck €Z

Zk-
4 —4+3i-2-i _ZB_ZALHL' _ -0 =
0 () = (55) = aro =0 =0

—142i-2-i =3+

2. Déterminons ’ensemble des points M dont I’affixe z vérifie : |z| = 3

|zl =3 |Zy—Zyl =3
& M appartient au cercle de centre O et de rayon 3

3. Déterminons I’ensemble des points M dont Paffixe z vérifie :

a) |z—-2-i|=2
lz-2-il=2z-Q2+i)|=2|zy—2z|=2
< M appartient au cercle de centre A et de rayon 2

b) |z+1-2i|=|2+i—2]
lz+1=-2il=2+i-zle|z+1-2il=|-z-2-D|e|z+1-2i|=|z-2-1i]
Slz-1+20=1z-Q+ Do |Zy - Zsl = 1Zy = Z,|

& M appartient a la médiatrice du segment [AB]

a DES QUESTIONS D’EVALUATION

Question 1 : Comment résoudre une équation du second degré dans C
Exercice non corrigé
(B): 2 +2+52+22+6=0

a) Je justifie que i«/i est solution de (E).
s (i«/f)4 +(i«/§)3 +5(i\/§)2 + 2(1\/5) +6=0, donc i«/i est solution de (E).

b) Détermine les réels a, b et c tels que : z* + 2° + 522 + 27+ 6 = (2 + 2)(az’ + bz + ¢)
Lorsqu’on effectue la division euclidienne par z* + 2 on obtient :
AP +52+2+6=(2+2)(F+z+3)
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¢) Jerésous I’équation (E) dans C.

Je résous d’abord 1’équation : 22 +z+3=0
s L .

0=1-12=-11= (1) donc lel%\/ﬁ .z it

2 2

L’ensemble des solutions de I’équation (E) est donc : S, = {—iﬁ;iﬁ;_l?/ﬁ;_l_;/ﬁ}

Question 2 : Comment linéariser une expression trigonométrique ?
Exercice non résolu

. N3 . ) . N
1 3 (e””+e'”} e +3e" +3e™ +e  2c0s3x+6c0sx

2 2’ 8

2 sin® xcos? 5= e (e re Y _ 1-cos4x
2i 2 8

. e e e e ™ +4(e? +e )46 cosdx+dcos2x+3
cos* x= = =
2 16 8

4 sin®x— e —e™ ’ _ 2isin5x—10isin3x+20isinx _ sin5x—5sin3x+20sin x
2i 32§ 16

Question 3 : Comment étudier une configuration géométrique avec des complexes
Exercice non résolu

1- Je justifie que O, A et B sont alignés.

mes(a; OT’é) =Arg [Z”j +2km

Z4

-1-2i 1 . .
Zs - _l =——= Arg 28 | = 7 donc les points O, A et B sont alignés.
z, 3+6i 3 z,

2- Je démontre que les points A, B et C appartiennent 2 un méme cercle de centre E(1 ;2)
EA=|z,—z,|=[2+4] =20
EB=|z,~z,|=|-2-4i|=+/20
EC =z, —z,|=|-4+2i| =20
On a donc EA = EB = EC donc A, B et C appartiennent au cercle de centre E et de rayon 245.
3- Je détermine I’affixe du point D tel que B soit le symétrique de D par rapport a A.

B est le symétrique de D par rapport a A donc A est le milieu du segment [BD]. Donc

_ZptZp

z, > =z,=22,-2, =2, =2(3+6i)—(-1-2i)=7+14i

4- Détermine ’ensemble des points M tels que Arg (LZZIJ = % +kz, (keZ).
Z_
=ra 714_22[ = 1=2i-z ;21 ~Z soit Het G les points du plan d’affixes respectives 1- 2i et 2.
zZ— —Z
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— [ —2i— — — Z—. _—
Alorsona;z 1+2!:1 2i Z:ZH zzzﬂ d’ou Ai’g[W]_Z+k”©meS(MG;MH)_Z+k”

z-2 2-z ZG—Z  Zog Zos

donc M appartient au cercle de diamétre [GH]. L’ensemble cherché est le cercle de diamétre [GH].

MES SEANCES D’EXERCICES

Exercices de d’application

Ensemble des nombres complexes-Forme algébrique d’un nombre complexe
Exercice 1 (erratum)

14 23,
2- ¢), prendre : ¢) 25 251
Exercice 2
)
Exercice 3

-5
Re(z1) =0 etIm(zi) =1; Re(z2) =7 et Re(z)=-9 ; Re(23)=? etIm(z;)=

SSHR )

Exercice 4
1- 2+ (3 —-x)i estunréelsix=3

1
2- (2x—1) +4i est imaginaire pure si 2x — 1 = 0 ¢’est-a-dire x = E

Exercice 5
1- B;2-A;3-C;4-C;5-B; 6-A;7-C.
Egalité de deux nombres complexes
Exercice 6
24 (x—-Di=2+ieox-1=1
Sx=2
Pourx=2;onaZ=24+Q2—-1)i=2+i
Opposé d’un nombre complexe
Exercice 7
Les opposés des nombres
L’opposé de Z; est —17 + 9i
L’opposé de Z, est v2i
L’opposé de Z; est 5+ 6i
Somme de deux nombres complexes
Exercice 8
1) Zy+Z,=2+i+3+2i=5+3i
2) Zy+Z,=—-4+3i+5-8i=1-5i
3)Z+Z,=-1—-i—-7-17i=-8-18i
Produit de deux nombres complexes
Exercice 9
1) ZZ,=2+1)(B+2))=6+4i+3i—2=4+7i
2) Z1Z, = (=44 3i0)(5—8i) = —20+32i + 15i + 24 = 4 + 47i
3) Z1Z, =(—1-D(-7-170) =74+ 17i+ 7i — 17 = —10 + 24

Guide du professeur - Pyramide Maths T*C TOME 2 133 II.



Inverse d’un nombre complexe
Exercice 10

1 1-i 1 1.
) —=— =i
1+i (1+i)(1-i) 2 2
1 —4-3i -4 3.,
) = -
—4+3i  (—4+3i)(-4-3i) 25 25
1 —8-8i 1 1.
3) ==
-8+8i  (1+i)(1-i) 16 16

Puissance d’un nombre complexe
Exercice 11
Ecrivons sous forme algébrique les nombres suivants
(2+30)2=44+12i—-9=-5+12i
2+43)72= ! = ! =—i—£i
(2+430)? —-5+12i 169 169
A+D)*=(1+)>?>=(2)2=-4
1 1

(1+i)_4=m=——

NN

Exercice 12

{403 — [4X100+3 —

j2030 — ;4X507+2 — _q

12022 _

l L

{2001 — ;4X500+1

[4X505+2 — _q
=i

Produit nul

Exercice 13
NZxZ #0Z+0etZ' #0
2027'=0Z=00uZ' =0
OrZ' #0doncZ =0

Exercice 14
Résolvons dans C
(Bz-2-i)(z+2))=03z—-2—-i=00uz+2i=0
©3z=24+iouz=2i

2

1, ,
(:»Z—3+glouz=21

Conjugué d’un nombre complexe
Exercice 15

Ona:
e 0=0
o 14+1=1-1
o 1+1=1-1i
¢« 7=7
e —19=-19
o 3—4i=3+4i

e —38+61=-38-6i0
Exercice 16

z € Cdonc z = a + ib avec (a; b) € R?
zz = (a + ib)(a — ib) = a?® + b?
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Comme a? + b2 > 0 et Im(z2) =0
Alors zZ € R,

Exercice 17
Calculons dans chacun des cas
1) z+z2=2%x3=6
z—Z=2iX2=4i
zZ7=324+22=9+4=13
2)z+z=2%x7=14
z—zZ=2ix1=2i
zZ=7>+12=49+1=50

Exercice 18
z+7z =2+31—-14+51=1+81=1-8i
E=(2+3l)(—1+51)=—2+101—3l—15=—17+7l=—17—7i

(z)_z"_ 2-3i _(2—3i)(—1+5i)_—2+10i+3i+15_13+13,_1+1_
)T 7 T 15 26 - 26 “26726' "27 2"

Module d’un nombre complexe

Exercice 19

I- ¢) ; 2-b)

Exercice 20
Déterminons le module de chacun des nombre complexe

I3+4i|=+/32+42=vV9+ 16 =v25=5
|6 — 8i| = /62 + (—8)2 = V36 + 64 =100 = 10
2 2

V2 +V7i| = |(V2) + (V7) =vV2+7=+9

Exercice 21
L’équivalence est incompléte car si z' = Z alors |z| = |2| si z' = —Z alors |z| = |Z|

Exercice 22
1+il=v12+12=+2
1-il={12+(-1)2=+2

Donc 1+ iet1 — i ontle méme module
Exercice 23

Calculons
1z] = |z| = 2
-7l = 12l = lz| = 2
|zz'| = |z| x || =2x3=6
1 1 1
Z| Tzl 2
-1
ZU |2 3

Affixe, point-image et vecteur image
Exercice 24

1) L’affixe du point A est —7 + 5i

2) L’affixe du point B est 3i

3) L’affixe du vecteur % est —3 + 9i
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Exercice 25
1)Le point image de 1 4+ i a pour coordonnées (1; 1)
2)Le point image de —3i a pour coordonnées (0; —3)
3)Le vecteur image du nombre complexe 7 a pour coordonnées (7; 0)
4)Le vecteur image du nombre complexe 1 + i a pour coordonnées (1 ;1)
Exercice 26
L’affixe du vecteur AB est —2 + 3i — 1 — i soit —3 + 2i
L’affixe du vecteur BC est 4 + 3i + 2 — 3i soit 6
L’affixe du vecteur AC est 4+ 3i — 1 — i soit 3 + 2i
Exercice 27
Soit a + ib Iaffixe de B
Ona: a+ib+4—-3i=1+1i
Soita+4+i(b—3)=1+i
Dou a+4=1etb—-3=1
a=-3ecth=4
Donc B(—3;4)
Exercice 28
1.VRAI
2.VRAI
3. FAUX
Exercice 29

1)L’affixe du point I, milieu de [PQ], est le nombre complexe Lobhassi

2) W + j a pour affixe 1 — 2i + 3 + 4i soit 4 — 2{
3)PQ = |4+5i—1+i| =3+ 6i] =32+ 62 =9 + 36 = /45 = 3V/5
Exercice 30
1. Le vecteur 3w a pour affixe 3(2 + 3i) soit 6 + 9i
2. Le vecteur 2W — 3 a pour affixe 2(2 + 3i) — 3(4 — 5i) soit 4 + 6i — 12i + 15i
soit —8 + 21i
Argument d’un nombre complexe
Exercice 31
ARG(1) =0
ARG() =7
ARG(=1) = =7
ARG(-1) =

ARG(3 + gl) =

.5 .
soit E+ 2i

Exercice 32
a)VRAI
b)FAUX

Forme trigonométrique d’un nombre complexe
Exercice 33

o 1+iV3] = [12+(V3) =Va=2

Ona cos@=%etsin0=§donc9=;

e V3-3il= [(V3)'+32=v3T9=23
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Ona cos @ =%etsin9 = —gdonce = —%
|-V2—iV6| =v2+6=v8=2V2
Onacosf = —%etsinG = —gdonce = —%ﬂ
Exercice 34
Déterminons la forme trigonométrique des nombres complexes
111 —i] =2 ; soit # =ARG(Z)
cos 6 =§etsin9 = —gdon09 = —%
donc1—1i= \/f(cos (—E) + isin (—E))
2.|v3 = 3i| = 2v/3; soit 6 = ARG(Z)

1 . 3
Onacosf8 =Eetsm9 =—§donc€ = —g

donc V3 —3i =2v3 (cos (— g) + isin (— g))
|-V2 +iV6| = 2V2 ;soit & = ARG(Z)

Onacosf8 =—%etsin9 =§donc 0 =2?n
21 2
—2+iV6 = Zx/f(cos (?) + isin (?))

Exercice 35
Déterminons un argument de chacun des nombres complexes suivants :

arg(zz') =%—§+2kﬂ = —%+ 2km;k €Z
arg(i) = —arg(z) + 2km = —%+ 2kn;k €L
arg(z;') = arg(z') —arg(z) + 2kr = —g - % + 2km = —Z—Z +2kn; k€L
arg(i) =%+§+ 2k7‘[=1—721+2k7'[;k €L
arg(z?) = 2arg(z) + 2kmr = 2 x E+ 2km =%+ 2km;k €Z
arg( )—2>< += +2kn—z+z—5—”+2kn;kEZ
23 6

Exercice 36
Ecrivons chacun des nombres sous forme trigonométrique

o 1@+20)A -l =4etarg((2+20)(1— ) =7 —7 +2kn =0+ 2kn

donc (2 +2i)(1 —1i) =4(cos0 + isin0)
\/—+L| -1

Arg(\/—frl) =2 T4 2km=—-"142kn

2i 6 2 3

donc \/% = cos( g) + isin (—g)
* sl =
o3y

donc ﬁig—cos( )+lsm( )

o 1A-DH=l1-i*=(V2)' =4
arg(1 = )" = 4 x (= %) + 2kn = 7 + 2kn

)=——+£+2kn=£+2kn
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donc (1 —i)* = 4(cos(m) + i sin(m))

Exercice 37

. \/E(cos(s)+lsm(2?”)) \/7(——+l£)——£+iE

(oo () a

eI I
o 3 (con(3) 15 (2) -

2
(F+30) =" +50
Forme exponentielle d’un nombre complexe
Exercice 38
Les nombres complexes écrits sous forme exponentielle
1.2¢%
3.7¢7%
Exercice 39
Ecrivons sous forme exponentielle

o (e () 4 19n(2) =2

b) |1+l|=\/_etArg(1+i)=%

w

donc1+i= ﬁe%
O3+ i3] = 2v3et Arg(3 +iV3) = %

donc 3 +iV3 = 2\/§eig
Exercice 40
Ecrivons sous forme trigonométrique
cos = +isin i (1 zlj e
12 12 _e”_ o5 i . I7

=e 2 =cos——isin—
12

1
) 12

27 .. 2w
cos——+isin=— 3
3 3

. 5 {77 .
2)M: 2e — :\/Ee(3 4]:ﬁelziﬁ(COS%+iSin£j

1+ ﬁei; 12
., T S .. 5m
sin——icos— COS— —isin— ,»(_51_51] 5 Sz 5z
3) 12 12 _ 12 12 _ U2 2) _ 0™ Z o2 —isin 22
Sz .. 5m 6 6
sin - +icos - cos 2 +isin L
12 12 12 12

012 (os () 5n () = 2 cos () 150 (-)

Formule de Moivre
Exercice 41
Ecrivons sous forme trigonométrique

D1+ i\/§)2 = (Zeig)z —4els =4 (cos( ) +i sm( ))

2)(%)3 = (\Zg%) (\/_e 12) = 2v2e i = 242 (cos (— %) + isin (— E))
3

DOEAE) = (2258) < (208 = 0 < cos(2) 19 (2)
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Exercice 42

a)(cosx + isinx)? = cos3x + i sin 3x
= cos® x + 3icos? xsinx — 3 cosxsin? x — i sin® x
= cos®x — 3 cosx sin? x + i(3 cos? x sin x — sin® x)

Par identification on a :

cos3x = cos® x — 3 cosxsin? x

b) On a cos 2x = 1 — sin? x donc

cos2x + cos3x = 1 —sin? x + cos® x — 3 cosx sin®? x = 1 + cos® x — sin? x (2 + 3cos x)
Formules d’Euler
Exercice 43
Ecrivons sous forme algébrique

1 1
=CoSsT =
3 2

B Lo 1
=sin=-=-
6 2

.31 .31
et +e e =2 cos%ﬂ =-2X g =2
Exercice 44

Ecrivons sous forme trigonométrique
0

. P LA &g, it g i
De? +1=e2e'2+e2xe z=e2(ez+e 2)=2(COS(E))X92
6
Comme cos (;) > 0 alors

1) oiond)
e = ZCos 2 COS2 lSlrl2

2)elf —1= eig (eig - e_lg) =2i (sin (g)) X eig = 2sin (g) ei(g%)

Orsin(g)>0donc

2
. 0 0 m 6 m
0 _ 1 — in(— — 4 — isinl—+—
e 1 251n(2)[cos(2+2)+lsm<2+2)]

3)e"® +1= e"ig (e‘g + e_ig) =2 (cos (g)) X e_ig = 2 cos (g) (cos (— g) + isin (— g))

Linéarisation
Exercice 45
Linéarisons
ix+e—ix 3 1 . . . . . .
1) cos®x = (—e ) =-(e3* + 3e!%e ! 4 3el¥eTi2¥ | ¢~i3¥)
2 8
1. . . . . 1
= g[eﬁ" + 7B 4 3(e* + e‘”‘)] = 5(2 cos3x + 3 cosx)
1 x4 3
=-—cos3x +=cosx
4 8
i —ien2 o ixs o —ien 2
2) sin? x cos? x = (—elx_e lx) (—em” U{) = —1(et2x - e‘iz")2
2i 2 8

1 1 1
=——(2cos4x—2) = —Zcos4x+—

8 4
. 4
3) cos*x = (_e”‘-i—ze lx) = % [e* + e~ + 4(e®?* + e712%) + 6]

1
=E(2cos4x+8c052x+6)
5

4)sin’ x = (e""—;”"‘) _ ﬁ[eisx — e7i5% _ 5(i3¥ 4 ¢7i3%) 4 10(ei2¥ — ¢~i2%)]
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1
= E(Zi sin 5x — 10i sin 3x + 20i sin 2x)

—1'5 5'3+5'2
= 1gSin5x — gsin3x + osin 2x

Résolution d’équations dans C

Exercice 46
Déterminons les racines carrées de chacun des nombres suivants

x?+y2=1
1) xz—y2=0
2xy=1
x?=2 soitx=Loux=-2
2 2 2
. vz vz . vz V2
Slx=7;y=7 et six=—-—jy=——

. . . \/— V2 V22
Les racines carrées de i sont + l— et——i,

x2+y?=+2
2y x2—y%2=1
2xy =1
2 _ 12 Lo N1+V2 _ _Ji+V2
Xt == soit x = 7 oux = 7
Six——Hﬁ' =2 etsix = — ., 2
v YT =T YT T e
. Vi+/2 V2. Vi+V2 V2
Les racines carrées de 1 + i sont 7 +2mlet 7 " 1+ﬁl
x2+y?=2
3)jx2—y2 =43
2xy=1
2 _2+3 & .. _VJ2+/3 _ _V2+v3
Xt == Soit x = 5 oux= 7
. N2+vB . \2—3 . 2+V3 _ 2-v3
Six = 7 V=5 etsix = — 7 V=T 5
. , . 2+v3 \/2J§ V2+v3  V2-y3 .
Les racines carrées de\/§+lsont 7z 7z iet— 7z 5 l

Exercice 47
Déterminons les racines cubiques de chacun des nombres complexes suivants

3 2km
1=e®doncz, =e"35;ke(0;1;2)

les racines cubiques de 1 sont : 1; —% + i?; —; - i?
i i(E.ﬁ"J)

i=ezdoncz, =e\s 3 /;ke(0;1;2)

les racines cubiques de i sont : ﬁ + 1 i;— AE] + 1 i;—i

2
1+L—\/—e4donczk—\/_e(12 3)kE(Olz)

1 —7T[
les racines cubiques de 1 + i sont : Zse 12; 26e +; 262

Exercice 48
Déterminons les racines cubiques de chacun des nombres complexes suivants

) 2k
1)1=edonc z, =e"3 ; k€{0;1;2}

. . 1, .V3 1 .V3
Les racines cubiques de 1 sont 1; -3 + i —5— i
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LT 1 . 2k
2)1—i =+/2e " donc z, = 25! (-5 ik e{0;1;2}
1 LT 1 .7m 1 L9
Les racines cubiques de 1 — i sont 2ee ‘12 ;26e'1z ;26 '12
) 1 (1 2km
3)—2 = 2e'™ donc z;, = 25 'G+5) 1k €{0;1;2}

1. 1 1 _n
Les racines carrées de —2 sont 23e's ;23e'™ et 23e '3

Exercice 49
1 = e° donc les racines quatriéme de 1 sont les nombres complexes de la forme

.2km
zy=e"+ ;k€{0;1;2;3}
(kT
Soit z, = el(T) sk €{0;1;2;3}
Les racines quatriemes de 1 sont : 1; e el ;e_i5

C’est-a-dire 1;i; —1; —i

Exercice 50
Les racines n-iéme d’un nombre complexe non nul sont les nombres complexes

.(a, 2km
dela forme Z;, = "\/?e‘(T'zT) kef{0;1;2; ;e n—1}
Ona zo = Ve ) s 2, = WrelGH) 2oy = Yrel )
a 21 27 2 2 n—1
Zot 2yt 2y = N7l (14 54 (o) e (5))
2m\ M
a 1- elT @ 1—-1
= Vre'n x ( .zrz) = Vre' x = =0
1—e'n 1—e'n
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Exercice 51
Vérifions
1. ayona: 1+j+j=0doncj=-1—j
b) j2=7 doncj? = jj
Orj3=1doncjj=1
¢) j®=1donc(j3)2=1%2douj®=1
2)j2021 = j3XS73+1 = j cqr j3 =
Exercice 52
Résolvons dans C

1)A-—3—(\/_) ams1Z—1+—l\/—ouZ=Lh/§
o _[f1ti3 -1-i3
¢ 2 2
2)A= 3+ 4i = (2+1)? ainsi Z = = ouz =

Z=3—-iouZ=1-2i
Sc={3—-i;1-2i}
0uZ=i‘/§_,2+i
2i

3)A=3— 41—(2—1)2am51Z—l\/—+#

7= jouz =10

1+43 1++3
Sc = { 2 —1; 2 + l}
Nombre complexe et configuration du plan
Exercice 53
DIZ-il=2|Zy—Z40=200Z,=1
L’ensemble des points M est le cercle de centre A et de rayon 2
DZ-1+2=Z+2-ile|Z-QA-2D|=1Z-(-2+1D]
e |Zy—Zgl=1Zy—Zcl © BM = CM

OuzZg=1-2ietZ,=-2+i
L’ensemble des points M est la médiatrice du segment [BC].
Exercice 54
Ona:

Zc—Zy 3+i 1 V3,

Zg—Z, 20 2 2
Ona |24 = LB =1 &4 =1 & 4B = AC et Arg(AF; AC) = %
Donc ABC est un triangle équilatéral de sens indirect.
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Exercices de renforcement / approfondissement
Exercice 55

1)

DZgp=2i+3—-i=3+1i

3 . .. 3 _.
Zﬁ=5—31—21=5—51

Zyp=—3+i—o43i= -0+ ai
0E = P—o43i=—g+4i
Zyp = 2(=3+i—2i)=—6-2i

—3+i+2i . -—3+3i
3)I a pour affixe —, soit

Exercice 56
Ecrivons sous forme trigonométrique

Dab = 6(cos (%+%) + isin (%+%)) = 6(cos§+isin§)

50 . 5w
ab? =18 (cos— + lsm—)

12 12
b =12 (cos 12 + isin )
a’b = cos o +isinT

b 3
F: Z(COS (—%) + isin (—%))

2)Déduisons -en la forme algébrique

1 V3
ab=6<—+£i>=3+3i\/§

2772
a_azb_lz( L n)_Z \/§+1_ _\/§+1,
b apz 18\ "6/ T3 2= 3!

Exercice 57

DUl =v2etarg(1+i) =

lvl=2 etarg(\/g— i) =—

22 UV =0+D(V3-i)=V3-i+iV3+1=1+V3+i(-1+V3)
D’autre part UV = 2v2 (cosln—2 +isin %)

. _ o _ 1+/3 LT —1+3
2.b)ona: UV = UV donc cos = 2 etsin = i

T
4

T
6
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Exercice 58
a)(cosx + isinx)* = cos4x + i sind x
= cos* x — 6 cos? x sin? x + sin* x + i(4 cos® x sin x — 4 cos x sin® x)
Ainsi cos 4x = cos* x — 6 cos? x sin® x + sin* x
b)cos 5x + cos 6x
= cos® x — 10 cos® x sin? x — 5 cos x sin* x + cos® x — 15 cos* x sin? x — 15 cos? x sin* x — sin® x
¢)sinx — sin 2x + sin 3x — sin4x
= sinx — 2sinx cos x + 3 cos? x sinx —sin® x — 4 cos® x sinx + 4 cos x sin® x
Exercice 59
Linéarisons

1) cos* x = 11—6(2cos4x+8c052x+ 6)

cos?xsin®x = —31—2(2 sin 5x — 2 sin 3x — 4 sin x)
cos®x —sin*x = icos S5x +icos 3x + icosx —icosx —lcos 2x + i
24 24 23 23 2 23
2)Déterminons les racines carrées de chacun des nombres complexes suivants
Z =2i
x2+y?2=2
x?—y2=0
2xy =2
x?=1doux=1oux=-1

Six=1,y=1;six=-1,y=-1
Les racines carrées de 2i sont 1 +iet—1 —1i

Z=3+4i
x2+y?2=5
x2—y?=3
xy =

x>=4 .Doux=2o0ux=—-2
Six=2,y=1;six=-2,y=-1
Les racines carrées de 3 + 4isont2 +iet—2 —i

Z=8+6i
x2+y?2=10
x2—y?=8
xy =3
x>=9doux=30ux=-3
Six=3,y=1;six=-3,y=-1
Les racines carrées de 8 + 6i sont 3 +iet —3 — i

Z=5-12i
x?2+y%2=13
x2—y?=
xy = —6

x>=9doux=30ux=-3
Six=3,y=-2;six=-3,y=2
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Les racines carrées de 5 — 12i sont 3 — 2i et =3 + 2i

Z =-7+24i

x24+y%2=25

x?—y2=-7

xy =12
x2=9doux=30ux=-3
Six=3,y=4;six=-3,y=—-4
Les racines carrées de —7 + 24i sont 3 + 4i et —3 — 4i
Exercice 60
1) Résolvons dans C
A= (26%1cos8)” — 4 x 220 = (i2*1sin9)"
Z =2%(cosO +isinf) ouZ = 2°[cos(—0) + isin(—8)]
S¢ = {2%(cos 6 + i sin 8) ;28 [cos(— ) + i sin(—8)]}

6,16 T T
z . . 2%e — i — b s
2)OAB est équilatéral & 26,0 = s o 2l = 5 o 20 = Fou 20 = -3

o0=2oug=-2
6 6
Exercice 61
1) Résolvons dans C
Soit a cette solution réelle ona:
a®—a*—-a-2+i(2-a)=0
2—a=0eta®—a’?—a—2=0donca=2

AinsiP(Z) = (Z—-2)(Z*+Z+ (1-1))
A= =3+ 4i = (1 + 2i)?
Z=1+iouZ=—i
Sce={2;-1—-1i;1i}
2.a)

2 e = T =
Exercice 62

1) ona: (Z2+1)(Z2-4)=2*-32%—-4
2) Résolvons dans C

=1, d’ou le résultat
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(E)eZ?+1=00uZ?’—-4=02Z?=-10uZ’=4
o Z=iouZ=—-iouZ=2o0uZ=-2
S¢ ={i; —1;2; -2}

3) figure

4)Zgz=2+ictZg; = 2+ idonc BA = CD
D’ou ABCD est un parallélogramme de plus % = in = %i et %i € iR”
D~™4B

Donc (AC) L (BD) par suite ABCD est un losange.

Exercice 63

Soit ib cette solution imaginaire pure
ona:—b%+2b+i(—b%+5b*>—10b+8)=0doub =2
Ainsi P(Z) = (Z —2)(Z? + (1 - 3i)Z — 4)

A=8—6i = (-3 +10)?

7= —1+32i—3+i ouZ= —1+32i+3—i

Z==-2+42iouZ=1+i

Sc =125 -2+2i;;1+1i}

Exercice 64
1) Déterminons les racines cubiques de 1
Ona: Z3=1

_+l— —_—

1 V3 1 3
Sc=11;,— ; l
27727 2 "2

Les racines cubiques de 1 sont donc 1 ; —% + i? et — % - i?

D2-1P¢=8-12i—6+i=2-11i
3)Déduisons Les racines cubiques de 2 — 11i

3
Onazi=2-11ie2’=2-1%e (%) =1dawprs1)

z=@2-dx1ouz=2-)(-1+i2)ouz=-i(-1-iL)

Sc={2—i;#§+(%+\/§>i;#§+<l—\/§)i}
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Les racines cubiques de 2 — 11i sont 2 — i ;_2%5 + G+ \/?;) i et%_ﬁ+ G - \/§)l

Exercice 65
9 i PR b _ _m P _rm

Da = PRe 2\/§(cos (_E) +isin (_5)) = 9\/§(cos( 3) +i sm( 3))

2.a)0naa = 9/3e 3

Les racines cinquiémes de a sont les nombres complexes de la forme
S m 2km

7, = Yov3el55) k€ (0; 1,2 3; 4)

b) représentation graphique des racines cinqui¢mes de a

Exercice 66

NZeRoag(Z)=kn;keZ

@arg(%) =kn @arg((ij)) =km
@arg(i:Z) =kmoulZy=ietZy=2

@mes(M_X;\W) =kn
Ainsi I’ensemble des points M est la droite (AB) privée des points A et B
2)Z € iR earg(Z) = g + kn
s

@mes(mﬁﬁ)=—+kn;k62

2
L’ensemble des points M est le cercle de diamétre AB privé des points A

,
/ \
| )
| |
\ /
/]
- 3 p
Exercice 67
iz
. f(Z)_Z+i ‘ ‘
1)f(b)=1+2i(:>;—ii=1+2i<:)b(1+i)=2—i<:)b:E=1_z3l
Vf@) —i=5—i= 5
i|=_+ -1 ) =are( L) = — N = —
Orlf(Z)—LI—lZHI—Tetarg(f(Z) i) —arg(zﬂ,)— arg(Z +i)=—-a
Ainsi f(Z) —i = %(cos(—a) + isin(—a))
3a)Z, = —i
1 V2 V2
F@D =il =VE S |f@) =2l =2 o || =VZ o 12+l = S o 12 - 2,0 =5
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L’ensemble (C) des points M est le cercle de centre A et de rayon g

b) arg(f(2) — 1) =%+ 2kn & arg () = T+ 2kn & —arg(Z + i) == + 2kn
oarg(Z—-27,) = —%+ 2kn & Mes(ﬂ’;A‘—M) = —%+ 2kn;k €Z
L’ensemble (T') des points M est la demi-droite de repére (4;e;) privée de A
avec mes(T; &) = —%

cona:|f(b)—il=|1+2i—il=|1+i|l =2 donc B € (C)
m

d’autre part arg(f(b) —i) = arg(1+1i) = " donc B € (T)
par suite B appartienta (C) eta(T)

Construction de (C) eta (T)

/,_\\
R

Exercice 68
Démontrons que Z est un réel
M+izl=1-iZle1+iZIP=1-iZ?e 1-i2)1-iZ) =1 —-iZ2)(1 +iZ)
S1—iZ+iZ+2Z=1+i7—-iZ+27<2i7-2iZ=02(Z-2)=0
o7-7I=027=7

Donc Z € R

Exercice 69

Ecrivons sous forme algébrique

3m (3T T

1) 23(“';‘[) X ei(T) = 29‘(7‘2) = 2eis = 2i

2 ()

2)——i(3—n)= g 4 =_ei7'l=__
e 4
LT
—i7 .( T 5T ;
3) 2t 25 E) 2 2t 2 2
3671(?) 3 3 3

Exercice 70

Ecrivons sous forme trigonométrique chacun des nombres suivants
i sin@-i isi isi i6 )
1 tan 6-i — sinf—icosf _ cosf+isinf cosO+isin 6 e = i(20-m)

tan 0+i sinf-icos®  —cosO+isin® cos(m—0)+isin(m-0) T eim-6) T

= cos(20 — ) + isin(20 — )
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1 cos 6
) j—

_ - _ _ i sin(—
n? = cosorismy — ©Os fe cos 8 (cos(—0) + isin(—0)) car cosf > 0

.0 0 0 .6 0 .0 0
0 4 ,2i0 _ ,i0 0) = 010 (plz07 7 4 plzez) = 0 ez [z + e~
3)ell +e20 =el0(1+ ) =e (eze 2+ezez)—e [62(e2+e 2)]

.36
= 2cosfe'z comme cos B > 0, alors

. . 30 30
el? + 2 = 2c0s0 (cos (7) + isin (7))

= g2if = cos(28) + isin(26)

)1+itan9 _ cosB+isinf _ el®
1-itan® cosf-isin®  e~if

Exercice 71
Déterminons les racines quatriéme de 81

4
Ona: Z*=8le7‘=3"o (é) = 1 or les racines quatriéme de 1 sont 1; —1;i et —i
DoncZ=3x1ouZ=3x(—1)ouZ=3XiouZ=3X(—i)

Les racines quatriémes de 81 sont 3; —3; 3i et —3i
Construction des points images

)
A,
22 A
9 i 81 9 4 3 a1
A,
Exercice 72
1) Déterminons les racines n-iéme de —i
LT LT
Ona —i=e ‘zainsi Z"=e™ 2
i(_l_'_z"l)
Zy=e\zm n/;kef{0;1;2;.... ;n—1}

Déterminons les racines n-iéme de 1 + i
Ona:1+4+i= ﬁei% ainsi Z" = ﬁelg
1 i(£+2k_”)
Z, =2me\an” n )ik €{0;1;2; ...... ;n—1}
2.a) calculons
(9+i)2=81—-1+18i =80+ 18i

2.b) Résolvons dans C
(EYez?+((7-1)Z—-8-8i=0avec Z = z°

A= (7—1)?+4(8+8i)=49—1—14i +32 +32i =80 + 18i = (9 + i)?
Ainsiz =" =1 4ionz=""""=—8
Deplusona:
(E):z3=1+iet(E):2z3=-8
Résolvons (E;)
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i= 1 L‘(£+Z"J)
(Ey): z3 =+/2e" donc Z;, = 2se"\12" 3 ); k € {0;1; 2}
1 .1 1 .3m 1 .17m
D’ou Z = 2ee'1z ouZ = 26e'+ ouZ = 2ee'12
Résolvons (E,)
. (T 2KT
(Ey): 23 = 23e'™ donc Zj, = 2e‘(3+T);k € {0;1;2}
. . 5T .
D'ouZ =2e50uZ =2emouZ=2es =2
1gm 1w 1w omo o ow
Sc = {2ee'iz; 260" ;20" 2; 265 ; 2017 20715}

Exercice 73
Déterminons les entiers naturels tels que (1 + i\/§)n soit un nombre réel positif.
Ona (1+iV3)" =2me's
Donc (1 +iV3)" € R, & = = 2km & n = 6k;; k € Z,
n==6k;k€Z,
Exercice 74

ﬂ——(%)@(ule—z‘) =(1-2)(-1-12)

1-7 1
S1-7+2-27=-1+7+Z+2Z7<277=2
e77=1
e+\ZZ=1
slzZl=1

Exercice 75
l.a) Z=Re(Z)+iIlm(Z)

Ona: |Z|= J(Re(Z))Z + (m@)" et 1Z]=0
Si Re(Z) <0,alorsRe(Z) < |Z]|
Si Re(Z) =0,alorsona
2 2 2 2 2
1Z 12— (Re(2))" = (Re(2))" + (Im(2))" — (Re(D))” = (Im(D))
or (Im(2))* = 0 Donc Re(2) < |Z|
Par suite pour tout nombre complexe Z ona: Re(Z) < |Z |

b)Re(Z) =|Z|siRe(Z) = 0 et\/(Re(Z))z + (Im(2))" = Re(2)

d’ouRe(Z)=0et Im(Z)=0
2a)ona:|Z, +Z,% = (Z, + Z,)(Z, + Z)
=1Z112 +1Z,1* + 2 Re(Z, x Z,)(1)
Ord’aprés l.ayona: Re(Z; X Z,) < |Z; X Z,|(2)
D’ou Re(Zy x Z,) < 1Z,11Z,]
De(1) et (2) on obtient : | Z;|? + |Z,1% + 2Re( Zy X Zy) < | Z,|? + |Z,1% + 2| Z,11Z,|
| Zy + Z,12 < | Z112 + 12,12 + 2] Z41Z,]
| Zy + Z,1% < | Zy | + 12,1 + 2| Z4 1] Z,]
| Zy + Z,1* < (| Z4| + 1Z,1)?
Par suite | Z, + Z,| < | Z1| + |Z,]|
b)Si Z, =AZ,avec A >0
on a d’une part
|Z1+Zz| = |Z1+AZ1| = |1+l||Z1| = (1+A)|Z1|
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et d’autre part
[Z +1Zz] =1Z4)+ 1A Zo] = 1Zo ]+ 1Zo 1Al = 11+ A 11Z4] = (1 + 2)1Z4]
Donc Si Z, = AZ; avec A > 0 alors | Zy 4+ Z,| = | Z4| + | Z,]
3.a) Pour n=2 ona |Z; +Z,| <|Z,| + |Z,]
Supposons qu’il existe un entier naturel n > 2 tels que
| Zy+Zy+ i+ Zp| < | Zy | Zol + - 4] Z,]
et montrons que
| Zy+Zy+ i Zpi| S N Zo + 1 Zo + o] Zpgq |
ona: |Zi+Zy+ .+ Zy| < |Zy| + 1251 + . +1Z,]
dot |Zy+Zy+ o+ Zpl + | Zpd| S N Zy| + | Zo1 4+ Zpl + | Zp41 1 (D)
or|Zy+Zy+ oo+ Zpl| SNZy+ Zo + o+ Zpl + 1 Z00441(2)
donc de (1) et (2) on déduis que
| Zy+Zy + o H Zopd S N Zo |+ 125+ o+ 2
En conclusion
Pour tout entier naturel n > 2 ,ona
| Zy+Zy+ o+ Z | < | Z + | Zol + - 4] Z,)

b) on suppose que Zy; Zy; ....et Z, sont tous non nuls
S’il existe des réels A;; Ay; A3, ...., 4, tous strictement positifs tels que pour tout
k=1,..,nonaZ, = ,Z;
dunepart |Z, +Zy+ oo+ Zyl =10 21+ 21+ oo+ A, Z4]
=(A4+ L+ o+ A) Z4]
=(4+ L+ o+ )| Z4]
Drautre part | Zy| + |Z,| + ..+ Zy | = | 4 Zy | + | A, Zy| + - 4+ Ay Z4]
= Ml Zil + R Zy| + -+ Al Z4
=M+ 4+ o+ 2]
Parsuite |Z;+Z,+ ..+ Zpl = | Z| + 1 Zol + - +] Z,]

EXERCICE 76
1) L’impédance complexe Z est égale a
1 V3
_1_ ;8
2

Z=Zy+ Zy+7Zc = R+jlw+——= R+ 1+'\/§L+ z
TART AL L= RAJBWIT LA, = 2 Tt cw

w1 +,LW\/§ V3 _26Rw—LCw2—1+,L6w2\/_—\/§
TR T 2ew T T2 T2ew) T 2Cw ' 2Cw
—Lew? -
La partie réelle de 'impédance complexe Z est donc R — w_ L _CRwolowrol
2 2Cw 2Cw
2) larésistance X correspond a la partie imaginaire de Z
_Lwy3 V3 _ LCw*V3 -3
Onadonc X = = e T e
3) L’impédance de I’association correspondant au module de Z
Ona |z]=|R-%- L +i(LW\/§ —£)|
2 2w 2 2Cw

N (PRI w3 V3Y'
N 2 2Cw 2 2Cw

B \[(ZCRW - LCw? — 1)2 . (LCWZ\/— - \/§>2

2Cw 2Cw

Guide du professeur - Pyramide Maths T*C TOME 2 151 I.



J(ZCRW — LCw? — 12+ (LCw2V3 — /3)

4) Le déphase entre I’impédance et le courant est

¢ =arg(Z)
2CRw — LCw? — 1  LCw?J3 — /3
= arg( 2Cw T 0w >

2CRw — LCw? — 1
et

Ona cos ¢ :J =
(2CRwW — LCw? — 1)2+( LCw?y3 —/3)

) LCw?V3 — /3
sing =
J(chw — LCw? — 1)2 + (LCwX3 — 3)

2

EXERCICE 77
1) Détermination de I’'impédance complexe
Y
T Zx+ 7,
1 e V3
_ RjLw _ (_E+ )RLW B (——+L—)RLW
R+ jlw R+( —+l—)LW (R—ELW) l(#)

D’ou I'impédance de I’association est
| (-1+i%2) Riw | (=% + i) Riw| |-+ i 2| IRLw|
1Z|= =
(R = 3iw) i (9] (R - ow) + i (D) (R = Juw) + 1 (59
RLw RLw
- :JRZ—RLw+ (Lw)?

M)Z

S -2y (2

2) Détermination de déphase ¢

Ona ¢ =arg(Z)

(— 1y xﬁ) RLw —RLw +iLRwy3 _ (—RLw +iLRwv3)((2R - Lw) - iLw3)

oz =(R——Lw) z(#)z(ZR—LW)HLWﬁ_ (2R - Lw )2 + (Lwv3)®
d'ol B (~RLw + iLRW\/§)(( 2R—Lw) — iLW\/§)
o g=arg (2R - Lw)? + (Lwy3)’
3 a) 'amplification d’un filtre est égale au module de la fonction de transfert
1 1 1
dou T = =
1 ( z "E)RCW (1—%Rm)+i(%)

Or T=1+jRCw —F+i2
DOHC|T|= 1 1,RCw\/§ = : — - 2
|(1—ERCW)+z(f)| J(l—%RCW)2+(RC‘:‘/§) V1 - RCw + (RCw)

b) ¢ = arg(T) = arg (m) —arg <(1 - %RCW) l(%))
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Exercice 78
1- Le nombre complexe z étant solution de I’équation (E), je justifie que —z et z sont aussi solution
de (E).
(B):z*=-
Pour —z on a : (-z)* = z* = -4 donc (-z)* = -4, on en déduit que —z est solution de (E).
Pour z ona: (;)4 = (z)4 =—4=—4donc (;)4 =—4, on en déduit que 2 est solution de (E).

2- a) J’écris le nombre complexe zo sous forme exponentielle.

z=1+1, 2 etArg(zU):% donc zO:«/EeiX

b) Je vérifie que zy est solution de (E).
T 4
(2 )4 = («/Ee?] =4e" =—4=(z, )4 =—4 donc 2 est solution de (E).

3- Je déduis des deux questions précédentes trois autres solutions de I’équation (E).
2o est solution de (E) donc —zo =-1—1 et ;0 =1—isont aussi solutions de (E).
4- Je justifie que z, :71+«/§.
On sait que z'—z, =¢ * (z-2¢)
Zp—Zo = e’ (zp—zc)=zp =2 +e 3 (-1+i+1+i)==1—i+~3+i doncz, =—1+3

5- Je détermine I’affixe de F

i3 i3
-

. i
zr est 'image du nombre complexe zp. Donc z,. -z, =e 3 (z,—z.)=z, =z.+e *(z,—z.)

1-
zF=—1—i+{;—i\/2§J(l—i+l+i):zF=—1—i+1—i\/§:zF=—i(1+«/§)
6-Je démontre que Z47 %5 est un nombre réel.
zZ,— 2z,
_ 1+i— —1+J§ _ : _ _
4T % _ ( )_ 2-3+i 1 donc Z4"ZE _ ! d’0a 247 est un réel.

ZA—ZF_1+i+i(1+\/§)_1+i(2+\/§) 2443 Zi-z 2448
7- Justifie que les points A, E et F sont alignés.
D’apres la question précédente, Za7% eR+ donc Arg 2472 \_2kz avec keZ on en
Z,—Zp 2+\/_ 247 ZF

déduit que les points A, E et F sont alignés.
Situations complexes

Exercice 79
z-2i

arg (z—_1+i) =—+k71' k€Z &S arg (Z (12il)) =§+kn kez

© mes(MA; MB) =2 +kn k€L
ouzy,=2ietzg=1—1
mes(m; W) =24 km donc Mes(m; W) =2 ou Mes(m; W) =-z
2 2 2
Par suite, I’ensemble des points M est le cercle de diamétre [AB] privé des points A et B
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Exercice 80

Les sommets d’un hexagone sont les points images des nombres complexes solution de
Léquation (E): Z®=1

Eneffet Z°=1e2°5=¢™

Les solutions sont les nombres complexes de la forme
2km

. km
Zk=el(6);k€{0;1;2;3;4; 5}soit Z, =e's ;k€{0;1;2;3;4; 5}

i i : -2i% -iZ
Donc Zy=1;Z1=e3;Z,=e3;Z;=e";Z,=e “3etZs=e "3

SiMy; M, ; M, ; Ms; M, et Mg sont les points images respectives des nombres
complexes Zy ;Z1; Zy; Zg; Zyet Zg ,alors My ; My ; My ; My ; My et Mg

T

appartiennent au cercle de centre O et de rayon 1, donc mes(OMk ; 0Mk+1) =3

par suite OM; M., est un triangle équilatéral.
Connaissant A ici My, le triangleOM M, ; étant équilatéral on utilise le rayon pour
placer successivement sur le cercle a partir du point A les autres points
My My s M35 Myet Ms
Ainsi nous avons construit I’hexagone My M{M, M3M,Ms..
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n SITUATION D’APPRENTISSAGE

L’approche pédagogique et la didactique est celle de I’APC. Pour le déroulement de la situation,
vous pouvez vous inspirer du tableau suivant.

PPCM ET PGCD DE DEUX
ENTIERS RELATIFS

Constituants de la Exemples de questions Réponses possibles des éléves

situation possibles

Contexte Ou ou quand se déroule la | A la bibliotheque du lycée lors
scene ? d’une séance de lecture

Circonstances Quel est le probléme posé Déterminer la date exacte de la
par la revue et auquel se prochaine apparition simultanée
trouvent confronté les des deux corps célestes
éleves ?

Téache Qu’est ce que les éléves Ils ont décidé de suivre le cours sur
ont-ils décidé de faire une le PPCM et le PGCD pour
fois retournés au lycée ? résoudre le probléme posé.

n DECOUVERTE DES HABILETES

Découverte des habiletés

1. Multiple d’un entier relatif

Activité 1

Objectif de I’activité : Introduire la notion de multiple d’un entier relatif
L’activité débouche directement sur la définition suivante et la notation nZ.
Exercice de fixation

Solution de I’exercice

1. 0 = 0xn, pour tout entier relatif n.

2.ab=ax(b) =bx(a).

3n=1xn;n=(-1)x (-n).

Activité 2

Objectif de ’activité : Etablir la relation entre multiple et diviseur

Démonstration

1) a est un multiple de si et seulement s’il existe un entier relatif b tel que :a = kb ; c’est-a-
dire si et seulement si b est un diviseur de a.

2) Immédiat.

Exercice de fixation
Solution de I’exercice
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Si a est un multiple de b, alors il existe un entier relatif q tel que a = bq. Par suite le reste de
la division euclidienne de a par b est nul. La réciproque est immédiate.

Activité 3

Objectif de activité : Une propriété des multiples

Démonstration
a et b étant multiples de n, il existe des entiers relatifs p et g tels que : a = pnetbh = gn. Illen
résulte que : au + bv = (pu + qv)n. D’ou le résultat.

Exercice de fixation

Solution de ’exercice
1) Appliquez la propriété avec u = v = 1.
2) Appliquez la propriété avec u = —1; v = 0.
3) Appliquez la propriété avecu = —v =1

Activité 4
Objectif de ’activité : Une propriété des ensembles nZ
Démonstration
1) Soit a un élément de nZ. 1l existe un entier relatif k tel que : a = kn. Par suite : a =
(=k)(—n). D’ou a appartient a (—n)Z.
Soit a un élément de (—n)Z. 1l existe un entier relatif p tel que : a = p(—n). Par suite :
a = (—p)(n). D’ou a appartient 4 nZ. D’ou le résultat.
Faites remarquer aux ¢éléves qu’on a procédé par double inclusion dans cette démonstration.
C’est-a-dire pour démontrer que deux ensembles A et B sont égaux, on démontre que : A € B
et BE A.
2) Il existe un entier relatif k tel que : @ = kn. Par suite : pa = (pk)n. D’ou le résultat.

Exercices de fixation
Solution de I’exercice de fixation
8€pZet24=8x3,d’ou: 24 € pZ.

II. PPCM et PGCD de deux nombres entiers relatifs non nuls
2.1 PPCM de deux entiers relatifs
Activité 5
Objectif de activité : Définir le PPCM de deux entiers relatifs
Démonstration
1) Ona:|a|Z = aZet |b|Z = bZ,d ou le résultat.
2) A n’est pas vide car |ab| appartient a A. A est donc une partie non vide de N, par suite
un plus petit élément m.

Exercice de fixation
Correction de I’exercice 1
1) PPCM#4; 6) = 12; 2); PPCM(—4; 6) = 12; 3) PPCM(4; —6)=12; 4)
PPCM(—4; —6) = 12.

Correction de I’exercice 2
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Solution

Supposons que PPCM(a ; b) =a.

Dans ce cas a est un multiple de b. D’ou: a € bZ.

Réciproquement, supposons que a € bZ.

a est un multiple de b. Puisque a est multiple de a, ’entier a est le plus petit multiple commun
de aet b. Le PPCM de a et b est donc a.

Remarques
1. Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. Ona : PPCM(a; b) = PPCM(IaI ; Ibl).
Le calcul du PPCM de deux entiers relatifs non nuls se raméne a celui du PPCM de
deux entiers naturels non nuls.
2. Pour tous entiers naturels non nuls a et b, on a : Max(a; b) <PPCM(a; b) <ab.
Pour tous entiers naturels a et b non nuls, ona: PPCM(a; b)=b < b € aZ.

Justification des remarques
1. Ona établi que I’ensemble aZ N bZ N N* est égal |a|Z N |b|Z N N*. D’ou le résultat.
2. Tout multiple non nul d’un entier naturel est supérieur ou égal a cet entier naturel. Il en
résulte que le PPCM(a ; b) est plus grand que Max(a ; b). Par ailleurs, ab étant un
multiple commun, on en déduit que le Plus Petit Multiple Commun de a et b est inférieur
ou égal a ab.
3. Evident

Activité 6
Objectif de activité : Caractériser I’ensemble des multiples communs de deux entiers :
aZ N bZ = PPCM(a, b)Z.

Démonstration

Soit p un multiple commun de a et b. Onnote (g, ) le couple quotient et reste dans la division
de p parm,soit :p = gqm +r,avec 0 < r < m.Ils’agit de démontrer que r estnul. Ona :r =
p — qm. Les entiers p et m étant multiples communs de a et b, il en résulte r est un multiple
commun de a et b, donc un élément de aZ N bZ. Or m est le plus élément strictement positif
de aZ N bZ, donc r est nul. Par suite p est un multiple de m.

Réciproquement, soit p un multiple de m. Comme m est un multiple de a et b, il existe des
entiers relatifs k et k' tels que : m = ka et m = k'b. L’entier relatif p étant un multiple de m,
il existe un entier relatif s tel que : p = sm. Par suite : p = (sk)a et p = (sk’)b. D’ou le
résultat.

Exercice de fixation

Solution de I’exercice 1

aZ N bZ = mZ.

Solution de I’exercice 2

PPCM(12 ; 15) = 60. D’ou le résultat.

Activité7
Objectif de activité : Une propriété du PPCM
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1) m étant multiple de a et b, il existe des nombres entiers naturels non nuls p et g tels que :
m = pa etm = gb. Par suite : km = p(ka) et km = q(kb). On déduit que km est un multiple
commun de ka et kb et donc du PPCM de ka et kb, ¢’est-a-dire que km et un multiple de m'.
2) m' étant multiple de ka et kb, il existe des nombres entiers naturels non nuls p’ et g’ tels
que : m' = kp'a et m' = kq'b. Par suite p’'a = p’b. On en déduit que p’a est un multiple
commun de a et b. D’ou p’a est un multiple de m. Il existe donc un entier naturel non nul s tel
que : p'a = sm. Il suit que m’ = s(km). Finalement on obtient que m’ est un multiple de km.
3) De 1) on déduit qu’il existe un entier naturel non nul @ tel que km = am’. De 2) on déduit
qu’il existe un entier naturel non nul B tel que m’ = B(km). Parsuitea = f = 1.D’ou: m' =
km.

Exercice de fixation

Solution de I’exercice de fixation

Ona: PPCM(16 ;24)=PPCM(8 X 2; 8 x 3). D’ou: PPCM(16 ; 24) = 8 X 6. Par suite :
PPCM(16 ; 24) = 48.

2.2 PGCD de deux entiers relatifs

Activité 8
Objectif de ’activité : Définir le PGCD
Démonstration
1) Djq = Dg et Dy = Dy,. Dot le résultat.
2) 1 appartient a A.
3) A est majoré par max(|al, |b]), par suite A est une partie non vide et majorée de N.
L’ensemble A admet donc un plus grand élément 6.

Exercice de fixation
Solution de I’exercice 1
1) 1divise a et —1. L’entier 1 étant le plus grand diviseur de —1, PGCD(a ;—1) = 1.
2) b divise a et b divise b. L’entier b étant le plus grand diviseur de b, PGCD(a ; b) = b.
3) adivise a? et a divise a. L’entier a étant le plus grand diviseur de a, PGCD(a ; a?)
= a.

Remarques
1. Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. Ona : PGCD(a; b) =: PGCD(|a|; |b|).
Le calcul du PGCD de deux entiers relatifs non nuls se raméne au calcul du PGCD de
deux entiers naturels non nuls.
2. Pour tous entiers naturels non nuls a et b, on a :1 < PGCD(a ; b) <Min(a ; b).
3. Pour tous entiers naturels non nuls a et b, ona : PGCD(a; b)=b < b|a.
4. Pour tous entiers naturels non nuls , ona: PGCD(a; 0) =a.

Justification des remarques
1. Ona établi que D, N D, NN =Dy N D)y NN, d’ou le résultat.
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2. 1 divisant a et b, le plus grand diviseur commun de a et b est plus grand que 1. Comme
tout diviseur de a (resp. b) est inférieur ou égal a a (resp. b), le plus grand diviseur
commun de a et b est inférieur ou égal a Min(a ; b).

3. Evident.

4. Dans la définition du PGCD de deux entiers on a supposé que ces deux entiers sont non
nuls. Sinon I’ensemble des diviseurs communs serait N* et on n’aurait pas de plus grand
¢lément, donc pas de PGCD. Car N* est une partie non majorée de N. Cependant si I’'un
seul des deux nombres entiers naturel est non nul, il est le plus diviseur commun de ces
deux nombres.

Exercice 2

Solution de ’exercice 2

1) PGCD(6 ; 12) = 6 ; 2) PGCD(— 8 ; 34) =2 ; 3) PGCD(—6 ; 12) = 6.

Activité 9

Objectif de I’activité : Caractériser ’ensemble des diviseurs communs de deux entiers
Démonstration

1) a) m est un entier naturel non nul multiple de §. Par suite § est un diviseur de m.
a et b étant deux entiers naturels non nuls et § leur PGCD, par suite a et b sont tous
deux des multiples de §. Par ailleurs d étant diviseur commun de a et b, on en déduit
que a et b sont tous deux des multiples de d. Par suite de a et b sont des multiples de
m. D’ou m est un diviseur commun de de a et b, donc m est un diviseur de . On
conclut que § est égal a m.
b) De ce qui précede, on déduit que § est le PPCM de d et §. Par suite d divise 6.

2) Supposons que d divise §. Comme § divise a et b, on déduit que d divise a et b.

3) L’ensemble des diviseurs communs de deux entiers naturels non nuls est égal a

I’ensemble des diviseurs de leur PGCD.

Exercice de fixation

Exercice

Solution de I’exercice

PGCD(24 ; 30) = 6. On en déduit que tout diviseur commun a 24 et 30 est un diviseur de 6.

Activité 10
Objectif de I’activité : Une propriété du PGCD
Démonstration
1) ¢ étant le PGCD de a et b, il existe des entiers naturels p et g non nuls tels que a = p§
et b =qd. Parsuite ka = p(kd) et kb = q(kd). On en déduit que k& divise ka et
kb.
Par suite, il existe donc un entier naturel k" non nul tel que : 8’ = kk'S. L’entier §' étant
le PGCD de ka et kb, il existe des entiers naturels a’ et b’ tels que et ka = a’'6’ et kb =
b'S’. Par suite a=a'(k'§) et b=>b'(k'§). On en déduit que k'S et un diviseur
commun de a et b. Il suit que k'S est un diviseur de §. D’ou k' est égal a 1. On conclut
que 8§’ = k6.
2) Soit a,b et k trois entiers naturels non nuls. On a: PGCD(ka; kb) = k x
PGCD(a; b).
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Exercice de fixation
Solution de I’exercice
PGCD(56 ; 70) = 14x PGCD(4 ; 5) ; PGCD(56 ; 70) = 14.

Activité 11

Objectif de Iactivité : Etablir que : PGCD(a, b)Z = aZ + bZ.

Démonstration

1) a@)Ona: a=aXx1l+bXxO0,eta entier naturel non nul. Par suite appartient a A et donc

A n’est pas vide. A étant une partie non vide de N posseéde un plus petit élément p.
b) a = pq + 1, avec 0 <r < p. L’entier naturel p étant élément de A, il existe un
couple (a,B) d’entiers relatifs tel que : p = aa + bp. Par suite: r = (1 —ap)a+
(=Bq). D’ou le résultat.
¢) r ne peut appartenir a A, sinon il serait non nul et contredirait le choix de p.
d) De ce qui précede, on déduit que r est nul. Par suite : a = pq. L’entier p divise
a puisque est non nul. De méme pour b.
e) p divise a et p divise b donc p divise §. Pour suite il existe d tel que : § = dp.
D’ou:
6§ = a(da) + b(dp).
) m étant multiple de & est de la forme m = m'§. En utilisant €) on a le résultat.
2) & divise a et § divise b, d’ou § divise m.
3) Voir propriété.

Exercice de fixation

Solution de I’exercice 1

1) PGCD(90 ; 28) = 2 ; —6 étant un multiple de 2, il existe deux entiers relatifs u et v tels
que :

—6= 90u + 28v

2) Par la division Euclidienne, on : —6 = 90X (—1) 4+ 28 X 3. Par suite : u = —1; v = 3.

Solution de I’exercice 2
é divise 5(3n+ 7) —3(5n + 11), c’est-a-dire 2. D’ou le résultat.

Activité 12
Objectif de activité : Etablir ’algorithme d’Euclide
Démonstration
a=bq+r avec0 <r <bh.
1) Sir =0, alors b divise a. Par suite : PGCD(a ; b) = b.
2) Soit d un entier relatif non nul.
a) Sid divise a et b alors d divise a — bq, donc r. D’ou d divise b et r.
b) Sid divise b et r alors d divise bq + r, donc a. D’ou d divise a et b.
On vient d’établir que : D, N D, = D, N D,
Les deux ensembles D, N D, et D, N D,. étant égaux ont le méme plus grand élément. D’ou le
résultat.
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Exercice de fixation

Exercice

Solution de I’exercice

PGCD(2375 ; 75) = PGCD(75 ; 50) ; PGCD(75 ; 50) = PGCD(50 ; 25) ; PGCD(50 ; 25) =
25. Par suite :

PGCD(2375 ;75) = 25.

Activité13
Objectif de I’activité : Déterminer de PGCD a I’aide de I’algorithme d’Euclide
Démonstration
1) a) Le tableau rempli est :
Dividende | 7875 426 207 12
Diviseur 426 207 12
Reste 207 12 3 0

b) PGCD(7875, 426) = PGCD(426, 207) ; PGC ;D(426, 207) = PGCD(207, 12) ;
PGCD(207, 12) = PGCD(12, 3) ; PGCD(12, 3) = 3.
2) a=bg; +ryavec 0 <r <b.
a) Sir; estnul alors b divise a. D’ou : PGCD(a, b) = b.
b) D’aprés la propriété précédente, on a : PGCD (a, b) = PGCD(b, 1y).
3) b=rq,+mravec0 <r, <r.
a) Sir, est nul alors r; divise b. D’ou : PGCD(b, 1) = 17.
b) Sir, n’est pas nul, d’aprés la propriété précédente : PGCD(b, ;) = PGCD(ry,15).
4) 1 = 13q5. Puis comme au 3)a).
S)a) r; =1,q5 + 13 avec 0 < r3 < 1, Puis comme au 3)b).
b) En récapitulant les inégalités vérifiées par les restes,ona: 0 <13 < 1, <1y <b.
6) a) RN N est ensemble non vide car il contient ry. Etant une partie de N, il posseéde un
plus petit élément p.
b) p étant un élément de R, il existe un entier naturel n tel que p = 1;,.
c)Onary,_y = 1qupe1 + Thyq avec 0 < 1yyq < 1. Siryyq €tait non nul, il contredirait
le choix de r;,. Par suite 7,1 est nul.
d) 11 = 1 qnyq, Par suite 1, divise 1,_q et r, différent de zéro. D’ou: PGCD(
Tn-1,Tn) = T
On obtient enfin : PGCD (a, b) = PGCD(b, ;) = PGCD(ry,15) = -+ = PGCD( 131, 7,) = Tp.
7) Le PGCD de deux entiers naturels non nul est le dernier reste non nul dans la méthode
des divisions successives.

Remarque
Pour la recherche du PGCD a I’aide de I’algorithme d’Euclide, il faut utiliser le tableau
Dividende
Diviseur
Reste
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Exercice de fixation
Solution de I’exercice 1

Dividende | 971 533 338 195 143 52 39
Diviseur 545 338 195 143 52 39 13
Reste 338 195 143 52 39 13 0

PGCD(971, 545) = 13.

Solution de I’exercice 2

Dividende 2023 53 9 8
Diviseur 53 9 8 1
Reste 9 8 1 0

PGCD(2023 ;53)=1

2.3 Nombres premiers entre eux.
Activité 14
Objectif de I’activité : Définir les nombres premiers entre eux

Exercice de fixation
Réponses a I’exercice 1
1. FAUX; 2. FAUX ; 3. VRAL

Solution de I’exercice 2
1. PGCD(25 ; 36) = 1, d’ou 25 et 36 sont premiers entre eux.
2. PGCD(12; 18) = 6, d’ou 12 et 18 ne sont pas premiers entre eux.

Activité 15

Objectif de P’activité : Caractériser le PGCD de deux entiers a I’aide des nombres
premiers entre eux

Démonstration

Posons:a =a'deth = b'd. Ona:PGCD(a, b) = d XPGCD(da', b").

1 . . b .
On en déduit que : PGCD de a et b si seulement si g et -~ sont premiers entre eux.

Exercice de fixation

Solution de I’exercice

Posons:a = 3a’eth = 3b’oua’ et b’ premiers entre eux.

De I’égalité ab = 54, on déduit que : a’ b’ = 12 ou a’ et b’ premiers entre eux. Les diviseurs
positifs de 12 sont : 1,2, 3,4, 6, 12. Les couples (a’; b’) sont: (1;12);(3;4);(4;3);(12;
1). Il suit que les couples (a; b) cherchés sont : (3 ;36);(9;12);(12;9);(36;3).

Théoréme de Bézout

Activité 16

Objectif de ’activité : Etablir le théoréme de Bézout

Démonstration

On sait que si a et b sont deux entiers relatifs non nuls et § leur PGCD, alors il existe des entiers
relatifsu et v tels que : § = au + bv. Enprenant § égala 1, on a le résultat.
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Réciproquement supposons qu’il existe deux entiers relatifs u et v tels que : au + bv = 1. Soit
d un diviseur positif de a et b. L’entier d divise au + bv, donc d divise 1. Par suite d est égal
a 1. D’ou le résultat.

Exercice de fixation

Solution de I’exercice

Ona:53n + 2)-3(5n + 3) = 1. Les entiers 3n + 2 et 5n +3 sont donc premiers
entre eux d’apres le théoreme de Bézout.

Activité 17
Objectif de ’activité : Caractériser les nombres premiers entre eux.

Démonstration
La suite d’implications 1 = 2 =3 = 4 = 1 démontre les équivalences entre les
propositions

Parexemple: 1 =2 =3 = 1,donmne: 1 = 3et3 = 1,doul & 3, etc.

1=2

Si les seuls diviseurs communs de a et b sont 1 et —1,alors le plus grand diviseur commun de
aetbestl.

2=3

SiPGCD(a; b) = 1, alors a et b sont premiers entre eux.

3=4

Sia et b sont premiers entre eux, alors d’aprés la propriété précédente, a et b vérifient ’égalité
de Bézout.

4=1

Soit a et b deux nombres entiers relatifs vérifiant I’égalité de Bézout. Il existe deux nombres
entiers relatifs u et v tels que : au + bv = 1. Soit d un diviseur de a et b. L’entier d divise
au + bv, donc d divise 1. Par suite d est égala 1 oua —1.

Exercice de fixation
Réponses a I’exercice
1 et 3 sont équivalentes.

Remarque
Les points méthodes 1 et 2 pour la détermination des coefficients de Bézout sont a choisir en
fonction des coefficients a et b.

Exercice de fixation
Solution de I’exercice

Dividende 91 48 43 5 3
Diviseur 48 43 5 3 2
Reste 43 5 3 2 1
Quotient 1 1 8 1 1
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1=3-1x%x2;
1=3-1x(5-1x%x3);
1=2%Xx3-1X5;
1=2%x(43-5%x8)—1x%x5;
1=2%x43-17%5;
1=2x%x43-17 % (48—1x43):
1=19%x43—-17 X48:
1=19%x(91—1x48)—17 x48;
1=19%x91—36x48.

Dou: 48%x(—36) +91x19=1.
Une solution particuliére de 1’équation (E) est : (—36,19).

Activité 18
Objectif de activité : Propriétés diverses sur les nombres premiers entre eux
Démonstration
1) a) Supposons que p et n sont premiers entre eux. Dans ce cas les seuls diviseurs
communs de p et n sont —1 et 1. Comme p divise p et est différent de —1 et 1, il ne
peut diviser n.
b) Supposons que p ne divise pas n. L’entier p étant premier, les diviseurs de p sont :
—1, 1,—petp. Or p ne divisant pas n, ’entier —p non plus ne peut diviser n. Par
conséquent, les seuls diviseurs communs de p et n sont —1 et 1.
2) a étant premier avec b et c, il existe des entiers relatifs u, v, u’, v’ tels que : au + bv =
1 et au'+cv' =1. Dou: (au+ bv)(au' + cv') = 1. Clest-a-dire : alauu’ + cuv’ +
bu'v) + bcvv’ = 1. On en déduit que a est premier avec bc d’aprés le théoréme de Bézout.
3) Démontre par récurrence que si a est premier avec b, alors pour tout entier naturel p non
nul a P est premier avec b. Le reste s’en déduit.
Faire énoncer ces propriétés par les ¢léves a la fin de chaque consigne
Exercice de fixation
Solution de I’exercice
1) p et q étant deux nombres premiers distincts, p ne divise pas q. Il est donc premier avec
q.
2) Drapres 1) p est premier avec q et avec r. L’entier p est donc premier avec qr.

Activité 19

Objectif de activité : Etablir le théoréme de Gauss

Démonstration

a étant premier avec b, il existe des entiers relatifs u et v tels que: au+bv=1. En
multipliant par ¢ chaque membre de 1’égalité précédente, on a: acu + bcv = ¢. Comme si a
divise bc, il existe k tel que : bc = ka. Par suite : a(cu + kv) = c. On en déduit que a divise
c.

Exercice de fixation

Solution de ’exercice
Les couples cherchés sont les couples de la forme (5k, 9k) ot k est un entier relatif quelconque.
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Activité 20
Objectif de ’activité : Une conséquence du théoréme de Gauss
Démonstration
1) a) Supposons que p divise ab. On a deux situations : p divise a ou p ne divise pas a.
Sip divise a, alors le probléme est résolu. Si p ne divise pas a, alors p étant premier, il
est premier avec a. L’entier p divisant ab, et est premier avec a, divise nécessairement
b d’apres le théoréeme de Gauss.
b) La réciproque est évidente.
2) Faisons un raisonnement par récurrence sur k appartenant a I’intervalle [2,n].
Soit P la propriété définie sur [2,n] par : « Pour tout entier naturel k de [2,n], si p divise un
produit de k nombres premiers alors p est égal a I'un des facteurs ».

Sip divise p;p,, alors p divise p; ou p divise p,. Les entiers naturels p, p; et p, étant premiers,
p est égal a p; ou p est égal a p,. Par suite P(2) est vraie. D’ou ’initialisation.

Démontrons que : « Pour tout entier naturel > 2, (P(k) = P(k + 1)) » (Hérédit¢).

Soit k un entier naturel appartenant a [2,n — 1], tel que P(k) est vraie. Sip divise (p; X ... X
Dr) X Di+1, €ntraine que p divise p; X ... X py ou p divise py,1. Comme P (k) est vraie, il existe
un entier i appartenant a [1, k] tel que p est égala p;. D’ou p est égal a p; ou p est égal a py44.
Autrement dit il existe un entier i appartenant a [1, k + 1] (k + 1 < n) tel que p est égal a p;.
La propriété est donc héréditaire.

Par suite pour tout entier k de [2,n], sip divise p; X ... X py alors p est égal a ’'un des facteurs.

Cette remarque, trés utile dans la pratique, est une traduction de la propriété en termes de
congruence.

Remarque

En termes de congruence, la conséquence précédente se traduit comme suit :

Soit p un nombre premier et a et b deux entiers relatifs.

ab =0 [p]sietseulementsi a =0[p]oub =0 [p].

Exercice de fixation

Solution de ’exercice

1)S={5k,keZ};2)S={11k—-1,k€ Z} U{11k + 2,k € Z}

3)3x = 2[13] e 3x = 15[13];3x = 15 [13] 3(x—5)=0[13];3(x—5) =0
[13]< (x— 5)=07]13]

S={13k+5, keZ}.

Activité 21 :
Objectif de ’activité : Une conséquence du théoréme de Gauss
Démonstration
1) a divisant c, il existe un entier relatif a’ tel que ¢ = aa’. L’entier b divisant ¢, divise
aa’. Comme b est premier avec a, d’aprés le théoréme de Gauss,b divise a’. 1l existe
donc un entier relatif b’ tel que @’ = bb'. Par suite ¢ = abb’. On en déduit que ab divise
c.
2) Soit m le PPCM de a et b. Les entiers a et b divisent m. Comme a et b sont premiers
entre eux, d’aprés 1), ab divise m. Or m divise ab. Car ab est un multiple commun de
a et b donc multiple de PPCM(a, b). Par suite : m = |abl.
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Le point 1) de la conséquence peut étre traduit en termes de congruence :
Remarque

Soit a, b deux entiers naturels non nuls et x un entier relatif quelconque.
Si x =0[a]etsi x =0[b] et PGCD(a,b) = 1, alors x = 0 [ab].

Exercices de fixation

Solution de I’exercice

n etn + 1 étant deux entiers naturels consécutifs sont premiers entre eux. Par suite :
PPCM(n,n + 1) = n(n + 1).

Activité 22

Objectif de ’activité : Une conséquence du théoréme de Gauss

Démonstration

Supposons que ab = ac [n]. Dans ce cas n divise a(b — ¢). Or n est premier avec a, d’aprés le
théoréme de Gauss, n divise b — ¢. La réciproque est évidente.

Exercice de fixation

Solution de I’exercice

1)7x = 14 [9]. Ce qui équivautax = 2 [9]. Car 7 et 9 sont premiers entre eux. Les solutions
cherchées sont les entiers relatifs x de la forme 9k + 2 ou k est un entier relatif quelconque.
2)5x = —=7[12] & 5x = 5 [12]. Ce quiéquivaut ax = 1 [12]. Car 5 et 12 sont premiers
entre eux. Les solutions cherchées sont les entiers relatifs x de la forme 12k +1 ou k est un
entier relatif quelconque.

Activité 23
Objectif de ’activité : Etablir une relation entre PPCM et PGCD
Démonstration

Posons : § = PGCD(a ; b). Les entiers relatifs % et% sont premiers entre eux. On en déduit que
PPCM(%, 2) = 221 par suite : 62 x PPCM(Z, 2) = |abl. On en déduit que : § X PPCM(a, b) =

=
|ab|. D’ou le résultat.

Cette remarque est trés importante dans la recherche de deux entiers impliquant PPCM ou
PGCD.

Remarque

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

Posons : § = PGCD(a; b) et m = PPCM(a, b).

Ona:a=a'6,b=>b'§, avec PGCD(a’,b") = 1etm = a'b’$.

Exercice de fixation

Réponse de I’exercice 30

PGCD(108 ; 150) = 45.

Solution de I’exercice 31

8 =PGCD(a, b) et m = PPCM(a, b). Posons : a = a'§ etb = b'6, avec PGCD(a’; b') =1 et
m =a'b’S. La condition: a X b = 350 donne §%a’b’ = 350 (1).La condition m = a’b’8
donne 70 = a’'b’$ (2). De (1) et (2), on déduit que § =5 eta’b’ = 14.
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Les couples (a’; b") sont: (1, 14); (2, 7); (7, 2); (14, 1). Les couples (a, b) solutions du
systeme sont : (5, 70) ; (10, 35) ; (35, 10) ; (70, 5).

Activité 24
Objectif de I’activité : Rechercher le PPCM et le PGCD a partir de la décomposition en
produit de facteurs premiers

Démonstration

1) De I’égalité : A = DQ, on déduit que dans les décompositions en produit de facteurs
premiers de D et Q les exposants respectifs y; et y; de p; vérifient :A; = y; + ;. 11
résulte que :

D= [[L,p/tavec 0 <y; < A;.

2) a) Chaque terme du développement s’obtient en choisissant un terme dans chaque
parenthése et en faisant le produit des termes choisis. Les exposants y; des termes
choisis dans chaque parenthese vérifient 0 <y; < A;. Il s’ensuit que le produit des
termes choisis est un diviseur de A.

b) Dans la premiére parenthese, il y a 1+ A; termes, dans la seconde il y a 1+ 4,
termes et dans la dernicre, 1 + 4, termes. Le nombre de diviseurs positifs de A est :
A+ 2)(1+2)...(1+ 4y).

3) a)d divisant a et b, d’aprés 1) d est de la forme []}: 1171 avec, pour tout i, 0 < y; <
a; et
0 <y; <pB;. Parsuite : 0 < y; < min(a;, B).

b) Evident.
4) a) D’aprés 3a) le plus grand diviseur commun de a et b est obtenu en prenant pour tout
L
vi = min(a;, By).

b)Ona:
(I~ 1p:nln(al Bi) yx (T lplmax(axﬂ)) =T~ 1plmm(“i:ﬁi)+ max(a;,B;)
a +Bi
l’Il 1 ; iThi

Par suite : ([T, p" "0 )x (T2, p"™ P ) = (T, p XTI, PP
= ab.

On en déduit que : PPCM(a; b) = [TL, plmax(a"’ﬂi) .

Point méthode :

Dans la démonstration comme dans 1’application, il faut prendre en compte tous les nombres
premiers qui interviennent dans les deux décompositions. Ceux des nombres premiers qui
n’interviennent pas dans I’'une ou ’autre des décompositions sont pris en compte avec un
exposant z¢éro.

Remarque
Le nombre de diviseurs positifs de [, pf’i est(1+ay)(1+az)...(1+ ay).
Le nombre de diviseurs de [, plfl" est2(1+ a))(1+ ay)...(1 + ay).

Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 2




Exercice de fixation

Solution de I’exercice 32

360 =23%x32x5=23%x32x5'x7°
21=3x7=2"%x3'x5%%x 7!
PPCM(360, 21) = 23 X 32 x 5% x 71
PGCD(360, 21)= 2° x 3! x 5% x 7°

PPCM(360, 21) = 2520 ; PGCD(360, 21) = 3

Solution de I’exercice 33

120 =23 x 31 x 5!

Le nombre de diviseurs positifs de 120 est (1 +3) x (1 4+ 1) x (1 + 1), c’est-a-dire 16.
Solution de I’exercice 34

120 = 23 x 31 x 5

On a: (1+2+22+2)(1+3)(1+5)=1+2+3+4+5+6+8+10+12+15+
20+ 24+ 30+ 40+ 60+ 120.

Les diviseurs positifs de 120 sont : 1, 2,3, 4,5,6,8,10,12,15,20, 24,30,40,60,120.

III.  Application a la résolution d’équations a inconnues entiéres.

3.1 Equation du type ax + by = c, ou a et b sont deux entiers relatifs non nuls et
¢ un nombre entier relatif.

Activité 25
Objectif de Iactivité : Résoudre les équations du type (x;y) € Z4ax + by = c,ouaeth
sont deux entiers relatifs non nuls et ¢ un nombre entier relatif.
La solution générale n’est pas a retenir par ceeur mais a retrouver a chaque fois.

Exercice de fixation
Solution de I’exercice
a) Les solutions sont les couples (7k; 9k), ou k est un entier relatif quelconque.

b) Pas de solution car le PGCD de 6 et 15 ne divise pas 17.

c) Les solutions sont les couples (11k + 2; 29k + 5), ou k est un entier relatif quelconque.

3.2 Equation du type ax=b [n], n est un entier naturel non nul, a et b des nombres entiers
relatifs non nuls.

a) Equation du type ax = 1 [n], n est un entier naturel non nul.
Activité 26

Objectif de I’activité : Résoudre les équations du type ax = 1 [n],n est un entier naturel
non nul.
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Démonstration
Pour tout entier relatif x,
ax =1[nje3keZax—-—kn=1
& a et n sont premiers entre eux.

D’aprés le paragraphe précédent, il existe dans ce cas des entiers relatifs qui sont solutions de
I’équation proposée.

Exercice de fixation
Solution de I’exercice
1)3x = 1[11] & 3x = 12 [11]. Ce quidonne x = 4 [11]. Car 3 est premier avec 11

Les solutions cherchées sont les entiers relatifs x de la forme 11k + 4 ou k est un entier relatif
quelconque.

2) Pas de solution. Car 15 et 9 ne sont pas premiers entre eux.
3)2x = 1[7] & 2x = 8[7]. Ce quidonne x = 4 [7]. Car 2 est premier avec 7.

Les solutions cherchées sont les entiers relatifs x de la forme 7k + 4 ou k est un entier relatif
quelconque.

b) Equation du type ax = b [n], n est un entier naturel non nul, a et b des nombres
entiers relatifs.

Activité 27

Objectif de I’activité : Résoudre dans Z I’équation : ax = b [n] ou a et b sont deux entiers
relatifs et n un entier naturel non nul donnés.

Démonstration

Soit x un entier relatif. x est solution de ’équation ci-dessus si et seulement si il existe un entier
relatif k tel que: ax —kn =b. On a vu que x et n vérifient cette derniére équation si et
seulement si b est multiple du PGCD de a et de n.

Remarque
Lorsque a et n sont premiers entre eux, cette équation admet une infinité de solutions.

Exercice de fixation

Solution de I’exercice

1) PGCD(15 ; 25) = 5. L’entier 10 étant un multiple de 5, (E) admet au moins une solution.
2)15x =10 [25] & 3k € Z, 15x = 25k + 10

15x =25+ 10k ©3x=5k+2

3x=5k+2e3x = 2[5]

3x = 2[5] < 3x = 12 [5]
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3x = 12[5] © x = 4[5]. Car 3 est premier avec 5.

Les solutions cherchées sont les nombres entiers relatifs de la forme 5k + 4 ou k est un entier
relatif quelconque.

a DES QUESTIONS D’EVALUATION

Exercice non corrigé 1
Détermine tous les couples (a, b) d’entiers naturels non nuls tels que :

{a+b=105
m=12d

m étant le PPCM et d le PGCD de a et b.
Réponse

Les couples (a, b) solutions sont : (60,45), (45, 60).

Exercice non corrigé 2
Résoudre dans Z2, I’équation (E) : 748x — 59y = 12.
Une solution particuliére de (E) est : (18,228).

Les solutions de I’équation (E) sont les couples d’entiers relatifs de la forme (59k +
18,748k + 228), k étant un entier relatif quelconque.

MES SEANCES D’EXERCICES

Exercices de fixation

Multiple d’un entier relatif

1. Solution
Soit x un ¢lément de aZ. 1l existe donc un entier relatif k tel que x = ak. Puisque b
divise a il existe un entier relatif p tel que a = bp. Par suite x = b(pk). On conclut
que x est un élément de bZ.
Réciproquement supposons que aZ S bZ. L’entier relatif a étant multiple de lui-méme
appartient a aZ et donc a bZ. Par suite a est un multiple de b. L’entier relatif b étant
non nul, il divise donc a.
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2. Réponse
b)

3. Solution
1) a=npetb=nqg, dou:a+b=
(p+qneta—b={@—-qn
2) C’est une conséquence du point 1)
avecn = 2.

PPCM et PGCD de deux entiers relatifs

4. Réponse
b) Seul 1200 est multiple commun de
240 et 300.

5. Réponse
¢) Car, max(a, b) < m < ab.

6. Réponse

a) PPCM(16,80) = 16, car 16 divise
80.

b) PPCM(25,175) = 175, car 25
divise 75.

c¢) PPCM(1,2023) = 2023, car 1
divise 2023.

7. Réponse

¢) Car Tout multiple commun de 4 et 5 est
un multiple du PPCM de 4 et 5, et Car 20
est le PPCM de 4 et 5.

8. Réponse

a) Car
10xXPPCM(a, b).

PPCM(104a, 10b) =

9. Réponse

b) Car PPCM(5a, 5b) = 5XPPCM(a, b) =
6300.

10. Solution
PPCM(45, 65) = 585.
11. Réponse

)

12. Solution

Supposons que b divise a.

Soit x un élément de D,,. Il existe un entier
relatif k tel que b = kx. L’entier b divisant
a par hypothése, il existe un entier relatif p
tel que: a=pb. On déduit que: a=
(pk)x. Par suite x est un élément de D;,. On
conclut que D, € D,,.

Réciproquement, supposons que D, € D,,.
b appartenant a D, appartient a D,. On
conclut que b divise a.

13. Solution
D, ND, =Dy

14. Solution
PGCD(600, 900) = 100 x PGCD(6,9).
D’ou : PGCD(600, 900) = 300.

15. Solution

12 étant un multiple du PGCD de 6 et 15, il
existe deux entiers relatifs p et g tels que :
12 = 6p + 15¢.

16. Solution

La division euclidienne de 15 par 5 donne :
15=6X2+43. Par suite: 3 =15—-6X
2.D’ou:

3X4=15%X4—-6X2X4. On obtient :
12=6x(—8)+15% 4. On en déduit
que :

p=-8;g=4

17. Solution

Soit d un diviseur positif commun de 3n +
4et2n+ 2.

d divise 2(3n+4) —3(2n+2). D’ou d
divise 2. Les valeurs possibles du PGCD de
3n+4et2n+2sontlet2.

18. Réponse
PGCD(2096, 3182) = 2
19. Réponse
PGCD(14865, 7976) = 1.
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20. Réponse
PGCD(756, 990) = 18.
21. Solution

Posons: a=da et b=db', on d=
PGCD(a, b) et PGCD(d,b") = 1. On en
déduit que :

d=2eta'b’ =3.0nobtient: a = 2;b =
6.

22. Solution

2(3n+8)—3 (2n+5) = 1. Le résultat
découle de cette égalité de Bézout.

24. Réponse

(4,5) est une solution particuliére de cette
égalité de Bézout.

25. Réponse

(4, —5) est une solution particuliére de cette
égalité de Bézout.

25. Réponse

Une solution particuliére de I’équation (E)
est: (—=3,—8).

26. Solution

En utilisant I’algorithme d’Euclide, on peut
d’abord trouver une solution particuliére de
léquation  (F):  (x,y) € Z?,324x —
245y =1.

(=31, —41) est une solution particuliére de
(F). On en déduit que (=31 X 7,—41 % 7)
est une solution particuliere de (E). Une
solution  particuliecre de (E) est
(—217,-287).

27. Réponse

Une solution particuliere de (E) est
(500,965).

28. Réponse

Les solutions de (E) sont les couples
d’entiers relatifs (543k — 43,1048k —
83), ou k est un entier relatif quelconque.

29. Réponse

Les solutions de (E) sont les couples
d’entiers relatifs (—589k —9, 323k +5),
ou k est un entier relatif quelconque. Ces
solutions peuvent étre écrites sous la forme
(589k — 9, —323k + 5), ou k est un entier
relatif quelconque.

30. Solution

5 est un nombre premier qui ne divise pas
12. L’entier 5 est donc premier avec 12.

31. Solution

9 est premier avec 4 et avec 14. L’entier 9
est donc premier avec le produit 4 X 14.

32. Solution

Les couples solutions sont de la formes
(8k,3k), ou k est un entier relatif
quelconque.

33. Solution

x—-1Dx+3) =0[5]x—-1=0]5]
ou x+3=0[5]. Car 5 est un nombre
premier.

Les solutions sont les entiers relatifs de la
forme x =5k + 1 oux =5k + 2, 0u k est
un entier relatif quelconque.

34. Solution

x2—x-2=(x+1(x-2). D’ou:
x2—x—-2=0[7lox+1=0[7] ou
x—2=0[7]. Car 7 est un nombre
premier.

Les solutions sont les entiers relatifs de la
forme x =7k —1oux =7k + 2, ou k est
un entier relatif quelconque.
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35. Solution

x2—x—7=x%>—x—20[13]; et x%—
x—20=(x+4)(x—5).Dou:

x?—x—7=0[13] @ x+4=0][13]
ou x —5=0[13]. Car 13 est un nombre
premier.

Les solutions sont les entiers relatifs de la
forme x =13k —4 oux =13k +5,0u k
est un entier relatif quelconque.

36. Solution

Les solutions sont les entiers relatifs de la
forme x = 45k, ou k est un entier relatif
quelconque.

37. Solution

On a: —1=4/[5]. Par suite: 2x
—1[5] est équivalent a: 2x = 4[5].
étant premier avec 5, cela est encore

équivalentax = 2 [5].

o Il

Les solutions cherchées sont les entiers
relatifs de la forme x = 5k + 2, o k est un
entier relatif quelconque.

38. Solution
PGCD(108, 150)= 45.
39. Solution

Posons: a=da et b=db', on d=
PGCD(a, b) et PGCD(a’, b") = 1.

On obtient : d?a’b’ = 350 et da’'b’ = 70.
Par suite d = 5. On obtient :

a'b’ = 14 et PGCD(d', b") = 1.

Les couples (a,b) cherchés sont : (5,70),
(10,35), (35,10), (70,5).

40. Solution

1) PPCM(a,b) = 22Xx32x53x7 et
PGCD(a, b) = 52 ; 2) PPCM(a, b) = 22 X
32x5%x11 et PGCD(a,b) =1; 3)
PPCM(a, b) = 22 x 3% et PGCD(a, b) = 3.

Faites les calculs.
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41. Solution

Le nombre de diviseurs positifs de 35 X
73%x13 est: (1+5)(1+3)(1+1). Ce
nombre est 48.

42. Solution

(14+3+43%)(1+13)=1+13+3+
3x13+32+3%2x13.

Les diviseurs positifs de 32 X 13 sont :
1,3,9,13,39,117.

43. Solution

Les couples solutions sont de la formes
(22k + 3,7k + 1), ou k est un entier relatif
quelconque.

44. Solution

Une solution particuliecre de (E) est:
(32,—8). La solution générale de (E) est
constituée des couples (32 — 23k, 6k — 8),
ou k est un entier relatif quelconque.

45. Solution

Cette équation admet au moins une solution
car 4 est premier avec 9.

46. Solution

1=-8[9]. Par suite: 4x =1[9] est
équivalent a 4x = —8 [9]. Ce qui est encore
équivalent a

x = —2[9]. Car 4 est premier avec 9.

Les solutions cherchées sont les entiers
relatifs de la forme x = 9k — 2, ou k est un
entier relatif quelconque.

47. Solution

PGCD(8, 10)=2. L’entier 6 étant un
multiple de 2, cette équation a au moins une
solution.

48. Solution

X€Z 8x=6[10] Ik e€ZBx =6+
10k



& 3k €Z,4x =3+ 5k

(E) est équivalente a: x € Z, 4x = 3 [5].
O]

4x =3 [5] & 4 x (4x) =4 x 3[5]. Car
4 et 5 sont premiers entre eux.

4x =3[5] = x=2][5].

Les solutions cherchées sont les entiers
relatifs de la forme x = 5k + 2, ou k est un
entier relatif quelconque.

Une autre méthode pour résoudre (1) :
4x =3 [5] & 4x = 8[5]. Car 8 = 3 [5].

4x =3[5] < x =2[5]. Car 4 et 5 sont
premiers entre eux.

Les solutions cherchées sont les entiers
relatifs de la forme x = 5k + 2, ou k est un
entier relatif quelconque.

Exercices de
renforcement/approfondissement

49. Solution
1) PGCD(? +n, 2n+1) =1. On
pourra utiliser 'égalité 4(n? + n) =

(n+1)% - 1.
2) 5n2+7n+4=mn+1)Gn+
2) +2.

Si n est pair, le PGCD est 2 et si n est
impair, le PGCD est 1.

50. Solution
Justifie que: a =3x —5y et b =—4x +
7y. Le reste s’en déduit.

51. Solution

a) Soit (x; y) un couple d’entiers naturels
de PGCD 18 et de somme 360.

11 existe un couple (x’, y’) d’entiers naturels
tels que x = 18x’ety = 18y’ avec
PGCD(x’,y") = 1.

PGCD(x;y") =1

Onadonc:{ X +y' =20

Les couples (x; y)cherchés sont: (18,
342); (342, 18); (54, 306); (306, 54);
(126, 234) ; (234, 126) ; (162, 198) ; (198,
1162).

b) Soit (x; y) un couple d’entiers
naturels non nuls de PGCD 18 et de produit
6480.

Il existe un couple (x’; y’) d’entiers
naturels tels que x = 18x’ et y = 18y’ avec

PGCD(x,y") = 1.
On a donc : {PGCD,()f iy) =1
x'y" =20

Les diviseurs positifs de 20 sont : 1,2, 4, 5,
10, 20.

Les couples (x; y) cherchés sont: (18,
360) ; (18, 360) ; (72, 90) ; (90, 72).

52. Solution

Soit (x ; y) un couple d’entiers naturels non
nuls dont le PGCD est18 et le PPCM 540.

Il existe un couple (x’, ") d’entiers naturels
tels que x=18x" et y = 18y avec
PGCD(x,y") = 1.
Ona:18 x 540 = 182x'y’. D’ou:x'y’ =
30. Par conséquent :
{PGCD(X’;y’) =1

x'y' =30
Les diviseurs positifs de 30 sont : 1, 2, 3, 5,
6,10, 15, 30.

Les couples (x; y) cherchés sont: (18,
540) ; (540, 18) ; (36, 270) ; (270, 36) ; (54,
180) ; (180, 540) ; (108, 90) ; (90, 108).

53. Solution

Soit (x; y) un couple d’entiers naturels non
nuls. Soit d et m respectivement le PGCD
etlePPCMdexety. Ona: dm = xy.

Il existe un couple (x’, y’) d’entiers naturels
non nuls tels que x = dx’ ety = dy’, avec
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PGCD(x’,y’) = 1. Par suite, on a :
m = dx’y’. Il suit que :
d(1 + x’y") = 203, avec

PGCD(x’,y") = 1. Les diviseurs de 203
sont 1, 7,29, 203. On a a résoudre :

d=1
(a) {PGCD(x"y") =1 ; (b)
x'y' =202
d=7
PGCD(X’;y’) =1 ; (C)
x'y' =28
d=29
PGCD(x";y") =1
x/yl = 6

Avec (a), les couples (x; y) sont : (1,202) ;
(202, 1) ; (2, 101), (101, 2).

Avec (b), les couples (x ; y) sont : (7, 196) ;
(196, 7) 5 (28, 49) ; (49, 28).

Avec (c), les couples (x; y) sont: (29,
174) ; (174, 29) ; (58, 87) ; (87, 58).

On a ainsi toutes les solutions.
54. Solution

Soit x et y des entiers naturels deux entiers
naturels non nuls dont la somme est 1008 et
dont le PGCD est 24.

Posons: x = 24x’ et y = 24y’. On a:
x'+y' =42
PGCD(x',y") =1
x' <y
Les résultats peuvent étre présentés sous
forme de couples (x, y) avec x < y.

Les nombres x et y cherchés sont: (24,
984) ; (120, 888) ; (264, 744) ; (312, 696) ;
(408, 600) ;

(456, 552).
55. Solution
1) Méthode 1

Sid est un diviseur de a et b, alors d divise
aeta + b. Il en résulte que si a et b sont

Guide du professeur - Pyramide Maths T*C TOME 2 175 I.

premiers entre eux, il en est de méme de a et
de a + b. De méme b et a + b sont
premiers entre eux. Il en résulte que a + b
est premier avec le produit ab.

Autre méthode

Soit d un diviseur commun positif de a +
b et ab. Il s’agit de démontrer que d est égal
al.

d|(a+b) et dlab donc d|[a(a+ b)—
ab), c’est-a-dire d|a? ; de méme d|[b(a +
b) — ab] et donc d||b? . Les nombres a et b
étant premiers entre eux, il en est de méme
de a? et b?. Par suite d est égal a 1. D’ou
le résultat.

1) Réciproque

Soit a et b deux entiers naturels non nuls
tels que a + b et ab sont premiers entre
eux. Si a et b n’étaient pas premiers entre
eux, ils auraient un diviseur commun d plus
grand que 1. d diviserait donc a + b et ab.
Ce qui n’est pas possible. Il en résulte que a
et b sont premiers entre eux.

56. Solution

Soit N le nombre cherché. On peut déduire
que N +1 est un multiple commun de 8, 15,
18 et 24. N ne sera le plus petit possible que
si N +1 est le Plus Petit Commun Multiple
de 8, 15, 18 et 24. Ce PPCM est 360. N est
donc égal a 359.

57. Solution

Soit a et b deux entiers naturels non nuls et
m le PPCM de a et b. Il s’agit de démontrer
que :

PGCD (a,b) = PGCD (a + b,m).

Soit d un diviseur commun de a et b.
Posons:a = a'§etb = b’'§ oud=PGCD
(a,b).Ona:

m = a'b'§,car:mé§ = ab.

Par  suite, PGCD
6PGCD(a’ + b, a’h).

(@ + bm) =



Les nombres a’ et b’ étant premiers entre
eux, ilenestdemémedea’ + b’etdea’d’.
On en déduit que : PGCD (a + b,m) =6.

58. Solution
Ona:

6355=55[n]et n > 55; 1705 =25
[nletn > 25; 1271=11[n]etn >
11.

D’ou :

6300 = 0[n]; 1680 =
0[n]; 1260 = 0[n] et n > 55.

Les nombres n cherchés sont ceux qui sont
les diviseurs communs a 6300 ; 1680 et
1260 qui sont supérieurs a 55.

Les diviseurs communs a 6300 ; 1680 et
1260 sont les diviseurs de leurs PGCD.

PGCD(6300, 1680, 1260) = 420.

Parmi les 24 diviseurs positifs de 420, seuls
7 sont supérieurs a 55. Ce sont : 60, 70, 84,
105, 140, 210, 420.

59. Solution

PGCD(6n + 4,4n+ 2) = 2 X

PGCD(3n + 2,2n+ 1).

On a: 2B3n+2)-32n+1) =1.
D’aprés le théoreme de Bézout, 3n + 2 et
2n + 1 sont premiers entre eux. Par suite
PGCD(6n + 4,4n + 2) = 2.

60. Solution
1) Soit d un diviseur positif commun
deaetb.d divise 2a — 9b.Or 2a —
9b = 17, donc d divise 17.

2) Les diviseurs positifs de 17 étant 1
et 17, le PGCD de a et b est soit 1,
soit 17.
Déterminons les valeurs de k pour
lesquelles le PGCD de a et b vaut 17.

{9k +13=0[17]
2k+1=0[17]
{9k =72[17]

2k =16 [17]

Ce qui est équivalent

Ce qui est encore

k=8[17]
k=8][17]
est premier avec 17 et d’autre part 2 est
premier avec 17.

En résumé :

Sik=8[17],le PGCD de a et b est 17.
Sik #8[17],1e PGCD de a et b est 1.

équivalent a { . Car d’une part 9

61. Solution

Soit d un diviseur positif commun de a et b.
d divise 3a — 2b. Or 3a — 2b = 5, donc d
divise 5.

Les diviseurs positifs de 5 étant 1 et 5, le
PGCD de a et b est soit 1, soit 5.

En raisonnant comme dans la solution
précédente, on a :

En résumé :
Sik=1[5],lePGCDdeaetb estS5.

Sik #1[17],1e PGCD de a et b est 1.

62. Solution

Soit d un diviseur commun de a et b. d
divise 3a — 2b. Or 3a — 2b = 4, donc d
divise 4.

Les diviseurs positifs de 4 étant 1,2 et 4, le
PGCD de a et b est soit 1, soit 2, soit 4.

Sik=4p+1,1e PGCD de a et b est 4.
Sik =4p+3,le PGCD de a et b est 2.
Sik=4pouk =4p+2,le PGCD de a et
bestl,

ou p est un entier relatif quelconque.

63. Solution
x+1D2x-1)=0[5]eox+1=
0[5]ou 2x —1 = 0 [5]. Car 5 est premier.
x+1=0[5ou 2x—-1=0[5] ©®x=
4 [5]ou2x =6[5]
(x+1)2x—-1)=0[5]< x=4][5] ou
x = 3 [5]. Car 2 est premier avec 6.

Les nombres entiers relatifs solutions sont
de la forme x =5k +4oux=5k+3, k
étant un entier relatif quelconque.
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64. Solution
{x52[4] {x+250[4]
x=7[9] x+2=0[9]

= x+2=0 [36]. Car4et9
sont premiers entre eux.

= x = 34 [36]
Les nombres entiers relatifs solutions du
systéme sont de la forme x = 36k + 34 , k
étant un entier relatif quelconque.

65. Réponse

Les nombres entiers relatifs solutions du
systeme sont de la forme x = 28k + 3, k
étant un entier relatif quelconque.

66. Solution
x=2[9]=3IpeZx=9p+2
x=3[11]e3q€Zx=11q+3
I9p+2=11g+3 =9 —-11g=1
Ona:p =11k +5.

Les entiers relatifs solutions du systéme
sont de la forme x = 99k + 47, k étant un
entier relatif quelconque.

67. Solution

{Zx =3[5] {x =4(5]

3x =2[8] x =6[8]
Les entiers relatifs solutions du systéme
sont de la forme x = 40k + 14, k étant un
entier relatif quelconque.

68. Solution

10! =28 x 3* x 52 x 7.

Le nombre de diviseurs positifs de 10 ! est
270.

69. Solution

b—a=n et PGCD(a, b) =
PGCD(2n%,n(2n + 1)) ;
PGCD(2n%,n(2n+ 1)) =
n xPGCD(2n, 2n + 1)

=n. Car

2n et2n+1, étant deux  entiers
consécutifs, sont premiers entre eux.

Par suite : b —a = d.

Le reste est un simple calcul.

70. Solution
1) Soit d,, un diviseur commun de de
Uy et Upyq. dyp divise 5u, et Uy q
et par suite
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(Upy1 —5uy).  D’ou d, divise

donc 6.

2) a) Raisonnons par récurrence sur n.

Ug = 14 et 14 est pair. Par suite u,

est pair.

Pour tout entier naturel k,

démontrons que si u; est pair alors

Up4q est pair. Si uy est pair, alors:

5uy, est pair et puisque 6 est pair, on

en déduit que uy 4 est pair.

On conclut que pour tout entier

naturel n, u,, est pair.

b) Raisonnons par récurrence sur n.

Uy = 14 et 14 n’est pas multiple de
3. Par suite u, n’est pas multiple de 3.

Pour tout entier naturel k,

démontrons que si u; n’est pas multiple de
3 alors uy4q n’est pas multiple de 3.
Siuy n’est pas multiple de 3 et que up4q
était multiple de 3, alors uy,, + 6 serait un
multiple de 3. Par suite 3 diviserait 5Suy.
Mais 3 est premier avec 5. D’aprés le
théoréme de Gauss, 3 diviserait u,. D’ou
contradiction.

On conclut que pour tout entier

naturel n, u,, n’est pas multiple de 3.

3) D’apres 1) les valeurs possibles du

PGCD de de u,, et u, 4 sont: 1, 2,

3, 6.

3 ne divisant pas u,, le PGCD de u,,

et u,,1 ne peut étre 3.

6 ne peut diviser u, car 3 ne divise

pas u,.

Tous les uyétant pair, le PGCD de

u, est pair. On en déduit que le

PGCD de u,, et u,,q est 2.

71. La féte de promotion

Solution

Soit x le nombre gargons et y celui des filles
de ce groupe. On a: 19x + 13y = 1000.
1

Une solution particuliecre de (1) est
(—=2000,3000). (Utilisez I’algorithme
d’Euclide).

On obtient: x =13k —2000 et y=
3000 — 19k, ou k est un entier relatif.

x ety étant des entiers naturels, k vérifie :
154 < k < 157. L’entier k prend les
valeurs suivantes : 154, 155, 156, 157. Les



couples (x,y) solutions sont :
(2,74),(15,55),(28,36), (41,17).
Autre méthode

En utilisant 1’équation (1), on a: 6x
12[13]. Car 19=6[13] et 1000
12 [13].D’ou :

x = 2 [13]. Car 6 est premier avec 13. Par
suite: x = 13k+ 2 ou k est un entier
naturel.

Ona:19(13k + 2) + 13y = 1000. On en
déduit que : y = 74 — 19k. Pour que y soit
entier, il faut que k prenne les valeurs
0,1,2,3. Les couples (x, y) solutions sont :
(2,74), (15,55),(28,36), (41, 17)
(Vérifiez que d’abord que chaque couple
(x,y) vérifie ’équation (1)).

72. Le banquet

Solution

Soit x le nombre d’hommes, y le nombre de
femmes et z celui des enfants présents a ce
banquet.

Les données du probléme se traduisent,
apres simplifications, par :

x+y+z=41
{12x +9y+2z=120
Ce dernier systéme, en soustrayant la
premiére équation de la deuxiéme, est
équivalent a :
x+y+z=41
{1 1x+8y =79
Avec la deuxiéme équation, on a: 3x =
7 [8]. Ce qui donne : x =5 [8]. D’ou: x =
8k + 5. En remplagant cette valeur dans
cette deuxiéme équation, on a: y =3 —
11k. Par suite k = 0. On obtient: x =
5y=3,z=33. 1l y a a ce banquet 5
hommes, 3 femmes et 33 enfants.
Deuxieme méthode
En considérant ’équation 11x + 8y = 79
dont une solution particuliére est
(237,—316) et en utilisant le théoréme de
Gauss, on trouve : x = 237 —8k et y =
11k — 316.Mais x et y étant des entiers
naturels, on obtient k = 29. D’ou: x =
5y=3,z=33.
Une autre méthode est la résolution de
systéme linéaire avec z comme paramétre.
On obtient les mémes résultats.

73. La pile de livres
Solution
1) Lorsque je range les livres par 10, il
m'en reste 3 se traduit par: x =
10q + 3, ou g est un entier
naturel.
Lorsque je range les livres par 17, il m'en
reste 2 se traduitpar: x = 17p + 2,oup
est un entier naturel.
Il en résulte que: 17p —10g = 1. On
trouve:p = 10k + 3 et q = 17k + 5.
Par suite :
x = 170k + 53.
Tous les nombres possibles sont de la forme
170k + 53, ou k est un entier naturel.
2) Le nombre minimum de livres est
53.

74. Le théoréme des restes chinois et le
phare

Solution

Soit x le temps, en secondes, depuis minuit,
ou les deux signaux sont émis en méme
temps. Comme le temps écoulé est compté
en secondes, x est un nombre entier naturel.
Le cas du signal jaune se traduit par : x =2
[15] et celui du signal rouge par: x =8
[28]. Le probléme posé se rameéne au
systéme suivant :

{x =2[15]

x =8]28]

De ce systéme, il résulte 1’équation (E),
15u - 28v = 6. En utilisant le théoréme
de Gauss apreés avoir déterminé une solution
particuliére de 1’équation (E), les solutions
du systéme de congruences sont les entiers
naturels x tels que x = 420k —1168. La
plus petite valeur de k pour laquelle x est un
entier naturel est 3. On obtient alors : x =
92. C’est Imin 32 s aprés minuit que les
deux signaux émettront en méme temps.

75. Le théoréme des restes chinois et le
cuisinier chinois

Solution

Soit x le nombre de pieces d’or.

Apreés le partage équitable du butin a
chacun des 17 cuisiniers au départ, il reste
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3 pieces d’or pour le cuisinier se traduit
par: x = 3 [17].

Mais les pirates se querellent, et six d'entre
eux sont tués ; le cuisinier recevrait alors
quatre piéces se traduit par: x =4 [11].
Car il reste que 11 pirates aprés la mort de
six d’entre eux.

Dans un naufrage ultérieur, seul le butin,
six pirates et le cuisinier sont sauvés et le
partage laisserait cing piéces d'or a ce
dernier se traduit par : x =5 [6].

Le probléme posé se raméne au systéme
suivant d’inconnue ’entier naturel x :

x =3[17]
x = 4[11]
x =5[6]

Les entiers naturels 17, 11 et 6 étant deux a

deux premiers entre eux, on peut résoudre

un systéme de deux équations avant de tenir

compte de la troisiéme équation. On va

commencer par résoudre le systéme :
x =3[17]

{x =4[11]

Puisque 17 et 11 sont premiers entre eux,
d’apres le théoreme de Bézout, il existe
deux entiers p et q tels que : (Ey), 17p+ 11q
= 1. (On peut aussi traduire les congruences
précédentes et obtenir cette équation
d’inconnues p et q).
Une solution particuliére de (Ei) est (2;
—3). En utilisant le théoréme de Gauss, la
solution générale de (E1) est x = 187 k +37.
Pour résoudre le systéme de départ des trois
congruences, on a a résoudre le systéme
x =37 [187]

x =5][6]
187 et 6 étant premiers entre eux, d’apres le
théoréme de Bézout, il existe deux entiers
uet v tels que :
(E2), 187u + 6v = 1. En utilisant
I’algorithme d’Euclide, une solution
particuliere de (E2) est
(1; —31). En utilisant le théoreme de
Gauss, la solution générale de (E2) est : x =
1122 k —5947. La plus petite valeur de k
pour laquelle x est un entier naturel
correspond a la fortune minimale que peut
espérer le cuisinier quand il décide

suivant : {
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d'empoisonner le reste des pirates. Il s’agit
de 785 pieces d’or. Cela vaut le coup !

76. Le petit théoréme de Fermat

Solution

1) On a: p'=kl(p-k)CF par

suite : p divise k! (p — k)! CK.
L’entier p ne peut diviser k! sinon il
diviserait 'un de ses facteurs, ce qui est
impossible car k < p. Pour ces mémes
raisons, p ne peut diviser (p —k)!. Par
suite, p étant premier, ne divise pas le
produit k!(p —k)!. L’entier p étant
premier, comme il ne divise pas k! (p — k)!,
il est premier avec lui. Par suite d’apres le
théoréme de Gauss, p divise CIL‘.
2)a) On va d’abord faire la démonstration
pour tout entier naturel a.
On a: 0P =0 (mod p). La propriété est
donc vraie pour a = 0.
Pour tout entier naturel atel que aP
a (mod p),ona:
(a+ 1P =1+aP +Zz;1C{,‘ak
D’aprés 1) pour tout entier naturel
appartenant a {1,..,p—1}, ck
0 (mod p). Par suite :
(a+1)? =1+ a? (mod p).
(a+1)?» =1+a (mod p). Car aP =
a (mod p).
On en déduit que pour tout entier naturel a,
(@»=a(modp) = (a+ 1P =a+
1 (mod p))
On conclut que la propriété est vraie pour
tout entier naturel a.
Examinons le cas a entier relatif négatif.
D’aprés ce qui précede, (—a)? =
—a (mod p).
Si p=2, on a: (—a)P =aPet a =
—a (mod p). Par suite : a? = a (mod p).
Si p > 2, alors p est impair. Par suite :
(—a)? = —a?. D’ou: —a? =
—a (mod p). On en déduit que: a? =
a (mod p). Ce qui achéve la preuve.
b) D’aprés a), ona: a XaP~l =ax

1 (mod p). Si p ne divise pas a, p étant
premier, est premier avec a. Par suite :
aP~! =1 (mod p).

=



3) a) D’aprés 2)a), a®* —a = 0 (mod 13).
Or pour tout entier naturel n non nul, a™ =
a (mod 2) (a établir en utilisant les
congruences), donc a'® —a =0 (mod 2).
Les entiers 2 et 13 étant premiers entre eux,
a'® — a = 0 (mod 26). D’ou le résultat.

b) 7 ne divise pas 3, d’ou: 37" = 1 (mod
7), d’aprés 2)b). Par suite pour tout entier
naturel n, 3™ = 1 (mod 7). D’ou le résultat.
¢) D’aprés 2)a), n° —n = 0 (mod 5). On
a: nP-n=nn-1Dn+1D"N>+1).
L’entier

n(n—1)(n + 1) étant le produit de trois
entiers consécutifs est divisible par 6 (a
établir). Par suite :

n® —n =0 (mod 6). 5 et 6 étant premiers
entre eux, n° —n = 0 (mod 30). D’ou le
résultat.

77. Les nombres de Mersenne et les
nombres brésiliens

1) a) Supposons que n ne soit pas premier.
Il existerait des nombres entiers naturels p
et g plus grands que 1 tels que : n = pq. On
a: 2P4 —1 = (2P — 1)(2PL7D +
2P(@=2) 4 ... 4+ 2P +1).  Chacun  des
facteurs de ce produit étant supérieur a 2,
2™ — 1 ne serait plus premier. D’ou il y a
contradiction. L’entier n est donc premier.
b) Evident.

c) 11 est premier et pourtant 21* — 1 n’est
pas premier. La réciproque de a) est fausse.
2) Posons: s =mq+r,avec 0 <r <m.
Ona:25—1=2™)7%x2"—1. De 25—
1= 0 (modp), on déduit que (2™)7 x
2"—1=0 (modp). Or 2™ —-1=0
(mod p), donc

2" —1=0 (modp). On en déduit que r
est égal a 0, car m est le plus petit entier
naturel tel que 2™ —1 =0 (mod p). On
conclut que m divise s.

3) a) Soit I I’ensemble des entiers naturels n
supérieurs ou égaux a2 telsque 2" — 1 =0
(mod p). I n’est pas vide car 29—1= 0
(mod p). I étant une partie non vide de N
contient donc un plus petit élément qy. En
faisant la division euclidienne de g par q,,
ona: q=1qy+r, avec 0 <r < g, En
raisonnant comme au 2), on obtient

q = lq,. L’entier q étant premier, [ vaut 1.
Par ailleurs 2* — 1 # 0 (mod p) du fait que
p > 2.L’entier g est donc le plus petit
entier naturel non nul tel que 29 —-1=0
(mod p).

b) L’entier p étant un nombre premier
strictement supérieur a 2, ne divise pas 2.
D’aprés le petit théoréme de Fermat,
2P~1 =1 (mod p). De plus q et p — 1 sont
supérieurs ou égaux a 2, d’apres 2) q divise
p —1,. Puisque p est un nombre premier
supérieur strictement a 2, il est impair et par
suite p — 1 est un nombre pair non nul. Il
existe donc un nombre entier naturel k non
nul tel que : p — 1 = 2kq. D’ou le résultat.
4)a)171 = 3337 ;26 = 2223.

b) D’apres ce qui précede 171 et 26 sont des
nombres brésiliens.

c)Ona: 2" —1=1.204+1.2"+1.22+
-+ 4 1.2"1, On en déduit que :

2" —1 =11 ...12 (n chiffres 1)

78. Les nombres parfaits

1) Les diviseurs positifs de 6 sont : 1, 2, 3,
6 dont la somme est 12. o(6) = 12, par
suite 6 est un nombre parfait. Les diviseurs
positifs de 28 sont : 1, 2, 4,7, 14, 28 dont la
somme est 56. 0(28) = 56, par suite 28 est
un nombre parfait. Les diviseurs positifs de
32sont:1,2,4,8, 16,32 dont la somme est
63. 0(32) = 63, par suite 32 n’est pas un
nombre parfait.

2) a) n étant supérieur ou égal a 2 a au moins
deux diviseurs : 1 et n. Par suite : a(n) >
n+1.

b) Supposons que n est premier. Les seuls
diviseurs positifs sont 1 et n. On en déduit
que :

o(n) = n + 1. Réciproquement, supposons
que o(n) soit égal a n+ 1. Si n n’était
premier, il aurait un nombre entier naturel
m vérifiant 1 < m < n quiserait diviseur
de n. Et dans ce cas a(n) serait supérieur ou
égal a n + 2. Par suite n est premier.

3) a) Supposons qu’il existe deux indices i
et j tels que p; €gal a q;. Un tel p; diviserait
a et b et par suite leur PGCD. L’entier p;
étant supérieur ou égal ou égal a 2, le PGCD
de a et b serait supérieur ou égal a 2. Ce qui
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contredit le fait que a et b sont premiers
entre eux. On en déduit que pour tous i et j,
le nombre p; est distinct de g;.

b) Soit a’ un diviseur de a. Un nombre
premier  qui intervient dans la
décomposition en produit de facteurs
premiers de a’ divise a. Ce nombre premier
est donc 'un des p;. Soit a; le plus grand
exposant tel que pf t divise a. On a:
0<a;<qa; Le nombre a s’écrit
pfl ..py". De méme les diviseurs de b
s’écrivent qfl ...qfs avec:0 < b; < ;. Les
p; étant différents de q;, les diviseurs de ab

s’écrivent  pyt ...pf’qfl qfs. Ceci est
obtenu par unicité de la décomposition.
¢) (m,n) est élément de D, X D, entraine
que m divise a et n divise b et par suite mn
divise ab. L’application ¢ est donc bien
définie (pas a prouver).
Démontrons d’abord que ¢ est injective.
Soit (m,n) et (m',n") deux éléments de
D, X Dy tels que: @(m,n) = @(m',n’).
Posons :
m=pt..pT; m'= pf1 P
qfl ...qfs ;n' = qf1 qf;. De I’égalité
p(m,n) = p(m’,n’), on obtient :
! ’ r !
Py g = Pyt DAy g
Du fait de I'unicité de la décomposition de
’
ab, il résulte que pour tout i, p;* = p?‘ et
by _
j
pour tout i, a; = a; et pour tout j, b; = b;.
On conclut que m =m' et n=n'. D’ou
I’injectivité de ¢.
Démontrons ensuite que ¢ est surjective.
Soit u un élément de Dg;,. Cet élément u

b’
pour tout j, q q].’ . On en déduit que

s*écrit ;' ...pf’qfl ...qfs. Enposant : m =
Pyt py et n= qfl ...qfs, on obtient le
résultat.

@ étant injective et surjective est bijective.
4) a) o(a) = Zm|am ; o(b) = 2n|an et
a(a)a(b) = (Zm|a m)( 2n|an) =
Zm|a;n|b mn. Or: Zmla;n|bmn = Zd|ab d’
par bijectivité de ¢, donc: a(a)o(b) =
o(ab).
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b) 2P — 1 étant un nombre premier qui ne
divise pas 2P~ est premier avec lui.
D’aprés ce qui précéde, o (2P~1(2P —

1)) = a(2P " Ho (2P - 1).

Org(2P~1) =2P —1et

o(2P —1) =2P,d’aprés  2)b). On en
déduit que o (E,)= 2E,. Le nombre E,, est
donc parfait.

79. Les nombres de Fermat
1) a) Sim n’est pas une puissance de 2, alors
il admet un diviseur impair d supérieur ou
égala 3 tel que : m = kd, ou k est un entier
naturel. On a :
a™+1= (a¥)?% - (-1)%; par suite :
a™+1=(a*+1)((a")@ D -
(@)@-2 +...41). De plus, on a:
1<a¥+1<am™+1.
On en déduit que ’entier a™ + 1 admet un
diviseur distinct de 1 et de lui-méme. Il n’est
donc pas premier, ce qui contraire a
I’hypothése. On conclut que m est une
puissance de 2. Il existe donc un entier
naturel n tel que : m = 2™,
1l faut remarquer a™ + 1 > 2. Pour que
a™ + 1 soit premier il faut qu’il soit impair,
c’est-a-dire que a™ soit pair. Ce qui
entraine que compte tenu de m = 2" (m
pair), que a est pair. Il existe donc un entier
naturel k tel que : a = 2k.
b)a™+1=k22"+ 1+ 1,00k’ = k?".
2) a) Evident.

b) Appliquez les propriétés.

c) Fs = 641 x 6700417.
3)a)vn € N, Fppqy = (272 +1;
Fpor = (F,— 12+ 1, car: F, — 1 = 22"
b) On va utiliser le fait que tout nombre est
congru au chiffre de ses unités modulo 10.
La propriété est vraie pour n = 2, car:
F, =17.
Supposons-la  vraie a lordre n,(n >
2); ¢’est-a-dire : F,, = 7 [10] et
démontrons que :
Fne1 = 7 [10].
En utilisant le 3) a),ona: (F, —1)2+1 =
37 [10]. Or: 37 = 7[10], donc : F, 4,
7 [10].



On conclut que pour tout entier naturel n
supérieur ou égal a 2, le chiffre des unités
dans le systéme décimal de F,, est 7.
4) a) La propriété est vraie pourn = 1. Car :
F,—2=3=F,.
On suppose la propriété vraie a 1’ordre n,
(n = 1) et démontrons qu’elle reste vraie a
lordre n + 1.
Ona:F,q,—2=(F,—1)2—-1, dapres
3)a). D’ou :
(Fn=1D?-1=Fy(F, - 2)

= Fn(FoFy ... Fnoy),
d’aprés ’hypothése de récurrence. D’ou le
résultat.
b) m et n étant distincts, on va supposer
n>m.
D’apreés ce qui précéde,
F,—2 =FyF; ...F,_;. Par suite :
FoFy . Fpoy =
Fin(FoF1 . Frue 1)) (Fig1 Finga . Fpoq). On
déduit que : F,, = hF,;, + 2, ou:
h = (FoFy .. Fn1) Frne1 Frnaz - Fg).
Si d est un diviseur positif de F,, et de F,,,
alors d divise 2. Par suite d vaut 1, car tous
les F,, sont impairs d’aprés 2)a). On en
déduit que F,, et F,, sont premiers entre eux.
5) a) Soit I I’ensemble des entiers naturels k
supérieurs ou égaux a 2 tels que: 2K =
1[p]. I est une partie non vide de N, car
2P~1 =1 [p] d’aprés le petit théoréme de
Fermat. I admet donc un plus petit ¢lément
ko.
b) Soit k est un entier naturel supérieur ou
égal a 2 tel que 2% =1 [p]. Faisons la
division euclidienne de k parky.Ona : k =
qko + 1, avec 0 < r < k. Par suite : 2" =
1 [p]. On en déduit que r est égal a zéro, par
définition de k. On conclut que k, divise
k.
c) L’entier p est un diviseur de F,, on a:
22" + 1 = 0 [p]. Par suite : 22" = —1 [p],
ce entraine que: (22°)2=1[p]. On en
déduit que : 22" = 1 [p]. D’apres 5)a) et
b), ko divise 21, 1 existe donc un entier
naturel q inférieur ou égal a n + 1 tel que
ko = 29. Démontrons par ’absurde que q
est égal a n + 1. Supposons que g inférieur
strictement @ n+ 1. Ce qui équivaut a:

q < n. Il existe donc un entier naturel s tel
que:n=qg+s.0na:

2k =1 [p], implique que 22’ =1 [p], ce
qui entraine que (22q)2h =1 [p]. Par suite :
227" =1 [p]. D’our : 22" = 1 [p]. Comme
1# —1[p] du fait que p >2, il y a
contradiction avec 22" = —1[p]. On en
déduit que k est égal a 2*1,

Puisque p est plus grand que 2, il ne divise
pas 2. D’apres le petit théoréme de Fermat,
2P~1 =1 [p]. D’aprés 5)a) et b) 2™+ divise
p — 1. Il existe un entier naturel g tel que :
p = 2"1q + 1. Il reste & démontrer que q
admet un diviseur impair supérieur ou égal
as.

Raisonnons par 1’absurde. Supposons que q
est une puissance de 2. Dans ce cas, p peut
se mettre sous la forme : p = 2™ + 1, oum
est un entier naturel non nul. p étant
premier, 2™ + 1 I’est évidemment. Dans ce
cas, d’aprés 1)a), m est une puissance de 2.
On en déduit que p est un nombre de
Fermat. Ce qui contraire a I’hypothése que
p est distinct des nombres de Fermat. On
conclut que q admet un diviseur impair
supérieur ou égal a 3. D’ou le résultat.

80. Le codage
Solution

1) A qui a indice 0 est codé par H quia
pour indice 7= ¢(0), d’ou :
ax0+b=7][26].

E qui a indice 4 est codé par B qui a pour
indice 1 = ¢(0),dou:ax4+b=
1[26].

4a+b=1[26]
b=7[26]

2)Ona:b=26k+7eta=13k"+5;
dou:a=5ethb=7 oua=18¢ctbh =7.

3) Ona:18n+7 = ¢(n) [26] ou ¢(n)
est le reste de la division euclidienne de
18n + 7 par 26. a) K est codé 10 et 18 X
10+ 7 = 5[26]. (10) = 5, K est donc
codé F. Xestcodé23 et 18 x 23+ 7 =
5[26]. X est encore codé F.

D’ou le systéme : {
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b) D’apres la régle donnée deux lettres
différentes ne peuvent étre codées par la
méme lettre. Par suite les valeurs a = 18 et
b = 7 ne conviennent pas un bon codage.
4)Ona:5n+7= @) [26] ot p(n) est
le reste de la division euclidienne de 5n +
7 par 26.

a) K est codé F et X est codé S.
b) Le message GAUSS est codé LHDTT.

5)a) Si @(m) = p(n), alors5m + 7 =
5n + 7 [26]. Ce qui donne : 5(m —n) =
0[26].

De la relation 5(m —n) = 0 [26], on
déduit que m —n = 0 [26], car 5 étant
premier et ne divisant pas 26 est premier
lui (Théoréme de Gauss). Par suite, il
existe un entier k tel que : m —n = 26k.
Ici la seule valeur qui convient est k = 0.
On en déduit que m = n. L’application ¢
est donc injective.

b) De ce qui précede, on déduit que si m

est différent de n, alors ¢ (m) est différent
de @(n). Par suite deux lettres différentes
ne peuvent étre codées par la méme lettre.

6)a)Ona:5x (=5)+1x26=1.
D’apreés le théoréme de Bézout, 5 et 26
sont premiers entre eux.

b)Ona:5 X (—5) = 1[26]. Par suite une
solution dans Z de 1’équation 5n = 1 [26]
est —5.

7) a) La relation 5n + 7 = ¢@(n) [26] est
équivalente 3 —5 X (5n+7) =
—5 @(n) [26], car 5 et 26 sont premiers

entre eux. De 6)b) on déduit que :n =9 —
5 ¢ (n) [26].

b) Il s’agit ici connaissant @ (n) de
trouver n.

Pour A, p(n) =0.D’ou:n =9[26]. A
est décodé J.

Pour W, ¢(n) = 22.D’ou:n = 3 [26]. W
est décodé D.

Le message AWA est décodé JDJ.

81. Le réseau
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Solution

A. Représentation graphique de
quelques ensembles

1) x=2[3]et y=1[3] & 3k, 3k'/
x=3k+2ety=3k"+1

Il y a trois valeurs de x et trois valeurs
y. Soit au total 9 points a placer dont les
coordonnées sont :

2:1), (2:4), (7)), (51, (54,
(5:7),(8;1), (8;4), (8 7).

2) x+y=13]e=3k/x+y =3k +
1,k=0,1,23,4,5.

I y a 27 points a placer dont les
coordonnées sont: (0;1), (1;0), (0;4),
(1;3),(2;2),(3;1),(40), (05 7), (15 6),
(2;5), (3;4), (4:3), (5;2), (6;1),
(7;0), (2;8), 3 7), (4;6), (5 5),
(6;4), (7;3),(8;2),(5; 8, (6:7),
(75 6), (85),(8; 8).

3) x=y[3]e 3k, y =x+3k.
Pour x choisi entre 0 et 8, on fait
varier k de sorte que y prenne des
valeurs entre 0 et 8.

I y a 27 points a placer dont les
coordonnées sont : (0; 0), (0; 3), (0; 6),
(LD, L4, L7), 2Z2), 5),
(2;8), (3;0), (3;3), (3;6), (1),
&4, &7), 5;2), (5;5), (5;8),
(6;0), (6;3), (6;6), (7;1), (7;4),
(7:7), (8;2), (8;5), (8;8).

B. Résolution d’une équation

1) (3;5) est une équation particuliére
de (E).

2) Les solutions de (E) sont les couples
(x;y) d’entiers relatifs tels que :
x=4k+3
et y=7k+5, k étant un entier
relatif quelconque.

3) Solution unique (3; 5).

C. Une propriété des points situés
sur la diagonale du réseau

1) M(x;y) € [0A] & 3k €
[0;1],0M = kOA ;



x=ka réseau, les seuls qui sont situés sur
y=kb"’ la diagonale [OA] sont O et A.
3) Soitd de PGCD de a et b. Posons :

oake [0;1],{

. X_Y_
< 3k €01, a b k, a=dd et b=0>b'd, avec a’ et b’
0<x<a;0<y<bh; premiers entre eux.
br:0<x<a-0<v<h Ona:0<a <a;0<b' <bet
Say=bx;0<x<a;0<y<bh. R
y y %z%zd,dou:ab’zba'. Par
2) ay=bx; a et b étant premiers suite le point de coordonnées
entre eux, d’aprés le théoréme de (a’;b") est un point du réseau qui
Gauss, b divise yeta divise x. Avec appartient ala diagonale [OA] qu]
les conditions 0 < x <a;0<y < est distinct de O et de A.

b, on déduit que x = a oux =0, et
y = bouy = 0. Parmi les points du

SITUATION COMPLEXE

82. Les corps célestes
Solution

)]

2)

3)
Soit :

Les préoccupations exprimées par 1’astronome sont de trois ordres :
a. Déterminer la date exacte de la prochaine apparition simultanée des deux corps
célestes ;
b. Déterminer le nombre de jours qui s’écouleront entre le 7 décembre 2019 et la
date de la prochaine apparition simultanée des deux corps ;
c. Déterminer au cas ou il rate la premiére date, le nombre de jours minimum
qu’il devra attendre jusqu’a la prochaine apparition simultanée des deux astres.

Les parties du d’arithmétique qui peuvent étre utilisées pour résoudre les problémes
posés par I’astronome :

a. Multiple ;

b. Congruence ;

c. Théoréme de Bézout ;

d. Théoréme de Gauss ;
Résolution des préoccupations soulevées par 1’astronome

u le nombre de périodes effectuées par le corps A entre le 7 décembre 2019 et le jour
de la prochaine apparition simultanée des deux corps célestes ;
v le nombre de périodes effectuées par le corps B entre le 7 décembre 2019 et le jour
de la prochaine apparition simultanée des deux corps célestes ;

Le corps A aura effectué¢ 105u jours entre ces deux dates et le corps B aura effectué
81v + 6 jours, puisqu’il y a 6 jours de décalage (entre le 7 décembre et le 13 décembre
de la méme année).

A la prochaine apparition simultanée des deux corps, on aura: 105u = 81v + 6. Ce qui

donne :

(E),35u- 27v = 2.

Une solution particuliere de (E) est (20 ; —26). En utilisant le théoréme de Gauss, la solution
générale de 1’équation (E) est constituée les couples (u, v) tels que : u = 27k-20etv =
35k -26, ou k est un entier relatif quelconque. Les deux corps auront fait chacun
105(27k- 20) jours, soit 2835k- 2100 jours.
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Pour k égal a 1, on a le nombre minimum de jours qui s’écouleront entre le 7 décembre et la
date de la prochaine apparition simultanée des deux corps, soit 735 jours.

Le 7 décembre 2019 était un samedi. Jusqu’au 31 décembre 2019, il y a eu 24 jours. L’année
2020 est une année bissextile, donc compte 366 jours. Au 31 décembre 2020, il se sera écoulé
un nombre de jours égal a 24 + 366 = 390. C’est le 345°™ jour de 2021 qui sera la date de cette
apparition simultanée. Ce sera le 11 décembre 2021 que les corps célestes A et B apparaitront
simultanément.

Si pour des contraintes de temps, 1’astronome n’a pu observer le moment de I’apparition
simultanée des deux astres, il le pourra (si Dieu lui donne la vie) a la valeur correspondante de
k égal a 2, soit :

2835%2— 2100 = 3570. Or, il s’est écoulé 735 jours depuis le 7 décembre 2019 jusqu’au 11
décembre 2021. Il restera 2835 jours. Dans le cas ou I’astronome rate la date du 11 décembre
2021, il devra encore attendre 2835 jours pour voir 1’apparition simultanée des deux corps A et
B.
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n SITUATION D’APPRENTISSAGE

L’approche pédagogique et la didactique est celle de I’ APC. Pour le déroulement de la situation,
vous pouvez vous inspirer du tableau suivant.

Y@l 1SOMETRIES DU PLAN

Constituants de la Exemples de questions Réponses possibles des éléves
situation possibles
Contexte Ou ou quand se déroule la | Dans une menuiserie
sceéne ?
Circonstances Indique le probléme a Le menuisier est confronté a la
résoudre par le menuisier recherche autour duquel la table
peut pivoter
Tache Qu’est-ce que les ¢éleves Retournés au lycée, les éleves ont
ont-ils décidé de faire une décidé de faire des recherches pour
fois retournés au lycée ? résoudre le probléme auquel se
trouvent confrontés les éleves

Conseils généraux

Le cours débutera par un contrdle de prérequis sur les composées de deux symétries
orthogonales d’axes sécants ou paralléles pour faciliter la décomposition d’une translation et
d’une rotation en produit de symétries orthogonales.

Les différentes natures des composées peuvent étre utilisées dans les exercices et les évaluations

sans démonstration.

Dans les classes antérieures, les éléves ont été entrainés a utiliser les translations, les symétries
orthogonales et les rotations pour résoudre des problémes de géométrie. En terminale, on
poursuivra cet entrainement en utilisant une isométrie ou la composée de deux isométries pour
construire une figure géométrique, démontrer une propriété et rechercher un lieu géométrique.

Les composées d’isométries doivent étre suggérées lors des contrdles continus saufa I’occasion
des séances de travaux dirigés ou I’éléve apprendra a trouver lui-méme cette isométrie.
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a DECOUVERTE DES HABILETES

L Définition d’une isométrie et propriétés
Activité 1 : définition d’une isométrie

Cette activité est introductive a la legon sur les isométries. L ’application f donnée est une
homothétie de rapport k. L’activité prouve que cette homothétie est une isométrie si et
seulement sik =1 ouk = —1.

Démonstration

1) En faisant M=A, ona A’=B.
2) M'N'= A'N' — A'M’

M'N’ = kMN.
3) f conserve la distance si et seulement si k = 1 ouk = —1.

Exercice de fixation
Exercice
Solution
1) Vrai;2) Faux ; 3) Faux
Activité 2 : Conservation du produit scalaire

La conservation du produit scalaire sera utilisée dans la démonstration du barycentre.
AB.AC = %(AB2 + AC? — BC?) est un prérequis.
Démonstration

1) AB.AC = (AB?+ ACZ — BC?)
2) AB.AC =(A'B?+ A'C? - B'C?)
3) Egalité vraie par conservation de la distance.
4) AB.CD =AB.(A'D' — A'C)
=AB'AD — AB.AC
= AB.AD — AB.AC
= AB.CD
5) Toute isométrie conserve le produit scalaire.

Exercice de fixation
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Exercice
Réponse
1) Vrai;2) Vrai; 3) Faux
Les propriétés de conservation débutent avec le barycentre et le produit scalaire.
Activité 3 : Conservation du barycentre

Compte tenu de la complexité de la démonstration, en classe, vous pouvez la faire dans le cas
oun=2oun=3.

Démonstration

—_—

(B, @ GA)? =X, a? G'—A{Z +2 lei<jsnGl—A{- G'4;
=", a? G—A;2 +2X1cicj<n TALG—A; , par conservation du produit scalaire.
= (Z?=1 aiG—AL))Z
=0. Car G est barycentre de (A;, @;)1<i<n-

D’ou le résultat.

Exercice de fixation

Exercice 1

Solution

Le milieu I d’un segment [AB] est le barycentre de (A, 1) et (B, 1).

Exercice 2

Réponse

1) Faux ;2) Vrai; 3) Faux ; 4) Vrai
Activité 4 : Toute isométrie est une transformation du plan

L’objectif de cette activité est de démontrer que toute isométrie est une transformation du
plan. C’est-a-dire une bijection du plan sur lui-méme. De fait une isométrie(affine) est une
application affine bijective (transformation affine) dont I’application linéaire associée est une
isométrie vectorielle. Rappelons également une isométrie vectorielle est une application du
plan vectoriel dans lui-méme qui conserve le produit scalaire.

L’activité démontre également que la bijection réciproque d’une isométrie est une isométrie.
Cette démonstration la définition d’une isométrie et celle de la composée d’une bijection et de
sa réciproque.
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Démonstration
1) Soit M et N deux points du plan tels que : f(M) = f(N).

D’ou: f(M)f(N) = 0. L’isométrie f conservant la distance, ona : f(M)f(N) = MN, Par
suite : MN= 0. On en déduit que : M = N. L’application f est donc injective.

2) a)Ona:O’I’'=0I, 0’J’=0J car f conserve la distance. On a également :
Wa]_’) = 61)6]) car f conserve le produit scalaire. On en déduit que (O’, I’, J’) est un
repére orthonormé du plan.

b) OM = x0T + yO_']')
= x(m - W) +y(M—']; - W).
D’ou : (1—x—y)m+xm+yw=6. Ona:(1—x—y)+x+y+#0.O0nen déduit
que M’est le barycentre des points pondérés (0’, 1 —x —y), (I’, x) et (J°, ).
¢) M’est 'image de M par f car f'étant une isométrie conserve le barycentre.
d) Tout point M’du plan ayant un antécédent par f, I’application f est surjective.

e)f étant injective et surjective est une bijection du plan sur lui-méme, donc une
transformation du plan.

3) Soit M et N deux points du plan. On a :

FUFAMD)F(fFHN)) = F71(M)f 1 (N), car f conserve la distance.
FUFAM)F(fH(N)) = MN, car fOf~* est I'identité du plan.

On en déduit que £~ est une isométrie du plan.

4) Voir Récapitulons

Exercice de fixation

Exercice 5

Solution

1) La symétrie orthogonale étant une isométrie est bijective.
2) Toute homothétie de rapport différent de 1 et —1.

Activité 5 : Images de figures simples

La détermination des images de figures simples (droite, demi-droite, segment, cercle) permettra
d’achever les propriétés de conservation.
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Les prérequis sur la caractérisation de droite, demi-droite, segment a ’aide des barycentres est
nécessaire.

a) La droite (AB) est ’ensemble des barycentres des points A et B ;

b) La demi-droite [AB) est I’ensemble des barycentres des points pondérés (A, 1 — 2) et
(B, 1), ou A décrit R, ;

c) Le segment [AB] est ’ensemble des barycentres des points pondérés (A, 1 — A) et
(B, 1), ou A décrit [0; 1].

Démonstration

1) a) (D) est la droite (AB). Un point M appartient a (D) si et seulement s’il existe un
nombre réel A tel que : AM = AAB. Par suite : AM = A(ﬁ - m). On en déduit que :
(1-A)MA-AMB=0. Le point M est donc le barycentre des points pondérés
(A, 1 =2 et(B,A).

b) L’image du point M par f est le point M’car f conserve le barycentre.

Les points A et B étant distincts, leurs images respectives par f sont également distinctes.
M’étant le barycentre des points pondérés (A’, 1 — A1) et (B’, A) appartient a la droite
(A’B’). Par suite : f{D) € (A’B’).

¢) Raisonnez comme au a).
d) M’est I'image de M par f car f conserve le barycentre. Par suite : (A’B’) Sf(D).
e) De b) et d), on conclut que I’image de la droite (AB) par fest la droite (A’B’).

2) Un point M appartient a la demi-droite [AB) si et seulement s’il existe un nombre réel A
appartenant a R, tel que : AM = 1AB.

Tout le reste suite la méme démarche qu’au 1). On a abouti a : « L’image de la demi-droite
[AB) par I’isométrie f est la demi-droite [A’B’), ot A’= f(A) et B’= f(B).

3) Un point M appartient a la demi-droite [AB) si et seulement s’il existe un nombre réel 4
appartenant a [0 ;1] tel que : AM = 1AB.
Tout le reste suite la méme démarche qu’au 1). On a abouti a : « L’image du segment [AB]

par I’isométrie f est le segment [A’B’], ou A’= f(A) et B’= f(B).

4) Soit M un point de (C). Ona : OM= r. Si M’I’image de M par f, alorsona: O’M’=r.
Car f conserve la distance. Par suite M’appartient au cercle (C’) de centre O’ et de rayon 7.
On en déduit que : f(C)< (C).

Réciproquement, soit M’un point de (C’). On a: O’M’=r. L’isométrie f étant une
bijection du plan, il existe un unique point M du plan tel que : f(M) = M'. D’ou: OM =
O'M'. Car f conserve la distance. Puisque : O’M’= 7, on en déduit que : OM = r. Le point
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appartient donc au cercle (C). Par suite : (C) € f(C). On conclut que I’image du cercle (C)
par f'est le cercle (C’).

Exercice de fixation
Exercice 6

1) Soit (C) un cercle de centre O et de rayon R. Démontre toute rotation r de centre O
transforme le cercle (C) en lui-méme.

2) Soit (D) une droite et s la symétrie orthogonale d’axe (D). Démontre que tout M de (D)
est sa propre image par s.

3) Soit A, B, C trois points d’une droite (D) et A’,B’, C’ les images respectives des points
A, B, C par une isométrie i.
Démontre que les points A’, B’, C’ sont alignés.

Solution

1) L’image (C) par r est le cercle de centre r(O) et de rayon r. Or r(O) est égal a O, donc
I’'image de (C) par r est (C).

On dit que toute rotation r de centre O laisse le cercle (C) globalement invariant.

2) Immédiat.
Pour tout point M de (D), s(M)= M. On dit que M est invariant par s ou que s laisse M
invariant. La droite (D) est dite invariante point par point s ou (D) est un ensemble de
points invariants par s.
On prouvera dans la classification des isométries a I’aide des points invariants que (D)
est ’ensemble des points invariants par la symétrie orthogonale s.

3) Les points A, B, C appartiennent a la droite (D), il en résulte que leurs images par
I’isométrie i appartiennent a 'image (D") de (D) par r. Les points A’, B, C’ sont donc
alignés. On dit que I’isométrie conserve 1’alignement.

Le vocabulaire suivant doit étre introduit apreés la correction de I’exercice ci-dessus.
Vocabulaire

e Lorsqu’un point A a pour image par une transformation du plan f le point A, on dit que
A est invariant par f ou que f laisse A invariant.

e Lorsqu’un ensemble (F) a pour image par une transformation du plan f le méme
ensemble (F), on dit que (F) est globalement invariant par f ou que f laisse (F)
globalement invariant.

e Lorsque tout point d’un ensemble (F) est invariant par une transformation du plan £, On
dit que (F) est invariant point par point par f ou que (F) est un ensemble de points
invariants par f.
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Activité 6 : Conservation de la mesure des angles, du parallélisme et de I’orthogonalité

La conservation de I’orthogonalité découle de la conservation des mesures des angles par une
isométrie.

De cette méme conservation des mesures des angles découle la conservation du parallélisme en
prenant BAC nul ou plat. Une démonstration déduite de la conservation de 1’orthogonalité est
proposée. Vous avez la possibilité de faire autrement.

En prérequis, on a : AB.AC = 4B x AC X cosBAC , la conservation du produit scalaire et la
définition d’une isométrie.

Démonstration

1) AB.AC = AB x AC X cosBAC ; A'B.A'C' = A'B' x A'C’ X cosB’A’C’. L’isométrie f
conservant le produit scalaire et la distance, on a : cosBAC = cosB'AC’. On en déduit
que : mesBAC = mesB’AC’.

2) Soit A le point d’intersection de (D) et (A), B un point de (D) et C un point de (A).
L’angle BAC est droit, par suite son image B'A'C’ est droit d’aprées 1). On en déduit que
(D) et (A") sont orthogonales.

3) Soit (R) une perpendiculaire commune aux droites (D) et (A). La droite (R’), image de
(R) par f, est une perpendiculaire aux droites (D”) et (A") d’aprés 2). On en déduit que
(D) et (A") sont paralléles.

Exercice de fixation
Exercice
Réponses
1) Vrai; 2) Faux ; 3) Faux.
Activité 7 : Conservation du contact

Il s’agit de la conservation du contact par une isométrie. Globalement « deux courbes qui un
seul point de contact ont pour images par une isométrie deux courbes qui ont un seul point de
contact »

Démonstration

1) A appartenant & (D) et ('), son image A’ par f appartient a (D) et (T'"). Raisonnons par
I’absurde que A’ est le seul point d’intersection de (D’) et (I'"). Supposons qu’il existe
un point M’distinct de A’ appartenant a (D) et (I'"). Il existerait un point P appartenant
a (D) et un point Q appartenant a (I') tel que f(P)=M’et f(Q) =M’. Par suite P est égal
a Q car f'est une bijection. On en déduit que P appartient a (D) et (I'). D’ou P est égal a
A. Par suite f(P)= f(A). Ce qui est impossible car M’est distinct de A’. On conclut
que les courbes (D) et (T'") sont tangents en A’.
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2) (Cy) et (C,) étant tangents en B, il existe une droite tangente commune (A) a (C;) et (C,)
en B. D’aprés 1) Pimage (A") de (A) par f est tangente commune a (C;) et (C;) en B,
D’ou le résultat.

Exercice de fixation

Soit (C) et (') deux courbes tangentes en un point A et f une isométrie du plan. Démontre que
AC) et AT") sont deux courbes tangentes en f{A).

Solution

Les deux courbes (C) et (I") étant tangentes en un point A, il existe une droite (D) tangente en
A aux courbes (C) et (I'). L’isométrie conservant le contact, f(D) est tangente en f(A) aux
courbes f(C) et AT"). D’ou le résultat.

II. Composition d’isométries
Activité 8 : Composée de deux isométries
Soit f et g deux isométries du plan. Démontre que gO0f est une isométrie du plan.
Démonstration
Soit M et N deux points du plan. On a :
gof(Mgof(N) = g(F(MD)g(f (N))
g(FM)g(f(N)) = F(M)F(N). Car g est une isométrie
f(M)f(N) = MN. Car f est une isométrie.
Par suite : g0f (M)g0f(N) = MN.
On conclut que gOf est une isométrie.
Exercice de fixation
Exercice
Solution
1) 2) et 3) Ce sont des isométries comme composée d’isométries.

Les deux propriétés de décomposition en produit de symétries orthogonales d’une translation
et d’une rotation situées dans cette partie serviront dans la composée des isométries. Le produit
de deux symétries orthogonales n’est pas en général commutatif.

Activité 9 : Décomposition d’une translation

Soit % un vecteur non nul et ty la translation de vecteur 4. Soit (D) une droite quelconque de
direction orthogonale & .
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Il faut faire remarquer aux éléves que dans la décomposition tz = S4)05(py, la premiere
symétrie orthogonale est S(py. L’axe (A) de la seconde est définie par : (A) = t1(D).

2
Démonstration

1) a) Par définition de (A), cette droite est parallele a (D). On sait que la composée de deux
symétries orthogonales d’axes paralléles est une translation. (A rappeler en prérequis)
dont le vecteur ¥ est normal aux axes. Si A est un point de (D) et B le projeté orthogonal

de A sur (A), alors : ¥ = 2AB. Par suite ¥ = 1.
b) Soit (D) une droite telle que : S4)0Spy = tg = S(pr) 05(p)-. Par suite :

S)080y)0Swy = Sp'y 05(0)0S(py- En utilisant I'associativit¢ de la composition des
applications, et I'involution de la symétrie orthogonale, on a : Siay = S(pry . 1l en résulte
que : (A) = (D).

2) Méme démarche que dans 1).
3) Voir propriété.

Exercice de fixation
Exercice
Solution
D tag = Sup0Swn) : tag = Sc)0Suy)-
2) tap = Sy1)0Sws) 5 tap = Swe)0SyL)-
Activité 10 : Décomposition d’une rotation

Il faut faire remarquer aux éléves que dans la décomposition d’une rotation en produit de
symétries orthogonales, les deux axes passent par le centre de la rotation.

Démonstration

1) a) Par définition de (A), cette droite est sécante a (D) en O. On sait que la composée de
deux symétries orthogonales d’axes sécants est rotation dont le centre est le point
d’intersection des deux droites (A rappeler en prérequis) et dont ’angle orienté S tel
que 2(1773) = f. Par suite : @ = f3.

b) Soit (A") une droite telle que : S(4)0Spy =1 = S(ar) 0S(p). Par suite :

S)0S0y0Spy = S(a') 05p)0S(py- En utilisant P’associativité de la composition, et
I'involution de la symétrie orthogonale, on a : Siay = Suary. D’ou : (4) = (4").

2) Méme démarche que 1).
3) Voir propriété
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Exercice de fixation
Exercice

Solution

1) 7(0,2)= Sy1,08(sp) = Saik)0S(ac)-
2) So =Sy1y0Suxy = S8p)0Stac)

Activité 11 : Composée d’une rotation et d’une translation

L’objectif est de déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la composée d’une
rotation et d’une translation.

Le prérequis sur la décomposition d’une translation et d’une rotation en produit de symétries
orthogonales est nécessaire.

Démonstration
1) Ecrivons les décompositions : tz = S(pr) 0Spy et 7 = S(py05(a) de telle sorte que :

tz0r = Spry 0(S(py 0S(p))0S(ay = S(pry 0S(ay. Car Sp)0S(py est I'application identique du
plan.

Caractérisons ces différentes droites :

- La droite (D) doit étre choisie de fagon a tenir compte de la décomposition de t3 et de
celle de r : (D) passe par O et est de direction orthogonale a celle de .
- Ladroite (D') est définie par : (D") = ta1,(D).
2

- Ladroite (A) est telle que si ¥ est un vecteur directeur de (A) et W un vecteur directeur
de (D),ona: 2(v,w) = &.

(D) et (D") étant paralléles, la droite (A), sécante a (D), est sécante a (D") en un point Q.
La droite (A) étant sécante a (D') en (), tz0r est une rotation de centre €. Quel est son angle ?

Les droites (D) et (D) étant paralléles, W est aussi un vecteur directeur de (D'). Par suite I’angle

orienté de t;0r est Z(UT;_V'). D’ou le résultat.

2) La démarche est analogue.
3) On obtient la rotation 7.

Exercice de fixation
Exercice

Solution

Posons: f =1 (C, - g) Otgp.
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La composée de la rotation r (C, - g) d’angle — % non nul et de la translation tz; est une

rotation d’angle — g, de centre () a déterminer.
Premiére méthode

Il suffit de déterminer les images de deux par f.

f(A) =D; f(D) = C. Par suite  est le point d’intersection des médiatrices de [AD] et [DC].
Ce qui donne (JL)N (IK) = {0}. Le centre de cette rotation est O.

Deuxiéme méthode

. T[ r L4t
Ecrivons r (C, - E) et tzz comme composée de deux symétries orthogonales avec un axe en

commun.
r (C, - g) = S(AC)OS(BC) 5 trB’ = S(BC)OS(IK)' Par suite :f = S(AC)OS(”().
Les droites (IK) et (AC) étant sécantes en O, f est la rotation de centre O et d’angle — g

Activité 12 : Composée d’une translation et d’une symétrie orthogonale

Pour cette activité, le prérequis sur la décomposition d’une translation en produit de symétries
orthogonales est nécessaire.

Démonstration

1) a)i étant un vecteur normal a (D), ona : ty = S(p")0S(py, ot : (D)= t1,(D). Par suite :
2
tﬁOS(D) = S(D’)'
b) & étant un vecteur normal a (D), on a: ty = S(py0Sprry, ot : (D)= t_1,(D). Par
2

suite : Spy0ty = S(prry-

2) a) Soit () la direction de (D) et (") la direction orthogonale a (&). Soit 7 un vecteur
unitaire de (&) et J un vecteur unitaire de (8”). (7, ]) est une base orthonormée de I’ensemble des
vecteurs du plan. Il existe un unique couple (x, y) de nombres réels tels que : ¥ = xT+y J. En
choisissant ¥ = xT et W = yJ, on a le résultat demandé.

b) W est un vecteur normal & (D). D’aprés 1)a), t50Spy = S(pry, ot : (D)= t1_(D).
2
¢) W est un vecteur normal & (D). D’aprés 1)b), (S(p)0ty) = Seprry, ou: (D)= t_1_(D).
2
3) a) tz0Sp) = t50(t0S(y) = t30Spry.

b) S0y 0tz = (S(pyOtiz )0tz = S 0t3.

4)a) Soit M un point du plan.
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SiM appartient a (A), alors t50S(x) (M) = t3(M) et S(a)0t5(M) = S(A)(tr,(M)). Le point t3 (M)
appartient & (A) car ¥ est un vecteur directeur de (A). Par suite S(A)(tg(M)) = tz(M). D’ou :
tﬁOS(A) (M) = S(A)Otﬁ(M)

SiM n’appartient pas  (A), alors les points M, t3(M), S(a) (t5(M)) et Sca) (M) sont les sommets
d’un rectangle. On en déduit que 5054y (M) = S(a0t5(M).

b) Supposons que t30S(,y admette un point invariant A.
- A appartient a (A).

5084y (A) = t3(A) ; t3(A) ne peut étre égal 4 A sinon ¥ serait nul et i étant égal & W serait

un vecteur normal & (D). Par suite A ne peut appartenir a (A).
- A n’appartient pas a (A).

tﬁOS(A)(A) =AsS { ta(B) —A

A éd de [AB
o (@ méa e )
BA=v
Ce systéme est impossible car ¥ est un vecteur directeur de (A).

d) Sitz0S(,) est une translation tg, alors S,y serait égal a t_z. Impossible. t30S 4y est une
isométrie comme composée d’isométries.

Pour la symétrie glissée t30Sp), ona: t30Spy = t50Spry = Spry0t3, o ¥ est un vecteur
directeur de (D). Le vecteur ¥ est unique, la droite (D") est unique comme image de (D) par la
translation t%W. Cette écriture t50Spry s’appelle la décomposition canonique de la symétrie

glissée t70Spy.

La droite (D) est I’axe et le vecteur ¥ le vecteur de la symétrie glissée t30Sp).

L’axe de la symétrie glissée S0ty est (D) et le vecteur de cette symétrie glissée est .
Exercice de fixation

Exercicel

Solution

Nature de t;50S 45,

t550S4p) €tant la composée d’une symétrie orthogonale et d’une translation dont le vecteur est
normal a ’axe de la symétrie est une symétrie orthogonale dont I’axe est parall¢le a (AB).

Axe de tEOS(AB)
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Pour déterminer I’axe de t;50S4p), il suffit d’avoir I’image d’un point.

L’image par t;50545) de A est D. L’axe de cette symétrie orthogonale est donc la parall¢le (A)
a (AB) passant par O.

Autre méthode de détermination de I’axe de t;50S 4p).
Décomposons tz en produit de symétries orthogonales.

tas = S)0S(4p), ou (A) est la paralléle a (AB) passant par O.
t150Sap) = S(2)0(S(ap)0S(ap)); d’0u : t750S4py = S(ay-
Exercice 2

Solution

Nature de t;z0S 45,

t5¢0Sap) €tant la composée d’une symétrie orthogonale et d’une translation dont le vecteur
n’est pas normal a I’axe de la symétrie est une symétrie glissée.

Axe et vecteur de la symétrie glissée t;:05 4p)
AC = 4B + BC ; d’0u : t;20845) = t;50(t520Su))

t520S4p) est la composée d’une symétrie orthogonale et d’une translation dont le vecteur est
normal a I’axe de cette symétrie. Par suite tzz054p) est une symétrie orthogonale d’axe
parallele a (AB). L’image de B par t5:0S4p) étant C, t5:0S(4p) est la symétrie orthogonale
d’axe la parallele (A) a (AB) passant par O. Il suit que : t720S4p) = tz50S5,)- Le vecteur AB
étant un vecteur directeur de (4), on en déduit que t;50S(, est la décomposition canonique de

la symétrie glissée 30545 En conclusion : t;20S4p) est la symétrie glissée de vecteur AB
et d’axe (A).

Activité 13 : Composée d’une rotation et d’une symétrie orthogonale

Soit 7 une rotation de centre O et d’angle orienté¢ @ non nul et Spy une symétrie orthogonale
d’axe (D). Il s’agit de démontrer que la composée de r et de S(py est une symétrie orthogonale
si O appartient a (D) et une symétrie glissée, sinon.

Le prérequis sur la décomposition d’une rotation en produit de symétries orthogonales est
nécessaire.

Démonstration
D)a) En écrivant 7 = S)0Sa) = Sp1y0S(py, ona : r0Spy = S(pry et Sipy 01 = S(ay-

b) Dans le cas ou I’angle orienté & est nul, 0S5y = S(p) et Sip)0r = S(p).
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2)3.) r= S(AI)OS(A) = S(A)OS(AH).

b) r0S(py = Sary0ty, ou U est un vecteur normal a (D).

S(0y0r = t=70S 1y .

Puisque 1’angle orienté @ est non nul, le vecteur % n’est normal ni 2 (A") nia (A"), il en découle
que 70S(p) et S¢py0r sont des symétries glissées.

Exercice de fixation

Exercice

Solution

9]

2)

r(4, g)OS( ap) €tant la composée d’une symétrie orthogonale et d’une rotation dont le
centre appartient a ’axe (AB) est une symétrie orthogonale dont I’axe (A) passe par A.
L’image de B par r(4, E)OS( ap) €tant D, le milieu O de [BD] appartient a (4). On en
déduit que (A) est la droite (AC).

Autre méthode

En écrivant r (A, %) = S(ac)05(ap), on a le résultat demandé.

r(C,— g)OS(]L), est la composée d’une symétrie orthogonale et d’une rotation dont le
centre n’appartient pas a ’axe de cette symétrie. L’isométrie r(C, —g)OS(JL) est une

symétrie glissée.

Activité 14 : Propriété des symétries glissées

Cette activité donne des moyens de déterminer ’axe et le vecteur d’une symétrie glissée dont
la décomposition canonique n’est pas donnée.

Démonstration

1))
2)

f = tz0Spy = S(py0ty. Par suite : fOf = t50(S(py0Spy)0ty. D’oli : fOf = tyz.
Soit M un point du plan.
Supposons que M appartienne a (D).
f(M) = t505p)(M)
= tz(M), car M appartient a (D).
Par suite f (M) appartient a (D) car U est un vecteur directeur de (D). On en déduit que
le milieu du segment [M f(M)] appartient a (D).
Supposons que M n’appartienne pas a (D).

Soit P, M”, Q les images respectives de t3(M), f (M), S(p)(M). Le quadrilatére MPM’Q est
un rectangle. D’apres la droite des milieux, le milieu de [MM’] appartient a (D).
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Réciproquement, Soit N un point de (D). Il s’agit de démontrer qu’il existe un point M du
plan tel que N soit le milieu du segment [M f(M)].

En observant bien la figure dans le cas précédent ou M appartient a (D), on peut construire le
point M.

Onpose : M = t_1(N) et M'=t5z(M).
2

Le point M appartient a (D) car N appartient a (D) et i est un vecteur directeur de (D).

Puisque M appartient a (D) et i est un vecteur directeur de (D), t; (M) appartient a (D). Or
fM) = t5055)(M), donc f(M) = t5(M), car M appartient & (D). Par construction N est
le milieu du segment [M f(M)].

Exercice de fixation
Exercice

Détermine les éléments caractéristiques de la symétrie glissée r(C, — g) 0Sqy-

Solution
T
Posons : f =r(C, _E)OS(JL)‘

Pour déterminer I’axe de f, il suffit de déterminer les images de deux points distincts par cette
symétrie glissée.

Déterminons les images de J et B par f.

f)=K; f(B)=C.

Soit M le milieu de [JK]. L’axe de f est la droite (JM) qui est la droite (JK).
Le vecteur U de f est déterminé par : ty = S(;x)0f.

Pour déterminer # , il suffit de déterminer I’image d”un point par S(;;,0f.

—

L’image de J par S(;x,0f est K. Par suite : i = JK.

III.  Classification des isométries

La classification des isométries se fera a ’aide de I’ensemble des points invariants et a I’aide
des déplacements et antidéplacements.

3.1 Classification des isométries a ’aide de I’ensemble des points invariants
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Activité 15 : Isométries laissant invariants trois points non alignés

L’objectif est de démontrer que seule 1’application identique du plan laisse invariants trois
points non alignés du plan.

Démonstration

Supposons que f ne soit pas I’identité du plan. Il existerait un point M du plan qui est distinct
de son image M’par f.

Des égalités AM = AM’; BM = BM’ et CM = CM'’ obtenues par conservation de la distance, il
résulterait que les points A, B, et C appartiendraient & la médiatrice du segment [MM’]. Ce qui
est contraire au fait les points A, B, C ne sont pas alignés. L hypothése est absurde, d’ou f est
I’identité du plan.

Exercice de fixation
Exercice
Solution

Sif est une isométrie qui laisse invariants trois points non alignés du plan, alors f laisse
invariant tout point du plan.

Activité 16 : Isométries laissant invariants deux points distincts

L’objectif de I’activité est de caractériser les symétries orthogonales : ce sont les seules
isométries dont I’ensemble des points invariants est une droite.

Démonstration

1) Dans ce cas f est I’application identique du plan.

2) a) Par conservation de la distance, on a : AC = AC’ et BC=BC’. D’ou le résultat.
b) Trivial.
¢) S(ap) et flaissent invariants sur les trois points non alignés A, B, C. Par suite :

f= S(AB)-
3) Voir propriété.

Exercice de fixation
Exercice
Solution

Toute isométrie du plan qui laisse invariants deux points distincts et jamais trois points non
alignés est une symétrie orthogonale.
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Activité 17 : Isométrie laissant invariant un seul point

L’objectif de Iactivité est de caractériser les rotations (d’angle non nul) : ce sont les seules
isométries qui ne laissent qu’un seul point invariant.

Démonstration

1) a) f n’est manifestement pas 1’identité du plan puisqu’elle ne laisse qu’un seul point
invariant.
b) Puisqu’il y a un seul point invariant par f, il existe un point B distinct de A qui n’est
pas invariant par f. Il en découle que I’'image B’ de B par f est distinct B.

2) a) Le point A appartient & (D) car AB=AB’. Ona : S;py0f (A) = Sp)(A) = A;
S(D)Of(B) = S(py(B") = B. Par suite A et B sont invariants par S¢p)0f.

b) Si S(p)0f était I"application identique, alors f serait la symétrie orthogonale d’axe (D).
Ce qui est impossible puisque f n’admet qu’un seul point invariant alors que Spy en admet
toute la droite (D) comme ensemble de points invariants.

c) D’apreés la propriété précédente, S(p)0f est la symétrie orthogonale Scapy d’axe (AB).
Par suite : S(py0S5p)0f = Sp)0S4py. On en déduit que : f = Sp)0S4p)-
d) La droite (AB) étant sécante a (D) en A, f est la rotation de centre A et d’angle orienté
(AB,AB").
Exercice de fixation
Exercice
Réponses

1) Faux;2) Vrai; 3) Faux.

Activité 18 : Isométrie n’admettant aucun point invariant

On démontre ici que les translations de vecteurs non nuls et les symétries glissées sont les seules
isométries planes qui n’admettent pas de point invariant.

Démonstration
1) a) f(A)=A'et t7(A)=A, dou: t; 0f(A) = A
b) Posons : g = t;7 0f. g est une isométrie comme composée de deux isométries.
Ona: t ;09 = t;;70t;~ Of, par suite : f = t,70g.

2) Déterminons la nature de f a partir de la nature de g (ou de 1’ensemble des points
invariants par g).
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a) g est I’identité du plan (g laisse invariants trois points non alignés).

Dans ce cas, f est la translation t.—7 de vecteur non nul.

b) g est une symétrie orthogonale d’axe (D).
Dans ce cas f, n’admettant pas de point invariant, est une symétrie glissée.
c) g est larotation de centre A (g a un seul point invariant).

Ce cas est impossible, car f étant la composée d’une translation et d’une rotation
d’angle non nul serait une rotation et admettrait donc un point invariant. Ce qui est
contraire a ’hypothése sur f.

Exercice de fixation
Exercice
Réponses

1) Vrai;2) Faux ; 3) Vrai.

Activité 19 : Ensemble des isométries du plan
11 s’agit ici de récapituler toute I’étude précédente.
Les isométries du plan sont :

e les translations ;

e les rotations ;

e les symétries orthogonales ;
e les symétries glissées

Remarque

L’identité du plan est a la fois une translation de vecteur nul et une rotation d’angle orienté nul
et de centre quelconque.

Conséquence

Les translations et les rotations peuvent étre décomposées en produit de deux symétries
orthogonales.

Les symétries glissées, produit d’une translation et d’une symétrie orthogonale, peuvent étre
décomposées en produit de trois symétries orthogonales. Il en résulte :

Toute isométrie du plan est soit une symétrie orthogonale, soit la composée de deux symétries
orthogonales, soit la composée de trois symétries orthogonales.

3.2 Classification des isométries a I’aide des déplacements et des antidéplacements
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Activité 20. Définition d’un déplacement et d’un antidéplacement

Cette activité aborde la définition d’un déplacement et d’un antidéplacement et aborde
également la classification des isométries en déplacements et antidéplacements.

Démonstration

1) Soit f une isométrie du plan.
Si f est la composée de deux symétries orthogonales, f conservera les angles orientés.
Si f est une symétrie orthogonale ou la composée de trois symétries orthogonales,
f transformera tout angle orienté en son opposé.
Aucune isométrie ne peut a la fois transformer tout angle orienté en son opposé et le
conserver.
Si Iest ’ensemble des isométries, I* (resp. I7) lensemble des isométries qui
conservent les angles orientés (transforment les angles orientés en leurs opposés),
alorsona:I=I1"Ul".

2) Les isométries qui conservent les angles orientés s’écrivant comme composée de deux
symétries orthogonales sont les translations et les rotations.

Les isométries qui transforment les angles orientés en leurs opposés sont les symétries
orthogonales et les composées de trois symétries orthogonales. Il s’agit des symétries
orthogonales et des symétries glissées.

Exercice de fixation
Exercice
Solution

1) Les seuls déplacements du plan sont les rotations et les translations.

2) Une symétrie glissée est un antidéplacement.

3) Tout déplacement est une isométrie.

4) Toute isométrie est soit un déplacement soit un antidéplacement.

5) Les seuls antidéplacements du plan sont les symétries orthogonales et les symétries
glissées.

Activité 21 : Composée de déplacements et antidéplacements

(I*,0), Pensemble des déplacements muni de la composition des applications est un groupe
non commutatif, sous-groupe de groupe (I, 0) des isométries du plan.

(I7,0), ’ensemble des antidéplacements muni de la composition des applications n’est pas un
groupe. Car la loi 0 n’est pas interne dans I~.

Démonstration

1) gof est une isométrie qui est la composée d’un nombre pair de symétries orthogonales,
donc conserve I’orientation. Par suite gof est un déplacement.
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2) gof est une isométrie qui est la composée d’un nombre pair de symétries orthogonales,
donc conserve I’orientation. Par suite gof est un déplacement.

3) gof est une isométrie qui est la composée d’un nombre impair de symétries
orthogonales, donc ne conserve pas I’orientation. Par suite gof est un antidéplacement.
De méme pour fog.

Exercice de fixation
Exercice
Solution

1) Une translation et une rotation étant des déplacements, leur composée est un
déplacement. C’est donc une rotation ou une translation.

2) Une rotation étant un déplacement et une symétrie glissée, un antidéplacement, leur
composée est un antidéplacement. C’est donc une symétrie orthogonale ou une symétrie
glissée.

3) Méme type de raisonnement.

Activité 22 : Réciproque d’un déplacement, d’un antidéplacement

1) Soit S(py, S(ay et NED) trois symétries orthogonales.
a) Démontre que S(py est une bijection dont la bijection réciproque est Sp).
b) Démontre que S(p)0Sa) est une bijection dont la bijection réciproque est Sia)0Sp).
¢) Démontre que S(Dr)O Sp)0S(ay est une bijection dont la bijection réciproque est
S2)08)0 S(pry.
2) a) Démontre la bijection réciproque d’un déplacement est un déplacement.
b) Démontre la bijection réciproque d’un antidéplacement est un antidéplacement.

Démonstration
Prérequis :

Si f une bijection d’un ensemble E sur un ensemble F et g une application de F dans E telle
que : g0f = Idg, alors g est la bijection réciproque de f.

1) a) S)0Sp)y = 1d, par suite Spy est une bijection et sa bijection réciproque est Sp).
Par suite (S(p)0S(a) est une bijection et sa bijection réciproque est (S¢ay05p).
¢) Méme démarche que b).

2) a) Un déplacement est la composée de deux symétries orthogonales, c’est donc une
bijection comme composée de deux bijections. Sa bijection réciproque est la composée de deux
symétries orthogonales, c’est donc un déplacement.

b) Un antidéplacement est soit une symétrie orthogonale, soit la composée de trois symétries
orthogonales, ¢’est donc une bijection comme composée de bijections.
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Sa bijection réciproque est soit une symétrie orthogonale, soit la composée de trois symétries
orthogonales, c¢’est donc un antidéplacement.

Exercice de fixation
Exercice

1) Démontre que la réciproque d’une rotation est une rotation.
2) Démontre que la réciproque d’une symétrie glissée est une symétrie glissée.
3) Démontre que la réciproque d’une translation est une translation.

Solution

1) et 3) Laréciproque d’un déplacement f étant un déplacement de la méme nature que f,
ona l)et 3).

2) Laréciproque d’un antidéplacement f étant un antidéplacement de la méme nature que
f, laréciproque d’une symétrie glissée est une symétrie glissée.

IV.  Diverses déterminations d’une isométrie et résolution de problémes
4.1 Diverses déterminations d’une isométrie

Activité 23 : Détermination d’une isométrie

1l s’agit de démontrer qu’une isométrie est parfaitement déterminée par la donnée de ’image
d’un repére.

Démonstration
Existence
(A, B, C) est un repére du plan et (A, B’, C") un autre repére du plan.

Soit I’application f du plan dans lui-méme qui a tout point M, barycentre de (A, ), (B, B) et
(C, v ), associe le point M’ barycentre de de (A’, a), (B”, ) et (C’, y ), ou a, B,y sont des
nombres réels dont la somme est non nulle. Sans perte de généralité, on va supposer que a +
B +y=1. De cette hypothése, on déduit que: AM = Bﬁ +yﬁ. On a également :
AM = BA—’B_; +yX’E7.

Soit u, v, w, des nombres réels tels que u + v +w = 1 et N le barycentre de (A, u), (B, v) et
(C, w). Au point N on associe le barycentre N’ des points (A’, u), (B’, v) et (C’,w). 1l
résulte que : AN = vAB +WAC. Ona aussi: AN’ = vA'B' +wA'C'. Le vecteur MN est de la
forme xAB + ym et le vecteur M'N’ vaut alors xA'B’ + yw .

D’ou: MN? = x2AB2+y2AC? + 2xyAB.AC (1) et
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M'N'2 = x2A'B'2+y2A'C’2 + 2xyA'B". A’C’. (2). On a aussi : AB. AC = %(ABZ + AC2 — BC?)
(3) et A'BLA'C =2 (A'B” + A'C’2 — B'C'?) (4)

Par hypothése, ona : AB = A’'B’; AC = A’C’; BC = B’C/, par suite, en utilisant (1), (2), (3) et
(4), on obtient : MN= M'N’. On conclut que I’application f est une isométrie.

Unicité

Soit f et g deux isométries telles que : f(A)=A"; f(B)=B'; f(C)=C"et g(A)=A"; g(B)=
B';g(C)=C".

g~r0f(A) = A; g7*0f(B) = B; g~10f(C) = C. Par suite g~10f laisse invariants les trois
points non alignés A, B et C. Dot : g~20f = Id. On en déduit que f = g.

Exercice de fixation
Exercice
Solution

f admettant un point invariant, A, ne peut étre ni une translation de vecteur non nul ni une
symétrie glissée. Puisque les médiatrices de [BB'] et [CC'] sont sécantes, f ne peut étre qu’une

rotation dont le centre est A et dont ’angle orienté est (lﬁ), Iﬁ)')
Activité 24 : Détermination d’un déplacement

L’objectif de cette activité est de démontrer qu’un déplacement est parfaitement déterminé par
la donnée de deux couples de points homologues.

Démonstration

1) a) Evident.
b) Dans ce cas 1’angle orienté de la rotation est nul et donc r est I’identité du plan. On en

déduit que f est la translation de vecteur AA’.

¢) Dans ce cas ’angle orienté de la rotation est non nul. On en déduit que f est une rotation
d’angle orienté (ETA\TB)’).

Déterminons le centre () de f.

SiA = A’ ouB = B’, alors le centre ) de la rotation est A ou B.

Supposons A # A’ et B # B'.

Soit (A) la médiatrice de [AA"] et (A") celle de [BB']. Le centre ( appartient a (A) et (A"). Par
suite (A) et (A") sont sécantes ou confondues.
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Premier cas : (A) et (A") sont sécantes.
Dans ce cas Q est le point d’intersection de (A) et (A").
Deuxi¢me cas : (A) et (A') sont confondues

(A) étant médiatrice de [AA'] et de [BB'], les droites (AA") et (BB') sont paralléles. Puisque
AB = A'B’, la droite (AB) est sécante a (A) en un point O. Le symétrique (orthogonal) de la
droite (AB) par rapport a (A) est la droite (A'B"). Par suite O appartient & (A’B"). On en déduit
que OA= OA' et OB = OB'. Par suite Q est égal a O.

Le centre Q est le point de concours des droites (AB), (A'B’) et (4).

2) a) Evident.
b) g~! est un déplacement comme transformation réciproque d’un déplacement. Par
suite g~10f est un déplacement comme composée de deux déplacements. Ce déplacement
admet deux points distincts (A et B) invariants. Il ne peut étre une translation de vecteur non
nul, qui n’admet pas de point invariant. Il ne peut étre une rotation d’angle orienté non nul, qui
admet un seul point invariant. Par suite g~10f est I’identité. On conclut que f est égala g.

Exercice de fixation
Exercice

ABCD est un trapéze isocéle de bases [AB] et [DC] tel que DC= 2AB et Mes(ﬁ, o_c’) = g, ou

O est le point d’intersection des droites (BC) et (AD). Détermine la nature et les éléments
caractéristiques du déplacement f qui applique A sur C et D sur B.

Réponse
f est la rotation de centre le milieu I du segment [DC] et d’angle — 2?”

Activité 25 : Détermination d’un antidéplacement

L’objectif de cette activité est de démontrer qu’un antidéplacement est parfaitement déterminé
par la donnée de deux couples de points homologues.

Démonstration

1) a) Evident.
b) g1 est un antidéplacement comme transformation réciproque d’un antidéplacement.
Par suite g~10f est un déplacement comme composée de deux antidéplacements. Ce
déplacement admet deux points distincts (A et B) invariants. Il ne peut étre une
translation de vecteur non nul, qui n’admet pas de point invariant. Il ne peut étre une
rotation d’angle orienté non nul, qui admet un seul point invariant. Par suite g~10f est
I’identité. On conclut que f est égal a g.
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2)a) D’aprés la propriété précédente, il existe un déplacement d qui applique A sur A" et B sur
B'. La transformation d0Sap) est un antidéplacement comme composée d’un déplacement et
d’un antidéplacement. Cet antidéplacement applique A sur A’ et B sur B'.

b) Posons : f = d0Sag)-.

En utilisant les résultats de la propriété précédente, f est une symétrie orthogonale ou une
symétrie glissée.

11 faudra en cours présenter quelques cas.
Exercice de fixation
Exercice

Solution

1) f = tzz;05B)- Le vecteur AA” wétant pas orthogonal a la droite (AB), f est une
symétrie glissée. L’axe de fest la droite (1J) ou I est le milieu de [A A"] et J le milieu de
[B B']. Soit % le vecteur de la symétrie glissée et ty la translation de vecteur .
f = Suy0ty Parsuite : ty = S;;0f. Ona: tz(A) = Sy (A"). Soit A” I'image de A’
par S(; ). Le vecteur # est le vecteur AA”.

2) f =10S(ap), ol 7 est la rotation de centre (), point d’intersection de la médiatrice (4)
du segment [A A'] et de la droite (AB). Le centre () appartient a la droite (AB), par suite
f est une symétrie orthogonale. L’image de A étant A’, 'axe de f est la médiatrice de
[A A'], ¢’est-a-dire (A).

4.2 Résolution de problémes a I’aide d’isométries

a) Utiliser une isométrie pour construire une figure géométrique
Méthode

Pour résoudre un probléme de construction géométrique a 1’aide des transformations, on
peut suivre les étapes suivantes :

Analyse

L’analyse consiste a supposer le probléme résolu et a faire une esquisse de la solution a partir
de laquelle on dégage les propriétés (mise en évidence de transformations du plan telles que les
homothéties, les isométries, les similitudes, etc.) permettant la construction de la figure.

Synthése

C’est la démarche inverse de ’analyse. Avec les éléments dégagés dans 1’analyse (homothéties,
isométries, similitudes, etc.), on réalise la construction en justifiant qu’elle répond bien aux
données du probléme. On discute enfin du nombre de solutions au probléme posé.
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Exercice

Soit (D;) et (D,) deux droites distinctes et A un point du plan.
Construis un triangle équilatéral ABC tel que : B € (D) ; C € (D).
Solution

Analyse

La rotation r de centre A et d’angle g applique B sur C. Le point C appartient a (D,) et a

I’image (A;) de (D) par ry. Si(A;) coupe (D;), Le point C est déterminé de fagon unique et B
est I’antécédent de C par r. Le triangle ABC est alors équilatéral.

Synthése

a) Construction

e Construire I’'image (A;) par la rotation r de centre A et d’angle g ;

e Marquer le point d’intersection C de (A;) et (D3) ;
e Construire le point B, antécédent de C par r ;

b) Discussion
Des cas se sont présentés dans le programme de construction :

Le point A étant fixé dans le plan, il y a ’existence des points B et C résultant du choix de la
rotation 7.

Le choix de la rotation de centre A et d’angle — g conduit a un triangle ABC de sens indirect.

Le probléme peut avoir alors deux solutions : un triangle AB;C; de sens direct et un triangle
AB,C, de sens indirect. Il y a donc deux droites (A,) et (A,), images respectives de (D;) par
la rotation de centre A et d’angle % et par la rotation de centre A et d’angle — g

e Si(A,) coupe (D,) en C; et (A,) coupe (D,) en C,. Le probléme a exactement deux
solutions. Iy a un seul triangle AB;C; et un seul triangle AB,C,.
e Si(A) estparallele a (D,) ousi(A,) est parallele a (D,) :
o Si(A,) est confondue a (D,), on choisit un point quelconque C; sur (D) et
on construit B;. Dans ce cas, il y a une infinité de triangles AB;C;. La droite
(A;) coupe (D3) en C; ; on construit B,. Il y a un seul triangle AB,C,.
On fait de méme si (A;) est confondue a (D,).
o Si(A,) est disjointe de (D), il n’y a pas de point C;, donc pas de triangle
AB;C;. Par contre (A,) coupe (D;) et il y a un seul triangle AB,C,.
On fait de méme si (A,) est disjointe de (D).
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b) Utiliser une isométrie pour démontrer une propriété
Exercice
Soit A et B deux points distincts et fixés du plan. On désigne par M un point quelconque.

Soit r; la rotation de centre A et d’angle g et 1, la rotation de centre B et d’angle % Les points

N et P désignent les images respectives de M par ry et 7,.

1) Démontre que lorsque M varie, la médiatrice de [NP] passe par un point fixe K.
2) Construis K.

Solution

1) (M) =Netr,(M)="P;dou:r,0r(N) =P.
7,0r ! est la composée de deux rotations de centres différents. La somme g—g des
angles de r, et ;! étant non nulle (modulo 2m), 7,077 ! est une rotation d’angle % et

de centre fixe K. Par suite : KN = KP. On en déduit que la médiatrice de [NP] passe
par un point fixe K.

2) Décomposons 1y et 1, en produits de symétries orthogonales.
11 = S,)0S(ap) €t 2 = S(p,)0S(4p) ; d’o0t: r,0rt = S(DZ)O(S(AB)O S(AB))OS(Dl). Par
suite : 7,017 = S(5,,05(p,).

¢) Utiliser une isométrie pour rechercher un lieu géométrique

Un lieu géométrique est un ensemble de points qui vérifient une propriété géométrique
déterminé.

Le probléme de recherche de lieu géométrique se pose pratiquement de la fagon suivante :
déterminer un ensemble décrit par un point P quand un point M décrit un ensemble connu (E)
(droite, segment, demi-droite, cercle, ellipse, hyperbole, parabole, etc.).

Pour résoudre un probléme de lieu géométrique a ’aide des transformations :

e On recherche une transformation f (homothétie, isométrie, similitude, etc.), qui
applique M sur P ;

e On détermine I’'image (F) de (E) par f ;
e P décrit (F) quand M décrit (E).

Exercice

Soit (C) un cercle de centre O et O’ un point extérieur & (C). A chaque point M de (C), on associe

le point M’ du plan tel que Mes(OM, 0'M’) = g etOM = 0'M'.

Détermine le lieu des points M" quand M décrit (C).
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Solution

Ona:OM = 0'M’et 0 # M. Il en résulte qu’il existe un déplacement r qui applique O sur O’
et M sur M'. L’angle (OTW, 0'M") de mesure principale g étant non nul, le vecteur OM est
différent du vecteur O'M’. Par suite r est une rotation dont le centre I vérifie : OI = O'I et

Mes 16, 10") = Z. Le point I se trouve a Pintersection de 1’arc capable de mesure = d’extrémités
3 p P 3

O et O’ et de la médiatrice de [O 0']. Le point M’ est ’image de M par la rotation r de centre I
et d’angle g Quand M décrit le cercle (C), le point M" décrit le cercle (C"), image de (C) par r.

a DES QUESTIONS D’EVALUATION

1) Comment déterminer les éléments caractéristiques d’une symétrie glissée.
Exercice non corrigé

ABCD est un carré de sens direct et de centre O. Les points I, J, K, L sont les milieux respectifs
des segments [AB], [BC], [CD] et [DA].

Détermine la nature et les éléments caractéristiques de I’isométrie f définie par :

f=Su0rA%)
Réponse
f est la symétrie glissée d’axe (1J) et de vecteur ﬁ
2) Comment déterminer les éléments caractéristiques d’une rotation.
Exercice non corrigé

ABC est un triangle équilatéral de sens direct et de centre de gravité O. Les points I, J et K sont
les milieux respectifs des segments [AB], [BC] et [CA].

Détermine la nature et les éléments caractéristiques de I’isométrie f définie par :
_ 2m
f= r(O,?)Otm.
Réponse
2n
f = T([' ?)

3) Comment déterminer les isométries laissant globalement invariant un polygone
régulier convexe de n cotés ?

Exercice non corrigé

Soit un hexagone régulier ABCDEF de sens direct et de centre O.
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Détermine toutes les isométries laissant globalement invariant I’hexagone ABCDEF.
Réponse

Soit r la rotation de centre O et d’angle orienté g et s la symétrie orthogonale d’axe (AD).

Justifiez que : Dg ={Id, 7, 2, 73, r%,75,s, sOr, s0r?, s0r3,s0r*,s0r>}. La table du groupe
est facultative.

MES SEANCES D’EXERCICES

Dans tous les exercices qui suivent, le plan est orienté.
Exercices de fixation
Définition d’une isométrie

1. Solution

La rotation de centre O et d’angle orienté @ ou O est un point du plan est une isométrie du plan.
L’homothétie de centre A et de rapport 2 ou A est un point du plan n’est pas une isométrie.

2. Solution
L’homothétie de rapport —1 est une isométrie du plan.
Conservation du produit scalaire

3. Solution

fconservant le produit scalaire, on a : f(A)f(B). f(A)f(B)= AB.4B. Par suite :

Il FCA)F(B) I?=Il 4B |2, dou fconserve la norme. On en déduit que f conserve la distance.
D’ou le résultat.

Remarque

Les isométries peuvent étre définies comme des applications du plan dans lui-méme qui
conservent le produit scalaire.

Conservation du barycentre
4. Solution

O est isobarycentre des points A, B, C, D. f conservant le barycentre, f{O) est isobarycentre des
points  f{A), f(B), AC), AD). On a: f({AB,CD}) ={f(A), f(B),f(C),f(D)} et
{f(A),f(B),f(O),f(D)} ={A, B, C, D}. D’ou: {O) = O.
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Transformation du plan

5. Solution

Soit S une symétrie orthogonale, SOS= Id. D’ou le résultat.
Images de figures simples

6. Solution

a) Soit S la symétrie orthogonale d’axe (BD). On a : S(B)=D et S(D)=B. D’ou le résultat.

b) Soit r le quart de tour direct de centre O. On a : 7(A) =B et r(D)=A. D’ou le résultat.

¢) Toute rotation de centre O laisse le cercle circonscrit au carré ABCD globalement
invariant. D’ou le résultat.

Conservation du parallélisme, de I’orthogonalité et du contact
7. Solution

(A'B") et (C'D") sont paralléles car images respectives des droites parall¢les (AB) et (CD) par
I’isométrie /-

8. Solution

(A'B") et (A'D") sont perpendiculaires comme images respectives des droites perpendiculaires
(AB) et (AD) par I’isométrie f-

9. Solution

Les images de deux droites orthogonales par une isométrie sont deux droites orthogonales.
10. Solution

(D") est tangente a (C") en A’ car I'isométrie conserve le contact.

Décomposition d’isométries
11. Solution

Deux décompositions possibles quand un axe de symétrie est fixé.

12. Solution

a) (4)= (AB).
b) (&)= (DO).
c) (A)= (AD).
d @)= (L.

13. Solution
Une infinité de décompositions possibles.
14. Solution

Deux décompositions quand un axe est fixé.
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15. Solution
a) (A)=(IK).
b) (A)=(L).
c) (A) = D).
d) (A) = (AD).

Composées d’isométries
16. Solution

La composée d’une rotation et d’une translation est une isométric comme composée de
deux isométries.

17. Solution
a) r (O, - g) 0t est une rotation (d’angle g) comme composée d’une translation et d’une
rotation d’angle non nul.
b) r(A,%n)OS( Ac) est une symétrie orthogonale comme composée d’une symétrie

orthogonale et d’une rotation dont le centre, A, appartient a ’axe de la symétrie.
18. Solution

La composée d’une translation et d’une symétrie orthogonale est une isométrie comme
composée de deux isométries.

19. Solution

a) Le vecteur AB étant un vecteur normal a la droite (IK), t550S5k) est une symétrie
orthogonale comme composée d’une symétrie orthogonale et d’une translation dont le
vecteur est normal a 1’axe de la symétrie.

b) Le vecteur AC n’étant pas un vecteur normal a la droite (AD), t7205.4p) est une
symétrie glissée comme composée d’une symétrie orthogonale et d’une translation dont
le vecteur n’est pas normal a I’axe de la symétrie.

¢) Le vecteur AC étant un vecteur directeur de la droite (I7), t5208(;yy est une symétrie
glissée comme composée d’une symétrie orthogonale et d’une translation dont le
vecteur est un vecteur directeur de I’axe de la symétrie.

20. La composée d’une rotation et d’une symétrie orthogonale est une isométrie comme
composée d’isométrie.

21. S(CD)Or(B,%n) est une symétrie glissée comme composée d’une symétrie orthogonale
et d’une rotation dont le centre n’appartient pas a I’axe de la symétrie.

Propriétés des symétries glissées

22. Réponse
a) Faux ;b) Faux ; c¢) Vrai
23. Solution

Immédiat
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24. Solution

fest la symétrie glissée d’axe (1J) et de vecteur .
Classification des isométries a ’aide de I’ensemble des points invariants

25. Réponse
b) Symétrie glissée ; d) Translation de vecteur non nul.
26. Réponse

a);b)

27. Réponse
b) et d)
28. Réponse
a) Vrai ; b) Faux ; ¢) Faux
c) Faux. Car cette isométrie peut étre I’identité du plan.
29. Réponse
¢) Je ne sais pas.
30. Réponse
b) Une rotation de centre A
Classification des isométries a ’aide des déplacements et des antidéplacements
31. Réponse
a) Faux;b) Faux ;c) Vrai.
32. Réponses
a) Vrai ; b) Faux ; ¢) Vrai
33. Non. C’est possible si AB= A’B’.
34. Oui.
35. C’est la translation de vecteur AA’.
Exercices de renforcement/approfondissement
36. Solution

gof =1d,dou: g~10(g0f) = g~10Id. Or g~10(g0f) = (g~*0g)0f. On en déduit que :
gt=r.
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37. Indication
Composez les deux membres avec h™1,

38. Solution
1) Ona:(g0f)0(f~t0g=1) = g0(f0f1Hog=t = g0(Id)0g~* = gOg~* =Id. Par
suite f710g ™1 est la bijection réciproque de gOf.
2) D’aprés 1) s710s;? est la bijection réciproque de s,0s;. Or, s71 = 5; et 551 = 55,
donc s,0s, est la bijection réciproque de s,0s;.

39. Solution

1) Soit M un point appartenant & f (E). Il existe un point N élément de E tel que : M= f(N).
Or E € F, donc N appartient & F tel que M= f(N). Par suite M appartient & f (F). D’ou le
résultat.

2)ENFCE,d’oud’aprés 1) f(ENF) € f(E). De méme f(E N F) S f(F). On obtient :
fENF) S f(E) N f(F).

Réciproquement, soit M un élément de f(E) N f(F). Il existe des points P et Q appartenant
respectivement 4 E et F tels que : M= f(P) et M= f(Q). Par suite : f(P) = f(Q). Toute
isométrie étant bijective, donc injective, on a : P = Q. On en déduit que P appartient a EN F
tel que M= f(P). Il résulte que M appartient a f(E N F). CQFD.

40. Solution

Soit M un point invariant par f. L’isométrie conservant la distance, on a : MA=MA'. Le point
A est distinct de A’ car A n’est pas invariant par f. On en déduit que le point M appartient a la
médiatrice de [AA'].

41. Solution

Soit 7 le quart de tour direct de centre A. r applique B sur C et E sur F. Par suite : BE = CF et
(BE).L (CF).

42. Solution

1) fétant la composée d’un nombre pair de symétries orthogonales est un déplacement.
2) f = (Sup)050c))0(S(cr)0S(pa)) ;s 00 : f = Sp0Sg, car: Sp = Scap)0S(pcy et
Sp = S(c)0S(ga)- Sp €t Sp sont des rotations d’angle plat. La somme de leurs angles
étant nulle, f est une translation. L’image de B par f'étant le symétrique de B par rapport

a D, f'est la translation de vecteur 2BD.

43. Solution

a) 7(A%)0r(B%) = Su0)0Sas0Sas 0Smo) -
r(afor(s)=r(03)
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b) (A, g) or (B, - g) = S40)0S(a5)0S(45)0S (55> 0ll E= S(a5)(0). Par suite :
S40)0S545Y0S(45)0S(8E) = S(40)0S(8E)- Les droites (AO) et (BE) sont paralléles. On

obtient : r( ) Or( g) = tge-

0 r(a)or(5)or (G- = r(02)or(- 1)

2 N .
r (0, ?”) or (c, - g) = S(c0y0S(0) 0S¢0y 0S(c5)> 0t D= Scc (0). Par suite :

(D) or(52)or(c- D) = (0)
44. Solution

1) t520Sc) = tze0(t50Ss0) ) tae0(t50Sc)) = tze0Suk)0S(ac)0Ss0)-

t1¢0S 8¢y = t5e0SuK)- t7e0S(ac) est la symétrie glissée de vecteur BC et d’axe (IK).
) r (A, - —) or (B ) Stag)0S(a5)0S(am 0S50y, 0l E= S(am) (0).

r(A=2)0r (B,Z) = Sae)0San) :

r(1-2)or (52) =t
3 r(B-2

) tes = Sep)0S(84)0S(a8)0S(1) 3
Sen0r (B~ %) Otez= Sy,

45. Solution

) r (O,g) 0S¢gc) est la composée d’une symétrie orthogonale et d’une rotation dont le

centre n’appartenant a ’axe (BC) de la symétrie. Il s’agit d’une symétrie glissée f. Pour
déterminer le vecteur et I’axe de f; il faut déterminer les images de deux points par f. On

a: f(B)=Cet f(C)=D. L’axe de f'est (JK) et le vecteur ]_)K
2) Sp)0r (B, - g) est la composée d’une symétrie orthogonale et d’une rotation dont le

centre appartient a I’axe de la symétrie est une symétrie orthogonale s dont ’axe (A)
passe par B. Il suffit de déterminer I'image d’un point par s pour connaitre (A). Le point

A est invariant par s. On en déduit que Sigp)0r (B, - g) est la symétrie orthogonale
d’axe (AB).

Scep)0T (B, - g) Otzp est la composée de la symétrie orthogonale d’axe (AB) et de la
translation de vecteur CB normal a (AB). S(gp)0r (B, - g) Otz est donc une symétrie
orthogonale d’axe paralléle a (AB). L’image de C par S(45)0tz5 est B. Le milieu J de
[BC] appartient a I’axe de cette symétrie. Spp)0r (B, - g) Otzg est donc la symétrie
orthogonale d’axe (JL).
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3) tz0r (B, g) Otzp est la composée de deux translations et d’une rotation dont 1’angle, %’
est non nul. tz507 (B,g) Otzp est donc une rotation d’angle g dont le centre est a
déterminer. L’image de C par tz50r (B,g) Otz est C. Par suite tz507 (B,g) Otzp est
la rotation de centre C et d’angle g
Remarque
Pour éviter la décomposition dans la détermination du centre, si on n’a pas trouvé ce
point invariant C (accidentel), on peut utiliser la médiatrice du segment joignant le point
D a son image B par t;507 (B,g) Otzp et l’arc capable de mesure % d’extrémités D et

B ou les médiatrices des milieux de deux couples de points homologues.
46. Solution

1) Par Pythagore ou toute autre méthode, on obtient PQ= QA’. Puisque PO= OA’, la droite
(0Q) est la médiatrice de [PA']. Il en résulte (OQ) est perpendiculaire a (PA"). Le
triangle APA’ étant inscrit dans le cercle de diamétre [AA'] est rectangle en P. On en
déduit que (AP) est perpendiculaire a (PA"). Les droites (AP) et (OQ) sont donc
paralléles car perpendiculaires toutes les deux a (PA’). B étant ’image de A par la
translation de vecteur w, il en résulte que les droites (AB) et (OQ) sont paralléles. Par
suite (AB) et (AP) sont paralléles. On conclut que les points A, B et P sont alignés.

2) De la relation = f0S, on déduit que : f = t0S. Les droites (AP) et (OQ) étant paralléles
d’aprés 1), la droite (A) est orthogonale a (OQ) car orthogonale a (AP). f est une
symétrie orthogonale, comme composée d’une symétrie orthogonale et d’une
translation de vecteur normal a I’axe de la symétrie. L’axe de f est parallele a (A).
L’image de O par fest Q. L’axe de f est la paralléle (A") a (A) passant par le milieu de
[OQ].

3) D’apres ce qui précede, I’image de O par fest Q. Justifions que B est I’'image de P par
/- Ona:f(P)=t0S(P). S(P) = A, car (A) est la médiatrice de [AP] ; t(A) = B. Par
suite f{P)=B. f étant une symétrie orthogonale, transforme (Q, B) en (O, P). L’autre
isométrie étant f0S(gq). Il s’agit de la rotation de centre I qui applique B sur P.

47. Solution

Cet ensemble est : {Id, 7(0, ) }.

48. Solution

Cet ensemble est : {Id, (0, ), S(ac), Scap)}-

49. Solution

Cet ensemble est : {Id, (0, 1), S(a), S(ary} ol (A) et (A") sont les médiatrices respectives des

segments [AB] et [AD].
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50. Solution

1) Soit s4, S5, S3 les symétries orthogonales respectives par rapport aux médiatrices [AB], [BC],
[CA] et 1y, 15, 13 les rotations de centre O et d’angles respectifs 0, Z?n, - %ﬂ (r; =1d).

Justifiez que cet ensemble D3 est : {r;, 15, 13, 51, S, S3}. Si s est ’'une quelconque des symétries
S1, Sz, S3 et 7 I'une quelconque des rotations 73, 73, alors D3 = {Id, 7,72, 5,507, s012}. C’est
encore D3 = {Id, 7,72, 5,70s,720s}.

2) Soit D3 I’ensemble des isométries transformant ABC en A'B'C’.

Soit g une isométrie du plan. Il faut démontrer que g appartient a D5 si et seulement si il existe
une isométrie i appartenant & D5 tel que : g = fO0i.

Démonstration

Soit i une isométrie appartenant a D. Justifions que I’isométrie g telle que g = f0i transforme
ABC en A'B'C’. On a: g(ABC) = f0i(ABC); or i(ABC) = ABC et f(ABC) = A'B’C’, donc
g(ABC) = A'B'C’.D’ou g transforme ABC en A'B'C’.

Réciproquement, soit g une isométrie du plan qui transforme ABC en A'B’C’. Posons :

i = f710g. Justifions que i appartient a D5. On a : i(ABC)= f~10g(ABC), or
g(ABC)=A'B'C’ et f"1(A’B'C") =ABC, donc i(ABC) = ABC. Par suite, { appartenant a D.
L’ensemble des isométries qui transforment ABC en A'B’C’ est : { f0i,i € D3}, c’est-a-dire :
{f, fOr, fOr2,f0s, 0 r0s, fOr?0s}.

51. Indication

Utilisez les quarts de tour direct et indirect de centre A. Il y a deux solutions.

Faites la synthése et la construction

52. Solution

On choisit A; arbitrairement sur (D,). Pour tout point A, de (D), le point A3 tel que A;A,A3

soit un triangle équilatéral est I'image de A, par la rotation r de centre A; et d’angle g ou— g

Le point A3 appartient donc a (D3) et a I’'image de (D,) par r. Ces droites (D3) et r(D,) sont
sécantes car les droites (D,) et (D3) sont paralléles. Le point Az est déterminé. A, est
I’antécédent de A; par 7.

Faites la synthése
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53. Solution
Analyse

Le carré IJKL construit est de sens direct et de centre O. La symétrie centrale S, de centre O
transforme chaque sommet du carré IJKL sur son sommet opposé. Par conservation du
barycentre, chaque coté du parallélogramme ABCD est transformé en son cdté opposé. Par suite
O est centre du parallélogramme ABCD.

I appartenant a [AB], le point J est ’image de I par la r la rotation de centre O et d’angle % J

appartient donc a [BC]N r([AB]). Posons : A’ = r(A) ; B’ = r(B). Une fois J construit, les
autres points s’en déduisent.

Synthése

1) Donnez un programme de construction
2) Réalisez la construction
3) Discussion
a) Si ABCD est un carré, alors (BC)= (A’B’). On choisit J est quelconque sur [BC] et
on construit les autres points.
b) Si ABCD est un rectangle non carré, alors [BC] et [A'B’] sont disjoints. J n’existe
pas. Il n’y a donc pas de carré IJKL.
¢) Si ABCD est un parallélogramme qui n’est rectangle, alors [BC] rencontre [A'B’]
en un seul point J. Il y a dans ce cas un seul carré 1J KL.

54. Solution

Pour M différent de A et du symétrique de A par rapport a O, les arcs AM et AM ayant la
méme longueur, sont sous-tendus par des cordes de méme longueur. Il en résulte que les
triangles OAM et O'A’M’ sont isométriques. Les arcs AM et A'M' étant parcourus dans des
sens contraires, cette isométrie est un antidéplacement f. L’isométrie f applique donc O sur
0, Asur A’ et M sur M'.

a) Siles médiatrices respectives des segments [O0'] et [AA'] sont sécantes en , alors f°
est la symétrie glissée Sr 40 7(Q, &), 0u & = (0A,0'A") . Soit (D') la paralléle &
(0'A’) passant par Q. On peut écrire : 7(Q, @) = Sp1y0S(a). (A) est construite de la
fagon suivante :

- Construire le point A; de (C') tel que OA = 0'A; ;

- Construire la bissectrice (§) de I’angle de vecteur (0'A;,0'A") ;

- (A) est la paralléle a (&) passant par Q.

La symétrie glissée f'est S(o 47)0Spr)0S(ay qui s’écrit @ f = t,5505(a), ou B est le
projeté orthogonal de Q sur (0O'A’).

fM) = M’ & Sy (M)= M; et t,q5(M;) = M.

fiM) =M’ & I projeté orthogonal de M sur (A) , I milieu de [MM, ] et IP = QB.
Le cas ou M est égal & A ou au symétrique de A par rapport a O vérifie ce qui préceéde.
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Quand M décrit (C), I décrit le segment [I;1,] qui est 'image de (C) par la projection
orthogonale sur (A).
et quand I décrit [I,1,], P décrit 'image de [I;1,] par la translation de vecteur 0B qui
est un segment [P, P, ].

b) Siles segments [O0'] et [AA'] ont la méme médiatrice (D), alors f'est Sp.
Quand M décrit (C), P décrit le segment [JK] qui est I’'image de (C) par la projection
orthogonale sur (D).

55. Solution

1) Posons : 7 = 1,07;. L’ isométrie r est une rotation d’angle 7. On a : 7(B) = D. Par suite r
est la symétrie centrale de centre O.

Ona: (MM, W) = (Wi W), car O est le milieu de [MM'].
(Wj W) = (W m) + (MAMN). 7,(M) = N, d’ou le triangle MAN est équilatéral de

sens indirect. Il en résulte que : Mes(m, W\f) = — g On conclut que les points M, N et M’

sont alignés si et seulement si : Mes(m, W\’) = g [m].

2) Le lieu des points M lorsque les points M, N et M’ sont alignés est le cercle (C) passant par
O et A dont la tangente (OT) en O vérifie Mes (ﬁ, ﬁ’) = g [r], privé des points A et O.

56. Solution

1) N est le milieu de [AM]. Par suite I’homothétie h de centre A et de rapport % applique

M sur N. Quand M décrit [BC], N décrit [1J].

2) Considérez la symétrie Sy de centre N. Elle applique S sur J et T sur L.

3) a) L’homothétie de centre C qui applique A sur Q transforme le triangle équilatéral
ABC en QMC. De méme I’homothétie de centre J qui applique A sur Q transforme le
triangle équilatéral AIJ en QTJ. ABC et I1J étant de sens direct et I”’homothétie
conservant I’orientation, on a les résultats.

a) Les images respectives de P, A, I par f'sont Q, C, J.
4) §+n est non congru a 0 modulo 27 ; f'est donc une rotation comme composée de
deux rotations dont la somme des angles est non nulle. L’angle orienté de cette

. T T 2
rotation est donc : §+n' — 2m, c’est adire — =

57. Solution

D b)fK) =K; g0 =].
¢) f est le quart de tour direct de centre K et g est le quart de tour direct de centre J.
2)a) g0f H(A)=C.
b) gOf 1 est la translation de vecteur AC.
©) gOf ™! = tgg, dou: g = t5z0f.
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gM) = tzz0f(M)
= tﬁ(MJ
tae(M;) = My, d’oti : M;M, = AC. Par suite ACM2M; est un parallélogramme.

58. Solution

2)a) L’image de B par r est D. L’image de de la droite (BC) par r est la perpendiculaire a
(BC) passant par D, car tout quart de tour transforme une droite en une droite qui lui est
perpendiculaire. Cette image est donc la droite (CD).

b) r(A) = A, I'image de (AQ) par le quart de tour r est la perpendiculaire a (AQ) passant par
A. D’our(AQ) = (A). P étant le point d’intersection de (AQ) et (BC), I'image de P par r est le
point d’intersection de (CD) et (A). Il résulte que r(P) =S. De la méme maniére I’image de R
par r est Q.

c) Les triangles ARQ et APS sont rectangles et isoceles en A (a justifier).

59. Solution

2) a) L’angle orienté de rotation r est (E E BV5) dont la mesure principale est — g La

rotation r est donc d’angle — %

b) r applique A sur B et C sur D. D’ou : Mes(m, ﬁ) = —g et Mes(ﬁ, m) =—=
Par suite le cercle de diameétre [AB] passe par I et le cercle de diamétre [CD] par L. 1l en
résulte que I appartient aux cercles (C;) et (C3).

3) a) L’angle orient¢ de la rotation '’ est (AC DB) (AC DB) = (AC BD)
(AC BD) = (AC BD) + 7. La mesure principale de (AC DB) est— La rotation ' est
d’angle = >

b) Comme au 2)b).

4) L’angle orienté (K m) est de mesure principale —g et IS =IN, par suite le triangle

ISN est rectangle isocele en 1. De méme, un raisonnement analogue aboutit a JSN est
rectangle isocele en J. on a de plus, IS=JS. On conclut que INJS est un carré.

60. Solution

Soit N un point de la droite (MB) sur la demi-droite issue de M ne contenant pas B tel que
MN=MC. Par suite Mes(M_(f, ﬁ) = g On en déduit que le triangle CMN est un triangle

équilatéral. La rotation r de centre de centre C et d’angle g applique M sur N et A sur B. Il
résulte que AM=BN. Par ailleurs, BN=BM +MN. On conclut que MB + MC = MA.
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61. Le théoréme de Napoléon

Solution

Soit ry, 1, et 3 les rotations de centres respectifs A;, Bjet C;et d’angle 2?71 Par suite I’isométrie
110 7,0 73 est une translation, car 2?” + z?n + 2?” = 2m. Déterminons I’'image d’un point par 1,0
750 13. On a: 1,0 1,0 13(B) = 1,0 1,(A) = 1,(C) = B. Par suite 7,0 7,0 3 =Id. 7,0 1,0
r3(C;) =110 1,(C;) = C,. Posons : 1,(C;) =D. On a: r;(D) = C,. D’ou: B;C; =B;Det
A;D = A,C,. De plus : Mes(ﬁ—,\ﬁ) = 2?71 et Mes(mﬁ) = 2?7! On en déduit que les
triangles A;B;D et A, C; D sont isométriques et isoceles respectivement en A; et B;. Il en résulte
que A;DB; C; est un losange avec Mes(Cl—AT,\m) = % On en conclut que le triangle A;B;C;
est équilatéral.

62. Le point de Fermat

Solution

1) L’ensemble des points M du plan tels que Mes(ﬁ, m) = 2?” est I’arc capable d’angle
2?” et d’extrémités A et B. De méme, ’ensemble des points M du plan tels que

Mes(m, W) = 2?” est I’arc capable d’angle 2?” et d’extrémités B et C. Les deux arcs se

coupent en un seul point F intérieur a ABC car tous les angles de ABC ont une mesure

inférieure a 2?71 De plus, mes BFC= 2m — mes AFC— mes BFA = z?n Avec

’orientation, on a : Mes(ﬁ, FE) = 2?7'[ Par suite le point F ainsi construit est unique.
C’est le point de Fermat du triangle ABC.
2) Soit M un point intérieur au triangle ABC et r la rotation de centre B et d’angle g On

pose : N=1r(M) ; P=r(C) ; F' = r(F), ou F est le point de Fermat du triangle ABC. Par
suite le triangle BMN est équilatéral et on a MN = MB. On a également NP =MC car r
applique M sur N et C sur P et conserve la distance. Il résulte que AM + BM + CM =
AM + MN+ NP. On a évidlemment AM + MN + NP > AP. En outre, on a

Mes(ﬁ) = 2?71 BFF’ est un triangle équilatéral de sens direct car F' = r(F) ; par
suite Mes(ﬁﬁ) = g 11 en résulte que Mes(ﬁ) =m. D’ou les points A, F et
F'sont alignés (F appartient 2 [AF']). Par définition de F, Mes(ﬁfﬁ) = z?n’ il résulte
que Mes (ﬁﬁ) = 2?” car 7 conserve les angles. F' = r(F), d’ou le triangle FF’B est
équilatéral de sens direct. Par suite, Mes (ﬁ:—’\f) = g Il en résulte que

Mes (ﬁ, ﬁ) = . Les points F, F’ et P sont donc alignés. Ilen résulte que AP = AF +

FF' + F'P. On a FF’ = FB, car BFF’ est équilatéral et F'P = CF, car r conserve la
distance. On conclut que : AM + BM +CM > AF + BF + CF.
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SITUATIONS COMPLEXES

63. Le pont de I’amitié
Solution
Analyse

Soit (D) la droite qui modélise la rive du c6té du village A et (D) celle qui modélise la rive du
c6té du village B. Soit % le vecteur normal & (D) de norme L et dont le sens est de la rive du
coté de B vers A.

On désigne par B’ I'image de B par la translation de vecteur 4. Posons o = ﬁ’) ou P est un
point de (D) ou commence le pont et Q celui de (D’) ou s’achéve le pont. Le trajet entre les
deux villages vaut AP + PQ +QB. Il aussi égal a AP + PB’ + L. Il faut minimiser AP + PB’.
Pour ce faire, il faut choisir P aligné avec A et B'. P doit étre le point d’intersection de la droite
(AB’) et de la droite (D).

64. La table a manger
Solution

Les deux rectangles ABCD et MNPQ sont isométriques. Puisqu’il n’y a pas de retournement
du dessus de la table, I’isométrie qui transforme ABCD en MNPQ est un déplacement. Compte
tenu du fait que la table pivote de sa position ABCD a la position MNPQ autour d’un point, ce
déplacement est une rotation.

Le probléme a résoudre ici la recherche de cette rotation et la détermination de ses éléments
caractéristiques.

Soit O le centre du carré ABCD. Par le quart de tour indirect r de centre O, le rectangle ABCD
a pour image le rectangle A;B;C;D; puis par la translationt vecteur iﬁ, le rectangle

A;B;C;D; est transformé en le rectangle MNPQ.

L’isométrie qui transforme ABCD en MNPQ est donc tOr. L’isométrie t0r est la composée
d’une translation et d’une rotation d’angle non nul. Cette isométrie est une rotation d’angle —g

dont le centre I est construit comme suit.
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n SITUATION D’APPRENTISSAGE

L’approche pédagogique et la didactique

est celle de I’APC.

Pour I’exploitation de la situation,

vous pouvez vous inspirer du tableau suivant

SIMILITUDES DIRECTES
DU PLAN

Constituants de la Exemples de questions Réponses possibles des éléves

situation possibles

Contexte Ou ou quand se déroule la | Dans un jardin formé par trois
scene ? parties contigiies

Circonstances Indique le probléme que Dans le but d’arroser son jardin,
Monsieur Konan veut Monsieur Konan veut installer un
résoudre robinet qui soit situé a la fois sur

trois chemins rectiligne

Tache Qu’est-ce que le professeur | Etudier les similitudes du plan
décide de faire avec ses pour  vérifier si  un tel
¢éleves, pour donner suite @ | emplacement est possible (droites
la préoccupation de Roger ? | concourantes)

a DECOUVERTE DES HABILETES

Activité 1 : Définition d’une similitude du plan

O, A et B sont des points distincts du plan et f une application du plan (P) dans lui-méme.

Déterminons dans chacun des cas ci-dessous, le nombre réel positif & tel que :

v (M, N) € Px P, AM)AAN) = k MN

1) k=5:
2) k=1,
3)
4)
5)
6)
7)

>

ES RS R NS
Il

~ N e~ N
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= Exercice de fixation
1

Pour chacune des affirmations suivantes, réponds par vrai si I’affirmation est vraie ou par faux
si I’affirmation est fausse :

Affirmations Réponses

La symétrie centrale n’est pas une similitude.

Toute similitude du plan est une isométrie.

Toute isométrie du plan est une similitude du plan.

Une homothétie de rapport -1 est une similitude de rapport -1.

Une homothétie de rapport 4 est une similitude de rapport 4.

Aucune similitude du plan ne conserve la distance.

L’application identique est une similitude du plan.

AN | B O AW~

Toute symétrie orthogonale est une similitude

Activité 2 : Décomposition d’une similitude du plan

Soit S une similitude de rapport k (k est un nombre réel strictement positif), O un point
quelconque du plan, et # I’homothétie de centre O et de rapport .

Soit M et N des points quelconques du plan.
Onpose ' M)=M"; ' (N) =N’ et M’ =S(M’) ; N’ =S (N’)

1. Justifions que M”’N*” = MN
Ona:MN” =k M'N’, or M'N’= £ MN, done M”’N*> = MN.

2.
M #N et M”’N”’ = MN, donc il existe une isométrie 7 telle que :
i(M) =M et i(N) =N”’, d’oti So /"' est une isometries 7, soit S = iok
3. On démontre de méme que /"0 S est une isométrie j, et donc S = hoj
= Exercice de fixation
2.

L’isométrie i est la symétrie centrale de centre O ou la rotation de centre O et d’angle orienté
plat

Activité 3 : Etude de la réciproque

Réciproquement, considérons une homothétie / de rapport £ (k est un nombre réel non nul), i
une isométrie du plan et S I’application ponctuelle telle que : S =ioh. (ouS="h’0jou h’ est
une homothétie et j une isométrie)

1. S est une similitude de rapport |4| ; en effet :
Considérons deux points distincts M et N, d’images respectives M’et N’ par 4.
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Ona: M’N’ = |kl MN. Soit M”* et N, les images respectives des points M’ et N’ par
I’isométrie i ;ona: M’N”’ =M’N’, soit M”’N’’ = |k| MN. On conclut donc que
I’application ponctuelle S est telle que pour tous points M et N d’images respectives M’’ et
N’ par S, ona: M”’N”* = |k| MN, donc S est une similitude de rapport |4

2.
k est un nombre réel strictement positif.
o L’activité 1 indique que toute similitude du plan peut s’écrire comme composée d’une
homothétie de rapport £ et d’une isométrie
o L’activité 2 indique que la composée d’une isométrie et d’une homothétie de rapport k
est une similitude de rapport &
On conclut donc, que : une application S du plan dans le plan est une similitude de rapport & si
et seulement s’il existe une homothétie / de rapport & et une isométrie 7 telles que :

S=iohou(S=Hh0jouh’ estune homothétic de rapport £ et j une isométrie).
Exercice de fixation

3

Recopie et compléte les énoncés suivants :

A est un point quelconque du plan

La composée de I’homothétie de centre A et de rapport -3 et d’une translation est une
similitude de rapport 3.

Une similitude de rapport% est la composée de I’homothétie de centre A et de rapport % et

d’une rotation.
Activité 4 : Définition d’une similitude directe
Cas1;Cas3;Cas4.

= Exercices de fixation

4
1- F;2-V 3-F;4-F;5-V;6-F;7-V.
5
a) ;b);c;
Parmi les applications ponctuelles ci-dessous, écris la lettre de celles qui sont des similitudes
directes.
T 2 -7 1
a)tgoha =2);  arajohas; b)ra—_moha—5; ) Smoha —2);

d) Spyohaz) ;) tzo Smy; ) S0 S5 g) (Swo Sw))o hay -
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6 a)2.b); lirec) 1

7

Faire placer deux points A et B et construire la figure.
Activité 5 : Décomposition d’une similitude directe

1. les déplacements du plan sont les translations et les rotations

2. Une similitude directe est donc, soit la composée d’une homothétie et d’une rotation, soit
la composée d’une homothétie et d’une translation.

la composée d’une homothétie et d’une translation est soit une homothétie, soit une

translation. I1 s’en suit donc que toute similitude directe est soit une translation, soit la

composée d’une homothétie et d’une rotation.

3. Une translation est une bijection du plan dans le plan, la composée de deux bijections
étant une bijection (1’homothétie et la rotation), il vient, donc que toute similitude directe
du plan est une bijection du plan dans lui-méme.

o Exercices de fixation
8

Toute similitude directe du plan est soit une translation, soit la composée d’une homothétie et
d’une rotation.

9

Recopie le numéro de chaque affirmation suivi de V si I’affirmation est vraie ou de F si
I’affirmation est fausse.

1.V;2.F;3.F;4.F;5.F
Activité 6 : Propriétés caractéristique des similitudes directes
Soit S une similitude directe de rapport £, k est nombre réel strictement positif.
On suppose que S n’est pas une translation.
On considére deux points distincts du plan M et N d’images respectives M’ et N” par S.

On se propose de démontrer que S est une similitude directe du plan si et seulement s’il existe
un nombre réel B tel que :

M'N’ = k MN
(MN,M'N") =

1. On suppose que S est une similitude directe de rapport & qui n’est pas une translation.
a) S=ioh
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b) M et N étant deux points distincts du plan d’images respectives M’et N’par S, on a par
définition d’une similitude de rapport k : M'N’ = k MN.
c) S=ioh

On considére deux points distincts du plan M et N d’images respectives M; et Ni par 4,
on a d’aprés la propriété des homothéties, M\ N, = kMN . Soit M’ et N’ les images
respectives des points M et Ny par 7, ona : (M1 N1, M’N") = . k, étant un réel strictement

positif, les vecteurs M N, et MN ont le méme sens d’ou : (W,M’N’) = B

M'N’ = MN

d) Sis est une translation, on a : { (WW) s

2. Réciproquement, soit S une application ponctuelle telle que : pour deux points
M'N" = k MN

quelconques, M et N d’images respectives M’ et N” par S, ona : { (W\W) y

Etudions I’application ponctuelle /0S.
Soit 4 une homothétie de rapport %, posons S(M) =M’; S(N) =N’. on a donc :
M'N’ = k MN.

Posons également que A(M”) =M”* ; A(N’) = N”’, donc, M”N”:%M'N' , soit

1 . . .
M”N”’ = ZM’N’. De I’égalité : M'N’ = k MN, on déduit que : M’’N*> = MN. On sait par

s, n N [N 1
hypothése que (MN,M'N") = B, les vecteurs M'N' et M"N" sont de méme sens (; >0),
donc (MN,M"N") = §.

L’application ponctuelle 4058, est telle que pour tout point M et N d’images respectives M*” et
N’ par /0S8, ona:M’N”’ =MN et (W,M”N”) = f. Il s’agit bien d’une rotation r,
d’angle B. hoS. =r, donc, S=h"o r. S est bien une similitude directe de rapport k.

Exercice de fixation

10

Rapport : 5 et angle : %
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Activité 7 : Décomposition canonique d’une similitude directe

S(Q) = Q (car ce point est invariant). En appliquant la propriété ci-dessous, en remplagant N
par Q et M un point du plan distinct de Q , on a bien M’= S(M) si et seulement si
aM’ = k QM
{(mﬁ, am) = B
1. Soit 4 ’homothétie de centre Q et de rapport &
a) Justifions que : S =/ o r ou r est la rotation de centre Q et d’angle orienté 8

M un point du plan distinct de

On sait que M'= S(M) si et seulement si | T r— M
n sait que M’= S(M) si et seulement si (QIVf,W) y
Posons : r(M) =N et A(N)=M" soit: hor (M)=M"";

#M) =N, donc (OM,QN) = f et QM = QN. A(N)=M", donc QM" = KQN.
(QM,QN) = et QM = kQN,donc (OM,QM") = f , car k est une réel strictement positif.
QM= KON, indique que QM =kQN, or QM = Q N, donc OM** = kQM. On a donc :

aM” = k QM .
=, ~, soit S(M) =M"". Or S(M) = M’, donc M’=M"".
oM, oM™y =
Ainsi, S (Q) = (hor)( Q) = Q et pour tout point M distinct de Q, S(M) = (hor)( M),
donc:S=hor.

Justifions que pour tout point M du plan, (4 o ) M) = (r 0 k) (M).
Posons (ko r) M)=M’ et ro h) (M)=M"’, puis montrons que M’ = M"’

(hor) (M)=M’, done (OAM, QM) =f et OM’ = k QM ;

(ro h (M) = M”’, donc (OM, QM™) = et OM”’

k QM.

On donc : (W/,\Q—M')) = (Wﬁ') et QM’ = QM". (W/,_E—M;) = (Wm') sont deux
angles orientés de méme origine W, donc il existe il existe un réel non nul & tel que :
QM = KQM"" ; or QM’ = QM”’, donc k= 1. On a donc OM’ = QM"’ soit M’=M”".
Onabien:hor=hor.

Exercices de fixation

11

Ecris chacune des similitudes directes ci-dessous, sous sa forme canonique.
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a) h(A,g) oha —2) = h(A;%) = h(A;g) Orum= S(A; g ST .
b) r(A‘_TT[)Oh(A,_é): r(A‘%Tn)Oh(A, g) = S(A;é;%n) ;
a0 h(/\,% =S(A; g i3)
12
Soit O un point du plan.
On considere la similitude directe S de centre O, de rapport 2 et d’angle orienté _Tn_

1. S= r(o,_Tn) 0 ho, 2

2. Faire les constructions

Activité 8 : Composée de similitudes directes

Soit S et S* deux similitudes directes de rapports respectifs k et k” et d’angles orientés
respectifs @ et B . Etudions ’application S0S’

Soit M et N deux points quelconques du plan. Posons : S(M) =M’ ; S(N) =N’; S’(M’) =M"’
et S’(N’)=N"”’

Ona:MN’ =kMN et M”N”’ =k M’N’, donc M’N”’ = kk’MN. SOS’ est donc une similitude
de rapport kk’. En outre, (W, M’N’) =@ et (M’N’,M”"N"") =B , donc

(MN,M”N”) = (MN,M’N°) + (M'N’, M""N""), soit : (MN,M"N")= @ +§ .

SOS’ est bien une similitude de rapport kk’ et d’angle orienté @ + B.

2- Sik’ =1, S’ est soit une translation ou une rotation, donc SOS’ est une similitude directe
de rapport k, d’angle @ + B avec éventuellement B nul, dans le cas ot S’ est une
translation.

Exercice de fixation

13

gof est une similitude directe de rapport 3 et d’angle %
Activité 10 : Propriétés de conservation

Toutes ces propriétés se justifient a partir de la décomposition d’une similitude directe comme
composée d’une homothétie et d’un déplacement. Appliquer ensuite les propriétés de
conservation des homothéties et des déplacements du plan .
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Affirmations Réponses

1 Toute similitude directe transforme un angle orienté en son opposé F
La symétrie centrale de centre O est la similitude directe de centre O, de \'%
rapport 1 et d’angle orienté m.

3 Si C et D sont deux points d’images respectives A et B par une F
similitude directe de rapport %, alors CD = k£ AB

4 | Les images de deux droites paralléles par une similitude directe sont F
deux droites orthogonales.

5 Les images de deux droites perpendiculaires par une similitude directe v
sont deux droites orthogonales.

Activité 11 : Images de figures simples par une similitude directe

Toutes ces propriétés se justifient a partir de la décomposition d’une similitude directe comme
composée d’une homothétie et d’un déplacement. Appliquer ensuite les propriétés relatives
aux images de figures simples par une homothéties et un déplacement du plan .

Exercices de fixation

16

Affirmations Réponses

1 Toute similitude directe transforme une droite en une demi-droite F

2 Si C et D sont deux points distincts d’images respectives A et B par une F
similitude directe de rapport £, alors I’image de la droite (AB) par S est la
droite (DC).

3 Si C et D sont deux points distincts d’images respectives A et B par une A%
similitude directe de rapport £, alors ’image de la droite (CD) par S est la
droite (AB).

4 Si A et B sont deux points d’images respectives E et F par une similitude F
directe de rapport £, alors I’image de la demi-droite [AB) par S est la demi-
droite [FE).

5 Si A et B sont deux points d’images respectives E et F par une similitude A%
directe de rapport £, alors I’image de la demi-droite [BA) par S est la demi-
droite [FE).

6 Si C et D sont deux points distincts d’images respectives A et B par une F
similitude directe de rapport £, alors I’image de la droite (AB) par S est la
droite (DC).

7 SiK et P sont deux points distincts d’images respectives A et B par une F
similitude directe de rapport £, alors I'image du segment [KP] est le segment
(BA]

et KP =k AB

8 Si C et D sont deux points d’images respectives A et B par une similitude \Y%
directe de rapport £, alors AB = k£ CD

17

Construction immédiate
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Activité 12 : Similitude déterminée par son centre, un point et son image
Q, M et M’ sont trois points distincts du plan.
Justifie I’existence d’une similitude de centre Q qui applique M sur M’.

Siune telle similitude S existe, son centre est €, son rapport k est tel que : k= % et son
angle orienté est donné par : (W, QM’)

Inversement la similitude directe de centre Q, de rapport % et d’angle orienté (W, QM’)
applique M sur M’.

Exercices de fixation

18

V2
2

Le rapport k de S est tel que : k= % = cos%, donc k=

L’angle de S est donné par Mes(af, ﬁ), soit _Tn,
19
k=28_ cosz, donc k= E.

CcB 4 2

La mesure principale de son angle orienté est : Mes(ﬁC , ﬁ), soit %

20
. . m _ BBr , . ; V3
Soit B>=mil[AC] ; ona cos= = — d’ou BB’ =-—BC.
6 BC 2
OrBG = BB’ d'od BG = LBC.

Comme k = 26 ,donc k = Eet 0= Mes(ﬁE’_G)) =
BC 3 6
Activité 13 : Détermination d’une similitude par deux couples de points homologues

I.  Existence de la similitude directe S
Soit A, B, A’, B’ quatre points du tels que : A+ Bet A" # B'.

On se propose de justifier I’existence d’une similitude directe S et une seule telle que :
S(A)=A’et S(B)=B’
e SiAB=A’B’

Une similitude directe vérifiant S(A) = A’ et S(B) = B’ est soit une translation, soit une
rotation (voir la lecon sur les isométries du plan)
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e SiAB=#A’B’
a) Soit B”’ le point de de la demi-droite [A’B’) tel que A’B’’ = AB.
Comme dans le cas précédent, il existe un seul déplacement i tel que : i(A) = A’ et i(B) =
B>
b) Soit 4 'unique homothétie de centre A’ qui applique B> su B’, on a

hoi(A) = h(A’) = A’ et hoi(B) = h(B’’) = B’. En posant S = hoi, il existe donc une
unique similitude S telle que : S(A) = A’ et S(B) =B

Caractérisation de la similitude S
1. Cas ou les droite (AB) et (A’B’) sont paralléles.

a) Siles droites (AA’) et (BB)’ sont parall¢les, ABB’A’ est un parallélogramme
(éventuellement aplati) et donc AA' =BF'. S est la translation de vecteur A4’.

b) Si les droites (AA’) et (BB)’ ne sont pas paralléles, soit 2 le point d’intersection des
droites (AA’) et (BB)’. Considérons I’homothétie / de centre Q qui applique A sur A’,
h applique B sur B’ et répond a la question.

h est ’homothétie de centre Q et de rapport k ou et & le nombre réel : /:_ﬁl.

2. Cas ou les droite (AB) et (A’B’) ne sont pas paralléles

a) S ne peut étre ni une translation, ni une homothétie si non les droite (AB) et (A’B’)
seraient paralléles.

b) La similitude cherchée a pour rapport le nombre réel k tel que : k = %. Son angle

est donné par : (E,A’B’). Notons & I’angle (ﬁ, A’B’).

¢) Détermination du point Q.
Soit I le point d’intersection des droites (AB) et (A’B’), (C) le cercle passant par les points I,
Aet A’ et (C’) le cercle passant par les points I, B et B’.

En supposant qu’aucun des points A, B, A’ et B’ n’est confondu avec le point I

- Justifions que le point Q appartient a la fois au cercle (C ) et (C’).
Le point I est aligné avec les points A et B et avec les points A’ et B’, donc

() - (1.75) - .+ (A0 = (A7) = & ons (W) = (WTF).
donc le point Q appartient au cercle (C) circonscrit au triangle IAA’. De méme,

(!Téz_B") = (IE,TE"), donc le centre Q appartient au cercle (C’) circonscrit au triangle IBB’.
Le point I appartient a ces deux cercles, donc si les cercles C) et (C”) sont tangents, alors

Q =1et I’angle de la similitude est : (ﬁ) Son rapport est : %.

- Justifions que si les cercles (C) et (C”) sont sécants, alors Q est le second point
d’intersection des cercles (C) et (C”) distinct du point 1.
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Supposons que I est le centre de la similitude S. Les points I, A et B sont alignés, donc il

existe un nombre réel non nul u tel que IB= uﬁ et donc 1B = HI—A;. Ainsi, ’homothétie de
centre I et de rapport p transforme le cercle C) en (C’), ce qui indiquerait que les centres des
cercles C) et (C’) seraient alignés avec le point I et donc les cercles C) et (C’) tangents en [
contrairement a l(hypothése selon laquelle les cercles C) et (C’) sont sécantes.

On retient donc que lorsque les cercles C) et (C’) sont sécants, le centre de la similitude S est
le second point d’intersection des cercles C) et (C’) autre que le point L.

Exercice de fixation
21
e on construit le centre Q par la méthode précédente ;
) , " A .
(On pose S = hor ou h est ’homothétie de centre 2, de rapport A’—gl et r la rotation de

centre Q et d’angle ((TA), Qﬁ)).

e on construit 'image M; du point M par la rotationr ;
e on construit 'image A; du pont A (ou du point B) par la rotationr ;

e on construit 'image M’ du point M| par ’homothétie de centre Q qui applique A sur
A

Activité 14 : Similitude déterminée par son angle, son rapport, un point et son image.

Soit un k nombre réel strictement positif, & un angle orienté et A et A’ sont deux points
distincts du plan

On peut ramener cette activité a la précédente en définissant un autre couple de points
(B, B’) tel que : (E,A'B'): § et A’B’ =k AB.

Si B est choisi et distinct de A, le point B’ est parfaitement déterminé par les contraintes

(/TB, A'B")=0 et A’B’ =k AB. Onraméne le probléme a I’existence d’une unique

similitude directe déterminée par deux couples de points homologues.

Exercice de fixation

1. S(C)=E et s(A) =B, le rapport de S est 2, donc BE = 2AC.
2. S(C)=Eets(A) =B, Pangle de S est =, donc Mes (AC, BE) ==

3. BE =2AC et Mes (R, ﬁ) = ?, donc E appartient au cercle de centre B et de rayon

2AC tel que Mes (AAE,B‘I::) = % Le point E est parfaitement déterminé comme point

d’intersection d’un cercle et d’une demi-droite d’origine B.
4. Le point E se construis aisément.
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5. Le centre de la similitude se construit comme précédemment c’est a dire connaissant
deux couples de points homologues.

Activité 15 : Figures semblables
Construction immédiate
Exercice de fixation

23

Construction immédiate (on peut par exemple placer un point O et utiliser la similitude directe
de centre O, de rapport 2 et d’angle droit direct).

Activité 16 : Utilisation des similitudes
1. Utiliser la composée d’une similitude pour démontrer une propriété

Soit S la similitude directe de centre A qui transforme J en C et S’la similitude directe de
centre B qui transforme C en K.

S a pour rapport %, soit V3 ; son angle est _—:‘ De méme, S’est la similitude directe de centre

B, de rapport ? et d’angle _Tjr.
S’0 S est une similitude directe de rapport 1 et d’angle % de plus, So S’(L) =L, donc
S’ 0 S est la rotation de centre L, d’angle %

Onaaussi S’ o S(J) =K, donc S’0S est la rotation de centre L, d’angle orienté _3—n qui
applique J sur K. Le triangle IJK est donc équilatéral.

II.  Utiliser une similitude pour chercher un lieu géométrique

Erratum : noter : triangle OMN au lieu de AMN ; le triangle OMN rectangle et isocele en M
au lieu de rectangle et isocéle en A.
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Enlever la question 3

Pour tout point M de la droite (D), associons le point N du plan, image du point M par la
similitude directe de centre O qui applique M sur N, ’angle de S est f_ et son rapport est

. ON .
donné par - soit V2.

1. Lorsque le point M décrit la droite (D), son image N par la similitude S décrit la
droite (A), image de la droite (D) par S.

2. a) K est le projeté orthogonal de O sur la droite (D), et L le point tel que le triangle
OKL soit rectangle, isocéle en K et de sens direct, donc le point L est I'image du point
K par S. Il en résulte donc que la droite (A) est la droite (NL). Il suffit alors de justifier

que (E, IN ) est droit. Mes(m, IK )= f (le triangle KOL est rectangle et isocele en
K) ; S(K) =L et S(M) =N, donc Mes(KM,LN)= :”, K appartient a la demi-droite

[LM), donc Mes(ﬁ( ,E’) ::n.,

(LO,LN)= (LO, LK)+ (LK, LN), donc

Mes (E,ﬁf)= ;n,donc les droites (LO) et (A) sont perpendiculaires.

¢) Construction immédiate

a DES QUESTIONS D’EVALUATION

Question 1
h(A, 2) 0 h(A, -2) = h(A, 7) 0 (A, ), donc h(A, 2) 0 h(A, -2) est la similitude directe de

centre A, de rapport ; et d’angle 7.

Question 2

. . A2
L’angle orienté de S est % .le rapport de S est donné par % soit g
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MES SEANCES D’EXERCICES

Exercices de fixation

Exercice 1

GoA W -
<mTm<Tm<L

Exercice 2

Ecris chacune des similitudes directes ci-dessous, sous sa forme canonique.
2 4
a) ha,poha =2) =hajyoram
- 1 _ 1 31 |
b) ra, -0 ha, — 9= ha, 90T )
5 i .
C) I(a, %) 0 hya, ) (est déja sous sa forme canonique).

Exercice 3

11 suffit de construire I’'image du point A par la similitude directe de centre B, de rapport 2 et

> _r
d’angle P
Exercice 4

k=E=£etet9=Mes(ﬁ?;_EAG))=E
BC 3 6

Exercice 5

AW N =
<m <™

Figure a compléter

1. 5,((A0)) = (BC) car S,(A) = B
2. 5,((40)) = (04)
3. 5,([AC)) = [A'B))
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4. Su([ACD = [A"C"]

Exercice 6

(EG) et (FK) ne sont pas paralléles, soit I le point d’intersection des droites (EG)

et (FK)
Ona:9=Mes(EvG>;FI?)=E cthk="K_1
4 EG 3

(EG) et (FK) ne sont pas paralléles ; (EG) n (FK) = {I}
Cuer) N Cukgy = {0 ; 1} . Le second point d’intersection est O est le centre de la similitude S

Compléter la figure ci-dessous ;
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Exercice 7

1.B;2B; 3.C;4C;5B

Exercice 8
D C
|
o |
_A0_VZ g AB5-40) = ©
a)k =7-=""ct6 = Mes(4B;40) =

- 4D _ V2 A6-40) =
b)S(C) = D car - ="t Mes(AC; AD) = T

¢) S(B)=0etS(C) =D

Done S((BC)) = (0D)

d) SB)=0;S(C)=DetS(H) =T

I = mil[BC], donc son image I' = mil[0D]
L’image de [ est I’ le milieu de [0D]

Exercice 9
BA %) n
a)k === =1letet§ = Mes(BC,BA) =2
BC 3

_BG_3 - CBC) ="
bk =22 = etet 6 = Mes(BC,BG) ==

ok =% = 1 ctet 6 = Mes(GB, GC) = 2Mes(4B, AC) = &
GB 3
dk = = 1 ctet 6 = Mes(GB,GA) = - %
GB 3

Exercice 10

B_;
5(A) = B donc e -
Mes(Q4; QB) ==
4
Q,

ﬁ = 2 Ainsi Q € C([G,G,]) ou G,=bar{(4, 2); (B, 1)} et G, = bar{(4,—2); (B, 1)}
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Mes(m) = % , donc Q appartient a I’arc capable (I') de mesure % d’extrémité A
et B. Par suite (I') N (C) = {Q}

Exercice 11

Prendre le second point d’intersection

B

Exercice 12

a)k=£=£et6=Mes(R;A_D))=E
Ac T 2 4

AB —= n
bk =-=V2et§ = Mes(40;4B) = -7

AC —_— —
o)k =55 =2et6 = Mes(40;AC) = 0
Ok =52 =2 o g = Mes(B4; BO) = -~
BA 2 4

Exercice 13

.II 242 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 2



Soit r =r(A;_1Z£)

Onar(D) =B car AB = AD et Mes(m) = —%donc T((DC)) = (BC) car (BC) L (DC) ((BC)
est la perpendiculaire & (DC) passant par B ).

(DC) N (AM) = {M} donc r((DC)) nr((AM)) = {r(M)}

Donc (BC) N (AN) = {r(M)} or (BC) n (AN) = {N}

D’ou (M) = N Ainsi AMN est un triangle rectangle isocéle en A.

2)les points A, M et I sont deux a deux distincts, donc il existe une similitude directe s de centre A qui
transforme M en .

3)AMN est un triangle rectangle isocéle en A et I est le milieu de [MN] donc le triangle AMI est
rectangle isocele en I.

=:—1;=get Mes(m) = —%
s = S(A?\/Z_Ei*%)

4)Ona s(M) =1 et M € (DC) donc
Onas(D) = 0 ou O est le milieu de [BD]

Car2 =2 o Mes(m) =-Z
a2 4

Ets(C) =B car% = get Mes(ﬁﬁ) = —%

Ainsi s((DC)) = (BD)

Lorsque M décrit la droite (DC), son image décrit la droite (BD)
Le point I décrit donc la droite (BD)

Exercice 14

Hh(A) =A"ou A" = S,(B)

h(M) = C car BC = 2BM

2)Posons r = R( A:g)

Ona:roh(4) =r(A")=B'etroh(M) =r(C) =C

3)s = r © h est une similitude directe de rapport 2 et d’angle %

c A M B am) S

A C B (B

a)

L’angle de s est % alors les droites (AM) et (B'C") sont perpendiculaires.

b) Le rapport de s est 2 alors B'C’ = 2AM
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Exercice 15

D

A B

2) a) Ona mesCAH + mesACH = 90 et mesABH + mesACH = 90 donc
mesCAH = mesABH

de plus tan ABH = 2 ttan CAH =& gon 22 =&
HB AH HB ~ AH
ABH et AHC sont deux triangles tels que mesCHA = mesAHB et % = %

Donc les deux triangles sont donc semblables, il existe donc une similitude directe
plane s qui transforme AHB en AHC.
HB _ HA _ BA

2)b)Ona — = —

HA ~ HC AC
Le centre de s est H

L’angle de s est —%

AH
Le rapport de s est S

2) ¢) I est le point de concours des bissectrices du triangle AHB
Par conservation du contact le point de concours des bissectrices du triangle AHC ;

J est I'image de I donc s(I) = J

d) s est la similitude directe de centre H, d’angle —% et de rapport k ou k = %

comme s(I) = J alors le triangle HIJ est rectangle en H.
3)s(B) = Acts() =J

Donc (BI) L (A)) Car ’angle de s est —%
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HS'(HI)) = AHB
Le centre de S’ est H et ’angle de s’est 6 ou

6= Mes(m;m) = %Mes(m; m) :%
[(HI)bissectrice]

5)

S<
A B

Done Mes(]‘i;’ﬁ?') = %

Ona mes(l_jﬁ) = mes(ﬁﬁ) +r
=%+n

= %’T , donc Mes(ﬁﬁ) = —3771

Exercice 16
Voir méthode de I’exercice 13
Exercice 17

1. A, E, C et G sont quatre points du plan tels que A # E et C # G il existe une

similitude directe et une seule telle que S(A) = C et S(E) =G
2. Soit @ I’anglede Sona :

6= Mesm;ﬁ) =—§
2) Soit £ le centre de S.

3. Ona(4E) N (CG) = {B}
Ainsi ) appartient au cercle circonscrit 8 ACB et au cercle circonscrit 8 EGB.

D’ou Q appartient aux cercles (T) et (I')

4. N (T") ={B;K} donc Q # B.
5. Qest ’autre point d’intersection autre que B donc Q = K
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Exercice 18

Les triangles BCL et AHI respectivement rectangles en L et en H sont tels que :

mes LBC = mes IAC. Ils sont donc semblables (dewux angles de méme mesure dans deux
triangles). Soit S la similitude transformant BLC en AHI

les égalités d’angle indiquent que S(B) = A ; S(L) = H et S(C) = 1. I’angle de la similitude S
est Mes(ﬁ,ﬁ) soit : %

S([LC]) = [HI]. Or H est le milieu du segment [LC] et J celui du segment [IH], donc S(H) =J
(conservation du milieu)

S(B)=Acet S(H)=J,dou Mes(ﬁ) = g, donc les droites (BH) et (AJ) sont perpendiculaires.

Exercice 19
Considérons la similitude de centre A et d’angle % et de rapport v2

S= S(A;ﬁ:g)

Ona:

S
c A C E F

Donc s(ABCD) = ACEF

Toute similitude multiplie les aires par le carré du rapport donc

2
Ancer = (V2) Asgep

Ainsi Aycgr = 2Aapcp

.II 246 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 2



Exercice 20

Ona

(AB) n (CD) = {R}
(€) le cercle circonscrit au triangle ACR
(€") le cercle circonscrit au triangle BDR
©nE)={Ra}

Q est le second point d’intersection de (C) et (C")

Exercice 21

b5 S

2. 5 =S(c) ©Scac) ©Stac) © San)

= S(c) © St
= tup

3.5 = r(B;_%) Or(B;n)

="(62)
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Exercice 22

1. Soit S; cette similitude directe.
a) Si(K)=Ket Si(M)=M’, I’angle de la similitude est droit, donc S(M) appartient a la
droite perpendiculaire a la droite (KM) passant par K. notons-la (D)

De plus Si(P) =L, donc Si(M) appartient aussi a la perpendiculaire a la droite (PM) passant
par L c¢’est-a-dire a la droite (LP)

S1(M) est le point d’intersection des droites (LP) et de la droite (D) et donc Si(M) =M.
b) Soit S’ la similitude directe de centre K qui applique L sur M’
L’angle de S’ est (H,W) et son rapport est %
On sait que 1 (K) = K, Si(P) = L et S (M) =M’ , done  (KP, kM) = (KL, kM)

. KM! _ KL . KM _ KM/
(Conservation des mesures d’angle) et de plus, — =— soit —=—
KM KP KP KL

On a donc : (ﬁ,m) = (ﬁ';’M") et XM _ KM”
KP KL

donc S’(P) =M.

La similitude directe S’ de centre K est telle que : S’(L) =M’ et S’(P) = M, donc le triangle
KMM’ est ’image par S’ du triangle fixe KLP lorsque M décrit la droite (A).

2 a)le point I, milieu de [MM’], la similitude a pour rapport %
si ’on désigne par J le milieu de [PL], on a S(J) =1, donc a I’égalité % = i—; Donc le
rapport de la similitude S est ﬁ—; et son angle est : (ﬁ)

b)Dans ce cas, le quadrilatére KHPM” est un rectangle et donc S(H) = I, le milieu de [KP]
¢) lorsque M décrit la droite (A), I décrit la médiatrice de [KP]

Exercice 23
ro g n  BC m_1
1) Mes (CA,CB) = 3 et - = cosz =, donc S(A) =B
a)ll est immédiat que (CD) est la médiatrice de [AE], d’ou CE = CA ; de plus

Mes (ZZ"Z’D)) = 2?", donc le triangle ACO est équilatéral.

b)ACE équilatéral, donc et O, milieu de [AC], donc OC =3 CA = CE et Mes(CE,CO) ==
d’ou le résultat.

2) a) faire la figure

b) (OE) est la médiatrice de [AC] et J un point de cette médiatrice, donc JA = JC et donc C

appartient au cercle de centre J passant par A.
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3) a) Les angles (MP W) et (Z’, A_C:) interceptent le méme arc PC, donc

Mes(MP,MC) = Mes(AP,AC) ==
b) immédiat
4) Les points E, M et A sont alignés, donc leurs images par S, O, H et B sont alignés.

Or B est un point de la droite (OB), donc les points B, H et D sont alignés.

Exercice 24

1) L’angle de la similitude est %
Le triangle est IAB est rectangle en A
S est la similitude directe de centre I, d’angle % et de rapport 2

2)a) ’angle de la similitude S1 est Mes(a,ﬁ): _73"
b) immédiat

11—

c) K—H:7K3

d) immédiat

e) S est la similitude directe de centre K, de rapport \/5 et d’angle _73"
Exercice 25

D

a) r’, composée d’une rotation et d’une translation est une rotation d’angle %
b) r’(A)=Betr’(B)=C, le centre de r’ est le point O

2)
a) f'est la composée d’une homothétie et d’une rotation, fest bien une similitude directe.

b)L’angle defest% (celui de la rotation) et de rapport V3, Test le centre defetf(C)=D, d’ouces

résultats.

c) Cet ensemble est le demi-cercle de diamétre [CD], privé des points C et D.

d) Mes(CD,CI)=2
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Situation complexe

m
T

Pour répondre a la préoccupation de Monsieur Konan, Il suffit de justifier que les droites (AC), (GE)
et (HF) sont oui ou non concourantes.

Notons I, le point d’intersection des droites (EG) et (FH), hi I’homothétie de centre I transformant G
en E et h, ’homothétie de centre I transformant F en H

L’image de la droite (CG) par h; est la droite (EF), donc (h,°h;) (CG) = (AB).
De méme, 1’image de la droite (CF) par I’homothétie h;°h; est la droite (DA).

C est le point d’intersection des droites (CG) et (CF), il en résulte donc que I’image du point C par
I’homothétie de centre I, h,°h, (remarquons que h>°h;=h;°h ) est le point d’intersection des droites
(AB) et (CA) c’est-a-dire le point A. (h;°h,)(C) = A, on déduit que I appartient a (AC). Il est donc
possible d’installer un robinet conforme a la volonté de monsieur Konan.
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n SITUATION D’APPRENTISSAGE

Aprés la lecture de la situation d’apprentissage (par le professeur, par un éléve et une lecture
silencieuse des éléves), I’enseignant pourra s’assurer que les éléves ont bien compris le texte.

NOMBRES COMPLEXES ET
GEOMETRIE DU PLAN

11 pourra ensuite faire dégager les constituants de la situation a travers une ou des questions

du type :

Constituants de la situation

Exemples de questions
possibles

Réponses possibles des
éléves

Contexte Ou et a quel moment se Dans un lycée apres
déroule la situation ? observation d’une ceuvre
d’art réalisée par un ancien
¢éléve de terminale.
Circonstance -Qu’affirme ’auteur de cette | Il affirme avoir utilisé une
ceuvre ? similitude directe pour
construire le tableau.
Taches -Que décident de faire les -Ils décident d’étudier les

éléves de terminale C de
I’année en cours ?

similitudes directes et de
construire des figures.

Le professeur utilisera la tache énoncée par ses éléves pour faire la synthése de la situation et

présentera le plan de la legon. Il devra dans la mesure du possible se référer a la situation durant tout
le déroulement de la legon.

e DECOUVERTE DES HABILETES

ACTIVITE 1 : Nombres complexes, distances et angles

c) mes (17 ,AB

L’objectif de cette activité est de savoir calculer des distances et des mesures d’angles
orientés en utilisant les nombres complexes.

Réponses aux questions de I’activité.
1) a) z;=1+i

b) AB=2

=
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ml

2 a) (E@jz(ﬁj(@jz(@}(ﬁj
b)
T T T
mes(AB,CD)=mes(ﬁ,CDj—mes(i[,AB)+2k7r [keZ]
=arg(z,—z.)—arg(z, —z,)+2kx [k eZ]

= arg[ﬁj+2k7r [k € Z]

Zp T2y

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 1
1) zy=zp—z,=1+i
2) AB=|z,-z,|=+2

3) Mes(ﬁ,ﬁ)=%.

Exercice 2
a)

P
mes(ﬂé;@jzarg Zo% | okn = arg LUEER I VS Sy (keZ).

Zy—2z, 2 2 3
—
b) mes(AB,CDj=arg 7% +2km =arg l+£i +2kr =2+ 2kr, (kez).
Z,—2, 2 2 3

Exercice 3

Mes (E ; R‘j = 7%
ACTIVITE 2 : Caractérisation complexe de points alignés.

e L’objectif de cette activité est de pouvoir justifier I’alignement de trois points en utilisant les
nombres complexes.
e Réponses aux questions de I’activité.

T
1- A, B et C sont alignés @mes(AB;AC):kﬁ [keZ]

= arg(ﬁj =kx [k S Z]

ZpTZ4

2-A#C ,donc Ze T2 eR’

Zp—Zy
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e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 4

] b—a 1
c—a 2
b—a

2- eR’, donc les points A, B et C sont alignés.

c—a

ACTIVITE 3: Caractérisation complexe des triangles particuliers.

e [’objectif de cette activité est d’utiliser les nombres complexes pour caractériser des triangles
particuliers.
e Réponses aux questions de 1’activité.

1- ABC est un triangle isocéle en A et mesA=a (a#kx, keZ)

a) ABC est un triangle isocéle en A alors AB = AC, ce qui donne Ze Iy,
Z,—z

A

b) mesA=«a (0<a<7r),onaalors arg(zc_z“‘j=a+2k7r ou arg[ZC_ZAjz_a.;_zkﬂ—

Zp T2y ZpTZ4
avec [k € Z]
. Z.—z2 z.—z ; Z.—z L
¢) La forme exponentielle de =“—2 estdonc ~~—= =¢'* ou <L =¢"",
Zp T2y Zp T2y Zp T2y
2- ABC est un triangle équilatéral.
Z,.—2 AC
a) [——H="—=1
z,—z,| AB
/\ /\
Z.—z — —\ 7 zZ.—z —_— T
b) arg| <4 :mes(AC;ABj ==+42kx ou arg| <4 |= mes(AC;ABj =—=+2kr
Z,—2, 3 Z,—2, 3
avec [k € Z].
z.—z iz Z.—z2 -iZ
c) Les résultats précédents permettent d’avoir: —~—4 =¢? ou —-“—4=¢ 3
Zp =2y Zp—2z,

3- ABC est un triangle rectangle en A
T

a) (AB)L(AC)@mes(E;TC):%Jrkn [kez]

@Mglizc _Z"]=%+kﬂ' [keZ]

Zp—Zy
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Z.—2Z
b) On en déduit que ~“—4 iR,
Zp T 24
4- ABC est un triangle rectangle et isocele en A.

. . Ze—Z, .= Zo—2Z, .
ABC est un triangle rectangle alors d’aprés la consigne 3, ~“—4 ¢iR" etdonc ~<—4 =jb

Zp—2z, Zp—2z,
avec beR".
. N . . Zo—z,
Le triangle ABC est isocele en A, donc d’aprés la consigne 1, =1let
Zp—Zy
Z.—2Z .
< 4 =1<:>‘1b‘=1<:>‘b‘=1c>b=1 ou b=-1
Zy—
o . o . L Ze—Z, . zZo—z, .
Ainsi, ABC est un triangle rectangle et isocéle en A équivaut a =i ou =—i.
Zp=Z, Zp—Z,

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 5

1

~

=, Z.—z s
mes(AB;AC)=arg =€ A 42k =arg(—3i)+2k7r=—5+2k7r [keZ]

Zp T2y

2) On en déduit que le triangle ABC est rectangle en A.

Exercice 6
D b—a_l_@
c—a 2 2
2) b-a = 1 W3 = eiiz, alors le triangle ABC est équilatéral.
c—a 2 2
Exercice 7
el
b-—a 3
c—a ..
2) iR alors (AB)J_(AC)

—a

ACTIVITE 4 : Caractérisation complexe de points cocycliques.

e [’objectif de cette activité est d’utiliser les nombres complexes pour justifier que quatre
points sont cocycliques.

e Réponses aux questions de I’activité.
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1) Onjustifie

mes(a;a?j=mes(m;ﬁj+kﬂc> arg(z" _ch=arg(ﬁj+kﬂ' [keZ]

Z472c 4 D

Z, -2 z,—z
@arg( 5 CJfarg( 5 DJ:kﬂ

247 %¢ Z47%p

2) arg[j‘?_zcj—argtgiz“j:kﬁ alors arg[ﬁ:MJ:kﬁ [keZ].

it 47 Z%p Zy7%c 2,47 %p
‘zfz,z—z‘ Z,—Z. Z,—Z " s
3) Posons r=|"E2—C:ZE_D| alors Z£—=C:Z8 "D = ¢! = ycos(ks). On en déduis que
‘zAsz z,—z, Z,—Z. Z,-Zp

Zp—Zp Zp—2Z *
B L:B DER

Z472%c 2475

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 8
c—a d—a .
=1 et =—1
c—b d-b
c—a d-a . . .
: =—1eR", donc les points A, B, C et D sont cocycliques.
c—b d-b
Exercice 9

c—a d-a c—a d-a
“e-bd-

b c
ar, (C_aj—ar (d_a)—kﬂ' keZ] c’est-a-dire ar (ﬂ)—ar (ﬂ)+k7zet
8len) s 8len) " s
7 7
[ _aj=arg(j Zj+k7r@mes[ﬁ;zj=mes(ﬁ;m)+kﬁ [keZ]

7 T
o mes(CB;CA) = mes(DB;DA)+k7r [keZ]

R ce qui donne ;

>

Donc les points A, B, C et D sont cocycliques.

ACTIVITE 5 : Ecriture complexe d’une transformation du plan
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ACTIVITE 6 : Ecriture complexe des symétries.

e [L’objectif de cette activité est de caractériser les symétries a partir de leurs écritures

complexes.
e Réponses aux questions de I’activité.

FS

M1(21) b M(Z)
vy
v » >

i ) Q(w)
Mz(Zz) M’(Z’)
M(z3)

e Symétries par rapport aux axes du repére
1) a) Voir figure
b) Voir figure
c) M':S(()j)(M), ona: M’(a;—b) etdonc: z'=Z
2) a) Voir figure
b) M, :S(o;;) (M) , ona: M, (—a;b) etdonc: z, =-2

e Symétrie par rapport a un point
1) a) Voir figure
b) M, =SU(M), ona: MZ(—a;—b) etdonc : z,=-z
2) a) Voir figure
b) Voir figure
¢) M;=5,(M), ona: M:—W et donc: z; =—z+2w

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 10
a) V:b)V:c)F:d) marque écrirez’=2z-1(V):e) V
Exercice 11
1.F;2F;3.V;4F;5V
Exercice 12
La réponse est ¢)
Exercice 13

2 =z +2(1+)
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ACTIVITE 7: Ecriture complexe d’une translation.

e L’objectif de cette activité est de déterminer 1’écriture complexe d’une translation.

Réponses aux questions de I’activité.

1. ZMM.,:Z'—Z
2. Z'=z+b
3. Z'=z+b:z'—z=b:>zMM.,=ZM.:>MM'=173M'=tU.(M)

e Corrigé des exercices de fixation
Exercice 1S z'=z-1-2i

. . o 1
Exercice 16 g est la translation de vecteur w d’affixe -3 +i.

ACTIVITE 8: Ecriture complexe d’une rotation.

e L’objectif de cette activité est de déterminer I’ écriture complexe d’une rotation.

e Réponses aux questions de 1’activité.

1. QM=‘Z—W‘ et QM':‘Z'—W‘.
oM'=QM
2. Soitr la rotation de centre Q et d’angle 6. M':r(M)Q _
mes(QM;QM') =0+2kr, [keZ]

_ '
mes(QM,QM'j:HJerﬂ alors arg[z 7wj=9+2k7z [keZ]‘
z—w
3. Zliw:‘z 7w‘=%’=1 et arg(z/_a)):n9+2k7r [keZ],done Zliw:e"g.
z—-w ‘z—w‘ QM z—w -
4, ZTO_go z’=ei‘92+(l—ei‘9)a).
z—®

5. L’écriture complexe de la rotation de centre O et d’angle 0 est z' = ez

e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 17 z'=¢z= [; + ,\fj z
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Na

Exercice 18 z'= [2 —;Jz +3i= e_igz +3i

33

f est la rotation de centre Q d’affixe 3+T+% et d’angle —% .

ACTIVITE 9: Ecriture complexe d’une homothétie.

e [’objectif de cette activité est de déterminer 1’écriture complexe d’une homothétie.
e Réponses aux questions de I’activité.
Lozg,=2-w et zmM=k(z—a))
2. hest I’homothétie de centre Q et de rapport k.
M'=h(M)eQM' =kOM < ' -0=k(z-w).

3. Z=kz+(l-k)o
e Corrigé des exercices de fixation

Exercice 19 z'= —%z

=3+i
Exercice 20 fest I’homothétie de centre Q d’affixe 5 Letde rapport k="7.

ACTIVITE 10 : Ecriture complexe d’une similitude directe.

e L’objectif de cette activité est de déterminer 1’écriture complexe d’une similitude directe.
e Réponses aux questions de I’activité.

Loa) Z=c’z+(1-¢")o
b) Z'=ke+(l-k)o
2. a) Soitles points M (z), M,(z) et M'(2')les points tels que (M) =M, et h(M,)=M".
r(M)=M, &z =e"z+(1-¢")w
( )=M'< 2" =lkz, +(1-k) ; ce qui donne :
[e z+ 1 e’ J+(1—k)a)=ke""(z—w)+w

= ke (z—w)+a)

b) 2’ =ke”z+ (1 —ke'p)a) . Alors I’écriture complexe de /1o 7 est sous la forme z' =az+b avec :

a=ke’ et b:(l—ke'ﬂ)a)
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L]

Corrigé des exercices de fixation

Exercice 21 z':(1+i)z+l—i

Exercice22 z'= (1 + i\/?—a)z + \/5(2 71') est I"écriture complexe de la similitude directe S de

centre Q d’affixe 142i, de rapport k =2 et d’angle 6 = %

a DES QUESTIONS D’EVALUATION

Question 1 : Comment déterminer la nature et les éléments caractéristiques d’une
transformation du plan définie par son écriture complexe.

(z

'=az+b, aeC et beC )‘.’

Solution de I’exercice non corrigé

D

2)

3)

4

5)

6)

La transformation du plan associée a cette écriture complexe est I’homothétie de rapport —
3 et de centre le point Q d’affixe —%

La transformation du plan associée a cette écriture complexe est la similitude directe de
centre le point Q d’affixe — 1, de rapport 2 et d’angle orienté —% .

La transformation du plan associée a cette écriture complexe est la symétrie centrale de
centre le point Q d’affixe l—é .

La transformation du plan associée a cette écriture complexe est la rotation de centre O et
d’angle orienté 2?”

La transformation du plan associée a cette écriture complexe est la translation de vecteur
u daffixe —3-2i.
La transformation du plan associée a cette écriture complexe est la rotation de centre O et

., T
d’angle orienté e

Question 2 : Comment déterminer I’écriture complexe d’une similitude directe définie
par son centre Q(m), son angle orienté 0 et son rapport k ?
Solution de I’exercice non corrigé

. 3 3
1) L’écriture complexe de Sest: z'= 2—1'\/2—]2.
1

2) L’écriture complexe de Sest: z' = 5 iz+3+H.

Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 2

= |1l



Question 3 : Comment déterminer I’écriture complexe d’une similitude directe définie
par son centre , un point et son image ?

Solution de ’exercice non corrigé

1) L’écriture complexe de T est : z' :%iz+3+i.

2) L’écriture complexe de Test: z'=(1-i)z+1+2i.

Question 4 : : Comment déterminer I’écriture complexe d’une similitude directe définie
par deux points et leurs images ?

Solution de I’exercice non corrigé

L’écriture complexe de Sest: z'=—iz.

Question 5 : Comment déterminer le rapport et I’angle orienté d’une similitude directe
définie par son centre , un point et son image ?
Solution de ’exercice non corrigé

S est la similitude directe de centre O, de rapport k =

MES SEANCES D’EXERCICES

> Exercices de fixation

etd’angle f=—"—.
£ 12

Q kY4
2

Nombres complexes, distances et angles

Exercice 1
T, jn
a) AB=2 et mes(ﬁ,AB):fg
e 3z
b) AB=2J2 et mes(u,AB =
P,
¢) AB=23 et mes(ﬁ,AB):Z{

Exercice 2

AB=10; AC=+10 ; BC=22.

ABC est un triangle isocéle en A.

Exercice 3
1 aze 3.1,
b—c 2 2

2) Mes(ﬁ;ﬁ}g
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Exercice 4

==\
1 Aﬂs[AB;AC):E

= N V4
2) Mes(AB;AC):—E

Caractérisation complexe de points alignés
Exercice 5

zZ,—Zz *
Z4 7B R

Z47 %

Exercice 6

——4+4i ——5+5i.

zZ ; g
AB ’ ZAC

Z—.
4B

= g eR" alors les points A, B et C sont alignés.
z

ac

Exercice 7
zZ.—z . . .
=€ "4 —_1eR’, alors les points A, B et C sont alignés.

Zp—Z,

Caractérisations complexes des triangles particuliers.
Exercice 8 Réponse ¢

Exercice 9
. . \ . L Z4—Z .
= Le triangle ABC est rectangle et isocéle en A si et seulement si —4—2 =i ou
zZ,—Z
Za"% _ _
24" %
s

. A . Z,—Z iz it
= Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si —4—2 ¢ {e 3re } .
247 %

Exercice 10
Le triangle ABC est rectangle en A.

Exercice 11
c-a .

=i
b—a
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Exercice 12
1. Voir figure

Z.—2z . N
~€ _“4 =_j, alors le triangle ABC est rectangle et isocéle en A.
Zp T2

e Caractérisation complexe de I’angle droit.

Exercice 13

Z,—Zp oo«

Z4 7B iR

Zp—2Ze

Exercice 14
c-b l[

a-b 2
2. Les droites (AB) et (BC) sont perpendiculaires.

e Caractérisation complexe des points cocycliques.

Exercice 15

zZ,—Zz Z,—Z * zZ,—z Zy—2Z *
A B:D BER et A B:B DGR

Zy=Z2c Zp—2Zc Zy=Z%c 2Zp—Zc

Les bonnes réponses sont :

Exercice 16
OA=0B=0C =2 alors les points A, B et C appartiennent au cercle de centre O et de rayon 2.

Exercice 17

b-a R b-d
=—1 et =
c—a c—d

o ()

b- b—d .
2. ( a] :( ]e R alors les points A, B, C et D sont cocycliques.
c—a c—d

1. a)

e Ecriture complexe des symétries.
Exercice 18

z’—a):—(z—a))
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Exercice 19

a) zZ'=—z+2+2i ; b) Z'=—z ; ¢) Z'=—z+2+6i
Exercice 20

Prendre dans I’énoncé b) ,z' = e”"z — 2 + 6i

a) Symétrie centrale de centre Q d’affixe %—i

b) Symétrie centrale de centre Q d’affixe —1+3i
c) Symétrie centrale de centre O.
Exercice 21.

1. S est la symétrie centrale de centre O.
2. L’affixe de I'image du point Q(1-i) est le point Q' (—1+i).

Exercice 22
1. S est la symétrie orthogonale d’axe (O;ﬁ )

2. L’affixe de I’'image du point A(1+i) est le point 4" d’affixe 1—i.
3. L’affixe de I’antécédent du point B(727i) est le point B, d’affixe —2+1i.

e Ecriture complexe d’une translation.
Exercice 23
1. L’écriture complexe de T est z'=z—1+2i.

2. Par T, I'image du point A est le point A'(74+3i) et 'image du point B est le point B'(lfi)
Exercice 24

L’écriture complexe de la translation T qui transforme A en B est z'=z—1+2i.

Exercice 25

a) Translation de vecteur u (1 -3i )

b) Translation de vecteur u (3 +i ) .

¢) Translation de vecteur u ( i )

d) Translation de vecteur u (—1 —2i ) .

Exercice 26
1) T est la translation de vecteur u d’affixe —3+2i.

2) Sion désigne par (C) le cercle de centre O passant par le point A(1+i) ,par O et A' les
images respectives des points Oet A4, ona O'(—3 +2i ) et A (—2 +3i ) .

Alors I’image de (C) par T est le cercle (C')de centre O’ passant par le point A’.

Exercice 27
(D'): 2x—y+2=0

e Ecriture complexe d’une rotation.
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Exercice 28
Z—w=¢€"’ (z—a))

Exercice 29

[lﬁJ

2 2

Exercice 30
. Z/=—iz—2+2i
2. z.=3+3i

Exercice 31

:(_£+1£Jz 3+2i
2

2

Exercice 32

1. f estlarotation de centre (2) et d’angle orienté —%.

2. Lraffixede O' est 2—\/§+i.

e Ecriture complexe d’une homothétie.
Exercice 33
1. Homothétie de centre O et de rapport 3.

2. Homothétie de centre Q(4—2i ) et de rapport % .

3. Homothétie de centre Q(—4+3i) et de rapport 2.

Exercice 34
1. a) w=-1-i

b)

'
zZ -
=2

Z—®
2. Hest I’ homothétie de centre Q d’affixe @ =2 et de rapport 2.
Exercice 35

Z'=-2z+3-3i
Exercice 36

, 1 3 5

l. z==z+——=1i

2 2 2

2. Qapour affixe 3—5i
o Similitude directe : définitions et propriétés.

Exercice 37
1.F ;0 2.V ; 3V ;o 4V ; 5V
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Exercice 38

1. Vraie car son écriture complexe est z' =—z
2. Vraie.
3. Vraie.

Exercice 39
Soit S une similitude directe d’écriture complexe z' = az +b admettant deux points invariants

AetB. A=S(4d)ez,=az,+b ; B=S(B)oz,=az,+b

az,+b=z,

La résolution du systéme { nous donne a=1 et b=0

azy+b=1z,

Ce qui donne z' = z. Alors S est application identique.

Exercice 40
l.vrai ; 2.faux ; 3.vrai 4 vrai

e Ecriture complexe d’une similitude directe.
Exercice 41

Z—w=ke’(z-w)

Exercice 42

0=2; k=2 ; 9:%

Exercice 43

a) f est la similitude directe de centre Q(%—éi j, de rapport k = V2 et d’angle 6 = 37”

b) f estla translation de vecteur u d’affixe 2—i.

¢) f estlasimilitude directe de centre O, de rapport k =3 et d’angle 6 = —%.

N

d) f est larotation de centre Q[z—;i] et d’angle 0 = %

e) festune similitude directe de centre Q[%‘l +§i ] , de rapport k =2 et d’angle 6 = % .
Exercice 44
1) Z'=—iz—1-i
2) Z'=-3iz-2-2i
3) z'=<—\/§—i\/§)z—\/§+(l+ﬁ)i
e Image de figures simples par une similitude directe.

Exercice 45
l.faux ; 2.faux ; 3.vrai 4 vrai ; 5.vrai

Exercice 46

D’): (—1+\/§)x—(l+«/§)y+l+\/§=0
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Exercice 47
(C*) est le cercle de centre O et de rayon 6. Donc : (C’) :x% + y? = 36.

e Déterminations d’une similitude directe.
Exercice 48
Prendre comme énoncé :
Justifie qu’il existe une unique similitude directe S de centre A transformant B en C.
Détermine I’écriture complexe de S.
Les points A, B et C étant distincts deux a deux, il existe une unique similitude directe S de
centre A transformant B en C.
S a pour écriture complexe : z'=iz+2

Exercice 49

z,=let zg=e’ = 7§+i7 . Les points A et B sont distincts alors il existe une similitude directe

2
S de rapport 2 et d’angle ?ﬂ- qui transforme A en B.
Exercice 50

1. A# B et C# Dalors il existe une unique similitude directe S qui applique A sur D et B sur C.

2. Lerapportde Sest k= % =2 et I’angle de S est

==, Ze-z, )7
H—mes[AB,DC)—arg{CDj—
Z,—2, 4

3. a) L’écriture complexe de S est : Z':(1+i)z+l+i.

b) Le centre de S est le point Q d’affixe —1+i.
Exercice 51

= LerapportdeSest: k=—=
PP AB A
V1

T,
= L’anglede Sest: 0:mes(AB,AC) =2

AC  AB\2
=2
B 2

» Exercices de renforcement/Approfondissement

Exercice 52 '

= =

1. Voir figure

2. @) 2% LB -

z,—z, 2 2
[
b) ABC est un triangle équilatéral. + 4 42 x
3. a) SoitQle centre de (I). A
= Le triangle ABC étant équilatéral, -

)
B -

.I 266 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 2



ona @+HB+FC:5 ce qui donne

1
Zg =§(ZA +z, +ZC) =0. Alors le centre de (F)est le point O.

* Lerayonde (I') est r=04=2.

¢) Voir figure
Exercice 53 Résoudre dans CxC

N See :{(—\/5+i;—1+i«/§)}

2 wefo{)rm(]) ()]

3. a) ‘ﬁ‘:l et Arg[i):—z
m m 6

== .
b) Mes (OM s ON) = % et MON est un triangle isocéle en O.

Exercice 54 PRENDRE 1 cm pour unité graphique

1. Voir figure i

d-a . I i |
=i

b-a e

2. a)

b) Le triangle ABD est rectangle isocéle en A. \

d-a : d=c =L:—16R*,alorslespoints
b—a b—c -3i 3

A, B, C et D sont alignés.

4. Désignons par (r) le cercle circonscrit aux triangles ABD et BDC.

Le triangle ABD étant rectangle en A, le centre Q de (F) est le milieu du segment [BD].

Zgtz
z —ZBTZD

o 3 =-3-2i. Lerayon du cercle (F) est r=0QA4=5.

Exercice 55

—_— — c—a T
1. Mes| AB;AC |=Arg| —— |=Arg(2i)=—.
( ) g(b—aj g( ) 2

2. zy=z,+1+i=3; zy=z,+1+i=4+3i ; z.=z +1+i=-3+2i
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'
c

b'—

a

3. Mes(ﬁ;A'C'): Arg( ,
a

N T
=Arg(2i)==
2

4. Latranslation f conserve les mesures des angles orientés.

Exercice 56

1. a) OA= OB =2alors les points A et B sont sur un cercle de centre O et de rayon 2.
b) Voir figure

2. 7 estlarotation de centre A et d’angle —% alors écriture complexe de 7 est
z’:—iz+(1—i\/§)+i(l+«/§).
r, est la rotation de centre A et d’angle %alors I"écriture complexe de 7, est
z’:iz+(1+\/§)+i(—1+\/§).
Ainsi : C=1;(0) &z ==izy +(1=if3) +i(1+43) = (1-i43) +i(1++3)
D=1, (B)=z,=iz +(1+\/§)+i(—1+\/§):(1+2\/§)+i\/§

Exercice 57

1. a) Voir figure

b) 47 i alorsle triangle ABC est rectangle isocele en A. '5"1
a-— :

2. a) soit @ 'angle der.

Comme C = r(B)

alors & :mes(A_é;R') =arg(—i)+2kz =—%+2k7r

b) L écriture complexe derest z' =—iz+2+2i.

o) D=r(C)<z, =—izo+2+2i=3+i

3. (H) est le cercle de diamétre [BC] alors . . o (H)
(IT") =7(TT) est le cercle de diamétre [r(B)r(C)] =[cD].

Exercice 58
1. a) Voir figure g

b) L’écriture complexe derest z' =iz+1+i.

©) B=r(d) oz =iz, +1+iz, =—1+3i

P Il S S R N Y -
d-b 2 2 d—a ! » |

1 .
= 72 e R’ alors les points A, B, C

.I 268 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 2



et D appartiennent a un méme cercle (C).

D’autre part, B=r(A)a10rs FEA=EB et EB:\/g.
Onaaussi iz, +1+i=-1-i=z. alors C:r(D)etdonc EC=ED et EC=A[5.

Ona: EA=EB=EC=ED= ‘\/g Donc (C) est le cercle de centre E et de rayon \/g

Exercice 59

c—
1.
a) b

2_ i alors le triangle ABC est rectangle isocéle en A.
-a

ABxAC 10x10 5
= 2 = 2 =5cm".

b) L’aire du triangle ABC est AABC

2. a) A, B' et C' sont les images respectives des points 4, B et C par I’homothétie h et
(AB) 1 (AC) , alors (A'B') L (A'C') car h conserve I’orthogonalité.

by A =2"xA =20cm’.
ABC ABC

Exercice 60
1. festla similitude directe de rapport \/E , d’angle %et de centre Q d’affixe 2.
2. M(2)e(T)e|(1+i)z-2]=2 & |z-1-i|=\2 & AM =2

Alors (F)est le cercle de centre A(1+i) et de rayon \/5

3. (C)estle cercle de centre Q et de rayon 1. Alors I'image (C’) de (C ) par fest le cercle de centre
f(Q) et de rayon \/Exl = \/5 f(Q) ayant pour affixe —1+17.

Exercice 61
1. a) Décriture complexe de 1 est z' =iz+1+i.
b) B=r(A) ez, =iz, +1+i=-2
o) C=r(D)ez . =id+1+i<d=-2+2i

2. a) Voir figure
b) B=r(4)alors Q4=0QB et QB=+5

C:r(D)alors QD =QC et QC:\/g
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Ona: QU4=0B=QD=QC=+5
alors les points A, B, C et D appartiennent a

un méme cercle de centre () et de rayon \/g .

a) zz5 =—4iet zg5=2i .Ona: AC =—-2BD donc les droites (AC) et (BD) sont paralléles.
b) AD=|z,—z,| =2 et BC =z, -z =2
c) (AC ) // (BD) et AD = BC alors le quadrilatére ADBC est un trapéze isocéle.

Exercice 62
VB3 B (1 43,
. —+—i=—x| —+—i
4 4 2 2 2
NEPEF UAN
4

7+£1 —ﬁ et arg ﬁ-%—ii =arg ﬁ +arg l+£i =2 2kn
4 2012 2 2 4 4 2 2 2 3
Donc £+é \/—elg
4 2
2. a) I, =|Zm —Jg+i x|z,|= \/frn et 7 Z‘ZO‘:I ; alors (r”) est une suite géométrique

de raison 73 et de premier terme 7, =1.
‘\/3 n l\/g n

b) r=r =l—.
2 2

c) OA,=|z,|=r, _[\/gJ et donc lim OA4, =0.
2 n—>+w0

Exercice 63
1. a) S estlasimilitude directe de rapport V2,

d’angle % et de centre Q d’affixe 1.

b) Pour tout point M = Q), z'=(1+i)z—i<:> -

T [
mes [QM;MM') = arg(—lj = arg(i) =
s

2. a) Voir figure

b) L’image de la droite (D) d’équation y =xpar S est I’axe (O;V).
3. a) Résolvons I’équation zxz' =1
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zxz’=1c>z><|:(1+i)z—i:|=l c>(1+i)zz—iz—1 =0 et la résolution de cette équation

. 1 1,
donne les solutions : z, =1 et z, =—5+7z .

11
Ainsi en posant B le point d’affixe 75+5i, ona B#Qet z;xz, =1.

1 S
b) z; xz, =1z, =—=—1-i. Voir figure.
Zp
Zy—Zq  Zp—Zgy . . , , .
4., 2= L5 9 —_1eR alors les points Q, €, B et B’ sont cocycliques.
Zp—2o Zp—Zgy

Exercice 64

v

B(\/E;O), D(O;l) et C(\/E;l).Cequidonne zB:\/E, zC:\/EJri et z,=i.

ol == — R - . I
U= ﬁ AB = AB = \/Eu et AD =V ; alors dans le repére orthonormé direct (A u, )

S(D):C©ﬁ+i=ai+b et S(C):Bc>«/§:a(«/5+i)+b

ai+b=«/§+i J—

Et le systeme permet d’avoir a =—i 2 et b
Vi =—j = =
a («/5 + i) +b=12 2

+i.

w|i5

Onadonc: zZ'=—i—z+—+i.

2
2. Le rapport de T est % et ’angle de T est —% .

- 2
3. Lemilieu I dusegment [AB] a pour affixe z, = % = \/2_

Soit B' I'image de B par T,ona: z, 2 ﬁ+i: Jf:z, alors B'=1I.

=—i—z,+—
272
4. Onconstate que S=T.
T est une similitude directe d’angle —% .
D’aprés la question 1) T(D) =C et T(B) =1 donc ,,mes(ﬁ;aj = —%donc
(DB)L(CI).

Exercice 65
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1. a) Ona: (1—ix/§)2—x/§—iz(l—i«/§)|:z—1§3§:|:(1—1\/§)(z—i),Alors

Me(N) e ‘(1—145)2—6—1" =6 1-i3]z-i=6 = 2~i=6 = |-i=3
b) (F) est donc le cercle de centre A et de rayon 3.
2. a) L’écriture complexe de la similitude directe S est de la forme z'=az+b

O=S(A)oz,=az,+b=0=ai+b et C=S(B)oz.=az,+bo—4i=a\3+b.

ai+b=0
permet d’avoir azlfi\/g et b:,\/g,i_
aB+b=—4i

Et la résolution du systéme {
On a donc : Z':(l—ixlg)z—\/g—i

b) Le rapport de S est /1:\1—1\/?‘:2 ; Pangle de S est 9:arg(1—i\/?—a):—§+2k7r (keZ).

b -B-i B

L’affixe du centre Q est z, = —— =
T l-a i3 3

3. a) (r) est le cercle de centre A et de rayon 3, alors (C) = S(r) est le cercle de centre S(A) =A'et

derayon 2x3=6. Ona z, =(1—i\/§)xi—\/§—i=0 alors A = 0.

(C ) est donc le cercle de centre O est de rayon 6.

b) Voir figure.

4. a) Voir figure
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QC=20B

b) S(B)=C alors mes((TB'@)zle
’ 3

QD =208 alors QD=2QB et les vecteurs QB et QD sont colinéaires de méme sens, alors
QC=QD
—_— 7 - Ainsi, QCD est un triangle isocéle ayant un angle de 60°, alors le triangle
mes| QD ;QC |= —g

QCD est équilatéral.

5. a) restlarotation de centre Q tel que r(C) =D, alors ’angle de r est mes((f,@j =

Wy

Na

L c 1T
L’écriture complexe de r est donc z' = [2 +i ZJZ +b avec

b=[—\/§+iJ[l—i\/§]=\/§+i.Ce qui donne : Z'=[;+i\/§]z+\/§+i.

3 2 2 3 2 3

b) r(C)zD alors zD=[;+i\/§](—4i)+\/§+i=7\3/§—i.

2 3
Exercice 66

1. P(z\/?):o et P(—z\/§):0alorsﬂexisteunpolynameduseconddegré O(z) tel que .
P(z)=(z-iNB3)(z+i3)0(2) =(* +3)0(2)
Et on obtient : O(z)=z"—6z+21
2. P(z)=0z=iy3 ou z=—i3 ou z2—6z+21=0.
Et 22 —6z+21=0 < z=3-2i3 ou z=3+2i/3.Donc
Se={-i3 ;i35 3-2i3 ; 3+2i3}.
3. a) Voir figure
b) B:S(O;ﬁ)(A) alors ZBZ—ZA:—i\/g
C =g (4) = QC =204 alors 2. =2(z,—2,)+2, =3+2i3
D:tzAé(C)©EZZE alors zD=2(zB—zA)+zC=3—2i\/§.

Zp—2,

<)

=—iy/3 €iR" alors le triangle ACD est rectangle en A.
ZcTZy
z,—z 3. . Zp—Z, Zp—2Z .
d) Ona Z2_Z8 — —£ ,ce qui donne ~2—=4:Z2_ZB — 3 cR" alors les points A, B, C et D
Zo—2Z, Zo—2Z, Zo—Zg
appartiennent & un méme cercle.
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4. a)E:SO(D)alors ZE=—zD=—3+2ietona:ﬁ:l—iﬁzeﬁii
zZp—zp, 2 2

b) 272 63 alorsle triangle BEC est équilatéral.

Zp—Zg
F 3

T

g
P

Exercice 67
1. a) T est une similitude directe alors son écriture complexe est sous la forme z'=az+5.

T:S(Am;r;a) alors a=ré“=u et z,, :IL:b:(lfu)zn,,.
—u
A,=T(4,,)=z,=az, ,+b=uz, ,+(1-u)z, . Ondonc: z,=uz, ,+(1-u)z,,.

b) Démonstration par récurrence
e Pourn=2, ona:z,=uz, "'(1_”)21 =z, —uz, ce quidonne z, —z, =—uz =—ui

Et (714)11‘: —ui. Onabien: z, -z :(7u)li
e Soit k=2, supposons que z, —z, , = (—u)ki1 i et démontrons que z,,, —z, = (—u)k i.
k-l
Z 2, =UZ +(1—u)zk —z,=uz,_ —uz =—u(z,( —Z,H) , orz,—z,_, =(-u) i alors
k-1 . k.
Zi—z =—ux(—u) i=(-u)i.

. 0l
e Conclusion Vn22, z,-z,,=(-u) i.

. S
c) Onsaitque: Vn=>2, zn—z”,lz(—u)" i . Ainsi:

.II 274 Guide du professeur - Pyramide Maths T'*C TOME 2



Pour n=3 z,-2z, —(7u)21

Pour n=4 z, 23:(—14)31

Pour n-1 Z, —Z,, = (*Lt)"’z i
Pour n z,—z,,= (714)"71 i

En additionnant membre @ membre ces égalités, on obtient :

2=z =(cu) i (-u) it (cu) it ()

=i[(-u)‘ +(~u) +(-u)’ +...+(-u)""}

1—(—1,{)"71 .

D’ou z, =i—iu
I+u

2. a) Onsaitque z,=0; z =i; z,—z =-uz =-ui alors z, =i(1—u),
z#2z, et z,#z alors 4 # A, et A, # A dons il existe une unique similitude directe S telle que :

A4 :S(AO) et 4, =S(A,).
b) Déterminons les ¢léments caractéristiques de S

Le rapportde Sest: A = 44, =M = ‘iui\ =r
A, 4, ‘Zl _Zo‘ M

ﬂ] = arg(_—_uij :arg(—u) =a+rw
i

L’angle de S est : @ =arg
474
L’écriture complexe de S est donc de la forme z' = re“ ™z +b=—re“z+b=—uz+b

4 =S(A0)alors z, =—uz,+b,cequidonne b=i.Onadonc z' =—uz+i.

. i
Soit Q le centre de S, alors z5 = ——.
I+u

o . i
En résumé, S est la similitude directe de rapport r, d’angle o + 7 et de centre Q d’affixe Lou’
+u

) Démontrons par récurrence que VneN, 4,,=5(4,).
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e Onsaitque 4, = S(An)
e Soit k €Z, supposons que A, =S (A, )et démontrons que 4,,,=S5(4,,,).

n-1>

On sait d’apres la question 1.a) que Vn>2, z =uz, , +(1 —u)z
Alors
Zpy =uz; +(1 _”)ZM SUZ ALy TUZ UL FUZ F 2y
Or 4, = S(Ak) alors z,,, =—uz, +i, cequidonne uz, +z,,, =i.
Onadonc z,,, =-uz,, +i.Ainsi 4, = S(A,M)

e Onconclutque VneN, 4,,=5(4,).

3. a) Démontrons par récurrence que VneN, 4, =S, (AP).

e S, étant application identique ona: 4, =S, (Ap)

e Soit k €Z, supposons que A, =S, (Ap) et démontrons que 4,,,,, =S, (Ap) .

4,.,=S, (Ap)3S(AA-+p):S°Sk (Ap):SM(AP), or d’aprés la question 2.c)
S(4,,,)= A4, =4,

k+p+1

e Onconclutque VneN, 4, =S, (Ap).

ce qui donne 4, , =S, (Ap )

+l+p

b) Démontrons que H est une homothétie

Pour a=£, u=re?
4
Ona: §=85085,=8Scld, =S ; §,=808§ =808
Donc S, =808, =S<>(S0S2)=(SOS)0S2 =S50S§50S08S.
S, estla composée 4 fois de la similitude directe S de centre Q(%) rapport r, d’angle
+u

O=a+r= % +7= %{ = ?T” +2kz . Alors S, est la similitude directe de centre O, d’angle

40=-3r=n—4r derapport r*. S, :S(Q ;r";ﬂ): H(Q ;7r4)

» Situations complexes
Exercice 68
Pour répondre a cette préoccupation, je vais utiliser les similitudes directes.
Je vais :

- Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe S qui permet de déterminer
le deuxiéme carré image de premier carré.

- Déterminer I’écriture complexe de S.

- Utiliser la similitude directe S pour construire les autres carrés.
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Notons OABC le premier carré. Selon le tableau présenté, le second carré sera OA’B’C’ ou les points A’, B’ et
C’ sont respectivement les images des points A, B et C par S. On a donc S(O) = O. O est donc le centre de S.

'

S(A)=A’ et S(B)=B’ alors le rapport de S est k = % et son angle est 8 = mes(a‘l’;a}j .

Le triangle OAB est rectangle isocéle en A et A’ est le milieu de [OB], alors OA' = %OB et OB = OA\/E ,
ce qui donne O4' = gOA etdonc k = g . D’autre part 8 = mes(a;ﬁ) = %

2
S est donc la similitude directe de centre O, de rapport k = % etd’angle 6 = %

\/5 T

i 1
L’écriture complexe de S est donc z' = 76142 = (5 +Ei)z

Exercice 69

Préoccupations du pére
e Le nouveau champ est triangulaire car il est le transformé de 1’ancien champ par une similitude directe.
e [L’aire du nouveau champ est égale a 1’aire de I’ancien multiplié par le carré du rapport de la similitude
directe soit: 2*x2,5=10ha .
e Le plan du nouveau champ s’obtient grace a la construction de I’image du triangle ABC par la
similitude directe S.
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